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Les matériaux magnétiques doux (Fe, Ni, Co sous forme cristalline, poly-
cristalline ou amorphe) sont souvent utilisés en électrotechnique pour convertir
l’énergie, guider les lignes de flux et transmettre des signaux. Leur principale ca-
ractéristique est de s’aimanter aisément. Ces matériaux sont aussi conducteurs
et des courants sont induits en régime transitoire et périodique. Ces derniers
peuvent être classiquement diffusés à une échelle macroscopique mais aussi et
surtout localement induits dans une microstructure magnétique en mouvement
et réarrangement incessant. Un champ magnétique d’opposition est associé à
chaque boucle de courant et amortit le champ appliqué. Ces effets d’amortisse-
ment et de pertes joules microscopiques se manifestent macroscopiquement par:
des pertes d’énergie, des temps de retard, de la distorsion de signal et de la
rémanence. Nous nous intéressons à la recherche de modèles fidèles dans le but
de comprendre les propriétés des matériaux ferromagnétiques doux en régime
statique et dynamique et de simuler avec précision le comportement des dispo-
sitifs électrotechniques. Nous choisissons de nous concentrer particulièrement
sur l’effet des courants induits microscopiques en plus de ceux macroscopiques,
puisqu’ils sont à l’origine des pertes en excès et de l’hystérésis dynamique qui
sont observées.

Notre étude sera exposée comme suit:

• Dans la seconde partie (partie II) nous proposons d’introduire le sujet à
l’aide d’un bref historique sur la prise en compte des matériaux dans la
conversion d’énergie (chapitre 1), d’une ébauche sur les enjeux (chapitre
2), d’une présentation des matériaux concernés et de la problématique
posée (chapitre 3).

• La troisième partie de ce rapport (partie III) sera pleinement consacrée à
notre contribution sur la modélisation mésoscopique des matériaux doux
en régime dynamique et transitoire (chapitre 4 et 5). Le chapitre 4 étant
destiné à la représentation des dynamiques microscopiques à une échelle
intermédiaire par une technique d’homogénéisation et le chapitre 5 à leur
intégration dans les formulations électromagnétiques.

• Ensuite, dans la partie IV, nous confronterons les travaux de la partie III
aux mesures à l’aide de calculs analytiques (chapitre 6) et d’identifications
expérimentales (chapitre 7).

• Enfin, la cinquième partie (partie V) fournira le détail de l’écriture et de
l’implantation de formulations spécifiques dédiées au calcul des champs
électromagnétiques dans les matériaux doux par la méthode des éléments
finis (chapitre 8). Celles-ci seront testées puis appliquées à quelques exemples
de dispositifs réels dans le chapitre 9.

• Nous concluerons sur les succès, échecs et perspectives dans la sixième et
dernière partie (partie VI).
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” L’algèbre s’applique aux nuages ; l’irradiation de l’astre profite à la rose ;
aucun penseur n’oserait dire que le parfum de l’aubépine est inutile aux constel-
lations. Qui peut donc calculer le trajet d’une molécule? Que savons-nous si
des créations de mondes ne sont point déterminées par des chutes de grains de
sable ? Qui donc connaît les flux et reflux réciproques de l’infiniment grand et
de l’infiniment petit, le retentissement des causes dans les précipices de l’être et
les avalanches de la création? ”

Victor Hugo
(dans le jardin ” livré à lui même ” de la maison de la rue Plumet où s’est

réfugié Jean-Valjean et où ” rien n’est petit en effet ”)
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Chapitre 1

Transformations

” Métal vivant ”

Les Egyptiens
(pour parler de la pierre d’aimant en l’an -1000)
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1.1 Conversion et Maîtrise de l’Energie

L’électricité et le magnétisme sont deux phénomènes physiques connus depuis
des milliers d’années. Le terme ”électricité” dérive directement du mot grec
”elektron” (ελεκτρξν) qui désigne l’ambre jaune, une résine fossile possédant des
propriétés électrostatiques. De la même manière, le terme ”électromagnétisme”
fait référence à la pierre de magnésie, un aimant naturel utilisé dès la Haute
Antiquité par les Egyptiens, les Crétois et les Chinois. Chez les Hellènes, Thalès
de Milet (~625-~547 avant J.-C.) semblait accorder ”une âme aux choses qu’on
croyait inanimées”. Le plus ancien manuscrit mentionnant l’esistence des pierres
d’aimant est l’oeuvre d’un écrivain chinois, Guanzhong (mort en 645 avant J.-
C.). Les propriétés magnétiques sont utilisées par les devins à partir des IIème

et Ier siècles avant J.-C., pour fabriquer des tables de divinations magiques.
De là dérive la première boussole, indiquant le sud et perfectionnée après le
Ier siècle de notre ère. Les connaissances dans ces domaines progressent alors
doucement et empiriquement entre -500 avant J.-C. et le XVIIème siècle. Il s’est
agit d’observer expérimentalement la différence entre matériaux magnétiques et
non-magnétiques (Liu An en -120) et entre matériaux doux et matériaux durs
(Saint augustin en ~400). Les premiers textes scientifiques occidentaux traitant
de l’électromagnétisme datent de 1269 (Pierre Pélerin de Maricourt, France) et
1600 (William Guilbert, Angleterre) (Internet Wikipedia et [TRE_1]).

Les idées de transformation (électrique-électrique) et conversion d’énergie
(électromécanique) sont apparues avec les expériences de Hans Christian Oers-
ted (1777-1851), André-Marie Ampère (1775-1836), Michael Faraday (1791-
1867), Franz Neumann (1798-1895) ...etc... (Internet Wikipedia, [DAR_1] et
[TRE_1]), et les travaux théoriques parallèles de Charles de Coulomb (1736-
1806), Carl Friedrich Gauss (1777-1855), Wilhelm Weber (1804-1891), James
Clerk Maxwell (1831-1879), Heinrich Hertz (1857-1894)...etc...(Internet Wikipe-
dia, [DAR_1]). Ils mirent en évidence les lois de l’électromagnétisme: l’action
d’un fil parcouru par un courant sur une boussole (mise en évidence par Oersted
et Ampere, manifestation du théorème dit d’Ampère) et surtout le phénomène
d’induction d’une force contre-électromotrice (notion introduite par Hermann
Von Jacobi en 1834) par variation d’un flux magnétique à l’intérieur d’un circuit
électrique (mis en évidence par Faraday, manifestation de la loi dite de Fara-
day); cette variation de flux pouvant être créée par un mouvement mécanique
ou bien un autre circuit électrique inducteur. Il s’agit là des ancêtres de l’alter-
nateur/moteur et du transformateur. On utilise alors des matériaux ferroma-
gnétiques (bons conducteurs magnétiques, le Fer par exemple) pour canaliser
les lignes de flux magnétique et des matériaux conducteurs non magnétiques
(bon conducteurs électriques, le Cuivre par exemple) pour diriger les lignes de
courant électrique. Pour cette conversion d’énergie, les travaux d’un nombre
considérable de scientifiques entre 1860 et 1890 conduisirent à l’apparition de
machines capables de produire de l’énergie électrique en grande quantité, ainsi
qu’à la possibilité de la transporter sur de longues distances. Les premières ma-
chines à courant alternatif sont apparues grâce aux travaux de l’anglais Wilde
en 1868 et du serbe Nikola Tesla en 1887. De même les premiers tranformateurs
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ont été développés par Lucien Gaulard en 1884 et Georges Westinghouse en
1886. On peut enfin considérer que l’invention de la machine à courant continu,
brevetée par le belge Zenobe Gramme en 1869 doit beaucoup aux travaux de
l’italien Antoine Pacinotti (1841-1912) et de l’allemand Ernst Werner Von Sie-
mens à la même époque. En 1889, Michail Ossipowitsch Doliwo-Doborwolski,
électricien russe, invente le premier moteur asynchrone à courant triphasé à cage
d’écureuil (Internet Wikipedia). L’enjeu principal dans ce type d’application est
la connaissance des critères de dimensionnement et la réalisation d’un rende-
ment de conversion optimal, ce qui passe nécessairement par une maîtrise des
processus de conversion et une diminution des pertes d’énergie.

Parallèlement à cette génération d’énergie via des conversions, depuis les
énergies naturelles (l’eau, le vent, la vapeur...); et aux transformations, pour
adapter les sources aux charges; il a fallu développer des dispositifs de contrôle
et de protection de ces réseaux afin de garder la main mise sur la spatialité et la
temporalité de ces transferts d’énergie (en bref: où et quand, et de manière pré-
cise, l’électricité circule? ). En effet, les forces inouïes de la nature se retrouvent
alors sous une forme invisible à la fois très commode mais aussi très dangereuse:
l’électricité (Benjamen Franklin (1706-1790) fut le premier spécialiste des mani-
festations électriques sous forme d’arc ou de foudre). Nous nous orientons alors
vers des applications plus spécifiques dédiées au contrôle commande et à la pro-
tection des réseaux de distribution électrique (transformateurs de courant des
capteurs électromagnétiques, actionneurs électromécaniques linéaires et à levier
des contacteurs et disjoncteurs). Les premiers disjoncteurs apparaissent à la fin
du XIXème siècle (~1890), ils sont de haute tension et la coupure du courant se
fait alors dans l’huile (années 1920), puis dans le gaz (SF6 en 1938). La coupure
dans l’air commence à être maîtrisée autour des année 1950, l’idée étant alors
d’allonger suffisamment l’arc dans l’air afin de provoquer son refroidissement,
son extinction et ensuite la tenue de la tension du réseau. L’activité ”basse
tension” se développe alors et les premiers disjoncteurs dans l’air apparaissent
sur le marché. L’entreprise phare dans ce domaine aujourd’hui et à l’échelon
mondial est l’entreprise Schneider-Electric (Merlin-Gerin, Square D, Telemeca-
nique), spécialiste de la sécurité dans la distribution d’électricité, et partenaire
principal de cette étude (une présentation plus détaillée de ce paysage industriel
et applicatif sera faite au chapitre 2). Les enjeux sont ici non seulement la tran-
formation/conversion avec un minimum d’altération et de perte de service, mais
aussi la transmission fidèle et précise d’un signal électrique pour le rendre fiable
et directement utilisable dans la commande d’une ouverture ou d’une fermeture
du circuit sous contrôle. Ces contraintes de conception et de fabrication passent
là encore par une connaissance parfaite et prédictive du résultat de l’interaction
entre les énergies électromagnétiques, les matériaux et les structures.

”Aucune transmission, transformation ou conversion d’énergie de type élect-
rique n’est possible sans une variation dans le temps des grandeurs électroma-
gnétiques”. Il faut en effet faire varier un flux dans le temps pour induire la
force électromotrice à l’origine de la création d’un courant (loi de Faraday) et
inversement, il faut faire circuler un courant transitoire ou alternatif pour rayon-
ner un champ à l’origine d’un flux d’induction variable (théorème d’Ampère).
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Dès lors, ces variations temporelles, nécessaires aux processus de transformation
et de conversion d’énergie, sont aussi à l’origine de processus d’auto-induction
et induction à l’intérieur même des divers organes utilisés dans ces dispositifs
(Joseph Henry (1832), Heinrich Lenz (1833) et Foucault (1855) sont parmi les
premiers scientifiques à introduire la notion d’auto-induction et de courants in-
duits). Ces phénomènes sont justement la cause d’une altération de la forme du
signal détecté et d’une perte d’énergie, les deux étant naturellement intimement
liées (matériaux dispersifs). Nous nous intéressons, dans ce manuscrit, essen-
tiellement aux matériaux ferromagnétiques (chapitre 3) chargés de canaliser les
lignes de flux, pour permettre une transmission propre de signal et une conver-
sion efficace d’énergie. Ils sont généralement à base de Fer, de Nickel et/ou de
Cobalt (plus d’autres éléments additionnels, dans la réalisation d’alliages ”éco-
nomes”, ”performants” ou ”multi-fonctions” par exemple [GAQ_1], [PER_1],
[VER_1], [COU_1], [PFE_3], [WAE_1], [AUX_1]), qui sont les trois princi-
paux éléments simples ferromagnétiques à l’état naturel. Ces substances ont
en effet l’agréable propriété de s’aimanter sous champ et d’amplifier ce même
champ, ce qui a comme intérêt d’assurer les transmissions et conversions qui
nous occupent. Cependant, ce sont aussi des métaux conducteurs, lieux de phé-
nomènes auto-induits divers et variés en régime périodique et transitoire. Nous
proposons dans les deux sections qui suivent (section 1.2 et section 1.3) de pré-
ciser et d’illustrer les conséquences de tout ceci en termes de pertes énergétiques
d’une part et de formes des signaux d’autre part.

1.2 ”Pertes Fer”

Ce terme ”pertes fer” englobe généralement toutes les pertes intervenant dans
les pièces ferromagnétiques des organes magnétiques des dispositifs électrotech-
niques. Ces pertes dépendent évidemment de la nature du matériau utilisé mais
aussi de la nature des processus dynamiques qui s’y développent, et enfin des
modes de diffusion spatio-temporelle dans la géométrie considérée. Il est tou-
jours possible d’effectuer des mesures précises de ces pertes induites, et de les
étudier en fonction des conditions d’induction et de fréquence. Ces études ont
abouti à l’élaboration de modèles macroscopiques prédictifs (paragraphe 1.2.2)
tous basés sur un principe de séparation (paragraphe 1.2.1), issu de l’analyse
fine des observations expérimentales.

1.2.1 Principe de séparation

Pour étudier l’évolution de ces pertes et les lois physiques les régissant, les expé-
rimentateurs ont rationnalisé leurs mesures, les deux variables expérimentales
d’évolution étant alors la tension de mesure (liée au niveau d’induction et à la
fréquence) et le courant d’excitation (lié à l’excitation magnétique, aussi appelée
champ magnétique) (cf chapitre 7). Dans un souci d’analyse comparative et int-
rinsèque aux matériaux, il s’avère pertinent de retenir les variables induction
moyenne 〈B〉 et fréquence f de mesure (grandeurs macroscopiques observables).



1.2. ”PERTES FER” 33

Ils ont alors observé que ces pertes mesurées peuvent s’expliquer en sommant
trois contributions de provenances différentes, elles aussi variables en fonction
de l’induction et de la fréquence (cf figures 1.1 et 1.2, [BER_7], [BER_8]
et [BER_9]). Les différences observées le sont pour une induction donnée sur la
première figure et pour une fréquence donnée pour la seconde, elles évoluerons
naturellement en fonction des deux à la fois et nous analyserons ceci à l’aide
d’un des modèles du paragraphe suivant ( [BER_7] et [BER_11]).

Figure~1.1: Allure de l’évolution des trois contributions aux pertes totales me-
surées en fonction de la fréquence sur un échantillon de FeSi (d’après le modèle
de Giorgio Bertotti, 1988) à basse induction (B ~100 mT).

Contribution quasi-statique

La contribution dite quasi-statique, comme son nom l’indique, ne dépend pas de
la fréquence, dès lors que nous nous intéressons uniquement aux pertes mesurées
par cycle. En effet, cette contribution est obtenue en mesurant une seule fois
l’aire du cycle parcouru à très basse fréquence (le lien entre surface du cycle et
pertes sera démontré et précisé au chapitre 6).

Contribution classique

En augmentant la fréquence d’utilisation, l’aire des cycles grossit et les pertes
augmentent. En adoptant une démarche classique de calcul de pertes à l’aide
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Figure~1.2: Evolution des différentes contributions aux pertes totales en fonction
du niveau d’induction moyen observable, pour deux fréquences données (f=50
Hz et f=2000 Hz). Ps sont les pertes statiques, Pc les pertes classiques et Pe les
pertes en excès, B = 〈B〉 (calculées d’après le modèle de Bertotti).

d’un modèle de diffusion et d’induction de courants de Foucault à l’échelle ma-
croscopique de l’échantillon, on est en mesure de calculer cette augmentation de
pertes qui reste malgré tout inférieure à la croissance réelle observée. Elle s’ex-
prime pour le cas d’une tôle semi-infinie d’épaisseur ξ , réalisée avec un matériau
ferromagnétique doux de perméabilité statique μ, de conductivité électrique σ
et de masse volumique d, sollicitée à la pulsation ω et à induction maximum
Bmax, comme suit en

(
W.s.m−3) ( [DEL_2], [BER_11]) (k2 = μσω

2 )

Πmf =
πξkB2max
2μd

(
sinh (kξ)− sin (kξ)
cosh (kξ)− cos (kξ)

)
(1.1)

Contribution en excès

Enfin, les pertes totales mesurées excèdant en fait la somme des deux précé-
dentes contributions, nous appelons la différence perte en excès. Elle peut-être
modélisée et expliquée à l’aide de considérations sur les processus microscopiques
dissipatifs réels d’aimantation dynamique. On montre que cette contribution ac-
quiert de l’importance à basse induction (~35%, cf figure 1.1) et reste toujours
supérieure à 10% à induction élevée (cf figure 1.2, [BER_7]).
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1.2.2 Modélisations macroscopiques

Dans le paragraphe précédent, l’induction n’est qu’une moyenne spatiale ma-
croscopique observable de l’induction locale réelle et intérieure à l’échantillon.
Une première approche a donc consisté à trouver des lois physiques prédictives
des pertes en fonction de 〈B〉 et f . Ces modélisations seront qualifiées de ma-
croscopiques dans le sens où elles font intervenir des grandeurs moyennées dans
l’espace et le temps, et où elles feront donc apparaître des paramètres dépendant
non seulement de la nature du matériau mais aussi, et de part leur construction,
de la géométrie macroscopique de l’échantillon.

C. P. Steinmetz (1892)

Des mesures précises n’ont été possibles que relativement tard par rapport à
l’avênement de la théorie électromagnétique. C. P. Steinmetz propose alors à
la fin du XIXème siècle [REI_1] une équation caractéristique des pertes fer en
fonction de 〈B〉 et f , séparant trois contributions analogues des trois contribu-
tions de la présentation précédente: statiques, classiques et en excès. Il s’agit
alors d’une relation déterminée de manière purement empirique sans lien avec
une quelconque explication physique (les processus microscopiques étaient en
effet à l’époque inobservables).

Pm = khf 〈B〉β + kc (f 〈B〉)2 + ke (f 〈B〉)3/2 (1.2)

La perte massique de puissance Pm est exprimée ici en W.kg−1. kh, kc, ke et
β sont des paramètres caractérisant l’échantillon et le matériau dont il est fait.
Cette équation empirique de Steinmetz a longtemps été l’outil mathématique le
plus efficace et utile pour calculer les pertes par aimantation dynamique. Elle
requiert uniquement quatre paramètres, publiés par les métallurgistes. Pour
les signaux sinusoïdaux, elle fournit une précision acceptable et reste simple
d’utilisation [REI_1].

Giorgio Bertotti (1988)

Un siècle plus tard, de nombreux physiciens s’affairent de nouveau à l’étude
des processus dynamiques induits dans les matériaux ferromagnétiques (doux).
Parmi eux, de nombreux italiens ( [WSK_1], [NEE_3], [GAL_1], [BEA_3],
[BIS_1], [SLO_1], [CAR_1], [DEL_3], [BER_1], [BER_3], [MBM_1], [CHE_1]),
dont Giorgio Bertotti [ [BER_2], [BER_4], [BER_5], [BER_6]] qui a laissé son
nom à un modèle prédictif toujours basé sur une séparation entre pertes par
hystérésis statique, pertes classiques et pertes en excès ( [BER_7], [BER_8],
[BER_9]). Ces dernières sont alors expliquées à l’aide d’une étude statistique
de pertes locales par courants induits microscopiques autour des divers objets
magnétiques en mouvement tels que les parois (nous préciserons ces termes dans
le chapitre 3). Un lien est alors établi entre la contribution excédente purement
empirique du modèle de Steinmetz et la physique microscopique des matériaux
magnétiques (lien d’ailleurs déjà préssenti dans certaines travaux sur des cas
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Familles Matériau Kh/d Kc/d Ke/d α β
Fe NO FeSi NO 3% 1.87 10−2 4.98 10−5 6.31 10−4 1.5 1.5
FeSi GO FeSi GO 3% 2.35 10−3 4.01 10−5 6.76 10−4 1.5 1.5
Poly. B.F. FeNi 50-50 4.53 10−3 3.56 10−6 3.96 10−4 1.5 1.5

Tableau 1.1: Propriétés dynamiques dissipatives des familles de la basse fré-
quence pour le modèle de Bertotti

idéaux, [WSK_1], [BEA_3], dont nous reparlerons au chapitre 3, section 3.2).
La forme et les dépendances de ces dissipations sont alors explicitées et ex-
primées en fonction de paramètres physiques (nombre d’objets actifs, champ
caractéristique de multiplication, coefficient d’amortissement, conductivité, ...)
qu’il est alors possible d’identifier par de simples corrélations, et d’utiliser dans
la compréhension, la métallurgie des matériaux et dans les outils de conception
et de simulation.

d× Pm (〈B〉 , f) = Khf 〈B〉2 +Kcf2 〈B〉2 +Kefβ 〈B〉α (1.3)

Pm est la puissance perdue par unité de masse. d est la masse volumique du
matériau. Le premier terme correspond aux pertes quasi-statiques par hystérésis,
le second aux pertes par courants induits classiques macroscopiques et le troi-
sième est un terme de pertes en excès lié aux courants induits microscopiques.
〈B〉 est l’induction moyenne observable et f la fréquence. Les constantes mul-
tiplicatives et exposants dépendent de la nature du matériau et de l’épaisseur
de l’échantillon (une tôle). Bertotti donne ces constantes pour certains types de
matériaux souvent rencontrés (voir tableau 14.1) [BER_9].

En choisissant un de ces matériaux typiques, le Fer-Silicium Non Orienté
à 3% de Silicium par exemple; nous pouvons étudier l’évolution de ces trois
contributions aux pertes fer totales en fonction de l’induction et de la fréquence.
Cette étude se présente sous la forme de surfaces caractéristiques, en valeurs
absolues (figure 1.3) ou en valeurs relatives (figure 1.4).

Il est important de remarquer que les trois contributions ont relativement
la même importance sur une certaine gamme en induction et en fréquence. Les
pertes en excès par courants induits microscopiques, qui nous intéressent plus
particulièrement, sont même la contribution majoritaire à bas niveau en induc-
tion [0−0, 5T ] et sur une large gamme en fréquence [0−1000Hz]. Elles passent
par un maximum à une fréquence caractéristique du mouvement des parois ma-
gnétiques (environ 350 Hz dans l’exemple qui est présenté figure 1.4). Elles peu-
vent intervenir aussi bien dans les transformateurs et les appareils fonctionnant
en permanence à 50 Hz, mais aussi et surtout pour les machines et disposi-
tifs où des variations d’induction périodiques ou transitoires créent justement
des pertes en grande partie régies par les processus microscopiques dissipatifs (cf
chapitre 2 et section 2.1 sur l’énergie et les applications). Elles diminuent lorsque
la fréquence augmente au-delà de ce maximum, le processus s’homogénéisant de
plus en plus. Dans le cadre d’une modélisation des phénomènes physiques à
l’origine des pertes énergétiques, il faudra prendre en considération toutes ces
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Figure~1.3: Evolution des trois contributions de Giorgio Bertotti aux pertes
totales, en valeurs absolues, en fonction de l’induction moyenne observable et
de la fréquence. Les paramètres utilisés sont ceux du matériau FeSi NO 3% .

causes probables. Cette fois, les paramètres du modèle sont reliés à des pa-
ramètres matériaux intrinsèques et significatifs. Giorgio Bertotti apporte alors
au modèle de Steinmetz un sens physique. Son modèle est encore aujourd’hui
utilisé par certains métallurgistes pour caractériser leurs matériaux et par cer-
tains concepteurs pour évaluer les pertes fer a posteriori de leurs simulations
numériques [REI_1].

Modèle ”Loss Surface” (2000, Afef Kedous-lebouc, Thierry Chevalier,
Thierry Gautreau)

Parmi les modèles les plus récents, nous pouvons citer celui développé au La-
boratoire d’Electrotechnique de Grenoble (récemment renommé G2ELab) par
l’équipe Matériaux (M.A.D.E.A.), et qui se base là encore sur une superposi-
tion de deux champs macroscopiques permettant de retrouver par sommation
quadratique les pertes totales mesurées ( [BER_3], [HEV_2]). Il s’agit alors de
construire une surface de pertes en fonction des couples (〈B〉 , ∂t 〈B〉) pour en
déduire, à l’aide des mesures, les paramètres du modèle macroscopique. Il ex-
prime un champ total nécessaire à la dynamique, qui est la somme d’un champ
dit statique, incluant l’effet de l’hystérésis statique et la mémoire, et d’un champ
dit dynamique, contenant l’effet des courants induits et des processus d’aiman-
tation dynamique. Cette modélisation, construite sur le même canevas que les
deux précédentes, présente deux avantages considérables. Premièrement, elle
garde le lien avec les processus microscopiques à l’origine des pertes en excès et
deuxièmement, elle fournit une méthode parallèle de détermination simultanée
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Figure~1.4: Evolutions des pertes du modèle de Bertotti, en valeurs relatives
par rapport aux pertes totales, pour le FeSi NO 3%. ©: pertes quasi-statiques,
�: pertes classiques macroscopiques, �: pertes microscopiques en excès.

des pertes et des hystérésis dynamiques locale et globale en deux dimensions
pour les paquets de tôles (cf sous section 1.3.2) [HEV_1]. Tout comme le modèle
de Giorgio Bertotti, le modèle ”LS” est encore aujourd’hui largement utilisé a
posterori des calculs numériques pour ré-évaluer l’hystérésis dynamique et les
pertes fer d’un dispositif bi-dimensionnel [HEV_1].

1.3 Hystérésis

Le mot féminin hystérésis trouve son origine étimologique dans la notion de re-
tard entre un stimulus et une réaction. Son sens a été élargi au caractère non uni-
voque de la relation liant une excitation (ici le champ magnétique) et une réponse
(ici l’aimantation ou l’induction), qui ne peut alors plus être décrite à l’aide d’une
fonction mathématique simple et univoque. Elle se rencontre dans de nombreux
domaines en physique (ferromagnétisme, diélectricité, ferroélectricité, photoé-
lectricité, piezoélectricité, cycles mécaniques de déformations plastiques, cycles
thermodynamiques, ...), en chimie (cycles de réaction) ou en science naturelle
(Cycles de photosynthèse, ou autres processus bio-physiques et bio-chimiques).
Cette relation, souvent assimilée à la loi de comportement macroscopique obser-
vable du système considéré, se présente généralement sous la forme d’un cycle,
appelé cycle d’hystérésis; qui se caractérise par plusieurs points et courbes re-
marquables (le champ coercitif, l’induction à saturation, l’induction rémanente,
... [JIL_2], [MAY_4], [CHI_1], [BRI_1]) (cf figure 1.5). On peut choisir de re-
présenter différents cycles: 〈M〉 (Ha) (l’aimantation 〈M〉 en fonction du champ
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Ha appliqué), 〈Pm〉 (Ha) (la polarisation magnétique 〈Pm〉 = μ0 〈M〉 en fonc-
tion du champ Ha) ou bien 〈B〉 (Ha) (l’induction 〈B〉 = μ0 (〈HM 〉+ 〈M〉) 1 en
fonction du champ Ha. μ0 est la perméabilité du vide, voir annexe 13). La der-
nière inclut la réponse du vide en plus de celle du matériau, c’est elle que nous
observons directement [BER_11]. La connaissance d’une de ces réponses im-
plique la connaissance des autres et nous choisissons celle liant 〈B〉 à Ha. Cette
assertion est quasi certaine en régime statique, elle devient moins évidente en
régime dynamique2. L’induction observable est liée à la tension et à la fréquence
de mesure; le champ appliqué (en surface) à l’intensité du courant d’excitation
et à la géométrie du circuit magnétique étudié.

Figure~1.5: Cycle d’hystérésis typique représentant l’induction moyenne obser-
vable en fonction du champ moyen appliqué, la perméabilité apparente indiquée
est aussi appelée perméabilité d’amplitude (valeurs de champ arbitraires).

Tout comme pour les pertes fer, la forme de ce cycle dépend de la nature
du matériau, des processus d’aimantation et d’induction et de la géométrie de
l’échantillon. Enfin, il se déforme en fonction des conditions de flux et de fré-
quence. L’hystérésis observée en régime quasi statique3 (i.e. fréquence très faible
tendant vers 0) est appelée hystérésis statique, elle dépend de la géométrie (en
particulier la pente caractéristique de la courbe anhystérétique), mais surtout de
la ”qualité” et de l’histoire du matériau. Les déformations caractéristiques des
cycles, observées en régime dynamique, sont regroupées dans un terme géné-

1Les significations physiques de cette relation et du champ HM seront explicitées dans le
chapitre 5.

2 l’induction moyenne macroscopique observable peut faire intervenir la réponse du vide vis
à vis d’un champ qui n’est pas toujours celui qu’on observe en surface (cf chapitre 4).

3 le terme quasi-statique est ici celui des physiciens des matériaux, et non celui des théori-
ciens de l’électromagnétisme (cf section suivante)
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rique: l’hystérésis dynamique; celle-ci est essentiellement due aux processus
d’aimantation et de diffusion et dépend donc fortement de la géométrie et des
variations de champ. La première hystérésis est à rapprocher des pertes dites
quasi-statiques, quant à l’hystérésis dynamique, elle donne lieu aux autres pertes
induites dynamiquement.

1.3.1 Hystérésis statique

De nombreux mathématiciens et physiciens se sont succédés dans la recherche de
modèles prédictifs de ce phénomène complexe se caractérisant par une relation
magnétique locale non-univoque en régime quasi-statique. Ceci est principale-
ment du à un effet mémoire du matériau qui peut être dans deux états différents
pour une même valeur d’excitation, en fonction de la succession des états adoptés
précédemment. Cette mémoire a une importance majeure surtout dans les maté-
riaux magnétiques dits durs, car c’est justement grâce à elle que nous pouvons
attribuer une aimantation rémanente à un aimant ”permanent” [TRE_1]. Pour
les autres matériaux plux doux, elle reste relativement limitée (cf terminologies
du chapitre 3 sous-section 3.1.2). Elle s’explique physiquement par l’existence
de particules aimantées, de parois magnétiques (objets caractéristiques décrits
plus en détail aux chapitres 3 et 4), de défauts cristallins et joints de grain.
Nous proposons ci-dessous une présentation synthétique de quelques modèles
clefs développés issus de la littérature scientifique du XXème siècle. Nous ne
détaillerons que certaines de leurs versions scalaires.

Preisach-Mayergoyz (1935-1988)

L’archétype se base sur le changement d’état de commutateurs élémentaires dist-
ribués statistiquement sur un plan de coercivités ascendante et descendante sui-
vant une loi de probabilité p caractéristique du matériau ( [PRE_1], [MAY_1],
[MAY_2]).

Figure~1.6: Schéma explicatif des commutateurs et du plan de Preisach.
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Une fois définis les commutateurs et leur distribution dans le plan de Preisach
(voir figure 1.6), la démarche mathématique à suivre peut alors se résumer ainsi:

si H > Hi−1 : M (H) =M (Hi−1) + 2E (H,Hi−1) (1.4a)

si H < Hi−1 : M (H) =M (Hi−1)− 2E (Hi−1,H) (1.4b)

où E (x, y) = Msat

∫∫
�(x,y)

p (a, b) dadb (1.4c)

M = Msat

(∫∫
S+

p (a, b) dadb−
∫∫

S−
p(a, b)dadb

)
(1.4d)

Le modèle a été testé sur un matériau doux de distribution statistique p(a, b)
type Lorentzienne [BER_11] (voir figure 1.7). Nous faisons varier ici l’écart-type
σc sur hc = (a− b) /2 de la distribution, image du champ coercitif caractéris-
tique. En ordonnée est reportée l’aimantation réduite, avec M = μ−10 B − H
(H = HM = Ha).

Figure~1.7: Simulation de quelques cycles statiques avec le modèle de Preisach.

Nous n’avons présenté ici que la version scalaire du modèle. Il existe une
version vectorielle plus complète développée récemment par I.D. Mayergoyz (
[MAY_5], [MAY_4]). Le principe est le même mais il faut maintenant trois lois
de probabilité et les coupler convenablement. L’avantage de cette description est
une représentation puissante et presque sans limite théorique de la mémoire du
matériau; son inconvénient majeur est une limite malgré tout en place mémoire
justement et surtout en temps de calcul, ajoutée aux difficultés d’identification
des lois de probabilité dans le plan de Preisach ( [MAY_3], [BEG_2], [HON_1]).
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Il est toutefois parfois utilisé pour évaluer les pertes par hystérésis statique
( [DUP_1], [DUP_2]).

Stoner-Wohlfarth (1947)

Le modèle part d’un principe de compétition entre diverses tendances énergé-
tiques principalement régies par l’anisotropie et le couplage avec le champ ma-
gnétique [STO_1]. L’étude des conditions d’équilibre d’un ensemble de parti-
cules élémentaires ainsi aimantées, plongées dans un champ appliqué, fournit
une description intéressante des cycles d’hystérésis qui dépendront à nouveau
de la succession des états en champ expérimentés. Aucune dynamique n’est
encore introduite puisque l’équilibre est supposé être atteint instantanément
par chacune des particules. Ce modèle est très utilisé dans la description des
aimants permanents pouvant être assimilés à un ensemble de petits aimants
juxtaposés quasi-isolés. Il est peu usité pour les matériaux doux dont l’hystéré-
sis statique s’explique physiquement plus par des problématiques d’accrochages
et de décrochages de parois au niveau des défauts cristallins, pour la coercivité
( [GOO_1], [BEA_2], [PAU_1]); et de rotations cohérentes de moments dans
les domaines magnétiques, pour l’approche à saturation ( [BRO_1], [BRO_2],
[NEE_1]). Ainsi le modèle de Preisach, proposant une distribution statistique
de coercivités à mémoire (que l’on peut relier à une distribution statistique de
défauts [HIT_1]), conviendrait mieux à notre type de matériaux doux. Nous ne
détaillerons donc pas les éléments constitutifs du modèle de Stoner et Wolhfarth.

Jiles-Atherton (1986)

Les deux auteurs proposent de revenir à la physique microscopique des parois
magnétiques en présence de défauts et de déformations internes pour mettre
en exergue les lois mathématiques correspondantes susceptibles de permettre
la reconstruction des cycles d’hystérésis effectivement parcourus expérimenta-
lement [JIL_1]. Ils supposent que l’aimantation totale M du matériau est la
superposition d’une contribution réversible Mrev due aux blocages et aux dé-
formations des parois, et d’une contribution irréversible Mirr provoquée par le
déplacement propre des parois. Les deux obéissant à des relations différentielles
construites à partir d’une aimantation anhystérétique Manh de Langevin Lg
( [JIL_2], [ZIT_1]) et d’un champ effectif Heff amorti par le champ moyen de
Weiss αM (Heff = H + αM) [JIL_2].

Manh = MsatLg

(
Heff
a

)
=Msat

(
coth

(
Heff
a

)
−

a

Heff

)
(1.5a)

dMirr

dHeff
=

(Manh −Mirr)

(k ∗ signe (dH))
(1.5b)

Mrev = c (Manh −Mirr) (1.5c)

α, a, k et c sont des paramètres réglables liés respectivement à l’effet déma-
gnétisant des voisins, l’effet désordonnant de la température T (a ≈ kBT/ (µ0Msat)),
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la mobilité des parois et la déformabilité de ces mêmes parois ( [JIL_1], [BAB_1]).
Une fois choisies ces valeurs, l’aimantation totale est reconstruite pas à pas
comme suit:

M = Mrev +Mirr = cManh + (1− c)Mirr (1.6a)

dM

dH
=

(
cdManh

dHeff
+ (1− c) dMirr

dHeff

)
(
1− αcdManh

dHeff
− α (1− c) dMirr

dHeff

) (1.6b)

Le résultat est une facilité d’utilisation déconcertante et une grande liberté
de réglage des formes de cycle grâce aux quatres paramètres. Nous présentons
figures 1.9 et 1.8 l’évolution de ces cycles en fonction des deux paramètres c et
a, grâce à la version scalaire. Le développement de la version vetorielle pouvant
être trouvé dans la référence [BEG_1].

Figure~1.8: Evolution des cycles de Jiles en fonction de la température.

Nouredine (2002)

Dans ce modèle, les processus d’aimantation statiques (en particulier le mouve-
ment des parois magnétiques) sont décrits comme une réaction chimique dans
laquelle le volume de certains domaines magnétiques diminue en faveur d’autres
domaines [NOU_1]. L’auteur propose alors un formalisme proche de celui de la
thermodynamique chimique pour aboutir à des expressions mathématiques des
cycles parcourus. Etant basé sur une description physico-chimique des domaines
magnétiques, il convient aussi bien aux matériaux durs qu’aux matériaux doux.
Il existe une version scalaire et une autre vectorielle qui couvrent un très grand
nombre de formes de cycles possibles.
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Figure~1.9: Evolution des cycles de Jiles en fonction de la déformabilité des
parois.

1.3.2 Hystérésis dynamique

L’hystérésis précédente reste invariante par modification des constantes de temps
de variation de champ. Autrement dit, ce qui importait était la succession des
états et non pas les temps entre chaque passage d’un état à un autre. Nous
disons que cette hystérésis est indépendante de la fréquence des sources (”rate-
independent” en anglais) [BER_11]. Cependant, nous observons expérimenta-
lement que l’hystérésis mesurée change en fonction des dérivées temporelles (i.e.
de la fréquence). Elle grossit, et cette hystérésis est appelée hystérésis dynamique
(”rate-dependent” en anglais) [BER_11]. Elle trouve son origine au niveau des
parois magnétiques en mouvement (voir chapitre 4). Là encore, de nombreux
travaux ont été entrepris pour expliquer et modéliser ce phénomène. Nous en
présentons quelques uns parmi les plus significatifs, mis en oeuvre ces dernières
années, sous leur forme scalaire.

Preisach-Bertotti (1994)

G. Bertotti, V. Basso et M. Pasquale proposent en 1994 une généralisation
dynamique du calcul statistique de Preisach sur un ensemble de commutateurs
( [BER_10], [BEN_2]). Cette dynamique peut intégrer tout type de processus
d’aimantation, dont le mécanisme principal qui est le déplacement des parois
magnétiques. Cette adaptation se fait en attribuant aux commutateurs γa,b de
la figure 1.6 une loi dynamique de changement d’état qui dépend de la dérivée
temporelle du flux élémentaire de chacun d’eux. Est alors introduit un nouveau
paramètre k lié à la mobilité des parois magnétiques (chapitre 3).
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∂tγa,b = k (H − a) si H � a et γa,b < +1 (1.7a)

∂tγa,b = k (H − b) si H � b et γa,b > −1 (1.7b)

∂tγa,b = 0 ailleurs (1.7c)

L’aimantation résultante est toujours fonction de l’histoire, via une mémo-
risation de l’état pondéré des commutateurs du plan de Preisach; mais elle
s’établit de plus ici avec une certaine constante de temps définie par la mobilité
des parois.

dMdH>0 =

∫∫
�(H,Hi−1)

p(a, b)dγa,bdadb (1.8a)

dMdH<0 =

∫∫
�(Hi−1,H)

p(a, b)dγa,bdadb (1.8b)

De ce fait, les cycles reconstruits vont cette fois-ci dépendre de la fréquence
de variation du champ magnétique appliqué (cf figure 1.10). Malgré une richesse
et des possibilités quasi-infinies, ce modèle reste toujours très lourd et peu utilisé
en pratique ( [PAR_1], [VAJ_1], [BIR_2]).

Figure~1.10: Cycles dynamiques de Preisach en fonction de la fréquence pour
une excitation de forme sinusoïdale.

Raulet-Masson (1998)

Sans rentrer dans le détail des commutateurs à mémoire de Preisach, M.A. Rau-
let et J.P. Masson proposent d’intégrer la dynamique des parois magnétiques
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(au préalable introduite empiriquement à l’aide de problèmes macroscopiques
équivalents: [FRA_1], [MAS_1]) directement dans une loi de comportement
différentielle non univoque, dite hystérétique ( [MAS_2], [RAU_1], [RAU_2]).
Elle fait à nouveau intervenir une propriété γ, prise comme une constante ca-
ractéristique représentative de la mobilité des parois magnétiques.

∂tB = γ (H −Hs (B)) (1.9)

où Hs (B) correspond à la loi de comportement statique, pouvant elle aussi
être hystérétique. Elle peut être identifiée en régime quasi-statique et être modé-
lisée par une des représentations proposées dans la section précédente. En choi-
sissant la fonction anhystérétique de Langevin (par exemple) pour Hs (B), nous
pouvons étudier l’influence de la propriété γ sur les cycles simulés (voir figure
1.11); son inverse a la même action que la fréquence.

Figure~1.11: Evolution des cycles du modèle de Raulet-Masson en fonction d’un
équivalent de la mobilité des parois, pour une excitation de forme sinusoïdale.

Kedous-Chevalier (Modèle ”LS”, 2000)

Dans le même temps, le Laboratoire d’Electrotechnique de Grenoble (G2ELab)
développe son modèle ”LS” et le rend opérationnel et fonctionnel dans le cal-
cul de cycles dynamiques encore plus fidèles du comportement réel observé
[HEV_2]. Il s’agit alors d’écrire la loi physique un peu différemment tout en
préservant la possibilité de faire varier les paramètres, dont la mobilité des pa-
rois, en cours de cycle.
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H (B, ∂tB) = Hs (B) +Hdyn (B, ∂tB) (1.10a)

Hdyn (B, ∂tB) = (C0 +C1 ∗ signe (∂tB) ∗B) ∗ ∂tB (1.10b)

L’écriture de la contribution dynamique peut adopter une multitude de
formes [HEV_1], avec possibilité de superposer les diverses composantes dans
une version vectorielle [HEV_1]. Nous n’avons retenu ici qu’une version, la
plus simple, valable à relativement basse fréquence. Toujours en choisissant un
comportement quasi-statique Hs (B) anhystérétique, celui de Langevin; nous
proposons d’examiner l’allure des cycles obtenus en faisant varier les deux pa-
ramètres C0 et C1. Les résultats sont exposés figures 1.12 et 1.13. Le modèle
est en mesure de décrire non seulement une augmentation des pertes avec la
fréquence (grossissement des cycles), mais il est aussi capable de réguler les dé-
formations en cours de cycle en accord avec les observations expérimentales. Ce
modèle d’hystérésis dynamique semble être le meilleur compromis entre effica-
cité et exhaustivité en termes d’implantation numérique et de formes de réponse
possibles. Nous choisirons donc de le garder comme référence dans nos travaux.

Figure~1.12: Visualisation des possibilités de déformation de cycle avec le
modèle ”Loss Surface” du L.E.G. pour une excitation de forme sinusoïdale;
influence de la mobilité des parois magnétiques.

Jiles-Szczyglowski (2001)

Enfin, il existe une version dynamique du modèle de Jiles-Atherton. Elle a été
développée par J. Szczyglowski en 2001 ( [VIN_1], [SZC_1]), et consiste à
compléter la définition du champ interne effectif Heff (cf sous-section 1.3.1,
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Figure~1.13: Visualisation des possibilités de déformation de cycle avec le
modèle ”Loss Surface” du L.E.G. pour une excitation de forme sinusoïdale;
influence des variations de mobilité en cours de cycle

modèle de Jiles-Atherton) par ajout d’un champ d’amortissement dynamique,
analogue des précédents (le paramètre s’appelle cette fois β).

Heff = H + αM + β∂tM (1.11)

Le résultat de la figure 1.14 est concluant mais cache une limite haute en
fréquence.

1.4 Formulations électromagnétiques

La notion de champs électromagnétiques est introduite en premier par James
MacCullagh (1809-1847) au XIXème siècle. Ses travaux sont repris, adaptés et
ettofés maintes fois (James Clerk Maxwell (1831-1879), Oliver Heaviside (1850-
1925), Heinrich Hertz (1857-1894), Hendrik Antoon Lorentz (1853-1928), Lud-
vig Lorenz (1829-1891)) [DAR_1]. Sont alors définis les champs électrique E et
magnétique H, la densité de courant libre électrique J et magnétique ∂tB, et
enfin le déplacement électrique D et magnétique B (plutôt dénommée densité
de flux magnétique ou encore induction magnétique, comme on pourrait appeler
le déplacementD induction électrique) (définitions bien introduites et rappelées
dans [LAV_1], [FEY_1] et [FEY_2]). La grande force de ces formulations ré-
side dans une définition locale des champs différentiellement interdépendants,
permettant ainsi la description physique des processus internes auto-induits;
ceux-là même qui sont à l’origine des possibilités de conversion et aussi des
pertes observées.
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Figure~1.14: Allure des cycles de Jiles adaptés en régime dynamique pour une
excitation de forme sinusoïdale.

1.4.1 Equations de Maxwell

Pour situer les études qui vont suivre, il convient de préciser le cadre dans le-
quel nous travaillerons: celui de l’Electromagnétisme dans la matière, dans l’ap-
proximation quasi-statique4 sans accumulation de charges ( [JAC_1], [MAZ_2],
[ARI_1]). Cette physique est alors régie quelques relations fondamentales appelées
équations de Maxwell. Elles permettent à elles seules d’expliquer la plupart des
observations faites sur les phénomènes électromagnétiques, hors phénomènes de
propagation d’ondes. Elles sont en quelque sorte un condensé irréductible de
la théorie électromagnétique, et elles ont aussi bien sûr une signification phy-
sique réelle (Les opérateurs dans l’espace ∇ et le temps ∂t sont expliqués dans
l’annexe 11).

Relations de conservation pour les courants

La première loi exprime le fait que les charges électriques se conservent. Autre-
ment dit, la quantité de charges électriques dans un volume fermé donné, ne varie
pas dans le temps; et donc le flux de J qui entre doit compenser exactement la
quantité de charges qui sort.∫∫

�

J.d2x = 0⇐⇒∇.J = 0 (1.12)

4 le terme quasi-statique est ici celui des théoriciens, signifiant l’absence de variations tem-
porelles conséquentes du déplacement électronique et de la densité de charges électriques libres,
donnant lieu à la propagation d’ondes.
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La deuxième loi exprime le fait que les charges magnétiques se conservent.
Autrement dit, la quantité de charges magnétiques dans un volume fermé donné,
ne varie pas dans le temps; et donc le flux de ∂tB qui entre doit compenser
exactement la quantité de charges qui sort.∫∫

�

∂tB.d
2x = 0⇐⇒∇.∂tB = 0 (1.13)

Relations de Maxwell-Gauss

Ces lois définissent l’Electrostatique et la Magnétostatique et permettent de
résoudre de nombreux problèmes.

La première porte sur le déplacement électrique de divergence égale à la
densité volumique de charges électriques libres ρ. elle est directement issue du
théorème de Gauss pour D, qui relie le flux sortant d’un volume fermé à la
charge électrique totale contenue dans ce volume.∫∫

�

D.d2x =

∫∫∫
ρd3x⇐⇒∇.D = ρ (1.14)

La deuxième porte sur le déplacement magnétique (ou l’induction) de diver-
gence nulle (en effet aucun monopôle magnétique n’a pu être mis en évidence
jusqu’à aujourd’hui et nous pensons encore qu’il est impossible). Elle est, elle
aussi, directement issue du théorème de Gauss pour B, qui impose au flux total
sortant d’un volume fermé d’être nul (les lignes d’induction ne peuvent ni se
croiser, ni converger en un seul point).∫∫

�

B.d2x = 0⇐⇒∇.B = 0 (1.15)

Relation de Maxwell-Ampère

Cette expression relie le champ magnétique H rayonné à la densité de courants
J rayonnante par une équation aux dérivées partielles bien connue, et aussi
directement issue du théorème d’Ampère. Ce dernier affirme que la circulation
du champ H sur un contour quelconque doit être égale au courant électrique
total qui traverse la surface ayant pour support le contour précédent. C’est
d’ailleurs cette version intégrale qui fut en premier énoncée par André-Marie
Ampère [FEY_1]; mais on sait aujourd’hui que les deux versions, locale ou
intégrale, sont rigoureusement équivalentes.∮

H.dx =

∫∫
J.d2x⇐⇒∇ ∧H = J (1.16)

Relation de Maxwell-Faraday

Cette expression relie le champ électrique E induit à la densité de courants
∂tB inductrice par une équation aux dérivées partielles bien connue, et aussi
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directement issue de la loi de l’induction. Cette dernière affirme que la circu-
lation du champ E sur un contour quelconque doit être égale à l’inverse du
courant magnétique total qui traverse la surface ayant pour support le contour
précédent, ce courant n’est ici rien d’autre que la dérivée du flux magnétique.
C’est d’ailleurs cette version intégrale qui fut en premier énoncée par Michael
Faraday [FEY_1]; mais on sait aujourd’hui que les deux versions, locale ou
intégrale, sont rigoureusement équivalentes.∮

E.dx = −
∫∫

∂tB.d
2x⇐⇒∇ ∧E = −∂tB (1.17)

A savoir qu’en dehors du cadre quasi-statique, ces relations ne sont formelle-
ment que faiblement modifiées. La densité de courant électrique total devient la
somme de la densité de courants libres J et de la densité de courants liés, cette
dernière s’exprimant à l’aide de la dérivée temporelle du déplacement électrique
∂tD, supposée ici négligeable devant les autres contributions (on montre en
effet que les phénomènes de déplacements électroniques dans les matériaux mé-
talliques, a forciori ferromagnétiques, aux basses fréquences usuelles de l’Elect-
rotechnique (<<1GHz), sont négligeables devant les phénomènes de conduction
des électrons et charges libres). On remplace alors J par (J+ ∂tD)5 .

1.4.2 Potentiels électromagnétiques

Les champs E et H sont aussi appelés forces électromotrice et magnétomot-
rice. Elles s’expriment en fonction de potentiels électromagnétiques dont il est
commode et avantageux, dans un problème donné, de déterminer la carte. En
effet cette cartographie fournit alors toutes les informations nécessaires pour en
déduire ensuite tous les champs. On définit deux familles de potentiels (A,Ψ) et
(T,Φ) suivant que l’on préfère donner plus d’importance à certaines équations
plutôt qu’à d’autres ( [MAZ_2], [ARI_1]):

• Maxwell-Faraday et non-divergence de l’induction pour (A,Ψ),

• Maxwell-Ampère et non divergence des courants électriques pour le couple
(T,Φ).

Potentiels vecteur magnétique A et scalaire électrique Ψ

L’existence et la définition des potentiels A et Ψ sont déduites de l’utilisation
des équations (1.13) et (1.17):

−∂tB = −∇ ∧ ∂tA (1.18)

5 Il s’agit de comparer un terme de propagation en μεω2 et un terme de diffusion en μσω
(μ est la perméabilité magnétique, ε la permittivité diélectrique, σ la conductivité électrique
et ω la pulsation). Les deux ne commencent à être du même ordre de grandeur qu’à partir des
fréquences optiques (f � 1014 Hz). Aux fréquences usuelles (0-100 kHz), le terme de diffusion
est plus de 109 fois plus important.



52 CHAPITRE 1. TRANSFORMATIONS

E = − (∂tA+∇Ψ) (1.19)

On peut voir les différences de potentiel scalaire Ψ comme étant la source du
champE et le rotationnel du potentielA rendant compte des boucles d’induction
qui amortissent ce champ.

Potentiels vecteur électrique T et scalaire magnétique Φ

L’existence et la définition des potentiels T et Φ sont déduites de l’utilisation
des équations (1.12) et (1.16):

J =∇ ∧T (1.20)

H = T−∇Φ (1.21)

On peut voir les différences de potentiel scalaire Φ comme étant la source
du champ H et le rotationnel du potentiel T rendant compte des boucles de
courants qui amortissent ce champ.

1.4.3 Propriétés des matériaux

Nous voyons bien qu’avec les formulations précédemment introduites (Equations
de Maxwell et résolution en potentiels), il reste nécessaire de connaître les rela-
tions physiques liant certains champs entre eux (J avec E et B avec H). Ce sont
des relations qui expriment les propriétés électriques (J(E) ou E(J)) et magné-
tiques (B(H) ou H(B)) intrinsèques aux matériaux (incluant ici la propriété μ0
du vide) ( [ASH_1], [BER_11], [OSS_3]) (bien que les équations de Maxwell
soient généralement chargées de décrire les autres relations entre champs, on
pourrait aussi imaginer certains processus atomiques et microscopiques impli-
quant des liens croisés électrique-magnétique); elles sont alors définies d’un
point de vue local. Les modèles macroscopiques ne sont pratiquement utilisés
qu’a posteriori des calculs de champs utlisant les équations locales de Maxwell.
Les propriétés matériaux réellement introduites a priori ne sont alors que des ap-
proximations quasi-statiques6 souvent univoques des comportements réels. Cela
se comprend bien puisque nous ne pouvons pas directement observer ces pro-
priétés mais leur version intégrale macroscopique. Un des enjeux scientifiques de
notre travail consiste à définir ces propriétés locales (à l’aide de raisonnements
physiques) et à trouver le moyen de les identifier à partir des mêmes observations
expérimentales. Nous attacherons un peu plus d’importance à leur caractère dy-
namique puisqu’il est à l’origine de la construction de ce projet. L’objectif en
outre sera de trouver une représentation, dans la limite de nos moyens et sous
certaines conditions, indépendante de la géométrie macroscopique des échantil-
lons [RAU_1] et de la forme d’onde des sources [HEV_2].

6nous réutilisons ici le ”quasi-statique” des physiciens des matériaux
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1.5 Conclusion
Après un bref historique sur le magnétisme et certaines de ses applications, nous
avons présenté le thème de recherche de ce travail: compréhension et modéli-
sation des pertes fer et de l’hystérésis dynamique. Ces pertes induites ont été
introduites via des modèles macroscopiques récents (Steinmetz, Bertotti, LS,
...). La notion d’hystérésis a été explicitée en séparant celle qui est statique de
celle qui est dynamique, et en proposant des descriptions théoriques trouvées
dans la littérature. Ces modèles ont été étudiés et exploités pour illustrer ce
premier chapitre de cycles représentatifs. Pour conclure cette entrée en matière,
nous avons enfin exposé les équations de Maxwell et les formulations électroma-
gnétiques classiques à l’aide des potentiels scalaires et vecteurs et des propriétés
des matériaux.



54 CHAPITRE 1. TRANSFORMATIONS



Chapitre 2

Paysages

” Et si l’espace, après tout, n’était que le champ d’application des opérateurs
hermitiens? ”
” Absurde ! L’espace est bleu et il y a des oiseaux qui volent dedans ”

H. Weyl et W. Heisenberg
(dialogue dans Raum, Zeit, Materie de H. Weyl, 1918)

55
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Ce travail a été effectué en collaboration avec le Laboratoire d’Electrotech-
nique de Grenoble et l’entreprise Schneider-Electric. Le premier est spécialisé
dans l’étude, la conception et le développement d’outils, de matériaux et d’ap-
plications en Electrotechnique au sens large (le laboratoire est constitué de six
équipes de recherche: Electronique de Puissance, Systèmes et Réseaux, Modé-
lisation et Conception, Conception et Dimensionnement Intégré, Machines et
Matériaux, Microsystèmes). La seconde est un groupe industriel qui se définit
aujourd’hui comme un constructeur spécialiste de produits et services pour la
distribution et la sécurité électrique, le contrôle industriel et l’automatisation,
avec trois grandes marques: Merlin Gerin, Square D, Télémécanique.

Les domaines d’activité du groupe Schneider sont:

• La distribution et la sécurité électrique: rendre l’énergie électrique
disponible en toute sécurité, depuis la centrale de production jusqu’à l’ha-
bitat individuel, depuis la haute tension jusqu’à la basse tension, en pas-
sant par la moyenne tension.

• Les automatismes industriels: commander, contrôler, protéger, super-
viser les machines et les installations dans les procédés industriels, les
infrastructures et les bâtiments.

Deux métiers qui permettent à Schneider de répondre aux attentes dans
les quatre grands marchés que sont l’Energie (transporter, répartir, distribuer
l’électricité en sécurité, 17% du C.A.), l’Industrie (sécurité et compétitivité de
la production, 28% du C.A.), les Infrastructures et le Bâtiment (garantir les
performances et la sécurité, 55% du C.A.) [GAU_1]. La compétitivité et les
performances feront surtout l’objet des sections 2.1 et 2.2, et nous réserverons
l’aspect sécurité récurrent et non moins important pour la section 2.3. Il s’agira
de faire une étude statistique sur la production, la consommation et l’utilisation
au niveau mondial des matériaux doux; et sous différents points de vue: le
point de vue énergétique, économique et enfin technique.
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Figure~2.1: Echelles imbriquées

2.1 l’Energie

L’énergie d’aimantation des matériaux ferromagnétiques doux est nécessaire au
bon fonctionnement des dispositifs électromagnétiques et électromécaniques. La
part d’énergie dissipée soit par des processus classiques macroscopiques, soit par
des processus microscopiques en excès, est autant d’énergie perdue, qu’il peut
être fructifiant de minimiser d’une part, et judicieux de maîtriser d’autre part
[BER_7]. En effet, ce déficit d’énergie utilisable doit être compensé, idéalement
exactement, par la source principale du dispositif. Pour évaluer l’impact des
pertes d’énergie à l’échelle mondiale, on peut s’intéresser soit à la masse totale
de matériau utilisée à l’instant t (Bilan énergétique à l’échelon mondial), soit au
cycle de vie d’une quantité de matière donnée (Analyse du cycle de vie) [ATL_1].

Bilan énergétique

La consommation annuelle des ferromagnétiques doux est d’environ 6 millions
de tonnes. N’ayant pas la possibilité d’évaluer correctement la masse totale réel-
lement utilisée, y compris celle produite les années précédentes et exclue celle
arrivant en fin de vie; nous raisonnerons sur cette consommation annuelle qui
reflétera relativement fidèlement les ordres de grandeur et la moyenne statis-
tique des énergies mises en jeu au minimum. Sachant que la durée de vie d’une
tôle de transformateur est entre 15 et 30 ans, il peut-être représentatif de multi-
plier toutes les données statistiques qui suivront par un certain nombre compris
entre 1 et 30, qu’il n’est pas simple de connaître avec précision. La majorité
de cette utilisation concerne la famille des FeSi. Ce sont aujourd’hui les moins
dissipatifs aux basses fréquences de l’Electrotechnique lourde. Les matériaux
utilisés et leurs pertes spécifiques dépendent du type d’application et de la fré-
quence nominale d’utilisation. Nous pouvons tout de même grossièrement les
classer grâce à cinq familles principales ( [PER_1], [VER_1], [COU_1]) (figure
2.2, [PER_1]), et deux grands domaines d’application (les applications basses
fréquences (B.F.: 1-2000 Hz) et les applications hautes fréquences (H.F.: 2-500
kHz)).
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• Fe NO: La famille des Fer ou des Fer-Silicium à grains non orientés (mo-
teurs)

• FeSi GO: La famille des Fer-Silicium à grains orientés (transformateurs)

• Spéciaux: La famille des alliages spéciaux Fe-Ni-Co (actionneurs, moteurs,
petits appareillages)

• Ferrites: La famille des Ferrites doux . . . (Applications H.F.)

• Am-nano.: Les amorphes et nanocristallins Fe-Ni-Co et autres . . . (Applications
hautes fréquences ou bas champs)

Il s’agit de convertir les quantités en masse de chacune des familles en quan-
tités d’énergie. Il suffit pour cela d’en connaître les pertes spécifiques massiques
(Pm) pour un point de fonctionnement nominal (f/B) dans un premier temps
(applications au nominal stable et régulier), puis pour différents points de fonc-
tionnement dans un deuxième (pour certaines applications au nominal variable
et irrégulier). On peut alors estimer la consommation minimale mondiale des
matériaux magnétiques doux à environ 1.2 MJ (Méga-Joules) sur un an, soit une
consommation continuelle d’environ 38 GW. Cela représente plus de la moitié
de l’énergie électrique générée et délivrée en France (entre 7 et 70 GW pour
EDF en France, soit un maximum de 77 RNSE (Réacteurs Nucléaires de 800
MW)). En évaluant la production électrique mondiale à 2200 RNSE (soit 1.8
TW), la part des matériaux étudiés en terme de dissipation devient alors 2 à
3%. Ce pourcentage est ici minoré quand on sait que la masse réellement utilisée
sur un an pour fournir les 1.8 TW est probablement plus grande que la masse
produite annuellement.

Cette énergie dissipée peut-être exprimée à l’aide des modèles de pertes
fer (section 1.2) [ [BER_8], [REI_1]] qui présentent l’avantage de séparer les
différentes contributions provenant des différents phénomènes et des différentes
échelles (caractéristique que nous exploiterons en premier pour examiner l’im-
pact des pertes en excès dues aux phénomènes microscopiques); et de prédire
son évolution en fonction des paramètres que sont l’induction et la fréquence
(prédiction que nous utiliserons ensuite pour montrer l’importance croissante de
ces pertes avec l’induction et la fréquence). L’expression que nous manipulerons
est celle de G. Bertotti (1.3). Nous évaluons la part en excès sur les pertes totales
pour les familles des basses fréquences introduites au début et pour leur point
de fonctionnement nominal (Tableau 2.1). L’étude n’est réalisée que pour un
matériau représentatif de chaque famille, qui possède des propriétés moyennes
significatives et disponibles dans la littérature [BER_9]. Cette brève analyse
approximative permet de conclure sur les pertes dynamiques par excès dues aux
courants induits microscopiques et de l’évaluer à environ 2.62 GW de consom-
mation minimum mondiale. Cela représente 17.6% des pertes totales dans les
matériaux basses fréquences et 6.8 % de la consommation totale des matériaux,
toutes familles, applications et origines confondues.
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Figure~2.2: Consommation des matériaux magnétiques doux par familles
(chiffres de 1996)

Famille Matériaux f/ < B > %e Pm (GW ) Pe (GW ) %
Fe NO FeSi NO 3% 50/1.5 14.7 13.25 1.95 74.4
FeSi GO FeSi GO 3% 50/1.7 45.7 0.95 0.43 16.4
Spéciaux FeNi 50-50 50/1.5 36.9 0.66 0.24 9.2
Bilan 17.6 14.86 2.62 100

Tableau 2.1: Pertes en excès des familles basses fréquences calculées avec le
modèle de Bertotti

Pour les appareils alimentés en permanence au point de fonctionnement no-
minal indiqué, la visualisation des surfaces (figures 1.3 et 1.4) présente peu
d’intérêt. En revanche, elle acquiert une importance fondamentale lorsque l’on
s’intéresse à des dispositifs dont les harmoniques d’espace pour l’induction et
les harmoniques en fréquence ont un rôle à jouer. C’est le cas par exemple
de la plupart des moteurs électriques (Pompes d’extraction de pétrole, com-
presseurs, propulseurs, ...), des transformateurs de puissance (Alimentations à
découpage, convertisseurs de puissance) et des actionneurs, capteurs et transfo-
mateurs impulsionnels (applications dont nous parlerons surtout dans la partie
enjeux techniques 2.3). Afin d’analyser ces applications au nominal variable et
irrégulier (du moins pour ce qui concerne ce qui est localement imposé au maté-
riau), nous pouvons regarder la répartition de l’utilisation des Fer-Silicium en
fonction des applications en Europe et sur un an (figure 2.3, chiffres de 1996),
sachant que la masse consommée annuellement est sur ce continent de environ
1.25 millions de tonnes.



60 CHAPITRE 2. PAYSAGES

Figure~2.3: Utilisation des Fer-Silicium en Europe. Répartition en masse
(chiffres de 1996)

On se propose enfin dans ce paragraphe de regarder figure 2.4 ce que de-
viennent les différentes contributions aux pertes en valeurs absolues en fonction
des conditions de fonctionnement (B, f). Il s’agit tout simplement de la surface
de la figure 1.3 extrapolée à l’échelon mondial et représentée sur une plus large
gamme en fréquence. Les pertes microscopiques peuvent atteindre plus de 500
GW, soit plus de 10 fois plus que les pertes totales observées au point de fonc-
tionnement classique (50Hz/1.5T). Evidemment, rares sont les dispositifs qui
fonctionnent en permanence à 2T et 2000Hz; cependant, il arrive qu’à certains
instants, les machines dites alternatives (à commande M.L.I.) ou indicielles (à
commande transitoire) fonctionnent dans cette zone. On peut dans ce cas enca-
drer la valeur des pertes entre les pertes minimales obtenues en quasi-statique
et les pertes maximales obtenues aux points de fonctionnements extrêmes. Les
pertes réelles se trouveront être une moyenne statistique de toutes les valeurs
de pertes possibles, étant donnée la densité de probabilité de fonctionnement
en chaque point (B,f) de la surface. En élargissant la répartition de l’utilisa-
tion des Fer non orientés de la figure 2.3 au monde entier; tout calcul fait, la
consommation en excès de la famille des Fer non orientés dans les machines,
moteurs et générateurs alternatifs dans le monde est probablement située entre
0 W (à l’arrêt) et 460 GW (en pleine puissance). Cette consommation maximum
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Figure~2.4: Surfaces des pertes totales absolues pour les trois origines physiques
entre 0 et 2000 Hz et 0 et 2 T (�: pertes par excès, ©: pertes par hystérésis
statique, �: pertes classiques macroscopiques).

toutes contributions confondues pourrait atteindre d’après cette étude 3.1 TW,
soit près de 2 fois la production mondiale d’énergie électrique, et 45 fois celle de
la France.

Cycle de vie

Suivons maintenant une tonne de Fer tout au long de son « existence »: depuis
le minerai dont il est issu jusqu’à la décharge où il est rejeté (et s’il a de la
chance, ou malchance? , recyclé). Une recherche sur internet permet d’estimer
le coût en énergie de la transformation sidérurgique du minerai de fer en une
tonne de fer industriel à 22 GJ (l’étape la plus coûteuse étant celle des hauts
fourneaux). Cette même tonne consommera environ 84 GJ sur un an (2650 Ws)
si elle est utilisée continuellement à 1,5 T et 50Hz. Au bout de quelques mois
(4 mois environ, en continu), le fer a déjà consommé autant d’énergie que celle
qui a été nécessaire à sa mise sur le marché depuis le minerai dont il est issu.
Cette tonne peut être utilisée pour réaliser environ [CAT_1]:

• 9 gros transformateurs triphasés de 31.5 kVA,

• 44 petits transformateurs de 2.5 kVA,

• un moteur générant 15 kVA,

• ou bien 1803 actionneurs de contacteurs utilisant une puissance de 7W.
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Figure~2.5: Histogramme résumant l’apport d’une tonne de fer suivant l’appli-
cation (le taux de fonctionnement indicatif est noté en petit sur chaque colonne).

Dans tous les cas, la tonne de fer consomme plus qu’elle n’utilise d’énergie
lors de son traitement sidérurgique. Ensuite et heureusement elle véhicule géné-
ralement plus d’énergie qu’elle n’en consomme, mais avec une part de pertes
parfois non négligeable (1 à 15%). Dans le pire des cas, sa production est ré-
duite à un quart de ce qu’elle consomme, pour l’exemple de l’actionneur. Les
différences sont frappantes si on représente ceci sur un histogramme (figure 2.5).
Nous reparlerons de ces cas sensibles surtout lorsque nous aborderons les en-
jeux techniques très importants pour les moteurs alternatifs, les transformateurs
impulsionnels et les actionneurs indiciels. Pour un type d’application donné, la
diminution de la taille ou du rendement diminuera d’autant le gain en énergie
fourni par la tonne de fer. Par ailleurs, certaines applications rentabilisent plus
son utilisation que d’autres. Ceci est aussi lié au rendement, au régime et à la
taille du dispositif; en plus de la configuration de fonctionnement du matériau;
et donc du choix de conception.
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2.2 l’Economie

Bilan financier

La production de matériaux magnétiques réalise un chiffre d’affaire annuel d’en-
viron 25 milliards d’euros (toutes entreprises mondiales confondues) [PER_1]

% C.A. C.A. (Méga euros)
Matériaux durs 25% 6,25
Matériaux spéciaux H.F. 46% 11,5
Matériaux doux 29% 7,25
Total 100% 25

Tableau 2.2: Chiffre d’affaire des matériaux magnétiques [année 1996]

Les matériaux magnétiques doux basse fréquence sont parmi les moins chers
du marché car à la fois les plus importants en masse et les moins importants
en chiffre d’affaire (Tableau 2.2). En convertissant les consommations énergé-
tiques du premier chapitre en euros à l’aide du tarif en vigueur de la vente
du kilowatt-heure appliqué par les entreprises françaises (environ 0,11 euros le
kWh); on arrive à 4,25 kilo-euros par heure de fonctionnement de l’ensemble
des matériaux doux produits annuellement dans le monde. En 1700 heures, i.e.
71 jours ou 2 mois et 2 semaines, la consommation commence déjà à dépasser
le chiffre d’affaire réalisé lors de la vente de la production de fer. Heureusement,
dans le même temps, une somme beaucoup plus considérable est gagnée dans
la distribution d’énergie. Tout cela pour finalement dire que ces matériaux sont
très peu chers par rapport à ce qu’ils peuvent faire gagner; et qu’un seul % de
puissance gagnée sur les pertes Joules (soit une augmentation du rendement r
de seulement 1%∗ (100−r)% ) permettrait d’économiser au minimum 42,5 kilo-
euros par heure sur un an, et probablement plus étant donnés la minoration des
estimations effectuée dès le départ et le fait que le kWh de certains matériaux
doux vaille beaucoup plus que celui des Fer-Silicium chargés de nous distri-
buer l’électricité via les transformateurs et générateurs. Dit autrement; cette
somme, gagnée sur la production d’une année, correspond aux frais en électricité
de 25800 foyers abonnés pour 15kW de puissance à souscrire. En éliminant la
totalité des pertes en excès dues au courants induits microscopiques, cela donne
6,78 % de gain, soit 288 kilo-euros par heure et 175000 foyers. En imaginant que
nous soyons capables de réduire à néant toutes les pertes, nous arriverions à 2,6
millions de foyers (avec 4 membres dans chaque famille, cela fait la population
d’un petit pays).

Balance économique

Il s’agit dans cette partie de synthétiser les informations statistiques et éco-
nomiques sur la production et la consommation de fer dans le monde, afin de
révéler les déséquilibres économiques et de développement (figure 2.6, d’après
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l’Internet). Nous utiliserons un indice en euros par habitant pour chaque conti-
nent, défini par la différence entre la valeur de la production moins celle de la
consommation de fer divisée par la population. On suppose que le fer, traité ou
non, destiné aux applications électrotechniques basse fréquence représente 1,31
% en masse de la masse totale de fer, traitée par l’ensemble des métallurgistes,
provenant des établissements de recyclage ou extraite des sols par les mineurs.

Figure~2.6: Visualisation du déséquilibre économique entre la valeur de la pro-
duction et celle de la consommation de fer en Electrotechnique basse fréquence,
exprimée en euros/habitant/an (chiffres de 1996).

Les pays dits sous développés ou émergents interviennent surtout dans la
production de minerais et les pays dits développés dans la production de fer
traité (à l’exception de quelques pays possédant des mines, tels que l’Australie).
Cependant, l’indice de développement ne suffit pas à évaluer la différence entre la
production et la consommation par habitant; d’où l’indice qui a été choisi sur la
figure 2.6. Le monde produit en moyenne plus qu’il ne consomme. Des réserves
sont donc nécessairement faites sous la forme de stocks de tôles magnétiques
probablement.

2.3 La Technique

Parmi les applications susceptibles d’être intéressées par cette étude, on trouve
les dispositifs de sécurité et de contrôle électrique (disjoncteurs et interrupteurs
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différentiels, disjoncteurs de court-circuit) d’une part et les dispositifs de distri-
bution d’électricité (transformateurs de tension, de courant, les contacteurs, les
moteurs et divers actionneurs) d’autre part.

Enjeu de précision

Etre capable de prédire avec précision les pertes en énergie, les temps et formes
de réponse d’un matériau quelle que soit sa géométrie; c’est maîtriser la concep-
tion et permettre l’adaptation parfaite entre les divers éléments constitutifs d’un
dispositif pour en améliorer la fiabilité et la qualité. Outre ce gain en compéti-
tivité envers les concurrents et en crédibilité envers les clients, cette progression
peut aussi permettre de faire des économies qui nous l’espérons amortiront au
moins les frais dans la course à la concurrence. Il s’agit de répercuter cette
connaissance maîtrisée des pertes au sein des pièces magnétiques des organes
électromécaniques sur un meilleur dimensionnement des sources pour en assurer
le bon fonctionnement. Tous les raisonnements énergétiques et économiques ef-
fectués précédemment sur le fer peuvent alors aussi être faits pour d’autres maté-
riaux complémentaires tel que le cuivre par exemple [JPG_1]. Nous sommes en
présence d’un enjeu technique qui en appelle d’autres énergétiques et écono-
miques favorables à la fois à l’entreprise et à l’environnement.

Figure~2.7: Surface des erreurs relatives dues aux pertes microscopiques (quasi-
statiques+excès) d’après le modèle de Bertotti.

Nous avons vu dans les enjeux énergétiques que les pertes dues aux proces-
sus microscopiques étaient des pertes souvent négligées dans les diverses étapes
de conception. Cette négligence peut donc être la cause d’une erreur d’impréci-
sion relative (ou parfois de défaillance) que nous souhaitons estimer. Nous avons
aussi vu que ces pertes peuvent atteindre une part quantifiable des pertes totales
(de 30 à 90 % en moyenne suivant le point de fonctionnement, en rangeant les
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pertes quasi-statiques dans les pertes microscopiques). Enfin le taux de pertes
fer peut lui aussi être significatif et varier entre 1% et 25% suivant l’application
envisagée (comme nous l’avons vu dans l’analyse du cycle de vie, section 2.1).
Nous pouvons donc évaluer l’erreur relative commise en multipliant le pour-
centage de pertes microscopiques avec le pourcentage de pertes fer intervenant
dans le dispositif. Il suffit pour cela de reprendre les surfaces de la figure 1.4
en ne retenant que la somme des contributions statiques et en excès (figure 2.7,
[ [BER_7], [BER_8]]). Suivant le point de fonctionnement du produit considéré,
l’imprécision relative se trouve entre 30%× 1 = 0.3% et 90%× 25 = 22.5%.

Figure~2.8: Surface des erreurs relatives dues aux pertes dynamiques en excès
uniquement (d’après le modèle de Bertotti).

Estimons cette erreur relative en ne considérant que les pertes en excès dy-
namiques (figure 2.8, [ [BER_7], [BER_8]]). Suivant le point de fonctionnement
du produit considéré, le pourcentage de pertes microscopiques dynamiques est
compris entre 10 et 50%. Nous pouvons alors dire, en encadrant le taux de
pertes fer entre 1% et 25%, que l’erreur relative commise se trouve entre 0.1%
et 12.5%. Sachant qu’en général le rendement et le taux de pertes fer sont eux
aussi fonctions du point de fonctionnement, cet encadrement des pertes fer peut
parfois être revu à la hausse.

Enjeu de sensibilité

L’enjeu de précision devient primordial dans la conception et le calcul de st-
ructures électromagnétiques et électromécaniques destinées aux dispositifs de
sécurité, où la haute sensibilité et la précision ne sont pas des luxes ou des bo-
nus, mais bien des nécessités. Pour illustrer ce paragraphe, nous raisonnerons sur
un exemple concret, le disjoncteur différentiel (figure 2.9, [CAL_2], [LEC_1]).

Le disjoncteur différentiel classique de la figure 2.9 est constitué d’un capteur
de courant et d’un actionneur, tous deux constitués d’un circuit magnétique ca-
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Figure~2.9: Chaine différentielle de protection domestique (capteur à droite et
actionneur à gauche).

nalisant les lignes de flux ( [FON_1], [CAL_1], [LEC_1]). L’Actionneur s’ouvre
à partir d’une certaine tension de seuil Us, le capteur quant à lui délivre une
tension (notée U) en relation avec l’intensité résiduelle du courant de défaut
(noté Id). Lorsque la tension de sortie est supérieure au seuil le circuit est ou-
vert par l’actionneur, sinon rien ne se passe. La sensibilité ξ de ce capteur est
définie comme étant le rapport entre la tension de sortie U et l’intensité d’entrée
Id (les deux en modules) (équation (2.1a)).

U = ξId (2.1a)

ξ = 2πfn2
μappS

l
(2.1b)

où:

• f est la fréquence,

• n2 est le nombre de spires au secondaire du circuit du capteur,

• S/l est le rapport entre la section S et la longueur moyenne l (fibre neutre)
de ce même circuit,

• μapp est la perméabilité apparente du circuit magnétique.

L’intensité maximale du courant de défaut à 50Hz, fixée par les normes, est
de 30mA (il s’agit du seuil de fibrillation ventriculaire à 50Hz, [CAL_1]). Au-
delà, le courant de défaut traversant le corps humain peut être dangereux, voir
mortel si le contact est suffisamment long (voir annexe 10) [CAL_1]. Ainsi, le
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capteur de courant doit posséder une sensibilité suffisante pour permettre de
signaler à l’actionneur que l’intensité maximale est atteinte en lui envoyant une
tension supérieure ou égale à sa tension de seuil1 [FON_2]. Il pourrait suffire de
choisir un matériau magnétique doux qui possède une perméabilité magnétique
suffisante (les matériaux magnétiques doux ont les propriétés d’avoir une très
forte perméabilité magnétique et de guider les lignes de flux dans le circuit
torique, c’est d’ailleurs pour ces deux raisons que ces matériaux sont choisis dans
cette application) ( [PER_1], [VER_1], [COU_1]). Malheureusement, écrite
comme ceci, la perméabilité semble constante; or la réponse du système dépend
bien évidemment de la dynamique du signal d’entrée. Et dans ce cas où le
régime est dynamique et non statique, il faut compter avec une variation de
la perméabilité avec la fréquence d’utilisation ou même la vitesse d’apparition
du défaut (la fréquence caractéristique de l’harmonique qui lui correspond). On
montre en effet que la perméabilité se dégrade avec la fréquence, ou plutôt avec la
dérivée temporelle de l’induction. Cet effet est directement lié avec les pertes fer
dynamiques. Il est possible de modéliser cette dégradation de perméabilité avec
un modèle classique de pertes, mais on commet alors, le courant de défaut Id
étant fixé au seuil admissible, la même erreur relative que celle proposée dans les
paragraphes précédents (P = U×I, ∆P/P = ∆U/U+∆I/I = ∆ξ/ξ+2∆I/I =
∆ξ/ξ = ∆μapp/μapp, cf équation (2.2)). Il y a naturellement d’autres sources
d’erreur (f , n2, S, l), mais nous nous focalisons ici sur celle due aux processus
dynamiques d’aimantation du matériau, qui ont a priori autant de poids en
valeur relative ( [FON_1], [FON_2]).

U = ξ

(
1− ∆ξ

ξ

)
Id (2.2)

Ainsi un courant d’intensité comprise entre Id et (Id + (∆ξ/ξ)Id) peut s’é-
chapper entre l’aller de la phase et le retour du neutre, sans que la tension seuil
de déclenchement soit atteinte. L’erreur relative sur l’intensité du courant de dé-
faut détectée est bien égale à l’erreur relative de la surface des figure 2.7 et 2.8.
Elle dépend de la dynamique imposée au matériau. Une parade consisterait à di-
minuer d’autant la tension de seuil de l’actionneur, mais cela a pour conséquence
de réduire ses dimensions et donc de réduire son rendement et de complexifier
sa conception. Voici donc un enjeu technique de taille ( [FON_1], [FON_2]).

Enfin, lorsque les processus non-linéaires, la saturation et la dépendance avec
la forme de l’onde d’excitation s’en mêlent, il devient alors nécessaire de tra-
vailler en régime transitoire et dans le domaine temporel. Les estimations des
erreurs via les surfaces introduites ci-dessus ne sont rigoureusement vraies qu’en
régime linéaire et harmonique où il est possible de travailler dans le domaine
fréquentiel. Elles permettent tout de même de se faire une idée de la précision
qu’il est possible d’obtenir et qui n’est pas trop loin de la réalité. Ces estimations

1La prise en compte de l’impédance de sortie compliquerait cette première étude (cette
prise en compte sera envisagée plus tard dans le rapport de thèse) et n’est pas nécessaire pour
mettre en évidence l’importance des erreurs relatives commises et introduites au paragraphe
précédent.
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peuvent-être corrigées en régime transitoire non-linéaire grâce à une représenta-
tion indépendante de la forme d’onde et prenant en compte les non-linéarités des
propriétés du matériau. Grâce à cette nouvelle démarche il sera possible d’éva-
luer correctement à la fois les pertes d’énergie mais aussi la réponse dissipative
et retardée des dispositifs (chapitre 7).

Enjeu de fiabilité

Figure~2.10: Simulation de l’intensité secondaire du capteur en charge pour
plusieurs densités de parois dans son circuit magnétique (d’après le modèle de
Pry et Bean).

Nous allons ici illustrer figure 2.10 et figure 2.11 l’impact de l’hystérésis et de la
saturation des matériaux sur la fiabilité en terme de reproductibilité des fonc-
tionnalités attendues d’un appareil (de protection différentielle par exemple,
figure 2.9). Nous reprenons l’exemple du capteur ci-dessus que nous chargeons
cette fois ci avec une résistance de 280 Ω et une inductance de 100 mH (charge
correspondant à l’impédance d’un petit actionneur reluctant augmentée d’une
résistance importante pour la mise en évidence de la saturation). Nous munis-
sons le matériau du circuit du capteur (33 rondelles empilées d’épaisseur 0.3
mm) d’un modèle d’hystérésis dynamique basé sur la réalité des parois magné-
tiques ( [BEA_3], [GAU_1], chapitre 3 section 3.2; le matériau choisi ici est un
FeNi type anhyster [COU_1]). Enfin nous simulons la réponse en intensité au
secondaire (figure 2.10), ainsi que le comportement apparent du matériau (figure
2.11), sous l’application d’un courant de défaut particulier à 50 Hz au primaire
(Courant de défaut de signe constant qui se présente sous la forme d’arches
de sinusoïdes). Il s’agit de mettre en évidence l’influence conjuguée néfaste de
la rémanence dynamique (souvenir d’un état aimanté d’une excitation à une
autre) et de la saturation du matériau. Pas assez de parois augmente le temps
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Figure~2.11: Simulation des cycles d’hystérésis du circuit du capteur pour plu-
sieurs densités de parois. Mise en évidence de la rémanence dynamique.

de réponse mais trop provoquent la saturation au bout de quelques périodes. En
diminuant la résistance de la charge, cette saturation est retardée et apparaît
après plus de périodes. Il semble exister un jeu de paramètres circuit qui permet
de rester sur un cycle limite hors saturation (ou centre attracteur, [CHE_2]).
L’introduction d’un modèle prenant en compte les processus microscopiques
liés aux divers objets magnétiques (ici les parois) peut donc être fondamentale
dans la prédiction de la vitesse de coupure des D.D.R. ( [CAL_1], annexe 10)
d’une part ; et dans la prédiction de la reproductibilité des fonctionnalités d’un
appareil et par suite de sa fiabilité d’autre part ( [FON_1], [FON_2]).

Discussion

Les tendances actuelles visent à améliorer encore la fiabilité et la sélectivité
[CAL_1] des disjoncteurs différentiels en préservant et optimisant la trans-
mission de signal et le transfert d’énergie depuis le capteur jusqu’à l’actionneur
( [OLI_5], [OLI_6]). Les solutions possibles passent par une diminution de la
taille de l’actionneur, une détection dès la première période de défaut, une tech-
nologie à propre courant ou à propre tension [CAL_2] (i.e. sans alimentation de
l’actionnement via le réseau) ou encore l’hybridation [LEF_1] (jumelage entre
un capteur amagnétique pour le signal et un capteur magnétique pour l’énergie).
Une connaissance précise des temps de réponse caractéristiques et des pertes d’é-
nergie de l’ensemble {matériau+architecture} devient alors primordiale. En ce
qui concerne les appareils de distribution d’énergie; ces considérations peuvent
aussi avoir leur importance soit pour l’évaluation précise des pertes accumulées
sur un nombre considérable d’appareils (contacteurs) ou sur des dispositifs au
rendement très sensible (moteurs); soit pour la détermination, là encore, des
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temps de réponse lors de la conception (seuil bas de déclenchement ou d’ouver-
ture). Nous pensons en particulier aux contacteurs destinés à la coupure, répétée
ou non, au zéro de courant ou de tension (en effet cette coupure au zéro per-
mettrait de limiter le développement de l’arc électrique lors de l’ouverture des
contacts, ce qui préserverait les disjoncteurs et diminuerait les risques d’incendie,
ou bien encore augmenterait d’autant leur durée de vie et celle des contacteurs
à fonctionnement répété). Enfin, outre les applications de sécurité électrique;
on trouve aussi divers capteurs sensibles utilisant des circuits reluctants magné-
tiques (capteurs de courants, de position, d’efforts ou de couple, tous basés sur
une détection différentielle). Nous tenterons de répondre à ces enjeux en travail-
lant sur la modélisation et la formulation des phénomènes physiques intégrables
dans des outils logiciel de simulation numérique aidant à la conception, au di-
mensionnement et au prototypage en communication avec les métallurgistes et
les métrologues. Nous n’avons pas mentionné un nombre important d’autres
causes possibles à la dégradation des performances (agitation thermique, cont-
raintes mécaniques, perturbations électromagnétiques, vieillissement physico-
chimique, ...). Certaines d’entre elles (la température [UNG_1], les contraintes
ou les perturbations électromagnétiques...etc...) pourraient être abordées par un
ajout des couplages magnétothermiques et magnétostrictifs dans la description
des propriétés statique et dynamique du matériau. De plus, ces autres facteurs
que sont la température et les contraintes, couplés avec le magnétisme (magné-
tothermique, magnétostriction, ...) sont des phénomènes physiques aussi utilisés
dans d’autres types de disjoncteurs, ceux interrompant les court-circuits. En ef-
fet ces dispositifs sont constitués entre autres d’un actionneur électromécanique
contenant un noyau ferromagnétique et un bilame thermique avec une lame en
Fer-Nickel [INV_1].

2.4 Conclusion
Après un rapide rappel du cadre universitaire et industriel de ce projet, nous
avons examiné de près les enjeux globaux énergétiques, économiques mais sur-
tout techniques de ces effets dynamiques dans le calcul et la prédiction de la
réponse d’un dispositif électrotechnique. Un accent a été mis sur les applica-
tions de sécurité et de surveillance électrique, au coeur des problématiques de
sensibilité et de fiabilité dans les étapes de conception et de prototypage.
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Chapitre 3

Matériaux Magnétiques

” Le magnétisme de la matière pourrait bien être créé par de petites boucles de
courant électrique à l’échelle moléculaire ”

André-Marie Ampère

73
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3.1 Origines et descriptions du ferromagnétisme

On observe à notre échelle humaine différentes manifestations se caractérisant
par des comportements parfois antagonistes et qui pourtant s’expliquent à l’aide
de considérations d’atomistique communes définissant le magnétisme. Il existe
en effet de nombreuses manifestations extérieures rencontrées sous champ (fer-
romagnétisme, ferrimagnétisme, paramagnétisme, antiferromagnétisme, ellima-
gnétisme, diamagnétisme, ...) ( [ASH_1], [KIT_1], [BRI_1]). Le paramagné-
tisme, le ferrimagnétisme et le ferromagnétisme par exemple peuvent se défi-
nir comme une amplification de champ, plus importante pour le ferromagné-
tisme grâce à l’existence d’un orde magnétique naturel. Les entités élémentaires
(atomes, électrons, ...) sont porteuses d’un moment magnétique permanent qui
se conserve et se couple positivement par adjonction d’autres atomes depuis l’é-
chelle atomique jusqu’à l’échelle macroscopique. Parmi tous les éléments simples,
seuls certains présentent des caractéristiques ferromagnétiques significatives et
facilement observables. Il s’agit de métaux de transition: le Fer, le Nickel et le
Cobalt ... [TRE_1], [CHI_1]... La manière dont le matériau va gérer son ordo-
nancement est régie par des considérations énergétiques qui conduisent à une
structuration magnétique microscopique propre plus ou moins encline à aider à
l’amplification statique ou dynamique du champ; et c’est ce que nous proposons
d’introduire dans cette section.

3.1.1 Echelles d’observation et terminologies

La description physique et les outils mathématiques utilisés pour étudier ce type
de matériaux dépendent de l’échelle à laquelle on se place. On distingue plusieurs
échelles d’observation: atomique, nanoscopique, microscopique, mésoscopique
et enfin macroscopique; leur signification peut se résumer à l’aide du schéma
de la figure 3.1 (d’après [HUB_1]).

Echelle atomique

Au niveau atomique, nous décrivons l’origine et les interactions mutuelles entre
moments magnétiques élémentaires au sein d’un groupe d’atomes d’une maille
élémentaire cristalline ou d’une molécule. Les propriétés telles que l’aimantation
à saturation, la constante d’échange entre moments ou encore la constante d’ani-
sotropie sont alors définies ( [ASH_1], [BER_11]). Ces moments sont portés par
les électrons (liés ou libres suivant le modèle [BRA_1], [CHI_1]) et sont dus à
leurs moments orbital et spinoriel et à leurs interactions (plus exactement aux
couplages d’interaction entre orbitales de spin) [TRE_1].

Echelle nanoscopique

A cette échelle, les éléments de matière sont vus comme des éléments de volume,
de l’ordre de quelques nanomètres, contenant un nombre conséquent de moments
magnétiques pouvant adopter plusieurs configurations possibles [FRU_1]. De
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Figure~3.1: Gradation dans les échelles d’observation des matériaux magné-
tiques doux depuis les atomes jusqu’au cycle.

manière simple et la moins réductrice possible, la distribution spatiale des mo-
ments est soit uniforme, nous sommes dans un domaine magnétique (figure 3.2);
soit rotationnelle et nous sommes alors dans une paroi magnétique (figure 3.2)
(le mot paroi indique ici un lieu de rotation de moments, comme une fron-
tière entre domaines, un vortex, ou d’autres objets divers ... [HUB_1]). Ces
deux zones distinguées constituent deux objets microscopiques caractéristiques
presque toujours rencontrés dans les matériaux doux.

Echelle microscopique

Il s’agit maintenant de s’éloigner un peu pour observer ce que l’on appelle la
structure magnétique caractéristique du matériau. Elle dépendra de plusieurs
propriétés physiques microscopiques (métallographie, anisotropie, échanges, ...),
mais peu de la géométrie macroscopique tant que nous avons affaire à une pièce
suffisamment grande (sauf peut-être au niveau des interfaces air-fer (cf sous-
section 4.3.3)). Celle-ci se présente très souvent sous la forme de domaines (do-
maines de Weiss, [KIT_2], [KIT_3]) et parois magnétiques (parois de Bloch,
[NEE_2]), et autres objet magnétiques caractéristiques (domaines et parois de
formes diverses et variées, vortex d’aimantation, ...). Il est possible de mettre
en évidence cette structure interne à l’aide de plusieurs outils expérimentaux,
dont les techniques magnéto-optiques ( [HUB_1], [ARG_1]) exploitant les ef-



76 CHAPITRE 3. MATÉRIAUX MAGNÉTIQUES

Figure~3.2: Exemple simplifié de domaine magnétique et définition des parois.

fets Kerr, Faraday, Voigt et Cotton-Mouton d’intéraction entre la lumière et
la matière aimantée (rotation de polarisation lumineuse sous l’action de l’ai-
mantation, [TRE_1]). Cette structure s’explique par des considérations énergé-
tiques qui définissent la théorie micromagnétique (sous-section 3.2.1). En ef-
fet, la structure magnétique résulte d’un compromis trouvé dans la minimi-
sation des énergies d’anisotropie magnétocristalline, d’échange entre moments
et de champ démagnétisant (l’énergie magnéto-élastique intervient aussi par-
fois) [BER_11], [TRE_1]. La solution trouvée est une structuration en domaines
(à cause de l’anisotropie) et parois fines (à cause de l’échange), d’autant plus den-
sifiés que les grains seront petits (à cause du champ démagnétisant) [BER_11].
Tout ceci peut être expliqué à l’aide de considérations énergétiques plus quan-
titatives (voir sous-section 3.2.1).

Echelles mésoscopique

Il s’agit de s’éloigner encore un peu pour traiter un élément de volume, à la
fois assez grand pour contenir un échantillon statistique significatif des configu-
rations microscopiques possibles et assez petit par rapport à la taille réelle de
la pièce. A cette échelle, les domaines et les parois ne sont plus traités que de
manière ensembliste (Théorie des phases, [HUB_1]); le détail de la structure
magnétique n’ayant alors plus de relevance sinon par ses conséquences obser-
vables à l’échelle macroscopique.

Echelle macroscopique

La dernière échelle d’observation correspond à la pièce ou à l’échantillon considéré
dans sa totalité. Nous n’avons plus accès expérimentalement qu’à son compor-
tement moyenné: le cycle d’hystérésis ou la dissipation (cf chapitre 1).
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3.1.2 Ferromagnétismes macroscopiques

L’existence de la structure magnétique à l’échelle microscopique peut entraîner
différents types de comportements à l’échelle macroscopique. En effet, bien que
chacun des éléments de matière (ensemble d’atomes) possède une aimantation
propre et ordonnée, le couplage entre ces éléments peut varier d’un matériau à
un autre. L’aimantation résultante moyennée sur un ensemble d’éléments (un
ensemble de domaines) adopte alors différents comportements suivant que nous
utilisons un matériau dur ou à un matériau doux.

Matériaux ferromagnétiques durs

Les matériaux durs possèdent une aimantation permanente importante, et ce
même en l’absence d’excitation magnétique. La structure magnétique est figée
dans une configuration telle que certains domaines orientés dans un sens soient
fortement majoritaires. Les quelques parois magnétiques existentes sont blo-
quées principalement par des défauts, souvent injectés de manière contrôlée
( [TRE_1], [TRE_2]). Sur le cycle d’hystérésis (cf figure 1.5), cela se manifeste
par une aimantation rémanente et un champ coercitif très important.

Matériaux ferromagnétiques doux

Lorsqu’au repos, le matériau perd de son aimantation de façon considérable, et
lorsqu’il permet le retournement facile de sa polarisation; il s’agit de matériaux
doux. Les domaines s’orientent statistiquemet de manière équilibrée et les parois
sont libres de se déplacer ( [GEO_2], [TRE_2], [BRA_1], [BER_11]). Sur le
cycle d’hystérésis (cf figure 1.5), cela se caractérise par un champ coercitif faible.

La séparation entre ces deux types de ferromagnétisme n’est pas toujours si
nette et reste à l’appréciation des utilisateurs en accord avec certaines limites de
zones arbitraires. Une définition plus précise de cette limite est proposée dans la
sous-section 3.2.1 [BER_11]. L’objet de cette étude concerne principalement les
matériaux ferromagnétiques doux auxquels nous ne demandons pas de fournir de
l’énergie ou du champ (via une aimantation permanente) mais juste de canaliser
et de transmettre efficacement ce champ à l’aide d’une amplification statique
et dynamique performante et peu dissipative. D’où l’intérêt d’aller voir de plus
près ces mécanismes d’amplification, i.e. d’aimantation (section 3.2).

3.2 Processus d’aimantation et courants induits

3.2.1 Théories croisées

En examinant les phénomènes intervenant pour les différentes échelles, cer-
tains temps caractéristiques peuvent être mis en évidence (voir figure 3.3, [ref.
1]=[ [BRO_3], [BRO_4], [LAN_1], [GIL_1], [GIL_2]], [ref. 2]=[ [WSK_1],
[BEA_3], [NEE_1], [BIS_1], [CHE_1]],[ref. 3]=[ [BER_11], [LAN_2]]).
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Figure~3.3: Echelle des fréquences caractéristiques correspondantes aux phé-
nomènes physiques suivant l’échelle d’espace à laquelle ils interviennent.

Il existe deux théories complémentaires qui permettent de décrire quanti-
tativement les mécanismes d’aimantation à l’échelle microscopique dans les in-
tervalles de temps, de fréquence et d’énergie qui nous intéressent. La première
est construite sur un principe de minimisation de l’énergie micromagnétique
du matériau: c’est le micromagnétisme ( [BER_11], [SIM_1]), qui permet de
décrire l’évolution statique et dynamique de l’aimantation et d’expliquer sa st-
ructuration à l’échelle microscopique. La seconde fournit les variations spatio-
temporelles des champs électromagnétiques et des courants au sein de cette
structure en mouvement: c’est l’électromagnétisme [LAV_1].

Micromagnétisme

Les équations du micromagnétisme sont issues d’un principe de moindre action,
ou variationnel (cf. annexe 18), appliqué à une fonctionnelle énergétique décri-
vant les intéractions cristal-cristal, champ-cristal (nous sommes alors à l’inté-
rieur d’un domaine ou d’une paroi) [BER_11]. Les différentes énergies mises
en jeu et constituant la densité volumique d’énergie libre de Landau [BER_11]
expliquent la structuration en domaines magnétiques par un jeu de compétition
entre différentes tendances opposées qui s’équilibrent et par suite les équations
d’évolution dynamique des moments magnétiques m de module Ms et d’orien-
tation quelconque noté θ (figure 3.4).
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Figure~3.4: Orientation et rotation d’un moment magnétique.

Echange: gex =
Aex
M2
s

(∇ (m))2 (3.1a)

Anisotropie: gan = fan (m) (3.1b)

Démagnétisation: gdm = −1
2
μ0hd ·m (3.1c)

Couplage: gze = −μ0h ·m (3.1d)

où:

• Ms est l’aimantation à saturation,

• Aex est le coefficient d’échange entre moments (exprimé en J.m−1),

• fan est une fonction de l’anisotropie macroscopique (dans le cas d’une ani-
sotropie uniaxiale, on a δfan = −2Kanδ cos (θ), Kan étant une constante
d’anisotropie exprimé en J.m−3),

• hd est le champ démagnétisant créé par les charges magnétiques non éli-
minées (hd = −∇φ avec �φ = −∇ ·m),

• h est le champ magnétique appliqué.

Certaines constantes matérielles caractéristiques peuvent être définies:

Champ d’anisotropie : κ =
2Kan
μ0M

2
s

=
Han
Ms

(3.2)

Longueur d’échange : lex =

√
2Aex
μ0M

2
s

(3.3)
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Elles permettent d’exprimer les différentes contributions de manière addi-
mensionnelle. Nous proposons d’exploiter cette description pour expliquer les
corrélations possibles et ici simplifiées entre structure métallographique (taille
de grains) et structure magnétique (domaines, parois, vortex). On distingue
trois configurations possibles (a: grain monodomaine, b: grain polidomaine,
c: vortex, voir figure 3.5; [BER_11], [ZAV_1]. L’état super paramagnétique
a été ici passé sous silence.) prédominantes alternativement suivant la taille
des grains et la valeur des propriétés d’anisotropie (équation (3.2)) et d’é-
change (équation (3.3)) caractéristiques du matériau. A savoir que cette ana-
lyse oublie le caractère continu de la matière en terme de juxtaposition de
grains; elle permet cependant d’en avoir une idée représentative. La contribution
adoptée est celle minimisant l’énergie volumique addimensionnée g/(μ0M

2
s V )

(avec g = gL = gex + gan + gdm + gze). Remarquons enfin que les matériaux
dit durs peuvent être obtenus par assemblage mécanique compact de grains
très anisotropes et isolés dans la configuration a (la taille caractéristique des
grains est plus petite qu’une taille critique définissant l’intersection entre les
configurations a et c; et pour κ > 4/9 cette intersection est ramenée à l’infini).

Figure~3.5: Relation Grain-Structure avec les propriétés du Cobalt (lex � 3.4
nm, sources dans l’ouvrage de Bertotti). Dans les polycristaux, nous rencontrons
presqu’exclusivement des configurations polidomaines, à l’exception de certains
nanocristaux doux. La dernière courbe de la légende ne s’applique que pour le
cas b. Les parois se densifient à mesure que la taille du grain diminue; mais elles
sont aussi d’autant plus génées par les joints de grain en régime statique.

Avec la somme de toutes ces contributions et considérations (équations (3.1a)
et suivantes), nous avons une énergie ne faisant pas intervenir la dynamique, que
nous qualifierons de quasi-statique. Dans ces conditions, le système de moments
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devrait évoluer de manière à maintenir cette énergie constante. Il se trouve que ce
n’est pas exactement le cas et que l’énergie totale diminue en accord avec deux
autres énergies, dites gyroscopiques et dissipatives (équations (3.4) [THI_2]
et (3.5) [GIL_2]). De sorte que l’énergie dynamique qui reste effectivement
constante doit être augmentée de ces deux variations:

Gyroscopie: δgg =
1

γM2
s

(m ∧ ∂tm) · δm (3.4)

Dissipation: δgα =
α

γMs
∂tm·δm (3.5)

avec:

• γ est un coefficient gyroscopique, en A.m2.J−1.s−1, qui d’après la méca-
nique quantique atomistique est de l’ordre de (qLμB�

−1) (qL est le co-
efficient de Landé, μB et � sont des constantes physiques définies dans
l’annexe 13 [BRA_1]),

• α est le coefficient d’amortissement sans dimension de Gilbert [GIL_2].

Ainsi, la variation d’énergie totale sous une modification infinitésimale d’ai-
mantation réduite (m/Ms), doit être nulle. Nous pouvons alors définir un champ
effectif total heff (équation (3.6)),

heff = h+ hd − Aex
μ0M

2
s

∇m

(
(∇ (m))2

)
−

1

μ0
∇mfan − 1

γμ0M
2
s

(m ∧ ∂tm)− α

γμ0Ms
∂tm (3.6)

qui vérifie la condition d’équilibre suivante:

∀δθ: δG =

∫∫∫
δgLd

3x = −
∫∫∫

(μ0m ∧ heff ) δθd3x = 0 (3.7)

Cette équation d’équilibre traduit l’annulation de la somme des couples ap-
pliqués à chaque moment, c’est l’équation de Landau-Lifchitz-Gilbert (3.8a)
[GIL_1]:

∂tm = γm ∧ (∇mgL) +
α

Ms
m ∧ ∂tm (3.8a)

avec gL = gex + gan + gdm + gze (3.8b)

L’inconvénient de ce formalisme est l’introduction semi-phénoménologique
d’un terme de dissipation en α, dont la provenance physique n’est pas explicitée.
L’échelle de temps caractéristique y est de plus très inférieure à celle qui nous
intéresse dans les applications:
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ωL ≈ γB ≈ 1020 rad.s−1 ≫ (3.9)

ωL est la pulsation de Larmor [BRA_1] très supérieure aux fréquences
usuelles en Electrotechnique (relaxation instantannée, cf. figure 3.3). Ceci est
principalement du au fait que la rotation des moments dans leur ensemble
(au sein d’une paroi ou même d’un domaine) peut créer des courants induits
de charges électriques libres, décrits par un autre formalisme: les équations
de Maxwell. Nous doutons de pouvoir expliquer un quelconque amortissement
conséquent et relevant à moins d’un coefficient α de Gilbert très important,
provenant de l’environnement immédiat de la paroi, baigné de courants induits.
Ces considérations énergétiques peuvent toutefois être utilisées, et d’un point de
vue mésoscopique statistique, pour dériver les lois d’évolution du comportement
quasi-statique observable.

Electromagnétisme

Il s’agit donc d’admettre en complément les équations de Maxwell et propriétés
suivantes (équations (3.10a)) à l’échelle microscopique:

j = ∇ ∧ h (3.10a)

∇ · j = 0 (3.10b)

j = σe (3.10c)

j, h et e sont respectivement la densité de courants libres, le champ magné-
tique et le champ électrique. σ est la conductivité électrique intervenant dans
la loi d’Ohm [ASH_1] (variations de σ négligeables aux fréquences usuelles
de l’Electrotechnique classique, cf modèle de Drude pour les métaux [ASH_1].
Cette conductivité est la conductivité statique). Dans les matériaux magné-
tiques, que nous étudierons ici, les courants de déplacement (dus aux sépara-
tions et accumulations de charges électriques liées) restent négligeables devant
les courants de conduction (circulations de charges libres) tant que la fréquence
reste inférieure à la limite autour des GHz (cf sous section 1.4.1). Les deux autres
équations de Maxwell peuvent être dérivées par application d’une condition de
stationnarité sur une fonctionnelle thermodynamique πf [MAZ_3] incluant les
pertes Joule dues aux courants libres et la variation temporelle d’énergie de cou-
plage magnétique ou puissance d’aimantation (−∂tgze). Cette condition fournit
deux informations: l’une est une condition de continuité du champ e aux inter-
faces ∂Ω et l’autre l’équation de Maxwell -Faraday microscopique:

∇ ∧ e+ ∂tb = 0 avec e = σ−1∇ ∧ h (3.11a)

e ∧ n continue à l’interface (3.11b)

On a alors nécessairement la condition de non-divergence de la densité de
courant magnétique ∂tb qui est vérifiée (cf. 1.13). La variation d’aimantation
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et l’induction des courants pouvant être créées par et dans différents objets
(parois, domaines, ...). Tous les champs écrits et utilisés ici sont observés à
l’échelle microscopique (lettres minuscules) et peuvent être associés à tout objet
magnétique (paroi, domaine, ...; nous en verrons des exemples dans la suite et
dans le chapitre 4).

Discussion

L’électromagnétisme microscopique a besoin du micromagnétisme pour la connais-
sance et l’explication de la structure magnétique (densité et orientation des
parois, géométrie des domaines) et le micromagnétisme a besoin de l’électroma-
gnétisme pour expliquer et rendre compte des courants induits microscopiques
(α) et de la diffusion du champ (h et hd). Cependant, l’utilisation pratique de
ces deux formalismes à cette échelle n’est envisageable que pour des échantillons
ultra-réduits et idéaux [BEA_3] (sous section 3.2.2). En revanche, ils fournis-
sent un outil physique et mathématique intéressant dans la mise en oeuvre d’une
modélisation moyenne intermédiaire (partie III) prenant malgré tout en compte
les conséquences mésoscopiques des mécanismes de structure microscopique, qui
seront observables à l’échelle macroscopique.

3.2.2 Processus principaux

La topographie de la structure magnétique réelle n’est pas prévisible avec exacti-
tude (défauts, perturbations, inhomogénéité, non-reproductibilité ...). De même,
les mouvements internes sont multiples et variés. Nous pouvons cependant en-
visager d’en décrire simplement certains à l’aide de l’électromagnétisme pour
comprendre leurs effets et en extraire les informations essentielles. Nous les trai-
terons d’un point de vue statistique plus général dans la partie III.

Déplacement des parois magnétiques (D.W.D.)

Nous proposons dans cette sous-section de traiter un cas idéal de distribution
de parois dans une géométrie simple et adéquate. Nous prendrons pour cela
l’exemple d’une tôle ou d’une rondelle ferromagnétique fine (un élément possible
du capteur de courant utilisé dans le disjoncteur différentiel) soumis à un champ
magnétique unidirectionnel ou orthoradial (figure 3.6).

Les domaines sont supposés être orientés parallèlement au champ et les pa-
rois planes traverseraient toute l’épaisseur ζ de la tôle ou de la rondelle (Il
s’agit d’une structure idéalisée proche de la réalité pour des couches minces.
Pour des échantillons plus importants nous utiliserons d’autres arguments sta-
tistiques sans nécessairement figer cette structure ni en volume, ni en surface;
chapitre 4). Le rayon du tore est supposé suffisamment grand et les parois suffi-
samment nombreuses pour que l’on puisse, de manière analytique, considérer un
seul élément significatif de la structure en domaines (figure 3.7 d’après [BEA_3],
correspondances (r, z, θ) <=> (x, y, z)). Enfin, nous supposerons le champ suf-
fisamment faible pour maintenir les parois planes avec une excursion très infé-
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Figure~3.6: Géométrie de la rondelle ferromagnétique étudiée.

rieure à leur espacement (régime linéaire). Cette première étude simple nous
permettra de mettre en évidence les courants induits microscopiques autour des
parois et d’évaluer les pertes et la réponse amortie du capteur.

Figure~3.7: Configuration idéalisée locale en parois planes et fines.

courants induits microscopiques Nous laissons les parois se déplacer libre-
ment sous l’action du champ appliqué et nous calculons l’induction des courants
j et la diffusion du champ dans la structure en domaines, i.e. ici autour des parois
en mouvement [GAU_1]. Pour ce faire, nous utilisons les équations de Maxwell
microscopiques (sous-section 3.2.1 et équations (3.10a) et (3.11a)). Pour une
paroi donnée isolée, nous admettrons les dépendances et symétries [SIV_1] sui-
vantes:

jeddy = jx

(
x
′
, y, t

)
ex + jy

(
x
′
, y, t

)
ey (3.12a)

jy
(
x
′
, y, t

)
= +jy

(
x
′
,−y, t

)
(3.12b)

jx
(
x
′
, y, t

)
= −jx

(
x
′
,−y, t

)
(3.12c)
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Conbinant les équations de Maxwell microscopiques, on en déduit l’équation
de diffusion portant sur j (équation (3.13)).

�jeddy = μ0σ∂tjeddy (3.13)

Nous nous plaçons dans un repère local cartésien (x
′
, y). Les parois sont

considérées ultra-fines de largeur nettement inférieure à la largeur des domaines,
de sorte que l’on ait à calculer la densité de courants dans les domaines voisins, et
hors des parois uniquement. Les conditions aux limites utilisées sur la frontière
entre deux domaines sont:

jx
(
0+, y, t

)
= jx

(
0−, y, t

)
(3.14a)

jx

(
(−2L− 2xw)+ , y, t

)
= jx

(
(+2L− 2xw)− , y, t

)
(3.14b)

jy
(
0+, y, t

)− jy (0−, y, t) = −2σvwμ0Ms (3.14c)

vw et xw sont respectivement la vitesse et la position de la paroi. La solution
du problème est:

jy
(
x
′
, y, t

)
=

∑
q impair

vw (t)

Bq sinh

(
qπ

(
L−xw(t)−x′

)
ζ

)
cos

(
qπy
ζ

)
cosh

(
qπ(L−xw(t))

ζ

) (3.15a)

jx

(
x
′
, y, t

)
=

∑
q impair

vw (t)

Bq cosh

(
qπ

(
L−xw(t)−x′

)
ζ

)
sin

(
qπy
ζ

)
cosh

(
qπ(L−xw(t))

ζ

) (3.15b)

jy
(
x
′
, y, t

)
=

∑
q impair

vw (t)

Bq sinh

(
qπ

(
L+xw(t)+x

′)
ζ

)
cos

(
qπy
ζ

)
cosh

(
qπ(L+xw(t))

ζ

) (3.15c)

jx

(
x
′
, y, t

)
=

∑
q impair

vw (t)

Bq cosh

(
qπ

(
L+xw(t)+x

′)
ζ

)
sin

(
qπy
ζ

)
cosh

(
qπ(L+xw(t))

ζ

) (3.15d)

Bq =
8 (−1) q−12 σμ0Ms

qπ

⎡⎣ tanh
(
qπ(L−xw(t))

ζ

)
+tanh

(
qπ(L+xw(t))

ζ

) ⎤⎦−1 (3.15e)

Un bilan d’énergie égalisant les pertes Joules et l’énergie fournie par le
champ appliqué Ha permet de définir la mobilité ηw des parois (exprimée en
m2.A−1.s−1) reliant la vitesse au champ (Ha = Happ).∫∫ (

σ−1j2
)
dx

′
dy =

∫∫
Ha∂tB dx

′
dy = 2ζμ0MsvwHa (3.16)



86 CHAPITRE 3. MATÉRIAUX MAGNÉTIQUES

vw = ηwHa avec ηw ≈
π3

16ζσμ0Ms

⎧⎨⎩ ∑
q impair

(
1

q

)2⎫⎬⎭
−1

≈ π3

1.05 ∗ 16ζσμ0Ms

(3.17)

régime harmonique Utilisant les résultats précédents et introduisant un
paramètre matériau supplémentaire Hs, image du champ coercitif statique (
[BEA_2], [WIN_1]), permettant de rendre compte des blocages de parois; nous
pouvons relier la vitesse vw des parois au champ appliqué Ha et à l’induction
moyenne B observable (équation 3.18), et par suite la perméabilité complexe
apparente (équation 3.19).

vw = ηw

(
Ha −HsB − μ0Ha

μ0Ms

)
=
∂t (B − μ0Ha)
2μ0Msnw

(3.18)

μapp =
B

Ha
=
2μ0Msnwηw

(
1− Hs

Ms

)
+ jμ0ω

2nwηwHs + jω
(3.19)

nw est la densité linéique de parois. Nous avons représenté cette perméabi-
lité en module (figure 3.8, [BEA_3]) et en phase (figure 3.9, [BEA_3]) pour
plusieurs densités linéiques de parois (Données du Fe-Ni anhyster μ0Ms = 1.6
T, Hs = 10 A/m, σ−1 = 45 μΩ.cm; voir [COU_1]).

Figure~3.8: Module de la perméabilité apparente équivalente à la configuration
type Pry et Bean.

La matériau constitué de parois se comporte comme un passe-bas; et ceci
est confirmé par l’expérience et les mesures effectuées sur un grand nombre
de substances douces, qui adoptent très souvent la même forme générale de
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Figure~3.9: Angle de la perméabilité apparente équivalente à la configuration
type Pry et Bean (l’angle de référence étant égal à zéro pour le courant).

réponse en fréquence [TRE_2]. La fréquence de coupure est en relation intime
avec la densité de parois et d’autres propriétés intrinsèques au matériau. La
connaissance de cette perméabilité apparente permet de calculer la fonction de
transfert du capteur en boucle ouverte et régime harmonique linéaire, supposant
l’ensemble des parois sollicité par le champ appliqué au niveau de la fibre neutre
(équation 3.20 et figure 3.11).

Figure~3.10: Architecture du capteur torique.

Z =
U2
i1
≈ jωn2

Nr(Re −Ri)ζμapp
L

(3.20)

L =
2π (Re −Ri)
ln
(
Re
Ri

) (3.21)
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Malheureusement, cette étude harmonique ne convient plus lorsque les va-
riations sont non-linéaires; avec annihilation et création de composantes har-
moniques.

régime transitoire On peut aller plus loin avec ce modèle simple en simulant
ce même capteur en boucle fermée et régime transitoire (signaux de formes
diverses) (figure 3.11).

Figure~3.11: Schéma électrique équivalent du capteur en charge (formalisme du
transformateur avec résistance des fils du secondaire ramenée au primaire et
les effets inductifs modélisés par une impédance équivalente de magnétisation
”dynamique”).

La configuration en parois étudiée est inchangée (figure 3.7). L’évolution du
courant au secondaire est régie par l’équation différentielle (3.22). Le compor-
tement transitoire est représentée à l’aide d’une seule paroi équivalente tenant
compte de la densité linéique réelle de parois (la prise en compte de la géométrie
réelle torique pour les parois étant intractable analytiquement mais seulement
numériquement après homogénéisation, chapitre 6).

(r2 + rc) i2 + Lc
di2
dt
+ 2n2Nrμ0Msnwηw (Ha − 2Hsnwxw) = 0 (3.22)

Ha = (i1 + n2i2)
ln
(
Re
Ri

)
2π (Re −Ri) (3.23)

Le résultat d’une simulation pas à pas avec un signal triangulaire est repré-
senté sur la figure 3.12 (n2 = 200 spires au secondaire, Nr = 33 rondelles, la
charge est un relais de résistance 1 Ω et d’inductance 40 mH, le matériau est
toujours le Fer-Nickel anhyster de polarisation à saturation 1.6 T, de champ
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coercitif Hs = 10 A.m−1 et de résistivité σ−1 = 45 μΩ.cm, [COU_1]). Si l’ac-
tionneur est en fonctionnement, son inductance varie et nous ne pouvons mal-
heureusement pas traiter ce cas de manière simple analytiquement (cf autres
outils numériques d’analyse rapide de chaînes de ce type [LOU_1]).

Figure~3.12: Réponse en courant du capteur en charge (np = nw).

Il apparaît que l’action négative des parois ne s’observe de façon significa-
tive que pour des fréquences relativement élevée (ici environ 2000 Hz; signaux
transitoires rapides parfois rencontrés dans les batteries de tests des différen-
tiels. Voir annexe 10), et d’autant plus que la densité de parois sera faible. Le
retard (amortissement et déphasage) mis en évidence s’observerait de la même
façon pour tout type de signal avec une distorsion importante en présence de
plusieurs harmoniques à diverses fréquences (cf diagrammes de Bode 3.8 et 3.9).
En effet, l’amortissement et le déphasage sont différents pour chacune des har-
moniques. Enfin, à ces fréquences sensibles (>50Hz), la densité de parois étant
suffisamment grande pour permettre un temps de réponse initial égal au temps
de réponse obtenu par un calcul classique (i.e. avec uniquement des courants in-
duits classiques macroscopiques, cf figure 3.12), il existe une différence nette de
réponse au zéro de courant à la fin de la première demi-période (cette étude peut
être intéressante au vu des normes sur les temps de réponse des disjoncteurs,
annexe 10). Cette géométrie simple axisymétrique sera étudiée plus précisément
à l’aide d’un modèle local et d’une méthode numérique dans le chapitre 6.

Rotation des moments magnétiques (D.M.R.)

Lorsque la structure magnétique naturelle ne contient pas de domaines orientés
parallèlement au champ d’excitation, mais perpendiculaires; ou lorsque le maté-
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riau est au bord de la saturation parallèle; il ne reste plus que la rotation cohé-
rente des moments au sein des domaines non-parallèles ( [CHE_1], [OSH_1]).
On peut reconstruire cette réponse sur le même esprit que précédemment et
imaginer superposer les deux mécanismes DWD et DMR. Nous ferons ce travail
de manière plus générale dans le chapitre 4.

Processus additionnels

Bien que le déplacement des parois magnétiques, ainsi que la rotation cohérente
au sein des domaines (autour de la saturation), soient les processus principaux
ayant lieu dans les matériaux doux, ils ne suffisent pas à décrire toutes les
situations, en particulier les phénomènes liés à la non-linéarité du déplacement
de parois en cours de cycle (variation de mobilité entre autres), l’hystérésis
statique, l’effet mémoire et les non-reproductibilités. Il faut alors faire appel à
d’autres mécanismes d’aimantation tels que:

• la déformation et multiplication des parois (DWB, DWM), [CAR_1],
[CAR_2], [DEL_3], [BIS_2], [BIS_3].

• les effets de proximité et la fusion des parois (DWF), [CLE_1], [FRT_2].

• la nucléation des parois sur défaut (DWN), [AHA_1], [GOO_1], [LAE_1],
[LEL_1].

• le blocage et déblocage des parois sur défauts (DWP), [BRO_2], [PAU_1].

Nous en aborderons certains dans le chapitre 4.

3.3 Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons introduit les matériaux qui nous intéressent parti-
culièrement en proposant tout d’abord une description simplifiée du ferromagné-
tisme, puis ensuite une première analyse théorique et calculatoire des processus
dynamiques d’aimantation avec dissipation due aux courants induits. L’impact
de ces phénomènes est mis en évidence sur la réponse en fréquence (caractère
passe-bas de la matière) et en temps (réponse retardée du matériau) d’un cap-
teur de courant (tore de détection ou transformateur de courant).
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” La matière, comme la lumière, suivent des géodésiques de l’espace de Rie-
mann créées par le champ... ”

George Lochak
(en citant Einstein dans la géométrisation de la physique, ed. Flammarion)
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Postulats

Nous postulerons trois assertions pour construire nos développements (ce sont
bien évidemment des postulats et donc indémontrés, ou indémontrables; et sans
doute faux ou incomplets):

Postulat a Les théories du micromagnétisme et de l’électromagnétisme sont
fondées à l’échelle microscopique et pertinentes pour notre étude.

Postulat b La dynamique des différents objets magnétiques (parois, domaines,
...etc...) est statistiquement régie par des grandeurs physiques indirectement ob-
servables à l’échelle macroscopique (par exemple l’induction B).

Postulat c Notre système évolue de manière à rendre extrêmale ou station-
naire son action (minimum, maximum ou point d’inflexion) et/ou à minimiser
sa création d’entropie irréversible.

Préambule

Nous nous intéressons dans cette partie à une représentation énergétique de l’in-
teraction entre les matériaux magnétiques (essentiellement doux) et les champs
électromagnétiques variables. La spécificité de l’approche réside dans une ten-
tative de description la plus globale et exhaustive possible reliant les modèles
de comportement aux équations de Maxwell.

Nous savons grâce aux observations expérimentales ( [BIT_1], [BLO_1],
[COL_1], [ARG_1]) et aux investigations théoriques en micromagnétisme (
[BRO_5], [WIL_1], [BRY_1]), que de tels matériaux adoptent une structure
magnétique spécifique avec des domaines et des parois ( [KIT_2], [NEE_2])
(chapitre 3) (nous devons alors rester conscient que bien que la définition de
domaines et de parois dans les ferromagnétiques classiques (alliages polycristal-
lins composés de Fer, de Nickel et/ou de Cobalt) soit claire, elle l’est parfois
beaucoup moins pour d’autres matériaux plus exotiques ou certaines phases
transitoires structurelles. Ces cas consisteront donc une des limites aux déve-
loppements qui suivront. Cependant, ils pourront toujours faire l’objet d’un
élargissement de nos définitions). Les structures en question donc, peuvent être
complètement différentes, en arrangement et complexité; d’un matériau à un
autre, d’une forme à une autre et aussi depuis le coeur jusqu’à la surface d’un
seul et même échantillon. Par le mot forme, nous entendons ici la forme de
l’échantillon, si sa taille est du même ordre de grandeur que la taille caracté-
ristique des domaines, et la forme des grains métalliques et de leur arrange-
ment mutuel si la taille de l’échantillon est humaine et beaucoup plus grande
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que la taille caractéristique des objets magnétiques. Nous travaillerons essen-
tiellement dans cette hypothèse d’échantillons dits gros (L >> G,D; L étant
la taille caractéristique de l’échantillon, G celle des grains et D celle des do-
maines. Notons que pour G > D, nous aurons affaire aux polycristaux gros
grains habituels ( [COU_1], [VER_1]) et pour G < D, il s’agira de nano-
cristaux ( [GAQ_1], [PER_1])) pour pouvoir adopter raisonablement certains
outils de physique statistique ( [ZIT_1], [JAC_1], [RUS_1]). Autrement, la
structure magnétique et le phénomène que nous étudions dépendront essentiel-
lement de la géométrie macroscopique, ce raisonnement statistique ”local” n’est
plus possible. De plus, la manière dont cette structure va évoluer en régime sta-
tique et dynamique est tout aussi difficile à calculer précisément et à observer
expérimentalement. Ces travaux et corrélations ne sont possibles, et ont été réa-
lisées, uniquement sur des cas idéaux (du même type que celui étudié chapitre
3 section 3.2) ( [WSK_1], [BEA_3]). En conséquence, nous n’essaierons pas ici
de prédire ni la structure magnétique exacte, ni son réarrangement précis sous
champ; nous tenterons juste d’établir un lien entre les phénomènes physiques
microscopiques moyennés spatialement et statistiquement et les grandeurs ma-
croscopiques observables que nous pouvons mesurer sur un composant ou un
dispositif réel.

Nous savons effectivement aussi que ces mécanismes microscopiques d’ai-
mantation sont à l’origine de l’hystérésis et des pertes anormales dynamiques
observées pour ce genre de matériaux. Ceci se comprend bien à l’aide des deux
remarques suivantes:

• premièrement, chaque variation d’aimantation créé une variation d’induc-
tion locale qui donne donc naissance à des courants induits microscopiques
(loi de l’induction de Faraday). Ceci demande donc une certaine quantité
d’énergie.

• Deuxièmement, la surface interne aux cycles d’hystérésis mesurés corres-
pond exactement à l’énergie perdue durant la tranformation cyclique. Il y
a donc nécessairement un lien avec les pertes Joule des courants induits
microscopiques.

Encore une fois, la topologie de la structure magnétique elle-même est diffi-
cilement calculable et prévisible. En effet, l’action véritable d’un système d’élé-
ments de matière aimantés se structurant en domaines présente des extrêmums
relatifs [BER_11]. La condition de stationnarité de cette action ”micromagné-
tique” permet certes de prédire (pour des systèmes de taille raisonnable, i.e.
quelques micromètres) la structure magnétique; mais pour des systèmes de taille
réelle, ce calcul est astronomique et inenvisageable, et même sans doute stérile
car sujet à plusieurs solutions possibles sans discrimination apparente. Notre
approche consisterait à ne retenir de cette action que les tendances macrosco-
piques relevantes et absolues; en privilégiant une solution extrémale équivalente,
en terme de pertes d’énergie et de forme de réponse observable, à la solution
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réelle [RIS_1]. Celle-ci étant inconnue quoiqu’il arrive. La stratégie employée
consiste en une définition complétée de fonctionnelles d’énergie ou de puissance
(analogues de l’action en mécanique ou du chemin en optique) susceptibles de
fournir toute l’information nécessaire à la prédiction des pertes et de la réponse
amortie. Ces fonctionnelles devront inclure certains termes additionnels prove-
nant de l’échelle microscopique (l’échelle des atomes ou atomique étant pour
nous en dehors du sujet dans l’immédiat) puisqu’une certaine quantité d’éner-
gie est mise en jeu à cette échelle. Une énergie propre ou mutuelle entre les
deux échelles (microscopique et macroscopique). Une discussion sera faite sur
la pertinence ainsi que la consistence d’introduire des termes dissipatifs dans
une fonctionnelle énergétique, qui après stationnarité fournira la description de
l’évolution dynamique du système (principe de création minimum d’entropie,
postulat c). Nous travaillerons dans ce qui suit à l’échelle microscopique et à
l’intermédiaire entre cette échelle et l’échelle macroscopique, i.e. mésoscopique.
Il convient donc de définir précisément ces deux termes (définitions en partie
relatives au sujet d’étude) et d’introduire clairement les notations qui seront
utilisées abondamment.

Définitions et notations L’échelle microscopique est donc associée ici à l’é-
chelle des domaines et parois magnétiques (i.e. entre 1 et 500 μm, selon les
matériaux). L’échelle mésoscopique se situe entre l’échelle microscopique et l’é-
chelle macroscopique correspondant à l’objet d’étude dans sa totalité (voir fi-
gures 3.1 et 3.3). A cette échelle, les divers objets magnétiques que sont les
domaines et parois ne sont plus étudiés isolément mais de manière ensembliste
et statistique ayant des propriétés moyennées associées à un point localisé dans
l’objet (sachant très bien qu’alors ce que nous y calculerons ne seront que des
événements moyens probables en terme de valeurs de champs, de densités et de
propriétés; mais en aucune façon des événements exacts et certains. Ceux-là
étant imprédictibles sinon leurs occurrences les plus probables). Un des objectifs
de la science et de la physique-chimie en particulier est de fournir les informa-
tions et les outils qui permettent de passer d’une échelle inférieure à une autre
supérieure, et ce jusqu’à l’échelle macroscopique, pour éventuellement proposer
une explication rationnelle des observations faites à cette échelle (la seule fa-
cilement accessible: objets de taille de l’ordre du centimètre et plus). Afin de
décrire le champ électromagnétique et la matière, différemment en fonction des
deux échelles d’observation (microscopique et mésoscopique) et des traitements
mathématiques (lissage spatial, moyenne spatiale, moyenne statistique, ...), nous
utiliserons les notations particulières suivantes:

Pour les champs et densités de courants:

• aM : champ microscopique retardé,
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• aμw : champ microscopique associé à l’objet microscopique w,

• aμ : champ microscopique associé à un ensemble d’objets microscopiques,

• a : champ microscopique,

• AM : champ mésoscopique retardé,

• Aμ : champ mésoscopique associé à un ensemble d’objets microscopiques,

• A : champ mésoscopique.

La lettre a ou A peut être remplacée par n’importe laquelle des grandeurs
électromagnétiques suivantes:

• h et H : champ magnétique,

• e et E : champ électrique,

• b et B : induction,

• m et M : aimantation,

• pm et Pm : polarisation magnétique,

• ∂tb et ∂tB : densité de courants magnétiques,

• j et J : densité de courants électriques.

Figure~3.13: Echelles et Observations
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Pour le matériau et sa structure:

• Ms : aimantation à saturation,

• Pms : polarisation magnétique à saturation (Pms = μ0Ms),

• ρ : résistivité électrique,

• σ : conductivité électrique (σ = ρ−1),

• μs : perméabilité magnétique statique,

• μd : perméabilité magnétique statique différentielle,

• Kan : constante d’anisotropie mésoscopique.

D’autres définitions concernant les divers éléments constitutifs de la struc-
ture magnétique apparaîtront au fur et à mesure suivant le type d’objet mani-
pulé. Pour les parois par exemple:

Sw : surface de la paroi w.
vw : vitesse de la paroi w.
ηw : mobilité de la paroi w.
nwi : densité volumique des parois de type wi.
γw : énergie surfacique de la paroi w.

Maintenant familier avec le sujet d’étude, la problématique et les termino-
logies principales employées; le lecteur est invité à découvrir, dans le chapitre
suivant (chapitre 4), une représentation des matériaux magnétiques doux en
régime dynamique introduisant et intégrant les pertes d’énergie induites par
les différents processus microscopiques d’aimantation, à partir des lois fonda-
mentales de la physique utilisées à l’échelle microscopique. L’autre chapitre de
cette partie (chapitre 5) est consacré au lissage spatial de toutes les contribu-
tions énergétiques depuis l’échelle microscopique jusqu’à l’échelle mésoscopique.
Les équations d’évolution des champs dans la matière y seront alors dérivées,
interprétées, extrapolées et discutées.



Chapitre 4

Dynamiques
Microscopiques

” Physical laws should have mathematical beauty ”

P.A.M. Dirac
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4.1 Cadre de l’étude

Nous resterons pour le moment à l’échelle microscopique. Nous proposons donc
d’adopter une représentation simplifiée des dynamiques microscopiques incluant
un maximum d’informations sur les processus amortis et dissipatifs de la struc-
ture et naturellement toujours fondée sur la pertinence physique supposée du
micromagnétisme ( [WIL_1], [BER_11]) et des équations de Maxwell micro-
scopiques [BEA_3] (postulat a). Nous verrons en effet que ces deux théories
permettent d’exprimer simplement et d’expliquer rationnellement la plupart des
processus étudiés. Nous en discuterons quoiqu’il en soit.

4.2 Mécanismes microscopiques d’aimantation

Nous allons étudier quelques mécanismes principaux à l’aide des deux forma-
lismes précédents de manière à en extraire une expression concise des pertes
dynamiques induites.

4.2.1 Déplacement d’une paroi magnétique

Le matériau est d’abord étudié à basse induction et fréquence raisonnable (parois
éloignées et indéformables). L’excitation magnétique qui nous intéresse ici est
celle qui induit effectivement le déplacement des parois magnétiques (plus que
la rotation des moments internes aux domaines de Weiss plus coûteuse énergé-
tiquement, et étudiée ultérieurement en dynamique au chapitre 4). Considérons
donc par exemple une paroi à 180◦ (ou 90◦) représentée sur la figure 4.1 (lieu, de
largeur limitée, d’une rotation rapide d’aimantation microscopique m; permet-
tant de minimiser l’énergie libre quasi-statique du micromagnétisme, équation
(3.1a) et suivantes).

Figure~4.1: Exemples de parois magnétiques à 180◦ et 90◦.
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Figure~4.2: Représentation tridimensionelle locale d’une paroi surfacique.

via les équations du Micromagnétisme

L’équation de Landau-Lifchitz-Gilbert (3.8a), appliquée à une paroi surfacique
(figure 4.2, [SLO_1]), donne en coordonnées sphériques [SLO_1] (sθ = sin θ et
cθ = cos θ, cf annexe 11):

∂tθ = − γ

Ms
(∂ψgL) s

−1θ − α∂tψsθ (4.1a)

∂tψsθ =
γ

Ms
(∂θgL) + α∂tθ (4.1b)

Une première étape consiste à fournir de l’information sur θ et ψ en l’absence
de dissipation (δgL = 0) et pour une forme particulière de l’énergie volumique de
paroi (gL = Aex

M2
s
(∇ (m))2 +Kans2θ) en l’absence de champ magnétique (paroi

immobile). La variation d’énergie surfacique γw est obtenue en intégrant dans
l’épaisseur en y

′
(δγw =

∫ y+
y−
δgLdy

′
). Une intégration par partie imposant à

∂y′ θ et ∂y′ψ d’être nuls en dehors de la paroi permet d’écrire ∀ δθ, δψ:

δγw = 0 (4.2a)∫ ⎡⎢⎣
((
Kan +Aex

(
∂y′ψ

)2)
s2θ − 2Aex∂2y′ θ

)
δθ

−2Aex∂y′
(
s2θ∂y′ψ

)
δψ

⎤⎥⎦ dy′ = 0 (4.2b)

Ainsi, θ et ψ vérifient en statique:

∂y′
(
s2θ∂y′ψ

)
= 0 (4.3a)(

Kan +Aex
(
∂y′ψ

)2)
s2θ − 2Aex∂2y′ θ = 0 (4.3b)
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Une solution (∂y′ψ = 0) du système est:

ψ = cte = ψ0

(
x
′
, y

′
, z

′)
et θ = θ0

(
y
′ − q

(
x
′
, z

′
, t
))

(4.4a)

où ∂y′ θ0 = δl−1sθ0 et δl =

√
Aex
Kan

(4.4b)

q
(
x
′
, y

′
, t
)
représente la position du centre de la paroi dans son épaisseur

qui est de l’ordre de δl (entre 5 nm pour le Cobalt et 50 nm pour le Nickel).
Cette épaisseur caractéristique, lieu d’échange entre moments, reste du même
ordre de grandeur même pour des configurations plus complexes (∂y′ψ �= 0). Ce
qui nous intéresse maintenant est l’énergie dissipée lors du déplacement de la
paroi. Elle doit égaler la variation d’énergie surfacique précédente:

δγw = ∂qγwδq + ∂ψγwδψ (4.5a)

∂ψγw =

∫ y+

y−
∂ψgLdy

′
=

∫ θmax

θmin

(∂ψgL)
(
∂y′ θ

)−1
dθ (4.5b)

∂qγw =

∫ y+

y−
∂qgLdy

′
= −

∫ θmax

θmin

(∂θgL) dθ (4.5c)

A l’aide du système (4.1a) et de l’approximation au premier ordre (4.4a)
pour ∂y′ θ, nous aboutissons à [SLO_1]:

∂tγw = −αMsγ
−1

(
δl−1 (∂tq)

2 + δl (∂tψ)
2
)∫ θmax

θmin

sθdθ (4.6)

Connaissant cette variation d’énergie surfacique, nous pouvons en déduire
une expression de l’énergie totale dissipée par la paroi entière. Elle s’exprime
simplement dans le cas d’un mouvement uniforme sans déformation ni modifi-
cation de structure interne (i.e. ∂tψ = 0 et ∂tq = vw constant sur la surface
Sw de la paroi, la dérivation peut passer sous l’intégrale de surface). En notant
Πw cette puissance dissipée, elle s’exprime en fonction d’une quantité ηw en
m2A−1s−1 (première définition possible de la mobilité de la paroi, étroitement
liée au coefficient d’amortissement α)

Πw =
2PmsSw
ηw

v2w (4.7a)

ηw = 2μ0γδl

(
α

∫ θmax

θmin

sθdθ

)−1
(4.7b)

Il est donc apparent et probable que α, et donc ηw, contienne toutes les
autres informations concernant l’environnement immédiat de la paroi, qui doit
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vraissemblablement être une des causes de son "freinage". Nous pouvons y accé-
der en utilisant les équations de Maxwell microscopiques1.

via les équations de Maxwell microscopiques

La configuration ressemble beaucoup à la précédente, nous travaillerons à basse
induction et à faible fréquence d’excitation (parois éloignées et peu déformées),
de sorte que l’étude puisse se réduire au déplacement d’une paroi sous l’action
d’une composante en champ parallèle à elle (Cette étude sera relevante et utile
pour plus tard si on présuppose naturellement l’existence d’une population de
parois dans un espace probabilisable).

Figure~4.3: Représentation locale simplifiée d’une paroi fine en mouvement.

Nous utiliserons les équations de Maxwell ((3.10a) et (3.11a)). On s’intéresse
tout particulièrement aux équations de ”diffusion” vérifiées par les courants in-
duits et le champ magnétique d’opposition associés à cette paroi; les deux étant
”induits” par la variation locale d’aimantation. Celle-ci a lieu essentiellement
dans la paroi lors de son déplacement2. En notant r la position dans l’espace,
i = 1, 2, 3 ⇔ x, y, z ⇔ x1, x2, x3 une des trois directions, et r

′
i = ri − rwi , où

rwi est la composante i de la position rw repérant la paroi suivant sa direction
normale; on a par différenciations successives:

∂tm =
(
∂trwi∂rwi (·)

)
mjuj = − (vw ·∇r′ (·))m (4.8)

La notation est celle des indices répétés (cf annexe 11). vwi = ∂trwi est jus-
tement la vitesse de la paroi suivant la direction i, m est un vecteur de norme
constante égale à l’aimantation à saturation Ms caractéristique du matériau

1 les expressions des pertes et de la mobilité ont été obtenues en supposant une paroi fine
à 180◦ ou 90◦, mais il est probable que l’on puisse faire de même en imaginant d’autres types
de parois possibles et en modifiant l’expression de la mobilité.

2La paroi n’est pas à proprement parler un objet matériel en soit, mais seulement une
zone, délimitée dans l’espace et plus ou moins réduite, de rotation des moments magnétiques
portés par les entités de la matière qui elles restent fixes. Nous considérons à bon escient que
l’intensité de ces vecteurs aimantation reste constante, seule sa direction varie, et ce dans la
plupart des conditions usuelles de fonctionnement; i.e. la nature ferromagnétique du matériau
n’est pas altérée par d’autres processus physico-chimiques et thermiques.
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considéré. Si nous nous intéressons qu’à la paroi seule, pour l’instant, on peut
raisonnablement négliger les variations d’induction dans le vide devant les varia-
tions d’induction dues à l’aimantation3. Ce terme source est non nul uniquement
aux endroits où l’aimantation tourne, ici uniquement dans les parois. Nous choi-
sirons donc de l’écrire sous forme de distribution, tout comme les pertes induites
par lui4 . La connaissance de ce terme source localisé va nous permettre, après
formulation de la diffusion des courants et du champ, de déterminer la forme de
ces inconnues vectorielles et de quantifier les pertes d’énergie induites.

En utilisant la loi d’Ohm locale (3.10a) (la conductivité électrique est sup-
posée ici isotrope et statique, définie par un scalaire constant5) et la loi de
l’induction (3.11a), on obtient:

�j = σ∇ ∧ (∂tb) (4.9)

La densité de courant, bien que microscopique, reste une densité de courants
libres ; sa divergence est nulle (∇ · j = 0). En toute rigueur, il peut y avoir trois
origines, au moins, à cette induction de courants:

• un courant source j0 imposé irrotationnel, donc de laplacien nul (�j0 = 0),

• un courant induit, dit ”classique”, provenant de termes sources autres que
la paroi en question,

• des courants induits jμw uniquement dus à la variation d’aimantation étu-
diée précédemment.

�rjμw=− μ0σ∇r ∧ ((vw ·∇r′ (·))m) (4.10)

En supposant le terme source, proportionnel à la vitesse de la paroi et au
rotationnel de l’aimantation, connu; il s’agit de résoudre l’équation de Poisson
(cf. annexe 19 pour la justification de la forme de la solution à l’aide du théorème
de Green) dont on sait exprimer une solution (en dehors des sources):

3‖μ0∂tm‖ ∼ 2Pmsvw ∼ 0.160 T.s−1 � 0.004 T.s−1 ∼ 2πfμ0h ∼ ‖μ0∂th‖ avec h ∼ 10
A.m−1 et à f = 50 Hz. La vitesse d’une paroi est alors de l’ordre de 3 cm.s−1. Cependant,
nous pourrons revenir sur l’intervention de la contribution ”classique” en μ0∂th, surtout en
présence de plusieurs parois.

4Cette variation d’induction locale s’exprime simplement dans le cas d’une paroi fine de
surface Sw, séparant deux domaines polarisés suivant x, et se déplaçant dans la direction y à
la vitesse vw (cf annexe 15): ∂tb = 2PmsxvwΓ (r− rw, rw ∈ Sw)ux; Γ étant une distribution
surfacique définie par:∫∫∫

Γ (r− rw, rw ∈ Sw) d3r = Sw et
∀g, ∫∫∫

g (r) Γ (r− rw, rw ∈ Sw) d3r =
∫∫
Sw

g (rw) d2rw
5Daprès le modèle de Drude [ASH_1] pour les métaux, les variations de la conductivité

interviennent pour des fréquences nettement supérieures aux fréquences usuelles de l’électro-
technique. Quant à l’anisotropie, elle provient généralement de la propriété magnétique, les
courants pouvant circuler librement, a forciori, dans le plan perpendiculaire à l’axe facile;
supposer une conductivité anisotrope apporterait plus de complication que d’information si
ce n’est dans la recherche de matériaux faible perte.



4.2. MÉCANISMES MICROSCOPIQUES D’AIMANTATION 105

jμw (r) =
σμ0
4π

∫∫∫ ∇r′ ∧ ((vw ·∇r′ (·))m)
|r− r′ | d3r

′
(4.11)

Cette dernière expression est potentiellement capable de contenir les cas
exotiques et transitionnels exclus en introduction, pour lesquels la rotation des
moments et la vitesse ne sont pas uniformes sur toute la surface de la paroi
(nucléation, déformations internes en cours, vortex ... [THI_2], [SLO_2]). Nous
commencerons par la simplifier, en n’excluant pas une paroi déformée, mais en
l’étudiant déjà déformée avec une vitesse de propagation uniforme sur toute sa
surface6:

jμw (r) =
σμ0
4π
vw ·

∫∫∫ ∇r′ (∇r′ ∧m)
|r− r′ | d3r

′
(4.12)

Figure~4.4: Allure des courants induits autour d’une paroi.

6Nous pouvons préciser cette densité de courants pour l’exemple de la paroi infiniment fine
se déplaçant suivant y (vw = vwuy), une intégration par parties donne:

jμw2 =
σPmsxvw

2π

∫∫
w

(z−zw)
|r−rw|3 d

2rw

jμw2 = −σPmsxvw
2π

∫∫
w

(y−yw)
|r−rw|3 d

2rw

La variation d’induction dans la paroi sera perturbée sur ses bords par une troisième com-
posante, mais l’épaisseur étant très petite devant les autres dimensions en surface, nous né-
gligerons ces effets de bords sur la hauteur et la composante suivant x des courants qui en
résultent.
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Nous retiendrons surtout quatre propriétés intéressantes de cette densité de
courants induits (voir figure 4.4, [GAU_1], [WSK_1]):

• elle est issue d’un terme source qui correspond au rotationnel de la varia-
tion brusque locale de la polarisation magnétique au sein de la paroi,

• son intensité est proportionnelle à la vitesse de la paroi,

• elle décroît comme R−2 où R est la distance entre le point considéré et la
position moyenne de la paroi,

• son rotationnel est non nul et est localisé dans la paroi. L’étude des parités
en fonction des coordonnées et pour chacune des composantes, montre que
ces courants tournent autour et à proximité de la paroi (il s’agit de vortex
de courants microscopiques induits par la paroi en mouvement).

Avec l’existence de la loi de Maxwell-Ampere (3.10a), cette densité de cou-
rants s’accompagne naturellement d’un champ magnétique d’opposition heμw
nommé ”anti-eddy field” en anglais. C’est un champ d’amortissement ou de
contre réponse qui s’opposera au champ appliqué pour faire bouger la paroi.
Une intégration par parties et une condition de décroissance à l’infini de heμw
permet d’en déterminer l’expression7:

heμw (r) =
σμ0
4π

∫∫∫
(vw ·∇r′ (·))m

|r− r′ | d3r
′

(4.13)

On peut d’ailleurs retrouver ce champ par l’intermédiaire d’une équation de
diffusion analogue à (4.10). La condition de conservation du flux et le comporte-
ment microscopique du matériau (b = μ0 (hM +m)) donne ∇ · hM = −∇ ·m.
De manière générale, le champ magnétique hM est la somme du champ h0 qui
serait appliqué sans paroi (∇ · h0 = 0) du champ de dureté démagnétisante
(hd, ∇ · hd = −∇ ·m) et de celui du aux courants induits (heμw). On en dé-
duit ∇ · heμw = 0 et l’équation aux dérivées partielles vérifiée par le champ
d’opposition microscopique

�heμw =− μ0σ (vw ·∇ (·))m (4.14)

Les trois premières propriétés, que nous avions énumérées pour les courants
induits, sont aussi valables pour ce champ.

On s’intéresse maintenant aux pertes induites par ce déplacement de paroi.
Pour ce, faisons un bilan de puissance électromagnétique autour de la paroi:

σ−1j2μw = −heμw∂tb− σ−1∇
(
jμw ∧ heμw

)
(4.15)

7Le cas de la paroi infiniment fine se déplaçant suivant y donne:

heμw (r) = −
(
σPmsxvw

4π

∫∫
w

1
|r−rw|d

2rw
)
ux

Précisons que les parois étudiées ont une étendue surfacique très grande devant leur épaisseur
et forment une distribution de surfaces en réseaux et au maximum contigues (afin de minimiser
∇ ·m). C’est pourquoi nous négligerons encore une fois les effets de bord.
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En calculant la puissance totale perdue par effet Joule dans l’environnement
de la paroi, le flux rentrant du vecteur de Poynting [JAC_1] étant négligé en
dehors du vortex (décroissance rapide des courants et champ microscopiques),
nous obtenons la puissance magnétique utilisée pour le déplacement:∫∫∫

σ−1j2μwd
3r =

∫∫∫
−heμw∂tbd3r (4.16)

Connaissant tous les champs et courants, nous pouvons donc exprimer plus
précisément la dissipation par effet Joule, et de manière quantitative8:

Πw =
2PmsSwv

2
w

ηw
(4.17)

ηw =
32π2Sw
σPms ⎡⎢⎣∫∫∫

⎛⎝∫∫∫ ∂n′//vw

(
∇r′ ∧ μ0mw

Pms

)
|r− r′ | d3r

′

⎞⎠2

d3r

⎤⎥⎦
−1

(4.18)

Lorsque la vitesse n’est plus uniforme sur la surface de la paroi, il est tou-
jours possible d’exprimer les pertes en fonction d’une vitesse moyenne, rendant
compte de la variation de flux élémentaire induite, en faisant dépendre la mo-
bilité ηw de la non-uniformité du mouvement. On vient donc, comme convenu,
d’expliciter la mobilité d’une paroi, homogène à des m2.A−1.s−1, et qui traduit
cette facilité ou non à déplacer une surface par unité de temps sous l’action d’un
champ. Elle provient d’un calcul de rayonnement dans l’environnement immé-
diat de celle-ci. La double intégrale représente l’extension de la paroi en surface
et en épaisseur, puisque la moyenne intégrée de l’espacement entre deux points
de la paroi est pondérée par le taux de variation de l’aimantation dans l’épais-
seur. Plus la paroi sera étendue, et moins il y aura de pertes; mais plus elle sera
fine avec variation rapide de l’aimantation et plus elle sera dissipative. En même
temps, nous verrons qu’il en faut un grand nombre pour optimiser le rendement,
ce qui n’est a priori possible qu’en réduisant leur taille (donc leur mobilité), d’où
probablement encore un compromis à trouver ( [TRE_1], [TRE_2], [GEO_1]).
L’expression (4.18) doit pouvoir rester valable pour une paroi déformée d’épais-
seur non nulle, dès lors que sa vitesse, pour l’ensemble de la distribution de
variation de moments, reste uniforme. Enfin, en récupérant la formule (4.7a)
déterminée avec les équations du micromagnétisme, on peut évaluer la valeur

8L’expression de cette mobilité semble plus parlante dans le cas simple d’une paroi ”infi-
niment” fine, toujours obtenue par intégration par parties:

ηw =
8π2SwPmsx

σP2ms

[∫∫∫ (∫∫
Sw

(z−zw)
|r−rw|3 d

2rw
)2
d3r

]−1
on vérifie que les intégrales convergent et que la mobilité varie dans le même sens que

l’étendue spatiale de la paroi. Elle est classiquement de l’ordre de 0.004 m2A−1s−1 (données
du Fer).
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et le lien entre le coefficient d’amortissement de Gilbert et cette intégrale de
rayonnement

α ∼ 2μ0γδl

ηw
∫ θmax
θmin

sθdθ
(4.19)

4.2.2 Déplacement de plusieurs parois magnétiques

Nous nous plaçons maintenant en présence de plusieurs parois du même type
(ou différentes) que celles étudiées dans le § précédent. Celles-ci pourront donc
être planes ou bien courbées; en revanche, nous supposerons dans un premier
temps que les parois sont suffisamment éloignées les unes des autres pour que les
recouvrements entre vortex de courants soient ”faibles”. Cela revient à étudier
le matériau à basse induction, ou encore à faible excursion de paroi. En effet,
le ratio entre cette excursion et la distance inter-parois est directement propor-
tionnel au rapport de la polarisation sur la polarisation à saturation. Les parois
peuvent être très rapprochées; tant que leur excursion est faible devant la lar-
geur caractéristique des domaines, il y aura peu de recouvrements des vortex de
courants (jusqu’à une certaine limite dite ”classique”). Il y a maintenant autant
de sources que de parois, les équations aux dérivées partielles vérifiées par les
courants jμ et le champ heμ deviennent:

�jμ =
∑
w

−σμ0 (vw ·∇)∇ ∧mw (4.20a)

�heμ =
∑
w

−σμ0 (vw ·∇)mw (4.20b)

vw et μ0mw sont respectivement la vitesse et la polarisation magnétique au
niveau de la paroi w.

Intégrales de rayonnement

Les sources étant ici localisées exclusivement en chacune des frontières w, géné-
ralement relativement minces, les intégrales de rayonnement ne s’effectuent en
réalité que dans chacune de ces parois w. En isolant chacune des contributions
dans les sommes solutions, on a avec (4.11) et (4.13):

jμ (r) =
∑
w

jμw (r) (4.21a)

heμ (r) =
∑
w

heμw (r) (4.21b)

Nous proposerons de traduire ce qui se passe à l’intermédaire entre deux
situations extrêmes (parois très éloignées ou parois très proches) en décomposant
les courants induits ou le champ en deux contributions (Figure 4.5):
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• la première qui correspondrait aux courants jμw formant exactement un
vortex autour de chacune des parois,

• et la seconde qui résulterait de la superposition des composantes des diffé-
rentes sources en un point intermédaire et dont la topologie se rapproche-
rait plus d’une circulation ”continue et lisse” de courants induits ”clas-
sique” à grande échelle, que de vortex pour lesquels la circulation se li-
mite dans un espace restreint autour de la paroi. Nous noterons jM cette
somme des contributions à la densité totale de courants; elle contiendra
les éventuels courants sources irrotationnels et la sus-discutée densité lisse
(densité dont la description sera d’ailleurs complétée, tout comme la pre-
mière, par un terme de rotation des moments magnétiques au sein même
des domaines, cf. § 4.2.4).

Figure~4.5: Appréciation des distributions de courants.

Vorticité des courants induits

On définit la vorticité des courants induits à l’aide de l’équation de Maxwell-
Faraday classique microscopique (3.11a) et de la définition de la variation d’in-
duction résultante b = μ0 (hM +m), superposition de l’induction dans le vide
et de la polarisation du matériau:

ωμ = ∇ ∧ jμ = −σ∂tb (4.22)

Suivant la distance entre parois, et entre le point considéré et la paroi la
plus proche; certaines contributions, fortement ou peu rotationnelles, prédo-
minerons. Notons Ωwk le volume connexe de l’espace le plus petit contenant le
vortex de courants associé à la paroi wk. Examinons tous les cas:

• r ∈ wk : le point d’observation appartient à la paroi wk. On néglige toutes
les contributions autres que celle due à la variation locale de polarisation.
Les courants induits internes à la paroi sont fortement rotationnels.
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• 0 �= |r− rwk | < |r− rwi | ∀i �= k : nous sommes plus près de la paroi wk
que des autres, mais nous sommes à l’extérieur de toute zone de rotation
d’aimantation. La densité de courants ”libres” j, réduite du vortex jμwk,
se décompose comme suit:

j = j0 +
∑
i�=k

jμwi = jM − jμwk si r ∈ Ωwk (4.23a)

j = j0 +
∑
i

jμwi = jM sinon (4.23b)

De même pour la vorticité

ω = ∇ ∧ j = ωM −ωμwk si r ∈ Ωwk (4.24a)

ω = ∇ ∧ j = ωM sinon (4.24b)

La notion de vortex de courants microscopiques ou de courants mésosco-
piques classiques est ici associée à la notion d’écoulement de charges qui est
soit fortement (ωμwk =∇ ∧ jμwk dans Ωwk), soit faiblement (ωM =∇ ∧ jM en
dehors des vortex Ωwk) rotationnel; les courants libres étant la différence entre
les deux, donc de vorticité réduite (ω =∇ ∧ j partout).

Terme de puissance et perte électriques

Nous sommes toujours en Ωμw ou en son voisinage. Les pertes électriques des
courants libres (ou pertes Joule) sont donc:

πj = σ
−1j2 = πjM + πjMw + πjw

= σ−1j2M − 2σ−1jM · jμw + σ−1j2μw (4.25)

la somme entre une densité de pertes classiques (πjM = σ−1j2M ), un terme de
pertes de proximité (ou de couplage entre les deux échelles, πjMw = −2σ−1jM ·
jμw) et une densité de pertes en excès uniquement due au vortex w (πjw =
σ−1j2μw), dont on sait qu’elles sont localisées dans l’espace et dont on connaît
l’intégrale (4.18) dans leur volume d’épanouissement respectif:

Πjw =

∫∫∫
Ωw

σ−1j2μwd
3r =

2PmsSw
ηw

v2w (4.26)

Termes de puissance et perte magnétiques

Le champ magnétique peut se décomposer de manière analogue à 4.23a:
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h = h0 + hd +
∑
i�=k

heμwi = hM − heμwk si r ∈ Ωwk (4.27a)

h = h0 + hd +
∑
i

heμwi = hM sinon (4.27b)

La notion de champmagnétique d’opposition microscopique dynamique (heμwk )
ou mésoscopique classique (

∑
i heμwi ) est ici associée à la notion de contre-

réaction individuelle ou bien collective. Le champ d’opposition d’une paroi n’existe
que et varie fortement en son voisinage Ωwk , il s’évanouit rapidement lorsqu’on
s’en éloigne. Le champ classique, au contraire est localement plus modeste mais
existe sur de longues distances et varie de façon beaucoup plus lente. On peut
donc différencier ces deux réactions à l’aide de la notion de rayonnement à
courte distance par un individu ou à longue distance par plusieurs. On peut
enfin exprimer le terme de puissance et pertes magnétiques

πμ = h·∂tb = πμM + πμw
= hM · ∂tb− heμw · ∂tb (4.28)

Elles sont la somme entre une densité de puissance classique (πμM = hM ·
∂tb) et une densité de puissance en excès uniquement due au vortex w (πμw =−heμw ·∂tb), dont on sait qu’elles sont localisées dans l’espace et dont on connaît
l’intégrale (4.18) dans leur volume d’épanouissement respectif:

Πμw =

∫∫∫
Ωw

−heμw · ∂tbd3r = Πjw = Πw =
2PmsSw
ηw

v2w (4.29)

Bilan et synthèse

Les deux contributions, électrique et magnétique, aux pertes induites par le
mouvement d’une seule paroi prise séparément, sont égales (πjw = πμw = πw).
De sorte que la densité de puissance totale absorbée est

π = πj + πμ = πjM + πμM + πjMw + 2πw (4.30)

Pour conclure ce paragraphe, voici les expressions des différents champs élect-
romagnétiques microscopiques (4.31a) et leur allure (figure 4.6)9

Induction magnétique : b = μ0 (hM +m) (4.31a)

Champ magnétique : h = hM − heμw (4.31b)

Densité de courants : j = jM − jμw (4.31c)

Champ électrique : e = σ−1j (4.31d)
9Pour une paroi très fine se déplaçant dans la direction y, la distribution des pics de champ

d’opposition dynamique dans la direction x est proportionnelle à:
− Pmsvw
Pmsxηw

Γ (r− rw, rw ∈ Sw)
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Figure~4.6: Représentation schématique de l’allure des courants et du champ
magnétique avec plusieurs parois en mouvement, l’induction augmentant ici po-
sitivement suivant x.

4.2.3 Déformations, multiplications et fusions

Nous proposons ici d’étudier plus en détail des parois déformées pour voir ce que
cela implique sur des propriétés telles que la mobilité. Nous verrons qu’il existe
une limite en champ au delà de laquelle la paroi se multiplie. Nous verrons com-
ment cette multiplication, augmentant la densité de parois, peut agir à son tour
sur la vitesse de celles-ci. Nous tenterons d’exprimer ces deux mécanismes en
termes de pertes induites et nous en déduirons, via un principe de création mini-
mum d’entropie, le sens d’évolution probable de différentes propriétés physiques
(mobilité et densité volumique de parois).

Mobilité variable

La paroi fine, toujours supposée très longue suivant x
′
(figure 4.7), est dé-

crite par une fonction à deux dimensions yw (z, t). Une telle fonction peut-
être obtenue par un principe variationnel appliqué au travail total réalisé et
fourni pour déplacer et déformer la paroi ( [CAR_1], [CAR_2], [DEL_3]). Les
forces en présence sont la pression exercée par le champ appliqué h (Pa =
(h·δPm)n), la pression exercée par le champ d’opposition des courants induits
heμw (Peμw =

(
heμw ·δPm

)
n, qui a tendance à déformer la paroi) et la tension

superficielle due à la courbure de la paroi. Etudions un élément de paroi courbe
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Figure~4.7: Paroi magnétique déformée.

d2Sw =
√
1 + (∂zyw)

2dxdz, et sa surface projetée d2Aw = dxdz.
Le travail réalisé par les forces de pression sur l’élément d2Aw pendant le

déplacement de celui-ci de yw0 à yw (z) est:

d2W1 (yw, ∂zyw, z, t) =
(
Pa + Peμw

)
(yw (z, t)− yw0) dxdz (4.32)

L’énergie de déformation de la paroi, qui est aussi le travail de la tension
superficielle, s’écrit:

d2W2 (yw, ∂zyw, z, t) = γw

√
1 + (∂zyw)

2dxdz (4.33)

Alors que la pression appliquée a tendance à déplacer la paroi d’un bloc,
la pression des courants induits a plutôt tendance à s’y opposer en déformant
cette même paroi, puisque le champ d’opposition créé par le vortex sera plus fort
au centre qu’aux extrémités. Sachant qu’il existe aussi une tension superficielle
au niveau de la paroi, qui tend quant à elle à maintenir la frontière plane; la
condition d’équilibre sera un compromis entre ces trois précédentes actions. Le
profil yw (z, t) adopté par ce ”mur” magnétique sera celui qui rend stationnaire
(ici minimum) la fonctionnelle énergétique W =

∫∫ (
d2W1 + d

2W2

)
, sous une

variation δyw du profil / δyw (±δz/2, t) = 0. Ce principe variationnel nous amène
classiquement à une équation d’Euler-Lagrange (cf. annexe 18)

Pa + Peμw − γwC (∂zyw) = 0 (4.34a)

C (∂zyw) = ∂z

(
∂zyw

(
1 + (∂zyw)

2
)−1/2)

(4.34b)

Un fois l’extrêmum, et donc l’équilibre, réalisé; l’énergie utilisée lors du
mouvement avec déformation vaut alors

W =

∫∫
Sw

γw

(
C (∂zyw) yw +

(
1 + (∂zyw)

2
)−1/2)

dxdz (4.35)



114 CHAPITRE 4. DYNAMIQUES MICROSCOPIQUES

La dérivée temporelle deW , fournit la puissance Πw = ∂tW dissipée pour ef-
fectuer ce mouvement avec déformation. Ce calcul doit permettre de déterminer
la forme et les dépendances de la mobilité d’une paroi déformée, vérifiant l’ex-
pression (4.18) généralisable. Faisons ce calcul en régime ”stationnaire” (profil
fixe dans le temps, i.e. ∂t∂zyw = 0). Dans ce cas, la vitesse de la paroi dans la
direction y, ne dépend ni de x, ni de z, et finalement

Πw = 2PmsSwη
−1
w v

2
w (4.36a)

ηw =
2PmsSwvw∫∫
γwCdxdz

(4.36b)

Cette étude simplifiée nous fournit des informations supplémentaires sur la
mobilité d’une paroi courbe et sur sa dépendance non-linéaire avec la vitesse de
la frontière (i.e. avec la dérivée du flux ou de l’induction, cf. § 4.3.1). Une paroi
étendue sera plus mobile qu’une paroi restreinte. En revanche, sa courbure doit
rester relativement faible. Enfin, plus la vitesse augmente et plus la mobilité de
la paroi augmente aussi grâce à sa déformation; effet non mis en évidence sur
l’étude d’une paroi indéformable (cette dépendance n’apparaît pas clairement
dans (4.18) mais doit pouvoir s’en déduire). Ceci peut permettre entre autres
d’expliquer une croissance de moins en moins rapide des pertes observées à l’é-
chelle macroscopique en fonction de la fréquence. Pour conclure, nous dirons que
la formulation des pertes; induites par le déplacement des parois, permettant
d’exprimer le comportement dynamique du matériau (4.31a), et en particulier le
champ dynamique heμw associé à chaque paroi; n’est pas modifiée si ces parois
se déforment, pour peu qu’elles restent fines. Il suffit pour cela d’admettre que
leur mobilité et leur surface sont des grandeurs variables avec les conditions de
champ et de variation de ce champ.

Champ de rupture et multiplication

L’expression de la courbure C = R−1 (4.34a) permet d’écrire:

yw (z) =

∫ z

0

f
(
z
′)(

1− f2
(
z
′))−1/2

dz
′

(4.37a)

f
(
z
′)

=

∫ z
′

0

C (u) du =

∫ z
′

0

γ−1w
(
Pa + Peμw

)
du (4.37b)

On montre qu’aucune solution yw (z) existe lorsque f2
(
z
′
)
� 1; ce qui

peut arriver pour des champs hcr relativement élevés. Dans ce cas, la tension
de surface n’est pas suffisamment forte pour compenser la courbure imposée
par les forces de pression, la paroi se casse et se scinde en deux ou plusieurs
( [CAR_1], [CAR_2], [CLE_1], [FRT_2]). On parle de seuil à la cassure ou
multiplication, qui croît avec la fréquence seuil d’observation du phénomène
(environ 10 A.m−1 à 1 kHz). Sachant que le champ h est aussi une fonction
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croissante de la vitesse de la paroi, cette multiplication interviendra; hors phé-
nomènes de saturation/nucléation, pour des fréquences relativement élevées. La
densité volumique de parois, qui apparaîtra dans la définition des propriétés
dynamiques du matériau (4.3), devient une grandeur non-linéaire elle aussi (cf.
mobilité avec déformation). Nous pouvons proposer une première explication
simple à ce phénomène en minimisant l’énergie perdue (la création d’entropie)
par la double dissipation (déplacement + multiplication), supposant la mobilité
de chacune des parois peu variable. Considérons un volume élémentaire ∆V (au
sens mésoscopique du terme), contenant des parois fines contribuant seules à l’é-
tablissement du flux. La dérivée temporelle de la polarisation est alors exprimée
à l’aide de la vitesse vw moyenne des parois

∂tPmx = 2Pmsx∆V
−1∑

w

vwSw = 2PmsxnwSwvw (4.38)

nw est la densité volumique moyenne des parois w. Les quantités moyennées
vw et Sw sont définies par nwvwSw = ∆V −1

∑
w vwSw (nous traiterons ce pro-

blème de moyenne statistique dans la section 4.3). La densité volumique de
pertes induites par le déplacement des parois à la vitesse moyenne vw est donc
d’après (4.18), (4.38) et ( [HAL_1], [HAL_2]), tenant compte de leur éventuelle
multiplication / fusion faisant varier la densité nw de nw0 à nw ≶ nw0 :

ew =
Pms

∫ t
0
(∂t′Pmx)

2 dt
′

2P 2msxnwηwSw
+ γwSw (nw − nw0) (4.39)

Le principe de création minimum d’entropie (postulat c) nous dit que la
densité volumique de parois est celle qui rend stationnaire ew. On en déduit une
première loi d’évolution grossière de nw:

nw =

(
Pms

∫ t
0
(∂t′Pmx)

2 dt
′

2P 2msxγwηwSw
2

) 1
2

(4.40)

La densité de parois apparaît augmenter comme la racine carrée de la fré-
quence et la puissance 1 du niveau de polarisation ( [HAL_1], [HAL_2]). Les
phénomènes de multiplication / fusion, tout comme celui de déformation, auront
donc une action sur l’évolution des pertes fer avec la fréquence, par rapport à
une situation à nombre de parois constant. Toutes choses égales par ailleurs, une
augmentation du nombre de parois améliorerait le bilan de puissance (mais en
augmentant leur nombre, on modifie aussi certaines autres de leurs propriétés:
Sw, ηw).

4.2.4 Rotation de moments magnétiques

Dans un matériau ferromagnétique doux, le déplacement des parois se fait préfé-
rentiellement à la rotation d’ensemble des moments magnétiques dans les do-
maines. C’est le mécanisme prépondérant pour l’aimantation, la désaimanta-
tion, et même le retournement de polarisation. Ceci reste le cas tant que les
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obstacles (défauts involontaires ou volontaires (aimants)) au mouvement des
frontières restent minoritaires; c’est à dire justement pour les matériaux dits
doux. Cependant, il peut exister des situations, où la direction ou l’intensité
du champ imposé et de l’induction d’expérimentation rendent le mécanisme
de rotation inévitable (exemple: induction perpendiculaire à l’axe de facile ai-
mantation ou d’intensité élevée ne laissant plus que la rotation possible jusqu’à
saturation), ou complémentaire du processus plus accessible du déplacement de
parois [CHE_1].

Figure~4.8: Introduction de la rotation cohérente des moments magnétiques
(DMR). Schématisation des mécanismes DWD et DMR.

Nous raisonnerons sur la cellule élémentaire constituée de deux domaines
frontaliers (figure 4.8), non pas qu’elle se répète périodiquement (sauf situa-
tion exceptionnelle de champ homogène et uniforme), mais qu’elle représente
un échantillon typique, variable à souhait pour une étude statistique. Hors sa-
turation (i), en présence de parois, avec possible superposition imaginée entre
les deux processus: déplacement de frontières (DWD) et rotation de moments
(DMR); la variation de polarisation dans le plan perpendiculaire Pm⊥ est la
même quelque soit le domaine considéré. Elle ne créé que des courants éten-
dus, sans boucles localisées à l’échelle des domaines, qui ne contribueront ni
aux vortex, ni aux pics de champ d’opposition dynamique. Ils seront ”classés”
dans la densité ”classique” de courants. Seule la variation de polarisation sui-
vant l’axe parallèle aux parois Pm// (souvent l’axe facile...) peut induire des
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vortex pseudo-classiques différents d’un domaine à l’autre et localisés à l’échelle
microscopique. Nous tenterons de traiter ces boucles (s’ajoutant aux vortex des
parois, ou existentes seules si les parois sont immobiles) à la même manière qu’au
§ 4.2.2. Pendant la saturation (ii), les ”murs” magnétiques ayant tous fusionnés,
toutes les causes évidentes et probables à la création de vortex microscopiques
de courants ont disparu. Le matériau ne s’aimante, ou ne se désaimante, que
par rotation cohérente de ses moments magnétiques et l’induction de courants
peut y être décrite, comme dans tout matériau homogène conducteur classique,
à l’aide des équations de Maxwell microscopiques directement extrapolées à l’é-
chelle supérieure.

En présence de sources de rotations cohérentes donc, les équations de Poisson
vérifiées par les courants et le champ deviennent:

�jμ =
∑
w

−σ (vw ·∇)∇ ∧Pmw (4.41a)

�heμ =
∑
w

−σ (vw ·∇)Pmw +
∑
d

σ∂tPmd// + σ∂tPm⊥ (4.41b)

Champs et pertes magnétiques

Aucune source, due à la rotation cohérente, n’apparaît explicitement dans la
première équation de diffusion sur les courants. Ceci ne veut pas dire qu’aucun
courant ne sera induit par ce mécanisme, mais que ces courants sont à lapla-
cien nul (�) dans chacun des domaines et partout sauf aux lieux de rotation
non-cohérente (∇ ∧ ∂tb �= 0) de l’aimantation (les parois en particulier). Pour
exprimer ces courants, une alternative consiste à calculer d’abord les champs
magnétiques d’opposition qui leurs correspondent avec la deuxième équation de
(4.41a) puis à prendre leur rotationnel d’après (3.10a), l’équation de Maxwell-
Ampere microscopique.

Les sources liées aux parois ne modifient pas les expressions (4.21a) (et sui-
vantes) donnant les courants et le champ induits par le processus DWD (”Do-
main Walls Displacement” en anglais). La source liée par la rotation DMR
(”Domain Magnetic Rotation” en anglais) dans le plan perpendiculaire donne
lieu, comme discuté dans le § précédent, à des courants ”classiques” et donc à
un champ diffus (G(r, r

′
) est la fonction de Green, cf. annexe 19)

heμDMR⊥ (r) =
σ

4π

∫∫∫
∂tPm⊥

(
r
′)
G
(
r, r

′)
d3r

′
(4.42)

La rotation restante quant à elle provoque un champ microscopique dyna-
mique qui s’écrit sous la forme d’une somme de couples de champs faite sur
l’ensemble des cellules élémentaires rayonnantes
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heμDMR//
=

∑
d

(
heμd← + heμd→

)
=
∑
d

heμd (4.43a)

heμd	 (r) = ± σ

4π

∫∫∫
d	
G
(
r, r

′)
d3r

′ Pmd⊥∂tPmd⊥√
P 2ms − P 2md⊥

u// (4.43b)

Ce champ d’opposition rayonné par les vortex de rotation parallèle varie

proportionnellement à ∂t
(√

P 2ms − P 2md⊥
)
avec un coefficient homogène à un

temps, caractéristique d’amortissement. Il rend compte de la facilité / difficulté
qu’ont les moments pour tourner dans le domaine en régime dynamique. une
analogie est possible avec la mobilité des parois. On voit ici que ce coefficient est
non-linéaire dans tous les cas, et qu’il est d’autant plus grand que la polarisation
perpendiculaire est importante et que les parois sont peu nombreuses (près de
la fusion/saturation). Nous complèterons sa définition après avoir déterminer et
calculer les pertes magnétiques induites ”classiques” et en excès.

A l’instar du § 4.2.2, nous nous plaçons au voisinage Ωdk d’une cellule élé-
mentaire dk, contenant deux domaines et la paroi wk. Nous rassemblons certains
champs entre eux, et nous retrouvons la loi magnétique du matériau en présence
des deux mécanismes DWD et DMR (4.44a).

h = hM − heμdk − heμwk si r ∈ Ωdk ∩Ωwk (4.44a)

h = hM − heμdk si r ∈ Ωdk (4.44b)

h = hM sinon (4.44c)

Quant au calcul de la densité volumique de puissance magnétique, il inclue
trois contributions dont deux en excès

πμ = h·∂tb = πμM + πμd + πμw
= hM · ∂tb− heμd · ∂tb− heμw · ∂tb (4.45)

On sait que ces termes additionnels (πμw = −heμw ·∂tb et πμd = −heμd
·∂tb) sont localisés dans l’espace, dans les domaines d et autour de la paroi w,
et on peut calculer les intégrales dans leur volume d’épanouissement respectif
(cf (4.18) pour le terme DWD)10

Πμd =

∫∫∫
d

−heμd · ∂tbd3r =
σSDMRd

nw

(
∂t

√
P 2ms − P 2md⊥

)2
(4.46a)

SDMRd =
nw
4π

∫∫∫
d

∫∫∫
d

G
(
r, r

′)
d3r

′
d3r (4.46b)

10Une comparaison entre les deux temps caractéristiques d’amortissement DWD et DMR
(τDWD = μ

2PmsnwSwηw
et τDMR = σSDMRμ) montre que le déplacement des parois limite

en premier la diffusion du champ (sauf près de la saturation):
τDWD ∼ 7, 85.10−3s� 2, 13.10−5s ∼ τDMR avec μ ∼ 10000μ0
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Courants et pertes électriques

L’expression des courants libres (4.23a) est peu modifiée et de manière analogue
à l’expression du champ (4.44a). Quant à la densité de pertes joules, elle fera
intervenir six termes dont un classique, trois de couplage de proximité et deux
en excès; dont on sait qu’ils sont localisés et dont on connaît l’intégrale. Il suffit
pour cela de réinvoquer un bilan de puissance effectué dans Ωdd pour le couple
de domaines d.

Πjd =

∫∫∫
d

σ−1j2μdd
3r =

∫∫∫
d

−heμd · ∂tbd3r = Πμd (4.47)

4.3 Propriétés dynamiques

L’étude des courants microscopiques, induits par les processus dynamiques d’ai-
mantation, nous a permis de quantifier les pertes associées en les reliant aux
variations locales de polarisation, via la vitesse des parois ou la rotation cohé-
rente dans les domaines. Ces expressions font intervenir des caractéristiques
structurelles et physiques intrinsèques au matériau et à sa structure magnétique
(Pms, σ, Sw, nw, ηw, SDMR). Il va sans dire que ces paramètres, en particulier
Sw, nw, ηw, SDMR ... seront la plupart du temps discriminables uniquement à
l’échelle microscopique, mais inhomogène et non-uniformes d’un point de vue
mésoscopique où on traite plusieurs objets simultanément. En revanche, la vi-
tesse des parois et la rotation cohérente dans les domaines sont indirectement
observables à l’échelle macroscopique (moyennant une correction avec les pa-
ramètres précédents), par une simple mesure de tension, donc de dérivée du
flux à travers la section de l’échantillon. Cette section permettra de faire le pont
entre les variations mésocopiques de polarisation ou d’induction et les variations
locales microscopiques créées par les parois et les domaines à l’aide d’une statis-
tique d’objets magnétiques (Nous noterons Pm la polarisation et B la densité de
flux (ou induction) toutes les deux mésoscopiques et nous utiliserons le postulat
b). Ceci aboutira à une définition d’une propriété matériau caractéristique de
sa dynamique, utilisable à l’échelle mésoscopique; et à une représentation sous
forme de distributions de la densité de pertes et du champ (4.4).

4.3.1 Polarisation et Induction magnétiques mésoscopiques

Quelque soient la structure magnétique et les processus d’aimantation mis en
jeu, aussi complexes soient-ils, la polarisation et l’induction magnétiques méso-
scopiques sont toujours définis à un instant donné par une moyenne spatiale ef-
fectuée sur un volume élémentaire statistiquement significatif, i.e. contenant une
population conséquente d’objets magnétiques. Nous appliquerons cette procé-
dure sur M, Pm et B (cf § 5.2.1). En effet, ces trois vecteurs ne sont pas des
invariants d’échelle puisque l’aimantation d’un domaine n’est pas l’aimantation
de l’échantillon. Il en va de même pour leur dérivée temporelle qui n’est pas



120 CHAPITRE 4. DYNAMIQUES MICROSCOPIQUES

égale à la dérivée temporelle locale mais une combinaison complexe des varia-
tions microscopiques. Ainsi pour l’aimantation M, nous avons11

M (r) =m (r) =
1

∆V (r)

∑
d

∫∫∫
Vd∈∆V

m
(
r
′)
d3r

′
(4.48)

M résulte d’une moyenne de m dans chaque domaine d de volume Vd. La
polarisation magnétique est alors définie par Pm = μ0M. Enfin pour l’induction
B, nous utilisons sa version générale microscopique

b = μ0
(
hM +m

)
(4.49a)

B = μ0 (HM +M) (4.49b)

Bien que les vecteurs physiques impliqués ne soient pas des invariants d’é-
chelle, l’expression de la loi quasi-statique du matériau semble l’être. Au champ
HM lissé (il s’agit bien d’un champ classique retardé, par opposition au champ
magnétique h moteur) s’ajoute la polarisation permanente ou induite des élé-
ments de matière pour donner l’induction B et ce quelque soit l’échelle d’ob-
servation. Dans la suite nous nommerons HM , champ classique statique ou an-
hystérétique ou bien encore retardé, pour indiquer qu’il s’agit d’un champ égal
au champ magnétique appliqué uniquement en régime statique ou anhystéré-
tique (i.e. sans vortex dynamique) et amorti par rapport à lui sinon. Si nous
connaissons la loi d’évolution quasi-statique de M en fonction du champ HM

règnant dans le matériau, alors nous pouvons en déduire une approximation
de la loi de comportement B(HM ). On définit alors la susceptibilité magné-
tique statique (χs), la susceptibilité magnétique statique différentielle (χd), la
perméabilité relative statique (μrs), la perméabilité magnétique statique (μs) et
la perméabilité magnétique statique différentielle (μd) par

M = χsHM (4.50a)

B = μ0 (1 + χs)HM = μ0μrsHM = μsHM (4.50b)

∂tM = χd∂tHM = (χs∂tHM + (∂HMχs∂tHM )HM ) (4.50c)

∂tB = μd∂tHM = (μs∂tHM + (∂HMμs∂tHM )HM ) (4.50d)

Ces définitions sont toutes clairement définies pour des comportements sta-
tiques approximativement univoques (anhystérétiques), sinon seules les pro-
priétés différentielles gardent encore un sens (une alternative pour introduire
l’hystérésis statique est proposée à la fin de ce chapitre. Elle ressemble à la mé-
thode dynamique et permet aux définitions précédentes de garder un sens en

11Définition mathématique de la moyenne utilisée (cf. annexe 16):

A (r) = a (r) = 1
∆V (r)

∫∫∫
∆V a

(
r
′)
d3r

′

Nous utiliserons la même notation a pour la moyenne spatiale et la moyenne statistique,
car les deux devraient donner dans notre cas des résultats identiques (hypothèse d’ergodicité
à l’échelle mésoscopique).
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toute circonstance. Nous parlerons pour B(HM ) de loi de comportement an-
hystérétique). On a bienM =m et B = b; mais on a pas ces équivalences pour
les dérivées:

∂tM (r) =
1

∆V (r)

∑
d

[∫∫∫
Vd∈∆V

∂tm
(
r
′)
d3r

′
+

∫∫∫
δVd

m
(
r
′) d3r′

dt

]
(4.51)

Le terme correspondant à la moyenne spatiale de la dérivée microscopique
est justement un terme DMR mais il est augmenté d’un autre terme dû au
déplacement des parois magnétiques.

4.3.2 Statistique d’objets magnétiques, homogénéisation

Mécanisme D.W.D. dans une direction sans rotation

On considère un échantillon de matière (un bout de tôle, de tore, de noyau,
...) soumis à une excitation magnétique unidirectionnelle. On imagine dans un
premier temps une structure magnétique constituée de parois assez éloignées
et orientées préférentiellement dans une direction privilégiée //. La composante
du champ appliqué, parallèle à cette direction, va faire bouger les parois qui
participent majoritairement à la variation d’induction mésoscopique locale; la
rotation étant supposée intervenir plus tard vers la fusion / saturation. Nous
couplerons statistiquement les deux au dernier § de cette sous-section.

Avec (4.51), expression générale, on peut retrouver (4.38) donnant la varia-
tion de polarisation // en fonction de la vitesse des parois. Seul le deuxième
terme DWD intervient ici. On montre qu’en l’absence de rotation (∂tPm⊥ = 0),
et en régime stationnaire pour la déformation des parois (vw = vwuy constant
sur Sw), on a:

∂tPm// = 2∆V
−1

√
P 2ms − P 2m⊥

∑
w

Awvw (4.52)

Ce sont donc la surface Aw de la paroi plane, projection sur (x, z) de la paroi
courbe (figure 4.9), et sa vitesse moyenne suivant y qui vont déterminer la varia-
tion mésoscopique de polarisation. En revanche, toutes les parois ne participent
pas identiquement au flux, d’une part parce que certaines parois peuvent se
déplacer sans créer de variation mésoscopique (parois voisines bougeant toutes
dans le même sens [BIS_4]) et d’autre part parce qu’elles n’ont pas toutes la
même surface et la même vitesse. Dans le premier cas, nous enmprunterons à
Giorgio Bertotti la notion de parois actives de nombre n = nwa∆V participant
effectivement à l’établissement du flux (nwa: densité volumique de parois ac-
tives12, nw: densité volumique de parois dissipatives) ( [BER_7], [BER_8]).

12L’évaluation de cette densité pour des matériaux polycristallins classiques donne un ordre
de grandeur de environ 1012 parois.m−3.
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Figure~4.9: Participation au flux d’une paroi déformée.

Ainsi, la sommation ne se fait que sur l’ensemble des parois actives pour déter-
miner ∂tPm// (4.52), alors que toutes induisent des pertes de par leur déplace-
ment à la vitesse vw (4.18). Dans le deuxième cas, nous utiliserons la notion de
moyenne statistique pour la surface projetée Aw et la vitesse vw. (4.17) donne:

∂tPm// = 2
√
P 2ms − P 2m⊥nwaAwvw (4.53)

On en déduit l’expression des pertes induites par le déplacement de chacune
des parois w (active ou non) en fonction de la polarisation

Πw =
σΛ2h,DWD

nw

(
∂tB//

)2
(4.54a)

Λh,DWD =

√(
nwSwPms

2σηwn
2
waA

2
w (P

2
ms − P 2m⊥)

)(
∂tPm//
∂tB//

)
(4.54b)

Ainsi est définie une propriété Λh,DWD locale mésoscopique statistique, ho-
mogène à une longueur caractéristique13. Tout se passe comme si les n parois
du volume ∆V , ayant en réalité des propriétés différentes, avaient la même pro-
priété Λh,DWD sans modifier le calcul des pertes. Nous la nommerons propriété
magnétique dynamique structurelle. Il convient de discuter le choix de cette
définition.

• Premièrement elle apparaît assez naturellement, et malgré des facteurs
correctifs moins signifiants directement, elle donne une idée approchée de

13Un calcul théorique approximatif d’ordre de grandeur permet d’estimer l’intervalle de
variation de cette propriété pour les matériaux polycristallin usuels. Elle varie classiquement
entre 0 et 500 μm. Ces valeurs seront confirmées par les mesures au chapitre (7).
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la structure magnétique (Sw, nw) et de ses propriétés internes intrinsèques
(ηw), formellement indépendantes des variations de champ (même si celles-
ci influeront en valeur absolue sur sa valeur, surtout aux hautes inductions

et fréquences). En effet, le coefficient (
(
∂tPm//

) (
∂tB//

)−1
) est quasiment

toujours constant et égal à 1, sauf à saturation (ce choix d’écriture permet
de simplifier l’écriture (4.54a) des pertes),

• ensuite, ηw étant inversement proportionnel à la conductivité σ, Λh,DWD

n’en dépendra pas non plus explicitement. Cette conductivité est en géné-
ral une constante mais peut être introduite sous sa forme différentielle
(cf (4.9)) dans le cas général (équations (5.19) et (5.20)). Il n’est pas
certain qu’elle soit toujours la même que celle intervenant dans le com-
portement électrique mésoscopique (circulation des courants intra ou inter
grains [GUY_1]; voir tableau 5.1 et (6.2)),

• de plus, la formule (4.54a) ne s’applique pas si Pm⊥ = Pms; auxquel cas il
n’y a plus de déplacement DWD, mais uniquement des rotations DMR
dans le plan perpendiculaire. La continuité physique doit être assurée

par une singularité analogue du facteur ((nwSwPms)
(
2σηwn

2

waA
2

w

)−1
),

permettant de maintenir Λh,DWD finie, jusqu’à la valeur nulle en cas de
disparition du processus DWD,

• enfin, les propriétés locales microscopiques des objets magnétiques ne sont
pas forcément régies seulement par la topologie géométrique de la subdi-
vision mais aussi par la topologie géométrique des boucles de courants
qu’elle engendre.

Mécanisme D.W.D. dans trois directions sans rotation

L’échantillon de matière est toujours soumis à une excitation magnétique unidi-
rectionnelle, mais cette fois-ci, on imagine une structure magnétique constituée
de parois orientées aléatoirement ou suivant une distribution angulaire définie.
Celles-ci restent toutefois suffisamment éloignées pour qu’on puisse s’affranchir
des phénomènes d’approche à saturation dans un premier temps, i.e. sans fusion
ni rotation.

On suppose que l’on peut étudier chacune des populations orientées par θw
(figure 4.10, θw : direction // de la population w) indépendamment les unes
des autres (Les dépendances de proximité seront introduites plus tard dans les
équations de champ). Cette étude statistique a déjà été réalisée au § précédent.
Le résultat dans chaque direction est (4.54a). Cela s’écrit maintenant comme
suit (4.55a)
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Figure~4.10: Repérage orienté des populations de parois.

Πw =
σΛ2h,DWD (θw)

nw (θw)
[̟ (θw)] ∂tB·∂tB (4.55a)

[̟ (θw)] =




(sθ3cθ12)

2
s2θ3cθ12sθ12 cθ3sθ3cθ12

s2θ3cθ12sθ12 (sθ3sθ12)
2

cθ3sθ3sθ12

cθ3sθ3cθ12 cθ3sθ3sθ12 c2θ3



 (4.55b)

On choisira de définir une propriété tensorielle
[
Λ2h,DWD

]
homogénéisée et

moyennée sur toutes les directions possibles prises par les parois. Elle traduit le
fait que la vitesse de chaque frontière (qui provoque une perte induite) est régie
par la composante de ∂tB suivant la direction de ce ”mur”, mais que toutes
les parois dans toutes les directions possibles participent à cette variation et
aux pertes totales DWD. La puissance moyenne perdue par une paroi w, et ce
quelque soit sa direction, s’écrit maintenant

Πw =
σ

[
Λ2h,DWD

]
∂tB

nw
·∂tB, avec:

[
Λ2h,DWD

]
=

1

4π2
·

∫∫
Λ2h,DWD (θw)

nw (θw)
[̟ (θw)] dθ3dθ12 ·

∫∫
nw (θw) dθ3dθ12

et nw =
1

2π2
·

∫∫
nw (θw) dθ3dθ12 (4.56)

Mécanismes D.W.D. et D.M.R. dans trois directions

La configuration est identique à la précédente mais, cette fois la rotation cohé-
rente dans les domaines peut s’ajouter au déplacement des parois magnétiques.
L’existence supposée des deux mécanismes simultanés impose une relation com-
plexe non linéaire entre la vitesse des parois et les variations de polarisation.
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Cette relation lie intimement les propriétés dynamiques DWD et DMR mainte-
nant inter-dépendantes et toutes deux non linéaires.

∂tPm// = 2
√
P 2ms − P

2

m⊥nwaAwvw +
2Pm//∂t

(√
P 2ms − P

2

m⊥

)

√
P 2ms − P

2

m⊥

(4.57)

Il est fréquent que l’anisotropie soit suffisamment forte dans la direction des
domaines pour que Pm⊥ soit nul tant que les parois ne sont pas proche de la
fusion, auxquel cas on retrouve (4.38). Ce qui nous intéresse plus spécialement,
ce sont les pertes induites par le mécanisme DWD d’une part (Πw = Πjw =
Πµw) et par le processus DMR d’autre part (Πd = Πjd = Πµd). Nous sommes
alors amenés à redéfinir des propriétés suivant chacune des directions accessibles
données
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 (4.58)

Λh,DMR =

√
1

2
SDMR

√
P 2m⊥

P 2ms − P 2m⊥

(
∂tPm⊥

∂tB⊥

)
(4.59)

Les tenseurs
[
Λ2h,DWD

]
et
[
Λ2h,DMR

]
, qui sont maintenant des propriétés

homogénéisées mésoscopiques associées aux mécanismes DWD et DMR, résul-
tent de deux moyennes statistiques sur des ensembles d’objets orientés puis sur

les diverses orientations possibles. (4.56) est inchangée, et
[
Λ2h,DMR

]
est donnée

par:

[
Λ2h,DMR

]
=

1

4π2
·
∫∫

Λ2h,DMR (θw)

nw (θw)
([1]− [̟ (θw)]) dθ3dθ12·

∫∫
nw (θw) dθ3dθ12

(4.60)
De sorte que la somme des pertes par excès devient

Πew = Πw +Πd =
σ
[
Λ2h
]
∂tB

nw
·∂tB (4.61)

En général, le déplacement des parois est prépondérant sur la rotation cohé-
rente (environ 100 fois plus importante en terme de pertes), sauf à l’approche à
saturation. Nous joindrons les pertes DMR dans les pics de pertes dynamiques
DWD avec une propriété

[
Λ2h
]
non linéaire globale.
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4.3.3 Non linéarités, inhomogénéités et effets de surface

Hétérogénéité

Comme nous l’avons précisé dans l’introduction, notre représentation des pertes
à l’aide d’une propriété magnétique dynamique structurelle

[
Λ2h
]
ignore les hété-

rogénéités locales microscopiques. Cette propriété homogénéisée rend compte de
ces autres propriétés microscopiques d’un point de vue mésoscopique statistique.
Elle n’aura donc de sens que pour des échantillons possédant au moins une di-
mension très grande devant la taille caractéristique des domaines et des parois.
Alors seulement il est envisageable de l’attribuer au matériau et ce indépen-
damment de sa géométrie et de sa taille macroscopiques (les effets géométriques
microscopiques dus à la granulométrie devant être inclus dans les calculs sta-
tistiques de la perméabilité µ et de Λh). Des hétérogénéités sur Λh pourront
exister, mais elles seront alors dues aux variations spatiales des conditions de
champ et non plus des propriétés (en tant que fonction qui aux champs as-
socie Λh) intrinsèques au matériau. Cependant, malgré toutes les précautions
prises, des hétérogénéités naturelles subsisteront; soit parce que l’échantillon
est de taille trop réduite pour que l’homogénéisation puisse se faire (cette limite
est estimée à environ quatre fois la taille des domaines ou des grains pour les
dimensions caractéristiques de l’objet à homogénéiser [GUY_1]), soit à cause
d’effets de bords, de formes superficielles, de surface ou encore des défauts loca-
lisés (toutes causes rendant le phénomène non exprimable localement et/ou de
manière déterministe). Il s’agira alors de considérer ces non-homogénéités soit à
l’aide d’une séparation physique des deux zones aux propriétés différentes, soit
par la recherche d’une formulation permettant de prédire cette hétérogénéité
relative sur

[
Λ2h
]
.

Propriétés de surface

Les trois principales causes des effets de surface, aux propriétés différentes de
celle du volume, sont:

• La création de domaines de fermeture ou le raffinement de structure pour
éviter l’apparition de charges magnétiques surfaciques augmentant l’éner-
gie démagnétisante ( [MAR_1], [SHU_1]).

• Les modifications de structures induites par des contraintes dues à la fa-
brication ou bien au fonctionnement même de l’organe ferromagnétique
(exemple du poinçonnage).

• L’intervention d’autres processus physico-chimiques ou thermiques alté-
rant la nature magnétique du matériau en surface (exemple de l’oxydation
ou de l’échauffement de surface) ( [UNG_1], [QUO_1], [AMO_1]).

Il devient alors intéressant de matérialiser cette propriété de surface par
la création d’une région surfacique possédant une propriété structurelle dyna-
mique différente de celle du volume (outre des procédures de réduction d’échelle



4.3. PROPRIÉTÉS DYNAMIQUES 127

devenant moins pertinentes à la frontière du matériau). Une autre alternative
consiste à identifier et prédire les processus physiques qui amènent à cette hété-
rogénéité relative dans l’espace. Pour expliquer cette problématique, nous reste-
rons sur la première cause et nous nous baserons sur quelques exemples illustrés
figure 4.11.

Figure~4.11: Illustration de quelques exemples typiques de structurations surfa-
ciques, avec domaines de fermeture de flux et/ou multiplications de domaines.

Ces shémas (figure 4.11) sont issus de la littérature ( [HUB_1], [MAR_1],
[SHU_1]) et n’ont été possibles qu’à l’aide d’observations expérimentales poussées
(méthodes optiques [HUB_1]) et de raisonnements énergétiques micromagné-
tiques (compétition entre énergie magnétostatique démagnétisante de surface
et énergie magnétocristalline). Il est diffcile d’imaginer pouvoir identifier cette
hétérogénéité naturelle (différentiation entre une propriété de volume et une
propriété de surface) à l’aide d’une seule mesure macroscopique globale de la
réponse en induction de l’échantillon, à moins de connaître au préalable la ma-
nière dont la structuration magnétique se fera (ou de faire plusieurs mesures
avec plusieurs géométries). La problématique est la même que celle qui vise-
rait à discriminer deux subdivisions différentes, indiscriminables en terme de
réponse macroscopique observable. Malheureusement, nous sentons bien que si
nous figeons la propriété homogénéisée d’un matériau indépendamment de sa
géométrie, et surtout de la forme de sa surface; nous serons alors effectivement
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capable de prédire la réponse observable d’un échantillon particulier mais sans
pouvoir connaître sa structuration en détail, et pire nous risquons de ne plus
pouvoir le faire pour une autre géométrie. Cette limitation sera d’autant plus
critique que l’échantillon sera petit ( [VAN_1], [VAN_2]). Nous proposons dans
le paragraphe suivant une voie vers une alternative possible permettant de pré-
calculer cette hétérogénéité mésoscopique de propriété en surface et en volume,
par la connaissance préalable d’une des deux et de la fonction caractéristique
associant les conditions de champ à la valeur de Λ = Λh.

Influence de la géométrie

Figure~4.12: Structuration magnétique d’un corps macroscopique? (bulk veut
dire en volume et surf en surface)

L’hétérogénéité naturelle de structuration et son évolution spatiale depuis le
coeur jusqu’à la surface provient d’une compétition entre l’anisotropie notée
Kan, qui tend à orienter les moments de la structure dans des directions pri-
vilégiées; et le champ magnétostatique démagnétisant, qui tend à orienter les
moments ou à multiplier les domaines, de manière à créer le moins de charges
possibles en surface. L’existence de ce deuxième champ entraîne la création de
domaines de fermeture, d’autant plus importants que l’anisotropie est faible, qui
constituent une structure et donc une propriété

[
Λ2
]
surf

propre à la surface.

Ensuite, l’anisotropie reprend ses droits à mesure que l’on entre à l’intérieur
du volume. L’idée est de décrire cette évolution spatiale à l’aide d’une équa-
tion type diffusion tensorielle incluant les tendances anisotrope, d’échange et
démagnétisantes (voir § 5.3.4)
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(4.62)



4.3. PROPRIÉTÉS DYNAMIQUES 129

γw est l’énergie surfacique moyenne de paroi
Kan = Kanu est le vecteur de direction définie par la direction d’énergie

magnétocristalline mésoscopique minimum K [BER_11].
[∇∧] est un opérateur tensoriel qui s’applique sur un tenseur et qui retourne

un tenseur de même rang (cf. annexe 11).
Ainsi, connaissant les conditions limites sur le tenseur

[
Λ2
]
nous serions

capables de calculer sa ”diffusion” dans tout le volume et ce, compte tenu de
la géométrie de l’échantillon tout comme de sa nature physique (Kan, γw). Il
est probable que cette formulation, de par sa nature tensorielle, soit ardue à
mettre en oeuvre. Si celle-ci reste malgré tout envisageable, et sous réserve de
sa pertinence et validité physique, elle permet d’accéder à la propriété du vo-
lume relativement à celle de surface. Une fois réalisé ce précalcul d’hétérogénéité
relative, et supposées connues les dépendances en champs du tenseur; le cal-
cul en régime dynamique (5.3) de la diffusion ”hétérogène” du champ devient
possible (Il est probable que cette hétérogénéité agisse aussi sur les propriétés
statiques, il s’agit alors de la prendre en compte par une adaptation des distri-
butions en phases, différentes suivant la localisation dans l’objet). En revanche,
cette formulation ne peut s’appliquer que pour des échantillons macroscopiques
pour lesquels une propriété locale mésoscopique homogénéisée a un sens. Pour
des objets plus petits, de la taille des distances de corrélations micromagné-
tiques, des parois et des domaines; il faudrait alors utiliser les équations du
micromagnétisme [VIA_1] couplées aux équations de Maxwell microscopiques.

4.3.4 Généralisation électrique-magnétique

Par analogie avec (4.31a) et l’existence de boucles de courants induits microsco-
piques w, on imagine l’apparition simultanée de vortex de magnétisation v et de
pics de champ électrique d’opposition microscopiques, qui vont intervenir, pa-
rallèlement à j et h pour les premiers, dans les lois de comportement électrique
et inductive de b et e (figure 4.13).

De nombreuses autres considérations; issues d’études sur d’éventuelles st-
ructurations microscopiques électriques et le formations transitoires de vortex
inductifs (nucléations, anihilations, multiplications, formation de bulles magné-
tiques ou même de domaines fermés de type sphères ou cylindres [THI_2],
[SLO_2]); et analogues à celles utilisées pour déduire l’écriture généralisée des
pertes en excès (4.61), permettraient à nouveau d’inférer l’expression générale
suivante pour les termes de puissance en excès dus aux mécanismes supplémen-
taires de formation de boucles de magnétisation (4.63)

Πv = −
µd
[
Λ2e
]
∂tJ

nv
J (4.63)

nv est la densité volumique moyenne de vortex inductifs et J la densité de
courants libres de conduction. Voici introduite une propriété électrique dyna-
mique structurelle

[
Λ2
e

]
, traduisant à l’échelle mésoscopique et toujours d’un

point de vue statistique, l’évolution dynamique de ces objets microscopiques
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Figure~4.13: Introduction de la dualité boucles induites et boucles inductives.

que sont les boucles de magnétisation. C’est l’analogue de
[
Λ2
h

]
. Un parallé-

lisme et une dualité fréquents en électromagnétisme semblent donc exister dans
l’écriture des contributions dynamiques structurelles.

4.4 Expression des pertes induites

Les études précédentes nous ont apporté quelques informations essentielles sur
la topologie de la densité de pertes, en particulier en excès dues aux mécanismes
microscopiques dynamiques DWD+DMR; et sur les dépendances quantitatives
de ces pertes avec les variations mésoscopiques d’induction. Nous avons alors été
amenés à faire intervenir de nouvelles propriétés locales magnétique (et élect-
rique), informant sur la dynamique structurelle, et définies d’un point de vue
mésoscopique statistique.

• Ces pertes induites en excès sont localisées dans l’espace autour des divers
objets microscopiques considérés (parois, domaines, ... etc...)

• Les intégrales dans leur volume d’épanouissement respectifs s’expriment
en fonction de grandeurs mésoscopiques statistiquement homogénéisées
que sont les conditions d’induction (B, ∂tB) et de courant (J, ∂tJ), et les
propriétés dynamiques Λh et Λe.

L’idée est donc d’adopter une écriture sous forme de distributions surfaciques
Γ (localisant les pertes en excès sur des surfaces, voir annexe 15) représentatives
des structures magnétiques (parois magnétiques et vortex de courants) et élect-
riques (vortex inductifs) contenant toujours l’information statistique des dyna-
miques microscopiques. Avant de commencer cette partie, nous désirons préciser
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que ce qui suit n’est qu’une représentation simple et naïve de la réalité, basée sur
des considérations physiques (processus dynamiques d’aimantation étudiés au §
4.2) et statistiques mésoscopiques (homogénéisation des propriétés et pertes en
excès du § 4.3). Cependant, elle présente l’avantage d’exprimer et de modéliser
cette réalité justement et de fournir de l’information qui pourra être concré-
tisée et complétée par le biais de mesures et de caractérisations expérimentales
(chapitre 7). Au delà de ces objectifs de compréhension et de modélisation des
phénomènes, l’approche sera en mesure de fournir des formulations utilisables
a priori dans les outils de simulation et de conception numérique (chapitre 8),
compte-tenu des pertes et de l’hystérésis dynamiques.

4.4.1 Distribution et comportement magnétique

Densité de pertes en excès

Le principe de conservation d’énergie invoqué en (4.16) maintient toujours l’é-
galité entre la densité de pertes électriques (πjw) et magnétique (πµw). D’après
(4.61) et les propriétés de la distribution Γ (cf. annexe 15), nous avons donc:

πjw = πµw =
∑

w

σ
[
Λ2h
]
∂tB

nwSw
· ∂tB·Γ (r− rw, rw ∈ Sw) (4.64)

Il convient cependant de remarquer que le terme couplé de (4.25) a été ici
ignoré ou passé sous silence. Ceci a naturellement une incidence sur la définition
et signification physique de ces distributions. Cependant, le passage de grandeurs
quadratiques énergétiques à des grandeurs qui ne le sont pas (cf § suivant)
permettra, en réutilisant ces dernières, dans le calcul mésoscopique des pertes
induites, de retrouver les pertes de proximité (termes couplés) dans le bilan final
(§ 5.6).

Champ magnétique dynamique

Nous sommes à la recherche d’une distribution heµ vectorielle, qui lors d’un
calcul mésoscopique de pertes magnétiques redonnerait (4.64)

πµw = −heµ · ∂tb (4.65)

Cette identité ne nous permet d’identifier que les projections suivant la di-
rection de ∂tB. Cependant, on connaît la direction de ce champ pour une paroi
(4.13) ou un domaine (4.43a), certaines composantes perpendiculaires étant phy-
siquement contenues dans la contribution lisse classique hM du champ. Ensuite,
un raisonnement de moyennage suivant toutes les directions possibles, analogue
à (4.56), permet de conclure sur la distribution recherchée et celle du champ
”total” h:
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h = hM − heµ

= hM +
∑

w

σ
[
Λ2h
]
∂tB

nwSw
·Γ (r− rw, rw ∈ Sw) (4.66)

Il s’agit d’une première version de la relation comportementale du matériau
en régime dynamique. Son allure spatiale est représentée figure 4.6; où la hau-
teur des pics permet de retrouver toutes les pertes. Elle sera soumise à un lissage
spatial dans le chapitre suivant (5.2).

4.4.2 Distribution et comportement électrique

En adoptant un raisonnement et une représentation identiques de ceux utilisés
précédemment, nous proposons les distributions de pertes et de champs élect-
riques suivantes

πµ
v
= πjv = −

∑

v

µd
[
Λ2e
]
∂tJ

nvSv
· J·Γ (r− rv, rv ∈ Sv) (4.67)

e = eM +
∑

v

µd
[
Λ2e
]
∂tJ

nvSv
·Γ (r− rv, rv ∈ Sv) (4.68)

Ce comportement ou cette propriété pourrait intervenir lors du passage d’un
courant dans le ferromagnétique utilisé alors comme conducteur (à l’image du
cuivre mais avec des boucles microscopiques de champ d’amortissement).

Il convient de préciser ici qu’il existe encore une controverse sur l’origine
exacte de l’une ou de l’autre des propriétés proposées. Bien qu’il soit appa-
remment ”logique” et ”admis” d’affirmer que l’effet des boucles de courant soit
principalement l’amortissement du champ magnétique et que celui des vortex
d’aimantation soit l’amortissement du champ électrique; nous n’avons encore
aucune certitude quant à la non intervention des boucles de courant sur le com-
portement électrique et inversement des boucles de magnétisation sur le compor-
tement magnétique. Des conclusions plus claires ne peuvent être énoncées qu’à
l’aide de mesures exhaustives. En effet les propriétés mises en jeu dépendront
entre autre de la configuration d’utilisation du matériau (circuit magnétique ou
circuit électrique). Dans la suite, nous passerons plus de temps sur l’étude de la
sollicitation en champ en tant que circuit magnétique, celle la plus rencontrée
en électrotechnique actuellement.

4.5 Conclusion

Ce chapitre nous a permis d’étudier et de formaliser les mécanismes microsco-
piques principaux d’aimantation (déplacement d’une ou plusieurs parois; dé-
formations, multiplications et fusions; rotation de moments magnétiques, ...)
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à l’aide des théories micromagnétique et électromagnétique à l’échelle micro-
scopique. Les pertes induites ont été expliquées et explicitées. Nous les avons
ensuite reliées aux variations mésoscopiques de polarisation à l’aide d’une sta-
tistique d’objets magnétiques avec un maximum de mécanismes et de direc-
tions possibles. Une propriété structurelle a alors été proposée. L’influence de
la géométrie macroscopique de l’échantillon sur l’hétérogénéité des propriétés
a été mentionnée et une alternative présentée. Nous avons enfin abouti à une
écriture synthétique des pertes et des champs magnétique et électrique sous la
forme de distributions surfaciques avec prise en compte d’un champ statique
ou anhystérétique et des contributions dynamiques liées aux courants induits
microscopiques.

Remarquons pour conlure que l’on peut imaginer raisonner de manière iden-
tique ou presque pour prendre en compte l’effet des propriétés statiques créant
une hystérésis même à basse fréquence. Nous devrions alors aboutir à un champ
contenant le champ anhystérétique plus une distribution liée à des pics de champ
pour les sauts de parois sur défauts, plus enfin la distribution des pics de champ
dynamique liée aux courants induits microscopiques.
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Chapitre 5

Equations de Maxwell
Mésoscopiques

” La nature agit selon les voies les plus aisées et les plus accessibles ”

Pierre de Fermat
(oeuvres, Paris 1891)
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5.1 Postulats énergétiques

Nous allons utiliser les résultats obtenus dans le chapitre précédent, en particu-
lier les lois de comportement dynamique (4.66) et (4.68) sous forme de distri-
butions, pour expliciter une formulation énergétique de l’évolution des champs
électromagnétiques dans les matériaux doux. Les variations spatiales microsco-
piques seront effacées à l’aide d’une procédure de lissage qui préservera l’infor-
mation sur la dynamique. Ensuite, les équations de champ-matière aux dérivées
partielles seront déduites d’un principe variationnel traduisant la stationnarité
d’une fonctionnelle énergétique. Nous fournirons enfin une méthode générale
pour le calcul de grandeurs observables à l’échelle macroscopique avant de ter-
miner sur une discussion des limitations imposées aux formulations proposées.

5.1.1 Relativité des échelles d’observation

Problématique

Le formalisme des équations de champs électromagnétiques de Maxwell a été
utilisé pour décrire les mécanismes d’aimantation et d’induction de courants à
l’échelle microscopique (cf. chapitre 4 précédent). Ce même formalisme est com-
munément et généralement utilisé pour calculer la diffusion des champs dans
les organes magnétiques et conducteurs macroscopiques des dispositifs électro-
techniques (cf. méthode de calcul par les éléments finis, chapitre 8). Les équa-
tions de Maxwell sont alors dans ce cas couplées à des lois de comportement
des matériaux reliant certains champs entre eux. Ces propriétés locales mé-
soscopiques sont justement obtenues à l’aide de procédures d’homogénéisation
statistique du type de celle utilisée à la section 4.3. Ce ”couplage” est bien
maîtrisé et implanté dans les outils de simulation numérique si les propriétés
en question ne dépendent pas elles-mêmes des variations de champ. On parle
des lois de comportement quasi-statiques, les variations de champ et les cou-
rants induits associés étant introduits et calculés par les équations de Maxwell
( [BOS_1], [BOS_2], [BIR_1], [MEU_1]). Nous savons maintenant, grâce aux
recherches qui se sont succédées et à la présentation du chapitre précédent (cha-
pitre 4), que cette distribution de courants réels ne peut-être décrite par ce
biais, comme elle l’est un peu plus pour d’autres matériaux homogènes (cuivre,
aluminium, ...etc...). Pourtant, ces courants sont bien la cause de pertes d’é-
nergie en excès et de l’hystérésis dynamique. Certains auteurs proposent des
solutions à la fois différentes et complémentaires pour prendre malgré tout ces
pertes en compte. Les premiers (Bertotti, Kedous-Lebouc, Chevalier et Gaut-
reau [BER_7], [BER_8], [HEV_1]) ont envisagé de le faire a posteriori des
calculs quasi-statiques (cf. modèle de Bertotti ou LS du chapitre 1, section 1.2).
Les seconds (Masson, Raulet, Ducharne, Bayada, ...etc... [RAU_2]) ont intro-
duit un modèle dynamique homogénéisé du comportement dans l’équation de
diffusion du champ magnétique. L’inconvénient de la première méthode est une
séparation ”artificielle” mais efficace des pertes statiques et dynamiques à l’é-
chelle macroscopique, l’inconvénient de la seconde est une complexification et
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une diminution de robustesse et de rapidité des calculs non mis en oeuvre en
l’état avec la Méthode des Eléments Finis (F.E.M. ou M.E.F.). Nous pourrons
difficilement améliorer de beaucoup les problèmes de robustesse et de rapidité
(plus on veut être précis, moins on peut être robuste); en revanche, nous pou-
vons envisager d’introduire ces pertes et l’hystérésis associée a priori dans les
calculs de champ en ne ”superposant” les contributions quasi-statiques et dy-
namiques (§ 4.4) qu’à l’échelle microscopique et en restant compatibles avec les
formulations électromagnétiques mésoscopiques classiques.

Invariants d’échelle, postulats et notations

Cette ambition nous amène donc à une réflexion des réels invariants d’échelle et
sur la dérivation des équations de champs en présence des dynamiques micro-
scopiques. Nous nous persuaderons que l’utilisation des équations de Maxwell
portant sur des champs mésoscopiques lissés à définir (§ 5.2.2) restent perti-
nentes pour les matériaux doux étudiés. En effet, ces champs et courants ne sont
pas invariants. En revanche certains principes physiques fondamentaux et cer-
taines écritures fonctionnelles peuvent être considérés comme tels. Le troisième
et dernier postulat (postulat c) est justement un de ces principes extrêmaux.
Naturellement, cette vision fige d’une certaine manière la formulation des évo-
lutions physiques qui lui correspondent; et surtout elle ne peut s’envisager que
sous réserve d’être dans les hypothèses énoncées au chapitre 4 précédent, i.e. le
transfert statistique entre les deux échelles reste pertinent.

Supposons que notre système évolue de manière à rendre stationnaire son
action � (minimum, maximum ou point d’inflexion). L’action sera ici l’inté-
grale dans l’espace de la densité de Lagrangien � (donc homogène à une éner-
gie, [LAV_1], [ARI_1]). Ce Lagrangien est classiquement la différence entre
l’énergie cinétique et l’énergie potentielle. Il se trouve qu’en étudiant le système
constitué par les électrons libres de conduction et les entités élémentaires por-
teuses de moment magnétique, toutes les énergies mises en jeu (cinétiques dissi-
patives et potentielles provenant de forces dérivant d’un gradient) sont comprises
dans deux termes. � devient alors la somme de ces deux termes électrique et ma-
gnétique correspondant aux intégrales dans le temps des puissances des forces
électromotrice (créée par E) et magnétomotrice (créée par H). Cette énergie
est absorbée par le système puis en partie dissipée. En divisant par la tempé-
rature T on obtient justement l’entropie δSi créée lors de la transformation
irréversible (notion d’équilibre thermodynamique local appliqué à un système
pseudo-isolé [BER_11]: �U = �− T�Si = 0, U étant l’énergie interne). D’où
une autre formulation possible du postulat: ”le système évolue de manière à
minimiser sa création d’entropie”; il s’agit alors d’une ”évolution la plus adia-
batique et réversible possible” [MAZ_3].
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5.1.2 Fonctionnelles énergétiques et principes extrémaux

Formulation Lagrangienne

Puissance de la force électromotrice et pertes électriques La densité
de courant de conduction J fournit une information sur la vitesse des charges
électriques mobiles (électrons libres, J ∝ neqeve), le champ électrique E quant
à lui fournit la force électromotrice à l’origine de ce déplacement de charges. Le
terme croisé E · J intégré dans le temps doit donc représenter l’effet Joule et le
travail ej volumique de ces électrons libres

ej =

∫
(E · J) dt (5.1)

Puissance de la force magnétomotrice et pertes magnétiques La
densité de courant magnétique ∂tB fournit une information sur la vitesse angu-
laire (ou de translation) des couples de charges magnétiques (moments, ∂tB ∝
μ0∂t(hM +m)), le champ magnétique H quant à lui fournit la force magné-
tomotrice à l’origine de cette variation d’aimantation. Le terme croisé H·∂tB
intégré dans le temps doit donc représenter l’énergie perdue et le travail eμ
volumique de ces moments magnétiques

eμ =

∫
(H·∂tB) dt (5.2)

Action électromagnétique La densité de lagrangien � serait donc donnée
par (5.3)

� = ej + eμ =

∫
(E · J+H·∂tB) dt (5.3)

L’évolution dynamique du système sera déterminée par un principe de sta-
tionnarité appliqué à l’action � = ∫∫∫

�d3r ( [ARI_1], [LAV_1])

� =
∫ ∫∫∫

(E · J+H·∂tB) d3rdt (5.4)

Cette fonctionnelle associée à l’ensemble champ, matière est différente de
celle faisant intervenir le classique lagrangien de champ ajouté de celui des
charges en mouvement. Remarquons que nous avons choisi ici de l’écrire à l’é-
chelle mésoscopique, mais son expression aurrait été inchangée si nous l’avions
écrite à l’échelle microscopique, simplement les champs et courants impliqués
auraient été différents. Dans tous les cas, le choix d’écriture de ces champs
dépend de l’échelle à laquelle on se place et surtout des phénomènes (degrés de
liberté) que l’on souhaite ou non prendre en compte.
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Structuration mésomagnétique

La fonctionnelle précédente va certes permettre de prédire l’évolution dynamique
du système, mais nous verrons aussi qu’elle présuppose la connaissance de la
structure magnétique, ou du moins sa moyenne spatiale et statistique mésosco-
pique (autrement dit, la propriété [Λ]). Cette contrainte nous limite grandement
dans le sens où cette structure est justement une inconnue du problème, que nous
aimerions aussi déterminer. Heureusement, une alternative consiste malgré tout
à supposer l’existence de la propriété [Λ] ([Λh] ou [Λe], § 4.3), attribuée à tout
le volume du matériau, et ne dépendant que de l’état électromagnétique définit
par les conditions de champ et leurs dérivées ((B, ∂tB) ou (J, ∂tJ)). Ensuite,
nous pouvons alors entreprendre son identification expérimentale par un procédé
d’inversion de modèle appliqué à un échantillon test. Lorsque cette hypothèse,
d’attribution d’une propriété indépendante de la géométrie et de l’espace, n’est
plus acceptable; nous aimerions pouvoir fournir malgré tout de l’information
sur l’hétérogénéité relative discutée au § 4.3.3. L’idée est de le faire en réalisant
un compromis entre différentes tendances énergétiques dites mésomagnétiques,
analogues des termes micromagnétiques du § 3.2.1. Lorsque seule [Λ] = [Λh]
suffit à décrire l’évolution du matériau, nous proposons donc les contributions
en compétition suivantes (les opérateurs [∇∧] et −→� sont expliqués dans l’annexe
11):

• Vecteur d’énergie ”échange magnétostatique mésoscopique” entre
parois et domaines voisins:

eex = Cex
γ6w
K5
an

(
[∇∧] [Λ2]−1)−→� (

[∇∧] [Λ2]−1) (5.5)

Ce vecteur exprime le fait, suivant toujours un principe de minimisation
d’énergie, qu’il existe une tendance naturelle du matériau (appelée énergie
d’échange) à homogénéiser sa structuration magnétique. Homogénéisation
qui sera d’autant plus forte que les parois seront énergétiquement coû-
teuses (γw �) et que l’anisotropie sera faible (Kan �).

• Vecteur d’énergie ”anisotropie mésoscopique”:

ean = Can
γ4w
K3
an

⎛⎜⎜⎝[
Λ2

]−1 −
⎛⎜⎝Kan

([
Λ2

]−1
Kan

)T
K2
an

⎞⎟⎠
T
⎞⎟⎟⎠
−→�2

(5.6)

Ce vecteur exprime le fait qu’il existe aussi une autre tendance naturelle du
matériau (appelée énergie d’anisotropie) à orienter ses domaines et parois
suivant une ou plusieurs directions d’anisotropie mésoscopiques les plus
favorables. Cette direction dépend à la fois de la texture cristallographique
et de la métallographie des grains.
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• Vecteur d”’énergie démagnétisante” principalement du aux charges
magnétostatiques de surface

edm = Cdm
K4
an

γ3w

(
n
([
Λ2

]
n
)T)−→� (

n
([
Λ2

]
n
)T)

(5.7)

n est le vecteur unitaire normal à la surface extérieure de l’objet. Ce vec-
teur edm est non nul uniquement en surface (en effet, il est supposé que
le matériau s’arrange toujours pour ne pas créer de charges magnétosta-
tiques en volume, même s’il ne peut pas toujours l’éviter en surface). Il
traduit le fait qu’il existe une troisième tendance à orienter et/ou à multi-
plier ses parois et domaines en surface de manière à créer le moins possible
de charges magnétostatiques.

Pour conclure, le matériau adoptera une hétérogénéité de propriété
[
Λ2

]
depuis le coeur jusqu’à la surface, de manière à rendre minimum la somme des
trois tendances énergétiques vectorisées:

�m =
∫∫∫

(eex + ean) d
3r +

∫∫
�

(edm) d
2r (5.8)

On peut très bien imaginer enrichir cette description par l’ajout d’autres
contributions (Température T , contraintes σ, ...) et par son adaptation en ré-
gime diffusif dynamique en présence des mécanismes internes. Il peut de plus
être discuté l’emploi des constantes γw etKan pour les pré-facteurs des différents
vecteurs en les remplaçant par de nouvelles constantes scalaires, vectorielles ou
tensorielles à redéfinir. A savoir enfin que ce type de formulation tensorielle, vi-
sant à prédire une structuration hétérogène, pourrait peut-être s’appliquer dans
d’autres domaines que celui du ferromagnétisme (ferroélectricité, piezoélectri-
cité, piezomagnétisme, ..etc...).

Interprétations géométriques

(voir figure 5.1)

5.2 Du microscopique au mésoscopique

L’objet de cette section est de passer de l’échelle microscopique à l’échelle mé-
soscopique par une procédure de lissage et moyennage spatial des champs élect-
rique (4.68) et magnétique (4.66), pour à la fois manipuler des grandeurs lisses
et régulières dans la fonctionnelle (5.4) et à la fois tenir compte des pics de
champ dynamique. Nous ne procéderons à ces techniques que pour le champ
magnétique, les deux calculs déroulés étant identiques.
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Figure~5.1: Interprétation géométrique du principe variationnel. Le chemin suivi
(ou géodésique) est le chemin minimum entre X et Y sur la surface Σ. X et Y
peuvent être et sont ici des champs et la surface peut posséder plus de deux
dimensions dont le temps.

5.2.1 Opération de lissage et moyenne spatiale

La hauteur des pics dynamiques de (4.66) étant une fonction de l’état (B, ∂tB)
variable lui aussi dans l’espace et le temps, la moyenne spatiale ne peut se faire
simplement que dans des volumes élémentaires pour lesquels l’induction et sa
dérivée lissées varient peu, de sorte qu’elles puissent être considérées comme
uniformes dans cet espace. Ainsi toutes les parois s’y comportent de manière
statistiquement équivalente. Pour optimiser la notion de moyenne, nous choisis-
sons les volumes élémentaires ∆V de lissage tels que:

1

nw
< ∆V < min

{∥∥∥∥∇ (∂tB)|∂tB|
∥∥∥∥ ,∥∥∥∥∇ (B)|B|

∥∥∥∥} (5.9)

En chaque point d’intégration (de ”Gauss” [JLC_1]) correspond un volume
élémentaire. Après lissage spatiale, toutes les positions de ∆V deviennent équi-
valentes; ce n’est plus qu’un seul point. Pour garder l’information des objets
microscopiques dans ∆V , on les comptabilise tous et les accumule à la position
considérée (principe du nivellement local) (voir figure 5.2). Nous définissons
donc deux échelles; une microscopique (rμ) et l’autre mésoscopique (r). il s’agit
ensuite d’appliquer un lissage spatial (noté avec l’opérateur < • >, § suivant)
sur les signaux dans l’échelle microscopique, puis une moyenne spatiale (noté •,
§ encore suivant) pour passer à l’échelle mésoscopique.
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Figure~5.2: Schéma de principe de l’opération de lissage spatial (—: grandeur
réelle à l’échelle microscopique, - -: grandeur lissée à l’échelle microscopique,
⊕: grandeur classique lisse à l’échelle mésoscopique, ⊗: grandeur réelle lissée à
l’échelle mésoscopique).

Lissage

On réalise un lissage spatial à l’aide d’une fonction W (rμ) nuage qui présente
les propriétés particulières et intéressantes suivantes (voir figure 5.3 et annexe
16) [RUS_1]:

• W est définie et non triviale uniquement dans ∆V .

• W varie lentement, son développement limité à bas ordres est possible.

• W est normée.

Une fois réalisées ces trois conditions, l’opération de lissage spatial est obte-
nue par un produit de convolution entre la fonction nuage W et la distribution
à lisser aμ:

〈aμ (rμ, r)〉 =W ∗ aμ (rμ, r) =
∫∫∫

∆V (r,t)

W (s)aμ (rμ − s) d3s (5.10)
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Figure~5.3: Représentation 1-D de la fonction nuage.

Moyenne

Nous appliquons ensuite une opération de moyenne spatiale pour passer les
quantités lissées à l’échelle mésoscopique (voir annexe 16)

A (r) = 〈aμ (rμ, r)〉 = 1

∆V (r, t)

∫∫∫
∆V (r,t)

〈aμ (rμ, r)〉 d3xμ (5.11)

Nous suggerons d’appliquer ces deux opérateurs successivement aux distri-
butions de champs h (rμ, t) et e (rμ, t).

Commutations?

Les opérateurs différentiels dans l’espace ∂xi (•) et le temps ∂t (•) ne commutent
pas trivialement avec 〈•〉. En effet, si B et ∂tB varient dans le temps et l’es-
pace, comme ∆V a été choisi en fonction du couple (B (r, t) , ∂tB (r, t)); alors
∆V (r, t) dépend aussi de l’espace et du temps. On ne peut intervertir les opé-
rations mathématiques sans précaution. De ce fait, Les champs électriques et
magnétiques E (r, t) et H (r, t) de l’échelle mésoscopique seront définis à l’aide
de l’opérateur 〈•〉 appliqué aux champs microscopiques h (rμ, t) et e (rμ, t); il
en sera de même pour J et B en fonction de j et b. Cependant, la connaissance
des équations aux dérivées partielles reliant h à j et e à b n’impliquent pas
directement les mêmes entre H et J d’une part et E et B d’autre part [RUS_1].

Equivalence avec le filtrage spatial

Etant donnée l’allure accidentée pseudo-périodique des différentes distributions
(4.6), il peut être intéressant d’en faire une analyse spectrale dans l’espace en
introduisant la notion de fréquence spatiale (voir annexe 17 pour les définitions
et propriétés de la tranformation de Fourier). Nous noterons
Ã (k, t) = TF (A (rμ, t)) (k, t) la transformée de Fourier de A (rμ, t) et

A (rμ, t) = TF
−1

(
Ã (k, t)

)
(rμ, t) la transformée inverse.
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Nous exploiterons deux propriétés intéressantes de cette transformation (voir
annexe 17), dont la première n’est autre que le théorème de Parseval-Plancherel
( [AUL_1], [ATT_1]), exprimant la conservation de l’énergie quelquesoit la
variable de représentation r ou k.

∂t� =
∫∫∫

(j · e+ h·∂tb) d3rμ =
∫∫∫ (̃

j·ẽ+ h̃·∂tb̃
)
d3k (5.12)

Ainsi, rendre stationnaire la fonctionnelle dans l’espace réel (rμ, t) est équi-
valent à le faire dans l’espace dual (k, t). Cette constatation peut, sous certaines
conditions (séparation des pics), fournir une preuve de l’invariance d’échelle du
postulat c, puisque les champs de l’échelle mésoscopique (r, t) ne sont que la
superposition continue de certaines composantes basses fréquences (k <<) des
champs microscopiques transformés [MAZ_4].

Figure~5.4: Représentation 1-D de la fonction de filtrage.

En effet, l’opération de filtrage spatial consiste à ne sélectionner dans la
transformée de Fourier d’un signal que les composantes de fréquence spatiale
k relativement faible (à l’appréciation du ”filtreur”). Les grandes fréquences
spatiales correspondent à des oscillations rapides dans l’espace réel; elles cor-
respondent aux détails fins de la distribution. En revanche, l’allure d’ensemble
qui nous intéresse sera donnée par les basses fréquences spatiales. On peut mont-
rer, moyennant un accord entre la fréquence de coupure kc du filtre et le volume
élémentaire ∆V du nuage, que les deux résultats des deux opérations sont dans
une certaine mesure équivalents. Soit F la fonction de filtrage (prenons par
exemple celle dessinée sur la figure 5.4). Le filtrage de aμ s’exprime par:

Filtrage (aμ) (r, t) = TF
−1 (F (k) · ãμ (k, t)) (5.13)

En utilisant une deuxième propriété intéressante de la TF , celle affirmant
que la TF (ou TF−1) d’un produit est égale au produit de convolution des TF
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(ou TF−1) (voir annexe 17), on montre que le filtrage peut s’exprimer autrement
et justement à l’aide d’un équivalent de l’opération de lissage.

Filtrage (aμ) (r, t) = W (s) ∗ aμ (r− s, t) (5.14a)

où W (s) =

√
1

(2π)3
TF−1 (F (k)) (s) (5.14b)

Pour une fonction de filtrage en créneau (figure 5.4), la transformée inverse
est un sinus-cardinal normé de largeur caractéristique (∆V )1/3 = (2π/kc).

Figure~5.5: Représentation 1-D du champ magnétique dans les deux espaces
duaux (r, t) et (k, t).

Sur la figure 5.5 sont représentés quelques cas typiques de distributions pour
illustrer la dualité entre r et k. On distingue alors deux dimensions caractéris-
tiques:
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• δ, qui est la taille caractéristique de l’échantillon, ou plutôt de la variation
des courants induits macroscopiques classiques, ou bien encore l’épaisseur
de peau classique;

• Λ, qui est la taille caractéristique des domaines, ou encore la période spa-
tiale des pics de champ microscopique.

Remarque: Il convient tout de même de préciser que Λ n’est pas directement
l’espacement moyen entre parois, mais il est corrigé par d’autres propriétés ( Sw,
nw, ηw, ...), et est en général plus grand. Autrement dit, si Λ > δclass, cela ne
signifie pas forcément qu’il n’y a pas de parois dans δclass. De plus, le calcul de
δ dépend lui-même de Λ (cf. chapitre 6).

On introduit alors deux fréquences spatiales caractéristiques:

• kδ = 2π/δ, la fréquence spatiale mésoscopique;

• kΛ = 2π/Λ, la fréquence spatiale microscopique.

La représentation de la figure 5.5 est intéressante puisqu’elle permet d’avoir
une idée des contributions relatives, en terme d’énergie, aux différentes échelles.
Les composantes de fréquences spatiales autour de kδ, par exemple, doivent
reconstituer le champ lissé; y compris la moyenne spatiale des pics microsco-
piques. Malheureusement, δ dépend de la fréquence temporelle d’utilisation et
Λ de la fréquence et de l’induction. D’ailleurs Λ peut varier fortement d’un
point à un autre de l’échantillon puisque dépendant de la densité nw de parois.
Dès lors, la période spatiale variant avec la variable d’observation, l’outil trans-
formée de Fourier classique ne peut être utilisé sans un raffinement qui consiste
à n’effectuer cette opération que dans une fenêtre de largeur limitée (cf. ∆V )
et à régler la fréquence de coupure kc du filtrage en fonction de nw et ∆V :
kc ≈ 2π/ (∆V )1/3 (principe de la fenêtre glissante [ATT_1]).

5.2.2 Lissage des champs et courants

Nous appliquerons ici le lissage 〈•〉 et la moyenne • sur les distributions de
champs et de courants microscopiques.

Champs

Nous ne présenterons la démarche que pour h (4.66)

h (rμ, t) = hM (rμ, t) +
∑
w

σ
[
Λ2h

]
∂tB (rμ, t)

nwSw
·Γ (rμ − rμw , rμw ∈ Sw) (5.15)

La première étape consiste à lisser ce champ. Le résultat des deux opérations
successives sur hM coïncide avec le champ mésoscopique classique HM = 〈hM 〉.
Le traitement de la contribution dynamique demande un peu plus de précaution.
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La propriété de Γ (cf. annexe 15) permet de passer d’une intégrale de volume à
une intégrale de surface et finalement au vecteur Lh2

Lh2 (rμ, t) =
∑

w∈∆V (rμ,t)

∫∫
Sw

σ
[
Λ2h

]
∂tB

(
rμw , t

)
nwSw

W
(
rμ − rμw

)
d2rμw (5.16)

On peut écrire
(
rμ − rμw

)
= (rμ − r) −

(
r− rμw

)
= (rμ − r) − δrμw et

rμw = r+δrμw . r représente le point central de ∆V , ∀w ∈ ∆V (r) on a
∣∣δrμw ∣∣ =∣∣rμw − r∣∣ < ∆V (r). ∂tB et W variant lentement dans ∆V (r), on décide de les

développer en séries de Taylor [AUL_1]

W
(
rμ − rμw

)
= W (rμ − r) +

∞∑
i=1

(−1)i (δrμw ·∇rμ

)i
W (rμ − r)(5.17a)

∂tB
(
rμw , t

)
= ∂tB (r) +

∞∑
i=1

(
δrμw ·∇r

)i
∂tB (r, t) (5.17b)

Nous pouvons étudier plusieurs termes de l’ordre 0 jusqu’à l’ordre 1 ou 2 de
ces séries, qui constituent un parent des développements multipolaires de distri-
butions de charges électriques et moments magnétiques ( [JAC_1], [RUS_1]). Il
s’agit ici d’un développement multipolaire d’une distribution de parois en mou-
vement. Nous proposons, pour commencer, d’insister sur le développement à
l’ordre 0 (monopôle dynamique). La troncature des développements précédents
(5.17a) plus la condition de normalisation sur W fournit finalement le champ
magnétique dynamique à l’ordre 0:

H
(0)
dyn (r, t) = σ

[
Λ2h

]
∂tB (r, t) (5.18)

La validité de cette approximation d’ordre 0 implique certaines conditions sur
∂tB et∇ (∂tB). L’intervention des termes d’ordre supérieur s’interprète à l’aide
de phases transitionnelles au sein même des dynamiques dites instationnaires
(preuve avec vw variable dans Sw comme ∂tB variable dans ∆V , [RUS_1])

Pour conclure, nous utiliserons beaucoup en pratique le développement à
l’ordre 0 des champs ((5.19) et (5.20)) en omettant les multipôles dynamiques
d’ordre supérieur. Ceci nous permet de simplifier au maximum leur écriture
tout en gardant l’information minimum sur les processus microscopiques d’ai-
mantation. A savoir qu’ainsi, toute tentative d’identification de la propriété [Λ]
impliquée sera entâchée d’une erreur provenant, d’une part de son hétérogénéité,
et d’autre part des variations abruptes de l’induction dans l’espace.

H (r, t)
(0)
= HM (r, t) + σ

[
Λ2h

]
∂tB (r, t) (5.19)

E (r, t)
(0)
= EM (r, t) + μ

[
Λ2e

]
∂tJ (r, t) (5.20)
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Figure~5.6: Schématisation 1-D du lissage des champs.

où μ est la perméabilité magnétique statique différentielle (μ = μd).

En se limitant à l’ordre 0, les propriétés dynamiques s’expriment ici locale-
ment. Etant donnée la nature souvent non locale des comportements hystéré-
tiques des ferromagnétiques, cette description apparaît donc discutable. Il suf-
firait alors d’invoquer les ordres supérieurs avec des gradients d’induction et
de courant, dont l’intervention devient de plus en plus pertinente que la non
localité s’exprime: petits échantillons ou variations locales rapides. Enfin, en
remplaçant ∂tB et ∂tJ respectivement par (−∇ ∧E) et (∂t∇ ∧H), on retrouve
une certaine non-localité croisée cachée derrière ces simples relations.
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Courants

On montre que le résultat du lissage de b = μ0 (hM +m) est identique à la
moyenne spatiale effectuée dans (4.49a). En effet, on vient de voir que HM =
〈hM 〉 et la convolution dans chaque domaine est sans effetM =m = 〈m〉, donc

∂tB = ∂t〈b〉 = ∂t〈μ0 (hM +m)〉 = μ0∂t (HM +M) (5.21)

Concernant la densité de courants jM , nous avons proposé au § 4.2 de la
décomposer en une contribution j, issue des courants irrotationnels, DMR et
des recombinaisons microscopiques de parois ”éloignées”, et une contribution
isolée jμw sur la paroi w due à son mouvement (4.23a). Nous devons maintenant
définir la densité de courants libres de conduction mésoscopique, i.e. celle qui
apparaîtra lisse et régulière à cette échelle et qui contribuera au déplacement
global de charges, avec conservation de sa composante normale à travers une
surface (depuis le fer jusqu’au cuivre ou depuis le fer jusqu’au fer ...). Rappelons
que jM est la résultante en tout point de tous les courants induits, j quant à elle
résulte de la même superposition réduite de la boucle de courants jμw de la paroi
w la plus proche. Nous avions la même chose avec le champ magnétique: hM est
la résultante en tout point de tous les champs, h quant à lui résulte de la même
superposition réduite du pic de champ dynamique d’opposition heμw de la paroi
w la plus proche (donc en fait augmenté de cet excédent de champ à fournir).
Si nous considérons que ces pics et vortex sont ”liés” aux objets intérieurs au
volume de matériau étudié (parois et domaines), alors la définition de la densité
de courants libres J que nous proposons d’adopter est la suivante:

J = 〈j〉 (5.22)

5.2.3 Introduction de l’hystérésis statique

Ecrites comme précédemment, les champs dit quasi-statiques (indicés M) ex-
priment soit le comportement anhystérétique (si pas d’hystérésis statique) soit
l’hystérésis statique dans sa totalité. Nous pouvons choisir de séparer le champ
anhystérétique du champ statique en excès créant l’hystérésis comme suit

H (r, t)
(0)
= HM (r, t) +Hs (r, t) + σ

[
Λ2h

]
∂tB (r, t) (5.23)

Les champs indicés M sont alors les champs anhystérétiques et les champs
indicés s les champs statiques en excès de l’hystérésis statique.

5.2.4 Discussion et modèle de données

Nous proposons maintenant d’introduire la notion de matériaux magnétiques et
conducteurs (ferromagnétiques doux), leurs propriétés aussi bien quasi-statiques
que dynamiques, et une structure de données spécifique (figure 5.7) pour la
gestion informatique de ces matériaux en relation avec les formulations qui leur
seront dédiées (8).
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Par définition, un matériau magnétique et conducteur possède des entités
(atomes, électrons, ...) porteuses de moments magnétiques et des électrons libres
mobiles. Ceci se manifeste en régime quasi-statique à l’échelle mésoscopique et
macroscopique par des propriétés électromagnétiques (μ: perméabilité magné-
tique et σ: conductivité électrique) différentes de celles du vide. Libre à l’utili-
sateur d’apprécier cette différence pour le classer ou non dans cette famille. Un
tel matériau possède alors quatre propriétés intrinsèques, deux propriétés quasi-
statiques classiques (μ et σ) et deux nouvelles propriétés dynamiques (Λh et Λe).
Encore une fois, libre à l’utilisateur d’apprécier l’importance de ces phénomènes
dynamiques sur ceux statiques, pour oui ou non les introduire dans son calcul.
C’est pourquoi les menus associés devront être optionnels avec des propriétés
Λh et Λe nulles par défaut. Enfin, le matériau peut posséder une hystérésis sta-
tique; ce qui implique alors le besoin de connaître une donnée supplémentaire:
le modèle décrivant le champ statique en excès de l’hystérésis statique.

Récapitulons:

• B (HM ): Comportement magnétique anhystérétique (l’utilisateur fournit
la reluctivité ou la perméabilité μ anhystérétique différentielle)

• Hs (B): Champ magnétique quasi-statique en excès (l’utilisateur fournit
le modèle d’hystérésis statique)

• J (EM ): Comportement électrique quasi-statique (l’utilisateur fournit la
conductivité σ)

• Hdyn (B, ∂tB): Comportement magnétique dynamique (l’utilisateur four-
nit [Λh], le calculateur retourne σ

[
Λ2h

]
∂tB)

• Edyn (J, ∂tJ): Comportement électrique dynamique (l’utilisateur fournit
[Λe], le calculateur retourne μ

[
Λ2e

]
∂tJ)
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Figure~5.7: Structure simple du sous-modèle de données pour la gestion des
propriétés dynamiques (Reg_vol signifie région volumique et Reg_surf, région
surfacique).

5.3 Dérivation des équations de champ-matière

” Tous les phénomènes réversibles ont encore ceci de commun qu’ils obéissent
intégralement, comme Helmholtz l’a montré, au principe de moindre action.[...]
Or dans le domaine des phénomènes irréversibles, le principe de la moindre
action ne suffit plus. ”

Max Planck
(Initiation à la Physique. Chapitre premier, partie II, l’unité de la conception

de l’univers en Physique, page 21)

Nous envisagerons dans cette section d’appliquer le postulat c pour (5.4)
compte tenu des lois de comportement mésoscopiques dynamiques (5.19) et
(5.20).

5.3.1 Principe variationnel et équations d’Euler-Lagrange

Nous considérons l’action � (u (x, t)) suivante (Cn (Ω): ensemble des fonctions
continues et (n+1) fois dérivables sur Ω; � a ici la dimension d’une puissance)

� (u (x, t)) =

∫ ∫∫∫
Ω

� (x, t,u, ∂tu, ∂xiu, i = 1..3) d
3xdt (5.24a)

avec (i) � ∈ C0 (Ω) (5.24b)

et (ii) u ∈ C1 (Ω) , u (∂Ω, t) = u0 (∂Ω, t) (5.24c)
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On cherche u vérifiant (ii), qui réalise un extrêmum de �. u répond à nos
attentes si et seulement si δ� = 0 sous une variation de u. Ce qui implique
l’équation vectorielle de Euler-Lagrange [GIG_1] suivante, avec sommation sur
les indices répétés i (la démonstration se trouve dans l’annexe 18)

∂u�− ∂xi
(
∂∂xiu�

)
= 0 (5.25)

Si nous nous intéressons maintenant à une dépendance scalaire de l’action
� (ϕ (x, t)), un raisonnement et un calcul rigoureusement équivalents aux précé-
dents permettent d’en déduire l’équation de Euler-Lagrange scalaire suivante

∂ϕ�− ∂xi
(
∂∂xiϕ�

)
= 0 (5.26)

Etant données les propriétés dynamiques E (5.20) et H (5.19), faisant inter-
venir aussi les structures [Λe] et [Λh] et supposées connues les lois quasi-statiques
J (EM ) etB (HM ); nos degrés de liberté semblent être (E,H, ∂tJ, ∂tB, [Λe] , [Λh])
ou (EM ,HM , ∂tJ, ∂tB, [Λe] , [Λh]) ou bien encore (J,B, ∂tJ, ∂tB, [Λe] , [Λh]). Nous
verrons que nous pouvons procéder en deux étapes pour réduire ce nombre de
degrés de liberté.

• Une première étape consistera à partir du principe de conservation de la
charge et du théorème d’Ampère (justifiés à l’aide de raisonnements phy-
siques simples) pour en déduire les deux autres équations de Maxwell. Le
degré de liberté étant alors H ou HM , les autres maintenus stationnaires
(§ 5.3.2) [OLI_3].

• Une deuxième étape, et façon de voir le problème, est de partir du principe
de conservation du flux et de la loi de l’induction, pour en déduire les deux
autres équations complémentaires. Le degré de liberté étant alors E ou
EM , les autres maintenus stationnaires (§ 5.3.3).

5.3.2 Conservation du flux et loi de l’induction

Nos hypothèses dans cette étape sont la connaissance du comportement ma-
gnétique dynamique sur le champ H (5.19), de l’action électromagnétique � à
minimiser (5.4) et de deux équations de Maxwell justifiées. Considérons une sur-
face ∂Ω fermée entourant un volume Ω. Un bilan de charges libres de conduction
dans Ω permet d’affirmer que l’intégrale du flot de charges (donc de la densité
de courants J) à travers ∂Ω est nulle∫∫

∂Ω

J · d2x =
∫∫∫

Ω

∇ · Jd3x = 0 (5.27)

Ce bilan ne peut être vérifié ∀ (Ω, ∂Ω) que si la condition de non-divergence
de J (appelée conservation des charges libres) est aussi vérifiée

∇ · J = 0 (5.28)

Dès lors, il existe un vecteur H tel que
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J =∇ ∧H (5.29)

Ce champH, rayonné par la densité de courants J est unique et doit coïncider
avec le champ magnétique mésoscopique lissé de (5.19). En revanche, il peut
s’écrire d’une infinité de façons, chacune n’étant définie qu’à un gradient près
dans (5.29). Il existe en effet deux potentiels T et Φ (l’un vectoriel et l’autre
scalaire), qui ne sont pas uniques, tels que

H = T−∇Φ (5.30)

T est le potentiel vecteur électrique,
Φ est le potentiel scalaire magnétique.

∀f (x, t) , f ∈ C1,T′
= T+∇f et Φ

′
= Φ+ f conviennent aussi. L’usage d’une

jauge adéquate, conditionnant judicieusement ce couple est alors nécessaire (cf.
Jauge de Coulomb [LEF_1] et chapitre 8 § 8.1). Il existe deux autres potentiels
TM et ΦM tels que

HM = TM −∇ΦM (5.31)

TM est le potentiel vecteur électrique retardé,
ΦM est le potentiel scalaire magnétique retardé.
Tout comme T et Φ, ces deux potentiels ne sont pas uniques et nécessitent

une jauge sur TM (cf. § 8.1). Ce seront nos deux degrés de liberté. La dyna-
mique donnée par (5.19) nous engage à relier (T,Φ) à (TM ,ΦM ) par les deux
connections suivantes

T =
(
1 + σΛ2hμ∂t (·)

)
TM (5.32a)

∇Φ =
(
1 + σΛ2hμ∂t (·)

)∇ΦM (5.32b)

Maxwell-Gauss

Le principe de conservation du flux et l’équation de Maxwell-Gauss qui lui cor-
respond peuvent être dérivés d’une condition de stationnarité appliqée à � (5.4)
vis à vis du potentiel Φ à T constant

� = E ·∇ ∧H+ ∂tB ·H (5.33)

Considérant ∂tB stationnaire dans cette étude, l’utilisation de (5.26) pour
ϕ = Φ donne

−∂xi
(
∂∂xiΦ

(−∂tBj∂xjΦ)) = 0 (5.34a)

⇔ ∂xi∂tBi = 0 (5.34b)

Cette condition, duale de (5.28), assure la conservation du flux. Nous pou-
vons détailler autrement ce principe variationnel, détails qui nous permettent
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d’ailleurs de dégager une condition supplémentaire de continuité aux interfaces
où la fonction test δΦ ne respecterait pas un critère fort de nullité (cf. § 8.1).
L’utilisation d’une identité vectorielle sur les gradients (voir annexe 12) entraîne

δ� =
∫ ∫∫∫

Ω

δΦ∇·∂tBd3xdt

−
∫ ∫∫

∂Ω

δΦ(∂tB · n) d2xdt = 0 (5.35)

Ω contient toutes les régions. ∂Ω contient la frontière infinie où δΦ = 0,
mais aussi les interfaces en double (orientées dans les deux sens). Le principe de
moindre action implique donc à nouveau l’équation de Maxwell-Gauss (5.34a)
et la conservation de la composante normale de ∂tB à chaque interface.

Maxwell-Faraday

La loi de l’induction et l’équation de Maxwell-Faraday qui lui correspond sem-
blent pouvoir être dérivées d’une condition de stationnarité de � vis à vis du
potentiel T à Φ constant (� toujours donné par (5.33)).

δ� = δ (Ekεkij∂xiTj + Tj∂tBj) (5.36)

Considérant E et ∂tB stationnaires dans cette étude, l’utilisation de (5.25)
pour u = T donne

∀j = 1..3, ∂tBj + εjik∂xiEk = 0 (5.37)

C’est l’équation de Maxwell-Faraday qui décrit les phénomènes d’induction
dynamique. Le détail du principe variationnel peut nous fournir une information
supplémentaire sur la continuité de la composante tangentielle du champ E aux
interfaces où la fonction test δT ne respecterait pas un critère contraignant de
nullité (cf annexe 12 et § 8.1)

δ� =
∫ ∫∫∫

Ω

(∇ ∧E+ ∂tB) δTd3xdt

−
∫ ∫∫

∂Ω

(n ∧E) δTd2xdt = 0 (5.38a)

Le principe de moindre action semble donc impliquer l’équation de Maxwell-
Faraday (5.37) et la conservation de la composante tangentielle du champ élect-
rique E à chaque interface (n∧E continue, avec n vecteur unitaire normal à ∂Ω).
Il peut être discuté le fait d’avoir considéré E et ∂tB stationnaires. Il se trouve
que les variations possibles correspondantes

∫ ∫∫∫
(∇ ∧H · δE+H · δ∂tB) d3xdt

s’annulent a posteriori avec l’équation de Maxwell-Ampère (§ 5.3.3).
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Figure~5.8: Principe de la formulation TM −ΦM .

Formulation TM −ΦM
Une première formulation électromagnétique, dite TM−ΦM , consiste à résoudre
les quatre équations de Maxwell en présence des contributions dynamiques et
des courants induits. Elle se base sur la résolution ”forte” de Maxwell-Ampère
et de la non-divergence des courants en écrivant HM = TM −∇ΦM et H =
T−∇Φ, puis sur la résolution ”faible” de Maxwell-Faraday et Maxwell-Gauss
par minimisation de la fonctionnelle (cf projection de Galerkin [ARI_1], § 8.1
et figure 5.8).

5.3.3 Conservation des charges et théorème d’Ampère

Nos hypothèses dans cette étape sont la connaissance du comportement dyna-
mique électrique (5.20), de l’action électromagnétique (5.4) et de deux équations
de Maxwell justifiées. Considérons une surface ∂Ω fermée entourant un volume
Ω. Un principe de conservation du flux dans Ω permet d’affirmer que l’intégrale
du flot de charges magnétiques (donc de la densité de courants ∂tB) à travers
∂Ω est nulle ∫∫

∂Ω

∂tB · d2x =
∫∫∫

Ω

∇ · ∂tBd3x = 0 (5.39)

Ce bilan ne peut être vérifié ∀ (Ω, ∂Ω) que si la condition de non-divergence
de ∂tB (aussi appelée conservation du flux ou équation de Maxwell-Gauss sur
∂tB) est aussi vérifiée

∇ · ∂tB = 0 (5.40)

Dès lors, il existe un vecteur E tel que

∂tB =−∇ ∧E (5.41)

Ce champ E, induit par les variations d’induction ∂tB, est unique et doit
coïncider avec le champ électrique mésoscopique lissé de (5.20). En revanche, il
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peut s’écrire d’une infinité de façons, chacune n’étant définie qu’à un gradient
près dans (5.41). Il existe en effet deux potentielsA et Ψ (l’un vectoriel et l’autre
scalaire), qui ne sont pas uniques, tels que

E = − (∂tA+∇Ψ) (5.42)

A est le potentiel vecteur magnétique,
Ψ est le potentiel scalaire électrique.

∀g (x, t) , g ∈ C1, ∂tA′
= ∂tA−∇g et Ψ

′
= Ψ + g conviennent aussi. L’usage

d’une jauge adéquate, conditionnant judicieusement ce couple est alors néces-
saire (cf. Jauge de Coulomb [LEF_1] et chapitre 8 § 8.3). Il existe deux autres
potentiels AM et ΨM tels que

EM = − (∂tAM +∇ΨM ) (5.43)

AM est le potentiel vecteur magnétique retardé,
ΨM est le potentiel scalaire électrique retardé.
Tout comme A et Ψ, ces deux potentiels ne sont pas uniques et nécessitent

une jauge sur AM (cf. § 8.3). Ce seront nos deux degrés de liberté. La dyna-
mique donnée par (5.20) nous engage à relier (A,Ψ) à (AM ,ΨM ) par les deux
connections suivantes

∂tA =
(
1 + μΛ2eσ∂t (·)

)
∂tAM (5.44)

∇Ψ =
(
1 + μΛ2eσ∂t (·)

)∇ΨM (5.45)

Conservation de la charge

Le principe de conservation de la charge et l’équation de Maxwell-Ampère qui
lui correspond semblent pouvoir être dérivés d’une condition de stationnarité de
(5.4) vis à vis du potentiel Ψ à A constant

� = J ·E−H ·∇ ∧E (5.46)

Considérant J stationnaire dans cette étude, l’application de (5.26) pour
ϕ = Ψ donne

−∂xi
(
∂∂xiΨ

(−Jj∂xjΨ)) = 0 (5.47a)

⇔ ∂xiJi = 0 (5.47b)

Cette condition, identique à (5.28), assure la conservation des charges. Elle
semble pouvoir être déduite de deux principes physiques complémentaires: Bilan
de charges ou principe de moindre action. Le détail du principe variationnel peut
nous fournir une information supplémentaire sur la continuité de la composante
normale de la densité de courants libres aux interfaces (cf § 8.3)
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δ� =
∫ ∫∫∫

Ω

δΨ∇ · Jd3xdt

−
∫ ∫∫

∂Ω

δΨ(J · n) d2xdt = 0 (5.48)

Le principe de moindre action semble donc impliquer la conservation des
charges et aussi naturellement de la composante normale de J à chaque interface.
Remarquons que tout comme pour ∂tB, cette conservation peut-être retrouvée
à l’aide d’un calcul de limite sur les conditions de non-divergence appliquées à
un volume élémentaire contenant un élément de surface de la frontière.

Théorème d’Ampère

Le théorème d’Ampère et l’équation de Maxwell-Ampère qui lui correspond
peuvent-être dérivés d’une condition de stationnarité de (5.4) vis à vis du po-
tentiel ∂tA à Ψ constant (� toujours donnée par (5.46))

δ� = δ (−Jj∂tAj +Hkεkij∂xi∂tAj) (5.49)

Considérant H et J stationnaires dans cette étude, l’application de (5.25)
pour u = ∂tA donne

∀j = 1..3, Jj − εjik∂xiHk = 0 (5.50)

C’est l’équation de Maxwell-Ampère qui exprime le rayonnement d’un champ
H par la densité de courants J. Le détail du principe variationnel fournit une
information supplémentaire sur la continuité de la composante tangentielle du
champ magnétique H aux interfaces

δ� =
∫ ∫∫∫

Ω

(∇ ∧H− J) δ∂tAd3xdt

−
∫ ∫∫

∂Ω

(n ∧H) δ∂tAd2xdt = 0 (5.51)

Le principe variationnel implique donc à nouveau l’équation de Maxwell-
Ampère (5.29) et la conservation de la composante tangentielle du champ ma-
gnétique H à chaque interface (n∧H continue, avec n vecteur unitaire normal à
∂Ω). Il peut-être discuté le fait d’avoir considéréH et J stationnaires. Il se trouve
que les variations possibles correspondantes

∫ ∫∫∫
(E · δJ−∇ ∧E · δH) d3xdt

s’annulent a posteriori avec l’équation de Maxwell-Faraday (§ 5.3.2).

Formulation AM −ΨM
Une deuxième formulation électromagnétique, dite AM − ΨM , consiste finale-
ment à résoudre les quatre équations de Maxwell en présence des contributions
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Figure~5.9: Principe de la formulation AM −ΨM .

dynamiques et des courants induits. Elle se base sur la résolution ”forte” de
Maxwell-Faraday et de Maxwell-Gauss en écrivant EM = − (∂tAM +∇ΨM ) et
E = − (∂tA+∇Ψ), puis sur la résolution ”faible” de Maxwell-Ampère et de
la non-divergence des courants libres par minimisation de la fonctionnelle � (cf
projection de Galerkin [ARI_1], § 8.3 et figure 5.9).

5.3.4 Degré de liberté structurel

Il s’agit de ré-étudier dans ce paragraphe l’application du postulat c sur la
formulation énergétique de structuration magnétostatique (5.8). Nous précise-
rons et interpréterons plus en avant l’action des différentes tendances et nous
proposerons un mode d’application et une exploitation possible. Enfin, nous
critiquerons vivement cette description audacieuse et incertaine. On se propose
donc ici d’étudier l’ensemble énergie d’échange et énergie d’anisotropie mésosco-
piques sous une variation du tenseur

[
1
Λ2

]
=

[
Λ2

]−1
. Avec certaines notations

tensorielles particulières (pour [n], 
, [∇∧], ∇ · [•] et [�], voir l’annexe 11) et
les identités usuelles (annexe 12), on peut montrer l’égalité suivante

δ�m =
∫∫∫

Ω

2

⎛⎜⎜⎝
Cex

γ6w
K5
an
[∇∧] [∇∧] [ 1

Λ2

]
+

Can
γ4w
K3
an

⎛⎝[
1
Λ2

]−(
Kan

(
[ 1
Λ2
]−1Kan

)T
K2
an

)T⎞⎠
⎞⎟⎟⎠−→�δ [ 1Λ2

]
d3x

−
∫∫

∂Ω

2Cex
γ6w
K5
an

(
[n]
 [∇∧]

[
1

Λ2

])−→�δ [ 1
Λ2

]
d2x (5.52)

Le principe de moindre action sur �m semble donc indiquer deux informa-
tions intéressantes:

• La propriété tensorielle structurelle ”diffuse” ou se ”développe” dans Ω
suivant l’équation aux dérivées partielles (4.62), où les constantes dépen-
dent de la nature du matériau (diverses provenances cristallographiques et
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métallographiques). Son interprétation a été donnée au § 4.3.3 (cf équation
(4.62) et texte joint).

• La matrice
(
Cex

γ6w
K5
an
[n]
 [∇∧] [ 1

Λ2

])
se conserve aux interfaces de ∂Ω.

Elle est inéxistente dans tout matériau dépourvu de domaines et parois,
elle s’annulera donc aussi à la frontière entre un tel matériau classique et un
matériau structuré. Cette condition indique que les variations ”rotation-
nelles” de la structure s’annulent tangentiellement à la surface extérieure.

L’ennui de cette équation déterministe, mis à part son déterminisme discu-
table justement, est sa nature tensorielle avec beaucoup d’inconnues (au maxi-
mum 9). Heureusement, d’autres études (§ 4.3.2 et équations (4.55a) et sui-
vantes) montrent que

[
Λ2

]
sera probablement symétrique; ce qui réduit à 6

le nombre d’inconnues. Cependant, son application ou implémentation n’est
pas beaucoup différente d’une équation de diffusion classique, il s’agit en fait
d’en résoudre trois simultanément. Enfin, un seul calcul d’hétérogénéité relative
pourrait peut-être suffir dans certains cas.

En supposant que le matériau ait réussi à minimiser sa création surfacique
de charges magnétostatiques, en orientant ses domaines et ses parois tangentiel-
lement à cette surface, ou en les multipliant, nous avons aussi∫∫

∂Ω

[
Λ2

]−→� [n]d2x =

∫∫∫
Ω

∇ · [Λ2] d3x = 0 (5.53a)

∇ · [Λ2] = 0 (5.53b)

A l’aide d’identités tensorielles et vectorielles (voir annexe 12) remarquables,
l’équation de structuration magnétostatique mésoscopique (4.62) devient
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]
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(
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([
1
Λ2

]
Kan

)T
K2
an

)T⎞⎠ = [0] (5.54)

Pour ce qui est du déterminisme, nous dirons que ce formalisme ne se destine
qu’aux objets macroscopiques pour lesquels la notion de propriété homogénéisée
a un sens (taille de l’objet >> taille des domaines, sauf à saturation). Nous ne
calculons alors pas la structure exacte mais sa moyenne spatiale et statistique
et surtout ses propriétés mélangées concernant sa ”mobilité”, ses ”dimensions
caractéristiques”, ses ”orientations privilégiées”, ... Cette description peut-être
intéressante dans la prospection théorique de la structuration magnétique des
matériaux et des conséquences en termes de pertes et de comportements ma-
croscopiques (Ingénierie Matériaux).

5.4 Relations entre deux Milieux
Nous avons vu à la section précédente (§ 5.3.2 et 5.3.3) que la résolution des
équations de Maxwell s’accompagne généralement toujours de conditions limites
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imposées, soit sur les limites du domaine d’étude (frontière ”infinie”), soit sur
les frontières et interfaces entre deux régions différentes. Il s’agit en effet de
vérifier certaines conditions de continuité sur les différents champs au niveau de
ces interfaces; celles-ci étant issues du principe de moindre action, et ayant une
signification précise.

5.4.1 Champs magnétiques et courants

Champs magnétiques

La résolution en TM −ΦM assure fortement le théorème d’Ampère en volume,
mais elle doit tout de même s’assurer des conditions de continuité correspon-
dantes aux interfaces. L’une d’entre-elles est la continuité de la composante tan-
gentielle du champ magnétique H (§ 5.3.3). Cette équation doit être exprimée
à l’aide des inconnues du problème, en l’occurrence TM et ΦM ici{

n ∧ ((
1 + σΛ2hμ∂t (·)

)
(TM −∇ΦM )

)}
continue (5.55)

On aura souvent Λh = 0 dans l’une des deux régions frontalières (air ou
région non magnétique); et dans ce cas TM et ΦM coïncident dans cette région
avec les potentiels totaux T et Φ vérifiant H = T −∇Φ. Remarquons pour
terminer que cette continuité sur H et non sur HM n’est pas anodine lorsqu’on
sait que H résulte du lissage de h, superposition des champs rayonnés réduite
du pic de champ d’opposition lié à la paroi la plus proche.

Courants de conduction

L’autre condition porte sur la composante normale des densités de courants
électriques aux interfaces. Rappelons que cette densité de courants libres J doit
rester conservative à la traversée normale d’une surface (§ 5.3.3). Cette condition
s’exprime en fonction de TM{

n · (∇ ∧ ((
1 + σΛ2hμ∂t (·)

)
TM

))}
continue (5.56)

Nous pouvons utiliser une identité vectorielle (cf annexe 12); et on montre
qu’en imposant n ∧ δT = 0 à l’interface, on assure la continuité désirée. Nous
avons alors en effet (∇ ∧ n) · δT = 0 et ∇ · (n ∧ δT) = 0 qui sont automatique-
ment vérifiées. La relation qui convient bien est alors{

n ∧ ((
1 + σΛ2hμ∂t (·)

)
TM

)}
continue (5.57)

Cette nouvelle condition étant assurée, elle simplifit du coup celle à imposer
(5.55) sur le champ H{−n ∧ ((

1 + σΛ2hμ∂t (·)
)∇ΦM)}

continue (5.58)

(5.57) et (5.58) seront nos deux équations de couplage à l’interface entre
deux milieux pour assurer les bonnes continuités des champs et courants avec
la formulation TM −ΦM .
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Dans le cas où l’un des deux matériaux n’est pas magnétique mais conduc-
teur, les conditions sont

n ∧ {
T− (

1 + σΛ2hμ∂t (·)
)
TM

}
= 0 (5.59a)

−n ∧ {∇Φ− (
1 + σΛ2hμ∂t (·)

)∇ΦM}
= 0 (5.59b)

Dans le cas où l’un des deux n’est pas conducteur on a alors J · n = 0 ⇔
n∧T = 0. C’est le cas par exemple entre le fer et l’air. On force T à être normal
à la surface, et on montre que ça force alors TM (n ∧ TM = 0) à l’être aussi
rapidement (hors mouvement et anisotropie superficielle, sinon il faut a priori
garder n ∧T = 0).

5.4.2 Champs électriques et inductions

Champs électriques

La résolution en AM −ΨM impose ”fortement” l’équation de Maxwell-Faraday
en volume, mais elle doit tout de même s’assurer des conditions de continuité
correspondantes aux interfaces. L’une d’entre elles est la continuité de la com-
posante tangentielle du champ électrique E (§ 5.3.2). Cette condition doit être
exprimée en fonction des inconnues du problème, en l’occurrence AM et ΨM ici{−n ∧ ((

1 + μΛ2eσ∂t (·)
)
(∂tAM +∇ΨM )

)}
continue (5.60)

On aura souvent Λe = 0 dans l’une des deux régions frontalières (air ou
région non porteuse de cette propriété, parfois magnétique aussi); et dans ce
cas AM et ΨM coïncident avec A et Ψ. Si les deux régions ne portent pas de
propriété dynamique électrique Λe, alors {−n ∧ (∂tA+∇Ψ)} est simplement
continue. Remarquons enfin que cette continuité sur E et non sur EM (qui ne
l’est que si Λe = 0) n’est pas anodine, lorsqu’on sait que E résulte du lissage
de e, superposition des champs induits réduite du pic de champ dynamique
électrique lié au vortex inductif le plus proche.

Inductions

L’autre condition porte sur la composante normale de l’induction aux interfaces
(§ 5.3.2). La densité de flux dérivée ∂tB doit être conservative à la traversée
normale d’une surface. Cette condition s’exprime en fonction de AM{

n · (∇ ∧ ((
1 + μΛ2eσ∂t (·)

)
∂tAM

))}
continue (5.61)

Nous pouvons utiliser une identité vectorielle (cf annexe 12); et on montre
qu’en imposant n ∧ δ∂tA = 0 à l’interface, on assure la continuité désirée.
Nous avons alors en effet (∇ ∧ n) · δ∂tA = 0 et ∇ · (n ∧ δ∂tA) = 0 qui sont
automatiquement vérifiées. La relation qui convient bien est alors{

n ∧ ((
1 + μΛ2eσ∂t (·)

)
∂tAM

)}
continue (5.62)
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Cette nouvelle condition étant assurée, elle simplifit du coup celle à imposer
(5.60) sur le champ E

{
−n ∧

((
1 + µΛ2eσ∂t (·)

)
∇ΨM

)}
continue (5.63)

(5.62) et (5.63) seront nos deux équations de couplage à l’interface entre
deux milieux pour assurer les bonnes continuités des champs et courants avec
la formulation AM −ΨM .

Dans le cas où l’un des deux matériaux n’est pas magnétique-électrique mais
conducteur, les conditions sont

n ∧
{
∂tA−

(
1 + µΛ2eσ∂t (·)

)
∂tAM

}
= 0 (5.64a)

n ∧
{
∇Ψ−

(
1 + µΛ2eσ∂t (·)

)
∇ΨM

}
= 0 (5.64b)

Dans le cas où l’un des deux n’est pas conducteur (J · n = 0 ⇔ −n ·
σ {∂tA+∇Ψ} = 0), on a alors aussi

n · {∂tAM +∇ΨM} = 0 (5.65)

5.5 Prise en compte de l’hystérésis statique

Toutes les études et formulations ont été proposées en se focalisant sur les pro-
priétés dynamiques et en supposant toutes les informations anhystérétiques et
quasi-statiques contenues dans les champs et potentiels indicés M. Il est parfai-
tement envisageable d’adapter simplement toutes les écritures de ce chapitre,
en particulier les relations aux interfaces, en y intégrant un modèle d’hystérésis
statique

H =HM (B) +Hs (B) +Hdyn (B, ∂tB) (5.66)

Les potentiels indicés M utilisés seront cette fois définis à partir du champ
anhystérétique lui aussi indicé M.

5.6 Calcul des observables macroscopiques

L’objectif premier, avec l’une ou l’autre des deux formulations, est de pouvoir,
à l’aide des cartes spatio-temporelles des potentiels, calculer tous les champs
électromagnétiques en tout point et à tout instant, compte tenu à la fois de
la physique imposée par les équations de Maxwell, de celle imposée par l’in-
teraction avec la matière ”dynamique”, et enfin de la géométrie macroscopique
du système étudié. Ces formulations seront en général dédiées aux matériaux
magnétiques et conducteurs plus spécialement (ou aux matériaux doux adop-
tant des structurations magnétiques et/ou électriques analogues), et couplées à
d’autres formulations pour les autres régions (T− Φ, T0 −T− Φ, T0 − Φ, Φ,
... [LEF_2], [MEU_3], [REN_1], [BIR_1]). L’intérêt de cette démarche réside
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dans la prise en compte des variations spatio-temporelles complexes des champs
et des pertes d’énergie liées aux courants induits dans les matériaux (y-compris
les courants induits microscopiques homogénéisés). Cependant, outre sa diffi-
culté de mise en oeuvre et sa ”gourmandise” en mémoire et temps de calcul,
elle ”spécule” aussi sur des événements internes non directement observables
à notre échelle puisque nos instruments classiques de mesure ne peuvent accé-
der qu’à des grandeurs globales moyennées sur tout le volume de l’échantillon
considéré. Nous pouvons malgré tout proposer de calculer ces ”observables”, jus-
tement en intégrant dans le volume de l’échantillon certaines grandeurs locales
vectorielles, scalaires et/ou énergétiques. Ainsi, nous espérons renouer avec les
expérimentateurs.

5.6.1 Flux et tension

Figure~5.10: Schéma de principe illustrant une mesure de tension sur un échan-
tillon test.

Effectuons une mesure de tension induite aux bornes d’une boucle conductrice
L en circuit ouvert, encerclant une surface Σ (cf figure 5.10). Le circuit étant
ouvert, aucun courant normal à la section du fil de cuivre ne circule J · t = 0,
donc

∂tAM · t = −∇ΨM · t et ∂tA · t = −∇Ψ · t (5.67)

La tension mesurée aux bornes de la bobine peut s’obtenir en intégrant le
gradient de potentiel Ψ (∇Ψ) tout le long du fil de cuivre

U =

∫ Q

P

∇Ψ · tdl =
∫ Q

P

−∂tA · tdl (5.68)
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Le théorème du rotationnel (ou de Stokes, cf annexe 12) permet d’écrire
finalement

U = −
∫∫

Σ

∂tB · d2x = −
∫∫

Σ

∂tB · nd2Σ (5.69)

On retrouve que la tension mesurée est proportionnelle à l’opposée du flux à
travers Σ (surface encerclée par la boucle L de mesure, n est le vecteur unitaire
normal à Σ) de la dérivée de l’induction (Rq: cette dérivation ne peut s’exprimer
aussi simplement que si le circuit est fixe), où ∂tB =∇ ∧ ∂tA.

5.6.2 Pertes énergétiques

Une tension ne peut-être mesurée au ”secondaire” que si elle a été induite,
donc que si l’opérateur décide de faire varier l’excitation du ”primaire”. En
imposant cette variation plus ou moins rapide, des courants de Foucault (et
donc des pertes) et de l’aimantation (et donc de l’énergie magnétisante perdue
ou utile) seront induits dans l’échantillon de matière qui est conducteur. Nous
connaissons déjà l’expression de cette énergie totale absorbée en fonction des
champs, puisqu’elle fut le point de départ et la matière de l’action et de la
création d’entropie que nous souhaitions minimiser (5.4). La puissance absorbée
instantanée s’écrit donc comme la somme d’une puissance électrique Πeddy =∫∫∫

Ω
(J ·E) d3x (fournit la puissance électrisante et les pertes Joule des courants

induits) et d’une puissance magnétique Πeddy =
∫∫∫

Ω
(H · ∂tB) d3x (fournit la

puissance magnétisante et les pertes par hystérésis dynamique)

Π(t) =

∫∫∫
Ω

(J (x, t) ·E (x, t) +H (x, t) · ∂tB (x, t)) d3x (5.70)

On peut préciser l’interprétation de cette expression à l’aide des équations
de Maxwell, J ·E+H · ∂tB = −∇· (E ∧H). On note π = E ∧H le vecteur de
Poynting [JAC_1] qui informe justement à la fois sur la direction de propagation
et la valeur de la puissance électromagnétique. Alors (5.70) devient

Π(t) = −
∫∫

∂Ω

π (x, t) · d2x (5.71)

La puissance instantanée absorbée dans Ω ajoutée de la puissance sortante
à travers ∂Ω doit s’annuler par simple conservation de l’énergie.

5.6.3 Introduction du mouvement et force

Outre les mesures de tension ou de puissance absorbée, on peut aussi mesurer
des déplacements de pièces dûs à des forces électromagnétiques. En présence de
ce mouvement du référentiel R

′
lié à l’objet mobile considéré, à la vitesse v dans

R (référentiel du laboratoire), l’expression de la puissance absorbée dans R
′
puis

R après transformation de Galilée (laissant invariantes les équations de Maxwell
[LAV_1] et les relations de comportement entre champs) devient (à l’aide des
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Propriétés Champs

∂tB = µ∂t
(
H− σΛ2h∂tB

)

∂tJ = σ∂t
(
E− µΛ2e∂tJ

) ∇ · ∂tB = 0 et ∇ ∧E+∂tB = 0
∇ · J = 0 et ∇ ∧H− J = 0

∂tB = µ∂t
(
H− σΛ2∂tB

)

E = σ−1
(
J+∇ ∧

(
σΛ2∂tB

)) ∇ · ∂tB = 0 et ∇ ∧E+∂tB = 0
∇ · J = 0 et ∇ ∧

(
H− σΛ2∂tB

)
−J = 0

Tableau 5.1: Deux options pour l’introduction de la dynamique: les deux der-
nières lignes correspondent à une autre proposition discutée dans notre groupe
de travail

transformations vectorielles de l’annexe 12, et sans déformation. L’intégration
peut s’effectuer dans tout ensemble (air+mobile), (air+mobile+bobine), ...)

Π
′

(t)
R
′ =

∫∫∫

Ω
′

(J · (E+ v ∧B) +H · (∂tB+ (v ·∇)B)) d
3x

⇔ Π(t)
R
= Π

′

(t)
R
′ −

∫∫∫

Ω

(H · ((v ·∇)B)− v · (J ∧B)) d3x (5.72)

Le premier terme correspond à la puissance effectivement perdue et cédée
à la matière pour réaliser la dynamique d’aimantation. L’invariance Galiléenne
impose à la deuxième intégrale de s’annuler. Chacun des deux derniers termes
exprime la puissance de la force électromagnétique qui a permis le déplacement
dx à la vitesse v = dx

dt
pendant dt. D’ailleurs, dans le cas où toute l’énergie

se concentre dans la zone d’air parcourue lors du déplacement dx, on retrouve
l’expression classique de la force en 1

2
BHS (S étant la surface intersectée).

5.7 Discussions et limitations

Il subsiste encore aujourd’hui quelques controverses sur le sens, la provenance
physique et le choix d’écriture et d’intégration dans les équations de champ
de ces propriétés dynamiques. Certains auteurs les introduisent différemment
[MAZ_4]. Le tableau 5.1 permet de récapituler les différentes propositions ou
options avec leurs hypothèses, définitions et différences.

Les désaccords se situent essentiellement au niveau de l’expression des lois
de comportement et de leur intégration dans les équations de champs électro-
magnétiques d’une part; et de la signification donnée aux courants libres ou
”liés” et aux champs macroscopique ou local d’autre part [MAZ_4]. Les signes
peuvent se justifier à l’aide d’un principe de causalité [JAC_1].

” Un principe extrémal n’est pas une loi causale, sinon le processus serait
défini à partir de son seul état initial, il ne permet pas de reconnaître le passé

de l’avenir: on dit qu’il ne définit pas de flèche du temps ”
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Georges Lochak

(Géométrisation de la Physique)

Toutes les descriptions et formulations précédentes ne s’appliquent qu’aux
objets macroscopiques ferromagnétiques doux, en représentant d’une manière a
priori simple leur comportement dynamique et leurs pertes induites. C’est le
concept de champ qui rend compte de l’action causale (phrase de Georges Lo-
chak également). Les effets mémoire dûs à l’hystérésis statique n’ont été qu’é-
ludés (chapitre 1), mais pourraient s’intégrer, via un modèle existant (Jiles-
Atherton, Stoner-Wohlfarth, Preisach, Nouredine, ...etc.... § 1.3.1) dans les for-
mulations. On peut finalement imaginer utiliser ces modèles pour les matériaux
où l’hystérésis statique acquière plus d’importance (comme c’est le cas pour les
matériaux dits doux à très basse fréquence). Cette hystérésis peut être identifiée
sous un régime de fonctionnement quasi-statique (∂t → 0). Enfin, les expressions
ainsi réduites à leur plus simple forme, resteront dédiées à un domaine en fré-
quence restreint aux ”basses” fréquences usuelles de l’Electrotechnique pour
lesquelles l’épaisseur de peau est du même ordre de grandeur que la taille ca-
ractéristique de l’objet, et surtout pour lesquelles la notion de diffusion reste
plus pertinente que la notion de propagation.

5.8 Conclusion

Après avoir introduit des fonctionnelles énergétiques représentatives de l’action
d’un champ dans la matière d’une part, et des tendances naturelles d’orga-
nisation plus ou moins hétérogènes des domaines et des parois d’autre part;
nous avons entrepris de moyenner et de lisser les distributions irrégulières de
champs depuis l’échelle microscopique jusqu’à l’échelle mésoscopique. Un modèle
de données intégrant les propriétés structurelles dynamiques a été proposé. En-
suite nous avons tenté de dériver les équations d’évolution des champs dans la
matière à l’aide d’un principe variationnel. Certains potentiels réduits ou re-
tardés ont été définis et les relations entre deux milieux différents précisées.
Enfin, nous avons proposé des expressions générales utilisables dans le calcul
des observables macroscopiques.
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” C’est dans cette vie propre des structures et des formules que résident à la
fois la force des mathématiques et leur danger. La force est évidente, le danger
l’est moins ; il consiste à prendre la proie pour l’ombre. La proie, c’est la nature ;
la théorie n’en est que l’ombre, fragile, changeante, sujette à révision, toujours
sous la menace d’une idée ou d’une expérience nouvelle, elle n’est, comme disait
Einstein, ” qu’une question posée à l’expérience ”. Les mathématiques sont le
squelette de l’ombre ”

Georges Lochak
(La géométrisation de la Physique, Flammarion, 1994)
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Chapitre 6

Méthodes Analytiques

” Pour autant que les propositions de la mathématique se rapportent à la réalité,
elles ne sont pas certaines ; et pour autant qu’elles sont certaines, elles ne se
rapportent pas à la réalité ”

Albert Einstein
(L’Ether et la théorie de la relativité : la géométrie et l’expérience,
Gauthier-Villars, Paris, 1953)
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Dans ce chapitre, nous introduirons des équations dites de ”diffusion re-
tardée”, dédiées à l’intéraction entre les champs électromagnétiques et les maté-
riaux doux de l’Electrotechnique. Ces équations seront la base de premiers cal-
culs analytiques illustrant les notions d’hystérésis dynamique et de pertes in-
duites. Nous insisterons alors sur le caractère passe-bas de ces matériaux. Avant
le développement de ces calculs en une puis deux dimensions, dans le cas où la
fréquence reste suffisamment faible pour que l’épaisseur de peau soit du même
ordre de grandeur que la taille de l’objet, nous proposerons la résolution de cas
simples dans l’autre cas, où cette épaisseur de peau est très faible devant la taille
de l’objet, grâce à des équivalences Ampérienne et Coulombienne, mettant en
jeu des courants et charges magnétiques ou électriques surfaciques [TRE_1].
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6.1 Equations de diffusion retardée

6.1.1 Formulation en champ magnétique

A l’aide des équations de Maxwell mésoscopiques et des lois de comportement
dynamique et statique ((5.29) et (5.41) pour les équations de Maxwell, (5.19)
et (5.20) pour les propriétés, et dans l’ordre (5.19), (5.29), (5.20) puis (5.41));
nous pouvons en déduire une équation de type diffusion portant sur le champ
magnétiqueHM et susceptible de rendre possible sa détermination dans l’espace
et le temps, moyennant la connaissance des conditions aux limites du domaine
d’étude.

∇ ∧ ((
1 + μΛ2eσ∂t·

)
σ−1s ∇ ∧ ((

1 + σΛ2hμ∂t·
)
HM

))
+ μ∂tHM = 0 (6.1)

μ est la perméabilité magnétique statique différentielle, σ est la conductivité
électrique statique différentielle, μs est la perméabilité magnétique statique, σs
est la conductivité électrique statique, Λh est la propriété dynamique de struc-
ture magnétique, Λe est la propriété dynamique de structure électrique. Pour
les calculs analytiques, nous supposons un fonctionnement linéaire où propriétés
statiques et statiques différentielles sont égales (propriétés constantes).

L’adjectif ”retardée” provient de l’implication des contributions dynamiques
en ∂tJ ou ∂tB qui amortissent (ou retardent) l’établissement de la densité de
courants J (6.2), respectivement de l’induction B (6.3). Ceci peut s’illustrer à
l’aide de la figure 6.1.

J = σs
(
E− μΛ2e∂tJ

)
(6.2)

B = μs
(
H− σΛ2h∂tB

)
(6.3)

Remarquons enfin que ces termes dynamiques font intervenir des produits
mixtes d’opérateurs différentiels dans l’espace et le temps: ∇∧ et ∂t. Les deux
variables d’évolution ne sont plus séparées, comme dans les équations de diffu-
sion classique; et ce ”couplage” est du aux structures magnétiques Λh et Λe.
Cette non séparation est à opposer au principe introduit au § 1.2.1 partie II.
Nous proposons ici une description couplée directe ne séparant ni les propriétés
statiques (μ, σ) et dynamiques (Λh, Λe); ni l’espace (∇∧) et le temps (∂t). Mal-
heureusement, ceci nous apportera des difficultés supplémentaires de résolution
analytique (les variables d’espace-temps ne sont plus séparables) et numérique
(certains potentiels réduits utilisés ne sont plus continus et les matrices non dia-
gonales et hermitiques). En pratique, nous résoudrons (6.1) sur des géométries
simples à une dimension (§ 6.2) ou à deux dimensions (§ 6.3). De plus, nous nous
contentons d’une seule propriété (Λh) dans un premier temps; celle qui corres-
pond plus vraissemblablement au réel comportement observé sur des matériaux
magnétiques doux classiques à base de Fer, de Nickel ou de Cobalt. Une prise
en compte de l’autre propriété (Λe), et de possibles variations structurelles de
surface, sera malgré tout envisagée au § 6.2.4.
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6.1.2 Formulation en champ électrique

De manière rigoureusement équivalente, nous pouvons déduire, des mêmes équa-
tions de Maxwell et des mêmes comportements dynamiques ((5.20), (5.41),
(5.19) puis (5.29)), l’équation de type diffusion portant sur le champ électrique
classique EM

∇ ∧ ((
μ−1 + ∂t

(
σΛ2h·

))∇ ∧ ((
1 + μΛ2eσ∂t·

)
EM

))
+ σ∂tEM = 0 (6.4)

6.1.3 Equivalences Ampérienne et Coulombienne

Les descriptions précédentes et les équations de ”diffusion retardée” seront uti-
lisables et pertinentes pour des objets et des fréquences tels que l’épaisseur de
peau δ, ou de pénétration du champ, est comparable à la taille D de l’objet (une
discussion supplémentaire sera engagée en 6.2 pour spécifier plus loin le domaine
de validité en fréquence et en δ avec les évolutions spatiales des propriétés Λe
et Λh). Lorsque la fréquence est si élevée que l’épaisseur de peau est très faible
et négligeable devant les dimensions caractéristiques de l’objet; un calcul de
diffusion devient obsolete et nous proposons alors d’étudier ce cas en faisant
intervenir des courants et charges, magnétiques ou électriques de surface, liés
aux propriétés dynamiques et aux variations de J et B en surface.

Courants électriques dynamiques de surface

L’objet de ce paragraphe est d’étudier un objet massif soumis à une varia-
tion de flux si rapide que son champ dynamique en volume est uniforme. Tout
phénomène dynamique de conduction se réduit alors à la couche superficielle
de l’objet, appelée épaisseur de peau δ � D. Nous illustrerons notre propos
sur le cas classique et simple du cylindre excité suivant son axe de révolution
(figure 6.2, volume Ω entouré par la surface Σ = ∂Ω). On peut se deman-
der comment la contribution dynamique peut-elle être uniforme, ou plus exac-
tement ici irrotationnelle. Il sufit pour cela d’imaginer une variation spatiale
de la propriété Λh inverse de celle de la variation d’induction ∂tB (en géné-
ral ∂tB augmente vers la surface, alors ici Λh diminue, i.e. les domaines se
multiplient vers la surface). Cette uniformité du champ dynamique dans le vo-
lume entraîne la nullité de la densité volumique de courants correspondante
(Jdh = ∇ ∧ (Hdyn) = ∇ ∧ (

σΛ2h∂tB
)
= 0). Elle ne sera plus décrite que par

une densité de courants électriques dynamiques surfaciques équivalente, définie
par:

Jdhs = (Hdyn)surf ∧ n (6.5)

où n est le vecteur unitaire sortant normal à la surface extérieure du vo-
lume de l’objet considéré. L’équivalence Ampérienne consiste en un calcul de
rayonnement de l’induction B à partir des densités de courants sources, dont
les densités surfaciques. Elle devient très intéressante lorsque la variation d’in-
duction se fait essentiellement en surface, et est nulle dans le volume; alors les
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Figure~6.1: Illustration de la notion de retard sur le comportement B(H).

Figure~6.2: Equivalences Ampérienne avec courants électriques dynamiques de
surface et Coulombienne avec charges magnétiques dynamiques de surface.
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courants sont exclusivement surfaciques. Par voie de conséquence, le champ dy-
namique n’existe qu’en surface et dépend de la propriété Λh,surf et de la dérivée
de l’induction en surface ((Hdyn)surf =

(
σΛ2h∂tB

)
surf

). L’algorithme peut se
résumer ainsi (démonstration avec l’équation de diffusion type Poisson sur le
potentiel vecteur magnétique et avec le théorème de Green, cf annexe 19)

1. Calculer l’induction source; ∀r ∈ Ω ∪Ωa ∪Ω0

∂tB0 (r) =
μ (r)

4π
∂t

⎛⎝∫∫∫
Ω0

J0

(
r
′
)
∧
(
r− r′

)
|r− r′ |3 d3r

′

⎞⎠ (6.6)

2. Calculer les courants surfaciques tels que ∀r ∈ Ω

μ

4π
∂t

⎛⎝∫∫
Σ=∂Ω

Jdhs
(
r
′
)
∧
(
r− r′

)
|r− r′ |3 d2r

′

⎞⎠ = ∂tB0 (r) (6.7)

3. Calculer l’induction dans tout l’espace, ∀r ∈ Ω ∪Ωa ∪Ω0

∂tB (r) = ∂tB0 (r)− μ (r)
4π

∂t

⎛⎝∫∫
Σ=∂Ω

Jdhs

(
r
′
)
∧
(
r− r′

)
|r− r′ |3 d2r

′

⎞⎠ (6.8)

Charges magnétiques dynamiques de surface

Nous étudions le même objet massif qu’au paragraphe précédent, et soumis
aux mêmes conditions de champ (figure 6.2). On définit une densité de charges
magnétiques dynamiques volumique ρdh =∇·(Hdyn) =∇·

(
σΛ2h∂tB

)
. L’échan-

tillon ne voyant des variations qu’à sa surface, cette densité de charges est nulle.
Toutes les charges se concentrent dans la couche superficielle, et sont décrites à
l’aide d’une densité surfacique équivalente:

σdhs = (−Hdyn)surf · n (6.9)

L’équivalence Coulombienne consiste ici en un calcul de rayonnement du
champ magnétique H à partir des densités de courants sources d’une part et de
la densité surfacique de charges magnétiques d’autre part.

1. Calculer le champ source; ∀r ∈ Ω ∪Ωa ∪Ω0

∂tH0 (r) =
1

4π
∂t

⎛⎝∫∫∫
Ω0

J0

(
r
′
)
∧
(
r− r′

)
|r− r′ |3 d3r

′

⎞⎠ (6.10)
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2. Calculer les charges surfaciques tels que ∀r ∈ Ω

1

4π
∂t

⎛⎝∫∫
Σ=∂Ω

σdhs

(
r
′
)
·
(
r− r′

)
|r− r′ |3 d2r

′

⎞⎠ = −∂tH0 (r) (6.11)

3. Calculer le champ dans tout l’espace, ∀r ∈ Ω ∪Ωa ∪Ω0

∂tH (r) = ∂tH0 (r) +
1

4π
∂t

⎛⎝∫∫
Σ=∂Ω

σdhs
(
r
′
)
·
(
r− r′

)
|r− r′ |3 d2r

′

⎞⎠ (6.12)

Courants magnétiques dynamiques de surface

Figure~6.3: Equivalences Ampérienne avec courants magnétiques dynamiques
de surface et Coulombienne avec charges électriques dynamiques surfaciques.

Comme depuis le début de nos écrits, il semble exister une dualité électrique-
magnétique entre toutes les équations proposées. Dans ce paragraphe, nous étu-
dions un objet similaire aux précédents à ceci près que nous nous intéressons
plutôt à la diffusion de son champ électrique (conducteur magnétique massif par
exemple, voir figure 6.3). Imaginons alors que cet objet puisse être soumis à une
variation de flux si rapide (ou de rapidité judicieuse) que son champ électrique
dynamique en volume reste uniforme. La densité volumique de courants magné-
tiques Kde = ∇ ∧ (Edyn) = ∇ ∧ (

μΛ2e∂tJ
)
= 0 est donc nulle, elle sera décrite

avec une densité surfacique Kdes équivalente

Kdes = (−Edyn)surf ∧ n (6.13)

L’équivalence Ampérienne consiste ici en un calcul de ”rayonnement” de la
densité de courants électriques J dans tous les conducteurs à partir des courants
sources et des densités surfaciques de courants magnétiques.
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1. Calculer le courant source J0 (r) électrocinétique; ∀r
2. Calculer les courants surfaciques tels que ∀r ∈ Ω

σ

4π
∂t

⎛⎝∫∫
Σ=∂Ω

Kdes

(
r
′
)
∧
(
r− r′

)
|r− r′ |3 d2r

′

⎞⎠ = −∂tJ0 (r) (6.14)

3. Calculer la densité volumique de courants dans tous les conducteurs, ∀r ∈
Ω ∪ Ωa ∪Ω0

∂tJ (r) = ∂tJ0 (r)+
σ (r)

4π
∂t

⎛⎝∫∫
Σ=∂Ω

Kdes

(
r
′
)
∧
(
r− r′

)
|r− r′ |3 d2r

′

⎞⎠ (6.15)

Charges électriques dynamiques de surface

On imagine toujours un champ électrique dynamique tel que la densité volu-
mique de charges électriques correspondante (ρde =∇ · (Edyn) =∇ ·

(
μΛ2e∂tJ

)
)

soit nulle. Nous définissons la densité surfacique équivalente par

σdes = (Edyn)surf · n (6.16)

L’équivalence Coulombienne consiste ici en un calcul de ”rayonnement” du
champ électrique E à partir des sources volumiques (ou champ source) et sur-
faciques (charges équivalentes)

1. Calculer le champ source; ∀r ∈ Ω ∪Ωa ∪Ω0

∂tE0 (r) = σ
−1∂tJ0 (r) (6.17)

2. Calculer les charges surfaciques tels que ∀r ∈ Ω

1

4π
∂t

⎛⎝∫∫
Σ=∂Ω

σdes
(
r
′
)
·
(
r− r′

)
|r− r′ |3 d2r

′

⎞⎠ = σ−1∂tJ0 (r) (6.18)

3. Calculer le champ dans tout l’espace, ∀r ∈ Ω ∪Ωa ∪Ω0

∂tE (r) = ∂tE0 (r)− 1

4π
∂t

⎛⎝∫∫
Σ=∂Ω

σdes
(
r
′
)
·
(
r− r′

)
|r− r′ |3 d2r

′

⎞⎠ (6.19)
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Ces propositions ne sont que des équivalences "artificielles" et ne peuvent
s’appliquer que pour des régimes de fonctionnement tels que l’épaisseur de peau
δ soit très faible devant la taille D caractéristique de l’objet (δ � D); et lorsque
les sources sont parfaitement connues et insensibles aux réactions d’induits.
Sinon, on utilise d’autres méthodes, analytiques (§ 6.2 et 6.3) ou numériques
(chapitre 8).

6.2 Cas unidimensionnel de la tôle magnétique

6.2.1 Présentation

La tôle d’épaisseur ξ étudiée dans la direction z sera considérée comme quasi-
infinie dans les deux autres directions x et y, elle sera sollicitée dans ce plan
(xOy), voir figure 6.4.

Figure~6.4: Sollicitations d’une tôle magnétique; configuration unidirectionnelle
à gauche et bidirectionnelle à droite.

Nous pouvons alors utiliser quelques symétries et invariances mésoscopiques
sur les champs et courants. Il y a invariance suivant x et y pour toutes les gran-
deurs physiques et il existe un plan de symétrie π− = (xOy) [SIV_1] (symétrie
miroir pour H, HM et B; symétrie miroir inversé pour E, EM et J). Nous tra-
vaillerons dans cette partie surtout avec l’inconnue HM et l’équation (6.1) qui
lui correspond. Notre ambition est de rendre compte, par un calcul de diffusion
retardée, des grandeurs macroscopiques observables [OLI_4]:

• La densité de flux ou l’induction moyenne 〈B (t)〉 traversant la tôle (en T )
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〈B (t)〉 = ξ−1
∫ +ξ/2

−ξ/2
B (z, t) dz en réels (6.20)

〈
B̃
〉

= ξ−1
∫ +ξ/2

−ξ/2
B̃ (z) dz en complexes (6.21)

• Le champ magnétique appliqué en surface Ha (t) (en A.m−1)

Ha (t) = H (±ξ/2, t) en réels (6.22)

H̃a = H̃ (±ξ/2) en complexes (6.23)

• Le module (en H.m−1) et l’angle (en rad) de la perméabilité apparente

μapp (t) =
|〈B (t)〉|
|Ha (t)| (noté Napp en 2D) et (6.24)

�θapp (t) = arctan

(
Ha (t) ∧ 〈B (t)〉
Ha (t) · 〈B (t)〉

)
en réels (6.25)

μappqp =
∣∣∣μ̃appqp∣∣∣ =

∣∣∣〈B̃q〉∣∣∣∣∣∣H̃ap∣∣∣ et (6.26)

ϕappqp = arg
(
μ̃appqp

)
en complexes (6.27)

• Les pertes spécifiques massiques (en W.kg−1)

Πm =
ω

2πd

∫ π/ω

−π/ω
Ha (t) · ∂t 〈B (t)〉 dt en réels (6.28)

Πm =
1

d
Re

(
1

2
H̃a · jω

〈
B̃
〉)

en complexes (6.29)

Les données du problème sont la géométrie (tôle d’épaisseur ξ), les pro-
priétés matériaux (la conductivité σ, la perméabilité μ, la propriété Λ = Λh et la
masse volumique d (kg.m−3) (données d’un FeSi M400-50A classique: σ−1 = 47
μΩ.cm, μ = 20000μ0, ξ = 0.5 mm, d = 7650 kg.m−3); toutes constantes en
régime linéaire) et les sources de champ (intensité Ha, déphasage 0, pulsation
ω = 2πf , fréquence f). Les deux dernières parties de cette section seront consa-
crées à la variation des conditions limites (§ 6.2.4) et à la résolution transitoire
et non-linéaire (§ 6.2.5).



6.2. CAS UNIDIMENSIONNEL DE LA TÔLE MAGNÉTIQUE 181

6.2.2 Sollicitations unidirectionnelles harmoniques

Relations de dispersion

Il s’agit de résoudre l’équation de diffusion retardée (6.1) avec Λ = Λh (Λe = 0)
dans la configuration unidimensionnelle et unidirectionnelle proposée. La mé-
thode utilisée ici pour les régions linéaires, est celle de la double transformation
de Fourier depuis l’espace (r, t) jusqu’à l’espace (k, ω) (cf annexe 17, k est le
vecteur de diffusion (une seule composante suivant z ici) et ω la pulsation). Tout
calcul fait, on obtient la relation de dispersion suivante

k2 + jσΛ2μωk2 + jσμω = 0 (6.30)

En posant k = k
′ − jk′′ , on déduit de (6.30) les deux vecteurs de diffusion

k
′
(ω) et k

′′
(ω) [OLI_2]

k
′
(Λ, ω) =

√
1

2

σμω

1 + (σΛ2μω)2

(
−σΛ2μω +

√
1 + (σΛ2μω)2

)
(6.31)

k
′′
(Λ, ω) =

√
1

2

σμω

1 + (σΛ2μω)2

(
+σΛ2μω +

√
1 + (σΛ2μω)2

)
(6.32)

Ces deux quantités représentent les fréquences spatiales caractéristiques de
variation des composantes de propagation k

′
(respectivement de diffusion k

′′
)

du champ (voir figure 6.5). L’inverse de la contribution de diffusion k
′′
corres-

pond à l’épaisseur de peau influencée par la structure en domaines (Λ). Celle-ci
provoque une séparation du vecteur d’onde de propagation (k

′
(ω)) et de celui

de diffusion (k
′′
(ω)). Les deux phénomènes étant confondus dans un matériau

parfaitement homogène (Λ = 0). Cette différenciation s’accentue à mesure que
Λ augmente, ou que la fréquence s’accroît. Il peut être intéressant de faire une
étude asymptotique des comportements de k

′
et k

′′
en fonction de la fréquence

f d’une part et de la propriété Λ d’autre part.

• Etude en fréquence:

k
′ ω→0
∼ k

′′ ω→0
∼ k

′
0 = k

′′

0 =

√
σμω

2
(6.33)

k
′ ω→∞
∼

(
2σΛ2μω

) 1
Λ

et k
′′ ω→∞
∼

(
1 +

1

2 (2σΛ2μω)2

)
1

Λ
(6.34)

La structure magnétique se comporte comme le modèle classique dans la
limite quasi-statique. A ”haute” fréquence, la propagation perd de son
importance (longueur d’onde infinie, constance de la contribution dans
l’espace) devant le vecteur de diffusion qui tend vers 1/Λ. C’est cette
dernière qui déterminera alors les variations spatiales caractéristiques du
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Figure~6.5: Relations de dispersion pour le vecteur d’onde de propagation (avec
marqueurs) et celui de diffusion (sans marqueurs), pour plusieurs densités de
parois (1/Λ) avec le FeSi M400-50A.

champ et donc de l’épaisseur de peau δ = δ
′′
= 1/k

′′ → Λ quand ω →∞.
Le champ ne peut ”diffuser” que dans les premiers domaines rencontrés
en surface; sachant de plus que Λ diminue généralement avec ω. Il va
de soi que ceci reste cohérent pour une plage en fréquence, certes large,
mais malgré tout limitée par, d’une part la validité de l’homogénéisation à
bas ordre (cf § 5.2.2, sachant qu’on peut imaginer repousser un peu cette
limitation à l’aide de propriétés non-linéaires), et d’autre part l’apparition
probable d’autres phénomènes en augmentant la fréquence (résonance due
à la masse de la paroi dite de Döring [TRE_2], courants de déplacement,
...).

• Etude en fonction de Λ:

Les deux vecteurs de propagation et de diffusion se comportent de manière
équivalente à l’étude en fréquence, vis à vis du paramètre de structure.
La limite homogène (Λ → 0) correspond à une disparition de structure,
le champ difffuse classiquement comme dans un matériau homogène. La
limite hétérogène correspond à des domaines infiniment longs ou des parois
très peu mobiles: le flux pénètre très difficilement (amortissement ”infini”)
et uniquement dans les premiers domaines de surface rencontrés, les autres
étant inaccessibles.
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Profil des champs

Exprimons et étudions les profils en champs HM et H solutions de ce problème
unidimensionnel, tenant compte de la symétrie par rapport à (xOy) et de la
condition limite en z = ±ξ/2 sur H

HM (z, t) =
Ha

(1 + jσΛ2μω)

cosh
(
j
(
k
′ − jk′′

)
z
)

cosh (j (k′ − jk′′) ξ/2) exp (jωt) (6.35)

La connaissance de ce champ HM en (z, t) nous permet d’en déduire les pro-
fils d’inductionB = μHM et de champmagnétique totalH =

(
1 + jσΛ2μω

)
HM .

On s’intéresse particulièrement aux amplitudes complexes en (z, ω) qui don-
nent une information sur les amplitudes des variations et les déphasages relatifs
(k = k

′ − jk′′)

B̃ (z, ω) = μH̃M (z, ω) =
μHa

(1 + jσΛ2μω)

cosh
(
j
(
k
′ − jk′′

)
z
)

cosh (j (k′ − jk′′) ξ/2) (6.36)

H̃ (z, ω) = Ha
cosh

(
j
(
k
′ − jk′′

)
z
)

cosh (j (k′ − jk′′) ξ/2) (6.37)

En analysant les évolutions de ces divers profils en fonction de Λ d’une part
et de la pulsation ω d’autre part; on montre qu’ils vibrent à la manière d’une
membrane. Cela s’interprète bien en disant que les modes propres de mouvement
collectif des parois sont sensibles à la densité (1/Λ) des parois et à la fréquence
(f = ω/(2π)). Le profil en induction possède des profils vibrants déphasés non
forcément tangentiellement continus à l’interface, tandis que le champ H vibre
aussi avec des composantes en phase et en quadrature mais en restant continu
à l’interface. La prise en compte de la structure magnétique via Λ dans les
calculs de champs en (z, t) permet l’ajout d’un degré de liberté supplémentaire
pour expliquer des pertes d’énergie en excès (comme nous le verrons dans le
paragraphe suivant), ce qui se traduit ici par un réglage de l’amortissement de
l’induction et de son déphasage par rapport au champ et au champ appliqué.
Les profils restent lisses car représentent des grandeurs moyennées (cf chapitre
5).

Observables macroscopiques

Nous proposons dans ce paragraphe de re-calculer des grandeurs macroscopiques
observables à partir des solutions locales mésoscopiques obtenues précédemment.
Ces observables seront le flux de l’induction φ [Wb] (relié à la tension mesurable),
la perméabilité apparente μapp

[
H.m−1], et les pertes Πm [

W.kg−1
]
de puissance

par unité de masse. Une vérification de la consistence du calcul global macrosco-
pique des pertes avec le théorème de Poynting et le calcul intégral local, proposé
au § 5.6.2, sera faite en fin de section.
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1. Expression du flux φ réduit par rapport au flux φ0 = μξLyHa obtenu en
régime statique

φ̃

φ̃0
=

2 tanh
((
k
′′
+ jk

′
)
ξ/2

)
ξ (1 + jσΛ2μω) (k′′ + jk′)

(6.38)

On peut représenter cette observable et ses évolutions avec Λ et/ou la
fréquence en séparant sa partie réelle de sa partie imaginaire ou bien son
module et sa phase (figure 6.6).

Figure~6.6: Evolution du module et de la phase du flux complexe normalisé,
pour différentes densités de parois, avec les données d’un Fer-Silicium classique.

Sur la figure 6.6 sont représentés le module et la phase du flux réduit en
fonction de la pulsation en échelle logarithmique et pour plusieurs valeurs
de la propriété Λ. Ces deux graphes mettent en évidence le caractère passe-
bas des matériaux doux magnétiquement structurés. Plus Λ sera grand
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(moins il y aura de parois, ou moins elles seront mobiles et étendues) et
plus ce caractère passe-bas sera prononcé. Ceci est en parfait accord avec
les observations expérimentales ( [BER_8], [BER_9]).

2. Expression de la perméabilité et de la phase apparente:

μ̃app = μ
φ̃

φ̃0
= μapp exp

(
jϕapp

)
(6.39)

Les évolutions de son module et de sa phase sont identiques à celles
données sur la figure 6.6. On dit que la perméabilité se dégrade de plus
en plus à mesure que la fréquence d’utilisation augmente. Ce phénomène
s’accentue avec l’accroissement de la propriété Λ.

3. Expression de la puissance perdue par unité de masse [OLI_2] (Bmax =
μappHa):

Πm =
ωξB2max
4μd

×
⎛⎝cosh

(
k
′′
ξ
)
+ cos

(
k
′
ξ
)

sinh2 (k′′ξ) + sin2 (k′ξ)

⎞⎠×
((
σΛ2μωk

′′
+ k

′)
sinh

(
k
′′
ξ
)
+
(
σΛ2μωk

′ − k
′′)
sin

(
k
′
ξ
))

(6.40)

On peut tracer l’évolution de ces pertes en fonction de la pulsation et
pour plusieurs valeurs de la propriété Λ, voir figure 6.7. On y met alors en
évidence son rôle dans la détermination des pertes dynamiques dites en
excès ou ”pertes fer anormales”. Πm représente l’ensemble des pertes dy-
namiques par courants induits et puissance magnétisante. Πm (Λ = 0) sont
les pertes classiques. Nous réutiliserons ces calculs linéaires harmoniques
dans la reconstruction de cycles d’hystérésis dynamiques à bas niveau (voir
chapitre 7).

Nous visualisons figure 6.7 les pertes en excès. En les égalisant aux pertes
macroscopiques observées et modélisées par ailleurs pour ce même type d’échan-
tillon (Modèle de Bertotti (1.3) ou Steinmetz (1.2), chapitre 1), il est possible
d’en déduire figure 6.8 une première forme d’évolution de la propriété Λ avec
les différents couples (f,B). Ces variations redonnent l’évolution incurvée des
pertes réellement mesurées (voir figure 1.1 et figure 6.9).

Nous proposons pour terminer ce paragraphe, de vérifier le calcul des pertes,
en le comparant au calcul via le théorème de Poynting ( [JAC_1], [LAV_1],
[DAR_1]). Les pertes totales doivent pouvoir s’exprimer comme la somme des
pertes par hystérésis dynamique Πhyst et des pertes Joules Πeddy

Πhyst =
1

2ξd
Re

(∫ +ξ/2

−ξ/2
H̃∗ (z) jωB̃ (z) dz

)
(6.41)

Πeddy =
1

2ξd
Re

(∫ +ξ/2

−ξ/2
J̃∗ (z) Ẽ (z) dz

)
(6.42)
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Figure~6.7: Augmentation des pertes spécifiques avec la fréquence et la propriété
dynamique (0, 75, 112, 150 puis 180 micromètres). Partie réelle ou active de la
puissance totale complexe absorbée.

L’utilisation de (6.31), (6.35), (6.36) et des équations de Maxwell pour recal-
culer ces pertes permet d’aboutir à nouveau à (6.40). On vérifie donc à l’aide de
cet exemple simple, que ce qu’exprime le théorème de Poynting (5.70) est bien
la puissance effectivement absorbée et ici perdue dans la matière (pas de mouve-
ment), que l’on peut donc écrire avec un bilan de puissance global ((6.28)⇔ U∗I)
d’un point de vue extérieur.

Etude asymptotique des pertes et de la perméabilité apparente

On pose β =
√

σμωξ
2 , variable sans dimension, et on étudie le comportement de

Πmf =
Πm
f , les pertes d’énergie par cycle et par unité de masse; et de μapp,

la perméabilité apparente en fonction de β, ou β2, cette dernière quantité étant
proportionnelle à f . Une première écriture des vecteurs d’onde (6.31) en fonction

de β permet de montrer que le rapport
(
2Λ2

ξ2

)
va avoir un rôle important à jouer

par rapport au cas classique [DEL_2].

1. Perméabilité apparente (H.m−1)

μapp
β�1
∼ μ (6.43)
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Figure~6.8: Première identification de Λ avec les pertes (Lambda_p) et la
perméabilité apparente (Lambda_mu) pour un échantillon typique de Fer Sili-
cium M270-35A. Les deux méthodes donnent heureusement les mêmes résultats
et l’erreur est estimée inférieure à 5%. La courbe constante correspond à la
transformation analytique proposée lors de l’étude asymptotique en fréquence.

La perméabilité à très basse fréquence est tout simplement la perméabilité
magnétique, appelée statique à juste titre.

μapp
β�1
∼ μ

(
ξ

Λ

)√√√√√cosh
(
ξ
Λ

)
− 1

cosh
(
ξ
Λ

)
+ 1

1

β2
(6.44a)

(
μapp

μapp,classique

)
β�1
∼

(
ξ

Λ

)√√√√√cosh
(
ξ
Λ

)
− 1

cosh
(
ξ
Λ

)
+ 1

1

β
(6.44b)

La perméabilité apparente décroît comme 1
β2
∝ 1

f . Là encore, le coefficient
de proportionnalité prend en compte la structure en domaines (Λ �= 0)
et donc la dégradation accrue de la perméabilité due aux mouvements
internes à cette structure (ici D.W.D.).

2. Pertes massiques par cycle (W.s.kg−1 = J.kg−1)

Πmf
β�1
∼

πB2max
μd

(
1

6
+ 2

(
Λ

ξ

)2)
β2 (6.45)

A basse fréquence, on a Πmf ∝ fB2max (avec Bmax = μappHa
β�1
∼ μHa).

Le coefficient de proportionnalité tenant compte de la propriété Λ et donc
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des pertes en excès.

Πmf
β�1
∼

πμH2
a

d

⎛⎝
(
ξ
Λ

)
sinh

(
ξ
Λ

)
cosh

(
ξ
Λ

)
+ 1

⎞⎠ 1

β2
(6.46)

Ainsi, à champ Ha imposé, les pertes diminuent comme ( 1f ). Il faut savoir
qu’alors l’induction apparente maximum diminue elle aussi comme ( 1f ). De
sorte qu’à Bmax = μappHa imposée, on retrouve des pertes massiques par
cycle qui augmentent comme fB2max. Il y a ici deux différences fondamen-
tales avec le cas classique (augmentant en

√
fB2max). La deuxième étant un

coefficient de proportionnalité qui dépend du rapport (Λ/ξ). C’est d’ail-
leurs une variation de cette quantité avec f qui pourra expliquer l’allure
en
√
f tout en étant au dessus des pertes classiques.

Πmf
β�1
∼

πB2max
μd

⎛⎝
(
Λ
ξ

)
sinh

(
ξ
Λ

)
cosh

(
ξ
Λ

)
− 1

⎞⎠β2 (6.47a)

(
Πmf

Πmf,classique

)
β�1
∼

(
Λ

ξ

)⎛⎝ sinh
(
ξ
Λ

)
cosh

(
ξ
Λ

)
− 1

⎞⎠β (6.47b)

L’expérience montrerait que
(

Πmf

Πmf,classique

)
β�1
∼ cste

βα . Ainsi, la propriété

Λ varierait avec β telle que (Figure 6.8, α = 0.42)

Λ

ξ

sinh
(
ξ
Λ

)
cosh

(
ξ
Λ

)
− 1

β1+α ∼ cste � 1 (6.48)

Pour conclure, le mouvement des parois magnétiques, dans la structure en
domaines, explique bien les pertes en excès et la dégradation de la perméabilité.
Ce phénomène augmente d’un ordre

√
f l’évolution de la dégradation avec la

fréquence et change les pertes d’un coefficient dépendant du rapport (Λ/ξ) (cf
figure 6.9), variable avec la fréquence et l’induction (6.48).

6.2.3 Sollicitations bidirectionnelles harmoniques

Limite quasi-statique et tenseur reluctivité

Le champ effectif (6.49) responsable de l’induction en régime statique n’est pas
nécessairement ni en phase ni parallèle avec le champ appliqué réel du fait du
champ d’anisotropie et du champ démagnétisant (chapitre 3).

Heff =HM +HD +Han ∝ B (6.49)
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Figure~6.9: Allures de la perméabilité apparente et des pertes en fonction de la
fréquence et de la densité équivalente de parois (1/Λ).

Le champ d’anisotropie doit être parallèle à l’induction lorsque celle-ci adopte
une direction de facile ou difficile aimantation puisque l’énergie y est extrémale.
En dehors des axes d’anisotropie, ce parallélisme n’est plus. Nous imaginons
alors un tenseur diagonal reliant l’induction B au champ d’anisotropie Han;
où les termes diagonaux varient avec B = |B| et θ. Le champ démagnétisant
quant à lui résulte d’une intégrale de rayonnement de l’ensemble des charges
magnétiques ( [HUB_1], [HUY_1]). Il dépend de la géométrie des domaines et
des grains, des défauts, et de l’histoire du matériau ( [GEO_1], [NOU_1]). Nous
ne décrirons pas précisément ce champ ni les mouvements irréversibles joints
de parois créant une hystérésis statique mais seulement le déphasage angulaire.
Nous utiliserons pour cela un tenseur plein démagnétisant, qui permet de passer
de B à HD, et dont les coefficients dépendent principalement de la structure
métallographique. Pour résumer, la description de la propriété statique [ν] =
[μ]−1 entre HM = [ν]B et B se fait ici à l’aide d’une relation tensorielle non
nécessairement symétrique et diagonale [OLI_4]
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[ν] =

[
νxx νxy
νyx νyy

]
=

[
νxx νyy tan (θR2)
−νxx tan (θR1) νyy

]
(6.50)

Les angles θRi sont définis par HMx tan (θR1) = −HMy (pour θ = 0 [π]) et
HMy tan (θR2) = +HMx (pour θ = π

2 [π]). Ils sont obtenus pour des valeurs
particulières de θ; θRi = �θapp (θ = 0) et θR2 = �θapp

(
θ = π

2

)
(où θ (t) =

mes ̂(ux, 〈B (t)〉) est l’angle mesuré entre ux et 〈B (t)〉 (cf figure 6.4)). En régime
quasi-statique, le champ appliqué Ha est égal au champ HM et son profil est
constant dans l’épaisseur de la tôle. Pour calculer la réponse en module et en
phase de l’échantillon, on utilise directement les définitions (6.24) et suivantes
[OLI_4].

Napp (t) = μapp (t) =

√
1 + tan2 θ (t)√

(νxx + νxy tan θ (t))
2 + (νyy tan θ (t) + νyx)

2
(6.51a)

�θapp (t) = arctan

{
νxx + νxy tan θ (t)− νyx tan−1 θ (t)− νyy
νxx tan

−1 θ (t) + νxy + νyx + νyy tan θ (t)

}
(6.51b)

Profil d’induction

Le régime de fonctionnement est harmonique avec des propriétés supposées va-
rier très lentement, soit quasi-constantes. Etant données les invariances suivant
x et y et la symétrie macroscopique par rapport au plan (xOy), le vecteur champ
statique HM sera recherché sous la forme

H̃M (z, t) =

(
H

′
Mx
+ jH

′′

Mx

H
′
My
+ jH

′′

My

)
cosh (jkz) exp (jωt) (6.52)

Le vecteur de diffusion n’a toujours ici qu’une seule composante suivant
z (k = kuz) mais le vecteur HM en a deux suivant ux et uy (ce problème
représente un cas particulier de la résolution générale 3D et tri-directionnelle
que nous aborderons à la fin de cette sous-section.

Diagrammes vectoriels des champs en surface

(voir figure 6.11)

Relation de dispersion tensorielle

Nous effectuons une transformation de Fourier de l’équation de diffusion re-
tardée (6.1) avec Λ2 = Λ2h (Λe = 0) et μ des tenseurs de rang 2. On pose
[τ ] = σ

[
Λ2

]
[μ], nommée temporisation structurelle dynamique magnétique;

c’est aussi un tenseur de rang 2. La résolution complexe de (6.1), sur le pro-
blème 1-D bi-directionnel considéré, fournit la relation de dispersion donnant
k
(
ω, τqp, μqp

)
[OLI_4]
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Figure~6.10: Evolution de pertes 2-D en régime linéaire en fonction de la struc-
ture (B=1.0 T, f=100 Hz, en haut) et de la fréquence (B=1.0 T, en bas).

det
(
k2 (δqp + jωτqp) + jωσμqp

)
= 0 (6.53)

Tout comme dans le cas unidirectionnel précédent, les parois en mouvement
auront une action sur la pénétration du flux dans l’épaisseur, ce qui se traduira
par un effet de peau particulier, dépendant à la fois de la pulsation ω, de la
perméabilité [μ] et de la propriété [τ ]. Le détail du calcul de (6.53) est long et
fastidieux et ne sera pas exposé ici. L’intérêt de son utilisation sera toutefois mis
en lumière au chapitre 7 lors de l’identification expérimentale bi-directionnelle.

Calcul d’observables

1. Induction moyenne observable et profil de champ (unité=[T ])

〈B (t)〉 = [μ]
(
H

′
Mx
+ jH

′′

Mx

H
′
My
+ jH

′′

My

)
sinh

(
jkξ
2

)
jkξ
2

exp (jωt) (6.54)
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Figure~6.11: Influence des parois sur le diagramme de champ en surface, en
régime linéaire (à gauche) et non linéaire (à droite) à B=1.0 T et f=100 Hz.

Nous pouvons alors imposer à cette induction moyenne de suivre une tra-
jectoire prédéfinie en concordance avec l’expérience réelle (trajectoire cir-

culaire par exemple, figure 6.4). En notant (ς + jκ) = sinh
(
jkξ
2

)
/
(
jkξ
2

)
,

cette dernière condition fournit le système d’équations vérifiées par les
préfacteurs inconnus définissant le champ de (6.52)

⎛⎜⎜⎝
+ςμxx −κμxx +ςμxy −κμxy
−κμxx −ςμxx −κμxy −ςμxy
+ςμyx −κμyx +ςμyy −κμyy
−κμyx −ςμyx −κμyy −ςμyy

⎞⎟⎟⎠×
⎛⎜⎜⎜⎝
H

′
Mx

H
′′

Mx

H
′
My

H
′′

My

⎞⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎝
|B|
0
0
|B|

⎞⎟⎟⎠
(6.55)

Nous réalisons alors un couplage simultané entre les effets d’anisotropie,
de courants induits et d’hystérésis dynamique. Une fois résolu ce système
(6.55), nous avons accès à toutes les grandeurs observables, le flux (6.54),
le champ en surface (6.56), le module et l’angle apparents et les pertes.

2. Champ magnétique en surface
[
A.m−1]

Ha (t) =H

(
±ξ
2
, t

)
= Re

(
(1 + jω [τ ]) H̃M

(
±ξ
2
, t

))
(6.56)

Si l’expérience est faite de manière à imposer ce champ en surface et non
plus l’induction (6.54), alors le système (6.55) est à remplacer par (6.56).

3. Le module
[
H.m−1] et l’angle [rad] apparents

Ces deux observables sont obtenues en introduisant les résultats (6.54) et
(6.56) dans les définitions (6.24).
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4. Les pertes
[
W.kg−1

]
De même, les pertes sont calculées à l’aide de (6.54) et (6.56) à réintro-
duire dans (6.28). Une illustration de ce type de calcul, en fonction de la
fréquence et de la propriété est proposée figure 6.10.

Généralisation tridimensionnelle et multi-directionnelle

Imaginons des variations dans toutes les directions (k = kn = ω
ϑn avec n = niui

vecteur indice de diffusion de norme 1) et proposons une méthode générale de
résolution de (6.1) en régime harmonique linéaire. Les tenseurs [μ] et

[
Λ2

]
sont

maintenant de rang 3, la conductivité électrique est toujours supposée isotrope,
toute anisotropie étant essentiellement due à la perméabilité et à la structure
magnétique. On définit toujours la temporisation structurelle magnétique [τ ] par
[τ ] = σ

[
Λ2

]
[μ]. Une quadruple transformation de Fourier (dans l’espace r↔ k

et dans le temps t↔ ω) de (6.1) donne les relations de dispersion vérifiées par
les composantes {np}

det

{
n2 (δqp + jωτqp)− nqnm (δmp + jωτmp) + j

σμqpϑ
2

ω

}
= 0 (6.57)

On peut sans perte de généralité, se placer dans un repère (u1,u2,u3) tel
que la direction de diffusion soit contenue dans le plan (u2,u3) et la direc-
tion de polarisation du champ dans un plan perpendiculaire à cette direction et
donc parallèle à la direction u1. Dans ce cas, avec n1 = 0 et n22 + n

2
3 = 1, la

résolution de (6.57) est possible et permet d’obtenir les relations de dispersion
np (ω, τmn, μmn) et ϑ (ω, τmn, μmn). La connaissance de ces vecteurs de diffusion
permet d’exprimer le champ HM solution sous la forme d’une série de compo-
santes de Fourier dont les coefficients seront complètement déterminés par les
dernières relations connues que sont les conditions de continuité sur les divers
champs (H tangentiel, E tangentiel, B normal et J normal continus).

6.2.4 Variation des conditions limites et discussion

Comme nous l’avons déjà souvent mentionné; le principal inconvénient d’une
telle représentation est qu’il est très difficile, voir impossible, de prévoir à l’avance
la structure magnétique (respectivement électrique) avec précision. Celle-ci sera
de plus vraissemblablement hétérogène, à cause de la géométrie, des effets de
surface et des non-linéarités. Une alternative consiste à considérer deux pro-
priétés: une de volume et l’autre de surface. Ainsi, deux types de condition
limite peuvent être testés (Tableaux 6.1 et 6.2, a et b), selon que la diffusion du
champ est aidée ou gênée par la structuration de surface (raffinement, domaines
de fermeture, ...etc...). Une autre possibilité est la superposition des deux dyna-
miques: magnétique et électrique (Tableaux 6.1 et 6.2, c), sous différents points
de vue (voir tableau 5.1). Le flux réduit ((6.58a), formule proche de (6.38))
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Figure~6.12: Module et Phase du flux réduit en fonction de la fréquence pour
différents modèles et couplages surfaciques.

peut-être calculé et tracé en fonction de la fréquence pour plusieurs valeurs des
paramètres Λ1 et Λ2 (cas de la tôle, figure 6.12)

φ (Λ1,Λ2, ω)

φ (ω = 0)
=

tanh ((k+ (Λ1, ω) + jk− (Λ1, ω)) ξ/2)
(1 + jσΛ22μω) (k+ (Λ1, ω) + jk− (Λ1, ω)) ξ/2

(6.58a)

k± (Λ1, ω) =

√√√√√√ 1
2

(
σμω

1+(σΛ2μω)2

)
×(

±σΛ2μω +
√
1 + (σΛ2μω)2

) (6.58b)

Cela nous donne des informations intéressantes sur la manière dont la struc-
ture microscopique agit sur les processus d’amortissement et d’amplification, en
module et en phase, de la réponse macroscopique. L’analyse des résultats de la
figure 6.12 montre que la même observation peut être due à différentes causes. Le
raffinement des domaines en surface aide-t-il ou gêne-t-il la pénétration du flux?
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Condition de continuité sur
Champ magnétique

(
1 + σΛ22μ∂t·

)
HM ∧ n

Densité de flux ∂tB · n
Champ électrique

(
1 + σ

(
Λ21 − Λ22

)
μ∂t·

)
EM ∧ n

Densité de courants ∂tJ · n

Tableau 6.1: Couplages surfaciques magnétique et électrique aux interfaces

a (Λe = 0) b (Λe = 0) c
Λ1 Λh,bulk Λh,bulk

√
Λ2h +Λ

2
e

Λ2

√
abs

(
Λ2h,bulk − Λ2h,surf

)
Λh,surf Λh

Tableau 6.2: Trois alternatives pour le couplage des champs à la frontière entre
deux milieux. Significations correspondantes des paramètres structurels (bulk
veut dire de volume et surf de surface)

Il est difficile de conclure quant à la plus pertinente sans d’autres arguments
provenant d’informations complémentaires [HUB_1].

6.2.5 Fonctionnement transitoire

Superposition d’harmoniques

Tant que les propriétés restent constantes, i.e. régime de fonctionnement linéaire,
il est toujours possible de développer le signal en une série de Fourier. Cette série
sera plus maniable, car discrête, dans le cas de signaux périodiques. Nous propo-
sons dans ce paragraphe d’exploiter cette méthode pour un signal triangulaire
d’induction moyenne unidirectionnelle imposée

〈B (t)〉 = Re
{∑

q

(
−j 8Bmax

∣∣sin (q π2 )∣∣
q2π2

exp (jqωt)

)}
(6.59)

ω est la pulsation du fondamental. On a alors pour chacun des modes q (de

vecteurs de diffusion k
′
q = k

′
(q, ω) et k

′′
q = k

′′
(q, ω)) la perméabilité μapp (q, ω)

et la phase ϕapp (q, ω) apparentes qui sont données par (6.39). On montre enfin
que les pertes par cycle et par unité de masse sont

Πmf =
64B2max
dπ3

∑
q

(
sin2

(
q π2

)
q3

sin
(
ϕapp (q, ω)

)
μapp (q, ω)

)
(6.60)

Résolution analytique linéaire 1-D

L’idée ici est de fournir une méthode transitoire pour la résolution simple analy-
tique de problèmes linéaires (1-D dans cet exemple) avec l’équation de diffusion
retardée (6.1). Celle-ci contient des termes d’espace-temps croisés; il s’agit de
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trouver une forme canonique (6.61) forçant une séparation possible, malgré tout,
de variables (Problème 1-D et toujours Λ = Λh, Λe = 0).(−Λ2∂2z (·) + 1) (τ∂t (·) + 1)HM = F (HM ) = HM (6.61)

Le matériau n’est alors plus décrit que par
τ : un temps caractéristique d’amortissement,
Λ: une longueur microscopique caractéristique.
On se propose de résoudre F (h) = h en trois temps. (i) on pose g = τ∂th+h,

(ii) on résoud Λ2∂2zg − g = −h, (iii) on reconstruit la solution générale pour h
à partir des solutions propres hn

hn (z, t) =
1

τ
gzn (z)

(∫ t

0

gtn

(
t
′)
exp

(
+
t
′

τ

)
dt

′
)
exp

(
− t
τ

)
(6.62)

gzn (z) = G+zn exp

(
+

√
Kn
Λ2
z

)
+G−zn exp

(
−
√
Kn
Λ2
z

)
(6.63)

gtn

(
t
′)

= exp

(
+

Knt
′

(1−Kn) τ

)
(6.64)

Les constantes Kn, G+zn , G
−
zn seront déterminées par les conditions limites,

initiales et les sources.

Analyse numérique non linéaire

Lorsque les propriétés ne sont plus des constantes, mais varient avec les condi-
tions de champs et de fréquence, il devient très difficile de résoudre les équa-
tions de diffusion retardée analytiquement. Nous pouvons cependant proposer
des formulations en potentiels TM = HM et AM , solubles avec une méthode
type Différence Finie (F.D.M.), et dédiées aux problèmes 1-D unidirectionnels
et bi-directionnels.

1. Formulation F.D.M. unidirectionnelle en potentiel vecteur électrique

Il s’agit de projeter les opérateurs différentiels sur un maillage régulier
discrêt, ici à une dimension, à l’aide des développements de Taylor-young
[AUL_1]. La méthode et l’algorithme seront détaillés plus loin (§ 6.3.3).

2. Formulation F.D.M. bi-directionnelle en potentiel vecteur magnétique

L’équation (6.4) exprimée pour un problème 1-D bidirectionnel (B =
Bx (z)ux+By (z)uy, Λ = Λh et Λe = 0) en fonction du potentiel vecteur
magnétique AM (AM = AMx (z)ux +AMy (z)uy) devient

⎛⎝ 0
0
∂z

⎞⎠ ∧
⎛⎝(
[ν] + σ

[
Λ2

]
∂t·

)⎛⎝ −∂zAMy

+∂zAMx

0

⎞⎠⎞⎠+ σ∂t

⎛⎝ AMx

AMy

0

⎞⎠ = 0

(6.65)
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Les inconnues étant des couples
(
AMx , AMy

)
en chaque noeud, il s’agit de

les déterminer à chaque pas de temps par une résolution semi-implicite
analogue à la précédente, faisant intervenir des projections d’opérateurs
similaires dépendant des propriétés tensorielles. En travaillant à induction
moyenne (ou flux) imposée; les conditions limites sur AMx et AMy sont
alors simplement

−AMx

(
−ξ
2

)
= +AMx

(
+
ξ

2

)
=
φy
2Lx

(6.66)

+AMy

(
−ξ
2

)
= −AMy

(
+
ξ

2

)
=
φx
2Ly

(6.67)

Cette résolution 1-D bi-directionnelle peut aussi s’envisager à l’aide d’une
formulation en champs HM directe [OLI_4].

6.3 Cas bidimensionnel du tore magnétique

6.3.1 Présentation

Nous abordons le problème axisymétrique d’une rondelle ferromagnétique sou-
mise à un courant d’excitation circulant sur l’axe central (Figure 6.13). Il créé
un champ magnétique appliqué Ha orthoradial perpendiculaire au plan d’étude
(donc à une seule composante). Les courants quant à eux sont induits dans le
plan (r, z). Le problème est alors de déterminer la diffusion retardée du champ
et l’induction des courants dans la section de la rondelle [OLI_1].

Figure~6.13: Géométrie du tore ferromagnétique: une rondelle axisymétrique
(Intensité i sinusoïdale circulant sur l’axe de révolution).
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6.3.2 Fonctionnement harmonique

La résolution analytique de ce problème (Figure 6.13) en régime linéaire har-
monique est possible avec la méthode de séparation des variables [AUL_1]. La
solution en champ est une série infinie de fonctions trigonométriques suivant z
et de Bessel de troisième espèce (ou fonctions de Hankel [JAC_1]) d’ordre 0 sui-
vant la direction r. Il est parfois plus simple d’utiliser une méthode de résolution
numérique qui évite de ”trimbaler” des séries infinies peu commodes; même si
celle-ci contient aussi des imprécisions dues au maillage plus ou moins fin. Nous
avons implémenté la méthode des Différences Finies (F.D.M.) sur cet exemple
particulier. Nous présentons les résultats pour la distribution d’induction lissée
en module et en phase sur la figure 6.14. Nous insistons sur la différence relative
entre le calcul sans parois et le calcul avec parois qui peut atteindre entre 1 et
20 % suivant le cas (ici pour f = 50 Hz et Λ = 100 μm nous avons 1 à 6% de
différence pour le module et un déphasage de 0.125 à 0.15 radians pour l’angle).
En augmentant Λ ou la fréquence, cette différence relative s’accroît.

6.3.3 Fonctionnement transitoire

En régime non-linéaire transitoire, une méthode numérique est souvent incon-
tournable. En effet, la présence de propriétés variables interdit toute interversion
dans les équations de diffusion (6.1) ou (6.4) que nous proposons de résoudre
par Différence Finie en fonction du champ d’opposition lié aux courants induits
réduit par rapport aux courants microscopiques HMe (la signification du champ
HMa est expliquée dans la figure 6.15).(

∂2z (·) +
1

r
∂r (r∂r (·))

)
(1 + τ∂t (·))HMe − σμ∂tHMe = σμ∂tHMa (6.68)

Dans la suite nous appliquons l’algorithme de la figure 6.15 pour simuler la
distribution des champs dans la rondelle. Nous avons représenté (Figure 6.16)
la différence relative entre les profils d’induction pour le cas dynamique (Λ =
100 μm) et le cas classique (Λ = 0 μm) à deux instants (ωt = π

2 (maximum
de courant) et ωt = π (zéro de courant)). Le déplacement des parois peut
changer considérablement la valeur de l’induction au zéro de courant. Enfin
sont représentés figure 6.17 les cycles apparents mesuré et simulé.

6.4 Conclusion
Ce chapitre nous a permis d’appréhender, d’un point de vue analytique et semi-
analytique, la représentation et la modélisation des matériaux ferromagnétiques
doux proposées dans les parties précédentes. Des équations de diffusion retardée
ont d’abord été introduites puis résolues dans des cas d’école simples en hautes
fréquences (épaisseur de peau très faible devant la taille de l’échantillon) puis
moyennes fréquences (épaisseur de peau comparable à la taille de l’échantillon).
Nous avons traité les cas à une dimension en champ unidirectionnel et bidirec-
tionnel et en deux dimensions en champ unidirectionnel, en régime harmonique
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puis transitoire. Nous avons mis en évidence l’influence de la structure magné-
tique microscopique et confirmé le lien avec les pertes d’énergie, le caractère
passe-bas de la matière et l’hystérésis dynamique.
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Figure~6.14: Différence d’induction complexe en module et en phase entre le cas
dynamique et le cas classique.
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Figure~6.15: Schéma de principe de l’algorithme mixte implicite-explicite et
écriture des systèmes linéaires successifs résolus par FDM.
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Figure~6.16: Profils de la différence d’induction pour deux instants particuliers
en régime transitoire sinusoïdal non-linéaire.
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Figure~6.17: Première comparaison entre les cycles 〈B〉 (Ha) mesurés et simulés
pour un FeSi excité en induction imposée sinusoïdale. Λ semble valoir environ 0.3
mm; la conductivité, la perméabilité et l’épaisseur de la tôle étant connues par
ailleurs (matériau M400-50A., résistivité de 45.10−8 Ω.m, perméabilité relative
initiale de 11000, tôle d’épaisseur 0.5 mm).
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Chapitre 7

Mesures Expérimentales

” Ne cherchez rien derrière les faits, ils sont eux mêmes la doctrine ”

Goëthe

” On ne doit pas chercher des modèles pour les phénomènes physiques mais
des formes mathématiques dans lesquelles ils s’inscrivent ”

Platon

205
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7.1 Principe d’homogénéisation, discussion

Suite à des travaux parallèles sur l’interaction entre les champs électromagné-
tiques et la matière, nous sommes en mesure de proposer un modèle de re-
présentation des matériaux magnétiques doux et une formulation dédiée à leur
fonctionnement en régime dynamique. Comme tout modèle, celui-ci repose sur
la définition de paramètres qu’il faut donc identifier. La spécificité de ces pa-
ramètres est qu’ils sont caractéristiques du matériau et non de la géométrie du
dispositif (c’est en tout cas la motivation qui a été le moteur de nos recherches).
Cette affirmation peut être critiquée et remise en question lorsque l’on sait que
la structuration des matériaux magnétiques dépend de la géométrie considérée.
Comme ces paramètres, bien que locaux, contiennent l’information relative à la
structure magnétique pour les besoins d’une représentation macroscopique des
dispositifs réels, on peut s’attendre à ce qu’ils dépendent eux aussi de la géomét-
rie de l’échantillon. Nous répondons à cette critique en mettant en avant le fait
que cette dépendance avec la géométrie n’intervient fondamentalement qu’en
présence d’échantillons de taille microscopique (typiquement une cinquantaine
de micromètre) de l’ordre de la taille des domaines magnétiques, et inférieure à la
taille caractéristique des grains du polycristal. Or nous manipulons ici des échan-
tillons polycristallins de taille macroscopique nettement supérieure (longueur et
largeur de la tôle de plusieurs centimètres, voir dizaine de centimètres). La st-
ructure adoptée par le matériau dont est fait la tôle ne dépendra donc quasiment
pas de ses dimensions ni de sa géométrie mais plutôt de la géométrie et de la
taille caractéristique des grains du polycristal; et ceci est donc bien une ca-
ractéristique propre au matériau et non de la géométrie de l’échantillon. Ce
sera donc pris en compte dans les paramètres que nous identifierons. Une autre
objection peut encore être émise quant au fait que l’épaisseur des tôles est re-
lativement faible. Elle peut effectivement influencer la structure magnétique du
matériau, mais surtout si elle est très faible et inférieure à la taille des grains.
C’est le cas pour quelques échantillons bien particuliers tels que les FeSi GO (à
grains orientés), ou d’autres utilisés dans des applications spécifiques (sciences
de l’information et des télécommunications, couches minces, mémoires magné-
tiques ...etc. [GAN_1], [EKS_1], [BEA_1], [PEC_1]). La géométrie influence
alors aussi la perméabilité; nous suggérons alors d’intégrer l’architecture en
tôles minces et leur épaisseur dans un matériau ”massif” homogénéisé, équi-
valent pour l’hystérésis et les pertes observables (cf § 8.4.2). Enfin, chacun de
ces paramètres a une signification physique: l’un correspond à la perméabilité
statique du matériau (orientation et organisation structurelle spontanées de l’ai-
mantation en présence d’un champ appliqué) et l’autre est relié à des propriétés
dimensionnelles et dynamiques de la structure magnétique (taille des domaines,
mobilité des parois magnétiques, ...etc...).

Bien que dans les expériences normalisées du laboratoire, les échantillons
mesurés aient une géométrie simple, ils en ont tout de même une qui va donc
malgré tout influencer le comportement observé, et ce surtout en régime dyna-
mique à cause des courants induits qui modifient le profil du champ magnétique à
l’intérieur de la tôle. Heureusement, cette géométrie reste simple, de nombreuses
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Figure~7.1: Gauche: évolution de la perméabilité statique aux faibles valeurs
d’induction (perméabilité initiale et domaine de Rayleigh). Droite: identification
de Λ. L’écart-type et les différences sont estimées autour de 8 % (dans le pire
des cas, i.e. à très bas niveau). La prédiction des pertes énergétiques restent
précises à mieux que 5 % près.

symétries et quelques invariances peuvent être utilisées (toujours dans l’hypo-
thèse d’un matériau homogène et d’une géométrie de taille macroscopique).
Notre travail consistera donc à faire le lien entre les grandeurs observées et les
paramètres désirés. Nous devons donc utiliser notre modèle de représentation
pour calculer et simuler la réponse des échantillons. Il s’agit ensuite de caler les
bons paramètres qui font se superposer la réponse calculée et la réponse simulée.
Une fois le lien établi, cette identification n’est qu’une inversion de modèle. Nous
proposons de construire une procédure automatique qui, à l’aide des réponses
mesurées données en entrée, fournira la valeur des paramètres matériaux en
sortie, pour différents niveaux d’induction et de fréquence. La plupart des me-
sures expérimentales des propriétés des matériaux magnétiques doux se fait sur
des échantillons plats qui se présentent sous la forme de tôles. Il s’agit, pour
chacun de ces échantillons, de déterminer les caractéristiques propres au com-
portement statique (fréquence d’utilisation tendant vers zéro ou suffisamment
faible pour que les phénomènes dynamiques soient négligeables) ou dynamique
(fréquence d’utilisation quelconque comprise dans le domaine classique de l’é-
lectrotechnique, et pour laquelle les courants induits acquièrent de l’importance)
du matériau. Outre cette première différenciation entre comportement statique
et comportement dynamique que nous retrouvons dans l’existence de deux pa-
ramètres matériaux (la perméabilité locale statique μ et un paramètre dyna-
mique caractéristique de la structure magnétique Λ. La figure 7.1 donne un
exemple d’identification de ces deux propriétés en régime linéaire et la figure 7.2
un exemple de reconstruction de cycles), l’échantillon peut être sollicité suivant
des directions diverses constantes ou bien variables. Ce choix est d’ailleurs déter-
miné par l’utilisation qui sera faite de la tôle magnétique dans les applications
(transformateurs: sollicitation unidirectionnelle constante, moteur: sollicitation
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bidirectionnelle). Ainsi deux bancs expérimentaux ont été conçus à cet effet. Le
premier est le cadre EPSTEIN (Figure 7.3 et annexe 20) pour étudier le com-
portement statique et dynamique des tôles en excitation unidirectionnelle dans
le plan et suivant la longueur de la tôle. Le deuxième est le cadre RSST300
(Figure 7.14 et annexe 20) pour étudier le comportement statique et dynamique
des tôles magnétiques excitées par une source qui tourne dans le plan de la tôle.
Nous proposons dans ce qui suit de présenter brièvement le principe de fonc-
tionnement de ces deux bancs expérimentaux. L’objectif n’est pas de rentrer
dans la technicité d’élaboration des bancs et des mesures (ces travaux ont déjà
été réalisés par d’autres thésards qui m’ont précédé [HEV_1], [SPO_2]) mais
de préciser les conditions d’expérience et les observables auxquelles nous avons
accès par mesure des diverses grandeurs électriques disponibles. Notre travail
consiste à choisir les observables pertinentes ainsi que les méthodes de calcul
adaptées pour en déduire les propriétés locales internes au matériau, qui sont
intéressantes pour les modélisateurs et les simulateurs.

Figure~7.2: Cycles d’hystérésis apparents reconstruits pour le même échantillon
sollicité en induction triangulaire (à gauche, f = 50, 250 et 500 Hz) et sinu-
soïdale (à droite, f = 50, 100, 200, 400, 600 et 800 Hz). L’écart-type sur la
prédiction de l’induction réellement parcourue se trouve entre 2 mT (à 100 mT,
~2%) et 3.6 mT (à 50mT, ~7.2%) pour les cycles de gauche; et entre 3.4 mT (à
200 mT, ~1.7%) et 14.8 mT (à 200 mT, ~7.4%). La prévision des pertes quant
à elle reste précise à mieux que 3%.

Dans les deux configurations qui sont présentées, le cas d’excitation polaire
(i.e. lorsque le vecteur induction B est perpendiculaire au plan de la tôle) n’est
jamais étudié. En effet, rares sont les applications qui utilisent les tôles dans
cette configuration car elle est trop pénalisante. Il arrive cependant qu’elle soit
inévitable en bords de structures (coins et extrémités par exemple). De deux
choses l’une:

1. Soit le matériau peut être considéré comme isotrope, le problème est alors
résolu en une seule étape. La propriété scalaire identifiée dans une direc-
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Linéaire Non-Linéaire Non-Linéaire Non-Linéaire
EPSTEIN μc,Λc μv,Λc μv,Λv hystérésis,Λv
directions 1 1 1 1
forme 〈B〉 � ou © � ou © � ou © � ou ©
domaine f f t t
observables μapp,Πmf μapp,Πmf μapp,cycles cycles
méthode analytique analytique numérique numérique
inconnue TM TM TM TM
RSST300 μc,Λc μv,Λc μv,Λv hystérésis,Λv
directions 2 2 2 2
forme 〈B〉 © © © ©
domaine f f et t t t
observables - μapp,�θapp,Πmf μapp,�θapp,Πmf -
méthode - analytique numérique -
inconnue - HM ou A A -

Tableau 7.1: Synthèse des différentes configurations expérimentales, des pa-
ramètres à identifier (l’indice c signifie constant en cours de cycle et v variable),
des observables et des méthodes utilisées (Tm: potentiel vecteur électrique sta-
tique, A: potentiel vecteur magnétique, tous les deux normaux au plan d’étude).
Le triangle et le cercle se rapportent aux formes triangulaire ou sinusoïdale du
signal imposé pour l’induction

tion avec le cadre EPSTEIN est aussi utilisable pour les deux autres
directions. Quant à l’effet de géométrie macroscopique lié à l’épaisseur en
excitation polaire, ce seront les équations de champ qui s’en chargeront.

2. Soit le matériau est anisotrope, on peut alors expérimenter celui-ci en plu-
sieurs étapes avec le banc RSST300 (i.e. avec au moins deux échantillons
texturés différemment mais avec le même matériau). Un premier échan-
tillon avec deux axes cristallographiques dans le plan de la tôle puis un
autre avec le troisième et dernier axe accompagné d’un des deux autres
précédents, dans le plan de la tôle, seront ainsi mesurés et fourniront un
maximum d’informations (suffisantes? ).

Nous proposons dans les tableaux 7.1 et 7.2 de récapituler les différentes
configurations possibles et le mode d’identification des paramètres définissant
les propriétés matériaux recherchées.
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Paramètres Observables
EPSTEIN μs (HM )c μapp, ∀ cycle statique à 〈B〉max = μsHMmax

μs (HM )v μapp, ∀ cycle statique à 〈B〉max
Λ(HM , ∂tHM )c Πmf , ∀ cycle dynamique à ∂tHMmax

Λ(HM , ∂tHM )v cycles (Ha, 〈B〉) dynamiques à (HM , ∂tHM )
hystérésis cycles statiques à 〈B〉max = μsHMmax

RSST300 [μ]v μapp et �θapp, ∀ HM

[Λ]c Πmf , ∀ cycle dynamique
[Λ]v μapp et �θapp, ∀ (HM , ∂tHM )

Tableau 7.2: Les paramètres et les observables qui permettent de les identifier
pour chaque banc de mesure.

Figure~7.3: Schéma simplifié de la configuration type Epstein.

7.2 Configuration unidirectionnelle

7.2.1 Présentation

Principe de la mesure

Le principe est celui, bien connu, du transformateur. Un courant circulant dans
les spires du primaire créé un champ magnétique dans tout le circuit magnétique.
Ce champ induit une densité de flux magnétique fonction du champ et des
propriétés plus ou moins perméables du matériau dont est constitué le circuit.
On mesure ainsi une tension induite entre les deux bornes du secondaire qui est
directement reliée à la première dérivée temporelle du flux traversant la section
de l’échantillon (cf § 5.6.1, équation (5.69) et annexe 20).

Formes d’onde

On observe expérimentalement et on montre théoriquement qu’il est plus ju-
dicieux d’imposer la tension au secondaire (i.e. le flux et la fréquence) et de
mesurer l’intensité au primaire (donc le champ magnétique) nécessaire à l’in-
duction de ce flux. Ceci est techniquement réalisé à l’aide d’une boucle d’asser-
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vissement installée sur le banc expérimental (cf annexe 20). De plus, on montre
aussi qu’il est plus simple et rapide de caractériser le comportement dynamique
du matériau en imposant une tension au secondaire qui créé un flux d’induction
de forme triangulaire (∂tB = constante) à travers la section de l’échantillon.
Ceci s’explique par le fait que l’on impose ainsi, en moyenne, aux parois d’avoir
une vitesse constante. Il en résulte un comportement dynamique indépendant
de cette vitesse. Une dépendance non linéaire en cours de cycle de la propriété
dynamique avec la fréquence est ainsi évitée en régime linéaire et estompée en
régime non linéaire (cette non linéarité ne provenant alors que de la perméa-
bilité). En revanche, dès que l’on change le niveau de ∂tB, on change tout de
même la vitesse caractéristique des parois et la propriété bien que constante en
cours de cycle aura alors changé d’un cycle à l’autre [HEV_2]. La dépendance
vis à vis du niveau de B quant à elle ne peut être évitée. Nous reviendrons sur
ces variations dans deux paragraphes.

Figure~7.4: Gauche: évolution de la perméabilité statique non linéaire. Droite:
identification de Λ en approximation linéaire à l’aide des pertes. Leur prédiction
restera précise à haute induction tant que les non-linéarités seront modérées. Le
calcul à basse induction est ici moins précis que lors d’une mesure spécifique
avec des réglages adaptés et différents.

Observables

Les grandeurs auxquelles nous avons directement accès sont donc l’intensité au
primaire et la tension au secondaire. Il est de plus simple de relier l’intensité à un
champ magnétique moyen Ha appliqué à la surface du circuit et la tension à une
densité moyenne de flux 〈B〉 traversant la section de l’échantillon. Le passage
de l’un à l’autre est déjà réalisé sur le banc expérimental de façon automatique
et le logiciel d’exploitation des données (Epstein_frame, [HEV_1]) nous fournit
directement les cycles apparents (Ha, 〈B〉) pour chaque niveau d’induction et
de fréquence. Ces deux grandeurs ne sont que des grandeurs apparentes. Les
profils de champ et d’induction ne sont en réalité pas constants dans l’épaisseur
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de la tôle; et ceci est d’autant plus vrai que la fréquence est grande. Un calcul
précis des profils de champ et d’induction statistiquement adoptés est possible
à l’aide d’un modèle de diffusion dynamique des champs lissés et des propriétés
locales homogénéisées du matériau. Modèle dont nous disposons (Chapitres 4 et
5). La connaissance de ce profil suffit au calcul du cycle apparent. En changeant
les propriétés, on change les profils et les cycles apparents. Il est possible de
déterminer la valeur des paramètres qui permet de faire s’accorder l’expérience
et la simulation, et ce pour chaque niveau d’induction et de fréquence (Les
figures 7.4 et 7.5 montrent un exemple d’identification des propriétés et des
reconstructions de cycles obtenus). Outre ce cycle apparent, il suffira parfois
(régime linéaire) de connaître des grandeurs plus globales, définies à partir du
cycle parcouru sans avoir besoin d’en connaître la totalité:

• La perméabilité apparente (en H.m−1), définie par (6.24) (voir § 6.2.1).

• Les pertes spécifiques massiques par cycle (en J.kg−1 ou W.s.kg−1), défi-
nies par (6.28) (voir § 6.2.1).

Figure~7.5: Première reconstruction approchée des cycles à 1.0 T (à gauche) et
1.4 T (à droite) pour une induction imposée sinusoïdale à f = 50, 100, 200, 400,
600 et 800 Hz. La propriété dynamique est gardée constante au cours de chacun
des cycles, ce qui permet une ébauche fidèle mais peu précise du comportement
global. Les erreurs sont importantes surtout à basse fréquence (l’écart-type sur
B est maintenant entre 37 mT (à 1.4 T, ~2.6 %) et 240 mT (à 1.0 T, ~24
%)). Le calcul des pertes (i.e. l’aire des cycles) est peu altéré sauf à induction
intermédiaire (toujours de l’ordre de quelques %).

Paramètres à identifier

Nous devons identifier deux propriétés matériaux, la perméabilité statique μ et
le paramètre structurel dynamique Λ. Dans la configuration du cadre Epstein,
il s’agit de scalaires définis par un seul réel.
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• La première propriété est dite statique, elle ne dépend que du niveau d’in-
duction B. Nous préférons, pour des raisons de modélisation, de simulation
mais aussi de physique, parler en terme de champ magnétique statiqueHM
(cf. modèle § 6.1.1). Ainsi, nous dirons que μ ne dépend que du niveau
de HM . La relation liant B à HM peut être linéaire ou non linéaire. Dans
le premier cas nous parlerons de perméabilité statique μs constante, telle
que B = μsHM . Dans le deuxième il faut définir, en plus de la perméa-
bilité statique variable μs (HM ), une perméabilité statique différentielle
μd (HM ), définie par δB = μd (HM ) δHM . C’est elle dont nous aurons be-
soin pour les simulations (En régime linéaire, les perméabilités statique et
différentielle sont confondues). Nous simplifierons donc la notation en écri-
vant μd (HM ) = μ (HM ). Si la loi de comportement statique est univoque,
nous devons donc simplement identifier μ (HM ), et s’il y a une hystérésis
statique alors il y aura au moins un autre paramètre à déterminer en plus
de μ (HM ), qui est alors dans ce cas associée à la loi de comportement
anhystérétique qui elle reste univoque.

• La deuxième propriété est dite dynamique, elle dépend du niveau de B et
de celui de ∂tB. Nous pouvons aussi parler en terme de champ magnétique
retardé HM et de dérivée temporelle de ce champ ∂tHM (cf. modèle §
6.1.1). Ainsi nous dirons que Λ ne dépend que du couple (B, ∂tB) ou
(HM , ∂tHM ). Il s’agira ici toujours d’une fonction linéaire ou non linéaire
mais univoque (sens de parcours du cycle pris en compte dans le signe de
∂tHM ). C’est directement elle dont nous aurons besoin dans les calculs et
les simulations numériques.

Figure~7.6: Visualisation des écart-types entre l’induction réelle et celle simulée
pour chacun des cycles. Cette imprécision reste correcte à induction modérée.
Dès que les non-linéarités deviennent influentes, les cycles ne peuvent être re-
construits avec un Λ constant, surtout à basse fréquence, où l’hystérésis statique
ne fait qu’amplifier les erreurs.
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La première fonction (μs (B) et μd (B) ou μs (HM ) et μd (HM )) sera déter-
minée à l’aide de la mesure des cycles statiques apparents (i.e. à fréquence très
faible, f = 10 Hz typiquement par exemple) pour plusieurs niveaux de B ou
de HM . La deuxième (Λ(B, ∂tB) ou Λ(HM , ∂tHM )) sera déterminée à l’aide
de la mesure des cycles dynamiques en faisant varier la fréquence ainsi que l’in-
duction. Les autres paramètres, en cas d’hystérésis statique, seront déterminés
à l’aide du parcours pas à pas des cycles statiques.

Méthodes de calcul

La simulation passe par un calcul de diffusion du champ magnétique dans l’épais-
seur de la tôle. Le problème est unidimensionnel et ne nécessite la détermination
que d’une seule inconnue qui ne dépend que d’une seule dimension (la position
dans l’épaisseur). Cette inconnue sera le champ magnétique classique HM nor-
mal à la section de chaque tôle, ou bien la composante normale du potentiel
vecteur électrique TM ; les deux étant égaux dans ce cas particulier. L’équation
de diffusion utilisée est donnée par (6.1) avec Λ = Λh et Λe = 0. En régime
unidirectionnel linéaire (i.e. lorsque tous les coefficients sont constants en cours
de cycle); nous ferons un simple calcul de diffusion analytique dans le domaine
fréquentielle à l’aide d’une transformation de Fourier (cf chapitre 6 § 6.2.2). Une
résolution analytique sera aussi envisagée lorsque seule la perméabilité est non
linéaire. En régime unidirectionnel non linéaire pour les deux paramètres sta-
tique et dynamique, nous passerons par un calcul numérique de la diffusion dans
l’épaisseur de la tôle. La méthode utilisée est celle des différences finies [ARI_1]
(Chapitre 6 § 6.2.5). Certaines mesures seront effectuées par nous même pour
tester ces procédures, mais nous nous plaçons dans une perspective de fourni-
ture d’un outil automatique aux expérimentateurs qui désirent communiquer les
propriétés matériaux aux ingénieurs matériaux, concepteurs, modélisateurs et
simulateurs. De nombreuses mesures sur divers échantillons ont déjà été réalisées
au L.E.G. (Laboratoire d’Electrotechnique de Grenoble, maintenant G2ELab).
La figure 7.6 fournit une évaluation des erreurs commises sur le calcul de l’in-
duction. Des améliorations sont possibles grâce à une deuxième identification
plus précise en statique et en dynamique (figures 7.7, 7.8 et 7.9).

7.2.2 Principes et algorithmes

Nous présentons dans cette partie les principes des calculs analytiques et numé-
riques et les algorithmes de détermination des propriétés matériaux statique et
dynamique. Cette identification doit naturellement se faire aussi pour un maxi-
mum de niveaux d’induction et de fréquence. Plus grand sera le nombre de
mesures et plus précises seront les prédictions. Et ce jusqu’à ce que nous trou-
vions des lois ab initio pertinentes associées aux propriétés statiques et surtout
dynamiques. Auquel cas, un minimum de mesures seraient nécessaires sans que
la précision des prédictions et des simulations n’en pâtisse. Ces recherches se
poursuivent encore grâce à une bibliographie abondante traitant des processus
linéaires et non linéaires d’aimantation.
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Figure~7.7: Identifications plus fines des propriétés de l’échantillon M400-50A,
incluant son hystérésis statique (à gauche, modèle et paramètres de Jiles-
Atherton) et ses dynamiques microscopiques non-linéaires (à droite, modèle et
paramètres de Gauss-Lorentz).

Régime linéaire

Un seul cas intervient ici: la perméabilité statique (μs) et la temporisation struc-
turelle magnétique (σΛ2μ) restent constantes en cours de cycle. Nous pouvons
utiliser la méthode de la transformation de Fourier applicable pour quasiment
tous les régimes linéaires.

• La perméabilité linéaire est déterminée en régime statique (la fréquence
est très faible, de l’ordre de quelques dizaines de Hertz maximum, et idéa-
lement tendant vers 0) pour lequel le profil en champ dans la section de la
tôle est constant. On suppose de plus que pour chaque cycle d’amplitude
〈B〉max = μsHMmax = Bmax, la perméabilité reste constante en cours de
cycle (ceci n’est vrai que pour des champs suffisamment faibles). Il s’agit en
fait de la perméabilité statique qui est égal à la perméabilité statique diffé-
rentielle en régime effectivement linéaire et qui lui est différente en régime
quelconque. Nous pouvons cependant utiliser ce traitement approximatif
même pour les cas non linéaires, qui seront affinés dans la suite. Cette
étape peut être utile pour une première approche rapide de la solution de
l’identification (Figure 7.19).

• Le paramètre structurel magnétique Λ est déterminé en régime dynamique,
i.e. grâce à plusieurs mesures effectuées pour plusieurs niveaux d’induc-
tion mais aussi de fréquence [OLI_2]. L’idée est toute simple, il suffit de
calculer la diffusion du champ dans la tôle grâce au modèle proposé, d’en
déduire l’intégrale des pertes massiques spécifiques par cycle et de caler le
paramètre Λ pour égaler les pertes calculées aux pertes mesurées. Cette
procédure visant à utiliser une grandeur globale, moyennée à la fois dans
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Figure~7.8: Surface caractéristique des dynamiques microscopiques et des va-
riations de la propriété structurelle en fonction du champ anhystérétique et de
sa dérivée.

l’espace et dans le temps, est pertinente si les outils fréquentiels sont ap-
plicables, i.e. si nous sommes dans un régime quasi-linéaire. La recherche
et le calage se fait à l’aide d’un algorithme adaptatif utilisant une méthode
dichotomique de recherche de zéro de fonction (Figure 7.19). Un critère
de précision est choisi de telle sorte que les pertes calculées soient égales
aux pertes mesurées à un pourcentage près. Il s’agit en fait d’une erreur
relative admissible ε qui peut être librement choisie par l’utilisateur. Les
applications laissent aussi la liberté de choisir sa forme d’onde. Tant que
le régime est supposé linéaire, il suffit de décomposer ce signal en un fon-
damental et plusieurs harmoniques. Il reste que le signal le plus approprié
pour interpréter facilement les résultats est le triangle pour les raisons
dont nous avons déjà discutées en 7.2.1.

Régime non linéaire

Plusieurs modes de résolution sont possibles ici:

1. La perméabilité reste univoque mais varie en cours de cycle. Le paramètre
Λ quant à lui reste dans un premier temps constant sur un cycle mais
varie naturellement d’un cycle à l’autre, tout comme dans le paragraphe
précédent.

2. Les deux propriétés restent univoques mais varient en cours de cycle et
sont non linéaires.
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Figure~7.9: Surface caractéristique des dynamiques microscopiques et des va-
riations de la propriété structurelle en fonction de l’induction et de sa dérivée.

3. La propriété statique n’est plus univoque mais correspond à une hystérésis
dite statique (plusieurs modèles peuvent être proposés et les différents
paramètres identifiés. Cette contribution sera ensuite ajoutée à l’hystérésis
dite dynamique associée à la propriété étudiée) et Λ reste soit constant
soit non linéaire et variable en cours de cycle.

La perméabilité magnétique non linéaire est toujours déterminée en régime
statique (la fréquence est très faible, de l’ordre de quelques dizaines de Hertz
maximum, et idéalement tendant vers 0) avec la même observable que précédem-
ment. Il s’agit bien de la perméabilité statique qui est différente de la perméa-
bilité statique différentielle. L’identification fournit une liste discrète de valeurs
en nombre égal au nombre de niveaux d’induction de mesure. Nous pouvons
ensuite à l’aide de cette liste calculer une courbe continue correspondant à la
propriété statique via une méthode d’interpolation ou bien l’utilisation d’un
modèle de propriété statique univoque (modèle double-exponentielle [CRO_1]
ou arctangente [ZIT_1], ...). Nous ferons de même pour la perméabilité sta-
tique différentielle qui s’exprime génériquement en fonction de la perméabilité
statique (voir figure 7.20). Si la propriété statique est hystérétique, nous aurons
besoin d’adapter en conséquence la procédure d’identification qui devra très
probablement chercher non plus un paramètre μ mais au moins deux et voir
plusieurs suivant le modèle utilisé. Une banque de modèles déjà testés (§ 1.3)
peut-être proposée et l’algorithme d’identification (figure 7.21) et d’introduc-
tion de l’hystérésis statique dans les calculs dynamiques devrait-être construit
indépendamment du modèle choisi (Jiles-Atherton, Preisach, Nouredine, LS,
Stoner-Wohlfarth, § 1.3). Le paramètre structurel magnétique Λ est toujours
déterminé en régime dynamique. Le principe d’identification est toujours basé
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Figure~7.10: Reconstruction des cycles dynamiques en incluant l’hystérésis sta-
tique et la dynamique non-linéaire (écart-type sur l’induction compris entre 53
mT (à 1.4 T, ~3.8 %) et 126 mT (à 1.0 T, ~12.6 %)).

sur un algorithme d’adaptation des calculs aux mesures, mais cette fois il s’agit
de l’appliquer pas à pas dans le temps pour décrire à nouveau les cycles expéri-
mentés (cf figure 7.20). Une première identification avec les pertes identique à la
précédente est d’abord réalisée pour obtenir une première valeur approximative
de Λ, puis cette valeur est affinée et ajustée par l’identification pas à pas di-
rectement à partir des cycles. Les options de résolution concernant la précision
désirée et la forme d’onde restent accessibles. A l’aide d’un échantillon plus ou
moins riche de valeurs de Λ en fonction du champ HM et de sa dérivée, nous
serions en mesure de pouvoir prédire avec précision un autre cycle quelconque.
Ensuite tout l’enjeu sera de pouvoir réduire le nombre de mesures en maintenant
la précision des prédictions.

7.2.3 Résultats sur quelques échantillons

Nous présentons dans cette partie les résultats obtenus par traitement des
données expérimentales avec les programmes présentés précédemment. Ceci a
été fait pour quelques échantillons typiques massivement utilisés en Electrotech-
nique et peut normalement se faire pour tout type d’échantillon normalisé. Nous
proposons aussi de discuter de la signification et de la précision, ou intervalle de
confiance, de ces mesures (§ présent et 7.4); avec une interprétation de l’évolu-
tion des différentes propriétés suivant les conditions de champs et de fréquence.
Si nous avons de la chance, nous pourrons peut-être même déduire de ces ana-
lyses des lois de comportement caractéristiques d’un ou plusieurs phénomènes
physiques microscopiques intéressants. Celles-ci seront dans le meilleur des cas
génériques pour certaines familles de matériaux. La construction sous jacente de
modèles de description ab initio de ces processus non linéaires pourrait ainsi fa-
ciliter les mesures et l’identification des paramètres. Enfin, nous pourrons aussi
observer que certains points de l’identification sont retracés plusieurs fois pour
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des cycles différents mais pour des conditions (HM , ∂tHM ) identiques ou très
proches. Un enjeu intéressant serait de déterminer quelles mesures réaliser pour
en diminuer le nombre sans en dégrader leur apport en terme d’information et
de prédiction pour les simulations.

FeSi M400-50A (0.5 mm, 4 W.kg−1 à 1.5 T et 50 Hz)

Régime linéaire La figure 7.1 montre l’identification des propriétés statique
et dynamique de l’échantillon M400-50A. L’évolution de l’induction B en fonc-
tion du champ statique HM est identifiée à f = 10 Hz. A bas niveau en induc-
tion (domaine de Rayleigh [CHI_1]), on observe un phénomène de décrochage
progressif des parois permettant l’aimantation; c’est pourquoi la perméabilité
initiale est plus faible qu’en cours d’excitation intermédiaire en champ [CUT_1]
(cf figure 7.4), où la perméabilité différentielle atteint son maximum. Le modèle
utilisé pour l’interpolation des résultats est une fonction double exponentielle
(détaillée dans la référence [CRO_1]). La figure donne aussi les résultats dy-
namiques obtenus en induction sinusoïdale et triangulaire pour le même échan-
tillon (l’identification vise à égaler les pertes calculées par (6.40) et les pertes
mesurées). Même en régime de fonctionnement linéaire, le matériau ne peut être
décrit uniquement avec une perméabilité et une conductivité à cause des varia-
tions d’aimantation et des courants induits. Les évolutions de Λ avec l’induction
et la fréquence sont expliquées à l’aide des processus de déformation [DEL_3],
multiplication et fusion ( [FRT_1], [HAL_1]) de parois. Un accord acceptable
est obtenu à bas niveau et pour les deux formes d’onde. Les différences observées
peuvent être attribuées aux erreurs de mesure (le signal qu’il faut mesurer à
basses induction et fréquence est très faible) et à la représentation/procédure
simplifiée (mouvement seul de parois en régime linéaire; en effet, en régime si-
nusoïdal la dérivée d’induction change et provoque certainement des variations
en cours de cycle). Cependant, une erreur de 10% sur Λ implique seulement
5% d’écart sur la prédiction des pertes, ce qui est probablement autour des im-
précisions de mesure et de calcul ici. Pour des niveaux d’induction plus élevés,
une évaluation plus pertinente de Λ devrait être entreprise en utilisant les cycles
d’hystérésis et en faisant varier μ avec B et Λ avec B et ∂tB. La figure 7.1 donne
quelques cycles simulés pour le même échantillon. Il reproduisent correctement
le comportement expérimental. En montant le niveau d’induction nous observe-
rions des différences encore plus importantes dues aux variations des propriétés
en cours de cycle et à la mémoire statique (hystérésis statique, cf figure 7.5).

Des hystérésis plus précises devraient être obtenues en incluant ces phé-
nomènes dans nos simulations à plus haute induction (cf § suivant). Cependant,
les valeurs de la propriété ont été obtenues en incluant le mouvement des parois
à l’intérieur du calcul de diffusion dans la masse de l’échantillon. Ainsi, toutes
les pertes (exceptées statiques, négligées à basse induction et fréquence élevée)
classiques (courants induits macroscopiques) et en excès (courants induits mi-
croscopiques) sont prises en compte. Cela semble suffir à correctement modéliser
le comportement fréquentiel et transitoire du matériau (cf figure 7.2); et peut-
être utile dans la simulation de dispositifs incluant des pièces ferromagnétiques
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Figure~7.11: Simulation de cycles expérimentaux en sollicitant le matériau avec
des signaux arbitraires sinusoïdes à 175 Hz déformées par une harmonique 3 à 0
et 90 degrés. Les mesures sont indiquées avec des marqueurs et les simulations
avec des traits interrompus.

sous forme massive (actionneurs de type relais R5 ou capteurs de mesure, cf
chapitre 9). Lorsque nous avons affaire avec des paquets de tôle, il est illusoire
de vouloir calculer cette diffusion jusque dans les moindres détails de l’archi-
tecture; mais il est toujours possible de procéder de la sorte pour identifier
les propriétés dynamiques (incluant Λ et ξ) en homogénéisant aussi les cou-
rants induits macroscopiques dans cette structure pseudo-périodique (chapitre
8, section 8.4).

régime non-linéaire La figure 7.4 montre une identification plus vaste des
propriétés statique et dynamique de l’échantillon M400-50A. L’évolution de l’in-
duction B en fonction du champ statique HM est toujours identifiée à f = 10
Hz, on retrouve une loi d’évolution classique avec coude de saturation. La figure
donne aussi des premiers résultats dynamiques obtenus en induction sinusoïdale
en calant les pertes calculées (6.40) aux pertes mesurées. La figure 7.5 donne
quelques cycles reconstruits en régime non linéaire mais avec une propriété dy-
namique toujours constante en cours de cycle et identifiée par approximation
linéaire (Figure 7.4, droite). Ils reproduisent un peu moins bien le comportement
expérimental et doivent être retravaillés à l’aide de variations adaptatives. En
effet, les erreurs obtenues pour certains niveaux élevés en induction (voir figure
7.6) sont trop importantes. Une première amélioration consiste à introduire une
hystérésis statique à haute induction (Figure 7.7, gauche). L’identification de
Λ se fait alors en retranchant d’abord les pertes mesurées en statique avant
de lancer la procédure (6.40). Nous envisageons aussi dans la suite d’affiner
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Figure~7.12: Simulation de cycles expérimentaux en sollicitant le matériau avec
un signal arbitraire en trapèze à 175 Hz de 50 % (50 % de variations linéaires et
50% de paliers). Les mesures sont indiquées avec des marqueurs et les simulations
avec des traits interrompus.

l’identification dynamique par une procédure auto-adaptative pour la propriété
homogénéisée mais variable. A l’aide de premières simulations à plusieurs ni-
veaux d’induction et fréquence, il est possible d’identifier une loi d’évolution
caractéristique en fonction des variables d’état B et ∂tB (ou (HM , ∂tHM )). Les
données expérimentales peuvent être interpolées avec une surface fonction de
deux variables. Voici par exemple un modèle Gauss-Lorentz (7.1), décrivant l’é-
volution de la population et de la mobilité des parois et/ou de la déformabilité
des domaines.

Λ = Λh0

⎛⎜⎝ 1

1 +
(
HM

εh

)2
⎞⎟⎠ exp

⎛⎝−
(
∂tHM + HM

τh

)
2πε2dh

⎞⎠+Λhl (7.1)

On voit sur la figure 7.7 (droite) que des variations microstructurales internes
peuvent avoir lieu au sein d’un seul et même cycle, dès lors que les variables
((HM , ∂tHM ) ou bien (B, ∂tB)) changent. Il n’est pas simple de conclure sur
la cause exacte de ces variations puisque l’on sait que plusieurs processus peu-
vent avoir le même effet observable (processus de déformation [DEL_3], mul-
tiplication et fusion [FRT_1], nucléation [AHA_1] de parois; sans parler des
mécanismes quasi-statiques). Tout ce que l’on peut affirmer c’est que ces modi-
fications de propriétés dynamiques intrinsèques se manifestent globalement par
les variations identifiées de Λ, qui englobent plusieurs phénomènes couplés (cf
chapitre 4). La mixité hystérésis statique et dynamique convient bien à la simu-
lation des cycles à haute induction (voir figure 7.10, les erreurs précédentes sont
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ramenées inférieures à 10 %) mais un peu moins à basse induction où la quasi-
linéarité dynamique prime (figure 7.2). Pour terminer sur les différents tests
imaginés, nous proposons d’exposer cette description au ”live”, en reconstrui-
sant un ou plusieurs cycles quelconques (Figures 7.11 et 7.12). La description
des cycles mineurs devient problématique (et pourtant les pertes ne dépendent
pas de la forme des boucles internes, seulement la puissance instantannée) mais
peuvent-être correctement reconstruites grâce à la conjugaison hystérésis sta-
tique, diffusion dynamique et mouvements non-linéaires de parois.

Figure~7.13: Comparaison entre l’échantillon M330-35A (�: losanges) et l’é-
chantillon M400-50A (�: carrés) et reconstruction de quelques cycles dyna-
miques à 800 Hz (écart-type moyen toujours compris entre 3 % et 12 %).

FeSi M330-35A (0.35 mm, 3.3 W.kg−1 à 1.5 T et 50 Hz)

Cet échantillon, outre l’épaisseur de la tôle, est intrinsèquement un peu moins
dissipatif que le précédent et cela se manifeste par une propriété légèrement infé-
rieure (cf figure 7.13) et des cycles moins volumineux. Remarquons en effet que
ces tôles d’épaisseur 0.35 mm ont été caractérisées en tenant compte de la dif-
fusion classique dans l’épaisseur, ce qui a pour conséquence de pouvoir a priori
comparer les deux propriétés identifiées indépendamment de cette géométrie
macroscopique. Le fait qu’à 50 Hz, les deux matériaux aient sensiblement les
mêmes propriétés alors qu’ils dissipent différemment provient alors essentielle-
ment, à mon avis, de l’épaisseur moindre (puisqu’identiques du point de vue des
parois). Ce ne sera pas le cas aux fréquences supérieures. Mentionnons tout de
même que ces affirmations ne sont pas encore prouvées et qu’elles demandent
de nombreuses autres mesures et tests pour en vérifier la validité. Nous prenons
malgré tout le rique de les communiquer puisque l’objectif de nos travaux.
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Figure~7.14: Schéma simplifié de la configuration type RSST.

7.3 Configuration bidirectionnelle

7.3.1 Présentation

Principe de la mesure

Cette fois, la source de courant au primaire est conçue de manière à pouvoir créer
un champ magnétique tournant dans le plan et à la surface de l’échantillon. Ce
champ induit une densité de flux magnétique, tournante elle aussi, fonction du
champ et des propriétés plus ou moins perméables du matériau dont est consti-
tué le circuit. On mesure ainsi deux tensions induites entre les deux bornes de
deux secondaires qui sont directement reliées aux premières dérivées temporelles
des flux traversant les deux sections Sx et Sy perpendiculaires de l’échantillon
(voir annexe 20).

Formes d’onde

Tout comme pour le cadre Epstein, il est intéressant d’imposer de préférence
la forme de la tension (et donc du flux moyen traversant chacune des sections)
et de mesurer les intensités nécessaires (donc le champ magnétique tournant
qu’il faut imposer en surface) à l’obtention de cette réponse en tension. Il a
été choisi alors d’imposer un flux (i.e. une densité de flux moyenne) tournant
de forme circulaire. Ceci correspond à deux densités de flux moyennes dans les
deux directions (〈Bx〉 et 〈By〉) perpendiculaires de formes sinusoïdales mais en
quadrature de phase. Ce choix permet d’analyser correctement les propriétés
d’anisotropies aussi bien statiques que dynamiques du matériau. De plus, le
vecteur densité de flux apparent étant constant en module et tournant à vitesse
constante, ceci permettra à nouveau d’éliminer ou de simplifier une dépendance
en cours de cycle de la propriété dynamique structurelle.
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Figure~7.15: Identification du tenseur reluctivité pour le FeSi M330-35A à B =
1.0 T et f = 30 Hz (à gauche), ··: xy, ••: yx, –(fin): xx, –(gras): yy. Résultat
de l’identification (à droite), �: module mesuré,©: angle mesuré, ·−: grandeurs
simulées.

Observables

Par analogie avec le cadre Epstein, et en ajoutant tout simplement une direction
(i.e. une information), nous disposons maintenant de quatre observables: le
champ appliqué apparent suivant x (Hax), le champ appliqué apparent suivant
la direction y (Hay), la densité de flux apparente suivant la direction x (〈Bx〉)
et la densité de flux apparente suivant la direction y (〈By〉). En pratique nous
exploiterons ces observables de trois manières (Module et phase seront utilisés
ensembles et de même pour les pertes suivant x et suivant y):

• Module μapp apparent de la fonction de transfert entre Ha et 〈B〉 (en
H.m−1) (cf équations (6.24)).

• Angle �θapp apparent de la fonction de transfert entre Ha et 〈B〉 (en
radians) (cf équations (6.24)).

• Pertes spécifiques massiques par cycle Πmf = Πm/f (en J.kg−1) suivant
les deux directions (Les pertes totales étant égales à la somme des deux)
(cf équations (6.28)).

Paramètres à identifier

Nous devons identifier deux propriétés, la perméabilité statique différentielle
[μ] et le paramètre structurel dynamique [Λ]. Dans la configuration du cadre
RSST300, il s’agit de deux matrices. Elles sont définies par deux réels sur la
diagonale si elles sont écrites dans les axes principaux cristallographiques du
matériau (i.e. les axes facile et difficile d’aimantation). Les dépendances sont
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identiques à la configuration Epstein à ceci près que B ou HM sont maintenant
des vecteurs à deux dimensions et qu’il faudra prendre en compte la variation de
son module et de l’angle qu’il font avec une direction donnée (un axe particulier
d’anisotropie par exemple). La figure 7.15 donne l’identification statique de la
reluctivité et la figure 7.16 propose une identification du tenseur [Λ].

Figure~7.16: Identification de [Λ] diagonale avec les pertes mesurées (� : Λx,
� : Λy).

Méthodes de calcul

La simulation passe par un calcul de diffusion du champ magnétique dans l’é-
paisseur de la tôle. Le problème est à une dimension et ne nécessite la détermina-
tion que d’une seule inconnue qui ne dépend que de cette dimension (la position
dans l’épaisseur). Cette inconnue sera la composante normale du potentiel vec-
teur magnétique A tel que B =∇∧A. L’équation de diffusion utilisée est dans
ce cas donnée par (6.4) avec toujours Λ = Λh et Λe = 0 (une autre possibi-
lité est un formulation directe en champs [OLI_4]). En régime unidirectionnel
linéaire (i.e. lorsque tous les coefficients sont constants en cours de cycle); nous
ferons un simple calcul de diffusion analytique dans le domaine fréquentiel à
l’aide d’une transformation de Fourier (cf chapitre 6 § 6.2.3). Une résolution
analytique sera aussi envisagée lorsque seule la perméabilité est non linéaire. En
régime unidirectionnel non linéaire pour les deux paramètres statique et dyna-
mique, nous passerons par un calcul numérique de la diffusion dans l’épaisseur
de la tôle. La méthode utilisée est celle des différences finies (Chapitre 6 § 6.2.5).
Aucune mesure ne sera effectuée par nous même pour tester ces procédures, mais
nous nous plaçons dans une perspective de fourniture d’un outil automatique
aux expérimentateurs qui désirent communiquer les propriétés matériaux aux
ingénieurs matériaux, concepteurs, modélisateurs et simulateurs.
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7.3.2 Principes et algorithmes

Les algorithmes correspondant à cette configuration ressemblent de très près
aux précédents. Il s’agit juste de les adapter pour les nouvelles observables et
variables d’observation. Il faut en particulier ici traiter deux observables à la fois
(pour les deux directions, μapp et �θapp ou bien Πmfx et Πmfy) et ajouter une
variable d’évolution (ici l’angle θ de l’induction imposée en bijection directe avec
le temps t) même pour l’identification du tenseur reluctivité [ν] (ou perméabilité
[μ] = [ν]−1, cf § 6.2.3 et équation (6.50)) en régime statique; et du tenseur [Λ]
en régime dynamique. Nous nous limiterons dans une première étude au cas [ν]
variable et [Λ] constant en cours de cycle.

Figure~7.17: Evolution des pertes mesurées en fonction des pertes calculées,
respectivement suivant � : x, � : y et � : x+ y. Marqueurs vides (sans parois),
marqueurs pleins (avec parois).

7.3.3 Résultats sur un échantillon

M330-35A (0.35 mm, 3.3 W.kg−1 à 1.5 T et 50 Hz)

Les résultats obtenus dans ce paragraphe sont issus de mesures effectuées an-
ciennement au LEG par Sorin Aurel Spornic [SPO_1]. Le tenseur reluctivité
est identifié directement grâce à (6.51a) par mesure du champ appliqué et de
l’induction apparente. Une indétermination sur le calcul apparaît pour les axes
d’anisotropie, celle-ci est évitée par un lissage des résultats (Figure 7.15). Une
première tentative d’identification bi-directionnelle a été réalisée toujours en ap-
prochant les pertes calculées (6.28) des pertes mesurées pour un tenseur

[
Λ2

]
particulier (diagonal) [OLI_4]. Il ressort de ces premiers essais que bien que
l’accord à l’expérience soit plus fin avec les parois que sans (Figure 7.17), les
pertes restent très sensibles aux variations de Λ et que les conditions d’égalité de
deux observables en même temps ne sont ni évidentes, ni uniques (probablement
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à cause des non-linéarités). Tout ceci rend nos interprétations réservées même
si le fait de trouver des tailles caractéristiques inférieures aux dimensions habi-
tuelles en sollicitation unidirectionnelle (voir figure 7.16) n’est pas absurde au
regard des couplages entre directions et des moyennes apparaissant dans (4.54a)
(les sollicitations éveillent les parois dans toutes les directions, qui ne parti-
cipent pas toutes équitablement dans une direction donnée). Cette description
confirme le lien entre phénomènes dynamiques locaux de structure magnétique
et observations macroscopiques. Elle ne garantit en rien une mesure exacte de la
subdivision en domaines; seulement sa moyenne spatiale corrigée par d’autres
comportements: mobilité de parois...(cf équation (4.54a)) difficilement identi-
fiables séparément (sinon à l’aide de stratégies de mesures particulières). De
plus, outre sa limite quant à la négligence de l’hystérésis statique et un do-
maine de validité en fréquence restreint à celui de l’Electrotechnique classique;
ce modèle ne sera utile et performant (plus que ce que montre la figure 7.18)
qu’avec une identification précise des propriétés tensorielles variables avec le mo-
dule et l’angle de l’induction, en relation avec l’anisotropie, la métallographie,
la structure magnétiques et la conductivité électrique des matériaux.

Figure~7.18: Comparaison entre mesures (–) et simulations (•− : [Λ] = 0,
−− : [Λ] identifiée avec les pertes, grandeur globale) à B = 1.0 T et f = 100
Hz. La mesure à 30 Hz (••) est reportée.

7.4 Analyse d’incertitudes

7.4.1 Problèmes liés au modèle

Le modèle utilise une description moyenne statistique des champs et des pro-
priétés (cf chapitre 4) intégrant les processus microscopiques liés au déplace-
ment des parois magnétiques. Cependant, et de part les outils lissage spatial et
moyenne statistique, les détails de la structure magnétique ont topologiquement
disparu. Cette représentation simplifiée pourra donc choquer certaines sensibi-
lités mais nous gardons tout de même l’information de ces dynamiques micro-
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scopiques dans l’énergie, l’intensité et la phase du champ lissé. As-t-on le droit
d’adopter ce raisonnement? Nous n’avons pas la réponse et nous pouvons juste
prétendre proposer une modélisation physique et une méthode mathématique
susceptibles de rendre la description et la méthode a priori déterministes et,
sous certaines conditions (introduction de la partie III et du chapitre 7 présent),
indépendantes de la géométrie et de la forme d’onde. Ce déterminisme formel ne
peut naturellement se passer des mesures expérimentales qui permettront d’une
part de fournir la carte d’identité du matériau compatible avec cette représen-
tation et d’autre part, soit de confirmer, soit d’infirmer nos différentes asser-
tions. Il est clair par exemple que nous oublions ainsi tous les processus pseudo-
chaotiques provoquant des bifurcations par modifications structurales brusques,
singularité et changement d’évolution des propriétés et pire de la description
physique même. Là encore, on peut imaginer rationaliser l’irrationnel (étude des
transitions ordre-désordre et de l’ordre dans le désordre, [GIG_1], [CHE_2]).

7.4.2 Erreurs de mesure et d’identification

Erreurs de mesure

La chaîne de mesure est schématisée dans l’annexe 20. On distingue trois types
d’incertitudes [TAY_1]:

1. Les erreurs systématiques (∆s) (inexactitudes ou erreur de justesse par
rapport à la cible ou aux références et étalons internationaux):

Elles peuvent être typiquement liées à un problème d’étalonnage ou de
calibration des appareils de mesure pour que l’information communiquée
à l’utilisateur soit fiable et internationalement comparable avec d’autres
mesures. Je ne me suis pas assurer de la qualité de mes mesures suivant cet
aspect fin (mais le banc a déjà été utilisé et validé par le passé); nous nous
contenterons d’imaginer que les valeurs manipulées se trouvent toutes au-
tour d’un point ciblé qu’il suffirait ensuite de translater pour retrouver les
valeurs absolues. Les procédures de vérifications normatives en terme de
mesure étant longues et fastidieuses, et l’objectif de ce travail étant dans
un premier temps de mettre en évidence et de modéliser un phénomène
physique; nous remettons à plus tard la maîtrise des erreurs systéma-
tiques. Celles-ci peuvent aussi être dues à des perturbations extérieures de
dérive (Température de dérive, pollution électromagnétique, contraintes
mécaniques, ...). Les mesures ont heureusement été réalisées dans une at-
mosphère et un environnement relativement stables en température, cont-
raintes sur l’échantillon et pollutions électromagnétiques. L’exactitude des
mesures ne peut donc pas être assurée mais nous sommes un peu plus fixés
sur la constance dans le temps de l’inexactitude, même si non encore éva-
luée (i.e. peu de dérive excepté à cause du champ terrestre, voir tableau
7.3). Voici les principales causes potentielles d’erreur systématique et de
dérive:
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• champ magnétique terrestre,

• offsets,

• imperfections et décalages géométriques du montage expérimental,

• échauffement interne dû à l’effet Joule des courants induits1. L’éner-
gie perdue sert d’ailleurs essentiellement à cette élévation de tempé-
rature.

2. L’imprécision des mesures (∆i):

Elle résulte en partie de la résolution limitée intrinsèque aux appareils
utilisés (de par leur conception technologique):

• la chaîne d’acquisition en tension,

• la chaîne de mesure en courant.

3. La dispersion statistique (erreur aléatoire ou reproductibilité) (∆d):

Il s’agit de l’écart-type ou quadratique moyen à la valeur moyenne me-
surée. Elle est causée par des fluctuations ambiantes (problème d’immu-
nité face aux perturbations extérieures: agitation thermique, contraintes
périodiques induites, champs variables extérieurs perturbateurs, harmo-
niques et bruits) ou intrinsèque au phénomène physique étudié (interven-
tion d’autres phénomènes non pensés, bifurcations chaotiques, ...). Des
estimations de ces erreurs sont données dans le tableau 7.3. Nous avons la
chance d’avoir des appareils de mesure et une boucle d’acquisition relative-
ment précis et stables. Il reste en revanche des perturbations difficilement
contournables:

• bruit blanc d’agitation thermique,

• bruit et harmoniques des appareils et du montage,

• magnétostriction induite par le champ variable à haute induction.

Ces erreurs peuvent être exprimées soit de manière absolue (quantité d’er-
reur fixe quelquesoit la valeur mesurée), soit de manière relative (un certain
pourcentage de la valeur mesurée).

1Un calcul approximatif de l’augmentation de température induite par l’effet Joule des
courants induits (σ−1j2), tenant compte de la capacité calorifique volumique (Cpv � 2.12e+5
J.K−1m−3) et de la conductivité thermique (kT � 20 W.K−1.m−1) du Fer permet d’évaluer
les échauffements maximums temporaires locaux à environ 0.03◦C.Hz−1.T−1 et de montrer
que l’élévation globale de température se stabilise à un maximum de 0.01◦C.Hz−1.T−1 (ξ �
0.5 mm est l’épaisseur de la tôle)

∆Tmax
fB

� 2πH
Cpvfξ2+kT

ξ2

avec une constante de temps de l’ordre de

τ th � Cpvξ
2

kT
� 3 ms

Ce qui n’est pas suffisant pour avoir un effet observable sur la dégradation de la perméabilité
et l’abaissement de l’induction jusqu’à plusieurs kHz.
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Erreurs du calcul d’identification

L’identification des propriétés matériaux a été effectuée à l’aide d’une compa-
raison entre grandeurs observables calculées et grandeurs mesurées. Le calcul
d’une part se base sur le choix d’un modèle (§ 7.4.1) et d’autre part sur une
méthode mathématique analytique ou numérique (voir chapitre 6). Il est donc
certain que quelques erreurs d’imprécision relative (surtout numériques) soient
à prendre en considération (∆c). Certaines précautions ont été prises de manière
à ce que ces incertitudes, liées aux méthodes et aux outils de calcul, restent mal-
gré tout maîtrisées et comparables (nous espérons inférieures) aux imprécisions
de mesure. Nous distinguons deux sources principales d’erreur numérique (cf.
tableau 7.3):

• erreur d’approximation des dérivées d’espace et de temps (discrétisation
et développements limités) évaluée à 1 %,

• erreur dans le calcul d’inversion (conditionnement de matrice) du même
ordre (2 %).

Erreur totale

En listant quelques causes d’incertitudes possibles et en évaluant leur impact
en terme d’erreur absolue ou relative (Tableau 7.3); nous pouvons estimer
l’erreur totale ∆H sur le champ appliqué Ha (Ha,vrai = Ha,mes ±∆H) et ∆Bf
sur le produit 〈B〉 f (〈B〉 fvrai = 〈B〉 fmes ±∆Bf ) de nos mesures (∆mes =
∆s +∆i +∆d) et identifications (∆sim = ∆s +∆i +∆d +∆c)

∆H,mes � (10 + 0.03 ∗ |Ha|) A.m−1 (7.2)

∆Bf,mes � (270 + 0.04 ∗ |〈B〉 f |) mT.Hz (7.3)

∆Bf,sim � (270 + 0.07 ∗ |〈B〉 f |) mT.Hz (7.4)

Pour conclure ce chapitre, nous dirons que ces incertitudes décelées rendent
nos résultats certes non exacts mais comparables entre eux, relativement repro-
ductibles et surtout perfectibles. Compte tenu des incertitudes expérimentales
et théoriques citées précédemment (créant des écart-types acceptables sur l’in-
duction simulée), notre représentation permet une reproduction fidèle du com-
portement dynamique réel du matériau. Cependant, nous observons des erreurs
plus importantes sous certaines conditions extrêmes (écart-types importants sur
l’induction simulée, voir figure 7.6). Certaines différences en régime non-linéaire
(haute induction) sortent même de nos barres d’erreur, ceci semble indiquer que
la modélisation est sans doute incomplète ou que des paramètres sont probable-
ment encore mal calés, ou bien encore que les phénomènes microscopiques sont
peu ou pas reproductibles avec exactitude. Le calcul et la mesure des pertes
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absolue relative grandeur
Erreurs Systématiques (∆s)
Champ terrestre 8 A.m−1 - Ha
Imperfections géométriques - 1 % Ha
Imperfections géométriques - 1 % 〈B〉 f
Imprécisions (∆i)
Résolution ampèremètre 0.05 A.m−1 - Ha
Résolution voltmètre 13 mT.Hz - 〈B〉 f
Acquisition intensité - 2 % Ha
Acquisition tension et fréquence - 3 % 〈B〉 f
Fluctuations (∆d)
Bruit Intensité 1 A.m−1 - Ha
Bruit tension 250 mT.Hz 〈B〉 f
Erreurs numériques (∆c)
Discrétisations - 1 % 〈B〉 f
Inversion numérique - 2 % 〈B〉 f
Bilan Ha 10 A.m−1 3 % Ha
Bilan < B > 270 mT.Hz 7 % 〈B〉 f

Tableau 7.3: Budget d’incertitudes

quant à eux restent toujours relativement précis (erreur relative probablement
inférieure à 5 %, Pm = Pm ± (1 + 0.01 ∗ Pm) mW.kg−1, cf surface des cycles
simulés et mesurés). Enfin, n’oublions pas qu’il ne s’agit en aucune manière d’un
sondage précis du coeur de la matière, i.e. de sa structure magnétique. D’une
part parce qu’à l’aide de grandeurs globales moyennées nous ne pouvons a priori
identifier que des propriétés moyennes homogénéisées, qui plus est corrigées par
plusieurs autres comportements (voir équations (4.54a) et suivantes); et d’autre
part parce que cette identifcation correspond à un choix particulier de modèle
et de condition limite (Λe = 0, Λ = Λh homogénéisé, Λh,surf � Λh,bulk, cf.
§ 6.2.4). En revanche cette propriété homogénéisée rendue locale, si elle garde
une pertinence indépendante de la géométrie adoptée par ce matériau particu-
lier, peut avoir un intérêt important dans la re-simulation d’autres géométries
(pourvu qu’elles restent macroscopiques) contenant le même matériau; dans un
but de prédiction des pertes, de conception fine; de comparaison d’architectures
ou même d’optimisation.

7.5 Conclusion

En adoptant un principe d’homogénéisation volumique et en attribuant une
nouvelle propriété, dite structurelle dynamique, à nos matériaux ferromagné-
tiques doux; nous avons entrepris quelques caractérisations expérimentales sur
deux échantillons classiques de Fer-Silicium dans deux configurations. Une sol-
licitation sur tôle mince en champ unidirectionnel, puis une sollicitation sur
plaque en champ bidirectionnel. Il en est ressorti des modèles de carte d’iden-
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tité pour ces matériaux, constitués de deux ou trois informations utiles à la
reconstruction de leur comportement pour toutes formes d’ondes. Ces informa-
tions, scalaires ou tensorielles, sont la perméabilité statique anhystérétique, les
paramètres d’un modèle d’hystérésis statique et la propriété structurelle dy-
namique (liée au mouvement des objets de la structure magnétique). L’accord
intéressant entre la mesure et la simulation avec des signaux quelconques, a pos-
teriori de l’identification, renforce l’intérêt et la pertinence de la représentation
proposée.
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Figure~7.19: Algorithme d’identification en configuration Epstein linéaire.
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Figure~7.20: Algorithme d’identification en configuration Epstein non-linéaire.
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Figure~7.21: Algorithme d’identification de l’hystérésis statique.
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La Simulation Numérique
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” Le rôle des mathématiques est double en Physique. D’une part, elles servent
à traduire en un formalisme adéquat les hypothèses et les modèles de la réalité sur
lesquels la physique se fonde, ce qui rend possibles des enchaînements logiques
informulables en langage ordinaire, grâce auxquels on tire, des principes initiaux,
les conclusions numériques qui permettent des les confronter à l’expérience. Mais
c’est là presque un rôle subalterne, bien qu’il soit nécessaire. Le rôle principal
des mathématiques est structural et consiste à donner à la théorie un squelette,
une armature ”

Georges Lochak
(La géométrisation de la physique)
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La conception assistée par ordinateur, via des méthodes numériques (type
éléments finis), s’appuie actuellement toujours sur un comportement empirique
du matériau, hérité des méthodes d’estimation a posteriori des pertes; i.e.
n’intégrant pas la réalité physique des objets magnétiques microscopiques (pa-
rois et domaines), et donc les mécanismes d’aimantation [MAZ_1]. En effet, il
existe aujourd’hui deux méthodes pour prendre en compte ces phénomènes:

• La première consiste en une définition d’une loi de comportement hystéré-
tique du matériau, gourmande en temps de calcul et problématique en
convergence ( [OSS_3], [RAU_2], [OSS_1]),.

• La deuxième est une réadaptation des résultats a posteriori des simu-
lations grâce à des modèles de perte et d’hystérésis rapides et perfor-
mants [HEV_1].

Nous proposons ici une alternative qui consiste en l’introduction a priori de
la physique des mécanismes d’aimantation dynamiques dans les calculs numé-
riques avec un coût de calcul minimum, via des formulations dédiées aux maté-
riaux doux en régime transitoire et périodique.



Chapitre 8

Formulations Dédiées

” Le livre de la nature est écrit en langage mathématique ”

Galileo Galilei

241
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Nous représentons figure 8.1 le type de problème à résoudre. Nous nous
intéressons ici à ce qui se passe dans ΩMi et sur ses frontières.

Figure~8.1: Présentation d’un problème type à résoudre, contenant des pièces
ferromagnétiques douces.

L’intéraction champ-matière dans ces régions magnétiques et conductrices
est régie par les équations de Maxwell suivantes

∇ · ∂tB = 0 (8.1)

∇ ∧E+ ∂tB = 0 (8.2)

∇ · J = 0 (8.3)

∇ ∧H− J = 0 (8.4)

Il est nécessaire d’y adjoindre les équations constitutives statiques et dyna-
miques du matériau:

• Propriété magnétique statique B(HM )

∂tB = μ∂tHM (8.5)

μ =

[
∂B

∂HT
M

]
=

[
∂BT

∂HM

]T
(8.6)

μ est la perméabilité magnétique statique différentielle.
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• Propriété électrique statique J(EM )

∂tJ = σ∂tEM (8.7)

σ =

[
∂J

∂ETM

]
=

[
∂JT

∂EM

]T
(8.8)

σ est la conductivité électrique statique différentielle (elle sera souvent
égale à la conductivité statique et constante).

• Propriété magnétique dynamique Hdyn(HM , ∂tHM )

Hdyn = τh∂tHM (8.9)

τh = σΛ2hμ (8.10)

τh est appelée la temporisation structurelle magnétique.

• Propriété électrique dynamique Edyn(EM , ∂tEM )

Edyn = τe∂tEM (8.11)

τe = μΛ2eσ (8.12)

τe est appelée la temporisation structurelle électrique. L’ajout de cette
propriété sera juste envisagé et étudié mais non testé numériquement dans
ce chapitre.
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8.1 Formulation TM-ΦM

8.1.1 Position du problème

Dans la présente formulation, nous projetons numériquement les deux premières
équations de (8.1); les deux dernières étant assurées implicitement par le jeu
d’inconnues choisi. En effet, nous écrivons

HM = TM −∇ (ΦM ) (8.13)

H = T−∇ (Φ) (8.14)

Ainsi la conservation des courants libres et l’équation de Maxwell-Ampère
sont automatiquement résolues. Les développements qui vont suivre consistent
à résoudre, ou trouver les inconnues (TM ,ΦM ) vérifiant, la conservation du flux
et l’équation de Maxwell-Faraday ( [OLI_1], [OLI_3], § 8.2). Sur les plans de
symétrie et aux bords du domaine d’étude, l’une des deux conditions suivantes
s’applique

∂tB · n = μ∂tHM · n = 0 sur ∂ΩB0 (8.15)

H ∧ n = (1 + τh∂t)HM ∧ n = 0 sur ∂ΩH0 (8.16)

Il peut être intéressant de regarder ce que cela implique sur un choix possible
des potentiels (sachant que TM = T0 et ΦM = ΦR si on est dans l’air et sans
mouvement de ”l’infini”)

TM · n = 0 et ∇ (ΦM ) · n = 0 sur ∂ΩB0 (8.17)

TM ∧ n = 0 et ΦM = cste sur ∂ΩH0 (8.18)

A l’interface entre deux milieux aux propriétés physiques différentes et où il
n’y a pas de courants ni de charges surfaciques, nous avons conservation habi-
tuelle des composantes normale de B, tangentielle de E, normale de J et tangen-
tielle de H. Les deux premières sont vérifiées grâce à la projection (TM ,ΦM ) ici
présente. En revanche, il faut s’assurer des deux dernières à l’aide d’une formu-
lation de couplage (§ 8.2). Leurs expressions à l’aide des inconnues sont données
au chapitre 5 (§ 5.4.1).

8.1.2 Discrétisation à l’aide des éléments finis

La méthode des éléments finis propose d’interpoler les inconnues à l’aide de
fonctions tests élémentaires

{
αϕp

}
et

{
αtq

}
(pour ΦM et TM respectivement),

définies en chaque noeud du maillage (ou milieu d’arrête suivant le type d’inter-
polation). Chacun des espaces ainsi formé est un espace vectoriel orthonormé
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sur lequel peuvent-être projetées nos inconnues, et où les coordonnées sont jus-
tement les valeurs aux noeuds1

ΦM (x, t) =
∑

noeud p

ΦMp (t)αϕp (x) (8.19)

TM (x, t) =
∑

noeud q

TMq (t)αtq (x) (8.20)

=
∑

noeud q

∑
composante j

TMqj (t)γtqj (x) (8.21)

Ces fonctions tests (ou de forme) sont de plus choisies dans des espaces de
fonctions spécifiques pour respecter une énergie qui est bornée et sommable, et
certaines conditions limites naturelles, assurant la minimisation de la fonction-
nelle2 [LEF_1]

αϕp ∈ P (Ω) =
{
v ∈ L2 (Ω) ; ∇ (v) ∈ L2 (Ω) et v = 0 sur ∂ΩH0

}
(8.22)

αtq ∈ T (Ω) =
{
v ∈ L2 (Ω) ; ∇ (v) ∈ L2 (Ω) et v = 0 sur ∂ΩB0

}
(8.23)

γtqj ∈ −→
T (Ω) =

{
w et ∇ ∧w ∈ L2 (Ω) ; w ∧ n = 0 sur ∂ΩB0

}
(8.24)

8.1.3 Résidus

Nous allons maintenant procéder à la projection des équations aux dérivées
partielles à résoudre par la méthode de galerkin [ARI_1] équivalente au principe
variationnel. Ces projections se présentent sous la forme de quantités intégrées
dans des volumes et/ou surfaces, qu’il faut ensuite annuler par une méthode
numérique matricielle.

• Le premier résidu R1 scalaire permet la résolution de la conservation
du Flux. En utilisant certaines transformations vectorielles et intégrales
usuelles (cf annexe 12) et en imposant par ailleurs une condition de conti-
nuité de la composante normale de ∂tB à chaque interface (cette com-
posante étant nulle sur la frontière ∂ΩB0 ) et de nullité des αϕp sur les

1Dans un repère (u1,u2,u3), on a la définition et la propriété suivantes:
γtqp = αtqup(−∇αtq ∧E)p = (

∇ ∧ γtqp
)
E

Remarquons enfin que l’espace et le temps réapparaissent ici séparés même si ce n’est pas
le cas pour les équations résolues. Cette séparation permet d’exprimer plus simplement toutes
les différentiations spatiales (rotationnel, divergence, gradient). On pourrait imaginer d’autres
modes d’interpolation avec des fonctions de forme particulières variables dans le temps (comme
lorsque le maillage change en cours de déformation ou de mouvement).

2L2 (Ω) est l’ensemble des fonctions de carré Lebesgues intégrables.
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Figure~8.2: Géométries réduites simples de quelques cas tests. Les conditions
limites utilisées pour les simulations tests sont indiquées pour le cylindre. Elles
sont similaires pour la tôle et le barreau. Le champ magnétique est appliqué
en surface à l’aide d’un gradient de potentiel scalaire magnétique Φ. l’épaisseur
caractéristique des échantillons est de l’ordre de 0.5 mm. Le matériau est du
FeSi type M400-50A.

frontières ∂ΩH0 , le résidu à annuler devient

∀p : R1p =
∫∫∫

ΩMi

αϕp (∇ · ∂tB) d3x = 0

⇔ R1p =

∫∫∫
ΩMi

−∇
(
αϕp

)
· ∂tBd3x+

∫∫
∂Ω

αϕp∂tB · d2x = 0 (8.25)

Dans l’écriture de la formulation volumique pour la région ΩMi , seule
l’intégrale volumique nous concerne directement. L’intégrale de surface
est, soit normalement déjà résolue par ailleurs dans une formulation de
couplage (avec couplage circuit [MEU_1], [LEF_2]), soit automatique-
ment nulle pour un résidu écrit uniquement en volume (en effet en chaque
noeud de ce volume les αϕp sont nulles en surface).

• Le deuxième résidu R2 vectoriel permet la résolution de l’équation de
Maxwell-Faraday ajoutée d’une jauge sur le potentiel TM (Jauge de Cou-
lomb: ∇ (

σ−1∇ ·TM
)
= 0). En utilisant certaines transformations vec-
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torielles et intégrales usuelles (cf annexe 12) et en imposant par ailleurs
une condition de continuité de la composante tangentielle de E à chaque
interface (cette composante étant nulle sur la frontière ∂ΩB0 ) et de nullité
des αtq sur les frontières ∂ΩH0 , le résidu à annuler devient

∀ (q, j) : R2qj = R2q · uj
=

∫∫∫
ΩMi

((
∇ ∧ γtqj

)
E+

(
∇ · γtqj

) (
σ−1 (∇ ·TM )

)
+ γtqj · ∂tB

)
d3x

+

∫∫
∂ΩMi

αtq
(−E ∧ d2x+ σ−1 (∇ ·TM )d2x

)
= 0 (8.26)

Dans l’écriture de la formulation volumique pour la région ΩMi , seule
l’intégrale volumique nous concerne directement. L’intégrale de surface
est, soit normalement déjà résolue par ailleurs dans une formulation de
couplage (avec couplage circuit [MEU_1]), soit automatiquement nulle
pour un résidu écrit uniquement en volume (en effet en chaque noeud de
ce volume les αtq sont nulles en surface, en s’assurant que ceci reste vrai
pour une surface courbe).

Pour calculer correctement ces résidus, nous devons aussi exprimer les champs
et courants impliqués en fonction des inconnues degrés de liberté, et mieux les in-
terpoler sur les espaces de fonctions de forme (Exemple: HM =

∑
q

∑
j TMqjγtqj−∑

pΦMpαϕp). Cette interpolation devient particulière lorsqu’il s’agit de calculer
les courants libres impliquant le rotationnel du champ magnétique, car il faut
alors récupérer la propriété dynamique aux noeuds. Ces expressions permett-
ront d’autre part d’en déduire plus facilement la forme des matrices Jacobiennes
(§ 8.1.4 suivant). Récapitulons l’ensemble des résidus volumiques sous la forme
d’un seul vecteur de dimension quatre fois (une fois pour le résidu scalaire et
trois fois pour le résidu vectoriel) le nombre de noeuds.

R =

(
R1p
R2qj

)
=

⎛⎜⎜⎜⎝
∫∫∫

ΩMi
−∇

(
αϕp

)
· ∂tBd3x∫∫∫

ΩMi

⎛⎝ (
∇ ∧ γtqj

)
E+(

∇ · γtqj
) (
σ−1 (∇ ·TM )

)
+ γtqj · ∂tB

⎞⎠ d3x
⎞⎟⎟⎟⎠

(8.27)

8.1.4 Jacobiens

Ces tenseurs Mmn sont définis par (V : variable inconnue, i.e. TM ou ΦM )

Rm (t+ θdt)k+1 = Rm (t+ θdt)k +Mmn (t+ θdt)k� (Vn (t+ dt))k→k+1

Mmn (q, j, p, i; t+ θdt) = +

(
∂Rm (q, j; t+ θdt)

∂Vn (p, i; t+ dt)

)
(8.28)
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Figure~8.3: Simulation du flux complexe moyen traversant l’échantillon (ici la
tôle d’apaisseur 1 mm), réduit par rapport à la réponse statique (données du
FeSi M400-50A). Le filtre passe bas attendu est correctement décrit et en accord
avec la formulation standard couplée à une perméabilité complexe équivalente.
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Ils permettent de résoudre les équations de Maxwell sur un espace discrétisé
à l’aide d’une simple résolution matricielle à chaque pas de temps et itération k
à l’instant intermédiaire (t+ θdt) (Méthode non-linéaire type Newton-Raphson
[OSS_1] avec relaxation et procédé d’inversion de matrice [ARI_1]. Pour toute
grandeurA calculée en (t+ θdt), nous avonsA (t+ θdt) = (1− θ)A (t)+θA (t+ dt),
0 � θ � 1). Alors que les résidus précédents (§ 8.1.3) sont identiques aux résidus
classiquement rencontrés sans processus microscopiques et pour des matériaux
homogènes tels que le cuivre, nos matrices Jacobiennes inclueront quant à elles
des termes dynamiques additionnels ( [OLI_1], [OLI_3]). A savoir que les ré-
sidus doivent être exacts et écrits rigoureusement tandis que les Jacobiens, ne
permettant que de donner une direction de recherche, peuvent être plus approxi-
matifs. Nous simplifierons donc les différentiations tout en gardant un maximum
d’information sur la bonne direction (des expressions encore plus fines pourraient
de plus permettre d’améliorer la convergence et d’accélérer la recherche de la
solution).

Figure~8.4: Cycles d’Hystérésis en régime transitoire et pour différentes densités
équivalentes de parois. La tôle en FeSi est soumise à un champ magnétique
sinusoïdal en surface à la fréquence de 500 Hz.
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(
M11 (t+ θdt) M12 (t+ θdt)
M21 (t+ θdt) M22 (t+ θdt)

)
k

.�
(
ΦMp (t+ dt)
TMqj (t+ dt)

)
k→k+1

= −R (t+ θdt)k

M11 (p, q; t+ θdt) =

∫∫∫
ΩMi

(
∇

(
αϕp

)
.
μ (t+ θdt)

dt
.∇

(
αϕp

))
d3x

M12 (p, q, j; t+ θdt) =

∫∫∫
ΩMi

(
−∇

(
αϕp

)
.
μ (t+ θdt)

dt
.γtqj

)
d3x

M21 (q, j, p; t+ θdt) =

∫∫∫
ΩMi

(
−γtqj .

μ (t+ θdt)

dt
.∇

(
αϕp

))
d3x

M22 (q, j, p, i; t+ θdt) =

∫∫∫
ΩMi

⎛⎜⎜⎝
(
∇ ∧ γtqj

)
.σ−1

(
θ + τh(t+θdt)

dt +
τe(t+θdt)

dt + τh(t+θdt)τe(t+θdt)
dt2

)
.
(
∇ ∧ γtpi

)
+
(
∇ · γtqj

)
.θσ−1.

(
∇ · γtpi

)
+ γtqj .

μ(t+θdt)
dt .γtpi

⎞⎟⎟⎠ d3x
(8.29)

Nous avons pris l’option ici pour le premier résidu de résoudre (∇ ·∂tB = 0),
mais si on veut plutôt résoudre (∇ ·B = 0) alors il suffit de remplacer 1

dt par
jω dans R1, M11 et M12. Enfin, la formulation détaillée ci-dessus correspond à
celle utilisable en transitoire. Pour son homologue en harmonique; il suffit de
remplacer toutes les dérivées temporelles, i.e. 1

dt par jω; et les propriétés par
leur constantes respectives.

8.1.5 Tests et vérifications

Nous proposons de tester cette formulation 3-D sur un cas ou plusieurs cas tests
très simples, qui présentent l’avantage de pouvoir rapidement vérifier la cohé-
rence des résultats. Nous nous limiterons dans un premier temps au cas réduit
où l’existence d’une seule propriété dynamique τ = τh (avec τe = 0) suffit à
rendre compte du phénomène étudié (caractère passe-bas de la matière, hystéré-
sis dynamique et pertes fer). Une première étape consistera à faire ces calculs
en régime harmonique pour vérifier que les résultats sont identiques aux calculs
standards munis d’une perméabilité complexe équivalente; la deuxième étape
est de passer à un signal transitoire sinusoïdal pour vérifier encore une fois la
validité des résultats par rapport aux résultats harmoniques. L’objectif étant
de prétendre pouvoir ensuite simuler et prévoir la réponse à un signal transi-
toire quelconque et ce compte tenu d’éventuelles non-linéarités, pour lesquelles
la résolution harmonique devient obsolete. Ces cas tests seront ici des géomét-
ries réduites d’objets présentant de nombreuses symétries et invariances: une
tôle, un cylindre et un barreau ”infinis” (Figure 8.2). La procédure de couplage
aux interfaces air-fer, pour assurer certaines continuités des champs et courants,
n’étant pas encore implémentée, nous la réaliserons ici grâce à des contraintes
extérieures convenables appliquées directement sur l’échantillon test (voir figure
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8.2). Si nous regardons par exemple la diffusion magnétoharmonique du champ
dans la tôle et que nous traçons l’évolution du flux traversant l’échantillon, à
champ en surface imposé (∇Φ imposé en surface), en fonction de la fréquence
f et de la propriété Λ; nous retrouvons le caractère passe-bas escompté (cf.
figure 8.3, [OLI_1], [OLI_3]). De plus, ces résultats sont rigoureusement iden-
tiques aux résultats obtenus avec la formulation standard utilisant une perméa-
bilité complexe équivalente en terme de pertes et de réponse linéaire harmonique
(μ
eq
= μ 1−jσΛ2μω

1+(σΛ2μω)2
). Enfin, nous pouvons aussi vérifier que les calculs transi-

toires obtenus avec un signal parfaitement sinusoïdal en régime linéaire sont en
accord avec la solution harmonique équivalente, ce qui nous encourage à croire
en la validité possible de cette implémentation. La figure 8.4 montre quelques
cycles transitoires reconstruits, toujours à champ imposé; on observe nettement
la dégradation de la perméabilité et de l’induction comme c’est aussi le cas dans
les expériences ( [BER_8], [BER_9]).

Figure~8.5: Géométrie du cas test étudié, une inductance à noyau de fer-doux
(gauche); distribution des courants libres induits et effet de peau correspondant
(droite). Le noyau de largeur 1 mm et longueur 10 mm est en FeSi (données de
l’échantillon M400-50A); la bobine autour, à 0.25 mm de distance, contient 100
spires et est couplée à une résistance de 10 Ω. Lé générateur fournit une tension
constante aux bornes de la bobine de 220 V alternatif.

8.2 Couplage TM-ΦM aux interfaces

A l’interface entre deux milieux aux propriétés physiques différentes et où il
n’y a pas de courants ni de charges surfaciques, nous avons conservation des
composantes normale de B (Bn), tangentielle de E (Et), normale de J (Jn) et
tangentielle de H (Ht). Les équations de Maxwell-Gauss pour B et de Maxwell-
Faraday étant par ailleurs "faiblement" résolues en volume (§ 8.1), les conditions
de continuité sur Bn et Et seront normalement vérifiées en surface. En revanche,
bien que la conservation des courants et l’équation de Maxwell-Ampère soient
"fortement" résolues en volume (8.13), la formulation TM − ΦM n’assure pas
pour autant les conditions surfaciques à imposer sur Jn et Ht.
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8.2.1 Position du problème

L’objet de cette section est justement de proposer une formulation de couplage
aux interfaces ∂Ωrs pour imposer ces conditions de continuité physiques et né-
cessaires; sachant que les potentiels inconnus pour exprimer les champs et/ou
courants peuvent être différents suivant la région r ou s dans laquelle on se
trouve. On rappelle leurs expressions en fonction des champs H(r) et H(s) des
deux régions voisines (nrs est le vecteur unitaire normal à l’interface orienté de
r vers s) [OLI_6]

(
H(r) −H(s)

)
∧ nrs = 0 (8.30)(

J(r) − J(s)
)
· nrs = 0 (8.31)

Nous proposerons ici de regarder ce couplage particulier entre le fer (TM ,ΦM )
et l’air (T0,ΦR) (interface ∂Ω = ∂ΩMi0 ou ∂Ω0Mi, voir figure 8.1) et en fonction
des potentiels inconnus

n0i ∧ {T0 − (1 + τh∂t (·))TM} = 0 (8.32a)

−n0i ∧ {∇ΦR − (1 + τh∂t (·))∇ΦM} = 0 (8.32b)

Nous avons déjà vu au chapitre 5 (§ 5.4.1) qu’en imposant par ailleurs n0i ∧
TM = n0i∧T0 = 0 (par programme), il ne reste alors plus qu’à écrire une seule
relation entre les gradients des potentiels à l’interface:

−n0i ∧ {∇ΦR − (1 + τh∂t (·))∇ΦM} = 0 (8.33a)

8.2.2 Discrétisation à l’aide des éléments finis

Les potentiels sont interpolés classiquement à l’aide de fonctions de forme et des
valeurs inconnues aux noeuds (nos degrés de liberté)

ΦR (x, t) =
∑

noeud p

ΦRp (t)αϕp (x) (8.34)

ΦM (x, t) =
∑

noeud p

ΦMp (t)αϕp (x) (8.35)

avec les mêmes fonctions αϕp introduites en 8.1.2. La séparation espace et
temps permet là encore d’exprimer plus simplement toutes les différenciations
spatiales (gradient principalement ici).

8.2.3 Résidus

On cherche à minimiser l’intégrale surfacique suivante (il s’agit d’un terme de
pénalité ajouté à la résolution des autres équations, pour pouvoir prendre en
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Figure~8.6: Densité de pertes complexes calculée. �©: parties réelle et imagi-
naire avec une infinité de parois (Λ = 0), ♦�: la même chose avec parois limitées
(Λ = 100 micromètres).

compte simultanément les bonnes continuités sur les champs et courants en
surface) [OLI_6]

∫∫
∂ΩMi

(
1

2
C ‖μ‖ [[[∇ΦR − (1 + τh∂t (·))∇ΦM ] ∧ n0i] ∧ n0i]2

)
d2x (8.36)

sous une variation stationnaire de ΦR à ΦM constant (ce qui fournit le pre-
mier résidu surfacique R3),

R3q =

∫∫
∂ΩMi

(
C ‖μ‖

[[
∇

(
αϕq

)
∧ n0i

]
∧ n0i

]
·

[[[∇ΦR − (1 + τh∂t (·))∇ΦM ] ∧ n0i] ∧ n0i]

)
d2x (8.37)

puis sous une variation stationnaire de ΦM à ΦR constant (ce qui fournit le
deuxième résidu surfacique R4).

R4p = −R3p (8.38)

L’ajout du facteur multiplicatif ‖μ‖ (norme du tenseur perméabilité) per-
met d’améliorer le conditionnement de la matrice globale par comparaison aux
termes volumiques. Le paramètre C réglable est une constante de normalisation
pour encore améliorer la convergence et la qualité du couplage (l’idéal serait de
pouvoir rendre cette constante réglable et adaptative en fonction des valeurs de
champ en surface).
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8.2.4 Jacobiens

Il s’agit alors d’intégrer des termes matriciels supplémentaires dans la matrice
globale du système à résoudre. Les Jacobiens correspondant aux résidus de cou-
plage sont les suivants

M31 (p, q; t+ θdt) =

∫∫
∂ΩMi

⎛⎝ C ‖μ‖
[[
∇

(
αϕp

)
∧ n0i

]
∧ n0i

]
·

θ
[[
∇

(
αϕq

)
∧ n0i

]
∧ n0i

] ⎞⎠ d2x
M32 (p, q; t+ θdt) =

∫∫
∂ΩMi

⎛⎝ −C ‖μ‖
[[
∇

(
αϕp

)
∧ n0i

]
∧ n0i

]
·(

θ + τh(t+θdt)
dt

) [[
∇

(
αϕq

)
∧ n0i

]
∧ n0i

] ⎞⎠ d2x
M41 (q, p; t+ θdt) =

∫∫
∂ΩMi

⎛⎝ −C ‖μ‖
[[
∇

(
αϕq

)
∧ n0i

]
∧ n0i

]
·

θ
[[
∇

(
αϕp

)
∧ n0i

]
∧ n0i

] ⎞⎠ d2x
M42 (q, p; t+ θdt) =

∫∫
∂ΩMi

⎛⎝ C ‖μ‖
[[
∇

(
αϕq

)
∧ n0i

]
∧ n0i

]
·(

θ + τh(t+θdt)
dt

) [[
∇

(
αϕp

)
∧ n0i

]
∧ n0i

] ⎞⎠ d2x
(8.39)

Cette formulation de couplage peut-être implantée soit directement (mais
alors la propriété dynamique est celle du volume), ou bien par l’intermédiaire
d’une intégration dans une région surfacique de propriété contrôlée.

Figure~8.7: Puissance aborbée instantanée calculée. �©: f=50 Hz et 500 Hz
avec une infinité de parois (Λ = 0), ♦�: la même chose avec parois limitées
(Λ = 100 micromètres).
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8.2.5 Tests et vérifications

Nous pouvons maintenant tester cette proposition sur un problème réduit im-
pliquant une relation interne entre deux régions différentes (le fer et l’air pour
commencer). Le problème choisi est une inductance à noyau de fer-doux (voir
figure 8.5) se présentant sous la forme d’un simple barreau de section rectangu-
laire (Ce cas test constitue une partie souvent rencontrée dans de nombreuses
autres applications: transformateurs, actionneur type relai R5, ...etc... chapitre
9). Nous prenons en compte les relations de continuité à l’aide de la formulation
de couplage automatique proposée, et nous simulons la diffusion du champ à
l’intérieur du noyau, pour une tension imposée aux bornes de la bobine induct-
rice (cf. figure 8.5) [OLI_6]. La figure 8.6 donne la densité de pertes moyenne
calculées par intégration (8.40) dans tout le volume de fer en fonction de la
fréquence f et de la propriété dynamique Λ en régime magnéto-harmonique.
La partie imaginaire est la puissance réactive. Les pertes Fer correspondent à
la partie réelle. Comme attendu, elles augmentent avec la fréquence f et la
longueur caractéristique Λ (~diminution du nombre de parois).

Π(ω) = −
∫∫

∂ΩM

1

2
(E (x, ω) ∧H∗ (x, ω))d2x

=

∫∫∫
ΩM

1

2

(
σ |E (x, ω)|2 +H (x, ω) (jωB (x, ω))∗

)
d3x (8.40)

La figure 8.7 permet de vérifier que les calculs transitoires (8.41) et harmo-
niques s’accordent (8.42) une fois de plus (Θ(ω) est définie comme Π(ω) sans
conjugaison complexe des quantités duales). On observe toujours une puissance
instantanée absorbée plus importante à mesure que la fréquence f augmente ou
que le nombre de parois diminue (i.e. Λ augmente). En revanche, nous observons
aussi que la puissance est de plus en plus en avance de phase. Ceci est normal
car nous travaillons ici à tension fixée donc à flux (ou induction moyenne) im-
posé. Le champ magnétique nécessaire à la dynamique, y compris des parois,
doit donc être de plus en plus en avance par rapport à cette induction pour
que le déphasage entre les deux puisse naturellement augmenter comme observé
expérimentalement et donc comme escompté.

Π(t) = −
∫∫

∂ΩM

(E (x, t) ∧H (x, t))d2x

=

∫∫∫
ΩM

(
σ |E (x, t)|2 +H (x, t) ∂tB (x, t)

)
d3x (8.41)

ω

2π

∫ 2π/ω

0

Π(t) dt = Re (Π (ω)) (8.42)

Πmax −Πmin = 2 ∗ |Π(ω)| (8.43)

Π
(
t = 0

[π
ω

])
= Re (Π (ω)−Θ(ω)) (8.44)
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Sous réserve d’une vérification et optimisation des implémentations; et d’une
fourniture des propriétés intrinsèques identifiées (chapitre 7); on peut donc dé-
sormais imaginer simuler de manière automatique le comportement des organes
magnétiques doux au sein de diverses applications électrotechniques (transfor-
mateurs, capteurs, actionneurs, moteurs, ...etc...), en prenant en compte a priori
leur hystérésis dynamique et leur pertes fer totales.

Figure~8.8: Résultats 2-D donnant le module et la phase du flux complexe en
fonction de la fréquence et pour plusieurs densités de parois. La géométrie du
cas test est insérée en haut à gauche.

8.3 Formulation AM-ΨM

8.3.1 Position du problème

Dans la présente formulation, nous projetons numériquement les deux dernières
équations de (8.1); les deux premières étant assurées implicitement par le jeu
d’inconnues choisi. En effet, nous écrivons [OLI_5]
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EM = − (∂tAM +∇ (ΨM )) (8.45)

E = − (∂tA+∇ (Ψ)) (8.46)

Ainsi la conservation du flux et l’équation de Maxwell-Faraday sont automa-
tiquement résolues. Les développements qui vont suivre consistent à résoudre, ou
trouver les inconnues (AM ,ΨM ) vérifiant, la conservation des courants libres et
l’équation de Maxwell-Ampère [OLI_5]. Sur les plans de symétrie et aux bords
du domaine d’étude, l’une des deux conditions suivantes s’applique

∂tB · n = 0 sur ∂ΩB0 (8.47)

H ∧ n = (1 + τh∂t)μ
−1
s B ∧ n = 0 sur ∂ΩH0 (8.48)

Regardons ce que cela implique sur un choix possible des potentiels (hors
mouvement de ”l’infini”)

A ∧ n = 0 sur ∂ΩB0 (8.49)

A · n = cste sur ∂ΩH0 (8.50)

A l’interface entre deux milieux aux propriétés physiques différentes et où il
n’y a pas de courants ni de charges surfaciques, nous avons conservation habi-
tuelle des composantes normale de B, tangentielle de E, normale de J et tan-
gentielle de H. Les deux dernières sont vérifiées grâce à la projection (AM ,ΨM )
ici présente. En revanche, il faut s’assurer des deux premières à l’aide d’une
formulation de couplage (§ 8.3.3). Leurs expressions à l’aide des inconnues sont
données au chapitre 5 (§ 5.4.2).

8.3.2 Formulation 2-D surfacique

Bien que les équations à résoudre et les inconnues manipulées soient différentes,
les raisonnements et le déroulement des calculs discrétisés sont très proches de la
formulation précédente. En conséquence, nous ne détaillerons pas l’obtention de
cette formulation et nous donnerons ici directement les résidu et Jacobien corres-
pondant à ce système physique pour les problèmes particuliers bi-dimensionnels
avec les courants perpendiculaires au plan d’étude (i.e. colinéaires au vecteur
N, tout comme AM et A) et les champs dans ce même plan [OLI_5] (en ef-
fet, les formulations en potentiel vecteur magnétique sont généralement utilisées
surtout pour des problèmes 2-D, car beaucoup trop chères en 3-D en terme de
nombre d’inconnues).

• Résidu 2-D en AM (ΨM = Ψ = 0)

∀q : Rq ·N =

∫∫
∂Ω

((∇ (
αaq

) ∧N)
H− αaqN · J

)
d2x (8.51)
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• Jacobien 2-D en AM (ΨM = Ψ = 0)

M (q, p; t+ θdt) =

∫∫
∂Ω

⎛⎜⎜⎜⎝
(∇ (

αaq
) ∧N)( θ + τe(t+θdt)

dt +
τh(t+θdt)

dt + τe(t+θdt)τh(t+θdt)
dt2

)
·

μ−1 (t+ θdt)
(∇ (

αap
) ∧N)

+αaqN
σ(t+θdt)

dt αapN

⎞⎟⎟⎟⎠ d2x
(8.52)

8.3.3 Couplage aux interfaces linéiques

On cherche à minimiser l’intégrale linéique suivante pour assurer − (E ∧ n0i) ∧
n0i continu (B · n est automatiquement continu en 2-D car A · nrs ∝ N · n = 0
dans toutes les régions r et s)

∫
∂2Ω

(
1

2
C ‖σ‖ [[[∂tA− (1 + τe∂t (·)) ∂tAM ] ∧ n0i] ∧ n0i]2

)
dx (8.53)

sous une variation stationnaire deA àAM constant (ce qui fournit le premier
résidu surfacique R1),

R1q =

∫
∂2Ω

(
C ‖σ‖ [[αaqN ∧ n0i] ∧ n0i] ·

[[[∂tA− (1 + τe∂t (·)) ∂tAM ] ∧ n0i] ∧ n0i]
)
dx (8.54)

puis sous une variation stationnaire de AM à A constant (ce qui fournit le
deuxième résidu surfacique R2).

R2p = −R1p (8.55)

L’ajout du facteur multiplicatif ‖σ‖ (norme du tenseur conductivité) per-
met d’améliorer le conditionnement de la matrice globale par comparaison aux
termes surfaciques. Le paramètre C réglable est une constante de normalisation
pour encore améliorer la convergence et la qualité du couplage. Il s’agit main-
tenant d’intégrer des termes matriciels supplémentaires dans la matrice globale
du système à résoudre. Les Jacobiens correspondant aux résidus de couplage
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sont les suivants

M11 (p, q; t+ θdt) =

∫
∂2Ω

(
C ‖σ‖ [[αapN ∧ n0i] ∧ n0i] ·

1
dt

[[
αaqN ∧ n0i

] ∧ n0i]
)
dx

M12 (p, q; t+ θdt) =

∫
∂2Ω

( −C ‖σ‖ [[αapN ∧ n0i] ∧ n0i] ·(
1 + τe(t+θdt)

dt

)
1
dt

[[
αaqN ∧ n0i

] ∧ n0i]
)
dx

M21 (q, p; t+ θdt) =

∫
∂2Ω

( −C ‖σ‖ [[αaqN ∧ n0i] ∧ n0i] ·
1
dt

[[
αapN ∧ n0i

] ∧ n0i]
)
dx

M22 (q, p; t+ θdt) =

∫
∂2Ω

(
C ‖σ‖ [[αaqN ∧ n0i] ∧ n0i] ·(

1 + τe(t+θdt)
dt

)
1
dt

[[
αapN ∧ n0i

] ∧ n0i]
)
dx

(8.56)

Cette formulation de couplage peut-être implantée soit directement (mais alors
la propriété dynamique est celle de la région surfacique), ou bien par l’intermé-
diaire d’une intégration dans une région linéique de propriété contrôlée.

8.3.4 Tests et vérifications

Nous n’avons testé que la formulation interne au matériau (avec τ = τh et
τe = 0) sans couplage particulier aux interfaces. Le cas test proposé est tout
simplement un échantillon de tôle magnétique [OLI_5] (voir figure 8.8). Nous
insistons sur la différence de profil en potentiel entre le cas classique et le cas
dynamique (non représentée ici) car ceci est caractéristique d’une modification
de l’effet de peau par la présence des parois. La figure montre l’évolution du flux
traversant l’échantillon suivant la direction y dans le plan d’étude (l’intensité
du courant d’excitation est imposée dans un conducteur bobiné au primaire).
Le caractère passe-bas de la matière est encore et heureusement correctement
décrit.

8.4 Structures laminées quasi-périodiques

8.4.1 Description physique

Le calcul exact de tous les courants induits prendrait beaucoup trop de temps
et serait non relevant. En revanche, nous souhaitons savoir à l’avance leur in-
fluence en termes de réponse macroscopique amortie et de pertes d’énergie.
Nous proposons donc, tout comme nous l’avions fait avec les boucles de cou-
rants microscopiques, d’introduire ces dynamiques induites dans des formula-
tions dédiées homogénéisées. Grâce à des techniques d’approches rigoureuses
( [DUL_1], [DUL_2], [DUL_3], [GYS_1]) (cf. figure 8.9, a) + b)), nous pou-
vons simplifier la description physique et mathématique de la diffusion retardée
du champ dans chacune des feuilles métalliques en définissant une approxima-
tion du premier ordre du champ magnétique moyen H exprimé en fonction de
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Figure~8.9: Description de la méthode qui traite le problème des courants in-
duits aux différentes échelles. Nous gardons l’information provenant des deux
échelles microscopique et mésoscopique (courants induits autour des parois ou
dans l’épaisseur de la tôle).

l’induction moyenne B dans un repère particulier lié et orienté suivant la direc-
tion des tôles du paquet [OLI_5] (voir figure 8.10).

∂tB⊥ � μ⊥∂t
(
H⊥ − σ⊥Λ2∂tB⊥

)
(8.57)

∂tB// � μ//∂t

(
H// − σ//

(
Λ2 +

ξ2

12

)
∂tB//

)
(8.58)

σ et μ sont maintenant des tenseurs de rang 3 qui correspondent à la st-
ructure laminée clairement anisotrope (Figure 8.10, b)), en plus de l’anisotropie
du matériau dans le plan de chacune des tôles (i.e. σ// et μ// sont aussi des
tenseurs, de rang 2, non nécessairement diagonaux ou colinéaires à l’identité);
ξ est l’épaisseur de chaque feuille.

8.4.2 Formulation 2-D

La formulation de ce problème en 3-D TM − ΦM est possible, mais nous nous
concentrerons ici sur la formulation 2-D en A (τe = 0), i.e. perpendiculaire-
ment au plan des tôles [OLI_5] (direction ⊥, voir figure 8.10). Il va sans dire
que cette approche ne peut s’envisager que si le paquet contient suffisamment
de tôles afin que l’hypothèse 2-D soit valide. Lorsque la fréquence reste rela-
tivement faible (fréquences inférieures à quelques centaines de Hertz pour les
matériaux doux classiques3) pour que les approximations des lois de compor-
tement dynamique homogénéisée (8.57) restent valables, elle est très proche de

3La limite de cette approximation d’ordre 1 peut s’exprimer ainsi:
σμξ4ω

720

(
Λ2+ ξ2

12

) 	 1

on obtient une fréquence limite (à 1% près) de environ 150 Hz pour une tôle FeSi d’épaisseur
0.5 mm, de perméabilité relative 5000 et de propriété dynamique Λ = 0.3 mm.
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Figure~8.10: Schématisation du paquet de tôles et courants induits aux deux
échelles microscopique et mésoscopique. Notre plan d’étude sera le plan (x,y).

la formulation déjà proposée au § 8.3.2 (avec τh � σ//
(
Λ2h +

ξ2

12

)
μ// et aucun

courants perpendiculaires). Sinon celle-ci se complique nettement avec ajout
d’inconnues supplémentaires d’ordres supérieurs [DUL_3], ou récupération des
valeurs d’induction aux divers instants antérieurs. Nous ne ferons pas de tests
supplémentaires dans ce cas et nous utiliserons directement ce formalisme en
adaptant la loi de comportement dynamique homogénéisée sur une application
particulière au chapitre 9 suivant: un transformateur de courant sous forme de
rondelles empilées (§ 9.1).

Sinon l’ordre 2 est

∂tB// � μ//∂t
(
H// − σ//

(
Λ2 + ξ2

12

)
∂tB// +

σ2//ξ
4μ//

720
∂2tB//

)
et sa limite en fréquence est calculée par

(σξ2μω)2

12

(
1
60
+
(
Λ
ξ

)2)(
Λ2−ξ2

(
1
42
+ 1
16

(
Λ
ξ

)2))
(
Λ2+ ξ2

12

) 	 1

soit une fréquence limite d’utilisation de 320 Hz (pour 1 % d’erreur). Ensuite, il faut passer
à l’ordre 3 et ça se complique. Mais il existe une expression exacte sous forme de série infinie,
naturellement difficile à manipuler en l’état. On peut plutôt imaginer regrouper tous ces
termes en un seul terme variable en fonction de l’état (B, ∂tB), dont on identifierait les lois
caractéristiques d’évolution (un peu à l’image de la propriété Λ seule pour un matériau massif
ou tout simplement du modèle LS adapté ici pour son introduction a priori).
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8.5 Conclusion
Il s’agissait ici d’écrire complètement les deux formulations en potentiels re-
tardés proposées. Nous avons récapitulé les équations à résoudre et les résidus
à annuler en fonction des potentiels. Nous avons donné les matrices jacobiennes
correspondantes. Nous avons aussi précisé les conditions de couplage aux in-
terfaces (air-fer essentiellement). L’avantage premier de ces formulations réside
dans une prise en compte a priori simple de l’hystérésis dynamique avec un
coût de calcul minimum et une convergence numérique préservée. Son inconvé-
nient majeur provient de matrices plus lourdes avec termes non diagonaux et
de couplage. De plus les temps de calcul resteront long comme c’est habituelle-
ment le cas en Eléments Finis. Des cas tests simples en 3-D (pour la formulation
TM -ΦM en potentiel scalaire magnétique et vecteur électrique) et en 2-D (pour
la formulation AM -ΨM en potentiels scalaire électrique et vecteur magnétique)
ont permis de valider les formulations et de vérifier les méthodes implantées
numériquement. Une généralisation au cas de paquets de tôles homogénéisées a
enfin été proposée à la fin du chapitre.



Chapitre 9

Dispositifs
Electrotechniques

” On ne peut s’empêcher de penser que ces formules mathématiques ont une
existence indépendante et une intelligence propre, qu’elles en savent plus que
nous, plus même que ceux qui les ont découvertes, et que nous en tirons plus de
choses que l’on en avait mises à l’origine ”

Hertz
(On the relations between Light and Electricity (1889),
miscellaneous papers, Mc Gmillan, Londres, 1896.)

Nous proposons dans ce chapitre de commencer l’étude fine de certaines
applications de protection électrique en y intégrant le comportement dyna-
mique des matériaux doux utilisés dans la réalisation de leur circuit magnétique.
Ces premières simulations, réalisées à l’aide de la Méthode des Eléments Finis
(F.E.M.), se feront dans des configurations très simples pour pouvoir appré-
hender plus facilement l’interprétation des résultats grâce à des considérations
physiques, en présence des parois, sur le fonctionnement de tels dispositifs. Sous
réserve d’une optimisation et d’une vérification poussées des implémentations
numériques, des calculs plus généraux et précis dans des configurations réelles de
fonctionnement sont envisageables ( [BLE_1], [DLI_1]). Les composants choisis
sont un transformateur de courant (capteur électromagnétique), un actionneur
électromécanique linéaire (Mitop) et un actionneur ultra-sensible à levier (re-
lais R5) ( [WOO_1], [ULT_1], [ROU_1]). Ceux-ci peuvent tous intervenir dans
la chaîne de protection différentielle domestique ou industrielle (protection des
personnes ou des équipements, voir figure 2.9).

263
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9.1 Capteur électromagnétique

9.1.1 Géométrie et physique

Le capteur électromagnétique peut être réalisé à l’aide d’un simple transforma-
teur de courant torique (Figure 9.1). Le différentiel de courant primaire entre
la phase et le neutre (biphasé) créé une dissymétrie et un champ magnétique
d’excitation. Ce champ provoque l’aimantation du circuit torique en ferromagné-
tique doux (rubans ou rondelles de la figure 9.1) et induit une tension mesurable
aux bornes des bobines du circuit secondaire (couronnes de la figure 9.1). Le
matériau choisi ici ne correspond pas aux matériaux généralement utilisés pour
ce type d’application mais il permet tout de même de comprendre l’intervention
de la physique des parois (qui sera analogue avec un autre matériau) dans le
fonctionnement du capteur (Matériau FeSi type M400-50A) [OLI_5].

Figure~9.1: Géométrie du transformateur de courant étudié. Sous forme de ru-
bans enroulés (à gauche) ou de rondelles empilées (à droite). L’épaisseur de
chaque ”feuille” est de 0.3 mm, le rayon du tore de environ 1 à 2 cm. La fré-
quence caractéristique du signal testée est autour de 250 Hz, le courant alternatif
nominal est ici par exemple de 32 A. Nous simulons la détection d’un défaut
de courant de 100 mA pour la protection des équipements électroménagers. Les
premiers tests ont été réalisés en circuit du secondaire ouvert.

Nous pouvons commencer par une comparaison de notre formulation (cha-
pitre 8) avec la méthode standard du logiciel (Flux2D&3D, Logiciel Eléments
Finis en Electromagnétisme) sur une des deux configurations (l’architecture en
rondelles par exemple, cf. figure 9.1, gauche). Il s’agit de vérifier que les tensions
induites calculées sont les mêmes dans les deux cas (voir figure 9.2). Il reste que
cette vérification ne peut se faire en l’état qu’en régime harmonique, mais nous
savons aussi qu’en transitoire sinusoïdal, les résultats sont aussi cohérents entre
eux. L’intérêt d’un tel développement réside naturellement dans la simulation
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transitoire en présence d’un signal de défaut quelconque; simulation que nous
n’avons malheureusement pas eu le temps de mettre en oeuvre mais qui est
parfaitement envisageable. Il est bien entendu que sur l’exemple du capteur de
courant, celui-ci fonctionnant généralement à très bas régime, une simulation
harmonique linéaire pourrait peut-être suffir (induction très faible dans le cir-
cuit et comportement du matériau quasi-linéaire). Ce ne sera plus le cas pour
d’autres applications pour lesquelles certaines régions sont en régime saturé ou
clairement non-linéaire.

Figure~9.2: Comparaison entre la formulation dédiée en potentiel vecteur ma-
gnétique et la formulation standard couplée à une perméabilité complexe équi-
valente (Λ = 0.1 mm). Les deux méthodes sont rigoureusement identiques en
terme de réponse harmonique.

9.1.2 Résultats et interprétations

Maintenant plus rassurés quant à la pertinence et la justesse (relative) de nos
calculs, nous projetons maintenant de simuler le comportement des deux archi-
tectures en circuit du secondaire ouvert (Figure 9.3). Les formulations utilisées
sont les mêmes pour les deux cas, mais les termes dynamiques liés aux courants
induits, soit microscopiques seuls dans un cas, soit microscopiques et macrosco-
piques dans l’autre, sont légèrement différents. De plus dans l’architecture en
rubans, nous calculons l’effet de peau alors que dans l’architecture en rondelles,
aucun courant ne pouvant traverser celles-ci, nous ne prenons en compte cet effet
que par l’intermédiaire d’un terme dynamique homogénéisé. Il est donc normal
d’observer un calcul de diffusion beaucoup plus homogène dans le second cas
que dans le premier (voir figure 9.3). Pourtant les phénomènes d’amortissement
et de pertes induites sont malgré tout pris en compte dans le calcul de l’inten-
sité (module de la réponse en induction ou en tension) et du retard (angle du
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déphasage de l’induction ou de la tension) de cette ”diffusion” dans les deux
configurations [OLI_5] (Figure 9.4).

La figure 9.4 montre en effet le calcul de la réponse en tension des deux
architectures en module et en phase (la phase de l’intensité du courant de dé-
faut étant prise égale à zéro, c’est la référence). Nous observons bien que les
propriétés dynamiques ont des actions similaires sur cette forme de réponse et
son évolution avec la fréquence (dégradation de la perméabilité et augmenta-
tion des pertes). Dans le cas idéal sans pertes ni amortissement, nous devrions
avoir une tension linéairement croissante en module et en quadrature de phase
par rapport au courant. Une première analyse grossière peu précautionneuse
indiquerait (à masse de fer utilisée rigoureusement identique) que la structure
en rondelles amortirait moins vite le signal que la structure en rubans (équi-
valence à 250 Hz: Λ = 100 μm pour les rubans équivalent à (Λ, ξ) = 130 μm
pour les rondelles). Il y a effectivement une différence d’architecture avec la
présence d’alternances fer-air ”boucliers” avec les rubans, qu’il n’y a pas avec
les rondelles; mais nous devons tout de même vérifier que l’approximation de
l’homogénéisation des rondelles reste valable (la limite se situerait autour des
300 Hz). Voici donc une première porte ouverte aux possibilités qu’offrent ces
considérations et méthodes dans la comparaison d’architectures de sécurité en
régime harmonique ou transitoire.

9.2 Actionneur électromécanique (Mitop)

9.2.1 Géométrie et physique

L’actionneur électromécanique peut être réalisé à l’aide d’une technologie d’ac-
tionnement linéaire, ce que montre le Mitop (Figure 9.5). Il est généralement
utilisé pour les plus gros calibres que le relais R5 plus sensible et étudié ulté-
rieurement (section 9.3.1 et figure 9.7). Nous ne détaillerons pas la description
géométrique et technique de ce composant qui dépend naturellement du calibre;
ce détail peut-être trouvé dans d’autres travaux [ULT_1]. Nous travaillerons ici
avec un petit calibre. Son circuit et son noyau sont ici toujours en FeSi (simple
test), la bobine contient 250 spires et peut-être alimentée en courant (1 à 100
mA) ou bien en tension (1 à 20 V). Les dimensions caractéristiques de cette
application sont toujours de l’ordre de 1 à 2 cm (hauteur totale de 14.55 mm et
rayon total de 7.5 mm). La figure 9.5 donne aussi quelques dégradés d’induction
obtenus sans parois (à gauche) et avec parois (à droite); on y met en évidence un
léger effet de peau, moins marqué à 50 Hz et avec parois que sans (l’explication
se trouve dans l’existence d’une mini-résonance principalement due à la pré-
sence simultanée des parois et d’un entrefer, et dont la fréquence caractéristique
dépend naturellement des deux, voir figure 9.6).
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Figure~9.3: ”Diffusion” du champ magnétique pour les deux architectures de
capteur: rubans (à gauche) et rondelles (à droite). Le courant de défaut dans
un des conducteurs du primaire au centre, créé une assymétrie et un champ
magnétique d’excitation dans le circuit magnétique pour l’aimanter et induire
une tension au secondaire. Le processus est amorti par des courants induits aussi
bien microscopiques que macroscopiques. Ici la fréquence est 250 Hz et Λ = 0.1
mm.

Figure~9.4: Simulation de la tension induite au secondaire du capteur à vide.
Gauche: module et angle de la tension induite pour l’architecture en rubbans,
et pour plusieurs densité équivalentes de parois. Les courants induits clas-
siques sont pris en compte alors que les courants induits microscopiques ont
été homogénéisés. Droite: module et angle de la tension pour l’architecture en
rondelles. Tous les courants induits ont été introduits mais à l’aide d’une ho-
mogénéisation. La propriété dynamique a donc été approximée à l’aide d’une
seule longueur caractéristique équivalente tenant compte à la fois de la structure
magnétique et de la structure géométrique en feuilles fines.
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Figure~9.5: Géométrie axisymétrique de l’actionneur Mitop (Bobine d’excita-
tion, circuit magnétique et noyau colé avant ouverture). Quelques dégradés
d’induction sont représentés, avec une infinité de parois (à gauche) et avec un
nombre limité de parois (à droite).

9.2.2 Résultats et interprétations

Nous n’avons malheureusement pas eu la possibilité d’effectuer des simulations
transitoires réalistes avec mouvement du noyau pour l’instant. Nous pouvons
cependant regarder l’évolution du flux en partie responsable de son départ (flux
de l’induction à l’intersection entre le noyau et le circuit ferromagnétiques, voir
figure 9.5) en fonction de la fréquence caractéristique du signal de défaut (in-
tensité du courant imposée dans la bobine) et en l’absence d’aimant permanent.
L’idée étant de regarder le comportement du circuit magnétique avec entrefer
et géométrie complexe dans un premier temps. La figure 9.6 donne les résultats
et il apparaît un phénomène intéressant: l’existence d’une résonance dont la
position dépend du jeu des trois paramètres que sont la fréquence, l’entrefer
et la propriété dynamique. En dessous de cette résonance le flux utile dispo-
nible n’est pas forcément ni dégradé ni déphasé par la présence des parois; au
delà, on retrouve le comportement habituellement observé (i.e. amortissement
et déphasage d’autant plus important que la fréquence ou que Λ est grand). Il
est possible de rendre compte analytiquement et de manière approchée de ce
phénomène en calculant le flux de déclenchement par une méthode de schéma
reluctant dynamique [ROT_1]. En effet, comme la perméabilité équivalente du
fer est complexe et se dégrade en fonction de la fréquence (μ

eq
= μ 1−jσΛ2μω

1+(σΛ2μω)2
),

une partie de l’énergie qui était au préalable entièrement localisée dans l’ent-
refer se retrouve dans le fer dont le comportement acquiert plus d’importance.
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Pour les entrefers le suffisamment faibles (d’autant moins que la fréquence f ou
que la propriété Λ est grande); la dégradation de la perméabilité apparente du
dispositif n’est plus et le flux utile augmente avec la fréquence contrairement
au cas habituel avant de diminuer à nouveau (il passe donc par un maximum).
Pour chaque fréquence f et propriété Λ, il existe un entrefer optimal pour lequel
la partie réelle du flux Φ (9.1) est maximale.

Figure~9.6: Simulation du flux déclencheur du départ du noyau et de l’ouverture
de l’actionneur en fonction de la fréquence caractéristique du signal d’excitation
(courant imposé dans la bobine) et de l’épaisseur de l’entrefer de glissement;
pour plusieurs densités équivalentes de parois (1/Λ). La partie utile au déclen-
chement est réelle.

Φ �
μ0μeqSFNI

μ0lF + μeqle
(9.1)

NI sont les ampères tours imposés dans la bobine, SF est la section moyenne
du circuit magnétique, lF sa longueur moyenne, le est la longueur de l’entrefer.
On montre ainsi qu’il semble exister des possibilités exploitables d’optimisation
d’architectures et surtout de mariages plus ou moins astucieux entre les archi-
tectures et les matériaux en fonction du régime dynamique de fonctionnement.
Une deuxième simulation consisterait à inclure l’aimant permanent et à imposer
non plus le courant mais la tension aux bornes de la bobine. Ces considérations
pourraient aussi très bien s’exploiter dans d’autres applications telles que les mo-
teurs à reluctance variable, les moteurs asynchrones ou bien encore les moteurs
synchrones à aimants.
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9.3 Actionneur électromécanique (relais R5)

9.3.1 Géométrie et physique

L’actionneur électromécanique peut aussi être réalisé à l’aide d’une technologie
d’actionnement à levier, ce que montre le relais R5 (Figure 9.7). Il est généra-
lement utilisé pour les plus petits calibres que le Mitop étudié précédemment
(section 9.2). Nous ne détaillerons pas la description géométrique et technique
de ce composant qui dépend naturellement du calibre; ce détail peut-être trouvé
dans d’autres travaux [ROU_1]. Nous travaillerons ici avec un très petit calibre
aux dimensions géométriques caractéristiques de l’ordre de 1 à 2 cm (~15*15*7.5
mm). Son circuit et son noyau sont ici toujours en FeSi (simple test), la bobine
contient 65 spires et est alimentée en courant (1 à 100 mA). Le principe de fonc-
tionnement est basé sur le principe du levier; un aimant permanent maintient
la palette fermée grâce à l’établissement d’un flux permanent polarisant tout
le circuit magnétique. Lorsqu’un courant de défaut apparaît dans la bobine; il
créé, lors de l’une des deux premières demi-périodes du signal, un flux opposé
à celui de l’aimant. Si ce flux créé est au dessus d’un certain seuil, il libère la
palette qui s’ouvre par action des ressorts fixés à son autre extrêmité. Il devient
alors très important de pouvoir prévoir avec précision l’intensité et la vitesse
d’induction de ce flux et ce quelquesoient l’intensité, la rapidité et la forme du
signal de défaut. Nous commencerons par une étude paramétrique en fréquence
de ce signal (pris de forme sinusoïdale dans un premier temps) pour une posi-
tion donnée de la palette, mais en prenant en compte le mouvement des parois
magnétiques dans le circuit [OLI_6].

Figure~9.7: Géométrie et maillage du relais R5 pouvant aussi intervenir dans la
chaîne différentielle de protection. Les dimensions sont de l’ordre du mm pour
l’épaisseur du circuit magnétique.

La figure 9.8 donne quelques dégradés d’induction obtenus avec parois, pour
une position donnée fixée de la palette (très légère ouverture). On y observe
un effet de peau (qui dépend encore une fois de la présence ou non des parois)
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caractéristique de l’amortissement de la diffusion dynamique du champ par les
courants induits, ce qui aura une influence sur l’évolution du flux déclencheur
[OLI_6] (Figure 9.9).

Figure~9.8: Représentation des dégradés d’induction obtenus en position fixe
légèrement ouverte, au moment du déclenchement.

9.3.2 Résultats et interprétations

A l’aide des simulations précédentes (Figure 9.8), nous pouvons exploiter cer-
taines grandeurs globales significatives et intéressantes. La figure 9.9 par exemple
propose d’analyser l’évolution du flux à l’origine du décollement de la palette en
fonction de la rapidité d’apparition du courant de défaut et de la densité équiva-
lente de parois (1/Λ). S’il s’avère pertinent que l’actionneur puisse être sollicité
aussi rapidement (>~50 Hz, voir ondes de courant normalisées de l’annexe 10).
), et pour peu que son circuit reste à des niveaux d’induction raisonnables (Λ
effectivement de l’ordre de 100−300 μm, cf chapitre 7), alors la prise en compte
des parois magnétiques devient fondamental; car celles-ci amortissent et dépha-
sent le flux de déclenchement. Le seuil peut encore se régler à l’aide d’autres
pièces telles que le ressort (sa position initiale), mais toute ms de retard dans
chacun des éléments de la chaîne de protection est autant de ms de perdus
dans le temps d’ouverture du circuit en défaut (voir annexe 10). Si par malheur
cet amortissement et ce déphasage sont suffisants pour reporter l’ouverture à
la demi-période d’après, alors il est déjà trop tard; car l’aimant et la bobine
agissent alors dans le même sens (utilisation d’une diode de redressement). Il
va sans dire de plus que nous n’avons testé ici qu’une seule configuration ultra
simple. Aucune conclusion définitive n’est donc encore possible sans d’autres
simulations complémentaires en situation réelle de fonctionnement (ce qui de-
mande de développer encore plus loin les possibilités actuelles du logiciel de
simulation: mouvement en 3-D, entrefers résiduels et variables).

La figure 9.10 quant à elle propose d’examiner l’évolution de la puissance
absorbée par le circuit magnétique de l’actionneur, en fonction de la fréquence
caractéristique du signal de défaut et ce pour plusieurs densités équivalentes de
parois. On y retrouve des courbes d’évolution analogues aux tendances obtenues
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Figure~9.9: Calcul du flux déclencheur de l’ouverture du relais R5 en fonction
de la fréquence caractéristique du signal de défaut et de la densité équivalente
de parois magnétiques.

avec l’inductance du § 8.2.5. Plus l’apparition du courant de défaut est rapide
et plus la puissance perdue dans le circuit magnétique (partie réelle sur la figure
9.10) est importante. La puissance réactive ( partie imaginaire sur la figure 9.10),
quant à elle diminue. Ceci a pour conséquence apparente de dégrader les possibi-
lités de conversion électromécaniques du relais, ce que nous retrouvons bien sur
les courbes de la figure 9.9. Encore une fois, aucune conclusion définitive n’est
possible sans une étude plus approfondie non menée jusqu’ici; mais accessible
et envisageable moyennant quelques développements supplémentaires.

9.4 Conclusion
L’objectif de ce chapitre était de mettre en application les formulations dé-
diées proposées pour simuler le comportement des composants des dispositifs de
sécurité électrique (disjoncteurs différentiels). Nous avons regardé des configu-
rations simples d’utilisation d’un capteur torique de courant, d’un actionneur
électromécanique axisymétrique linéaire et d’un actionneur électromécanique 3-
D à levier. l’influence néfaste des parois sur le temps de réponse de chacune de
ses applications a été mis en exergue et le besoin de les prendre en compte lors
de la conception pour le respect des normes de sécurité démontré.
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Figure~9.10: Calcul de la puissance totale absorbée par le circuit magnétique
du relais R5 en fonction de la fréquence caractéristique du signal de défaut
déclencheur (intensité du courant de défaut imposée) et de la densité équivalente
de parois.
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Partie VI

Conclusion
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” La science ne peut pas résoudre l’ultime mystère de la nature. Et cela
parcequ’en dernière analyse, nous faisons nous-mêmes partie du mystère que
nous essayons de résoudre ”

Max Planck

” Les seules lois de la matière sont celles que nos esprits doivent fabriquer,
et les seules lois de l’esprit sont fabriquées pour lui par la matière ”

James Clerk Maxwell
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La représentation des matériaux doux proposée nous aide à comprendre leur
comportement dynamique et permet la reconstruction de leur hystérésis et le
calcul a priori de leurs pertes induites. Il est clair cependant, d’une part qu’elle
ne se destine qu’aux corps ferromagnétiques doux macroscopiques, et d’autre
part qu’elle s’affranchit de multitudes de processus, parfois chaotiques, divers
et complexes et qu’elle reste donc incomplète et limitée dans ces prédictions
vis à vis des expériences, que nous n’avons pas eu le temps de toutes mener.
En revanche, elle reste ouverte à des enrichissements concernant justement la
richesse des phénomènes microscopiques internes aux matériaux. Enfin, même
si elles ne permettent en aucune façon une mesure exacte de la structure ma-
gnétique, les propriétés proposées en donnent une idée intéressante, moyennée
statistiquement.

Les formulations électromagnétiques dédiées proposées sont susceptibles de
pouvoir intégrer ces propriétés dynamiques des matériaux et donc leur hystéré-
sis et les pertes induites en régime linéaire ou non linéaire. Elles peuvent être
utilisées pour simuler le comportement magnétoharmonique ou bien transitoire
apparents des dispositifs électrotechniques classiques contenant des organes en
matériaux ferromagnétiques doux (sous formes de pièces massives ou de pa-
quets de tôles) et fonctionnant en présence de signaux relativement ”basses”
fréquences (Hz- kHz, suivant les propriétés des matériaux et les géométries).

Voici donc les deux réussites de ce travail. Les échecs qui vont avec sont
les limites non encore surpassées quant à la précision relative qu’il est pos-
sible d’atteindre, des points d’interrogation persistants quant à la distinction
électrique-magnétique et la non-dépendance avec la géométrie, et enfin et sur-
tout une procédure d’identification incomplète et approchée qui se base sur des
principes d’homogénéisation.

Nous pouvons envisager dans un futur plus ou moins proche de donner une
suite aux techniques de mesure et de caractérisation des matériaux, en vali-
dant plus en avant les représentations proposées et en créant une banque de
matériaux. Pour les méthodes numériques, de même, l’implémentation de codes
demande à être développée, vérifiée, testée et appliquée. La structure de données
doit aussi être adaptée en conséquence. Enfin, nous devrons penser à mettre ces
travaux en parallèle d’autres travaux pour la prise en compte du mouvement et
des entrefers minces en trois dimensions (actionneurs fonctionnant en transitoire
essentiellement). Pour terminer, il sera alors possible de concevoir de nouveaux
dispositifs de sécurité électrique et de protection de réseaux ultra-sensibles avec
une haute précision.



Chapitre 10

Dangers du Courant sur le
Corps Humain

Le courant électrique traversant le corps humain provoque une tétanisation des
muscles, des brûlures externes et internes et des dérégulations d’organes. Une
différence de potentiel peut entraîner cette circulation de courant entre deux
points de contact (la pièce nue sous tension et le sol généralement). Les effets
physiopathologiques de ce courant électrique sur l’Homme dépendent de diffé-
rents facteurs: des caractéristiques physiologiques de l’être humain concerné,
de l’environnement (humide ou sec par exemple), du temps de contact (Figure
10.1) et aussi des caractéristiques du courant (intensité figure 10.1, fréquence
figure 10.3, ...etc...) [CAL_2].

Les riques de non-lacher, de brûlures graves, d’arrêt respiratoire ou de fibril-
lation cardiaque irréversible, augmentent avec l’intensité et le temps d’exposition
du corps humain au courant électrique (cf. figure 10.1). Sur l’abaque de la figure
10.1, il faut surtout distinguer les zones 3 et 4 dans lesquelles le danger est réel
(léger picotement dans la zone 1, la courbe a est le seuil de perception doulou-
reuse, choc pénible mais contrôle musculaire dans la zone 2, la courbe b est le
seuil de non-lacher).

• Zone 3 (située entre les courbes b et c1):

Pour des personnes placées dans cette situation, il n’y a généralement
aucun dommage organique. Mais il y a une probabilité de contractions
musculaires et de difficultés respiratoires, de perturbations réversibles de
la formation des impulsions dans le coeur et de leur propagation. Tous ces
phénomènes augmentent avec l’intensité du courant et le temps.

• Zone 4 (située en haut de la courbe c1):

En plus des effets de la zone 3, la probabilité de la fibrillation ventriculaire
est:

— d’environ 5 %, entre les courbes c1 et c2,

279



280 CHAPITRE 10. DANGERS DU COURANT SUR LE CORPS HUMAIN

— inférieure à 50 % entre les courbes c2 et c3,

— de plus de 50 % au delà de la courbe c3.

Figure~10.1: Intensité du courant fonction de la durée de passage de ce courant.
Sur cet abaque, les effets du courant alternatif (de 15 à 100 Hz) ont été di-
visés en quatre zones (selon la norme CEI 60479-1 du Comité Electrotechnique
International C.E.I.).

D’une approche plus générale, la norme CEI 60364 (C.E.I.: Comité Elect-
rotechnique International) (NF C 15-100 en France) préconisent les temps de
fonctionnement pour les Dispositifs Différentiels Résiduels (D.D.R.) en fonction
de la tension de contact (lien avec l’impédance équivalente du corps humain). Ils
sont rappelés dans sur la figure 10.2. Selon les conditions d’environnement, par-
ticulièrement en présence ou non d’eau, la tension limite de sécurité UL (tension
en dessous de laquelle il n’y a pas de risque pour l’Homme, d’après la norme
NF C 15-100) est, en alternatif, de:

• 50 V pour les locaux secs,

• 25 V pour les locaux humides,

• 12 V pour les locaux mouillés (par exemple pour les chantiers en extérieur)
ou exigu.

La norme CEI 60479-2 traite des effets du courant alternatif de fréquence
supérieure à 100 Hz. L’impédance de la peau décroît de façon inverse de la
fréquence. La norme indique que le facteur de fréquence, qui est le rapport du
courant à la fréquence f au courant à 50 / 60 Hz pour un même effet physio-
logique considéré, augmente avec la fréquence. D’autre part, il a été constaté
que de 10 à 100 kHz le seuil de perception augmente approximativement de 10
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Figure~10.2: Durrée maximale de maintien de la tension de contact selon la
norme CEI 3654.

mA à 100 mA en valeur efficace. Les grands constructeurs conscients des risques
potentiels que représentent de tels courants veillent à ce que les seuils des ap-
pareils de protection qu’ils proposent soient en deça de la courbe de fibrillation
ventriculaire définie par la norme CEI 60479-2 (cf. figure 10.3).

Voici enfin figure 10.4 quelques formes d’onde typiques des tests normalisés
des DDR. On y observe des signaux contenant de ”hautes” harmoniques (jusqu’à
plus de 1 kHz) et des montées ”rapides” de courant pouvant provenir de certaines
applications d’Electronique de Puissance (convertisseurs, onduleurs, hacheurs,
redresseurs, départs moteurs, ...etc...).
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Figure~10.3: Variation du seuil relatif de fibrillation ventriculaire (selon CEI
60479-2) et des seuils des DDR réglés sur 30 mA, pour des fréquences entre 50
et 2 kHz (source Merlin Gerin).

Figure~10.4: Formes d’onde normalisées pour les tests des DDR.



Chapitre 11

Définitions Mathématiques

• Notations scalaires et vectorielles

dans une base Ba = (u1,u2,u3) = (ux,uy,uz)

cθ = cos (θ), sθ = sin (θ) et tθ = tan (θ),

chθ = cosh (θ), shθ = sinh (θ) et thθ = tanh (θ),

∂α : dérivée par rapport à α,

∂nα : dérivée nième par rapport à α,

∂α∂β : dérivée croisée par rapport à β puis à α,

A (A1, A2, A3) :
vecteur quelconque de composantes (A1, A2, A3) = (Ax, Ay, Az) dans Ba,

x (A1, A2, A3) :
vecteur position de composantes (x1, x2, x3) = (x, y, z) dans Ba,

∇· : opérateur nabla sans indice, dérivées spatiales ∇· = (∂1·, ∂2·, ∂3·),
∇ (a) = grad (a) , ∇ (a) =∑

i ∂iaui = ∂iaui :
gradient vectoriel du scalaire a,

∇ ·A = div (A) , ∇ ·A =
∑

i ∂iAi = ∂iAi :
divergence scalaire du vecteur A,

∇ ∧A = rot (A) , ∇ ∧A =
∑

i

(∑
j

∑
k εijk∂jAk

)
ui = εijk∂jAkui :

rotationnel vectoriel du vecteur A,

∇ (A) = JACOBIEN (A) , [∇ (A)]ij =
[
∂AT

∂x

]
ij
= ∂iAj :

Jacobien matriciel du vecteur A,

∇2a = �a = Laplacien (a) , �a = ∂2i a :
Laplacien scalaire du scalaire a,

∇2A = �A = Laplacien (A) , �A = (�A1,�A2,�A3) :
Laplacien vectoriel du vecteur A,

δij , δij = 1 si i = j et 0 sinon : indice de Kronecker,
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δ (x) , δ (x) = 0 si x �= 0, δ (x) x→0−→ ∞,
∫
δ (x) dx = 1 et

∀f (x) , ∫ f (x) δ (x− a) dx = f (a),
εijk, ε123 = ε231 = ε312 = 1, ε213 = ε132 = ε321 = −1, 0 sinon:
tenseur de Levi-Civitta,

A ·B, A ·B = AiBi : produit scalaire de A avec B,

A ∧B, A ∧B = εijkAjBkui : produit vectoriel de A avec B,

A⊗B, [A⊗B]ij = AiBj : produit tensoriel de A avec B,

• Notations matricielles dans la base Ba = (u1,u2,u3) = (ux,uy,uz)

[Y] = [Y1,Y2,Y3] =

⎡⎣ Y11 Y12 Y13
Y21 Y22 Y23
Y31 Y32 Y33

⎤⎦
tenseur 3*3 quelconque de composantes Yi = (Yi1, Yi2, Yi3)

T dans Ba,

[Y]T , Y Tij = Yji : transposition d’un tenseur [Y]
(marche aussi pour un vecteur: tenseur 3*1),

[∇] (A) = [∇⊗A] = [GRAD] (A) , [[∇] (A)]ij = [∇⊗A]ij :
Gradient tensoriel du vecteur A,

∇· [Y] = DIV [Y] , ∇· [Y] = (∇ ·Y1,∇ ·Y2,∇ ·Y3)
T :

Divergence vectorielle du tenseur [Y],

[∇∧] [Y] = [ROT] [Y] , [∇∧] [Y] = [∇ ∧Y1,∇ ∧Y2,∇ ∧Y3]
T :

Rotationnel tensoriel du tenseur [Y],

[�] [Y] = [LAPLACIEN] [Y] , [�] [Y] = [�Y1,�Y2,�Y3]
T :

Laplacien tensoriel du tenseur [Y],

[Y]
−→� [Z] = (Y1 · Z1,Y2 · Z2,Y3 · Z3)T : Produit vectoriel de [Y] avec [Z],

[Y]� [Z] =
∣∣∣[Y]−→� [Z]∣∣∣ =√

(Yi · Zi)2 : Produit scalaire de [Y] avec [Z],

[Y]
 [Z] = [Y1 ∧ Z1,Y2 ∧ Z2,Y3 ∧ Z3]T : Produit tensoriel de [Y] avec [Z],
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Identités Usuelles

• Relations dérivées

A · (B ∧C) = C · (A ∧B) = B · (C ∧A) = "A,B,C# produit mixte,

A ∧ (B ∧C) = (A ·C)B− (A ·B)C,

∇ (ΦΨ) = Φ∇Ψ+Ψ∇Φ,
∇ (ΦA) = Φ∇ ·A+A ·∇Φ,
∇∧ (ΦA) = Φ∇ ∧A−A ∧∇Φ,
∇ (A ∧B) = B · (∇ ∧A)−A · (∇ ∧B),
∇ ∧ (A ∧B) = A · (∇ ·B)−B · (∇ ·A) + (B ·∇)A− (A ·∇)B,
∇ · (A ·B) = A ∧ (∇ ∧B) +B ∧ (∇ ∧A) + (B ·∇)A+ (A ·∇)B,
∇ · (∇ ∧A) = 0,
∇ ∧ (∇Φ) = 0,
�A =∇2A =∇ (∇ ·A)−∇ ∧ (∇ ∧A),
[∇∧] [∇∧] [Y] = [∇]∇ · [Y]− [�] [Y],
[X]

−→� ([Y]
 [Z]) = [Z]−→� ([X]
 [Y]) = [Y]−→� ([Z]
 [X]),

• Relations intégrales

soient:

Ω un volume entouré par sa surface extérieure ∂Ω,

Σ une surface encerclée par son contour extérieur ∂Σ,

w un scalaire,

W un vecteur,

[W] une matrice,∫∫∫
Ω
(∇ ·W) d3x =

∫∫
∂Ω
W · d2x,
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∫∫∫
Ω
∇ (w) d3x = ∫∫

∂Ω
wd2x,∫∫∫

Ω
(∇ ∧W) d3x =

∫∫
∂Ω
−W ∧ d2x,∫∫

Σ
−∇ (w) ∧ d2x = ∫

∂Σ
wdx,∫∫

Σ
(∇ ∧W) · d2x = ∫

∂Σ
W · dx,∫∫∫

Ω
(∇ · [W]) d3x =

∫∫
∂Ω
[W]

−→� [
d2x

]
,[

d2x
]
=
[
d2x,d2x,d2x

]



Chapitre 13

Constantes Physiques

μ0 = 4π.10
−7N.A−2(H.m−1) : perméabilité magnétique du vide,

ε0 =
(
μ0c

2
)−1

= 8, 854.10−12F.m−1 : permittivité électrique du vide,

c = 2, 9979.108m.s−1 : vitesse de la lumière,

h = 6, 62608.10−34J.s : constante de Planck,

� = h
2π = 1, 0546.10

−34J.s,

e = 1, 6022.10−19C : charge électrique de l’électron,

kB = 1, 38065.10
−23J.K−1 : constante de Boltzmann,

me = 9, 10939.10
−31kg : masse de l’électron,

μB =
e�
2me

= 9, 27402.10−24J.T−1 : magnéton de Bohr.
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Chapitre 14

Unités électromagnétiques
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Nom Abrév. SI CGS (uem) CGS→SI
Longueur L m (mètres) cm 10−2 m
Masse m kg(ki log ramme) g 10−3 kg
Temps t s (sec onde) s 1
Force F N (Newton) dyne 10−5 N
Travail W J (Joules) erg 10−7 J
Puisance Π W (Watt) erg.s−1 10−7 W
Intensité I A (Ampères) biot 10 A
Courant j j A.m−2 biot.cm−2 105 A.m−2

Courant js js A.m−1 biot.cm−1 103 A.m−1

Induction B μ0 (HM +M) HM + 4πM
B T (Tesla) G (Gauss) 10−4 T

Champ HM A.m−1 Oe (Oersted) 103/ (4π) A.m−1

Aimantation M A.m−1 G
Flux φ Wb (Weber) Mx (Maxwell) 10−8 Wb
Inductance L H (Henry) u.e.m. 10−9 H
Reluctance R H−1 cm−1 109/ (4π) H−1

Perméance P H cm (4π) /109 H
Perméabilité μ H.m−1 - 4π.10−7 H.m−1

Résistivité ρ Ω.m u.e.m.cm 10−11 Ω.m
Potentiel ΦM ΦM A biot 10 A
Potentiel TM TM A.m−1 biot.cm−1 103 A.m−1

Potentiel ΨM ΨM V (V olts) u.e.m. 10−8 V
Potentiel AM AM T.m−1 G.cm−1 10−2 T.m−1

Tableau 14.1: unités électromagnétiques usuelles et équivalences entre deux
systèmes d’unités.



Chapitre 15

Parois Fines

Il s’agit de détailler la représentation mathématique d’une paroi fine (se dé-
plaçant suivant y à la vitesse vw)

y < yw − δl
2 : Jx = Jsx;Jz = 0;Jy = +Jsy

yw − δl
2 � y < yw + δl

2 : Jx = −Jsxξx
(
2y

′

δl

)
;Jz = +Jsxξz

(
2y

′

δl

)
;Jy = +Jsy

y � yw + δl
2 : Jx = −Jsx;Jz = 0;Jy = +Jsy

avec y
′
= y − yw, J2sx + J2sy = Js la polarisation à saturation

ξx (±1) = ±1 (i) et ξz (±1) = 0 (i)
(Rq: les fonctions de rotation peuvent-être quelconques tant qu’elles vérifient

(i) et (ii))
La variation d’induction devient dans cet exemple:

y < yw − δl
2 : ∂tb = 0

yw− δl
2 � y < yw+ δl

2 : ∂tb = 2Jsxδl
−1vwξ

′
x

(
2y

′

δl

)
ux−2Jszδl−1vwξ

′
z

(
2y

′

δl

)
uz

y � yw + δl
2 : ∂tb = 0

On montre que la fonction ainsi définie, non nulle dans une région surfacique
limitée d’épaisseur très faible, est une distribution Γ de type Dirac, définie par
(Sw étant la surface de la paroi):∫∫∫

Γ (r− rw, rw ∈ Sw) d3r = Sw
∀g, ∫∫∫ g (r) Γ (r− rw, rw ∈ Sw) d3r = ∫∫

Sw
g (rw) d

2rw

On monte en effet que∫
δl−1

(
ξ
′
x

(
2y

′

δl

)
ux − ξ

′
z

(
2y

′

δl

)
uz

)
dy = +1

et

limδl→0

(
δl−1

(
ξ
′
x

(
2y

′

δl

)
ux − ξ

′
z

(
2y

′

δl

)
uz

))
= +∞

donc∫∫∫
δl−1

(
ξ
′
x

(
2y

′

δl

)
ux − ξ

′
z

(
2y

′

δl

)
uz

)
dxdydz
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=
∫
δl−1

(
ξ
′
x

(
2y

′

δl

)
ux − ξ

′
z

(
2y

′

δl

)
uz

)
dy

∫∫
dxdz = Swux

et

∀g (x, y, z) ,∫∫∫
g (x, y, z) δl−1

(
ξ
′
x

(
2y

′

δl

)
ux − ξ

′
z

(
2y

′

δl

)
uz

)
dxdydz

δl→0−→ (∫∫
g (x, y = yw, z) dxdz

)
ux

En conclusion, la variation d’induction locale dans le cas d’une paroi ”infi-
niment” fine est:

∂tb = 2JsxvwΓ (r− rw, rw ∈ Sw)ux



Chapitre 16

Lissage Spatial

Le lissage spatial s’effectue à l’aide d’une fonction nuage W qui possède les
propriétés suivantes:

(α) W est à support borné:
∀xμ /∈ �V (x, t) :W (xμ) = 0

(β)W est lentement variable, ∀xμ tq |δx| � (�V )3/2 on a le développement
de Taylor suivant
W (xμ + δx) �W (xμ) +

∑
p
1
p!

(
δx ·∇xμ

)p
W (xμ)

En pratique, on se limitera souvent à l’ordre 0 ou 1.
W (xμ + δx) �W (xμ)+

(
δx ·∇xμ

)
W (xμ)+

1
2

(
δx ·∇xμ

)2
W (xμ)+θ

(
δx2

)
(γ) Enfin, W est normée:∫∫∫

�V (x,t)W (s) d3s = 1

Le produit de convolution entre deux fonctions d’espace g et h étant défini
par
(g ∗ h)�V (x) =

∫∫∫
�V g (s)h (x− s) d3s =

∫∫∫
�V g (x− s)h (s) d3s

nous avons par définition du lissage spatial
〈aμ (xμ,x)〉 = (W ∗ aμ)�V (x,t) (xμ) =

∫∫∫
�V (x,t)W (s) aμ (xμ − s) d3s

et de la moyenne spatiale
A (x) = 〈aμ (xμ,x)〉 = 1

�V (x,t)
∫∫∫

�V (x,t) 〈aμ (xμ,x)〉 d3xμ
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Chapitre 17

Filtrage Spatial

Les transformées de Fourier directe et inverse sont définies par:
Ã (k, t) = TF (A (r, t)) (k, t) =

(
1
2π

)3/2 ∫∫∫
A (r, t) exp (−jk · r) d3r

A (r, t) = TF−1
(
Ã (k, t)

)
(r, t) =

(
1
2π

)3/2 ∫∫∫
Ã (k, t) exp (+jk · r) d3k

On effectue alors le filtrage de aμ par la fonction de filtrage F comme suit:
filtrage (aμ) (r, t)
= TF−1 (F (k) ãμ (k, t)) (r, t)
=
(
1
2π

)3/2 ∫∫∫
F (k) ãμ (k, t) exp (+jk · r) d3k

On a de plus les propriétés suivantes

(i) 1
(2π)3

∫∫∫
exp

(
−j

(
k− k′

)
· r
)
d3r = δ

(
k− k′

)
(ii) 1

(2π)3

∫∫∫
exp

(
+jk·

(
r− r′

))
d3k = δ

(
r− r′

)
(iii)

∫∫∫
A (r, t)B∗ (r, t) d3r =

∫∫∫
Ã (k, t) B̃∗ (k, t) d3k

(théorème de Parseval-Plancherel)

(iv)
(
Ã ·B (k, t)

)
(r, t) = A ∗B (r, t)

preuve de (iii)∫∫∫
A (r, t) ·B∗ (r, t) d3r =(

1
2π

)3 ∫∫∫ ∫∫∫ (∫∫∫
Ã (k, t) · B̃

(
k
′
, t
)
exp

(
j
(
k− k′

)
· r
)
d3k

′
)
d3rd3k

l’utilisation de (i) termine la démonstration.

preuve de (iv)∫∫∫
Ã (k) · B̃ (k) exp (jk · r) d3k′

=
(
1
2π

)3 ∫∫∫ ∫∫∫ ∫∫∫
A
(
r
′
)
·B

(
r
′′
)
exp

(
jk ·

(
r− r′−r′′

))
d3kd3r

′
d3r

′′

=
∫∫∫ ∫∫∫

A
(
r
′
)
·B

(
r
′′
)
δ
(
r− r′−r′′

)
d3r

′
d3r

′′

=
∫∫∫

A
(
r
′
)
·B

(
r− r′

)
d3r

′

= A ∗B (r)
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On peut effectuer cette transformation aussi dans le temps˜̃
A (k, ω) = TF (A (r, t)) (k, ω) =(
1
2π

)3/2 ∫ ∫∫∫
A (r, t) exp (+jωt− jk · r) d3rdt

A (r, t) = TF−1
(˜̃
A (k, ω)

)
(r, t) =(

1
2π

)3/2 ∫ ∫∫∫ ˜̃
A (k, ω) exp (−jωt+ jk · r) d3kdω

et on a les dernières propriétés immédiates suivantes
∀A bornée, nulle aux limites du domaine d’étude,

˜̃
(∇ ∧A) (k, ω) = jk ∧ ˜̃

A (k, ω)

˜̃
(∂tA) (k, ω) = −jω ˜̃A (k, ω)
(démonstration par intégration par parties)



Chapitre 18

Principe Variationnel

Nous considérons l’action � (u (x, t)) suivante (Cn (Ω): ensemble des fonctions
continues et (n+ 1) fois dérivables sur Ω)

� (u (x, t)) = ∫ ∫∫∫
� (x, t, u (x, t) , ∂tu (x, t) , ∂xiu (x, t)) d

3xdt
avec
(i) � continnue et dérivable (� ∈ C0 (Ω))
(ii) u ∈ C1 (Ω) , u (∂Ω) = u0 (∂Ω, t)

∀ε > 0, on cherche uα (x, t) tq |uα − u| � ε et vérifiant (ii), qui réalise un
extrêmum de �.

Soit ∀x, |αη (x)| � ε (α étant un scalaire réel paramètre, η une fonction
vectorielle de C1 (Ω) vérifiant η (∂Ω) = 0);

la fonction uα (x, t) = u (x, t) + αη (x) vérifie |uα − u| � ε et (ii).
Le point stationnaire, ou extrêmum, de � est réalisé pour dα� (uα) = 0.
dα� (uα) =

∫ ∫∫∫ (
dαx∂x�+ dαuα∂uα�+ dα∂tuα∂∂tuα�+ dα∂xiuα∂∂xiuα�

)
d3xdt

=
∫ ∫∫∫ (

dαuα∂uα�+ dα∂xiuα∂∂xiuα�
)
d3xdt

=
∫ ∫∫∫ (

η∂uα�+ ∂xiη∂∂xiuα�
)
d3xdt

=
∫ ∫∫∫

η
(
∂uα�− ∂xi

(
∂∂xiuα�

))
d3xdt+

∫ ∑
i

∫∫ [
η∂∂xiuα�

]
∂Ωi

dxjdxkdt

ce qui ne peut se faire ∀ η fonction vectorielle de C1 (Ω) vérifiant η (∂Ω) = 0
que si

∂uα�− ∂xi
(
∂∂xiuα�

)
= 0
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Chapitre 19

Equation de Poisson

On cherche à résoudre l’équation de Poisson, d’inconnue I et de second membre
S, suivante
�I =∇2I = −S
L’application de l’opérateur Laplacien sur

Ip (r) =
1
4π

∫∫∫
S
(
r
′
)
G
(
r, r

′
)
d3r

′

avec G
(
r, r

′
)
,

(G
(
r, r

′
)
=
∣∣∣r− r′∣∣∣−1 + F (

r, r
′
)
par exemple, avec �F

(
r, r

′
)
= 0)

fonction de Green vérifiant
�G

(
r, r

′
)
=∇2G

(
r, r

′
)
= −4πδ

(
r− r′

)
donne
�Ip (r) = 1

4π

∫∫∫
S
(
r
′
)
�G

(
r, r

′
)
d3r

′
= −S (r)

Ip est donc une solution particulière.
La solution générale est démontrée grâce au théorème de Green:
∀Φ,Ψ :∇ (Φ∇Ψ) = Φ∇2Ψ+∇Φ∇Ψ
Première identité de Green:
∀Ω : ∫∫∫

Ω

(
Φ∇2Ψ+∇Φ∇Ψ) d3r = ∫∫∫

Ω
∇ (Φ∇Ψ) d3r = ∫∫

∂Ω
Φ∇Ψ · d2r

de même: ∀Ω : ∫∫∫
Ω

(
Ψ∇2Φ+∇Ψ∇Φ) d3r = ∫∫

∂Ω
Ψ∇Φ · d2r

donc par différence, on a:∫∫∫
Ω

(
Φ∇2Ψ−Ψ∇2Φ

)
d3r =

∫∫
∂Ω
(Φ∂nΨ−Ψ∂nΦ) · d2r

Si on pose Φ = Ij (jième composante de I) et Ψ = G, cela devient:∫∫∫
Ω

(
−4πIj

(
r
′
)
δ
(
r− r′

)
+ Sj

(
r
′
))
G
(
r, r

′
)
d3r

′

=
∫∫
∂Ω

(
Ij

(
r
′
)
∂n′G

(
r, r

′
)
−G

(
r, r

′
)
∂n′ Ij

(
r
′
))
d2r

′

(∇Φ · d2r =∂nΦd2r dérivée de Φ normale à ∂Ω, d2r = d2r · n)
En choisissant F

(
r, r

′
)
= 0, Ω contenant S (les sources), de surface ∂Ω suffi-

samment loin de ces sources pour que l’intégrale surfacique tendent rapidement
vers zéro, on a finalement:
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Ij (r) =
1
4π

∫∫∫
Ω
Sj

(
r
′
)
G
(
r, r

′
)
d3r

′

l’intégrale ne s’effectuant en fait que là où il y a des sources.



Chapitre 20

Bancs Expérimentaux

Figure~20.1: Schéma de principe de la mesure en configuration Epstein unidirec-
tionnelle, d’après les travaux de madame Kedous-Lebouc et monsieur Chevalier.
L’échantillon (en haut à droite) est une tôle métallique insérée dans un circuit de
transformateur rectangulaire. Des enroulements homogènes sont réalisés autour
de ce circuit pour l’excitation en courant et la mesure en tension.
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Figure~20.2: Schéma de principe du banc de mesure en configuration bidirec-
tionnelle, d’après les travaux de madame Kedous-Lebouc et monsieur Spornic.
L’échantillon (en gris clair sur le schéma en haut à droite) est un carreau métal-
lique inséré dans deux entrefers croisés de deux culasses (en gris foncé) imbri-
quées suivant les deux directions x et y. Les bobines d’excitations sont réalisées
autour des circuits des deux culasses et les bobines de mesure se trouvent au
voisinage de la région centrale de l’échantillon.
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RESUME 
 
 
 Les matériaux magnétiques doux (Fe, Ni, Co, … sous forme cristalline, polycristalline ou amorphe) sont utilisés en électrotechnique 
pour convertir l'énergie, guider les lignes de flux et transmettre des signaux. Leur principale caractéristique est de s'aimanter aisément. Ces 
matériaux sont aussi conducteurs et des courants sont induits en régime transitoire et périodique. Ces derniers peuvent être classiquement 
diffusés à une échelle macroscopique mais aussi et surtout localement induits dans une microstructure magnétique en mouvement et 
réarrangement incessant. Ces effets d'amortissement et de pertes dynamiques ont plusieurs conséquences parfois difficilement prévisibles: 
des pertes d'énergie, des temps de retard, de la distorsion de signal et de la rémanence. Nous nous intéressons à la recherche de modèles 
fidèles dans le but de comprendre les propriétés des matériaux ferromagnétiques doux en régime statique et dynamique et de simuler avec 
précision le comportement des dispositifs électrotechniques. Nous choisissons de nous concentrer particulièrement sur l'effet des courants 
induits microscopiques en plus de ceux macroscopiques, puisqu'ils sont à l'origine des pertes en excès et de l'hystérésis dynamique qui sont 
observées expérimentalement. 
 Après avoir longuement étudié la problématique, les enjeux et les modèles existants; nous avons entrepris la construction d’une 
représentation des matériaux à l’échelle mésoscopique, intermédiaire entre l’échelle microscopique et macroscopique, utilisable aussi bien en 
Ingénierie des Matériaux qu’en simulation numérique type Eléments Finis. Pour ce, les équations de champs dans la matière ont été re-
dérivées en présence des processus physiques dynamiques mis en jeu. 
 Ensuite nous nous sommes attachés à résoudre analytiquement certains problèmes simples pour appréhender les apports et limites de 
notre modélisation. Il s’est agit de comparer la théorie à l’expérience et de caractériser des échantillons sur bancs de mesure normalisés. 
 Enfin, nous avons mis en œuvre, à l’aide d’une méthode numérique (la Méthode des Eléments Finis), des formulations 
électromagnétiques 3-D et 2-D dédiées. Nous les avons testées sur des cas tests simples en les comparant systématiquement aux résultats 
standards et antérieurs, aux calculs analytiques et aux observations. Des premières configurations simples d’applications de sécurité 
électrique ont aussi été simulées et étudiées : un transformateur de courant et un actionneur électromécanique. 
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CONTRIBUTION TO THE MODELING OF DYNAMIC MAGNETISATION AND EDDY CURRENTS IN SOFT 
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ABSTRACT 
 
 
 Soft magnetic materials (Fe, Ni, Co, … amorphous, crystal or poly-crystal) are used in power electrical engineering to convert energy, 
to guide flux lines and to transmit information. Their main characteristic is to be easilly magnetised. They are also conducting and free 
currents are induced with time harmonics and transient signals. These last can be classicaly diffused at the macroscopic scale but also and 
mainly locally induced in a moving microscopic magnetic structure. These damping effects and dynamic losses have got several 
consequences: power losses, time delay, signal distortion, remanence. We are interested in faithful models in order to understand soft 
materials static and dynamic properties and to compute power electrical devices with accuracy. We have chosen to focus on microscopic 
eddy currents in addition to macroscopic ones, because they are at the origin of the dynamic hysteresis which is observed and measured. 
 After introducing the set of problems, stakes and state of the art; we began to build a theoretical material representation at the 
mesoscopic scale, between the microscopic and macroscopic ones, usable in material science and numerical simulation tools. So Matter-
Field Equations have been derived again with the physics of dynamic magnetisation reversal processes. 
 Then we tried to analyse the relevance and limits of our representation thanks to analytical calculations on simple and academic 
problems. We also carried out some calculations, measurements and experimental characterisations to confront theory and reality. 
 Finally, we have written, with the Finite Element Method, some dedicated electromagnetic formulations in 3-D and 2-D. We have 
confirmed them with simple test cases always comparing with standard and previous results, analytical calculations and experimental 
observations. First simple configurations of circuit breaking applications have also been investigated, studied and computed. 
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