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Titre : Apport du ltrage particulaire au recalage altimétrique dans un contexte de navigation
hybridée

Résumé : Un systeme de navigation hybridée associe plusieurs moyens de pog@nnement an
d'augmenter la précision, la disponibilité, et la abilité de I'infor mation délivrée. Cette thése se
focalise sur I'association d'une centrale inertielle et de mesues radio-altimétriques pour la naviga-
tion des aéronefs (drones, missiles). La problématique consisteé fusionner de maniére optimale
les informations inertielles et les mesures du radio-altimétre. Ge probléme se formule comme une
opération de ltrage non-linéaire, la non-linéarité résultant d u pro | arbitraire du terrain survolé.
On se propose dans le cadre de la thése d'évaluer les perfornmees de I'algorithme de lItrage par-
ticulaire. Cet algorithme, bien qu'encore trés peu utilisé pour des applications industrielles a cause
de la lourdeur des calculs qu'il engendre, suscite un intérét coissant avec I'augmentation constante
des capacités de calcul des processeurs. Cette étude s'estnoentrée a la fois sur le contexte ap-
plicatif (principe de la navigation inertielle, modélisation des imper fections des senseurs inertiels,
description des algorithmes actuellement utilisés, principe de lamesure radio-altimétrique) et sur
la théorie du Itrage particulaire. Ceci a permis de préciser les apports potentiels du ltrage parti-
culaire par rapport aux autres algorithmes plus classiques ( Itre a grille, Itre de Kalman étendu,
unscented Kalman Iter). L'expérience acquise sur les différentes variantes du Itre particulaire a
permis de proposer des solutions satisfaisant au mieux le cahier decharges imposé par le contexte
applicatif.

Mots-clés : Itrage non-linéaire, Itre particulaire, navigation par recala ge altimétrique

Title : Terrain-aided navigation using particle Itering

Abstract : A hybrid navigation system combines several positioning means so as t@achieve a
greater accuracy, availability, and reliability. This study focuses on the association of an inertial
navigation system, an on-board radar-altimeter and a digital terrain elevation model. The target
application is autonomous aircrafts (UAVs, long-range missiles) The problem consists in combi-
ning the inertial data and radio-altimeter measurements in an optimal way. The problem can be
expressed as a non-linear ltering operation. The non-linearity is due to the arbitrary shape of the
terrain. In this thesis, we propose to assess the performancesfdhe particle ltering algorithm. Al-
though particle Itering is still little used in industrial applicatio n because of its heavy computation
requirements, it arouses a growing interest as the processors awstantly rise in performance. This
study describes both the application context (principle of inertial navigation, model of inertial sen-
sor errors, description of commonly used algorithms, principle of radar-altimeter measurements)
and the theoretical aspects of particle Itering. It highlights t he potential advantages of particle
Itering algorithm over the classical ones (grid Itering, exten ded Kalman lter, unscented Kalman
Iter). The knowledge acquired on several variants of the particle Iter (Rao-blackwellized particle
Iter, Gaussian particle Iter) leads to solutions that meet at best the application constraints.

Keywords : Non-linear ltering, particle lter, terrain-aided navigation
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Introduction

La science de la navigation

Qualité de l'information, précision de la mesure et algorithes

Au cours de I'Histoire, I'essor des techniques de navigation doujours accompagné les
grandes explorations humaines. Les instruments de navigatioriels que la boussole (Chine,
1" siecle apres JC), I'astrolabe (adapté a la navigation maritimepar les Portugais auxiv®
siécle), le sextant (xv111€ siecle) ou le chronométre de marine (xv111€ siecle) ont permis aux
voyageurs et aux aventuriers de tirer parti des repéres naturels (étdies, champ magnétique
terrestre) pour déterminer leur position géographique avec une précision croissante. Au-
jourd'hui, chacun d'entre nous peut béné cier d'une assistance par le systtme GPS (Global
Positioning System) lors de ses déplacements automobiles quiens.

Ces différentes techniques de navigation ont pour point comnun d'étre basées sur la
mesure de la position d'éléments extérieurs par rapport au systéemed'observation. Tout
voyageur voulant déterminer sa position géographique devra tou d'abord posséder une
information a priori sur la localisation des objets observés. Pair les étoiles ou les satel-
lites (GPS ou Galileo), cette information est un éphéméride. Pur la navigation terrestre,
ce sont des cartes indiquant la position des éléments remarquales de la géographie. En-
suite, notre voyageur devra disposer d'un systéme de mesure perméint de se localiser
par rapport aux objets observés. Cette localisation est souvenpartielle et indirecte : elle
se limite pour la plupart des systemes a des mesures de distanceuodes mesures angu-
laires. Dans le systéeme GPS par exemple, seule la distance destaltites au récepteur est
accessible. Avec un sextant, seule I'élévation d'un astre ¢snesurable. En n, une opéra-
tion de calcul est nécessaire pour estimer sa position géogramque a partir des diverses
observations a sa disposition. Les mathématiques ont ici un rfe de premiere importance
a jouer. L'équipage des grandes expéditions maritimes duxv® au xviI€ siécle comptait
toujours un of cier avec de solides compétences en mathématijues et en astronomie. Sa
tache consistait a combiner les différentes mesures (sextantcompas, chronométre, corde
a noeuds) a n d'estimer la position du navire avec le plus de précision possible.

Aujourd'hui, la problématique de la localisation géographique est renouvelée par le
développement croissant d'assistances a la navigation et dhgins totalement autonomes
(robots ou drones). Les capteurs électroniques ont remplacés legmstruments traditionnels
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et les yeux des navigateurs, les mathématiciens embarqués ontédé la place a des micro-
processeurs. Cependant, les trois points fondamentaux décritprécédemment - informa-
tion a priori, systéme de mesure, calcul d'estimation - restent vdables. En conséquence,
I'extension des performances d'un systéme de localisation petudonc se décliner selon ces
mémes axes. Une premiére voie consiste a améliorer la qualité deinformation a priori sur
les objets observés : meilleure cartographie ou création de nouvaux objets (balises radio,
satellites GPS). Une seconde direction est I'amélioration dda qualité et de la précision
des instruments d'observations. La troisieme consiste a optinser les algorithmes assurant
la combinaison des différentes sources d'information dans un djectif de précision, de
abilité ou de disponibilité.

Contexte de la these

Le recalage altimétrique des aéronefs autonomes et le ltrarficulaire

Dans le contexte des engins volants autonomes, la navigatiora court terme, c'est-a-
dire sur un horizon de quelques minutes a quelques dizaines de rmutes, est réalisée sur
la base des mesures accélérométriques et gyrométriques d'une cewle inertielle. Cepen-
dant, une estimation uniquement inertielle n'est pas satisfisante pour des missions de
plus longue durée, car le phénomene dedériveinduit une erreur de localisation croissante
avec le temps. Il est alors nécessaire de coupler la centrale indelle avec des capteurs
additionnels fournissant une information supplémentaire sur la position géographique.
Ce procédé est appeléecalage a la maniere d'une montre que I'on remet a I'neure pé-
riodiquement sur une horloge de référence. Une solution classige est I'utilisation d'un
récepteur GPS. Plus originale est I'utilisation d'un radar alimétrique mesurant la hauteur
du sol situé a la verticale de I'engin, et d'une carte altimétrique du terrain survolé.

Pour illustrer le principe de recalage altimétrique, imaginons-nous les yeux bandés,
avec pour mission d' effectuer un parcours prédéterminé sur un térain montagneux. Sup-
posons gque nos sens pour nous localiser se réduisent a notre ok interne, organe qui
permet d'estimer les accélérations et les changement de diregdn. On peut faire I'analo-
gie entre une centrale inertielle et cet organe. Au | du parcours, |a précision de suivi du
parcours se dégrade inévitablement a cause des erreurs de jugemesur les distances par-
courues et les changements de direction. Pour nous aider, murssons-nous d'un altimétre
et d'une carte topographique sur laquelle sont indiquées lesignes de niveaux. La simple
mesure de l'altimétre & un instant donné réduit déja la zone des bcalisations possibles. De
plus, les variations d'altitude au cours du temps comme des pasages de crétes fournissent
des éléments encore plus précis. Ainsi, il est possible d'af er notre localisation pendant
le parcours. Cette expérience n'est pas totalement théorique. E effet, des techniques re-
connues d'orientation en montagne telles que la méthode ditede la tangente a la courbe
sont basées sur un principe similaire et permettent de se guidepar temps de brouillard.

Dans le cas du recalage altimétrique 0] [ 25], le principe général de localisation est
celui de la corrélation (matching) entre le pro| de variations de la hauteur du terrain
mesurée et la carte altimétrique stockée sous forme informatique Il s'agit de trouver une
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estimation de la trajectoire qui satisfasse un compromis entre dune part lI'accord avec la
trajectoire calculée par la centrale inertielle que I'on sait entachée d'une certaine marge
d'erreur, et d'autre part la concordance entre les mesures du radar a@imeétrique et les
données de la carte embarquée.

L'approche bayésienne offre un cadre mathématique adéquat pourésoudre ce pro-
bleme d'estimation. En exprimant l'information sur les grandeurs physiques sous forme de
densités de probabilité, cette approche permet de construire un @semble d'estimateurs
ayant des propriétés d'optimalité spéci ques : maximum a posteriori (MAP), estimateur a
minimum de variance (MMSE)par exemple.

Cependant, une fois I'estimateur dé ni mathématiqguement, son calcul numérique se
doit d'étre compatible avec les contraintes de l'application Le temps de calcul, la possi-
bilité d'approximation pour simpli er les opérations et la fré quence de disponibilité du
résultat sont des critéres tout aussi importants que l'optimalité dé nie au sens purement
mathématique. Ce point est d'autant plus crucial dans le cadredu recalage altimétrique
que les estimateurs linéaires classiques tels que le Itre de Kbnan permettent un recalage
correct uniquement pour des incertitudes de positionnement a priori faibles (quelques
centaines de meétres). Au-dela de cette précision, le probleme @stimation devient forte-
ment non linéaire et les estimateurs optimaux ne peuvent s'appoximer par un estimateur
linéaire. Dans ce cas, les méthodes classiquement utiliséesopr résoudre le probléme sont
basées sur une discrétisation de l'espace d'état ( Itrage a giie, maillage) et le colt de
calcul devient de plusieurs ordres de grandeur supérieur au ltre de Kalman.

Au début des années 90, des méthodes de type Monte-Carlo ont étgroposées comme
alternative aux méthodes par maillage pour résoudre les problénges d'estimation non li-
néaire. Le ltrage particulaire , introduit par Del Moral, Rigal, Salut [ 12][ 13], Gordon,
Salmond et Smith [23], permet un calcul récursif dans un cadre de |'estimation d'un état
dynamique avec des observations non-linéaires. Les travaux déUniversité de Linkoping
(Suéde) [39][ 3] puis de I'Onera (France) [36][ 35][ 10][ 9] ont démontré la possibilité
d'utiliser un ltre particulaire pour le recalage altimétrique e t ont approfondi I'adaptation
de l'algorithme pour cette application.

Démarche et objectifs

La question a l'origine de cette thése est la suivante : les gais potentiels apportés par
le Itrage particulaire peuvent-ils justi er un investisseme nt pour remplacer les méthodes
actuellement mises en ceuvre (méthodes par maillage et ltrage de Kalman étendu) par
des algorithmes de type ltrage particulaire ?

Une partie de la réponse a cette question a déja été formulée pards études et les
publications citées ci-dessus. Ces travaux se sont principament appliqués a optimiser
et évaluer le Itre particulaire sur des scénarios pour lesquels l'incertitude en position
initiale est telle que le Itre de Kalman étendu est inutilisa ble. Dans ce cadre, seule une
comparaison avec des méthodes par maillage fait sens.
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Dans cette thése, la démarche d'évaluation et de comparaison ¢slifférente : nous nous
sommes intéressés a des scénarios pour lesquels le Itre de Kalam étendu demeure utili-
sable en pratique, mais dont les performances sont dégradées pde caractére non-linéaire
de la mesure. Par ailleurs, I'objectif d'une application industrielle impose une structure de
traitement numérique dans laquelle le ltre de recalage altimét rique doit s'insérer.

Cette orientation a conduit a I'étude comparée de quatre types de ltres. Le premier
est le Itre de Kalman étendu. Le second est IlUnscented Kalman Filter (UKF)qui propose
une amélioration du ltre de Kalman étendu vis-a-vis des non-linéarités du probleme. Le
troisieme un Itre hybride entre méthode par maillage et Itre de Ka Iman. L'emploi de ces
trois ltres au recalage altimétrique fait partie de I'état de I'a rt [ 27][ 34][ 26]. Le quatrieme
Itre est basé sur le principe du ltre particulaire gaussien [ 32]. Nous décrirons comment
il peut étre employé dans notre cadre.

Organisation du mémoire

Le chapitre 1 est consacré a la compréhension des besoins assésia un systeme de
navigation et a la description des caractéristiques des différats capteurs embarqués.

Le chapitre 2 est un rappel général sur l'inférence bayésienne etds méthodes de ré-
solutions numériques associées, notamment le Itre de Kalmanet ses dérivés, ainsi que le
Itrage particulaire.

Le chapitre 3 décrit spéci quement la problématique du recalage altimétrique et posi-
tionne la thése par rapport a I'état de l'art. Il précise égalemert les contraintes imposées
par une réalisation pratique dans le cadre d'application réelle

Le chapitre 4 est consacré a la dé nition des quatre types de ltres étudiés et expose
la démarche de comparaison adoptée.

Le chapitre 5 décrit la simulation numérique développée dans lecadre de cette étude
et présente des exemples de résultats.



Notations et symboles

Navigation terrestre
(M;%m; ¥m; Zn) repere lié a l'engin

(O; %7 ¥r:271) repére lié a la Terre

(O;%;:%:3) repeére inertiel

(%tgls Yl ; Zgl) triedre géographique local (TGL)

rr rayon terrestre

(L;1;2) latitude, longitude, altitude de I'engin

(Vn; Ve; Vz) composantes du vecteur vitesse de I'engin dans le TGL

Gy ) angle d'azimuth, d'assiette et de roulis de I'engin

(p;q;n composantes de vecteur rotation de I'engin en repéere engin

Modeéle de dérive inertielle

(n; e erreurs de position métrique dans le TGL
(¥n; Ve; W) erreurs de vitesse dans le TGL

(n; e z2) micro-rotateur relatif a I'erreur d'attitude
(8x; ay; &) erreurs de mesure des accélérometres
(M My 2) erreurs de mesure des gyrométres

Modéle de terrain
(L; 1) hauteur du terrain au point de coordonnées (L;1)

Filtrage - notation générale

Xk vecteur d'état

Rk estimation de I'état

Vi vecteur bruit d'état

Qk matrice de covariance du bruit d'état

m mesure altimétrique

Iy bruit de mesure

Rk covariance du bruit de mesure

M vecteur rassemblant les mesures depuis l'instant initial

Ny(m;P) densité de probabilité gaussienne de moyennem, de covarianceP



Notations et symboles

Filtrage - UKF

vecteur d'état du sigma-point (i)

mesure prédite pour le sigma-point (i)

poids du sigma-point(i) pour le calcul de la moyenne
poids du sigma-point(i) pour le calcul de la covariance

nombre de particules

nombre ef cace de particules

vecteur d'état de la particule (i) a l'itération k

poids non-normalisé de la particule (i) a l'itération k
poids normalisé de la particule (i) a l'itération k

x () échantillon de la variable aléatoire X, de d.d.p. px (x)
égalité a une constante multiplicative prés

matrice identité



Chapitre 1

Navigation et fusion d'information

1.1 Introduction

L'évaluation d'un choix technologigue — dans cette thése, 'Blgorithme de lItrage par-
ticulaire pour la navigation inertielle assistée par recalage altimétrique —doit étre néces-
sairement accompagnée d'une analyse des besoins fonctionnekt des exigences imposées
par l'architecture du systéme. Tel est I'objectif de ce chapitre

Aprés avoir précisé les notations utilisées en navigation terrstre, nous décrirons les
éléments de la chaine de commande pilotage — guidage — navigen qui permet le suivi
de trajectoire. A partir de cette description, nous dé nirons les critéres de performances
d'un systéme de navigation et les différentes méthodes de posibonnement qui permettent
de répondre aux exigences. En n, nous décrirons l'architecture gdérale d'un systéme de
navigation réalisant I'nybridation de plusieurs sources d'information.

1.2 La navigation terrestre

Le terme de navigation terrestre désigne ici la navigation par rapport au globe ter-
restre. Elle concerne aussi bien des engins évoluant sur terre, sumer ou dans les airs.
En navigation terrestre, on cherche a connaitre la position géograhique d'un objet, son
orientation dans l'espace, ainsi que ses parametres d'évolubin, c'est-a-dire son vecteur
vitesse et son vecteur rotation. Ce sous-chapitre précise les p&res utilisés et dé nit les
grandeurs cinématiques utilisées en navigation terrestre. L'esemble du mémoire y fera
référence.

1.2.1 Dé nition des repéres

Repere engin (M) Le repére engin est lié a la structure de I'engin. Il est dé ni par une
origine arbitraire M et un triédre direct (%m; ¥m; Zn) choisi conventionnellement :

— le vecteur %, dirigé selon I'axe longitudinal de I'engin, orienté vers l'avant;;

— le vecteur ¥, de direction radiale, orienté vers l'aile droite ;

— le vecteur z,, de direction radiale, orienté vers le « plancher ».
Le repere engin est représenté gurel.l.
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FiG. 1.1 — Dé nition du repere engin

Repére terrestre (T) Le repeére terrestre est lié a la Terre. Il a pour origine le centre de
la Terre O et les 3 vecteurs du triedre (%; ¥ ) pointent respectivement vers :

— le point d'intersection de I'équateur et du méridien de Greenwitch;

— le point d'intersection de I'équateur et du méridien de longitude 90 ;

— le pble nord.

L'axe (O; %) est I'axe de rotation de la Terre.

La surface terrestre est classiguement modélisée par un ellipgde, dé ni par le systéeme
géodésique WGS84. Dans la suite du document, dans le but de fee I'économie d'une
complexité inutile, la Terre sera considérée comme parfaitementsphérique, de centreO
et de rayonrt (voir gure 1.2).

Triedre geographique local (TGL) Le triedre geéographique local (% ; ¥gi; Zgi) dé ni
les directions géographiques locales (nord, est et verticale) a point M :
— le vecteur %y est horizontal a la surface terrestre, dans la direction du méridien
local, et orienté vers le nord ;
— le vecteur g est horizontal a la surface terrestre, dans la direction du paralléle
local, et orienté vers l'est;
— le vecteur zg est normal a la surface terrestre, et orienté vers le centre de la Terre.

Repére géocentrique () Le repére géocentrique a pour origine le centre de la Terre
O et les 3 vecteurs du triedre (¥%;¥i;#) pointent vers 3 directions xes dans l'espace.
Par convention, on choaisitz confondu avec#. Le référentiel géocentrique sera considéré
comme galiléen. A ce titre, il est aussi nommé référentielinertiel.

1.2.2 Grandeurs cinématiques

Position géographique La position de I'engin par rapport au référentiel terrestre est
dé ni par les angles de latitude L et longitude | ainsi que l'altitude z (voir gure 1.2).
L'altitude est référencée au modéle de surface terrestre WGS84. Paconvention, z est
négatif pour un point situé au dessus de la surface terrestre ¢ = PM  #).
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FiG. 1.2 — Dé nition du triedre géographique local et du repére terrestre

Vitesse Lavitesse de I'engin est la vitesse du poinM par rapport au référentiel terrestre.
Le vecteur vitesse est notév,,—;. Elle est usuellement exprimée en projetantyv,,-; dans le
triedre géographique local. Dans la suite du document, on note :

— lavitesse selon la direction nordvy = V=t g

— lavitesse selon la direction estve = ¥,=t Mg

— la vitesse selon la direction verticalev, = ¥t Zg
Les vitesses/y, Ve €t v, sont reliées aux dérivées temporelles de_, | et z par les relations :

Vp =(rr 2)L
Ve =(rr z)(cosL)L (1.1)

Vz =12

Attitude  L'attitude de I'engin est l'orientation du corps de I'engin par rapport au trieédre
géographique local. Elle est usuellement dé nie par les angks d'Euler : azimut , assiette

et roulis . Le passage du triedre géographique local au repéere engin s'effeae par 3
rotations successives d'angles, et (voir gure 1.3).
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Ztgl =7 ytgl

(a) azimut (b) assiette (c) roulis

FiG. 1.3 — Angles d'attitude - Passage du repere TGL au repére engin

Vitesse de rotation Le vecteur vitesse rotation du repére engin par rapport au triedre
géographique local est noté+ - . On I'exprime usuellement par ses composantegp; q; )
dans le triedre engin. Elles sont reliées aux vitesses de tangag lacet et roulis par les
relations :

p= — -sin
g= -cos sin + _cos (1.2)
r = _coS cos —sin

1.3 Structure de commande d'un véhicule autonome

1.3.1 Hiérarchie

L'engin doit exécuter une trajectoire plani ée de maniére enti érement automatisée et
autonome. Cette tache est con ée a un calculateur embarqué guiélabore les consignes a
destination des actionneurs. L'ensemble forme un systéme assé@ présenté schématique-
ment par la gure 1.4. Le systéme de commande est divisé hiérarchiquement entre les
fonctions pilotage, guidage et navigation.

1.3.2 La fonction pilotage

Le module de pilotage génére les consignes des actionneurs (gwernes aérodyna-
miques, propulseur) dans le but d'assurer la stabilisation de lengin et de réaliser I'accélé-
ration demandée par le guidage.

En retour, des capteurs inertiels (accélérométres et gyrométres) msurent 'effet des
actionneurs sur la cinématique de I'engin.

10
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désignation
d'objectif

Guidage
: . Cellule de
- Pilotage Actionneurs :
g I'engin

Capteurs
inertiels
Navigation
Capteurs
additionnels
Calculateur
embarque Equipements

FiG. 1.4 — Chaine pilotage - guidage - navigation

1.3.3 La fonction guidage

Le module de guidage a pour role d'asservir la trajectoire réalis& par I'egin a la trajec-
toire plani ée. Il élabore une consigne en accélération assurart le formage de la trajectoire
et corrige les éventuels écarts dus aux paramétres non maitrisés déenvironnement (pré-
sence de vent par exemple).

1.3.4 La fonction navigation

La navigation assure le bouclage de I'asservissement en fourgsant une estimation de
la position, vitesse et attitude de I'engin tout au long du vol.

1.4 [Exigences pour une mission autonome

1.4.1 Précision de positionnement

La précision de positionnement fait référence a la capacité du gsteme de navigation a
maintenir une erreur de localisation admissible et compatible avec les contraintes opéra-
tionnelles. Cela inclut en particulier la capacité de corriger I'erreur de localisation initiale.

1.4.2 Disponibilité

La disponibilité est a la capacité de délivrer une information la plus récente possible.
La fréquence de rafraichissement des informations de localisabn dépend du temps d'ac-
guisition des capteurs et du temps de traitement des mesures. Raexemple, pour une
localisation basée sur une prise d'image, la disponibilité ces données va dépendre :

— du temps d'exposition nécessaire a la formation d'image paré capteur imageur ;

— de la présence d'éléments utiles dans l'image (certaines imges peuvent étre vides

de contenu exploitable) ;
— du temps de calcul nécessaire aux algorithmes de traitement dmage.

11



Chapitre 1. Navigation et fusion d'information

1.4.3 Fiabilité

La abilité est la capacité du systéme a quali er l'informatio n délivrée. Cette notion
recouvre l'estimation de la précision des informations fournies en sortie lors d'un fonc-
tionnement nominal et, le cas échéant, la détection d'un dysbnctionnement (absence de
signal, panne de capteur, exception générée par l'algorithmede traitement des données,
etc.). L'objectif est de limiter la propagation de données de mauvaise qualité.

1.5 Les sources d'information

1.5.1 Navigation inertielle

La navigation inertielle est un moyen autonome permettant de reconstituer la position
courante de l'engin par intégration de mesures inertielles [41].

Mesure de l'accélération  L'accélération d'un mobile par rapport a un référentiel gali-
Iéen est mesurable grace a des capteurs appelésccélérométresLe principe général d'un
accélérometre est d'asservir une masselotte de massa a une position xe par rapport au
boitier de l'instrument. Si I'asservissement est parfait, le mouvement de la masselotte est
confondu avec celui du bottier. Par le principe fondamental de la dynamique, I'accélération
du centre de gravité M de la masselotte par rapport a un référentiel galiléen est égale a
la somme des forces appliquées divisée par la masse de la madstte. Dans le cadre de la
navigation inertielle terrestre, on considérera le référentiel géocentrique comme galiléen.
Les forces appliquées a la masselotte se décomposent entre lagéditante Fg, , des forces
exercées par le boitier de l'instrument au travers de la structure nécanique de l'asservis-
sement et la force de gravitation terrestre mg. Ceci se traduit par I'équation :

FBrm=mM @, 9§ (1.3)

Ainsi, la mesure deFg,  donne acces a la connaissance dés,,-; §), appelée accé-
Iération spéci que. Le principe physique de la mesure deFg: n, différe selon les technolo-
gies d'accélérometres. L'idée générale est de relier la massdle au boitier par un matériau
dont les propriétés physiques vont étre modi ées sous l'effet des efforts transmis. A titre
d'exemple, nous pouvons citer :

— un ressort dont la variation de longueur sera proportionnelle a la force transmise

selon son axe;

— un cristal de quartz dont les propriétés électriques sont modi ées par les efforts

appliqués;

— une lame vibrante dont la fréquence propre dépend de sa tension macanique.

Les contraintes de fabrication du mécanisme de l'accélérometrdimite la mesure se-
lon un axe unique. La détermination compléte de Fg,  est effectuée en plagant trois
accélérometres dans des directions orthogonales.

Il existe deux types principaux de systémes de navigation inertls, qui different par
l'alignement des axes des accélérometres. Pour les systemestslia plate-forme stabilisée

12
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les axes des accélérométres sont maintenus xes par rapport au tédre géographique lo-

cal, grace a un dispositif de stabilisation gyroscopique. Qued que soient les mouvements
de l'engin, les accélérometres restent alignés selon les axesdwd-Sud, Ouest-Est et la ver-
ticale. Cette con guration, adoptée pour les premiers systemesinertiels, permet de sim-

pli er les calculs de navigation en aval.

Avec le développement de la puissance des calculateurs embaugs sont apparus les
systemes ditsstrap-down dans lesquels les accélérometres sont xés au bati de I'engin
(voir gure 1.5). Le vecteur accélérationa,,; est alors mesuré dans le triedre engin puis
transféré par le calcul en repére inertiel. Ce transfert nécessited connaissance de I'orien-
tation de I'engin par rapport au repére inertiel. C'est pourquoi, en complément de l'accélé-
ration, la vitesse de rotation de l'engin par rapport au repére inertiel est mesurée par des
gyrometres.

@ accélérometre

@ gyromeétre

FiG. 1.5 — Positionnement des capteurs dans un systéme 'strap-down'

Calcul de navigation inertielle La détermination de la position est effectuée par inté-
gration des mesures d'accélération au cours du temps. Pour la nagation inertielle ter-
restre, la position a l'instant t; s'exprime dans le repére terrestre comme la double inté-
gration de l'accélération depuis l'instant initial tg :
I | Z ts Z ts
‘OM (t;) = OM (to) + B (1) dE? (1.4)
to to
Cette intégration ne peut étre effectuée directement. En effet:
— les accélérations sont mesurées par rapport au référentiel géocdrique, et non par
rapport au repere terrestre ;
— le vecteur accélération est mesuré en projection dans le repererggin;
— l'accélération mesurée inclut un terme lié a la gravité terrestre.

13
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Pour un systeme de navigation inertielle strap-down les grandes étapes de détermina-
tion de la position géographique sont :
— l'intégration des mesures gyrométriques qui permet de déduire l'atitude de I'engin
par rapport au triedre géographique local ;
— la projection du vecteur accélérationa,-; dans le triedre géographique local grace a
l'information d'attitude ;
— le passage dea,-; a g, par correction des accélérations d'entrainement et de Co-
riolis dues a la rotation terrestre ;
— une premiere intégration de g, pour obtenir la vitesse par rapport au repere ter-
restre ¥,,=; €n projection dans le triedre géographique local;
— une deuxiéme intégration de v,,-; pour obtenir I'évolution de la position géogra-
phique.
L'ensemble de ces étapes sont rassemblées sur le schérh®. Une description compléte
des calculs est présentée en annexA.

Accélération d'entrainement et de Coriolis

( Wiy + 2Wy ) A Vg
+ W; A (W, A OM) .
4
N
%%
A
— 4 +
9 (1+2TT)
-, Vitesse /T
Effet de la gravité ” dans TGL
\ i
Latitude
Passageen | + /|0 1 1 :
Mesures > . > > — » — —» Longitude
accélérométres repere TGL N S S AItitgde
. s Lacet
Mise a jour
Mesures >
gromeres | de ratiitude ¢ > Tangage
Lacet
FiG. 1.6 — Principe des calculs de navigation inertielle
Caractéristiqgues de I'estimation inertielle La navigation inertielle s'effectue par la

mise a jour permanente de la position par intégration des accéérations. En conséquence,
la précision de I'estimation a un instant t est tributaire de I'ensemble des mesures anté-
rieures at. La précision ne peut donc que se dégrader au cours du temps. Ce gmoméne
est appelédérive La modélisation de ce phénomene est détaillée dans I'annexB.

La disponibilité des mesures est permanente et le rafraichisseent des données est
effectué a cadence élevée (plusieurs centaines de hertz).

14
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La navigation inertielle est complétement autonome : elle ne dépend d'aucune infra-
structure extérieure a I'engin. Le systeme offre une insensibilié quasi-totale a d'éventuelles
perturbations extérieures. Sa abilité est donc tres grande.

1.5.2 Positionnement par satellites

Le systéeme GPSGlobal Positionning Systeinest actuellement le principal systéme de
positionnement par satellites, en attendant la mise en opérdion du systéme concurrent
européen Galileo. Le systeme GPS est constitué de 24 satellgalont les orbites assurent la
visibilité d'au moins 4 d'entre eux en tout point du globe et a tout instant. Le principe de
localisation est celui de latriangulation . Les satellites émettent un signal radio-fréquence
capté par un récepteur qui mesure le déphasage du signal recu. Ldécalage temporel des
signaux est directement relié a la distance qui sépare le récepter du satellite. La vitesse du
récepteur est également accessible par la mesure de I'effet Dggber sur les signaux regus.

En terme de précision, le GPS permet un positionnement avec unereeur horizontale
inférieure a 10m. Contrairement & une navigation inertielle, la | ocalisation obtenue est
absolue et la précision est indépendante de l'instant de vol.

La disponibilité est permanente et couvre I'ensemble du globeterrestre. Les données
en sortie d'un récepteur GPS sont rafraichies avec une fréquenceedl'ordre de quelques
hertz.

La abilité du systtme GPS pour des applications sensibles esujette a deux réserves
principales. Tout d'abord, les signaux GPS sont sensibles auperturbations électromagné-
tique. Ensuite, le systéme GPS dépend des autorités américaise

1.5.3 Imagerie

La prise d'images du sol au cours du vol peut étre effectuée par de capteurs optiques
(imagerie visible ou infrarouge), ou des capteurs électromagnétques (radar a synthése
d'ouverture). La détection d'éléments remarquables de I'image(batiments par exemple) et
leur association avec des données issues d'une préparation daission permet de retrouver
la position relative de l'engin par rapport a ces objets et,in ne, d'obtenir la position
géographique de l'engin.

1.5.4 Recalage altimétrique

Le recalage altimétrique est une technique basée sur la mesurealla distance verticale
entre I'engin et le sol [40]. Cette distance se nommehauteur ou ground clearanceElle est
mesurée par un radar altimétrique disposé a bord de I'engin ( gure 1.7).

Les mesures sont effectuées a intervalle régulier pendant le Vo L'ensemble des me-
sures forment alors unpro | altimétrique du terrain le long de la trajectoire de I'engin. Si
le terrain survolé n'est pas plat, il est possible de comparer ce p | mesuré a une carte
altimétrique du terrain pour obtenir une estimation de la posit ion horizontale et verticale
de I'engin au cours du vol.
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A

mesure

i altitude
radar ;

engin

— ——_ _— surface terrestre

altitude
terrain

référence WGS84

FiG. 1.7 — Mesure du radar altimétrique

Les cartes altimétriques du relief terrestre sont établies a partirde mesures satellitaires.
Certaines de ces bases de données sont disponibles au publidans le cadre de cette these,
nous avons utilisés les données issues de la campagne de masUNASA Shuttle Radar To-
pographic Mission (SRTM)dont la base de donnée est disponible par le site Internet B7].

Le recalage altimétriqgue ne peut constituer un moyen de positimnement si il est uti-
lisé seul. En effet, il est nécessaire de connaitre une bonne ggoximation de la position
relative des points de mesure. Il doit donc étre associé a un autremoyen de navigation
(systéme inertiel par exemple).

La précision du recalage altimétrique dépend de la précision de & mesure du radioal-
timétre, de carte altimétrique, des caractéristiques du relief, & de l'algorithme de recalage
utilisé. Une discussion plus en détail sera menée dans le chape 2.

La disponibilité de la mesure est limitée par les manceuvres de'éngin, le lobe du radar
devant étre maintenu proche de la verticale, et l'altitude de vol, qui doit rester compa-
tible avec la portée du radioaltimétre. Les conditions météorologiques peuvent également
dégrader les performances.

Le radioaltimétre, bien que théoriguement sensible aux systéme de brouillage élec-
tronique, offre dans la pratique une faible vulnérabilité, étant donné la directivité de son
lobe de réception. Il offre donc une bonne abilité en contexte hostile.

1.6 Conclusion

1.6.1 Complémentarité des sources

Le tableau 1.1 récapitule les caractéristiques principales des différentes mihodes de
positionnement. D'un point de vue disponibilité et abilité , la navigation inertielle offre
des caractéristiques idéales : indépendance vis-a-vis de tdlélément externe, complétude
de l'information (position, vitesse et attitude), disponib ilité permanente et taux élévé de
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rafraichissement des données. La principale limitation de I'uilisation de la navigation iner-
tielle est le temps de vol qui affecte la précision de positiomement. Les autres sources
envisagées ont pour principal avantage d'offrir une estimation de la position a partir de
grandeurs physiques directement dépendantes de la position (dtance engin - satellites
pour le GPS, mesures angulaires en imagerie optique, distancergin - sol pour le recalage
altimétrique). Leur précision et leur disponibilité ne dépend que des conditions d'acquisi-
tion de la mesure, a priori indépendante de la durée du vol, et de laprésence de données
exploitables dans les mesures.

1.6.2 La navigation hybridée

Le concept de navigation hybridée repose sur la complémentaritées différentes sources
de positionnement dégagée précédemment 19][ 18]. Dans un schéma classique, un sys-
teme de navigation inertiel est utilisé comme source primaire de positionnement. Il per-
met une mise a jour permanente et a fréquence élevée de la positin, vitesse et attitude
de l'engin. Les autres sources sont prises en compte pour corrigea dérive inertielle, en
exploitant le fait que ces sources fournissent une erreur maitrige en position. Le schéma
général d'un systeme de navigation hybridée est représenté par la gure 1.8. L'élément
central est l'algorithme d'hybridation qui permet d'estimer la d érive inertielle a partir de
I'estimation inertielle et des données fournies par les source complémentaires. Nous dé-
taillerons dans le chapitre suivant le principe théorique de cet algorithme ainsi que les
différentes maniéres de l'implémenter dans la pratique.

Estimée
inertielle +
Capteurs .| Navigation ~(H > Solution hybridée
inertiels inertielle \“/
Algorithme
, . Estimée
Source(s) dhybridation de la dérive
complémentaire(s) -

FiG. 1.8 — Principe de la navigation hybridée
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Chapitre 2

Cadre bayésien et methodes numériques

2.1 Introduction

Ce chapitre introduit de maniere succincte les concepts probabistes sous-jacents a
toute opération de Itrage ou d'estimation de paramétres. Le concept de probabilité condi-
tionnelle est I'outil central de ces méthodes. Une probabilité conditionnelle décrit I'in-
terdépendance entre différents événements aléatoires et permetl'exploiter I'information
statistique fournie par une observation (ou mesure). Dans le casdu probléme de recalage
altimétrique, il s'agit de relier l'information qu'apporte une mesure issue d'un systeme phy-
sique (radio-altimétre dans le cas de la navigation hybride) a I'état du systéme inaccessible
directement (position, vitesse et attitude).

2.2 Inférence bayésienne

2.2.1 Caractérisation statistique d'une grandeur

Pour reprendre I'exemple de la navigation hybride, les mesures sohentachées d'une
erreur aléatoire qui interdit de leur associer une valeur déterministe. De méme, la position
n'est pas connue avec certitude. Toutes ces grandeurs seront cattérisées de maniéresta-
tistique. On les nomme alorsvariables aléatoires Rappelons d'abord quelques dé nitions
et résultats sur la caractérisation des variables aléatoires.

DEFINITION 2.2.1 (DENSITE DE PROBABILITE
On notefX  xg I'événement "la réalisation de la variable aléatoire X est inférieure ou
égale ax". On dé nit la fonction de distribution associée a la variable aléatoire X par :

Fx(x)= P(X  Xx)
et la densité de probabilité (sous réserve d'existence) par :
_ dFx
px (x) = dT(X)

La densité de probabilité (ou la fonction de distribution) cara ctérise de fagon compléte
la connaissance statistique de la variable aléatoireX .
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DEFINITION 2.2.2 (DENSITE DE PROBABILITE CONJOINJ)E
SoientX etY deux variables aléatoires. On dé nit la densité de probabilité conjointe par :

L @Fxy (xy)
pxy (X;y) = T @x@y
avec

Fxy (xy)= P(fX xg\fY yg

Le concept de densité de probabilité conjointe permet de dé nir une densité de proba-
bilité pour un vecteur aléatoire X =[X1;::; Xp]. La densité de probabilité deX est dé nie
comme la densité de probabilité conjointe de ses composantes p(x) = p(x1;:::;Xn). On
parle alors de densité de probabilité multi-dimensionnelle

DEFINITION 2.2.3 (DENSITE DE PROBABILITE MARGINALE
SoientX etY deux variables (ou vecteurs) aléatoires, etpxy (X;y) leur densité de proba-
bilité conjointe. Alors : z

Px (X) = pxy (x;y)dx
px (X) est appelée la densité de probabilité marginale deX .

DEFINITION 2.2.4 (PROBABILITE CONDITIONNELLJE
La probabilité d'un événementA conditionnellement a un événementB est dé nie par :

P(A\ B)

P(B)
P(AjB) caractérise la dépendance de I'événemeniA a I'événementB. Si A et B sont
indépendants, alorsP (AjB) = P(A).

P(AjB) =

DEFINITION 2.2.5 (DENSITE DE PROBABILITE CONDITIONNELI)E
La densité de probabilité d'une variable (ou vecteur) aléatoire X condionnellement a une
variable (ou vecteur) aléatoire Y est dé nie par :

Pxy (X;y) _ g Pxy (X;y)

PO = 00y T ey ()X

La densité de probabilité conditionnelle px (Xjy) représente la connaissance statistique de
X lorsque Y est observée. C'est I'outil de base de I'estimation : si la foation px (xjy)
est connue, alors une observation (ou mesure) de la grandeurY permet la connaissance
statistique de la variable X .

2.2.2 Cadre bayésien pour I'estimation
La regle de Bayes permet de calculer la fonctiorpy (Xjy) :

THEOREMEZ2.2.1 (THEOREME DEBAYE)
Soit X etY deux variables aléatoires. Alors :

o (xiy) = PYOIX) Px(X) _ g Py (vix) P(X)

oy () v (vix) PO @1)
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Nota : Dans un souci de simpli er les notations, on représenterads la suite du document
Px (X) par p(x) etpx (xjy) par p(Xjy).

Le théoreme de Bayes fournit la solution mathématique du problene d'estimation. En
effet, supposons un systemeS décrit par le vecteur d'état x. On réalise un certain nombre

de mesures sur le systéme, dont les résultats sont rassemblés damin vecteurm. Alors, la
regle de Bayes permet d'écrire :

_ g P(Mx) p(x)
p(mjx) p(x)dx

— p(xjm) est appeléedensité de probabilité a posterioriElle correspond a la densité de
probabilité du parametre d'intérét sachant que la mesure a pour résiltat m. p(xjm)
re éte donc I'ensemble de l'information apportée par la mesure.

— p(mjx) est la vraisemblance p(mjx) est directement issue de la modélisation du
systeme de mesure et des bruits qui I'affectent. Dans la plupart de problémes, cette
fonction peut étre calculée en tout point sans dif culté.

— p(x) est la densité de probabilité a priori. Elle correspond a la connaissance sur I'état
avant toute mesure.

La seule d&‘ culté de l'application pratique de la regle de Bayes réside dans I'évaluation
de l'intégrale p(mjx) p(x)dx. Dans le cas général, cette intégrale n'admet pas de solution
analytique (et le cas ou x est multi-dimensionnel augmente encore la dif culté). Le cas
ol m dépend linéairement de x et les bruits de mesure sont additifs gaussiens permet
une résolution analytique exacte du probléme (algorithme des mandres carrés). Hors de
ce cadre trés restreint, la solution ne peut étre qu'une approximaton. Toute la dif culté
de la conception de l'algorithme d'estimation consiste a trower la meilleure technique
d'approximation pour larégle de Bayes. Il n'‘existe pas de soluion universelle a I'estimation
non-linéaire : il s'agit de trouver la technique la plus pertine nte pour un probléme donné.

p(xjm

2.2.3 Estimateurs

La construction de p(xjm) donne la connaissance statistique compléete dex. Dans une
application pratique, on cherche plutét & donner une valeur a x qui soit la plus proche
possible de la valeur vraie. C'est le but des estimateurs. llsant construits a partir de la
densité de probabilité p(xjm). Les deux plus courants sont :

— Estimateur a minimum de variance (MMSE)
z
Rmmse = X p(xjm)dx

Rmmse correspond a la moyenne dep(xjm). Cet estimateur a la propriété de mini-
miser l'erreur quadratique moyenne E  (Rvmse  Xvrai )2 -

— Estimateur du maximum a posteriori (MAP)

Rmap = argmax p(xjm)
X

Rmap correspond au mode dep(xjm)
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2.2.4 Cas des systemes dynamiques

On entend par systemes dynamiques des systemes dont I'état varédans le temps. On
va considérer que cette évolution est elle-méme aléatoire. Le@robléme sera traité en temps
discret. Le probleme d'estimation n'est pas différent du paragrgphe précédent, le vecteur
Xk est constitué de I'ensemble des états du systéme sur l'interdie de temps [0;K] :

h is
Xk = XgiX7iinXg
Les étatsx, étant eux-mémes des vecteurs.
De la méme maniere, les mesures aux différents instants peuventtée concaténées :
h is

Myk= mg;mj;:;mg

La regles de Bayes s'exprime alors :

_ p P(MjXk) p(Xk)

XM i) = R—2E
POCIMI) = R0 X 1) pOX ) dX ¢

2.2)

Hypothéses supplémentaires  Deux hypothéses permettent de simpli er largement les
calculs induits par 2.2 en permettant d'écrire récursivement p(X xjM ¢) en fonction de
P(Xk 1jMk 1) :

1. Les états successifs du systéme forment une chaine de Markovaidre un. C'est a
dire que l'état a l'instant k ne dépend que de I'état a l'instant précédent :

Xk = Fr(Xk 1;Vk)

avecVy un bruit blanc qui traduit I'évolution aléatoire de I'état. On | e nomme bruit
d'état.

2. Les mesures sont indépendantes conditionnellement a I'éit :
P(MkiXk; Mk 1) = p(MkjXk)

Ces deux hypothéses sont en fait assez peu restrictives d'un pai de vue pratique. De
nombreux systémes peuvent étre modélisés sous cette forme. On dient alors la relation
de récursion suivante :

P(M K jXk)P(XKkjXKk 1)
p(MyjM i 1)

P(XkiM k) = p(Xk 1jMk 1) (2.3)

Cette relation donne la densité de probabilité a posteriori pour I'ensemble de la trajectoire
depuis l'instant initial a I'instant k. En ltrage, seule I'estimation de I'état courant xy est
d'intérét. La densité de probabilité marginale a x se calcule par :

Z

P(XkiM k) = p(XkjM )dX g 1
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Ce qui conduit a :
z

P(XkjM k) = p(mijxk)  P(XkjXk 1)P(Xk 1jMk 1)dXk 1 (2.4)

p(MkjM k1)
Cette relation est la solution de base a tout probléme d'estimaion récursive dans le cadre
des hypothéses exposées ci-dessus. D'un point de vue calcub@te, chaque itération du
Itre se résume donc aux étapes suivantes :

Z
P(XkjMk 1) = p(XkjXk 1)p(Xk 1JMk 1)dXk 1 (2.5)
- P(MjXK)P(XkjM « 1)
XkIM ) = - 2.6
pP(XkjM k) oMM 1) (2.6)
Z
p(MgjM . 1) = p(MyjXk)P(XkjM ¢ 1)dXk (2.7)

FiG. 2.1 — Filtrage optimal récursif

Dans le cas général, les deux intégrales n‘admettent pas d'expssion analytique. Ce
point constitue la principale dif culté. Seuls des cas tres particuliers (par exemple, systeme
linéaire et bruits gaussiens) conduisent a une expression simig de p(xxjM k), dont les
parametres peuvent étre calculés grace a l'algorithme de Kalman ¢f. §2.3.2). Dans les
autres cas, on peut envisager deux grandes familles de stratégs :

— soit formuler un modéle linéaire approché du systéme et considéer les bruits comme
gaussiens. La solution est alors calculée analytiguement (ménode des moindres car-
rés, Itre de Kalman étendu). La validité de la solution dépend de la qualité de
I'approximation du systeme par le modéle linéaire ;

— soit utiliser des méthodes numériques pour approchemp(xgjM ) : discrétisation de
I'espace d'état, ltrage particulaire. La validité de la solution dépend alors directe-
ment de la méthode numérique et du probléme traité.

2.3 Filtrage linéaire

2.3.1 Estimateur linéaire optimal

Une approche pour résoudre les dif cultés de calcul de la solution du ltrage optimal
consiste a construire un estimateur optimal dans une classe dsolutions particuliéres. En
particulier, la classe des estimateurs linéaires est un choixres classiqgue. On nomme ici
estimateur linéaire tout estimateur s'exprimant comme une cambinaison linéaire de la
séquence de mesureM .
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Dans cette approche, il s'agit de construire le meilleur estimaeur (au sens de l'erreur
guadratique moyenne) dans la classe des estimateurs linéairesteon biaisés :

kck’:’]t =a+BMy telque:
|
1)  E xk R =0 (2.8)

2  var xx 2P minimale

Le probleme se résume a trouver le vecteur et la matrice B qui satisfont ces conditions.
Le calcul conduit sans dif culté a:

a=E(xx) B E(My)
B=Pyxm, Pu,m,) *

avec : h | (2.9)

PyeMy = Ehkal;  EXJE M
|
Pum, = E MM{  E[M]E[M]

L'estimateur linéaire optimal s'exprime donc de maniére analayue a I'étape de correction
du Itre de Kalman :

kﬁpt = B+ Pxymy (Pviemy) 1(Mk E M) (2.10)

avecM  I'ensemble des mesures depuis l'instant initial.

Dans un algorithme récursif, on cherche a calculerg;”" en fonction de la connaissance
déja acquise surxy (conditionnellement a M ;) et de la mesure courantemy, :

R = E XMk 11+ Prmy (Pmiemy) (i E MMk 1])

. . . > 2.11
Pxemy = ER(kkaMk 1] i EXkiM i 1]JE MM 4] (2.11)

Pmem, = E mimgjMyg 1 E[MgjMy 1]JE MMy 1]

FiG. 2.2 — Filtrage linéaire optimal

La question qui se pose alors est la détermination des espéransanathématiques condi-
tionnelles qui interviennent dans l'expression. Pour un probleme non-linéaire, elles ne
sont pas calculables de maniere exacte. Par exemple, le caltde E [xxjM ¢ 1] nécessite la
connaissance dep(xxjM k 1). La encore, une approximation de la densité de probabilité
est nécessaire.
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2.3.2 Filtre de Kalman

Le ltre de Kalman linéaire et ses variantes non-linéaires propagent une densité de
probabilité gaussienne. A chaque étape du ltre, deux paramétres de p(xxjM k) sont mis a
jour : sa moyenne notéeX,-, et sa matrice de covariance notéeP .. Le ltre de Kalman
linéaire s'applique aux problémes linéaires gaussiens.

Ceux-ci sont dé nis par les hypothéses suivantes :

— Les équations d'état et de mesure sont linéaires et les bruity et ry sont additifs,

gaussiens, centrés :

Xk = FrXk 1+ Vg

my

vk N (0;Qk)
r« N (O;Ry)

HgXy + rg (2.12)

— La densité de probabilité dexg est gaussienne.
Xo N (Ro;Po)

Dans ce cas patrticulier, les densités de probabilitép(xxjM k 1) et p(XxjM k) sont gaus-
siennes a tout instantk. Le Itre de Kalman donne alors la solution exacte au probléme de
l'inférence bayésienne.

Cette solution s'exprime sous la forme suivante :

P(XkiM k 1) = Ny, (Rk=k 1;Pk=k 1)

(2.13)
Rk=k 1= FrRk 1=k 1
Pr=k 1= FkPk 1=« 1Fg + Qk
P(XKjM k) = Ny, (Ri=k; P k=k)
Rk = Rk 1+ KM HiRyexe 1) (2.14)

Pk = Px=x 1 KkHkPy=k 1

Kk =Py 1Hg HkPy= 1Hg + Rk

FiG. 2.3 — Algorithme du ltre de Kalman

Ainsi, le Itre de Kalman exprime la solution optimale R,-, comme combinaison li-
néaire de - 1 et de la mesuremy.
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2.3.3 Filtre de Kalman étendu (EKF)

Le Itre de Kalman étendu permet de traiter de facon approchée le probléme de l'in-
férence bayésienne dans un probléme ou I'équation d'état et/ou &&¢ mesure ne sont pas
linéaires. C'est-a-dire un systéme de la forme :

Xk = fr(Xk 1;Vvk)

i (Xk; Tk)

Dans le cas du ltre de Kalman étendu, les équations d'évolution de I'état et de mesure
sont linéarisées autour de I'état courant pour se ramener a une érmulation linéaire du
probleme. Le probleme linéarisé peut alors étre résolu par le Itre de Kalman décrit au
paragraphe précédent.

Sous I'hypothése que I'estimation de I'étatR -, est suf samment proche a tout instant
de I'état vrai xx pour que les approximations au 1*'ordre suivantes soient valables, on
effectue un développement limité des fonctionsfy et hy :

(2.15)

my

feRi 1=k 1)+ Fk Xk 1 Rk 1= 1 + Vk
Mg = he(Re=k) + Hie Xk Rk + Tk
avec (2.16)
Fr = (r xfx) (Xk)
Hi = (r xhe) (Xk)
Les équations du ltrage de Kalman étendu s'écrivent alors au premier ordre :

Xk

Rk 1= F(Re 1=k 1)

Pr=k 1= FkPi 1= 1F¢ + Q«
Ri=k = Ri=x 1+ Kie M iRk 1) (2.17)
Pk=k = Pk=k 1 KkHkPy=x 1

1
Pw=x 1Hr HkPy= 1Hg + Rk

avecK g

Le bon fonctionnement d'un Itre de Kalman étendu dépend de la pertinence de I'ap-
proximation linéaire de fy et hy au voisinage de I'état courant [42]. Il existe plusieurs
méthodes pour calculer numériquement la matrice jacobienne & ces fonctions :

— Sify et hg sont des fonctions dont on posséde une expression analytiquer, f et

r hx peuvent étre calculés facilement. Cette méthode a été appligée en annexeB
pour déterminer une équation d'évolution linéaire des erreurs de navigation a partir
des expressions non-linéaires des équations de la navigatian

— Dans le cas du recalage altimétrique, la fonctionhy est tabulée. Prendre la dérivée

du terrain en un point particulier n'est donc pas immédiat. Il est plus intéressant de
calculer une pente moyenne du terrain dans le voisinage dex,-x 1, la largeur de
ce voisinage dépendant de la matrice de covarianceP -, ;. A cette n, on choisit
un ensemble de points de ce voisinage et on effectue une régregm linéaire an

d'ajuster la meilleure approximation linéaire locale du terrain .
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Il existe par ailleurs de nombreuses extensions du ltre de Kalman étendu. Voici trois
variantes permettant d'améliorer le comportement du ltre en cas de fortes non-linéarités :
— Filtre de Kalman du second ordreCe ltre se base sur un développement limité du
second ordre defy et hx. R dépend toujours linéairement de la mesure my mais

le gain de KalmanK  est fonction du gradient et du hessien defy et hy.

— Filtre de Kalman itéré: la premiére étape du ltre est identique a celle d'un ltre
de Kalman étendu classique. Les estimée®, 1-x et R sont alors utilisées comme
nouveaux points de linéarisation pour les fonctionsfy et hy et une nouvelle estima-
tion est calculée. Ce cycle linéarisation / estimation est arrég aprés une convergence
du résultat (variation de I'estimé inférieur a un seuil).

— Unscented Kalman lter: cf. ci-dessous.

2.3.4 Unscented Kalman Iter (UKF)

L'algorithme Unscented Kalman Filtef44], ou ltre de Kalman sans biais est fondé
sur I'expression du ltrage linéaire optimale dégagée dans le paragraphe précédent. Pour
rendre calculable les coef cients du Itre, on considére que les densités de probabilité
p(xx 1jMk 1) sont gaussiennes a tout instantk. Il reste alors a déterminer :

- EXkiMk 1] = E[f (X 15V)iMk 4];

— EMgjMy 1] = E[h(Xk;r)iM« ]

— Les matrices de covariancé y, m, €t Pm, m,-

Ces différentes quantités peuvent étre approximées par une op&tion nommeée uns-
cented transformationou transformation UT [ 29].

Unscented transformation  Cette méthode permet d'approximer moyenne et covariance
de l'image d'une variable aléatoire x par une fonction non-linéaire f, sans calculer de
maniéere explicite le developpement de Taylor def . Le principe de cette méthode est le
suivant :
1. Supposons que la variable aléatoireX de dimension ny a pour moyenne R et pour
covariance P. La premiére étape est le choix de(2ny + 1) points caractéristiques
appeléssigma points Ces points sont déterminés comme suit :

X0=2

. p__

Xi=2+ e+ s 21Ny
. p (2.18)
[ (i) ; .

X'=2% Ny + S i 2 [ngy +1;2n]

avecs() la i® colonne de la décomposition de Cholesky de la matriceP

La gure 2.4 présente la position dessigma pointspour une variable aléatoire bi-
dimensionnelle. Le paramétre permet de faire varier I'écartement des points par
rapport a la valeur moyenne %.

2. La deuxieme étape est le calcul de I'image de chacun desigma pointspar la fonction
f
MT=f(X") i2]0;2n,] (2.19)
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FiIG. 2.4 — Position dessigma pointsen dimension 2

3. Enn, la moyenne et la covariance de f (x) sont approximées par une moyenne pon-
dérée :
K0 .
Efe)l= w™m!
;0 (2.20)
Pioo= WOM' mym' m)

i=0

avec comme pondération :

chm) = =(nx+ )
() _ _ 2
W, = =(Ny + + (1 +
07 = =t ) ) 2.2
wm = W@ =1=2mn,+ ) i2[1;20]
= 2(”x + ) ny
En général, on choisit =0, =2 et autour de l'unité. Les choix de et ne

sont pas critiques. Au contraire, est un parameétre important qui permet de régler
le Itre en fonction du caractére non-linéaire de f.

Algorithme UKF Les différentes étapes de calcul pour une itération du Itre sont pré-
sentées page ci-contre.
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2 3
P 0 O
Pﬁl:g 0 Qk 0 g
0 0 Rk
i h P> P> '>i>
Xt= Xg i Xy X}

Xk 1=k 1 Xg 1= 1
f
X|i<=k 1= fk(x)ik 1=k 1;X\i/k)

Ri=k 1 Pk=x 1

R
Risk 1= Wi X 1

;0 (2.22)
Pr=x 1= Wi(c)(xi:k 1 Rk )Xo 1 Riex 1)
i=0
.me Pmm
Xll:k 1 hi

M L:k 1= hk(xli:k 1?xrik)

R (M) pgi
Mk 1= Wy "M g
i=0

0 _ _
Pxm = Wi(c)(xﬁzk 1 Rk DM o 1 My 1)

=0 (2.23)
R @y | 5
Pom = WMo 1 My )M 10 My 1)
i=0
K = Pxm (Pmm) !
Rizk = Rp=k 1+ K(m M-
k=k = Ri=k 1 (my k=k 1) (2.24)

Pi=k = Pk=x 1 KP mm K~

FiG. 2.5 — Algorithme Unscented Kalman Filter
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2.4 Filtrage particulaire

2.4.1 Représentation particulaire d'une densité de probabil ité
2.4.1.1 Introduction

Dans tous les cas classiques du ltrage non-linéaire, la dens#é de probabilité condi-
tionnelle p(xxjM k) est représentée et propagée de facon paramétrique. Chaque itérain
du ltre correspond a la mise a jour des parametres en fonction de la nouvelle mesure
disponible. Dans le cas du ltrage particulaire, la représentation de p(xxjM k) est d'une
nature tout a fait différente : on ne cherche pas une représentatin analytique approchée
d'une densité de probabilité mais a construire un ensemble d'ébantillons (appellés ici
particules) distribués selon p(xxjM ).

2.4.1.2 Approximation des moments d'une d.d.p.

L'inférence Bayésienne dans le cadre d'un Itrage non-linéaire mpose de propager une
expression analytique de la densitép(xxjM k). Mais pour I'ingénieur, moyenne et variance
de p(xkjM k) sont bien souvent les deux parameétres pertinents dans le cadre dne estima-
tion d'état. Le calcul de p(xxjM k) apparait donc comme un intermédiaire de calcul, dont
la détermination analytique n'est pas le cceur du probléme vis a Vs de la nalité pratique
du ltre. La question est alors comment calculer le premier moment de p(XxjM k) :

z
Efg(x)iMkl = 9(Xk) p(xkjM k)dx (2.25)
avec :
g:x7! X pour le calcul le premier moment,
g:x7! xx~ pour le calcul du second moment.

Ceci est possible, sans utiliser une expression analytique dia densité de probabilité, si
on dispose d'un ensemble d'échantillons distribués selorp(xxjM k). Notons cet ensemble
[Xﬁi)]izl;;N . Les échantillons sont supposés indépendants entre eux. On ontre alors que
I'approximation suivante est asymptotiquement valide lorsque N tend vers + 1

ElgxiMi] = a(xy”)
i=1
P .
La quantité Ni iN=1 g(x(k')) est une variable aléatoire dont la moyenne estE [g(Xk)jM ]
et dont la variance tend vers zéro quandN tend vers +1 . Pour N suf samment grand,
la différence du résultat sur deux tirages distincts desN échantillons est statistiquement
faible. On montre que la variance de I'approximation du premier moment est :
n #
X 0) 1 .
var — X, = Wvar[kaM k]
i=1

Retenons simplement que la variance décroit erl=N.
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Exemple La gure 2.6 montre la répartition de 50 échantillons d'une loi gaussienne
N (0;1). La fonction de répartition approchée (gure 2.7) s'exprime par :
z

X

F(x)= p(x9dx°
1

1 X
[1 ;xi](x)
i=1
avec :
(1 x)(X)=1 si x Xxj; 0 sinon

2.4.1.3 Echantillonnage pondéré d'une d.d.p.

Dans le paragraphe précédent, on suppose qu'il est possible de gérer des échantillons
selon p(xxjM k). Si cette densité de probabilité n'est pas une loi simple (unforme, gaus-
sienne, exponentielle), alors il n'est pas facile d'un pointde vue calculatoire d'en générer
des échantillons. Bien qu'il existe des méthodes pour génénedes échantillons a partir
d'une distribution arbitraire, le colt de calcul est généralement élevé, surtout lorsque la
densité de probabilité est multidimensionnelle. Ainsi, on supposera ici que I'on ne peut
générer des échantillons que selon une loiq(xx) (appelée par la suite proposal distribu-
tion, ou distribution d'importance) et que l'on sait calculer p(xyxjM ) en tout point Xk.
Il est alors possible d'approximer les moments dep(xxjM k) en utilisant les échantillons
[x(k')]izl N distribués selonqg(xk). Pour cela, on associe a chaque échantillon un poids :

L) p(x(ki)jM k)

) (2.26)
a(x,”)
et un poids normalisé :
_ ()
1= Py (2.27)
N
i=1 * k
Le résultat s'exprime par une somme pondérée :
; X (1) (s (D)
E [9(xi)iM «] P a(xg?) (2.28)

i=1

La variance du résultat est toujours supérieure au cas ou les échdillons sont distribués

selon p(xkjM k) [16]. Pour obtenir une dégradation raisonnable de la qualité de I'approxi-

mation, la proposal distribution doit étre choisie avec soin. C'est un point trés important,
comme nous le reverrons pour le ltre particulaire.

Exemples
— La gure 2.8 montre I'échantillonnage pondéré d'une loi exponentielle bilatérale
avec uneproposal distribution gaussienne. Les échantillons sont représentés en fonc-

tion de leurs poids. On notera que les deux lois sont relativemert similaires et en
conséquence, la disparité entre les poids des échantillons ¢gaible.
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FiG. 2.6 — Echantillonnage d'une loi gausienneN (0; 1) avec 50 réalisations
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FiG. 2.7 — Approximation de la fonction de répartition d'une loi gaus ienne N (0; 1) avec 50
réalisations
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— La gure 2.9 reprend le méme exemple mais en choisissant une loi exponentide de
support plus étroit. La proposal distribution est alors mal adaptée : I'écart- type de
la gaussienne étant trop faible, les échantillons ne sont pasassez dispersés. On voit
nettement sur la reconstruction de la fonction de répartition I' effet négatif induit par
I'inadéquation de la proposal distribution a la distribution cible.

— La gure 2.10 présente l'effet inverse. Dans ce cas, le support dproposal distribution
est trop large par rapport a la distribution cible. En conséquence beaucoup de par-
ticules possedent un poids quasiment nul et peu de particulesont présentes dans la
zone "intéressante” de la distribution cible. En conséquencela reconstruction de la
fonction de répartition est trés grossiére.

2.4.1.4 Nombre ef cace d'échantillons

Un indicateur permet d'apprécier la qualité de I'approximatio n. Il est nommé nombre
ef cace d'échantillonset est dé ni par :

. (2.29)

(i)
! k

Neff est par dé nition compris entre O et N. Il vaut N lorque tous les poids des échan-
tillons sont égaux. La variance de I'erreur d'approximation estinversement proportionnelle
au nombre ef cace de particules [39].

2.4.2 Principe du ltrage particulaire
2.4.2.1 Introduction

L'algorithme du Itre particulaire consiste a propager un ensemble d'échantillons pon-
dérés (appelés particules) de telle fagcon qu'a chaque itératim k, les particules soient re-
présentatives de la loi p(X ¢jM ). Ceci est effectué récursivement en modi ant I'état et
le poids de chaque particule, selon des régles qui dépendent de équations d'état et de
mesure du probléme. On peut faire I'analogie avec le Itrage de Kdman, dans lequel I'état
estimé et sa covariance sont récursivement mis a jour. Cependdndeux différences impor-
tantes sont a souligner. D'une part, le fonctionnement du ltre particulaire est de nature
stochastique : le mouvement des particules est le résultat de itages aléatoires. D'autre
part, il n‘existe pas un algorithme unique de Itrage particulai re. On a vu dans le chapitre
précédent que la représentation d'une densité de probabilité pa un échantillonnage pon-
déré n'est pas unique mais dépend de lgroposal distribution choisie et que la qualité de
I'approximation particulaire dépendait de ce choix. Le ltre pa rticulaire fait aussi appel a
la notion de proposal distribution. De méme, les performances du ltre dépendent de ce
choix. Ce chapitre présente le principe du ltre particulaire, ain si que les choix classiques
pour la proposal distribution.
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2.4.2.2 Notion de particule

Une particule est un échantillon issu d'une loi de probabilité, auquel on associe un
poids. Elle évolue dans le temps, au fur et a mesure des itératins du ltre, dé nissant
ainsi une trajectoire stochastique dans l'espace d'état. Pauun Itre particulaire constitué
de N particules, on note X (ki) =[xb; xL] I'ensemble des états successifs de la particule
depuis l'instant initial jusqu'a l'instant courant k. Son poids courant est noté! S).

2.4.2.3 Etapes : prédiction et correction

On note (X kjM k) la proposal distribution du ltre particulaire a l'instant k. C'est a
partir de cette loi que sont générées les trajectoires aléatoiresles particules. Cette loi est
exprimée conditionnellement aux observationsM  car dans le cas général, on peut choisir
de faire dépendre la proposal distribution des observations.

Une fois les trajectoires des particules tirées selon lgproposal distribution, les poids
sont ajustés pour gue I'ensemble des particules soit une apprdmation particulaire de la
densité de probabilité p(X xjM k). Le poids de chaque particule est donc :

L) p(X(ki)jM k)

o (2.30)
a(X"iM k)

Cette discussion est tout a fait théorique car en pratique, on re connait pas l'expression
analytigue de p(X kjM k), c'est justement la densité que I'on cherche a approximer. Cepn-
dant, le calcul des poids admet une expression récursive. En eéf, la solution bayésienne
du probléme d'estimation peut se mettre sous la forme (voir 8.2) :
z
P(XkiMk 1) = p(Xkixk 1)P(Xk 1jMk 1)dXk 1

(2.31)
XkM ) = —————p(myjx XM
P(X kM k) oMM ¢ 1)IO( kiXk)P(XkjM k1)
Les calculs conduisent a I'expression de la mise a jour des pds :
(i) 5
i - (i . () AX g 1Mk 1)
LD =1 O pmyjxD)pxVjx ) ) 2ok 17 2 (2.32)

a(X "M )

Le signe = indique une égalité a une constante multiplicative pres qui ne dépend pas
de x(k') (identique pour toutes les particules). Les densitésp(mgjxk) et p(XkjXk 1) sont
connues analytiqguement, elles dépendent des équations d'étt et de mesure et des modéles
des bruits.

De plus, dans une implémentation récursive de l'algorithme, lestrajectoires des par-
ticules sont générées en ajoutant un point a chaque itération,sans modi er les points
précédents. C'est le principe dusequential importance samplingou échantillonnage d'im-
portance). Alors, (X kjM k) peut se mettre sous la forme :

AdXkM k) = d(Xk 1Mk 1)a(XkjXk 1; M) (2.33)
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a(XkjX k 1;M k) estla loi qui permet d'échantillonner le k'™ point de la trajectoire, condi-
tionnellement aux points précédents et aux mesures. On la nomne aussiproposal distri-
bution, ou distribution d'importance. L'expression récursive des poids devient alors :

iy PMiix)peixi? o)

O k)P
axix D M)

1= (2.34)

En résumé, un lItre particulaire est baseé sur :
— Uneproposal distributiong(xkjX x 1; M k) utilisée pour générer des trajectoires dans
I'espace d'état. Cette loi est choisie par le concepteur du ltre.
— Une regle de mise a jour des poids qui dépend les densités de pbabilité p(mgjxg)
et p(XkjXk 1) imposées par le probleme.

L'algorithme se divise en deux étapes fondamentales :

i2 [LN]: X0 giXk 1 M)

iy P(m X e ixi

i2 [LN]: RO =1 0 LA
a0 iX ) M)

- (M) M

i 2 [L;,N]: 1y :pﬁ
.1L-i(<)
i=1 -

FiG. 2.11 — Algorithme de base du ltre particulaire

2.4.2.4 Neécessité de I'étape de rééchantillonnage

Dans un probleme classique d'estimation récursive, l'incertitude sur I'état est initia-
lement importante, puis au fur et a mesure de lI'accumulation des observations, celle-ci
diminue : la connaissance de I'état est de plus en plus préciseEn d'autres termes, le sup-
port de p(xxjM k), initialement large, se réduit au cours du temps. Par contre, lesparticules
se dispersent dans l'espace d'état suivant une marche aléat@ analogue a un mouvement
brownien. En conséquence, on se retrouve apres quelques itératits du Itre dans une
situation analogue a la gure 2.10. Une majorité de particules sont dispersées dans des
zones oup(xkjM k) est trés faible, et donc possédent un poids trés faible. L'intasité de ce
phénoméne dépend du probléme (plus la variance du bruit de mesureest faible, plus la
dégénérescence est rapide) et du choix de lgproposal distribution.

Pour pallier la dégénérescence des particules, l'idée est dligniner les particules de
poids négligeable et de dupliquer les particules de fort poids Ainsi, sans altérer la qualité
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de l'approximation particulaire, et sans modi er le nombre tota | de particules, on assure
gu'un maximum de particules seront présentes dans les zones deofte densité de proba-
bilité. Il existe différentes méthodes pour le choix des particules a dupliquer ou éliminer.
La plus utilisée est nomméeSIR (pour Sampling Importance Resamplifjg qui consiste a
construire un nouvel ensemble de particules en effectuantN tirages avec remise parmi
I'ensemble des particules avec la probabilité de choisir la péticule i égale & son poids! ().
Cet algorithme est appelémultinomial resampling (rééchantillonnage multinomial) :

N
up, U (0;1)
Un
Vp = 1 (@)
i=1
] =1 | Vi U < Vis1
[
1 () =1=N

FiG. 2.12 — Algorithme de rééchantillonnage multinomial

L'étape de redistribution peut étre effectuée a chaque itération du ltre, ou bien uni-
guement lorsque la dégénérescence des particules est importaet Un indicateur permet-
tant de la détecter est le nombre ef cace de particuleslé ni § 2.4.1.3. N¢is vaut N si tous
les poids sont égaux et diminue avec la dégénérescence. Un sgwisuel de déclenchement
d'une redistribution est Ngff  2=3 N.

Il est important de noter que I'étape de redistribution, si elle est indispensable au bon
fonctionnement du lItre particulaire, posséde aussi des effets néfastes sur le fonctionne-
ment du Itre et sur la qualité de I'approximation particulaire. En effet, les particules de
fort poids sont dupliquées en de nombreuses particules lles, qui ont méme vecteur d'état.
Il y a donc regroupement des particules autour d'une méme positon. Si le bruit d'état
est faible (c'est le cas du recalage altimétrique, la dérive de & centrale inertielle est un
phénoméne lent), les particules lles restent trés proches les wes des autres au cours des
itérations suivantes et I'espace d'état est insuf samment ploré.
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2.4.2.5 Utilisation d'une procédure de régularisation

Pour pallier les effets négatifs de la redistribution, on introduit une étape de régularisa-
tion qui permet d'aider la dispersion des particules dans I'es@ce d'état dans des problemes
ou le bruit d'état est faible. Il s'agit, aprés I'étape de redistibution, d'ajouter un bruit sur
I'état de chaque particule (en quelque sorte, un bruit d'état arti ciel). Ce bruit est en gé-
néral choisi gaussien pour des raisons de simplicité. La variace peut étre constante ou
bien étre adaptée a la variance du nuage de particules.

e
f= 1 Ox0
i=1
Pr= 100 20 )
i=1
Sk |5k= SESk
r® N (0;1)
xg):x(ki)+ Sr®

FiG. 2.13 — Algorithme de régularisation gaussienne adaptative

2.4.2.6 Echantillonnage de la proposal distribution

Redistribution et régularisation permettent de maintenir le nu age de particules ni trop
dispersé, ni trop regroupé autour des particules de fort poids. Cegndant, ces deux opéra-
tions perturbent le ltre (il devient sous-optimal). Une solut ion consiste alors a chaisir ju-
dicieusement laproposal distribution pour que la vitesse de dégénérescence des particules
soit limitée au maximum et ainsi réduire la fréquence des redistributions. On montre que
la proposal distribution optimale en ce sens est :

a(XkjXk 1 Mk) = p(Xkjxk 1; M) (2.35)

En d'autres termes, la densitép(xxjXk 1; M) est la densité de probabilité de I'état a
l'instant k, sachant que I'état a l'instantk 1 estxy i et conditionnellement aux mesures
M k. On retombe sur un probléeme de Itrage non-linéaire dont on ne peut donner la
solution exacte.

Examinons maintenant les méthodes les plus classiques pouapprocher cette proposal
distribution optimale.
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Densité de probabilité a priori  C'est la méthode la plus simple et la plus rapide. On ne
tient pas compte de l'observation courante :

aXkjXk 1; M) = p(XkjXk 1)

Cette solution revient a générer les trajectoires des particulesen appliquant simple-
ment I'équation d'état (avec un tirage du bruit d'état différen t pour chaque particule). La
derniére mesure disponibleyy n'est introduite que dans I'étape de correction des poids,
dont I'expression se simpli e.

i=1 N
vi) g,
x(k') = f(xﬁ');v(i))
x(k') = f(x(k');v(i))

RO =1 O pmyjx?)

FiG. 2.14 — Filtrage particulaire avec échantillonnage de la d.d.p. a piori

Cette méthode a l'avantage de ne demander qu'un minimum de c&uls par particule.
C'est pourquoi elle est trés souvent adoptée. Cependant, lproposal distribution ne tenant
pas compte des observations, le résultat n'est pas optimal.

Méthode par réjection Il s'agit d'approcher un échantillonnage de p(xkjXk 1;M k) par
une méthode d'acceptation-rejet. Les particules sont générée suivant p(XxjXx 1) mais ne
sont acceptées que si leur vraisemblancg(myjxy) est suf sante. On montre alors que
les particules retenues sont distribuées selomp(xkjX k 1;M k). L'algorithme d'acceptation-
rejet est le suivant :

M pP(MjXk)

u® U (0;1)
Xg pOxy 1)

u®  p(myjgy))=m

FiG. 2.15 — Echantillonnage par acceptation-rejet

Cette méthode est incompatible avec une implémentation en emps-réel. En effet, le
nombre de tirages nécessaires avant d'accepter une particule est pas connu a priori. De
plus, le choix de M est délicat : M doit majorer p(mgjxx) sans étre trop grand, sinon le
taux d'acceptation devient faible.
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Méthode par linéarisation locale L'idée est d'approcherp(xxjXk 1; M) en linéarisant
le probléeme autour de chaque particule et en appliquant une itération d'un ltre de Kal-
man. La particule est alors échantillonnée selon la loia posterioridu ltre.

i
Xk 1

x{2;P0) (mi;x{ ;0)

O N P

FIG. 2.16 — Echantillonnage par linéarisation locale

Cette méthode est lourde en calculs : I'équivalent d'un Itre d e Kalman par particule.
De plus, le nombre de particules couramment utilisé dans les ltres particulaires s'éléve
de plusieurs centaines a plusieurs milliers. Le Itre de Kalman utilisé peut étre un lItre
EKF ou UKF.

Critéres de choix de la proposal distribution  Le choix de laproposal distribution est au
cceur du compromis ef cacité-performance. La méthode par écharillonnage de la densité
de propabilité a priori entraine une dégénérescence rapide des particules, mais sa rapté
autorise |'utilisation d'un grand nombre de particules. A l'inv erse, la méthode par linéari-
sation locale limite au maximum la dégénérescence, mais en catrepartie, ne permet pas
d'utiliser un nombre important de particules. A nombre de particules égal, la méthode
par linéarisation locale donne de meilleures performances B3]. A codt de calcul égal, la
guestion ne peut étre résolue de fagon générale, tout dépend du pobléme considéré.

2.4.2.7 lllustration du fonctionnement

La gure 2.17 présente graphiqguement les étapes du Itrage pour un probleme de

dimension 1 et pour une proposal distributiong(XkjXk 1;M k) = p(XkjXk 1)-

(@) Ladensité de probabilité a l'instantk 1 est représentée par un ensemble de particules
distribuées selonp(xx 1jM ¢ 1).

(b) Les particules sont échantillonnées selomp(xkjXx 1). Le nuage de particules se dis-
perse.

(c) Les poids sont mis a jour en fonction de la vraisemblance des paicules. Ici, la vrai-
semblance (courbe en pointillés) a été choisie non gaussiena. Les particules sont
alors représentatives de la densité a posteriorp(xgjM ).

(d) Les particules sont rééchantillonnées. On note que les particies de faible poids (sur
les bords de la distribution) ont été éliminées.
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014 014
— p(X[k-1]|¥[k-1]) = = p(x{k-1]|Y[k-1])
— P(X[KIY[k-1))

0.12 q 0.12- \ q

01

|

-15 -10 0 10 15 -15 -10 -5 0 10 15

(a) Distribution initiale des particules (b) Echantillonnage selon p(xkjXx 1)

0.14

- ng{tﬂxv[rk]]) — P(KIIYIK)
— pi

(c) Correction des poids (d) Rééchantillonnage

FiG. 2.17 — lllustration du fonctionnement d'un Itre particulaire

2.4.3 Principe de la Rao-Blackwellisation
2.4.3.1 Introduction

Dans le cas d'un probleme de recalage de navigation, la dimensio de I'espace d'état
est importante : 9 si I'on considére seulement un recalage posibn/vitesse/attitude ( 3.5);
15 ou plus si on inclut les biais accélérométriques et gyrométriqes. Or la réalisation
d'un échantillonnage représentatif d'une densité d'état avec un nombre d'échantillons de
l'ordre de quelques centaines ou quelques milliers n'est valale dans la pratique que pour
des dimensions faibles (2 ou 3 au maximum). De plus, dans un prolleme de recalage
altimétrique, une dispersion des particules uniquement dans k plan horizontal est suf -
sante pour prendre en compte des non-linéarités de la mesure du ramb-altimétre ( 3.11).
La procédure décrite ci-dessous, dite Rao-Blackwellisation4][ 17], permet justement de
construire un ensemble de particules dans un espace de grande diension, mais en effec-
tuant un tirage aléatoire uniquement sur certaines composantes de I'état. Cette section en
résume les résultats principaux.
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2.4.3.2 Principe

Considérons X une variable aléatoire dé nie sur un espace d'état E de dimension L
et deux sous-espace€y et Ey tels queE = E4  Epn. On note ny la dimension de
I'espaceEy . Pour une application en recalage altimétrique, Ey est le sous-espac@osition
horizontale, de dimension 2. Cette procédure de Rao-Blackwellisation est Bsée sur une
factorisation de la densité d'état p(x) :

p(x) = p(x":xN)y= p(x"HixN) p(x"H) avec x= (2.36)
Soit maintenant un ensemble d'échantillons pondérés x";w(® . réalisant une
approximation de la loi p(x"). La dimension des échantillons estny (au lieu de n dans

le cas d'un échantillonnage direct dans I'espaceE). L'approximation particulaire de la loi
compléte p(x) s'écrit sous la forme :

p(x) = p(x";xN) wOp(xNjxH 0y (xH) (2.37)
i=1
avec :
saoxM)y=1 si xH=x"0 . 0 sinon

La mise en pratique d'une telle procédure nécessite que la lop(xNjx™) admette une
expression analytique simple (gaussienne par exemple).

Les paragraphes suivants expliquent comment les 3 opérations@base du Itrage par-
ticulaire (échantillonnage, prédiction, correction) sont app liquées sur une représentation
particulaire avec Rao-Blackwellisation.

2.4.3.3 Echantillonnage d'une densité gaussienne avec Rao- Blackwellisation

Ce paragraphe décrit la construction d'un ensemble de particules partir d'une densité
gaussienne de probabilité d'état, en utilisant la méthode deRao-Blackwellisation. Suppo-
sons que la densité de probabilité de I'étatx soit décrite par une gaussienne de moyenne
R et de covarianceP. La premiére étape consiste a séparer les variables de positiondri-

zontale x" du reste du vecteur d'étatxN .
n H # n H #
R P L
R = N X P = LT pN (238)
La deuxiéme étape consiste a calculer les paramétres de la logaussienne)p(xN jxH) : sa
moyenne &NIH et sa covariancePNIH | Les calculs sont similaires & un ltre de Kalman :

kNjH — kN + K(XH kH)
PNIH = pN kpHKT (2.39)
K=LT(P")?

On notera que la covariancePNIH de p(xN jx") ne dépend pas dexH'.
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L'algorithme d'échantillonnage avec Rao-Blackwellisation se déroule alors selon le

schéma suivant :

K Pnjn

pNIH = pN kKpHKT

K=L" pH

q(x™)
xH O q(xM)
wi) = NxH:(i)(k_H_JPH)
g(x M)
w®
g0

wi) =

p(xN jx )

IR = oN 4 K (xH () gH)y

FIG. 2.18 — Echantillonnage avec Rao-Blackwellisation

2.4.3.4 Application de I'équation d'évolution de I'état

n . o
Supposons que I'on dispose d'un ensemble d'échantillons x| ;217 0 p
approximant la densité d'état Itrée p(xxjM k)a l'instant k. On cherche a déterminer une

approximation de la densité d'état a l'instant k + 1 :
Z

P(Xk+1]M k) =

P(Xk+1 ] XKk)P(XkJM k) dX

NjH (i)O
koo Wy

i=1:N

(2.40)

On se place dans le cas d'une équation d'évolution linéaire, ®ec un bruit additif gaussien :

avec Vi1

Xk+1 = Fk+1 Xk + Vi1

N (0; Q)

La modeélisation de la dérive d'une centrale inertielle correspord effectivement a une telle
dynamique d'état linéaire. L'équation d'évolution peut étre réécrite en séparant les com-

#" #
HN H
Fia Xy
NN N
Fre Xy

posantesx™ et xN :
n # n

H
X1 =
N
X+
Il s'agit de construire un ensemble d'échantillons x5\, ;

réalisant une approximation de p(Xg+1jM k).

+ Vi+1

(2.41)

QNI (). pNJH (D)

K Wy g =
k+1=k k+l=k’ "k+l=k ;_q..\
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En substituant p(xxjM k) par son approximation particulaire :

ooz . o
P(Xk+1]M k) = we)p xienixi xR M N g W PRI k) (2.42)
i=1

La densitép(x k+1jxm( s Xrk ; M k) étant elle-méme gaussienne, l'intégrale apparaissant dans
I'expression précédente admet une expression analytique :

Z
p Xk+1jX||:;(l);XE;Mk NXE XE;(I);PEJH dXE = NXk+1 R(kl-l)—lzk;P(kli)—l:k

avec :
" #ll H(I) #

Q20 - R R o (2.43)

k+1 =k ENH  ENN N: ()

k+1 k+1 k
#
0 0

? - T

Pii1=k = Frn 0 P::IjH Fre t Qx

La densitép(xk+1 JM k) se présente donc sous la forme d'une somme pondérée de fonctions

gaussiennes. Il s'agit maintenant d'échantjljonner la dersité p(Xk+1JM k) poyr obtenir une
approximation particulaire que I'on notera Xfi(l'):k: k'l:'le:f(') P'l:'le:k; W|(<|31 i .Sil'on

travaille & nombre de particules constant, une solution simple est de tirer une particule
par terme gaussien de la somme, puis d'appliquer les résultatslu paragraphe précédent.

En notant : " #
. R2H: (1)
220 = K+l
k+1=k 2N; (i)
Ris1
" # (2.44)
p’?H L?
Pl = K=k “ked=k
+1 = 7 ?N
Lk+1 =k Pk+l =k
(1) Echantillonnage de la composantext'jr(li):k :
H; (i) ?H; (i) . 5 ?H; (i)
Xk+1 =k N kk+1 =k’ Pk+1 =k (245)

(2) Mise a jour du reste du vecteur d'état des particules :

pNIH() — a?Ni(0) K(XH;(i) k?H;(i))

k+1=k k+1 =k k+1=k k+1
NjH  _ p2N ?H T
Pisi=x = Piri=k  KP oK (2.46)
T 1
- 12 2H
K= I-k+1 =k F)k+1:k

(3) Le poids des particules reste inchangé :

(i) — (D)
Wir1 =k = Wi

46



Chapitre 2. Cadre bayésien et méthodes numériques

L'algorithme correspondant a I'ensemble de ces opérations estlars le suivant :

n 0]
H; (i), oaNjH; (i) . g NjH . (i .

. o . 1=1:09
H; (i) .kNJHvU).PNJH () p(xk+1ij)

X =k - ) — 1W —
k+1 =k’ " k+1=k k+l=k’ Tk+1=k ;_q..\

? NjH
P 1 =« Pk+1=k K
n #
? _ 0 0 T
Pre1=k = Frs 0 PEjH Fre1 + Qk
NjH  _ 2N ?H T
Pk+1:k - I:)k+1=k KP k+1=kK
T 1
K= Lias Pz
n H(0) 0
i=1:N Xicrt =& i=1:N
H; (i) ?H; (i) . o ?H; (i)
Xiarzk N R Praa o
?H; (i) _ H; (i NjH; (i
ALH0 = PO+ RO
n o]
kNiH;(i)
i = 1N k i=1:N
*EN;(” - w-ilxs;(i) + FE‘PMW”“”

NjH: () _ 22N:(i) H: (i) 2H: (i)
Reaa = Xt KXt R

FiG. 2.19 — Rao-Blackwellisation : propagation de I'état

2.4.3.5 Application de la régle de Bayes

n
it d 'é i Hi()) . aNiHi (). pNjH . (1) i
Soitd'un ensemble d'échantillons X, .1 2 R 1 5 Py s Wi o LN approximant

1=
la densité d'état a priori p(Xk+1jM k).
En utilisant (2.37), I'expression de la densité d'étata posteriori p(Xk+1 jM k+1 ) S'écrit :

R P(Mi+1 Xk )P(Xk+1]M k)
P(Mk+1 JXk+1 )P(Xk+1 JM k) AXk+1

P(Xk+1]M k+1) =

P N i L H G L H G
i=1 W|((|+)1 =k p(m k+1JXk+§LI):k;X|§+1)p(xllzl+1jxk+§[|)=k) X:j:éiik (X||;|+1)
P N (i) R

= . . H;(
L0 Wb e P(Mie pxfly X JPOR xS L) dx ey
(2.47)
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Il reste a déterminer les quantités :

Z
SOH; () . R RO N
p(m k+1 JXk+(1')=k, X,I2|+1 )p(X E+1 JXk+§_|)=k) et p(m k+1 JXk+§_|):k’ X,I2|+1 )p(X E+1 ]Xk+§_|):k)dX E+1

.y N o H; () , . . .
La densité p(x; X, ;; =) €tant gaussienne, ces quantités admettent une expression
analytique simple si p(m k+1iji(l'):k;xE+1) est elle-méme gaussienne. C'est le cas lorsque
la mesuremy.; dépend linéairement de x,; et le bruit de mesure est additif gaussien :

Mis1 = Neen (Xfha ) + Hiea Xihy + Mesr avec s N (0;Rien) (2.48)

Dans le cadre du recalage altimétrique, ces conditions sont biemespectées : la mesure
du radio-altimétre dépend non-linéairement de la position hori zontale (x™) mais linéai-
rement de l'altitude de I'engin (premiére composante de xN).

Le calcul dep(m k+1iji(1i):k; x’Q'ﬂ)p(x’lz‘ﬂiji(li):k) est mené en remarquant que :

SH () L H;(
(M e JxEE L N, ) pOxl,  jx i)

A H (O s HG
P(Mic+1 JXk+(1I)=k’ Xie1 )P(X g JXk+(1I)=k)dX kel

N s HI() _
p(xk+1 =kJXk+1 =k mk+1) - R

est une densité gaussienne, dont la détermination des paramées est un probléeme de
Itrage linéaire (type ltrage de Kalman) :

S HG) — NjH;(i). pNjH
p(XE+1JXk+(1I):k’mk+l) = Ny, Ryl (I)’Pk+11
avec :
NjH; (1) — o NjH; (i) i
kk+1 - kk+1=k +K ®
=M1 e (Xri(ll)zk) Hi+1 *Ei(ll)zk (2.49)
NjH _ NjH 1, T
Py = Priiok KS 7K
_ pNjH T 1
K=PM HiaS
S= Hk+1PEJ1H:kHI+1 + Ryn
et: Z
RO - H; (i _ i).
P(M it Xt L XM )POxRhg X L) dxly = Ng - @8 (2.50)

On reconnait I'expression de la vraisemblance de l'innovationdu Itre de Kalman.
Au nal, I'expression de la densité de probabilité a posteriorip(Xk+1 jM k+1) S€ met sous
la forme suivante :

; X (1) N i Hi(). H
P(Xk+1JM Kk+1) W11 P(Xee1 X173 M) Xfiii)(xk”)
i=1
avec :
H: (i) — JH: ()
Xkal = Xga1zk (2.51)
CH(D) _ NjH; (i) . o NjH
p(X|'2|+1JXk+(1I),mk+1)- Nyn R (|)’Pk+11
i — 0 _X\l (i) i — 0 (i)
Wit = Wisg = Wiy avec Wy = Wi, o No 'S
i=1
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L'algorithme de mise a jour des paramétres de l'approximation paticulaire sous une
forme Rao-Blackwellisée est présenté ci-dessous.

n
Hi() L aNjH (). pNH ()

X412k K1 =k 0 T k1 =k Wiee1 =k —1 N P(Xk+1]M )
H; (i), qNjH; (). g NjH . (i) ;
Xir1 3 Rien P Wi - P(Xk+1JM k+1)
NjH
I:)k+l K

— NjH T
S— Hk+1 Pk+1:ka+l + Rk+1

_ pNjH T 1
K = Pk+1:ka+1S

NjH _ NjH 1 T
P ‘Pk+1=k KS -K

(0

i=1:N
D= Ml 0G51%)  Hiea Ly,
I=1:N HiGl) _ o Hi(i)
Xir1” = X1 =k
NjH; (i) _ 4NjH; (i) i
RS i L
i=1::N _ _
W=l e O
i=1:N "
Wl(<|21 = W|(<IJ21 = Wl(<|+)1
i=1

FiG. 2.20 — Rao-Blackwellisation : mise a jour par la régle de Bayes
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Chapitre 3

Filtrage optimal pour le recalage
altimetrique

3.1 Introduction

Dans le premier chapitre, on a dégagé les exigences d'un systémeednavigation au-
tonome selon trois aspects : précision de positionnement, diponibilité et abilité. On a
montré pourquoi I'hybribation entre différents capteurs est intére ssante. Dans ce chapitre,
nous nous focaliserons sur la navigation hybridée par recalage kimétrique. A partir de
la modélisation du probléme, des parameétres in uants et des limitations des algorithmes
classiques, nous ciblerons sur quels aspects précis on cherclia apport du lItre particu-
laire sur la fonction navigation.

3.2 ldenti cation d'une position par mesure altimétrique

Le radar altimétrique fournit, en fonctionnement idéal, une me sure de la distance
verticale entre I'engin et la surface terrestre. Cette mesure est reptée a période xe au
cours du vol. Ainsi, I'ensemble des mesures forme urpro | altimétrique du terrain survolé
le long de la trajectoire de I'engin.

La problématique générale du recalage altimétrique peut alors éte formulée par la
question suivante : A partir du pro | altimétrique mesuré, comment retrouver latrajectoire
suivie par I'engin au cours de son vol ?

Notons que la démarche inverse, c'est-a-dire prédire le pro | altimétrigue mesuré a
partir d'une trajectoire donnée, est un probléeme beaucoup plus $smple a condition d'avoir
a sa disposition :

— une carte altimétrique du terrain qui permet d'associer une altitude a une coordon-

née géographique,

— un modeéle de mesure altimétrique, qui est ici la simple différence d'altitude entre la

trajectoire et le terrain.

L'ensemble des algorithmes de recalage altimétrique reposentis la comparaison entre
le pro | mesuré par le radio-altimetre et un (ou plusieurs) pro | pré dit a partir de la carte
altimétrique. Ce principe général est illustré par la gure 3.1. Avant toute mission, le ter-
rain est cartographié pour en extraire un modéle numérique qui sera enbarqué dans le
calculateur de I'engin. Au cours du vol, le radio-altimétre mesure le pro | correspondant
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a la trajectoire effectivement suivie par I'engin. Ce pro | est comparé avec un ensemble
de pro Is générés a partir du modeéle de terrain et des trajectoires générées par un algo-
rithme d'estimation. Tout I'art du recalage altimétrique réside dans cet algorithme dont la
mission est de faire converger la trajectoire estimée vers la trajetoire vraie a partir de la
comparaison entre pro | mesuré et pro | estimé.

! |
| -
| . . ! |
| Trajectoire Terrain ! :
| de I'engin b
! |
1 ]
|
! v v o v
I | !
1 Radio- R EEEEEEEEEEEETEE TS S Modéle
| |
! altimetre e ! de terrain
l | :
1 | |
| Systéme physique b
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, !
|
S ;
- +
Modele

de mesure |4

Y

Trajectoire

Algorithme i
estimée

d'estimation

A

FiG. 3.1 — Principe du recalage altimétrique

3.3 Outils mathématiques associés

3.3.1 Modele de dérive inertielle
3.3.1.1 Introduction

Un systéme de navigation inertielle exploite un ensemble de meures accéléromé-
triques et gyrométriques. L'évolution de la précision de navigaton au cours du vol est
directement reliée a la qualité de ces mesures. Savoir prédire la ggcision de I'estimation
fournie par la centrale inertielle est tout aussi important que |'estimation elle-méme. En
effet, dans une phase de conception du systeme, elle oriente lehoix des capteurs en fonc-
tion de la précision de navigation requise par les contraintes @érationnelles. D'autre part,
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dans une optique d'hybridation de différentes sources d'informaion de navigation, il est
nécessaire de quanti er la qualité de l'information fournie pa r les différentes sources.
Dans la section3.3.1.2, nous rappellerons de maniére succinte les principales sources

d'erreur qui affectent les mesures inertielles. La section3.3.1.3 présente un modeéle li-
néaire de propagation des erreurs au cours du temps. Ce modéle, relatement complexe,
peut étre simpli é si I'on considere des intervalles de temps réduits. Cette réduction du
niveau de complexité présente un intérét pour simpli er la con ception des algorithmes
d'hybridation.

3.3.1.2 Sources d'erreur

Bruits de mesures lIs désignent I'ensemble des erreurs aléatoires intervenant das la
chaine d'acquisition électronique de la mesure (conditionnement, conversion analogique-
numérique). Classiquement, ils sont modélisés par des procesis aléatoires (t) station-
naires, de moyenne nulle et caractérisés par leur densité spectia. lls interviennent de
maniéere additive sur la mesure :

()= x(t)+ (b) 3.1

ou R(t) désigne la mesure bruitée etx(t) la vraie valeur de la grandeur mesurée.

Biais Les biais correspondent aux erreurs systématiques commises surdenesures. Les
biais sont dus, par exemple, aux dérives des caractéristiquesat composants électroniques
avec la température ou le vieillissement. Elles sont modélisés par une erreur additive
constante :

R(t)=x(t)+ b (3.2)

ou best le biais. Il est a priori inconnu.

Facteurs d'échelle lIs font référence aux erreurs de gain dans les ampli cateurs. lls g-
paraissent comme un facteur mulplicatif dans I'expression dela mesure :

R(t) = (L+ K)x(t) (3.3)

Erreurs de calage Chacun des accélérométres et gyrometres mesure idéalement la pro-
jection du vecteur accélération (respectivement rotation) sur leur axe de mesure. Cepen-
dant, il existe toujours un couplage entre les différents axes,dd en particulier aux tolé-
rances mécaniques lors du montage des capteurs. Si I'on notfx; x» x3]" les composantes
du vecteur mesuré, les erreurs de calage s'expriment par :
2 3 2 32 3
R1 1 k2 kis X1
2 R g = 9 kor 1 kos gg X2 g (3.4)
R3 ka1 ka2 1 X3

avecfk;j g les coef cients de couplage entre les axes.
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3.3.1.3 Linéarisation des équations de la navigation inerti  elle terrestre

Ayant caractérisé les différentes sources d'erreur, il s'agit maitenant de modéliser
leurs effets sur I'estimation délivrée par les calculs de nawjation inertielle. Une maniére
de procéder au plus prés de la réalité consisterait a générer en simlation I'ensemble
des signaux d'erreur et de calculer I'estimation inertielle en appliquant les équations preé-
sentées en annexed\. En répétant I'opération avec de nombreuses réalisations aléatires
des variables d'erreur (simulation type Monte Carlo), il est posdble de caractériser sta-
tistiquement la précision de navigation au cours du temps de vd. Une telle méthode est
couramment utilisée lors de la phase de développement d'un sysime ou les simulations
sont réalisées sans contrainte de temps d'exécution. Elle estependant inadaptée a une
estimation temps-réel sur calculateur embarqué.

La dif culté de principe pour estimer la propagation des erreurs d'un systeme de na-
vigation inertielle est I'ensemble les non-linéarités appardssant dans les calculs (change-
ment de reperes, globe terrestre sphérique). Cependant, I'ordre de gandeur des erreurs
classiguement mises en jeu est toujours faible devant les noitinéarités. Pour les change-
ments de repére, les erreurs angulaires en attitude sont au maximunde l'ordre du degré.
L'erreur en position horizontale ne dépasse pas quelques kiloratres, ce qui est faible au re-
gard du rayon terrestre. Il est donc pertinent d'utiliser un modéle |inéaire de propagation
d'erreur.

Ce modéle linéaire est établi en annexeB en temps continu. Nous en résumons ici les
hypotheses et les résultats.

Le vecteur d'étatx du modele rassemble les erreurs en position, vitesse et attitude
X=[n eZ¥W VeV, n e d]> (3.5)

avec :
— 1 n; e;2gl'erreur de positionnement (en m) selon les directions nord, estet verticale
du repere TGL,
— fv; ¥, v,0 l'erreur de vitesse (en m.s 1) dans le repére TGL
—f n; e 49 le micro-rotateur relatif & I'erreur d'attitude (en rad).

Le vecteur d'erreur inertielle v rassemble les erreurs sur le vecteur accélération et
rotation en projection dans le repére enginM :

V=[axay 8 by ] (3.6)
L'équation d'évolution de I'erreur inertielle se met sous la forme :
x(t) = A(t)x(t) + B(t)v(t) (3.7)

Les matricesA (t) et B (t) sont explicitées en annexeB.

3.3.1.4 Modele de dérive inertielle en temps discret

Dans la suite du document, les calculs seront présentés en tempgiscret, avec un pas
de discrétisation Te. Les variables correspondant a l'instantkTe seront indicées park. An
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de simpli er le passage continu-discret de I'équation 3.7, nous ferons plusieurs hypothéses
supplémentaires :

— les matricesA (t) et B(t) seront considérées comme constantes sur les intervalles de
temps[kTe ; (k+1)Te],

— le bruit v(t) est considéré comme un bruit blanc gaussien stationnaire de moyene
nulle et de matrice de covarianceQy,.

L'intégration (dans un sens stochastique) de I'équation3.7 entre t ett + T, conduit & :

X(t+ Te)=  r+7.X(M)+ (D)
avec :
tt+T. = exp(TeA) (3.8)

t+ Te

E[ (1) (1)7] 1+T.BQVB” Z,r.d

t

Une approximation au premier ordre (méthode d'Euler) conduit & :

tt+ Te I+ TeA
> Te > Te \ > (3'9)
EV(OV(D)] Te(l + SA)BQUB” (I + SA)” = Qy
En notant xx = x(kTe), le modéle a temps discret s'écrit :
Xk = FrXk 1+ Vi
avec : (3.10)
Fr=1+TeA

et v un bruit blanc discret de moyenne nulle et de covarianceQy.

3.3.2 Modele de mesure altimétrique

La mesure my! du radio-altimétre s'exprime simplement comme la différence ertre
l'altitude zx de I'engin et la hauteur du terrain (gure 1.7):

mg = Zk (Lk;lk)+ Mk (3.11)

ol (Lg;lk) estla hauteur du terrain aux coordonnées de l'engin(L; lk).

L'erreur de mesurery par le radio-altimetre est dif cile a modéliser, elle dépend d e

multiples facteurs :

— La distance mesurée n'est jamais exactement la distance engisol selon la direc-
tion verticale. Le céne d'émission radar est relativement large(quelques dizaines de
degrés). La mesure n'est donc pas une mesure ponctuelle ;

— Les performances du radio-altimétre dépendent de la nature du sb Par exemple, au
dessus d'une forét, il peut y avoir ambiguité entre |'écho du s et I'écho renvoyé par
la cime des arbres;

la mesure est ici un scalaire, et sera notéem, dans la suite du document
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— La variance de l'erreur est aussi fonction de l'altitude par ragoort au sol;

— L'erreur de mesure inclut également I'erreur de carte, toute aussdif cile a modéli-
ser;

— Il existe une corrélation temporelle entre les erreurs de mesure sucessives. Cette
corrélation dépend de la distance parcourue entre deux mesures du rdio-altimétre,
c'est-a-dire de la vitesse de déplacement et de la période de nsaire.

En conséquence, il est trés dif cile d'établir un modéle n po ur la mesure. Bien que

le Itrage particulaire permette I'utilisation d'un modéle non gaussien pour le bruit de

mesure, on fera I'hypothése dery bruit blanc gaussien, de variance rzk.

3.3.3 Solution optimale dans un cadre bayésien

Soit le probléme de Itrage en temps discret, constitué de I'équation d'évolution ( 3.10)
et de I'équation de mesure @.11) :

FkXk 1+ Vi

= he(Xk) + rg

Xk (3.12)

E
|

avec :

'k ek
he(Xk) = z, + 2 L+ 2 o+ 8¢
KXk) = 2+ 2 K™ g “" rrcos,)

fLy:lx; 2.9 [lestimation inertielle de la position (3.13)

Xk =[ nk ek 2k Yok Yek Y2k nk ek d;k]> I'erreur inertielle

Dans un cadre statistique bayésien, toute la connaissance apptee par les mesures sur
I'état a l'instant k est condensée dans la densité de probabilitd(xxjM k). Résoudre le pro-
bléme d'estimation est équivalent a déterminer cette fonction sur tout I'espace d'état (pour
tout xi). La section 2.2 décrit de facon plus détaillée la théorie de l'inférence bayésiane
et établit les formules pour calculer p(xxjM ) de maniére récursive :

, p(MgjXk)P(XkjM k1)
Xk]M ) = - 3.14a
P(XKjM k) Z oMM« 1) ( )
PXkiM i 1) = p(XkjXk 1)P(Xk 1Mk 1)dXk 1 (3.14b)
Z
pP(MgjM ik 1) = p(MjXk)P(XKkjM k1) dXk (3.14¢)

Le passage d(xx 1jMk 1) ap(xxjM k) fait intervenir deux étapes :

1. Une étape deprédiction
Elle correspond a l'intégration (3.14b). Cette étape fait intervenir la densité de pro-
babilité p(xkjxx 1) qui est directement reliée a I'équation de la dynamique des er-
reurs Xy = FyXk 1+ Vk. En considérantvy un vecteur aléatoire gaussien de cova-

riance Qy, p(XkjXx 1) est une densité gaussienne :

P(XkjXk 1) = Ny, (FkXk 1;Qk)
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2. Une étape decorrection
Elle correspond a l'application de la régle de Bayes 8.14a). Cette étape fait interve-
nir la mesure a l'instant k via la densité de probabilité p(mgjxx) (ou vraisemblancg
Dans le cas général fix non linéaire et/ou vi non gaussien), cette fonction peut
prendre une allure quelconque. Cette étape nécessite en plusévaluation d'un fac-
teur de normalisation p(mgjM ¢ 1) par l'intégration ( 3.14c).

Si l'inférence bayésienne donne I'expression théorique du calal de p(xxjM k), I'appli-
cation numérique sur un probléme réel est complexe car elle nécssite l'intégration de
fonctions multidimensionnelles. Il est alors nécessaire de onstruire une représentation
approchée dep(xkjM k) permettant de conduire les calculs de maniére simple.

3.3.4 Dif cultés de mise en ceuvre pratique

Dans notre application, I'allure de la fonction h présente une grande diversité selon les
régions survolé. Si le terrain est peu accidenté, I'observabilié du systeme est faible pour
estimer la dérive horizontale. Si au contraire, le terrain est trés accidenté (montagnes), les
non-linéarités de h rendent le probleme dif cile a Itrer. Cette dif culté est illu  strée par
I'exemple suivant :

La gure 3.2 représente le pro | altimétrique du terrain (I'exemple est en dime nsion 1).
A l'instant k, on réalise une mesure. Le résultat donne une altitude mesurée duerrain de
1130m. On détermine alors la densité de probabilité p(xxjM k) en appliquant les équations
(3.14). Dans cet exemple, I'application numérique est effectuée endiscrétisant l'espace
d'état (ici de dimension 1) avec un pas xe.

Deux cas sont alors envisagés :
— Premier cas (gure 3.3) : la position de I'engin est a priori connue avec une bonne
précision (la densité p(xx 1jM g 1) est une gaussienne centrée su#;5, de variance
0;5). Le terrain peut étre considéré comme approximativement linéaire sur la zone
d'incertitude a priori. En conséquence, la densit§(xxjM k) est approximativement
gaussienne. Dans ce cas, l'algorithme de Kalman étendu auraitug a effectuer un
Itrage proche de l'optimal.

— Deuxieme cas ( gure 3.4) : l'incertitude sur la position de I'engin est a priori grande
(la densité p(xx 1jMk 1) est une gaussienne centrée sui8, de variance 10). En
conséquence, le terrain ne peut plus étre approché par une droiteget la densité de
probabilité p(xxjM k) posséde une forme complexe : on y distingue trois maximums
principaux. Dans un tel cas, le Itre de Kalman est mis en échec : ine densité gaus-
sienne ne peut constituer une approximation satisfaisante @& la densité a posteriori.

En conclusion de cet exemple se dégage les limitations du Ite de Kalman étendu et
l'intérét des méthodes de ltrage capables de prendre en compte @s densités de proba-
bilités non-gaussiennes. Dans le cadre du recalage altimétrige, on peut espérer que des
ltres non-linéaires plus raf nés offrent une meilleure robustes se sur des terrains trés ac-
cidentés et une meilleure convergence lorsque la zone d'incertude initiale sur la position
est grande.
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3.3.5 Représentations de la densité de probabilité Itrée

Concevoir un ltre non-linéaire pour une application donnée, c'est d'abord choisir une
représentation pour la densité de probabilité a posteriori p(xxjM k) qui va étre mise a jour
récursivement par les équations du Itre optimal ( 3.14). Dans le cas non-linéaire, cette
représentation ne peut étre qu'approchée et doit satisfaire deuxcontraintes :

— L'approximation de p(xxjM k) doit étre suf samment déle a la vraie densité de
probabilité ;

— Les étapes de prédiction 8.14b) et de correction (3.14a) doivent pouvoir étre ap-
pliquées numériquement sur cette représentation et de maniere &cace (colt de
calcul).

Ces deux contraintes limitent fortement le champ des possibiités. Voici les différentes
solutions adoptées dans le domaine du ltrage non-linéaire :

— Densité de probabilité gaussienne (gure 3.5) : c'est la représentation la plus
simple et de loin la plus courante. Elle est a la base du Itre de Kalman [30].
Son principal avantage est le faible nombre de parametres nécesdéres (moyenne
et matrice de covariance), méme pour de grandes dimensions de éispace d'état. Son
deuxiéme point fort est la simplicité de la récursion. Cependart, dans des problémes
fortement non-linéaires, la densité p(xxjM k) exacte peut étre tres différente d'une
simple gaussienne. Le cas le plus défavorable étant une dergi comportant plusieurs
modes (ou "pics").
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— Mélange pondéré de gausiennes (gure 3.6) : p(xxjM k) est décrite comme une
somme pondérée deN densités gaussiennes

N @ o A
P(XM ) = ON(x”;P)  avec M =1 (3.15)
i=1 i=1

Cette représentation offre une description beaucoup plus apte aeprésenter des den-
sités de probabilité "exotiques”, notamment multi-modales Une des dif cultés est le
choix de N, qui traduit le compromis entre la délité de représentation (lié e au nal
aux performances du ltre) et le colt en calcul et en mémoire. Cette représentation
conduit au ltre & mélange de gaussiennesu gaussian-sum lter[1][ 8].

— Représentation sur une grille (gure 3.7) : p(XxjM k) est décrite par un ensemble
de valeursfp(x(ki)jM K)bi=1 N avecfx(ki)g un ensemble de points de I'espace d'état.
En général, ces points sont choisis de maniére a constituer un millage régulier de
I'espace d'état (une "grille" en deux dimensions). Le point cucial est le choix de la
résolution de la grille et de sa taille. Ce type de méthode est linitée a des espaces
d'état de faible dimension (2 ou 3 au maximum). Le ltre associ é est nommé ltre a

grille ou point-mass lIter [5].

— Représentation particulaire  (gure 3.8) : p(xkjM ) est représentée par un en-
semble d'échantillons pondérésf ! ,((');x(k')g distribués selon p(xxjM k). On peut voir
I'ensemble des particules comme une grille adaptative. Ce cocept est la base du
ltrage particulaire [ 2] [ 15].

3.3.6 lllustration du fonctionnement d'un Itre particulaire po ur la naviga-
tion

Le recalage altimétrique fournit un exemple de probléme ou le bruit d'état est faible
(la dérive de la centrale inertielle est lente), ainsi que le bruit de mesure. Pour obtenir de
bons résultats avec un nombre raisonnable de particules, Igproposal distribution doit étre
choisie proche du choix optimal. Le Itre particulaire utilisé d ans cet exemple posséde les
caractéristiques suivantes :

— 1000 particules

— Laproposal distributionest construite par une méthode de linéarisation locale autour

de chaque particule (un lItre de Kalman étendu est associé a chaue particule).

— Le seuil de rééchantillonnage est xé aNgis < 0;5N.

La gure 3.9 montre la convergence du nuage de particules vers la solution (das le
plan latitude-longitude) pour les itérations [0;50; 100 200 300, 400] La gure 3.10 pré-
sente la reconstruction de la densité de probabilité a partir du nuage de particules. Dans
les premieres itérations du ltre, cette densité présente de nombreux maximum locaux
qui traduisent I'ambiguité sur la position. Cette ambiguité est levée au fur et & mesure de
I'accumulation des données radio-altimétriques.
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