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3.3 Domaine d’admissibilité des rayons de bord. . . . . . . . . . . . . 45
3.4 Rayons intérieurs, de bord et de coin pour une plaque homogène . . 46
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4.16 Mode à la fréquence 75.6 Hz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78
4.17 Modes locaux de fréquence élevée. . . . . . . . . . . . . . . . . . 79
4.18 Importance des MF sur le patch 1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79
4.19 Importance des MF sur le patch 2. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80
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5.15 Déformation YY pour deux tailles de jauge,S= 1 mm2 et S =

121 mm2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107
5.16 Influence de la taille de la jauge sur la mesure des déformations. . . 108
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Introduction

AUJOURD’ HUI de nombreuses structures industrielles sont dimensionnées en
fonction de leur comportement vibro-acoustique et plus généralement de leur

comportement en dynamique. Afin de limiter les essais longs et coûteux nécessaires
à la validation de la conception, il est nécessaire de remplacer cette phase expérimen-
tale par des simulations numériques. Pour mener correctement cette démarche ap-
pelée« virtual testing», il est indispensable de développer des outils de calcul
fiables et prédictifs pour le comportement dynamique des structures. Ce type d’ou-
tils existe et fonctionne bien pour décrire les parties basses et hautes fréquences
de la réponse dynamique dont les caractéristiques sont illustrées sur la Figure1.
Par contre la restitution de la réponse complète, tout particulièrement en régime
transitoire, est hors de portée des outils de calcul actuels, basés sur des techniques
éléments finis et des schémas d’intégration numérique, lorsque le chargement et
donc la réponse sont à très large contenu fréquentiel. Ce cas est rencontré notam-
ment dans le cadre de la séparation des différentes parties d’un lanceur par choc
pyrotechnique. Les stratégies de calcul manquent énorm´ement de robustesse car
la partie moyennes fréquences est généralement ignorée, et elles conduisent à des
temps de calcul prohibitifs. Cette question de l’élaboration de stratégies de cal-
cul performantes et robustes en dynamique transitoire est une priorité industrielle :
il s’agit de diminuer le coût des calculs tout en restituantla totalité du contenu
fréquentiel, basses et moyennes fréquences, de la réponse.

On utilise en général la méthode des éléments finis pourles calculs dynamiques
transitoires. Dans le cas d’un choc violent en terme de contenu fréquentiel, une
modélisation extrêmement fine des phénomènes associés aux moyennes fréquences
est primordiale. En effet, bien que les oscillations associées aux moyennes fré-
quences soient très petites, la vitesse et l’énergie cin´etique peuvent être très im-
portantes et par conséquent non négligeables. Ces phénomènes sont de petite lon-
gueur d’onde, ainsi, en considérant la discrétisation n´ecessaire en regard du nombre
d’onde, les modèles éléments finis comportent un grand nombre de degrés de liberté
et par conséquent la discrétisation en temps requiert unegrille fine : le temps de cal-
cul associé devient très important [Bathe 1995, Belytschkoet al.2000]. Une étude
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sur la qualité de la solution obtenue lorsqu’on fait croı̂tre la fréquence, basée sur une
estimation de l’erreur en pollution et en dispersion, montre que la qualité de la solu-
tion se dégrade plus vite que prévu [Ilhenburg et Babus̆ka 1995, Deraemaekeret al.
1999]. En effet les erreurs faites sur chaque longueur d’onde se cumulent si bien
qu’il faut faire une erreur moindre pour maı̂triser l’erreur finale. Par ailleurs si l’on
s’intéresse à un temps d’observation de la réponse plus long, le nombre de pas de
temps augmente, ce qui engendre un temps de calcul prohibitif. Outre ce temps de
calcul conséquent, une erreur sur la périodicité des oscillations due à un trop faible
nombre de pas de temps et un déphasage des oscillations à cause de l’accumulation
des erreurs numériques au cours des pas de temps peuvent être observés.

Il s’avère donc essentiel d’utiliser une alternative aux approches classiques,
basées sur la méthode des éléments finis et les schémas d’intégration numérique,
pour le calcul de la réponse dynamique transitoire d’une structure soumise à un
choc à large spectre. L’approche présentée ici consisteà se placer dans le domaine
fréquentiel à l’aide des transformées de Fourier, approche rendue numériquement
efficace grâce aux développements de la transformée de Fourier rapide (FFT,Fast
Fourier Transform). Nous sommes alors amenés à résoudre un problème de vibra-
tion forcée sur une très large bande de fréquences incluant à la fois les basses et aussi
les moyennes fréquences pour l’étude des chocs. La solution temporelle est ensuite
reconstruite par transformée de Fourier inverse. Les deuxdomaines fréquentiels,
basses et moyennes fréquences, ont des propriétés bien distinstes : les outils de
résolution appropriés sont par conséquent différents. Pour prédire la fonction de
réponse en fréquence dans l’approche fréquentielle, nous proposons donc natu-
rellement de séparer la plage de fréquences étudiée en deux parties : les basses
fréquences d’un côté et les moyennes fréquences de l’autre. Pour chacune des deux
plages, nous utilisons la technique de résolution la plus adaptée pour celle-ci.

Dans le domaine des basses fréquences (BF), les phénomènes vibratoires géné-
rés par l’excitation sont de relativement grande longueurd’onde comparée aux di-
mensions de la structure, seulement quelques oscillationssont observables. De plus
la structure a un comportement qualifié de modal,i.e. les modes propres sont bien
distincts les uns des autres. Par conséquent, le calcul de la fonction de réponse
en fréquence dans ce domaine ne pose pas de problème en ce qui concerne la
modélisation et la simulation numérique. Les méthodes les plus utilisées sont les
méthodes basées sur les éléments finis (EF) [Zienkiewicz et Taylor 2000]. Le com-
portement étant modal, il est avantageux de mener les calculs sur la base modale
éventuellement complétée de modes statiques.

En ce qui concerne les hautes fréquences (HF), les phénom`enes sont de très
petite longueur d’onde : une centaine d’oscillations sont présentes sur une dimen-
sion de la structure. Ainsi il n’est plus approprié de regarder les grandeurs locales
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mais plutôt les grandeurs moyennées en espace et en fréquence. L’approche la plus
utilisée est l’Analyse Statistique de l’Énergie (SEA) [Lyon et Maidanik 1962] qui
donne le niveau énergétique vibratoire moyen par sous-structure. Cette méthode ne
permet pas d’obtenir une solution prédictive puisqu’ellerequiert la connaissancea
priori de facteurs de couplage mesurés.

La plage des moyennes fréquences (MF) se situe entre les deux domaines précé-
demment cités (cf. Figure1) : plusieurs dizaines d’oscillations apparaissent sur une
dimension de la structure et la déformée est très sensible aux conditions aux limites
et aux paramètres matériaux de la structure. Un comportement modal est encore
observable mais les modes propres sont difficilement distincts les uns des autres :
il peut y avoir plusieurs modes par Hertz, ces modes étant couplés par l’amortisse-
ment. Ainsi, étendre les méthodes éléments finis est inadapté puisqu’elles exigent
un raffinement du maillage spatial et conduisent à un probl`eme de grande taille et
des difficultés numériques [Ilhenburg et Babus̆ka 1995, Deraemaekeret al.1999].
Le calcul de la base modale est lui aussi hors de portée à cause de la densification
modale : il faudrait calculer jusqu’à un millier de modes. Les méthodes énergétiques
utilisées pour les hautes fréquences sont quant à elles trop globales et ne décrivent
pas assez précisément la solution.

Fréquence (Hz)

FRF (dB)

MFBF HF

Figure 1 Fonction de réponse en fréquence d’une
structure complexe [Ohayon et Soize 1998]

Pour traiter les vibrations forcées en moyennes fréquences, nous utilisons la
Théorie Variationnelle des Rayons Complexes (TVRC), introduite dans [Ladevèze
1996], qui est une alternative aux approches classiques. Cette approche prédictive,
qui impose que la structure soit divisible en sous-structures homogènes, est définie
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comme suit. Les conditions de continuité en déplacement et en effort aux interfaces
entre sous-structures n’ont pas besoin d’être vérifiéesa priori, mais sont vérifiées
au sens faible par une formulation variationnelle. Cette nouvelle formulation varia-
tionnelle du problème de vibration forcée à une fréquence donnée autorise l’utili-
sation d’approximations indépendantes par sous-structure. Par ailleurs la solution
est supposée bien décrite par la superposition d’un nombre infini de modes locaux,
appelés rayons, qui sont issus de la vérification des équations d’équilibre dyna-
mique et des relations de comportement par sous-structure.Ces rayons sont à deux
échelles : une échelle lente et une échelle rapide en fonction de la variable espace
et de la fréquence. L’échelle rapide est traitée analytiquement afin de reporter l’ef-
fort numérique sur le calcul des quantités à variations lentes et conduire ainsi à
un problème à faible nombre d’inconnues. Ici toutes les directions de propagation
des ondes sont prises en compte, les inconnues du problème sont alors les am-
plitudes des rayons qui sont associées à l’échelle lente. Cette théorie a d’abord été
développée pour des structures 1-D et pour des plaques dans [Ladevèzeet al.2001],
puis a prouvé son efficacité pour des assemblages de plaques dans [Rouch et La-
devèze 2003] et a été étendue aux coques dans [Riouet al.2004]. La prise en compte
d’hétérogénéités a également fait l’objet de travaux dans [Ladevèzeet al.2003a].

Finalement nous proposons d’utiliser les outils suivants :
– pour les basses fréquences, la fonction de réponse en fr´equence (FRF,Fre-

quency Response Function) de la structure excitée est calculée par la méthode
des éléments finis. Il est avantageux d’utiliser une base réduite construite à
partir des premiers modes propres et complétée par les modes statiques,

– pour les moyennes fréquences, nous utilisons la TVRC qui est une méthode
adaptée pour obtenir la fonction de réponse en fréquencesur cette plage
fréquentielle.

L’objectif de ce travail de thèse a été d’étudier la faisabilité de l’approche fré-
quentielle pour le calcul de la réponse dynamique transitoire d’une structure sou-
mise à un choc dont le contenu fréquentiel s’étendait jusqu’aux MF. Elle a été
validée tout d’abord sur des structures 1-D puis sur des assemblages de plaques,
par comparaison avec une approche temporelle classique. Elle a permis de montrer
l’importance, en terme énergétique, de la prise en comptedes moyennes fréquences
dans la réponse transitoire malgré leurs petites oscillations. L’influence de l’amor-
tissement dans la structure sur le comportement moyennes fréquences a également
fait l’objet d’études.

Un certain nombre de questions se sont posées au cours de la thèse concernant
les paramètres, à commencer par le choix de la coupure entre les plages basses
et moyennes fréquences. Les premiers pas ont donc contribué à maı̂triser les pa-
ramètres de discrétisation de la méthode en fonction de la structure étudiée et de la
nature de l’impact appliqué à celle-ci [Ladevèze et Chevreuil 2005].
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Par ailleurs, à cause de l’utilisation des transformées de Fourier discrètes, nous
nous sommes heurtés à la taille du problème qui peut vite devenir importante si au-
cun soin n’est apporté. En effet le coût de calcul de l’approche fréquentielle dépend
directement de l’échantillonnage en fréquence pour le calcul des FRF, lui-même
obéissant au théorème de Shannon pour la reconstructiontemporelle de la solution.
Il est possible de réduire le nombre de problèmes de vibration forcée à résoudre
pour la prédiction de la FRF sur la plage MF d’une part en profitant de la rapide
extinction des ondes moyennes fréquences dans les milieuxdispersifs amortis et
d’autre part en utilisant la version large bande de la TVRC [Chevreuilet al.2004-
2005].

Afin de s’orienter vers une méthode plus adaptée à l’intégration des moyennes
fréquences dans la réponse transitoire compte tenu de leurs caractéristiques, il est
intéressant de considérer l’influence de ces fréquencescomme un niveau vibratoire
global de la structure plutôt que d’en tenir compte en tant que quantités locales.
Finalement nous proposons d’appliquer la méthode à l’étude des chocs pyrotech-
niques [Chevreuil et Ladevèze 2005].

Les développements ont été implantés dans CORAY MF (COmplex RAYs for
Medium Frequency). Ce logiciel, élaboré au LMT-Cachan sous MATLAB, permet
à l’origine un calcul prédictif pour les vibrations moyennes fréquences sur des as-
semblages de barres, poutres, plaques et coques. Seul le calcul des fonctions de
réponse en fréquence sur la plage BF est réalisé avec un logiciel exterieur tel que
MSC.Nastran ou Cast3m et les résultats sont ensuite intégrés dans CORAY MF.

La rédaction de ce document reprend la problématique selon l’organisation sui-
vante en cinq chapitres :

– Le premier chapitre présente une étude bibliographiquedes travaux concer-
nant la dynamique transitoire pour les études de choc. Il fait également un
rapide état de l’art des différentes approches que l’on peut trouver dans la
littérature pour résoudre des problèmes de vibration forcée pour les besoins
d’une approche fréquentielle.

– Dans un second temps, nous exposons l’approche fréquentielle proposée. La
résolution d’un problème d’évolution en temps est remplacée par un problème
de vibration forcée sur une très large bande de fréquences grâce à l’applica-
tion de la transformée de Fourier. La prédiction de la FRF pour les moyennes
fréquences utilise la Théorie Variationnelle des RayonsComplexes.

– Le troisième chapitre rappelle les bases de la TVRC, méthode adaptée aux
calculs moyennes fréquences qui permet de construire la solution approchée
comme la superposition de modes de vibrations locaux.

– La mise en oeuvre numérique fait l’objet du chapitre suivant. Le choix des
paramètres de la méthode y est étudié. Dans ce chapitre est aussi développée
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l’analyse large bande de la TVRC et la prise en compte d’un niveau vibra-
toire plutôt que de grandeurs locales du contenu MF. Une comparaison avec
une approche classique, utilisant la méthode des éléments finis associée à un
schéma d’intégration en temps, met en évidence l’avantage d’utiliser une ap-
proche fréquentielle.

– Enfin sont présentés les premiers développements pour l’application de la
méthode aux chocs pyrotechniques.
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CHAPITRE

1 État de l’art

NOUS RAPPELONS, sans être évidemment exhaustifs, les différentes méthodes
existantes dans la littérature pour le calcul des réponses transitoires et plus

spécifiquement celles des structures soumises à un impact. Les méthodes les plus
connues sont des approches temporelles s’appuyant sur la technique des éléments
finis et les schémas d’intégration. Malgré les améliorations apportées par l’utili-
sation des maillages adaptatifs et des décompositions de domaine, l’analyse d’un
front d’onde par une telle approche demeure coûteuse à cause des maillages spa-
tial et temporel qu’elle requiert. L’autre famille de méthodes résulte d’une approche
fréquentielle pour laquelle nous sommes amenés à calculer une fonction de réponse
en fréquence. Les différentes techniques pour résoudreun problème de vibration
forcée selon la plage fréquentielle étudiée sont citées en rappelant leurs intérêts et
leurs inconvénients.
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1 Approches temporelles

1 Approches temporelles

Une approche temporelle est très souvent utilisée pour r´esoudre un problème
d’évolution en temps tel que la propagation d’ondes en dynamique. La résolution
numérique du problème discrétisé de dynamique passe par une discrétisation en
espace et en temps de celui-ci.

1.1 Discŕetisation spatiale

Classiquement on explore la méthode des éléments finis (FEM, Finite Element
Method) pour modéliser le comportement de la structure étudiée[Zienkiewicz et
Taylor 2000]. La FEM part d’une formulation variationnelle du problème de réfé-
rence équivalente aux équations locales. Le domaine continu étudié étant discrétisé
en sous-domaines appelés éléments finis (EF), la géométrie et la solution, le plus
souvent le déplacement, sont approximées par des fonctions de forme polynomiales,
qui sont définies sur chaque élément fini : avec cette méthode, la description de
géométries complexes ne pose pas de difficultés. La formulation variationnelle per-
met d’obtenir un problème d’évolution à résoudre :

MÜ +CU̇ +KU = F (1.1)

avecM la matrice de masse,C la matrice d’amortissement,K la matrice de ri-
gidité. U et F désignent les vecteurs des déplacements et des efforts g´enéralisés,
i.e. les quantités aux nœuds des éléments.U̇ et Ü sont les dérivées première et se-
conde du déplacement soit la vitesse et l’accélération.Les matricesK , C et M sont
généralement des matrices symétriques et à stockage par bande.

La taille du système est associée au nombre de degrés de liberté (DDL) néces-
saires pour bien représenter le phénomène étudié, iciles chocs. Afin de représenter
un champ à fort gradient rencontré lors des chocs, il est n´ecessaire d’utiliser une
grande quantité de polynômes par morceaux pour prédire la solution, soit en raffi-
nant le maillage, soit en augmentant le degré des polynômes, ce qui conduit à un
système de taille trop grande et trop lourde à gérer.

Étant donné le caractère très localisé des ondes propagatives en dynamique
transitoire, la méthode des éléments finis adaptatifs r´epond au besoin d’enrichir
le modèle localement en raffinant le maillage uniquement sur les fronts d’onde de
manière contrôlée et automatique. Ces méthodes reposent sur la définition d’un es-
timateur d’erreura posteriori, parmi ceux-ci trois grandes classes de méthodes co-
existent :

– un estimateur construit sur les résidus d’équilibre [Babus̆ka et Rheinboldt
1979] sur lequel se basent les travaux de [Aubry et al.1999, Tie et al.2003]
pour l’adaptation de maillage dans le cadre de la propagation d’ondes,

– un estimateur utilisant le lissage des contraintes [Zienkiewics et Zhu 1987],

Sur une nouvelle approche en calcul dynamique transitoire 9
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– un estimateur basé sur l’erreur en relation de comportement [Ladevèze et
Pelle 2001] dont l’application aux maillages adaptatifs en dynamiquetransi-
toire est trouvée dans [Coorevits 1993].

Par ailleurs, pour des systèmes de grande taille, la décomposition de domaine
facilite la manipulation des données et permet de diviser le travail en plusieurs
problèmes de taille réduite.

1.2 Décomposition de domaine en dynamique transitoire

1.2.1 Principe

Ces méthodes sont une alternative à la résolution du problème complet : elles
consistent à diviser le domaine en sous-domaines afin de remplacer un gros calcul
par plusieurs calculs de taille plus petite. Il est alors possible de partager les tâches
et de tirer parti des ordinateurs à architecture parallèle. Nous ne nous intéressons ici
qu’à quelques méthodes adaptées en dynamique à l’étude des chocs.

Dans les approches de décomposition de domaine, le problème est condensé
sur les quantités d’interface entre sous-domaines ce qui conduit à un problème de
taille réduite. La majorité des méthodes utilisées aujourd’hui sont des méthodes
sans recouvrement. Nous pouvons citer toutefois les travaux récents de [Ben Dhia
et Rateau 2005] pour l’extension de la méthode de partition avec recouvrement
Arlequin en dynamique.

Les différentes méthodes se distinguent principalementpas la nature des rac-
cords entre deux sous-structures. Pour les méthodes sans recouvrement, on peut
distinguer trois types de familles : les approches primales, les approches duales,
les approches mixtes. Le problème d’interface est généralement résolu de façon
itérative, ce qui ne nécessite pas la construction explicite du complément de Schur,
problème coûteux à résoudre. Par contre l’utilisationd’une méthode itérative exige
un taux de convergence élevé pour rendre l’approche efficace. Afin d’améliorer la
convergence pour un grand nombre de sous-structures, un problème grossier défini
sur la structure complète est résolu ce qui permet de propager une information glo-
bale sur l’ensemble de la structure.

1.2.2 Approche duale

Dans cette approche, les quantités privilégiées sont les efforts : la méthode pro-
posea priori des efforts en équilibre aux interfaces et cherche à écrire la continuité
en déplacements. L’inconnue principale est constituée par les inter-efforts entre
sous-structures, ici les multiplicateurs de Lagrange continus aux interfaces.

Dans la FETI (Finite Element Tearing and Interconnecting) [Farhat et Roux
1991, Farhatet al.1994], l’algorithme itératif utilisé est un gradient conjugué pré-
conditionné projeté. La projection du gradient conjugu´e constitue le problème ma-
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croscopique grossier propageant l’information sur la structure entière. La conver-
gence de la méthode dépend fortement du choix du préconditionneur [Rixen et Fa-
rhat 1999].

1.2.3 Approche primale

À l’inverse, les quantités privilégiées au raccord sontici les déplacements : les
déplacements aux interfaces sont supposésa priori continus et la méthode cherche
à vérifier l’équilibre en effort aux interfaces.

La BDD (Balancing Domain Decomposition Method) [Roux 1990, Mandel
1993] utilise une technique de résolution similaire à la FETI.

1.2.4 Approche mixte

Dans ces approches, aucune continuité n’est imposéea priori et les déplacements
et efforts sont traités à égalité. Ce sont des approchesqui s’apparentent aux tech-
niques du Lagrangien augmenté [Glowinski et Le Tallec 1990].

La méthode proposée dans [Ladevèze 1998] utilise pour solveur la méthode à
grand incrément de temps (LATIN,LArge Time INcrement) qui consiste à recher-
cher la solution à chaque itération sur tout l’espace et sur tout le temps. Elle asso-
cie à chaque interface une relation de comportement entre les quantités statiques
et cinématiques qui peut être complexe (contact, frottement, endommagement ...)
[Champaneyet al. 1997]. La version monoéchelle de la stratégie a été appliqu´ee
avec succès pour l’étude des chocs dans [Lemoussuet al. 2002, Sen Guptaet al.
2005]. Une vision multiéchelle [Ladevèzeet al.2002] a été développée en statique
et quasi-statique, en revanche des développements doivent être étendus en dyna-
mique.

1.3 Discŕetisation temporelle

1.3.1 Principe

Les méthodes d’intégration directe sont nombreuses et mieux adaptées que les
techniques de bases réduites à la représentation de chocs relativement rapides qui
mettent en jeu des fréquences élevées.

Pour résoudre l’équation d’évolution en temps (1.1) traduisant l’équilibre dyna-
mique, l’intervalle d’étude est coupé en sous-intervalles∆t. Il est nécessaire d’utili-
ser un schéma d’intégration en temps pour résoudre le système, l’objectif du schéma
étant de calculer les inconnues au pas de tempsn+ 1 en fonction des variables au
pas de temps précedentn. Dans la suite, nous présentons les familles de schémas
d’intégration les plus utilisées.
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Schéma γ β
Différences centrées 1

2 0
Accélération linéaire 1

2
1
12

Accélération moyenne 1
2

1
4

Accélération moyenne modifiée1
2 +α (1+α)2

4

Tableau 1.1Différents schémas de Newmark

Il est à noter qu’il existe des méthodes qui s’affranchissent de la discrétisation
temporelle et s’appuient sur une méthode asymptotique numérique pour déterminer
la réponse transitoire de la structure [Cochelin et Compain 2000]. Toutefois, ap-
pliquées dans le cas où les variations temporelles sont lentes, elles demandent à être
développées pour l’étude des chocs.

1.3.2 Sch́emas de Newmark

Les schémas de Newmark pour une intégration d’ordre 2 définissent des rela-
tions linéaires entre les inconnues du pas de tempsn+1 et celles du pas de temps
précédentn. Ils sont régis par les équations suivantes :

u̇n+1 = u̇n+(1− γ)∆t ün+ γ∆t ün+1

un+1 = un+∆t u̇n+∆t2(
1
2
−β) ün+∆t2 β ün+1 (1.2)

Les valeurs prises pourγ et β (cf. Tableau1.1) vont définir les propriétés du
schéma. Le choix d’une méthode est généralement dictépar le contenu fréquentiel
du chargement appliqué qui fixe la taille du pas de temps sansoublier que la discréti-
sation temporelle n’est pas étrangère à la discrétisation spatiale de la structure.

Les schémas précis au second ordre des différences centrées et de l’accélération
moyenne sont privilégiés pour les faibles erreurs d’amplitude et de périodicité qu’ils
engendrent.

Le schéma des différences centrées est un schéma explicite. Il est adapté pour les
chargements dynamiques rapides et pour le traitement des problèmes non-linéaires
puisque la matrice dynamique à inverser est alors diagonale et rend le problème
peu coûteux. Cependant ce schéma est conditionnellementstable : le respect de la
condition de Courant, qui exprime le fait que le signal ne doit pas se propager de
plus d’un élément pendant un pas de temps, peut s’avérer difficile à vérifier.

Le schéma de l’accélération moyenne est un schéma implicite et incondition-
nellement stable. En revanche il est nécessaire de calculer l’opérateur inverse. Il est
très adapté au cas des chargements dynamiques peu rapides.
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Malgré leurs attraits, les schémas de Newmark conduisentà des difficultés lors-
qu’il s’agit de représenter des fonctions qui ne sont plus suffisamment régulières
comme des fronts de choc. Il est dans ce cas nécessaire de filtrer les hautes fré-
quences qui perturbent la solution. Pour cela, un amortissement est ajouté : il peut
être soit associé au comportement du matériau, soit plussimplement associé au
schéma d’intégration lui-même. Le schéma HHT proposédans [Hilber et al.1977]
est l’un de ces schémas : il apporte un fort amortissement sur les fréquences élevées
sans toutefois dégrader la solution du problème. Il consiste à appliquer les formules
de Newmark (1.2) à l’équation temporelle discrète (1.1) modifiée en pondérant les
forces élastiques et les forces externes sur l’intervallede temps grâce au coefficient
α :

MÜn+1 +(1−α)(CU̇n+1 +KUn+1)+α(CU̇n+KUn) = (1−α)Fn+1 +αFn
(1.3)

1.3.3 Méthode de Galerkin discontinue

Contrairement aux schémas précédents, la méthode de Galerkin discontinue
en tant que schéma d’intégration temporelle autorise lesvariables du problème,
déplacement et vitesse, à être discontinues en temps. Utilisée à l’ordre zéro,i.e.
champs pris constants sur les intervalles de temps, elle permet de s’affranchir des
oscillations numériques occasionnées lors du traitement d’un front d’onde. Toute-
fois ce schéma dissipe énormément et demande une discrétisation très fine pour bien
représenter les irrégularités. La méthode de Galerkindiscontinue au premier ordre
permettrait de moins dissiper l’information mais apporte un surcoût au calcul de par
l’écriture du problème [Leclère 2001].

Des travaux récents [Rethoréet al. 2005] proposent d’adopter une vision élé-
ments finis du problème en temps en s’appuyant sur la même théorie que la XFEM
(eXtended Finite Element Method) [Belytschkoet al. 2001] pour traiter les pro-
blèmes discontinus. La TX-FEM (Time eXtended Finite Element Method) utilise
une base de fonctions de forme en temps enrichie formant une partition de l’unité.
Le schéma est alors équivalent à certaines méthodes de Galerkin discontinues, le
nombre de pas de temps est inférieur à celui utilisé avec les schémas de Newmark
et les oscillations numériques sont grandement atténuées. La TX-FEM est adaptée
pour le traitement des discontinuités en temps et notamment les chocs.

1.4 Conclusion

De nombreuses contributions visent à faciliter et à rendre accessible la résolution
d’un problème de choc en utilisant les éléments finis et les schémas d’intégration

Sur une nouvelle approche en calcul dynamique transitoire 13
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temporelle. La décomposition de domaine réduit et partage le coût de calcul. Néan-
moins pour les problèmes de dynamique transitoire, les échelles en temps et en es-
pace sont couplées au regard de l’étude de la propagation d’onde : l’effort numérique
à apporter peut être très variable d’un endroit à un autre de la structure selon que le
champ varie fortement ou lentement à ces endroits. Afin d’optimiser les méthodes
de décomposition de domaine, il est donc avantageux d’autoriser chaque sous-
domaine à avoir son propre maillage spatial, sa discrétisation temporelle et son
schéma numérique les plus appropriés : ceci a fait l’objet de développements dans
[Gravouil et Combescure 2001, Combescure et Gravouil 2002, Combescureet al.
2003] qui permettent l’utilisation de maillages incompatibleset le couplage de
schémas implicites et explicites.

Cependant, ces méthodes reposent toutes sur des techniques d’intégration en
temps qui rendent l’étude des chocs très coûteuse puisque malgré les aménagements
apportés à la FEM et aux schémas d’intégration, elles exigent un maillage EF et une
discrétisation temporelle extrêmement fins. Par ailleurs, pour l’étude des chocs, les
schémas d’intégration présentent soit des oscillations numériques qui perturbent la
solution soit une dissipation trop forte pour bien représenter la réponse. Enfin, le
raffinement des maillages est accompagné de difficultés numériques liés à la disper-
sion et à la pollution [Ilhenburg et Babus̆ka 1995, Deraemaekeret al.1999].

Afin de s’affranchir de l’intégration temporelle et des soucis numériques as-
sociés, il est possible de réécrire le problème temporel de référence en un problème
qui dépend de la fréquence : c’est cette approche que nous choisissons d’adopter. Un
rappel des techniques utilisées pour l’approche fréquentielle est fait dans la section
suivante.

2 Approches fréquentielles

Avec le développement de la transformée de Fourier rapide(FFT, Fast Fou-
rier Transform) [Brigham 1988], l’analyse dans le domaine fréquentiel utilisant la
transformée de Fourier discrète est un moyen efficace de calculer la réponse dyna-
mique transitoire d’un système linéaire [Clough et Penzien 1993]. Issue de la trans-
formée de Fourier de l’intégrale de Duhamel, cette approche est également la plus
adaptée dans les situations pour lesquelles des paramètres physiques dépendent de
la fréquence et il est alors plus facile de calculer la fonction de réponse en fréquence
que la réponse impulsionnelle. Cette technique est très largement utilisée pour les
études sismiques pour lesquelles les contenus fréquentiels de l’excitation et de la
réponse sont élevés et pour lesquelles les propriétésd’interaction sol/structure ou
fluide/structure sont dépendantes de la fréquence.
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2 Approches fréquentielles

2.1 Nouveau probl̀eme de vibration forcéeà résoudre

L’approche fréquentielle consiste à réécrire le problème de dynamique tran-
sitoire sous la forme d’un problème variationnel en espace-fréquence. Pour cela
est appliquée la transformée de Fourier à toutes les quantités dépendant du temps
pour obtenir des quantités qui dépendent de la fréquence. Ce faisant, le problème à
résoudre devient un problème de vibration forcée sur unebande de fréquences.

Finalement, nous sommes amenés à calculer des fonctions de réponse en fré-
quence (FRF) sur une large plage de fréquences. Pour le cas des chocs, il est néces-
saire de prédire cette FRF pour les basses fréquences maiségalement et surtout
pour les moyennes fréquences qui interviennent généreusement dans le traitement
des chocs. Les sections2.2 et 2.3 rappellent les différentes approches existantes
pour la résolution d’un problème de vibration forcée.

2.2 Méthodes issues des basses fréquences

Les approches BF s’appuient sur les caractéristiques de cette bande fréquentielle :
– les phénomènes sont de grande longueur de variation,
– les modes propres sont peu nombreux et bien séparés.

Elles sont pour la plupart basées sur les techniques éléments finis.

2.2.1 Approches baśees sur leśeléments finis standards

2.2.1.1 Principe La FEM, dont le principe a été rappelé dans la section1.1,
utilise des fonctions d’approximation polynomiales. Pourune sollicitation harmo-
nique de pulsationω, la formulation variationnelle de la méthode permet d’obtenir
des relations entre les déplacements généralisés,i.e. les inconnues aux nœuds des
éléments, et mène à la résolution d’un système linéaire :

[−ω2M + iωC+K ]U = F (1.4)

avecM la matrice de masse,C la matrice d’amortissement,K la matrice de rai-
deur.U et F désignent les vecteurs des déplacements et des efforts g´enéralisés. En
utilisant l’hypothèse de Basile sur l’amortissement, il est possible de calculer les
premiers modes propres associés aux plus petites fréquences propres du système
à résoudre. La solution approchée est alors projetée sur les sous-espaces propres
associés. L’avantage de l’analyse modale est ainsi de ramener le problème à la
résolution d’un système diagonal de faible dimension puisque pour les BF, seules
quelques dizaines, voire quelques centaines de modes suffisent à bien représenter la
solution.

Bien que très répandue et présentant de nombreux avantages pour le traite-
ment des basses fréquences, l’utilisation de la méthode des éléments finis pour
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les moyennes fréquences pose certaines difficultés. En effet afin de représenter des
champs désormais très oscillants en vibrations MF, il faudrait utiliser une grande
quantité de polynômes par morceaux pour approcher la solution. À titre d’illustra-
tion, on peut montrer qu’une borne majorante de l’erreur commise est donnée par
la somme de l’erreur d’approximation enkh et l’erreur de pollution enk(kh)2p due
à la dispersion numérique qui engendre une erreur sur les vecteurs d’onde [Ilhen-
burg et Babus̆ka 1995, Deraemaekeret al.1999], k désignant le nombre d’onde de
l’équation d’Helmholtz,h la taille des éléments etp le degré des polynômes des
fonctions de forme. Cette erreur montre que pour bien représenter la solution, la
taille des éléments est liée à la longueur d’onde.

Mailler à kh constant est suffisant pour l’étude des basses fréquencesmais ne
suffit plus pour les moyennes fréquences pour lesquelles l’erreur de pollution de-
vient prédominante : il faudrait respecter un maillage àk3h2 constant (pourp = 1)
ce qui rend excessivement coûteux le problème à traiter.

L’autre idée afin de diminuer l’erreur consiste à augmenter le degré d’inter-
polation des polynômesp (p-methods). Seulement, outre le coût du problème qui
augmente, la méthode EF est rapidement confrontée à des soucis numériques. Dans
la pratique, seulsp = 1 ou 2 sont utilisés.

Par ailleurs, monter en fréquence nécessite un nombre croissant de modes propres
dans l’analyse modale. La densité modale augmentant en général avec la fréquence,
l’extraction de ces modes propres devient de plus en plus difficile.

Enfin, la solution décrite à l’aide de grandeurs ponctuelles que sont les déplace-
ments généralisés devient hypersensible aux moindres petites variations des pa-
ramètres structuraux et des conditions limites. Cette description est donc inadaptée
pour la description des phénomènes MF.

2.2.1.2 Aḿeliorations apportées pour diminuer l’erreur Il s’agit ici de pro-
poser des améliorations liées au traitement du maillage pour réduire les erreurs d’ap-
proximation et de dispersion.

La première idée pour diminuer l’erreur est d’adapter le maillage en optimisant
la taille des éléments finis à la dynamique locale. Pour cefaire, des estimateurs d’er-
reura posterioriont été développés pour évaluer l’erreur locale pour des structures
[Ladevèze et Pelle 2001] et pour l’acoustique [Bouillard et Ihlenburg 1999, Irimie
et Bouillard 2001]. Dans les zones à grande erreur, la discrétisation est raffinée soit
en divisant les éléments (h-method), soit en augmentant le degré des polynômes
(p-method), soit en combinant les deux (hp-method).

Les éléments finis stabilisés, la GLS (Galerkin Least Squares) et GGLS (Ga-
lerkin Gradient Least Squares), sont une réponse à la diminution de l’erreur de
pollution due à la dispersion numérique [Harari et Hughes 1992, Harari et Haham
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1998, Grosh et Pinsky 1998]. La méthode ajoute à la formulation EF classique un
terme supplémentaire correspondant au résidu de l’équation d’équilibre intérieur.
Ce terme dépend d’un paramètre caractéristique du maillage qui peut être déterminé
de façon à minimiser l’erreur de pollution pour des directions de propagation pri-
vilégiées.

Contrairement aux méthodes GLS et GGLS, la QSFEM (Quasi Stabilized Finite
Element Method) stabilise les EF non pas en intervenant sur la forme variationnelle
mais en agissant sur les matrices issues de la formulation variationnelle [Babus̆ka
et al.1995].

2.2.1.3 Ḿethodes de ŕeduction Pour traiter les MF, la prédiction d’un nombre
important de modes propres est nécessaire et la base sur laquelle est menée la suite
des calculs est donc conséquente. L’idée est de réduire la taille de la base sur laquelle
est projetée la solution afin de diminuer les temps de calcul.

[Morand 1992] et [Mercier 1993] proposent de réduire la taille de la base mo-
dale en projetant la solution uniquement sur les modes propres qui maximisent
l’opérateur d’excitabilité soit les modes qui participent le plus dans la réponse.
L’intérêt de la réduction de la base modale par cette approche est limitée en MF
car elle nécessite la connaissance préalable de la base modale entière.

Une approche alternative est d’utiliser un autre espace de projection que les
modes propres classiques. Dans [Soize 1998] un opérateur d’énergie relatif à une
bande de fréquences est défini et la solution est projetéesur les premiers modes de
cet opérateur. Il a pour particularité d’admettre un nombre dénombrable de valeurs
propres qui tendent rapidement vers zéro. Cette méthode couplée à la théorie des
structures floues [Soize 1986] permet de prendre en compte la complexité structu-
rale par une approche probabiliste. Dans [Ohayon et Soize 1998] une synthèse de
l’approche peut être trouvée. Cette approche permet de r´eduire le nombre de degrés
de liberté, cependant elle repose sur une description EF qui nécessite un maillage
fin pour obtenir une solution correcte.

2.2.1.4 Ḿethodes de d́ecomposition de domaine Ces méthodes consistent à
sous-structurer le domaine afin de remplacer un gros calcul par plusieurs calculs de
taille plus petite.

Une première méthode de sous-structuration en dynamiqueest la synthèse mo-
dale par composant (CMS,Component Modal synthesis) [Hurty 1965] : les modes
propres de chaque sous-structure sont recherchés et servent de base pour la re-
cherche de la solution approchée de la structure entière.Les différentes méthodes
se distinguent par le traitement spécifique des interfaces: interfaces fixes [Craig et
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1 État de l’art

Bampton 1968], interfaces libres [McNeal 1971], interfaces non compatibles [Fa-
rhat et Geradin 1994]. Le calcul des modes par sous-structures nécessite cependant
un maillage très fin dès que l’on monte en fréquence et un nombre de degrés de
liberté du problème final encore trop élevé. La méthodeAMLS (Automated Multi-
level Substructuring) propose une optimisation de la sous-structuration pour alléger
les calculs [Bennighofet al.2000].

La méthode de condensation de variables de Guyan est une alternative à la CMS
[Guyan 1965, Irons 1965, Sandberget al.2001]. Elle consiste à séparer les degrés
de liberté (DDL) en deux groupes : les maı̂tres et les esclaves. La condensation
statique consiste à négliger la contribution dynamique des DDL esclaves. La qualité
de la solution dépend alors fortement du choix des maı̂treset des esclaves.

La FETI introduite dans [Farhat et Roux 1991] est la méthode duale de décom-
position de domaine présentée préalablement dans la section 2.2. L’application à la
vibration des plaques et coques peut être trouvée dans [Farhat et Mandel 1998] et à
l’acoustique dans [Tezauret al.2001].

2.2.1.5 Bilan Toutes les méthodes évoquées précédemment sont des r´eponses
pour améliorer les calculs en termes de qualité et de coût. Cependant elles sont
toutes basées sur la méthode des éléments finis et se heurtent donc à la même dif-
ficulté dès que l’on sort du domaine basses fréquences : lareprésentation polyno-
miale par morceau de la solution n’est pas adaptée à la description de phénomènes
fortement oscillants. Les approches suivantes tentent de répondre à ce problème.

2.2.2 Éléments finis enrichis

Les éléments enrichis tirent parti de la connaissancea priori de la forme de la
solution recherchée à savoir le caractère très oscillant de la solution et la complexité
structurale. L’idée est alors d’enrichir les fonctions debase utilisées afin de repro-
duire ces oscillations. Les techniques citées ici se distinguent les unes des autres
par la nature des fonctions ajoutées et la façon dont ellessont introduites et traitées
dans la méthode.

2.2.2.1 Éléments finis híerarchiques Les éléments hiérarchiques [Harariet al.
1996] sont une amélioration desp-methods[Dey 2003] dont ils sont issus. Ils per-
mettent une réutilisation à l’ordrep+1 des matrices de masse et de raideur élémen-
taires issues de l’ordrep. Le calcul est accéléré mais l’enrichissement est limité
du fait de l’apparition des problèmes numériques pour desordres trop élévés [West
et al.1997]. [Beslin et Nicolas 1997] propose de coupler le traitement hiérarchique
à l’ajout d’espaces sinusoı̈daux pour monter en fréquence. L’introduction de fonc-
tions oscillantes sous la forme de produits de fonctions polynômes et de fonctions
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trigonométriques permet d’affiner la solution et de réduire les problèmes de condi-
tionnement rencontrés dans lesp-methods[Leung et Chan 1998].

2.2.2.2 Cell discretization Cet algorithme discrétise le domaine en cellules dans
lesquelles la solution est recherchée sous la forme de produits de polynômes et de
fonctions exponentielles complexes [Greenstadt 1999]. Les conditions de continuité
de la solution entre chaque cellule sont assurées par collocation. Les résultats sont
sensibles au choix des interfaces et des points de collocation.

2.2.2.3 Éléments finis multíechelles Ici la solution est recherchée comme la
somme d’une composante calculable associée à l’échellegrossière en espace et
d’une composante non calculable associée à l’échelle fine [Hughes 1995]. Cette
approche vise à prendre en compte l’effet de la contribution à l’échelle fine sans
pour autant la calculer et permet ainsi d’améliorer la solution EF classique qui ne
donnerait que la composante associée à l’échelle grossière des EF. Pour cela la
stratégie s’appuie sur la construction d’une formulationvariationnelle multiéchelle
de la composante calculable dans laquelle l’effet de la composante non calculable
est prise en compte par l’ajout d’un terme supplémentaire.Le problème est résolu
à l’aide de fonctions de Green qui s’annulent sur le bord deséléments grossiers
généralement remplacées par des approximations polynomiales pour un point de
vue numérique [Oberai et Pinski 1998]. Pour des problèmes 2-D ou 3-D, l’ajout de
fonctions nulles sur le bord ne permet pas une bonne approximation de la solution
sur les frontières des éléments.

Dans [Francaet al. 1997, Franca et Macedo 1998], la méthode des fonctions
bulles sans résidus (RFB,Residual Free Bubbles) résout le problème multiéchelle
élément par élément ce qui rend la technique plus générale mais engendre des cal-
culs plus coûteux puisque l’utilisation de fonctions« bulles» nécessite un calcul
pour chaque fonction EF.

2.2.2.4 Exploitation de la PUM La PUM (Partition of Unity Method) utilise un
recouvrement du domaine initialΩ par un ensemble de maillagesΩi. À chaqueΩi

sont définies des fonctions d’enrichissementvi et des fonctionsϕi qui vérifient la
partition de l’unité :∑i ϕi = 1 surΩ. L’approximation est recherchée sous la forme
∑i ϕivi [Melenk et Babus̆ka 1997b]. L’intérêt de la PUM est de donner localement
sur Ωi une bonne approximation de la solution. Pour le problème deHelmholtz,
[Melenk et Babus̆ka 1997a] introduisent des fonctions de type ondes propagatives
ou de Bessel radiales comme fonctions d’enrichissement.

La FEM associée à la PUM donne naissance à deux grandes familles d’ap-
proches, la GFEM (Generalized Finite Element Method) et la XFEM (eXtended
Finite Element Method) qui se distinguent principalement l’une de l’autre par leur
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mise en œuvre et l’obtention des fonctions d’enrichissement. Dans les deux mé-
thodes, si les fonctions d’enrichissement ne sont pas activées, alors on retrouve la
FEM classique. Dans la GFEM [Stroubouliset al. 2001], les fonctions d’enrichis-
sement sont construites numériquement en résolvant à l’échelle fine un panel de
problèmes aux conditions limites élémentaires dans la zone enrichie ; ces fonctions
forment un« handbook» et permettent de traiter des détails structuraux comme
les inclusions ou les trous. Les fonctions d’enrichissement de la XFEM sont des
fonctions adaptées au traitement des discontinuités et des vides et sont quant à elles
obtenues analytiquement en décrivant la géométrie ind´ependamment du maillage
[Moëset al.1999, Belytschkoet al.2001].

L’utilisation de la PUM permet une simplification du maillage mais l’intégration
numérique des nouvelles fonctions introduites coûte souvent plus cher que celle des
fonctions classiques. Par ailleurs, des problèmes de conditionnement surviennent
pour des fréquences un peu élevées.

2.2.2.5 DEM La DEM (Discontinuous Enrichment Method) est une méthode
de Galerkin éléments finis discontinue avec multiplicateurs de Lagrange dédiée aux
applications qui présentent de forts gradients ou des oscillations rapides [Farhat
et al. 2001- 2003]. Les fonctions d’enrichissement sont calculées analytiquement
et sont non nulles sur le bord : la continuité est assurée par l’introduction de mul-
tiplicateurs de Lagrange. Ces fonctions sont des ondes propagatives comme celles
utilisées pour la PUM, mais elles sont ajoutées aux fonctions de base EF standards
et non multipliées avec les polynômes.

Des exemples numériques montrent l’efficacité et la robustesse de la méthode
notamment en vibroacoustique mais elle ne permet pasa priori de tenir compte des
directions de propagation privilégiées et omet les ondesde bord pourtant nécessaires
pour l’étude des poutres et des plaques.

2.2.2.6 Bilan Pour exploiter les méthodes d’enrichissement en moyennesfré-
quences, les fonctions de base doivent être capables de représenter la solution d’où
l’idée d’introduire des fonctions oscillantes. Elles permettent de réduire la taille des
problèmes traités mais leur intégration est souvent coˆuteuse.

2.2.3 Méthodes deśeléments de frontìere

La BEM (Boundary Element Method) consiste à ne mailler que les bords de
la structure afin de réduire le nombre de degrés de liberté[Banerjee et Butterfield
1981, De Langre 1991]. La formulation intégrale de la frontière établit un lien
entre les champs intérieurs et les quantités sur le bord. La matrice obtenue, de petite
taille puisque seule la frontière est discrétisée, est pleine et non symétrique ce qui
engendre une perte d’efficacité de la méthode. De plus l’utilisation de fonctions de
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Green dans la BEM apporte certes un plus par rapport aux polynômes, mais leur
extraction et leur manipulation se révèlent délicates.

2.2.4 Méthodes sans maillage

Un maillage fin pour éviter les problèmes de dispersion dans la FEM étant
coûteux, l’approche EFGM (Element Free Galerkin Method) s’affranchit de cette
étape [Belytschkoet al.1994] et ne requiert qu’un nuage de points sans connectivité
entre eux. La méthode nécessite l’utilisation de fonctions de forme construites selon
la méthode des moindres carrés mobiles (MLSM,Moving Least Squares Method) et
formant une partition de l’unité [Lancaster et Salkhaushaus 1981]. La solution peut
être décrite par approximation polynomiale ou sinusoı̈dale, ce qui, dans le second
cas, élimine la dispersion dans certaines directions. Sonapplication aux problèmes
de vibration a été réalisée dans [Bouillard et Suleau 1998, Suleauet al. 2000] et
montre que les erreurs de dispersion sont nettement meilleures, à répartition iden-
tique des nœuds, avec la EFGM qu’avec la FEM. Cependant, puisqu’elle est basée
comme la FEM sur une discrétisation nodale, le nombre de DDLaugmente avec la
fréquence étudiée pour obtenir une représentation satisfaisante de la solution. Lors-
qu’elle est couplée à la FEM, l’efficacité de la EFGM est exploitée en statique pour
la prise en compte d’hétérogénéités localisées sur une structure : seules les zones
contenant une hétérogénéité sont traitées sans être maillées, ce qui diminue ainsi la
sensibilité de la réponse au maillage [Lacroix et Bouillard 2003].

2.2.5 Méthodes deśeléments continus

Cette méthode utilise des solutions analytiques ou quasi-analytiques sur des
sous-domaines simples (poutres, plaques rectangulaires,...) pour construire les ma-
trices de raideur qui, une fois assemblées, donnent la raideur de la structure entière
[Fleuret et Duforet 1997, Casimir et Duforet 1997]. Cette méthode, utilisée en cons-
truction navale, est très performante en terme de qualitépour les basses, moyennes
et hautes fréquences mais reste limitée aux cas de géométries simples.

2.2.6 Méthodes de Trefftz

Les méthodes de Trefftz utilisent des fonctions de base définies sur tout le do-
maine de la sous-structure considérée et vérifiant exactement l’équation dynamique
et la relation de comportement : la solution est représent´ee par la superposition de
ces fonctions. Il reste alors à vérifier les conditions auxlimites et de transmission.
Les amplitudes des fonctions de base, inconnues du problème, sont déterminées de
manière à satisfaire au mieux les conditions de bord grâce à la méthode de col-
location, aux moindres carrés ou à une formulation variationnelle. L’avantage des
méthodes de Trefftz est qu’elles permettent de traiter desproblèmes à fréquence
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élevée avec un nombre réduit de DDL. La complétude de l’espace de Trefftz joue
un rôle majeur dans cette méthode [Gourgeon et Herrera 1981, Herrera 1984], ce-
pendant malgré cette propriété, l’utilisation de ses fonctions conduit à des matrices
de petites tailles mais très mal conditionnées, raison pour laquelle l’approche est
peu utilisée.

LesT-elementssont une approche qui lie la démarche de Trefftz et la FEM : la
méthode de Trefftz est adoptée élément par élément [Jirousek et Wroblewski 1996,
Qin 2000, Stojek 1998, Monk et Wang 1999, Harariet al.1999- 2001]. On peut
considérer la PUM et la DEM comme faisant partie desT-elements. Ce concept per-
met de limiter les problèmes de conditionnement, les géométries complexes peuvent
être prises en compte en les structurant, les singularités géométriques ou de char-
gement sont traitées par un enrichissement adéquat des fonctions et ne nécessitent
aucun raffinement de maillage.

Pour des problèmes de vibroacoustique, la WBT (Wave Based Technique) a été
développée dans [Desmet 1998, Desmetet al. 2002, Pluymerset al. 2002]. La
structure n’est pas discrétisée comme pour lesT-elementsmais est décomposée
en éléments de grande taille par rapport à la dimension dela structure. Les fonc-
tions de base particulières utilisées améliorent le conditionnement des matrices.
Cette approche conduit à des matrices de petite taille pleines et non symétriques.
L’intégration numérique sur les bords coûte cher en MF etle conditionnement de la
matrice en HF se dégrade du fait de la discrétisation des amplitudes (seules certaines
directions de propagation sont prises en compte).

2.3 Méthodes issues des hautes fréquences

Pour décrire la réponse en vibrations hautes fréquences, il est généralement ad-
mis qu’il n’est pas indispensable de représenter la solution localement car elle n’a
aucun sens physique puisque trop sensible aux paramètres du problème et le calcul
nécessiterait un trop grand nombre de degrés de liberté :des grandeurs moyennées
suffisent.

2.3.1 Méthodes baśees sur l’́energie

2.3.1.1 Analyse statistique de l’́energie La SEA (Statistical Energy Analysis)
[Lyon et Maidanik 1962] est la méthode de référence, dans le domaine des HF (im-
plantée dans des codes industriels comme AutoSEA ou comme LASCAR dans le
domaine aérospatial [Troclet et al. 1995]) au même titre que le sont les éléments
finis pour les BF. Elle vise à prédire les niveaux vibratoires des différentes par-
ties d’une structure en décrivant la solution à l’aide de grandeurs énergétiques
constantes par sous-structure et par bande de fréquences.Dans la SEA, la struc-
ture est découpée en sous-structures. Ensuite des regroupements de modes sont
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construits tels que statistiquement le niveau de chacun desgroupes de modes soit
semblable : la méthode repose donc sur l’hypothèse d’une forte densité modale dans
la bande de fréquences étudiée. Chaque groupe de modes est associé à un DDL :
le problème à résoudre issu de l’équilibre énergétique est par conséquent à faible
nombre de DDL. Cet équilibre se traduit par un bilan de puissance dans lequel la
puissance injectée à une sous-structure par des forces extérieures, aléatoires et sta-
tionnaires sur de larges bandes de fréquences, est égale `a la somme de la puissance
dissipée dans cette sous-structure par amortissement et de la puissance transmise à
l’ensemble des sous-structures voisines avec lesquelles elle est connectée, appelée
puissance de couplage. L’hypothèse forte de la SEA est la représentation de la puis-
sance de couplage entre deux sous-structures : elle est supposée proportionnelle
à la différence de leurs énergies par mode, le facteur de proportionnalité étant le
coefficient de couplage.

La résolution du problème avec la SEA est peu coûteuse vu qu’elle ne fait in-
tervenir qu’un faible nombre de DDL. Un autre avantage de la méthode est de
s’appuyer sur une analyse globale de la structure dont les quantités déduites sont
peu sensibles aux variations des paramètres de la structure. Toutefois, ces quan-
tités sont trop globales en espace et en fréquence pour dimensionner finement la
structure notamment dans le domaine des MF. Par ailleurs, les coefficients de cou-
plage ne peuvent être connus explicitementa priori que pour des géométries très
particulières et sont souvent déterminés expérimentalement ce qui fait de la SEA
une méthode non prédictive. Pour des structures complexes, les travaux de [Maxit
et Guyader 2001] s’attachent à évaluer ces coefficients en couplant une stratégie
d’échantillonnage modal avec l’approche SEA à l’aide de méthodes éléments fi-
nis. Pour certains régimes d’excitation, le concept de coefficients de couplage n’est
même plus réaliste [Mace 1994]. Enfin l’application de la méthode aux MF est
délicate puisque l’hypothèse de la densité modale trèsgrande n’est plus forcément
vérifiée.

2.3.1.2 Ḿethode de diffusion de l’́energie La technique EFA (Energy Flow
Analysis) est une extension de la SEA qui lui apporte un aspect local [Belov et al.
1977, Buvailo et Ionov 1980]. Elle permet de décrire de manière continue les va-
riables énergétiques et se base sur une hypothèse de proportionalité entre le flux
d’énergie et le gradient de la densité d’énergie soit unerelation de comportement
de type diffusion de la chaleur (loi de Fourier). L’équilibre énergétique conduit à
une équation portant sur la densité d’énergie analogue `a l’équation de la thermique,
la méthode peut alors s’appuyer sur des codes de calcul existant en thermique. Dans
[Nefske et Sung 1989, Wohlever et Bernhard 1992] l’approche a été appliquée à des
structures 1-D et dans [Bouthier et Bernhard 1995] à des structures 2-D particulières
pour lesquelles l’hypothèse de relation de comportement de type diffusion de la cha-
leur reste valide. Cependant l’analogie avec la thermique n’est pas démontrée pour
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des sollicitations et des géométries quelconques [Langley 1995, Ichchou et Jeze-
quel 2001, Ichchouet al.2001].

2.3.1.3 Analyse ondulatoire de l’́energie La WIA (Wave Intensity Analysis)
[Langley 1992] est une généralisation de la SEA dans laquelle le champ d’ondes
n’est plus supposé diffus mais est directionnel grâce à l’introduction d’un champ
d’ondes aléatoires propagatives dans les sous-structures et de coefficients de cou-
plage qui varient selon les angles d’incidence aux interfaces. Lorsque les champs
non diffus sont prépondérants, la WIA est plus précise que la SEA mais elle ne
fournit pas de description spatiale de la répartition énergétique.

2.3.1.4 Ḿethodesénerǵetiques simplifiées Issues des méthodes énergétiques
générales (GEM,General Energetic Method) [Laseet al. 1996], la SEM (Sim-
plified Energy Method) [Le Bot 1998] propose de pallier les insuffisances de la
méthode de diffusion de l’énergie en s’attachant à donner une représentation locale
des phénomènes. Le bilan de puissance est écrit aussi bien à l’intérieur des sous-
structures qu’au niveau de leurs couplages. La SEM a été utilisée avec succès pour
les structures et les salles acoustiques sans toutefois être prédictive puisque demeure
le problème des coefficients de couplage non connusa priori.

2.3.2 Autres ḿethodes

2.3.2.1 D́eveloppements asymptotiques Cette technique consiste à regarder les
tendances de la solution quand on fait varier les paramètres structuraux ou la fré-
quence dans l’équation de la dynamique [Ohayon 1989]. La méthode WBKJ (Went-
zel Kramers Brillouin Jeffreys) permet de savoir si les modes propres recherchés
sont locaux ou globaux [Gibert 1984]. Ces méthodes permettent de mettre en évi-
dence la sensibilité de la solution à la position de l’excitation et à des hétérogénéités
sans pour autant avoir à résoudre les équations. Leurs applications restent limitées
à des géométries simples non industrielles.

2.3.2.2 Ḿethode de l’enveloppe Puisque la méthode des éléments finis échoue
à évaluer des réponses fortement oscillantes en moyennes et hautes fréquences, la
Mean Value Method[Skudrzyk 1980, Chadwick et Bettess 1997] s’attache à prédire
l’enveloppe des amplitudes des résonances et des anti-résonances des fonctions de
transfert. Cette quantité est à grande longueur de variation en espace, les équations
obtenues peuvent alors être résolues par la technique deséléments finis.

La CEDA (Complex Envelope Displacement analysis) [Sestieri et Carcaterra
2001] est également une méthode de l’enveloppe sur les déplacements par appli-
cation de la transformée de Hilbert sur l’équation d’équilibre, les conditions aux
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limites et les excitations. Les équations étant compliquées, des techniques d’ap-
proximation ont été élaborées pour obtenir une solution stable. Cette méthode a été
appliquée à des structures unidimensionnelles.

2.3.2.3 Ḿethode des chemins structuraux La SPA (Structural Path Analysis)
repose sur l’hypothèse selon laquelle la structure peut être vue comme un treillis
de poutres [Girard et Defosse 1990] dans lequel l’énergie emprunte le chemin le
plus court pour aller d’un point à un autre. Des matrices de rigidité élémentaires,
lissées sur la fréquence, sont construites par poutre et sont ensuite assemblées clas-
siquement pour obtenir la matrice de rigidité globale de lastructure. L’application
de cette technique est très concluante pour les treillis depoutres [Girard et Defosse
1993] mais ne peut malheureusement pas s’étendre aux structures 2-D difficilement
assimilables à des treillis.

2.3.2.4 Ḿethode des rayons Ici la réponse de la structure est décrite par le
concept de rayons vibratoires. La RTM (Ray Tracing Method) consiste à suivre
les rayons de vibration le long de leur parcours par l’étudede leur propagation,
réflexion et transmission entre sous-structures par les lois de Snell Descartes de
l’optique géométrique, jusqu’à l’amortissement des ondes.

Utilisée pour l’acoustique [Krokstadt 1968] et l’assemblage de plaques [Chae
et Ih 2001], la RTM permet de connaı̂tre les directions privilégiées de transfert et la
répartition spatiale de l’énergie mais à un coût numérique très élevé. De plus cette
méthode n’est pas prédictive puisqu’elle requiert la connaissance de coefficients de
transmission.

2.4 Conclusion

Les approches exposées ont permis de nombreuses avancéespour résoudre les
équations de vibration en moyennes fréquences mais ellesprésentent encore des
limites.

Les méthodes issues des techniques basses fréquences reposent généralement
sur une discrétisation spatiale du domaine étudié et s’attachent à représenter un
champ très oscillant par une approximation polynomiale : cela conduit à des pro-
blèmes de grande dimension, trop lourds à manipuler pour prédire la réponse dans
la plage des moyennes fréquences et présentant des difficultés numériques. De plus
les quantités calculées choisies, souvent le déplacement, sont trop sensibles aux
moindres variations des paramètres du problème. Afin d’améliorer le résultat et
de réduire le coût, l’introduction de fonctions oscillantes s’impose mais bien sou-
vent toutes les directions de propagation ne sont pas prisesen compte ou sinon de
manière discrète ce qui conduit à un mauvais conditionnement des matrices.
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Pour leur part, les méthodes issues des hautes fréquencesbasées sur l’énergie
s’attachent bien à représenter une quantité à grande longueur d’onde et peu sen-
sible aux variations structurales. Cependant elles sont souvent trop globales et non
prédictives puisqu’elles s’appuient sur la connaissancede coefficients de couplage
déterminés expérimentalement ou par des calculs compl´ementaires.

Toutefois cet état de l’art permet de dégager les points clefs pour construire un
outil prédictif pour l’étude des moyennes fréquences :

– la méthode doit être prédictive : l’inconnue privilégiée est le déplacement
plutôt que l’énergie,

– pour que le nombre de DDL soit faible, elle doit introduire des fonctions de
base à deux échelles : l’échelle rapide représentant lecaractère oscillant est
connue explicitement et le calcul ne porte que sur l’échelle lente,

– elle doit être applicable à toute géométrie,
– elle doit permettre le calcul sur une bande fréquentiellepuisque la solution à

une fréquence fixe a peu de sens en MF.
La Théorie Variationnelle des Rayons Complexes (TVRC) répond à ces be-

soins : les bases de l’approche sont présentées dans le chapitre3.
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CHAPITRE

2 Méthode propośee

VU LES DIFFICULTÉS NUMÉRIQUES rencontrées lors de l’utilisation des
méthodes classiques temporelles, la méthode proposée pour l’étude d’un choc

est une approche fréquentielle dans laquelle le large contenu en fréquence dans la
réponse transitoire est pris en compte. La transformée deFourier est appliquée aux
quantités qui dépendent du temps dans le problème dynamique de référence pour
obtenir des fonctions de la fréquence, ce qui nous amène àcalculer des fonctions
de réponse en fréquence. L’efficacité de la méthode est améliorée en choisissant la
technique de résolution adéquate en fonction de la plage de fréquences étudiée : les
éléments finis pour les basses fréquences et la TVRC pour les moyennes fréquences.
Les développements de la FFT ont permis de rendre cette approche compétitive.
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2 Méthode proposée

1 Problème de ŕeférence en dynamique

Le problème à résoudre est un problème dynamique sous l’hypothèse des petites
perturbations et tel que le comportement des matériaux reste linéaire. Le milieu
étudié occupe à l’instant initial un domaineΩ de frontière∂Ω. L’étude est menée
sur l’intervalle de temps[0,T] étudié, et le milieu est soumis aux actions extérieures
suivantes pour toutt appartenant à[0,T] (cf. Figure2.1) :

- une densité de déplacementUd sur la partie∂1Ω de la frontière∂Ω,
- une densité surfacique d’effortFd sur la partie∂2Ω de ∂Ω qui est la partie

complémentaire de∂1Ω,
- une densité volumique d’effortf

d
sur tout le domaineΩ.

Ω
∂2Ω

∂1Ω

Fd

fd

Figure 2.1Problème dynamique de référence

Les chargements varient dans le temps, ce qui impose de tenircompte des quan-
tités d’accélération.

Pour tout pointM appartenant àΩ, les déplacementsU(M, t) sont soumis aux
conditions initiales àt = 0 :

U |t=0 = U0

dU
dt |t=0

= U̇0

oùU0 etU̇0 sont des données.

L’état du matériau est décrit par la relation de comportement :

ff = K"(U)+ηK "̇(U)
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1 Problème de référence en dynamique

où K est l’opérateur de Hooke,ff est l’opérateur des contraintes," est l’opérateur
des déformations avec"(U) = [�radU ]sym. Dans la suite de nos travaux, un amor-
tissementη qui dépend de la fréquence est introduit classiquement avec η > 0,
pour que le problème de référence ait ainsi une solution unique. D’autres relations
de comportement plus complexes peuvent être prises en considération. De même,
des modèles d’amortissement plus fins peuvent être aisément introduits. Toutefois,
les modèles performants utilisant la notion de dérivée fractionnaire s’écrivent très
simplement en formalisme fréquentiel.

Le repère de référence est supposé galiléen. Le probl`eme qui traduit l’évolution
du milieu sur[0,T] en élasticité linéaire peut être formulé comme suit :
trouverU(M, t)∈U[0,T] et ff(M, t)∈S [0,T], pourM∈Ω et t∈ [0,T], qui vérifient :

– les conditions initiales :

∀M∈Ω U |t=0 = U0 (2.1)

dU
dt |t=0

= U̇0 (2.2)

– les équations de liaison :

∀t∈ [0,T] U∂1Ω = Ud (2.3)

– l’équation d’équilibre :

∀t∈]O,T[, ∀U̇?
∈U0 (2.4)

Z

Ω
ρ

d2U
dt2 .U̇?dΩ = −

Z

Ω
Tr[ff"(U̇?

)]dΩ+
Z

Ω
f

d
.U̇?dΩ+

Z

∂2Ω
Fd.U̇

?dS

ρ désigne la masse volumique, ici supposée constante par rapport au temps,

– la relation de comportement :

ff = K"(U)+ηK "̇(U) (2.5)

U0 est le sous-espace deU
[0,T] associé à la valeur nulle deUd sur la frontière

∂1Ω.
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2 Analyse fréquentielle du probl̀eme de ŕeférence

2.1 Formulation fr équentielle du probl̀eme

Dans l’approche fréquentielle, le problème de dynamiquetransitoire est réécrit
sous la forme d’un problème variationnel en espace-fréquence. Ainsi, la trans-
formée de Fourier est appliquée à toutes les quantités dépendant du temps pour
obtenir des fonctions de la fréquenceω que l’on note ˆ· :

f̂ (ω) =

Z +∞

−∞
f (t)e−iωtdt (2.6)

Le problème de référence s’écrit alors :
trouver(Û(M,ω), ff̂(M,ω)), pourM∈Ω et ω∈

�
, vérifiant :

– les équations de liaison et les conditions initiales :

Û∂1Ω = Ûd

ˆ̇U = iωÛ (2.7)

– l’équation d’équilibre :

∀ω∈
�
,∀Û

?
∈U0 (2.8)

Z

Ω
−ρω2Û .Û

?
dΩ = −

Z

Ω
Tr[ff̂"(Û

?
)]dΩ+

Z

Ω
f̂

d
.Û

?
dΩ+

Z

∂2Ω
F̂d.Û

?
dS

– la relation de comportement :

ff̂ = (1+ iη)K"(Û) (2.9)

Le problème peut être réécrit en privilégiant le déplacement :
trouverÛ(M,ω), pourM∈Ω et ω∈

�
, tel que :

Û∂1Ω = Ûd

∀ω∈
�
,∀Û

?
∈U0 (2.10)

Z

Ω

{

−ρω2Û .Û
?
+(1+ iη)Tr[K"(Û)"(Û

?
)]
}

dΩ =
Z

Ω
f̂

d
.Û

?
dΩ+

Z

∂2Ω
F̂d.Û

?
dS
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2 Analyse fréquentielle du problème de référence

Pour une valeur deω fixée, le problème précédent s’identifie à un problème
de vibration forcée dont l’unicité de la solution peut être montrée facilement. Les
quantités en jeu sont définies dans l’espace des complexes.

Pour mener à terme l’approche en fréquence, il est nécessaire de résoudre le
problème précédent pour une large plage de fréquences[0,ω′

c] qui contient les
basses et les moyennes fréquences.

Par conséquent nous calculerons finalement les fonctions de réponse en fréquence
ĥi j (ω) du système pourω∈ [0,ω′

c], définies dans le cas de l’élasticité linéaire par :

x̂i(ω) =
a

∑
j=1

ĥi j (ω).p̂
j
(ω) (2.11)

avec :
– x̂i la transformée de Fourier de la réponse au point courantMi ,
– p̂

j
la transformée de Fourier desa différents chargementsp

j
supposés ici en

nombre fini.p
j

peut être un effort surfaciqueFd j (ou un effort volumique
f

d j
) appliqué sur une zonej.

2.2 Principe de l’approche propośee

Dans le cas des chocs à large spectre, le calcul des FRF doit ˆetre mené sur une
grande bande de fréquences[0,ω′

c]. Pour les basses fréquences, les codes de calcul
actuels sont très performants. Par contre, il n’en est pas de même pour les vibrations
en moyennes fréquences dont la modélisation et le calcul sont des questions toujours
largement ouvertes.

La démarche que nous proposons pour résoudre la formulation en fréquence du
problème de référence consiste à scinder la plage de fr´equences utile[0,ω′

c] en deux
parties [Ladevèze 2003] :

- les basses fréquences[0,ωc],
- les moyennes fréquences[ωc,ω′

c].
En dehors de cette plage de fréquences, les énergies cinétiques et de déformation

sont supposées négligeables.

Remarque.
En réalité, l’utilisation de la FFT (Fast Fourier Transform), implique de calculer

la FRF sur[−ω′
c,ω′

c]. Pour les fréquences négativesω−, la réponse est le conjugué
de celle calculée pour les fréquences positivesω+ = −ω− :

ĥi j (−ω+) = ĥ
∗
i j (ω

+) (2.12)

où ∗ désigne le conjugué.
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2.2.1 Calcul pour la plage basses fréquences

Pour la plage basses fréquences[0,ωc], la FRF est obtenue grâce à la méthode
des éléments finis. Le comportement du milieu étant modalen basses fréquences, il
est avantageux d’utiliser une base réduite construite à partir desm premiers modes
propres de la structure éventuellement complétée par des modes statiques. Avec
cette approche standard (cf. par exemple [Bathe 1995, Deraemaekeret al. 2002]),
le champ de déplacement est représenté par :

Û(M,ω) =
m

∑
i=1

ai(ω)ϕ
i
(M)+

q

∑
j=1

b j(ω)ϕ′
j
(M) (2.13)

oùϕ
i
(M) sont les modes propres de la structure etϕ′

j
(M) sont les modes statiques.

Pour prédire correctement les FRF sur la plage[0,ωc], la base réduite contient
au moins les modes propresϕ

i
(M) tels queωi ≤ 2ωc.

Lesϕ
i
(M), i∈{1,2, ...,m} etϕ′

j
(M), j∈{1,2, ...,q} sont par construction ortho-

gonaux par rapport au produit scalaire en énergie cinétique.

2.2.2 Calcul pour la plage moyennes fŕequences

En ce qui concerne la plage des moyennes fréquences dont la modélisation et
le calcul posent des difficultés, nous choisissons d’utiliser la Théorie Variation-
nelle des Rayons Complexes (TVRC) introduite dans [Ladevèze 1996] qui est une
méthode bien adaptée à ce calcul sur[ωc,ω′

c].
Les bases de la TVRC sont présentées au chapitre3.

2.3 Retour à la solution temporelle

Une fois les FRF̂hi j (ω) sur [0,ω′
c] déterminées dans les zones d’intérêt de la

structure, elles sont multipliées par les transformées de Fourier ˆp j(ω) des charge-
mentsp j(t).

Le retour à la réponse temporelle se fait finalement par transformée de Fourier
inverse :

xi(t)t≥0 =
1

2π

Z +∞

−∞
x̂i(ω)eiωtdω

=
1

2π

Z +∞

−∞

(

a

∑
j=1

ĥi j (ω).p̂
j
(ω)

)

eiωtdω (2.14)

En pratique, la réponse de la structure n’est recherchée qu’en quelques points
ou globalement sur des parties de la structure, ainsi le retour à la réponse temporelle
n’est pas très coûteux.
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2 Analyse fréquentielle du problème de référence

La FFT est une technique numérique efficace pour appliquer les transformées
de Fourier discrètes rendant l’approche dans le domaine fréquentiel numériquement
performante. L’utilisation de la FFT et de la IFFT (Inverse Fast Fourier Transform)
n’alourdit donc que très légèrement le calcul, puisque l’essentiel du coût de calcul
provient de la prédiction des FRF.
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CHAPITRE

3 La Théorie
Variationnelle des
Rayons Complexes

DANS LA RÉSOLUTION du problème de vibration forcée sur la plage moyennes
fréquences que requiert l’approche fréquentielle pour la dynamique tran-

sitoire, nous utilisons la Théorie Variationnelle des Rayons Complexes (TVRC)
qui est une méthode prédictive dédiée pour le calcul desvibrations moyennes
fréquences. Cette théorie construit la solution approchée comme la superposition
de modes de vibrations locaux. Ces modes locaux sont des fonctions oscillantes qui
contiennent toute l’information à variation rapide et sont traités analytiquement.
Tout l’effort numérique de la stratégie est donc concentré sur le calcul des ampli-
tudes de ces fonctions qui sont des quantités à variation lente. Par conséquent le
nombre de degrés de liberté du système est faible, ce qui contribue à la performance
de la TVRC.
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1 Problème de référence

1 Problème de ŕeférence

1.1 Problème de vibration forcée

Afin de simplifier la présentation, nous présentons le problème d’un assemblage
de deux sous-structures, mais cette formulation peut facilement être généralisée à un
assemblage den sous-structures. Soient deux sous-structuresSandS′, et ∂Set ∂S′

les frontières deSet S′ respectivement. Nous étudions les vibrations harmoniques
de ces deux sous-structures à une fréquence fixeω. Toutes les quantités peuvent être
définies dans le domaine complexe : une amplitudeQ(M) est associée àQ(M)eiωt .

Γ

S S'∂FS

∂US ∂US'

∂FS'

Fd

F'd

f'dfd

n
n'

Figure 3.1Problème de référence de vibration forcée

Les excitations appliquées àS(cf. Figure3.1) sont :
- un champ de déplacementUd sur une partie∂USde la frontière∂S,
- une densité d’effort surfaciqueFd sur une partie∂FSde∂S,
- une densité d’effort volumiquef

d
sur tout le domaineS,

oùUd, Fd, f
d

sont les amplitudes des quantités définies dans le domainecomplexe.
Des quantités similaires sont définies pourS′.

Nous définissons pour la sous-structureS le couple déplacement-contraintes=
(U ,ff) et l’espace correspondantSad tels que :

U ∈U (champ de déplacement à énergie finie [H1(S)]3)

ff∈S (champ de contrainte à energie finie [L2(S)]3)

ρΓ = divff + f
d

surS (3.1)

ff = (1+ iη)K0"(U) surS

Γ = −ω2U surS

Sur une nouvelle approche en calcul dynamique transitoire 37



3 La Théorie Variationnelle des Rayons Complexes

où K0 est l’opérateur de Hooke,ρ la masse volumique etη le coefficient d’amor-
tissement (qui dépend de la fréquence). Le sous-espace deSad associé àf

d
nul est

notéSad,0. De façon similaire, nous introduisons les espacesS ′
ad et S ′

ad,0.

Le problème de référence peut être formulé comme suit :
trouver(U(M),ff(M),M∈S) et (U ′(M),ff′(M),M∈S′) tels que :

s= (U ,ff)∈Sad s′ = (U ′
,ff

′)∈S
′
ad

U = Ud sur∂US U′ = U ′
d sur∂US′

ffn = Fd sur∂FS ff
′n′ = F ′

d sur∂FS′ (3.2)

U = U ′ surΓ
ffn+ff

′n′ = 0 surΓ

1.2 Cas des plaques minces de Kirchhoff-Love

Nous nous plaçons dans le cas des plaques minces de Kirchhoff-Love, ho-
mogènes et isotropes, d’épaisseure, de masse volumiqueρ, sans effort volumique
et de coefficient d’amortissement structuralη. Les équations classiques de vibration
harmonique forcée formulées dans les complexes pour les cas de la flexion et de la
tension sont détaillées respectivement dans les paragraphes suivants1.2.2et 1.2.3.

1.2.1 Notations

En se plaçant dans le cas isotrope, la relation de comportement s’écrit :

ff = K" = λTr(")�+2µ" avecλ =
νE

(1+ν)(1−2ν)
;µ=

E
2(1+ν)

(3.3)

où λ et µ sont les coefficients de Lamé,E = (1+ iη)E0 est le module d’Young
complexe etν le coefficient de Poisson.

Si l’on pose l’état de contrainte plane (CP) :

ff =





σ̃xx σ̃xy 0
σ̃yx σ̃yy 0
0 0 0



, on a alors :" =





ε̃xx ε̃xy 0
ε̃yx ε̃yy 0
0 0 εzz



. On note la partie plane des

opérateurs : ˜ff = ıffı et "̃ = ı"ı avecı l’opérateur de projection plan.
La relation de comportement peut alors se mettre sous la forme :

ff̃ = KCP"̃ = λCPTr("̃)�+2µCP"̃ avecλCP =
νE

1−ν2 ;µCP =
E

2(1+ν)
(3.4)

Sous les hypothèses de Kirchhoff-Love (KL), le déplacement prend la forme :
U(x,y,z) = U(u,w) = u(x,y)+ w(x,y)ez− zgradw(x,y). u est la partie plane etw
est la partie hors plan du déplacement.
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On peut alors décomposerı" de la façon suivante :

ı"(U) = "(u)−z�radgradw = �(u)+zffl(w) (3.5)

ffl et � sont les opérateurs de courbure et de tension.
Les relations de comportement généralisées en flexion eten tension s’écrivent

alors :

�=
e3

12
KCPffl(w) (3.6)

�= eKCP�(u) (3.7)

Dans la suite,t et n sont les vecteurs tangent et normal aux bords de la plaque.

1.2.2 Pour la flexion

Le problème de référence en flexion à résoudre est :
trouver les champs de déplacement hors plan et de moment(w,�) et (w′

,�
′) qui

vérifient :

– les équations d’équilibre
• intérieur

div(div�) = −ρeω2w surS div(div�′) = −ρ′e′ω2w′ surS′ (3.8)

• de bord (moments et efforts tranchants imposés)

n�n = Md sur∂MdS n′�′n′ = M′
d sur∂MdS′ (3.9)

ndiv�+(t�n),t = Kd sur∂KdS n′div�′+(t′�′n′),t ′ = K′
d sur∂KdS′

• de coin

Continuité det�n aux coins anguleux de∂S

Continuité det ′�′n′ aux coins anguleux de∂S′ (3.10)

– les équations de liaison

w = wd sur∂wdS w′ = w′
d sur∂wdS′

w,n= wnd sur∂wndS w′,n= w′
nd sur∂wndS

′ (3.11)

– les conditions d’interface parfaite

w = w′ surΓ
w,n= w′

,n surΓ
n�n+n′�′n′ = 0 surΓ (3.12)

ndiv�+(t�n),t +n′div�′+(t ′�′n′),t ′ = 0 surΓ
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3 La Théorie Variationnelle des Rayons Complexes

– les relations de comportement

�=
e3

12
KCPffl(w) surS �

′ =
e′3

12
K ′

CPffl(w′) surS′ (3.13)

1.2.3 Pour la tension

Le problème de référence à résoudre en tension s’écrit :
trouver les champs de déplacement dans le plan et de tension(u,�) et (u′,�′) qui
vérifient :

– les équations d’équilibre
• intérieur

div�= −ρeω2u surS div�′ = −ρ′e′ω2u′ surS′ (3.14)

• de bord (efforts dans le plan imposés)

�n = eTd sur∂TdS �
′n′ = e′T ′

d sur∂TdS′ (3.15)

– les équations de liaison

u = ud sur∂ud
S u′ = u′d sur∂ud

S′ (3.16)

– les conditions d’interface parfaite

u = u′ surΓ
�n+�n′ = 0 surΓ (3.17)

– les relations de comportement

�= eKCP�(u) surS �
′ = e′K ′

CP�(u′) surS′ (3.18)

2 La formulation variationnelle assocíeeà la TVRC

2.1 Présentation dans le cas ǵenéral

La formulation variationnelle, introduite dans [Ladevèze 1996] et utilisée dans
la TVRC, fait intervenir des quantités de type puissance. C’est une formulation
mixte qui utilise comme espace admissibleSad les couples déplacement-contrainte
(U ,ff) définis par l’équation (3.1) : ainsi les équations d’équilibre et la relation de
comportement sont vérifiées exactement par sous-structure. Cette formulation glo-
bale traduit les conditions limites en déplacement et en effort, ainsi que les condi-
tions de continuité surΓ qui sont quant à elles vérifiées en moyenne. La formulation
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2 La formulation variationnelle associée à la TVRC

variationnelle des rayons complexes est une extension aux problèmes de vibration
forcée de la formulation introduite pour des problèmes destatique dans [Ladevèze
1983] avec une variante pour les conditions d’interface [Hochardet al.1993].

La formulation s’écrit :
trouvers= (U ,ff)∈Sad et s′ = (U ′,ff′)∈S ′

ad tels que :

Re

{

−iω
[

Z

∂U S
δffn(U∗−U∗

d)dl +
Z

∂FS
(ffn−Fd)δU∗dl +

Z

∂US′
δff

′n′(U ′∗−U ′∗
d)dl +

Z

∂FS′
(ff′n′−F ′

d)δU ′∗dl+

1
2

Z

Γ
(δffn−δff

′n′)(U∗−U ′∗)+(ffn−ff
′n′)(δU∗−δU ′∗)dl

]}

= 0

(3.19)

∀(δU ,δff)∈Sad,0 ∀(δU ′
,δff

′)∈S
′
ad,0

La formulation étant écrite dans les complexes, Re[A] désigne la partie réelle etA∗

le conjugué de la quantitéA.

Remarques.

– Il est facile de démontrer que la formulation variationnelle est équivalente au
problème de référence, si [Ladevèzeet al.2001] :
• le problème de référence a une solution,
• les opérateurs de HookeK0 et K ′

0 sont definis positifs,
• les coefficients d’amortissement sont tels queη,η′ > 0.

– La nouvelle formulation variationnelle a un sens pour les problèmes mal
posés ; un déplacement et une distribution d’effort peuvent être imposés sur
une même partie du bord. Le terme correspondant est alors :

1
2

Re

{

−iω
[

Z

∂LS
δffn(U∗−U∗

d)dl +
Z

∂LS
(ffn−Fd)δU∗dl

]}

(3.20)

– La formulation variationnelle peut s’écrire dans le cas plus général, avecV =
(U ,ff)× (U ′,ff′), sous la forme :

a(V,δV) = L(δV) ∀δV∈Sad,0×S
′
ad,0 (3.21)

La TVRC peut encore se mettre sous la forme [Arnaud 2000] :
trouvers= (U ,ff)∈Sad et s′ = (U ′,ff′)∈S ′

ad tels que :

δ
(

ED(U)+E′
D(U ′)

)

+

〈[

s
s′

]

,δ
[

s
s′

]〉

=

(

LD,δ
[

s
s′

])

(3.22)

∀δs∈Sad,0 ∀δs′∈S
′
ad,0
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où ED est la puissance dissipée due à l’amortissement qui s’écrit par conven-
tion dans une sous-structureS :

ED(U) =
ω
2

Z

S
ηTr[K0"(U)"(U∗)]dS (3.23)

LD est une forme linéaire dépendant des données associéesau chargement et
〈., .〉 est une forme bilinéaire antisymétrique, définie sur la frontièreΓ entre
sous-structures qui vérifie〈u,v〉 = −〈v∗,u∗〉.
La partie symétrique de la forme bilinéaire associée à la formulation s’ex-
prime en fonction de la puissance dissipée du système et d´epend donc direc-
tement de l’amortissement. C’est elle qui assure l’unicit´e de la solution.

2.2 Cas des assemblages de plaques

Dans la cas des plaques minces de Kirchhoff-Love, la formulation variationnelle
s’écrit :

– pour la flexion : trouver(w,�)∈Sad et (w′,�′)∈S ′
ad tels que :

Re

{

−iω

[

Z

∂wndS
δn�n(w,n−wnd)

∗dl −
Z

∂wdS
δK(w−wd)

∗dl

+
Z

∂MdS
(n�n−Md)δw,n

∗dl −
Z

∂KdS
(K−Kd)δw∗dl

+
Z

∂wndS′
δn′�′n′(w′

,n−w′
nd)

∗dl −
Z

∂wdS′
δK′(w′−w′

d)
∗dl

+

Z

∂MdS′
(n′�′n′−M′

d)δw′
,n
∗dl −

Z

∂KdS′
(K′−K′

d)δw′∗dl

− ∑
coins de∂S

�
(t�n)δw,n

∗�− ∑
coins de∂S′

�
(t ′�′n′)δw′

,n
∗�

+
1
2

Z

Γ
δ(n�n−n′�′n′)(w,n−w′

,n)∗−δ(K −K′)(w−w′)dl

+
1
2

Z

Γ
(n�n+n′�′n′)δ(w,n+w′

,n)∗− (K +K′)δ(w+w′)dl

]}

= 0

(3.24)

∀(δw,δ�)∈Sad,0 ∀(δw′
,δ�′)∈S

′
ad,0

où Sad et S ′
ad sont l’ensemble des couples qui vérifient les équations (3.8) et

(3.13).
– pour la tension : trouver(u,�)∈Sad et (u,�)∈S ′

ad tels que :
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Re

{

−iω

[

Z

∂udS
δ�n(u−ud)

∗dl +
Z

∂Td
S
(�n−eTd)δu∗dl

+
Z

∂udS′
δ�′n′(u′−u′d)

∗dl +
Z

∂TdS′
(�′n′−e′T ′

d)δu′∗dl

+
1
2

Z

Γ
δ(�n−�′n′)(u−u′)∗− (�n+�′n′)δ(u+u′)dl

]}

= 0

(3.25)

∀(δu,δ�)∈Sad,0 ∀(δu′,δ�′)∈S
′
ad,0

oùSad et S ′
ad sont l’ensemble des couples qui vérifient les équations (3.14) et

(3.18).

3 Les approximationsà deuxéchelles

3.1 Principe

Afin d’écrire une formulation approximée de la TVRC, il estnécessaire de
définir les sous-espacesS

h
ad et S

h
ad,0 (respectivementS ′h

ad et S
′h
ad,0) deSad et Sad,0

(respectivementS ′
ad et S ′

ad,0) pour chaque sous-structure. La solution approchée
vérifie alors le problème :
trouversh = (Uh,ffh)∈S h

ad et s′h = (U ′h,ff′h)∈S ′h
ad tels que :

δ
(

ED(Uh)+E′
D(U ′h)

)

+

〈[

sh

s′h

]

,δ
[

sh

s′h

]〉

=

(

LD,δ
[

sh

s′h

])

(3.26)

∀δsh∈S
h
ad,0 ∀δs′h∈S

′h
ad,0

La TVRC introduit des approximations à deux échelles(Uh,ffh) à fort contenu
mécanique, définies en identifiant trois zones : la zone intérieure, la zone de bord
et la zone de coin. Par exemple, dans le voisinage d’un pointX, la solution est
supposée localement bien décrite par la superposition d’un nombre infini de rayons
de vibration (ondes propagatives et ondes évanescentes),chacun pouvant s’écrire :

Uh(X,Y,k) = Uh(X,k)ek.Y

ff
h(X,Y,k) = σh(X,k)ek.Y (3.27)

où X etY représentent le vecteur position,X étant associé aux variations lentes et
Y aux variations rapides. Plus précisément, les termes relatifs au vecteur position
X varient lentement quandX bouge le long de la structure, tandis que les termes
associés au vecteur positionY varient rapidement quandY bouge.k est le vecteur
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d’onde caractérisant le rayon de vibration. Pour que ces rayons(Uh,ffh) soient ad-
missibles, ils doivent appartenir à l’espaceS h

ad et doivent vérifier (3.1) dans le cas
général, (3.8) et (3.13) dans le cas des plaques en flexion et (3.14) et (3.18) dans le
cas des plaques en tension. Nous obtenons ainsi des propriétés surk.

3.2 Rayons de vibration

3.2.1 Plaque en flexion

Considérons les déplacements de flexion hors planw d’une plaque mince ho-
mogène isotropeS. Dans le cadre de la modélisation de Kirchhoff-Love, les rayons
de vibration doivent satisfaire (3.8) et (3.13) pour être admissibles. Le déplacement
w de la fibre neutre de la plaque dans la direction perpendiculaire à la plaque est
alors gouverné par l’équation de la dynamique :

E0e3

12(1−ν2)
(1+ iη)∆∆w= ρeω2w surS (3.28)

où∆ est l’opérateur Laplacien,E0 le module d’Young,η l’amortissement avecη �
1. Les rayons de vibration sont recherchés sous la forme :

wh(X,Y,k) = wh
n(X,k)ek.Y (3.29)

où wh
n est un polynôme de degrén en X. Dans la suite de l’étude, nous nous place-

rons dans le cadre des rayons de vibration d’ordre 0 (n = 0) : wh
0 est un polynôme

constant en X. k est un vecteur du plan de la plaque à composantes complexes

k =

[

kxr + ikxi

kyr + ikyi

]

. En introduisant (3.29) dans (3.28) dans le cas isotrope, nous obte-

nons l’équation d’onde :

(k.k)2 = k4 =
12ρ(1−ν2)ω2

E0(1+ iη)e2 =
1

(1+ iη)
k4

0 (3.30)

On peut en déduire les différentes familles de champs de rayons considérées
dans le cas des plaques.

La première famille de rayons sont les rayons intérieurs qui ont un comporte-
ment propagatif et sont définis par le vecteur d’onde :k=−ikv avecv∈

�2,‖v‖= 1.
L’équation (3.30) montre quek appartient à un cercleCi de rayonk0 défini par les
propriétés matériau, l’épaisseur de la plaque et la fr´equence. Toutes les directions
de la plaque sont prises en compte en parcourant tout le cercleCi (cf. Figure3.2).

De la même façon, on cherche des champs associés à un bordde normaleex et
de tangenteey qui soient évanescents selonex quand on s’éloigne de ce bord (kxr > 0
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ϕ
k

x

y

O

Ci

Figure 3.2 Domaine d’admissibilité des rayons
intérieurs

et kyr = 0). k doit appartenir à une courbeCb représentée dans la Figure3.3. Tous
les rayons de bord dont la vitesse de propagation est inférieure à celle des rayons
intérieurs sont pris en compte en parcourantCb.

ϕ
k0 x

y

O

Cb

k0

√2 k0

kxr
kyi

Figure 3.3 Domaine d’admissibilité des rayons de
bord

Enfin les rayons de vibration de coin correspondent à des ondes évanescentes,
localisées au niveau des coins de la plaque c’est-à-dire aveckxr > 0 etkyr > 0.

La Figure3.4montre quelques exemples de rayons de flexion admissibles pour
une plaque isotrope homogène.

3.2.2 Plaque en tension

Considérons les déplacements dans le planu d’une plaque mince homogène iso-
tropeSdans le cadre de la modélisation de Kirchhoff-Love. Les rayons de vibration
doivent satisfaire (3.14) et (3.18) pour être admissibles. Le déplacementu vérifie
alors l’équation de la dynamique :
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k

Figure 3.4Rayons intérieurs, de bord et de coin pour
une plaque homogène

div(eKCP"(u)) = −ρeω2u surS (3.31)

Pour les ondes planes, les rayons de vibration sont recherchés sous la forme :

uh(X,Y,k) = uh
n(X,k)ek.Y (3.32)

où uh
n est un vecteur de polynômes de degrén en X. Comme précédemment, nous

considérerons uniquement les rayons de vibration d’ordre0 (n = 0) dans la suite de
l’étude :uh

0 est constant en X. k est un vecteur du plan de la plaque.

Nous pouvons distinguer deux familles de rayons dans le plande la plaque : les
ondes de pression et les ondes de cisaillement.

Les ondes de pression sont recherchées avecuh
0 colinéaire au vecteur d’ondek :

uh
0 = u0P

[

cosϕ
sinϕ

]

et k = kP

[

cosϕ
sinϕ

]

. En introduisant (3.32) dans (3.28) dans le cas

isotrope, l’équation d’onde obtenue est :

k2
P = −

ρ(1−ν2)ω2

E0(1+ iη)
(3.33)

Les ondes de cisaillement dans le plan de la plaque sont quantà elles recherchées

avecuh
0 orthogonal au vecteur d’ondek : uh

0 = u0P

[

−sinϕ
cosϕ

]

et k = kP

[

cosϕ
sinϕ

]

.

L’équation d’onde s’écrit alors :

k2
S = −

2ρ(1+ν)ω2

E0(1+ iη)
(3.34)

Les ondes de pression et de cisaillement sont des ondes propagatives et les
équations (3.33) et (3.34) montrent quek appartient respectivement aux cerclesCP

etCS définis par les propriétés matériau et la fréquence. Toutes les directions de la
plaque sont prises en compte en parcourant les cerclesCP etCS (cf. Figure3.5).
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ϕ
k

x

y

O

CP

ϕ
k

x

y

O

CS

Figure 3.5 Domaine d’admissibilité des rayons de
pression et de cisaillement

3.3 Le problème discŕetisé

Le déplacement de chaque point d’une sous-structure est g´enéré par la base
des rayons complexes admissibles. Les inconnues sont les amplitudes généralisées
Uh(X,k), soit wh

n(X,k) dans le cas de la flexion etuh
n(X,k) pour la tension, de la

base (un polynôme d’ordren enX et une quantité à grande longueur de variation).
Tenir compte de toutes les directionsϕ de l’ensemble des courbes admissiblesC se
traduit par une intégrale surC. Dans le cas où l’on se restreint aux rayons d’ordre
0, la solution est recherchée sous la forme :

Uh(X,Y) =

Z

k∈C
Uh

0(X,k(ϕ))ek(ϕ)Ydϕ (3.35)

Afin d’obtenir un problème de dimension finie, l’intégrale(3.35) peut être dis-
crétisée et les amplitudesUh

0(X,k(ϕ)) considérées constantes par secteur angulaire :
Uh(X,Ep) (cf. Figure3.6). La distribution angulaire des ondes pour tous les points
de la sous-structure est supposée bien décrite par cette distribution angulaire dis-
continue.

Une fois la discrétisation choisie par sous-structure, laTVRC mène à un système
d’équations linéaires dans le domaine complexe :

KhU = Fh (3.36)

oùKh = Kh
s +Zh etFh = Lh

D. Kh
s est la matrice d’amortissement symétrique définie

positive associée à la puissance dissipéeED ; Zh est la matrice associée à la forme
bilinéaire〈., .〉 définie telle queZhT∗

= −Zh ; Lh
D est le vecteur associé à la forme

linéaire LD ; U est le vecteur correspondant aux amplitudes inconnues associées
aux polynômes complexesUh(X,Ep). L’équation (3.36) a une solution unique. Ce-
pendant, bien que l’inversibilité de la matriceK (et, par conséquent, l’unicité de la
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ϕ

x

y

O x

y

O

Figure 3.6 Amplitude continue (à gauche) et ampli-
tudes discrétisées (à droite)

solution) soit prouvée, un soin tout particulier doit être apporté au calcul numérique
car cette approche peut conduire à un mauvais conditionnement de la matriceK .

4 Convergence de la TVRC

4.1 Vibrations hors plan

Les possibilités de la Théorie Variationnelle des RayonsComplexes ont été très
largement démontrées sur des assemblages de plaques et coques pour les vibrations
de flexion dans [Ladevèze et Arnaud 2000, Ladevèzeet al. 2001, Rouch et La-
devèze 2003]. Des comparaisons avec des codes éléments finis industriels montrent
que la TVRC est une méthode prédictive pour les vibrationsmoyennes fréquences
à un coût faible. Dans [Riou et al. 2004], on peut trouver l’extension de la TVRC
aux assemblages de coques. Enfin la méthode a été étendueà l’introduction des
hétérogénéités dans la structure dans [Ladevèzeet al.2003a].

4.2 Vibrations dans le plan

L’étude des vibrations planes de la plaque fait l’objet d’´etudes récentes. Les
premiers pas pour le cas d’une plaque peuvent être trouvésdans [Sourcis 2005].
Pour illustrer les performances de la TVRC dans ce cadre, unecomparaison entre
les résultats issus de la TVRC réalisés avec CORAY MF et les résultats d’un calcul
éléments finis réalisé avec MSC.Nastran est effectuéesur une plaque en aluminium,
soumise à une excitation harmonique dans le plan de la plaque, dont la géométrie et
l’environnement sont présentés dans la Figure3.7.

Sur les Figures3.8et 3.9sont tracées, respectivement pour des excitations har-
moniques aux fréquences 3000 Hz et 6000 Hz, les déforméesdans le plan selon
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2 m

1 m

Caractéristiques mécaniques :

h = 0.006 m

E = 70 MPa

ν = 0.3

ρ = 2800 kg.m-3

Fx = Fy = 1 N.m-1

x

y

Figure 3.7 Caractéristiques géométriques et
matériaux de la plaque en aluminium

X et selon Y des réponses obtenues grâce aux deux méthodes. Ces déformées sont
tracées avec la même échelle.

La comparaison vise à mettre en évidence l’évolution du nombre de degrés de
liberté utilisés dans les deux approches avec la fréquence. Le maillage éléments finis
utilisé dans MSC.Nastran a été choisi de façon à obtenir la réponse à convergence.
Pour les deux fréquences d’excitation étudiées, les deux approches donnent des
résultats très similaires.

La Figure3.10 représente l’amplitude maximale de la déformée selonX et Y
pour les sollicitations harmoniques à 3000 Hz et à 6000 Hz en fonction du nombre
de DDL utilisés dans chacun des deux codes de calcul. Alors que le nombre de DDL
dans CORAY MF (72 rayons de pression et 72 rayons de cisaillement) n’évolue qua-
siment pas avec la fréquence, celui-ci explose lors de l’utilisation du code éléments
finis MSC.Nastran pour converger en amplitude. En effet la m´ethode des EF donne
une allure de la déformée de la réponse forcée correcte avec un maillage même
grossier, mais l’amplitude n’en reste pas moins erronée sile maillage n’est pas raf-
finé en fonction de la fréquence d’excitation. Le gain en termes de nombre de DDL
est donc très significatif avec la TVRC.

Son application aux assemblage de plaques est d’autant plusprometteuse mais
elle demande encore des développements dans le cas des vibrations planes.
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3 La Théorie Variationnelle des Rayons Complexes

Figure 3.8Comparaison des solutions CORAY MF et
MSC. Nastran à 3000 Hz
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4 Convergence de la TVRC

Figure 3.9Comparaison des solutions CORAY MF et
MSC. Nastran à 6000 Hz
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CHAPITRE

4 Mise en œuvre de la
méthode

L ’ APPROCHE PROPOŚEE dans le domaine fréquentiel requiert la mise au point
de paramètres, à commencer par le choix des deux plages de fréquences. Cette

étude sera détaillée dans ce chapitre. Par ailleurs, lesdéveloppements numériques
de la méthode mettent en œuvre les versions discrètes des transformées de Fourier,
ce qui fixe le nombre de calculs de problèmes de vibration forcée à effectuer pour
obtenir la fonction de réponse en fréquence et pour reconstruire la solution dans
le domaine temporel sans recouvrement d’une période sur lasuivante. Deux tech-
niques sont proposées et appliquées pour réduire le nombre de calculs TVRC sur la
plage des moyennes fréquences.
L’importance du contenu moyennes fréquences est mise en évidence au travers de
quelques exemples, ainsi que l’efficacité de la méthode.
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1 Choix des paramètres

1 Choix des param̀etres

1.1 Choix des bandes de fŕequences

La bande de fréquences étudiée[0,ω′
c] est divisée en deux parties : les basses

fréquences[0,ωc] et les moyennes fréquences[ωc,ω′
c]. Le premier problème à ré-

soudre dans la démarche proposée porte donc sur le choix des deux plages de
fréquences étudiées : quelle limiteωc prendre entre les basses et les moyennes
fréquences ; comment choisirω′

c pour avoir suffisamment d’information fréquen-
tielle et donner une réponse correcte.

Pour répondre à ces questions, nous allons étudier l’influence des deux bandes
de fréquences afin d’établir un critère que nous utiliserons par la suite pour le choix
de ces plages.

Pour la plage BF, la méthode des éléments finis avec réduction sur la base mo-
dale est utilisée pour prédire la FRF. Quant à la plage MF,elle est gérée grâce à la
TVRC.

1.1.1 Structureétudiée

L’influence deωc et ω′
c est étudiée sur la géométrie illustrée sur la Figure4.1.

Cet exemple correspond à un longeron pouvant être trouvésur un châssis de voiture
constitué d’un assemblage de douze plaques. Il est soumis `a un choc à l’extrémité
gauche et les déplacements sont bloqués à l’extrémitédroite.
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Figure 4.1 Description de l’assemblage de douze
plaques soumis à un impact

Sur une nouvelle approche en calcul dynamique transitoire 55



4 Mise en œuvre de la méthode

Le chargement caractérisant l’impact et l’amplitude de son spectre obtenu par
transformée de Fourier sont décrits dans la Figure4.2: l’impact est modélisé par un
sinus verse d’une duréeT = 1 ms.
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 |

^
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T0 

Figure 4.2 Représentations temporelle (à gauche) et
fréquentielle (à droite) du chargement

Les réponses seront observées au niveau des deux patchs matérialisés sur la
Figure4.1: l’un se trouve près de la source et l’autre plus près de l’encastrement.

1.1.2 Influence deωc

Dans un premier temps, l’influence deωc est étudiée avecω′
c = 2000 Hz fixée.

La Figure4.3 montre les vitesses matérielles pour des points situés dans les deux
patchs et pour trois valeurs différentes deωc : ωc = [300 Hz,450 Hz,600 Hz].

Comme nous pouvions nous y attendre, le choix deωc n’affecte pas la qualité de
la réponse. En effet, le contenu fréquentiel[0,ω′

c] des trois réponses est identique,
seule la façon de calculer la fonction de réponse en fréquence est différente mais
dans tous les cas cette FRF est calculée sur la même plage defréquences totale.

Toutefois, le choix deωc agit sur le coût du calcul : une fréquenceωc trop grande
nécessite une base réduite trop coûteuse pour le calcul de la FRF sur[0,ωc] et peut
engendrer des difficultés numériques rappelées dans la section2.2.1du chapitre1.

En pratique,ωc est choisie telle qu’à partir de cette fréquence, les modes de-
viennent locaux. Iciωc est pris égal à 450 Hz, la solution du problème de vibration
forcée à cette fréquence est représentée sur la Figure4.4. ωc = 450 Hz correspond
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4 Mise en œuvre de la méthode

également à la fréquence à partir de laquelle les modes se densifient comme cela
peut être observé sur les FRF moyennes en vitesse sur les deux patchs (cf. Fi-
gure4.5). C’est donc la fréquence limite au-delà de laquelle la qualité de la FRF
calculée est très sensible au maillage spatial EF et par conséquent au-delà de la-
quelle nous considérons appartenir au domaine des moyennes fréquences. Pour le
longeron, l’obtention de la FRF surωc = [0,450 Hz] requiert déjà le calcul des 50
premiers modes propres de la structure.

Figure 4.4 Représentation globale de la déformée
pour une excitation forcée à 450 Hz
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Figure 4.5 FRF moyennes en vitesse sur les deux
patchs
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1 Choix des paramètres

1.1.3 Influence deω′
c

La Figure4.6montre l’influence deω′
c, i.e. l’effet du contenu fréquentiel pris en

compte dans la réponse sur la qualité de celle-ci. Les vitesses pour des points situés
dans les deux patchs sont tracées pour trois valeurs deω′

c et une valeur constante
ωc = 450 Hz.ω′

c prend les valeurs suivantes :ω′
c = [1500 Hz,2000 Hz,3000 Hz].
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4 Mise en œuvre de la méthode

Cette comparaison montre bien que le contenu fréquentiel pris en compte dans
la réponse joue sur la qualité de la vitesse calculée et, par conséquent, sur l’énergie
cinétique. Afin d’évaluer la plage de fréquences nécessaire pour restaurer la réponse
temporelle, le maximum de l’énergie cinétique sur les deux patchs pendant le temps
d’observation est tracé sur la Figure4.7en fonction du contenu fréquentiel pris en
compte pour le calcul de la solution.
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Figure 4.7 Courbe de convergence de l’énergie
cinétique des patchs en fonction de la plage de

fréquences prise en compte[0,ω′
c]

Sur la structure étudiée, la bande de fréquences nécessaire et suffisante pour
produire un niveau d’énergie correct est[0,2000 Hz] ; cette plage est repérée par
une ligne verticale sur la Figure4.7.

ω′
c = 2000 Hz est le double de la fréquence1

T qui caractérise le signal d’entrée
de type sinus verse. L’amplitude du spectre de ce signal sur la Figure4.2montre que
la plage de fréquences[0,2000 Hz] permet de tenir compte de l’essentiel du contenu
fréquentiel du chargement. C’est ce critère qui sera désormais retenu pour choisir
ω′

c. Dans le cas particulier d’un sinus verse de duréeT appliqué à la structure nous
prendronsω′

c = 2
T .

1.1.4 Choix retenus

Finalement le choix des plages basses et moyennes fréquences sera désormais
dicté par les critères suivants :
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– ωc est choisie telle que l’excitation harmonique à cette fréquence commence
à déformer localement la structure et telle que les modes se densifient à partir
deωc,

– ω′
c est fixée en fonction du chargement :ω′

c doit permettre de tenir compte de
l’essentiel du contenu fréquentiel de celui-ci (ω′

c = 2
T dans le cas d’un sinus

verse).

1.2 Le problème discŕetisé dans l’approche fŕequentielle

1.2.1 Discŕetisation spatiale

1.2.1.1 Plage BF Comme suggéré dans la section2.2du chapitre2, une méthode
éléments finis classique avec réduction sur la base modale, effectuée à l’aide de
MSC.Nastran, est utilisée pour obtenir la fonction de réponse en fréquence sur la
plage des basses fréquences. Afin de prédire une FRF correcte, la base réduite est
construite à partir desm= 50 premiers modes propres de la structure avec la pul-
sation du dernier mode telle queωm = 2ωc, ωc étant la plus haute fréquence pour
laquelle la FRF doit être obtenue par la FEM. Cette base est ensuite complétée avec
le mode statique de flexion.

Le maillage est discrétisé selon la règle classique de maillage en éléments finis
pour les vibrations permettant d’assurer une erreur relativement faible en phase et
en amplitude : au moins 10 éléments linéaires par longueur d’onde sont requis pour
le calcul du dernier mode proprem de la base réduite d’une structure 2-D.

Les estimations du nombre de DDL nécessaires, en respectant la règle des 10
éléments par longueur d’onde, et du nombre de modes à calculer pour la base réduite
sont résumées et comparées dans le Tableau4.1pour l’utilisation de la méthodes EF
sur [0,ωc] = [0,450 Hz] d’une part et sur[0,ω′

c] = [0,2000 Hz]. Exécuter le calcul
de la FRF sur[0,2000 Hz] avec les EF est cher et peut conduire à des difficultés
numériques.

Plage de fréquences[0,450 Hz] [0,2000 Hz]
Nombre de DDL 20 103 336 103

Base réduite 51 modes 500 modes

Tableau 4.1Caractéristiques du maillage EF de l’as-
semblage de douze plaques pour le calcul de la FRF

1.2.1.2 Plage MF Pour des structures complexes, la TVRC se révèle être bien
adaptée pour la prédiction de la FRF sur la plage des moyennes fréquences. Elle est
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4 Mise en œuvre de la méthode

performante car l’introduction d’approximations à deux ´echelles permet de n’uti-
liser que peu de DDL même pour des fréquences élevées. Lecalcul est mené en
introduisant de manière fine les directions privilégiées de chaque plaque. La struc-
ture étudiée (cf. Figure4.1) est divisée en 12 sous-structures et 32 modes intérieurs
et 5 modes de bord par bord sont utilisés par sous-structure. Le calcul de la FRF sur
la plage MF est effectué avec la logiciel dédié CORAY MF. Le Tableau4.2résume
la discrétisation spatiale pour la bande MF.

Plage de fréquences [450 Hz,2000 Hz]
Nombre de sous-structures 12
Nombre de rayons (DDL) 624

Tableau 4.2Caractéristiques de la discrétisation spa-
tiale de l’assemblage de douze plaques avec la TVRC

1.2.2 Discŕetisation fréquentielle

Pour rendre la formulation fréquentielle plus commode, elle est formulée de
manière numérique et utilise la FFT qui est une technique efficace permettant de
calculer les transformées de Fourier discrètes. Or lors de leur utilisation, elles sup-
posent le chargementp j(t) périodique de périodeTo. Ce temps d’observationTo

doit être choisi méticuleusement de sorte que la réponsetransitoire de la structure
amortie s’éteigne avant la fin de cet intervalle de temps : cela permet de minimi-
ser les perturbations sur les conditions initiales de la réponse dû au recouvrement
temporel.

Le recouvrement temporel, illustré sur la Figure4.8, est issu de la discrétisation
de la réponse en fréquence ˆxi(ω) : la multiplication de ce signal continu par un
peigne de Dirac de périodefo = 1

To
se traduit par une convolution de la réponse

temporellexi(t) avec un autre peigne de Dirac de périodeTo : le signal de sortie
est alors converti en un signal périodique de périodeTo. Si à la fin de ce tempsTo

le signal n’est pas nul, alors il vient perturber les conditions initiales de la période
suivante.

Dans l’approche fréquentielle, une attention particuli`ere doit donc être accordée
au choix de l’échantillonnage fréquentiel intervenant dans le calcul de la FRF̂hi j (ωn),
cet échantillonnage dépendant directement du temps d’observationTo. Les pulsa-
tions ωn pour lesquelles la FRF est calculée doivent être choisiestelles queωn =
n(2π fo) avec fo = 1

To
etTo tel que la réponse de la structure soit négligeable à la fin

de ce temps.
Si la structure est peu amortie ou bien si le chargement est long, alors l’échantil-

lonnage fréquentiel est très fin et le calcul de la FRF d’autant plus coûteux. Dans la
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section2 de ce chapitre, nous verrons comment le nombre de calculs TVRC peut
être réduit pour l’obtention de la FRF sur la bande des moyennes fréquences.

Des contraintes supplémentaires interviennent pour le choix de l’échantillonnage
fréquentiel. En effet, le nombre de pas de fréquenceN doit être une puissance de
2 pour pouvoir utiliser la FFT et bénéficier de son efficacité. De plusN doit être
choisi de façon à bien décrire le chargement avec le pas detempsTe = To

N . Selon le
théorème de Nyquist-Shannon, la fréquence d’échantillonnagefe = 1

Te
d’un signal

doit être égale ou supérieure à deux fois la fréquence maximale fmax contenue dans
ce signal pour le convertir à une forme numérique :

fe ≥ 2 fmax (4.1)

Par exemple, un sinus verse est bien représenté avec au moins 7 pas de temps sur
une période du sinus.

Une fois la FRF discrète calculée sur[0,ω′
c], elle est prolongée avec des zéros

jusqu’à la fréquence de NyquistfNyquist=
N
2 fo, puis étendue aux fréquences néga-

tives selon l’équation (2.12).
La transformée de Fourier rapide inverse (IFFT) est appliquée au spectre ˆxi(ωn) =

ĥi j (ωn)p̂ j(ωn) de la réponse en temps pour rétablir la solution dans le domaine tem-
porel. Avant d’appliquer la IFFT, ˆxi(ωn) est multiplié par une fenêtre de Hanning
dans le domaine fréquentiel afin d’éviter les oscillations dues au phénomène de
Gibbs qui apparaı̂traient dans le domaine temporel avec unefenêtre de type échelon
(cf. [Brigham 1988]).
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4 Mise en œuvre de la méthode

2 Reconstruction de la ŕeponse temporelle

2.1 Exigences dues̀a la discrétisation du problème fréquentiel

2.1.1 Temps d’observationTo

Pour reconstruire la réponse temporelle correctement et avoir les bonnes condi-
tions initiales, il faut être très vigilant sur le choix del’échantillonnage fréquentiel
pour le calcul de la FRF, par conséquent il faut bien choisirle temps d’observation
To qui doit être tel que la réponse soit négligeable avant lafin de To (cf. section
1.2.2).

Comme nous l’avons vu au chapitre2, la réponse temporelle s’obtient par l’é-
quation (2.14) qui peut être réécrite sous la forme :

xi(t)t≥0 =
Z t

0

(

a

∑
j=1

hi j (t − τ).p
j
(τ)

)

dτ (4.2)

L’équation (4.2) est appelée intégrale de convolution généralement connue sous
le nom d’intégrale de Duhamel.p j(τ) est le chargementj ethi j (t−τ) est la réponse
impulsionnelle,i.e. elle exprime la réponse du système eni à une impulsion de
valeur unité appliquée enj à l’instantt = τ.

Ainsi, pour un chargementp j(t) appliqué à une structure, la duréeTo de la
réponse est la somme de la duréeTp du chargement et de la duréeTh de la réponse
impulsionnelle,Th étant propre à la structure et indépendante des forces appliquées
à celle-ci.

Malheureusement, pour des structures très faiblement amorties (Th grand) ou
pour des chargements de longue durée (Tp grand), le temps d’observation total
To = Th + Tp est très long et du coup l’obtention de la FRF très coûteuse. À titre
d’exemple, le Tableau4.3 résume le nombre de problèmes de vibration forcée
à résoudre pour prédire la réponse de l’assemblage de douze plaques faiblement
amorti (Th grand) soumis à un choc (Tp = T petit) décrit dans la Figure4.1.

Plage de fréquences BF MF
Méthode base réduite : 51 modes TVRC : 624 rayons
Plage fréquentielle [0,450 Hz] [450 Hz,2000 Hz]
Nb. d’échantillons fréquentiels 451 1551

Tableau 4.3Nombre de calculs à effectuer pour l’ob-
tention de la FRF de l’assemblage de douze plaques

sur les deux plages de fréquences
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2 Reconstruction de la réponse temporelle

Des méthodes ont été développées pour pallier le problème des conditions ini-
tiales et réduire de façon considérableTo lors de l’utilisation de l’approche fréquen-
tielle pour le calcul de la réponse dynamique transitoire.Nous citerons les principes
de trois méthodes et leurs inconvénients dans notre cadred’étude :

– les fonctions de Green,
– la ImFT,
– l’amortissement artificiel.

Cette liste n’a pas la prétention d’être exhaustive.

2.1.2 Fonctions de Green

Une première méthode consiste à retrouver le déplacement transitoirex(t) à par-
tir de la réponse au chargement périodique y(t) [Veletsos et Kumar 1983, Veletsos
et Ventura 1984], i.e. :

x(t) = y(t)+ ε(t)

avecε(t) le déplacement correctif représentant les effets des conditions initiales non
satisfaites. Il peut être exprimé sous la forme :

ε(t) = g(t)ε(0)+h(t)ε̇(0)

g(t) et h(t) sont les déplacements dus respectivement à un déplacement et à une
vitesse unitaires initiaux. Ces fonctions, appelées fonctions de Green, sont connues
analytiquement pour un système à un degré de liberté et sont définies dans [Clough
et Penzien 1993]. ε(0) et ε̇(0) sont les valeurs initiales deε(t) et de sa dérivée
déterminées par :

ε(0) = x(0)−y(0)

ε̇(0) = ẋ(0)− ẏ(0)

Cette méthode peut être appliquée aux systèmes à plusieurs DDL en se ramenant,
par synthèse modale, à plusieurs systèmes à un DDL.

Notre approche fréquentielle ne nous permet pas d’utiliser les fonctions de Green
connues analytiquement pour des systèmes à un DDL puisquel’utilisation de la
TVRC empêche la décomposition du système en plusieurs sous-systèmes à un DDL.

2.1.3 ImFT

Une autre approche, proposée dans [Mansuret al. 2000], est l’utilisation de la
Implicit Fourier Transform(ImFT) qui réduitTo à Th. Le déplacement discret en
tempsx peut être obtenu par une opération matricielle :

x =
1
N

ep
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4 Mise en œuvre de la méthode

p est le chargement discret et toutes les opérations requises pour appliquer la DFT
(Discrete Fourier Transform) et la IDFT (Inverse Discrete Fourier Transform) sont
considérées de façon implicite dans la matricee :

e= EHE∗

La DFT et la IDFT sont exprimées respectivement dans les matricesE∗ et E.
H est la matrice diagonale de termes diagonauxHm+1,m+1 = H(ωm), avecH(ω) la
FRF.eest une matrice de Tœplitz donc seule la première colonne a besoin d’être cal-
culée. Par ailleurs, l’auteur montre quee, réduite à sa partie triangulaire inférieure,
suffit à représenter la solutionx pourvu que le temps d’observationTo soit choisi au
moins égal àTh, respectant ainsi la causalité de la réponse.To ne dépend plus des
caractéristiques des forces appliquées mais uniquementdes propriétés mécaniques
de la structure étudiée, elle est donc appropriée pour l’étude de structures amorties
sollicitées sur des temps très longs.

L’extension aux systèmes à plusieurs DDL se fait sur les coordonnées modales
ce qui rend cette approche inapplicable dans notre approchepour les mêmes rai-
sons citées dans le paragraphe précédent. De plus, nous nous plaçons dans le cadre
d’étude de la réponse dynamique transitoire de structures peu amorties (Th grand)
soumises à des chocs très courts (Tp) : la ImFT ne réduirait que de façon négligeable
le temps d’observation dans ce cas.

2.1.4 Amortissement artificiel

La méthode proposée dans [Humar et Xia 1993] force la réponse à s’éteindre en
introduisant un amortissement artificiel e−Dt sur la structure au travers de la réponse
impulsionnelleh(t) et sur le chargementp(t), avecD un réel positif :

hD(t) = e−Dth(t)

pD(t) = e−Dt p(t)

La réponse temporelle issue de l’intégrale de Duhamel (4.2) peut être reformulée
en fonction dehD(t) et pD(t) :

x(t) = eDt
Z t

0
hD(t − τ)pD(t)dτ

En montrant quêhD(ω) = ĥ(ω− iD), on obtient l’expression de la réponse sui-
vante dans le domaine temporel :

x(t) = eDt 1
2π

Z +∞

−∞
ĥ(ω− iD)p̂D(ω)eiωtdω
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2 Reconstruction de la réponse temporelle

L’amortissementD contrôle le recouvrement temporel et est choisi tel qu’à la
fin du temps d’observationTo, l’exponentiel décroissante est de l’ordre du centième
de la valeur au début de la période :

e−DTo =
1

100

L’avantage de cette technique est qu’elle est performante même sur les structures
non amorties et qu’elle autorise le temps d’observationTo à n’être que légèrement
supérieur à la durée de la réponse désirée. Ceci étant, [Hall et Beck 1993] évoque
les difficultés numériques associées au choix du coefficientD : s’il est choisi trop
grand, alors des oscillations de forte amplitude apparaissent en fin de temps d’obser-
vation. Ces oscillations peuvent être gênantes pour l’étude des chocs puisqu’il s’agit
de ne pas confondre des oscillations numériques avec les oscillations moyennes
fréquences étudiées. Par ailleurs l’utilisation de l’amortissement artificiel passe par
le calcul de la FRF pour des fréquences complexesω− iD, ce qui n’est pas toujours
possible avec les codes EF industriels.

Dans les paragraphes suivants sont proposées deux techniques exploitables dans
notre approche fréquentielle permettant de réduire le nombre de résolutions de
problèmes de vibration forcée sur la plage des moyennes fréquences.

2.2 Variante utilisant les propriétés des moyennes fŕequences
pour la reconstruction temporelle

2.2.1 Principe

Lorsque la structure étudiée est un milieu dispersif amorti, alors il est possible de
réduire le nombre de pas de fréquence pour le calcul de la FRF discrète sur la plage
des moyennes fréquences. En effet, le temps nécessaire pour que les oscillations
deviennent négligeables est alors beaucoup plus court pour les moyennes fréquences
que pour les basses fréquences.

Ainsi, dans l’équation (4.3), grâce à la linéarité des transformées de Fourier, la
réponse temporellex(t) peut être vue comme la superposition de deux composantes,
xBF(t) et xMF(t), qui correspondent respectivement aux contributions des basses
fréquences ˆxBF(ω) et des moyennes fréquences ˆxMF(ω).

x(t)t≥0 =
1
2π

Z +∞

−∞
x̂BF(ω)eiωtdω+

1
2π

Z +∞

−∞
x̂MF(ω)eiωtdω

=xBF(t)+xMF(t) (4.3)
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4 Mise en œuvre de la méthode

Les deux composantesxBF(t) et xMF(t) sont calculées indépendamment avec
l’approche fréquentielle et ne sont superposées qu’ensuite. Le calcul séparé des
deux composantes est avantageux car lors du calcul dexMF(t), les BF sont mises de
côté et seules les MF sont prises en compte. Il est donc possible de tirer parti de la
rapide extinction de ces oscillations MF dans le domaine temporel pour raccourcir
considérablement le temps d’observationTo lors de l’utilisation des transformées
de Fourier discrètes et réduire l’échantillonnage fréquentiel de la FRF ˆxMF sur la
bande des moyennes fréquences.

2.2.2 Exemple

La superposition des composantes BF et MF est appliquée à l’assemblage de 12
plaques de la Figure4.1.

Puisqu’une IFFT est effectuée, nous avons utilisé une fenêtre de Hanning pour
chacune des deux plages de fréquences afin d’éviter les ph´enomènes de Gibbs
présents lors de l’utilisation d’une fenêtre rectangle.Pour ne pas perdre l’ampli-
tude de la FRF autour deωc, les deux fenêtres de Hanning des BF et des MF se
chevauchent sur une plage de fréquences commune[400 Hz,450 Hz] tel qu’illustré
dans la Figure4.9.

1

0

400 450 2000 Hz

Figure 4.9 Fenêtres de Hanning des deux plages de
fréquences BF et MF

Les temps nécessaires pour que les ondes s’évanouissent dans la structure étu-
diée, avec un amortissement structuralη = 0.02, sont :

– To = 1 s pour les basses fréquences,
– To = 0.1 s pour les moyennes fréquences.

Afin de vérifier que la fenêtre temporelleTo = 0.1 s est assez large pour exécuter
la IFFT pour la contribution MF, les résultats sont compar´es pour deux fenêtres
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temporelles différentes sur cette plage de fréquences : d’une part nous avons choisi
To = 0.1 s qui permet de tirer parti de la rapide extinction des ondesmoyennes
fréquences et ainsi de réduire le nombre de calculs, et d’autre part nous avons
pris To = 1 s qui est le temps requis par les ondes basses fréquences pour deve-
nir négligables et par conséquent le temps d’observationpris par défaut dans notre
exemple si la superposition n’est pas utilisée. Le choix deces deux fenêtres tempo-
relles différentes mène aux échantillonnages fréquentiels donnés dans le Tableau4.4
et les réponses correspondantes sont tracées sur la Figure4.10.

Discrétisation 1 2
Temps d’observationTo 1 s 0.1 s
fo = ωo

2π = 1
To

1 Hz 10 Hz
Nombre de calculs 1601 161

Tableau 4.4Deux échantillonnages fréquentiels de la
plage MF[400 Hz,2000 Hz] : sans (1) et avec (2) la

technique de superposition

Les réponses sont identiques, nous pouvons donc désormais calculer les deux
composantes, issues des contributions BF et MF, séparément et réduire ainsi le coût
de calcul de la composante MF. Finalement les échantillonnages fréquentiels rete-
nus pour les deux plages de fréquences sont proposés dans le Tableau4.5.

Plage de fréquences [0,450 Hz] [400 Hz,2000 Hz]
Durée d’extinction des ondesTo 1 s 0.1 s
fo = ωo

2π = 1
To

1 Hz 10 Hz
Nombre de calculs 451 161

Tableau 4.5 Échantillonnage fréquentiel global de
l’approche en fréquence avec la technique de super-

position

La réduction du temps d’observationTo et donc du nombre de calculs pour les
MF est très intéressante surtout lors de l’application del’approche fréquentielle aux
systèmes non linéaires. En effet l’étude de tels systèmes conduit à l’échange de
données entre les domaines fréquentiel et temporel, doncà de nombreux calculs de
FRF et de nombreuses exécutions de la IFFT.

Sur une nouvelle approche en calcul dynamique transitoire 69



4 Mise en œuvre de la méthode
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Figure 4.10 Réponses obtenues pour deux fenêtres
temporelles différentes, soit deux discrétisations

fréquentielles différentes, sur la plage MF
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2 Reconstruction de la réponse temporelle

2.3 Amélioration qui prend en compte l’analyse large bande de
la TVRC

Puisque la FRF doit être calculée sur une très grande plage de fréquences, il est
commode d’utiliser la TVRC sur une large bande.

2.3.1 Calcul TVRC sur une bande de fŕequences

L’objectif est de prédire la solution sur une plage de fréquencesB de fréquence
centraleωn et de largeurωB. Il faut donc trouverU qui vérifie :

Kh(ω)U(ω) = Fh(ω) ∀ω∈B = [ωn−
ωB

2
;ωn+

ωB

2
] (4.4)

L’idée est d’introduire une approximation à deux échelles en fonction deω.
Toute quantitéα, y compris l’opérateurKh(ω) et le chargementFh(ω), peut être
réécrite surω∈B de la manière suivante :

α(ω) =
l

∑
r=1

Qr(ω)Ar(ωn) (4.5)

où Ar est supposé constant surB. Si nécessaire, une meilleure approximation deAr

peut être construite en le prenant linéaire par exemple.Qr est une fonction qui varie
rapidement en fonction deω et est de la forme :

Qr(ω) = e2πiωqr

où qr est une valeur discrète :{rξ|r = −N,−N+1, . . . ,0,1,2, . . . ,N}. En pratique,
2ωnNξ est égal au nombre maximal de longueurs d’onde en espace parsous-structure.
ξ ouN est un paramètre qui caractérise la qualité de l’approximation à deux échelles
(4.5) (N ∼ 100 à 1000).

Plusieurs techniques ont été développées pour déterminer une approximation de
U sous la forme de l’équation (4.5) [Ladevèzeet al. 2003b]. Ici nous utilisons la
version introduite dans [Ladevèze et Riou 2005].

Pour cela nous étudions le comportement de l’exponentielle : cette quantité peut
être développée en série de Taylor à l’ordrek̄. La matriceKh et le vecteur charge-
mentFh peuvent être approximés comme suit :

Kh(ω) =
k̄

∑
k=0

K k(ωn)(ω−ωn)
k (4.6)

Fh(ω) =
k̄

∑
k=0

Fk(ωn)(ω−ωn)
k
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La valeur moyenne sur la plage de fréquencesB est définie de la manière suivante :

〈·〉 =
1

ωB

Z

B
·dω

La matriceKh et le vecteurFh s’écrivent alors :

Kh(ω) = 〈Kh〉+∆K(ω) (4.7)

Fh(ω) = 〈Fh〉+∆F(ω)

Selon les développements de Taylor (4.6), nous avons :

∆Kh(ω) =
k̄

∑
k=0

∆K k(ωn)(ω−ωn)
k (4.8)

∆Fh(ω) =
k̄

∑
k=0

∆Fk(ωn)(ω−ωn)
k

U peut être défini avec une approche identique :

Uh(ω) = 〈Uh〉+∆U(ω) (4.9)

Sur la plageB, les équations (4.4), (4.7) et (4.9) peuvent être reformulées :
[

〈Kh〉+∆K
]

[〈U〉+∆U ] = 〈Fh〉+∆F (4.10)

L’équation (4.10) fait intervenir des termes d’amplitudes très différentes, impor-
tantes pour certains et petites pour d’autres. En utilisantla méthode des perturba-
tions, les termes des différents ordres peuvent être identifiés et l’équation (4.10)
s’écrit alors pour les ordres 0 et 1 :

〈Kh〉〈U〉 = 〈Fh〉 ordre 0 (4.11)

〈Kh〉∆U = −∆K〈U〉+∆F ordre 1

avec∆U égal à :

∆U =
k̄

∑
k=0

∆Uk(ωn)(ω−ωn)
k (4.12)

Finalement le déplacement retenu sur la plageB est :

U = λ〈U〉+µ∆U (4.13)
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où λ etµ minimisent l’erreur définie par les approximations dans (4.11) :

E2 =
1

ωB

Z

B

[

Fh−KhU
]T [

Kh
s

]−1

D

[

Fh−KhU
]

dω (4.14)

[

Kh
s

]

D est la diagonale de la partie symétrique deKh qui est à variation lente.

Remarques.
- Seule la matrice〈Kh〉 doit être inversée dans l’analyse large bande, ce qui

rend cette technique intéressante.
- k̄ correspond à l’ordre du développement de Taylor, c’est leseul paramètre

devant être choisi de façon à assurer la qualité de la solution.
- L’énergie dissipée moyenne est :

e=
λ2

2
〈U〉TKh

s〈U〉+
µ2

2ωB

Z

B
∆UTKh

s∆Udω (4.15)

- λ, µ peuvent être des fonctions deω.

L’analyse large bande de la TVRC a été testée sur des poutres et sur des assem-
blages de plaques dans [Ladevèze et Riou 2005].

2.3.2 Utilisation de l’analyse large bande

La mise en place de l’analyse large bande dans l’approche fr´equentielle pour la
dynamique transitoire est étudiée sur une structure simple constituée d’une plaque
libre en aluminium avec un choc en flexion sur un bord (cf. Figure4.11).

La plage de fréquences pour le calcul de la FRF est divisée comme suit :
– les BF :[0,ωc] = [0 Hz,2000 Hz], elles sont traitées par la méthode des élé-

ments finis avec le calcul des 516 premiers modes propres ;
– les MF :[ω′

c,ωc] = [2000 Hz,20 Hz], elles sont prises en compte par la TVRC
avec 68 rayons dont 32 rayons intérieurs et 9 rayons de bord par bord.

La coupureωc = 2000 Hz entre les deux domaines correspond à une réponse forcée
déjà fortement oscillante représentée sur la Figure4.12.

L’amortissement est choisi de type hystérétique :E = E0(1+ iη) avecη le coef-
ficient d’amortissement structural constant. Pour deux valeurs deη, le temps d’ex-
tinction To des ondes de la plage des moyennes fréquences et le nombre depas de
fréquence s’en suivant dans cette plage[2000Hz,20kHz] sont décrits dans le Ta-
bleau4.6. Sans l’analyse large bande, les pas fréquentiels correspondent au nombre
de calculs TVRC à effectuer pour prédire la FRF.
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Propriétés mécaniques  

E = 70.109 Pa

ν = 0.3

ρ = 2800 kg.m-3

η = 0.001

Dimensions

L x l x e = 2 m x 1 m x 6.10-3 m

Chargement selon Z

T = 0.1 msX

Y

Z

X

Y

Z

T

Figure 4.11Description de la plaque libre soumise à
un choc

Figure 4.12 Réponse forcée de la plaque libre à
2000 Hz
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Sur la Figure4.13sont tracées les FRF, moyennées sur la plaque, obtenues d’une
part de façon discrète à chaque fréquence avec la TVRC etd’autre part par utilisa-
tion de l’analyse large bande pour des valeurs de l’ordre de développement̄k allant
de 0 à 5. L’amortissement dans cet exemple estη = 0.001, ce qui est le cas le plus
défavorable pour l’approximation par analyse large bandepuisque les pics de la
FRF sont alors très pointus, et la bandeB est prise égale à 8 Hz.

2120 2125 2130 2135 2140 2145 2150 2155 2160
0

1

2

3

4

5

6

7
x 10

 - 7

F
R

F
 

ordre 0

ordre 1

ordre 2

ordre 3

ordre 4

ordre 5

Référence

Fréquence (Hz)

2000 2050 2100 2150 2200 2250 2300 2350 2400 2450 2500

0

2

4

6

8

10

12

14
x 10

 - 7

Fréquence (Hz)

F
R

F
 

ordre 0

ordre 1

ordre 2

ordre 3

ordre 4

ordre 5

Référence

Zoom

Zoom

Figure 4.13 Analyse large bande de la TVRC pour
différents ordres de développement

L’ordre k̄ = 5 semble conduire à une bonne approximation. Si la bandeB est
choisie plus grande, alors l’approximation au cinquième ordre peut diverger comme
cela apparaı̂t déjà légèrement sur la FRF autour de 2320Hz.

Le nombre de calculs TVRC est réduit de façon considérable pour la prédiction
de la FRF dans l’approche fréquentielle pour la dynamique transitoire. La réduction
est d’autant plus grande lorsque l’amortissement dans la structure est faible, grâce à
l’utilisation de l’analyse large bande comme cela est résumé dans la dernière ligne
du Tableau4.6.

Sur la Figure4.14sont tracées les vitesses matérielles en un point de la plaque
avec la FEM dans Cast3m (sans amortissement) et avec l’approche fréquentielle
utilisant l’analyse large bande dans CORAY MF (pour un amortissement très faible
η = 0.001). Les courbes sont semblables même si les tous premiersinstants de
la réponse obtenue avec l’approche fréquentielle présentent de petites oscillations
résiduelles dues au recouvrement temporel.

L’exploitation de l’extension de la TVRC à l’analyse largebande donne des
résultats très satisfaisants. Elle est très utile pour l’étude dynamique transitoire
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Amortissementη 0.001 0.01
Durée d’extinction des ondesTo 2 s 0.2 s
Nombre de pas de fréquence sur la plage MF 36 103 3.6 103

Nombre de calculs TVRC sans analyse LB 36 103 3.6 103

Nombre de calculs TVRC avec analyse LB 2 103 2 103

Tableau 4.6Nombre de calculs TVRC avec ou sans
l’analyse large bande (LB)

de structures faiblement amorties par l’approche fréquentielle car elle permet de
réduire le coût de calcul de façon conséquente.
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Figure 4.14 Comparaison des approches temporelle
et fréquentielle avec l’analyse large bande
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3 Importance des moyennes fŕequences

Dans cette section, la structure étudiée est le longeron décrit dans la Figure4.1.
Elle sert de support pour montrer l’importance de la prise encompte du contenu
moyennes fréquences dans la réponse.

3.1 Contribution des moyennes fŕequences

En l’absence de la prise en compte des moyennes fréquences dans la réponse,
les oscillations d’énergie cinétique importante dues àces fréquences sont tuées, le
niveau de l’énergie cinétique est alors erroné comme cela a pu être observé sur la Fi-
gure4.7. La même observation peut être faite pour l’énergie de d´eformation au vu de
la Figure4.15sur laquelle est tracée le maximum de l’énergie de déformation sur les
deux patchs pendant le temps d’observation en fonction de laplage de fréquences
prise en compte dans la réponse.
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Figure 4.15 Courbe de convergence de l’énergie de
déformation des patchs en fonction de la plage de

fréquences prise en compte[0,ω′
c]

Ainsi, les moyennes fréquences interviennent largement `a la fois dans l’énergie
cinétique et l’énergie de déformation. En effet, les FRFdes deux patchs tracées sur
la Figure4.5montrent que :
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4 Mise en œuvre de la méthode

– le mode global de flexion, dessiné dans la Figure4.16, est fortement excité
avec le chargement choisi, il correspond au premier pic de laFRF àω =
75.6 Hz ;

– de plus, de nombreux autres modes de fréquence plus élev´ee contribuent lar-
gement au contenu des FRF. De fait, vu l’aspect local du chargement d’impact
sur la structure mince, des modes moyennes fréquences qui sont locaux sont
excités. Les modes les plus excités par le chargement sontillustrés sur la Fi-
gure4.17.

Figure 4.16Mode à la fréquence 75.6 Hz

Dans cet exemple, la majeure partie de l’énergie cinétique induite dans le patch
1, situé près du chargement, est due aux moyennes fréquences comme cela peut
être observé sur la Figure4.7. À titre d’exemple la vitesse d’un point de ce patch
est tracée sur la Figure4.18. La composante de la vitesse intégrant uniquement la
contribution des basses fréquences est également tracée pour mettre en évidence
l’importance du contenu moyennes fréquences.

Le milieu étant dispersif, les vitesses de propagation desondes MF sont plus
élevées que les celles des ondes BF. Les moyennes fréquences s’amortissent donc
plus rapidement que les basses fréquences : la proportion relative entre les conte-
nus MF et BF est de l’ordre de 2.3 dans le patch 2 plus éloigné de l’impact (cf.
Figure4.19), elle est plus faible que dans le patch 1 dont le rapport est de 6.4.
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(a) Mode à 790 Hz (b) Mode à 1170 Hz

(c) Mode à 1220 Hz (d) Mode à 1470 Hz

Figure 4.17Modes locaux de fréquence élevée et de
contribution importante dans la réponse
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Figure 4.19Importance des MF sur le patch 2

3.2 Influence des lois d’amortissement

Si l’amortissement décroı̂t avec la fréquence, alors l’´energie cinétique due aux
ondes moyennes fréquences est d’autant plus importante. Prenons une loi d’amor-
tissement de type dérivée fractionnaire telle que :

ω∈ [0,ω0] η = 0.02

ω ≥ ω0 η = 0.02
(ω0

ω

)α

avecω0 = 400 Hz. Le maximum de l’énergie cinétique sur le patch 1 pendant le
temps d’observation est tracé sur la Figure4.20en fonction du coefficientα.

Plus l’amortissement décroı̂t rapidement avec la fréquence, plus l’énergie ciné-
tique totale dépend des moyennes fréquences. Si les moyennes fréquences sont
laissées de côté, une grande partie de l’énergie cinétique est ignorée surtout pour
des valeurs deα proches de 1,i.e. pour une décroissance forte de l’amortissement
avec la fréquence.

Cet exemple met l’accent sur l’importance de la prise en compte de la plage
des moyennes fréquences dans le calcul de la réponse. Ces dernières ne peuvent
donc pas être ignorées puisqu’elles apparaissent dans une grande proportion dans la
vitesse et l’énergie cinétique. Ignorer les MF conduirait à un sous-dimensionnement
des structures d’un point de vue énergétique.
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Figure 4.20 Courbe de convergence de l’énergie
cinétique sur le patch 1 en fonction deα

3.3 Avantage de l’approche fŕequentielle

L’avantage de l’approche fréquentielle pour la résolution d’un problème de dy-
namique rapide est de connaı̂tre la réponse jusqu’à l’extinction des oscillations. En
effet le problème discret résumé dans le Tableau4.5 pour l’assemblage des douze
plaques permet de prédire la réponse de la structure sur untrès grand intervalle de
temps.

En ce qui concerne les approches temporelles qui utilisent les schémas d’inté-
gration numérique, la réponse transitoire de la même structure est connue pas à pas
et requiert au moins 7000 pas de temps pour prédire la solution : ce nombre de
pas de temps est évalué selon la règle des 7 pas de temps minimum nécessaires à
représenter la forme sinusoı̈dale du chargement et 7000 pas permettent d’atteindre
le temps d’observationTo = 1 s. De plus, un maillage spatial plus fin dans toutes les
directions constitué de 336 103 DDL est nécessaire et coûteux.

Pour de telles structures complexes, la construction d’unebase réduite suf-
fisamment riche en modes pour traiter la dynamique rapide estsouvent hors de
portée. Dans ce cas, l’intégration numérique est menéedirectement sur les matrices
éléments finis conduisant à un coût de calcul d’autant plus grand.

Dans notre approche, l’extension du contenu fréquentiel ne requiert que peu de
calculs TVRC. Les coûts des approches temporelle et fréquentielle pour la structure
constituée de l’assemblage de douze plaques soumis à un impact sont comparés
dans le Tableau4.7.
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Approche TD FD
Base réduite Base réduite TVRC

DDL EF 336 103 20 103

Modes propres 500 50
Rayons complexes 624
Nombre de calculs 7000 451 161
Taille du problème 7000×500 451×50+161×624

= 3500 103 = 123 103

Tableau 4.7Tailles des problèmes numériques pour
les approches temporelle (TD) et fréquentielle (FD)

La méthode dans le domaine fréquentiel fait intervenir des transformées de Fou-
rier discrètes effectuées grâces aux algorithmes IFFT.L’utilisation des IFFT rend
les approches fréquentielles efficaces pour l’étude des réponses dynamiques tran-
sitoires des systèmes linéaires amortis [Clough et Penzien 1993]. Dans le cas de
systèmes non linéaires, de nombreuses IFFT doivent êtreappliquées. La réduction
du nombre de calculs TVRC selon les techniques développées dans la section2 se
révèle indispensable.

4 Prise en compte adapt́ee des moyennes fŕequences

Jusqu’à présent, dans l’approche fréquentielle comme dans l’approche tempo-
relle, les déplacements et vitesses ont été calculés localement en des points précis
de la structure. L’approche dans le domaine des fréquencesrequiert le calcul de la
FRF en ces points d’intérêt sur une très large bande de fr´equences. Cependant, dans
la plage des moyennes fréquences, la distribution spatiale du déplacement ou de la
vitesseq(X) n’a pas de sens d’un point de vue mécanique puisque la réponse à un
point précis et à une fréquence donnée est très sensible aux moindres variations des
paramètres de la structure et des conditions limites.

La prise en compte du contenu MF dans la réponse par un niveauvibratoire est
donc plus significatif que leur prise en compte par des quantités locales. Pour cela
nous définissons les quantités effectives qui sont des quantités moyennées en espace
définies sur un domaineSX0 de dimensions supérieures à une longueur d’onde. Au
voisinage d’un pointX0, les quantités effectives associées sont définies telles que :

qe f f(X0) =
1

SX0

Z

SX0

q(X)dS (4.16)
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Ces quantités sont à grande longueur d’onde et par conséquent beaucoup moins
sensibles aux variations des paramètres d’entrée.

Sur l’exemple de la plaque libre décrite dans la Figure4.11pour l’analyse large
bande, la réponse est calculée grâce à l’approche fréquentielle avec :

– pour la plage[0,ωe f f], la FRF locale en ce point,
– pour la plage[ωe f f,20 kHz], la FRF effective (déplacement ou vitesse effec-

tifs) en prenant pour domaineSX0 la plaque entière.

Si nous observons une quantité effective telle que l’énergie cinétique sur la
plaque, alors une FRF effective depuis les basses jusqu’auxmoyennes fréquences
suffit pour traduire le niveau vibratoire global de la structure (cf. Figure4.21: en
pointillés, l’énergie cinétique en fonction deωe f f incluant tout le contenu fréquentiel
[0,20 kHz] avec, sur[ωe f f,20 kHz], utilisation des quantités effectives ; en trait
continu, l’énergie cinétique incluant uniquement la plage [0,ωe f f] en fonction de
ωe f f).
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Figure 4.21 Courbe de convergence de l’énergie
cinétique en fonction de la prise en compte des MF

Regardons maintenant une quantité locale telle que la vitesse au point de co-
ordonnées(0.369,0.642,0) (cf. Figure 4.22; en trait continu noir, la vitesse de
référence avec prise en compte des BF et MF de façon locale; en trait pointillé,
la vitesse incluant les MF grâce aux quantités effectivessur[ωe f f,20 kHz] ; en trait
continu clair, solution avec uniquement les BF sur[0,2000 Hz]). Si la fréquence
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4 Mise en œuvre de la méthode

ωe f f est prise telle queωe f f = ωc = 2000 Hz, les résultats sont tout à fait satisfai-
sants. Par contre siωe f f est choisie trop petiteωe f f = 500 Hz, la vitesse est moins
précise.
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(0.369,0.642,0) avec prise en compte en moyenne

des MF
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Lors du calcul de la réponse transitoire d’une structure soumise à un choc avec
l’approche fréquentielle, il convient de tenir compte descontenus basses et moyennes
fréquences de la façon suivante :

– pour la plage BF[0,ωc], les FRF locales sont calculées aux points discrets
étudiés ;

– pour la plage MF[ωc,ω′
c], les FRF effectives (calculées avec la sous-structure

sur laquelle est située le point d’intérêt pourSX0) suffisent à intégrer les pro-
priétés des moyennes fréquences dans la réponse.
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CHAPITRE

5 Premiers
développements pour
les chocs
pyrotechniques

L ES DÉVELOPPEMENTS NUḾERIQUES ainsi que les critères de choix des pa-
ramètres de la méthode ayant été définis au chapitre pr´ecédent, l’approche

fréquentielle est maintenant appliquée au cas des chocs pyrotechniques dans le
cadre de la séparation de la coiffe sur les lanceurs. Le découpe pyrotechnique est
modélisée par un chargement défilant et le calcul de la structure en dynamique est
réalisé à l’aide de l’approche proposée.
Par ailleurs des comparaisons en termes de coûts de calcul sont réalisées entre les
approches temporelle et fréquentielle pour des temps d’observation de la réponse
assez grands.
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1 Choc pyrotechnique

1 Choc pyrotechnique

1.1 Contexte

Les lanceurs, destinés à mettre les satellites sur orbite, doivent être le plus
confortable possible afin d’éviter une détérioration dumatériel lors du lancement.
Le client détermine le choix du lanceur en fonction des spécifications en niveau de
choc permettant de caractériser le niveau de confort du lanceur et conçoit le satel-
lite en respect des spécifications. L’orientation du choixse fera vers le lanceur qui
nécessitera des équipements moins coûteux.

La majorité des séparations sur Ariane 5 se fait par découpe pyrotechnique car
elle a l’avantage d’être très fiable. Elle est réalisée grâce à un cordon pyrotechnique
placé dans un logement et est amorcée par des entailles. Quand la découpe s’effectue
d’un seul côté du cordon, elle est dite« mono-rupture», si elle est faite des deux
côtés alors elle est appelée« bi-rupture». La découpe« mono-rupture» sollicite
plus la structure radialement que la découpe« bi-rupture».

Les chocs pyrotechniques issus des différentes séparations des étages sont très
contraignants dans la définition du confort. Ils engendrent des propagations d’ondes
au niveau énergétique très élevé et au contenu fréquentiel très large. Il est donc pri-
mordial de connaı̂tre au mieux les phénomènes de découpeet de propagation jus-
qu’aux équipements afin de dimensionner correctement ces derniers et de proposer
des technologies atténuant les niveaux d’énergie des ondes lors de leur propagation.

Le pôle« chocs pyrotechniques» est un programme de recherche, lancé par le
CNES et regroupant industriels et universitaires (CNES, EADS, MBDA, SNPE, Al-
catel, Dassault, LMT-Cachan, ECP, CNAM), qui vise à travailler sur les thématiques
suivantes :

– les effets sur les équipements,
– le choc à la source,
– la propagation, les liaisons, l’atténuation.
C’est dans le dernier thème que le LMT-Cachan a réalisé des travaux de re-

cherche et plus précisément sur la caractérisation de lapropagation des ondes de
choc à travers les liaisons entre les étages [Lemoussuet al. 2002, Boucardet al.
2003].

1.2 Śeparation de la coiffe par choc pyrotechnique

La coiffe, constituée de deux demi-coiffes, assure la protection du matériel em-
barqué, appelé charge utile, pendant le vol atmosphérique. Elle est larguée pendant
le vol dès qu’elle est sortie de l’atmosphère (cf. Figure5.1). Sa séparation est as-
surée par deux dispositifs pyrotechniques :

– l’un horizontal (HSS),
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– l’autre vertical (VSS).

Figure 5.1 Séparation de la coiffe pendant le vol
(ESA/D. Ducros)

La fusée ayant encore à ce moment une accélération importante, il est nécessaire
d’éjecter les deux demi-coques de la coiffe radialement afin qu’elles ne restent pas
sur la trajectoire du lanceur. Les deux dispositifs pyrotechniques doivent donc com-
muniquer aux deux parties de la coiffe l’impulsion nécessaire à leur dégagement
latéral.

La découpe pyrotechnique horizontale (HSS) à ce niveau est donc soit une
découpe mono-rupture soit une découpe bi-rupture avec des entailles présentant une
inclinaison pour assurer l’éjection des bases des deux demi-coiffes sur les côtés. La
séparation de la coiffe est par conséquent une rupture quisollicite la structure en
grande partie radialement : elle est donc la séparation quifait l’objet d’études de re-
cherche concernant le choc à la source et la propagation d’ondes puisque les ondes
de flexion sont à haut niveau d’énergie et risquent d’endommager l’équipement em-
barqué.

Pour la séparation de la coiffe, la détonation est effectuée simultanément à deux
endroits diamétralement opposés sur le lanceur (cf. Figure5.2). L’explosion se pro-
page ensuite de chaque côté à une vitesse d’environ 7100 m.s−1 dans le cordon.
Cette vitesse, supérieure à la vitesse des ondes dans les coques, génère des ondes
qui se propagent de biais comme nous allons le voir.

1.3 Géométrie et chargement

Des essais ont été conçus au sein du pôle« chocs pyrotechniques» pour valider
les simulations. Ils sont réalisés sur des structures linéaires élémentaires constituées
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Détonateurs

Lanceur

Figure 5.2 Séparation de la coiffe par deux cordons
d’explosif

de deux plaques séparées par l’éprouvette contenant le cordon pyrotechnique (cf.
Figure5.3) :

– la plaque inférieure non instrumentée : elle simule la partie éjectée, ici la
coiffe ;

– la plaque supérieure en aluminium de dimensions 2 m×1 m×6 mm représen-
tant le lanceur : elle est instrumentée à l’aide d’accél´eromètres et de jauges de
déformation mesurant l’ambiance vibratoire au sein de la plaque sur quelques
millièmes de seconde après la découpe.

Des travaux pour identifier le choc à la source ont été réalisés notamment dans
[Derumaux 2004] par une technique de déconvolution. Les résultats montrent que
les temps caractéristiques de l’impact sont de l’ordre de 15 µs et de forme complexe.
L’objectif de notre étude est de montrer le potentiel de l’approche fréquentielle pro-
posée, nous nous contentons donc de simuler le choc par un sinus verse d’une durée
T = 15 µs.

Au vu de la description des essais, les simulations numériques sont effectuées
sur la structure décrite sur la Figure5.4:

– la géométrie : plaque libre en aluminium de 2 m×1 m×6 mm ;
– le chargement : une composante selonZ pour simuler les ondes de flexion

et une selonY pour simuler les ondes planes. Le choc est représenté par un
sinus verse d’une duréeT = 15 µs se propageant sur le bord libre à la vitesse
V = 7100 m.s−1.

Dans la suite, les réponses seront observées au niveau du point de mesure J
repéré sur la Figure5.4.
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Plaque instrumentée

Plaque non instrumentée

Eprouvette de découpe

Figure 5.3Description des essais

V

T

Propriétés mécaniques  

E = 70.109 Pa

ν = 0.3

ρ = 2800 kg.m-3

η = 0.001

Dimensions

L x l x e = 2 m x 1 m x 6.10-3 m

Chargement selon Y et Z

T = 15 µs

V = 7100 m.s-1

Coordonnées de la jauge J

(0.369, 0.642, 0)

X

Y

Z

X

Y

Z J

Figure 5.4Plaque soumise à une charge défilante
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2 Traitement de la charge d́efilante avec la TVRC

Le choc pyrotechnique est un chargement qui se propage à la vitesseV sur le
bord. Pour la simulation numérique, il s’agit donc d’appliquer une charge défilante
de la forme f (t − x

V ). Dans le domaine des fréquences, le chargementf (t − x
V )

se traduit par un effort harmonique en espace après transformée de Fourier selon
l’équation (5.1) :

Z +∞

−∞
f (t −

x
V

)e−iωtdt = e−iω x
V

Z +∞

−∞
f (t)e−iωtdt

= e−iω x
V f̂ (ω) (5.1)

Dans l’approche fréquentielle proposée pour simuler la propagation des ondes,
le traitement de la charge défilante passe donc par le calculd’une fonction de
réponse en fréquence avec comme effort ˆp j(ω) un chargement harmonique en es-
pace ˆp j(ω) = e−iω x

V f̂ (ω) tel que c’est illustré sur la Figure5.5.

v

Figure 5.5Effort harmonique en espace

Dans la TVRC, la solution est décrite par la superposition de quantités à deux
échelles selon l’équation (5.2) :

U(X,Y,k) = U(X,k)ek.Y (5.2)

Il est alors très facile de gérer le chargement ˆp j(ω) harmonique en espace sur
la plage des moyennes fréquences puisque ce type de chargement peut lui-même
adopter le format à deux échelles utilisé dans la TVRC en posant :







U(X,k) = f̂ (ω)

k = iω
[

−1
V
0

]

(5.3)

Sur une nouvelle approche en calcul dynamique transitoire 93
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3 Comparaison avec l’approche temporelle

L’objectif est de montrer pour cet exemple relativement simple que la simula-
tion par l’approche fréquentielle donne de bons résultats en prenant la méthode des
éléments finis pour référence.

3.1 Description du mod̀ele dans l’approche temporelle

La modélisation éléments finis de la plaque a été réalisée avec Cast3m. Le
schéma d’intégration numérique de ce code de calcul est le schéma de Newmark
des différences centrées qui est un schéma explicite.

La plage de fréquences d’intérêt considérée dans la propagation des chocs pyro-
techniques est[200 Hz,50 kHz]. La discrétisation temporelle est choisie de manière
à converger vers la solution continue tout en ayant le meilleur temps CPU. Elle
est prise de manière à bien représenter les ondes issues du choc, un pas de temps
∆t = 1.5 µs est donc privilégié. Selon le théorème de Shannon, la fréquence maxi-
male observable est :

fmax=
1

2∆t

Avec le pas de temps choisi, la fréquencefmax est bien supérieure à la plage de
fréquences qui nous intéresse dans le choc pyrotechnique.

La discrétisation spatiale est directement liée à la discrétisation temporelle. Un
très bon compromis entre la qualité de la solution et le temps de calcul est de se
rapprocher au mieux de la condition de Courant (condition destabilité des schémas
explicites)r ≥ 1 avec :

r =
∆l
c∆t

∆l est la taille des éléments etc la célérités des ondes. Dans le cas de la plaque
en aluminium, la célérité des ondes est de l’ordre de 5000m.s−1, ce qui pour un
rapportr = 1 entraı̂ne une taille de maille∆l = 7.5 mm. Le Tableau5.1 résume la
discrétisation retenue.

Approche temporelle Discrétisation spatiale Discrétisation temporelle
Taille des éléments ∆l = 7.5 mm ∆t = 1.5 µs
Taille du problème 213 103 DDL 3300 pas de temps

Tableau 5.1Discrétisation du problème de choc py-
rotechnique avec l’approche temporelle sur une durée

d’observationTo = 5 ms
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3.2 Description du mod̀ele dans l’approche fŕequentielle

Dans la démarche fréquentielle, les plages de fréquences sont prises telles que :
– [0,ωc] = [0,2000 Hz],
– [ωc,ω′

c] = [2000 Hz,130 kHz].

Sur la plage des BF, la fonction de réponse en fréquence estcalculée grâce à la
méthode des éléments finis réduits sur la base modale constituée des 516 premiers
modes propres.

La plage des MF est traitée indépendamment grâce à la Th´eorie Variationnelle
des Rayons Complexes qui est effectuée, pour cette première étude, avec une seule
sous-structure. Pour les ondes de cisaillement hors plan, 128 rayons intérieurs et 33
rayons de bord par bord sont nécessaires. Pour les ondes de pression et de cisaille-
ment dans le plan de la plaque, 36 rayons de pression et 64 rayons de cisaillement
sont requis.

Le pas fréquentiel est pris égal à 0.5 Hz. La TVRC est utilisée avec son extension
large bande surB= 8 Hz. Le nombre total de calculs TVRC est donc réduit à 16000
sur la plage[ωc,ω′

c] = [2000 Hz,130 kHz].

Approche fréquentielle BF MF
DDL 516 modes 360 rayons
Nombre de calculs 4 103 16 103

Tableau 5.2Discrétisation du problème de choc py-
rotechnique avec l’approche fréquentielle

3.3 Premiers ŕesultats

3.3.1 Propagation des ondes de flexion

La vitesse de découpeV = 7100 m.s−1 génère des ondes de flexion se propa-
geant de biais dans la plaque.

La Figure 5.6 montre la propagation des ondes obtenue avec les approches
temporelle et fréquentielle lors de l’application de l’impact défilant : les ondes de
flexion dans une plaque étant dispersives, les ondes moyennes fréquences se pro-
pagent plus vite que les basses fréquences.

Les Figures5.7 et 5.8 comparent d’une part les déformations sur une jauge de
surfaceS= 1 mm2 placée en J et les déplacements hors plan en J, et d’autre part
les vitesses et les accélérations matérielles hors planen J obtenus avec un code
éléments finis classique, ici Cast3m, et avec la démarchefréquentielle.
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5 Premiers développements pour les chocs pyrotechniques

(a) TD (b) FD

Figure 5.6 Propagation des ondes pyrotechniques de
flexion à l’instantt = 0.3 ms

Les réponses sont très semblables pour des quantités telles que le déplacement
et la grandeur moyennée qu’est la déformation. Elles sonttout aussi comparables
sur des grandeurs dérivées telles que la vitesse et l’acc´elération.
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3.3.2 Propagation des ondes planes

La vitesse de découpe génère deux familles d’ondes dans le plan de la plaque :
– les ondes de pression ou ondes primaires, appelées ondes P,
– les onde de cisaillement (shear) ou ondes secondaires, appelées ondes S.
Ces deux types d’onde se propagent à des vitesses différentes et leur vitesse de

propagation en contraintes planes dans la plaque mince est :

– pour les ondes P :cp =

√

4µ(µ+λ)

ρ(2µ+λ)
=

√

E

ρ(1−ν2)
,

– pour les ondes S :cs =

√

µ

ρ
,

avecλ et µ les coefficients de Lamé.

[Graff 1991] montre qu’au sein des ondes de chaque type, les ondes de mode
égal à 0 ont la même vitesse de propagation : elles ne sont pas dispersives. Seules
les ondes de modes supérieurs sont dispersives. Par exemple pour les ondes S, la
condition de fréquence minimale pour l’existence des ondes de moden est f > fn
avec :

fn =
ncs

2e

Pour le cas de la plaque en aluminium d’épaisseure= 6 mm etcs = 3101 m.s−1,
on a f1 = 258 kHz. Cette fréquence est bien supérieure à la plage defréquences
qui nous intéresse. Il peut être montré qu’il en est de même pour les ondes P. Par
conséquent, dans notre étude seules les ondes non dispersives de mode 0 seront
considérées pour la propagation des ondes pyrotechniques planes.

Lors de la découpe, les ondes P et S se propagent avec une pente qui est égale
au rapport des vitesses de propagation et de la vitesse de découpeV = 7100 m.s−1.
Pour la plaque en aluminium étudiée, on obtient :

– Cp = 5268 m.s−1, l’onde de pression a une pente égale à 0.74 ;
– Cs = 3101 m.s−1, l’onde de cisaillement a une pente de 0.44.
Ces pentes sont schématisées sur la Figure5.9 qui montre la propagation des

ondes planes obtenue par les deux méthodes, temporelle (TD) et fréquentielle (FD).

Les déformations, déplacements, vitesses et accélérations dans le plan sont tracés
sur les Figures5.10à5.13.

Les courbes issues des deux approches TD et FD ont des alluressimilaires,
toutefois celles obtenues avec l’approche fréquentielleprésentent plus d’oscillations
tant sur les déformations et déplacements que sur les quantités dérivées.
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Figure 5.9 Propagation des ondes pyrotechniques
planes à l’instantt = 0.15 ms
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5 Premiers développements pour les chocs pyrotechniques

0 0.5 1 1.5

x 10
−3

−10

−8

−6

−4

−2

0

2

4

6
x 10

−4

Temps (s)

V
ite

ss
e 

(m
/s

)

TD
FD

Point J (X)

(a) Vitesse selon X

0 0.5 1 1.5

x 10
 - 3

 200

 150

 100

 50

0

50

100

150

200

Temps (s)

A
c
c
e
le

ra
ti
o
n
 (

m
/s

2
)

TD

FD

Point J (X)

(b) Accélération selon X

Figure 5.11 Comparaison des vitesses et des
accélérations plans selon X en J obtenues par les ap-

proches temporelle (TD) et fréquentielle (FD)

102 Sur une nouvelle approche en calcul dynamique transitoire



3 Comparaison avec l’approche temporelle

0 0.5 1 1.5

x 10
−3

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1
x 10

−6

Temps (s)

D
ef

or
m

at
io

n 
Y

Y

TD
FD

Jauge J
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3.3.3 Côut des simulations

La démarche dans le domaine des fréquences permet d’obtenir la réponse sur
une duréeTo = 2 s. Pour chaque approche, le coût du calcul pour atteindre le temps
d’observation de 2 s est résumé dans le Tableau5.3.

Approche TD FD
MEF Base réduite TVRC

DDL 213 103 516 360
Nombre de calculs 1333 103 4 103 16 103

Tableau 5.3Taille des problèmes pour les approches
temporelle (TD) et fréquentielle (FD) sur une durée

d’observationTo = 2 s

La simulation doit être effectuée sur un tempsTo assez long pour prédire les
perturbations au pied de la charge utile dans le lanceur. Dans ce cas l’approche
fréquentielle apparaı̂t bien moins coûteuse au vu du Tableau5.3 puisqu’il s’agit
d’effectuer, pourTo = 2 s :

– plus d’un million de résolutions du problème d’évolution en temps sur un
maillage de 213 103 DDL pour l’approche temporelle,

– 20 103 résolutions de problèmes de vibration forcée pour l’approche fréquentielle
dont 4 103 grâce à une base réduite formée des 516 premiers modes propres
et 16 103 grâce à la TVRC avec 360 rayons complexes.

3.3.4 Influence de l’amortissement

Dans l’approche fréquentielle, il est possible de faire varier l’amortissement
hystérétiqueη et d’observer l’influence de celui-ci sur la réponse. Sur laFigure5.14
sont tracées les déformations et les accélérations dans le plan de la plaque selon Y
pour deux valeurs différentes de l’amortissement :η = 0.001 etη = 0.01.

Il est évident que l’amortissement joue un rôle importantdans l’évanouissement
des ondes propagatives : il doit donc être pris en considération dans les simulations
des chocs pyrotechniques pour prédire correctement l’énergie qui arrivera en pied
de charge utile dans le lanceur.

3.3.5 Influence de la taille de la jauge

Les jauges utilisées pour les essais de chocs pyrotechniques ont une surface
active d’environS= 1 mm2. Au vu de la Figure5.15, l’utilisation d’une jauge
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plus grande,Sv 1 cm2, centrée sur le même point n’affecte pas visiblement la
déformation YY.
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Figure 5.15 Déformation YY pour deux tailles de
jauge,S= 1 mm2 etS= 121 mm2

Sur la Figure5.16est tracée la variation relativeξ(S) de la déformation obtenue
avec une jauge de tailleSpar rapport à une jauge de tailleS1 = 1 mm2 :

ξ(S) =
ε(S)− ε(S1)

ε(S1)
(5.4)

avecε(S) la déformation moyenne XX ou YY sur une jauge de tailleS.
Les déformations sur la jauge de surface 1 cm2 ne diminue environ que de 2%

par rapport à celles obtenues sur une jauge de 1 mm2.

3.4 Conclusion

L’analyse du cas très simple de la plaque a montré les possibilités de l’approche
fréquentielle dans le cas d’impact défilant comme les chocs pyrotechniques et a mis
en évidence l’efficacité de cette méthode pour des durées d’observation relativement
longues en terme de coût de calcul.

Néanmoins l’étude demande à être approfondie puisque l’utilisation d’une seule
sous-structure dans la TVRC est insuffisante. L’influence dupartitionnement en plu-
sieurs sous-structures fait actuellement l’objet de travaux.

Les essais effectués au sein du pôle« chocs pyrotechniques» permettront de
valider les modélisations concernant l’amortissement etles chocs à la source.
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Conclusion et
perspectives

DANS CE DOCUMENT nous avons utilisé une approche fréquentielle pour cal-
culer la partie transitoire de la réponse d’une structure linéaire soumise à

un choc à large contenu en fréquence, cette approche nous laissant la possibilité
d’intégrer dans la solution le contenu basses fréquencespar des méthodes éléments
finis classiques mais également et surtout le contenu moyennes fréquences grâce
à la Théorie Variationnelle des Rayons Complexes qui est une technique dédiée et
prédictive pour le calcul des vibrations forcées en moyennes fréquences.

Il a été montré que tenir compte des moyennes fréquencespar la méthode des
éléments finis est coûteux et toutefois nécessaire pourla conception des structures.
C’est dans ce contexte que l’utilisation de la TVRC s’est révélée être une alternative
intéressante pour le besoin de la prise en compte à coût r´eduit des MF. En effet c’est
une méthode qui tient compte des caractéristiques des MF et qui reproduit leur
caractère oscillant grâce à l’introductiona priori d’ondes propagatives et permet de
réduire considérablement le nombre de degrés de libert´e nécessaires à la prédiction
de la réponse.

L’accent a été mis sur la démarche pour maı̂triser le calcul et ses paramètres de
discrétisation. Des critères sont nés de cette étude pour faciliter l’utilisation de l’ap-
proche fréquentielle proposée. Nous avons également mis en place des méthodes
pour réduire le nombre de calculs de vibration forcée à effectuer, imposé par le
théorème de Shannon, en exploitant d’une part les propri´etés des moyennes fré-
quences et d’autre part en étendant la TVRC à l’analyse large bande rendant la
méthode véritablement efficace.

Les chocs pyrotechniques présents lors des étapes de séparation d’un lanceur
sont des exemples types de structures soumises à des impacts rapides à large spectre.
Le dernier chapitre montre le potentiel de la présente approche pour l’application
aux chocs pyrotechniques. Cette étude demande à être approfondie avec des com-
paraisons expérimentales.

Au cours de la thèse, la méthode a été introduite dans le logiciel prototype CO-
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RAY MF initialement développé dans le code de calcul Castem 2000 pour l’analyse
prédictive des vibrations MF par la TVRC, puis entièrement reprogrammé sous
l’environnement MATLAB.

À ce stade de l’étude, de nombreux points sont à développer :

– La simulation des chocs pyrotechniques doit encore être exploitée pour con-
fronter les résultats numériques aux résultats expérimentaux et étudier l’in-
fluence de la sous-structuration de la plaque. L’utilisation de l’extension de
la TVRC aux coques [Riou et al. 2004] permettra de calculer la propaga-
tion des chocs pyrotechniques sur la structure cylindrique, plus proches de la
géométrie des Sylda, envisagée pour la prochaine campagne d’essais du pôle
« chocs pyrotechniques» (cf. Figure5.17).

Sylda

Figure 5.17Nouvelle campagne d’essais de chocs py-
rotechniques

– Jusqu’à présent seules les non-linéarités exprimées dans le domaine fréquen-
tiel telles que l’amortissement sont prises en compte, la structure demeurant
linéaire par ailleurs. L’extension aux non-linéaritésexprimées dans le do-
maine temporel, telles que les relations de comportement envisco-plasticité,
fait l’objet de futurs développements. L’idée est d’utiliser la LATIN méthode,
introduite dans [Ladevèze 1998], dans le domaine espace-fréquence : l’effort
est alors concentré au niveau des étapes locales au cours desquelles les quan-
tités mises en jeu sont transformées en fonction du temps grâce aux trans-
formées de Fourier inverses pour vérifier exactement les relations de compor-
tement.
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– En présence de non-linéarités dans la structure, un signal de fréquence donnée
peut générer une réponse à une fréquence très supérieure, dans ce cas le choix
du contenu fréquentiel[0,ω′

c] dans la réponse est à réanalyser.
– Une version complètement multi-échelle et donc parall`ele de la TVRC est en-

visageable pour remplacer avantageusement la version actuelle pour les struc-
tures complexes.

– Une autre perspective est d’introduire les aspects stochastiques qui peuvent
concerner les charges ou la description des paramètres de structure et de liai-
son [Blanzé et Rouch 2005].
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