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=
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√
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=
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 �� Ω: ��� ;�	"
��	�
�	��"�
��"�� χ(r) (x, ω) ��	
8 ��	� ��
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∀r1 ∈ �1, N� , cr1 =
〈
χ(r1) (x)

〉
��x
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2
, ∀h2, Cr1r2 (h2) =

〈
χ(r1) (x) χ(r2) (x + h2)

〉
��x
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χ(ri) (x + hi)

〉
��x

S):L"T

���� ���,�	� �	�	"�� ����"
�/�	
 %��%��� �������
�� ��/�	
����� �� "�� ;�	"
��	�: ���
 ������� �
��		�� �� � ;�	"
��	 �� "�����
��	 7 pD���	
� ������� ���/�
 �� ��
��/�	�� 
��
�� �� ;�	"
��	� ��
"�����
��	 7 p′D���	
� ������� �,�" p′ < p: �	 �9�
8 "�

� �B�/�
��	 �� ,���@� �	 "�	������	
 ��%��
��	
S):IT %�� /�
 7 ���@
 � ���
��	 ��/�	
���� S):'T:

∀h2, . . . , hp, Cr1r2...rp−1 (h2, . . . , hp−1) =
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� ��
 ��		�� ��� � ���
��	 ���,�	
� #

lim
‖h‖→+∞

Cr1r2 (h) = cr1cr2 S):(T

�	 �������
 "�	������� �	"��� ����
��� ���
��	� ��� �� ;�	"
��	� �� "�����
��	8 ��� � /���� �� �
���
��	 S):J"T8 �	 "�	������	
 "�		��� ����
��� �	;��/�
��	� ��� � /�"���
��"
���: ���	�.�� �
�
��
�%��
�� /�"���
��"
���� ���
 	��� ;���	�� �� 
�� �	������	
�: �	 ��	���� 	�
�//�	
 7 � ���
��	 �	
�����
�
��� XLLY ���� �� /�"���
��"
���� ���
����� ���� ��	������� �����"
�,�/�	
 ��& �������� �	���
����� ���
X'IY �
 ��& /�"���
��"
���� /�
�������� �	���
����� ��� XJKY: ��

� ���
��	 ��
 ��		�� �	 S):'*T �
 ��
� ;�	"
��	 �� "�����
��	 /�.�		�� ���,�	
 
��
�� �� ����	
�
��	�� 7 � /����� �� ���;�"� ��� �	�
�
�� ,��/� SV ������	
 �� ������ ri �
 rj %�� ��
 �	� /����� "����%��8 ����� �� � �
��������: ��
��/�	�
��
��	 �� "�

� ���
��	 ������ ��� �	� ��	������
��	 ��	� �����"� �� � ���"����� �� =������� ��
0�9�	>8 �W ��	 "�	������ � 	�/��� �� "��	��/�	
� �� ����� ���� �	 ,�"
��� �	@	�
���/� ������	
�
��	
��		��:

lim
‖h‖→0

[ 〈Crirj (h)〉Ξ
‖h‖

]
=

∂〈Crirj (h)〉Ξ
∂‖h‖

∣∣∣∣
‖h‖=0

=
[SV ]ij

4
S):'*T

��

� ���
��	 ���
 ?
�� �
�� ���%�� ��	 ������
� /������� � ;�	"
��	 �� "�����
��	 �	 �� ��		�	

�	� ;��/� �&��"�
� "�//� ��	� XHIY ��� �&�/��8 "�� �� �/���� ���� ��� "�	
���	
��� %�� ���,�	
 ?
��

�6� �(�/��� h = ‖h‖n� �� ���� 〈f (h)〉Ξ 
�	���� �� ��<���� 
� f 4 ‖h‖ )*�� ���	 ��� n 
�(�/��� ����������� ��
	�3�� ����� 

	
∂〈Crirj (h)〉Ξ

∂‖h‖

˛̨̨̨
‖h‖=0
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��� 7 ���
�� �� �"��/�� �
�
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 ��@	�� "�//� ��	� X()8 'L'8 'KJY:
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��	 �	 
��/� �� ;�	"
��	� �� "�����
��	 7 � /�"���
��"
��� ��� ��."���
��&
���� �,�%��� �� ]):):' U �� "���& ���"�@%��� �9�"
��� ��	� � "���� ��� ��."���
��& �������� ����	

�����	
�� �� "����
�� H:

�	�	� '������ ����� ������� + ��� ����

4���� �,��� �����	
� %��%��� �.��
����� �
 ��
�� �� �������	
�
��	 ���	 /���� ��
�����	�8 � 	���
;��
 /��	
�	�	
 �"���"�� �� 	�
��	� �� =/�.�		�> �
 �� =�"����
��	> ���/�

�	
 � ������� �� "�/���D

�/�	
 �"� �� "�/���
�/�	
 /�"���"���%��:
��	� 
��
� � ���
� Ω �����	��� �	 1��:

�4�4�4� &�;	����	 �	������� 
�� ����� ������������

!� ��	 �� ��		� �� "��/�� /�"�	�%��� ��	� � 1��8 �� "��/�� /�"���"���%��� ����
�	
�8 ����D
"��� 7 "� ���	
 /�"���"���%�� ������	
 "��& %�� ��	 =/��������
> �	 ����%��	
 �	 �&
�	��/�
�� ��� �
1�� �� �	 �	�.��	
 �� ����
�	
�� ��� ;��"�� %��� ����%�� ��� ��	 "�	
��� �� ���
� �� /���� ���
���	"��� ���"
��	D���"
��	: 4�	��8 � "�/���
�/�	
 /�"���"���%�� ��
 ����"�� ��& "�	��
��	� �� ����
/�.�		�� ���� ��& "��/�� /�"�	�%��� �� ��,�����	
 ��	� ��	 ,��/�: ��� �&�/��8 �	 "�	������	

�	 ��/��	� ������������%�� ���� ��/��@��8 �� "�/����	
�� �����	��� �� 
�	���� ��� ��;��/�
��	�
/�"���"���%��� ��	
 ��		���8 ��	� ��.��
���� ��� ��
�
�� ��;��/�
��	�8 ��� � ������
 ūi/Li8 �W ūi ��

� ����"�/�	
 ���
�; /�.�	 ��	� � ����"
��	 i ���� �� ��/�	
� �� ���;�"�� Si ����	
�� ���,�	
 i8 �

�W Li ��
 � ��/�	���	 �	�
��� �� 1�� ��	� "�

� ����"
��	8 "� %�� �� ���"��
 "�//� ��%��
��	 S):''T:
��

� �&�������	 �� "����/�	
 � ��@	�
��	 �	
��
�,� �� � ��;��/�
��	 /�"���"���%��8 E8 7 � /�.�		�

�� "��/� �� ��;��/�
��	 ��	� � 1��
〈
ε
〉
:

Eii =
ūi

Li
=

1
|Si|Li

∫
Si

ui (x)ni (x) dSx =
1
|Ω|

∫
∂Ω

ui (x)ni (x) dSx =
〈

∂ui

∂xi

〉
Ωx

= 〈εii (x)〉 S):''T

�� �� ��	������ ;�"��/�	
 ��& 
��/�� 	�	 �����	��& �	 �� ������	
 %��8 ���� i ��9���	
 �� j8 Eij

��
 ���� �� ��/�D�����/�	
 �	
�� �� ,�"
���� �� ���� ei �
 ej ���
 2Eij = ūj/Li + ūi/Lj: 4� @	�8 "��
�&�������	� "�	���
�	
 7 �"���� �	� ���
��	 �� 5���� "����%�� S):')T:

E =
1

2 |Ω|
∫

Ω

(u ⊗ n + n ⊗ u) dVx =
〈
ε
〉

S):')T

�� "�� ��� "�	
���	
�� ��
 ��� ��B"�� 7 ,��������8 /��� "�//� 	��� 
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��	
/�"��D��/���	�8 �	 ���
 �������� %�� ��
�
 /�"�	�%�� ��	� � 1�� ����
� �� "�	��
��	� �	 "�	
���	
��
�/������ �
 %�� � "�	
���	
� /�.�		� ��
 ��
�	�� �	 "�	������	
 �	 ,�"
��� "�	
���	
� ��� � "�	
���
%�� ���
 ?
�� ����"�� 7 �	� "�	
���	
� ��/���	� σ0: �	 "�	������	
 ��%��
��	 ���%������ �
 �	� ���	
�
�

�� 5����8 �	 /�	
�� %�� σ0 ���
 ���� ?
�� ����� ���� 7
〈
σ
〉
:

〈σ〉ij =
1
|Ω|

∫
∂Ω

σikxjnkdSx S):'H�T

=
σ0

ik

|Ω|
∫

∂Ω

xjnkdSx = σ0
ij S):'H�T
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� "�	��
��	 �� ���� 
�����
 ��9��
 %�� ����
 � /���� �&
������ �� ;��
 �� 1��8 "���
 ��	" �
"�	
���	
� /�"���"���%��: 4�	��8 �� "��/�� /�"�	�%��� /�"���"���%��� �� �������	
 ��� "��/�� %�� ��
��,�����	
 �� ���	 �� 1�� ��� �	� �����
��	 �� /�.�		�:
!� �� "�	��
��	� �� ���� �/���
�	
 ���8 �� ���	� �	����
�%��� ��	� �� ��
��
��	� �� ���"�
�
��	� ��D
/���	�� �� ����8 ��	�� %�� ���� 
��
�� �� ��
��
��	� ;����	
 �	
��,�	�� ��� "�	��
��	� ��& �/�
�� ���
"�/��&�� /��� ����"���� �� /?/� �
�
 /�"���"���%��8 ���,�	
 ?
�� ���	
�%���: ��

� ���� ��
 � 
����"D

��	 �� �//� �� �� S):'LT8 ,��� ��� %�� ���& "��/�� �� "�	
���	
� �
 �� ��;��/�
��	 ��/�������8 	�	
	�"�������/�	
 ��� ��� �	� �� �� "�/���
�/�	
8 ��	
 ����"��� ��	� �	 "���� /�"��D��/���	�:

〈
σ (x) : ε (x)

〉
=
〈
σ
〉

:
〈
ε
〉

= Σ : E S):'LT
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������ �� ,��/��Q�	
������ �� "�	
��� X)'I8 )*(8 'I(Y: ��	� �	
"���� ��� ��	���8 ���� ��� ���"�
�
��	� ����
������ /��� �����"
�	
 � /�"��D��/���	��
�8 "� ����
�

���
 ����/�	
 ?
�� ��
�	� X))8 )*8 )'Y: ���� ���,�	�� 7 "� ����
�
 �	 ��"�/���� � "�����/�	
 �	 ���
��
M�"
��	
� �� /�.�		� 	�� �
 ���
�� ��/���	�8 ��	�� ��� �&�/�� �	 ��;��/�
��	 �/����� �� ���� �	
�"��
 #

∀x ∈ ∂Ω, u (x) = E.x + u′ (x) S):'IT

��
�	� ε′0 (x) � "��/� ���
��	 �� �����/� �����
�"�
� �	����� ���� u′ (x) �/���� �� ���� ���	 /�
�����
��/���	� �� /���� �0: �� "��/� ε (x)− ε′0 (x) ��
 "�	�/�
�%��/�	
 ��/������ ���� ��� ��;��/�
��	�
��/���	�� �� ����8 � ���
��	 �� �� ������%�� ��	" �
 �	 ��
��	
 #〈

σ (x) :
(
ε (x) − ε′0 (x)

)〉
=
〈
σ (x)

〉
:
〈
ε (x) − ε′0 (x)

〉
= Σ : E S):'JT

�� "�����/�	
 �����"
�	
 � "�	��
��	 �� /�"��D��/���	��
�8 � "��/� ε′0 (x) ����"�� 7 u′ (x) ��
 �"����
�	 ���� �� Ω �
 � ,��/� �� "�

� \�	� ��
 	�������� ��,�	
 |Ω|: 4�	�� 〈σ : ε′0 (x)

〉
��
 	�������� ��,�	
〈

σ : ε (x)
〉
"� %�� ���/�
 �����	
�@�� S):'JT 7 S):'LT: �� �//� �� �� S):'LT ��
 ��	" �� ,����
� ��	����
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 1����: �� ���	 �	����
�%�� /�"���"���%�� �� �����
 ��	" ����/�	
 ��� ���	� �"��&:

�� ������� �� /�"���"���%�� �� /�"���"���%�� ��
 ��	" ����\ ��/��8 "� %�� ��
 "�/�����	���� ��	� �
/����� �W ��	 ���
 ���	 "��/� �� 
�	����� ���� ��
��/�	�� �	 
�	���� U �	 ,� ��	" ��
C
 ���	� �	;��D
/�
��	 "�/��&� ,��� �	� �	;��/�
��	 ��/��: ��

� �����,�
��	 ���/�
 ����/�	
 �� "�/���	��� %�� ��
��B"�
�� ����� ,�	
 ������V
�� ��� �� ������
��	 �	,���� "�	���
�	
 7 ������ �� ��"��� /�"���"���%��
7 ��"��� /�"���"���%��:

�4�4�41 (����
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� ����������	 7 ���� 
� �������������

�������
��	 �� �"����
��	 ��������	
� 7 �	 "�"� �� S/�"��T�
��"
��� ��� � 1��: �	 �����/�
�����
�D�
�
�%�� S	�	 �	�����T ��� �	 /���� ��
�����	� ���"��
 ���� ;��/� ;��
� S�� �"��T �� 
��,��� ���
�%��
��	� ���,�	
�� #

σ =
∂w

∂ε
S):'+�T

∇.σ + b = 0 ��� Ω S):'+�T

σ.n = T d ��� ∂ΩT S):'+"T

ε =
1
2

(∇⊗ u + u ⊗∇) ��� Ω S):'+�T

u = ud ��� ∂Ωu S):'+�T

��	� "�� �&�������	�8 ��&����	
 d �����	� �� "��/�� �/����� ��� ��&
������ �
 ∂ΩT �
 ∂Ωu �
������	

�	� ���
�
��	 �� "�	
��� ∂Ω ��� �%���8 �����"
�,�/�	
8 � ,�"
��� "�	
���	
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�/�������:
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 S):'+"T "�	�
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 �,�" �� �.��
����� �� �������
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�	� �
 "�	
�	GD
/�	
 ��9���	
���� ��� /��"���&�� X'+JY ]K:L:)T �� "�	��
��	� ����/�������
� �
�
�%�� ���� � "��/� ��
"�	
���	
�� �� ���"�.8 σ ∈ S (

b, ∂ΩT , T d
)
�	 �����	"� ���	� ��	��
� �� ;��"��� b: �� /?/�8 S):'+�T �
 ��.D
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�	��
� �� "� "��/� ��@	����	
 �� "�	��
��	� ����/�������
� "�	�/�
�%�� �� ����"�/�	
8
u ∈ C (∂Ωu, ud

)
: ���%��
��	 S):'+�T ��@	�
 � ��;��/�
��	 ��	� ��.��
���� ��� ��
�
�� ���
����
��	� �


S):'+�T �
���
 � ���
��	 �� "�/���
�/�	
 ���
�%�� 	�	 �	�����: �	 	�
� w � ��	��
� ���	����� ��
�	D

��� ���
�%�� %�� ���
 ?
�� �	� ;�	"
��	 �
��"
�/�	
 "�	,�&� �� ε �@	 ��������� � �
����
� ���
���/� ��
/�
�����: ��

� �������
� ���/�
 ������"��� 7 w ��	 ��� "�	,�&� u = w� 7 ����� �� � 
��	�;��/�
��	

�
6� (� 	��	� (���� ������� ���� ���	 ����� �� (���� 0
�3��������	�!�����2 ��� �� ������� 
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� !�
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����(����� 	����� ����	��	 
���� (3��* (��
��� 4 �������� ��������� 
�/����(� �� 	��	 
�	 
�	��!�����	 
��"��	 ����� �� 	���� ���	 (��	�
����	 �� (3��� 
� (�������� ������-����!� (b = 0) 
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(
ε
)

= 1/2� (x) ::
(
ε ⊗ ε

)
:

��	� � "�� /�"��D��/���	�8 �� "�	��
��	� ����/�������
� ��� "��/�� /�"�	�%��� �� ���"����	
 S):'K�T
�	 ��;��/�
��	 /�"���"���%�� �/����� �
 S):'K�T �	 "�	
���	
� /�"���"���%�� �/�����8 �� /?/�� "�	��D

��	� �� �������
� %�� ���"���//�	
 �
�	
 �/������ ��� "�� "��/��:

Cm
(
E
)

=
{

ε (x) |ε =
1
2

(∇⊗ u + u ⊗∇) ,
〈
ε
〉

= E

}
Sm =

{
σ (x) |∇.σ = 0

}
S):'K�T

Sm
(
Σ
)

=
{
σ (x) |∇.σ = 0,

〈
σ
〉

= Σ
} Cm =

{
ε (x) |ε =

1
2

(∇⊗ u + u ⊗∇)
}
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����� 	�"�������� ���� � ���
�:

��	� � "�� ���	 /���� ��/���	� �� "�/���
�/�	
 �08 �� �%��
��	� �"��� �� ����
�D�
�
�%�� S):'+T
���/�

�	
 ����
�	�� ��/��/�	
 ��%��
��	 �� ��,��� S):'(T �W u (x) ��
 � "��/� �� ����"�/�	
 ���
��	
�� �����/� S���� � "�	��
��	 ����/�������
� "�	�/�
�%��T �
 �W τ (x) ��
 �	 "��/� �� �������
��	 ��8
��� �&�/��8 7 ��� ���"�	
���	
�� �� ���	 �� /�
�����:

∇.
[
�

0 : (∇ ⊗ u) + τ
]

= 0 S):'(�T

∇.
[
�

0 : (∇ ⊗ u)
]
+ ∇.τ = 0 S):'(�T

����
 7 "� �����/�8 %�� ���
 ?
�� ,� "�//� �	 �����/� �� 
���/�D���
�"�
� �� �����
�"�
� ���� �	
/���� "�/���	�	
 ��� \�	�� ���
�@���8 %�� ��	 ���
 ����	��� �� ;�P�	 ;��/�� 7 ����� ��� �����
���� ��
5���	 ��
� =/���@��>: ��	� � "�� ���	 /���� ��
�����	�8 �	 ���
 ����/�	
 ��. ��/�	�� �	 "�	������	

�����
� S):)*T8 �W �0 ��
 /��	
�	�	
 �	 /���� �� ��;���	"� �
 �W � �������
��	 
�����
 � ��9���	"� ��
����	�� �"�� ��� ������
 7 "�

� ��;���	"�:

∀ε, � (x) : ε (x) = �
0 : ε (x) + τ (x) S):)*T

�� /�
���� ��� �����
���� �� 5���	 ���/�
 �� �������� �� ;�P�	 �.�
�/�
�%�� "� 
.�� �� �����/�:
��	� �	 "���� /�"��D��/���	� � ���
��	 ;��/�� �� �����/� ���"��
 X)''8 )*8 ))Y #

ε (x) − E = −
∫

Ω

�
0
(
x − y

)
:
[
τ
(
y
)− τ

]
dVy �,�" τ =

〈
τ (x)

〉
Ωx

=
〈(
� (x) − �

0
)

: ε (x)
〉
Ωx

S):)'T

�
 �W �0 ��
 ������
��� �� 5���	 /���@� �	 ��;��/�
��	 X)HY: ���	/��	�8 �� ���
��	� ��
�	��� 	��	

���&�������	 �	�.
�%�� %�� ���� ��� "�� �����:
�� ����
�
 ��	� ���
� � ��� �/���
�	
 ����,� �� "�

� /�
�������� ��
 � ����
�
 �������. XIIY: ����
�	 /���� ���
�%�� ��/���	� �	@	�8 �����	
�	
 �	� ��;��/�
��	 	�� 7 ��	@	�8 �� "�/���
�/�	
 �0 �

"�/���	�	
 �	 ��/��	� �����c�� �� �������
��	 ��/���	� τ S@���� ):LT8 "� 
�����/� �B�/� %���	
,��
 ������V
�� ��	� � \�	� �������� ��� "��/�� /�"�	�%��� ��/���	�� ε �
 σ %�� ���,�	
 ?
�� �&���/��

7 ����� �� 
�	���� �������. ��:

ε = −�� :
(
�

0
)−1

: τ = −�0 : τ S):))�T

σ =
(
�− �

0 : �0
)

: τ S):))�T

�� 
�	���� �0 �	
�����
 �"� ��
 � 
�	���� �� �� X++Y: � ���/�
 
��
 "�//� � 
�	���� �������. �� ���
"��/�� /�"�	�%��� �
 �������
��	�8 /��� "���D"� �����	
� ��� �������
�� ��� �	
������	
�� S�	 	�
���
��� �&�/�� %��� ��
 �./�
��%�� �
 ��@	�D����
�; X))YT �
 ������V
 ��	� �� "�"�� �� ;�P�	 ��� 	�
����
�� ;��
 �� ����	
�
� S):)HT8 �W Φ �����	� �	 ��/��	� �����c�� �� ;��/� ��		�� /��� �� 
��� ����
�����
X)''8 )H8 'I(8 )*8 )'IY:

�
0
Φ =

∫
Φ

�
0
(
y
)
dVy S):)HT

�0
Φ ����	� �� "�/���
�/�	
 �� /���� �� ��;���	"� �

0 �
 �� � ;��/� �� Φ8 "�

� ���	���� ����	��	"�
���� �/��"�
� ��	� 
��
� � ���
�: �	 �"���� ��	" %�� � ��;��/�
��	 ��	� �	� �	"����	 �� �������
��	
��/���	� τ �
 ���/��� 7 ��	@	� 7 �	� ��;��/�
��	 /�"���"���%�� E ���&���/� ��� #

ε = E − �
0 : τ S):)LT



,, �������� � � �	���
����	 � ��������	�������	 
�� ����������� ��������������

�� ����
�
 � �
� ��
�	� ��	� � "�� ���	� �������
��	 ��/���	� ��	� Φ8 	�	 	�"�������/�	
 ��� 7 �	
�����/� ���	��/���	��
�: ��	� � ��
��
��	 �W � ��/��	� ������� ��
8 �	 ;��
8 �	� �	"����	 ��/���	� ��
"�/���
�/�	
 �1 S@���� ):LT8 � 
�����/� �������. ���
 ������%��� �	 ��/��%��	
 %��8 �� � �������
��	
��� 7 ��	"����	 ��
 �������� ��/���	�8 ���� � "��/� �� ��;��/�
��	 �� "��D"� � ���� ����/�	
8 "�

���� ��". H!�
���������� ��� ���% �������� �	��!����� 
)���
�� � �����!� 
���� !�����
�
� !���� ��;����

%�� ���/�
 �� ,���@�� %�� �� "�	��
��	� ������"�
��	 �� 
�����/� ��	
 ���	 ,���@�����: �� "��/� ��	�
��	"����	8 ��
�	� �	 ���/�

�	
 � /���� �	@	� 7 � ��;��/�
��	 /�"���"���%�� E8 ��
 ��		� ��� S):)IT:

ε =
[
�+ �

0 :
(
�

1 − �
0
)]−1

: E S):)I�T

=
[
�
∗ + �

1
]−1

:
(
�
∗ + �

0
)

: E �,�" �∗ =
(
�

0
)−1 − �

0 = �
0 :

[(
�

�
)−1 − �

]
S):)I�T

��

� ���
��	 ����
��	
 �	 "�	������	
 S):)LT �
 � ��@	�
��	 �� τ ��		�� ���"���//�	
: �� ����
�
 ��
=��	��/���	��
�> �������. ���/�
 �� /������� �� ;�P�	 ����"
� � ��
��
��	 �W � /�
����� ��
 "�	�
�D

�� ���	"����	� �����c���� S�� /?/�� ;��/�� �
 ����	
�
��	�T �	 ;���� "�	"�	
��
��	: $��� ����
���
����"�
��	� �� "�

� ���
��	 ��	
 ����/�	
 ��������8 �	 �
����	
 � 	�
��	 ;��"
����� �� �����/�
���	"����	� ;��/� %�� ���/�

�� �	� ���"��
��� �� � ;��/��
��	 ,����
��		�� "����%�� ���� ����
�� 7
� ;��/��
��	 ,����
��		�� �� �����	 �
 !�
��3/�	:

���&
�	���	 ��� �����/�� ���	"����	 ���"���	
� �� "�� ���	� �	"����	 ;��/�� "�	���
� 7 ��/��%���
%�� ��
����
��	 �� S):)'T ��	� � "�� ���	 "��/� �� �������
��	 ��/���	� ��� ����� ���"��
 S):)JT

ε
(
y
)

= E −
∑

r

[∫
���(y)

�
0
(
y − x

) (
χ(r) (x) − cr

)
dVx : τ (r)

]
S):)JT

�
8 %��7 ���
�� �� "�

� �&�������	 �
 �� � ��@	�
��	 ��� ;�	"
��	� �� "�����
��	��8 �	 ���
 ��
�	�� �	�
;��/�� S):)+�T "���"
�����	
 	�	 ��� �	 "��/� ��/���	� ��	� �	 ��/��	� �� ;��/� ��		�8 /��� �	

��6� �����	��� �����(��� 
� �� 	������� 
��� ��!���� 
����	��(��� ������� 
��6� �����	��� ��������� �� ����� 
� ��������� �0 �7&� 



�4�4 &��������	 ��	����� 
� ��������	�������	 ,�

"��/� /�.�	 ε(s) ��	� �	 ��/��	� �� �������
��	 ��/���	� #

ε(s) = E − 1
cs |Ω|

∑
r

[∫
���(z)

∫
���(y)

�
0
(
y − x

)
χ(s)

(
y
)(

χ(r) (x) − cr
)

dVxdVy : τ (r)

]
S):)+�T

= E − 1
cs

∑
r

[∫
���(0)

1
|Ω|

∫
���(z)

χ(s)
(
y
) (

χ(r)
(
y + h

)− cr
)

dVy�
0 (−h) dVh : τ (r)

]
S):)+�T

= E − 1
cs

∑
r

[∫
���(0)

(Csr (x) − cscr)�0 (h) dVh : τ (r)

]
S):)+"T

= E −
∑

r

�
(sr) : τ (r) S):)+�T

��	� � "�� �W �� ;�	"
��	� �� "�����
��	 7 ���& ���	
� �	
��,�	�	
 ��	� ��&�������	 S):)+�T �����	
�	


��
���� � /?/� =�./�
��� �����c���> X)'*8 )''Y �����	
�� �	 S):)KT8 �	 ���
 ������"��� X)'*8 'I(Y �

�	���� �(sr) �� 
�	���� �� �� �	
�����
 ���"���//�	
 ��	� � "�� ���	� �	"����	 �����c��� S):)(T:

Crs (h) = Crs
(∥∥Z.h

∥∥) S):)KT

�
(sr) = (δsr − cr)�0 S):)(T

�� �./�
��� �����c��� �
 � ;��/� �� ��	"����	 ��	
 ����"���� 7 �	 
�	���� Z8 ��
 
�	���� /�"���
��"
�D

��8 �� 7 �	 �����c�� �� ���;�"� ��/�
��
�%�� 7 SZ =
{
x | x.Z�.Z.x = 1

}
�W � �����	� � 
��	�����
��	:

��	� "� "�� ���
�"����8 �	 ������	���	
 �� 
��/�� �� ��%��
��	 S):)+�T �
 �	 �/����	
 � ���
��	 S):)*T8
	�	 ��� �	 
��
 ���	
 /��� ����/�	
 �	 /�.�		� ��� �� �������
8 �	 ��
��	
 S):H*T %�� ��
 ��/����� 7
��&�������	 S):)IT:

∀r,
(
�
∗ + �

(r)
)

: ε(r) =
(
�
∗ + �

0
)

: ε0
(r) S):H*�T

ε0
(r) =

1
1 − cr

∑
s�=r

cs
[
�− �

0 :
(
�

(s) − �
0
)]

: ε(s) S):H*�T

��

� ���
��	 ���/�
 �����	
�@�� � "��/� /�.�	 ε(r) 7 � ��;��/�
��	 �	�;��/� ����������	
 ��	�

�	� �	"����	 �����c��� �	
����� ���	� /�
��"�8 "�	�
�
��� �� /���� �� ��;���	"� �08 ���/��� 7 �	�
���"�
�
��	 ε0

(s) 7 ��	@	�: �	 ,��
 ��	" �"� � ��	 %�� ���
 �&��
�� �	
�� "� �����/� �	 �������
��	
��/���	� �
 � �����/� ���	"����	 �,�%�� ���"���//�	
: ����
 7 "� ��	 %��� ��
 ;��
 ��;���	"� �	
�,�%��	
 �	 �����/� ���	"����	 @"
�; S�� ;��/�T8 ��	� �%�� 	��&��
�8 �	 ��	���8 ��"�	� �	"����	
����:
�	 ���
 ��/��%��� �� ���8 %�� S):H*�T "�	���
 7 ��%��
��	 S):H'T8 %�� 	��� ���/�
 �� ,��� %�� ��
���"�
�
��	� ��	
 ���	
�%��� ���� 
��
�� �� ������ U "�

� ,���� ���� 	�
�� ε0 �
 �&��"�
�� 7 ���
�� ��
S):H*�T:

ε0
(r) =

1
1 − cr

∑
s�=r

cs
�

0 :
(
�
∗ + �

(s)
)

:
(
�
∗ + �

(s)
)−1

:
(
�
∗ + �

0
)

: ε0
(s) =

1
1 − cr

∑
s�=r

csε0
(s) = ε0 S):H'�T

ε0 =
(
�
∗ + �

0
)−1

:

[∑
s

cs
(
�
∗ + �

(s)
)−1

]−1

: E S):H'�T

�	 	�
��� %���	 ���
 
��-����8 �� ;��
 �� � �	����
� �� /����8 �"���� ;��/��/�	
 � �"����
��	 ���
"��/�� /�"�	�%��� ���� � ;��/� S):H)T:

ε (x) = � (x) : E S):H)�T

σ (x) = � (x) : Σ S):H)�T

��� ���
��	� �/����	
 �	 ���
�"���� ��& 
�	����� � �
 � ��?
�� ����& �	 /�.�		� 7 ����	
�
�:
���& �
��	�
�,�� ��	
 �����	
��� �"� ���� ������� � �����/� �� � �"����
��	: �	 ���
 
�	
�� ����
�/��
�� 
�	����� �� �"����
��	 � �
 � ,�� �	� ;��/��
��	 =�� ��"> �� �
����� �	� ;��/��
��	 ,����
��		��8
��
� �� �����	 �
 !�
��3/�	8 %�� ��	,��� 7 � 	�
��	 �� �����/� ���	"����	 ;��/�:

�����	 ���	 ��������	 4 (� (�	 
��	 ���� �� ��/���� ��	 ����(3�	 
� �<�� G������ �7$'� ����� /������������ �(����	

� ���� ���
� �� �<�� 
� ��������� � ��� ���
�� �� B���		� �7$;� 
��	 �� (�
� !��3�	� ��� (�	������ 
��τ (r) =

`
�(r) − �0

´
: ε(r) 
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��� ;��/��
��	� =�� ��"> "�	���
�	
 7 ��
�/�� �� 
�	����� �� �"����
��	 �� ,� ��� "���"
����
�%���
���/�
��%��� �� � /�"���
��"
���: ��		�����	
 "�� �&�������	�8 � ��
 ���� ������� �� ������ �� ��"���
/�"���"���%�� 7 ��"��� /�"���"���%�� �
 � ���
� �� � ��/��"�� "�	���
� 7 �
����� �� ���
��	� ��
"�/���
�/�	
 �"��� S):HHT

σ (x) = � (x) : ε (x) S):HH�T

ε (x) = � (x) : σ (x) S):HH�T

���� 7 ���	��� � /�.�		� ��� "��/�� ��	�� ��
�	�� �@	 ������
�� �� "�/���
�/�	
 �9�"
�; �� /�
�����
S):HLT ��	
 "�	
���	
� �
 ��;��/�
��	 /�"���"���%��:

Σ = 〈� (x) : � (x)〉 : E = �̃ : E S):HL�T

E = 〈� (x) : � (x)〉 : Σ = �̃ : Σ S):HL�T

�	� ��
�� ��@	�
��	 ��� 
�	����� �9�"
�;� ���
 ?
�� ��
�	�� �	 "�	������	
 �� ����
�� �	����
�%��� S):HIT:

1
2
〈
ε (x) : � (x) : ε (x)

〉
=

1
2
E : �̃ : E ���
 �̃ = 〈� (x) : � (x) : � (x)〉 S):HI�T

1
2
〈
σ (x) : � (x) : σ (x)

〉
=

1
2
Σ : �̃ : Σ ���
 �̃ = 〈� (x) : � (x) : � (x)〉 S):HI�T

�	 /�	
�� X)'IY8 �	 "�	������	
 �� 
�	����� �� �"����
��	 "�//� ��� "��/�� ��/������� S"�/����	
��
��� "�/����	
��T �
 �	 �
����	
 � �//� �� �� %�� "�� ��@	�
��	� ��	
 �%��,��	
�� ��& ���"���	
��:
� ��
 7 	�
�� %��8 �� ��	 @&� �	� ;��/� ���� � "��/� �� 
�	����� �8 ��� �&�/��8 ��&�������	 ���

�	����� � ��
 ��
��/�	�� �� ��	 ,��
 �,�
�� 
��
 ���
 �� ����
�: ��� �%��
��	� S):HJT ��
�	��� 7 ���
��
��� �&�������	� S):H)T �
 S):HLT ��"��,�	
 "�� ���
��	� �	
�� �� 
�	����� �� �"����
��	:

� (x) = � (x) : � (x) : 〈� : �〉−1 = � (x) : � (x) : �̃
−1

S):HJ�T

� (x) = � (x) : � (x) : 〈� : �〉−1 = � (x) : � (x) : �̃
−1

S):HJ�T

�� ���/���� ���� %�� ��	 ���
 �,��� ���� ��"���� � �"����
��	 "�	���
� 7 �/���	�� %���	 "��/� ��
"�	
���	
� �� �� ��;��/�
��	 /�"���"���%�� �/���� "�	���
 7 �	 "��/� �� "�	
���	
� �� �� ��;��/�
��	
��/���	� ��	� � /�
�����: �	 ��
��	
 ��	�� �	 ��;��/�
��	� ��/���	�� ���
�/�
��	 �� 1���
 S):H+T:

�
� (x) = � �̃

�
= 〈� (x)〉 S):H+T

��

� ;��/��
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E
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= Min
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ũ
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 ��	� � /�
����� �� ;��
 �� �����"�
��	
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σ∗ (x)
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ε∗ (x)
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�
0 : ε∗ (x) + τ (x)
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: ε∗ (x)

〉
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〈
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0 : ε∗ (x) + τ (x)
〉
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〈
ε∗ (x)

〉
S):L'�T〈

ε∗ (x) : �0 : ε∗ (x)
〉
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τ (x) :
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E − ε∗ (x)

)〉
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� �����
8 /��	
�	�	
8 �� ;���� ������V
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〈
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(
�− �

0
)
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〉

S):L)�T〈
ε∗ : � : ε∗
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[〈
τ :

(
E − ε∗

)〉
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〈
τ : ε∗

〉− 〈
τ :

(
�− �

0
)−1

: τ
〉]

+
[〈

ε∗ :
(
�− �

0
)

: ε∗
〉− 2

〈
τ : ε∗

〉
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〈
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(
�− �

0
)−1
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〉]
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�− �
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�− �
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0
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� 7 � ��;��/�
��	 %�� ��	� � "�� �� "��/�� �� �������
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)
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〈
L
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 ��,���� ��� � ,��/� ��� ���& �������������:〈

L
〉

g
=

1
|Ωg|

∫
∂Ωg

v ⊗ ndSx = v.
(L − v.dt) .l

|Ωg| m ⊗ n ≈ v

h
m ⊗ n = γ̇m ⊗ n S):J*T
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 ��	" ���	
�����
�� "�//� ��,��
��	 
�/����� �� ��/�D�����/�	
 S�� ��	� ��� 
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�	���� ��� ��;��/�
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 ��	" �� "�

� �	�.�� ��&�������	 �� 
��& �� ��;��/�
��	
S):J'�T �
 �� 
��& �� ��
�
��	 S���
�� �	
�D�./�
��%�� �� LT S):J'�T ���� �	 /�	�"���
� "�	�
�
�� �� k
�.�
�/�� �� �����/�	
:〈

ε̇
〉

g
=
〈

1
2
(
L + L�

)〉
g

=
1
2

∑
k

γ̇(k)

(
m(k) ⊗ n(k) + n(k) ⊗ m(k)

)
=
∑

k

γ̇(k)μ(k) S):J'�T

〈
ω
〉

g
=
〈

1
2
(
L − L�

)〉
g

=
1
2

∑
k

γ̇(k)

(
m(k) ⊗ n(k) − n(k) ⊗ m(k)

)
=
∑

k

γ̇(k)w(k) S):J'�T
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éi
sa

ti
on

H
om

og
én

éi
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γ̇
(r)
(k) =

∂Φ(r)
(k)

∂τ
(r)
(k)

�
 ε̇ =
∂u(r)

∂σ(r)
S):JHT

�	 ��
��	
 ���� �����
� u(r)
(
σ
)

=
∑

k Φ(r)
(k)

(
τ

(r)
(k)

)
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 ���� λ ∈ [0; 1] #

Φ(r)
(k)

[
(1 − λ) τ1

(k) + λτ2
(k)

]
≤ (1 − λ)Φ(r)

(k)

(
τ1
(k)

)
+ λΦ(r)

(k)

(
τ2
(k)

)
S):JL�T∑

k

Φ(r)
(k)

([
(1 − λ)σ1 + λσ2

]
: μ

(r)
(k)

)
≤
∑

k

(1 − λ) Φ(r)
(k)

(
σ1 : μ

(r)
(k)

)
+
∑

k

λΦ(r)
(k)

(
σ2 : μ

(r)
(k)

)
S):JL�T

u(r)
[
(1 − λ)σ1 + λσ2

] ≤ (1 − λ)u(r)
(
σ1

)
+ λu(r)

(
σ2

)
S):JL"T
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∂σ
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σ2
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(
σ1 − σ2
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u
(
σ1

)− u
(
σ2

)
>

∂u

∂σ

∣∣∣∣∣
σ1

:
(
σ2 − σ1

)
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∂σ
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:
(
σ1 − σ2

)
>
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∂σ

∣∣∣∣∣
σ2

:
(
σ1 − σ2

)
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c b e
d e −a− b

⎞⎠ =
e√
2

⎛⎝0 0 0
0 0 1
0 1 0

⎞⎠+
d√
2

⎛⎝0 0 1
0 0 0
1 0 0

⎞⎠+
c√
2

⎛⎝0 1 0
1 0 0
0 0 0

⎞⎠
+

a√
2

⎛⎝1 0 0
0 0 0
0 0 −1

⎞⎠ +
b√
2

⎛⎝0 0 0
0 1 0
0 0 −1

⎞⎠ S):J+T
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e1 =
1√
2

⎛⎝−1 0 0
0 1 0
0 0 0

⎞⎠ e2 =
1√
6

⎛⎝−1 0 0
0 −1 0
0 0 2

⎞⎠
e3 =

1√
2

⎛⎝0 0 0
0 0 1
0 1 0

⎞⎠ e4 =
1√
2

⎛⎝0 0 1
0 0 0
1 0 0

⎞⎠ e5 =
1√
2

⎛⎝0 1 0
1 0 0
0 0 0

⎞⎠ S):JK�T
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ε̇(r) = �
(r) : σ(r) �,�" �

(r) =
∑

k

2α
(r)
(k)μ

(r)
(k) ⊗ μ

(r)
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ũ
(
λΣ

)
= Min

σ∈Sm(Σ)

〈
u
(
λσ

)〉
= λn+1 Min

σ∈Sm(Σ)

〈
u
(
σ
)〉

= λn+1ũ
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Ė
)

= Inf
μ≥0

{
3
2
με̇2

��� − f�

(
3
2
μ

)}
S):(I�T

w̃
(
Ė
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)〉
−
〈

f�

(
3
2
μ (x)

)〉}
S):(I"T

�W ���
�/���
��	 ��� ε̇ "�	�
�
�� �	 �����/� ����/���	����
��	 �	�����: !�%��
 X'K(8 'J'Y � /�	
�� %��
"�

� ���"����� ,����
��		�� "�c	"����
 �,�" �	 /���� ��"�	
 �W ���
�/�
��	 ��� /����� ��
 �������8
	�	 ��� 7 ���
�� �� � /�.�		� ��� "��/��8 /��� 7 ���
�� �� ��� ��"�	�� /�/�	
��:
��	
� ���
�O��� �
 N��� �	
 /�	
�� %�� �� ����
�
� ��
�	�� �,�" "�

� /�
����8 ��	� � "���� ��
� ;��/��
��	 �	����� �� �����	 �
 !�
��3/�	8 ���,���	
 ?
�� ��
���,�� 7 ���
�� �� � /�
���� ��
�	������
��	 �������� ���"���//�	
 �
 %�� � ;��/��
��	 ,����
��		�� �� ����
 �
 N��� ;���	�����

�� /������ ����
�
� ��	� � "�� �W ��.��
���� �� "�	,�&�
� =�� "����> 	��
��
 ��� ,���@�� X)')8 )'H8 'JHY:
����
 �
 N��� �	
8 �	 ��
��8 ������� �	� ,�����	 �.����� �� ��� ;��/��
��	 ,����
��		�� ���/�

�	

���
����� 7 � ;��� �	 "�/����
� �	����� �� "�/�������	 �
 ��� �������
��	� X'('8 )'LY: ��� ���	�� ;���	���
��	� "� "���� ��	
8 �	 ��	���8 ���	
�%��� 7 "��� ��
�	��� 7 ����� �� � ;��/��
��	 �� ��	
� ���
�O���:
�� ���	��� �&��%�� X'I'Y "�

� ��/����
� �	 ��/��%��	
 %�� ��	� � �����
 ��� "�� #(

w(r) − w
(r)
0

)
��

(
ε̇(r)

)
=e> Sup

ε̇

{
w(r)

(
ε̇
)− w

(r)
0

(
ε̇
)}

S):(JT

�W � ���/��� /�/��� �	
��,��	
 ��	� � ;��/��
��	 �.����� �� ����
 �
 N��� �
 � ��"�	� ��	� �
���"����� ,����
��		�� �� ��	
� ���
�O���8 "� %��� �������	
� �"��/�
�%��/�	
 ��� � @���� ):K: 4@	
���

��	��� ��� ��
�/�
��	� ��
�	
���/�	
 ��� @	�� ��	
� ���
�O��� �
 N��� X'JLY �������	
 �� 	�
��� �
����� �	� 
��	�;��/�� �� ����	���D2�	"�� "�	�����	
 7 �	� "�	,�&�@"�
��	 "�//� 7 � @���� ):K
/��� �� "�	������� �	� 
��	�;��/�
��	 �
�
��		���� %�� ���� �����	
�� ��	� � ���
�:

�� ;��/��
��	 ,����
��		�� �� ��	
� ���
�O��� � 
��
 ������� �
� �
�����8 ��	� � "�� ��� ��."���
��&8
��� XLHY: �	� ��
�/�
��	 �� 
.�� ��
�D"�����	
 � �
� �������� �	���
� ��� X'J*8 'HJ8 'HI8 'H+8 J+8 ''JY
�@	 �������"��� � "�/���
�/�	
 �� ��,��� /�
�����& "���
��	�: �� �
�
�
 �� ���	� ���������� �� "�

�
;��/��
��	 ,����
��		�� � ���/�� �� /�	
��� %�� ����
��� ��
�/�
��	� ��
�D"�����	
��8 ��
�	��� ����
��� /�
����� �� �	������
��	 ��9���	
��8 	� �����"
���	
 ��� "�

� ���	� �
 �
���	
 ��	" 7 ����"����:
�� /���� �� �	������
��	 ������� ��	" ����"��� ���,�	
����8 	��	/��	� ��	 �
�
�
 �� ���	� ���
��� �
�	"�
� "��
��	� ��
���� 7 ��"���"��� �	� ;��/��
��	 ��� ����� �@	 �� ;���	�� �� /������� ��
�/�
��	�:

������� 3<���3�	� 
� (��(�/��� �	� /��)�� 
��	 �� (�	 
� ��������� -�� ���	 �����	���	 �� �� 	���� 
���� -�� 	� ����/� �� �(�/��� ��	 (��
�����	 
����������� 	� μ 3������� �� ��(��� �� 	� ε̇ 
��.������	����� 
� (3���	 
� ��
���	 3�������	 �� ��(���* 
��	 �7 =;(� (��
��� 4 ��� !��� 	������� ��� ew 



 � �������� � � �	���
����	 � ��������	�������	 
�� ����������� ��������������

���� ��*. 1���
��������� �!�
������� �� 	
����
 =��!�> )
��;
� �� �
�
��� �	����� ��3�� .� ������� �I 	
����

��� )
��;
� ��� ����
����
 �� ������ ���!�������0�

�4�4�4� (�
.��� �� ���	
 ��
��

��	
� ���
�O��� X'IIY � ������� �	� ;��/��
��	 ��	����8 �	"��	
 � ;��/��
��	 �B	� ��"��
�
���"���//�	
 �
 ���/�

�	
 �� ���������� � ��,�����/�	
 �� ��"�	� ����� �	 "�	
���
� �� !�%��

X'KKY8 "� %�� 	� ���/�
 ��� � ;��/��
��	 ,����
��		�� ���"���	
�: ���� "� ;����8 ���
��� � �	
�����

�	 ��
�	
�� 
���/�D���
�%�� �� ��;���	"� S):(+T �� � ;��/� � ��� ��	���� �������8 �W ˆ̇ε �
 
0 ��	

��� "��/�� S	�	 	�"�������/�	
 ��/���	��T:

wT

(
ε̇
)

= w
(
ˆ̇ε
)

+
∂w

∂ε̇

∣∣∣∣∣
ˆ̇ε

:
(
ε̇ − ˆ̇ε

)
+

1
2

(
ε̇ − ˆ̇ε

)
: 
0 :

(
ε̇ − ˆ̇ε

)
S):(+T

�	 �
�
�
 ,����
��		� � �� ?
�� ��		� 7 "�

� ;��/��
��	 X'JLY �	 �
�	��	
 � ;��/��
��	 �.����� ��
����
 �
 N��� ��-7 �,�%���: ��

� ;��/��
��	 ,����
��		�� � � ���
�"����
� �� 	� ��� ?
�� �����
��� � 
��	�;��/�� �� ����	���D2�	"�� "����%�� %�� "�	���
8 "�//� �	 �� ,�8 � �	� "�	,�&�@"�
��	

�� w(r) − w
(r)
0 S@���� ):KT8 �/�
�	
 ��&����
��	 �� "�

� ;�	"
��	 �
 �/�
�	
 ��	" � ���"����	 ���

��
�/�
��	�: ���
����
��	 ���	� 
��	�;��/�
��	 �
�
��		������ �� � ;��/� S):(KT

f∗(y) = Stat
x

{xy − f(x)} f(x) = Stat
y

{xy − f∗(y)} S):(KT

���/�
 ���&����� 
��
 � ������8 "�� "�

� 
��	�;��/�
��	 ��
 �	,��
�,� %��� %�� ���
 � "�	,�&�
� ��
f 8 �� ���& ���	� ;��/��
��	 /�
��/�
�%�� ��� "�/��&� Sf∗(y) 	���
 ���8 �	 ��	���8 �	� ;�	"
��	 "��
�������� �/���� ���,�	
 ?
�� ����"���� 7 yT: �� ;��/��
��	 ,����
��		�� X'JL8 'I'Y ��
�	�� 7 ���
�� ��
"�� ���
��	� ���	� � ;��/� S):((T

w̃
(
Ė
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∂Ė
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∂Ė
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〉
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(
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)
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}
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{
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(
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)
S):'''T

�	 /�	
�� ����/�	
 #
∂w̃�(r)

∂�(r)

∣∣∣∣
�(r)=0

=
∂w̃0

�(r)

∂�(r)

∣∣∣∣
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r
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∀ (I, J, i, j) ∈ �1; 2�2 × �1; N�
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, ∀h, CϕIgiϕJgj (h) = 〈χϕI (x)χgi (x)χϕJ (x + h)χgj (x + h)〉 SH:)�T
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〈
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〉
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∀I ∈ �1; 2� , cϕI = 〈χϕI (x)〉 =
∑

J |ΩϕI∩gJ |
|Ω| SH:L�T

∀ (I, J) ∈ �1; 2�2 , ∀h, CϕIϕJ (h) = 〈χϕI (x)χϕJ (x + h)〉 SH:L�T
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= 〈χgi (x)〉ϕJ
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SH:I�T

∀ (i, j, K) ∈ �1; N�
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χgi (x) χgj (x + h) dVx

−
∑

J,J �=I
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χgi (x)χgj (x + h)χϕJ (x + h) dVx

]
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= cϕI C
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=

∑
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∑
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∑
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(r)
(k) :: � ≥ 0

+∞ ��	�	
SH:)'T

�� ��@	�
��	 �� g
(r)
(k) ��
 
��� ���"�� �� "�� �� f
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h ��	� � "���� ���	� ��
�/���
��	 ��� �	 "��/� �� 
�	����� �� � ;��/�

� (x) =
∑
k,r

χ(r) (x) 2α
(r)
(k) (x)�(r)

(k) SH:HIT

�,�" α
(r)
(k) (x) ≥ 08 ��%��
��	 SH:'K�T ������ %�� "�� �	����
�� ��	
 ��� ����
��:

h ��� "�	
��8 �	 ���
�%��8 �� ���	�� ��
�	��� 7 ����� �� v̂(r) ��	
 /�������8 "���
D7D���� ��� ���"���
�� � ���
��	 ����8 ���%�� ��	 �� ���
���	
 7 ��� "��/�� ��/���	�� ��� �����:

��� ��9���	"�� �	
�� "�� ��,�����/�	
� ��	
 ���� �� ����	��/�	
 "�	,�&� ��� ��
�	
��� U ��	�� ���,�	

� "���& �� ����	��/�	
 %�� ��
 ;��
 �� ����
�
� ������	
 ?
�� ��9���	
�: �� 
.�� �� ;��/��
��	8
"�/��&� ��	� �� /��� �	 R�,�� � �
� /�� �	 ��"� ��� �����
 XKL8 KK8 K(Y ��� ��� "�� ��/��@��: ����
	��� �	 
��	���	� ���� 	�
�� ���
 7 � ;��/� =��<"���> �� ���	"��� ,����
��		� �
����	
 � ;�	"
��	 v:

�	�	� 1������������� �� ���(������

�	 �����	�	
 ��&�������	 �� ��
�	
�� �	 
��
 ���	
 �� 
��� �� /�	�"���
��& SH:'K�T8 �	 ���
 �"����
��	����� �	 
��
 ���	
 �� � �
��"
��� ��."���
��	�:

u
(
x, σ

)
= Sup

α
(r)
(k)≥0

{∑
r

χ(r) (x)
∑

k

α
(r)
(k)

[
τ

(r)
(k)

]2
−
∑

r

χ(r) (x)
∑

k

v
(r)
(k)

(
α

(r)
(k)

)}
SH:HJT

=Sup
�≥0

{
� :: − v

(
x, α

(r)
(k)

)}
SH:H+T

�	 ��"�		�V
 ��	� � 
��/� u0

(
x, σ

)
= 1

2

∑
r χ(r) (x)

∑
k 2α

(r)
(k)

[
τ

(r)
(k)

]2
�	� �	����� �� /���� �	�����8 "���
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����:
��//� 	��� "�	��������	� �������� �"���� ��	� � ��."���
� �	� 	�
�
��	 ���"�@%�� ���
 ?
�� �	
��D
���
� U 7 ��"��� �� /�
����� �� "��/�� ����	
 	�
�� ��� �	� /�-��"�� ���/�	
�� ���	� �����8 ��
���	����� �9�"
�,�� ����	
 %��	
 7 ��� �	��%���� ��� ���& 
����: 4 ��"��� ��� ������8 �� "��/��
����	
 	�
�� �	 /�-��"��8 �� ���	����� �9�"
�,�� ����	
 �������� ��� �	 
��� �
 � ����
��	 "����	
�
���� 	�
�� X U �	@	 7 ��"��� "���
��	� �� "��/�� ����	
 	�
�� �	 /�	��"��: ��� "�	,�	
��	� ��	

�������� ��� � �"��/� �� � @���� H:H:

�4�4�4� 2���� � �	� ���	�����	 
�������

�	 �� ��"� ��	� � "���� �� � ��/��"�� �� ����@	�
��	 ��� ������ �� � ��"
��	 H:':': ���
����
��	
�� ���	"��� �� /�	�/�/ �� ��	����� "�/��/�	
���� 7 �	� 
��	��
��	 ���"��� "�	���
 7 ��%��
��	
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� ���������	� 
��	 ���������� ����������

���� ���. 9�������� �����
�� ���� � ����� ���� �� ��2
������ 
!���� !�����
�
���

���,�	
��� �W r �����	� �	 "���� S����	
�
��	8 �����T 
� %�� ��"��
 �� ]H:':' #

˜̃u (Σ) = Min
σ(x)∈Sm(Σ)

〈
u
(
x, σ (x)

)〉
Ωx

SH:HK�T

= Min
σ(x)∈Sm(Σ)

⎧⎨⎩ Sup
α

(r)
(k)(x)≥0

⎡⎣〈u0

(
x, σ (x)

)〉
Ωx

−
〈∑

r

χ(r) (x)
∑

k

v
(r)
(k)

(
α

(r)
(k) (x)

)〉
Ωx

⎤⎦⎫⎬⎭ SH:HK�T

�
 �W ˜̃u ��"��
 ��	����� �9�"
�,� �� /�
����� ��."���
��	:
�	 �
����	
 � 
�����/� �� ���	
 ��� S;�	"
��		�� "�	"�,� ��� ������
 7 α8 "�	,�&� ��� ������
 7 σT
���� �	
��"��	��� �� �����
���� Min �
 Sup8 � ,��	
 #

˜̃u (Σ) = Sup
α

(r)
(k)(x)≥0

⎧⎨⎩˜̃u0

(
Σ
)−〈∑

r

χ(r) (x)
∑

k

v
(r)
(k)

(
α

(r)
(k) (x)

)〉
Ωx

⎫⎬⎭ SH:H(�T

˜̃u0

(
Σ
)

= Min
σ(x)∈Sm(Σ)

⎧⎨⎩
〈∑

r

χ(r) (x)
∑

k

α
(r)
(k) (x)

[
τ

(r)
(k) (x)

]2〉
Ωx

⎫⎬⎭ SH:H(�T

�W8 ˜̃u0

(
Σ
)
��"��
 � "�/���
�/�	
 �� $��:

�	 "�	������	
8 "�	;��/�/�	
 ��& �.��
����� "����%���8 α
(r)
(k) (x) = α

(r)
(k) �:�: �	 �		��	
 �� ;��"� ���
�D

����	��
� �� ���	 ��� ;�/��� �� "�	�
�
��	
� �� /?/� ����	
�
��	 �
 �
��"
��� "���
��	�8 �	 ��
��	
 #

˜̃u (Σ) ≥ Sup
α

(r)
(k)≥0

{˜̃u0

(
Σ
)−∑

r

∑
k

crv
(r)
(k)

(
α

(r)
(k)

)}
= Sup

α
(r)
(k)≥0

{˜̃u0

(
Σ
)− V

(
α

(r)
(k)

)}
SH:L*T

�"�8 ˜̃u0

(
Σ
)
��"��
 � "�/���
�/�	
 �9�"
�; ���	 /���� �	����� �� "�/�������	 ��/���	� ��� �����

S��	�������T8 %�� ��	 ���
 �,���� ��� ��� /�
����� "����%��� ���
�,�� ��& /����& ��
�����	�� �	������:

4�	��8 ��"���"��� �� α
(r)
(k) ��
�/��& "�	���
� 7 /�&�/���� �	� ;�	"
��		��:

�4�4�41 2���� � 
��� ���	�����	� 
�������

4@	 �� ���,��� 
���
�� ��9���//�	
 � �������	
�
��	 ��� ������ "���
��������%��� �
 "�� �� �����	D

�
��	 ��� "���
��& ��	� � /�
�����8 � ���
 ?
�� �	
������	
 ����
�	�� �	� ;��/��
��	 ,����
��		�� 7
���& 
��	��
��	� ���"����: ���� ��
�	�� �	� 
�� ���
��	8 � ��B
 �� "�/��	�� � /�
���� �� �	������
��	
"������ SH:HJT �,�" � ���	"��� �� /�	�/�/ 7 ���& 
��	��
��	� ���"���� SH:''�T �	
�����
 �	 ]H:':):�:

˜̃u (Σ) = Min
Σ(X)∈Sm(Σ)

⎧⎨⎩
〈

Min
σ(x)∈Sm(Σ(X))

〈
u
(
x, σ (x)

)〉
(ω(X))x

〉
ΩX

⎫⎬⎭ SH:L'�T

u
(
x, σ

)
= Sup

�≥0
{� :: − v (x,�)} SH:L'�T

��.� ���������� 
� ���������� �� 
� Sup �	� ��(��� (� �� �	� �-��/����� 
�������	� ��� ���(���� �� ���� ����� ���	 
�
(��(��� 	� ��<���� 	������� �� 
�������	� 
��(������ �� ���(��������� (��	���
���� 
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�	 �
����	
 � 
�����/� �� ���	
 ���8 "�

� �&�������	 ���
 ?
�� ��"�/����� SH:L)�T �	 �	 
��/� �	�����
SH:L)�T �
 �	 
��/� 	�	 �	�����:

˜̃u (Σ) = Sup
α

(r)
(k)(x)≥0

{˜̃u0

(
Σ
)− V

(
α

(r)
(k)

)}
SH:L)�T

= Sup
α

(r)
(k)(x)≥0

⎧⎪⎨⎪⎩˜̃u0

(
Σ
)−〈〈∑

r

χ(r) (x)
∑

k

v
(r)
(k)

(
α

(r)
(k) (x)

)〉
(ω(X))x

〉
ΩX

⎫⎪⎬⎪⎭ SH:L)�T

˜̃u0

(
Σ
)

= Min
Σ(X)∈Sm(Σ)

{〈
ũ0

(
Σ (X)

)〉
ΩX

}
SH:L)"T

= Min
Σ(X)∈Sm(Σ)

⎧⎪⎨⎪⎩
〈

Min
σ(x)∈Sm(Σ(X))

〈∑
r

χ(r) (x)
∑

k

α
(r)
(k) (x)

[
τ

(r)
(k) (x)

]2〉
(ω(X))x

〉
ΩX

⎫⎪⎬⎪⎭ SH:L)�T
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 ���/���	��
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 �� ���	 ��� ;�/��� ������	
�
��	�8 �	 ��
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� ��"
��	 � ��"��
 � ��/��"�� ���/�

�	
 �� �	������� � "�/���
�/�	
 �� ��."���
� �@	 ����
�	��

�	 $�� ��/���	� ��� ����� "���"
����� ��� �	� �	����� ˜̃u0: �� "�"� �� "�

� ���	���� "�	�
�
�� �	
�����/� ����/���	����
��	 �	�����: �� 
������ �� ���/���	����
��	 �	����� 	��� ;���	�
 ��� /�
�����
���/�

�	
 ����
�	�� ��� ���	�� �� ��� ��
�/�
��	� �� "�/���
�/�	
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� �� � /���������
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� S���
�"�����8 ���	����� : : :T �
 �� ��	;��/�
��	 �
�
��
�%�� 7 �%��� 	��� �,�	� �""�� S"�D
,����	"�� 7 '8): : :���	
� �������T: �� "���& ��� /����� ����/���	����
��	 �	����� �
����� ��	� "� 
��,��
� ;��
 ���-�
 �� ���������� H:':H:

*������� � 7 %�������	� ��� �� ���� �	 ���
� 
�� �����
�� 
�������	�������	 	�	
��	������
�� ��,�����/�	
 7 ���& 
��	��
��	� ���"���� ���"���	
 � �
� "�	���
 7 ���
�� ���	 ���	"��� �� /�	�/�/
7 ���& 
��	��
��	� ���"��� ����%�� �� $��8 7 � ���
� �� � ���"����� �� �	������
��	 �� ��	
� ���D

�O��� �
����� 7 ��"��� � ��� @	�: �	
��
�,�/�	
8 � ��/�� %�� "�

� /�
���� ��	���� ���
 �%��,��	
�
7 �����"�
��	 ��""����,� �� � /�
���� ����/���	����
��	 ,����
��		�� ���� �� ���& �"���� ��������
�,�%���� 7 � ��"
��	 H:':):�: ���� ���	 "�	,��	"��8 �	 ���
 �"���� ���/���	����
��	 	�	 �	����� ���� ��
;�/��� ������	
�
��	� "���
��	�� �� "��%�� �����: �	 ���
 ���� "�� �� � ���
��	 SH:LHT �W Ω �����	�
�	 1�� ���� �� /�
�����:

∀x ∈ Ω, u
(
x, σ

)
= Sup

�≥0
{� :: − v (x,�)} SH:LHT

���	����� ���	 1�� ΩϕI ���� �� ����	
�
��	� �� � ����� I ��
 ��		�� ��� SH:LLT

∀x ∈ ΩϕI , ũϕI

(
Σ
)

= Min
σ∈Sm(Σ)

〈
u
(
x, σ (x)

)〉
ΩϕI

SH:LL�T

= Min
σ∈Sm(Σ)

〈
Sup

�(x)≥0

[� (x) ::  (x) − v (x,� (x))]

〉
ΩϕI

SH:LL�T

= Sup
�(x)≥0

{
Min

σ∈Sm(Σ)
〈� (x) ::  (x)〉ΩϕI

− 〈v (x,� (x))〉ΩϕI

}
SH:LL"T

= Sup
�(x)≥0

{
�̃

0
ϕI

(� (x)) ::
(

1
2
Σ ⊗ Σ

)
− VϕI (� (x))

}
SH:LL�T

���� ���,��� ����%��� � ���"����� ,����
��		��8 "�

� ;��� 7 ��"��� ���	 1�� �� /�
�����8 � 	���
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 �
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�	����� ������� %��
�� �.�	
 /?/� �./�
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,��D7D,�� �� �: �� %�� ��"��� ��/��/�	
 �� SH:LL�T #

∀λ ∈ [0; 1] , Sup
�(x)≥0

{
�̃

0
ϕI

:: [λ�1 + (1 − λ)�2] − VϕI (� (x))
}

SH:LI�T

= Sup
�(x)≥0

{
λ
[
�̃

0
ϕI

:: �1 − VϕI (� (x))
]

+ (1 − λ)
[
�̃

0
ϕI

:: �2 − VϕI (� (x))
]}

SH:LI�T

≤ λ Sup
�(x)≥0

{
�̃

0
ϕI

:: �1 − VϕI (� (x))
}

+ (1 − λ) Sup
�(x)≥0

{
�̃

0
ϕI

:: �2 − VϕI (� (x))
}

SH:LI"T

�	 �	 �����
 ��	�� %�� � ���"����� ,����
��		�� ���
 ������%��� 7 "�

� �"���:
4 "� 	�,���8 � �	������
��	 �� ũϕI ���"��
 ��	" �	 ����	
 �� ���
��	� �� ����
� SH:LJT �
 SH:L+T �� ;�P�	
�	����� 7 SH:LHT:

ũϕI

(
X, Σ

)
= Sup

e�′≥0

{
�̃

′ :: �− V ′ (X,�′)
}

SH:LJT

V ′
(
X, �̃′

)
= Sup

�

{
�̃

′ :: �− ũϕI (X,�)
}

SH:L+T

= Inf
�(x)≥0

{
Sup
�

[
�̃

′ :: �− �̃
0
ϕI

(� (x)) :: �
]

+ VϕI (� (x))
}

SH:LKT

�� ���	���� �&�������	8 ��
�	�� �	 ����
�
��	
 7 ũϕI ��	 �&�������	 ��	� SH:LL�T8 
�����
 ��	"��V	�/�	

��� ;��/��
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��		���: �	 �	 �����
 �� ����
�� ���,�	
�� %�� ����,�	
 ��%��,��	"� �� "�

�
;��/��
��	 #

�̃
′ = �̃

0
ϕI

(� (x)) �
 V ′
(
X, �̃′

)
= Inf

�(x)≥0

�(x)|e�0
ϕI

(�(x))=e�′

{VϕI (� (x))} SH:L(T

�	 �9�
8 �	 ���	-�"
�	
 SH:LJT �
 SH:L(T ��	� ��&�������	 �� ��	����� 7 ��"��� /�"���"���%�� SH:I*�T �

�	 �
����	
 �� ���/�
�
��	� ��-7 �����	
���8 �	 ��
��	
 #

˜̃u (Σ) = Min
Σ(X)∈Sm(Σ)

〈
ũϕI

(
X, Σ (X)

)〉
ΩX

SH:I*�T

= Min
Σ∈Sm(Σ)

〈
Sup

�(x)≥0

[
�̃

0
ϕI

(� (x)) :: � (X) − VϕI (� (x))
]〉

ΩX

SH:I*�T

= Sup
�(x)≥0

{
Min

Σ(X)∈Sm(Σ)

〈
�̃

0
ϕI

(� (x)) :: � (X)
〉

ΩX

− 〈VϕI (� (x))〉ΩX

}
SH:I*"T

= Sup
�(x)≥0

{˜̃u0

(
Σ
)− V (� (x))

}
SH:I*�T

�	 � ��	" ��
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 ���& ;��� �� ���
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��:

*������� � 7 ����� 
���� �	 ���� 
� 
���������	 ������
�� ;��/��
��	 �� ���	"��� ,����
��		� �"��
� ���,�	
 � ��
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���	
�� #

˜̃u (Σ) = Sup
α

(r)
(k)≥0

{˜̃u0

(
Σ
)− V

(
α

(r)
(k)

)}
SH:I'T
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�����/� �� ���	
 ���:

˜̃w (
Ė
)

=Max
Σ

⎡⎣Ė : Σ − Sup
α

(r)
(k)≥0

{˜̃u0

(
Σ
)− V

(
α

(r)
(k)

)}⎤⎦ SH:I)�T

= Inf
α

(r)
(k)≥0

{
Max

Σ

[
Ė : Σ − ˜̃u0

(
Σ
)]

+ V
(
α

(r)
(k)

)}
SH:I)�T

= Inf
α

(r)
(k)≥0

{˜̃w0

(
Ė
)

+ V
(
α

(r)
(k)

)}
SH:I)"T

��

� ���
��	 "�	�
�
�� �	� �������
� �/���
�	
� �� � ;��/��
��	 ,����
��		��8 �
 �	 � ��	�� 7 /�	�/����
�	� ��� ���& ;�	"
��	� ���,�	
�� ���	 � 
.�� �� "�����/�	
 #

˜̃w0 +
∑
r,k

crv
(r)
(k)

(
α

(r)
(k)

)
�� − ˜̃u0 +

∑
r,k

crv
(r)
(k)

(
α

(r)
(k)

)
SH:IHT

�W ���� � ���
�� �	����� ��
 ��9���	
�:

 � ����	�� �	�� �� ����������
� �
 ��	 ��	���
��

�� /�
���� �
�	
 �
����8 � ���
 ?
�� �
�� �� ��		�� %��%��� �&�������	� ���
�,�� �� "�/���
�/�	

"����� ���� �� �.�
�/�� �� �����/�	
� �
 %�� ����	
 �
������ ��	� ��/��/�	
�
��	 �� "���:

�	�	� 
����� �� v
(r)
(k)

�	 ������ � ��@	�
��	 �� � ;�	"
��	 v
(r)
(k) ����"��� ���� "��%�� ;�/�� "���
��������%�� r ��

�.�
�/� �� �����/�	
 k:
v(α) = Sup

τ2

{
ατ2 − Φ(τ)

}
Φ(τ) =

γ̇0τc

n + 1

[ |τ |
τc

]n+1

�,�" n > 1

��	� � "�� ���	 ��
�	
�� �� �����/�	
 �	 �� ������	"� S):+'T � "�"� "�	���
 7 ��&�������	 SH:IL�T:

v (α) =α

[
2ατc

γ̇0

] 2
n−1

(τc)
2 − γ̇0τc

1 + n

[
2ατc

γ̇0

]n+1
n−1

SH:IL�T

=
1
2

n − 1
n + 1

τcγ̇0

[
2ατc

γ̇0

] n+1
n−1

SH:IL�T

�	�	� ������/����� ���� ��� n
(r)
(k) ���������

��	� � "�� �W �� �&����	
� n ��	
 ���	
�%��� ���� 
��� �� �.�
�/�� �� ��."���
�8 �	 ���
 /�	
���
%��� ��
 ������� �� �� ��/�	�� 7 �	� ��
�/���
��	 	�/���%�� ��� �	� ,������ �� /��	�: �	 �9�
8 �	

���
 /�

�� �	 �,���	"� �	 "������ �	
�� �� α
(r)
(k): �� "������ ��
 �� 7 ���/���	��
� �����"
�,�/�	


�� ����� ' �
 n+1
n−1 ��� ;�	"
��	�

˜̃u0 �
 v
(r)
(k) ��� ������
 ��& α

(r)
(k): ���� �9�"
��� � ��/��@"�
��	 ��������8

	��� ��	� ������ �� -�� �� ,������
{
α

(r)
(k)

}
7 �	 �	��/��

{
λ, α̃

(r)
(k)

}
�W #

λ = α
(r′)
(k′) �
 ∀ (k, r) , α̃

(r)
(k) =

α
(r)
(k)

λ
SH:IIT

� ��
 "��� %�� �� α̃
(r)
(k) "�/���		�	
 �	 ��/�	
 �� /��	�8 "�� α̃

(r′)
(k′) = 1: 4 ���
�� �� "�� 	��,��� ,�������8

	��� ���,�	� ���"���� � ;�	"
��	 7 ��
�/���� #

˜̃u0

(
α

(r)
(k)

)
−
∑
r,k

crv
(r)
(k)

(
α

(r)
(k)

)
= λ˜̃u0

(
α̃

(r)
(k)

)
− λ

n+1
n−1

∑
r,k

crv
(r)
(k)

(
α̃

(r)
(k)

)
SH:IJT
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��	 ����
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� ;�	"
��	 ,��D7D,�� �� λ ���
 ���&��"�
�� �� 
��,��� �� SH:I+T:

∂

∂λ

⎡⎣λ˜̃u0

(
α̃

(r)
(k)

)
− λ

n+1
n−1

∑
r,k

crv
(r)
(k)

(
α̃

(r)
(k)

)⎤⎦ = 0 SH:I+�T

˜̃u0

(
α̃

(r)
(k)

)
− n + 1

n − 1
λ

2
n−1

∑
r,k

crv
(r)
(k)

(
α̃

(r)
(k)

)
= 0 SH:I+�T

λ��	 =

⎡⎣n − 1
n + 1

˜̃u0

(
α̃

(r)
(k)

)
∑

r,k crv
(r)
(k)

(
α̃

(r)
(k)

)
⎤⎦

n−1
2

SH:I+"T

���
����
��	 "�	-��	
� �� SH:I+"T8 SH:IJT �
 SH:L)�T "�	���
 7 � ���"��
��� ���,�	
� �W ���
�/���
��	 ���
�

��� �	� ,������ �� /��	� %�� � /�	�/���
��	 SH:L)�T �
 �W �� α̃
(r)
(k) ;��/�	
 �	� ;�/�� ����:

˜̃u = Sup
α̃

(r)
(k)≥0

⎡⎢⎣( 2
n + 1

˜̃un+1
2

0

)⎛⎝n + 1
n − 1

∑
r,k

crv
(r)
(k)

(
α̃

(r)
(k)

)⎞⎠
1−n

2
⎤⎥⎦ SH:IKT

�	� ;��/��
��	 �
��� ���� n → +∞8 "���
D7D���� ��	� � "�� ���
�%�� ���;��
8 ���
 ?
�� ��
�	�� X'J'Y
�	 ���"��,�	
 SH:IKT ���� � ;��/� �������� �	 SH:I(T �
 "�	�����	
 7 � �/�
� 7 ��&�������	 SH:J*T��:

˜̃u =
2

n + 1

(
Inf

α̃
(r)
(k)≥0

G

)−n

�,�" G = ˜̃u−n+1
2n

0

⎛⎝n + 1
n − 1

∑
r,k

crv
(r)
(k)

(
α̃

(r)
(k)

)⎞⎠
n−1
2n

SH:I(T

G −−−−−→
n→+∞

√√√√√∑
r,k crα̃

(r)
(k)

(
τc

(r)
(k)

)2

˜̃u0

SH:J*T

�	� ;��� ���
�/���
��	 	�/���%�� �9�"
��� ��� ������
 ��& ,������� α̃
(r)
(k)8 �	 ��
��	
 �� α

(r)
(k) ���
��	8 �	

��/�
����	
 �� 
��/�� 	��/����� ��� λ��	: ��� /?/�� 
.��� �� ���
��	� ���,�	
 ?
�� ��
�	�� �	 ,�
����

�� ��;��/�
��	 �/����� �	 "�	������	
8 "�

� ;���8 ���/���	��
� �� ˜̃w08 "� %�� "�	���
 ��& �&�������	�
SH:J'T �
 SH:J)T8 ��/������ �� SH:I+"T �
 SH:IKT8 �
 7 SH:JHT ��	� � "�� ���
�%�� ���;��
:

λ��	 =

⎡⎣n − 1
n + 1

˜̃w0

(
α̃

(r)
(k)

)
∑

r,k crv
(r)
(k)

(
α̃

(r)
(k)

)
⎤⎦

n−1
2n

SH:J'T

˜̃w = Inf
α̃

(r)
(k)≥0

⎡⎢⎣ 2n

n + 1
˜̃w n+1

2n

0

⎛⎝n + 1
n − 1

∑
r,k

crv
(r)
(k)

(
α̃

(r)
(k)

)⎞⎠
n−1
2n

⎤⎥⎦ SH:J)T

˜̃w = Inf
α̃

(r)
(k)≥0

⎡⎣2
√˜̃w0

∑
r,k

crα̃
(r)
(k)

(
τc

(r)
(k)

)2

⎤⎦ SH:JHT
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�	 �� �� %����D��F
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 � ���"����� �D025! %�� 	��� �
��D
����	� �"�8 ��	
 ������ ��� "�

� �
��"
��� �
 �� ��,��	
 ���
�"�����/�	
 �B"�"�� ��	� � "�� �W �	 ���	�

	�/��� �� ,������� �	
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: ��� /�
����� �
����	
 ��
�� � ;�	"
��	 7 /�	�/���� F
(
α

(r)
(k)

)
8 ��		��

��� SH:IHT8 � ������	
 �� "�

� ;�	"
��	 ��� �����"� �� ��"���"�� G
(
α

(r)
(k)

)
= ∂F

∂α
(r)
(k)

: ��	� � "�� ���	�

;�	"
��	 "�	,�&�8 "� %�� ��
 ���	 � ��
��
��	 �	,������ �"�8 � �&��
� �	 ��� ��
�/�/ �
 G ���		�� �	 "�
���	
: 4�	��8 ���
�	
 ���	 ���	
 xp �� �����"� �� ��"���"��

��8 "�
 ��
�/�/ ��
 �

��	
 �	 �� ����P�	

���	 ,�"
��� dp 
� %�� x��	� = xp + dp: ����%�� ��	 ��
 ��B��//�	
 ���"�� �� ���
�/�/ � ������	
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 ?
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 �� ��.�� SH:JL�T �
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� �B"�"� SH:JL�T:

G (xp + dp) ≈ G (xp) + dp.
∂G

∂x

∣∣∣∣
xp

≈ 0 SH:JL�T

dp = −
[

∂G

∂x

∣∣∣∣
xp

]−1

.G (xp) SH:JL�T
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�� #[
∂G

∂x

∣∣∣∣
xp+1

]−1

≈ Hp+1 =
[
I − (up+1 ⊗ vp+1)

]
.Hp.

[
I − (up+1 ⊗ vp+1) �

]
SH:JI�T

up+1 =
xp+1 − xp

(Gp+1 − Gp) . (xp+1 − xp)
SH:JI�T

vp+1 = Gp+1 −
(

1 −
√

(Gp+1 − Gp) . (xp+1 − xp)
Gp. (xp+1 − xp)

)
Gp SH:JI"T
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������	
 ,�����
 �� ;�P�	 �	,����/�	
 ������
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��/��
��	: � � ��	" ������� �� ��	��/����� � ������	
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���,�
�� 
��
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Gp.Gp√
G0.G0

≤ η SH:JJT

�W η "���"
����� � ���"����	 ��"���"���: ��

� ,���� �� η ���
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�� �� ������ �� � ���"����	 �
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�	 ���,������� ��	�� ��� ,����� �� η "�/������ �	
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 10−9 S,���� �/����� ���� �� "�"�� ���
�;�
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�	���� �������.T:

�	�	� 
����� �� ������� �� ��  ����������� + ���������

���� �,�	� ,� %�� � ���"����� ���"���	
� 	�"����
��
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(r)
(k)

)
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∑
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(r)
(k)
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∂α
(r)
(k)
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∂α
(r)
(k)
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(
v
(r)
(k)

)′ (
α

(r)
(k)

)
SH:JK�T

= − 1
2
(
Σ ⊗ Σ

)
::

∂
˜̃
�0

∂�(r)
::

∂�(r)

∂α
(r)
(k)

+ cr
(
v
(r)
(k)

)′ (
α

(r)
(k)

)
SH:JK�T

〈
σ ⊗ σ

〉
r

=
1
cr

(
Σ ⊗ Σ

)
::

∂
˜̃
�0

∂�(r)
SH:J(�T

∂�(r)

∂α
(r)
(k)

=2μr
(k) ⊗ μ

(r)
(k) "�� �

(r) = 2
∑

k

α
(r)
(k)μ

(r)
(k) ⊗ μ

(r)
(k) SH:J(�T
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∂F

∂α
(r)
(k)

= − cr
〈
σ ⊗ σ

〉
r
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(
μ

(r)
(k) ⊗ μ

(r)
(k)

)
+ cr

(
v
(r)
(k)

)′ (
α

(r)
(k)

)
SH:+*�T

= − cr

[〈(
τ

(r)
(k)

)2
〉
−
(
v
(r)
(k)

)′ (
α

(r)
(k)

)]
SH:+*�T
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�� �� � ����,�� �� v
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 SH:+'T:

∂v (α)
∂α

=
∂

∂α

(
1
2

n − 1
n + 1

τcγ̇0

[
2ατc

γ̇0

]( n+1
n−1 )

)
SH:+'�T

=
τcγ̇0

2α

[
2ατc

γ̇0

]( n+1
n−1 )

=
n + 1
n − 1

v (α)
α

SH:+'�T

� 	�. � ��� ���&�������	 �	�.
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〈
σ ⊗ σ

〉
r
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�"�	�%�� ��
 ��"��
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7 �	� �
 ���& 
��	��
��	� ���"��� �������� ��	� 	�
�� 
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 7 � ,������ x
(r)
(k) �,�" α

(r)
(k) = x

(r)
(k)

2
�@	 �� ������/�� �

"�	
���	
� �� ����
�,�
� %�� ������V
 ��	� � ;��/��
��	 ,����
��		�� �� ��	
� ���
�O���: � ;��
 ����

�
����� ��&�������	 SH:+)T ���� �&���/�� � ������	
 �� � ;�	"
��		�� ��� ������
 7 � ,������ x
(r)
(k):

∂F

∂x
(r)
(k)

=
∂F

∂α
(r)
(k)

∂α
(r)
(k)

∂x
(r)
(k)

= 2x
(r)
(k)

∂F

∂α
(r)
(k)

SH:+)T
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∂F

∂α
(r)
(k)

=
∂

∂α
(r)
(k)

⎡⎣˜̃w0 +
∑
r,k

crv
(r)
(k)

(
α

(r)
(k)

)⎤⎦ SH:+HT
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∂ ˜̃w0

∂α
(r)
(k)

= −1
2

(
Ė ⊗ Ė

)
::

⎡⎣(˜̃�0

)−1

:
∂
˜̃
�0

∂α
(r)
(k)

:
(˜̃
�0

)−1
⎤⎦ = − ∂˜̃u0

∂α
(r)
(k)

SH:+LT

�� ������	
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 ��	" ���	
�%�� ���� �� ;��/��
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���	
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 ���	
�%��� ���� 
��� �� �.�
�/��8 �	 � ,� %�� ��	 ���,��
 �� ��/�	�� 7 �	
�����/� �� /�	�/���
��	 ���
�	
 ��� �	� ,������ �� /��	� S]H:H:)T: �� "�"� �� ������	
 ������ ����
��� � ����,�
��	 �� SH:I(T �
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�� #

∂˜̃u
∂α̃

(r)
(k)

=
n + 1
2n

Gcr

⎡⎣−
〈
τ

(r)
(k)

2
〉

˜̃u0

+
v
(r)
(k)

(
α̃

(r)
(k)

)
α̃

(r)
(k)

∑
r,k crv

(r)
(k)

(
α̃

(r)
(k)

)
⎤⎦ SH:+IT

�


∂ ˜̃w
∂α̃

(r)
(k)

=
n + 1
2n

Hcr

⎡⎣−
〈
τ

(r)
(k)

2
〉

˜̃w0

+
v
(r)
(k)

(
α̃

(r)
(k)

)
α̃

(r)
(k)

∑
r,k crv

(r)
(k)

(
α̃

(r)
(k)

)
⎤⎦ SH:+JT

�W G ��
 ��@	� �	 SH:I(T �
 �W H ��
 
� %�� #

H =
2n

n + 1
˜̃w n+1

2n

0

⎛⎝n + 1
n − 1

∑
r,k

crv
(r)
(k)

(
α̃

(r)
(k)

)⎞⎠
n−1
2n

SH:++T

�	�	� ������ �� ������ ��� ������� ������

�� "�"� ��� ��"�	�� /�/�	
� ;��
 �	
��,�	�� � ����,�� �� 
�	���� ��� ��������� �9�"
�,�� ��� ������
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�	���� �� �������� �� "��%�� "�	�
�
��	
: ��� /����� ����/���	����
��	 �	����� �
����� ��	� "�

��,�� ��	
 ����� ��� � ;��/��
��	 ,����
��		�� �� �����	 �
 !�
��3/�	: � ��
 ��	" ���
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�	
������	
 �� ����,�� � 
�	���� �� �����	 �
 !�
��3/�	 ��� ������
 �� "�/���
�/�	
 ��� ������ S%��
���,�	
 ?
�� ��&D/?/�� ��� "�/���
�/�	
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��	��
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�	���� �� �����	 �
 !�
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˜̃
�

�� =

[∑
I

cI�̃(I) :
(
�̃

∗
+ �̃(I)

)−1
]

:

[∑
I

cI

(
�̃

∗
+ �̃(I)

)−1
]−1

SH:+KT

�W �̃(I) ��
 � �������� ��� "�	�
�
��	
� �
 �̃
∗
��	,���� �� 
�	���� ���	M��	"� �� �� S):)IT ���
�; ��

/���� �� ��;���	"� �08 "���
D7D���� 
� %�� #

�̃
∗

=
[(
�̃

�
)−1

− �

]−1

: �̃
0

= �̃ : �̃
0

SH:+(T

�	 ����,� � 
�	���� �� �����	 �
 !�
��3/�	 ��� ������
 7 �(s) %�� 	���
 �	� ,������ %�� ���� ��


�	����� �̃(I′) �
 ��
�	
���/�	
 �̃
∗
Ss �
�	
 �	� ����	
�
��	 �� � ����� I ′ ���,�	
 �	
��,�	�� �� 	�	

��	� � "�	�
��"
��	 �� /���� �� ��;���	"�T: �	 ����	
 #

�(I) =
(
�̃

∗
+ �̃(I)

)−1

�(I) = �̃(I) :
(
�̃

∗
+ �̃(I)

)−1
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 #

∂
˜̃
�

��

∂�(s)
=
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cI′ ∂�̃(I′)

∂�(s)
: �(I′)

]
+
〈
�̃(I) :

∂�(I)

∂�(s)

〉
− 〈

�(I)

〉
:
〈
�(I)

〉−1 :
〈

∂�(I)

∂�(s)

〉}
:
〈
�(I)

〉−1
SH:K'T

�� ����,�� �� �(I) ����	� �� ������
�	�	"� �� s 7 "�

� ����� �� �� /���� �� ��;���	"�:

∂�(I)

∂�(s)
=

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
0 �� s /∈ I �
 s /∈ /���� �� ��;���	"�
A �� s ∈ I �
 s /∈ /���� �� ��;���	"�
B �� s /∈ I �
 s ∈ /���� �� ��;���	"�
A + B �� s ∈ I �
 s ∈ /���� �� ��;���	"�

SH:K)T

�,�" #

A = −
(
�̃

∗
+ �̃(I)

)−1

: ∂e�(I)

∂�(s) :
(
�̃

∗
+ �̃(I)

)−1

B = −
(
�̃

∗
+ �̃(I)

)−1

:
[

∂�

∂e�0 :: ∂e�0

∂�(s) : �̃
0

+ � : ∂e�0

∂�(s)

]
:
(
�̃

∗
+ �̃(I)

)−1 SH:KHT
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�̃(I) = �
(r)

�(I) = �
(r)

�(I) = �
(r)

�̃
0 = �̃

�� = ˜̃
�

��
�̃

∗
= �

∗ = �

(
�̃

��
)

: �̃�� SH:KLT
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��	 SH:KIT〈
�
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= �̃
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∗ SH:KIT
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� ������� ���
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�
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�
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)

+

〈
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(
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〉
:
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�

∗ + �̃
��
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〈
�
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�
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〉
:

∂
(
�∗ + �̃��
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I − �

(s) :
(
�

∗ + �
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�

∗ + �
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�

∗ + �̃
��
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〈
�

(r) :
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�

∗ + �
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)−1

〉
:

∂�̃��

∂�(s)

+
〈
�
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(
�

∗ + �
(r)
)−1

:
∂�∗

∂�(s)
:
[
�−

(
�

∗ + �
(r)
)−1

:
(
�

∗ + �̃
��
)]〉
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�∗ + �(r)
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�∗ + �̃��
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�− �
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〈
�
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∂�̃��
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�− �
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[
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δ � − B

(r)
 �

])
= cs

[
δ�� − Λ(s)

��
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δ � − B
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])}
.
∂M̃��

!
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� �
�	
 ����� �	 "�/�
� ��	� � 	�
�
��	
�� ��%���T: ��� "�	
�� "��&D"� 	� �����"
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��-���� � ����� 7 �%���
�����
��	
 s:

˜̃
�

�� =

[∑
I

cI

(
�̃

��
I

)−1
]−1

∂
˜̃
���

∂�(s)
= cI′

˜̃
�

�� :
(
�̃

��
)−1

:
∂�̃��

I′

∂�(s)
:
(
�̃

��
)−1

: ˜̃��� SH:()T

˜̃
�

�� =
∑

I

cI�̃
��
I

∂
˜̃
���

∂�(s)
= cI′

∂�̃��
I′

∂�(s)
SH:(HT

��	� � "�� �W �	 �
���� �	� ;��/��
��	 �� 
.�� NQ�!f �� NQ�!D � ��B
 �� �����	��� ��&�������	
SH:K'T ��	� �%��� �	 ����
�
�� #

�̃I = �̃
��
I �̃

∗ = �̃

(
�̃

��
$%&�

)
: �̃��

$%&� ���� � /���� NQ�!f SH:(LT

�̃I = �̃
��
I �̃

∗ = �̃

(
�̃

��
'�((�

)
: �̃��

'�((� ���� � /���� NQ�!D SH:(IT

��� ;��/��� %����D�	�.
�%��� ��"��
�� ���"���//�	
 �� ��	
 �,����� 
��� �
��� ����� ���	 ���� �� ;��D
/��
��	� 7 �	� %��7 ���& 
��	��
��	� ���"��� "��8 ���� "� 
.�� ������"�
��	8 �� /�
����� �� ��9���	"��
@	��� �

���	�	
 ���� �/�
��8 %�� "� ���
 �	 
��/�� �� ���"����	 �� �� ,�
���� �� "�"� S�� "�"�� ��	

������� �"� 7 ���
�� �� )*** ����	
�
��	� ��9���	
�� ����/�	
 �����
��� �	
�� �� ������T: $���� 
��
8 �
"�/��&�
� ��� �&�������	� ��
�	��� 	��� � "�	���
 7 ,���@�� �.�
�/�
�%��/�	
8 ��� ��9���	"�� @	��� �



�4�4 %�������	 �������������� 8/

"�����	"� �� 	�� ����
�
� 	�/���%���8 �@	 ���,�
�� �� /�&�/�/ �� ���%��� �������� ���/��/�	
�
��	: �
��
 7 	�
�� %�� ��/��� ���	 �����
�/� �� /�	�/���
��	 "�	�
�
�� ����/�	
 �	� ,���@"�
��	 "�	"��	�	

��/��/�	
�
��	 �� "�� �%��
��	�: �	 �9�
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.�� �����	 �
 !�
��3/�	 �
 7 �	� ��
�
��	 "�������	��	
 7 � ��;��/�
��	 ���
�%�� ������
�� � ;�/�� ������	
�
��	�: ��� ��9���	
�� "�/����	
�� �	�����	
 �	� ��
�
��	 /�.�		� ��� ;�/���
������	
�
��	� �
 ��	
 �������	
��� �"��/�
�%��/�	
 7 � @���� H:I: �� %�� 	��� ��"���"��	�8 �� @	�8

���� ���. ���!������� �!�
������� ��� !���������� �� � �������� ��� '����� �	������������ ���� � ���
�����

"���
 �����	
�
��	 �� ������ "���
��������%�� ��� ������
 �� ������ /�"���"���%�� �� ��"��	
��	: ����
"� ;���� 	��� ��	� ���"���� �� ���& "�/����	
�� �� ��
�
��	 "�	�������� #

*������	 ����� 
� ������ �	��	� 7 ω̂(r) ��		� 7 ���
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n× =
ω(r)

θ̇(r)
× =

⎛⎝ 0 −nz ny

nz 0 −nx

−ny nx 0

⎞⎠ SH:'*LT
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 �� ��
�
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ΔQ = I +
1
θ̇

(
sin (Δθ) I +

1 − cos (Δθ)
θ̇

ω(r)

)
ω(r) SH:'*IT

�,�"

θ̇ =

√(
ω

(r)
32

)2

+
(
ω

(r)
13

)2

+
(
ω

(r)
21

)2

�
 Δθ = θ̇Δt SH:'*JT
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x (t) = F (t).x (0) + c SH:'*+T

�W x ��
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x (t) .
(
Z(t)�.Z(t)

)
.x (t) =

∥∥Z(t).x (t)
∥∥ = 1 SH:'*KT

�
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+
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�
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Crs
t (h) =

〈
χ

(r)
t (x)χ

(s)
t (x + h)

〉
Ωt

x

= Crs
(∥∥Z (t) .h

∥∥) SH:'*(T

�W Ωt �����	� � "�	@����
��	 �� /�
����� �� 
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(r)
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χ
(r)
t (x (t)) = χ

(r)
0 (x (0)) = χ

(r)
0

(
F−1 (t) . [x (t) − c]

)
SH:''*T
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Crs
t (h) =

〈
χ

(r)
t (x)χ

(s)
t (x + h)

〉
Ωt

x

SH:'''�T

=
〈
χ

(r)
0

(
F−1 (t) . [x − c]

)
χ

(s)
0

(
F−1 (t) . [x + h − c]

)〉
Ωt

x

SH:'''�T

=
〈
χ

(r)
0 (X)χ

(s)
0

(
X + F−1 (t) .h

)〉
Ω0

X

SH:'''"T

= Crs
0

(
F−1 (t) .h

)
SH:'''�T
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Crs
(∥∥Z (t) .h

∥∥) = Crs
(∥∥Z (0) .F−1 (t) .h

∥∥) SH:'')T
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Z (t) = Z (0) .F−1 (t) �� Z−1 (t) = F (t) .Z−1 (0) SH:''HT

�	 ���
 
��-���� "�	������� %��� �&��
� �	 �
�
 �� ��;���	"� @"
�; ���� �%�� � ���;�"� "�	������� ��
 �	�
������ S@���� H:JT: ���	,���� �� 
�	���� Z(0) ���
 ��	" ?
�� ����"�� 7 �	� 
��	�;��/�
��	 ��;��/�	
 �	�

���� ��!. $)������ �	�� �����J�� ������ + ��� �����'�������� ���������

������ �	 �	 �����c�� X'L*Y8 "���
 7 "� 
�
�� %���	�
���/�	
 J "�/����	
�� S"���"
�����	
 � ���
�����	T
��	
 ��B��	
�� ���� ��@	�� Z−1(0):
�� "�"� �� ��,��
��	 �� 
�	���� ������	
 �� � 
��	�;��/�
��	 ��
 ��
�	� �	 �
����	
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F (t + Δt) =
(
I + L(t)Δt

)
.F (t) SH:''LT
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Z−1 (t + Δt) = Z−1 (t) + L(t).Z−1 (t)Δt SH:''IT
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� �� "�	������� � "�/���
�/�	
 ���	
����D�	��/�� �� ����	�: �� "���& ��/�� ��.��%��/�	
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���
 �&���/�� 〈�a〉 �
 〈�b〉: �	 �9�
8 �� 
��
�� �� ����	
�
��	� ��	
 �%����������8 ���� 〈�〉 ��
 ���
���� �

���"��
 3〈n ⊗ n ⊗ n ⊗ n〉8 �W n ��	
 ��� ,�"
���� ��"��,�	
 �� ;�P�	 �	�;��/� � ������ �	�
�: ���	
����
��	
��� � ������ ��		� # 〈nininjnj〉 = 〈ninjninj〉 = 18 ��	�� #

〈�〉 =
〈�〉 :: �
� :: �

�+
〈�〉 :: �
� :: �

� = �+
2
5
� S4:)T

�	 ��
��	
 ��	" 〈�a〉 = 2/5� �
 〈�b〉 = 3/5�: ��� ���
��	� ,�	
 	��� ���/�

�� �� ������� ��� ����
�
�
�	�.
�%��� ���� "��
��	� "�� �����	
�� �� "����
�� L: ���� 	��� "�	"�	
����	� �	�%��/�	
 �"� ��� ��
���
��	� ���/�

�	
 ��� "�/�������	� ����"
�� �,�" �� @����� �� "� "����
��:

��� -�� �	� /��)� �� 
�!�� 
� �� 	��������� �� �� ���!	��(� 
��(���		��� 5� ����� A = 2α
(r)
(k)


��	 �� (�	 ���� ��

B = 2α
(r)
(k)

�� B′ = 2α
(r)
(k)

��� (3�(�� 
�	 
��* 	<	����	 
� �� 	��(��� �� 
�L� �� 	����� ��	 
� ���	��	 
����	��(��� 4 �������� ���� (� ���	 ��/������	 �� /�	(����	��(���� ��������	 �� S7 7 �

���	 �����	� (���� �������� "� �1�� ���	 �����	���	 ��	 ��������	 � �� � �� �������� �/�( �����	��(��� ������� 
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�	�	� '��(������* ����������

��� ���	�� ��/�	
����� �� 1���
 �
 ����� ���"��,�	
 #

�̃
� = 〈�〉(r) = 2μϕ

a 〈�a〉 + 2μϕ
b 〈�b〉 = 2

[
2μϕ

a

5
+

3μϕ
b

5

]
� = 2μ̃�

� S4:H�T

�̃
� =

〈(
�

(r)
)−1

〉−1

=
[

1
2μϕ

a
〈�a〉 +

1
2μϕ

b

〈�b〉
]−1

=
[
2μϕ

b + 3μϕ
a

10μϕ
aμϕ

b

]−1

� = 2μ̃�
� S4:H�T

S4:H"T

�W ϕ �����	� ��	� ��� ���& ������: �	 ��
��	
 ��	��8 ��	� � "�� �� /�
����� �2�� �,�" A = 18 �	
/���� �� 1���
 �� 11/20 �
 �	 /���� �� ����� �� 5/12: �	 ������ � ��	 ��/�� %�� �&��
� ��	� � "��
���	 "�/���
�/�	
 ���
���� �	"�/�������� �	
�� �� "�	
���	
�� �%��,��	
�� �
 �� 
��& �� ��;��/�
��	
�%��,��	
� #

Σ = 2μ̃� : Ė ⇒ Σ��� =

√
3
2
4μ̃2

(
� : Ė

)
= 3μ̃Ė��� S4:LT

��

� �&�������	 ���/�
 �� "�/����� �� ����
�
� ���"���	
� ��& ���/���� ���	
� ��� ������� ��� @�����
L:'8 L:K �� L:(: ��	� � "�� ��� ���	�� �� �����	 �
 !�
��3/�	�8 � ��
 	�"������� ���	
������� �	 "�/���D

�/�	
 �� ��;���	"� �0 �
 � 
�	���� ���	M��	"� �� �� �∗ S� ���
����
��	 ��� ����	
�
��	� �
�	
 ��������
���
����T #

�
0 = 3k0

�+ 2μ0
� S4:I�T

�
∗ = 4μ0

�+
μ0

3
9k0 + 8μ0

k0 + 2μ0
� �

∗ =
1

4μ0
�+

3
μ0

k0 + 2μ0

9k0 + 8μ0
� S4:I�T

��	� � "���� ��� /�
�����& �	"�/���������8 	��� ���,�	� "�	������� �� �&�������	� ��
�	��� ����
k0 → +∞ �	 	��� ���
����	�	
 �� ����D����"� ��� ��,��
���� #

�
∗ = 3μ0

� �
∗ =

1
3μ0

� S4:JT

��� 
�	����� �9�"
�;� �
 �� �"����
��	 �� �����	 �
 !�
��3/�	 ���&���/�	
 ��� #

�̃
�� + �

∗ =
〈[

�
(r) + �

∗
]−1

〉−1

�̃
�� + �

∗ =
〈[

�
(r) + �

∗
]−1

〉−1

S4:+�T

�
��
(r) =

(
�
∗ + �

(r)
)−1

:
(
�
∗ + �

��
)

�
��
(r) =

(
�
∗ + �

(r)
)−1

:
(
�
∗ + �

��
)

S4:+�T

�	 ���
8 7 ���
�� �� "�� ���
��	�8 ��
�	�� � /���� �9�"
�; �� /���� �� �����	 �
 !�
��3/�	 �	 ;�	"
��	
�� "�/���
�/�	
 �� ��;���	"�8 �	 �&��"�
�	
 #〈[

�
(r) + �

∗
]−1

〉−1

=

〈[
1

2μϕ
a
�a +

1
2μϕ

b

�b +
1

3μ0
(�a + �b)

]−1
〉−1

S4:K�T

=

[
2
5

(
1

2μϕ
a

+
1

3μ0

)−1

+
3
5

(
1

2μϕ
b

+
1

3μ0

)−1
]−1

S4:K�T

�


�̃
�� + �

∗ =
1

2μ̃��
�+

1
3μ0

� S4:(T

�	 ��
��	
 ��	" #

μ̃��
(
μ0
)

=
1 + 9μ0

10μϕ
a

+ 3μ0

5μϕ
b

2
5μϕ

a
+ 3

5μϕ
b

+ 3μ0

2μϕ
a μϕ

b

S4:'*T

�.�	 �	�����	 ��� �� �3�	� �� �/�( B = B′ = A 	��!��������� �� ��������� �� 
�/�	��� �� 
��* ��	 /����	 ���/��	
��� �� ���<(�	��� ��� 

���	 
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 �� ��
���,�� �� ���	�� �� 1���
 �
 ����� ���� �����"
�,�/�	
 μ0 → +∞ �

���� μ0 = 0: �	 �������
 ��
�	�� � ���	� �	;������� �� �����	 �
 !�
��3/�	 �	 "�	������	
 μ0 = μϕ

a 8
"�� μϕ

a ≤ μϕ
b 8 �� � ���	� ���������� ���� μ0 = μϕ

b :
$���8 "���"��	
 7 ,����� �� ����
�
� �� "����
�� L 	��� 	��� �	
��������	� ��
C
 �� "�/���
�/�	

�9�"
�; ��	� � "�� �� /���� ��
�D"�����	
 #

μ̃�� =
1 + 9eμ��

10μϕ
a

+ 3eμ��
5μϕ

b

2
5μϕ

a
+ 3

5μϕ
b

+ 3eμ��
2μϕ

a μϕ
b

⇒ 3
(
μ̃��

)2 − μϕ
b μ̃�� − 2μϕ

aμϕ
b = 0 S4:''�T

⇒ μ̃�� =
1
6

[
μϕ

b +
√

(μϕ
b )2 + 24μϕ

aμϕ
b

]
S4:''�T
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�
� ��� @����� L:'8 L:K �
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���	
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��	 ���� �	�
����	
�
��	 ��		�� 7 ���
�� ��� ���
��	� �� �"����
��	 S4:+�T:
�� "�"� ��� ��"�	�� /�/�	
� �� ���	 ��� "���
��& �� /?/� ����	
�
��	8 %��	
 7 ��8 ��
 ����"��� ���
���"�
 �
 	��� 	��,�	� ��� 
���,� �� ;��/��
��	 ����/�	
 �	�.
�%�� ���� . ���,�	��: ��

� ��B"�
�
��
 ��� 7 � ���
� �����
����� �� "�/���
�/�	
 �9�"
�; ��� �� � ���
����
��	 �� "�/���
�/�	
 ���	 ���
/�	�"���
��& S,��� ]):):):� �� ]H:L:)T:

�	�	� '��(������* !�������

��	� "�

� ��"
��	8 	��� ��	� "�	������� �	 /��	�� ���	� ����� �2� �
 ���	� ����� ��: ���
������ ��	
 ��������� �� 
�&
��� ���
����8 ��	�� �� /�.�		�� �� �a �
 �b �	
 /?/� �&�������	 %��
���"���//�	
: �	 ���
 ��	" �&���/�� �� ���	�� �� 1���
 �
 ����� 7 ����� ��� ���
��	� ���,�	
��� #

˜̃
�

� = c���
〈
�

(r)
〉

���
+ c��

〈
�

(r)
〉

��
S4:')�T

=
[
c���

(
4
5
μ���

a +
6
5
μ���

b

)
+ c��

(
4
5
μ��

a +
6
5
μ��

b

)]
� S4:')�T

=
(

4
5
〈μa〉 +

6
5
〈μb〉

)
� = 2˜̃μ�

� S4:')"T

˜̃
�

� = c���

〈(
�

(r)
)−1

〉−1

���

+ c��

〈(
�

(r)
)−1

〉−1

��

S4:')�T

=
[
c���

(
1

5μ���
a

+
3

10μ���
b

)
+ c��

(
1

5μ��
a

+
3

10μ��
b

)]
� S4:')�T

=
(

1
5

〈
1
μa

〉
+

3
10

〈
1
μb

〉)
� =

1
2μ̃�

� S4:');T

4�	�� ���� c��� = c�� �
 A = B = B′ = 1 �	 
���,� ˜̃μ� = 33/80 �
 ˜̃μ� = 5/18 "� %�� ��
 �	 �""��� �,�"
�� ��		��� ��� @����� L:L8 L:'' �
 L:'): ���� �������	� ����/�	
 �&���/�� �� /�.�		�� ��� ����� ���

�	����� �� "�	
���	
� �
 �� 
��& �� ��;��/�
��	 �	 �
����	
 �� ���
��	� S):HJT: �	 �9�
8 "�		�����	
 Ė8
�� �%��
��	� �� �"����
��	 ��		�	
 �� /�.�		�� ��� ����� ���"��,�	
 #

〈
σ
〉

ϕ
=
〈
�

(r) : �(r)
〉

ϕ
: Ė =

〈
�

(r)
〉

ϕ
: ˜̃� : Ė S4:'H�T〈

ε̇
〉

ϕ
=
〈
�

(r)
〉

ϕ
: Ė =

〈
�

(r) : �(r)
〉

ϕ
: ˜̃� : Ė S4:'H�T
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�
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���	 4 
��* ���	�����	 
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�	���� �� (���������� �9�(��� 
���� �3�	� 
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����%�� "�� 
�	����� �� %��
���/� ����� ����%��� 7 Ė ��	
 �� � ;��/� 2p�8 "�//� "� ���� � "�� ��	�
� ���
�8 �	 ���
 ��
�	�� �� ���
��	� ���,�	
�� �	 
��/�� �� ���	����� �%��,��	
�� #

(〈
σ
〉

ϕ

)
���

=

√
3
2

(2p)2
(
� : Ė

)
:
(
� : Ė

)
= 3 |p| Ė��� S4:'L�T(〈

ε̇
〉

ϕ

)
���

=

√
2
3

(2p)2
(
� : Ė

)
:
(
� : Ė

)
= 2 |p| Ė��� S4:'L�T

S4:'L"T

��	� � "�� ��� /����� �� 1���
 �
 ����� #

�
�
ϕ =

〈
�

�
(r)

〉
ϕ

= � �
�
ϕ =

〈
�

�
(r)

〉
ϕ

=
2μϕ

a + 3μϕ
b

2〈μa〉 + 3〈μb〉 S4:'I�T

�
�
ϕ =

〈
�

�
(r)

〉
ϕ

=
2

μϕ
a

+ 3
μϕ

b〈
2

μa

〉
+
〈

3
μb

〉 �
�
ϕ =

〈
�

�
(r)

〉
ϕ

= � S4:'I�T

��	� � "�� �������8 � /���� �� �����	 �
 !�
��3/�	 ���&���/� ���� � ;��/�

〈[
�

(r) + �
∗
]−1

〉−1

=

[
2
5

〈(
1

2μa
+

1
3μ0

)−1
〉

+
3
5

〈(
1

2μb
+

1
3μ0

)−1
〉]−1

� S4:'J�T

˜̃μ��
(
μ0
)

=
1
2

⎡⎣(2
5

〈(
1

2μa
+

1
3μ0

)−1
〉

+
3
5

〈(
1

2μb
+

1
3μ0

)−1
〉)−1

− 1
3μ0

⎤⎦−1

S4:'J�T
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�D"�����	
 	�"����
� �	� �����
��	 	�/���%��8 �	 ��
��	
 ��	��
μ̃�� ≈ 0.3578 "� %�� "�������	� ���	 �� 
���� �� � ,���� �	�
��� ��
�	�� @����� L:L8 L:'' �
 L:'):
�&���/�	�8 7 ����� �� S4:+�T8 �� 
�	����� �� �"����
��	 ��	� �� ������ ���� "�

� ;��/��
��	 #

�
��
ϕ =

〈
�

��
(r)

〉
ϕ

=
[
2
5

2μ̃�� + 3μ0

2μϕ
a + 3μ̃��

+
3
5

2μ̃�� + 3μ0

2μϕ
b + 3μ̃��

]
� S4:'+�T

�
��
ϕ =

[
2μ̃��

2μϕ
a + 3μ̃��

+
3μ̃��

2μϕ
b + 3μ̃��

]
� S4:'+�T

�
��
ϕ =

〈
�

��
(r)

〉
ϕ

=

[
2
5

μϕ
a

(
2μ̃�� + 3μ0

)
μ̃�� (2μϕ

a + 3μ̃��)
+

3
5

μϕ
b

(
2μ̃�� + 3μ0

)
μ̃�� (2μϕ

b + 3μ̃��)

]
� S4:'+"T

�
��
ϕ =

[
2μϕ

a

2μϕ
a + 3μ̃��

+
3μϕ

b

2μϕ
b + 3μ̃��

]
� S4:'+�T

4 ���
�� �� "�� �&�������	�8 �	 ��
��	

(〈

σ
〉
���

)
���

≈ 1.278 �

(〈

σ
〉
��

)
���

≈ 0.8648 "� %�� ��
 �	 �""���

�,�" �� ����
�
� �	�
���& �� � @���� L:LS�T:
��	� � "�� ���	 ������� "�	
���
�8 �� "�	�
���
� �	
������� M 8 �� /?/�� ���
��	� ������%��	
 ���� #

μ��
a =

1
8

μ��
a =

3
8

μ���
a =

M

4
μ��

a =
3M

4
S4:'KT
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��	
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�
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�
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�� -��%��7 /��	
�	�	
:
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8 ��	� � "�� �����	
 "��&D"� �� "�	�
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〈
�(r)

〉
ϕ

= 2μ̃ϕ� �W μ̃ϕ ��
 ��
�	� 7 �����

���	 /���� �� 1���
8 �� ����� �� ��
�D"�����	
 /�	������: � 	� ���
� ��� �	���
� %��7 "�	������� �	
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˜̃
�

�� = 2
〈
μ̃�

ϕ

〉
� S4:'(�T

˜̃
�

�� =
〈

1
2μ̃�

ϕ

〉−1

� S4:'(�T

˜̃
�

30��4 =
[〈(

2μ̃��
ϕ + 3μ̃��

���

)−1
〉−1

− 3μ̃��
���

]
� S4:'("T

˜̃
�

30��5 =
[〈(

2μ̃��
ϕ + 3μ̃��

��

)−1
〉−1

− 3μ̃��
��

]
� S4:'(�T

�	 ��
��	
 ��	��8 �	 "�	������	
 μ̃��
�� = 1/4 �
 μ̃��

��� = M/28 �� "�	
���	
�� �%��,��	
�� /�"���"���%����
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��� 7 � 
��� 4:) �
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 ,����� �� ����
�
� �	������ ��
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�� /?/�8 �	 ��
��	
 �� ���
��	� �� �"����
��	 ���� ��& /�.�		�� ��� ����� �	 ����	
 #

�
��
ϕ =

〈
�

��
(r) : ��

ϕ

〉
ϕ

=
〈
�

��
(r)

〉
ϕ

S4:)*�T

�
30��4
ϕ =

〈
�
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〉
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〉
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��
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ϕ

〉
ϕ
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2μ̃��

2μϕ
a + 3μ̃��

+
3μ̃��

2μϕ
b + 3μ̃��

]
� S4:)'�T

�
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ϕ =

3μ̃��
��� + 2˜̃μ��4

3μ̃��
��� + 2μ̃��

ϕ
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�
��5
ϕ =

3μ̃��
�� + 2˜̃μ��5
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ϕ
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�
ϕ = S̃��
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ϕ
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 ��	�� �����
�� 7 � 
��� S
���
4:HT: ��� �&�������	� ��	
 "�	;��/�� ��& ����
�
� �����	
�� @���� L:'+:

M $��� �� "�"� ' ) I(〈
ε̇
〉�
���

)
���

�	�.
�%�� ':*** ':*** ':***
	�/���%�� ':*** ':*** ':***(〈

ε̇
〉��
���

)
���

�	�.
�%�� ':*** ':*** ':***
	�/���%�� ':*** ':*** ':***(〈

ε̇
〉30��4

���

)
���

�	�.
�%�� *:KK( *:K)L *:+K*
	�/���%�� *:KK( *:K)L *:+K'(〈

ε̇
〉��

���

)
���

�	�.
�%�� *:K+' *:+L( *:J*(
	�/���%�� *:K+) *:+I* *:J*((〈

ε̇
〉30��5

���

)
���

�	�.
�%�� *:KHH *:J)I *:HI+
	�/���%�� *:KHL *:J)J *:HIK(〈

ε̇
〉��
���

)
���

�	�.
�%�� *:JJ+ *:L** *:'K)
	�/���%�� *:JJ+ *:L *:'K)(〈

ε̇
〉�
���

)
���

�	�.
�%�� *:JJ+ *:L** *:'K)
	�/���%�� *:JJ+ *:L** *:'K)

���� 8��. 5��% �� �
'�������� 
���)���� ��&�� ���� � ����� ���� !���������� ��� �
������ ���&������ ��
���
�������

6�� 7���	�� �� �� �����	�
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 � ��//� ��� ���\� S�2�T �� ,�	�
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��/�� �� ��&�������	 #

�
(r) =

∑
k

2α
(r)
(k)μ

(r)
(k) ⊗ μ

(r)
(k) S4:))T
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� ���	
�
�
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�	�� �	 "�	������	
 ��� �&�/�� ��	 ��� ���\� �.�
�/�� �� /�
����� �2� �
 �	 "�"��	
 �

�	���� μ ����"�� #

√
6m(r)

(k′) ⊗ n
(r)
(k′) =

⎛⎝ 1
1
0

⎞⎠⊗
⎛⎝ 1

−1
1

⎞⎠ =

⎡⎣ 1 −1 1
1 −1 1
0 0 0

⎤⎦ S4:)H�T

√
6μ

(r)
(k′) =

⎡⎣ 1 0 1/2
0 −1 1/2

1/2 1/2 0
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⎡⎣ 1 0 0
0 −1 0
0 0 0

⎤⎦+

⎡⎣ 0 0 1/2
0 0 1/2

1/2 1/2 0

⎤⎦ S4:)H�T
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∑
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���� 9��. ��������� �� �2 ��� � '��!���� !��������� f �

��"
�	������ ������ x0.y0 ���
�
��		� �	 ���& �	��/��� ��� � "����� �� f : ��� ����� �� "�� �	��/���
��	
 ���� ��� �� ���
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A (x0) =
∫ x0

0

f (t) dt B (y0) =
∫ y0

0

f−1 (t) dt A (x0) + B (y0) = x0.y0 S0:'�T
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x.f (x) =
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d (t.f (t))
dt
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∫ x

0

f (t) dt +
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t.f ′ (t) dt S0:)�T
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f (t) dt +
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f−1 (t) dt S0:)�T
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∀λ ∈ [0; 1] , f� (λy1 + (1 − λ) y2) = Sup
x

{λx.y1 + (1 − λ)x.y2 − f (x)} S0:I�T

= Sup
x

{λ [x.y1 − f (x)] + (1 − λ) [x.y2 − f (x)]} S0:I�T

≤ λSup
x

{x.y1 − f (x)} + (1 − λ)Sup
x

{x.y2 − f (x)} S0:I"T

≤ λf� (y1) + (1 − λ) f� (y2) S0:I�T
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h(x) = (f ⊕ g) (x) = Inf
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≤ Inf
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{λf (x1 − y) + (1 − λ) f (x2 − y) + g (y)} S0:K�T

≤ λ Inf
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{f (x1 − y) + g (y)} + (1 − λ) Inf
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