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mesurant en miles).
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agréables.

Dans un premier temps, les habitants ou anciens habitants de ce microcosme qu’est le ”couloir des

thésards et des stagiaires”. Dans un ordre plus ou moins chronologique de rencontre, merci à Aude et

Franck, pour les conseils d’ ”anciens” quand je suis arrivé. Merci à Daniel pour la double ironie, à
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séparés par au moins 4 portes (Si un jour, je trouve des Tic-Tac bleus ou rouge à pois verts, je te
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Merci à la banda, Los Hbardos, pour les répèts du mardi voire du vendredi, les animations, les

sorties, etc.
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Résumé

De nombreuses simulations dans les domaines des impacts, des interactions fluide-structure
ou des écoulements multiphasiques impliquent différentes structures indépendantes interagis-
sant entre elles à travers des interfaces complexes.

Pour ces problèmes, les stratégies classiques utilisent souvent une approche lagrangienne
utilisant un maillage éléments finis par structure et des stratégies de couplage et de mise en
contact adéquates. Ceci est très coûteux en terme de génération de maillages et difficile à mettre
en place en présence de grandes déformations.

Une alternative est d’utiliser une stratégie ≪ eulérienne ≫ décrivant les différentes structures
sur une grille unique en utilisant une vitesse moyenne unique et en développant des lois d’état
ad hoc pour gérer le caractère multiphasique des éléments traversés par l’interface. La physique
de l’interface de ces modèles est en générale assez grossière.

Dans ce contexte, il y a un regain d’intérêt pour les modèles utilisant un maillage glo-
bal unique non conforme avec les structures et définissant des champs de vitesses éléments
finis indépendants pour décrire le mouvement de chacune des structures. Cette stratégie est
intéressante mais induit différents problèmes : suivi d’interface, développement d’une formu-
lation ALE adaptée car les matériaux et le maillage ont des vitesses différentes, traitement
correct de la contrainte cinématique à l’interface entre les structures.

Une grande attention doit être portée à ce dernier point pour proposer une approche stable,
sans verrouillage numérique et restant robuste en cas de grandes déformations.

Dans cette thèse, nous proposons une stratégie originale basée sur une méthode d’éléments
finis enrichis. Elle définit un champ de vitesse éléments finis par matériau sur un unique
maillage. Les différents champs se recouvrent et forment un champ enrichi qui peut avoir
une discontinuité à l’interface et permet de décrire le glissement entre les matériaux. La dis-
continuité est contrôlée par une contrainte de continuité des vitesses normales et par une
inconnue supplémentaire, la pression d’interface qui est le multiplicateur de Lagrange associé
à la contrainte cinématique.

La formulation ALE utilisée est basée sur une décomposition du pas de temps entre phase
lagrangienne et phase de projection. La phase lagrangienne est résolue par le schéma de Wilkins
classique des codes hydrodynamiques alors que la projection est réalisée par calcul d’intersection
entre les maillages lagrangiens déformés par la matière et un maillage commun plus régulier.

L’interface est construite à partir de la fraction volumique de chaque matériau et sa recons-
truction peut être discontinue entre les éléments.

Deux variantes sont introduites, analysées et comparées. Elles diffèrent par la discrétisation
du multiplicateur de Lagrange et donc, par celle de la contrainte de vitesse :

– la continuité par nœud utilise un multiplicateur défini aux nœuds. Cette variante est
simple et rapide mais ne prend pas correctement en compte les différences de compressi-
bilité entre matériaux,

– la continuité par maille utilise un multiplicateur constant par segment d’interface. Cette
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variante donne des résultats meilleurs que la première version. La méthode est stabilisée
par l’ajout de nœuds internes dans les mailles mixtes dont les fonctions bulles associés sont
linéaires par morceaux dans chaque élément ainsi que par une condensation de la masse
adaptée pour assurer un équilibre stable de l’interface. L’équation de mouvement du nœud
interne est discrétisée par un schéma implicite en temps. En conséquence, nous devons
résoudre un système couplant tous les nœuds de l’interface pour calculer les vitesses
autour de l’interface.

Les deux variantes ont été implantées dans un code industriel. Elles sont validées et comparées
dans plusieurs cas tests impliquant diverses situations comme des interactions fluide-structure
ou du glissement entre solides.
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Abstract

Many simulations in fluid structure interactions, multiphase flows or dynamic impacts in-
volve independent structures interacting through complex interfaces.

For such problems, standard strategies often use a Lagrangian approach using one finite
element mesh per structure and adequate matching strategies. These are very demanding in
mesh generation, and are difficult to use in presence of large mesh distortions.

An alternative is to use an Eulerian strategy describing the different structures on a single
grid using a single average velocity field and developing ad hoc constitutive laws to handle
the multiphase microstructure of each element. These models are usually quite crude on the
interface physics.

In this context, there is a renewed interest in models which will use a single global smooth
mesh, not matching the structures and independent finite element velocity fields to describe
the motion of the structures. This strategy is attractive but faces difficult challenges: interface
tracking, development of adequate ALE formulations because materials and mesh velocities are
different, proper treatment of the kinematic continuity constraints between the structures.

Great care must be taken at this level in order to propose a stable approach which is locking
free and stays robust in large strain elastodynamics.

With this thesis, we propose an original strategy based on an enriched finite element method.
It defines one FE velocity field by material on a single mesh, the different fields are overlapping
and form an enriched field that can have a discontinuity at the interface and allows to describe
sliding between the materials. The discontinuity is controlled by a normal velocity constraint
at the interface and an additional unknown of interface pressure that is the Lagrange multiplier
associated with the constraint.

The ALE formulation used is based on a time split between Lagrangian phase and remap
phase. The Lagrangian phase is solved by the Wilkins explicit scheme widely used while the
remap is done by mesh intersections between Lagrangian meshes deformed by material and a
smoothed average mesh.

The interface is tracked during the remap by the volume fraction of each material in the
cells and it reconstruction can be discontinuous across elements.

Two variants of the methods are introduced, analysed and compared. They differ by their
Lagrange multiplier discretization and consequently by their velocity constraint discretization:

– the node continuity uses a Lagrange multiplier defined at nodes. This variant is simple
and fast but does not take correctly into account the compressibility of materials,

– the cell continuity uses a Lagrange multiplier constant by interface segment. This variant
gives better results than the first one. The method is stabilized by adding internal nodes
in the mixed cells using piecewise linear velocity shape functions inside each element
and a proper mass lumping ensures a stable equilibration of the interface. The internal
node momentum equation is discretized by an implicit scheme. The consequence is that
a system coupling the interface nodes has to be solved in order to compute the velocities
near the interface.

The two variants have been implemented into an industrial code. They are validated and
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compared with several test cases involving different situations like fluid-structure interaction
or sliding between solids.
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3.1 Décomposition du pas de temps . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

3.2 Discrétisation des champs d’inconnues . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

3.3 Phase Lagrangienne . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

3.4 Phase de transport . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

4 Gestion de plusieurs matériaux et leur interface 35
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7 Continuité par maille 97

7.1 Stabilisation du système . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98
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8.4 Limitation de l’incrément . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 144
8.5 Calcul de l’état thermodynamique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 146
8.6 Critère de convergence de l’algorithme Γ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 146
8.7 Prise en compte des conditions aux limites . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 147

9 Cas test et validation 149

9.1 Rotation d’un disque . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 150
9.2 Piston 1D . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 156
9.3 Arrivée d’un choc circulaire sur un solide . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 162
9.4 Passage d’une interface circulaire par une onde plane . . . . . . . . . . . . . . . 168
9.5 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 178

10 Conclusion générale 179

Annexes 182

A Reconstruction et limitation de gradients 185
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Chapitre 1

Introduction générale

Les cas faisant intervenir différentes structures interagissant entre elles sont courants dans
les études industrielles. Avec l’utilisation de plus en plus répandue de la simulation numérique
et leur part de plus en plus importante dans les cycles de conception, de nombreuses méthodes
ont été développées pour simuler le comportement de ces structures et leurs interactions.

Ces interactions ont lieu à l’interface entre les matériaux. L’approche la plus immédiate est
de simuler les différentes structures par des méthodes lagrangiennes, chacune sur leur maillage
propre ([92, 1]). Ceci permet au maillage de suivre la matière. La prise en compte des inter-
actions entre les matériaux nécessite alors un traitement spécial des frontières des maillages.
Les méthodes lagrangiennes offrent un cadre naturel pour suivre l’évolution de l’interface au
cours du temps, un nœud de l’interface restant sur l’interface tout au long de la simulation.
L’interface est dans ce cas sur un bord du maillage, la prise en compte des interactions entre
matériaux se fait par le biais de l’application de conditions limites adaptées sur les portions
concernées de la frontière des maillages. Ces conditions peuvent être appliquées sous forme
forte ([92]) ou sous forme faible ([52, 91, 40]).

Dans de nombreuses applications comme les interactions fluide-structure ou les problèmes
d’impact à grande vitesse, les structures en interaction subissent de très grandes déformations
que ce soit à cause de la nature d’un des matériaux en présence (gaz ou fluide) ou à cause de
l’importance des efforts en jeu. Les méthodes classiques de simulation et de prise en compte du
contact deviennent alors inadaptées. D’une part, les déformations trop sévères que subissent les
matériaux ne peuvent pas être décrites par les maillages lagrangiens. Le formalisme purement
lagrangien usuellement utilisé se révèle inadapté et ne permet plus de mener les simulations
à leur terme. D’autre part, l’interface séparant les structures devient trop complexe pour être
gérée avec les méthodes classiques.

Dans le cadre de ses missions, le Commissariat à l’Énergie Atomique (CEA) est amené à
étudier des systèmes soumis à de grandes vitesses et de grandes sollicitations. Les matériaux
en présence peuvent être de natures variées, solides, liquides ou gaz, et subissent de grands
changements topologiques. Le CEA est donc confronté aux limitations de méthodes précédentes
dans le cas de systèmes multi-matériaux.

Une formulation ≪ Arbitrairement Lagrangienne Eulérienne ≫ (ALE) est utilisée pour ap-
porter une solution à ces problèmes ([41, 25]). Ce formalisme essaye de combiner les avantages
des méthodes lagrangiennes et eulériennes pour conserver une qualité de maillage suffisante au
cours de la simulation et améliorer la robustesse des codes. La vitesse du maillage est alors
arbitraire, pouvant être localement la même que celle de la matière ce qui permet dans certains
situations de conserver le suivi purement lagrangien de l’interface. Mais cela n’est généralement
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION GÉNÉRALE

pas suffisant. Lorsque les changements topologiques du systèmes sont trop importants, l’inter-
face ne peut plus être suivie de manière lagrangienne et doit également être écrite dans un
cadre ALE. L’interface n’est plus contrainte au bord de maille et peut se trouver à l’intérieur
des mailles au cours de la simulation. Ce type de méthode se trouve dans la littérature sous le
nom d’≪ embedded interface ≫ ()[13, 24]).

Nous pouvons utiliser un couplage entre différents calculs en utilisant un maillage par struc-
ture ou par matériau. Ce type de méthode couplent alors souvent un schéma lagrangien pour
calculer une structure avec un schéma eulérien pour calculer le fluide dans lequel la structure
est plongée ([65, 66, 32]). Une seconde approche que nous utiliserons est une approche mo-
nolithique. Nous définissons alors les différentes structures sur un unique maillage avec une
interface ayant une position quelconque à l’intérieur du maillage ([9, 12, 85, 39]). Par la suite,
nous dénommerons indifféremment monolithique, mono-bloc ou mono-domaine, une méthode
n’utilisant qu’un seul maillage pour décrire tout le domaine de calcul et les différents milieux
en présence.

La question de la gestion de l’interface entre les matériaux se pose alors : d’abord, com-
ment suivre la position au cours du temps d’une interface ayant une vitesse différente de la
vitesse du maillage, puis comment décrire les interactions entre les matériaux autour cette
interface. L’approche classiquement utilisée dans les simulations est de suivre les différents
matériaux par le suivi de la fonction caractéristique de leur domaine. La connaissance des vo-
lumes des matériaux permet alors de reconstruire l’interface ([64, 94]). Les différents matériaux
ont des grandeurs thermodynamiques propres mais la vitesse utilisée est une vitesse moyenne
du système commune à tous les matériaux. Ceci présente deux inconvénients :

– nous ne pouvons simuler le glissement entre matériaux, le champ de vitesse présente une
discontinuité dans la direction tangentielle à l’interface qui ne peut pas être décrite avec
une vitesse moyenne unique ;

– en fonction des hypothèses de modélisation ([11, 76]), la différence de compressibilité
des matériaux n’est pas prise en compte. Ceci peut être une hypothèse acceptable entre
deux matériaux similaires, deux gaz ou deux solides mais cette hypothèse est plus que
discutable pour une interface entre un solide et un gaz.

L’utilisation d’une vitesse moyenne ne permet pas une description assez riche pour décrire le
comportement de l’interface et peut aboutir à de grandes différences dans les résultats obtenus.

Cette thèse est dédiée au développement d’une méthode permettant de prendre en compte
les discontinuités de vitesses que l’on peut observer aux interfaces et de gérer le glissement entre
matériaux dans le cas de simulations ALE multi-matériaux mono-blocs. Cette méthode doit
s’intégrer dans un code industriel pré-existant ce qui impose des contraintes lors de l’écriture
de notre schéma afin de prendre en compte les spécificités de ce code.

Un premier chapitre se limitera à la modélisation du problème au niveau continu. Nous
rappellerons le formalisme utilisée et introduirons les notations utilisées. Les équations décrivant
notre système et qui sont la base de notre étude y seront présentées.

Le chapitre suivant présentera la discrétisation du système et le schéma implanté dans le
code que nous cherchons à enrichir. Cette discrétisation est d’abord écrite dans le cas d’un
unique matériau ce qui précisera le schéma que notre méthode devra utiliser tout au moins
pour les termes volumiques des équations dans les zones assez éloignées de l’interface pour en
être indépendantes.

Le troisième chapitre dressera une vue d’ensemble des méthodes possibles pour introduire
la gestion de plusieurs matériaux dans un schéma hydrodynamique. Il s’attardera sur la gestion
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classique des systèmes multi-matériaux.
Puis, nous aborderons l’écriture générale de notre méthode dans le chapitre quatre en

repartant des équations continues et en introduisant la gestion des termes d’interface. Nous
proposons ensuite deux variantes de discrétisation de notre méthode qui seront discutées au
cours des deux chapitres suivants.

Le cinquième chapitre détaille une première version, dite ≪ par nœuds ≫, de la discrétisation
des termes d’interface. Cette variante présente l’avantage d’être simple d’écriture et permet
d’avoir un premier aperçu des modifications à apporter pour gérer les discontinuités de vi-
tesses dans le schéma. Il ne résout cependant pas tous les problèmes que la formulation en
vitesse moyenne pouvait avoir. Une discussion des avantages et des inconvénients fait guise de
conclusion au chapitre.

Une deuxième variante de discrétisation dite ≪ par maille ≫ est présentée au chapitre six. La
discrétisation des termes d’interface est modifiée pour essayer de pallier les problèmes résiduels
de la première variante. Sans précaution, cette variante ne respecte pas la condition Inf-Sup et
requiert un travail supplémentaire pour rétablir sa stabilité. Cette variante est plus complexe
à mettre en œuvre et nécessite de traiter avec soin certains points délicats. Ici encore, une
discussion sur les avantages et les inconvénients clôt le chapitre.

Les détails d’implémentation sont discutés dans un septième chapitre. La méthode abou-
tit à un système non-linéaire dont nous détaillons la résolution. Nous y discutons également
l’extension à un nombre quelconque de matériaux.

Enfin, des résultats numériques sont présentés dans le dernier chapitre. Ces résultats per-
mettent de valider la méthode dans ses différents variantes et les comparent avec des méthodes
déjà existantes. Les méthodes servant de point de comparaison peuvent être la version ≪ vitesse
moyenne ≫ du schéma ALE multi-matériaux ou d’autres méthodes de contact lagrangien entre
blocs.

Ce travail s’inscrit dans le cadre d’un programme de recherche et de simulation du CEA/DAM
et a été réalisé en collaboration avec le Laboratoire de Mécanique des Solides de l’École Po-
lytechnique sous la direction conjointe de Patrick Le Tallec (LMS) et Jean-Philippe Perlat
(CEA/DAM).

3

C
H
A
P
IT

R
E
1





Chapitre 2

Modélisation continue du problème
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2.4.7 Conditions aux limites . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
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CHAPITRE 2. MODÉLISATION CONTINUE DU PROBLÈME

2.1 Représentation du problème aux limites

Pour notre étude, nous nous plaçons dans le cadre de la mécanique des milieux continus
[56, 73] et nous intéressons à l’évolution d’un domaine D (illustré figure 2.1) d’un espace
euclidien doté d’un repère (O, ex, ey, ez). Ce domaine occupe à l’instant initial une configuration
notée D0 et occupe Dt à un instant t.

Notre modèle est composé par deux matériaux α et β occupant deux sous-domaines de D
complémentaires notés Dα et Dβ . Ces matériaux sont considérés comme non-miscibles, c’est-
à-dire qu’aucune zone de mélange n’apparâıt et il est possible de définir une interface notée Γ,
surface séparant les deux matériaux. Elle est caractérisée par sa normale nΓ(x) orientée, par
convention, sortante pour α et entrante pour β. Les deux matériaux en présence se différencient
par leur loi de comportement et une discontinuité de vitesse, de densité ou d’autres quantités
thermodynamiques peut apparâıtre sur l’interface.

La frontière ∂D du domaine se décompose en deux parties ∂Dd et ∂Dn délimitées par la
nature des actions extérieures s’y exerçant et imposant les conditions limites sur la frontière.
Ces conditions peuvent être :

– des conditions limites de Dirichlet où la position est imposée au cours du temps sur ∂Dd ;
– des conditions limites de Neumann où la pression est imposée sur ∂Dn.

Figure 2.1 – Domaine étudié

2.2 Notations

D’une manière générale dans la suite de ce mémoire, une notation indicée d’un α dénotera
une quantité ou un domaine propre à un matériau α pouvant être n’importe quel matériau en
présence dans le domaine. Les quantités sont généralement définies pour chacun des matériaux
présents et les même équations s’y appliquent.

Cependant, lorsque les deux matériaux interviennent simultanément dans une seule équation,
nous distinguerons alors par des indices différents, le matériau α d’un côté de l’interface du
matériau β de l’autre côté.

Sans précision supplémentaire et seul dans une équation, il faut donc comprendre α comme
{α, β}. Par exemple, l’équation

d(ραVα)

dt
= 0
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2.3 Formalisme Arbitrairement Lagrangien Eulérien

indique que les masses du matériau α et du matériau β ne varient pas au cours du temps.
Lorsqu’il faut distinguer les différents matériaux dans une équation, les indices α et β sont
marqués explicitement. Par exemple, l’équation de continuité des vecteurs contraintes

(
σ
β
− σ

α

)
· n = 0

indique qu’il faut bien soustraire les contraintes dans le matériau α d’un côté de l’interface aux
contraintes dans le matériau β de l’autre côté.

Dans ces notations et par la suite, la notation • précise que la variable est une quantité
vectorielle et la notation • indique une quantité tensorielle.

Les opérateurs différentiels seront notés suivant la notation courante ∇(•) pour le gradient
et ∇ · (•) pour la divergence.

Enfin, lors de la discrétisation, les indices des variables seront réservés à la discrétisation
en espace alors que les exposants dénoteront la discrétisation en temps.

2.3 Formalisme Arbitrairement Lagrangien Eulérien

2.3.1 Les formalismes classiques

2.3.1.1 Descriptions du mouvement

Il existe deux grands formalismes permettant de décrire le mouvement des particules du
domaine. Ces deux formalismes diffèrent par le référentiel utilisé pour décrire le mouvement.

Le formalisme lagrangien va suivre un point le long de sa trajectoire au cours du temps.
Les particules sont différenciées à partir de leurs coordonnées X dans la configuration initiale
à t0. Ces coordonnées X sont appelées les coordonnées matérielles d’un point. La position x des
points au cours du temps est déterminée en fonction de leurs coordonnées dans la configuration
initiale en notant que X = x(X, t0). La trajectoire d’une particule donnée est suivie par l’étude
de l’application x(X, t). Le référentiel lagrangien va suivre la matière et évolue au cours du
temps avec celle-ci. Sa vitesse est donc la vitesse de la matière.

Le formalisme eulérien décrit le mouvement de la matière en un point fixe x de l’espace.
Le référentiel eulérien est donc immobile et sa vitesse est nulle. Les coordonnées x d’un point
à un instant donné sont appelées les coordonnées spatiales du point. Alors que le formalisme
lagrangien va suivre l’histoire d’une particule donnée au cours du temps, dans un formalisme
eulérien, nous nous intéressons à la vitesse des particules passant en un point donné de l’espace.

De ce fait, la particule associée à une coordonnée lagrangienne X est toujours la même alors
que les particules ≪ défilent ≫ devant un point spatial eulérien x.

2.3.1.2 Dérivées en temps

Pour suivre l’évolution d’une quantité ≪ eulérienne ≫ f(x) au cours du temps, sa dérivée

(partielle) en temps
∂•

∂t
n’est pas suffisante. En effet, cette dérivée ne prend pas en compte

le mouvement des particules dans le temps x(X, t) et la participation de ce mouvement à
l’évolution matérielle de la quantité f .

La dérivée en temps qu’il faut utiliser pour calculer des variations à partir de X fixé est la

dérivée particulaire ou matérielle
d•

dt
. Elle est la dérivée complète en temps de la fonction et

prend en compte le mouvement de la matière par rapport au référentiel par un terme d’advection

7

C
H
A
P
IT

R
E
2



CHAPITRE 2. MODÉLISATION CONTINUE DU PROBLÈME

supplémentaire. La dérivée particulaire d’une quantité f a pour expression

df

dt
=

∂f(x(X, t), t)

∂t

∣∣∣∣
X

=
∂f

∂t

∣∣∣∣
x

+
∂f

∂x
·
dx

dt

où la notation
∂•

∂t

∣∣∣∣
x

signifie la dérivée en temps pour un point spatial x fixé. En introduisant la

vitesse matérielle u =
dx

dt
et la notation classique du gradient ∇f =

∂f

∂x
, la dérivée matérielle

prend la forme plus connue
df

dt
=

∂f

∂t
+ u · ∇f. (2.1)

Par défaut, la notation
∂•

∂t
représente une dérivée en temps à position physique x fixée.

2.3.1.3 Méthodes numériques associées

Ces deux descriptions permettent de formuler deux types de méthodes numériques associées.
Ces méthodes sont discutées en détails dans de nombreux ouvrages (voir [10] par exemple) et
nous dressons ici un résumé rapide des différences, avantages et inconvénients de chacune. Les
méthodes numériques discrétisent l’espace continu en le découpant en mailles discrètes. Le
maillage va être attaché au référentiel d’étude ainsi, avec une méthode eulérienne, le maillage
restera fixe dans l’espace (figure 2.2) alors qu’avec une méthode lagrangienne, le maillage va se
déplacer avec la matière (figure 2.3).

Figure 2.2 – Simulation eulérienne de l’impact d’une bille, illustration
issue de [82]. L’espace est discrétisé par un maillage fixe et les structures
se déplacent à travers celui-ci.

Les deux types de méthode ont leurs domaines d’application privilégiés. Les méthodes
lagrangiennes sont couramment utilisées pour traiter les problèmes de mécanique des solides
où les transformations restent souvent modérées et où le comportement des matériaux dépend
de l’historique de la matière, ce qui est facilité car le référentiel lagrangien va suivre la matière
et son histoire au cours du temps.
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2.3 Formalisme Arbitrairement Lagrangien Eulérien

Figure 2.3 – Simulation lagrangienne de l’impact d’une bille, illustra-
tion issue de [82]. Le maillage est attaché aux structures et se déplace
avec la matière.

Les méthodes eulériennes sont usuellement utilisées en mécanique des fluides où les déformations
du milieux sont très importantes et où nous nous intéressons à la vitesse des fluides dans le
domaine sans chercher à suivre une particule donnée.

Ces méthodes ont toutes les deux inconvénients :

– les méthodes lagrangiennes ne peuvent pas gérer de trop grandes déformations de la
matière car le maillage se déforme trop, ne garde pas de bonnes propriétés géométriques
et ne permet de mener à terme les simulations ;

– les méthodes eulériennes ne permettent pas de suivre exactement la matière. Il en résulte
une incertitude sur la position des matériaux ce qui peut provoquer un phénomène de
diffusion numérique par perte d’informations spatiales. Le suivi de la matière et de ses
variables d’histoire peut être compliqué.

2.3.2 Le formalisme ALE

2.3.3 Motivations et principe

Les problèmes de solides en grandes déformations ou d’interactions fluide/structure font
souvent intervenir des matériaux subissant de grandes déformations tout en accordant une
grande importance à la position de la matière et des interfaces.

Les méthodes numériques pour traiter ces situations doivent donc pouvoir gérer de grandes
distorsions de la matière en essayant de garder une bonne description de certaines interfaces
et un bon suivi des matériaux. Dans cette optique, le formalisme Arbitrairement Lagrangien
Eulérien (ALE) a été développé en essayant de combiner les avantages des deux formalismes
classiques tout en diminuant leurs inconvénients. Elle a été introduite pour la première fois par
Hirt au le début des années 70 ([41]). Sa forme est une généralisation des deux formalismes
précédents et permet d’exprimer la formulation eulérienne ou lagrangienne comme des cas
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CHAPITRE 2. MODÉLISATION CONTINUE DU PROBLÈME

particuliers de l’ALE (voir [25]).
Le référentiel utilisé dans cette méthode se déplace à une vitesse arbitraire et indépendante

de la matière. Ce déplacement peut être nul dans certaines zones du domaine et égal à celui
de la matière dans d’autres. Cela permet de combiner dans un même domaine des zones où
le référentiel est équivalent au référentiel eulérien et des zones où le référentiel est équivalent
au référentiel lagrangien et donc de suivre certaines interfaces de manière lagrangienne. Le
référentiel peut également être quelconque, ayant une vitesse qui n’est ni nulle, ni celle de la
matière. En général, le mouvement du référentiel est alors gardé le plus proche possible de
celui de la matière sous condition de limiter les déformations du maillage. Cette liberté de
mouvement permet de gérer numériquement des déformations de matières plus grandes que
ce que permettrait une méthode lagrangienne car la déformation du référentiel n’est pas aussi
importante que celle de la matière. La résolution est alors meilleure que ce que donnerait une
méthode eulérienne car le référentiel suit mieux la matière dans son ensemble.

2.3.3.1 Description du mouvement

Nous avons vu dans la section précédente que les points du domaine pouvait être localisés
à partir de :

– X, les coordonnées matérielles pour le formalisme lagrangien ;
– x, les coordonnées spatiales pour le formalisme eulérien.

La méthode ALE introduit une nouvelle coordonnées que nous appellerons :
– χ, les coordonnées de référence du formalisme ALE.

Ces coordonnées sont liés à notre référentiel se déplaçant à une vitesse v dans l’espace euclidien.
La vitesse du référentiel est arbitraire et permet de retomber sur χ = x si v = 0 et χ = X
si v = u. La vitesse v est un paramètre indépendant de la physique du système et que nous
pouvons choisir.

2.3.3.2 Dérivées en temps

À l’instar de la dérivée en temps eulérienne, la dérivée en temps ALE
∂•

∂t

∣∣∣∣
χ

doit prendre en

compte le mouvement relatif entre la matière et le référentiel. La dérivée matérielle en temps
dans un schéma ALE prend la forme

df

dt
=

∂f(χ(X, t), t)

∂t

∣∣∣∣
X

=
∂f

∂t

∣∣∣∣
χ

+ (u− v) · ∇f. (2.2)

Dans cette relation, la notation ∇• représente le gradient par rapport à la position spatiale x,

∇• =
∂•

∂x
.

Cette formulation fait apparâıtre un terme d’advection à une vitesse égale la différence de

vitesses entre la matière et le maillage. Nous retrouvons bien
∂•

∂t

∣∣∣∣
χ

=
df

dt
si v = u et

∂•

∂t

∣∣∣∣
χ

=
∂f

∂t
si v = 0.

2.3.3.3 Méthode

Les méthodes ALE associent donc leur maillage au référentiel défini ci-dessus. Le maillage
pourra donc être fixe dans certaines zones, mobiles dans d’autres et il est alors possible de
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2.4 Équations continues du système dans le cadre multi-matériau non-miscible

limiter la vitesse du référentiel pour garder des déformations du maillage acceptable. Dans
les zones où le maillage a une vitesse qui n’est pas celle de la matière, des flux de masses
s’établissent entre les mailles mais ces flux ne sont pas aussi importants qu’avec un maillage
fixe ce qui permet de mieux suivre la matière.

Figure 2.4 – Comparaison du déplacement du maillage
et de la matière pour les 3 formalismes dans un cas 1D,
illustration issue de [25]

La figure 2.4 compare les différents formalismes et illustre le déplacement de la matière et
du maillage dans chacun des cas. Nous y voyons le déplacement du maillage nul dans le cas
eulérien, la déplacement de maillage identique à celui de la matière dans le cas lagrangien et
la description ALE permettant un mouvement arbitraire du maillage.

2.4 Équations continues du système dans le cadre multi-matériau

non-miscible

2.4.1 Lois de conservation

Pour les applications qui nous concernent, les effets hydrodynamiques pilotent le système.
Les efforts internes dans la matière sont décrits par le tenseur des contraintes de Cauchy. La
partie sphérique de ce tenseur traduit les effets hydrodynamiques. Elle est alors prépondérante
vis-à-vis de la partie déviatorique ([10, 99]). Les équations décrivant l’évolution des matériaux,
solides compris, sont héritées de l’hydrodynamique avec les systèmes de lois de conservation
couramment utilisés pour l’étude des écoulements compressibles.

Notre système est donc régi par les trois lois de conservation classiques, écrites ici en termes
de variables eulériennes.
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CHAPITRE 2. MODÉLISATION CONTINUE DU PROBLÈME

2.4.1.1 Conservation de la masse

L’équation de conservation de la masse exprime le transport de la matière sans création de
masse à l’intérieur du système. Cette équation s’écrit

∂ρα
∂t

+∇ · (ραuα) = 0, (2.3)

où ρα désigne la densité du matériau α (mesuré par unité de volume du référentiel eulérien) et
uα, sa vitesse matérielle propre.

2.4.1.2 Conservation de la quantité de mouvement

La conservation de la quantité de mouvement relie l’accélération du milieu et les efforts.
Elle prend la forme

∂ραuα
∂t

+∇ · (ραuα ⊗ uα) = ∇ · σ
α
. (2.4)

Dans cette équation, σ
α

est le tenseur des contraintes de Cauchy. Le terme ∇ · σ
α

est un
terme de résultante des efforts intérieurs qui va créer de la quantité de mouvement lorsque
les contraintes ne sont pas uniformes dans le milieu. Cette relation est l’écriture du principe
fondamental de la dynamique dans le cadre de la mécanique des milieux continus.

2.4.1.3 Conservation de l’énergie

Une particularité du système utilisé ici est d’exprimer la conservation de l’énergie en terme
d’énergie interne spécifique eα. L’énergie totale Eα est la somme de l’énergie interne et l’énergie
cinétique et a pour expression

Eα = ραeα +
1

2
ρα |u|

2
α .

L’équation d’évolution de l’énergie interne s’écrit

∂ραeα
∂t

+∇ · (ραeαuα) = σ
α
: d

α
. (2.5)

Le terme source σ
α
: d

α
est le produit contracté des contraintes avec le tenseur des taux de

déformations d
α
. Ces deux tenseurs sont décrits plus loin. Ce terme correspond la puissance

des efforts internes dans la matière. Les effets de flux thermiques et de source de chaleur ne
sont pas pris en compte. On néglige donc en première approximation des sources de chaleur
extérieures et les termes de conduction supposés négligeables à l’échelle de temps utilisée.

2.4.1.4 Relation de saut sur l’interface

Dans le cas de système avec un interface à l’intérieur du domaine et pouvant présenter des
discontinuités, l’équation (2.3) implique la continuité des vitesses à l’interface dans la direction
normale à celle-ci ce qui s’écrit

[u ] · nΓ = 0 si x ∈ Γ (2.6)

et l’équation (2.4) implique la continuité du vecteur contrainte au passage de l’interface

[
σ
]
· nΓ = 0 si x ∈ Γ (2.7)
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2.4 Équations continues du système dans le cadre multi-matériau non-miscible

où la notation [•] indique le saut d’une quantité au passage de l’interface (•β −•α). Le saut de
vitesse est donc défini par [u ] = uβ − uα, où uα, respectivement uβ , sont les valeurs limites de
u approchant l’interface Γ depuis Dα, respectivement Dβ . La même définition s’applique pour
le saut du tenseur des contraintes de Cauchy qui prend la forme

[
σ
]
= σ

β
− σ

α
.

Ces égalités proviennent de l’intégration sur tout le domaine D des champs ayant une
discontinuité et s’interprète physiquement. La continuité des vitesses normales (2.6) traduit
la non-interpénétration des matériaux et la continuité du vecteur contrainte à l’interface (2.7)
traduit la troisième loi de Newton, les efforts de α sur β et de β sur α sont égaux en norme et
opposés en direction.

L’équation de conservation d’énergie (2.5), écrite en terme d’énergie interne, n’a pas d’in-
terprétation au sens des distributions. Elle doit être intégrée séparément sur chacun des do-
maines matériaux Dα et n’implique pas de relation de saut spécifique à vérifier à l’interface en
l’absence de flux thermique.

2.4.2 Écriture des équations dans le formalisme ALE

Le système d’équations (2.3), (2.4), (2.5)




∂ρα
∂t

+∇ · (ραuα) = 0, (2.8)

∂ραuα
∂t

+∇ · (ραuα ⊗ uα) = ∇ · σ
α
, (2.9)

∂ραeα
∂t

+∇ · (ραeαuα) = σ
α
: d

α
. (2.10)

est écrit en formulation eulérienne et fait intervenir les dérivées eulérienne en temps. Nous
allons ré-écrire ce système dans le cadre du formalisme général ALE pour pouvoir ensuite le
discrétiser avec une méthode adéquate.

En utilisant l’expression de la dérivée en temps dans le cadre eulérien (2.1) et dans le cadre
ALE (2.2), nous pouvons écrire directement la relation entre la dérivée eulérienne et la dérivée
ALE

∂f

∂t

∣∣∣∣
χ

=
∂f

∂t

∣∣∣∣
x

+ v · ∇f.

Les équations continues exprimées dans le cadre ALE prennent donc la forme




∂ρα
∂t

∣∣∣∣
χ

+ (uα − v) · ∇ρα = −ρα∇ · uα, (2.11)

ρα
∂uα
∂t

∣∣∣∣
χ

+ ρα(uα − v) · ∇uα = ∇ · σ
α
, (2.12)

ρα
∂eα
∂t

∣∣∣∣
χ

+ ρα(uα − v) · ∇eα = σ
α
: d

α
. (2.13)

Remarquons que si v = u, X = χ et nous retrouvons bien le système classique écrit en variables
lagrangiennes





dρα
dt

= −ρα∇ · uα, (2.14)

ρα
duα
dt

= ∇ · σ
α
, (2.15)

ρα
deα
dt

= σ
α
: d

α
. (2.16)
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CHAPITRE 2. MODÉLISATION CONTINUE DU PROBLÈME

Les méthodes numériques, en particulier les méthodes de type ≪ volumes finis ≫ et ≪ éléments
finis ≫ s’intéressent en général à l’intégration de ces équations sur un volume. Regardons le bilan
de ces équations sur un volume fixe dans le référentiel ALE, mais mobile dans le référentiel
spatial. Pour cela, nous intégrons la conservation de la masse (2.3) sur un volume Vc(t) se
déplaçant à la vitesse v ∫

Vc(t)

(
∂ρα
∂t

+∇ · (ραuα)

)
dV = 0.

En notant que

∫

Vc(t)
∇ · (ραuα) dV =

∫

∂Vc(t)
ραuα · n dS,

l’équation devient ∫

Vc(t)

∂ρα
∂t

dV +

∫

∂Vc(t)
ραuα · n dS = 0.

Le théorème de transport de Reynolds permet d’obtenir l’expression de l’intégrale sur un volume
se déplaçant avec une vitesse arbitraire de la dérivée en temps de la densité. Son application
transforme (2.11) en

∂

∂t

∣∣∣∣
χ

∫

Vc(t)
ρα dV +

∫

∂Vc(t)
ρα(uα − v) · n dS = 0.

Dans cette dernière forme, nous remarquons que l’évolution de la masse d’un volume se
déplaçant à la vitesse v ne va dépendre que du flux de matière balayée par le maillage à
l’instant t ∫

∂Vc(t)
ρα(uα − v) · n dS

et dépend donc de la différence de vitesse entre le maillage et la matière.

Le même raisonnement pour la conservation de la quantité de mouvement et de l’énergie
permet d’obtenir le système dans le cadre ALE sous forme intégrale

∂

∂t

∣∣∣∣
χ

∫

V (t)
ρα dV +

∫

∂V (t)
ρα(uα − v) · n dS = 0, (2.17)

∂

∂t

∣∣∣∣
χ

∫

V (t)
ραuα dV +

∫

∂V (t)
ραuα(uα − v) · n dS =

∫

V (t)
∇ · σ

α
dV, (2.18)

∂

∂t

∣∣∣∣
χ

∫

V (t)
ραeα dV +

∫

∂V (t)
ραeα(uα − v) · n dS =

∫

V (t)
σ
α
: d

α
dV. (2.19)

Les différentes expressions et quantités intervenant dans ce système sont expliquées plus en
détails dans les paragraphes suivants.

2.4.3 Tenseur des taux de déformations

Nous pouvons suivre les transformations du domaine par l’étude de l’application x = x(X, t)

et de son gradient F =
dx

dX
qui nous donne une mesure des déformations subies par le matériau.

Dans le cas de grandes transformations et de dynamique rapide, il est plus aisé et intéressant
de regarder les vitesses de déformations. Ces vitesses de déformations sont mesurées par le

14



2.4 Équations continues du système dans le cadre multi-matériau non-miscible

gradient de vitesse L =
du

dx
et plus spécifiquement, la partie symétrique de ce gradient, définie

par

d =
1

2

(
du

dx
+

du

dx

T)
=

1

2

(
L+ LT

)
.

Le tenseur d est appelé tenseur des taux de déformations. Il est noté par composante

d =



d11 d12 d13
d12 d22 d23
d13 d23 d33


 .

Ce tenseur est le gradient spatial des vitesses. Il est donc défini à partir de la configuration
eulérienne. Il permet de mesurer les élongations dans les différents directions de l’espace et les
distorsions dans chacun des plans. La trace de ce tenseur Tr

(
d
)
est égale à la divergence de la

vitesse ∇ · u et mesure le taux de dilatation volumique de la matière.

Ce tenseur est par définition symétrique et nécessite, en 3 dimensions, uniquement six
valeurs pour être complètement défini.

Les taux de déformations interviennent dans le calcul des efforts internes et nous seront
utiles pour écrire les lois de comportements élastiques sous forme incrémentale.

2.4.4 Tenseur des contraintes

Le tenseur des contraintes de Cauchy σ permet de représenter les efforts internes dans les
matériaux. Défini comme le tenseur des déformations d sur une configuration actuelle, il permet
de calculer la puissance des efforts internes σ : d introduite dans (2.5).

Le tenseur de Cauchy est symétrique et peut se décomposer, comme tous les tenseurs, en
une partie sphérique représentée par un scalaire et une partie déviatorique de trace nulle. La
décomposition prend la forme

σ =

(
σ −

1

3
Tr
(
σ
)
1

)
+

1

3
Tr
(
σ
)
1.

La partie sphérique 1
3Tr

(
σ
)
est un terme correspondant à une pression moyenne qui est

l’opposé de la pression hydrodynamique p que l’on retrouve dans la dynamique des fluides.
Cette pression est responsable des changements de volumes. La trace d’un tenseur est un de
ses invariants, la pression hydrodynamique ne dépend donc pas du repère dans lequel le tenseur
des contraintes est exprimé.

Le déviateur des contraintes, noté S, a donc pour expression

S = σ −
1

3
Tr
(
σ
)
1.

Il est lié aux efforts de cisaillements et est responsable des distorsions que subit la matière. La
trace de ce tenseur est nulle et les déformations induites se font à volume constant.

Avec ces notations, le tenseur des contraintes s’écrit donc pour chaque matériau

σ
α
= S

α
− pα1.
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CHAPITRE 2. MODÉLISATION CONTINUE DU PROBLÈME

2.4.5 Lois constitutives

Pour assurer la fermeture du système, il faut lui ajouter une relation liant la pression et le
déviateur des contraintes aux quantités thermodynamiques décrivant l’état de la matière et ses
déformations. Dans le cas d’un matériau isotrope, nous pouvons écrire une loi d’état qui lie la
pression à la densité et l’énergie interne et une loi de comportement exprimant le déviateur des
contraintes en fonction des déformations du milieu. Dans le cas anisotrope, une telle séparation
n’est plus possible. La partie sphérique ne représente plus la pression hydrodynamique. C’est
la totalité du tenseur de Cauchy σ

α
qui va dépendre de la densité ρα, de l’énergie interne eα

et des déformations d
α
via une unique loi de comportement.

Dans un cas hydrodynamique pur, les gaz et liquides ne résistent pas en cisaillement, la
partie déviatorique est nulle et les lois constitutives se réduisent à

pα = EOSα(ρα, eα), S
α
= 0

où EOSα(ρα, eα) représente la loi d’état caractéristique du matériau α. Dans le cas de solides,
cette loi est complétée par une relation sur le déviateur des contraintes S. Cette loi peut prendre
une forme élastique en petites déformations

pα = EOSα(ρα, eα), S
α
= 2Gα(εα −

1

3
tr(ε

α
)1),

ou une forme hypo-élastique caractérisant l’évolution de S en fonction d

pα = EOS(ρα, eα), Ṡ
α
= 2Gα(dα −

1

3
tr(d

α
)1)

voire élasto-plastique en ajoutant une surface de charge, une loi d’écrouissage et une loi
d’écoulement plastique [22, 77]. Un exemple simple de comportement élasto-plastique est donné
sous la forme

Ṡ
α
= 2Gα(dα −

1

3
tr(d

α
)1− d

pα
)

avec d
pα

le tenseur des taux de déformations plastiques et en utilisant le critère de Von Mises

([57]) avec écrouissage isotrope

fα =

√
3

2
S
α
: S

α
−Rα ≤ 0

et en prenant une loi d’écoulement plastique respectant la règle de normalité

d
pα

= λ̇α
dfα
dσ

α

(σ
α
)

où λ̇α le multiplicateur plastique, positif et nul quand la fonction de charge ne l’est pas

fαλ̇α = 0.

Le terme Ṡ
α
dénote la dérivée matérielle du tenseur S

α
à remplacer dans les cas en grandes

rotations par une dérivée temporelle objective de type Jaumann [22, 46].

16



2.4 Équations continues du système dans le cadre multi-matériau non-miscible

2.4.6 Traitement des chocs : Pseudo-Viscosité

Un choc est un zone de variation brutale des quantités thermodynamiques, la distance
de variation des grandeurs est en dessous de l’échelle de taille des mailles et le choc est
représenté mathématiquement par une discontinuité. De tels phénomènes compliquent sou-
vent les méthodes numériques et font apparâıtre des oscillations non-physiques qui peuvent
aboutir à l’échec de la simulations si aucune précaution n’est prise. De manière plus précise, en
présence de chocs, les solutions hydrodynamiques peuvent être multiples. Parmi ces solutions,
les seules solutions physiques sont les solutions entropiques obtenues comme limite de solution
créant de l’entropie. Afin de construire de telles limites, il convient d’introduire un mécanisme
de création d’entropie.

Pour n’autoriser que des chocs avec dissipation entropique, un terme de pseudo-viscosité est
ajouté à la pression et aux contraintes dans les équations de conservation de mouvement (2.4)
et d’énergie (2.5). Cette pseudo-viscosité, introduite pour la première fois par Von Neumann
et Richtmyer (voir [88]), est un terme dissipatif similaire aux mécanismes de viscosité ou de
diffusion de la chaleur. Il permet d’étaler légèrement les chocs et rétablit la continuité des solu-
tions. En considérant une pseudo-viscosité isotrope similaire à une pression hydrodynamique,
le tenseur des contraintes avec ce terme supplémentaire s’écrit

σ = S − p1− q1.

Dans cette formule, le terme de pseudo viscosité scalaire q est composé le plus souvent d’un
terme linéaire et d’un terme quadratique dépendant de la dérivée en temps du volume spécifique
ν = 1

ρ :

q=

{
1
ν

[
CA l2| ν̇ν |

2 + CL l c| ν̇ν |
]

si ν̇ < 0
0 si ν̇ > 0

.

Au delà du temps caractéristique pris égal à |ν|
|ν̇| , cette pseudo-viscosité fait intervenir une

longueur caractéristique l que nous prenons de l’ordre de la taille des mailles utilisées. Cette
longueur caractéristique permet de faire tendre la pseudo-viscosité vers 0 lorsque le maillage se
raffine et permet d’espérer de converger vers une solution entropique à cette limite. Enfin, la
notation c désigne la vitesse du son dans la maille considérée.

Nous observons que, par construction, ce terme de viscosité dissipe de l’énergie mécanique
dans les écoulements en compression à un taux 1

ρq1 : d = −qν̇ et est inactif dans les zones de
détente (ν̇ > 0).

Dans notre étude, nous nous limiterons à l’utilisation d’une pseudo-viscosité scalaire. Cette
formulation réagit à un choc uniquement par l’intermédiaire de la mesure d’un changement de
volume ν̇ sans voir la direction de propagation du choc.

D’autres formulations existent, pouvant donner une structure vectorielle ou tensorielle à
la pseudo-viscosité et essayant d’introduire le mécanisme dissipatif uniquement dans la direc-
tion du choc ou essayant de discriminer plus finement les chocs des autres phénomènes de
compression (voir [20, 19, 50, 89]).

2.4.7 Conditions aux limites

Les conditions aux limites sur le bord du domaine s’écrivent pour les conditions de Dirichlet
et de Neumann

σ · n = Tl sur ∂Dn,

u = ul sur ∂Dd.
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CHAPITRE 2. MODÉLISATION CONTINUE DU PROBLÈME

Il est possible de ne contraindre la vitesse dans une seule direction de l’espace et laisser
libre les autres directions. La condition imposée concerne alors la projection de la vitesse dans
la direction contrainte ce qui s’écrit

u · nd = ul sur ∂Dd.

où nd(x, t) est la normale donnant la direction dans laquelle la vitesse est imposée et ud(x, t) est
la valeur imposée dans cette direction. Pour simplifier la suite des développements mathématiques,
nous prenons des conditions limites nulles sur le bord du domaine

σ · n = 0 sur ∂Dn,

u = 0 sur ∂Dd.

Ces conditions nulles sont imposées uniquement pour simplifier les expressions mathématiques
et simplifier les systèmes en cours d’écriture.

La prise en compte de conditions aux limites non-nulles ne présentent pas de difficultés.
Nous ré-introduisons le cas plus général des conditions aux limites de Dirichlet non-nulles une
fois la méthode complètement écrite.

2.4.8 Déformations planes

Nous considérons que notre système possède une symétrie plane dans un repère cartésien.
Nous faisons donc l’hypothèse de déformation plane dans le plan (O, ex, ey).

L’état du matériau est considéré constant dans la direction ez ce qui annule toute dérivée
∂•
∂z

dans cette direction. Cette hypothèse permet de ramener l’étude du système tri-dimensionnel
à l’étude d’un cas 2D plan. Les déformations se produisant uniquement dans les directions
ex et ey. Certains termes du tenseur des taux de déformations s’annulent et il se réduit à 4
composantes

d =



d11 d12 0
d12 d22 0
0 0 0


 .

En partant de la loi d’état et de la loi de comportement, nous pouvons identifier les termes nuls
du tenseur des contraintes et le simplifier pour lui donner une expression faisant intervenir 5
composantes

σ =



σ11 σ12 0
σ12 σ22 0
0 0 σ33


 .
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CHAPITRE 3. DISCRÉTISATION DES ÉQUATIONS DANS LE CAS MONO-MATÉRIAU

Dans ce chapitre, nous présentons la discrétisation du système qui servira ensuite de base
au développement de notre schéma. La méthode introduite ici est écrite dans un cadre mono-
matériau et sans terme d’interface. La discrétisation des équations volumiques présentée dans
ce chaptitre sera utilisée par la suite pour les mailles éloignées de l’interface. Pour simplifier les
notations, nous omettons ici l’indice α dénotant l’appartenance à un matériau. Cette distinction
n’a pas lieu d’être dans le cas mono-matériau.

Les équations du système sont discrétisées en suivant le schéma lagrangien de Wilkins ([90]),
décalé en temps et en espace. Ce schéma est couramment utilisé dans les codes industriels pour
traiter les écoulements hydrodynamiques ou élasto-plastiques. Cette méthode est implantée
dans ld code hydrodynamique dans lequel nos travaux seront également insérés.

3.1 Décomposition du pas de temps

Dans le formalisme ALE précédemment introduit, les équations à résoudre sont les trois
lois de conservations (2.17), (2.18) et (2.19) intégrées sur un volume se déplaçant à une vitesse
de maillage arbitraire

∂

∂t

∣∣∣∣
χ

∫

V (t)
ρ dV +

∫

∂V (t)
ρ(u− v) · n dS = 0, (3.1)

∂

∂t

∣∣∣∣
χ

∫

V (t)
ρu dV +

∫

∂V (t)
ρu(u− v) · n dS =

∫

V (t)
∇ · σ dV, (3.2)

∂

∂t

∣∣∣∣
χ

∫

V (t)
ρe dV +

∫

∂V (t)
ρe(u− v) · n dS =

∫

V (t)
σ : d dV. (3.3)

Les méthodes ALE dites ≪ directes ≫résolvent directement ce système mais cela nécessite de
connâıtre a priori la vitesse que nous voulons imposer au maillage. Nous utilisons plutôt une
méthode de type ≪ Lagrange + projection ≫[53, 10] qui décompose le pas de temps dt en deux
phases (voir figure 3.1) :

– dans un premier temps, la matière et le maillage se déplacent à la même vitesse vlag = ulag
durant une durée dt. Il n’y a pas de transfert de matière entre les mailles durant cette
phase ;

– durant la deuxième phase, la matière reste fixe uale = 0 alors que le maillage se déplace
à une vitesse vale = −(ulag − v) durant une durée dtale. L’évolution des grandeurs du
maillage est alors uniquement due aux flux entre les mailles.

Par addition, nous remarquons que la matière s’est déplacée au final avec une vitesse u =
uale + ulag = ulag alors que le maillage s’ est déplacé avec une vitesse

v = vlag + vale = ulag − (ulag − v) = v,

v étant une vitesse arbitraire de maillage.

Ce type de méthode présente plusieurs avantages dont une facilité de mise en œuvre et un
contrôle plus immédiat sur la déformation du maillage en fin de pas temps. Il est possible de
récupérer un algorithme lagrangien pré-existant pour gérer la première phase et l’ensemble peut
se voir comme une méthode lagrangienne avec remaillage à connectivité de maillage constante.
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3.1 Décomposition du pas de temps

: Points matériel

: Noeuds du maillage

Phase
lagrangienne

Phase
d'advection

: Déplacement des noeuds

: Déplacement de la matière

Temps

Figure 3.1 – Phases ALE

3.1.1 Phase lagrangienne

La vitesse du maillage est ici la même celle de la matière ce qui annule les termes d’advection
en (u− v). La première phase se résume à la résolution des équations

d

dt

∫

V (t)
ρ dV = 0, (3.4)

d

dt

∫

V (t)
ρu dV =

∫

V (t)
∇ · σ dV, (3.5)

d

dt

∫

V (t)
ρe dV =

∫

V (t)
σ : d dV. (3.6)

Les domaines d’intégration font ici référence à des volumes se déplaçant à la même vitesse
u que la matière pendant un pas de temps dt. Écrites sous forme locale, La dérivée ALE est
équivalente à la dérivée matérielle dans cette phase. Les équations (2.11)-(2.13) s’écrivent donc,
sous forme locale,

dρ

dt
= −ρ∇ · u, (3.7)

ρ
du

dt
= ∇ · σ, (3.8)

ρ
de

dt
= σ : d. (3.9)

De ce fait, cette phase est appelée la phase lagrangienne du pas de temps.

3.1.2 Phase d’advection

La seconde partie est la résolution du système d’équations

∂

∂t

∣∣∣∣
χ

∫

V (t)
ρ dV +

∫

∂V (t)
ρ(u− v) · n dS = 0, (3.10)

∂

∂t

∣∣∣∣
χ

∫

V (t)
ρu dV +

∫

∂V (t)
ρu(u− v) · n dS = 0, (3.11)

∂

∂t

∣∣∣∣
χ

∫

V (t)
ρe dV +

∫

∂V (t)
ρe(u− v) · n dS = 0. (3.12)

Ici, les équations se réfèrent ici à des volumes allant à la vitesse −(u − v) durant un pas de
temps dtale. Durant cette phase, le maillage se déplace pour atteindre la position qu’il aurait
du avoir si nous l’avions déplacé directement à la vitesse v durant le pas de temps. Le système
d’équations correspond à un système traduisant l’advection de la matière fixe à travers un
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CHAPITRE 3. DISCRÉTISATION DES ÉQUATIONS DANS LE CAS MONO-MATÉRIAU

maillage en déplacement. L’évolution des grandeurs dans un volume V (t) ne dépend que des
flux de quantités

∫
∂V (t) •(u− v) · n dS entrants ou sortants à travers la surface de ce volume.

Cette phase sera appelée la phase de transport ou phase d’advection de l’algorithme. Le
système (3.10), (3.11), (3.12) fait apparâıtre les quantités qui doivent être conservées dans le
système. Ces quantités sont :

– la masse à travers l’intégrale de la densité
∫
ρdV ;

– la quantité de mouvement à travers l’intégrale de la quantité de mouvement volumique∫
ρudV ;

– l’énergie interne à travers l’intégrale de l’énergie interne spécifique pondérée par la densité
(ce qui donne une énergie interne volumique)

∫
ρedV .

Notons que la phase lagrangienne ne fait pas intervenir la vitesse de maillage v. Elle n’inter-
vient que dans la phase de transport. Nous pouvons donc choisir a posteriori cette vitesse afin
de limiter la déformation du référentiel due à la première phase et pour conserver un maillage
ayant des qualités géométriques suffisantes. Au final, la quantité importante n’est pas la vitesse
du maillage mais la déformation (vale dtale) qui lui est appliquée durant la phase de transport.

3.2 Discrétisation des champs d’inconnues

Nous discrétisons à chaque pas de temps notre domaine d’étude en un maillage non struc-
turé noté par abus de notation D(t) et composé de K mailles Ωk(t) se déplaçant avec la
matière. Définissons également un maillage ALE F(t) ayant le même nombre de mailles,
D(t) =

⋃
l=1,K Ωl(t), les mêmes connectivités que D(t) et étant une régularisation de ce der-

nier. Autrement dit, F(t) est un lissage présentant de meilleures qualités géométriques. Les
mailles régularisées sont notées Ωl(t) et se déplacent à une vitesse différente des mailles lagran-
giennes Ωk(t). Ces maillages sont composés uniquement de mailles quadrangulaires, un exemple
est donné figure 3.2 pour fixer les idées. Nous noterons pour le maillage lagrangien utilisé à

Figure 3.2 – Exemple de maillage
quadrangulaire du domaine

chaque pas de temps :

Ωk : la maille (primale) k ;

xk : le centre de la maille Ωk ;

χΩk
: la fonction caractéristique de la maille k, valant 1 si x ∈ Ωk, 0 sinon ;
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3.2 Discrétisation des champs d’inconnues

Nk : l’ensemble des nœuds i de la maille Ωk ;

xi : les coordonnées du nœud i ;

Ψi : la fonction de forme nodale de type ≪ éléments finis ≫ d’ordre 1, associée au nœud i.
Cette fonction est linéaire sur les triangles et bi-linéaires sur les quadrangles permettant
d’interpoler toute fonction continue f par

Ihf(x) =
∑

i

f(xi)Ψi(x);

ui : la vitesse du point xi ;

∆i : la maille duale centrée autour du nœud i ;

χ∆i : la fonction caractéristique de la maille duale i, valant 1 si x ∈ ∆i, 0 sinon ;

Mi : l’ensemble des mailles voisines du nœud i.

D’une manière générale, les indices i ou j dénoteront les variables discrétisées par nœud alors
que les indices k et l indiqueront que la variable est définie par maille.

Le schéma de Wilkins est un schéma décalé en espace, c’est à dire que les vitesses et les
accélérations seront définies aux nœuds alors que les grandeurs thermodynamiques comme la
densité, la pression ou l’énergie interne seront définies centrées sur les mailles. Le schéma est
également décalé en temps, les vitesses étant définis aux temps tn+

1/2 alors que les quantités
centrées ainsi que les accélérations et les positions sont définies aux temps tn.

Figure 3.3 – Discrétisation du schéma de Wilkins

Les champs de grandeurs centrées sont discrétisés en espace en les écrivant sur la base des
fonctions caractéristiques des mailles. Ils sont donc approchés par leur valeur moyenne dans la
maille et s’écrivent, sous forme discrétisée en espace et continu en temps,

σ(x) =
∑

k

σ
k
χΩk

(x), (3.13)

ρ(x) =
∑

k

ρkχΩk
(x), (3.14)

e(x) =
∑

k

ekχΩk
(x). (3.15)

La vitesse est écrite sur la base des fonctions de forme nodales ≪ éléments finis ≫ bi-linéaire
par élément et s’écrit

u(x) =
∑

i

uiΨi(x) (3.16)

Alors que les grandeurs centrées sont discontinues entre les mailles, le champ de vitesse est
continu sur tout le domaine.
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CHAPITRE 3. DISCRÉTISATION DES ÉQUATIONS DANS LE CAS MONO-MATÉRIAU

3.3 Phase Lagrangienne

3.3.1 Conservation de la masse

L’équation de conservation de la masse est écrite sous forme faible en intégrant (3.7)
pondérée par la fonction caractéristique associée à chaque maille Ωk

∫

D

(
dρ

dt
+ ρ∇ · u

)
χΩk

dV = 0, ∀k.

Ceci revient à écrire (3.4) sur Ωk ce qui donne

d

dt
(ρk Vk) = 0, ∀k (3.17)

où Vk est le volume de la maille Ωk et ρk la masse volumique moyenne de la cellule Ωk.
Enfin, l’intégration en temps entre tn et tn+1 donne finalement

ρnk V
n
k = ρn+1

k V n+1
k = mk.

Le terme mk est la masse totale de la maille, constante au cours de la phase lagrangienne.

3.3.2 Conservation de l’énergie et loi d’état

L’équation de conservation de l’énergie (3.9) est écrite sous forme faible de la même manière
que la conservation de la masse ce qui donne

∫

D

(
ρ
de

dt
− σ : d

)
χΩk

dV = 0, ∀k.

En décomposant les contraintes en partie sphérique et déviatorique, nous obtenons
∫

D
ρ
de

dt
χΩk

dV =

∫

D
S : d χΩk

dV −

∫

D
(p+ q)∇ · u χΩk

dV.

Après intégration et en notant que la conservation de la masse (3.7) nous permet d’écrire
la divergence de la vitesse sous la forme

∇ · u = −
1

ρ

dρ

dt
,

l’équation d’énergie s’écrit en valeurs moyennes

ρkVk
dek
dt

= Vk Sk
: d

k
+ (pk + qk)Vk

1

ρk

dρk
dt

= 0, ∀k. (3.18)

Après division par ρkVk et sachant que d
dt

(
1
ρ

)
= − 1

ρ2
dρ
dt , l’équation de la conservation d’énergie

discrétisée en espace prend donc la forme finale

dek
dt

= −(pk + qk)
d

dt

(
1

ρk

)
+

1

ρk
(S

k
: d

k
), ∀k.

Indiquons que l’énergie interne utilisée ici comprend théoriquement l’énergie élastique de déformation.
Les déformations élastiques interviennent dans la loi d’état par l’intermédiaire de l’énergie in-
terne.
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3.3 Phase Lagrangienne

L’intégration en temps est réalisée en utilisant un schéma trapèze pour la pression et
les contraintes et un schéma point milieu pour la pseudo-viscosité et le tenseur des taux de
déformations ce qui permet d’obtenir la forme discrétisée en temps et en espace

en+1
k = enk − (

pn+1
k + pnk

2
+ q

n+1/2
k )

(
1

ρn+1
k

−
1

ρnk

)
+

∆t

ρ
n+1/2
k

(Sn+1/2
k

: dn+
1/2

k
), ∀k (3.19)

avec le déviateur des contraintes S
n+1/2
k au temps tn+

1/2 définit par la moyenne du déviateur
entre les temps tn et tn+1,

Sn+1/2
k

=
Sn+1
k

+ Sn
k

2
.

Nous noterons que cette équation fait intervenir les pressions pn+1
k au temps tn+1, la pression

est fonction de quantités thermodynamiques dont l’énergie interne au temps tn+1. L’équation
(3.19) est donc implicite en en+1

k et couplée avec la loi d’état. Les deux doivent être résolues
simultanément. Pour cela, il faut donc résoudre le système non linéaire




en+1
k = enk − (

pn+1

k +pnk
2 + q

n+1/2
k )

(
1

ρn+1

k

− 1
ρnk

)
+ ∆t

ρ
n+1/2
k

(S
n+1/2
k : dn+

1/2
k

)

pn+1
k = P (en+1

k , ρn+1
k )

(3.20)

ce qui est fait par une méthode de Newton.

Remarque discrétisation du tenseur des taux de déformations

Le terme dn+
1/2

k
est une valeur moyenne des taux de déformations sur la maille. Il est défini

par

d
k
=

1

Vk

∫

Ωk

d(x) dV.

En remplaçant le taux de déformation par son expression en fonction du champ de vitesse,
nous obtenons

d
k
=

1

Vk

∫

Ωk

1

2

(
∇u+∇uT

)
dV.

Nous pouvons utiliser la discrétisation du champ de vitesse et son expression en fonction des
fonctions de formes ce qui donne

d
k
=

1

2Vk

∑

i∈Nk

∫

Ωk

(
∇(uiΨi(x)) +∇(uiΨi(x))

T
)
dV.

Après développement, le tenseur des taux de déformations moyen dans la maille a pour expres-
sion

d
k
=

1

2Vk

∑

i∈Nk

(
ui ⊗

(∫

∂Ωk

ΨindS

)
+

(∫

∂Ωk

ΨindS

)
⊗ ui

)
.

Notons que les vitesses étant au temps tn+
1/2 , le tenseur des taux de déformations doit également

être défini à ce temps. Pour cela, il faut alors prendre soir de bien intégrer les flux des fonctions
de forme sur Ωk(t

n+1/2) afin de calculer un gradient de vitesse ∇u discrétisé correctement au
temps tn+

1/2

∇un+
1/2 =

∂un+
1/2

∂xn+1/2
.
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CHAPITRE 3. DISCRÉTISATION DES ÉQUATIONS DANS LE CAS MONO-MATÉRIAU

3.3.3 Conservation de la quantité de mouvement

L’équation de la conservation de la quantité de mouvement s’écrit localement sous la forme
(3.8)

ρ
du

dt
−∇ · σ = 0.

La forme faible de cette équation est écrite en prenant l’intégrale sur le domaine D pondérée par
une fonction test. Prenant comme fonction test un champ de vitesse virtuelle cinématiquement
admissible û quelconque, ceci nous donne le principe des puissances virtuelles

∫

D

(
ρ
du

dt
−∇ · σ

)
· û dV = 0, ∀û.

Nous intégrons par partie et utilisons les conditions aux limites pour obtenir la forme plus
compacte valable quelque soit la fonction test û cinématiquement admissible

∫

D
ρ
du

dt
· û dV +

∫

D
σ : ∇û dV = 0, ∀û tel que û|∂Dd

= 0.

La vitesse virtuelle est discrétisée de la même manière que la vitesse de la matière. En arguant
de l’arbitrarité de ce champ et en prenant successivement û = exΨi(x) et û = eyΨi(x) pour
tous les nœuds du maillage, nous obtenons la forme pondérée équivalente

∫

D
ρ
du

dt
Ψi dV +

∫

D
σ · ∇Ψi dV = 0, ∀i.

En réduisant l’intégrale au support de Ψi, la forme discrétisée donne

∫

D∩SuppΨi

ρ
du

dt
Ψi dV +

∫

D∩SuppΨi

σ · ∇Ψi dV = 0, ∀i.

En décomposant l’intégrale par maille et en intégrant une nouvelle fois par partie avec σ
k

supposé constant par maille, nous obtenons la forme discrétisée en espace

∫

D∩SuppΨi

ρ
du

dt
Ψi dV = −

∑

k∈Mi

σ
k
·

∫

∂Ωk

nΨi dS, ∀i. (3.21)

Le terme d’accélération reste encore à définir, une approximation du champ de densité, expliqué
dans le paragraphe suivant, nous permet de terminer la discrétisation.

3.3.4 Condensation de la masse

Le schéma de Wilkins fait une approximation sur la densité massique et sur le champ de
vitesse. Nous remplaçons alors dans le terme d’accélération de l’équation (3.21) le champ de
vitesse réelle u et virtuelle û par des interpolations constantes par maille duale ∆i (voir figure
3.4 pour la définition des mailles duales),

u(x) ≈
∑

i

uiχ∆i(x), (3.22)

û(x) ≈
∑

i

ûiχ∆i(x) (3.23)
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3.3 Phase Lagrangienne

Figure 3.4 – Mailles duales. Les différentes mailles duales sont
représentées par un damier de couleurs unies alors que les traits
pleins représentent les frontières des mailles primales. La maille
duale associée à un nœud i est composée du quart des mailles
primales entourant ce nœud. Le quart de la maille primale est défini
par le centre de la maille, le nœud i et le centre des faces contenant
le nœud i. La maille duale est donc l’union de 4 quadrangles mais
n’est pas forcément quadrangulaire.

où χ∆i est la fonction caractéristique de la maille duale ∆i, valant 1 si x ∈ ∆i, 0 sinon. De ce
fait, l’équation (3.21) s’écrit

Ii = −
∑

k∈Mi

σ
k
·

∫

∂Ωk

nΨi dS, ∀i

sous la notation

Ii =

(∫

∆i

ρ dV

)
dui
dt

=


∑

k∈Mi

∫

∆i∩Ωk

ρ dV


 dui

dt
.

En supposant une densité ρ uniforme par maille,

ρ =< ρ >=
mk

Vk
, (3.24)

il reste

Ii =


∑

k∈Mi

∫

∆i∩Ωk

ρ dV


 dui

dt
=


∑

k∈Mi

mk

#Nk


 dui

dt
= mi

dui
dt

.

où nous avons noté
mi =

∑

k∈Mi

mk

#Nk

avec mk, la masse de la maille Ωk et #Nk, le nombre de nœuds de la maille k. Avec cette
dernière formule, nous avons approché le volume de l’intersection entre la maille duale ∆i et la
maille primale Ωk par une division égale du volume de la maille primale entre tous les noeuds,

|∆i ∩ Ωk| =
Vk

#Nk
.

Cette approximation reste correcte tant que les mailles sont proches de mailles rectangulaires.
La masse est donc condensée sur les nœuds et un nœud possède donc le quart des masses des
mailles primales l’avoisinant (voir figure 3.5).
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CHAPITRE 3. DISCRÉTISATION DES ÉQUATIONS DANS LE CAS MONO-MATÉRIAU

Figure 3.5 – Condensation de la masse. La masse des
mailles primales est répartie sur leurs nœuds. Chaque
nœud reçoit le quart de la masse des mailles voisines.

Cette condensation nous permet de découpler l’accélération des nœuds et de diagonaliser
la matrice de masse. Celle-ci est alors triviale à inverser. L’équation (3.21) se réduit à

mi
dui
dt

= −
∑

k∈Mi

σ
k
·

∫

∂Ωk

nΨi dS, ∀i.

La forme finale discrétisée en temps est obtenue en intégrant par un schéma de point milieu
entre tn−

1/2 et tn+
1/2 ce qui donne

mn
i

u
n+1/2
i − u

n−1/2
i

δt
= −

∑

k∈Mi

σn
k
·

∫

∂Ωn
k

nΨi dS, ∀i

avec δt = tn+
1/2 − tn−

1/2 .

À partir de ces vitesses, les positions en fin de pas de temps sont calculées par la formule
de point milieu

xn+1
i = xni +∆t u

n+1/2
i .

Les volumes peuvent alors être calculés à partir de la géométrie des mailles en fin de pas de
temps.

3.3.5 Pseudo-viscosité

La pseudo viscosité est discrétisée au temps tn+
1/2 . Elle a alors pour expression

q
n+1/2
k =





ρ
n+1/2
k

[
CA (lk)

2

∣∣∣∣
ν̇
n+1/2
k

ν
n+1/2
k

∣∣∣∣
2

+ CL lk c
n
k

∣∣∣∣
ν̇
n+1/2
k

ν
n+1/2
k

∣∣∣∣

]
si ν̇

n+1/2
k < 0

0 si ν̇
n+1/2
k > 0

.

avec CA et CL, deux constantes, la densité ρn+1/2 prise comme la moyenne ρn+1/2 = 1
2(ρ

n +

ρn+1), le volume massique νn+1/2 pris comme la moyenne νn+1/2 = 1
2(

1
ρn + 1

ρn+1 ) et la dérivée
en temps du volume massique

ν̇
n+1/2
k =

1

∆t

(
1

ρn+1
−

1

ρn

)
.
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3.4 Phase de transport

La longueur lk est une longueur caractéristique de la maille permettant de faire tendre la
pseudo-viscosité vers 0 lorsque la taille des mailles tend vers 0. Plusieurs définitions de cette
longueur sont possibles. Les méthodes basées sur l’accélération pour déterminer la direction du
choc et mesurer la longueur de la maille dans cette direction sont très instables numériquement
car en présence de faible accélération, cette longueur peut varier brutalement. Une méthode
plus fiable que nous avons choisie et que nous utiliserons par la suite est de calculer la longueur
caractéristique comme le rapport entre l’aire de la maille et son périmètre.

Remarquons que pour garder une pseudo-viscosité explicite, la vitesse du son est prise
décalée en temps à l’instant tn et un décalage apparâıt également dans le tenseur des contraintes
au temps tn

σn
k
= Sn

k
− pnk1− q

n−1/2
k 1.

Ce dernier décalage ne porte cependant que sur l’équation de dynamique des nœuds.

3.3.6 Résolution

Pour chaque pas de temps, le système complet discrétisé est donc composé des équations

mn
i

u
n+1/2
i − u

n−1/2
i

δt
= −

∑

k∈Mi

σn
k
·

∫

∂Ωn
k

nΨi dS, ∀i (3.25)

xn+1
i = xni +∆t u

n+1/2
i , ∀i (3.26)

V n+1
k = V

(
xn+1
i

)
, ∀k (3.27)

ρnk V
n
k = ρn+1

k V n+1
k , ∀k (3.28)

q
n+1/2
k =





ρ
n+1/2
k

[
CA (lk)

2

∣∣∣∣
ν̇
n+1/2
k

ν
n+1/2
k

∣∣∣∣
2

+ CL lk c
n
k

∣∣∣∣
ν̇
n+1/2
k

ν
n+1/2
k

∣∣∣∣

]
si ν̇

n+1/2
k < 0

0 si ν̇
n+1/2
k > 0

., ∀k, (3.29)




en+1
k = enk − (

pn+1

k +pnk
2 + q

n+1/2
k )

(
1

ρn+1

k

− 1
ρnk

)
+ 1

ρ
n+1/2
k

(S
n+1/2
k : dn+

1/2
k

)

pn+1
k = P (en+1

k , ρn+1
k )

, ∀k. (3.30)

Excepté pour la loi d’état, ce schéma est explicite. Le calcul d’un pas de temps se fait donc de
la manière suivante :

1. calcul des vitesses en tn+
1/2 à partir des contraintes et masses au temps tn via (3.25) ;

2. calcul des positions en fin de pas de temps via (3.26) ;

3. calcul des volumes en fin de pas de temps via (3.27) ;

4. calcul des densités par la conservation de la masse via (3.28) ;

5. calcul des pseudo-viscosités via (3.29) ;

6. calcul de l’énergie et de la pression en fin de pas de temps par résolution de (3.30).

3.4 Phase de transport

Une fois la phase Lagrange résolue, il faut traiter les termes de transport des quantités.
L’écriture de la méthode sous forme ≪ Lagrange + projection ≫ ne fait pas apparâıtre la vi-
tesse du maillage dans la première phase ce qui nous permet de définir a posteriori la vitesse
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CHAPITRE 3. DISCRÉTISATION DES ÉQUATIONS DANS LE CAS MONO-MATÉRIAU

corrigeant les défauts trop importants qui ont pu se créer avec les déformations de la matière.
Cela est fait durant l’étape de régularisation du maillage qui va calculer la position du maillage
en fin de pas de temps.

Puis vient l’étape de transport à proprement parler permettant de passer du maillage la-
grangien D (déformé avec la matière) au maillage ALE régularisé F . Cette phase revient à faire
une projection du premier sur le second.

Une première méthode consiste à résoudre directement le système (3.10), (3.11), (3.12) et à
calculer les flux de masse, quantité de mouvement et d’énergie interne entre les mailles lors du
déplacement du maillage. Cette approche est utilisée dans les méthodes dites de ≪ projection
par flux ≫ [53, 55]. Elles présentent l’avantage d’être conservatives sur les grandeurs projetées
(tout flux sortant d’une maille entre dans une autre) mais limite la différence que nous pouvons
avoir entre le maillage lagrangien et le maillage régularisé afin de pouvoir calculer avec précision
les flux entre les mailles.

En regardant la phase de transport réellement comme une projection, il peut exister d’autres
méthodes comme l’interpolation des champs. Le but étant toujours de passer de champs définis
sur le maillage D à leur définition sur le maillage F . Ces méthodes sont pas toujours conser-
vatives et leur utilisation n’est pas adaptée à notre situation où nous résolvons justement des
lois de conservations.

La méthode que nous employons est une méthode de projection par intersection exacte (voir
[27], [72]). Cette méthode est conservative et accepte des maillages d’origine et de réception
arbitraires. Elle ne nécessite aucune vitesse de maillage mais uniquement la position en fin de
pas de temps.

Quelle que soit la méthode utilisée, elle doit avoir certaines propriétés :

– être conservative. Nous écrivons durant la phase lagrangienne la conservation de la masse,
de l’énergie interne et de la quantité de mouvement ; ces trois grandeurs doivent donc
également être conservées lors du transport ;

– être peu diffusive. Une petite variation de maillage doit entrâıner une petite variation des
champs reconstruits. Dans le cas limite, il faut retrouver exactement les champs d’origine
lorsque l’on projette un maillage sur lui même. Une méthode ne respectant pas cette
condition va accumuler la diffusion numérique au cours des pas de temps ;

– respecter un principe du maximum et ne pas créer de nouveaux extrema dans les champs
reconstruits.

3.4.1 Régularisation du maillage

Dans nos cas en grandes déformations, le maillage peut être trop déformé pour permettre
une simulation fiable. Les mailles peuvent présenter certains défauts qui serviront de critères
pour mesurer la qualité du maillage. Ces critères peuvent être par exemple :

– des angles trop aigus (figure 3.6.a), des mailles trop déformées ne permettent pas aux
méthodes numériques de donner des résultats corrects ;

– des angles rentrants menant à des mailles concaves (figure 3.6.b) ;
– des rapports de volumes trop grands entre mailles voisines (figure 3.6.c) car des maillages
trop irréguliers n’assurent pas la précision des méthodes.

Cette liste n’est pas exhaustive et d’autres critères peuvent être étudiés pour mesurer la qualité
du maillage (voir [30]).

La régularisation du maillage lagrangien en fin de pas temps va chercher à créer un maillage
ALE plus lisse et respectant les critères précédents. Cela peut être réalisé en déplaçant simple-
ment les points problématiques aux barycentres de leurs voisins, en itérant sur une équation de
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3.4 Phase de transport

Figure 3.6 – Critères géométriques

diffusion pour répartir les nœuds ou en utilisant d’autres méthodes de relaxation de maillage
plus complexes [81, 49, 47].

La phase de projection provoque obligatoirement une diffusion numérique des différents
champs car la reconstruction utilise des moyennes locales. Le maillage régularisé doit donc
rester aussi proche que possible du maillage lagrangien pour limiter le transport et la diffusion
des quantités. Pour la même raison, les corrections du maillage doivent rester locale aux zones
ne respectant pas les critères. Une régularisation globale du maillage entrâıne une diffusion
dans tout le domaine alors qu’une régularisation locale ne va provoquer de la diffusion que
dans les mailles corrigées.

3.4.2 Projection

3.4.2.1 Principe

La méthode de projection par intersection exacte part de la remarque suivante : si nous
avons un champ de densité ρ̃ défini sur le maillage régularisé F par des valeurs constantes par
maille

ρ̃(x) =
∑

l

ρlχΩl
(x),

l’intégrale de ce champ sur un volume V doit être égale à l’intégrale du champ d’origine sur le
même volume V ∫

V
ρ̃(x) dV =

∫

V
ρ(x) dV

pour assurer la conservation des grandeurs voulues.
En décomposant le champ ρ̃ sur sa base dans F et en ré-écrivant l’équation précédente pour

toutes les mailles Ωl de F , nous obtenons l’expression du champ de densité projeté

ρl =
1

Vl

∫

Ωl

ρ̃(x) dV =
1

Vl

∫

Ωl

ρ(x) dV, ∀l.

Le même raisonnement sur l’énergie interne (en notant que la quantité conservée n’est pas
l’énergie interne spécifique e mais l’énergie interne volumique ρe) aboutit à

ρlel =
1

Vl

∫

Ωl

(ρe)(x) dV, ∀l.

Nous nous intéressons maintenant à la quantité de mouvement. Lors de cette projection, nous
abandonnons la définition de la vitesse comme champ interpolé par les fonctions de forme et
nous faisons la même approximation faite par la condensation de la masse pour les termes
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CHAPITRE 3. DISCRÉTISATION DES ÉQUATIONS DANS LE CAS MONO-MATÉRIAU

d’accélération lors de la phase lagrangienne. Le champs de vitesse u ainsi que le champ de
quantité de mouvement (ρu) sont approchés par des champs constants par maille duale ∆j ,
centrée sur les nœuds j (voir figure 3.7),

ρ̃u(x) =
∑

j

ρjujχ∆j (x).

Cette formule fait intervenir une densité nodale ρj qui sera définie par la suite.

La projection suit ensuite la même démarche que les autres grandeurs en écrivant l’intégrale
de la quantité de mouvement sur la maille duale ∆j pour chaque nœud j du maillage F ,

ρjuj =
1

Vj

∫

∆j

(ρu)(x) dV, ∀j.

Figure 3.7 – Maille duale associée au
nœud j

3.4.2.2 Ordre 1

En prenant la définition du champ constant par maille sur le maillage d’origine, nous obte-
nons une projection à l’ordre 1. Ceci s’écrit pour la masse

ρl =
1

Vl

∫

Ωl

∑

k

ρkχΩk
(x) dV, ∀l.

En remarquant que Ωl =
⋃

k

(Ωl ∩ Ωk) (figure 3.8), nous décomposons l’intégrale en

ρl =
1

Vl

∑

k

ρk

(∫

Ωl∩Ωk

dV

)
, ∀l.

Nous obtenons l’expression des densités sur le maillage de réception en fonction des densités
sur le maillage de départ et des volume des intersections entre les mailles des deux maillages∫
Ωl∩Ωk

dV . Les volumes de ces intersections sont à calculer géométriquement. Plusieurs tech-
niques existent pour calculer les intersections entre deux polygones quelconques (voir [84, 78]).

Notons que les termes ρl sont des combinaisons linéaires convexes des termes ρk, aucun
nouveau maximum ne peut dont apparâıtre sur le maille régularisé.
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3.4 Phase de transport

Figure 3.8 – Intersections entre le maillage régularisé et le maillage lagran-
gien

Les énergies internes spécifiques el sur F ont, avec la même méthode, pour expression

el =
1

ρlVl

∑

k

ρkek

(∫

Ωl∩Ωk

dV

)
, ∀l.

La projection de la vitesse demande un peu plus d’attention. Le champ de densité est défini
constant par maille alors que les vitesses sont définies par nœud. Nous projetons d’abord le
champ de densité par maille sur les mailles duales pour obtenir les densités nodales ρi sur le
maillage dual de départ

ρi =
1

Vi

∑

k

ρk

(∫

∆i∩Ωk

dV

)
, ∀i

ce qui nous permet de définir un champ de quantité de mouvement ρiui constant par maille
duale ∆i puis d’obtenir les vitesses sur le maillage dual d’arrivée

uj =
1

ρjVj

∑

i

ρiui

(∫

∆j∩∆i

dV

)
, ∀j.

Il nous manque la densité nodale ρj sur le maillage d’arrivée. Celle-ci vient de la projection de
la densité nodale depuis le maillage lagrangien dual

ρj =
1

Vj

∑

i

ρi

(∫

∆j∩∆i

dV

)
∀j.

Notons que, pour être parfaitement cohérent entre les deux phases du pas de temps, les
masses nodales données par la condensation de la masse devraient être les mêmes que les
masses nodales utilisées lors de la projection. La condensation de la masse utilise une masse
nodale approchée par

mi =
∑

k∈Mi

mk

#Nk

alors qu’elle devrait prendre une masse nodale définie par

mi =
∑

k∈Mi

ρk

(∫

∆i∩Ωk

dV

)
.

L’erreur de cette approximation reste faible tant que les mailles sont proches de rectangles.
Cette projection permet de retrouver exactement les valeurs initiales si le maillage d’arrivée

est identique à celui de départ mais présente le désavantage de beaucoup diffuser les grandeurs
projetées. La diffusion numérique peut être diminuée en utilisant une méthode de projection à
l’ordre 2.
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CHAPITRE 3. DISCRÉTISATION DES ÉQUATIONS DANS LE CAS MONO-MATÉRIAU

3.4.2.3 Ordre 2

Pour améliorer la projection des grandeurs conservées, nous ne prenons plus un champ
constant par morceau sur le maillage de départ mais un champ linéaire par morceaux. Après
intégration, la densité sur le maillage D a pour expression

ρ(x) =
∑

k

(ρk +∇ρk · (x− xk))χΩk
(x)

avec ∇ρk un gradient centré à déterminer (voir Annexe A). La valeur de la densité sur le
maillage régularisé est alors

ρl =
1

Vl

∑

k

((
ρk +∇ρk · (xgkl − xk)

)(∫

Ωl∩Ωk

dV

))
, ∀l

avec xgkl, les coordonnées du barycentre de l’intersection Ωl ∩ Ωk.
De la même manière, l’énergie interne s’écrit

el =
1

ρlVl

∑

k

((
(ρkek) +∇(ρkek) · (xgkl − xk)

)(∫

Ωl∩Ωk

dV

))
, ∀l

et la vitesse prend la forme

uj =
1

ρjVj

∑

i

(
(
(ρiui) +∇(ρiui) · (xgij − xi)

)
(∫

∆j∩∆i

dV

))
∀j

où xgij sont les coordonnées du barycentre de l’intersection ∆l ∩∆k. La densité nodale ρj est
obtenue par projection à l’ordre 2 de la densité nodale depuis le maillage lagrangien dual

ρj =
1

Vj

∑

i

(
(
ρi +∇ρi · (xgij − xi)

)
(∫

∆j∩∆i

dV

))
∀j.

Cette projection ne répartit plus uniformément les quantités dans les mailles ce qui permet
de limiter la diffusion en prenant en compte les variations locales des champs. Lors d’une
projection sur un maillage identique, la méthode redonne bien les mêmes valeurs de densité
et d’énergie. Elle fait cependant une erreur sur le bord du maillage lors de la projection de la
vitesse. Cela est dû à un décalage entre la position des nœuds et la position des barycentres
des mailles duales aux frontières du maillage. Cette erreur n’existe pas avec une projection à
l’ordre 1.

Sans précautions supplémentaires, cette méthode peut créer de nouveaux extrema. Il faut
limiter la pente des gradients reconstruits, ceci est discuté dans l’annexe A.

Remarquons que même lors de la projection à l’ordre 2, le champ de densité duale ρi sur
le maillage lagrangien est toujours obtenu par une projection à l’ordre 1 de la densité primale
sur le maillage dual ce qui permet d’obtenir des masses nodales lors de la phase de transport
proches des masses nodales utilisées lors de la phase lagrangienne.
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4.1.3.2.2 Méthodes de courbe de niveau . . . . . . . . . . . . 42

4.2 Gestion classique : vitesse moyenne et hypothèse d’iso-déformation 43
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CHAPITRE 4. GESTION DE PLUSIEURS MATÉRIAUX ET LEUR INTERFACE

4.1 Vue d’ensemble des méthodes multi-matériaux

Les méthodes de simulations de systèmes multi-matériaux peuvent se classer en deux fa-
milles : les méthodes à interface conforme (fitted interface) et les méthodes à interface interne
(embedded interface). Elles se différencient par la position de l’interface dans les maillages.
Les méthodes à interface conforme vont conserver l’interface sur le bord des mailles ou sur la
frontière du maillage alors que les interfaces internes peuvent avoir une position arbitraire à
l’intérieur du maillage provoquant l’apparition de mailles partielles ou mixtes, découpées par
l’interface entre les matériaux.

Ces deux familles peuvent se sous-diviser en méthodes multi-domaines et mono-domaines
(appelées aussi mono-blocs ou monolithiques). La distinction se fait dans la manière de définir
les différents matériaux en présence.

Les méthodes multi-domaines définissent un maillage séparé pour chaque matériau. Il
convient ensuite de coupler les différents domaines composant le système pour mener à bien
la simulation. Elles présentent l’avantage de pouvoir utiliser un solveur spécifique pour chaque
matériau mais alourdissent le coût du calcul avec une gestion des différents maillages et leur
mise en relation.

Les méthodes mono-blocs définissent tous les matériaux sur un maillage unique simplifiant
grandement la gestion de la topologie du système et rendant inutile les procédures de détection
des zones en contact. Les schémas employés doivent alors être capables de gérer différentes lois
constitutives dans un même domaine de calcul pour pouvoir simuler tous les matériaux.

Par nature, le formalisme lagrangien est adapté pour les méthodes à interface conforme. Le
référentiel se déplaçant à la vitesse de la matière, l’interface est fixe par rapport au maillage et
reste donc sur les bords des mailles.

Les méthodes à interface interne sont nécessaires dans les méthodes eulériennes où le
maillage reste fixe dans l’espace. En effet, l’interface sera obligatoirement à l’intérieur des
mailles au moindre déplacement.

Le formalisme ALE par son écriture plus générale peut être employé dans les deux cas mais
nécessite de correctement définir la vitesse du maillage pour conserver un suivi lagrangien de
l’interface.

Nous essayons ici de présenter une vue d’ensemble des méthodes multi-matériaux. Ces
méthodes ne s’appliquent pas toutes obligatoirement dans notre cas mais traitent des problèmes
similaires.

L’interaction entre matériaux la plus courante à traiter est le problème du contact entre
structures et nous présenterons souvent les méthodes ci-après dans ce contexte. Les problèmes
d’interface ne se limitent cependant pas à cela. Par exemple, les études de flux thermiques
entre des matériaux ayant des conductivités différentes et pouvant présenter des géométries
complexes rentrent également dans cette problématique. La dynamique de l’interface n’est pas
forcément due au déplacement des structures : des interfaces mobiles dans le maillage peuvent
apparâıtre dans les problèmes de changement de phase avec un front de solidification ou de
vaporisation se déplaçant dans le domaine et délimitant deux matériaux avec des propriétés
différentes.
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4.1 Vue d’ensemble des méthodes multi-matériaux

4.1.1 Méthodes à interface conforme

4.1.1.1 Méthodes multi-domaines

Dans cette famille se rangent les méthodes les plus couramment utilisées et les plus do-
cumentées ([38, 92, 1]). Ces méthodes regroupent tous les traitements classiques de contact
lagrangien.

Cette formulation est la plus naturelle. Les différents maillages évoluent indépendamment,
résolus éventuellement par des schémas différents. Un traitement spécial est appliqué dans les
zones où les différents domaines sont en contact pour imposer les conditions de saut voulues.
La prise en compte des relations à l’interface revient ici à appliquer des conditions aux limites
spécifiques car la contrainte est localisée sur la frontière d’un ou des maillages. Ces conditions
limites et la manière dont elles sont déterminées et appliquées différencient les méthodes.

D’une manière générale, deux possibilités existent. Les méthodes travaillant en variables
≪ primales ≫ vont imposer directement la variable concernée par exemple la position ou la
vitesse de la matière alors que les méthodes travaillant en variables ≪ duales ≫ vont calculer et
appliquer les forces aboutissant à des déplacements corrects.

Nous pouvons citer :

– les méthodes qui vont calculer les déplacements et les appliquer sous forme forte par des
conditions limites [92] ;

– les techniques de type ≪mortar finite element ≫ ([17, 52, 91, 93]) qui écrivent les équations
d’interface au sens faible et permettent ainsi d’obtenir des méthodes plus robustes. Ces
méthodes permettent de gérer plus facilement les différences de discrétisation entre les
domaines ; elles font souvent appel à des méthodes de multiplicateur de Lagrange ([7])
qui insèrent le comportement de l’interface dans l’écriture variationnelle globale pour
résoudre un système sous contraintes avec variables duales ;

– les méthodes de pénalisation ([26, 44, 37]) qui reviennent à ajouter des ressorts de grandes
raideurs entre les matériaux en contact, imposant la valeur de certaines grandeurs à la
frontière ; les termes de pénalités peuvent se voir comme une approximation linéaire des
multiplicateurs de Lagrange.

Avantages et inconvénients

Ces méthodes ont des avantages :

– la localisation de l’interface est exacte et immédiate car elle cöıncide en permanence avec
un bord de maillage ;

– les maillages possèdent leurs propres degrés de liberté ce qui permet de gérer des discon-
tinuités de champs comme le glissement ou le frottement de manière transparente ;

– la perte de contact et la séparation des domaines est immédiate. Le vide entre les
matériaux correspond implicitement aux parties non-maillées de l’espace. Il n’y a pas
besoin de le localiser explicitement.

Mais elles ont aussi des inconvénients :

– la détection des zones en contact et la mise en relation des domaines peuvent être com-
pliquées en particulier lorsque la taille des mailles des deux domaines est très différente et
que les nœuds des maillages ne cöıncident pas ; des problèmes de verrouillage des éléments
(locking, verrouillage des éléments en raison d’un nombre trop grand de contraintes sur
celui-ci) peuvent se poser ;

– dans les cas de matériaux en grandes déformations, ces méthodes ne sont plus fiables dès
que l’interface devient trop déformée.
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CHAPITRE 4. GESTION DE PLUSIEURS MATÉRIAUX ET LEUR INTERFACE

L’utilisation de méthodes ALE permet d’accepter de plus grandes déformations mais la
vitesse du bord du maillage doit toujours rester lagrangienne pour conserver la localisation
correcte de l’interface.

4.1.1.2 Méthodes monolithiques

Les méthodes monolithiques avec interface conforme permettent de gérer plusieurs matériaux
dans un unique maillage lagrangien. La gestion des différents matériaux se limite en général à
changer les lois constitutives s’appliquant dans les mailles.

L’interface est située à l’intérieur du maillage mais cöıncide les bras des mailles ce qui
délimite clairement la frontière des domaines. Ces méthodes se servent de l’aspect lagrangien
du schéma pour restreindre les matériaux à leur domaine et empêcher leur inter-pénétration.

La prise en compte des interactions entre matériaux se fait de la même manière que quand
deux mailles voisines interagissent entre elles, sans ajouter de variables supplémentaires.

Avantages et inconvénients

Ces méthodes souffrent des défauts propres aux méthodes lagrangiennes et ne sont plus
adaptées en cas de très grandes déformations. Des méthodes ALE [54] peuvent être développées
pour améliorer ce point. La vitesse du maillage est définie pour délimiter une zone lagrangienne
autour de l’interface et la vitesse du référentiel est construite en partant de cette zone de manière
à assurer un maillage régulier. Comme précisé dans [54], ces méthodes restent applicables tant
que l’interface ne subit pas de trop grandes déformations.

4.1.2 Méthodes à interface internes

4.1.2.1 Méthodes multi-domaines

Les méthodes multi-domaines de type ≪ embedded interface ≫ sont couramment utilisées
dans les problèmes d’interactions fluide structure où un domaine résout le comportement du
fluide par une méthode eulérienne adaptée à la physique du milieu alors que le second résout
le comportement du solide par une méthode lagrangienne de calcul des structures.

La première méthode de ce type a été décrite par Noh ([65]). Le domaine lagrangien assure
le suivi de l’interface et permet sa localisation précise à l’intérieur du domaine eulérien. Le
couplage entre les méthodes se fait par l’imposition de pressions ou de déplacements de manière
décalée entre les deux domaines. Le milieu eulérien impose une condition limite de pression sur
la structure lagrangienne qui va se déplacer au cours du pas de temps en prenant en compte
ces forces extérieures et les efforts internes au solide. Une fois le déplacement de l’interface
connu, il est imposé au milieu eulérien. La pression dans le fluide évolue alors en fonction de
la dynamique du fluide et les vitesses imposées aux nœuds des mailles mixtes.

Une alternative à cette méthode a été proposée par Olovsson ([66]). Cette fois-ci, les deux
milieux sont avancés simultanément en temps en appliquant sur le fluide et sur le solide, en
plus des efforts internes, des forces de pénalité proportionnelles à la pénétration mesurée lors
du pas de temps précédent. Ceci permet un traitement plus régulier et continu de la contrainte
à l’interface tout en restant explicite. Des variantes inspirées de ces deux méthodes existent
comme celle développée par Flament, Le Tallec et Perlat ([32]).

Les méthodes de ≪ fluides fantômes ≫ (ghost fluids), introduites par Fedwik ([31]), de do-
maines fictifs (Glowinski et al., [36]), ou d’≪ éléments finis immergés ≫ (immersed finite element
[97]) connaissent des développements récents assez importants ([98, 18, 80, 96]). Ces méthodes
définissent un fluide servant d’arrière-plan dans les zones de la grille eulérienne occupée par la
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structure. Le champ de vitesse est donc défini et continu pour le fluide dans tout le domaine. La
structure est superposée sur la grille eulérienne du fluide. Le couplage du solide vers le fluide se
fait en reportant certaines grandeurs du solide sur le maillage du fluide dans les zones occupées
par le solide. Les efforts du fluide doivent ensuite être reportés sur la structure.

Enfin, des méthodes multi-domaines avec interface interne existent pour traiter les problèmes
de décomposition de domaine . Dans ce cas, elles présentent l’avantage de s’appliquer dans des
cas où l’interface est complexe. Elles sont une généralisation des méthodes mortar finite ele-
ment ([91]) avec interface conforme et font intervenir un champ de multiplicateur de Lagrange
associée à la contrainte de saut sur l’interface. Ce type de formulation peut connâıtre des
problèmes de stabilité. Le multiplicateur de Lagrange doit être discrétisé avec précaution, être
stabilisé [61, 23] ou être approché par des termes stabilisants ([74, 3]).

Avantages et inconvénients

Toutes ces méthodes présentent l’avantage de pouvoir prendre en compte une interface de
forme et complexité arbitraire sans nécessiter de la décrire de manière lagrangienne dans tous
les maillages. L’interface doit alors être positionnée à l’intérieur des domaines où son suivi n’est
pas lagrangien (voir paragraphe 4.1.3).

La définition des matériaux sur différents maillages permet d’utiliser des méthodes spécifiques
à chacun des milieux en présence. Si un des domaines est une structure subissant des déformations
modérées, cela permet également de suivre l’interface précisément par le suivi de la frontière du
maillage lagrangien. C’est généralement le cas dans les problèmes d’interactions fluide structure.

Ces méthodes nécessitent cependant une gestion de plusieurs maillages et plusieurs topolo-
gies qui peut être lourde, en particulier si le nombre de matériaux est grand. La mise en relation
des différents maillages peut être complexe et nécessite de mettre pouvoir prendre en compte
des mailles ayant de grands rapports de taille. Sans précaution, des problèmes de verrouillage
des éléments ou de fuite d’un matériau dans l’autre peuvent se produire.

4.1.2.2 Méthodes monolithiques

Nous distinguons, dans cette classe de méthodes, celles issues de théories de mélange et
les autres, formant un ensemble assez divers et encore peu développé. Dans ces méthodes,
les différents matériaux sont définis sur un maillage unique recouvrant tout le domaine. Le
positionnement de l’interface à l’intérieur de ce domaine permet de découper les mailles mixtes
et de séparer les matériaux.

4.1.2.2.1 Méthodes de mélange

Les méthodes de mélange sont héritées historiquement des codes hydrodynamiques et des
théories de mélange classique de la thermodynamique des fluides (mixture theories).

Justifiée par les théories d’homogénéisation ([11]), le principe est de considérer un champ
de vitesse continu et d’approcher le comportement des mailles mixtes par le comportement
qu’aurait une maille de mélange homogène ayant les mêmes proportions volumiques. Le com-
portement global du système est donc uniforme et continu dans tout le domaine.

Les variantes se différencient par les pondérations qu’elles font pour obtenir les valeurs
moyennes de mélange ([11, 12, 76, 8]). La version la plus simple (voir paragraphe 4.2) est de
pondérer les grandeurs des matériaux par leur fraction volumique dans la maille mixte.
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Les méthodes de mélange, par leur formulation, s’affranchissent des relations de saut exis-
tantes à l’interface en remplaçant celles-ci par les équations de mélange.

Avantages et inconvénients

Ces méthodes permettent un gestion aisée et robuste des différents matériaux même en cas
de grandes déformations et d’interfaces complexes. La topologie reste simple et la localisation
des zones en contact se réduit à une détection des mailles mixtes.

Les interactions entre les structures sont décrites de façon approximative par une loi de com-
portement moyenne des mailles mixtes. De ce fait, les méthodes de mélange ne retranscrivent
généralement pas correctement la physique de l’interface. Certaines formulations tentent de
corriger ce défaut en prenant en compte la différence de compressibilité entre les matériaux
ou l’orientation de l’interface ([12]) pour rendre compte de la différence de comportement de
l’interface dans sa direction normale ou tangentielle.

Ces méthodes proviennent de schémas hydrodynamiques où tous les milieux étaient pris
comme des fluides idéaux. La validité des hypothèses peut être discutable dans les cas de
grandes discontinuités de densité ou de loi constitutive.

De plus, comme souligné dans [12], [11] et [85], ce type de méthode souffre de la description
d’un champ de vitesse unique et continu. En présence de discontinuité, même en supposant
une pondération parfaite des grandeurs, le déplacement des matériaux se fait avec une vitesse
moyenne. Ce déplacement commun de tous les matériaux induit des déformations artificielles
des matériaux autour de l’interface.

4.1.2.2.2 Autres méthodes

Pour simuler correctement le comportement des structures en présence de sauts, le système
doit posséder assez de degrés de liberté pour décrire des discontinuités à l’interface. Les
différents grandeurs doivent donc posséder des degrés de liberté associés à chaque matériau
présent. L’utilisation de méthodes de type ≪ éléments finis étendus ≫ (eXtended Finite Ele-
ment Method [6, 58]) permet d’enrichir les bases d’interpolation des éléments finis et de définir
des champs discontinus à l’intérieur du maillage dans un contexte éléments finis.

Lorsque tous les champs sont définis propres à chaque matériau, y compris les champs de
vitesse, le système possède d’avantage de degrés de liberté que d’équations dans les mailles
mixtes. Des équations supplémentaires doivent être ajoutées pour fermer le système et calculer
l’évolution en temps des quantités dans la maille mixte.

Certains méthodes résolvent l’évolution interne des mailles mixtes par la résolution d’un
problème de Riemann entre les matériaux à l’interface ([15, 21]). La résolution de ce problème
permet de déterminer la dynamique de l’interface, de calculer l’évolution des grandeurs dans
les mailles mixtes et de rendre compte des transferts se produisant entre les matériaux.

D’autres méthodes écrivent les égalités à respecter à l’interface et les appliquent localement
pour obtenir des déplacements corrects ([85, 86, 87]).

Enfin, certains méthodes cherchent à introduire les contraintes de manière plus rigoureuse.
Elles s’inspirent des ≪ mortar finite elements ≫ et écrivent les équations de saut régissant le
comportement de l’interface au niveau continu directement dans le système global. Elles im-
posent ensuite ces équations sous forme de contraintes en insérant la participation de l’interface
dans l’écriture variationnelle [24, 75, 39, 9].
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Avantages et inconvénients

Ces méthodes présentent l’avantage d’être monoblocs, les matériaux sont définis sur une
grille unique ce qui simplifie la gestion de la topologie, la détection des zones de contacts et
uniformise la discrétisation des matériaux.

Ces méthodes se développent de plus en plus et peuvent décrire les discontinuités qui
peuvent se produire physiquement à l’interface. Le comportement global du système est mieux
retranscrit qu’avec une théorie de mélange mais la gestion de champs discontinus nécessite une
attention particulière pour préserver la stabilité de la méthode. Il faut définir correctement le
transport des matériaux à travers le maillage pour conserver la discontinuité des champs tout
au long de la simulation. La qualité de ces méthodes dépend de la description faite de l’interface
et de la précision de son suivi au cours du temps.

4.1.3 Localisation de l’interface entre les matériaux

Lors d’études de systèmes multi-matériaux, l’interface doit être correctement localisée dans
le domaine. Ceci est particulièrement vrai lorsque l’interface peut se déplacer à l’intérieur des
maillages. Plusieurs approches sont possibles pour suivre l’interface au cours du temps ([45]).
Nous les classons en deux familles :

– les méthodes de suivi d’interface ;
– les méthodes de capture d’interface.

4.1.3.1 Suivi d’interface

La méthode la plus simple pour suivre une interface est d’utiliser une méthode lagrangienne
ou ALE de sorte à conserver l’interface fixe par rapport au maillage. Les méthodes avec une
interface conforme (dans le sens ou l’interface cöıncide avec les bras de mailles du domaines)
se basent sur cela.

D’autres méthodes existent et ne nécessitent pas de conserver un déplacement de maillage la-
grangien. Elles se trouvent dans la littérature sous le nom de méthode de ≪ suivi de front≫ (front
tracking [83, 43, 35]).

Le suivi se fait par la répartition de particules ou de marqueurs sur l’interface. Ces points
sont déplacés avec une vitesse d’interface et assurent son suivi de manière lagrangienne. L’in-
terface est ensuite interpolée entre les marqueurs pour obtenir sa nouvelle position. Le nombre
de points suivis sur l’interface peut être augmenté ou diminué pour améliorer sa description
lors de grands changements topologiques.

Ces méthodes ne conservent en général pas les volumes et posent des problèmes du point
de vue de la conservation de la masse.

4.1.3.2 Capture d’interface

Les méthodes de capture d’interface ne vont pas suivre explicitement l’interface mais vont
la reconstruire à partir d’une variable auxiliaire plus facile à suivre que la position des points
de l’interface. La variable suivie peut-être la fraction volumique des matériaux dans la maille
dans le cas des méthodes de type ≪ volume de fluide ≫ (volume of fluid) ou une fonction de
distance à l’interface dans le cas des méthodes de type ≪ courbe de niveaux ≫ (level set).
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4.1.3.2.1 Méthodes de suivi de volume

Ces méthodes sont basées sur le suivi de la fonction caractéristique des domaines Hα au
cours du temps. La moyenne de la fonction caractéristique sur une maille mixte correspond
à la fraction volumique de la maille occupée par le matériau concerné. Cette fonction prend
donc des valeurs comprises entre 0 (dans les mailles où le matériau est absent) et 1 (dans les
mailles où seul ce matériau est présent). L’interface est placée dans la maille de manière à y
respecter les volumes des différents matériaux en présence. Ces méthodes sont donc localement
conservatives par construction.

Les méthodes de suivi de volume ont connu de nombreuses évolutions ([51]). Elles ont été
introduites par Noh et Woodward ([64]) avec la méthode SLIC (Simple Linear Interface Re-
construction). La méthode SLIC place l’interface parallèle aux bords de la maille de manière
à diviser correctement les volumes. Cette méthode est adaptée pour des schémas à direction
alternée sur grille cartésienne mais fait un approximation grossière de l’orientation de l’inter-
face. Elle a été améliorée par Youngs ([94, 95]) pour pouvoir positionner l’interface avec une
orientation quelconque dans la maille. Elle a ensuite donnée la méthode ≪ VoF ≫ (Volume of
Fluid [42]). La normale à l’interface est prise comme le gradient de la fraction volumique. La
méthode ≪ VoF ≫ connâıt des difficultés lorsque plus de deux matériaux sont présents dans
une seule maille. Une solution est de faire une hypothèse sur la répartition des matériaux et
de les ordonner en couches parallèles comme cela est fait dans la méthode MOSSO ([60]). Ces
méthodes sont généralement d’ordre 1 ([70]).

Enfin, des récents développements tentent de mieux décrire ces mailles possédant trois
matériaux ou plus en ajoutant au suivi de la fraction volumique, le suivi des barycentres.
Ces méthodes ≪ MoF ≫ (Moment of Fluid [28, 2]) fournissent de nouveaux critères à partir
des informations données par le suivi des barycentres pour choisir l’ordre de traitement des
matériaux lors de la reconstruction de l’interface.

La simplicité et la robustesse des méthodes ≪VoF≫ en ont fait des méthodes très populaires.
Elles peuvent décrire avec plus ou moins de précision des interfaces de complexité arbitraire mais
il est difficile d’obtenir la continuité de l’interface entre les mailles ce qui peut être contraignant
dans certains cas.

4.1.3.2.2 Méthodes de courbe de niveau

Les méthodes level set ont été pour la première fois proposées par Osher ([69]). Le prin-
cipe est de décrire l’interface par une courbe de niveau. La position de l’iso-valeur 0 permet
d’indiquer la position de l’interface.

La fonction level set s’interprète comme une fonction de distance par rapport à l’interface.
Elle est transportée à travers le maillage avec la vitesse du fluide ce qui permet de suivre
l’évolution en temps de l’interface.

Ces méthodes peuvent rendre compte de topologies complexes et ont l’avantage de recons-
truire une interface continue. Elles continuent d’être améliorées ([67, 68]) pour tenter de pallier
certains problèmes comme la conservation de la masse ([29]).
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4.2 Gestion classique : vitesse moyenne et hypothèse d’iso-

déformation

Nous nous intéressons désormais à l’étude de système possédant une interface séparant
précisément deux matériaux α et β (ou plus) (figure 4.1). Nous cherchons à modéliser ce

Figure 4.1 – Maillage d’un domaine multi-matériau.
L’interface est à l’intérieur du maillage et des mailles
mixtes apparaissent (en vert sur la figure). L’interface
peut être discontinue entre deux mailles mixtes.

système avec une méthode mono-bloc de type embedded interface et nous présentons un schéma
multi-matériau déjà implanté dans notre code de travail. Ce schéma est une extension du schéma
mono-matériau présenté dans le chapitre 2. Nous le présentons dans sa version la plus simple
possible. Il existe de légères variantes permettant de pallier localement certains problèmes mis
en évidence. Ces modifications ne sont pas présentées ici. Le schéma est basé un enrichissement
par matériau des champs centrés et l’utilisation d’une vitesse moyenne. La méthode se classe
dans les méthodes de mélange présentées dans le paragraphe 4.1.2.2.1.

Une pondération détermine la pression moyenne pour obtenir l’accélération moyenne des
nœuds. Cette pondération permet au schéma d’être conservatif et remplace les équations de
saut (2.6) et (2.7) qui existent à l’interface.

4.2.1 Suivi et reconstruction d’interface

Notre système possède plusieurs matériaux dont l’interface peut se trouver à l’intérieur des
mailles. Le suivi de l’interface se fait par une méthode de type ≪ VoF ≫ possédant plus de trois
matériaux (voir paragraphe 4.1.3.2.1).

4.2.1.1 Fraction volumique

L’interface n’est pas suivie directement au cours de la simulation. Elle est reconstruite à
partir du suivi de la fonction caractéristique de chaque domaine matériau que nous appelons
Hα. Cette fonction est une fonction de Heaviside ayant pour définition

Hα(x) =

{
1 if x ∈ Dα

0 if x 6∈ Dα
.
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L’intégration de cette fonction sur une maille Ωk nous donne le volume partiel

Vαk =

∫

Ωk

Hα(x)dV = V (Ωk ∩ Dα),

volume de l’intersection entre la maille Ωk et le domaine Dα. Nous appellerons Ωαk la restriction
de la maille Ωk au domaine Dα (Ωαk = Ωk ∩Dα) et nous appellerons le volume Vαk, le volume
partiel de α dans la maille Ωk.

Notons fαk, la fraction de volume occupée par le matériau α dans la maille Ωk. Elle est le
rapport entre le volume partiel et le volume total de la maille

fαk =
Vαk

Vk
.

Les matériaux sont considérés non-miscibles, un point du domaine est toujours occupé par un et

un seul matériau si bien que l’on a
∑

α

fαk = 1. Dans notre situation, la fraction volumique n’a

de sens qu’au niveau discret mais elle peut être vue comme une approximation de la fonction
caractéristique du domaine

Hα(x) ≈
∑

k

fαkχΩk
(x).

En effet, avec les définitions précédentes, nous pouvons écrire la fraction volumique comme la
moyenne de la fonction caractéristique sur un volume V de diamètre h

fα =
1

V

∫

V
Hα(x)dV. (4.1)

Le suivi des volumes partiels ou des fractions volumiques permet donc bien de suivre la fonction
caractéristique des domaines et indirectement les différents matériaux et leurs interfaces.

4.2.1.2 Reconstruction d’interface

La connaissance des fractions volumiques nous donne les volumes occupés par chaque
matériau mais cela ne permet pas de déterminer leur position dans la maille. Pour cela, nous
approchons, en 2 dimensions, l’interface par des segments constant par maille dont il faut
déterminer l’orientation. La direction de la normale à l’interface est donnée par la méthode
de Youngs ([94]) qui l’estime au niveau discret par le gradient de fraction volumique dans la
maille

nΓk = −
∇fαk
|∇fαk|

.

Cette formule se justifie en remarquant la fraction volumique approche la fonction caractéristique
du domaine et que pour cette fonction, dans le cas d’un domaine régulier, nous avons au sens
des distributions

∇Hα(x) = −n δ∂Dα(x)

avec δ∂Dα , la mesure de Dirac portée par l’interface. Une fois le gradient de fraction volumique
déterminé, nous plaçons l’interface à l’intérieur de la maille, dans la direction calculée et de
manière à répartir les volumes en accord avec les fractions volumiques. Les matériaux sont en-
suite placés de part et d’autres de l’interface. Les barycentres locaux des matériaux permettent
de déterminer de quel coté de l’interface chacun des matériaux se situent ([60]).

Notons que dans cette méthode, rien n’assure que les segments d’interface soient continus
entre deux mailles mixtes (voir l’interface de la figure 4.1). Les mailles découpées par l’interface
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ne sont plus forcément des quadrangles et les algorithmes utilisés doivent pouvoir gérer des
mailles avec un nombre de nœuds variable. Des détails supplémentaires sur le calcul de la
normale à l’interface peuvent être trouvés dans l’annexe B.

Gestion de 3 matériaux et plus

Lorsque la maille contient plus de trois matériaux, une hypothèse de modélisation est faite.
Le plus simple est de considérer que les interfaces entre les différents matériaux sont parallèles
et nous les plaçons en ≪ pelures d’oignons ≫ dans la maille (figure 4.2). Il faut donc calculer une
normale moyenne et commune pour tous les matériaux puis les ordonner dans la maille mixte.
Le résultat de cette méthode ne dépend pas de l’ordre de traitement des matériaux durant la
reconstruction d’interface mais elle ne permet pas de modéliser des cas où l’interface dans la
maille est en ≪ T ≫.

Figure 4.2 – Modélisation de maille contenant trois matériaux ou plus. Les
interfaces avec des directions différentes sont approchées par une normale
unique. Les matériaux sont ensuite répartis en couches parallèles respectant
les fractions volumiques dans la maille mixte.

4.2.2 Discrétisation des champs

Introduisons les notations :

– Mα, l’ensemble des mailles ayant une intersection avec Dα, i.e. tel que fαk > 0 ;
– MΓ, l’ensemble des mailles mixtes ce qui correspond à l’ensemble des mailles ayant une
intersection avec Γ, à savoir l’ensemble des mailles tel que 0 < fαk < 1, MΓ = Mα ∩Mβ .

Les différents champs centrés sont enrichis par matériau et s’écrivent sous la forme

σ(x) =
∑

k∈Mα

σ
αk
χΩk

(x)Hα(x) +
∑

k∈Mβ

σ
βk
χΩk

(x)Hβ(x), (4.2)

ρ(x) =
∑

k∈Mα

ραkχΩk
(x)Hα(x) +

∑

k∈Mβ

ρβkχΩk
(x)Hβ(x), (4.3)

e(x) =
∑

k∈Mα

eαkχΩk
(x)Hα(x) +

∑

k∈Mβ

eβkχΩk
(x)Hβ(x) (4.4)

où χΩk
(x) est toujours la fonction caractéristique de la maille Ωk et Hα(x), la fonction de

Heaviside associée au domaine Dα. Ainsi définis, ces champs peuvent présenter une discontinuité
à l’interface et les mailles mixtes possèdent bien plusieurs degrés de liberté car Mα ∩Mβ 6= ∅.
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Le champ de vitesse n’est pas modifié et nous gardons l’approximation ≪ éléments fi-
nis ≫ non-enrichie

u(x) =
∑

i

uiΨi(x). (4.5)

La vitesse est approchée par un champ continu dans tout le domaine y compris au passage de
l’interface Γ. Cette vitesse correspond à une vitesse moyenne. Ceci implique, par construction,
le respect de la condition de continuité des vitesses normales (2.6)

[u ] · nΓ = 0

mais implique que cette égalité tient aussi dans la direction tangente à l’interface tΓ,

[u ] · tΓ = 0.

Cette dernière équation interdit le glissement entre les matériaux puisque nous empêchons tout
saut de vitesse tangentielle. Cette méthode revient donc à souder les matériaux entre eux.

4.2.3 Hypothèse d’iso-déformation

Dans les mailles mixtes, nous approchons le gradient de la fonction de forme Ψi associée
au nœud i dans la maille Ωk par sa valeur moyenne

∇Ψik(x) ≈

(
1

Vk

∫

Ωk

∇Ψi(x) dV

)
χΩk

(x).

Cette approximation revient à considérer que la fonction Ψi est linéaire alors qu’elle est bi-
linéaire dans la maille. De ce gradient de fonction de forme, nous en déduisons par superposition
le gradient du champ de vitesse (commun aux deux matériaux)

∇uk =
∑

i

ui∇Ψik

puis le taux de déformation cinématique

d
k
=

1

2

(
∇uk +∇uk

T
)
.

Le tenseur des taux de déformation cinématique du matériau α moyen dans la maille Ωαk a
donc pour expression

d
αk

=
1

Vαk

∫

Ωαk

d(x) dV.

Le remplacement du tenseur des taux de déformations en fonction du champ de vitesse donne

d
αk

=
1

2Vαk

∑

i∈Nk

(
ui ⊗

∫

Ωαk

∇Ψi(x) dV +

∫

Ωαk

∇Ψi(x) dV ⊗ ui

)
.

En utilisant l’approximation d’un gradient constant que nous avons introduit précédemment,
l’expression du tenseur d

αk
devient finalement

d
αk

=
1

2Vk

∑

i∈Nk

(
ui ⊗

∫

Ωk

∇Ψi(x) dV +

∫

Ωk

∇Ψi(x) dV ⊗ ui

)
.
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Le tenseur du taux de déformation moyen du matériau α dans la maille partielle Ωαk est donc
égal au tenseur du taux de déformation moyen dans la maille entière Ωk. Nous affectons ce taux
à chacun des matériaux présents (hypothèse d’iso-déformation) sans chercher à superposer une
micro-déformation locale,

d
αk

= d
βk

= d
k
, ∀k.

Cette approximation nous permettra de simplifier les intégrales de gradient sur les mailles
partielles par ∫

Ωαk

• dV ≈ fαk

∫

Ωk

• dV

même dans le cas d’un champ non-linéaire comme le champ de vitesse dans les mailles qua-
drangles. Nous évitons ainsi les procédures d’intégration sur une maille découpée par l’interface.

La dérivée en temps du volume partiel s’écrit

dVαk

dt
=

dfαkVk

dt
= Vk

dfαk
dt

+ fαk
dVk

dt
. (4.6)

Elle est aussi égale successivement à

dVαk

dt
= Vαk Tr

(
d
αk

)
= fαkVk Tr

(
d
k

)
= fαk

dVk

dt
. (4.7)

Nous en déduisons donc

dfαk
dt

= 0. (4.8)

Ces résultats impliquent que dans une maille mixte, la compression de chaque matériau est
égale à la compression moyenne. Les différences de compressibilité des matériaux sont donc
ignorées.

4.2.4 Phase Lagrange

4.2.4.1 Conservation de la masse

L’équation de conservation de la masse est écrite sous forme faible en intégrant (3.7)
pondérée par une fonction test. Cette fonction test est définie avec la même discrétisation
enrichie que les champs centrés. La forme faible devant être vrai pour toute fonction test, cela
nous fait écrire pour chaque maille et chaque matériau

∫

D

(
dρ

dt
+ ρ∇ · u

)
χΩk

HαdV = 0, ∀k, ∀α.

L’intégration en espace de cette équation donne la forme discrétisée de la conservation de la
masse écrite désormais pour chaque matériau

d

dt
(ραk Vαk) = 0, ∀k, ∀α. (4.9)

Il s’agit en fait de l’équation (3.4) écrit sur le volume V (t) = Ωk ∩ Dα. Enfin, l’intégration en
temps entre tn et tn+1 donne finalement

ρnαk V
n
αk = ρn+1

αk V n+1
αk = mαk. (4.10)
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4.2.4.2 Conservation de l’énergie et loi d’état

L’équation de conservation de l’énergie (3.9) est écrite sous forme faible avec la fonction
test χΩk

Hα de la même manière que la conservation de la masse ce qui donne après utilisation
de (3.7)

∫

D
ρ

(
de

dt
−

1

ρ
S : d+ (p+ q)

d

dt

(
1

ρ

))
χΩk

Hα dV = 0, ∀k, ∀α.

Après intégration en espace et division par ρ, nous aboutissons à

deαk
dt

= −(pαk + qαk)
d

dt

(
1

ραk

)
+

1

ραk
(S

αk
: d

k
), ∀k, ∀α.

Cette équation est intégrée en temps par le même schéma que l’équation mono-matériau (3.19)
pour donner

en+1
αk = enαk − (

pn+1
αk + pnαk

2
+ q

n+1/2
αk )

(
1

ρn+1
αk

−
1

ρnαk

)
+

∆t

ρ
n+1/2
αk

(Sn+1/2
αk

: dn+
1/2

k
), ∀k, ∀α. (4.11)

Cette forme discrétisée est toujours implicite et couplée à la loi d’état propre de chaque matériau

pn+1
αk = EOSα(e

n+1
αk , ρn+1

αk ), ∀k, ∀α. (4.12)

4.2.4.3 Conservation de la quantité de mouvement

La forme faible de la quantité de mouvement a pour expression

∫

D
ρ
du

dt
Ψi(x) dV +

∫

D
σ · ∇Ψi(x) dV = 0, ∀i.

La condensation de la masse (définie dans le cas mono-matériau au paragraphe 3.3.4) permet
d’approcher

∫

D
ρ
du

dt
Ψi(x) dV ≈ mi

dui
dt

. (4.13)

Ce calcul suppose que les matériaux α et β sont équi-répartis dans les mailles pour obtenir

mi =
∑

k∈Mi

∫

∆i∩Ωαk

ρ dV =
∑

k∈Mi

∑

α

∫

∆i∩Ωαk

ραk dV =
∑

k∈Mi

∑

α

ραkVαk

#Nk
=
∑

k∈Mi

∑

α

mαk

#Nk
.

Nous décomposons l’intégrale en contraintes par maille et par domaine matériau ce qui donne

mi
dui
dt

+
∑

k∈Mi

∑

α

∫

Ωαk

σ
αk

· ∇Ψi(x) dV = 0, ∀i.

En utilisant l’approximation de l’intégrale sur la maille partielle, l’équation de la dynamique
des nœuds devient

mi
dui
dt

+
∑

k∈Mi

(
∑

α

fαkσαk

)
·

∫

Ωk

∇Ψi(x) dV = 0, ∀i (4.14)
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ce qui fait apparâıtre l’expression d’une contrainte moyenne

σ
k
=
∑

α

fαkσαk
. (4.15)

Nous obtenons une expression identique au cas mono-matériau (3.25) en intégrant par partie

mi
dui
dt

= −
∑

k∈Mi

σ
k
·

∫

∂Ωk

nΨi dS, ∀i.

La forme finale discrétisée en temps est obtenue en intégrant par un schéma de point milieu
entre tn−

1/2 et tn+
1/2 ce qui donne

mn
i

u
n+1/2
i − u

n−1/2
i

δt
= −

∑

k∈Mi

σn
k
·

∫

∂Ωn
k

nΨi dS, ∀i. (4.16)

4.2.4.4 Pseudo-viscosité

La pseudo viscosité peut être définie comme une grandeur moyenne dépendant des densités
et vitesses moyennes

q
n+1/2
k =





ρ
n+1/2
k

[
CA (lk)

2

∣∣∣∣
ν̇
n+1/2
k

ν
n+1/2
k

∣∣∣∣
2

+ CL lk c
n
k

∣∣∣∣
ν̇
n+1/2
k

ν
n+1/2
k

∣∣∣∣

]
si ν̇

n+1/2
k < 0

0 si ν̇
n+1/2
k > 0

.

Nous avons dans ce cas, une viscosité artificielle constante dans la maille mixte, qαk = qk, et le
tenseur des contraintes par matériau valant

σn
αk

= Sn
αk

− pnαk1− q
n−1/2
k 1.

4.2.4.5 Remarques sur les grandeurs moyennes

Nous définissons la densité moyenne dans la maille comme la somme des masses des
matériaux divisée par son volume total

ρk =

∑
α ραkVαk

Vk
.

Cette densité est une moyenne des densités partielles pondérée par la fraction volumique

ρk =
∑

α

fαkραk.

La densité moyenne respecte la conservation de la masse. En effet, nous avons

ρn+1
k =

∑
α ρ

n+1
αk V n+1

αk

V n+1
k

=

∑
α f

n
αkρ

n
αkV

n
k

V n+1
k

=
ρnkV

n
k

V n+1
k

.

L’énergie interne de la maille est la somme des énergies internes des matériaux

(mkek) =
∑

α

(mαkeαk).
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CHAPITRE 4. GESTION DE PLUSIEURS MATÉRIAUX ET LEUR INTERFACE

L’énergie interne spécifique moyenne de la maille est le rapport entre son énergie interne totale
et sa masse totale

ek =

∑
α(mαkeαk)

ρkVk

ce qui permet d’écrire cette énergie sous la forme d’une moyenne des énergies des matériaux
pondérée par la masse

ek =

∑
α(fαkραkeαk)∑

α fαkραk
.

Par conservation de la masse, cette énergie moyenne respecte également l’équation de conser-
vation d’énergie écrite en terme de contrainte moyenne

ρk
dek
dt

= ρk
d

dt




∑

α

mαkeαk

mk


 = ρk

∑

α

mαk

mk

deαk
dt

=
∑

α

(fαkραk
deαk
dt

) =
∑

α

(
fαk(σαk

: d
k
)
)
= (σ

k
: d

k
).

Enfin, regardons la quantité de mouvement totale d’un nœud sur une maille, en notant que
par construction de la condensation de la masse, mi =

∑
αmαi et que uαi = ui,

mi
dui
dt

=
∑

α

(mαi
duαi
dt

) = −
∑

α

∫

Ωαk

σ
αk

· ∇Ψi(x) dV = −σ
k
·

∫

∂Ωk

nΨi dS.

La pondération que nous avons écrite permet de respecter les lois de conservation écrites
directement sur les grandeurs moyennes. Le système multi-matériau a donc un comportement
équivalent à celui d’un système mono-matériau qui aurait des grandeurs égales aux grandeurs
moyennes définies comme ci-dessus.

4.2.4.6 Résolution

Pour chaque pas de temps, le système complet discrétisé est donc composé des équations

mn
i

u
n+1/2
i − u

n−1/2
i

δt
= −

∑

k∈Mi

(
∑

α

fn
αkσ

n
αk

)
·

∫

∂Ωn
k

nΨi dS, ∀i, (4.17)

xn+1
i = xni +∆t u

n+1/2
i , ∀i, (4.18)

V n+1
k = V

(
xn+1
i

)
, ∀k, (4.19)

V n+1
αk = fn

αkV
n+1
k , ∀k, ∀α (4.20)

ρn+1
αk V n+1

αk = ρnαk V
n
αk, ∀k, ∀α, (4.21)

q
n+1/2
k =





ρ
n+1/2
k

[
CA (lk)

2

∣∣∣∣
ν̇
n+1/2
k

ν
n+1/2
k

∣∣∣∣
2

+ CL lk c
n
k

∣∣∣∣
ν̇
n+1/2
k

ν
n+1/2
k

∣∣∣∣

]
si ν̇

n+1/2
k < 0

0 si ν̇
n+1/2
k > 0

, ∀k,

(4.22)



en+1
αk = enαk − (

pn+1

αk +pnαk
2 + q

n+1/2
k )

(
1

ρn+1

αk

− 1
ρnαk

)
+ ∆t

ρ
n+1/2
αk

(S
n+1/2
αk : dn+

1/2
k

)

pn+1
αk = P (en+1

αk , ρn+1
αk )

, ∀k, ∀α.

(4.23)
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Le schéma se déroule d’une manière très semblable au cas mono-matériau. Il commence
par résoudre la conservation de la quantité de mouvement moyenne puis la conservation de la
masse et de l’énergie par matériau. Le pas de temps suit les étapes :

1. calcul des vitesses moyennes en tn+
1/2 à partir des fractions volumiques, des contraintes

et des masses au temps tn par (4.17) ;

2. calcul des positions en fin de pas de temps par (4.18) ;

3. calcul des volumes des mailles en fin de pas de temps par (4.19) ;

4. calcul des volumes partiels en fin de pas de temps par (4.20) ;

5. calcul des densités matériaux par la conservation de la masse par (4.21) ;

6. calcul des pseudo-viscosités moyennes par (4.22) ;

7. calcul de l’énergie et de la pression par matériau en fin de pas de temps par résolution
du système (4.23).

Remarquons que dans cet extension du schéma, rien n’impose la condition de saut des
contraintes (2.7). Les déformations sont les mêmes pour tous les matériaux et les lois d’état
sont différentes donc les contraintes ne s’équilibrent pas a priori au cours de la simulation. Ce
comportement n’est pas physique mais ne bloque pas le déroulement de l’algorithme car les
vitesses sont calculées à partir d’un moyenne des contraintes.

4.2.5 Phase de transport

4.2.5.1 Projection du champs de vitesse

La définition du champ de vitesse n’a pas été modifiée par cette extension du schéma. La
projection de la vitesse se fait à l’identique de la version mono-matériau (voir paragraphe 3.4.2).
Le champ de densité servant pour la construction du champ de quantité de mouvement est le
champ de densité moyenne. Les densités nodales sont ainsi en accord avec les masses nodales
condensées de la phase lagrangienne.

4.2.5.2 Projection des grandeurs centrées

Nous avons modifié la discrétisation des champs centrés pour les enrichir, nous devons donc
modifier en conséquence la phase en transport pour refléter ces changements.

Remarquons tout d’abord que la position de l’interface n’a jamais été utilisée lors de la phase
lagrangienne ni lors de la projection des vitesses. Seule l’information de la fraction volumique
a été nécessaire. Ce n’est plus le cas pendant la phase de projection.

La reconstruction de l’interface a lieu en fin de phase lagrangienne sur une topologie
déformée et découpe les mailles mixtes Ωk en mailles partielles Ωαk comme indiquée au para-
graphe 4.2.1 à partir des fractions volumiques fn+1

αk = fn
αk et du gradient

∂fn+1
αk

∂xn+1
.

Elle reconstruit ainsi la fonction caractéristique Hα(x) sous la forme

Hα(x) =
∑

k

χΩαk
(x).
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CHAPITRE 4. GESTION DE PLUSIEURS MATÉRIAUX ET LEUR INTERFACE

Nous obtenons la fraction volumique sur le maillage régularisé en projetant la fonction
caractéristique sur le maillage de réception

fαl =
1

Vl

∫

Ωl

Hα(x) dV, ∀l.

Nous retrouvons une forme similaire à l’équation (4.1) qui donne bien la fraction volumique sur
le maillage F . La décomposition de cette intégrale donne l’expression de la fraction volumique

fαl =
1

Vl

∑

k

∫

Ωl∩Ωαk

dV, ∀l

d’où nous déduisons Vαl = fαlVl.

La densité projetée pour une maille k et un matériau α a pour expression

ραl =
1

Vαl

∫

Ωl∩Dα

ρ(x) dV.

En décomposant l’intégrale et en utilisant notre reconstruction du domaine Dα sur le maillage
D de départ, nous pouvons écrire

ραl =
1

Vαl

∑

k

∫

Ωl∩Ωk∩Dα

ρ(x) dV =
1

Vαl

∑

k

∫

Ωl∩Ωαk

ραk dV, ∀l, ∀α.

La densité sur le maillage régularisé a finalement pour expression

ραl =
1

Vαl

∑

k

ραk

∫

Ωl∩Ωαk

dV, ∀l, ∀α.

Ceci correspond à la projection du maillage découpé par l’interface sur le maillage régularisé.

Le même raisonnement nous donne l’expression de l’énergie interne spécifique par matériau
et par maille

eαl =
1

ραlVαl

∑

k

ραkeαk

∫

Ωl∩Ωαk

dV, ∀l, ∀α.

Le passage à l’ordre deux se fait en reconstruisant des gradients de la même manière que
dans le cas mono-matériau (paragraphe 3.4.2). Après projection L2 à l’ordre 2 sur le maillage
régularisé, les champs centrées ont pour expression

ραl =
1

Vαl

∑

k

((
ραk +∇ραk · (xglk − xαk)

) ∫

Ωl∩Ωαk

dV

)
, ∀l, ∀α,

eαl =
1

ραlVαl

∑

k

ραk

((
ραkeαk +∇(ραkeαk) · (xglk − xαk)

) ∫

Ωl∩Ωαk

dV

)
, ∀l, ∀α

où xαk est le barycentre de la maille Ωαk et xglk est le barycentre de Ωl ∩ Ωαk, l’intersection
entre la maille du maillage régularisé Ωl et la maille partielle lagrangienne Ωαk.
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4.2.6 Conclusion sur la méthode

Nous avons présenté une méthode permettant d’étendre le schéma ALE ≪ Wilkins + projec-
tion ≫ aux cas multi-matériaux. Cette méthode est une des méthodes classiques pour prendre
en compte plusieurs matériaux dans un code hydrodynamique.

La version présentée est la plus simple possible. Elle fait une hypothèse d’iso-déformation
des matériaux dans les mailles mixtes et autorise des contraintes partielles non-équilibrées.
Dans la pratique, elle est souvent améliorée sur certains points. La pseudo-viscosité peut être
calculée par matériau en prenant le taux de déformation volumique moyen mais en utilisant
la densité de chacun des matériaux. Une phase de relaxation de pression ([12], [76]) peut être
mise en place pour ajuster des fractions volumiques de sorte à rétablir l’équilibre des pressions
dans les mailles mixtes. Cela revient à modifier les déformations des matériaux dans les mailles
pour respecter la continuité du vecteur contrainte. L’hypothèse du comportement des mailles
mixtes n’est alors plus une hypothèse d’iso-déformation des matériaux mais une hypothèse de
mélange isobare.

Cette méthode ne prend pas pas en compte l’interface lors de la phase lagrangienne et
garde un champ de vitesse moyen ce qui limite la qualité de ses résultats. L’écriture sous forme
de pondération permet toutefois de prendre naturellement en compte un nombre arbitraire de
matériaux durant la phase lagrangienne. L’extension de la reconstruction d’interface à plus de
deux matériaux fait une hypothèse d’interfaces parallèles dans les mailles mixtes.

Cette méthode servira de premier point de comparaison dans le chapitre 9 pour évaluer les
schémas que nous présenterons dans les chapitres suivants.
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CHAPITRE 5. MÉTHODE DES ÉLÉMENTS FINIS ENRICHIS

Nous proposons dans ce chapitre, une nouvelle extension du schéma ALE ≪ Wilkins +
projection ≫ du chapitre 3 aux cas multi-matériaux avec embedded interface. Nous essayons
avec notre méthode d’améliorer deux points problématiques de l’extension présentée dans le
chapitre 4 à savoir :

– la soudure des matériaux à l’interface et l’absence de glissement qui en résulte ;
– la bande d’iso-déformation créée en négligeant les différences de compressibilité des
matériaux dans les mailles mixtes.

Nous nous plaçons dans ce chapitre dans un cadre purement lagrangien qui correspondra à
la phase lagrangienne de l’algorithme.

Nous avons vu dans le précédent chapitre qu’une gestion correcte du glissement entre les
matériaux nécessite d’enrichir tous les champs, y compris le champ de vitesse. Nous com-
mençons donc par enrichir le champ de vitesse pour définir des degrés de liberté par matériau
dans les mailles mixtes. L’ajout d’inconnues impose celui d’équations pour fermer le système.
Les équations de saut à l’interface (2.6) et (2.7) sont donc ajoutées. Nous résolvons alors un
système sous contrainte par une méthode de multiplicateur de Lagrange ([7]). Ce multiplicateur
représente la pression d’interface dont il faudra définir la discrétisation. Nous retenons deux
variantes possibles qui seront détaillées plus en détail dans les chapitres 6, 7 et 8.

La phase de transport doit également être modifiée pour rendre compte de la nouvelle
discrétisation du champ de vitesse et la cinématique modifiée du système. Ces modifications
seront expliquées dans les chapitres 6 et 7.

5.1 Équations continues

Le système à résoudre est composé des équations de conservation (3.7), (3.8) et (3.9) à
résoudre par matériau dans leur domaine respectif,

dρα
dt

= −ρα∇ · uα, (5.1)

ρα
duα

dt
= ∇ · σ

α
, (5.2)

ρα
deα
dt

= S
α
: d

α
− (pα + qα) ρα

d

dt

(
1

ρα

)
. (5.3)

L’équation de conservation d’énergie (5.3) utilise comme précédemment la décomposition du
champ des contraintes en partie sphérique et déviatorique σ

α
= S

α
− (pα + qα)1 et l’identité

(5.1) sous la forme

∇ · uα = −
1

ρα

dρα
dt

.

À ces équations s’ajoutent les équations de saut sur l’interface (2.6) et (2.7)

[u ] · nΓ = 0 si x ∈ Γ, (5.4)[
σ
]
· nΓ = 0 si x ∈ Γ (5.5)

qui ne sont pas automatiquement respectées car le champ de vitesse ainsi que le champ de
contrainte peuvent être discontinus à l’interface.
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5.2 Discrétisation des champs

Nous considérons dans un premier temps dans un système à deux matériaux α et β. Nous
reprenons la discrétisation enrichie (4.2) - (4.4) des champs de grandeurs centrées du chapitre
précédent avec la même définition de la fonction caractéristiques Hα des domaines Dα et des
fractions volumiques fαk. Ces champs s’écrivent

σ(x) =
∑

k∈Mα

σ
αk
χΩk

(x)Hα(x) +
∑

k∈Mβ

σ
βk
χΩk

(x)Hβ(x), (5.6)

ρ(x) =
∑

k∈Mα

ραkχΩk
(x)Hα(x) +

∑

k∈Mβ

ρβkχΩk
(x)Hβ(x), (5.7)

e(x) =
∑

k∈Mα

eαkχΩk
(x)Hα(x) +

∑

k∈Mβ

eβkχΩk
(x)Hβ(x) (5.8)

avec χΩk
, la fonction caractéristique de la cellule Ωk. Notons aussi :

– Nα, l’ensemble des nœuds dont le support de la fonction de forme Ψi intersecte le domaine
Dα ;

– NΓ = Nα ∩Nβ , l’ensemble des nœuds mixtes ; le support de la fonction de forme de ces
nœuds intersecte l’interface Γ.

Remarquons qu’un nœud faisant partie de Nα n’est pas forcément situé à l’intérieur du domaine
Dα ; il suffit que sa fonction de forme ait une intersection avec Dα.

Nous enrichissons le champ de vitesse avec une méthode de type enriched finite element
([24]). Nous définissons des degrés de liberté par matériau pour le champ de vitesse qui a alors
pour expression

u(x) =
∑

i∈Nα

uαiΨi(x)Hα(x) +
∑

i∈Nβ

uβiΨi(x)Hβ(x). (5.9)

L’intersection Nα∩Nβ n’est pas vide. En ce sens, les différents champs de vitesse des matériaux
se superposent et certains nœuds possèdent plusieurs vitesses (nœuds verts sur la figure 4.1,
page 43).

Le champ de vitesse enrichi permet bien de décrire une discontinuité à l’interface (figure
5.2) alors qu’un champ de vitesse moyen étale la discontinuité sur la maille mixte (figure 5.1).
L’approximation de calcul du paragraphe 4.2.3 permet à nouveau d’approcher le gradient de

la fonction de forme Ψi associée au nœud i par sa valeur moyenne dans la maille Ωk

∇Ψik(x) ≈

(
1

Vk

∫

Ωk

∇Ψi(x) dV

)
χΩk

(x) (5.10)

et d’approcher les intégrales de gradient dans les mailles mixtes par
∫

Ωαk

• dV ≈ fαk

∫

Ωk

• dV. (5.11)

Le champ de vitesse n’est cependant plus le même pour les différents matériaux et le tenseur des
taux de déformations peut être différent pour chacun des matériaux. Nous avons maintenant

d
αk

=
1

2Vk

∑

i∈Nk

(
uαi ⊗

∫

Ωk

∇Ψi(x) dV +

∫

Ωk

∇Ψi(x) dV ⊗ uαi

)
, (5.12)

d
βk

=
1

2Vk

∑

i∈Nk

(
uβi ⊗

∫

Ωk

∇Ψi(x) dV +

∫

Ωk

∇Ψi(x) dV ⊗ uβi

)
, (5.13)

d
αk

6= d
βk
. (5.14)
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CHAPITRE 5. MÉTHODE DES ÉLÉMENTS FINIS ENRICHIS

Figure 5.1 – Représentation d’un discontinuité avec un champ
moyen. La discontinuité est interpolée par un champ continu ce
qui empêche une bonne description du saut.

Figure 5.2 – Représentation d’un discontinuité avec un champ
enrichi. Les degrés de liberté additionnels permettent de décrire
correctement l’interface et le saut.

Nous avons une vitesse lagrangienne par matériau. Il y a donc une dérivée matérielle

différente par matériau dans les mailles mixtes que nous noterons
dα•

dt
en cas de confusion

possible. Dans ce contexte, en suivant le même raisonnment que les équations (4.6)-(4.8), nous
montrons que nous avons toujours une dérivée matérielle de la fraction volumique nulle

dαfαk
dt

= 0

puisque la cellule Ωk est advectée dans ce cas avec la vitesse du milieu Dα. Avec cette remarque,
les volumes partiels en fin de pas de temps s’écrivent pour chaque maille mixte et chaque
matériau

V n+1
αk = fn

αk V
αn+1
k

où le volume V αn+1
k représente le volume de la maille Ωαn+1

k , calculé géométriquement par la

position des nœuds xn+1
αi déplacés depuis leur position initiale xni avec les vitesses u

n+1/2
αi du
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5.3 Traitement des quantités centrées

matériau α.

5.3 Traitement des quantités centrées

5.3.1 Conservation de la masse

La discrétisation de l’équation de conservation de la masse n’est pas modifiée par rapport
au schéma utilisant une vitesse moyenne. Elle est obtenue en intégrant (5.1) pondérée par la
fonction caractéristique des mailles et des domaines matériaux ce qui donne pour chaque maille
et chaque matériau

∫

D

(
dρα
dt

+ ρα∇ · uα

)
χΩk

HαdV = 0, ∀k, ∀α.

L’intégration en espace de cette équation donne la forme discrétisée de la conservation de la
masse toujours écrite pour chaque matériau et pour chaque cellule Ωk ∩ Dα

d

dt
(ραk Vαk) = 0, ∀k, ∀α. (5.15)

5.3.2 Conservation de l’énergie

L’équation de conservation de l’énergie est écrite sous forme faible de la même manière que
la conservation de la masse ce qui donne

∫

D
ρα

(
deα
dt

−
1

ρα
S
α
: d

α
+ (pα + qα)

d

dt

(
1

ρα

))
χΩk

Hα dV = 0, ∀k, ∀α.

L’intégration en espace aboutit après division par ραkVαk à l’expression

deαk
dt

= −(pαk + qαk)
d

dt

(
1

ραk

)
+

1

ραk
(S

αk
: d

αk
), ∀k, ∀α. (5.16)

Cette forme discrétisée en espace est toujours couplée à la loi d’état propre de chaque
matériau

pαk = EOSα(eαk , ραk), ∀k, ∀α (5.17)

et fait éventuellement intervenir la loi de comportement élastique pour chaque matériau

Ṡ
αk

= 2Gα(dαk −
1

3
tr(d

αk
)1). (5.18)

Notons que les équations (5.16) et (5.18) font apparâıtre le tenseur des taux de déformations
propres au matériau α et non plus le tenseur de taux de déformations moyennes.

5.3.3 Pseudo-viscosité

La pseudo viscosité est définie pour chaque matériau et chaque maille par

qαk =





ραk

[
CA (lk)

2
∣∣∣ ν̇αk
ναk

∣∣∣
2
+ CL lk cαk

∣∣∣ ν̇αk
ναk

∣∣∣
]

si ν̇αk < 0

0 si ν̇αk > 0
(5.19)
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avec ναk =
1

ραk
, le volume spécifique du matériau α dans la cellule Ωk. Le tenseur des contraintes

par matériau et par maille a pour expression

σ
αk

= S
αk

− pαk1− qαk1.

La définition de la pseudo-viscosité par matériau est nécessaire. Pour s’assurer que la vis-
cosité artificielle soit dissipative et travaille de manière consistante, il faut que le taux de
déformation servant à la calculer et le taux de déformation servant à la faire travailler soient
les mêmes. Le travail de la pseudo-viscosité se calcule à partir des déformations propres à
chaque matériau (équation (5.16)). Il faut donc calculer la pseudo-viscosité à partir de ces
mêmes déformations. La viscosité artificielle prend ainsi une valeur différente par matériau.

5.4 Équations en quantité de mouvement

5.4.1 Cinétique

Repartons de l’équation de mouvement continue (5.2). Nous l’écrivons sous forme faible
en prenant comme fonction test, un champ de vitesses virtuelles localement cinématiquement
admissibles ce qui donne pour chaque domaine

∫

Dα

(
ρα

duα

dt
−∇ · σ

α

)
· û dV = 0, ∀û tel que û|∂Dd

= 0.

En intégrant par parties sur chacun des domaines matériaux, nous obtenons après addition

∑

α

∫

Dα

ρα
duα

dt
· û dV +

∑

α

∫

Dα

σ
α
: ∇û dV =

∑

α

∫

∂Dα

σ
α
· nα · û dS, ∀û.

Notons que nous n’imposons ici aucune condition sur le champ de vitesse virtuelle à l’interface.
La frontière des domaines Dα se décompose entre l’interface Γ et le bord du domaine de calcul
∂D. Comme les fonctions tests sont des fonctions cinématiquement admissibles (i.e. û|∂Dd

), les
termes sur le bord du domaine ∂D s’annulent. La dernière formule se ré-écrit
∑

α

∫

Dα

ρα
duα

dt
· û dV +

∑

α

∫

Dα

σ
α
: ∇û dV =

∑

α

∫

Γ
σ
α
· nα · û dS, ∀û tel que û|∂Dd

= 0.

(5.20)
Notons p

Γ
, l’opposé du vecteur contrainte à l’interface pour le matériau α

p
Γ
= −σ

α
· nΓ

en se rappelant que le tenseur des contraintes regroupe le déviateur des contraintes, la pression
hydrodynamique et la pseudo-viscosité scalaire. En utilisant la continuité du vecteur contrainte
à l’interface (5.5), nous pouvons écrire

p
Γ
= −σ

α
· nΓ = σ

β
· nΓ.

Avec la relation précédente, l’équation (5.20) s’écrit

∑

α

∫

Dα

ρα
duα

dt
· û dV +

∑

α

∫

Dα

σ
α
: ∇û dV =

∫

Γ
p
Γ
· [ û ] dS, ∀û tel que û|∂Dd

= 0.

Rappelons que [ û ] dénote la discontinuité de vitesse virtuelle à l’interface, [ û ] = ûβ − ûα et
que la normale à l’interface nΓ est orientée par convention sortante pour Dα et entrante pour
Dβ .
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5.4.2 Comportement de l’interface

Nous supposons dans un premier temps une interface sans frottement. Le vecteur contrainte
à l’interface est donc purement normal à l’interface

p
Γ
= pΓnΓ. (5.21)

Avec cette hypothèse de comportement, l’équation de mouvement s’écrit finalement

∑

α

∫

Dα

ρα
duα

dt
· û dV +

∑

α

∫

Dα

σ
α
: ∇û dV =

∫

Γ
pΓ [ û ] ·nΓ dS, ∀û tel que û|∂Dd

= 0. (5.22)

Le cas plus général définit p
Γ
= pΓ nΓ + fΓtΓ, avec fΓ une composante de frottement fonction

de pΓ et de [u ] et tΓ, un vecteur unitaire orthogonale à nΓ portant la direction de la force de

frottement ce qui rajoute une intégrale

∫

Γ
fΓ [ û ] · tΓ dS dans l’équation (5.22).

5.4.3 Cinématique

Nous écrivons l’équation de continuité des vitesses (5.4) au sens faible en la multipliant par
une fonction test arbitraire p̂ dans un espace P et en intégrant sur l’interface Γ ce qui donne

∫

Γ
p̂ [u ] · nΓ dS = 0, ∀p̂ ∈ P. (5.23)

Cet espace de fonction P et sa discrétisation en espace Ph sont définit dans le paragraphe
qui suit. L’équation fait (5.22) apparâıtre que la pression d’interface pΓ est le multiplicateur de
Lagrange associé à la contrainte de continuité des vitesses (5.23) (voir [7, 14]). Nous allons donc
rechercher une approximation spatiale commune pour la pression d’interface pΓ et la fonction
test p̂.

5.4.4 Discrétisation en espace

Nous étudions deux variantes de discrétisation du multiplicateur de Lagrange. Nous les
présentons ici rapidement. Elles sont discutées en détail dans le chapitre 6 pour la première,
dans les chapitres 7 et 8 pour la seconde.

5.4.4.1 Contraintes de vitesse par nœud

Une première discrétisation consiste à définir un champ de pression d’interface dans P défini
par des valeurs nodales sur le maillage en vitesse (voir figure 5.3)

pΓ(x) =
∑

i∈NΓ

pΓiΘi(x) (5.24)

avec Θi une fonction de forme propre à chaque nœud i. Nous définissons la fonction de forme
par la propriété de dualité par rapport aux fonctions de forme du champ de vitesse

∫

Γ
Θi(x)Ψj(x)nΓ dS =

{
nΓi si i = j
0 si i 6= j

(5.25)

où nΓi est une normale à l’interface au nœud à définir par la suite. L’expression explicite des
fonctions de forme Θi n’est pas nécessaire et la propriété (5.25) est suffisante pour discrétiser

61

C
H
A
P
IT

R
E
5



CHAPITRE 5. MÉTHODE DES ÉLÉMENTS FINIS ENRICHIS

Figure 5.3 – Champ de pression par nœud. Les flèches
vertes symbolisent les forces d’interface, discrétisées par
nœud et s’appliquant sur ceux-ci.

le système. Elle définit une condensation des forces d’interface similaire à la condensation de la
masse. Les supports des fonctions de forme nodales Ψj du champ de vitesse se superposent et
couplent les nœuds, la propriété définissant les fonctions Θi permettent de découpler les nœuds
et d’assurer que la force d’interface du nœud i n’agit que sur ce nœud.

Observons que dans cette construction, Θi est en
1
h avec h, une longueur caractéristique de

la taille des mailles du maillage. Le terme pΓi est donc homogène à une force nodale bien que
nous continuerons à l’appeler ≪ pression d’interface ≫ par abus de langage.

En utilisant cette définition du champ pour les pressions tests p̂ et la définition du champ
de vitesse, la continuité des vitesses (5.23) devient

∫

Γ




∑

j∈NΓ

(uβj − uαj)Ψj


 · nΓΘi


 dS = 0, ∀i ∈ NΓ. (5.26)

En développant la somme et en utilisant la propriété de dualité (5.25), la continuité des vitesses
prend la forme discrétisée par nœud

(uβi − uαi) · nΓi = 0, ∀i ∈ NΓ (5.27)

avec nΓi, une discrétisation de la normale à l’interface au point i.

Le saut de vitesse a pour expression [u ] = uβ − uα. La fonction test û peut être n’importe
quel champ discontinu à l’interface comme défini par (5.9). En prenant un champ de vitesse
arbitraire sur Nα et nul sur Nβ puis arbitraire sur Nβ et nul sur Nα, l’équation (5.22) prend la
forme équivalente

∫

Dα

ρα
duα
dt

Ψi dV +

∫

Dα

σ
α
· ∇Ψi dV −

∫

Γ
pΓΨi · nΓ dS = 0, ∀i ∈ Nα, (5.28)

∫

Dβ

ρβ
duβ
dt

Ψi dV +

∫

Dβ

σ
β
· ∇Ψi dV +

∫

Γ
pΓΨi · nΓ dS = 0, ∀i ∈ Nβ . (5.29)

En utilisant la condensation de la masse et l’expression de la pression d’interface, l’équation de
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5.4 Équations en quantité de mouvement

quantité de mouvement prend la forme

mαi
duαi
dt

= −

∫

Dα

σ
α
· ∇Ψi dV +

∑

j∈NΓ

∫

Γ
pΓjΘjnΨi · nΓ dS, ∀i ∈ Nα,

mβi

duβi
dt

= −

∫

Dβ

σ
β
· ∇Ψi dV −

∑

j∈NΓ

∫

Γ
pΓjΘjΨi · nΓ dS, ∀i ∈ Nβ .

Les détails de la condensation de la masse dans nos cas multi-matériaux multi-vitesses seront
expliqués pour chaque variante dans les chapitres suivantes.

Enfin, l’approximation (5.11) de l’intégrale sur les mailles partielles et la propriété (5.25)
permettent d’écrire la forme finale de l’équation de quantité de mouvement intégrée en espace

mαi
duαi
dt

= −
∑

k∈Mi

fαkσαk
·

∫

∂Ωk

ΨindS, ∀i ∈ Nα\NΓ, (5.30)

mαi
duαi
dt

= −
∑

k∈Mi

fαkσαk
·

∫

∂Ωk

ΨindS + pΓi nΓi, ∀i ∈ Nα ∩NΓ, (5.31)

mβi

duβi
dt

= −
∑

k∈Mi

fβkσβk
·

∫

∂Ωk

ΨindS, ∀i ∈ Nβ\NΓ, (5.32)

mβi

duβi
dt

= −
∑

k∈Mi

fβkσβk
·

∫

∂Ωk

ΨindS − pΓi nΓi, ∀i ∈ Nβ ∩NΓ. (5.33)

Dans ces équations, comme pour la continuité des vitesses (5.27), une discrétisation nodale de
la normale à l’interface apparâıt. Le calcul de cette normale est détaillé dans le paragraphe 6.4.

Avec cette discrétisation, nous retrouvons une formulation similaire aux travaux de Vitali
[85, 86, 87]. Dans notre cas, la contrainte de vitesse est introduite directement dans la formula-
tion variationnelle ce qui nous donne une formulation plus générale. Les méthodes résultantes
diffèrent, aussi nous citons deux grandes différences. Nous montrons par la suite (voir para-
graphe 6.4) que le calcul de la normale à l’interface est primordiale pour préserver les solutions
stationnaires et nous la discrétisons de manière consistante avec la divergence des contraintes.
De plus, une décomposition du calcul des vitesses nous permet d’écrire une condition de contact
et de décollement géométrique (paragraphe 6.8) au lieu de se baser sur un état de compression
de la maille.

5.4.4.2 Contrainte de vitesse par maille

La deuxième discrétisation étudiée est la définition d’un champ de pression d’interface
constante par maille et donc par segment d’interface (voir figure 5.4)

pΓ(x) =
∑

k∈MΓ

pΓkΘk(x), si x ∈ Γ. (5.34)

La fonction de forme Θk(x) est une fonction valant 1 sur la portion d’interface intersectée par
Ωk, 0 sinon ce qui prend la forme

Θk(x) =

{
1 si x ∈ Ωk ∩ Γ
0 sinon

. (5.35)
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Figure 5.4 – Champ de pression par maille. Les flèches
vertes symbolisent les pressions d’interface, discrétisées
par maille. Elles s’appliquent sur les nœuds par leur
intégration sur l’interface dans la maille mixte.

En utilisant cette définition pour le champ de pression test, l’équation de continuité des vitesses
(5.23) s’écrit par maille

∑

i∈Nk

∫

Γ
(uβiΨi − uαiΨi) · nΓdS = 0, ∀k ∈ MΓ. (5.36)

La continuité des vitesses est ainsi mesurée en moyenne par maille mixte k ∈ MΓ en faisant
intervenir tous les nœuds de la maille mixte en question. Une maille mixte est ici une maille
intersectant l’interface Γ entre les matériaux comme définie au chapitre 4.

La dynamique des nœuds purs (i /∈ NΓ) est inchangée et la dynamique des nœuds mixtes
(i ∈ NΓ) voit apparâıtre un terme dépendant des pressions d’interface dans les mailles voisines.
En suivant le même principe que dans le paragraphe précédent, l’équation de mouvement sous
forme faible (5.22) prend la forme discrétisée en espace

mαi
duαi
dt

= −
∑

k∈Mi

fαkσαk
·

∫

∂Ωk

ΨindS, ∀i ∈ Nα\NΓ,

(5.37)

mαi
duαi
dt

= −
∑

k∈Mi

fαkσαk
·

∫

∂Ωk

ΨindS +
∑

k∈Mi∩MΓ

∫

Γk

pΓkΨi nΓdS, ∀i ∈ Nα ∩NΓ,

(5.38)

mβi

duβi
dt

= −
∑

k∈Mi

fβkσβk
·

∫

∂Ωk

ΨindS, ∀i ∈ Nβ\NΓ,

(5.39)

mβi

duβi
dt

= −
∑

k∈Mi

fβkσβk
·

∫

∂Ωk

ΨindS −
∑

k∈Mi∩MΓ

∫

Γk

pΓkΨi nΓdS, ∀i ∈ Nβ ∩NΓ.

(5.40)

5.5 Décomposition ≪ Lagrange + projection ≫

Nous avons détaillé notre schéma de notre méthode multi-matériau multi-vitesse dans une
formulation eulérienne. Nous nous replaçons maintenant dans le contexte présenté dans le para-
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5.6 Analyse d’un problème modèle

graphe 3.1 de discrétisation en temps de type ≪ Lagrange + projection ≫ pour des formulations
eulériennes ou ALE.

Lors d’un pas de temps, la vitesse uα est différente pour chaque matériau mais la vitesse
du maillage v est unique.

Durant la phase lagrangienne, le système est écrit pour un maillage se déplaçant à une
vitesse identique à celle de la matière vlag = ulag. Dans les mailles mixtes, nous avons un
champ de vitesse par matériau. Il y a donc différents déplacements de maillage ∆t vlag,α. La
configuration n+ 1 du maillage en fin de pas de temps est différente pour chaque matériau.
Nous notons cette configuration αn+ 1 pour indiquer le matériau dont la vitesse a servi à
déplacer les nœuds.

Durant la phase de transport, la matière reste fixe (uale,α = 0) alors que le maillage se
déplace à une vitesse vale,α = −(ulag,α−v). La vitesse lagrangienne était différente pour chaque
matériau. Le déplacement du maillage pour arriver à sa configuration régularisée est également
différent pour chaque matériau. Lors de la projection, il faut calculer l’advection des quantités
par matériau entre le maillage déformé par les vitesses propres du matériau et le maillage ALE
qui lui est commun pour tous les matériaux.

La décomposition ≪ Lagrange + projection ≫ est donc distincte pour chaque matériau.

5.6 Analyse d’un problème modèle

5.6.1 Introduction

Les formulations (5.27), (5.30)-(5.33) ou (5.36), (5.37)-(5.40) introduites dans les précédents
paragraphes sont des formulations mixtes. Elles font intervenir les deux champs d’inconnues
indépendantes : le champ de vitesse enrichi u = uα⊕uβ et le champ de pression d’interface pΓ.

À ces deux inconnues sont associés deux espaces d’approximation différents. Les vitesses u sont
définies sur un espace noté U dont l’approximation spatiale Uh est donné par (5.9) alors que
les pressions d’interface pΓ sont définies dans P , l’espace des multiplicateurs d’interface pour
lequel deux propositions d’approximation en espace Ph sont données par (5.24) et (5.34).

L’étude de ces problèmes ([5, 14]) montre qu’il n’est pas possible d’approcher de manière
indépendante l’espace des multiplicateurs de Lagrange et l’espace des vitesses sous peine de
verrouillage numérique lié à l’impossibilité de trouver un sous-espace Vh de Uh suffisamment
riche de fonctions satisfaisant la contrainte au sens faible dans Ph.

Il est donc nécessaire de faire une analyse préalable pour valider le choix de discrétisation à
effectuer. Notre problème se pose en grandes déformations à maillage mobile. Pour simplifier,
nous nous placerons dans le cadre élasto-dynamique en petites déformations. Nous nous retrou-
vons donc dans une formulation purement lagrangienne avec des dérivées en espace calculées
sur des géométries fixes, formulation déjà étudiée dans [40].

5.6.2 Problème modèle

Nous prenons un domaine D(t) constant au cours du temps et repartons du problème
continu sous forme faible en prenant l’équation de conservation de la quantité de mouvement
(5.22)

∑

α

∫

Dα

ρ
du

dt
· û dV +

∑

α

∫

Dα

σ : ∇û dV =

∫

Γ
pΓ [ û ] · nΓ dS, ∀û (5.41)
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et l’équation de continuité des vitesses normales (5.23)

∫

Γ
p̂ [u ] · nΓ dS = 0, ∀p̂ ∈ P. (5.42)

Notons aD(ξ, û) la forme bi-linéaire associée à (5.41) en élasticité linéaire

aD(ξ, û) =
∑

α

∫

Dα

σ(∇ξ) : ∇û dV =
∑

α

∫

Dα

κα∇ · ξ
α
∇ · û+Gαε

D(ξ
α
) : εD(û) dV

avec ξ(x) dénotant le champ de déplacement et εD(u), la partie déviatorique du tenseur des
déformations linéarisé

εD(u) =
1

2

(
∇u+∇uT

)
−

1

3
∇ · u1.

Rappelons que κα et Gα dénotent respectivement le module de compressibilité et le module de
cisaillement du matériau α.

La formulation conforme du problème est obtenue en imposant la continuité des vitesses
(5.4) au sens fort et en prenant des fonctions test respectant la contrainte de vitesse. Le
problème (5.41) se re-écrit alors en fonction du déplacement ξ,

∑

α

∫

Dα

ρ ξ̈ · û dV + aD(ξ, û) = l(û), ξ ∈ V, ∀û ∈ V (5.43)

avec V l’espace des vitesses à composante normale continue au passage de l’interface

V =
{
u ∈ H1

d(Dα)×H1
d(Dβ), [u ] · nΓ = 0 sur Γ

}
.

L’espace H1
d(Dα) est l’espace des vitesses cinématiquement admissibles, ayant pour définition

H1
d(Dα) =

{
u ∈ H1(Dα), u = 0 sur ∂Dd

}
.

La forme linéaire l(û) contient la participation des forces volumiques et des conditions aux
limites de type Neumann s’exerçant sur ∂Dn. Elle a pour expression

l(û) =
∑

α

∫

Dα

f · û dV +

∫

∂Dn

f
n
· û dS.

5.6.3 Formulation variationnelle mixte : cadre statique

Nous écrivons dans un premier temps notre problème dans un cadre statique. Le terme
d’inertie est négligé, ∑

α

∫

Dα

ρ ξ̈ · û dV = 0.

Le problème (5.43) prend la forme classique des problèmes d’élasticité dans le cadre statique

aD(ξ, û) = l(û), ξ ∈ V, ∀û ∈ V. (5.44)

Nous définissons l’espace des vitesses des vitesses cinématiquement admissible U sur tout
le domaine D par

U =
{
u ∈ H1(Dα)×H1(Dβ), û = 0 sur ∂Dd

}
,
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muni de la norme énergie

‖u‖2U =
∑

α

∫

Dα

κα |∇ · uα|
2 +Gα

∣∣εD(uα)
∣∣2 dV.

Par construction ([91]), cette norme est équivalente à la norme H1 si ∂Dd intersecte Dα et Dβ .
Notons X l’espace des traces de vitesse sur l’interface, définie par

X = Tr
(
H1

d(Dα)
)∣∣

Γ
= Tr

(
H1

d(Dβ)
)∣∣

Γ
.

Nous appelons P le dual de cet espace, P = X ′. Cet espace est l’espace des pressions d’interface
pΓ et des pressions test p̂. Nous définissons également la norme image

‖p‖X = inf
u∈Tr(p)−1

‖u‖H1(Dα)
.

Soit b, la forme bi-linéaire mettant en dualité les espaces X et P . Elle est définie par

b : U × P → R,

b(u, p) = 〈[u ] · nΓ, p〉Γ.

Dans le cas de fonctions intégrables sur Γ, le produit de dualité a pour expression

b(u, p) =

∫

Γ
[u ] · nΓp dS.

Par construction, en dénotant B l’opérateur associé à la forme bi-linéaire b

B : U → X,

u → Bu, 〈Bu, p〉 = b(u, p), ∀p ∈ X ′,

nous avons V = kerB.
Par construction de l’espace X et de sa norme ‖•‖X , l’opérateur B est continu et son image

est l’espace X tout entier : imB = X. D’après le théorème de l’image fermée, nous avons donc
la relation imBT = (kerB)⊥.

Or, la relation (5.44) exprime que la forme linéaire aD(ξ, ·)− l(·) est dans V ⊥ = (kerB)⊥.
La solution de (5.44) est donc caractérisée par l’existence de pΓ ∈ X ′ tel que

aD(ξ, ·)− l(·) = BT (pΓ)

ce qui s’écrit sous la forme mixte d’inconnues ξ ∈ U et pΓ ∈ P

{
aD(ξ, û) + b(û, pΓ) = l(û) , ξ ∈ U, pΓ ∈ P, ∀û ∈ U,

b(ξ, p̂) = 0 , ∀p̂ ∈ P.

Ce problème mixte peut s’approcher de manière non conforme par éléments finis mixtes.
Avec la formulation précédente, pour obtenir une approximation stable et convergente, il

convient de prendre des espaces éléments finis Uh ⊂ U et Ph ⊂ P permettant de vérifier les
deux conditions ([16, 33]) :

(i) la forme bi-linéaire aD(·, ·) doit être coercive sur Uh, c’est-à-dire,

∃α > 0, aD(vh, vh) ≥ α ‖vh‖
2
Uh

, ∀vh ∈ Uh;
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CHAPITRE 5. MÉTHODE DES ÉLÉMENTS FINIS ENRICHIS

(ii) la forme bi-linéaire b(·, ·) doit respecter la condition de Ladyzhenskaya-Babuška-Brezzi
(LBB) ou condition Inf-Sup

∃β > 0, inf
ph∈Ph

sup
uh∈Uh

b(uh, ph)

‖uh‖U ‖ph‖P
≥ β (5.45)

où β est une constante indépendante de h.

Avec ces conditions, en introduisant le problème approché
{
aD(ξh, ûh) + b(ûh, pΓh) = l(ûh) , ξ

h
∈ Uh, pΓh ∈ Ph, ∀ûh ∈ Uh,

b(ξ
h
, p̂h) = 0 , ∀p̂h ∈ Ph

, (5.46)

nous démontrons le résultat d’existence et de convergence optimale (voir [91], p. 19-26). La
solution (ξ

h
, pΓh) du problème (5.46) existe, est unique et vérifie

∥∥∥ξ − ξ
h

∥∥∥
U
+ ‖pΓ − pΓh‖X ≤ C

(
inf

ξ̂
h
∈Uh

∥∥∥ξ − ξ̂
h

∥∥∥
U
+ inf

p̂h∈Ph

‖pΓ − p̂h‖X

)
.

Ici, la coercivité de la forme bi-linéaire aD(·, ·) sur Uh est vérifiée par la construction de la
norme ‖•‖U . Cette condition pourrait être affaiblie et n’être vérifié que pour les fonctions v
satisfaisant (5.46). La seconde condition (5.45) pose des difficultés. La norme ‖•‖P est dure à
définir dans notre cas (dual d’une norme globale) ce qui empêche de vérifier correctement la
condition Inf-Sup. Cette difficulté a été surmontée par Wohlmuth ([91]) en utilisant le même
schéma de discrétisation mais en travaillant avec une norme discrète. Le même principe a
ensuite été utilisé dans le cadre élasto-dynamique par Hauret et Le Tallec ([40]) dont nous
reprenons l’écriture par la suite.

5.6.4 Formulation mortier pour l’élasto-dynamique non-conforme

Soit Ph ⊂ L2(Γ) et Uh, l’espace élément fini défini comme en (5.9) par

Uh =
{
uh ∈ H1

d(Dα)×H1
d(Dβ), uh|Dα

∈ Q1(Dα), uh|Dβ
∈ Q1(Dβ)

}
.

Soit Vh, le sous-espace de Uh des fonctions à composantes normales continues à l’interface au
sens faible

Vh =

{
uh ∈ Uh,

∫

Γ
[uh ] · nΓph dS = 0, ∀ph ∈ Ph

}

=

{
uh ∈ Uh, b(uh, ph) = 0, ∀ph ∈ Ph

}
.

La résolution du problème élasto-dynamique (5.43) discrétisé en espace par

∑

α

∫

Dα

ρ ξ̈
h
· ûh dV + aD(ξh, ûh) = l(ûh), ξ

h
∈ Vh, ∀ûh ∈ Vh (5.47)

peut se faire par la résolution du problème mixte approché

(Ph)





∑

α

∫

Dα

ρ ξ̈
h
· ûh dV + aD(ξh, ûh) + b(ûh, pΓh) = l(ûh), ξ

h
∈ Uh, pΓh ∈ Ph, ∀ûh ∈ Uh,(5.48)

b(ξ
h
, p̂h) = 0, ∀p̂h ∈ Ph. (5.49)
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En introduisant les normes discrètes

‖u‖21/2,h,Γ =
∑

Γk

1

diamΓk
‖u‖2L2(Γk)

(5.50)

et
‖p‖2−1/2,h,Γ

=
∑

Γk

diamΓk ‖p‖
2
L2(Γk)

(5.51)

où Γk = Γ∩Ωk, la convergence de ce système a été montrée dans [40] sous hypothèses techniques
et sous réserve d’enrichir l’espace des vitesses Uh de manière à avoir

∃β > 0, inf
ph∈Ph

sup
uh∈Uh

b(uh, ph)

‖uh‖1/2,h,Γ
‖ph‖−1/2,h,Γ

≥ β, (5.52)

pour la suite de maillages considérés.
De manière plus précise, dans le cas plus sévère (car plus contraint) où nous remplaçons la

condition de continuité normale

b(ξ
h
, p̂h) =

∫

Γ

[
ξ
h

]
· nΓp̂h dS = 0, ∀p̂h ∈ Ph

par la condition de continuité plus forte

b(ξ
h
, p̂

h
) =

∫

Γ

[
ξ
h

]
· p̂

h
dS = 0, ∀p̂h ∈ P 2

h ,

il est démontré dans [40] que l’erreur à tout instant de discrétisation satisfait l’estimation
optimale

∫

D
ρ
∣∣∣ξ̇ − ξ̇

h

∣∣∣
2
dV +

∥∥∥ξ − ξ
h

∥∥∥
2

U
≤ C


 inf

˙̂
ξ
h
∈Uh

∫

D
ρ
∣∣∣ξ̇ − ˙̂

ξ
h

∣∣∣
2
dV + inf

ξ̂
h
∈Uh

∥∥∥ξ − ξ̂
h

∥∥∥
2

U


 (5.53)

à condition d’avoir un maillage régulier en espace sur l’interface, de respecter la condition
Inf-Sup

∃β > 0, inf
p
h
∈P 2

h

sup
uh∈Uh

b(uh, ph)

‖uh‖1/2,h,Γ

∥∥∥p
h

∥∥∥
−1/2,h,Γ

≥ β (5.54)

et d’avoir une solution régulière

ξ ∈ C1
(
0, T ;H2

)
∩ C2

(
0, T ;H2 (Dα)×H2 (Dβ)

)
∩ C3

(
0, T ;L2

)
.

La condition (5.54) se vérifie avec Uh, un espace des vitesses enrichis par un espace bulle Bh,

Uh =
{
uh ∈ H1

d(Dα)×H1
d(Dβ), uh|Dα

∈ Q1(Dα), uh|Dβ
∈ Q1(Dβ)

}
⊕ Bh. (5.55)

5.6.5 Conclusion

Nous avons démontré dans cette partie que pour assurer la convergence, une condition
suffisante est de respecter la condition Inf-Sup discrète (5.52). Nous allons donc discrétiser
(5.22) - (5.23) par la forme (Ph) en essayant de vérifier la condition Inf-Sup (5.52) quitte à
enrichir l’espace des vitesses par (5.55) pour la respecter.
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6.4 Discrétisation de la normale à l’interface . . . . . . . . . . . . . . . 80

6.5 Prise en compte des conditions aux limites . . . . . . . . . . . . . . 82

6.6 Phase de transport . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85

6.6.1 Régularisation du maillage . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85

6.6.2 Projection des vitesses . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85

6.6.3 Projection des valeurs centrées . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87

6.6.4 Renormalisation de la fraction volumique . . . . . . . . . . . . . . . . 88

6.7 Gestion de plus de 2 matériaux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89
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6.9 Résumé et conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93

71

C
H
A
P
IT

R
E
6



CHAPITRE 6. CONTINUITÉ PAR NŒUD

6.1 Discrétisation en temps

6.1.1 Grandeurs centrées

6.1.1.1 Conservation de la masse

L’équation (5.15) est discrétisée en temps par le même schéma que dans les chapitres 3 et
4. L’écriture de la conservation de la masse entre tn et tn+1 donne finalement par matériau

ρn+1
αk V n+1

αk = ρnαk V
n
αk = mαk, ∀k, ∀α. (6.1)

Les vitesses à tn+
1/2 permettent de calculer les positions de chaque matériau à tn+1 par la

formule d’intégration centrée

xn+1
αi = xnαi +∆t u

n+1/2
αi , ∀i, ∀α.

Une maille mixte Ωk possède alors une position déformée que nous appelons Ωαn+1
k différente

pour chaque matériau α. Ces mailles ont un volume défini géométriquement par la position des
nœuds de la maille

V αn+1
k = V

(
xn+1
αi

)
, ∀k, ∀α.

L’hypothèse de gradient constant dans les mailles (5.10) nous permet d’écrire que le volume
occupé par le matériau α dans la cellule Ωk en fin de pas de temps est égal à

V n+1
αk = fn

αkV
αn+1
k , ∀k, ∀α.

Remarquons que la notation V αn+1
k désigne le volume au temps tn+1 de la maille mixte Ωαn+1

k

entière déplacée avec les vitesses u
n+1/2
αi alors que la notation V n+1

αk désigne le volume à tn+1 de
la maille mixte Ωn+1

αk partielle, c’est-à-dire, le volume partiel occupé par le matériau α dans la
maille Ωαn+1

k .

Remarquons également que les matériaux ne sont pas ≪ calculés ≫ avec le même taux de
dilatation volumique si bien que le rapport des volumes des mailles partielles en fin de pas de
temps peut changer,

V n+1
αk

V n+1
βk

=
fn
αkV

αn+1
k

fn
βkV

βn+1
k

6=
V n
αk

V n
βk

=
fn
α

fn
β

,

même si les fractions volumiques sont constantes pour chaque matériau (voir figure 6.1).

La nouvelle densité est simplement donnée au final par la formule de conservation de la
masse

ρn+1
αk =

ρnαkV
n
αk

V n+1
αk

=
ρnαkV

n
k

V αn+1
k

, ∀k, ∀α. (6.2)

6.1.1.2 Conservation de l’énergie

L’équation (5.16) est discrétisée en temps par le même schéma que dans les chapitres 3 et
4. L’intégration de la conservation de l’énergie entre tn et tn+1 donne par matériau

en+1
αk = enαk − (

pn+1
αk + pnαk

2
+ q

n+1/2
αk )

(
1

ρn+1
αk

−
1

ρnαk

)
+

∆t

ρ
n+1/2
αk

(Sn+1/2
αk

: dn+
1/2

αk
), ∀k, ∀α. (6.3)
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6.1 Discrétisation en temps

Figure 6.1 – Déformation de la maille par matériau. Pour un champ de
vitesse donné, la fraction volumique est constante. Les mailles complètes
se déformant différemment pour chaque matériau, au final, le rapport des
volumes des différents matériaux peut changer.

Cette forme discrétisée en temps et en espace est toujours couplée à la loi d’état propre de
chaque matériau écrite au temps tn+1

pn+1
αk = EOSα(e

n+1
αk , ρn+1

αk ), ∀k, ∀α. (6.4)

La vitesse du son cn+1
αk du matériau α dans la maille Ωk est donnée par la loi d’état du matériau,

cn+1
αk = cn+1

αk (en+1
αk , ρn+1

αk ), ∀k, ∀α.

6.1.1.3 Pseudo-viscosité

La pseudo-viscosité (5.19) s’écrit au temps tn+
1/2 pour chaque matériau et chaque maille

par la formule du cas mono-matériau

q
n+1/2
αk =





ρ
n+1/2
αk

[
CA (lk)

2

∣∣∣∣
ν̇
n+

1/2
αk

ν
n+1/2
αk

∣∣∣∣
2

+ CL lk c
n
αk

∣∣∣∣
ν̇
n+

1/2
αk

ν
n+1/2
αk

∣∣∣∣

]
si ν̇

n+1/2
αk < 0

0 si ν̇
n+1/2
αk > 0

.

Dans cette expression, la vitesse du son cnαk dans le matériau α est prise décalée au temps n
pour garder une forme explicite de la pseudo-viscosité. Le volume spécifique est l’inverse de la

densité ναk =
1

ραk
, sa valeur au temps tn+

1/2 est approchée par ν
n+1/2
αk =

1

2

(
1

ρn+1
αk

+
1

ρnαk

)
et

le taux de variation volumique ν̇
n+1/2
αk est approché par ν̇

n+1/2
αk =

1

∆t

(
1

ρn+1
αk

−
1

ρnαk

)
.
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CHAPITRE 6. CONTINUITÉ PAR NŒUD

Le terme lk
ν̇
n+

1/2
αk

ν
n+1/2
αk

est alors homogène à un saut de vitesse, correspondant bien à la définition

de la pseudo-viscosité ([20]).

6.1.2 Équations en quantité de mouvement

6.1.2.1 Dynamique des nœuds

Dans les équations (5.30)-(5.33), l’accélération et les efforts internes sont toujours discrétisés
par le schéma en temps introduit au chapitre 3. Les pressions d’interface, exprimées en forces
nodales pΓi, sont écrites au temps tn. Les équations discrétisées en temps de la dynamique des
nœuds prennent donc la forme

mαi
u
n+1/2
αi − u

n−1/2
αi

δt
= −

∑

k∈Mi

fn
αkσ

n
αk

·

∫

∂Ωn
k

ΨindS, ∀i ∈ Nα\NΓ, (6.5)

mαi
u
n+1/2
αi − u

n−1/2
αi

δt
= −

∑

k∈Mi

fn
αkσ

n
αk

·

∫

∂Ωn
k

ΨindS + pnΓin
n
Γi, ∀i ∈ Nα ∩NΓ, (6.6)

mβi

u
n+1/2
βi − u

n−1/2
βi

δt
= −

∑

k∈Mi

fn
βkσ

n
βk

·

∫

∂Ωn
k

ΨindS, ∀i ∈ Nβ\NΓ, (6.7)

mβi

u
n+1/2
βi − u

n−1/2
βi

δt
= −

∑

k∈Mi

fn
βkσ

n
βk

·

∫

∂Ωn
k

ΨindS − pnΓin
n
Γi, ∀i ∈ Nβ ∩NΓ, (6.8)

où NΓ désigne toujours l’ensemble des nœuds des mailles mixtes. Le tenseur des contraintes au
temps tn dans l’équation de conservation de la quantité de mouvement a pour expression

σn
αk

= Sn
αk

− pnαk1− q
n−1/2
αk 1

où la pseudo-viscosité est décalée en temps. Ceci permet de garder une viscosité artificielle
explicite dans les pas de temps.

6.1.2.2 Contrainte de vitesse

L’équation de continuité des vitesses (5.27) est écrite au temps tn+
1/2 pour les vitesses

nodales ce qui donne

(u
n+1/2
βi − u

n+1/2
αi ) · nn

Γi = 0, ∀i ∈ NΓ. (6.9)

Remarquons que, en toute rigueur, pour obtenir un schéma centré, il faudrait écrire cette

condition sur la géométrie au temps tn+
1/2 et en utilisant les normales nodales n

n+1/2
Γi à ce

même instant. Cependant, nous faisons une approximation et nous utilisons ici la normale
nodale nn

Γi au temps tn. Cette normale est la même que les normales apparaissant dans les
équations de quantité de mouvement (6.6) et (6.8).

La pression d’interface pnΓi est écrite au temps tn mais sa valeur dépend de l’équation
implicite de continuité des vitesses (6.9). Le calcul de la pression d’interface est donc implicite
nœud par nœud.
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6.1 Discrétisation en temps

6.1.2.3 Condensation de la masse

Les équations de dynamique (6.5) et (6.8) font apparâıtre une masse nodale. Pour la
construire, nous faisons toujours une approximation du champ de vitesse réelle et virtuelle
dans les termes d’accélération. Nous l’interpolons par valeurs constantes sur les mailles duales.
Nous avons enrichi le champ de vitesse. Les nœuds mixtes possèdent désormais une vitesse
par matériau. Le même enrichissement de degrés de liberté apparâıt dans l’approximation que
nous faisons lors de la condensation de la masse. Nous approchons donc le champ de vitesse
par matériau par

uα(x) ≈
∑

i∈Nα

uαiχ∆i(x),

ûα(x) ≈
∑

i∈Nα

ûαiχ∆i(x).

Nous supposons pour le terme d’inertie que les matériaux sont équi-répartis dans les mailles
mixtes ce qui est également l’hypothèse de la condensation de la masse pour le système ≪ vitesse
moyenne ≫. Le champ de densité par matériau qui s’écrivait par matériau

ρα(x) =
∑

k∈Mα

ραkχΩk
(x)Hα(x)

avec Hα, la fonction de Heaviside associé au domaine Dα, est approché par

ρα(x) ≈
∑

k∈Mα

fαkραkχΩk
(x).

La masse nodale du nœud i pour le matériau α s’écrit donc

mαi =
∑

k∈Mi

∫

∆i∩Ωαk

ρα dV =
∑

k∈Mi

∫

∆i∩Ωk

fαkραk dV =
∑

k∈Mi

fαkραkVk

#Nk
=
∑

k∈Mi

mαk

#Nk

avec mαk, la masse du matériau α dans la maille k et #Nk, le nombre de nœuds de la maille k.
Cette formulation permet de préserver un rapport correct entre la masse nodale mαi et la

force nodale due aux efforts internes

∑

k∈Mi

fαk σ
αk

·

∫

∂Ωk

nΨi dS

car les pondérations en fαk sont les mêmes pour ces deux termes. Ainsi, lorsque les fractions
volumiques tendent vers 0, la masse nodale et la force nodale tendent de la même manière vers
0 et l’accélération des nœuds reste bornée.
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CHAPITRE 6. CONTINUITÉ PAR NŒUD

6.2 Résolution de la phase Lagrange

6.2.1 Système

Le système multi-matériau que nous devons résoudre durant la phase lagrangienne est au
final composé des équations

mαi
u
n+1/2
αi − u

n−1/2
αi

δt
= −

∑

k∈Mi

fn
αkσ

n
αk

·

∫

∂Ωn
k

ΨindS, ∀i ∈ Nα\NΓ,

(6.10)

mαi
u
n+1/2
αi − u

n−1/2
αi

δt
= −

∑

k∈Mi

fn
αkσ

n
αk

·

∫

∂Ωn
k

ΨindS + pnΓin
n
Γi, ∀i ∈ Nα ∩NΓ,

(6.11)

mβi

u
n+1/2
βi − u

n−1/2
βi

δt
= −

∑

k∈Mi

fn
βkσ

n
βk

·

∫

∂Ωn
k

ΨindS, ∀i ∈ Nβ\NΓ,

(6.12)

mβi

u
n+1/2
βi − u

n−1/2
βi

δt
= −

∑

k∈Mi

fn
βkσ

n
βk

·

∫

∂Ωn
k

ΨindS − pnΓin
n
Γi, ∀i ∈ Nβ ∩NΓ,

(6.13)

(u
n+1/2
βi − u

n+1/2
αi ) · nn

Γi = 0, ∀i ∈ NΓ,

(6.14)

xn+1
αi = xnαi +∆t u

n+1/2
αi , ∀i, ∀α,

(6.15)

V α,n+1
k = V

(
xn+1
αi

)
, ∀k, ∀α,

(6.16)

V n+1
αk = fn

αkV
α,n+1
k , ∀k, ∀α,

(6.17)

ρn+1
αk =

ρnαkV
n
k

V αn+1
k

, ∀k, ∀α,

(6.18)

q
n+1/2
αk =





ρ
n+1/2
αk

[
CA (lk)

2

∣∣∣∣
ν̇
n+1/2
αk

ν
n+1/2
αk

∣∣∣∣
2

+ CL lk c
n
αk

∣∣∣∣
ν̇
n+1/2
αk

ν
n+1/2
αk

∣∣∣∣

]
si ν̇

n+1/2
αk < 0

0 si ν̇
n+1/2
αk > 0

, ∀k, ∀α,

(6.19)



en+1
αk = enαk − (

pn+1

αk +pnαk
2 + q

n+1/2
k )

(
1

ρn+1

αk

− 1
ρnαk

)
+ 1

ρ
n+1/2
αk

(S
n+1/2
αk : dn+

1/2
αk

)

pn+1
αk = EOSα(e

n+1
αk , ρn+1

αk )

, ∀k, ∀α.

(6.20)
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6.2 Résolution de la phase Lagrange

La résolution de ce système va suivre la même logique que la résolution du système ≪ vitesse
moyenne ≫ :

– calcul des vitesses par les équations (6.10)-(6.14), avec un calcul de pression nodale loca-
lement implicite pour garantir la continuité des vitesses normales (6.14) au temps tn+

1/2 ;
– calcul des densités par matériau au temps tn+1 (6.18) ;
– calcul de la pseudo-viscosité par matériau par son expression (6.19) ;
– calcul couplé de l’énergie interne et de la pression par matériau au temps tn+1 par la
résolution du système (6.20).

6.2.2 Calcul des vitesses

Les vitesses au temps tn+
1/2 sont obtenues en résolvant le système (6.10) - (6.14). Pour cela,

nous décomposons la résolution en deux étapes :

– une première étape calcule l’accélération due uniquement aux efforts internes. Cette étape
nous permet d’obtenir des vitesses prédites que nous appellerons ũαi ;

– une deuxième étape calcule les forces d’interface en ajoutant l’équation de continuité des

vitesses. Nous corrigeons les vitesses prédites pour obtenir les vitesses u
n+1/2
αi du pas de

temps en cours.

6.2.2.1 Efforts internes

Les vitesses ũαi sont calculées en ne prenant en compte que les efforts internes. Ces vitesses
ont pour expression

ũαi = u
n−1/2
αi −

δt

mαi

∑

k∈Mi

fn
αkσ

n
αk

·

∫

∂Ωn
k

nΨi dS, ∀i, ∀α. (6.21)

Notons que cette phase est complètement explicite et correspond à l’accélération qu’auraient les
différents nœuds des matériaux s’ils étaient sur une surface libre. Cette phase donne directement

la vitesse u
n+1/2
αi des nœuds purs car ces nœuds n’ont pas de force d’interface s’exerçant sur

eux.

6.2.2.2 Efforts d’interface

Les vitesses ũαi ne respectent pas la contrainte de vitesse. Nous ajoutons les forces d’inter-
face pour prendre en compte l’équation de continuité des vitesses. Le système (6.11), (6.13),
(6.14) s’écrit

u
n+1/2
αi = ũαi +

δt

mαi
pnΓin

n
Γi, ∀i ∈ NΓ, (6.22)

u
n+1/2
βi = ũβi −

δt

mβi
pnΓin

n
Γi, ∀i ∈ NΓ, (6.23)

u
n+1/2
αi · nn

Γi = u
n+1/2
βi · nn

Γi, ∀i ∈ NΓ (6.24)

où nn
Γi est une discrétisation nodale de la normale à l’interface Γ. Cette discrétisation est

détaillée dans le paragraphe 6.4. Sa résolution donne les vitesses corrigées respectant la conti-
nuité des vitesses normales.
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CHAPITRE 6. CONTINUITÉ PAR NŒUD

Éliminer les vitesses dans (6.24) par leur expression (6.22) et (6.23) donne une équation ne
dépendant que de l’inconnue de pression d’interface

(
ũαi +

δt

mαi
pnΓin

n
Γi

)
· nn

Γi =

(
ũβi −

δt

mβi
pnΓin

n
Γi

)
· nn

Γi. (6.25)

Cette dernière équation permet d’obtenir l’expression des forces d’interface

pnΓi =
1

δt

1
1

mαi
+ 1

mβi

(
ũβi − ũαi

)
· nn

Γi. (6.26)

Nous remarquons que la force d’interface est proportionnelle au saut de vitesses prédit entre
les matériaux au nœud i. Utiliser cette expression dans les équations (6.22) et (6.23) donne

mαi u
n+1/2
αi = mαi ũαi +

(
mαimβi

mαi +mβi

(
ũβi − ũαi

)
· nn

Γi

)
nn
Γi, ∀i ∈ NΓ, (6.27)

mβi u
n+1/2
βi = mβi ũβi −

(
mαimβi

mαi +mβi

(
ũβi − ũαi

)
· nn

Γi

)
nn
Γi, ∀i ∈ NΓ (6.28)

et met en évidence que la correction de vitesse peut se voir comme un échange de quantité de
mouvement entre les matériaux, par nœud, dans la direction de la normale nodale à l’interface
nn
Γi.
Notons qu’en remplaçant les vitesses ũαi par leur expression dans (6.26)-(6.28), au final,

nous avons bien résolu le système (6.10)-(6.14).

6.3 Analyse de la stabilité en espace

Par construction, notre problème de continuité des vitesses normales s’écrit

〈ph, [uh ] · nΓ〉Γ =
∑

i∈NΓ

pi [ui ] · nΓi = 0, ∀p̂i.

Nous imposons ici en fait la continuité sur une bande de mailles mixtes MΓ et non pas sur la
ligne d’interface Γ. La norme discrète ‖•‖1/2,h,Γ

utilisée dans la condition Inf-Sup (5.52) n’est
plus pertinente : elle s’annule pour des fonctions non-nulles sur la bande et n’est pas assez forte.

Nous cherchons alors l’existence de normes de vitesse ‖uh‖MΓ
et de pression d’interface

‖ph‖MΓ
qui nous permettent respecter la condition Inf-Sup discrète écrite sur la bande de

mailles mixtes MΓ autour de l’interface

∃β > 0, inf
ph∈Ph

sup
uh∈Uh

〈ph, [uh ] · nΓ〉Γ
‖uh‖MΓ

‖ph‖MΓ

≥ β. (6.29)

Par analogie avec l’analyse discrète réalisée par Wohlmuth dans [91], nous prenons comme

norme équivalente la norme
∥∥∥HD

(
Tr (•)|MΓ

)∥∥∥
1,D

où HD (•) est l’extension par zéro des fonc-

tions éléments finis définies uniquement sur la zone de continuité MΓ. Remarquons que dans
le cas classique de [91], nous avons bien

‖uh‖
2
1/2,h,Γ

≈ ‖HD (Tr (uh)|Γ)‖
2
1,D , ∀uh ∈ Uh. (6.30)

Dans notre cas, nous voulons une norme ‖uh‖MΓ
qui se comporte au moins comme la norme∥∥∥HD

(
Tr (•)|MΓ

)∥∥∥
1,D

.
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6.3 Analyse de la stabilité en espace

6.3.1 Choix des normes pour les pressions nodales

Nous choisissons ici pour la vitesse, la norme

‖uh‖
2
MΓ

=
∑

i∈NΓ

|ui|
2

et pour le multiplicateur de Lagrange, la norme

‖ph‖
2
MΓ

=
∑

i∈NΓ

|pi|
2 .

Sur une maille Ωk, nous avons l’équivalence locale uniformément en k

∑

i∈Nk

|ui|
2 ≈

∥∥∥∥∥∥

∑

i∈Nk

uiΨi

∥∥∥∥∥∥

2

1,Ωk

(6.31)

où Nk est l’ensemble des nœuds de la maille k. En effet, ces deux formes ont le même noyau
constitué des fonctions nulles sur tous les nœuds de la maille, elles ont un nombre fini de
paramètres, dépendent continûment de la forme et sont invariantes par changement d’échelle.

En prenant la somme sur tous les nœuds i du domaine D, nous pouvons d’abord écrire

c
∑

k∈M

∑

i∈Nk

|ui|
2 ≤

∑

i∈N

|ui|
2 ≤

∑

k∈M

∑

i∈Nk

|ui|
2

avec

c = inf
i∈N

1

#Mi

où #Mi est le nombre de mailles auxquelles le nœud i appartient. En utilisant l’équivalence
(6.31), nous obtenons

∑

i∈N

|ui|
2 ≈

∑

k∈M

∥∥∥∥∥∥

∑

i∈Nk

uiΨi

∥∥∥∥∥∥

2

1,Ωk

.

Par définition, l’extension par zéro de la trace sur MΓ d’un champ de vitesse vérifie

ui = 0, ∀i /∈ NΓ

et a donc pour expression

HD

(
Tr (uh)|MΓ

)
=
∑

i∈NΓ

uiΨi.

Nous pouvons donc écrire

∥∥∥HD

(
Tr (uh)|MΓ

)∥∥∥
2

1,D
=
∑

k∈M

∥∥∥HD

(
Tr (uh)|MΓ

)∥∥∥
2

1,Ωk

=
∑

k∈M

∥∥∥∥∥∥

∑

i∈Nk∩NΓ

uiΨi

∥∥∥∥∥∥

2

1,Ωk

≈
∑

i∈NΓ

|ui|
2 .

La norme choisie se comporte comme nous le voulions : elle respecte l’équivalence

‖uh‖
2
MΓ

≈
∥∥∥HD

(
Tr (uh)|MΓ

)∥∥∥
2

1,D
.
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CHAPITRE 6. CONTINUITÉ PAR NŒUD

6.3.2 Vérification de la condition Inf-Sup

Notre problème de départ s’écrit

∑

i∈NΓ

[ui ] · nΓi p̂i = 0, ∀p̂i.

Quel que soit un champ de pression ph, nous pouvons prendre un champ de vitesse nulle sur
Dα et non-nulle sur Dβ de la forme





uαi = 0, ∀i ∈ Nα,

uβi = pi nΓi, ∀i ∈ Nβ ∩NΓ,

uβi = 0, ∀i ∈ Nβ\NΓ.

Le saut de vitesse pour chaque nœud mixte est alors égal à la vitesse uβi,

[ui ] = pi nΓi.

Nous avons ∑

i∈NΓ

[ui ] · nΓi pi =
∑

i∈NΓ

|pi|
2 = ‖ph‖

2
MΓ

.

Nous avons également la norme du champ de vitesse valant

‖uh‖
2
MΓ

=
∑

i∈NΓ

|pi nΓi|
2 = ‖ph‖

2
MΓ

.

De là, nous en déduisons

∑

i∈NΓ

[ui ] · nΓi pi = ‖ph‖MΓ
‖uh‖MΓ

.

Quelle que soit la pression p̂, nous avons mis en évidence au moins un champ de vitesse ayant
cette dernière propriété. Nous concluons alors avec le lemme suivant prouvant la condition
Inf-Sup :

Lemme 1. Avec la discrétisation des espaces de pression d’interface et de vitesse définie par
(5.24) et (5.9), nous avons

sup
uh∈Uh

〈ph, [uh ] · nΓ〉Γ
‖uh‖MΓ

≥ ‖ph‖MΓ
, ∀ph ∈ Ph.

Notre discrétisation du multiplicateur de Lagrange est donc stable au sens des normes
discrètes utilisées et ne nécessite pas de modifications supplémentaires.

6.4 Discrétisation de la normale à l’interface

La reconstruction d’interface du schéma calcule la position de l’interface Γ à l’intérieur des
mailles mixtes. L’interface est alors approchée dans ces mailles par des segments constants
de normale nΓk. La normale nodale qui intervient dans les équations (6.22) et (6.23) ne doit
pas provenir de cette reconstruction d’interface. Une discrétisation spécifique de la normale à
l’interface doit être écrite en respectant certaines conditions.
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6.4 Discrétisation de la normale à l’interface

Figure 6.2 – Importance de la discrétisation de la normale nodale. Un gra-
dient de fraction volumique différent du gradient de pression ne permet pas
d’obtenir des forces d’interface alignées avec les efforts internes et provoque
l’apparition de glissements artificiels entre les matériaux.

De manière plus précise, pour des raisons évidentes de stabilité, nous demandons à notre
méthode de retrouver a minima les solutions stationnaires. En présence d’un champ de vitesse
uniforme, un champ de contrainte également uniforme σ = 1 dans tout le domaine D ne doit
accélérer aucun nœud.

Cette condition est respectée pour les nœuds purs mais la divergence discrétisée du tenseur
des contraintes pour les nœuds près de l’interface n’est pas nulle à cause de la restriction, dans
les équations (5.28) et (5.29), des intégrales aux domaines matériaux Dα. Dans cette situation,
en partant de (5.28) et (5.29), exiger que le champ de vitesse reste constant au cours du pas
de temps nous conduit à imposer

∫

Dα

∇Ψi dV = −pnΓi n
n
Γi, ∀i ∈ NΓ,

∫

Dβ

∇Ψi dV = pnΓi n
n
Γi, ∀i ∈ NΓ.

Pour préserver les états stationnaires, l’équation précédente impose à la force d’interface ap-
pliquée aux nœuds d’être alignée avec la force nodale due à la divergence des contraintes.
L’équation précédente requiert en réalité d’avoir une normale nodale ayant la même direction
que le gradient des fonctions de formes nodales Ψi,

nn
Γi �

∫

Dα

∇ΨidV.

Cette condition est nécessaire pour éviter l’apparition de glissement non-physique lors de la
simulation. Avec n’importe quelle autre discrétisation, la force d’interface et les efforts internes
seront désalignés et les matériaux ne resteront pas à l’équilibre même si la divergence de
contrainte est nulle dans tout le domaine au niveau continu.

Dans le cas de milieux élastiques, le déplacement peut être compensé par la résistance
élastique du matériau à une déformation de cisaillement. Dans le cas d’un milieu fluide, l’er-
reur concerne l’accélération des nœuds, le phénomène s’amplifie au fil des pas de temps et fait
apparâıtre des courants parasites. Le même problème se rencontre lors du traitement de la
tension de surface ([34, 21]). Une condition similaire doit alors être respectée et se trouve sous
le nom de ≪ consistance augmentée ≫([34, 21]). Dans ces cas, la tension de surface doit être
discrétisée de manière consistante avec le gradient de pression afin de conserver les solutions
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CHAPITRE 6. CONTINUITÉ PAR NŒUD

stationnaires. Cette condition provient de la nature géométrique des forces appliquées (nor-
males à l’interface) et du décalage possible entre la description géométrique du système et la
discrétisation des opérateurs différentiels.

Dans notre cas, développer le calcul en utilisant les approximations que nous avons intro-
duites nous donne la direction de la normale nodale sous la forme

nn
Γi �

∑

k∈Mi

fn
αk

∫

∂Ωn
k

ΨindS. (6.32)

6.5 Prise en compte des conditions aux limites

Pour le moment, nous avons écrit le système sans considérer les conditions aux limites ou en
les considérant nulles. Nous nous replaçons désormais dans un cas plus général d’un problème
pouvant avoir des conditions aux limites de type Dirichlet,

u(x, t) = ud(x, t) sur ∂Dd,

avec ud(x, t), la vitesse à respecter, pouvant être nulle (position imposée), constante (vitesse
imposée) ou variant en fonction du temps (accélération imposée). Dans ce cas, la vitesse est
complètement contrainte mais il est possible de ne contraindre la vitesse dans une seule direction
de l’espace et laisser libre les autres directions. La condition imposée concerne alors la projection
de la vitesse dans la direction contrainte ce qui s’écrit

u(x, t) · nd(x, t) = ud(x, t) sur ∂Dd

où nd(x, t) est la normale donnant la direction dans laquelle la vitesse est imposée et ud(x, t)
est la valeur imposée dans cette direction.

Ces conditions s’appliquent à tous les matériaux α et peuvent venir se superposer à la
contrainte de continuité des vitesses normales si la maille mixte est située sur le bord du
maillage. Il faut s’assurer qu’en fin de pas de temps, les vitesses de tous les matériaux des nœuds
de ces mailles respectent à la fois les conditions aux limites et la contrainte de continuité.

Soit Nd = {i | xi ∈ ∂Dd}, l’ensemble des nœuds sur lesquels s’applique une condition aux
limites de Dirichlet. Ces conditions peuvent s’écrire, au niveau discret,

uαi · ndi = udi, ∀α, ∀i ∈ Nd (6.33)

avec ndi, la direction de la contrainte au point i et udi, la norme imposée à la vitesse uαi dans
cette direction au point i.

Nous imposons les conditions aux limites aux vitesses prédites ũαi. En repartant de l’expres-
sion des vitesses prédites ũαi (6.21), celles-ci ont pour expression en fonction des contraintes,
de la condition aux limites et des vitesses du pas de temps précédent

ũαi = u
n−1/2
αi −

δt

mαi

∑

k∈Mi

σn
αk

·

∫

∂Ωn
k

nΨi dS

+


udi −


u

n−1/2
αi −

δt

mαi

∑

k∈Mi

σn
αk

·

∫

∂Ωn
k

nΨi dS


 · ndi


ndi, ∀i ∈ Nd, ∀α.

(6.34)

Nous vérifions bien que la vitesse ũαi respecte la condition aux limites (6.33).

82



6.5 Prise en compte des conditions aux limites

Remarquons alors que la condition aux limites étant appliquée à tous les matériaux, le saut
de vitesse entre les matériaux selon la direction ndi est nulle,

[u ] · ndi = 0. (6.35)

Nous devons ensuite appliquer la contrainte de continuité aux vitesses ũαi en respectant les
conditions aux limites (6.33). Nous distinguons alors deux cas en fonction de l’orientation de
la normale à l’interface nn

Γi par rapport à la direction de la condition aux limites ndi :
– si ndi = nn

Γi, les vitesses ũαi respectent déjà la contrainte de vitesse (6.14). La force pnΓi
est donc nulle et les vitesses en fin de pas de temps valent u

n+1/2
αi = ũαi ;

– si ndi 6= nn
Γi, nous devons respecter deux conditions : par la continuité des vitesses nor-

males, nous avons
[ui ] · n

n
Γi = 0,

et par la condition aux limites, nous imposons

[ui ] · ndi = 0.

Nous appliquons par matériau à chaque nœud i soumis à une condition aux limites, une
force de rappel Fαi dans la direction ndi permettant d’assurer le respect de cette dernière.
Pour ces nœuds, le système (6.11), (6.13), (6.14) s’écrit avec ces forces supplémentaires
et les conditions limites associées

u
n+1/2
αi = ũαi +

δt

mαi
pnΓin

n
Γi −

δt

mαi
Fαindi, ∀i ∈ NΓ ∩Nd, (6.36)

u
n+1/2
βi = ũβi −

δt

mβi
pnΓin

n
Γi −

δt

mβi
Fβindi, ∀i ∈ NΓ ∩Nd, (6.37)

u
n+1/2
αi · nn

Γi = u
n+1/2
βi · nn

Γi, ∀i ∈ NΓ ∩Nd (6.38)

u
n+1/2
αi · ndi = udi, ∀i ∈ NΓ ∩Nd (6.39)

u
n+1/2
βi · ndi = udi, ∀i ∈ NΓ ∩Nd (6.40)

En remplaçant u
n+1/2
αi par son expression (6.36) dans (6.39), nous obtenons

ũαi · ndi +
δt

mαi
pnΓin

n
Γi · ndi −

δt

mαi
Fαindi · ndi = udi.

En se rappelant que la vitesse ũαi respecte la condition limite, ũαi · ndi = udi, nous
obtenons l’expression de la force de rappel Fαi,

Fαi = pnΓi n
n
Γi · ndi.

La même démarche pour le matériau β aboutit à l’expression de Fβi,

Fβi = −pnΓi n
n
Γi · ndi.

En éliminant les forces de rappel, les équations (6.36) et (6.37) s’écrivent

u
n+1/2
αi = ũαi +

δt

mαi
pnΓi (n

n
Γi − (nn

Γi · ndi)ndi) , ∀i ∈ NΓ ∩Nd, (6.41)

u
n+1/2
βi = ũβi −

δt

mβi
pnΓi (n

n
Γi − (nn

Γi · ndi)ndi) , ∀i ∈ NΓ ∩Nd. (6.42)
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Nous remplaçons dans (6.38) les vitesses u
n+1/2
αi et u

n+1/2
βi par leur expression (6.41) et

(6.42) ce qui nous permet d’obtenir l’expression de la force d’interface pnΓi,

pnΓi =
1

δt

mαimβi

mαi +mβi

(ũβi − ũαi) · n
n
Γi

t · nn
Γi

(6.43)

où nous avons noté t, le vecteur

t = (nn
Γi − (nn

Γi · ndi)ndi) .

Ce vecteur est orthogonal à ndi par construction.
Nous insérons ensuite l’expression de la force d’interface dans l’équation de dynamique
(6.41) ce qui donne, après multiplication par (mαi +mβi),

(mαi +mβi)u
n+1/2
αi = (mαi +mβi) ũαi +mβi

(ũβi − ũαi) · n
n
Γi t

t · nn
Γi

, ∀i ∈ NΓ ∩Nd.

En décomposant le terme (ũβi − ũαi) selon la base (ndi, t) et en se rappelant que le saut
de vitesse prédit dans la direction ndi est nulle,

(ũβi − ũαi) · ndi = 0,

la dernière expression prend la forme

(mαi +mβi)u
n+1/2
αi = (mαi +mβi) ũαi +mβi

(
ũβi − ũαi

)
· t (t · nn

Γi) t

t · nn
Γi

, ∀i ∈ NΓ ∩Nd.

(6.44)

La simplification par t · nn
Γi donne

(mαi +mβi)u
n+1/2
αi = mαiũαi +mβi

(
ũαi − (ũαi · t) t+

(
ũβi · t

)
t
)
, ∀i ∈ NΓ ∩Nd.

(6.45)

En remarquant que
ũαi · ndi = udi = ũβi · ndi,

et

ũαi = (ũαi · ndi)ndi + (ũαi · t) t = udi ndi + (ũαi · t) t,

ũβi =
(
ũβi · ndi

)
ndi +

(
ũβi · t

)
t = udi ndi +

(
ũβi · t

)
t,

nous arrivons finalement à

(mαi +mβi)u
n+1/2
αi = mαi ũαi +mβi ũβi, ∀i ∈ NΓ ∩Nd. (6.46)

Le même raisonnement s’applique également au matériau β. Les matériaux ont donc une

vitesse moyenne commune u
n+1/2
αi = u

n+1/2
i . Elle est obtenue en prenant la quantité de

mouvement totale divisée par la masse totale du nœud

u
n+1/2
i =

∑

α

mαiũ
n+1/2
αi

∑

α

mαi

. (6.47)

Ainsi, nous respectons bien les deux contraintes de vitesses qui s’appliquent sur le nœud.
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6.6 Phase de transport

Avec la méthode utilisant une vitesse moyenne, si le maillage lagrangien était de qualité
suffisante, nous pouvions prendre une vitesse de maillage identique à la vitesse de la matière.
La phase d’advection n’est alors pas nécessaire car nous avons directement les grandeurs sur le
maillage ALE.

Avec notre enrichissement des champs, la vitesse est désormais discontinue et plusieurs
déplacements indépendants se font durant la phase lagrangienne. La vitesse du maillage ne
peut plus cöıncider avec la vitesse de la matière en tout point. La phase de projection est
maintenant obligatoire pour redéfinir les différents champs sur un maillage moyen pour le pas
de temps suivant ([85]).

6.6.1 Régularisation du maillage

Nous construisons un maillage commun, correspondant au maillage en début de pas de
temps transporté avec une vitesse moyenne que nous calculons comme dans le chapitre 4. La
position des noeuds du maillage commun ont donc pour expression

xni = xn+1
i +∆t u

n+1/2
i , ∀i

avec un+1
i , la vitesse moyenne donnée par

mi
dui
dt

+
∑

k∈Mi

(
∑

α

fαkσαk

)
·

∫

Ωk

∇Ψi(x) dV = 0, ∀i.

La vitesse de ce maillage correspond à la vitesse de la matière dans les zones éloignées de
l’interface. Autour de cette dernière, la vitesse moyenne n’a pas d’autre interprétation qu’une
vitesse de maillage permettant de déplacer le référentiel ALE. Cette vitesse ne doit pas servir
aux calculs hydrodynamiques de la phase lagrangienne. Après son déplacement, le maillage
ALE peut également subir une étape de relaxation pour améliorer sa qualité géométrique (voir
paragraphe 3.4.1). Nous avons alors un maillage moyen régularisé servant de maillage commun
pour le prochain pas de temps.

6.6.2 Projection des vitesses

Nous avons enrichi le champ de vitesse et devons tenir compte de cet enrichissement et de
la modification de la cinématique du système lors de la projection.

Lors de la phase lagrangienne, la condensation de la masse approche le champ de vitesse
par un champ constant par maille duale. Les matériaux y sont supposés équi-répartis dans
les mailles mixtes et les champs de densité, de vitesse et de quantité de mouvement pour la
condensation de la masse sont définis sur l’intégralité des mailles mixtes et non pas sur leur
restriction jusqu’à l’interface.

Lors de la projection de la vitesse, nous faisons la même hypothèse. Nous approchons le
champ de vitesse et de quantité de mouvement par un champ constant par maille duale à
l’ordre 1, linéaire à l’ordre 2. Ils sont définis sur le même domaine étendu que la quantité de
mouvement de la phase lagrangienne.

Le maillage sur lequel ces champs sont définis correspond à l’ensemble des mailles pures du
matériau α ainsi que les mailles mixtes prises dans leur intégralité. Nous appelons ce maillage,
le maillage matériau étendu (voir figure 6.3.b). Ce maillage présente l’avantage de ne posséder
que des mailles quadrangles ce qui facilite la définition de son maillage dual.
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Figure 6.3 – Maillages servant à la projection. a) Le découpage des
mailles mixtes par l’interface donne le maillage servant de maillage de départ
pour projeter les valeurs centrées. b) Le maillage étendu du matériau α
est constitué des toutes les mailles contenant ce matériau. La projection de
la densité depuis le maillage étendu vers le maillage dual donne les densités
duales. c) Le maillage dual est défini à partir du maillage primal étendu.
Les nœuds du maillage primal sont au centre des mailles duales sauf sur la
frontière de celui-ci. Sur ce maillage sont définies la quantité de mouvement
et la vitesse. Pour la projection, ces champs sont considérés constants ou
linéaires sur les mailles duales.

Pour obtenir la densité sur le maillage dual, nous construisons d’abord un champ de densité
étendu. Ce champ répartit la masse des matériaux dans toute la maille mixte et correspond
également au champ de densité utilisé pour définir les masses nodales de la phase lagrangienne.
Le champ de densité ne s’écrit plus

ρα(x) =
∑

k∈Mα

ραkχΩk
(x)Hα(x)

mais est approché par

ρα(x) ≈
∑

k∈Mα

fαkραkχΩk
(x).

Le champ de densité étendu est projeté à l’ordre 1 par calcul d’intersection avec le maillage
dual matériau. Le champ de densité duale ραi s’écrit donc pour chaque matériau,

ραi =
1

Vi

∑

k∈Mα

fαkραk

∫

Ωαn+1

k ∩∆αn+1

i

dV, ∀i ∈ Nα, ∀α

en notant que ces intégrales font référence à des mailles Ωαn+1
k et ∆αn+1

i correspondant à des

mailles déplacées avec les vitesses u
n+1/2
αi du matériau α. Avec cette méthode, nous obtenons

des densités duales en accord avec les masses nodales de la phase lagrangienne dans le sens où
elles sont obtenues à partir de la même approximation du champ de vitesse et du champ de
densité nodale.

Ce dernier champ permet de construire le champ de quantité de mouvement ραiuαi qui sera
projeté sur le maillage dual moyen. Après projection L2 à l’ordre 1 par intersection, les vitesses
uαj sur le maillage dual commun uαj ont finalement pour expression

uαj =
1

ραjVj

∑

i∈Nα

ραiuαi

(∫

∆j∩∆
αn+1

i

dV

)
, ∀j, ∀α
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où la densité ραj est la projection des densités ραi sur le maillage dual moyen

ραj =
1

Vj

∑

i∈Nα

ραi

(∫

∆j∩∆
αn+1

i

dV

)
, ∀j, ∀α.

Dans les expressions précédentes, nous considérons des champs de densité duale et de quan-
tité de mouvement constants par maille duale ∆αn+1

i . L’ordre 2 dans cette phase s’obtient en
reconstruisant un gradient centré dans ces mailles (voir paragraphe 3.4.2.3 et annexe A). La
vitesse uαj sur le maillage commun s’écrit alors

uαj =
1

ραjVj

∑

i∈Nα

(
(
(ραiuαi) +∇(ραiuαi) · (xgαij − xαi)

)
(∫

∆j∩∆
αn+1

i

dV

))
, ∀j, ∀α

où xαi est le centre de la maille duale ∆αn+1
i , xgαij est le barycentre de ∆j∩∆

αn+1
i , l’intersection

entre la maille duale du maillage commun ∆j et la maille duale du maillage déformé ∆αn+1
i .

La densité nodale ραj est obtenue par la projection à l’ordre 2 des densités ραi sur le maillage
dual moyen. Elle a pour expression

ραj =
1

Vj

∑

i∈Nα

(
(
ραi +∇ραi · (xgαij − xαi)

)
(∫

∆j∩∆
αn+1

i

dV

))
, ∀j, ∀α.

6.6.3 Projection des valeurs centrées

Depuis le début de la phase lagrangienne et jusqu’ici, comme pour la méthode ≪ vitesse
moyenne ≫, nous avons utilisé les fractions volumiques des matériaux mais nous n’avons pas
eu besoin de placer l’interface. Cela n’est plus le cas pour la projection des grandeurs centrées et
nous devons positionner l’interface des matériaux pour reconstruire les fonctions caractéristiques
Hα(x) des domaines Dα.

Ces fonctions sont transportées avec des vitesses différentes pour chaque matériau et il faut
donc les reconstruire pour chaque matériau sur leur configuration déformée propre. En effet,
l’orientation de la normale est définie par le gradient de fraction volumique et ce gradient
dépend de la position finale des nœuds du maillage lagrangien.

Nous calculons donc une orientation de normale (voir paragraphe 4.2.1.2 et annexe B) pour

chaque matériau à partir des positions des nœuds xn+1
αi déplacés avec les vitesses u

n+1/2
αi du

matériau considéré et plaçons ces normales dans les mailles mixtes entières Ωαn+1
k ce qui nous

permet de construire les mailles Ωn+1
αk découpées par l’interface (voir figure 6.4).

Une fois ces mailles construites, la projection des grandeurs centrées par matériau se déroule
comme dans la méthode ≪ vitesse moyenne ≫ (voir paragraphe 4.2.5.2). La fraction volumique
de chaque matériau est donnée par

fαl =
1

Vl

∑

k

∫

Ωl∩Ω
n+1

αk

dV, ∀l.

Après projection, la densité ρl et l’énergie interne spécifique el sur le maillage commun ont
donc pour expression à l’ordre 1 pour chaque matériau

ραl =
1

Vαl

∑

k

ραk

∫

Ωl∩Ω
n+1

αk

dV, ∀l, ∀α,

eαl =
1

ραlVαl

∑

k

ραkeαk

∫

Ωl∩Ω
n+1

αk

dV, ∀l, ∀α.
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Figure 6.4 – Reconstruction d’interface par matériaux. L’interface est re-
construite pour chaque matériau à partir de la configuration déformée du
matériau en question. La normale à l’interface peut donc être différente pour
chaque matériau.

La méthode à l’ordre 2 considère des champs linéaires par maille primale et reconstruit un
gradient centré. Les champs sur le maillage commun s’écrivent alors

ραl =
1

Vαl

∑

k

(
(
ραk +∇ραk · (xglk − xαk)

) ∫

Ωl∩Ω
n+1

αk

dV

)
, ∀l, ∀α,

eαl =
1

ραlVαl

∑

k

ραk

(
(
ραkeαk +∇(ραkeαk) · (xglk − xαk)

) ∫

Ωl∩Ω
n+1

αk

dV

)
, ∀l, ∀α.

6.6.4 Renormalisation de la fraction volumique

Les mailles mixtes ont une déformation et une reconstruction d’interface différente pour
chaque matériau. Il se peut qu’en fin de pas de temps, les volumes transportés et découpés se
superposent ou que du vide se crée (voir figure 6.5). Sur le maillage ALE, les matériaux ne
sont suivis dans les mailles que par leur fraction volumique. Les superpositions ou les vides qui
apparaissent se traduisent par une erreur dans la somme des fractions volumiques des mailles
mixtes après projection. Cette somme est inférieure à 1 si du vide est apparu, supérieure à 1 si
les matériaux se superposent.

Nous corrigeons cela en re-normalisant la fraction volumique. Nous remplaçons la fraction
volumique obtenue en fin de projection par une fraction normalisée ayant pour expression

f̃αk =
fαk∑

α

fαk
.

Cette correction revient à comprimer les matériaux pour faire disparâıtre l’interpénétration ou
à les détendre pour occuper toute la maille mixte. La masse est constante dans la maille et
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Figure 6.5 – Superposition ou création de vide dans les mailles mixtes. Le
volume jaune est transporté avec la vitesse uα et sa frontière, calculée avec
une normale nα, le volume bleu avec les données uβ et nβ . En fin de pas de
temps, des volumes matériaux peuvent se superposer ou des vides peuvent
se créer. Une renormalisation de la fraction volumique corrige ce problème.

la densité doit être modifiée en accord avec la variation de volume imposée, elle a alors pour
expression

ρ̃αk = ραk
fαk

f̃αk
.

Enfin, nous utilisons la loi d’état pour s’assurer d’avoir des quantités thermo-dynamiques
cohérentes avec le comportement physique des matériaux, la pression corrigée est donnée par

p̃αk = EOSα(eαk , ρ̃αk).

6.7 Gestion de plus de 2 matériaux

Nous avons écrit notre méthode en ne considérant que deux matériaux en contact. Dans ce
paragraphe, nous étendons la méthode à 3 matériaux ou plus.

Lorsque 3 matériaux sont présents dans une maille, la définition du glissement entre eux est
ambiguë. En particulier lorsque les trois matériaux ont une interface en ≪ T ≫ et forment un
point triple, nous ne pouvons pas définir clairement de direction de glissement et les interac-
tions entre les matériaux. Pour éviter cette situation, nous n’autorisons qu’une seule interface
pouvant présenter des discontinuités de vitesse.

Nous regroupons les matériaux en deux groupes de glissement M1 et M2 se comportant
comme deux matériaux en contact. Au sein d’un groupe, les matériaux sont soudés entre eux
et se déplacent à la même vitesse. Nous faisons donc l’hypothèse d’iso-déformation du chapitre
4 (voir paragraphe 4.2.3).

Considérons un système ayant des matériaux α rassemblés dans le groupe M1, α ∈ M1 et
des matériaux β regroupés dans M2, β ∈ M2. Les champs centrés sont toujours définis pour
chaque matériau. Les deux groupes possèdent chacun leur champ de vitesse u1 et u2 et nous
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avons la vitesse des matériaux qui est égale à la vitesse des groupes auxquels ils appartiennent,

uαi = u1i, ∀ i, ∀α ∈ M1, (6.48)

uβi = u2i, ∀ i, ∀β ∈ M2. (6.49)

Avec l’hypothèse d’iso-déformation par groupe, la force nodale due aux efforts intérieurs
prend une forme similaire à la celle du cas ≪ vitesse moyenne ≫ apparaissant dans l’équation
de dynamique (4.14). La conservation de la quantité de mouvement s’écrit donc pour chaque
groupe

u
n+1/2
1i = u

n−1/2
1i −

δt

mn
1i

∑

k∈Mi

∑

α∈M1

fn
αkσ

n
αk

·

∫

∂Ωn
k

ΨindS +
δt

mn
1i

pnΓin
n
Γi, ∀i,

u
n+1/2
2i = u

n−1/2
2i −

δt

mn
2i

∑

k∈Mi

∑

β∈M2

fn
βkσ

n
βk

·

∫

∂Ωn
k

ΨindS −
δt

mn
1i

pnΓin
n
Γi, ∀i

avec mn
1i et mn

2i, les masses nodales des groupes, prises comme la somme des masses nodales
de leurs matériaux. Comme dans le paragraphe 6.2.2.2, ce système se résoud nœud par nœud

par rapport aux inconnues u
n+1/2
1i , u

n+1/2
2i et pnΓi en y ajoutant l’équation de continuité

(
u
n+1/2
2i − u

n+1/2
1i

)
· nΓi = 0, ∀i ∈ NΓ. (6.50)

Les vitesses et les déformations des groupes sont affectées aux matériaux qui les composent.

Les volumes partiels des matériaux en fin de pas de temps sont obtenus à partir des mailles
Ω1n+1
k et Ω2n+1

k déformées avec les vitesses des groupes et ayant comme volumes V 1n+1
k et V 2n+1

k .
Par l’hypothèse de gradient uniforme dans les mailles, la fraction volumique est constante si
bien que nous avons

V n+1
αk = fn

αkV
1n+1
k , ∀ k, ∀α ∈ M1,

V n+1
βk = fn

βkV
2n+1
k , ∀ k, ∀β ∈ M2.

Enfin, les équations de conservation de la masse (6.18) et de l’énergie (6.18) - (6.20) sont
résolues pour chaque matériaux pour obtenir les grandeurs thermodynamiques des matériaux
au temps tn+1.

Lors de la phase de transport, les deux champs de vitesse des deux groupes sont projetés sur
le maillage dual régularisé. L’interface est reconstruite pour chaque configuration déformée de
groupe avec la méthode ≪ pelures d’oignons ≫ du paragraphe 4.2.1.2 pour obtenir les maillages
découpés des différents matériaux. Enfin, les grandeurs centrées sont projetées par matériau
sur le maillage moyen régularisé.

La gestion d’un nombre quelconque de matériaux se résume donc à l’écriture d’un système
à deux vitesses moyennes avec une gestion interne des matériaux d’un groupe identique à la
gestion des matériaux du chapitre 4 et une gestion des interactions entre les deux groupes
identique au traitement de l’interface entre deux matériaux présenté dans ce chapitre.

Aucun critère ne permet de définir de manière systématique le meilleur regroupement de
matériaux. Ce choix est fait arbitrairement.
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6.8 Prise en compte du contact unilatéral

La méthode ≪ vitesse moyenne ≫ du chapitre 4 utilise un champ de vitesse continu et impose
donc un saut de vitesse nul à l’interface

[u ] = 0 sur Γ

ce qui est équivalent à souder les matériaux entre eux.

La méthode présentée dans ce chapitre est écrite en imposant un saut de vitesse normale
nul à l’interface

[u ] · nΓ = 0 sur Γ.

Dans ce cas, nous laissons libre le déplacement dans la direction tangentielle à l’interface mais
nous imposons aux matériaux de rester en contact. Cette condition se justifie lorsqu’un des
matériaux est un fluide. Le fluide se détend et comble le vide pouvant apparâıtre à l’interface.

Lors du contact entre deux solides, cette hypothèse peut s’avérer moins correcte, les deux
structures peuvent se séparer et laisser un vide à l’interface. Nous écrivons alors une condition
de contact uni-latéral à l’interface. La contrainte de vitesse n’est plus la nullité du saut de
vitesse mais sa positivité

[u ] · nΓ ≥ 0 sur Γ.

Cette condition empêche les matériaux de s’inter-pénétrer mais permet leur séparation ce qui
laisse un degré de liberté supplémentaire à la liaison modélisée à l’interface.

Par définition, le multiplicateur de Lagrange est nul lorsque sa contrainte associée n’est
pas active. Nous avons un problème de Signorini modélisant le contact entre nos structures et
s’écrivant à chaque nœud mixte

[ui ] · nΓi ≥ 0 − pΓi ≥ 0 pΓi [ui ] · nΓi = 0, ∀i ∈ NΓ.

La modification de la condition se répercute dans la phase lagrangienne et dans la phase
de transport.

6.8.1 Phase lagrangienne

Nous reprenons le système (6.22) - (6.24) en modifiant la contrainte de vitesse

u
n+1/2
αi = ũαi +

δt

mαi
pnΓin

n
Γi, ∀i ∈ NΓ, (6.51)

u
n+1/2
βi = ũβi −

δt

mβi
pnΓin

n
Γi, ∀i ∈ NΓ, (6.52)

(
u
n+1/2
βi − u

n+1/2
αi

)
· nn

Γi ≥ 0, ∀i ∈ NΓ. (6.53)

et en ajoutant les liaisons

−− pΓi ≥ 0, pΓi

(
u
n+1/2
βi − u

n+1/2
αi

)
· nn

Γi = 0.
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La solution de ce système s’écrit pour chaque nœud mixte








u
n+1/2
αi = ũαi

u
n+1/2
βi = ũβi

pnΓi = 0

si
(
ũβi − ũαi

)
· nn

Γi ≥ 0





u
n+1/2
αi = ũαi +

δt
mαi

pnΓin
n
Γi

u
n+1/2
βi = ũβi −

δt
mβi

pnΓin
n
Γi

pnΓi =
1
δt

1
1

mαi
+ 1

mβi

(
ũβi − ũαi

)
· nn

Γi

si
(
ũβi − ũαi

)
· nn

Γi < 0

∀i ∈ NΓ. (6.54)

Nous vérifions bien
(
u
n+1/2
βi − u

n+1/2
αi

)
·nn

Γi ≥ 0 si
(
ũβi − ũαi

)
·nn

Γi ≥ 0 et
(
u
n+1/2
βi − u

n+1/2
αi

)
·nn

Γi =

0 si
(
ũβi − ũαi

)
· nn

Γi ≤ 0.
La pression d’interface est nulle lorsque la contrainte est inactive, elle est négative sinon.

Le reste de la phase lagrangienne n’est pas touchée par cette modification.

6.8.2 Phase de transport

La renormalisation de la fraction volumique présentée dans le paragraphe 6.6.3 permet de
corriger une pénétration ou un décollement dû aux écarts de transport des géométries. La prise
en compte d’une condition de contact unilatéral provoque l’apparition de vide à l’interface. Ce
vide n’est plus une erreur de discrétisation mais un phénomène que l’on souhaite décrire. Nous
traitons ce vide comme un matériau v faisant parti des différents matériaux α ou β présents
dans la maille. Le vide possède un volume Vvk, une fraction volumique fvk mais n’a ni masse,
ni énergie, ni loi d’état (ρ = 0, e = 0, p = 0).

La renormalisation de la fraction volumique telle qu’elle a été présentée précédemment n’est
donc pas adaptée ici. Il faut mettre en place un traitement particulier du vide pour permettre le
décollement ou la mise en contact des matériaux. La correction va donc d’abord s’appliquer sur
la fraction volumique du vide avant de s’appliquer sur celle des autres matériaux. Si la somme
des fractions volumiques des matériaux α et du vide est inférieure à 1, il faut augmenter les
fractions, nous détendons alors uniquement le vide pour obtenir un volume total correct

f̃vk = fvk + (1−
∑

α

fαk).

Si cette somme est supérieur à 1, nous comprimons d’abord le vide

f̃vk = fvk + (1−
∑

α

fαk) si

(
∑

α

fαk − 1

)
< fvk,

et si cela ne suffit pas, nous le faisons disparâıtre et re-normalisons les fractions des autres
matériaux





f̃vk = 0

f̃αk =
fαk∑

α

fαk − fvk
si

(
∑

α

fαk − 1

)
> fvk.

Cette correction de fraction volumique permet de créer du vide dans les mailles mixtes
lorsque les matériaux s’écartent et ainsi de décrire lors de la phase de transport, le décollement
des différents matériaux calculé lors de la phase lagrangienne.
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6.9 Résumé et conclusion

Le déroulement d’un pas de temps avec la continuité des vitesses normales par nœud se
résume de la manière suivante :

1. Phase lagrangienne :

(a) calcul des vitesses nodales prédites ũαi par matériau ne prenant pas en compte les
efforts d’interface pour chaque matériau,

(b) prise en compte de la contrainte de continuité des vitesses normales et calcul des

vitesses des matériaux u
n+1/2
αi au temps tn+

1/2 par calcul des normales nodales et
application des forces d’interfaces pΓi,

(c) calcul des nouvelles densités sur chaque maillage transporté par conservation de la
masse pour chaque matériau,

(d) calcul de la pseudo-viscosité pour chaque matériau,

(e) calcul des nouvelles énergies et pressions par conservation de l’énergie pour chaque
matériau ;

2. Phase de transport :

(a) construction d’un maillage moyen régularisé,

(b) projection du champ de vitesse pour chaque matériau,

(c) projection des grandeurs centrées pour chaque matériau,

(d) correction des fractions volumiques.

Nous avons ainsi présenté une extension multi-matériau du schéma de Wilkins classique.
Elle ne fait plus l’hypothèse d’un champ de vitesse complétement continu à l’interface. Elle
est basée sur un enrichissement du champ de vitesse et l’écriture d’une continuité des vitesses
normales à chaque nœud.

Cette version est simple et peu coûteuse à mettre en place dans un schéma déjà existant.
Toutefois, la cinématique est modifiée et le déplacement différent du maillage pour chaque
matériau rend obligatoire le formalisme ALE et la phase de projection à chaque pas de temps.
Nous avons désormais plusieurs champs de vitesse à projeter. Au lieu de projeter un champ de
vitesse unique défini sur tout le maillage, nous projetons deux champs de vitesse mais ceux-ci
ne sont pas définis sur tout le domaine et ne s’intersectent que dans la zone des mailles mixtes.
Le surcoût en terme de calcul de la projection obligatoire vient donc surtout du nombre de
phases de projection, le nombre d’intersections à calculer à un pas de temps donné n’étant
augmenté que du nombre de nœuds mixtes.

Dans l’introduction du chapitre 5, nous avions noté deux points problématiques de la
méthode ≪ vitesse moyenne ≫ que nous voulions améliorer, la soudure des matériaux entre eux
et la bande d’iso-déformation négligeant les différences de compressibilité entre les matériaux.
Notre méthode autorise des discontinuités de vitesse et le glissement entre les matériaux dans
un algorithme mono-bloc. Les matériaux ne sont plus soudés mais l’écriture de la contrainte de
vitesse à tous les nœuds des mailles mixtes impose une compression normale identique pour tous
les matériaux (la figure 6.6 présente cela dans le cas à 1D, la remarque se généralise au cas 2D en
considérant la direction normale à l’interface). Nous négligeons donc la différence de compressi-
bilité des matériaux dans la direction normale à l’interface. Nous n’avons réalisé qu’un seul des
deux objectifs présentés dans l’introduction du chapitre 5. La seconde discrétisation, présentée
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Figure 6.6 – Compression des matériaux avec une continuité par
nœud : exemple 1D. En 1D, la continuité des vitesses normales
correspond à l’égalité des vitesses. Dans la maille mixte, nous im-
posons la continuité à tous les nœuds. Par interpolation, la vitesse
normale est donc identique pour tous les matériaux dans toute la
maille mixte. Le gradient de vitesse donne la compression dans la
maille. La compression dans la direction normale est donc la même
pour tous les matériaux.
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dans le chapitre suivant essaye de s’affranchir de cet inconvénient et permet de prendre en
compte les différentes compressibilités des matériaux.
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7.2 Analyse de la stabilité en espace . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104

7.2.1 Choix des normes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104

7.2.2 Vérification de la condition Inf-Sup . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104
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7.1 Stabilisation du système

7.1.1 Nécessité de la stabilisation

Figure 7.1 – Mode de pression d’interface en damier. Un
champ de pression d’interface en damier, alternativement
positif puis négatif en passant d’une maille à l’autre, ne
provoque aucune accélération de nœud. L’existence de ce
mode prouve le non-respect de la condition Inf-Sup.

Nous étudions maintenant la seconde proposition de discrétisation du champ de pression
d’interface proposée dans le paragraphe 5.4.4.2. Dans cette variante, nous discrétisons la pres-
sion d’interface par un champ constant par maille mixte.

Avec cette discrétisation, nous pouvons avoir des modes de pression d’interface parasites
(voir figure 7.1). Ces modes en damier présentent des champs de pression d’interface de norme
non-nulle se compensant entre mailles voisines et ne causant aucun effort sur les nœuds. La
condition Inf-Sup 5.52 n’est donc pas respectée car nous avons dans ce cas, en reprenant les
notations du paragraphe 5.6,

∃ ph ∈ Ph, ‖ph‖Ph
6= 0,

b(uh, ph)

‖uh‖1/2,h,Γ
‖ph‖−1/2,h,Γ

= 0 6≥ β, ∀uh ∈ Uh.

La discrétisation de la pression d’interface par maille sans modification du champ de vitesse
ne permet pas de respecter la condition Inf-Sup et n’assure pas la convergence de la méthode.
Elle doit être stabilisée pour pouvoir être utilisée.

Nous pouvons penser à deux approches pour restaurer la stabilité avec ce choix de pression :
– le produit de dualité entre contrainte cinématique et multiplicateur de Lagrange peut être
modifié par l’ajout d’un terme de pénalité ([9, 3, 74]). Cette méthode se trouve sous le
nom de méthode de Nitsche ([63]). Il faut ensuite paramétrer correctement le coefficient
de pénalisation ;

– la discrétisation de la vitesse peut être enrichie pour stabiliser le système. Des degrés de
liberté sont alors ajoutés au champ de vitesse. Une méthode classique pour cela est l’inser-
tion de nœuds internes aux mailles associés à une fonction bulle ([61, 23]). Cette méthode
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utilisée dans le cas de contrainte d’incompressibilité aboutit aux éléments ≪ MINI ≫ ([4]).
Cette méthode peut être équivalente à la méthode de Nitsche sous certaines conditions
([61]). Nous utiliserons cette technique par la suite.

7.1.2 Ajout de nœuds internes

Figure 7.2 – Nœuds internes dans les mailles. Le nœud
interne est ajouté à l’intérieur de la maille, généralement
au centre de celle-ci. Le nœud découpe les mailles mixtes
Ωk en sous-mailles triangulaires ωkp.

Nous stabilisons notre système en enrichissant le champ de vitesse par matériau. Pour cela,
nous ajoutons dans les mailles mixtes un nœud interne possédant une vitesse par matériau. Il
est placé au barycentre xk de la maille.

Nous notons uk, la vitesse du nœud interne k de la maille Ωk. Cette maille étant mixte,
nous avons k ∈ MΓ. Nous distinguons par la suite les degrés de liberté ≪ sommets ≫ des nœuds
i situés aux sommets des mailles mixtes des degrés de liberté ≪ bulles ≫ des nœuds internes k
internes aux mailles.

À ce nœud est associée une fonction de forme continue ϕk(x) ayant son maximum au nœud
interne et étant nulle aux nœuds sommets de la maille, c’est à dire :

ϕk =

{
1 si x = xk
0 si x = xi ou si x /∈ Ωk

. (7.1)

La trace de la fonction bulle sur le bord de la maille est nulle et le support de la fonction bulle
ne dépasse pas la maille mixte Ωk. Le nœud interne est donc uniquement affecté par des effets
internes à la maille à laquelle il appartient.

Avec l’ajout de nœuds internes, l’existence de modes parasites n’est plus possible. Ces
modes provenaient d’un équilibre des pressions d’interface des différentes mailles avoisinant un
nœud sommet ce qui n’est plus possible avec les nœuds internes. Nous démontrerons le respect
de la condition Inf-Sup dans le paragraphe 7.2.

7.1.3 Description de la fonction bulle

La fonction bulle ϕk(x) peut être définie de plusieurs manières. La seule condition que nous
voulons respecter est la propriété (7.1).

Un premier choix est de prendre le produit des fonctions de forme des nœuds sommets
([4, 61])

ϕk(x) =
∏

i∈Nk

Ψi(x).

La fonction bulle est bien nulle sur le bord de la maille et a son maximum au centre de la
maille.

99

C
H
A
P
IT

R
E
7



CHAPITRE 7. CONTINUITÉ PAR MAILLE

Une autre formulation, par exemple, peut être obtenue en résolvant un problème local avec
des conditions aux limites imposées sur le bord de la maille et au nœud interne ([23]). La
fonction obtenue respecte la propriété 7.1 et permet de minimiser le résidu du système car elle
est basée sur une solution physique.

Nous choisissons une fonction bulle linéaire par morceaux. Le nœud interne découpe la
maille en sous-mailles triangulaires ωkp définies chacune par ce nœud et deux nœuds adjacents
de la maille mixte (voir figure 7.2). La fonction bulle dans toute la maille mixte est alors prise
comme la juxtaposition par sous-maille des fonctions de formes linéaires standards pour les
éléments triangulaires (voir figure 7.3). Nous avons bien une fonction valant 1 au nœud interne
et 0 sur le bord de la maille. Les fonction de forme Ψi(x) des nœuds sommets sont également
modifiées à l’intérieur des mailles mixtes pour respecter la partition de l’unité

∑

i

Ψi(x) + ϕk(x) = 1.

Dans les mailles mixtes, les fonctions de forme des nœuds sommets sont donc linéaires par
sous-maille. La fonction Ψi prend la valeur 1 au nœud i et 0 aux autres nœuds, y compris
pour le nœud interne (cf. figure 7.3). Ce choix de fonction bulle nous facilitera les procédures
d’intégration sur les mailles découpées en donnant une expression simple des intégrales sur les
mailles partielles.
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Figure 7.3 – Fonctions de forme dans les mailles quadrangles mixtes. La
fonction bulle est linéaire par morceaux et les fonctions de forme des nœuds
sommets sont modifiées pour respecter la partition de l’unité.

100



7.1 Stabilisation du système

7.1.4 Modification des champs

Avec l’ajout du nœud interne, le champ de vitesse u(x) s’écrit désormais

u(x) =
∑

i∈Nα

uαiΨiHα +
∑

k∈MΓ

uαkϕkHα +
∑

i∈Nβ

uβiΨiHβ +
∑

k∈MΓ

uβkϕkHβ (7.2)

avec uαk et uβk, les vitesses du nœud interne xk de Ωk associées respectivement aux matériaux
α et β. La fonction Hα est la fonction caractéristique du domaine Dα définie comme dans les
chapitres précédents. Elle est transportée par le champ de vitesse uα.

Les champs centrés sont également enrichis dans les mailles mixtes et possèdent un degré
de liberté par sous-maille et par matériau. La champ de densité, par exemple, prend la forme
enrichie

ρ(x) =
∑

k∈Mα\MΓ

ραk χΩk
(x) +

∑

k∈Mβ\MΓ

ρβk χΩk
(x)

+
∑

k∈MΓ

∑

p

ραkp χωkp
(x)Hα(x) +

∑

k∈MΓ

∑

p

ρβkp χωkp
(x)Hβ(x)

où χωkp
(x) est la fonction caractéristique de la sous-maille ωkp et ραkp est la densité moyenne

du matériau α dans la sous-maille ωkp. D’une manière générale, l’indice •αkp dénote de l’ap-
partenance de la variable à la sous-maille ωkp et au matériau α. La fonction Hα(x) est toujours
la fonction de Heaviside associée au domaine Dα.

La discrétisation utilisée pour les fonctions tests pondérant les équations de conservation de
la masse (5.1) et de l’énergie (5.3) est la même que la discrétisation des champs centrés. Cela
nous fait écrire désormais les équations discrétisées en espace de la conservation de la masse et
de l’énergie par sous-maille dans les mailles mixtes (voir paragraphe 7.4.1).

7.1.5 Approximation des termes d’inertie

Figure 7.4 – Mailles duales autour des mailles mixtes
découpées par sous-maille. Les différentes mailles duales
sont représentées par un damier de couleurs unies alors
que les traits pleins représentent les frontières des mailles
primales et des sous-mailles. La maille duale associée à
un nœud i est composée du quart des mailles primales
pures et la moitié des sous-mailles entourant ce nœud.

Nous faisons à nouveau une approximation du champ de vitesse réelle et virtuelle dans les
termes d’accélération : nous l’interpolons par valeurs constantes sur les mailles duales. Avec le
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découpage des mailles mixtes en sous-mailles, la définition de la maille duale est modifiée. Nous
les re-définissons de la manière suivante. Une maille duale est composée du quart des mailles
pures entourant un nœud et de la moitié des sous-mailles voisines de ce nœud (voir figure 7.4).

Ainsi défini, l’ensemble des mailles duales des nœuds sommet couvre la totalité du domaine
de calcul D et les nœuds internes n’ont pas donc de mailles duales associées. Ils n’ont donc pas
de masse nodale et la masse du domaine est condensée uniquement sur les nœuds sommets des
mailles (voir figure 7.5). Ils n’interviennent pas dans les termes d’accélération et leur équation
de conservation de la quantité de mouvement se réduit à une équation d’équilibre statique (voir
paragraphe 7.4.2.2).

Cette absence de masse pour les nœuds internes se justifie pour plusieurs raisons :
– d’un point de vue théorique, l’écriture de l’accélération et des liaisons de contact au même
nœud conduit à un problème semi-discret mal posé ([48]) ;

– d’un point de vue numérique, la séparation des termes de liaisons et d’accélérations
aboutit à des méthodes plus efficaces ([91]) ;

– d’un point de vue robustesse, l’absence d’inertie des nœuds internes permet de ne pas
avoir d’héritage en vitesse quand ces noeuds apparaissent ou disparaissent.

Dans les termes d’accélération, les champ de vitesse réel u(x) et virtuel û(x) sont donc
approchés par matériau par

uα(x) ≈
∑

i∈Nα

uαiχ∆i(x),

ûα(x) ≈
∑

i∈Nα

ûαiχ∆i(x).

Pour le calcul des termes d’inertie, nous supposons que les matériaux sont équi-répartis
dans les sous-mailles. Le champ de densité ρ(x) enrichi par sous-maille et par matériau qui
s’écrivait

ρα(x) =
∑

k∈Mα\MΓ

ραkχΩk
(x)Hα(x) +

∑

k∈Mα∩MΓ

∑

p

ραkpχωkp
(x)Hα(x)

est approché par

ρα(x) ≈
∑

k∈Mα\MΓ

fαkραkχΩk
(x) +

∑

k∈Mα∩MΓ

∑

p

fαkpραkpχωkp
(x).

La masse nodale du nœud i pour le matériau α s’écrit donc

mαi =
∑

k∈Mi\MΓ

∫

∆i∩Ωk

fαk ραk dV +
∑

k∈Mi∩MΓ

∑

p

∫

∆i∩ωkp

fαkp ραkp dV

=
∑

k∈Mi\MΓ

mαk

#Nk
+

∑

k∈Mi∩MΓ

∑

p∈Mki

mαkp

2

(7.3)

avec mαkp, la masse du matériau α dans la sous-maille ωkp et Mki, l’ensemble des sous-mailles
de Ωk ayant le nœud i comme sommet.

Comme précédemment, les vitesses restent bornées même lorsque la fraction volumique
tend vers 0. Nous préservons le rapport entre les masse nodales et les forces nodales Fαi dues
aux efforts internes

Fαi =
∑

k∈Mi\MΓ

fαk σ
αk

·

∫

∂Ωk

nΨi dS +
∑

k∈Mi∩MΓ

∑

p∈Mki

fαkp σαkp
·

∫

∂ωkp

nΨi dS
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7.1 Stabilisation du système

car les pondérations en fαk et fαkp sont les mêmes pour la masse nodale mαi et la force nodale
Fαi.

Figure 7.5 – Condensation de la masse par sous-maille.
Pour un matériau donné, un nœud sommet se voit attri-
buer le quart de la masse des mailles pures avoisinantes
et la moitié de la masse des sous-mailles avoisinantes.

Certaines sous-mailles peuvent ne pas avoir d’intersection avec un des domaines matériaux
Dα (voir figure 7.6). Il est donc possible qu’après condensation de la masse, un nœud sommet
n’ait pas de masse associée à un des matériaux. Dans ces cas, nous avons SuppΨi ∩ Γ = ∅ et il
vient également

∫

Γk

Ψi(x) dS = 0

et ∫

Dα

∇Ψi(x) dV = 0.

Toutes les équations associées à ce nœud et aux sous-mailles avoisinantes disparaissent et
n’interviennent plus dans le système. Nous gardons la vitesse de ces nœuds constante au cours
du pas de temps pour des raisons de déformations géométriques des sous-mailles vides.

Figure 7.6 – Absence d’intersection entre la fonction
de forme Ψi et l’interface. Le support de la fonction de
forme d’un nœud i s’arrête aux deux sous-mailles voisines
du nœud. Il se peut que l’intersection avec l’interface Γ
ou le domaine matériau Dα soit nulle.

103

C
H
A
P
IT

R
E
7



CHAPITRE 7. CONTINUITÉ PAR MAILLE

7.2 Analyse de la stabilité en espace

7.2.1 Choix des normes

Nous reprenons la norme dans l’espace des multiplicateurs de Lagrange Ph (5.51)

‖ph‖
2
−1/2,h,Γ

=
∑

Γk

diamΓk ‖ph‖
2
L2(Γk)

. (7.4)

Pour notre discrétisation, cette norme s’écrit

‖ph‖
2
−1/2,h,Γ

=
∑

k∈MΓ

lΓk

∫

Γk

p2kdS =
∑

k∈MΓ

l2Γk p
2
k

avec lΓk la longueur de l’interface dans la maille Ωk.

La norme de la vitesse (5.50) s’écrit dans notre cas,

‖uh‖
2
1/2,h,Γ

=
∑

Γk

1

diamΓk
‖uh‖

2
L2(Γk)

=
∑

k∈MΓ

1

lΓk

∫

Γk

|uh|
2 dS. (7.5)

7.2.2 Vérification de la condition Inf-Sup

Soit ph un élément quelconque de Ph, prenons un champ de vitesse uh nul pour tous nœuds
sommets et pour les nœuds internes du matériau α et non-nul uniquement pour les nœuds
internes du matériau β de la forme





uαi = 0, ∀i ∈ Nα,

uβi = 0, ∀i ∈ Nβ,

uαk = 0, ∀k ∈ MΓ,

uβk = pk lΓknΓk, ∀k ∈ MΓ.

Le champ de vitesse s’écrit donc

uh =
∑

k∈MΓ

uβk ϕk =
∑

k∈MΓ

pk lΓk nΓk ϕk.

La norme de uh vaut

‖uh‖
2
1/2,h,Γ

=
∑

k∈MΓ

1

lΓk

∫

Γk

|pk lΓk nΓk ϕk|
2 dS =

∑

k∈MΓ

1

lΓk
p2k l

2
Γk

∫

Γk

|ϕk|
2 dS =

∑

k∈MΓ

p2k l
2
Γk < ϕ2

k >lΓk

où < ϕ2
k >lΓk

est la valeur moyenne de ϕ2
k sur la portion d’interface Γk. La fonction bulle ϕk

est comprise entre 0 et 1, nous avons donc

‖uh‖
2
1/2,h,Γ

≤
∑

k∈MΓ

p2k l
2
Γk = ‖ph‖

2
−1/2,h,Γ

. (7.6)

Le produit de dualité s’écrit

〈[uh ] · nΓ, ph〉Γ =

∫

Γ
ph [uh ] · nΓdS.
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7.2 Analyse de la stabilité en espace

Nous considérons un champ de vitesse non-nul sur Dβ , nul sur Dα, le saut de vitesse à l’interface
[uh ] est égal au champ de vitesse. Le produit de dualité dans notre cas se simplifie en

〈[uh ] · nΓ, ph〉Γ =

∫

Γ
ph uβ · nΓdS.

En utilisant l’expression du champ de vitesse, nous obtenons

〈[uh ] · nΓ, ph〉Γ =
∑

k∈MΓ

p2k lΓk

∫

Γ
ϕk dS.

En notant < ϕk >lΓk
, la valeur moyenne de ϕk sur lΓk, l’expression précédente devient

〈[uh ] · nΓ, ph〉Γ =
∑

k∈MΓ

p2k l
2
Γk < ϕk >lΓk

.

Soit β tel que

β = inf
k∈MΓ

< ϕk >lΓk
.

Le produit est alors minoré par

〈[uh ] · nΓ, ph〉Γ ≥ β
∑

k∈MΓ

p2k l
2
Γk = β ‖ph‖

2
−1/2,h,Γ

.

Enfin, en se rappelant que, par construction de uh, nous avons l’inégalité (7.6) entre les normes
de ph et uh, nous avons finalement

〈[uh ] · nΓ, ph〉Γ ≥ β
∑

k∈MΓ

p2k l
2
Γk ≥ β ‖ph‖−1/2,h,Γ

‖uh‖1/2,h,Γ
.

Nous avons donc montré que pour tout champ de pression d’interface ph ∈ Ph, nous pouvons
trouver un champ de vitesse Uh tel que

∀ph ∈ Ph, ∃uh ∈ Uh,
〈[uh ] · nΓ, ph〉Γ

‖ph‖−1/2,h,Γ
‖uh‖1/2,h,Γ

≥ β.

Si nous pouvons montrer au moins un élément de Uh ayant la propriété précédente quelque
soit ph ∈ Ph, nous pouvons donc conclure avec le lemme prouvant le respect de la condition
Inf-Sup (5.52) :

Lemme 2. Avec la discrétisation des espaces de pression d’interface définie par (5.34) et la
discrétisation de vitesse définie par (7.2), nous avons

∃β > 0, inf
ph∈Ph

sup
uh∈Uh

〈[u ] · nΓ, p〉Γ
‖uh‖1/2,h,Γ

‖ph‖−1/2,h,Γ

≥ β. (7.7)

sous réserve que la valeur moyenne de la fonction bulle sur l’interface par maille soit suffisam-
ment grande.
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CHAPITRE 7. CONTINUITÉ PAR MAILLE

Figure 7.7 – Mode de pression d’interface en damier. Lorsque
l’interface cöıncide avec les bras des mailles, les nœuds internes
perdent leur effet stabilisateur. Dans cette situation, aucune bulle
ne ≪ voit ≫ l’interface et rien n’assure la stabilité du système.

Cas problématiques

La condition Inf-Sup est respectée tant que la valeur moyenne des fonctions bulles sur
l’interface reste suffisante. Nous pouvons avoir des cas problématiques lorsque cette valeur
tend vers 0. Cela arrive lorsque l’interface se situe près du bord des mailles. Comme noté dans
[61], dans ces situations, la fonction bulle devient négligeable devant les fonctions des nœuds
sommets et ne peuvent plus stabiliser le système.

Dans le cas limite où l’interface cöıncide avec le bord des mailles, elle n’intersecte aucun
support de fonction bulle. Nous pouvons alors appliquer des modes de pression d’interface en
damier n’ayant aucun effet sur les nœuds (voir figure 7.7). Ces modes sont proches des modes
parasites du schéma de Wilkins classique. Dans ce cas, le système n’est plus stabilisé.

Dans la pratique, même si cette situation peut se produire à un pas de temps donné,
l’interface se déplace dans le domaine au cours du temps. Le système récupère ses propriétés
de stabilité dès que l’interface est située à l’intérieur des mailles.

Une solution envisageable serait de re-définir les fonctions bulles pour assurer que l’interface
soit toujours intersectée par les supports des fonctions bulles. Par exemple, des fonctions bulles
basées sur les bras des mailles permettrait cela ([61]). En effet, lorsque l’interface est trop proche
du bord d’une maille, placer le noeud interne non plus au barycentre de la maille mais sur un

bras correctement choisi permettrait de rétablir une valeur suffisante de l’intégrale

∫

Γ
ϕk dS. Le

support de la fonction bulle s’étendrait alors sur deux mailles, chacune d’un côté de l’interface
et chacune découpée en sous-mailles (voir figure 7.8). Les deux mailles seraient alors liées et
interviendraient comme une seule maille mixte dans le système.

7.3 Calcul des flux à travers l’interface

Nous présentons dans ce paragraphe le calcul des intégrales sur l’interface Γ intervenant
dans les équations de dynamique des nœuds sommets (7.27), (7.28), dans les équilibres des
nœuds internes (7.29), (7.30) et dans la continuité des vitesses (7.31). Dans ces équations, les
intégrales sur l’interface apparaissent sous la forme de flux des fonctions de forme à travers une
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7.3 Calcul des flux à travers l’interface

Figure 7.8 – Nœud interne placé sur un bras. Le support de la
fonction bulle s’étend sur les deux mailles avoisinant le bras. Ces
mailles sont découpées en sous-mailles et sont considérées comme
une maille mixte unique dans le système. L’intégrale de la fonction
bulle sur l’interface ne tend plus vers 0. La stabilité du système est
donc toujours assurée.

portion d’interface

∫

Γk

ΨinΓdS et

∫

Γk

ϕknΓdS.

Nous montrons qu’un calcul direct de cette intégrale sans condition sur la reconstruction
d’interface ne peut pas convenir et proposons une approximation de ces intégrales pour per-
mettre de capturer les solutions uniformes.

7.3.1 Intégration directe sur l’interface reconstruite

Une première approche pour calculer les termes de flux est de reconstruire l’interface avec
sa normale et d’écrire directement l’intégrale des fonctions de forme sur celle-ci.

La reconstruction permet de placer l’interface dans la maille mixte et d’obtenir la position
des segments dans les sous-mailles triangulaires. Une fois la position de l’interface connue, il est
possible de calculer directement le flux à travers l’interface dans une sous-maille. Les fonctions
de formes étant linéaires dans les mailles mixtes, cette intégrale vaut

∫

Γk∩ωkp

ΨinΓdS =
Ψi(A) + Ψi(B)

2
‖AB‖ nΓk

où A et B sont les points d’intersection de l’interface avec les bras de la sous-maille ωkp et nΓk,
la direction de l’interface reconstruite dans la maille Ωk.

Comme dans le cas de la continuité par nœud, nous voulons capturer les solutions sta-
tionnaires. Ceci requiert, dans le cas d’une pression uniforme unitaire dans le domaine D, que
l’accélération de tous les nœuds soit nulle. En partant de l’équation des nœuds sommets (5.28)
et (5.29), imposer une accélération nulle des nœuds aboutit avec notre discrétisation à

∫

Dα∩Supp(Ψi)
σ · ∇Ψi dV =

∑

k∈Mi∩MΓ

pΓk

∫

Γk

ΨinΓdS. (7.8)
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CHAPITRE 7. CONTINUITÉ PAR MAILLE

Le terme

∫

Dα∩Supp(Ψi)
σ · ∇Ψi dV peut se ré-écrire par intégration par partie

∫

Dα∩Supp(Ψi)
σ · ∇Ψi dV =

∫

∂(Dα∩Supp(Ψi))
σ ·ΨinΓ dS

ce qui transforme la condition précédente en
∫

∂(Dα∩Supp(Ψi))
σ ·ΨinΓ dS =

∑

k∈Mi∩MΓ

pΓk

∫

Γk

ΨinΓdS. (7.9)

La fonction de forme Ψi est nulle sur le bord de son support. Le domaine d’intégration
∂ (Dα ∩ Supp(Ψi)) peut donc se réduire à (∂Dα ∩ Supp(Ψi)) ce qui nous fait finalement écrire

∑

k∈Mi

σ
k
·

∫

∂Dα∩Supp(Ψi)
ΨinΓ dS =

∑

k∈Mi∩MΓ

pΓk

∫

Γk

ΨinΓdS. (7.10)

Figure 7.9 – Différence de discrétisation entre le bord du domaine ∂Dα et
l’interface Γ. L’intégration de la contrainte se fait sur la surface continue
∂Dα contenant les segments d’interface reconstruite et les portions de bras
des mailles les reliant. L’intégration de la pression d’interface sur Γ se fait
uniquement sur l’ensemble des segments de l’interface reconstruite.

Dans cette dernière relation, la frontière du domaine ∂Dα correspond à la frontière des
mailles partielles autour du nœud i (voir figure 7.9). Notre reconstruction d’interface peut être
discontinue. Le bord du domaine ∂Dα est alors composé des segments reconstruits Γk ainsi
que des portions de bras de maille les reliant. L’intégrale que nous écrivons pour la pression
d’interface considère l’interface comme l’union des segments reconstruits Γ =

⋃
k Γk. Nous

n’écrivons donc pas les deux intégrales sur la même surface car nous avons ∂Dα 6= Γ.
Même si les termes de pression d’interface compensent les termes de contraintes sur Γ =⋃

k Γk, des forces nodales résultantes apparaissent. Ces forces proviennent de l’intégrale sur les
portions de bras entre les segments d’interface. Si la reconstruction d’interface est continue, ces
portions n’existent pas et les solutions stationnaires peuvent être capturées. Dans les autres
cas, des courants parasites apparaissent rapidement et viennent perturber l’écoulement étudié.

Cette méthode est donc simple à mettre en place dès que nous connaissons la position des
interfaces dans les sous-mailles mais ne permet pas de préserver les états d’équilibre. Pour
cela, il faudrait imposer la continuité de l’interface Γ =

⋃
k Γk lors de sa reconstruction. Cette

dernière est initialement destinée à éviter la diffusion lors de la phase de projection et n’est pas
adaptée telle quelle à l’écriture de conditions cinématiques. Pour éviter cela, nous proposons
une alternative dans le paragraphe suivant.
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7.3 Calcul des flux à travers l’interface

7.3.2 Approximation du flux par intégration par partie

Nous allons chercher à calculer le flux des fonctions de formes sur l’interface

∫

Γk

ΨinΓdS

en s’affranchissant le plus possible de la reconstruction d’interface. Pour cela, nous considérons
une interface continue Γ = ∂Dα∩∂Dβ , qui n’est plus l’interface reconstruite par segment

⋃
k Γk

et nous partons de la remarque que, par intégration par partie, l’intégration du gradient de
la fonction de forme d’un nœud sur le domaine nous donne une forme proche de celle nous
cherchons ∫

Dα

∇ΨidV =

∫

∂Dα

ΨindS.

La fonction de forme Ψi est à support compact si bien que l’on a
∫

Dα∩Supp(Ψi)
∇ΨidV =

∫

∂Dα∩Supp(Ψi)
ΨindS.

En remarquant que si l’interface est continue, la frontière du domaine ∂Dα est l’union de
l’interface Γ et de la frontière du domaine de calcul ∂D ∩Dα,

∂Dα ∩ Supp(Ψi) = (∂D ∩Dα ∩ Supp(Ψi)) ∪ (Γ ∩ Supp(Ψi)) ,

nous écrivons
∫

Γ∩Supp(Ψi)
ΨindS =

∫

Dα∩Supp(Ψi)
∇ΨidV −

∫

∂D∩Dα∩Supp(Ψi)
ΨindS.

Cette formulation permet donc d’obtenir le flux à travers l’interface uniquement à partir
de la connaissance des volumes partiels sans nécessiter de positionner l’interface. En effet, la
décomposition de l’intégration sur les mailles et sous-mailles et l’expression de l’intégrale sur
la maille partielle (5.11) donnent

∫

Γ∩Supp(Ψi)
ΨindS =

∑

k∈Mi\MΓ

∫

Ωk

∇ΨidV +
∑

k∈Mi∩MΓ

∑

p

fαkp

∫

ωkp

∇ΨidV −

∫

∂D∩Dα∩Supp(Ψi)
ΨindS.

(7.11)

Cette dernière relation est pratique car elle ne se base que sur les fractions volumiques qui
sont les grandeurs réellement utilisées par la schéma ALE pour suivre les matériaux dans le
maillage. Cette valeur du flux ne se base plus sur une reconstruction de l’interface sauf pour le
calcul de fαkp.

L’intégrale que nous calculons ici n’est plus une intégrale sur l’interface reconstruite. C’est
en fait une intégrale sur une autre interface, continue et respectant les volumes partiels, mais
qui n’a pas besoin d’être reconstruite. Nous avons une situation similaire dans le cas de la
continuité par nœud où la normale servant à calculer la contrainte de vitesse n’est pas la même
que celle utilisée pour positionner les matériaux dans la maille.

Dans les équations de dynamique des nœuds sommets (7.27), (7.28), dans les équilibres des
nœuds internes (7.29), (7.30) et dans la continuité des vitesses (7.31), l’intégrale qui intervient
est une intégrale sur l’intersection Γk entre l’interface Γ et la maille Ωk, Γk = Γ ∩ Ωk et nous
avons ici écrit la valeur du flux sur l’intersection avec le support complet de Ψi. Dans le cas
d’une solution uniforme où le flux continu est constant, le flux partiel est égal au flux total
multiplié par le rapport des longueurs. Nous gardons cette formule dans le cas général. Soit
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CHAPITRE 7. CONTINUITÉ PAR MAILLE

lΓk
, la longueur d’interface reconstruite dans la maille Ωk et lΓi , la longueur de l’interface

reconstruite dans le support de la fonction Ψi. L’intégrale sur Γk est alors approchée par

∫

Γk

ΨinΓdS ≈
lΓk

lΓi

∫

Γ
ΨinΓdS

≈
lΓk

lΓi

(∫

Supp(Ψi)∩Dα

∇ΨidV −

∫

∂D∩Dα∩Supp(Ψi)
ΨindS

)
.

(7.12)

Cette formulation fait apparâıtre des poids wik =
lΓk

lΓi

ayant la propriété
∑

k∈Mi

wik = 1. Par

construction, nous assurons bien la propriété (7.8) de respect des solutions stationnaires.
Le développement du calcul de (7.12) en utilisant l’expression de l’intégrale sur une maille

partielle en fonction de l’intégrale sur une maille entière (5.11) donne successivement

∫

Γk

ΨinΓdS =
lΓk

lΓi


 ∑

k∈Mi\MΓ

∫

Ωαk

∇ΨidV +
∑

k∈Mi∩MΓ

∑

p

∫

ωαkp

∇ΨidV −

∫

∂D∩Dα∩Supp(Ψi)
ΨindS




=
lΓk

lΓi


 ∑

k∈Mi\MΓ

fαk

∫

Ωk

∇ΨidV +
∑

k∈Mi∩MΓ

∑

p

fαkp

∫

ωkp

∇ΨidV −

∫

∂D∩Dα∩Supp(Ψi)
ΨindS


 .

En intégrant par partie, nous avons

∫

Γk

ΨinΓdS =
lΓk

lΓi


 ∑

k∈Mi\MΓ

fαk

∫

∂Ωk

ΨindS +
∑

k∈Mi∩MΓ

∑

p

fαkp

∫

∂ωkp

ΨindS −

∫

∂D∩Dα∩Supp(Ψi)
ΨindS


 .

(7.13)

Si nous supposons que fαkp donne aussi la taille relative de la frontière (∂D ∩ Dα ∩ Ωk) par
rapport à (∂D ∩ Ωk), nous pouvons écrire l’intégrale sur le bord du domaine de calcul sous la
forme
∫

∂D∩Dα∩Supp(Ψi)
ΨindS =

∑

k∈Mi\MΓ

∫

∂D∩Dα∩∂Ωk

ΨindS +
∑

k∈Mi∩MΓ

∑

p

∫

∂D∩Dα∩∂ωkp

ΨindS

=
∑

k∈Mi\MΓ

fαk

∫

∂D∩∂Ωk

ΨindS +
∑

k∈Mi∩MΓ

∑

p

fαkp

∫

∂D∩∂ωkp

ΨindS.

En utilisant cette expression dans l’équation (7.13), nous aboutissons finalement à

∫

Γk

ΨinΓdS =
lΓk

lΓi


 ∑

k∈Mi\MΓ

fαk

∫

∂Ωk\∂D
ΨindS +

∑

k∈Mi∩MΓ

∑

p

fαkp

∫

∂ωkp\∂D
ΨindS


 .

(7.14)

La fonction bulle n’intersecte qu’une seule maille mixte. L’expression des intégrales pour ces
nœuds se simplifie. La même démarche pour le flux de la fonction bulle ϕk aboutit à l’expression

∫

Γk

ϕknΓdS =
∑

p

fαkp

∫

∂ωkp

ϕkndS. (7.15)
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Par comparaison avec la première approche, au lieu de faire une erreur sur le domaine d’intégration
et de calculer le flux exact sur les portions d’interface reconstruites, nous calculons une valeur
approchée du flux mais nous avons fait disparâıtre les intégrales sur la géométrie reconstruite
pour les remplacer par des intégrales basées sur les volumes partiels ce qui nous affranchis en
partie du positionnement de l’interface.

7.4 Discrétisation en temps

7.4.1 Grandeurs centrées

Les mailles mixtes sont découpées en sous-mailles en début de pas de temps. Nous projetons
à cet instant à l’ordre 1 les champs centrés ρα, eα et S

α
définis par mailles mixtes entières sur

les sous-mailles pour obtenir les champs de grandeurs centrées par sous-maille. Cela revient à
faire hériter les sous-mailles des grandeurs centrées de leur maille mixte d’origine. En début de
pas de temps, toutes les sous-mailles d’une même maille mixte sont donc dans le même état
thermo-dynamique et nous avons

ρnαkp = ρnαk, ∀α, ∀k, ∀p,

enαkp = enαk, ∀α, ∀k, ∀p,

Sn
αkp

= Sn
αk
, ∀α, ∀k, ∀p.

L’interface est reconstruite par maille en début de pas de temps en suivant la méthode
présentée dans le chapitre 4 (voir paragraphe 4.2.1.2 et annexe B). Cette interface permet
d’obtenir les volumes des matériaux dans les sous-mailles par intersection géométrique. Chaque
sous-maille a donc sa propre fraction volumique fαkp qui peut être nulle si la sous-maille
n’intersecte pas le domaine Dα (voir figure 7.6). L’interface est toujours approchée par segment
dans les mailles mixtes. Elle est continue entre les sous-mailles d’une même maille mixte mais
peut être discontinue au changement de maille.

Avec l’ajout du nœud interne et des sous-mailles, la discrétisation en espace écrite dans
le chapitre 5 n’est plus correcte et nous devons ré-écrire la discrétisation des équations de
conservation de masse (5.1) et d’énergie (5.3) par sous-maille. Les formes discrétisées pour les
sous-mailles et les mailles sont cependant très proches. La discrétisation s’obtient en écrivant la
forme faible dans les mailles mixtes pour chaque fonction test χωkp

Hα au lieu de l’écrire pour
la fonction test χΩk

Hα.

7.4.1.1 Conservation de la masse

En tenant compte du découpage des mailles mixtes en sous-mailles, l’équation de conserva-
tion de la masse (5.15) discrétisée en temps s’écrit

ρn+1
αk =

ρnαkV
n
k

V n+1
k

, ∀k /∈ MΓ, ∀α, (7.16)

ρn+1
αkp =

ρnαkpV
n
αkp

V n+1
αkp

, ∀k ∈ MΓ, ∀p, ∀α. (7.17)

Comme dans les cas précédents, la fraction volumique fαkp est constante au cours de la phase
lagrangienne, nous avons

V n+1
αkp = fn

αkpV
αn+1
kp
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CHAPITRE 7. CONTINUITÉ PAR MAILLE

où V n+1
αkp est le volume de la sous-maille partielle ωαkp au temps tn+1 et V αn+1

kp , le volume

de la sous-maille entière ωkp au temps tn+1 déplacée avec les vitesse u
n+1/2
αi . L’équation de

conservation de la masse dans les sous-mailles (7.17) peut donc se ré-écrire en fonction des
volumes des sous-mailles entières ce qui donne

ρn+1
αkp =

ρnαkpV
n
kp

V αn+1
kp

, ∀k ∈ MΓ, ∀p, ∀α. (7.18)

7.4.1.2 Taux de déformations

Les sous-mailles ωkp possèdent trois nœuds. Deux d’entre eux sont également des sommets
de la maille Ωk et sont regroupés dans un ensemble noté Nkp. Le troisième est le nœud interne
xk de la maille mixte Ωk. Le tenseur des taux de déformations d

αkp
moyen du matériau α dans

la sous-maille ωαkp a une forme similaire aux taux de déformations dans les mailles mixtes
(5.12) et a pour expression en distinguant les vitesses sommets des vitesses bulles,

d
αkp

=
1

2Vkp

∑

i∈Nkp

(
uαi ⊗

∫

ωkp

∇Ψi dV +

∫

ωkp

∇Ψi dV ⊗ uαi

)
+

1

2Vkp

(
uαk ⊗

∫

ωkp

∇ϕk dV +

∫

ωkp

∇ϕk dV ⊗ uαk

)

où Vkp est le volume de la sous-maille ωkp, défini par la position de ses nœuds.

Le tenseur des taux de déformations est écrit à l’instant tn+
1/2 . L’expression discrétisée en

temps de dn+
1/2

αkp
prend la forme

dn+
1/2

αkp
=

1

2V
αn+1/2
kp

∑

i∈Nkp

(
u
n+1/2
αi ⊗

∫

ω
αn+1/2
kp

∇Ψi dV +

∫

ω
αn+1/2
kp

∇Ψi dV ⊗ u
n+1/2
αi

)

+
1

2V
αn+1/2
kp

(
u
n+1/2
αk ⊗

∫

ωkp

∇ϕk dV +

∫

ω
αn+1/2
kp

∇ϕk dV ⊗ u
n+1/2
αk

)
.

(7.19)

Notons que dans cette expression, les volumes V
αn+1/2
kp et les mailles ω

αn+1/2
kp font référence à

une configuration déformée par la vitesse u
n+1/2
αi du matériau α à partir du temps tn pendant

un temps ∆t /2.

7.4.1.3 Conservation de l’énergie

Nous écrivons la loi d’état (5.17) et l’évolution du déviateur des contraintes (5.18) par
sous-maille dans les mailles mixtes pour obtenir

pn+1
αk = EOSα(e

n+1
αk , ρn+1

αk ), ∀k /∈ MΓ, ∀α, (7.20)

pn+1
αkp = EOSα(e

n+1
αkp , ρ

n+1
αkp ), ∀k ∈ MΓ, ∀p, ∀α, (7.21)

Sn+1
αk

= Sn
αk

+ 2∆tGα(d
n+1/2
αk

−
1

3
tr(dn+

1/2
αk

)1), ∀k /∈ MΓ, ∀α, (7.22)

Sn+1
αkp

= Sn
αkp

+ 2∆tGα(d
n+1/2
αkp

−
1

3
tr(dn+

1/2
αkp

)1), ∀k ∈ MΓ, ∀p, ∀α. (7.23)

L’équation de conservation de l’énergie (5.16), couplée à la loi d’état, prend alors une forme
différente dans les mailles pures et dans les sous-mailles. L’intégration en temps se fait par le
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même schéma que dans les chapitres 3 et 4 ce qui donne




en+1
αk = enαk − (

pn+1

αk +pnαk
2 + q

n+1/2
k )

(
1

ρn+1

αk

− 1
ρnαk

)
+ ∆t

ρ
n+1/2
αk

(S
n+1/2
αk : dn+

1/2
αk

)

pn+1
αk = EOSα(e

n+1
αk , ρn+1

αk )

, ∀k /∈ MΓ, ∀α,

(7.24)


en+1
αkp = enαkp −

(
pnαkp+pn+1

αkp

2

)(
1

ρn+1

αkp

− 1
ρnαkp

)
+ ∆t

ρ
n+1/2
αkp

(S
n+1/2
αkp : dn+

1/2
αkp

)−W
q
n+1/2
αkp

,

pn+1
αkp = EOSα(e

n+1
αkp , ρn+1

αkp )

, ∀k ∈ MΓ, ∀p, ∀α.

(7.25)

où W
q
n+1/2
αkp

est le travail de la pseudo-viscosité q
n+1/2
αkp dans la sous-maille ωαkp entre tn et tn+1.

Nous avons ici séparé le travail de la pression et le travail de la pseudo-viscosité dans les
équations de conservation d’énergie des sous-mailles. La pseudo-viscosité est discrétisée par
maille et non par sous-maille et il faut s’assurer que son travail soit dissipatif. Le calcul de
travail W

q
n+1/2
αkp

est expliqué dans le paragraphe 7.5.

7.4.2 Conservation de la quantité de mouvement

Pour prendre en compte l’enrichissement du champ de vitesse par l’ajout des nœuds in-
ternes et l’enrichissement des contraintes par sous-mailles, nous repartons de la forme faible de
l’équation de la conservation de la quantité de mouvement (5.22)

∑

α

∫

Dα

ρα
duα

dt
· û dV +

∑

α

∫

Dα

σ
α
: ∇û dV =

∫

Γ
pΓ [ û ] · nΓ dS, ∀û ∈ U. (7.26)

7.4.2.1 Dynamique des nœuds sommets

À l’exception des termes d’accélération, nous discrétisons le champ de vitesse virtuelle par
(7.2) de la même manière que la vitesse réelle. En prenant un champ de vitesse arbitraire pour
les nœuds sommets i de α, i ∈ Nα et nul pour les degrés de liberté des autres matériaux,
i ∈ Nβ et les nœuds internes, k ∈ MΓ puis arbitraire sur i ∈ Nβ et nul pour les autres degrés
de liberté, l’intégration en espace de l’équation (7.26) donne, après condensation de la masse
telle que décrite dans le paragraphe 7.1.5,

mαi
duαi
dt

= −
∑

k∈Mi\MΓ

σ
αk

·

∫

∂Ωk

ΨindS −
∑

k∈Mi∩MΓ

∑

p∈Mki

fαkp σαkp
·

∫

∂ωkp

ΨindS

+
∑

k∈Mi∩MΓ

∫

Γk

pΓkΨi nΓdS, ∀i ∈ Nα,

mβi

duβi
dt

= −
∑

k∈Mi\MΓ

σ
βk

·

∫

∂Ωk

ΨindS −
∑

k∈Mi∩MΓ

∑

p∈Mki

fβkp σβkp
·

∫

∂ωkp

ΨindS

−
∑

k∈Mi∩MΓ

∫

Γk

pΓkΨi nΓdS, ∀i ∈ Nβ

où Γk = Γ ∩ Ωk est l’intersection entre la maille Ωk et l’interface Γ.
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La discrétisation en temps par un schéma point milieu entre tn−
1/2 et tn+

1/2 donne l’équation
de dynamique des nœuds sommets intégrée en temps et en espace

mαi
u
n+1/2
αi − u

n−1/2
αi

δt
= −

∑

k∈Mi\MΓ

σn
αk

·

∫

∂Ωn
k

ΨindS −
∑

k∈Mi∩MΓ

∑

p∈Mki

fn
αkp σ

n
αkp

·

∫

∂ωn
kp

ΨindS

+
∑

k∈Mi∩MΓ

pnΓk

∫

Γn
k

Ψi nΓdS, ∀i ∈ Nα,

(7.27)

mβi

u
n+1/2
βi − u

n−1/2
βi

δt
= −

∑

k∈Mi\MΓ

σn
βk

·

∫

∂Ωn
k

ΨindS −
∑

k∈Mi∩MΓ

∑

p∈Mki

fn
βkp σ

n
βkp

·

∫

∂ωn
kp

ΨindS

−
∑

k∈Mi∩MΓ

pnΓk

∫

Γn
k

Ψi nΓdS, ∀i ∈ Nβ.

(7.28)

7.4.2.2 Équilibre des nœuds internes

En prenant un champ de vitesse virtuelle nul pour tous les nœuds sommets, nul pour les
vitesses des nœuds internes du matériau β et arbitraire pour les vitesses des nœuds internes du
matériau α, l’équation (7.26) aboutit à la discrétisation en espace de l’équation de mouvement
des nœuds internes du matériau α,

∑

p

fαkp σαkp
·

∫

∂ωkp

nϕk dS = pΓk

∫

Γk

ϕk nΓdS, ∀k ∈ MΓ.

Dans cette équation, l’absence de masse nodale des nœuds internes a fait disparâıtre le terme
d’inertie. Nous avons alors une équation décrivant un équilibre statique du nœud interne. Cette
équation donne le déplacement du nœud interne équilibrant les contraintes σ

αkp
dans les sous-

mailles avec la pression d’interface pΓk. Elle est discrétisée en temps par un schéma implicite en
contrainte. Nous obtenons une équation d’équilibre des nœuds internes complètement discrétisé
en temps et en espace de la forme

∑

p

fn+1
αkp σn+1

αkp
·

∫

∂ωαn+1

kp

nϕk dS = pnΓk

∫

Γn
k

ϕk nΓdS, ∀k ∈ MΓ. (7.29)

Dans ce schéma, les termes en contraintes sont décentrés ce qui fait intervenir la vitesse du
nœud interne dans l’équation à travers les contraintes σn+1

αkp
au temps tn+1. Nous respectons

ainsi toutes les équations en fin de pas de temps.
Le même raisonnement pour le matériau β donne

∑

p

fn+1
βkp σn+1

βkp
·

∫

∂ωβn+1

kp

nϕk dS = −pnΓk

∫

Γn
k

ϕk nΓdS, ∀k ∈ MΓ. (7.30)

7.4.2.3 Continuité des vitesses normales

La forme faible de la continuité des vitesses (5.23)
∫

Γ
p̂ [u ] · nΓ dS = 0, ∀p̂ ∈ P,
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est discrétisée en espace en utilisant la discrétisation de la pression p̂ définie comme en (5.34)
et en écrivant que la dernière équation est vraie quelle que soit p̂ ce qui donne pour chaque
maille mixte

∑

i∈Nk

(∫

Γk

(uβi − uαi)Ψi · nΓ dS

)
+

∫

Γk

(uβk − uαk)ϕk · nΓ dS = 0, ∀k ∈ MΓ.

La contrainte est à satisfaire maintenant maille par maille. Comme dans le cas de la continuité
par nœud, nous écrivons la contrainte de vitesse de manière implicite au temps tn+

1/2 pour les
vitesses ce qui donne

∑

i∈Nk

(
(u

n+1/2
βi − u

n+1/2
αi ) ·

∫

Γn
k

ΨinΓ dS

)
+(u

n+1/2
βk −u

n+1/2
αk )·

∫

Γn
k

ϕknΓ dS = 0, ∀k ∈ MΓ. (7.31)

De nouveau, en toute rigueur, il faudrait écrire cette condition sur la géométrie au temps tn+
1/2 .

Nous faisons la même approximation que la variante de continuité par nœud et nous utilisons
ici la géométrie au temps tn. Ces termes de géométrie sont les flux des fonctions de formes
nodales à travers l’interface et apparaissent également dans les équations de dynamique des
nœuds sommets (7.27), (7.28) et dans les équilibres des nœuds internes (7.29), (7.30).

La pression d’interface pnΓk est écrite au temps tn mais sa valeur est fixée par l’équation
implicite de continuité des vitesses (7.31). Le calcul de la pression d’interface est donc implicite.

7.4.3 Remarques

• Comme dans les chapitres précédents, nous avons utilisé l’expression de l’intégrale sur la
maille partielle en fonction de l’intégrale sur la maille complète (5.11). Ici, nous avons
écrit dans les sous-mailles ωkp,

∫

ωαkp

∇Ψi(x) dV = fαkp

∫

ωkp

∇Ψi(x) dV = fαkp

∫

∂ωkp

Ψi(x)ndS.

Les fonctions de forme ont été modifiées dans les mailles mixtes et y sont désormais
linéaires par morceaux. Cette formule d’intégration est donc exacte car le gradient des
fonctions de forme est constant dans les sous-mailles et plus généralement dans les mailles
triangulaires.

• Le système final est implicite du fait de l’écriture de la continuité des vitesses (7.31) à
tn+

1/2 et du schéma en temps implicite employé dans l’équation des nœuds internes (7.29)-
(7.30). Il est non-linéaire car les lois d’état employées (7.20)-(7.23) sont non-linéaires. Sa
résolution est discutée dans le prochain chapitre traitant de la mise en œuvre de la
méthode.

7.5 Pseudo-viscosité dans les mailles mixtes

7.5.1 Déformations dues au nœud interne

L’ajout d’un nœud interne dans les mailles mixtes et la décomposition de ces dernières en
sous-mailles ajoutent un degré de liberté supplémentaire autorisant des déformations internes
à la maille.

La condensation de la masse n’attribue pas de masse aux nœuds internes. Leur équation
de dynamique se réduit à un équilibre statique. Le déplacement de ces nœuds lors d’un pas
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de temps peut donc être important et les déformations des sous-mailles prises une par une
peuvent être grandes même si les vitesses des nœuds sommet restent modérées. Les vitesses de
déformations des sous-mailles sont alors très élevées.

Pour pouvoir prendre en compte les chocs et palier le manque d’équation sur le saut d’en-
tropie, un terme de viscosité artificielle est ajouté à la pression hydrodynamique. Ce terme,
comme la viscosité, est proportionnel aux vitesses de déformations des mailles. En particulier,
dans le cas d’une pseudo-viscosité scalaire, la pseudo-viscosité est fonction de la vitesse de
variation de volume des mailles.

L’écriture de la pseudo-viscosité par sous-maille n’est pas pertinent : la déformation des
sous-mailles est due à l’équilibre statique des nœuds internes. Les vitesses de déformations
cinématiques des sous-mailles ne doivent pas s’interpréter au sens de vitesses de déformations
physiques. Dans ce cas, la valeur de la pseudo-viscosité calculée par sous-maille explose et ne
permet pas de calculer correctement les accélérations des nœuds. Il ne faut donc pas prendre
les vitesses de déformations cinématiques des sous-mailles pour calculer la pseudo-viscosité.

7.5.2 Compression de la maille mixte entière

Il faut utiliser une mesure de la compression lors du pas de temps qui ne prenne pas en
compte les vitesses de déformations dues à l’équilibre statique des nœuds internes. Une possi-
bilité est d’utiliser la variation de volume des mailles mixtes entières. En effet, la compression
d’une sous-maille due au nœud interne va être compensée par la détente de la sous-maille
opposée.

Nous mesurons donc le volume de la maille partielle Ωn+1
αk au temps tn+1 comme la somme

des volumes partiels des sous-mailles au temps tn+1

V n+1
αk =

∑

p

fn
αkpV

αn+1
kp

avec V αn+1
kp , le volume de la sous-maille ωkp à tn+1. Il est calculé géométriquement par la

position de ses sommets xαi déplacés avec la vitesse u
n+1/2
αi et la position du nœud interne xαk

déplacé avec la vitesse u
n+1/2
αk .

De cette manière, la variation de volume des sous-mailles sans matériau α n’est pas prise
en compte car leur fraction volumique est nulle. De la même manière, les déplacements des
nœuds ayant une très faible masse nodale n’interviendront que peu dans le volume de la maille
en fin de pas de temps car les sous-mailles voisines auront des fractions volumiques faibles.

Par conservation de la masse, la densité moyenne ραk du matériau α de la maille mixte est
la masse au temps tn divisée par le volume au temps tn+1

ρn+1
αk =

ρnαkV
n
αk

V n+1
αk

. (7.32)

La vitesse de compression du matériau α dans la maille mixte peut être mesurée par la dérivée
en temps du volume spécifique moyen ν̇αk qui s’écrit discrétisé en temps entre tn et tn+1

ν̇
n+1/2
αk =

1

∆t

(
1

ρn+1
αk

−
1

ρnαk

)

avec ρn+1
αk , la densité moyenne dans la maille mixte définie ci-dessus.
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7.5.3 Calcul de la pseudo-viscosité

Pour les raisons présentées précédemment, la pseudo-viscosité dans les mailles mixtes est

calculée par matériau et par maille (et non pas par sous-maille). La pseudo-viscosité q
n+1/2
αkp

dans chaque sous-maille est prise égale à la pseudo-viscosité q
n+1/2
αk de la maille mixte et a pour

expression

q
n+1/2
αkp = q

n+1/2
αk =





ρ
n+1/2
αk

[
CA (lk)

2

∣∣∣∣
ν̇
n+

1/2
αk

ν
n+1/2
αk

∣∣∣∣
2

+ CL lk c
n
αk

∣∣∣∣
ν̇
n+

1/2
αk

ν
n+1/2
αk

∣∣∣∣

]
si ν̇

n+1/2
αk < 0

0 si ν̇
n+1/2
αk > 0

, ∀k ∈ MΓ, ∀p, ∀α,

avec le volume massique ναk =
1

ραk
et ν

n+1/2
αk =

1

2

(
1

ρn+1
αk

+
1

ρnαk

)
.

La densité ρn+1
αk est la densité moyenne définie au paragraphe précédent et lk est la longueur

caractéristique de la maille. Nous calculons la viscosité artificielle par maille, nous prenons donc
une longueur caractéristique de la maille mixte. La vitesse du son cnαk est prise au temps tn pour

garder une pseudo-viscosité explicite. À cet instant, l’état thermodynamique des sous-mailles
et de la maille mixte sont les mêmes ce qui enlève les ambigüıtés possibles sur le calcul de la
vitesse du son.

7.5.4 Travail de la pseudo-viscosité

La pseudo-viscosité q
n+1/2
αkp pour un matériau α est la même pour toutes les sous-mailles

d’une même maille mixte mais ce n’est pas de cas de la variation de volume au cours du pas de
temps. Il faut cependant veiller à ce que la variation de volume avec laquelle travaille la pseudo-
viscosité dans les sous-mailles soit cohérente avec la variation de volume ayant servi pour la
calculer. Dans le cas contraire, une pseudo-viscosité calculée à partir d’une maille mixte en
compression peut travailler sur un volume en détente dans une sous-maille. Le signe du travail
n’est alors pas assuré et la pseudo-viscosité n’est plus obligatoirement dissipative.

Le travail de la pseudo-viscosité total dans la maille mixteW
q
n+1/2
αk

est calculé sur la variation

de volume spécifique de la maille mixte entière

W
q
n+1/2
αk

= q
n+1/2
αk

(
1

ρn+1
αk

−
1

ρnαk

)
. (7.33)

L’énergie eαkp est une énergie interne spécifique, nous répartissons donc le travail de la pseudo-
viscosité entre les sous-mailles proportionnellement à leur masse. Le travail de la pseudo-
viscosité W

q
n+1/2
αkp

dans la sous-maille ωαkp est donc

W
q
n+1/2
αkp

=
mαkp

mαk
W

q
n+1/2
αk

=
V n
αkp

V n
αk

W
q
n+1/2
αk

.

La dernière égalité étant vraie car la densité du matériau α est constante dans la maille en
début de pas de temps.

Cette répartition du travail peut se voir comme une répartition de la variation de volume
entre les sous-mailles, chaque sous-maille subissant, pour le travail de la pseudo-viscosité, une
variation de volume

∆t ν̇
n+1/2
αkp =

V n
αkp

V n
αk

(
1

ρn+1
αk

−
1

ρnαk

)
.
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7.6 Système à résoudre lors de la phase Lagrange

Le système complet, discrétisé en temps décrivant l’évolution de notre modèle lors d’un pas
de temps est composé au final des équations :

– de dynamique des nœuds sommets (7.27), (7.28) ;
– de l’équilibre des nœuds internes (7.29), (7.30) ;
– de la continuité des vitesses normales (7.31) ;
– de déplacement des nœuds ;
– d’évolution des volumes et des volumes partiels écrites pour les mailles et les sous-mailles ;
– de conservation de la masse pour les mailles pures (7.16) et les sous-mailles (7.18) ;
– la densité moyenne dans les mailles mixtes (7.32) ;
– de pseudo-viscosité ;
– du tenseur du taux de déformations dans les mailles pures (5.12) et dans les sous-mailles
(7.19) ;

– de l’évolution du déviateur des contraintes dans les mailles mailles pures (7.22) et les
sous-mailles (7.23) ;

– de conservation de l’énergie couplée à la loi d’état pour les mailles pures et les sous-mailles
(7.24) - (7.25).

Connaissant pour chaque matériau α, les vitesses u
n−1/2
αi , les contraintes σn

αk
, l’énergie in-

terne enαk, les masses nodales mαi, les fractions volumiques fn
αkp, les positions des noeuds x

n
αi, les

volumes V n
αk, les densités ρ

n
αk et les pseudo-viscosités q

n−1/2
αk , il nous faut trouver les grandeurs

u
n+1/2
αi , pnΓk, x

n+1
αi , V αn+1

k , ρn+1
αkp , q

n+1/2
αk telles que

mαi
u
n+1/2
αi − u

n−1/2
αi

δt
= −

∑

k∈Mi\MΓ

σn
αk

·

∫

∂Ωn
k

ΨindS −
∑

k∈Mi∩MΓ

∑

p∈Mki

fn
αkp σ

n
αkp

·

∫

∂ωn
kp

ΨindS

+
∑

k∈Mi∩MΓ

pnΓk

∫

Γn
k

Ψi nΓdS, ∀i ∈ Nα,

(7.34)

mβi

u
n+1/2
βi − u

n−1/2
βi

δt
= −

∑

k∈Mi\MΓ

σn
βk

·

∫

∂Ωn
k

ΨindS −
∑

k∈Mi∩MΓ

∑

p∈Mki

fn
βkp σ

n
βkp

·

∫

∂ωn
kp

ΨindS

−
∑

k∈Mi∩MΓ

pnΓk

∫

Γn
k

Ψi nΓdS, ∀i ∈ Nβ,

(7.35)
∑

p

fn+1
αkp σn+1

αkp
·

∫

∂ωn+1

kp

nϕk dS = pnΓk

∫

Γn
k

ϕk nΓdS, ∀k ∈ MΓ, (7.36)

∑

p

fn+1
βkp σn+1

βkp
·

∫

∂ωn+1

kp

nϕk dS = −pnΓk

∫

Γn
k

ϕk nΓdS, ∀k ∈ MΓ, (7.37)

∑

i∈Nk

(
(u

n+1/2
αi − u

n+1/2
βi ) ·

∫

Γn
k

ΨinΓ dS

)
+ (u

n+1/2
αk − u

n+1/2
βk ) ·

∫

Γn
k

ϕknΓ dS = 0, ∀k ∈ MΓ,

(7.38)

xn+1
αi = xnαi +∆t u

n+1/2
αi , ∀i, ∀α, (7.39)
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xn+1
αk = xnαk +∆t u

n+1/2
αk , ∀k ∈ MΓ, ∀α, (7.40)

V αn+1
k = V

(
xn+1
αi

)
, ∀k /∈ MΓ, ∀α, (7.41)

V αn+1
kp = V

(
xn+1
αi , xn+1

αk

)
, ∀k ∈ MΓ, ∀α, (7.42)

V n+1
αkp = fn

αkpV
α,n+1
kp , ∀k ∈ MΓ, ∀α, (7.43)

ρn+1
αk =

ρnαkV
n
k

V n+1
k

, ∀k /∈ MΓ, ∀α, (7.44)

ρn+1
αkp =

ρnαkpV
n
kp

V αn+1
kp

, ∀k ∈ MΓ, ∀p, ∀α, (7.45)

ρn+1
αk =

ρnαkV
n
αk∑

p

fn
αkpV

αn+1
kp

, ∀k ∈ MΓ, ∀α, (7.46)

q
n+1/2
αk =





ρ
n+1/2
αk

[
CA (lk)

2

∣∣∣∣
ν̇
n+1/2
αk

ν
n+1/2
αk

∣∣∣∣
2

+ CL lk c
n
αk

∣∣∣∣
ν̇
n+1/2
αk

ν
n+1/2
αk

∣∣∣∣

]
si ν̇

n+1/2
αk < 0

0 si ν̇
n+1/2
αk > 0

, ∀k, ∀α

(7.47)

,dn+
1/2

αk
=

1

2V
n+1/2
k

∑

i∈Nk

(
u
n+1/2
αi ⊗

∫

Ω
n+1/2
k

∇Ψi dV +

∫

Ω
n+1/2
k

∇Ψi dV ⊗ u
n+1/2
αi

)
, ∀k /∈ MΓ, ∀α,

(7.48)

dn+
1/2

αkp
=

1

2V
αn+1/2
kp

∑

i∈Nkp

(
u
n+1/2
αi ⊗

∫

ω
αn+1/2
kp

∇Ψi dV +

∫

ω
αn+1/2
kp

∇Ψi dV ⊗ u
n+1/2
αi

)

+
1

2Vkp

(
u
n+1/2
αk ⊗

∫

ω
αn+1/2
kp

∇ϕk dV +

∫

ω
αn+1/2
kp

∇ϕk dV ⊗ u
n+1/2
αk

)
, ∀k ∈ MΓ, ∀p, ∀α,

(7.49)

Sn+1
αk

= Sn
αk

+ 2∆tGα(d
n+1/2
αk

−
1

3
tr(dn+

1/2
αk

)1), ∀k /∈ MΓ, ∀α, (7.50)

Sn+1
αkp

= Sn
αkp

+ 2∆tGα(d
n+1/2
αkp

−
1

3
tr(dn+

1/2
αkp

)1), ∀k ∈ MΓ, ∀p, ∀α, (7.51)



en+1
αk = enαk − (

pn+1

αk +pnαk
2 + q

n+1/2
k )

(
1

ρn+1

αk

− 1
ρnαk

)
+ ∆t

ρ
n+1/2
αk

(S
n+1/2
αk : dn+

1/2
αk

)

pn+1
αk = P (en+1

αk , ρn+1
αk )

, ∀k /∈ MΓ, ∀α,

(7.52)


en+1
αkp = enαkp −

(
pnαkp+pn+1

αkp

2

)(
1

ρn+1

αkp

− 1
ρnαkp

)
+ ∆t

ρ
n+1/2
αkp

(S
n+1/2
αkp : dn+

1/2
αkp

)−W
q
n+1/2
αkp

,

pn+1
αkp = P (en+1

αkp , ρn+1
αkp )

, ∀k ∈ MΓ, ∀p, ∀α

(7.53)

Nous rappelons que, dans ce système, nous avons deux pas de temps décalés, différenciés par
la notation ∆t = tn+1 − tn et la notation δt = tn+

1/2 − tn−
1/2 .
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7.7 Phase de transport

7.7.1 Régularisation du maillage

Nous construisons un maillage commun à tous les matériaux pour le pas de temps suivant.
Ce maillage est construit suivant le même principe que celui utilisé pour la continuité par nœud
(voir paragraphe 6.6.1) : le maillage du début de pas de temps est déplacé avec une vitesse
moyenne puis obtenir pour conserver une qualité suffisante. Ce maillage n’est pas découpé par
sous-maille et n’est constitué dans notre cas que de mailles quadrangles. C’est sur ce maillage
que nous projetons les grandeurs pour le pas de temps suivant.

7.7.2 Projection des vitesses

Figure 7.10 – Maillages servant à la projection. a) Maillage primal découpé à l’interface.
L’interface est placée en début de pas de temps et transportée avec les sous-mailles. Les seg-
ments rectilignes dans toute la maille mixte en début de pas de temps ne le sont plus forcément
en fin de pas de temps. Ce maillage sert de maillage de départ pour la projection des gran-
deurs centrées. b) La projection de la densité depuis le maillage étendu par sous-maille vers le
maillage dual donne les densités duales. c) Le maillage dual est défini à partir du maillage pri-
mal étendu. La maille duale associée à un nœud est composée du quart des mailles avoisinantes.
Les nœuds internes n’ont pas de mailles duales associées. Les nœuds sommets du maillage pri-
mal sont au centre des mailles duales sauf sur la frontière de celui-ci. Sur ce maillage sont
définies la quantité de mouvement et la vitesse. Pour la projection, ces champs sont considérés
constants ou linéaires sur les mailles duales.

Nous projetons les quantités de mouvement d’une manière similaire à la méthode du cha-
pitre 6. Quelques différences apparaissent, dues au découpage des mailles mixtes en sous-maille
et à la condensation de la masse. Comme lors de la phase lagrangienne, nous approchons pour
la quantité de mouvement, le champ de vitesse par un champ constant par maille duale. Les
mailles duales associées aux nœuds sommets couvrent la totalité du maillage étendu (voir figure
7.10) et les nœuds internes n’ont pas de quantité de mouvement. Leur vitesse n’est donc pas
projetée.

Pour être parfaitement consistant avec la condensation de la masse, durant la phase de
projection, il faudrait définir les mailles duales de la même manière. Ici, nous faisons une
approximation pour simplifier la construction de ce maillage et nous prenons comme maille
duale dans les mailles mixtes, le quart de la maille mixte entière au lieu de prendre la moitié
des sous-mailles. La condensation de la masse fait cöıncider les nœuds du maillage dual avec
les nœuds internes ce qui n’est pas exactement le cas ici (voir figure 7.10.c à comparer avec la
figure 7.4).
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Nous commençons par approcher le champ de densité par un champ étendu par matériau
dans toute la sous-maille comme ce qui est fait dans (7.3) pour la condensation de la masse

ρα(x) ≈
∑

k∈Mα\MΓ

ραkχΩk
(x) +

∑

k∈Mα∩MΓ

∑

p

fαkp ραkp χωkp
(x), ∀α.

Ce champ est projeté à l’ordre 1 sur les mailles duales pour obtenir les densités duales ραi
ayant pour expression

ραi =
1

Vi


 ∑

k∈Mα\MΓ

ραk

∫

Ωαn+1

k ∩∆αn+1

i

dV +
∑

k∈Mα∩MΓ

∑

p

fαkpραkp

∫

ωαn+1

kp ∩∆αn+1

i

dV


 , ∀i ∈ Nα, ∀α

où ∆αn+1
i est la maille duale associé au nœud i déplacée avec la vitesse u

n+1/2
αi entre tn et tn+1.

Après projection L2 par intersection à l’ordre 1, les vitesses sur le maillage dual commun ont
pour expression

uαj =
1

ραjVj

∑

i∈Nα

ραiuαi

(∫

∆j∩∆
αn+1

i

dV

)
, ∀j, ∀α

où la densité ραj est la projection des densités nodales ραi sur le maillage dual commun

ραj =
1

Vj

∑

i∈Nα

ραi

(∫

∆j∩∆
αn+1

i

dV

)
, ∀j, ∀α.

La reconstruction linéaire des champs de vitesses, densités duales et quantité de mouve-
ment permettent d’obtenir une projection à l’ordre 2. La vitesse après projection a alors pour
expression

uαj =
1

ραjVj

∑

i∈Nα

(
(
(ραiuαi) +∇(ραiuαi) · (xgαij − xαi)

)
(∫

∆j∩∆
αn+1

i

dV

))
, ∀j, ∀α

où xαi est le centre de la maille duale ∆αn+1
i , xgαij est le barycentre de ∆j∩∆

αn+1
i , l’intersection

entre la maille duale du maillage commun ∆j et la maille duale du maillage déformé ∆αn+1
i et

où la densité ραj est la projection également à l’ordre 2 des densités nodales ραi sur le maillage
dual commun

ραj =
1

Vj

∑

i∈Nα

(
(
ραi +∇ραi · (xgαij − xαi)

)
(∫

∆j∩∆
αn+1

i

dV

))
, ∀j, ∀α.

7.7.3 Projection des grandeurs centrées

Les grandeurs thermodynamiques ont été définies par sous-maille dans les mailles mixtes.
Nous projetons ces champs enrichis sur le maillage primal régularisé.

Nous devons alors reconstruire les fonctions caractéristiques Hα des domaines matériaux
Dα. L’interface est reconstruite en début de pas de temps pour déterminer les fractions vo-
lumiques des sous-mailles (voir paragraphe 7.4.1). Nous transportons les points d’intersection
de l’interface avec les bras des mailles grâce à l’interpolation des vitesses ce qui nous donne la
position de l’interface en fin de pas de temps. Notons que le transport de l’interface de cette
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manière n’est possible que si le champ de vitesse est linéaire ce qui est le cas dans les sous-mailles
triangulaires. Les sous-mailles d’une même maille mixte ont des déformations différentes. L’in-
terface n’est donc plus forcément rectiligne par maille mixte en fin de pas de temps (voir figure
7.10.a). Elle reste toutefois continue entre les sous-mailles d’une même maille mixte.

La densité ραl et l’énergie interne spécifique eαl du matériau α dans la maille Ωl du maillage
régularisé (sans exposant de temps mais ≪ virtuellement ≫ à tn+1) ont pour expression

ραl =
1

Vαl


 ∑

k∈Mα\MΓ

ραk

∫

Ωl∩Ω
n+1

αk

dV +
∑

k∈Mα∩MΓ

∑

p

ραkp

∫

Ωl∩ω
n+1

αkp

dV


 , ∀l, ∀α,

eαl =
1

ραlVαl


 ∑

k∈Mα\MΓ

ραkeαk

∫

Ωl∩Ω
n+1

αk

dV +
∑

k∈Mα∩MΓ

∑

p

ραkpeαkp

∫

Ωl∩ω
n+1

αkp

dV


 , ∀l, ∀α.

Encore une fois, l’ordre 2 lors de la projection s’obtient en reconstruisant le gradient centré
de grandeur par maille. Les champs projetés s’écrivent alors

ραl =
1

Vαl

∑

k∈Mα\MΓ

(
ραk +∇ραk · (xglk − xαk)

) ∫

Ωl∩Ω
n+1

αk

dV

+
1

Vαl

∑

k∈Mα∩MΓ

∑

p

(
ραkp +∇ραkp · (xglkp − xαkp)

) ∫

Ωl∩ω
n+1

αkp

dV, ∀l, ∀α,

eαl =
1

ραlVαl

∑

k∈Mα\MΓ

(
ραkeαk +∇(ραkeαk) · (xglk − xαk)

) ∫

Ωl∩Ω
n+1

αk

dV

+
1

ραlVαl

∑

k∈Mα∩MΓ

∑

p

(
ραkpeαkp +∇(ραkpeαkp) · (xglkp − xαkp)

) ∫

Ωl∩ω
n+1

αkp

dV, ∀l, ∀α,

où xαk et xαkp sont les centres des mailles Ωn+1
αk et des sous-mailles ωαkp et xglk et xglkp, les

barycentres de l’intersection entre la maille Ωl et la maille Ωn+1
αk ou la sous-maille ωn+1

αkp . Les
volumes des différents matériaux en fin de pas de temps peuvent se superposer ou s’écarter
créant ainsi des vides. La correction de la fraction volumique présentée dans le paragraphe
6.6.3 est de nouveau appliquée ici afin de renormaliser la fraction volumique.
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7.8 Résumé et conclusion

Le déroulement d’un pas de temps avec la continuité des vitesses normales par maille se
résume de la manière suivante :

1. Phase lagrangienne :

(a) décomposition des mailles en sous-mailles,

(b) calcul des vitesses prédites aux sommets ũαi ne prenant pas en compte les efforts
d’interface pour chaque matériau,

(c) résolution du système non-linéaire d’interface pour imposer la contrainte de vitesse
et obtenir les vitesses des nœuds internes et des nœuds sommets des mailles mixtes
ainsi que les grandeurs thermodynamiques des sous-mailles en fin de pas de temps,
y compris la pseudo-viscosité et les énergie internes en maille mixte,

(d) calcul des nouvelles densités des mailles pures par conservation de la masse pour
chaque matériau,

(e) calcul de la pseudo-viscosité des mailles pures pour chaque matériau,

(f) calcul des nouvelles énergies et pressions des mailles pures par conservation de
l’énergie pour chaque matériau ;

2. Phase de transport :

(a) construction d’un maillage moyen régularisé,

(b) projection du champ de vitesse pour chaque matériau,

(c) projection des grandeurs centrées pour chaque matériau,

(d) correction des fractions volumiques.

Nous avons présenté dans ce chapitre une discrétisation de la pression d’interface permettant
d’imposer la continuité des vitesses normales en moyenne par maille. Cette continuité est im-
posée uniquement à l’interface ce qui permet des discontinuités de gradient de vitesse dans les
mailles mixtes.

De plus, l’utilisation de nœuds internes et la condensation de la masse permettent d’équilibrer
les contraintes entre les matériaux dans la maille et ainsi de respecter la continuité du vecteur
contrainte à l’interface.

Nous avons donc une méthode permettant de pallier les deux problèmes que nous avions
soulignés en début de chapitre 5, à savoir l’iso-compressibilité des matériaux dans une maille
et la soudure des matériaux entre eux.

Des points délicats apparaissent et ont été résolus :
– la gestion d’une topologie de maillage découpée en sous-mailles ;
– le respect des solutions stationnaires ;
– le développement d’une formulation de pseudo-viscosité compatible avec des mouvements
de nœuds internes importants.

L’écriture de la méthode est plus complexe que la variante précédente. La continuité par maille
couple les nœuds et mailles mixtes. Elle aboutit à un système implicite regroupant la bande de
mailles coupées par l’interface ainsi que leurs nœuds. La discrétisation de l’équilibre des nœuds
internes par un schéma implicite fait intervenir les lois de comportement des sous-mailles. Le
système à résoudre est donc non-linéaire et la technique utilisée pour sa solution est détaillée
dans le prochain chapitre.

Les résultats obtenus avec cette méthode sont présentés et comparés dans le chapitre 9.
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Chapitre 8

Continuité par maille : mise en

œuvre
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8.2.6 Continuité des vitesses . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 130

8.2.7 Déviateur des contraintes dans le cadre élastique . . . . . . . . . . . . 130
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CHAPITRE 8. CONTINUITÉ PAR MAILLE : MISE EN ŒUVRE

8.1 Système d’interface

La discrétisation des équations des nœuds et mailles pures est inchangée par rapport au
schéma des chapitres 3 et 4. Ces équations sont résolues directement de manière explicite.

Par rapport au schéma classique multi-matériau du chapitre 4, nous avons modifié la
discrétisation des nœuds et mailles mixtes. Leurs équations couplent les mailles mixtes avec
les mailles mixtes voisines. Nous avons donc à résoudre le système implicite du paragraphe 7.6
regroupant toutes les mailles mixtes k ∈ MΓ ainsi que tous les nœuds de maille mixte i ∈ NΓ

et formant une bande de mailles intersectées par l’interface.

Nous commençons, comme dans l’écriture de la continuité par nœud, par calculer la vitesse
prédite des nœuds sommets ũαi ne prenant en compte que les efforts internes. Ces vitesses sont
explicites. Elles s’écrivent pour chaque nœud et chaque matériau par solution de

mαi
ũαi − u

n−1/2
αi

δt
= −

∑

k∈Mi\MΓ

σn
αk

·

∫

∂Ωn
k

ΨindS −
∑

k∈Mi∩MΓ

∑

p∈Mki

fn
αkp σ

n
αkp

·

∫

∂ωn
kp

ΨindS, ∀i ∈ NΓ, ∀α.

Les vitesses des nœuds sommets de maille mixte en fin de pas de temps sont obtenues en
ajoutant aux vitesses prédites ũαi, la contribution des pressions d’interface, ce qui donne

mαi
u
n+1/2
αi − ũαi

δt
= +

∑

k∈Mi∩MΓ

pnΓk

∫

Γn
k

Ψi nΓdS, ∀i ∈ Nα, (8.1)

mβi

u
n+1/2
βi − ũβi

δt
= −

∑

k∈Mi∩MΓ

pnΓk

∫

Γn
k

Ψi nΓdS, ∀i ∈ Nβ. (8.2)

Nous réduisons le système global (7.34)-(7.53) à sa partie implicite composée des mailles
et nœuds de maille mixte, k ∈ MΓ, i ∈ NΓ. En utilisant les vitesses prédites ũαi, le système
permettant de résoudre l’évolution en temps de l’interface est composé des équations

mαi
u
n+1/2
αi − ũαi

δt
=

∑

k∈Mi∩MΓ

pΓk

∫

Γn
k

Ψi nΓdS, ∀i ∈ Nα, (8.3)

mβi

u
n+1/2
βi − ũβi

δt
= −

∑

k∈Mi∩MΓ

pΓk

∫

Γn
k

Ψi nΓdS, ∀i ∈ Nβ, (8.4)

∑

p

fn+1
αkp σn+1

αkp
·

∫

∂ωαn+1

kp

nϕk dS = pΓk

∫

Γn
k

ϕk nΓdS, ∀k ∈ MΓ, (8.5)

∑

p

fn+1
βkp σn+1

βkp
·

∫

∂ωβn+1

kp

nϕk dS = −pΓk

∫

Γn
k

ϕk nΓdS, ∀k ∈ MΓ, (8.6)

∑

i∈Nk

(
(u

n+1/2
αi − u

n+1/2
βi ) ·

∫

Γn
k

ΨinΓ dS

)
+ (u

n+1/2
αk − u

n+1/2
βk ) ·

∫

Γn
k

ϕknΓ dS = 0, ∀k ∈ MΓ,

(8.7)

xn+1
αi = xnαi +∆t u

n+1/2
αi , ∀i, ∀α, (8.8)

xn+1
αk = xnαk +∆t u

n+1/2
αk , ∀k ∈ MΓ, ∀α, (8.9)
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8.1 Système d’interface

V αn+1
kp = V

(
xn+1
αi , xn+1

αk

)
, ∀k ∈ MΓ, ∀α, (8.10)

V n+1
αkp = fn

αkpV
α,n+1
kp , ∀k ∈ MΓ, ∀α, (8.11)

ρn+1
αkp =

ρnαkpV
n
kp

V αn+1
kp

, ∀k ∈ MΓ, ∀p, ∀α, (8.12)

ρn+1
αk =

ρnαkV
n
αk∑

p

fn
αkpV

αn+1
kp

, ∀k ∈ MΓ, ∀α, (8.13)

q
n+1/2
αk =





ρ
n+1/2
αk

[
CA (lk)

2

∣∣∣∣
ν̇
n+

1/2
αk

ν
n+1/2
αk

∣∣∣∣
2

+ CL lk c
n
αk

∣∣∣∣
ν̇
n+

1/2
αk

ν
n+1/2
αk

∣∣∣∣

]
si ν̇

n+1/2
αk < 0

0 si ν̇
n+1/2
αk > 0

, ∀k ∈ MΓ, ∀α,

(8.14)

dn+
1/2

αkp
=

1

2V
αn+1/2
kp

∑

i∈Nkp

(
u
n+1/2
αi ⊗

∫

ω
αn+1/2
kp

∇Ψi dV +

∫

ω
αn+1/2
kp

∇Ψi dV ⊗ u
n+1/2
αi

)

+
1

2V
αn+1/2
kp

(
u
n+1/2
αk ⊗

∫

ω
αn+1/2
kp

∇ϕk dV +

∫

ω
αn+1/2
kp

∇ϕk dV ⊗ u
n+1/2
αk

)
, ∀k ∈ MΓ, ∀p, ∀α,

(8.15)

Sn+1
αkp

= Sn
αkp

+ 2∆tGα(d
n+1/2
αkp

−
1

3
tr(dn+

1/2
αkp

)1), ∀k ∈ MΓ, ∀p, ∀α, (8.16)



en+1
αkp = enαkp −

(
pnαkp+pn+1

αkp

2

)(
1

ρn+1

αkp

− 1
ρnαkp

)
+ ∆t

ρ
n+1/2
αkp

(S
n+1/2
αkp : dn+

1/2
αkp

)−W
q
n+1/2
αkp

,

pn+1
αkp = P (en+1

αkp , ρn+1
αkp )

, ∀k ∈ MΓ, ∀p, ∀α.,

(8.17)

σn+1
αkp

= Sn+1
αkp

−
(
pn+1
αkp + q

n+1/2
αk

)
1 (8.18)

Du fait des lois d’états utilisées, le système d’interface est non-linéaire. Nous utilisons alors
une méthode de type Newton avec recherche linéaire pour résoudre ce système. Cette méthode
parcourt une suite d’états ≪ ∗ ≫ du système convergeant vers l’état ≪ n+ 1 ≫ du système en
fin de pas de temps. La résolution se déroule par itérations composées de plusieurs étapes ; que
nous dénoterons ≪ algorithme Γ ≫ :

1. construction d’un système linéarisé autour de l’état prédit ≪ ∗ ≫ ;

2. résolution du système pour obtenir la direction de recherche ;

3. calcul de la correction maximale dans la direction de recherche ;

4. calcul de l’état non-linéaire corrigé ≪ n+ 1 ≫ ;

5. vérification de la convergence et retour éventuel à l’étape 1.

Notons que l’utilisation des vitesses prédites ũαi a fait disparâıtre du système toute référence
aux mailles pures. Ce système peut être résolu sur un maillage indépendant ne contenant
que les mailles mixtes et leurs sous-mailles. Il nous permet d’obtenir les vitesses des nœuds
sommet de maille mixte et des nœuds internes au temps tn+

1/2 ainsi que toutes les quantités
thermodynamiques des sous-mailles au temps tn+1.
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CHAPITRE 8. CONTINUITÉ PAR MAILLE : MISE EN ŒUVRE

8.2 Linéarisation

Nous linéarisons autour d’un état prédit ≪ ∗ ≫ et cherchons une correction δ• de cet état
de sorte à avoir l’état du système en fin de pas de temps défini par

u
n+1/2
αi = u∗αi + δuαi,

u
n+1/2
αk = u∗αk + δuαk,

pnΓk = p∗Γk + δpΓk,

xn+1
αi = x∗αi + δxαi,

xn+1
αk = x∗αk + δxαk,

V n+1
αkp = V ∗

αkp + δVαkp,

ρn+1
αkp = ρ∗αkp + δραkp,

dn+
1/2

αkp
= d∗

αkp
+ δd

αkp
,

Sn+1
αkp

= S∗
αkp

+ δS
αkp

,

en+1
αkp = e∗αkp + δeαkp,

pn+1
αkp = p∗αkp + δpαkp.

Lors de la première itération, l’état ≪ ∗ ≫ est pris identique à l’état ≪ n ≫ excepté pour les
vitesses qui sont prises comme les vitesses ũαi et les pression d’interface p∗Γk qui sont prises
nulles. Le tenseur des taux de déformations est alors calculé pour être cohérent avec les vitesses
prédites ũαi.

La pseudo-viscosité n’est pas linéarisée dans ce système,

q
n+1/2
αkp = q∗αkp.

Elle intervient dans le système linéaire mais elle est considérée constante et son évolution n’est
pas prise en compte dans la linéarisation. En considérant cela, nous faisons une approximation
qui peut affecter la vitesse de convergence de l’algorithme de résolution mais n’influence pas le
résultat final. En effet, la pseudo-viscosité est calculée correctement par (8.14) lors du calcul
de l’état non-linéaire ≪ n+1 ≫ et à convergence du système, nous résolvons bien le système du
paragraphe précédent.

8.2.1 Volume et positions

La correction de la position des nœuds est donnée par la linéarisation de l’équation (8.8)
qui s’écrit

δxαi = ∆t δuαi. (8.19)

La variation de volume peut s’exprimer en fonction de la trace du tenseur gradient d’accrois-
sement de position

δV

V
= tr(∇δx).

La forme linéarisée de cette équation a pour expression

δVαkp = V ∗
αkp∆t tr(δd

αkp
). (8.20)
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8.2 Linéarisation

8.2.2 Tenseur des taux de déformation

Le tenseur des taux de déformations est une fonction linéaire des vitesses. La correction
δd

αkp
de ce tenseur en fonction de la correction de vitesses δuα s’écrit

δd
αkp

=
1

2

(
∇δuα +∇δuα

T
)

ce qui donne une fois discrétisée pour une sous-maille ωkp pour chaque matériau α,

δd
αkp

=
1

2

1

V ∗
kp


 ∑

i∈Nkp

(
δuαi ⊗

∫

∂ωα∗

kp

ΨindS +

∫

∂ωα∗

kp

ΨindS ⊗ δuαi

)
+ δuαk ⊗

∫

∂ωα∗

kp

ϕkndS +

∫

∂ωα∗

kp

ϕkndS ⊗ δuαk


.

(8.21)

Remarquons que nous avons ici écrit les intégrales sur la géométrie de la configuration prédite
≪ ∗ ≫. De plus, ces configurations sont différentes pour chaque matériau. Il faut donc les
réactualiser à chaque itération. Par contre, comme pour la pseudo-viscosité, l’évolution de
la géométrie n’est pas linéarisée. Le problème linéaire suppose une géométrie figée.

8.2.3 Conservation de la masse

La linéarisation de l’équation de conservation de la masse (8.12) donne

δραkp = −
ρ∗αkp
V ∗
αkp

δVαkp. (8.22)

En utilisant l’expression de la linéarisation de l’évolution du volume δVαkp (8.20) que nous
avons écrite précédemment, nous obtenons

δραkp = −ρ∗αkp∆t tr(δd
αkp

). (8.23)

8.2.4 Dynamique des nœuds sommets

La linéarisation des équations de dynamique des nœuds sommets (8.3) et (8.4) donne

δuαi =
δt

mn
αi

∑

k∈Mi

δpΓk

∫

Γn
k

ΨinΓ dS, (8.24)

δuβi = −
δt

mn
αi

∑

k∈Mi

δpΓk

∫

Γn
k

ΨinΓ dS. (8.25)

8.2.5 Équilibre des nœuds internes

La linéarisation des équations d’équilibre des nœuds internes (8.5) et (8.6) aboutit à

∑

p

fn
αkp δσ αkp

·

∫

∂ωα∗

kp

ϕkndS − δpΓk

∫

Γn
k

ϕknΓ dS = −
∑

p

fn
αkp σ

∗
αkp

·

∫

∂ωα∗

kp

ϕkndS + p∗Γk

∫

Γn
k

ϕknΓ dS,

(8.26)
∑

p

fn
βkp δσ βkp

·

∫

∂ωβ∗
kp

ϕkndS + δpΓk

∫

Γn
k

ϕknΓ dS = −
∑

p

fn
αkp σ

∗
αkp

·

∫

∂ωβ∗
kp

ϕkndS − p∗Γk

∫

Γn
k

ϕknΓ dS.

(8.27)
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CHAPITRE 8. CONTINUITÉ PAR MAILLE : MISE EN ŒUVRE

Remarquons que les intégrales des termes de contraintes sont les mêmes que les intégrales
apparaissant dans l’expression du tenseur des taux de déformations (8.21) et sont écrites sur
la géométrie de la configuration prédite ≪ ∗ ≫ de chaque matériau.

8.2.6 Continuité des vitesses

La linéarisation de l’équation de continuité des vitesses (8.7) donne

∑

i∈Nk

(
(δuβi − δuαi) ·

∫

Γn
k

ΨinΓ dS

)
+ (δuβk − δuαk) ·

∫

Γn
k

ϕknΓ dS =

−
∑

i∈Nk

(
(u∗βi − u∗αi) ·

∫

Γn
k

ΨinΓ dS

)
− (u∗βk − u∗αk) ·

∫

Γn
k

ϕknΓ dS.

(8.28)

Notons que cette linéarisation écrit la continuité des vitesses normales au temps tn+
1/2 sans

supposer son respect à l’état ≪ ∗ ≫ ce qui laisse la liberté aux itérations précédentes de ne pas
respecter la contrainte de vitesses.

8.2.7 Déviateur des contraintes dans le cadre élastique

L’équation d’évolution du déviateur des contraintes (8.16) a pour forme linéarisée

δSp
αk

= 2Gα∆t

(
δd

αkp
−

1

3
tr(δd

αkp
)1

)
. (8.29)

8.2.8 Conservation d’énergie

Nous linéarisons l’équation de conservation de l’énergie (8.17) par

δeαkp =−
δppαk
2

(
1

ρ∗αkp
−

1

ρnαkp

)
+



pnαkp + p∗αkp + 2q∗αkp

2
(
ρ∗αkp

)2


 δραkp. (8.30)

Cette équation fait plusieurs approximations :

– la linéarisation du dépôt d’énergie élastique ∆t

ρ
n+1/2
αkp

(S
n+1/2
αkp : dn+

1/2
αkp

) est négligée ;

– la correction de la pseudo-viscosité δqαkp et son travail δqαkp

(
1

ρ∗αkp
− 1

ρnαkp

)
ne sont pas

pris en compte, la pseudo-viscosité est considérée constante dans le système linéaire ;
– la pseudo-viscosité q∗αkp est prise comme travaillant sur la variation de volume de la sous-

maille
δραkp

(ρ∗αkp)
2 et non pas sur une variation de volume de maille quadrangle

δραk

(ρ∗αk)
2 sur

laquelle elle travaille réellement.

Ces approximations s’appliquent uniquement au système linéaire et sa résolution. Dans la suite
de l’itération, l’état non-linéaire est calculé à partir de l’équation (8.17). À convergence, le
système résolu est bien le système du paragraphe 8.1.
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8.2 Linéarisation

8.2.9 Pression hydrodynamique

La loi d’état (8.17) a pour forme linéarisée

δpαkp =
∂P(e∗αkp, ρ

∗
αkp)

∂ρ∗αkp
δραkp +

∂P(e∗αkp, ρ
∗
αkp)

∂e∗αkp
δeαkp,

elle sera notée pour des soucis de compacité d’écriture

δpαkp =
∂P

∂ρ
δραkp +

∂P

∂e
δeαkp. (8.31)

En remplaçant le terme en énergie interne par son expression (8.30) dans la loi d’état (8.31),
nous obtenons

δpαkp

(
1 +

1

2

∂P

∂e

(
1

ρ∗αkp
−

1

ρnαkp

))
=

∂P

∂ρ
δραkp +

∂P

∂e



pnαkp + p∗αkp + 2q∗αkp

2
(
ρ∗αkp

)2


 δραkp. (8.32)

En regroupant par inconnues et en utilisant l’expression de δραkp, nous obtenons finalement

δpαkp

(
1 +

1

2

∂P

∂e

(
1

ρ∗αkp
−

1

ρnαkp

))
= −∆t

(
ρ∗αkp

∂P

∂ρ
+

∂P

∂e

(
pnαkp + p∗αkp + 2q∗αkp

2ρ∗αkp

))
tr(δd

αkp
).

(8.33)

En fonction des lois d’état utilisées, la valeur des dérivées
∂P

∂e
et

∂P

∂ρ
peuvent ne pas être

explicites. Dans ce cas, nous approchons la dérivée par différences finies centrées en évaluant
la loi d’état en 2 points autour de l’état prédit ≪ ∗ ≫. Les dérivées ont alors pour expression

∂P(e∗αkp, ρ
∗
αkp)

∂ρ∗αkp
=

P(e∗αkp, (1 + εp)ρ
∗
αkp)− P(e∗αkp, (1− εp)ρ

∗
αkp)

2εpρ∗αkp
, (8.34)

∂P(e∗αkp, ρ
∗
αkp)

∂e∗αkp
=

P((1 + εe)e
∗
αkp, ρ

∗
αkp)− P((1− εe)e

∗
αkp, ρ

∗
αkp)

2εee∗αkp
, (8.35)

où εp et εe sont des paramètres devant rester petits pour obtenir une bonne approximation des
dérivées.

8.2.10 Résumé du système linéarisé

Le système linéarisé à résoudre est donc composé des équations

δxαi = ∆t δuαi, (8.36)

δVαkp = V ∗
αkp∆t tr(δd

αkp
), (8.37)

δραkp = −ρ∗αkp∆t tr(δd
αkp

), (8.38)
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δuαi −
δt

mn
αi

∑

k∈Mi

δpΓk

∫

Γn
k

ΨinΓ dS = 0, (8.39)

δuβi +
δt

mn
βi

∑

k∈Mi

δpΓk

∫

Γn
k

ΨinΓ dS = 0, (8.40)

∑

p

fn
αkp δσ αkp

·

∫

∂ωα∗

kp

ϕkndS − δpΓk

∫

Γn
k

ϕknΓ dS = −
∑

p

fn
αkp σ

∗
αkp

·

∫

∂ωα∗

kp

ϕkndS + p∗Γk

∫

Γn
k

ϕknΓ dS,

(8.41)
∑

p

fn
βkp δσ βkp

·

∫

∂ωβ∗
kp

ϕkndS + δpΓk

∫

Γn
k

ϕknΓ dS = −
∑

p

fn
βkp σ

∗
βkp

·

∫

∂ωβ∗
kp

ϕkndS − p∗Γk

∫

Γn
k

ϕknΓ dS,

(8.42)

∑

i∈Nk

(
(δuαi − δuβi) ·

∫

Γn
k

ΨinΓ dS

)
+ (δuαk − δuβk) ·

∫

Γn
k

ϕknΓ dS = −
∑

i∈Nk

(
(u∗αi − u∗βi) ·

∫

Γn
k

ΨinΓ dS

)

−(u∗αk − u∗βk) ·

∫

Γn
k

ϕknΓ dS,

(8.43)

δeαkp

(
1 +

1

2

(
1

ρ∗αkp
−

1

ρnαkp

)
∂P

∂e

)
= −∆t

(
pnαkp + p∗αkp + 2q∗αkp

2ρ∗αkp
−

1

2

(
1−

ρ∗αkp
ρnαkp

)
∂P

∂ρ

)
tr(δd

αkp
),

(8.44)

δpαkp

(
1 +

1

2

∂P

∂e

(
1

ρ∗αkp
−

1

ρnαkp

))
= −∆t

(
ρ∗αkp

∂P

∂ρ
+

∂P

∂e

(
pnαkp + p∗αkp + 2q∗αkp

2ρ∗αkp

))
tr(δd

αkp
),

(8.45)

δSp
αk

= 2Gα∆t

(
δd

αkp
−

1

3
tr(δd

αkp
)1

)
, (8.46)

fn
αkp δσ αkp

= fn
αkp δS αkp

− fn
αkp δpαkp 1, (8.47)

δd
αkp

=
1

2

1

V α∗
kp

(
∑

i

(
δuαi ⊗

∫

∂ωα∗

kp

ΨindS +

∫

∂ωα∗

kp

ΨindS ⊗ δuαi

)
+ δuαk ⊗

∫

∂ωα∗

kp

ϕkndS +

∫

∂ωα∗

kp

ϕkndS ⊗ δuαk

)
.

(8.48)

Dans ce système, les équations (8.36), (8.37), (8.38) et (8.44) en δx, δV , δρ et δe peuvent être
éliminées car elles ont déjà été utilisées pour éliminer ces inconnues du système.

8.3 Résolution du système linéarisé

Notre système possède comme inconnues à ce point :

– les contraintes, déviateurs et pressions hydrodynamiques ;
– les vitesses ;
– les taux de déformations ;
– les pressions d’interface.
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Nous allons introduire une notation matricielle qui nous facilitera l’élimination des incon-
nues restantes et l’assemblage du système.

Nous éliminerons d’abord le tenseur de taux de déformations puis les contraintes pour
obtenir un système ne dépendant plus que des vitesses et des pressions d’interface. Puis, nous
éliminerons les vitesses pour ne garder que les pressions d’interface. Le système est alors réduit
à un système ayant un nombre d’inconnues égal au nombre de mailles mixtes.

8.3.1 Notation matricielle

Nous écrivons les contraintes dans les sous-mailles sous forme d’un vecteur colonne pour
chaque maille mixte et chaque matériau. Les contraintes sont pondérées par la fraction volu-
mique. Ce vecteur regroupe, pour un matériau α donné, les trois composantes des contraintes
des 4 sous-mailles d’une mailles mixte. Il possède donc 12 composantes et a pour expression

σσσn+1
αk =




fn
αkσ

n+1
11αk1

fn
αkσ

n+1
22αk1

fn
αkσ

n+1
12αk1

fn
αk2σ

n+1
11αk2

fn
αk2σ

n+1
22αk2

fn
αk2σ

n+1
12αk2

fn
αk3σ

n+1
11αk3

fn
αk3σ

n+1
22αk3

fn
αk3σ

n+1
12αk3

fn
αk4σ

n+1
11αk4

fn
αk4σ

n+1
22αk4

fn
αk4σ

n+1
12αk4




où l’indice 12αk3, par exemple, dénote de la composante 12 ou xy du tenseur des contraintes
moyennes du matériau α dans la 3e sous-maille de la maille Ωk. En suivant la même logique,
le déviateur des contraintes SSSn+1

αk s’écrit

SSSn+1
αk =




fn
αkS

n+1
11αk1

fn
αkS

n+1
22αk1

fn
αkS

n+1
12αk1

fn
αk2S

n+1
11αk2

fn
αk2S

n+1
22αk2

fn
αk2S

n+1
12αk2

fn
αk3S

n+1
11αk3

fn
αk3S

n+1
22αk3

fn
αk3S

n+1
12αk3

fn
αk4S

n+1
11αk4

fn
αk4S

n+1
22αk4

fn
αk4S

n+1
12αk4




.
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Suivant la même logique, la pression hydrodynamique pppn+1
αk sera écrite

pppn+1
αk =




fn
αk p

n+1
αk1

fn
αk2 p

n+1
αk2

fn
αk3 p

n+1
αk3

fn
αk4 p

n+1
αk4




Le tenseur des taux de déformation sera noté selon le même principe et prend la forme pour le
matériau α et la maille Ωk,

ddd
αn+1/2
αk =




d
αn+1/2
11αk

d
αn+1/2
22αk

d
αn+1/2
12αk

d
αn+1/2
11αk2

d
αn+1/2
22αk2

d
αn+1/2
12αk2

d
αn+1/2
11αk3

d
αn+1/2
22αk3

d
αn+1/2
12αk3

d
αn+1/2
11αk4

d
αn+1/2
22αk4

d
αn+1/2
12αk4




.

Nous noterons le vecteur regroupant les vitesses de tous les nœuds sommets du système
d’interface pour le matériau α,

uuu
n+1/2
αi =




u
n+1/2
xα1

u
n+1/2
yα1
...

u
n+1/2
xαi

u
n+1/2
yαi
...

u
n+1/2
xαI

u
n+1/2
yαI




.

Ce vecteur à une longueur 2NΓ égale à deux fois le nombre de nœuds de maille mixte.
Le vecteur de longueur 2 regroupant les vitesses bulles d’une maille mixte est noté pour un

matériau α

uuu
n+1/2
αkb =


u

n+1/2
xαk

u
n+1/2
yαk


 .

La pression d’interface dans la maille mixte est un scalaire . Elle est toujours notée pΓk.
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8.3.2 Écriture du système linéarisé sous forme matricielle

8.3.2.1 Dynamique des nœuds de maille mixte

Nous écrivons maintenant le système en utilisant la notation matricielle que nous avons
introduite dans paragraphe précédent.

Les équations de dynamique des nœuds de maille mixte (8.39) et (8.40) prennent la forme
pour les matériaux α et β

δuuuαi = δtMMM−1
αi

∑

l∈MΓ

bbbTli δpΓl, (8.49)

δuuuβi = δtMMM−1
βi

∑

l∈MΓ

bbbTli δpΓl (8.50)

avec MMM−1
αi , l’inverse de la matrice de masse regroupant tous les nœuds sommets du système.

Cette matrice est diagonale grâce à la condensation de la masse et a pour expression

MMM−1
αi =




1/mα1 0
0 1/mα1

0 · · ·

0
1/mα2 0

0 1/mα2
· · ·

...
...

. . .




.
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Le terme bbbTki de longueur 2NΓ correspond à la discrétisation de la forme bi-linéaire b(û, pΓ)
du système éléments finis mixtes. Il permet de d’obtenir les efforts sur les nœuds sommets à
partir des pressions d’interface et a pour expression

bbbTki =




0
...
0

∫

Γn
k

Ψi1nxΓ dS
∫

Γn
k

Ψi1nyΓ dS

∫

Γn
k

Ψi2nxΓ dS
∫

Γn
k

Ψi2nyΓ dS

∫

Γn
k

Ψi3nxΓ dS
∫

Γn
k

Ψi3nyΓ dS

∫

Γn
k

Ψi4nxΓ dS
∫

Γn
k

Ψi4nyΓ dS

0
...
0




.

Dans bbbTki, les termes non nuls apparaissent seulement sur les lignes i1, i2, i3 et i4 correspondant
aux indices des nœuds de la maille k.

Dans ces matrices et vecteurs, l’encadrement des composantes essaye de mettre en évidence
la structure des termes en regroupant les matrices élémentaires par nœud, par maille ou par
sous-maille.

8.3.2.2 Équilibre des nœuds internes

Les équilibres des nœuds internes (8.41) et (8.42) deviennent, pour chaque maille mixte,

BBBT
αkb δσσσαk = bbbTkb δpΓk + bbbTkb p

∗
Γk −BBBT

αkbσσσ
∗
αk, (8.51)

BBBT
βkb δσσσβk = −bbbTkb δpΓk − bbbTkb p

∗
Γk −BBBT

βkbσσσ
∗
βk (8.52)
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avec BBBT
αkb, une matrice 2× 12 de la forme

BBBT
αkb =




∫

∂ωα∗

k1

ϕknxdS 0

∫

∂ωα∗

k1

ϕknydS

0

∫

∂ωα∗

k1

ϕknydS

∫

∂ωα∗

k1

ϕknxdS

∫

∂ωα∗

k2

ϕknxdS 0

∫

∂ωα∗

k2

ϕknydS

0

∫

∂ωα∗

k2

ϕknydS

∫

∂ωα∗

k2

ϕknxdS
· · ·




et le terme bbbTkb permettant d’obtenir les forces sur le nœud interne xk dues à la pression
d’interface pΓk,

bbbTkb =




∫

Γn
k

ϕknxΓ dS
∫

Γn
k

ϕknyΓ dS


 .

8.3.2.3 Continuité des vitesses

L’équation de continuité des vitesses (8.43) devient sous forme matricielle pour chaque
maille mixte

bbbki(δuuuαi − δuuuβi) + bbbkb(δuuuαkb − δuuuβkb) = −bbbki(uuu
∗
αi − uuu∗βi)− bbbkb(uuu

∗
αkb − uuu∗βkb). (8.53)

Les termes bbbki et bbbkb sont la discrétisation de la forme bi-linéaire b(u, p̂), introduits dans les
paragraphes 8.3.2.1 et 8.3.2.2. Ces termes permettent d’obtenir le saut de vitesse normale à
l’interface dans la maille Ωk à partir des vitesses nodales.

8.3.2.4 Tenseur des taux de déformations

Le tenseur des taux de déformations (8.48) s’écrit pour chaque maille mixte et pour chaque
matériau sous la forme

δdddαk = Vd−1
αk (BBBαki δuuuαi +BBBαkb δuuuαkb) (8.54)

faisant intervenir la matrice 12× 12,

Vd−1
αk =




1
V α∗

k1
0 0

0 1
V α∗

k1
0

0 0 1
2V α∗

k1

0 · · ·

0

1
V α∗

k2
0 0

0 1
V α∗

k2
0

0 0 1
2V α∗

k2

· · ·

...
...

. . .



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et la matrice creuse 12× 2NΓ,

BBBαki =




· · ·

∫

∂ωα∗

k1

Ψi1nxdS 0

0

∫

∂ωα∗

k1

Ψi1nydS
∫

∂ωα∗

k1

Ψi1nydS

∫

∂ωα∗

k1

Ψi1nxdS

∫

∂ωα∗

k1

Ψi2nxdS 0

0

∫

∂ωα∗

k1

Ψi2nydS
∫

∂ωα∗

k1

Ψi2nydS

∫

∂ωα∗

k1

Ψi2nxdS

· · ·

· · · 0

∫

∂ωα∗

k2

Ψi2nxdS 0

0

∫

∂ωα∗

k2

Ψi2nydS
∫

∂ωα∗

k2

Ψi2nydS

∫

∂ωα∗

k2

Ψi2nxdS

· · ·

· · · 0 0 · · ·

· · ·

∫

∂ωα∗

k4

Ψi1nxdS 0

0

∫

∂ωα∗

k4

Ψi1nydS
∫

∂ωα∗

k4

Ψi1nydS

∫

∂ωα∗

k4

Ψi1nxdS

0 · · ·




.

Dans cette matrice, les seuls coefficients non nuls correspondent aux colonnes i1, i2, i3 et i4.

8.3.2.5 Pression hydrodynamique

La loi d’état linéarisée (8.45) prend la forme matricielle

δpppαk = ∆t Cpαk (BBBαki δuuuαi +BBBαkb δuuuαkb) (8.55)

avec Cpαk, une matrice 4× 12 donnée par

Cpαk =




cpαk1 cpαk1 0 0 · · ·

0 cpαk2 cpαk2 0 · · ·

...
...

. . .



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où

cpαkp = −
fn
αkp

V α∗
kp

∂P
∂e

(
pnαkp+p∗αkp+2q∗αkp

2ρ∗αkp

)
+ ρ∗αkp

∂P
∂ρ

1 + 1
2

(
1

ρ∗αkp
− 1

ρnαkp

)
∂P
∂e

.

Les trois termes de la matrice élémentaire d’une sous-maille

cpαkp cpαkp 0

correspondent aux trois composantes du tenseur de taux de déformations, d11, d22 et d12. La
pression hydrodynamique ne dépend que de la variation de volume et pas du cisaillement d’où
un troisième terme nul.

8.3.2.6 Déviateur des contraintes

La forme matricielle de l’évolution du déviateur des contraintes (8.46) est

δSSSαk = ∆t Csαk (BBBαki δuuuαi +BBBαkb δuuuαkb) (8.56)

avec une matrice 12× 12, diagonale par blocs,

Csαk =




4
3
fn
αk1
V α∗

k1
Gα −2

3
fn
αk1
V α∗

k1
Gα 0

−2
3
fn
αk1
V α∗

k1
Gα

4
3
fn
αk1
V α∗

k1
Gα 0

0 0
fn
αk1
V α∗

k1
Gα

0 · · ·

0

4
3
fn
αk2
V α∗

k2
Gα −2

3
fn
αk2
V α∗

k2
Gα 0

−2
3
fn
αk2
V α∗

k2
Gα

4
3
fn
αk2
V α∗

k2
Gα 0

0 0
fn
αk2
V α∗

k2
Gα

· · ·

...
...

. . .




.

8.3.2.7 Tenseur des contraintes

La forme matricielle de la linéarisation du tenseur des contraintes de Cauchy s’écrit alors

δσσσαk = ∆t (Csαk − I Cpαk) (BBBαki δuuuαi +BBBαkb δuuuαkb)

= ∆t Cαk (BBBαki δuuuαi +BBBαkb δuuuαkb) .
(8.57)

Le terme Cαk, diagonal par blocs, de dimension 12 × 12, traduit le comportement complet
(pression hydrodynamique et déviateur des contraintes) du matériau α en fonction des vitesses
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des nœuds et a pour expression

Cαk =




2k∗1αk1 + k∗2αk1 k∗2αk1 0

k∗2αk1 2k∗1αk1 + k∗2αk1 0

0 0 k∗1αk1

0 · · ·

0

2k∗1αk2 + k∗2αk2 k∗2αk2 0

k∗2αk2 2k∗1αk2 + k∗2αk2 0

0 0 k∗1αk2

· · ·

...
...

. . .




où

k∗1αkp =
fn
αkp

V α∗
kp

Gα,

k∗2αkp =
fn
αkp

V α∗
kp




∂P
∂e

(
pnαkp+p∗αkp+2q∗αkp

2ρ∗αkp

)
+ ρ∗αkp

∂P
∂ρ

1 + 1
2

(
1

ρ∗αkp
− 1

ρnαkp

)
∂P
∂e

−
2

3
Gα


 .

Le terme I est une matrice permettant d’exprimer la pression hydro-dynamique en terme
de tenseur sphérique et s’écrit

I =




1
1
0

0 · · ·

0
1
1
0

· · ·

...
...

. . .




Cette expression a éliminé toutes références intermédiaires à δS ou à δp.

8.3.2.8 Système sous forme matricielle

Après élimination de δS etδp, les inconnues du système matriciel possède comme inconnues
uniquement les vitesses δuuuαi et δuuuαkb, les contraintes δσσσαk et les pressions d’interface δpΓl. En
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résumé, il s’écrit

δuuuαi = δtMMM−1
αi

∑

l∈MΓ

bbbTli δpΓl, (8.58)

δuuuβi = δtMMM−1
βi

∑

l∈MΓ

bbbTli δpΓl, (8.59)

BBBT
αkb δσσσαk = bbbTkb δpΓk + bbbTkb p

∗
Γk −BBBT

αkbσσσ
∗
αk, ∀k ∈ MΓ, (8.60)

BBBT
βkb δσσσβk = −bbbTkb δpΓk − bbbTkb p

∗
Γk −BBBT

βkbσσσ
∗
βk, ∀k ∈ MΓ, (8.61)

δσσσαk = ∆t Cαk (BBBαki δuuuαi +BBBαkb δuuuαkb) , ∀k ∈ MΓ, (8.62)

δσσσβk = ∆t Cβk (BBBβki δuuuβi +BBBβkb δuuuβkb) , ∀k ∈ MΓ, (8.63)

bbbki(δuuuαi − δuuuβi) + bbbkb(δuuuαkb − δuuuβkb) = −bbbki(uuu
∗
αi − uuu∗βi)− bbbkb(uuu

∗
αkb − uuu∗βkb), ∀k ∈ MΓ. (8.64)

8.3.3 Élimination des inconnues du système

Nous commençons par éliminer les contraintes dans les équations d’équilibre des nœuds
internes (8.60) et (8.61) en utilisant les équations (8.62) et (8.63) ce qui donne

∆t BBBT
αkbCαk (BBBαki δuuuαi +BBBαkb δuuuαkb) = bbbTkb δpΓk + bbbTkb p

∗
Γk −BBBT

αkbσσσ
∗
αk, (8.65)

∆t BBBT
βkbCβk (BBBβki δuuuβi +BBBβkb δuuuβkb) = −bbbTkb δpΓk − bbbTkb p

∗
Γk −BBBT

βkbσσσ
∗
βk. (8.66)

Introduisons la matrice 2 × 2 de rigidité locale KKKbb
αk = BBBT

αkbCαkBBBαkb et la matrice de rigidité
2× 2NΓ KKKbi

αk = BBBT
αkbCαkBBBαki. Les deux équations précédentes se ré-écrivent

∆t KKKbb
αk δuuuαkb = bbbTkb δpΓk + bbbTkb p

∗
Γk −BBBT

αkbσσσ
∗
αk −∆t KKKbi

αk δuuuαi, (8.67)

∆t KKKbb
βk δuuuβkb = −bbbTkb δpΓk − bbbTkb p

∗
Γk −BBBT

βkbσσσ
∗
βk −∆t KKKbi

βk δuuuβi. (8.68)

Puis nous éliminons les vitesses des nœuds sommets en utilisant leur expression (8.58) et
(8.59) dans les équations des nœuds internes (8.67) et (8.68) et dans la continuité des vitesse
(8.64) pour obtenir pour tout k ∈ MΓ, le système

∆t KKKbb
αk δuuuαkb = bbbTkb δpΓk + bbbTkb p

∗
Γk −BBBT

αkbσσσ
∗
αk −∆t KKKbi

αk (δtMMM
−1
αi

∑

l∈MΓ

bbbTli δpΓl), (8.69)

∆t KKKbb
βk δuuuβkb = −bbbTkb δpΓk − bbbTkb p

∗
Γk −BBBT

βkbσσσ
∗
βk −∆t KKKbi

βk (−δtMMM−1
βi

∑

l∈MΓ

bbbTli δpΓl), (8.70)

bbbkb(δuuuαkb − δuuuβkb) + bbbki(δtMMM
−1
αi

∑

l∈MΓ

bbbTli δpΓl + δtMMM−1
βi

∑

l∈MΓ

bbbTli δpΓl) = −bbbki(uuu
∗
αi − uuu∗βi)− bbbkb(uuu

∗
αkb − uuu∗βkb).

(8.71)

Enfin, nous éliminons les vitesses des nœuds internes dans l’équation de continuité des vitesses
(8.71) grâce aux expression (8.69) et (8.70) pour obtenir un système ne dépendant que des
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pressions d’interface

bbbkbKKK
−bb
αk


 1

∆t
bbbTkb δpΓk +

1

∆t
bbbTkb p

∗
Γk −

1

∆t
BBBT

αkbσσσ
∗
αk −KKKbi

αk


δtMMM−1

αi

∑

l∈MΓ

bbbTli δpΓl






−bbbkbKKK
−bb
βk


−

1

∆t
bbbTkb δpΓk −

1

∆t
bbbTkb p

∗
Γk −

1

∆t
BBBT

βkbσσσ
∗
βk −KKKbi

βk


−δtMMM−1

βi

∑

l∈MΓ

bbbTli δpΓl






+δtbbbki

(
MMM−1

αi +MMM−1
βi

) ∑

l∈MΓ

bbbTli δpΓl = −bbbki(uuu
∗
αi − uuu∗βi)− bbbkb(uuu

∗
αkb − uuu∗βkb).

(8.72)

Nous regroupons les termes de pressions d’interface pour obtenir finalement après multiplication
par ∆t :

bbbkb

(
KKK−bb

αk +KKK−bb
βk

)
bbbTkb δpΓk + δt∆t

(
bbbki

(
MMM−1

αi +MMM−1
βi

)
− bbbkb

(
KKK−bb

αk KKKbi
αkMMM

−1
αi +KKK−bb

βk KKKbi
βkMMM

−1
βi

)) ∑

l∈MΓ

bbbTli δpΓl

=bbbkb

(
KKK−bb

αk BBBT
αkbσσσ

∗
αk −KKK−bb

βk BBBT
βkbσσσ

∗
βk

)
−∆t bbbki(uuu

∗
αi − uuu∗βi)−∆t bbbkb(uuu

∗
αkb − uuu∗βkb) + bbbkb

(
KKK−bb

αk +KKK−bb
βk

)
bbbTkb p

∗
Γk.

(8.73)

Cette dernière équation traduit le système linéarisé à résoudre exprimé uniquement en terme
de pressions d’interface. Nous rappelons que cette équation s’écrit pour chaque maille mixte.
Les termes qui y apparaissent sont propres à chaque maille exceptés les termes concernant les
vitesses des nœuds sommets (KKKbi

αk, MMM
−1
αi , bbbki, uuu

∗
αi) qui eux, englobent tous les degrés de liberté

des nœuds sommets du système d’interface.
Le système en pression n’est pas symétrique du fait du schéma en temps explicite sur les

nœuds sommets et implicite sur les nœuds internes, mais cette perte de symétrie n’intervient
que sur le terme en ∆t δt ≈ ∆t 2.

Le couplage entre les mailles est mis en évidence par l’apparition dans l’équation de la maille

mixte, des pressions d’interfaces des mailles voisines par le terme
∑

l∈MΓ

bbbTli δpΓl. Ce couplage est

cependant faible car pondéré par un terme de l’ordre de ∆t 2.
Notons enfin que l’incrément de pression d’interface dépend de deux termes. Il dépend :
– de la pénétration des matériaux de l’itération précédente par le terme

∆t bbbki(uuu
∗
αi − uuu∗βi) + ∆t bbbkb(uuu

∗
αkb − uuu∗βkb),

– du déséquilibre des nœuds internes de l’itération précédente par le terme

bbbkb

(
KKK−bb

αk BBBT
αkbσσσ

∗
αk −KKK−bb

βk BBBT
βkbσσσ

∗
βk

)
+ bbbkb

(
KKK−bb

αk +KKK−bb
βk

)
bbbTkb p

∗
Γk.

Le système est à diagonale dominante avec un terme bbbkb

(
KKK−bb

αk +KKK−bb
βk

)
bbbTkb qui est non-nul

par construction des nœuds internes. À la limite quand ∆t → 0, ce système est bien posé si,
dans cette limite, la matrice de rigidité KKKbb

αk ou KKKbb
βk est définie positive et si bbbkb 6= 0. Nous

pouvons avoir un problème si l’interface est proche d’un coin car bbbkb tend vers zéro plus vite
que bbbki.

À partir de cette équation, nous pouvons assembler le système. Sa résolution est réalisée
par une méthode classique de pivot de Gauss. Une maille mixte a un nombre limité de mailles
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mixtes voisines et la largeur de bande de la matrice du système est faible. L’élimination de
Gauss tire parti de cette caractéristique lors de la résolution pour augmenter ses performances.

Le pivot de Gauss est une méthode de résolution directe. Le passage à une méthode itérative
permettrait une parallélisation plus facile. Notre méthode est ici écrite et implantée dans un
cadre ≪ séquentiel ≫. Ce cadre limite la taille des problème que nous résolvons, le nombre de
mailles mixtes reste assez faible et donc, la taille du système d’interface est assez petite. Le
passage à des cas de plus grandes tailles posent des problèmes comme le stockage de la matrice
du système. Le passage à un stockage de type ≪ matrice creuse ≫ serait alors nécessaire.

8.3.4 Expression des matrices de rigidité

8.3.4.1 Expression de KKKbb
αk

La matrice KKKbb
αk a pour expression KKKbb

αk = BBBT
αkbCCCαkBBBαkb. En développant les produits

matriciels, nous obtenons un matrice de la forme

KKKbb
αk =

(
a c
d b

)

avec

a =
∑

p

(
k∗2αkp + 2k∗1αkp

)
(∫

∂ωα∗

kp

ϕknxdS

)2

+ k∗1αkp

(∫

∂ωα∗

kp

ϕknydS

)2

,

b =
∑

p

(
k∗2αkp + 2k∗1αkp

)
(∫

∂ωα∗

kp

ϕknydS

)2

+ k∗1αkp

(∫

∂ωα∗

kp

ϕknxdS

)2

,

c =
∑

p

(
k∗2αkp + k∗1αkp

) ∫

∂ωα∗

kp

ϕknxdS

∫

∂ωα∗

kp

ϕknydS,

d =
∑

p

(
k∗2αkp + k∗1αkp

) ∫

∂ωα∗

kp

ϕknxdS

∫

∂ωα∗

kp

ϕknydS.

Avec la notation précédente, l’inverse de la matrice KKKbb
αk a pour expression

KKK−bb
αk =

1

ab− cd

(
b −c
−d a

)

8.3.4.2 Expression de KKKbi
αk

La matrice KKKbi
αk a pour expression KKKbi

αk = BBBT
αkbCαkBBBαki. En développant les produits ma-

triciels, nous obtenons une matrice de la forme

KKKbi
αk =


0 · · · 0 kkkbiαki1 kkkbiαki2 kkkbiαki3 kkkbiαki4 0 · · · 0




avec kkkbiαki, une matrice 2× 2

kkkbiαki =

(
a c
d b

)
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où

a =
∑

p

(
k∗2αkp + 2k∗1αkp

) ∫

∂ωα∗

kp

ϕknxdS

∫

∂ωα∗

kp

ΨinxdS + k∗1αkp

∫

∂ωα∗

kp

ϕknydS

∫

∂ωα∗

kp

ΨinydS,

b =
∑

p

(
k∗2αkp + 2k∗1αkp

) ∫

∂ωα∗

kp

ϕknydS

∫

∂ωα∗

kp

ΨinydS + k∗1αkp

∫

∂ωα∗

kp

ϕknxdS

∫

∂ωα∗

kp

ΨinxdS,

c =
∑

p

k∗2αkp

∫

∂ωα∗

kp

ϕknxdS

∫

∂ωα∗

kp

ΨinydS + k∗1αkp

∫

∂ωα∗

kp

ϕknydS

∫

∂ωα∗

kp

ΨinxdS,

d =
∑

p

k∗2αkp

∫

∂ωα∗

kp

ϕknydS

∫

∂ωα∗

kp

ΨinxdS + kα∗1αkp

∫

∂ωα∗

kp

ϕknxdS

∫

∂ωα∗

kp

ΨinydS.

8.4 Limitation de l’incrément

Au cours des pas de temps, la fraction volumique de certaines mailles peut être très faible, le
saut de contrainte entre les matériaux peut être grand ou la discontinuité de vitesses normales
peut être élevée. Dans ces situations, le nœud interne peut être amené à avoir de grands
déplacements et donc de grandes vitesses pour permettre de respecter toutes les équations en
fin de pas de temps. Les sous-mailles subissent alors une grande compression ou détente en un
seul pas de temps.

La résolution du système non-linéaire se fait par itérations de systèmes linéarisés. Ces
systèmes approchent le comportement du système autour de l’état prédit ≪ ∗ ≫. Lors de grande
variation de la position du nœud interne, l’approximation linéaire peut sortir de son domaine
de validité et la correction d’une itération peut être trop importante. Dans ces cas, les nœuds
internes peuvent avoir une vitesse trop grande qui les fait sortir de leur maille mixte. La
géométrie du système n’a alors pas sens et il n’est plus possible de continuer la résolution du
système.

Pour éviter cela, nous limitons l’amplitude de la correction appliquée dans une itération
de l’algorithme Γ. Cette limitation s’apparente à une recherche linéaire dans notre méthode
de Newton (Newton with line search). Nous limitons alors le changement de volume des sous-
mailles en une seule itération ce qui permet de rester dans des domaines où l’approximation
linéaire reste valide et évite ainsi aux nœuds internes de sortir des mailles mixtes.

La résolution du système nous donne alors la direction de recherche de la solution et nous
cherchons ensuite la ≪ distance ≫ que nous pouvons parcourir dans cette direction. Après li-
mitation, la pression d’interface n’est plus suffisante pour maintenir les matériaux en non-
pénétration. La continuité des vitesses n’est donc pas obligatoirement respectée après la cor-
rection. Lors de l’itération suivante, le nouveau système corrige le résidu de la continuité des
vitesses introduit par la limitation de l’itération précédente avec une linéarisation autour du
nouvel état ≪ ∗ ≫.

8.4.1 Limitation de la correction dans une sous-maille

Nous cherchons donc à limiter la variation des volumes de chaque sous-maille lors d’une
itération. Soit un triangle ABC, son volume est donné par la formule

2V ∗
ABC = ||BA ∧BC|| = (xA − xB)(yC − yB)− (yA − yB)(xC − xB)
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Dans notre cas, nous appliquons une correction de vitesse aux nœuds A, B et C pendant un
temps ∆t , le volume en fin de pas de temps est donc

2V n+1
ABC = (xA +∆t δuA − xB −∆t δuB)(yC +∆t δvC − yB −∆t δvB)

−(yA +∆t δvA − yB −∆t δvB)(xC +∆t δuC − xB −∆t δuB),

avec x et y, les composantes du vecteur position x et u et v, les composantes de la vitesse u. Le
volume final ne doit pas passer en dessous d’un seuil limite Vmin et nous cherchons le coefficient
α de limitation de l’incrément tel que

2Vmin < 2V n+1
ABC =(xA − xB + α∆t (δuA − δuB)) (yC − yB + α∆t (δvC − δvB))

− (yA − yB + α∆t (δvA − δvB)) (xC − xB + α∆t (δuC − δuB)) .

En développant et regroupant les termes en α∆t , la condition précédente devient

2Vmin < 2V n+1
ABC =2V ∗

ABC+

α∆t ((δuA − δuB) (yC − yB) + (xA − xB) (δvC − δvB))

+ (α∆t )2 (δuA − δuB) (δvC − δvB)

−α∆t ((δvA − δvB) (xC − xB) + (yA − yB) (δuC − δuB))

− (α∆t )2 (δvA − δvB) (δuC − δuB) .

Nous avons donc un polynôme d’ordre 2 en α∆t à résoudre pour obtenir la limitation dans
notre sous-maille

a (α∆t )2 + b (α∆t ) + c > 0 (8.74)

avec

a =(δuA − δuB) (δvC − δvB)− (δvA − δvB) (δuC − δuB) ,

b =((δuA − δuB) (yC − yB) + (xA − xB) (δvC − δvB))

− ((δvA − δvB) (xC − xB) + (yA − yB) (δuC − δuB)) ,

c =2V ∗
ABC − 2Vmin.

Le pas de temps est positif et le coefficient α est un terme positif compris entre 0 et 1. Nous
cherchons alors la plus grande valeur de α assurant le respect de la limitation.

Si le volume est V ∗
ABC est plus petit que le volume minimal, c < 0 et il n’est pas possible

de trouver un incrément assurant le respect de la limitation. Le facteur α est alors nul et le
système ne peut plus converger.

Si c est positif, la limitation de l’incrément est la plus petite valeur de α∆t , racine de
l’équation (8.74), comprise dans [0,∆t ]. Si les racines de l’équation ne sont pas comprises dans
cet intervalle, aucune limitation ne s’applique. Appelons α1 et α2, les deux racines de (8.74),
la limitation α a pour expression locale sur la sous-maille ωkp déformée à la vitesse uα,

ααkp = max (0;min (min (α1;α2) ; 1)) .

8.4.2 Limitation de la correction du système

La recherche de cette limitation pour toutes les sous-mailles triangulaires et pour chaque
matériau nous donne alors une limitation ααkp locale de la correction. La limitation appliquée
à tout le système est la valeur minimale de la correction dans les sous-mailles,

α = min
α,k,p

ααkp.
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Cette limitation est globale sur toute l’interface. Lors de la résolution du système non-
linéaire, si une maille est limitée, elle ralentit donc la convergence de toute l’interface. Dans le
pire des cas, si l’état ≪ ∗ ≫ est sur la frontière du domaine admissible, α peut être nul et la
convergence du système ne peut plus évoluer. En pratique, cela peut arriver lorsque les fractions
volumiques de certaines mailles sont très faibles. Dans ce cas, la continuité des vitesses n’est
pas respectée en fin de pas de temps mais elle est rétablie par la résolution du système au pas
de temps suivant sur un maillage avec des fractions volumiques différentes. L’écriture d’une
limitation locale permettrait de rendre la résolution du système plus robuste.

8.5 Calcul de l’état thermodynamique

Une fois le système résolu et la limitation déterminée, nous obtenons la correction à appli-
quer à la pression d’interface dans chaque maille

pnΓk = p∗Γk + αδpΓk.

Nous pouvons ensuite en déduire l’incrément de vitesse des nœuds sommets par (8.58) et (8.59)
et des nœuds internes par (8.67) et (8.68).

La suite de l’itération de notre méthode de Newton se déroule dans le même ordre que la
phase lagrangienne du schéma classique (voir paragraphe 4.2.4.6). Les positions xn+1

αi sont mises
à jour par l’équation (8.8) pour chaque matériau pour calculer géométriquement les nouveaux
volumes V αn+1

kp . Les densités ρn+1
αkp des sous-mailles sont mises à jour grâce aux déformations des

mailles par (8.12). La pseudo-viscosité est calculées par son expression (8.14). Enfin, le nouvel
état thermodynamique des sous-mailles est obtenu en résolvant le système (8.16)-(8.17) :

en+1
αkp = enαkp −

(
pnαkp + pn+1

αkp

2

)(
1

ρn+1
αkp

−
1

ρnαkp

)
+

∆t

ρ
n+1/2
αkp

(Sn+1/2
αkp

: dn+
1/2

αkp
)−W

q
n+1/2
αkp

, (8.75)

pn+1
αkp = P (en+1

αkp , ρn+1
αkp ), (8.76)

complété par l’actualisation du déviateur des contraintes,

Sn+1
αkp

= Sn
αkp

+ 2Gα(t
n+1 − tn)(dn+

1/2
αkp

−
1

3
tr(dn+

1/2
αkp

)1). (8.77)

8.6 Critère de convergence de l’algorithme Γ

À la fin du calcul de l’état thermodynamique, les valeurs des contraintes estimées σ∗
αkp

+

δσ
αkp

et σ∗
βkp

+δσ
βkp

lors de la première étape peuvent être différentes des contraintes calculées

σn+1
αkp

et σn+1
βkp

par la loi d’état. Dans ce cas, les vitesses des nœuds internes et des nœuds sommets

ne sont pas en accord avec leurs équations de quantité de mouvement (8.3)-(8.4) ou d’équilibre
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(8.5)-(8.6). Nous faisons alors une nouvelle itération en posant :

u∗αi = u
n+1/2
αi ,

u∗αk = u
n+1/2
αk ,

p∗Γk = pnΓk,

x∗αi = xn+1
αi ,

x∗αk = xn+1
αk ,

V ∗
αkp = V n+1

αkp ,

ρ∗αkp = ρn+1
αkp ,

d∗
αkp

= dn+
1/2

αkp
,

S∗
αkp

= Sn+1
αkp

,

e∗αkp = en+1
αkp ,

p∗αkp = pn+1
αkp .

Puis nous cherchons la correction de pression d’interface qui va permettre de respecter toutes
les équations en résolvant à nouveau le système linéarisé.

L’algorithme a convergé si la norme de l’incrément de pression d’interface ‖δpΓ‖ est assez
faible,

‖δpΓ‖ =


 ∑

k∈MΓ

δpΓk




1/2

≤ ε.

En effet, nous avons alors bien dans ce cas, à la limite quand ε → 0, σn+1
αkp

= σ∗
αkp

et u
n+1/2
αi = u∗αi.

8.7 Prise en compte des conditions aux limites

Le calcul des vitesses étant implicite, les conditions aux limites doivent être prises en compte
lors de la résolution du système. Remarquons d’abord que les conditions aux limites s’appliquent
sur le bord du domaine et n’affectent donc jamais les nœuds internes.

Comme dans le chapitre précédent, nous considérons les conditions aux limites de type
Dirichlet

uαi(t) · ndi(t) = ci(t), ∀α, ∀i ∈ Nd.

Si nous supposons que les vitesses ũαi respectent déjà les conditions aux limites, nous pouvons
écrire (

u
n+1/2
αi − ũαi

)
· ndi = 0. (8.78)

Nous pouvons ré-écrire l’équation de dynamique des nœuds sommets (8.3)

mαi
u
n+1/2
αi − ũαi

δt
=

∑

k∈Mi∩MΓ

pΓk

∫

Γn
k

Ψi nΓdS
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en décomposant selon la normale et la tangente à la condition aux limites ce qui donne

mαi

δt

((
u
n+1/2
αi − ũαi

)
· ndi ndi +

(
u
n+1/2
αi − ũαi

)
· tdi tdi

)
=


 ∑

k∈Mi∩MΓ

pΓk

∫

Γn
k

Ψi nΓdS


 · ndi ndi +


 ∑

k∈Mi∩MΓ

pΓk

∫

Γn
k

Ψi nΓdS


 · tdi tdi.

En utilisant (8.78), la prise en compte des conditions aux limites nous permet d’écrire

mαi
u
n+1/2
αi − ũαi

δt
=


 ∑

k∈Mi∩MΓ

pΓk

∫

Γn
k

Ψi nΓdS


 · tdi tdi (8.79)

ce qui peut également s’écrire sous la forme

mn
αi

u
n+1/2
αi − ũαi

δt
= (tdi ⊗ tdi) ·

∑

k∈Mi

pn+1
Γk nn

Γ

∫

Γn
k

ΨidS, ∀α, ∀i ∈ Nd ∩NΓ.

Cette dernière équation remplace l’équation de la dynamique du nœud (8.3) si le nœud est
soumis à une condition aux limites. Dans l’écriture matricielle de notre système, la modification
de cette équation se traduit par la modification de la matrice de masse élémentaire des nœuds
soumis à une condition aux limites

1/mαi 0
0 1/mαi

pour lui donner la forme

(tdi ⊗ tdi)

(
1/mαi 0

0 1/mαi

)
=

n2
dy

mαi
−

ndyndx

mαi

−
ndyndx

mαi

n2
dx

mαi

.

Sous cette forme, nous faisons apparâıtre que la prise en compte de la condition aux limites
revient à augmenter la masse du nœud dans la direction normale de la condition aux limites. En
augmentant la masse dans une direction, nous limitons son déplacement dans cette direction.

Nous avons supposé que les vitesses prédites ũα respectaient les conditions aux limites, nous
prenons donc soin d’appliquer les conditions aux limites avant de résoudre le système implicite.
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CHAPITRE 9. CAS TEST ET VALIDATION

Nous présentons dans ce chapitre, différents cas tests pour valider notre méthode. Pour cela,
nous comparons les deux variantes de notre schéma et les confrontons lorsque cela est possible
avec le schéma ALE présenté lors du chapitre 4 utilisant une vitesse moyenne ou avec un schéma
lagrangien avec une méthode de glissement classique ≪ lagrangienne ≫. Nous étudions différents
cas :

– le premier est la rotation d’un disque, permettant d’étudier un cas de glissement pur ;
– le second est un tube à choc 1D, présentant le comportement de l’interface dans sa
direction normale ;

– le troisième et le quatrième couplent ces deux effets. D’abord, nous étudions un choc
circulaire dans un gaz et transmis à un solide puis un glissement entre solide sous choc.

Dans ces cas, nous nous intéressons tout particulièrement aux discontinuités de vitesses dans
le domaine ainsi que le comportement en terme de pression et contrainte de l’interface.

Pour des raisons de simplicité de comparaison, les schémas ALE utilisés dans ce chapitre
(vitesse moyenne, continuité par nœud, continuité par maille) projettent toutes les grandeurs
sur le maillage initial à chaque pas de temps. Nous avons alors des schémas équivalents à des
schémas eulériens. Cette situation provoque un diffusion numérique importante des champs
mais facilitent les comparaisons en se plaçant sur des maillages identiques quelle que soit le
schéma utilisé.

9.1 Rotation d’un disque

9.1.1 Description

Le premier cas auquel nous nous intéressons est un cas de glissement pur. Ce test permet
dans un premier temps de vérifier que notre méthode peut prendre en compte une discontinuité
de vitesse ainsi que le glissement entre deux matériaux même si l’interface est située à l’intérieur
des mailles.

Un disque en aluminium de 0, 25m de rayon est en rotation dans un support constitué du
même matériau (voir figure 9.1 pour la géométrie du système). Nous testons ici principalement

Figure 9.1 – Disque en rotation : géométrie initiale. La partie verte représente le disque en
rotation et la rouge, le support. Le périmètre extérieur du domaine est encastré.
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9.1 Rotation d’un disque

la discontinuité de vitesse tangentielle à l’interface. Les efforts radiaux se résument aux forces
centrifuges.

Les matériaux sont modélisés par un comportement élastique pour la partie déviatorique
des contraintes et dotés d’un loi d’état de type ≪ Mie Gruneisen ≫ pour la partie sphérique.
La pression initiale dans le domaine est nulle et le densité de l’aluminium est de 2785 kg/m3.
Le support est encastré sur sa frontière extérieure. Le disque est initialisé avec une vitesse de
rotation de 628, 32 rad.s−1 soit 6000 tours/min (figure 9.2) et la simulation dure 10ms. Nous
avons une hypothèse de glissement parfait. À la fin de ce temps, le disque doit avoir toujours
la même vitesse et aura donc réalisé un tour complet.

Figure 9.2 – Disque en rotation : vitesse initiale. À l’instant initial, le support est au repos et
le disque a une vitesse de rotation (Pour plus de lisibilité, la vitesse n’est représentée que sur
quelques nœuds du maillage.).

Plusieurs niveaux de raffinement de maillage sont testés (voir figure 9.3) pour les deux
variantes, i.e. la continuité par nœud et par maille :

1. 12 éléments le long d’un rayon, 48 le long du périmètre,

2. 20 éléments le long d’un rayon, 80 le long du périmètre,

3. 40 éléments le long d’un rayon, 160 le long du périmètre.

Dans tous les cas, l’interface se situe à l’intérieur d’une bande de maille faisant le tour du
disque.
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Figure 9.3 – Disque en rotation : niveaux de raffinement testés. Trois niveaux de raffinement
du maillage sont testés. Ils seront numérotés de 1 à 3 en allant du plus grossier au plus fin.
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9.1 Rotation d’un disque

9.1.2 Résultats et interprétations

Nœud 3
Nœud 2
Nœud 1
Maille 3
Maille 2
Maille 1

Vitesse de rotation du point 0.125 ;0 (écart par rapport à la vitesse initiale en pourcentage)

Temps

Écart

0.010.0080.0060.0040.0020

10

5

0

-5

-10

Figure 9.4 – Disque en rotation : vitesse de rotation. La vitesse du point (x=0.125 ; y=0) pour
les deux variantes (nœud et maille) ainsi que les 3 maillages (1, grossier ; 2, moyen ; 3, fin) sont
représentés sur le graphe. Des oscillations apparaissent à cause d’effet radiaux dus à la mise en
rotation instantanée du disque. Même si la vitesse de rotation n’est pas la vitesse de rotation
initiale, le disque continue son mouvement de corps rigide avec peu ou pas de ralentissements.

La figure 9.4 présente la vitesse de rotation d’un point situé au milieu du rayon du disque
(coordonnées x = 0, 125 ; y = 0) pour les deux variantes et les différents maillages.

Nous avons au début de la simulation une phase transitoire où le système se met en équilibre.
En effet, le disque est mis instantanément en rotation à l’instant initial. Des forces centrifuges
apparaissent et créent des ondes mécaniques dans le disque et dans le support. Elles sont la
cause des oscillations que nous pouvons voir dans la vitesse de rotation (figure 9.4). Ces ondes
peuvent s’observer en regardant la vitesse radiale du même point (x = 0, 125 ; y = 0)(figure 9.6).
Lorsque la taille des mailles diminue, ces effets sont mieux décrits et leur dissipation est moins
importante d’où une amplitude d’oscillations plus grande lorsque la taille des mailles diminue.
Ceci explique également la phase transitoire plus longue avec un maillage plus fin. Notons tou-
tefois que la vitesse radiale qui apparâıt reste faible (≈ 0, 8m.s−1) devant la vitesse orthoradiale
(≈ 75m.s−1).

Un ralentissement de la rotation du disque peut être observé. Cela s’explique par une
diffusion de la quantité de mouvement lors des phases de projections et par une transmission
de quantité de mouvement au support dans la direction radiale. Cette transmission est plus
importante avec la continuité par maille car elle écrit l’équilibre des contraintes. Nous avons
donc un ralentissement plus important avec la continuité par maille. Ce ralentissement diminue
lorsque nous raffinons le maillage et la continuité par maille donne finalement de meilleurs
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Nœud 3
Nœud 2
Nœud 1
Maille 3
Maille 2
Maille 1

Énergie cinétique du disque

Temps

Énergie cinétique

0.010.0080.0060.0040.0020

3.5e+06

3e+06

2.5e+06

2e+06

1.5e+06

1e+06

500000

0

Figure 9.5 – Disque en rotation : énergie cinétique du disque. L’énergie cinétique du disque
permet de suivre la rotation du disque au cours du temps. La diminution de l’énergie cinétique
peut venir de la transmission de quantité de mouvement au support ou de dissipation de
l’énergie cinétique lors de la projection de la quantité de mouvement.

résultats avec le maillage le plus fin. Elle présente moins oscillations car la contrainte de vitesse
est écrite en moyenne et est moins sensible à la discrétisation du système.

Avec toute ces variantes, la rotation du disque se maintient même si la vitesse de ro-
tation finale est plus faible que celle théorique. La différence de palier s’explique par une
différence d’équilibre des contraintes dues au force centrifuge. Ces différences proviennent d’une
discrétisation différente du domaine et d’un comportement en pression différent pour les deux
méthodes.

L’énergie cinétique du disque au cours du temps (figure 9.5) confirme les observations faites
sur les vitesses. L’énergie cinétique du disque connâıt une phase transitoire et atteint un état
d’équilibre où elle reste constante ou bien avec une diminution lente.

D’un point de vue temps de calcul, la continuité par nœud est meilleure. Pour le maillage
le plus grossier, le temps moyen pour un pas de temps est de 0, 12s alors qu’il est de 0, 18s pour
la continuité par maille. La continuité par maille donne donc de meilleurs résultats mais est
plus coûteuse en terme de calcul.
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9.1 Rotation d’un disque

Nœud 1
Nœud 2
Nœud 3

a) Continuité par nœud : Vitesse radiale du point 0.125 ;0

Temps

Vitesse

0.010.0080.0060.0040.0020

0.8

0.6

0.4

0.2

0

-0.2

-0.4

-0.6

-0.8

Maille 1
Maille 2
Maille 3

b) Continuité par maille : Vitesse radiale du point 0.125 ;0

Temps

Vitesse

0.010.0080.0060.0040.0020

0.8

0.6

0.4

0.2

0

-0.2

-0.4

-0.6

-0.8

Figure 9.6 – Disque en rotation : vitesse radiale. La vitesse radiale d’un point du disque
nous montre les compressions et détentes que connâıt le disque au cours du temps. Ces effets
sont dus à la mise en rotation instantanée du disque à t = 0. Ils sont mieux décrit lorsque
le maillage se raffine, expliquant ainsi leur dissipation plus lente pour les cas les plus fin. La
continuité par maille équilibre les contraintes et impose la continuité en moyenne ce qui dissipe
plus rapidement les oscillations.
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9.2 Piston 1D

9.2.1 Description

Le deuxième cas que nous étudions est un tube à choc dans lequel nous plaçons un piston
solide. Une choc est initialisé dans un gaz (noté ≪ gaz1 ≫ sur la figure 9.7), il se propage et
vient mettre en mouvement le piston.

Geometrie

Gaz1

Piston

Gaz2

Figure 9.7 – Piston 1D : géométrie. La partie rouge ou bleue représente le gaz autour du
piston. La partie verte est le piston solide.

Ce cas nous permet d’étudier le passage d’un choc à l’interface dans un cas simple. Ici,
le système a une géométrie 1D et il n’y a pas de glissement à l’interface. Nous testons donc
uniquement le comportement des matériaux et de l’interface dans la direction normale à celle-ci.

Le tube a une longueur de 1m et une largeur de 0.1m. Le piston est placée au milieu du
tube et a une épaisseur de 10cm. Sur toute la frontière du domaine de calcul, des conditions
aux limites équivalentes à un mur sont imposées. La vitesse normale au bord du domaine est
imposée à zéro alors que la vitesse tangentielle le long du bord est laissée libre.

La loi d’état choisie pour le gaz est une loi de gaz parfait. Le choc est initialisé dans le gaz
à l’abscisse x = 0, 25 (voir figure 9.8) de la manière suivante :

État gauche État droit

Densité ρ = 50 kg/m3 1 kg/m3

Pression p = 108 Pa 105 Pa

Vitesse u = 0 m.s−1 0 m.s−1

Le piston est modélisé par un aluminium ayant un comportement élastique pour la partie
déviatorique et doté d’une loi de type ≪ Mie Gruneisen ≫ pour la partie sphérique avec une
pression hydrostatique initiale de 105 Pa. Sa densité est de 2785 kg/m3. Le temps de simulation
est de 2ms.

De nouveau, plusieurs niveaux de raffinement sont étudiés pour nos deux variantes :

1. 101 éléments dans le sens de la longueur, 3 dans la largeur,

2. 201 éléments dans le sens de la longueur, 6 dans la largeur,

3. 501 éléments dans le sens de la longueur, 10 dans la largeur.

Ces cas sont comparés aux résultats d’une simulation lagrangienne 1D finement discrétisée
(2000 éléments) servant de référence et à une simulation ALE 2D utilisant une vitesse moyenne
avec le maillage le plus fin (501× 10 éléments).
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a) Pression initiale.
PRESSION

 1.000e+05
 4.262e+06
 8.425e+06
 1.259e+07
 1.675e+07
 2.091e+07
 2.508e+07
 2.924e+07
 3.340e+07
 3.756e+07
 4.172e+07
 4.589e+07
 5.005e+07
 5.421e+07
 5.838e+07
 6.254e+07
 6.670e+07
 7.086e+07
 7.502e+07
 7.919e+07
 8.335e+07
 8.751e+07
 9.168e+07
 9.584e+07
 1.000e+08

a) Densité initiale.
RHO

 1.000e+00
 5.455e+00
 9.909e+00
 1.436e+01
 1.882e+01
 2.327e+01
 2.773e+01
 3.218e+01
 3.664e+01
 4.109e+01
 4.555e+01
 5.000e+01
 0.000e+00
 2.532e+02
 5.064e+02
 7.595e+02
 1.013e+03
 1.266e+03
 1.519e+03
 1.772e+03
 2.025e+03
 2.279e+03
 2.532e+03
 2.785e+03
 1.000e+00
 5.455e+00
 9.909e+00
 1.436e+01
 1.882e+01
 2.327e+01
 2.773e+01
 3.218e+01
 3.664e+01
 4.109e+01
 4.555e+01
 5.000e+01

Figure 9.8 – Piston 1D : conditions initiales. Le choc est initialisé dans le gaz au quart du
tube. La pression entre le piston et le gaz est à l’équilibre à l’instant initial.

9.2.2 Résultats et interprétations

Les graphes de la figure 9.9 présentent la vitesse le long du domaine en fin de simulation. Les
solutions des méthodes ALE (vitesse moyenne, continuité par nœud et par maille) présentent
des différences par rapport à la solution de référence de la méthode lagrangienne. Pour avoir
des simulations plus facile à comparer, nous imposons aux 3 méthodes ALE de projeter les
champs sur le maillage initial à chaque pas de temps. Nous avons ainsi des schémas équivalents
à un schéma eulérien mais cette situation provoque une diffusion des champs à chaque pas de
temps. Les différences entre la solution de référence lagrangienne et la solution des schémas
ALE proviennent de la diffusion numérique lors des phases de projection que nous avons quelle
que soit le schéma ALE utilisé. La diffusion est plus importante dans les zones de choc, où
le gradient de vitesse est élevé. Le choc est ralentit et, à un temps donné, sa position est
donc décalée entre les schémas (abscisse x = 0, 4 sur la figure 9.9). Notons qu’un raffinement
supplémentaire du maillage des schémas ALE devrait faire tendre les solutions des méthodes
ALE vers la solution de la méthode lagrangienne.

Le détail du champ de vitesse autour du piston est présenté par la figure 9.10. La continuité
par nœud ne retrouve pas la même vitesse pour le piston en fin de simulation. De plus, elle
présente des oscillations qui n’apparaissent pas avec la continuité par maille. Le schéma avec
continuité par maille améliore les résultats grâce à l’écriture de l’équilibre des contraintes entre
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CHAPITRE 9. CAS TEST ET VALIDATION

le piston et le gaz. Ce schéma ne présente pas d’oscillations du champ de vitesse dans le piston
et retrouve bien la vitesse du piston obtenue avec la méthode lagrangienne.

L’erreur par rapport à la solution du schéma lagrangien est présentée figure 9.11 et confirme
les remarques précédentes. La continuité par nœud n’obtient pas la même vitesse de piston et
a une erreur importante alors que la continuité par maille obtient la bonne solution. L’erreur
de cette dernière tend vers 0 lorsque nous raffinons le maillage et la solution convergence bien
vers la solution du schéma lagrangien. Notons que les oscillations de l’erreur avant l’interface
(abscisse x ≤ 0, 845) sont dues en fait à la solution lagrangienne (voir la solution du schéma
lagrangien sur la figure 9.10). Dans cette zone, le gaz est comprimé et le nombre de mailles
est important. Les schémas ALE conservent des mailles fixes. Le nombre de maille dans cette
zone est donc plus faible et la diffusion lors des phases de transport, plus importante. Cette
diffusion permet de lisser les oscillations que nous obtenons avec le schéma lagrangien.

D’un point de vue temps de calcul, le schéma ALE classique a un temps moyen, pour une
itération, de 0, 19s. Pour le même maillage, la continuité par nœud a un temps d’itération
de 0, 22s alors que la continuité par maille a un temps d’itération moyen de 0, 31s. Comme
pour le cas précédent, le schéma ≪ continuité par maille ≫ met donc environ 50% de temps
supplémentaire par rapport à la variante par nœud.
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Lagrangien
Vitesse moyenne

Nœud 3
Nœud 2
Nœud 1

a) Continuité par nœud : vitesse le long de l’axe Ox

Abscisse

Vitesse

10.80.60.40.20

350

300

250

200

150

100

50

0

-50

-100

Lagrangien
Vitesse moyenne

Maille 3
Maille 2
Maille 1

b) Continuité par maille : vitesse le long de l’axe Ox

Abscisse

Vitesse

10.80.60.40.20

350

300

250

200

150

100

50

0

-50

-100

Figure 9.9 – Piston 1D : vitesse selon la direction Ox dans le domaine en fin de simulation. La
diffusion lors des phases de projection des schémas ALE diffuse le champ de vitesse et ralentit la
propagation des chocs. La position de la discontinuité de vitesses est donc décalée par rapport
à la solution du schéma lagrangien.
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Lagrangien
Vitesse moyenne

Nœud 3
Nœud 2
Nœud 1

a) Continuité par nœud : vitesse le long de l’axe Ox

Abscisse

Vitesse

0.940.920.90.880.860.840.820.8

305

300

295

290

285

280

275

270

265

260

255

250

Lagrangien
Vitesse moyenne

Maille 3
Maille 2
Maille 1

b) Continuité par maille : vitesse le long de l’axe Ox

Abscisse

Vitesse

0.940.920.90.880.860.840.820.8

305

300

295

290

285

280

275

270

265

260

Figure 9.10 – Piston 1D : vitesse selon la direction Ox dans le domaine en fin de simulation
(zoom aux alentours du piston). La continuité par nœud présente des oscillations et n’obtient
pas la même vitesse de piston que le schéma lagrangien. La continuité par maille, quant à elle,
obtient de meilleurs résultats et permet d’obtenir une vitesse correcte du piston.
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Vitesse moyenne
Nœud 3
Nœud 2
Nœud 1

a) Continuité par nœud : erreur relative par rapport à la solution lagrangienne de référence (en pourcentage)

Abscisse

Erreur

0.940.920.90.880.860.840.820.8

10

9

8

7

6

5

4

3

2

1

0

Vitesse moyenne
Maille 3
Maille 2
Maille 1

b) Continuité par maille : erreur relative par rapport à la solution lagrangienne de référence (en pourcentage)

Abscisse

Erreur

0.940.920.90.880.860.840.820.8

9

8

7

6

5

4

3

2

1

0

Figure 9.11 – Piston 1D : erreur de vitesse dans le domaine en fin de simulation (zoom aux
alentours du piston). La continuité par nœud n’obtenant pas la même vitesse pour le piston, son
erreur est plus importante. La continuité par maille converge bien vers la solution de référence.
Les oscillations dans le gaz avant le piston (x ≤ 0, 845) sont dues aux oscillations de la solution
de référence.
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CHAPITRE 9. CAS TEST ET VALIDATION

9.3 Arrivée d’un choc circulaire sur un solide

9.3.1 Description

Le cas suivant est l’étude d’un choc circulaire se propageant dans un gaz et arrivant sur un
solide. Un domaine carré de 1 × 1m est divisé en deux. La moitié gauche est remplie par un
gaz alors que la moitié droite est une solide (voir figure 9.12). Le domaine est maillé par une
grille cartésienne de 300× 300 éléments.

Figure 9.12 – Choc circulaire : géométrie.

Un disque de gaz à de haute pression est placé à proximité du mur (voir figure 9.12). Ce
point crée un choc circulaire qui va mettre en mouvement le gaz. Celui-ci se déplace et glisse le
long du mur. Ce cas permet de combiner la transmission d’un choc dans la direction normale
à l’interface avec l’apparition de glissement entre les milieux.

Le gaz est modélisé par une loi de gaz parfait alors que le mur est un acier élasto-plastique
parfait. L’acier est également doté d’une loi d’état en pression de type ≪ Mie Gruneisen ≫.

Des conditions aux limites de mur sont imposées sur les bords de la boite. La vitesse normale
au bord y est imposée nulle et la vitesse tangentielle est laissée libre.

Le mur est initialisé à l’équilibre avec le gaz avec une pression hydrodynamique de 105Pa. Le
point de départ du choc est un disque de 5cm de diamètre initialisé avec une grande densité et
une grande pression. Le gaz est donc initialisé de la manière suivante en fonction de la position
initiale :

Point de départ du choc Reste du domaine

Densité ρ = 129.3 kg/m3 1.293 kg/m3

Pression p = 109 Pa 105 Pa

Vitesse u = 0 m.s−1 0 m.s−1

La simulation se déroule jusqu’à un temps t = 45µs et nous comparons nos deux méthodes
avec la méthode ALE ≪ vitesse moyenne ≫ et un schéma lagrangien 2D.
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9.3 Arrivée d’un choc circulaire sur un solide

9.3.2 Résultats et interprétations

La figure 9.13 présente la vitesse selon la direction Oy dans le domaine de calcul pour les
4 méthodes. Nous avons un glissement du gaz sur le mur et donc une discontinuité de vitesse
tangentielle à l’interface. La méthode ALE classique ne permet pas le décrire correctement
et la propagation du choc le long de l’interface est moins importante (voir l’extrémité de la
≪ boule ≫ dans le gaz sur les figures 9.13.a et 9.15.a). De plus, une couche limite de gaz im-
mobile apparâıt à l’interface (figure 9.13.a). Le schéma lagrangien ainsi que nos deux variantes
permettent de décrire cette situation et les 3 schémas donnent des résultats similaires.

Notons que dans le but de diminuer les oscillations qui apparaissent dans le solide lors du
passage de l’interface par le choc, pour le schéma ALE utilisant une vitesse moyenne et pour la
continuité par nœud, une phase de relaxation des pressions dans les mailles mixtes est activée.
En effet, lors d’une maille mixte avec des matériaux très différents (comme ici, un gaz et un
solide), l’erreur sur le comportement moyen de la maille mixte est grande et fait apparâıtre des
oscillations dans le champ de vitesse du solide. Cette phase permet d’équilibrer les pressions
entre matériaux en ajustant les compressions locales des matériaux par maille mixte et vient
ainsi tenter de corriger la discontinuité de pression qui apparâıt dans les mailles pour ces
méthodes. Elle diminue fortement les oscillations que nous avons avec ces deux schémas mais
elles restent cependant d’amplitude supérieure à celle obtenue avec la continuité par maille et
avec le schéma lagrangien (voir le champ de vitesse du solide dans la figure 9.13 et les coupes
figures 9.16).

La coupe horizontale (y = 0.65) présentée figure 9.14 met en avant la discontinuité de vitesse
que nous obtenons avec nos méthodes et la continuité des vitesses qu’impose par la méthode
≪ vitesse moyenne ≫. Les solutions des trois méthodes ALE cöıncident dans les zones éloignées
de l’interface ce qui s’expliquent par l’utilisation de maillages identiques. Leur différence avec
la solution du schéma lagrangien est due à la diffusion induite par les phases de projection.

La figure 9.15 présente le champ de pression dans une zone autour de l’interface. L’ab-
sence de glissement de la méthode ALE classique ralentit le déplacement du gaz et explique la
différence de position du choc par rapport aux autres méthodes. Une bande de discontinuité
de pression à l’interface entre le gaz et le solide peut se voir pour la méthode ALE classique
et la continuité des vitesses par nœud. Cette bande est identique pour les deux schémas et
vient du même traitement en terme de pression des mailles mixtes Les deux autres schémas,
lagrangien et continuité par maille, ont l’équilibre des contraintes entre les matériaux inclus
dans leur formulation et ne présentent pas cette bande. Cette différence de traitement modifie
la transmission du choc dans le solide et donc sa position dans le mur dans la direction normale
à l’interface ce qui peut s’observer sur la figure 9.15.

La figure 9.16 présente des coupes verticales de la vitesse horizontale et de la pression dans
le mur à proximité de l’interface (x = 0.5). Pour ces deux coupes, nous pouvons noter que
la continuité par maille permet de retrouver une solution similaire à la méthode de contact
lagrangien. Les phases de projection du schéma ALE à chaque pas de temps provoquent une
diffusion qui diminue les oscillations. La continuité par maille donne au final une solution qui
semble avoir moins d’oscillations que le schéma lagrangien. La continuité par nœud donne des
résultats se situant entre la méthode ALE ≪ vitesse moyenne ≫ et le schéma lagrangien. Elle
fait apparâıtre des oscillations plus importantes que la continuité par maille dans les champs
de vitesse et de pression.
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CHAPITRE 9. CAS TEST ET VALIDATION

a) ALE, vitesse moyenne. b) ALE, continuité par nœud.
VITY

-6.400e+03
-5.647e+03
-4.894e+03
-4.141e+03
-3.388e+03
-2.635e+03
-1.882e+03
-1.129e+03
-3.765e+02
 3.765e+02
 1.129e+03
 1.882e+03
 2.635e+03
 3.388e+03
 4.141e+03
 4.894e+03
 5.647e+03
 6.400e+03
-2.500e+00
-2.206e+00
-1.912e+00
-1.618e+00
-1.324e+00
-1.029e+00
-7.353e-01
-4.412e-01
-1.471e-01
 1.471e-01
 4.412e-01
 7.353e-01
 1.029e+00
 1.324e+00
 1.618e+00
 1.912e+00
 2.206e+00
 2.500e+00

VITY

-6.400e+03
-5.647e+03
-4.894e+03
-4.141e+03
-3.388e+03
-2.635e+03
-1.882e+03
-1.129e+03
-3.765e+02
 3.765e+02
 1.129e+03
 1.882e+03
 2.635e+03
 3.388e+03
 4.141e+03
 4.894e+03
 5.647e+03
 6.400e+03
-2.500e+00
-2.206e+00
-1.912e+00
-1.618e+00
-1.324e+00
-1.029e+00
-7.353e-01
-4.412e-01
-1.471e-01
 1.471e-01
 4.412e-01
 7.353e-01
 1.029e+00
 1.324e+00
 1.618e+00
 1.912e+00
 2.206e+00
 2.500e+00

c) ALE, continuité par maille. d) Lagrangien.
VITY

-6.400e+03
-5.647e+03
-4.894e+03
-4.141e+03
-3.388e+03
-2.635e+03
-1.882e+03
-1.129e+03
-3.765e+02
 3.765e+02
 1.129e+03
 1.882e+03
 2.635e+03
 3.388e+03
 4.141e+03
 4.894e+03
 5.647e+03
 6.400e+03
-2.500e+00
-2.206e+00
-1.912e+00
-1.618e+00
-1.324e+00
-1.029e+00
-7.353e-01
-4.412e-01
-1.471e-01
 1.471e-01
 4.412e-01
 7.353e-01
 1.029e+00
 1.324e+00
 1.618e+00
 1.912e+00
 2.206e+00
 2.500e+00

VITY

-6.400e+03
-5.647e+03
-4.894e+03
-4.141e+03
-3.388e+03
-2.635e+03
-1.882e+03
-1.129e+03
-3.765e+02
 3.765e+02
 1.129e+03
 1.882e+03
 2.635e+03
 3.388e+03
 4.141e+03
 4.894e+03
 5.647e+03
 6.400e+03
-2.500e+00
-2.206e+00
-1.912e+00
-1.618e+00
-1.324e+00
-1.029e+00
-7.353e-01
-4.412e-01
-1.471e-01
 1.471e-01
 4.412e-01
 7.353e-01
 1.029e+00
 1.324e+00
 1.618e+00
 1.912e+00
 2.206e+00
 2.500e+00

Figure 9.13 – Choc circulaire : vitesse dans la direction verticale dans le domaine. Deux
échelles différentes de vitesses permettent de montrer la vitesse du gaz (en rouge) et du solide
(en vert) sur une même figure. Le schéma ALE ≪ classique ≫ ne permet pas le glissement du
gaz le long du mur. Elle présente une couche de gaz immobile et une position du choc différente
des 3 autres méthodes.
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9.3 Arrivée d’un choc circulaire sur un solide

Vitesse moyenne
Maille
Nœud

Lagrangien

a) Vitesse dans la direction Oy le long d’une coupe horizontale à y=0.65

Abscisse

Vitesse

0.550.50.450.40.350.30.250.2

4500

4000

3500

3000

2500

2000

1500

1000

500

0

-500

Vitesse moyenne
Maille
Nœud

Lagrangien

b) Vitesse dans la direction Oy le long d’une coupe horizontale à y=0.65 (zoom autour de l’interface)

Abscisse

Vitesse

0.50.4950.490.4850.480.4750.470.4650.460.4550.45

4000

3500

3000

2500

2000

1500

1000

500

0

-500

Figure 9.14 – Choc circulaire : vitesse selon l’axe Oy le long d’une coupe à y = 0.65. Dans
la zone avant l’interface (x ≤ 0.475), les trois schémas ALE sont équivalents et obtiennent la
même solution. Le schéma ALE classique ne peut cependant pas décrire le glissement et la
discontinuité de vitesse. Avec ce schéma, la vitesse est donc continue au passage de l’interface.
Les trois autres schémas autorisent le glissement et obtiennent la même discontinuité de vitesse
entre le gaz et le solide.
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CHAPITRE 9. CAS TEST ET VALIDATION

a) ALE, vitesse moyenne. b) ALE, continuité par nœud.
PRESSION

-1.000e+07
-6.000e+06
-2.000e+06
 2.000e+06
 6.000e+06
 1.000e+07
 1.400e+07
 1.800e+07
 2.200e+07
 2.600e+07
 3.000e+07
 3.400e+07
 3.800e+07
 4.200e+07
 4.600e+07
 5.000e+07
 5.400e+07
 5.800e+07
 6.200e+07
 6.600e+07
 7.000e+07
 7.400e+07
 7.800e+07
 8.200e+07
 8.600e+07
 9.000e+07
 9.400e+07
 9.800e+07
 1.020e+08
 1.060e+08
 1.100e+08
 1.140e+08
 1.180e+08
 1.220e+08
 1.260e+08
 1.300e+08

x

y

z

PRESSION

-1.000e+07
-6.000e+06
-2.000e+06
 2.000e+06
 6.000e+06
 1.000e+07
 1.400e+07
 1.800e+07
 2.200e+07
 2.600e+07
 3.000e+07
 3.400e+07
 3.800e+07
 4.200e+07
 4.600e+07
 5.000e+07
 5.400e+07
 5.800e+07
 6.200e+07
 6.600e+07
 7.000e+07
 7.400e+07
 7.800e+07
 8.200e+07
 8.600e+07
 9.000e+07
 9.400e+07
 9.800e+07
 1.020e+08
 1.060e+08
 1.100e+08
 1.140e+08
 1.180e+08
 1.220e+08
 1.260e+08
 1.300e+08

x

y

z

c) ALE, continuité par maille. d) Lagrangien.
PRESSION

-1.000e+07
-6.000e+06
-2.000e+06
 2.000e+06
 6.000e+06
 1.000e+07
 1.400e+07
 1.800e+07
 2.200e+07
 2.600e+07
 3.000e+07
 3.400e+07
 3.800e+07
 4.200e+07
 4.600e+07
 5.000e+07
 5.400e+07
 5.800e+07
 6.200e+07
 6.600e+07
 7.000e+07
 7.400e+07
 7.800e+07
 8.200e+07
 8.600e+07
 9.000e+07
 9.400e+07
 9.800e+07
 1.020e+08
 1.060e+08
 1.100e+08
 1.140e+08
 1.180e+08
 1.220e+08
 1.260e+08
 1.300e+08

x

y

z

PRESSION

-1.000e+07
-6.000e+06
-2.000e+06
 2.000e+06
 6.000e+06
 1.000e+07
 1.400e+07
 1.800e+07
 2.200e+07
 2.600e+07
 3.000e+07
 3.400e+07
 3.800e+07
 4.200e+07
 4.600e+07
 5.000e+07
 5.400e+07
 5.800e+07
 6.200e+07
 6.600e+07
 7.000e+07
 7.400e+07
 7.800e+07
 8.200e+07
 8.600e+07
 9.000e+07
 9.400e+07
 9.800e+07
 1.020e+08
 1.060e+08
 1.100e+08
 1.140e+08
 1.180e+08
 1.220e+08
 1.260e+08
 1.300e+08

x

y

z

Figure 9.15 – Choc circulaire : pression dans le domaine. Un zoom autour du choc permet
de montrer des détails du champs de pression. Le cadrage est identique pour les 4 méthodes
ce qui nous permet de comparaison plus facile des différentes variantes. La position du choc le
long de l’interface est similaire pour toutes les méthodes sauf pour le schéma ALE classique.
Cela est dû au déplacement du gaz qui est ralenti par l’absence de glissement. Dans la direction
normale à l’interface, la position du choc transmis dans le solide est la même pour ces deux
schémas. Une bande de discontinuité de pression, identique pour le schéma ALE classique et
la continuité par nœud, apparâıt à l’interface.
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9.3 Arrivée d’un choc circulaire sur un solide

Vitesse moyenne
Maille
Nœud

Lagrangien

a) Vitesse dans la direction Ox le long d’une coupe verticale à x=0,5

Abscisse

Vitesse

0.70.60.50.40.3

2

1.5

1

0.5

0

Vitesse moyenne
Maille
Nœud

Lagrangien

b) Pression le long d’une coupe verticale à x=0,5

Abscisse

Pression

0.70.60.50.40.3

1e+08

8e+07

6e+07

4e+07

2e+07

0

Figure 9.16 – Choc circulaire : Coupes verticales à x = 0.5. Ces coupes se situent dans le
mur à proximité de l’interface. Le schéma ALE classique et la continuité par nœud donnent
des solutions similaires alors que la continuité par maille donne une solution obtenue proche de
celle obtenue avec le schéma lagrangien. Les phases de projection des schémas ALE augmentent
la diffusion et permettent, en particulier pour la continuité par maille, d’obtenir une solution
avec moins d’oscillations.
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CHAPITRE 9. CAS TEST ET VALIDATION

9.4 Passage d’une interface circulaire par une onde plane

9.4.1 Description

Une sphère d’acier est placée dans un tube d’aluminium (voir figure 9.17). À l’instant initial,
la vitesse du bord gauche du tube est imposée, provoquant ainsi la propagation d’une onde de
compression plane. À l’arrivée du choc sur la boule d’acier, l’onde est en partie réfléchie, en

Geometrie

ALU

ACIER

Figure 9.17 – Onde plane : géométrie et maillage.

partie transmise et un glissement apparâıt entre les deux matériaux. Ce cas nous permet de
tester le glissement et le contact entre deux solides lors du passage d’une interface oblique par
un choc. Les deux matériaux sont des métaux parfaitement élasto-plastiques dotés d’une loi de
comportement de type ≪ Mie Gruneisen ≫ pour la partie sphérique.

La vitesse du bord gauche du tube est imposée à 1000m.s−1 (voir figure 9.18) alors que
le glissement sur les autres faces du domaine est laissé libre et la vitesse dans la direction
normale est imposée nulle. À l’instant initial, les matériaux sont au repos avec une pression

Vecteur

 0.000e+00
 4.167e+01
 8.333e+01
 1.250e+02
 1.667e+02
 2.083e+02
 2.500e+02
 2.917e+02
 3.333e+02
 3.750e+02
 4.167e+02
 4.583e+02
 5.000e+02
 5.417e+02
 5.833e+02
 6.250e+02
 6.667e+02
 7.083e+02
 7.500e+02
 7.917e+02
 8.333e+02
 8.750e+02
 9.167e+02
 9.583e+02
 1.000e+03

Figure 9.18 – Onde plane : vitesse initiale.

hydrodynamique de 105Pa dans tout le domaine. Nous comparons nos méthodes avec un schéma
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9.4 Passage d’une interface circulaire par une onde plane

lagrangien 2D et la méthode ≪ vitesse moyenne ≫ à un temps t = 99µs après la mise en
mouvement de l’extrémité du tube.

Pour les trois méthodes ALE, le domaine est discrétisé par une grille cartésienne possédant
150× 60 éléments (voir figure 9.17). La méthode lagrangienne utilise un maillage ayant un raf-
finement équivalent mais possédant une interface entre les matériaux conforme avec le maillage
(voir figure 9.19).

Geometrie

ALU

ACIER

Figure 9.19 – Onde plane : maillage conforme avec l’interface.

9.4.2 Résultats et interprétations

Geometrie

ALU

ACIER

x

y

z

Figure 9.20 – Onde plane : coupe du domaine. La ligne noire précise la position de la coupe
sur laquelle sont tracées les vitesses de la figure 9.23.

Les figures 9.21 et 9.22 présentent les vitesses obtenues avec les différents schémas selon
l’axe Ox et Oy dans le domaine de calcul. Nous pouvons observer que la méthode ALE classique
présente, autour de l’interface, une couche limite où les matériaux ont la même vitesse. Nos deux
méthodes, à l’instar de la méthode lagrangienne, permettent le glissement entre les matériaux
et présentent une discontinuité nette de vitesse à l’interface.

Cette discontinuité de vitesse est également illustrée par la figure 9.23 présentant une coupe
horizontale du champs de vitesse dans le domaine à y = 0.4 (voir position de la coupe sur
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CHAPITRE 9. CAS TEST ET VALIDATION

la figure 9.20). Dans les zones éloignées de l’interface, les solutions des différentes méthodes
cöıncident mais, aux alentours de l’interface, la soudure de l’interface de la méthode ALE
≪ vitesse moyenne ≫ impose une vitesse continue et ne permet pas d’obtenir la solution obtenue
par le schéma lagrangien. Les deux variantes de continuité par nœud et par maille obtiennent
une cinématique correcte.

Le champ de pression dans le domaine peut être observé sur la figure 9.24. La déformation
autour de l’interface pour la méthode ALE classique est la même pour tous les matériaux.
Le comportement des matériaux étant différents de chaque côté de l’interface, la pression
des matériaux en réponse à la même déformation est différente. Nous pouvons donc voir une
discontinuité de pression à l’interface. La figure 9.25 présente plus en détail la pression et les
discontinuité qui apparaissent autour de l’interface en fonction de la méthode utilisée. Cette
discontinuité peut également s’observer avec la continuité par nœud. Son amplitude est toutefois
plus faible car la déformation des matériaux est la même uniquement dans le direction normale
à l’interface. La continuité par maille et la méthode lagrangienne écrivent un équilibre des
contraintes à l’interface. Le champs de pression obtenu est équilibré entre les matériaux à
l’interface.

Les problèmes dus à l’iso-déformation des matériaux dans les mailles mixtes peuvent aussi se
voir sur le déviateur des contraintes. La figure 9.26 présente le cisaillement dans les matériaux
par le tracé de la composante de Sxy du déviateur des contraintes dans l’ensemble du do-
maine et la figure 9.27 montre le détail de ce champ autour de l’interface. Pour le schéma
ALE ≪ vitesse moyenne ≫, la vitesse unique soude les matériaux ensembles et impose le même
cisaillement moyen pour tous les matériaux autour de l’interface. Nous avons alors une bande
où la contrainte de cisaillement est nulle. Cette bande n’est pas physique. En effet, les deux
matériaux devraient glisser l’un sur l’autre et se déformer dans des directions opposées. Les
matériaux devraient être en cisaillement dans des directions différentes et la composante Sxy

devrait changer de signe au passage de l’interface. La continuité par nœud permet de mieux
décrire ce cisaillement que le schéma classique. Ces déformations sont dans la direction tan-
gentielle à l’interface et l’iso-déformation des matériaux n’affecte que la direction normale à
l’interface. Remarquons que cette méthode fait apparâıtre des oscillations dans le champ de
contrainte (voir figure 9.27.b). La continuité par maille donne de meilleurs résultats et permet
d’obtenir une solution proche du schéma lagrangien. La discontinuité de cisaillement au pas-
sage de l’interface est nette et ce schéma fait apparâıtre beaucoup moins d’oscillations que la
continuité par nœud.
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9.4 Passage d’une interface circulaire par une onde plane

a) ALE, vitesse moyenne.
VITX

 0.000e+00
 3.560e+01
 7.119e+01
 1.068e+02
 1.424e+02
 1.780e+02
 2.136e+02
 2.492e+02
 2.848e+02
 3.204e+02
 3.560e+02
 3.915e+02
 4.271e+02
 4.627e+02
 4.983e+02
 5.339e+02
 5.695e+02
 6.051e+02
 6.407e+02
 6.763e+02
 7.119e+02
 7.475e+02
 7.831e+02
 8.187e+02
 8.543e+02
 8.899e+02
 9.255e+02
 9.611e+02
 9.967e+02
 1.032e+03
 1.068e+03
 1.103e+03
 1.139e+03
 1.175e+03
 1.210e+03
 1.246e+03

x

y

z

b) ALE, continuité par nœud.
VITX

 0.000e+00
 3.560e+01
 7.119e+01
 1.068e+02
 1.424e+02
 1.780e+02
 2.136e+02
 2.492e+02
 2.848e+02
 3.204e+02
 3.560e+02
 3.915e+02
 4.271e+02
 4.627e+02
 4.983e+02
 5.339e+02
 5.695e+02
 6.051e+02
 6.407e+02
 6.763e+02
 7.119e+02
 7.475e+02
 7.831e+02
 8.187e+02
 8.543e+02
 8.899e+02
 9.255e+02
 9.611e+02
 9.967e+02
 1.032e+03
 1.068e+03
 1.103e+03
 1.139e+03
 1.175e+03
 1.210e+03
 1.246e+03

x

y

z

c) ALE, continuité par maille.
VITX

 0.000e+00
 3.560e+01
 7.119e+01
 1.068e+02
 1.424e+02
 1.780e+02
 2.136e+02
 2.492e+02
 2.848e+02
 3.204e+02
 3.560e+02
 3.915e+02
 4.271e+02
 4.627e+02
 4.983e+02
 5.339e+02
 5.695e+02
 6.051e+02
 6.407e+02
 6.763e+02
 7.119e+02
 7.475e+02
 7.831e+02
 8.187e+02
 8.543e+02
 8.899e+02
 9.255e+02
 9.611e+02
 9.967e+02
 1.032e+03
 1.068e+03
 1.103e+03
 1.139e+03
 1.175e+03
 1.210e+03
 1.246e+03

x

y

z

d) Lagrangien.
VITX

 0.000e+00
 3.560e+01
 7.119e+01
 1.068e+02
 1.424e+02
 1.780e+02
 2.136e+02
 2.492e+02
 2.848e+02
 3.204e+02
 3.560e+02
 3.915e+02
 4.271e+02
 4.627e+02
 4.983e+02
 5.339e+02
 5.695e+02
 6.051e+02
 6.407e+02
 6.763e+02
 7.119e+02
 7.475e+02
 7.831e+02
 8.187e+02
 8.543e+02
 8.899e+02
 9.255e+02
 9.611e+02
 9.967e+02
 1.032e+03
 1.068e+03
 1.103e+03
 1.139e+03
 1.175e+03
 1.210e+03
 1.246e+03

x

y

z

Figure 9.21 – Onde plane : vitesse selon Ox dans le domaine pour les différentes méthodes.
Le schéma ALE classique fait apparâıtre une couche limite dans le champ de vitesse alors que
les 3 autres schémas présentent un discontinuité de vitesse et un glissement à l’interface.
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CHAPITRE 9. CAS TEST ET VALIDATION

a) ALE, vitesse moyenne.
VITY

-2.621e+02
-2.445e+02
-2.268e+02
-2.092e+02
-1.915e+02
-1.738e+02
-1.562e+02
-1.385e+02
-1.209e+02
-1.032e+02
-8.554e+01
-6.788e+01
-5.022e+01
-3.256e+01
-1.490e+01
 2.756e+00
 2.042e+01
 3.808e+01
 5.574e+01
 7.340e+01
 9.106e+01
 1.087e+02
 1.264e+02
 1.440e+02
 1.617e+02
 1.794e+02
 1.970e+02
 2.147e+02
 2.323e+02
 2.500e+02
 2.677e+02
 2.853e+02
 3.030e+02
 3.206e+02
 3.383e+02
 3.560e+02

x

y

z

b) ALE, continuité par nœud.
VITY

-2.621e+02
-2.445e+02
-2.268e+02
-2.092e+02
-1.915e+02
-1.738e+02
-1.562e+02
-1.385e+02
-1.209e+02
-1.032e+02
-8.554e+01
-6.788e+01
-5.022e+01
-3.256e+01
-1.490e+01
 2.756e+00
 2.042e+01
 3.808e+01
 5.574e+01
 7.340e+01
 9.106e+01
 1.087e+02
 1.264e+02
 1.440e+02
 1.617e+02
 1.794e+02
 1.970e+02
 2.147e+02
 2.323e+02
 2.500e+02
 2.677e+02
 2.853e+02
 3.030e+02
 3.206e+02
 3.383e+02
 3.560e+02

x

y

z

c) ALE, continuité par maille.
VITY

-2.621e+02
-2.445e+02
-2.268e+02
-2.092e+02
-1.915e+02
-1.738e+02
-1.562e+02
-1.385e+02
-1.209e+02
-1.032e+02
-8.554e+01
-6.788e+01
-5.022e+01
-3.256e+01
-1.490e+01
 2.756e+00
 2.042e+01
 3.808e+01
 5.574e+01
 7.340e+01
 9.106e+01
 1.087e+02
 1.264e+02
 1.440e+02
 1.617e+02
 1.794e+02
 1.970e+02
 2.147e+02
 2.323e+02
 2.500e+02
 2.677e+02
 2.853e+02
 3.030e+02
 3.206e+02
 3.383e+02
 3.560e+02

x

y

z

d) Lagrangien.
VITY

-2.621e+02
-2.445e+02
-2.268e+02
-2.092e+02
-1.915e+02
-1.738e+02
-1.562e+02
-1.385e+02
-1.209e+02
-1.032e+02
-8.554e+01
-6.788e+01
-5.022e+01
-3.256e+01
-1.490e+01
 2.756e+00
 2.042e+01
 3.808e+01
 5.574e+01
 7.340e+01
 9.106e+01
 1.087e+02
 1.264e+02
 1.440e+02
 1.617e+02
 1.794e+02
 1.970e+02
 2.147e+02
 2.323e+02
 2.500e+02
 2.677e+02
 2.853e+02
 3.030e+02
 3.206e+02
 3.383e+02
 3.560e+02

x

y

z

Figure 9.22 – Onde plane : vitesse selon Oy dans le domaine pour les différentes méthodes.
Le schéma ALE classique fait apparâıtre une couche limite dans le champ de vitesse alors que
les 3 autres schémas présentent un discontinuité de vitesse et un glissement à l’interface.
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9.4 Passage d’une interface circulaire par une onde plane

Lagrangien
Vitesse moyenne

Nœud
Maille

Vitesse dans la direction Ox le long de la coupe

Abscisse

Vitesse

10.90.80.70.60.50.40.30.20.10

1200

1000

800

600

400

200

0

-200

Lagrangien
Vitesse moyenne

Nœud
Maille

Vitesse dans la direction Oy le long de la coupe

Abscisse

Vitesse

10.90.80.70.60.50.40.30.20.10

400

300

200

100

0

-100

-200

Figure 9.23 – Onde plane : vitesse le long de la coupe horizontale à y = 0, 4 (figure 9.20). Le
schéma ALE classique ne permet pas d’obtenir la même solution que le schéma lagrangien. La
continuité par nœud et par maille, permettent, quant à eux, de retrouver la cinématique du
gaz obtenue avec le schéma lagrangien.
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CHAPITRE 9. CAS TEST ET VALIDATION

a) ALE, vitesse moyenne.
PRESSION

-2.563e+05
 9.296e+08
 1.860e+09
 2.789e+09
 3.719e+09
 4.649e+09
 5.579e+09
 6.509e+09
 7.439e+09
 8.369e+09
 9.299e+09
 1.023e+10
 1.116e+10
 1.209e+10
 1.302e+10
 1.395e+10
 1.488e+10
 1.581e+10
 1.674e+10
 1.767e+10
 1.860e+10
 1.953e+10
 2.046e+10
 2.139e+10
 2.232e+10
 2.325e+10
 2.418e+10
 2.511e+10
 2.604e+10
 2.697e+10
 2.790e+10
 2.883e+10
 2.976e+10
 3.069e+10
 3.162e+10
 3.255e+10

x

y

z

b) ALE, continuité par nœud.
PRESSION

-2.563e+05
 9.296e+08
 1.860e+09
 2.789e+09
 3.719e+09
 4.649e+09
 5.579e+09
 6.509e+09
 7.439e+09
 8.369e+09
 9.299e+09
 1.023e+10
 1.116e+10
 1.209e+10
 1.302e+10
 1.395e+10
 1.488e+10
 1.581e+10
 1.674e+10
 1.767e+10
 1.860e+10
 1.953e+10
 2.046e+10
 2.139e+10
 2.232e+10
 2.325e+10
 2.418e+10
 2.511e+10
 2.604e+10
 2.697e+10
 2.790e+10
 2.883e+10
 2.976e+10
 3.069e+10
 3.162e+10
 3.255e+10

x

y

z

c) ALE, continuité par maille.
PRESSION

-2.563e+05
 9.296e+08
 1.860e+09
 2.789e+09
 3.719e+09
 4.649e+09
 5.579e+09
 6.509e+09
 7.439e+09
 8.369e+09
 9.299e+09
 1.023e+10
 1.116e+10
 1.209e+10
 1.302e+10
 1.395e+10
 1.488e+10
 1.581e+10
 1.674e+10
 1.767e+10
 1.860e+10
 1.953e+10
 2.046e+10
 2.139e+10
 2.232e+10
 2.325e+10
 2.418e+10
 2.511e+10
 2.604e+10
 2.697e+10
 2.790e+10
 2.883e+10
 2.976e+10
 3.069e+10
 3.162e+10
 3.255e+10

x

y

z

d) Lagrangien.
PRESSION

-2.563e+05
 9.296e+08
 1.860e+09
 2.789e+09
 3.719e+09
 4.649e+09
 5.579e+09
 6.509e+09
 7.439e+09
 8.369e+09
 9.299e+09
 1.023e+10
 1.116e+10
 1.209e+10
 1.302e+10
 1.395e+10
 1.488e+10
 1.581e+10
 1.674e+10
 1.767e+10
 1.860e+10
 1.953e+10
 2.046e+10
 2.139e+10
 2.232e+10
 2.325e+10
 2.418e+10
 2.511e+10
 2.604e+10
 2.697e+10
 2.790e+10
 2.883e+10
 2.976e+10
 3.069e+10
 3.162e+10
 3.255e+10

x

y

z

Figure 9.24 – Onde plane : pression dans le domaine pour les différentes méthodes. Autour
de l’interface, les schémas ALE vitesse moyenne et continuité par nœud font apparâıtre des
discontinuités de pressions absentes avec la continuité par maille et le schéma lagrangien.

174



9.4 Passage d’une interface circulaire par une onde plane

a) ALE, vitesse moyenne. b) ALE, continuité par nœud.

c) ALE, continuité par maille. d) Lagrangien.

Figure 9.25 – Onde plane : pression dans le domaine pour les différentes méthodes. Un zoom
autour de l’interface permet de montrer plus en détail les discontinuités de pression qui peuvent
apparâıtre à l’interface.
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CHAPITRE 9. CAS TEST ET VALIDATION

a) ALE, vitesse moyenne.
SXY

-1.732e+08
-1.634e+08
-1.536e+08
-1.437e+08
-1.339e+08
-1.241e+08
-1.142e+08
-1.044e+08
-9.459e+07
-8.476e+07
-7.494e+07
-6.511e+07
-5.528e+07
-4.546e+07
-3.563e+07
-2.580e+07
-1.598e+07
-6.151e+06
 3.675e+06
 1.350e+07
 2.333e+07
 3.316e+07
 4.298e+07
 5.281e+07
 6.264e+07
 7.246e+07
 8.229e+07
 9.212e+07
 1.019e+08
 1.118e+08
 1.216e+08
 1.314e+08
 1.412e+08
 1.511e+08
 1.609e+08
 1.707e+08

x

y

z

b) ALE, continuité par nœud.
SXY

-1.732e+08
-1.634e+08
-1.536e+08
-1.437e+08
-1.339e+08
-1.241e+08
-1.142e+08
-1.044e+08
-9.459e+07
-8.476e+07
-7.494e+07
-6.511e+07
-5.528e+07
-4.546e+07
-3.563e+07
-2.580e+07
-1.598e+07
-6.151e+06
 3.675e+06
 1.350e+07
 2.333e+07
 3.316e+07
 4.298e+07
 5.281e+07
 6.264e+07
 7.246e+07
 8.229e+07
 9.212e+07
 1.019e+08
 1.118e+08
 1.216e+08
 1.314e+08
 1.412e+08
 1.511e+08
 1.609e+08
 1.707e+08

x

y

z

c) ALE, continuité par maille.
SXY

-1.732e+08
-1.634e+08
-1.536e+08
-1.437e+08
-1.339e+08
-1.241e+08
-1.142e+08
-1.044e+08
-9.459e+07
-8.476e+07
-7.494e+07
-6.511e+07
-5.528e+07
-4.546e+07
-3.563e+07
-2.580e+07
-1.598e+07
-6.151e+06
 3.675e+06
 1.350e+07
 2.333e+07
 3.316e+07
 4.298e+07
 5.281e+07
 6.264e+07
 7.246e+07
 8.229e+07
 9.212e+07
 1.019e+08
 1.118e+08
 1.216e+08
 1.314e+08
 1.412e+08
 1.511e+08
 1.609e+08
 1.707e+08

x

y

z

d) Lagrangien.
SXY

-1.732e+08
-1.634e+08
-1.536e+08
-1.437e+08
-1.339e+08
-1.241e+08
-1.142e+08
-1.044e+08
-9.459e+07
-8.476e+07
-7.494e+07
-6.511e+07
-5.528e+07
-4.546e+07
-3.563e+07
-2.580e+07
-1.598e+07
-6.151e+06
 3.675e+06
 1.350e+07
 2.333e+07
 3.316e+07
 4.298e+07
 5.281e+07
 6.264e+07
 7.246e+07
 8.229e+07
 9.212e+07
 1.019e+08
 1.118e+08
 1.216e+08
 1.314e+08
 1.412e+08
 1.511e+08
 1.609e+08
 1.707e+08

x

y

z

Figure 9.26 – Onde plane : composante Sxy du déviateur des contraintes dans le domaine
pour les différentes méthodes. La bande d’iso-déformation du schéma ALE classique ne permet
pas d’obtenir le discontinuité de cisaillement que nous avons lorsque les matériaux glissent l’un
sur l’autre à l’interface. La continuité par nœud obtient un saut dans le champ de contrainte
mais fait apparâıtre des oscillations. La continuité par maille permet finalement d’obtenir une
solution proche d’un schéma avec contact lagrangien.
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9.4 Passage d’une interface circulaire par une onde plane

a) ALE, vitesse moyenne. b) ALE, continuité par nœud.

c) ALE, continuité par maille. d) Lagrangien.

Figure 9.27 – Onde plane : composante Sxy du déviateur des contraintes dans le domaine pour
les différentes méthodes. Un zoom autour de l’interface permet de montrer les discontinuités
de cisaillement qui peuvent apparâıtre à l’interface et de comparer les résultats obtenus avec
les différents schémas.
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CHAPITRE 9. CAS TEST ET VALIDATION

9.5 Conclusion

Nous avons montré, à travers différents cas tests, que les deux variantes de notre méthode
permettent bien de prendre en compte une discontinuité de vitesse entre les matériaux. Comme
avec un algorithme de contact lagrangien, avec les deux discrétisations de la pression d’interface,
notre méthode permet de prendre en compte le contact entre les matériaux : les efforts normaux
sont transmis à travers l’interface et le glissement entre matériaux est laissé libre.

Les résultats en termes d’effort autour de l’interface sont meilleurs avec le schéma utilisant
une continuité par maille. En effet, la continuité par nœud est, au final, une discrétisation
purement cinématique du contact alors que la continuité par maille utilise le nœud interne
dans les mailles mixtes pour écrire l’équilibre des contraintes à l’interface.

Notre méthode et ses deux variantes sont basées sur le formalisme ALE. Elles souffrent
également des mêmes défauts que la version ≪ vitesse moyenne ≫. Le principal étant la diffusion
numérique des champs. Le mouvement de la matière est différent de celui du maillage et la
phase de transport doit obligatoirement être effectuée à chaque pas de temps. Un choix adapté
de critère de régularisation de maillage et un remaillage moins important permettraient de
profiter au mieux des avantages de ce formalisme tout en limitant la diffusion numérique. Cet
aspect n’a pas été traité ici pour pouvoir comparer plus facilement les différentes méthodes. De
la même manière, nous avons choisi de mailler le domaine par une grille cartésienne. Choisir un
maillage respectant mieux les interfaces permettrait d’avoir une meilleure description de cette
dernière et améliorerait les résultats.

La continuité des vitesses écrites par nœud est plus simple et performante en terme de coût
de calcul mais fait apparâıtre des oscillations de vitesses et de contraintes dues à l’absence
d’équilibre des contraintes entre les matériaux. Ces oscillations s’atténuent lorsque nous dimi-
nuons le pas de temps. En effet, dans ce cas, nous effectuons un nombre de pas de temps plus
important et donc un nombre de projections plus important ce qui tend à relaxer les contraintes
entre les matériaux. La seconde variante, la continuité par maille, n’a pas ce problème puisque
l’équilibre des contraintes entre les matériaux est compris dans cette formulation. Cela donne
un comportement plus physique de l’interface. Les résultats sont donc meilleurs mais au prix
d’un système à résoudre et d’un temps de calcul plus élevé.

178



Chapitre 10

Conclusion générale

Lors de cette thèse, nous avons écrit une méthode permettant de prendre en compte le
glissement entre matériaux dans le cas de simulations ALE ou eulérienne mono-blocs. Après
avoir présenté le cadre général de l’étude au niveau continu dans le chapitre 2, nous avons
introduit la formulation ALE utilisée et le cadre général de la discrétisation du système dans
le chapitre 3.

Nous avons présenté les difficultés que pose la gestion de plusieurs matériaux et de leur
interface ainsi que les différentes approches possibles pour prendre en compte les interac-
tions entre les milieux dans le chapitre 4. Les approches mono-domaines avec interface ≪ non
conforme ≫ présentent plusieurs avantages dont celui de pouvoir prendre en compte une in-
terface de complexité arbitraire. La méthode classiquement utilisée est présentée en deuxième
partie du chapitre 4. Elle enrichit les grandeurs thermodynamiques par matériaux sans enrichir
le champ de déplacement ni le champ de vitesse. Ceci aboutit à la soudure des matériaux entre
eux et ne permet de prendre en compte le glissement à l’interface. De plus, en fonction de
l’hypothèse faite pour le comportement des mailles mixtes, cette approche gomme localement
toute différence de comportement des matériaux en présence.

Pour notre méthode, nous avons donc commencé par enrichir le champ de vitesse en
définissant un champ par matériau dans le domaine de calcul. Cet enrichissement est présenté
dans un contexte général dans le chapitre 5. Il permet d’avoir une discontinuité de déplacement
et de vitesse à l’interface et laisse la liberté aux matériaux de glisser entre eux. Des équations
supplémentaires sont à résoudre à l’interface, en particulier, la vitesse doit avoir un composante
normale continue au passage de l’interface afin d’empêcher les matériaux de s’interpénétrer.
Cette contrainte fait intervenir une inconnue additionnelle de pression d’interface — pression
exercée par un matériau sur l’autre et correspondant en fait au multiplicateur de Lagrange
associé à la contrainte cinématique. Cette inconnue est introduite dans le système au niveau
continue et doit être discrétisée en respectant certaines conditions afin d’assurer la stabilité de
la méthode. Deux possibilités de discrétisation de la pression d’interface ont été étudiées et
leurs avantages et inconvénients ont été comparés dans le chapitre 9. Ces deux variantes ont
été implantées dans un code de calcul industriel du CEA ce qui a permis leur validation.

La première variante (chapitre 6) utilise une description nodale de la pression d’interface
et de la continuité des vitesses associée. Cette méthode introduit une condensation de la force
permettant de découpler complètement les nœuds et permettant d’obtenir une expression simple
des forces d’interface. Ceci simplifie grandement l’implantation de la méthode, la rend robuste
et efficace. Nous avons également montré que la description de l’interface pour la condition de
glissement doit être traitée avec attention et la discrétisation de sa normale doit être cohérente
avec la discrétisation des forces nodales dues aux efforts internes afin d’obtenir une orientation
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CHAPITRE 10. CONCLUSION GÉNÉRALE

correcte des forces d’interface. La force nodale résultante permet ainsi de préserver les équilibres
et les solutions stationnaires. Cette variante est stable et nous montrons qu’avec un choix
adapté de normes, nous respectons une condition Inf-Sup volumique dans une zone regroupant
l’ensemble des mailles traversées par l’interface. Cette méthode permet le glissement entre
matériaux défini sur un même maillage mais la condensation de la force a remplacé la continuité
des vitesses normales sur l’interface par une continuité des vitesses normales plus forte, définie
sur une bande d’une maille d’épaisseur. De ce fait, la compression dans la direction normale
à l’interface est donc la même pour tous les matériaux de la maille. En particulier, lors d’une
grande discontinuité de compressibilité, à l’interface entre un gaz et un solide par exemple, la
compressibilité du gaz est diminuée lorsque les deux matériaux sont présents dans une même
maille. Une couche de gaz ayant une faible compressibilité dans la direction normale apparâıt
alors à l’interface et modifie le comportement du milieu autour de l’interface.

Une seconde discrétisation du multiplicateur de Lagrange est introduite dans le chapitre
7 et améliore ce point. La pression d’interface est alors constante par portion d’interface et
la contrainte de vitesse est imposée en moyenne sur ces mêmes portions d’interface. Cette
méthode donne de meilleurs résultats mais elle est plus complexe à mettre en œuvre. Il faut
ajouter un nœud interne à chaque maille mixte qui enrichit le champ de vitesse et permet de
respecter la condition Inf-Sup, stabilisant ainsi le système. Ce nœud interne n’a pas de masse
et sa discrétisation en temps permet d’obtenir un équilibre des contraintes entre les matériaux.
Son déplacement provient d’un équilibre statique et entre en conflit avec le caractère fonda-
mentalement dynamique de la pseudo-viscosité. Il faut donc écrire une formulation adaptée
de la pseudo-viscosité pour ne pas prendre en compte les déformations dues aux nœuds in-
ternes. Enfin, comme pour la première variante, la discrétisation des termes d’interface doit
être fait manière consistante avec la discrétisation des autres équations du système pour pouvoir
préserver les solutions stationnaires.

Cette version couple les nœuds et mailles mixtes autour de l’interface et nous avons alors un
système implicite permettant de résoudre le comportement du domaine autour de l’interface.
Ce système est non-linéaire du fait des lois d’états employées et sa résolution a été détaillée
dans le chapitre 8. Au cours de la résolution, une limitation de l’incrément du solveur non-
linéaire améliore sa robustesse.

Par la suite, certains aspects de la méthode peuvent encore être améliorés ou développés,
principalement pour la version ≪ continuité par maille ≫ qui est plus prometteuse :

– la robustesse du système pourrait encore être améliorée en distinguant les mailles où la
fraction volumique d’un des matériaux est trop faible et en leur appliquant un traitement
adapté ou bien en écrivant une limitation locale de l’incrément lors de la résolution du
système. De plus, le problème du respect de la condition Inf-Sup lorsque la fonction bulle
tend vers 0 sur l’interface se pose encore. Nous avons proposé, dans le paragraphe 7.2, une
piste pour résoudre ce problème. Le placement judicieux du nœud interne permettrait de
rétablir la stabilité. Les détails de cette solution doivent encore être étudiés ;

– la méthode ne permet pas de prendre en compte un nombre arbitraire de matériaux. Ceci
peut être traité en utilisant une stratégie similaire à celle utilisée dans la variante ≪ conti-
nuité par nœud ≫, à savoir, rassembler les matériaux en deux groupes. Le glissement entre
les groupes est résolus par notre méthode comme s’il s’agissait de deux matériaux. Le
comportement des milieux au sein d’un groupe est résolu comme les différents matériaux
d’un cas ≪ vitesse moyenne ≫. Il faudra alors distinguer certaines mailles devant subir
un traitement particulier : les matériaux d’une maille mixte peuvent n’appartenir qu’à
un seul groupe, ces mailles ne feront pas partie du système d’interface de même que les
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mailles contenant du vide et un seul matériau ;
– le contact unilatéral n’a pas non plus été traité pour la continuité par maille. La gestion
de la perte de contact et du décollement entre les matériaux change la contrainte linéaire
d’égalité des vitesses normales en une contrainte linéaire d’inégalité. Suivant la stratégie
de résolution, après linéarisation, nous n’aboutissons alors plus à un système d’équations
linéaires à résoudre mais à un problème de complémentarité linéaire (voir [62]). Avec notre
formulation, nous avons ici plus précisément un problème de complémentarité linéaire
mixte (mLCP, mixed Linear Complementarity problem) possédant des algorithmes de
résolution optimisés (voir [59] par exemple).

La physique du système pourrait être étendue en ajoutant des équations supplémentaires
sur l’interface pour prendre en compte d’autres effets, frottement, tension de surface, effets
thermiques, etc. La manière dont nous avons écrit et implantée notre méthode peut se voir
comment une correction qui vient modifier les grandeurs autour de l’interface et devrait per-
mettre d’étendre la physique du système sans trop de difficultés.
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Annexe A

Reconstruction et limitation de

gradients

A.1 Reconstruction de champs linéaires par morceaux

La phase de transport à l’ordre 1 considère des champs constants par maille. En prenant
comme exemple la densité, nous considérons un champ de la forme

ρ(x) =
∑

k

ρkχΩk
(x)

où ρk est la valeur moyenne de la densité sur la maille Ωk et χΩk
(x) est la fonction caractéristique

de cette maille, valant 1 si x ∈ Ωk, 0 sinon.
Pour obtenir l’ordre 2 durant la projection, nous ne considérons plus des champs constants

par maille mais des champs linéaires par maille. Notre champ de densité, toujours pris pour
exemple, va alors s’écrire

ρ(x) =
∑

k

(ρk +∇ρk · (x− xk))χΩk
(x)

où ∇ρk est le gradient du champ de densité dans la maille Ωk et xk est le barycentre de cette
maille. Ce champ est linéaire par morceaux mais il est discontinu à la frontière entre les mailles.
La densité ρk est toujours la densité moyenne dans la maille Ωk. En effet, nous avons

∫

Ωk

ρ(x) dV =

∫

Ωk

(ρk +∇ρk · (x− xk)) dV = ρkVk

ce qui permet d’assurer que la projection du champ sur le nouveau maillage sera bien conser-
vative, quelque soit la valeur du gradient ∇ρk.

A.2 Calcul du gradient

Le gradient dans la maille reste à déterminer car nous n’avons pas d’information sur sa
valeur dans la phase lagrangienne. Il est reconstruit à partir des variations locales des grandeurs
moyennes dans les mailles. Pour cela, nous utilisons la méthode de Dukowicz ([27]). Nous
partons de la remarque que l’intégrale du gradient d’une quantité sur une maille quelconque
est égale à son flux sur le bord de cette maille,

∫

Ωk

∇ρ(x) dV =

∫

∂Ωk

ρ(x)ndS.
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ANNEXE A. RECONSTRUCTION ET LIMITATION DE GRADIENTS

Nous obtenons donc la valeur moyenne du gradient ∇ρk dans la maille Ωk par la formule

∇ρk =
1

Vk


∑

b∈Bk

∫

lb

ρ(x)ndS




où Bk est l’ensemble des bras de la maille Ωk, et où l’intégrale

∫

lb

• dS dénote l’intégrale

curviligne sur le bras b.

Nous noterons ρb la valeur de ρ(x) sur le bras b. Cette densité est considérée constante sur
tout le segment. Elle est déterminée par interpolation linéaire entre les deux mailles voisines
Ωk et Ωl du bras selon la formule

ρb =
|xb − xk| ρk + |xb − xl| ρl
|xb − xk| + |xb − xl|

.

Dans cette expression, les mailles Ωk de barycentre xk et Ωl de barycentre xl ont pour le bras
b comme bras commun et xb est le centre du bras. Finalement, le gradient dans la maille Ωk a
pour expression

∇ρk =
1

Vk


∑

b∈Bk

∫

lb

ρb ndS


 .

Les grandeurs vectorielles et tensorielles sont projetées composante par composante ce qui
nous ramène au cas d’une quantité scalaire. Le gradient est donc calculé également composante
par composante.

Certains grandeurs ne sont pas projetée directement. Elles sont pondérées par la densité
avant d’être projetées. C’est le cas de la vitesse u(x) qui est transportée par l’intermédiaire
de la quantité de mouvement (ρu)(x) et l’énergie interne spécifique e(x) qui est projetée par
l’intermédiaire de l’énergie interne volumique (ρe)(x). Le gradient de ces quantités est calculé en
développant le gradient du produit des deux champs. Le gradient de l’énergie interne volumique
s’écrit donc

∇(ρe)(x) = ∇ρ(x)e(x) + ρ(x)∇e(x)

et le gradient de la quantité de mouvement a pour expression

∇(ρu)(x) = u(x)⊗∇ρ(x) + ρ(x)∇u(x).

Le gradient des champs pris individuellement est calculé selon la méthode présenté ci-dessus
en notant que pour la quantité de mouvement, la maille considérée est la maille duale ∆i et
non plus la maille primale Ωk.

A.3 Limitation du gradient

Afin de préserver le principe du maximum lors de la projection et d’éviter l’apparition
d’oscillations parasites dans la solution, l’estimation du gradient du paragraphe précédent est
limitée, c’est-à-dire que nous approchons en fait le champ par

ρ(x) =
∑

k

(ρk + αk∇ρk · (x− xk))χΩk
(x)
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A.3 Limitation du gradient

où ρk est la grandeur moyenne dans la maille Ωk,∇ρk est le gradient défini comme précédemment
et le paramètre αk est le limiteur de pente propre à chaque maille. Ce terme peut être déterminé
de plusieurs manières (voir [79]).

La méthode que nous employons est celle du limiteur MinMod qui consiste à imposer
localement dans chaque maille que le champ

ρ(x) = ρk +∇ρk · (x− xk)

reste dans l’encadrement donné par les valeurs moyennes ρl des mailles Ωl voisines de Ωk afin
de ne pas créer de nouveau maximum local. Le maximum dans la maille doit respecter

ρ(x) ≤ max
l

ρl

et le minimum doit respecter
ρ(x) ≥ min

l
ρl.

La paramètre de limitation a donc pour expression

αk = min

(
1; max

(
0;

ρlM − ρk
ρM − ρk

)
,max

(
0;

ρlm − ρk
ρm − ρk

))

où ρlM est la valeur moyenne maximale sur les mailles voisines de Ωk,

ρlM = max
l

ρl

et ρlm, la valeur minimale
ρlm = min

l
ρl.

Les densités ρM et ρm sont les valeurs maximales et minimales du champs ρ(x) dans la maille Ωk

avant limitation. Le champ ρ(x) est linéaire, ses extrema se situent donc sur les nœuds de la
maille.

Les gradients de quantité de mouvement et d’énergie interne volumique sont limités champ
par champ. Ils ont donc au final deux limiteurs α1

k et α2
k chacun et ces gradients ont pour

expression

∇(ρe)(x) = α1
k ∇ρ(x)e(x) + α2

k ρ(x)∇e(x),

∇(ρu)(x) = α1
k u(x)⊗∇ρ(x) + α2

k ρ(x)∇u(x).
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Annexe B

Calcul de la normale à l’interface

Comme présenté dans le paragraphe 4.2.1.2, nous reconstruisons l’interface par des seg-
ments. Sa normale est donc constante par maille mixte. Elle peut être décrite au niveau discret
par le gradient de la fraction volumique dans la maille, c’est-à-dire

nΓk � ∇fαk.

La fraction volumique est une grandeur définie constante par maille. Dans le cadre d’un schéma
décalé, son gradient est naturellement défini pour chaque nœud mais nous avons ici besoin d’une
estimation du gradient par maille. Nous commençons d’abord par définir la fraction volumique
fαi des nœuds du maillage. Celle-ci est la fraction volumique du matériau α dans le support
de la fonction de forme du nœud i. Elle s’écrit donc

fαi =

∑

k∈Mi

Vαk

∑

k∈Mi

Vk

,

où Mi est l’ensemble des mailles voisines du nœud i, Vαk est le volume occupé par le matériau α
dans la maille Ωk et Vk est le volume total de la maille Ωk.

Le gradient de la fraction volumique nous permet d’écrire un champ de fraction volumique
linéaire dans les mailles mixtes sous la forme

fα(x) = fαk +∇fαk · (x− xk).

Comme proposé dans [71], nous prenons un gradient de fraction volumique au sens des moindres
carrés en cherchant le plan permettant de minimiser les écarts quadratiques entre les valeurs
nodales fαi et la valeur du champ reconstruit en ces points et qui a pour expression

fα(xi) = fαk +∇fαk · (xi − xk)

avec fαk, la fraction volumique dans la maille Ωk et xk, le barycentre de cette dernière maille.
Le problème de minimisation à résoudre s’écrit donc

min Ik =
∑

i∈Nk

(fαi − fαk −∇fαk · (xi − xk))
2 . (B.1)

Au point minimum, ce problème a une dérivée nulle par rapport au gradient. Le point station-
naire que nous cherchons respecte l’équation

∂Ik
∂∇fαk

= 0.
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ANNEXE B. CALCUL DE LA NORMALE À L’INTERFACE

En utilisant l’expression de Ik, après dérivation, nous obtenons

∂Ik
∂∇fαk

= −2
∑

i∈Nk

(xi − xk) (fαi − fαk −∇fαk · (xi − xk)) = 0.

Appelons nx et ny, les deux composantes de ∇fαk et xi et yi les deux composantes de
xi, le problème s’écrit alors sous la forme d’un système linéaire à deux inconnues ayant pour
expression, après simplification par −2,

∑

i∈Nk

(xi − xk) (fαi − fαk) = nx

∑

i∈Nk

(xi − xk)
2 + ny

∑

i∈Nk

(xi − xk) (yi − yk) ,

∑

i∈Nk

(yi − yk) (fαi − fαk) = nx

∑

i∈Nk

(xi − xk) (yi − yk) + ny

∑

i∈Nk

(yi − yk)
2 .

L’utilisation d’une notation matricielle nous permet finalement d’écrire l’expression du gradient
de la fraction volumique ce qui donne

∇fαk =




∑

i∈Nk

(xi − xk)
2

∑

i∈Nk

(xi − xk) (yi − yk)

∑

i∈Nk

(xi − xk) (yi − yk)
∑

i∈Nk

(yi − yk)
2




−1


∑

i∈Nk

(xi − xk) (fαi − fαk)

∑

i∈Nk

(yi − yk) (fαi − fαk)


 .

(B.2)
La normale à l’interface est alors donnée par la normalisation de ce gradient,

nΓk = −
∇fαk
|∇fαk|

.

Cas de trois matériaux ou plus

Lorsque nous avons deux matériaux α et β, la direction de l’interface est définie de manière
unique car nous avons fαk + fβk = 1 et par conséquent ∇fαk = −∇fβk.

Si trois matériaux ou plus sont présents, nous faisons l’hypothèse d’une répartition des
matériaux en couches parallèles (voir paragraphe 4.2.1.2). Il nous faut donc une normale
unique dans la maille mais la direction des gradients ne sont plus forcément les mêmes. Nous
considérons alors que le gradient le plus grand parmi les matériaux est le plus significatif et le
choisissons comme normale à l’interface dans la maille. Dans le cas d’un nombre arbitraire de
matériaux, la normale à l’interface dans la maille Ωk est donc donnée par

nΓk = −
max
α

(∇fαk)∣∣∣max
α

(∇fαk)
∣∣∣

où les ∇fαk sont les gradients de fraction volumique de chaque matériau α présent dans la
maille, calculés comme présenté dans le paragraphe précédent.
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[63] J. Nitsche. Über ein variationsprinzip zur lösung von dirichlet-problemen bei verwendung
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