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Résumeé

De nombreuses simulations dans les domaines des impacts, des interactions fluide-structure
ou des écoulements multiphasiques impliquent différentes structures indépendantes interagis-
sant entre elles a travers des interfaces complexes.

Pour ces problemes, les stratégies classiques utilisent souvent une approche lagrangienne
utilisant un maillage éléments finis par structure et des stratégies de couplage et de mise en
contact adéquates. Ceci est tres cotiteux en terme de génération de maillages et difficile & mettre
en place en présence de grandes déformations.

Une alternative est d’utiliser une stratégie < eulérienne > décrivant les différentes structures
sur une grille unique en utilisant une vitesse moyenne unique et en développant des lois d’état
ad hoc pour gérer le caractere multiphasique des éléments traversés par I'interface. La physique
de interface de ces modeles est en générale assez grossiere.

Dans ce contexte, il y a un regain d’intérét pour les modeles utilisant un maillage glo-
bal unique non conforme avec les structures et définissant des champs de vitesses éléments
finis indépendants pour décrire le mouvement de chacune des structures. Cette stratégie est
intéressante mais induit différents problemes : suivi d’interface, développement d’une formu-
lation ALE adaptée car les matériaux et le maillage ont des vitesses différentes, traitement
correct de la contrainte cinématique a l'interface entre les structures.

Une grande attention doit étre portée a ce dernier point pour proposer une approche stable,
sans verrouillage numérique et restant robuste en cas de grandes déformations.

Dans cette these, nous proposons une stratégie originale basée sur une méthode d’éléments
finis enrichis. Elle définit un champ de vitesse éléments finis par matériau sur un unique
maillage. Les différents champs se recouvrent et forment un champ enrichi qui peut avoir
une discontinuité a l'interface et permet de décrire le glissement entre les matériaux. La dis-
continuité est controlée par une contrainte de continuité des vitesses normales et par une
inconnue supplémentaire, la pression d’interface qui est le multiplicateur de Lagrange associé
a la contrainte cinématique.

La formulation ALE utilisée est basée sur une décomposition du pas de temps entre phase
lagrangienne et phase de projection. La phase lagrangienne est résolue par le schéma de Wilkins
classique des codes hydrodynamiques alors que la projection est réalisée par calcul d’intersection
entre les maillages lagrangiens déformés par la matiere et un maillage commun plus régulier.

L’interface est construite a partir de la fraction volumique de chaque matériau et sa recons-
truction peut étre discontinue entre les éléments.

Deux variantes sont introduites, analysées et comparées. Elles different par la discrétisation
du multiplicateur de Lagrange et donc, par celle de la contrainte de vitesse :

— la continuité par noeud utilise un multiplicateur défini aux nceuds. Cette variante est
simple et rapide mais ne prend pas correctement en compte les différences de compressi-
bilité entre matériaux,

— la continuité par maille utilise un multiplicateur constant par segment d’interface. Cette



variante donne des résultats meilleurs que la premiere version. La méthode est stabilisée
par I’ajout de nceuds internes dans les mailles mixtes dont les fonctions bulles associés sont
linéaires par morceaux dans chaque élément ainsi que par une condensation de la masse
adaptée pour assurer un équilibre stable de I'interface. L’équation de mouvement du nceud
interne est discrétisée par un schéma implicite en temps. En conséquence, nous devons
résoudre un systeme couplant tous les nceuds de l'interface pour calculer les vitesses
autour de l'interface.

Les deux variantes ont été implantées dans un code industriel. Elles sont validées et comparées
dans plusieurs cas tests impliquant diverses situations comme des interactions fluide-structure
ou du glissement entre solides.
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Abstract

Many simulations in fluid structure interactions, multiphase flows or dynamic impacts in-
volve independent structures interacting through complex interfaces.

For such problems, standard strategies often use a Lagrangian approach using one finite
element mesh per structure and adequate matching strategies. These are very demanding in
mesh generation, and are difficult to use in presence of large mesh distortions.

An alternative is to use an Eulerian strategy describing the different structures on a single
grid using a single average velocity field and developing ad hoc constitutive laws to handle
the multiphase microstructure of each element. These models are usually quite crude on the
interface physics.

In this context, there is a renewed interest in models which will use a single global smooth
mesh, not matching the structures and independent finite element velocity fields to describe
the motion of the structures. This strategy is attractive but faces difficult challenges: interface
tracking, development of adequate ALE formulations because materials and mesh velocities are
different, proper treatment of the kinematic continuity constraints between the structures.

Great care must be taken at this level in order to propose a stable approach which is locking
free and stays robust in large strain elastodynamics.

With this thesis, we propose an original strategy based on an enriched finite element method.
It defines one FE velocity field by material on a single mesh, the different fields are overlapping
and form an enriched field that can have a discontinuity at the interface and allows to describe
sliding between the materials. The discontinuity is controlled by a normal velocity constraint
at the interface and an additional unknown of interface pressure that is the Lagrange multiplier
associated with the constraint.

The ALE formulation used is based on a time split between Lagrangian phase and remap
phase. The Lagrangian phase is solved by the Wilkins explicit scheme widely used while the
remap is done by mesh intersections between Lagrangian meshes deformed by material and a
smoothed average mesh.

The interface is tracked during the remap by the volume fraction of each material in the
cells and it reconstruction can be discontinuous across elements.

Two variants of the methods are introduced, analysed and compared. They differ by their
Lagrange multiplier discretization and consequently by their velocity constraint discretization:

— the node continuity uses a Lagrange multiplier defined at nodes. This variant is simple
and fast but does not take correctly into account the compressibility of materials,

— the cell continuity uses a Lagrange multiplier constant by interface segment. This variant
gives better results than the first one. The method is stabilized by adding internal nodes
in the mixed cells using piecewise linear velocity shape functions inside each element
and a proper mass lumping ensures a stable equilibration of the interface. The internal
node momentum equation is discretized by an implicit scheme. The consequence is that
a system coupling the interface nodes has to be solved in order to compute the velocities
near the interface.

The two variants have been implemented into an industrial code. They are validated and
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compared with several test cases involving different situations like fluid-structure interaction
or sliding between solids.
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Chapitre 1

Introduction générale

Les cas faisant intervenir différentes structures interagissant entre elles sont courants dans
les études industrielles. Avec 'utilisation de plus en plus répandue de la simulation numérique
et leur part de plus en plus importante dans les cycles de conception, de nombreuses méthodes
ont été développées pour simuler le comportement de ces structures et leurs interactions.

Ces interactions ont lieu a I'interface entre les matériaux. L’approche la plus immédiate est
de simuler les différentes structures par des méthodes lagrangiennes, chacune sur leur maillage
propre ([92, 1]). Ceci permet au maillage de suivre la matiere. La prise en compte des inter-
actions entre les matériaux nécessite alors un traitement spécial des frontieres des maillages.
Les méthodes lagrangiennes offrent un cadre naturel pour suivre I’évolution de l'interface au
cours du temps, un nceud de I'interface restant sur 'interface tout au long de la simulation.
L’interface est dans ce cas sur un bord du maillage, la prise en compte des interactions entre
matériaux se fait par le biais de ’application de conditions limites adaptées sur les portions
concernées de la frontiere des maillages. Ces conditions peuvent étre appliquées sous forme
forte ([92]) ou sous forme faible ([52, 91, 40]).

Dans de nombreuses applications comme les interactions fluide-structure ou les problemes
d’impact a grande vitesse, les structures en interaction subissent de tres grandes déformations
que ce soit a cause de la nature d’un des matériaux en présence (gaz ou fluide) ou a cause de
I'importance des efforts en jeu. Les méthodes classiques de simulation et de prise en compte du
contact deviennent alors inadaptées. D’une part, les déformations trop séveres que subissent les
matériaux ne peuvent pas étre décrites par les maillages lagrangiens. Le formalisme purement
lagrangien usuellement utilisé se révele inadapté et ne permet plus de mener les simulations
a leur terme. D’autre part, 'interface séparant les structures devient trop complexe pour étre
gérée avec les méthodes classiques.

Dans le cadre de ses missions, le Commissariat a I’Energie Atomique (CEA) est amené a
étudier des systemes soumis a de grandes vitesses et de grandes sollicitations. Les matériaux
en présence peuvent étre de natures variées, solides, liquides ou gaz, et subissent de grands
changements topologiques. Le CEA est donc confronté aux limitations de méthodes précédentes
dans le cas de systémes multi-matériaux.

Une formulation < Arbitrairement Lagrangienne Eulérienne > (ALE) est utilisée pour ap-
porter une solution & ces problemes ([41, 25]). Ce formalisme essaye de combiner les avantages
des méthodes lagrangiennes et eulériennes pour conserver une qualité de maillage suffisante au
cours de la simulation et améliorer la robustesse des codes. La vitesse du maillage est alors
arbitraire, pouvant étre localement la méme que celle de la matiere ce qui permet dans certains
situations de conserver le suivi purement lagrangien de I'interface. Mais cela n’est généralement
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION GENERALE

pas suffisant. Lorsque les changements topologiques du systémes sont trop importants, I'inter-
face ne peut plus étre suivie de maniere lagrangienne et doit également étre écrite dans un
cadre ALE. L’interface n’est plus contrainte au bord de maille et peut se trouver a l'intérieur
des mailles au cours de la simulation. Ce type de méthode se trouve dans la littérature sous le
nom d’< embedded interface > ()[13, 24]).

Nous pouvons utiliser un couplage entre différents calculs en utilisant un maillage par struc-
ture ou par matériau. Ce type de méthode couplent alors souvent un schéma lagrangien pour
calculer une structure avec un schéma eulérien pour calculer le fluide dans lequel la structure
est plongée ([65, 66, 32]). Une seconde approche que nous utiliserons est une approche mo-
nolithique. Nous définissons alors les différentes structures sur un unique maillage avec une
interface ayant une position quelconque a l'intérieur du maillage (]9, 12, 85, 39]). Par la suite,
nous dénommerons indifféremment monolithique, mono-bloc ou mono-domaine, une méthode
n’utilisant qu’un seul maillage pour décrire tout le domaine de calcul et les différents milieux
en présence.

La question de la gestion de 'interface entre les matériaux se pose alors : d’abord, com-
ment suivre la position au cours du temps d’une interface ayant une vitesse différente de la
vitesse du maillage, puis comment décrire les interactions entre les matériaux autour cette
interface. L’approche classiquement utilisée dans les simulations est de suivre les différents
matériaux par le suivi de la fonction caractéristique de leur domaine. La connaissance des vo-
lumes des matériaux permet alors de reconstruire U'interface ([64, 94]). Les différents matériaux
ont des grandeurs thermodynamiques propres mais la vitesse utilisée est une vitesse moyenne
du systeme commune a tous les matériaux. Ceci présente deux inconvénients :

— nous ne pouvons simuler le glissement entre matériaux, le champ de vitesse présente une
discontinuité dans la direction tangentielle a I'interface qui ne peut pas étre décrite avec
une vitesse moyenne unique ;

— en fonction des hypotheses de modélisation ([11, 76]), la différence de compressibilité
des matériaux n’est pas prise en compte. Ceci peut étre une hypothése acceptable entre
deux matériaux similaires, deux gaz ou deux solides mais cette hypothese est plus que
discutable pour une interface entre un solide et un gaz.

L’utilisation d’une vitesse moyenne ne permet pas une description assez riche pour décrire le
comportement de l'interface et peut aboutir a de grandes différences dans les résultats obtenus.

Cette these est dédiée au développement d’une méthode permettant de prendre en compte
les discontinuités de vitesses que ’on peut observer aux interfaces et de gérer le glissement entre
matériaux dans le cas de simulations ALE multi-matériaux mono-blocs. Cette méthode doit
s'intégrer dans un code industriel pré-existant ce qui impose des contraintes lors de I’écriture
de notre schéma afin de prendre en compte les spécificités de ce code.

Un premier chapitre se limitera a la modélisation du probleme au niveau continu. Nous
rappellerons le formalisme utilisée et introduirons les notations utilisées. Les équations décrivant
notre systeme et qui sont la base de notre étude y seront présentées.

Le chapitre suivant présentera la discrétisation du systeme et le schéma implanté dans le
code que nous cherchons a enrichir. Cette discrétisation est d’abord écrite dans le cas d’'un
unique matériau ce qui précisera le schéma que notre méthode devra utiliser tout au moins
pour les termes volumiques des équations dans les zones assez éloignées de 'interface pour en
étre indépendantes.

Le troisieme chapitre dressera une vue d’ensemble des méthodes possibles pour introduire
la gestion de plusieurs matériaux dans un schéma hydrodynamique. Il s’attardera sur la gestion




classique des systemes multi-matériaux.

Puis, nous aborderons ’écriture générale de notre méthode dans le chapitre quatre en
repartant des équations continues et en introduisant la gestion des termes d’interface. Nous
proposons ensuite deux variantes de discrétisation de notre méthode qui seront discutées au
cours des deux chapitres suivants.

Le cinquieme chapitre détaille une premiere version, dite < par noeuds >, de la discrétisation
des termes d’interface. Cette variante présente I'avantage d’étre simple d’écriture et permet
d’avoir un premier aper¢u des modifications a apporter pour gérer les discontinuités de vi-
tesses dans le schéma. Il ne résout cependant pas tous les problemes que la formulation en
vitesse moyenne pouvait avoir. Une discussion des avantages et des inconvénients fait guise de
conclusion au chapitre.

Une deuxieme variante de discrétisation dite < par maille > est présentée au chapitre six. La
discrétisation des termes d’interface est modifiée pour essayer de pallier les problemes résiduels
de la premiere variante. Sans précaution, cette variante ne respecte pas la condition Inf-Sup et
requiert un travail supplémentaire pour rétablir sa stabilité. Cette variante est plus complexe
a mettre en ocuvre et nécessite de traiter avec soin certains points délicats. Ici encore, une
discussion sur les avantages et les inconvénients clot le chapitre.

Les détails d’implémentation sont discutés dans un septieme chapitre. La méthode abou-
tit a un systéeme non-linéaire dont nous détaillons la résolution. Nous y discutons également
I’extension a un nombre quelconque de matériaux.

Enfin, des résultats numériques sont présentés dans le dernier chapitre. Ces résultats per-
mettent de valider la méthode dans ses différents variantes et les comparent avec des méthodes
déja existantes. Les méthodes servant de point de comparaison peuvent étre la version < vitesse
moyenne > du schéma ALE multi-matériaux ou d’autres méthodes de contact lagrangien entre
blocs.

Ce travail s’inscrit dans le cadre d’un programme de recherche et de simulation du CEA /DAM
et a été réalisé en collaboration avec le Laboratoire de Mécanique des Solides de I’Ecole Po-
lytechnique sous la direction conjointe de Patrick Le Tallec (LMS) et Jean-Philippe Perlat
(CEA/DAM).
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Chapitre 2

Modélisation continue du probleme
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CHAPITRE 2. MODELISATION CONTINUE DU PROBLEME

2.1 Représentation du probleme aux limites

Pour notre étude, nous nous plagons dans le cadre de la mécanique des milieux continus
[56, 73] et nous intéressons & ’évolution d’un domaine D (illustré figure 2.1) d’un espace
euclidien doté d’un repere (O, e, €y e,). Ce domaine occupe a 'instant initial une configuration
notée Dy et occupe D, a un instant ¢.

Notre modele est composé par deux matériaux « et 8 occupant deux sous-domaines de D
complémentaires notés D, et Dg. Ces matériaux sont considérés comme non-miscibles, c’est-
a-dire qu’aucune zone de mélange n’apparait et il est possible de définir une interface notée I,
surface séparant les deux matériaux. Elle est caractérisée par sa normale np(x) orientée, par
convention, sortante pour « et entrante pour (3. Les deux matériaux en présence se différencient
par leur loi de comportement et une discontinuité de vitesse, de densité ou d’autres quantités
thermodynamiques peut apparaitre sur 'interface.

La frontiere 0D du domaine se décompose en deux parties 9D, et 0D,, délimitées par la
nature des actions extérieures s’y exercant et imposant les conditions limites sur la frontiere.
Ces conditions peuvent étre :

— des conditions limites de Dirichlet ou la position est imposée au cours du temps sur 0Dy ;

— des conditions limites de Neumann ou la pression est imposée sur 0D,,.

oD

FIGURE 2.1 — Domaine étudié

2.2 Notations

D’une maniere générale dans la suite de ce mémoire, une notation indicée d'un « dénotera
une quantité ou un domaine propre a un matériau o pouvant étre n’importe quel matériau en
présence dans le domaine. Les quantités sont généralement définies pour chacun des matériaux
présents et les méme équations s’y appliquent.

Cependant, lorsque les deux matériaux interviennent simultanément dans une seule équation,
nous distinguerons alors par des indices différents, le matériau o« d’un co6té de 'interface du
matériau 5 de Pautre coté.

Sans précision supplémentaire et seul dans une équation, il faut donc comprendre o« comme
{a, B}. Par exemple, I'équation

d(paVa)

=0
dt
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indique que les masses du matériau « et du matériau 8 ne varient pas au cours du temps.
Lorsqu’il faut distinguer les différents matériaux dans une équation, les indices a et 3 sont
marqués explicitement. Par exemple, I’équation de continuité des vecteurs contraintes

indique qu’il faut bien soustraire les contraintes dans le matériau o d’un coté de l'interface aux
contraintes dans le matériau 8 de 'autre coté.

Dans ces notations et par la suite, la notation e précise que la variable est une quantité
vectorielle et la notation e indique une quantité tensorielle.

Les opérateurs différentiels seront notés suivant la notation courante V(e) pour le gradient
et V- (o) pour la divergence.

Enfin, lors de la discrétisation, les indices des variables seront réservés a la discrétisation
en espace alors que les exposants dénoteront la discrétisation en temps.

2.3 Formalisme Arbitrairement Lagrangien Eulérien

2.3.1 Les formalismes classiques
2.3.1.1 Descriptions du mouvement

Il existe deux grands formalismes permettant de décrire le mouvement des particules du
domaine. Ces deux formalismes different par le référentiel utilisé pour décrire le mouvement.

Le formalisme lagrangien va suivre un point le long de sa trajectoire au cours du temps.
Les particules sont différenciées a partir de leurs coordonnées X dans la configuration initiale
a tg. Ces coordonnées X sont appelées les coordonnées matérielles d’un point. La position x des
points au cours du temps est déterminée en fonction de leurs coordonnées dans la configuration
initiale en notant que X = x(X, ¢). La trajectoire d’une particule donnée est suivie par I’étude
de l'application z(X,t). Le référentiel lagrangien va suivre la matiere et évolue au cours du
temps avec celle-ci. Sa vitesse est donc la vitesse de la matiere.

Le formalisme eulérien décrit le mouvement de la matiere en un point fixe z de l’espace.
Le référentiel eulérien est donc immobile et sa vitesse est nulle. Les coordonnées x d’'un point
a un instant donné sont appelées les coordonnées spatiales du point. Alors que le formalisme
lagrangien va suivre ’histoire d’une particule donnée au cours du temps, dans un formalisme
eulérien, nous nous intéressons a la vitesse des particules passant en un point donné de ’espace.

De ce fait, la particule associée a une coordonnée lagrangienne X est toujours la méme alors
que les particules <« défilent > devant un point spatial eulérien x.

2.3.1.2 Dérivées en temps

Pour suivre I’évolution d’'une quantité < eulérienne > f(z) au cours du temps, sa dérivée

Oe
(partielle) en temps a1 n’est pas suffisante. En effet, cette dérivée ne prend pas en compte
le mouvement des particules dans le temps z(X,¢) et la participation de ce mouvement a
I’évolution matérielle de la quantité f.
La dérivée en temps qu’il faut utiliser pour calculer des variations a partir de X fixé est la
[ ]
dérivée particulaire ou matérielle o Elle est la dérivée complete en temps de la fonction et

prend en compte le mouvement de la matiere par rapport au référentiel par un terme d’advection
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CHAPITRE 2. MODELISATION CONTINUE DU PROBLEME

supplémentaire. La dérivée particulaire d’une quantité f a pour expression

df _of@X.0.0)| _9f| | of dx

dt ot ‘X_atx ox dt

Oe
ou la notation —| signifie la dérivée en temps pour un point spatial x fixé. En introduisant la

ot

T

vitesse matérielle u = d—; et la notation classique du gradient V f = la dérivée matérielle

a_gv
prend la forme plus connue

i of
=g Tu VS (2.1)

Oe
Par défaut, la notation T représente une dérivée en temps a position physique z fixée.

2.3.1.3 Méthodes numériques associées

Ces deux descriptions permettent de formuler deux types de méthodes numériques associées.
Ces méthodes sont discutées en détails dans de nombreux ouvrages (voir [10] par exemple) et
nous dressons ici un résumé rapide des différences, avantages et inconvénients de chacune. Les
méthodes numériques discrétisent ’espace continu en le découpant en mailles discretes. Le
maillage va étre attaché au référentiel d’étude ainsi, avec une méthode eulérienne, le maillage
restera fixe dans l'espace (figure 2.2) alors qu’avec une méthode lagrangienne, le maillage va se
déplacer avec la matiere (figure 2.3).

FIGURE 2.2 — Simulation eulérienne de I'impact d’une bille, illustration
issue de [82]. L’espace est discrétisé par un maillage fixe et les structures
se déplacent a travers celui-ci.

Les deux types de méthode ont leurs domaines d’application privilégiés. Les méthodes
lagrangiennes sont couramment utilisées pour traiter les problemes de mécanique des solides
ou les transformations restent souvent modérées et ol le comportement des matériaux dépend
de I'historique de la matiere, ce qui est facilité car le référentiel lagrangien va suivre la matiere
et son histoire au cours du temps.

8
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FI1GURE 2.3 — Simulation lagrangienne de I'impact d’une bille, illustra-
tion issue de [82]. Le maillage est attaché aux structures et se déplace
avec la matiere.

Les méthodes eulériennes sont usuellement utilisées en mécanique des fluides ou les déformations

du milieux sont tres importantes et ot nous nous intéressons a la vitesse des fluides dans le
domaine sans chercher a suivre une particule donnée.

Ces méthodes ont toutes les deux inconvénients :

— les méthodes lagrangiennes ne peuvent pas gérer de trop grandes déformations de la
matiére car le maillage se déforme trop, ne garde pas de bonnes propriétés géométriques
et ne permet de mener a terme les simulations ;

— les méthodes eulériennes ne permettent pas de suivre exactement la matiere. Il en résulte
une incertitude sur la position des matériaux ce qui peut provoquer un phénomene de
diffusion numérique par perte d’informations spatiales. Le suivi de la matiere et de ses
variables d’histoire peut étre compliqué.

2.3.2 Le formalisme ALE
2.3.3 Motivations et principe

Les probléemes de solides en grandes déformations ou d’interactions fluide/structure font
souvent intervenir des matériaux subissant de grandes déformations tout en accordant une
grande importance a la position de la matiere et des interfaces.

Les méthodes numériques pour traiter ces situations doivent donc pouvoir gérer de grandes
distorsions de la matiere en essayant de garder une bonne description de certaines interfaces
et un bon suivi des matériaux. Dans cette optique, le formalisme Arbitrairement Lagrangien
Eulérien (ALE) a été développé en essayant de combiner les avantages des deux formalismes
classiques tout en diminuant leurs inconvénients. Elle a été introduite pour la premiere fois par
Hirt au le début des années 70 ([41]). Sa forme est une généralisation des deux formalismes
précédents et permet d’exprimer la formulation eulérienne ou lagrangienne comme des cas

9
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particuliers de 'ALE (voir [25]).

Le référentiel utilisé dans cette méthode se déplace a une vitesse arbitraire et indépendante
de la matiere. Ce déplacement peut étre nul dans certaines zones du domaine et égal a celui
de la matiere dans d’autres. Cela permet de combiner dans un méme domaine des zones o
le référentiel est équivalent au référentiel eulérien et des zones ou le référentiel est équivalent
au référentiel lagrangien et donc de suivre certaines interfaces de maniere lagrangienne. Le
référentiel peut également étre quelconque, ayant une vitesse qui n’est ni nulle, ni celle de la
matiere. En général, le mouvement du référentiel est alors gardé le plus proche possible de
celui de la matiere sous condition de limiter les déformations du maillage. Cette liberté de
mouvement permet de gérer numériquement des déformations de matieres plus grandes que
ce que permettrait une méthode lagrangienne car la déformation du référentiel n’est pas aussi
importante que celle de la matiere. La résolution est alors meilleure que ce que donnerait une
méthode eulérienne car le référentiel suit mieux la matiere dans son ensemble.

2.3.3.1 Description du mouvement

Nous avons vu dans la section précédente que les points du domaine pouvait étre localisés
a partir de :

— X, les coordonnées matérielles pour le formalisme lagrangien ;

— x, les coordonnées spatiales pour le formalisme eulérien.
La méthode ALE introduit une nouvelle coordonnées que nous appellerons :

— X, les coordonnées de référence du formalisme ALE.
Ces coordonnées sont liés & notre référentiel se déplacant & une vitesse v dans 1'espace euclidien.
La vitesse du référentiel est arbitraire et permet de retomber sur y = zsiv =0et y = X
si v = u. La vitesse v est un parametre indépendant de la physiqlfe du systeme et que nous
pouvons choisir.

2.3.3.2 Dérivées en temps

N Oe
A Tinstar de la dérivée en temps eulérienne, la dérivée en temps ALE a1 doit prendre en

compte le mouvement relatif entre la matiere et le référentiel. La dérivée matérielle en temps
dans un schéma ALE prend la forme

g OIX. 00| af
dt_ﬁt‘x_at Ty Vi 22

X

Dans cette relation, la notation Ve représente le gradient par rapport a la position spatiale z,

Oe

Ve =—.

Ox
Cette formulation fait apparaitre un terme d’advection a une vitesse égale la différence de
. . : . Oe af . Oe of
vitesses entre la matiere et le maillage. Nous retrouvons bien —| = —-siv=uet —| = —
ot N dt ot N ot

siv=0.

2.3.3.3 Méthode

Les méthodes ALE associent donc leur maillage au référentiel défini ci-dessus. Le maillage
pourra donc étre fixe dans certaines zones, mobiles dans d’autres et il est alors possible de

10
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limiter la vitesse du référentiel pour garder des déformations du maillage acceptable. Dans
les zones ou le maillage a une vitesse qui n’est pas celle de la matiere, des flux de masses
s’établissent entre les mailles mais ces flux ne sont pas aussi importants qu’avec un maillage
fixe ce qui permet de mieux suivre la matiere.

N/

t Lagrangian description

t ALE description

A Material point Particle motion

ONode e Mesh motion

FI1GURE 2.4 — Comparaison du déplacement du maillage
et de la matiere pour les 3 formalismes dans un cas 1D,
illustration issue de [25]

La figure 2.4 compare les différents formalismes et illustre le déplacement de la matiere et
du maillage dans chacun des cas. Nous y voyons le déplacement du maillage nul dans le cas
eulérien, la déplacement de maillage identique a celui de la matiere dans le cas lagrangien et
la description ALE permettant un mouvement arbitraire du maillage.

24 E‘quations continues du systéme dans le cadre multi-matériau

non-miscible

2.4.1 Lois de conservation

Pour les applications qui nous concernent, les effets hydrodynamiques pilotent le systeme.
Les efforts internes dans la matiere sont décrits par le tenseur des contraintes de Cauchy. La
partie sphérique de ce tenseur traduit les effets hydrodynamiques. Elle est alors prépondérante
vis-a-vis de la partie déviatorique ([10, 99]). Les équations décrivant 1’évolution des matériaux,
solides compris, sont héritées de ’hydrodynamique avec les systemes de lois de conservation
couramment utilisés pour 1’étude des écoulements compressibles.

Notre systeme est donc régi par les trois lois de conservation classiques, écrites ici en termes
de variables eulériennes.

11
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2.4.1.1 Conservation de la masse

L’équation de conservation de la masse exprime le transport de la matiere sans création de
masse a 'intérieur du systeme. Cette équation s’écrit

9pa

o =0, 2.
L1V (patty) = 0 (23)

ol p désigne la densité du matériau o (mesuré par unité de volume du référentiel eulérien) et
u,, sa vitesse matérielle propre.

2.4.1.2 Conservation de la quantité de mouvement

La conservation de la quantité de mouvement relie ’accélération du milieu et les efforts.
Elle prend la forme
Opall,
ot

Dans cette équation, g, est le tenseur des contraintes de Cauchy. Le terme V - g, est un
terme de résultante des efforts intérieurs qui va créer de la quantité de mouvement, lorsque
les contraintes ne sont pas uniformes dans le milieu. Cette relation est I’écriture du principe
fondamental de la dynamique dans le cadre de la mécanique des milieux continus.

+ V- (palty ®uy) =V -0 . (2.4)

=

2.4.1.3 Conservation de ’énergie

Une particularité du systeme utilisé ici est d’exprimer la conservation de 1’énergie en terme
d’énergie interne spécifique e,. L’énergie totale F,, est la somme de ’énergie interne et 1’énergie
cinétique et a pour expression

1 2
Eo = paea + 5:004 |u‘a
L’équation d’évolution de ’énergie interne s’écrit

Opaca
ot

+ V- (pataty) =0 :d. (2.5)

—

Le terme source g, d est le produit contracté des contraintes avec le tenseur des taux de
déformations d Ces aeux tenseurs sont décrits plus loin. Ce terme correspond la puissance
des efforts internes dans la matidre. Les effets de flux thermiques et de source de chaleur ne
sont pas pris en compte. On néglige donc en premiére approximation des sources de chaleur

extérieures et les termes de conduction supposés négligeables a 1’échelle de temps utilisée.

2.4.1.4 Relation de saut sur ’interface

Dans le cas de systeme avec un interface a I'intérieur du domaine et pouvant présenter des
discontinuités, I’équation (2.3) implique la continuité des vitesses a l'interface dans la direction
normale a celle-ci ce qui s’écrit

[u] -np=0 si. zel (2.6)

et équation (2.4) implique la continuité du vecteur contrainte au passage de l'interface

[g] np=0 si zel (2.7)

IS]
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ou la notation [e] indique le saut d’une quantité au passage de l'interface (o3 — o). Le saut de
vitesse est donc défini par [u] = ug — u,, ol u,, respectivement ug, sont les valeurs limites de
u approchant l'interface I depuis D, respectivement Dg. La méme définition s’applique pour
le saut du tenseur des contraintes de Cauchy qui prend la forme [g] =052,

Ces égalités proviennent de l'intégration sur tout le domaine D des champs ayant une
discontinuité et s’interprete physiquement. La continuité des vitesses normales (2.6) traduit
la non-interpénétration des matériaux et la continuité du vecteur contrainte a U'interface (2.7)
traduit la troisieme loi de Newton, les efforts de a sur 8 et de § sur a sont égaux en norme et
opposés en direction.

L’équation de conservation d’énergie (2.5), écrite en terme d’énergie interne, n’a pas d’in-
terprétation au sens des distributions. Elle doit étre intégrée séparément sur chacun des do-
maines matériaux D, et n’implique pas de relation de saut spécifique a vérifier a 'interface en
I’absence de flux thermique.

2.4.2 Ecriture des équations dans le formalisme ALE

Le systeme d’équations (2.3), (2.4), (2.5)

dpa B

5 TV (patta) =0, (2.8)
apgfa TV (palty @uy) =V g, (2.9)
apgtea + V- (pacatly) = o ga. (2.10)

est écrit en formulation eulérienne et fait intervenir les dérivées eulérienne en temps. Nous
allons ré-écrire ce systeme dans le cadre du formalisme général ALE pour pouvoir ensuite le
discrétiser avec une méthode adéquate.

En utilisant ’expression de la dérivée en temps dans le cadre eulérien (2.1) et dans le cadre
ALE (2.2), nous pouvons écrire directement la relation entre la dérivée eulérienne et la dérivée

ALE
af| _of
ot X_ ot

Les équations continues exprimées dans le cadre ALE prennent donc la forme

+v-Vf.

T

9pa

+ (U =) - Vpa = —paV - Uy, (2.11)
ot |,
ou,,
pa = |+ Palty —v) - Vu, =V-g , (2.12)
ot N =a
Oey
P Ty | T pelte T Ve = 2, 4 (213)

Remarquons que si v = u, X = x et nous retrouvons bien le systeme classique écrit en variables
lagrangiennes

dpa

% = —paV - Uy, (2.14)
du,,

pa—gt =V 2, (2.15)
deg,

ot =g :d . 2.16
pag =g, 04, (2.16)
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Les méthodes numériques, en particulier les méthodes de type < volumes finis > et « éléments
finis > s’intéressent en général a l'intégration de ces équations sur un volume. Regardons le bilan
de ces équations sur un volume fixe dans le référentiel ALE, mais mobile dans le référentiel
spatial. Pour cela, nous intégrons la conservation de la masse (2.3) sur un volume V,(¢) se

déplacant a la vitesse v
Ipa
/ <p +V. (paua)> dv =0.
ver) \ O

En notant que

V- (pauy) dV = / Patty, - dS,

Ve(t) OVe(t)

I’équation devient
Ipa

/ dV—i—/ Pall, - n dS = 0.
vy Ot aVa(t)

Le théoreme de transport de Reynolds permet d’obtenir I'expression de I’intégrale sur un volume
se déplacant avec une vitesse arbitraire de la dérivée en temps de la densité. Son application
transforme (2.11) en

0 / padV+/ Pa(ty —v) -ndS = 0.
O]\ vy OVe(t)

Dans cette derniere forme, nous remarquons que I’évolution de la masse d’'un volume se
déplacant a la vitesse v ne va dépendre que du flux de matiere balayée par le maillage a

I'instant ¢
/ pa(tly —v) - n dS
AVe(t)

et dépend donc de la différence de vitesse entre le maillage et la matiere.
Le méme raisonnement pour la conservation de la quantité de mouvement et de 1’énergie
permet d’obtenir le systeme dans le cadre ALE sous forme intégrale

9 / Pa AV + / pa(tly, —v) -n dS =0, (2.17)
Otl\ Jva v (1)
9 / Patly, AV + / Pally,(Uy —v) -1 dS = / V.g dV, (2.18)
otly Jva oV (1) vy
g / Pata AV +/ Pataltl, —v) -ndS = / o :d dV. (2.19)
otly Jva oV (1) 70

Les différentes expressions et quantités intervenant dans ce systeéme sont expliquées plus en
détails dans les paragraphes suivants.

2.4.3 Tenseur des taux de déformations

Nous pouvons suivre les transformations du domaine par I’étude de l'application z = z(X, t)
et de son gradient I = ix qui nous donne une mesure des déformations subies par le matériau.

Dans le cas de grandes transformations et de dynamique rapide, il est plus aisé et intéressant
de regarder les vitesses de déformations. Ces vitesses de déformations sont mesurées par le
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du
gradient de vitesse L = d; et plus spécifiquement, la partie symétrique de ce gradient, définie
- XL
par

1 (du du” 1
— _ | = _— = — (L LT .

Le tenseur d est appelé tenseur des taux de déformations. Il est noté par composante

di1 di2 di3
d=|di2 da do
di3 daz d33

Ce tenseur est le gradient spatial des vitesses. Il est donc défini a partir de la configuration
eulérienne. Il permet de mesurer les élongations dans les différents directions de I'espace et les
distorsions dans chacun des plans. La trace de ce tenseur Tr (g) est égale a la divergence de la
vitesse V - u et mesure le taux de dilatation volumique de la matiere.

Ce tenseur est par définition symétrique et nécessite, en 3 dimensions, uniquement six
valeurs pour étre completement défini.

Les taux de déformations interviennent dans le calcul des efforts internes et nous seront

utiles pour écrire les lois de comportements élastiques sous forme incrémentale.

2.4.4 Tenseur des contraintes

Le tenseur des contraintes de Cauchy o permet de représenter les efforts internes dans les
matériaux. Défini comme le tenseur des déformations d sur une configuration actuelle, il permet
de calculer la puissance des efforts internes ¢ : d introduite dans (2.5).

Le tenseur de Cauchy est symétrique et peut se décomposer, comme tous les tenseurs, en
une partie sphérique représentée par un scalaire et une partie déviatorique de trace nulle. La
décomposition prend la forme

0=<0—;H®ﬁ>+;ﬁ@ﬂl

La partie sphérique %Tr (g) est un terme correspondant a une pression moyenne qui est
I'opposé de la pression hydrodynamique p que l'on retrouve dans la dynamique des fluides.
Cette pression est responsable des changements de volumes. La trace d'un tenseur est un de
ses invariants, la pression hydrodynamique ne dépend donc pas du repere dans lequel le tenseur
des contraintes est exprimé.

Le déviateur des contraintes, noté S, a donc pour expression

Il

1
3T () L.

= g —_
Il est lié aux efforts de cisaillements et est responsable des distorsions que subit la matiere. La
trace de ce tenseur est nulle et les déformations induites se font a volume constant.

Avec ces notations, le tenseur des contraintes s’écrit donc pour chaque matériau

g, =5, Pal
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2.4.5 Lois constitutives

Pour assurer la fermeture du systeme, il faut lui ajouter une relation liant la pression et le
déviateur des contraintes aux quantités thermodynamiques décrivant 1’état de la matiere et ses
déformations. Dans le cas d’'un matériau isotrope, nous pouvons écrire une loi d’état qui lie la
pression a la densité et ’énergie interne et une loi de comportement exprimant le déviateur des
contraintes en fonction des déformations du milieu. Dans le cas anisotrope, une telle séparation
n’est plus possible. La partie sphérique ne représente plus la pression hydrodynamique. C’est
la totalité du tenseur de Cauchy g, qui va dépendre de la densité p,, de I’énergie interne e,
et des déformations c:la via une unique loi de comportement.

Dans un cas hydrodynamique pur, les gaz et liquides ne résistent pas en cisaillement, la
partie déviatorique est nulle et les lois constitutives se réduisent a

Pa = EOSa(pa, €a), S =0

=«

ot EOS,(pa, €q) représente la loi d’état caractéristique du matériau . Dans le cas de solides,
cette loi est complétée par une relation sur le déviateur des contraintes S. Cette loi peut prendre
une forme élastique en petites déformations

=

1
Pa = EOSo(pas €a), S = 2Ga(§a — gtr(ga);),

ou une forme hypo-élastique caractérisant I’évolution de S en fonction d

po = BOS(pas €a)y S = 2Ga(d — ~tr(d )1)

=« g 3 =’ =

voire élasto-plastique en ajoutant une surface de charge, une loi d’écrouissage et une loi
d’écoulement plastique [22, 77]. Un exemple simple de comportement élasto-plastique est donné
sous la forme

. 1
S, =20a(d, - str(d)1-d,,

)

avec d N le tenseur des taux de déformations plastiques et en utilisant le critere de Von Mises

([57]) avec écrouissage isotrope

foz: =S :§ _Rago

et en prenant une loi d’écoulement plastique respectant la regle de normalité

dfa
d, = o “dg, o %)

ot Ay le multiplicateur plastique, positif et nul quand la fonction de charge ne I'est pas
f aXa =0.

Le terme S dénote la dérivée matérielle du tenseur S a remplacer dans les cas en grandes
rotations par une dérivée temporelle objective de type , Jaumann [22, 46].
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2.4 Equations continues du systeme dans le cadre multi-matériau non-miscible

2.4.6 Traitement des chocs : Pseudo-Viscosité

Un choc est un zone de variation brutale des quantités thermodynamiques, la distance
de variation des grandeurs est en dessous de l’échelle de taille des mailles et le choc est
représenté mathématiquement par une discontinuité. De tels phénomeénes compliquent sou-
vent les méthodes numériques et font apparaitre des oscillations non-physiques qui peuvent
aboutir a 1’échec de la simulations si aucune précaution n’est prise. De maniere plus précise, en
présence de chocs, les solutions hydrodynamiques peuvent étre multiples. Parmi ces solutions,
les seules solutions physiques sont les solutions entropiques obtenues comme limite de solution
créant de 'entropie. Afin de construire de telles limites, il convient d’introduire un mécanisme
de création d’entropie.

Pour n’autoriser que des chocs avec dissipation entropique, un terme de pseudo-viscosité est
ajouté a la pression et aux contraintes dans les équations de conservation de mouvement (2.4)
et d’énergie (2.5). Cette pseudo-viscosité, introduite pour la premieére fois par Von Neumann
et Richtmyer (voir [88]), est un terme dissipatif similaire aux mécanismes de viscosité ou de
diffusion de la chaleur. Il permet d’étaler 1égerement les chocs et rétablit la continuité des solu-
tions. En considérant une pseudo-viscosité isotrope similaire a une pression hydrodynamique,
le tenseur des contraintes avec ce terme supplémentaire s’écrit

g=5-pl—ql

Dans cette formule, le terme de pseudo viscosité scalaire ¢ est composé le plus souvent d’un

terme linéaire et d’un terme quadratique dépendant de la dérivée en temps du volume spécifique

v=1.

p . .
LICAPI1ZP+Cplel%]] si <0
=10 si©>0
Au dela du temps caractéristique pris égal a T cette pseudo-viscosité fait intervenir une

ViRl
longueur caractéristique ! que nous prenons de lll;(‘)rdre de la taille des mailles utilisées. Cette
longueur caractéristique permet de faire tendre la pseudo-viscosité vers 0 lorsque le maillage se
raffine et permet d’espérer de converger vers une solution entropique a cette limite. Enfin, la
notation ¢ désigne la vitesse du son dans la maille considérée.

Nous observons que, par construction, ce terme de viscosité dissipe de I’énergie mécanique
dans les écoulements en compression & un taux %qé :d = —qu et est inactif dans les zones de
détente (v > 0).

Dans notre étude, nous nous limiterons a 'utilisation d’une pseudo-viscosité scalaire. Cette
formulation réagit a un choc uniquement par I'intermédiaire de la mesure d’un changement de
volume v sans voir la direction de propagation du choc.

D’autres formulations existent, pouvant donner une structure vectorielle ou tensorielle a
la pseudo-viscosité et essayant d’introduire le mécanisme dissipatif uniquement dans la direc-
tion du choc ou essayant de discriminer plus finement les chocs des autres phénomenes de
compression (voir [20, 19, 50, 89]).

2.4.7 Conditions aux limites

Les conditions aux limites sur le bord du domaine s’écrivent pour les conditions de Dirichlet
et de Neumann

=1, sur 9JD,,

w, sur 0Dy.

IS]
]

u
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CHAPITRE 2. MODELISATION CONTINUE DU PROBLEME

Il est possible de ne contraindre la vitesse dans une seule direction de l’espace et laisser
libre les autres directions. La condition imposée concerne alors la projection de la vitesse dans
la direction contrainte ce qui s’écrit

u-ng=1u sur 0D,.

ou ny(z,t) est la normale donnant la direction dans laquelle la vitesse est imposée et ugq(x,t) est
la valeur imposée dans cette direction. Pour simplifier la suite des développements mathématiques,
nous prenons des conditions limites nulles sur le bord du domaine

0 sur 0D,
0 sur 0Dy.

g-n

U

Ces conditions nulles sont imposées uniquement pour simplifier les expressions mathématiques
et simplifier les systémes en cours d’écriture.

La prise en compte de conditions aux limites non-nulles ne présentent pas de difficultés.
Nous ré-introduisons le cas plus général des conditions aux limites de Dirichlet non-nulles une
fois la méthode completement écrite.

2.4.8 Déformations planes

Nous considérons que notre systeme possede une symétrie plane dans un repere cartésien.

Nous faisons donc I’hypothese de déformation plane dans le plan (O, ey, ey).

L’état du matériau est considéré constant dans la direction e, ce qui annule toute dérivée %

dans cette direction. Cette hypothese permet de ramener 1’étude du systeme tri-dimensionnel
a ’étude d’un cas 2D plan. Les déformations se produisant uniquement dans les directions
ez et ey. Certains termes du tenseur des taux de déformations s’annulent et il se réduit a 4
composantes

din diz 0
d=|diz d2 0O
0 0 0

En partant de la loi d’état et de la loi de comportement, nous pouvons identifier les termes nuls
du tenseur des contraintes et le simplifier pour lui donner une expression faisant intervenir 5
composantes
on o2 0
g=|o12 o2 0
a 0 0 o3
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CHAPITRE 3. DISCRETISATION DES EQUATIONS DANS LE CAS MONO-MATERIAU

Dans ce chapitre, nous présentons la discrétisation du systeme qui servira ensuite de base
au développement de notre schéma. La méthode introduite ici est écrite dans un cadre mono-
matériau et sans terme d’interface. La discrétisation des équations volumiques présentée dans
ce chaptitre sera utilisée par la suite pour les mailles éloignées de I'interface. Pour simplifier les
notations, nous omettons ici I'indice o dénotant I'appartenance a un matériau. Cette distinction
n’a pas lieu d’étre dans le cas mono-matériau.

Les équations du systeme sont discrétisées en suivant le schéma lagrangien de Wilkins ([90]),
décalé en temps et en espace. Ce schéma est couramment utilisé dans les codes industriels pour
traiter les écoulements hydrodynamiques ou élasto-plastiques. Cette méthode est implantée
dans ld code hydrodynamique dans lequel nos travaux seront également insérés.

3.1 Décomposition du pas de temps

Dans le formalisme ALE précédemment introduit, les équations & résoudre sont les trois
lois de conservations (2.17), (2.18) et (2.19) intégrées sur un volume se déplacant a une vitesse
de maillage arbitraire

0 / pdV+/ plu—wv)-ndS =0, (3.1)
oty Jvw oV (1)
Q / pudV+/ pu(u —v) -ndS :/ V-odV, (3.2)
oty Jvw 0 Ve
g / pedV—i—/ pe(u—v)-ndS :/ og:ddV. (3.3)
Ot Jv oV (1) O

Les méthodes ALE dites < directes »résolvent directement ce systéme mais cela nécessite de
connaitre a priori la vitesse que nous voulons imposer au maillage. Nous utilisons plutot une
méthode de type < Lagrange + projection »[53, 10] qui décompose le pas de temps dt en deux
phases (voir figure 3.1)

— dans un premier temps, la maticre et le maillage se déplacent a la méme vitesse v;,, = 4
durant une durée dt. Il n’y a pas de transfert de matiere entre les mailles durant cette

phase;
— durant la deuxieme phase, la matiere reste fixe u,, = 0 alors que le maillage se déplace
a une vitesse v, = —(y,, — v) durant une durée dtqe. L’évolution des grandeurs du

maillage est alors uniquement due aux flux entre les mailles.

Par addition, nous remarquons que la matiere s’est déplacée au final avec une vitesse u =
E— : ‘) - ’ 7’ .
Ugle + Ujgg = Ujqq alors que le maillage s” est déplacé avec une vitesse

U= "Uqq + Vgte = Ujgg — (Qlag - Q) =y,

v étant une vitesse arbitraire de maillage.

Ce type de méthode présente plusieurs avantages dont une facilité de mise en ceuvre et un
controle plus immédiat sur la déformation du maillage en fin de pas temps. Il est possible de
récupérer un algorithme lagrangien pré-existant pour gérer la premiere phase et ’ensemble peut
se voir comme une méthode lagrangienne avec remaillage a connectivité de maillage constante.
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3.1 Décomposition du pas de temps

Phase (I
lagrangienne . I Temps
Phase ( / : !
d'advection | < “ N |
< Noeuds du maillage : Déplacement des noeuds
- Points matériel ‘ : Déplacement de la matiere

FIGURE 3.1 — Phases ALE

3.1.1 Phase lagrangienne

La vitesse du maillage est ici la méme celle de la matiere ce qui annule les termes d’advection
en (u — v). La premieére phase se résume a la résolution des équations

d

— pdV =0, 3.4
d
— pu dV = V.o dV, (3.5)
dt Jv ) vy
4 pe dV = / o:ddV. (3.6)
dt Jy ) V)T

Les domaines d’intégration font ici référence a des volumes se déplacant a la méme vitesse
u que la matiere pendant un pas de temps dt. Ecrites sous forme locale, La dérivée ALE est
équivalente a la dérivée matérielle dans cette phase. Les équations (2.11)-(2.13) s’écrivent donc,
sous forme locale,

d
675 =—pV-u, (3.7)
du

P =V g (3.8)
de

Py =g d. (3.9)

De ce fait, cette phase est appelée la phase lagrangienne du pas de temps.

3.1.2 Phase d’advection

La seconde partie est la résolution du systeme d’équations

g / pdV+/ plu—v)-ndS =0, (3.10)
Otl\ Jv) v ()
9 / pU dV+/ pu(u —v)-ndS =0, (3.11)
Ot]\ Jv v ()
Q / pe dV + / pe(u —v)-ndS =0. (3.12)
9t Jva 0

Ici, les équations se réferent ici a des volumes allant & la vitesse —(u — v) durant un pas de
temps dt,. Durant cette phase, le maillage se déplace pour atteindre la position qu’il aurait
du avoir si nous ’avions déplacé directement a la vitesse v durant le pas de temps. Le systeme
d’équations correspond & un systeme traduisant ’advection de la matiere fixe & travers un
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CHAPITRE 3. DISCRETISATION DES EQUATIONS DANS LE CAS MONO-MATERIAU

maillage en déplacement. L’évolution des grandeurs dans un volume V'(¢) ne dépend que des
flux de quantités | av (1) o(u — v) - n dS entrants ou sortants a travers la surface de ce volume.

Cette phase sera appelée la phase de transport ou phase d’advection de I’algorithme. Le
systeme (3.10), (3.11), (3.12) fait apparaitre les quantités qui doivent étre conservées dans le
systeme. Ces quantités sont :

— la masse a travers l'intégrale de la densité [ pdV ;

— la quantité de mouvement a travers l'intégrale de la quantité de mouvement volumique

[ pudv;
— D’énergie interne a travers 'intégrale de I’énergie interne spécifique pondérée par la densité
(ce qui donne une énergie interne volumique) [ pedV.

Notons que la phase lagrangienne ne fait pas intervenir la vitesse de maillage v. Elle n’inter-
vient que dans la phase de transport. Nous pouvons donc choisir a posteriori cette vitesse afin
de limiter la déformation du référentiel due a la premiere phase et pour conserver un maillage
ayant des qualités géométriques suffisantes. Au final, la quantité importante n’est pas la vitesse

du maillage mais la déformation (v, dtq.e) qui lui est appliquée durant la phase de transport.

3.2 Discrétisation des champs d’inconnues

Nous discrétisons a chaque pas de temps notre domaine d’étude en un maillage non struc-
turé noté par abus de notation D(t) et composé de K mailles Q(t) se déplagant avec la
matiere. Définissons également un maillage ALE F(t) ayant le méme nombre de mailles,
D(t) = Uj=1 i Cu(t), les mémes connectivités que D(¢) et étant une régularisation de ce der-
nier. Autrement dit, F(¢) est un lissage présentant de meilleures qualités géométriques. Les
mailles régularisées sont notées () et se déplacent a une vitesse différente des mailles lagran-
giennes (). Ces maillages sont composés uniquement de mailles quadrangulaires, un exemple
est donné figure 3.2 pour fixer les idées. Nous noterons pour le maillage lagrangien utilisé a

FiGURE 3.2 — Exemple de maillage
quadrangulaire du domaine

chaque pas de temps :
Qy : la maille (primale) & ;
x;, : le centre de la maille €y ;

X9, :la fonction caractéristique de la maille £, valant 1 si x € , 0 sinon;

22



3.2 Discrétisation des champs d’inconnues

N} : Pensemble des nceuds 4 de la maille €y, ;

x; : les coordonnées du neceud ¢ ;

¥, : la fonction de forme nodale de type < éléments finis > d’ordre 1, associée au nceud 7.
Cette fonction est linéaire sur les triangles et bi-linéaires sur les quadrangles permettant
d’interpoler toute fonction continue f par

Iy f(z) = Z f(z;)Vi(z);

u; : la vitesse du point z; ;

A; : la maille duale centrée autour du nceud 7 ;

XA, : la fonction caractéristique de la maille duale ¢, valant 1 si z € A;, 0 sinon;;

M; : I’ensemble des mailles voisines du nceud <.

D’une maniere générale, les indices ¢ ou j dénoteront les variables discrétisées par nceud alors
que les indices k et [ indiqueront que la variable est définie par maille.

Le schéma de Wilkins est un schéma décalé en espace, c’est a dire que les vitesses et les
accélérations seront définies aux nceuds alors que les grandeurs thermodynamiques comme la
densité, la pression ou l’énergie interne seront définies centrées sur les mailles. Le schéma est
également décalé en temps, les vitesses étant définis aux temps 2 alors que les quantités
centrées ainsi que les accélérations et les positions sont définies aux temps t”.

uﬂ-i-l /2

—1

*-—

FI1GURE 3.3 — Discrétisation du schéma de Wilkins

Les champs de grandeurs centrées sont discrétisés en espace en les écrivant sur la base des
fonctions caractéristiques des mailles. Ils sont donc approchés par leur valeur moyenne dans la
maille et s’écrivent, sous forme discrétisée en espace et continu en temps,

o(z) =) o, x.(2), (3.13)
k

p(z) = prxe, (), (3.14)
k

e(z) =) erxo, (). (3.15)
k

La vitesse est écrite sur la base des fonctions de forme nodales « éléments finis > bi-linéaire
par élément et s’écrit

u(z) = Zuﬁh(g) (3.16)

Alors que les grandeurs centrées sont discontinues entre les mailles, le champ de vitesse est
continu sur tout le domaine.
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CHAPITRE 3. DISCRETISATION DES EQUATIONS DANS LE CAS MONO-MATERIAU

3.3 Phase Lagrangienne

3.3.1 Conservation de la masse

L’équation de conservation de la masse est écrite sous forme faible en intégrant (3.7)
pondérée par la fonction caractéristique associée a chaque maille €2,

d
/ <p +pV u> X, dV = 0, Vk.
o\ dt

Ceci revient a écrire (3.4) sur Q ce qui donne

d
= (o Vie) = 0,k (3.17)

ou V; est le volume de la maille i et pi la masse volumique moyenne de la cellule €.
Enfin, I'intégration en temps entre t" et "+ donne finalement

+1 an-i-l

e Vil = py. = my.

Le terme my est la masse totale de la maille, constante au cours de la phase lagrangienne.

3.3.2 Conservation de I’énergie et loi d’état

L’équation de conservation de I'énergie (3.9) est écrite sous forme faible de la méme maniere
que la conservation de la masse ce qui donne

d
/(pe—a:d> xa,dV = 0, VE.
D dt - = )

En décomposant les contraintes en partie sphérique et déviatorique, nous obtenons

de
[ o5 xadv = [ s:dxoav— [ 540V -uxaav
D D D

Apres intégration et en notant que la conservation de la masse (3.7) nous permet d’écrire
la divergence de la vitesse sous la forme

1d
Voo Lde

p dt

I’équation d’énergie s’écrit en valeurs moyennes
dey, 1 dpg
Vi— =V S, : d Vi— — =0,Vk. 3.18
eV, kS, 4, + (Pe + ar) kot (3.18)

Apres division par piVj et sachant que % (%) = —p%%, I’équation de la conservation d’énergie

discrétisée en espace prend donc la forme finale

dey, d (1 1
— =—prt+aq)—— ) +—(S, :d ), Vk.
Indiquons que I’énergie interne utilisée ici comprend théoriquement 1’énergie élastique de déformation.
Les déformations élastiques interviennent dans la loi d’état par I'intermédiaire de I’énergie in-
terne.
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3.3 Phase Lagrangienne

L’intégration en temps est réalisée en utilisant un schéma trapeéze pour la pression et
les contraintes et un schéma point milieu pour la pseudo-viscosité et le tenseur des taux de
déformations ce qui permet d’obtenir la forme discrétisée en temps et en espace

n+1 n

+ 1 1 1 At

et =ef - (w +ap ) <pn+1 - p’;ﬁ) (S gt ), ok (3.19)
k

1
avec le déviateur des contraintes §Z+ 2 au temps ' définit par la moyenne du déviateur
entre les temps t" et t" 11
n+1 n
Sn+1/2 _ ék +§k
=k _ 2 :

Nous noterons que cette équation fait intervenir les pressions pZH au temps t"*1 la pression

est fonction de quantités thermodynamiques dont 1’énergie interne au temps t"*1. L’équation
(3.19) est donc implicite en eZH et couplée avec la loi d’état. Les deux doivent étre résolues
simultanément. Pour cela, il faut donc résoudre le systeme non linéaire

n+tl _ n _ (Pa PP n+1/ 1 1 At n+lh | ntl
€k == ek - ( D) + qk ) pZ+1 - Tn + pn+1/2 (ék N gk /2 )
k

(3.20)

ce qui est fait par une méthode de Newton.

Remarque discrétisation du tenseur des taux de déformations

Le terme QZ“J/Q est une valeur moyenne des taux de déformations sur la maille. Il est défini

par
1
— [ d(z)dV.

d
Vi Ja, =

=k
En remplacant le taux de déformation par son expression en fonction du champ de vitesse,
nous obtenons

1 1
d =— [ = (Vu+Vd") dV.
Nous pouvons utiliser la discrétisation du champ de vitesse et son expression en fonction des
fonctions de formes ce qui donne

1
gk:ﬁz

1€NE

/Qk (V(wWi(2)) + ¥ (u,wi()") av.

Apres développement, le tenseur des taux de déformations moyen dans la maille a pour expres-

sion .
d, = — Ul®(/ ‘Illnd5>+</ qfﬂ”LdS)@UZ)
=k 2V Z ( o, o0,

1€N,

Notons que les vitesses étant au temps t”*l/Q, le tenseur des taux de déformations doit également
étre défini a ce temps. Pour cela, il faut alors prendre soir de bien intégrer les flux des fonctions
de forme sur Qk(ﬁ”%) afin de calculer un gradient de vitesse Vu discrétisé correctement au
temps "'/

unt'l

nt+lh _
Vﬂ 2= 8§n+1/2 .
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3.3.3 Conservation de la quantité de mouvement

L’équation de la conservation de la quantité de mouvement s’écrit localement sous la forme
(3.8)

du
= _VY . = 0.
Pt =

La forme faible de cette équation est écrite en prenant 'intégrale sur le domaine D pondérée par
une fonction test. Prenant comme fonction test un champ de vitesse virtuelle cinématiquement
admissible @ quelconque, ceci nous donne le principe des puissances virtuelles

du — R
/D(pdt—v-a>-udV—O, Y.

Nous intégrons par partie et utilisons les conditions aux limites pour obtenir la forme plus
compacte valable quelque soit la fonction test 4 cinématiquement admissible

d
/Dpd?-ﬁdv+/p<f:vadv=0, Vi tel que it|yp, = 0.

La vitesse virtuelle est discrétisée de la méme maniere que la vitesse de la matiere. En arguant
de Darbitrarité de ce champ et en prenant successivement @ = e, V;(x) et 4 = gy\I/i(g) pour
tous les noeuds du maillage, nous obtenons la forme pondérée équivalente

/pdulllidv—l—/U-V‘liidV:O, V.
p dit D™

En réduisant 'intégrale au support de ¥;, la forme discrétisée donne

d
/ 0w dv +/ o VU, dV =0, Vi
DNSupp¥; dt DNSupp¥;

En décomposant l'intégrale par maille et en intégrant une nouvelle fois par partie avec o
supposé constant par maille, nous obtenons la forme discrétisée en espace

d
/ Ly, qv = — > ak-/ n¥; dS, Vi. (3.21)
5 g

p—
NSuppV¥; dt ke M; 0,

k

Le terme d’accélération reste encore a définir, une approximation du champ de densité, expliqué
dans le paragraphe suivant, nous permet de terminer la discrétisation.
3.3.4 Condensation de la masse

Le schéma de Wilkins fait une approximation sur la densité massique et sur le champ de
vitesse. Nous remplagons alors dans le terme d’accélération de ’équation (3.21) le champ de
vitesse réelle u et virtuelle & par des interpolations constantes par maille duale A; (voir figure
3.4 pour la définition des mailles duales),

u(z) ~ ZHZ’XAZ» (2), (3.22)
u(x) ~ Z a;xA, (2) (3.23)
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3.3 Phase Lagrangienne

FIGURE 3.4 — Mailles duales. Les différentes mailles duales sont
représentées par un damier de couleurs unies alors que les traits
pleins représentent les frontieres des mailles primales. La maille
duale associée a un nceud i est composée du quart des mailles
primales entourant ce noeud. Le quart de la maille primale est défini
par le centre de la maille, le noeud 7 et le centre des faces contenant
le noeud 4. La maille duale est donc 'union de 4 quadrangles mais
n’est pas forcément quadrangulaire.

ol xa, est la fonction caractéristique de la maille duale A;, valant 1 si z € A;, 0 sinon. De ce
fait, ’équation (3.21) s’écrit

I =— Z o, n¥,;dS, Vi
keM; 0%,
sous la notation
dﬂi dgz
I = pdV = Z pdV .
En supposant une densité p uniforme par maille,
my
=< p>=—, 3.24
p=<p>= (3.24)

il reste

du; du;
Ii — — e — i — .
2 /A A Z #Nk dt n

keM; ¥ AiNS

ou nous avons noté

=2

keM; # &
avec my, la masse de la maille € et #Ng, le nombre de noeuds de la maille k. Avec cette
derniere formule, nous avons approché le volume de I'intersection entre la maille duale A; et la

maille primale € par une division égale du volume de la maille primale entre tous les noeuds,

Vi
#Ni
Cette approximation reste correcte tant que les mailles sont proches de mailles rectangulaires.

La masse est donc condensée sur les nceuds et un nceud possede donc le quart des masses des
mailles primales I'avoisinant (voir figure 3.5).

| A N Q| =
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FiGURE 3.5 — Condensation de la masse. La masse des
mailles primales est répartie sur leurs nceuds. Chaque
nceud recoit le quart de la masse des mailles voisines.

Cette condensation nous permet de découpler 'accélération des noeuds et de diagonaliser
la matrice de masse. Celle-ci est alors triviale & inverser. L’équation (3.21) se réduit a

du; / .
m;——r = — o, - n¥;dsS, Vi.
dt keZMz - OS2y,

La forme finale discrétisée en temps est obtenue en intégrant par un schéma de point milieu
1 1 .
entre "~ /2 et t"T/2 ce qui donne

avec 0t = ¢t — =l
A partir de ces vitesses, les positions en fin de pas de temps sont calculées par la formule
de point milieu
1
a =l At TR

Les volumes peuvent alors étre calculés a partir de la géométrie des mailles en fin de pas de
temps.
3.3.5 Pseudo-viscosité

La pseudo viscosité est discrétisée au temps 2 Elle a alors pour expression

2
—l—CleCZ

.n+1/2

Ca (Ix)? %

k
nti/2
Vi

n+1/2 .n+1/2

+1/2 P
qZ /2 _ k

] sio ot <0

0 sio s 0

k
n+1/2
Yk

"+1/2 prise comme la moyenne p"t1/2 = L(pn +

pris comme la moyenne v"t1/2 = %(

avec C'4 et Cp, deux constantes, la densité p
P, le volume massique v"+1/2

en temps du volume massique

o T oater) et la dérivée

.n+1/2 1 1 1
ke T A\t T n )
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3.4 Phase de transport

La longueur [ est une longueur caractéristique de la maille permettant de faire tendre la
pseudo-viscosité vers 0 lorsque la taille des mailles tend vers 0. Plusieurs définitions de cette
longueur sont possibles. Les méthodes basées sur 'accélération pour déterminer la direction du
choc et mesurer la longueur de la maille dans cette direction sont tres instables numériquement
car en présence de faible accélération, cette longueur peut varier brutalement. Une méthode
plus fiable que nous avons choisie et que nous utiliserons par la suite est de calculer la longueur
caractéristique comme le rapport entre ’aire de la maille et son périmetre.

Remarquons que pour garder une pseudo-viscosité explicite, la vitesse du son est prise
décalée en temps a I'instant " et un décalage apparait également dans le tenseur des contraintes
au temps t"

1
ol =S —pfl—qp "L

Ce dernier décalage ne porte cependant que sur ’équation de dynamique des nceuds.

3.3.6 Résolution

Pour chaque pas de temps, le systeme complet discrétisé est donc composé des équations

uﬂ—i-l/z _ u@—l/z
e T > ol n¥; ds, Vi (3.25)
k;EMi onn
£?+1 = 2"+ At ’U,;-H_ /2, Vi (3.26)
Vil = v (20 vk (3.27)
pz an _ PZ-H an-f—l, Yk (3.28)
.n 2 .n+1/2
nt1/2 | o )2 pp 2 Ol ot Cont2 g
AR [ Al | s | T OLleci s || 1 L Yk (3.29)
0 sio o200
n—+1 n 1 1
n+l _ PP n+'/ 11 1 nt+'h | 4l
€ - ez ( k D) k4 qx ) <p2+1 pZ) + PZ+1/2 (gk : gk 2) 7 V. (330)

Pt = Plet ot

Excepté pour la loi d’état, ce schéma est explicite. Le calcul d'un pas de temps se fait donc de
la maniere suivante :

1. calcul des vitesses en t"+'72 3 partir des contraintes et masses au temps ¢" via (3.25);
calcul des positions en fin de pas de temps via (3.26) ;
calcul des volumes en fin de pas de temps via (3.27) ;
calcul des densités par la conservation de la masse via (3.28) ;

calcul des pseudo-viscosités via (3.29) ;

SN T o

calcul de ’énergie et de la pression en fin de pas de temps par résolution de (3.30).

3.4 Phase de transport

Une fois la phase Lagrange résolue, il faut traiter les termes de transport des quantités.
L’écriture de la méthode sous forme < Lagrange + projection > ne fait pas apparaitre la vi-
tesse du maillage dans la premiere phase ce qui nous permet de définir a posteriori la vitesse
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CHAPITRE 3. DISCRETISATION DES EQUATIONS DANS LE CAS MONO-MATERIAU

corrigeant les défauts trop importants qui ont pu se créer avec les déformations de la matiere.
Cela est fait durant ’étape de régularisation du maillage qui va calculer la position du maillage
en fin de pas de temps.

Puis vient 1’étape de transport a proprement parler permettant de passer du maillage la-
grangien D (déformé avec la matiére) au maillage ALE régularisé F. Cette phase revient a faire
une projection du premier sur le second.

Une premiere méthode consiste a résoudre directement le systeme (3.10), (3.11), (3.12) et &
calculer les flux de masse, quantité de mouvement et d’énergie interne entre les mailles lors du
déplacement du maillage. Cette approche est utilisée dans les méthodes dites de < projection
par flux > [53, 55|. Elles présentent I'avantage d’étre conservatives sur les grandeurs projetées
(tout flux sortant d’une maille entre dans une autre) mais limite la différence que nous pouvons
avoir entre le maillage lagrangien et le maillage régularisé afin de pouvoir calculer avec précision
les flux entre les mailles.

En regardant la phase de transport réellement comme une projection, il peut exister d’autres
méthodes comme l'interpolation des champs. Le but étant toujours de passer de champs définis
sur le maillage D a leur définition sur le maillage F. Ces méthodes sont pas toujours conser-
vatives et leur utilisation n’est pas adaptée a notre situation ol nous résolvons justement des
lois de conservations.

La méthode que nous employons est une méthode de projection par intersection exacte (voir
[27], [72]). Cette méthode est conservative et accepte des maillages d’origine et de réception
arbitraires. Elle ne nécessite aucune vitesse de maillage mais uniquement la position en fin de
pas de temps.

Quelle que soit la méthode utilisée, elle doit avoir certaines propriétés :

— étre conservative. Nous écrivons durant la phase lagrangienne la conservation de la masse,
de I'énergie interne et de la quantité de mouvement ; ces trois grandeurs doivent donc
également étre conservées lors du transport ;

— étre peu diffusive. Une petite variation de maillage doit entrainer une petite variation des
champs reconstruits. Dans le cas limite, il faut retrouver exactement les champs d’origine
lorsque l'on projette un maillage sur lui méme. Une méthode ne respectant pas cette
condition va accumuler la diffusion numérique au cours des pas de temps;

— respecter un principe du maximum et ne pas créer de nouveaux extrema dans les champs
reconstruits.

3.4.1 Régularisation du maillage

Dans nos cas en grandes déformations, le maillage peut étre trop déformé pour permettre
une simulation fiable. Les mailles peuvent présenter certains défauts qui serviront de criteres
pour mesurer la qualité du maillage. Ces critéres peuvent étre par exemple :

— des angles trop aigus (figure 3.6.a), des mailles trop déformées ne permettent pas aux

méthodes numériques de donner des résultats corrects;

— des angles rentrants menant a des mailles concaves (figure 3.6.b) ;

— des rapports de volumes trop grands entre mailles voisines (figure 3.6.c) car des maillages

trop irréguliers n’assurent pas la précision des méthodes.
Cette liste n’est pas exhaustive et d’autres criteres peuvent étre étudiés pour mesurer la qualité
du maillage (voir [30]).

La régularisation du maillage lagrangien en fin de pas temps va chercher a créer un maillage
ALE plus lisse et respectant les criteres précédents. Cela peut étre réalisé en déplacant simple-
ment les points problématiques aux barycentres de leurs voisins, en itérant sur une équation de
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3.4 Phase de transport

\ V& } %] 4

a) Angle trop aigu b) Angle rentrant ¢) Rapport des volumes trop grand

FIGURE 3.6 — Criteres géométriques

diffusion pour répartir les nceuds ou en utilisant d’autres méthodes de relaxation de maillage
plus complexes [81, 49, 47].

La phase de projection provoque obligatoirement une diffusion numérique des différents
champs car la reconstruction utilise des moyennes locales. Le maillage régularisé doit donc
rester aussi proche que possible du maillage lagrangien pour limiter le transport et la diffusion
des quantités. Pour la méme raison, les corrections du maillage doivent rester locale aux zones
ne respectant pas les criteres. Une régularisation globale du maillage entraine une diffusion
dans tout le domaine alors qu’une régularisation locale ne va provoquer de la diffusion que
dans les mailles corrigées.

3.4.2 Projection
3.4.2.1 Principe

La méthode de projection par intersection exacte part de la remarque suivante : si nous
avons un champ de densité p défini sur le maillage régularisé F par des valeurs constantes par
maille

pla) =Y pixey (@),
l

I'intégrale de ce champ sur un volume V doit étre égale a I'intégrale du champ d’origine sur le

méme volume V
[ awav= | pwrav
1% 174

pour assurer la conservation des grandeurs voulues.
En décomposant le champ p sur sa base dans F et en ré-écrivant I’équation précédente pour
toutes les mailles €2; de F, nous obtenons ’expression du champ de densité projeté

1 [ - 1
pL pla)dV =3 | pla)dV; Vi

Vi Jo, 1 Jo,

Le méme raisonnement sur l'énergie interne (en notant que la quantité conservée n’est pas
Pénergie interne spécifique e mais I’énergie interne volumique pe) aboutit a

1
pier =7 | (pe)(z)dv; vi.
1Jo

Nous nous intéressons maintenant a la quantité de mouvement. Lors de cette projection, nous
abandonnons la définition de la vitesse comme champ interpolé par les fonctions de forme et
nous faisons la méme approximation faite par la condensation de la masse pour les termes
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d’accélération lors de la phase lagrangienne. Le champs de vitesse u ainsi que le champ de
quantité de mouvement (pu) sont approchés par des champs constants par maille duale A,
centrée sur les nceuds j (voir figure 3.7),

pu(z) =) piuyxa, ().
J

Cette formule fait intervenir une densité nodale p; qui sera définie par la suite.
La projection suit ensuite la méme démarche que les autres grandeurs en écrivant I'intégrale
de la quantité de mouvement sur la maille duale A; pour chaque nceud j du maillage F,

1 .
Pty = v /A (pu)(z)dV, vj.
J

FIGURE 3.7 — Maille duale associée au
neceud j

3.4.2.2 Ordre 1

En prenant la définition du champ constant par maille sur le maillage d’origine, nous obte-
nons une projection a 'ordre 1. Ceci s’écrit pour la masse

En remarquant que Q; = U(Ql N Q) (figure 3.8), nous décomposons 'intégrale en

k
P 12,) (/ dV> Vi
I = 15 k 5 .
‘/l k QN

Nous obtenons 'expression des densités sur le maillage de réception en fonction des densités
sur le maillage de départ et des volume des intersections entre les mailles des deux maillages
szﬁQk dV'. Les volumes de ces intersections sont a calculer géométriquement. Plusieurs tech-
niques existent pour calculer les intersections entre deux polygones quelconques (voir [84, 78]).

Notons que les termes p; sont des combinaisons linéaires convexes des termes pj, aucun
nouveau maximum ne peut dont apparaitre sur le maille régularisé.
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-

o =J@un)

F1GURE 3.8 — Intersections entre le maillage régularisé et le maillage lagran-
gien

Les énergies internes spécifiques e; sur F ont, avec la méme méthode, pour expression

v e,
€l = —— PkEKL dV) y vi.
pl‘/l g ( QN

La projection de la vitesse demande un peu plus d’attention. Le champ de densité est défini
constant par maille alors que les vitesses sont définies par nceud. Nous projetons d’abord le
champ de densité par maille sur les mailles duales pour obtenir les densités nodales p; sur le

maillage dual de départ
1 / .
Pi = 15 Pk dV) ’ Vi

ce qui nous permet de définir un champ de quantité de mouvement p;u;
duale A; puis d’obtenir les vitesses sur le maillage dual d’arrivée

1 / )
Ui = —— > Pl dv |, Vj.
TV Zz: < NS )

II nous manque la densité nodale p; sur le maillage d’arrivée. Celle-ci vient de la projection de
la densité nodale depuis le maillage lagrangien dual

1 / .
pi =D _Pi av | vj.
TV zz: ( AjNAi >

Notons que, pour étre parfaitement cohérent entre les deux phases du pas de temps, les
masses nodales données par la condensation de la masse devraient étre les mémes que les
masses nodales utilisées lors de la projection. La condensation de la masse utilise une masse

keM; K

constant par maille

nodale approchée par

alors qu’elle devrait prendre une masse nodale définie par

Sl )

keM;

L’erreur de cette approximation reste faible tant que les mailles sont proches de rectangles.

Cette projection permet de retrouver exactement les valeurs initiales si le maillage d’arrivée
est identique & celui de départ mais présente le désavantage de beaucoup diffuser les grandeurs
projetées. La diffusion numérique peut étre diminuée en utilisant une méthode de projection a
I'ordre 2.
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3.4.2.3 Ordre 2

Pour améliorer la projection des grandeurs conservées, nous ne prenons plus un champ
constant par morceau sur le maillage de départ mais un champ linéaire par morceaux. Apres
intégration, la densité sur le maillage D a pour expression

p(z) = (pr+ Vor - (z — z1)) o (2)
k

avec Vpy un gradient centré a déterminer (voir Annexe A). La valeur de la densité sur le
maillage régularisé est alors

pL= %Z ((ﬂk + Vi - (Zgr — 1)) </lek dV>> , Vi

k

avec Z g, les coordonnées du barycentre de l'intersection € M (2.
De la méme maniere, ’énergie interne s’écrit

e = pllVl Zk: (((Pkek) + V(prer) - (Zgp — z1)) </Qka dV)> ; v

et la vitesse prend la forme

1 .
u; = W ; <((pzuz) + V(piw;) - (ggij - QZ)) (/A]-mAi dV)) v

gi;j sont les coordonnées du barycentre de U'intersection A; N Ay. La densité nodale p; est
obtenue par projection a l'ordre 2 de la densité nodale depuis le maillage lagrangien dual

Cette projection ne répartit plus uniformément les quantités dans les mailles ce qui permet
de limiter la diffusion en prenant en compte les variations locales des champs. Lors d’une
projection sur un maillage identique, la méthode redonne bien les mémes valeurs de densité
et d’énergie. Elle fait cependant une erreur sur le bord du maillage lors de la projection de la
vitesse. Cela est dii & un décalage entre la position des noeuds et la position des barycentres
des mailles duales aux frontieres du maillage. Cette erreur n’existe pas avec une projection a
l'ordre 1.

Sans précautions supplémentaires, cette méthode peut créer de nouveaux extrema. Il faut
limiter la pente des gradients reconstruits, ceci est discuté dans 'annexe A.

Remarquons que méme lors de la projection a l'ordre 2, le champ de densité duale p; sur
le maillage lagrangien est toujours obtenu par une projection a l'ordre 1 de la densité primale
sur le maillage dual ce qui permet d’obtenir des masses nodales lors de la phase de transport
proches des masses nodales utilisées lors de la phase lagrangienne.
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CHAPITRE 4. GESTION DE PLUSIEURS MATERIAUX ET LEUR INTERFACE

4.1 Vue d’ensemble des méthodes multi-matériaux

Les méthodes de simulations de systemes multi-matériaux peuvent se classer en deux fa-
milles : les méthodes & interface conforme (fitted interface) et les méthodes & interface interne
(embedded interface). Elles se différencient par la position de l'interface dans les maillages.
Les méthodes a interface conforme vont conserver I'interface sur le bord des mailles ou sur la
frontiere du maillage alors que les interfaces internes peuvent avoir une position arbitraire &
I'intérieur du maillage provoquant ’apparition de mailles partielles ou mixtes, découpées par
I'interface entre les matériaux.

Ces deux familles peuvent se sous-diviser en méthodes multi-domaines et mono-domaines
(appelées aussi mono-blocs ou monolithiques). La distinction se fait dans la maniere de définir
les différents matériaux en présence.

Les méthodes multi-domaines définissent un maillage séparé pour chaque matériau. Il
convient ensuite de coupler les différents domaines composant le systéme pour mener a bien
la simulation. Elles présentent ’avantage de pouvoir utiliser un solveur spécifique pour chaque
matériau mais alourdissent le cott du calcul avec une gestion des différents maillages et leur
mise en relation.

Les méthodes mono-blocs définissent tous les matériaux sur un maillage unique simplifiant
grandement la gestion de la topologie du systeme et rendant inutile les procédures de détection
des zones en contact. Les schémas employés doivent alors étre capables de gérer différentes lois
constitutives dans un méme domaine de calcul pour pouvoir simuler tous les matériaux.

Par nature, le formalisme lagrangien est adapté pour les méthodes a interface conforme. Le
référentiel se déplacant a la vitesse de la matiere, I'interface est fixe par rapport au maillage et
reste donc sur les bords des mailles.

Les méthodes a interface interne sont nécessaires dans les méthodes eulériennes ou le
maillage reste fixe dans l'espace. En effet, 'interface sera obligatoirement a lintérieur des
mailles au moindre déplacement.

Le formalisme ALE par son écriture plus générale peut étre employé dans les deux cas mais
nécessite de correctement définir la vitesse du maillage pour conserver un suivi lagrangien de
Iinterface.

Nous essayons ici de présenter une vue d’ensemble des méthodes multi-matériaux. Ces
méthodes ne s’appliquent pas toutes obligatoirement dans notre cas mais traitent des problemes
similaires.

L’interaction entre matériaux la plus courante a traiter est le probleme du contact entre
structures et nous présenterons souvent les méthodes ci-apreés dans ce contexte. Les problemes
d’interface ne se limitent cependant pas a cela. Par exemple, les études de flux thermiques
entre des matériaux ayant des conductivités différentes et pouvant présenter des géométries
complexes rentrent également dans cette problématique. La dynamique de l'interface n’est pas
forcément due au déplacement des structures : des interfaces mobiles dans le maillage peuvent
apparaitre dans les problemes de changement de phase avec un front de solidification ou de
vaporisation se déplacant dans le domaine et délimitant deux matériaux avec des propriétés
différentes.
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4.1 Vue d’ensemble des méthodes multi-matériaux

4.1.1 Méthodes a interface conforme
4.1.1.1 Méthodes multi-domaines

Dans cette famille se rangent les méthodes les plus couramment utilisées et les plus do-
cumentées ([38, 92, 1]). Ces méthodes regroupent tous les traitements classiques de contact
lagrangien.

Cette formulation est la plus naturelle. Les différents maillages évoluent indépendamment,
résolus éventuellement par des schémas différents. Un traitement spécial est appliqué dans les
zones ou les différents domaines sont en contact pour imposer les conditions de saut voulues.
La prise en compte des relations a 'interface revient ici & appliquer des conditions aux limites
spécifiques car la contrainte est localisée sur la frontiere d’un ou des maillages. Ces conditions
limites et la maniere dont elles sont déterminées et appliquées différencient les méthodes.

D’une maniere générale, deux possibilités existent. Les méthodes travaillant en variables
< primales > vont imposer directement la variable concernée par exemple la position ou la
vitesse de la matiere alors que les méthodes travaillant en variables < duales > vont calculer et
appliquer les forces aboutissant & des déplacements corrects.

Nous pouvons citer :

— les méthodes qui vont calculer les déplacements et les appliquer sous forme forte par des

conditions limites [92];

— les techniques de type < mortar finite element > ([17, 52, 91, 93]) qui écrivent les équations
d’interface au sens faible et permettent ainsi d’obtenir des méthodes plus robustes. Ces
méthodes permettent de gérer plus facilement les différences de discrétisation entre les
domaines ; elles font souvent appel a des méthodes de multiplicateur de Lagrange ([7])
qui inserent le comportement de l'interface dans I’écriture variationnelle globale pour
résoudre un systeme sous contraintes avec variables duales;

— les méthodes de pénalisation ([26, 44, 37]) qui reviennent & ajouter des ressorts de grandes
raideurs entre les matériaux en contact, imposant la valeur de certaines grandeurs a la
frontiere ; les termes de pénalités peuvent se voir comme une approximation linéaire des
multiplicateurs de Lagrange.

Avantages et inconvénients

Ces méthodes ont des avantages :

— la localisation de l'interface est exacte et immédiate car elle coincide en permanence avec
un bord de maillage;

— les maillages possedent leurs propres degrés de liberté ce qui permet de gérer des discon-
tinuités de champs comme le glissement ou le frottement de manieére transparente ;

— la perte de contact et la séparation des domaines est immédiate. Le vide entre les
matériaux correspond implicitement aux parties non-maillées de l'espace. Il n’y a pas
besoin de le localiser explicitement.

Mais elles ont aussi des inconvénients :

— la détection des zones en contact et la mise en relation des domaines peuvent étre com-
pliquées en particulier lorsque la taille des mailles des deux domaines est tres différente et
que les nceuds des maillages ne coincident pas; des problemes de verrouillage des éléments
(locking, verrouillage des éléments en raison d’un nombre trop grand de contraintes sur
celui-ci) peuvent se poser ;

— dans les cas de matériaux en grandes déformations, ces méthodes ne sont plus fiables des
que l'interface devient trop déformée.
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L’utilisation de méthodes ALE permet d’accepter de plus grandes déformations mais la
vitesse du bord du maillage doit toujours rester lagrangienne pour conserver la localisation
correcte de 'interface.

4.1.1.2 Méthodes monolithiques

Les méthodes monolithiques avec interface conforme permettent de gérer plusieurs matériaux
dans un unique maillage lagrangien. La gestion des différents matériaux se limite en général a
changer les lois constitutives s’appliquant dans les mailles.

L’interface est située a l'intérieur du maillage mais coincide les bras des mailles ce qui
délimite clairement la frontiere des domaines. Ces méthodes se servent de l'aspect lagrangien
du schéma pour restreindre les matériaux a leur domaine et empeécher leur inter-pénétration.

La prise en compte des interactions entre matériaux se fait de la méme maniere que quand
deux mailles voisines interagissent entre elles, sans ajouter de variables supplémentaires.

Avantages et inconvénients

Ces méthodes souffrent des défauts propres aux méthodes lagrangiennes et ne sont plus
adaptées en cas de tres grandes déformations. Des méthodes ALE [54] peuvent étre développées
pour améliorer ce point. La vitesse du maillage est définie pour délimiter une zone lagrangienne
autour de l'interface et la vitesse du référentiel est construite en partant de cette zone de maniere
a assurer un maillage régulier. Comme précisé dans [54], ces méthodes restent applicables tant
que l'interface ne subit pas de trop grandes déformations.

4.1.2 Méthodes a interface internes
4.1.2.1 Méthodes multi-domaines

Les méthodes multi-domaines de type <« embedded interface > sont couramment utilisées
dans les problemes d’interactions fluide structure ot un domaine résout le comportement du
fluide par une méthode eulérienne adaptée a la physique du milieu alors que le second résout
le comportement du solide par une méthode lagrangienne de calcul des structures.

La premiere méthode de ce type a été décrite par Noh ([65]). Le domaine lagrangien assure
le suivi de l'interface et permet sa localisation précise a l'intérieur du domaine eulérien. Le
couplage entre les méthodes se fait par I'imposition de pressions ou de déplacements de maniere
décalée entre les deux domaines. Le milieu eulérien impose une condition limite de pression sur
la structure lagrangienne qui va se déplacer au cours du pas de temps en prenant en compte
ces forces extérieures et les efforts internes au solide. Une fois le déplacement de l'interface
connu, il est imposé au milieu eulérien. La pression dans le fluide évolue alors en fonction de
la dynamique du fluide et les vitesses imposées aux nceuds des mailles mixtes.

Une alternative a cette méthode a été proposée par Olovsson ([66]). Cette fois-ci, les deux
milieux sont avancés simultanément en temps en appliquant sur le fluide et sur le solide, en
plus des efforts internes, des forces de pénalité proportionnelles a la pénétration mesurée lors
du pas de temps précédent. Ceci permet un traitement plus régulier et continu de la contrainte
a l'interface tout en restant explicite. Des variantes inspirées de ces deux méthodes existent
comme celle développée par Flament, Le Tallec et Perlat ([32]).

Les méthodes de < fluides fantomes > (ghost fluids), introduites par Fedwik ([31]), de do-
maines fictifs (Glowinski et al., [36]), ou d’< éléments finis immergés > (immersed finite element
[97]) connaissent des développements récents assez importants ([98, 18, 80, 96]). Ces méthodes
définissent un fluide servant d’arriere-plan dans les zones de la grille eulérienne occupée par la
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structure. Le champ de vitesse est donc défini et continu pour le fluide dans tout le domaine. La
structure est superposée sur la grille eulérienne du fluide. Le couplage du solide vers le fluide se
fait en reportant certaines grandeurs du solide sur le maillage du fluide dans les zones occupées
par le solide. Les efforts du fluide doivent ensuite étre reportés sur la structure.

Enfin, des méthodes multi-domaines avec interface interne existent pour traiter les problemes
de décomposition de domaine . Dans ce cas, elles présentent ’avantage de s’appliquer dans des
cas ou l'interface est complexe. Elles sont une généralisation des méthodes mortar finite ele-
ment ([91]) avec interface conforme et font intervenir un champ de multiplicateur de Lagrange
associée a la contrainte de saut sur linterface. Ce type de formulation peut connaitre des
problemes de stabilité. Le multiplicateur de Lagrange doit étre discrétisé avec précaution, étre
stabilisé [61, 23] ou étre approché par des termes stabilisants ([74, 3]).

Avantages et inconvénients

Toutes ces méthodes présentent ’avantage de pouvoir prendre en compte une interface de
forme et complexité arbitraire sans nécessiter de la décrire de maniere lagrangienne dans tous
les maillages. L’interface doit alors étre positionnée a l'intérieur des domaines ou son suivi n’est
pas lagrangien (voir paragraphe 4.1.3).

La définition des matériaux sur différents maillages permet d’utiliser des méthodes spécifiques
a chacun des milieux en présence. Si un des domaines est une structure subissant des déformations
modérées, cela permet également de suivre 'interface précisément par le suivi de la frontiere du
maillage lagrangien. C’est généralement le cas dans les problemes d’interactions fluide structure.

Ces méthodes nécessitent cependant une gestion de plusieurs maillages et plusieurs topolo-
gies qui peut étre lourde, en particulier si le nombre de matériaux est grand. La mise en relation
des différents maillages peut étre complexe et nécessite de mettre pouvoir prendre en compte
des mailles ayant de grands rapports de taille. Sans précaution, des problemes de verrouillage
des éléments ou de fuite d’'un matériau dans I’autre peuvent se produire.

4.1.2.2 Méthodes monolithiques

Nous distinguons, dans cette classe de méthodes, celles issues de théories de mélange et
les autres, formant un ensemble assez divers et encore peu développé. Dans ces méthodes,
les différents matériaux sont définis sur un maillage unique recouvrant tout le domaine. Le
positionnement de I'interface a 'intérieur de ce domaine permet de découper les mailles mixtes
et de séparer les matériaux.

4.1.2.2.1 Meéthodes de mélange

Les méthodes de mélange sont héritées historiquement des codes hydrodynamiques et des
théories de mélange classique de la thermodynamique des fluides (mizture theories).

Justifiée par les théories d’homogénéisation ([11]), le principe est de considérer un champ
de vitesse continu et d’approcher le comportement des mailles mixtes par le comportement
qu’aurait une maille de mélange homogene ayant les mémes proportions volumiques. Le com-
portement global du systéme est donc uniforme et continu dans tout le domaine.

Les variantes se différencient par les pondérations qu’elles font pour obtenir les valeurs
moyennes de mélange ([11, 12, 76, 8]). La version la plus simple (voir paragraphe 4.2) est de
pondérer les grandeurs des matériaux par leur fraction volumique dans la maille mixte.
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Les méthodes de mélange, par leur formulation, s’affranchissent des relations de saut exis-
tantes a l'interface en remplacant celles-ci par les équations de mélange.

Avantages et inconvénients

Ces méthodes permettent un gestion aisée et robuste des différents matériaux méme en cas
de grandes déformations et d’interfaces complexes. La topologie reste simple et la localisation
des zones en contact se réduit a une détection des mailles mixtes.

Les interactions entre les structures sont décrites de facon approximative par une loi de com-
portement moyenne des mailles mixtes. De ce fait, les méthodes de mélange ne retranscrivent
généralement pas correctement la physique de l'interface. Certaines formulations tentent de
corriger ce défaut en prenant en compte la différence de compressibilité entre les matériaux
ou l'orientation de l'interface ([12]) pour rendre compte de la différence de comportement de
Iinterface dans sa direction normale ou tangentielle.

Ces méthodes proviennent de schémas hydrodynamiques ol tous les milieux étaient pris
comme des fluides idéaux. La validité des hypotheses peut étre discutable dans les cas de
grandes discontinuités de densité ou de loi constitutive.

De plus, comme souligné dans [12], [11] et [85], ce type de méthode souffre de la description
d’'un champ de vitesse unique et continu. En présence de discontinuité, méme en supposant
une pondération parfaite des grandeurs, le déplacement des matériaux se fait avec une vitesse
moyenne. Ce déplacement commun de tous les matériaux induit des déformations artificielles
des matériaux autour de l'interface.

4.1.2.2.2 Autres méthodes

Pour simuler correctement le comportement des structures en présence de sauts, le systeme
doit posséder assez de degrés de liberté pour décrire des discontinuités a l'interface. Les
différents grandeurs doivent donc posséder des degrés de liberté associés a chaque matériau
présent. L’utilisation de méthodes de type < éléments finis étendus > (eXtended Finite Ele-
ment Method [6, 58]) permet d’enrichir les bases d’interpolation des éléments finis et de définir
des champs discontinus a l'intérieur du maillage dans un contexte éléments finis.

Lorsque tous les champs sont définis propres a chaque matériau, y compris les champs de
vitesse, le systeme possede d’avantage de degrés de liberté que d’équations dans les mailles
mixtes. Des équations supplémentaires doivent étre ajoutées pour fermer le systeme et calculer
I’évolution en temps des quantités dans la maille mixte.

Certains méthodes résolvent 1’évolution interne des mailles mixtes par la résolution d’un
probléme de Riemann entre les matériaux a l'interface ([15, 21]). La résolution de ce probleme
permet de déterminer la dynamique de l'interface, de calculer I’évolution des grandeurs dans
les mailles mixtes et de rendre compte des transferts se produisant entre les matériaux.

D’autres méthodes écrivent les égalités a respecter a l'interface et les appliquent localement
pour obtenir des déplacements corrects ([85, 86, 87]).

Enfin, certains méthodes cherchent a introduire les contraintes de maniere plus rigoureuse.
Elles s’inspirent des < mortar finite elements > et écrivent les équations de saut régissant le
comportement de 'interface au niveau continu directement dans le systeme global. Elles im-
posent ensuite ces équations sous forme de contraintes en insérant la participation de I'interface
dans ’écriture variationnelle [24, 75, 39, 9].
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Avantages et inconvénients

Ces méthodes présentent ’avantage d’étre monoblocs, les matériaux sont définis sur une
grille unique ce qui simplifie la gestion de la topologie, la détection des zones de contacts et
uniformise la discrétisation des matériaux.

Ces méthodes se développent de plus en plus et peuvent décrire les discontinuités qui
peuvent se produire physiquement a l'interface. Le comportement global du systéeme est mieux
retranscrit qu’avec une théorie de mélange mais la gestion de champs discontinus nécessite une
attention particuliere pour préserver la stabilité de la méthode. Il faut définir correctement le
transport des matériaux a travers le maillage pour conserver la discontinuité des champs tout
au long de la simulation. La qualité de ces méthodes dépend de la description faite de I'interface
et de la précision de son suivi au cours du temps.

4.1.3 Localisation de l’'interface entre les matériaux

Lors d’études de systemes multi-matériaux, I'interface doit étre correctement localisée dans
le domaine. Ceci est particuliérement vrai lorsque l'interface peut se déplacer a I'intérieur des
maillages. Plusieurs approches sont possibles pour suivre l'interface au cours du temps ([45]).
Nous les classons en deux familles :

— les méthodes de suivi d’interface ;
— les méthodes de capture d’interface.

4.1.3.1 Suivi d’interface

La méthode la plus simple pour suivre une interface est d’utiliser une méthode lagrangienne
ou ALE de sorte a conserver l'interface fixe par rapport au maillage. Les méthodes avec une
interface conforme (dans le sens ou l'interface coincide avec les bras de mailles du domaines)
se basent sur cela.

D’autres méthodes existent et ne nécessitent pas de conserver un déplacement de maillage la-
grangien. Elles se trouvent dans la littérature sous le nom de méthode de < suivi de front > (front
tracking [83, 43, 35]).

Le suivi se fait par la répartition de particules ou de marqueurs sur l'interface. Ces points
sont déplacés avec une vitesse d’'interface et assurent son suivi de maniere lagrangienne. L’in-
terface est ensuite interpolée entre les marqueurs pour obtenir sa nouvelle position. Le nombre
de points suivis sur l'interface peut étre augmenté ou diminué pour améliorer sa description
lors de grands changements topologiques.

Ces méthodes ne conservent en général pas les volumes et posent des problemes du point
de vue de la conservation de la masse.

4.1.3.2 Capture d’interface

Les méthodes de capture d’interface ne vont pas suivre explicitement 'interface mais vont
la reconstruire a partir d’une variable auxiliaire plus facile a suivre que la position des points
de l'interface. La variable suivie peut-étre la fraction volumique des matériaux dans la maille
dans le cas des méthodes de type < volume de fluide > (volume of fluid) ou une fonction de
distance & l'interface dans le cas des méthodes de type < courbe de niveaux > (level set).
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4.1.3.2.1 Méthodes de suivi de volume

Ces méthodes sont basées sur le suivi de la fonction caractéristique des domaines H, au
cours du temps. La moyenne de la fonction caractéristique sur une maille mixte correspond
a la fraction volumique de la maille occupée par le matériau concerné. Cette fonction prend
donc des valeurs comprises entre 0 (dans les mailles ot le matériau est absent) et 1 (dans les
mailles ou seul ce matériau est présent). L’interface est placée dans la maille de maniére a y
respecter les volumes des différents matériaux en présence. Ces méthodes sont donc localement
conservatives par construction.

Les méthodes de suivi de volume ont connu de nombreuses évolutions ([51]). Elles ont été
introduites par Noh et Woodward ([64]) avec la méthode SLIC (Simple Linear Interface Re-
construction). La méthode SLIC place U'interface parallele aux bords de la maille de maniere
a diviser correctement les volumes. Cette méthode est adaptée pour des schémas a direction
alternée sur grille cartésienne mais fait un approximation grossiere de I'orientation de l'inter-
face. Elle a été améliorée par Youngs ([94, 95]) pour pouvoir positionner 'interface avec une
orientation quelconque dans la maille. Elle a ensuite donnée la méthode < VoF > (Volume of
Fluid [42]). La normale & l'interface est prise comme le gradient de la fraction volumique. La
méthode <« VoF » connait des difficultés lorsque plus de deux matériaux sont présents dans
une seule maille. Une solution est de faire une hypothese sur la répartition des matériaux et
de les ordonner en couches paralleles comme cela est fait dans la méthode MOSSO ([60]). Ces
méthodes sont généralement d’ordre 1 ([70]).

Enfin, des récents développements tentent de mieux décrire ces mailles possédant trois
matériaux ou plus en ajoutant au suivi de la fraction volumique, le suivi des barycentres.
Ces méthodes « MoF > (Moment of Fluid [28, 2]) fournissent de nouveaux critéres a partir
des informations données par le suivi des barycentres pour choisir 'ordre de traitement des
matériaux lors de la reconstruction de l'interface.

La simplicité et la robustesse des méthodes <« VoF > en ont fait des méthodes tres populaires.
Elles peuvent décrire avec plus ou moins de précision des interfaces de complexité arbitraire mais
il est difficile d’obtenir la continuité de 'interface entre les mailles ce qui peut étre contraignant
dans certains cas.

4.1.3.2.2 Méthodes de courbe de niveau

Les méthodes level set ont été pour la premiere fois proposées par Osher ([69]). Le prin-
cipe est de décrire 'interface par une courbe de niveau. La position de I'iso-valeur 0 permet
d’indiquer la position de I'interface.

La fonction level set s’interpréte comme une fonction de distance par rapport a l'interface.
Elle est transportée a travers le maillage avec la vitesse du fluide ce qui permet de suivre
I’évolution en temps de 'interface.

Ces méthodes peuvent rendre compte de topologies complexes et ont ’avantage de recons-
truire une interface continue. Elles continuent d’étre améliorées ([67, 68]) pour tenter de pallier
certains probléemes comme la conservation de la masse ([29]).
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4.2 Gestion classique : vitesse moyenne et hypothese d’iso-
déformation

Nous nous intéressons désormais a 1’étude de systeme possédant une interface séparant
précisément deux matériaux « et B (ou plus) (figure 4.1). Nous cherchons & modéliser ce

FIGURE 4.1 — Maillage d'un domaine multi-matériau.
L’interface est a l'intérieur du maillage et des mailles
mixtes apparaissent (en vert sur la figure). L’interface
peut étre discontinue entre deux mailles mixtes.

systeme avec une méthode mono-bloc de type embedded interface et nous présentons un schéma
multi-matériau déja implanté dans notre code de travail. Ce schéma est une extension du schéma
mono-matériau présenté dans le chapitre 2. Nous le présentons dans sa version la plus simple
possible. Il existe de 1égeres variantes permettant de pallier localement certains problemes mis
en évidence. Ces modifications ne sont pas présentées ici. Le schéma est basé un enrichissement
par matériau des champs centrés et 'utilisation d’une vitesse moyenne. La méthode se classe
dans les méthodes de mélange présentées dans le paragraphe 4.1.2.2.1.

Une pondération détermine la pression moyenne pour obtenir I'accélération moyenne des
nceuds. Cette pondération permet au schéma d’étre conservatif et remplace les équations de
saut (2.6) et (2.7) qui existent a l'interface.

4.2.1 Suivi et reconstruction d’interface

Notre systeme possede plusieurs matériaux dont 'interface peut se trouver a l'intérieur des
mailles. Le suivi de l'interface se fait par une méthode de type < VoF » possédant plus de trois
matériaux (voir paragraphe 4.1.3.2.1).

4.2.1.1 Fraction volumique

L’interface n’est pas suivie directement au cours de la simulation. Elle est reconstruite a
partir du suivi de la fonction caractéristique de chaque domaine matériau que nous appelons
H,. Cette fonction est une fonction de Heaviside ayant pour définition

1 if zeD,
Ha(x)_{o lf &%Da
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L’intégration de cette fonction sur une maille 2 nous donne le volume partiel

Vok = Ha(l‘)dv = V(Qk N Da),
Qg
volume de l'intersection entre la maille €2, et le domaine D,,. Nous appellerons 2, la restriction
de la maille Q; au domaine D, (Qur = Qk N D,) et nous appellerons le volume Vi, le volume
partiel de v dans la maille €);..
Notons f.k, la fraction de volume occupée par le matériau a dans la maille 2. Elle est le
rapport entre le volume partiel et le volume total de la maille

Vak
fak - ?k

Les matériaux sont considérés non-miscibles, un point du domaine est toujours occupé par un et
un seul matériau si bien que l'on a E far = 1. Dans notre situation, la fraction volumique n’a

(e}
de sens qu’au niveau discret mais elle peut étre vue comme une approximation de la fonction
caractéristique du domaine

H,(z) ~ Z foak X, ().
s

En effet, avec les définitions précédentes, nous pouvons écrire la fraction volumique comme la
moyenne de la fonction caractéristique sur un volume V' de diametre h

1
fa=7 /V Ho(z)dV. (4.1)

Le suivi des volumes partiels ou des fractions volumiques permet donc bien de suivre la fonction
caractéristique des domaines et indirectement les différents matériaux et leurs interfaces.

4.2.1.2 Reconstruction d’interface

La connaissance des fractions volumiques nous donne les volumes occupés par chaque
matériau mais cela ne permet pas de déterminer leur position dans la maille. Pour cela, nous
approchons, en 2 dimensions, l'interface par des segments constant par maille dont il faut
déterminer l'orientation. La direction de la normale a l'interface est donnée par la méthode
de Youngs ([94]) qui l'estime au niveau discret par le gradient de fraction volumique dans la

maille
n _ Vfak
Npp = — :
‘Vf ak ‘
Cette formule se justifie en remarquant la fraction volumique approche la fonction caractéristique

du domaine et que pour cette fonction, dans le cas d’'un domaine régulier, nous avons au sens
des distributions

VH,(z) = —n dop, ()

avec dgp, , la mesure de Dirac portée par l'interface. Une fois le gradient de fraction volumique
déterminé, nous placons l'interface a l'intérieur de la maille, dans la direction calculée et de
maniere a répartir les volumes en accord avec les fractions volumiques. Les matériaux sont en-
suite placés de part et d’autres de l'interface. Les barycentres locaux des matériaux permettent
de déterminer de quel coté de l'interface chacun des matériaux se situent ([60]).

Notons que dans cette méthode, rien n’assure que les segments d’interface soient continus
entre deux mailles mixtes (voir 'interface de la figure 4.1). Les mailles découpées par I'interface
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ne sont plus forcément des quadrangles et les algorithmes utilisés doivent pouvoir gérer des
mailles avec un nombre de nceuds variable. Des détails supplémentaires sur le calcul de la
normale a I'interface peuvent étre trouvés dans I'annexe B.

Gestion de 3 matériaux et plus

Lorsque la maille contient plus de trois matériaux, une hypothese de modélisation est faite.
Le plus simple est de considérer que les interfaces entre les différents matériaux sont paralleles
et nous les plagons en < pelures d’oignons > dans la maille (figure 4.2). Il faut donc calculer une
normale moyenne et commune pour tous les matériaux puis les ordonner dans la maille mixte.
Le résultat de cette méthode ne dépend pas de l'ordre de traitement des matériaux durant la
reconstruction d’interface mais elle ne permet pas de modéliser des cas ou l'interface dans la
maille est en < T >.

FIGURE 4.2 — Modélisation de maille contenant trois matériaux ou plus. Les
interfaces avec des directions différentes sont approchées par une normale
unique. Les matériaux sont ensuite répartis en couches paralleles respectant
les fractions volumiques dans la maille mixte.

4.2.2 Discrétisation des champs

Introduisons les notations :

— M,, 'ensemble des mailles ayant une intersection avec Dg, i.e. tel que for > 0;
— Mp, 'ensemble des mailles mixtes ce qui correspond a l’ensemble des mailles ayant une
intersection avec I', a savoir I’ensemble des mailles tel que 0 < for, < 1, Mp = M, N Mg.

Les différents champs centrés sont enrichis par matériau et s’écrivent sous la forme

ale)= Y g, xe(@Halz) + Y gz xe(@)Hsx), (42)
keM, kEMB

p(x) = Y parxe, (@) Holz) + > paexo, (@) Ha(z), (4.3)
keMaq keMp

e(z) = Y earxo, (@) Halz)+ Y egexo,(z)Hs(z) (4.4)
ke Mg, ke Mg

ol xq,(z) est toujours la fonction caractéristique de la maille Q; et H,(z), la fonction de
Heaviside associée au domaine D,,. Ainsi définis, ces champs peuvent présenter une discontinuité
a l'interface et les mailles mixtes posseédent bien plusieurs degrés de liberté car M, N Mg # (.
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Le champ de vitesse n’est pas modifié et nous gardons 'approximation < éléments fi-
nis > non-enrichie

u(@) = 3 i) (45)

La vitesse est approchée par un champ continu dans tout le domaine y compris au passage de
I'interface I'. Cette vitesse correspond a une vitesse moyenne. Ceci implique, par construction,
le respect de la condition de continuité des vitesses normales (2.6)

[u] -np=0

mais implique que cette égalité tient aussi dans la direction tangente a U'interface tp,

Cette derniere équation interdit le glissement entre les matériaux puisque nous empéchons tout
saut de vitesse tangentielle. Cette méthode revient donc a souder les matériaux entre eux.
4.2.3 Hypothese d’iso-déformation

Dans les mailles mixtes, nous approchons le gradient de la fonction de forme W¥; associée
au neeud ¢ dans la maille £, par sa valeur moyenne

v ~ (4 [ @) xa )

Cette approximation revient a considérer que la fonction W; est linéaire alors qu’elle est bi-
linéaire dans la maille. De ce gradient de fonction de forme, nous en déduisons par superposition
le gradient du champ de vitesse (commun aux deux matériaux)

vﬂk = ZQN\I%
i
puis le taux de déformation cinématique

1

Le tenseur des taux de déformation cinématique du matériau a moyen dans la maille Q,; a

donc pour expression
1
d = — / d(z)dV.
=k Vo Ja,, dlz)

Le remplacement du tenseur des taux de déformations en fonction du champ de vitesse donne

1
d, = ’U,i@/ VU, (x dV—l—/ V\I/Zl'dV®UZ>
dy =g X (we [ vuwavs [ vu

1EN

En utilisant I'approximation d’un gradient constant que nous avons introduit précédemment,
I’expression du tenseur gla devient finalement

1
do =5 > <u ® /. VU (z)dV + [ VI(x)dV ®ui> .

1€N}, Q,
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Le tenseur du taux de déformation moyen du matériau « dans la maille partielle 2, est donc
égal au tenseur du taux de déformation moyen dans la maille entiere €2;. Nous affectons ce taux
a chacun des matériaux présents (hypothese d’iso-déformation) sans chercher a superposer une
micro-déformation locale,

d,=dy =d, k.

—ak :7

Cette approximation nous permettra de simplifier les intégrales de gradient sur les mailles

/ o dV ~ fak/ o dV
Qak Q

meéme dans le cas d’un champ non-linéaire comme le champ de vitesse dans les mailles qua-
drangles. Nous évitons ainsi les procédures d’intégration sur une maille découpée par 'interface.
La dérivée en temps du volume partiel s’écrit

partielles par

dVor  dfaxVi - dfak dVy,
i g ey (4.6)
Elle est aussi égale successivement a
dVak de
I eI d,, ) = fauVeTr(d) ) = for—y (4.7)
Nous en déduisons donc
dfak
=0. 4.8
ot (4.8)

Ces résultats impliquent que dans une maille mixte, la compression de chaque matériau est
égale a la compression moyenne. Les différences de compressibilité des matériaux sont donc
ignorées.

4.2.4 Phase Lagrange
4.2.4.1 Conservation de la masse

L’équation de conservation de la masse est écrite sous forme faible en intégrant (3.7)
pondérée par une fonction test. Cette fonction test est définie avec la méme discrétisation
enrichie que les champs centrés. La forme faible devant étre vrai pour toute fonction test, cela
nous fait écrire pour chaque maille et chaque matériau

d
/ (” A u> X, HadV = 0, Yk, Ya.
o\ di

L’intégration en espace de cette équation donne la forme discrétisée de la conservation de la
masse écrite désormais pour chaque matériau
d
i (pak Var) = 0,VEk,Va. (4.9)
Il s’agit en fait de 1’équation (3.4) écrit sur le volume V (t) = Qi N D,. Enfin, intégration en
temps entre t" et t"*! donne finalement
Pk Ve = Poi " V- = Mar- (4.10)

[0}
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4.2.4.2 Conservation de I’énergie et loi d’état

L’équation de conservation de I’énergie (3.9) est écrite sous forme faible avec la fonction
test xn,Ha de la méme maniere que la conservation de la masse ce qui donne apres utilisation

de (3.7)

de 1 d (1
Sy Z (= H, dV = 0,Vk,Va.
/D'O<dt p= :+(p+q)dt (p)> X “

Apres intégration en espace et division par p, nous aboutissons a

deak d 1 1
= okt qer) (=) + ——(S  :d ),VE V.
dt (p k+4q k)dt (pak) + Dok (*ak :k) o

Cette équation est intégrée en temps par le méme schéma que 1’équation mono-matériau (3.19)
pour donner

Pk Pak | s 11 At ) )
et = e — (PR ) | - | o (S™F72 s &2, Wk, Vo (4.11)
ak « ak

Cette forme discrétisée est toujours implicite et couplée a la loi d’état propre de chaque matériau

Pt = BOS, (el piih, Vk, V. (4.12)

4.2.4.3 Conservation de la quantité de mouvement
La forme faible de la quantité de mouvement a pour expression

d
/ p 0, (z) dV +/ o VU;(z)dV =0, Vi
p dt D
La condensation de la masse (définie dans le cas mono-matériau au paragraphe 3.3.4) permet
d’approcher

du du;
—,; dV = m; —, 4.13
LoGu@a~m (413)

Ce calcul suppose que les matériaux « et 8 sont équi-répartis dans les mailles pour obtenir

_ _ _ PakVak _ Mak
mi = Z/Amaakpdv_ ZZ/ Pak AV = ZZ 4N, _%\:@Za:#]v’“.

keM; keM; « AN keM; «

Nous décomposons l'intégrale en contraintes par maille et par domaine matériau ce qui donne

du
NS VU, (2) dV = 3
mi— + /Qakaak i(z)d 0, Vi

keM; «

En utilisant 'approximation de l'intégrale sur la maille partielle, ’équation de la dynamique
des nocuds devient

midd@ti + ) (Z fakﬂak) : /Q k VU;(z)dV =0, Vi (4.14)

keM; (e}
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ce qui fait apparaitre 'expression d’une contrainte moyenne

Nous obtenons une expression identique au cas mono-matériau (3.25) en intégrant par partie

-> o / nV;dS, Vi.

ke M; Yy,

La forme finale discrétisée en temps est obtenue en intégrant par un schéma de point milieu
entre " /2 et "2 ce qui donne

u?_l+1/2 . u{lfl/z
mp = = - > o nU;dS, Vi (4.16)
4.2.4.4 Pseudo-viscosité

La pseudo viscosité peut étre définie comme une grandeur moyenne dépendant des densités
et vitesses moyennes

2
.n+1/2 n+1/2
n+1/2 o |t opntl/2
qZ+1/2 _ Py Ca (lx) ‘VZL+1/2 +Cpl cr n+1/2 8L v <0
. 1/2
0 si ,?Jr / >0

Nous avons dans ce cas, une viscosité artificielle constante dans la maille mixte, ¢ r = gk, et le
tenseur des contraintes par matériau valant

o' =8, — il -qy FL

4.2.4.5 Remarques sur les grandeurs moyennes

Nous définissons la densité moyenne dans la maille comme la somme des masses des
matériaux divisée par son volume total

Za Pak Vak

Pk = Vi

Cette densité est une moyenne des densités partielles pondérée par la fraction volumique

Pk = Z fakpak:-
«a

La densité moyenne respecte la conservation de la masse. En effet, nous avons

n+l _ Z PnHVnH Z fgkpgkvkn P Vi
P = an+1 Vn+1 Vn+1

L’énergie interne de la maille est la somme des énergies internes des matériaux

(mrer) =Y (MakCar)-

o
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L’énergie interne spécifique moyenne de la maille est le rapport entre son énergie interne totale

et sa masse totale
2a(Makear)

€L =
Pk Vi

ce qui permet d’écrire cette énergie sous la forme d’une moyenne des énergies des matériaux

pondérée par la masse

Ea(foakpakeak)
Za fakpak .

€ —

Par conservation de la masse, cette énergie moyenne respecte également ’équation de conser-

vation d’énergie écrite en terme de contrainte moyenne

Z MakCak
«a

mi

qa
dt

Mmak deak

:pkzm dt

dey
k di = Pk

= Z(fak:pak deak

Z (f ak(Zyy ¢

«

gk)) = (gk :gk)'

Enfin, regardons la quantité de mouvement totale d’'un nceud sur une maille, en notant que

par construction de la condensation de la masse, m; =

U; 'dgaz _
dt —za:(mm dt )= za:/ﬁakak

Yo Mai €6 que U,

= Uy,

-0, / nW,; dsS.
o 0

La pondération que nous avons écrite permet de respecter les lois de conservation écrites
directement sur les grandeurs moyennes. Le systeme multi-matériau a donc un comportement
équivalent a celui d’'un systéme mono-matériau qui aurait des grandeurs égales aux grandeurs

moyennes définies comme ci-dessus.

4.2.4.6 Résolution

Pour chaque pas de temps, le systeme complet discrétisé est donc composé des équations

W
mE = Y (Z e k> [ nwas, Vi, (@)
keM; \ o o0y
2 =g+ At Vi, (4.18)
V"“ V (2, vk, (4.19)
vl = g ytt Vk,Va (4.20)
Pt Vot = plar Vaks Yk, Va, (4.21)
.n+1/2 2 .n+1/2
n+1/2 PZ+1/2 Ca (I)? 111514_71/2 +Cprlcy V,H_l/z ] si 1'/,?“/2 <0
qk; = Vi , vk,
0 si Z+1/2 >0
(4.22)
+ 1
+1 _ _ (P tPar n+ Ve 11 At n+lh i+l
enft = e — (B 1 ) (G )+ By
Pt = Plegi! ,pgf)
(4.23)
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Le schéma se déroule d’une maniere tres semblable au cas mono-matériau. Il commence
par résoudre la conservation de la quantité de mouvement moyenne puis la conservation de la
masse et de I'énergie par matériau. Le pas de temps suit les étapes :

1. calcul des vitesses moyennes en ey partir des fractions volumiques, des contraintes
et des masses au temps t" par (4.17);

calcul des positions en fin de pas de temps par (4.18) ;

calcul des volumes des mailles en fin de pas de temps par (4.19);

calcul des volumes partiels en fin de pas de temps par (4.20) ;

calcul des densités matériaux par la conservation de la masse par (4.21);

calcul des pseudo-viscosités moyennes par (4.22) ;

S

calcul de I’énergie et de la pression par matériau en fin de pas de temps par résolution
du systeme (4.23).

Remarquons que dans cet extension du schéma, rien n’impose la condition de saut des
contraintes (2.7). Les déformations sont les mémes pour tous les matériaux et les lois d’état
sont différentes donc les contraintes ne s’équilibrent pas a priori au cours de la simulation. Ce
comportement n’est pas physique mais ne bloque pas le déroulement de l'algorithme car les
vitesses sont calculées a partir d’un moyenne des contraintes.

4.2.5 Phase de transport
4.2.5.1 Projection du champs de vitesse

La définition du champ de vitesse n’a pas été modifiée par cette extension du schéma. La
projection de la vitesse se fait a I'identique de la version mono-matériau (voir paragraphe 3.4.2).
Le champ de densité servant pour la construction du champ de quantité de mouvement est le
champ de densité moyenne. Les densités nodales sont ainsi en accord avec les masses nodales
condensées de la phase lagrangienne.

4.2.5.2 Projection des grandeurs centrées

Nous avons modifié la discrétisation des champs centrés pour les enrichir, nous devons donc
modifier en conséquence la phase en transport pour refléter ces changements.

Remarquons tout d’abord que la position de I'interface n’a jamais été utilisée lors de la phase
lagrangienne ni lors de la projection des vitesses. Seule I'information de la fraction volumique
a été nécessaire. Ce n’est plus le cas pendant la phase de projection.

La reconstruction de linterface a lieu en fin de phase lagrangienne sur une topologie
déformée et découpe les mailles mixtes €, en mailles partielles €2, comme indiquée au para-
graphe 4.2.1 a partir des fractions volumiques fg,j - o et du gradient

afn:1

(6%
Oxntl’

Elle reconstruit ainsi la fonction caractéristique H,(z) sous la forme

Ho(z) =) X0, (2)-
k

o1
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Nous obtenons la fraction volumique sur le maillage régularisé en projetant la fonction
caractéristique sur le maillage de réception

1
for == | Halz)dv, vi.
Vi Jo,

Nous retrouvons une forme similaire & 1’équation (4.1) qui donne bien la fraction volumique sur
le maillage F. La décomposition de cette intégrale donne I'expression de la fraction volumique

1
fal =317 / dV, )
‘/Z ; QN

d’ou nous déduisons V; = fuV;.
La densité projetée pour une maille k£ et un matériau o a pour expression

1
Pal = 7, p(z)dV.

Val Q;NDqy

FEn décomposant I'intégrale et en utilisant notre reconstruction du domaine D,, sur le maillage
D de départ, nous pouvons écrire

1 / 1
Pt = pa)aV =3 [ gV, v
Vai ; 0NN Da @) Vi zk: 0N

La densité sur le maillage régularisé a finalement pour expression

Ceci correspond a la projection du maillage découpé par I'interface sur le maillage régularisé.
Le méme raisonnement nous donne I’expression de 1’énergie interne spécifique par matériau
et par maille

1
ot = M%/ dv, V.
Pal Val i

Le passage a l'ordre deux se fait en reconstruisant des gradients de la méme maniere que
dans le cas mono-matériau (paragraphe 3.4.2). Aprés projection L? & I'ordre 2 sur le maillage
régularisé, les champs centrées ont pour expression

1
Pl = —— Pt + Vpak - (T — 2, / dV) , VI, Va,
Val Zk: <( ( glk k)) legak

€al =

1
V Zpak <(pakeak + v(pakeak) ’ (Eglk - Qak)) / dV) ; VZ,VCV
PalVal k Nk

Q

ol Zy, est le barycentre de la maille Q4 et zy, est le barycentre de €2 N Qq, Uintersection
entre la maille du maillage régularisé €); et la maille partielle lagrangienne 2.
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4.2.6 Conclusion sur la méthode

Nous avons présenté une méthode permettant d’étendre le schéma ALE « Wilkins + projec-
tion > aux cas multi-matériaux. Cette méthode est une des méthodes classiques pour prendre
en compte plusieurs matériaux dans un code hydrodynamique.

La version présentée est la plus simple possible. Elle fait une hypothese d’iso-déformation
des matériaux dans les mailles mixtes et autorise des contraintes partielles non-équilibrées.
Dans la pratique, elle est souvent améliorée sur certains points. La pseudo-viscosité peut étre
calculée par matériau en prenant le taux de déformation volumique moyen mais en utilisant
la densité de chacun des matériaux. Une phase de relaxation de pression ([12], [76]) peut étre
mise en place pour ajuster des fractions volumiques de sorte a rétablir I’équilibre des pressions
dans les mailles mixtes. Cela revient a modifier les déformations des matériaux dans les mailles
pour respecter la continuité du vecteur contrainte. L’hypothese du comportement des mailles
mixtes n’est alors plus une hypothése d’iso-déformation des matériaux mais une hypothese de
mélange isobare.

Cette méthode ne prend pas pas en compte l'interface lors de la phase lagrangienne et
garde un champ de vitesse moyen ce qui limite la qualité de ses résultats. L’écriture sous forme
de pondération permet toutefois de prendre naturellement en compte un nombre arbitraire de
matériaux durant la phase lagrangienne. L’extension de la reconstruction d’interface a plus de
deux matériaux fait une hypothese d’interfaces paralleles dans les mailles mixtes.

Cette méthode servira de premier point de comparaison dans le chapitre 9 pour évaluer les
schémas que nous présenterons dans les chapitres suivants.
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Nous proposons dans ce chapitre, une nouvelle extension du schéma ALE <« Wilkins +
projection » du chapitre 3 aux cas multi-matériaux avec embedded interface. Nous essayons
avec notre méthode d’améliorer deux points problématiques de ’extension présentée dans le
chapitre 4 a savoir :

— la soudure des matériaux a 'interface et I’absence de glissement qui en résulte ;

— la bande d’iso-déformation créée en négligeant les différences de compressibilité des

matériaux dans les mailles mixtes.

Nous nous placons dans ce chapitre dans un cadre purement lagrangien qui correspondra a
la phase lagrangienne de I'algorithme.

Nous avons vu dans le précédent chapitre qu'une gestion correcte du glissement entre les
matériaux nécessite d’enrichir tous les champs, y compris le champ de vitesse. Nous com-
mencons donc par enrichir le champ de vitesse pour définir des degrés de liberté par matériau
dans les mailles mixtes. L’ajout d’inconnues impose celui d’équations pour fermer le systeme.
Les équations de saut a l'interface (2.6) et (2.7) sont donc ajoutées. Nous résolvons alors un
systeéme sous contrainte par une méthode de multiplicateur de Lagrange ([7]). Ce multiplicateur
représente la pression d’interface dont il faudra définir la discrétisation. Nous retenons deux
variantes possibles qui seront détaillées plus en détail dans les chapitres 6, 7 et 8.

La phase de transport doit également étre modifiée pour rendre compte de la nouvelle
discrétisation du champ de vitesse et la cinématique modifiée du systeme. Ces modifications
seront expliquées dans les chapitres 6 et 7.

5.1 Equations continues

Le systeme a résoudre est composé des équations de conservation (3.7), (3.8) et (3.9) a
résoudre par matériau dans leur domaine respectif,

dpa
= —paV - u,, A
dt ParV o (5-1)
dug, 59
P = V.o, (5.2)
de d 1
=8 d — (pa+tqa)pa—|—]. 5.3

L’équation de conservation d’énergie (5.3) utilise comme précédemment la décomposition du
champ des contraintes en partie sphérique et déviatorique o, = éa — (Pa + qa)1 et I'identité
(5.1) sous la forme

1 dpa

A ces équations s’ajoutent les équations de saut sur Iinterface (2.6) et (2.7)

[w] - np=0 si zel, (5.4)
(o] np=0 si. zel (5.5)

qui ne sont pas automatiquement respectées car le champ de vitesse ainsi que le champ de
contrainte peuvent étre discontinus a 'interface.
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5.2 Discrétisation des champs

Nous considérons dans un premier temps dans un systeme a deux matériaux « et 5. Nous
reprenons la discrétisation enrichie (4.2) - (4.4) des champs de grandeurs centrées du chapitre
précédent avec la méme définition de la fonction caractéristiques H, des domaines D, et des
fractions volumiques fak. Ces champs s’écrivent

Z g kXQk + Z UﬁkXQk( )Hﬁ( ) (5.6)

keMg k‘EMﬁ

= Y parxa(z + > porxay (@) Hp (), (5.7)
keMy k‘EMB

= > earxa,(z + > earxoy (z)Ha(z) (5-8)
keM, kEMB

avec xq,, la fonction caractéristique de la cellule €2;,. Notons aussi :
— N, 'ensemble des nceuds dont le support de la fonction de forme W; intersecte le domaine
Dy ;
— Nr = N, N Ng, P'ensemble des noeuds mixtes; le support de la fonction de forme de ces
nceuds intersecte l'interface I'.
Remarquons qu’un neoeud faisant partie de IV, n’est pas forcément situé a I'intérieur du domaine
D, ; il suffit que sa fonction de forme ait une intersection avec D,.
Nous enrichissons le champ de vitesse avec une méthode de type enriched finite element
([24]). Nous définissons des degrés de liberté par matériau pour le champ de vitesse qui a alors

pour expression
Z w,,; Vi Z ug; V¥ (). (5.9)
i€ENg ZGNB

L’intersection N, NNg n’est pas vide. En ce sens, les différents champs de vitesse des matériaux
se superposent et certains nceuds possedent plusieurs vitesses (noeuds verts sur la figure 4.1,
page 43).
Le champ de vitesse enrichi permet bien de décrire une discontinuité a l'interface (figure
5.2) alors qu'un champ de vitesse moyen étale la discontinuité sur la maille mixte (figure 5.1).
L’approximation de calcul du paragraphe 4.2.3 permet a nouveau d’approcher le gradient de

la fonction de forme W¥; associée au nceud i par sa valeur moyenne dans la maille €
1
V¥ (z) ~ <V V;(z) dV> Xy, () (5.10)
Q

et d’approcher les intégrales de gradient dans les mailles mixtes par

/ «dV ~ fak/ o dV. (5.11)
Qak Qp

Le champ de vitesse n’est cependant plus le méme pour les différents matériaux et le tenseur des
taux de déformations peut étre différent pour chacun des matériaux. Nous avons maintenant

1
d, =57 (Um' ® / VU;(z)dV + VV¥;(z)dV & um-> , (5.12)
- 2Vk 1EN} Qp, Qk

1
d, = ui®/ VU,(z)dV + V‘lfide®ui>, 5.13
Sor = 2y, ZE%( 959 Jo, Vi o i ’ (513
d, #dy (5.14)
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FIGURE 5.1 — Représentation d’un discontinuité avec un champ
moyen. La discontinuité est interpolée par un champ continu ce
qui empéche une bonne description du saut.

FIGURE 5.2 — Représentation d’un discontinuité avec un champ
enrichi. Les degrés de liberté additionnels permettent de décrire
correctement l'interface et le saut.

Nous avons une vitesse lagrangienne par matériau. Il y a donc une dérivée matérielle

d“e

différente par matériau dans les mailles mixtes que nous noterons —— en cas de confusion

possible. Dans ce contexte, en suivant le méme raisonnment que les équations (4.6)-(4.8), nous
montrons que nous avons toujours une dérivée matérielle de la fraction volumique nulle

d” f ak
dt
puisque la cellule £, est advectée dans ce cas avec la vitesse du milieu D,. Avec cette remarque,

les volumes partiels en fin de pas de temps s’écrivent pour chaque maille mixte et chaque
matériau

=0

n+l _ rn an+1
Vak — Jak Vlc

ou le volume Vka"+1 représente le volume de la maille Qg"“
n+1

at

, calculé géométriquement par la

.. , , . VL. e ey . n+1
position des nceuds z déplacés depuis leur position initiale zj' avec les vitesses u,, 2 du
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matériau .

5.3 Traitement des quantités centrées

5.3.1 Conservation de la masse

La discrétisation de I’équation de conservation de la masse n’est pas modifiée par rapport
au schéma utilisant une vitesse moyenne. Elle est obtenue en intégrant (5.1) pondérée par la
fonction caractéristique des mailles et des domaines matériaux ce qui donne pour chaque maille
et chaque matériau

dpa
/ (p + paV -ua) X HadV = 0, Yk, Va.
D

L’intégration en espace de cette équation donne la forme discrétisée de la conservation de la
masse toujours écrite pour chaque matériau et pour chaque cellule Q; N D,

d
% (Pak Vak) = O,Vk,Va. (5.15)

5.3.2 Conservation de I’énergie

L’équation de conservation de 1’énergie est écrite sous forme faible de la méme maniere que
la conservation de la masse ce qui donne

de 1 d 1
ol ———8 :d o+ qa)— [ — H, dV = 0,Vk,Va.
/Dp <dt P d,+ (Pa+da) 7 <pa>> XQy o

L’intégration en espace aboutit apres division par p.xVar & I'expression

deak d 1 1
= pert gor) (=) + —(S  :d ), Vk Va. 5.16
o () (5 ) (8, ) Ve (5.16)

Cette forme discrétisée en espace est toujours couplée a la loi d’état propre de chaque
matériau

Pak = EOS&<€ak 7pak’)7 Vk7va (517)

et fait éventuellement intervenir la loi de comportement élastique pour chaque matériau

1
S = 2Gald,, — gtr(d,,)1). (5.18)

Notons que les équations (5.16) et (5.18) font apparaitre le tenseur des tauz de déformations
propres au, matériau o et non plus le tenseur de tauxr de déformations moyennes.
5.3.3 Pseudo-viscosité

La pseudo viscosité est définie pour chaque matériau et chaque maille par

2
+ Cr i cak

Vak
Vak

Pak [CA (Ik)?
0 Si Upr >0

Vak
Vak

SI Vg <0
Gok = ] b ek (5.19)
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1 - - .
avec Vo, = —, le volume spécifique du matériau oo dans la cellule 2. Le tenseur des contraintes
Pak
par matériau et par maille a pour expression

ok = 2op — Pakl — Garl.

La définition de la pseudo-viscosité par matériau est nécessaire. Pour s’assurer que la vis-

cosité artificielle soit dissipative et travaille de maniére consistante, il faut que le taux de

déformation servant a la calculer et le taux de déformation servant a la faire travailler soient

les mémes. Le travail de la pseudo-viscosité se calcule & partir des déformations propres a

chaque matériau (équation (5.16)). Il faut donc calculer la pseudo-viscosité a partir de ces
mémes déformations. La viscosité artificielle prend ainsi une valeur différente par matériau.

5.4 Equations en quantité de mouvement

5.4.1 Cinétique

Repartons de 'équation de mouvement continue (5.2). Nous I’écrivons sous forme faible
en prenant comme fonction test, un champ de vitesses virtuelles localement cinématiquement
admissibles ce qui donne pour chaque domaine

dug
/ ( £ -V.ao > ~udV =0, Vitel que dlyp = 0.
D dt d

En intégrant par partles sur chacun des domaines matériaux, nous obtenons apres addition

Z/ pa—t udV—I—Z/ :VadV = Z/ ‘n, -adS, Vi

8Da

Notons que nous n’imposons ici aucune condition sur le champ de vitesse virtuelle a 'interface.
La frontiere des domaines D, se décompose entre 'interface I' et le bord du domaine de calcul
OD. Comme les fonctions tests sont des fonctions cinématiquement admissibles (i.e. 4 8Dd), les
termes sur le bord du domaine 0D s’annulent. La derniere formule se ré-écrit

due, | N - o {
Z/D padt'UdV-i-Z/ %:VudVZZ/F%-na~udS, Vi tel que ilyp, = 0.

(5.20)
Notons p., I'opposé du vecteur contrainte a 'interface pour le matériau «

2,
en se rappelant que le tenseur des contraintes regroupe le déviateur des contraintes, la pression
hydrodynamique et la pseudo-viscosité scalaire. En utilisant la continuité du vecteur contrainte
a l'interface (5.5), nous pouvons écrire

Ppr=72, 0r =34

Avec la relation précédente, I’équation (5.20) s’écrit

S s - oy 185 st i,

Rappelons que [
que la normale a
Dg.

- np.

@] dénote la discontinuité de vitesse virtuelle a l'interface, [4] = 45 — 1, et
Iinterface np est orientée par convention sortante pour D, et entrante pour
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5.4.2 Comportement de I’interface

Nous supposons dans un premier temps une interface sans frottement. Le vecteur contrainte
a l'interface est donc purement normal a l'interface

pp = prop. (5.21)

Avec cette hypothese de comportement, I’équation de mouvement s’écrit finalement
dug R R R )
Z 5 paﬁ-gdv+z o ViadV = Fpp [w]-npdS, Vutel que y|8Dd =0. (5.22)
« @ «a @

Le cas plus général définit pp =prop+ frtr, avec fr une composante de frottement fonction
de pr et de [u] et tp, un vecteur unitaire orthogonale & np portant la direction de la force de

frottement ce qui rajoute une intégrale / fr[a] - trdS dans I'équation (5.22).
r

5.4.3 Cinématique

Nous écrivons ’équation de continuité des vitesses (5.4) au sens faible en la multipliant par
une fonction test arbitraire p dans un espace P et en intégrant sur I'interface I' ce qui donne

/ﬁ[u]-anSzo, Wpe P, (5.23)
I

Cet espace de fonction P et sa discrétisation en espace Pp sont définit dans le paragraphe
qui suit. L’équation fait (5.22) apparaitre que la pression d’interface pr est le multiplicateur de
Lagrange associé a la contrainte de continuité des vitesses (5.23) (voir [7, 14]). Nous allons donc
rechercher une approximation spatiale commune pour la pression d’interface pr et la fonction
test p.

5.4.4 Discrétisation en espace

Nous étudions deux variantes de discrétisation du multiplicateur de Lagrange. Nous les
présentons ici rapidement. Elles sont discutées en détail dans le chapitre 6 pour la premiére,
dans les chapitres 7 et 8 pour la seconde.

5.4.4.1 Contraintes de vitesse par noeud

Une premiere discrétisation consiste a définir un champ de pression d’interface dans P défini
par des valeurs nodales sur le maillage en vitesse (voir figure 5.3)

pr(z) =Y priOi(z) (5.24)
iENp
avec ©; une fonction de forme propre a chaque noeud i. Nous définissons la fonction de forme

par la propriété de dualité par rapport aux fonctions de forme du champ de vitesse

np; 81 1=7]

e wnas = { g % 12 (5.25)

ol nr; est une normale a 'interface au noeud a définir par la suite. L’expression explicite des
fonctions de forme ©; n’est pas nécessaire et la propriété (5.25) est suffisante pour discrétiser
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Pryinr;

F1GURE 5.3 — Champ de pression par nceud. Les fleches
vertes symbolisent les forces d’interface, discrétisées par
neeud et s’appliquant sur ceux-ci.

le systeme. Elle définit une condensation des forces d’interface similaire a la condensation de la
masse. Les supports des fonctions de forme nodales ¥; du champ de vitesse se superposent et
couplent les nceuds, la propriété définissant les fonctions ©; permettent de découpler les noeuds
et d’assurer que la force d’interface du noeud 7 n’agit que sur ce noceud.

Observons que dans cette construction, ©; est en % avec h, une longueur caractéristique de
la taille des mailles du maillage. Le terme pr; est donc homogene a une force nodale bien que
nous continuerons a ’appeler < pression d’interface > par abus de langage.

En utilisant cette définition du champ pour les pressions tests p et la définition du champ
de vitesse, la continuité des vitesses (5.23) devient

/ E (gﬁj — Qaj)qjj -npO; | dS =0, Vie Nr. (5.26)
r ;
JENT

En développant la somme et en utilisant la propriété de dualité (5.25), la continuité des vitesses
prend la forme discrétisée par noeud

(ug;i — Uqq) "mp; =0, Vi€ Np (5.27)

avec nr;, une discrétisation de la normale a l'interface au point <.

Le saut de vitesse a pour expression [u] = ug — u,. La fonction test @& peut étre n'importe
quel champ discontinu a l'interface comme défini par (5.9). En prenant un champ de vitesse
arbitraire sur N, et nul sur Ny puis arbitraire sur Ng et nul sur N,, '’équation (5.22) prend la
forme équivalente

d
/ pa“a\yidv+/ o 'V\I/idV—/pp\I/i-anS:O, Vi € Na, (5.28)
p, dt Do r
d
oy av+ | o VAV + | pr¥onpdS =0, VieNs o (5.29)
p, = dt Dy r

En utilisant la condensation de la masse et ’expression de la pression d’interface, I’équation de
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quantité de mouvement prend la forme

du
Mai Lai = —/ g -V, dV + Z /ijGjn\I/i “nr dS, Vi€ Ng,
dt D, ¢ jeNT Tr

z—/ o, VU dV -
dt D[giﬁ

Les détails de la condensation de la masse dans nos cas multi-matériaux multi-vitesses seront
expliqués pour chaque variante dans les chapitres suivantes.

mpgi Z /Fprj@jq/i s np dS, Vi € Nﬁ.

JENT

Enfin, Papproximation (5.11) de I'intégrale sur les mailles partielles et la propriété (5.25)
permettent d’écrire la forme finale de I’équation de quantité de mouvement intégrée en espace

d .
i ei — S o / Win dS, Vi € No\Nr, (5.30)
dt S =k Jaq,
d .
M Boi _ _ Z fako / W;ndS + pri np;, Vi € No N Nr, (5.31)
dt =k Jaq
k?EMi k
dug;
mai—t =~ fargy, - / W;nds, Vi € Ng\Nr, (5.32)
dt keM; B 0%
du g;
S / Win dS — pring;, Vi € NN N (5.33)
dt keM; o 08k

Dans ces équations, comme pour la continuité des vitesses (5.27), une discrétisation nodale de
la normale a l'interface apparait. Le calcul de cette normale est détaillé dans le paragraphe 6.4.

Avec cette discrétisation, nous retrouvons une formulation similaire aux travaux de Vitali
[85, 86, 87]. Dans notre cas, la contrainte de vitesse est introduite directement dans la formula-
tion variationnelle ce qui nous donne une formulation plus générale. Les méthodes résultantes
different, aussi nous citons deux grandes différences. Nous montrons par la suite (voir para-
graphe 6.4) que le calcul de la normale a I'interface est primordiale pour préserver les solutions
stationnaires et nous la discrétisons de maniere consistante avec la divergence des contraintes.
De plus, une décomposition du calcul des vitesses nous permet d’écrire une condition de contact
et de décollement géométrique (paragraphe 6.8) au lieu de se baser sur un état de compression
de la maille.

5.4.4.2 Contrainte de vitesse par maille

La deuxieme discrétisation étudiée est la définition d’un champ de pression d’interface
constante par maille et donc par segment d’interface (voir figure 5.4)

pr(z) = Z priOx(z), sizel. (5.34)
keMr

La fonction de forme Oy (x) est une fonction valant 1 sur la portion d’interface intersectée par
Q, 0 sinon ce qui prend la forme

1 si o zeQnNl
Oklz) = { 0 sinon ’ (5.35)
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Prk Nr

FI1GURE 5.4 — Champ de pression par maille. Les fleches
vertes symbolisent les pressions d’interface, discrétisées
par maille. Elles s’appliquent sur les noeuds par leur
intégration sur l'interface dans la maille mixte.

En utilisant cette définition pour le champ de pression test, ’équation de continuité des vitesses
(5.23) s’écrit par maille

Z /(U&I\Pl — @ai\pi) . ﬂrds = O, Vk € Mrp. (536)
1EN}, r

La continuité des vitesses est ainsi mesurée en moyenne par maille mixte k € Mr en faisant
intervenir tous les noeuds de la maille mixte en question. Une maille mixte est ici une maille
intersectant 'interface I' entre les matériaux comme définie au chapitre 4.

La dynamique des noeuds purs (i ¢ Nr) est inchangée et la dynamique des nceuds mixtes
(i € Nr) voit apparaitre un terme dépendant des pressions d’interface dans les mailles voisines.
En suivant le méme principe que dans le paragraphe précédent, I’équation de mouvement sous
forme faible (5.22) prend la forme discrétisée en espace

du. -
Mai §?Z == farg,, / Winds, Vi € No\NT,
keM; O
(5.37)
du,..-
T M A R
kEM; 082y, keM;NMr Lk
(5.38)
dug;
mei— == facy, / Win dS, Vi € N5\ Nr,
dt oyl Bk Jaq,
(5.39)
dug;
mg; o _ Z fora g, / VindS — Z / pri¥inpdsS, Vi€ Ng N Nr.
dt Bk Jaq r
keM; k keM;NMrp "~k
(5.40)

5.5 Décomposition <« Lagrange + projection >

Nous avons détaillé notre schéma de notre méthode multi-matériau multi-vitesse dans une
formulation eulérienne. Nous nous replagons maintenant dans le contexte présenté dans le para-
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graphe 3.1 de discrétisation en temps de type < Lagrange + projection > pour des formulations
eulériennes ou ALE.

Lors d’'un pas de temps, la vitesse u, est différente pour chaque matériau mais la vitesse
du maillage v est unique.

Durant la phase lagrangienne, le systéme est écrit pour un maillage se déplacant a une
vitesse identique a celle de la matiere v;,, = uj4,- Dans les mailles mixtes, nous avons un
champ de vitesse par matériau. Il y a donc différents déplacements de maillage Atwv,,, .. La
configuration n + 1 du maillage en fin de pas de temps est différente pour chaque matériau.
Nous notons cette configuration an + 1 pour indiquer le matériau dont la vitesse a servi a
déplacer les nceuds.

Durant la phase de transport, la matiere reste fixe (., = 0) alors que le maillage se
déplace & une vitesse Vg o = —(Uaq.0 —v)- La vitesse lagrangienne était différente pour chaque
matériau. Le déplacement du maillage pour arriver a sa configuration régularisée est également
différent pour chaque matériau. Lors de la projection, il faut calculer ’advection des quantités
par matériau entre le maillage déformé par les vitesses propres du matériau et le maillage ALE
qui lui est commun pour tous les matériaux.

La décomposition « Lagrange + projection > est donc distincte pour chaque matériau.

5.6 Analyse d’un probleme modele

5.6.1 Introduction

Les formulations (5.27), (5.30)-(5.33) ou (5.36), (5.37)-(5.40) introduites dans les précédents
paragraphes sont des formulations mixtes. Elles font intervenir les deux champs d’inconnues
indépendantes : le champ de vitesse enrichi u = u, @ ug et le champ de pression d’interface pr.
A ces deux inconnues sont associés deux espaces d’approximation différents. Les vitesses u sont
définies sur un espace noté U dont 'approximation spatiale Uy est donné par (5.9) alors que
les pressions d’interface pr sont définies dans P, 'espace des multiplicateurs d’interface pour
lequel deux propositions d’approximation en espace P, sont données par (5.24) et (5.34).

L’étude de ces problemes ([5, 14]) montre qu’il n’est pas possible d’approcher de maniere
indépendante 1’espace des multiplicateurs de Lagrange et 1’espace des vitesses sous peine de
verrouillage numérique 1ié a 'impossibilité de trouver un sous-espace Vj, de U}, suffisamment
riche de fonctions satisfaisant la contrainte au sens faible dans Pj,.

Il est donc nécessaire de faire une analyse préalable pour valider le choix de discrétisation a
effectuer. Notre probleme se pose en grandes déformations a maillage mobile. Pour simplifier,
nous nous placerons dans le cadre élasto-dynamique en petites déformations. Nous nous retrou-
vons donc dans une formulation purement lagrangienne avec des dérivées en espace calculées
sur des géométries fixes, formulation déja étudiée dans [40].

5.6.2 Probléme modeéle

Nous prenons un domaine D(¢) constant au cours du temps et repartons du probléeme
continu sous forme faible en prenant ’équation de conservation de la quantité de mouvement

(5.22)
du A A N
ga /Dapdt-udV—i— ga /aa:VudV:/Fpp[u}-nrdS, Y (5.41)
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et I’équation de continuité des vitesses normales (5.23)
/ﬁ[u}-nrdS:O, Vp € P. (5.42)
r

Notons ap(§, ) la forme bi-linéaire associée a (5.41) en élasticité linéaire
ap (6, i) = Z/ o(VE) : VidV = Z/ KoV € Vit Gagl(€ ) : P (@) AV

avec {(x) dénotant le champ de déplacement et gD (u), la partie déviatorique du tenseur des
déformations linéarisé

1 1
(w) = 5 (Vut Vu') — 5V ul

Rappelons que k. et G, dénotent respectivement le module de compressibilité et le module de
cisaillement du matériau a.

La formulation conforme du probléeme est obtenue en imposant la continuité des vitesses
(5.4) au sens fort et en prenant des fonctions test respectant la contrainte de vitesse. Le
probleme (5.41) se re-écrit alors en fonction du déplacement &,

Z/ p&-adV +ap(§,a) =1(a), £€V, VaeV (5.43)

avec V Dl'espace des vitesses a composante normale continue au passage de l'interface
V = {u€ Hy(Ds) x Hy(Dg), [u] -np=0surT},
L’espace ﬂ}l(DQ) est 'espace des vitesses cinématiquement admissibles, ayant pour définition
HY(D.)={ue H(D,), u=0surdDy}.

La forme linéaire (@) contient la participation des forces volumiques et des conditions aux
limites de type Neumann s’exercant sur 0D,,. Elle a pour expression

l(ﬂ)=2/af-adv+/8 f, - uds.

Dn

5.6.3 Formulation variationnelle mixte : cadre statique

Nous écrivons dans un premier temps notre probleme dans un cadre statique. Le terme
d’inertie est négligé,
> / p&-adV =0.
[0 «@

Le probleme (5.43) prend la forme classique des probléemes d’élasticité dans le cadre statique
ap(§, &) =1(a), L€V, VueV. (5.44)

Nous définissons 1'espace des vitesses des vitesses cinématiquement admissible U sur tout
le domaine D par
U={ueH'(Ds) x H'(Dg), @=0surdDy},
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muni de la norme énergie
2
Jully =3 [ Vol + Ga P ) .
«@ Da

Par construction ([91]), cette norme est équivalente & la norme H' si 9Dy intersecte D, et Dj.
Notons X l'espace des traces de vitesse sur 'interface, définie par

X = Tr (H}(Da))| = Tr (H3(Dp))

e -

Nous appelons P le dual de cet espace, P = X’. Cet espace est I’espace des pressions d’interface

pr et des pressions test p. Nous définissons également la norme image

plly = inf U .
Il = _int ol o,

Soit b, la forme bi-linéaire mettant en dualité les espaces X et P. Elle est définie par
b:UxP =R,
b(gvp) = <[ﬂ] 'ﬂl"ap>l—‘-

Dans le cas de fonctions intégrables sur I', le produit de dualité a pour expression

b(u,p) = / [u] - nppdS.
r
Par construction, en dénotant B I'opérateur associé a la forme bi-linéaire b

B :U — X,
u — Bu, (Bu,p) =b(u,p), Vpe X',

nous avons V' = ker B.

Par construction de I’espace X et de sa norme |/e|| i, I'opérateur B est continu et son image
est I'espace X tout entier : im B = X. D’apres le théoréeme de 'image fermée, nous avons donc
la relation im BT = (ker B)*.

Or, la relation (5.44) exprime que la forme linéaire ap(¢,-) — I(+) est dans V+ = (ker B)* .
La solution de (5.44) est donc caractérisée par 'existence de pr € X' tel que

ap(§,-) —1(-) = BT (pr)
ce qui s’écrit sous la forme mixte d’inconnues £ € U et pr € P
aD(§7 @) + b(@apl—‘) = l(@) ) § € Ua pr € Pa v@ € Ua
b, p) =0 Vp € P.

Ce probleme mixte peut s’approcher de maniere non conforme par éléments finis mixtes.

Avec la formulation précédente, pour obtenir une approximation stable et convergente, il
convient de prendre des espaces éléments finis U, C U et P, C P permettant de vérifier les
deux conditions ([16, 33]) :

(i) la forme bi-linéaire ap(-,-) doit étre coercive sur Uy, c’est-a-dire,

Ja >0, ap(vy,vy) > alulf, Yo € U;
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(ii) la forme bi-linéaire b(-,-) doit respecter la condition de Ladyzhenskaya-Babuska-Brezzi
(LBB) ou condition Inf-Sup

b
3650, inf sup —@wPr) o (5.45)
Ph€Ph u, cUy, HHhHU llonllp
ou 3 est une constante indépendante de h.
Avec ces conditions, en introduisant le probléme approché
ap(§,, ) + by, prn) =Uty) , &, €Un, pra € P, Vi, € Up, (5.46)
b(&,,: Pn) =0 ) Vpn € Py 7

nous démontrons le résultat d’existence et de convergence optimale (voir [91], p. 19-26). La
solution (£ iy pri) du probleme (5.46) existe, est unique et vérifie

le=¢., +er —omullx < (ﬂnf €= &|, +int lor —mru) -

éheUh

Ici, la coercivité de la forme bi-linéaire ap(-,-) sur Uy est vérifiée par la construction de la
norme |/o||;. Cette condition pourrait étre affaiblie et n’étre vérifié que pour les fonctions v
satisfaisant (5.46). La seconde condition (5.45) pose des difficultés. La norme ||e||, est dure a
définir dans notre cas (dual d’'une norme globale) ce qui empéche de vérifier correctement la
condition Inf-Sup. Cette difficulté a été surmontée par Wohlmuth ([91]) en utilisant le méme
schéma de discrétisation mais en travaillant avec une norme discrete. Le méme principe a
ensuite été utilisé dans le cadre élasto-dynamique par Hauret et Le Tallec ([40]) dont nous
reprenons |’écriture par la suite.

5.6.4 Formulation mortier pour I’élasto-dynamique non-conforme

Soit P, C L*(T") et Uy, I'espace élément fini défini comme en (5.9) par

Up = {Mh € Hy(Do) x Hy(Dg), wlp, € Q1(Da), up|p, € Q1(DB)} :

Soit V4, le sous-espace de U, des fonctions a composantes normales continues a l'interface au
sens faible

Vi, = {uh € Uh,/F[uh] -npppdS =0, Vpy, € Ph}
= {uh €Uy, bu,,pn) =0, Vpy, € Ph} )
La résolution du probleme élasto-dynamique (5.43) discrétisé en espace par
Z/D p&, -y, dV +ap(§,, &) = Uiy,), &, € Vi, Vi, €V (5.47)
o /Da
peut se faire par la résolution du probleme mixte approché

Z/D p&, -y dV +ap(§,, &) + by, pra) = Uiy,), €, € Un, pra € Py, Vi, € (h48)

b(§h7ﬁh) = O? vﬁh € Ph- (549)

(Pr)
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En introduisant les normes discretes

1
2 2
lul®y pr = diam Ty lull72r,) (5.50)
I3
et
Pl =D diam Ty ||pl| 72, (5.51)
Iy

ou I'y = I'NQ, la convergence de ce systeme a été montrée dans [40] sous hypotheses techniques
et sous réserve d’enrichir ’espace des vitesses Uj, de maniere a avoir

b
i8>0, inf sup (up; pr)
PrEPL w, ety Hﬂh”l/g,h,r thHJ/Q,h,F

> B, (5.52)

pour la suite de maillages considérés.
De maniere plus précise, dans le cas plus sévere (car plus contraint) ot nous remplagons la
condition de continuité normale

(&) = [ [&,] -ncinds 0. ¥ e P,
T

par la condition de continuité plus forte
Hewi) = [ (6] By =0. Vin e PR,

il est démontré dans [40] que l'erreur & tout instant de discrétisation satisfait 1’estimation
optimale

é_éh

‘ 2

/Dp‘é—éh‘ZdV—i—“é—ﬁh“ZﬁC inf /Dp‘é—éh‘de%—Ainf (5.53)

éhEUh éheUh

a condition d’avoir un maillage régulier en espace sur l'interface, de respecter la condition
Inf-Sup
b(ﬂhaljh)

38 >0, inf  sup

2 > (5.54)
D EFE U [u |

kT th’ YR

et d’avoir une solution réguliere
£eC (0, T;H*)NC* (0,T; H? (Do) x H*(Dg)) NC* (0,75 L?).
La condition (5.54) se vérifie avec Uy, un espace des vitesses enrichis par un espace bulle By,

Un = {wn € Hy(Da) x HY(Ds),  uplp, € Q1(Da),  unlp, € Qu(Dp)} @By (5.55)

5.6.5 Conclusion

Nous avons démontré dans cette partie que pour assurer la convergence, une condition
suffisante est de respecter la condition Inf-Sup discrete (5.52). Nous allons donc discrétiser
(5.22) - (5.23) par la forme (IP,) en essayant de vérifier la condition Inf-Sup (5.52) quitte a
enrichir I'espace des vitesses par (5.55) pour la respecter.
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CHAPITRE 6. CONTINUITE PAR N(EUD

6.1 Discrétisation en temps

6.1.1 Grandeurs centrées
6.1.1.1 Conservation de la masse

L’équation (5.15) est discrétisée en temps par le méme schéma que dans les chapitres 3 et
4. L’écriture de la conservation de la masse entre t" et t"*! donne finalement par matériau

P VI = o VI = ma, VK, Va. (6.1)

Les vitesses & "+ /2 permettent de calculer les positions de chaque matériau a t"*! par la
formule d’intégration centrée

n+l _  n Tl+1/2 .
T =an At u, Vi, Vau.

Une maille mixte €0 possede alors une position déformée que nous appelons Qg”“ différente
pour chaque matériau . Ces mailles ont un volume défini géométriquement par la position des
nceuds de la maille

Vet = v (2 Vk, Va.

(6%)

L’hypothese de gradient constant dans les mailles (5.10) nous permet d’écrire que le volume
occupé par le matériau o dans la cellule 0 en fin de pas de temps est égal a

Vit = fmventh vk, Va.

V,f‘"“ désigne le volume au temps t" ! de la maille mixte Qg‘”“

+1/

Y 7 7 . n . ;. N
entiere déplacée avec les vitesses u,; '~ alors que la notation désigne le volume a t"*! de

la maille mixte QZ:I partielle, c’est-a-dire, le volume partiel occupé par le matériau o dans la
Qoerl'
k

Remarquons que la notation
n+1
Vak

maille
Remarquons également que les matériaux ne sont pas < calculés > avec le méme taux de
dilatation volumique si bien que le rapport des volumes des mailles partielles en fin de pas de
temps peut changer,
Vn+1 B Vom-i-l ?é n B ﬁ
+1 - B +1 n’
Vﬁnk f ﬁkV " f B

méme si les fractions volumiques sont constantes pour chaque matériau (voir figure 6.1).
La nouvelle densité est simplement donnée au final par la formule de conservation de la

masse " " " "
n+1l __ pockv _ pakvk:

- - )
ak Vn—‘rl Vkan+1

Vk,Va. (6.2)

6.1.1.2 Conservation de ’énergie

L’équation (5.16) est discrétisée en temps par le méme schéma que dans les chapitres 3 et
4. L’intégration de la conservation de I’énergie entre t" et t"*! donne par matériau

TL+1 7
+1 D k +p k +1/ 1 1 At o 1
Car = €k~ (FHFS T oy ) (p”#_p”k +pn+1/2(sg;/2. AR,k Ya. (6.3)
@ a ak
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6.1 Discrétisation en temps

n
Qk
ank = ngkn V[;lk = fﬁka”

Déformation de la maille Déformation de la maille
avec le matériau a. avec le matériau f.
Nouveau volume : V> Nouveau volume : V,f"“
1 +1

Vot = vt . Vgnfjl =[5k Vﬂn
+1 n—+1
Y A
Vv Vit vt T
n+1
Qk

FIGURE 6.1 — Déformation de la maille par matériau. Pour un champ de
vitesse donné, la fraction volumique est constante. Les mailles completes
se déformant différemment pour chaque matériau, au final, le rapport des
volumes des différents matériaux peut changer.

Cette forme discrétisée en temps et en espace est toujours couplée a la loi d’état propre de

chaque matériau écrite au temps "1
Pt = EOS, (el oY, Yk, Va (6.4)
La vitesse du son cn+1 du matériau a dans la maille €2 est donnée par la loi d’état du matériau,
n+1l _ n+l/ n+1 n+1
Cak = Cak ( Cak > Pak )’ \V/k‘,VOé.

6.1.1.3 Pseudo-viscosité

La pseudo-viscosité (5.19) s’écrit au temps gt/ pour chaque matériau et chaque maille
par la formule du cas mono-matériau

1 1
n+ 2+ /2 n+ /2 . n+1/2
ntly pak Ca (I)? nil/Q —i—C’L ly ey n+1/2 si v, " <0
ak - Vak Yok
0 si 0SS0

Dans cette expression, la vitesse du son ¢, dans le matériau o est prise decalee au temps n
pour garder une forme explicite de la pseudo-viscosité. Le volume spécifique est I'inverse de la

1 1 1 1 1
densité v, = —, sa valeur au temps ' est approchée par VZ]:F - 5\ +1 4+ —] et
n+1/ n+lp _ 1 1 1

le taux de variation volumique 7, "~ est approché par v .

ISRV S
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CHAPITRE 6. CONTINUITE PAR N(EUD

n+/

+1/

Le terme [j, 22 est alors homogene a un saut de vitesse, correspondant bien a la définition

de la pseudo—v1sc081te ([20)).

6.1.2 Equations en quantité de mouvement
6.1.2.1 Dynamique des nceuds

Dans les équations (5.30)-(5.33), Paccélération et les efforts internes sont toujours discrétisés
par le schéma en temps introduit au chapitre 3. Les pressions d’interface, exprimées en forces
nodales pr;, sont écrites au temps t". Les équations discrétisées en temps de la dynamique des
neeuds prennent donc la forme

n+lpk n—14

ool Bt S frn / Ui ds, Vie No\Np,  (65)
ke, o
M 5 =— Y fhe | WindS+ppint, Vi€ NoNNp, (6.6)
keM; Qn
e T W,ndS Vi € N5\ N
e T T Z fﬁkfﬁk aar e, i€ Ns\Ne,  (6:7)
keM; k
ugflb - ug._l/Q
—p1 —p1 ;
mﬂiT = - Z fﬁk*b’k /8 UindS _p?iﬂ?‘h Vi e Nﬁ NN, (6'8)
keM; Qn

ou Nr désigne toujours I'ensemble des noeuds des mailles mixtes. Le tenseur des contraintes au
temps t" dans I’équation de conservation de la quantité de mouvement a pour expression

fak § pakl - qak /2%

ou la pseudo-viscosité est décalée en temps. Ceci permet de garder une viscosité artificielle
explicite dans les pas de temps.

6.1.2.2 Contrainte de vitesse

L’équation de continuité des vitesses (5.27) est écrite au temps gt/ pour les vitesses
nodales ce qui donne

(s —ultP) =0, Vie Ny (6.9)

Remarquons que, en toute rigueur, pour obtenir un schéma centré, il faudrait écrire cette
condition sur la géométrie au temps " "2 et en utilisant les normales nodales nF+ 2 a ce
méme instant. Cependant, nous faisons une approximation et nous utilisons ici la normale
nodale nf; au temps t". Cette normale est la méme que les normales apparaissant dans les
équations de quantité de mouvement (6.6) et (6.8).

La pression d’interface pf; est écrite au temps " mais sa valeur dépend de I'équation
implicite de continuité des vitesses (6.9). Le calcul de la pression d’interface est donc implicite

nceud par nceud.
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6.1 Discrétisation en temps

6.1.2.3 Condensation de la masse

Les équations de dynamique (6.5) et (6.8) font apparaitre une masse nodale. Pour la
construire, nous faisons toujours une approximation du champ de vitesse réelle et virtuelle
dans les termes d’accélération. Nous 'interpolons par valeurs constantes sur les mailles duales.
Nous avons enrichi le champ de vitesse. Les noeuds mixtes possedent désormais une vitesse
par matériau. Le méme enrichissement de degrés de liberté apparait dans ’approximation que
nous faisons lors de la condensation de la masse. Nous approchons donc le champ de vitesse
par matériau par

.%') ~ Z Uni XA (£)7

1€EN,

D)~ 3 dgixa, (@)

1€EN,

Nous supposons pour le terme d’inertie que les matériaux sont équi-répartis dans les mailles
mixtes ce qui est également 'hypothese de la condensation de la masse pour le systéeme « vitesse
moyenne >. Le champ de densité par matériau qui s’écrivait par matériau

= Z Pak X, (i)Ha (ﬁ)

keMq

avec H,, la fonction de Heaviside associé au domaine D,, est approché par

x) ~ Z fakpakXQk(ﬁ)-

keMq

La masse nodale du noeud 7 pour le matériau « s’écrit donc

JokPar Vi mak
mm—Z/MQ padV = 2/ farpondV = 3 detferll _ 57

keM; keM; keM; keM;

avec Mgk, la masse du matériau o dans la maille k et # N, le nombre de nceuds de la maille k.
Cette formulation permet de préserver un rapport correct entre la masse nodale my; et la
force nodale due aux efforts internes

Z Jok Uak'/ nV; dS

keM; oy,

car les pondérations en f,; sont les mémes pour ces deux termes. Ainsi, lorsque les fractions
volumiques tendent vers 0, la masse nodale et la force nodale tendent de la méme maniere vers
0 et I'accélération des noeuds reste bornée.
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CHAPITRE 6. CONTINUITE PAR N(EUD

6.2 Résolution de la phase Lagrange

6.2.1 Systeme

Le systeme multi-matériau que nous devons résoudre durant la phase lagrangienne est au
final composé des équations

n+lj n—l/

mm@m——m — Z fia” / U,ndS, Vi € No\Nr,
oY
keM,; k
(6.10)
@Z?lb — un_l/ n,n .
mm— = — Z fopa e UindS + prnr, Vi € No N Nr,
keM; Q
(6.11)
n+1/2 o u n—'2
o S pron /BQ UndS, Vi€ No\Np,
keM;
(6.12)
" ) o pup i
mgiT = — Z fﬂkgﬁk : /852” V,ndS — Prillri, Vi € N5 N Nr,
keM; k
(6.13)
(s — iRy mit =0, Vie N,
(6.14)
o =2+ At unJr /2, Vi, Va,
(6.15)
Vka,n+1 -V (&Z;H) , VEk, Vo,
(6.16)
yrdl — oy er Tt vk Va,
(6.17)
1_ ParVi
ZZ - V(vxom—i-l’ Vk’va’
k
(6.18)
2
+1/2 .2+1/2 .n+1/2 ) +1/2
qZZl/z Py Ca (Ix)? W + CLl gy, n+1/2 sio iy <0 ’ vk, Va,
0 sio >0
(6.19)
nJrl+ " + +1 1
eZ;CH = egk - (p Pak +q n /2) <pn17€-1 - pglk> + pn-ll—l/z (§Zk . dzz /2) Vk. Vo
@ ak ) ) ’
Pt = BOSa(e Z}il P )
(6.20)
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6.2 Résolution de la phase Lagrange

La résolution de ce systeme va suivre la méme logique que la résolution du systeme « vitesse
moyenne > :

— calcul des vitesses par les équations (6.10)-(6.14), avec un calcul de pression nodale loca-
lement implicite pour garantir la continuité des vitesses normales (6.14) au temps gt/ ;

— calcul des densités par matériau au temps t"*1 (6.18);

— calcul de la pseudo-viscosité par matériau par son expression (6.19);

— calcul couplé de I’énergie interne et de la pression par matériau au temps "' par la
résolution du systeme (6.20).

6.2.2 Calcul des vitesses

Les vitesses au temps "2 sont obtenues en résolvant le systéme (6.10) - (6.14). Pour cela,
nous décomposons la résolution en deux étapes :
— une premiere étape calcule 'accélération due uniquement aux efforts internes. Cette étape
nous permet d’obtenir des vitesses prédites que nous appellerons w,; ;
— une deuxieme étape calcule les forces d’interface en ajoutant I’équation de c?ntinuité des
n+1/s
(042

vitesses. Nous corrigeons les vitesses prédites pour obtenir les vitesses wu, du pas de

temps en cours.
6.2.2.1 Efforts internes

Les vitesses u,,; sont calculées en ne prenant en compte que les efforts internes. Ces vitesses
ont pour expression

~ _1 ot .

Upi = U o E fgkg”k : / n¥;dS, Vi, Va. (6.21)

Mag i = o0m
EMZ‘ k

Notons que cette phase est completement explicite et correspond a ’accélération qu’auraient les

différents nceuds des matériaux s’ils étaient sur une surface libre. Cette phase donne directement
n+1/

oi | des noeuds purs car ces noeuds n’ont pas de force d’interface s’exercant sur

la vitesse u
eux.

6.2.2.2 Efforts d’interface

Les vitesses u,, ne respectent pas la contrainte de vitesse. Nous ajoutons les forces d’inter-
face pour prendre en compte 1’équation de continuité des vitesses. Le systeme (6.11), (6.13),
(6.14) s’écrit

Ot ,
@Zj = Upj + .p?iﬂ?i’ Vi € Nr, (6.22)
al
Ot ,
up P =g — ——pinft, vi € Nr, (6.23)
mg;
1 1
upy " nly = gt gy Vi € Np (6.24)

ou np,; est une discrétisation nodale de la normale a l'interface I'. Cette discrétisation est
détaillée dans le paragraphe 6.4. Sa résolution donne les vitesses corrigées respectant la conti-
nuité des vitesses normales.
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CHAPITRE 6. CONTINUITE PAR N(EUD

Eliminer les vitesses dans (6.24) par leur expression (6.22) et (6.23) donne une équation ne
dépendant que de I'inconnue de pression d’interface

- ot — ot
(Um‘ + mPR”Fz) np; = (uﬁi - mmpﬂn?l) NP (6.25)

(673
Cette derniere équation permet d’obtenir I'expression des forces d’interface

1 1 _ ~

Maj mpg;

i) - 1 (6.26)

Nous remarquons que la force d’interface est proportionnelle au saut de vitesses prédit entre
les matériaux au nceud 4. Utiliser cette expression dans les équations (6.22) et (6.23) donne

41 . m i 1134 ~ ~ .

Mai ng k— Meai Uy + (rrm?l—i—m;l (Qﬁi - @m‘) n?z) nry, Vi € Nr, (6.27)
+1 ~ Mai MBi~ ~ ;

M W, r— mpg; Ug; — (M (Ui — Upi) ‘”?i) nry Vi € Ny (6.28)

et met en évidence que la correction de vitesse peut se voir comme un échange de quantité de
mouvement entre les matériaux, par noeud, dans la direction de la normale nodale a I'interface
nr,.- B

Notons qu’en remplacant les vitesses u,; par leur expression dans (6.26)-(6.28), au final,
nous avons bien résolu le systeme (6.10)-(6.14).

6.3 Analyse de la stabilité en espace

Par construction, notre probleme de continuité des vitesses normales s’écrit

(pn: [up ] np)r = > pilw ] np =0, Vi
i€ Np

Nous imposons ici en fait la continuité sur une bande de mailles mixtes Mt et non pas sur la
ligne d’interface I'. La norme discréte |[o[|1, , o utilisée dans la condition Inf-Sup (5.52) n’est
plus pertinente : elle s’annule pour des fonctions non-nulles sur la bande et n’est pas assez forte.

Nous cherchons alors I'existence de normes de vitesse [[uy,|5,,. et de pression d’interface
|lpn || My qui nous permettent respecter la condition Inf-Sup discréte écrite sur la bande de
mailles mixtes Mr autour de l'interface

9550, inf sup Poltn]lmor

> (6.29)
Ph€Ph w, €U, HﬂhHMF thHMF

Par analogie avec I'analyse discrete réalisée par Wohlmuth dans [91], nous prenons comme
norme équivalente la norme H?—[D (Tr (o] Mr) H . ou Hp (e) est I'extension par zéro des fonc-
1}
tions éléments finis définies uniquement sur la zone de continuité Mp. Remarquons que dans
le cas classique de [91], nous avons bien

a3 = 1 (T (w2 5 Y, € U (6.30)

Dans notre cas, nous voulons une norme [luy||,,. qui se comporte au moins comme la norme

7o (@),
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6.3 Analyse de la stabilité en espace

6.3.1 Choix des normes pour les pressions nodales
Nous choisissons ici pour la vitesse, la norme
2 2
lunllng = D lusl
1€NDP
et pour le multiplicateur de Lagrange, la norme
2 2
1onll3 = D Ipil
i€ Ny

Sur une maille €2, nous avons I’équivalence locale uniformément en k

IR HEESH T (6.31)

1EN, 1€N 1,94

ou N est 'ensemble des noeuds de la maille k. En effet, ces deux formes ont le méme noyau

constitué des fonctions nulles sur tous les nceuds de la maille, elles ont un nombre fini de

parametres, dépendent continiiment de la forme et sont invariantes par changement d’échelle.
En prenant la somme sur tous les nceuds ¢ du domaine D, nous pouvons d’abord écrire

2 2 2
c E E |u;|” < E |u;|” < E E |,
kEM €Ny, ieN kEM €Ny,

avec

C =

ieEN #M

ou #M; est le nombre de mailles auxquelles le noeud 7 appartient. En utilisant 1’équivalence
(6.31), nous obtenons

ieN keM ||ieN, Loy

Par définition, 'extension par zéro de la trace sur Mt d’un champ de vitesse vérifie
u; =0, Vi ¢ Nr

et a donc pour expression

Hp (Tr uy, |M) Zulllz-

’LENF
Nous pouvons donc écrire

2

o (), = 3 o (st ) [}y, = 5| 5 v =

keM ||t€ NNNp 1,04 i€Np

La norme choisie se comporte comme nous le voulions : elle respecte 1’équivalence

2
e 3 ~ o (T Cn)lage )|
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6.3.2 Vérification de la condition Inf-Sup
Notre probleme de départ s’écrit
Y lw] np pi=0, Vs
i€Np

Quel que soit un champ de pression pp, nous pouvons prendre un champ de vitesse nulle sur
D, et non-nulle sur Dy de la forme

Qai = Qa VZ € NOU
Ug; = Pi Ny, Vi € NgN Nr,
ug; =0, Vi € Ng\Nr.

Le saut de vitesse pour chaque noeud mixte est alors égal a la vitesse ug;,

[u;] = pinp;.
Nous avons
2 2
Z [u;] - np; pi = Z Ipil” = thHMF'
1€Np 1€END

Nous avons également la norme du champ de vitesse valant

lun 3 = D |pi nesl” = llpall3,
i€Np

De la, nous en déduisons

> L]y pi = lonllage lunlla -
i€Np

Quelle que soit la pression p, nous avons mis en évidence au moins un champ de vitesse ayant
cette derniere propriété. Nous concluons alors avec le lemme suivant prouvant la condition
Inf-Sup :

Lemme 1. Avec la discrétisation des espaces de pression d’interface et de vitesse définie par
(5.24) et (5.9), nous avons

(pn, [up ] - np)

r
sup > lpallase s Vpn € Ph.

u, €Uy, ”Qh”MF

Notre discrétisation du multiplicateur de Lagrange est donc stable au sens des normes
discretes utilisées et ne nécessite pas de modifications supplémentaires.

6.4 Discrétisation de la normale a I'interface

La reconstruction d’interface du schéma calcule la position de 'interface I' & I'intérieur des
mailles mixtes. L’interface est alors approchée dans ces mailles par des segments constants
de normale np,. La normale nodale qui intervient dans les équations (6.22) et (6.23) ne doit
pas provenir de cette reconstruction d’interface. Une discrétisation spécifique de la normale a
I'interface doit étre écrite en respectant certaines conditions.
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6.4 Discrétisation de la normale a 'interface

Gradients différents Meéme gradients
Forces internes pour la pression et pour la pression et
la fraction volumique la fraction volumique
prnr prnp
Ve, Ve, Vg
V-a » 7
du
—#0— u%0 d—g:0—> u=0

FIGURE 6.2 — Importance de la discrétisation de la normale nodale. Un gra-
dient de fraction volumique différent du gradient de pression ne permet pas
d’obtenir des forces d’interface alignées avec les efforts internes et provoque
I’apparition de glissements artificiels entre les matériaux.

De maniere plus précise, pour des raisons évidentes de stabilité, nous demandons a notre
méthode de retrouver a minima les solutions stationnaires. En présence d’un champ de vitesse
uniforme, un champ de contrainte également uniforme ¢ = 1 dans tout le domaine D ne doit
accélérer aucun noeud. -

Cette condition est respectée pour les noeuds purs mais la divergence discrétisée du tenseur
des contraintes pour les nocuds pres de U'interface n’est pas nulle & cause de la restriction, dans
les équations (5.28) et (5.29), des intégrales aux domaines matériaux D,. Dans cette situation,
en partant de (5.28) et (5.29), exiger que le champ de vitesse reste constant au cours du pas
de temps nous conduit a imposer

VW¥;dV = —prynty, Vi€ Nr,
Da
Dg
Pour préserver les états stationnaires, I’équation précédente impose a la force d’interface ap-
pliquée aux nceuds d’étre alignée avec la force nodale due a la divergence des contraintes.
L’équation précédente requiert en réalité d’avoir une normale nodale ayant la méme direction
que le gradient des fonctions de formes nodales W;,

nf / V,dV.
Da

Cette condition est nécessaire pour éviter I’apparition de glissement non-physique lors de la
simulation. Avec n’importe quelle autre discrétisation, la force d’interface et les efforts internes
seront désalignés et les matériaux ne resteront pas a 1’équilibre meéme si la divergence de
contrainte est nulle dans tout le domaine au niveau continu.

Dans le cas de milieux élastiques, le déplacement peut étre compensé par la résistance
élastique du matériau a une déformation de cisaillement. Dans le cas d’un milieu fluide, er-
reur concerne l'accélération des nceuds, le phénomene s’amplifie au fil des pas de temps et fait
apparaitre des courants parasites. Le méme probleme se rencontre lors du traitement de la
tension de surface ([34, 21]). Une condition similaire doit alors étre respectée et se trouve sous
le nom de < consistance augmentée >([34, 21]). Dans ces cas, la tension de surface doit étre
discrétisée de maniere consistante avec le gradient de pression afin de conserver les solutions
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stationnaires. Cette condition provient de la nature géométrique des forces appliquées (nor-
males & 'interface) et du décalage possible entre la description géométrique du systeéme et la
discrétisation des opérateurs différentiels.

Dans notre cas, développer le calcul en utilisant les approximations que nous avons intro-
duites nous donne la direction de la normale nodale sous la forme

ot )Y o / . W;ndS. (6.32)

keM; oy

6.5 Prise en compte des conditions aux limites

Pour le moment, nous avons écrit le systeme sans considérer les conditions aux limites ou en
les considérant nulles. Nous nous replacons désormais dans un cas plus général d’un probleme
pouvant avoir des conditions aux limites de type Dirichlet,

u(z,t) = ug(z,t) sur 0Dy,

avec u,4(z,t), la vitesse a respecter, pouvant étre nulle (position imposée), constante (vitesse
imposée) ou variant en fonction du temps (accélération imposée). Dans ce cas, la vitesse est
completement contrainte mais il est possible de ne contraindre la vitesse dans une seule direction
de I’espace et laisser libre les autres directions. La condition imposée concerne alors la projection
de la vitesse dans la direction contrainte ce qui s’écrit

w(z,t) -ny(z,t) = ug(z,t) sur 0Dy

ot ny(z,t) est la normale donnant la direction dans laquelle la vitesse est imposée et ug(z,t)
est la valeur imposée dans cette direction.

Ces conditions s’appliquent a tous les matériaux « et peuvent venir se superposer a la
contrainte de continuité des vitesses normales si la maille mixte est située sur le bord du
maillage. Il faut s’assurer qu’en fin de pas de temps, les vitesses de tous les matériaux des nceuds
de ces mailles respectent a la fois les conditions aux limites et la contrainte de continuité.

Soit Ng = {i | z; € 9Dy}, 'ensemble des noeuds sur lesquels s’applique une condition aux
limites de Dirichlet. Ces conditions peuvent s’écrire, au niveau discret,

Ui * Ngi = Ugi, Vo,Vi € Ny (6.33)

at

avec ng, la direction de la contrainte au point ¢ et ug;, la norme imposée a la vitesse u,; dans
cette direction au point i.

Nous imposons les conditions aux limites aux vitesses prédites u,,;. En repartant de I’expres-
sion des vitesses prédites u,; (6.21), celles-ci ont pour expression en fonction des contraintes,
de la condition aux limites et des vitesses du pas de temps précédent

~ nlp Ot

Gpy=up; »——— Yo" - [ n¥;dS
Mai o, Joag
i

_1 ot .
I D) agk~/ nW;dS | ng | ng, Vi€ NgVa.
Mai kEMfL'i aQZ

(6.34)

Nous vérifions bien que la vitesse u,; respecte la condition aux limites (6.33).
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Remarquons alors que la condition aux limites étant appliquée a tous les matériaux, le saut
de vitesse entre les matériaux selon la direction ngy est nulle,

[u] - ng; = 0. (6.35)

Nous devons ensuite appliquer la contrainte de continuité aux vitesses u,,; en respectant les
conditions aux limites (6.33). Nous distinguons alors deux cas en fonction de 'orientation de
la normale a I'interface np; par rapport a la direction de la condition aux limites ny; :

respectent déja la contrainte de vitesse (6.14). La force pp,

1
est donc nulle et les vitesses en fin de pas de temps valent ggj - Ui s

— si ng; # ngy, nous devons respecter deux conditions : par la continuité des vitesses nor-

— si ng; = np;, les vitesses u,,;

males, nous avons
[ —
[u;] - nt; =0,

et par la condition aux limites, nous imposons
[w;]-ng = 0.

Nous appliquons par matériau a chaque nceud 7 soumis a une condition aux limites, une
force de rappel Fy,; dans la direction n,; permettant d’assurer le respect de cette derniere.
Pour ces noeuds, le systéeme (6.11), (6.13), (6.14) s’écrit avec ces forces supplémentaires
et les conditions limites associées

1 - ot ot .
upt = Ty + ——plinlty — —— Faing, Vi e Nr N Ng, (6.36)
Mai i
Ug; = Ug; — miﬁip?i@?i - miﬁiFﬁiﬁdiv Vi € Nr N Ng, (6.37)
1 1
W = uy! 2ol Vi € Np N Ny (6.38)
1
QZ:F e *Ng; = Udis Vi € Np N Ny (6.39)
1
@gj_ & "R = Udi, Vi € Nr N Ny (6.40)
1
En remplagant QZZL 2 par son expression (6.36) dans (6.39), nous obtenons
~ ot ot
U Mgy + ——Pr0ry - gy — — Failg; - Ng; = ds-
Mag o
En se rappelant que la vitesse u,; respecte la condition limite, u,; - ng = ug;, nous
obtenons I'expression de la force de rappel F;,
Foi = prinr; - ng;.-
La méme démarche pour le matériau 3 aboutit a ’expression de Fpg;,
Fgi = —ptinry - ng;.
En éliminant les forces de rappel, les équations (6.36) et (6.37) s’écrivent
e gy Ol e Vie Nbn N 6.41
Uy = Uy + m “Pri (np; — (o - ngi) ng;) 5 1€ Np ds (6.41)
(%)
nille _g Ot pn (mn (. Vie Nr NN, 6.42
Ug; '~ = Upi mB.PFi (nr; — (nry - ng;) ng;) 5 1€ N M Ng. (6.42)
(2
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+ Ty TH- Y

Nous remplacons dans (6.38) les vitesses u,, et u par leur expression (6.41) et
(6.42) ce qui nous permet d’obtenir l’expressmn de la force d’interface pf;,

1 maimpg (g — Uy;) - DT

ol nous avons noté t, le vecteur
_ n n
t= (np; — (01 - ng;)ng;) -

Ce vecteur est orthogonal a ng4; par construction.
Nous insérons ensuite 'expression de la force d’interface dans ’équation de dynamique
(6.41) ce qui donne, apres multiplication par (mq; + mg;),

(uﬁi — Uy;) "0t
t-np,

+/2

(Mai +mgi) u, = (Mai + Mg;) Uy; + Mpi , Vi € Nr N Ny.

En décomposant le terme (ug; — ;) selon la base (n4,t) et en se rappelant que le saut
de vitesse prédit dans la direction ng, est nulle,

(Mﬁi —Up;) - ng; =0,
la derniere expression prend la forme

(u,Bi - Em’) t(tonp)t
t-np,

nt+lp

(Mmai + mf;z)im = (Mai +Mg;) Uy; + Mpi , Vi € Npr N Ny.

(6.44)

La simplification par ¢ - nf;, donne

+ ~ ~ ~ ~ .
(Mmai + mﬁz) u, = = Mailly; + MBi (Hm‘ = (U ) L+ (@ﬁi t) E) ) Vi € Nr N Ng.
(6.45)
En remarquant que
Uy " Mgy = Ugy = Eﬁi "Ny
et
Ugi = (Ugi * i) Mg + (Ui - 1) t = tgs ng; + (U, - 1) 1,
Ug; = (U, - ngi) gy + (Ug; - 1) ¢ = as g + (Ug; - 1) ¢,
nous arrivons finalement a
+ ~ ~ .
(Mai +mp;) u,, e Mei Ui + Mpi Ugi Vi € Nr N Ny. (6.46)
Le méme raisonnement s’applique egalement au matériau §. Les matériaux ont donc une
1
vitesse moyenne commune u,, g u;H "2 Elle est obtenue en prenant la quantité de

mouvement totale divisée par la masse totale du nceud

~n+1
Mail,,; /2

e (6.47)

Y,
E Mag
o

Ainsi, nous respectons bien les deux contraintes de vitesses qui s’appliquent sur le noeud.
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6.6 Phase de transport

Avec la méthode utilisant une vitesse moyenne, si le maillage lagrangien était de qualité
suffisante, nous pouvions prendre une vitesse de maillage identique a la vitesse de la matiere.
La phase d’advection n’est alors pas nécessaire car nous avons directement les grandeurs sur le
maillage ALE.

Avec notre enrichissement des champs, la vitesse est désormais discontinue et plusieurs
déplacements indépendants se font durant la phase lagrangienne. La vitesse du maillage ne
peut plus coincider avec la vitesse de la matiere en tout point. La phase de projection est
maintenant obligatoire pour redéfinir les différents champs sur un maillage moyen pour le pas
de temps suivant ([85]).

6.6.1 Reégularisation du maillage

Nous construisons un maillage commun, correspondant au maillage en début de pas de
temps transporté avec une vitesse moyenne que nous calculons comme dans le chapitre 4. La
position des noeuds du maillage commun ont donc pour expression

1
ol =2 At Vi

avec Q?H, la vitesse moyenne donnée par

du, |
m; i + Z (Zfawak) /Qk VU, (z)dV =0, Vi.

keM; e}

La vitesse de ce maillage correspond a la vitesse de la matiere dans les zones éloignées de
I'interface. Autour de cette derniere, la vitesse moyenne n’a pas d’autre interprétation qu’une
vitesse de maillage permettant de déplacer le référentiel ALE. Cette vitesse ne doit pas servir
aux calculs hydrodynamiques de la phase lagrangienne. Apres son déplacement, le maillage
ALE peut également subir une étape de relaxation pour améliorer sa qualité géométrique (voir
paragraphe 3.4.1). Nous avons alors un maillage moyen régularisé servant de maillage commun
pour le prochain pas de temps.

6.6.2 Projection des vitesses

Nous avons enrichi le champ de vitesse et devons tenir compte de cet enrichissement et de
la modification de la cinématique du systéme lors de la projection.

Lors de la phase lagrangienne, la condensation de la masse approche le champ de vitesse
par un champ constant par maille duale. Les matériaux y sont supposés équi-répartis dans
les mailles mixtes et les champs de densité, de vitesse et de quantité de mouvement pour la
condensation de la masse sont définis sur U'intégralité des mailles mixtes et non pas sur leur
restriction jusqu’a l'interface.

Lors de la projection de la vitesse, nous faisons la méme hypothese. Nous approchons le
champ de vitesse et de quantité de mouvement par un champ constant par maille duale a
l'ordre 1, linéaire a 'ordre 2. Ils sont définis sur le méme domaine étendu que la quantité de
mouvement de la phase lagrangienne.

Le maillage sur lequel ces champs sont définis correspond a I’ensemble des mailles pures du
matériau « ainsi que les mailles mixtes prises dans leur intégralité. Nous appelons ce maillage,
le maillage matériau étendu (voir figure 6.3.b). Ce maillage présente I’avantage de ne posséder
que des mailles quadrangles ce qui facilite la définition de son maillage dual.
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a) Maillage primal matériau, b) Maillage primal matériau étendu ¢) Maillage dual matériau
découpé linterface

FIGURE 6.3 — Maillages servant a la projection. a) Le découpage des
mailles mixtes par I'interface donne le maillage servant de maillage de départ
pour projeter les valeurs centrées. b) Le maillage étendu du matériau «
est constitué des toutes les mailles contenant ce matériau. La projection de
la densité depuis le maillage étendu vers le maillage dual donne les densités
duales. ¢) Le maillage dual est défini & partir du maillage primal étendu.
Les nceuds du maillage primal sont au centre des mailles duales sauf sur la
frontiere de celui-ci. Sur ce maillage sont définies la quantité de mouvement
et la vitesse. Pour la projection, ces champs sont considérés constants ou
linéaires sur les mailles duales.

Pour obtenir la densité sur le maillage dual, nous construisons d’abord un champ de densité
étendu. Ce champ répartit la masse des matériaux dans toute la maille mixte et correspond
également au champ de densité utilisé pour définir les masses nodales de la phase lagrangienne.
Le champ de densité ne s’écrit plus

z) = Y pakxe,(z)Ha(z)

keMq

malis est approché par

T) ~ Z fakparxa, (z)-

keMq

Le champ de densité étendu est projeté a 'ordre 1 par calcul d’intersection avec le maillage
dual matériau. Le champ de densité duale p,; s’écrit donc pour chaque matériau,

Pai = V keZM fak’pak /Qan-H Aan+1 dV, Vi € N, Va

en notant que ces intégrales font référence a des mailles Qg”“ et A%t correspondant a des

+ P2 du matériau «. Avec cette méthode, nous obtenons

mailles déplacées avec les vitesses u,,
des densités duales en accord avec les masses nodales de la phase lagrangienne dans le sens ou
elles sont obtenues a partir de la méme approximation du champ de vitesse et du champ de
densité nodale.

Ce dernier champ permet de construire le champ de quantité de mouvement p,;u,; qui sera
projeté sur le maillage dual moyen. Apres projection L? & I'ordre 1 par intersection, les vitesses

sur le maillage dual commun wu,; ont finalement pour expression

Ui Paillyi / dv |, Vi, Vo

PaiVi €N,
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ou la densité p,; est la projection des densités p,; sur le maillage dual moyen

1 / )
Paj = 77 Pai av ) VJ,\V/OZ.

J 1€ Ng
Dans les expressions précédentes, nous considérons des champs de densité duale et de quan-
tité de mouvement constants par maille duale Af‘"“. L’ordre 2 dans cette phase s’obtient en

reconstruisant un gradient centré dans ces mailles (voir paragraphe 3.4.2.3 et annexe A). La

vitesse u,; sur le maillage commun s’écrit alors

1 .
Upj = ——37 Z (((Pm’um‘) + V(paitlai) - (Zgaij — Lai)) </AJ_0A?”+1 dV)) ; Vj,Va

PajVj iEN.

est le barycentre de A;NAY ! Pintersection
Aqn—i—l
anT

ol z,,; est le centre de la maille duale A1, Tgnij
entre la maille duale du maillage commun Aj; et la maille duale du maillage déformé
La densité nodale p,; est obtenue par la projection a 'ordre 2 des densités p,; sur le maillage

dual moyen. Elle a pour expression

1 .
Paj = V Z ((paz + Vﬂaz ' (&gaij - Qai)) (A-QAQ"+1 dv)) ) VJ,VCV.
J i

J ieN,

6.6.3 Projection des valeurs centrées

Depuis le début de la phase lagrangienne et jusqu’ici, comme pour la méthode « vitesse
moyenne >, nous avons utilisé les fractions volumiques des matériaux mais nous n’avons pas
eu besoin de placer I'interface. Cela n’est plus le cas pour la projection des grandeurs centrées et
nous devons positionner 'interface des matériaux pour reconstruire les fonctions caractéristiques
H,(z) des domaines D,.

Ces fonctions sont transportées avec des vitesses différentes pour chaque matériau et il faut
donc les reconstruire pour chaque matériau sur leur configuration déformée propre. En effet,
l'orientation de la normale est définie par le gradient de fraction volumique et ce gradient
dépend de la position finale des noeuds du maillage lagrangien.

Nous calculons donc une orientation de normale (voir paragraphe 4.2.1.2 et annexe B) pour

chaque matériau a partir des positions des noceuds ggjl

matériau considéré et placons ces normales dans les mailles mixtes entieres
permet de construire les mailles szl découpées par l'interface (voir figure 6.4).

Une fois ces mailles construites, la projection des grandeurs centrées par matériau se déroule
comme dans la méthode < vitesse moyenne > (voir paragraphe 4.2.5.2). La fraction volumique
de chaque matériau est donnée par

1
= — av, vi.
=y zk:/ﬂm*

Apres projection, la densité p; et 1’énergie interne spécifique e; sur le maillage commun ont
donc pour expression a ’ordre 1 pour chaque matériau

1
ol = — N dv, Vi, Va,
po Valgpk/ﬂ

n+1
lmﬂak

1
7 7 . n
déplacés avec les vitesses ga:r 2 du
Qg"“ ce qui nous

| J
€ql = PakColk dV, VI, Va.
“ paiVal Zk: o Nt
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——7

Maille initiale Déformation des mailles par matériau Reconstruction d’interface par matériau
a partir des configurations déformées

FIGURE 6.4 — Reconstruction d’interface par matériaux. L’interface est re-
construite pour chaque matériau a partir de la configuration déformée du
matériau en question. La normale a I'interface peut donc étre différente pour
chaque matériau.

La méthode a l'ordre 2 considere des champs linéaires par maille primale et reconstruit un
gradient centré. Les champs sur le maillage commun s’écrivent alors

1
al = 77 ok + Vpak - (2 — Xy / av|, Vi, Va,
pal = 17— zk: ((ﬂ K+ Voak  (Zgy, — ZTar)) A~ )

Zpak PakCak + V(Pak%k) : (ﬁglk - —ak)) / av ], Vi, Va.
Nt

pal Val

6.6.4 Renormalisation de la fraction volumique

Les mailles mixtes ont une déformation et une reconstruction d’interface différente pour
chaque matériau. Il se peut qu’en fin de pas de temps, les volumes transportés et découpés se
superposent ou que du vide se crée (voir figure 6.5). Sur le maillage ALE, les matériaux ne
sont suivis dans les mailles que par leur fraction volumique. Les superpositions ou les vides qui
apparaissent se traduisent par une erreur dans la somme des fractions volumiques des mailles
mixtes apres projection. Cette somme est inférieure a 1 si du vide est apparu, supérieure a 1 si
les matériaux se superposent.

Nous corrigeons cela en re-normalisant la fraction volumique. Nous remplacons la fraction
volumique obtenue en fin de projection par une fraction normalisée ayant pour expression

fak

Zfak.

«

Jok =

Cette correction revient & comprimer les matériaux pour faire disparaitre I'interpénétration ou
a les détendre pour occuper toute la maille mixte. La masse est constante dans la maille et
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Maille initiale Maille déformée

Superposition ou
apparition de vide

FIGURE 6.5 — Superposition ou création de vide dans les mailles mixtes. Le
volume jaune est transporté avec la vitesse u,, et sa frontiere, calculée avec
une normale 1, le volume bleu avec les données ug et ng. En fin de pas de
temps, des volumes matériaux peuvent se superposer ou des vides peuvent
se créer. Une renormalisation de la fraction volumique corrige ce probleme.

la densité doit étre modifiée en accord avec la variation de volume imposée, elle a alors pour
expression

~ fak

Pak = Pak ="

ak
Enfin, nous utilisons la loi d’état pour s’assurer d’avoir des quantités thermo-dynamiques
cohérentes avec le comportement physique des matériaux, la pression corrigée est donnée par

ﬁak - EOSa(eak 7ﬁak>-

6.7 Gestion de plus de 2 matériaux

Nous avons écrit notre méthode en ne considérant que deux matériaux en contact. Dans ce
paragraphe, nous étendons la méthode a 3 matériaux ou plus.

Lorsque 3 matériaux sont présents dans une maille, la définition du glissement entre eux est
ambigué. En particulier lorsque les trois matériaux ont une interface en < T > et forment un
point triple, nous ne pouvons pas définir clairement de direction de glissement et les interac-
tions entre les matériaux. Pour éviter cette situation, nous n’autorisons qu’une seule interface
pouvant présenter des discontinuités de vitesse.

Nous regroupons les matériaux en deux groupes de glissement M! et M? se comportant
comme deux matériaux en contact. Au sein d’un groupe, les matériaux sont soudés entre eux
et se déplacent a la méme vitesse. Nous faisons donc I’hypothese d’iso-déformation du chapitre
4 (voir paragraphe 4.2.3).

Considérons un systeme ayant des matériaux a rassemblés dans le groupe M, o € M et
des matériaux 3 regroupés dans M?, 3 € M?. Les champs centrés sont toujours définis pour
chaque matériau. Les deux groupes possedent chacun leur champ de vitesse u; et uy et nous
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avons la vitesse des matériaux qui est égale a la vitesse des groupes auxquels ils appartiennent,

Uy = wy;, Vi,V € MY, (6.48)
ug; = uy;, Vi,VB e M>. (6.49)

Avec ’hypothese d’iso-déformation par groupe, la force nodale due aux efforts intérieurs
prend une forme similaire a la celle du cas < vitesse moyenne > apparaissant dans I’équation
de dynamique (4.14). La conservation de la quantité de mouvement s’écrit donc pour chaque
groupe

1 _y, ot .

urf:r r_ = uy, r_ Z Z / . UindS + —prnt;, Vi,
Ky o i

11 Y ot .

“gz k= —27, & Z Z fﬂkgﬁk / ., UindS — Wpﬁ'@?i’ Vi
M3 kEM; BeM? oy L

avec my; et miy;, les masses nodales des groupes, prises comme la somme des masses nodales

de leurs matériaux. Comme dans le paragraphe 6.2.2.2, ce systeme se résoud nceud par nceud
n+lp  ntlh

par rapport aux inconnues ul , Uy, '~ et pp; en y ajoutant I’équation de continuité
1 1
(g™ — ™) -y = 0,90 € M. (6.50)

Les vitesses et les déformations des groupes sont affectées aux matériaux qui les composent.

Les volumes partiels des matériaux en fin de pas de temps sont obtenus a partir des mailles
Q,lg”'H et Qi"“ déformées avec les vitesses des groupes et ayant comme volumes Vkln+1 et V,f”“.
Par ’hypothese de gradient uniforme dans les mailles, la fraction volumique est constante si
bien que nous avons

Vil = vt Yk Va e MY,
Vn+1 fn V2n+1 7 Vk‘,Vﬂ c M2.

Enfin, les équations de conservation de la masse (6.18) et de l’énergie (6.18) - (6.20) sont
résolues pour chaque matériaux pour obtenir les grandeurs thermodynamiques des matériaux
au temps t" 1.

Lors de la phase de transport, les deux champs de vitesse des deux groupes sont projetés sur
le maillage dual régularisé. L’interface est reconstruite pour chaque configuration déformée de
groupe avec la méthode < pelures d’oignons > du paragraphe 4.2.1.2 pour obtenir les maillages
découpés des différents matériaux. Enfin, les grandeurs centrées sont projetées par matériau
sur le maillage moyen régularisé.

La gestion d’un nombre quelconque de matériaux se résume donc a l’écriture d’un systeme
a deux vitesses moyennes avec une gestion interne des matériaux d’un groupe identique a la
gestion des matériaux du chapitre 4 et une gestion des interactions entre les deux groupes
identique au traitement de l'interface entre deux matériaux présenté dans ce chapitre.

Aucun critére ne permet de définir de maniere systématique le meilleur regroupement de
matériaux. Ce choix est fait arbitrairement.
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6.8 Prise en compte du contact unilatéral

La méthode « vitesse moyenne > du chapitre 4 utilise un champ de vitesse continu et impose
donc un saut de vitesse nul a l'interface

[u] =0 sur T
ce qui est équivalent & souder les matériaux entre eux.

La méthode présentée dans ce chapitre est écrite en imposant un saut de vitesse normale
nul a l'interface

[u] -np=0 sur T.

Dans ce cas, nous laissons libre le déplacement dans la direction tangentielle a I'interface mais
nous imposons aux matériaux de rester en contact. Cette condition se justifie lorsqu’un des
matériaux est un fluide. Le fluide se détend et comble le vide pouvant apparaitre a l'interface.

Lors du contact entre deux solides, cette hypothese peut s’avérer moins correcte, les deux
structures peuvent se séparer et laisser un vide a l'interface. Nous écrivons alors une condition
de contact uni-latéral a l'interface. La contrainte de vitesse n’est plus la nullité du saut de
vitesse mais sa positivité

[u] -np >0 sur T.

Cette condition empéche les matériaux de s’inter-pénétrer mais permet leur séparation ce qui
laisse un degré de liberté supplémentaire a la liaison modélisée a l'interface.

Par définition, le multiplicateur de Lagrange est nul lorsque sa contrainte associée n’est
pas active. Nous avons un probléeme de Signorini modélisant le contact entre nos structures et
s’écrivant a chaque nceud mixte

[Ei]'ﬁrizo —pri >0 pFi[@i]‘ﬂriZOa Vi € Nr.

La modification de la condition se répercute dans la phase lagrangienne et dans la phase
de transport.

6.8.1 Phase lagrangienne

Nous reprenons le systeme (6.22) - (6.24) en modifiant la contrainte de vitesse

. ot ,
g "= Ui+ s, Vi € Nr, (6.51)
(6%
+1 - ot ]
ug; ko Ug; — mfmpﬂﬂﬂ», Vi € Nr, (6.52)
(s =) i > 0, Vi € Nr. (6.53)

et en ajoutant les liaisons

1 1
——pri >0, Pri (ygj Pyt /2) -nr; = 0.
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La solution de ce systeme s’écrit pour chaque nceud mixte

( n+1/2 -
@ai = uaz
n+1 ~ . ~ ~
Ug; f= Ug; S (@ﬁi - Qm’) np; =0
n o
pri =0
(il 5t m o Vi € Nr. (6.54)
ai = Ui + o Prillri
n+ih ot .n .n . ~ ~
Upgi "~ = Ui T g, Prillr si (Wgy — Ugi) -0y <O
n _ 1 1 ~ ~ n
Pri = 5 T 1 (Tpi — Uai) - 0y
\ Mai  Mpj
1 1 1 1
Nous vérifions bien (ggj o _ QZT /2) ‘ng; > 0si (ﬂﬂi — gai) np; > 0et (ggj ko @ZT /2) np =

La pression d’interface est nulle lorsque la contrainte est inactive, elle est négative sinon.
Le reste de la phase lagrangienne n’est pas touchée par cette modification.

6.8.2 Phase de transport

La renormalisation de la fraction volumique présentée dans le paragraphe 6.6.3 permet de
corriger une pénétration ou un décollement dii aux écarts de transport des géométries. La prise
en compte d’une condition de contact unilatéral provoque I'apparition de vide a U'interface. Ce
vide n’est plus une erreur de discrétisation mais un phénomene que ’on souhaite décrire. Nous
traitons ce vide comme un matériau v faisant parti des différents matériaux o ou B présents
dans la maille. Le vide possede un volume V., une fraction volumique f,, mais n’a ni masse,
ni énergie, ni loi d’état (p =0, e =0, p=0).

La renormalisation de la fraction volumique telle qu’elle a été présentée précédemment n’est
donc pas adaptée ici. Il faut mettre en place un traitement particulier du vide pour permettre le
décollement ou la mise en contact des matériaux. La correction va donc d’abord s’appliquer sur
la fraction volumique du vide avant de s’appliquer sur celle des autres matériaux. Si la somme
des fractions volumiques des matériaux « et du vide est inférieure a 1, il faut augmenter les
fractions, nous détendons alors uniquement le vide pour obtenir un volume total correct

For = Fok + (1= fa)-

«

Si cette somme est supérieur a 1, nous comprimons d’abord le vide

For = Fok + (1= far) s (Z Jar — 1> < fok;

et si cela ne suffit pas, nous le faisons disparaitre et re-normalisons les fractions des autres
matériaux

for =0

Jak = Z:ffakf si (Zfak1> > fok-
ak — Jok a

Cette correction de fraction volumique permet de créer du vide dans les mailles mixtes
lorsque les matériaux s’écartent et ainsi de décrire lors de la phase de transport, le décollement
des différents matériaux calculé lors de la phase lagrangienne.
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6.9 Résumé et conclusion

Le déroulement d’un pas de temps avec la continuité des vitesses normales par noeud se
résume de la maniere suivante :

1. Phase lagrangienne :

(a) calcul des vitesses nodales prédites u,; par matériau ne prenant pas en compte les
efforts d’interface pour chaque matériau,

(b) prise en compte de la contrainte de continuité des vitesses normales et calcul des
1
vitesses des matériaux ng ” au temps gt/ par calcul des normales nodales et

application des forces d’interfaces pr;,

(c) calcul des nouvelles densités sur chaque maillage transporté par conservation de la
masse pour chaque matériau,

(d) calcul de la pseudo-viscosité pour chaque matériau,

(e) calcul des nouvelles énergies et pressions par conservation de ’énergie pour chaque
matériau ;

2. Phase de transport :
(a) construction d’un maillage moyen régularisé,
(b) projection du champ de vitesse pour chaque matériau,
(c) projection des grandeurs centrées pour chaque matériau,
)

(d) correction des fractions volumiques.

Nous avons ainsi présenté une extension multi-matériau du schéma de Wilkins classique.
Elle ne fait plus I’hypothese d’'un champ de vitesse complétement continu a l'interface. Elle
est basée sur un enrichissement du champ de vitesse et ’écriture d’une continuité des vitesses
normales a chaque noeud.

Cette version est simple et peu couteuse a mettre en place dans un schéma déja existant.
Toutefois, la cinématique est modifiée et le déplacement différent du maillage pour chaque
matériau rend obligatoire le formalisme ALE et la phase de projection a chaque pas de temps.
Nous avons désormais plusieurs champs de vitesse a projeter. Au lieu de projeter un champ de
vitesse unique défini sur tout le maillage, nous projetons deux champs de vitesse mais ceux-ci
ne sont pas définis sur tout le domaine et ne s’intersectent que dans la zone des mailles mixtes.
Le surcout en terme de calcul de la projection obligatoire vient donc surtout du nombre de
phases de projection, le nombre d’intersections a calculer a un pas de temps donné n’étant
augmenté que du nombre de noeuds mixtes.

Dans l'introduction du chapitre 5, nous avions noté deux points problématiques de la
méthode < vitesse moyenne > que nous voulions améliorer, la soudure des matériaux entre eux
et la bande d’iso-déformation négligeant les différences de compressibilité entre les matériaux.
Notre méthode autorise des discontinuités de vitesse et le glissement entre les matériaux dans
un algorithme mono-bloc. Les matériaux ne sont plus soudés mais I’écriture de la contrainte de
vitesse a tous les nceuds des mailles mixtes impose une compression normale identique pour tous
les matériaux (la figure 6.6 présente cela dans le cas a 1D, la remarque se généralise au cas 2D en
considérant la direction normale & l'interface). Nous négligeons donc la différence de compressi-
bilité des matériaux dans la direction normale a 'interface. Nous n’avons réalisé qu’un seul des
deux objectifs présentés dans I'introduction du chapitre 5. La seconde discrétisation, présentée
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Maille mixte
—

Matériau « Matériau S

Us
Neeuds mixtes
ayant plusieurs vitesses

u i

u T = \@/\v
Ecriture de la continuité des vitesses
a tous les noeuds de la maille mixte

ol \

Gradient de vitesse identique
pour les matériaux

FIGURE 6.6 — Compression des matériaux avec une continuité par
neeud : exemple 1D. En 1D, la continuité des vitesses normales
correspond a l’égalité des vitesses. Dans la maille mixte, nous im-
posons la continuité & tous les noeuds. Par interpolation, la vitesse
normale est donc identique pour tous les matériaux dans toute la
maille mixte. Le gradient de vitesse donne la compression dans la
maille. La compression dans la direction normale est donc la méme
pour tous les matériaux.
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dans le chapitre suivant essaye de s’affranchir de cet inconvénient et permet de prendre en
compte les différentes compressibilités des matériaux.
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7.1 Stabilisation du systeme

7.1.1 Nécessité de la stabilisation

pr # 0

u=20

FIGURE 7.1 — Mode de pression d’interface en damier. Un
champ de pression d’interface en damier, alternativement
positif puis négatif en passant d’une maille & I’autre, ne
provoque aucune accélération de noeud. L’existence de ce
mode prouve le non-respect de la condition Inf-Sup.

Nous étudions maintenant la seconde proposition de discrétisation du champ de pression
d’interface proposée dans le paragraphe 5.4.4.2. Dans cette variante, nous discrétisons la pres-
sion d’interface par un champ constant par maille mixte.

Avec cette discrétisation, nous pouvons avoir des modes de pression d’interface parasites
(voir figure 7.1). Ces modes en damier présentent des champs de pression d’interface de norme
non-nulle se compensant entre mailles voisines et ne causant aucun effort sur les noeuds. La
condition Inf-Sup 5.52 n’est donc pas respectée car nous avons dans ce cas, en reprenant les
notations du paragraphe 5.6,

b(ﬂh? ph)
H@hHI/Q,h,F ”ph”fl/z,h,F

Elphep}u ||ph||P,L 7&07 :0267 VﬂheUh-
La discrétisation de la pression d’interface par maille sans modification du champ de vitesse
ne permet pas de respecter la condition Inf-Sup et n’assure pas la convergence de la méthode.
Elle doit étre stabilisée pour pouvoir étre utilisée.
Nous pouvons penser a deux approches pour restaurer la stabilité avec ce choix de pression :
— le produit de dualité entre contrainte cinématique et multiplicateur de Lagrange peut étre
modifié par I'ajout d’un terme de pénalité ([9, 3, 74]). Cette méthode se trouve sous le
nom de méthode de Nitsche ([63]). Il faut ensuite paramétrer correctement le coefficient
de pénalisation ;
— la discrétisation de la vitesse peut étre enrichie pour stabiliser le systeme. Des degrés de
liberté sont alors ajoutés au champ de vitesse. Une méthode classique pour cela est I'inser-
tion de nceuds internes aux mailles associés a une fonction bulle ([61, 23]). Cette méthode
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utilisée dans le cas de contrainte d’incompressibilité aboutit aux éléments < MINT > ([4]).
Cette méthode peut étre équivalente a la méthode de Nitsche sous certaines conditions
([61]). Nous utiliserons cette technique par la suite.

7.1.2 Ajout de nceuds internes

Qp,

Noeuds internes

FIGURE 7.2 — Nceuds internes dans les mailles. Le noeud
interne est ajouté a l'intérieur de la maille, généralement
au centre de celle-ci. Le nceud découpe les mailles mixtes
2}, en sous-mailles triangulaires wy,.

Nous stabilisons notre systeme en enrichissant le champ de vitesse par matériau. Pour cela,
nous ajoutons dans les mailles mixtes un nceud interne possédant une vitesse par matériau. Il
est placé au barycentre x;, de la maille.

Nous notons uy, la vitesse du nceud interne k de la maille 2. Cette maille étant mixte,
nous avons k € Mrp. Nous distinguons par la suite les degrés de liberté <« sommets > des nceuds
1 situés aux sommets des mailles mixtes des degrés de liberté < bulles > des nceuds internes &
internes aux mailles.

A ce noeud est associée une fonction de forme continue ¢y, (z) ayant son maximum au noeud
interne et étant nulle aux noeuds sommets de la maille, c’est a dire :

1 si z==z
s%:{0 si g:gf ousi x¢Qp ° (7.1)
La trace de la fonction bulle sur le bord de la maille est nulle et le support de la fonction bulle
ne dépasse pas la maille mixte 2. Le nceud interne est donc uniquement affecté par des effets
internes a la maille a laquelle il appartient.

Avec lajout de nceuds internes, 'existence de modes parasites n’est plus possible. Ces
modes provenaient d’un équilibre des pressions d’interface des différentes mailles avoisinant un
nceud sommet ce qui n’est plus possible avec les noeuds internes. Nous démontrerons le respect
de la condition Inf-Sup dans le paragraphe 7.2.

7.1.3 Description de la fonction bulle

La fonction bulle pg(x) peut étre définie de plusieurs manieres. La seule condition que nous
voulons respecter est la propriété (7.1).

Un premier choix est de prendre le produit des fonctions de forme des nceuds sommets
(4, 61))

pr(@) = ] Wila).

1EN}
La fonction bulle est bien nulle sur le bord de la maille et a son maximum au centre de la
maille.
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Une autre formulation, par exemple, peut étre obtenue en résolvant un probleme local avec
des conditions aux limites imposées sur le bord de la maille et au nceud interne ([23]). La
fonction obtenue respecte la propriété 7.1 et permet de minimiser le résidu du systeme car elle
est basée sur une solution physique.

Nous choisissons une fonction bulle linéaire par morceaux. Le noeud interne découpe la
maille en sous-mailles triangulaires wy,, définies chacune par ce nceud et deux nceuds adjacents
de la maille mixte (voir figure 7.2). La fonction bulle dans toute la maille mixte est alors prise
comme la juxtaposition par sous-maille des fonctions de formes linéaires standards pour les
éléments triangulaires (voir figure 7.3). Nous avons bien une fonction valant 1 au noeud interne
et 0 sur le bord de la maille. Les fonction de forme ¥;(x) des noeuds sommets sont également
modifiées a l'intérieur des mailles mixtes pour respecter la partition de I'unité

Z Ui(z) + gp(z) = 1.

Dans les mailles mixtes, les fonctions de forme des nceuds sommets sont donc linéaires par
sous-maille. La fonction W; prend la valeur 1 au nceud i et 0 aux autres noeuds, y compris
pour le nceud interne (cf. figure 7.3). Ce choix de fonction bulle nous facilitera les procédures
d’intégration sur les mailles découpées en donnant une expression simple des intégrales sur les
mailles partielles.

Neceud 1 Noeud 2 Noeud 3

FI1GURE 7.3 — Fonctions de forme dans les mailles quadrangles mixtes. La
fonction bulle est linéaire par morceaux et les fonctions de forme des nceuds
sommets sont modifiées pour respecter la partition de 'unité.
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7.1.4 Modification des champs

Avec 'ajout du neeud interne, le champ de vitesse u(x) s’écrit désormais

wa) = > ugViHo + Y ugpprHo+ D ugViHs+ Y ugonHp (7.2)
iEN, ke Mr i€Ng kEMr

avec U, et ugy, les vitesses du noeud interne x;, de € associées respectivement aux matériaux
a et . La fonction H, est la fonction caractéristique du domaine D, définie comme dans les
chapitres précédents. Elle est transportée par le champ de vitesse u,.

Les champs centrés sont également enrichis dans les mailles mixtes et possedent un degré
de liberté par sous-maille et par matériau. La champ de densité, par exemple, prend la forme
enrichie

pz) = D parxa@+ D> psexe, (@)

keMa\Mrp ke Mg\ M
+ Y Pakp Xy @ Ho(@) + DD pkp X, (2) Ha(2)
kGMF P k‘GMF p

Ol Xw,, (Z) est la fonction caractéristique de la sous-maille wyy, et pak, est la densité moyenne
du matériau o dans la sous-maille wy,. D'une maniere générale, I'indice e, dénote de I'ap-
partenance de la variable & la sous-maille wy,;, et au matériau a. La fonction H, () est toujours
la fonction de Heaviside associée au domaine D,,.

La discrétisation utilisée pour les fonctions tests pondérant les équations de conservation de
la masse (5.1) et de I’énergie (5.3) est la méme que la discrétisation des champs centrés. Cela
nous fait écrire désormais les équations discrétisées en espace de la conservation de la masse et
de I’énergie par sous-maille dans les mailles mixtes (voir paragraphe 7.4.1).

7.1.5 Approximation des termes d’inertie

\ _—

FIGURE 7.4 — Mailles duales autour des mailles mixtes
découpées par sous-maille. Les différentes mailles duales
sont représentées par un damier de couleurs unies alors
que les traits pleins représentent les frontieres des mailles
primales et des sous-mailles. La maille duale associée a
un neeud ¢ est composée du quart des mailles primales
pures et la moitié des sous-mailles entourant ce nceud.

Nous faisons a nouveau une approximation du champ de vitesse réelle et virtuelle dans les
termes d’accélération : nous l'interpolons par valeurs constantes sur les mailles duales. Avec le
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découpage des mailles mixtes en sous-mailles, la définition de la maille duale est modifiée. Nous
les re-définissons de la maniere suivante. Une maille duale est composée du quart des mailles
pures entourant un nceud et de la moitié des sous-mailles voisines de ce noeud (voir figure 7.4).
Ainsi défini, 'ensemble des mailles duales des nceuds sommet couvre la totalité du domaine
de calcul D et les noeuds internes n’ont pas donc de mailles duales associées. Ils n’ont donc pas
de masse nodale et la masse du domaine est condensée uniquement sur les noeuds sommets des
mailles (voir figure 7.5). Ils n’interviennent pas dans les termes d’accélération et leur équation
de conservation de la quantité de mouvement se réduit a une équation d’équilibre statique (voir
paragraphe 7.4.2.2).
Cette absence de masse pour les noeuds internes se justifie pour plusieurs raisons :
— d’un point de vue théorique, I’écriture de 'accélération et des liaisons de contact au méme
neeud conduit & un probleme semi-discret mal posé ([48]) ;
— d’un point de vue numérique, la séparation des termes de liaisons et d’accélérations
aboutit a des méthodes plus efficaces ([91]);
— d’un point de vue robustesse, I’absence d’inertie des nceuds internes permet de ne pas
avoir d’héritage en vitesse quand ces noeuds apparaissent ou disparaissent.
Dans les termes d’accélération, les champ de vitesse réel u(x) et virtuel u(z) sont donc
approchés par matériau par

o (2) & D tgixa, (@),
i€ENg

o(z) = Z Ugixa, (2).

1€ Ny

=)

Pour le calcul des termes d’inertie, nous supposons que les matériaux sont équi-répartis
dans les sous-mailles. Le champ de densité p(z) enrichi par sous-maille et par matériau qui
s’écrivait

pa(@) = D parxe,@Ha@) + DD pakpXuy, (@) Ha(z)

kGMa\MF keMsNMp p

est approché par

Pa (@) ~ Z fakpak:XQk (@) + Z Z fakppozkprkp (@) .

kEMa\MF keMamMF p

La masse nodale du neeud ¢ pour le matériau « s’écrit donc

Mai = Z / fak Pak AV + Z Z / fakp Pakp av
ANy

ke M;\ My keM;NMp p ¥ A Wkp (73)
oy ome oy oy e |
2N, 2
ke M;\Mr ke M;NMy pe My,

avec Makp, la masse du matériau o dans la sous-maille wy,, et .#};, 'ensemble des sous-mailles
de € ayant le nceud ¢ comme sommet.

Comme précédemment, les vitesses restent bornées méme lorsque la fraction volumique
tend vers 0. Nous préservons le rapport entre les masse nodales et les forces nodales Fy,; dues
aux efforts internes

Fai= ) fako'ak'/

keM;\Mr o0

nWidS+ Y D faw Sy, /a
k

ke M;NMrp pe.y; “kp
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car les pondérations en fur et forp sont les mémes pour la masse nodale my; et la force nodale
F;.

FIGURE 7.5 — Condensation de la masse par sous-maille.
Pour un matériau donné, un nceud sommet se voit attri-
buer le quart de la masse des mailles pures avoisinantes
et la moitié de la masse des sous-mailles avoisinantes.

Certaines sous-mailles peuvent ne pas avoir d’intersection avec un des domaines matériaux
D, (voir figure 7.6). Il est donc possible qu’apres condensation de la masse, un nceud sommet
n’ait pas de masse associée & un des matériaux. Dans ces cas, nous avons Supp¥; NI' = () et il
vient également

/F Vi(x)dS =0

et

/ VU, (z)dV = 0.
Do

Toutes les équations associées a ce nceud et aux sous-mailles avoisinantes disparaissent et
n’interviennent plus dans le systeme. Nous gardons la vitesse de ces noeuds constante au cours
du pas de temps pour des raisons de déformations géométriques des sous-mailles vides.

Q,

‘

7
FIGURE 7.6 — Absence d’intersection entre la fonction
de forme ¥; et l'interface. Le support de la fonction de
forme d’un noeud ¢ s’arréte aux deux sous-mailles voisines

du nceud. Il se peut que l'intersection avec l'interface I’
ou le domaine matériau D, soit nulle.
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7.2 Analyse de la stabilité en espace

7.2.1 Choix des normes

Nous reprenons la norme dans 'espace des multiplicateurs de Lagrange Pj, (5.51)

ol = S diam T il 22 - (7.4)
T

Pour notre discrétisation, cette norme s’écrit
2 2 2 2
Ipall? e = D le/ prdS = IR0}
ke Mp Lk k€ My

avec I la longueur de 'interface dans la maille €.
La norme de la vitesse (5.50) s’écrit dans notre cas,

1 1
lunlBr = 3 g Nl = 3 o [ il ds. (75)
Ty k keMy I'k JTy,

7.2.2 Vérification de la condition Inf-Sup

Soit pp, un élément quelconque de Py, prenons un champ de vitesse u;, nul pour tous noeuds
sommets et pour les noeuds internes du matériau o et non-nul uniquement pour les noeuds
internes du matériau 3 de la forme

Qai:Qa VILGNa)
@ak:Q, VkEMF,

Ugk = Dk Irknrg, Vk € Mry.

Le champ de vitesse s’écrit donc

w,= Y Uger= Y Dilrknry @k
keMr keMrp

La norme de u;, vaut

: /

2 2

u = E — Pk vk npy 0|7 dS =
| h”l/g,h,r Irk Fk’ Tk Pkl

1 2
S atth [ lefds= Y stk <ot u
LM, T'k Ty
T

keMr keMrp

ou < goi >, est la valeur moyenne de 90% sur la portion d’interface I'y. La fonction bulle ¢y,
est comprise entre 0 et 1, nous avons donc

2 2
HﬂhHl/%hI < Z pi l12“k = ||ph||—1/2,h,F‘ (7.6)
keMrp

Le produit de dualité s’écrit

(Ln] - s pa)r = / on L, ] npdsS.
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7.2 Analyse de la stabilité en espace

Nous considérons un champ de vitesse non-nul sur Dg, nul sur D,,, le saut de vitesse a I'interface
[uy, ] est égal au champ de vitesse. Le produit de dualité dans notre cas se simplifie en

<[Uh]'nraph>F:/thulg'nrds.

En utilisant 'expression du champ de vitesse, nous obtenons

(lwp] - np,pdr = D pilok /(Pk ds.

keMr r

En notant < ¢y >, la valeur moyenne de ¢j, sur Iy, I'expression précédente devient

([up]-np, pr)r = Z prlE, < ok >l -
keMr
Soit S tel que
B = klerjl\gr < @k >l -
Le produit est alors minoré par

2
(lup ] np,pr)r > B Z PZ l%k =/ HPhHJ/Q,h,F-
keMr

Enfin, en se rappelant que, par construction de uy,, nous avons l'inégalité (7.6) entre les normes
de pp et uy, nous avons finalement

(lup |- np,pr)r > B Z Pt = Bllpnll vy pr sl pr -
keMr

Nous avons donc montré que pour tout champ de pression d’interface p;, € Pj, nous pouvons
trouver un champ de vitesse Uy, tel que

([up]-np, pr)r > 3

VphEPh, Elﬂ 6Uh7
" ||Ph||_1/2,h,r H@h”%,h,r

Si nous pouvons montrer au moins un élément de U ayant la propriété précédente quelque
soit pp € Pp, nous pouvons donc conclure avec le lemme prouvant le respect de la condition
Inf-Sup (5.52) :

Lemme 2. Avec la discrétisation des espaces de pression d’interface définie par (5.34) et la
discrétisation de vitesse définie par (7.2), nous avons

38 >0, inf sup (lu] - nr,p)r > 5. (7.7)
PREPL w, €Uy, HﬂhHl/g,h,r ||Ph||_1/2,h,1“

sous réserve que la valeur moyenne de la fonction bulle sur l'interface par maille soit suffisam-
ment grande.
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FIGURE 7.7 — Mode de pression d’interface en damier. Lorsque
I'interface coincide avec les bras des mailles, les noeuds internes
perdent leur effet stabilisateur. Dans cette situation, aucune bulle
ne < voit > 'interface et rien n’assure la stabilité du systeme.

Cas problématiques

La condition Inf-Sup est respectée tant que la valeur moyenne des fonctions bulles sur
I'interface reste suffisante. Nous pouvons avoir des cas problématiques lorsque cette valeur
tend vers 0. Cela arrive lorsque l'interface se situe pres du bord des mailles. Comme noté dans
[61], dans ces situations, la fonction bulle devient négligeable devant les fonctions des nceuds
sommets et ne peuvent plus stabiliser le systeme.

Dans le cas limite ou l'interface coincide avec le bord des mailles, elle n’intersecte aucun
support de fonction bulle. Nous pouvons alors appliquer des modes de pression d’interface en
damier n’ayant aucun effet sur les noeuds (voir figure 7.7). Ces modes sont proches des modes
parasites du schéma de Wilkins classique. Dans ce cas, le systeme n’est plus stabilisé.

Dans la pratique, méme si cette situation peut se produire a un pas de temps donné,
I'interface se déplace dans le domaine au cours du temps. Le systeme récupere ses propriétés
de stabilité des que l'interface est située a I'intérieur des mailles.

Une solution envisageable serait de re-définir les fonctions bulles pour assurer que l'interface
soit toujours intersectée par les supports des fonctions bulles. Par exemple, des fonctions bulles
basées sur les bras des mailles permettrait cela ([61]). En effet, lorsque 'interface est trop proche
du bord d’une maille, placer le noeud interne non plus au barycentre de la maille mais sur un

bras correctement choisi permettrait de rétablir une valeur suffisante de I'intégrale / i dS. Le

r
support de la fonction bulle s’étendrait alors sur deux mailles, chacune d’un c6té de l'interface
et chacune découpée en sous-mailles (voir figure 7.8). Les deux mailles seraient alors liées et
interviendraient comme une seule maille mixte dans le systeme.

7.3 Calcul des flux a travers l’'interface

Nous présentons dans ce paragraphe le calcul des intégrales sur l'interface I' intervenant
dans les équations de dynamique des nceuds sommets (7.27), (7.28), dans les équilibres des
neeuds internes (7.29), (7.30) et dans la continuité des vitesses (7.31). Dans ces équations, les
intégrales sur I'interface apparaissent sous la forme de flux des fonctions de forme a travers une

106



7.3 Calcul des flux a travers 'interface

® : Nceud interne

FIGURE 7.8 — Nceud interne placé sur un bras. Le support de la
fonction bulle s’étend sur les deux mailles avoisinant le bras. Ces
mailles sont découpées en sous-mailles et sont considérées comme
une maille mixte unique dans le systeme. L’intégrale de la fonction
bulle sur 'interface ne tend plus vers 0. La stabilité du systeme est
donc toujours assurée.

portion d’interface / W,npdS et / wrnrdS.
Ty Ty
Nous montrons qu’un calcul direct de cette intégrale sans condition sur la reconstruction

d’interface ne peut pas convenir et proposons une approximation de ces intégrales pour per-
mettre de capturer les solutions uniformes.

7.3.1 Intégration directe sur l’interface reconstruite

Une premiere approche pour calculer les termes de flux est de reconstruire l'interface avec
sa normale et d’écrire directement l'intégrale des fonctions de forme sur celle-ci.

La reconstruction permet de placer 'interface dans la maille mixte et d’obtenir la position
des segments dans les sous-mailles triangulaires. Une fois la position de I'interface connue, il est
possible de calculer directement le flux & travers 'interface dans une sous-maille. Les fonctions
de formes étant linéaires dans les mailles mixtes, cette intégrale vaut

U, (A v, (B
/ Uinpds = BA VB
Fkﬁwkp 2

ou A et B sont les points d’intersection de I'interface avec les bras de la sous-maille wy,, et npy,
la direction de l'interface reconstruite dans la maille 2.

Comme dans le cas de la continuité par nceud, nous voulons capturer les solutions sta-
tionnaires. Ceci requiert, dans le cas d’une pression uniforme unitaire dans le domaine D, que
I'accélération de tous les noeuds soit nulle. En partant de I’équation des noeuds sommets (5.28)
et (5.29), imposer une accélération nulle des nceuds aboutit avec notre discrétisation a

/ o-VUdV = > prx / WnpdS. (7.8)
DaNSupp(¥;) k€ M;NMr Ty

107

CHAPITRE 7



CHAPITRE 7. CONTINUITE PAR MAILLE

Le terme / o - VWV, dV peut se ré-écrire par intégration par partie
DaNSupp(¥i)

/ O"V\I’Z’dV:/ o-Y,nrdS
DaNSupp(¥;) — A(DaNSupp(¥;)) —

ce qui transforme la condition précédente en

o-UnpdS= Y pr / U;npdS. (7.9)
ke M;NMr T

/<9(Dm8upp(‘1’¢))

La fonction de forme W; est nulle sur le bord de son support. Le domaine d’intégration
0 (D, N Supp(¥;)) peut donc se réduire a (9D, N Supp(¥;)) ce qui nous fait finalement écrire

Z Uk’/ Winp dS = Z ka/ VinpdS. (7.10)
Tk

keEM, ODaNSupp(V;) keM,NMy

x 1~ Noeud ¢ X \

\apa - \F:UFk

FIGURE 7.9 — Différence de discrétisation entre le bord du domaine 0D, et
Pinterface I'. L’intégration de la contrainte se fait sur la surface continue
0D, contenant les segments d’interface reconstruite et les portions de bras
des mailles les reliant. L’intégration de la pression d’interface sur I' se fait
uniquement sur I’ensemble des segments de l'interface reconstruite.

Dans cette derniere relation, la frontiere du domaine 9D, correspond a la frontiere des
mailles partielles autour du nceud 4 (voir figure 7.9). Notre reconstruction d’interface peut étre
discontinue. Le bord du domaine 0D, est alors composé des segments reconstruits I'; ainsi
que des portions de bras de maille les reliant. L’intégrale que nous écrivons pour la pression
d’interface considere l'interface comme l'union des segments reconstruits I' = (J, I'y. Nous
n’écrivons donc pas les deux intégrales sur la méme surface car nous avons 0D, # I.

Méme si les termes de pression d’interface compensent les termes de contraintes sur I' =
Uy Ik, des forces nodales résultantes apparaissent. Ces forces proviennent de I'intégrale sur les
portions de bras entre les segments d’interface. Si la reconstruction d’interface est continue, ces
portions n’existent pas et les solutions stationnaires peuvent étre capturées. Dans les autres
cas, des courants parasites apparaissent rapidement et viennent perturber 1’écoulement étudié.

Cette méthode est donc simple a mettre en place dés que nous connaissons la position des
interfaces dans les sous-mailles mais ne permet pas de préserver les états d’équilibre. Pour
cela, il faudrait imposer la continuité de l'interface I' = [ J, ', lors de sa reconstruction. Cette
dernieére est initialement destinée a éviter la diffusion lors de la phase de projection et n’est pas
adaptée telle quelle a I’écriture de conditions cinématiques. Pour éviter cela, nous proposons
une alternative dans le paragraphe suivant.
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7.3 Calcul des flux a travers 'interface

7.3.2 Approximation du flux par intégration par partie

Nous allons chercher a calculer le flux des fonctions de formes sur 'interface / VinpdS
Tk
en s’affranchissant le plus possible de la reconstruction d’interface. Pour cela, nous considérons

une interface continue I' = 0D, NIDg, qui n’est plus I'interface reconstruite par segment | J,, I'y
et nous partons de la remarque que, par intégration par partie, 'intégration du gradient de
la fonction de forme d’un nceud sur le domaine nous donne une forme proche de celle nous
cherchons

V,dV = / ¥;ndS.

Da ODq

La fonction de forme W¥; est a support compact si bien que 'on a

DaNSupp(¥;) 0D NSupp(¥;)

En remarquant que si l'interface est continue, la frontiere du domaine 9D, est I'union de
I'interface I' et de la frontiere du domaine de calcul 0D N D,,

ODo N Supp(¥;) = (0D NDy N Supp(¥;)) U (T' N Supp(¥;)),

nous écrivons

/ U,ndS = VU,dV —/ W,;ndS.
I'NSupp(¥;) DaNSupp(¥;) ODNDoNSupp(¥;)

Cette formulation permet donc d’obtenir le flux a travers l'interface uniquement a partir
de la connaissance des volumes partiels sans nécessiter de positionner 'interface. En effet, la
décomposition de U'intégration sur les mailles et sous-mailles et I’expression de 'intégrale sur
la maille partielle (5.11) donnent

/Fﬁsupp(‘l’i) Winds = Z VWiV + Z Zfakp/

ke M;\ Mp 2 keM;NMp p Wkp
(7.11)

Cette derniere relation est pratique car elle ne se base que sur les fractions volumiques qui
sont les grandeurs réellement utilisées par la schéma ALE pour suivre les matériaux dans le
maillage. Cette valeur du flux ne se base plus sur une reconstruction de I'interface sauf pour le
calcul de fugp-

L’intégrale que nous calculons ici n’est plus une intégrale sur I'interface reconstruite. C’est
en fait une intégrale sur une autre interface, continue et respectant les volumes partiels, mais
qui n’a pas besoin d’étre reconstruite. Nous avons une situation similaire dans le cas de la
continuité par nceud ou la normale servant a calculer la contrainte de vitesse n’est pas la méme
que celle utilisée pour positionner les matériaux dans la maille.

Dans les équations de dynamique des noeuds sommets (7.27), (7.28), dans les équilibres des
neceuds internes (7.29), (7.30) et dans la continuité des vitesses (7.31), I'intégrale qui intervient
est une intégrale sur 'intersection I'j entre 'interface I' et la maille 0, I'y = I' N Q) et nous
avons ici écrit la valeur du flux sur l'intersection avec le support complet de ¥;. Dans le cas
d’une solution uniforme ou le flux continu est constant, le flux partiel est égal au flux total
multiplié par le rapport des longueurs. Nous gardons cette formule dans le cas général. Soit
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CHAPITRE 7. CONTINUITE PAR MAILLE

Ir,, la longueur d’interface reconstruite dans la maille Q et Ir,, la longueur de l'interface
reconstruite dans le support de la fonction ¥;. L’intégrale sur I'y, est alors approchée par

l
/ UinpdS ~ Lk / UinpdS
Fk lri r

I (7.12)
~ Lk / V,dV — / U;ndS | .
le’ Supp(¥;)NDq ODNDoNSupp(¥;)
l
Cette formulation fait apparaitre des poids w;, = lLk ayant la propriété Z w;r = 1. Par
F.
v k,‘gMi

construction, nous assurons bien la propriété (7.8) de respect des solutions stationnaires.
Le développement du calcul de (7.12) en utilisant I'expression de I'intégrale sur une maille
partielle en fonction de U'intégrale sur une maille entiere (5.11) donne successivement

/\pinpdszllrk > / VAV + Y Z/ VUdV — indS
' Qak

I ke M;\ Mp keM;nMp p ¥ Wakp ODNDaNSupp(¥;)
l
= Y Sa / VUAV + Y Y fak / VdV — / U;ndS
T, ke M;\ Mp Qp keM;NMp p Wip ODNDaNSupp(¥;)
En intégrant par partie, nous avons
l
[ owineas = (S g [ wnds+ Y Y fay [ winds- ¥ nd$
'y lFi ke M\ Mr 00y, keM;NMp P OWip ODNDNSupp(V;)
(7.13)

Si nous supposons que fqr, donne aussi la taille relative de la frontiere (0D N D, N Q) par
rapport & (9D N €y), nous pouvons écrire 'intégrale sur le bord du domaine de calcul sous la

forme
/ UpndS = > / UndS+ > Y / U;ndS
ODNDNSupp(¥;) ke M\ M ODND NI, keM;\Mp p ODNDaNOwy
= Z fock/ VindS + Z Z fak:p/ U;ndS.
keM;\Mr DN, keM;NMp P 9PNOwiyp

En utilisant cette expression dans I’équation (7.13), nous aboutissons finalement a

[wmas =TS g wmds+ S Yiw [ wwmds
Iy

r; ke M\ Mr 00 \0D keM,N\My D Owyp\OD
(7.14)

La fonction bulle n’intersecte qu’une seule maille mixte. L’expression des intégrales pour ces
neeuds se simplifie. La méme démarche pour le flux de la fonction bulle ¢, aboutit a I’expression

/ pknrdS = fokp / prndS. (7.15)
Iy »

Owgp
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7.4 Discrétisation en temps

Par comparaison avec la premiere approche, au lieu de faire une erreur sur le domaine d’intégration

et de calculer le flux exact sur les portions d’interface reconstruites, nous calculons une valeur
approchée du flux mais nous avons fait disparaitre les intégrales sur la géométrie reconstruite
pour les remplacer par des intégrales basées sur les volumes partiels ce qui nous affranchis en
partie du positionnement de I'interface.

7.4 Discrétisation en temps

7.4.1 Grandeurs centrées

Les mailles mixtes sont découpées en sous-mailles en début de pas de temps. Nous projetons
a cet instant a l'ordre 1 les champs centrés p,, €4 et éa définis par mailles mixtes entieres sur
les sous-mailles pour obtenir les champs de grandeurs centrées par sous-maille. Cela revient a
faire hériter les sous-mailles des grandeurs centrées de leur maille mixte d’origine. En début de
pas de temps, toutes les sous-mailles d’'une méme maille mixte sont donc dans le méme état
thermo-dynamique et nous avons

pgkp = pgk? \V/O[, Vkv VP,
egkp =en,, Vo, Yk, Vp,
Sstoo=8" Va, Vk, Vp.

=akp =ak’

L’interface est reconstruite par maille en début de pas de temps en suivant la méthode
présentée dans le chapitre 4 (voir paragraphe 4.2.1.2 et annexe B). Cette interface permet
d’obtenir les volumes des matériaux dans les sous-mailles par intersection géométrique. Chaque
sous-maille a donc sa propre fraction volumique fuk, qui peut étre nulle si la sous-maille
n’intersecte pas le domaine D, (voir figure 7.6). L’interface est toujours approchée par segment
dans les mailles mixtes. Elle est continue entre les sous-mailles d’'une méme maille mixte mais
peut étre discontinue au changement de maille.

Avec 'ajout du nceud interne et des sous-mailles, la discrétisation en espace écrite dans
le chapitre 5 n’est plus correcte et nous devons ré-écrire la discrétisation des équations de
conservation de masse (5.1) et d’énergie (5.3) par sous-maille. Les formes discrétisées pour les
sous-mailles et les mailles sont cependant tres proches. La discrétisation s’obtient en écrivant la
forme faible dans les mailles mixtes pour chaque fonction test xu, ,Ha au lieu de I'écrire pour
la fonction test xq, Ha-

7.4.1.1 Conservation de la masse

En tenant compte du découpage des mailles mixtes en sous-mailles, I’équation de conserva-
tion de la masse (5.15) discrétisée en temps s’écrit

n n
n+1 _ paka

Py = L Vk ¢ Mp,Va, (7.16)
k
n pgk 071@
Pap = % Vk € Mr,Vp,Vou. (7.17)
akp

Comme dans les cas précédents, la fraction volumique f,r, est constante au cours de la phase

lagrangienne, nous avons

n+l _ rn an+1
Vakp - akpvkp
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ou Vg,:;l est le volume de la sous-maille partielle wy, au temps "1 et VkO;"H, le volume

. N , 7 . n+1t , .
de la sous-maille entiere wy, au temps déplacée avec les vitesse u,, ~, L’équation de

conservation de la masse dans les sous-mailles (7.17) peut donc se ré-écrire en fonction des
volumes des sous-mailles entieres ce qui donne

tn+1

n PavkpV iy
Patp = Joits 7k € Mp,¥p,Va. (7.18)
kp

7.4.1.2 Taux de déformations

Les sous-mailles wy,, possedent trois noeuds. Deux d’entre eux sont également des sommets
de la maille €2, et sont regroupés dans un ensemble noté Np,. Le troisieme est le nceud interne
xy, de la maille mixte €. Le tenseur des taux de déformations d , ~moyen du matériau « dans
la sous-maille wqyr, a une forme similaire aux taux de déformations dans les mailles mixtes
(5.12) et a pour expression en distinguant les vitesses sommets des vitesses bulles,

1 1

i€ Nkyp kp Wkp

Vr dV + / ViprdV & Uak)

kp Wkp

ou Vi, est le volume de la sous-maille wy,;,, défini par la position de ses nceuds.

Le tenseur des taux de déformations est écrit & Pinstant ¢"+ /2. L’expression discrétisée en
1
temps de dZ;:p/Q prend la forme

n+1/2 . 1 n+1/2 ] ) TL+1/2
gOélfp o 2V0m+1/2 Z <u0‘i ® /wtwl-¥-1/2v‘1jZ v + /wan+1/2V\Ill Ve Lai
kp ZENkp kp kp (7 19)
1 nal nal
+T+1/2 (ua;r . ® / VQOk v * /an+1/2v90k av ® Qaz /2> .
2V]€p Wkp Ykp

. +1! . +1 i N
Notons que dans cette expression, les volumes Vko;n " et les mailles wzm " font référence i

D

1
une configuration déformée par la vitesse @Zj 2 du matériau a a partir du temps t" pendant
un temps At /2.

7.4.1.3 Conservation de ’énergie

Nous écrivons la loi d’état (5.17) et I’évolution du déviateur des contraintes (5.18) par
sous-maille dans les mailles mixtes pour obtenir

vt = EOSa(ei o), vh ¢ MpVo, - (7.20)

P = BOSa (et o), vk € M, Vp, Vo, (720)
1

St = ST+ 28 Ga(d P - Sl D), vk ¢ MpYa, o (722)
1

Sty = Shy T 2L Ca(di P — Stx(d D), vk Mp,¥p Yo (723)

L’équation de conservation de ’énergie (5.16), couplée a la loi d’état, prend alors une forme
différente dans les mailles pures et dans les sous-mailles. L’intégration en temps se fait par le
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meéme schéma que dans les chapitres 3 et 4 ce qui donne

n+l, n 1 1 1
ent! = ey — (PR 4 gt ) <pzlzl B ﬂlk) AT Al Vk ¢ Mp,Va,
Pk = BOSa(ep " oo’
(7.24)
nooy n+1 1 1
eZ}Epl = Cakp — (pakp 2pakp) <p21;; N p;}kp> t pZA:E/Q @ZZf :QZZP/Q) - Wqufpl/y . Wk € My, Vp, Vo
Paty = EOSalent,  ify)
(7.25)

1
ou W, 1, est le travail de la pseudo-viscosité qzzp/ ? dans la sous-maille Wakp entre t" et L,

qakp
Nous avons ici séparé le travail de la pression et le travail de la pseudo-viscosité dans les

équations de conservation d’énergie des sous-mailles. La pseudo-viscosité est discrétisée par
maille et non par sous-maille et il faut s’assurer que son travail soit dissipatif. Le calcul de
travail W ,.,1, est expliqué dans le paragraphe 7.5.

akp

7.4.2 Conservation de la quantité de mouvement

Pour prendre en compte l’enrichissement du champ de vitesse par ’ajout des noeuds in-
ternes et I’enrichissement des contraintes par sous-mailles, nous repartons de la forme faible de
I’équation de la conservation de la quantité de mouvement (5.22)

dus N B ) N
za:/papadt-udV—i—Za:/aaa.VudV—/Fpp[u]-anS, Va € U. (7.26)

7.4.2.1 Dynamique des noeuds sommets

A I’exception des termes d’accélération, nous discrétisons le champ de vitesse virtuelle par
(7.2) de la méme maniére que la vitesse réelle. En prenant un champ de vitesse arbitraire pour
les nocuds sommets ¢ de «, ¢ € N, et nul pour les degrés de liberté des autres matériaux,
i € Ng et les noeuds internes, k € My puis arbitraire sur ¢ € Ng et nul pour les autres degrés
de liberté, l'intégration en espace de 1’équation (7.26) donne, apres condensation de la masse
telle que décrite dans le paragraphe 7.1.5,

My d?;:n — _ Z T / U;,ndS — Z Z fozkp gakp ’ / VindS

ke M;\ M- oS, keM;N\Mr pety; Owikp
+ /ppk\mnpds, Vi € Na,
keM;NMr Tk
du g
matt == 3 gy [ Wnds— Y Y fupgy,- [ wmds
ke M;\ Mp i kEM;NMr pesy; Owiep

- Z /prk‘I’inpdS, Vi € Ng
r

ou I'y = I' N Qy, est intersection entre la maille €, et 'interface I'.
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La discrétisation en temps par un schéma point milieu entre =" et t"+'/2 donne I’équation
de dynamique des nceuds sommets intégrée en temps et en espace

n+l/k n—14

u. —u._.
motet st = S g [ wnds— Y Y flgel, [ s
ke M;\Mr Ny keM;N\Mp pety; Owi,y
-+ Z prk/ \I/ anS VZ € NO(;
ke M;NMrp

(7.27)
n+1/2 n—14

,Bz _Qﬁi o n ) n n .
WS [ s S Y i, /
k

ke M;\Mp kEM;N\Mr pE.ty,; “kp
ke M;NMp k

(7.28)

7.4.2.2 Equilibre des nceuds internes

En prenant un champ de vitesse virtuelle nul pour tous les nceuds sommets, nul pour les
vitesses des noeuds internes du matériau S et arbitraire pour les vitesses des noeuds internes du
matériau «, I’équation (7.26) aboutit a la discrétisation en espace de ’équation de mouvement
des nceuds internes du matériau «,

Z foekpgakp : /d ney dS = ka/ wpnpdS, Vk e Mr.
p

Wip Fk

Dans cette équation, ’absence de masse nodale des noeuds internes a fait disparaitre le terme
d’inertie. Nous avons alors une équation décrivant un équilibre statique du noeud interne. Cette
équation donne le déplacement du nceud interne équilibrant les contraintes T iy dans les sous-
mailles avec la pression d’interface pri. Elle est discrétisée en temps par un schéma implicite en
contrainte. Nous obtenons une équation d’équilibre des nceuds internes completement discrétisé

en temps et en espace de la forme
Dot /a ., needS = iy / punrdS, Ve Mr. (7.29)
P “kp k

Dans ce schéma, les termes en contraintes sont décentrés ce qui fait intervenir la vitesse du

neeud interne dans ’équation a travers les contraintes a”*pl au temps t"*!. Nous respectons

ainsi toutes les équations en fin de pas de temps.
Le méme raisonnement pour le matériau S donne

n+1 n+1 _ n
Z e o /8 oo npy dS = —ppy, /F . ornpdS, Yk € Mr. (7.30)
P

7.4.2.3 Continuité des vitesses normales

La forme faible de la continuité des vitesses (5.23)

/ﬁ[u]-anS:O, Vp € P,
r
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est discrétisée en espace en utilisant la discrétisation de la pression p définie comme en (5.34)
et en écrivant que la derniere équation est vraie quelle que soit p ce qui donne pour chaque
maille mixte

Z </<Uﬁi_ﬂai)q’i'nrds> +/(“Bk_uak)90k'nl“d5:07 Vk € Mr.
'k

i€ Ny, I

La contrainte est & satisfaire maintenant maille par maille. Comme dans le cas de la continuité
, . . . .S . .. 1

par nceud, nous écrivons la contrainte de vitesse de maniére implicite au temps t" /2 pour les

vitesses ce qui donne

Z (Un{rl/z - unJ»r%) . /
=B =t r

Winp dS) (Pl / opnpdS =0, Wk e Mp. (7.31)
iEN, r

k k
De nouveau, en toute rigueur, il faudrait écrire cette condition sur la géométrie au temps gt
Nous faisons la méme approximation que la variante de continuité par nceud et nous utilisons
ici la géométrie au temps t". Ces termes de géométrie sont les flux des fonctions de formes
nodales a travers 'interface et apparaissent également dans les équations de dynamique des
nceuds sommets (7.27), (7.28) et dans les équilibres des nceuds internes (7.29), (7.30).

La pression d’interface pp, est écrite au temps t" mais sa valeur est fixée par I'équation
implicite de continuité des vitesses (7.31). Le calcul de la pression d’interface est donc implicite.

7.4.3 Remarques

e Comme dans les chapitres précédents, nous avons utilisé I'expression de 'intégrale sur la
maille partielle en fonction de l'intégrale sur la maille compléte (5.11). Ici, nous avons
écrit dans les sous-mailles wyy,

Vi(2) dV = for /

Wp

V() AV = fo / W, () dS.

Wakp Owgp

Les fonctions de forme ont été modifiées dans les mailles mixtes et y sont désormais
linéaires par morceaux. Cette formule d’intégration est donc exacte car le gradient des
fonctions de forme est constant dans les sous-mailles et plus généralement dans les mailles
triangulaires.

e Le systeme final est implicite du fait de I’écriture de la continuité des vitesses (7.31) a
1+ ot du schéma en temps implicite employé dans I’équation des noeuds internes (7.29)-
(7.30). 11 est non-linéaire car les lois d’état employées (7.20)-(7.23) sont non-linéaires. Sa
résolution est discutée dans le prochain chapitre traitant de la mise en ceuvre de la
méthode.

7.5 Pseudo-viscosité dans les mailles mixtes

7.5.1 Déformations dues au noeud interne

L’ajout d’un nceud interne dans les mailles mixtes et la décomposition de ces dernieres en
sous-mailles ajoutent un degré de liberté supplémentaire autorisant des déformations internes
a la maille.

La condensation de la masse n’attribue pas de masse aux noeuds internes. Leur équation
de dynamique se réduit a un équilibre statique. Le déplacement de ces noeuds lors d’un pas
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de temps peut donc étre important et les déformations des sous-mailles prises une par une
peuvent étre grandes méme si les vitesses des nceuds sommet restent modérées. Les vitesses de
déformations des sous-mailles sont alors tres élevées.

Pour pouvoir prendre en compte les chocs et palier le manque d’équation sur le saut d’en-
tropie, un terme de viscosité artificielle est ajouté a la pression hydrodynamique. Ce terme,
comme la viscosité, est proportionnel aux vitesses de déformations des mailles. En particulier,
dans le cas d’une pseudo-viscosité scalaire, la pseudo-viscosité est fonction de la vitesse de
variation de volume des mailles.

L’écriture de la pseudo-viscosité par sous-maille n’est pas pertinent : la déformation des
sous-mailles est due a I’équilibre statique des nceuds internes. Les vitesses de déformations
cinématiques des sous-mailles ne doivent pas s’interpréter au sens de vitesses de déformations
physiques. Dans ce cas, la valeur de la pseudo-viscosité calculée par sous-maille explose et ne
permet pas de calculer correctement les accélérations des nceuds. Il ne faut donc pas prendre
les vitesses de déformations cinématiques des sous-mailles pour calculer la pseudo-viscosité.

7.5.2 Compression de la maille mixte entiere

Il faut utiliser une mesure de la compression lors du pas de temps qui ne prenne pas en
compte les vitesses de déformations dues a I'équilibre statique des nceuds internes. Une possi-
bilité est d’utiliser la variation de volume des mailles mixtes entieres. En effet, la compression
d’une sous-maille due au nceud interne va étre compensée par la détente de la sous-maille
opposée.

Nous mesurons donc le volume de la maille partielle ngl au temps ¢! comme la somme
des volumes partiels des sous-mailles au temps t" 1!

n+1 __ n an+1
Vozk - Z fozkpvkp
p

avec k‘;”“, le volume de la sous-maille wy, a t"*t1 11 est calculé géométriquement par la
1
position de ses sommets z,,; déplacés avec la vitesse QZZL " et la position du nceud interne z;,

4 4 . TL+1/2
déplacé avec la vitesse u,, .

De cette maniere, la variation de volume des sous-mailles sans matériau o n’est pas prise
en compte car leur fraction volumique est nulle. De la méme maniere, les déplacements des
nceuds ayant une tres faible masse nodale n’interviendront que peu dans le volume de la maille
en fin de pas de temps car les sous-mailles voisines auront des fractions volumiques faibles.

Par conservation de la masse, la densité moyenne p,; du matériau o de la maille mixte est
la masse au temps t" divisée par le volume au temps t"+!

n n

1 PokVak

! = Rakk, (7.32)
ak

La vitesse de compression du matériau o dans la maille mixte peut étre mesurée par la dérivée
en temps du volume spécifique moyen 2/, qui s’écrit discrétisé en temps entre t" et ¢"+!

pn_ L (11
ok At PZZl Pok

avec pgzl , la densité moyenne dans la maille mixte définie ci-dessus.
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7.5.3 Calcul de la pseudo-viscosité

Pour les raisons présentées précédemment, la pseudo-viscosité dans les mailles mixtes est
n+1j

calculée par matériau et par maille (et non pas par sous-maille). La pseudo-viscosité Qokp

1
dans chaque sous-maille est prise égale a la pseudo-viscosité qZ,': " de la maille mixte et a pour

expression
1,12 1
.n St /o 1
n+1j 2 [ Vak n | Yak S
nt+lh _ ntlp Pak Ca (lk> ?z+1/2 + Ll Cak (:L+1/2 St Vok <0
okp — 9ak - Vak Yok )
0 sio >0
. 1 1 1 1 1
avec le volume massique v, = — et VZ’:F k= oy v
Pak 2 Pok Pak

La densité pgzl est la densité moyenne définie au paragraphe précédent et [ est la longueur
caractéristique de la maille. Nous calculons la viscosité artificielle par maille, nous prenons donc
une longueur caractéristique de la maille mixte. La vitesse du son ¢/, est prise au temps " pour
garder une pseudo-viscosité explicite. A cet instant, I’état thermodynamique des sous-mailles
et de la maille mixte sont les mémes ce qui enleve les ambiguités possibles sur le calcul de la
vitesse du son.

7.5.4 Travail de la pseudo-viscosité

. s n+1 s . ~ .
La pseudo-viscosité qakp/2 pour un matériau « est la méme pour toutes les sous-mailles

d’une méme maille mixte mais ce n’est pas de cas de la variation de volume au cours du pas de
temps. Il faut cependant veiller a ce que la variation de volume avec laquelle travaille la pseudo-
viscosité dans les sous-mailles soit cohérente avec la variation de volume ayant servi pour la
calculer. Dans le cas contraire, une pseudo-viscosité calculée a partir d’'une maille mixte en
compression peut travailler sur un volume en détente dans une sous-maille. Le signe du travail
n’est alors pas assuré et la pseudo-viscosité n’est plus obligatoirement dissipative.

Le travail de la pseudo-viscosité total dans la maille mixte an+1 5, est calculé sur la variation

ak

de volume spécifique de la maille mixte entiere

1 1 1
Wity = ¢ " - — . (7.33)
qa: /2 ak pgz-l pgk

L’énergie e,y est une énergie interne spécifique, nous répartissons donc le travail de la pseudo-
viscosité entre les sous-mailles proportionnellement a leur masse. Le travail de la pseudo-

viscosité W .1, dans la sous-maille wqg), est donc
qakp

m %
Wesie = L;:WQEVQ N QTIZ)WQZZl/Q'
La derniere égalité étant vraie car la densité du matériau « est constante dans la maille en
début de pas de temps.
Cette répartition du travail peut se voir comme une répartition de la variation de volume
entre les sous-mailles, chaque sous-maille subissant, pour le travail de la pseudo-viscosité, une

variation de volume
n
At Dn+1/2 = Vakp —1 — —1
akp T n n+1 n
ak Pak Pak

, Vk &€ Mp,Vp,Va,
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7.6 Systeme a résoudre lors de la phase Lagrange

Le systeme complet, discrétisé en temps décrivant I’évolution de notre modele lors d’un pas
de temps est composé au final des équations :

— de dynamique des nceuds sommets (7.27), (7.28);

— de I’équilibre des nceuds internes (7.29), (7.30) ;

— de la continuité des vitesses normales (7.31);

— de déplacement des noeuds ;

— d’évolution des volumes et des volumes partiels écrites pour les mailles et les sous-mailles ;

— de conservation de la masse pour les mailles pures (7.16) et les sous-mailles (7.18);

— la densité moyenne dans les mailles mixtes (7.32);

— de pseudo-viscosité ;

— du tenseur du taux de déformations dans les mailles pures (5.12) et dans les sous-mailles
(7.19);

— de Iévolution du déviateur des contraintes dans les mailles mailles pures (7.22) et les
sous-mailles (7.23) ;

— de conservation de I’énergie couplée a la loi d’état pour les mailles pures et les sous-mailles

(7.24) - (7.25).
Yo

. s . . n— , . .
Connaissant pour chaque matériau «, les vitesses u,, ', les contraintes o" e I’énergie in-

. . "
terne e}, , les masses nodales m;, les fractions volumiques akp, les positions des noeuds z7);, les

. . . om—1/2 .
volumes V) , les densités p[,. et les pseudo-viscosités qzk / , il nous faut trouver les grandeurs

n+1/2 n+1 Voerl n+1

+
Yo prk» Ly s Pakp » qn /2 telles que

n+1/ n—"1/
u._ . —u_ .
Mgy —2 5 —ai - _ E ng: . / U,ndS — g g akp 70{,@ / U;,ndS
oy Ow?t

keM;\Mr keM;NMr pEMy; kp

+ > prk/ U;npdS, Vi€ N,

ke M;NMrp
(7.34)
un+1/2 . un—l/g
p Fp ) , B . '
e R DUF Y (S YLD DU iYW R T
keM;\Mr k keM;NMr pEMy; “kp
- ) ppk/ U, npdS, Vi€ N,
ke MMy
(7.35)
Zf%l o /a . nedS = piy / CgpnpdS, Wk e M, (7.36)
Wy, Iy
1 1
gl;; 72:10 . /(%n+1 nyy dS = —pry, /Z‘ o npdS, Vk € Mr, (7.37)

Z ((u’&?% ity [ v dS> i -y ®) [ pawds =0, ke
k

1€ N,

g =g+ At ViV, (7.39)

Q1
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g = + Atu"TR Yk € My, VYa, (7.40)
vertl = v (2, Yk ¢ Mp,Va, (7.41)
Vertt = v (zpft 2t vk € Mp,Va, (7.42)
nggl - gkpvkojo’n+1’ Vk € Mp,Va, (7.43)
ntl _ PakVi
ik = Vk ¢ Mr,Va, (7.44)
PakpV iy
n+l _ P _Rp
Pokp = e Vk € Mr,Vp, Vo, (7.45)
v
pg—’i-l pak ak , Yk € MF,VOZ, (7.46)
Voerl
Z akp
n+1/2 ';‘“/2 pr? . ntl)2
22_1/2 Pok / Cx (lk)Z W —i—CleCak 22_1/2 SL V., / <0 ’ vk, Vo
0 sio 2S00
(7.47)
ntlp _ L ntla , , s
A= Sy Z (um- ® /an2 VU, dV + /Qn+1/2 VV;dV @ u,, , Vk ¢ Mp,Va,
k 1EN} k k
(7.48)
n+lp _ 1 n+lj ] ] n+tf
gak‘p B 2van+1/2 Z (uo‘i (8/&;0¢'n-ﬁ-1/2vqlZ dV_'—/wan-Fl/QV\Ill dV@yOﬂ
kp ZeNkp kp kp
1 n n
o, (uaf/z ® / i, VAV + / Vo dV ® ugy /2> ., Vk € Mp,Vp,Va,
wkp ? kP
(7.49)
ST = 8T, + A Ga(dlf e — Sld D), Yk ¢ My Ve (7.50)
SMl = 8", 420t Go(d) " — ftr(gggb)y, Vk € Mr,Vp, Vo, (7.51)
n+l _ n_ (Pap PR +pak "+1/2 11 At n+lh | ntlp
o = e~ ta ) (PZF ”Zk) TG T g va,
P = Pl
(7.52)
n+1 __ akp+pakp 1 1 At Sn+ /2 dn+1/2 -W
Cakp = eakp < 2 ) <P22—p1 PZ@) + pz;:;/z (fakp " =akp ) qzz-pl/z’ 7 Yk € My, ¥p, Vo
it = P )
(7.53)

Nous rappelons que, dans ce systeme, nous avons deux pas de temps décalés, différenciés par
la notation At = "1 — 7 et la notation 6t = "+ — ="k,
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7.7 Phase de transport

7.7.1 Régularisation du maillage

Nous construisons un maillage commun a tous les matériaux pour le pas de temps suivant.
Ce maillage est construit suivant le méme principe que celui utilisé pour la continuité par nceud
(voir paragraphe 6.6.1) : le maillage du début de pas de temps est déplacé avec une vitesse
moyenne puis obtenir pour conserver une qualité suffisante. Ce maillage n’est pas découpé par
sous-maille et n’est constitué dans notre cas que de mailles quadrangles. C’est sur ce maillage
que nous projetons les grandeurs pour le pas de temps suivant.

7.7.2 Projection des vitesses

a) Maillage primal matériau, b) Maillage primal matériau étendu ¢) Maillage dual matériau

découpé l'interface

FIGURE 7.10 — Maillages servant a la projection. a) Maillage primal découpé a l'interface.
L’interface est placée en début de pas de temps et transportée avec les sous-mailles. Les seg-
ments rectilignes dans toute la maille mixte en début de pas de temps ne le sont plus forcément
en fin de pas de temps. Ce maillage sert de maillage de départ pour la projection des gran-
deurs centrées. b) La projection de la densité depuis le maillage étendu par sous-maille vers le
maillage dual donne les densités duales.  ¢) Le maillage dual est défini & partir du maillage pri-
mal étendu. La maille duale associée a un nceud est composée du quart des mailles avoisinantes.
Les nceuds internes n’ont pas de mailles duales associées. Les nocuds sommets du maillage pri-
mal sont au centre des mailles duales sauf sur la frontiere de celui-ci. Sur ce maillage sont
définies la quantité de mouvement et la vitesse. Pour la projection, ces champs sont considérés
constants ou linéaires sur les mailles duales.

Nous projetons les quantités de mouvement d’une maniere similaire a la méthode du cha-
pitre 6. Quelques différences apparaissent, dues au découpage des mailles mixtes en sous-maille
et a la condensation de la masse. Comme lors de la phase lagrangienne, nous approchons pour
la quantité de mouvement, le champ de vitesse par un champ constant par maille duale. Les
mailles duales associées aux noeuds sommets couvrent la totalité du maillage étendu (voir figure
7.10) et les nceuds internes n’ont pas de quantité de mouvement. Leur vitesse n’est donc pas
projetée.

Pour étre parfaitement consistant avec la condensation de la masse, durant la phase de
projection, il faudrait définir les mailles duales de la méme maniere. Ici, nous faisons une
approximation pour simplifier la construction de ce maillage et nous prenons comme maille
duale dans les mailles mixtes, le quart de la maille mixte entiere au lieu de prendre la moitié
des sous-mailles. La condensation de la masse fait coincider les nceuds du maillage dual avec
les nceuds internes ce qui n’est pas exactement le cas ici (voir figure 7.10.c & comparer avec la
figure 7.4).
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Nous commencons par approcher le champ de densité par un champ étendu par matériau
dans toute la sous-maille comme ce qui est fait dans (7.3) pour la condensation de la masse

pa@) ™ D paxe @+ S D fakp Pakp Xup, (z), VYo

ke Ma\Mr keMaNMp p

Ce champ est projeté a 'ordre 1 sur les mailles duales pour obtenir les densités duales pg;
ayant pour expression

1 .
Pai = Vz Z Pak /Qcm_‘_1 A+ dV + Z Zfakppakp/an+1 CAent avy, Vi € Nq, Vo

ke M\ Mr keEM NMr p
ou AO‘”H est la maille duale associé au noeud 4 déplacée avec la vitesse u,, + V2 entre t" et t"1,

Apres projection L? par intersection & Iordre 1, les vitesses sur le Inalllage dual commun ont
pour expression

' Pailh / av |, Vi, Va
sad = PajV; zeZN: ot m( AjNASTTE )

ou la densité p,; est la projection des densités nodales p,; sur le maillage dual commun

1 / )
Paj = 77 Pai av |, VJ,VCM.
J V Za ( Aij?nle >

La reconstruction linéaire des champs de vitesses, densités duales et quantité de mouve-
ment permettent d’obtenir une projection a ’ordre 2. La vitesse apres projection a alors pour
expression

1
i = atUn; aillai) " \Loaii — Lo d , ',
Uy 7 > (((P o) + V(Paitla;) - (Lgaij — Tas)) </AM?W V)) Vj,Va

Pai¥i ieN,

oll z,,; est le centre de la maille duale A" 2.~ est le barycentre de A;NAY ™! Tintersection

gaij
entre la maille duale du maillage commun A; et la maille duale du maillage déformé Af‘”“ et
ou la densité p,; est la projection également a I'ordre 2 des densités nodales p,; sur le maillage

dual commun

1 .
Paj = 7 Z ((pai + Vpai - (Zgaij — i) (/AnAanH dV)) ' Vi, va.
J 7

J ieN,

7.7.3 Projection des grandeurs centrées

Les grandeurs thermodynamiques ont été définies par sous-maille dans les mailles mixtes.
Nous projetons ces champs enrichis sur le maillage primal régularisé.

Nous devons alors reconstruire les fonctions caractéristiques H, des domaines matériaux
D.. L’interface est reconstruite en début de pas de temps pour déterminer les fractions vo-
lumiques des sous-mailles (voir paragraphe 7.4.1). Nous transportons les points d’intersection
de l'interface avec les bras des mailles grace a l'interpolation des vitesses ce qui nous donne la
position de l'interface en fin de pas de temps. Notons que le transport de l'interface de cette
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maniere n’est possible que si le champ de vitesse est linéaire ce qui est le cas dans les sous-mailles
triangulaires. Les sous-mailles d’'une méme maille mixte ont des déformations différentes. L’in-
terface n’est donc plus forcément rectiligne par maille mixte en fin de pas de temps (voir figure
7.10.a). Elle reste toutefois continue entre les sous-mailles d’'une méme maille mixte.

La densité p,; et Iénergie interne spécifique e,; du matériau o dans la maille £; du maillage
régularisé (sans exposant de temps mais < virtuellement > & ¢"!) ont pour expression

Pal = VL Z pak/ﬂ dV + Z Zpakp/ i dv s VZ,VOL,

n+1
A\ ke Mo\ Mr NGy kEManMp P Nwory,
1
€al = v E PakCak 4 dv + § E PakpCakp +1 av ; Vl,Va.
n n
PalVal ke Mo\ My Q) keManMy D QNwyl,

Encore une fois, I'ordre 2 lors de la projection s’obtient en reconstruisant le gradient centré
de grandeur par maille. Les champs projetés s’écrivent alors

1
Pal = 7 Z (pak + Vpak - (Eglk; - &ak)) av
Val Q,NOn+H
ke M \Mrp U Rk
1
F i S (P T ity ~ Zaiy) /Q T A
keEMqNMypr p U Yakp
1
€al = PakCak T V(pak€ak) - (Zgp — T / av
« Palval e \MF( akCa ( akCa ) ( glk ak)) Qlﬁﬂgﬁl
1
5 D D (PakCaiy + V(Pakpeaky) - (Zgikp — Zaky)) / v, VI,
PalVal kEManMy P Qlﬁwgz'

ol Z,, €t Ty, sont les centres des mailles QZ;{H et des sous-mailles wqpp et 2y, et les

glkp>
barycentres de I'intersection entre la maille €2; et la maille QZ;CH ou la sous-maille wg;fpl. Les
volumes des différents matériaux en fin de pas de temps peuvent se superposer ou s’écarter
créant ainsi des vides. La correction de la fraction volumique présentée dans le paragraphe

6.6.3 est de nouveau appliquée ici afin de renormaliser la fraction volumique.
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7.8 Résumé et conclusion

Le déroulement d’un pas de temps avec la continuité des vitesses normales par maille se
résume de la maniére suivante :

1. Phase lagrangienne :
(a) décomposition des mailles en sous-mailles,

(b) calcul des vitesses prédites aux sommets u,; ne prenant pas en compte les efforts
d’interface pour chaque matériau,

(¢) résolution du systéme non-linéaire d’interface pour imposer la contrainte de vitesse
et obtenir les vitesses des noeuds internes et des noeuds sommets des mailles mixtes
ainsi que les grandeurs thermodynamiques des sous-mailles en fin de pas de temps,
y compris la pseudo-viscosité et les énergie internes en maille mixte,

(d) calcul des nouvelles densités des mailles pures par conservation de la masse pour
chaque matériau,

(e) calcul de la pseudo-viscosité des mailles pures pour chaque matériau,

(f) calcul des nouvelles énergies et pressions des mailles pures par conservation de
I’énergie pour chaque matériau;

2. Phase de transport :
(a) construction d’un maillage moyen régularisé,
(b) projection du champ de vitesse pour chaque matériau,
(¢) projection des grandeurs centrées pour chaque matériau,
)

(d) correction des fractions volumiques.

Nous avons présenté dans ce chapitre une discrétisation de la pression d’interface permettant
d’imposer la continuité des vitesses normales en moyenne par maille. Cette continuité est im-
posée uniquement a l'interface ce qui permet des discontinuités de gradient de vitesse dans les
mailles mixtes.

De plus, I'utilisation de noeuds internes et la condensation de la masse permettent d’équilibrer
les contraintes entre les matériaux dans la maille et ainsi de respecter la continuité du vecteur
contrainte a l'interface.

Nous avons donc une méthode permettant de pallier les deux problemes que nous avions
soulignés en début de chapitre 5, a savoir I'iso-compressibilité des matériaux dans une maille
et la soudure des matériaux entre eux.

Des points délicats apparaissent et ont été résolus :

— la gestion d’une topologie de maillage découpée en sous-mailles ;

— le respect des solutions stationnaires ;

— le développement d’une formulation de pseudo-viscosité compatible avec des mouvements

de nceuds internes importants.
L’écriture de la méthode est plus complexe que la variante précédente. La continuité par maille
couple les nceuds et mailles mixtes. Elle aboutit a un systéeme implicite regroupant la bande de
mailles coupées par l'interface ainsi que leurs noeuds. La discrétisation de 1’équilibre des noeuds
internes par un schéma implicite fait intervenir les lois de comportement des sous-mailles. Le
systeme a résoudre est donc non-linéaire et la technique utilisée pour sa solution est détaillée
dans le prochain chapitre.

Les résultats obtenus avec cette méthode sont présentés et comparés dans le chapitre 9.
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8.1 Systeme d’interface

La discrétisation des équations des nceuds et mailles pures est inchangée par rapport au
schéma. des chapitres 3 et 4. Ces équations sont résolues directement de maniere explicite.

Par rapport au schéma classique multi-matériau du chapitre 4, nous avons modifié la
discrétisation des noeuds et mailles mixtes. Leurs équations couplent les mailles mixtes avec
les mailles mixtes voisines. Nous avons donc a résoudre le systeme implicite du paragraphe 7.6
regroupant toutes les mailles mixtes k € Mr ainsi que tous les nceuds de maille mixte ¢ € Nr
et formant une bande de mailles intersectées par I'interface.

Nous commengons, comme dans I’écriture de la continuité par noeud, par calculer la vitesse
prédite des nceuds sommets u,; ne prenant en compte que les efforts internes. Ces vitesses sont
explicites. Elles s’écrivent pour chaque noeud et chaque matériau par solution de

~ ’n,—l/z
mainaz [ E ng . /am U,ndS — E E akp*akp /80.)" U,ndS, Vi € Np,Va.
k

kGMi\MF keM;NMr pEMy; kp
Les vitesses des nocuds sommets de maille mixte en fin de pas de temps sont obtenues en

ajoutant aux vitesses prédites u,;, la contribution des pressions d’interface, ce qui donne

Lag

n+1/2 ~

O T 5 =t Y ka/ U;npdS, Vi€ N, (8.1)
ke M;NMr k
Un—-"_l/2 - ﬂﬂ
= =01 .
M= =~ > ka/ YinpdS, Vi€ Ng. (8.2)
k)EM NMrp

Nous réduisons le systeme global (7.34)-(7.53) a sa partie implicite composée des mailles
et noeuds de maille mixte, k € Mr, i € Np. En utilisant les vitesses prédites u,,;, le systeme
permettant de résoudre 1’évolution en temps de l'interface est composé des équations

ntlh  ~
mmw = ¥ prk/ W;npdS, Vi€ Na, (8.3)
ke M;NMrp
un—'l—l/2 — TUns
mﬁfﬁ’éitfﬁ’ =- > ppk/ U;npdS, Vi€ N, (8.4)
keM;N\Mrp k
ng:;gg;;- | o mendS=po [ umeds,  vie M, (8.5)
Ow™ 3
75 2 | mevds=-pru [ ouneds. ke, (8.6)
Ow), ry
> [t o [ wncas) -0 i) [ meas=o, e un
iEN, K Iy
8.7)
L — gt At unfl/? Vi, Vo 8.8
o =" + Aty Yk € My, Ya (8.9)




8.1 Systeme d’interface

va"+1 =V (2" 2™, Vk € Mr, Vo, (8.10)

V;]:; - ockpva n+1’ Vk € Mr,Va, (8.11)
1%

Pl = PatpViip Yk € My, Vp, Va, (8.12)

akp Vkan+1 ’

gt = _ Parlak e g va, (8.13)
E akpvom—l-l

n+'/ Ca(l )2 1’221/2 ’ + Oy gijlb : n+ ) <0

= P AT ol o |l . Vke Mp,Va,
0 sio TR0

(8.14)

1 i )
Aot = D (uJ% ®/M+I/Wi dV+/ VUV @ u +/2>
2Vip €Ny Wip wp ™

1
+ o ant1s @ZZ% ®/ Ve dV +/ Vﬁpk dV & un+ i , Vk € My, Vp,Va,
2V win Wit
(8.15)
1
Syt =5, 20t Ga(dy) B~ 3 tr(dF)1), k€ M, Vp, Vo, (8.16)
el = en ( °‘“’+p"’”) ( e ) y A (gt gty gy
akp akp 2 Pa;;} Pakp pg;::/z (:akp =akp ) qaker/z ’ Vk € Mr,Vp,Vav.,
ply = Plelfh ot
(8.17)
+1 _ ¢on+l +1 n+'j
Tokp = Zokp ~ ( Pakp + Dok )% (8.18)

Du fait des lois d’états utilisées, le systeme d’interface est non-linéaire. Nous utilisons alors
une méthode de type Newton avec recherche linéaire pour résoudre ce systeme. Cette méthode
parcourt une suite d’états < * > du systeme convergeant vers I’'état < n + 1 > du systeme en
fin de pas de temps. La résolution se déroule par itérations composées de plusieurs étapes; que
nous dénoterons « algorithme I' > :

1. construction d’un systeme linéarisé autour de I’état prédit < * > ;
résolution du systéme pour obtenir la direction de recherche;
calcul de la correction maximale dans la direction de recherche;

calcul de I’état non-linéaire corrigé <« n + 1 >

o W

vérification de la convergence et retour éventuel a ’étape 1.

Notons que I'utilisation des vitesses prédites u,, a fait disparaitre du systeme toute référence
aux mailles pures. Ce systeme peut étre résolu sur un maillage indépendant ne contenant
que les mailles mixtes et leurs sous-mailles. Il nous permet d’obtenir les vitesses des noeuds
sommet de maille mixte et des nceuds internes au temps 2 ainsi que toutes les quantités
thermodynamiques des sous-mailles au temps "1,
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8.2 Linéarisation

Nous linéarisons autour d’un état prédit < x > et cherchons une correction de de cet état
de sorte a avoir I’état du systeme en fin de pas de temps défini par

n+l/k

. *
Upi = Ugi T 0l
ntlh
Uy = Upnp + 0
n *
Pl = Pri + 0Prg
n+l _ %
Qai = Lo + 62041‘7

n+l _ %
o =Ty + 0T,

n+1 __ *
v, kp — Vakp + 5Vakp7

«

1 *
szp = Pakp + 6p04kp7

dn+l/2 = d* +5d kp’
=Qakp

=akp =akp
n+1 _ ox
éakp o éakp + 6§akp’

n+l _
Cakp = Cakp + de

+1 _
pgk’p - p:;kp + 6pakp’

akp>

Lors de la premiere itération, 1’état < * > est pris identique a ’état < n > excepté pour les
vitesses qui sont prises comme les vitesses u,; et les pression d’interface pf, qui sont prises
nulles. Le tenseur des taux de déformations est alors calculé pour étre cohérent avec les vitesses
prédites u,,.
La pseudo-viscosité n’est pas linéarisée dans ce systeme,
1
qzzp/Q = Qka‘

Elle intervient dans le systeme linéaire mais elle est considérée constante et son évolution n’est
pas prise en compte dans la linéarisation. En considérant cela, nous faisons une approximation
qui peut affecter la vitesse de convergence de 'algorithme de résolution mais n’influence pas le
résultat final. En effet, la pseudo-viscosité est calculée correctement par (8.14) lors du calcul
de I’état non-linéaire « n+ 1 > et a convergence du systéeme, nous résolvons bien le systeme du
paragraphe précédent.

8.2.1 Volume et positions
La correction de la position des nceuds est donnée par la linéarisation de ’équation (8.8)
qui s’écrit

La variation de volume peut s’exprimer en fonction de la trace du tenseur gradient d’accrois-

sement de position
oV

La forme linéarisée de cette équation a pour expression

Voaty = Vit tr(3d ). (8.20)

*
akp Zq
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8.2.2 Tenseur des taux de déformation

Le tenseur des taux de déformations est une fonction linéaire des vitesses. La correction

od okp de ce tenseur en fonction de la correction de vitesses du, s’écrit

od

1
=akp = 5 (V(;ya + v(SQOZT)

ce qui donne une fois discrétisée pour une sous-maille wy, pour chaque matériau c,

ax

11
== ; v, v;n. Uy u n, n, u
0 ey = 5 7 > (5%1 ® / ndS + / ndS ® (5%) + Sy ® /8 opndS + /6 orndS & Uy,

Qx (o2 3 ok
i€ Ny Owiy “kp “kp

(8.21)

Remarquons que nous avons ici écrit les intégrales sur la géométrie de la configuration prédite
< % ». De plus, ces configurations sont différentes pour chaque matériau. Il faut donc les
réactualiser a chaque itération. Par contre, comme pour la pseudo-viscosité, 1’évolution de
la géométrie n’est pas linéarisée. Le probleme linéaire suppose une géométrie figée.

8.2.3 Conservation de la masse

La linéarisation de I’équation de conservation de la masse (8.12) donne

e Podp 57

e+ (8.22)

6:0akp -
akp

En utilisant I'expression de la linéarisation de I'évolution du volume oV, , (8.20) que nous
avons écrite précédemment, nous obtenons

5pakp = _kapAt tI‘((SC:lakp). (823)

8.2.4 Dynamique des noeuds sommets
La linéarisation des équations de dynamique des nceuds sommets (8.3) et (8.4) donne

O‘Z keM;

Sug; = Z Sprk /F Wing dS. (8.25)
k

0” keM;

8.2.5 Equilibre des nceuds internes

La linéarisation des équations d’équilibre des nceuds internes (8.5) et (8.6) aboutit a

> Fl 0T 1o / rndS — Opry, /F prnp dS = — > Fi A / @rndS + pry, /F ‘prnp dS,
p k P k

a* Qok

(8.26)
> Fhoc . /@wdswpm / ornp dS = — Z LT /cpﬁzids—pl*ﬂk / ornr dS.
p Bwkp Bwkp ry

(8.27)
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Remarquons que les intégrales des termes de contraintes sont les mémes que les intégrales
apparaissant dans l’expression du tenseur des taux de déformations (8.21) et sont écrites sur
la géométrie de la configuration prédite < * > de chaque matériau.

8.2.6 Continuité des vitesses

La linéarisation de ’équation de continuité des vitesses (8.7) donne
> ((5% — OUyy) - / Wing dS) + (Ougy — dugy) - / prnp dS =
i€ Ny, Tk Tk
- ((uzi — Uqi) /‘I’nr dS) — (upr — uok) '/‘Pknr ds.
i€ N, Tk Tk
(8.28)

. . . , . . <2 . 1
Notons que cette linéarisation écrit la continuité des vitesses normales au temps " /2 sans
supposer son respect a I’état < x > ce qui laisse la liberté aux itérations précédentes de ne pas
respecter la contrainte de vitesses.

8.2.7 Déviateur des contraintes dans le cadre élastique

L’équation d’évolution du déviateur des contraintes (8.16) a pour forme linéarisée

1
557 = 2GaAt <6dakp - 3tr(6dakp)1> . (8.29)

8.2.8 Conservation d’énergie

Nous linéarisons 1’équation de conservation de ’énergie (8.17) par

de op

. ey (8.30)
2 <p(§k:p>

o 1 1 Pakp T Pokp T 2akp
akp — 2 P -

* n
akp pakp

Cette équation fait plusieurs approximations :

B ST AL 194 -y . At n+lf |+l RTII
la linéarisation du dépot d’énergie élastique —=7 - (S okp gakp ) est négligée ;
akp

. —— > ne sont pas
pakp pakp
pris en compte, la pseudo-viscosité est considérée constante dans le systeme linéaire ;

— la pseudo-viscosité q;kp est prise comme travaillant sur la variation de volume de la sous-

— la correction de la pseudo-viscosité dgqx, et son travail dgagp (

op .. . 1)
—k? ot non pas sur une variation de volume de maille quadrangle f ok

(p;kp) pak)2
laquelle elle travaille réellement.

maille

sur

Ces approximations s’appliquent uniquement au systeme linéaire et sa résolution. Dans la suite
de litération, I’état non-linéaire est calculé a partir de I’équation (8.17). A convergence, le
systeme résolu est bien le systeme du paragraphe 8.1.
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8.2.9 Pression hydrodynamique

La loi d’état (8.17) a pour forme linéarisée

aP(eka’ pjykp) 8P(6ka’ p;kp)

OPakp = . 0Pakp T . 0€ahp>
o 8pozkp o aeozkp o
elle sera notée pour des soucis de compacité d’écriture
opP oP
5pakp = aip(spak:p + %ébakp' (831)

En remplacant le terme en énergie interne par son expression (8.30) dans la loi d’état (8.31),
nous obtenons

10P 1 1 opP OP | Parp t Pk T 2000
5p T+-— [ — - = —6p +— P P P 6pory  (8.32)
kP ( 2 Oe <pak’p pgkp)) Op " De 2 (p* & )2 o
akp

En regroupant par inconnues et en utilisant ’expression de 5pakp, nous obtenons finalement

10P 1 1 OP  OP [ DPiaky T Poky T 205
(5pakp ]. + 587 ~  — n = —At pzkpai -+ 87 P 204*]2 P tr(égakp).
€ pak:p pakp P € pakp

(8.33)

: s o ., 0P .
En fonction des lois d’état utilisées, la valeur des dérivées — et — peuvent ne pas étre

Oe dp

explicites. Dans ce cas, nous approchons la dérivée par différences finies centrées en évaluant
la loi d’état en 2 points autour de I’état prédit < * >. Les dérivées ont alors pour expression

aP(eZk;ﬂ p:;kp) P(erxkp’ (1 + 5p)Pka> B P(eztzkp’ <1 B €P>p2kp>

= , (8.34)
8p:;kp QEPPka
aP(eka7pj;k‘p) _ P((1+ 56)62@7031@) —P((1- Ee)ezklﬂpzk;p) (8.35)
862,@ 2ec€ly, '

ou ¢, et €. sont des parametres devant rester petits pour obtenir une bonne approximation des
dérivées.

8.2.10 Résumé du systeme linéarisé

Le systeme linéarisé a résoudre est donc composé des équations

Sz, = At du,,, (8.36)
5VO¢k‘p = ()Tk:pAt tr(égakp), (837)
5po¢k‘p = _kapAt tr(égakp)v (838)
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Suty; — Z Sprs / U;np dS =0, (8.39)
0” keM;

(mﬁi + mT Z Opry /n‘Pmr ds =0, (8.40)
Bt ke,

a*

S F2ip02 - [ 91 = by / pune dS = =3 Ly, [orndS +oiy. [ g as.
p P Wip k

(8.41)
S iy 0 4, (03208 + o0y [ punedS = =3 iy, [oundS — i [ punr ds,
D 8wkp FZ P 8wkp FZ
(8.42)

> ((5%1- — Sug;) - /F ing dS) + (Sugy, — Sugy,) - /F prnpdS == ((ua —uj,) - /F Winy dS)
k k k

1€ N 1€N},

—(ugar — W) - /F iy dS,

k

(8.43)
sen (141 ( o — L)) L py (Pake tPaky T ey Ly Pk ) OPY
TN 2\l Py O¢ 2001 2 Pakp ) OP Sk
(8.44)
DO YLy (R N | I (L Pakp + Paky * 2y tr(6d | )
akp 2 de pzkp ngp e pap Oe QPka =akp’’
(8.45)
1
58P = 2G AL <5dak - 3tr(5dakp)1> , (8.46)
Jarp9Z ooy = Tokp 08 oy, = Forkp OPakp L, (8.47)
11
A g s Do g
(8.48)

Dans ce systeme, les équations (8.36), (8.37), (8.38) et (8.44) en dx, 6V, dp et de peuvent étre
éliminées car elles ont déja été utilisées pour éliminer ces inconnues du systeme.

8.3 Résolution du systeme linéarisé

Notre systeme possede comme inconnues a ce point :

— les contraintes, déviateurs et pressions hydrodynamiques;
— les vitesses ;

— les taux de déformations;

— les pressions d’interface.
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Nous allons introduire une notation matricielle qui nous facilitera 1’élimination des incon-
nues restantes et 'assemblage du systeme.

Nous éliminerons d’abord le tenseur de taux de déformations puis les contraintes pour
obtenir un systeme ne dépendant plus que des vitesses et des pressions d’interface. Puis, nous
éliminerons les vitesses pour ne garder que les pressions d’interface. Le systeme est alors réduit
a un systéeme ayant un nombre d’inconnues égal au nombre de mailles mixtes.

8.3.1 Notation matricielle

Nous écrivons les contraintes dans les sous-mailles sous forme d’un vecteur colonne pour
chaque maille mixte et chaque matériau. Les contraintes sont pondérées par la fraction volu-
mique. Ce vecteur regroupe, pour un matériau « donné, les trois composantes des contraintes
des 4 sous-mailles d’une mailles mixte. Il possede donc 12 composantes et a pour expression

n _n+l
akP11ak1

n+1
akT920k1

n n+1
ak%12ak1

n+1
ak2011ak2

+
Jar27%0k2
fn O_n+1
ntl _ ak2” 12ak2
o
Oék} 7Z+1

n
ak3%11ak3

_l’_
Jok30920k3
n n+1

ak3912ak3

n n+1
akd911ak4
n n+1
ak4922ak4
n n+1
ak49120k4

ou l'indice 19413, par exemple, dénote de la composante 12 ou xy du tenseur des contraintes
moyennes du matériau a dans la 3° sous-maille de la maille ). En suivant la méme logique,
le déviateur des contraintes ng—l s’écrit

n on+1
Sllakl

n+1
S22ak‘1

n+1
Sl?akl

n+1
ak2sllozk:2
Sn+1
ak2 22ak?2
Sn—i—l
Sn+1 akQ 12ak2
n+1
ak3811ak3
Sn+1
ak:3 22ak3
Sn+l
akS 12ak3

n+1
ak4 Sl lak4
Sn+1
ak4 22ak4
Sn—l—l
ak4 12ak4
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Suivant la méme logique, la pression hydrodynamique pZZl sera écrite

n n+1
ak Pak1

n n+1
ak2 Paks

n n+1
ak3 Pak3

n+1 __
pak’ -

n n+1
aka Paka

Le tenseur des taux de déformation sera noté selon le méme principe et prend la forme pour le

matériau « et la maille €y,
an+1/
dllak
an+t/
d2204k
an+1/
d12ak
an+1/
d11ak2
an+1/
Ayoak2
dan+1/2
dom+1/2 | %120k2
an+1/
dllakS
an+1/
Ayoaks
an+1/
d12ak3
an+1/
d11ak4
dom+1/2
22ak4
an+1/
A 120k
Nous noterons le vecteur regroupant les vitesses de tous les noeuds sommets du systeme

d’interface pour le matériau «a,

n+lf
zal
n+lfk
yal

U

U

n+1/a
n+lp Tad

i n+1t
Wt /2
yot

n+if
zal
n+tf
yal

u

U

Ce vecteur a une longueur 2NI" égale a deux fois le nombre de nceuds de maille mixte.
Le vecteur de longueur 2 regroupant les vitesses bulles d’'une maille mixte est noté pour un
matériau «

n+lfk
n+ | Yzak
Uy = n+lj
yak

La pression d’interface dans la maille mixte est un scalaire . Elle est toujours notée pry.
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8.3.2 Ecriture du systéme linéarisé sous forme matricielle
8.3.2.1 Dynamique des nceuds de maille mixte

Nous écrivons maintenant le systeme en utilisant la notation matricielle que nous avons
introduite dans paragraphe précédent.

Les équations de dynamique des nceuds de maille mixte (8.39) et (8.40) prennent la forme
pour les matériaux « et 3

leMrp
Sug; = StM 5! > bf; dpry (8.50)
le My

avec M ;il, I'inverse de la matrice de masse regroupant tous les noeuds sommets du systeme.

Cette matrice est diagonale grice a la condensation de la masse et a pour expression

1/ma1 0
0 1/ma1

M_»lz 1/ma2 0

0 1/ma2
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Le terme b{i de longueur 2NT" correspond a la discrétisation de la forme bi-linéaire b(w, pr)
du systeme éléments finis mixtes. Il permet de d’obtenir les efforts sur les nceuds sommets a
partir des pressions d’interface et a pour expression

\Ilil n.r ds

\Ijil nyF dsS

>3

<
[V
3

<

< 8
| |
U QU
»n 9]

B

T~

>3

To_
by; =

<

&
S

=

B

< 8

= =
QL QL
»  »

3

/ \1114 n,r ds
%
/ \I’i4 nyp dS
Ty
0
0

Dans bfi, les termes non nuls apparaissent seulement sur les lignes 71, 72, 73 et 74 correspondant
aux indices des nceuds de la maille k.

Dans ces matrices et vecteurs, I’encadrement des composantes essaye de mettre en évidence
la structure des termes en regroupant les matrices élémentaires par noeud, par maille ou par
sous-maille.

8.3.2.2 Equilibre des nceuds internes

Les équilibres des nceuds internes (8.41) et (8.42) deviennent, pour chaque maille mixte,

Bl 000k = biy 6pry, + bl v — Bl Ok (8.51)
ngb 00 g, = —b;{b Opry — b;}Fb Pre — ngb Ufak (8.52)
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avec ngb, une matrice 2 x 12 de la forme

T _
Bakb_

/gpknde
owpy

),

0

N, dS

a*
owy]

/ prn,dS
owpy

Yrn,dS

9, ok
owg]

/goknmdS 0 /gpknde
owpy owps

0 /gpknyds /goknmdS
owey owds

et le terme b;{b permettant d’obtenir les forces sur le nceud interne z; dues a la pression

d’interface pry,

bT

kb — /
T

8.3.2.3 Continuité des vitesses

k

n
k

/ PrNgr ds
FTL

Ny dS

L’équation de continuité des vitesses (8.43) devient sous forme matricielle pour chaque

maille mixte

bri(0ua; — dug;) + brp(Saks — Susky) = —bri(ug; — ws;) — brp(Uyky — Ugpe)-

(8.53)

Les termes by; et by, sont la discrétisation de la forme bi-linéaire b(u,p), introduits dans les
paragraphes 8.3.2.1 et 8.3.2.2. Ces termes permettent d’obtenir le saut de vitesse normale a

I'interface dans la maille €25 & partir des vitesses nodales.

8.3.2.4 Tenseur des taux de déformations

Le tenseur des taux de déformations (8.48) s’écrit pour chaque maille mixte et pour chaque
matériau sous la forme

faisant intervenir la matrice 12 x 12,

vd,! =

1
v 00
O g O
0 0 aur
0

0dor = VA (Buki ai + Bokb Mtais)

0
1
v 00
0 0 ey

(8.54)
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et la matrice creuse 12 x 2NT,

/\I/ilnmdS 0 /\IJZandS 0
iy iy
0 /\Ifilnde 0 /\IfiQnde
i i
/\I/il nde \Ifil nde /\I/Z'Q nde \I/Z'Q nde
i i i i

/\I/i2 n, ds 0

Owiy

0 0 / U,,n,dS
8wa*

k2

/‘111'2 nde \I/iQdeS

Qk Qak
owis owis

Bozki =

0 0
dugy
0 /\Ilende 0
Owey
/\I’il nde \I'“nde
Owiy owgy

Dans cette matrice, les seuls coefficients non nuls correspondent aux colonnes i1, io, i3 et iy4.

8.3.2.5 Pression hydrodynamique

La loi d’état linéarisée (8.45) prend la forme matricielle
0Por = At Cpuy (Baki 0ai + Bakh Otaksp) (8.55)

avec Cp,, une matrice 4 x 12 donnée par

CPak1 CPak1 0 0

Cpak: 0 CPak2 CPak2 0
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ou

n @(pgkp+p:1kp+2q;kp> + * oP

. _ akp de 200 1p akp 9p
Pakp sz;* 14 1 R P
2 pz;kp kap e

Les trois termes de la matrice élémentaire d’une sous-maille

Cpakp Cpalcp 0

correspondent aux trois composantes du tenseur de taux de déformations, dqi1, dog et dio. La
pression hydrodynamique ne dépend que de la variation de volume et pas du cisaillement d’ou
un troisieme terme nul.

8.3.2.6 Déviateur des contraintes

La forme matricielle de I’évolution du déviateur des contraintes (8.46) est
6Sak = At CSak (Baki 5um- + Bakb (5’Uakb) (8.56)

avec une matrice 12 x 12, diagonale par blocs,

4 1y 2 fa
9 c’fi Ga Y clfs} Ga 0
3 VJM 3V
~3PHG, PG, 0 0
far
0 0 v##Ga
= 4 fo 2 fo
Csak dlG, -ZfpRG, 0
3 2 ankg
0 —39G. 3G 0
0 0 PG,

8.3.2.7 Tenseur des contraintes

La forme matricielle de la linéarisation du tenseur des contraintes de Cauchy s’écrit alors

600k = At (Csar — I Cpyy) (Baki 0tai + Bakb Oais)

(8.57)
= At Cur (Baki 0Uai + Bakb Staip) -

Le terme C,j, diagonal par blocs, de dimension 12 x 12, traduit le comportement complet
(pression hydrodynamique et déviateur des contraintes) du matériau « en fonction des vitesses
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des nceuds et a pour expression

* * *
2k a1 T Kok Kokt 0
* * *
2ak1 2ktok T hoarr 0 0
*
0 0 lakl
— * * *
Car = 2k a2 + Koaks Koo 0
* * *
0 k2ak2 2k1ak2 + k2ak2 0
0 0 kfozkﬁ
ou
nk
* __ Y QaRp
lakp — Vo Ga’
kp
8713 pgkp+p;kp+2q;kp * 87P
kx . gkp de < 208k ™ Pakp op _ ZG
2akp ch;o* 1—’_1(1 B 1)8713 3 «
2 p;kp kap de

Le terme I est une matrice permettant d’exprimer la pression hydro-dynamique en terme

de tenseur sphérique et s’écrit

1
1 0
0
I= 1
0 1
0

Cette expression a éliminé toutes références intermédiaires a 0.5 ou a dp.

8.3.2.8 Systéme sous forme matricielle

Apres élimination de 4.5 etdp, les inconnues du systéme matriciel possede comme inconnues
uniquement les vitesses duq; et duqip, les contraintes do .y, et les pressions d’interface dpp;. En
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résumé, il s’écrit

Sug; = 6tM,} > bf; py, (8.58)
leMp

Sug; = 0tM 5! > b opry, (8.59)
leMp

Bl 60ak = by Opry, + by piy, — BhyyOiy V€ Mp,  (8.60)
Bl 001 = —bjy, 0pry — by vt — Bl 0, Vk € M, (8.61)
001 = At Cok (Baki OUai + Bagy Otnrp), Vk € Mp, (8.62)
&Tﬁk = At Cgk (B,Bki (5’0151' + Bﬁkb 5'U'Bkb) , Vk e Mr, (8.63)
(8.64)

bki(duai — (5’11,/31) + bkb(éuakb - 6'U'Bkb) = —bki(uzi - ’U,Z}z) - bkb(u;kb - ’U'Ekb>7 vk € MF. 8.64

8.3.3 Elimination des inconnues du systeme

Nous commencons par éliminer les contraintes dans les équations d’équilibre des nceuds
internes (8.60) et (8.61) en utilisant les équations (8.62) et (8.63) ce qui donne

At BT, Cor (Baki Oai + Bagy Otaiy) =  bly oppy, + bl pi. — BL 0%, (8.65)
At By, Cpi (Bpani 0up; + Bagy Susis) = —biy, 6pry, — by piw — By 05 (8.66)

Introduisons la matrice 2 x 2 de rigidité locale K gbk = ngbCakBakb et la matrice de rigidité
2 x2NI' K gfk = ngbcakBaki- Les deux équations précédentes se ré-écrivent

At K3 Stary = iy 6pry, + by DTy, — Bag 0 — At K 6t (8.67)

Puis nous éliminons les vitesses des noeuds sommets en utilisant leur expression (8.58) et
(8.59) dans les équations des nceuds internes (8.67) et (8.68) et dans la continuité des vitesse
(8.64) pour obtenir pour tout k € My, le systeme

At K Otogy = by 6pry, + bl oy — Blyy oy, — At K2 (StM ] Z bi; opry); (8.69)
1My
At K%I}c Sugky = —biy, Opry, — by Pi — ngb oG — At K%ik (—5tMEil Z bl 5pry). (8.70)
le My

Bk (Do, — Ousis) + bri (M} Z bi; opry + 6tM Ez*l Z b; Opry) = —bri(uh; — uh;) — b (Wi, — usyy,).

leMrp leMr
(8.71)

Enfin, nous éliminons les vitesses des nceuds internes dans 1’équation de continuité des vitesses
(8.71) grace aux expression (8.69) et (8.70) pour obtenir un systéme ne dépendant que des
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pressions d’interface

— * 1 * % —
bk AL b b OPri + bk;b Pri — Engb on — Ko [ 0tM] > b opry

le Mp
1 1 :
—bb * * b —
—br K 5, b b OPry — AL ——biy vy, — Engb o, — Ky, —5tM,3i1 Z bi; opry
le My
+0t by (M + M, ) Z bi; Opry = —bri(uh; — uh;) — bro(wiyy, — usyy,)-
1€ My
(8.72)
Nous regroupons les termes de pressions d’interface pour obtenir finalement apres multiplication
par At :
b (K;};b + K ) BT, Opry + OLAL (b,ﬂ (M;; + Mg;) ~ b (Ka};b KYM_} + K KY, )) S b dpry
1€ My
=bu (K&?b Bly,0%) — KE;?b By, 02k> — Atbyi(ug; —ug;) — Atby (Ui, — ugg,) + iy (K;;c)b + KElgb ) biy i

(8.73)

Cette derniere équation traduit le systeme linéarisé a résoudre exprimé uniquement en terme
de pressions d’interface. Nous rappelons que cette équation s’écrit pour chaque maille mixte.
Les termes qui y apparaissent sont propres a chaque maille exceptés les termes concernant les
vitesses des noeuds sommets (K lc’fk, I Db, u *;) qui eux, englobent tous les degrés de liberté
des noeuds sommets du systeme d’interface.

Le systeme en pression n’est pas symétrique du fait du schéma en temps explicite sur les
nceuds sommets et implicite sur les nceuds internes, mais cette perte de symétrie n’intervient
que sur le terme en Atét ~ At?2.

Le couplage entre les mailles est mis en évidence par ’apparition dans ’équation de la maille
mixte, des pressions d’interfaces des mailles voisines par le terme Z bl dpr;. Ce couplage est

leMr
cependant faible car pondéré par un terme de lordre de At 2.
Notons enfin que I'incrément de pression d’interface dépend de deux termes. Il dépend :
— de la pénétration des matériaux de l'itération précédente par le terme

At by (ug,; — up;) + At brp (U, — Uik,

— du déséquilibre des nceuds internes de l'itération précédente par le terme
brb (Kak Bakbaak K Bﬁkb”ﬁk) + bp (K;’gb + K ) bkprk

Le systeme est a diagonale dominante avec un terme by (K ;,gb + K E,i’b> bfb qui est non-nul

par construction des nceuds internes. A la limite quand At — 0, ce systeme est bien posé si,
dans cette limite, la matrice de rigidité K bk ou K %I}C est définie positive et si by, # 0. Nous
pouvons avoir un probleme si I'interface est proche d’un coin car by, tend vers zéro plus vite
que by;.

A partir de cette équation, nous pouvons assembler le systeme. Sa résolution est réalisée
par une méthode classique de pivot de Gauss. Une maille mixte a un nombre limité de mailles
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mixtes voisines et la largeur de bande de la matrice du systéme est faible. L’élimination de
Gauss tire parti de cette caractéristique lors de la résolution pour augmenter ses performances.

Le pivot de Gauss est une méthode de résolution directe. Le passage & une méthode itérative
permettrait une parallélisation plus facile. Notre méthode est ici écrite et implantée dans un
cadre < séquentiel ». Ce cadre limite la taille des probleme que nous résolvons, le nombre de
mailles mixtes reste assez faible et donc, la taille du systeme d’interface est assez petite. Le
passage a des cas de plus grandes tailles posent des problemes comme le stockage de la matrice
du systeme. Le passage a un stockage de type < matrice creuse > serait alors nécessaire.

8.3.4 Expression des matrices de rigidité
8.3.4.1 Expression de Kgbk

La matrice K% a pour expression K b0 = BL,,CurBarp. En développant les produits
matriciels, nous obtenons un matrice de la forme

bb a cC
Kalc_ (d b)

2 2
a= Z (kgakp + Qkfakp) </8(pknxds> + kfakp </‘pknyds> )

avec

p w?p 60.;1(:;
2 2
b= Z (kékakp + 2kfakp) (/8¢§?de) + ki(akp </(,0§Z%xds> )
p wip Bwkp

c=> (Karp + Kiap) / prn,dS [ n,dsS,
P

{3 ok
&ukp 8wkp

Qx
Bwkp

d=> " (Ksurp + Elakp) /8 kn,dS [ rn,ds.
p “kp

Avec la notation précédente, I'inverse de la matrice K% a pour expression
p ) ok &P p

. bi
8.3.4.2 Expression de K},
La matrice K% a pour expression K b — BT, CBaki- En développant les produits ma-
triciels, nous obtenons une matrice de la forme

aki akig akis akiy

Kb =1(0 --- 0 kb kb kb kb 0 --- 0

avec kg’ki, une matrice 2 x 2

bi a cC
kaki_<d b>
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ou

a = (k3upp + 2K any) /8 orn,dS [Uin,dS + Ko, / ernydS [ W;n,ds,
wg;

Qx a* Qa*
D Bwkp Bwk

b= (K3urp + 2Kianp) / ernydS [ Win,dS + ko, / orn,dS [Wn,ds,
(9 Qx 8 Qux

D Wip Ow a* “kp 80')’3;
C_kap / kg dS [ WinydS + Ko, / prnydS [ Win,ds,
ng; 8wz‘; 8wg;

d= kap/ e, dS [ Win,dS + k5%, /cpknzds W,n,dS.
8wg‘;

Oé* Qx
Ow dwk

8.4 Limitation de I'incrément

Au cours des pas de temps, la fraction volumique de certaines mailles peut étre tres faible, le
saut de contrainte entre les matériaux peut étre grand ou la discontinuité de vitesses normales
peut étre élevée. Dans ces situations, le nceud interne peut étre amené a avoir de grands
déplacements et donc de grandes vitesses pour permettre de respecter toutes les équations en
fin de pas de temps. Les sous-mailles subissent alors une grande compression ou détente en un
seul pas de temps.

La résolution du systeme non-linéaire se fait par itérations de systémes linéarisés. Ces
systemes approchent le comportement du systeme autour de I’état prédit < * >. Lors de grande
variation de la position du nceud interne, I’approximation linéaire peut sortir de son domaine
de validité et la correction d’une itération peut étre trop importante. Dans ces cas, les noeuds
internes peuvent avoir une vitesse trop grande qui les fait sortir de leur maille mixte. La
géométrie du systeme n’a alors pas sens et il n’est plus possible de continuer la résolution du
systeme.

Pour éviter cela, nous limitons I'amplitude de la correction appliquée dans une itération
de lalgorithme I'. Cette limitation s’apparente a une recherche linéaire dans notre méthode
de Newton (Newton with line search). Nous limitons alors le changement de volume des sous-
mailles en une seule itération ce qui permet de rester dans des domaines ou l'approximation
linéaire reste valide et évite ainsi aux nceuds internes de sortir des mailles mixtes.

La résolution du systéme nous donne alors la direction de recherche de la solution et nous
cherchons ensuite la < distance > que nous pouvons parcourir dans cette direction. Apres li-
mitation, la pression d’interface n’est plus suffisante pour maintenir les matériaux en non-
pénétration. La continuité des vitesses n’est donc pas obligatoirement respectée apres la cor-
rection. Lors de l'itération suivante, le nouveau systeme corrige le résidu de la continuité des
vitesses introduit par la limitation de l'itération précédente avec une linéarisation autour du
nouvel état < x >.

8.4.1 Limitation de la correction dans une sous-maille

Nous cherchons donc a limiter la variation des volumes de chaque sous-maille lors d’une
itération. Soit un triangle ABC, son volume est donné par la formule

2Vipe = ||[BANBC|| = (x4 —xB)(yc —yB) — (ya — yB)(xzCc — *B)
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Dans notre cas, nous appliquons une correction de vitesse aux nceuds A, B et C' pendant un
temps At , le volume en fin de pas de temps est donc
QVXEé = (x4 + Atdug — zp — Atdup)(yc + At dve — yp — At dvp)
—(ya + Atdvy — yp — Atovp)(zc + Atduc — xp — At dup),
avec x et y, les composantes du vecteur position z et u et v, les composantes de la vitesse u. Le
volume final ne doit pas passer en dessous d’un seuil limite Vi, et nous cherchons le coefficient
a de limitation de l'incrément tel que
2Wimin < 2V = (w4 — 25 + aAt (dus — dup)) (yo — yp + alt (Sve — dvp))
—(ya —yp + alt (bvg — dvB)) (vc — B + alt (Suc — dup)) .
En développant et regroupant les termes en aAt, la condition précédente devient
2Wnin < 2Vige =2Vige+
aAt ((dua — oup) (yc —yB) + (x4 — xB) (dvc — dvg))
+ (@A)? (buy — dup) (Jve — dup)
—aAt ((0vg — dvp) (xc —xB) + (ya — yB) (duc — dup))
— (@At)? (v — dvp) (buc — dup) .

Nous avons donc un polynéme d’ordre 2 en aAt a résoudre pour obtenir la limitation dans
notre sous-maille

a(aAt)* +b(aAt) +c>0 (8.74)
a =(dus — dup) (dve — dvp) — (dvg — dvp) (duc — dup),
b= ((6ua —dup) (yc —yn) + (xra — xzB) (dvc — dvR))

— ((&JA — (51)3) (x(j — :L'B) + (yA - yB) ((SUC — (5’U,B)) ,
C ZQVA‘(BC — 2Vmin.

Le pas de temps est positif et le coefficient o est un terme positif compris entre 0 et 1. Nous
cherchons alors la plus grande valeur de « assurant le respect de la limitation.

Si le volume est V)5~ est plus petit que le volume minimal, ¢ < 0 et il n’est pas possible
de trouver un incrément assurant le respect de la limitation. Le facteur « est alors nul et le
systeme ne peut plus converger.

Si ¢ est positif, la limitation de l'incrément est la plus petite valeur de aAt, racine de
I’équation (8.74), comprise dans [0, At]. Si les racines de I’équation ne sont pas comprises dans
cet intervalle, aucune limitation ne s’applique. Appelons a; et s, les deux racines de (8.74),
la limitation a a pour expression locale sur la sous-maille wy, déformée a la vitesse u,,,

aakp = max (07 min (mln (a17 0[2) 5 1)) .

8.4.2 Limitation de la correction du systeme

La recherche de cette limitation pour toutes les sous-mailles triangulaires et pour chaque
matériau nous donne alors une limitation g, locale de la correction. La limitation appliquée
a tout le systeme est la valeur minimale de la correction dans les sous-mailles,

Q= Mmin Qgpp.
ak,p

145

CHAPITRE 8



CHAPITRE 8. CONTINUITE PAR MAILLE : MISE EN (EUVRE

Cette limitation est globale sur toute l'interface. Lors de la résolution du systeme non-
linéaire, si une maille est limitée, elle ralentit donc la convergence de toute I'interface. Dans le
pire des cas, si I’état < x > est sur la frontiere du domaine admissible, a peut étre nul et la
convergence du systeme ne peut plus évoluer. En pratique, cela peut arriver lorsque les fractions
volumiques de certaines mailles sont tres faibles. Dans ce cas, la continuité des vitesses n’est
pas respectée en fin de pas de temps mais elle est rétablie par la résolution du systeéme au pas
de temps suivant sur un maillage avec des fractions volumiques différentes. L’écriture d’une
limitation locale permettrait de rendre la résolution du systeme plus robuste.

8.5 Calcul de I’état thermodynamique

Une fois le systéeme résolu et la limitation déterminée, nous obtenons la correction a appli-
quer a la pression d’interface dans chaque maille

Py = Py + adpry.

Nous pouvons ensuite en déduire I'incrément de vitesse des noeuds sommets par (8.58) et (8.59)
et des nceuds internes par (8.67) et (8.68).

La suite de l'itération de notre méthode de Newton se déroule dans le méme ordre que la

phase lagrangienne du schéma classique (voir paragraphe 4.2.4.6). Les positions ggjl
a jour par I’équation (8.8) pour chaque matériau pour calculer géométriquement les nouveaux
volumes V,g;"“. Les densités pgfgpl des sous-mailles sont mises & jour grace aux déformations des
mailles par (8.12). La pseudo-viscosité est calculées par son expression (8.14). Enfin, le nouvel

état thermodynamique des sous-mailles est obtenu en résolvant le systeme (8.16)-(8.17) :

sont mises

n +1
Pa +ng 1 1 At 1 1
el —en 22 P - + (S™H R gt Ry W (8.75)
it == () (G- ) i il -
Paiep = Py - Pty ): (8.76)
complété par I'actualisation du déviateur des contraintes,
n+l _ gqn n+l _ yny( m+th 1 n+1/
iakp = éakp +2G,(t t )(c:lakp2 Str(gak;);). (8.77)

8.6 Critere de convergence de P'algorithme I"

A la fin du calcul de l'état thermodynamique, les valeurs des contraintes estimées g’;

6c . eto* +dc
=akp " =Bkp ' ~=pBkp

gzzpl et ggzpl par la loi d’état. Dans ce cas, les vitesses des nceuds internes et des nceuds sommets

ne sont pas en accord avec leurs équations de quantité de mouvement (8.3)-(8.4) ou d’équilibre

e T
P
lors de la premiere étape peuvent étre différentes des contraintes calculées

146



8.7 Prise en compte des conditions aux limites

(8.5)-(8.6). Nous faisons alors une nouvelle itération en posant :

n+1
wt =P

Lot 2t )
Upg = uﬁ}ﬁ%v
Pk = Ples
Ty, = &Z;H,
Ty = @Z}ilv
o:kkp = Vo?k—;l’
Pokp = Pk
1
g*akp = gz—;ph’
étxkp - érg};’
egkp = 62&1 )
kap - pgzpl :

Puis nous cherchons la correction de pression d’interface qui va permettre de respecter toutes
les équations en résolvant a nouveau le systeme linéarisé.

L’algorithme a convergé si la norme de I'incrément de pression d’interface ||dpp|| est assez
faible,

1/2
[opp|l = Z opry, <e.
ke My
1
En effet, nous avons alors bien dans ce cas, & la limite quand ¢ — 0, ¢"! = ¢* et gnf f— uwt .
=akp =akp 1073 at

8.7 Prise en compte des conditions aux limites

Le calcul des vitesses étant implicite, les conditions aux limites doivent étre prises en compte
lors de la résolution du systeme. Remarquons d’abord que les conditions aux limites s’appliquent
sur le bord du domaine et n’affectent donc jamais les nceuds internes.

Comme dans le chapitre précédent, nous considérons les conditions aux limites de type
Dirichlet

U (t) - mgi (1) = ¢i(t), Va,Vi € Ng.

'l

Si nous supposons que les vitesses u,,; respectent déja les conditions aux limites, nous pouvons
écrire

(il = i) 2 = 0. (8.78)

Nous pouvons ré-écrire 1’équation de dynamique des noeuds sommets (8.3)

n+lh  ~

U . — U

maiw57t% - Z ka/ W, npdS
keM;NMrp i
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en décomposant selon la normale et la tangente a la condition aux limites ce qui donne

M 41 ~ 41 ~
T?Z ((uZz & —Eai) SN N + (uﬁz & —Eaz) 2 Edi) =

Z prk/ U, npdS | - nging + Z ka/ UinpdS | - gty

ke M;NMp keM;NMp
En utilisant (8.78), la prise en compte des conditions aux limites nous permet d’écrire

1
JHE g

moitei ot _ [ 5, / Ui npdS | -ty iy, (8.79)
ke M;NMrp

ce qui peut également s’écrire sous la forme

Uy,
mglmif (tg @tg) - Z p?Zlnr /" U;dS, Vo,Vie NgN Nr.
keM; k

Cette derniere équation remplace 1’équation de la dynamique du nceud (8.3) si le noeud est
soumis a une condition aux limites. Dans I’écriture matricielle de notre systeme, la modification
de cette équation se traduit par la modification de la matrice de masse élémentaire des noeuds
soumis a une condition aux limites

1 / M 0
0 1 / Mai
pour lui donner la forme
1/me; 0 Ty — DdyTde
. . ot = Mai Mai
(édz ® tdz) 0 l/mai  MdyNda %
Mai Mai

Sous cette forme, nous faisons apparaitre que la prise en compte de la condition aux limites
revient a augmenter la masse du nceud dans la direction normale de la condition aux limites. En
augmentant la masse dans une direction, nous limitons son déplacement dans cette direction.

Nous avons supposé que les vitesses prédites @, respectaient les conditions aux limites, nous
prenons donc soin d’appliquer les conditions aux limites avant de résoudre le systeme implicite.
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Nous présentons dans ce chapitre, différents cas tests pour valider notre méthode. Pour cela,
nous comparons les deux variantes de notre schéma et les confrontons lorsque cela est possible
avec le schéma ALE présenté lors du chapitre 4 utilisant une vitesse moyenne ou avec un schéma
lagrangien avec une méthode de glissement classique < lagrangienne >. Nous étudions différents
cas :

— le premier est la rotation d’un disque, permettant d’étudier un cas de glissement pur;

— le second est un tube a choc 1D, présentant le comportement de l'interface dans sa

direction normale ;

— le troisieme et le quatrieme couplent ces deux effets. D’abord, nous étudions un choc

circulaire dans un gaz et transmis a un solide puis un glissement entre solide sous choc.
Dans ces cas, nous nous intéressons tout particulierement aux discontinuités de vitesses dans
le domaine ainsi que le comportement en terme de pression et contrainte de 'interface.

Pour des raisons de simplicité de comparaison, les schémas ALE utilisés dans ce chapitre
(vitesse moyenne, continuité par noeud, continuité par maille) projettent toutes les grandeurs
sur le maillage initial a chaque pas de temps. Nous avons alors des schémas équivalents a des
schémas eulériens. Cette situation provoque un diffusion numérique importante des champs
mais facilitent les comparaisons en se placant sur des maillages identiques quelle que soit le
schéma utilisé.

9.1 Rotation d’un disque

9.1.1 Description

Le premier cas auquel nous nous intéressons est un cas de glissement pur. Ce test permet
dans un premier temps de vérifier que notre méthode peut prendre en compte une discontinuité
de vitesse ainsi que le glissement entre deux matériaux méme si I'interface est située a 'intérieur
des mailles.

Un disque en aluminium de 0,25m de rayon est en rotation dans un support constitué du
méme matériau (voir figure 9.1 pour la géométrie du systéme). Nous testons ici principalement

FIGURE 9.1 — Disque en rotation : géométrie initiale. La partie verte représente le disque en
rotation et la rouge, le support. Le périmetre extérieur du domaine est encastré.
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9.1 Rotation d’un disque

la discontinuité de vitesse tangentielle a 'interface. Les efforts radiaux se résument aux forces
centrifuges.

Les matériaux sont modélisés par un comportement élastique pour la partie déviatorique
des contraintes et dotés d’un loi d’état de type <« Mie Gruneisen > pour la partie sphérique.
La pression initiale dans le domaine est nulle et le densité de I'aluminium est de 2785 kg/m?.
Le support est encastré sur sa frontiere extérieure. Le disque est initialisé avec une vitesse de
rotation de 628,32 rad.s~! soit 6000 tours/min (figure 9.2) et la simulation dure 10ms. Nous
avons une hypothese de glissement parfait. A la fin de ce temps, le disque doit avoir toujours
la méme vitesse et aura donc réalisé un tour complet.

y
[]
J
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/]
4
0"
92,

TRELR
ST
AL S ST
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BEnimasessN"/ cosassionl
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B e AN SS el
eSS gy,
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FIGURE 9.2 — Disque en rotation : vitesse initiale. A Dinstant initial, le support est au repos et
le disque a une vitesse de rotation (Pour plus de lisibilité, la vitesse n’est représentée que sur
quelques neeuds du maillage.).

Plusieurs niveaux de raffinement de maillage sont testés (voir figure 9.3) pour les deux
variantes, i.e. la continuité par noeud et par maille :

1. 12 éléments le long d’un rayon, 48 le long du périmetre,
2. 20 éléments le long d’un rayon, 80 le long du périmetre,
3. 40 éléments le long d’un rayon, 160 le long du périmetre.

Dans tous les cas, l'interface se situe a l'intérieur d’'une bande de maille faisant le tour du
disque.
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FIGURE 9.3 — Disque en rotation : niveaux de raffinement testés. Trois niveaux de raffinement
du maillage sont testés. Ils seront numérotés de 1 a 3 en allant du plus grossier au plus fin.
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9.1 Rotation d’un disque

9.1.2 Résultats et interprétations

Vitesse de rotation du point 0.125;0 (écart par rapport a la vitesse initiale en pourcentage)
10

Maille 1
Maille 2 -~
Maille 3 ——
Noeud 1
Noeeud 2

’ Neeud 3 ~

Ecart 0 :
” \/\/\fw\,_\ __________________________
-10 | |
0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01
Temps

FIGURE 9.4 — Disque en rotation : vitesse de rotation. La vitesse du point (x=0.125; y=0) pour
les deux variantes (noeud et maille) ainsi que les 3 maillages (1, grossier ; 2, moyen ; 3, fin) sont
représentés sur le graphe. Des oscillations apparaissent a cause d’effet radiaux dus a la mise en
rotation instantanée du disque. Méme si la vitesse de rotation n’est pas la vitesse de rotation
initiale, le disque continue son mouvement de corps rigide avec peu ou pas de ralentissements.

La figure 9.4 présente la vitesse de rotation d’un point situé au milieu du rayon du disque
(coordonnées z = 0,125; y = 0) pour les deux variantes et les différents maillages.

Nous avons au début de la simulation une phase transitoire ou le systéme se met en équilibre.
En effet, le disque est mis instantanément en rotation a l'instant initial. Des forces centrifuges
apparaissent et créent des ondes mécaniques dans le disque et dans le support. Elles sont la
cause des oscillations que nous pouvons voir dans la vitesse de rotation (figure 9.4). Ces ondes
peuvent s’observer en regardant la vitesse radiale du méme point (z = 0,125 ; y = 0)(figure 9.6).
Lorsque la taille des mailles diminue, ces effets sont mieux décrits et leur dissipation est moins
importante d’ou une amplitude d’oscillations plus grande lorsque la taille des mailles diminue.
Ceci explique également la phase transitoire plus longue avec un maillage plus fin. Notons tou-
tefois que la vitesse radiale qui apparait reste faible (~ 0,8m.s~!) devant la vitesse orthoradiale
(= 75m.s~1).

Un ralentissement de la rotation du disque peut étre observé. Cela s’explique par une
diffusion de la quantité de mouvement lors des phases de projections et par une transmission
de quantité de mouvement au support dans la direction radiale. Cette transmission est plus
importante avec la continuité par maille car elle écrit 1’équilibre des contraintes. Nous avons
donc un ralentissement plus important avec la continuité par maille. Ce ralentissement diminue
lorsque nous raffinons le maillage et la continuité par maille donne finalement de meilleurs
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Energie cinétique du disque

3.5e+06 T T
306 | e
2.5e+06
2e4-06
Energie cinétique
1.5e+06
le406 Maille 1 0
Maille 2 -~
500000 Maille 8 —— |
Neeud 2
0 Noleud 3
0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01

Temps

FIGURE 9.5 — Disque en rotation : énergie cinétique du disque. L’énergie cinétique du disque
permet de suivre la rotation du disque au cours du temps. La diminution de 1’énergie cinétique
peut venir de la transmission de quantité de mouvement au support ou de dissipation de
I’énergie cinétique lors de la projection de la quantité de mouvement.

résultats avec le maillage le plus fin. Elle présente moins oscillations car la contrainte de vitesse
est écrite en moyenne et est moins sensible a la discrétisation du systeme.

Avec toute ces variantes, la rotation du disque se maintient méme si la vitesse de ro-
tation finale est plus faible que celle théorique. La différence de palier s’explique par une
différence d’équilibre des contraintes dues au force centrifuge. Ces différences proviennent d’une
discrétisation différente du domaine et d’un comportement en pression différent pour les deux
méthodes.

L’énergie cinétique du disque au cours du temps (figure 9.5) confirme les observations faites
sur les vitesses. L’énergie cinétique du disque connailt une phase transitoire et atteint un état
d’équilibre ou elle reste constante ou bien avec une diminution lente.

D’un point de vue temps de calcul, la continuité par nceud est meilleure. Pour le maillage
le plus grossier, le temps moyen pour un pas de temps est de 0, 12s alors qu’il est de 0, 18s pour
la continuité par maille. La continuité par maille donne donc de meilleurs résultats mais est
plus cotiteuse en terme de calcul.
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9.1 Rotation d’un disque

a) Continuité par nceud : Vitesse radiale du point 0.125 ;0

0.8

0.6 |

o4 FIMEHE o

0.2

Vitesse 0 ' A A‘ I
\ UV VU

-0.2

0.4 HIHE A

-0.6 : Neeud 3 -
Neeud 2
Neeud 1 ——

-0.8 !

0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01
Temps
b) Continuité par maille : Vitesse radiale du point 0.125 ;0

0.8

0.6

0.4 H{}

0.2 :

Vitesse 0 § f\VA AVAV/VW\/\N\/\/\/\/WWV\W

-0.2

-0.4

-0.6 - Maille 3 .
Maille 2
Maille 1 ——

-0.8 .

0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01
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FIGURE 9.6 — Disque en rotation : vitesse radiale. La vitesse radiale d'un point du disque
nous montre les compressions et détentes que connait le disque au cours du temps. Ces effets
sont dus a la mise en rotation instantanée du disque a ¢t = 0. Ils sont mieux décrit lorsque
le maillage se raffine, expliquant ainsi leur dissipation plus lente pour les cas les plus fin. La
continuité par maille équilibre les contraintes et impose la continuité en moyenne ce qui dissipe
plus rapidement les oscillations.
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9.2 Piston 1D

9.2.1 Description

Le deuxieme cas que nous étudions est un tube a choc dans lequel nous plagons un piston
solide. Une choc est initialisé dans un gaz (noté < gazl > sur la figure 9.7), il se propage et
vient mettre en mouvement le piston.

Geometrie

Piston

FIGURE 9.7 — Piston 1D : géométrie. La partie rouge ou bleue représente le gaz autour du
piston. La partie verte est le piston solide.

Ce cas nous permet d’étudier le passage d’un choc a l'interface dans un cas simple. Ici,
le systeme a une géométrie 1D et il n’y a pas de glissement a l'interface. Nous testons donc
uniquement le comportement des matériaux et de I'interface dans la direction normale a celle-ci.

Le tube a une longueur de 1m et une largeur de 0.1m. Le piston est placée au milieu du
tube et a une épaisseur de 10cm. Sur toute la frontiere du domaine de calcul, des conditions
aux limites équivalentes a un mur sont imposées. La vitesse normale au bord du domaine est
imposée a zéro alors que la vitesse tangentielle le long du bord est laissée libre.

La loi d’état choisie pour le gaz est une loi de gaz parfait. Le choc est initialisé dans le gaz
a labscisse z = 0,25 (voir figure 9.8) de la maniére suivante :

Etat gauche | Etat droit
Densité p = 50 kg/m? 1 kg/m?
Pression p = 10% Pa 10° Pa
Vitesse u = 0m.s ! 0ms~!

Le piston est modélisé par un aluminium ayant un comportement élastique pour la partie
déviatorique et doté d’une loi de type <« Mie Gruneisen > pour la partie sphérique avec une
pression hydrostatique initiale de 10° Pa. Sa densité est de 2785 kg/m?. Le temps de simulation
est de 2ms.

De nouveau, plusieurs niveaux de raffinement sont étudiés pour nos deux variantes :

1. 101 éléments dans le sens de la longueur, 3 dans la largeur,
2. 201 éléments dans le sens de la longueur, 6 dans la largeur,
3. 501 éléments dans le sens de la longueur, 10 dans la largeur.

Ces cas sont comparés aux résultats d’une simulation lagrangienne 1D finement discrétisée
(2000 éléments) servant de référence et a une simulation ALE 2D utilisant une vitesse moyenne
avec le maillage le plus fin (501 x 10 éléments).
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a) Pression initiale.

PRESSION

1.000e+08
9.584e+07
9.168e+07

8.751e+07
8.335e+07
7.919e+07
7.502e+07
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6.670e+07
6.254e+07
5.838e+07
5.421e+07
5.005e+07
4.589%e+07
4.172e+07

| 3.756e+07
3.340e+07

a) Densité initiale.

L R
3907
888

FIGURE 9.8 — Piston 1D : conditions initiales. Le choc est initialisé dans le gaz au quart du
tube. La pression entre le piston et le gaz est a 1’équilibre a l'instant initial.

9.2.2 Résultats et interprétations

Les graphes de la figure 9.9 présentent la vitesse le long du domaine en fin de simulation. Les
solutions des méthodes ALE (vitesse moyenne, continuité par nceud et par maille) présentent
des différences par rapport a la solution de référence de la méthode lagrangienne. Pour avoir
des simulations plus facile & comparer, nous imposons aux 3 méthodes ALE de projeter les
champs sur le maillage initial a chaque pas de temps. Nous avons ainsi des schémas équivalents
a un schéma eulérien mais cette situation provoque une diffusion des champs a chaque pas de
temps. Les différences entre la solution de référence lagrangienne et la solution des schémas
ALE proviennent de la diffusion numérique lors des phases de projection que nous avons quelle
que soit le schéma ALE utilisé. La diffusion est plus importante dans les zones de choc, ou
le gradient de vitesse est élevé. Le choc est ralentit et, a un temps donné, sa position est
donc décalée entre les schémas (abscisse x = 0,4 sur la figure 9.9). Notons qu’un raffinement
supplémentaire du maillage des schémas ALE devrait faire tendre les solutions des méthodes
ALE vers la solution de la méthode lagrangienne.

Le détail du champ de vitesse autour du piston est présenté par la figure 9.10. La continuité
par nceud ne retrouve pas la méme vitesse pour le piston en fin de simulation. De plus, elle
présente des oscillations qui n’apparaissent pas avec la continuité par maille. Le schéma avec
continuité par maille améliore les résultats grace a I’écriture de I’équilibre des contraintes entre
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le piston et le gaz. Ce schéma ne présente pas d’oscillations du champ de vitesse dans le piston
et retrouve bien la vitesse du piston obtenue avec la méthode lagrangienne.

L’erreur par rapport a la solution du schéma lagrangien est présentée figure 9.11 et confirme
les remarques précédentes. La continuité par nceud n’obtient pas la méme vitesse de piston et
a une erreur importante alors que la continuité par maille obtient la bonne solution. L’erreur
de cette derniere tend vers 0 lorsque nous raffinons le maillage et la solution convergence bien
vers la solution du schéma lagrangien. Notons que les oscillations de 'erreur avant I'interface
(abscisse z < 0,845) sont dues en fait a la solution lagrangienne (voir la solution du schéma
lagrangien sur la figure 9.10). Dans cette zone, le gaz est comprimé et le nombre de mailles
est important. Les schémas ALE conservent des mailles fixes. Le nombre de maille dans cette
zone est donc plus faible et la diffusion lors des phases de transport, plus importante. Cette
diffusion permet de lisser les oscillations que nous obtenons avec le schéma lagrangien.

D’un point de vue temps de calcul, le schéma ALE classique a un temps moyen, pour une
itération, de 0,19s. Pour le méme maillage, la continuité par nceud a un temps d’itération
de 0,22s alors que la continuité par maille a un temps d’itération moyen de 0,31s. Comme
pour le cas précédent, le schéma < continuité par maille > met donc environ 50% de temps
supplémentaire par rapport a la variante par noceud.
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a) Continuité par neeud : vitesse le long de I'axe Ox

Neeud 1

Neeud 2

Neeud 3

Vitesse moyenne
Lagrarllgien

0.2

0.4

Abscisse

0.6
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b) Continuité par maille : vitesse le long de 'axe Ox

Maille 2 -

Maille 3 ——
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FIGURE 9.9 — Piston 1D : vitesse selon la direction Ox dans le domaine en fin de simulation. La
diffusion lors des phases de projection des schémas ALE diffuse le champ de vitesse et ralentit la
propagation des chocs. La position de la discontinuité de vitesses est donc décalée par rapport
a la solution du schéma lagrangien.
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a) Continuité par neeud : vitesse le long de I'axe Ox

305 T T T T T T T
300 t -
205 | I
290 t 8
285 | f |
280 | / :
Vitesse
275 + .
270 .
265 g
Neeud 1
260 Neeud 2 7
Neeud 3
255 Vitesse moyenne T
Lagrangien
250 1 1 1 1 1 1 1
0.8 0.82 0.84 0.86 0.88 0.9 0.92 0.94
Abscisse
b) Continuité par maille : vitesse le long de 'axe Ox
305 T T T T T T T
300 t S &
295 ———
200 | e ."’-\.\_
285
Vitesse
280 .
275 g
270 Maille 1 - .
Maille 2 -~ :
265 ) Maille 3 —— _
y Vitesse moyenne :
/ Lagrangien
260 1 1 1 1 1
0.8 0.82 0.84 0.86 0.88 0.9 0.92 0.94
Abscisse

FIGURE 9.10 — Piston 1D : vitesse selon la direction Ox dans le domaine en fin de simulation
(zoom aux alentours du piston). La continuité par nceud présente des oscillations et n’obtient
pas la méme vitesse de piston que le schéma lagrangien. La continuité par maille, quant a elle,

obtient de meilleurs résultats et permet d’obtenir une vitesse correcte du piston.
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a) Continuité par nceud : erreur relative par rapport a la solution lagrangienne de référence (en pourcentage)

10 T T
Noeud 1
9l Noeud 2
Neeud 3
8 Vitesse moyenne
7
6
Erreur 5
4 + i
3
2 )
1 /A\ / /’A\ P -
A f/‘ ! \7—7——777,,,,\\\\ —
0 V \ \'\'\,\\\ _
0.8 0.82 0.84 0.86 0.88 0.9 0.92 0.94
Abscisse

b) Continuité par maille : erreur relative par rapport a la solution lagrangienne de référence (en pourcentage)

9 T
Maille 1 -
Maille 2 ==~
81 Maille 3 ——
Vitesse moyenne
7
6
5
Erreur /:
4 i_,.‘
e e et Gt !_j
_________________________ T ,_:;\
T { /

0.86 0.88 0.9 0.92 0.94
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FIGURE 9.11 — Piston 1D : erreur de vitesse dans le domaine en fin de simulation (zoom aux
alentours du piston). La continuité par nocud n’obtenant pas la méme vitesse pour le piston, son
erreur est plus importante. La continuité par maille converge bien vers la solution de référence.
Les oscillations dans le gaz avant le piston (x < 0,845) sont dues aux oscillations de la solution
de référence.
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9.3 Arrivée d’un choc circulaire sur un solide

9.3.1 Description

Le cas suivant est I’étude d’un choc circulaire se propageant dans un gaz et arrivant sur un
solide. Un domaine carré de 1 x 1m est divisé en deux. La moitié gauche est remplie par un
gaz alors que la moitié droite est une solide (voir figure 9.12). Le domaine est maillé par une
grille cartésienne de 300 x 300 éléments.

xz = 0.475

Y

Gaz Mur solide

Disque de gaz
a haute pression

et haute densité \

0 =0.05
z=0,38
y=0,5 O

F1GURE 9.12 — Choc circulaire : géométrie.

Un disque de gaz a de haute pression est placé & proximité du mur (voir figure 9.12). Ce
point crée un choc circulaire qui va mettre en mouvement le gaz. Celui-ci se déplace et glisse le
long du mur. Ce cas permet de combiner la transmission d’un choc dans la direction normale
a linterface avec 'apparition de glissement entre les milieux.

Le gaz est modélisé par une loi de gaz parfait alors que le mur est un acier élasto-plastique
parfait. L’acier est également doté d’une loi d’état en pression de type < Mie Gruneisen .

Des conditions aux limites de mur sont imposées sur les bords de la boite. La vitesse normale
au bord y est imposée nulle et la vitesse tangentielle est laissée libre.

Le mur est initialisé & I’équilibre avec le gaz avec une pression hydrodynamique de 10°Pa. Le
point de départ du choc est un disque de 5cm de diametre initialisé avec une grande densité et
une grande pression. Le gaz est donc initialisé de la maniere suivante en fonction de la position
initiale :

Point de départ du choc | Reste du domaine
Densité p = 129.3 kg/m? 1.293 kg/m3
Pression p = 10° Pa 10° Pa
Vitesse u = 0m.s! 0m.s!

La simulation se déroule jusqu’a un temps ¢t = 45us et nous comparons nos deux méthodes
avec la méthode ALE « vitesse moyenne > et un schéma lagrangien 2D.
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9.3.2 Résultats et interprétations

La figure 9.13 présente la vitesse selon la direction Oy dans le domaine de calcul pour les
4 méthodes. Nous avons un glissement du gaz sur le mur et donc une discontinuité de vitesse
tangentielle a l'interface. La méthode ALE classique ne permet pas le décrire correctement
et la propagation du choc le long de linterface est moins importante (voir I'extrémité de la
< boule > dans le gaz sur les figures 9.13.a et 9.15.a). De plus, une couche limite de gaz im-
mobile apparait a U'interface (figure 9.13.a). Le schéma lagrangien ainsi que nos deux variantes
permettent de décrire cette situation et les 3 schémas donnent des résultats similaires.

Notons que dans le but de diminuer les oscillations qui apparaissent dans le solide lors du
passage de l'interface par le choc, pour le schéma ALE utilisant une vitesse moyenne et pour la
continuité par nceud, une phase de relaxation des pressions dans les mailles mixtes est activée.
En effet, lors d’'une maille mixte avec des matériaux tres différents (comme ici, un gaz et un
solide), l’erreur sur le comportement moyen de la maille mixte est grande et fait apparaitre des
oscillations dans le champ de vitesse du solide. Cette phase permet d’équilibrer les pressions
entre matériaux en ajustant les compressions locales des matériaux par maille mixte et vient
ainsi tenter de corriger la discontinuité de pression qui apparait dans les mailles pour ces
méthodes. Elle diminue fortement les oscillations que nous avons avec ces deux schémas mais
elles restent cependant d’amplitude supérieure a celle obtenue avec la continuité par maille et
avec le schéma lagrangien (voir le champ de vitesse du solide dans la figure 9.13 et les coupes
figures 9.16).

La coupe horizontale (y = 0.65) présentée figure 9.14 met en avant la discontinuité de vitesse
que nous obtenons avec nos méthodes et la continuité des vitesses qu’impose par la méthode
< vitesse moyenne >. Les solutions des trois méthodes ALE coincident dans les zones éloignées
de linterface ce qui s’expliquent par l'utilisation de maillages identiques. Leur différence avec
la solution du schéma lagrangien est due a la diffusion induite par les phases de projection.

La figure 9.15 présente le champ de pression dans une zone autour de l'interface. L’ab-
sence de glissement de la méthode ALE classique ralentit le déplacement du gaz et explique la
différence de position du choc par rapport aux autres méthodes. Une bande de discontinuité
de pression a interface entre le gaz et le solide peut se voir pour la méthode ALE classique
et la continuité des vitesses par nceud. Cette bande est identique pour les deux schémas et
vient du méme traitement en terme de pression des mailles mixtes Les deux autres schémas,
lagrangien et continuité par maille, ont I’équilibre des contraintes entre les matériaux inclus
dans leur formulation et ne présentent pas cette bande. Cette différence de traitement modifie
la transmission du choc dans le solide et donc sa position dans le mur dans la direction normale
a linterface ce qui peut s’observer sur la figure 9.15.

La figure 9.16 présente des coupes verticales de la vitesse horizontale et de la pression dans
le mur & proximité de l'interface (z = 0.5). Pour ces deux coupes, nous pouvons noter que
la continuité par maille permet de retrouver une solution similaire a la méthode de contact
lagrangien. Les phases de projection du schéma ALE a chaque pas de temps provoquent une
diffusion qui diminue les oscillations. La continuité par maille donne au final une solution qui
semble avoir moins d’oscillations que le schéma lagrangien. La continuité par nceud donne des
résultats se situant entre la méthode ALE « vitesse moyenne > et le schéma lagrangien. Elle
fait apparaitre des oscillations plus importantes que la continuité par maille dans les champs
de vitesse et de pression.
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a) ALE, vitesse moyenne. b) ALE, continuité par nceud.

VIY VIIY
2.500e+00 2.500e+00
2.206e+00 2.206e+00
1.912e+00 1.912e+00
1.618e+00 . 1.618e+00
1.324e+00 || 1.324e+00
1.029e+00 1.029e+00
7.353e-01 7.353e-01
4.412e-01 4.4126-01
1.471e-01 1.471e-01
-1.471e-01 -1.471e-01
-4.412e-01 -4.412e-01
-7.353e-01 -7.353e-01
-1.029e+00 -1.029e+00
-1.324e+00 -1.324e+00
-1.618e+00 -1.618e+00
-1912e+00 -1.912e+00
-2.206e+00 -2.206e+00
-2.500e+00 -2.500e+00
6.400e+03 6.400e+03
5.647e+03 5.647e+03
4.894e+03 4.894e+03

- 4.141e+03 4.141e+03
| | 3.388e+03 3.388e+03
2.635e+03 2.635e+03
1.882e+03 1.882e+03
1.129e+03 1.129e+03
3.765e+02 3.765e+02
-3.765e+02 -3.765e+02
-1.129e+03 -1.129e+03
-1.882e+03 -1.882e+03
-2.635e+03 -2.635e+03
-3.388e+03 -3.388e+03
-4.141e+03 -4.141e+03
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-5.647e+03 -5.647e+03
-6.400e+03 -R ANN+N?
¢) ALE, continuité par maille. d) Lagrangien.
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-1.471e-01 -1.471e-01
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-1.324e+00 -1.324e+00
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-3.765e+02 -3.765e+02
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FIGURE 9.13 — Choc circulaire : vitesse dans la direction verticale dans le domaine. Deux
échelles différentes de vitesses permettent de montrer la vitesse du gaz (en rouge) et du solide
(en vert) sur une méme figure. Le schéma ALE <« classique > ne permet pas le glissement du
gaz le long du mur. Elle présente une couche de gaz immobile et une position du choc différente
des 3 autres méthodes.
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a) Vitesse dans la direction Oy le long d’une coupe horizontale & y=0.65
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b) Vitesse dans la direction Oy le long d’une coupe horizontale & y=0.65 (zoom autour de l'interface)
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F1GURE 9.14 — Choc circulaire : vitesse selon 'axe Oy le long d’une coupe a y = 0.65. Dans

la zone avant l'interface (z < 0.475), les trois schémas ALE sont équivalents et obtiennent la
méme solution. Le schéma ALE classique ne peut cependant pas décrire le glissement et la
discontinuité de vitesse. Avec ce schéma, la vitesse est donc continue au passage de l'interface.

Les trois autres schémas autorisent le glissement et obtiennent la méme discontinuité de vitesse
entre le gaz et le solide.
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b) ALE, continuité par nceud.

a) ALE, vitesse moyenne.

¢) ALE, continuité par maille. d) Lagrangien.

F1GURE 9.15 — Choc circulaire : pression dans le domaine. Un zoom autour du choc permet
de montrer des détails du champs de pression. Le cadrage est identique pour les 4 méthodes
ce qui nous permet de comparaison plus facile des différentes variantes. La position du choc le
long de linterface est similaire pour toutes les méthodes sauf pour le schéma ALE classique.
Cela est di au déplacement du gaz qui est ralenti par I’absence de glissement. Dans la direction
normale a l'interface, la position du choc transmis dans le solide est la méme pour ces deux
schémas. Une bande de discontinuité de pression, identique pour le schéma ALE classique et
la continuité par nceud, apparait a l'interface.
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9.3 Arrivée d’un choc circulaire sur un solide

a) Vitesse dans la direction Ox le long d’une coupe verticale a x=0,5
2 T T
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b) Pression le long d’une coupe verticale & x=0,5
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FIGURE 9.16 — Choc circulaire : Coupes verticales & x = 0.5. Ces coupes se situent dans le
mur a proximité de l'interface. Le schéma ALE classique et la continuité par noeud donnent
des solutions similaires alors que la continuité par maille donne une solution obtenue proche de
celle obtenue avec le schéma lagrangien. Les phases de projection des schémas ALE augmentent
la diffusion et permettent, en particulier pour la continuité par maille, d’obtenir une solution

avec moins d’oscillations.
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9.4 Passage d’une interface circulaire par une onde plane

9.4.1 Description

Une sphere d’acier est placée dans un tube d’aluminium (voir figure 9.17). A linstant initial,
la vitesse du bord gauche du tube est imposée, provoquant ainsi la propagation d’une onde de
compression plane. A D'arrivée du choc sur la boule d’acier, 'onde est en partie réfléchie, en

Geometrie

ACIER

FIGURE 9.17 — Onde plane : géométrie et maillage.

partie transmise et un glissement apparait entre les deux matériaux. Ce cas nous permet de
tester le glissement et le contact entre deux solides lors du passage d’une interface oblique par
un choc. Les deux matériaux sont des métaux parfaitement élasto-plastiques dotés d’une loi de
comportement de type <« Mie Gruneisen > pour la partie sphérique.

La vitesse du bord gauche du tube est imposée & 1000m.s~! (voir figure 9.18) alors que
le glissement sur les autres faces du domaine est laissé libre et la vitesse dans la direction
normale est imposée nulle. A Dinstant initial, les matériaux sont au repos avec une pression

Vecteur

1.000e+03
9.583e+02
9.167e+02
8.750e+02

8.333e+02

7.917e+02
7.500e+02
7.083e+02
6.667e+02
6.250e+02
5.833e+02
5.417e+02
5.000e+02
4.583e+02
| 4.167e+02
3.750e+02
3.333e+02

2.917e+02
2.500e+02
2.083e+02
1.667e+02
1.250e+02
8.333e+01
4.167e+01
0.000e+00

FIGURE 9.18 — Onde plane : vitesse initiale.

hydrodynamique de 10°Pa dans tout le domaine. Nous comparons nos méthodes avec un schéma
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lagrangien 2D et la méthode « vitesse moyenne > a un temps ¢ = 99us apres la mise en
mouvement de 'extrémité du tube.

Pour les trois méthodes ALE, le domaine est discrétisé par une grille cartésienne possédant
150 x 60 éléments (voir figure 9.17). La méthode lagrangienne utilise un maillage ayant un raf-
finement équivalent mais possédant une interface entre les matériaux conforme avec le maillage
(voir figure 9.19).

Geometrie

SEiEt

EREEnEEEEEE

ACIER |

H
imEN N AR

FIGURE 9.19 — Onde plane : maillage conforme avec l'interface.

9.4.2 Résultats et interprétations

ACIER

FIGURE 9.20 — Onde plane : coupe du domaine. La ligne noire précise la position de la coupe
sur laquelle sont tracées les vitesses de la figure 9.23.

Les figures 9.21 et 9.22 présentent les vitesses obtenues avec les différents schémas selon
I'axe Ox et Oy dans le domaine de calcul. Nous pouvons observer que la méthode ALE classique
présente, autour de l'interface, une couche limite ou les matériaux ont la méme vitesse. Nos deux
méthodes, a l'instar de la méthode lagrangienne, permettent le glissement entre les matériaux
et présentent une discontinuité nette de vitesse a 'interface.

Cette discontinuité de vitesse est également illustrée par la figure 9.23 présentant une coupe
horizontale du champs de vitesse dans le domaine & y = 0.4 (voir position de la coupe sur
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la figure 9.20). Dans les zones éloignées de l'interface, les solutions des différentes méthodes
coincident mais, aux alentours de l'interface, la soudure de linterface de la méthode ALE
< vitesse moyenne > impose une vitesse continue et ne permet pas d’obtenir la solution obtenue
par le schéma lagrangien. Les deux variantes de continuité par nceud et par maille obtiennent
une cinématique correcte.

Le champ de pression dans le domaine peut étre observé sur la figure 9.24. La déformation
autour de l'interface pour la méthode ALE classique est la méme pour tous les matériaux.
Le comportement des matériaux étant différents de chaque coté de l'interface, la pression
des matériaux en réponse a la méme déformation est différente. Nous pouvons donc voir une
discontinuité de pression a l'interface. La figure 9.25 présente plus en détail la pression et les
discontinuité qui apparaissent autour de l'interface en fonction de la méthode utilisée. Cette
discontinuité peut également s’observer avec la continuité par nceud. Son amplitude est toutefois
plus faible car la déformation des matériaux est la méme uniquement dans le direction normale
a l'interface. La continuité par maille et la méthode lagrangienne écrivent un équilibre des
contraintes a l'interface. Le champs de pression obtenu est équilibré entre les matériaux a
Iinterface.

Les problemes dus a 'iso-déformation des matériaux dans les mailles mixtes peuvent aussi se
voir sur le déviateur des contraintes. La figure 9.26 présente le cisaillement dans les matériaux
par le tracé de la composante de S;, du déviateur des contraintes dans ’ensemble du do-
maine et la figure 9.27 montre le détail de ce champ autour de l'interface. Pour le schéma
ALE <« vitesse moyenne >, la vitesse unique soude les matériaux ensembles et impose le méme
cisaillement moyen pour tous les matériaux autour de U'interface. Nous avons alors une bande
ou la contrainte de cisaillement est nulle. Cette bande n’est pas physique. En effet, les deux
matériaux devraient glisser I'un sur 'autre et se déformer dans des directions opposées. Les
matériaux devraient étre en cisaillement dans des directions différentes et la composante Sy,
devrait changer de signe au passage de 'interface. La continuité par nceud permet de mieux
décrire ce cisaillement que le schéma classique. Ces déformations sont dans la direction tan-
gentielle a 'interface et l'iso-déformation des matériaux n’affecte que la direction normale a
I'interface. Remarquons que cette méthode fait apparaitre des oscillations dans le champ de
contrainte (voir figure 9.27.b). La continuité par maille donne de meilleurs résultats et permet
d’obtenir une solution proche du schéma lagrangien. La discontinuité de cisaillement au pas-
sage de l'interface est nette et ce schéma fait apparaitre beaucoup moins d’oscillations que la
continuité par nceud.
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9.4 Passage d’une interface circulaire par une onde plane

a) ALE, vitesse moyenne.

b) ALE, continuité par nceud.

¢) ALE, continuité par maille.

d) Lagrangien.

848e+02
360+0;

80e+0;

I e
0.000e+00

FIGURE 9.21 — Onde plane : vitesse selon Oz dans le domaine pour les différentes méthodes.
Le schéma ALE classique fait apparaitre une couche limite dans le champ de vitesse alors que
les 3 autres schémas présentent un discontinuité de vitesse et un glissement a l'interface.
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a) ALE, vitesse moyenne.

¢) ALE, continuité par maille.

FIGURE 9.22 — Onde plane : vitesse selon Oy dans le domaine pour les différentes méthodes.
Le schéma ALE classique fait apparaitre une couche limite dans le champ de vitesse alors que
les 3 autres schémas présentent un discontinuité de vitesse et un glissement a I'interface.
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Vitesse dans la direction Ox le long de la coupe
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FIGURE 9.23 — Onde plane : vitesse le long de la coupe horizontale a y = 0,4 (figure 9.20). Le
schéma ALE classique ne permet pas d’obtenir la méme solution que le schéma lagrangien. La

continuité par nceud et par maille, permettent, quant a eux, de retrouver la cinématique du
gaz obtenue avec le schéma lagrangien.
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a) ALE, vitesse moyenne.

b) ALE, continuité par nceud.

¢) ALE, continuité par maille.

d) Lagrangien.

4649409
3719409
2789409
1860e+00
9.296e+08

FI1GURE 9.24 — Onde plane : pression dans le domaine pour les différentes méthodes. Autour
de l'interface, les schémas ALE vitesse moyenne et continuité par nceud font apparaitre des
discontinuités de pressions absentes avec la continuité par maille et le schéma lagrangien.
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9.4 Passage d’une interface circulaire par une onde plane

a) ALE, vitesse moyenne. b) ALE, continuité par nceud.

¢) ALE, continuité par maille. d) Lagrangien.

FIGURE 9.25 — Onde plane : pression dans le domaine pour les différentes méthodes. Un zoom
autour de I'interface permet de montrer plus en détail les discontinuités de pression qui peuvent
apparaitre a 'interface.
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a) ALE, vitesse moyenne.

FIGURE 9.26 — Onde plane : composante S, du déviateur des contraintes dans le domaine
pour les différentes méthodes. La bande d’iso-déformation du schéma ALE classique ne permet
pas d’obtenir le discontinuité de cisaillement que nous avons lorsque les matériaux glissent I'un
sur lautre a l'interface. La continuité par nceud obtient un saut dans le champ de contrainte
mais fait apparaitre des oscillations. La continuité par maille permet finalement d’obtenir une
solution proche d’un schéma avec contact lagrangien.
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9.4 Passage d’une interface circulaire par une onde plane

a) ALE, vitesse moyenne.
R

NN

c) ALE, continuité par ma
m—— N

N\ | \ N N
N
N { NS
N

FIGURE 9.27 — Onde plane : composante S, du déviateur des contraintes dans le domaine pour
les différentes méthodes. Un zoom autour de 'interface permet de montrer les discontinuités
de cisaillement qui peuvent apparaitre a l'interface et de comparer les résultats obtenus avec
les différents schémas.
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9.5 Conclusion

Nous avons montré, a travers différents cas tests, que les deux variantes de notre méthode
permettent bien de prendre en compte une discontinuité de vitesse entre les matériaux. Comme
avec un algorithme de contact lagrangien, avec les deux discrétisations de la pression d’interface,
notre méthode permet de prendre en compte le contact entre les matériaux : les efforts normaux
sont transmis a travers l'interface et le glissement entre matériaux est laissé libre.

Les résultats en termes d’effort autour de 'interface sont meilleurs avec le schéma utilisant
une continuité par maille. En effet, la continuité par nceud est, au final, une discrétisation
purement cinématique du contact alors que la continuité par maille utilise le nceud interne
dans les mailles mixtes pour écrire I’équilibre des contraintes a l'interface.

Notre méthode et ses deux variantes sont basées sur le formalisme ALE. Elles souffrent
également des mémes défauts que la version < vitesse moyenne . Le principal étant la diffusion
numérique des champs. Le mouvement de la matiere est différent de celui du maillage et la
phase de transport doit obligatoirement étre effectuée a chaque pas de temps. Un choix adapté
de critere de régularisation de maillage et un remaillage moins important permettraient de
profiter au mieux des avantages de ce formalisme tout en limitant la diffusion numérique. Cet
aspect n’a pas été traité ici pour pouvoir comparer plus facilement les différentes méthodes. De
la méme maniere, nous avons choisi de mailler le domaine par une grille cartésienne. Choisir un
maillage respectant mieux les interfaces permettrait d’avoir une meilleure description de cette
derniere et améliorerait les résultats.

La continuité des vitesses écrites par nceud est plus simple et performante en terme de cott
de calcul mais fait apparaitre des oscillations de vitesses et de contraintes dues a ’absence
d’équilibre des contraintes entre les matériaux. Ces oscillations s’atténuent lorsque nous dimi-
nuons le pas de temps. En effet, dans ce cas, nous effectuons un nombre de pas de temps plus
important et donc un nombre de projections plus important ce qui tend a relaxer les contraintes
entre les matériaux. La seconde variante, la continuité par maille, n’a pas ce probleme puisque
I’équilibre des contraintes entre les matériaux est compris dans cette formulation. Cela donne
un comportement plus physique de 'interface. Les résultats sont donc meilleurs mais au prix
d’un systeme a résoudre et d’'un temps de calcul plus élevé.
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Chapitre 10

Conclusion générale

Lors de cette these, nous avons écrit une méthode permettant de prendre en compte le
glissement entre matériaux dans le cas de simulations ALE ou eulérienne mono-blocs. Apres
avoir présenté le cadre général de I’étude au niveau continu dans le chapitre 2, nous avons
introduit la formulation ALE utilisée et le cadre général de la discrétisation du systéeme dans
le chapitre 3.

Nous avons présenté les difficultés que pose la gestion de plusieurs matériaux et de leur
interface ainsi que les différentes approches possibles pour prendre en compte les interac-
tions entre les milieux dans le chapitre 4. Les approches mono-domaines avec interface < non
conforme > présentent plusieurs avantages dont celui de pouvoir prendre en compte une in-
terface de complexité arbitraire. La méthode classiquement utilisée est présentée en deuxieme
partie du chapitre 4. Elle enrichit les grandeurs thermodynamiques par matériaux sans enrichir
le champ de déplacement ni le champ de vitesse. Ceci aboutit a la soudure des matériaux entre
eux et ne permet de prendre en compte le glissement a l'interface. De plus, en fonction de
I’hypothese faite pour le comportement des mailles mixtes, cette approche gomme localement
toute différence de comportement des matériaux en présence.

Pour notre méthode, nous avons donc commencé par enrichir le champ de vitesse en
définissant un champ par matériau dans le domaine de calcul. Cet enrichissement est présenté
dans un contexte général dans le chapitre 5. Il permet d’avoir une discontinuité de déplacement
et de vitesse a l'interface et laisse la liberté aux matériaux de glisser entre eux. Des équations
supplémentaires sont a résoudre a 'interface, en particulier, la vitesse doit avoir un composante
normale continue au passage de l'interface afin d’empécher les matériaux de s’interpénétrer.
Cette contrainte fait intervenir une inconnue additionnelle de pression d’interface — pression
exercée par un matériau sur l'autre et correspondant en fait au multiplicateur de Lagrange
associé a la contrainte cinématique. Cette inconnue est introduite dans le systeme au niveau
continue et doit étre discrétisée en respectant certaines conditions afin d’assurer la stabilité de
la méthode. Deux possibilités de discrétisation de la pression d’interface ont été étudiées et
leurs avantages et inconvénients ont été comparés dans le chapitre 9. Ces deux variantes ont
été implantées dans un code de calcul industriel du CEA ce qui a permis leur validation.

La premiere variante (chapitre 6) utilise une description nodale de la pression d’interface
et de la continuité des vitesses associée. Cette méthode introduit une condensation de la force
permettant de découpler completement les nceuds et permettant d’obtenir une expression simple
des forces d’interface. Ceci simplifie grandement 'implantation de la méthode, la rend robuste
et efficace. Nous avons également montré que la description de l'interface pour la condition de
glissement doit étre traitée avec attention et la discrétisation de sa normale doit étre cohérente
avec la discrétisation des forces nodales dues aux efforts internes afin d’obtenir une orientation
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CHAPITRE 10. CONCLUSION GENERALE

correcte des forces d’interface. La force nodale résultante permet ainsi de préserver les équilibres
et les solutions stationnaires. Cette variante est stable et nous montrons qu’avec un choix
adapté de normes, nous respectons une condition Inf-Sup volumique dans une zone regroupant
I’ensemble des mailles traversées par l'interface. Cette méthode permet le glissement entre
matériaux défini sur un méme maillage mais la condensation de la force a remplacé la continuité
des vitesses normales sur I'interface par une continuité des vitesses normales plus forte, définie
sur une bande d’'une maille d’épaisseur. De ce fait, la compression dans la direction normale
a l'interface est donc la méme pour tous les matériaux de la maille. En particulier, lors d’une
grande discontinuité de compressibilité, a 'interface entre un gaz et un solide par exemple, la
compressibilité du gaz est diminuée lorsque les deux matériaux sont présents dans une méme
maille. Une couche de gaz ayant une faible compressibilité dans la direction normale apparait
alors a l'interface et modifie le comportement du milieu autour de I'interface.

Une seconde discrétisation du multiplicateur de Lagrange est introduite dans le chapitre
7 et améliore ce point. La pression d’interface est alors constante par portion d’interface et
la contrainte de vitesse est imposée en moyenne sur ces mémes portions d’interface. Cette
méthode donne de meilleurs résultats mais elle est plus complexe a mettre en ceuvre. Il faut
ajouter un nceud interne a chaque maille mixte qui enrichit le champ de vitesse et permet de
respecter la condition Inf-Sup, stabilisant ainsi le systeme. Ce nceud interne n’a pas de masse
et sa discrétisation en temps permet d’obtenir un équilibre des contraintes entre les matériaux.
Son déplacement provient d’un équilibre statique et entre en conflit avec le caractere fonda-
mentalement dynamique de la pseudo-viscosité. Il faut donc écrire une formulation adaptée
de la pseudo-viscosité pour ne pas prendre en compte les déformations dues aux nceuds in-
ternes. Enfin, comme pour la premiere variante, la discrétisation des termes d’interface doit
étre fait maniere consistante avec la discrétisation des autres équations du systéme pour pouvoir
préserver les solutions stationnaires.

Cette version couple les nceuds et mailles mixtes autour de 'interface et nous avons alors un
systeme implicite permettant de résoudre le comportement du domaine autour de l'interface.
Ce systeme est non-linéaire du fait des lois d’états employées et sa résolution a été détaillée
dans le chapitre 8. Au cours de la résolution, une limitation de l'incrément du solveur non-
linéaire améliore sa robustesse.

Par la suite, certains aspects de la méthode peuvent encore étre améliorés ou développés,

principalement pour la version < continuité par maille > qui est plus prometteuse :

— la robustesse du systeme pourrait encore étre améliorée en distinguant les mailles ou la
fraction volumique d’un des matériaux est trop faible et en leur appliquant un traitement
adapté ou bien en écrivant une limitation locale de I'incrément lors de la résolution du
systeme. De plus, le probleme du respect de la condition Inf-Sup lorsque la fonction bulle
tend vers 0 sur l'interface se pose encore. Nous avons proposé, dans le paragraphe 7.2, une
piste pour résoudre ce probleme. Le placement judicieux du nceud interne permettrait de
rétablir la stabilité. Les détails de cette solution doivent encore étre étudiés;

— la méthode ne permet pas de prendre en compte un nombre arbitraire de matériaux. Ceci
peut étre traité en utilisant une stratégie similaire a celle utilisée dans la variante < conti-
nuité par nceud >, a savoir, rassembler les matériaux en deux groupes. Le glissement entre
les groupes est résolus par notre méthode comme s’il s’agissait de deux matériaux. Le
comportement des milieux au sein d’un groupe est résolu comme les différents matériaux
d’un cas < vitesse moyenne >. Il faudra alors distinguer certaines mailles devant subir
un traitement particulier : les matériaux d’une maille mixte peuvent n’appartenir qu’a
un seul groupe, ces mailles ne feront pas partie du systeme d’interface de méme que les
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mailles contenant du vide et un seul matériau ;

— le contact unilatéral n’a pas non plus été traité pour la continuité par maille. La gestion
de la perte de contact et du décollement entre les matériaux change la contrainte linéaire
d’égalité des vitesses normales en une contrainte linéaire d’inégalité. Suivant la stratégie
de résolution, apres linéarisation, nous n’aboutissons alors plus a un systeme d’équations
linéaires a résoudre mais a un probleme de complémentarité linéaire (voir [62]). Avec notre
formulation, nous avons ici plus précisément un probleme de complémentarité linéaire
mixte (mLCP, mized Linear Complementarity problem) possédant des algorithmes de
résolution optimisés (voir [59] par exemple).

La physique du systeme pourrait étre étendue en ajoutant des équations supplémentaires
sur l'interface pour prendre en compte d’autres effets, frottement, tension de surface, effets
thermiques, etc. La maniére dont nous avons écrit et implantée notre méthode peut se voir
comment une correction qui vient modifier les grandeurs autour de l'interface et devrait per-
mettre d’étendre la physique du systéme sans trop de difficultés.
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Annexe A

Reconstruction et limitation de
gradients

A.1 Reconstruction de champs linéaires par morceaux

La phase de transport a 'ordre 1 considere des champs constants par maille. En prenant
comme exemple la densité, nous considérons un champ de la forme

p(z) = prxo,(z)
k

ol py, est la valeur moyenne de la densité sur la maille Q0 et xq, (z) est la fonction caractéristique
de cette maille, valant 1 si z € g, 0 sinon.

Pour obtenir ’ordre 2 durant la projection, nous ne considérons plus des champs constants
par maille mais des champs linéaires par maille. Notre champ de densité, toujours pris pour
exemple, va alors s’écrire

p(z) = (pr + Vi - (z — 24)) X0, ()
k
ol Vpy, est le gradient du champ de densité dans la maille Q2 et z; est le barycentre de cette
maille. Ce champ est linéaire par morceaux mais il est discontinu & la frontiere entre les mailles.
La densité pi est toujours la densité moyenne dans la maille 2. En effet, nous avons

/ plz) dV = / (o1 + Viou - (& — 1)) dV = puVi
Q. Q

ce qui permet d’assurer que la projection du champ sur le nouveau maillage sera bien conser-
vative, quelque soit la valeur du gradient Vpy.

A.2 Calcul du gradient

Le gradient dans la maille reste a déterminer car nous n’avons pas d’information sur sa
valeur dans la phase lagrangienne. Il est reconstruit a partir des variations locales des grandeurs
moyennes dans les mailles. Pour cela, nous utilisons la méthode de Dukowicz ([27]). Nous
partons de la remarque que l'intégrale du gradient d’une quantité sur une maille quelconque
est égale a son flux sur le bord de cette maille,

Vo(z) dV = / p(e) ndS.

Qp oy,
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ANNEXE A. RECONSTRUCTION ET LIMITATION DE GRADIENTS

Nous obtenons donc la valeur moyenne du gradient Vpy dans la maille £ par la formule

1
Vor = Z/lbp(x)ndS

be By,

ou Bj est 'ensemble des bras de la maille €, et ou l'intégrale / e dS dénote l'intégrale
ly
curviligne sur le bras b.

Nous noterons pj la valeur de p(x) sur le bras b. Cette densité est considérée constante sur
tout le segment. Elle est déterminée par interpolation linéaire entre les deux mailles voisines
Q. et €; du bras selon la formule

_ lzy — gl e+ |z — il oo
|z —zp| 4z — 2y

Pb

Dans cette expression, les mailles €; de barycentre z;, et ; de barycentre z; ont pour le bras
b comme bras commun et z; est le centre du bras. Finalement, le gradient dans la maille €2, a
pour expression

1
Vpk_% Z/lprLdS

beBy V't

Les grandeurs vectorielles et tensorielles sont projetées composante par composante ce qui
nous ramene au cas d’une quantité scalaire. Le gradient est donc calculé également composante
par composante.

Certains grandeurs ne sont pas projetée directement. Elles sont pondérées par la densité
avant d’étre projetées. C’est le cas de la vitesse u(x) qui est transportée par l'intermédiaire
de la quantité de mouvement (pu)(z) et I’énergie interne spécifique e(x) qui est projetée par
I'intermédiaire de I’énergie interne volumique (pe)(x). Le gradient de ces quantités est calculé en
développant le gradient du produit des deux champs. Le gradient de I’énergie interne volumique
s’écrit donc

V(pe)(z) = Vp(z)e(z) + p(x)Ve(x)

et le gradient de la quantité de mouvement a pour expression
Vipu)(z) = u(z) ® Vp(z) + p(z)Vu(z).

Le gradient des champs pris individuellement est calculé selon la méthode présenté ci-dessus
en notant que pour la quantité de mouvement, la maille considérée est la maille duale A; et
non plus la maille primale .

A.3 Limitation du gradient

Afin de préserver le principe du maximum lors de la projection et d’éviter ’apparition
d’oscillations parasites dans la solution, I'estimation du gradient du paragraphe précédent est
limitée, c¢’est-a-dire que nous approchons en fait le champ par

p@) = (pr+ axVpi - (z - 21)) X0, (2)
k
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A.3 Limitation du gradient

ol py, est la grandeur moyenne dans la maille Qy, Vpy, est le gradient défini comme précédemment
et le parametre oy, est le limiteur de pente propre a chaque maille. Ce terme peut étre déterminé
de plusieurs manieres (voir [79]).

La méthode que nous employons est celle du limiteur MinMod qui consiste a imposer
localement dans chaque maille que le champ

p(x) = px + Vi - (z — zy)

reste dans I'encadrement donné par les valeurs moyennes p; des mailles €2; voisines de 2 afin
de ne pas créer de nouveau maximum local. Le maximum dans la maille doit respecter

p(z) < maxp
et le minimum doit respecter
p(z) = minpy.

La parametre de limitation a donc pour expression

Q) = min <1; max (O; lepk),max (0; lePk>>
PM — Pk Pm — Pk
ou pyur est la valeur moyenne maximale sur les mailles voisines de €,
PIM = mlax Pl

et pim, la valeur minimale

Plm = mliﬂ pL-

Les densités pys et py, sont les valeurs maximales et minimales du champs p(z) dans la maille
avant limitation. Le champ p(x) est linéaire, ses extrema se situent donc sur les noeuds de la
maille.

Les gradients de quantité de mouvement et d’énergie interne volumique sont limités champ
par champ. Ils ont donc au final deux limiteurs Ozi, et a% chacun et ces gradients ont pour
expression

L Vp(z)e(z) + af p(z)Ve(z),
Lu(z) © V() + af p(z) Vu(z).
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Annexe B

Calcul de la normale a ’interface

Comme présenté dans le paragraphe 4.2.1.2, nous reconstruisons l'interface par des seg-
ments. Sa normale est donc constante par maille mixte. Elle peut étre décrite au niveau discret
par le gradient de la fraction volumique dans la maille, c’est-a-dire

nry |V fak

La fraction volumique est une grandeur définie constante par maille. Dans le cadre d’un schéma
décalé, son gradient est naturellement défini pour chaque noeud mais nous avons ici besoin d’une
estimation du gradient par maille. Nous commencons d’abord par définir la fraction volumique
fai des noeuds du maillage. Celle-ci est la fraction volumique du matériau « dans le support
de la fonction de forme du nceud <. Elle s’écrit donc

Z Vakz

. keM;

_72%7

keM;

fozz'

ou M; est I’ensemble des mailles voisines du nceud 7, Vi est le volume occupé par le matériau «
dans la maille 0 et V} est le volume total de la maille .

Le gradient de la fraction volumique nous permet d’écrire un champ de fraction volumique
linéaire dans les mailles mixtes sous la forme

fa(@) = far + Vfak ) (ﬁ_ﬁk)

Comme proposé dans [71], nous prenons un gradient de fraction volumique au sens des moindres
carrés en cherchant le plan permettant de minimiser les écarts quadratiques entre les valeurs
nodales f,; et la valeur du champ reconstruit en ces points et qui a pour expression

fa(z;) = for + Vay - (z; — z4)

avec fqr, la fraction volumique dans la maille € et x;, le barycentre de cette derniére maille.
Le probleme de minimisation a résoudre s’écrit donc

. 2
min I, = Z (fai = fak = Vfay - (z; — 23))" - (B.1)
1€ Ny
Au point minimum, ce probléeme a une dérivée nulle par rapport au gradient. Le point station-
naire que nous cherchons respecte 1’équation
oIy,
avfak

= 0.
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ANNEXE B. CALCUL DE LA NORMALE A L’INTERFACE

En utilisant ’expression de Iy, apres dérivation, nous obtenons

oIy,
OV far

=2 Z (@; — 2p) (fai = far — Vifag - (2 — 23)) = 0.

1€N},

Appelons n; et ny, les deux composantes de V fo, et z; et y; les deux composantes de
xz;, le probleme s’écrit alors sous la forme d’un systeme linéaire & deux inconnues ayant pour
expression, apres simplification par —2,

Z ( - :L'k) (faz fozk) = Ng Z (551 - xk)Q + Ny Z — -Tk; yk)7

1EN} i€ENp 1€Ng
Z (Yi — k) (fai — for) = ns Z (@i — k) (Yi —yk) + 1y Z (yi — Z/k)Q-
iENE i€ENg 1€ N,

L’utilisation d’une notation matricielle nous permet finalement d’écrire I’expression du gradient
de la fraction volumique ce qui donne

> (i — )’ > (i — k) (vi— k)

-1

Z (xi — zk) (foi — fak)

Y fas, = = i€Ny, =N
ak = 2
> (i) (yi—ur) > (Wi —w) > Wi — k) (fai = fak)
1EN, 1€EN}, 1€ N,
(B.2)
La normale a l'interface est alors donnée par la normalisation de ce gradient,
n — _ vfak
o ‘vfak| '

Cas de trois matériaux ou plus

Lorsque nous avons deux matériaux « et (3, la direction de l'interface est définie de maniere
unique car nous avons for + fgr = 1 et par conséquent V fo ), = =V fg,.

Si trois matériaux ou plus sont présents, nous faisons ’hypothese d’une répartition des
matériaux en couches paralleles (voir paragraphe 4.2.1.2). Il nous faut donc une normale
unique dans la maille mais la direction des gradients ne sont plus forcément les mémes. Nous
considérons alors que le gradient le plus grand parmi les matériaux est le plus significatif et le
choisissons comme normale a 'interface dans la maille. Dans le cas d’'un nombre arbitraire de
matériaux, la normale & 'interface dans la maille €, est donc donnée par

mgX(Vfak)

Nrp = -7 _ T
max (V fa,)|

ou les Vf,, sont les gradients de fraction volumique de chaque matériau « présent dans la
maille, calculés comme présenté dans le paragraphe précédent.
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