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Résumé

Le but de ce travail est ’étude des espaces des modules dans le cadre de la géomé-
trie hyperbolique complexe. On a établi ’existence de [’espace des modules des espaces
complexes compacts hyperboliques en considérant des déformations localement triviales
et des déformations équisinguliéres a singularités isolées, ainsi que l’espace des modules
des variétés hyperboliquement plongées.

L’espace des modules des variétés compactes hyperboliques a été prouvé par Brody
[7] et Wright|67].

On donne une preuve alternative dans le cas des variétés en utilisant essentielle-
ment un critére dans un travail de Fujiki [19] pour démontrer qu’un sous-ensemble
analytique dans I’espace de Douady relatif soit propre sur la base.

Fujiki [19] I'utilise pour prouver ’existence de I’espace des modules des variétés
kahlériennes compactes polarisées.

Chacun de nos espaces hyperboliques est “polarisé” par une métrique de Finsler
qui est la métrique de Kobayashi-Royden, elle est intrinséque a la structure complexe
de I'espace.

On utilise un critére trés général pour prouver la représentabilité par un espace de
module grossier des foncteurs analytiques. Ce critére est dit & Schumacher [56], Fujiki
[19] voir aussi Kosarew-Okonek [40] pour une généralisation de ce critére pour des
familles relatives.

Ce critére a été utilisé par plusieurs auteurs pour démontrer I'existence de divers
espaces des modules par exemple Narasimhan-Simha [47] pour démontrer ’existence
de I'espace des modules des variétés a fibré canonique ample mais bien siir sans le
mentionner explicitement, aussi par Schumacher [55] pour ’espace de modules des va-
riétés kihlériennes polarisées et récemment pour les “Framed Manifolds” [57].

L’espace des modules des espaces complexes compacts hyperboliques

Pour passer des variétés aux espaces complexes plusieurs définitions devraient étre



modifiées en particulier la définition de la métrique de Royden Kx qui est définie sur
le fibré tangent. Dans le cas des espaces complexes, elle est définie seulement sur le
cone tangent qui est réduit a zéro pour certaines singularités.

Venturini|65] a définit une famille de métriques (K%)x>; de Kobayashi-Royden en
utilisant 1’espace des jets et il a prouvé que dx la distance de Kobayashi est la forme
intégrée des cette famille de métriques. On donne un critére infinitésimal d’hyperbo-
licité en utilisant ces métriques semblable & celui donné par Royden. Par conséquent,
on montre que la propriété de Landau caractérise aussi ’hyperbolicité dans le cas
des espaces complexes et non seulement dans le cas des variétés [25] ou des espaces
complexes a singularités isolées [14].

Proposition 0.0.1 Soit X un espace complexe.
Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
1. X est hyperbolique

2. X vérifie la propriété de Landau i.e. pour tout p € X, il existe W un voisinage
de p relativement compact et R > 0 tel que :

sup {|f'(0)] f € Hol(A,X) et f(0)e W} <R

Maintenant on passe aux questions de régularité de la métrique de Kobayashi-
Royden, la semi continuité inférieure de Ky est assurée (resp. a travers une déforma-
tion) dés que X est compact hyperbolique (resp. & travers une déformation d’espace
complexe compact hyperbolique).

Kx est semi-continue supérieurement en dehors des lieux singuliers et on montre
que sous I’hypothése de l'existence d’une résolution simultanée des singularités ces
métriques restent semi-continues supérieurement a travers cette déformation équisin-
guliére.

Le critére de représentabilité de Schumacher utilise la théorie de la déformation
dont on fera un rappel dans le chapitre III, il repose sur les deux conditions suivantes :
1. Chaque objet posséde une déformation semi-universelle.
2. Soient X/S et /S deux familles paramétrées alors 'application naturelle pro-
jection
(xx) p:Isomg(X,9) — S est propre.
ot Isomg(X,9)) = UsesIsom (X, Y;) comme espace topologique.
Dans le cas des espaces complexes on sait que :

1. Tout espace complexe compact posséde une déformation semi-universelle, donc
le premier point est vérifié.



2. Pour le deuxiéme point, on montre qu’on a :
p: Bimeg(X,9) — S est propre

Ce deuxiéme point est ’analogue de (**) pour les espaces complexes puisque toute
application méromorphe d’une variété complexe dans un espace hyperbolique compact
est en réalité holomorphe.

Kodama [39] a construit I’exemple d’un espace complexe X, hyperbolique, complet,
normal et irréductible tel que Isom(X) # Bime(X).

Le but c’est de chercher une famille adéquate qui vérifie le critére.

On considére tout d’abord le cas des déformations localement triviales. Grace a un
théoréme du a Kosarew-Flenner[17], on sait que tout espace complexe compact posséde
une déformation localement triviale semi-universelle ensuite on montre que pour tout
espace complexe M et toute famille d’espaces compactes hyperboliques /S, on a :

UsesHol(M,Y;) est compact pour S un voisinage compact
Ceci nous permet de démontrer le ler théoréme principal :

Théoréme 0.0.2 (ler Théoréme Principal) I existe un espace de modules des es-
paces complexes compacts hyperboliques qui représente comme espace de module gros-
sier le foncteur des déformations localement triviales.

Dans la suite on cherche une condition plus faible pour démontrer (**) tout en
conservant le premier point.

Pour répondre & la question (**) on considére les approches suivantes :

(i) En regardant de prés la démonstration de Brody |7] pour prouver que p est
propre dans le cas des variétés, on constate qu’on obtient seulement une application
holomorphe limite fy définie sur X, , la partie réguliere de la fibre distinguée, ceci
nous conduit naturellement & étudier le probléme de prolongement suivant :

Sous quelles conditions une application holomorphe f : X,., — Y se prolonge sur
tout X holomorphiquement ? ot X est un espace complexe et Y est compact hyper-
bolique.

On sait a I'aide d’un exemple (voir Chapitre 2 section 2.2 : Obstructions topolo-
giques aux théorémes de prolongement) qu’un tel prolongement n’existe pas toujours
et on donne des conditions pour que f soit prolongeable.

L’existence de prolongement dépend de maniére essentielle de la nature des singu-
larités de ’espace de départ.

Kiernan|31| a étudié le probléme ot X est une variété et A un sous ensemble ana-
lytique a singularités normales, dans ce cas f est prolongeable sur X mais dans le cas

9



ou X est un espace complexe, il a donné une condition sur la résolution des singula-
rités (dont en général on n’a pas une expression explicite) et sur dx_4 pour prouver
I’existence d’un prolongement holomorphe de f.

On étudie ensuite les obstructions topologiques aux théorémes de prolongement.
En utilisant un lemme d’Urata [63] et Horst[27], on donne une condition nécessaire et
suffisante sur le nombre de composantes connexes pour que f soit prolongeable et on
montre que si f n’est pas prolongeable alors aucun élément de la composante connexe
contenant f n’est prolongeable.

Théoréme 0.0.3 Soit f : X,y —— Y une application holomorphe, x un point sin-
gulier de X et m: X —— V() une résolution des singularités.

f se prolonge holomorphiquement sur X si et seulement si Hol(V (z),Y) et Hol(X,Y")
ont le méme nombre de composante connexes.

Cette approche étudie le prolongement d’une application holomorphe quelconque
de X,., dans Y mais notre application est assez particuliére c’est une limite d’appli-
cations qui sont définies sur les fibres proches.

(ii) le cas équisingulier i.e. il existe une résolution simultanée des singularités, cette
condition d’équisingularité est satisfaite dans le cas par exemple des déformations lo-
calement triviales.

En utilisant le théoréme de factorisation faible des applications birationelles, on
montre que le foncteur résolution simultanée des singularités ne dépend pas de la ré-
solution choisie.

Théoréme 0.0.4 (2éme Théoréme Principal) 1l existe un espace de modules gros-
ster pour les espaces complexes compacts hyperboliques maximales a singularités isolées
qui représente comme espace de module grossier le foncteur des déformations équisin-
qulieres.

On généralise la caractérisation topologique de ’hyperbolicité du a Abate [1] aux
espaces hyperboliquement plongés dans la cas ou ’espace considéré n’est pas d’adhé-
rence compact.

Théoréme 0.0.5 Y est hyperboliquement plongé dans Z si et seulement si pour tout
X un espace compleze, la famille Hol(X,Y') est relativement compacte dans C(X, 7+)

Ici Y désigne I'adhérence de Y dans Z et Y est le compactifié d’Alexandroff.
On définit une hyperbolicité relative en s’inspirant de la caractérisation topolo-

gique de I’hyperbolicité par Abate [1] et le travail d’Ohgai [52]. On montre que si les
fibres sont compactes alors cette notion coincide avec la définition d’un espace fibré
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hyperbolique voir Noguchi [48]. i.e. toutes les fibres sont hyperboliques.
Espace des modules des variétés hyperboliquement plongées

Douady a établi I'existence de 1’espace des modules des applications holomorphes
d’un espace complexe compact X dans un espace complexe quelconque Y i.e. 'espace
Hol(X,Y) et qu’il porte une structure analytique sous jacente de ’espace de Douady
du produit (par le graphe) et que cet espace porte une structure analytique universelle.

SiY est compact hyperbolique alors Hol(X,Y") est un espace complexe compact, ce
dernier résultat nous permet de démontrer certain résultats de finitude en appliquant
le principe du maximum, voir Urata [63].

L’espace des modules des applications holomorphes de X — A dans un espace
hyperboliquement plongé i.e. Hol(X — A,Y) ou Y est hyperboliquement plongé dans
Z, X étant une variété compacte et A est un diviseur dans X & croisements normaux
a été étudié par Noguchi [50], il a prouvé que c’est un ouvert de Zariski dans un sous
espace analytique compact de Hol(X, Z) et que l'application évaluation de X — A
dans Y se prolonge en une application holomorphe de X x Hol(X — A,Y) dans Z,
ladhérence considérée ici est dans Hol(X, Z) .

Cet espace peut-étre considéré comme une version “non compacte” de I'espace des
modules des applications holomorphes établie par Douady.

On construit ’espace des modules des variétés hyperboliquement plongées, cet es-
pace est une version “non compacte” de I’espace des modules des variétés hyperboliques
compactes établie par Brody et Wright.

Les objets des déformations sont les triplets (X, X, D) ot X est une variété com-
pacte et D est un diviseur a croisements normaux simples tels que X = X \ D soit
hyperboliquement plongé dans X.

Dans ce cadre, la distance de Kobayashi relative joue un réle essentiel ainsi que la
variante du théoréme de Brody appliquée aux espaces hyperboliquement plongés du a
Green [23], Urata [64] et Zaidenberg [68].

la stratégie utilise toujours le méme critére, 'existence d’une déformation semsi-
universelle logarithmique est du & Kawamata [30] ot Tx (log D) qui est le faisceau des
automorphismes infinitésimaux qui envoient D sur lui méme, joue le méme role que le
faisceau tangent T'x dans la théorie des déformations des variétés.

Le deuxiéme point du critére est une conséquence du théoréme de stabilité des

espaces hyperboliquement plongés et la pseudo-distance relative de Kobayashi qui
simplifie beaucoup les techniques des preuves.
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Théoréme 0.0.6 (Troisiéme théoréme principal) I existe un espaces des modules
des variétés compactifiables hyperboliquement plongées

Résumé du texte

Le texte est réparti comme suit :

Dans le premier chapitre, on rappelle la définition et les propriétés des espaces hy-
perboliques, hyperboliquement plongés ainsi que le théoréme de Brody, les théorémes
de prolongement du type grand théoréme de Picard du a Kiernan et Kwack.

Dans le deuxiéme chapitre, on démontre quelques résultats intermédiaires sur la
métrique de Royden-Kobayashi et son comportement & travers les déformations équi-
singuliéres, ensuite je discute la propriété de Landau-Schottky et enfin les obstructions
topologiques aux théorémes de prolongement.

Dans le troisiéme chapitre, on rappelle quelques notions sur la théorie des défor-
mations et on énonce le critére de représentabilité des foncteurs analytiques par un
espace de module grossier, en étudiant le cas localement trivial, ensuite équisingulier
et que ce dernier ne dépend pas de la résolution des singularités choiste.

Dans le dernier chapitre, on construit I'espace des modules des variétés hyperboli-
quement plongées.
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Préliminaires






Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Hyperbolicité-Propriétés

Dans cette partie, on rappelle la définition de I’hyperbolicité au sens de Kobayashi
ainsi que quelques théorémes fondamentaux qui seront utiles par la suite. Pour ces
notions et les théorémes qui sont dans cette section, on se référe a Kobayashi |33, 34|,
Lang [44, 45| et Noguchi-Ochiai [51].

Soit X un espace complexe et p et ¢ deux points de X.
On appelle une chaine de Kobayashi reliant les deux points p et ¢, une suite

(pi, [;)=0 ot p; € A, A dénote le disque unité et f; : A — X une séquence d’appli-
cations holomorphes vérifiant :

fo(0)=p , filpi) = fi1(0) pour 0 <i<n—1 et fo(pn) =g¢

Si X est connexe, il est facile de prouver qu’il existe une chaine de Kobayashi re-
liant p et ¢ voir Lang [45].

On note par da la distance de Poincaré du disque unité. On associe a chaque chaine
a de Kobayashi sa longueur I(«) par :

(o) = da(0,p:)
i=0
On définit dx une pseudo-distance appelée pseudo-distance de Kobayashi par :

dx(p,q) =infl(a) on a est une chaine de Kobayashi reliant p et ¢
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Exemples 1.1.1

1. Pour X = A, la pseudo-distance de Kobayashi est en fait une distance et coincide
avec la distance de Poincaré du disque unité

2. Pour X =C, on adx=0
3. Pour X =C*, onadx =0
Directement & partir de la définition on a :

Proposition 1.1.2 Soient X et Y deux espaces complexes et f : X — Yune appli-
cation holomorphe alors f est décroissante de dy a dx 1i.e.

dy (f(), f(y)) < dx(z,y) pour tout v,y € X

De plus dx est la plus grande pseudo-distance vérifiant cette propriété de décrois-
sance pour Hol(A, X)

Proposition 1.1.3 dx est une pseudo-distance continue.

Idée de la preuve

Pour la preuve, on distingue le cas d’une variété et on utilise que la distance du
polydisque est continue ensuite en utilisant une résolution des singularités, il est facile
de conclure que pour X un espace complexe, dx est continue.
Définition 1.1.4 Soit X un espace complexe connexe.

1. On dit que X est hyperbolique si dx est une distance i.e. pour tout p,q € X deux
points distincts on a dx(p,q) > 0.

2. X est dit hyperbolique complet si X est hyperbolique et (X,dx) est complet.

Des exemples triviaux d’espaces hyperboliques sont les disques les polydisques et
plus généralement les domaines bornés de C".

Proposition 1.1.5

1. Tout sous espace d’un espace hyperbolique est hyperbolique.

2. Si X etY sont deuz espaces complexes hyperboliques alors X XY est hyperbolique
et on a :
dXXy = max(dX, dy)

On en déduit que tout espace complexe est évidement localement hyperbolique
comme sous espace d’un polydisque qui est hyperbolique donc la propriété de I’hyper-
bolicité est de nature globale.

Proposition 1.1.6 Soit X un espace complexe hyperbolique alors dx est un distance
qui définit la topologie de X

Ce résultat a été prouvé par Barth[4].

La propriété de I'hyperbolicité est invariante par biholomorphisme et méme par
des revétements non ramifiés :

16



Théoréme 1.1.7 Soient X un espace compleze et 7 : X — X un revétement de X.
Alors :

1. Sipjge X etw(p)=p ona:
dx(p,q) = inf dx(p,q)

ot Uinfimum est pris sur § € X tel que 7(§) = q
2. X est hyperbolique (complet) si et seulement si X est hyperbolique (complet)
Exemples 1.1.8

1. Toute surface de Riemann (lisse) de genre g > 2 est hyperbolique complet de
plus par le théoréme d’uniformisation de Riemann, on déduit que toute surface
de Riemann de genre g est hyperbolique si et seulement si g > 2.

2. X =C\{0,1} est hyperbolique complet.

Pour les applications holomorphes quelconques, on a ce résultat qui sera utilisé
ultérieurement :

Proposition 1.1.9 Soient X et'Y deux espaces complexes et f : X — Y une appli-
cation holomorphe.

On suppose que Y est hyperbolique et que pour tout y € Y il existe U un voisinage
ouvert de y tel que Yy = f~H(U) est hyperbolique (complet) alors X est hyperbolique
(complet).

Mais pour les applications finies, propres on a :

Proposition 1.1.10 Soit f: X — X une application holomorphe finie et propre.
Si X est hyperbolique (complet) alors X 'est aussi.

On en déduit que :

Corollaire 1.1.11 La normalisation d’un espace hyperbolique (complet) est hyperbo-
lique (complet).

17



1.2 Hyperbolicité au sens de Brody-Applications
Dans cette section, on rappelle le théoréme d’hyperbolicité de Brody ainsi que
quelques applications.

Définition 1.2.1 Soit X un espace compleze.
On dit que X est hyperbolique au sens de Brody si toute application holomorphe
f:C — X est constante, on dit aussi que X ne possede aucune droite compleze.

Cette propriété est plus faible que ’hyperbolicité puisque si X est hyperbolique
alors toute application holomorphe f : C — X est constante car dx est une distance
et que d¢ = 0.

Dans le cas ou X est compact, ces deux notions d’hyperbolicité coincident par ce
théoréme de Brody :

Théoréme 1.2.2 (Brody [7]) X est hyperbolique si et seulement si X ne posséde
aucune droite complezxe.

Ce théoréme a été généralisé par Urata [64], Zaidenberg [68] aux espaces hyperbo-
liquement plongés. Voir Chapitre IV pour les énoncés précis de ce théoréme.

Remarque 1.2.3 La condition de compacité est essentielle dans le théoréme de Brody.
Voir ’exemple donné par D.Eisenman et L.Taylor :

X ={(z,w) € C, |z| < let]zw| < 1} — {(0,w), |w| > 1}

X n’est pas hyperbolique et ne posséde aucune droite complexe.

La démonstration du théoréme 1.2.2 utilise un résultat connu sous le nom du lemme
de paramétrisation de Brody.

Avant de donner I’énoncé de ce lemme fixons quelques notations.

Définition 1.2.4 Une métrique de Finsler H sur un espace complexe X est une fonc-
tion positif H définie sur l’espace tangent T X

H:TX — R" vérifiant :

1. H(&) =0 si et seulement si £ =0

2. H(af) = |a|H (&) pour tout « € C et E € TX

Quand il n’y a pas d’ambiguité on note pour £ € TX |£| au lieu de H (§)

Le disque A, posséde une métrique : métrique de Poincaré dont sa forme intégrée
est la distance de Poincaré(=distance de Kobayashi du disque), on note cette métrique
par h, ou par K, (métrique de Kobayashi-Royden du disque de rayon 7).

rl¢]

r2 — |z]2

h?"(27§) =

18



Lemme 1.2.5 (Lemme de paramétrisation de Brody [7])
Soient X un espace complexe muni d’une métriqgue H et f : A, — X une applica-
tion holomorphe, on définit
f*H

- rh,

si us(0) > c alors il existe g € Hol(A,, X) telle que :
(1) ugy est borné par c et atteint son mazimum c en 0
(2) g= fou,o0¢ ot ¢ € Aut(A,) et p, est ’homothétie de rayon v’ avec 0 < r' < 1

uf surl\,

De maniére analogue a la preuve du théoréme de Brody et en utilisant le lemme
plus haut, Noguchi-Ochiai [51] montrent que :

Proposition 1.2.6 Soit Y un sous espace compact d’un espace complexe X alors ['une
des deux assertions est vérifiée :

(1) il existe un voisinage de Y qui est hyperbolique (il est méme hyperboliquement
plongé dans X )

(2) il existe f : C — Y une droite complexe telle que |f'(z)| <1 et |f'(0)] = 1.

Pour une version plus forte de cette proposition voir Lang [45], mais ce résultat est
suffisant pour la suite.

Corollaire 1.2.7 Soit f : X — S une application holomorphe propre.

1. §i X, est hyperbolique alors il existe un voisinage W de sy tel que Xy est
hyperbolique, en particulier on aura X, est hyperbolique pour tout s € W .

2. Si S est hyperbolique et X, est hyperbolique pour tout s € W alors X est hyper-
bolique.

DEMONSTRATION:

1. Si X, est hyperbolique, grace a la proposition 1.2.6, on déduit qu’il existe un
voisinage V' de X, qui est hyperbolique. Comme f est propre, il existe un voisi-
nage W de sy tel que f~ (W) C V d’ott Xy est hyperbolique et toutes les fibres
X, pour s € W sont hyperboliques.

2. Ceci découle de (1) et la proposition 1.9
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1.3 Espaces hyperboliquement plongés

Soient Z un espace complexe et Y un sous espace d’adhérence compacte dans Z.
Définition 1.3.1
1. p €Y est un point d’hyperbolicité si pour tout U un voisinage de p, il existe un
voisinage V de p tel que V C U et dy(VNY,Y —=U) >0

2. Y est hyperboliquement plongé dans Z si pour tout p et q deuz points distincts
dans Y, il existe U, et U, voisinages respectivement de p et de q tels que

dy(U,NY,U,NY)>0
Il est facile de prouver que :

Prop_osition 1.3.2 Y est hyperboliquement plongé dans Z si et seulement si tout point
p de'Y est un point d’hyperbolicité.

Cette notion a été introduite par Kobayashi pour généraliser le grand théoréme de
Picard : Toute application holomorphe f : A* — P'(C) — {0,1,00} se prolonge en
f: A — PY(C) holomorphe.

Dans les définitions précédentes, on n’utilise pas le fait que Y est relativement
compact dans Z mais dans la pratique, Y est souvent un ouvert d’adhérence compact.
En utilisant des métriques sur ’espace Z, on a le théoréme suivant voir Kiernan

[32], Zaidenberg [68]
Théoréme 1.3.3 Soit Y un sous espace relativement compact d’un espace complexe
Z. On a les équivalences suivantes :

1. 'Y est hyperboliquement plongé dans Z.

2. Soient p et q deuz points dans Y et (p,), (qn) deuz suites dans Y telles que
Pn —> P qn — ¢, $i dy(Pn, qn) — 0 alors p =gq.

3. Hol(A,Y) est relativement compact dans Hol(A, Z).
4. 1l existe H une métrique sur Z telle que f*(H) < Ka pour tout f € Hol(A,Y).

DEMONSTRATION:
(1 = 2) Soient (p,) et (¢,) deux suites dans Y qui convergent respectivement vers p

et ¢ deux points dans Y. Si p # g, il existe par hypothése U, et U, voisinages respectifs
de p et de g tels que dy (pn,qn) > ¢ >0 avec c=dy (U, NY,U,NY)

(2 = 3) Il suffit de prouver que la famille Hol(A, Y") est équicontinue. Sinon il existe

p € Y, U un voisinage de p, (f,), une suite d’applications holomorphes de A dans Y
et o, une suite dans A convergente vers 0 tels que :

fa(0) — 0 et fo(an) €U
or dy (fn(an), fn(0)) < da(an,0) — 0
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(3 = 4) Sinon il existe H une métrique sur Z et (f,) une suite dans Hol(A,Y)
telles que | £, (0)| — co. De la suite (f,) on peut extraire une sous suite convergente

vers f € Hol(A, Z) donc |f, (0)] — | f'(0)|.

(4 = 5) Il existe une métrique H sur Z telle que dg < dy donc Y est hyperboli-
quement plongé dans Z.
O

Ce théoréme montre que la notion de plongement hyperbolique est plus forte que le
prolongement du type grand théoréme de Picard

Théoréme 1.3.4 Soit Y un sous espace relativement compact dans Z.

Y est hyperboliquement plongé dans Z si et seulement si pour tout f, € Hol(A*,Y),
2z, une suite dans A* avec z, — 0 telles que f,(z,) = p € Y alors f, (') — p V2!, — 0
i.e. (Pour tout voisinage U de p, il existe 0 < r < 1 tel que f,(A¥) C U)

DEMONSTRATION:

Condition nécessaire : ce résultat est du a Joseph et Kwack voir Théoréme 2.1 dans
[43].

Condition suffisante : on suppose que Y n’est pas hyperboliquement plongé dans
7, par négation de la propriété 4 du théoréme 1.3.3, il existe f,, : A — Y holomorphe
et (zn, Gu) € TA tels que Ka(2zn, () =1 et |fl(z,)] = o0

On peut supposer que z, = 0 (il suffit de composer avec un automorphisme de A)
et f,(0) > peY.

Soit U un voisinage de p relativement compact hyperbolique, il existe 0 < r < 1
tel que f,(A,) C U donc la suite f, converge uniformément vers f sur un voisinage
de 0 par conséquent |f!(0)| sera bornée ce qui est absurde.

g

La notion d’étre hyperboliquement plongé est intimement liée a la notion de famille
uniformément normale ou (s-normale selon la terminologie de Zaidenberg voir [69]).
Ces familles se comportent comme si I’espace d’arrivée est hyperbolique et elles ont
des propriétés similaires aux espaces hyperboliques.

On a aussi des théorémes d’extensions et de prolongement voir Funahashi [21],
Joseph et Kwack [43].
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1.4 Les Théorémes de Prolongement

Ce genre de théoréme est une généralisation en dimension supérieure du grand
théoréme de Picard. On se place dans les conditions suivantes : X une wvariété , A
un sous ensemble analytique de X & croisements normaux et Y est hyperboliquement
plongé dans Z. On étudie le prolongement analytique des applications holomorphes
qui sont définies de X — A dans Y.

On résume les résultats connus dans le théoréme suivant voir Kwack |41, Kiernan
[32] et Campbell-Ogawal|9] :

Théoréme 1.4.1 Soient X une variété complere, A un sous ensemble analytique de
X, Y est hyperboliquement plongé dans Z et f: X — A — Y une application holo-
morphe.

f se prolonge en f : X — Z dans les cas suivants :

1. codim A> 2 et donc dx_4 = dx
2. Sing(A) est a croisement normales i.e. localement X — A = A*F x A"F

Corollaire 1.4.2 $i Y est compact hyperbolique alors f se prolonge en f (sans condi-
tion sur les singularités de A )

DEMONSTRATION:

f se prolonge en f; : X — Sing(A) — Y (car Reg(A) sont & croisement normaux
évidement) de méme f1 se prolonge en fp : X — S?(A) — Y et on répéte ce raison-
nement jusqu’a an : X — Y qui est le prolongement cherché. (I

Remarque 1.4.3 La condition que A soit a croisement normaux est essentielle dans
le théoréme précédent.

Exemples 1.4.4 On considére X = A x A et A= (0x A)U (A x 0) U (Diag(X))
FrX\A—C\{0,1} et f(z,w) :%

f ne se prolonge pas méme en une application continue en 0 dans P'(C)

On donne la définition d’une application méromorphe due & Remmert

Définition 1.4.5 Une application méromorphe f d’un espace complexre X dans Y, un
espace compleze aussi, est :

(i) Pour tout x € X, f(x) est un compact non vide de Y.

(it) Le graphe I'y = {(z,y) € X x Y|y € f(x)} de f est un sous espace complexe
irréductible de X x Y avec dim I'y= dim X.

(i11) il existe un ouvert X' dense dans X tel que f(x) est réduit & un singleton pour
tout x € X' et codim X' > 2
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Inversement tout sous espace complexe irréductible I' de X x Y tel que la pre-
miére projection p; : I' — X est une modification propre définit une application
méromorphe f. Si on dénote par py la deuxiéme projection sur Y, f = pry o pri’ est
I'application méromorphe recherchée et I'= I'f .

En combinant le théoréme de prolongement et de résolution des singularités, on
obtient le théoréme suivant voir Kiernan|31].

Théoréme 1.4.6 Soient A un sous espace d’un espace complexe X et Y est hyper-
boliquement plongé dans Z. Alors toute application holomorphe f : X — A — Y se
prolonge en une application méromorphe f : X — Z

Pour que le prolongement de f soit holomorphe, il est nécessaire d’imposer d’autres
conditions, il est difficile de les exprimer sans utiliser une résolution des singularités
ou la pseudo-distance dx_ 4.

Dans Kiernan [31], on trouve une condition sur la résolution des singularités pour
que le prolongement soit holomorphe.

Proposition 1.4.7 Soit A un sous espace d’un espace complexe normal X, considé-
rons une résolution des singularités m: M — X, E C M le diviseur exceptionnel et
Y un sous espace relativement compact et hyperboliquement plongé dans Z.

On suppose que pour tout couple (p,q) dans E tel que m(p) = w(q) il eziste deuz
suites py, et q, dans M — E vérifiant p, — p , gn —> q et dx_a(7(pn), 7(gn)) — 0.
Alors toute application holomorphe f : X — A — Y se prolonge en une application
holomorphe f : X — Z.
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Chapitre 2

Régularité et Déformations des
Pseudo-métriques de Kobayashi

2.0.1 Pseudo-métrique de Kobayashi-Royden

Pour X une variété complexe, Royden [54| a définit une pseudo-métrique Kx sur
le fibré tangent vérifiant des propriétés similaires a la pseudo-distance de Kobayashi.

Kx(z,€) = inf {% : f: A, — X holomorphe telle que f,(0) = (m,{f)} (x,€) e TX

ol A, dénote le disque de rayon r du plan complexe.
Kx est appelée la pseudo-métrique de Kobayashi-Royden.

Proposition 2.0.8 Soit X une variété complexe alors on a :
2. Kx(a) = |a|Kx(§) poura € C, £ € TX.

3. Si f: X — Y une application holomorphe entre variétés, on a : f*(Ky) < Kx
et si f est btholomorphe on a l’égalité.

4. 8i f: X — X est un revétement alors f*(Kx) = Ky
5. Si X est hyperbolique, Kx(£) =0 donne £ =0

Ces propriétés découlent facilement de la définition de Kx.

Royden a prouvé que si X est une variété complexe alors Kx est semi continue
supérieurement, la preuve utilise ce lemme d’extension :

Lemme 2.0.9 (Royden [54]) Soient X une variété compleze de dimension n et f :
A — X une application holomorphe, telles que f'(0) # 0.

Alors pour tout 7 < R, il existe s < 1 et ¥ : A, X A""1 — X holomorphe tels
que : YA, = f et ¢ est biholomorphe au voisinage de 0
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Il a donné un prolongement explicite de f dans le cas local i.e. X est un polydisque
de C", on peut prouver ce lemme dans le cas général en utilisant des résultats de Siu
[60].

De plus Royden a prouvé que dx la pseudo-distance de Kobayashi est la forme
intégrée de Kx.

Soient p et ¢ deux points de X et v un chemin C' par morceaux reliant p et ¢. On
définit la longueur de 7y par :

L(y) = / Kx(3(t))dt

et une pseudo-distance d’y par d'x(p,q) = inf L(vy) ou I'infimum est pris sur tous
les chemins v C* par morceaux reliant les deux points p et g.

Théoréme 2.0.10 (Royden [54]) Pour X une variété complexe, on a dy = dx.

Maintenant on s’intéresse aux cas des espaces complexes, Ky est définie seulement
sur le cone tangent 7'y

T,X = {f.(u), f: A — X holomorphe , u € TyA et f(0) =z}

Si z est un point régulier, le cone tangent 7, X coincide avec 'espace tangent T, X
mais aux points singuliers, 7, X peut-étre réduit a {0}.

Exemples 2.0.11
Considérons ’espace complexe définie par X = {(z,w) € C* 22 = w3}, 0 est un
point singulier et ToX = {0}

Dans Duc-Thai [14], Pauteur étudie la régularité de la métrique de Royden, en-
suite il montre en utilisant une résolution des singularités que Kx est semi-continue
supérieurement sut 7'X,.,.

Enfin I'auteur remarque dans le cas des espaces complexes a singularités isolées
qu’il suffit de définir la métrique de Royden sur le cone tangent et l'intégrale reste
inchangée si on intégre seulement sur les points réguliers en considérant les chemins «y
a valeurs presque partout dans les lieux réguliers; la preuve est presque la méme que
celle donnée par Royden.

Une approche plus originale pour la généralisation de la métrique de Royden aux
espaces complexes est due & Venturini [65]. L’auteur définit un autre domaine d’action

pour la métrique de Royden en utilisant les espaces des jets.

On donne une caractérisation infinitésimale de I’hyperbolicité semblable & celle de
Royden dans le cas des variétés complexes.
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2.0.2 Approche de Venturini
Soient X un espace complexe, x € X et k € Z*, on définit F*(X), : l'espace
osculateur de X en x d'ordre k par :
F¥(X)e = Ox,*/=F ot Ox% = mor ((C,0) — (X, 2))

mor désigne ici les morphismes des germes

Xi=Fx, ssi XP(0) = X0(0) V1<i<k pour X, X € Oy

ceci se traduit au niveau des algébres analytiques par :

Xlk: = sz, ol Xk : OX:c — (f)Xz/m’é’; — 00/2k+100
donc il existe un morphisme injectif F*(X), — Ji(X), ou
Je(X)z = mor (Ox, — Og/2"T") est Uespace des k-jets de X en z

Remarques 2.0.12

1. si k =1, F(X), est un sous espace de J;(X), = T(X), donc on peut définir
une métrique sur F(X), qui est la métrique sous-jacente d’une métrique hermi-
tienne.

En général, F¥(X) est un espace fibré holomorphe sur X, mais pour k¥ > 2 il
n’est pas un fibré vectoriel et il porte une topologie naturelle voir Venturini[65]
p :31.

Il existe une action de C* sur F*(X) donnée par \.[¢] = [@,] ol ¢x(t) = p(AL).

2. Si X est une variété, le morphisme canonique entre F*(X), et Jy(X), est un
isomorphisme.

3. Tout morphisme de germe f : (X, z) — (Y, y) définit une application au niveau
des espaces osculateurs

fi ' (X)e — FHY)y  fi[8) =[fod]

Venturini définit d’une maniére analogue a la pseudo-métrique de Kobayashi la
famille K% :

K% : F5(X) — [0, +o0]
1
X — inf {; : Jdp : A, — X holomorphe telle que [p]x = X}

Soient v une courbe analytique et ¢ € [a, b], il existe ¢; € mor((C,0) — (X, 7(t))
unique tel que ¢;(s) = y(t + s) pour tout s €] — &, +<[, on note jry(t) = [pr)k-
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Lemme 2.0.13 (Venturini [65]) Soit v une courbe analytique de [a,b] dans X, il
existe ¢ > 0 telle que :

dx(7(t),7(t)) < clt =] Vi, 1" € [a,b]

K5 (v(®), jiy(t)) < ¢
On définit :

b
T5() = [ Ky (), i)
Lx()=sup k() &*(pg) =infL%(7)  dx(p,q) =infLx(y)
ol 'infimum est pris sur toutes les courbes analytiques par morceaux dans X joignant
p et q.

Lx(v) est bien définie puisque la suite kK — L% () est bornée et croissante.
Théoréme 2.0.14 (Venturini [65]) Soit X un espace complezxe alors on a :

1. ¢ =dx ou dx est la distance de Kobayashi.

2. Si X est compact, il existe k tel que 6% = 8 = dx.

3. Si X est une variété ou X est a singularités isolées, on a 6% = 0% = dx.

La base de la démonstration est le [emme 2.0.16 qui donne une majoration entre

dx la pseudo-distance de Kobayashi et dg la distance induite d’une métrique H définie
sur X. Ce lemme est I'analogue de celui connu pour les variétés :

Lemme 2.0.15 Soient X une variété et H une métrique sur X alors pour tout W
relativement compact dans X, il existe Cy > 0 telle que dx < Cwdy sur W

Lemme 2.0.16 (Venturini [65]) Soit X un espace compleze, U C X ouvert,
F:U — C" une application holomorphe injective et p € X , alors il existe V un
voisinage de p, ¢ > 0 et « €]0,1] tels que

dx(m,m') < c|F(m) — F(m')|* surV

Dans la pratique, on utilise ce lemme avec F' le plongement local de X dans un
ouvert de C".

DEMONSTRATION:

L’inégalité 5'X < dx est facile, puisque dx est la plus grande pseudo-distance qui
vérifie le principe de décroissance pour la famille Hol(A, X).

L’inégalité inverse se fait en plusieurs étapes :
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*La premiére étape : on introduit les deux applications suivantes : M% N%
F*(X) — [0, 00| par

M; ¢ € Hol(A(r), X), ¢(0) = p, [¢]x = &}

Mt (p,€) = igf{lim sup

s—0

dX(pa ¢(S))

N%(p,€) = sup{lim sup ;¢ € Hol(A(r), X), ¢(0) = p, [¢]x = &}

) 5—0

On montre que pour py € X, il existe un voisinage V et k > 1 tels que M%(p, &) =
N (p, €) c.a.d que le calcul de M¥% (p, ) est indépendant du représentant de la classe &.

Soient ¢; et ¢, deux représentant de & donc |¢;(s) — ¢o(s)| = O(s*T1), en utilisant
le lemme 2.0.16, on déduit que :

dX(¢1(s)’ ¢2(S)) — O(sa(k-}—l)—l)

S

qui tend vers 0 pour k > é -1

*La deuxiéme étape : On monte que si v : [a,b] — X est un chemin analytique
dans X alors il existe k£ qui dépend de 7 tel que

dx (v(a),y(b)) < Lk (7)

En considérant l’application p définie sur [a,b] par p(t) = dx(y(a),v(t)), elle
est lipschitzienne d’aprés le lemme 2.0.13 donc presque partout dérivable et on a :

dx (7(a), 7(b)) = p(b) — p(a) = [ ¢ (t)dt
Par définition de la dérivée on a :

[0'(1)] < NE(v(2), jev(8)) = M (v(1), 5kv(1)) < KX (v(t), iy (1)

Et il n’est pas difficile de prouver qu’on a M%(p, &) < K%(p, &) puisque si p € X ,
£ € FH(X), et f: A, — X une application holomorphe arbitraire telle que f(0) = p

et [flx=E&ona:

s—0 S s—0 S

0.5 _1

O

Maintenant on peut donner 1’énoncé analogue de Royden qui caractérise I'hyper-
bolicité au niveau infinitésimal :
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Proposition 2.0.17 Soient X un espace compleze et H une métrique sur X alors
X est hyperbolique si et seulement si pour tout p € X, il existe W un voisinage de
p et ¢ >0 tels que K (p,¢) > cH(p, () sur W

DEMONSTRATION:
Condition suffisante : Soient p,p' € X tels que p # p’ et W un voisinage de p tel
que p' ¢ W on a dx(p,p') = 0% (p,p) > 6x(p,p') > cdu(p,0W) > 0

Condition nécessaire : Sinon il existe p € X et ¢, € FYX),, tels que p, —
p, H(() = 1 et Ki(pn, () — 0 donc il existe f, : A,, — X telle que f,(0) =
Dn €t [fn]l = (p et 7y = +00

Considérons ’application g, : A — X définie par g,(z) = fu(r,2).

Soit W un voisinage de p relativement compact, on a g,(0) € W par conséquent
gn converge uniformément vers g sur un voisinage de 0 (La famille Hol(A, X) est
équicontinue).

Or |g,,(0)| = 7| f5(0)| = r,, — 400 ce qui est absurde.

Ul

Dans un travail récent, D. D. Thai [16] donne une amélioration de la répresentation
de Venturini, il définit une pseudo-métrique sur F(X) = lim proj F*(X) par

Kx (&) = sup, K% (&) ot € = (&) € F(X) et il montre qu’elle est la forme infini-
tésimale de la pseudo-distance de Kobayashi.

2.0.3 Pseudo-distance et Pseudo-métrique relatives de Kobaya-
shi

Pseudo-distance relative de Kobayashi dy

Dans [36, 38|, Kobayashi a introduit une nouvelle pseudo-distance relative dy ; et
c’est une distance si et seulement si Y est hyperboliquement plongé dans Z. Il a définit
aussi une nouvelle pseudo-métrique relative Ky, z.

En suivant essentiellement les idées de Royden, on montre que dy,z est la forme
intégrée de Ky,z dans les cas suivants :

1. Z est une variété et Y = Z — A ou A est un diviseur a croisement normaux.

2. Z est un espace complexe et Y = Z — A ou A est un sous ensemble analytique
de Z qui contient Sing(Z).

Dans le cas général et d’'une maniére analogue a la construction de Venturini, on
définit une famille de métrique (K{i z), on montre que dy,z est la la forme intégrée de
K§ 5.

Dans les cas (1) et (2) cités plus haut il suffit de prendre k& = 1.

Tout d’abord, on rappelle la définition de dy,z ainsi que quelques propriétés :
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Définition 2.0.18
Soit Y un sous espace d’un espace complexe Z.

On définit une sous-famille Fy ; de Hol(A, Z) par
Fyz ={f € Hol(A, Z) tel quef ' (Z\Y) est au plus un singleton}
pourp,q €Y on a une pseudo-distance dy,z surY

dy,z(p,q) = infl(a) « chaine de Kobayashi dans Fy z

Remarque 2.0.19
S1'Y est un ouvert de Zariski dans Z, alors il existe au moins une chaine de
Kobayashi dans Fy,z qui relie deuz points dans'Y telle que dy z(p,q) soit finie.

Propriétés
1. dz <dyz <dy
2. daxa=da et dpskxpn-k an = dan;on utilise que dyyyr zxz = max(dy,z; dy' ).
3. dy' 7z (f(x), f(y)) < dyz(z,y) pour tout {f € Hol(Z,Z") telle que f(Y) C Y'}.
4.

dy,z est la plus grande pseudo-distance sur Y qui vérifie le principe de dé-
croissance pour Fyz i.e. f*(dy,z) < da pour tout f € Fy, et si 6 est une
pseudo-distance sur Y vérifiant 0(f(x), f(y)) < da(z,y) pour tout f € Fyy
alors dy,z > ¢

5. SiY est un ouvert de Zariski dense alors dy,z est continue sur Z x Z

Pseudo-métrique relative de Kobayashi Ky ;

D’une maniére analogue au cas absolu, Kobayashi a définit aussi une pseudo-
métrique relative Ky, z.

La définition de cette métrique est semblable a celle de la métrique de Kobayashi-
Royden sauf qu’on remplace la famille Hol(A, Z) par Fy,z.

Définition 2.0.20 Soient Z une variété et Y un ouvert de Zariski dans Z

Ky z(z,€) = inf{% : f e Ffy telle que f(0) =z et f'(0) = &} pour (z,€) € TZ

Il est facile de prouver les propriétés suivantes :
Propriétés

1. Kz < Kyz < Ky

2. KA*7A:KA et KA*kXAn_k,An :KAn

3. Pour Y C Z' et f:Z — Z' une application holomorphe telles que f(Y) C Y’
alors f*Kyr 7(2,£)) < Ky z(z, &) et on a I'égalité si f est un isomorphisme telle
que f(Y)=Y".
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4. Ky, est la plus grande pseudo-métrique qui vérifie le principe de décroissance
pour Fy 7 ie. si H est une métrique sur Z telle que f*(H) < Ka pour tout
f S fy’z alors KY,Z > H.

En appliquant le lemme d’extension de Royden et les propriétés (2) et (3) on aura :

Théoréme 2.0.21 Soient Z une variété et Y = Z — A ou A est un diviseur & croise-
ment normauzx dans Z, alors Ky, z est semi-continue supérieurement dans T'Z

En utilisant une résolution des singularités et le théoréme de semi-continuité 2.0.21
on montre que :

Théoréme 2.0.22 Soit Z un espace complexe alors Kz,,, 7 est semi-conlinue supé-
rieurement sur T'Z,.,.

La preuve est une modification légére de celle de Kobayashi et de Duc Thai dans
le cas absolu.
DEMONSTRATION:

Soient (zo,v9) € TZrey €t € > 0 alors il existe f € Fj . telle que : <
Kzreg,z(it(), ’Uo) + €.

Soient 7 : X —— Z une résolution des singularités et E le diviseur exceptionnel
dans X, puisque f(A,) ¢ Zsing alors f se reléve en fe f)’(\E,X.

On pose (7, %) = f.(0) donc m,(Z, %) = (z,vp) et

o 1
Kz,.,.2(70,v0) < Kx\g x(20,%) < = < Kgz,,,.z(T0,v0) + ¢

<

car m renvoie X \ FE sur Z'reg d’ou Kzregjz(ﬂ?(), ’Uo) = Kx\ny(.fo, ’UN())
D’aprés le théoréme précédent, on a Kx\g,x est semi-continue supérieure, il existe
alors un voisinage V' dans TX tel que Kx\g x(?') < Kx\g,x (%) + ¢ pour o' € V.

Soit V = (V).
Pour v' € V, on a v' = m,(?') et donc

Kz,0,2(") < Kx\p,x (1) < Kx\p,x (%) + € < Kz,,,2(v0) + ¢
[l

Soit v un chemin C! par morceaux dans Z qui rencontre A en un nombre fini de
points. On définit (5;/72 =inf, [ Ky z(v'(t))dt
Théoréme 2.0.23 Dans les deux cas sutvants on a (5;,7Z =dyz

1. Z est une variété et Y = Z \ A o A est un diviseur & croisement normauz.

2. Z est un espace compleze et Y = Z,.4 i.e. A = Sing(Z).

DEMONSTRATION:
Il est facile de prouver que (5;,,2 < dy,yz, en effet soient z,y € Z, ¢ > 0 et (p;, fi)
une chaine de Kobayashi dans Fy,; reliant les points x et y tels que :
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ZdA(Ovp'L) S dY,Z(x:y) +e

i=0
On consideére h; la géodésique dans A qui relie 0 et p; et ;(t) = fioh;(t) un chemin
qui touche A en un nombre fini de points et qui relie les points = et y. On a :

n 1 n 1 n
o) <3 [ Kvaiin <3 [ Ka(i0)ar <3 dal0.9) < dyal )+
1=0 =0 =0

La preuve de &, , > dy 5 est semblable a celle donné par Royden, la semi-continuité
p Y,Z ; y
supérieure joue un role essentiel.

Pour le deuxiéme cas, la semi-continuité supérieure sur T'Z,., est suffisante puisque
on considere des chemins qui touchent les lieux singuliers en un nombre fini de points.
La preuve est similaire & celle donnée par Duc Thai [14]| ou il considére le cas des
singularités isolées.

O

Approche de Venturini dans le cas relatif

On se place en toute généralité dans le cas ol Z est un espace complexe, A est un
sous ensemble analytique et Y = Z \ A.

On reprend la construction de Venturini et on montre que dy, est la forme intégrée
de la famille KY ,.

On définit des espaces osculateurs relatifs d’ordre k,

J*(Y, Z), = {mor((C,0) — (Z,x)) morphisme de germes dans Fy z}/="
mor désigne ici les morphismes des germes
K, 8°(Y, Z) — [0, 400]
X inf{% 3o e Fy ol = X}
Soient y une courbe analytique qui touche A en un nombre fini de points et ¢ € [a, b],
il existe ¢; € mor((C,0) — (X, 7(¢)) un morphisme de germe unique dans Fy,z tel

que @;(s) = y(t+ s) pour tout s €] — &, +¢[, on note jxy(t) = [©t]x-
On définit d’une maniére analogue :

It ,(7) = / KL (1), jiv () dt
3
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Ly,z(7) = sup L% 5(7) v.z2(pq) = inf Ly (7)

ol 'infimum est pris sur toutes les courbes analytiques v par morceaux dans Z et qui
rencontrent A en un nombre fini de points joignant p et q.

Théoréme 2.0.24 Pour tout espace complere Z, A un sous ensemble analytique quel-
conque de Z et Y = Z\ A ona:

1. dY,Z = (Sch

2. Dans les deux cas du théoréme 2.0.23, on a dy,; = dy, , = (5;,’2.

La preuve de Venturini est basée sur ces les lemmes 2.0.15 et 2.0.16 qui restent
valables dans le cas relatif :

Lemme 2.0.25 Soient Z une variété munie d’une métrique hermétienne H et Y =
Z — A ou A est un diviseur a croisement normauz. Alors pour tout voisinage W
relativement compact, il existe ¢ > 0 telle que :

dy,zgc.dH sur W

ot dy est la distance induite par H

11 suffit que pour tout point p € Z il existe un voisinage W (p) vérifiant I'inégalité
demandée. Dans ce cas le lemme est facile puisque dy,z < dj.x An—k an = dar sur
W(p) = A"

Lemme 2.0.26 Soient Z un espace complexe, A un sous ensemble analytique de Z,
Y=Z\AetUC Z un ouvert,

F U — C" une application holomorphe injective et p € U, alors il existe V un

voisinage de p, ¢ > 0 et « €]0,1] tels que

dy,z(m,m') < c|F(m) — F(m)|* sur V
La preuve est semblable & celle donnée par Venturini dans le cas absolu : on utilise
une résolution de singularité 7 : X —— Z de (Z, A) ou 7 '(A) = F est un diviseur

a croisement normaux dans X et que 7 est décroissante entre dx\g,x et dy,z. On se
raméne au lemme 2.0.25.

2.1 Deéformation des métriques de Kobayashi-Royden

2.1.1 Cas des variétés

On étudie la semi-continuité d’une famille de métrique de Royden a travers les
déformations.

Soit 7 : X — S une application holomorphe, propre et submersive entre X une
variété de dimension m + n et S une variété complexe de dimension m donc les fibres
X, =7 !(s) sont des variétés compactes de dimension n.
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Proposition 2.1.1 La famille {Kx,} est semi-continue supérieure au sens suivant :
Soient (xg,&) € TX;, et € >0, il existe alors V. C TX un voisinage de (z9,&) tel
que :

Kx,(z,8) < Kx, (%0,%) + ¢ pour (z,§) € VNTX,

i.e. limsup Kx (z,&) < Kx,(xo,&)

Soient X une variété et D est un diviseur & croisement normaux dans X. On
considére ® —— X sur (S5, sg) une déformation localement triviale ou dite égale-
ment une déformation logarithmique de D '+ X e pour tout x € X il existe
U un voisinage ouvert (resp. V) de x (resp. de s = w(z) € S) et un isomorphisme
a:U— (Unn !(s)) xV qui renvoie UND sur UND N7 !(s) x Vet m = pryoa.
Ceci implique en particulier que D; est un diviseur a croisement normaux dans X
pour s dans un voisinage de sg.

Proposition 2.1.2 Kx,\p, x, est semi-continue supérieurement.

Ceci repose comme le cas absolu sur un théoréme d’extension. Dans le cas d’une
famille de variétés complexes on a le lemme 2.1.3 qui est la version relative du théoréme
d’extension de Royden.

On remarque que si f € .7:;"(\ p,x est une immersion, on applique le lemme 2.1.3
et on constate que f se déforme en f; € f}s\ D..x, OU X (resp. D;) est la fibre de X
(resp. ) au dessus de s.

Lemme 2.1.3 Soit f : A — X, une application holomorphe telle que f'(0) # 0.
1l existe alors U un voisinage de sy et une application holomorphe

p:AXA"IxU — X

tels que m o ¢ = py o py désigne la projection sur S
P Ar x 0 X sg = f et ¢ est biholomorphe au voisinage de (0, so)

Pour la preuve voir Kobayashi [38].

2.1.2 Cas des espaces complexes

On considére une famille d’espaces complexes paramétrée par S i.e. une application
holomorphe 7 : X — S propre et plate.
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Il est clair qu’on ne peut pas espérer avoir le lemme 2.1.3, on ne peut méme pas
déformer une application holomorphe f: A, —— X en F : A, X (S, s9) — X car
ceci implique l'existence d’une section F'(0,.) de X qui n’existe pas en général.

Cette observation nous suggére de considérer un type assez particulier des défor-
mations une résolution simultanée des singularités

o

D—IM

NI

X

ou
1. o :9M — S est submersive.
2. 0 : 9 — X est une modification propre le long de 2 = J Sing(Xj).

3. ® = o7 (A) = M est une déformation logarithmique du diviseur exceptionnel
dans M,.

Proposition 2.1.4 Sous [’hypothése de [’existence d’une résolution simultanée des
singularités on a Kx, et Kx,,, x, sont semi-continue supérieurement (s.c.s.) :

Soient (z0,%) € TXs,,,,, € > 0 alors il existe U C T'X un voisinage de (o, &) tel
que :

(1) s.c.s. de KXS . KXS(JI,é-) < KXO(iﬂo,fo) +e

(i) s.cs. de Kix,,., x, : Kx,,.,x,(2,6) < Kxo,,,,x0 (%0, &) + €

pour tout (z,£) € UNTX.

DEMONSTRATION:

i) Soient (zo,v0) € TX,,,,, €t € > 0, il existe f : Ap — X, une application
holomorphe telle que f,(0) = (zo,v0) et < Kx,, (20,v0) +&.

Comme f(Ag) ¢ S(Xs,) et 0 : Mgy — X5—q(to) €st une résolution des singulari-
tés, f se reléve en f: Ap —» M, et oo f=f.

Soit (.fo, ’UN()) = f*(()) on aura O'*(.Z'o, ’Uo) = (.f(), UN())
De la méme maniére que la preuve précédente, on montre que Ky, (Zo,7%) =
Kx,, (%o, vo)
Par semi-continuité supérieure de K, , il existe un voisinage V' dans T(9t\ o~ (2))
tel que :
KMS (.’i‘, 17) S KMSO (.f(), U()) +¢€

Soit V' = 0,(V) voisinage de (xg, vg) donc :

KXs (0-*($alv)) < KMs (il?,U) < KMSO (anIJO) +e= KXSO (‘7“0’7}0) +é€
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ii) La preuve est la méme que (i), il suffit juste de remarquer que tout f € Fx,,.. x,
se reléve a travers une résolution des singularités. Si on note par Ejy le diviseur excep-
tionnel de la résolution oy : My, —— X, et on conserve les mémes notations que (i)
alors K, \my,M,, (€, Vo) = Kxy,.,. X0 (w0, vo) puisque og renvoie My, \ Ey sur Xy, et
que la famille Ky, \g, v, est semi-continue supérieurement. g

Semi-continuité inférieure

La semi-continuité inférieure ne pose aucun probléme et la distinction entre variétés
et espaces complexes s’avére inutile ici.

Proposition 2.1.5 Soit X un espace complere compact hyperbolique alors Kyx est
semi-continue inférieure.

DEMONSTRATION:
Soit (z,,v,) € TX une suite convergente vers (zo,vp) telle que Kx(z,,v,) —
lim inf Kx (2, vy,)-

Il existe f, : A,, — X, une suite d’applications holomorphes telle que

1

1 1
Jne(0) = (20, vn) €t Kx(2p,v5) < < Kx(zp,v,) + — donc — = liminf Kx (z,, vy,)
r n

Tn

Soit g, : A — X Dapplication holomorphe définie par ¢, (z) = fn(rn2)

On a gn(o) =y et g;L(O) = TnUn

X est hyperbolique compact donc la famille Hol(A, X) est compacte et on peut
supposer que g, converge uniformément sur tout compact vers g holomorphe sur A et
que g(0) =0, ¢'(0).lim inf Kx (2, v,) = v.

D’apreés la définition de Kx, on aura Kx(zo,v) < liminf Kx (z,, v,).
O

Considérons dans la suite 7 : X — S une application holomorphe propre a fibres
hyperboliques compactes.

La semi-continuité inférieure reste vraie a travers une déformation.

Proposition 2.1.6 Soit (x,,v,) € TX;, une suite convergente vers (xq,vy) € T Xs,.
Alors liminf Kx, (%n,vn) > Kx, (0, vo)

La preuve de la semi-continuité inférieure dans le cas absolu utilise le fait que
la famille Hol(A, X) est compacte. Ce résultat reste vrai méme si on remplace X
par une famille paramétrée d’espaces hyperboliques compacts voir lemme 2.1.7. Plus
précisément on a ces deux lemmes voir Brody [7]. On donne ici des preuves plus simples
que celles données par Brody et en fait on montre qu’on a une équivalence entre ces
deux lemmes.
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Lemme 2.1.7 Soit sy un point dans S et S un voisinage compact de sg

Alors la familleU Hol(A, X;) est compacte
s€S

Lemme 2.1.8 Soit D : S —]0, +00| lapplication définie par :

D(s)= sup |f'(0)|

feHO(A,Xs)
Alors D est semi-continue supérieurement

Remarque 2.1.9

1. X, est hyperbolique si et seulement si D(s) est fini.

En effet : si X, est hyperbolique compact alors Hol(A, X) est compact donc le
sup est atteint et D(s) est fini.

Inversement si D(s) est fini on aura | f/(0)| < D(s) pour tout f € Hol(A, X) donc

|f'(2)] < D(s)Ka(z) d’ou Kx, > ﬁH, ce qui implique que X est hyperbolique.

2. La proposition 1.2.7(1) se traduit par : si D(sg) est fini alors il existe un voisi-
nage W de sy tel que pour tout s € W on a D(s) est fini.(c’est la stabilité de
I’hyperbolicité)

DEMONSTRATION: (LEMME 2.1.7)

Soit f, € Hol(A, X, ), par compacité de S, on peut supposer que s, —> So.

X, est hyperbolique compact, il existe un voisinage W de sy tel que Xy est
hyperbolique donc pour n assez grand on a :

dXW(fn(z)afn(w)) < an(fn(Z)ﬂfn(w)) < dA(Zﬂw)

ce qui implique que la famille (f,) est équicontinue donc f, converge uniformément
sur tout compact vers f € Hol(A, X,,).
O

DEMONSTRATION: (LEMME 2.1.8)

Soit s, — So une suite convergente dans S vers sg.

Il existe f, : A — X, un suite d’applications holomorphes telle que D(s,) =
|£,(0)].

Soit W (so) un voisinage compact de so, on a fo € Ujcp(s,) HOL(A, X;) qui est
compact donc f, converge uniformément sur tout compact vers f.

On a |f}(0)] — | f(0)| < D(sp) d’ou limsup D(s,) < D(so)

O

Remarque 2.1.10

1. Dans le lemme 2.1.7, on peut remplacer A par n’importe quel espace complexe
Y.
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2. Le lemme 2.1.7 et le lemme 2.1.8 sont équivalents. D’aprés les preuves données
plus haut, on déduit que 2.1.8 est une conséquence de 2.1.7. Inversement considé-
rons f, une suite dans Hol(A, X,,). Par semi-continuité supérieure de D, il existe
M > 0 telle que [¥'(0)] < M pour tout ¥ € Hol(A, X,,) donc |f(2)| < MKa(z)
d’ot dy(fn(2), fu(w)) < Mda(z,w), on en déduit qu’on peut extraire de f,, une
sous suite convergente.

Proposition 2.1.11 Soient W (sq) un voisinage compact de so et H une métrique sur
X, il existe alors une constante ¢ > 0 telle que

Kx, > cH pour tout s € W (sg)

DEMONSTRATION:

Soit. D I'application définie dans le lemme plus haut. D’apreés la définition de D on
a |f'(0)] < D(s) pour tout f € Hol(A, X;). En composant avec un automorphisme de
A on aura :

|f'(z)] < D(s)Ka(z) pour tout f € Hol(A, X,) et tout z € A

Donc Kx, > %H . D est semi-continue supérieurement, pour W (sy) un voisinage
compact de sg, il existe M une constante positive telle que D(s) < M pour tout
s € W(sg) dou Kx, > +7H pour tout s € W(so)

d
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2.2 Remarques sur propriétés de Landau-Schottky

Dans 'article [25], les auteurs ont introduit la propriété de Landau et de Schottky
en dimension quelconque généralisant le fait qu’un domaine de C vérifiant I'une de ces
propriétés est hyperbolique.

On démontre que la propriété de Landau est équivalente & I'hyperbolicité dans le
cas des espaces complexes et non seulement dans le cas des variétés [25] ou dans le cas
des espaces a singularités isolées [15].

Alors que la propriété de Schottky est équivalente & I'hyperbolicité que si I’espace
est compact.

Maintenant on fixe X un espace complexe, H une métrique sur X et dy la distance
sur X induite par H. Pour (z,£) € TX, on note |§| = H(z,§)

Soit p € X, on note par » (p) I'ensemble des voisinages de p

Propriété de Landau Pour tout p € X, il existe W € Y (p) relativement compact
et R > 0 tels que :

sup{|f'(0)] : f€Hol(A,X) et f(0)e W} <R

Remarques 2.2.1

1. Dans le cas o X est compact, cette propriété est équivalente a : sup |f'(0)| est
fini sur f € Hol(A, X)) qui caractérise I’hyperbolicité.

2. On donne une propriété similaire a celle de Landau et on montre qu’elle carac-
térise les espaces hyperboliquement plongés voir proposition 4.2.2.

Proposition 2.2.2 Pour X un espace complexe, les deuxr propriétés suivantes sont
équivalentes :

1. X est hyperbolique.
2. X vérifie la propriété de Landau.
Tout d’abord on commence par ce lemme du & Royden.

Lemme 2.2.3 (Royden [54]) X est hyperbolique si et seulement si Hol(A, X) est
équicontinue i.e. pour tout p € X, W € > (p), il existe V € > (p) et r €]0,1]
tels que si f € Hol(A, X) et f(0) € V alors f(A,) C W.

La condition n’est autre que la traduction en terme d’espaces topologiques de 1’équi-
continuité qui est réservée pour les espaces métriques.
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DEMONSTRATION [(PROPOSITION 2.2.2)]:

Pour la premiere tmplication : Soient p € X et W un voisinage de p, par équi-
continuité, il existe V' € > (p) et r €]0,1[ tels que si f € > (p) et f(0) € V
alors f(A,) € W donc sup{|f'(0)| f € Hol(A, X), f(0) € V} < sup{|f'(0)| f €
Hol(A,, W)} qui est fini en utilisant la formule intégrale de Cauchy.

Pour la deuziéme implication : Si X n’est pas hyperbolique, par négation de la pro-
priété infinitésimale de I’hyperbolicité dans le cas des espaces complexes (voir proposi-
tion 2.0.17), il existe p € X et (p,, () telsque p, = p, H((,) = 1et Kk (pn, ) — 0
donc il existe f,, : A,, — X telle que f,(0) =pn , [ful1 = (o et rn — +oc.

Considérons 'application holomorphe h,, définie sur A par h,(z) = fu(rn2).
Soit W un voisinage de p relativement compact, on a h,(0) = p, € W, par consé-
quent |A! (0)] < R mais |h,(0)| = r,|f}(0)| = ry — +00.
U

La définition de la propriété de Schottky donnée dans [25] est la suivante :

Propriété de Schottky : Pour tout p € X , W € Y (p) et r € 10,1, il existe
s> 0 tels que si f € Hol(A, X) et f(0) € W alors

du(p, f(z)) < s Vz €A,

Remarques 2.2.4

1. La démonstration du théoréme 1 (a => b) p.50 dans [25] reste valable dans
le cas ou X est compact. Cette preuve utilise la caractérisation infinitésimale
de ’hyperbolicité due & Royden i.e. Kx > cH localement mais cette condition
n’implique pas que cette inégalité reste valable au niveau des distances (si X
n’est pas compact) car la constante ¢ dépend du voisinage choisi.

2. La propriété de Schottky est équivalente a X est taut i.e. Hol(A, X) est une
famille normale si (X, dg) est complet, voir Duc Thai[15].
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2.3  Obstructions Topologiques aux théorémes de Pro-
longement

Soient X et Y deux espaces complexes et F une sous famille de Hol(X,Y).
On dit que F posséde une structure universelle si F a les propriétés “naturelles
attendues” :

1. 'application évaluation ¢ : X x F —— Y est holomorphe

2. si T est un espace complexe et ¢ : X X T'—— Y une application holomorphe
telle que ¢(.,t) € F alors 'application naturelle ¢ : T —— F est holomorphe.

Si X est un espace complexe compact et Y un espace complexe quelconque alors
Hol(X,Y) posséde une structure complexe universelle par le théoréme de Douady.
Si X est une variété, il existe une preuve plus directe de Kaup.

Tout d’abord on donne un lemme du a Horst[27], Uratal[63] :

Lemme 2.3.1 Soient X et Y deux espaces complexes tels que X est compact et
conneze, F C Hol(X,Y) une sous famille conneze et ¢ : X x F —— Y Uapplication
évaluation. Soit fo € F

si ¢(., fo) est constante alors ¢(., f) est constante pour tout f € F

DEMONSTRATION:

On considére la famille F, = {f € F; &(., f) est constante}.

La famille F, est un fermé non vide de F.

Soient f; € F, donc fi1(X) =y i.e. fi est constante et W (y) un voisinage de y dans
Y ; par compacité de X, il existe un voisinage U de f; tel que f(X) C W pour tout
fel.

Par le principe du maximum, f est constante pour tout f € U donc F, est un
ouvert d’ou F, = F.

O

Soient X est un espace complexe maximale, x € X un point singulier de X et
7 : X —— V(z) une résolution des singularités au voisinage de z. On étudie le
prolongement de f : X — A —— Y holomorphe ol A est un sous ensemble analytique
de X et Y est hyperbolique compact.

On sait qu’une telle application se prolonge sur A N X,., donc il suffit d’étudier le
cas olt A = Xjing-

Dans la cas général, f : X,.,, —— Y n’est prolongeable sur X méme dans le cas
ou Y est hyperbolique compact.

On considére 'exemple suivant :(Cette exemple m’a été communiqué par Zaiden-

berg) Soit C' une courbe lisse de genre g > 2 donc hyperbolique et A : C — C x C
I'application diagonale, on a Ngjcxc = TC qui est négatif donc d’aprés un théoréme
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de Grauert, il existe une modification de C' x C' sur X' qui contracte C sur un point
x et on a le diagramme suivant :

A
C——(CxC

N

* s X'

avec X' est une surface normale, * un point singulier de X’ et X' — {x} est iso-
morphe & C' x C' — C.
L’application X’ — {x} — C x C n’est pas holomorphiquement prolongeable sur X.
On se pose donc la question suivante : Sous quelles conditions existe-t-il f
V(z) — Y un prolongement holomorphe tel que for = f7?

Pour cette question on considére 1’application :

Y :Hol(V(x),Y) — Hol(X,Y)  #(f)=fonm

On remarque pour Y est hyperbolique compact et X un espace complexe on a
Hol(X,Y) est compact et donc il posséde un nombre fini de composante connexes.

On annonce le résultat principal de ce paragraphe qui donne une condition néces-
saire et suffisante pour que v soit un homéomorphisme

Théoréme 2.3.2 Soient X un espace complexe mazimal, x € X un point singulier de
X, m: X —» V(x) une résolution des singularités et Y un espace complexe compact
hyperbolique.

¥ est un homéomorphisme si et seulement si Hol(V (z),Y) et Hol(X,Y) possédent
le méme nombre de composante conneze

Dans ce cas f se prolonge en f : X —— Y holomorphe.

DEMONSTRATION:

1) est une application continue, fermée et injective. Il reste a prouver que v est
surjective.

Soient fy € Hol(V (z),Y), fo = foow € Hol(X,Y), F la composante connexe conte-
nant f; dans Hol(V(z),Y) et F la composante connexe contenant fo dans Hol(X,Y).

On montre que 'application v :

Vi F—F P(f)=fonm
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est un homéomorphisme.

Soient f € F, y € V(z) et E, = 7 '(y) un sous espace compact de X.

Considérons V'application évaluation F x E,—Y.

On a f0|Ey = fo(y) donc constante. E, étant compact, F connexe, on en déduit
que f|Ey est constante pour tout f e F.

On définit alors 'application f par f(y) = f\Ey i.e. f = fom, application f ainsi
définie est continue, holomorphe sur X,., par hypothése. Comme X est maximale f
est holomorphe sur X.

Si C; et Cy sont deux composantes connexes alors ¥(Cy) N(Cy) = @ i.e ¢ trans-
forme une composante connexe en une composante connexe.

Comme Hol(V(z),Y) = UL,C; ot n est le nombre de composante connexes.
B(HOI(V (2),Y)) = UL, 3(Cy) = Ur,C.

En général on a : le nombre de composante connexe de Hol(V (z),Y) < le nombre
de composante connexe de Hol(X' ,Y) donc 1 est surjective si et seulement si on a
I’égalité.

L’application f : X;¢ — Y se prolonge d’une maniére holomorphe sur X si et
seulement si Hol(V(z),Y") et Hol(X,Y') ont le méme nombre de composante connexes
U
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2.4 Hyperbolicité Relative

Dans cette partie, on donne une généralisation de la notion de I’hyperbolicité au
sens de Kobayashi en considérant des espaces relatifs. Dans ce cadre plusieurs ap-
proches peuvent-étre développées :

Espace fibré hyperbolique introduit par Noguchi [48] est une application holomorphe
m :Y — X a fibres hyperboliques compactes, cette définition présente plusieurs
avantages, on peut définir un espace fibré relativement complet, relativement hyper-
boliquement plongé comme dans le cas absolu en considérant ces propriétés sur les
fibres.

NOTATIONS
Soient X , Y et S des espaces complexes.
On note

1. Yt =Y U {oo} le compactifié d’Alexandroff

2. C(X,Y) désigne l'ensemble des applications continues de X dans Y muni de la
topologie compact-ouvert.

3. Un espace relatif X/S est une application holomorphe 7 : X X, S,
4. Holg(X,Y)={f: X — Y ;ox o f =0y}

Notre point de départ est une caractérisation topologique de I’hyperbolicité due a
Abate.
Théoréme 2.4.1 ([1]) Soit Y un espace compleze et Y le compactifié d’Alexandroff
deY.

Y est hyperbolique si et seulement si pour tout X un espace complexe la famille
Hol(X,Y) est relativement compact dans C(X,Y ™)

Soit Y un sous espace de Z non nécessairement relativement compact.
On donne ici un généralisation de théoréme d’Abate pour qu’un espace soit hyper-
boliquement plongé

Théoréme 2.4.2 Y est hyperboliquement plongé dans Z si et seulement si pour tout

X un espace compleze la famille Hol(X,Y) est relativement compact dans C(X, 7+)
Y désigne l’adhérence de'Y dans Z

Remarque 2.4.3 Si Y est relativement compact, on remplace y* par Y dans le
théoréme précédent et aussi C(X, ?+) par Hol(A, Z) et obtient la proposition 3 du
théoreme 1.3.3

Pour la preuve on utilise une version du théoréme d’Ascoli pour caractériser les
parties (relativement) compactes dans I’espace des applications continues.
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Lemme 2.4.4 Soit Q C C(X,Y).

Q est compact si et seulement si :

1. Q est équicontinue.
2. Qz) ={f(x); f €Q} est compact pour tout x € X

On rappelle que §2 est équicontinue en (z,y) € X X Y si:

Pour tout U un voisinage de z, il existe V' et W deux voisinages respectivement de
z et de y tels que : Si f € Qet f(x) € W alors f(V) CU.
DEMONSTRATION [THEOREME 2.4.2|:

On suppose que Y est hyperboliquement plongé dans Z.

Si Hol(X,Y) n’est pas relativement compact dans C(X, 7+), il existe xyg € X,
Yo € ?+, U un voisinage de yo, f, € Hol(X,Y) et z,, une suite dans X convergente
vers xg tels que :

fn(xO) — Yo et fn(xn) g U

(xx) dy (fu(20), fu(®0)) < dx(Tn, 20) — 0

On distingue deux cas :
1. yo € Y : la condition (**) implique que yo n’est pas un point d’hyperbolicité.

2. yo = o0 :soit U = CKU{oo} ot K est un compact dans Y. Par passage 4 une sous
suite on peut supposer que f,(z,) — a € Y et comme dy (f,(z,), fn(zo)) — 0,
on déduit que a n’est pas un point d’hyperbolicité.

Inversement

Il faut et il suffit de prouver que chaque point de Y est un point d’hyperbolicité.

Sinon il existe p € Y et f, € Hol(A,Y) tels que : f,,(0) — p et |f,(0)] — oo

Assertion : Soit U un voisinage relativement compact de p, il existe r > 0 tel que
fu(Ay) CU.

Preuve : Sinon il existe U un voisinage de p et x,, une suite convergente vers 0 tels
que : f,(0) — p et f"(in) ¢U.
Or f, — f€ C(A,Y+) donc f,(z,) et f,(0) ont la méme limite.

De notre assertion on déduit que f, — f : A, —— Z et donc la suite | f;\ sera,
bornée sur un voisinage de 0. O

On considére maintenant un espace relatif Y/S
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Définition 2.4.5

1. On dit que Y est relativement hyperbolique sur S si pour tout X/S un espace
relatif la famille Holg(X,Y') est relativement compact dans C(X,Y ).

Remarques 2.4.6
1. Si S = %, on retrouve la notion de I'hyperbolicité.

2. Dans l'article de Ohgai[52], auteur développe de la méme maniére la notion
de /S — hyperbolique mais I'hyperbolicité au sens de Kaup = qui est taut en
terminologie récente.

Propriétés 2.4.7

1. Soit Y — S un espace relatif
S1 Y est hyperbolique alors Y est relativement hyperbolique sur S.

2. Soit Y/S un sous espace relatif de Z/S.
Si Z/S est relativement hyperbolique alors Y/ S est relativement hyperbolique.

3. Soit Y — S un espace relativement hyperbolique.
Alors pour tout s € S on a Y, = w7 '(s) est hyperbolique.

Conséquence Si Y — S est une application holomorphe, propre et relative-
ment hyperbolique sur S alors Y — S espace fibré hyperbolique compact.

4. Soient X/S et Y/S deuz espaces relativement hyperboliques sur S.

Alors X xgY — S est relativement hyperbolique sur S.
DEMONSTRATION:

1. Holg(X,Y) C Hol(X,Y) C C(X,Y)

2. Pour tout X/S, Holg(X,Y) C Holg(X, Z) et la limite reste dans C(X,Y™)

3. Soit X un espace complexe.
Holgs(X x {s},Y) = Hol(X, Y;) est relativement compact dans C(X,Y,")

4. Pour tout Z/S on a Holg(Z, X xsY) = Hols(Z, X) x Holg(Z,Y)
Soit fr, = (hn, gn) € Holg(Z, X x5Y) on peut extraire une sous suite convergente
vers (h,g) € C(Z, X)) xC(Z,Y™T)
mais (hy, (), gn(z)) € Xs X Y; donc (h(x),g(z)) € (Xs x Yo)T C (XxgY)T ie
f=(hg) €C(Z,XxsY")

O
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2.4.1 L’application évaluation

Soient X/S et Y/S deux espaces relatifs et :
¢ X x Holg(X,Y) — XxsV

I’application évaluation.

Proposition 2.4.8 Soient X un espace complexe compact conneze relatif sur S et'Y
un espace complexe compact relativement hyperbolique sur S.

Alors ¢ est fini et donc :

1. dimHolg(X,Y) < dimY; pour tout s € S.

2. Chaque composante connexe de Holg(X,Y') est hyperbolique compacte.
Remarque 2.4.9 si S = % on retrouve le résultat d’Urata|63].

DEMONSTRATION:

(1) Soient zo € X, fo € Holg(X,Y), yo = fo(xo), U un voisinage dans Y de y, et
so = m(xp).

Considérons F la composante connexe de Holg(X,Y") contenant fj.

On montre que {f € F; f(zo) = fo(zo) = v} = {fo}

Soit, f € F, par compacité de F, il existe un voisinage W de xq tel que f(z) € U
pour tout f € Fetxz € W.

Donc I’application évaluation restreinte a F est a image dans U

¢ : F—Upour xze€W

f— flz)

Par un théoréme de Douady, F porte une structure d’espace complexe et compacte
donc en appliquant le principe du maximum, on aura f(z) = fo(z) sur W. X est
connexe donc f = fp.

(2) Chaque composante connexe de Holg(X,Y") est hyperbolique.

I’application évaluation donne :
Gy : F — Yy,

f — f(x0) est holomorphe injective ¢, " (fo(xo)) = {fo}
Comme Y, est hyperbolique donc F est hyperbolique.
O

Proposition 2.4.10 Soit Y un espace compact relativement hyperbolique sur S alors
Auts(X) est fini

Ceci découle du lemme suivant
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Lemme 2.4.11 Soit G un groupe de Lie compact hyperbolique alors G est fini.

DEMONSTRATION:  Soit X un champ de vecteur sur GG et on considére le groupe
a l-paramétre associé C —— @, il est constant car GG est hyperbolique, donc G est
discret. G étant compact donc G est fini.

O

La propriété d’hyperbolicité est une notion locale sur S

Proposition 2.4.12 Si pour tout s € S, il existe U un voisinage ouvert de s tel que
Yy — U est relativement hyperbolique alors Y — S est relativement hyperbolique.

Conséquence Si pour tout s € S, il existe U tel que Yy est hyperbolique alors
Y —— S est relativement hyperbolique.

Théoréme 2.4.13 Soit p : Y —— S une application holomorphe propre. Y est re-
lativement hyperbolique sur S si et seulement si p : Y —— S est un espace fibré
hyperbolique compact

DEMONSTRATION:
La premiére implication est évidente puisque les fibres sont hyperboliques et com-
pactes.
Inversement les fibres sont compactes hyperboliques alors pour tout s € S, il existe
U un voisinage ouvert de s tel que Yy est hyperbolique. En utilisant la conséquence
plus haut, on déduit que p: Y —— S est un espace fibré compact hyperbolique.
O

La notion d’hyperbolicité relative nous permet de déduire quelques propriétés sur
Iespace Holg(X,Y); d’une maniére analogue si ¥ —— S est un fibré compact hy-
perbolique, on déduit des propriétés similaires sur I'(S,Y") : espace des sections ho-
lomorphes de 7

Théoréme 2.4.14 Soit Y —— S un espace fibré compact avec la base S est aussi
compact. Alors :

1. T(S,Y) est un sous espace complexe et compact de Hol(S,Y)
2. Chaque composante conneze de I'(S,Y") est hyperbolique compacte.

3. L’application évaluation S X T'(S,Y) —— Y est fini et donc dim I'(S,Y) < Y,
pour tout s € S

Pour la preuve voir Kobayashi [38|.
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Chapitre 3

Espace des Modules des Espaces
Complexes Compacts Hyperboliques

Introduction

Dans ce chapitre, on annonce le critére de représentabilité par un espace de module
grossier des foncteurs analytiques dit & Schumacher[56] ensuite on 'applique a notre
situation. La premiére condition suppose que chaque objet posséde une déformation
semi-universelle, la deuxiéme que l'application naturelle p : Isomg(%,2)) — S est
propre pour X/S et /S deux familles paramétrées.

On applique le théoréme fondamental d’existence d’une déformation semi-universelle
pour chaque espace complexe compact dii & Palamodov [53| Douady [13] Forster-Knorr
[18] Grauert [22]. Mais pour le deuxiéme point, on peut montrer que :

P : Bimeg(X,9)) — S est propre .

Donc dans la suite notre but est de chercher des conditions supplémentaires sur
la déformation ou sur la nature des singularités pour que p : Isomg(X,Q)) — S soit
propre.

On considére les approches suivantes :

1) On montre tout d’abord que si la déformation est localement triviale alors p
est propre, de plus par un théoréme de Flenner-Kosarew [17], on a que chaque espace
complexe compact posséde une déformation localement triviale semi-universelle.

2) On donne une condition sur d}reg pour que toute application holomorphe de
Xyeg dans Y ol X est un espace maximal, Y est compact hyperbolique, se prolonge

en une application holomorphe sur tout ’espace.

3) On suppose qu'il existe une résolution simultanée des singularités.
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3.1 Critére de Représentabilité des Foncteurs Analy-
tiques

On donne un critére di a Schumacher pour qu’un foncteur analytique posséde un
espace de module grossier et on peut méme donner une description locale de cet espace
de module comme quotient par une opération de groupe.

La preuve repose essentiellement sur la théorie de déformation dont on rappelle
quelques définitions :

Définition 3.1.1

1. Une déformation est une application holomorphe propre et plate f : X —— S.
L’espace S est appelé la base de la déformation et X est l’espace de la déforma-
tion.

A toute application de changement de base g : T —— S on lui associe g*(f) :
X xgT —— T qui est aussi une déformation. En particulier si g est un plonge-
ment g*(f) est la restriction de la déformation f sur T.

2. Soient S un espace complexe avec * un point distingué et Xy un espace complezxe
donné.

Une déformation de l’espace Xy de base (S, ) est une application holomorphe
plate f : X —— S avec un isomorphisme i : Xy ~ f~1(x)

Xo—X

]

— (5, %)

3. Une déformation f : X —— S de X est dite localement triviale si pour tout point
x € X la déformation (X,z) — (S, *) est isomorphe d la déformation triviale

(X: .’17) X (Sa *) - (Sa *)
4. Une déformation X — S de X, est dite verselle si toute déformation X' —— S’
de Xy, il existe a : 8" —— S telle que le diagramme suivant est commutatif :

X —x

.

g% .9

!~ '
avec X' ~ XS

Elle est semi-universelle si Ta : I’application tangente est unique.
Elle est universelle si a est unique.
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5. On appelle une catégorie fibrée F, un foncteur p: F —— (An) vérifiant :

(a) Pour tout morphisme f : R —— S dans (An) et pour tout objet a sur S
il existe f : b —— a telle que p(f) = f qui est cartésien i.e. pour tout
c— a sur f il existe c — b sur idg, b existe a isomorphisme prés on
la note par f*(a) ou par a Xs R

(b) La composition de morphismes cartésiens est cartésien.

(¢c) f:b——a est un isomorphisme si et seulement si p(f) est un isomor-
phisme.
A chaque foncteur analytique on lui associe une catégorie fibrée : la catégorie des
objets paramétrés.

Maintenant on peut énoncer I'outil principal dans notre travail :

Théoréme 3.1.2 Soient F': (An) — (Ens) un foncteur analytique et p : F —— (An)
la catégorie fibrée associée a F
F' posséde un espace de module grossier si les deux conditions sutvantes sont véri-

fiées :
1. Chaque objet a tel que p(a) = x posséde une déformation semi-universelle.

2. Pour b et ¢ deux objets dans F telles que p(b) = p(c) = S, le foncteur Isom(b,c) :
(An)/S —— (Ens) est représentable par un morphisme k : I —— S propre.

I, s’identifie comme espace topologique & Isom(bs, c;)

Idée de la preuve Schumacher|56|

Un espace des module est un espace complexe dont ses points correspondent a
des classes d’isomorphie. La structure complexe de 91t est donnée telle que pour toute
famille f : X — S holomorphe propre, donne une application naturelle :

¢r:S — M s [X,] est holomorphe.

(a) Construction Topologique :
Soit ag € F telle que p(ay) = *

M= U p(a)/~ ol a est un objet semi-universelle

N est la réunion disjointe des bases des déformations semi-universelles et en identi-
fiant les points a fibres isomorphes, i.e. la relation d’équivalence est donnée par s; ~ s
si Xs, ~ X,-

N est un espace topologique qui porte la topologie quotient, il est Hausdorff puisque
k est propre.

L’hypothése que I'application k est propre nous permet aussi de montrer I’analycité
de certain ensembles.
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(2) Construction analytique :

On fixe a un objet semi-universelle et (S, sg) = p(a) la base de I'objet a. On note
par Aut(ag) les automorphismes de ay et Aut®(ag) les automorphismes de ay qui se
prolonge sur a (méme sur un petit voisinage de sy.)

On suppose que Aut’ (ag) C Aut®(aog) alors
1. a est universelle.
2. (S/ ~) s’identifie & S/G ou G est un groupe qui agit sur S ; G = Aut(ag)/Aut®(ay).

donc S/ ~ porte une structure naturelle d’espace complexe et pour tout g : b — T
une autre déformation de ag I'application ¢, : T' — 90 est la composition de T — S
et de S — M= 5/G.

Soit m; : § x S — S la j-éme projection (j=1,2).

p: Isom(nia, m5a) — S X S est propre
donc I'(= Im(k))= Graphe (~) est un sous ensemble analytique de S x S.
Dans la suite on décrit briévement I’action de Aut(ag) sur la base (S, o).

Soit ¢ € Aut(ag) ceci nous donne autre déformation de aq et on a le diagramme
suivant :

® 1 A
Qg > g S > @ - Q
* C - S a - S

Comme a est universelle, il existe a(p) unique telle que Aoiop =i. Si p et ¢ dans
Aut(ag) telles que a(p) = a(v)) alors les deux déformations associées sont isomorphes
i.e. pop~ € Aut®(ap). On obtient ainsi la représentation suivante :

G = Aut(ag)/Aut(ag) — Aut(S, s¢)

On montre que si 'y est une composante irréductible de I' qui contient (s, s¢) alors
Fo=A{(s,9.5)/s€ S} ged.

3.2 Espace des Modules des Variétés Compactes Com-
plexes Hyperboliques

Dans cette partie, on suit ’approche de Fujiki [19], Schumacher [58] pour prouver
I’existence de ’espace des modules des variétés kihlériennes polarisées. Dans notre cas
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les variétés qu’on considére sont hyperboliques donc polarisées d'une maniére naturelle
par leur métrique de Royden, qui sont de Finsler.

Le point essentiel a prouver est que I = Isomg(X,2)) — S est propre pour X/S
et P/S deux familles de variétés compactes et hyperboliques.

Tout d’abord on commence par des résultats préliminaires :

1. Soient X/S et P/S deux morphismes d’espaces complexes propres, on note par
Dxyxsp — S Tespace des modules de Douady [12]| associé & X xg) — S.
On considére I = Isomg(X,9)), 'ouvert de Zariski de Dxy 9, qui représente le
foncteur

I:(An/S) — (Ens) I(T/S) =Isomy (% xsT,Q xsT)

voir Schuster [59].

2. Soit a : I —» S un morphisme d’espaces complexes avec I est un ouvert de
Zariski dans I et o« se prolonge en & : I — S qui est propre.
Alors il existe U un ouvert de Zariski maximal au sens de l’inclusion tel que «
soit propre sur U. Il suffit de prendre U = S — &(U — U)

3. On montre que la cloture de I dans Dxy g est analytique voir Fujiki [20].

4. Fujiki[19] donne un critére pour qu’un sous ensemble analytique A C Dyx/y soit
propre sur Y via 6 : A — Y la projection naturelle.
Soient f : X — Y un morphisme propre, S une 2-forme sur X telle que sa
restriction sur les fibres est une (1,1)- forme positive. Dx/y dénote I’espace de
Douady relatif et A C Dx/y un sous ensemble analytique avec § : A — Y la
projection induite par Dx)y — Y.

Définition 3.2.1 On dit que A est borné s’il existe un ouvert de Zariski V et
une constante R > 0 tels que :

pour tout d € V' et Zy C Xgq) un représentant de d qui est de dimension pure q
on a :

Vol(Z,) = ﬁg(d) <R
Zq
Proposition 3.2.2 Soit A C Dy/y, on suppose que pour tout U C Y on a
Ay —> U est bornée. Alors A est propre sur Y.

Proposition 3.2.3 Soient X/S et 9 /S deuz familles de variétés hyperboliques
compactes alors on a : I est propre sur S.

DEMONSTRATION:

Soient 7 : X — S et 0 : P —> S deux applications holomorphes propres a
fibres hyperboliques

et f, 1 Xy — Y, biholomorphe
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on dénote par I's = Gr(fs) C Xs x Y,

Soient w; une 1-1 forme sur X et H; la métrique associée a w; et wy une 1-1
forme sur ) et H, la métrique associée a wo
Le volume de 'y = Gr(fs) est donné par :

Vol(T,) = / (w1 + fren)*

8

ou k est la dimension des fibres.

En appliquant la proposition précédente, il suffit de prouver que les volumes I
restent bornés.

{Ky,} est semi-continue inférieurement, il existe ¢y une constante positive telle
que Hy < oKy, done fiHy < eof¥(Ky,) < oKk,

{Fx,} est semi-continue supérieurement, il existe ¢; une constante positive telle
que KXS S ClHl.

Par conséquent

Vol(T,) = / S (Wi + flw)® < (1 + creo)” / (wr)®

s
or le volume des X, par rapport a w; reste borné pour s qui varie dans un
compact.
Donc le volume des I'y reste borné.

O

. Il reste & prouver que I =1 ou que S = U.
Sinon il existe sq tel que I, # I, et h: A — I une courbe avec h(0) € I,, \ I,
et h~1(I\I) = {0}. On note par h la composition de h avec la projection naturelle
I — S, on considére ensuite (X xgA, A) et () x5 A, A) les images réciproques
de X/S et /S par A/S.
I’application :

X Xs A L} 2) Xs A

l J

A oA
U est biméromorphe et biholomorphe sur X xg A*, cette application se prolonge

sur X xs A en une application biholomorphe car X x5 A et ) xg A sont des variétés
donc X, ~ Y, par h(0) ce qui est absurde.

Ce critére est la “version hyperbolique” du critére de Matsusaka-Mumford pour les
variétés polarisées, ce méme critére a été démontré par Fujiki [19], Schumacher [58]
dans le cas des variétés kihlériennes polarisées.
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3.3 Espace des Modules des Espaces Complexes Com-
pacts Hyperboliques

On considére le foncteur suivant :

F:(An) — (Ens)

F(S) = L’ensemble des classes d’isomorphie des déformations X /S localement triviales
a fibres compactes hyperboliques .

On applique le critére plus haut pour prouver que le foncteur F' posséde un espace
de module grossier.
Par un théoréme de Palamodov 53], Douady [13], Forster-Knorr [18] et Grauert
[22| on sait que :
Théoréme 3.3.1 Tout espace complexe compact posséde une déformation semi-universelle.

Aussi par un théoréme de Flenner-Kosarew [17] on a :

Théoréme 3.3.2 Tout espace complexe compact posséde une déformation semi-universelle
localement triviale.

Il reste donc a vérifier que :
p:Isomg(%X,9) — S

est propre pour X/S et /S deux familles paramétrées dans F'.

SiX/S et /S sont deux déformations a fibres hyperboliques compactes, on montre
qu’on a :

Théoréme 3.3.3 la projection naturelle p : Bimeg(X,9)) —— S est propre.
Corollaire 3.3.4 pour S hyperbolique, ’espace Bimeg(X,9Q)) est hyperbolique

DEMONSTRATION:

Soit fs : Xy — Y} une suite d’applications méromorphes, on a f| X
est holomorphe.

Soit zp € X, un point régulier, en ce point la déformation est localement triviale
donc il existe un voisinage U et un S—isomorphisme U ~ A" x § par suite X;NU ~ A".

[/ XsNU : A" —— Y, est holomorphe et comme la famille U, sHol(A",Y}) est
compacte pour s € S un voisinage compact de sy, on déduit que f; —— f uniformé-

ment sur tout compact de Xo,,,

X,  —Y,

Sreg Sreg

D’apreés les théoréemes de prolongement voir section 1.4, f se prolonge en f :
X5, — Y, méromorphe.
On applique la méme stratégie & f~!, on déduit que p est propre.
O

En considérant les déformations localement triviales, on montre que p est propre.
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Théoréme 3.3.5 On suppose que X/S et Y/S sont localement triviales alors
p: Isomg(%X,9) — S

est propre

DEMONSTRATION: 5
On reprend la preuve précédente et on utilise que pour S un voisinage compact
qu’on a U, gHol(M,Y;) est compact pour M un espace complexe quelconque, voir le

lemme 2.1.7 et la remarque 2.1.10.
O

On déduit le théoréme suivant :

Théoréme 3.3.6 Le foncteur F' est représentable par un espace de module grossier.

3.3.1 Deuxiéme Approche

A partir du raisonnement de la preuve 3.3, on remarque qu’on obtient une appli-
cation holomorphe f : X — Y, mais f ne se prolonge que méromorphiquement
sur X, .

On constate alors qu’il suffit d’étudier les conditions pour prolonger f : X
Y;, sur X, holomorphiquement.

S0reg

—

S0reg

On se place en toute généralité dans le cas ou X est un espace complexe, A un sous
ensemble analytique et Y est compact hyperbolique.

La situation ici et beaucoup plus subtile et les théorémes de prolongements dé-
pendent des lieux singuliers de X et de A et méme dans la situation ot X ne posséde
que des singularités isolées, il est difficile de donner des conditions sur les singularités
sans faire intervenir la pseudo-distance dx_4.

On donne une condition dans le cas des singularités isolées, ainsi une condition (C)
qui ne fait pas intervenir une résolution des singularités dont on n’a pas toujours une
expression explicite.

Il suffit d’étudier le cas o A C Sing(X) puisque f se prolonge sur A N X4, voir
corollaire 1.4.2.

Avant de continuer, on rappelle la construction de la pseudo-distance de Kobayashi
d*.

Dans (37, 38|, Kobayashi a introduit une nouvelle pseudo-distance d}- pour simpli-
fier les preuves des théorémes de prolongements de Noguchi.

Définition 3.3.7 Soit Y espace complexe.

v =inf I(a) ot « chaine de Kobayashi dans Hol(A*,Y)
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Il est facile de prouver les propriétés suivantes :

Exemples et propriétés
1. dy, < dy et dj, = dy dans le cas Y est compact hyperbolique.
2. di =da (sur A) et di. = da sur A*.

3. dy est la plus grande pseudo-distance sur Y qui vérifie le principe de décroissance
pour Hol(A*,Y) entre d3 et da.

4. d5(f(2), f(y)) < dy(w,y) pour tout f € Hol(Y, Z).

La propriété (4) du théoréme 1.3.3 qui caractérise la fait que Y est hyperbolique-
ment plongé dans Z entraine qu’il existe une métrique H sur Z telle que dg < dy.
Cette derniere estimation peut-étre amélioré en dy < dj, et méme en dgy < dy,z.

Théoréme 3.3.8 Y est hyperboliquement plongé dans Z si et seulement si il existe
une métrique H sur Z telle que pour tout f € Hol(A*Y) on a f*(H) < Ka et par
conséquent dg < dj

Maintenant, on énonce la condition (C) :

Condition (C) : Soient p € X et p, et ¢, deux suites quelconques dans X — A qui
convergent vers p alors imd% _ 4 (pn, ¢g,) — 0.

Cette condition est satisfaite dans les exemples suivants :
Exemples 3.3.9
1. X=Aet A={0} ona :d5_, =da.
2. X est une variété, A est un sous ensemble analytique de codim > 2 on a d%_, <
dx_ 4 =dx.
3 X=A"et A={(z1,...,2n) :21.... =0}, L <k<n)ona:

(x) d% 4 <ndx
L’estimation (*) a été démontrée par Kobayashi voir [37] en explicitant une chaine de

Kobayashi entre A* et A** x An—F,

Proposition 3.3.10 Soient X est un espace complere mazximale, A est un sous en-
semble analytique et Y est hyperboliquement plongé dans Z.

On suppose que (X, A) vérifie la condition (C). Alors toute application holomorphe
f: X = A — Y se prolonge holomorphiquement sur X dans Z

DEMONSTRATION:
Assertion : Il existe une métrique H sur Z telle que

(xx) du(f(x), f(y)) < d%_4(z,y) pour tout f € Hol(X — A,Y)
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On utilise deux ingrédients : le premier qu’il existe une métrique H sur Z qui
vérifie dy < d}, puisque Y est hyperboliquement plongé dans Z et le deuxiéme que si
f:X —A — Y est une application holomorphe alors d} (f(z), f(y)) < d%_4(z,v)
par conséquent on aura dg(f(z), f(y)) < d%_4(z,y).

Pour prouver que f se prolonge sur X, il suffit de prouver qu’elle se prolonge sur
C(X — AU {p}, Z) pour tout p € X.

Pour tout p € X, il existe un suite (x,) € X — A qui converge vers p, de la
suite f(z,) on peut extraire une sous suite convergente, mais dans ce cas f(z,) est
convergente grace a l'inégalité (xx). De plus cette limite est indépendante de la suite
(z,) choisie, on définit ainsi f(p) o= lim f(z,), f est le prolongement continue de f
sur X. Puisque X est maximale, f est holomorphe. U

Sous la condition (C), on peut méme prouver les théorémes d’extension et de
convergence de Noguchi :

ler cas : X est une variété et A est un diviseur & croisement normaux

Ce sont les théorémes de Noguchi “usuels”. Dans ce cas on a 'estimation (*). On
redémontre ces théorémes de maniére encore plus directe en utilisant I’estimation (*)
démontrée par Kobayashi [36] et le théoréme 3.3.11.

A partir de (%) et (*%), on remarque qu’on a :

dy(f(x), f(y)) < c.dx(z,y) pour tout f € Hol(X — A,Y)

et donc tout f € Hol(X — A,Y) est c-lipschitzienne, par suite on peut appliquer
un théoréme classique de topologie sur le prolongement des applications lipschitzienne
suivant :

Théoréme 3.3.11 Soient f : Xg — Y une application continue entre espaces mé-
triques ot Xy est dense dans X , (Y,dy) est complet et f est c-lipschitzienne :

dY(f(x)’ f(y)) < C'dX(x’ y)

Alors f se prolonge en f: X — Y continue (méme c-lipschitzienne)

L’idée de la preuve est simple, puisque f transforme une suite de Cauchy dans X
en une suite de Cauchy dans Y.

Maintenant les théorémes de Noguchi sont des conséquences faciles de (x) et le
théoréme plus haut : il est clair que si f,, : X — A — Y une suite d’applications
holomorphes, f, se prolonge en fo: X — Z et les ( fn) constituent une famille
équicontinue dans Hol(X, Z) puisqu’ils sont encore c-lipschitzienne entre dy et dx i.e

dH(fn(x)a fn(y)) < C'dX(xa y)
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2éme cas : X est un espace complexe et A est un sous ensemble analytique de X

Inspirés de la caractérisation de plongement hyperbolique voir théoréme 1.3.4, Jo-
seph et Kwack [42]| ont introduit une propriété topologique (k) :

Propriété k : Soient X et Y deux espaces topologiques, Xqg C X un sous espace
dense dans X et Q C C(X,,Y).

On dit que Q) vérifie la propriété ksiz € X;y €Y et (2o, Va, fo) € Xo X Xo X
une suite tels que : si T4, — T; Vo —> T et fo(zo) —> y alors fo(ve) — y-

En utilisant des méthodes purement topologiques, les auteurs montrent les théo-
remes de prolongement et de convergence de Noguchi et méme plus, voir théoréme
p :1242 dans Joseph et Kwack [42].

Le point essentiel de la preuve : Q@ C C(X,Y’) est équicontinue si et seulement si 2
est équicontinue de X, U {v} dans Y pour tout v € X

Corollaire 3.3.12 Sous la condition C les théorémes de prolongement et de conver-
gence de Noguchi restent valables

I1 est facile de voir propriété (k) est une conséquence de la condition (C) puisque

du((f(2), f(y)) < dx_a(z,y)

On considére maintenant un cas simple o f se prolonge holomorphiquement sur
tout I’espace.

Théoréme 3.3.13 Soient X un espace compleze mazimal, f : X,eg — Y holo-
morphe tels que dim S(X)=0 et Y est hyperbolique compact. Considérons x un point
singulier et m une résolution des singularités w: M — V(x) telle que E = 7" (z) est
dégénérée i.e. dg = 0. Alors [ se prolonge holomorphiquement sur X en f: X — Y.

DEMONSTRATION:

Considérons fomy_g: M —E — Y, d’aprés le Théoréme 1.4.1 fom se prolonge
en g : M — Y holomorphe. L’application g o 7! : V(z) — Y est méromorphe et
gom '|V(z) —x = f et gjp = un singleton car dy(g(z), 9(v)) < dg(z,y) = 0 pour tout
x,y € E.

Donc g o7~ " est le prolongement continue de f sur V(z). X est maximale alors le

prolongement de f est holomorphe.
O

Théoréme 3.3.14 On suppose que les fibres sont mazimales. Sous 'une des ces condi-
tions
i) la condition (C)
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ii) les fibres sont des surfaces 4 singularités isolées rationnelles.
Alors on a

p: Isomg(X,9) — S
est propre, elle est méme fini.

Théoréme 3.3.15 Il existe un espace de module grossier pour les surfaces complezes
compactes hyperboliques a singularités rationnelles ou elliptiques.

3.3.2 Troisiéme Approche
Morphisme contraction des déformations

Soit f : X —— Y une modification propre entre espaces complexes réduits ot Y
est normale donc f,(Ox) = Oy-

On note par :

C : la catégorie des anneaux Artiniens locaux de corps résiduel C.

Defx, Defy : C —— Ens : le foncteur des déformations de X (resp. de Y).

Soient A € C et X une déformation de X sur A.

Définition 3.3.16 On dit que X se contracte sur Y une déformation de'Y sur A s’il
existe le diagramme commutatif suivant des A-déformations :

XX
Lo

Si un tel diagramme existe alors f,(Og) = Oy voir Wahl [66].

De plus Wahl donne une condition nécessaire et suffisante pour contracter les dé-
formations : X se contracte en une déformation Y une déformation de Y sur A si et
seulement si f,(Ox) est A— plat si et seulement si f.(Oz) ®4 C —— f.(Ox) est
surjective.

Il existe une construction plus explicite du morphisme contraction 3 : Def x —— Defy

sous la condition que R' f,Ox = 0 ou f : X —— Y est 'application birationelle propre
considérée.
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Soient A € C et X 4 une déformation de X sur A alors X4 induit une déformation
f«(Ox,) de Y sur A :

DEMONSTRATION:
La preuve est par récurrence sur la longueur de A. Si A = C le résultat est clair.
Soit A arbitraire et

0 -C - A - A -0

une petite extension de A par des C-algébres. On suppose que la proposition est dé-
montrée pour A’. Soient X 4 une déformation de X sur A et X, —— A’ la déformation
induite sur A’. On a la suite exacte suivante sur X :

0 » Ox » Ox, »0x, —0
on applique f, on aura :
0 — fu(Ox) — fu(Ox,) — f.(Ox,,) — R'f.(Oy)

mais on a : f,(Ox) = Oy et R'f.(Ox) = 0.

On conclut qu’on obtient ainsi (Y, f.(Ox,)) une déformation plate de Y sur A
puisque Tor; A (f,(0x,), A") =0 et f,(Ox ) est A-plat par hypothése de récurrence.
U

L’application tangente 3(Cle]) : T5 — T3 est donnée aussi d’une maniére expli-
cite on T% (resp. T},) est isomorphe d’une maniére canonique a Ext!(Q%, Ox) (resp.
Ext!(Q4,, Oy)) :

Soit 0 - Ox - F - QL » 0 une extension qui représente un élément
dans TY, on applique f, et on obtient 0 — Oy —— f,(F) — f.(Q%) — 0 une
suite exacte car f,(Ox) = Oy et R f,Ox = 0. Cette extension donne un élément dans
Ext!(f.(Q), Oy). Par application naturelle 2, —— £,(Qx), on obtient un élément
de T, = Ext!(Q}, Oy).

Déformations Equisinguliéres

_ Soit X — X une résolution des singularités de X de diviseur exceptionnel D C
X. On considére les déformations équisinguliéres de X/S de X :

o=

D >

X

BN

/
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ot ® —— X est une déformation logarithmique de D~ X .
Un isomorphisme de déformation entre a = (D —— X, X, S)etb= (B — 9,9, 5)
est donné par le diagramme suivant sur S.

X— %
|
P ——9

et I'isomorphisme entre ¥ et ) renvoie D sur %B.

Voir Huikeshoven|28| proposition 2.1 et pour 'aspect formel du foncteur résolution
simultanée des singularités et le travail de Horikawa [26] pour ’aspect convergent dans
le cadre analytique.

Tout d’abord on montre que le foncteur des résolutions équisinguliéres est indépen-
dant de la résolution choisie.

L’outil principal dans ce paragraphe est le théoréme de factorisation faible des
applications birationnelles : ce théoréme dit qu’on peut décomposer une application
birationnelle entre deux variétés algébriques lisses complétes en une suite d’éclatements
et contractions de centres lisses, ce théoréme est déja connu pour les surfaces. Ce
théoréme est du & Abramovich, Karu, Matsuki, Wtodarczyk voir ’exposé L. Bonavero
[6].

Théoréme 3.3.17 Soit ¢ : Xy - - -~ Xy une application birationnelle entre deux va-
riétés algébriques complétes et lisses Xy et Xo sur k un corps algébriquement clos.
Alors ¢ se décompose en une suite d’éclatements et de contractions de centres lisses
i.e.

X, =V _%o, Vi P, LV N Vit Pinr G-z =) P V=X,

avec ¢; ou qﬁi_l est un éclatement de centre lisse le long d’une sous variété irréductible.

Dans le cas de la géométrie complexe ce théoréme se traduit par : Toute application
biméromorphe entre variétés compactes projectives se décompose en une suite d’écla-
tements et contractions de centres lisses.

En appliquant le théoréme de factorisation faible, on constate que étant donnée une
résolution des singularités alors toutes les autres résolutions sont obtenues a partir de
celle ci par une suite d’éclatements et de contractions de centres lisses.

Soient X un espace complexe compact, 7 : Y —— X une résolution des singularités

de diviseur exceptionnel D = UD; a croisement normaux ol D; sont des hypersurfaces
lisses et ¢ : Z —— Y un éclatement de centre lisse C.
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On sait qu’il existe une contraction ¢, : Def(Z) — Def(Y) puisque ¢,.(Oz) = Oy
et que Rl'p, 0, = 0.

0. : Def(Z) —— Def(Y)  [2] — [V]

On note par ESy (A) les classes d’isomorphie des déformations Dy, ...D,, —— )Y
sur A de Dq,...D, <Y qui se contractent sur X. C’est un sous foncteur des dé-
formations de Y.

Il existe une application naturelle : ESy (A) — Def 4(X).

11 est facile de voir grace a la caractérisation des contractions des déformations de
Wahl que si Y se contracte sur X si et seulement si Z se contracte aussi, puisque
¢«(0z) = Oy.

Donc ¢, induit une application naturelle entre ES;(A) et ESy (A).

Assertion : L’application ¢, est surjective.

Ainsi on aura que l'image de ES dans Def(X) est indépendante de la résolution
choisie.

Soit Y une déformation de Y sur A, il existe un recouvrement V; de Y telle que :
Vi = V; x A. Soit Z la déformation de Z donnée localement par Z; = ¢~ }(V;) x A sur
A (ces morceaux se recollent bien) et on obtient Z une déformation de Z sur A.

Il reste maintenant a vérifier que cette construction est indépendante de la classe
d’isomorphie de la déformation de Y.

Soient Y et )’ deux déformations de Y isomorphes dans ESy (A) qui se contractent
sur Defx(A). D’aprés la propriété universelle des applications monoidales on constate
qu’il existe un isomorphisme entre X; x A et X; x A avec X; = ¢~ !(V;) dans le
diagramme commutatif suivant :

Vi Vix A Vix A=Y,

ol les fléches verticales sont des éclatements le long de C; x A, puisque C; x A est
envoyé sur C; x A.

Remarques 3.3.18

Brieskorn et Artin [2] ont construit dans le cas d’une surface & singularité ration-
nelle double une résolution équisinguliére modulo un changement de base fini. Plus
précisément si X —— S est une déformation semi-universelle de (X, zo), alors il
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existe Y — T telle que le diagramme suivant commute :

TLSQS()

avec
1. P —— X est propre surjective.
T —— S est surjective fini.

) —— T est lisse.

Pour tout ¢ € T, le morphisme Y; —— X ;) est une résolution minimale des
singularités.

=W N

De plus ce diagramme est une résolution semi-universelle des déformations équi-
singuliéres voir [28] et Burns-Wahl|8].

Maintenant on s’intéresse a prouver que p est propre dans le cas des déformations
équisinguliéres assez particuliéres.

Soient a=(D —— ¥, %, 5) et b=(B —— 2,9, S) deux déformations équisingu-
liéres avec :
1. Pour s € S, les fibres X; (resp. Y;) sont hyperboliques, compacts, mazimales a
singularités isolées.

2. Pour tout s € S, X, \ D, (resp. Y, \ B,) est hyperboliquement plongé dans X,
(resp. Yj).

Soient (s,) une suite dans S qui tend vers sy et (f,, g,) des isomorphismes qui
réalise le diagramme commutatif suivant :

Xs'n. - Sn
a\ l
XSn i, YSn

ou
oc:X——X, v :Y——1 sont les résolutions simultanées des singularités

associées aux objets a et b et g,(Ds,) = Bs,,.
D’apres le théoréme 4.4.2 du chapitre 4, par passage a une sous suite on peut

supposer que g, converge uniformément sur tout compact vers g : X, —— Y, un

70



isomorphisme qui vérifie g(Dy) = By i.e. g renvoie le diviseur exceptionnel de XSO sur
celui de Y,

On définit alors f = vogoo !, f est une application biméromorphe, de plus f
est un isomorphisme entre XSOTeg et YSOMQ. Si xy est un point singulier de X, alors
f(zo) =vog(Ds,) = a(By) = {yo} et on obtient le diagramme commutatif suivant :

~ g ~

Koo = Yo
0'\ ll/
Xso i’ Y;‘o

Remarque 3.3.19

(1) Si on suppose qu’on peut déformer un chemin -, reliant deux points réguliers
dans une fibre distinguée et qui touche les lieux singuliers un nombre fini de fois en
un chemin 7, qui est dans les lieuz réguliers avec |L(vo) — L(%)| < € out L(y) est la
longueur de vy par rapport a la métrique de Kobayashi-Royden. La proposition 2.1.4
de la semi-continuité supérieure est essentielle pour prouver que f; est lipschitzienne,
donc prolongeable sur X, .

(2) Si on procéde réciproquement et on arrive a prouver que fy est un isomorphisme,
on utilise des résolutions des singularités canoniques voir [5] pour obtenir g qui est un
isomorphisme avec f oo = v o g i.e. 'isomorphisme f se remonte en un isomorphisme

g.
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CHAPITRE IV

Espace des Modules des Variétés
Hyperboliquement Plongées






Chapitre 4

Espace des Modules des Variétés
Hyperboliquement Plongées

L’espace des modules des applications holomorphes d’une variété compacte dans
un espace hyperboliquement plongé i.e. Hol(X,Y') ott X est une variété compacte et Y’
est hyperboliquement plongé dans Z a été étudié précédemment par Noguchi [50, 46],
il a montré que cet espace est un ouvert de Zariski dans un sous espace compact de
Hol(X, Z) et que I'application évaluation est holomorphe ceci peut-étre vu comme
une version “non compacte” du théoréme de structure de Douady. Suzuki [61, 62| a
généralisé les résultats de Noguchi, il remplace I'espace du départ par X — A ou X
est un variété compacte et A un diviseur & croisement normaux. Il montre qu’on a
des propriétés analogues sur Y (Y est hyperboliquement plongé) comme dans le cas
compact, je cite par exemple les théorémes de finitude de Surj(X,Y’), en particulier de
Aut(Y) et Hol(X,Y, k) lespace des applications holomorphes de rang k est un ouvert
et fermé dans Hol(X,Y).

On construit I’espace des modules des variétés hyperboliquement plongées. Dans
ce cadre la distance relative de Kobayashi joue un role crucial ainsi que le critére de
plongement hyperbolique d’un sous espace qui est une généralisation du théoréme de
Brody dti 4 Zaidenberg, Urata et Green.

La stratégie de la construction utilise le critére de Schumacher pour prouver I’exis-
tence d’un espace de modules grossier qui repose sur la vérification de deux points : le
premier consiste & démontrer I’existence d’une déformation semi-universelle le second
que la projection naturelle de Isomg(X,9)) — S est propre sur S pour X/S et /S
deux familles paramétrées.

4.1 Déformations Logarithmiques

Soient X une variété compacte et D un diviseur & croisement normaux simples i.e.
D = UD; ou D; sont des hypersurfaces lisses.
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On considére le couple (X, D) tel que X\ D soit hyperboliquement plongé dans X,
dans ce cas il est méme hyperbolique complet (D est un diviseur de Cartier)

Exemples 4.1.1

1. L’espace projectif complexe P"(C) et D une réunion de (2n + 1) hyperplans en
position générales, on a P"(C)\D est hyperboliquement plongé dans P"(C) voir
Green|[24], il est méme de courbure sectionnelle négative voir Babets [3] aussi les
travaux de Dethloff-Schumacher-Wong [10, 11], Siu.

2. Dans le cas irréductible, la situation est beaucoup plus compliquée, en général le
degré est tres grand par rapport a la dimension de ’espace. On rappelle la conjec-
ture de Kobayashi : une hypersurface générique de degré d est hyperbolique, son
complémentaire est hyperboliquement plongé dés que d > 2n + 1.

Zaidenberg a prouvé qu’il existe une courbe lisse de degré d > 5 dans P?(C) (resp.

une surface de degré > 350 dans P3(C)) de complémentaire hyperboliquement
plongé dans P"(C) (resp. dans P3(C))

Dans ce paragraphe, on décrit les déformations du couple (X, D) ou X est une
variété compacte et D est un diviseur & croisement normaux simples selon le travail de
Kawamata [30]. La théorie de déformations des variétés compactes a été développée
par Kodaira-Spencer, I’existence d’une déformation semi-universelle a été prouvé pour
Kuranishi. Dans ce cadre le faisceau tangent joue un role essentiel pour décrire les
obstructions et la construction du complexe cotangent.

On s’intéresse qu’au cas ou D est un diviseur de Cartier dans la variété X car si
CodimD > 2 on a dx\p = dx et donc X\D est hyperboliquement plongé dans X. On
rappelle les définitions suivantes :

Définitions 4.1.2

1. Soient X une variété complexe et D est un diviseur de Cartier.
On dit que D est diviseur & croisement normaux simples si D = U, D; ou D;
est une hypersurface lisse.

2. Soit X une variété compleze, une compactification non singuliere de X est une
variété X complexe compacte telle que D = X\X est un diviseur & croisements
normauz simples

3. Soit le triplet (X, X, D)qui est une compactification de X .

On appelle une famille de déformations logarithmiques le 7-uplets
T=(%%9,7,8,s0,¥) vérifiant :

(i) 7 : X — S est une submersion lisse, propre.

(i4) D est un diviseur de Cartier et X = X\D

(ii3) W : X — 7 1(s0) est un isomorphisme et U(X) = 77 1(so) N X
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(iv) T est localement une projection ainsi que sa restriction sur ® i.e. pour tout p
dans X, il existe U un voisinage de p et ¢ un isomorphisme ¢ : U — V x W ou
V=aU) et W =Un7 Y7(p)) tels que le diagramme suivant est commutatif :

U5 Vvxw

v M, vy

etonadpUND)=Vx (WnND)

4. Soient X une variété complexe et D un diviseur de Cartier, le faisceau tangent lo-
garithmique Tx (log D) est le sous-faisceau de T qui consiste auzr dérivations de
Ox qui envoient Jo dans Jo ol Jop est l'idéal qui définit D i.e. Tx(log D) est le
faisceau des automorphismes infinitésimauzr de X qui renvoient D sur lui méme.
On montre comme dans le cas classique qu’on a H' (X, T(log D)) = Defcy (X, D)
Pespace des déformations logarithmiques du couple (X, D), on définit ainsi l’ap-
plication de Kodaira-Spencer :

05y : Ts, 50 — H' (X, T(log D))

Description locale de Tx(log D) voir Itaka|29]

On se place toujours dans les mémes conditions énoncées plut haut : X est une
variété complexe, D est un diviseur a croisement normaux.

On note par zi, ..., z, des coordonnées locales de X autour de x € X et que D est
donné (localement) par D = {2, ....2, =0}

1. siz & D alors Tx(log D), = Ox

2. si ¢ € D alors Tx(logD), est engendré par {zla%l,... 2

o 9 IR
) k@zk’azk+1""’8zn

comme Ox ,-module.
Son dual 2x(log D), le faisceau des 1-formes logarithmiques est engendré par
dzk

dz
{2—11, o Sz, ,dzp,} comme Ox ,-module.

Remarque 4.1.3 On peut définir aussi les espaces des jets logarithmiques d’ordres
supérieurs voir Noguchi [49].

Comme dans le cas d’une déformation d’une variété complexe, on a ces résultats :

(i) Si g = (X,%X,9,7,8,s0,¥) est une famille telle que g,, est surjective et S est
lisse alors § est une famille verselle.

(ii) Si HY(X,T(log D)) = 0 alors (X, X, D) est rigide i.e. toute déformation est
globalement triviale.
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(iii) Si H2(X, T (log D)) = 0 alors la base de la déformation semi-universelle de
(X, X, D) est lisse.

Dans |30], Kawamata a démontré le théoréme suivant d’existence de déformation
semi-universelle logarithmique :

Théoréme 4.1.4 Pour (X, X, D) une compactification lisse de X, il existe une dé-
formation semi-universelle dans la famille des déformations logarithmiques.

On donne ici une preuve alternative :

Soient ® —— T une déformation semi-universelle localement triviale, on sait
qu'une telle déformation existe d’aprés Flenner-Kosarew [17] et X —— S une dé-
formation semi-universelle de X.

Soit R = (Morrys(D7xs, Xr«s),1) — T x S alors il existe un R- morphisme

D & Xp. Cette fleche est une déformation verselle de D <’ + X. Par la théorie
générale de la déformation, il existe une déformation semi-universelle, donc le premier
point du critére est démontré.

Remarque 4.1.5 Il existe une fléche naturelle :
Def(c[g] (X, D) — Def(c[g] (X)

qui est en général ni injective ni surjective.
En effet, il existe une suite exacte courte au niveau des faisceaux :
0 — Tx(log(D)) — Tx — Np — 0

qui induit une suite longue au niveau de la cohomologie :

... — H°(X, Np) — H'(X, Tx(log(D)) — H'(X, Tx) — H (X, Np) —> ...

et on a ces isomorphismes :

H'(X, Tx (log(D)) = Defey (X, D) désigne 'ensemble des classes d’isomorphie des
déformations logarithmiques du couple (X, D) sur Clg].

H'(X,Tx) = Defg, (X) lensemble des classes d’isomorphie des déformations de
(la variété) X sur Ce].

4.2 Espaces Hyperboliquement Plongés et Caractéri-
sations

On donne ici deux caractérisations pour qu’un espace soit hyperboliquement plongé
semblable a ceux de I’hyperbolicité. La premiére est au niveau infinitésimal et la

deuxiéme est comparable & la propriété de Landau qui sont équivalentes et on peut
méme donner une relation entre les deux constantes R = %

78



Proposition 4.2.1 Soit H une métrique sur Z. B
Y est hyperboliquement plongé dans Z si et seulement si pour tout p € Y, il existe
W un voisinage de p et ¢ > 0 tels que Ky > cH sur WNY

Proposition 4.2.2 (Propriété de Landau) On suppose queY est relativement com-
pact dans Z.

Y est hyperboliquement plongé dans Z si et seulement si pour tout p € Y, il existe
W un voisinage de p et R > 0 tels que

sup {|f'(0)] : feHol(A,Y)etf(0)e W}<R

les preuves sont semblables a la proposition 2.0.17
Il y a aussi 'analogue de ce théoréme pour la famille Fy , voir Kobayashi [38].
Plus précisément on a ce théoréme :

Théoréme 4.2.3 Soit Y C Z un ouvert de Zariski d’adhérence compacte.
On a les équivalences sutvantes.

1. Y est hyperboliquement plongé dans Z

2. Pour toute métrique H sur Z, il existe c une constante positive telle que f*(H) <
cKa pour tout f € Fy z.

3. dyz(p,q) >0 pour tout p#£q €Y.
Proposition 4.2.4 On a les équivalences suivantes :

1. Y est hyperboliguement plongé dans Z.

2. Pour toutes suites p, , g, € Y telles que p, — p, ¢n — q avec p, ¢ € Y, si
dy (Pn, qn) — 0 alors p=q .

DEMONSTRATION:

Pour la condition nécessaire on a Y est hyperboliquement plongé dan Z donc il
existe une métrique H sur Z telle que dy < dj- d’ou le résultat.

Pour la condition suffisante : il suffit d’aprés le théoréme 1.3.3 de démontrer I’asser-
tion (2)du théoréme mais par rapport a la distance dy, le résultat découle de I'inégalité
suivante : d3, < dy.

O

4.3 Critére de Brody pour les Espaces Hyperbolique-
ment Plongés et le Théoréme de Stabilité

4.3.1 Théoréme de Brody

Le critéere de Brody est un outil simple et trés utile pour la caractérisation de
I’hyperbolicité dans le cas ot ’espace est compact.
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X est hyperbolique si et seulement si il n’existe pas de droite complexe dans X.
On rappelle qu’une droite compleze est une application holomorphe h : C — X
non constante telle que |A'(z)| < ¢ pour tout z € C.
L’analogue du théoréme de Brody pour les espaces hyperboliquement plongés a été
prouvé par Urata |64], Green|23] et Zaidenberg|68].

Définition 4.3.1 Soient Y un ouvert relativement compact de Z, f : C — Z est une
droite complexe qui provient de Y si pour tout R > 0 il existe une suite f, : Ap — Y
telle que fn — fia, uniformément sur tout compact.

En modifiant légérement la démonstration du théoréme de Brody, Uratal64] a
prouvé

Théoréme 4.3.2 Soient Z un espace complexe et Y un ouvert relativement compact
dans Z alors Y est hyperboliquement plongé dans Z si et seulement il n’existe pas de
droites complezes qui proviennent de Y

De la méme maniére Zaidenberg, Lang [45] prouvent méme plus :

Théoréme 4.3.3 Soient Z un espace complexe et Y un ouvert relativement compact
dans Z et U, une suite décroissante d’ouverts telle que N,U, = Y. On suppose que
aucun des U, est hyperboliquement plongé dans Z. Il existe une suite h, : C — Z qui
provient de U, et h, converge uniformément vers h: C — Z et que h(C) C Y

Maintenant on s’intéresse au cas ou Y = Z\A ou A est un diviseur de Cartier.
Ceci a été étudié par Green et Zaidenberg.

Théoréme 4.3.4 Soient Z un espace complexe, Y un ouvert de Zariski tels que A =
Z\Y un diviseur de Cartier, si

(i) Il n’existe pas de droite compleze dans'Y

(i) Il n’existe pas de droite complexe dans A

Alors Y est hyperboliquement plongé dans Z

Plus précisément on a :

Théoréme 4.3.5 Soient Z un espace complexe et A un diviseur de Cartier et Y =
Z\A. Alors Y est hyperboliquement plongé dans Z si les deuz conditions suivantes
sont vérifiées :

1. Il n’y a pas de droite complere dans 'Y
2. Pour toute partition d’indice IUJ = {1,2,... ,m}, il n’y a pas de droite compleze
dans mie]Ai - UjeJAj

Pour prouver I'inverse on a un résultat dit & Zaidenberg|70, 72| qui s’avére suffisant
ou il considére le cas d'un diviseur a croisements normaux simples i.e A = Up<;<pA;
ou A; est une hypersurface lisse.

On a le lemme suivant dii & Zaidenberg qui utilise le résultat de Siu [60]
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Lemme 4.3.6 Soient Z une variété compleze et A un diviseur de Cartier, A,y dé-
signe le lieu des points réguliers de A. Alors toute application holomorphe f : Ap —
Ay peut-étre approzimé par une application sur A, & valeurs dans Z\A pour tout
r < R.

En utilisant ce lemme, Zaidenberg prouve I'inverse du théoréme 4.3.5 :

Théoréme 4.3.7 (Zaidenberg|70, 72]) Soient Z une variété compleze et A = UA,
un diviseur & croisements normaux simples, A; est une hypersurface lisse. Si Y est
hyperboliquement plongé dans Z alors

1. Il n’y a pas de droite complexe dans 'Y

2. Pour toute partition d’indice IUJ = {1,2,... ,m}, il n’y a pas de droite compleze
dans ﬁieIAi — UjeJAj

Voir aussi le résultat de Zaidenberg ou il considére une partition de A en strate
suivant la multiplicité.

4.3.2 Théoréme de Stabilité

Les théorémes de stabilité sont des applications directes du théoréme de Brody et
ses variantes.

Dans cette section, on considére le cas des espaces hyperboliquement plongés.

Soient 7 : X — S une application holomorphe propre, submersive et s, € S, D
un diviseur de Cartier dans X et on pose X = X\D

Ce théoréme de stabilité est du a Kobayashi|38] p :149.

Théoréme 4.3.8 (Théoréme de stabilité) On conserve les mémes notations plus
haut.

On suppose que DN X, est un diviseur & croisements normaux simples. Si X, est
hyperboliquement plongé dans X, alors il existe un voisinage ouvert U de s tel que
Xy est hyperboliquement plongé dans Xy

En particulier pour tout s € U on a X, est hyperboliquement plongé dans X,

DEMONSTRATION:

D = Ui<i<m®; une réunion de composante irréductible.

On note D; = ;N X,, D; est lisse et on définit D = Ui<i<mD; qui est un diviseur
dans X, a croisements normaux simples.

Soit U,, une suite décroissante d’ouverts hyperboliques voisinage de sy telle que
NnXy, = Xs,- B B

Si Xy, n’est pas hyperboliquement plongé dans X, il existe h, : C — Xy, une
droite complexe qui provient de Xy, et h,, converge uniformément sur tout compact
vers h: C — X d’aprés le théoréme 4.3.3.

Par le théoréme d’Hurwitz on a h,(C) C X ou h,(C) C Nie1®i — Ujes®;

encore par le théoréme de Hurwitz on aura h(C) C X ou h(C) C NMic/®D; — Ujes D,
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Considérons maintenant ’application holomorphe 7 o h, : C — U,, elle est
constante puisque U, est hyperbolique soit s, = 7 o h, donc h, : C — X, qui
provient de X,

Puisque s, — sg on aura h(C) C X, ou h(C) C NierD; — UjesD; c.ad. qu’il
existe une droite complexe dans X,, ou dans N;c;D; — Uje;D; ceci implique par le
théoréme 4.3.7 que X, n’est pas hyperboliquement plongé dans X, Il

4.4 Espace des Modules des Variétés Hyperbolique-
ment plongées

Aprés ces résultats intermédiaires dans les sections précédentes, on montre qu’il
existe un espace des modules des variétés hyperboliquement plongées.

On utilise comme d’habitude la théorie des déformations pour construire un tel
espace des modules et on applique le critére de Schumacher.

Théoréme 4.4.1 [l existe un espace des modules des variétés hyperboliquement plon-
gées pour la famille des déformations logarithmiques.

Soit (X, D, X) une compactification de X et on suppose que X est hyperboli-
quement plongé dans X. On considére une déformation logarithmique de ce triplet
(X,D,X).

On applique le critére de Schumacher & notre situation : le premier point qui
consiste a démontrer 'existence d’une déformation semi-universelle est vérifié d’apreés
le travail de Kawamata|30]. Il reste & prouver que si on considére deux déformations
logarithmiques qu’on les note par (X,X,D,95) et (9,92,B,59), les fibres X, = (%),
sont des variétés complexes de dimension m.

Théoréme 4.4.2 L’application naturelle
k : Isomg((X,D),(Y,B)) — S est propre.

Cet ensemble Isomg((X,D), (2),B)) porte une structure naturelle d’espace com-
plexe sur S comme sous espace de Isomg(X,9)) voir Fujiki [20].

DEMONSTRATION: B
_ Soit fa € Isomg((X,D), (Y, B)) une suite d’isomorphisme entre (X, X, i) S)
®,9,%,5) ie. f, : X,, — Y, un isomorphisme tel que f,(X,,) = Y;, (ou

fa(D,,) = By,) et s, une suite dans S qui converge vers s.

En appliquant le théoréme de stabilité on peut supposer que X est hyperbolique-
ment plongé dans X et de méme pour ).

La déformation logarithmique est localement triviale sur X et sur D.

Donc pour z € X, un point dans la fibre spéciale, il existe un ouvert U dans X
tel que U est isomorphe au produit A™ x S et UNX = A** x A™F* x §.

82



On note par f, = fn [ X. Si on restreint f, sur UNX
onaf, [ UNX:A*x AmFk Y, 9.

dyy 5 (fu(2), Fa(y)) < dy, 3, (Fa(2), fu(y) < dy;, (Fa(2), fn(y)) < djeiy pns(2,9) < mdam (2, )

Pour tout z,y € A** x Am—k

A partir de cette inégalité, je déduis que la famille Hol(A** x A™=* 9)) est relati-
vement compact dans Hol(A™, @) par conséquent f, converge uniformément sut tout
compact vers f et f se prolonge sur A™ en f et f, converge uniformément sur tout

compact vers f.
Comme B est un diviseur de Cartier donc f(X) C Y ou f(X) C B (et donc

f(X) C B).
On applique le méme raisonnement a f, !, on déduit qu’il existe g et g tels que
g=g1Y,g(¥Y)C X oug(Y)cD(etdonc g(Y)C D), fog=idet o f=id
Donc f et § sont des isomorphismes tels que f(X)=YetgV)=Xie f¢€
Isoms((%v @)7 (2), %))
O

Remarque 4.4.3
Si on considére des déformations plus générales que celles considérées plus haut du
triplet (X, D, X) elles sont données par le diagramme suivant :

U

S

et que ® soit plat sur la base S et non nécessairement localement triviale. On sait
qu’il existe une déformation semi-universelle dans cette famille.

Pour le deuxiéme point, d’aprés ce qui précéde il est clair qu'on peut construire
une application fy : Xy — Dy — Y mais on ne peut pas la prolonger en général.
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