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1. Présentation générale

Jusqu'aux années 80, la théorie de Littlewood-Paley et I'étude des espaces de Hardy H”
de fonctions harmoniques u dans le demi-espace R’**! utilisait principalement deux types de

fonctionnelles:

— Des fonctions maximales (par exemple la fonction maximale non-tangentielle Nu ou la
fonction maximale de Hardy-Littlewood M f);

— Des intégrales d’aire (par exemple la fonction intégrale d’aire de Lusin Au ou la fonction
g™ de Littlewood-Paley).

En 1983 Gundy [17], s’'inspirant de la notion probabiliste de temps local, introduisit la densité

de l'intégrale d’aire (D%u, a € R) et le maximum de cette densité D* u = sup D“wu. Il montra
acR
avec Silverstein [19] que cette derniére permet, au méme titre que Nu et Au, de caractériser

les espaces de Hardy H”, 0 < p < oo, c'est-a-dire que: pour toute fonction harmonique u
« nulle en l'infini » les normes! LP, 0 < p < o des trois fonctionnelles Nu, Au et D* u sont
équivalentes. Ce que I'on peut écrire sous la forme

déf
(1) el e © 1N Wl ~ IAul, ~ ID*ullp, 0 < p < oo

les deux premieres équivalences provenant des résultats bien connus de Burkholder, Gundy et
Silverstein.

Pour ce faire, Gundy et Silverstein montrerent une inégalité de distribution « faible » entre
D*u et Nu. Ce qui redonne de maniere classique une partie des inégalités de normes L? (1),
l'autre partie provenant de I'inégalité (Au)?> < Nu x D*u qui est une conséquence triviale
des définitions de ces fonctionnelles. Ces résultats furent améliorés par Bafiuelos et Moore [4]
sous la forme d’'inégalités de bon-A de type exponentielles et méme sous-gaussiennes entre A,
Nu et D* u sur des domaines plus généraux que le demi-espace: des domaines lipschitziens
de R™!L, Ceci leur permit d’en déduire des résultats de Logarithme Itéré (ce que (1) ne peut
fournir) qui permettent d’estimer ’amplitude des oscillations d'une fonction harmonique dans
la pointe des cones ou ces fonctionnelles sont infinies.

Le propos de ce travail est d’améliorer (1) dans une autre direction. Il s’agit d’estimer la
dépendance en la fonction harmonique u des fonctionnelles u — D%u, a € R. Cette question
met le doigt sur un des aspects de la complexité de

D%, aeR et D*u.

Ces fonctionnelles présentent en effet une particularité par rapport aux autres utilisées jusqu’a
présent (Nu et Au par exemple) : elles ne sont pas sous-linéaires.

En fait, il n’existe pas de relation connue (égalité ou inégalité) ponctuelle (dans R") reliant,
par exemple, D* (u + v) a D* u et D*v. Dans ce sens la densité de I'intégrale d’aire n’entre
pas directement dans la panoplie des outils issus de la théorie des opérateurs de Calderén-
Zygmund, méme si ceux-ci jouent un role important dans son étude (cf. [11], [12]).

Il est des lors intéressant, dans un premier temps, de considérer le comportement en norme
de D%u — D%v, a € R et de le comparer a lanorme de u — v. C’est ce que nous ferons au IV.5.

1. Pour 0 < p < 1, ce n’est évidemment plus une norme mais simplement une distance. Nous commettons cet
abus de langage pour ne pas alourdir inutilement le discours.
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Mon principal résultat est ainsi une estimation en norme L”, 0 < p < oo de la distance
uniforme entre deux applications densité d’intégrale d’aire a — D%u et a — D%v associées a
deux fonctions harmoniques u et v. Plus précisément:

THEOREME Pour tout0 < p < oo, il existe une constante c,, telle que pour toutes fonctions
harmoniquesu et v :

1
lullpgr + ||U||HP)) z

1 1
2) sup |[D*u—-D%vl|| < cplllullgr+lv] 2lu-vl 2 (lvlo (
H b Hp\ p(lullr+1vllr) HP S\ u— vl

acR

Pour aboutir a ce résultat nous suivrons Gundy et Bafiuelos, Moore en transformant (cf.
IV.2.1) I'étude des densités d’intégrale d’aire en celles de certaines fonctions tentes (cf. II.1)
plus aisées a manipuler. Pour en faciliter I'étude nous introduisons au chapitre II une fonc-
tion maximale adaptée a ces fonctions tentes pour laquelle nous obtenons une inégalité de
bon-A de type sous-gaussienne (I1.3.3). Nous en tirons une inégalité maximale sur les espaces
de tentes. Dans le chapitre III, nous montrons un principe de domination qui se trouve au cceur
de la preuve de I'inégalité (2). Il nous permettra (IV.5) de passer d’estimations « grossieres » sur
nos fonctionnelles a des inégalités de normes conduisant directement a (2). Les chapitres II
et III peuvent se lire indépendamment des questions liées a la densité d’intégrale d’aire aux-
quelles ils ne font pas appel. Chemin faisant, nous exploiterons les outils mis en place, pour
étudier en moyenne la Holder-continuité et les variations des fonctions a — D%u (IV.3). Nous
considérerons aussi ponctuellement (dans R") ces problemes de continuité (IV.4). Ce qui nous
conduira a énoncer un résultat de logarithme itéré pour a — D%u. (La nature de ce résultat
étant tres différente des résultats de logarithme itéré de Bafiuelos et Moore.)

Ces résultats trouvent leurs origines en probabilité dans I'étude du temps local telle qu’elle
s’est développée depuis les premiers travaux de Lévy jusqu’aux résultats plus récents de Barlow
et Yor ([6]) dont (1) et (2) s’inspirent.

Cependant les résultats d’analyse réelle tels que (1) et (2), analogues de résultats proba-
bilistes ne se déduisent pas en général de ces derniers. Et méme si leurs preuves trouvent en
partie leur inspiration dans les grandes lignes de ceux-ci, il n'existe pas de méthode de trans-
fert permettant de transcrire de maniére automatique les théoremes et preuves probabilistes
en théorémes d’analyse. Les énoncés sont proches mais ils ne parlent pas des mémes choses et
les outils a disposition ne sont pas les mémes. Les probabilités bénéficient de la souplesse of-
ferte par des notions telles que les processus, les temps d’arrét et le calcul stochastique. Toutes
choses que I'analyse réelle ne nous permet pas (ou peu).

Dans la lignée des travaux de Burkholder et Gundy dans les années 70, un certain nombre
de techniques ont été développées et utilisées par de nombreux auteurs pour obtenir des ré-
sultats d’analyse a partir de résultats probabilistes correspondants. Toutefois dans le contexte
qui nous intéresse, ces techniques se heurtent a de sérieuses difficultés et ne semblent pas opé-
ratoires. C’est pourquoi notre démarche se placera entierement dans le domaine de 'analyse
réelle.

Il m’a semblé important malgré tout de brosser rapidement un tableau des résultats pro-
babilistes qui ont inspiré tout le travail de cette thése (section 2). Puis dans un second temps
(section 3) de présenter la définition de la densité d’intégrale d’aire et les principaux résultats
connus la concernant.
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2. Petit apercu probabiliste

Placons-nous dans le cadre d'un espace probabilisé filtré (Q, 7, (%), P) sur lequel on
considere une martingale continue (M;, t € Ry) issue de 0.

A une telle martingale on associe les processus adaptés suivants:

—Mt* = sup | M;| le supremum de |[M| sur [0, ¢];
st

— (M) la variation quadratique de M sur [0, t] qui est aussi le processus croissant prévi-
sible tel que Mt2 — (M), t € R soit une martingale (décomposition de Doob-Meyer) ;

- L} (M), a € R le temps local en a a I'instant ¢ de la martingale M. Il correspond a la
désintégration dite « formule de densité d’occupation »

t
3 / f(Mg)d{(M)s = / daf(a)L{
0 R

valable pour toute fonction borélienne positive f ;

- Lf (M) = sup L} (M) le maximum du temps local de M a l'instant 7.
acR

Un théoreme de Trotter nous assure qu’une version bi-continue de (a, t) — L{ existe. C’est
avec cette version que I'on travaille usuellement.

Depuis longtemps le parallele a été fait entre le comportement des fonctionnelles Nu (resp.
A%u) en analyse et le comportement des processus M* (resp. (M)) en probabilité. On sait par
exemple depuis longtemps que M* et (M )% vérifient des propriétés d’intégrabilité similaires
et notamment que pour tout0 < p < o

1
4) Mgy ~ IKMY& Il

ce qui conduit comme en analyse a la construction d’espaces #),, de martingales continues
(nulles en 0). C’est avec ce lien a l'esprit que Gundy introduisit en 1983 la densité d’intégrale
d’aire en analyse (comparer a cet effet les formules (3) et (21)).

Nous allons essayer de donner ici un bref apercu des propriétés « essentielles » du temps
local. Evidemment notre vision de I'essentiel semblera arbitraire & un probabiliste. Elle est gou-
vernée par les limites naturelles que fixe le cadre de cette these: nous ne nous intéresserons
qu’aux propriétés ayant obtenu une contrepartie en analyse, omettant ainsi un grand nombre
des résultats se rapportant au temps local.

Le premier de ces résultats est une formule due a Tanaka qui exprime le tempslocal (L%, ¢ €
R*), a € R comme étant le processus croissant prévisible intervenant dans la décomposition
de Doob-Meyer de la sous-martingale continue (|M; — al, t € R™). Plus précisément

¢
(5) |M; — al — | My — al =/ sgn(Ms — a)dM; + L}
0

et aussi ,
1
(M; — @) = (Mo - a)* = / Lja ool (Ms)dM + L.
0

Cette formule est a rapprocher de la formule de Gundy et Bafiuelos, Moore (section IV.2.1).
Outre qu’elle permet de généraliser la formule d’It6 au cas des fonctions convexes, elle présente
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un grand intérét technique puisqu’elle permet de déduire nombre de propriétés des processus
croissants L% : t — L{ de celles des martingales

t
ﬁ“:t»/ sgn(M; — a)dM; .
0

Ainsi par exemple Barlow et Yor ([7]) ont-ils montré que L* pouvait conduire & une nouvelle
caractérisation des espaces ), de martingales continues nulles en 0, c’est-a-dire que

déf

1
(6) LS p ~ IMENp ~ KM E N p = 1M e,

pour tout 0 < p < oo. Le résultat (1) de Gundy, Silverstein est un analogue de (6) en analyse.

Dans un autre ordre d’idée, on sait que L° fournit aussi un moyen de caractériser (presque
stirement) la convergence de M; quand ¢ tend vers 'infini. Plus précisément les assertions
suivantes sont presque stirement équivalentes

i) lim;_. «, M; existe
ii) Mot < 400
(7 10i) (M)e < +o0

iv) L;ko < 400

\1/) Lf,’o < 400,

A nouveau ces résultats peuvent étre comparés a ceux de Calderoén, Stein (pour les caracté-
risations ii) et iii)) et Brossard [8] (pour les caractérisations iv) et v)) en analyse.

Les problemes auxquels nous allons nous intéresser dans cette thése s'inspirent de résultats
sur la régularité du temps local tant par rapport a sa variable d’espace (a ici) que par rapport
a la martingale dont il est issu. IIs sont dus a Barlow et Yor ([7] et [6]) et a Mc Kean et Ray
pour les résultats de logarithme itéré. Si pour E un espace de Banach, et pour toute application
f:R—E, ax>0etd > 0onnote:

Ho(f) = sup L@ = LDl

aber  la—bl*

son module de x-Hdélder-continuité
n 1
Va(f) =Sup{<2|f(ai) - f(ai+])|g‘)d lneNeta <a <---< anﬂ}
k=1

sa d-variation.

Alors pour tout0 < p < coettout0 < € < %etd > 2

®) [y )| < epeljmaz)2*]|
et
(9) Va0 < epal| M|,
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olici L* (M) est entendu comme application

R— L*(R)=E
a— (L}, t € R)

(8) exprime le caractere presque %-hﬁlderien 1 _ ¢ hoélderien pour tout 0 < € < % en fait, du

)
tempslocal a —» L*(M).

Ce caractere presque %-hélderien était déja en partie connu puisque Mc Kean Jr et Ray
(cf. [20], p. 65) donnérent dans les années 60 le comportement « infinitésimal » précis des
trajectoires « spatiales » a — L*(M) du temps local d’'une martingale, c’est-a-dire que

LMy - Lg(m
(10) lim sup L (M) r (M) = 24/Lf (M) presque stirement

-0 a,beR b_ a 10 _1
la-bl<e V| | 8 Tb-al

etpour touta € R

L6l+£ M _La M
1D limsup| i (M) ¢ (M) = 2y/Lf (M) presque stirement.

£-0 \Jeloglog 1

Nous obtiendrons des analogues de (8) et (9) au IV.3 et des résultats dans l'esprit de (10)
et (11) au IV.4. Pour ces derniers, une différence sensible existe puisque nous trouverons les
limites correspondantes en analyse nulles presque partout...

Le principal résultat auquel nous allons nous intéresser est I'équivalent d’'un autre résultat
de Barlow et Yor [6].

Il porte sur la fagon dont le tempslocal (L*(M), a € R) dépend de la martingale M. Nous
savons déja que (comme en analyse) cette dépendance est complexe et peu susceptible d’étre
estimée directement. Barlow et Yor obtiennent grace a la formule de Tanaka et a la puissance
du calcul stochastique une estimation en norme des différences L°* (M) — L*(N). Celle-ci per-
met ainsi d’évaluer dans un certain sens la convergence de L* (N) vers L* (M) lorsque N tend
vers M.

Plus précisément, leur résultat peut s’énoncer comme suit : pour toutes martingales conti-
nues M, N ettout 0 < p < oo, il existe une constante ¢, ne dépendant que de p telle que:

(12) || sup |Lf (M) — L7,

teRy

IM* ], + ||N*||,,>;

1 1
< cp(IM* I, + IN*[1,)2][(M - N)* 2(1vlo

Lobtention d'une estimation similaire au IV.5 est la principale motivation du travail qui suit.

3. Présentation de la densité de I'intégrale d’aire

Placons-nous dans le cadre du demi-espace euclidien R?**! = R”x]0, o[ dont nous iden-
tifierons le bord a[RZ“ = R" x {0} a R" et dont on notera un point générique sous la forme de
z=(x,y)avecx € R" ety > 0etquelquefois (s, r) avecs € R" et t > 0. A tout « > 0 et a toute
fonction p € 2 (R", R*) \ {0} (on peut se contenter de @ lipschitzienne positive a support
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compact) on associe de maniere classique les fonctionnelles suivantes: pour toute fonction u
sur le demi-espace, et tout 6 € R” on définit les fonctions maximales non-tangentielles

(13) Nxu(0) = sup |u(z)|
z€T4(0)

ouly(0) = {z=(x,y) € R" x R* | |x — 0] < ay} etles « intégrales d’aires »

1

(14) Axu(0) = (/ YU Vu(x, ) |? dx dy) :
I'x (0)

et des versions plus « lisses » :

1
(15) Apu(0) = (/y(py(e - x)|Vu(x,y) |2 dx dy) 2

ol @y (x) = y’"(p(i) ((14) correspondrait donc au cas @ = 1g(g «))-

Ces fonctionnelles ont été étudiées de manieére intensive depuis déja quelques décennies,
et ont participé au développement des espaces de Hardy H”, 0 < p < o en analyse réelle.
Toutes deux conduisent a des caractérisations équivalentes de ces espaces en terme d’exten-
sion harmonique grace aux inégalités de Burkholder-Gundy-Silverstein:

Cp”Nu” p < [[Aull p < Cp”Nu”p
valable pour tout 0 < p < o et toute fonction u harmonique sur le demi-espace s’annulant a
Iinfini.

Ce n’est que depuis le début des années 80, et 'introduction par Gundy de la densité d’in-
tégrale d’aire, qu'une quatriéme approche des fonctions harmoniques sur R?*! et donc des
espaces HP s’est développée. De par la nature méme de ce nouvel outil, cette approche differe

sensiblement des approches historiques basées essentiellement sur trois types d’instruments
—les transformées de Riesz
—les fonctions maximales
—les fonctions quadratiques

dont (13) et (14) sont respectivement des exemples adaptés au cadre que nous nous sommes
fixé. Le premier résultat important fut I’'obtention par Gundy et Silverstein [19] d'une caracté-
risation équivalente des espaces H” par la densité de l'intégrale d’aire.

Nous suivons donc ces auteurs, et introduisons pour tout r € R, 0 € R"etx > 0, u
harmonique

(16) DLu(0) =/ YU A(u - 1) (dz)
T (6)

et

(17) Dy, u(6) = /yqoy(e - X)A(u - 1) (dz)

les densités d’intégrales d’aire correspondant respectivement aux versions (14) et (15) de l'in-
tégrale d’aire.
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Ainsi que les densités maximales associées

(18) D} u(0) = sup D u(0)
reR

(19) Dy, u(6) = sup Dy, u(0).
reR

Notons que la sous-harmonicité de (u—r)* fait de A(u—r)* (dz) au sens des distributions une
mesure de Radon positive sur IRZ“L1 ce qui assure que (16)—(19) sont bien définies et a valeurs

dans [0, +o0].

Lorigine du nom de ces fonctionnelles, analogues du temps local probabiliste (cf. 2), pro-
vient de la formule de densité d’occupation dont une forme générale est la suivante [19]

(20) / lw(Z)f(u(z))IVu(z)lzdz=/
R

drf(r)/ NG r*(dz)
) IR:_H'

valable pour ¢ et f fonctions boréliennes positives respectivement sur R”*! et R et deux

formes plus particulieres:

i) (A(pu(G))2=/ dr D},u(0)
(21) -

— 00

ii) / 1y(py(G—x)f(u(z))lvu(z)|2dz=/ drf(r)D(;u(G).
R

(20) et (21) expriment les densités d’intégrales d’aire comme des décompositions de I'intégrale
d’aire selon les surfaces de niveau de u.

Il est a noter, méme si nous n'en n’aurons pas l'usage, que la décomposition de I'intégrale
d’aire par la formule de co-aire des géometres [14] conduit a la définition alternative

(22) Dy, u(0) =/ Y®y(6 - 0|V u(z)|or(d2)
{u=r}

(voir [8] et [19], [18] pour I'équivalence de ces deux définitions et les problémes que cela pose)
ol o, désigne la mesure de surface sur '’hypersurface de niveau {u = r}.

Il apparait tres clairement au vu des définitions (16)—(19) et (22) que I'on ne peut espérer
estimer simplement D" (u + v)(0) ou D* (u + v)(0) a partir de a — D%u(0), a — D%v(0)
et D*u(0), D*v(0) car si on peut retrouver la mesure Alu + v — r|(dz) a partir des mesures
Alu—al(dz) et Alv-b|(dz), (a, b) € R? I'intégrale sur un ensemble Q de la mesure A|u+v—r|
ne peut pas s’exprimer a partir des intégrales sur Q2 des mesures A|u — al(dz) et Alv — b|(dz),
(a,b) € RZ2. C’est 1a une des difficultés essentielles que l'on rencontre dans I'utilisation de
ces fonctionnelles, et 'une des principales différences avec les fonctions maximales et quadra-
tiques qui elles sont sous-linéaires (par exemple N(u + v) < Nu+ Nv).

Des le début des années 80, Gundy [17] s’est attaché a montrer, a travers des inégalités de
normes du type

(23) ID*ullp ~ lAull, ~ INulp, 0< p<oo,

que la densité maximale de I'intégrale d’aire permettait d’obtenir une nouvelle caractérisation
des espaces HP. Comme bien souvent, c’est dans le demi-plan que furent obtenu les premiers
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résultats [17]. La démonstration s’appuyait fortement sur le résultat probabiliste de Barlow,
Yor [6] et ne pouvait se généraliser en dimension supérieure. Une autre démonstration vit donc
le jour en 85 [19] qui en n'utilisant que des arguments d’analyse réelle conduisit aux inégali-
tés (23) dans R?*!. Elle ne fournissait malheureusement pas d’inégalité de bon-A entre D* u et
Nuou Au.

Dans les années qui suivirent d’autres résultats acheverent de mettre la densité d’intégrale
d’aire sur un pied d’égalité avec Nu et Au. Dans un premier temps, il y eut les travaux de Bros-
sard et Chevalier [9] qui établirent une caractérisation de la classe L log L comme sous-espace
de H' au moyen de la condition :

(24) / D%u(x)log* D°u(x) dx < o
Rn

(ici u désigne I'extension harmonique d’une fonction f € H'). Brossard obtint aussi un ré-
sultat du type théoréeme de Calder6n-Stein reliant en presque tout point de R” I'existence de
limite non-tangentielle a la finitude de la partie basse de la densité de 'intégrale d’aire en O (cf.

(80).

Puis au début des années 90, Bafiuelos et Moore [5] étendirent les résultats de Gundy-
Silverstein (23) en prouvant des inégalités de bon-A de type exponentielles et sous-gaussiennes
entre Au, Nu et D* u sur R?"! mais aussi sur des domaines lipschitziens. De tels résultats re-
donnent de maniere classique les inégalités de norme (23) mais aussi plus généralement : pour

tout domaine lipschitzien W et toute fonction croissante modérée ¢ telle que ¢(0) =0

(25) / $(D*u) d0~/ qb(Au)d0<~/ qb(Nu)da).
ow ow ow

Etleur permit aussi de prouver un résultat de Logarithme Itéré inspiré par un résultat probabi-
liste analogue da a Kesten.
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0. Introduction

Nous introduisons dans cette partie, un grand nombre des outils qui nous seront néces-
saires par la suite. Il s’agit tout d’abord (cf. 1) des espaces de fonctions « tentes » TP (R?*1),
0 < p < o de Coifman, Meyer et Stein [13] et d'un opérateur

m: TP(R™) — HP(R™)

pour lequel on rappelle un lemme d’intégrabilité exponentielle dii a Chang, Wilson, Wolff [10]
et Bafiuelos, Klemes, Moore [2], [3], [23]. Dans un second temps (cf. 2) nous développerons
quelques lemmes techniques en rapport direct avec I'opérateur 1. Note but dans ce chapitre
est de mettre en place des outils qui nous permettront de faire jouer a ces fonctions tentes
un role similaire a celui des intégrales stochastiques en probabilité. Leur utilisation ne sera
cependant pas aussi souple, ni aussi performante.

Dans cette optique, il est naturel de vouloir construire une fonction maximale semblable

au processus maximal M;* = sup | M| associé en probabilité a toute martingale continue M
s<t

(et donc a toute intégrale stochastique). La fin du chapitre est dévolue a I'introduction de notre

analogue 7T et a la démonstration de ses premieéres propriétés. Cette fonctionnelle fait interve-

nir la valeur de 7T pour un ensemble non dénombrable de fonctions tentes (i.e. un ensemble

non dénombrable de classes de fonctions des espaces de Hardy H?, 0 < p < o).

Nous serons donc obligé de faire des choix cohérents de représentants dans les classes de
fonctions des espaces H”, 0 < p < . Ce sera avec ces représentants que nous travaillerons
des lors. Nous démontrerons une inégalité de bon-A de type sous-gaussienne pour 7T et A. Nous
en déduirons certaines propriétés d’intégrabilité pour le rapport g dont nous aurons l'usage
au IV.4. Comme autre application de cette inégalité de bon-A, nous montrerons une inégalité
maximale dont nous ferons un usage important par la suite.

1. Les espaces de tentes de Coifman, Meyer et Stein

Commencons par préciser quelques notations. Dans toute la suite :

— on utilisera les notations (x, y) et (s, t) pour désigner des points génériques de [Rf+1 =

R" x R¥ (oul'on convient que x et s appartiennenta R” et y, ¢ sont des réels strictement
positifs).

— 6 désignera un point de R” que 'on identifie avec le bord R” x {0} de R7**1.

et pour tout @ € R* et tout intervalle I de R* on notera (cf. figure 1)
(26) Th(xy) ={(s6) eRIT [ |s—x| < a(t —y) et t € I}.

la tranche de cone de sommet (x, y) et d’ ouverture . De méme on notera:
— pour tout borélien O de R*™1: Qf = Q n (R" x I);

—pour toute fonction tente F : Fl(z) = F(2)1gny(2).
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[R+

n+1
R

Mrﬁ(x, y)

0 x R"
Figure 1

Soit m € N. A toute application F : R”*! — R™ Jocalement intégrable on associe son
intégrale d’aire

1/2
27) Ag(F,9)=(/ dsdttl”lF(s,t)lz) € [0, +o0].
L (6)

ou |F (s, t)| désigne la norme euclidienne dans R™. Soient r € R¥ et p € €~ (R", R™) suppo-
sés fixés dans la suite et tels que :

(28) {—Supp(@ = {0 € R" | $(0) = 0} C B(0, 1)

— Jgn ®(0)dO=0.

Lécriture né (F, 0) désignera alors la fonction de 0 € R":

14, (F, 0) =/ ds/dtd)t(é— s) - F(s, 1)
29) R" I
=/ dsdtp,(0—35) - F(s,t)
I7(0)

oll py(s) =t " (%) est a support dans le cone I;:(0) et ¢, (6 — s) - F(s, t) désigne le produit
scalaire dans R de ¢;(0 — s) et F(s,t). On notera aussi a I'occasion pour 6 € R" et z =
(x,) € RIFL: o(2) = ¢y (6 — x).

Il est clair qu’'une telle fonction ne peut étre bien définie a priori que pour des F et I parti-
culiers (par exemple F € €.° ([Rﬁ“, R™) ou I compactde ]0,+oo[).

Pour alléger les notations on conviendra que par défaut les valeurs de « et I sont respec-
tivement 1 et ]0,+oo[ (i.e. A(F, 0) désignera A{0’+°°[(F ,0)). On omettra aussi de rappeler la

dépendance en ¢ de r quand il n'y aura pas d’ambiguité (i.e. T (F, 0) désignera 7T(]¢)0’+°°[ (F, 0)).

Dans toute la suite ¢ sera supposée vérifier les hypotheéses présentées ci-dessus et F sera
toujours au moins localement intégrable méme si on ne le reprécise pas.

Dans les chapitres suivants, nous utiliserons essentiellement cet opérateur pour F(z) de
la forme b(z)Vu(z) ot b € L*(R!™) et u est une fonction harmonique sur R?*!. Il sera
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amené a remplacer (quoiqu’'imparfaitement) dans notre contexte les intégrales stochastiques
par rapport a la martingale M; = u(B;). De tels opérateurs ont déja été étudiés et on peut
remarquer avec Gundy [18] (voir [29], chap. IV-6 aussi) que si F(s,t) = Vu(s, t) avec u exten-
sion harmonique a R?**! de f € L?(R"), alors g VU comme opérateur agissant sur f (i.e.
Ty f(+) = my(Vu, -)) est un opérateur d’'intégrale singuliere invariant par translation dont le
multiplicateur de Fourier m¢ (&) est homogene de degré 0 (c’est-a-dire T/¢,\f (&) = my (&) Ji¢e3)
avec mg (AE) = mgy (&) pour tout A > 0). En fait

mg (&) =/ dtd(t€) - (iE, —|g])e e
0

On retrouve ainsi I'opérateur identité sur L?(R") et les transformées de Riesz si on fait le bon
choix de noyau ¢ = (¢1,..., Pp+1) (par exemple pour j € (1,n+ 1), le choixde: ¢; = 0si
i+ jet¢ jradialedonne Ty, = cRjsi j < netTy =cldsi j=n+1) ([18], pp. 18 230).

Ces notations s'inspirent de I’article de Coifman-Meyer-Stein [13] ol1 les auteurs définissent
des espaces notés TP (« tent spaces »), associés a la version de I'intégrale d’aire que nous allons
utiliser, qui généralisent les espaces H P habituels. Ils notent donc

(30) TP ={F: R — R™ | Ag(F) € LP(RM)], 0< p < o

et le munissent de la norme || F|l7» = ||[Ax(F)ll,. Cet espace ne dépend pas de I'ouverture «
du cone de référence et pour deux ouvertures de cone ¢, § distinctes les normes associées sont
équivalentes

n ) 4 2
Les auteurs montrent de plus que pour —37 < p < +oo I'opérateur que nous avons noté g

s’étend en un opérateur linéaire de T” sur H” (rappelons que grice a I'inégalité maximale H
s’identifie avec LP pour1 < p < ).

En fait, si on suppose des propriétés d’annulation supplémentaires a ¢ on peut obtenir de

telles extensions pour p < -5 . Plus précisément, si pour N € N, ¢ vérifie

(32) {f xYp(x)=0 pour tout multi-indice

y=W1-..,yn) €N" telquely|=y;+---+y, <N.

Alors 114 s'étend aussi en un opérateur linéaire de 77 sur H” pour tout p > = (cf. [13] et
[29], chap. IV.6).

Quelques remarques préliminaires sur la définition de 1y sont nécessaires. Comme I'ont
montrés Coifman, Meyer et Stein, I'opérateur 114 n’est avant tout bien défini que sur I'espace
T, des fonctions localement intégrables F : R”*! — R™ qui sont & support compact. Pour

voir que cet opérateur s'étend en un opérateur borné de 77 sur L”, 1 < p < oo les auteurs
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;

remarquent que T, est dense dans T'? et que pour tout g € LP, % + % =letFeT,nTPona

/ e (F,0)g(0) do / 1F(x,y)¢y * g(x) dx dy
R" R

/ vy F(z) - G(z) dz ou G(z) = lqby * g(x)
RZH y

c,/ dOA(F,0)A:(G,0) (cf.lemme 2.3 pour les détails)
[Rn

<
< Gl IAHG)
< 1A, ()l ligll

Ch,p

par un résultat classique de la théorie des intégrales singulieres a valeurs vectorielles (cf. [28]).

Ainsi |14 (F)llp < ¢, pll Fl T, pour F € T.. Ce qui permet d’étendre 114 en un opérateur
borné de T? avaleursdans L (1 < p < o).

Lexistence de cette extension n’assure pas a priori que I’on puisse écrire et manipuler se-
reinement une formule comme f ¢o(z) - F(z) dzpourtout F € TP et 0 € R". C’est-a-dire
que cette écriture sous forme d’'intégrale n’est qu'une notation : en effet cette intégrande n'est
pas en général absolument intégrable et le procédé utilisé pour construire cette intégrale ne lui
donne un sens qu’en tant que classe de fonctions dans les espaces L”, 1 < p < o et donc pas
en tout point 6 de R” (en presque tout point seulement).

Des lors, toute notion faisant intervenir les valeurs de ¢ pour une famille non dénom-
brable de fonctions tentes ne peut avoir de sens (ponctuel, presque partout ou dans les es-
paces LP).

Par exemple, si % est un ensemble non dénombrable de partiesde R?", et F € | TP”

1< p<co
I'application

R"” — R
0 — sup my (Fly, 6)
vey

est mal définie.
Nous verrons dans la section 3.2, en application des résultatsdu § 2, que pour Fe  |J TP

0< p<co
la fonction ¢g(z) - F(z) est en fait absolument intégrable loin du bord.

Nous exploiterons alors la régularité en 6, que ce résultat implique, pour donner un sens
ponctuel a I'image par i d'un grand nombre de fonctions tentes (celles qui dans un certain
sens sont nulles au voisinage du bord, cf. 3.2). Nous pourrons alors manipuler en méme temps
des familles non dénombrables de fonctions tentes et construire notre fonction maximale.

Pour étudier les propriétés d’'intégrabilité de cette fonction maximale nous aurons besoin
de controler correctement le comportement local de . A cet effet, rappelons un résultat d’in-
tégrabilité exponentielle de la partie basse de m di a Chang, Wilson, Wolff [10] et Bafiuelos,
Klemes, Moore (cf. [2], [3], [23]).

ProposITION 1.1 (cf. [23] par exemple) Soit x > 32r. Pour tout B > 0, il existe c) et ¢y deux
constantes ne dépendant que de n, ¢, « et B telles que pour tout cube Q de R" et toute fonction
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tente F on ait

1
@/ do exp (n]O’M(Q)](F, 0) — c; AUV (E, 9)2) g~
Q

ou £ (Q) désigne la longueur des cotés du cube Q.

Ce résultat est tres proche de 'inégalité probabiliste E [exp(Mt - %(M )I)] < 1 vérifiée
par toute martingale continue M. La démonstration fait d’ailleurs appel aux probabilités et
consiste 2 approcher /%! (F, .) par des martingales dyadiques (cf. [10], [2]).

Nous utiliserons ce résultat pour montrer, entre autre, une inégalité de norme entre 7 et A
du méme type que celle trés connue de Davis qui en probabilité permet d’évaluer la meilleure
constante dans les inégalités existant entre les différentes normes qui sont associées aux es-
paces HP, 0 < p < oo de martingales continues.

A savoir IIM*IIP < cpll(M)l/zllp pour M € HP avec ¢p = O(/p) quand p — oo. Avant
d’aborder ces résultats nous allons d’abord établir quelques lemmes de facture classique.

2. Quelques estimations sur 1

Les deux premiers lemmes nous seront utiles tout au long des chapitres a venir: il nous
simplifieront la manipulation et I’estimation ponctuelle des valeurs de 1T (F, -).

Le lemme 2.3 est un résultat de dualité entre TP et T? pour1 < p < o et lp + % =1

dii a Coifman, Meyer et Stein [13]. Il a déja été utilisé (cf. définition des espaces de tentes). Le
lemme 2.4 et son corollaire ne nous serviront que dans ce chapitre. Ils vont nous permettre (cf.
3) de définir ponctuellement 1t (F, 8) en tout 0 € R” pour une famille suffisamment grande de
fonctions tentes. Nous en déduirons un choix cohérent de représentants (dans les classes de
HP) pour les images par 1t des fonctions tentes.

Notations.
Pour D C R’*!, nous noterons dans toute la suite yp la borne inférieure de la projection
orthogonale de D N R”*! sur'axe des ordonnées. C’est-a-dire

yp =inf{y > 0] 3x € R"; (x,y) € D}

et aussi
¥p(0) = ¥par, (o) -

Ici, et dans la suite, on désignera par fonction %-lipschitzienne toute fonction f : R” — R telle
que:

1
| f(x) = fl <;|x—y|, Vx,y € R".

LEMME 2.1 [l existe une constante ¢ ne dépendant que de ¢ et n telle que pour toute fonction
tente F

dx dy\'?
/[R"“ |y (0 — )| |F(x,y)| dx dy < cA,(F, 0) (/ )]]-Supp(F)(x:y)yn—J> .
n

T
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Démonstration. C’est une conséquence de I'inégalité de Cauchy-Schwarz et du fait que

Pyl =y "lipllo et Supp(cpo(-)) =T(0).

1/2
/ X |y (0 — )| [F(x,y) dxdy < (/ 1y|<i>y(9 — )| [F(x,)|* dx dy)
R R

1/2
lpy (0 — x)|
) (/[MH fﬂstlpp(m(x, y) dx dy

dx d 1z
< ”(I)HOOAT(F; 9) (/r(e) yn—_FIyI]-Supp(F) (ny)>

CONSEQUENCES.

a) 1l existe une constante cs ne dépendant que de ¢ et n telle que : pour tout D C I,.(0) et tout
domaineV intersection de D avec l'épigraphe d’'une fonction % -lipschitzienne on a la majoration

ﬂ]yv’+oo[(F,]].D\V;9)’ < CSA;J’V,-FOO[(F]]_D\V,G)

< A l(E 0y .

b) Si le support de F est inclus dansR" x [a, b], b > a > 0 alors

b
m(F, 0) g/ ds/ dt |¢p(0—3s)| |F(s, t)| < cAr(F,0) |In (S)
R a

Démonstration. Le a) provient de 'estimation de la mesure des tranches
E,={xeR"|(x,y) €(0) n D\V}
par:
|Ey| < |B(O,ry)| — [{x € R" | (x,y) € V}]
<enr" (" =y —w)")
< n n-1

'y Wv

car il y a au moins une boule de rayon y — yy dans chaque tranche {x € R" | (x,y) € V} de
V ; ce qui réintroduit dans le terme de droite du lemme 2.1, donne le résultat.

Le b) est évident. U
LEMME 2.2 Il existe une constante c4 ne dépendant que de ¢ et n telle que pour tout 0 € R"
et tout D domaine on ait pour tout x € R" et toute fonction tente F

10 — x|

| (Flp,x) — m(Flp, 0)| < ¢4 (Ar(Flp, 0) + A (Flp, x))

etsiD C I.(0)
[0 — x|

T (Flp,x) — m(Flp,0)| < & A (Flp,0).

YD
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Démonstration du lemme 2.2.

| T(Flp, x) — (F1p, 0) |

S/ |pe (0 —5) — py(x— )| |F(s,0) ds dt
D

1/2 1/2
dsdt
< (/ t”‘lldn(@—s)—qbt(x—s)lzdsdt) (/ %IF(s,tHZ)
D DA@(O) UL (x) T

ds dt\'? ds dt 1/2
< 1 DPllo 0 — x| (/ —fﬁg) (/ o2 |F(s,r>|2)
D! DN(T(O) UL (%))

10 — x| ds dt 172
< e 1Dl oo ———|F(s,D1*] .
o) DA (0) ULy (x) T

O

LEMME 2.3 Pour tout x > 0, il existe c, constante ne dépendant que de « et n telle que pour
toutes fonctions tentes F et G

/ 1dzyIF(Z)I [G(2)] € Ca/ dx Ax(F, x)Ax(G, x) .
R R

Démonstration du lemme 2.3. C’est une simple application du Théoreme de Fubini et de
'inégalité de Cauchy-Schwarz

/ dzy|F<z>||G<z>|=ca/ d@/ dzy" "|F(2)| 1G(2)|
RZHL R” Ix(0)

< ca/ do Ax(F,0)Ax(G,0) .
[R}’l

O

LEMME 2.4 Pour toutborélien W C R?*!, tout0 < p < 1ettoutx > —% il existe ¢ constante
positive ne dépendant que de n, &, p et ¢ telle que pour toute fonction tente F

Fx, 1p
/ Iy < ¢ (/ do A (Fly, e)pyw(e)‘”‘“P> .
w R”

n+«o
y

COROLLAIRE 2.5 SoitW € % etF € TP,0 < p < o notonsE = {0 € R" | w(0) > 0}2.

i) fW ¢y (0 —x) - F(x,y)dx dy estabsolument convergente en tout point 0 de E et il existe
une constante c ne dépendant que de n, ¢ et p telle que

/ by (0 = 0| |F(x,y)| dx dy < cyw (0) " PIFlwliz».
w

ii) Lapplication 0 — fw ¢y(0 — x) - F(x,y) dx dy a les mémes propriétés de régularité
(continuité et différentiabilité) que ¢ en tout point de E

2. cf. Section 3.1 pour la définition de %
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Démonstration du lemme 2.4. Soit % la famille des cubes dyadiques de R" c’est-a-dire

ggl

n
 pi+1
=<|H[%,pl7]|piez, lgignetqel}.
i=1

A chaque cube Q € Z on associe le pavé de R?*!

0Q) 2t
To= Qx| (rQ))Z (rQ)[

ot £(Q) désigne la longueur des cotés de Q (cf. figure 2).
Remarquons que Ty a été choisi de sorte que
i) {Tp, Q € Z}forme une partition de R,
i) To CL(0),VQ e F,V0 € Q.
Il est évident a partir de ii) que:

i) siW C R7 et W n Ty # @ alors yw (0) < 242 v e Q.

En utilisant i) et la sous-additivité de x — xP pour p < 1 on obtient

p
|F(x,))]
(/[R{"“ 7)/"” 1w (x,y) dx dy)
R

|[F(x, )| g
< Z (/TQ yniiaﬂw(x,w dXdJ’)

QeF
p/2 pi2
|F(x,y)? 1
< (/T 1 twiny)dxdy .y Ax Ay
Qeg Q Q

d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz.
I+(0)

Q ¢ R"
Figure?2
11‘6

D’apres ii)la 1'® intégrale du membre de droite est égale a A, (F1 TonW > 0) pourtout @ € Q
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p
F(x,
/ %lw(x, y) dx dy
rREFL Y

1 "
<Y @/QdGA,(F]lTQmW,G)p#(Q) P

Qeg

=c/ dOA,(Fly, 0)" Z £(Q) " *P1Lq(6) .
Rn

QeF
TQmWat@

Orpour 0 € Q, To N W = & implique que £(Q) > 5yw (0) (d’apres iii)). Ainsi
> UQ T P1G(0) < ey (0)OP

Qeg
TQmW:t@

puisque la série du membre de gauche est une série géométrique de raison 27""*P < 1 et de
premier terme ¢, (yw (0)) "~ *P.
D’ott le résultat. O

Remarque. Le cas p = 1 se déduit beaucoup plus directement du lemme 2.3 appliqué a
G(x,y) = W]lw (x, y) pour lequel on vérifie sans peine que

1/2

0 d

Ar(G,x) < (/ Wy‘xﬂ) = cpyw (X)X
yw (x) Y

Démonstration du corollaire 2.5. Soit x > 0, 0y € E. Notons:
B = B(0o, ryw (09))

et
Wo=Wn U [:(0) =W nT;: (00, —yw (60)) .
0eB
Comme W € %, on sait que B C B(60y,2ryw (6p)) C E et donc que yy;, > %yW(GO) (cf.
figure 3).
y

/

yw (0p)
Iy

—yw (0p)

Figure 3

n
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De plus, puisque Wy C I (6p, —yw (8g)) on sait aussi que pour 6 ¢ Bon a

1 /(16— 6l
I, (0) Z V5.(09,—yw (00)) (0) = 3 ( . L yw(90)) .

D’otl1 au total

0> Lo, L=

max | — e

J/Wo = zyW 0 2 r

[0 — B9l
2r )

- }’W(90)>>
(33)

> ~ max (yw (60),

1
2
Remarquons que pour tout (x,y) € [Rﬁ“ et tout multi-indice 8 = (B1,...,Bn) € N" sion
note Dg la dérivée partielle d’ordre || = 1 + B2 + - - - + B, parrapporta 6:

518!
D =
O a0 .. a0
alors
D (y(0-x)) =y BI(DPg), (6 - x).

Il nous suffit dés lors de constater la domination des fonctions y’BI(DBqS)y(G - x)|-

|F(x,y) 1w, (x,y) pour & € B par la fonction u;f,f‘%’l)‘ 1w, (x,y) et de montrer I'intégrabilité

de cette derniére pour obtenir la conclusion sur la régularité de (F1yy,.) sur E.

* Si0 < p < 1onapplique simplement le lemme 2.4

|F(x,y)l N 1p
/ T\;dxdy< (/ dOA(Flwy, 0)Pyw, (0)~" B|p>
Wy YV R7
< ey (007 PIFLw 7

d’apres (33).

* Si p > 1onutilise le lemme 2.4 (avec p = 1) et'inégalité de Holder pour obtenir

|F(x,y)] e
/ Tg/ldxdyg/ dOA(Flyy, 0)yw, ()" P!
w Y R”

< 1AFLw) pllyme P11

avec % + % = 1;ordapres (33)

; l/p
||y;vg’—\l3|||p/ <c (/ dx (|x] v yW(QO))—(n+B|)p>

< cyw (8) 7P

Les affirmations i) et ii) découlent directement de ces estimations par les théorémes classiques
de dérivation sous le signe intégral. U
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3. La fonction maximale. Définition et propriétés

Le but recherché est de construire un analogue dans notre cas de la fonction maximale
classique en théorie des martingales:

M} = sup | M|
st
ol (M, 0 < s < o) désigne une martingale continue et de montrer pour notre fonctionnelle
quelques résultats d’intégrabilité.

3.1. Les domaines %-lipschitziens: LA

Commencons donc par préciser la structure « temporelle » que nous allons utiliser dans
notre situation.

Au vu des méthodes désormais classiques utilisées pour obtenir des inégalités de compa-
raison (bon-A entre autres) entre les fonctionnelles N u et Au habituelles, il ne devrait guére étre
surprenant que I'on fasse jouer ce role aux «saw-tooth regions ». Soit r > 0 et % ¢ @°(R") I'es-
pace (non vectoriel) des fonctions positives w, %-lipschitziennes sur R" (c’est-a-dire telles que
lw(x)-w(y)| < %Ix—yl pourtoutx,y € R™) etnotons " = {w € % | w(x) >0, Vx € R"}.
% est fermé dans ¢° (R") muni de la topologie associée a la convergence simple. On munit %,
de la topologie induite. Notons que % est métrisable (la convergence simple implique loca-
lement de la convergence uniforme d’apreés le théoreme d’Ascoli). %" est dense dans . On
identifiera les éléments w € % avec leur épigraphe

W=1{(xy) e R"xR" | y > w(x)}

en convenant de les noter de la méme lettre (en minuscule pour la fonction, en majuscule pour
I'épigraphe associé). % est naturellement muni d'un ordre partiel défini par

(W < wp) = (w1 (x) < wp(x), Vx € R" et w; # w»)
= W 2 W,.

3.2. La fonction maximale 1T

Il est clair maintenant (cf. corollaire 2.5) que pour tout 0 < p < oo et toute fonction tente
F € TP asupport dans un domaine %-lipschitzien W de Z,“L, I'intégrale f dx dy ¢y (0 — x) -
F(x, y) est absolument convergente pour tout 8 localement uniformément en 0 ((i) du corol-
laire 2.5). Elle définit une fonction continue sur R” ((ii) du corollaire 2.5) qui s'identifie avec
1(F) dans HP. Nous choisirons dorénavant ce représentant naturel pour définir ponctuelle-
ment 17 (F, -).

Nous pouvons deés lors définir pour toute fonction tente F € T ?, notre fonction maximale
TT en posant
T(F,0) = sup |m(Fly,0)|(€ [0,+c]).
wegzt
D’apres ce qui précede, ce supremum non dénombrable a bien un sens en tout € R” puisque
pour chaque W € %, F1yy vérifie bien les hypothéses de support dont il était question ci-
dessus. T(F1y, 0) est donc bien définie en tout 0 € R” et continue. Ce qui fait de 7T(F) une
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fonction semi-continue inférieurement sur R”. Cette nouvelle fonction maximale peut étre vue

comme un analogue du processus maximal Mt* = sup | M/ tres utilisé en théorie des martin-
st
gales (ici (M, 0 < s < o0) désigne une martingale continue).

La restriction dans la définition de 7 des domaines W a 'ensemble %' (et non %) n’est
pas fortuite. La régularité des fonctions w (F1yy, -) lorsque W e fé’f nous permet de construire
le supremum de ces fonctions (puisqu’elles ne sont pas seulement définies presque partout).
Cet argument ne vaut évidemment plus si on considére tous les W € %.. Pour contourner
cette difficulté, nous allons montrer dans la section suivante une inégalité de bon-A de type
sous-gaussienne entre TT(F) et A(F) (proposition 3.3). En conséquence (corollaire 3.4) nous
obtiendrons une inégalité de norme qui s’avérera primordiale dans la démonstration du théo-
reme IV.1.4.

Comme autre application de ces résultats nous reviendrons a la section 3.4 sur la définition
dem(F) pour F € TP,0 < p < oo. Nous utiliserons notamment les résultats d’'intégrabilité de
T(F)avec F € TP,0 < p < o pour obtenir une définition ponctuelle de 1t (F, 0) en presque
tout 6 € R" qui soit suffisamment cohérente pour que I'on puisse dorénavant identifier en

presque tout 6 de R” 7t(F,0) = sup |m(F,0)1y | avec sup |m(F,0)1y|.
wegzt we%

Le premier de ces supremum, indicé par les domaines W € %7, est on 'a vu bien défini en
tout 6 de R™. Le second supremum, indicé par les domaines W € %, ne sera quant a lui bien
défini que presque partout.

Avant de passer aux inégalités de bon-A, terminons cette section en remarquant que tel que

nous les avons définis :

ProposITION 3.1 PourtoutF € |J TP ettout € R”
0<p<eo

TT . Zf — R
W — m(Fly, 0)
et
T2 — [0,+0]
W — T(Fly, 0)

sont continues.

(cf. 3.1 pour la structure topologique de .%).

Démonstration. Soient0 < p < oo, F € TP, W € Qf“ etd € R". Considérons (Wi, k € N)
une suite de domaines de %" telle que Wy “2® W dans % (i.e. wy converge simplement vers
w) et montrons que 1(F Ly, 0) ko (Fly, 0) et T(Fly,, 0) k= T(Fly,0). Soit € > 0,

d’apres le corollaire 2.57) on sait que pour yp = (@) pin ona
[, azee@liF@<e.
R™x[yp,00[

Puisque Wj “Z® W on sait aussi qu’il existe un indice ky € N tel que pour k > kp on ait
yw, (0) 2> %yW(G) > 0.Posons I = [%yw(e),yo].
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Au total on obtient que pour k > kyetQ € %
| T (Flwnq, 0)—T0(Flwng, 0) |

< |7TI(F(JkamQ—11WmQ),9) |+/ dz |po(2)| |F(2)]
Rx[yp,+oo[
1/2
I dx dy
< cA(F, 0) — i [ Iwno (6 ) ~Lwaa(x, 1) | | +e
i) ¥
dx d Ve
xay
< cAl(F, 0 — 1 ) +
cA( )</r{(9) NG wpaw (X J/)) 3

ol pour 'avant derniere inégalité on a utilisé le lemme 2.1. Remarquons que 1'inégalité finale
. k— k— y s
ne dépend plus de Q. Comme W, — W on a Twaw —> 0 partout d’ot1 par convergence

o2 dx d
dominée <IF£(9) yn—+ly < oo)

dx dy k—co

/ WﬂkaW(X;J’) — 0.
i) ¥

Comme ¢ est arbitraire et comme notre estimation est uniforme en Q € %" on trouve

lim (Flw,, 0) — m(Flw,0) =0

k— o0
et aussi
lim [TT(Fly,,0) - T(Fly,0)| < lim sup |m(Flw,nq,0) — m(Flynag,0)| =0.
ko0 ~® eyt
Ceci montre la continuité de 1t et 7 sur Z.. O

3.3. Inégalité de bon-A et applications

Nous allons établir dans ce paragraphe une inégalité maximale pour 7T dont nous tirerons
une inégalité de bon-A sous-gaussienne entre 7T et A et de la quelques inégalités de norme
et de rapport en suivant les méthodes employées dans [21], [4], [15] et [25] entre autres. Ces
résultats qui seraient des conséquences évidentes de la proposition 1.1 s’ils s’adressaient a la
fonctionnelle 1T, sont sensiblement plus difficiles a établir dans le cas de Tr.

ProposITION 3.2 Soit o« > 32r. Pour tout réel § strictement positif, il existe cs5 et cg deux
constantes positives telles que pour tout cube Q de R" et toute fonction tente F on ait

Hx €Q| ﬁ]O,BB(Q)[(F,x) > /\H < cgexp ( - cs5 ||A]°’5€<2)[(F)||§c>|Q| .

De cette majoration de la fonction de répartition de la partie « locale » de 7T(F) on déduira
les inégalités suivantes:

PROPOSITION 3.3 Sous les mémes hypotheses que la proposition 3.2, il existe c;, cg constantes
positives ne dépendant que de n, « et ¢ telles que pour tousA > 0,6 > O0ety > 3 et toute
fonction tente F on ait:

1160 € R" | TT(F,0) > yA et Aq(F,0) < A} |
< cgexp (- 07(%)2) [{0 € R" | TT(F,0) > A}] .
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Avant d’énoncer le corollaire 3.4, rappelons la définition d'une fonction modérée : c’est une
fonction G : RY — R™ croissante, continue a droite, telle que G(0) = Oet:pouruna > 1 (et

donc pour tout a > 1) on ait

(a) d=éfsu Glax)
SR ETP

(Remarque: G(x) = |x|” avec 0 < p < oo est une fonction modérée et dans ce cas g = G.)

< 400

CoROLLAIRE 3.4 Sous les mémes hypothéses que la proposition 3.2, pour toute fonction tente
Fe U TP:

0<p<oo

a) Pour toute fonction modérée G, il existe cg constante positive ne dépendant que de «, n,
¢ et G telle que

/ do G(TT(F,0)) < CG/ a0 G(Ax(F,0)) .
R™ R”

b) Dans le cas oit G(x) = xP avec0 < p < oo cela signifie que
)|y < epll Fllrr
olL cp est une constante ne dépendant que de p, «, n et p. On a de plus

cp =0(/p) quand p tend vers+oo.

¢) Sous les mémes hypotheses qu’en a), il existe deux constantes cyq et C'G (c10 ne dépendant

queden, x et  ; ¢, dépendant en plus de G) telles que, si ), g(2~ 7y < +o0, alors
j20

T(F,0)%\ ., , _
/Rn A6 exp <cmm>G(n(F,9)) < c /[R 46 G(T(F, 9)) .

L'inégalité ci-dessus est donc vraie pour G(x) = xP avec0 < p < .

Démonstration de la proposition 3.2. On note I =]0, B£(Q)]. Quitte a multiplier F par un
scalaire bien choisi, on peut supposer ||A£(F) lo = 1 (le cas ||A£(F) |l = o0 est évident, nous
I'écartons donc). Soit K une constante que 1'on fixera plus tard et qui ne dépendra que de ¢ et
n. Quitte a choisir cg > e®K * on peut dés lors se contenter de ne considérer que les A > K.

Notons E l'ensemble {§ € Q | 7/ (F,0) > A}. Nous allons construire dans I.(8) un do-
maine correspondant a un (il n'y a pas unicité) « premier instant » d’atteinte de la valeur A par
V — |n!(Fly,0)|.

LEMME 3.5 Soient® € R", I Cla,b[Cc R¥f,F c |J TPer0 <A < 7 (F, 0). Il existe
0<p<oo

alorsV € % tel queV c T)4*L(9)

il (F1y,0)| = 7 (F1y,0) = A.

Démonstration du lemme. Supposons F € TP avec0 < p < o. Notons ¢ = 7! (F,0) —
A > 0. On va construire, par récurrence, une suite (V,,, n € N*) décroissante de parties (i.e.
Vp € Vi sin > m) tels que pour tout n € N*:

L) V, € 4 et V, c Ilatel(g)
"\l (F1y,,0) = A et T (Fly,,0) < A+

£
i
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Supposons ces V;, construits, posons V. = () V, et montrons que ce V convient.
neN*

Tout d’abord V' = . En effet, d’aprés le i) du corollaire 2.5 on voit aisément que
{yw /Il (Fly, 6)| = A} est majorée par ymax = (%) pin etdonc I(6, 2ymax) C W pour

tout W tel que |7t/ (F1yy, 0)| = A. Notons que Vj, "% V dans % et d’apres la continuité de 1
(proposition 3.1) et la croissance de 7T par rapport aux domaines, on en déduit que

\ml (F1y, 0)| = 7 (F1y, 0) = A.

Construisons donc notre suite Vj,, n € N*:

Prenons V; € zj tel que V; C F],“’+°°[(9) et ITrI(F]lVI, 0)| = A (son existence est as-
surée par le fait que ! est continue, 7T (F,0) > A et Tt! (Fﬂr,(e,z)/max); 9) < A). On a alors
ﬁI(F]lVl, 0) < W (F, 0) = A + €. Donc V; vérifie bien H;.

Supposons Vi, ... , V, trouvés tels que V; vérifie H; pour i € (1, n); comme FI(F]an, 0)
[A, A+ %], on peut trouver W, < V,, tel que 7’ (Flw,, 0) € [A, A+ ﬁ] (toujours par continuité
de 7 et parce que I'- (0, 2ymax) C V). La continuité de ! nous permet alors de trouver V41 <
W, tel que |1t/ (F1y,,,, 0)| = A. Et bien évidemment 7! (F1y,,,,0) < 7 (Fly, 0) < A + -5

n+1-
V41 ainsi trouvé vérifie bien Hy,41.
Nous obtenons ainsi notre suite et la démonstration est terminée.

O

A chaque 0 de E, on associe par le lemme précédent un domaine %—lipschitzien que 'on
note Vp; on note aussi: yop = yy, > 0la borne inférieure de la projection orthogonale de Vy
sur ’axe des ordonnées; Qp = Q(6, ryy) et Qé = Q(0,11ryp) les cubes de R" de centre 60 et de
longueurs de cotés respectivement égales a ryy et 11ryp. Comme les {Qé, 0 € E} recouvrent
E, on peut par un lemme de recouvrement de type Vitali (cf. [28], p. 9 par exemple) extraire un
sous-ensemble fini A de E tel que:

i) les { Qé, 0 € A} soient deux a deux essentiellement disjoints ;

i) |El<c)) |Qol.
0eA

On pose alors V = |J Vp.Remarquons que pour tout & € Aettoutx € Qp
oA

Wy (X) = py, ()

(cf. 2 pour la définition de yp (0)).

En effet (voir figure 4) comme V = |J V,, on a nécessairement yy\y, (x) > ian Y, (X).
wEA we
Comme de plus V, C I''(w), pour tout w € A on minore yy, (X) par yr, (o) (X) = |“’2_rx| lequel

peut a son tour étre minoré par % Yo 2 v, (x) ('avant derniere minoration provenant de 7))

On estime alors
|l (Fly, 0| - A < I7l(Fly, x) — ! (Fly,, )| + 7! (Fly,, x) — 7! (Fly,, )|

9 - ()
| x| )A;y9,+ [M(F, 0)

< c(1+ 7

N

c.
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La premiere inégalité est une application de I'inégalité triangulaire, la seconde se déduit de la
conséquence a) au lemme 2.1 et du lemme 2.2. Pour la derniére on a utilisé : ||A£ (F)llo < let
|0 — x| < ryp.Ici c est une constante qui ne dépend que de ¢, n et qui varie de ligne en ligne.

o

Vo (X) )
{
/’ > I+(0)
w | 0 x 6 | R”
Qw Qo
Q
Figure 4

Fixons dorénavant K égale a 2c.

Dés lors on voit que pourtoutx € |J Qpona
oA

Il (Fly, x)| >

N | >

et AL(F1y,x) <1

donc pour tout p € R*

A
[El<c) QoI <c) exp(-us + 01u2)/ dx exp (Ul (Fly, 0)| - e’ A’ (Fly, 0)?)
feA feA 2 Qo

A
< cexp(—ua + cluz)[/ dx exp (umt! (F1y, x) — i u® Al (Fly, x)?)
Qo

+/ dx exp (- unI(F]lV,x) - cluzAI(F]lv,x)z)]
Qo

A
L ce exp(—ua + c14%)| Q| d’apres la proposition 1.1

2

< co ex (—A—>|Q| si on prend —i
S 2P 160 PreRe = e
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D’ouile résultat avec c5 = %01 et cg = sup(cey, exp(cus)). O

Démonstration de la proposition 3.3. Notons c3 (respectivement c4) la constante inter-
venant dans la conséquence a) au lemme 2.1 (respectivement le lemme 2.2). Toutes deux ne
dépendent que de ¢ et n. Posons a = 2¢41 + c3.

—-36¢c7a

. N 2 )
Quitte a prendre cg > e , on peut se contenter de montrer le résultat pour y > 2(ad+

1) (et toujours y > 3).
Comme souvent en analyse réelle, on va jouer sur 'ouverture des cones.
Notons:
Ey={0 € R" | Ay(F,0) < 6A}
E,={0eR"|T(F,0) > yA et Ay3(F,0) < 5A}

Wi = | Iu3(0) et F = Fly,
0cE;

E3s={0 R |T(FK,0) > yA} D E.

Remarquons que par construction de W} et le choix des ouvertures des cones, pour tout x € R”
il existe 0 € Ej tel que Ty 3(x) N Wy C I'x(0) (cf. figure 5).

R+

Figure5

et qu'en conséquence Ay 3(F, x) < Ax(F,0) < 6A. Dol

(34) [ An/3(F)lleo < A .

A chaque 0 € E; on associe par le lemme 3.5 un domaine %-lipschitzien de I (0) noté Vp
et tel que

T (Filyy, )| = T(Aly, 0) = (1+ c4r)A.

On note toujours yp = inf{y > 0 | 3x € R"; (x,y) € Vp} mais cette fois on prend pour Qg le
cube dyadique contenant 0 et de longueur sup{2* | k € 7, 2% < rye}. Soit x € Q. D’apresle
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lemme 2.2 on sait que:

|ﬁ(F1]]_V9,x) -1+ C4T§)/\| |ﬁ(F1]]_V9,x) — ﬁ(Fl]]_VQ,QH

|0 — x|

N

Cy Ar(R1y,, 0)
< oA

oi1 pour la derniére inégalité on a utilisé (34) et le fait que 5 > r. Ainsi

(35) Qo C {x € R" | T(Flyy, x) < (2c3rs + 1A}
et aussi
(36) Qo C {x e R" | TT(R, x) > A}.

De plus d’apres la conséquence a) au lemme 2.1

[2£(Qg) ool
.

(37) QLR x) < 634 (F,x) < cs6A

(car on vérifie aisément que pour x € Qp, yv, (x) < %yg < %E(Qg)). D’ol1

3 3
QAL (R, x) + 7 HQF L Ry, x)

<
< [(e3+2¢41)6 +1]A = (ad +1)A
d’apres (35) et (37).

En conséquence:

BEsnQo={xe Q| TH,x) >yA} C {xe Qo | QN E, x) > (y - ad — 1A}

(38) Esn Qo C {x € Q| O, x) > gA}

puisque y > 2(ad +1).

Comme les Qy, 0 € E3 forment un recouvrement dyadique de Es, on en extrait un sous-
recouvrement de cubes essentiellement disjoints, c’est-a-dire A C E3 tel que:

—les Qg, 0 € A soient deux a deux d’intérieurs disjoints ;

-E3C U Qo.
0eA
Ainsi
|E;| < |E3| puisque E, C E3
< 1B 0 Qo
0eA
=10,3£(Qp)] Y s
<%;HXEQGHT (R, x) > 2?\” d’apres (38)

< Z Ce €XP ( — 05(%)2>|Q9|

feA
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d’apres la proposition 3.1, et grace a (34). (Rappelons que 5 > 32r.)

|Ex| < cgexp ( - %(%)Z)Hx e R" | W(F,x) > A}|
d’apres (36) et parce que T(F) > T(R).

. Z _ 2
D’ol1le résultat avec ¢; = % et cg = sup(cg, e desaty

Démonstration du corollaire 3.4.
Démonstration de a).

C’est une conséquence, selon des méthodes classiques, de 'inégalité de bon-A de la propo-
sition 3.3 (voir [21] par exemple) : en I'intégrant en A aprés avoir multiplié par G(dA) on obtient
apres avoir utilisé les propriétés de modération de G que:

L dGG(ﬁ(F,G))<g(l)/ d@G(Aa(F,e)HcseC?(%)z/ do G(T(F, 0)).
g8(y) Jgn 5" Jgn R7

Comme rien ne nous assure a priori quepour F € |J TP
0<p<oo

(39) / do G(m(F,0)) < +oo si / dO G(Ax(F,0)) < 4+
R R”
on ne peut regrouper directement les termes en f R do G(Tt(F, 0)).

En revanche pour /f € T, nous savons que TT(F, -) et A(F, -) sont bornées et a support
compact. Deés lors les deux intégrales de (39) sont finies et on en conclut que pourtout f; € T :

Cg()”(s)/ deé G(F(H’Q))g/ do G(Ax(H, 0))
R7 R"

2
ot ¢4(1,9) = g(}) [t ~ e 7).

Il ne reste plus pour conclure dans le cas général qu’a utiliser la densité de T, dans |J TP.
0<p<oo

Plus précisément, on construit pour tout ¢ > 0, la suite de domaines emboités Qj =
{(x,y) € R | |x| < k? et £ < y < k}.Ilestalors évident que :

- Flge € T,et U ch=[R"><[E,+00[;
k k>1

- Aa(F]]-Q‘ISC))gA(X(F;);Vk21)

- T(Flge,0) K@ wletel(F, 9) entout @ € R”

pour ce troisieéme point, on a utilisé le faitque F € |J TP etle i) du corollaire 2.5.
0<p<eo

Dés lors une application du lemme de Fatou donne
cg(y,0) | doG(m=L(F,0)) < / d0G(Aq, (F, 0))
R™ R”

(ol1 on a utilisé la croissance de G pour obtenir le terme de droite).



38 3. Lafonction maximale. Définition et propriétés

On termine par un argument de convergence monotone puisque: & ~ mlEtel(F, ) est
décroissante.

Ainsipourtout F € |J TPonapourtouty > 1
0<p<oo

cg(y,8) d@G(ﬁ(F,@))g/ dOG(Ax(F, 0)) .
R R”

Il suffit dés lors de trouver un y > 3etuné > 0 tel que cg(y, ) > 0, ce qui est toujours
possible quitte a prendre o tres petit.

Démonstration de b).

Seule I'estimation en +oo sur ¢, est a démontrer. Ici on regarde le cas G(x) = g(x) = xP
avec 0 < p < o etdonc

a9~ Q)i )]

On choisit 6 = % des lors

cg(v, \/1T9> /P P[1 - calye )P

On choisit y indépendamment de p tel que
2 1
—cry
e <=,
Y 2

Soit yp un tel choix. Dés lors pour p assez grand (i.e. p > py = 111:1 T2 +1)

1 1 _
Cg(YO»ﬁ) > E(YO\/—P) P,

ce qui fait que I'on peut prendre pour p > py

1 q9-1/p
cp=[cg(yo,ﬁ)] < 2y04/P-

Démonstration de c).

Ce résultat d’intégrabilité pour le rapport ”((F L se déduit de I'inégalité de bon-A par des

méthodes classiques dues a [25] et [15]. Soit

Ey= {0 € R" | TT(F,0) < Ax(F,0)}

=10 eR" |20 <T(F,0) < 21,2707 < AL (F,0) <2/} pouri € Zet j € N.
Notons que les E;, j vérifient:

i) [Rn=E0UUEi,j
i€z
jeN

i) |E;j| < cgexp(—cz47)| {0 € R" | TT(F,0) > 2gl}| (d’apres la proposition 3.3).
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Si on décompose I'intégrale de gauche selon les E; j en utilisant le ii) on obtient :

T(F, 02,  _
/Rn doO exp (Qom)G("(R 0))

< Z Z exp(c1o4/t?) G(271) |Ej, j| + exp(cio) doG(T(F, 0))
i€Z jeN Eo
) ) 2l
< _ J i+1 n, = “
\ZZngxp((chm )4)) G {0 € R" | T(F,0) > T} |
i€Z jeN
+ exp(cio) dOG(TT(F,0)).

Ey

Si on choisit ¢jg = ?f—; etsionposecy = ) cgexp (— %4j) < +o0 on obtient alors
JEN

T(F,0)%\  _ _
/Rn do exp (cmm)(;(nu?,e)) — exp(c1p) N dOG(TT(F, 0))

) 2l
<) GR™H[{oerR" | T(F,0) > SH
i€z
< 09/ dQZ G210 6m(r 001 (27
R i€z

< 09/ dGZ G(62™ jﬁ(F, 0)) (car G est croissante)
[Rn

JEN
< Cg(Zg(62j)>/ dOG(TE(F, 0)) .
JEN R
D’otl le résultat avec cj; = exp(cio) +cg Y, g(627 7). 0

JjeN
3.4. Retour sur la définition de 1

Soit F € |J TP.Nouspouvons maintenant définir pour presque tout & € R” I'applica-
on 0<p<
% — R"
W — m(Fly, 0)

en posant t(F1ly, 0) = ‘}mv}/ (Fly, 0).

veyt

En effet un schéma de preuve classique ([28], p. 8-9) montre a partir de'inégalité maximale
(section 3.3) que pour presque tout 6 € R”, cette limite existe et est uniforme sur %, (dans le
sens précisé ci-dessous).

Rappelons la démarche dans notre contexte. Posons pour tout 6 € R” et toute fonction
tenteFe | TP
0< p<co

A(F, 0) =lim supﬁ]o’t] (F,0)
t-0
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A(F, 0) est bien défini, positif éventuellement infini.

LEMME 3.6 PourtoutF € |J TP etpresquetout € R" ona
0<p<oo

A(F,0) =lim supﬁ]o’t](F, 0)=0
t-0

Démonstration. Soit F € TP,0 < p < oo, Constatons tout d'abord que A(F, 8) = 0 en tout
0 e R"desqueF € Tg.
Notons aussi que pour t > 0et F € TP ona
_]01[] __
T (F,0) < 27(F,0)
(en effet pour tout O € Z, onaQ N R" x [t,+o[e £ et |0 (Flg, 0)| = |m(Flg, 0) —
Tr(F]lQﬁlR”X[[,‘FOO[) 9)| < ZF(F; 9) et dOIlC A(F) 9) < Zﬁ(F) 9))
Des lors pour tout € > 0, on peut trouver G € T, tel que ||F — Glltr < ¢ (rappel: T; est
dense dans TP) et ainsi
A(F,0) <A(F - G,0)+A(G,0) =A(F — G,0)
L 21(F - G, 0).
D’ou
IAF) ) < 2ITE(F = Gl p < 2¢plIF = Gllrp < 2¢pe
d’apres I'inégalité maximale (cf. corollaire 3.4, b)). Comme ¢ est arbitraire on en déduit que
IACF)|lp = 0etdonc A(F, 0) = 0, 0 presque partout. O

La famille d’intégrales (rt(Fly,0), W € Zf ) est donc uniformément convergente en
presque tout 6 € R”". Pour presque tout 0 € R" ettout V € % Vlvl% m(Fly, 0) existe. Et
wegt
pour presque tout 0 € R, W — m(F1y, 6) se prolonge donc par continuité a .%.

Nous choisirons toujours a I’avenir de travailler avec cette version continue de 7.

Remarque. Dans le cas d'une fonction F simplement localement intégrable, ot 1w, 0)
est bien défini pour tout 8 € R”, tout W € Zf ettout0 < t < 4. Il en est donc de méme
pour A(F, 0).

Ainsi, pour tout yp > 0, 'application:

Pt - R"

T

W — mlO%l(F1,, 6)

se prolonge aussi par continuité a .% pour les 6 tels que A(F, ) = 0.

Nous aurons besoin de cette remarque par la suite (chap. IV).
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UN PRINCIPE DE DOMINATION
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Le résultat qui suit est au cceur des théoremes du chapitre IV; c’est pourquoi nous lui ac-
cordons une place spéciale.

Nous I'’énoncons sous une forme générale qui nous permettra de couvrir les diverses situa-
tions que nous rencontrerons (Chapitre IV, théoremes IV.1.1, IV.1.4 et corollaire IV.1.2).

Dans son esprit, ce lemme est un analogue du lemme 4.3 de Barlow et Yor [6].

Il généralise les méthodes employées dans [25], [4] pour obtenir des inégalités de bon-A de
type exponentielles entre la fonctionnelle intégrale d’aire Au et la fonctionnelle non tangen-
tielle maximale Nu

c
(le. [{0 e R" | Aqu > 2A, Ngu < eA}| <cexp(——) x [{0eR" | Aqu > A}])
£

k .
au cas ol le produit de plusieurs fonctionnelles [ | %" est utilisé pour dominer une autre fonc-
i=1
tionnelle.+ (ce sera typiquement le cas dans la preuve du théoreme IV.1.4).

1l s’agit d’obtenir des majorations en norme LP,0 < p < o a partir d’hypotheéses de do-
mination assez faibles, comme la majoration des moyennes de la “partie locale” de .« par le
produit des normes-sup des #".

Enongons maintenant plus précisément les conditions que nous nous attendons  voir vé-
rifiées par nos fonctionnelles et les résultats qui s’en déduisent.

Soient.« et %’&, o > 0,1 e (1, k) des fonctionnelles
BERMH x R" — R*

(ol1 Z(R™1) désigne I'ensemble des boréliens de R7**!) vérifiant les quelques propriétés sui-
vantes : pour tout 8 € R", toutQ € .%’(Rﬁ“), touti € (1, k) et tout & > 0.

- Hypotheses de support:
H1.1 .4(Q,0) =.4(QNT(0),0)et.4(T,0) =0
H1.2 #L(Q,0) =B (QNTx(H),0).

- Hypotheses de régularité :
H21 A4(Q,0)>.4(QNnV,0)siV e
H22 BL(Q,0) > BL(V,0)siV cQV e BRI
H23 B(Q,x) > Bi(Q,0)siQNTa(0) C QN Tp(x)

H2.4 .£(Q,-)et %’&(Q, -) sont semi-continues inférieurement.

- Hypotheses de sous-additivité :

H3 dl( U Q; 9) < > .4(Q;, 0), 0-presque partout siles Q;, i € N* sont des parties de
i=1 i=1

R d’intérieurs disjoints.

- Hypothéses de domination: pour un &g > Oetcy > 0
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koo
Hal |, 0) — 200,07 | < of| TT B, ()] si 10 — 0'] < rhotiona
i=1

noté. M °l(Q, 0) =.4£(Q N (R" x [h,+x[), 0).

k ‘
HA42  [pn#(Q,0)do < 1‘[1 185, (D] XIAH( Q) 0UAHQ) = {x € R" | [,(x)NQ + @}
=

PROPOSITION 1 Principe de domination.

Soient.«/ et B, « > 0,i € (1,..., h) des fonctionnelles vérifiant les familles d’hypotheéses
H1 a H4 énoncées ci-dessus et soit ¢ > 16xg. Alors, il existe trois constantes K, c, et ¢y ne dépen-
dant que de n, xq et cy telles que pour tout borélien Qg C [Rf+1 toutpu>Ket0<n<1

k
110 € R" |.#(Q,0) > pA, [[ #(0,0) < nA}|
i=1
Lcrexp(-— CZE) [{0 € R" | .£(Qp, 0) > A}|
n

COROLLAIRE 2 Sous les mémes hypotheses. Pour toute fonction modérée G, il existe une cons-

tante cg ne dépendant que de n, « et cy telle que pour tout borélien Qy C R?*1

k
/ do G(#£(Qq, 0)) < cG/ do G( [ [ %0, 0).
Rn

n
R i=1

De tels résultats d’intégrabilité se déduisent selon des méthodes classiques (cf. corollaire
11.3.4 et [21]) de la modération des fonctions G et de I'inégalité de bon-A de la proposition.

Nous allons d’abord prouver une version locale de type L1.1 de notre résultat. Pour tout
cube Qy € R" onnote: Ty, = Qp X ]0, %#(QO)].

LEMME 3 Sous les mémes hypothéses que la proposition on a, pour & > 4 et tout borélien
Q deR!

k
(40) A(QN Ty, 0) dO < c,x/ [[#i@n 15,0 ae
R” 3Qo 11

OlL ¢ est une constante ne dépendant que de x et .

Pour simplifier la lecture, on va omettre durant la preuve, la dépendance en Q, c’est-a-
dire que .«Z(0) (resp..«4(V, 0)) désignera.-Z(Q, 0) (resp..£(Q N V, 0)). De méme pour les A,
1<i<ketd<a.

Démonstration. Quitte a faire agir une transformation affine T de R”*! sur Qp et a rem-

placer.«(V, 0) et BV, 0) par.Z(t 1 (V),771(9)) et Bt (V),T71(0)) on peut supposer
que Qq est le cube [0, 1]™. Pour tout cube dyadique Q de R” on note aQ = (alQ, ... ,a,(c‘)) IS
(Z U {—c0})* 'unique k-uplet tel que pour tout i € (1, k) on ait

. Q : Q
Qc{OecR" | B(0)>2%) et Qn {0 e R" | B.(0) <2%*} +>.
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De méme pour tout 0 € R", on définit a’ = (af, e a,‘z) € (Zu{-o})k comme étant 'unique
k-uplet tel que pour tout i € (1, k) on ait

0 . 0
2% < RL(0) < 2%,
Si on munit (Z U {—oo})k de la relation d’ordre partiel
a< b (a; < b; pourtout i € (1, k))

on remarque tout de suite que:

« ap=inf a
Q 6609

.« QcQ=a? >a?

Pour touta = (ay,... ,a;) € (Z v {—c0})¥ on notera

lal=a1+---+a, €ZU {—c0}.

A chaque cube Q C R" on associe les ensembles suivants :
%

. éé désigne 'ensemble des sous-cubes dyadiques maximaux de {6 € Q | a? > a,

pourl < i< k.

« &g désigne I'ensemble des sous-cubes dyadiques maximaux parmi les cubes apparte-

nanta J <“Q (Rappelons que par construction deux cubes dyadiques sont emboités ou
1<igk
d’intérieurs disjoints.)

+ Qo= U Ty (unionde pavés d'intérieurs disjoints).
Q’E(f(fQ

. Wo=To\Qq.

« Eo= U Q' (union de cubes d’intérieurs disjoints).
Q’E(f(fQ

(Remarquons que 'on peut aussi écrire

Q= U U Tyetbe= U U ¢

ISisk Qe ISisk Qe
mais ce ne sont plus des unions de cubes ou pavés d’intérieurs disjoints.)

Tels que nous les avons construits, les cubes Q" € éé vérifient aiQ > aiQ +lpourl < i<k
et donc les cubes Q' € &g vérifient

(41) lag'| =2 lagl +1.

Du fait de leur maximalité, les cubes Q" € é’Q vérifient aussique 3Q' n {0 € Q | a? = aiQ }+0
pour 1 < i < k, etdoncles cubes Q" € &q vérifient :

(42) 3 n{0cQlal=ad} +@, Vie (k).
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lére étape.

Afin de prouver (40), nous allons d’abord montrer que du fait des hypotheses H2.2 et H2.3
portant sur les %" on a

~ Q
(43) By, W) llow < 2% *1 pourtout i € (1, k).

Soit 8 € R™.

. Sif e Q\FQ alors par construction a’ = a? etdonc .%’&O(WQ, 0) < %’&0(9) < 2“1‘9” =
ZalQ+1_
« Sif e Q°UEqgetly,(0) N Wy + @ (car sinon il n'y a rien & montrer) alors posons

Yo =yw,(0) =inf{y € R | 3x € R" tel que (x,y) € I'x,(6) N Wo}

et considérons xyp € R" tel que zg = (xp, o) € T, (0) N oWp.

Nous allons montrer que pour tout 1 < i < k
(44) B(0,3x0y0) N {x € R" | af = aiQ} + Q.

Deux cas se présentent :

+ soit zg est sur un bord horizontal (cf. figure 6) d'un des cubes de &, (notons ce cube Qp)
et alors ryg = £(Qp) et par conséquent

3Qp C B(6,3x0ys) (xg = 1)

(42) implique alors (44) ;

R+
1/r
Wao L-To
L, (0)
Q
Yo L | e
5 L L
Xo 2] 1 R
—— EQ
Qo
3Qp
B(0,30t070)

Figure6
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+ Soit zg est sur un bord vertical (cf. figure 7) d'un des cubes de &. Par conséquent, de
tous les cubes dyadiques ayant xg sur leur bord et de longueur de c6té comprise entre ryy et
2ryp, 'un (notons-le Qp) n'est inclus dans aucun des cubes de & (sans quoi zg ne serait pas
sur un bord vertical).

En conséquence pourtout1 < i < k
ng{xlaf=a?}¢®

et comme
Qo C B(xp,2ryp) C B(0,3xpys) (o = 1)

on en déduit que (44) est vérifié.

R+
1/r
Wi
Q /TQ
[y, (0)

1 R"

Qo

B(0,30t070)
Figure7

Maintenant que nous avons établi (44), remarquons que du fait des ouvertures de cones

lx — 0]
X - og

T+ *H(0) € Tu(x) si h >

ce qui fait que d’apres (44) et puisque « > 4o pour tout € Q° U Egettout i € (1, k) on

: Q
peut trouver x; € B(0,3xoyp) tel que £ (x;) < 2% *1 et nécessairement
1yg ool .
Iy (6) N W C Ty, (0) C IT'x(x;p)
d’ou1 d’apres 'hypothese H2.3
. . Q
By, (Wo, 0) < B (0) <247

(43) est ainsi démontré
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2e étape.

Montrons maintenant que (40) s’en déduit. Supposons dans un premier temps que |a%| >
—oo0 et posons & = {Qo}, Wp = Tg,-

Définissons par récurrence pour tout i > 0 (cf. figure 8)

&= U Egy et W= U Wq (union disjointe) .
Qeéi Qeéi

On a alors décomposé W sous la forme

w=Uw;=U U ny

j>1 iZ1Qes;

(il s’agit dans les deux cas d’'unions d’ensembles d’intérieurs disjoints).

Wy, =W T
o )
//

Remarquons que I'inégalité (43) de I'étape 1 et 'hypothése de domination H4.2 nous per-
mettent d’estimer I'intégrale de .« (W) pour chaque Q' par:

(45) /deva(w@,, 0) < 3214 1Tk | Q') |
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On en déduit que:

AWy, 0)do < Z/,ﬂ(Wj,G) dO car.« est sous-additive (H3)

R iz
<Y Y [awg.0a0
i21Qe;
< Z Z 3"|Q'|2|“Q I+k d’apres (45)
jZlQee;
Q!
= w2t [ a0y 3 210

j21Qeéj,
Or pour 0 fixé et pour chaque valeur de j, il existe au plus un seul cube Q}’ o € ¢jquicontienne
0. De plus: Iael > IaQW | > Ian*“’ | + 1 d’apres (41) donc

la®|

>y 2\ao’\10,(9)< 3 2t < ol

jZlQeéj t=|a]|

D’otl1 au total

0
AWy, 0) do < 3"2’“/ 24 * 1 go
R” 3Qo
k
< 3" [ [ i ao
3Qo j=1
pour traiter le cas de Qg cube de R” tel que la%| = —co, il suffit de faire opérer une affinité
adéquate sur nos fonctionnelles : posons pour ¢ > 0

BLW,0) = e+ BLW,0) si WNTx(0) + QD
= 0 sinon.

On vérifie aisément que ces nouvelles fonctionnelles satisfont toujours aux hypothéses du
lemme. En conséquence de quoi on obtient que

k
AWy, 0) dO < 3"2’“*1/ [[ % o) ao
3Qo o
k
3"2k+1/ 1] (e+ %i(0)) ao.
3Qo =1

[Rl’l

Il ne reste plus alors qu’a faire tendre ¢ vers 0 pour obtenir I'inégalité (40) pour tout cube
Qo de R". |

Démonstration de la proposition.

Du lemme 3 et des hypothéses H2.3 et H4.1 on peut déduire, selon une méthode déve-
k .
loppée dans [25] (voir [4] aussi), une inégalité de bon-A de type exponentiel entre .« et H RBL.
i=1
Nous allons, dans notre contexte, en rappeler les grandes lignes.
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Soit @ > 4xg. Pourtout0 < £ < 1,6 > 1 ettout A > 0, construisons

k
E=10eR"| ][] 8L 0 < el
i=1

et

W= [ Iy NnQ.
0€E

k .
D’apres H2.3 on sait que H [ %% (W)H < &
=1 7 *
De H4.1 et de (40) on déduit aisément que
(46) (W)l Bpmo < (co+9"cx) €A ;

en effet, pour tout cube Q ¢ R” de centre xg € R"

34(Q)
2

1
—/d@).xz(w,e) — AT W, ) |
1Ql Jo

1
< —/devd(WngQ,e)
1Ql Jo

1 30(Q) 30(Q)
+ @/de W]f*“[(w,e)—.&] ol xo) |
Q

et d’apres (40) : (ici § > 4xo)

1 1
—/ d0.4(W N T30,0) < —/ d0.4(W n T, 0)
QI Jo 1Ql J30

k
1 .
< — do Bu(W n Tz, 0)
< |Q|/9Q [[# v o

< 9"%cyEl;

et d’apres H4.2:
1
—/ ao
12l Jo

Par un procédé standard utilisant I'inégalité de John et Niremberg, on en conclut (cf. [25],
lemme 2.1 ou [4], lemme 4) qu'’il existe trois constantes K, c; et ¢, ne dépendant que de n, ¢ et
cx telles que pour tout 6 > K :

34(Q)
2

34(Q)
AN W, 0) — LW, ) | < el

D’ou (46).

o
[{0 e R" | £(W,0) > A} <crexp(—c—)|{0 € R" | .£(W,0) > A}|.
€

Ainsi
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k
{0 € R |.#(Q0, 0) > oA,] | #5(20,0) < €Al
i=1
< {0 R | AW,0) > 57}

AN
o)

< cexp(—c—)[{0eR"|.£W,0) > A}|
£

o
< agexp(—c—)|{0€R"|.4(Qp 0) > A}|.
€
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1. Présentation des résultats

Nous allons appliquer les techniques détaillées dans les chapitres précédents a I’estimation
en norme:

* de certains modules de continuité, d-variations et supremum associés a 1’application
densité d’intégrale d’aire d'une fonction harmonique u:

a— D%u(-);

* de la distance (en norme sup) entre deux telles applications associées a deux fonctions
harmoniques u et v.

Les énoncés qui suivent précisent la nature des résultats auxquels nous allons arriver. Un
des aspects importants est que nos estimations sont dans un certain sens uniformes par rap-
porta W € %. Plus précisément, au vu du caractere peu régulier des applications

a -~ /1w(z)<Pe(Z)A(u—a)+(dz)

lorsque W € %, nous serons amené a légerement régulariser nos indicatrices (1y, W €
% ). Ce qui nous donnera les ensembles #;, 0 < 6 < 1 constitués de versions adoucies de
ces indicatrices (cf. 2.2). C’est par rapport aux fonctions de ces nouveaux ensembles que nos
résultats seront uniformes.

Les estimations que nous montrerons aux paragraphes 3 et 5 auront 'avantage d’étre lo-
cales (dans R"™), c’est-a-dire qu’elles concerneront la « partie basse » des fonctionnelles étu-
diées.

Soit r > 0. Soit ¢ € #~(R",R™) une fonction a support compact dans B(0, r) que I'on
supposera radiale et d’'intégrale égale a 1.

Les densités d’intégrales d’aire que nous considérerons dans ce chapitre se rapporteront
sauf mention contraire a la version associée a . Nous omettrons le plus souvent de rappeler
la dépendance en @ (i.e. Du(W, 0, a) = Dpu(W, 6, a)).

THEOREME 1.1 « Estimation du module de Hélder-continuité de a — D%u ».

Soit 6 > 0. Pour tout £ €]0, %] et toute fonction modérée G, il existe une constante ¢ ne
dépendant que de G, @, n, § et ¢ telle que

D h,9, _D hreyb
/ 410G sup| u( a) u( )|
IRn

1
a+b la — b| 27 ¢
heAy

< c/ d0 G(Au(0)*) .
[Rl’l

Dans le cas oit G(x) = xP avec0 < p < o la constante ¢ que l'on note alors cp, ¢ peut étre choisie
telle que cp e = O(p) a ¢ fixé quand p tend vers l'infini.

CoROLLAIRE 1.2 « Estimation de la d-variationde a — D%u ».

Soit 6 > 0. Pour tout d > 2 et toute fonction modérée G, il existe une constante c ne dépen-
dant quede G, @, n, § et d telle que

1
/ do G (sup(Z sup |Du(h, 0, ajs) — Du(h, 6, ai)|d>d> < c/ do G(Au(0))
R7 R

geS o heHs
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out S désigne l'ensemble des familles o strictement ordonnées finies de réels (i.e. 0 = (a; < az <
- < ag)).

Dans le cas oit G(x) = xP avec0 < p < oo la constante ¢ que 'on note alors c;, peut étre
choisie de sorte que c;, = O(p) quand p tend vers l'infini.

Labsence de sous-linéarité des applications densité d’intégrale d’aire u — Du(0, -) conduit
tout naturellement a s’interroger sur le comportement d'une différence telle que Du(9, -) —
Dv(0, -) (u, v étant ici deux fonctions harmoniques). Quel estimation peut-on obtenir lorsque
u et v sont “proches”? Cette différence est-elle controlable en terme de N(u — v)?

Ponctuellement (dans R") la réponse a ces questions ne peut étre que décevante. En re-
vanche de telles estimations en norme peuvent étre apportées. C’est le propos des deux résul-
tats suivants:

ProposITION 1.3 Soit & > 0. Pour tout0 < p < oo il existe une constante ¢ ne dépendant
quede @, n, p et 6 telle que pour toutes fonctions harmoniques u, v et tout réel a on ait :
1

| sup |Du(h, -, a) = Du(h Sall| < ep(llullpr + ol 2 e = vl
cHs

Le théoréme suivant est la principale justification des outils mis en place dans les cha-

pitres II et IIL. Son propos est de controler en norme la différence sup |D%u — D%v|.
acR

THEOREME 1.4 « Estimation de la dépendance en ude u — Du ».

Soit 6 > 0. Pour tout0 < p < oo il existe une constante c ne dépendant que de @, n, p et d
telle que pour toutes fonctions harmoniques u et v on ait

|

sup | Du(h, -, @)~ Du(h, -, a)|
acR p
hey

1

1
! ! lullp + [0llEre | 2
< cp(lullgp + 10llp) 2l — vl 7y (1 v log (———H2) )
lu—viige

Remarque. Comme nous le verrons au paragraphe 2.1 le choix de @ radiale n’est pas fortuit
et nos démonstrations ne valent plus si on enléve cette hypothése.

2. Préliminaires

Les résultats qui suivent nous seront tres utiles dans la suite. Dans les paragraphes 2.1 et 2.3
nous allons présenter deux résultats (formule de Gundy, Bafiuelos, Moore et lemme de Garcia,
Rodemich, Rumsey) qui ont déja été utilisés dans des contextes similaires a ceux que nous
regardons actuellement (cf. [6], [18], [19] [5]).

Le premier est une formule de Gundy, Bafiuelos, Moore (G.B.M.) qui permet de relier les
applications densité d’intégrale d’aire a — D“%u aux images par un opérateur 1 de certaines
fonctions tentes a — 1 (V (u — a)*). Cette formule a déja été exploitée par Gundy, Silverstein
et Banuelos, Moore pour étudier le maximum de la densité d’intégrale d’aire D* u (cf. [19], [5]).
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Le second est un lemme de Garcia, Rodemich et Rumsey (G.R.R.). Il fournit un moyen adé-
quat pour estimer en moyenne les modules de continuité, variations et bornes supérieures
d’applications telles que: a — 1g(V (u — a)™). Il est a la base des résultats en probabilité de
Barlow et Yor sur les temps locaux de martingales (cf. [6]). Il a été utilisé dans cet esprit par
Gundy [19] puis Bafiuelos, Moore [5] pour obtenir des résultats semblables sur le maximum de
la densité d’intégrale d’aire.

Dans la section 2.2 nous montrons que les accroissements des applications densités d’in-
tégrales d’'aire a — D% et u — (D%u, a € R) peuvent étre approchés par ceux de a ~
me(V(u—a)t) etdeu —» (mp(V(u — a)t), a € R) ce qui nous permettra dans la suite du
chapitre de transformer I'étude de la régularité de a — D%u par cellede a — e (V(u — a)*).

Finalement dans le paragraphe 2.4 nous montrons la continuité des applications
a — 1e(V(u — a)™) ce qui nous permettra de leur appliquer le lemme de G.R.R. dans les
sections suivantes.

Puisque nous aurons beaucoup I'usage de ces fonctions tentes, convenons de noter pour u
harmonique, a réel, h fonction borélienne et I intervalle de R*

mhu(h, 0,a) = wh(hV(u—a)*,0)

et pour Q borélien de R7*!

mhu(Q,0,a) = wh (1oV(u - a)*, 0) = meu(Q, 0,a) .

On omettra d’indiquer I et Q quand ils seront égauxa I = R* et Q = R7*1,

Suite aux résultats du I1.3.4, il est naturel d’associer a ces fonctions tentes les ensembles
suivants

Ju(Q,a) = {9 e R" | lim supﬁ(]l)o’g]u(Q, 0,a) = O} .
-0

Remarquons que si V(u)1lg € U TP, alors les résultats du I1.3.4 nous assurent que pour
0< p<co

pp.

touta € R, Ju(Q, a) R™. Et qu’ainsi

% — R
W — meu(QnW,0,a)

est continue pour presque tout 0 € R".

Remarquons aussi que d’apres la remarque du I1.3.4 pour toute fonction # harmonique sur
R tout0 < yp < ,a € Rettout Q € #(R"!) 'application

7 — R
W — @ w,6,a

(bien définie pour tout & € R") s’étend continiment a 52,* pour tout 9 € Ju(Q, a).
2.1. Une formule remarquable de Gundy et Bafiuelos, Moore

Dans [5], [18] et [19] ces trois auteurs ont décomposé les densités d’intégrales d’aires, afin
de mieux les manipuler, selon un principe général que I'on peut formuler ainsi: les densités
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d’intégrales d’aires Dy, u se décomposent en la somme de I'image d’une fonction tente: V (u —
a)* par un des opérateurs 11y et d’'un terme de bord.

Une premiére expression de ce résultat s’énonce comme suit :
A toute fonction ¢ € @ (R", R") radiale a support compact on associe deux fonctions K

et ® de ™ (R", R"™1) elles aussi a support compact dans B(0, r)

K(x)
d(x)

(x, -1 p(x)
(Vo(x) — x@(x), np(x) +x - Vp(x)) .

® ainsi définie est d’intégrale nulle (en effet :
o Jgndx (n@(x) + xV@(x)) = [z dx div (x@(x)) = 0 car @ esta support compact.

. fw dx g—z (x)—xip(x) = f dx %%’ (x) —x;@(x) = 0 car @ estradiale et donc symétrique
en x;).

On alarelation suivante :

LEMME 2.1 Formule de G.B.M.

Pour toute fonction harmonique u et toute fonction h € € (R, R) a support dans R" x
[c,d[ avecO < ¢ < d < oo ettout 6 € R" on a la décomposition :

fo)u(h, 0) —mou(h,0,a) = - / dz (u-a)t(2)Kp(z) - Vh(z)

n+l
Ry

- / ldzy(pe(z)V(u—a)“L(z)-Vh(z).
R

Cette formule de G.B.M. va jouer dans notre contexte, un role analogue a celui que joue la
formule de Tanaka en probabilité dans I’étude du temps local, c’est-a-dire :

t
1
My —a) =My —a) +/ 1)a+00 (My) dM + 5L;'(M)
0

ol (My, t > 0) est une martingale continue et L (M) est son temps local en a a l'instant .

Remarquons que dans notre situation les « termes de bord » sont sensiblement différents
puisqu'ils font aussi intervenir la valeur du gradient de u.

Dans toute la suite de ce chapitre, on ne considérera, sauf mention contraire, que des
images de fonctions tentes par 'opérateur 1t ou1 @ est la fonction associée a @, et intervenant
dans le lemme 2.1. C’est pourquoi nous omettrons généralement de rappeler la dépendance
en ce & (i.e. 7t désignera 11gp).

Au vu de I'usage important que nous allons faire de ce résultat, il m’a semblé raisonnable
d’en rappeler succinctement la preuve. Dans la remarque qui suit nous discutons des proprié-
tés d’annulation ((28) et (32) du II) que ® est susceptible de vérifier.

Pour finir nous détaillons une autre forme de la décomposition s’adressant a des fonctions
h moins régulieres et plus adaptées a nos besoins.
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Démonstration. Légalité a montrer est avant tout une formule d’'intégration par partie ou
on a exploité la relation suivante :
diV(K@) =0.

Ainsi d’apres la formule de divergence

/ Ko(z) - V(h(u—a)")(z) dz / Ko(2)V(h(u - a)t)(z) dz
RZH {u>al

/ h(z)(u - a)*(2)Ko(2) - 7i(z) 0o (dz)
{u=a}

etdonc
() /IR"'H Ko(2) - V(h(u-a)")(z) dz=0.
D’ott

Dgu(h,0) = /[Rn+1 y®o(2)h(z)A(u — a)" (dz)

_/ Vo2 h(z)V (1 - &) (2) dz
R

_/ V) (2)V (- @) dz
R

—/ X Ky (2)V(h(u—-a)t)(z) dz d’apres (*)
R

—/ ((u- a) (2)Kp(2) + ypo(2)V(u — a)*(2)) - Vh(z) dz
R
—/ 1 h(z)(Ko(z) + V(ype)(2)) - V(u—-a)t(z) dz.

R

Comme $¢9(z) = —Kp(z) — V(y@g)(z), on a obtenu ce que I'on souhaitait.
O

Remarque. Lintérét essentiel de cette formule de G.B.M. tient a la relation [ dx ®(x) =0
puisque celle-ci implique que les résultats du chapitre II sont applicables a 1.

Le fait que @ soit radiale a joué un role important dans I'obtention de [ dx ®(x) = 0. Et
cette relation permet (cf. chapitre II) d’étendre 11 comme opérateur borné de T” sur H” pour

n
tout p > T+

I est naturel de se demander si un bon choix de @ radiale positive ne permettrait pas
d’obtenir les conditions d’annulation supplémentaires (cf. II (32)) qui conduiraient a étendre
T : TP — HP pour des p < -1. Une reformulation de la question est la suivante: pour
quelles valeurs de N € N peut-on trouver ¢ € €:° (R", R™) radiale (non nulle) telle que

/ dxxy<a£(x)+xi(p(x))=0, Vie(l,...,n)
R7 5xi

(Ey)
/ dx x¥(np(x) +x-Ve(x)) =0
Rn
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pour tout multi-indice y = (y1,...,yn) € N'telque |yl = y1 +y2+---+y, < Netou

- y
xV=xt X"

Nous savons déja que pour N = 0, toutes les fonctions p € €,;° (R™! RT) radiales convien-
nent. Supposons donc N > 1. Un passage en coordonnées polaires montre que (E,) est équi-
valent a

(/do o; Uy) x/ dr rl”|+"_l<a£(r)+ quo(r)) =0, Vie(l,...,n)
S 0 or
(E;)

Y ~

(/da O'y> x/ dr r‘y‘+”’1(n&)(r)+ral)(r)) =0
S 0 or

(ou1 S désigne icila sphere unité de R” et p la fonction de R™ dans R* telle que @ (x) = P (|x|)).

Remarquons que:

~

/drrY+”1(n€)(r)+ra£(r))
0 or

[ a n-~. o) N
/ ar P ) —Iyl/ dr ")
0 or 0

< 0silyl>0.

Et comme pour N > 2, le choixde y = (2,0,...,0) (donc |y] < N) donne fs do 0¥ =
Jsdo of > 0.0nvoit que pour N > 2, il n'existe pas de ¢ € €°(R""!, R") radiale non nulle
telle que (E)) soit vérifié pour tout y € N tel que |y| < N.

Considérons donc maintenant le cas N = 1 et choisissons y = (0,...,1,0,...,0) (i.e
Yi = 51',]', ie(l,...,n).

Il est alors évident que :
-Jsdo oY= [(doo;=0
- [sdo oi0Y = [do oo = cd;,j.

Eten conséqvuence il nous fauE voir, pour conclure, si on peut trouver ¢ € €% (RT, RY) tel
que f0°° dr r”(%i: + quo> =0et %%’(0) = 0. Si on fait une intégration par partie, cela revient a
trouver @ telle que

(o)
/ dr(r* = n)r'"1®(r) =0
0
ce que I'on peut évidemment réaliser par un choix convenable de .

En conclusion: 'opérateur 1g qui intervient dans la formule de G.B.M. est un opérateur
borné de TP” sur HP pour p > —7. Quitte a choisir correctement @ dans la définition de
I'intégrale d’aire, on peut s’arranger pour que 1'opérateur 1g associé soit encore borné de T 7

n

sur H? pour p > 5. Mais on ne peut faire mieux!

Dans la suite de ce chapitre, 'obtention de nos résultats sera conditionnée par un controle
adéquat des termes de bord dans la formule de G.B.M.

Il est donc naturel, dans un premier temps de nous donner les moyens d’estimer ces termes.
Les deux lemmes (2.2 et 2.3) qui suivent sont la pour nous y aider. Le lemme 2.4 nous permet-
tra, quant a lui, d 'estimer I’erreur que nous commettrons en approchant la densité d’intégrale
d’aire Du(-, 0, a) par nos images de fonctions tentes ru(-, 0, a).
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LEMME 2.2 Soientx < B, Wg € %. Il existe une constante cy g ne dépendant que de «, B et
n telle que pour tout xy € R"

do(x,y)
/ 7ny]]-l",x(xo)(x; y) < CD(,B
oWg y

n
Co,p peut étre prise égale a |1 + B2 ((Xﬁf—ﬁ) ol ¢, désigne le volume de la boule unité de di-
mension n.

Démonstration. Soit yp = inf{y | Ix € R"; (x,y) € Wg NnTx(x0)}.Siyp = 0,iln’y arien

a montrer puisqu’alors I'y(xg) CW g. Supposons donc yp > 0 et remarquons que du fait que
B > o on anécessairement (cf. figure 9)

B+
YR _x ]
W A Tu(xp) Ty F ") ()

En conséquence

do(x,y) _
/ Y (5 < yO”/ dx 1+ Vw2 (x)
oWg y BO@:“%J’O)

B
B-

cnyl +Bz<(x£t(x)n.

N

(04
[R+

Tx(xp)

IR}’!

B(y—yo)

Figure 9

LEMME 2.3 Soitp € @~ (R",R") radiale a support dans B(0, r). Soit W € %.

Il existe une constante cq, ne dépendant que de @ et n telle que pour tout xo € R"

/ Py (x,y)do(x,y) < cp .
ow
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Démonstration. Notons @ : R — R™ la fonction paire telle que @ (x) = §(|x|).

Ecrivons alors

P(Ix) =/ ~@'(t) dt
|

x|

et donc
n~ |x_x0| r ~ 7 -n
P (2) =y cp(T)= —@'()y "r, () (X, y) dt .
0

En conséquence

O do(x,y)
/qoxo(x,y)da(x,y) < /dtlcp(t)l/ —nynr,uo)(x,y)
ow 0

t
< cn\/1+r2/ dt|®’' (1) t—t>n=c

D’apres le lemme 2.2.

c est finie puisque @ est € a support dans [—r, r] et donc hm( (z))"‘ =0. U

LEMME 2.4 Soient u une fonction harmonique, @ € B(R?*1) et0 < t < oo. Pour tout
V,W € % telsqueV C W sionnoteA = (W\V) N Q)]O’t] alors

| Du(A, 6, a) — tu(A, 0,a)| < c( Oscr u(A, 0) + N (yVu) (A, 0))

pour tout 0 € Ju(Q, a).
SideplusVulg € U TP alorsl'inégalité ci-dessus est vérifiée en presque tout 0 € R”"

0<p<eo
et aussi pourt = o.

Remarque. Dansle casou W € 5&;“, la conclusion du lemme est en fait vérifiée pour tout
0 € R".

1
Démonstration. On va montrer le résultat pour A =AEkl=AN (R"x] ,lc, k[). 1l suffira alors

pour conclure de remarquer que par convergence monotone Du(Ag, 0, a) gy Du(A, 0, a) et
que d’apres les résultats du I11.3.4

mTu(Ag, 0, a) ko Tu(A, 0, a)

entoutd € Ju(Q, a).

Pourtout0 < & < I notons A% = {z € A | d(z,A%) > €}. Considérons p € @™ (R""1, R)
tel quefdz p(z) = 1etSupp(p) C B(0,1) posons alors p(z) = 5’”’1;)(%) et g:(z) = pg %
]].A)SC(Z).

Remarquons que:
i) g€ CRMLR) etlgell <1
ii) Supp(ge) C Ag etgg|A§f =1.
iii) Supp(Vge) C Ap\AF et [Vgello < €.

Ainsi g:(2) 0 1A, (2) pour tout z € R (d’apres i) et ii)).
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Il nous suffit des lors d’appliquer le lemme 2.1. On constate que par convergence dominée
Du(g., 6,a) = Du(Ay, 6, a)

mu(ge, 0, a) =2 Tu(Ay, 0, a)

pour tout 6 € R". Il ne reste plus qu’a majorer uniformément f dz (u—a)"(z)Kp(z)Vge(z) et
f dzypo(z)V(u — a)+(z)Vgg(z) respectivement par ¢ Osc, u(<, 0) et cN.(yVu)(Q, 9).

Pour cela on remarque que :

Supp(Vge) € A\AZ c {z=(x,y) € R"™ | w(x) < y < w(x) + 261 + 12

ou v(x) —2&y1+r3,<y<vx)}

(cf. [28], VI, figure 3, p. 184) et qu’ainsi

c
/dZIKe(Z)I IVg:(2)| < —/ dz |Klg(2)
Ap\AZE

&
N

< —/ dA(/ d(TIKle(x,y)+/ da|K|9<x,y))
& Jo oWy oV

ol W), est1'épigraphe de la fonction w;y (x) = w(x) + A € % et Vj celui de la fonction vy (x) =
v(x) — A
c
< =281+ 12 2ck
£

ol pour la 1™ inégalité on a utilisé iii), la 2° inégalité est une conséquence du théoreme de
Fubini et pour la 3° inégalité on a utilisé le résultat du lemme 2.3.

Rappelons aussi que div(Kp) = 0 etdonc [ dz Ky(z) - Vg:(z) = 0. Ainsi pour tout b € R:

\/dzw—aﬁ(z)Ke(z) - Vg(a)| = \/dz((u—aﬁ(z) — b)Ko(2) - Vge(2)
< 4c\1+r2cgN,(u—a—- b)(A,0)

Donc

’ /dz (y - a)t (2)Kp(z) - Vg (z) ’ < 4ce\1 + rlcg Osc, u(A, 0) .

De méme on voit que:

’ /dz yPo(z)V(u— a)+(z) - Vge(2) ‘ L4yl + rzc(er(qu)(A, 0).

DanslecasouVulg € |J TP onremarque que tous les calculs précédents restent valides
0<p<eo

avec ¢ infini et Ju(Q, a) PP R ce qui termine notre démonstration. U
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2.2. Application aux accroissements de la fonction densité d’intégrale d’aire

Nous développons dans les lemmes suivants plusieurs conséquences de la décomposition
de G.B.M.

Dans la proposition 2.6 et le corollaire 2.7 nous étudions des densités d’'intégrales d’aires
associées a des versions plus lisses de nos indicatrices de parties % lipschitziennes. Elles ont
le mérite d’étre plus aisées a controler (notamment les termes de bord qui apparaissent dans
la décomposition de G.B.M.). La proposition 2.6 nous sera tres utile dans notre étude de u ~
(D%u, a € R) et le corollaire 2.7 nous sera, pour sa part, indispensable dans 1'étude de la
régularité de a — D%u. La comparaison entre la proposition 2.6 et le corollaire 2.7, d'un coté,
et le lemme 2.4, de 'autre, indique que I'on controle mieux les accroissements (en a ou u) de
D%u que la densité d’'intégrale d’aire elle-méme.

Avant d’aborder les résultats suivants, construisons des versions plus lisses de (1y, V €
% ). Elles nous seront utiles tout au long du reste de ce chapitre puisque c’est avec elles que
nous obtiendrons des estimations intéressantes sur les termes de bord dans la formule de
G.B.M. C’est donc avec elles que nous travaillerons désormais.

Notons . 1'ensemble des applications h : R”"! — R localement lipschitziennes pour

lesquelles on peut trouver Q € % tel que sionnote Q5 = {z = (x,y) € [Rﬂ” | d(z,Q) < 6y}
(cf. figure 10),

R+
Qs
Yo/ (1 = 9)
4
Yo
oy
rd

LY Y1

Q

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, 1

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, Sy(1+ r?)t/?

n/a Y
) RN
Figure 10
on ait les propriétés
hlg=1

Supp(h) C Qs
lyVhlle < 4.



2.2 Application aux accroissements de la fonction densité d’'intégrale d’aire 65

Remarquons que # n’est pas vide puisqu’a tout Q € Z* on peut associer I'application

d(z,Q)\+
hs(Q,2)=(1- ,
5(Q, 2) ( 5y )
laquelle est trivialement dans ;.

Pour Q € Z*, de telles fonctions (i.e. h € #,0 < 6 < leth|g = 1, Supp(h) C Qs) seront
les versions lisses dont nous userons pour remplacer l'indicatrice trop irréguliere : 1.

Notons aussipourQ € % et0 < 6 <1

H5(Q) = {h € # | Supp(h) C Qs}

Dans le lemme suivant, nous préparons la démonstration de la proposition 2.6. Nous y
controlons le comportement de certains termes de « bord » tels que nous aurons a en manipu-
ler dans la suite de cette section.

LEMME 2.5 Soit0 < 6 < 1.

Soitp € € (R", R"Y) radiale a supportdans B(0, 1) etW € Sﬁr*.

Notons A = Ws\W . Il existe alors deux constantes cy, ¢ ne dépendant que de p, n et o telles
que pour touta < b et tout® € R" :

dz
Ap(0) = —po(2) < c
AY
B,(60) = /dZPe(Z)IVu(Z)Ill]a,b](u(Z))
A
< (alb-alDfu(a, 6)'?
< alb-al'(Nou(a, 0) + N.(yVu) (A, 0))'/2.
Démonstration.

« Estimations sur A, :

Soit yp = sup {y | 3x € R", (x,y) € W}. Comme dans les preuves des conséquences au
lemme I1.2.1 on peut voir que

20 0

-6 d yw(0) g 2 0)
4,0) < npnm(/ [ [ dy)

R o) Y

0
) 1+

!
= lpllo(in (2

>+ln(1+6)+c)=cl.

Les deux premieres intégrales correspondent aux estimations des parties hautes et basses de A
(cf. figure 10). La troisieme intégrale correspond aux parties de A qui sont «latérales a W ». Pour
cette derniére, on a utilisé les estimations de la conséquence a) du lemme I1.2.1, c’est-a-dire :

[{xeR" | (x,y) € ANTHO}| < c(y" = (¥ —yw(O)™) < cy" 'yw (0) .
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« Estimations sur B, :

Notons P € @~ (R", R""!) la fonction associée a p par la formule de G.B.M. (i.e. P(x) =
(Vp(x) — xp(x), np(x) + x - Vp(x))). Alors I'utilisation de I'inégalité de Cauchy-Shwarz et de
la formule de densité d’occupation (21) donne

) : iz A\
B,(0) < (/dzype(Z)IVu(Z)l ll]a,b[(u(Z))) X (/ 7p9(2)>
A A

1 b 1
= Ap(e)z(/ dAD,u(A, 0,1))*

DNf—

(47) B, (0) < (c1lb— alDyu(A, 0))
Or d’apres le lemme 2.4, pour tout A € R

IDpu(A, 0,N)] < Imtpu(A, 0,0)] + c(Nru(A, 0) + Ne(yVu) (A, 0))

et
[Ttpu(A, 6,A)] </ [Po(2)| IVu(z)| dz < Ny (yVu)(A, 0)Ap (0)
A
ainsi
(48) Dyu(A, 0) < c(Nru(A, 0) + Ne(yVu) (A, 0)) .

Le lemme s’en déduit d’apres (47).

PROPOSITION 2.6 S0it0 < 6 < 1let0 < t < 0.

SoientQ) € Zr* (R"x]0, t]) et deux fonctions u, v harmoniques. Il existe une constante ¢ ne
dépendant que de ®, n et § telle que pour touta € R, 0 € Ju(Q, a) n Jv(Q, a), tout h € #5(Q),
W e fér*(Q) telsqueh|w = 1 et Supp(h) C Ws ;sion note A = Ws\W alors:

| Du(h, 0,a) — Dv(h,0,a) — mu(W,0,a) +mv(W,0,a) |

1
< [ Ne(u=0)(A, 0) (N (u = v)(A, 0) + D*u(A, 0)) ]2
1
< o[ Ne(u—v)(A, 0) (Nr(u— v)(A, 0) + Nyp(A, 0) + N (yVu) (8, 0) |2

Si de plus Vu 1q et Vv 1 sont dans TP avec0 < p < oo alors les inégalités ci-dessus sont
vérifiées en presque tout 0 € R" et aussi pourt = o,

COROLLAIRE2.7 Soit0 < d <let0 <t < .

Soient Q) € Q,* (R™x]0, t]) et une fonction harmonique u. Il existe une constante ¢ ne dé-
pendant que de ®, n et § telle que pour touta < b, 0 € Ju(Q, a) N Ju(Q, b) et tout h € #5(Q),
W e ZF(Q) tels que

h/W =1 et Supp(h) C Wy,
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sion note A = Ws\W alors:

| D*u(h, 0) — DPu(h, 0) — Tu(W, 0, a) + Tu(W, 0, b)|

[N

<clb—alz(|b— al + D* u(A, 0))

SideplusVulg € U TP alors l'inégalité ci-dessus est vérifiée en presque tout 0 € R" et
0<p<oo
aussi pourt = oo.
Ce résultat se déduit de la proposition précédente en prenant v = u + a — b.

Démonstration de la proposition.

11 suffit de montrer le résultat pour W tel que y > 0. En effet, si yy = 0, on pose pour
E>0
W (e) = WIEF*L = W n (R"x ¢, +oo[)

et

he(x,y) = min (h(x,y), (1- %)ﬂ 1) .

On remarque que h, € #5(Q), he | W = let Supp(he) € W (¢)s. Par construction h, (resp.
W (¢)) tend en croissant vers h (resp. W) lorsque ¢ tend vers zéro. Un argument de convergence
dominée et les résultats du I1.3.4 permettent de conclure comme dans le lemme 2.4.

Supposons donc que yy > 0. Considérons p comme dans le lemme 2.4 et pour 6 > 0

posons hs = h * ps. hs ainsi définie vérifie:

i) hs € @ (R™,[0,1]);
(49) ii) }Sin(l) hs(z) = h(z) pour tout z € R ;

iii) Vhs(2) dz "=° Vh(2) dz faiblement
On déduit de i) et dulemme 2.1 que pour tout a € Rettout 6 € R”

(50) D%u(h,0) — tu(h, 6,a) = /dz (u - a)+(z)K9(z) - Vh(z)
+ / dz ypo(2)V(u—a)t(z) - Vh(z)

Les deux termes du membre de gauche s’obtiennent grace a ii) par convergence dominée, les
termes du membre de droite s’'obtiennent a partir de iii) (pour le second terme, on remarque
que 'ensemble des discontinuités de V (u — a)t(z) = Vul|,+0[(2) est porté par {z | u(z) =
a} et cet ensemble n'est pas chargé par V h(z) dz, saufsi u = a mais dans ce cas la réponse est
évidente).
D’apres (50) il nous suffit donc de regarder :
) I=[[(u-—a)*(z) - (v-a)t(2)]Ke(z) - Vh(z) dz
i)  J=[ype2)(Vu-a) (z) -V(v—a)(z)) - Vh(z) dz

iii) K =mu(h,0,a) — mu(W,0,a) — tv(h, 0,a) + tv(W, 0, a)
= [dz (h(z) — 1w (2))®o(2) - (V(u—a)"(2) - V(v - a)"(2)).
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Estimons I : comme (1 — a)*(z) — (v — a)™(z) < (u — v)(z) on en conclut que (d’apres le
lemme 2.5)

IS N (= 0)(8,0) 41 (0) < eN (= 1) (5, 0).

Estimons J et K : on remarque que J et K peuvent étre majoré par

4
3/ dz @o(2)1a(2) | V(u—a)"(2) - V(v — a)"(2)| ot ¢ = sup(p,|®|).
I,(0)

Réécrivons:

Viu-a)*(z) -V -a)(z)
= Vu(2) gt (U(2)) = VV(2) 1[4+ (V(2))
= V(u-0)(2)1[g+e(u(2)) + Vv(z)(ll[a,+oo[(u(z)) - ]]-[a,+oo[(v(z))> .

Nous majorons aisément grace au lemme 2.5
/ dz @o(2)1a(2) | V(u— v) [ (2)L[g+00[(U(2))
I (0)
par cNy(yV(u —v))(4A, 0).
Le terme restant nécessite plus de travail. Remarquons que

Tt (U(2) = L[g400[ (V(2)) | < La-N,a+n1(V(2)) pour z € ANT;(0)

si N désigne N, (u — v)(A, 0).
Ainsi

/ dz Yo(2)Ia(2)IVV(2)| | L g 4o (U(2)) = Lg+e0[ (V(2))
I,(0)

N

/ dz @o(2)1a(2)|VV(2) 14— N,a+N] (V(2))
I,(0)

D=

< [ Ni(u=v)(a,0)Dyu(A,0)]
1
< C[Nr(u - )(A,0)(Nyv(A, 0) + Ny (yVo) (A, 9))] 2
d’apres le lemme 2.5.

Les estimations sur I, J et K conduisent au résultat annoncé. O

LecasVulgetVvig € TPavec0 < p < o se traite comme dans le lemme 2.4.

2.3. Le lemme de Garcia, Rodemich et Rumsey (G.R.R.)

a) Enoncé. Nous en donnons I'énoncé tel qu'il est présenté dans le papier de Barlow-Yor [6].
11 fournit un module de continuité local dans un cadre assez large pour contenir nos fonction-
nelles.

LEMME 2.8 [G.R.R.] Soit E un espace de Banach (| - | g la normesurE) etv > 0. Soith : RY —
E une fonction fortement continue. Soient p, @ : [0, +oo[— [0, +oo[ deux fonctions continues
strictement croissantes telles que:
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) p(0) = w(0) =0;
ii) zﬁfn W(t) = oo.

Pour toute boule BdeR?, si K = ffoB dadby (%) est finie alors pour touta, b € B

4d+1K
Ay x2V

2|a—Db|
(@) = h(b) |5 < 8/ v () Pldn)
0

oL Ay, est une constante universelle ne dépendant que dev et A1 = 1.

Lhypothese de continuité étant essentielle pour appliquer le lemme de G.R.R., il nous fau-
dra démontrer la continuité de nos fonctionnelles. Ce sera le propos de la section suivante.

b) Applications. On peut suivre Barlow et Yor et tirer du lemme de G.R.R. quelques estima-
tions concernant:

i) certains modules de Holder-continuité
i) la d-variation
iii)  lesupremum

de fonctions vérifiant les hypotheéses du lemme.

m+2
Prenons ¢ (x) = x¥ avecy > let p(x) = x v avecm > 0. Pour h : R — E fortement

continue et toute boule B de R, on note

h(a) — (b)Y}, —
KB:// dadbMe[R{““.
BxB |a_b|m+2

Le lemme précédent implique que:

|h(a) — h(b)|%

la—bim < ¢y,mKp pourtout a,b € B

avec ¢y, = 2" (8(1 + %))y. Considérons pour 0 < & < 11le module de x-Holder-continuité

\h(a) - h(b)|g
H,(h,B) = _—_—
wlh, B) = sup =
a,beB
et

Osc(h, B) = sup |h(a) — h(b)|E .
ab,ll;tebB

Considérons aussi pour d > 0, la d-variation de h, c’est-a-dire
!

1
Vy(h,B) = sup{(Z |h(a;+1) — h(ai)lg)d | ag < a; < - -+ < apyy subdivisionde B, EEN}.
i=0

On obtient alors les trois estimations suivantes:
% |h(a) — h(b)|}
(51) | Hyyy (hB)|" = sup ————"=F

a+b |(l - b|m
a,beB

< ¢y,mKp
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(52) Va(h, B)Y < Cy,mKB{)(B)m pour md =y
pour cette derniére inégalité, il suffit de remarquer que pour v = ’”7”[ > 1lona

h(a) — h(b)|%
Vy(h, B¢ < (B sup M_
a+b |b_a|y
a,beB

Osc(h, B)Y < ¢y, nKpl(B)™  etdonc
(53) sup Ih(a)lj’; < ¢ymKpl(B) si Bn{h=0} + @
acB

par la suite E désignera toujours un espace de Banach qui pourra cependant changer selon les
circonstances.

2.4. Continuité de (a, W) » mu(W, 0, a)

Dans toute cette section, on considére une fonction harmonique u quelconque sur R7*1.

PROPOSITION 2.9 Soit O € B(R?1) et 0 < yy < . Pour presque tout & € R, oit
DO 3(0) < +oo, lapplication
Rx % — R
(W) — mllyw @0 a
est continue.

Et si on note €@° (fr*, R) l'espace de Banach des applications continues de fﬂr* dans R muni
de la norme uniforme alors on a de plus que pour presque tout @ € R™ ot DI%¥1(0) < o
mou:R — @(ZFR)

a — molyun0, 0 a)

est fortement continue.

(1) Suite aux résultats du I1.3.4, nous savons déja que pour tout a € Rettout 0 € Ju(Q, a)
I'application:

¥ — R

i

W — ol wnQ, e, a)

est continue.

La question se pose alors de savoirsi |J Ju(Q, a)¢ est toujours de mesure nulle.
acR

(2) Pour tout W € %, nous savons que fW]o,yO] dz |Pg(z)| |Vu(z)| < +oo pour tout 8
R”. Lharmonicité de u implique que les hypersurfaces de niveau de u sont de mesures nulles.
Nous en concluons donc, grace au théoréme de convergence dominée que pour tout W € %
la famille d’applications:

a— Ty Aawng0a), vez
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est équicontinue pour tout 6 € R". Et donc

R — @ (% R)

a — 1oy AwnQ, 0, a)
est continue pour tout § € R” si W € #'. On peut alors se demander pour quels 0 € R" ce
résultats’étenda W € Z*.

La réponse est donnée par le lemme suivant:

LEMME 2.10 Pour presque tout 0 € R", tel que D' u(0) < +oo, sup 70, 0,a)
£<&o
tend vers 0 (localement uniformément par rapport a a) lorsque &g tend vers 0. Et notamment

U Ju(Q, a)° est de mesure nulle.
acR

Avant de démontrer le lemme montrons comment la proposition s’en déduit.
Démonstration de la proposition.
Notons A ¢ R I'ensemble des 6 € R” pour lesquels

EOHO

sup 700, 0,a) = 0

<&
localement uniformément par rapport a a. Pour de tels 6 € A on voit que I'application

7_(_220,)’0]”(9) ‘R — (go(zr*, R)

a — mlyu.nQ, 0 a)
est limite uniforme des applications

R — @ (Z5R)
1
a — mmluno,0a).
D’apres le (2), ng]zo’y o] u(0) est donc continue (pour tout 8 € A) comme limite uniforme d’ap-
plications continues.

Le lemme 2.10 montre que A E {0 € R" | DI®Vy(0) < +oo} et permet donc de conclure.
U

Ceci termine la démonstration de la proposition. Il ne reste plus qu’a prouver le lemme.
Celui-ci se déduit d'un résultat analogue da a Brossard concernant la densité d’'intégrale d’aire
dont nous donnons ci-dessous un énoncé adapté a notre situation.

LEMME 2.11 [cf. [8],lemme 5 et théoréme 2] En presque tout point 0 € R", oii DOy 0) <
+o0, la quantité DQ,?'E 1u(0, a) tend vers 0 quand ¢ tend vers 0 localement uniformément par rap-
port a a et u converge non-tangentiellement.

Démonstration du lemme 2.10.

Notons A I'ensemble des 0 € R” tels que:

, -0 . . s
i) Dgg’f 1u(0, a) = 0localement uniformément par rapporta a;
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ii) u admet une limite non tangentielle en 0 ;
iii)  yVuconverge non-tangentiellement vers 0 en 6.

Notons que presque tout 6 € R", ot DU y(0) < +oo, est dans A et que iii) est une consé-
quence classique de ii). De ii) et iii) on tire que :

iv) lirr(} Osc]ro’f] u(Q,0) =0;
E—
v lim N (yTu)(Q,0) = 0.
E—
Or d’apres le lemme 2.4 on sait que pour tout 0 € R"” ettouta € R

sup | DI uWnQ, 0,a)-m"u(wn@, 0,a) | < ¢( 0sc)* u(Q, O+N I (yvu) (Q,0)).
wezt

Le lemme s’en déduit grace a i), iv) et v). U
Remarque.
i) Sivulg e U TP, on peutaussiprendre yy = +o dans la proposition sui-

0< p<co
vante. En effet le corollaire I1.2.5 nous assure alors que pour tout W € %' et tout 0 € R"™:

/ dz |Pg(2)| |[Vu(z)| < +oo .
w

Le (2) est donc encore valable avec yy = +, et la conclusion s’en déduit.
ii) Siu € U HP alors d’apres les inégalités de Gundy-Silverstein DOy 0) <
0<p<oo

+00 pour presque tout 6 € R".

iii)  Nous aurions pu avoir recours, comme cela se pratique en probabilité, au critere
de Kolmogorov et a des estimations en moyennes sur les accroissements de a — 11¢ (V(u —
a)*1gn., 0) du type:

Hﬁcp(vu]l]a,b](u)]lﬂ)uzk < HAcp(VUﬂ]a,b](u)]lQ)sz
< cvb—a||Nru(Q)+Nr(qu)(Q)+Aru(Q)||,%

comme nous en montrerons par la suite.

Cela ne nous aurait permis d’obtenir que I'existence d'une modification fortement conti-
nue, c’est-a-dire

H):R — @ (% (Q),R)
a —_ H(QJ a)

fortement continue telle que pour tout a € R et presque tout 0 € R” ('ensemble des 6 € R”
ol cela a lieu dépendant alors de a)

H(6,a,W)=1¢(V(u—-a) lywna, 0), YW € Z*(Q).

Notre situation offre cependant un peu plus de régularité que la situation probabiliste. C’est
pourquoi nous avons pu éviter de modifier nos fonctionnelles.
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3. Etude en moyenne de la régularité de a —~ D%u

Dans cette section nous montrons des estimations locales (dans R") sur le contréle de la
régularité des fonctions densités d’intégrales d’aires a — D%wu.

Nous montrons notamment une estimation en norme L? du module de x-Holder-continuité

de ces fonctions pour tout < %

THEOREME 3.1 « Module de Holder-continuité de a — D%u ».

Soient x > 161, B > x et¢ E]O,%],O < § < \/0(1_+—rZ Soit Q un cube de R" ; notons pour
T

y >0, WQy = U F;,O’y'g(Q)](Q) etWg = WQ’. Soit u une fonction harmonique telle que Vulg €
0cQ
U TP.

0<p<oo

Il existe trois constantes K, ¢y, ¢c; ne dépendant quede n, @, &, B, 6 et ¢ telles que si on note

|Du(h) 9; a) - Du(hr 91 b)'

H(9) =H(Wp,0) = sup :
axb |b— (,1|§_5
he.ﬂ”{;(WQ)
= sup H)__(Du(h,0,-))
hesty(Wg) 2

alors pour toutp > K,0 < n < 1ettoutA >0

(54) | {0 € R | HWq,0) > ud et (Nau(W, 0) + D (W, 6))2*¢ < nal |

<clexp(—62%)|{96[l&”|H(WQ,9)>/\}|.

En conséquence pour toute fonction modérée G il existe une constante cg ne dépendant que de
n, @, B, Gete telle que

B Lie
/ de G(H (W, 0)) < / do G(Npu(wj, 0)2%¢) .
R" R"
COROLLAIRE 3.2 « d-variations de a — D%u ».
Soitd > 2. Sous les mémes hypothéses que le théoreme, notons:
Va(0) = Vg(Wo, 0) = Va(Du(Wgp))
ot Du(Wq) désigne l'application

R—E= LDO(%(WQ);[R)
a— Du(-,0,a).

1l existe trois constantes K, ¢y, ¢c» ne dépendant que de n, @, &, B et d telles que pour tout u > K,
O<n<lettoutA >0

(55) |{0€R"| Va(Wo,0) > pA et Nou(W, 0) + D u(Wo, 0) < nAl|

<c1exp(—c2%)|{ee R" | Vy(Wo, 0) > A} .
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En conséquence pour toute fonction modérée G il existe une constante cg ne dépendant que de
n, @, x B, Getd telle que

/ dé G(V;(Wo, 0)) < cG/ do G(NguwS, 0)) .
R R

Le théoréme 1.1 (resp. le corollaire 1.2) se déduit du théoréme 3.1 (resp. du corollaire 3.2)
par un argument de convergence monotone.

Alabase de tous nos résultats se trouvent des estimations en moyenne des accroissements
de fonctions telles que a — Tu(W, 6, a) (corollaire 2.7). Nous obtenons de telles estimations a
'aide de majorations des intégrales d’aire associées (57). Grace au lemme de G.R.R. nous pour-
rons donc majorer les moyennes des modules de continuité (et par conséquent le supremum
de nos fonctions ou leur d-variation) par des normes uniformes. Le principe de domination
permet alors de convertir ces évaluations par des normes uniformes en des inégalités de bon-A
et des inégalités entre normes L”, 0 < p < co.

Démonstration du théoreme.
a) Montrons dans un premier temps comment les résultats de la section 2.2 vont nous
permettre de nous ramener a I’étude pour Q borélien de Wy, de:
H,_ (mqu(0, )
2

ol o u(0, -) désigne I'application

R — @ (Z*R)=E

a — tmu(-NnQ,0,a).

Remarquons en effet qu'en dehors de l'intervalle I = [—Nau(WQ“, 0), Nqu(W,, 0)] les ap-
plications a — Du(h, 0,a) et a — mu(Q, 0, a) (pour h fonction borélienne positive a sup-
port dans W, et Q borélien de W) sont constantes. Nous pouvons donc nous contenter de ne
considérer les modules de Holder-continuité de ces fonctions que sur cet intervalle.

Le corollaire 2.7 nous indique alors que pour h € 5 (Wg) et W € Z* (W) tels que
hly =1 et Supp(h) C W;s

les accroissementsde a — Du(h, 0, a) et a — tu(W, 6, a) sont proches: plus précisément

[N

| (Du(h, 0,@)~Du(h, 0, b))~ (Tu(W, 0, &) -mtu(W, 0,b)) | < clb—al? (Ib-al+D* u(A, 0))

Puisque I'on peut se contenter de ne considérer que a, b € I on voit que

D=

’H;_S(Du(h, 0)) - Hi_ (mu(w, 9))‘ < sup clb—al*(Ib— al + D*u(A, 6))
2 2 a,bel

1
3+e

< o New(Ws, 0) + DE u(wg, 0))

Remarque. Le choix de 6 dansl’énoncé assure que (Wg)s C Wé" .



3. FEtude en moyenne de la régularité de a — D%u 75

Des lors, on voit que I'inégalité de bon-A (54) se déduit de résultats similaires sur Hy __(1ru) ;
2

c’est-a-dire qu'il nous suffit de montrer qu'’il existe trois constante K', cs et ¢4 telles que pour
tout Q € £ (Wp), toutu > K',0 < n < letA > 0on ait
n * 1ye
(56) |{0 € R"| Hy_ (mqu(,-)) > A et (Npu(Q,0) + Diu(0,0))2" < nAl|
2

< czexp ( - c;;%)HG e R" | H%_E(TTQM(Q, ) > AH

b) Montrons maintenant I'inégalité de bon-A (56). Soit Q un borélien de W(,. Reprenons
les notations de la section 2.3:

m+2

Px)=x"avec y=2k>1let p(x)=x v ou0<m<k-1.

Considérons pour tout & € R"” I'application

N, u(Q,0) N, u(Q,0) ) B ) %
K(6) = K(Q, 0) =/ da/ gpTe 0 @) ~oul, 0, bl
~Nu(Q,0) ~ N u(Q,0) |b— al™
/ do K(6)
[Rn
INw(Qllo INw(Qllo 1
< / da/ dbimﬂ/ d9|7TQu(',9,a)—Tl'Qu(',Q,b)|%
“INw(Qllw “INw@l. b —al R”
INw(Qllo INwQllo c
< / da/ dbimﬁ/ dOA (Vul g (u)1g, 0)Y
“INw(Qllw “INuw@l. b —al R”

d’apres I'inégalité maximale (corollaire I1.3.4). De plus d’aprés la formule de densité d’occupa-
tion (21) on peut décomposer :

b
a
< min (|b - al,2N,u(Q, 0)) x DF u(Q, 0)

Ainsi si on remplace dans I'estimation de f dO K(0) on obtient

Y _
/dek(m < clINu@) I ’"/ do D¥u(Q, 0)?
[Rl’l
Fom o 3
< clINeu@IE " IDF u(@) 12 1A (Q)]

ol pour la derniére inégalité on a utilisé le fait que Supp(D* u(Q, -)) € A, (Q).

Gréce a l'application (51) dulemme G.R.R,, ceci nous fournit 'estimation suivante :
Yo b
(58) / ao H%("TQM(Q; 9, R)Y L ellN;u(@1Z " % [IDF u() (12 1A(Q)]
IRY[

ol c dépend de @, n, y et m.
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Commey > let0 — Hm(mqu(0,-),R) est a support dans A,(Q) on en déduit (grace a
Y
I'inégalité de Holder) que

1 m 1

/ do H%(Trgu(e, ), R) < ¢ |[N;u(Q)]|% Y IDFu@) 12 x 1A(Q)].
[Rl’l

Sionprend y > % etm= % —ye< % — 1 on obtient ainsi que les fonctionnelles
A(Q,0) = H%_E(ngu(e, ), R)

et
#$1(Q, 0) = Nru(Q, 0)%,  #:(Q, 0) = DF u(Q, 0)2

vérifient la deuxieme (H4.2) des hypothéses de domination du chapitre III.

Il est par ailleurs clair que les groupes d’hypothéses H1, H2 et H3 sont vérifiés par ces fonc-
tionnelles. Il ne reste donc plus, pour pouvoir utiliser le principe de domination, qu’a vérifier
la premiere (H4.1) des hypothéses de domination.

Il convient donc d’estimer pour [0 — 0'| < h

'H[h'+°°[<7rgu(9, ) - Hl[h’+°°[<rrgu(9,, ) ‘
—& 27¢

1
2

1 ’
< sup : ‘Tr[h’“"[u(V, 0,a) — Ly, 0, b) — whlyv, e, a)
vegt@ |b—al2”¢
a,beR +Tr[h’+°°[u(V, 9/’ b) ‘
1 © 00 4
= sup ———— [NVl iy, 0) - TN (VUL (w1, 6) |
vegF©@ |b—al2”¢
a,beR
1 ,
< sup f(Ar(Vuﬂ]a,b](u)]lv,Q) +Ar(Vu]l]a,b](u)]lV,9 ))
verF@) |b— alz”¢
a,beR
1 1
b—al A Nou(Q,0))2+(Ib—al A Nyu(Q,0'))2 1 1
< ¢ sup { | ru ) (|1 | ru ) (D u(Q,0)2 + D u(Q,0')2)
a,beR |b—alz~¢

1
< clINFu(Q[S]IDF w @13,

ol pour 'antépénultieme inégalité on a utilisé le résultat du lemme I1.2.2 et pour I'avant der-
niere inégalité on a exploité la relation (57).

Nous sommes donc a méme d’appliquer la proposition III.1. En conséquence pour « >
161, 0 < € < 1il existe trois constantes K, ¢3, ¢4 ne dépendant que de n, @, « et ¢ telles que :
pourtouty > K',0<n<1letA >0

[foe R Hy_ (mou(0, ), R) > A et Nott(Q, 0)°Du(€, 0)2 < nal|
< cexp(-— 04%)’{9 e R" | H%_E(ngu(e, ), R) > AH .
(56) s’en déduit en remarquant que (Nyu(Q, 0) + D} u(Q, 9))%Jrg > Nou(Q, 0): D} u(Q, 9)%.
¢) Les propriétés d’intégrabilité de I'image de H(0) par des fonctions modérées décou-

lent directement de I'inégalité de bon-A (54) selon des méthodes classiques (cf. corollaire I1.3.4
par exemple ou [21]).
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Ainsi pour toute fonction modérée on voit que
1
/ do G(H(0)) < c/ do G((Nu(W', 0) + D u(Wg, 0))2*%)
R” R”
(ol ¢ est une constante ne dépendant que de G, &, @ et n).

~ 1 . Lz 2
Remarquons que G(x) = G(|x|2*¢) est encore une fonction modérée (comme composée
de deux fonctions modérées).

De plus pour des ensembles de la forme de Wy on sait que (cf. [5])
/d@ G(DEu(Wg, 0)) < c/de G(Nzu(wk, 0))

(ol c estici une constante ne dépendant que de GN, «, B et n).
La conclusion du théoreme s’en déduit grace aux hypothéses de modération de G. U

Démonstration du corollaire. Nous ne la détaillons pas car elle est identique a celle du
théoréme. Il suffit d’exploiter I'application (52) du lemme de G.R.R. en lieu et place de 'appli-
cation (54) pour obtenir I’estimation

Y Y
(59) / do Vg (mqu(, ), R)” < clIN;u(Q) & I1DF (@) 1S 1A (Q)] .
[R}’l

Le recours au principe de domination fournit alors de méme, le résultat annoncé.

4. Etude ponctuelle de la régularité de a — D%u

Dans le théoréme qui suit nous précisons ponctuellement (i.e. en presque tout point de R")
les résultats de régularité (Holder-continuité) de la section 3.

Nous avons vu entre autre dans cette section (cf. Théoréeme 1.1 aussi) que pour toute fonc-
tion harmonique u € H”,0 < p < o I'application

A~ Du(0,A)

est % — & Holder pour tout 0 < € < % (nous avons vu plus puisque nous y avons en fait montré

1
que la constante de Holder-continuité est dans ce cas LP/(z+e) intégrable).

Nous montrons dans cette section que pour toute fonction harmonique u, le résultat pré-
cédent peut étre amélioré dans le sens suivant:

THEOREME 4.1 Soitx > 32r,0 < t < 0. Soit u harmonique dans R""*!.

i) En presque tout point 0 de R" oit D&O’l] u(f) < +ooona

. |Du(h, 6,a) — Du(h, 6, b)|
(60) lim sup sup =0

-0 b— H n 1
‘a,baelig hess (R"x10,t[) \/Ib —alln (W)
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ii) Pour touta € R et presque tout point 6 de R" oi D}XO’H u(0) < +oo on ade plus

. |Du(h,0,a+¢) — Du(h,0,a)l
(61) lim sup =0

€0 pey (R7X10,]) elnln (%)

CoRroLLATRE4.2 Siu € HP,0 < p < o alors les égalités (60) et (61) du théoreme précédent
sont vérifiées en presque tout 0 de R" et aussi avect = oo.

Ces résultats sont a rapprocher de la situation probabiliste dont ils s’inspirent pour partie.
Ainsi H.P. Mc Kean Jr a montré [22] que pour toute martingale continue (M;, t € R™) si on
note (L, a € R) son temps local a I'instant ¢ au point a et L = sup g L le maximum de
ceux-ci alors

_ LD — L4 R
(62) lim sup d d - < 2L presque stirement3
=0 |p-gl<e |b—alln —
abeR, t<T [b—al
etpourtouta € R
+
£ - 1)

(63) lim sup < 24/L% presque stirement®,

0,7 Jelnlnd

€
On peut noter que les estimations que nous obtenons different sensiblement de ’analogue

probabiliste méme si elles font appel aux mémes technique (voir cependant 4.1 pour des ré-
sultats préliminaires proches de ceux de Mc Kean Jr).

Le fait que les deux limites du théoreme 4.1 soient nulles ne permet ainsi d’obtenir qu'une
réponse incompléte a la question suivante : « quelle régularité minimale attendre des fonctions
densité d’intégrale d’aire a — D%u? » Le cas des fonctions harmoniques présente plus de
régularité que dans la situation probabiliste, mais peut-on obtenir un résultat de % Holder-
continuité, ou plus?

Il est a noter qu'un début de réponse peut étre apporté puisqu’en presque tout point 6 €
R” ott D111 34(0) < +oo on sait (cf. [8]) que u converge non-tangentiellement. Si on note %(0)
lalimite en question, on voit que pour a + u(6), les supports des mesures Qg (z)A(u— b)) (dz)
pour b proche de a (et donc différent de u(6)) sont loin du bord (i.e. R™). Comme 'application
b — A(u — b)*(dz) est lipschitzienne au sens des distributions on voit que pour a # u(0) le
comportement que I'on obtient est 1-Ho6lder (« lipschitzien ») et que seule la valeur u(60) pose
probleme. Les résultats du théoréme 4.1 doivent donc étre vus comme des estimations sur la
régularité de a — D%u en cette valeur.

4.1. Résultats préliminaires

La proposition qui suit constitue le premier pas vers I’obtention du théoréme 4.1. Nous au-
rions pu l'énoncer en terme de la densité d’intégrale d’aire Du(h, 0,a) plutdt que
Oty (W, 0, a) (ce que nous ferons dans la section 4.2 pour aboutir au théoréme 4.1). Grace
au corollaire 2.7 nous aurions ainsi obtenu les mémes estimations pour les applications a —
Du(h, 0, a) que celles de la proposition 4.3 suivante.

3. D.B. Ray [26] montra par la suite qu’il y a en fait égalité dans ces deux relations
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Nous obtiendrions ainsi des estimations semblables aux résultats probabilistes (62) et (63).
Mais comme nous le verrons dans la section 4.2, bien que nos résultats préliminaires soient
proches des résultats probabilistes, nos conclusions seront différentes.

Passons maintenant a I'énoncé de notre proposition. Soit E = @°(%*,R) muni de la
norme uniforme.
PROPOSITION 4.3 Soit ¢ > 321 et u harmonique. Il existe une constante c ne dépendant que

den, o et @ telle que pour toutt > 0:

a) pour presque tout 0 € R" ol Dg?’l]u(e) < 400

0tyw,0,a) - % uw,o,b RTINS
(64) lim sup I u( a-m u( ) <c D&O’t]u(Q);

-0 (pgl<s _ 1
€ u;,béi AIb—alln Tal
b) pour tout a € R et presque tout 0 € R" oit D&O'l]u(e) < 4o

0ty w,0,a+¢) — o uw, o,
(65) limsuphT u( ate —m u( a)|E<C\/D&O’t]u(9);

-0 qlflnln%

Commencons par énoncer un lemme qui nous conduira grace au lemme de G.R.R. aux ré-
sultats de la proposition 4.3. Ce lemme s’inspire d'une méthode déja utilisée en probabilité
pour estimer les modules de continuité du mouvement brownien (cf. remarque a la fin du pa-
ragraphe).

LEMME 4.4 Soit E un espace de Banach. Soit h : R — E une fonction fortement continue.
Posons pour tout c et N réels positifs

_ 2 _ 2
K.(h, N) =// oy 1@ — hD) eXp<C|h(a) h(b)lE).
[-N,N]2 |b— al b — al

a) Si pourc et N fixés K.(h, N) < +co alors:

(66) lim sup @Dl 16,

~ ’
=0 |p-al<e ,/|b— a|ln —bl Ve
lal,Ibl<N [b-al

b) Sipourc fixéetp : RY — R* telquelin(}p(e) = +o0, onade plus s —
E—

K:(h¢)

est bornée au
e2p%(e)

voisinage de 0 alors :

67) lim |h(e) — h(0)|g _ 16

e-0 Jellnp(e)] o

Démonstration du lemme4.4. Appliquons le lemme de G.R.R. avec les fonctions

p(x) =-x et ge(x) = x exp(cxz)

on vérifie aisément que Y1 (y) ~ 4/ lnTy quand y — +oo. On obtient ainsi que pour tout a, b €
[_N; N]

(68) |h(a) — h(D)|g < 8c(Ib - al, Kc(h, N))
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ol
2X /16K
(69) gxK) = 8[| w'(—5)pldr)
0 r
1 X
= 8K+ ]C<—2\/f>
avec
1, dt
. _ -1
Je(x) = /Olllc <ﬁ>_t
~ /1/ ln dtquandx—»O
0
(70) ~ 2‘/—xln— quand x — 0
c x

a) Si K et ¢ sont fixés

1
(71) gc(x, K) ~ 16, /fln— quand x — 0
c X

d’apres (69) et (70). Si K.(h, N) < +o0, (66) se déduit donc directement de (68) et (71).

b) Si c est fixé et pour € < &g, K (h, &) < coe?p?(¢) alors d’apres (68) on voit que
|h(e) = h(0) g < g(e, o’ p?(e))
1 1
= 8c¢ct\lep(e) jo| ———
NP el e

| &
16, /—Inp(e) quand € — 0
c

Ce qui implique (67). ]

) (d’apres (69))

!

d’apres (70).

Démonstration de la proposition 4.3. On peut supposer t = 1. Soit F = {0 € R" |
DI (0) < +o0 }. Seuls les points de F sont a considérer. D’apres 2.4

mu:R — 7/0( L5 R) =

a — o 1]u(9, -, a)

est bien définie en presque tout point de F et fortement continue par rapport a a. Nous pou-
vons donc lui appliquer les résultats du 2.3 (lemme de G.R.R).

Posons F, = {0 € R" | |0] < k et D]0 1]u(9) < k}. Comme F =y U FE, il nous suffit
keN
de montrer le résultat pour presque tout 6 € F;. Construisons Q = |J F]ro’”(é) € ZF et
9€Fk

remarquons que
(72) IDru(Q)le < k
Par construction de m, g et d’apres 2.4 on voit que pour presque tout 8 € Fi

(73) 1000, a) — M u(o, b)Ig = 1M u(o, a) — M uo, by .
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On peut donc se contenter de prouver le résultat de la proposition pour TTS])O’I] u.

Posons F*(z) = v u(z)1y, 1 (u(z))1o(z) . Remarquons que d’apres la formule de densité
d’occupation (21)

(74) A (F%, 0)2 < |b - alDyu(Q, 0)

et qu’ainsi d’apres (72)
F* c T2 pourtout a,b € R.

Appliquons pour tout 8 € R" le lemme 4.4 précédent a

h(@):R — E

a— mou(6,a)

etc(0) = m. Pour cela estimons:

/ a0 ITtqu(0, a) — Tqu(, b)|% p (C Imqu(0, a) — qu(0, b)l%)
[Rn

X ex
|b— al |b— alDyu(Q, 0)
TT(F2P, 0)2 T(F,0) |2
< [ a0TEDO oy (o T2
S /R b—al P Cg(Aa(F“b,9)>
—Fabyez A Fab}ez
< C/ dgugc/ g0 ArtET 0"
R |b— al - |b— al

< c/ dO D,u(Q, 0)
IRY[
ol pour la premiere inégalité on a utilisé |[Tqu(0, a) — mqu(0, b)|g = T(FY% 9) et I'inéga-
lité (74).

Pourla deuxieme inégalité, on a fait appel au corollaire I1.3.4,¢) et pour la troisieme inégalité
on a utilisé 'inégalité maximale b) de ce méme corollaire.

Pour terminer on a a nouveau utilisé I'inégalité (74). On voit ainsi que pour tout N > 0

9: - g,b 2
/ d@KC(Q)(h(e),N)=/ do // dadblngu( a) — mqu(0, b)|%
" R [-N,N2 b- al

ITqu(0, a) — ou(0, b)l%)
|b — a|Dyu(£2, 0)

X exp <09

(75) / d0 K(0)(h(0),N) < ch/ d6 D,u(, 0)
R" R"

< ck™IN? Qapres (72)

Montrons d’abord que le a) s’en déduit.

Ainsi pour tout N > 0 et pour presque tout 8 € R"

Ke0)(h(0), N) < +o0
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et donc (d’apres le lemme 4.4 précédent, a))

0,a) — 0,b 16
lim sup mou(9, @) — moul ) < —/Dyu(Q, 0) .
/€9

[ T
-0, |b—al<e b—-alln ——
lal,Ibl<N | In 53

Comme N peut étre choisi entier arbitrairement grand et comme pour presque tout 0 € R”,
mqu(6, -) est constant en dehors d'un intervalle borné ([—-N,u(Q, 0), N,u(Q, 0)] en fait.
N,u(Q, 0) est trivialement finie pour tout 6 ¢ Fj et d’apres [8], Théoréme 2 aussi en presque
tout 0 € Fy), le a) de la proposition 4.3 s’en déduit.

Montrons maintenant le b) de la proposition 4.3. Supposons pour simplifier que a = 0.
D’apres la relation (75) on peut estimer

[ [ B
R t21n (1 T 0 tln(%)z

Ainsi pour presque tout 0 € R” on voit que

L dr Keeo)(h(0), 1)
M) = — =7 <+
( ) /() f tzln(%)z <

Etainsi pour € < i et puisque K;(g)(h(6), -) est croissant

2¢&
Ke(o) (R(0), &) < 16In (2)/ dt K (h(0),1) < cM(0) .

eIn(1)? C 2In()?

On peut donc appliquer le b) du lemme avec p(¢) = In % D’ou le résultat pour a = 0.
O

Remarque. Notre démonstration s’inspire d’'un argument similaire (que 'on peut trouver
dans [30], chap. 2) déja utilisé en probabilité pour estimer le module de continuité de Lévy du
mouvement brownien. Plus précisément pour (B;, ¢t > 0) un mouvement brownien linéaire,
on sait depuis Lévy que

| By — Bsl

lim sup —————— 2 ps..
=0 s—rj<e /|t — s|In

s5,t€[0,1] \t s|
Lobtention de la bonne constante (i.e. v/2) nécessite des calculs assez compliqués. Le recours
aulemme de G.R.R. fournit plus rapidement une majoration de cette limite par 16+/2 (voir [30],
p. 63-64).

4.2. Preuve du théoreme 4.1

Soit F = {0 € R" | D]O’l]u(e) < +oo}. D’apresles résultats du 2.4 nous savons que presque

tout point @ de F appartienta () Ju(R?*!, a).Le corollaire 2.7 nous permet d’en conclure que
acR

pour tout i € #5(R"x]10,t]), W € Z*(R"x]0,t]) tel que k|, = 1, Supp(h) C Ws et pour
presque tout 6 € F

N\»—

Du(h, 0,a) — Du(h, 0,b) — mu(W, 0, a) + mu(W, 8,b)| < c|lb - a|z (|b —al+ D*u(@))
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Ainsi
. |Du(h, 0, a) — Du(h, 6, b)|
1111(1) sup sup
&= —al<e s (R
Ib-al<e hests(R">10,t]) \/Ib —alln ( \bim)

. It uww, 0,a) — W uw, 0, b)|
=1lim sup sup

€=0 |p-al<e ¥ 1
wpen W b—alln (5tg)

pour presque tout 0 € F.

Notons H (0, t) cette derniére expression. Soit 0 < y < f, remarquons que

" uw,0,a) - 7 uw,0,b)| = wN Vil (wiw, 0)

N

t
AP (Yt (W, 6) I~

d’apres la conséquence b) au lemme I1.2.1

t
< \/Ib — alD*"Myu(0) In -
y

d’apres la formule de densité d’occupation (21)

et ainsi pour presque tout @ € F ettout0 < y < ¢
H(0,t)=H(0,y) .

Or d’apres le a) de la proposition 4.3 on sait que pour tout y > 0 et presque tout 8 € F

H(6,y) < VDX u(o).

Le membre de droite de I'inégalité ci-dessus étant une fonction croissante de y on en déduit
que pour presque tout 0 € F

H(,1) < clir%\/D}xo’ﬂu(e) :
ya

Or d’apres Brossard ([8], lemme 5, voir lemme 2.11 aussi) et puisque toujours d’apres [8]
No](o’t] u(0) est finie en presque tout 0 de F on voit que liII(l) D,]Xo’y ] u(f) = 0 en presque tout
y=

0eF.

Ainsi H(9, t) = 0 en presque tout 8 € F. Ceciachéve notre démonstration de la 1ére égalité
du théoreme 4.1, i).

La seconde égalité ii) provient des mémes calculs et de I'utilisation du b) de la proposi-
tion 4.3 en lieu et place du a) de cette méme proposition.

C’est pourquoi nous ne la détaillons pas. ]
Passons a la preuve du corollaire 4.2.

Démonstration. Siu € HP,0 < p < oo alors les inégalités de Gundy-Silverstein (23) as-
surent que D‘]XO’H u € LP et donc que D‘]XO’” u(6) < +oo pour presque tout 0 € R”.
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D’autre part le corollaire I1.2.5 implique que pour tout W € %"

lmu(W, 0,a) — mu(W, 0, b)| T (Vulygp(w)lw, 0)]

N

cyw (0) 2P IVulygp) () 1wz,

cyw (0) 2P [|A(Vulyq p)(w)Iw) ll2p
_n 1

< cyw(0) 27/|b - allDru(W)z |,y

d’apres la formule de densité d’occupation (21)
cyw (0) 27,/1b — al | Dru(W) |l ,

< cyw(0) 2P4Ib—alllullgr

d’apres les inégalités de Gundy-Silverstein (23).

On voit ainsi que pour ¢ = +oo, les parties hautes de nos fonctionnelles n'influent pas sur
le calcul des limites du i) et ii) (puisque ces parties hautes sont %-Hblder en a)) ce qui nous
ramene au cas: ¢ fini.

La preuve du corollaire est dont terminée. U

5. Etude de la régularité de u ~ (D%u, a € R)

Nous abordons dans cette section 'étude de la dépendance en u de 'application densité
d’intégrale d’aire u — (D%u, a € R). Les résultats qui suivent sont des estimations en normes
des différences « Du — Dv » par les normes u, v et surtout u — v.

Nous considérons d’abord, dans la proposition suivante, la différence D*u — D%v a a fixé.
Comme les résultats de la section 3 pouvaient nous y préparer (considérer le cas v = u + ¢,
£ > 0) nos estimations font intervenir la racine carrée de || u — v||.

Dans un deuxieme temps, nous évaluons la distance en norme uniforme entre deux ap-
plications densité d’intégrale d’aire a — D%u et a — D%v. Ce résultat plus complexe que le
précédent fait appel pleinement a tous les outils mis en place dans les chapitres précédents.

PROPOSITION 5.1 Soitx > 161 et0 < § < jﬁ Soit Q un cube de R™, posons poury > 0

Y = | | fortQ] -
wy = | 500 er wo = wj.
0eQ

Soient u et v deux fonctions harmoniques telles que Vullwg e TPet Vvllwéx e TP pour

0 < p < oo. Il existe alors une constante c, ne dépendant que de @, n, «, 6 et p telle que

H sup Du(h,-,a) — Dv(h, -,a)H
he#s(Wo) p

< || Nat( W) + Nau(wg)(\i“Na(u - v)(WQ‘")Hi.
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X—r

THEOREME 5.2 Soit x > 167 et0 < § < N Soit Q un cube de R", posons poury > 0

Y = | | o] -
wy = | 5?00 er wo =wj.
0eQ

Soient u et v deux fonctions harmoniques telles que Vu]lwg € TP et Vv]lwg e TP pour
0 < p < oo. Il existe alors une constante ¢, ne dépendant que de @, n, «, 6 et p telle que

H sup |Du(h,9,a)—Dy(h,9,a)|Hp<cpHNau(Wg)+Nau(WQ“)HiHNa(u—u)(wg)Hi
hess (W)

| Natt(Wg) + Noew (W |

1vl :
><< Vv log HN«x(u_V)(WéX)Hp ) .

Le théoréme 1.4 s’en déduit, par un argument de convergence monotone, en prenant une

suite de cubes Q tels que Qy koo R" p.p.

Avant de démontrer le théoréeme, expliquons les difficultés rencontrées et comment inter-
viennent les divers outils (inégalité maximale, principe de domination, lemme de G.R.R,, etc.)
mis en place dans les sections précédentes.

Les premiers problemes auxquels on est confronté quand on cherche a estimer une quan-
tité telle que sup D?u(0) — D*v(0) sont:
acR
i) la complexité du comportement ponctuel (i.e. en 6 € R") de I'application a ~
D%u(0) — D%v(0) (qui est le pendant de la difficulté que présente la manipulation des me-
sures signées telles que A(u — a)* (dz) — A(v — a)*(dz)) et

ii) la difficulté que I'on peut rencontrer a évaluer correctement le supremum de telles
fonctions.

Une bonne part de cette complexité évoquée dans le i) disparait quand on s’intéresse au
comportement non plus ponctuel, mais en moyenne de nos fonctions. Nous pouvons alors
établir la continuité en presque tout & € R de ces fonctions (cf. Brossard [8]) et mieux en-
core leur caractére Holdérien (presque %-Hﬁlder en fait, cf. section 3). Cela nous fournit par la
méme un moyen d’aborder notre autre probléme ii). En effet nous connaissons aisément un
ordre de grandeur de la taille du support de ces fonctions (Nu(6) + Nv(0) en'occurence). Un
lemme de Garcia-Rodemich-Rumsey nous permet une évaluation en moyenne des modules
de Holder-continuité de nos fonctions. Nous sommes dés lors a méme d’estimer ce supremum
(ii)). Malheureusement, les évaluations (lemme 5.4) que nous fournit cette approche, si on la
mene directement et globalement, sont assez grossieres. Pour améliorer la démarche, il sera
nécessaire de procéder a un découpage adéquat de nos fonctionnelles afin d’utiliser locale-
ment au mieux nos estimations: c’est le role du principe de domination du chapitre III (cf.
proposition II1.1 et lemme 5.5).

Le résultat final est alors une optimisation (proposition 5.6) menée sur les estimations que
nous fournit le lemme 5.5. 11 est basé sur le comportement en O(,/p) quand p tend vers I'in-
fini de la constante intervenant dans les inégalités maximales de normes L” démontrées au
chapitre II (corollaire I1.3.4).
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Démonstration de la proposition 5.1 et du théoréeme 5.2. Remarquons que d’apres la propo-
sition 2.6

sup |Du(h,0,a) — Dv(h,0,a)| — sup |mu(W,0,a) - mv(W,0,a)| ‘
hE.%(WQ) WGfr*(WQ)

D=

< C[Na(u - U)(WQ“, 9)(N0(U(WQD(; 0) + NO(V(WQD(; 9))]
On peut donc se contenter d’étudier :

sup |mu(W,0,a) - mv(W,6,a)|

WeZF (W)
Pour tout borélien Q C [MH, notons:
DX(Q,0) = Diu(Q,0)+Div(Q,0)+Di(u-1v)(Q,0)
Ny(Q,0) = Nyu(Q,0)+ Nyv(Q, 0) et Ng = IN:(Q) |l o
Hy(Q,0) = Ny(u-0v)(Q,0)

m®?(Q,0) = TuQ,0,a) — Tu(Q,0,b) — TU(Q,0,a) + TV(Q, 0, b)
AL(©,0) = Ax((Viljap (W) - VVijap (1)1, 0).

Dansle cas ot « = r on omettra d’'indiquer I'indice (i.e. N(Q, 8) = N, (Q, 0) par exemple).

Commencons par montrer les lemmes suivants :

LEMME 5.3 Pour tous a < b réels et tout borélien Q de R""*!

A", 0)? < 10D*(Q,0) x min (b — a, H(Q, 0)) .

Démonstration de la proposition 5.1. D’aprés la proposition 2.6 nous savons que pour
presque tout 0 € R" ettout h € H5(Wp) et W € Z* tel que h|y, = 1 et Supp(h) C Ws
ona

Du(h, 0,a) — Dv(h, 0,a) — Tu(W, 0,a) + mv(W, 0, a) )

D=

< ¢ Nt = 0) (W) 2 (Nau(WS) + Now(WE) ]

(ici on a utilisé le fait que 0 < § < —-2=L.). Nous pouvons donc nous contenter d’évaluer
\V1+r2
H sup |mu(W nWy,-,a) — mwu(WnWy,-,a)l H
WezF p
r

- Hﬁ((V(u —a)" - V(- a)+)]lWQ>Hp

< cpHA<(V(u —a)t-Vv- a)+)]lWQ>Hp.
D’apres I'inégalité maximale (corollaire I1.3.4).

< c,,HD*(WQ)%H(WQ)%Hp.
D’apres le lemme 5.3

< lIp*@IlH@l.
On conclut en remarquant

ID* ()], < cpl|Nate(Q%) + Nev(Q9)]] .
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Démonstration du théoréme 5.2. Posons T (Q, 0) = SUPW  * (@) | (W, 0)|.

LEMME 5.4 Pour tout borélien Q) de [R{ﬁ“, ettout p > 4

Hsupbﬁab(Q, ')Hzp < kp\/HN(Q)fp”DOHD*(Q)H(Q)l—zp”p
a<

olLe, = l%p etk, = O(/P).

LEMME 5.5 Sous les mémes hypothéses que le lemme 5.4, pour tout § > 16r et pour tout
0 < g < o il existe une constante p 4 ne dépendant que de q telle que :

[ sup @[, < gy pin ¥ D g,

Démonstration du lemme 5.3.

AYP(©Q,0)2 < 2(A(Vulygp ()1, 0)* + A(V il g (1)1, 0)?)

b
= 2/ dA(Du(Q, 0,A) + Dv(Q, 0,1))
< 2(b—-a)(D*u(Q,0)+D*v(Q,0)) <2(b-a)D*(Q,0).

La deuxieme inégalité provenant de la formule de densité d’occupation I,(21)).

Pour obtenir la seconde moitié de notre estimation remarquons que
Vu(2)1y,p(u(2)) = Vv(2)14p(v(2)) = Vu(Z)<11]a,b](u(Z)) - ]l]a,b](V(Z))>
+ V(u—v)(2)14p(v(2))

et qu’en conséquence

d
A(©, 6)% < 2/ yn—fl[(n]a,m(u(z)) Ly (1(2))2V u(z) 2
T(0)NQ

+ 1141 (v(2) | V(U — v)(2) |2]

or

[ 110,01 (u(2) — 114 b (v(2)) 12 < Lya-HQ,0),a+H©,01(U(2)) + L1p_H(0,0),b+H(Q,0)] (U(2))

ce qui implique d’apres la formule de densité d’occupation que

a+H(Q,0) b+H(Q,0)
AP, 0% < 2(/ dADu(Q, 9,/\)+/ dADu(Q,0,A) + A(u — v)(Q, 9)2>
a—H(,0) b—H(Q,0)

< 2(4H(Q, 0)D* u(Q, 0) + Au — v)(Q, 9)2)
< 10H(Q,0)D*(Q, 0)

car

Alu-v)(Q,0) < N(u-0v)(Q,0D"(u-1)(Q,0)
< H(Q,0D*(Q,0).
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O

Démonstration du lemme 5.4. Nous allons appliquer le lemme de G.R.R. aux applications
avaleurs dans #°(%*,R) = E

mo):R — E

a — Tmu(-nQ,0,a)—-tv(-NnQ,0,a) =1(-,0,a)

définies en presque tout 6 € R” (cf. 2.4) et fortement continues par rapport a a. Prenons les

4
fonctions @ (x) = x?P et p(x) = x2. On peut constater que pour tout & € R”, ona
(-,0,a) =0 si a> N(Q,0)

et
w(-,0,a) =c(-,0) si a< -N(Q,09)

(ol ¢(+, 0) est une fonction appartenant a E indépendante de a, mais dépendant de 9).

Dés lors d’apres la conséquence (3) du lemme de G.R.R. on voit que:

(76) sup |1(6,a)|* < ¢ N3K(0)

acR

N _ Im(0,a)-Tr(0,b) |5 — 44pH1
ou K(g) = ff[—NQ,NQ]Z da dbm—b|4E et C1 =4 P

Et donc, sion note I = [—~Ng, Naol,

da db
/ do sup |m(0,a) | < clNQ// a 4/ de |(0,a) - (0, b) |2
R"  acR 1x1 1@ — bl

comme |11(0,a) — (0, b)|g = T (Q, 0) I'inégalité maximale (corollaire I1.3.4) nous permet
de majorer (ou ¢, = O(,/p))

dadb
/ do sup |m(6,a) |3 < clcp”NQ// a 4/ do A% (Q, 0)2P
R" ack <1 la—DbI* Jgn

et d’apres le lemme 5.3

< ClcppNQ/W do D* (Q, 9)’”//IXI dadbmin“b'_b‘i";'{l(g’ 0))?
Soit @ > 0, or
/ / da dbf < 4 Noo”3  (rappel p > 4)
IxIn{lb-al<a} D —al*”P =~ p—=3

et

da db ) B
74H(Q, 0)P < ANSH(Q, 0)P«x
IxIn{|b-alza} |0 — al

1
Le choix de & = (N H(Q, 8)P) P*1 conduit alors a I'estimation

/ do sup | (0, a) |E Clcszgf’” doD* (Q, 9)’”H(Q,9)p(1*5p)
R” -

acR

1 L

oe, = p+1 et c1 Pep= (%)2”160}, < kpavec k, = O(/P). O
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Démonstration du lemme 5.5. 1l suffit de remarquer que les applications

o2 (0,Q) — supT™(Q, 0)

a<b

et
1-¢

2p)

B (resp.FBo, $B3) : (0,Q) — N(Q, 9)7p (resp.D*(Q, 9)%, H(Q,0)
vérifient bien les hypotheses du principe de domination (proposition I11.1).

Les hypotheses H1, H2 et H3 sont aisément vérifiées. Seules les hypotheses de domination
nécessitent d’étre justifiées:

Il suffit de vérifier H4.2 pour Q tel que |A;(Q)] < o

/:M(Q, 0)do = A(Q,0) dO < A |z plA ()72
A (Q)
< kel[N @ F||_VIDF @ H@T 1A, @)
tp 1 1-¢p
< kg,,gHN(Q)T ‘oo HD*(Q)?HOc HH(Q) 5 ’w IA(Q)]

ol l'on a utilisé I'inégalité de Holder, le lemme 5.4 et les hypotheses de support
(i.e. Supp(#£(Q)) C Ar(Q), Supp(H;(Q)) C Ar(Q)).

Pour vérifier H4.1, il suffit de remarquer que pour tout a < b, tout W € £*(Q), tout 0,
0 eR"eth>0

0-0 ,
(maby el g) — (mb)hrliw, 0"y < ¢! - |(A’“’(w,e)+A‘”’(w,9))
16 -0
< e,
16 -6 1
< e |ID* (Q)H(Q)||2
10-0') v
pl
< o Hﬂlmmnw
P

ol pour la premiere inégalité on a utilisé le lemme I1.2.2. Pour la troisieme inégalité on a ex-
ploité le résultat du lemme 5.3 et pour finir la relation : H(Q) < N(Q). On peutdonc appliquer
la proposition II1.1. Si on prend pour fonction modérée G(x) = |x|9 avec0 < g < oo, on obtient
le résultat escompté. U

Du lemme 5.5 nous allons déduire, par une optimisation sur p, la proposition suivante qui
est tres proche du théoreme.

PROPOSITION 5.6 Pour tout0 < q < co il existe iy > 0 telle que pour toutQ € %, tout
B > 16r et toutes fonctions harmoniques u, v on ait

||NB(Q>||q)

sup T (Q)|| < g |I1DE(Q) N1l Hg(Q) Il sup (1,10
Hafi I, “"J F@lglHp (@l sup ( S Hp )l
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Le théoreme se déduit de cette proposition en remarquant que lorsque le borélien Q est du
type de Wo et > B > r (cf. [5])

”DE(Q)Hq < CHND(M(QO()"'ND(U(QO()”q
IHp@lly < cllNo(tt— 0) Q)] .

La démonstration de la proposition achévera donc la démonstration du théoréme.

Démonstration de la proposition 5.6. Soit p > 4. D’apres le lemme 5.5, on a (k, < ¢/p):
Hsupbrr (Q)Hq < cuq\/ﬁHNB(Q) 2 D (Q)2Hg(Q) 72 Hq
a<

||NB(Q)||q)%

1 1
< * 2 2
< cuanﬁ(Q)HC,HHB(Q)nC,\FP(”HB(Q)”q

d’apres I'inégalité de Holder.

Sachant que Ng(Q) > Hg(Q) et &), = ﬁ < %, il nous reste a estimer le minimum de
2
2 . Nl - .
p — /pxP sur ]4,+o[ en fonction de x = THs @1, > 1. Le minimum sur ]0, +[, atteint

en py = 4log(x) vaut 2,/elog x. Ce qui fait que I'on peut majorer le minimum sur ]4, +o[ par

¢y/sup(1,log x). Ainsi

[supT @], < uqJ 1D (@)l I Hg() 14 sup (1, log

a<b

||N/3(Q)||q>
IHg ()],
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