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Chapitre 1

Introduction

L’étude des transitions de phase est un domaine treés riche et fertile de la physique,
et bien qu'une étude systématique de ces phénoménes ait été entreprise dés le début
du siécle, ce sujet est toujours ’objet d’une intense activité. Cette impressionnante
longévité peut étre en partie expliquée par le fait que ce phénoméne est trés commun
dans la nature : on s’intéresse & des phénomeénes de transition de phase dans des
branches de la physique contemporaine aussi diverses que la cosmologie, la physique
des particules, la physique du solide. D’'une maniére générale, une transition de phase
est susceptible de se produire dans tous les systémes ayant un nombre macroscopique
de degrés de liberté en interaction.

L’ensemble des transitions de phase est couramment séparé en deux groupes.
Les transitions du premier ordre (ou transitions discontinues) sont caractérisées par
un saut du paramétre d’ordre & la température de transition de phase et une chaleur
latente non nulle. En outre, la longueur de corrélation £ du systéme reste finie dans
tout le domaine de température. On peut donc considérer que le systéme est constitué
de domaines d’extension spatiale &, et que seuls les degrés de liberté a I'intérieur d’un
domaine interagissent fortement. Les propriétés thermodynamiques du systéme peuvent
donc étre obtenues en considérant I'interaction d’un nombre fini (de I'ordre de £¢, ol
d est la dimension de I'espace) de degrés de liberté.

Les transitions du second ordre (ou transitions continues) présentent les proprié-
tés inverses : pas de saut du paramétre d’ordre a la transition, pas de chaleur latente,
et divergence de la longueur de corrélation a la température critique. Cette derniére
caractéristique est centrale dans 1’étude des propriétés du systéme. La divergence de
la longueur de corrélation induit une forte complexité technique (puisque le systéme
présente un nombre macroscopique de degrés de liberté en interaction), mais, chose
étonnante, simplifie énormément la phénoménologie des transitions de phase, et ceci
de deux fagons.

La divergence de la longueur de corrélation peut étre interprétée comme une
disparition d’une échelle de longueur caractéristique du systéme, qui présente alors une
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invariance d’échelle. Cette invariance se traduit par la propriété remarquable que les
relations entre les quantités thermodynamiques et les paramétres externes sont des
lois de puissance. Si ’on prend pour exemple la transition de phase ferromagnétique-
paramagnétique, paradigme de la transition continue, on observe que la dépendance de
laimantation M avec la température 7' se comporte (pour des températures proches
de la température critique) comme :

M = My(T, — T)P. (1.1)

Remarquons ici que cette loi de puissance est entiérement déterminée par trois para-
meétres : la température critique 7, 'amplitude M,, et un exposant critique 5. On
observe le méme type de comportement pour la longueur de corrélation et pour la
susceptibilité magnétique.

La deuxiéme conséquence importante qui découle de la divergence de la longueur
de corrélation est le phénoméne d’universalité : certaines grandeurs physiques, appelées
quantités universelles, sont dans une large mesure indépendantes des détails microsco-
piques du systéme considéré. Parmi les quantités universelles, on trouve en particulier
les exposants critiques, qui déterminent la singularité des quantités thermodynamiques
a la transition de phase. Le phénoméne d’universalité nous conduit naturellement a
regrouper les transitions présentant les mémes propriétés universelles, dans des classes
d’universalité. Il apparait a I’heure actuelle que les classes d’universalité sont décrites
par quelques propriétés communes aux systémes qui les constituent, notamment la di-
mension de 1’espace, la portée des interactions, et le schéma de brisure de symétrie a
la transition de phase *.

Parmi I'ensemble des classes d’universalité, les plus étudiées sont sans aucun
doute celles des théories vectorielles, caractérisées par un schéma de brisure de sy-
métrie O(n) — O(n — 1). Celles-ci sont intéressantes a plusieurs titres. D’abord,
elles regroupent un grand nombre de situations physiques. Citons ici les transitions
ferromagnétique-paramagnétique, les transition normal-superfluide dans I’hélium-4, les
transitions de démixion, les transitions liquide-vapeur au point critique, etc. L’autre
intérét de ces classes d’universalité est plus technique et réside dans le fait que la théorie

sous-jacente est parmi les plus simples que I'on puisse considérer.

Venons-en maintenant aux méthodes analytiques utilisées pour déterminer les
propriétés universelles d’un systéme. A nouveau, la divergence de la longueur de corré-
lation simplifie la situation, en permettant de formuler le probléme dans le continu. La
transition de phase peut alors étre étudiée a 1’aide des méthodes de théorie quantique
des champs. L’idée de cette approche consiste a calculer les corrections & 1’approxi-
mation du champ moyen dues aux interactions entre les fluctuations. Les résultats du
champ moyen sont exacts en dimensions plus grandes que quatre? pour ce qui est des

!Notons ici que certains systémes présentent une transition de phase continue, sans pour autant
qu’il y ait de brisure de symétrie. C’est en particulier le cas des fluides au point critique.

2Ceci est vrai pour la théorie vectorielle, ainsi que pour les deux classes de systémes considérés
dans ce travail. Certaines théories présentent toutefois une dimension critique supérieure différente.
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quantités universelles, et I'on s’attend par conséquent a n’observer que de petites cor-
rections pour des dimensions légérement plus petites que quatre. Ceci conduit & étudier
formellement la théorie en dimension d = 4 — ¢ et a calculer les propriétés physiques
dans un double développement de la théorie en puissances du petit paramétre ¢ et
de la constante de couplage de I'interaction & quatre corps (terme en “¢*” dans le
Hamiltonien). On espére ainsi obtenir des prédictions pour le modéle tridimensionnel,
en faisant ¢ = 1 a la fin du calcul®. Toutefois, les séries perturbatives obtenues sont
asymptotiques, et il est nécessaire d’utiliser des techniques de resommation pour obte-
nir des prédictions fiables. Remarquons que d’autres méthodes, notamment les théories
conformes et les techniques de matrice de diffusion, permettent d’obtenir des résultats
exacts, mais ne sont appliquables qu’en dimension deux.

L’application de ces méthodes & la classe d’universalité des modéles vectoriels
a permis d’obtenir une image précise de la transition de phase de ces systémes, pour
toutes les dimensions physiquement intéressantes et pour toutes les valeurs du nombre
de composantes n du paramétre d’ordre vectoriel. En menant les calculs perturbatifs
a des ordres élevés, des déterminations trés précises des exposants critiques ont été
obtenues, qui sont en trés bon accord avec les résultats expérimentaux et numériques.

Ce succés théorique ne doit cependant pas nous mener & la conclusion que I’étude
des transitions de phase du second ordre est un chapitre clos. En effet, un grand nombre
de transitions de phase d'un grand intérét physique ne relévent pas de la classe d'univer-
salité des modéles vectoriels. Citons ici les transitions dans ’hélium 3, dans les réseaux
de jonctions Josephson sous champ magnétique, dans les cristaux liquides smectiques,
dans le modéle de Potts, dans les systémes magnétiques en présence d’impuretés non
magnétiques, etc. La physique critique de ces systémes est trés riche et présente des pro-
priétés qui n’ont pas d’équivalent dans le modéle vectoriel. D’autre part, les approches
perturbatives traditionnelles sont beaucoup moins performantes pour déterminer les
propriétés universelles de ces systémes. Dans certains cas, elles échouent méme dans la
description des résultats expérimentaux.

Ceci n’est en fait pas une surprise car le groupe de symétrie des modéles vectoriels
est, & nombre de composantes du paramétre d’ordre fixé, le plus grand que ’on puisse
concevoir®. On comprend ainsi que les théories vectorielles forment une classe trés par-
ticuliére, et leur comportement n’a donc pas de raison d’étre générique de toutes les
transitions de phase. On peut également observer le caractére singulier des modéles
vectoriels d'un point de vue plus technique. Lorsque 1’on étudie les propriétés critiques
d’un systéme dans le cadre perturbatif d’'un développement en constante de couplage,
il est suffisant de considérer, dans le Hamiltonien, les termes marginaux en “p*”. Dans
les modeéles vectoriels, il n’existe qu’un terme de ce type ayant la symétrie O(n) désirée.
Le flot du groupe de renormalisation prend donc place dans un espace a une dimension,
c’est-a-dire sur une droite. En revanche, le Hamiltonien des théories non vectorielles

3Notons également que I’on peut étudier la théorie dans un développement en constantes de cou-
plage directement en dimension trois. Cette approche est d’ailleurs trés souvent utilisée lors des dé-
terminations précises des exposants critiques.

4Nous ne considérons ici que des théories bosoniques, invariantes sous des symétries globales.
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présente moins de symeétries, et contient donc des termes brisant explicitement la sy-
métrie O(n). Il peut donc exister plusieurs constantes de couplages marginales, en “*”,
de sorte que le flot du groupe de renormalisation se déroule dans un espace plus grand
(un plan, un volume, etc.). La topologie du flot est donc moins contrainte, ce qui ouvre

la voie & de nouveaux phénoménes.

A titre d’exemple, nous présentons ici une des propriétés qui peut apparaitre dans
un modéle non vectoriel, dont les implications physiques sont trés intéressantes. Nous
verrons que, dans certains de ces modéles, la distinction entre transitions continues (£
diverge) et discontinues (£ fini) n’est pas forcément aussi franche que le laisse penser la
classification des transitions de phase. Nous mettrons en évidence que certains systémes
présentent une transition de phase du premier ordre, au sens usuel de I’absence de point
fixe, mais avec une longueur de corrélation trés grande (de 'ordre de 100.000 mailles de
réseau), qui est trés difficile & discriminer d’une vraie divergence expérimentalement. De
telles transitions sont appelées faiblement du premier ordre, ou quasi-second ordre, ce
qui indique bien leur statut intermédiaire entre les transitions continues et discontinues.
Les propriétés a grande distance de ces systémes se situent a mi-chemin entre celles
rencontrées dans les transitions continues et discontinues.

Nous étudions dans ce travail deux classes de systémes, caractéristiques de la
situation décrite précédemment. Dans le chapitre 3, nous considérons des systémes de
spins soumis a des interactions compétitives. Ces systémes présentent une transition
de phase, dont le schéma de symétrie ne coincide pas avec celui des modéles vectoriels,
car le paramétre d’ordre associé a cette transition est constitué de deux vecteurs ortho-
gonaux. Cette différence de paramétre d’ordre induit des changements considérables
dans la théorie des champs utilisée pour décrire la transition. Le deuxiéme exemple est
étudié dans le chapitre 4 et consiste en un systéme magnétique dans lequel on dilue
des impuretés non-magnétiques. En utilisant la méthode des répliques, les propriétés
critiques de ce systéme peuvent étre obtenues en considérant un modéle vectoriel dont
le Hamiltonien présente un terme brisant explicitement la symétrie O(n).

Pour ces deux théories, les approches perturbatives traditionnelles donnent des
résultats beaucoup moins convaincants que dans I’étude de la théorie vectorielle. Nous
avons donc eu recours a une méthode du groupe de renormalisation basée sur une équa-
tion d’évolution exacte. Cette méthode est décrite en détails dans le chapitre 2. Les
idées sous-jacentes a cette approche sont trés proches du concept de bloc de spins de
Kadanoff et de la vision de Wilson du groupe de renormalisation. L’idée d’utiliser une
équation exacte pour étudier les propriétés critiques d’'un systéme n’est pas nouvelle,
mais a connu un regain de popularité durant les dix derniéres années, notamment sous
I’impulsion de C. Wetterich et de T. Morris. Ces approches sont trés satisfaisantes par
plusieurs aspects. D’abord, elles offrent un cadre théorique simple pour la description
des phénoménes critiques. D’autre part, les méthodes de calcul utilisées dans la pratique
permettent de retrouver, dans un cadre unique, les résultats des différentes approches
perturbatives (développement en constantes de couplage, en température, et en puis-
sances de 1/n) dans leur domaines de validité, et d’obtenir une bonne précision pour
les exposants critiques en dimension trois. Nous verrons également que cette méthode
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est capable de tenir compte d’effets non perturbatifs, qui sont trés difficilement obser-
vés dans les approches traditionnelles. Afin d’illustrer ces propriétés, et pour montrer
comment les calculs sont menés dans la pratique, nous étudions dans le chapitre 2 le
cas du modéle vectoriel.

Notons finalement que le domaine d’application de cette méthode ne se limite pas
au calcul des exposants critiques, mais permet également d’obtenir des informations
non universelles (comme une température critique), d’observer la formation d’états
liés, de déterminer un diagramme de phase. Cette méthode constitue donc un outil
trés puissant pour étudier les propriétés statistiques d’un systéme.
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INTRODUCTION



Chapitre 2

Notion d’action effective

2.1 Introduction

[’étude des propriétés critiques des systémes frustrés et des systémes dilués que
nous allons mener dans la suite reposent sur une méthode non perturbative du groupe
de renormalisation. Les bases de cette approche reposent sur le concept de bloc de
spins : au lieu de sommer en une seule fois sur toutes les configurations du champs
dans la fonction de partition, Kadanoff [Kad66| propose d’effectuer cette sommation
récursivement.

Afin d’illustrer cette idée, considérons un systéme bidimensionnel de spins d’Ising,
soumis & une interaction ferromagnétique entre plus proches voisins. Le comportement
des quantités thermodynamiques est codé dans la fonction de partition :

z=3 e FHIS, (2.1)
{5i}

Iei B = 1/(kgT), et la somme des poids de Boltzmann s’étend sur toutes les confi-
gurations possibles du systéme. Au lieu d’effectuer la sommation en une seule étape,
Kadanoff propose de regrouper les spins par plaquette (si le systéme est défini sur
un réseau carré, on peut regrouper les spins par quatre). Pour chaque plaquette 7,
on introduit une variable 5’1 appelée spin (ou variable) de bloc, décrivant 'orientation
majoritaire des spins sur la plaquette (voir figure 2.1). En sommant sur les degrés de
liberté internes & la plaquette, on peut trouver un Hamiltonien effectif ﬁ[g] pour les
variables de bloc. Cette procédure permet de réduire le nombre de degrés de liberté du
systéme car on a réduit le nombre de variables sur une plaquette de quatre a un. Pour
autant, la physique a grande distance découlant de ces deux Hamiltoniens est identique.
En principe, cette procédure peut étre itérée autant de fois que désiré. On obtient ainsi
une suite de Hamiltoniens ayant les mémes propriétés a longue distance, mais pour
lesquels de plus en plus de degrés de liberté a courte distance ont été sommés.
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L’intérét de cette approche réside dans le fait qu’a la température de transition de
phase, le systéme est invariant d’échelle. Par conséquent, le Hamiltonien est invariant
sous la transformation de bloc de spins. On dit aussi que le Hamiltonien est un point
fixe de cette transformation. Pour avoir une identification entre point fixe et transition
de phase, il faut toutefois veiller a calculer toutes les quantités dans les unités naturelles
du systéme, c’est-a-dire par rapport & la maille du réseau. Or, une fois I'intégration
sur les modes internes & une plaquette effectuée, le systéme présente un réseau effectif
dont la maille est plus grande que celle du réseau initial. On a donc recours & un
changement d’échelle, qui raméne le réseau effectif en coincidence avec le réseau initial®.
Ca n’est qu’a cette condition que le Hamiltonien pour les variables de plaquette peut
étre identique a celui des spins initiaux et que ’on peut trouver un point fixe par cette
procédure. On a représenté sur la figure 2.1 les différentes opérations de la procédure
de décimation de Kadanoff.

B T N S1 Sa
. ST
A A = 4 | | RN
S L O R AR
: - f S 1 & N S
R R
- 2 2 I I
a 2a

Fi1G. 2.1 — Procédure de décimation de Kadanoff. Dans un premier temps on
regroupe les degrés de liberté par plaquette, et on introduit une
variable de spin de bloc par plaquette. On somme les degrés de li-
berté internes, et ’on obtient ainsi un Hamiltonien effectif pour les
variables de bloc. On effectue finalement une opération de change-
ment d’échelle, permettant d’exprimer les quantités physiques par
rapport & la maille du réseau initial.

Cette méthode de décimation des degrés de liberté n’est toutefois pas trés utile
dans la pratique. En effet, si le modéle initial ne présente qu’une interaction entre
plus proches voisins, la transformation de bloc de spins génére une interaction pour
les second plus proches voisins, puis troisiémes plus proches voisins, et ainsi de suite.
D’autre part, la présence explicite du réseau introduit une anisotropie de I'espace, alors
que 'on s’attend a ce que les propriétés du systéme a grande distance soient isotropes.

Les difficultés rencontrées dans ’approche de Kadanoff ont conduit Wilson a
adapter ces idées a une théorie continue. Comme dans le cas précédent, les quantités

'Dans la suite, I’équivalent de ce changement d’échelle correspondra a introduire des quantités
dédimensionnées.
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thermodynamiques sont obtenues a partir de la fonction de partition, qui apparait
maintenant comme une intégrale fonctionnelle :

Z = /Dgp eSlel. (2.2)

Ici, ¢ est le champ microscopique, et S est 1'action, décrivant les interactions entre
degrés de liberté. Le modéle etant initialement défini sur un réseau de maille a, les
champs ne peuvent pas avoir une impulsion plus grande que A = ¢~ *. Wilson a proposé
de séparer les degrés de liberté du systéme en modes rapides d’impulsions plus grandes
que A — dk et notés ¢~ , et modes lents d’impulsions inférieures & A — dk et notés ¢
2 La décomposition des degrés de liberté en ces deux types de modes est représentée
sur la figure 2.2. Cette décomposition est équivalente, dans le langage de Kadanoff, a
la séparation entre variables de bloc (représentés ici par p.), et fluctuations internes
aux plaquettes (équivalent de ¢-).

F1G. 2.2 — Décomposition des degrés de liberté en modes rapides et modes
lents, respectivement représentés par ¢~ et o..

En intégrant sur les modes rapides -, on peut construire une action effective,
notée Sp_ax[¢<| pour les modes lents :

e—SA_dk[<,0<] — /'D90> 6_8[</7< + §0>] (2.3)

Cette nouvelle action ne dépend plus des modes de haute énergie, mais conduit a la
méme physique a longue distance. Cette procédure peut étre itérée, et permet de créer
ainsi une famille d’actions effectives Wilsoniennes notée S, induisant la méme physique

2En pratique, la séparation brutale entre modes lents et rapides que nous considérons ici introduit
des non analyticités dans les calculs. Il est plus intéressant de considérer une séparation douce, régu-
liére. Dans ce cas, les modes rapides sont en grande majorité & support sur lintervalle d’impulsion
[A — dk, A], mais présentent également des excitations pour les impulsions plus petites que A — dk.
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CHAPITRE 2. NOTION D’ACTION EFFECTIVE

a grande distance, mais ne dépendant que des degrés de liberté d’impulsion inférieure
ak.

Nous pouvons maintenant invoquer le méme argument que précédemment : au
point de transition de phase, la longueur de corrélation diverge, et le systéme présente
donc une invariance d’échelle. Si I’on réexprime 'action effective Wilsonienne par rap-
port & I’échelle d’impulsion naturelle &, 'action est invariante lors de la décimation des
modes de haute énergie. A nouveau, le point de transition de phase est associé a un
point fixe de la transformation de 'action effective.

L’évolution de 'action effective Wilsonienne avec 1’échelle d’impulsion k& est don-
née par une équation exacte [WK74|, [Pol84], appelée dans la littérature équation de

Polchinski :
OSklel _ [ 4 6°Sk ] 6Sk[] 3Sk[e]
o /d zd'y Kz —y) {590(w) 5o(y) | () dp(y) } ' (24)

Ici, K(x — y) décrit comment est effectuée la séparation entre modes lents et rapides.

Chose assez étonnante, cette équation a été assez peu utilisée a I’'époque de sa
découverte, excepté pour obtenir des preuves a tous les ordres de la renormalisabilité de
théories (essentiellement de la théorie vectorielle). Au début des années 90, est apparu
un intérét pour ’étude de solutions de cette équation. Ceci a été motivé par le fait
que des solutions, méme approchées de ces équations exactes permettent d’obtenir des
informations non perturbatives.

Pour étre complet, notons que d’autres équations exactes ont été dérivées en
paralléle, et ont été utilisées dans des situations concrétes. Citons ici ’équation de
Wegner-Houghton [WHT73]. Toutefois, ces approches souffrent de deux inconvénients
majeurs. D’abord, les quantités considérées ne permettent pas de déterminer directe-
ment des propriétés thermodynamiques. Considérons par exemple I'équation de Pol-
chinski (2.4), qui porte sur 'action effective Wilsonienne. Si 'on veut calculer une
quantité thermodynamique & partir de Si[p] (aimantation, longueur de corrélation,
etc.), il est toujours nécessaire de déterminer la fonction de partition du systéme, ce
qui nécessite d’effectuer une intégration fonctionnelle sur les modes d’impulsion plus
petite que k. L’autre inconvénient est plus technique, et vient du fait que le dernier
terme dans le membre de droite de I’équation (2.4) est non local, puisqu’il correspond
a multiplier des fonctions évaluées en des points différents de I’espace (voir le second
terme dans le membre de droite de 1’équation (2.4)). Cette non localité se traduit par
le fait qu’il est trés difficile de calculer la renormalisation du champ, et par conséquent
de déterminer la dimension anormale.

2.2 Action effective courante

Afin de remédier & ces deux problémes, il est fructueux d’appliquer les idées
de bloc de spins a des quantités dont 'interprétation physique est plus directe. Ceci
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2.2. ACTION EFFECTIVE COURANTE

justifie 'introduction d’une nouvelle quantité : 'action effective courante Iy [Wet91],
[Wet93a|, [Wet93b|. Avant de présenter une étude détaillée de cette quantité, présentons
rapidement ses propriétés caractéristiques.

L’échelle caractéristique d’impulsion k, introduite précédemment dans la discus-
sion du groupe de renormalisation a la Wilson, marque a nouveau la limite entre les
modes de haute énergie (fluctuations de courte distance) sur lesquels I'intégration fonc-
tionnelle a été effectuée, et les modes de basse énergie dont les fluctuations n’ont pas
encore été intégrées. L’échelle k s’interpréte donc comme l'inverse de la maille d’un
réseau effectif. Dans la limite ot k tend vers A ~ @ !, limite de la premiére zone de
Brillouin, I'action effective courante I';, tend, comme dans ’approche de Wilson, vers
I’action microscopique & décrivant les interactions des degrés de liberté du systéme
a I’échelle microscopique. En revanche, et c’est 1a une grande différence avec ’action
Wilsonienne S, dans la limite ot k& s’annule, I';, tend vers le potentiel de Gibbs I' 3
a partir duquel peuvent étre déterminées toutes les observables thermodynamiques :
aimantation, longueur de corrélation, susceptibilité, etc. On retiendra donc :

r o k=0
T, — { orsaue (2.5)

S lorsque k— A

Pour des valeurs intermédiaires de k, I’action effective courante a, dans les régimes
de grandes (¢ > k) et petites (¢ < k) impulsions, des comportements différents. Nous
verrons dans la suite que dans le premier régime d’impulsions, 'y ressemble & un
potentiel de Gibbs pour un systéme d’extension spatiale finie k=1, alors que dans le
second régime, 'action effective courante prend le sens d’une action effective pour les
degrés de liberté de longue distance, comme celle qui a été présentée dans I'introduction.

L’action effective ['y permet donc de relier continiiment les propriétés thermody-
namiques du systéme a sa description microscopique, en variant k£ de la fréquence de
coupure A & 0. L’évolution de ’action effective courante I'y, avec I’échelle k est décrite
par une équation différentielle exacte, concise. L’intégration de cette équation différen-
tielle permet en principe de déterminer les propriétés thermodynamiques du systéme
(codées dans I'y—g) a partir des propriétés microscopiques (décrites par 'y—,). Toute-
fois, cette intégration est trop compliquée pour étre effectuée analytiquement, et il est
donc nécessaire d’utiliser des approximations.

Dans les sections suivantes, nous construisons explicitement I’action effective Iy,
a 'échelle k, puis nous vérifions que les propriétés asymptotiques (2.5) sont satisfaites.
L’équation d’évolution de I'action effective avec k est ensuite dérivée, et nous discutons
les différents schémas d’approximation utilisés pour intégrer cette équation. Notons dés
a présent qu’il n’y a pas de justification rigoureuse des troncations effectuées. Toutefois,
cette approche est validée par la comparaison des résultats obtenus de cette fagon et par
les méthodes habituelles de théorie des champs, dans le cas de théories bien connues.

3Dans le langage de la théorie des champs, T est la fonctionnelle génératrice des diagrammes une
particule irréductible.
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CHAPITRE 2. NOTION D’ACTION EFFECTIVE

Nous traitons ici le modéle vectoriel, et montrons sur cet exemple simple comment
les équations d’évolution non perturbatives sont obtenues. Nous explicitons également,
le lien avec les théories de perturbation couramment utilisées en théorie des champs
(développements en constantes de couplage, a basse température et & grand nombre de
composantes du parameétre d’ordre), et décrivons les résultats obtenus dans les régimes
non perturbatifs.

2.3 Construction de ’action effective [’

Nous décrivons dans cette section la construction de I'action effective courante
pour une théorie bosonique scalaire. Ce travail a été mené en grande partie par C.
Wetterich dans une série d’articles [Wet91|[Wet93a||Wet93b|, avant d’arriver a la forme
que nous présentons ici, et qui est exposée dans [Wet93c|. La généralisation & des
théories de symétrie globale plus riche ne pose pas de difficulté conceptuelle. La stratégie
utilisée pour construire une action effective courante I'j, satisfaisant les conditions
asymptotiques (2.5), consiste a considérer une théorie, modifiée par I’ajout dans I’action
d’un terme ASy, dont le role est de réduire la contribution des fluctuations des modes
de petite impulsion & la fonction de partition. Nous choisissons ici pour AS; un terme
quadratique en champs, qui ressemble donc a un terme de masse :

ASi] = L [ L 2
kx] = E/W Ry (Q)XaXq- (2.6)
La fonction Ry(q), appelée fonction de régularisation (ou fonction de coupure), est
choisie afin d’éliminer en partie la contribution des fluctuations de basse énergie, sans
influencer les modes de haute énergie. Nous choisissons donc une fonction décroissant
avec 'impulsion, qui varie significativement pour des valeurs de ¢ de ’ordre de k. Nous
avons beaucoup de libertés dans le choix de cette fonction. En pratique, il est important
d’imposer les deux critéres suivants :

Ri(q) ~ Zik? lorsque q* < k? (2.7a)
Ry (q) décroit avec q, plus vite qu’une loi de puissance. (2.7b)

La premiére condition donne & la fonction de régularisation le comportement d’échelle
d’un terme de masse (Z; est la renormalisation du champ). Ce comportement nous
permettra dans la suite d’étudier la physique invariante d’échelle dans les quantités
dédimensionnées (voir la section (2.7.4)). La deuxiéme condition assure que les modes
de haute énergie sont peu influencés par la fonction de régularisation. Une fonction de
régularisation couramment utilisée est [TW94] :
q

Rk(q) = Zk eq2/k2 — 15 (28)
qui est tracée sur la figure 2.3. Une autre fonction de régularisation, qui a été proposée
récemment|Lit00] est :

Ru(a) = Z (K — q?) © (K — @), (2.9)
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Zik?

Ry(q)

|al

F1G. 2.3 — Fonction de régularisation Ry(q) définie par I’équation (2.8)

ol O est la fonction “marche”, qui vaut 1 pour un argument positif, et 0 sinon.

La fonction de partition de la théorie modifiée par ’ajout du terme de régulari-
sation ASy prend alors la forme :

210 = [ Dx e (—sm - asihd+ [ ' quq) | (2.10)

Comme arguments de 1’exponentielle, on trouve l'action S[x], décrivant l'interaction
entre degrés de liberté microscopiques, le terme AS; réduisant la contribution des
fluctuations de petite impulsion, et un couplage a une source J, permettant de générer
les fonctions de corrélation du systéme. A partir de la fonction de partition modifiée
Zy[J], on construit une “énergie libre” * :

WelJ] = In Z4[J], (2.11)

ainsi que le champ classique, conjugué de la source J 5 :

_ OW[J]
QDq - 5J—q -

(2.12)

L’aimantation du systéme s’identifie au champ classique, évalué a source nulle.

L’action effective courante I'y, que I’on cherche & construire s’identifie, & un terme
prés, a la transformée de Legendre de W, par rapport a la source J. Toutefois, pour
retrouver le comportement asymptotique limy_,5 'y = S, il est nécessaire de soustraire
le terme ASy[p] a la transformée de Legendre de W :

Cele] = —WilJ] + / 0 Jap—q — ASH[g]. (2.13)

4Dans le langage de la théorie des champs, cette quantité correspond 4 la fonctionnelle génératrice
des diagrammes connexes.

®le champ classique pq dépend de I’échelle k. Toutefois, pour alléger les notations nous omettons
de noter la dépendance par rapport & cette variable.
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Pour résumer, ['y est construit en intégrant les fluctuations de courte distance
(¢ > k). En revanche, la contribution des fluctuations de longue distance est atténuée
par le terme de régularisation ASy. Ceci nous permet de faire le lien avec le concept de
bloc de spins présenté dans I'introduction. A 1’échelle k, on peut imaginer que le systéme
est constitué de domaines d’extension spatiale k1. Les degrés de liberté internes & un
bloc ont été moyennés, de sorte qu’a I'intérieur d’'un domaine, I';, s’identifie au potentiel
de Gibbs pour ce domaine. Pour des distances supérieures & k!, on peut montrer que
I';, s’identifie & une action effective Wilsonienne.

2.4 Comportements asymptotiques de 1’action effec-
tive Fk

Nous montrons ici que ’action effective courante I'y introduite précédemment
(voir I’équation (2.13)) satisfait les propriétés asymptotiques (2.7).

2.4.1 Dans la limite £ — 0

Il est facile de vérifier que, dans la limite oil k£ s’annule, 'action effective courante
tend vers le potentiel de Gibbs. Dans cette limite, en effet, la fonction de régularisation
s’annule identiquement :

lim Ry(q) = 0. (2.14)

k—0
C’est la conséquence des conditions (2.7) satisfaites par la fonction de régularisation.
On déduit des équations (2.10) et (2.11) que Zr—o[J] et Wi—o[J] s’identifient respective-
ment a la fonction de partition et & I’énergie libre du systéme, telles qu’elles sont définies
habituellement. Finalement, le dernier terme apparaissant dans I’équation (2.13) défi-
nissant 'y s’annule. [',_g coincide donc avec la transformée de Legendre traditionnelle
de I’énergie libre, c’est-a-dire avec le potentiel de Gibbs :

Le=ol] = '] (2.15)

2.4.2 Dans la limite £ — A

Dans la limite opposée, oul k est de 'ordre de l'inverse de la maille de réseau
(k =~ A), on peut évaluer I'intégrale fonctionnelle apparaissant dans la définition de la
fonction de partition Z (voir équation (2.10)) en utilisant la méthode du col. Cette
approximation est justifiée par le fait qu’a ’échelle £ = A, la fonction de régularisa-
tion donne a tous les degrés de liberté une masse trés grande, de 'ordre de I'inverse
maille de réseau (voir la condition (2.7a)). Les corrections au champ moyen sont donc
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faibles. La contribution principale & 'intégrale vient de la solution xj des équations du

mouvement :
bl s(asil) J (2.16)
* * - Y-a :
0X 0Xa
L’énergie libre vaut alors :
WhJ] = =S[x*] — ASA[X*] + /ddq JaX"q- (2.17)

En appliquant la définition du champ classique (2.12) a I’expression précédente, et en
utilisant la condition d’extrémisation (2.16), on trouve que le champ classique s’identifie
a la solution des équations du mouvement :

Pq = Xg- (2.18)

La transformée de Legendre modifiée (2.13) peut maintenant étre effectuée. Les termes
en Jo et ASy des équations (2.13) et (2.17) se simplifient, et nous obtenons :

Cealp] =~ S[e]- (2.19)

L’action effective s’identifie donc & I'action microscopique lorsque k tend vers l'inverse
maille de réseau A. L’égalité peut étre rendue exacte si on demande, en plus des condi-
tions (2.7), que la fonction de régularisation diverge dans la limite ou & — A :

lim Ry (q) = +o0. (2.20)
k—A
On peut modifier ’expression de la fonction de régularisation (2.8) afin qu’elle satisfasse
a la condition précédente :

1 + e_qZ/AQ . e_q2/k2
Rk(q) = Zj q2 /A% _ o—a?/k® - (2-21)

Notons ici que les deux formes (2.8) et (2.21) de la fonction de régularisation ne différent
que pour des valeurs de k£ de I'ordre de A. Ainsi, 'utilisation de la forme simplifiée
(2.8) modifie les équations de flot au début de l'intégration, mais n’influence pas les
propriétés critiques du systéme. Dans les applications de cette méthode a 1’étude des
phénomeénes critiques, nous utiliserons donc la forme simplifiée (2.8) de la fonction de
régularisation. Toutefois, si 'on veut étudier des propriétés non universelles, on doit
relier précisément les caractéristiques thermodynamiques du systéme et sa description
microscopique. Il est, dans ce cas, important d’utiliser une fonction de régularisation
satisfaisant la contrainte (2.20) [SW99].

2.4.3 Sous la forme fonctionnelle

La détermination des comportements asymptotiques de l’action effective a
I’échelle k apparait plus clairement encore si I’on utilise la représentation fonctionnelle
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de I'y. Afin d’obtenir cette représentation, considérons ’équation (2.10) dans laquelle
nous remplagons Zj par son expression en fonction de W (équation (2.11)), puis
exprimons W}, en fonction de T’y (équation (2.13)). En omettant les intégrales sur les
impulsions :

Zy =MW (2.22)
1
—Tyle] + Jo — ~¢R
_ T Telel+ Jo—geRie (2.23)
1
X+ Jx — =xR
/Dxe XA (2.24)

En effectuant le changement de variable d’intégration x' = x — ¢, et en utilisant
Iexpression © :
oLy

—_ 2.2
J=Rp o+ 5g0 ( 5)

nous obtenons :

1

oLy, , ,
-T =Sl + X1+ X' — X' Rxx
e ¢le) = /'Dx' e op 2 : (2.26)

On retrouve facilement les comportements asymptotiques sous cette forme. Lorsque
k — 0, la fonction Ri(q) s’annule identiquement, et 'y, vérifie la relation fonctionnelle
entre action microscopique et potentiel de Gibbs, donc limy_,o [y = I['. D’autre part,
lorsque k — A, la fonction R;(q) prend des valeurs de I'ordre de A? (et diverge méme si
on impose la condition (2.20)), de sorte que la seule contribution non nulle & I'intégrale
fonctionnelle vient de x' = 0. On retrouve alors lim;_,5 'y, = S.

2.5 Equation de flot exacte

En plus d’avoir une interprétation physiquement intéressante, I’action effective
obéit a une équation exacte |[Wet93c| régissant son évolution avec 1'échelle &, qui est
d’une grande utilité pratique. Dans ce chapitre, nous dérivons cette équation. Dans
ce but, nous allons consécutivement étudier les dérivées de Zi, W, et 'y par rapport
a Péchelle logarithmique ¢ = log(k/A). Avec cette convention, la physique a grande
distance est obtenue en faisant tendre le “temps” ¢ vers —oo. Physiquement, baisser &
(baisser t) revient a intégrer de plus en plus de fluctuations dans le calcul de I’action
effective T'x[].

D’aprés la définition de la fonction de partition (2.10), la seule dépendance dans

6Cette expression est obtenue en dérivant la définition de Ty, (2.13) par rapport a .
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’échelle ¢t de Z;, vient de la fonction de régularisation de sorte que’

OB [y (L [ty 220, 011 0)

<exp (=0 - 88 + [ @' Ton(o)). -

Le second membre de I’équation peut étre réécrit a 'aide des dérivées de la fonction
de partition par rapport aux sources :

0Zp[J] _}/d% d*y Ry(z — ) kmy[]] (2.28)

o 2

ou le point représente une dérivée par rapport au “temps” t, et ou A

1 % 21z, T€Drésente
la dérivée n'*™¢ de Z[J] par rapport a J(z1),. .., J(x,)-

De cette équation et de la définition de I’énergie libre Wy, = In Zj, (voir I’équation
(2.11)), on déduit une équation d’évolution pour W :

OWg[J] 1 4 d T (2) WD)

Ici & nouveau Wk o1z, TEDTEsENte la dérivée ni®me de W, par rapport aux sources.
Notons ici que I’ equatlon précédente est trés proche de I’équation de Polchinski (2.4),

mais ne porte toutefois pas sur la méme fonction.

Nous pouvons maintenant calculer I’équation d’évolution exacte pour I';,. En
dérivant ’équation définissant 1’action effective (équation (2.13)) par rapport a ¢, nous
obtenons®

apa'“y] = —ayg’;[‘” - % / d'z d'y o (x)Ri(z — v)¢(y). (2.30)

En remplagant dans 1’équation précédente I’expression de OWj, /0t trouvée précédem-
ment (voir I’équation (2.29)), en utilisant la définition du champ classique ¢q = W,Slq
(voir ’équation (2.12)), et en observant que le dernier terme de I’équation (2.29) est
compensé par le dernier terme de I’équation (2.30), nous obtenons :

aF’“ / d*s Ry(z — y)W?)

(2.31)

Ty

A ce stade, et pour alléger les notations dans la suite, il est intéressant de réécrire
I’équation précédente en notant I'intégration sur les impulsions a 1’aide de 'opérateur

7On exprime ici le terme de regularisation AS}, dans I’espace direct, avec la convention :

(p) = fddx f(m)eipz f @n)d f(p —ipz

8La dérivée de I'y, par rapport a t est effectuée a ¢ fixé, et la dérivée de Wy, a J fixé.
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trace. Dans la suite, 1'utilisation des symboles R}, et W,C(Z), sans référence aux coordon-
nées d’espace représentent les opérateurs Ry (z — y) et 62Wy/(dp(x)dp(y)). L’équation
précédente se met maintenant sous la forme :

8Fk[<p] 1 . (2)
—— = —Tr R, . W;”. 2.32
ot 2 Tk (2:32)

Revenons maintenant & la dérivation de I’équation de flot. Afin d’obtenir une
équation fermée sur 'y & partir de I’équation (2.32), il reste a exprimer le propagateur
W,C(Z) en fonction de I’action effective I'. Une relation classique donne : W) = (T®)~1,
Nous ne pouvons toutefois pas utiliser directement cette relation, car notre définition de
I’action effective courante I'y ne coincide pas avec celle du potentiel de Gibbs I', utilisé
dans I’égalité précédente. D’autre part, il est en général entendu que, dans la relation
précédente, les fonctions de corrélation sont calculées a source nulle, alors que nous
avons besoin ici d'une égalité pour toutes les configurations de la source. La relation
que nous cherchons est obtenue en dérivant 1’équation (2.13) deux fois par rapport au
champ classique ¢ :

e = 5
_ (e _
- (#70) >

La seconde égalité découle de la relation de Leibnitz, et la troisiéme est obtenue en
exprimant le champ ¢ comme la dérivée de I’énergie libre W), par rapport a la source :
o(x) = W,glx) (voir I’équation (2.12)). En insérant la relation précédente dans I’équation
(2.32), on obtient :

argt[@] - % T {Rk. T2 6] + Ry _1} . (2.34)

L’expression précédente s’applique a la fois dans ’espace direct et dans I’espace réci-
proque. Dans le second cas, la trace est définie comme :

_ [
Tr = / o (2.35)

Il est trés remarquable que I’évolution de I’action effective soit donnée par une équation
aussi concise. Cette équation est a la base de tous les calculs que nous ménerons dans
la suite.

Avant de voir comment cette équation peut étre utilisée en pratique, nous allons
en discuter quelques propriétés :
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— L’équation (2.34) est exacte, et aucune approximation n’a été utilisée pour la
dériver. En principe, toutes les propriétés du systéme peuvent étre déduites de
I’intégration de cette équation. Toutefois, malgré sa simplicité apparente, on
ne sait pas la résoudre dans le cas général. Il s’agit en effet d’une équation aux
dérivées partielles, fonctionnelle (la fonction de vertex a 2 points F,(f) est une
fonctionnelle, et dépend de la configuration du champ classique ¢ en chaque
point de 1’espace), non linéaire.

— On peut donner une représentation graphique de I’équation de flot :

o _ 1 (2.36)
ot 2 :

ou la croix représente ’opérateur Rk, et la ligne le propagateur ————.

Fg) + Ry,

— Il est apparent sur la représentation diagrammatique précédente que 1’équa-
tion d’évolution a la structure d’une équation a une boucle. L’intégrale porte
sur une seule impulsion, et se raméne & une intégrale unidimensionnelle, une
fois I'intégrale sur les variables angulaires effectuée. Ceci est d’un grand intérét
pratique car les intégrales peuvent étre évaluées simplement par des méthodes
numériques (contrairement aux intégrales multidimensionnelles des calculs per-
turbatifs), et méme analytiquement dans certains cas. Il est intéressant de noter
a ce propos que I’on peut en principe déterminer toutes les propriétés critiques
d’un systéme & I’aide d’une équation & une boucle®.

— L’intégrale apparaissant dans I’équation d’évolution (2.34) est, de plus, régu-
liére aussi bien dans 1'ultra-violet que dans Iinfrarouge. A faible impulsion, la
présence d’un terme de masse supplémentaire Rj assure que, méme a la tem-
pérature critique, pour toute valeur finie de k, le propagateur ne diverge pas.
On peut comprendre cette derniére propriété en notant que I'y+ %(kago est dé-
duit de I'énergie libre W), par une transformation de Legendre (voir I’équation
(2.13)), et doit donc étre convexe. Par conséquent Fff) + Ry, est positif, ce qui
assure que le propagateur reste fini'?. Les intégrales sont, de plus, convergentes
dans I'ultra-violet, grace a la fonction régularisation Ry, qui limite de fagon ef-
fective l'intégration & des impulsions ¢ < k. Ceci se refléte dans 1’équation

d’évolution par la présence de la fonction Rk au numérateur de l'intégrand.
Cette fonction décroit plus rapidement qu’une loi de puissance a grande im-
pulsion (voir I’équation (2.7b)), ce qui assure la convergence de I'intégrale dans
I'ultra-violet.

— La discussion précédente peut étre généralisée & des théories plus compliquées,
pour lesquelles les champs ont des degrés de liberté internes, et portent donc

9Consulter & ce sujet [PW95], ou les auteurs montrent comment déterminer perturbativement les
fonctions 8 & deux boucles, a I'aide de I’équation “a une boucle” (2.34).

10Plus précisément, I‘Sf) + Ry, est non nul pour toutes valeur non nulle de k. Ce n’est que dans la
limite ¥ — 0 que cette quantité peut s’annuler. La singularité apparait donc au fur et & mesure que
I’on diminue k.
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des indices de groupe. Les dérivées fonctionnelles de 'y, portent alors également,
un indice de groupe. L’équation exacte du groupe de renormalisation régissant
I’évolution de I'action effective est similaire a la précédente (2.34), a la diffé-
rence que l'inverse et la trace portent maintenant & la fois sur les impulsions
et sur les indices du groupe de symétrie interne. Une équation exacte existe
également pour décrire des théories avec des champs fermioniques.

— L’équation d’évolution de I'action effective (2.34) peut étre mise sous une forme
plus facile d’utilisation lors des calculs pratiques :

Okle] _ 1
ot 2

8, TrIn {F,?) + Rk} . (2.37)

L’opérateur 0, correspond a une dérivée par rapport a ¢, agissant uniquement

sur la fonction de régularisation Ry, (soit 0, = Rk 0/0Ry), mais pas sur F,(f).

2.6 Troncations

Comme nous I’avons signalé précédemment, il n’existe pas pour l'instant de solu-
tion & I’équation exacte (2.34) dans le cas général'l. Il est toutefois possible d’obtenir
des solutions approchées, qui permettent, comme nous le montrons par la suite, d’ex-
traire beaucoup d’informations d’un modéle : propriétés du systéme dans la région cri-
tique, mais aussi quantités non universelles. L’approche traditionnelle consiste a faire
une troncation, un “ansatz” pour ’action effective, qui ne dépend que d’un nombre fini
de parameétres. Les équations régissant I’évolution de ce jeu de paramétres lorsqu’on
varie le “temps” ¢ du groupe de renormalisation sont obtenues & 'aide de 1’équation
exacte (2.37). Cette procédure permet de déterminer des fonctions d’évolution non
perturbatives : les fonctions [ n’apparaissent pas comme des séries en puissance d’un
parameétre.

Le choix d’une troncation est un probléme complexe. Il faut faire un compromis
entre la fidélité avec laquelle la troncation peut décrire I'action effective exacte, et le
nombre de constantes de couplage dont dépend cette troncation : plus une troncation
est riche, plus elle donnera des résultats précis, mais plus les équations de flot seront
difficiles & obtenir et a analyser. Dans cette optique, il faut essayer de conserver, dans
la troncation, 'information la plus pertinente, qui influence le plus les phénoménes
physiques que 1’on cherche a décrire.

Nous discutons les deux types de troncations utilisées dans la littérature, dans le
cadre d’une théorie bosonique, vectorielle, décrite par une action symétrique sous les
opérations de O(n).

HCette équation a été résolue dans certains cas particuliers, notamment pour la théorie vectorielle
a n composantes, dans la limite n — oo [TW94].
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2.6.1 Deéveloppement en puissances des dérivées

Dans I'étude des transitions de phase, nous sommes intéressés par les propriétés
macroscopiques, a grande distance, de la théorie. Il est alors souhaitable de décrire le
plus précisément possible 1’action effective dans le secteur de faible impulsion (grande
distance), quitte a négliger les propriétés de courtes distances. Ceci conduit a dévelop-
per 'action en puissances des dérivées, et a ne garder que les premiers termes de ce
développement.

Dans I’approximation la plus simple (ordre zéro en dérivées), dite approxima-
tion du potentiel local, la renormalisation des termes cinétiques n’est pas incluse. La
troncation considérée prend la forme :

el = [ dis {Uk(p(x» + 5 0ui()uila) + 0 (27) } (2.39)

Ici p(z) = @i(x)pi(x)/2 est le seul scalaire, invariant sous les transformations du groupe
de symétrie O(n). La dérivation des équations de flot est alors trés simple, et permet
d’étudier les propriétés qualitatives du flot dans I’espace des constantes de couplage.
Toutefois, la dimension anormale est négligée dans cette approximation, et la précision
des résultats physiques en est affectée 2.

L’ordre suivant dans ce développement en puissances des dérivées (appelé aussi
développement en localité), consistant a garder les termes & deux dérivées mais a négli-
ger les termes d’ordre supérieur, est plus couramment utilisé. La troncation au deuxiéme
ordre en dérivées prend la forme :

1
Trle] = [ d* < Uk(p(z)) + = Zk(p(2)) Oupi(2)Bupi(2)
/ { 2 (2.39)

+ JYilp(@)) 0up(2)Bpn() + o<64)}-

Le premier terme, appelé potentiel, permet de déterminer dans la limite £ — 0, I’aiman-
tation, la susceptibilité du systéme. Les deux autres termes, appelés termes cinétiques
sont, eux, sensibles aux variations du champ dans I’espace. Ils induisent un coftit éner-
gétique pour les déformations du champ, et lui donnent une rigidité. Comme nous le
verrons dans la suite (voir section 2.7.5), I'étude de la fonction Z; permet de déter-
miner la dimension anormale du champ, qui décrit la singularité du propagateur a la
transition de phase, pour de petites impulsions :

1
@) (q) ~
G(a) > |q|(2—n)'

(2.40)

On comprend alors pourquoi I’approximation du potentiel local, qui ne tient pas compte
de I’évolution de la fonction Zj, ne permet pas de déterminer la dimension anormale.
Notons que la structure du groupe O(n) de symétrie interne implique que les termes a
deux dérivées sont représentés par deuz fonctions indépendantes Zi(p) et Yi(p).

121 ’approximation du potentiel local conduit méme 3 des résultats qualitativement faux. Lorsque
Pon étudie le modeéle vectoriel O(n)/O(n — 1) en dimension d = 2 + £ dans cette approximation, on
trouve un point fixe & température d’ordre £ pour n > 1. Cette borne sur n est en fait 2.
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2.6.2 Deéveloppements en champs

Un développement “dual” du précédent consiste a conserver toute 1’information
sur la structure spatiale de la théorie, mais & développer ’action effective en puissances
du champ?®? :

Lyle] = Z % / {H d*z; (p(z;) — cpo)} ™ (zy, ..., ), (2.41)

oll ¢y représente une configuration constante dans I’espace, autour de laquelle est déve-
loppé le champ. L’approximation consiste & ne conserver qu’un nombre fini de termes,
en omettant les monémes d’ordre élevé en champs.

Le choix de la configuration ¢, autour de laquelle est développée I’action est
importante. Il est en général intéressant de choisir une configuration minimisant 1’ac-
tion effective. Ceci permet en effet d’obtenir des résultats qui convergent rapidement
[AMS*98|[SSAT00]. Ce choix est étayé par le fait que les quantités thermodynamiques
du systéme (longueur de corrélation, susceptibilité, etc.) sont extraites des dérivées du
potentiel de Gibbs, évaluées dans la configuration minimisant ce potentiel. Nous devons
donc décrire le plus fidélement possible le voisinage du minimum de ’action effective.

Notons ici que le type de troncation discuté dans ce chapitre est particuliérement
adapté a I’étude de la formation d’états liés dans un systéme|EL94].

2.6.3 Troncations mixtes

Dans la suite, nous utiliserons également une troncation mixte, consistant a dé-
velopper 'action effective 'y a la fois en puissances des dérivées et en puissances du
champ. On génére cette troncation en développant les fonctions Uy(p), Zx(p) et Yi(p)
en puissances du champ, autour de la configuration minimisant le potentiel :

( o Un .
Uk(p) ZF(P— Po)
n=0

o
8 Zi(p) =) n—?(f) — po)” (2.42)

n=0

o

Y,
Yi(p) = Z n_r,L(P — po)"

\ n=0

Ici, pg = %gﬁ% correspond au minimum du potentiel : U'(p = pg) = 0. Les termes

peuvent étre sélectionnés en fonction de leur dimension canonique. On obtient de cette

13Les indices internes du champ, et de fonctions de vertex ne sont pas explicités dans ce développe-
ment.

34



2.7. MODELE VECTORIEL O(n)

maniére des troncations ne dépendant que d’un nombre fini de paramétres, qui per-
mettent de déterminer avec une assez bonne précision les exposants critiques en trois
dimensions. Il n’y a pas de théoréme sur la convergence des résultats physiques lorsque
la troncation est enrichie, mais les études menées en trois dimensions semblent montrer
que l'adjonction de nouveaux termes dans la troncation améliore les résultats.

2.7 Modéle vectoriel O(n)

Dans le but d’illustrer les concepts introduits précédemment, et pour justifier
les approximations menées dans la suite, nous allons étudier le modéle bosonique vec-
toriel. Celui-ci est décrit par une action invariante sous I'opération des éléments du
groupe O(n), et admet comme groupe de symétrie résiduelle dans la phase de basse
température O(n — 1). Cette théorie est d’une grande importance physique, et permet
d’étudier un grand nombre de transitions, dans différents matériaux. L’archétype en
est la transition ferromagnétique-paramagnétique des systémes magnétiques, et nous
utiliserons dans la suite le vocabulaire relatif & ces systémes pour décrire le modéle.
Suivant le type d’anisotropie du systéme, la théorie pertinente est :

— le modéle d’Ising, correspondant & n = 1 !4, si ’anisotropie confine les spins le

long d’un axe,

— le modéle XY, avec n = 2, si 'anisotropie est planaire,

— le modéle de Heisenberg, pour lequel n = 3, si 'anisotropie n’est pas pertinente.
Le modéle d’Ising a beaucoup d’autre réalisations physiques, notamment les transitions
unaires et les transitions de démixion. De méme, le modéle XY permet de décrire
les propriétés des supraconducteurs de type I, et les superfluides au voisinage de la
transition de phase [BMOT79|, [DH79|, [HF83].

De part son importance physique, le modéle vectoriel a été énormément étudié,
et 'accord entre les prédictions théoriques et les études expérimentales et numériques a
donné une preuve de la pertinence de la théorie des champs dans I’étude des transitions
continues.

Nous considérons dans la suite deux approches de cette théorie, basées sur 1’équa-
tion exacte du groupe de renormalisation (2.37). Dans un premier temps, nous nous
plagons dans I'approximation du potentiel local (décrit par ’équation (2.38)). Cette
approximation permet de discuter simplement les principales propriétés du flot. Nous
montrons également comment les exposants critiques sont obtenus. Cette approche a
cependant deux inconvénients. D’une part, les troncations effectuées ne permettent pas
de déterminer la dimension anormale (dans cette approximation, n = 0). D’autre part,
et comme nous le discutons dans la suite, il est difficile de généraliser cette approche
a des théories plus compliquées, ol le schéma de brisure de symétrie n’est pas de type
vectoriel. Ces deux difficultés sont surmontées en utilisant la troncation mixte discutée
dans la section 2.6.3. Nous dérivons ensuite explicitement, pour une troncation simple,

14Le groupe O(1) s’identifie au groupe & deux éléments Zs.
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les équations de flot. Nous discutons alors le lien avec les différentes approches per-
turbatives (développements en constante de couplage, a basse température, et & grand
nombre de composantes du paramétre d’ordre), et présentons finalement les résultats
obtenus dans les domaines non perturbatifs de la théorie, pour différentes troncations,
afin de montrer la puissance de la méthode.

2.7.1 Equation de flot du potentiel dans I’approximation du
potentiel local

Pour déterminer I’équation régissant 1’évolution du potentiel Uy lorsqu’on varie
I’échelle k, notons que lorsque 'action effective est évaluée dans une configuration de
champ constant dans I’espace, les termes cinétiques, proportionnels a (9¢)? et (9p)?
(voir I’équation (2.39)) s’annulent. Par conséquent :

, (2.43)
P=+/2pé
ol € est un vecteur unitaire, constant dans 1’espace, et V est le volume du systéme. En
appliquant I'opérateur de dérivation 0; & I’équation précédente :

Uk(p) = %Fk(w)

OUk(p) _ 1 0Tk(y)

oV ot (2.44)

P=+/2p€

L’équation d’évolution du potentiel s’obtient donc en évaluant I’équation d’évolution
exacte (2.37) dans une configuration de champ constant :

. —1
Ulp) _ 1 4y {Rk. [r,(f) +Rk} }

ot 2v (2.45)

P=v2p

[’équation précédente est exacte. Toutefois, dans l’ag)proximation du potentiel
local, nous ne disposons pas de toute l'information sur Ff . En introduisant dans le
membre de droite de ’équation (2.45) la troncation (2.38), nous allons obtenir une
forme approximée de cette équation. Dans ce but, calculons la fonction de vertex a
deux points :

2
Titaiicag) = (@ +U'(0) 85+ U (D)pigs » (2.46)

ot le prime dénote la dérivée par rapport a p. Le calcul du membre de droite de (2.45) se
poursuit aisément en se souvenant que la trace de I'inverse d’une matrice s’identifie a la
somme de l'inverse des valeurs propres de cette matrice. Or I'inverse propagateur (2.46)
admet comme valeurs propres :

q> +U'(p) +2pU"(p) 1 fois
{ q>+U'(p) n—1 fois ~ (2:47)

36



2.7. MODELE VECTORIEL O(n)

L’équation de flot pour le potentiel’® prend donc la forme [TW94] :

OUk(p) _ 1 / d’q 1
ot 2

=3/ o 9 <q2 T+ Rul@) + Uslp) + 20 U1 ()
(2.48)

n—1
+q2+Rk(q>+U,;<p>>'

L’intégrale apparaissant dans cette équation porte sur une seule impulsion, et peut
facilement étre évaluée numériquement une fois la fonction de régularisation choisie.

L’équation précédente régit I’évolution du potentiel, pour une configuration de
champ ¢, constante dans ’espace. Cette configuration différencie n—1 directions trans-
verses de la direction radiale. En quelque sorte, le fait d’étudier 1’évolution du potentiel
dans une configuration de champ @ non nul, “brise” la symétrie O(n) de la théorie en
particularisant une direction, ce qui explique la présence du facteur n—1. Toutefois, ceci
n’implique pas que le systéme se trouve dans la phase de symétrie brisée. L’équation
précédente est d’ailleurs valable aussi bien au dessus qu’en dessous de la température
critique. Le lien entre ce facteur n — 1, et le nombre de modes de Goldstone dans la
phase ordonnée, se fait en étudiant la position du minimum py du potentiel pour k = 0
(Ug—o(po) = 0). Si po (k=0y = 0, 'aimantation est nulle, et le systéme se trouve dans
la phase symétrique, et les masses des n excitations sont identiques. En revanche si
Po (k=0) # 0, le systéme présente n — 1 modes de masse nulle, et un mode massif (voir
(2.47)).

Dans l'approximation considérée ici, ’étude de ’évolution du potentiel avec
I’échelle k£ se raméne & la résolution d’une équation aux dérivées partielles, non li-
néaire, et dont le membre de droite contient explicitement une intégrale. Ce probléme
est dans le cas général trop compliqué pour étre résolu analytiquement. En revanche,
des méthodes numériques ont été développées pour résoudre ce genre de probléme.
Nous ne présentons pas ici les détails des techniques numériques, qui ne sont pas uti-
lisés dans le reste de ce travail, mais discutons les caractéristiques principales de ce
flot. Notons également qu’en utilisant la fonction de régularisation (2.9), I'intégrale en
impulsion peut étre effectuée analytiquement. L’équation d’évolution (2.48) prend alors
la forme :

OU,  4vq 4.9 1 n—1
—_— = — 2.49
o d Rt U(0) +200"p) R+ U(p))’ (249)
ol nous avons introduit :
1
= 2.

Le fait de calculer analytiquement 1’intégrale sur les impulsions simplifie énormément
la procédure numérique.

15Plus de détails sur la dérivation des équations de flot sont donnés dans la suite.
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2.7.2 Evolution du potentiel

Afin d’intégrer ’équation aux dérivées partielles (2.49), il est nécessaire de se
donner une condition initiale I'y_y = §. Si 'on veut étudier un systéme décrit par
un Hamiltonien sur le réseau, on peut obtenir cette condition initiale en effectuant
une transformation de Hubbard-Stratonovitch. Typiquement, une condition initiale
ressemble 3 un potentiel en “¢*”, présentant un minimum pour une valeur non nulle
du module du champ. La position du minimum dépend de la température : plus la
température est basse, plus le minimum se trouve loin de I'origine. Dans le cas général,
il peut étre assez difficile de déterminer une bonne condition initiale du flot. Toutefois,
le principe d’universalité nous indique que les détails microscopiques n’affectent pas les
propriétés critiques du systéme. Nous choisissons ici une famille de conditions initiales,
paramétrées par la température sous la forme :

5= [ ] 007 + Moo - 1P, (251)

ol A est une constante numérique, et intégrons I’équation d’évolution (2.49) pour le
modéle de Heisenberg (n = 3).

Si le systéme se trouve a suffisamment basse température (le minimum se trouve
initialement suffisamment éloigné de 1’origine), 1’évolution de Uy présente le comporte-
ment décrit par la figure 2.4. Durant la premiére partie du flot, le minimum du potentiel

F1G. 2.4 — En traits pleins est représenté le potentiel U, pour plusieurs valeurs
de P’échelle k, dans la phase de basse température. La courbe en
pointillés correspond a la forme asymptotique k£ = 0 du potentiel.

effectif se rapproche de l'origine. Lorsque & — 0, le minimum du potentiel tend vers
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une valeur finie M, qui s’identifie & 'aimantation du systéme, et qui est représentée
par une fleche'® sur la figure 2.4. Nous nous trouvons donc dans la phase ordonnée,
caractérisée par une aimantation non nulle M. A partir du moment ot le minimum du
potentiel est proche de sa valeur asymptotique M, I’évolution du potentiel effectif a en-
suite un comportement différent dans les zones intérieures (module du champ inférieur
au minimum du potentiel) et extérieures. Dans cette seconde zone, le potentiel n’évolue
presque plus. En revanche, dans la zone intérieure, le potentiel s’aplatit, et tend vers
une fonction constante. Ceci est une conséquence du fait que, dans la limite ou £ tend
vers 0, I'action effective tend vers le potentiel de Gibbs, qui doit étre convexe.

En revanche, si le systéme est étudié a plus haute température (la condition
initiale du flot présente un minimum plus proche de ’origine), on observe un compor-
tement différent (voir Fig 2.5). Le minimum du potentiel effectif s’annule en un temps

F1G. 2.5 — En traits pleins est représenté le potentiel U, pour plusieurs valeurs
de I’échelle k, dans la phase de haute température. La courbe en
pointillés correspond a la forme asymptotique k£ = 0 du potentiel.

fini (le potentiel 4 champ nul s’annule en un temps fini). Ensuite, le potentiel n’évo-
lue presque plus. En particulier, dans la limite £ — 0, le potentiel effectif présente un
unique minimum a l’origine et ’aimantation du systéme est nulle. Le systéme se trouve
donc dans la phase de haute température.

Il existe un comportement intermédiaire entre les deux situations précédentes,
observé pour une valeur critique de la température 7,. Le minimum ¢, du potentiel

1611 est difficile de déterminer & ’ceuil ot se trouve I’aimantation du systéme car le potentiel et sa
dérivée par rapport au champ sont continus pour ¢ = M. Ce n’est que la dérivée seconde du potentiel
qui présente une discontinuité.
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effectif tend asymptotiquement vers 0, et ne s’annule strictement qu’a 1’échelle £ = 0.
Cette température critique correspond au point de transition de phase, puisqu’il s’agit
de la plus basse température ou ’aimantation est nulle. En étudiant les caractéristiques
du flot au voisinage de la température critique, nous montrons dans la suite comment
déterminer les exposants critiques associés a la transition de phase.

2.7.3 Calcul des exposants critiques

Nous allons maintenant décrire les méthodes d’exploitation des équations de flot,
et en particulier montrer comment certains exposants critiques peuvent étre obtenus.

Exposant 5

Cet exposant caractérise la loi de puissance reliant I’aimantation a la température
dans la phase de basse température :

M o (T, - T)P. (2.52)

Comme nous I’avons vu précédemment, 1'intégration des équations de flot nous permet
de déterminer I’aimantation du systéme, connaissant sa description microscopique. En
choisissant plusieurs conditions initiales du flot, correspondant & différentes tempéra-
tures, nous pouvons déterminer une courbe M(T), et en déduire I'exposant critique £.

Exposant v

Cet autre exposant caractérise la loi de puissance reliant la longueur de corrélation

¢ a la température :
1

T

Il nous faut donc déterminer la longueur de corrélation du systéme. Ceci peut étre fait
de deux facons. La premiére utilise la définition méme de cette quantité : la longueur de
corrélation s’identifie & I'inverse de la masse des excitations'’, c’est-a-dire & la courbure
du potentiel au voisinage du minimum. Dans la phase de basse température, nous
pouvons déduire cette quantité de 'intégration du flot, et nous pouvons donc relier la
longueur de corrélation a la température.

¢ (2.53)

L’autre détermination de la longueur de corrélation est plus phénoménologique.
L’évolution du potentiel effectif présentée dans la section 2.7.2 montre qu’aprés un
régime transitoire (caractérisé par un “temps” du groupe de renormalisation t; et par

1"La longueur de corrélation s’identifie en fait & I’inverse de la masse renormalisée, mais dans
notre approximation, la renormalisation du champ est nulle, et il n’y a pas différence entre quantités
renormalisées et non renormalisées.
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une échelle de longueur k; = Aexp(t;)), 'évolution est trés lente. Nous en dédui-
sons que les fluctuations d’impulsions plus petites que k; n’influencent pas la phy-
sique macroscopique. Par conséquent, la longueur de corrélation est de l'ordre de
kit = A lexp(—t;) 8. A nouveau, il est possible de déterminer le temps caracté-
ristique t; associé a différentes conditions initiales, et d’en déduire la courbe £(7°), dont
on déduit 'exposant critique v.

Autres exposants

En utilisant les relations entre les exposants :

a=2-vd (2.54a)
8= g(d— 2 + 1) (2.54b)
vy=v(2-7n) (2.54c)
5 = d+2-n (2.54d)
Cd—2+n '

nous pouvons déduire les valeurs des autres exposants. Notons toutefois que notre

approximation consiste & négliger la renormalisation du champ. La dimension anormale
est donc nulle. On déduit donc tous les exposants & partir de 'un d’entre eux, par
exemple v.

2.7.4 Variables dédimensionnées

Dans 'approximation du potentiel local, I’étude de 1’évolution du potentiel ef-
fectif a la température critique montre qu’aprés un régime transitoire, la position du
minimum ¢ du potentiel effectif évolue comme k*2* et la valeur du potentiel effectif
a champ nul Uy (0) comme k¢. Ces puissances de I’échelle courante k sont données par
les dimensions canoniques des deux quantités considérées. Il est intéressant d’étudier le
probléme dans de nouvelles variables (dites variables dédimensionnées), dans lesquelles
nous nous affranchissons de cette partie triviale du flot'®. Nous introduisons donc :

~ 2—d

f = k;Nz %)

p= §g02 = k2_dp . (255)
ug(p) =k~ Uk (p)

Dans ce nouveau jeu de variables, le potentiel effectif & la température critique s’ap-
proche rapidement d’une forme invariante sous changement de I’échelle courante k.

18Rappelons que la limite £ — 0 dont est déduite la physique macroscopique correspond & t — —oo0.

91 %introduction de quantités dimensionnées correspond, dans le langage de Kadanoff, 3 exprimer
toutes les quantités par rapport & ’échelle naturelle de longueur, c’est-a-dire par rapport & la maille
du réseau effectif.
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Ceci traduit le fait qu’aucune échelle de longueur n’existe dans la limite £ — 0. Le
potentiel est dit invariant d’échelle, et les relations entre quantités thermodynamiques
sont, typiquement des lois de puissance, décrites précédemment.

L’équation d’évolution pour le potentiel dédimensionné se déduit facilement de
I'équation (2.48) :

% = —duy + (d — 2)puy, + 204 {(n — DI + 1§ (' +2pu") }, (2.56)
oll nous avons introduit et la fonction “seuil” :
k= [ d'a 9iRi(a)
ly(w) = - 2.57
o(w) my / (27)4 G2 + Ru(q) + k2w (2.57)

Le coefficient numérique v, a été défini précédemment (voir équation(2.50)).

Si nous choisissons la fonction de régularisation (2.9), il est possible d’effectuer
I'intégrale sur les impulsions analytiquement. La fonction seuil {¢(w) prend alors une
forme simple, et nous obtenons :

8uk - ~ 4Ud n—1 1
e dug + (d — 2)puy, + p <u’(,5)+u’(f))+25u”(f))>' (2.58)

Dans les variables dédimensionnées, la recherche d’un comportement critique,
d’un potentiel invariant d’échelle, se raméne a la résolution de 1'équation 0; u;, = 0.
Ce probléme est plus facile a résoudre numériquement que I’évolution du potentiel U,
avec I’échelle k. Toutefois, nous n’avons alors accés qu’aux quantités universelles. Une
fois la solution de point fixe déterminée, I’exposant critique v est obtenu en étudiant la
stabilité de cette solution. Considérons une perturbation infinitésimale duy a la solution
de point fixe uj, satisfaisant d,u; = 0. L’équation d’évolution pour la perturbation est
obtenue en linéarisant le membre de droite de ’équation (2.56). On obtient ainsi un
systéme d’équations différentielles couplées, qui s’écrit formellement :

8, Sur(p) = / dp' Lip, ¢ 6us(o), (2.59)
L) = )| (2.60)

On résout I’équation (2.59) en cherchant les valeurs propres de 'opérateur L. On trouve
alors une seule valeur propre négative, qui correspond, avec notre choix d’échelle de
temps t = In(k/A), & une direction pertinente. L’exposant critique v est alors donné
par 'inverse de la valeur absolue de cette valeur propre.

Dans les trois sections précédentes, nous avons mené 1’étude de la théorie vecto-
rielle dans ’approximation du potentiel local. Cette troncation nous a permis de déter-
miner les caractéristiques principales du flot. Toutefois, nous n’avons pour l'instant pas
considéré I’évolution de la fonction Zx(p), et comme nous l’avons déja souligné, ceci
nous empéche de déterminer la dimension anormale. Afin de remédier & ce probléme,
nous considérons dans la suite des troncation qui tiennent compte de la renormalisation
du champ.
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2.7.5 Renormalisation du champ et dimension anormale

s, e .

proximation du potentiel local consiste & introduire dans l'action effective les termes
a deux dérivées (voir 'équation (2.39)). Un nouveau jeu d’équations peut étre obtenu
pour les fonctions Uy (p), Zx(p) et Yi(p). L’étude de ’évolution de ces fonctions conduit
aux meémes conclusions que celles obtenues dans ’approximation du potentiel local :
on identifie des phases de haute et basse température, caractérisées par des évolutions
du potentiel effectif semblables & celles des figures 2.4 page 38 et 2.5 page 39. Toute-
fois, a la température critique, I’évolution du minimum ¢y du potentiel effectif avec
I’échelle k n’a pas exactement le comportement trouvé précédemment. Il tend toujours
vers 0 en suivant une loi de puissance, mais plus rapidement que précédemment. Plus
explicitement,

d—2 1

pox k= Z, 7, (2.61)

ou Zj est la renormalisation du champ, et est défini comme la valeur de la fonction

Zk(p) introduite a I’équation (2.39) au minimum p? du potentiel effectif : Z, = Zx(p)).

A la température critique, le facteur de renormalisation du champ suit lui aussi une loi
de puissance :

Zp < kT, (2.62)

de sorte que le minimum du potentiel effectif se comporte comme :

d—2+7

o ox k2 . (2.63)

Le changement de variable que nous avons effectué dans la section précédente (équa-
tions (2.55)), qui nous a permis de ramener ’étude des propriétés critiques a la re-
cherche d’un point fixe dyui(p) = 0, doit étre modifié. On introduit donc les quantités
dédimensionnées renormalisées :

Or = Zk%k%@
pr=5(00)* = Zk*p - (2.64)
ug(pr) =k~ Uk(p)

Le paramétre n a été introduit comme I’exposant décrivant, a la température cri-
tique, I’évolution de la renormalisation du champ avec ’échelle. Ce coefficient s’identifie
en fait & la dimension anormale. Rappelons la définition de cet exposant critique : a la
température critique, la fonction de corrélation & deux points a, a faible impulsion, un
comportement en loi de puissance :

r®(q) o« q*". (2.65)

Il peut paraitre étonnant qu'un comportement singulier, non analytique comme celui-
ci puisse étre obtenu a partir d’'un développement en puissance de I'impulsion, tel que
nous le menons. Toutefois, rappelons?® qu’a des échelles d’impulsion plus grandes que

20Voir & ce sujet I’introduction de ce chapitre.
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k, Paction effective I'y a le comportement d’un potentiel thermodynamique, et pré-
sente donc le comportement en loi de puissance de 1’équation (2.65). En revanche,
pour des impulsions plus petites que k, I'action effective ressemble plutot & une action
microscopique, Wilsonienne, et a un comportement régulier en impulsion. Une loi phé-
noménologique simple permet de reproduire ces comportements de I';(q) dans les deux
domaines d’impulsions |q| > k et |q] < k :

2—n
2

I'?@?) = (a*+C k%) 7, (2.66)

ou C est une constante. En développant ’expression précédente a ’ordre quadratique
en impulsions :

M)~ (€ 1)+ e )i, (2.67
on remarque que le coefficient du mondéme en ¢2, qui s’identifie & la renormalisation du
champ Z; dans notre troncation, évolue comme k£~". En comparant ce comportement
a l'équation (2.62), on conclut que le paramétre n introduit précédemment s’identifie
bien & la dimension anormale. On peut rapprocher cette discussion de celle menée pour
une théorie massive, de masse m, pour laquelle le comportement en loi d’échelle (et
donc le comportement singulier de ’équation (2.65)) est observé pour des échelles de
distance | < £ ~ m !, alors que le comportement de type champ moyen est observé a
des échelles plus grandes.

La relation entre la dimension anormale 7 et la renormalisation du champ Z
(2.62) nous conduit a définir :

0 lOg Zk
ot

qui dépend des constantes de couplage, et qui s’identifie, au point fixe des équations
de flot, a la dimension anormale.

(2.68)

2.7.6 Développement en puissances du champ

La discussion précédente a été menée dans le cadre d’un développement de 1’ac-
tion effective en puissance de I'impulsion. Ceci permet de caractériser les principales
propriétés du flot. Toutefois, 'utilisation de cette approche devient plus difficile lors-
qu’on étudie des théories avec des paramétres d’ordre plus riches (comme par exemple
les théories avec un paramétre d’ordre matriciel que nous considérons dans le chapitre
suivant). En effet, & nombre de composantes n du paramétre d’ordre fixé, la théorie
vectorielle, invariante sous les opérations de O(n), est celle qui a le plus grand nombre
de générateurs de symétrie (théorie maximalement symétrique), et par conséquent celle
qui admet le moins d’invariants : a partir d’un vecteur, on peut construire un unique
scalaire, & I’aide du produit scalaire. Les autres théories ayant un paramétre d’ordre a
n composantes ont moins de générateurs de symétrie : dans I’action décrivant les inter-
actions entre degrés de liberté, on trouve des termes brisant explicitement la symétrie
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O(n). 1 existe alors plusieurs invariants sous les opérations du groupe de symétrie?'. Le
potentiel n’est plus une fonction d’une seule variable p = %@2, ce qui complique énor-
mément le traitement numérique des équations. Il est alors intéressant de considérer un
développement du potentiel et des termes cinétiques en puissances du champ tel que
nous l’avons présenté dans la section 2.6.3. C’est ce type de troncation qui est considé-
rée dans le reste de ce travail. Aussi, nous voulons montrer sur I’exemple simple de la
théorie vectorielle comment les équations de flot sont obtenues, comment les résultats
perturbatifs sont retrouvés, et comment la précision des exposants critiques évolue avec
I’ordre de troncation.

La troncation mixte considérée ici est obtenue & partir du développement de
I'action en puissances des dérivées (2.39), dans laquelle les fonctions U(p), Z(p) et
Y (p) sont développées en puissances de p au voisinage de py, minimum du potentiel.
Une troncation basée sur la dimension canonique des constantes de couplages conduit
a la troncation suivante?? :

1 o 1 . 1
Lkl :/ddﬂf §Zk(a<ﬂ)2 + §Z1(P — po)(0%)* + ZYo(aﬂ)Z"‘

1 , 1 , 1 } (2.69)
+§U2(P—Po) +6U3(P—Po) +ﬂU4(P—P0) ;

ou nous rappelons que p = @;p;/2.

Dans la suite, nous décrivons les différentes étapes permettant d’obtenir les équa-
tions d’évolution des constantes de couplage. Afin d’alléger la discussion, nous consi-
dérons une approximation plus simple que la précédente, ol nous ne gardons que
{Z, po, Us}. Les autres constantes de couplage sont mises a zéro, et I’on ne calcule
pas leur équation d’évolution. Toutefois, lors de la détermination des exposants cri-
tiques, nous aurons recours aux fonctions 3 tenant compte de toutes les constantes de
couplage apparaissant dans la troncation (2.69). Afin de déterminer les équations de

flot, nous procédons en quatre étapes.

— Dans un premier temps, les prescriptions, définissant les constantes de cou-
plage sont déterminées. Les constantes de couplage apparaissent typiquement
comme des dérivées de ’action effective, évaluée dans une configuration @y,
minimisant le potentiel. Pour simplifier les calculs, nous choisissons un mini-

21Dans le cas des antiferromagnétiques frustrés que nous abordons dans le prochain chapitre, le
paramétre d’ordre a quatre ou six composantes, et I’on peut construire deux scalaires indépendants.

22Les constantes de couplage ainsi que po dépendent de ’échelle k. La référence & cette variable est
omise afin d’alléger la notation. La notation Zj, est choisie plutdt que Zy afin de rester cohérent avec
les notations précédentes.

45



CHAPITRE 2. NOTION D’ACTION EFFECTIVE

mum particulier :

gBMin == . 3 (2 . 70)

oll g = v/2pp- Du fait de la symétrie, les expressions des fonctions 8 ne sont
pas affectées par ce choix particulier de ’orientation de Fyy,-

— Dans un second temps, nous appliquons 'opérateur de dérivation 0; aux équa-
tions définissant les constantes de couplage. Il faut, a cette étape, calculer des
dérivées fonctionnelles de 1’équation de flot exacte (2.34) par rapport au champ
©, et nous obtenons ainsi des équations d’évolution exactes pour ces constantes
de couplage.

— La troisiéme étape consiste a évaluer explicitement les équations d’évolution
exactes obtenues précédemment, a ’aide de la troncation considérée. Ceci per-
met d’obtenir un systéme fermé d’équations de flot non perturbatives pour les
constantes de couplage.

— Finalement, nous introduisons les quantités dédimensionnées, renormalisées, et
réécrivons les équations de flot 4 1’aide de fonctions “seuil” (telles que la fonction
I¢ introduite & P’équation (2.57)), qui permettent de rendre les intégrales sur
les impulsions implicites, et par conséquent d’alléger les notations.

Ce programme a déja été mis en ceuvre dans la section 2.7.1, ot nous avons dérivé
I’équation d’évolution du potentiel dans I’approximation du potentiel local.

Définition des constantes de couplage

Commencons par la constante de couplage pg, qui détermine la position du mini-
mum du potentiel, et qui est donc implicitement définie comme solution de 1’équation :

=0. (2.71)

Entre accolades sont spécifiées les caractéristiques du champ, utilisées lors de la déri-
vation fonctionnelle. L’indice 1 représente la direction radiale (voir I’équation (2.70)),
dans laquelle est effectuée la dérivée, et le vecteur q , 'impulsion du champ. Finale-
ment, nous rappelons que cette dérivée fonctionnelle est évaluée dans la configuration
@ = @uin €n ajoutant en indice le signe Min.

La constante de couplage U est ensuite déterminée a partir de la dérivée seconde

de Paction effective :
1 2)
Up= — = I\
27 2p0(0) KU
Le facteur 6(0) apparaissant au dénominateur, proportionnel au volume du systéme,
s’explique dans la mesure ol ['y est extensif alors que U, est intensif.

0010} (2.72)

in
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La définition de la renormalisation du champ est obtenue de facon similaire. Il
faut toutefois tenir compte de la dépendance en impulsion. On définit donc :

(2.73)

1 d o2
fm ()
5(0) \ dp® * {2:p}:{2,—p} Minp—0
Dans I’équation précédente, I'indice 2 désigne une direction orthogonale a la direction
radiale (voir ’équation (2.70)). On peut, en fait, choisir n’importe laquelle des n — 1
directions transverses sans changer I’expression des fonctions [ déterminées dans la
suite.

Dérivation par rapport a ¢

Les équations d’évolution des constantes de couplage sont obtenues en appliquant
Iopérateur J; aux équations précédentes, définissant les constantes de couplage. Com-
mengons par ’équation (2.71), déterminant py. Dans le membre de gauche de cette
équation, on trouve la fonction de vertex a un point, qui a une dépendance explicite
dans k, et une dépendance implicite, au travers de son argument ;.. Aussi, en dérivant
le membre de gauche de cette équation par rapport a ¢, on obtient deux contributions :

) 0 ol

o, (' ) = {LF(” +— (—)} 2.74
t ( k {1,0} . (2,00)1/2 k {1,0},{1,0} &01,0 ot o ( )
= 0. (2.75)

On peut maintenant exprimer 1’équation d’évolution de py :

2p )1/2 0 8Fk

po = — ((2) 0 > 5 . (2.76)

Lk 0,0y 7910 Vin

La détermination de ’équation de flot de py nécessite d’évaluer la dérivée fonctionnelle
de 0y, dans la configuration minimisant le potentiel. Avant de calculer cette quantité,
exprimons les fonctions 8 pour les deux autres constantes de couplage. La dérivée de
I'équation (2.72) par rapport a ¢ conduit a 1’égalité :

) . r® ®) 1 52
Po k {1,0},{1,0} k {1,0},{1,0},{1,0}
U, = _ + o, 2.77
> 5(0) ( % o) T 20080 spreora " H BT
Finalement, en dérivant I’équation (2.73) par rapport a ¢, on obtient :
; 1 d Po (3) &2
Zy=—<—|——=T — o, 2.78
R LA (ST e et ) | RO

[’évaluation des fonctions § pour les deux derniéres constantes de couplage nécessite
donc de calculer la dérivée seconde de 0,['y, par rapport au champ ¢. Nous allons
maintenant évaluer ces dérivées fonctionnelles. Une représentation diagrammatique est
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également proposée, qui permet de mieux visualiser les différents termes constituant
les fonctions f.

Considérons I’équation d’évolution exacte (2.37), et dérivons-la une fois par rap-
port & ;, q,- On en tire I'égalité 23 :

J

5(102'1 a1

1z 1
8,5Fk = 5815 Tr F(g)

k {i1,a} Ff) +—Rk . (2.79)

Un seul jeu de paramétres est spécifié pour la fonction de vertex a trois points. Les
deux autres sont les variables des intégrations réalisées lors de la multiplication des
opérateurs, et lors du calcul de la trace. La représentation graphique de cette équation

est % :
1) 1=

En dérivant I’équation (2.79) par rapport & ¢;, q,, €t en utilisant 'égalité®® :

0 1 1 1

@ =T Ll (2.81)
0pia T\ + R, TP + Ry "I+ Ry
nous obtenons I’équation :
52 1« . 1
Ty =-0, Tr [T o
5Q0i1,q16<[7i1,q2 t 2 t ( k {i1,a1},{i1,02} F](f) + Ry (2 82)

_r®) 1 re). 1 .
{i1,a1} Fg) +Rk {12,q2}1'1](€2) +Rk

[’équation précédente est représentée graphiquement sous la forme :

5:;2(5@@& _ %a ( Q _ {}) (2.83)

Notons pour conclure cette section qu’en dérivant ’équation exacte, on obtient

des diagrammes a une boucle, 1-particule irréductibles. Notons également que ces équa-

tions ne sont pas fermées. En effet ’équation d’évolution de FS fait intervenir Ff) et

F,(:’), et I’évolution de Fg) dépend de Ff) et F,(f). Plus généralement, I’équation d’évo-
lution de F,(c") fait intervenir les n + 2 premiéres fonctions de vertex.

23Rappelons qu’en ce qui concerne les indices de groupe, 'inverse est entendu au sens matriciel.
24Insistons & nouveau sur le fait que l’expression suivante est une égalité fonctionnelle : le propaga-
teur et la fonction de vertex & trois pattes dépendent de la configuration de champ.

% Cette égalité s’obtient en dérivant (T2 + Ry).(T'? + Ry)~' = 1 par rapport a ¢, puis en
k k
multipliant le résultat & gauche par (I’g) + Ry)~ L.
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Evaluation des équations de flot

Dans la section précédente, les équations d’évolution des constantes de couplage
ont été exprimées a I'aide des fonctions de vertex. Ces équations sont exactes mais pas
fermées. Nous allons en tirer un systéme fermé d’équations d’évolution approchées, en
les évaluant a ’aide de la troncation considérée. Calculons a cet effet les fonctions de
vertex évaluées dans la configuration @,g, (voir I’équation 2.70) :

( ()

k {i1,a1}
(2)

k {i1,a1},{i2,a2}
(3)

k {ilaql}i{iZan}a{i&q:i}

=0

Min

= (Zk1°04,5, + 2p0U20:,164,1) 6(Q1 + G2)
w = 4/ 2poU2((51‘1,’25i31 + 5i2i36i11+ (284)
+ 0134, 0i51)0 (A1 + 92 + q3)
== U2 (5i1i25i3i4 + 6i1i35i2i4+
Min
+ 0i1i40izi5)0(d1 + 2 + Q3 + qa)

/\\

(4)
k {i1,a1},{%2,a2},{i3,q3},{é4,q4}

\

En remplacant dans I’équation (2.76) I’expression de la dérivée fonctionnelle de 0,
trouvée a ’équation (2.79), puis en remplacant les fonctions de vertex par les expres-
sions obtenues dans notre troncation (équation (2.84)), on trouve :

; (20)'/ 15 /ddqlddqz .
- __ v a"qi0-q2 2
Po 2poU26(0) Qat (27 V200 Uz 5(q1 + q2)

3 n—1
+
(Zk(h2 + Ri(a1) +2pUz  Zya1? + Ry (q1)
1~ [ d%q 3 n—1
=50 d 2 + 2 :
2 (2m)* \Zra1® + Ri(a1) + 2pol>  Zpa1® + Ry (a1)

On obtient de la méme fagon une équation pour la constante de couplage Us, & I'aide
des équations (2.77) et (2.82) :

) (2.85)

. poUs 1~/ddq ( 3 n—1 )
Uy = +—09, | — U. + —
2 2,00 4p0 ¢ (27T)d 2 qu2+Rk(q)+2p0 qu2+Rk(q)
9 n—1
_9 Uz( + ) 2.86
P \ G+ (@) 2 2000a) T Gea @) 20

__U_§~/ d’q < 9 N n—1 )
2 ') (2m)d \(Z,q® + Ri(q) + 20002)2  (Zxq@% + Ri(q))2 /)

Et finalement :

5 — o2 5/ddq : 8
FE T2 00z \ O | 20 Zuq? + Re() + 2p0Us (2.87)

1
X .
Zy(p+a)>+ Ry(p+a) + 2poU2)
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Les calculs menés dans ce paragraphe consistent essentiellement a multiplier des
matrices, et a calculer des traces. Lors de I’étude de théories plus compliquées, et lorsque
I’on considére des troncations de I'action effective plus riche, il est nécessaire d’auto-
matiser ces procédures a 1'aide de logiciels de calcul symbolique. Dans ces situations,
nous avons utilisé Mathematica.

Constantes de couplage dédimensionnées et fonctions seuil

L’étude des propriétés critiques d’un systéme est plus commodément effectuée
dans les quantités dédimensionnées renormalisées, que nous avons introduites dans les
sections 2.7.4 et 2.7.5. Nous introduisons donc les variables :

k= Zk>¢
e (2.89)
U9 = Zk k U2 .

Les équations d’évolution de ces constantes de couplage s’obtiennent facilement a l’aide
de celles obtenues au paragraphe précédent :

K =—(d—2+n)k+ 2v4(n — 1)14(0) + 6v4l¢(2usk) (2.89)
Uy = (d — 4+ 2n)uy + 2vg(n — 1)uzld(0) + 18v, u2 14(2uyk) (2.90)
On tire de I’équation (2.68) :

16
= ﬂu%m ms 5(2usk, 0) (2.91)

Nous avons introduit dans les équations précédentes les fonctions seuil ¢ et mg,Z, défi-
nies par :

Zpkdtn o diq 1
iy — 2 / 2.92
n(1) g ) (2m)*(Zx@> + Ri(a) + Zek*w)" .
72 k6*d -~ d ddq 1
d — _ %k el 2.93
my o (w1, we) 8vg dp? /(27r)d (Zk9* + Re(q) + Zpk2w:) ) (2:95)
1

X
(Ze(p + a)2 + Ri(p + q) + Zik?w,)

Nous renvoyons a I’annexe A pour une discussion détaillée de ces fonctions seuil. Notons
ici quatre propriétés de ces fonctions :

— Les arguments des fonctions seuil apparaissant dans les équations de flot (2.89),
(2.90) et (2.91) sont soit 0 soit 2ugk, et correspondent aux carrés des masses
des deux excitations du modéle vectoriel (mode radial massif et modes de
Goldstone). Cette propriété est générique, et se retrouve dans tous les modéles
traités par cette approche.
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— Les fonctions seuil décroissent avec leur argument. Ceci permet de comprendre
simplement le phénoméne de découplage des modes massifs. Lorsque la masse
My, a I'échelle £ d’'un mode est grande, la contribution de ce mode a I’évolu-
tion des constantes de couplage, qui est proportionnelle a 1¢(M?), devient trés
petite. Les modes massifs n’influencent donc pas I’évolution des constantes de
couplage dans le reste du flot.

— Les fonctions seuil ne sont pas polynomiales : si I’on développe ces fonctions
en puissance de leur argument, on obtient une série infinie. Par conséquent les
équations d’évolution ne sont pas perturbatives, et ceci est du a la présence
des fonctions seuil.

— Notons finalement que les puissances de Zj, et de k apparaissant dans la défi-
nition des fonctions seuil sont choisies de telle sorte que les équations de flot
pour les quantités dédimensionnées, renormalisées n’aient pas de dépendance
explicite en Z et k.

Les fonctions S trouvées précédemment permettent d’étudier les propriétés cri-
tiques du systéme. On peut en particulier trouver les valeurs des constantes de couplage
K* et u3 qui annulent ces fonctions 3. Comme nous ’avons déja discuté dans la section
2.7.4, en linéarisant le flot au voisinage du point fixe, et en diagonalisant la matrice de
stabilité, on obtient I’exposant critique v. D’autre part, I’exposant critique 7 est obtenu
en évaluant la fonction 7 donnée a I’équation (2.91), au point fixe. Ce programme ne
peut pas étre mené & bien analytiquement, sauf dans certaines régions du plan (n, d), ou
les approches perturbatives de la théorie des champs sont appliquées. Nous discutons
dans la suite le lien avec le développement en constante de couplage, dont le domaine
de validité est le voisinage de la dimension 4, le développement de basse température,
valable (pour n > 2) au voisinage de la dimension 2, et finalement le développement a
n grand.

2.7.7 Développement en constante de couplage

Le critére de Ginzburg prédit qu’en dimension supérieure a quatre, les corrections
au champ moyen sont négligeables au voisinage de la transition de phase, et que par
conséquent la théorie est gaussienne a longue distance. En revanche, en dessous de cette
dimension critique (appelée dimension critique supérieure), les corrections a la théorie
gaussienne deviennent importantes. On s’attend en particulier a ce qu’au point fixe non
trivial des équations de flot, les constantes de couplage prennent des valeurs non nulles,
mais petites, juste au dessous de la dimension critique. Ceci justifie un développement
en puissances des constantes de couplage. Développons donc les équations de flot obte-
nues dans la section précédente, au premier ordre en uy. La dimension anormale 7 est
nulle & cet ordre de troncation (voir ’équation 2.91). Au premier ordre non trivial, les
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équations (2.89) et (2.90) prennent la forme :

K =—(d—2)k + 2vg(n + 2)1%(0) + 12v4 uy & (2.94)

g = (d — 4)ug + 2vq(n + 8) u3 19(0) (2.95)

On déduit de I’équation d’évolution sur uy que la constante de couplage est propor-
tionnelle a d — 4, ce qui justifie a posterior: le développement que nous avons effectué.
Afin de comparer les fonctions 8 avec celles obtenues dans les approches perturba-
tives, nous réécrivons les équations d’évolution précédentes dans un développement en
e = 4 —d. Pour cela, nous utilisons les développements des fonctions seuil décrites dans
I’annexe A.3.2. Nous obtenons alors :

. 2 3
k=—(2—¢k+ (n+ )l‘f’((]) — ——Ugk

1671'2 871'2 (2 96)
. n+8 4 '
U9 = —EUY + W’Uq

L’équation d’évolution de la constante de couplage u- s’identifie a la fonction S obtenue
a une boucle dans un développement perturbatif. Les coordonnées x*, u5 du point fixe
du flot, satisfaisant K = u, = 0 sont, a 'ordre dominant :

o (T 20)

3272
2.97
1672 (2.97)

n+8

Uy =

Calculons maintenant 1’exposant critique v. Pour cela, déterminons d’abord la matrice
de stabilité :

= (2.98)

ol g; représente toutes les constantes de couplage considérées dans la troncation. On
remarque que l'équation (2.95) est indépendante de k. Par conséquent, la matrice
de stabilité L est triangulaire, et ses valeurs propres sont données par ses éléments
diagonaux. La valeur propre négative, correspondant a la direction de la température,
s’obtient donc en évaluant 9k /0k au point fixe. En prenant 'inverse, puis 'opposé de
cette valeur propre, on obtient ’exposant critique

1 en+2
_1. ¢ . 9.
R R (2.99)

Les valeurs des deux exposants critiques n et v coincident avec les déterminations
obtenues dans un développement perturbatif a une boucle.
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2.7.8 Développement & basse température

Lorsqu’on baisse la dimension d’un systéme, les fluctuations deviennent de plus en
plus importantes?®, et par conséquent, la zone de température correspondant a la phase
ordonnée devient de plus en plus petite. La température critique atteint méme zéro en
une certaine dimension (appelée dimension critique inférieure). Pour cette dimension,
le systéme présente une divergence de la longueur de corrélation a température nulle.
Ceci conduit naturellement & étudier les propriétés critiques du systéme en effectuant
un développement de basse température.

Dans le cas o ’espace du paramétre d’ordre est continu (ce qui est le cas du
modéle vectoriel pour n > 2, mais pas pour n = 1), la dimension critique inférieure est
deux. Ceci est une conséquence directe du théoréme de Mermin-Wagner, qui indique
qu’en deux dimensions, un parameétre d’ordre local, continu, ne peut pas avoir une
valeur moyenne non nulle. Nous présentons ici un argument simple permettant de re-
trouver cette dimension critique. Raisonnons par ’absurde, et supposons que le systéme
acquiert une aimantation spontanée. Un calcul simple montre qu’alors la susceptibilité
transverse diverge, c’est-a-dire que I’écart quadratique moyen de la partie du champ
orthogonale a ’aimantation diverge. Dans cette situation, il est peu probable que le
champ puisse pointer globalement dans une direction, alors que les fluctuations ortho-
gonales sont divergentes, aussi pense-t’on que le systéme bidimensionnel ne présente
pas d’aimantation spontanée.

Une des caractéristiques des propriétés de basse température d’un systéme, qui
simplifie énormément les approches analytiques, est que les modes massifs ne sont pas
excités : les fluctuations de ces modes donnent des contributions d’ordre exp(—1/7") a la
fonction de partition, qui sont nulles & tous les ordres du développement en puissance
de T. On dit que les modes massifs sont gelés. Aussi, la physique est entiérement
gouvernée par les modes de Goldstone. Dans la limite de basse température, ’étude
d’une théorie avec une symétrie continue est menée dans le cadre du modéle ¢ non
linéaire [Pol75|[BZJ76][BZJGT6].

L’objectif de cette section est de présenter la limite de basse température des
équations de flot (2.89)—(2.91). Nous allons montrer que dans notre paramétrisation, ou
la dépendance dans la température est implicite, le développement a basse température
s’obtient en développant les équations de flot & k grand. Un argument simple permet
de comprendre ce phénoméne. Considérons la fonction de partition du systéme, écrit
dans la limite du continu, pour des spins de norme unité :

1 / d2(V )2

z:/D§5(§2—1) e 2k5T

(2.100)

Une redéfinition des champs §'=3 /VkgT permet de faire disparaitre la dépendance

260n a déja remarqué que les corrections au champ moyen sont importantes uniquement pour des
dimensions inférieures & la dimension critique supérieure.
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en température du terme cinétique :
1 -
e ~3 [ da(vy
Z:/Ds'a(S'kBT—1)e 2 .

Enfin, levons la contrainte sur la norme des spins, en utilisant une approximation
réguliére de la fonction § (voir I'introduction de 'annexe B) :

§(X) ~ e X, (2.102)

(2.101)

valable pour des valeurs suffisamment grandes de la constante A. La contrainte est
maintenant représentée par un terme de potentiel, dont le minimum k se trouve en
52~ 1 /T, et diverge donc a température nulle. Par conséquent, dans le cadre ou nous
nous placons, un développement & basse température correspond a un développement
en puissances de 1/k.

Pour retrouver les résultats du modéle o non linéaire, développons les équations
de flot (2.89), (2.90) et (2.91) & I'ordre dominant en 1/x. Notons que la masse du mode
longitudinal (v/2usk) devient grande. Il faut donc développer les fonctions seuil a grand
argument. Toutefois comme ces fonctions décroissent, et tendent vers zéro lorsque leur
argument tend vers l'infini, la contribution de ces développements est nulle pour les
équations d’évolution de k et us. Pour la dimension anormale, seul le premier terme
du développement contribue, et donne :

4Ud d
ol
mg;? = lim mg ,(w, 0)w? (2.104)

décrit le comportement dominant de la fonction mg,(w) a grande masse (au carré) w.
Pour les deux autres équations de flot, nous obtenons :

K~ —(d — 2+ n)k + 2v4(n — 1)1¢(0) (2.105)
Uy ~ (d — 4)ug + 2vg(n — 1)udl4(0) (2.106)

[’étude des solutions de point fixe de ces équations de flot confirme qu’au voisinage
de d = 2, k* est grand, et se comporte comme 1/¢. Considérons maintenant un déve-
loppement en puissance de € = d — 2, I’écart & la dimension critique inférieure pour
les théories ayant un paramétre d’ordre avec plus de deux composantes (n > 2). No-
tons ici une propriété remarquable des fonctions de seuil : 12(0) = 1 et mg:;’o = 1 sont
universelles, et ne dépendent pas de la fonction de régularisation considérée. Ceci nous
permet de déterminer les développements de 7, ainsi que des fonctions 3 :

1
~ 2.107
e (2.107)
: —2
foo —ek 4 (2.108)
mw
. —1
Uy ~ —2uy + n4—u§lg(0) (2.109)
m
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L’équation d’évolution de k coincide avec le résultat & une boucle obtenu dans le cadre
du modéle o non linéaire. Les coordonnées du point fixe sont :

4me
S (2.110)

"= e T

Les exposants critiques sont ensuite déterminés en insérant dans I’équation (2.104), la
valeur de point fixe k* trouvée précédemment, ce qui conduit & :

2
= 7). 2.111
n=-—5+o() (2.111)
L’exposant v est obtenu en diagonalisant la matrice de stabilité au voisinage du point

fixe. On obtient ainsi :
v=">+o0(1). (2.112)
€

Ce résultat coincide, a 'ordre dominant avec le résultat obtenu & deux boucles (voir
par exemple [ZJ89al) :

(2.113)

2.7.9 Développement & grand nombre de composantes du pa-
ramétre d’ordre

Un troisiéme type de développement est couramment employé dans les approches
perturbatives de théorie des champs, et consiste a développer les observables physiques
en puissances de 1/n. Pour retrouver ce développement, nous postulons des comporte-
ments en n pour les valeurs des constantes de couplage au point fixe, dont la cohérence
sera vérifiée & la fin du calcul. Nous supposons donc :

(2.114)

Ce choix est étayé par 'observation que les solutions de point fixes trouvées dans les
deux chapitres précédents (équation (2.110) et (2.110)), présentent ce comportement a
n grand. A l'ordre dominant en 1/n, la dimension anormale est nulle, et les équations
d’évolution (2.89) et (2.90) prennent la forme :

K =—(d—2)k+2mn vyl (0) (2.115)

Uy = (d — 4)ug + 2 n vauald(0) (2.116)
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On déduit les coordonnées du point fixe :
*_ 2nv4l%(0)
(d—2)

*x (4 B d)
27 2nwald(0)

(2.117)

qui ont bien les comportements postulés précédemment (voir ’équation (2.114)). L’ex-
posant critique v, associé a ce point fixe est déduit de la diagonalisation de la matrice

de stabilité :
1
v=—s. (2.118)
A nouveau, les exposants critiques obtenus dans la limite n grand coincident avec ceux
obtenus & une boucle dans ’approche perturbative.

2.7.10 Conclusion préliminaire

Nous avons vus dans les trois sections précédentes que, méme dans une troncation
trés simple, les équations de flot non perturbatives permettent de retrouver les résultats
perturbatifs & I'ordre dominant du modéle de Landau-Ginzburg, du modéle ¢ non
linéaire et du développement en 1/n. Cette propriété est un des attraits majeurs de
cette approche, et il n’existe pas, a notre connaissance, d’autres approches présentant
cette propriété 27. En pratique, cette propriété permet d’obtenir des résultats d’une
bonne précision lors de I’étude des propriétés en dimension trois. Il est en effet naturel
de penser qu’'une détermination des exposants critiques, qui coincide avec des résultats
exacts au voisinage de d = 2, de d = 4, et pour de grandes valeurs de n donne des
résultats assez précis en trois dimensions, pour des valeurs physiques de n, de ’ordre
de T'unité.

Cette idée est a mettre en correspondance avec la méthode proposée par
Le Guillou et al. [GZJ87| pour déterminer les exposants critiques du modéle d’Ising
en trois dimensions, et qui a été depuis appliqué dans plusieurs situations physiques.
L’idée consiste & réécrire une série perturbative (obtenue par exemple dans un
développement en constante de couplage), afin qu’elle coincide avec une valeur exacte,
obtenue par une autre méthode. Dans le cas du modéle d’Ising, on contraint les séries
pour qu’elles coincident avec les résultats exacts obtenus en dimension deux. Cette
approche permet d’obtenir de trés bons résultats en dimensions trois.

2.7.11 Reésultats en trois dimensions

L’intérét principal des équations obtenues dans cette approche réside dans le
fait qu’elles peuvent étre étudiées en n’importe quelle dimension, pour n’importe quel

2"En particulier, les développements perturbatifs en constante de couplage dans I’approche de
Landau-Ginzburg-Wilson ne permettent pas de déterminer la dimension critique inférieure d. = 2.
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nombre de composantes du paramétre d’ordre. On peut alors suivre le point fixe, ob-
servé dans les régions perturbatives, dans tout le plan (n,d). On peut en particulier
étudier les propriétés critiques du systéme directement en trois dimensions. Nous repor-
tons dans le tableau 2.1 les exposants critiques obtenus pour différentes troncations, en
les comparant aux résultats obtenus par d’autre méthodes. Il est intéressant de noter
que les valeurs de v convergent assez bien vers les valeurs obtenues par ailleurs, et pour
la troncation la plus riche la différence est de moins de 1%. Cette convergence s’observe

[n ] v H n |
1 ]| 0.520% | 0.6300(15)¢) || 0.057% | 0.032(3)°)
0.688%) | 0.6304(13)) | 0.038Y | 0.0335(15)/)
0.635¢) 0.056°)
0.635% 0.058%
2 [ 0.613% | 0.6695(20)¢) || 0.058% | 0.033(4)¢
0.722% | 0.6703(15)%) | 0.038Y | 0.354(25)/)
0.6839) 0.0549)
0.666% 0.055%
3 | 0.699% | 0.7050(30) | 0.051% | 0.033(4)¢
0.756% | 0.7073(35)") || 0.035% | 0.0355(25))
0.726°) 0.051¢)
0.712% 0.048%

TAB. 2.1 — Exposants critiques obtenus en trois dimensions, pour le modéle
vectoriel. a) correspond & la troncation minimale, ou seuls les flots
de {Z, po, Us} (voir eq.(2.69)) sont considérés. Dans la troncation
b) on rajoute Us. Dans c), on rajoute {Us, Uy, Yy} et dans d) on
rajoute {Us, Uy, Yo, Z1}. €) correspond aux résultats obtenus par
resommation des séries & six boucles|[ZJ89a|. f) vient des séries
perturbatives & sept boucles, obtenues directement en dimension
trois.

également sur la figure 2.6, qui donne la valeur de I’exposant v en trois dimensions, en
fonction de n pour les différentes troncations considérées dans la table 2.1. Les valeurs
de 1 sont moins satisfaisantes, et ’on observe de fortes différences entre les résultats
perturbatifs et I’approche non perturbative. Ceci est probablement une conséquence
de la troncation considérée ici, dans laquelle nous ne considérons pas les interactions a
quatre dérivées, qui influencent fortement la détermination numérique de la dimension
anormale. Notons toutefois que la dimension anormale est en général petite (sauf au
voisinage de d = 2). Par conséquent, si l'erreur relative est grande, I’erreur absolue est
relativement petite (de I'ordre de 1%). Aussi, lorsque ’on détermine les autres expo-
sants critiques a ’aide des lois d’échelle, I'erreur importante commise sur 7 ne génére
pas une erreur importante sur les autres exposants.

Notons ici que le fait de ne pas pouvoir obtenir une détermination précise de
la dimension anormale avec les troncations habituellement considérées est ’'un des
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inconvénients de cette approche a I’heure actuelle. Citons ici une deuxiéme faiblesse de
cette approche : il n’existe pas pour I'instant de méthode systématique permettant de
déterminer des barres d’erreur pour les résultats numériques.

0.95 I I I I I I I I I _*

0.85 | THL
0.8 - 1L 4
[
0.75 ﬁgﬁ -
v ook
0.65 - e85, -
e +
0.6 [=® . -
055 F . i
05 .+ i

0.45 | | | | | | | | |
0 1 2 3 4 D 6 7 8 9 10

[ Z-al
[ 22a]
[ 22l

F1G. 2.6 — Valeurs de I’exposant v en trois dimensions, pour le modéle vectoriel
O(n) et pour différentes valeurs de n. Les + correspondent a la tron-
cation minimale, ol seuls les constantes de couplage {Z, po, Us}
sont considérés (troncation a)). Les X correspondent a la tronca-
tion b) ou la constante de couplage Us est ajoutée, Les cercles a
la troncation c¢) ot U, et Y sont inclus, et les carrés vides a la
troncation d) ou Z; est considéré. Finalement, les carrés pleins cor-
respondent aux résultats perturbatifs a six boucles.

2.7.12 Modéle XY en deux dimensions

Terminons ce chapitre par I’étude des équations de flot en deux dimensions, pour
un paramétre d’ordre a deux composantes. Ces valeurs de n et d correspondent au
modéle XY bidimensionnel, qui a une grande importance physique. En effet, la classe
d’universalité associée englobe un grand nombre de systémes trés intéressants (tels que
’hélium-4, les réseaux de jonctions Josephson[MvWG190], etc.). D’un point de vue plus
théorique, le modéle XY bidimensionnel présente une transition de phase d’'un nouveau
type. En particulier, la valeur moyenne du champ de spins S est nul dans les phases
de haute et basse température, en accord avec le théoréme de Mermin-Wagner. Ce
systéme présente des excitations topologiques, appelées vortex, qui sont responsables
de la transition de phase de ce systéme. L’étude des propriétés critiques du systéme a
été menée au début des années 70|Ber70||[KT72|. Nous donnons dans ce chapitre une
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rapide description de la transition de Kosterlitz-Thouless, et présentons les résultats
découlant de l'intégration de équations de flot (2.89)-(2.91).

L’étude de cette théorie par un développement & basse température prédit que la
théorie est libre, et que la fonction g sur la constante de couplage s’annule identique-
ment. En effet, & basse température, seules les petites fluctuations du paramétre d’ordre
autour d’une direction privilégiée donnent une contribution importante la fonction de
partition. Par conséquent, les propriétés critiques du systéme dépendent uniquement
de la structure locale du parameétre d’ordre. Or la structure locale de SO(2) s’identifie
au groupe IR des réels, et la théorie est donc libre. Pour étre plus précis, considérons
la fonction de partition du modéle sur un réseau carré :

z- | (H 5,5 (5 - 1)> xp (_kiT 5 ss) (2.119)

= (H/d&z) exp (—kbiT Z cos(f; — 9j)> ) (2.120)

oll nous avons remplacé dans la derniére égalité S; par (cos(6;),sin(6;)). A basse tempé-
rature, seules les petites fluctuations (petites variations de 6 de site a site) contribuent a
la fonction de partition, et nous pouvons donc développer le cosinus & I’ordre dominant :

Z = (H/d&i) exp (%‘ZT > (0 - ej)2> , (2.121)

<,J>

dont la limite continue :

Z= /Deexp (ZkiT/ddx (80(x))2> : (2.122)

correspond effectivement a une théorie libre.

Toutefois, en développant le cosinus, on interdit des configurations appelées vor-
tex, puisque ’on perd la structure périodique du paramétre d’ordre. Ces configurations
jouent un réle important & température non nulle?®. Dans de telles configurations, so-
lutions des équations du mouvement, le paramétre d’ordre varie beaucoup dans une
région localisée de ’espace. La figure 2.7 présente une telle configuration. En effectuant
une transformation dite de Villain sur la fonction de partition (2.119), il est possible
de tenir compte de ces excitations. La théorie est alors exprimée en termes de deux
variables : la température 7', et la vorticité y controlant la densité de vortex dans le
systéme. Le systéme présente une transition, dite de Kosterlitz-Thouless|KT72|, entre
une phase de basse température oil la longueur de corrélation est infinie, et une phase
désordonnée par les vortex a haute température, ol la longueur de corrélation chute
avec la température. Le diagramme de flot présente une ligne de points fixes a basse

28(Ceci se refléte dans le fait que le développement du cosinus induit des erreurs en exp(—1/7') , qui
sont nulles & tous les ordres du développement & T petit, mais qui peuvent devenir important & haute
température.
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F1G. 2.7 — Configuration de vortex.

température et a vorticité nulle, en accord avec le développement de basse tempéra-
ture. Cette ligne de points fixes s’interrompt a une température critique. Au dela, le flot
meéne le systéme dans une région de grande vorticité : les vortex sont déconfinés et le
systéme se désordonne. Dans la phase de haute température, la longueur de corrélation
décroit en fonction de la température :

& ~ exp(Cte//T — T). (2.123)
On peut également calculer la dimension anormale : n = 1/4.

Il est trés remarquable que les équations de flot obtenues au chapitre 2.7.6 per-
mettent de retrouver qualitativement, et dans une certaine mesure quantitativement
les propriétés de la transition de phase de Kosterlitz-Thouless| GW95|. Notons toute-
fois que dans la paramétrisation considérée ici, nous n’avons pas de champ associé aux
degrés de liberté topologiques. Il est donc difficile de faire le lien entre les constantes de
couplage k et us d’une part, et la température et la vorticité d’autre part, et la relation
entre ces deux approches n’est donc pas directe. Nous allons voir que tout de méme,
les caractéristiques du flot sont assez similaires dans les deux approches.

La figure 2.8 présente le résultat de I'intégration de ces équations, pour différentes
conditions initiales, avec des valeurs assez grandes de k. On observe qu’apreés un régime
transitoire relativement court, le équations de flot ménent le systéme sur une courbe
dans le plan (k,A\) (partie de la courbe & A ~ 15), indépendamment de la condition
initiale. Une fois sur cette courbe, le systéme évolue trés lentement. Les fonctions 3 sont
donc quasiment nulles. On observe toutefois que le flot résiduel fait diminuer «. Lorsque
k dépasse une valeur critique de l'ordre de 0.1, le flot devient de plus en plus rapide.
On note que, pour des conditions initiales du flot & suffisamment basse température
(suffisamment grand k), le flot met un temps trés long pour atteindre la valeur critique
k ~ 0.1, et par conséquent la longueur de corrélation du systéme est trés grande.

Pour des conditions initiales correspondant a des températures plus hautes (de
telles conditions n’apparaissent pas dans la figure 2.8), c’est-a-dire a des valeurs initiales
de k plus petites, la situation est différente. La trajectoire du flot ne conduit pas le
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FIG. 2.8 — Evolution des constantes de couplage dans le plan (k, A) pour dif-
férentes conditions initiales (figure tirée de [GW95]).

systéme vers la courbe décrite précédemment. La longueur de corrélation est alors
petite.

Le flot discuté précédemment présente les caractéristiques de la transition de
phase de Kosterlitz-Thouless. A basse température, on trouve une ligne de quasi-points
fixes (les fonctions S sont trés petites). La longueur de corrélation dans cette phase
n’est pas a strictement parler infinie, mais atteint facilement e'° fois la maille du ré-
seau. A plus haute température, on trouve une phase dans laquelle la longueur de
corrélation décroit rapidement. On n’observe toutefois pas de séparation franche entre
ces deux comportements. Ceci est attribué a la troncation trop simple utilisée ici. La
méme transition de phase a été étudiée dans une approximation plus riche (2.39). On
n’observe toujours pas de ligne de points fixes|[yGWO01|, mais la différence entre les deux
phases est plus marquée. On peut de plus extraire assez précisément le comportement
de la longueur de corrélation en fonction de la température, donné par (2.123). No-
tons finalement qu’il est possible de déterminer une valeur approchée de la dimension
anormale a la transition de phase, et I'on trouve n = 0.24[GW95] dans la troncation la
plus simple, et 0.287 dans la troncation plus riche. Ces valeurs sont & comparer avec le
résultat exact n = 0.25.

L’étude de la transition de XY en deux dimensions conduit & la conclusion que
méme une troncation assez simple de ’équation exacte du groupe de renormalisation
est capable de tenir compte de 'effet des défauts topologiques du systéme, et ceci alors
qu’aucun champ décrivant les vortex n’a été introduit dans la théorie. Ceci prouve que
cette approche permet de déterminer une physique non perturbative. D’autre part,
il existe un certain nombre de systémes pour lesquels les défauts topologiques sont
susceptibles de jouer un réle important dans la physique critique, mais pour lesquels
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on ne connait pas 1’équivalent de la transformation de Villain ?°. Dans ce cas, il est
difficile d’étudier le role de ces vortex par les méthodes traditionnelles de théorie des
champs. L’analyse menée ici indique toutefois que I’approche non perturbative permet
probablement de tenir compte de ces excitations topologiques.

Notons pour conclure que des développements méthodologiques récent ont permis
d’étudier la formation d’états liés dans le cadre de I'action effective moyenne I'y. Cette
nouvelle approche permet probablement d’étudier le confinement des vortex dans la
phase de basse température. On peut également espérer étudier le confinement des
défauts topologiques dans d’autres systémes, notamment dans le modéle XY en trois
dimensions, pour lequel on ne dispose pas de méthode analytique pour étudier le role
des vortex.

2.7.13 Conclusion

Nous finissons ce chapitre en tirant les conclusions de ’étude du modéle vectoriel
O(n) par I’approche non perturbative que nous utilisons dans la suite, lors de ’étude
des systémes frustrés et des systémes désordonnés.

Les propriétés & une boucle de toutes les approches perturbatives du modéle
vectoriel sont contenues dans les équations de flot (2.89), (2.90) et (2.91). A notre
connaissance, cette propriété non triviale n’est partagée par aucune autre approche. En
particulier les développements en puissance de la constante de couplage, au voisinage
de quatre dimensions, dans lesquelles 1’exposant critique v est exprimé comme un
développement en puissances de ¢ = 4 — d sont probablement incapables de rendre
compte de la divergence de cet exposant pour d = 2 et pour n > 2. Notons que ce
phénoméne est déja observé pour des troncations trés simples, ne dépendant que de
trois constantes de couplage.

D’autre part, au voisinage de la dimension deux, le traitement de la physique
critique & basse température ne nécessite pas de faire les approximations effectuées
dans le cadre du modéle o non linéaire perturbatif :

— Les modes massifs donnent une contribution non analytique a la fonction de
partition (typiquement en e_%), qui n’est pas observable dans un développe-
ment & basse température. Toutefois, a distance finie de d = 2, cette erreur
peut étre grande. Dans ’approche considérée ici, les modes massifs sont cor-
rectement pris en compte.

— Lors du traitement de la théorie par le modéle o non linéaire, sont introduits des
champs 7;, correspondant aux fluctuations du champ microscopique S autour
de la direction de ’aimantation. Du fait de la normalisation du champ ,5_", les
modes 7; prennent leurs valeurs dans un domaine fermé : Y. 72 < 1. Toutefois,
lors de l'intégration fonctionnelle apparaissant dans la fonction de partition,
cette contrainte n’est pas prise en compte dans ’approche perturbative du

29Un tel exemple est traité au chapitre suivant.
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modéle o non linéaire, et I’on intégre chacun des modes 7; sur IR. Ceci induit a
nouveatu une erreur en e_%, qui n’a pas d’influence sur les propriétés critiques
au voisinage strict de d = 2, mais qui peut devenir importante au dela. Dans
I’approche considérée ici, les champs 7; ne sont pas introduits, et nous n’avons
pas a nous soucier du domaine d’intégration des champs.

La théorie peut en fait étre étudiée en dimension quelconque, et pour n’importe
quel nombre de composantes de spin. Le fait que les résultats coincident avec les pré-
dictions des théories de perturbation dans leurs domaines respectifs de validité est une
bonne indication de la précision des exposants critiques obtenus par cette approche.
On obtient en dimension trois des exposants critiques en assez bon accord avec les
résultats obtenus par d’autres procédés.

Finalement, la méthode est capable de tenir compte d’excitations topologique-
ment non triviales, tels que les vortex du modéle XY, comme ’'atteste ’étude menée
en deux dimensions.
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Chapitre 3

Systémes frustrés

L’étude des systémes frustrés a suscité beaucoup de travaux théoriques et ex-
périmentaux durant les quarante derniéres années, et apparait aujourd’hui comme
un élément important dans ’émergence de phénoménes physiquement non triviaux.
L’exemple le plus célébre est probablement les phases de verre de spin. Un des effets
caractéristique de la frustration est d’augmenter le dégénérescence de 1’état fondamen-
tal. A titre d’exemple, considérons un systéme de trois spins d’Ising, interagissant deux
a deux ferromagnétiquement. I.’énergie de ce systéme est minimisée pour des confi-
gurations ou les trois spins sont dans le méme état. On dénombre alors deux états
fondamentaux : (+ + +) et (— — —). Si, en revanche, l'interaction est antiferroma-
gnétique, le minimum de ’énergie est atteint pour les configurations ayant deux spins
dans le méme état, le troisiéme pointant dans la direction opposée. On dénombre alors
6 états fondamentaux : les trois permutations de (+ + —) et les trois permutations de
(— — +). Remarquons que, dans ces six configurations, on trouve deux spins pointant
dans la méme direction. L’énergie d’interaction de cette paire n’est pas minimisée dans
I’état fondamental. Il est par conséquent impossible de minimiser 1’énergie d’interac-
tion de toutes les paires de spins simultanément. L’état fondamental correspond & un
minimum global de 1’énergie, méme s’il est possible de réduire localement ’énergie. Le
systéme est dit frustré.

Dans le cas des systémes frustrés constitués de variables continues, auquel nous
limitons notre étude dans la suite, on observe le méme effet d’accroissement de la dégé-
nérescence de I’état fondamental. Considérons 1’exemple du systéme frustré, constitué
de spins XY sur un réseau. Dans le cas non frustré (réalisé pour une interaction ferro-
magnétique entre plus proches voisins), I’état fondamental du systéme est entiérement
déterminé par un angle, indiquant I'orientation commune de tous les spins. Dans le cas
frustré (qui apparait si les spins sont disposés sur un réseau triangulaire, et sont sou-
mis & une interaction antiferromagnétique entre plus proches voisins), il est nécessaire
de spécifier un angle, mais également une variable de type Ising. On comprend facile-
ment ce phénoméne en étudiant un systéme de trois spins & deux composantes, chacun
interagissant antiferromagnétiquement avec les deux autres. Dans 1’état fondamental,
les spins pointent & 120° les uns par rapport aux autres. Pour déterminer entiérement
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I'état fondamental, on peut par exemple spécifier ’orientation d’un des trois spins (le
spin du haut sur la figure 3.1). Toutefois, on observe qu’il existe deux configurations

\

F1G. 3.1 — Deux états fondamentaux du systéme de spins XY soumis a une
interaction antiferromagnétique, correspondant & la méme orienta-
tion du spin au sommet du triangle.

compatibles avec cette condition, et choisir I'une de ces deux configurations nécessite
de spécifier une variable de type Ising.

La question se pose alors des conséquences de cet effet sur les caractéristiques
physiques du systéme. Donnons tout de suite un premier élément de réponse : le schéma
de brisure de symétrie caractérisant la transition de phase différe de celui du systéme
non frustré équivalent. Ainsi, dans ’exemple précédent de spins a deux composantes
sur un réseau triangulaire, le schéma de brisure de symétrie du systéme non frustré est
SO(2) — 1, et devient SO(2) x Zy — 1 en présence de frustration '. Le paramétre
d’ordre doit également étre modifié, et devient une matrice 2 X 2 pour le systéme
frustré, et a donc deux fois plus de composantes que le systéme non frustré 2. Ces deux
systémes n’appartiennent pas a la méme classe d’universalité, et ’on s’attend a ce que
leurs propriétés critiques différent.

Les considérations précédentes conduisent a la conclusion qu’une nouvelle phy-
sique critique doit émerger des systémes frustrés. Ceci est corroboré par les études ex-
périmentales menées sur deux classes de matériaux que nous étudions dans la suite : les
antiferromagnétiques triangulaires empilés et les hélimagnétiques. La premiére classe
de systémes est une réalisation physique de ’exemple de frustration pour des spins
XY décrit précédemment. La géométrie du réseau induit une structure spatiale non
triviale de I’état fondamental, représentée sur la figure 3.2 : les spins plus proches voi-
sins pointent a 120° les uns par rapport aux autres. Notons que I'état fondamental est
invariant sous la translation menant un site du réseau sur un des six sites second plus
proches voisins 3. La cellule magnétique qui se répéte dans I’ensemble de 1’échantillon
est constituée des spins attachés a trois sites voisins, formant un triangle (aussi appelé

'Le groupe Z; est associé & la variable d’Ising qu’il faut spécifier pour déterminer entiérement
Pétat fondamental (voir figure 3.1).

2De tels systémes ont d’ailleurs été proposés comme réalisations physiques de théories vectorielles
a plus de trois composantes]MK76].

3]a norme du vecteur de translation vaut v/3 fois la maille du réseau.
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F1G. 3.2 — Etat fondamental des antiferromagnétiques triangulaires empilés.

plaquette). Pour les systémes de la seconde classe (les hélimagnétiques), la frustration
émerge de la compétition entre interactions ferromagnétiques et antiferromagnétiques.
I’état fondamental est alors caractérisé par une structure hélicoidale, schématisée sur la
figure 3.3. Les spins s’enroulent en hélice le long d’un axe, et ce motif se répéte dans les

= A =
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I

FiG. 3.3 - Etat fondamental des hélimagnétiques.

\
\
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directions perpendiculaires. La structure du réseau sous-jacent n’influe pas sur la frus-
tration du systéme, contrairement & ce qui est observé pour les antiferromagnétiques
frustrés. La frustration n’est donc pas d’origine géométrique.

Nous commencons 1’étude de ces matériaux en déterminant le schéma de bri-
sure de symétrie, ainsi que le paramétre d’ordre décrivant la transition de phase de
ces deux systémes. Il découle de cette étude que les hélimagnétiques et les antiferro-
magnétiques triangulaires empilés présentent le méme schéma de brisure de symétrie,
ce qui justifie de les étudier simultanément. Nous faisons ensuite une description dé-
taillée des études expérimentales et numériques menées sur ces systémes. L’analyse
de ces résultats conduit a deux observations remarquables : on trouve génériquement
des comportements en loi de puissance entre les différentes quantités observables (ai-
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mantation, susceptibilité, longueur de corrélation, ...) et les parameétres externes (tem-
pérature, champ magnétique, ...) au voisinage de la transition de phase. Toutefois,
les exposants critiques caractérisant ces lois de puissance ne sont pas universels : on
observe des variations significatives de ces exposants de matériaux a matériaux. Ces
deux points semblent étre contradictoires, le premier semblant indiquer que la transi-
tion est du second ordre, et donc universelle, ce qui est infirmé par le second! Un des
objectifs principaux de ce travail est de résoudre cette apparente contradiction. Nous
présentons ensuite les développements théoriques, en commencant par les différentes
approches perturbatives utilisées pour traiter la théorie des champs correspondante.
La problématique dans laquelle se situe notre travail est ensuite résumée, et nous évo-
quons les arguments qui conduisent a utiliser la méthode non perturbative décrite dans
le chapitre précédent. Nous discutons alors les troncations utilisées, et les résultats qui
en découlent. Nous comparons finalement ces résultats & ceux obtenus par d’autres
méthodes, notamment & 1’aide des séries a six boucles|PRV01a|, en dimension trois.

3.1 Paramétre d’ordre

3.1.1 Hélimagnétiques

Les hélimagnétiques, constitués d’arrangements cristallins d’atomes magnétiques
présentent & basse température une structure magnétique hélicoidale (voir figure 3.3).
Ce phénoméne est attribué, dans les modélisations les plus simples, a la compétition
le long d’un axe entre une interaction ferromagnétique entre spins plus proches voisins
et antiferromagnétique a plus grande distance (voir figure 3.4). Discutons maintenant

J' >0
,',J<O

F1G. 3.4 — Constantes d’échange dans la direction induisant la frustration,
pour les hélimagnétiques. Les interactions J et J' entre plus proches
voisins et second plus proches voisins sont respectivement ferroma-
gnétiques et antiferromagnétiques.

les différentes phases susceptibles d’apparaitre dans ce modéle.

e Lorsque l'interaction ferromagnétique domine (|J| > |J'|), 'état fondamental
du systéme est ferromagnétique, et tous les spins pointent (en moyenne) dans la méme
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direction. A suffisamment basse température, on s’attend donc a trouver une phase
ferromagnétique, caractérisée par une aimantation (Sq—g) non nulle*.

e Toutefois l'interaction antiferromagnétique tend a déstabiliser cet ordre, et
lorsque celle-ci dépasse une valeur critique (|J'| > a.|J|), la minimisation de I’énergie
requiert un compromis entre les ordres ferromagnétique et antiferromagnétique. Le
systéme présente alors une structure hélicoidale : dans I’espace réciproque, les modes
S;tQ acquiérent une valeur moyenne non nulle, ot Q détermine de quel angle tourne le
vecteur S lorsqu’on se déplace le long de I’axe de I’hélice. Les modes S +g sont complexe

conjugués®, et peuvent s’exprimer & 'aide de deux vecteurs S et S, a composantes
réelles :
Sﬂj =51 +£15,. (3.1)

Lorsque <§:t0> # 0, le systéme est dans la phase hélicoidale.

e Finalement, on s’attend a ne plus trouver aucun ordre & haute température. Le
systéme se trouve alors dans la phase paramagnétique.

g
2 A
Ferromagnétique
QQ [~ """ T —-—- o Paramagnétique
Hélimagnétique
>
T

F1G. 3.5 — Diagramme de phase schématisé du modeéle d’hélimagnétiques
considéré dans le texte.

Dans la modélisation simple que nous considérons ici, le systéme présente donc
trois phases, et le diagramme de phase associé est représenté schématiquement sur la
figure 3.5. On observe donc trois types de transition :

— La transition ferromagnétique-paramagnétique est bien connue, et a été discu-

tée dans le chapitre précédent.

— La transition ferromagnétique-hélimagnétique est du premier ordre, et ne pré-

sente donc pas de propriété universelle.

— La transition hélimagnétique-paramagnétique est du second ordre, et présente

un schéma de brisure de symétrie nouveau.

4Les crochets dénotent, comme d’habitude, une moyenne thermique.
5Ceci est la conséquence du fait que le champ S(z) est réel.
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— Notons que les trois lignes de transition de phase se rejoignent en un point

tricritique, appelé point de Lifshitz®.

Dans la suite, nous limitons notre attention a la transition hélimagnétique-
paramagnétique. Lors de cette transition, les vecteurs S et S, (voir I’équation (3.1))
s’annulent. Par conséquent, le paramétre d’ordre est constitué de deux vecteurs, au
lieu d’un seul pour une transition paramagnétique-ferromagnétique. C’est 1a que réside
I’originalité de cette transition de phase.

L’étude de l'interaction entre les modes critiques permet de déterminer le schéma
de brisure de symétrie, obtenu a partir du groupe de symétrie de la phase de haute
température, et du groupe de symétrie résiduelle de la phase de basse température. Les
matériaux étudiés expérimentalement présentent une forte anisotropie dans 1’orienta-
tion des spins, qui confine les spins dans un plan. Les vecteurs S, et S, ont donc deux
composantes. Toutefois, nous considérons dans la suite une généralisation de cette si-
tuation ou les vecteurs ont un nombre arbitraire de composantes, noté n.

e Dans la phase de haute température, le systéme présente une symétrie O(n),
correspondant aux rotations compatibles avec ’anisotropie du systéme. Une étude dé-
taillée de D'interaction entre modes critiques (d’impulsion q ~ +Q) est menée dans
I’annexe B. On en tire le résultat que le systéme présente également une symétrie
O(2) 7, correspondant & la multiplication par une phase :

5(+Q + 6q) — 0 5(+Q + 5q). (3.2)

Cette transformation, exprimée en fonction des vecteurs S; et Sy peut étre représentée
sous forme matricielle :

(§1, §2) — (gl, §2) R(H) . (33)
ou R(f) est une matrice de O(2).

Nous présentons ici un argument simple permettant de comprendre cette symétrie
O(2). L’invariance sous translation du systéme impose que les termes d’interaction
satisfassent a la conservation de l'impulsion ) q; = 0. Si nous limitons notre étude
aux seuls modes critiques, d’impulsion q = +Q + dq, cette contrainte ne peut étre
vérifiee que par les termes faisant intervenir autant de fois S(Q + dq) et S(—Q + dq)
(c’est en particulier le cas du terme de masse fb_"(Q +0q).5(—Q — 8q) ). Lorsque la
transformation (3.2) est appliquée a un tel terme, les phases se compensent exactement,
ce qui prouve 'invariance de la théorie sous le groupe O(2).

e Dans la phase de basse température, le systéme adopte une configuration héli-
coidale. Les vecteurs S et S sont alors orthogonaux et de méme norme, caractéristique

6Beaucoup de travaux ont été menés pour déterminer les propriétés critiques du systéme a ce point
tricritique, propriétés qui ne sont & ce jour pas trés bien déterminées. La difficulté provient en partie
du fait que la dimension critique supérieure de la théorie des champs décrivant le systéme au point de
Lifshitz est 6. Par conséquent, il est difficile d’obtenir des résultats fiables sur les propriétés critiques
du systéme tridimensionnel & partir des développements en puissances de ¢ = 6 — d.

"Nous ne considérons pas le cas ot la structure magnétique est commensurable avec le réseau. Dans
ce cas, d’autres interactions sont autorisées, brisant une partie du groupe O(2) [GP76].
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d’une polarisation circulaire pour g(x) Les symétries résiduelles du systéme dans la
phase ordonnée sont d’une part O(n—2) correspondant aux rotations laissant invariant
les vecteurs S; et Sy, et d’autre part O(2 )diag, correspondant & 'opération d’un élé-
ment du groupe O(2 ) (multlphcatlon par une phase, voir équation (3.2)), qui mélange
les composantes de Sy et S5, compensé par une rotation dans le plan (S;,S,) (voir
figure 3.6).

S 52 S
S1
S 1 1
Multiplicaiion par Rotati(i)n_’dar_l’s le
une phase e** plan (51, S2)

F1G. 3.6 — Invariance de I'état fondamental sous O(2)giag, composé d’une mul-
tiplication par une phase (eq. (3.2), compensée par une rotation
d’angle 6 dans le plan (Si, Ss).

Le schéma de brisure de symétrie caractérisant la transition de phase est donc :
O(TL) X 0(2) — O(TL — 2) X O(Q)diag- (34)

Une transition de phase caractérisée par ce schéma de brisure de symétrie est qualifiée
de chirale, et suivant le type d’anisotropie (ou la valeur de n), on parle de transition de
type XY ou Heisenberg chirale. Dés le milieu des années 70, il est apparu clairement
qu’une nouvelle physique critique devait étre associée a ce schéma de brisure de symétrie
[JLM76], [BKM76|, |[GPT76].

L’espace du paramétre d’ordre associé au schéma de brisure de symétrie (3.4)
est :

O(n) x O(2)
O(n —2) X O(2) diag’
qui se réduit, dans les cas physiquement intéressant & SO(2) X Z, pour n = 2 et SO(3)
pour n = 3.

(3.5)

3.1.2 Antiferromagnétiques triangulaires empilés

Dans la section précédente, nous avons considéré un systéme dont la frustration
émerge de la compétition entre interactions ferromagnétiques et antiferromagnétiques.
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Certains systémes présentent de la frustration, bien que n’étant soumis qu’a des inter-
actions antiferromagnétiques. La frustration a alors une origine géométrique, induite
par la structure du réseau. C’est le cas en particulier des antiferromagnétiques triangu-
laires empilés. Ces matériaux sont constitués de réseaux bidimensionnels triangulaires
de spins, soumis & des interactions antiferromagnétiques entre plus proches voisins. Il
est facile de se convaincre que 'on ne peut pas trouver de configuration minimisant
stmultanément 1’énergie d’interaction de chaque paire de spins. L’état fondamental est
alors caractérisé par une structure ou les spins plus proches voisins pointent a 120° les
uns par rapport aux autres, comme illustré sur la figure 3.2. Ces plans sont empilés,
et les spins voisins appartenant a des plans différents sont soumis a une interaction
ferromagnétique ou antiferromagnétique suivant les matériaux, sans influencer les ca-

ractéristiques critiques du systéme 8.

A nouveau, une étude détaillée de U'interaction permet de déterminer le schéma
de brisure de symétrie caractérisant la transition de phase, et nous renvoyons le lecteur
a Pannexe B pour une étude plus détaillée. Cette étude méne a la conclusion que
le schéma de brisure de symétrie et le paramétre d’ordre caractérisant la transition
de phase sont identiques & ceux des hélimagnétiques (voir les équations (3.4) et (3.5)).
Nous présentons ici un argument simple permettant de déterminer le schéma de brisure
de symétrie.

Dans cette optique, nous allons déterminer le groupe de symétrie du Hamiltonien,
et le sous-groupe de symétrie résiduelle dans 1’état fondamental.

e Le Hamiltonien est invariant sous deux types de transformations : les opérations
de rotation des spins (symétrie O(n)), et les opérations de symétrie du réseau, qui
changent les points d’attache des spins, sans changer leur orientation. Sur la figure 3.7,
nous illustrons par un exemple ces deux types de transformation : la transformation du
haut correspond & une rotation de 120° des spins, sans changer leur point d’attache®,
celle du bas a une rotation de 120° des points d’attache des spins, sans changer leur
orientation. Le groupe de symétrie du réseau triangulaire est un groupe discret, noté
Cs, 19, de sorte que le groupe de symétrie du Hamiltonien est O(n) x Cj,.

e Déterminons maintenant les symétries résiduelles de I'état fondamental, re-
présenté sur la figure 3.2. La structure non triviale de 1’état fondamental implique
que, parmi les opérations de symétrie O(n), le sous-groupe de symétrie résiduelle est
O(n — 2), et correspond aux transformations laissant inchangées les trois orientations
de spin de I’état fondamental. Il existe un deuxiéme type de symétrie résiduelle. Il
s’agit de l'opération combinée d’un élément du groupe C3, (intervertissant les points
d’attache des spins), opération compensée par une rotation de l'orientation des spins.

8Une interaction antiferromagnétique n’induit pas de sur-frustration, et ne change donc pas le
schéma de brisure de symétrie du systéme.

9Nous choisissons ici une rotation de 120° & titre d’exemple, mais tous les éléments du groupe O(n)
sont des symétries du Hamiltonien.

10Nous ne prenons pas en compte ici les opérations de translation, qui ne sont pas pertinentes pour
ce qui suit.
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F1G. 3.7 — Deux types de transformation, correspondant a une rotation de
120°. La transformation du haut change 1'orientation des spins,
celle du bas change le point d’attache des spins.

Cette opération de symétrie est représentée sur la figure 3.8. On note ce groupe Cs, giag-
Ainsi, le groupe de symétrie résiduelle est O(n — 2) x Csy diag-

/2 ,,,,,,,, 3\ \ilT /3 ,,,,,,,,,,, S

F1G. 3.8 — Symétrie résiduelle Cs, giag, composée d’une permutation du point
d’attache des spins, compensée par une rotation de I’orientation des
spins.

On déduit donc le schéma de brisure de symétrie de cette transition :
O(n) X 031, — O(n — 2) X CSvdiag- (36)

Ce schéma de brisure de symétrie n’est pas similaire & celui trouvé précédemment
pour les hélimagnétiques. Toutefois, on s’attend & ce que la symétrie Cs, du réseau
soit élargie a O(2)!'! de facon effective. Sous cette hypothése, le schéma de brisure de
symétrie s’identifie & celui trouvé pour les hélimagnétiques.

Revenons ici sur le groupe de symétrie du Hamiltonien déterminé précédemment.
Nous avons observé qu’il est constitué des opérations de symétrie des spins, et du
groupe de symétrie du réseau. Il est remarquable que nous ayons besoin de ces deux
informations, alors que dans un systéme ferromagnétique non frustré, le groupe de
symétrie du réseau n’est en général pas évoqué. Ceci se comprend en observant que

1La transformation de Hubbard-Stratonovitch confirme cette hypothése. En effet, les termes brisant
la symétrie O(2) en Cs, sont des termes en (%, et sont probablement non pertinent en dimension trois.

73



CHAPITRE 3. SYSTEMES FRUSTRES

I’état fondamental d’un systéme ferromagnétique ne brise aucune des symétries du
réseau. Aussi, ces opérations de symétrie n’interviennent pas dans le schéma de brisure
de symétrie. En revanche, I’état fondamental non trivial du systéme frustré considéré
ici n’est pas invariant sous les opérations de symétrie du réseau. Il est donc important
d’en tenir compte lors de la détermination du schéma de brisure de symétrie.

3.2 Situation expérimentale

Nous discutons dans les deux sections suivantes les résultats expérimentaux obte-
nus pour les deux types de matériaux présentant une transition de phase chirale. Notons
que les matériaux étudiés présentent toujours une forte anisotropie dans 'orientation
des spins. Par conséquent, si la transition XY chirale est assez facilement observée,
il est beaucoup plus difficile d’obtenir une réalisation expérimentale de la transition
Heisenberg chirale. Toutefois, en ce qui concerne les antiferromagnétiques triangulaires
empilés, trois angles d’approches ont été utilisés pour réduire I’anisotropie du systéme.
Nous discutons rapidement ces techniques et présentons les résultats qui en découlent.
A notre connaissance, ces techniques n’ont jamais été mises en ceuvre dans les hélima-
gnétiques.

3.2.1 Antiferromagnétiques triangulaires empilés

Les antiferromagnétiques triangulaires empilés sont I’archétype des systémes frus-
trés réalisant le schéma de brisure (3.4). Un nombre impressionnant de travaux ont été
réalisés sur ces matériaux durant les vingt derniéres années (voir [CP97| pour une revue
sur le sujet). La situation expérimentale s’est considérablement améliorée depuis la fin
des années 80, et il est maintenant possible d’obtenir des échantillons d’'une grande
pureté. Le diagramme de phase de ces matériaux est maintenant trés bien caracté-
risé, et le schéma de brisure de symétrie associé a chaque transition de phase est bien
déterminé.

La composition chimique de ces matériaux est : ABX3 et BXy, o A est un
métal alcalin, B un métal de transition et X un halogéne. Les cristaux les plus étudiés
sont CsMnBrs, CsMnl3, CsNiCl; pour la premiére classe, et VBry et VCly pour la
seconde. Les atomes magnétiques B forment une structure cristalline constituée de plans
bidimensionnels, empilés. L’interaction J' entre moments magnétiques plus proches
voisins dans un méme plan est antiferromagnétique, et l'interaction J hors du plan
entre spins plus proches voisins est ferromagnétique (voir figure 3.9).

Ces matériaux présentent une forte anisotropie, aussi bien dans ’orientation des
spins que dans l'interaction entre plus proches voisins. Nous discutons dans la suite ces
deux types d’anisotropies.
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FiG. 3.9 — Constantes d’échanges des antiferromagnétiques triangulaires em-
pilés. Les interactions entre spins plus proches voisins dans le plan
et hors du plan sont respectivement J' et J.

— En ce qui concerne les interactions, ABX3 est trés unidimensionnel, avec J de
deux & trois ordres de grandeur plus grand que J'. Inversement, BX, est for-
tement bidimensionnel, avec un rapport entre constantes d’interaction inverseé.
Ces matériaux se comportent, a haute température comme des matériaux uni-
dimensionnels et bidimensionnels. A plus basse température, on observe un
phénoméne de bifurcation, et ’isotropie de I’espace est restaurée de facon ef-
fective, pour les propriétés thermodynamiques.

— Ces systémes présentent également une anisotropie dans ’orientation des spins,
provenant de ’interaction entre les spins et le cristal. L’anisotropie tend soit &
confiner les spins dans le plan, soit & les aligner perpendiculairement aux plans.

Un Hamiltonien effectif permet de décrire ces différentes propriétés :

chaines lans
H=7Y §.5475 8.8+03 (57 - BY 8. (37
<t,j> <1,j> 7 i

Les deux premiers termes régissent l'interaction dans le plan (constante d’échange J')
et hors du plan (constante d’échange J). L’anisotropie de 'orientation des spins est
déterminée par la constante D.

— Si D > 0, 'énergie d’anisotropie est minimisée pour des spins confinés dans le
plan, et le systéme présente une anisotropie de type XY. Une étude systéma-
tique des propriétés critiques de systémes ayant cette anisotropie a été menée,
en particulier sur CsMnBrs;.

— D < 0 correspond a la situation inverse, ou les spins s’alignent perpendicu-
lairement au plan (anisotropie de type Ising). Parmi les matériaux présentant
cette anisotropie, on trouve CsNiClz, RbNiClz et CsMnl;.

— Enfin, pour D = 0, I’isotropie est restaurée, et I’on parle alors de systéme de
spins isotropes, ou encore de spins de Heisenberg. Cette situation n’est toutefois
pas réalisée dans la nature, et tous les matériaux présentent une anisotropie.
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Les propriétés critiques des antiferromagnétiques triangulaires empilés avec ani-
sotropie de type XY, ont été abondamment étudiés, et nous reportons les résultats
expérimentaux sont reportés sur la table 3.1.

‘ cristal ‘ ref. ‘ « ‘ B ‘ 0% ‘ v ‘
CsMnBr3 | [PKVT00] 0.21(1)
|[GMCLS89] 0.24(2)
[MGC89] 0.21(2) 1.01(8) | 0.54(3)
[ANU*8S] 0.25(1)
[MCGS87] 0.22(2)

[WBG91] | 0.39(9)
[DVLW+92] | 0.40(5)
[DVLW+92] | 0.44(5)
[KSIASS] 1.10(5) | 0.57(3)
CsNiCl; | [WBWT¥95] | 0.37(8)

[WBW*95] | 0.37(6)

[EFS94] 0.342(5)

[ESMKO97] 0.243(5)
CsMnl; | [WBWT95] | 0.34(6)
CsCuCl; | [SSST94] 0.23-0.25(2)

[WWW+96] | 0.35(5) | 1¢ ordre

TaB. 3.1 — Exposants critiques des antiferromagnétiques triangulaires empi-
lés, d’anisotropie XY (n = 2).

Nous discutons dans la suite les différentes approches expérimentales qui per-
mettent de réduire (et méme d’annuler dans certains cas) 'anisotropie dans ’orienta-
tion des spins, et qui conduisent donc & des réalisations physiques de la transition de
phase Heisenberg chirale.

Systémes quasi-isotropes

La premiére consiste & utiliser les composés chimiques VBry et VCl,, qui pré-
sentent une faible anisotropie, de type Ising. Ces matériaux présentent une bifurcation
[Col89] entre un comportement isotrope a haute température, et un comportement XY’
a plus basse température. Pour VBry, cette température de bifurcation est évaluée (en
température réduite) a 1/450 [KUH87], et est plus petite pour VCly, bien qu’on ne
sache pas déterminer sa valeur. Les études expérimentales de ces matériaux sont dif-
ficiles & interpréter, et il existe peu de déterminations d’exposants critiques pour ces
matériaux.
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Systémes sous champ magnétique

Le second angle d’approche a été proposé au début des années 90 [PHCS88]| et
découle de I’étude du diagramme de phase des systémes d’anisotropie de type Ising
sou champ magnétique. Le diagramme de phase de ces systémes a été déterminé ex-
périmentalement [PCP90] [TPPC93] [KGA193] [EFS94|, ainsi que théoriquement par
une étude de type champ moyen|PHCS88]. Nous donnons une rapide description de ce
diagramme, présenté sur la figure 3.10, mais nous nous intéresserons dans la suite & un
seul point : le point tétracritique ot les quatre lignes de transition se rejoignent.

A
Bllc
120°1B
BC (TM 7BM)
B Para
1202 B
(00 W
TN2 TNl T B}

F1G. 3.10 — Diagramme de phase des antiferromagnétiques triangulaires empi-
lés, avec une anisotropie de type Ising, sous un champ magnétique
perpendiculaire aux réseaux triangulaires. Pour chaque phase, I’ai-
mantation de chacun des trois sous réseaux est représentée (figure
tirée de [BWvLT00]).

Afin de décrire chacune de ces phases, il est nécessaire de diviser le réseau tri-
angulaire initial en trois sous-réseaux (voir figure 3.11), chacun contenant un tiers de
I’ensemble des points. La maille de chacun de ces sous-réseaux est v/3 fois plus grande
que celle du réseau initial'?2. La détermination de ’aimantation des trois sous-réseaux
permet de différencier chacune des phases. La figure 3.10 présente le diagramme de
phase des antiferromagnétiques triangulaires empilés sous champ magnétique'®, ainsi
que pour chaque phase, les caractéristiques des aimantations des sous-réseaux.

A basse température et faible champ magnétique, un des trois sous-réseaux s’ai-
mante dans la direction du champ magnétique. les deux autres s’aimantent le long

12Notons que dans 1’état fondamental (voir figure 3.2), les spins sur chaque sous-réseau pointent
dans la méme direction.

13Le champ magnétique est appliqué perpendiculairement au feuilletage de plans constituant le
cristal. Ajouter une composante du champ magnétique dans le plan ne modifie pas qualitativement le
diagramme de phase.
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F1G. 3.11 — Division du réseau triangulaire en trois sous-réseaux.

d’axes formant un angle ¢ avec ’axe du champ magnétique, et tels que les trois aiman-
tations soient coplanaires. Lorsque la température est augmentée & champ magnétique
fixé, I'angle ¢ diminue, et s’annule continliment a la température Ty, (B). A des tem-
pératures supérieures, les trois sous-réseaux s’aimantent dans la direction du champ
magnétique. A la température Ty, (B), le systéme présente une premiére transition de
phase du second ordre. La classe d’universalité de cette transition est déterminée en
observant qu’a la température critique, les composantes orthogonales au champ ma-
gnétique des aimantations s’annulent. Le paramétre d’ordre décrivant la transition est
par conséquent un vecteur a deux composantes (orthogonal au champ magnétique). La
transition de phase appartient donc a la classe d’universalité du modéle X Y|KCP90)|.

Lorsque la température est augmentée au-dela de Ty, (B), la différence entre
les deux aimantations différentes diminue, et s’annule continiiment & la température
Ty, (B). Pour des températures plus élevées, les trois sous-réseaux présentent des ai-
mantations identiques. Cette phase est appelée paramagnétique dans la littérature,
bien qu’elle présente une aimantation globale non nulle. Cette transition de phase est
également de type XY[KCP90] .

Revenons maintenant & la phase de basse température, a faible champ magné-
tique, et augmentons ce dernier. Pour une valeur critique du champ magnétique, le
systéme transite vers une phase dans laquelle les aimantations présentent une struc-
ture en parapluie(voir figure 3.10). Cette transition est du premier ordre. Lorsque la
température est augmentée depuis cette phase, les composantes orthogonales au champ
magnétique diminuent et s’annulent continiment a la transition de phase. Cette tran-
sition est continue, et appartient & nouveau a la classe d’universalité du modéle chiral
XY[KCP90].

14Cette transition pourrait naivement étre associée 4 une transition de type Ising. Toutefois, notons
que I’aimantation globale ne présente pas de discontinuité a la transition de phase. Si 'on soustrait
é de 'aimantation totale & chacune des aimantations des trois sous-réseaux, on obtient alors deux
quantités indépendantes qui s’annulent & la transition.
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Il est remarquable que les trois lignes de transition de phase du second ordre,
et la ligne de transition discontinue se rejoignent, en un point tétracritique. L’étude
des symétries de I'action effective de Landau-Ginzburg révéle qu’a ce point, I'isotropie
de l'orientation des spins est restaurée. Nous obtenons ainsi une réalisation physique
indirecte des systémes frustrés isotropes. En fixant le champ magnétique a la valeur B,
correspondant au point tétracritique, et en étudiant le comportement des observables
physiques avec la température, on peut mesurer les exposants du systéme de Heisenberg
chiral.

Systémes dilués

Le troisiéme angle d’approche proposé pour atteindre le cas isotrope a été mis
en ceuvre beaucoup plus récemment, et consiste a étudier lalliage CsMn(Br,I;_,)3
[BWvL*T00], ot « détermine la proportion d’atomes de brome dans le systéme. pour
x = 0 le systéme présente une anisotropie de type Ising (D < 0), et pour z = 1,
une anisotropie de type XY (D > 0). En faisant varier la concentration relative en
atomes de brome et d’iode, I’anisotropie peut étre ajustée a la valeur souhaitée. Ainsi,
lorsque z est augmenté depuis 0, le diagramme de phase présenté a la figure 3.10 évolue
continiment : les températures critiques Ty, et Ty se rapprochent, et B, diminue. Pour
une valeur critique x. de la densité de brome, le systéme est isotrope. On a alors T, =
T'n,, et I'on observe une unique transition de phase, quel que soit le champ magnétique
appliqué. Sur la figure 3.12 est reportée la chaleur spécifique divisée par la température,
en fonction de la température, pour x = 0.19 proche de sa valeur critique. Les différentes
courbes représentent les résultats obtenus pour différent champs magnétiques. Si ce
dernier est suffisamment faible, on observe une unique anomalie, correspondant a la
transition entre la phase ordonnée, isotrope, et la phase paramagnétique. Au dela d’'un
champ de 1 Tesla, une nouvelle anomalie apparait, indiquée par une fléche sur la figure
3.12, qui indique que le systéme présente en fait une faible anisotropie de type XY
(D Z 0). Le comportement de la chaleur spécifique en fonction de la température
permet de déterminer «. L’étude de la chaleur spécifique en fonction de la température
est menée a 1’aide de la fonction d’ajustement :

A
Cc* = f\tra + B+ Et, (3.8)

ou la température réduite t = (T'—T,)/T,, et ou AL, b et E sont des constantes. La par-
tie réguliére permet d’obtenir un accord entre la fonction d’ajustement et les résultats
expérimentaux sur un assez grand domaine de valeurs (environ deux ordres de grandeur
en température réduite, voir figure 3.13). Toutefois, pour des températures suffisament
proches de la température critique (c’est-a-dire pour des températures réduites suf-
fisamment petites) la fonction d’ajustement et les résultats expérimentaux différent
significativement. Les auteurs de [BWvL*00] attribuent cette différence a la présence
d’impuretés dans le systéme. Ils tiennent compte de ce désordre en considérant que la
température critique 7, varie dans I’échantillon, en suivant une loi gaussienne. Ils ar-
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Fi1a. 3.12 — Chaleur spécifique divisée par la température, en fonction de la
température pour CsMn(Br,I;_;)3 pour z = 0.19 et pour diffé-
rentes valeurs du champ magnétique (figure tirée de [BWvLT00]).
Les fléches indiquent une seconde anomalie, qui indique que les
systéme n’est pas entiérement isotrope, mais présente une faible
anisotropie de type XVY.

rivent alors a faire coincider la fonction d’ajustement avec les résultats expérimentaux
sur trois ordres de grandeur pour 7' > T, (voir figure 3.13) 5.

Ces trois angles d’approche ont été utilisés pour déterminer les propriétés cri-
tiques du systéme isotrope de spins frustrés. Les valeurs des exposants critiques détermi-
nés sont reportés sur la table 3.2. Une série d’expériences menée sur CsMn(Brg 191p.81)3
conclut & des valeurs de vy et de v trés petites, et peu compatibles avec les autres déter-
minations de ces exposants critiques. Comme ces résultats n’ont pas été confirmés par
d’autres mesures, nous omettons ces valeurs dans la suite de la discussion, et notons
ces résultats entre crochets dans la table 3.2.

15Le fait que résultats expérimentaux et fonction d’ajustement différent pour des températures
proches de la température critique semble indiquer une bifurcation entre le comportement du systéme
“pur” et le comportement du systéme en présence de désordre. L’importance du désordre pour des
températures proches de la température critique est corroboré par le critére de Harris, qui indique que
le désordre est pertinent lorsque ’exposant critique « est positif, ce qui est le cas ici.
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F1G. 3.13 — Chaleur spécifique en fonction de la température réduite (en
échelle logarithmique) pour CsNi(Br,I; )3, pour une concentra-
tion x = 0.19 proche de la concentration critique (figure tirée de
[BWVLT00]). En traits pleins est représentée la fonction d’ajuste-
ment (3.8) pour les valeurs optimales des paramétres. La courbe
en pointillés indique le résultat obtenu lorsque le role des impure-
tés est représenté par une dispersion gaussienne des valeurs de 7,
dans I’échantillon.

3.2.2 Hélimagnétiques

Nous discutons maintenant les résultats obtenus pour la seconde classe de maté-
riaux présentant un schéma de brisure de symétrie chiral : les hélimagnétiques. Notons
tout de suite que, dans ces matériaux, ’anisotropie dans 1’orientation des spins est
forte, de sorte que 1’étude de la transition Heisenberg chirale n’a pas pu étre réalisée.
De plus, les techniques expérimentales utilisées dans les antiferromagnétiques trian-
gulaires empilés pour réduire I’anisotropie (ajout d’un champ magnétique et dilution)
n’ont pas été mis en ceuvre pour les hélimagnétiques'.

Deux matériaux présentant un ordre hélicoidal a basse température ont été étu-
diés. Il s’agit de cristaux de holmium (Ho) et de dysprosium (Dy). La détermination
des exposants critiques de ces matériaux est plus difficile que pour les antiferromagné-
tiques triangulaires empilés. En effet, les interactions de type RKKY entre moments
magnétiques sont a longue portée, de sorte que le domaine critique est beaucoup plus
étroit (de 'ordre de 1072 en température réduite pour Dy [BM79]). Ces matériaux pré-
sentent également des bifurcations vers d’autres comportements pour des températures
proches de la température critique, ce qui complique la détermination des exposants
critiques. Les résultats expérimentaux obtenus pour les hélimagnétiques sont présentés
sur la table 3.3.

Un troisiéme systéme hélimagnétique a été étudié. Il s’agit d’un cristal de Ter-

16Ta possibilité d’obtenir un hélimagnétique isotrope est discutée dans [GP76].
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| cristal ref. | o | B 7y v
CsNiCl [WBW ' 95],[BWYLV93] | 0.25(3)

[EFS94] 0.23(4)

[ESMK97] 0.28(3)
CsMnl, [WBW95],[BWvLV93] | 0.28(6)
CsMn(BrorsTos)s | [BWYL00] 0.23(7)

[OTK+99)] 0.28(2)

[OTK+98] 0.20(1) | [0.74(4)] | [0.42(3)]
Ve, [KUH*87] 0.20(2) [ 1.05(3) | 0.62(5)
VBr, [WDVLK94] 0.30(5)
CuFUD [KM85] 0.22(2)
Fe[S,CN(C,H;)[,Cl | [DPC78][DPS1][DLS6| 0.24(1) | 1.16(3)

TaAB. 3.2 — Exposants critiques des antiferromagnétiques triangulaires iso-

tropes (n = 3) déterminés expérimentalement. Les résultats trés
différents des valeurs trouvées dans d’autres matériaux, et qui n’ont
pas été confirmés par des mesures indépendantes sont notés entre
crochets.

bium (Tb). Les études expérimentales sont toutefois délicates pour ce matériau, et I’on
dispose de peu de déterminations des exposants critiques.

3.3 Situation numérique

Nous présentons maintenant les résultats obtenus en simulant des systémes tri-

dimensionnels de spins frustrés par des algorithmes de type Monte Carlo. Plusieurs
réalisations microscopiques, présentant le méme schéma de brisure de symétrie, et qui
devraient par conséquent avoir le méme comportement critique, ont été simulées.

— STA (Stacked Triangular Antiferromagnets). Ce modéle est le plus proche de

la situation expérimentale, et consiste & disposer des spins & n composantes sur
des réseaux triangulaires empilés, soumis & une interaction antiferromagnétique
entre plus proches voisins. Le Hamiltonien décrivant les interactions dans le
systéme est donné par I’équation (3.7), ou 'on choisit D = 0 et B =0.
STAR (Stacked Triangular Antiferromagnets with Rigid constraint). On défi-
nit ce modéle par rapport au précédent. Pour ce faire, on regroupe les sites du
réseau triangulaire par plaquettes (voir figure 3.14) et ’on impose sur chaque
plaquette la contrainte que les trois spins soient disposés a 120° les uns par
rapport aux autres. Cette contrainte correspond a remplacer le mode d’aiman-
tation total (somme des trois spins sur une plaquette), qui n’est pas critique,
par sa valeur moyenne : S+ S, + §3 = (5’1 + S, + §3) = (. L’étude de STAR
permet de tester le role des fluctuations de 'aimantation totale.
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| cristal | ref. | o | B I v
Dy [LCW74] 0.335(10)
[dVDPDDS3| 0.3919:93
[dVDPVB95] 0.38(2)
[BAVAP§S] 0.39(1)
|GHCSS] 1.05(7) | 0.57(5)
[JCS85a] 0.24(2)
Ho [THH*94] 0.30(10) | 1.24(15) | 0.54(4)
[THH*94] 0.37(10)
[BAVAPSS] 0.39(3)
[dVDPVB95] 0.39(2)
[SEB+87] 0.39(4)
[HHT*94] 0.39(4)
[HHT*94] 0.41(4)
[GHCSS] 1.14(10) | 0.57(4)
[JCS85b] 0.27(2)
[WBGO1][WBG92| | 0.22(2)
Tb [JSCG84] 0.20(3)
[THS*95] 0.23(4)
[TSJ+92] 0.21(2)
[HNIO1] 0.53

TAB. 3.3 — Exposants critiques des hélimagnétiques, d’anisotropie XY
(n = 2).

o ° ° o
A A
" ¢ 9 "
A . A
F1G. 3.14 — Regroupement des sites du réseau triangulaire en plaquettes.

— modéle de Stiefel V,, 5. Le modéle de Stiefel représente un systéme de diedres
(ensemble de deux vecteurs (€1,€>) a n composantes, orthogonaux et normés
a l'unité) en interaction ferromagnétique. Le Hamiltonien s’écrit :

H=0 > (80)-80) +&0)a0)). (39)

<i,J>
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avec une constante de couplage J négative (c’est-a-dire ferromagnétique) pour
favoriser I'alignement des vecteurs. Comme nous 1’avons vu dans la détermi-
nation du schéma de brisure de symétrie des hélimagnétiques, le paramétre
d’ordre associé a une transition de phase chirale est composé de deux vecteurs.
Dans la phase de basse température, les deux vecteurs sont orthogonaux et
ont la méme norme. Par conséquent, le modéle de Stiefel V;, 5 correspond a une
version discrétisée du modéle de Landau-Ginzburg'’.

— CC. Ce modele permet d’étudier une situation assez similaire aux hélimagné-
tiques, présentant en particulier un état fondamental hélicoidal. On définit le
modéle sur un réseau cubique centré (CC) avec un spin sur chaque noceud.

‘/“ ’/‘
. B
\ .
~. \ .
SO \ // L

i

JZ,'/ .

I3

Fi1aG. 3.15 — Maille du réseau cubique centré, et interaction entre les spins.

L’interaction entre spins est déterminée par les trois constantes d’échange Ji,
Jy et J3 (voir figure 3.15). Pour des constantes d’échange .J; et .J, positives,
correspondant a une interaction antiferromagnétique, et une constante .J3 néga-
tive, ’état fondamental présente une structure hélicoidale : tous les spins d’un
plan horizontal pointent dans la méme direction, et ’orientation des spins dif-
féerent de plan a plan par un angle déterminé par le rapport J; /Jo. La difficulté
majeure rencontrée dans la simulation des hélimagnétiques provient du fait
qu’il faut choisir des conditions périodiques au bord, ce qui est difficilement
réalisé pour une structure hélicoidale dont la période est grande. Une fagon
de contourner ce probléme consiste a fixer le rapport Ji/Jo & 1/2, de sorte
que les spins dans des plans voisins forment un angle de 120°. La période
de la structure magnétique est alors de trois plans. Loison [Loi99] fixe égale-
ment J; = 0, et développe ’argument que les valeurs relatives des constantes
d’échange ne doivent pas influencer les propriétés critiques du systéme (voir
également [Kaw90]).

Ces différentes réalisations microscopiques de la transition de phase des systémes
frustrés ont été étudiées pour le modéle d’anisotropie XY (n—=2) et pour le modéle
isotrope (n=3). Une simulation du modéle STA pour n=6 a également été effectuée,
pour une raison qui deviendra apparente dans la suite. Les résultats obtenus dans
ces diverses études sont respectivement présentées dans les tables 3.4, 3.5 et 3.6.
Dans la plupart des simulations numériques, tous les exposants critiques ne sont pas

1"De la méme facon, le modéle d’Ising est la version discrétisée de la théorie scalaire en “p*”.
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| systeme | ref. | o | B | v ] v | n ]

STA | [Kaws6|[Kaw92] | 0.34(6) | 0.253(10) | 1.13(5) | 0.54(2) | -0.09(8)
[PM94] 0.46(10) | 0.24(2) | 1.03(4) | 0.50(1) | -0.06(4)
[BLDY6| 0.43(10) 0.48(2)

STAR | [LS98] 1¢" ordre

VQ’Q [L898] 1°" ordre

TAB. 3.4 — Exposants critiques obtenus par simulation Monte Carlo, pour le
modéle chiral XY (n = 2).

‘ systéme ‘ ref. ‘ o} ‘ B ‘ vy ‘ v ‘ n
STA |Kaw85||Kaw92| | 0.240(80) | 0.300(20) | 1.170(70) | 0.590(20) | 0.020(180
[MPC94| 0.242(24) | 0.285(11) | 1.185(3) 0.586(8) | -0.033(19)
[BBLJ94] 0.245(27) | 0.289(15) | 1.176(26) | 0.585(9) | -0.011(14)
[LD94] 0.230(30) | 0.280(15) 0.590(10) | 0.000(40)
STAR | [LS00] 0.488(30) | 0.221(9) | 1.074(29) | 0.504(10) | -0.131(13)
Vso [LS00] 0.479(24) | 0.193(4) | 1.136(23) | 0.507(8) | -0.240(10)
|KZ93] 0.460(30) 1.100(100) | 0.515(10) | -0.100(50)
CC [Loi99] 0.287(30) | 0.247(10) | 1.217(32) | 0.571(10) | -0.131(18)

TAB. 3.5 — Exposants critiques obtenus par simulation Monte Carlo, pour le
modéle chiral Heisenberg (n = 3).

‘ systéme ‘ ref. ‘ o ‘ B ‘ 0 ‘ v ‘ n ‘
| STA | [LSD*00] | -0.100(33) | 0.359(14) | 1.383(36) | 0.700(11) | 0.025(20) |

TAB. 3.6 — Exposants critiques obtenus par simulation Monte Carlo, pour le
modéle antiferromagnétique triangulaire empilé, pour des spins a
six composantes (n = 6).

calculés simultanément. Toutefois, une fois que deux exposants sont déterminés, les
autres découlent des lois d’échelle (voir les équations 2.54).

3.4 Discussion des résultats expérimentaux et numé-
riques

Dans cette section, nous montrons qu’a partir des résultats expérimentaux et
numériques rapportés précédemment, il est possible de conclure que le modéle chiral
XY ne présente non pas une transition du second ordre, mais plutot une transition
faiblement du premier ordre. Dans le cas du modéle de Heisenberg chiral, nous ne
pouvons pas tirer de conclusion définitive sur 'ordre de la transition. Toutefois, un
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certain nombre de signes indiquent que la transition est aussi faiblement du premier
ordre.

La discussion qui suit se fonde sur trois hypothéses concernant les données expé-
rimentales :

— les barres d’erreur données dans la littérature sont fiables ;

— les erreurs systématiques sont faibles, et les barres d’erreur ont une interpré-

tation statistique;

— les corrections aux lois d’échelle sont faibles;
La premiére hypothése est raisonnable, et nous ne sommes pas en position de la re-
mettre en cause. D’autre part, le type d’erreur (i.e. systématique ou statistique) n’est
pas discuté dans les articles expérimentaux. En ’absence de cette information nous
adoptons la deuxiéme hypothése. Finalement, I'importance des corrections aux lois
d’échelle est difficile & évaluer, du fait que les domaines de température accessibles sont
relativement petits. Toutefois, il n’existe pas a notre connaissance d’observation indi-
quant que cet effet est important. De plus, I'influence de cet effet sur la détermination
des exposants critiques n’est probablement pas suffisant pour changer les conclusions
que nous tirons dans la suite!8.

Notons tout de suite que les résultats obtenus dans la suite sont trés pronon-
cées. Aussi, méme si les hypothéses précédentes ne sont pas entiérement satisfaites, les
conclusions restent probablement valables.

3.4.1 Spins XY frustrés

Plusieurs conclusions|TDMO01]| peuvent étre déduites des données expérimentales
et numériques rapportées précédemment. Le fait le plus marquant lorsque les différents
résultats sont comparés vient de la grande plage de variation des exposants critiques.
Pour un méme matériau (CsMnBrs), 'exposant 5 varie entre 0.21(1) et 0.25(1) (voir
table 3.1), ce qui représente une différence de presque trois écarts standards.

Les variations de systéme a systéme sont encore plus marquées. Ainsi, on observe
que les jeux d’exposants critiques se divisent en deux classes. La premiére regroupe les
antiferromagnétiques frustrés, ainsi que Th, et pour les simulations numériques, STA.
La seconde classe est constituée de Ho et Dy. Une estimation naive de la valeur moyenne
de I’exposant critique £ donne 0.23 pour la premiére, et 0.39 pour la seconde. Ces deux
valeurs ne sont pas du tout compatibles. Dans I'’ensemble des systémes considérés ici
(antiferromagnétiques frustrés, Ho, Dy, STA), qui présentent le méme schéma de brisure
de symétrie, et appartiennent donc naivement & la méme classe d’universalité, celle-ci
semble étre violée.

187¢tude de la classe d’universalité du modéle d’Ising en trois dimensions, qui est beaucoup plus
documentée [BLH95] confirme ce fait. En effet, la détermination des exposants critiques sans tenir
compte des corrections aux lois d’échelle différe des valeurs couramment admises d’au plus 10%. Si
cet effet est important pour des mesures précises des exposants critiques, il n’en est pas de méme des
mesures obtenues dans les systémes étudiés ici.
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Le deuxiéme point que nous voulons relever ici est le fait que la dimension anor-
male 7 pour les systémes de la premiére classe, obtenue par les lois d’échelles est, dans
la majorité des cas, négative. Considérons par exemple CsMnBrs, matériau pour lequel
nous avons le plus de données. Si nous attribuons les variations des exposants critiques
a des fluctuations statistiques, nous pouvons tirer une valeur moyenne, et un écart type
a partir des données de la table 3.1. Nous obtenons ainsi § = 0.228(6) et v = 0.555(21).
En utilisant la loi d’échelle : 25

Sl | 1
n=—-1 (3.10)

nous tirons = —0.177(38). La probabilité pour que 7 soit positif est donc trés faible
(de I'ordre de 107%). De la méme fagon, I’étude de la dimension anormale de STA (voir
table 3.4) conduit & n = —0.075(37), qui est marginalement compatible (probabilité
de 2%) avec une valeur positive de 7. Or, on peut montrer que la dimension anormale
d'une théorie en ¢?, & une transition de phase du second ordre doit étre positive.
En effet, la décomposition spectrale de Kéllen-Lhemann méne & la conclusion que la
renormalisation du champ doit étre comprise entre zéro et un (0<Z<1). D’autre part,
la renormalisation du champ se comporte, en fonction de I’échelle de prescription pu,
comme :

Z o p . (3.11)

Par conséquent, la dimension anormale doit étre positive (voir par exemple [ZJ89b]
pour une discussion plus détaillée). On en conclut que les résultats expérimentaux sur
CsMnBrj, et numériques sur STA sont difficilement compatibles avec une transition du
second ordre.

La conclusion n’est pas la méme pour les systémes du second groupe (Ho et Dy).
En effet, les exposants critiques du second groupe conduisent a des valeurs positives
de la dimension anormale. Toutefois, ces matériaux présentent une caractéristique qui
n’est pas observée dans la premiére classe : les lois d’échelle sont violées. Ainsi, les
exposants critiques d’une transition continue doivent vérifier :

v+28—vd=0. (3.12)

Or, si 'on attribue & nouveau la dispersion des résultats & des erreurs statistiques, on
peut combiner les résultats obtenus pour Ho (pour lequel on a le plus de données), et
en déduire § = 0.390(13), v = 1.17(8) et v = 0.555(28), qui ménent a v+ 23 — vd =
0.28(11). La loi d’échelle est donc violée de 2.5 écarts standards. Cette violation n’est
pas assez forte pour assurer que les lois d’échelle ne sont pas vérifiées, mais donne un
fort signal dans ce sens, ce qui semble indiquer que les systémes de la seconde classe
ne présentent pas non plus de transition du second ordre.

Finalement, notons que les simulations numériques sur STAR et Vy 5, ainsi que
les expériences les plus précises menées sur CsCuCls ménent & la conclusion que la
transition de phase est trés faiblement du premier ordre.

Les points précédents tendent & prouver que les systémes de spins XY frustrés
appartenant a la premiére classe (i.e. les antiferromagnétiques empilés et Th) ne pré-
sentent pas une transition de phase du second ordre, mais plutét du premier ordre.
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Toutefois, la discontinuité du paramétre d’ordre doit étre trés faible car elle n’est en
général pas observée expérimentalement. Une telle transition est dite faiblement du
premier ordre. La conclusion pour les systémes de la seconde classe (Ho et Dy) est
moins tranchée. Toutefois, la violation des relations d’échelle est une bonne indication
que la transition de phase n’est pas du second ordre.

3.4.2 Spins de Heisenberg frustrés

Dans le cas des systémes frustrés sans anisotropie, les conclusions sont moins
tranchées. Nous étudions dans ce cas les résultats expérimentaux et numériques sépa-
rément, en commencant par les résultats expérimentaux.

On dispose malheureusement de peu de déterminations d’exposants critiques,
notamment pour 7y et v, de sorte que I’étude des lois d’échelle n’est pas conclusive.
Remarquons tout de méme que I'exposant 5 permet de diviser les systémes en deux
classes : d’une part les systémes quasi-isotropes, pour lesquels  ~ 0.22, et d’autre
part les systémes sous champ magnétique, ou dilués, pour lesquels 5 =~ 0.28. Les
exposants critiques pour les systémes quasi isotropes indiquent que la transition est,
dans ce cas faiblement du premier ordre. En effet, en utilisant les valeurs de 5 et de
v reportées dans la table 3.2, ainsi que les relations entre exposants critiques, nous
déduisons n = —0.118(25), qui est significativement négatif. En utilisant I’argument
présenté dans la section précédente, nous déduisons que ceci est trés peu compatible
avec une transition continue. D’autre part, les lois d’échelle ne sont pas vérifiées. Ainsi,
la relation :

a+28+y=2, (3.13)

n’est pas vérifiée. On obtient o + 26 + v = 1.865(56), qui se trouve a 2.5 écarts
standards du résultat théorique, ce qui indique une violation assez significative de cette
loi d’échelle. L’étude des exposants critiques des systémes sous champ magnétique, et
dilués ne meénent pas a la méme conclusion. Ainsi, la dimension anormale n’est pas
significativement négative, et nous ne pouvons pas tester les lois d’échelle.

Passons maintenant & la discussion des résultats numériques. On observe deux
grands groupes d’exposants critiques (voir table 3.5). Le premier est constitué de STA,
présente un 3 plus grand que 0.28, et le second regroupe STAR et V3 5, systémes pour
lesquels 3 est plus petit que 0.25. Les résultats de CC semblent étre & mi-chemin entre
ces deux groupes. Les deux jeux d’exposants ne sont pas compatibles, et & nouveau le
phénoméne d’universalité n’est pas rencontré. Observons tout de suite que la dimension
anormale est trés nettement négative pour les systémes du second groupe (STAR et
V32), ce qui indique & nouveau que la transition n’est probablement pas continue dans
ce cas. Les résultats obtenus pour STA sont au contraire compatibles avec une valeur
positive de la dimension anormale, et les lois d’échelle sont bien vérifiées.

Nous observons finalement que les exposants critiques de STA et des systémes
sous champ magnétique et dilués sont trés proches. L’ensemble de ces trois systémes
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sont donc susceptibles de présenter une transition continue, présentant de I'universalité.
Pour autant, la discussion précédente ne prouve pas que la transition est effectivement
continue. Nous verrons d’ailleurs que le traitement non perturbatif du probléme conduit
plutot a la conclusion inverse.

3.5 Situation théorique

Passons maintenant & la discussion des résultats théoriques obtenus a partir des
théories de perturbations. Nous présentons les résultats obtenus par des développe-
ments en constantes de couplage, a basse température et a n grand. Nous repous-
sons la discussion des résultats obtenus grace aux méthodes de resommation des séries
asymptotiques a la fin du chapitre.

3.5.1 Modéle de Landau-Ginzburg

Les propriétés critiques des antiferromagnétiques triangulaires empilés et des hé-
limagnétiques découlent de 1’étude de la fonction de partition du systéme au voisinage
de la température critique.

Z[J] = / D@ D@, exp (—8 [§1,§2] -+ / i@-). (3.14)

Les champs ¢; et gy ont été introduits lors de la transformation de Hubbard-
Stratonovitch (voir ’annexe B), pour remplacer la contrainte stricte d’orthogonalité
des vecteurs §1 et §2 par une contrainte réguliére, représentée par un potentiel. L’ac-
tion & détermine l'interaction entre degrés de liberté microscopiques, et découle éga-
lement de la transformation de Hubbard-Stratonovitch. Toutefois, la transformation
de Hubbard-Stratonovitch ne peut étre effectuée que si I'interaction microscopique est
bien connue, et assez simple. Dans la pratique, on est rarement dans cette situation,
et 'on adopte alors un point de vue plus phénoménologique : les champs @; et @ sont
introduits, mais la forme précise de S§ n’est pas déterminée. Nous utilisons alors une
forme phénoménologique pour cette derniére. Ceci est en général justifié & un point
de transition continue en invoquant le phénoméne d’universalité qui indique que les
détails microscopiques du systéme n’ont pas d’influence sur les propriétés universelles.
L’action & se réécrit comme l'intégrale sur tout 'espace d’un lagrangien : S = [ dz L.
Dans ce dernier, interviennent toutes les combinaisons des champs autorisées par sy-
métrie. Dans une approximation simple, oll nous ne considérons qu’un terme cinétique,
et les termes de potentiel faisant intervenir au plus quatre puissances du champ, le
lagrangien prend la forme :

1 1 A

L= 5((&51)2 + (032)%) + 57“(%3% + aﬁ%)—i—E(gﬁf +&3)°
r (3.15)
+E ((95? - @)+ 4(851-@'2)2) .
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Afin de mettre en valeur les symétries du probléme, réécrivons le lagrangien précédent
a l'aide d’une matrice ¢ a n lignes et deux colonnes, dans laquelle sont rangées les n
coordonnées des deux champs @y et @ :

©1,1 P12
P = S (3.16)
Qpn,l (pn,Q

Le lagrangien prend alors la forme :

1 1 ) Trtpp)
L= 3 Tr 0y + 57 Tr tpp + E( Tr bpp)? + g Tr (tgo.go -1 r2<p<p) . (3.17)

En utilisant la cyclicité de la trace, on vérifie que le lagrangien est invariant sous :
o = U.p.V, (3.18)

ou U est une matrice de O(n) et V une matrice de O(2). On retrouve ainsi le groupe
de symeétrie de la phase de haute température déterminé précédemment (voir équation

(3.4)).

L’interaction a quatre corps est déterminée par deux variables A et 1, au lieu d’une
seule pour les théories vectorielles. La premiére correspond & une interaction O(2n)-
invariante!®. La seconde représente une contrainte d’orthogonalité et de normalisation
des champs @; et @, 2°. Notons & ce propos que seules les propriétés pour p > 0 nous
intéressent ici. En effet, dans le cas cas ou p < 0, la minimisation du lagrangien (3.17)
conduit & une configuration ou les deux vecteurs ¢; et g, sont colinéaires. La théorie
ne présente alors plus le schéma de brisure de symétrie qui nous intéresse.

3.5.2 Etude perturbative de Landau-Ginzburg-Wilson

L’étude perturbative de la théorie des champs décrite par le lagrangien (3.17) a
été menée au milieu des années 70 [BKM76|, |GP76], [JLM76|. La différence majeure
avec le cas plus simple des théories vectorielles vient du fait que I'interaction & quatre
corps dépend de deux paramétres (au lieu d’un dans la théorie vectorielle). L’espace des
paramétres est donc plus grand, ce qui permet, comme nous le verrons dans la suite,
d’obtenir un diagramme de flot beaucoup plus riche. Les fonctions 5 & une boucle
[BKMT76], [GP76], [JLMT76] sont données par :

dA, 1
Br= = = (—A+ A\ + (V24 +n) + 4hop, + 442)
dt 1672 (3 19)
d,ulr 1 2 . ‘
= = (-4 r Py rfMr
Bu= - = (At d)pr + 75 6Anpr + 1)

19Gur la ligne p = 0, on retrouve d’ailleurs la théorie vectorielle O(2n)/0(2n — 1).
20T e deuxiéme terme de l'interaction & quatre corps est minimisé lorsque tp.p o 1, soit 3;.53; o d;5,
c’est-a-dire encore lorsque les vecteurs @1 et P2 sont orthogonaux et ont méme norme.
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Il existe génériquement quatre solutions de point fixe, annulant simultanément les deux
fonctions (. Toutefois, suivant la valeur de n, on observe des différences qualitatives
dans le diagramme de flot :

(a) m>ns (b) nr >n >ny (¢) nir > n > nm (d) nin>n

F1G. 3.16 — Diagramme de flot dans le plan (A, ). Les points G, V, C,,
C_, S4, S_ correspondent aux points fixes gaussien, vectoriel
O(2n)/O(2n — 1), chiral, antichiral, sinusoidal et antisinusoidal.

en > ny = 21.8+ o(e) : pour des valeurs de n suffisamment grandes, on trouve
quatre points fixes (voir figure 3.16(a)). Le point fixe & A = p = 0 est le point fixe
gaussien G, et le point fixe V a u = 0, correspond a la théorie vectorielle O(2n)/O(2n—
1). Ces deux points fixes sont instables, et ont au moins deux directions répulsives :
la direction correspondant a la température, et une autre dans ’espace des constantes
de couplage (A, ). On trouve également deux points fixes non triviaux C et C_, le
premier stable, et I'autre instable. Ces points fixes sont qualifiés respectivement de
chiral et d’antichiral. Le point fixe chiral C'; gouverne la transition de phase du second
ordre.

e n;=21.8+0(¢) >n>n; =22+o0(¢) : lorsque le nombre de composantes
de spin diminue, les deux points fixes C, et C_ se rapprochent, coincident lorsque n =
nr ~ 21.8+o0(¢), et disparaissent ensuite. Ce phénoméne est la conséquence du fait que
les coordonnées \* et u* des points fixes sont les deux racines d’un polynéme du second
ordre. Lorsque n devient plus petit que ny, le discriminant de ce polynéme change de
signe, et les coordonnées des deux points fixes deviennent complexes conjuguées. Il y a
donc toujours quatre solutions annulant les fonctions 3, mais deux sont complexes, et
ne correspondent pas a une situation physique. La détermination numérique n; ~ 21.8
découle de ’étude des fonctions 5 a une boucle (équation (3.19)). Lorsque cette étude
est poussée aux ordres supérieurs, on trouve des corrections a cette valeur, en puissances
de € = 4 — d. La valeur critique n; du nombre de composantes de spin dépend alors de
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la dimension. Ainsi un calcul a trois boucles donne [ASV95] :
ny(e) =~ 21.80 — 23.43¢ + 7.09¢% + O(e?) (3.20)

Le flot des constantes de couplage est représenté sur la figure 3.16(b). Ce flot conduit le
systéme dans une région d’instabilité, ou le potentiel n’est plus borné. Pour stabiliser
le potentiel, il est alors nécessaire d’introduire des constantes de couplage en “¢%”, et

on s’attend a ce que le systéme présente une transition du premier ordre.

en,; =22+o0(c) >n>n; =2+ o0(¢) : sin est encore diminué, et devient plus
petit que n;; [JLM76] :
nn(g) ~ 2.20 - 0.578, (3.21)

les deux points fixes complexes, émanant de C, et C_, redeviennent réels, dans le
cadran (A > 0, p < 0) (voir figure 3.16(c)). Ces points fixes sont appelés sinusoidal
(point fixe stable) et antisinusoidal (point fixe instable), et sont notés respectivement
S, et S_. Dans larégion 4 < 0, le lagrangien (3.15) est minimisé pour une configuration
des champs ol J; et @ sont colinéaires et de méme norme. Le schéma de brisure de
symétrie dans cette région de paramétre n’est donc pas celui que 1’on veut étudier, de
sorte que le point fixe S, n’est pas pertinent dans notre étude.

e n < n;; = 2+ o(e) : finalement, si n devient plus petit que ny; :
nHI(E) = 2 - 6, (3.22)

le point fixe S, passe dans le cadran pu > 0, en échangeant sa stabilité avec le point
fixe vectoriel O(2n)/O(2n — 1) (voir figure 3.16(d)). Le seul point fixe du diagramme
de flot est le point fixe vectoriel, qui ne présente pas le bon schéma de symétrie.

En résumé, les équations d’évolution des constantes de couplage admettent un
point fixe stable, correspondant au bon schéma de brisure de symétrie uniquement
lorsque n > nj. Les exposants critiques a 1’ordre dominant sont obtenus en étudiant
les propriétés de la théorie au voisinage du point fixe stable (lorsque celui-ci existe), et
donne :

1 n(n*+n+48)+ (n+4)(n—3)v/n®> — 24n + 43

_ = 2
) 8(n® + 4n? — 24n + 144) e+ 0() (3.2
_Cn+(n+4)(n—3)(n2—24n+48)%62+0(€3) ’ '
B 8(n3 4 4n? — 24n + 144)?
ou
C, = 5n° — 3n* — 16n® — 656n> + 3072n — 1152. (3.24)

Une extrapolation naive des résultats précédents montre que la ligne n;(¢) passe
prés de la région physique d = 3, n = 2, 3, de sorte qu’il est difficile de conclure a prior:
sur 'ordre de la transition de phase des systémes étudiés. De plus, les termes successifs
ne décroissent pas tres vite. La série pour € = 1 ne converge donc pas trés vite, de sorte
qu’il est difficile d’obtenir une détermination précise de n;(d = 3) a partir des séries
perturbatives.
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3.5.3 Modéle o non linéaire

Outre le développement en puissances de la constante de couplage, mené au
voisinage de la dimension quatre que nous avons discuté précédemment, la théorie
a été étudiée dans le cadre du modéle o non linéaire 2'. Cette approche a déja été
discutée dans le chapitre précédent, lors de 'étude du modéle vectoriel O(n)/O(n—1).
Les propriétés critiques du systéme sont obtenues dans un développement & basse
température. Les modes massifs (mode radial dans le cas de la théorie vectorielle) ont
alors une contribution négligeable a la fonction de partition, et la physique critique est
gouvernée par les seuls modes de Goldstone.

Le développement & basse température induit une simplification supplémentaire.
Considérons un systéme en dimension d = 2 + ¢. Il existe une phase de basse tempé-
rature, dans laquelle ce systéme présente une aimantation spontanée. Alors seules les
petites fluctuations du parameétre d’ordre au voisinage de I’aimantation (excitations
d’ondes de spin) ont une contribution importante a la fonction de partition. Les autre
configurations donnent des contributions sous-dominantes a la fonction de partition
(typiquement en e’%). Ceci a deux conséquences importantes :

— premiérement, la physique de basse température n’est sensible qu’aux proprié-
tés locales de l'espace du paramétre d’ordre G/H, qui sont codées dans les
algébres de Lie des groupes G et H 2. Ceci permet d’exprimer la théorie en
termes d’objets géométriques (voir plus loin), ce qui simplifie beaucoup les
calculs [Fri85];

— deuxiémement, si les propriétés locales de la variété G/H du paramétre d’ordre
déterminent la physique de basse température, il n’en est pas de méme de ses
propriétés globales, topologiques. En effet, les configurations de champ testant
la structure globale du paramétre d’ordre donnent une contribution en e T A
la fonction de partition, qui ont une contribution nulle & tous les ordres de la
théorie de perturbation. Par conséquent, deux systémes dont les variétés des
paramétres d’ordre sont localement isomorphes, mais différent globalement,
ont la méme physique de basse température, et par conséquent la méme phy-
sique critique au voisinage de la dimension deux. La différence entre ces deux
systémes est codée dans des termes non analytiques en température, qui ne
sont pas accessibles dans le cadre du modéle o non linéaire perturbatif.

Ecrivons maintenant la fonction de partition de la théorie des champs déterminée
par le schéma de brisure de symétrie (3.4), et exprimée a ’aide du paramétre d’ordre

{51, 52} .

Z = /Dé’lDé'2 5 (€85 — 6ij) e 5. (3.25)

21Seuls les modéles pour lesquels n > 2 peuvent étre étudiés par cette méthode. Pour n = 2,
les modes de Goldstones ne sont soumis & aucune interaction, et l'on trouve dans une approche
perturbative & basse température que la théorie est libre, avec une longueur de corrélation infinie &
toute température.

22Plus précisément, la physique de basse température dépend des générateurs brisés de G, i.e.
Lie(G) — Lie(H). Ces générateurs brisés sont associés aux modes de Goldstone de la théorie.
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La fonction ¢ impose la contrainte d’orthonormalité des deux champs vectoriels, et géle
donc les modes massifs?. L’action S détermine la propagation des modes de Gold-
stone, et contient tous les termes a deux dérivées autorisés par symétrie. Dans le cas
traité ici, I’action est constituée de deux termes, et dépend donc de deux constantes de
couplage[ADDJ93] :

5= / ar {Loez+oep) + (2 -2 @00 —a0a7}).  (3.20)
Le premier terme de 'action est invariant sous les opérations de O(2n), et le deuxiéme,
appelé terme courant, réduit la symétrie de I'action a O(n) x O(2).

Il existe une reformulation du modéle o non linéaire, se basant uniquement sur les
propriétés géométriques du parameétre d’ordre. Cette reformulation nécessite d’intégrer,
dans la fonction de partition (3.25), les modes massifs. Les contraintes imposées a
travers les fonctions § permettent d’effectuer cette intégration simplement. La fonction
de partition s’exprime alors sous la forme?? :

1
Z = /DT{' exp <—§/dd$ gij(w) 8“7Ti(9u7rj) s (327)

ol les m; représentent les modes de Goldstone du systéme, et g;;(7) détermine leurs
interactions. Les m; peuvent étre vus comme les coordonnées d’un point de I’espace
du paramétre d’ordre G/H = %. Le tenseur g;;(7) permet en outre de munir
cet espace d’une métrique. La théorie étant décrite uniquement en termes d’objets
géométriques, il est naturel de penser que les équations d’évolution des constantes de
couplage s’exprime également a 1'aide d’objets géométriques. Ceci a été prouvé dans
le cas général par Friedan [Fri85]. En dimension d = 2 + ¢, les équations d’évolution
des constantes de couplage & deux boucles s’expriment alors en fonction des tenseurs

de Riemann (R;jy;) et de Ricci (R;;) de la variété G/H, déduits de la métrique g;; :

iy T
Bij = 8gl] = —&egi; + Rij + §TRZ~M Rjpim + O(TQ). (3.28)

Dans le cas particulier des systémes frustrés considérés ici, les fonctions § ont été
obtenues par Azaria et al [ADDJ93] :

1 772>) 1 (3n—14 (772>2 6 —3n (772)
=em—(n—-2—-|—||—— — | + — ] +@B3n-38
Pr=em ( 2<771 771( 8 m 2 m ( )
n—2 2 1p_9 3 ’
By = ey — (@) _1 (@)
2 M n 8 m
(3.29)

230n appelle ici modes massifs les excitations propres du parameétre d’ordre microscopique e;, et
non pas les excitations propres du potentiel thermodynamique en fonction de 'aimantation. C’est
pourquoi nous avons ici un mode massif et n — 1 modes de Goldstone, alors que le spectre exact de la
théorie est constitué de 2n excitations de méme masse.

21 intégrale fonctionnelle sur les modes m; est normalement limitée 4 un domaine fini. Toutefois,
dans le cadre de la théorie de perturbation, il est nécessaire de se débarrasser de cette contrainte et
d’intégrer les modes de Goldstone sur I’ensemble des réels. Ceci induit une erreur en exp(—1/T') pour
la fonction de partition.
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Les solutions de point fixe sont obtenues en résolvant le systéme d’équations §; =
B2 = 0. En plus de la solution triviale 17, = 19 = oo, correspondant au point fixe de
température nulle, il existe une autre solution. En définissant T} » = 1/, o, 1a solution
de point fixe est :

*

n—1 1302 — 10n+4
= - - O 3
1 (n—2>2<6 2 (=2 5)* ()
1(n—1)°( 150> —16n+4,

e O e LS

L’exposant critique v est déduit de la diagonalisation de la matrice de stabilité autour
de la solution de point fixe. On obtient ainsi & I’ordre sous dominant :

(3.30)

1 6n%—2m?+32n—12
==- 0 3.31
V= T Tm—2pan—y T 0© (3:31)

La dimension anormale s’obtient dans le méme cadre, et donne a 1’ordre dominant :

n? —10n

n = %e +O(2). (3.32)

Le cas n = 3 est particuliérement intéressant, puisqu’il correspond au cas phy-
sique des antiferromagnétiques triangulaires empilés isotropes (transition Heisenberg
chirale). De plus, nous allons voir qu’en ce qui concerne la physique critique, la théo-
rie est équivalente (dans un développement & basse température a deux boucles) a la
théorie vectorielle O(4)/0(3). Cette équivalence est la conséquence de deux propriétés
de ce modéle :

— premiérement, les équations de flot du modéle Heisenberg chiral au voisinage
de d = 2 présentent un phénomeéne d’élargissement de la théorie : le schéma de
brisure de symétrie de la théorie est initialement O(3) x O(2) — O(1) x O(2)
et devient au point fixe des équations de flot O(3) x SO(3) — O(3) [ADDJ93].
Cette propriété est observée a deux boucles dans le cadre perturbatif du modéle
o non linéaire ;

— deuxiémement, les variétés % et % sont localement isomorphes, de
sorte que les prédictions du modéle o non linéaire pour ces deux modéles
coincident a tous les ordres de la théorie de perturbation.

Nous discutons ces deux propriétés dans la suite.

Phénomeéne d’élargissement de symétrie

Remarquons tout de suite que la théorie avec n = 3 posséde un statut particulier.
Dans ce cas, en effet, le deuxiéme terme de 'action (3.26) a une interprétation simple.
En utilisant le produit vectoriel de €; avec €5, il est possible de réécrire ce terme sous
la forme :

/ d3(21.08, — 8,.08,) = 2 / i (962 + 062 — (@ AEY).  (333)
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On en déduit une nouvelle expression de l’action (3.26) :

S= / dly %(agf +982) + (% - %) e, (3.34)
oil nous avons introduit €3 = €1 A€s. Sous cette forme, il est apparent que la ligne 7, = 7
correspond a une symétrie plus grande de I’action, puisqu’alors les termes en facteur
de 0¢?2, 0e} et 07 sont égaux. Toutefois les champs €] et €, d’une part, et €3 d’autre
part ne jouent pas le méme role. En effet, I'intégration fonctionnelle apparaissant dans
le calcul de la fonction de partition ne porte que sur les deux premiers champs. Il est
toutefois possible d’élever €5 au rang de variable dynamique, au méme titre que €; et
€5, a condition d’ajouter une contrainte imposant au champ €3 d’étre de norme unité, et
orthogonal & €] et €5, a I'aide d’une fonction §. Nous pouvons donc réécrire la fonction
de partition (3.25) sous la forme :

Z = | D& DéyDé; 6(e,.€; — 6;;) e=°, 3.35
7 J

ou les indices ¢ et j prennent maintenant les trois valeurs 1, 2 et 3, et oul €3 est
maintenant une variable indépendante de & et & dans S. Etudions maintenant la
solution de point fixe, donnée par I’équation (3.30). Dans le cas n = 3, il apparait que
les deux constantes de couplage prennent la méme valeur :

1
TY, =2 <g - 53) : (3.36)

Comme nous ’avons remarqué précédemment, 1’égalité des deux constantes de couplage
correspond & une symétrie plus grande de l'action, qui devient invariante sous O(9)!
Toutefois les contraintes auxquelles sont soumises les champs, par 'intermédiaire de la
fonction §, réduit la symétrie de la théorie au sous groupe O(3) x SO(3). Nous vérifions
donc que la symeétrie de la théorie est élargie au point fixe 2°.

Ce groupe de symétrie se comprend plus aisément si I’on regroupe les trois vec-
teurs {€;} en colonne dans une matrice 3 X 3, notée R. La contrainte d’orthonormalité
des trois vecteurs {¢;} fait de R une matrice du groupe O(3). L’action (3.34) peut alors
s’écrire :

S = / d*z Tr (P.9'R.OR) , (3.37)

ou P est la matrice diagonale, dépendant des constantes de couplage :

n2 0 0
0 m 0 . (3.38)
0 0 2771 —_ 772

25Ce phénoméne est en fait plus général. L’étude de la théorie % [DJ96][PRVO1b] méne

a la conclusion que pour toutes les théories ot n = m — 1, la symétrie au point fixe est élargie &
O(n)xSO(n)
O(n)
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Au point fixe, 7, = 1, de sorte que P est proportionelle a I'identité. On vérifie aisément
que l'action (3.37) est invariante sous la transformation :

R—URV , (3.39)

ou U et V sont des matrices de O(3).

(8)xS0(3) o4

Equivalence des modéles < o) O(g

3)

N

Cette équivalence provient du fait que d’une part, le modéle o non linéaire n’est
sensible qu’aux propriétés locales du paramétre d’ordre, et que d’autre part I'espace
du paramétre d’ordre des antiferromagnétiques frustrés pour n = 3 est localement iso-
morphe (i.e. aux propriétés topologiques prés) & O(4)/0(3). Cette derniére propriété se
démontre par une suite d’équivalence. Notons tout d’abord que %
a SO(3), le groupe des rotations de I’espace & trois dimensions. Le groupe des rota-
tions est lui-méme localement isomorphe au groupe SU(2). L’application permettant

d’associer & toute matrice unitaire U une matrice de rotation R est :

est isomorphe

1 _
Rij(U) = 5 Tr (o:Uo;U ), (3.40)
ou o; sont les matrices de Pauli et U une matrice unitaire. Finalement, utilisons la
représentation des matrices unitaires a I’aide d’un vecteur normé a quatre composantes
(I

U= 1/)0]1 +1 O'Z"l/JZ' , (341)

qui donne un isomorphisme entre I’ensemble des matrices unitaires, et ’ensemble des
vecteurs & quatre composantes normés. En résumé :

0B3)x0(2) _

0 % 00) = SO(3) (3.42)
~ SU(2) (3.43)
~ 300) (3.44)

La conséquence importante de cette discussion est que, dans un développement
de basse température, parfaitement justifié au voisinage de la dimension critique infé-
rieure, la physique critique est gouvernée par le point fixe du modéle vectoriel a quatre
composantes! On peut d’ailleurs vérifier que I’exposant critique v tiré de 1’équation
(3.31) pour n = 3 coincide avec le résultat classique obtenu pour la théorie vectorielle
0(4)/0(3), et donné dans le chapitre précédent (voir I’équation (2.113)). Toutefois, si
I’exposant critique v coincide dans ces deux calculs, il n’en est pas de méme pour 7. En
effet, la dimension anormale dépend de la représentation engendrée par le paramétre
d’ordre. Dans le cas particulier considéré ici, ceci se comprend aisément en remarquant
que la relation entre les matrices de rotation R, et les vecteurs & quatre composantes

97



CHAPITRE 3. SYSTEMES FRUSTRES

¥ n’est pas linéaire (voir les équations (3.40) et (3.41)). Schématiquement, R o 9,
de sorte que R est un opérateur composite en terme de 1. Aussi il est naturel que les
dimensions anormales pour R et v différent.

L’équivalence des théories % et % a tous les ordres de la théorie de
perturbation est au premier abord surprenante. En effet, si I’on étudie ces deux théories
au voisinage de la dimension quatre, on observe deux comportements tres différents :
le second modéle admet un point fixe, et présente donc une transition de phase du
second ordre, alors que le premier n’a pas de point fixe, et subit donc une transition
(faiblement) du premier ordre. Les deux théories sont donc équivalentes a tous les
ordres de la théorie de perturbation en £ = d — 2, mais différent pour ¢ = 2! On peut
comprendre ce phénoméne en observant que lors de I’étude perturbative du modéle
o non linéaire, nous avons a plusieurs reprises utilisé des approximations induisant
des erreurs en e_%, non analytiques en T. Ces termes non analytiques peuvent étre
responsables de la différence de comportement de ces deux modéles. Dans le paragraphe
suivant, nous discutons le role des excitations topologiques, qui représente une source
de termes non analytiques.

Défauts topologiques des antiferromagnétiques empilés

Nous avons signalé précédemment que 1’espace du paramétre d’ordre des systémes
frustrés considérés ici avait une topologie non triviale, et nous discutons dans cette
section ces caractéristiques topologiques, et les implications physiques qui en découlent.
On peut consulter [Mer79| pour une description plus compléte

Mathématiquement, les propriétés topologiques d’un espace topologique E sont
décrites par les groupes d’homotopie II,(F), ou n est a valeur dans les entiers. Dé-
crivons tout d’abord le groupe II;(E). Pour cela, considérons 1’ensemble des chemins
fermés, continus, dans ’espace du paramétre d’ordre. Un tel chemin C est décrit par
une application continue ¢ (t) de [0,1] vers E. Le chemin étant fermé, la fonction ~¢(¢)
vérifie ¢(0) = 7¢(1). On peut introduire une relation d’équivalence entre chemins :
deux chemins sont équivalents si I'on peut déformer contintiment I'un en l'autre. Fi-
nalement, introduisons une loi de composition de deux chemins C et C’, consistant a
coller bout-a-bout ces deux chemins. Le chemin C + C’ est alors décrit par la fonction :

) e(2t) site 03]
e (t) = {7@(215 —1) site[}1]’ (3.45)

Alors, I’ensemble des classes d’équivalence des chemins, muni de cette loi de composition
forme un groupe, appelé premier groupe d’homotopie, et noté II;(E). Considérons
d’abord le cas de ’espace IR". 1l est facile de voir que tous les chemins fermés peuvent
étre continiment déformés en un chemin trivial, décrit par une fonction y(¢) constante.
Le premier groupe d’homotopie de IR" est donc le groupe trivial. Il n’en est pas de méme
du cercle S'. En effet, les deux chemins schématisés sur la figure 3.17 ne peuvent pas
étre continiment déformés ’'un dans 'autre. Les différentes classes d’équivalence de
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F1G. 3.17 — En pointillés, sont représentés deux chemins non équivalent sur le
cercle.

chemins sont caractérisées par un entier relatif : le nombre de tours effectués autour
du cercle. Ainsi I1;(S') = Z.

Les autres groupes d’homotopie II,, sont définis de la méme fagon, sauf qu’au lieu
de considérer un chemin (objet de dimension un), on considére une surface pour Il,
un volume pour II3, etc. L’équivalent des chemins est alors donné par une application
de [0, 1] vers P’espace topologique E 2.

Les groupes d’homotopie associés a I’espace du paramétre d’ordre donnent une
information trés intéressante. En effet, un groupe d’homotopie non trivial signale I’exis-
tence de configurations non triviales du champ, appelées défauts topologiques ou vor-
tex?”. Ces configurations sont solutions des équations du mouvement et correspondent
a des minima locaux de ’action. Elles présentent une variation brutale du champ dans
une région de I’espace, mais surtout, influencent I'orientation du paramétre d’ordre mi-
croscopique sur des grandes distances. Ces configurations ont une énergie plus grande
que celle de I’état fondamental, et ne jouent par conséquent pas de role dans la phy-
sique de basse température. Toutefois, a plus haute température, ces degrés de liberté
sont excités, et peuvent jouer un role important dans la physique critique.

Considérons a titre d’exemple le modéle XY, dont nous avons déja discuté les
propriétés dans le chapitre précédent. Le paramétre d’ordre SO(2) = S* a un premier
groupe d’homotopie non trivial. Ceci doit étre mis en correspondance avec ’existence
de vortex dans le systéme bidimensionnel. I.’importance physique de ces défauts topo-
logiques est considérable. En effet, en ’absence de défauts topologiques, la théorie en
deux dimensions serait libre, et présenterait a toute température une longueur de cor-
rélation infinie. La transition de phase observée dans le modéle XY correspond en fait
a une transition de déconfinement des vortex. En utilisant I'image du gaz de Coulomb
(ot les vortex sont associés a des charges électriques), la phase de basse température
est de type dipolaire. Les vortex se regroupent par paires de charge opposées, et la dis-
tance entre vortex appariés est petite par rapport & la distance entre paires. La phase
de haute température est de type plasma : les vortex sont déconfinés.

26Cette application doit vérifier des conditions de continuité aux bords.

27Un systéme ayant d dimensions spatiales, et dont le paramétre d’ordre a un groupe d’homotopie
IT,, non trivial, présente des vortex si d > n + 1. Les vortex sont alors des objets de dimension
d —n — 1. Ainsi, le modéle XY (dont le premier groupe d’homotopie IT; (SO(2)) = Z) présente des
vortex ponctuels en dimension deux, linéaires en dimension trois, etc.
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En trois dimensions, les défauts topologiques du modéle XY sont des boucles,
qui sont responsables, dans certains scénarios|Kib76|, de la transition ferromagnétique-
paramagnétique. Ceci est corroboré par des études numériques, qui montrent que la
transition de phase coincide avec une augmentation brutale du nombre de boucles de
vortex dans le systéme [ABH98]|[AB98|.

On reporte sur la table 3.7 les différents groupes d’homotopie du paramétre

d’ordre OO(”)XO(Q)), pour différentes valeurs de n. On observe en particulier que le

(n—2)x0(2

‘Valeursden‘Ho‘Hl ‘HQ‘ II; ‘

2 Zy, | Z | 0 0

3 0 |Zy| 0 Z

4 0|0 |Z|ZxZ
) 0010 Z,

TAB. 3.7 — Groupes d’homotopie du paramétre d’ordre des antiferromagné-
tiques empilés %, pour différentes valeurs de n (tiré de
[KZ93)).

paramétre d’ordre des antiferromagnétiques triangulaires empilés de type Heisenberg
(n = 3) présente un premier groupe d’homotopie non trivial, ce qui signale la présence
d’excitations topologiques?®. En revanche, I’espace du paramétre d’ordre % a un pre-
mier groupe d’homotopie trivial, et il n’existe donc pas de vortex dans ce systéme.
Ainsi, SO(3) et % sont localement isomorphes (voir équation (3.44)), mais différent
par des propriétés topologiques. Si cette différence n’a aucune implication physique sur
les propriétés de basse température du systéme, il n’en est pas de méme a haute tempé-
rature. Ceci est confirmé en particulier par des simulations numériques| CADMO01] qui
étudient la longueur de corrélation de ces deux systémes en fonction de la température.
Les comportements & basse température sont identiques, et coincident avec les prédic-
tions du modéle o non linéaire. En revanche, au dessus d’une certaine température
(appelée T,), la longueur de corrélation du modeéle SO(3) décroit beaucoup plus vite.
A cette température on observe également une prolifération du nombre de vortex dans
le systéme. La chute de la longueur de corrélation est imputable a la présence de vortex

déconfinés, qui désordonnent le systéme.

Les défauts topologiques de SO(3) jouent probablement un réle important en
dimension trois. En effet, on s’attend a ce que la physique critique se produise & tem-
pérature non nulle, de sorte que les excitations topologiques sont activés. Le fait que
SO(3) présente des défauts topologiques alors que O(4)/O(3) n’en ait pas, peut expli-
quer la différence des comportements critiques de ces deux systémes.

28Le premier groupe d’homotopie Z, pour le systéme isotrope signale une algébre inhabituelle
pour les vortex. Il n’y a plus d’équivalent de la charge des vortex du modéle XY. D’autre part, si
Pon considére une configuration constituée de deux vortex, il est toujours possible de la déformer
continiment cette configuration pour retrouver une configuration triviale, invariante sous translation.
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3.5.4 Développement & n grand

Le troisieme angle perturbatif utilisé pour étudier la théorie des systémes frustrés
consiste en un développement de la théorie pour un grand nombre de composantes du
paramétre d’ordre |BLM77|, [Kaw88|. Les exposants critiques obtenus & l'ordre 1/n

dans ce cadre sont :
1 1 S, 1
= (1+12(=-1)2 ~
v d—2<+ (d )n>+0<n)

4 Sq 1 ’
=6(=—-1]2¢ =
r=o(am) o)

g, = sin [2(d — 2)] I;[d -1 (3.47)
2nl [4]

(3.46)

ou

Donnons également, en dimension trois, le développement a 1’ordre 1/n? des exposants

critiques [PRV01a] :
16 156 60\ (1
B nm?2 n?2\w? 37t o\

(3.48)

On remarque que les coefficients des séries précédentes ne croissent pas trop vite
avec ’ordre. Ainsi, pour des valeurs de n supérieures & 16, chaque terme de la série
est au moins dix fois plus petit que le précédent. Sous I’hypothése que ce taux de
décroissance se poursuite aux ordres suivants, les séries a 1'ordre 1/n? permettent de
déterminer les exposants critiques avec une précision de 1’ordre du pourcent. Pour les
valeurs n = 16 et n = 32, sur lesquelles nous reviendrons dans la suite, nous obtenons
respectivement : (v = 0.885,7 = 0.0245), et (v = 0.946,n = 0.0125), avec une erreur
absolue que I'on peut estimer de I'ordre de 1%.

3.5.5 Discussion des résultats théoriques

Résumons la situation. Les approches perturbatives au voisinage de d = 2, ainsi
que le développement & n grand, prévoient I’existence d’un point fixe dans I’ensemble
de leurs domaines de validité (c’est-a-dire n > 2 et 2 < d < 4 respectivement). En
revanche le développement en constantes de couplage au voisinage de d = 4 prévoit
'existence d’un point fixe chiral uniquement pour n > n;(d) = 21.8 + o(4 — d). Nous
avons représenté en ombré sur la figure 3.18 les régions du plan (d,n) ou les théories
de perturbation prévoient I’existence d’un point fixe chiral stable. Ainsi, nous pouvons
relier par continuité, dans le plan (d, n), le point fixe du modéle ¢ non linéaire au point
fixe de Landau-Ginzburg, en passant par la région des grands n.
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21.8

\J

F1G. 3.18 — Dans le plan (d,n), sont représentées en gris les régions dans les-
quelles les théories de perturbation conduisent & I’existence d’un
point fixe chiral stable.

Nous pouvons vérifier que les expressions des exposants critiques coincident &
I’intersection des zones perturbatives. Ainsi, pour d ~ 4 et n grand, les exposants
critiques tirés de (3.23) et de (3.46) donnent :

L P 2 1
u—2+4<1 n>e+0(5)+0(n2)

(3.49)
_3 Lo+ o)
= n?
De méme, pour d ~ 2 et n grand, les développements de (3.31) et (3.32), et de (3.46)
donnent :

1 3 1
v=—-—140()+0(=)
o 2n " (3.50)
_ 2 -
n=5-+0()+0(5)

On en conclut que le point fixe du modéle ¢ non linéaire est relié par continuité dans le
plan (n,d) au point fixe stable de la théorie de Landau-Ginzburg. Ceci tend a prouver
que les résultats perturbatifs sont cohérents. Toutefois, certaines questions demeurent.

— Il est difficile de conclure sur I’ordre de la transition de phase que présentent les
antiferromagnétiques triangulaires empilés en dimension trois, car les dévelop-
pements au voisinage des dimensions deux et quatre donnent des prédictions
contradictoires. D’un coté, le modéle o non linéaire prévoit 1’existence d'un
point fixe en toute dimension, alors que I'approche perturbative de Landau-
Ginzburg-Wilson prévoit ’absence de point fixe au voisinage de d = 4. C’est
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la une grande différence avec le modéle vectoriel, pour lequel le modéle o non
linéaire et le modéle de Landau-Ginzburg prévoient, dans leur domaine de va-
lidité, I’existence d’un point fixe stable du groupe de renormalisation. Dans
le cas du modéle vectoriel, on est naturellement conduit & la conclusion de
I’existence d’un point fixe stable en toutes dimensions entre deux et quatre.

— Laligne n;(d), séparant les régions ot la transition est du premier ou du second
ordre, calculée en perturbation, semble passer trés prés des valeurs physiques
n = 2,3 en dimension trois. La série perturbative exprimant n;(d) dans un
développement en puissances de ¢ = 4 — d semble mal converger. Il est donc
difficile d’en extraire une valeur fiable de n;(d = 3), et par conséquent de
déduire si la transition pour n = 2 et n = 3 est du premier ou du second ordre.

3.6 Résumé et problématique

Dans cette section, nous résumons les différents points soulevés précédemment,
en soulignant les problémes ouverts.

La question la plus importante est de déterminer si les systémes physiques qui
nous intéressent ici i.e. les antiferromagnétiques triangulaires empilés, et les hélima-
gnétiques, correspondant aux cas n = 2 et n = 3, présentent une transition de phase
continue en dimension trois. Les résultats expérimentaux et numériques obtenus pour
le modéle chiral XY sont difficilement compatibles avec une transition de phase du
second ordre, et nous avons justifié ce point par deux arguments :

— Les exposants critiques ne sont pas universels, et présentent de fortes variations

de systémes a systémes.

— La dimension anormale est négative, ce qui est interdit par les principes pre-

miers de la théorie des champs.

— Les lois d’échelle, reliant les exposants critiques entre eux, ne sont pas vérifiées.
Dans le cas du modéle de Heisenberg chiral, les conclusions sont moins marquées. Nous
avons indiqué un faisceau d’arguments menant plutot a la conclusion que la transition
est faiblement du premier ordre, sans qu’une réponse définitive puisse étre extraite des
résultats expérimentaux et numériques. Nous avons en particulier noté que :

— l'universalité semble violée : certains systémes présentant le méme schéma de

brisure de symétrie ont des exposants critiques différents, et que

— certains de ces systémes ont une dimension anormale négative, ce qui est in-

compatible avec ’hypothése d’une transition continue.
Il est donc important de savoir si une approche théorique permet de confirmer ce fait.
Une détermination de la valeur n;(d = 3), délimitant les zones de transitions de premier
et second ordre dans le plan (n,d), permettrait de répondre a cette question.

Dans le cas ou la transition n’est pas continue, comme semble I'indiquer la dis-
cussion menée précédemment, il reste tout de méme a expliquer pourquoi des lois de
puissances sont observées sur de grandes gammes de paramétres, tellement grandes que
la violation de ces lois de puissances n’est en général pas observée expérimentalement
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et numériquement. Il serait aussi intéressant de pouvoir évaluer les exposants critiques
effectifs, trouvés expérimentalement et numériquement.

La méthode basée sur ’équation exacte régissant I’évolution de I'action effective
courante 'y avec ’échelle k, et que nous avons décrite dans le chapitre précédent, pré-
sente plusieurs avantages dans 1’optique de répondre a ces questions. Notons d’abord
qu’elle permet d’étudier le modéle directement en d = 3, sans avoir recours a une
resommation d’une série divergente, et permet donc d’obtenir simplement une déter-
mination de n;(d) . D’autre part, nous avons vu dans le chapitre précédent qu’il était
possible de relier explicitement les observables physiques (aimantation, longueur de
corrélation,...), a la température, en intégrant les équations de flot pour différentes
conditions initiales, correspondant a différentes températures. En ’absence de point
fixe, il est donc possible de déterminer les courbes M(T), £(T), et de vérifier si elles
présentent ou non un comportement en loi de puissance sur de grands intervalles de
température. Si c’est le cas, il est également possible d’extraire une détermination d’un
exposant critique effectif.

Le probléme majeur soulevé par les différentes approches perturbatives est ’ap-
parente contradiction entre les résultats obtenus grace au modéle o non linéaire et par
le modéle de Landau-Ginzburg. La méthode utilisée ici a le grand avantage de coinci-
der, & une boucle, avec les résultats de ces deux approches. En étudiant la théorie en
différentes dimensions, nous pourrons déterminer comment ces résultats se raccordent.

Enfin, rappelons que les modéles XY et Heisenberg chiraux (n = 2 et n = 3)
présentent des excitations topologiques, qui peuvent jouer un role important & tempé-
rature non nulle. L’étude de la transition de phase du modéle XY en deux dimensions
(voir la section 2.7.12) indique que la méthode permet de tenir compte des excitations
topologiques, méme si I’on n’introduit pas de champ associé a ces degrés de liberté.

3.7 Equations de flot pour le modéle chiral

Dans cette section, nous décrivons comment les équations de flot décrivant 1’évo-
lution des constantes de couplage avec 1’échelle d’impulsion £ sont obtenues. Les lignes
principales de cette discussion ont été décrites dans le chapitre 2, dans le cadre de la
théorie vectorielle O(n)/O(n—1). Nous rappelons ici la méthode utilisée dans la section
2.7, et présentons uniquement les points qui différent de I’analyse menée précédemment.

La premiére étape consiste a déterminer une bonne troncation de ’action effec-
tive courante, c’est-a-dire une troncation contenant le plus de propriétés pertinentes
du systéme, et dépendant d’un minimum de constantes de couplage. Une fois cette
troncation déterminée, nous étudions le spectre de la théorie?®, ainsi que les équations
d’évolution des constantes de couplage paramétrant notre troncation. Les équations

29Par spectre, nous entendons ici les valeurs propres de la matrice de masse, et les vecteurs propres
associés.
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de flot sont ensuite développées au voisinage des dimensions deux et quatre, ainsi que
pour des valeurs grandes de n. Nous vérifions ainsi que les résultats perturbatifs a
I’ordre dominant sont reproduits. L’exploitation de ces équations en dimension trois
est discutée dans la prochaine section.

3.7.1 Troncation

Dans cette section, nous décrivons le schéma de troncation dans lequel nous
travaillons. Une troncation “minimale”, permettant de retrouver les différents résultats
perturbatifs (modéle o non linéaire, modeéle de Landau-Ginzburg et développement a n
grand) est ensuite déterminée. Nous présentons la dérivation des équations d’évolution
dans cette troncation simple afin d’alléger la discussion. La troncation peut ensuite étre
enrichie en considérant de plus en plus de termes, afin d’obtenir des déterminations plus
précises des quantités calculées.

Développement en dérivées

Par analogie avec ce qui a été discuté dans le chapitre précédent (voir 2.6.1),
nous considérons ici un développement en puissances des dérivées. L’action effective
courante prend alors la forme :

1
Fk - /ddx{Uk(p: 7—) + §Zk(pa 7—) (a“¢aa)2
1 O Y(l) (2) 3.51
+ quaa d)aﬂ 2 (,0, T)eaﬂ6’75 + Y}c (p: T)éaﬁé’yé ( . )

+ Y (0, 7)(2€as€5y — €areps + 5a75/3’6)) By 0" P + O(0%) },

ou
p=Trip.p
1 1 2 (3.52)
T==-Tr [tp.o— = Tr (tgo.gp)
2 2
sont deux combinaisons des champs invariantes sous le groupe de symétrie du systéme
O(n) x O(2) (voir (3.18)). A partir de p et 7, on génére tous les autre termes invariants
sous ce groupe par addition et multiplication. Notons que ces deux invariants sont déja
présents dans le lagrangien (3.17), utilisé dans le modéle de Landau-Ginzburg. Dans
une troncation & I'ordre 62, on trouve quatre types de termes cinétiques dans ’action

effective (Zy, Y}c(l), k(z) et Yk(?’)), au lieu de deux dans le modéle vectoriel, et d’un seul
dans le modele d’Ising.
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Développement en puissances du champ

Nous effectuons de plus un développement en puissances des champs des cing
fonctions paramétrant ’action effective. Comme nous ’avons discuté dans le chapitre
précédent (voir 2.6.2), afin d’obtenir une détermination précise des observables phy-
siques, il est important d’effectuer ce développement au voisinage du minimum du
potentiel :

oUy
0Paa |

in

=0. (3.53)

La configuration notée Min est invariante sous translation. Afin d’étudier le bon schéma
de brisure de symétrie, nous choisissons une configuration de champ correspondant a
deux vecteurs 1 et g orthogonaux et de méme norme. Une bonne paramétrisation de
cette configuration est, par exemple3? :

1
0
0

o = O

Prin = VE (3.54)
0 0
Seule I'orientation relative des deux vecteurs est importante, et modulo cette contrainte,

on peut choisir arbitrairement ’orientation des deux vecteurs sans altérer les résultats
physiques. Les deux invariants p et 7 valent dans cette configuration :

K

de sorte que le développement des fonctions paramétrant l’action effective (3.51) au
voisinage du minimum s’obtient dans un double développement en puissances de (p —
2k) et 7. Ainsi, a ordre “¢*”, le potentiel développé au voisinage du minimum @,
prend la forme :

Min = 2I_€ (3 55)
=0’ '

Min

Uk(p,T) = 1)\_6 (p—27)” + %7‘ + O(¢°). (3.56)

Cette troncation du potentiel peut étre menée a des ordres plus élevés, toutefois il est
suffisant de garder uniquement ces deux termes pour retrouver les différents résultats
perturbatifs. En ce qui concerne les termes cinétiques, nous les approximons, dans la
troncation minimale, par :

Zi(py7) = Z 4+ O(¢7)
YV (p,7) =@+ O0(p?) (3.57)
Y@ (p,7) = O(1) ’ |

Y (p, 1) = 0(1)

30Dans ce chapitre, les quantités avec une barre représentent des quantités dimensionnées, non
renormalisées. Nous introduisons dans la suite les quantités dédimensionnées, renormalisées associées
qui seront représentées par le méme symbole, mais sans barre.
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ol Z et w sont des constantes de couplage, indépendantes de ¢, et nous obtenons ainsi
la troncation “minimale” 3! :

No= [ {5 (07 +0) + 5 (5105 - 7:07) + o-2mr+ B} @)
Discutons maintenant chacun des termes de cette troncation. Les deux derniers, termes
de potentiel (sans dérivées), sont déja présents dans le lagrangien (3.15), considéré lors
du traitement perturbatif de la théorie au voisinage de d = 4. Les équations d’évolu-
tion de ces deux termes permettront de retrouver les résultats du modéle de Landau-
Ginzburg a I'ordre dominant. La constante de couplage Z représente la renormalisation
du champ, et permet de générer la dimension anormale du systéme. Enfin, & correspond
a une interaction a quatre champs et deux dérivées. Lors du traitement de la théorie
par une approche de type Landau-Ginzburg, ce terme n’est pas retenu, car sa dimen-
sion canonique ([W] = 2 — d) est négative au voisinage de d = 4, et correspond donc &
une interaction non pertinente. En revanche, ce terme est trés important au voisinage
de d = 2, puisqu'’il s’identifie au terme courant (deuxiéme terme dans I’action (3.26)),
qui est en particulier responsable de 1’élargissement de la symétrie pour n = 3.

Cette troncation a ’avantage d’étre traitée assez simplement, et nous présentons
les principales étapes menant a la détermination des équations de flot dans ce cadre.
Toutefois, il est nécessaire d’utiliser des troncations plus riches afin d’obtenir des résul-
tats quantitativement meilleurs. Les équations de flot sont alors beaucoup plus longues.
Nous ne reportons pas ces équations, qui n’éclairent pas la discussion 32

3.7.2 Spectre

Maintenant que la troncation est déterminée, il reste & fixer les définitions de
constantes de couplage {&, A, i, Z,@}. Nous pourrons ensuite appliquer I'opérateur o,
a ces définitions, et obtenir ainsi les équations d’évolution des constantes de couplage.
Toutefois, il est intéressant de commencer par déterminer les excitations propres du
systéme (c’est-a-dire les vecteurs propres de l'inverse propagateur). Ceci a trois avan-
tages :

— A lalumiére de cette discussion, les différents termes de notre troncation auront

un sens plus clair.

— Si nous utilisons, dans les calculs des équations de flot, la base propre des
excitations élémentaires, les opérations de multiplication de matrices et de
calcul de trace (voir la section 2.7.6) sont beaucoup plus aisées. En effet dans
cette base, le propagateur est diagonal, et les fonctions de vertex ont beaucoup
d’entrées nulles.

31Tes constantes de couplage {Z,©, &, A, i} dépendent de 1’échelle k. Pour alléger les notations nous
supprimons la référence & cette variable.
32Ces équations sont disponibles sut le site : http ://www.lpthe.jussieu.fr/ tissier/
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— Finalement, rappelons que les fonctions seuil apparaissant dans les équations
d’évolution des constantes de couplage, ont pour argument les masses des ex-
citations propres du systéme. Il est donc intéressant, avant de se lancer dans
le calcul des équations de flot, de déterminer ces masses.

Commencons donc par calculer la dérivée seconde de ’action effective, évaluée
au minimum?? et notée F,(f)(qQ), qui s’identifie & I'inverse du propagateur de la théorie.
Cette matrice se diagonalise facilement, et les 2n modes de la théorie se rangent en
quatre familles.

(a) Singulet de (b) Singulet massif (c) Doublet massif
masse nulle

Fi1aG. 3.19 — Représentation des excitations propres du modéle d’antiferroma-
gnétiques triangulaires empilés. La configuration de référence des
vecteurs ¢, et gy est représentée en pointillés, et la configuration
aprés déformation en lignes pleines.

e On trouve 2n — 4 modes de Goldstone, correspondant & la rotation rigide du
dihedre, laissant un des deux vecteurs inchangé. La valeur propre de I'2(q?) associée est
Zq?. A impulsion nulle, cette valeur propre est nulle, ce qui confirme que ces modes sont
des modes Goldstone. Les quatre autres excitations correspondent a des déformations
de @ et Py dans le plan (F1, Fs).

e [l existe une autre excitation de masse nulle, correspondant & une rotation
simultanée des vecteurs @ et @y. Cette excitation est représentée sur la figure 3.19(a),
et correspond a la valeur propre (Z + kw)q? de I'inverse propagateur. On remarque que
ce mode de Goldstone n’a pas le méme propagateur que les 2n — 4 autres, et que le
terme courant influence la propagation de ce mode.

e On trouve ensuite un mode massif, correspondant a une dilatation (ou une
contraction) des deux vecteurs par un méme facteur (voir figure 3.19(b)). La valeur
propre associée a cette excitation est Zq?+ k. Lors de cette déformation, les contraintes

33Rappelons que tous les calculs sont menés au voisinage de la configuration de champ décrite par
Péquation (3.54), et que par conséquent nous sommes intéressés par les excitations propres du systéme
autour d’une configuration non triviale du champ.
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d’orthogonalité et de normalisation sont respectées, de sorte que 7 reste nul. Ceci
explique pourquoi i n’intervient pas dans la masse de ce mode. Notons que dans
la troncation considérée ici, le terme cinétique de ce mode (en préfacteur de q?) est
identique a celui des 2n — 4 modes de Goldstone. Toutefois si 'on remplace dans
(3.57) approximation de Y}C(Q) par Yk@) (p,7) = Y@ +0(¢?), le terme cinétique devient
(Z + YPk)q?.

e Finalement, les deux derniers modes forment un doublet massif. Ces excitations
correspondent a des déformations de J; et @, laissant la quantité F% + @2 inchangée
(voir 3.19(c)). Par conséquent, la constante de couplage A ne contribue pas & la masse

de cette excitation. La valeur propre de F,(f) associée est Zq? + k. A nouveau, si la

fonction Yk(?’) (p, 7) est approximée par Y®) le terme cinétique de ces deux modes massifs

devient (Z + Y®)k).

A ce stade, on peut comprendre pourquoi, dans la troncation minimale (3.58),
nous considérons la contribution provenant de Y, mais pas celles de Y® et Y.
En effet, Y donne une contribution & la renormalisation du champ du mode de
Goldstone, qui joue un réle important au voisinage de la dimension deux. En revanche
Y® et Y influencent uniquement les modes massifs, et il n’est pas nécessaire de tenir
compte de ces termes pour retrouver les résultats du modéle ¢ non linéaire a ’ordre
dominant.

Afin de profiter de la symétrie du probléme, nous considérons dans la suite les
fonctions de vertex obtenues par dérivation de I'action effective I', dans les directions
propres du probléme. Nous introduisons donc :

(et i)
' \/5 dpi1 0pao
o (it a)
> 2 \0p11  Opap
1 1) 1)
b= (24 )
s 2(5@1,2 5€02,1
5 _L( s 0 >
! 2 \0p12  Opaq
)
O =
° 03,1
1)
0 =
° 5903,2
2n—1 5g0n,1
1)
0oy, =
? 59071,2
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La direction 1 correspond au singulet massif (voir figure 3.19(b)), les directions 2 et
3 au doublet massif (figure 3.19(c)), la direction 4 au singulet de masse nulle (figure
3.19(a)), et les derniéres directions correspondent aux 2n — 4 modes de Goldstone.

3.7.3 Définition des constantes de couplage

Dans cette section nous fixons les prescriptions, définissant les constantes de
couplage qui paramétrisent la troncation (3.58). Nous commencons par les constantes
de couplage {k, A, 1}, qui paramétrisent le potentiel, puis {Z, w}, décrivant les termes
cinétiques, dépendant de I'impulsion.

Rappelons que & a été introduit comme coefficient paramétrant la configuration
minimisant le potentiel (voir '’équation (3.54)). Nous définissons donc % implicitement
par la formule :

5Tyl =0. (3.59)

Min
Les constantes de couplage ) et i sont définies & partir des dérivées seconde de ’action
effective 34 :

A= Mm&&MM; (3.60)
_ 1
Mm = M&derk ” (361)

Les constantes de couplage {Z, 0} paramétrisent les termes cinétiques, et il faut
dons faire appel & une dérivée par rapport aux impulsions pour les définir. L’étude des
valeurs propres de I'inverse propagateur I'2 associées aux différents modes propres de
la théorie nous conduisent & choisir les prescriptions *° :

1 d
Z = 5(0) de? {05.a05,~al'x } (3.62)
B 1 d
© = 250) dq? {04,a04,~qL'k — 05,405,~qL'k } - (3.63)

3.7.4 Equations de flot

Les équations d’évolution pour les constantes de couplage s’obtiennent en suivant
la procédure décrite au chapitre 2.7.6. On applique d’abord 'opérateur 0; aux équations
définissant les constantes de couplage. A I’aide de 1’équation d’évolution exacte (2.37)

345(0) est proportionnel au volume du systéme.
35Le symbole en gras en indice de J signifie que la dérivée fonctionnelle est effectuée par rapport a
des champs d’impulsion q.
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page 32, on raméne le calcul du flot des constantes de couplage & un probléme de mul-
tiplication de matrices, et de calcul de traces. Afin d’étudier les propriétés critiques le
plus commodément possible, nous introduisons ensuite des quantités dédimensionnées,
renormalisées, définies a partir des quantités initiales par :

k= Zk* 'k
A= 772k
= 72y (3.64)

w= 2"k

Nous introduisons finalement les fonctions seuil, qui permettent d’écrire les équa-
tions d’évolution sous une forme plus concise. Il y a deux nouveautés dans le présent
calcul, par rapport a ce que ’on a vu dans le modéle vectoriel. D’abord, il est nécessaire
d’introduire une nouvelle fonction seuil, notée n;i“m, pour exprimer les équations de
flot. D’autre part, il est nécessaire de spécifier plusieurs arguments dans les fonctions
seuil. En effet, afin de décrire les quatre propagateurs de la théorie, correspondant aux
quatre types d’excitations propres du systéme, il est nécessaire de déterminer le terme
de masse (i.e. 0, Ak ou [ik), mais également le préfacteur du terme en ¢?, qui peut
prendre les valeurs Z ou Z + wk. Les fonctions seuil utilisées dans la suite ont trois
arguments. Les deux premiers sont des masses, et peuvent prendre les trois valeurs
rapportées plus haut. Le troisiéme vaut 0 ou wk. Nous renvoyons le lecteur a ’annexe
A pour une discussion détaillée de ces fonctions.

Nous obtenons ainsi les équations d’évolution des constantes de couplage dédi-
mensionnées, renormalisées [TDMO00] :

d 1
d_’; =—(d—24+n)k + vy [5131[0, 0, kw] + (n — 2)I%,[0,0, 0]+
3 y " (3.65a)
+ SU[ex, 0,0 + (1 +25) folrm, 0, 0] + L5770, 0, k]
dA 2 d 27d
yn =(d — 4+ 2n) A + vg [ 2X*(n — 2)15,]0, 0, 0] + A*15,[0, 0, Kw]+
+ 9N [k, 0,0] + 2(A + 2p) %1% [k, 0, 0] + 4dwl25 [0, 0, kw]+ (3.65b)
+ 4w?155400, 0, nw]]
du 2 32 A+ 1
7 =(d —4+2n)p — 2v4p [ - 2551[0, 0, kw] + Hlijo[’{’)‘a 0, 0]+
(3.65¢)
SA+ 1
mlfo['w, 0, 0] + plfy[kps, 0, k] + p(n — 2)I5,[0,0, 0]
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dw

dt
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In(Z
=2 Dt 00+ 20l

+2m,[0, 0, kw] + 2(—2 + d)kwl$,[0, 0, 0] — 4m% [0, 0, Kw]+

3.65d
+2m3[0, 0, kw] + 267 A*m 5[k, 0, 0] + 4> p*m4 5[k, 0, 0]+ ( )
+ 4kwnd, [0, 0, kw] — 8kwn®, [0,0, kw] + 4kwn,[0, 0, Kw]
4 4—d d—16
(d—242n)w+ d—j:; [ch{ ( 5 )lgl[(), 0, kw] + glgl[m, 0, kw]+
+ kwlzF 0,0, kw] — 3kwlzF (KA, 0, kw] + (d — 2)1%,[0,0,0]—
(3.65¢)

— (d — 8)I%[k, 0, 0] 4+ 8k [k, 0, kw] + 2kw(n — 2)1270, 0, 0]+
+ 2kwlzg [k, 0, 0]} +md,[0,0, kw] — m[KA, 0, kw] — 2m4,[0,0, kw]+

+ 2771(111 [I{)‘a Oa I{UJ] + mgO [0’ Oa I{UJ] - mgo [’{)‘a 0, ’{w] + I€2A2m32[1{)\, Oa 0]+
+ 262 u2ma, [k, 0, 0] + 2kwnd, [0, 0, kw] — dkwnly[KA, 0, Kw]—

— 4kwnd (0,0, kw] 4+ 8kwnd, [k, 0, kw] + 2kwny[0, 0, Kw]—

— 4kwndy [k, 0, mw]]

Lien avec les théories de perturbation

Dans cette section, nous vérifions que les équations non perturbatives (3.65)
permettent de retrouver les résultats perturbatifs en constantes de couplage, & basse
température et a n grand a 'ordre dominant.

3.8.1

Développement & petites constantes de couplage

Nous avons montré au chapitre précédent (voir 2.7.7), dans le cas de la théorie vec-

torielle,

que les équations non perturbatives redonnent les équations a une boucle une

fois développées a 'ordre dominant en constantes de couplage. Cette procédure peut
étre appliquée a nouveau ici. Toutefois pour simplifier la discussion, nous proposons
une autre approche. Nous supposons a priori un comportement pour les coordonnées
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du point fixe, en fonction de e =4 — d 3¢ :

'/ioccte
AX e
Q poxe (3.66)

n o g

\woch

Nous pouvons maintenant développer les équations non perturbatives (3.65) en puis-
sances de € a I'ordre dominant. On vérifie a posteriori que les comportements des
constantes de couplage au point fixe coincident avec ceux de (3.66), ce qui assure la
cohérence de la procédure. Nous vérifions ainsi que les équations d’évolution pour les
deux constantes de couplage en “¢*” coincident avec les expressions (3.19). Par consé-
quent, le diagramme de flot, ainsi que les exposants critiques obtenus a partir des
équations (3.65) au voisinage de d = 4 s’identifient, & une boucle, a ceux présentés
dans le chapitre 3.5.2.

3.8.2 Développement 4 basse température

Au voisinage de d = 2, les propriétés critiques peuvent étre étudiées dans un
développement a basse température. Comme nous ’avons décrit au chapitre précédent
(voir 2.7.8), un tel développement correspond, dans notre paramétrisation, a un dé-
veloppement & x grand. On s’attend également aux comportements suivants pour les

autres constantes de couplage :

( 1

K O —
€

A x cte

o cto (3.67)

noxe

| wx e

En supposant ces comportements, nous pouvons développer les équations d’évolution
(3.65). Nous vérifions a posteriori que ces équations de flot développées admettent des
solutions de point fixe en accord avec les comportements décrits par I’équation (3.67).
Nous obtenons & I'ordre dominant :

(dk n—2 1
W (-2
dt ( e+ 27 * (1 + Kkw)
dw 1+ kw+ (n — 1)k2w? + (n — 2)k3w?
— =(-2+d+2 .
< dt (=2+d+2m)w+ 2k2(1 + Kkw) (3.68)
34 4kw + 2k*w?
L = Ak (1 + Kw)

36Des comportements identiques ont été déduits pour le modéle vectoriel.
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En effectuant le changement de variables :
m = 27K
3.69
{ ne = 4nk(1 + kw) (3:69)

on retrouve, a une boucle, les équations d’évolution des constantes de couplage obtenues
dans la théorie de perturbation (voir eq (3.29)). Les équations non perturbatives (3.65)
permettent ainsi de retrouver, & ’ordre dominant, les résultats obtenus en théorie de
perturbation.

Remarquons ici que, dans I’approximation du potentiel local[Zum93], ni la renor-
malisation du champ Z, ni le terme courant w ne sont pris en compte. On ne peut donc
pas retrouver la fonction S du modéle o perturbatif & une boucle. On ne peut pas non
plus observer l'effet de symétrie élargie lorsque n = 3.

3.8.3 Développement & n grand

Dans la limite o1l le nombre de composantes du paramétre d’ordre devient grand,
on s’attend que les coordonnées du point fixe se comportent comme :

(KX 7N

A X —

{ o= (3.70)

Nous pouvons a nouveau développer, a l'ordre dominant, les équations d’évolution
non perturbatives (3.65) en puissances de 1/n. Nous obtenons ainsi des fonctions S
plus simples, sur lesquelles on vérifie a posteriori que les coordonnées de point fixe
suivent les comportements (3.70). Le comportement de 1 avec n nous indique que la
dimension anormale est nulle & une boucle. A I'ordre dominant, I’équation d’évolution
sur k (3.65a), développée a I'ordre dominant prend la forme :

dk
dt
Cette équation d’évolution ne dépend que de k, aussi en la linéarisant au voisinage du

point fixe, on obtient une valeur propre négative de la matrice de stabilité, d’ou I'on
tire 'exposant v :

—(d — 2)k + 4n vy 19]0,0,0]. (3.71)

1
= —. 3.72
V=g (3.72)
Ce résultat coincide avec le résultat obtenu par la théorie de perturbation & ’ordre
dominant (voir 'équation (3.46)).
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3.9 Résultats

Dans la section précédente, nous avons vérifié que tous les résultats perturbatifs
a 'ordre dominant peuvent étre déduits des équations de flot non perturbatives (3.65).
Toutefois, I'intérét principal de ces équations vient du fait qu’elles peuvent étre étudiées
directement en trois dimensions. Afin d’obtenir des résultats plus précis, nous avons
considéré des troncations plus riches que celle qui a mené aux équations (3.65). La
troncation la plus riche que nous ayons considéré contient les termes de potentiel ayant
au plus huit puissances du champ. Pour les termes cinétiques, faisant intervenir les
dérivées spatiales du champ, nous avons développé les fonctions Zi(p,7) et Yi(p,T)
(voir équation (3.51)) au voisinage du minimum, en ne gardant que le premier terme.
Explicitement, la troncation prend la forme :

= [ ds (g((a@)%(a@)?) + 5 (108 — 2:08)° + 2 (£106 + $2082)”
+0 (810 — :002)" + (£10%2 + $208)")
+1)\—6(p —2k)% + %7’ + %(p —2K)3 + %(p — 2K)T+
+%(p —2)" + g—Z(p — 2K)*7 + % 72)

(3.73)

Rappelons que p et 7 sont les deux combinaisons des champs invariants sous les trans-
formations du groupe de symétrie O(n) x O(2), et ont été introduits précédemment
(voir (3.52)). Cette troncation est assez proche de celle que nous avons présenté dans
le chapitre précédent, lors de I’étude du modéle vectoriel (voir la troncation ¢) dans
la table 2.1 page 57). Nous avons déterminé les équations d’évolution non perturba-
tives des constantes de couplage pour cette troncation. Celles-ci sont assez longues (de
I'ordre de dix pages), et n’apportent pas d’éclaircissement a la discution. Nous ne les
rapportons donc pas ici. Nous présentons dans la suite les résultats qui peuvent étre
déduits de ces équations de flot.

3.9.1 Courbe n;(d)

Un des résultats les plus frappants qui ressort de l'approche perturbative au
voisinage de d = 4, discutée 4 la section 3.5.2, est 'existence d’une ligne n;(d) séparant
le plan (n,d) en deux régions : I'une dans laquelle existe d’un point fixe (pour n >
nr(d)), et 'autre ot aucun point fixe stable n’existe. Commengons la discussion des
résultats obtenus a partir des équations de flot non perturbatives en discutant la forme
de cette courbe. Sur la figure 3.20 sont données les valeurs de n;(d) obtenues a partir
des équations de flot non perturbatives, pour différentes valeurs de d (représentées par
des croix). La courbe en trait continu correspond & une détermination de la courbe
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F1G. 3.20 — Courbe n;(d) séparant les régions ou la transition est du premier
(n < nr(d)) ou du second ordre (n > ny(d)). Les croix corres-
pondent aux données obtenues & partir des équations non pertur-
batives. La ligne continue est obtenue a partir des résultats a trois
boucles, et d’une condition en dimension deux (voir texte).

nr(d) proposée dans [PRVO1b]|. Cette détermination repose sur le développement de
nr(d) en puissances de € = 4 — d déduit de la théorie de perturbation a trois boucles :

ni(d) = 21.80 — 23.43(4 — d) + 7.09(4 — d)? + o((4 _ d)3). (3.74)

Les auteurs de [PRV01b] utilisent I'hypothése supplémentaire que nz(d = 2) = 23" pour
réécrire la série perturbative comme la valeur de n;(d = 2) plus un terme s’annulant
en dimension deux :

ni(d) =2+ (d — 2) (9.90 — 6.67(4 — d) + 0.016(4 — d)2) + o((4 - d)?’). (3.75)

L’intérét de cette réécriture est que la série semble avoir un meilleur comportement, car
les coefficients de la série décroissent plus vite que dans la série initiale (3.74). L’idée
d’utiliser une contrainte pour réécrire une série perturbative a été souvent utilisée
(voir par exemple [GZJ8T7|, [PV98]), et permet d’obtenir des estimations précises des
quantités universelles. On voit sur la figure 3.20 qu’il y a un assez bon accord entre les
deux déterminations de la courbe n;(d). En particulier, les deux approches conduisent
a une valeur trés proche pour d = 3 : n7(3) ~ 5.3.

Nous discutons dans la suite les résultats obtenus pour des valeurs de n supé-
rieures & cette valeur critique. Il existe alors un point fixe stable des équations d’évo-
lution, et nous pouvons déterminer les exposants critiques associés a la transition de
phase en utilisant la méthode décrite dans le chapitre précédent (voir les sections 2.7.4

O(n)x0O(m)

37Cette hypotheése découle de I'étude des propriétés critiques du modéle a la fois au

(n—m)xO(m)?
voisinage de d = 2 dans le cadre du modéle ¢ non linéaire & deux boucles, et dans un développement

en constantes de couplage au voisinage de d = 4 [PRV01b].
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et 2.7.5), lors de ’étude du modéle vectoriel. Notons toutefois que les valeurs physique-
ment intéressantes de n sont plus petites que n;(d = 3). Nous étudions donc ensuite
les équations de flot non perturbatives pour des valeurs de n inférieures a la valeur
critique.

3.9.2 n>nr(d=23)

En trois dimensions, et pour des valeurs suffisamment grandes de n, on trouve
quatre points fixes, qui sont reliés par continuité dans le plan (d,n) aux quatre points
fixes trouvés dans la théorie de perturbation au voisinage de d = 4 (voir figure 3.16(a)
page 91). En étudiant les équations de flot au voisinage du point fixe chiral, stable, nous
pouvons déterminer les exposants critiques associés a la transition de phase. Nous nous
sommes intéressés particuliérement a trois valeurs de n, qui ne correspondent a aucune
réalisation physique, mais qui permettent de tester la précision de notre approche. Nous
avons étudié les exposants critiques pour n = 6, et les avons comparés a ceux obtenus
par simulation Monte Carlo [LSD*00], et qui sont reportés a la table 3.6 page 85. Nous
avons également étudié les équations pour n = 16 et n = 32. Pour ces valeurs, les
premiers termes du développement en puissances de 1/n des exposants critiques 7 et v
permettent de déterminer les valeurs de ces exposants avec une assez bonne précision.
Les valeurs des exposants critiques pour ces trois valeurs de n sont reportés sur la
table 3.8 8.

| n| méthode | a | B | 7y | v | n |
6 | simulation | -0.100(33) | 0.359(14) | 1.383(36) | 0.700(11) | 0.025(20)

non pert. | -0.121 0.372 1.377 0.707 0.0527

16 1/n -0.655 0.453 1.749 0.885 0.0245
6 boucles 0.858(4)
non pert. | -0.694 0.460 1.773 0.898 0.0252

32 1/n -0.838 0.479 1.881 0.946 0.0125
6 boucles 0.936(2)
non pert. | -0.850 0.481 1.888 0.950 0.0134

TAB. 3.8 — Exposants critiques pour différentes valeurs de n. Les lois d’échelle
sont utilisées pour déterminer «, 3 et . 1/n provient des séries
d’ordre o (-5)[PRVO0la], 6 boucles correspond aux résultats des
théories de perturbation a six boucles resommées, simulation cor-
respond aux résultats numeériques (voir [LSDT00]) et non pert.
provient de I’étude des équations de flot non perturbatives, dans
la troncation la plus riche.

Les exposants critiques pour n = 6 sont en bon accord avec la simulation nu-
mérique effectuée sur ce systéme. Les exposants «, 5, v et v sont & moins d’un écart

38Nous avons également reporté dans la table 3.8 les résultats obtenus par resommation des séries
perturbatives & six boucles. Nous discuterons ces résultats plus tard.
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standard de la valeur obtenue par simulation. La détermination de 7 est la moins bonne,
et différe de 1.4 écarts standards. Ceci n’est pas une surprise, et nous avons déja ob-
servé, dans 1’étude des exposants critiques du modéle vectoriel, que la détermination
de la dimension anormale n’est pas trés précise en valeur relative (voir section 2.7.11).
Toutefois, notons que 'erreur absolue est de 'ordre du pour cent. Aussi, lorsque les
lois d’échelle sont utilisées pour déterminer, & partir de n et v, les autres exposants
critiques, I’erreur commise n’est pas trop grande (de 'ordre du pourcent pour g et 7).

Venons-en maintenant aux grandes valeurs de n. On a vu dans la section 3.5.4
que les séries perturbatives a 'ordre 1/n* permettent d’obtenir des déterminations
trés précises des exposants critiques pour des valeurs suffisamment élevées de n. Nous
avons reporté dans la table 3.8 ces résultats pour n = 16 et n = 32, valeurs de n
pour lesquelles les erreurs sont probablement de I'ordre du pourcent. Ces valeurs des
exposants critiques sont en trés bon accord avec celles déduites des équations non
perturbatives (les différences sont & nouveau de 'ordre du pourcent).

Finalement, nous avons représenté sur la figure 3.21 les exposants critiques 7 et v
en fonction de n, déduits des équations non perturbatives (représentés par des croix) et
du développement en puissances de 1/n en trait plein), en dimension trois. On observe
a nouveau un assez bon accord entre ces deux déterminations.

0.06
1 —
N
bR 0.05F +
+++++++++ +
09 ++++++++++ ++
0.04 |- BN
U
v 08F .+ N
o 0.03 - TRy,
+ .
07
. 0.02 - = +*+++++++
+++++++++++++
0.6 1 1 1 1 1 ] 0.01 | 1 1 1 1
5 10 15 20 25 30 35 5 10 15 20 25 30
n n
(a) v (b) n

F1G. 3.21 — Comparaison des exposants critiques déduits des équations non
perturbatives (représentés par des croix), et du développement en
puissances de 1/n au deuxiéme ordre (ligne continue), pour d = 3.

Tous les résultats obtenus pour n > n;(d = 3) semblent montrer que I’approche
considérée ici donne des résultats fiables et convergés en dimension trois.
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3.9.3 n<ni(d=3)

Lorsque n est diminué, et devient plus petit que n;(d = 3), le point fixe qui
gouverne la transition de phase s’annihile avec un point fixe instable, tricritique. La
situation est similaire a celle décrite dans le cadre de la théorie de perturbation au voisi-
nage de d = 4, et le phénoméne de disparition de point fixe est illustré sur la figure 3.16
page 91. En 'absence de point fixe des équations de flot, on conclut que la transition
de phase n’est pas continue. Il faut alors réviser la signification des exposants critiques.
Les études expérimentales et numériques ménent a la conclusion que dans une grande
gamme de température, le systéme se comporte comme s’il présentait une transition
continue. Sur ce domaine de température, les différentes observables suivent des lois de
puissance. Les exposants trouvés expérimentalement et numériquement décrivent cette
loi de puissance sur ce domaine restreint de température. On parle alors d’exposants
effectifs, ou de pseudo-exposants. Il faut toutefois s’attendre & ce que les observables
physiques dévient de ces lois de puissance lorsqu’on s’approche suffisamment de la
température critique, puisque la transition est en fait du premier ordre.

L’absence de point fixe permet de comprendre les points soulignés lors de la
discussion des résultats expérimentaux et numériques : le phénoméne d’universalité,
les lois d’échelle et la positivité de la dimension anormale peuvent tout & fait étre
violés si la transition n’est pas continue. Toutefois, on ne sait a prior: plus expliquer
I’existence des lois de puissance qui sont observées aussi bien numériquement qu’expéri-
mentalement. D’autre part, les approches traditionnelles pour déterminer les exposants
critiques associés & une transition ne peuvent plus étre appliqués. Afin de déterminer
des exposants critiques effectifs associés a cette transition, il faut avoir recours a une
autre méthode.

Afin de clarifier ce probléme, nous avons intégré numériquement des équations
de flot des constantes de couplage déterminées par 'action (3.73), oll nous avons fait
la simplification supplémentaire : w; = ws = w3 = 0. Ceci permet d’utiliser la fonction
de régularisation (2.9), pour laquelle les fonctions seuil peuvent étre calculées analy-
tiquement, ce qui réduit considérablement le temps de calcul. D’autre part, comme
nous le verrons dans la suite, les “exposants critiques” ne sont pas définis de facon
univoque lorsque n < n;(d). Nous ne cherchons donc pas a obtenir des déterminations
trés précises, mais plutot a présenter un comportement qualitatif. Dans cet optique, la
simplification précédente est justifiée.

Intégration des équations de flot

Nous avons intégré les équations de flot non perturbatives pour différentes condi-
tions, correspondant & différentes températures. Nous avons typiquement choisi une
famille de conditions initiales pour lesquelles la valeur de k, déterminant la position du
minimum augmente lorsque la température diminue, en accord avec le comportement,
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observé dans une analyse de champ moyen®’. Pour chaque condition initiale (chaque
température), nous déduisons de lintégration du flot 'aimantation, la longueur de
corrélation et la renormalisation du champ du systéme. Nous pouvons ainsi étudier
I’évolution de ces quantités avec la température. Nous présentons dans ce chapitre les
résultats obtenus dans ce cadre.

Commencons par décrire ce qui est observé dans le cas n = 3, correspondant au
modéle de Heisenberg chiral.

e A titre d’exemple, choisissons une famille de conditions initiales pour lesquelles
les constantes de couplage {\, u, u;, v;} sont indépendantes de la température, et k
varie linéairement avec la température (k = a — b7, ol a et b sont des constantes).
Dans I'exemple considéré dans la suite, nous avons choisi A =2, y = 0.5 et u; = v; = 0.
On observe alors, sur un assez grand domaine de température un comportement en loi
de puissance de ’aimantation, de la longueur de corrélation, de la susceptibilité et de
la renormalisation du champ. Dans la suite, on appelle cet intervalle de température
le domaine “pseudo-critique”, en gardant & 1’esprit que la longueur de corrélation ne
diverge pas sur cet intervalle. Sur la figure 3.22, on a représenté la dépendance de
I’aimantation et de la longueur de corrélation en fonction de la température réduite
t = (T —T.)/T,, en échelle logarithmique, et I’on peut vérifier que, sur un domaine
s’étendant de —(0.5 a —4, la dépendance est linéaire. La méthode numérique que nous
utilisons ne nous permet pas d’étudier des températures plus proches de la température
critique. Remarquons que la longueur de corrélation la plus grande que nous observons
est de ’ordre de 10° fois la maille du réseau. Les équations de flot permettent donc
d’obtenir des longueurs de corrélation trés grandes, méme en ’absence d’un point
fixe. Expérimentalement et numériquement, il est trés difficile de déterminer si un
systéme présentant des longueurs de corrélation si grandes subit une transition de phase
continue ou non. En faisant un ajustement des observables par une loi de puissance, sur
le domaine pseudo-critique, il est possible d’extraire des exposants critiques effectifs.
Dans I'exemple traité ici, on trouve 8 = 0.39, v = 1.47, v = 0.74 et n = 0.03.

e Le comportement décrit précédemment est assez robuste aux changements opé-
rés sur les conditions initiales : pour tout un ensemble de conditions initiales, on observe
une grande plage de température sur laquelle la dépendance des observables suit une
loi de puissance. Toutefois, les exposants effectifs varient avec les conditions initiales.
Les valeurs que nous avons obtenues varient entre 0.30 et 0.42 pour 3, et 0.56 et 0.75
pour v. Ces domaines de variations sont reportés a titre indicatif. Nous ne pouvons en
effet pas étudier I’ensemble des conditions initiales possibles, et il existe probablement
des conditions initiales menant & des exposants critiques hors de ces domaines. Notons
que les valeurs des exposants critiques trouvés expérimentalement pour les systémes
dilués, ou sous champ magnétique (voir table 3.2 page 82) et numériquement pour
STA (voir table 3.5 page 85) se situent dans ces domaines de variation des exposants

3911 y a une grande part d’arbitraire dans le choix de la famille de conditions initiales. En effet la
dépendance en température du minimum dépend des détails microscopiques du systéme, qui ne sont
pas bien connues. De plus, chacune des constantes de couplage peut avoir sa dépendance propre avec
la température.
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F1G. 3.22 — Les logarithmes de différentes observables sont tracés en fonction
du logarithme de la température réduite.

critiques. Nous avons observé des valeurs de 3 de 1’ordre de 0.2 (observés pour VBrs,
VCl,, STAR, V35 et CC), mais sur des petites plages de température, de sorte que
ces valeurs dépendent beaucoup du choix de la température critique utilisée dans la
fonction d’ajustement.

e Si I'on varie plus fortement les conditions initiales, le domaine en température
ol les observables suivent une loi de puissance devient de plus en plus petit. On sort
alors du régime ot la transition peut étre assimilée, sur un domaine fini de température,
4 une transition continue. Il devient d’autre part difficile de déterminer les exposants
critiques effectifs, et ces derniers sont trés sensibles au choix de la température critique,
et a I'intervalle de température utilisés pour ajuster les données & une loi de puissance.

Passons maintenant au cas n = 2, correspondant au modeéle XY chiral. On

retrouve les caractéristiques principales décrites précédemment :

— Les observables suivent, sur un domaine assez grand de température un com-
portement en loi de puissance et il est possible d’extraire des exposants effectifs.

— Les exposants critiques effectifs varient lorsque les conditions initiales sont
changées. On trouve ainsi 0.25 < 8 < 0.38 et 0.47 < v < 0.58.

— A nouveau, les résultats expérimentaux et numériques se trouvent pour la plu-
part dans 'intervalle de variation des exposants critiques (voir les figures 3.1
page 76, 3.3 page 83 et 3.4 page 85). Signalons que pour tout un jeu de condi-
tions initiales, on arrive a reproduire les données expérimentales de Dysprosium
et Holmium.

— Lorsque 'on change beaucoup les conditions initiales, le domaine pseudo-
critique devient de plus en plus petit, et il devient difficile de déterminer des
exposants critiques.

La différence principale avec le cas n = 3 est que le domaine pseudo-critique est généri-
quement plus petit. Les exposants critiques sont également plus sensibles aux variations
des conditions initiales, et le domaine de constantes de couplage ol les quantités ther-
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modynamiques suivent de belles lois de puissance est plus petit.

Inversement, si 'on augmente n, en passant par exemple de n =3 & n =4, on
observe le comportement inverse. Le domaine pseudo-critique est génériquement plus
grand, les pseudo-exposants sont moins sensibles aux variations des conditions initiales,
et le domaine de constantes de couplage conduisant & de bonnes lois de puissance est
plus grand. Dans la limite ot n tend vers n;(d = 3), un point fixe apparait, de sorte que
le domaine pseudo-critique comprend toutes les températures, jusqu’a la température
critique. Les exposants critiques sont alors définis de facon non ambigué, et deviennent
indépendants des conditions initiales, pour peu que cette condition initiale appartienne
au bassin d’attraction du point fixe.

Point fixe complexe

Zumbach [Zum93| a proposé une explication a la présence de lois de puissance
pour n < n;(d = 3). Celle ci est basée sur 1’observation que lorsqu’on diminue n vers
nr(d), les points fixes chiral et antichiral (voir figure 3.16 page 91) s’annihilent. Pour
n < ny(d), les deux points fixes deviennent complexes : il existe toujours des valeurs
des constantes de couplage annulant les équations de flot, mais ces valeurs sont com-
plexes. Les points fixes complexes ne correspondent pas & une situation physiquement
acceptable, et le systéme ne présente donc pas de divergence de la longueur de cor-
rélation. Toutefois, le comportement des fonctions 5 pour des constantes de couplage
réelles est dominé par la présence des point fixes complexes : au voisinage des points
fixes complexes, les fonctions [ sont petites, de sorte que le flot dans cette région est
trés lent. Les trajectoires du groupe de renormalisation passant au voisinage de cette
région peuvent y rester assez longtemps, de sorte que la longueur de corrélation est
grande.

D’autre part, si nous étudions les fonctions [ assez loin des points fixes, il est
impossible de différencier les situations ou il existe, et ol il n’existe pas de point fixe.
Ainsi, nous avons représenté sur la figure 3.23 les trajectoires du flot au voisinage des
points fixes. Nous observons que les trajectoires partant de la gauche du point fixe
stable, qui passent suffisamment loin des points fixes sont trés similaires, que n soit
supérieur, égal ou inférieur a ny(d). Seules les trajectoires passant prés du point fixe
peuvent discriminer ces trois cas. Ceci a pour conséquence que pour n < n;(d), seules
les quantités thermodynamiques pour des températures trés proches de la température
critique sont sensibles a I’absence de point fixe. En revanche, les propriétés a plus haute
température imitent le comportement d’une transition de phase continue.

Il faut ajouter a la discussion précédente que plus les parties imaginaires des
coordonnées des points fixes complexes sont petites, plus les propriétés du systéme res-
semblent & une transition du second ordre. Ceci permet de comprendre pourquoi lorsque
n augmente, tout en restant inférieur a ny(d), le domaine pseudo-critique s’agrandit et
les exposants critiques sont moins sensibles aux variations des conditions initiales.
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F1G. 3.23 — Lignes de flot au voisinage des points fixes chiral et antichiral,
pour des valeurs de n supérieure, égale et inférieure a la valeur
critique. L’axe vertical correspond a la direction pertinente de la
température, et l’axe horizontal aux constantes de couplage de
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Toutefois, ces considérations ne sont pas d’un grand intérét pratique. En I’absence
de point fixe réel, Zumbach utilise un critére permettant de déterminer un point ou
le flot est le plus lent. Il identifie ce point & un pseudo-point fixe, et en étudiant les
fonctions § dans son voisinage, il en déduit un jeu unique d’exposants critiques. Ceci
ne permet pas de discuter la dispersion des résultats expérimentaux. D’autre part, si
le critére utilisé permet effectivement de déterminer un pseudo-point fixe pour n = 3,
il échoue pour n = 2, alors que des lois de puissance sur des grands domaines de
température sont observés lorsqu’on intégre les équations de flot non perturbatives.

Conclusion

Le comportement des observables avec la température, que nous avons obtenu
par intégration des équations de flot non perturbatives est compatible avec les résultats
expérimentaux et numériques pour les cas physiques n = 2 et n = 3. Les comporte-
ments en lois de puissance sont observés sur de grandes plages de température, et
les déviations & cette loi sont observés & des températures trés proches de la tempéra-
ture critique, région qui est trés difficilement atteinte expérimentalement. Comme nous
I’avons souligné précédemment, en ’absence de point fixe, il n’y a plus de raison pour
que 'universalité se manifeste, pour que la dimension anormale soit positive et pour
que les lois d’échelle soient satisfaites. D’autre part, nous pouvons trouver une explica-
tion simple concernant le fait que certains systémes appartenant naivement & la classe
d’universalité du modeéle XY chiral présentent une transition du premier ordre (voir la
table 3.5 page 85). On peut en effet penser que les conditions initiales correspondant
a ces systémes ne permettent pas aux trajectoires du groupe de renormalisation de
passer suffisamment prés des points fixes complexes pour en subir I'influence. Fina-
lement, nous pouvons comprendre pourquoi le modeéle de Heisenberg chiral présente
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une transition plus similaire a une transition de phase du second ordre que le modéle
XY chiral. En effet, plus les valeurs de n sont grandes, plus I'influence des points fixes
complexes sur le domaine physique est grand, et plus la transition imite une transition
continue.

3.9.4 Résumé et conclusions

En utilisant les équations de flot non perturbatives, nous avons déterminé la
courbe ny(d) qui sépare les régions de transition du premier et du second ordre. Celle-
ci est proche d’une détermination indépendante, obtenue en imposant aux résultats
de la série perturbative en ¢ = 4 — d 4 trois boucles la contrainte n;(d = 2) = 2. En
particulier, les deux méthodes conduisent & une valeur trés proches : n;(d = 3) ~ 5.3.
Pour n = 16 et n = 32, les exposants critiques sont en bon accord avec ceux déduits
des premiers termes de la série perturbative en 1/n. Pour n = 6, les exposants critiques
sont en bon accord avec les résultats numériques. Tous ces résultats donnent une bonne
indication sur la convergence de notre troncation.

Pour des valeurs de n plus petites que ny(d = 3), nous avons intégré les équa-
tions de flot, et avons observé des lois de puissance sur des domaines de température
assez grands. Les exposants critiques effectifs varient avec les conditions initiales, ce
qui est en accord avec les données expérimentales et numériques. En outre les expo-
sants effectifs déterminés expérimentalement et numériquement appartiennent dans la
plupart des cas aux domaines de variation des exposants obtenus en intégrant les équa-
tions de flot non perturbatives (voir toutefois plus bas). Finalement, ’absence de point
fixe permet d’expliquer la violation des lois d’échelle, la négativité de la dimension
anormale et la variation des exposants critiques de systéme a systéme qui est observé
expérimentalement et numériquement.

Nous concluons donc que les équations non perturbatives permettent d’obtenir
une vision cohérente des transitions de phase des antiferromagnétiques triangulaires em-
pilés et des hélimagnétiques. Notons toutefois que pour n = 2, nous n’avons pas trouvé
de conditions initiales menant a des 3 aussi petit que 0.21 (voir table 3.1 page 76),
mesurés dans CsMnBrs, et pour n = 3 des n de 'ordre de -0.1 qui sont observés dans
STAR, CC et V5 (voir table 3.5 page 85). Un autre inconvénient de la méthode présen-
tée ici est que ’on n’est pas capable d’étudier précisément la discontinuité du parameétre
d’ordre, lors de la transition de phase. Pour voir cet effet, il faudrait calculer I’évolution
du potentiel Ug(p,7) (voir équation (3.51)) sans effectuer de développement en puis-
sances du champ. Ceci permettrait de déterminer si le minimum du potentiel considéré
dans notre étude, présente effectivement une énergie plus basse que la configuration a
champ nul.
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3.9.5 Comparaison avec les approches perturbatives resom-
mées

Pour terminer ce chapitre sur les systémes frustrés, nous discutons les résultats
obtenus en dimension trois par d’autres méthodes, et les comparons aux résultats ex-
périmentaux et numériques, ainsi qu’aux résultats obtenus a I'aide des équations non
perturbatives.

Deux types d’approches ont été menées pour étudier les propriétés critiques en
trois dimensions des systémes considérés ici. La premiére consiste a utiliser les sé-
ries perturbatives obtenues par une analyse de type Landau-Ginzburg en dimension
d = 4 — ¢. La seconde se base sur les séries perturbatives en constantes de couplages,
obtenues directement en dimension trois. Dans les deux cas, les séries sont seulement
asymptotiquement convergentes, et il est nécessaire d’utiliser des techniques de resom-
mation de séries (comme par exemple la resommation de Padé-Borel) afin d’extraire
des résultats quantitatifs.

Ces deux procédures ont été utilisées avec succés dans le cas du modéle vectoriel,
et permettent, dans ce cas, de déterminer avec une grande précision les exposants cri-
tiques. La situation est beaucoup moins claire dans le modéle considéré ici. Ainsi, les
séries a trois boucles obtenues en dimension d = 4 — ¢ n’ont pas un bon comportement,
et il semble trés difficile d’en extraire des résultats fiables [ASV95|. Une estimation
de la valeur ny(d = 3) par cette méthode conduit a n;(d = 3) = 3.39 [ASV95]. La
deuxiéme approche semble étre mieux controlée, et consiste a calculer les séries per-
turbatives directement en trois dimensions. Les séries a trois boucles [AS94][LSD*00]
et a six boucles [PRVO0la| ont été obtenues. Les résultats a trois boucles conduisent
a d;(d = 3) = 3.91. Toutefois, Loison et al. remarquent que ces séries ont un com-
portement trés irrégulier. En particulier, ’étude des fonctions 5 au voisinage du point
fixe montre que les termes successifs de ces séries ne sont pas monotonement décrois-
sants, et le signe de ces termes semble irrégulier. Ceci se traduit par le fait que leur
détermination des exposants critiques pour n = 6 n’est pas en accord avec les résultats
numériques. Les résultats obtenus pour n = 6 sont reportés sur la table 3.9, et I’on ob-
serve un franc désaccord avec les résultats numériques (voir figure 3.6 page 85). Ainsi,
I’exposant « différe de plus de 11 écarts standards de la valeur trouvée numériquement.
Les valeurs obtenues pour n = 16 (par exemple v ~ 0.82 sont également assez signi-
ficativement différentes de celles obtenues par les autres méthodes, et reportées a la
table 3.8 page 117.

(] o« | B [ v | v [ 2 |
| 6]0.275[0.302 | 1.121 | 0.575 | 0.0507 |

TAB. 3.9 — Exposants critiques pour le modéle % obtenus par resomma-

tion des séries perturbatives & trois boucles, calculées directement
en dimension trois [LSD*00].
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Les résultats déduits des séries a six boucles |PRVO0la| semblent étre mieux
contrdlées, et sont en grande partie en opposition avec ceux trouvés grace aux équa-
tions non perturbatives. Pour des valeurs suffisamment grandes de n, Pelissetto et al.
trouvent un point fixe, et les exposants critiques associés sont reportés dans la table 3.8
page 117. Rappelons que les termes de la série en 1/n semblent décroitre assez rapide-
ment (pour n = 16, chaque terme est dix fois plus petit que le précédent), de sorte que
I'estimation des exposants critiques déduite des séries en 1/n est probablement trés
bonne, et lerreur sur v et n est probablement de I'ordre de 1%. On remarque que la
détermination des exposants critiques déduits des équations non perturbatives sont en
meilleur accord avec les résultats du 1/n, que les résultats obtenus a partir des séries
a six boucles. D’autre part, les barres d’erreur données par Pelissetto et al. sont trop
petites pour étre en accord avec les résultats du 1/n *°. Lorsque 1’on décroit n, le point
fixe régissant la transition de phase disparait, pour des valeurs de n plus grandes que
sept. La théorie a six boucles prévoit donc une transition faiblement du premier ordre
pour n = 6, en désaccord avec les simulations numériques.

Lorsqu’on décroit encore n, un nouveau point fixe apparait. Les auteurs de
[PRVO01a] affirment que ce point fixe est non-perturbatif, et n’est pas relié par conti-
nuité aux points fixes observés au voisinage de la dimension quatre. Celui-ci persiste
pour n = 3 et n = 2, et cette approche prédit donc une transition du second ordre
dans les cas physiques correspondant aux modeles XY frustré et Heisenberg frustré.
Les exposants associés a ces points fixes sont reportés dans la table 3.10.

n| o | B | v | v |
210.29(9) | 0.31(2) | 1.10(4) | 0.57(3)
37170.35(9) | 0.30(2) | 1.06(5) | 0.55(3)

TAB. 3.10 — Exposants critiques déduits des séries perturbatives a six boucles
en dimension trois pour les modeéles XY frustré et Heisenberg
frustré [PRVO01a).

Les exposants critiques trouvés pour le modéle de Heisenberg frustré sont en
assez bon accord avec les résultats expérimentaux obtenus pour CsNiCls et CsMnlg
sous champ magnétique et pour le systéme dilué CsMn(Brg 191p.81)3 (voir 3.2 page 82).
L’accord avec les exposants critiques de STA est moins bon (voir table 3.5 page 85). En
particulier, la valeur de v différe de plus de deux écarts standards de la valeur trouvée
numériquement : y ~ 1.175.

En revanche, et contrairement & ce qu’affirment Pelissetto et al. [PRVO01lal, les
exposants critiques déterminés pour le modéle XY frustré ne sont compatibles avec
aucun jeu d’exposants critiques (voir les tables 3.1 page 76, 3.3 page 83 et 3.4 page 85).

40La méthode de resommation utilisée dépend de deux paramétres libres. En variant ces paramétres,
les auteurs déterminent un intervalle de variation des exposants critiques, et déduisent les barres
d’erreur de telle sorte que ’ensemble des exposants critiques se trouvent & moins d’un écart standard
de la valeur moyenne.
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On remarquera en particulier que leur détermination de S est significativement plus
grande que celle obtenue pour les antiferromagnétiques triangulaires empilés et pour
les simulations numériques sur STA (qui indiquent 5 ~ 0.24), et significativement plus
grande que les résultats obtenus pour les hélimagnétiques (compatibles avec § ~ 0.39).
Ceci n’est en fait pas une surprise puisque nous avons vu dans la section 3.4.1 que les
exposants critiques du modéle XY frustré ne sont pas compatibles avec une transition
de phase du second ordre, et donc pas compatibles avec 'existence d’un point fixe
des équations du groupe de renormalisation. Notons également que les barres d’erreur
sur les résultats obtenus par resommation des séries perturbatives sont trés grandes.
Citons a titre d’exemple les résultats obtenus par la méme technique de resommation,
pour le modéle d’Ising en dimension trois : § = 0.3270 4+ 0.0015, v = 0.6310 + 0.0015
et n = 0.0375 + 0.0025. Ces barres d’erreur sont dix fois plus petites que dans les
systémes frustré. Ceci indique clairement que les techniques de resommation convergent
beaucoup moins bien dans le cas qui nous intéresse ici *!.

Il est trés remarquable que la théorie de perturbation a six boucles ne permette
pas d’obtenir le bon comportement critique de la théorie. Ceci peut étre imputé a
plusieurs causes :

e Pelissetto et al. indiquent que la théorie n’est pas Borel-sommable au point
fixe, ce qui remet en cause la convergence de cette approche *2.

e Il se peut que le point fixe trouvé ici existe effectivement, mais que son bassin
d’attraction ne contienne aucune des conditions initiales correspondant aux systémes
physiques. Dans ce cas, la théorie de perturbation perd tout caractére prédictif, puisqu’il
parait impossible de déterminer le bassin d’attraction d’un point fixe, et les conditions
initiales associées & un systéme physique.

o Il est possible finalement que le systéme soit effectivement gouverné par le point
fixe de Pelissetto et al. , mais que les corrections aux comportements en loi de puis-
sance soient trés importantes. Dans ce cas, les exposants obtenus expérimentalement
et numériquement seraient des exposants effectifs pour les domaines de température
accessibles expérimentalement, mais tendraient vers les valeurs reportées dans la table
3.10 au fur et & mesure que I'on étudierait des températures proches de la température
critique. Toutefois, il n’existe pas & notre connaissance d’indication de ce phénoméne
dans la littérature des systémes frustrés. De plus, dans les systémes qui ont été plus
abondamment étudiés, les corrections aux lois d’échelle ne semblent pas affecter assez
fortement la détermination des exposants critiques pour que, par exemple, la dimension
anormale devienne positive. Ainsi, dans le modéle d’Ising, ’omission de ces corrections
semblent induire, dans les domaines de température expérimentalement accessibles, une

41La mauvaise convergence des techniques de resommation est probablement due & la présence de
deux termes d’interaction en “@*” dans le lagrangien de la théorie. Les techniques de resommation
utilisées avec succés dans le modéle vectoriel doivent étre généralisées. On discute ce probléme plus
en détail dans le prochain chapitre, lors de I’étude du modéle d’Ising en présence de désordre, qui est
également décrit par un lagrangien ayant deux termes d’interaction.

42Notons que dans le cas du modéle de Heisenberg frustré, la série n’est également pas Borel-
sommable au point fixe.
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erreur de quelques pourcents (voir par exemple |[BLH95]). Finalement, on a observé que
la dimension anormale obtenue a 'aide des lois d’échelle était systématiquement néga-
tive pour les antiferromagnétiques empilés et le modéle STA, et il est assez improbable
que cette tendance soit attribuable a des corrections aux lois d’échelle.

3.10 Conclusions

Dans ce chapitre, nous avons étudié les propriétés critiques des antiferromagné-
tiques empilés et des hélimagnétiques. Ces deux classes de matériaux présentent le
méme schéma de brisure de symétrie a la transition de phase, et le phénoméne d’uni-
versalité nous conduit donc a étudier ces deux systémes simultanément. Le paramétre
d’ordre de cette transition de phase est une matrice 3 x 2 lorsque ’anisotropie dans
I’espace des spins n’est pas pertinente, et une matrice 2 X 2 si ’anisotropie confine
les spins dans un plan, et les schémas de brisure de symétrie sont respectivement
SO(2) x Zy — 1 et SO(3) x SO(2) — SO(2). L’étude des résultats expérimentaux et
numériques semblent indiquer que l'universalité dans ces systémes n’est pas vérifiée.
D’autre part, nous avons observé que les jeux d’exposants critiques du modéle XY
frustré n’étaient pas compatibles avec une transition du second ordre. Nous avons en
particulier noté que les lois d’échelle étaient violées, ou que la dimension anormale
obtenue grace aux lois d’échelle était négative, ce qui est interdit par la décomposition
spectrale de Kéllen-Lhemann.

Nous avons ensuite décrit les différentes approches perturbatives de cette théorie.
L’approche de Landau-Ginzburg-Wilson prédit une valeur critique de n : n;(d) =
21.8—23.4(4—d)+o0((4 — d)?). Pour des valeurs de n supérieures a n;(d), les équations
du groupe de renormalisation admettent un point fixe, et la transition est du second
ordre. Lorsqu’on diminue n en-dessous de cette valeur critique, le point fixe disparait
(et s’annihile avec un point fixe tricritique). La transition est alors du premier ordre.
Le modeéle a aussi été étudié dans le cadre du modéle ¢ non linéaire. On trouve alors un
point fixe stable pour toutes les valeurs de n (strictement) supérieures a deux. Enfin,
les résultats obtenus dans un développement en puissances de 1/n ont été discutés. Les
exposants critiques obtenus dans ces différents schémas perturbatifs concordent, mais
ne permettent pas de déterminer la physique critique en dimension trois, pour les cas
n =2 et n = 3 d’intérét physique.

Nous avons traité cette théorie a I'aide de 1’équation exacte du groupe de renor-
malisation. Dans la troncation de I’action effective la plus simple, ne dépendant que de
cing constantes de couplage, nous avons montré que les exposants critiques coincident,
a l'ordre dominant avec ceux trouvés grace aux théories de perturbation. Pour étudier
les équations en trois dimensions, nous avons utilisé une troncation plus riche. Nous
avons testé la convergence des résultats en comparant les exposants ainsi déterminés
avec ceux déduits de la série en 1/n[PRV01b| pour des valeurs assez grandes de n,
et avec ceux obtenus par simulation numérique pour n = 6[LSD*00]. Dans les deux
cas, nous trouvons un bon accord. La détermination de la valeur critique de n conduit
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a nr(d = 3) = 5.3, qui est en bon accord avec une détermination utilisant a la fois
les résultats de la théorie de perturbation a trois boucles au voisinage de d = 4 et
I'hypothése nr(d = 2) = 2|[PRVO1b].

Pour des valeurs de n plus petites que n;(d), nous n’avons trouvé aucun point fixe
des équations de flot. La transition est par conséquent du premier ordre. Ceci permet
de comprendre les caractéristiques inhabituelles des exposants critiques (lois d’échelle
violées, dimension anormale négative,...). En intégrant les équations de flot numérique-
ment, nous avons relié les observables thermodynamiques (aimantation, susceptibilité,
etc.) a la température. Nous avons observé assez génériquement que ces quantités ont
un comportement en loi de puissance, sur un intervalle fini en température. Ce com-
portement est & nouveau compatible avec les études numeériques et expérimentales, qui
permettent de mesurer des exposants critiques effectifs pour des gammes de tempéra-
ture finies.

Des conclusions assez différentes ressortent de ’analyse de la théorie par les séries
perturbatives a six boucles. Dans ce cas, un point fixe stable est observé pour n = 2 et
n = 3. Notons toutefois que les exposants critiques associés au modéle XY frustré sont
difficilement compatibles avec les résultats expérimentaux et numériques. Les résultats
obtenus & partir des équations de flot non perturbatives sont plus convaincants, et
permettent de reproduire dans un cadre unique la quasi totalité des résultats connus
sur ces systémes, sans invoquer un nouveau point fixe non perturbatif, et de trés fortes
corrections aux lois d’échelles.

Nous avons proposé|TDMO01| un certain nombre de tests expérimentaux et nu-
meériques qui permettent de tester nos prédictions plus précisément. Du point de vue
expérimental, il serait trés important d’obtenir des déterminations des exposants cri-
tiques 7y et v, en particulier pour les systémes Heisenberg chiraux (comme les systémes
sous champ magnétique, et les systémes dilués. En I'absence de ces données, nous ne
pouvons pas savoir si les lois d’échelle sont satisfaites ou non. Il serait également intéres-
sant d’avoir une détermination plus précise de o pour les systémes CsMnBrz, CsNiClj
et CsMnl;. Ces résultats sont pour I'instant marginalement compatibles entre eux. S’ils
s’avérent étre significativement différents, ceci serait une bonne indication que I'univer-
salité n’est pas présente dans ces systémes, et favoriserait le scénario d’une transition
du premier ordre. Du point de vue numérique, il serait intéressant d’étudier une famille
de modéles, paramétrés par une variable, permettant d’interpoler continiiment entre
STA et STAR “3. Si la transition de phase de STA est effectivement continue, comme
I'indique 1’étude des séries perturbatives a six boucles, les exposants critiques doivent
étre indépendant de ce paramétre sur une plage finie. Les exposants doivent ensuite
varier brusquement pour atteindre les exposants critiques de STAR. En revanche, si la
transition de STA est faiblement du premier ordre, on s’attend plutot a observer une
variation continue des exposants critiques avec le paramétre.

43Ceci peut étre mené & bien en ajoutant au Hamiltonien de STA un terme favorisant les configu-
rations ol les spins sur une plaquette pointent & 120° les uns des autres. En variant la constante de
couplage de zéro a l'infini, on passe de l’absence de contrainte (STA), & une contrainte imposée de
fagon stricte (STAR).
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Un certain nombre de questions importantes concernant les systémes considérés
ici restent en suspens. En particulier, il serait intéressant de quantifier le role des défauts
topologiques des modéles XY frustré et d’Heisenberg frustré. Sont-ils responsables de
la déstabilisation du point fixe stable en dimension trois? En dimension deux, des
simulations numériques montrent que, au-dela d’une certaine température, la présence
de défauts topologiques fait chuter la longueur de corrélation. Sommes-nous capables
de reproduire cet effet & partir des équations de flot non perturbatives? Ces questions
ne se limitent pas aux systémes étudiés ici, mais sont en fait beaucoup plus générales. Il
serait intéressant d’avoir une méthode systématique pour traiter le role des excitations
topologiques.

Un probléme certainement plus important du point de vue expérimental est le
role des impuretés dans ce systéme. On remarque en effet que les valeurs de a dans
les matériaux considérés ici sont fortement positives. En invoquant le critére de Harris,
on s’attend donc a ce que le désordre soit fortement pertinent. Ceci est corroboré par
une étude expérimentale, qui considére ’ajout d'impuretés non-magnétiques dans un
systéme antiferromagnétique XY empilé. On observe alors une brusque variation de
a. Toutefois, les dilutions considérées sont trop faibles (de l'ordre de 5%) pour que
I’on puisse observer le comportement du systéme désordonné, et « reste positif dans ce
domaine de dilution. Nous n’avons pas trouvé dans la littérature de détermination d’un
Hamiltonien effectif, permettant d’étudier le systéme en présence d’impuretés magné-
tiques. Un phénoméne tres intéressant du point de vue expérimental peut émerger de
cette étude. En effet, on sait que la présence d’impuretés dans le systéme a tendance
a stabiliser les transitions du second ordre. Ainsi, il est probable que la valeur critique
nr(d) diminue en présence de désordre. Dans ce cas, on peut imaginer que les systémes
physiques correspondant a n = 2 et n = 3 admettent un véritable point fixe stable,
et que les transitions des systémes désordonnés soient continues, caractérisés par de
nouveaux exposants critiques.

3.11 Modéle principal chiral

3.11.1 Introduction

Pour clore ce chapitre, nous discutons le lien entre les modéles % et %.

Rappelons briévement la discussion que nous avons mené dans la section 3.5.3. Dans le
cadre du modéle ¢ non linéaire perturbatif, les propriétés critiques d’un systéme sont
entiérement décrites par les propriétés locales de la variété du paramétre d’ordre, et
par conséquent indépendantes des propriétés globales, topologiques de cette variété.
Or, nous avons observé que les variétés % et % sont localement isomorphes,
de sorte que ces deux modéles sont équivalent & tous ies ordres de la théorie de per-
turbation. Toutefois, les propriétés topologiques de ces deux systémes différent. En
(3)xS0O(3) 0(4)

particulier le modéle o 16 présente des défauts topologiques, alors que oG n’en
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a pas. Nous avons proposé que ceci pouvait étre la cause de la différence de comporte-
ment des deux modéles au voisinage de d = 4, ot le modéle % admet un point fixe

0(3)xS0(3)

7
o) Ien a pas.

du groupe de renormalisation, alors que

Dans le but d’étudier la relation entre ces deux modéles, nous considérons ici le
modéle principal chiral. Une réalisation microscopique de ce modéle est donnée par un
ensemble de matrices de rotations R; € SO(3), situées sur les sites ¢ d’un réseau. Les
matrices R; satisfont les contraintes :

'R Ry =1 (3.76a)
det R; = 1 (3.76b)

sur chaque site du réseau. Les interactions sont décrites par le Hamiltonien :

H=-J)_ Tr{'R;R;}, (3.77)
(i,3)
ou la constante de couplage J est positive, et oul la somme doit étre effectuée sur

I’ensemble des paires de sites plus proches voisins. En utilisant la cyclicité de la trace,
on vérifie aisément que le Hamiltonien précédent est invariant sous :

R; — UR,.V, (3.78)

ou U et V sont des matrices de SO(3). Le sous-groupe de symétrie résiduelle dans 1’état
fondamental est SO(3)giag, correspondant, comme d’habitude, & 'opération d’une ro-
tation a droite, compensée par une rotation a gauche. Le schéma de brisure de symétrie
est donc SO(3) x SO(3) = SO(3) diag-

Dans le cadre de la théorie de Landau-Ginzburg, ce modéle peut étre étudié en
remplagant les contraintes rigides (3.76) par des contraintes réguliéres, représentées par
un potentiel. Remarquons que pour imposer la contrainte (3.76b) sur le déterminant,
il faut mettre dans la fonctionnelle de Landau-Ginzburg un terme de la forme det ¢.
Lors du traitement en champ moyen de la théorie, ce terme cubique en champs est
responsable d’une transition du premier ordre.

Cette théorie est donc difficile & étudier dans une approche de type Landau-
Ginzburg. Nous avons donc considéré une théorie légérement plus simple, qui ne souffre
pas de ce probléme. On obtient cette nouvelle théorie en relaxant la contrainte (3.76b),
et en la remplagant par :

det R; = £1. (3.79)

Ceci revient & choisir sur le réseau, des matrices R; appartenant & O(3) au lieu de
SO(3). Le schéma de brisure de symétrie devient :

0(3) x 0(3) = 0(3) (3.80)

En I’absence de la contrainte sur le déterminant, nous n’avons plus a considérer le
terme cubique en champs, et 'approche de Landau-Ginzburg en champ moyen méne a
la conclusion de 'existence d’une transition de second ordre dans le systéme.
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Le paramétre d’ordre associé a cette nouvelle théorie est toutefois un peu différent
de celui qu’on aurait voulu étudier. Toutefois, cette différence réside dans I'existence
d’une excitation de type Ising dans la nouvelle théorie, excitation dont on peut espérer
qu’elle ne joue pas de role dans la physique critique au voisinage de la dimension deux.
En effet, au voisinage de la dimension critique inférieure, la physique critique apparait
a trés basse température, et les excitations de type Ising ne peuvent donc pas étre
excitées.

3.11.2 Equations de flot

Nous avons étudié la théorie associée au schéma de brisure de symétrie (3.80)
a l'aide de ’équation exacte régissant 1’évolution de I'action effective courante I'y. La
théorie est décrite en terme d’un champ ¢ émanant des variables R; € O(3) sur le
réseau. Le champ ¢ est donc une matrice 3 X 3 non contrainte. Nous considérons une
troncation trés simple, ol seuls les termes les plus pertinents sont considérés :

1 A
[y = /dd:v {EZk 04 PabOuPab + D (p—3K) + /,LT} (3.81)
©ap Teprésente les éléments de la matrice 3 X 3 (a et b prennent leurs valeurs dans
{1,2,3} ), et p et 7 sont deux combinaisons des champs invariants sous le groupe de
symétrie O(3) x O(3) ** :

p=Trip.p
1 Py 1 L2 (3.82)
7'—6(Tr gp.gp) 2Tr (gp.cp)

La troncation considérée ici permet, comme nous le montrons dans la suite de retrouver,
a l'ordre dominant, les résultats perturbatifs obtenus au voisinage de d = 2 par le
modéle o non linéaire, et au voisinage de d = 4 grace au développement en constantes
de couplage.

Les équations de flot non perturbatives sont obtenues en utilisant la méthode
décrite dans a section 3.7. Nous obtenons ainsi [TMD99] 45 :

dk 10
dt 3\
44Notons qu’il existe maintenant trois combinaisons indépendantes des champs invariants sous le
groupe de symétrie O(3) x O(3), au lieu de deux pour O(3) x O(2). Toutefois ce troisiéme invariant

est d’ordre “¢%’, et nous ne le considérons pas dans cette troncation. Plus généralement, la théorie

O(n) x O(m) avec n > m admet m invariants indépendants. Ces invariants sont d’ordre ¢?, %, ...,
2m

— (d =2+ )k +20q[212(0) + 21¢(2Xk) + —~ (X — 4p) 14 (—4pk) (3.83a)

45Les équations présentées ici sont légérement différentes de celles de [TMD99]. Ceci vient du fait
que les fonctions seuil ne sont pas définies de la méme fagon.
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1
‘2 =(d — 4+ 2n)\ + 2v4 [2 AN 14(0) + 6A%1(2Xk) + 30()\ — 4y1)? zg(—4,m)} (3.83b)
3
dt =(d—4+2n)u— 2vg p {— 1900) + 21 13 (—4pk) + p 13(0)+
(3.83¢)
()\ + 2,u) ()\ +2 )
n=-— dl(;fz ivg [QO,u Km0, —4pk) + 4X°k m3 (0, 2)\1-6)] (3.83d)

Nous commencons la discussion de ces équations de flot en retrouvant les déve-
loppements perturbatifs au voisinage des dimensions critiques supérieure et inférieure.

3.11.3 Lien avec le modéle ¢ non linéaire

Au voisinage de la dimension critique inférieure, la physique critique se déroule
a basse température. Nous avons vu a plusieurs reprises que le développement & basse
température est équivalent, avec nos conventions, a un développement en puissances
de 1/k. Nous développons donc les équations (3.83) a 'ordre dominant. En utilisant
les comportements des fonctions seuil donnés dans la section (A.3) nous déduisons de

(3.83d) : L B
n=g - +o0 (/@2) : (3.84)

De méme ’équation, (3.83a) donne :

dk

1
E=—(d—2+77)/~:+—. (3.85)

2

En effectuant la substitution x — 1/7', on retrouve la fonction 5 obtenue & une boucle
dans le cadre du modéle o non linéaire [Pol75]. En combinant les deux résultats précé-
dents, nous déduisons :

Wt (3.86)
dt = 8m '
La valeur de point fixe de x est donc :
1
= — 3.87
K=o (3.87)
d’ou l'on tire :
n = 3e, (3.88)

en accord avec le résultat (3.32) pour n = 3. L’exposant critique v est obtenu en
diagonalisant la matrice de stabilité. On obtient ainsi ¥ = 1/e, qui coincide, a 'ordre
dominant, avec le résultat du modéle o non linéaire (3.31).
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3.11.4 Lien avec le développement en constantes de couplage

Développons maintenant les équations d’évolution (3.83) en puissances de A et
a l'ordre dominant. En dimension quatre, on obtient ainsi :

d\ 1 (17, 40 80
r_ )\r - _)\2 o _)\r . Y2 .
o eA + = <3 P g A + 3 ur) (3.89a)
A 1 2
— —cp, —12 ANy iy 3.89b
= e+ o (<120 + ) (3.89b)

Ce résultat coincide avec les calculs menés a une boucle dans le cadre de la théorie de
perturbation en constantes de couplage [Kaw90] [PRVO01b]. Il n’existe pas de point fixe
stable pour ces équations de flot, et la transition est par conséquent du premier ordre.

3.11.5 Résultats entre deux et quatre dimensions

L’étude des équations de flot non perturbatives peut étre effectuée en n’importe
quelle dimension située entre deux et quatre. On peut en particulier chercher le point
fixe des équations de flot, et caractériser ainsi le type de transition de phase que présente
le systéme.

NO)
NO)
[\
DO
N
no
(@)
wW|Cg—
NG)
Co
(98

F1G. 3.24 — Température critique en fonction de la dimension pour le modéle
principal chiral. Les points ont été obtenus en résolvant les équa-
tions de point fixe non perturbatives, et la ligne continue est une
extrapolation de ces résultats. Les deux branches correspondent
a deux points fixes, I'un stable, ’autre instable. Ces deux points
fixes s’annihilent en dimension d ~ 2.8.

Le résultat de cette analyse est représenté sur la figure 3.24, oll nous avons tracé
1/k (qui s’identifie au voisinage de la dimension deux & la température) en fonction de
la dimension. On observe donc deux branches de solutions. La premiére émerge de la
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température nulle en dimension deux. Sur cette branche, et au voisinage de d = 2, on
retrouve les résultats perturbatifs du modéle o non linéaire. L’autre branche émerge
de la température nulle en dimension 8/3 %6. Le point fixe des équations de flot associé
a cette température critique a deux directions d’instabilité, et correspond donc a un
point fixe tricritique. Lorsqu’on augmente la dimension au dela de 8/3, les deux points
fixes s’approchent, et s’annihilent, pour d ~ 2.8. Ce scénario est trés similaire & ce que

nous avons déja observé dans le modéle %.

Notons que le comportement de la température critique en fonction de la di-
mension pour le modéle vectoriel % est trés différent. En particulier, il existe une
température de transition pour toutes les dimensions comprises entre deux et quatre.

3.11.6 Conclusion

Nous avons étudié dans ce chapitre le modéle principal chiral %, qui est

localement isomorphe a SL;?, mais qui différe par des propriétés topologiques : le modéle
principal chiral présente des excitations de type Ising, et des défauts topologiques que
n’a pas le modéle vectoriel. Au voisinage de d = 2, le modéle ¢ non linéaire prévoit
la méme physique critique pour ces deux modéles, a tous les ordres de la théorie de
perturbation. Toutefois, au voisinage de la dimension quatre, la physique critique des
deux modeéles est drastiquement différente : le modéle vectoriel présente une transition
de phase continue, alors que le modéle principal chiral subit une transition du premier

ordre.

Nous avons obtenu les équations de flot non perturbatives du modéle principal
chiral dans une troncation “minimale”, qui permet de retrouver les résultats perturbatifs
a une boucle obtenus dans le cadre du modéle o non linéaire et dans un développement
en constantes de couplage. Les comportements du modéle principal chiral et du modéle
vectoriel & quatre composantes sont donc similaires au voisinage de d = 2. Pour d > 2,
les équations de flot du modéle principal chiral admettent un nouveau point fixe, qui
déstabilise le point fixe chiral, et est responsable de ’absence de point fixe au voisinage
de d = 4.

Cet exemple montre clairement la capacité de la méthode présentée ici pour
étudier des aspects non perturbatifs d’une théorie.

46Cette valeur est obtenue analytiquement & partir des équations d’évolution non perturbatives.
Toutefois, cette valeur est susceptible de varier lorsque des termes sont ajoutés dans la troncation.
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Chapitre 4

Modéle d’Ising désordonné

[’étude des propriétés critiques que nous avons menée dans les deux chapitres
précédents repose sur I’hypothése implicite que les systémes considérés sont purs : ils
ne présentent pas d’impureté, de dislocation, de lacune, etc, qui induisent des inhomo-
généités dans le systéme. Cette hypothése est sujette a caution dans la mesure ou il
est trés difficile, voire impossible de produire de tels échantillons. Il est donc légitime
de se poser la question de I'influence de ces impuretés sur les propriétés critiques d'un
systeme.

Au milieu des années 70, plusieurs scénarios ont été proposés concernant l'in-

fluence des impuretés :

— en présence d’impuretés, les fluctuations a grande distance sont amoindries. Le
comportement des observables physiques, qui est singulier dans le cas pur, est
adouci et devient régulier en présence d’impuretés.

— Inversement, les impuretés induisent un changement des quantités non univer-
selles (par exemple la température critique), sans influencer le comportement
critique.

Un traitement par groupe de renormalisation a conduit & un scénario différent.

La présence d’impuretés dans certains systémes peut induire un nouveau type de com-
portement universel, avec des lois de puissance caractérisées par un nouveau jeu d’ex-
posants critiques. Le systéme en présence d’impuretés, de désordre, appartient alors a
une nouvelle classe d’universalité. Aujourd’hui, ce dernier scénario est communément
accepté, tout au moins lorsque la densité d’impuretés n’est pas trop importante.

Un des problémes les plus importants est de savoir quels sont les systémes qui
sont influencés par la présence d’impuretés. Harris [Har74] a montré qu’une réponse
pouvait étre obtenue en étudiant les exposants critiques du systéme pur. Les impuretés
induisent un changement de comportement critique dans les systémes si et seulement
si:

(4.1)

ISHN

v <

En utilisant la relation d’hyperscaling o = 2 — vd, on peut exprimer les relations
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précédentes a l'aide de ’exposant critique « : la présence d’impuretés influence les
propriétés d’un systéme pur si apyy > 0.

On peut maintenant faire la liste des systémes qu’il faut réexaminer a la lumiére
du critére de Harris. Ainsi, en étudiant I’exposant « des modéles vectoriels O(n)/O(n—
1) en dimension trois, on constate que seul le modéle d’Ising satisfait I'inégalité (4.1).
Il est donc intéressant d’étudier la nouvelle classe d’universalité du modéle d’Ising
en présence d’impuretés. Notons également que les antiferromagnétiques triangulaires
empilés, ainsi que les hélimagnétiques présentent un « fortement positif, ce qui indique
que le role des impuretés dans le systéme doit étre étudié avec soin.

Dans ce chapitre, nous étudions le modéle d’Ising en présence d’une faible densité
d’impuretés, appelé modéle d’Ising dilué, a ’aide de 1’équation exacte d’évolution de
Iaction effective courante I';, '. Nous commencons notre étude en discutant le critére
de Harris. Nous adoptons ensuite le méme plan que celui utilisé lors de 1’étude des an-
tiferromagnétiques triangulaires empilés. Nous présentons donc dans un premier temps
les résultats expérimentaux et numériques. Les approches perturbatives sont ensuite
décrites. Nous discutons avec plus de détails les techniques de resommation de série,
et les problémes inhérents & cette approche. Le reste du chapitre est dédié au traite-
ment de ce probléme par la technique de 'action effective courante. On présente les
troncations utilisées dans ce travail, et discutons les résultats obtenus dans ce cadre.

4.1 Critére de Harris

Il existe plusieurs démonstrations du critére de Harris. La plus générale, qui
englobe un trés grand nombre de situations a été proposée dans [CCFS86]. Nous preé-
sentons ici un argument plus simple.

L’idée consiste a faire ’hypothése que la présence de désordre ne change pas
les propriétés du calcul. Nous verrons que cette hypothése est auto-cohérente ou non
suivant le signe de a.. Dans le premier cas, nous conclurons qu’effectivement la présence
d’impuretés ne change pas les propriétés critiques du systéme, et que dans le second cas,
le désordre est pertinent. Considérons un systéme de spins, soumis & une interaction
ferromagnétique entre plus proches voisins J; ;. Nous considérons ici que l'interaction
est une variable aléatoire, décorrélée, et trés piquée autour d’une valeur moyenne non
nulle. Plagons maintenant ce systéme a une température 7" différente de la température
critique du systéme pur. Alors, sous ’hypothése que les propriétés critiques du systéme
ne sont pas influencés par le désordre, la longueur de corrélation est £ o« |T — T,| 77,
d’otu ’on tire la relation :

1

!Nous n’avons pas encore traité le cas des antiferromagnétiques triangulaires empilés en présence
de désordre, qui représente pourtant une situation trés intéressante.
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On peut donc imaginer que le systéme est composé de domaines décorrélés, d’extension
spatiale £. Dans chaque domaine, on a une réalisation différente du désordre, et donc des
valeurs différentes pour les constantes d’interaction. Il en résulte donc des fluctuations
des températures critiques de domaine & domaine. La loi des grands nombres nous
indique que les variations de température sont de 'ordre de AT, \%N, ou N représente
le nombre de liens par domaines. Pour un systéme a d dimensions spatiales, le nombre
de liens d’un domaine est de 1’ordre de &%, de sorte que :

1

En rapprochant les équations 4.2 et 4.3, on observe que la situation est radicale-
ment différente suivant que 1/v est plus petit ou plus grand que d/2. Dans le premier
cas, lorsque la longueur de corrélation augmente, les fluctuations de la température
critique de domaine & domaine décroit beaucoup plus vite que |T' — T,|. Autrement
dit, pour une longueur de corrélation suffisamment grande, les températures critiques
de tous les domaines peuvent étre considérées comme égales. Inversement, si % > %,
la dispersion des températures critiques croit beaucoup plus vite que [T — T,|. La
température critique globale du systéme est donc trés mal déterminée, ce qui est en

contradiction avec notre hypothése de départ.

Il est maintenant facile de vérifier que le premier cas, dans lequel le désordre n’est
pas pertinent correspond au critére (4.1).

4.2 Phénoméne de bifurcation

Méme lorsque le critére de Harris indique que I'effet des impuretés est important,
on retrouve le comportement du systéme pur dans tout une gamme de température.
Un argument simple permet de montrer que 'effet des inhomogénéités dans le systéme
ne se manifeste que pour des températures proches de la température de transition.
Considérons un systéme pur de spins en interactions, tel que o > 0 ('effet du désordre
est important). Ajoutons une faible densité d’impuretés. Cette densité peut étre expri-
meée a l'aide de la distance moyenne entre impuretés /. Placons maintenant ce systéme
a une température suffisamment éloignée de la température critique pour que la lon-
gueur de corrélation soit beaucoup plus petite que la distance entre les impuretés. On
peut se représenter le systéme comme un ensemble de domaines, d’extension spatiale
de l'ordre de &, dans lesquels les spins sont corrélés. Comme £ < [, il n’y a presque
pas d'impuretés dans chaque domaine. En revanche, si I’on approche la température de
transition, la longueur de corrélation augmente, et le nombre d’'impuretés par domaine
de spins corrélés devient grand. Les impuretés vont alors influencer les caractéristiques
universelles du systéme.

On assiste donc & un phénomeéne de bifurcation entre le comportement du sys-
téme désordonné et le comportement du systéme pur lorsque la longueur de corrélation
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devient de I'ordre de la distance typique entre impuretés dans le systéme. On note éga-
lement que plus la densité d’impuretés est faible, plus le domaine de température sur le-
quel les impuretés sont importantes se rétrécit. Ce domaine de température a d’ailleurs
une extension nulle pour un systéme complétement pur. Ces propriétés expliquent que
les comportements des systémes purs puissent étre étudiés expérimentalement, bien
que les échantillons présentent toujours une faible densité d’impuretés.

4.3 Reésultats expérimentaux

Depuis le début des années 80, de nombreuses études expérimentales ont été
menées dans le but d’étudier les propriétés des systémes dans la classe d’universalité
du modéle d’Ising dilué. Les systémes les plus couramment étudiés sont des cristaux
de FeFy ou de MnFy, dans lesquels une certaine proportion, notée 1 — x, d’atomes
magnétiques (fer ou manganése) sont remplacés par des atomes non magnétiques de
zinc. Ces alliages sont référencés sous la forme Fe,Zn;_,F, et Mn,Zn;_,Fy. Lintérét de
ces matériaux est qu’en I’absence d’impuretés magnétiques, ils donnent une trés bonne
réalisation du modéle d’Ising pur [BLH95].

Il est important de noter que ’échelle de temps typique de déplacement des
impuretés est beaucoup plus grand que le temps caractéristique sur lequel se déroulent
les expériences. On considére donc que les impuretés sont gelées 2.

Les premiéres mesures des exposants v, v, mais surtout a [MCY*86] |[BCS™83]
IBKJ86], ont donné des résultats qui différent significativement de ceux obtenus pour
le systéme pur, ce qui accrédite I'existence d’une nouvelle classe d’universalité pour
le modéle d’Ising dilué. Les études menées depuis ont confirmé ce fait, et ont permis
d’obtenir des déterminations précises du jeu d’exposants critiques associé a cette nou-
velle classe d’universalité. Sur la table 4.1 sont rapportées les valeurs de ces exposants
critiques.

Les exposants critiques obtenus dans tous ces systémes sont en bon accord entre
eux, mais différent des résultats obtenus pour le systéme pur. Pour comparer ces deux
jeux d’exposants critiques, nous rapportons sur la table 4.2 les valeurs communément
admises des exposants critiques pour le modéle d’Ising pur. On remarque en particulier
que la valeur de « obtenue expérimentalement est significativement négative (au moins
de trois écarts standards), alors que sa valeur dans le systéme pur est positive.

4.4 Simulations numériques

Un grand nombre de simulations numériques ont été effectuées pour déterminer
les exposants critiques du modéle d’Ising dilué en trois dimensions. La premiére étape

2ceci est trés important dans le traitement théorique de ces matériaux, et nous reviendrons en
détail sur cette propriété dans la suite.
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‘ cristal ‘ ref. ‘ Q ‘ B ‘ 0 ‘ v ‘

Mn,Zn;_,F, | [DG8]] 0.349(8)
[MCY*86] 1.364(76) | 0.715(35)
[TPBH88| 0.33(2)
[RKJS8S] -0.09(3)

Fe,Zn; ,Fy | [BCS™83] | -0.09(3) 1.44(6) 0.73(3)
|IBKJ86] 1.31(3) 0.69(1)
|Bar86| 0.36(1)
[RKL*88] 0.350(9)
[FKJ91] -0.09
[BWST95] 0.35
[BWST96] 0.35
[HFH'97] 0.36(2)
[SBOS] -0.10(2)
[SBFBYS| 1.35(1) 0.71(1)
[SB99| 1.34(6) 0.70(2)

TAB. 4.1 — Exposants critiques de Fe,Zn; ,Fs et Mn,Zn; ,Fs .

[ o [ B [ ~ | v | n |
| 0.1100(45) | 0.3250(15) | 1.2405(15) | 0.6300(15) | 0.032(3) |

TAB. 4.2 — Exposants critiques communément admis pour le modéle d’Ising
pur [ZJ89a).

de ces études consiste a déterminer une réalisation du désordre : sur chaque site du
réseat, on place un spin avec probabilité x. Ceci donne une bonne image des échantillons
considéré dans la section précédente, ol certains ions magnétiques sont remplacés par
des ions non magnétiques. On détermine ainsi les sites occupés et les sites vacants une
fois pour toutes. Un algorithme Monte-Carlo est ensuite utilisé pour déterminer les
propriétés critiques du systéme.

Les résultats de ces simulations sont rapportés sur la table 4.3. Les premiéres
simulations numériques [Lan80| retrouvent les exposants critiques du systéme pur, sans
indication de bifurcation vers le comportement du systéme en présence d’impuretés. Les
simulations effectuées a partir de 1985 ont été menées sur des réseaux plus grands, et
pour des concentrations d’impuretés 1 —x assez élevées, les exposants critiques différent
de ceux obtenus pour le systéme pur. Toutefois, on observe que les exposants critiques
varient avec la densité d’impuretés dans le systéme.

Il est apparu plus tard que cet effet devait étre attribué a de fortes corrections
aux lois d’échelle. Les exposants mesurés sont en fait des exposants effectifs, non uni-
versels, qui dépendent effectivement de la dilution. Les exposants asymptotiques sont
probablement universels, ¢’est-a-dire indépendant de la dilution.
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| ref. | concentration | B | 7y v
[Canso] 0d<z<1 |03l 1.25
[MLTS6] |1 0.30(2)
0.985 0.31(2)
0.95 0.32(3)
0.9 0.355(10)
0.8 0.385(15)
[CS86] T 0.29(2)
0.95 0.28(2)
0.9 0.31(2)
0.8 0.37(2)
[BFs3]| 0.8 0.392(30)
[WC89)] 04<z<038 152(7) | 0.77(d)
[WWMC90] | 0.8 1.36(4)
[EFO0] 1 0.629(4)
0.9 <2/3
0.8 0.688(13)
[Heu90] 1 0.305(10) | 1.24(1)
0.9 0.315(10) | 1.30(1)
0.8 0.330(10) | 1.35(1)
0.6 0.330(10) | 1.48(2)
0.5 0.335(10) | 1.49(2)
[Heu93)| 1 033(1) | 1.22(2) | 0.624(10)
0.95 0.31(2) | 1.28(3) | 0.64(2)
0.9 0.31(2) | 1.31(3) | 0.65(2)
0.8 0.35(2) | 1.35(3) | 0.68(2)
0.6 0.33(2) | 1.51(3) | 0.72(2)
[Hen93] 0.6 0.42(4) 0.78(1)
[WD98a] | 0.8 0.344(3) | 1.357(8) | 0.682(3)
[WD9sb| | 0.6 0.316(13) | 1.522(31) | 0.722(3)
[BEMM 98] | 0.4 < z < 0.9 | 0.3546(28) | 1.342(10) | 0.6837(53)

TAB. 4.3 — Exposants critiques du modeéle d’Ising dilué obtenus par simula-
tions numériques. x indique la concentration d’ions magnétiques.

Il découle de cette observation que la limite de volume infini doit étre effec-
tuée avec soin. En tenant compte des corrections aux lois d’échelle, Ballesteros et al.
[BFMM™98] ont montré que les exposants critiques sont en fait bien indépendant de
la concentration en impuretés, dans une grande gamme de dilution.

Notons également que ’exposant w régissant les corrections aux lois d’échelle est
relativement petit dans ce systéme. Ceci est confirmé par les approches théoriques.
Ballesteros et al. trouvent w ~ (.38, en assez bon accord avec des résultats théoriques.
Cet exposant est deux fois plus petit que pour le systéme pur, ce qui implique que le
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domaine de température sur lequel se produit la bifurcation entre les comportements
du systéme pur et le comportement du systéme désordonné est assez grande. Ceci
explique en partie pourquoi la limite de volume infini est nécessaire pour déterminer
précisément les exposants critiques.

4.5 Traitement théorique

Dans cette section, nous présentons les résultats obtenus grace aux méthodes
perturbatives. Dans un premier temps, nous décrivons les résultats obtenus par les
approches perturbatives. Nous décrivons ensuite la troncation de I'action effective cou-
rante que nous avons utilisé, et présentons les résultats qui en découlent.

4.5.1 Modélisation

Revenons sur les réalisations expérimentales du modeéle d’Ising désordonné que
nous avons étudié dans la section 4.3. Dans les échantillons considérés, les ions ma-
gnétiques sont placés sur les sites d’un réseau, et une certaine fraction des ces ions
est remplacée par des ions non-magnétiques. Les spins des atomes magnétiques in-
teragissent entre eux et l’interaction est & courte portée. Cette situation peut étre
représentée par le Hamiltonien :

H=—-J EiGjSiSj. (4.4)
)

(1,4

€; est une variable qui indique si le site ¢ est occupé (¢; = 1) ou vacant (¢; = 0). S;
représente l'orientation du spin, et J décrit la force de I'interaction entre spins.

Rappelons que, dans les systémes considérés, le temps caractéristique de dépla-
cement des impuretés est beaucoup plus long que la durée des expériences. Aussi,
considére-t-on que la position des impuretés est déterminée une fois pour toutes. Les
variables €; sont donc gelées et ne fluctuent pas. D’autre part, lors de la préparation d’un
échantillon, la position des impuretés dans le systéme ne suit pas un schéma régulier.
On tient compte de cette propriété en considérant que {¢;} est un ensemble de variables
aléatoires. Dans les modélisations les plus simples, ces variables sont décorrélées. En
outre, on utilise la loi de probabilité :

- {1 avec probab?the x (4.5)
0 avec probabilité 1 — z

La réalisation d’un échantillon correspond, dans cette modélisation, a fixer I’ensemble
des valeurs de ¢;.
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Le probléme théorique consiste maintenant & déterminer les propriétés critiques
d’un systéme, dans une réalisation du désordre (pour une détermination des ¢;). Ce pro-
gramme est irréalisable, car la description du Hamiltonien d’interaction dépend d’un
nombre macroscopique de parameétres, et il est impensable de tenir compte de la valeur
de chacune de ces variables indépendamment. Heureusement, la plupart des observables
physiques que I’on mesure expérimentalement (aimantation, chaleur spécifique, suscep-
tibilité, etc.) ne dépendent pas de la réalisation du désordre considéré. Cette propriété
est appelée auto-moyennation, et s’exprime de fagon plus mathématique sous la forme
3.

- - =2

=0 (4.6)

lim —
V—=oo X

La propriété d’auto-moyennation nous conduit donc a calculer les valeurs
moyennes (sur l’ensemble des réalisations possibles du désordre) des observables
physiques au lieu de les calculer pour une réalisation déterminée. L’intérét de cette
prise de moyenne est double. D’abord, on peut ainsi réduire le nombre de paramétres
pertinents de la théorie. En effet, la théorie ne dépend plus de la valeur de chaque ¢;,
mais uniquement des caractéristiques de la loi de probabilité. D’autre part, on rétablit
ainsi ’homogénéité de I'espace.

La discussion précédente nous conduit naturellement & considérer la moyenne sur
I’ensemble des réalisations du désordre de 1’énergie libre :

FlJ,T)=-ThZ (4.7)

qui permet de générer, par dérivation par rapport aux sources et par rapport a la
température, I’ensemble des observables physiques. Ainsi la quantité physiquement
intéressante est :

Fuoy |, T = -Tn Z (4.8)

.....

est trés difficile, ce qui limite I'intérét de cette approche.

Toutefois, pour un modéle proche du modéle de dilution discuté ici, il est possible
d’effectuer la moyenne sur les réalisations du désordre explicitement. Ceci permet d’ob-
tenir une théorie effective pour traiter le probléme. Nous considérons dans la section
suivante ce modéle, et présentons la méthode des répliques qui permet d’effectuer la
moyenne sur les réalisations du désordre. Notons toutefois qu’il n’est pas nécessaire
d’utiliser cette méthode pour traiter le modéle d’Ising avec une faible densité d’im-
puretés. D’ailleurs, les premiers calculs [Lub75] [GL76] menés sur le modéle d’Ising
désordonné ne faisaient pas appel a cette méthode.

3La quantité X désigne la moyenne de X sur I’ensemble des réalisations possibles du désordre.
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4.5.2 Méthode des répliques

Dans le but d’étudier les propriétés critiques a I’aide d’une théorie des champs, il
est important d’introduire une théorie ou les degrés de liberté ne sont plus décrits par
des variables discrétes. Une transformation de Hubbard-Stratonvitch peut par exemple
étre effectuée a partir du Hamiltonien (4.4). On obtient alors une action exprimant les
interactions du champ continu ¢. Du fait de la présence d’impuretés dans le systéme,
les constantes de couplage décrivant I’action sont des variables aléatoires. En ne consi-
dérant que les termes pertinents au sens du groupe de renormalisation, I’action prend

la forme : . 5

or est une variable aléatoire, et code la présence des impuretés dans le systéme. Nous
choisissons ici une distribution gaussienne pour cette variable :

_ 1 — S dr(x)?
= 2A

P (or(z)) \/27T—A€ (4.10)
L’hypothése d'universalité implique que les propriétés critiques du systéme ne sont pas
influencées par la forme précise de cette densité de probabilité. Notons également que la
constante de couplage & quatre champs est également une variable aléatoire. Toutefois
on peut remplacer cette variable par sa valeur moyenne lors de I’étude effectuée ici*.
Ecrivons maintenant ’équivalent de I’équation (4.8) pour la théorie exprimée en terme
de champs continus  :

FLLT| = -T / D ér P (6r(z)) In ( / Dy exp (_sm)) (4.11)

L’intégration sur le champ dr(x) est trés difficile a réaliser. Toutefois, si I’on
utilise la représentation du logarithme :
Zr—1

In Z = lim , (4.12)
n—0 n

on peut réexprimer ’équation (4.11) sous la forme © :

FLJ,T] = lim -% / D ér P (6r(x)) ( / Dy exp (-5[¢])>". (4.13)

Notons finalement que la fonction de partition élevée a la puissance n peut s’exprimer
a l'aide de n répliques du champ ¢, notées {1, ..., @, } :

(26 0 (-s16)) = [Der.. D exp (-Slpr] == Slen) (419

4La prise en compte des fluctuations de la constante de couplage g induit des termes non pertinents
au sens de I'analyse dimensionnelle.

Dans la suite, on fait un changement de variables pour intégrer la température dans les constantes
de couplage.

6Le 1 apparaissant dans le membre de droite de I’équation (4.12) correspond & une constante dans
la fonction de partition. On n’en tient pas compte dans la suite.
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L’intérét de cette suite de transformations est que nous sommes maintenant ca-
pables d’effectuer I'intégration sur le désordre. En effet, la dépendance en dr(z) de
I'intégrand de ’équation (4.14) est gaussienne : la densité de probabilité P donne une
contribution de la forme exp(—dr%/(2A)), et les poids de Boltzmann, une contribution
en exp(—or(¢? + -+ + ¢2)/2). L’intégration sur le champ dr(z) conduit ainsi a :

T
F[J,T]= —ilgrg)g/le---DsoneXp (=Sulprs -5 @nl), (4.15)

ou :

2
1 1 A
Sul@ry - n] = /ddx > <§(3S0i)2 + 57“90? +990§1> -3 (Z %2) . (4.16)

i

Les transformations précédentes nous montrent que le modéle d’'Ising désordonné
peut étre étudié en considérant une théorie a n champs, dont les interactions sont
décrites par 'action (4.16), et en étudiant la limite n — 0 a la fin du calcul. Notons a
nouveau qu’il n’est pas indispensable d’utiliser la représentation du logarithme (4.12)
pour arriver & cette conclusion [GL76].

Etudions maintenant les propriétés de 1’action (4.16).

— Lorsque A — 0, la densité de probabilité P(dr) tend vers une fonction de
Dirac, et I'on retrouve la limite du systéme pur. On observe sur I’action (4.16)
que lorsque A = 0, les différentes répliques n’interagissent pas entre elles.
Le systéme présente alors m réalisations découplées du modéle d’Ising. Par
conséquent, ’étude des propriétés critiques sur la ligne A = 0 redonne les
caractéristiques du modele d’Ising pur.

— Si I'on se place maintenant sur la demi-droite ¢ = 0, A < 0 7, 'action peut se
réécrire sous la forme :

S[e1,-- 00 = /dda: %Z ((&pi)2 + rgo?) + % (Z gozz) . (4.17)

3

L’action devient O(n) invariante. L’étude de la théorie sur cette ligne permet
de retrouver les exposants critiques du modéle vectoriel O(n)/O(n — 1) pur.

— Le point précédent méne & la conclusion que lorsqu’on ne se trouve pas sur
la ligne ¢ = 0, la théorie décrite par Paction (4.16) représente une théorie
vectorielle O(n)/O(n — 1) dans laquelle la symétrie O(n) est explicitement
brisée par un terme en ) ¢, appelé anisotropie cubique.

Dans les sections suivantes, nous décrivons les approches perturbatives mises en
ceuvre pour étudier la théorie dite “cubique”, et attachons un intérét particulier aux
résultats obtenus dans la limite n — 0.

"Ces conditions ne sont pas physiques, puisque A représente la largeur de la densité de probabilité
pour 7, et doit donc étre positif.
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4.5.3 Approche de Landau-Ginzburg-Wilson

Dans cette section, nous discutons les résultats obtenus dans un développement en
constantes de couplage du modéle cubique a n composantes. Afin d’avoir des notations
cohérentes dans la suite de la discussion, nous réécrivons I’action (4.16) sous la forme :

2
1< - -
S= /dd:r 5 Z [(0ui)? +7 @7 +u (Z %2) + UzZSO? . (4.18)
i=1 i=1 i=1

Les fonctions § a une boucle de ce modéle sont [GL76] :

1

Opuy = —euy + 5.7 ((N + 8)u] + 6uyus) (4.19a)
1

Ol = —€Uy + 9.3 (9u§ + 12u1u2) (4.19b)

oue=4-—d.

Ces équations de flot admettent quatre points fixes  :
— ui = uy = 0. Ce point fixe correspond a la théorie gaussienne. Ce point fixe

est instable pour les dimensions plus petites que quatre.
2m2e

—utr =0, uy = . On remarque que les différentes composantes ¢; sont
découplées. La théorie correspond & n réalisations indépendantes du modéle
d’Ising (pur). Ce point fixe est apelé Ising découplé.

2n2e . . .
—u = -t u3 = 0. Le terme brisant la symétrie O(n) est nul. Ce point fixe
n
correspond 4 la théorie vectorielle O(n)/O(n—1), que nous avons étudiée dans

le chapitre 2.

2
. 2me

21%(n — 4
ke . )

tion ou I’anisotropie c?l%ique joue un roéle important. C’est le seul susceptible
de correspondre a la physique critique du modéle d’Ising désordonné. Toute-
fois, nous observons que la limite n — 0 est singuliére. Nous reviendrons sur
ce point dans la suite.

Discutons maintenant le diagramme de flot de ce systéme.

. Ce point fixe, non trivial correspond a la situa-

e Lorsque n > n; ~ 4 — 2¢, le point fixe cubique se trouve dans la région u; > 0,
ug > 0, et est stable (voir 4.1(a)). En revanche le point fixe vectoriel est répulsif dans
la direction uy, ce qui indique que le terme d’anisotropie cubique est pertinent. La
physique critique est gouvernée par le point fixe cubique, et les exposants critiques
different de ceux trouvés dans la théorie vectorielle.

e Lorsque ’on diminue n, le point fixe cubique s’approche du point fixe vectoriel.
Les deux points fixes sont confondus pour n = n;(d), puis le point fixe cubique passe

8Remarquons ici que les fonctions 8 du modéle chiral %,
«, 49

termes en “p*”, admettent génériquement aussi quatre points fixes.

qui présentent également deux
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U2
Uz

Uy Uy Uy

(a) n > nr (b)nr>n>0 (c)n<0

F1G. 4.1 — Diagramme de flot dans le plan (uy,us) tiré des équations (4.19).
Les points G, V, ID, C correspondent aux points fixes gaussien,
vectoriel, Ising découplé et cubique.

dans la région uy < 0 (voir 4.1(a)). Ceci s’accompagne d’un changement de stabilité
des points fixes cubique et vectoriel. Il découle des fonctions 3 & une boucle que n; = 4.
Toutefois, lorsque les calculs sont poussés aux ordres supérieurs, n; se met a dépendre
de la dimension :

nr(d) =4—2(4—d) +2594—d)>+ 0 ((4 —d)?) (4.20)

Pour n < ny(d), la physique critique est gouvernée par le point fixe vectoriel, et I’ani-
sotropie cubique n’est plus pertinente.

e 1 < 0. Enfin, lorsque n s’approche de zéro, limite qui permet a priori d’étudier
la physique critique du modeéle d’'Ising désordonné, on observe que la solution de point
fixe présente une singularité. Les coordonnées de point fixe tendent vers I'infini. Lorsque
n devient négatif, le point fixe réapparait dans la région u; < 0, uy > 0.

La conclusion de I’analyse de la théorie & une boucle est un peu décevante. Si
I’on arrive a avoir une image qualitative de la physique associée a I’anisotropie cubique,
on n’observe pas de point fixe dans la limite » — 0. La physique du modéle d’Ising
dilué échappe donc au calcul & une boucle. Lorsque le calcul est poussé & des ordres
supérieurs, la situation est différente. Il existe alors un point fixe des fonctions 3 (au
moins pour des dimensions suffisamment proches de quatre). Les coordonnées du point
fixe sont d’ordre /g, ce qui indique que toutes les quantités intéressantes (exposants
critiques, coordonnées de point fixe) sont obtenues dans un développement en 4/e.
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4.5.4 Techniques de resommation

Il est bien connu que les approches perturbatives, ou les quantités physiques
sont calculées en séries des constantes de couplage conduisent & des séries au mieux
asymptotiques. Aussi, pour obtenir des résultats quantitatifs, il est nécessaire d’utiliser
des techniques de resommation (Padé, Padé-Borel, etc.). Nous donnons ici les résultats
obtenus grice a ces méthodes. Nous discutons d’abord les déterminations de n;(d = 3),
qui sépare la région ou ’anisotropie cubique est pertinente (n > ny), et la région ou
elle ne I'est pas. Les techniques de resommation donnent dans ce cas des résultats bien
convergés. En revanche, la détermination des exposants critiques du modéle d’Ising
désordonné est beaucoup plus difficile. Notons a cet égard qu’il s’est écoulé vingt cinq
ans entre les premiers calculs perturbatifs menés sur cette théorie, et ’obtention de
résultats relativement convergé par le méthodes de resommation. Ceci est une bonne
illustration du fait que la situation est dans ce cas beaucoup plus problématique.

Détermination de n,(d = 3)

Les déterminations les plus récentes, et probablement les plus précises de n;(d =

3) découlent des fonctions S a six boucles du modéle cubique, calculées directement

en dimension trois [CPV00]. En utilisant une transformation conforme et une transfor-

mation de Borel, la valeur critique n;(d = 3) est trouvée légérement plus petite que 3
[CPVO00 :

nr(d = 3) = 2.89(4) (4.21)

On déduit de cette valeur de nr(d = 3) que les implications physiques de ’ani-
sotropie cubique est faible. Le modéle XY n’est pas du tout influencé par la présence
d’anisotropies dans le systéme. Quant au modéle de Heisenberg, pour lequel 1’aniso-
tropie est pertinente, les coordonnées des points fixes cubique et vectoriel sont trés
proches, de sorte que les jeux d’exposants critiques associés sont trés similaires. Il est
probablement difficile d’observer expérimentalement la différence entre ces deux jeux
d’exposants.

Exposants critiques du modéle d’Ising désordonné

Les techniques de resommation sont beaucoup moins efficaces pour calculer les
exposants critiques du modeéle d’Ising désordonné. En particulier, les développements
en /¢ a cinq boucles [FHY99|, [FHY98| ne permettent pas d’obtenir une détermination
convergée des exposants critiques [FHYO1].

Il n’en est pas de méme des séries perturbatives calculées en dimension trois. Les
séries 4 quatre boucles resommées par la méthode de Chisholm-Borel permettent de
déterminer un point fixe non trivial pour u; > 0, us < 0, et de calculer les exposants
critiques du modéle d’Ising désordonné[FHY00| : @« = —0.026, v = 1.318 et v =
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0.675. Ces résultats, qui sont en assez bon accord avec les résultats expérimentaux et
numériques (voir les tables 4.1 page 141 et 4.3 page 142), ne sont en fait pas convergés.
En effet, les résultats & deux et trois boucles conduisent & des valeurs positives de «,
ce qui est en désaccord avec ’étude de Chayes et al. [CCFS86], qui prévoit que cet
exposant critique est négatif au point fixe désordonné. Mais plus grave encore, 1’ajout
des termes a cinq boucles déstabilise entiérement le point fixe, et les séries perturbatives
des fonctions 8 ne permettent plus de déterminer le comportement critique du modéle
d’Ising désordonné.

Un troisiéme angle d’approche a été proposé récemment [AMMRLO0], et découle
de I'étude des séries perturbatives en dimension d = 0. Il apparait que ces séries sont
convergentes a condition de resommer les séries en uy & uy fixé, puis de resommer la
série en u; qui en résulte. Appliquée en trois dimensions [PV00]|, cette technique per-
met d’obtenir des résultats assez bien convergés en dimension trois : & = —0.034(30),
B =0.349(5), v = 1.330(17) et v = 0.678(10), en bon accord avec les résultats expéri-
mentaux et numériques (voir les tables 4.1 page 141 et 4.3 page 142). Notons toutefois
que les coordonnées du point fixe sont trés sensibles aux détails du calcul.

4.6 Approche non perturbative

Les difficultés rencontrées pour resommer les séries perturbatives nous ont
conduit a étudier le modéle d’Ising désordonné a 1’aide de 1’équation exacte du groupe
de renormalisation. Cette méthode présente le grand avantage de ne pas nécessiter de
resommation pour obtenir des résultats numériques stables, et dans tous les cas traités
jusqu’ici, I’ajout de termes supplémentaires dans la troncation ameéliore la précision des
résultats.

Nous présentons, comme lors de I’étude des systémes frustrés menée au chapitre 3,
les équations d’évolution obtenues pour la troncation minimale. Nous discutons ensuite
le lien entre ces équations et les résultats perturbatifs obtenus a I’ordre dominant. Nous
discutons finalement les résultats obtenus en dimension trois, & ’aide d’une troncation
plus riche.

4.6.1 Troncation minimale

Il a été montré & plusieurs reprises dans ce travail que le choix de la troncation
a utiliser était important dans le but d’obtenir des résultats quantitativement précis.
Une méthode de troncation couramment utilisée consiste a développer ’action effective
courante 'y & la fois en puissances des impulsions et en puissances du champ. Il est
important d’effectuer ce dernier développement au voisinage du minimum du potentiel.
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Nous considérons donc dans un premier temps la troncation suivante :

Fk = /ddx Z g(@uwz)Q + ug (Z(@f — Ii)) + Uo Z ((,0,2 — Ii)2 . (422)

La constante Z correspond a la renormalisation du champ, et permet de déterminer
la dimension anormale. Les deux termes suivant correspondent au développement du
potentiel autour du minimum :

VE
=1 1. (4.23)
VE

A nouveau, k parameétrise le minimum du potentiel. Nous choisissons ici un minimum
qui fait jouer un roéle identique aux n composantes du paramétre d’ordre. Nous n’avons
donc accés qu’aux solutions symétriques des répliques.

La constante de couplage u; correspond a une interaction de symétrie O(n), et
la constante de couplage us, associée a 'anisotropie cubique, brise explicitement cette
symétrie. Les équations de flot pour ces quatre constantes de couplage sont obtenues
en suivant la méme procédure que celle présentée dans la section 3.7 page 104. Nous
obtenons ainsi [TMVDO1] :

4Ud

Ok = —(d — 24+ 1n)k+ [B(n u1 + )4 (8k(nuy + us))+

n(nur+ up) (4.24a)

+ (n = 1)(nuy + 3uy)l¢(8k uz)]
Avg d d
Owur = (d— 4+ 2n)u; + | nuil{(8k(nus + ug)) + nuilf(8k ug)+

+ 36K (nug + ug) 214 (8k(nuy + ug)) + K<36u§+
(4.24b)
+24n (n — Dugus +4(n — 1)n 2uf> 19(8k ug) —

— 8k(nuy + 3u2)’lf | (8k(nuy + us), 8k uQ)}

4
Orug = (d — 4+ 2n)uy + ﬁ [n url (8k(nuy + uz)) — nugld(8k up)+
+ 8k(nuy + 3ug)’lf | (8k(nuy + us), 8K us) (4.24c)
+36(n — 2)kusld(8k uy) +]

512Kvy

n= —at]nZ:
n

[(n — 1)u§mg,2(0, 8K ug)+
(4.24d)
+ (nuy + u2)2m372(0, 8k(nuy + uz))]

151



CHAPITRE 4. MODELE D’ISING DESORDONNE

4.6.2 Développement en constantes de couplage

Les équations non perturbatives (4.24) peuvent étre étudiées dans un développe-
ment, en constantes de couplage. En développant & ’ordre dominant, on retrouve les
fonctions 5 a une boucle (4.19). On trouve d’autre part que la dimension anormale est
nulle & ’'ordre dominant. Les équations d’évolution non perturbatives permettent donc
de retrouver la physique critique du modéle au voisinage de d = 4.

Notons également que les équations d’évolution (4.24) ne sont pas singuliéres
dans la limite n — 0. Rappelons a ce propos que les équations a une boucle (4.19)
n’admettent pas de point fixe pour n = 0. En effet, les coordonnées du point fixe cubique
se comportent en 1/n, et divergent dans cette limite. Ce probléme est réglé, dans la
théorie de perturbation en poussant le développement a ’ordre suivant (deux boucles).
Les équations (4.24) sont non perturbatives, et un développement en constantes de
couplage présente des puissances des constantes de couplage & tous les ordres. Ceci
permet d’obtenir un point fixe en /¢ dans la limite n — 0, méme pour la troncation
minimale ?.

4.6.3 Au voisinage de d =2

Nous avons vu dans les chapitres précédents que les équations d’évolution non
perturbatives permettent de retrouver le comportement critique de la théorie lorsque
celui-ci se produit & basse température. Ainsi, nous avons pu retrouver les fonctions
B a une boucle, obtenues dans le cadre du modéle o non linéaire, pour le modéle
vectoriel O(()Tgr_l)l) (voir section 2.7.8 page 53), et pour le modéle chiral % (voir
section 3.8.2 page 113).

Le paramétre d’ordre du modéle avec anisotropie cubique n’est pas continu, et
par conséquent, la transition de phase en dimension deux ne se produit pas a tem-
pérature nulle. Nous ne pouvons donc pas déduire des équations non perturbatives le
comportement critique du modéle cubique. En revanche, le modéle vectoriel O(n) (pour
n > 2) présente une transition de phase a basse température en dimension d = 2 + ¢.
Les équations (4.24) décrivent donc correctement le voisinage du point fixe du modéle
vectoriel, et permettent en particulier d’étudier la pertinence de ’anisotropie cubique
au voisinage du modéle vectoriel O(n)/O(n —1).

Dans ce but, nous allons effectuer un développement de basse température, qui
s’obtient dans nos notations, comme un développement en puissances de 1/x. D’autre

9Notons que la troncation minimale ne permet pas de retrouver les fonctions B & deux boucles.
Les coordonnées du point fixe en 4/ ne coincident donc pas avec ceux obtenus par les théories de
perturbation & deux boucles.
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part, pour étudier la pertinence de l'anisotropie cubique, nous allons développer les
équations en puissances de us, a 'ordre dominant. Le développement des équations
(4.24) ménent ainsi a :

(n-2)
Ok = — 4.2
LK ek + Y (4.25a)
-1
Opuy = —2uy + 4u? (r—1) In2 (4.25Db)
70
at’l,tg = (-2 + €+ B ) U9 (425C)
n’mK
1
R 4.25d
= orn2k (4.25d)

ou ¢ = d — 2. En remplagant la valeur de point fixe de x dans (4.25¢), on obtient :

6
@uf:(a+n+20u} (4.26)

n —

Cette équation est valable au voisinage de la solution de point fixe du modéle vectoriel
(et donc & basse températures), et pour de petites valeurs de us. On observe ainsi
que l’anisotropie cubique est une perturbation pertinente du modéle vectoriel, pour
n > nr(d) = 2 + 4e + o(£?). Ce résultat coincide avec le résultat obtenu dans le cadre
du modéle ¢ non linéaire [PN76].

4.6.4 Reésultats en dimension trois

Nous discutons finalement les résultats obtenus en dimension trois. Afin d’obtenir
une plus grande précision numérique, nous avons considéré une troncation plus riche,

contenant tous les termes de méme dimension canonique que les termes de potentiel
«, 8»

en “@°

Ty = /dda:{Z Z (au¢a)2 +7 Z o (8,#31,)2 Y Z (0a0uPa) (£60ups) +
a a,b

a,b

+ Y1) 02 (0u0a)” + Y2 Y (0alua)’ +
a a (4.27)
Uyt ug ty + vy By 4 vy by ty + s te+

—%wlé—%w2£t4+umt2%—%w4ﬁ—%w5Q}

ou

ty = Z(pi —nEK (4.28)
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=36t~ - > (4:29)
w=3t-2 () (Ta) 5 (2 qoz>3 (130
ty = za:wi - % Z oA (Z wi) - % (Z wi) 2 + (4.31)

L2 (zwz)Q (ze)-5 (z¢2)4

Les équations d’évolution pour ces constantes de couplages sont obtenues en suivant
la procédure présentée précédemment. Nous ne rapportons pas ici les équations d’évo-
lution des constantes de couplage car ces derniéres sont assez longues (une dizaine de
pages), et n’apporte pas d’éclaircissement supplémentaire.

—~~

4.32)

En déterminant le point fixe des équations de flot numériquement, nous obtenons
une détermination de la valeur critique n;(d = 3), séparant la région ou le point fixe
stable est le point fixe cubique (n > n;) et ou la perturbation cubique est pertinente,
de la région ot la physique critique est gouvernée par le point fixe vectoriel (n < n;(d =
3)). On trouve ainsi :

nr(d =3) = 3.1 (4.33)

Cette valeur n’est pas trop éloignée de la détermination obtenue par resommation de
séries perturbatives (voir les équations (4.21) et (4.21)). Toutefois, notre détermina-
tion est plus grande que 3, ce qui semble indiquer que I’anisotropie cubique n’est pas
pertinente pour le modéle de Heisenberg cubique.

Nous avons d’autre part déterminé les exposants critiques du modéle d’Ising
désordonné, en étudiant la limite n — 0 des équations de flot. Nous obtenons ainsi : v =
0.67, n = 0.05, en assez bon accord avec les résultats obtenus par resommation de séries
perturbatives (voir section 4.5.4 page 149), ainsi qu’avec les résultats expérimentaux
(voir table 4.1 page 141) et numériques (voir table 4.3 page 142).

4.7 Conclusion

Nous avons considéré dans ce chapitre le modéle cubique a n composantes. Ce
modéle correspond a un modéle de spins en interaction, soumis a une brisure explicite
de la symétrie de rotation des spins 1°. Dans la limite n — 0, ce modéle permet d’étudier
la physique critique du modéle d’Ising en présence d’une faible quantité d’impuretés
non magnétiques distribuées aléatoirement.

10cet effet est par exemple attribué a ’anisotropie du cristal
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En utilisant I’équation exacte du groupe de renormalisation, régissant 1’évolution
de I'action effective courante I'y, avec I’échelle k£, nous avons déterminé des équations
d’évolutions des constantes de couplage du modéle cubique & n composantes. Ces équa-
tions s’identifient, dans un développement en puissances des constantes de couplage aux
fonctions B obtenues & une boucle dans I'approche de Landau-Ginzburg. Nous avons
également retrouvé, au voisinage de la dimension deux, le comportement de la courbe
nr(d) a 'ordre dominant.

En dimension trois, nous obtenons une détermination de n;(d = 3) = 3.1, valeur
qui n’est pas trop éloignée de celle obtenue par resommation des séries perturbatives
(nr(d = 3) = 2.89(4)[CPV00]). Dans la limite n — 0, ot les techniques de resommation
sont tres difficiles & mettre en ceuvre, les équations de flot non perturbatives permettent
d’obtenir une détermination des exposants critiques en bon accord avec les résultats
expérimentaux, numériques et théoriques.
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Chapitre 5

Conclusion

Dans ce travail, nous avons considéré deux systémes magnétiques, obtenus par
une modification du modéle ferromagnétique traditionnel. Dans la chapitre 3, nous
avons étudié le role de la frustration, émergeant d’une compétition entre les interactions.
Dans le chapitre 4, nous avons considéré l'effet d’impuretés non magnétiques dans le
systéme. Ces deux modéles ont été étudiés a ’aide de théories des champs qui différent
en fait assez peu de la théorie vectorielle : du point de vue de I'approche perturbative
de Landau-Ginzburg-Wilson, la seule différence vient du fait que I'interaction a quatre
corps des deux modéles considérés ici dépend de deux constantes de couplage, au lieu
d’une seule pour le modéle vectoriel.

On pourrait penser que cette différence minime ne change pas l'image globale
et cohérente qui a été obtenue dans la théorie vectorielle. En fait, ce n’est pas le cas.
On a observé au contraire un grand nombre de phénoménes physiques qui n’ont pas
d’équivalent dans le modéle vectoriel. Citons notamment le phénoméne de bifurcation,
le changement de stabilité ou ’annihilation de points fixes, ou encore ’existence de
transitions faiblement du premier ordre. La richesse physique de ces systémes est une
conséquence directe de 'augmentation du nombre de constantes de couplage. En effet,
le diagramme de flot pour les systémes frustrés et les systémes en présence d’impuretés
est obtenu dans un espace a deux dimensions, ce qui autorise une topologie trés riche
du flot. Ceci est & comparer au diagramme de flot du modéle vectoriel, obtenu sur
une demi-droite. Cet espace contraint énormément la topologie du flot, et ne laisse pas
beaucoup de libertés pour obtenir des effets non triviaux.

D’autre part, en présence d’une théorie plus compliquée que la théorie vectorielle,
on est en droit de s’interroger sur la validité des approches perturbatives. En effet, si
celles-ci ont été utilisées avec succés dans 1’étude du modéele vectoriel, leur convergence
est beaucoup moins rapide dans les deux systémes considérés ici. Dans ces deux cas,
il n’existe d’ailleurs pas de preuve de la sommabilité des séries perturbatives. Lors de
I’étude des systémes frustrés, nous avons méme vu que 1I’étude des séries perturbatives
a six boucles conduisent a des résultats en désaccord avec les résultats expérimentaux
et numériques.
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Les remarques précédentes ne se limitent en fait pas aux deux systémes considérés
dans ce travail. Plus généralement, toutes les théories des champs dont l'interaction
a quatre corps est décrite par plus d’'une constante de couplage (ce qui est le cas
de toutes les théories, mise a part la théorie vectorielle), le diagramme de flot prend
place dans un espace a plusieurs dimensions, et peut donc avoir une topologie non
triviale. Il peut en résulter des phénomeénes physiques nouveaux, comme ceux énumérés
précédemment. De plus, les méthodes perturbatives sont difficiles & mettre en ceuvre,
notamment les techniques de resommation, et leur convergence peut étre assez lente.
Les points soulevés précédemment nous ménent donc a la conclusion que la situation
des modéles vectoriels, oul une image cohérente peut étre obtenue a partir des théories
de perturbation n’est pas générique, et que les caractéristiques globales des transitions
de phase des modéles vectoriels ne sont pas partagées par tous les modéles.

Les remarques précédentes nous ont conduit a utiliser une nouvelle approche
pour étudier les propriétés critiques des systémes frustrés et des systémes dilués. La
méthode utilisée dans ce travail est basée sur la notion d’action effective courante I',
décrite dans le chapitre 2. Cette quantité permet d’interpoler continiiment entre ’action
microscopique et le potentiel de Gibbs. I’évolution de I'y, avec I’échelle k est donnée par
une équation exacte et assez concise.

Cette approche présente un certain nombre de propriétés, qui la rendent trés
utile dans la pratique. L’utilisation de troncations trés simples permettent de retrouver
dans un méme cadre les résultats perturbatifs & I’ordre dominant. C’est probablement
cette propriété qui permet d’obtenir des prédictions assez précises en dimension trois.
On s’attend en effet & ce qu’une forme approchée des exposants critiques, qui coincide
aux voisinages des dimensions deux et quatre, et pour des grandes valeurs de n avec
les résultats perturbatifs soient d’une assez bonne précision en dimension trois, et
pour de petites valeurs de n. D’autre part, on a accés directement a la physique en
dimension trois, et il n’est pas nécessaire d’utiliser des techniques de resommation de
séries. L’étude de différents modéles par cette approche montre que ’ajout de termes
dans la troncation améliore la précision des résultats.

Notons enfin que les équations d’évolution des constantes de couplage obtenues
sont non perturbatives, et permettent d’observer des effets inaccessibles par les mé-
thodes perturbatives traditionnelles. Citons ici deux exemples que nous avons rencon-
trés précédemment. L’étude du modéle XY en dimension deux permet de retrouver
qualitativement la transition de Kosterlitz-Thouless. Cette transition est attribuée au
déconfinement des vortex a haute température, effet qui n’est pas observé dans 1’ap-
proche perturbative du modéle o non linéaire. Nous avons rencontré un deuxiéme effet
non perturbatif lors de I’étude des antiferromagnétiques triangulaires empilés de type
Heisenberg. Le modéle o non linéaire prédit (a deux boucles) une équivalence entre la
théorie initiale % et la théorie vectorielle %. Nous avons vu que ceci était
di au fait que seules %es propriétés locales de ’espace du paramétre d’ordre influent sur
les propriétés critiques du systéme. Les propriétés globales induisent des corrections
non analytiques en température, qui ne sont donc pas accessibles dans un traitement

perturbatif du modéle o non linéaire. ’approche basée sur I’équation exacte du groupe
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de renormalisation permet de tenir compte de ces effets non perturbatifs, et prédit une
physique critique différente pour ces deux modeéles, & une distance finie de la dimen-
sion deux. Ces propriétés font de 'approche basée sur ’équation exacte du groupe
de renormalisation un outil trés puissant pour étudier les propriétés critiques d’une
théorie.

L’étude des systémes frustrés par cette approche nous a permis d’obtenir une
image cohérente de la physique “critique” de ces systémes, en bon accord avec les ré-
sultats expérimentaux et numériques. On a en particulier conclu que la transition de
ces systémes en dimension trois est faiblement du premier ordre, avec une longueur de
corrélation & la transition de phase qui peut atteindre 100.000 fois la maille du réseau.
Cette valeur trés grande de la longueur de corrélation permet d’expliquer les compor-
tements en loi de puissance des quantités thermodynamiques. Toutefois, la transition
de phase n’étant pas continue, le systéme ne présente pas d’universalité. Nous avons
obtenu le résultat assez surprenant que les exposants effectifs du systéme varient conti-
ntiment, sur une grande plage, lorsque ’on change les propriétés microscopiques du
systeme.

L’étude des systemes frustrés conduit a se poser un certain nombre de questions
intéressantes. La premiére concerne l'influence du désordre dans ce systéme. Il apparait
en effet que ’exposant critique a du systéme pur est fortement positif. Le critére de
Harris permet donc de conclure que le désordre est fortement pertinent dans ce systéme.
On peut donc s’attendre & ce qu’une nouvelle classe d’universalité soit associée a la
transition de phase des antiferromagnétiques frustrés désordonnés, caractérisés par un
nouveau jeu d’exposants critiques. A cet égard, comme o est trés positif, on peut
s’attendre a ce que ces exposants critiques soient trés différent du systéme pur. Cette
situation est & comparer a ce que l'on a observé dans le modéle d’Ising, ou « est
relativement petit, et oul les exposants des systémes purs et désordonnés sont assez
proches. D’autre part, Il est possible que la présence de désordre rende la transition
continue. Ce phénoméne a déja été observé pour le modéle de Potts a trois états en trois
dimensions, pour lequel le systéme pur présente une transition faiblement du premier
ordre, transition qui devient continue en présence de désordre. L’étude de cette classe
d’universalité par la méthode présentée ici fait partie de nos projets a court terme.

Nous avons d’autre part remarqué que les excitations topologiques ont une trés
grande influence sur les propriétés critiques du systéme. Bien que I'approche non pertur-
bative considérée ici soit capable de tenir compte de ces excitations, il n’est pas évident
de voir comment sont codées ces excitations dans ’action effective courante ['y. Il n’y
a en particulier pas d’équivalent de la fugacité, qui pilote la transition de phase de
Kosterlitz-Thouless. Il serait donc intéressant de quantifier le role de ces excitations.
Ce programme n’est pas limité au systéme considéré ici. En effet, une grande activité
se développe pour étudier le role des excitations du modéle XY en trois dimensions.

Dans I’étude des systémes considérés dans ce travail, I’approche basée sur 1’équa-
tion du groupe de renormalisation exact est un outil trés puissant, qui nous a permis
d’obtenir un image cohérente de la physique critique. Il nous semble donc trés important
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de réétudier certains problémes classiques de physique statistique a ’aide de cette mé-
thode, pour lesquels les approches perturbatives ne permettent pas de caractériser les
propriétés critiques. Nous pensons en particulier au modéle d’Ising en champ aléatoire
et au modéle de Potts. Des travaux récents ont montré qu’il est possible d’étudier la
formation d’états liés par I’approche non perturbative considérée ici. Ceci ouvre la pos-
sibilité d’étudier ce phénoméne dans des modéles simples, notamment dans le modéle
d’Ising tridimensionnel, dans lequel des aguments théoriques indiquent la formation
d’états liés dans la phase de basse température.

A plus longue échéance, il semble possible d’utiliser la méthode du groupe de re-
normalisation exact dans I’étude des systémes désordonnés. Des travaux préliminaires
ont permis d’écrire un jeu d’équations exactes, gouvernant I’évolution des différents
moments de 'action effective Wilsonienne. Bien que ce travail soit trés préliminaire,
ceci ouvre peut-étre la voie a une approche alternative de ’étude des systémes désor-
donnés, sans avoir a faire appel & la méthode des répliques. Finalement, il semble
trés intéressant d’étudier les propriétés dynamiques de systémes hors d’équilibre par
les méthodes considérées ici. En effet, les approches perturbatives ne permettent pas
d’étudier le régime de fort couplage, régime dans lequel se trouve le point fixe gouver-
nant la dynamique dans la phase rugueuse. L’utilisation d’équations exactes du groupe
de renormalisation permettra peut-étre de décrire le régime de fort couplage de ces
théories, et d’obtenir ainsi des résultats non accessibles par les théories de perturba-
tion.
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Annexe A

Fonctions de seuil

Nous discutons dans cette annexe les différentes fonctions [, m et n utilisées
dans le corps du texte. Dans le cas général, ces fonctions dépendent de quatre argu-
ments. Toutefois dans un certain nombre d’applications physiques, les fonctions seuil
apparaissant dans les équations d’évolution dépendent de moins de variables : certains
arguments sont systématiquement nuls. Dans ce cas, la dépendance par rapport a ces
arguments n’est pas notée. Ainsi, dans le cas du modéle vectoriel, traité au paragraphe
2.7.6 dans la troncation minimale, les fonctions seuil ne dépendent que d’un argument,
et nous ne notons donc pas la dépendance par rapport aux trois autres arguments.

A.1 Définitions

Les fonctions seuil sont définies par les intégrales :

/00 dy y¥?719, { L } , (A.la)
0 (p1(y) + wi)™ (p2(y) + wa)™
2

_l OO d/2—17 y(9yp1(y))
mn1 2 [wy, wa, t1,ts] = 2 /0 dy y O { (1 (0) + 1) (pay) + w2)™ } , (A.1b)

1 [ = yOyp1(y)
nd w 7w 7t 7t = ——/ d d/2 18 { y ’ A.lc
nyna (W1, W2, 11, 1] 2 Jo vy "Lpi(y) + wi)™ (pa(y) + wa)™ (A1)

nl N2 [’(,Ul, w2, tlv t2:|

[\3|,_.

ol nous avons utilisé les notations :

ny) =yl +r(y) +t)

p2(y) = y(L+7(y) + t2) (A.3)
r(y) = % (A.4)

Rappelons que le tilde sur 'opérateur de dérivée signifie que seul la fonction de régu-
larisation Ry est affectée par cette operation. Aussi, dans les expressions précédentes,
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ou la dépendance en R, a été remplacée par une dépendance en p; :

o) = 5 ooy (A5)
= —y(nr(y) + 2yr'(y))- (A.6)

Si nous effectuons la dérivée 5t, les fonctions de seuil s’expriment explicitement comme
des intégrales. A cet égard, il est intéressant d’utiliser I’égalité : 0,0:p;(y) = 0:0ypi(y),
de sorte que :

0i0yp; = —n(r +yr') — 2y(2r' + yr") (A7)
Nous obtenons alors :
1 nr + 2yr’
14 t1,15) - d
n1,n2(w1;w2) 1, 2 2/ yy y)+w1)n1(p2(y)+w2)n2
(A.8)
( ot )
1(y)+wr  pa(y) +we
nd  (wy,ws, b, 1ts) —1/ L X
ni,ne 1, W2, 101, 2 2 )+w1)n1(p2(y)+w2)n2
n
1+t +7+yr")(nr+ 2yr' (74-
{ 1 yr) o+ 20\ e, (A9)
+ —n(r+yr') = 2y2r' + yr"
pQ(y)+w2> n(r +yr') — 2y( yr")
o0 1+t +r+yr
d _ / 1
m wy, W, t1,1y) = —= d
s (101102 1, 2) 2/0 Y ) + 0™ (pa(y) + wn)™
n
L+t +r+yr')(nr+ 2yr (74-
fsrrasremr o) (St (4

N2

+ - -
pa(y) + wo

) = 2n(r +yr') — 4y(2r' + .w"")}

Sous cette forme, et une fois la fonction de régularisation r(y) déterminée, les
fonctions seuil peuvent étre évaluées numériquement. Notons que les fonctions seuil
dépendent de la dimension anormale 7. Pour alléger les notations, nous ne notons
pas la dépendance par rapport a cette fonction. De plus, la dimension anormale étant
petite dans les régions perturbatives (i.e. voisinage des dimensions deux et quatre, et
pour n grand). On peut alors négliger cette dépendance pour retrouver les résultats
perturbatifs.

A.2 Regles de substitution

Lors de la dérivation des équations d’évolution des constantes de couplage, nous
rendons implicites les intégrales sur les impulsions, en introduisant les fonctions seuil.
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Nous présentons ici les régles de substitution qui permettent de réécrire les équations
de flot & I'aide des fonctions seuil.

Les équations de flot des constantes de couplage paramétrisant le potentiel font
intervenir une classe d’intégrales sur les impulsions, qui se réexprime a l'aide de la seule
fonction [ :

a [ & 1 _
") @m)? (Re(a) + (Ze + T1)a2 + W)™ (Be(a) + (Zk + Tr)q2 + W)™ (A.11)
W1 W2 Tl T2
"1’"2 Zuk?2’ Zuk?2" ZhkY Zp kA

— _4Ud Z ny— n2kd 2(n1+n2)

Lors du calcul des équations d’évolution des termes cinétiques, dépendant de
I’impulsion, apparaissent deux autre types de termes, qui se réexpriment en fonction
des deux fonctions seuil m et n :

d = ddq a —n1
d—p26t/ (2r)d q® (Ri(p + a) + (Zx + T1)(p + 9)* + W)

n2

(Re(q) + (Zx + Tn)q” + Wg)_ =

40411 e 1 dor oW Wy T
— Z—ni—n: pdta 2(n1+n2+1) . d+a 2[ j|
d_ @i | 2k Zek? Zpkt 7 (A.12)
Wy W, 1y
2 d+a |: i|
+ n2( n1+1 n2+1 Z k2’ Zkk2’ Zkk4 Zk +
T, - T pi+a [ Wy W, T
Zkk'4 mitlnatl k.2’ Zka’ Zkk4’ Zkk4
o [ SR (B @)+ (et T+ @) 1) %
dp? t (2m)d P k k 1 1
(Ri@) + (Ze+To)a* + Wa) ™ = )
_ 8Ud nIZ ny— n2kd—|—a 2(n1—|—n2) nn i |: W]_ ’ W2 : Tl : T2 ]
d vrine | 7ok? Zuk? ZykY 2kt

Les puissances de Z; et k apparaissant dans les expressions précédentes sont
choisies de telle sorte que les fonctions seuil, exprimées en terme de quantités dédimen-
sionnées renormalisées (voir eq.(A.la-A.lc)), sont indépendantes de Z et k.

A.3 Valeurs particuliéres des fonctions seuil

Lorsque nous comparons les équations non perturbatives, considérées ici, avec
les résultats perturbatifs, il est nécessaire de connaitre le développement des fonctions
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seuil. Ainsi, au voisinage de d = 4, la physique critique apparait dans un régime
de petite masse, et il faut alors développer les fonctions seuil en puissances de la
masse. Réciproquement, au voisinage de d = 2, la physique critique apparait dans un
régime de grande masse, et il est donc nécessaire de développer les fonctions seuil &
grande masse. Nous donnons dans la suite ces développements, pour la fonction de seuil
r(y) = 1/(e¥ — 1). Comme discuté précédemment, nous ne considérons que la partie
indépendante de la dimension anormale. La partie linéaire en 17 donne une contribution
sous dominante.

A.3.1 Développement des fonctions seuil au voisinage de d = 2

12,[0,0,¢,0] = 1, 13, [w,0,t,0] ~ 1/(1 +¢t),

11,[0,0,,0] = 1/(1 + 1), 12, [w,0,t,0] ~ 1/(w(1 + 1)),

13,00,0,0,0] = 1, 14, [w,0,t,0] ~ 1/(1 +t)?,

12,(0,0,0,0] = 21n[2], 15,00,0,¢,0] = 1/(1 + 1),

12,00,0,0,0] = 3In[27/16],  %,]0,0,0,0] = 881n[2] — 54 In][3], (A.14)

m%l[oa 0: t7 0] = 1/(1 + t)a m(2)2[w: 07 ta 0] = 1/(1 + t)2:
m3,[0,0,¢,0] = 1, m,|w, 0,0, 0] ~ 1/w?
m§2[0,w,0,0] = —2/1,02, n%Q[waoata 0] = 1/(1+t)27

n?,00,0,¢,0] = 1/(1 + ), n3,[0,0,,0] = 1.

Les autres termes du développement donnent des contributions sous dominantes,
et ne sont pas nécessaires pour retrouver les équations & une boucle du modéle ¢ non
linéaire.
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A.3.2 Développement des fonctions seuil au voisinage de d = 4

1o[M;,0,0] ~ 1 — My,
lil1[M1a0’0] ~1,

100, My, 0] = 1 — M, (A.15)
l50[M71,0,0] = 1,

16210, My,0] ~ 1,

may[M1,0,0] ~ 1/2.

Les autre termes donnent des contributions sous dominantes au développement des
équations de flot.

A.4 Fonctions seuil de Litim

Avec le choix de fonction de régularisation proposé dans [Lit00] (voir équation
2.9), il est possible de calculer analytiquement les fonctions seuil, & condition que #; et
to soient nuls (voir les équations A.1). On obtient alors :

2 n 1 ni 7o
d =11 A.16
lnl,nz[wl,wQ] d ( + d+2> (1 +w1)n1(1 +w2)n2 (1 +w1 + 1 +w2) ( a)

1
d — A.16b
M ns (w2, wo] (1 4+ wy)™ (1 + wy)™ ( )

Le calcul analytique des intégrales permet de simplifier énormément les procé-
dures de recherche de point fixe, et d’intégration des équations de fot.
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Annexe B

Hubbard-Stratonovitch

Dans cette annexe, nous retrouvons le paramétre d’ordre matriciel SO(n) x
SO(2)/(SO(n—2) x SO(2)) des antiferromagnétiques frustrés, en effectuant une trans-
formation de Hubbard-Stratonovitch. Cette transformation nous permet de relier le
modéle initial de spins S normés, en interaction, & un probléme équivalent, mais dont
les degrés de liberté ¢ peuvent fluctuer en module. Il est alors possible d’effectuer la
limite continue du modéle, et d’obtenir une action microscopique qui peut étre prise
comme condition initiale pour ’action effective I'y lors de I'intégration du flot.

B.1 Transformation de Hubbard-Stratonovitch

Considérons un systéme de spins S & n composantes, normés a 1'unité, disposés
sur un réseau. Les interactions entre spins sont décrits par un hamiltonien # :

kgT -
,J

Lors du calcul de la fonction de partition, ne doivent étre retenues que les configurations

pour lesquelles la contrainte S? = 1 est vérifiée en chaque site du réseau. Nous pouvons

représenter cette contrainte a ’aide de fonctions ¢ :

2[J] = / [Ta8i6(Sz —1) e #knmi s (B.2)
l

Cette description de la théorie en termes de variables contraintes est & la base des
méthodes du groupe de renormalisation dans I’espace direct de type Migdal-Kadanoff,
ainsi que les simulations numériques basées sur l'algorithme de Monte Carlo. En re-
vanche, la mise en ceuvre du groupe de renormalisation dans le cadre de la théorie des
champs, ainsi que la méthode décrite dans cette thése nécessitent d’utiliser des variables
non contraintes, et définies dans le continu, c’est-a-dire sans référence explicite & un
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réseau. Il faut donc trouver une théorie équivalente a la théorie initiale, s’exprimant en
termes de nouveaux champs, mais dont la mesure d’intégration ne fasse pas intervenir
de fonctions §. Ceci peut étre réalisé en utilisant, dans (B.2) la représentation de la
fonction 0 :

5 (5‘,2 - 1) ~ e NS (B.3)

Si le paramétre A est suffisamment grand, le membre de droite est trés piqué, et la
contribution dominante a I'intégrale (B.2) est donnée par les configurations satisfaisant
la contrainte de normalisation des spins. Notons que la contrainte de normalisation des
spins est maintenant représentée par un terme de potentiel en “¢*” dans le Hamiltonien.

Ce raisonnement est rendu plus rigoureux grace a la transformation de Hubbard-
Stratonovitch. Nous allons utiliser le résultat classique de l'intégration gaussienne :

1 & Lol ar-lz s 24
e7 2 KigSiSi o /DQO e 2 iy PRy O PiSi (B.4)

valable & un facteur multiplicatif prés, qui n’influence pas les conclusions obtenues
dans cette discussion. L’intérét d’une telle transformation est de remplacer le terme
quadratique en S dans I’exponentielle du membre de gauche de (B.4) en un terme
linéaire. Les spins en des sites différents sont découplés, et 'intégrale sur le champ de
spin se raméne a un produit d’intégrales d’une seule variable. Plus concrétement, on
a:

l
- / (H 5 6(5 - 1)) / DG e sTLEKI S (e RS (B5)
l
— [pgetRumia ] [@55(5) - 1) s,
l
Introduisons finalement la fonction :
Wo[X] = —In (/ d”§6(§2 - 1) eXS) , (B.6)
qui s’exprime en terme de fonctions hypergéométriques. Nous obtenons la relation :
2] = / D@ e (s Tes BT G+ T Wl Tt 1), (B.7)

En développant I’argument de I’exponentielle en puissances de J a Vordre linéaire, on
exprime la fonction de partition (B.2) en terme d’un champ ¢ qui n’est pas soumis a la
contrainte stricte de normalisation. Les interactions de ce nouveau champ sont décrites
par 1’action :

— 1 - —1 = -
Sl = 2 E @ik, B + E Wil@il- (B.8)
i i
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Le second terme correspond a un potentiel, et est la signature de la contrainte stricte
a laquelle sont soumis les degrés de liberté initiaux. Le premier terme est sensible aux
variations des degrés de liberté d’un site & un autre, et introduit une rigidité dans le
systéme. Notons que l'intégrale fonctionnelle de I’équation (B.7) définie, il est nécessaire
que la matrice K ; soit définie positive, ce qui n’est pas le cas en général, et notamment
lorsque le systéme présente une interaction antiferromagnétique, avec une constante de
couplage négative. Cette difficulté est levée en ajoutant une partie diagonale K;; a la
matrice d’interaction, positive et suffisamment grande. Cet ajout n’a aucune influence
physique, et consiste uniquement & changer 'origine des énergies!.

Relevons finalement quelques propriétés de la fonction W, utiles dans la suite.
Pour certaines valeurs de n, cette fonction a une expression simple :

W, [X] = —log (2 cosh(X))
47rsinh(X)) : (B.9)

Ws[X] = —log ( <

D’autre part, le développement de cette fonction :

WX =3, ()?2) , (B.10)

3

donne aux premiers ordres les coefficients :

ap = —1In (2%"/2/F(n/2))
a; = —1/(2n)

az =1/ (4n*(n + 2)) (B11)

La discussion menée jusqu’a présent est générale, et ne dépend pas du type d’interac-
tions auxquelles sont soumis les spins. Nous allons maintenant spécialiser la discussion
aux interactions caractéristiques des antiferromagnétiques frustrés.

B.2 Antiferromagnétiques frustrés

Considérons un systéme de spins sur un réseau tridimensionnel, composé de ré-
seaux bidimensionnels triangulaires dans les directions Z et 3 empilés selon 2. L’interac-
tion est antiferromagnétique entre sites plus proches voisins dans le plan (27). Dans la
direction Z, les spins sont également soumis & une interaction entre plus proches voisins.
Celle-ci peut étre choisie ferro- ou antiferro- magnétique, sans influencer les proprié-
tés critiques du systéme, la direction Z n’induisant pas de frustration supplémentaire.

'La partie diagonale de 'interaction génére un terme Y, Ki,igf. En utilisant la contrainte de
normalisation des spins, on obtient un terme proportionnel au volume du systéme, indépendant de la
configuration de spins.
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Pour simplifier la discussion, nous considérons une interaction ferromagnétique. Comme
exposé précédemment, il est nécessaire d’introduire une interaction diagonale pour ré-
gulariser 'intégrale fonctionnelle apparaissant dans la fonction de partition Eq.(B.7).
Nous choisissons donc une matrice d’interaction dont les éléments sont, :

J <0 siietjsont plus proches voisins dans le plan (29)
J' >0 siietjsont plus proches voisins dans la direction 2
Jo>0 sii=j

0 sinon

Afin de calculer 'inverse apparaissant dans I’Eq.(B.8), nous calculons la transformée
de Fourier de K; ;. On obtient :

K(q)=2J (cos(qma) + 2 cos(g,a/2) cos(qy\/ga/Q)) + 2J' cos(q,a) + Jo. (B.13)

Les impulsions dans la direction Z d’une part, et dans le plan (z%) d’autre part
sont découplées. Dans la direction Z, 'interaction K () présente un minimum & im-
pulsion nulle g, = 0. Dans le plan (g,@y), elle présente une structure hexagonale, carac-
téristique du réseau triangulaire sous-jacent (voir Fig.(B.1)). On trouve un maximum

N 0\
‘\i\\\ < TR

— ““‘“" /.///
OO RS SO TRSSSS
NS eSS

0
—27r/\/§ qya

FIG. B.1 — Interaction a deux corps K~'(g) dans le plan (g;qy)-

a impulsion nulle, et autour, six minima dégénérés aux vecteurs d’onde :

4
(53.+0.0)
a
or 9 , (B.14)

+—,+—,0

( 3a ? \/gal ? )
correspondant aux modes critiques de la théorie. L’étude du réseau réciproque du
réseau triangulaire montre que ces six vecteurs d’onde correspondent aux sommets de

I'’hexagone formant la premiére zone de Brillouin dans le plan (z%) (voir Fig.(B.2)).
Ces six minima ne sont pas tous indépendants. En effet, modulo les vecteurs de base
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O

F1G. B.2 — Premiére zone de Brillouin du réseau triangulaire. Les points blancs
représentent les sites du réseau réciproque les plus proches de I’ori-
gine. Les minima de l'interaction K ~'(§) se situent aux sommets
de ’hexagone, et se rangent en deux classes, représentées par les
points gris et noirs.

K, et Ko du réseau réciproque, certains minima sont équivalent. Il existe en fait deux
modes critiques indépendants, représentés en gris et noir sur la Fig.(B.2). C’est cette
propriété qui différencie les antiferromagnétiques frustrés des modéles ferromagnétiques
et antiferromagnétiques non frustrés. Il est en effet facile de se convaincre que ces
derniers présentent une seule famille de modes critiques !

Nous avons maintenant déterminé ’action a laquelle sont soumis les modes .
Cette derniére est assez complexe, et contient en fait trop d’informations. En effet, seuls
les modes critiques, minimisant K~'(§) présentent une divergence de la susceptibilité,
et contribuent au comportement invariant d’échelle du systéme. Les autres modes ne
sont pas critiques, et affectent seulement les propriétés non universelles du systéme, telle
la température critique. L’étude des propriétés universelles du systéme ne nécessite pas
de caractériser l'interaction de tous les modes, mais uniquement des modes critiques.
Nous allons donc extraire cette information de I'interaction déterminée précédemment.

Afin de représenter commodément ces deux modes critiques, divisons la zone
de Brillouin en trois parties A,B et C. La zone A correspond & une petite région de
'espace réciproque situé autour du mode critique dessiné en gris sur la Fig.(B.2). La
région entourant ’autre mode critique correspond a B, et la zone C recouvre le reste
de 'espace réciproque. Décomposons également le champ ¢ en trois champs A', B et
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C' a support sur les trois sous-parties de la zone de Brillouin, et réécrivons ’action en
terme de ces nouveaux champs. L’interaction & deux corps prend la forme :

—

95111-95112 5(q_i + q_é) = (Aql + gtn + é’q1)-(A’q2 + qu + éqz) 5(q—i + q_é) . (B-15)

Comme nous sommes intéressés uniquement par les modes critiques, nous éliminons c
de cette expression. De plus la contribution des termes en A? et B? est nulle du fait
de la conservation de I'impulsion. Il est en effet impossible de trouver deux vecteurs
d’ondes appartenant a la zone A dont la somme soit un noeud du réseau réciproque.
Aussi, 'interaction & deux corps prend la forme :

u-Bao (G + @) = 24,4, By, (G + @) - (B.16)
De méme, I'interaction & quatre corps prend la forme? :
(7)? = 2(A%)(B?) + 4(A.B)? . (B.17)

Finalement, développons l'interaction K (§) au voisinage d'un des modes critiques Cj,
au second ordre en impulsion :

K@ +0q) =~ by + bi¥(5¢2 + 6q2) + bi6¢% + ..., (B.18)
avec :

( 1

by =

T 3T 2+
3J a?

b = —

YT AT 2+ Jp)? (B-19)
JI CL2

b =

L (=37 2T+ Jp)?

ou bg, b7¥ et b? sont positifs. L'interaction pour les seuls modes critiques s’écrit :

- =

S(A,B) =" (67(5¢2 + 6¢2) + bi642) AB

o e L (B.20)
+ (2a1 + bo)AB + as(2(A%)(B?) + 4(A.B)?)

ol la somme porte sur toutes les combinaisons d’impulsions satisfaisant la contrainte
de conservation de 'impulsion.

Deux transformations sont encore nécessaires avant d’utiliser 'action Eq.(B.20).
Tout d’abord, remarquons que les directions 7,7 et la direction z ne sont pas équiva-
lentes. Toutefois cette anisotropie n’est pas pertinente, et I’on s’attend a ce qu’aprés
quelques étapes du groupe de renormalisation, l'isotropie de 1’espace soit rétablie. Le
terme cinétique devient alors similaire dans toutes les directions, avec une constante
de couplage effective —bST. La deuxiéme transformation consiste & redéfinir les champs
afin :

2Lorsqu’on développe (ff + B’)n, les termes ayant n 4 puissances de A et np puissances de B sont
susceptibles de satisfaire la contrainte de conservation de 'impulsion si ng +2np = 0 mod 3.
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— de tenir compte de la symétrie SZ‘ = g_@, conséquence du fait que les degrés
de liberté dans I’espace réel sont & composantes réelles;
— de normaliser les champs de telle sorte que le terme cinétique soit juste précédé
d’un facteur 1/2.
Nous introduisons donc les deux champs ¢ et @5, tels que :

7 1 — - -
7= (P1g + 165g)
V2 (B.21)
=y ]‘ — - = ’ ’
Br= 2bi’ff( e 0

vérifiant chacun 95,-’(} = ¢@i_g En fonction de ces nouveaux champs, I’action (B.20) prend
la forme :

— — ! 1 — — — —
S(¢1, o) = Z (@ + @) + e (@ + @)

2 (B.22)
+ ¢2(6(677 + ¢57)” + 8((¢1.92)° — (¢1°%27))
ol
c 20,1 + bo
1 = 7
205
o (B.23)
€)= —s
LT A5y

B.3 Hélimagnétiques

Une discussion similaire peut étre menée pour traiter le cas des hélimagné-
tiques. La matrice d’interaction est déterminée par une interaction ferromagnétique
J1 entre plus proches voisins et une interaction antiferromagnétiques J, entre second
plus proches voisins dans la direction z. Dans les directions orthogonales, et comme
dans les cas traité précédemment, le signe de l'interaction ne change pas les proprié-
tés physiques du systéme. Nous choisissons ici une interaction ferromagnétique Js.
Finalement, nous introduisons une interaction diagonale Jy. La matrice d’interaction
(équivalent de I’Eq.(B.12)) prend alors la forme :

J1 >0 sit et jsont plus proches voisins dans la direction 2

Jo < 0 sizt et jsont second plus proches voisins dans la direction 2
K;;=1< J3>0 siietjsont plus proches voisins dans la direction (Z7) (B.24)

Jo>0 sit=j

0 sinon

La transformée de Fourier de I’'interaction prend alors la forme :
K(q) = 2J; cos(q,a) + 2J5 cos(2q,a) + 2J3 (cos(gza) + cos(gya)) . (B.25)

Déterminons maintenant les modes critiques du systéme correspondant comme d’ha-
bitude aux minima de l'interaction a deux corps K *(§). Si |J1| > 4|.J3|, 'interaction
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Fia. B.3 — Interaction & deux corps K~ '(g) dans la direction g,.

admet un unique minimum & impulsion nulle, et le systéme présente toutes les caracté-
ristiques d’un ferromagnétique. En revanche, si |J;| < 4|Js| I'interaction prend la forme
décrite par la Fig.(B.3), et présente deux minima pour les vecteurs d’onde +@Q), avec :

= arccos <—i>
= 4dy) . (B.26)

e = Qy = 0
Un développement similaire & Eq.(B.18) donne les coefficients :

( —4J,
bo == 2
T2+ 4Jy (—Jo + 2Jo — 4J3)
—4a?Jo (—JE + 16J2)
(12 +4dy (=Jo + 2, — 4Jy))°
bwy . 16@2J22J3
b (T2 AT2 (= dy + 20 — 403))?

b= (B.27)

\

Le reste de la discussion est similaire, et méne aux mémes résultats Eq.(B.22),(B.23),
ou les coefficients b sont remplacés par ’expression précédente.

B.4 Symétries

Nous pouvons maintenant étudier les symétries des modes critiques du systéme.
I1 est déja apparent que l'action Eq.(B.22) présente une symétrie SO(n), consistant
a appliquer simultanément une méme rotation aux deux vecteurs ¢ et 5. L’action
présente en outre une symétrie dont ’effet est de combiner les composantes des deux
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vecteurs. Cette derniére apparait clairement si 'on range ¢ et ¢5 dans une matrice a
n lignes et 2 colonnes :

eoi eoé
p=|% 2. (B.28)
)
En multipliant la transposée de ¢ par ¢, on obtient une matrice 2 x 2 :
- 2 — -
t ¥1 P1-P2
o=\ 2", - ) B.29
Q.0 (901-902 X > (B.29)

On peut maintenant écrire 1'action Eq.(B.22) en fonction de cette matrice 2 x 2 :
S r1

S(p1, 02) = Z §q2 Tr tgo.go +c Tr tgo.gp

(B.30)

t
+ co(6( Tr *p.0)? — 8det ¢.¢)

I est maintenant facile de vérifier que 'action (B.30) est invariante par multiplication
a gauche par une matrice U de O(n) et a droite par une matrice V' de O(2) :

0 —=>UpV (B.31)
L’action présente donc une symétrie O(n) x O(2).

Afin de déterminer le schéma de brisure de la symétrie, il nous reste a déterminer
les opérations de symétrie laissant 1’état fondamental inchangé. Comme discuté dans
le corps du texte, ’état fondamental des hélimagnétiques et des antiferromagnétiques
frustré correspond a une configuration ou les champs ¢ et 5 sont orthogonaux, et ont
la méme norme :

Y. = cte 5,',]' (B32)

Considérons maintenant les opérations du groupe de symétrie O(n) x O(2) laissant cet
état fondamental inchangé. Il y a tout d’abord les rotations & gauche, laissant les deux
premiéres directions inchangées. Celles-ci forment un sous-groupe O(n — 2). En outre,
une opération a gauche dans le plan contenant les deux premiéres directions peut étre
compensée par I'opération inverse effectuée a droite. Ce groupe O(2) giqq. €st facilement
visualisé en choisissant un état fondamental particulier :

wo 0
0 o
=10 01, (B.33)
0 0
visiblement invariant sous la transformation (B.31), ou :
0 ... 0
—1
v 0 ... 0
U=1(0 01 0 (B.34)
000 1
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L’état fondamental admet donc comme symétries résiduelles O(n —2) X O(2) giqq.-
Le schéma de brisure de symétrie caractérisant la transition de phase des antiferroma-
gnétiques frustrés est donc :

O(n) x O(2)
O(TL - 2) X 0(2)diag. .

(B.35)
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Frustrated Heisenberg Magnets: A Nonperturbative Approach
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Frustrated magnets are a notorious example of where usual perturbative methods fail. Using a nonper-
turbative Wilson-like approach, we get a coherent picture of the physics of frustrated Heisenberg magnets
everywhere between d = 2 and d = 4. We recover all known perturbative results in a single framework
and find the transition to be weakly of first order in d = 3. We compute effective exponents that are in
good agreement with numerical and experimental data.

PACS numbers: 75.10.Hk, 11.10.Hi, 11.15.Tk, 64.60.—i

Understanding the effect of competing interactions in
three-dimensional classical spin systems is one of the
great challenges of condensed matter physics. However,
after twenty five years of investigations, the nature of the
universality class for the phase transition of the simplest
frustrated model, the antiferromagnetic Heisenberg model
on a triangular lattice (AFHT model), is still a strongly
debated question [1]. Because of frustration, the ground
state of the AFHT model is given by a canted con-
figuration—the famous 120° structure—that implies a
matrixlike order parameter [2] and, thus, the possibility
of a new universality class. Experiments performed on
materials which are supposed to belong to the AFHT
universality class display indeed exponents different from
those of the standard O(N) universality class: for VVCl,
[3], B =0.20(2), y = 1.05(3), and » = 0.62(5); for
VBr, [4], a = 0.30(5); for CuFUD [5], B = 0.22(2),
for FE[SQCN(C2H5)2]20| [6—8], ,8 = 024(1) and Y =
1.16(3). These results, however, call for several comments.
First, the exponents violate the scaling relations, at least
by 2 standard deviations. Second, they differ significantly
from those obtained by Monte Carlo (MC) simulations per-
formed either directly on the AFHT model [» = 0.59(1),
v = 1.17(2), B = 0.29(1), « = 0.24(2)] or on models
supposedly belonging to the same universality class:
AFHT with rigid constraints [» = 0.504(10),y =
1.074(29), B = 0.221(9), « = 0.488(30)], dihedral (i.e.,
Vi, Stiefel) models [v = 0.51(1),y = 1.13(2), 8 =
0.193(4), @ = 0.47(3)]. See Ref. [9] for a review, and
references therein. Finally, the anomalous dimensions 7
obtained by means of scaling relations are found to be
negative in experiments as well as in MC simulations, a
result forbidden by first principles for second order phase
transitions [10]. All of these results are hardly compatible
with the assumption of universality. It has been proposed
that the exponents are, in fact, effective exponents char-
acterizing a very weak first order transition, the so-called
“almost second order phase transition” [11-13].

From the theoretical point of view the situation is also
very unsatisfactory since one does not have a coherent pic-
ture of the expected critical behavior of the AFHT model
between two and four dimensions. On the one hand,

5208 0031-9007/ 00/ 84(22) /5208(4)$15.00

the weak coupling expansion performed on the suitable
Landau-Ginzburg-Wilson (LGW) model in the vicinity of
d = 4 leads to a first order phase transition due to the
lack of a stable fixed point [14—-16]. On the other hand,
the low temperature expansion performed around two di-
mensions on the nonlinear sigma (NLo") model predicts a
second order phase transition of the standard 0(4)/0(3)
universality class [17]. Since there is no indication that
these perturbative results should fail in their respective
domain of validity, i.e., for small e = 4 — 4 and small
€ = d — 2, this situation raises two problems. First, and
contrary to what happens in the nonfrustrated case, one
cannot safely predict the three-dimensional behavior from
naive extrapolations of the perturbative results. Although
a direct computation in three dimensions, possible on the
LGW model [18,19], can circumvent this difficulty, such
an approach misses a second fundamental problem: the
incompatibility between the symmetries of the NLo and
LGW models. Indeed, the renormalization group flow
drives the NLo model action towards an O(4) symmetric
regime, more symmetric than the microscopical system, a
phenomenon that cannot occur within all previous treat-
ments of the LGW model (see Ref. [17] and below). The
LGW model is therefore unable to find the O(4) behav-
ior which has been nevertheless observed numerically in
d = 2 [20]. This raises serious doubts on the perturbative
analysis of the LGW model away from d = 4. Recipro-
cally, the perturbative analysis of the NLo model, based
on a Goldstone mode expansion, predicts an O(4)/0(3)
fixed point everywhere between d = 2 and d = 4, as for
the N = 4 ferromagnetic model, in contradiction with the
perturbative LGW results and the experimental and numer-
ical situation in d = 3. All of this suggests that nonpertur-
bative features could play a major role and thus imposes
one to go beyond the standard perturbative approaches.

In this Letter we accomplish this program by using the
Wilson renormalization group framework [21]. We obtain
a coherent picture of the physics of the AFHT model ev-
erywhere between d = 2 and d = 4. We find that the
fixed point expected from the NLo model approach ex-
ists indeed in the vicinity of d = 2 but disappears below,
and close to, three dimensions. The transition for AFHT

© 2000 The American Physical Society
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ind = 3 isthus weakly first order, contrary to the differ-
ent predictions of both a new universality class[2] and an
0(4)/0(3) second order behavior [17]. We obtain effec-
tive exponents compatible with the numerical and experi-
mental data quoted above. For generalization to N > 4
component spins, we find the transition in d = 3 to be
second order with exponents in good agreement with re-
cent extensive MC simulations— contrary to those found
from three loop Padé-Borel resummed series [19].

Our approach relies on the concept of effective aver-
age action [22,23], T'y[¢], which is a coarse grained free
energy where only fluctuations with momenta ¢ = k have
been integrated out. Thefield ¢ correspondsto an average
order parameter at scale k, the analog of a magnetization
at this scale. At the scale of the inverse lattice spacing A,
I'v=A isthe continuum limit of the lattice Hamiltonian ob-
tained, for example, by means of a Hubbard-Stratonovich
transformation. On the other hand, the usual free energy
I', generating one particle-irreducible correlation function,
is recovered in the limit k — 0. The k dependence of T';
is controlled by an exact evolution equation [24,25]:

ol 1 {(I«2> I 9}35}’

A A
2 k 2 at

o )

where r = Ink/A. The trace has to be understood as a
momenta integral as well as a summation over internal
indices. In Eq. (1), Ry is the effective infrared cutoff
which suppresses the propagation of modes with mo-
mentag < k. A convenient cutoff isprovided by R, (g) =
Zq?/[exp(q?/k?) — 1][24,26], where Z isthe field renor-
malization. In Eq. (1), F,(f) is the exact field-dependent
inverse propagator, i.e., the second derivative of I';.

The effective average action I'y is afunctiona invariant
under the symmetry group of the system and thus depends
on all of theinvariants built from the average order parame-
ter. Inour case, it is well known that the order parameter
is a set of two vectors ¢, and ¢, which can be gathered
inarea N X 2 matrix ¢,, for N-component spins [2].
The symmetry of the system is the usual spatial rotation
group O(N) multiplied by an O(2) corresponding to the
symmetry of the underlying triangular lattice [17]. This
0(Q) is re@lized on ¢, as aright O(2) “rotation” that
turns the ¢; into each other. There are two independent
O(N) ® O(2) invariantsbuilt out of ¢.: p = Tr' ¢ ¢ and
7= 3T ) — 3 (T pp)>.

The exact effective average action involves all of the
powers of p, T and of derivative terms, and so Eqg. (1) is
a nonlinear functional equation, too difficult to be solved
exactly in general. We therefore need to truncate it. One
possibility is to keep in I';y only the momentum (i.e.,
derivative)-independent part, an approximation called
the local potential approximation (LPA). In the case of
frustrated magnets, this has been considered by Zumbach
[11-13]. This approximation however misses the field
renormalization and worse, as described below, the
phenomenon of enlarged symmetry around 4 = 2 found

perturbatively in the NLo model [17]. This does not
mean that this approximation is not useful: it is simply, in
essence, unable to answer the question of the matching of
the different perturbative approaches. Another truncation
is, however, possible which preserves this possibility:
it consists of an expansion of I'; around its minimum
in order to keep a finite number of monomials in the
invariants p and = while including the derivative terms
which allow one to recover the different perturbative
results. We choose the simplest such truncation:

Z
Fk = fddX{E V¢abv¢ab + %(eab(ﬁcavd)cb)z

GG e

where{w, A, k, u, Z} are the coupling constants which pa-
rametrize the model. All terms but one— the “current
term” (€4 Vo) — are very natural and correspond
to those appearing in the usual LGW action that realizes
the symmetry breaking scheme of frustrated magnets. In-
deed for A and u = 0, the minimum of the action is real-
ized by aconfiguration of theform ¢J;" = /k R.», Where
Rap isamatrix built with two orthonormal N-component
vectors. The symmetry of this minimum is a product of
a diagona O(2) group and a residual O(N — 2) group.
The symmetry breaking scheme is thus O(N) ® 0(2) —
O(N — 2) ® O(2)giag [17]. Note that, for ¢, = dap »
one has p = 2k and 7 = 0 s0 that Eq. (2) corresponds
indeed to a quartic expansion around the minimum. The
spectrum in the low temperature phase consists of 2N — 3
Goldstone modes and three massive modes. one singlet of
mass m; = « A and one doublet of mass m, = «u which
correspond to fluctuations of the relative angle and of the
norms of the two vectors ¢; and ¢».

Without the current term, the truncation Eq. (2) is, how-
ever, not sufficient in our case. This term plays a crucial
role since, for N = 3, it alows the model to enlarge its
symmetry from O(3) ® O(2) to O(3) ® O(3) ~ 0(4) a
the fixed point around d = 2, leading to the well-known
0(4)/0(3) behavior [17]. The current term is systemati-
cally discarded in the perturbative treatment of the LGW
model around four dimensions, for the— correct— reason
that it is power-counting irrelevant. Here we can include
it in our ansatz since it is, in any case, present in the full
effective action I';, and, in fact, we must include it since
it becomes relevant somewhere between two and four di-
mensions. The formalism we use is in charge to decide
where it is important.

Let us emphasize that the effective average action
method leads to nontrivial and/or new results even within
aquartic truncation of I';. One can mention the Kosterlitz-
Thouless phase transition [27], low energy quantum
chromodynamics [28], the Abelian Higgs model and
superconductivity [29,30], matrix models [31], etc. The
accuracy of the results thus obtained depends on two main
features: (i) the smallness of the anomalous dimension 7
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and (ii) the fact that the thermodynamics of the system is
controlled by a unique minimum of T';.

The flow equations for the different coupling constants
K, A, 4, w, and Z are derived by using Egs. (1) and (2)
along the same lines as in [28]. The explicit recursion
eguations are too long to display and not particularly illu-
minating (see [32]). Moreover, they require a numerical
analysis, apartind =2 + e and ind = 4 — €, where,
as we now see, they get analyticaly tractable.

-

The physics around two dimensions.— Around two di-
mensions, one expects that the perturbative “ Goldstone
mode” expansion of the NLo model works well. In the
Goldstone regime, the fluctuations of the modulus of ¢,
and ¢, and of their relative angle are frozen. This corre-
sponds to the large mass limit m;,., my, — <. Inthislimit,
our equations greatly simplify since the coupling constants
divide into two sets {«, w, Z} and {A, w} that do not mix.
We only quote here the flow equations for the renormal-

| ized coupling constants of the first set:

1

1 + k0, + (N - Dk2w?+ (N -2k}

471 + k,rw,)

3

2k27(1 + K, 0,)

.

dk, N —2
@ -2+ ), +
dr ( m)K 27
dw,
- — (-2 +d+ 2w, +
il nw
_ dInZ 3 +4k e, + 2k’w?
K dt di,m(l + ko))

These equations admit a fixed point for any N > 2 of co- |
ordinates x; = 1/€, w = €, while A}, u; = cst. The
masses mj,, m,, are thus very large, proving the consis-
tency of the limit. In fact, with respect to the change of
variables. n; = k, and 1, = 2«,(1 + k,w,), the equa
tionsfor k, and w, are exactly those obtained at one loop
in the perturbative analysis of the NLo model [17]. For
N = 3, they admit a fixed point for which the model is
0O(4) symmetric.

Let us now recall how this phenomenon of enlarged
symmetry for N = 3 can be understood directly on the
partition function. At the fixed point, the potential gets
infinitely deep so that_one recovers the hard constraints
of the NLo model: ¢, 1¢, and ¢i = @3 = «*. For
N = 3, this allows us to rewrite the current term as the
kinetic term of athird vector, the cross product of two oth-

ers. (eapbeaVben)® & (Vb3)? With 3 = ¢y A . The

dA,
= (4 + d)A, + ——

a ) 1672

du,

GHr (4 + Dy, + ——

a ¢ Jur 16

order parameter of the system is then a trihedral of or-
thogonal vectors (@1, ¢, ¢3). Thus, contrary to what
could be expected from a naive expansion in powers of
the fields, the current term plays a role as important as
the usual kinetic terms. At the fixed point, o, takes a
value such that the three vectors play a symmetric role and
the symmetry breaking scheme is 0O(3) ® 0O(3)/0(3) ~
0(4)/0(3) instead of O(3) ® 0(2)/0(2). Such a result
is of course missed within the LPA [11-13]. There-
fore, the presence of the current term not only improves
the accuracy of the calculation but it is necessary for its
consistency.

The physics around four dimensions.— Around four di-
mensions, we have expanded our equations at leading or-
der in the coupling constants A, and w,. At this order the
current term decouples and we are left with the following
equations for the quartic coupling constants:

[4A, p, + 4:“3 + )‘3(4 + NI,

4
6\, + Nuj).

They are those obtained at one loop from the LGW ap- |
proach [14]. These flow equations admit a stable fixed
point for N > N, = 21.8, attesting that the phase transi-
tion is second order. For N < N, the transition is first
order since no fixed point is found.

To higher orders, N. depends on the dimension. In
d = 3, three loop calculations resummed in the manner of
Padé-Borel predict N.(d = 3) = 3.91 [18]. Note, how-
ever, that this calculation exhibits unusual behaviors com-
pared to the O(N) case: the coefficients of the series
do not decrease monaotonically and the series themselves
are not aternate [19]. These features reveal the poor
summability of the series. Finally, inthe N = 6 case, for

5210

which the transition is second order, the predictions based
on a Padé-Borel resummation, which provides v = 0.575
and y = 1.121 [19], are in clear disagreement with re-
cent numerical simulations, for which » = 0.700(11) and
v = 1.383(36) [19].

From this point of view our approach has several advan-
tages: first, since it matches with the one loop perturbative
resultsind = 2 and d = 4 itislikely that the error does
not vary much with the dimension— a fact that has been
confirmed in the O(N) case for which the precision for
a given truncation is almost uniform with d. Second, it
does not rely on a Padé-Borel resummation and therefore
is free of the above-mentionned problems of convergence.
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Of course, our results will change while improving the
ansatz Eq. (2) by incorporating terms of higher order in
fields and derivatives. However, al cases aready treated
within the average action method suggest that the lowest
order approximation gives fairly good results, even with
this crude approximation.

The physics between two and four dimensions.— Let us
first study the fate of the fixed point found anaytically
ind =2 + e for N = 3. By numerically integrating the
flow equations, we find that this stable 0(4)/0(3) fixed
point describes asmooth trgjectory in the coupling constant
space while d is increased. Our flow equations actually
admit another— but unstable— fixed point, which moves
toward the stable fixed point as the dimension isincreased.
At acritical dimensiond,. = 2.87, thetwo fixed points col-
lapse and disappear. Above d.., no other stable fixed point
is found and we conclude that the transition is first order
in d = 3. We thus show that the O(4)/0(3) fixed point
obtained from the NLo model plays no role in the three-
dimensional physics of frustrated magnets, as conjectured,
for example, by David and Jolicceur [33] and Dobry and
Diep [34]. We aso discard the possibility of a new uni-
versality class conjectured on the basis of a naive extrapo-
lation of the e = 4 — d calculation [1,2]. The proximity
of d. with d = 3, however, lets open the possibility of a
very weak first order phase transition with effective criti-
cal exponents. This behavior manifests itself in our equa-
tions by the existence of a minimum around which the flow
sows down. This characterizes a very large, although fi-
nite, correlation length £. A rough estimate of this corre-
lation length— a few hundred lattice spacings— indicates
that a pseudoscaling behavior can be observed although &
isnot large enough to ensure atrue universality. Thiscould
explain the broad spectrum of effective critical exponents
found in experiments and numerical simulations. Although
the flow equations do not have afixed point, we are able to
compute effective exponents by linearizing the flow equa-
tions around the minimum. We recover here the phenome-
non of almost second order phase transition first introduced
by Zumbach [11-13] within the LPA. To get accurate re-
sults we have to take into account the ¢°-like terms in
our ansatz. We find » = 0.53, y = 1.03, and 8 = 0.28,
which lie in between the various sets of exponents found
experimentally and numerically (see above). For compari-
son, Zumbach found » = 0.63 in the LPA [11-13], the
difference being mainly due to the anomalous dimension.

Finally, we find a true fixed point in d = 3 for N
larger than a critical value N.(d = 3) = 4. For N = 6,
we get v = 0.74 and v = 1.45 which compare well with
the Monte Carlo data » = 0.700(11) and y = 1.383(36)
[19]. They are close to the LPA results, where v = 0.76
[12], and much better than those obtained by a three
loop calculation in d = 3 [19] (see above). We have
checked that our exponents do not vary significantly when
monomials of order 6 in the fields are included in the
ansatz Eqg. (2).
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We investigate the principal chiral model between two and four dimensions by means of a nonperturbative
Wilson-like renormalization-group equation. We are thus able to follow the evolution of the effective coupling
constants within this whole range of dimensions without having recourse to any kind of small parameter
expansion. This allows us to identify its three-dimensional critical physics and to solve the long-standing
discrepancy between the different perturbative approaches that characterizes the class of models to which the

principal chiral model belongs.

The field theoretical approach to critical phenomena has
provided one of the greatest achievements of theoretical
physics in the past thirty years.! This program has been suc-
cessfully applied to the SO(N)/SO(N—1) spin systems for
which a coherent picture has emerged from the various
perturbative  (weak-coupling,  low-temperature,  1/N)
expansions,? as well as nonperturbative methods.**~" How-
ever, for many systems, such a satisfactory understanding
has not yet been reached. This is actually the case of almost
all models whose order parameter is not simply a vector and
whose symmetry breaking pattern departs from the usual
SO(N)/SO(N—1) scheme. Among them are frustrated
antiferromagnets,®~* the dipole-locked phase of superfluid
3He, 21 superconductors,***® Josephson junction arrays,®
electroweak phase transition,'”*® smectic liquid crystal,?
etc. For such systems, the different perturbative predictions
conflict. On the one hand, the weak coupling analysis per-
formed around four dimensions on the Landau-Ginzburg-
Wilson (LGW) model generally predicts a first order phase
transition due to the lack of a stable fixed point.}4132218 On
the other hand, the low temperature expansion performed
around two dimensions by means of the corresponding non-
linear sigma (NLo) model predicts a fixed point in d=2
+ e dimensions, so that a second order phase transition is
expected.?2?*10 Finally, the results obtained from numerical
and experimental studies in three dimensions vary from first
to second order depending on the system. The disagreement
between the perturbative approaches prevents one from
safely extrapolating any of the perturbative results in d=3.
Therefore, contrary to the SO(N)/SO(N—1) case, the usual
perturbative methods fail to provide the general picture of
the critical physics of these systems. This problem clearly
requires nonperturbative approaches. In this paper, we study
the principal chiral model, the archetype of such a situation,
by means of a Wilson exact renormalization group approach,
a very efficient method to go beyond perturbation theory. A
coherent scheme emerges, which might well be generic. The
key point is that a nonperturbative fixed point is found, the
presence of which allows us to remove the discrepancy be-
tween the perturbative results in d=2 and d=4. For the
principal chiral model, this fixed point coalesces with the
NLo fixed point and they both disappear in a dimension
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smaller than 3 leading to predict a first order phase transition
in d=3, in agreement with previous numerical works.?®

The principal chiral model pertains, among others, to
magnets with noncollinear spin ordering®®® as well as su-
perfluid 2He.?312 |t describes the physics of systems whose
order parameter consists in a triad of orthonormal three-
component vectors R=(e;,e,,€;) or, equivalently, in a rota-
tion matrix. The lattice Hamiltonian of the principal chiral
model is given by that of SO(3) or O(3) rotation matrices,
interacting ferromagnetically:

3
H=-J2 > e:‘a.eJ'a:—J<_§_}> Tr{'RRI}, (1)
]

with J>0, 'R'R'=1 and detR'= =1 on each site. Note that
for frustrated magnets and *He the further constraint detR'
= +1 should or should not be added, depending on the un-
derlying microscopic system. For the sake of simplicity, we
discard this constraint in the following and let the determi-
nant fluctuate. The Hamiltonian (1) is thus invariant under
the SO(3)®0(3) group of left UeSO(3) and right V
e O(3) global transformations: R'—UR'V. In the low tem-
perature phase, the residual symmetry group consists in a
diagonal SO(3) so that the symmetry breaking scheme is
given by SO(3) ® O(3)— SO(3). The order parameter space
of the model thus identifies with the O(3) manifold.

Beyond its physical interest, the principal chiral model
provides—as a direct generalization of the O(N) vector
model to matrices—the simplest example lying in the class
of models depicted above: its NLo model analysis exhibits a
fixed point in d=2+ ¢,22*1% 5o that a second order phase
transition is expected, whereas the weak coupling expansion
performed in d=4— e on the LGW model rather suggests a
first order phase transition induced by fluctuations since no
fixed point is identified.?” In addition, the 1/N expansion
predicts a continuous phase transition everywhere between
two and four dimensions®’ in contradiction with the N=3
case in d=4— e. Finally, the investigations by Monte Carlo
simulations of the O(3) model largely favor a pronounced
first order phase transition in three dimensions.?®

Let us now briefly come back to the different perturbative
approaches, their domain of validity and drawbacks. As for
the e=d—2 expansion, the crucial fact is that the perturba-
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tive B function of a NLo model associated with the symme-
try breaking scheme G—H only depends on the local geo-
metrical structure of the manifold G/H.?* It is therefore
insensitive to its topology. For the principal chira model, the
0O(3) manifold is locally isomorphic to the four dimensional
sphere S*=S0(4)/S0O(3) whereas the two manifolds glo-
bally differ since I15(O(3))=11,(0(3))=Z,, S® being free
of topological defects. Therefore, the principal chiral model
and the N=4 vector model have the same perturbative 8
function®>?® although their low energy spectra differ by to-
pological excitations. This raises serious doubts on the valid-
ity of the predictions based on the NLo model approach, at
least at sufficiently high temperature where these excitations
are activated. On the other hand, the perturbative 8 function
of the LGW model near d=4 is not ‘‘geometrical’’ since it
depends on the representation of G spanned by the order
parameter and could be sensitive to the topological degrees
of freedom. Let us however emphasize that there is no gen-
eral consensus on the ability of the perturbative treatment of
the LGW model to deal with these topological degrees of
freedom. In our case, both the LGW model and Monte Carlo
simulations predict a first order phase transition, but this
agreement should not be overestimated, since the absence of
a fixed point near four dimensions is generally a poor infor-
mation about the three-dimensional physics. Indeed several
systems, among which type-Il superconductors, are sus-
pected to undergo a second order phase transition in three
dimensions'>? although no fixed point is found around four
dimensions. For such models, a nonperturbative approach in
three dimensions®®! has proven the unreliability of the e
=4—d expansion, extrapolated to e of order 1. The same
situation is encountered for electroweak phase transition.®
See, however, Refs. 19 and 20. All these features show the
necessity to go beyond perturbation theory.

We perform here a nonperturbative approach of this prob-
lem by means of an exact Wilson-like renormalization group
equation. We use the concept of effective average action
I'\[ #]1,%%% which corresponds to a coarse-grained free en-
ergy functional and is obtained by integrating out all Fourier
components of the classical field ¢ with momentag=k. The
usual effective action—generating one particle-irreducible
correlation functions—is then recovered in the limit k— 0.
The k dependence of I', is described by an exact evolution
equation, the Legendre transformed of the Polchinski equa-
tion; 3436

a, 1 IR

&—tkz ETr((F(kZ)Jr Rk)la—tk], ©
where t=Ink/A and A is an ultraviolet cutoff. The trace has
to be understood as a momenta integral as well as a summa-
tion over internal indices. In Eq. (2), Ry is the effective in-
frared cutoff which suppresses the propagation of modes
with momenta q<k. A convenient cutoff is provided by

Z o
Ri(q)= LT ()
where Z, is the field renormalization. In Eq. (2), I'{?) is the
exact field-dependent inverse propagator—i.e., the second
derivative of the effective average action I'. This is what
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provides the nonperturbative content of the equation and its
efficiency to recover critica exponents of the three-
dimensional Heisenberg model,®® to investigate the
Kosterlitz-phase transition,® the physics of super-
conductors, %! first order phase transition,”® low energy
QCD,* Yang-Mills theory,* etc.

Let us now deal with the principal chiral model. The exact
evolution equation (2) is a nonlinear functional differential
equation, far too difficult to be solved exactly. We must trun-
cate I', in order to keep a manageable number of coupling
constants. We consider here a general SO(3) ®O(3) quartic
effective action:

a1 A 2
rk:f A% 5 Zkd, Bavdy bant 15 (p—3K) 7+
(4)

where ¢, is a real 3xX3 matrix while p=Tr '¢¢ and 7
=16(Tr tpd)2—1/2Tr (‘¢ ¢)? are both SO(3)®0O(3) in-
variants. In Eq. (4) we have neglected all terms with more
than two derivatives and derivative terms such as d,,0d,,p,
assumed to be less relevant. For A=0 and <0, the mini-
mum of the theory is realized by a configuration of the form
Mn— JkRap, Rap being arotation matrix. The symmetry of
the minimum is a diagonal SO(3) group so that the symme-
try breaking scheme is SO(3)® O(3)/SO(3). Note that for
dap=Pan" one has p=3« and 7=0 so that Eq. (4) corre-
sponds to a quartic expansion around this minimum.

The spectrum of the theory in the broken phase is ob-
tained by studying small fluctuations around ¢7}" . It consists
in atriplet of Goldstone modes—corresponding to the three
broken generators of the O(3) group—and six massive
modes related to the fluctuations of length and of relative
angles of the axes of the matrix ¢,;,: a quintuplet with mass
m;=—4ux and a singlet with mass m,=2\ «.

The coupling constants «, A and w, in the ordered phase,
are defined by

STy o )\_Gazrk
Sp St T sp?

min
d’ab

T

d’?li)n' ot

©)

min
d’ab

Their k dependence is obtained by taking the t derivative of
these relations, by using Eq. (2) and the ansatz Eq. (4). The
flow for the field-renormalization Z,, = —dInz./dt is com-
puted along the same line (cf. Ref. 41).

The fixed points show up for dimensionless renormalized
guantities:

Kr:Zkkz_dK, )\r: Zk_zk(d_4)/2)\, oy = Zk—3/2k(d—6)/21u.( )
6

In terms of these parameters, we have obtained, after some
work, the recursion equations in the ordered phase:

Ky
——=—(d=2+ )k, —vy4

it 215(0)+215(m; )

10 .
+3_)\r()\r_4l’«r)|1(mrl) )
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dn, 21d 2,d
5 = (d=4+2n)\—vg 28715(0) + BAAIG(m, )
10 21d
+§()\r_4/“r) Iz(mrl) )
du 315(0)
dt ~ @At 2mutuand 5 = =+ 20 la(m)

AN — ) Ig(mrz)
(Ne+2u0) Ky

+4,19(0) +

(1IN, —2p,) 150
2(Ne+2p) Kr

, )

4vg 2, d 2 d
n=- g[zolu*r Krmz,z(oamrl)+4)\r KrmZ,Z(O:mrz)]r

where vy '=29"179T(d/2), m, =—4u;, and m

=2\/k,. In Eq. (7) we have used the dimensionless
“‘threshold functions':®

n e}
Ih(w)= Efo dyy®?s[y(1+r)+w] D,

1 o 5 (1+r+yr’)?

4 (Ow)=—= | dyy¥22

m22(0,0) zfo Ry Ply(ten + ol
8

with y=q2/k?, r=1/(e—1) and s=—2ye¥/(e'—1)2. In
Eq. (8), 3/t acts only on the regulator r (y). These threshold
functions encode the non perturbative aspect of the recursion
equations (7). As we now see, they also control the decou-
pling of the massive modes of the theory.

The physics around two dimensions. Let usfirst show how
our recursion equations allow us to recover the predictions of
the NLo model around two dimensions. In the vicinity of
d=2, we expect the existence of a regime where the physics
is controlled by Goldstone modes, i.e., where the massive
fluctuations are frozen. This regime is defined through the
limit of large mass: My, and m;,—. Using the dominant
behavior of m3,%(0,w) when w—o: m35%(0,0)=—2w"2,
one gets

3

8k,

7= 9
On the other hand, the dominant contribution to the flow of
K, in this limit is given by

dx,

——L=—(d—2+ 7) Kk, —2045(0)

dt (19

sincel%(w)*w~ (" when w— . Using 19=%(0) = — 2 and
combining Eq. (9) and Eqg. (10) one obtains the flow for «,
around two dimensions:

dx, 1

W:_EK"—F%, (11)
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FIG. 1. «} asafunction of d for the fixed pointsC, and C_ .
The fixed point C_ exists only between d,;=8/3 and d,=2.83
where it annihilates with the principal chiral fixed point C. . Above
d, no fixed point is found.

with e=d—2. This is exactly the expected result provided
by the low temperature expansion of the principa chiral
model to first order.?% Note that the correspondence with
the ‘‘temperature’’ T of the NLo model is obtained by the
substitution x,— 1/T. Equation (11) predicts a fixed point at
atemperature T* = Uk} = 8 e of the SO(4)/SO(3) univer-
sality class. We however emphasize that, if the existence of
this fixed point is trustable in the immediate vicinity of two
dimensions, where a Goldstone mode expansion is safe, it
might be destabilized by nonperturbative effects away from
two dimensions where the critical temperature T* is finite.
The physics around four dimensions. The weak-coupling
perturbative expansion around four dimensions for the LGW
action is recovered in the linear regime corresponding to
small masses: m;,, M, <1. One then has to perform an ex-

pansion in powers of these masses. Using 19(w)=19(0)
—nwld,,(0) for w<1, and 19=%(0)=—-2 we find 7
=0(u? \f) and

dA, 1

o 17 , 40 80
dat &

82| 3h T g AT gﬂf ,

du, B 1 )
qi ~ et g2 (T 12u AN ),

(12)

with e=4—d. Thisis the result found by means of a direct
weak coupling expansion.?” We recall that these equations
admit no fixed point around d=4.

The physics between two and four dimensions. We have
numerically analyzed the flow equations (7) by varying the
dimension between d=2 and d=4. We have identified the
different fixed points and studied their stability. Note first
that for =0, Eq. (4) is the action of the O(9)/O(8) vector
model. As expected, we find the corresponding Wilson-
Fisher fixed point, everywhere between two and four dimen-
sions. The situation is far more unusual for the principal
chiral model. Around two dimensions, we locate a stable
fixed point C, characterized by ) =1/8e (see Fig. 1) and
n=3€ with e=d—2, which identifies with the standard
SO(4)/SO(3)NLo model fixed point. The coupling con-
stants A} and w} being finite at leading order in €, the
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masses m; and m,, diverge like 1/e, which justifies the
Goldstone mode treatment for this model. This situation re-
mains qualitatively unchanged until the dimension d;=8/3is
reached. At this particular value of d emerges a new and
unstable fixed point C_ (Fig. 1) whose coordinates behave
like kF=1€', \f=¢'% and u} =congt, where ' =d—8/3,
which corresponds to m,, — and m,,—0. This behavior of
the coupling constants as well as the rational value 8/3 can
be obtained analytically from the flow equations (7). As the
dimension d is increased, the two fixed points get closer,
coalesce and finally disappear at d,=2.83. Above this di-
mension no fixed point isfound. The flow exhibits a runaway
towards an instability region, which can be interpreted as a
first order behavior. This result extends up to four dimen-
sions, in agreement with the weak coupling expansion.?’

In conclusion, our approach, based on the concept of av-
erage action, allows us to overcome the difficulties of pertur-
bation theory and to obtain a coherent picture of the physics
of the principal chiral model everywhere between two and
four dimensions. Our results agree with all previous pertur-
bative results®®?"%3 and coincide with the numerical predic-
tion of a first order phase transition in three dimensions.®
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Previous studies of other models performed with the same
method™ lead us to believe on the robustness of our results
beyond our truncation Eq. (4). We conjecture that the ap-
pearence of afixed point and its subsequent annihilation with
the chiral fixed point is a generic phenomenon. This can be
substantiated by the observation that for generalizations of
the principal chiral model (nX p matrices of real or complex
fields, scalar electrodynamics, etc.) perturbative studies per-
formed around four dimensions exhibit the same kind of an-
nihilation of two fixed points 318222744 The simplest as-
sumption is that for all those models the analog of the C
fixed point reaches two dimensions and identifies with that of
the NLo model whereas the other fixed point C_ vanishes
with an infinite value of «} in a non trivial dimension d
>2. Finaly, the precise dimension d, where the two fixed
points annihilate should be model-dependent. Whether it is
greater, smaller or dightly smaller than three will imply the
order of the transition in d=3 to be second, first or almost
second order.

We thank J. Vidal for a careful reading of the manuscript.
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The N-vector cubic model relevant, among others, to the physics of the randomly dilute Ising
model is analyzed in arbitrary dimension by means of an exact renormalization group equation.
This study provides a unified picture of its critical physics between two and four dimensions. We
give the critical exponents for the three-dimensional randomly dilute Ising model which are in good
agreement with experimental and numerical data. The relevance of the cubic anisotropy in the

O(N) model is also treated.

PACS numbers: 75.10.Nr, 11.10.Hi, 11.15.Tk, 64.60.-i

Understanding the effects of a weak quenched disorder
on magnetic systems is one of the great challenges of
statistical physics. In this context, much attention has
been paid to the Ising model with randomly distributed
non magnetic impurities, i. e. the random Ising (RI)
model (see! and? for reviews) described by the following
hamiltonian :

H= —JZEiEjSiSj
(6.3)

(1)

with J > 0. In Eq.(1), the S; are Ising variables and the
€; are quenched, uncorrelated, random variables taking
the value 1 with probability p and 0 with probability
1 — p. According to the Harris criterion®, the critical
behavior of a pure system is altered by the disorder if its
specific-heat exponent « is positive, as it is the case for
the three-dimensional Ising model for which a ~ 0.109,
B ~0.326, v ~ 1.24, v ~ 0.630 and 5 ~ 0.0335 (see*).

Experimentally, there now exist several compounds
corresponding to a RI model. They essentially con-
sist in crystalline difluoride of iron or manganese where
FeF, or MnF, is replaced by a non magnetic material
such as ZnF,. Experiments performed on Fe,Zn;_,F5 or
Mn,Zn;_,Fy with different values of the concentration
p have revealed scaling laws with exponents clearly dis-
tinct from those of the pure Ising model. One has (see?),
for instance, for FepZn;_,Fs : —0.12 < o < —0.06,
0.34<3<0.38,1.28 <~y < 1.4 and 0.68 < v < 0.72.

Numerically, early Monte Carlo simulations had con-
firmed the relevance of disorder for the Ising model (see?).
The situation was however unclear since the critical ex-
ponents seemed to vary with p. Recently, Ballesteros et
al.%, by a careful infinite volume extrapolation of the data
based upon an analysis of the correction-to-scaling terms,
have reached the conclusion of dilution-independent crit-
ical exponents a = =0.051(16), B =0.3546(28),
~v =1.342(10), v = 0.6837(53) and n = 0.0374(45) for
04<p<0.9.

From a theoretical point of view, the continuous field
theory relevant to the study of the RI model is obtained
by considering N replica of the model (1) and by taking

the average over all possible realizations of the Gaus-
sian distributed disorder. This leads to the Ginzburg-
Landau-Wilson action for the N-vector model with cubic
anisotropy®7 :

N

5= [ dta {% S [@uga)? +m?62] +

a=1
N 2 N
w () uye
a=1 a=1

with 43 o« —(1 — p) < 0 and uy > 0. The physics of the
RI model is then obtained through the N — 0 limit of
the renormalization group (RG) equations obtained from
action (2). The determination of these RG equations has
been the subject of an intense activity, mainly performed
within perturbative frameworks. Different renormaliza-
tion schemes have been used : minimal subtraction (MS)
schemeb 81! or massive scheme!?>™'7 directly in three di-
mensions where the 8 functions have been computed up
to five!! and six loops'® respectively. In each scheme,
two different kinds of expansions for the corresponding 3
functions have been considered : i) e-expansion (actually
Ve-expansion)®® 1! in the MS scheme and pseudo-+/e-
expansion'® in the massive scheme ii) expansion in the
coupling constants in three dimen sions'?>717. It has, how-
ever, appeared that the series obtained in case 4) are non-
Borel summable and thus inappropriate for the quanti-
tative evaluation of critical exponents behaviour®!%19, a
result anticipated by several authors?®2! within an anal-
ysis of the zero-dimensional problem (see however??). In
case 1), generalizations of Padé-Borel resummation tech-
niques for several variables have been considered. In
the MS scheme, Chisholm-Borel resummation scheme
has been used®!%23, This method has led to satisfy-
ing results at low order but has also appeared to be un-
stable with respect to the order of approximation. In-
deed, the five-loop calculation does not allow to obtain
real coordinates for the RI fixed point. This point has
been related to the possible Borel-non-summability of the
series®1%23_ In the massive scheme, Pelissetto et al.'?,

2)



using a procedure of resummation formulated within a
subsequent analysis of the zero-dimensional problem??,
have employed Padé-Borel and conformal Padé-Borel re-
summation techniques within a six-loop RG calculation.
They found a fixed point with exponents v = 1.330(17),
v = 0.678(10), n = 0.030(3) which are in rather good
agreement with previous perturbative results'®!416 and
with the present-day numerical data. Let us however
mention that, even in this case, the location of the fixed
point is found to be calculation-dependent. This has led
Pelissetto et al. to consider the possibility of an optimal
truncation, possibly shorter than that considered in'2, a
fact which could constitute a limitation of the method.

Despite the good agreement between experimental and
numerical data with the perturbative results, we would
like to stress upon the need for a complementary ap-
proach, not relying on perturbative expansions and this,
for several reasons. The first one is that the perturba-
tive field theoretical treatment implies the use of sophis-
ticated resummation techniques which, if they proved
to lead to safe results in the case of pure magnets, are
far from being under control in the case of disordered
systems?29-22_ The second reason for the use of a non-
perturbative treatment is that there exist cases where
the perturbative approach apparently seems to provide
incorrect results. For instance, in the context of frus-
trated magnets, six-loop perturbative RG computations
predict the existence of a fixed point?* and, thus, a uni-
versal behavior for their critical physics. The experimen-
tal data, although displaying scaling laws, are rather in
favor of a non-universal behavior, the critical exponents
varying from one material to the other. Computations
based on the exact RG formalism have shown to be able
to reproduce this phenomenology?52%. Finally, there are
situations where only specific techniques work well. For
example, in two dimensions, one can use integrability or
conformal invariance which, however, only operate in this
dimension. All these features plead toward the use of a
method that does not rely on the treatment of divergent
series, that provides a systematic way to improve the re-
sults and that is able to tackle with the physics in any
dimension.

A Wilson-like?” nonperturbative treatment of (2) has
been first performed by Newman and Riedel®® on the ba-
sis on the scaling-field (SF) method. However, due to
the complexity of its practical implementation, this ap-
proach has been given up and perturbative approaches
largely preferred. We used here a nonperturbative ap-
proach based on the concept of effective average action
[k [¢]?°3° which appears as a very efficient tool. The
quantity I'x[#] has the meaning of a coarsed grained free
energy at the scale k in the sense that it only includes
the fluctuations with momenta ¢ > k. It is a function of
the effective order parameter ¢ at the scale k, the ana-
log of a magnetization at this scale. In the low-energy
limit £ — 0, all modes are integrated out so that I'y—¢

identifies with the usual effective action I'. At the mi-
croscopical scale A, no fluctuation has been integrated
and T'y—p identifies with the microscopic action S. The
k-dependence of T'y is controlled by an exact evolution
equation®! :

O _ Loy fr@ 4 py198k
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where t = In(k/A). The trace has to be understood as a
momentum integral as well as a summation over internal

indices. In Eq.(3), 1“562), the second derivative of T'y, is the
ezact field-dependent inverse propagator and Ry, is the ef-
fective infrared cut-off which suppresses the propagation
of modes with momenta q¢ < k. A convenient cut-off is
provided by®® : Ry(q) = Zq?/(exp(¢®/k?) — 1), where Z
is the field renormalization. The effective average action
I is a functional invariant under the symmetry group of
the system and thus includes all powers of all invariants
— and their derivatives — built out from the average order
parameter. Thus, Eq.(3) is a nonlinear functional equa-
tion, too difficult to be solved exactly so that, in practice,
one has to deal with a truncated form of I';,. We choose
here to perform an expansion of I'y, around its minimum,
keeping a finite number of monomials in the invariants
and including the most relevant derivative terms®’. We
first consider the following truncation :

N N >
'y = /ddﬂf Z g(au(ba)z + w1 (Z(¢a2 - H))
a=1 a=1
N 2
+ u2 Z (¢a2 - ""‘3) } (4)

where {u;,us,%,Z} are the k-dependent coupling con-
stants that parametrize the evolution of the model with
the scale k. The action (4) displays a discrete Zy per-
mutation symmetry. For Nu; + us > 0, the minimum
of action (4) is given by a replica symmetric configura-
tion defined by ¢™" = /k for all a. Expression (4)
thus corresponds to a quartic expansion of I'y, around
the minimum ¢7". There is no residual symmetry in
the minimum so that the symmetry breaking scheme is
given by a fully broken Zy group. The spectrum of
the theory in the broken phase is given by the eigen-
values of Ff) at the minimum and consists in a singlet
of mass m? = 8k(Nui + usz) and a (N — 1)-uplet of
mass m3 = 8kuy. When uy = 0, this (N — 1)-uplet cor-
responds to the Goldstone modes of the O(N)-invariant
model which gets here a mass proportionnal to the O(N)-
symmetry-breaking-coupling-constant wus.

Using Eq.(3) and Eq.(4), we have derived the flow
equations for the dimensionless renormalized coupling
constants &, U1y, gy, and Z :



21),1
N(Nua, + uay)
2’1)d
N2k,

Okr = _(d_2+n)“£r_

8t1,l,1r = (d — 4+ 2’]’])Ulr -

[3(NU1T +uar) L{[md, ] + (N = 1) (Nua, + 3u2r)L‘f[m§T]]

[ — Nuy, Li[m?2,] + Nuy,Li[m3,] + 36k, (Nui, + us,)?Le[m3,]

+ (4(N —1)N?k,u3, + 24N(N — 1)k,ug,u2, + 36mu§r> Li[m3,] — 8k,(Nuy, + 3U2r)2Lf71[m%T,mgr]](5)

2v
Opuz, = (d -4+ 27))“17‘ - NI:

T

+8K'1‘(Nu1r + 3U2T)2Lf,l[m%rﬂ m%T]:|

256K,v4
= —OInZ =———"—
1 O1n Nd
where 1/vg = 2¢174/21(d/2). In Egs.(5),
Lzl,ng [m%T7m%7‘]7 Lz[mgr] a‘nd Mgl,nz[m%TJm%T] are

the “threshold functions”3? that encode the nonpertur-
bative aspects of the RG equations (5). We show how
this set of equations provides a qualitative and, partly,
quantitative description of the physics of model (2)
between d =2 and d = 4.

Around d = 4, the fixed point coupling constants uy,
and wuy, are expected to be of order ¢ = 4 — d. One
can thus obtain simplifications of Egs.(5) performing a
small mass — my, and ms, — expansion of the thresh-
old functions. Using their asymptotic behavior one finds
n = 0(u3,,u3,) and :

1

Opurr = —eup, + o2 [(N + 8)u3, + 6ui,uz] (6)
1 2

Ogug, = —eug, + ﬁ [9U2T + 121L1T’LL2T] . (7)

These equations are those obtained directly in the weak
coupling expansion of the N-vector cubic model®”. For
N # 0 they display three non-trivial fixed points :
the O(N) fixed point (uf, > 0,ul. = 0), the N-
decoupled Ising one (ui, = 0,ul. > 0) and the cubic
one (uj, > 0,u3. < 0 or > 0). The cubic fixed point
is stable for N > N. and unstable for N < N, with
N.(d =4—-¢€) = 4—2¢e+ O(e?), as known from early per-
turbative approaches®”. For N = 0 the only fixed point
of the equations (6) and (7) is the Gaussian one but this
is an artefact of the leading order of perturbation theory
that disappears at second order in e. This leads to the
famous y/e-expansion®®. However, when the Eqgs.(5), ob-
tained with the simplest ansatz (4), are analyzed without
e-expansion, the random fixed point already appears. All
the fixed points found here persist when the dimension is
lowered from d = 4 to the vicinity of d = 2, a case which
deserves a special treatment.

Around d = 2, one also expects the Egs.(5) to well
describe, even quantitatively, the physics in the vici-
nity of the O(N > 1) fixed-point. The reason is that,

[NulTLil[m%r] - NulrLii[mér] + 36(N - 2)Hru§rLg[m§r]

[(N 1y, M [0, m, ] (Nuury + uze)* Mea[0, m?,]

around this dimension, the phase transition associated
to this fixed point takes place at a temperature of order
€ = d — 2. Since the anomalous dimension is of the same
order of magnitude, this situation must be well described
even with our wild truncation which neglects high order
derivative terms. Around d = 2, 1/(Nk,) = T, pro-
vides the effective perturbative temperature of the asso-
ciated O(N) non-linear sigma (NLo) model. One also
has to consider us as a small perturbation around the
O(N) fixed point. Thus, the procedure now consists in
a double expansion of Egs.(5) in the large mass m;, and
in the small coupling constant wus,.. Using the asymp-
totic behaviors of the threshold functions, one obtains :
n="T,/(2rN) and :

(V=2

0T, = €T, — 5 T? (8)
N-—-1
O, = —2upy +4ufr( - )ln2 9)
4
6{11/27- = (—2 + €+ N—T['TT) U2y . (10)

These equations admit a non-trivial fixed point with
T} =2me/(N —2), uf, =7/(2In2(N — 1)) and u}, =0
which corresponds to the standard O(N) fixed point of
the NLo model. It is then interesting to consider the flow
of us, around this fixed point. One has :

(N +6)
(N _ 2) 6) 6”27- . (11)

This shows that the cubic perturbation is relevant for
N > N, and irrelevant for N < N, with N.(d = 2 +
€) = 2 + 4e + O(€?), in agreement with the perturbative
approach of the NLo model around d = 233. Concerning
the fixed points with discrete symmetry (Ising O(1), N-
decoupled Ising, cubic and random Ising), they cannot,
around d = 2, be properly described by our truncation.
Actually, the large values of 1 at these fixed points around
d = 2 likely require the inclusion in (4) of all powers of
the field and high order derivative terms.

6t(5’LL2r = (—2 +



In d = 3, in order to obtain satisfying quantitative re-
sults, we have pushed the calculation using a more sophis-
ticated ansatz than (4). We have considered all monomi-
als up to order eight in the fields as well as all derivative
terms including two derivatives and four fields and estab-
lished the RG equations for the corresponding coupling
constants. Theses equations are too long to be given
here®* and we just give our results. First, we have tested
our calculation on the O(N) model. In the Ising and
Heisenberg cases, we have respectively found v = 0.627
and v = 0.719 which are very reasonable compared to
previous results(see?). The values of the anomalous di-
mensions n = 0.053 and n = 0.0452 are less convincing
and related to the omission of higher order derivative
terms in I'y. Considering the cubic anisotropy, we have
determined an estimate of IV, above which the cubic fixed
point is stable and found N.(d = 3) = 3.1. This value
differs significantly from those obtained from recent per-
turbative approaches for which N, < 310:11,14-18 = Fop
instance, in a recent six-loop calculation, N, is found to
be equal to 2.89(4)'®, a value already obtained from lower
order computations'®17. If this last result is confirmed,

our result should be imputed to the poor determination
of n. The strong dependence of N, with respect to n
already appears in a hierarchical approximation where,
neglecting any field renormalization, N, = 2.219%°. Note
also that the result N, = 3.4 was found within the work
of Newman and Riedel?®. For the RI fixed point we
have found v = 0.67 and = 0.05 which give, through
scaling laws, v = 1.306, f# = 0.351 and a = —0.01.
These results are in good agreement with perturbative
methods?912:13:16,17.197  anq also with numerical esti-
mates, while they show a certain discrepancy with the
SF method that provides » = 0.697, v = 1.39 and
n = 0.015%8,

Finally, we indicate that we have noted a rapid
convergence of our results with respect to the order of
the truncation in the fields. However, a challenging
and still open question is that of the convergence when
including higher derivative terms which is essential for
an improvement of the anomalous dimension.

We thank M. L. Rosinberg, B. N. Shalaev and G. Tar-
jus for discussions.
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La majeure partie de ce travail consiste en 1’étude de systémes de spins soumis
a des interactions compétitives et présentant de la frustration. Nous donnons une
description détaillée de la situation expérimentale et numérique dans le domaine. Un
des points cruciaux qui découle de cette analyse est la nécessité d’aller au dela des
théories de perturbation pour comprendre la physique de ces systémes.

Ceci justifie d’utiliser une approche non-perturbative. Nous présentons une telle
approche, basée sur une équation exacte du groupe de renormalisation. Nous discutons
en détail les résultats obtenus lors de ’étude du modéle vectoriel, afin d’illustrer son
utilisation dans les situations concrétes et de montrer la puissance de cette méthode.

Lors de l'étude des systémes frustrés, l'utilisation de cette méthode non-
perturbative méne a la conclusion que ces systémes présentent une transition
faiblement du premier ordre. Ce comportement est en bon accord avec les résultats
expérimentaux et numeériques.

Nous présentons dans le dernier chapitre une étude du modéle d’Ising en présence
d’impuretés non magnétiques, en utilisant la méme approche non perturbative.

Summary : The main part of this work consists in the study of spins submitted
to competing interactions, and which are therefore frustrated. We give a detailed des-
cription of the experimental and numerical situation. We emphasize on the fact that it
is necessary to go beyond perturbation theory for understanding the physical behavior
of these systems.

A non-perturbative approach is therefore needed. We describe such an approach,
based on an exact renormalization group equation. We discuss in details the case of
vectorial models in order to show how this approach is implemented in practice, and
to stress on its outstanding features.

While studying frustrated systems, this non-perturbative approach indicates that
these systems exhibit a weakly first order phase transition, in good agreement with ex-
perimental and numerical results.

We present in the last chapter a study of the Ising model in presence of non-
magnetic impurities by using the same non-perturbative approach.



