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Introduction

Cette these a pour theme la géométrie des courbes algébriques et de leur
jacobienne (en caractéristique 0). Elle a, en particulier, pour objet 1’étude
du groupe engendré dans la jacobienne par les points de Weierstrass pour
certaines courbes de genre 3.

Les points de Weierstrass sont les seuls points intrinseques sur les courbes
algébriques. Ce sont les points P tels qu’il existe une forme différentielle
réguliere s’annulant au moins a l'ordre g en P. Ces points sont trés liés
aux espaces de modules (voir par exemple, Eisenbud-Harris ([EH]), Arba-
rello ([Arb]), Diaz ([Dia]), Lax ([Lax])). En effet, les points de Weierstrass
permettent d’obtenir diverses stratifications de I’espace de modules M, des
courbes lisses de genre g, en considérant, par exemple, le lieu des courbes
possédant un point de Weierstrass avec une suite de lacunes fixée ([EH]) ou,
plus grossierement, le lieu W, des courbes possédant un point de Weierstrass
P tel que £(aP) > 2 ([Arb]). Signalons aussi la stratification de M3 due &
Vermeulen ([Ver]) en fonction du nombre de points d’hyper-inflexion.

D’autre part, nous pouvons définir des points de Weierstrass d’ordre
supérieur. Ce sont les points P ot il existe une forme différentielle de poids n
s’annulant au moins a I’ordre (2n—1)(g—1). Ceux-ci permettent de construire
explicitement ’espace de modules M, (voir le paragraphe 1.2).

Soit C une courbe lisse de genre g. Apres avoir choisi un point de Weiers-
trass, nous disposons d’un plongement de cette courbe dans sa jacobienne.
Le groupe W engendré par les images des points de Weierstrass est indépen-
dant du choix de la base du plongement. Nous disposons ainsi d’un invariant
de la courbe, qui est I'objet de notre étude. Plus précisément, nous allons
déterminer la structure de W pour diverses familles de courbes.

Nous nous intéressons aux quartiques planes lisses. En effet, pour les
courbes hyperelliptiques, le groupe engendré par les points de Weierstrass
dans la jacobienne est connu et est égal au groupe des points d’ordre 2 de
la jacobienne, isomorphe & (Z/27)% (nous redonnons une démonstration de
ce résultat au paragraphe 1.5). Les quartiques planes lisses sont donc les
courbes lisses de plus petit genre pour lesquelles la structure de ce groupe
n’est pas connue. Pour certaines courbes de genre 3, possédant beaucoup
d’automorphismes, le groupe W a été déterminé explicitement :

— Pour la quartique de Klein (d’équation X3Y + Y3Z + Z3X = 0), qui
posséde 168 automorphismes, W = (Z/27Z) x (Z/7Z)? ([Pra)).
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— Pour la courbe de Fermat (d’équation X* + Y* = Z*), qui possede 96
automorphismes, W = (Z/47)5 x (Z/2Z) ([Roh]).

— Pour la courbe de Picard (d’équation Y3Z + Z* = X?), qui possede 48
automorphismes, W = (Z/47)? x (Z/3Z)° ([KS]).

Remarquons que dans chacun de ces cas, la jacobienne est isogene au produit
de trois courbes elliptiques a multiplication complexe.

Nous déterminons la structure de W pour certaines familles de courbes.
Pour ce faire, nous procédons en deux étapes. Nous utilisons tout d’abord la
géométrie de la courbe et de sa jacobienne pour restreindre le groupe cherché.
Les restrictions obtenues par ces arguments géométriques s’avereront étre
optimales. Pour démontrer cela, nous utilisons différentes techniques : dans la
deuxiéme partie, nous appliquons une descente explicite via une isogénie (due
a Schaefer ([Sch])); dans la troisitme partie, nous utilisons des arguments
de réduction modulo p. Lorsque nous nous intéressons a des familles, ces
restrictions «d’ordre géométrique » s’obtiennent pour toute la famille. Par
contre, les techniques mises en ceuvre lors de la seconde étape ne nous donnent
le résultat que pour une courbe particuliere. Dans chaque cas, un argument
de spécialisation nous permettra de conclure. Plus précisément :

-dans la deuxiéme partie, nous démontrons, pour une certaine famille de quar-
tiques planes lisses contenant la courbe de Picard, le résultat suivant :

Théoréme 2.1.1 Soit Cg la courbe projective lisse birationnelle a la courbe
affine y* = z(x — 1)(2* — 28z + B) ou B ¢ {0,1,1/2}. Pour tout corps
de nombres K, il existe un ensemble fini Sk tel que si B € K \ Sk alors
We, = Z* x (Z/3Z)°. Par exemple, § = 784/6859 n’appartient pas d Sk.

-dans la troisieme partie, nous démontrons, pour une certaine famille de quar-
tiques planes lisses joignant la courbe de Picard a la courbe de Fermat, le
résultat suivant :

Théoreme 3.1.1 Soit C; la courbe projective lisse birationnelle a la courbe
affine y* = z(x — 1)(x —t) ou t ¢ {0,1}. Pour tout corps de nombres K, il
existe un ensemble fini Sk tel que si t € K \ Sk alors We, 2 7° x (Z/AZ)>.
Par exemple, t = 76834/39593 n’appartient pas d Sk.

-dans la quatriéme partie, nous déterminons ce groupe pour la seule courbe
de genre 3, autre que la courbe de Fermat, possédant le nombre minimal de
points de Weierstrass, a savoir douze :
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Théoreme 4.1.1 Soit W le groupe engendré par les images des points de
Weierstrass dans la jacobienne de la courbe projective lisse d’équation X* +
Y44+ 74+ 3(X?Y2+ X222 4+Y27%) =0, alors W = (Z/4AZ)°.

Comme les points de Weierstrass «bougent en famille» (c’est-a-dire que si
C — T est une famille de courbes, il existe un diviseur D sur C tel que D; soit
le diviseur des points de Weierstrass de C; i.e. la somme des points de Weiers-
trass comptés avec multiplicité), nous pouvions déja déduire des résultats
précédemment cités (de Rohrlich ([Roh]), de Prapavessi ([Pra]) et de Klas-
sen et Schaefer ([KS])) des informations sur le groupe engendré par les points
de Weierstrass W, d’une quartique générique; en effet, nous pouvions déja
obtenir la minoration rang, W, > 8. D’autre part, comme la spécialisation
est injective sur la partie de torsion, nous pouvions déja conclure que la partie
finie de W, est nulle ou isomorphe a Z/2Z.

Les théoremes ci-dessus permettent d’améliorer ces résultats. En effet, le
résultat de la deuxieme partie a pour corollaire direct que W, est un groupe
abélien libre et que rang, W, > 9; celui de la troisieme partie entraine que
rang; W, > 11. Notons qu’un argument «naif» (explicité au paragraphe 1.4)
donne seulement rang, W, > 6.

Nous appelons point d’hyper-inflexion un point ou la tangente a mul-
tiplicité d’intersection 4 avec la courbe. Si M3 est I'espace de modules de
courbes de genre 3 non-hyperelliptiques, Z, = {[C] € M3, C posséde au
moins s points d’hyper-inflexion } et Z7 = {[C] € M3, C posséde exacte-
ment s points d’hyper-inflexion }, Vermeulen ([Ver]) donne une description
explicite des composantes irréductibles de chacun des Z,. En particulier, Z;
et Z, sont irréductibles, Z; possede deux composantes irréductibles et Z; en
possede cing.

Nous obtenons les deux théoremes suivants:

Théoréme 1.4.4 Le groupe W, engendré par les points de Weierstrass
d’une quartique lisse générique possédant 4 points d’hyper-inflexion alignés
est Z" x (Z/AZ)* avec 9 < r < 15.

Théoréme 1.4.5 Soit W, le groupe engendré par les points de Weierstrass
d’une quartique lisse générique possédant s points d’hyper-inflexion.

— Pour une quartique lisse générique (sans point d’hyper-inflexion), W, =
7" avec 11 < r < 23.

— Pour une quartique lisse générique avec un point d’hyper-inflexion (i.e.
un point générique de Z,), W, = Z" avec 11 < r < 21.
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— Pour une quartique lisse générique avec 2 points d’hyper-inflexion (i.e.
un point générique de Z,), W, est un quotient de Z'° x (Z/AZ) qui
contient (Z/AZ).

— Pour chaque composante irréductible de Z3, le groupe W, engendré par
les points de Weierstrass d’une quartique lisse générique est un quotient
de ZX" x (Z/AZ)? qui contient (Z/ATZ)?.

— Pour une quartique lisse générique avec 4 points d’hyper-inflexion tels
qu’il y ait une conique tangente a la courbe en ces 4 points, W, est un
quotient de 7'° x (7./AZ)? qui contient (Z./AZ)? x (Z./27).

— Pour une quartique lisse générique de l’une des trois autres composantes

de Zg telles que aucun triplet de points d’hyper-inflexion n’est aligné,
W, est un quotient de Z' x (Z/AZ)* qui contient (Z/AZ)>.

Cette these est composée de quatre parties: la premiere consiste en des
généralités sur les points de Weierstrass, ainsi qu’en des résultats qui nous
seront utiles par la suite (le paragraphe 1.4 contient la discussion sur le
groupe We en fonction du nombre de points d’hyper-inflexion, ainsi que les
preuves des théorémes 1.4.4 et 1.4.5) ; les trois autres sont rédigées sous forme
d’articles indépendants.

Dans la deuxieme partie, nous considérons la famille Cz de courbes d’équa-
tion affine y* = z(z — 1)(2? — 2Bz + B3) avec B ¢ {0,1}. Une courbe de cette
famille (lorsque 8 # 1/2) posséde 23 points de Weierstrass et son groupe
d’automorphismes est Z/37. Pour 8 = 1/2, c’est la courbe de Picard, qui
possede 20 points de Weierstrass et 48 automorphismes. Nous déterminons
explicitement les points de Weierstrass et montrons qu’ils sont dans une
configuration particuliere, a savoir qu’il existe des droites (autres que celles
qu’on attend) passant par quatre de ces points. Cela nous permet de réduire
considérablement le nombre de générateurs de W : on obtient que W est un
quotient de Z* x (Z/37Z)° (proposition 2.3.1). En effectuant une descente
via une isogénie (dont nous rappelons le principe au paragraphe 2.4), nous
montrons que pour une certaine valeur du parametre 3, le groupe We, est
isomorphe & Z* x (Z /3 Z)® (proposition 2.5.1). Un argument de spécialisation
di a Silverman (1.3.5) nous permet d’obtenir le théoréme 2.1.1. Nous en
déduisons 'existence d’une famille ou ce groupe est Z" avec 9 < r < 23.

Dans la troisieme partie, nous considérons la famille C; de courbes d’équa-
tion affine y* = z(z — 1)(z — t) avec t ¢ {0,1}. Une courbe de cette famille
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(lorsque t & {—1,2,1/2,(1 4 41/3)/2}) posséde 20 points de Weierstrass et
admet seize automorphismes. Pour ¢ € {(1 4 iv/3)/2}, c’est la courbe de
Picard, qui possede 20 points de Weierstrass et admet 48 automorphismes.
Pour ¢t € {—1,2,1/2}, c’est la courbe de Fermat, qui posséde 12 points de
Weierstrass et admet 96 automorphismes. Nous déterminons explicitement
les points de Weierstrass, ainsi que le groupe d’automorphismes. Nous mon-
trons que la jacobienne est isogene a un produit de trois courbes elliptiques
&1 xEy%x &3, que nous déterminons explicitement au paragraphe 3.5. Une étude
géométrique des images des points de Weierstrass dans la premiere courbe
elliptique (au paragraphe 3.4) permet de réduire le nombre de générateurs de
W. Plus précisément, nous obtenons que W est un quotient de Z° x (Z/47Z)?
(proposition 3.4.2). Nous montrons alors, que pour une valeur particuliére de
t (a savoir ¢t = 76834/39593), le groupe We, est isomorphe & Z° x (Z/4Z)?
(proposition 3.6.1). Pour ce faire, nous allons regarder ce qu’il advient des
images de certains points de Weierstrass sur chacune des courbes elliptiques
lorsque 'on réduit modulo une place de bonne réduction. Le méme argu-
ment de spécialisation que précédemment nous permet alors d’obtenir le
théoreme 3.1.1. Nous en déduisons ’existence d’une famille, ol ce groupe
est Z" avec 11 < r < 23. Nous donnons en appendice une démonstration du
fait que le groupe W est égal a (Z/47)° x (Z/2 Z) pour la courbe de Fermat
(correspondant a t = —1).

Dans la quatrieme partie, nous étudions la courbe plane projective d’équa-
tion X4+ Y44+ 7443 (X?2Y?2+X222+Y27?) = 0. Cette courbe possede douze
points de Weierstrass et admet 24 automorphismes. La encore, les points de
Weierstrass sont dans une configuration particuliere ; cela permet de montrer
que W est un quotient de (Z/4Z)°. Nous montrons que la jacobienne est
isogéne au produit de 3 fois la méme courbe elliptique. Cette isogénie nous
permet de montrer que W est isomorphe & (Z/47)5.

La majorité des calculs ont été effectués sur ordinateur, a I'aide d’outils
de calcul formel, en particulier a ’aide de maple.
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Premiere partie

Généralités sur les points de
Weierstrass
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Nous rappelons dans cette partie, d’une part, la définition et quelques pro-
priétés bien connues des points de Weierstrass (voir, par exemple, [ACGH],
[Mur] ou [HS]), d’autre part, des résultats qui nous serons utiles par la suite.
En outre, nous y discutons brievement des espaces de modules. Seule la par-
tie 1.4 est nouvelle (lemmes 1.4.1 et 1.4.2, proposition 1.4.3, théorémes 1.4.4
et 1.4.5), a notre connaissance. Par la suite, C désigne une courbe lisse pro-
jective de genre g > 2 et P un point de la courbe C. Nous travaillons en
caractéristique 0.

1.1 Points de Weierstrass

1.1.1 Définitions

Notons £(D) — 1 la dimension du systéme linéaire associé a un diviseur D de

C.
Définition: On définit G(P) = {n € N* | {(nP) = £((n — 1)P)}.
Définition: On dit que P est un point de Weierstrass si et seulement si
G(P)#{1,...,g}.
Le théoreme de Riemann-Roch permet de démontrer facilement que:
Proposition 1.1.1. Les propriétés suivantes sont équivalentes:

— P est un point de Weierstrass.

— Il existe une forme différentielle qui s’annule a ’ordre au moins g en
P.

- {(gP) > 2.
Définition : On définit le poids d’un point de Weierstrass par

wP)= 3 - YD

Proposition 1.1.2. On a:

- w(P) > 0 pour tout P.

- w(P) > 1 si et seulement si P est un point de Weierstrass.
Remarque: En général, pour un point de Weierstrass, w(P) = 1. .

Soient wy,...,w,; une base des 1-formes différentielles réguliéres. Soit x
un parametre local, il existe des fonctions rationnelles f; € k(C) telles que

w; = fi(z) dz.
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On définit une fonction Wr = Wr(fy,...,f,) appelé wronskien par:
Wr(z) = det ((£)" fi())

Proposition 1.1.3. Le wronskien Wr s’annule en P si et seulement si P
est un point de Weierstrass.

1<4,j<g

On définit alors une forme différentielle de poids g(g + 1)/2 (i.e. une

section de w@) par @ = Wr(z)(dz)99+1/2,

Proposition 1.1.4. Le diviseur de @ est »_, w(P) P.
Corollaire 1.1.5. Le poids total des points de Weierstrass est (g—1) g (g+1).

g(g+1)

Remarque : En particulier, div (&) est linéairement équivalent a K.

1.1.2 Plongement dans la jacobienne

Pour un diviseur D, on note [D] sa classe dans Pic’(C). Choisissons un point
de Weierstrass, qui sera noté co. On note J la jacobienne que 'on identifiera
a Pic’(C) et on définit le plongement jacobien suivant

.. C = J
7P o [P- o

que l’on étend par linéarité aux diviseurs Div(C).

Nous nous intéressons alors a la structure du groupe W engendré par
les images par j des points de Weierstrass dans la jacobienne de C. Cette
structure est indépendante du point de Weierstrass choisi comme base du
plongement.

Remarque : Dans le cas des quartiques planes lisses (qui est le cas que nous
étudierons), nous commettrons I’abus de notation suivant : soient P;,Ps,Ps, P,
les quatre points d’intersection d’une droite D de P?(Q) avec C. On a alors
j(C.D) =[P, + P; + P3 + Py — 4 oo| Par la suite, on identifiera un point de
Weierstrass avec son image par j et donc, si quatre points de C sont alignés,
on dira que leur somme est nulle et on notera cela P, + P, + P3 + P, = 0.
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1.2 Points de Weierstrass d’ordre supérieur

Nous pouvons définir de manieére similaire des points de Weierstrass d’ordre
supérieur (d’ordre n > 2), comme les points P pour lesquels {(nK;—sP) > 1
avec s = (2n — 1)(g — 1) (dans le cas ou n = 1, pour retrouver la définition
usuelle des points de Weierstrass, il faut poser s = g). Nous pouvons leur
associer une suite de lacunes et définir un poids de la méme fagon que pour
les points de Weierstrass usuels.

Mumford ([Mum?2]) suggeére que ces points de Weierstrass d’ordre n sont
les analogues des points de n-torsion dans le cas des courbes elliptiques. En
particulier, ils permettent de construire explicitement l’espace de modules
(grossier) des courbes de genre g (cf [Mum?2] p30).

En effet, pour une courbe C' de genre g, 'espace des formes différentielles
de poids n, H°(C,w®") a pour dimension d,, = (2n—1)(g—1). Choisissons une
base (w;)1<i<d, de cet espace. Le plongement (lorsque n > 3) pluri-canonique
C — P¥ 1 est alors donné par = — (wy(x),...,wy,(z))-

Les points de Weierstrass d’ordre n comptés avec multiplicité égale a leur
poids sont au nombre de e, = gd? = g(g — 1)*(2n — 1)?. Notons les z; pour
1<i<e,.

Considérons alors pour tout sous-ensemble I de {1,...,e,} de cardinal
dn, le mineur MI = det((wi(mj))lggdmjel).

C’est un élément de H°(C x ... x C, ® p}(wc)) évalué au point (z;)jer-

Pour N, suffisamment grand, considérons les monomes en ces mineurs
définis de la maniére suivante

M, =] M}
I

ou les r; sont des entiers positifs tels que pour tout ¢ € {1,...,e,}, on ait
Z T = N().
1/iel

Ces mondmes sont alors des produits de formes différentielles de poids
nNy en chacun des z;. Le quotient de deux de ces monomes est une fonction
bien définie. Ainsi, s’il y a u choix possibles d’entiers positifs r; tels que
Z r; = N, pour tout 4, les M, définissent un point de P#~L.
1/iel

Ce point de P*~! dépend de I'ordre de numérotation des points de Weiers-
trass d’ordre n. Pour enlever cette dépendance, on considere les

M= [IMy,

0€Ge,, I
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Les quotients M, /M] ne dépendent alors, ni du choix de la base de
H°(C,w®"), ni de l'ordre dans lequel on considére les points de Weierstrass
d’ordre n. Les M définissent alors un point de P¥~! qui ne dépend que de la
classe d’isomorphisme de la courbe C'.

Chaque courbe de genre g est plongée par le plongement n-canonique
dans P?r—1e-1)-1 — PN I ’ensemble des paires formées d’une courbe C et
d’un plongement n-canonique de C dans PV est un sous-schéma A du schéma
de Hilbert des courbes lisses de degré 2(g — 1)n et de genre g de PV qui est
muni d’'une action de PGL(N +1). L’espace des modules M, correspond au
quotient de H par PGL(N + 1) ([MF], Appendix 7C).

La construction décrite ci-dessus permet d’obtenir explicitement 1’espace
de modules des courbes projectives lisses de genre g; en effet, a une courbe
C munie d’une base de ses formes différentielles de poids n et de ses points
de Weierstrass d’ordre m ordonnés, nous associons un point de P*1. Ce
point a été construit de sorte a étre indépendant de 1’ordre sur les points de
Weierstrass. De plus, il est aisé de voir qu’il ne change pas si 'on change la
base des formes différentielles de poids n.

D’autre part, comme un isomorphisme entre deux courbes C et C' induit
un isomorphisme entre H°(C', w&") et H*(C,w&"), deux courbes isomorphes
ont méme image dans P#~!.

La réciproque est vraie, ce qui est plus ardu & montrer ([MF], Appendix
7C), et donc, deux courbes non-isomorphes donnent des points distincts de
P+~ Le sous-schéma de P* ! ainsi construit est donc ’espace des modules

M,.

Notation: Nous noterons W le groupe engendré par les points de Weiers-
trass d’ordre n. Le groupe W correspond & W),

1.3 Spécialisation des points de Weierstrass

Soit X une surface de Riemann compacte de genre g, et F un faisceau
inversible sur X de degré d. Soit n = dim H°(X,F), et fi,...,f, une base
de HY(X,F) telle que vy(f1) < vz(f2) < -+ < vy(fn) (olt 'on note v, 'ordre
d’annulation de f en z). On appelle trous de F en z les entiers a; = v, (f;)+1.
Ils satisfont aux inégalités 1 < a; < as <...<a, <d+1<n-+g. Le poids
de F en z est l'entier w(z) = > (a; — i), et = est un point de Weierstrass si
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et seulement si w(z) > 0.

Proposition 1.3.1 ([Hub]). Il eziste une section holomorphe wr(fi,...,fn)
de FO" @w®™n-1/2) dont lexpression dans toute carte et toute trivialisation
de F soit le wronskien des expressions de fi,...,f .

En particulier, si I’on considere le faisceau canonique wx, on a n = g,
d = 2g — 2, on retrouve les points de Weierstrass usuels.

Notation: On note X, la fibre au dessus de s.

Théoréme 1.3.2 ([Hub]). Soit X — S une courbe propre et lisse sur S,
et F un faisceau inversible sur X, tel que la fonction s — dim H°(X,,F | X,)
soit constante. Il existe un sous-espace analytique fermé W C X, plat sur S
tel que W N X soit le diviseur des points de Weierstrass de F | X, avec leur
poids.
Lorsque ’on considére le faisceau canonique wx (resp. une puissance d’icelui),
on a s — dim H°(X,,wx,) = g (resp. s — dim H°(X,,w¥") = (2n—1)(g—1))
est constante. Auquel cas, on retrouve les points de Weierstrass usuels (resp.
d’ordre n) sur chaque fibre.

En particulier, considérons une famille de courbes projectives lisses X —
S de genre g. Soit 7 le point générique de S, et soit s un point spécial de S.
Notons Wx, (resp. W)(g)) le groupe engendré par les points de Weierstrass
(resp. d’ordre n) de la fibre générique X,, et Wy, (resp. W)(}Z)) celui engendré
par les points de Weierstrass (resp. d’ordre n) d’une fibre spéciale X;. On
a alors: la spécialisation Wy, — Wx, (resp. W)(("n) — W)((’:)) est surjective;
par ailleurs, on sait qu’elle est injective sur les points de torsion (voir, par
exemple [Mill] ou [HS], Theorem C.1.4)).

Nous en déduisons que
Proposition 1.3.3. Soit X — S une famille de courbes lisses de genre g.

a) Le groupe engendré par les points de Weierstrass (d’ordre n) d’une
fibre spéciale X, est un quotient de celui engendré par les points de
Weierstrass (d’ordre n) de la fibre générique X,,.

b) De plus, le passage au quotient est injectif sur la partie de torsion.

Remarque : Ces résultats semblent «classiques » (voir, par exemple ([LT]).s

Citons enfin les théoremes suivants de spécialisation sur les familles de
variétés abéliennes:

Le premier est dii a Néron, le second a Silverman.
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Théoréme 1.3.4 (Néron [Ser]|). Soit k un corps de nombres, et soit A
une variété abélienne définie sur K = k(Ti,...,T,), ot les T; sont des
indéterminées. Le groupe A(K) est de type fini. Soit U un ouvert de P
au-dessus duquel A se prolonge en un schéma abélien. L’ensemble {t €
U(k) | A(K) — Ay(k) n’est pas injective } est un ensemble mince.

Théoréeme 1.3.5 ([Sill]). Soit A — C une famille (plate) de variétés
abéliennes toutes définies sur un corps global K, ou C est une courbe projec-
tive lisse. En un point t € C(K) pour lequel la fibre A; est non-singuliére, on
définit Uapplication de spécialisation oy : A(C) — A{(K), P+ P,

Si A n’a pas de partie constante, alors ’ensemble {t € C(K) | oy nest
pas injective } est un ensemble de hauteur bornée dans C(K).
En particulier, lorsque K est un corps de nombres et d > 1 est un entier,
alors o; est injective pour presque tout t € U C(L).
[L:K]<d
Nous utiliserons le théoreme de Silverman, qui bien que plus restrictif
quant aux conditions d’application, donne une meilleure caractérisation des

valeurs de ¢ ou la spécialisation est non-injective.

1.4 Courbes lisses de genre 3

Soit C une courbe lisse de genre 3. Elle est soit hyperelliptique, soit son
diviseur canonique K¢ est trées ample. Dans ce dernier cas, comme {(K¢) =
3, nous disposons d’un plongement ¢g, de C dans P?. De plus, comme
deg(pk,) = deg(K¢) = 4, C est isomorphe & une quartique plane.

Dans le cas d’une quartique lisse, les points de Weierstrass sont ses points
d’inflexion. Ce sont les points ou la multiplicité d’intersection avec leur
tangente excéde 3. Nous appellerons points d’hyper-inflexion les points de
Weierstrass ayant 4 comme multiplicité d’intersection avec leur tangente.
Une courbe de genre 3 posséde au plus 24 points de Weierstrass, une courbe
générale en possede exactement 24.

Remarque: Les points d’hyper-inflexion restent des points de Weierstrass
d’ordre n pour tout n. .

Pour une quartique lisse possédant s points d’hyper-inflexion et r points
de Weierstrass ordinaires, on a r + 2s = 24. De plus, en prenant un point
d’hyper-inflexion comme base du plongement, nous obtenons que W est un
quotient de Z" x (Z/4Z)*7'; en effet, un point d’hyper-inflexion définit un
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point d’ordre 4 dans la jacobienne (voir lemme ci-dessous). Nous pouvons
obtenir une estimation plus précise de W en fonction du nombre de points
d’hyper-inflexion.

Soit une quartique plane quelconque. Elle correspond a un point d’un
ouvert de P*. En prenant 7 points génériquement indépendants, on peut
imposer que chacun de ces points soit un point d’inflexion ; cela revient a im-
poser, a chaque fois, deux conditions sur les coordonnées de cette quartique.
On peut donc obtenir une quartique avec 7 points d’inflexion génériquement
indépendants. Cela permet de construire une quartique avec W de rang au
moins 6.

Pour une quartique générique, W est au moins de rang 6, et a priori,
au vu des exemples connus, rien ne permet d’exclure que la partie finie de
W soit isomorphe & Z/27Z. Nous allons montrer qu’il n’y a pas de partie de
torsion, et que le rang est d’abord supérieur a 9 (& la deuxiéme partie), puis
supérieur a 11 (3 la troisiéme partie).

D’autre part, comme nous choisissons un point de Weierstrass comme
base du plongement jacobien, nous avons la majoration rang, W < 23. Si
de plus, nous choisissons oo parmi les points d’hyper-inflexion, 400 est un
diviseur canonique, et comme div (> w(P)P) est linéairement équivalent a
un multiple du diviseur canonique, nous avons une premieére relation entre
les points de Weierstrass, a savoir Y w(P)j(P) = 0. Et donc, lorsqu’il existe
un point d’hyper-inflexion, on a rang, W < 21. Lorsqu’il en existe s < 12, on
arang; W < 24 —2s — 1. Lorsqu’il y a douze points d’hyper-inflexion, le rang
est nul.

Lemme 1.4.1. Si une quartique lisse C posséde 2 (resp. 3) points d’hyper-
inflezion, ceuz-ci engendrent un groupe isomorphe a Z/AZ (resp. (Z/AZ)?).
DEMONSTRATION :  On prend un de ces points (que ’on note oo) comme
base du plongement jacobien. Soit P un autre point d’hyper-inflexion. Si Lp
(resp. Ly ) est la forme linéaire définissant la tangente a la courbe en P (resp.
00), on a alors div (Lp/Ly,) = 4(P) — 4(00), ce qui traduit le fait que Iordre
de j(P) divise 4. Il est exactement 4 ; en effet, s’il était égal a 2, il existerait
une fonction rationnelle de diviseur 2P — 200 et donc une application de
degré 2 de C dans P!, ce qui entrainerait que C est hyperelliptique.

Soit () un troisieme point d’hyper-inflexion. Il n’existe pas de relation de la
forme mP 4+ n@Q — (m + n)oo = div (f) avec 0 < m,n < 3, non tous les deux
nuls. En effet,

—sim = 0oun = 0, on est ramené au cas précédent, et on voit que
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I’autre coeflicient doit étre nul.

—sim = 2oun = 2, comme j(P) et j(Q) sont d’ordre 4, on a (par
exemple) 2j(P) = —nj(Q) et donc n ne peut étre impair,i.e. m =
n = 2. Nous avons donc 2P + 2Q — 400 = div (f), ce qui se traduit
géométriquement par ’existence d’une bitangente passant par P et @,
ce qui est impossible.

—-sim=n=1(oum=n=23),onaP+Q— 200 =div(f) et donc il
existe une application de degré 2, f : C — P!, ce qui contredit le fait
que C n’est pas hyperelliptique. On obtient la méme contradiction avec
—Pet —Q.

—sim=1etn =3, on aalors j(P)+3j(Q) = j(P) —j(Q) =0, ce qui
veut dire que P — @ est le diviseur d’une fonction rationnelle, i.e. C est
rationnelle, ce qui est exclu. .

Lemme 1.4.2. Soit une quartique lisse C possédant exactement 4 points

d’hyper-inflexion. Si 3 de ces points sont alignés, le groupe engendré par ces

4 points est (Z/AZ)*. S’il n’existe pas de droite passant par 3 de ces points,

le groupe engendré par ces 4 points est (Z/AZ)* ou (Z/AZ)* x (Z/27). Plus

précisément, ce groupe est (Z/AZ)? x (Z./27) si et seulement s’il existe une
conique tangente a la courbe en ces 4 points.

DEMONSTRATION :  Si 3 points d’hyper-inflexion P, Q et R sont alignés,
le quatrieme point d’intersection S de la droite qu’ils définissent avec C est
encore un point d’hyper-inflexion. En effet, en prenant comme base du plon-
gement un des 3 points alignés, disons R, on a une relation de la forme
J(P)+3j(Q)+7(S) = 0 avec j(P) et j(Q) d’ordre 4. Cela implique que j(.5)
est aussi d’ordre 4 et donc, le quatrieme point d’intersection de la courbe
avec la droite est donc un point d’hyper-inflexion. On en déduit que le groupe
qu’ils engendrent est (Z/47Z)?, d’aprés le lemme précédent.
Soient P, @, R et oo les 4 points d’hyper-inflexion. Supposons qu’il n’existe
pas de droite passant par 3 de ces points. On prend oo comme base du
plongement. Choississons des coordonnées de sorte que oo égale (1:0:0) et
que la tangente en oo ait pour équation Z = 0. Ainsi, L(300) est de dimension
2 et une base en est donnée par 1 et Y/Z.
Supposons que 'on ait une relation mj(P) + nj(Q) + lj(R) = 0, avec 1 <
m,n,l < 3.

— Si m = 2, alors nj(Q) + lj(R) est un point de torsion d’ordre 2, or

(7(Q),7(R)) engendrent (Z/4Z)?, donc n =1 = 2. On a donc 2(j(P) +
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Jj(Q) + j(R)) = 0. Et on ne peut avoir j(P) + j(Q) + j(R) = 0 car les
points d’hyper-inflexion ne sont pas alignés. En effet, cela se traduit
par l'existence d’une fonction rationnelle dans L(300) dont le diviseur
des zéros serait P+ Q) + R, c’est-a-dire, d’apres I'expression d’une base
de L(30), par I'existence d’une droite passant par P, @ et R.

—sim=n=Il=1(oum=n=101=3),onaj(P)+jQ)+j(R)=0,ce
qui n’est pas possible car les points ne sont pas alignés.

—sim=n=1etl=—-1,ona P+ @ — R— oo =0, ce qui se traduit
par Dexistence d’une application de degré 2 de C dans P, et donc, la
courbe serait hyperelliptique.

La seule relation possible entre les images de ces points est donc 2(j(P) +
(@) + j(R)) = 0, auquel cas, le groupe engendré par ces 4 points est
(Z/AZ)* x 7./ 2.

Cette relation 2(j(P)+5(Q)+j(R)) = 0 se traduit par 2P+2Q+2R—600 = 0,
c’est-a-dire qu’il existe un diviseur effectif dans le systéme linéaire associé
a 600 dont les zéros sont P, ) et R , avec multiplicité 2. Cela revient a
I’existence d’une conique tangente aux 4 points P, ), R et co. En effet,
L(600) est de dimension 4, et une base de L(600) est donnée par 1, X/Z,
Y/Z et Y?/Z? et donc L(600) = {SXZ+YZ1eZ’+dY2 (g p ¢ d) € K1}, .

Proposition 1.4.3. Soit C. 4. la courbe lisse projective d’équation affine

vt + coxy + dyz® + by’ = z(x — 1)(z — t)

avec b = %, alors C.q: posséde 4 points d’hyper-inflexion alignés

PP=0:0:1),P=(1:0:1), b =(t:0:1) et P, =(1:0:0).
De plus, toute quartique possédant 4 points d’hyper-inflexion alignés, apres
changement de coordonnées, est de la forme C.q.

DEMONSTRATION : La premiére partie de la proposition se vérifiant aisément,
nous nous bornerons a démontrer la seconde partie. Sans perte de généralité,
on peut choisir des coordonnées telles que les 4 points d’hyper-inflexion soient
Phb=(0:0:1),P=(1:0:1),P=(t:0:1)et Po=(1:0:0)et
que la droite d’alignement soit la droite (Y = 0), que la tangente en P,, soit
(Z = 0), et la tangente en Py soit (X = 0). On peut alors encore appliquer
la dilatation (X,Y,Z) — (aX,8Y,aZ).

Une quartique lisse a pour équation agoY*+Y3Q1(X,Y) +Y2Q2(X,2) +
YQs3(X,Z) + Q4(X,Z) ol les Q; sont des polyndémes homogenes de degré i.
Posons Q1(X,Y) = (a10X 4+ a012), Q2(X,Z) = (a20X? + 011X Z + ap27Z?),
Q3(X,Z) = (a3 0 X3 + a91 X?Z + 12X 7% + ag 373).
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Comme les 4 points doivent appartenir a la quartique, on a Q4(X,7Z) =
AX (X —Z)(X —tZ)Z. Quitte & multiplier par un scalaire I’équation, on peut
supposer A = —1. Le point P, est un point d’hyper-inflexion et la tangente
en ce point a pour équation Z = 0, ce qui entraine que a; o = az9 = azo = 0.
Le point Py est un point d’hyper-inflexion et la tangente en ce point a pour
équation X = 0, ce qui entraine que a1 = ap2 = ap3 = 0.

La courbe admet donc pour équation aY*+bY2XZ+cY X Z%2+dY X2Z =
X(X - Z)(X —tZ)Z. Quitte a dilater, on peut supposer a = 1.

Le point P; est un point d’hyper-inflexion et la tangente en ce point a

pour équation X = (c+d)/(t—1)Y + Z, ce qui entraine que b = %

Le théoréme 3.1.1 entraine I’existence d’une sous-famille avec W &£ Z9 x
(Z/AZ)?, le lemme 1.4.2 entraine que pour toute courbe de la famille, W
contient (Z/47)?. Les arguments de spécialisation entrainent le théoréme
suivant

Théoréme 1.4.4. Le groupe W, engendré par les points de Weierstrass
d’une quartique lisse générique possédant 4 points d’hyper-inflexion alignés
est Z" x (Z/4Z)* avec 9 < r < 15.

Les deux lemmes 1.4.1 et 1.4.2) joints aux arguments de spécialisation
(avec, pour le premier alinea, le théoréme 3.1.1) nous permettent d’améliorer
I’encadrement de W, en fonction du nombre s de points d’hyper-inflexion. En
effet, si M3 est 'espace de modules de courbes de genre 3 non-hyperelliptiques,
notons Z, = {[C] € M3, C posseéde au moins s points d’hyper-inflexion } et
Z2 = {[C] € M3, C possede exactement s points d’hyper-inflexion }. Ver-
meulen ([Ver|) donne une description explicite des composantes irréductibles
de chacun des Z,. En particulier, Z; et Z, sont irréductibles, Z3 posséde deux
composantes irréductibles et Z, en possede cing.

Théoréme 1.4.5. Soit W), le groupe engendré par les points de Weierstrass
d’une quartique lisse générique possédant s points d’hyper-inflexion.

— Pour une quartique lisse générique (sans point d’hyper-inflexion), W, =

7" avec 11 < r < 23.

— Pour une quartique lisse générique avec un point d’hyper-inflexion (i.e.
un point générique de Z), Wy, = Z" avec 11 < r < 21.

— Pour une quartique lisse générique avec 2 points d’hyper-inflexion (i.e.
un point générique de Z,), W, est un quotient de Z'° x (Z/AZ) qui
contient (Z/AZ).

— Pour chaque composante irréductible de Z3, le groupe W, engendré par
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les points de Weierstrass d’une quartique lisse générique est un quotient
de 71" x (Z/AZ)? qui contient (Z./AZ.)2.

— Pour une quartique lisse générique avec 4 points d’hyper-inflexion tels
qu’il y ait une conique tangente a la courbe en ces 4 points, W, est un
quotient de Z'° x (Z/AZ)3 qui contient (Z/AZ)? x (Z/27).

— Pour une quartique lisse générique de l’une des trois autres composantes
de Zj telles que aucun triplet de points d’hyper-inflexion n’est aligné,
W, est un quotient de Z*® x (Z/AZ)* qui contient (Z/AZ)>.

Nous pouvons donc nous demander ce qu’il en est du rang du groupe
engendré par les points de Weierstrass d’une quartique lisse générique. Plus
précisément, nous pouvons nous poser la question suivante:

Question :

Pour une quartique lisse générique (donc sans point d’hyper-inflexion), a-t’on
rang; W, = 23 ?

Pour une quartique lisse générique possédant un point d’hyper-inflexion, a-
t’on rang, W, = 217

Une étude d’autres familles de courbes de genre 3 permettra peut-étre
d’apporter une réponse a cette question. On peut espérer qu’'a terme, les
informations recueillies sur les points de Weierstrass permettront de mieux
appréhender 1’espace des modules de courbes de genre 3. Rappelons que 1’on
ne sait méme pas si M3 est une variété rationnelle (i.e., birationnelle & P?).

Nous pouvons aussi nous demander ce qui se passe en genre supérieur,
a savoir si I’on peut obtenir des minorations du méme type pour le rang
du groupe engendré par les points de Weierstrass dans la jacobienne d’une
courbe de genre g générique (nous savons juste que le rang est majoré par
9*—g-1).

On peut formuler des questions similaires pour les points de Weierstrass
d’ordre supérieur.

1.5 Cas des courbes hyperelliptiques

Le groupe W engendré par les points de Weierstrass dans la jacobienne
d’une courbe hyperelliptique se calcule immédiatement. Plus précisément,
nous avons le résultat classique:

Proposition 1.5.1. Pour une courbe hyperelliptique de genre g, le groupe en-
gendré par les points de Weierstrass dans la jacobienne est J[2| = (Z/2Z)%.

Une courbe hyperelliptique de genre g est birationnelle a la courbe affine
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v =(z—e1)...(z — ezg41)

et les points de Weierstrass sont les points P; = (e;,0) et le point a I'infini
noté oo.
Remarque: Dans ce cas, la suite de lacunes d’un point de Weierstrass est
G(P;) = {1,3,...,29g—1} et le poids d'un point de Weierstrass est w(P;) =
9(g—1)

5
On a déja div (z — ;) = 2[P; — oo et div (y) = Py + ... Pygi1 — (29 + 1)00.
Si 'on note x; ’élément P; — co de la jacobienne, on obtient les relations
suivantes
e 22, =0 pourl<:i<2g+1
. $1+...+.’L‘29+1:0.
Cela nous permet déja de dire que W est I’ensemble {sz , I c{1,...,2¢}}

et est un sous-groupe de J[2] = (Z/27)%. el

Nous allons montrer que W est égal a J[2]. Pour cela, il suffit de voir que
Y er®i=0entraine I =0 ou I ={1,...,29+1} .

Supposons que 1’on ait une relation entre ces points de la jacobienne du type
Y icrTi = 0, avec I de cardinal m. Cela revient a I’existence d’une fonction
f rationnelle sur C dont le diviseur satisfait div (f) = >_,.; i —moo. On a
f € k(z) + yk(z), et comme f n’a de pole qu’en oo, cela entraine que f est
de la forme P(z) 4+ yQ(z), avec P et ) des polynomes.

De plus, ord,P(z) = —2deg P et ord(y Q(z)) = —2deg @ — 29 — 1.

si@ =0 ona f=P(z)et donc P =]](x —e;). Chaque point qui intervient
dans le diviseur intervient donc avec une multiplicité paire, ce qui est
exclu.

si @ #0 comme m < 2g + 1, Q est nécessairement constant. La fonction
rationnelle f est alors de la forme P(z) + y avec deg P < g, donc
m = 29+ 1 et donc I = {1,...,2g + 1}. Mais alors, pour 7 € I, on
a f(P) = P(e;) = 0, ce qui entraine que [[; ;.o ;(z — €;) divise
P. Le polynome P est nécessairement nul, et donc f = y; comme
I ={1,...,2g+1}), cela nous donne une relation que nous avions déja.

Remarque: Le cas des points Weierstrass d’ordre supérieur des courbes
hyperelliptiques est étudié par Silverman ([Sil3]). En particulier, les points
de Weierstrass sont des points de Weierstrass d’ordre n. Et lorsque g # 2 et
n # 2, il y a des points de Weierstrass d’ordre n qui ne sont pas des points
de Weierstrass. .
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Deuxieme partie

Etude de la famille de courbes
lisses d’équation affine

yd=z(x — 1)(z? — 26z + )
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Résumé

Nous déterminons, pour une famille de courbes lisses de genre 3, la structure du groupe
engendré par les points de Weierstrass dans la jacobienne. Cela fournit un exemple, ou ce
groupe est infini. Plus précisément, nous exhibons une famille ol ce groupe est isomorphe
4 Z*x(Z /3Z) et en déduisons 'existence d’une famille ol ce groupe est Z" avec 9 < r < 23.

Abstract

We describe the group generated by the Weierstrass points in the Jacobian, for a family
of smooth curves of genus 3. This gives an example where this group is not finite. More
precisely, we construct a family with a group isomorphic to Z* x (Z/3Z)5. Thus we can
conclude that there exists a family whose group is Z" with 9 < r < 23.

2.1 Introduction

Soit C une courbe lisse projective de genre g > 2. Une telle courbe possede
un ensemble de points canoniques: ses points de Weierstrass. D’autre part,
apres avoir choisi un de ces points, on dispose d’un plongement de C dans sa
jacobienne J, et la structure du groupe W = W, engendré par les points de
Weierstrass dans la jacobienne ne dépend pas du point de Weierstrass choisi;
ce groupe est donc un invariant géométrique de la courbe digne d’intérét. Le
cas le plus simple est celui d’'une courbe hyperelliptique ott ’on voit assez
facilement que W = (Z/27)% = J[2] (voir le paragraphe 1.5).

Pour les courbes de genre 3 non hyperelliptiques, c’est-a-dire les quar-
tiques planes, quelques cas particuliers ont été traités dans la littérature. Il
s’agit de courbes possédant de nombreux automorphismes. En effet, pour
la quartique de Klein (d’équation X3Y + Y3Z + Z3X = 0), qui possede
168 automorphismes, W = (Z/27Z) x (Z/77Z)* ([Pra]). Pour la courbe de
Fermat (d’équation X* + Y* = Z*), qui possede 96 automorphismes, W =
(Z/A7Z)°x (Z/2Z) ([Roh]). Pour la courbe d’équation Y3Z + Z* = X* quien
possede 48, W = (Z/A7Z)?x (Z/3 Z)® ([KS]). Nous nous proposons d’analyser
le groupe W pour des familles et en particulier de montrer :

Théoréme 2.1.1. Soit Cg la courbe projective lisse birationnelle a la courbe
affine y* = z(x — 1)(z* — 2Bz + B) ou B ¢ {0,1,1/2}. Pour tout corps
de nombres K, il existe un ensemble fini Sk tel que si B € K \ Sk alors
We, = Z* x (Z/3Z)°. Par exemple, B = 784/6859 n’appartient jamais ¢ Sk .

Remarquons que le groupe d’automorphismes de cette famille est Z /37 et
que le théoreme fournit, & notre connaissance, le premier exemple de calcul
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explicite avec W infini. En utilisant des arguments de spécialisation nous en
tirerons:

Corollaire 2.1.2. Soit une famille de courbes lisses joignant une courbe
hyperelliptique a une courbe Cg pour laquelle W, = Z* x (Z/3Z)°. Soit Wy
le groupe engendré par les points de Weierstrass de la fibre générique, on a
alors We, = Z" avec 9 < r < 23.

Afin de démontrer le théoreme 2.1.1, nous allons exhiber 9 points de
Weierstrass Py, ...,Py avec Ps, ...,Py d’ordre 3 tel que si I’on note ¢(my, . .. ,mg)
=mi P, + ...+ myPy, on obtient, en notant W, le groupe engendré par les
points de Weierstrass de la courbe générique, et W, celui engendré par ceux
de la courbe spéciale, des applications v, 1, telles que, si 'on note u la
spécialisation, le diagramme suivant soit commutatif:

74 % (2,/32) —Y1. W,
w\sA l u
Wi

Puis, nous allons montrer que:
(i) w est surjective (argument de spécialisation (proposition 1.3.3)).
(ii) s et 1, sont surjectives (proposition 2.3.1).
(iii) s est un isomorphisme pour un s particulier (proposition 2.5.1).

Cela nous permettra de conclure que 1), est un isomorphisme, qui ne dépend
pas de la spécialisation. Puis, comme g est un isomorphisme pour presque
toute spécialisation en s (cela découle du théoréme 1.3.5), cela nous permettra
de conclure.

2.2 Calcul des points de Weierstrass
Considérons, pour 3 ¢ {0,1}, la courbe lisse Cg d’équation affine
v® = z(x — 1)(2* — 2Bz + B).
Notons f(z) le terme de droite. La courbe projective ZY? = Z*f(¥) admet

un unique point a l'infini, noté P,, de coordonnées (0 : 1 : 0), qui est lisse, et
que l'on prend comme base du plongement dans la jacobienne.

28



Les points d’inflexion de cette courbe sont définis par ’annulation du hes-

sien H, que nous allons calculer. L’équation de la courbe en coordonnées
homogenes étant Y3Z = X (X — Z)(X? — 28X Z + $Z?), il vient:

H(X)Y,Z) = 54Y G(X.Y,Z)

oW G(X,)Y,Z2)=(2X2+(-28-1)ZX +BZ>) Y3+ (48 —-1-4B%) ZX* +
(—4B8+8B2) Z2X3 + (—88%2+2PB) Z3X2 +4B2Z4X — Z°[32.

En repassant en coordonnées affines, et en remplagant 3® par sa valeur en
fonction de z, on obtient
Go(z) =225+ (-68—-3)2°+1582* —10823-38 (B — 1) 2> +3 B%x — B2
=22>-322+6)(2* - 382> +3Bz—f).

On dispose donc de la description suivante des points d’inflexion : ce sont
d’une part, les zéros de f que l'on note Py, P, P;,, P;,, le point & l'infini
P, et d’autre part, les points ayant pour abscisse les zéros du polynome
Go(z) = (22 - 322+ B)(2* — 382>+ 3Bz — ).

Notons x1,r2,r3 les racines du premier facteur et z4,x5,2¢ celles du second
facteur.

Il y a de maniere générale, 23 points de Weierstrass; seul le point a I'infini
a poids 2. Un calcul direct montre qu’il ne peut y avoir égalité entre certains
de ces points que pour 5 = 1/2.

On va montrer que les points de Weierstrass sont dans une configuration
particuliere, plus précisément, on montre que si une droite passe par trois de
ces points, son quatrieme point d’'intersection avec la quartique est encore
un point de Weierstrass et que de telles droites existent. Cela nous donnera
un certain nombre de relations entre ces points; on montrera ensuite, par un
procédé de descente, que ce sont, en général, les seules.

2.2.1 Premier facteur du hessien

Nous avons noté x;, z2 et 3 les racines de (2% — 322+ 3); on a donc

Ty + X9 + T3 = 3/2
T1To + X1T3 + Tokz = 0
2.’)31.’152.’)33 = —6

D’ot, en remplagant x3 par 3/2 — 21 — x5 dans la deuxiéme équation, il vient
2x12y + 222 — 371 + 222 — 375 = 0.
C’est 1’équation d’une conique passant par (0,0), que 'on parameétre par
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Ty = tz;. L’abscisse z; est donc solutionde 2 (#2 +t+1)22—3(t+ 1)z, =0
et il vient alors

t+1

_ g3/ "7~

o / ﬁétﬁf
_l’_

— gt

2 R e

— _3/9__° .

s e

27 (t+1)*¢
4 (2+t+1)

L’équation de C devient alors

FR 27 (t+1)°¢ ) ﬁ+§(uﬂfﬁﬁ_§j@+wﬂx
2 (2 +t+1)° 4 (2 +t+1)° 4 (2 +t+1)°

et on obtient ainsi

(ﬁ _ 2T+ 1) (2t 1) (- 1)
16 (ﬁ+t+;f )
!y W@+Ut%ﬂd)g—n
16 t2+t+1)
;= 278 (t+2)° (2t +1)°
|7 16 (2+t+1)°
Notons alors
(%1 _ _§2W3U+i)@t+1ﬂt—ﬂ
’ 4 (ﬁ+t+1f
Doy = 3 g2 B+ 1)E(E+2) (1~ 1)
’ 4 (2 +t4+1)
vy — 3 jyst(t+2)(2t+1)
L 4 (t2 +t+1)°

Soit (3 une racine cubique de I'unité, on note alors P; ; le point (x,-,yi,lgy"l)
ou j € {1,2,3}.
Proposition 2.2.1. Pour tout triplet de points { Pi ,,Ps,0s,P3,05}, 0U les a;
sont deuz-a-deuz distincts, il existe une droite D qui passe par ces trois points
et le quatriéme point d’intersection de D avec C est Py, ou P,,.
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La preuve découle immédiatement des deux lemmes suivants:

Lemme 2.2.2. Pour (o;) € {1,2,3} deuz-d-deuz distincts, les points Py 4,
P, ,,, et P3 o, sont alignés.

DEMONSTRATION : Notons (z;,;) un point de Weierstrass d’abscisse x;. Soit
la droite D passant par (x1,y1) et (z2,y2). Elle admet pour équation

_ (z —21)ys + (37—-’”2)1/1_
To — I 1 — To

Cherchons 'ordonnée du point d’abscisse z3. Notons la provisoirement g, et
montrons qu’elle est égale a ys.
En remplacant z;, x5 et x3 par leur valeur

B +20)y - (2t+1) g

Y OO DY (Y
Pour
Y = —= 2 2
4 (2 +t+1)
= §22/3 t+Dt(t+2)(t—1) (52
’ 4 (2 +1t+ 1)
il vient:
Yo = _—322/3% (8 +2t) (2t + 1) 5 + t(t + 2) (2t + 1) (57
4 2 +t+1)
— 2t+1 2
— _322/3( t+ )t(t+2)(?1+cg2)
4 (t2+t+1)
or a; # ag, o # az et ay # az, donc on a — (G* + (5?) = (5* et donc
Yo = Ys- "

Lemme 2.2.3. L’abscisse du quatriéme point d’intersection de D (ou D est
la droite passant par Py o, Paa,, €t Psqo, ) avec C est un zéro du polynéme
z? — 2Bz + B.

DEMONSTRATION : Montrons maintenant que le point d’ordonnée zéro de
D est un point de Weierstrass. Ce sera donc le quatrieme point d’intersection
de C et D. Soit xy I’abscisse de ce point:
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T1Y2 — T2Y1

On a alors (zg — 1)y2 — (o — x2)y1 = 0 t.e. kg =
Y2 — %

B 3 t+1 oy —ty
comme Ty =11, O AT = o G Ty

Calculons z3 — 28z¢ + B on a

22 — 2670+ f = 9 (p—ty)*(t+1) 8L (t+1)°(y—ty) N
4 @B +t+1)02w—un) 4 @+t+1)%e —u)

27 (t+1)*?

4 (2 +t+1)3

9  (t+1)*(t—-1)

4 (2 +t+ 1)y —m
(28 + 58+ 28)y10}

9 t+1)%(t—1)2
1 J(r t++ 1))§(y2 —) Y1)? {(2t+1)%y5 + (t+2)*Py® — (2t+1)(E+2)ty1ya}-
Substituons y; = —(2t+1) (5* C,y2 = t(t +2) (5° C dans 'accolade, il vient
que x2 —2z¢+ 3 est proportionnel & (2t +1)% 2 (t+2)% (Z** + (3 + (5§ 72)
qui est nul. .

E {4 +4t+ 1)y + (t* + 482 + 42y ° -

Il est naturel de s’intéresser au quatriéme point d’intersection de la tan-
gente en un de ces points de Weierstrass avec C. On va voir que les tangentes
aCen P j, P,; et P;; se coupent en un point ayant pour abscisse 1/2.
Lemme 2.2.4. Le quatriéme point d’intersection de la tangente a C en P
a pour abscisse 1/2.

DEMONSTRATION : Notons 7} ; la tangente & C en P, ;; elle ne coupe C que
dans le plan affine, car le coefficient de y n’est nul que si 'ordonnée de P ;
est elle-méme nulle, ce qui est exclu.

La tangente 77 ; a pour équation affine:

((t2 1) 292y + 202 — 2t — 2)z + 3(t + 1)) (t—1)2(2t + 1)2(t + 1)2 = 0.
La tangente 75, a pour équation affine:
(2(152 + 2t — 1)z — 2V2(t2 + t + 1)y — 3t(t + 1)) (t—1)%(1+t)%(t+2)%% = 0.
La tangente T3, a pour équation affine:

(2 (t2+1+4t)x+(2\3/§(t2+t+1)y—3t) 2t+1)2(t+2)2 82 =0.

On trouve que T;; coupe C en Q;; ot Q;; = (1/2, — 22/3 (7" /4). .
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2.2.2 Second facteur du hessien

Les points de Weierstrass restant sont dans une configuration similaire ; en
effet, on va montrer que pour tout triplet de points { Py q,,Ps a5,P6,a6 } OU les
a; sont deux-a-deux distincts, il existe une droite D qui passe par ces trois
points et le quatrieme point d’intersection de D avec C appartient a { P, P, }.

Nous avons noté z4,z5 et x¢ les racines de (z° — 3322+ 38z —); on a
donc

T4+ Ty + Tg = 35

T4Ty5 + T5Tg + Ty = 35

L4T5T¢ = g
Taly — Ty — T

d’olt B =1/3 (x4 + x5 + ) €t 6 = — ® . En remplacant dans

la derniere équation, il vient:

T4 +x5—1

2
T3 + T4T5 + T2 — 3x47E + 32525 — 37505 =0

i.e. (323 —3xg+1)xk + (—323 +74)z5 + 25 = 0. C’est une équation du second
degré en z5. Le discriminant vaut —3z3(z4 — 1)? et donc

(3+14+/3) o L (3414 v3)(6z4—3 —1i+/3)

T5 = = —
> 6xs —3+1+/3 * 7 12 327 —3x4 +1 o
et alors
(3—1+/3) 1 (3—1iv/3)(6xs—3+1i+/3) _
Te = ; Ty = 75 B L4 = Ts
6IE4—3—Z\/§ 12 3$4—3$4+1
z3 .
et doncﬂzm.& I’on pose u = x4, on a donc
T4 = u
o = B+iv3)u
° 6u—3+i3
S (3—1i+/3)u
T 6u—-3-i3
3
u
t al =
etalors § = o g a1
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L’équation de C devient alors

3 4_ 9 u® 343 u? 2 u®
=T — D e—— xr — X
Y 3uZ—3u+1 3u2—3u+1°  3u—3u+1
et on obtient ainsi
( 3 u3(u_1)3
Yi = o5 a7
3u —\/?gu?’-i-l ,
1 7v3u?(u—1) .
I = = 6u—3—1i+3)°
VY% = BEwe—surip O iv3)
1 i+/3u(u—1)3
s = —= 6u — 3+ 1 v/3)*
| Y 72 (3u2 — 3u + 1) (6u—3+iV3)
u(u —1)

FOsoms Ya1 = 32 — 3w+ D0

1/3
comme KT8 , posons:

_iV/3(6u—3-1i+3)

(=2}

Us.1 6 (3uz—3u+1) M
i3 (6u—3+1i+/3)
Yor T TG Buwr—3u+1) M

On note alors P, ; le point (z;,5:1G’ ") ol j € {1,2,3}.

Proposition 2.2.5. Pour tout triplet de points {Py,,Ps.a5, 6,06} 0U les ;
sont deuz-a-deuz distincts, il existe une droite D qui passe par ces trois points
et le quatriéme point d’intersection de D avec C est Py ou P;.

La démonstration va se faire en deux étapes.

Lemme 2.2.6. Pour (o;) € {1,2,3} deuz-d-deuz distincts, les points Py ,,,
Ps o, et Ps oy sont alignés.

DEMONSTRATION :  Considérons la droite D passant par (z4,y4) et (z5,ys).
Elle admet pour équation

_ (37 - 335)94 4 (33 - x4)y5
T4 — Ts Ty — T4 '

Cherchons ’ordonnée du point d’abscisse xg. Notons la provisoirement g, et
montrons qu’elle est égale a ys.
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On a, en remplagant x4, x5 et xg par leur valeur:

v = (6u—3+i\/§)y5—2i\/§y4
0 6u—3—i+3
(_22 \/g)y4,a5 - 22 \/§y4,a4
61\0/;3—i\/§
(—2i v/3) i
(67 + a4
6u—3—7§\/§(3 C3)y4,1
(1v3) 6u—3+iv3 .,

6 (3u?—3u+1) 3 M

car ay # as, ag # ag et as # ag, donc on a — ({5 + (5°) = (5° et donc
Yo = Ys- ]

Lemme 2.2.7. Le quatriéme point d’intersection de D (ou D est la droite
passant par Py o,, Psas) et Psogavec C est Py ou Pi.

DEMONSTRATION : Montrons maintenant que le quatriéme point d’inter-
section de C avec D est un point de Weierstrass d’ordonnée zéro. Soit z
I’abscisse de ce point:

On a alors (zg — z5)ys — (zo — 4)ys = 0

T5Ys — TalYs

Yas—Ys
Donc si on remplace y4 et ys par leur valeur,on a:

.. Tg =

(3+i V3) iv3_ 12¢5°
6u—3+i /3 6 (6u_3+tiv3) Il

- 12 ¢35
Yau G5* 4 E/gm Ya,1

(341 v/3) +2i v/3 (&7 o

(6u — 3 414 v/3) + 26 /3 (5

uYs1 G5t Fu

Or a4 # a5 donc
— si a5 — ay = 1 mod 3 alors comme 2¢s = —1 +4+/3, 2i4/3 (57 =
—iv/3 — 3 et donc zy = 0.

— si a5 — g = 2mod 3 alors comme 2¢7 = —1 — iv/3, 2iv/3 (57 =
—iv/3 + 3 et donc zy = 1.
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Il est naturel de s’intéresser au quatrieme point d’intersection de la tan-
gente en un de ces points de Weierstrass avec C.

Lemme 2.2.8. Le quatriéme point d’intersection de la tangente a C en P
a pour abscisse [3.

DEMONSTRATION : Notons 7; ; la tangente & C en P, ;; elle ne coupe C que
dans le plan affine, car le coefficient de y n’est nul que si 'ordonnée de P ;
est elle-méme nulle, ce qui est exclu.

La tangente T} ; a pour équation affine:

—3u?(u — 1)%(=(3u® — 3u + 1)y + (2u — 1)z — v?)(3u® — 3u+ 1)/ = 0.
La tangente 75, a pour équation affine:

(U3 ) (6u—3+iv/3)z—(3u2—3u+1) /3 (6u—3+iv/3)y—(iv/3—3)u? = 0.
La tangente 75, a pour équation affine:

(28 1) (6u—3—iv/3)z+(6u—3—iv/3) (3u2+1—3u) /3y —u?(3+iv/3) = 0.
u?(u — 1) j—l)

(3u2 —3u+1)4/?3 3

On trouve que T; ; coupe C en Q); j ou Q; ; = (B,—

Remarque: Selon que l'on s’intéresse au premier ou au second terme du
hessien, la paramétrisation choisie differe. L’expression de 3 dans chaque

cas nous permet de trouver une relation entre les deux parametres, a savoir
3

u = . ]
(t—1) (t+2) (2t+1)
3+ ( t(t+1) )(2/3)

Remarque: Soit K un corps de nombres. Les racines de P = 22 — 28z + f8

2
. . T
sont de la forme S+4/3% — 3. Elles sont rationnelles sur K siona = — 0 T
TO -
. r r .
ol 7o € K et alors les racines de P sont ——— et —~—. On peut exprimer

ro+1 ro— 1
3iv3 (t+1)t

ro en fonction de t, rg = @+1) (G +2) (=1

; ou encore, en fonction de

LT

U o= (u—l
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2.3 Etude géométrique des points de Weiers-
trass

Si L est une forme linéaire, notons div (L) le diviseur de L. On a donc,
en considérant les droites projectives correspondant a une abscisse fixée:
. le(X) = 3P0+P
e div(X —Z) =3P, + Py
e div(X —t; Z) =3P, + Py
o div(X —ty Z) =3P, + Py
e div(Y)=FP+P +P,+ P,
ediv(X —2; Z) =P+ Pio+Pi3g+ Py pour 1<i<6
e div(2X - Z) =Q11 + Q12+ Q13+ P
o div(X — BZ) = Qu1 + Qa2 + Qa3 + Pw.
Notation: Par abus de notation, on confond P et j(P), son image par le
plongement jacobien de point base P,.
On en déduit donc que 3P, = 0 i.e. que P, est d’ordre 3; de la méme fagon,
on trouve que Py, P, et P,, sont d’ordre 3.
Si T; ; est ’équation homogene de la tangente en P, ;, on a div (T} ;) = 3P, ; +
Qi; et donc, comme Q;; = Qi j, on en tire div (T; /Ty ;) = 3P, ; — 3Py ;
On a donc les relations:

« 3P =3P, =3P, =3P, =0

« 3(Pj— P;) =3(Pj— P5;) =0 pour 1<;<3
« 3(Pyj— Psj) =3(Pyj— Ps5) =0 pour 1<j5<3
« Bh+P+P,+PF,=0

e Poi+ P+ P3=0 pour 1<7<6

e Q11+ Q12+ Q13=0

o Q41+ Qa2+ Qu3=0

e PLi+Pyji1+Psjio+P,=0 pour 1<;5<3

e Pj+Pjo+Pj1+PFP,=0 pour 1<35<3

o Pyj+Psji1+ FPsjpot+FPo=0 pour 1<35<3

« Pyj+Psjia+Psji1+Pi=0 pour 1<j5<3.

On en déduit que:
e P3=—-P1—PFs pour 1<i<6
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« P,=—Py— P — P,

e Poo =Py —Pii+Pio+ Py, —P,=P1—Pii+Po+ P+ P+ 25,
o« P31 =2Py — P+ P, — 2P, =2P ), — P, + 2P+ 2P,

e Pao=Pio+ P — P51 +P, =Py P +Pias+P,+ B+ P

o Pso=P51 —Py1+ P2+ P — B

e Po1=2Py1 — P +P+ 5

o Poo=Pao+ P51 — P51 +PL=Py; — Ps, +Pio— B

On voit donc que W est engendré par Py 1, P12, Ps1, Ps2, Py, P1, Py, Pig—
P, et Py; — Ps;. Les cing derniers points sont d’ordre 3.

On a donc prouvé que:

Proposition 2.3.1. W est un quotient de Z* x (Z/3 7).

En fait, plus précisément, nous avons obtenu une application :

7t x (232 2 We,

(ml, .. .,m4)(n1, .. .,n5) — m1P1,1 + m2P1,2 + m3P4,1 + m4P4,2 + TL1P0+
no Py +n3 Py, +n4(P11—Ps 1) +n5(Ps1—Ps 1)

qui est surjective.
Nous allons montrer qu’en général, il n’y a pas d’autres relations entre ces
points, et donc, que W = Z* x (Z/37Z)°. Notons W, le sous-groupe de W
engendré par Py 1, P12, Py, Pi, P, et P;; — P»;, et notons W5 celui engendré
par P471, P472, Po, Pl, Ptl, et P4’1 - P571. Ainsi W1 et W2 sont des quotients
de Z2 x (Z/3Z)*.

2.4 Descente via l’isogénie 1 — (

Pour calculer le rang et différencier les points d’ordre 3 dans le groupe
engendré par les points de Weierstrass , on effectue une descente via ’isogénie
«1 — (» ou ( est une racine cubique de 1'unité.

Nous utiliserons comme référence pour la descente l’article de Schaefer
([Sch]), dont nous conservons les notations, en indiquant au fur et & mesure
le résultat que ’on obtient dans le cas que nous allons étudier. Les énoncés
seront donc légerement plus généraux que ceux dont nous aurons besoin.
Le résultat que nous allons utiliser peut étre décrit informellement ainsi : soit
a une racine de f(z) = z(x — 1)(2? — 28z + B), application P — z(P) —
a mod K*3 est a priori bien définie sauf si P € {c0,Py,P,,P;,,P;, }, ensemble
que 'on note (disons) S. Par linéarité, on peut ’étendre aux diviseurs a
support hors de S. On démontre alors qu’elle est invariante par équivalence
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linéaire, et comme tout diviseur est linéairement équivalent a un diviseur a
support disjoint de S, on obtient un homomorphisme J(K) — K*/K*3. Le
point clef est la proposition 2.4.4 qui affirme que le noyau du morphisme
J(K) — (K*/K*3)* est exactement ¢(J(K)), ot ¢ = 1 — {. Nous aurons
d’autre part besoin d’analyser la torsion d’ordre 3, et ce qui nous servira est
résumé dans la proposition 2.4.7. Tous les résultats de ce paragraphe sont
contenus dans article de Schaefer ([Sch]) auquel nous renvoyons pour les
détails des preuves.

Nous exposons les résultats de Schaefer dans le cadre général d’une courbe
C de genre g, de jacobienne J et en remarque, dans le cas d’un revétement
cyclique de la droite projective.

Soit ¢ une isogénie de J. On suppose que le noyau de ¢ est d’exposant
q premier. Soit ¢ ’isogénie duale. Notons J[¢| le noyau de ¢. Soit K une
cloture algébrique de K.

Considérons alors la suite exacte courte 0 — J[¢] — J % J =0 La
cohomologie galoisienne induit une suite longue de cohomologie

0= J(K)[¢] = J(K) S J(K) S H (Gal(K /K),J[¢]) — ...

Par abus de notation, on note encore J(K)/¢J(K) <y HY(Gal(K/K),J[¢])-

Remarque: Soit ¢ une racine primitive g-iéme de 'unité. On suppose
que ¢ € K. Dans le cas particulier d’'un revétement cyclique de la droite
projective, on considérera une isogénie particuliere, «1 — (» définie comme
suit. Soit f(z) = [[,(z — @;) un polynéme unitaire de degré n, sans racines
doubles, a coefficients dans K, scindé sur K. On considére la courbe C définie
par y? = f(z). Soit o "automorphisme de C qui sur la partie affine envoie
(z,y) sur (z,( y). Cette application induit un automorphisme de J. Le diviseur
de la fonction £ — z(P) est 07 ' P+ ...+ 0 P + P — goo. C’est un diviseur
principal, donc ’endomorphisme de la jacobienne J donné par 1+ o + o2 +
...+ 07! vaut 0. L’endomorphisme o se comporte donc comme une racine
primitive g-ieme de 1'unité dans End (J), que l'on appellera ¢ par abus de
notation. Notons ¢ =1 — ¢ € End (J). .

Soit A la polarisation principale canonique de J. Soit alors ¥ = )\_l(j [gg]) On
a ¥ C J[g]. Choisissons un ensemble de diviseurs { Dy, ...,D,} dans Div’(C)
invariant par Gal(K /K) tel que les classes de diviseurs {[D;]} engendrent ¥.
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Soit I = [ [ K; ot K; = K.

i=1
On définit une action de Gal(K/K) sur L'. Pour o € Gal(K/K), définissons
o € S, de la fagon suivante: si °D; = D;, alors 07 = j.
Posons “(ay, . . .,an) = (%az-11,...,%az-1,) pour a; € K;.
Soit alors L la sous-algebre des éléments de L' invariants sous cette action
de Gal(K/K). On peut caractériser L de la facon suivante:
Soit A un sous-ensemble de {1,...,n} tel que {D;}jca contienne un seul
représentant de chaque orbite sous I'action de Gal(K/K) des D;. Soit alors
L; = K(D;) le corps de définition de D;. On a: L = H L;.

jeA

Remarque: Dans le cas ou la courbe C est donnée ]par une équation affine

n

de la forme y? = f(z) = H(w —q;), on a ¥ = J[4], et comme J[¢| est

i=1
engendré par les [(a;,0) — 0o] ([Sch], Prop 3.2), on peut prendre D; = (;,0).
On a alors:

L=K[T|/(f(T)) 2 K(ay) X ... x K(ay),

oll oy, ..., a, sont non conjuguées par Gal(K/K).
Dans le cas ou f est scindé, L = K". .

Soit alors f;, définie sur K(D;) telle que ¢D; soit le diviseur de f;. Notons
Supp(D;) le support du diviseur D;.

Définissons 'application F' = (fi,...,f,) du complémentaire de |J Supp(D;)
dans L'.

Définition: Un diviseur de degré 0 sur K ne rencontrant pas |J Supp(D;)
est appelé un «bon diviseur». On note Div’ (C)pon 'ensemble de ces diviseurs.

Remarque: Dés qu’il y a un point K-rationnel sur la courbe C, tout élément
de J(K)/¢J(K) est représenté par un bon diviseur. .

Remarque: Dans le cas d’un revétement cyclique, si ’on fait le choix
indiqué ci-dessus, les bons diviseurs sont ceux dont le support ne contient ni
00, ni les points d’ordonnée nulle. '

Soit g une fonction définie sur K de C dans K. Soit R = Y n;R; un

diviseur de C' de degré 0, défini sur K, dont le support ne rencontre pas celui
de (g). On définit

9(R) = [ [(s(Re))™ € K.
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On définit de méme une application que ’on note encore F' par

F

Div’(C)pon — (K*)™
D = (fi(D))i<i<n
Lemme 2.4.1. Cette application passe au quotient, et fournit une application
de J(K)/¢J(K) dans L*/L*1.

Soit pe(L') le groupe des racines g-iémes de l'unité dans L', i.e. pu,(L') =

1a(KD) % . % 1q ().
L’accouplement de Weil est défini de la maniére suivante: soient P € J )

et Q € J [qb] 5011: D un d1v1seur sur J représentant P, il existe alors une
fonction g sur J de diviseur ¢ 1D. Posons es(P,Q) = 9(X + Q)/g(X) pour

tout X € J pour lequel le terme de droite est défini. A
Notons eys(P,Q) le ¢-accouplement de Weil de P € J[¢] et de Q € J[¢]. On
définit alors w de J[¢] dans p,(L') par

w(P) = (6¢(P,)\[D1]), ce 7e¢(P’)‘[Dn]))'

Remarque : Dans le cas d’'un revétement cyclique de la courbe projective,
vu les choix effectués, cette application s’écrit :

w(P) = (eg(P,A((a1,0) — 0)), ... ,es(PA((an-1,0) — 00))). .

Proposition 2.4.2. L’application w de J[¢| dans p,(L') est injective et est
invariante par Gal(K/K).

L’application w induit une application de H'(Gal(K/K),J[¢]) vers
HY(Gal(K/K),uq(L'")), que Pon note encore w.

Comme H'(Gal(K/K),K') = 0 (théoréme de Hilbert 90), on a I’isomor-
phisme de Kummer

ko HY(K,ug(L')) — L*/L*“.

Proposition 2.4.3. Avec les notations précédentes, le diagramme suivant
est commutatif:

J(K)/pJ(K) s L*/L*
51 Tk
HY(Gal(K/K),J[¢]) — H'(Gal(K/K),uq(L))
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Remarque: L’application ¢ est une injection, et k£ est un isomorphisme.

Nous considérons dorénavant le cas particulier du revétement cyclique de
PL.
Dans ce cas, I’application F' correspond au n-uplet de fonctions (z—ay, . .. ,z—
ay,) que 'on note ¢ —T'. Elle est définie de ’ensemble des bons diviseurs dans
L* par

(o= T)(R) = [J(w(R)) — )™

Comme ¢ est premier, I’application
HY(Gal(K/K),J[¢]) = H'(Gal(K/K),ue(L"))

est une injection (cf [Sch| p 462) ; application x—T définit alors une injection
de J(K)/¢J(K) dans L*/L*9, et son image est contenue dans le noyau de la
norme de L*/L*9 dans K*/K*1.
On obtient donc
Proposition 2.4.4. L’application J(K) — L*/L*? ainsi définie a pour
noyau ¢(J(K)).

On a la caractérisation suivante de I'image d’un diviseur par ’application
x—1T:
Proposition 2.4.5. Tout élément de J(K) peut étre représenté par un divi-
seur de degré 0, défini sur K dont le support ne contient ni oo ni les points
d’ordonnée nulle. En particulier, soit D = 71Q + ...+ 7"Q) — roo ou les 7iQ)
sont les r conjugués sur K du point @Q de C et y(Q) # 0. On a

(z —T)([D]) = H(w("‘Q) — T)(mod L*7).

Soit D = (04,0)+. ..+ (a,,0) —roo ot les a; sont conjugués sur K, et r < n.

On a

n

@—T)D)) = [] (i —T)" x H(ai —T) (modL*9).

i=r+1

Afin de comparer les dimensions respectives de J(K)[3] et de J(K)[¢], on va
se servir de la proposition suivante, dont la preuve est élémentaire:
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Proposition 2.4.6. On a la suite exacte:

0 JEN k) 60(K) 4 JK)/30(K) — J(K)/SJ(K) — 0.

¢(J(K)[3])
Notons dim M la dimension d’un Z/3Z-espace vectoriel M. Comme K con-
tient une racine cubique de I'unité et comme le polynéme f est supposé scindé
sur K, on a dim J(K)[¢] = 3.
En effet, comme ¢? = —3(¢, et dim J[3] = 6, on a dim J[¢] = 3.
Proposition 2.4.7. On a alors dim J(K)[¢p]/o(J(K)[3]) = 6—dim(J(K)[3]).
En effet, si J(K)[3] = (Z/3Z)", comme J[¢] C J(K)[3], on

dim ¢(J(K)[3]) = r—3 et done dim J(K)[¢]/6(J(K)[3]) = 3—(r—3) = 6—1.

2.5 Descente explicite

Nous connaissons la structure de W pour 8 = 1/2. Nous pourrions tenter
de déterminer la structure de W pour ¢ générique. Cela n’est pas nécessaire ;
en effet, la détermination de W dans un cas particulier nous permettra, en
utilisant un argument de spécialisation, de le connaitre dans le cas général.
En fait, nous allons commencer ce calcul pour ¢ générique (2.5.2), (2.5.3),
mais nous ne le terminerons que pour une valeur spéciale (2.5.4), ce qui
nous permettra de conclure. Soit K un corps de nombre contenant Q (1/—3).
Notons ( = _1+ves +2\/—3-

2.5.1 Spécialisation en §=1/2

Lorsque 3 vaut 1/2, la courbe admet 20 points de Weierstrass. En effet, pour
t=1-— \/g, on a u = 1/2 et donc les points d’abscisse z; et ceux d’abscisse
x4 coincident. Ce sont en outre les quatriemes points d’intersection de la
tangente en un point de Weierstrass avec la courbe. On en déduit donc que
les points P, ; et P, ; sont d’ordre 4. De plus, apres le changement de variables
(z,y) — (2z — 1,4*/%y), la courbe admet pour équation 3> + 1 = 2% et on
connait exactement le groupe engendré par les points de Weierstrass de cette
courbe ([KS]): On a We, , = We, ,(Q(C12)) = (Z/4Z)* x (Z/3Z)°.

Nous remarquons de plus que P; ; et P; 5 engendrent (Z/47)?. En particulier,
d’apreés la proposition 1.3.3, pour toute courbe Cj, le groupe engendré par
Py et P, est soit Z2, soit Z X Z/4Z, soit (Z/AZ)?.
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2.5.2 Détermination de W;

Rappelons que W; est le sous-groupe de W engendré par P, 1, P12, P, P,
P, et P,y — P,;. Nous déterminons la partie infini de W; pour presque tout
te K.

Pour que les points de Weierstrass qui engendrent W; soient K-rationnels,
on effectue le changement de coordonnées (z,y) — (2,2v/2y); 'équation
de la courbe devient

v =2z(z—2) (:1:2—

t+ 1) t+ 1)
g UV g EFDE )
(t2+t+1) (t2+t+1)

—UVF A+t 24VT3 (141 ¢
2t+1-v=3)° (2t+1+y-3)°
On adonc L = K[T)/(f(T)) 2 K x K x K x K viaT — (0,2,2t1,2%5) et

L*/L*3 est isomorphe & (K*/K*3)%. Par abus de notation, on note encore
P, ; les points apres changement de coordonnées.

Lesracines de f sont 0, 2,2¢; =

Il y a bonne réduction hors de 2 et des places p de K qui divisent le
numérateur ou le dénominateur de 3¢ (t+1) (t2+t+1) (¢t —1) (2t+1) (t+2).

Notons: A = (2t+1++/=3), B= (2t+1—+/=3),C = (2t+1), D = (t+2),
E=(t-1),F=(t+1).
Ona AB=4(2+t+1).
Considérons d’abord les images des points qui engendrent J[¢] par ’applica-
tion  — T'; Vapplication z — T étant le quadruplet de fonctions (z,x — 2,z —
2t;,x — 2ts), pour calculer I'image de [(a,0) — Py], on évalue les trois autres
coordonnées et en & — «, la coordonnée vaut le produit des carrés des trois
autres (dans K*/K*3).
Dans le tableau qui suit, on note dans chaque colonne I'image du point P
par  — a; dans K*/K*3.
[z—0] 2—2 | -2t | z—2¢t

[(0,0) — P] 4Ft 2 Ft Ft

[(2,0) — Py 2 |4CDFE| CDE CDEFE

[(2¢,,0) — Py] || Ft | CDE (CDEFt|CDEFt

Ce tableau permet de voir que les images des générateurs de J[§] dans L*/L*3
sont liées. L’image a dimension au plus 2 en tant que Z/3Z-espace vectoriel.
D’apreés la proposition 2.4.7, dim J(K)[3] > 4.
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Calculons maintenant les images par 'application x — T des autres points
engendrant W;.

z—0 z—2 T —2% T — 219
[(0,0) — Py 4Ft 2 Ft Ft
[(2,0) — Py 2 4CDFE CDE CDFE

[Pi,—Py| | 34A2B*F |4A2B2CE |23CA2CEF |23C*B2CEF
[Py — P ||34A2B*Ft|4AB>DE |23tA2DEF | 23tB?DEF
[Pi; — Py 2 C D (CD2 2 2C D22

Ce tableau permet de voir que, sauf pour un nombre fini de valeurs de t, les
images de [Py — Py et de [P 2 — Py sont indépendantes des images de la
torsion d’ordre premier & 3. En effet, tout point de torsion d’ordre premier a
3 est dans le noyau de x — T. Si [P, j — Py était un point de torsion d’ordre
premier a 3, son image serait dans le noyau de x — 7', et donc, t satisferait
les équations

32 +t+1)%(t+1) = 1mod K*3
(B+t+1)2%2(¢t—-1)(2t+1) = 1mod K*3
23.0(2t+14+v-3)22t+1)(t—1)(t+1) = 1mod K**

Les deux premieres équations reviennent a considérer l'existence d’éléments
s,s' de K tels que 3(22 +t+1)%(t+1) = s> et (12 +t+1)2(t—1)(2t+1) = s°.
Cela correspond a trouver des points K-rationnels sur des courbes lisses de
genre au moins deux, et on sait qu’ils sont en nombre fini.

D’autre part, lorsqu’on spécialise en § = 1/2, les points P;; et P, en-
gendrent un groupe isomorphe & (Z/4Z)?. La proposition 1.3.3 permet de
conclure qu’ils sont génériquement d’ordre infini.

Par contre, en ce qui concerne les points d’ordre 3 dans Wi, nous ne
pouvons rien conclure par cette méthode, car cela nous amenerait a considérer
le rang sur K de courbes elliptiques.

On en déduit donc que Z? C W; pour presque tout t € K.

2.5.3 Détermination de W,

Rappelons que W est le sous-groupe de W engendré par Py, Py, Py, P,
P, et Py; — P51. Nous déterminons la partie infinie de W5 lorsque u € K
est tel que u/(u — 1) soit un carré dans K, c’est-a-dire lorsque u est de la
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forme w?/(w® — 1), avec w € K, ce qui correspond au cas particulier ou

(2t+1)(t;;i)2)t -7y st un cube dans K (d’aprés la remarque 2.2.2).

Pour que les points de Weierstrass Py;, Ps;, et Fs; soient définis sur K,
nous allons appliquer le changement de coordonnées (z,y) — (z (3u2 —3u+
1),y (3u% — 3u+1)*/3), et I'équation de la courbe devient

Y=z(z-3u*+3u—1) (2> —2uPz +u® (3v* —3u+1)) = g(z).

Les racines de g sont 0, ¢, t] et ¢}, avec

’t, . (wWr—w+1) (v +w+1)
°© (w—1)* (w+1)?
o w? (w” +w+1)
' (w~ 1)* (w + 1)’
b w? (w? —w+1)
- (w+1) (w-1)°*

On a donc L = K[T]/(f(T)) 2 K x K x K x K via T — (0,t9,t1,t2) et
L*/L*3 est isomorphe & (K*/K*3)*. Par abus de notation, on note encore
P; ; les points apres changement de coordonnées.

La courbe a bonne réduction hors de 2 et des places p de K qui divisent le
numérateur ou le dénominateur de 3u (u — 1) (3u® —3u+ 1) i.e. des places
p qui divisent le numérateur ou le dénominateur de 3w (w — 1) (w + 1) (w? —
w+1) (w?+w+1).

Notons: A = (w—1), B = (w+1),C = (2w+1++/-3)), D = 2w+1—/-3),
E=Q2w-1++/-3),F=(2w—-1-+-3).
OnaCD=4(w*+w+1)et EF=4(w?—w+1).

Considérons les images de J[¢]

| z—0 | z —t, EENER
(00)— P |AABCDEF |4ABCDEF |2ACD |2BEF
0,0)— Py | 4ABCDEF |4AABCDEF |2ACD |2BEF
10)—Pe]| 240D 2ACD | ACD 2

Ce tableau permet de conclure que I'image de J[@] dans L*/L*3 est de di-
mension au plus 2. D’aprés la proposition 2.4.7, dim J(K)[3] > 4. Calculons
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maintenant les images par 'application x — T des autres points engendrant

Wo.
z—0 x —tg r —t] x — t
[(00)—P.] |4ABCDEF |4ABCDEF| 2ACD | 2BEF
[(t1,0) — Py 2ACD 2ACD ACD 2
[Py — Poo] 2CDE Fw? 2CDEF 4w?CD | 4w?’EF
[Ps,—Po] | 2ABCFuw? | 2CABCF |4¢uw?AC|4Cw?BF
[Py1 — Ps 1] A’B®’DE (?A’B?DE | (2A%D C*B*E

Ce tableau permet de voir que, sauf pour un nombre fini de valeurs de u, les
images de [Py — Py et de [Pyo — Po] sont indépendantes des images de la
torsion d’ordre premier & 3. En effet, tout point de torsion d’ordre premier a
3 est dans le noyau de & — T'. Si [P, ; — Py] était un point de torsion d’ordre
premier & 3, son image serait dans le noyau de z — 7', et donc, u satisferait
les équations

4(w+w+1) (v —w+1)w? = 1mod K*?
4(w+w+1)(w?—w+1) = 1modK*?
2w (w?+w+1) = 1mod K*3

2w (w? —w+1) = 1mod K*3

On en déduit que w? serait un cube, et donc en particulier, il existerait
des éléments s et s’ de K tels que 2(w? + w + 1) = s* et que 2 (w? —
w + 1) = 5. Cela revient & considérer l'existence de points K-rationnels
sur la courbe elliptique d’équation > = z® — 12. Comme cette courbe a
rang 0 sur Q, et est isogéne & sa tordue par -3 , elle a rang 0 sur Q(v/—3).
Lorsque K n’est pas le corps Q(v/—3), les autres équations nous donnent des
courbes de genre supérieur a 2, qui n’ont donc qu’un nombre fini de points
K-rationnels. D’autre part, lorsqu’on spécialise en 5 = 1/2, les points Py et
Py 5 engendrent un groupe isomorphe a (Z/4Z)2. La proposition 1.3.3 permet
de conclure qu’ils sont génériquement d’ordre infini.

Par contre, en ce qui concerne les points d’ordre 3 dans W, nous ne
pouvons rien conclure par cette méthode, car cela nous amenerait & considérer
le rang sur K de courbes elliptiques.

On en déduit que Z> C W, pour presque tout u € K tel que u/(u — 1)
soit un carré dans K.

Il est probable que I’on puisse terminer directement 1’analyse du groupe W
pour [ générique, néanmoins nous avons trouvé plus commode de compléter
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les calculs pour une spécialisation bien choisie, ce qui est 'objet du para-
graphe suivant.

2.5.4 Spécialisation en t =7

On a (sauf pour un nombre fini de valeurs de ¢ et de u), Z2 C Wy C W
et Z> C Wy C W. Montrons que dans certains cas, W = Z* x (Z/3Z)5.

Considérons le cas oll By = a5 (qui correspond a ¢ = 7) ; nous allons montrer
dans cette partie le résultat suivant :
Proposition 2.5.1. Pour By = %, le groupe engendré par les points de

Weierstrass est We, = Z* x (Z/3Z)°.
1568 784

La courbe C a pour équation affine: y* =z (z — 1) (22 — 28 2 + 25).
Soit K = Q(+/—3). Pour que les points de Weierstrass P, ;, P»;, Ps; aient
des coordonnées K-rationnelles, on effectue le changement de coordonnées

(z,y) — (22,2y+v/2) la courbe devient y® = g* — 16854 5,3 4 9408 .2 6272 )

6859 6859 6859
9(z).

: _ 1568 _ 2520 _ 1568 | 2520
Les racines de g sont 0, 2, 2t; = 5325 — 2250 V=3 et 2ty = 22+ 520 v—3. On a

donc L = K[T]/(f(T)) & K x K x K x K via T + (0,2,2t;,2t5) et L*/L*3
est isomorphe & (K*/K*3)*. Par abus de notation, on note encore P ; les
points apres changement de coordonnées. Soit Ps un point d’abscisse 8 sur
C (i.e. le quatrieme point d’intersection de la tangente en un des points P, ;,
P; ; ou Ps ; avec la courbe). On note encore Py son image aprés changement
de coordonnées. Le point Ps est & coordonnées dans K (+v/105). Le corps
de définition de tous les points de Weierstrass est K (§/105,v/14), et on a
u =196/ (196 + 3 v/1470).
Il y a bonne réduction hors des places au dessus de 2, 3, 5, 7, 19.
Dans K, 2 est inerte, 3 se ramifie en ¢ (i.e. (3) = ¢?), 5 est inerte, 7 se
décompose en ef et 19 se décompose en ab. Puis dans K(+/105) , 2 se
décompose, ¢ se ramifie, 5 se ramifie, ¢ et | se ramifient, et a et b sont inertes.
Notons a = (4++/-3), b= (4—+/-3),c =+v/=-3, e = (2—+-3) et
f=2+v-3).
Considérons d’abord les images des points qui engendrent J[¢] par ’applica-
tion (z — T)k : J(K) — K[T]/(g(T)):

Hx—O‘x—?‘ T—21t ‘ T — 21,
[(0,0) — Py] def | 2 ef ef
[(2,0) — Py] 2 5¢2 | 2.5¢ 2.5¢?
[(2t1,0) — Pyo] || ef |25c2|25c%ef|2.5c%ef

48



Les images des générateurs de J[¢] dans L*/L*3 sont liées. L'image a
dimension 2 en tant que Z/3Z-espace vectoriel. Il nous faut déterminer les
images des points dans K (v/105)* /K (+/105)*%. Considérons alors les images
par application (z — T)K(\/ﬁ (K(\/ﬁ)) — K(+/105)[T]/(g(T)) des
points engendrant W ainsi que celle de Pg.

z—0 r—2 r—21t T — 2t
OOl aes | 2 of o7
[(2,0) — Py] 2 5 c? 2.5¢? 2.5¢?
[P11 — Poo] a?b® | 25a2b2c2|25c202¢%| 2.5¢c%a%(¢
[Py1 — Py] |[a?b?ef| 2ca®b® |2cb?Cef |2ca®’Pef
(P11 — Pa] e? f2 5¢ 5ce’ f2¢ | bee? f2 (2
[Ps — Pu] 4?2 f2 2.52¢ 5c%e f 5c%e f

Ce tableau nous permet de voir que les images de [Py 1 — Py et de [Py 2 —
P,] sont indépendantes des images de la torsion. En effet, leurs coordonnées
font intervenir des puissances de 19, ce qui n’est le cas pour aucun des points
de torsion. On en déduit que ces deux classes de diviseurs sont d’ordre infini.

En ce qui concerne les points d’ordre 3, ce tableau permet de voir que
P,y — P, est (Z/3Z)-indépendant des points de J[@].

D’autre part, comme, ni Py, ni Ps; n’est dans J(K(v/105)), leur différence
non plus n’est pas dans J(K(+/105)). En effet cela découle du lemme suivant:
Lemme 2.5.2. Soit k un corps de caractéristique 0, soit C une courbe non-
hyperelliptique définie sur k et soient j(P) et j(Q) deux points distincts n’ap-
partenant pas & J(k), alors leur différence n’est pas non plus dans J(k).

DEMONSTRATION : En effet, supposons que j(P) — 7(Q) soit dans J(k). Soit
o € Gal(k/k) tel que P # P, on a alors /(j(P) — j(Q)) = (j(P) — j(Q)), et
donc j(°P — P — ’Q + Q) = 0. Remarquons que °P # P par construction.
D’autre part, °P # °(Q) puisque P # @ par hypothése. On obtient ainsi un
diviseur principal non nul sur C, i.e. div(g) =P — P —“Q + Q. On a un
morphisme de degré < 2, g: C — P!, ce qui contredit le fait que C n’est pas
hyperelliptique. "

On a donc quatre éléments d’ordre 3 Z/3Z-indépendant & coordonnées
K-rationnelles, et un cinquiéme point d’ordre 3, qui n’est pas défini sur K.
Il est donc (Z/3Z)-indépendant des quatre autres (en effet, ni lui, ni son
opposé n’étant a coordonnées K-rationnelles, aucun multiple de ce point
n’est & coordonnées K-rationnelles) et donc (Z/3Z)° C W.
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D’autre part, nous allons montrer un résultat sur les points de torsion
d’ordre 3, qui nous sera utile par la suite:

Lemme 2.5.3. Les points de torsion d’ordre 8 de J(K(3/105)) sont dans
Wi.

DEMONSTRATION : En effet, W, contient 4 points d’ordre 3 qui sont (Z/37Z)-
indépendants. De plus, ces points sont K -rationnels, donc a fortiori K (v/105)-
rationnels. D’autre part, le point P; — P51 est d’ordre 3, mais n’est pas
dans J(K(+/105)). Tous ces points sont K (+/105,v/14)-rationnels. Nous al-
lons montrer qu'’ils engendrent J(K (+/105,v/14)[3], et donc il n’existe pas de
point d’ordre 3 & coordonnées K (+/105)-rationnelles, qui ne soit pas dans
Wl-

Dans K(+v/105,v/14), les idéaux 13 et 37 sont totalement décomposés.
On peut calculer le nombre de points de la jacobienne sur un corps fini, a
partir des nombres de points de la courbe sur certaines extensions de ce corps
fini, i.e. #J(F,) = #C(F,)?/6 — p#C(F,) + #C(E,)#C(Fys) /2 + #C(F,o) 3.
En effet, pour une courbe C' de genre g, de jacobienne J, on a pour tout p
premier les formules suivantes #J(Fp) = [];<;cp (1 — a;) ([Mill] Theorem
19.1), #C(Fpm) = p™ + 1 = > iy ai" ([Mil2] Theorem 11.1) et |a;| = /p.
De plus, la transformation a — p/a laisse invariant I’ensemble {ay, ... az4}.
Cela permet d’obtenir la formule ci-dessus.

Comme #J(Fi3) = 24.3% et #J(F37) = 28.3%, on en déduit que
J(K(V/105,/14))[3] = (Z/3Z)®. .

Remarque: Remarquons que Wi est stable par 'action de 1 — (. En effet
C(Pl,l — P271) = P1,2 — P2,2 = P1,1 — P2,1 — PO — Pl + Pt1- Et c’est immédiat
pour les autres générateurs de Wj. .

Considérons maintenant la partie infinie de W. Nous allons montrer que
les seules relations entre les points Py; et P9 et les générateurs de W sont
celles que nous avions déja au paragraphe 3.4. Pour ce faire, nous allons
raisonner avec Pg; = —3PFP,; et Pgo = —3P,2 qui sont définis sur un corps
plus petit.

Montrons d’abord le lemme suivant

Lemme 2.5.4. Aucun élément de la forme (3ny + r1)Ps1 + (3ny + 72)Ps 2
avec r1 + 1o # 0 n’est dans Wj.

DEMONSTRATION :  Supposons qu'il y ait un élément de la forme (3n; +
1) Pg 1+ (3ng+12) Pg 2 avec r1+72 # 0 dans W;. Considérons 'image par (z—
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T) g ¥/705) de cet élément ; elle est égale a ((:1: —T) g (¥i5) (Pﬂ))’"ﬁ-m ot donc
a I'image de +P3. Pour éviter de calculer explicitement une décomposition
de 3, 5 et 7 dans K (4/105), on raisonne selon deux cas:

Lorsque 3, 5, ou 7 ne sont pas congrus a une unité modulo les cubes dans
K (f/ﬁ), le tableau précédent nous permet de montrer directement qu’un
point de la forme (3ny + 71)Pg1 + (3n2 + r2)Ps 2 (avec 71 + ry # 0) ne peut
étre dans Wj. En effet, si I'on considére (par exemple) la valuation en 7 des
images des points par (z — 7)) K(¥105), OD remarque que les images des points
engendrant W; ont méme valuation pour leur premiére et leur troisieme co-
ordonnée, ce qui n’est pas le cas pour I'image de Ps. Dans le cas contraire,
c’est-a-dire lorsque ef = u; mod K (§/105)*3, 5 = uy mod K(4/105)*3 et
v/—3 = ug mod K (+/105)*% (ot1 les u; sont des unités), les images par z — T
de Ps et des points engendrant W, deviennent dans K (+v/105)*/K (¥/105)*3:

z—0|lx—2 | -2 T — 2ty
[(0,0) — Poo] 4 U1 2 U1 U1
[(2,0) = Po] || 2 | waul | 2uqul 2 up ul
[P1,1 - P2,1] U% Ug U3 | U2 U3 U% ¢ | uzus U% Cz
[Ps — Py 4u? |2uduz | wyugul | ujugul

auquel cas, ce tableau nous montre, que pour que les images de ces points
soient liées, il faut nécessairement que u; soit égal a 1 (i.e. que 7 soit un cube
dans K (+v/105)). Or ce n’est pas vrai dans K (+/105). En effet, si z € K était
un cube dans K (+/105), i.e. + = a® on aurait N(z) = N(a)® = z* et donc
N(a) = ¢z = ¢°a®. Or cette équation n’a pas de solution a € K(+/105)
pour z = 7.

Dans les deux cas, on peut conclure qu’aucun élément de la forme (3n; +
r1)Pg 1 + (3ng + 12) P o avec rq + 7o # 0 n’est dans Wj. .

Proposition 2.5.5. Il n’y a pas de point de la forme my Py + maPyy (avec
mims # 0) dans Wj.

DEMONSTRATION :  Supposons que l'on ait 3%(m; Py; + myPy2) € W avec
myms # 0 et 3 | pcgd (my,msy).

lercas: k=0
En ajoutant a m;P,; + maP42 un certain nombre de fois P et Pg o,

on a 7"1P4,1 + 7"2P4,2 € J(K(\s/ 105)) avec r; € {0, + 1}
Sir; =0 oury =0 on a alors r;Py; € J(K(+v/105)), ce qui est faux.
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Sir; =ry==+1 onaalors Pyy + Pyo = —Py3 € J(K(¥/105)), ce qui
est faux.

Siry+r;=0 on aalors Py; — Py € J(K(+/105)), ce qui est exclu
par le lemme 2.5.2.

2éme cas: k >0

Cela revient a supposer que 3*71(my Pg1 +maPs ) € Wy C J(K), avec

3 [ pegd (m1,ma).

En appliquant le lemme 2.5.7, on peut supposer que m;Pg 1 +maoPs s €

W;. On peut écrire ce point de Wy sous la forme (3ny +r1)Pg 1 + (3n2+

TQ)Pﬂ,Q € W, avec r; € {0, + 1}

Sir; +ry # 0 Ce cas-la n’est pas possible par le lemme 2.5.4.

Siry; +ry =0 L'image par ¢ = 1 — ( de cet élément est encore dans
Wi et vaut 3(721 +n2)P5,1 + 3(2n2 —ni+ Tg)Pﬁ,g, car (1 — C)Pﬁ,l =
Pﬁ71 — Pﬁ,z et (1 — C)Pﬁ,2 = P572 — Pﬁ,g = Pﬁ,l + 2Pﬁ72. On applique
de nouveau le lemme 2.5.7, et donc (ny + ny)Psq + (2ne — ny +
r2)Pso € W1 On peut de nouveau écrire ce point sous la forme
(3n+7)Ps1+ (3(ne—n)+re—r)Psaetonar+(re—r) =ry #0,

ce qui permet de conclure.
[ ]

Montrons d’abord que les triples de points dans J(K(+4/105)) qui sont
dans W; sont d’une forme particuliére :

Lemme 2.5.6. Si P € J(K(+/105)) est tel que 3P € W1, alors 3P est de la
forme mo(Py+ Py — Py,) +m3(Pi1 — Pia) +3my P, 5 et est donc déja dans le
noyau de (x —T)k.

DEMONSTRATION: Comme 3P est dans Wi, on a une relation du type
3P =moPy+ mi Py + maPy, + m3Pi g+ maPio+ ms(Piy — Paj).

Comme P € J(K(+/105)), 3P est dans le noyau de (z — T)x(305)> €t
donc, en particulier, si on considére la premiére coordonnée (selon z — 0), on
doit avoir 22motmi (e f)motmatams (gp)Amstms) = 1 mod K (+v/105)*® Comme
2, a, b et 7 ne sont pas des cubes dans K (+/105), cela entraine que my =
my mod 3, mg + mg = 0mod 3 et ms = mg + ma = my + my mod 3. Les
deuxiéme et troisieme coordonnées doivent donc vérifier 2motm252(mitms) =
1 mod K (+/105)*3 et 2mitme52(mitma)emotme = 1 mod K (§/105)*%. Les m;
doivent donc satisfaire les relations de congruence suivantes my = m; =
—mgy mod 3, m3 + my = 0 mod 3 et ms = 0 mod 3. Ces relations ont pour
conséquence que le point 3P est déja dans le noyau de (z — T)g. .
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Montrons que

Lemme 2.5.7. Si P € J(K(v/105)) est tel que 3P appartienne & Wy, alors
P e W,.

DEMONSTRATION :  On sait déja par le lemme précédent que 3P = mg (P, +
P, — P,,)+m3(Py1 — Py ) + 3my P, 5 est dans le noyau de (z — Tk, a savoir
que 3P € (1 - ()J(K).

ler cas Supposons que P € J(K(+/105)) \ J(K).
Comme (1 —¢)? = —3( dans End(J), cela revient & (1—¢)?P € (1-¢)J(K),
et donc (1—-()P=Q+ T avec Q € J(K) et T € ker(1 — () C J(K). Cela
n’est pas possible car (1 — )P n’est pas dans J(K) d’apres le lemme 2.5.2.

2nd cas Supposons que P € J(K).
Comme (1 — ()P, = P11 — Pi 5, on a en prenant I'image de 3P par (1 — (),
3(1—-¢)P = —3ms(Pi1 + 3my(1l — ()P, et donc (1 — ()P = —mgPyo +
myPo —myP s+ T ouT € J(K)[3] C Wi ce qui nous permet de conclure
que (1= ()P € W;.
Comme P € J(K), I'image par (z —T)g de (1— ()P est nulle, or (1-¢)P =
my Py 1 + (2my — m3)Py 5 + T. Les points P;; et P 5 ayant la méme image
par (z — Tk, cela entraine que 3mj — m3 = 0 mod 3 i.e. m3 = 3mj.
D’autre part (1 — {)(1 — ()P = m)(1 — )Pi1 + (2m) — 3m4)(1 — ()Pr1a +
(1 —Q)ms(Pi1 — Po1) = 3(my — m4) P 1 + 3(m)y — 2mf) Py o = —3(P car ms
doit étre un multiple de 3 d’apres le lemme 2.5.7.

Cela entraine que le point ( P+ (mj—m}) Py 1 +(mj—2m}) P, 5 est un point
de torsion d’ordre 3 et dans J(K), il est donc dans W; d’apres le lemme 2.5.3.

On a ainsi montré qu’il n’existe pas d’autre relation entre Py, Ps2, Pi1,
Py, Py, P, Py, et Pi1— P51 que celles fournies au paragraphe 2.3.

On a donc Wcﬂo — Z4 X (Z/3Z)5’ lorsque /80 = %

Corollaire 2.5.8. Soit We, le groupe engendré par les points de Weierstrass
de la courbe générique, on a W, = Z* x (Z/37Z)°.

DEMONSTRATION :  Comme W, est un quotient de Z* x (Z/3Z)° (d’aprés
la proposition 2.3.1), et comme Wcﬂo est un quotient de We, (d’apres la
proposition 2.5.1), on en déduit que We, = Z* x (Z/3Z)°. .
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2.6 Conséquences

2.6.1 Preuve du théoréme 2.1.1

Pour déduire la structure de W, dans le cas général, nous avons besoin
d’appliquer le théoréme de spécialisation du a Silverman ([Sill]), dont nous
redonnons 1’énoncé.
Théoréme 1.3.5 Soit A — C une famille (plate) de variétés abéliennes
toutes définies sur un corps global K, ou C est une courbe projective lisse.
En un point t € C(K) pour lequel la fibre A; est non-singulicre, on définit
Uapplication de spécialisation oy : A(C) — A{(K), P+~ P,.

Si A n’a pas de partie constante, alors l’ensemble {t € C(K) | oy n’est
pas injective } est un ensemble de hauteur bornée dans C(K).

En particulier, lorsque K est un corps de nombres et d > 1 est un entier,
alors o; est injective pour presque tout t € U C(L).

[L:K]<d

Nous allons appliquer ce théoréme avec A = Jac(Cz), C = P* (ici, pa-
ramétrée par ). Nous devons donc vérifier qu’il n’y a pas de partie constante.
Notons Jz la jacobienne de Cz. Supposons que J/Q(f3) ait une partie constante
Ay, variété abélienne de dimension 1, 2 ou 3. Il existe alors un morphisme de

J/Q(B) dans Ay, et donc un morphisme C/Q(5) % Ay , oll ¢g est défini sur
Q(B). Soit S la surface algébrique définie par cette famille de courbes. Elle
est birationnelle & la surface {(z,y,8) € A® | y® —z(z—1)(2* -2 Bz +3) = 0},
et donc birationnelle 3 P2
On a une application non constante & - - -— Ap. On en déduit une applica-
tion non constante P2 - --—= A, ce qui n’est pas possible.

Comme le groupe engendré par les points de Weierstrass de la fibre
générique We, est isomorphe & Z* x (Z/3Z)° (d’apres le corollaire 2.5.8),
on en déduit que pour presque tout 5,W¢, = Z* x (Z/3Z)°.

2.6.2 Preuve du corollaire 2.1.2
Cela nous permet de démontrer le corollaire 2.1.2, dont nous rappelons I’énoncé :

Corollaire 2.1.2 Soit une famille de courbes lisses joignant une courbe hy-
perelliptique & une courbe Cg pour laquelle We, = Z* x (Z/3Z)°. Soit W,
le groupe engendré par les points de Weierstrass de la fibre générique, on a
alors We, = 2" avec 9 < r < 23.
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DEMONSTRATION :  En effet, la spécialisation W, — W, étant injective sur
la partie de torsion, si W, = Z" x G, ou G est un groupe fini, on a pour un
s correspondant a la courbe We,, G — (Z/ 3Z)%, et pour un s correspondant
a la courbe hyperelliptique, G — (Z/2Z)%. On en déduit donc qu'il n’y a pas
de partie de torsion. D’autre part, comme W, — Z* x (Z/37Z)® est surjective
(prop. 1.3.3), ona r > 9. .

Remarque: Si C, est la courbe de genre 3 générique, on obtient de méme
que We, = Z" avec 9 < r < 23. "

2.7 Appendice

Nous pouvons décrire plus précisément les valeurs de ¢t € Q(y/—3) hors des-
quelles la partie finie de W est (Z/3Z)5. En effet, pour que les points de Weierstrass
qui engendrent W; soient Q(y/—3)-rationnels, on effectue le changement de coor-
données (z,y) — (22,2 V2y); I'équation de la courbe devient

) 2,2
(2+t+1) (2+t+1)

Pour que les points de Weierstrass qui engendrent Ws soient définis, il faut rajouter
deux racines cubiques, & savoir {/2¢(t +1) et {/2(t+2)(t — 1) (2t +1).

Soit alors K = Q(v/—3,3/2t(t+1),3/2(t +2) (t — 1) (2t + 1)). Considérons
les images des points qui engendrent J[¢] par application z — T

Hx—O‘x—2‘x—2t1‘x—2t2

[00) Pl || 2 | 2 | 4 i
[(20)-Pu] | 2 | 2 | 4 4
[(241,0) — Po] | 4 4 2 2

Si 2 n’est pas un cube dans K, le tableau nous montre que 'image est de
dimension 1 en tant que Z/3Z-espace vectoriel. Et donc, dim J(K)[3] = 5 d’apres
la proposition 2.4.7.

Lemme 2.7.1. Il n’y a qu’un nombre fini de valeurs det € Q(v/—3) pour lesquelles
2 est un cube dans K = Q(v/—3,8/2t(t +1),3/2(t +2) (t — 1) (2t + 1)).

DEMONSTRATION : En effet, 2 est un cube dans K , si et seulement si on peut
trouver s € Q(v/—3) tel que 2 satisfasse une des conditions 2 8% = (2¢ (t+1))%(2 (t+
2) (t—1) (2t +1))°. C’est I’équation affine d’une courbe C, ;. Et donc 2 est un cube
dans K si et seulement si ¢ est une coordonnée d’un point Q(v/—3)-rationnel de la
courbe Cq p. On sait que 2 n’est pas un cube dans Q(v/—3). Les courbes planes C; 1,
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Ca,1, C1,2, et Ca 2 sont de genre 4 et n’ont donc qu’un nombre fini de points Q(+v/—3)-
rationnels. D’autre part, La courbe C; ¢ a pour équation affine s3 =t (t+1), et est
isogéne & la courbe elliptique y?> = 23 + 1. La courbe Cp; a pour équation affine
s3=(t—1)(t+2)(2t+1), et est isogeéne & la courbe elliptique y* = x3 + 16. La
courbe C3 g a pour équation affine 2 s3 =t (t+1), et est isogene a la courbe elliptique
y?> = 2% + 1/4. La courbe Cp » a pour équation affine s3> = 2 (t — 1) (t +2) (2¢ + 1),
et est isogéne & la courbe elliptique y?> = z® + 1. Toutes ces courbes elliptiques
ont rang 0 sur (Q, sont isogenes & leur tordue par -3, et sont donc de rang 0 sur

Qv =3). .

Pour déterminer les valeurs de ¢ hors desquelles la partie infinie de W est Z4,
il faudrait aussi considérer des points rationnels sur des courbes lisses.
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Troisieme partie

Etude de la famille de courbes
lisses d’équation affine

y*=a(z —1)(z —t)

57






Résumé

Nous déterminons, pour une famille de courbes lisses de genre 3, la structure du groupe
engendré par les points de Weierstrass dans la jacobienne. Cela fournit un exemple ou ce
groupe est infini. Plus précisément, nous exhibons une famille ol ce groupe est isomorphe
4 Z° x (Z/AZ)? et en déduisons l'existence d’une famille o1 ce groupe est Z" avec 11 <
r < 23.

Abstract

We describe the group generated by the Weierstrass points in the Jacobian, for a family
of smooth curves of genus 3. This gives an example where this group is not finite. More
precisely, we construct a family with a group isomorphic to Z° x (Z/4Z)2. Thus we can
conclude that there exists a family whose group is Z" with 11 < r < 23.

3.1 Introduction

Soit C une courbe lisse projective de genre g > 2. Une telle courbe possede
un ensemble de points canoniques: ses points de Weierstrass. Choisissons un
de ces points; cela définit un plongement de C dans sa jacobienne J. De
plus, la structure du groupe W = W, engendré par les points de Weierstrass
dans la jacobienne ne dépend pas du point de Weierstrass choisi; ce groupe
est donc un invariant géométrique de la courbe digne d’intérét. Nous allons
analyser la structure du groupe W pour la famille de courbes donnée par
’équation affine y* = z(z — 1)(z — ) ou t ¢ {0,1}.

Nous verrons que lorsque ¢ ¢ {—1,2,1/2,(1+4v/3)/2}, cette courbe admet
seize automorphismes. Pour t € {(1 & 41/3)/2}, c’est la courbe de Picard,
et elle admet 48 automorphismes. Pour ¢ € {—1,2,1/2}, c’est la courbe de
Fermat, et elle admet 96 automorphismes.

Pour ces deux courbes particulieres, le groupe W engendré par les points
de Weierstrass dans la jacobienne est décrit dans la littérature; en effet,
pour la courbe de Picard, on sait que W = (Z/47Z)? x (Z/37Z)> ([KS]) et
pour la courbe de Fermat, on sait que W = (Z/4Z)% x (Z/27Z) ([Roh]).
Nous donnons une démonstration de ce résultat en appendice. Remarquons
que les arguments de spécialisation décrits au paragraphe 1.3 permettent de
montrer relativement facilement que W, est de la forme Z" x (Z/4Z)? avec
r > 5 (en effet, la partie de torsion de W s’injecte dans (Z/4Z)° x Z/27Z et
dans (Z/AZ)* x (Z./37)%, et contient de maniére immédiate (Z/47)* d’aprés
le lemme 1.4.2).
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Nous allons en fait déterminer le rang et plus précisément, montrer que

Théoreme 3.1.1. Soit C; la courbe projective lisse birationnelle a la courbe
affine y* = z(x — 1)(x — t) ou t ¢ {0,1}. Pour tout corps de nombres K, il
eziste un ensemble fini Sk tel que sit € K \ Sk alors We, 2 Z° x (Z/AZ)>.
Par exemple, t = 76834/39593 n’appartient pas a Sk.

En utilisant des arguments de spécialisation et le résultat de la partie II
(donnant la structure du groupe engendré par les points de Weierstrass d’une
courbe lisse d’équation affine y*> = z(z — 1)(z® — 28z + 8)) nous en tirerons:

Corollaire 3.1.2. Soit une famille C de courbes lisses joignant une courbe Cy
de la famille y* = z(z — 1)(z% — 2Bz + B) pour laquelle We, = Z* x (Z/3Z)3
a une courbe C; de la forme y* = z(z — 1)(z — t) pour laquelle We, =
Z° x (ZJAZ)?. Soit Wey, le groupe engendré par les points de Weierstrass de
la fibre générique, on a alors We, = Z" avec 11 < r < 23.

Afin de démontrer le théoréme 3.1.1, nous allons exhiber 11 points de
Weierstrass Pi,...,P;; avec Py et P;; d’ordre 4, tels que si I’on note ¥
I'application (my, ...,my) € Z° x (Z/4Z)* —» myP, + ... +my P, € W, on
obtient, en notant W, le groupe engendré par les points de Weierstrass de la
courbe générique, et W celui engendré par ceux de la courbe spéciale, des
applications ¥,, ¥, telles que, si I’on note p la spécialisation, le diagramme
suivant soit commutatif:

7° x (Z.JAZ)?

o/l
=

Puis, nous allons montrer que:
(i) w est surjective (argument de spécialisation (proposition 1.3.3)).

(ii) ¥, et ¥, sont surjectives (proposition 3.4.2).

(iii) ¥, est un isomorphisme pour un s particulier (proposition 3.6.1).
Cela nous permettra de conclure que ¥, est un isomorphisme, qui ne dépend
pas de la spécialisation. Puis, comme y est un isomorphisme pour presque
toute spécialisation en s (cela découle du théoréme 1.3.5), cela nous permettra
de conclure.

Remarque: Toute courbe de la forme y* = P(z), avec P un polynome de
degré 3 ou 4 et de discriminant non-nul est birationnelle & une courbe de la
forme y* = z(z — 1)(z — t). Géométriquement, cela correspond aux courbes
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de genre 3 qui sont revétement cyclique de degré 4 de la droite projective,
avec 4 points totalement ramifiés. "

3.2 Détermination des points de Weierstrass

Considérons, pour t ¢ {0,1}, la courbe lisse C; d’équation affine
vt =z(z - 1)(z—1).

Notons f(z) le terme de droite. La courbe projective Y* = Z*f(%) admet
un unique point a 'infini, noté P,, de coordonnées (1 :0: 0), qui est lisse, et
que l'on prend comme base du plongement dans la jacobienne.
Les points d’inflexion de cette courbe sont définis par ’annulation du hes-
sien H, que nous allons calculer. L’équation de la courbe en coordonnées ho-
mogenes étant Y* = X (X —Z2)(X—tZ)Z,il vient H(X,Y,Z) = —36 G(X,Z)Y?
ol G(X,Z) =3X*—(4+4t) ZX3+(4+ 412+ 2t) Z2X?— (4t + 43 73X +
31274

On dispose donc de la description suivante des points de Weierstrass; ce
sont d’'une part les zéros de f, que I'on note P,, P;, P;, le point a l'infini
P, et d’autre part les points ayant pour abscisse les zéros de g, ou g(z) =
G(X/Z1) =3z —4(1+t)z* +228 +t+2)2® —4(t + 1)tz + 32

En posant 2’ = z+t/x, trouver les racines de g revient a résoudre g(z') =
32° -4 (1+t)a' +4t2 —4t+4=0.
Les racines de g sont 2 ((1+1) = /— (2¢ — 1) (£ — 2)).
Pour que — (2¢ — 1) (¢ — 2) soit un carré, on parameétre par t = 252 Les

2u241°
wl+u+l u?—u+1
2u241 2u241 °

racines de g sont alors z} = 2 et zh = 2
Résolvons d’abord 2} = = + t/x.

Cela revient & résoudre z? (2u® + 1) + (—2u? — 2u — 2)z + u? + 2 = 0. Les
racines sont

w4 u+1+/—(w2+1)(u—1)2
2u +1

2k 1+k*

2 2 : = i =
or — (u*+1) (u—1)? est un carré pour u = ik soit pour ¢ = 2 K r6k2+1

k2_
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Les racines de &} = x + t/x sont alors

(1+14) (k* =)

L1 K2+ 2ik+1
(1—i)(k2+i)

T21 = 2 . :
k?—-27k+1

Résolvons zf, =z + t/x.
Cela revient & résoudre 22 (2u? + 1) + (—2u2 — 2+ 2u)z +u? +2 = 0.

Les racines sont

W+ 1l—uxty/—(w2+1)(u+1)?
2u? 41

c’est-a-dire
(1—3)(k*+1)
kK2 +2ik+1

T31

_ (1+4)(kK*—1)
T T T T oik+1

On en déduit les ordonnées des points de Weierstrass. Notons:

' V(=0 (2 = i) (k2 — 24k + 1) (k2 — 2k — 1) VAT 62 + 1
= (k% + 24k + 1) (k2 — 24k + 1)
V(U4 8) (R 4 6) (2 + 2k + 1) (k2 — 2k — 1) VR 5 682 1 1
v = (2 + 2k + 1) (k2 — 24k + 1)
<
V(U8 (2 + 2k — 1) (2 + 1) (K2 — 24k + 1) VR T 642 1 1
va1 = (k2 + 2k + 1) (k2 — 24k + 1)
V(L= 0) (B2 = i) (k2 + 2k + 1) (k2 + 2k — 1) VAT T 6R2 + 1
| Yt T (k2 + 24k + 1) (k2 — 24k + 1) '
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Les points de Weierstrass d’ordonnée non nulle sont donc les points de coor-
données (z;1,y;11%) avec a € {0,1,2,3}.

D’apres les calculs, on voit tout de suite que pour t = 1/2 ou t = 2, g admet
une racine double. D’autre part, pour t = —1, g() devient 3 (z2+1)?, auquel
cas les abscisses des points de Weierstrass sont +i. Dans ces trois cas (qui
correspondent & la courbe de Fermat), il y a donc 12 points de Weierstrass.
Un calcul direct montre que ce sont les seules valeurs de ¢ pour lesquelles
g admet des racines doubles. Il y a donc, de maniére générale 20 points de
Weierstrass.

Dans le cas général, les points d’ordonnée non nulle sont de poids 1, et les
points de Weierstrass d’ordonnée nulle sont de poids 2. Pour la courbe de
Fermat, tous les points de Weierstrass sont de poids 2.

Pour que les points de Weierstrass soient définis sur un corps plus petit, on
effectue le changement de coordonnées (z,y) — (z(k*+6k%+1),y(k*+6 k%> +
1)3/4), ’équation de la courbe devient y* = z(z — a)(z — b), ot @ = 2(1 + k*)
etb=k*+6k>+ 1.

Notons z1 = (1 +4)(k* — ) (k* — 2tk + 1), z5 = (1 — 9)(k* + 9)(k* + 2tk + 1),
3 = (1 — 0)(k* + @) (k* — 2tk + 1), 24 = (1 + 9)(k* — @)(k* + 26k + 1),
y1 = /(1 —9) (k2 — i) (k> — 2ik + 1)(k> — 2k — 1),
Yo = /(1 + 1) (k2 +4) (k2 + 24k + 1) (k2 — 2k — 1),
) )( )(
)

ys = /(1 + 1) (k2 + ) (k2 — 2ik + 1)(k® + 2k — 1),
ya = /(1 —9) (k2 — i) (k% + 2ik + 1)(k% + 2k — 1).

Notons Py, , le point de Weierstrass de coordonnées affines (@, yn ")
pourl<m<4etl<n<d4

3.3 Géométrie de la courbe et de la jacobienne

Nous déterminons le groupe des automorphismes de la courbe et la struc-
ture de la jacobienne.
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3.3.1 Automorphismes de C

Cette courbe admet de maniére générale 16 automorphismes ([KY]). Lorsque
t ¢ {-1,2,1/2,(14+4/3)/2}, le groupe des automorphismes est engendré par:

([i]: (zy)— (z,iy)
t Vty
< o: (z,y)— (E’T)

T —t _x/t——ly>_

z—1 x—1

\ T (zy)— (
En effet, les automorphismes permutent les points de Weierstrass et I'image
d’un point de Weierstrass de poids 2 est un point de Weierstrass de poids 2.
Une quartique plane lisse est une courbe canonique, donc un automorphisme
peut étre représenté par {X,Y,Z) — MY{X)Y,Z) avec M € PGL(2). Le fait
que C doit étre préservée par cet automorphisme entraine des conditions sur
les coefficients de M. Puis, comme les points Py, P;, P; et P,, sont permutés
par ’action de cet automorphisme, il y a 24 cas a considérer. Un calcul di-
rect montre que seulement quatre de ces permutations conviennent. D’autre
part, comme les quatre points Py, P;, P; et P,, sont fixés par 1'action de ([i]),
chaque permutation correspond & quatre automorphismes de la courbe. Cela
entraine qu’il y a en tout seize automorphismes.
Remarque: Lorsque t = #, cette courbe admet 48 automorphismes.
Lorsque t € {—1,2,1/2}, elle en admet 96. .

Dorénavant, nous considérerons la courbe C’' d’équation y* = z(z —a)(z—
b),ota=2(1+k*)etb=k*+6k*>+ 1.

Sur la courbe d’équation y* = z(z — a)(z — b), le groupe des automor-
phismes est engendré par

[ [i]: (zy) — (z,iy)

ab \/@y>

Z Zz

7

o: (zy)— (

i (o) o (b(f__f),—‘/g;b_;“y)

\
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3.3.2 Structure de la jacobienne de ('

Le quotient de C' par le groupe engendré par I'un des automorphisme [7]? =
[—1], o ou T est une courbe elliptique. Nous les noterons & = C'/{[—1]),
Ey=C"/{(o) et E=C'/(T).

Proposition 3.3.1. La jacobienne est isogéne au produit des trois courbes
elliptiques E1 X €5 X E3. De plus, les E; sont les courbes elliptiques d’équations
respectives:

-y =z(x—a)z—0b), & 12 = 2® + 16(a + b+ 2Vab)z, & : y? =
z® +16(a — 2b — 2v/by/b — a)z.

DEMONSTRATION : Comme nous allons le voir par la suite (au paragraphe 3.5),
les courbes &; sont birationnelles aux courbes D; définies comme suit :

La courbe D; est la courbe &;.

La courbe D, a pour équation v? = — (46 +4a+8 \/(E) ut + 1.
La courbe D5 a pour équation v? = (—4 a+8vbyvb—a+8 b) u*+1. Notons

©; les morphismes de C' dans D; (donnés explicitement au paragraphe 3.5)
Si w; est une forme différentielle sur D;, on vérifie que j(w1), Y5(ws) et
©3(ws) sont des formes différentielles sur C' qui sont indépendantes.

Une forme différentielle sur D; est w; = dz/y et donc ¢} (w;) = dz/y*.

Une forme différentielle sur Dy est ws = du/v et donc

Une forme différentielle sur D3 est wy = du/v et donc

*(w ) —d (_ y ) z2—2az+22v/b—avb+2 zb+ab—2b>—2b%/21/b—a —
P3\Ws —z+b+Vbvb—a (~z+b+vhvb—a)’

z—b+vbvb—a
gl
Une base des formes différentielles sur C' étant donnée par Z—g, % et yz%, on
vérifie que la matrice des ¢}(w;) a un déterminant non nul. "

3.4 Etude géométrique des points de Weiers-
trass

Notons j le plongement dans la jacobienne P +— [P — Py)]. Si L est une
forme linéaire, notons div (L) le diviseur de L. On a

o div(X —2m Z) = Pp1+ Pua+ Pms + Pua
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e div(Y)=Py+ P, + P, + Py
o div(X) =4P,
e div(X —a) = 4P,
o div(X —b) = 4P,.
En effet, le quatrieme point d’intersection de la tangente en Py (resp. P,
resp. P,) avec la courbe est Py (resp. P,, resp. P).
Notation: Rappelons que par abus de notation, nous identifions un point
de Weierstrass et son image dans la jacobienne.
On a donc déja certaines relations entre ces points de Weierstrass, a savoir
e P14+ Pro+Prs+Prs=0 pour 1<m<4
« Bh+P,+P,=0
« 4Py = 4P, = 4P, = 0.

3.4.1 Image par le premier automorphisme

Nous avons une application de C’ vers la courbe elliptique &£; d’équation affine
u? = v(v — a)(v — b), donnée par (z,y) & (z,4%). Notons Q.. 'image du
point de Weierstrass P, , par ¢, notons @, I'image de P, pour m € {0,a,b}
et O I’élément neutre de la loi de groupe. Les points d’ordre 2 sont @y, Q,,
et Q. Un calcul direct fournit alors les relations suivantes entre ces points

sur la courbe elliptique &;:

e Q11 +Qo=Q2;1
o Q11+ Qp = Qup
o Q11+ Qs = Q32
e Qi1 +Q2=0
o Qo+ Q= Q.

Tous les points s’obtiennent donc a partir de 1,1, de Qg et de Q.

Si D est le diviseur d’une fonction rationnelle f sur &, alors ¢7(D) est le
diviseur d’une fonction rationnelle sur C’. Or on sait que sur une courbe ellip-
tique, D = ) n,;P; est le diviseur d’une fonction si et seulement si > n; =0
et > [n;]P; = O. En appliquant cela aux diviseurs Q11 + Qo — Q21 — O,
Qi1+ Qp— Qa2 — O, Q11+ Qs — Q32 — O, on obtient le résultat suivant:
Lemme 3.4.1. Les relations suivantes sont vérifies dans la jacobienne de
C:

e Pi+Pi3+ P+ Pos+2P=0
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e« Pl1+Pi3s+ P31 +P33+2P, =0
e Pii+Pi3+ Py1+Pis+2F=0.
Remarque: Ce résultat aurait pu étre obtenu de maniere plus géométrique.

En effet, dans chacun des trois cas, on peut trouver une conique passant par
2P, et les cinq autres points.

La conique d’équation affine y? + (k* — 2tk + 1)z = 2 (k* + 1) (k* — i) (k* —
24k + 1) intersecte C' en {P; 1,P; 3,P31,Ps3,P,,P}, et a multiplicité d’inter-
section 2 en P, et P,.

La conique d’équation affine 2(: — k%) + (—1+¢)y* + 2(k* — 2ik + 1) (k* +
2ik+1)(k*—i) = O intersecte C' en { Py 1,P1 3,Ps1,Ps3,P5,Ps }, et a multiplicité
d’intersection 2 en P, et P,.

La conique d’équation affine i(k? — 2k — 1)z + y?> = 0 intersecte C' en
{P11,P1,3,P2,P24,P,Psx}, et a multiplicité d’intersection 2 en P, et P.

Cela nous permet de voir que W est engendré par P, 1, Py 2, Pi3, Py1, Pag,
Py, Pyo, Py1, Pyo, Py et Py, les deux derniers points étant d’ordre 4.

On a donc prouvé que:
Proposition 3.4.2. W est un quotient de 7.° x (7./47)*.

En fait, plus précisément, nous avons obtenu une application :
7° x (2/42)? 24 We,
(ml, .. .,mg)(nl,nz) — m1P1,1 + m2P1,2 + m3P1,3 + m4P2,1 + m5P2,2-|—
m6P3,1 + m7P3,2 + m8P4,1 + m9P4,2 + ’anO + n2P1
qui est surjective.

Nous allons montrer qu’en général, il n’y a pas d’autres relations entre ces
points, et donc, que W = Z° x (Z/47Z)%

3.5 Etude des facteurs de la jacobienne

3.5.1 Facteur &,

Considérons 'automorphisme ¢. En identifiant un point et son image par o,
on obtient une application de C’ vers la courbe elliptique & = C'/{0).

Proposition 3.5.1. Le morphisme ¢y de degré 2 de C' vers la courbe ellip-
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tique €, = C'/{0) peut étre décrit par

oo (4 %2’8 y (a: + /21 + k) (k* + 6 k2 + 1))

X

en écrivant € sous la forme

y? = 2° + 16(3k* + 6k% + 3 + 24/2(1 + k) (k* + 6k2 + 1))z.
DEMONSTRATION : Rappelons que ’automorphisme o est donné par
(z,y) — (ab/z,Vaby/x).
Soit (z,y) est un point de C’, posons

Vab

ab
Xi=z+— et Vi=y+—y
T z

on a alors Y}* = (X + 2v/ab)*(X; — a — b).

Y,
En remplacant Y; par Y, = L X, devient solution d’un polynome

(X1 + 2v/ab)’
de degré 2, a savoir
(X + 2vVab)?Ya* — (X —a — b) = 4 X% + a1.X + aq.

En prenant le discriminant A en X, il vient que X5 = (2a2X; + a;) satisfait
X2 =A.

On a donc une application ¢, de C' dans la courbe Dy d’équation
v?=— (4b+40+8vab) u' +1
donnée par (z,y) — (u,v) ou

Y —2%2 4+ 2+vabr —ab+22xb+ 2ax
U= ——+—¢e€t v=— .

z+Vab (H\/@)2

Cette courbe elliptique est birationnelle & la courbe & d’équation

W=t + (16b+16a+32\/£)z

68



et le morphisme de C’ vers &; est donné (voir annexe) par

+Vab
¢z : (2,y) — 4%@@

En remplacant a et b par leur valeur en fonction de &, on obtient le résultat
escompté. .

Nous pouvons décrire 'action de o sur les points de Weierstrass. On a
U(P1,1) = P2,4, 0(P1,2) = P2,1, U(P1,3) = P2,2, U(P1,4) = P2,3, U(P3,1) = P4,2,
O'(Pg’g) = P4,3, O'(P3,3) = P4,4, O'(P3,4) = P4,1. D’autre part O'(P()) = Poo et
O'(Pa) = Pb.

Nous noterons @, 'image du point P, sur la courbe elliptique &;.
Ainsi, nous avons les points Q11, Q12, Q13 = —Q1,1, Q14 = —Q12, @31,
Q3,2, Q3’3 = —Qg,l, Q3,4 = —Q3,2, Qo et O, I’élément neutre de la loi de
groupe.

Remarque: Si ¢o(z,y) est le point de coordonnées (zg,yp) sur la courbe
elliptique &, ¢2(x, — y) est son inverse pour la loi de groupe et ¢o(z,iy) est
le point de coordonnées (—xo,iyo), donc des lors que I'image d’un point est
définie sur un corps de nombres K contenant ¢, les images des autres points
de Weierstrass de méme abscisse sont définies sur le méme corps de nombres
K. .

La courbe elliptique &, est isomorphe par % : (z,y) — (zy?,yy3) a la courbe
elliptique &5 d’équation y? = z® + 16((1 — 1) (k% — 1) (k?* — 21k + 1) (k? — 2k —
1))? (3k* + 6k2 + 3 + 24/2(1 + k%) (k* + 6k2 + 1))z
Les images par 1 o ¢5 des points de Weierstrass sont définies sur

K = Q(i,0/2(1 + k*)(—k* + 6k2 — 1),4/2(1 + k*)(k* + 6k2 + 1)).
Par abus de notation, nous noterons encore Q11 = % o ¢a(x1,y1), Q12 =

Y o @o(@1,iy1), Q31 = Yo Pa(x2,y2), Q32 = Yo $2(x2,0y2) les images des
points de Weierstrass sur la courbe elliptique &;.

3.5.2 Facteur &;

Considérons ’automorphisme 7. En identifiant un point et son image par 7,
on obtient une application de C’ vers la courbe elliptique & = C' /(7).

Proposition 3.5.2.
Le morphisme ¢35 de degré 2 de C' vers la courbe elliptique E5 = C' /(1) peut
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étre décrit par

() > (4 y? y(z — (k* +6k% +1) — /—k8 + 34k% — 1)
Y z— (k' + 6k +1) z— (k' + 6k + 1)

en écrivant £ sous la forme

y? = 2% — 16 (12k% + 2 \/(k* + 6k2 4+ 1)(—k* + 6k2 — 1))z
DEMONSTRATION : Rappelons que ’automorphisme 7 est donné par

(2.9) (b(x—a) B \/l;\/b—ay>‘

x—b '’ x—b

Soit (z,y) est un point de C’, posons

b(z —a) Vbyvb —a

Xi=zx+——— et V1 =y—
r—>b

z—>b y

on a alors Y;* = (X; — 2b — 2v/bvb — a)?(X; — a).
Y

(X1 —2b—2vVbyb—a)’

polynome de degré 2, a savoir

En remplacant Y; par Y5 = X devient racine d'un

(X — 20— 2vVbVb — )2V} — (X — a) = as X% + a1 X + aq.

En prenant le discriminant A en X, il vient que X» = (2a2X; + a;) satisfait
X2 =A.

On a donc une application @3 de C' vers la courbe elliptique D3 d’équation
v? = (—4a+8\/5\/b—a+8b) ut +1
donnée par (z,y) — (u,v) ou

et

u=—

Y
—z+b+vVbvb—a
U_x2+2(—a+\/b—aﬁ+b)x+ab—2b2—2b3/2 b—a

- ; .
(—a:+b+\/5\/m)
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Cette courbe elliptique est birationnelle a la courbe £; d’équation
y? = 2% +16(a — 2b — 2vVbVb — o)z
et le morphisme de C’ vers £; est donné (voir annexe) par

v* L yle—b—vbvb—a)
) 8 )
x—b x—b
En remplacant a et b par leur valeur en fonction de &, on obtient le résultat
escompté. .

¢ : (z,y) — (4

L’action de 7 sur les points de Weierstrass est donnée par: 7(Py1) = Pyg,
T(P1,2) = P4,4, T(Pl,s) = P4,1, T(P1,4) = P4,2, T(P2,1) = P3,1, T(Pz,z) = P3,2a
T(P2,3) = P3,3, T(P2’4) = P374. D’autre part T(Pb) = Poo et T(Pa) = Po.

Nous noterons @, 'image du point P, sur la courbe elliptique &s.
Ainsi, nous avons les points Q11, Q12, Q13 = —Q11, Q14 = —Q12, Q21,
Qz,z, Q2,3 = —Qz,l, Q2,4 = —Q272, Qo et O, I’élément neutre de la loi de
groupe.

Remarque: Si ¢3(z,y) est le point de coordonnées (zg,yo) sur la courbe
elliptique &, ¢3(x, — y) est son inverse pour la loi de groupe et ¢3(z,iy) est
le point de coordonnées (—xo,iyo), donc des lors que I'image d’un point est
définie sur un corps de nombres K contenant ¢, les images des autres points
de Weierstrass de méme abscisse sont définies sur le méme corps de nombres
K. .

La courbe elliptique &3 est isomorphe par ¥ : (z,y) — (zy?,yy3) & la courbe
elliptique &3 d’équation y* = z® — 16((1 — 1) (k? — 7)(k* — 2ik + 1)(k* — 2k —
1))? (12k% + 2 y/(k* 4 6k + 1)(—k* + 6k — 1))z.

Les images par ¥ o ¢3 des points de Weierstrass sont alors définies sur K =
Q(i, v/(k* + 6k2 + 1)(—k* + 6k2 — 1),4/2(1 + k*)(k* + 6k2 + 1)).

Par abus de notation, nous noterons encore Q11 = ¥ 0 ¢3(21,y1), Q21 =
Y o ¢3(x2,Y2), Q2 = Yo P3(21,i11), Q22 = Yo $3(x2,iy2) les images des
points de Weierstrass d’abscisse non nulle sur la courbe elliptique &j.

3.6 Spécialisation en k = 14

Nous allons montrer que pour certaines valeurs de %, les relations obtenues
entre les points de Weierstrass au paragraphe 3.4 sont les seules qui existent,
plus précisément, nous allons montrer le résultat suivant :
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Proposition 3.6.1. Pour t, = 76834/39593, le groupe engendré par les
points de Weierstrass est We, = 7% x (Z/AZ)>.
Cette valeur de ty correspond a k = 14 et £ty = 2 %.

Le corps de définition des points de Weierstrass est Q(7,4/5494133 — 73929234,
v/5494133 — 73929234,4/9796613 + 74368271,1/9796613 — 74368271).

Nous obtenons immeédiatement le corollaire suivant :

Corollaire 3.6.2. Soit W, le groupe engendré par les points de Weierstrass
de la courbe générique, on a We, = 7° x (Z/AZ)>.

DEMONSTRATION : Comme W, est un quotient de Z° x (Z/4Z)* (d’apres
la proposition 3.4.2), et comme We,, est un quotient de We, (d’apres la
proposition 3.6.1), on en déduit que We, = Z° x (Z/4Z)>. .

Pour effectuer tous les calculs, nous avons utilisé maple d’une part, et gp-pari
d’autre part.

Pour montrer que 'application ¥, est injective, nous allons regarder les
images des points sur chacun des facteurs de la jacobienne. Les informations
que nous en tirerons nous permettront de conclure.

Nous voulons montrer que certains points de 'une des courbes elliptiques
&1, € ou &3 (qui correspondent aux images de points de Weierstrass) sont
Z-indépendants. Pour ce faire, nous allons regarder les images de ces points
lorsque 1’on réduit modulo p pour une place p de K au dessus de p totalement
décomposé dans K. Plus précisément, nous allons utiliser le lemme suivant
suggéré par Jean-Frangois Mestre:

Lemme 3.6.3. Soient Py,...,P, des points K-rationnels sur une variété
abélienne A tels qu’il existe des premiers de K de bonne réduction p1,. .. ,p,
et un nombre premier | tels que

— Les P, sont d’ordre | modulo ;.
- Il existe a; ; tels que ﬁj = amﬁl mod p; et que la matrice formée par
les a; j a un déterminant non nul modulo [.
- All|(K) = {0}
alors, les points P,...,P, sont Z-indépendants.

DEMONSTRATION : En effet, supposons que 1’on ait une relation entre ces
points m{P; + ... + m, P, = 0 que l'on choisit minimale, & savoir que si
h # 1 divise tous les m;, le point (my/h)P, + ...+ (m,/h)P,. est un point
non-nul de la variété abélienne. Lorsqu’on réduit modulo p;, cette relation
devient, compte-tenu des hypotheses, (mya;1 + ...+ mya;,)P; = 0. Comme
ﬁl est d’ordre /, on a donc mia;; + ... + mya;, = 0 mod !. La non-nullité
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du déterminant modulo [ entraine que les m; sont des multiples de [ et donc,
qu’il existe un point K-rationnel d’ordre [, ce qui est exclu. .

3.6.1 Sur la courbe elliptique &

Lorsqu’on spécialise en k = 14, les points ont pour coordonnées

Qi1 = (44269 + 32899:,5494133 — 73929237), Q.1 = (44269 —
32899:,5494133 + 73929237), Q31 = (33349 — 439317,9796613 + 74368277)
et Qa1 = (33349 + 439314,9796613 — 74368277).

Comme 5, 13 et 37 sont totalement décomposés dans Q(7), on peut cal-
culer #& (Fs) = 8, #&,(Fi3) = 8 et #& (F37) = 28. Ainsi, #&1(Q(4))eors €st
de cardinal 4 ou 8. Cela montre que @ est d’ordre infini (car on vérifie
aisément qu’il n’est ni d’ordre 2, ni d’ordre 4).

3.6.2 Sur la courbe elliptique &

Nous effectuons tous les calculs sur la courbe elliptique &5, courbe pour la-
quelle le corps de définition des images des points de Weierstrass est plus
petit. Lorsqu’on spécialise en k = 14, la courbe elliptique &} a pour équation
y? = 23+ (—24469813062240 — 812354044415181) (1862832 + 544+/10526258) x
et les points ont pour coordonnées

Q11 = (—4938472564 — 3670080844i,(—2151282717480 —
11694573889521) (458813 + 454155i + 197+/10526258 + 28i+/10526258) /2329)
et Q31 = (6594487316 + 49007666367,(1945758190216 —
5861033068807)+/2861374994(458813 — 454155: + 1974/10526258 +

28i4/10526258)/89473193).

En utilisant la remarque au paragraphe 3.5.1, nous obtenons les coor-
données des points Q1 2 et Q3. Les points @11, Q1,2, @31 et (32 sont définis
sur le corps de nombres K = Q(i,4/10526258,1/2861374994).

Lemme 3.6.4. Sur la courbe elliptique &}, les points Q1,1, Q1,2, @31 et Q32
sont d’ordre infini et Z-indépendants.

DEMONSTRA}ION: Comme 97 et 157 sont totalement décomposés dans K,
et comme #E&5(Fy7) = 2.53 et #E5(F157) = 2.73, cela permet de conclure que
le seul point K-rationnel d’ordre fini est le point (0,0).

Les points Q11, Q12, @31 et Q32 sont donc d’ordre infini. Nous voulons

montrer qu’ils sont Z-indépendants. Pour ce faire, nous allons appliquer le
lemme 3.6.3 avec A = gé, P1 = 1300 Ql,la Pg = 1300 Ql’z, P3 = 1300 Q3,1,
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Py = 1300Q32, K = Q(4,7/10526258,/2861374994), p; des places de K au
dessus de 1237, 1549, 3061 et de 3109 et enfin avec [ = 61.

p = 1237
Choisissons 546 comme racine carrée de -1 modulo 1237, 1212 comme
racine carrée de 10526258 modulo 1237 et 385 comme racine carrée de
2861374994 modulo 1237.
La courbe elliptique réduite 5’2 a pour équation y? = 2* + 226z.
On a #g’ (IE‘1237) = 22.5.61 et les points satisfont :
Q' 11 = 1300 Q1 1 = (738,1092) est d’ordre 61,
12 = 1300 Q1 2 = (499,1235) = 50 Ql 1
Q31 = 1300 Q3 1= (79,555) = 39 Q1,1,
Q32 = 1300 ng = (1158,1202) = 59 Q’ll
p = 1549
Choisissons 88 comme racine carrée de -1 modulo 1549, 809 comme
racine carrée de 10526258 modulo 1549 et 1319 comme racine carrée de
2861374994 modulo 1549.
La courbe elliptique réduite 5’2 a pour équation y? = z3 + 82z.
On a #g’ (IF1549) = 2.13.61 et les points satisfont :
11 = 1300 Q1 1 = (417,1300) est d’ordre 61,
Q’ 12 = 1300 Q1 2 = (1132,1323) = 11 Q1 .
Q3 1 = 1300 Qg 1 = (240,580) = 44 Q1,1a
Q45 = 1300 Q32 = (1309,1472) = 57 Q% |
p = 3061
Choisissons 2560 comme racine carrée de -1 modulo 3061, 1074 comme
racine carrée de 10526258 modulo 3061 et 408 comme racine carrée de
2861374994 modulo 3061.
La courbe elliptique réduite g’g a pour équation y? = 3 + 1800z.
On a #g’ (F3g61) = 2. 52.61. Et donc on a:
Q’ 11 = 1300 Q1 1 = (2415,2612) est d’ordre 61,
12 = 1300 Q1 2 = (646,1496) = 50 Ql 1
Q3 1 = 1300 Q3 1 = (140,92) = 47 Q1,1a
Q45 = 1300 Q32 = (2921,2884) = 32 Q% |
p = 3109
Choisissons 727 comme racine carrée de -1 modulo 3109, 2910 comme
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racine carrée de 10526258 modulo 3109 et 1350 comme racine carrée de
2861374994 modulo 3109.

La courbe elliptique réduite £’y a pour équation y? = 2* + 2134x.

On a #&(Fs109) = 2.52.61. Et donc on a:

Q% = 1300Q1; = (2600,1278) est d’ordre 61,

Q5 = 1300 Q1,2 = (509,2624) = 11 Q} |,

Q4 = 1300 Qs = (2734,2317) =29 Q)

Q35 = 1300 Q32 = (375,2490) = 14 Q1 ;.

1 50 39 59
. 1 11 44 57 , . .
La matrice 1 50 47 39 | @Pour déterminant 3.7.13.107, qui est non nul
1 11 29 14
modulo 61. Comme le seul point d’ordre fini de &} est (0,0), on conclut que
les points Q1,1, Q1,2, @31 et Q32 sont des points Z-indépendants de &;. .

3.6.3 Sur la courbe elliptique &3

Nous effectuons tous les calculs sur la courbe elliptique &5, courbe pour la-

quelle le corps de définition des images des points de Weierstrass est plus

petit. Lorsqu’on spécialise en k = 14, la courbe elliptique £ a pour équation
o 3. - N - )

y? = x° + (—24469813062240 — 81235404441518:)(—37632 — 5441+/5102017)

et les points ont pour coordonnées

Q11 = (—10095856744 + 15401995847,(3891516380432 —
1172206613760:)(—388943: + 197i4/5102017 — 28+/5102017)/2329)
et Q21 = (1437103136 + 101110470647,/10526258(—59143384 —

439530647)(388943: + 197i4/5102017 + 28+/5102017)/137).

En utilisant la remarque au paragraphe 3.5.2, nous obtenons les coor-
données des points Q1 2 et QQ22. Les points Q11, Q1,2, Q2,1 et (22 sont définis
sur le corps K = Q(4,4/10526258, 1/5102017).

Remarque: Nous obtenons le méme corps qu’au paragraphe précédent. De
plus, les deux courbes elliptiques &) et £; sont K-isomorphes. .

Lemme 3.6.5. Sur la courbe elliptique &3, les points Q1,1, Q12, Q2,1 et Q22
sont d’ordre infini et Z-indépendants.

DE’)MONSTRAIION: Comme 97 et 157 sont totalement décomposés dans K,
et comme #E&;(Fo7) = 2.53 et #E&;(Fi57) = 2.73, cela permet de conclure
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que le seul point K-rationnel d’ordre fini est le point (0,0). Les points Q1,1,
Q1,2, Q2,1 et Q2,2 sont donc d’ordre infini. Nous allons montrer que ces quatre
points sont Z-indépendants. Pour ce faire, nous allons regarder les images de
ces points lorsque 1’on réduit modulo p pour une place p de K au dessus de
p totalement décomposé dans K.

Nous allons appliquer le lemme 3.6.3 avec A =&}, P, = 1300Q1 1, P, =
1300 Q1 2, Ps = 1300 Q21, Py = 1300 Q22, K = Q(i,2/10526258, \/5102017)
p; des places de K au dessus de 1237, 1549, 3061 et de 3109 et enfin avec
[ =61.

p = 1237
Choisissons 546 comme racine carrée de -1 modulo 1237, 1212 comme
racine carrée de 10526258 modulo 1237 et 859 comme racine carrée de
5102017 modulo 1237. B
La courbe elliptique réduite £ a pour équation y? = z® + 1172z

On a #E) (Fig37) = 22.5.61 et les points satisfont :
1 = 1300 Q1 1 = (986,1030) est d’ordre 61,

Qo = 1300 Q1o = (251,782) = 50 Q4 1,

Q4,1 = 1300 Qs = (750,869) = 37 Q4 ,,

Qb5 = 1300 Q22 = (487,703) = 20 Q)

p = 1549
Choisissons 88 comme racine carrée de -1 modulo 1549, 809 comme
racine carrée de 10526258 modulo 1549 et 1152 comme racine carrée de
5102017 modulo 1549.
La courbe elliptique réduite 5’3 a pour équation y? = =3 + 1152z.
On a #5’ (1F1549) = 2.13.61. Et donc on a:
11 = 1300 Ql 1 = (729,177) est d’ordre 61,
12 = 1300 ng = (820,86) = 11 Ql 15
Q21 = 1300 Q2 1 = (1164,1484) = 31 Q' ,,
Qb5 = 1300 Qs = (385,476) = 36 Q' ,

p = 3061
Choisissons 2560 comme racine carrée de -1 modulo 3061, 1074 comme
racine carrée de 10526258 modulo 3061 et 1745 comme racine carrée de
5102017 modulo 3061. _
La courbe elliptique réduite £'s a pour équation y? = 2* + 1580z.

76



On a #gl(]Fg()Gl) =2.52.61. Et donc on a:
1 = 1300 Q1 1 = (2415,783) est d’ordre 61,
{2 = 1300 Q12 = (646,2586) = 50 Q4 ;,

Qb = 1300Qs, = (2316,1193) = 6.,

Qb = 1300 Qn = (745,2263) = 56 Q) ,

p = 3109
Choisissons 727 comme racine carrée de -1 modulo 3109, 2910 comme
racine carrée de 10526258 modulo 3109 et 961 comme racine carrée de
5102017 modulo 3109.
La courbe elliptique réduite £’ a pour équation y* = z® + 1734z.
On a #Eg(]ﬁ‘gmg) = 2.52.61 et les points satisfont :
@' 1, = 1300 é1 1 = (853,5) est d’ordre 61,
15 = 1300 Q1 2 = (2256,526) = 11 Q4 ;,
Q21 = 1300 Q2,1 = (2515,1481) = 8 Q' ,,
Qb5 = 1300 Q22 = (594,973) = 27 Q)

1 50 37 20
|1 11 31 36 N . .
La matrice 1 50 6 56| 2Pow déterminant —3%.13.41 qui est non nul
1 11 8 27
modulo 61. Comme le seul point d’ordre fini de £} est (0,0), on conclut que
les points Q1,1, Q1,2, Q2,1 et Q22 sont des points Z-indépendants de &;. .

Remarque : Notons P un point de £, et P®) un point de &},

Comme les deux courbes & et £ sont K-isomorphes, il est naturel de se
demander ce qu’il advient du groupe engendré par les quatre points Qﬁ?,
Qf%, Qg? et QS’% par cet isomorphisme. On peut montrer en réduisant modulo
6221, 6421, 12101 et 20333 et en appliquant le lemme 3.6.3, que le groupe
engendré par ces 8 points est de rang 8, et donc &, est de rang au moins 8 sur
K. En effet, l'isomorphisme £ de &} vers & est donné par (z,y) — (zA%,yA3)

1—i , —(i+1) V2861374994 + 17 (1 — i) v/10526258
2 153668 '

En appliquant le lemme 3.6.3 avec p; des premiers au dessus de 1237 1549,
3061, 3109, 6221, 6421, 12101 et 20333, les points QF), @), Q%) 5,2;,

f(QLl)a f(QLz)a 5(@2,1) et f(ng) avec [ =61,

avec \ =
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(1 50 39 59 41 37 53 27\
11 44 57 16 54 8 27
50 47 32 55 5 25 30
11 29 14 60 50 53 34
50 21 13 43 15 48 21
11 30 25 35 19 46 18
1 11 31 36 43 46 19 26
\1 50 42 26 22 2 29 47)
pour déterminant —22.32.52.13.29.59.3847, qui est non-nul modulo 61. .

[y

on obtient alors la matrice suivante qui a

—_ =

3.6.4 Preuve de la proposition 3.6.1

Notons dorénavant pour 1<!<3 P® un point de la courbe elliptique &;.
Pour k = 14, supposons que 'on ait une relation entre les points de Weiers-
trass Py1, P12, P13, Po1, Pag2, P31, P32, Py1 et Pyo. Nous allons montrer
que c’est la relation triviale. Comme ces points sont tous d’ordre infini, cela
suffira pour montrer que le groupe engendré par ces neuf points, Py et P,
est Z° x (Z/AZ)?. Supposons donc que lon ait miPy 1 + maPy o+ m3Pi 3+
maPy1 +msPy o+ mePs 1 +my7Ps o +mgPy1 +mgPs2 = 0 dans la jacobienne.
On regarde les images de cette relation sur les diverses courbes elliptiques.
Regardons 'image sur & :
Cette relation se traduit par leg% + szS; + mgQﬁ% + m4Qg% + m;,QS% +
mGng + m7Q§% + mgQﬁ + mng(lg = OO avec des notations évidentes. Ce
aui s traduit par (ms + ms — m)QEY + (s — me)(@(2) + Q) + (s —
m6)(Q§2 + Qz(zl)) + (mg — mg)(Qﬂ + Ql(,l)) = O0W), Comme Qﬁ est d’ordre
infini (d’apres ce qu’on a vu au paragraphe 3.6.1), cela entraine que m; +
msg — Mg + My — M5 + M7y — Mg + Mg — Mg =0et que my — ms + Mg — Mg
et my — mg + mg — mg sont pairs.

Regardons 'image sur &, :
Cette relation se traduit par lef% + szf% + mng% + m4Qg% + m5Qg% +
mng + m7Qg% + mgQg + mgQg = O® avec des notations évidentes.
Or d’aprés ce qu'on a vu, les points P, ; et P5;_; ont méme image par ¢s.
De méme, les points P;; et P, ;.1 ont méme image. Cela revient a dire que
2 2 2 2
(my —mg — ms)QM + (mg + m4)Q§7% + (mg + mg)Q;(,,,f + (m7 — ms) §% =
O® sur la courbe elliptique &. Comme on sait que ces quatre points sont
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indépendants, on en déduit que les coefficients satisfont les relations m; =
ms + Mg, Mo = —My, Mg = —Mg et My = Mmg.

Regardons 'image sur &5 :
Cette relation se traduit par lefg + szf% + mgQﬁ% + m4Q§’% + m;,Qé‘B +
mng?{ + m7Q§’% + mgQﬁ + mng% = OB) avec des notations évidentes.
Or d’aprés ce qu’on a vu, les points P, ; et P, ;.o ont méme image par ¢;.
De méme, les points P, ; et P;; ont méme image. Cela revient a dire que
3 3 3 3

(m1 —my —mg)QF] + (ma — mo)QF) + (ma +me)QE] + (ms +m7)QL) =
O®) sur la courbe elliptique £;. Comme on sait que ces quatre points sont
indépendants, on en déduit que les coefficients satisfont les relations m; =
ms + Mg, Mo = Mg, M7 = —Mg et Mg = —My4.

Ces relations entrainent d’une part que ms = mg = mg = my = 0, d’autre
part que m; = mg = ms = 0 et finalement que m; = m3 = 0.

Cela permet de conclure que pour k = 14, i.e. pour la courbe d’équation
y* = z(x—"76834)(x—39593), le groupe engendré par les points de Weierstrass
est Z° x (Z/AZ)%

3.7 Conséquences

3.7.1 Preuve du théoréme 3.1.1

Pour déduire la structure de Wy, dans le cas général, nous avons besoin
d’appliquer un théoréme de spécialisation di a Silverman ([Sill]), dont nous
redonnons 1’énoncé.
Théoréme 1.3.5 Soit A — C une famille (plate) de variétés abéliennes
toutes définies sur un corps global K, ou C est une courbe projective lisse.
En un point t € C(K) pour lequel la fibre A; est non singuliére, on définit
Uapplication de spécialisation oy : A(C) — Ay(K), P~ P,.

Si A n’a pas de partie constante, alors l’ensemble {t € C(K) | o, n’est
pas injective } est un ensemble de hauteur bornée dans C(K).

En particulier, lorsque K est un corps de nombres et d > 1 est un entier,
alors o; est injective pour presque tout t € U Cc(L).

[L:K]<d

Nous allons appliquer ce théoréeme avec A = Jac(C;), C = P' (ici, pa-

ramétrée par t). Nous devons donc vérifier qu’il n’y a pas de partie constante.
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Notons J; la jacobienne de C;. Supposons que J/Q(¢) ait une partie constante
Ay, variété abélienne de dimension 1, 2 ou 3. Il existe alors un morphisme de

J/Q(t) dans Ay, et donc un morphisme C/Q(%) 2 A, , ol ¢ est défini sur
Q(t). Soit S la surface algébrique définie par cette famille de courbes. Elle
est birationnelle & la surface {(z,y,t) € A® | y* —2(z — 1)(z — t) = 0}, et
donc birationnelle & P2.
On a une application non constante S ---— Ag. On en déduit une applica-
tion non constante P?--.— A, ce qui n’est pas possible.

Comme le groupe engendré par les points de Weierstrass de la fibre
générique W, est isomorphe & Z° x (Z/4Z)* (d’aprés le corollaire 3.6.2),
on en déduit que pour presque tout ¢, We, = Z° x (Z/AZ)?.

3.7.2 Preuve du corollaire 3.1.2

Nous avons montré dans la partie II le résultat suivant :

Théoréme 3.7.1. Soit Cg la courbe projective lisse birationnelle a la courbe
affine y* = z(x — 1)(2* — 28z + B) ou B ¢ {0,1,1/2}. Pour tout corps
de nombres K, il existe un ensemble fini Sk tel que si B € K \ Sk alors
We, = 7* x (Z/3Z)°. Par exemple, § = 784/6859 n’appartient pas d Sk.

Ce théoreme et le théoréme 3.1.1 entrainent le corollaire 3.1.2, dont nous
rappelons 1’énoncé :

Corollaire 3.1.2 Soit une famille C de courbes lisses joignant une courbe Cy
de la famille y* = z(z — 1)(2% — 2Bz + B) pour laquelle W, = Z* x (Z/3Z)"
a une courbe C; de la forme y* = z(x — 1)(x — t) pour laquelle We, =
Z° x (ZJAZ)*. Soit Wy, le groupe engendré par les points de Weierstrass de
la fibre générique, on a alors We, = Z7 avec 11 < r < 23.

DEMONSTRATION :  En effet, la spécialisation We, — W, étant injective sur
la partie de torsion, si W, = Z" x G, ou G est un groupe fini, on a pour un
s correspondant & la courbe C;, G < (Z/47)?, et pour un s correspondant &
la courbe Cy , G — (Z/3Z)5. On en déduit donc qu'il n’y a pas de partie de
torsion. D’autre part, comme We, — Z°x(Z/4Z)? est surjective (prop. 1.3.3),
onar>11. "

Remarque: SiC, est la courbe de genre 3 générique, on obtient de méme
que We, £ Z" avec 11 < r < 23. .
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3.8 Appendice: cas ou t = —1

Dorénavant, nous supposerons que ¢t = —1. La courbe C_; est la courbe de
Fermat. Elle admet 96 automorphismes.

Nous montrons comment retrouver le résultat de Rohrlich([Roh]), & savoir que
We_, = (ZJAZ)® x (Z)27)2.

Dans ce cas, il y a 12 points de Weierstrass, tous de poids 2. Lorsque k = i, les
coordonnées des points de Weierstrass deviennent, en posant 1 =i, y1 = —v/i — 1,
z3=—iety3 = =i+ 1: Ppp = (Tm,ymi™ 1) pour m € {1,3} et 1 <n < 4.

Les points de Weierstrass d’ordonnées 0 sont Py, P, P_1 et Py.

On vérifie aisément que le quatrieéme point d’intersection de la tangente en chacun
de ces points avec la courbe est lui-méme. Cela entraine que nous avons déja les
relations suivantes dans la jacobienne de C_1 :

e« PLi+Pa+Pi3s+Ps=0

. P3,1 + P3’2 + P3’3 + P3’4 =0

. P0+P1+P,1—|-Poo:0

o« 4P = 4P 9 =4P; 3 =4P;4 =0

o« 4P31 =4P39 =4P33 =4P34, =0

e 4Py =4P, =4P_1 = 4P, = 0.

La jacobienne est isogéne au produit de trois courbes elliptiques & x &2 x &3.

3.8.1 Image sur la premieéere courbe elliptique

La courbe elliptique £; a pour équation y? = z(z — 1)(z + 1).

On a un morphisme de degré 2 ¢; : (z,y) — (z,y%) de C dans &;. Notons Q11 =
$1(P11) = ¢1(P13), Qi2 = ¢1(Pr2) = ¢1(Pra), Q31 = 01(P31) = ¢1(Ps3),
Q32 = $1(P32) = ¢1(P34), Qo = ¢1(Po), Q1 = ¢é1(P1), Q-1 = ¢1(P1) et O =

1(Px), Iélément neutre de la loi de groupe.

Sur la courbe elliptique &1, les points d’ordre 2 sont Qo, Q1 et Q—1; on a les
relations suivantes entre les points: Qo = 2Q1,1, Q12 = —Q1,1, 4Q11 =0, Q31 =
Qi1+ Q1, Q32 =—-0Q1,1+ Q1.

Si D est le diviseur d’une fonction rationnelle f sur &1, alors ¢7(D) est le diviseur
d’une fonction rationnelle sur C. Or on sait que sur une courbe elliptique, D =
> n;Pj est le diviseur d’une fonction si et seulement si ) n; =0et ) [n;|P; = O.

Cela nous donne, comme nouvelles relations dans la jacobienne:

e PLi+Pi3=P1+ P33+2P
. 2P171 + 2P173 =2P,.
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3.8.2 Image sur la deuxieme courbe elliptique

Le deuxiéme automorphisme de la courbe o est donné par (z,y) — (—1/z,iy/x).
La courbe elliptique £ a pour équation y? = 3 + 32iz.
On a un morphisme de degré 2 de C dans £ donné par

¢2 : (z,y) = (447 [z, 8y(z + i) /x).

Notons Q1,1 = ¢2(P1,1), Q1,2 = ¢2(P12), Q1,3 = $2(P13), Qe = ¢2(Pra), @31 =
$2(P31) = ¢2(Ps3), Qs2 = $2(Ps2) = ¢2(Pa4), Qo = $2(P1) = ¢2(P-1), et
O = ¢2(Po) = ¢p2(P), 'élément neutre de la loi de groupe.

Sur la courbe elliptique &2, les points d’ordre 2 sont Qo, (3,1 et Q32; on a les
relations suivantes entre les points: Qo = 2Q1,1, Q1,3 = —Q1,1, 4Q11 =0, Q31 +
Q11 = @12, @31 +2Q11 = Q32, Q114 = Q1.

Si D est le diviseur d’une fonction rationnelle f sur &, alors ¢3(D) est le diviseur
d’une fonction rationnelle sur C. Or on sait que sur une courbe elliptique, D =
> n;Pj est le diviseur d’une fonction si et seulement si ) ;n; = 0et ) [n;]P; = O.

Cela nous donne, comme nouvelle relation dans la jacobienne:

« P31+ P33+2P ) =2P 52+ P

3.8.3 Image sur la troisieme courbe elliptique

Le troisi¢tme automorphisme de la courbe 7 est donné par (z,y) — ((z +1)/(z —

1),v2y/(z - 1)).

La courbe elliptique £ a pour équation y? = 23 4 16(2v/2 — 3)z.

On a un morphisme de degré 2 ¢3 : (z,y) — (4y2/(z — 1),8(x — 1+ v2)y/(z — 1))

de C dans &3. Notons Q1,1 = ¢3(P1,1) = ¢3(P32) Q1,3 = ¢3(P13) = ¢3(P34),

Q31 = ¢3(P31) = ¢3(P14), @33 = ¢3(P33) = ¢3(P12), Qo = #3(FPy) = ¢3(P-1),

et O = ¢3(Py) = ¢3(P1), élément neutre de la loi de groupe.

Sur la courbe elliptique &3, les points d’ordre 2 sont Qq, Qo = (—4 + 41/2,0) et

Qs = (4—4+/2,0) ; on a les relations suivantes entre les points: Qq = 2Q11 = 2Q1 3,

Qp =2Q31 =2Q33,4Q11 = 0, Q13 = —Q11, Q33 = —Q31, Qo + Qs = Qo =

2Q1,1 +2Q3,1.

Si D est le diviseur d’une fonction rationnelle f sur &3, alors ¢3(D) est le diviseur

d’une fonction rationnelle sur C. Or on sait que sur une courbe elliptique, D =

> n;P; est le diviseur d’une fonction si et seulement si > n; =0et > [n;|P; = O.
Cela nous donne, comme nouvelle relation dans la jacobienne:

o 2(P1,1 + P32+ P31 +Pia+ P+ P4)=0.
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3.8.4 Conclusion

Les nouvelles relations entrainent que

e Ps3=Pi1+Pi3+2P— P,

« Pi3=2P 2 +2P +Py+ P

. 2(P1’1 + P1’2 + P3’1 + P3’2 + P() + Pl) =0.

Le groupe W est engendré par P; 1, P12, P31, P1, Py et par P11 + P1s +
P31 + P39 + Py + Py qui est d’ordre 2; on a donc que W est un quotient de
(Z/AZ)5 x (Z.]27).

Notons dorénavant pour 1 < [ < 3 P®) un point de la courbe elliptique &;.
Pour prouver que les relations que nous avons obtenues sont bien les seules re-
lations dans la jacobienne, supposons qu’il y en ait une autre, & savoir aP;; +
bPi 2 +cP31 +dP3s +ePy + fPy = 0, et regardons I'image de cette relation dans
chacune des courbes elliptiques. Compte-tenu des relations entre les points sur
la premiere courbe elliptique £ (obtenues au paragraphe 3.8.1), on a (a — b +
c—d+ 2e)Q§1,% +(c+d+ f)le) = 0. Comme QS{ est d’ordre 4, et le)

d’ordre 2, comme de plus, 2Q§% #* le), cela entraine que (a —b+c—d+2e) =
0 mod 4 et que (¢ + d + f) = 0 mod 2. Compte-tenu des relations entre les points
sur la deuxiéme courbe elliptique £ (obtenues au paragraphe 3.8.2), on obtient

(a+b+2d+2£)QP) + (b + ¢+ d)QY) = 0. Comme Q) est d’ordre 4, et QF)

d’ordre 2, comme de plus, 2Q§2{ #* Q:(f%, cela entraine que (a + b+ 2d + 2f) =
Omod4 et que (b+c+d)=0 mod 2. Compte—tenu des relations entre les points
sur la troisitme courbe elliptique £3 (obtenues au paragraphe 3.8.3), on obtient
(a+d+ Qe)Qf% + (¢ — b+ 2e) :(,fg = 00). Comme in est d’ordre 4, et Q:(,fg

d’ordre 4, comme de plus, ni Qﬁ + Qg’%, ni 53{ — g:? n’est d’ordre 2, cela en-

traine que (a + d + 2e) = 0 mod 4 et que (¢ — b+ 2e) = 0 mod 4. Cela se traduit
par le systéme suivant

(a—b+c—d+2 = 0
c+d+ f = 2
a+b+2d+2f = 0
b+c+d = 2
a+d+ 2e = 0

L c—b+2e = 0

ou les ¢ sont dans {0,1}.

Cela entraine que a = b = d = ¢ = 2¢/, que f = 2¢ et que e = 2¢”; la relation
devient 2¢'(P11 + P12 + P31 + P32) + 2¢"Py + 2eP; = 0, or nous savons que
Py i+ Ps+ P31+ P32+ Py+ Py est un point d’ordre 2 de la jacobienne, donc,
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cette relation peut s’écrire sous la forme 2(¢” +¢')Py + 2(e + ¢') P, = 0, ce qui est
exclu. En effet, ni 2Py, ni 2P;, ni 2Py;+2P; ne sont nuls dans J. Sil’on avait 2Py = 0
dans la jacobienne, cela se traduirait par 1’existence d’un diviseur principal sur C,
non nul, div (g) = 2Py — 2Py, et donc d’un morphisme de degré 2, g : C — P!,
ce qui contredirait le fait que C n’est pas hyperelliptique. D’autre part, dire que
2Py + 2P; est nul dans la jacobienne revient & dire que 2Py + 2P; — 4P, ~ 0 et
donc qu’il existe un diviseur effectif dans le systéme linéaire associé & 4P, dont
les zéros sont Py et P, avec multiplicité 2. Cela se traduit géométriquement par
Pexistence d’une bitangente & la courbe passant par Py et P, ce qui n’est pas
possible, la tangente & C en chacun de ces points ayant multiplicité d’intersection
4 avec C.
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Quatriéme partie

Etude de la courbe lisse
d’équation affine
2yt 1+ 322+ 22+ %) =0
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Résumé

Nous déterminons la structure du groupe engendré par les points de Weierstrass dans la
jacobienne de la courbe plane projective d’équation

X'+ Y+ 24 +3(X°Y*+ X°Z2°+Y?Z%) =0.
Cette courbe est la seule courbe de genre 3, autre que la courbe de Fermat, possédant le
nombre minimal de points de Weierstrass, & savoir 12.

Abstract

We describe the group generated by the Weierstrass points in the Jacobian of the curve
XY+ Y4+ 24 +3(X2Y2 + X222 +Y2%Z%) = 0.

This curve is the only curve of genus 3, apart from the fourth Fermat curve, possessing

exactly twelve Weierstass points.

4.1 Introduction

Soit C une courbe projective lisse de genre g. Pour un diviseur D, on note
[D] sa classe dans Pic’(C). Choisissons un point de Weierstrass, qui sera noté
oo. On note J la jacobienne que 1'on identifiera & Pic’(C) et on définit le
plongement jacobien suivant

.. C = J
7P [P—

que P'on étend par linéarité aux diviseurs Div(C).

Nous nous intéressons alors a la structure du groupe W engendré par
les images par j des points de Weierstrass dans la jacobienne de C. Cette
structure est indépendante du point de Weierstrass choisi comme base du
plongement.

Le cas le plus simple est celui d’'une courbe hyperelliptique ot 1’on voit
assez facilement que W = (Z/2Z) = J[2] (voir le paragraphe 1.5 ).

Pour les courbes de genre 3 non hyperelliptiques, c’est-a-dire les quar-
tiques planes, quelques cas particuliers ont été traités dans la littérature. Il
s’agit de courbes possédant de nombreux automorphismes. En effet, pour
la quartique de Klein (d’équation X3Y + Y3Z + Z3X = 0), qui possede
168 automorphismes, W = (Z/27) x (Z/77Z)* ([Pra]). Pour la courbe de
Fermat (d’équation X* + Y* = Z*%), qui possede 96 automorphismes, W =
(Z/AZ)® x (Z/2Z) ([Roh]). Pour la courbe d’équation Y3Z + Z* = X*, qui
en possede 48, W = (Z/47Z)* x (Z/3Z)5 ([KS)).
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Dorénavant, nous nous intéressons a la courbe C lisse de genre 3 d’équation
X'+ Y+ 2P+ 3 (XY + XPZ2+ Y Z%) =0.

Cette courbe possede 24 automorphismes ([KK]). Nous montrons que:

Théoreme 4.1.1. Soit W le groupe engendré par les images des points de
Weierstrass dans la jacobienne de la courbe projective lisse d’équation X* +
Y4+ 24+ 3(X?Y?2+ X222 +Y2Z2%) =0, alors W = (Z/AZ)®.

Cette courbe possede exactement 12 points de Weierstrass, tous de poids
2. Il n’y a que deux courbes qui possedent douze points de Weierstrass, celle
que nous considérons et la courbe de Fermat ([KK]).
Pour démontrer le théoréme 4.1.1, nous allons tout d’abord utiliser des ar-
guments géométriques pour réduire le nombre de générateurs de W. Puis,
comme la jacobienne de la courbe est isogene au produit de trois fois la
méme courbe elliptique &£, ’étude des images de ces points dans £ par les
trois morphismes de C vers £ nous permettra de déterminer exactement la
structure de W.

REMERCIEMENTS : Je voudrais remercier Pavlos Tzermias pour m’avoir si-
gnalé une démonstration erronée et aidée a la corriger.

4.2 Détermination des points de Weierstrass

Dans le cas d’un quartique lisse, les points de Weierstrass sont les points
d’inflexion. Le hessien H est donné par H(X,Y,Z) = 2 X%+(3 2%+ 3Y?) X*+
(8Y?Z22+32*+3Y*") X?+22%+2Y®+32*Y?+3 Z?Y* et donc les points
de Weierstrass sont définit par annulation de (X2+Y?2)(Y2+ Z2)(Z%+ X?).
Les points de Weierstrass sont donc les points d’intersection de la courbe
avec les 6 droites d’équation Ly : X =4Y, Ly : X = —iY, L3 : Y = iZ,
Ly:Y=—iZ, Ls: Z=1Y, Lg: Z = —iY.

, P13 - (—1,’i,1), P1,4 - (1, - 2,1)

. Sur Ll . Pl,l = (’L.,l,l), P1,2 = (—Z, - 1,1) ,
1,1) (1,4,1), Poy = (=1, —4,1).

o Sur Ly: Py = (—14,1,1), Pop = (4, — 1, =
e Sur Ly: Py 3, Po3, P33 = (—i,i,1), P34 = (4,3,1)
o Sur Ly: P4, Poy, Py3 = (—i,—4,1), Pya= (i, —3,1).
Sur Ly : Pio, Po1, P33, Pags.
Sur Lg : P11, Pag, P34, Pya.
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D’autre part, la courbe a multiplicité d’intersection 4 avec la tangente en
chacun de ces points. Cela nous donne tout de suite des relations entre les
images des points de Weierstrass dans la jacobienne J. Choisissons comme
base du plongement le point P 3. Le plongement j dans la jacobienne devient
alors P +— P — P3 3. Par abus de notation, on confond un point et son image
par j. On notera alors que D = 0 lorsqu’un diviseur D est dans le noyau de
j.

Avec cette convention, on a donc

e Pii+Po+Pis+Pia=0

e Po1+ Poo+ Po3+Py=0

o Pis+Py3+ P33+ P34=0

e Piy+Poy+ Pyg+Pus=0

e Pio+Py1+ P33+ Py3=0

e Pli+Poo+P3s+Pus=0

« 4P, ; =0.

Cela nous permet d’exprimer P 4, P>4, P34, Ps3 et Py 4 en fonction de P,
Py, P 3, P21, Pys, de Py5 et de Py3 (qui est nul dans J). Comme nous le
verrons par la suite (lemme 4.4.1 du paragraphe 4.4), nous avons en outre la
relation P g+ Poo — P11y — Py = 2P 3 — 2P, 3, qui nous permet d’exprimer
P, 5 en fonction de Py 1, P12, P13, P»1 et de Py 3, et donc de montrer que:
Proposition 4.2.1. W est un quotient de (Z/4Z)°.

Nous allons montrer que W est en fait égal a ce groupe, c’est-a-dire qu’il
n’y a pas d’autres relations entre les points de Weierstrass que celles que
nous avons déja obtenues. Pour ce faire, nous allons utiliser la structure de la
jacobienne qui est isogene au produit de trois fois la méme courbe elliptique
([Kul)).

4.3 Structure de la jacobienne de C

Soit D la courbe d’équation affine z* + y? + 1+ 3(z?y + 22 +y) = 0. Nous
avons une application birationnelle que nous noterons 1, de cette courbe
vers la courbe elliptique £ d’équation affine v? = u(u — 1/4)(u — 5/4). Cette

1 4y+11z2422411
4 (z+1)? !

application birationnelle est donnée par (z,y) — (u =

1 (@—1)(4y+11224+22+11)

4 (a+1)°
Notons ¢1, ¢2 et @3 les trois morphismes de C vers D définis par

) (voir annexe).
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¢1 : (X’Y’Z) = (%a(%)%
21 (XY,Z) = (%,(%)?)

¢ (XYZ) (Y’(§)2)'

Proposition 4.3.1. La jacobienne de C est isogéne a € X € X &.

DEMONSTRATION : Siw est une forme différentielle sur D, on vérifie aisément
que w; = ¢f(w), wr = P5(w) et wy = ¢5(w) sont des formes différentielles

indépendantes sur C. En effet, si I’on prend w = y+§d++§, on aura:
2 2
dz d( % ) zdy—ydz 1 dz
W1 = 53 35,3, W2 = p) = 3 3.5 — 3 3
y?+5e2+35 (L2+3u,48  Lhgyihae®  yytipeisy
et w d(%) =% —z_ do
S AN AL A B
car y (2y% + 32% + 3)dy + z (22% + 3y? + 3)dz = 0. .
. . . 49373
Remarque: La courbe £ a pour invariant j(£) = 22,=. Elle n’est donc
5

pas a multiplication complexe. Cela fournit un exemple de calcul de W dans
le cas d’une courbe avec beaucoup d’automorphismes sans néanmoins que la
jacobienne soit isogene a un produit de courbes elliptiques a multiplication
complexe. '

4.4 Images sur la courbe elliptique

Les images des points de Weierstrass par 1'une des trois applications 1) o ¢;
sont certains points particuliers de la courbe elliptique £, a savoir:

A=(G-4,—-1-%), B=(3+3i,—3+31i),C=(5/40), D= (3 - 1i: +19),
E = (3+31,5—10) et le point & I'infini, noté oo, que I'on prend comme élément

neutre de la loi de groupe.
Des calculs élémentaires fournissent les relations suivantes sur la courbe el-
liptique €
( 2C=A+D=B+FE=c
2A=2B=2D =2E = (1,0)
A+B=D+FE=C
A+E=B+D=(0,0)
C +(0,0) = (3,0)
[ 2(0,0) =2(3,0) =2(5,0) =0
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ce qu’on peut résumer en les relations suivantes:

A+D =
A+C—FE =
A+B+(C =

2C = oo-

Ces points de £ ont pour antécédents par 9 o ¢;

[P (o6 (P) [0 ) (P) [ (40 65)°(P)]

Al Pii+ Pog | Pag+ Poy | Pus+ Puy
B | Pio+ Poy | Poig+ Piy | Pss+ Psy
C | Pa+ Pog | Psa+ Pz | Poi+ Py
D || P33+ Py | Pia+ Pip | Pig+ Paos
E | Psa+ Pogy | Por+ Poo | Pia+ Py
00| Pig+ Py | Pag+ Pus | Pio+ Py

En effet, ¢; est de degré 2, et P;; et P,5 ont la méme image sur la courbe
D, a savoir le point de coordonnées (7,1), qui a pour image A par 1. Toutes
les autres images se calculent de la méme fagon.

Cela nous permet d’obtenir une nouvelle relation entre les points de
Weierstrass, a savoir
Lemme 4.4.1. Py + P2y — P11 — P, = 2P, 3 — 2P, 3.
DEMONSTRATION : Nous allons montrer que le diviseur P 5+ Pog — P11 —
P,1 — 2P, 3+ 2P, 3 sur C est principal. Le diviseur A + D — 200 sur £ étant
principal, le diviseur (¢ 0 ¢1)*(A+ D — 200) = Pyy + Pos + P33 + Pas —
2Py 3 — 2P, 4 sur C est aussi principal. Il est linéairement équivalent a P; o +
P2,2 — P1,1 — P2,1 — 2P1,3 + 2P2,3, d’ot le résultat. [ ]

4.5 Preuve du théoreme 4.1.1

Nous allons nous servir du lemme géométrique suivant

Lemme 4.5.1. Pour des points de Weierstrass distincts P, ), R sur C,
2[P+@Q —2R] # 0.

DEMONSTRATION : Comme 4R est un diviseur canonique sur C, 1’existence
d’une fonction rationnelle dans L(4R) s’annulant a 'ordre 2 en P et @ cor-
respond a l'existence d’une bitangente passant par P et ). Or cela n’est
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pas possible, car P et () étant des points de Weierstrass, la tangente a C en
chacun de ces points a multiplicité d’intersection 4 avec C. '

DEMONSTRATION DU THEOREME 4.1.1 D’aprés la proposition 4.2.1, il suffit
de montrer que 2W est isomorphe & (Z/27Z)°. De maniere équivalente, cela
revient a montrer que [2P; 1 —2P; 3], [2P1 2—2Ps 3], [2P1 3—2P3 3|, [2P21—2P; 3]
et [2P23 — 2P5 3] sont linéairement indépendant sur Z/2Z. Par 'absurde,
supposons qu'il existe des coefficents (non tous nuls) ¢, ¢, 3, ¢4, ¢5 dans
Z/27 tels que P'on ait

D= [201P1’1+262P1,2+263P1’3+2C4P2’1+265P2,3—2(Cl+Cz+Cg+C4+C5)P3,3] =0.

Considérons, pour 1 < j < 3, les images par (¢ o ¢;) du diviseur D, on
obtient

2c1A+ 2(ca +¢c4)B+2c5C —2(c1 +ca+c3+cs+c¢5)D =00
2(c1 + ¢2)D + 2¢3B + 2¢4E + 2¢5A = o0
2(c1 +¢)C +2(cs+c5)D —2(c1 + ¢ + ¢35+ ¢4 + ¢5) B = 00-

Comme 2A = 2B = 2D = 2E = (},0) et 2C = 00, on obtient que

1 1 1
(cs + c;,)(Z,O) =(c1+ca+es+eq+ c5)(Z,O) =(c1 +eco+ 04)(1,0) = 00,

et donc les coefficients doivent satisfaire les deux relations
cg =c5 et c1+ca+cyg=0.

Sics =c5 =0o0usic =cy =cq =0, alors exactement deux des coefficients
c; valent 1, et donc par le lemme 4.5.1, D # 0, ce qui est absurde.

Nous pouvons donc dorénavant supposer que c3 = ¢5 = 1 et qu’'un et un
seul des trois coefficients c;, co, c4 est égal a 0. Nous avons alors trois cas a
considérer :

ler cas: ¢c; =0
D’apres les relations du paragraphe 4.2, on a

0=D=[_2Pia+Pi3+Py1+ Po3) —8Ps3| = [4Ps3 — 2P5 4 — 2P, 3],
ce qui contredit le lemme 4.5.1.
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2éme cas: c4 =0
D’apres les relations du paragraphe 4.2, on a

0=D=[2(Pi1+Pio+Pis+ Pr3) —8Ps3| =[2P3 — 2P 4],

ce qui entraine I’existence d’un morphisme C — P! de degré 2, et donc
contredit le fait que C n’est pas hyperelliptique.

3éme cas: co, =0
D’apres les relations du paragraphe 4.2, on a

0 = D = [2(P171+P1,3+P271+P2,3)—8P3’3] = [2P1,1+2P2,1—2P3,3—2P3,4].

Soit f une fonction rationnelle sur C telle que div (f) = 2P, ;1 +2P5; —
2P; 3 —2P;3 4. Remarquons que le diviseur £ = 2P; 3+2P;3 4 n’est pas un
diviseur canonique. Par le théoreme de Riemann-Roch, I’espace vecto-
riel L(E) est de dimension 2 (en effet, s’il existait une fonction ration-
nelle de diviseur 2P; 3 — 2P; 4, la courbe serait hyperelliptique). Si I’on
note oo;, 1 < j < 4 les quatre points d’intersection de C avec la droite
d’équation Z = 0, on a immédiatement que

4

. X?+Y?2+2272
le( 7 ) = 2P3,3 + 2P3,4 + 2P4’3 + 2P4,4 - 2200‘7,
j=1
. 4
. Y +iZ
div ( VA ):P1,4+P2,4+P4,3+P4,4—Zooj.

j=1
Une base de L(E) est alors donnée par les fonctions rationnelles 1 et
(y +1)?/(z* + y* + 2). En particulier, on peut supposer que f est de la

forme _
po Aty )+ (g +0)°
T2 + y2 +2 )
avec a € C. Comme P;; annule f, on doit avoir a = —:. Mais alors,

pour cette valeur de a, le point (i1/5, — 1,1) est aussi un zéro de f, ce
qui donne une contradiction.
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Annexe

Soit £ une courbe donnée sous la forme y?> = P(z) ot P est un polynéme
de degré 4 sans racine double et possédant un point rationnel, que nous noterons
(z0,Y0)- Nous rappelons ici la procédure pour mettre cette courbe sous forme d’une
cubique de Weierstrass ([Cas]).

Lemme En envoyant le point rationnel a 'infini, I’équation de la courbe devient
Y? = G(X)? + H(X), avec G unitaire de degré 2 et H de degré 1. Il eziste alors
une application birationnelle de cette courbe vers la courbe elliptique d’équation

v? = u® + (9] — 4g0)u” + (291h1 — dho)u + i
donnée ezplicitement par (X)Y) — (2(Y + G(X)),22X + ¢1)(Y + G(X)) + hq).

1 Y ) (qui
qui

—x0) " (z — 0)% Yo

consiste & envoyer le point rationnel & 'infini), ’équation de la courbe devient

En effet, apres la transformation (z,y) — (X,Y) = (
z

Y2 =X*+a3X® + a2 X?+ a1 X + ao.

On peut écrire la partie de droite de I’équation sous la forme G(X)2 + H(X) avec
G(X)=X%2+g1X +goet H(X)=h1 X + ho. On a donc

Y -GX)(Y +G(X)) = HX).

En posant T' = (Y +G(X)), de lasorte,ona Y —G(X) = H(X)/T. Nous obtenons
donc
2G(X)=T—-H(X)/T.

En posant S = T'X, nous obtenons que le point de coordonnées (27',4S) est sur la
courbe elliptique d’équation

v? + 2g1uv + 2hiv = u® — 4gou? — 4hgu.
Notons &’ la courbe elliptique sous forme de Weierstrass
v? =u® + (g2 — 4go)u® + (291h1 — 4ho)u + B2
L’application birationnelle de £ dans £’ est alors donnée par (z,y) — (u,v) ou

(y/yo + go(x — x0)® + g1 (= — o) + 1)

u = 2
(z — z9)?
v = (44 2g1(x — z0)) W/vo + ol _(;:(2::)31(]3 —e)+ 1) + hi-
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