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Introduction a la thése

Présentation générale

Processus stochastiques a temps discret. Les processus stochastiques & temps discret
constituent une classe de modéles mathématiques trés utilisés pour décrire ’évolution temporelle
de phénoménes, naturels ou non, ayant un comportement aléatoire. L’utilisation de ces processus
permet de prendre en compte 'imprédictibilité des observations futures d’une série chronologique,
une observation étant alors vue comme la réalisation d’une certaine variable aléatoire, et ’obser-
vation d’une série compléte comme la réalisation d’un processus aléatoire.

L’inférence statistique pour de tels processus s’est beaucoup développée depuis une cinquan-
taine d’années (voir par exemple Azencott et Dacunha-Castelle, 1984; Gouriéroux et Monfort,
1997; Brockwell et Davis, 1991; Hamilton, 1994 et les références contenues dans ces ouvrages) et
I’application de ces modéles est toujours active pour le traitement du signal, I’analyse et la prédic-
tion de séries financiéres, la modélisation de trafic par exemple. Nous avons choisi une approche
fréquentielle de ces problémes.

Densité spectrale et périodogramme. Nous nous concentrons dans cette thése sur I’étude
de processus centrés et stationnaires au second ordre. Soit (X;)¢cz un tel processus et soit v sa
fonction d’autocovariance

’Y(‘T) = ]E(XtXt—i-T)) T € L.

On dit de (X¢)iez qu’il est faiblement dépendant (ou & courte portée, ou & mémoire courte), si sa
fonction d’autocovariance est absolument sommable. Dans le cas contraire (3 ., |v(7)| = 00), on
parlera de processus fortement dépendant (ou & longue portée, ou & mémoire longue)

Les coefficients d’autocovariance sont les coefficients de Fourier d’une mesure positive, la me-
sure spectrale du processus. Nous supposons dans la suite que cette mesure spectrale admet une
densité, dite spectrale, par rapport & la mesure de Lebesgue sur [—m, 7], que nous notons f(z).
Lorsque ) ., |v(7)] < 00, la densité spectrale est définie comme la transformée de Fourier des
coefficients d’autocovariance

§(@) = 5= S e, (8

TEL

_ 4 TP LA . 2 T PR .
Lorsque )., |7(7)| = 0o, cette égalité doit étre prise au sens de L?. On s’intéresse ici & ’estima-
tion de fonctionnelles non-linéaires de la densité spectrale (voir exemples ci-dessous).
Supposons que 'on dispose de n observations X, ..., X, consécutives du processus (Xy)iez-
Nous pouvons alors évaluer les coefficients d’autocovariance empiriques

2 n=t E?:_JT‘ XtXt+-,— si 0< |T| <n-1
An(T) =

0 si |7 >n



8 INTRODUCTION A LA THESE

ou directement le périodogramme des observations, défini comme le module au carré de la trans-
formée de Fourier discréte des observations,

1 <& a1 )

L,(z) = — X" = — A (T)e™E. 1.2

W(@) = 5|3 X[ = 3" 4 (r) (1.2
t=1 TEZL

Cette derniére relation fait du périodogramme un estimateur naturel de la densité spectrale définie

en (I.1). Le plus souvent, on évalue le périodogramme aux fréquences de Fourier

ik =In(zr) , zp=2kr/n , k=1,...,n,

cette évaluation pouvant étre effectuée au moyen d’algorithmes rapides. Le périodogramme est
a la base de beaucoup de procédures d’inférence et a été étudié par de nombreux auteurs. Voir
par exemple Hannan (1970), Priestley (1981), Brillinger (1981), Dzhaparidze (1986), Rosenblatt
(1985).

Il est bien connu que sous des hypothéses de régularité de la densité spectrale, le périodo-
gramme est un estimateur asymptotiquement sans biais de la densité spectrale, mais qu’il n’est
pas consistant *. Aussi, le périodogramme d’un processus indépendant et identiquement distribué
(i.i.d) gaussien évalué aux fréquences de Fourier de ]0,n[ forme une suite de variables indépen-
dantes et identiquement distribuées selon des lois du x2 centré & deux degrés de liberté. Cette
propriété n’est vérifiée que dans ce cas. Toutefois, sous des hypothéses de dépendance faible et de
moments, pour tout p-uplet (kq,...,k,) d’entiers distincts fixés, le vecteur

Tnoks [ F(@kr)s -+ -5 Insey / (@) (I.3)

converge en loi vers un vecteur de variables indépendantes et identiquement distribuées selon des
lois du x? centré & deux degrés de liberté. Ce n’est plus le cas lorsqu’on considére un nombre
croissant de fréquences.

Pour les processus fractionnaires & mémoire longue, processus pour lesquels la densité spectrale
s’exprime sous la forme

fl@)=N—e?f* (@), 0<d<1/2

ou f* est une fonction positive, ce comportement asymptotique n’est plus vérifié: les valeurs du
périodogramme sont asymptotiquement biaisées, asymptotiquement corrélées (voir Kiinsch 1986)
et pour tout p-uplet (ki,...,kp), le vecteur (I.3) admet une distribution explicite différente de
celle annoncée ci-dessus pour les processus faiblement dépendants (voir Deo, 1997).

Le périodogramme est un outil central de ’analyse spectrale, et il continue de faire ’objet
de recherches et de publications dans la littérature récente (voir par ex. Davis et Mikosch, 1999;
Kokoszka et Mikosch, 1999). Les hypothéses de gaussianité et/ou de dépendance faible sur le
processus étudié ont une incidence importante sur la structure du périodogramme du périodo-
gramme et facilitent son étude. Une motivation primordiale des travaux cités et du notre est de
s’en affranchir.

Notons ici que le périodogramme peut étre modifié par deux opérations (compatibles):

— le fenétrage des données (data tapering) qui rend le périodogramme plus robuste aux valeurs
aberrantes et réduit son biais (cf. Dahlhaus, 1983; Janas et von Sachs, 1995). Le tapering
peut &tre souverain en longue portée (voir par exemple Velasco, 1999; Hurvich et Chen,
1999)

* Une explication intuitive de ce fait est qu’on ne peut estimer les n premiers y(7) qui interviennent dans la
définition du périodogramme a partir de n observations.
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N

— lagrégation du périodogramme (pooling), qui consiste & sommer m valeurs voisines du
périodogramme et peut avoir des effets de réduction de variance. Cette étape s’avére éga-
lement indispensable pour des questions techniques, par la modification de la distribution
du périodogramme qu’elle provoque.

Si nous n’avons pas travaillé sur le périodogramme de données fenétrées, nous utiliserons en re-
vanche souvent le périodogramme agrégé (notons bien que m est un entier fixé). Dans cette intro-
duction, nous considérerons toujours le périodogramme « brut ».

Problématique. Dans les exemples ci-dessus et beaucoup d’autres applications (toutes celles
traitées dans cette thése), la grandeur d’intérét s’écrit comme un tableau triangulaire de fonction-
nelle du périodogramme, génériquement

K,
Sn = Z /Bn,k¢n,k (In,k)- (14)

k=1

Les (8n,k) sont des poids déterministes, les ¢, 5, des fonctions mesurables. Que 1’on veuille prouver
la normalité asymptotique de S,, ou sa convergence en moment, l'intrication de la structure de
dépendance des ordonnées du périodogramme ne permet pas d’utiliser les méthodes classiques de
preuve (Lindeberg, martingales, mélanges).

Si les fonctions ¢, sont linéaires, le tableau .S;, est une forme quadratique des observations
Xi,...,X,,

Su = BukiXiX;
ki

De nombreux résultats peuvent étre obtenus dans un tel contexte, sous des hypothéses variées,
de type mélange faible ou de martingales, les formes quadratiques étant un cas simple de U-
statistiques (on se référera & Brillinger 1969 pour des résultats élémentaires basés sur les dévelop-
pements de cumulants et & Doukhan, 1994 pour les résultats sous des hypothéses de mélange).
Pour les processus fractionnaires & longue mémoire, des résultats sur les formes quadratiques ont
été obtenus par Fox et Taqqu (1985) pour des processus gaussiens. Ils ont ensuite été étendus aux
processus linéaires par Giraitis et Surgailis (1990) puis plus récemment par Ho et Hsing (1997)
pour des fonctionnelles plus générales que les formes quadratiques.

La présente recherche s’intéresse aux fonctionnelles non-linéaires du périodogramme de la
forme (I.4) qui interviennent dans de nombreux problémes d’estimation paramétrique, semi-para-
métrique ou non paramétrique, comme le montrent les exemples qui suivent.

EXEMPLE 1. Estimation « directe » de la variance de Uinnovation. Celle-ci vaut, par la formule
de Kolmogorov

1 27
o? = 27rexp{—/ log fX(x)da:}.
27 0
L’estimateur de o2 étudié¢ par Chen et Hannan (1980) se déduit du tableau
1 n
- Z log(In,k)-
k=1

EXEMPLE 2. Régression sur le log-périodogramme. Dans un contexte paramétrique ot la den-
sité spectrale f(z) = f(x;6), 6 étant un vecteur de parameétres fini, ces estimateurs consistent a
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minimiser le risque quadratique

n

Cn(0) = % 2:(10g1n’1c —log f(xk;ﬁ))Q.

k=1
De tels estimateurs ont été proposés (dans un contexte de courte portée) par Taniguchi (1980). Ils
sont particuliérement intéressants lorsque log f(x;6) dépend linéairement de 6, auquel cas on est
ramené & un probléme de régression linéaire. Cette approche a été utilisée en longue portée pour
des problémes paramétriques (Comte et Hardouin, 1997) et semi-paramétriques (voir Moulines et
Soulier, 1999).

ExeEMPLE 3. Estimation spectrale robuste. Soit I'estimateur ponctuel (3 noyau) de la densité
spectrale fx(x)

K
fn(x) =K' Z W, (-73 - yk)In,k
k=—K
ot la suite b, et le noyau W sont tels que f,(z) soit consistant (voir Brillinger, 1981, §5.6). Cet
estimateur est non robuste (au sens de Huber, 1964). Typiquement, il résiste mal 4 la contamination
du signal par une composante harmonique. se comporte mal en présence d’une sinusoide parasite
au voisinage de la fréquence considérée. Un estimateur robuste de f(x), proposé par von Sachs
(1994), s’obtient en résolvant en s 1’équation suivante

. K Ix,
Ano(s) =K7Y~ Wy (z —yp)¢(2 — 1) =0.
s
k=—K
ou la fonction ¢ est une fonction de robustification au sens de Huber; elle est donc non-linéaire. Il est
prouvé dans von Sachs (1994) que l'estimateur ainsi construit est consistant, et asymptotiquement
normal sous ’hypothése supplémentaire de gaussianité.

EXEMPLE 4. Estimation semi-paramétrique du coefficient de différentation fractionnaire
Comme nous ’avons vu, un processus fractionnaire est un processus stationnaire au second ordre
dont la densité spectrale est de la forme f(z) = |1 —e®| =22 f*(z) avec f* « réguliére ». On a donc
f(z) ~ Cz 24 au voisinage de zéro. Geweke et Porter-Hudak (1983) ont proposé un estimateur
semi-paramétrique de d obtenu en regressant localement le log-périodogramme dans un voisinage
de la fréquence nulle, soit

Mn
(C,d) = argmin Z (log I, — log C — 2dlog xk)2
k=1
oll my,, est une suite d’entiers positifs telles que lim,,_, o M, = 00 et lim, o, My /n = 0. On vérifie
que d dit « estimateur GPH » s’écrit

R Mn 1 Mn
d= (Z L) Z Ly, log I
k=1 k=0

avec, pour k = 1,... .7, Lpy = —2log|zg| + 2m," 37" log|z;|. C’est donc bien un tableau de
la forme (I.4). Cet estimateur a été étudié par Robinson (1995), Hurvich et al. (1998) pour des
processus gaussiens.

Pour prouver la normalité asymptotique de S,,, la seule approche classique qui semble appli-
cable est la méthode des moments, qui consiste & prouver la convergence de tous les moments de
Sy vers ceux d’une loi gaussienne. Cette approche nécessite en particulier d’évaluer les quantités

E[ ¢ k(1) T k(1)) - - - Pk (m) T k(m) )] (15)



PRESENTATION GENERALE 11

ot (k(1),...,k(m)) est un p-uplet de {1,...,n}. Si (X;)icz est gaussien, les ¢y, (i) (In,k(s)) sont
des fonctions non-linéaires de variables gaussiennes, et il est possible d’évaluer ces moments (de
les borner) par des techniques spécifiques au cas gaussien, en utilisant des généralisations multidi-
mensionnelles des formules de Mehler (voir Arcones, 1994; également Soulier, 1998). Ces méthodes
n’admettent pas d’extension directe.

Nous avons considéré dans ce travail la classe des processus (X} )icz linéaires, c.-a-d. admettant

X, = Zat,ij R Za? < o0

jEZ JET

la représentation

ol (Z)tez est une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées (bruit
blanc fort), centrée et de variance 1 (par convention). Cette classe inclut les processus gaussiens.
L’étude des tableaux S, qui en résulte est alors tout a fait non-classique.

Nous avons mené deux approches distinctes, que nous baptisons respectivement « méthode de
Bartlett » et « méthode des développements d’Edgeworth directs », pour les raisons qui suivent.
La premiére conduit & des résultats de type « limite centrale », mais ne permet pas dévaluer les
moments de S,. A l'inverse, la seconde permet d’évaluer des moments de S,,, mais ne permet par
pour l'instant d’en déduire des théorémes limites.

Méthode de Bartlett. Nous avons utilisé cette méthode pour prouver des principes de
limite centrale

Sp = N(m,o?) (1.6)

pour des tableaux de la forme S, =3, Bn,kPn,k(In,k) O On suppose > 53,1; =

Elle dérive de la décomposition de Bartlett (Bartlett, 1955, Walker, 1965), qui relie le pério-
dogramme du processus linéaire (X;)icz & sa densité spectrale f et au périodogramme (If, ©) du
bruit blanc Zy, ..., Z,, sous-jacent

In,k = 27I'f($k)ff’k + Rn,k-

Le terme dominant de cette décomposition est 27 f(mk)If’ «» barfois appelé « pseudo-périodogram-
me ».

Le terme R, 1 est un reste stochastique. Sous des hypothéses de décroissance des (a;) (qui ex-
clut les processus fortement dépendants) et des conditions de moments sur le bruit i.i.d. (Z;)¢ez, on
sait prouver typiquement (voir Walker, 1965; Brockwell et Davis, 1991; chapitre 4 de ce document)

ER,k|P < Cn~?/? uniformément en k

En longue portée, ce résultat n’est plus vérifié . On peut toutefois montrer (Moulines et Soulier,
1999)

E|Rnk/f(xr)|? < ck™PlogP (1 + k).

Formellement, S,, se scinde alors en deux tableaux triangulaires

K, K,
Sn=" Bukbnk@rf@)IZ) + > Bk [GnkTnk) — bnp(2rf (@) 17 )]

k=1 k=1
et le traitement de S, se scinde en deux volets. Sous des conditions techniques précises sur les fonc-
tions (¢n, k), les poids (Bn,k) et le processus lui-méme, on prouve que le second tableau triangulaire
vérifie

S Bu [ (Ink) = (@11 (@)T2,)] = 0p(1). (L7)

k=1
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Le chapitre 4 est en partie consacré 4 ce résultat dont la preuve est relativement technique parce
qu’elle demande une étude précise des restes de Bartlett (R, ). Cependant, sauf dans le cas de
fonctions (¢n,r) extrémement réguliéres (par exemple deux fois dérivables et & dérivées secondes
uniformément bornées), on ne sait calculer les moments de ce tableau.
Pour compléter (I.7) et en déduire (L.6), il reste & prouver que, pour deux réels o2 > 0 et m,
K

Z ﬂn,kqsn,k (QWf(mk)If,k) = N(ma 02)' (1'8)
k=1

Ce dernier tableau est une fonctionnelle (a priori non-linéaire) du périodogramme d’une suite de

variables i.i.d. Nous avons su prouver la normalité asymptotique de tels tableaux par la méthode

des moments. Pour évaluer toutes les quantités de type

E[¢n k1) (T k1) - - Brasie(om) T gy (L.9)

nous avons approché les distributions asymptotiques des vecteurs (If k(1) - .,If k(m)) par des

développements d’Edgeworth des transformées de Fourier discrétes de la série (non-observée)
Z1,---,2Zn, soit les variables aléatoires

n n
Cnk = (2mn) 172 Z Zycos(zit) et spp = (2mn) /2 Z Zy sin(zt),
t=1 t=1
telles que If, k= Coy + 551 Le lemme 3.3 est le résultat crucial car il décrit la structure précise
et complexe des moments considérés et qui permet de conclure & la normalité asymptotique (I1.8).
Tous les détails sur cette étape se trouvent au chapitre 3.

Méthode des développements d’Edgeworth directs. Comme nous I’avons déja signalé,
I’approche précédente souffre d’un inconvénient majeur : nous ne pouvons en général obtenir sur
le tableau « reste » un meilleur résultat que la convergence en probabilité (I1.7). On ne peut donc
pas établir la convergence des moments de S, par cette méthode. Celle-ci ne permet pas d’estimer,
par exemple, le risque quadratique moyen de l’estimateur GPH (de I’Exemple 4), soit la quantité
E(d — d)2, ou le risque des estimateurs de régression du log-périodogramme.

Pour prouver la convergence en moment (disons d’ordre 2) d’un tableau S, de type (1.4), soit

. 21
Jim E[(S,)°] =0,
il faut étre capable d’évaluer les moments

E[¢n,k (In,k)¢n,j (In,j )]

pour k,j=1,...,n.

Nous proposons ici une évaluation asymptotique des moments (1.10) par développements d’Ed-
geworth de la distribution de la transformée de Fourier discréte de X, ..., X,,. Notons que dans la
méthode de Bartlett, on estimait des moments similaires, également par développements d’Edge-
worth, mais pour le processus i.i.d. sous-jacent, d’ou ’appellation « méthode des développements
d’Edgeworth directs ».

Von Sachs (1994), Janas et von Sachs (1995) montrent la convergence en moment de fonc-
tionnelles non-linéaires du périodogramme (calculé a partir de données éventuellement fenétrées).
Leur technique repose sur un résultat de Gotze et Hipp (1983), qui valide le développement d’Ed-
geworth formel de sommes de vecteurs faiblement dépendants. Les sommes en question ici sont
des vecteurs de transformées de Fourier discrétes des observations (dépendantes) X, ..., X,. Tra-
duite dans le contexte des processus linéaires, les hypothéses de Go6tze et Hipp imposent une
décroissance géométrique aux coefficients du filtre, conditions vérifiée par les processus ARMA
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par exemple, mais qui exclut beaucoup de processus faiblement dépendants et tous les processus
fortement dépendants.

Nous avons pu exploiter plus loin cette méthode « directe » pour des processus linéaires,
processus dont les transformées de Fourier discrétes se réécrivent comme un tableau infini du
processus i.i.d d’innovation. Par exemple:

n n—j
Ch := (2mn) ™12 Z X, cos(zpt) = (2mn)~1/? Z Z; 2 ay cos(zy (t + 7)). (1.10)
t=1 jeZ  t=1—j
En s’inspirant des techniques de preuve classiques pour les sommes finies de variables indé-
pendantes (voir Bhattacharya et Ranga Rao, 1976) et moyennant des hypothéses de négligibilité
asymptotique, nous avons prouvé la validité de développements d’Edgeworth pour la distribution
de tableaux infinis et multidimensionnels de la forme

T,=)» Un;Z;.
JEZ
Ces hypothéses sont vérifiées facilement dans un contexte de courte portée. En longue portée, les
conditions de validité du développement restent vérifiées sous des conditions assez générales sur
la densité spectrale. Le résultat s’énonce dans ce cas sur les transformées de Fourier renormalisées
par la densité spectrale (ce qui leur confére une variance uniformément bornée):

(2mnf ()12 Z X, cos(zpt) et (2mnf(xy)) "2 Z X sin(zyt). (I.11)
=1 =1

Revenons & ’exemple 4 et considérons un processus linéaire, dont la densité spectrale est &
variation réguliére en zéro, soit

f(@) ~ 2= L(1/2), =0,

ot L est une fonction a variation lente & linfinif. Notre résultat nous permet de valider les
développements d’Edgeworth formels des densités de probabilités des vecteurs composeés des (1.11),
et ce uniformément par rapport aux fréquences considérées. Par intégration de ces densités, on
évalue les moments

Ellog (Ink/ f (k) 10g(In,3/ f(x;))],  k,j=1,...,n.

et on en déduit une expression du risque quadratique moyen ]E((f — d)? de l'estimateur GPH.

Structure du document et résumé des chapitres

Tous les résultats de nos recherches présentables & cette date ont été rédigés sous la forme
d’articles de revue, au nombre de quatre. L’un de ces articles est accepté pour publication, deux
autres sont soumis & lecture et un quatriéme le sera prochainement. Nous avons choisi de les
reproduire intégralement dans leur anglais d’origine et présentons ici un rapport de thése sur
travauz. Ces articles se veulent relativement concis et trois d’entre eux prennent place dans le
corps du document.

Pour rendre celui-ci plus lisible et plus complet, nous avons resitués ces articles dans leur
contexte par un long préambule (en francais), composé de deux chapitres, qui ont pour fonction
d’introduire les outils que nous avons utilisé (développements asymptotiques, décomposition de
Bartlett). Ces chapitres s’ouvrent sur des généralités pour aboutir & I’énoncé et au commentaire

T Cette condition est équivalente a ’hypothése () = L(|7|)7~7, trés fréquente en modélisation de processus
a longue portée
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rapide de nos contributions. Ces derniéres prennent place exhaustivement et avec leurs applica-
tions, dans les chapitres 3, 4 et 5. Un quatriéme article, plus applicatif, est reproduit en Annexe
B.

Chapitre 1 (préambule). Les développements asymptotiques constituant I'outil principal
pour ’obtention de nos résultats, nous leur consacrons ce chapitre d’introduction. Nous montrons
comment s’obtiennent les développements d’Edgeworth dans le cas le plus simple d’une moyenne
de variables i.i.d. Nous énongons quelques résultats généraux et citons notre apport (extrait du
chapitre 5) pour une classe de tableaux infinis. Nous montrons enfin pourquoi ces développements
sont utiles & I’étude asymptotique du périodogramme dans les cas exemplaires d’un processus i.i.d.
et d’un processus a longue portée.

Chapitre 2 (préambule). Le deuxiéme chapitre d’introduction définit d’abord le périodo-
gramme d’un processus aléatoire, et fournit ensuite les premiers résultats quand ce processus est
i.i.d ou linéaire. La décomposition de Bartlett y est introduite, dans le cadre des processus fai-
blement dépendants. Les théorémes limites que nous avons prouvés pour les fonctionnelles non
linéaires du périodogramme sont ensuite énoncés, accompagnés des principaux arguments qui y
ménent et de leurs applications majeures.

Chapitre 3 (article). Ce chapitre reproduit article The periodogram of an i.i.d sequence
(Fay et Soulier, 1999), ou la normalité asymptotique de fonctionnelles non linéaires du périodo-
gramme d’un processus i.i.d est établie sous un ensemble de conditions portant sur les poids 3k,
les fonctions ¢y, x et la loi des variables i.i.d (nombre de moments, régularité). Un théoréme fonc-
tionnel de limite centrale, pour le processus empirique construit sur le périodogramme en est une
application.

Chapitre 4 (article). Ce chapitre reproduit 'article Non-Linear functionals of the Perio-
dogram (Fay, Moulines et Soulier, 1999), ou les résultats du chapitre précédent sont étendus & une
classe de processus linéaires & courte portée. Une grande part de cet article est réservée aux applica-
tions possibles : regression sur le log-périodogramme, estimation spectrale robuste, approximation
polynomiale locale, estimation de fonctionnelles non linéaires de la densité spectrale.

Chapitre 5 (article). Ce chapitre reproduit une version intermédiaire d’un article a sou-
mettre, Edgeworth expansions for infinite triangular arrays (Fay, 1999). On y prouve la validité
du développement d’Edgeworth formel pour la densité de probabilité d’un tableau triangulaire
de la forme Ty, = 3" c 7.
poids dans R¢. Ce résultat est utilisé pour approcher précisément la distribution des transformées

U, ;Z; ot (Z;)iez est un processus i.i.d et Uy ; un tableau infini de

de Fourier discrétes d’un processus linéaire, y compris en longue portée. On développe ensuite
I’application au calcul du risque quadratique moyen de ’estimateur de Geweke et Porter-Hudak
(1983) du paramétre de mémoire.

Annexe B (article). Cette annexe reproduit l’article A New test for Whiteness (Drouiche
et Fay, 1999). Il y est développé une application des résultats précédents a un test de blancheur.
Ce test est basé sur la quantité

log(% /_7r f(z)dz) — % /_7r log f(x)dx

qui est nulle (par I'inégalité de Jensen) si et seulement si la densité spectrale f est plate (c.-a-d. si
le processus est un bruit blanc au sens large). Pour contruire un test de blancheur, cette quantité
est évaluée par une statistique de la forme (I1.4), dont les distributions limites sont fournies par le
Théoréme 3.2 du chapitre 3 si le bruit est i.i.d, et le Théoréme 4.1 du chapitre 4 sous ’hypothése
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alternative que le processus est linéaire strictement stationnaire. Ce test est comparé au test de
Portmanteau.

Bibliographie. Les références sont données i la fin de chaque chapitre, et regroupées dans
une bibliographie générale & la fin du document.
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CHAPITRE 1

Généralités sur les développements d’Edgeworth

Nous proposons ici une introduction aux développements asymptotiques. Nous verrons en
section 1.6 en quoi ils seront utiles pour établir des théorémes limites pour des fonctionnelles du
périodogramme.

1.1. Introduction et outils

L’idée des développements asymptotiques pour les distributions de probabilités est due a
Chebyshev (1890) et Edgeworth (1896,1905), et leur théorie précise & Cramér (1928,1946). Ce
chapitre a pour but de les définir et de les re-situer par rapport a des résultats plus connus comme
le théoréme de la limite centrale (TLC) et l'inégalité de Berry-Esseen. Pour des références plus
précises et les démonstrations, nous renvoyons aux ouvrages dont notre premier chapitre s’inspire :
Hall (Chapitre 2, 1992), Barndorff-Nielsen et Cox (Chapitres 4 et 6, 1989), Petrov (Chapitre 5,
1995) et Bhattacharya et Ranga Rao (1976).

11 sera ici question de convergence faible dans R?. A chaque variable aléatoire X est associée
une fonction de répartition @, Q(z) = P(X < z),2 € R? et une mesure de probabilité u, u(A) =
P(X € A),A C R%. On notera 14(.) la fonction indicatrice de ’ensemble A et B(z,¢) la boule
ouverte de centre z € R? et de rayon € > 0, pour la norme euclidienne notée |.|. On dit que la suite
de variable X,, (associée aux suites Qp,u,) converge en loi (ou en distribution) vers X (Q, p) si
les mesures p,, convergent faiblement vers u, c.-4-d. que pour toute fonction f continue bornée

de R¢ dans R
li iy, = d
ngI;o/Rdfu /Rdfu

ou de facon équivalente, si en tout point de continuité x de @,

lim Qn(z) = Q(z).

n—o0
On notera alors X,, = X ou X, N X, Qn, = Q, un = i, ou, par abus, X,, = . Par ailleurs,
soient (), et ) les fonctions caractéristiques de X,, et X définies respectivement comme les trans-
formées de Fourier-Stieltjes des mesures p,, et u:

Q) = a(t) = /R < ().

Si p est absolument continue par rapport i la mesure de Lebesgue, c.-a-d. du = ¢(z)dz, alors

Q) = ¢ presque-partout. La convergence faible de (X,),en vers X est 4 équivalente la convergence
ponctuelle des fonctions caractéristiques

Vi, lim Qn(t) = Q).

C’est le « Théoréme de continuité » (voir par exemple Théoréme 26.3, Billingsley, 1986). Plus
précisément (voir par exemple les Théorémes 1.9 et 1.10 de Petrov, 1995)
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THEOREME 1.1. Soit py, po, ... une suite de mesures de probabilité de R et @1,@27... la
suite des fonctions caractéristiques associées. Si p, converge faiblement vers une mesure de pro-
babilité p, alors @n(t) — @(t) uniformément sur tout compact de R%. Réciproquement, supposons
que @n converge ponctuellement vers une limite @(t) continue en 0, alors il existe une mesure de
probabilité p telle que p, = p et dont la fonction caractéristique est @

L’ingrédient principal dans I’établissement des résultats qui suivent est ’évaluation de la dis-
tance uniforme entre deux fonctions de répartition par la proximité de leurs fonctions caracté-
ristiques, comme le suggére ce Théoréme, ainsi que les théorémes d’inversion (Théorémes 1.7 et
1.8). Nous reviendrons plus en détail sur cette méthode en section 1.3. On notera  la convolution
opérant sur des mesures (finies) ou les distributions et on note

Q("*) :Q*Q*...*Q‘
—_—————

n fois

Pour toute matrice carrée V' définie positive de dimension d , on notera ¢y et ®y la fonction de
densité et la fonction de distribution de la loi normale centrée de covariance V,

¢V($) — (27r)_d/2| detv|—1/2e—<z,v—1x>/2

®(z) = dv(u)du , By(t) =e <HVE>/?

u<lzw

et simplement ¢, ® et & ces mémes fonctions pour la loi normale de R? centrée réduite, s.e. V = I,.
Soient (Yj)ren une suite de variables aléatoires indépendantes centrées et de variance finie
o? = var(Y},), et que nous supposerons dans un premier temps réelles. On pose

n
§ 2
Bn = Uk’
k=1

et on suppose que B, > 0 pour tout n suffisamment grand, c.-a4-d. que ’une au moins des variables
aléatoires Yy est non dégénérée. On s’intéresse a la convergence en loi de la somme

Sn=B;"?Y"V; (1.1.1)
k=1

de variance 1 et de fonction de répartition @, (.). Les théorémes cités en section 1.2 sont des
premiéres réponses aux questions de normalité asymptotique et de vitesse de convergence dans
le théoréme de limite centrale. En section 1.3, nous montrerons comment on parvient & de tels
résultats en travaillant sur les fonctions caractéristiques. Notons bien que d’autres approches sont
possibles (voir par exemple la preuve du Théoréme de Lindeberg-Feller par substitution successive
des éléments du tableau par des variables gaussiennes également indépendantes, Théoréme 7.2
dans Billingsley, 1968). Nous introduirons ensuite les développements d’Edgeworth en section 1.4
pour le cas des variables réelles indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d), avant de les
généraliser aux vecteurs aléatoires indépendants et & certains tableaux triangulaires en section 1.5,
ou nous citerons nos résultats du chapitre 5. Enfin, nous énoncerons quelques applications de ces
résultats & ’étude asymptotique du périodogramme d’un processus i.i.d et d’un processus linéaire
4 longue portée.
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1.2. Principaux théorémes

Le Théoréme de la limite centrale donne la normalité asymptotique dans le cas de (Yi)k=1,....n
indépendantes et identiquement distribuées. Celui de Lindeberg-Feller fournit une condition né-
cessaire et suffisante pour qu’une somme de variables aléatoires satisfaisant une condition de
négligibilité asymptotique soit asymptotiquement normale.

THEOREME 1.2 (Théoréme de la limite centrale). Supposons les variables (Yi)ren indépen-
dantes, identiquement distribuées, centrées et de variance finie o2. Alors S, = N(0,0?).

THEOREME 1.3 (Théoréme de Lindeberg-Feller). Supposons les variables (Yi)ren indépendan-
tes de variance finie o = var(Yy), de fonction de répartition Fy et au moins l'une d’entre elles
non dégénérée. Alors

. —1 2 _ . _ —
Jim B, Dax op =0 et Jim sgplQn(w) ®(z)| =0

si et seulement si

n—oo

lim B;IZ/ 2?dFy(z) =0 (1.2.1)
k=1"1%

pour tout € > 0 fizé.

Cette derniére condition est dite « condition de Lindeberg » et s’écrit aussi:
n
Ve >0, lim B, ') var(Y;1

|Yk\>eB;1/2) =0.

Tl est souvent plus facile de vérifier une condition de Lyapunov de type (1.2.2). Notons aussi que
dans le cas des tableaux de la forme

n
Sn = Z 6n,kYk
k=1

ou les (Yi)ren sont ii.d. et les poids triangulaires (f,,k) normalisés Y7, 2 , = 1, la condition
de Lindeberg s’écrit

lim max [Bnk| =0.
n—o00 1<k<n

THEOREME 1.4 (Théoréme de Lyapunov). Supposons les variables (Yi)ren indépendantes de
variance finie oi = var(Yy) et au moins l'une d’entre elles non dégénérée. Supposons de plus
EY, |*t% < 0o pour un réel § > 0. Supposons

n
lim B, '~0/2 % " E| X, [** = 0. (1.2.2)

n—oo
k=1

Alors
lim, sup|Q(@) — #(a)] =0

Pour la preuve des deux théorémes suivants, voir par exemple Petrov (1995).

Les inégalités d’Esseen (1.2.3) et de Berry-Esseen (1.2.4) donnent une borne sur la vitesse a
laquelle @,, converge vers ®, sous une hypothése d’existence d’un moment d’ordre 3 supplémentaire
mais toujours uniformément en .

THEOREME 1.5 (Théoréme de Berry-Esseen). Sous les hypothéses du Théoréme 1.3 et en sup-
posant de plus E|Y; | < 0o pour tout k, soit L, = B, /> S""_ E|Y; 3. Alors

sgp|Qn(x) — ®(z)| < AL, (1.2.3)
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Pour la démonstration, voir par exemple les preuves du Théoréme 12.4 dans Bhattacharya et
Ranga Rao (1976) ou du Théoréme 2.6.1 dans Kolassa (1997).
Dans le cas ou les (Yy) sont i.i.d., (1.2.3) devient

sup|Qn(z) — ®(z)| < Apn—1/? (1.2.4)

avec p = E|Y; |?/o® et A une constante universelle qui peut étre prise égale & 3 (borne de Feller). En
imposant une hypothése de régularité supplémentaire sur la distribution des Yy, on peut affiner
le résultat précédent (pour des Y} i.i.d). Rappelons qu’une variable aléatoire réelle Y est dite
« treillis » (lattice en anglais) 8’il existe deux réels a et b tels que P(Y € {a+tb,t € Z}) = 1. Cette
condition est équivalente & la condition suivante sur la fonction caractéristique @ de Y (voir par
exemple le Théoréme 1.3 dans Petrov 1995)

It € R,to # 0 et |Q(to)] = 1.

THEOREME 1.6 (Théoréme 5.22 dans Petrov, 1995). Considérons des (Yi)ren 4.i.d. centrées
et de variance 1. En supposant de plus la distribution de Y, « non-treillis » et E|Y3| < oo, et en
posant m3 = E[Y;3], on a alors

sup |Qu(e) = B(2) - n 2T (1 - 2?)6()| = o(n”'/?)
Tz€R

Dans les sections 1.4 et 1.5, nous généraliserons le résultat précédent & des développements
d’ordres supérieurs de la fonction de distribution @,, et de sa densité de probabilité lorsque celle-ci
existe. Nous aurons besoin pour cela d’hypothéses supplémentaires sur la régularité des fonctions
caractéristiques des variables aléatoires (Yj). L’hypothése des (Yj) mono-dimensionnelles et i.i.d
facilite 'introduction des notions (section 1.4), mais n’est pas nécessaire comme nous le verrons
dans un second temps (section 1.5).

1.3. Inversion de fonction caractéristique

1.3.1. Théorémes. Les résultats qui suivent sont la base des développements d’Edgeworth
que nous présenterons dans les sections suivantes. Ils permettent de traduire dans le domaine
des mesures de probabilité ou des densités, les comparaisons faites entre deux fonctions caracté-
ristiques, typiquement celle de S,, définie en (1.1.1) et celle de la loi gaussienne standard $(t) =
e~t*/2. L’intérét de ces résultats réside dans la plus grande facilité a étudier les fonctions caractéris-
tiques Qn(t) = [@(t/ V/n)]" ou les « secondes fonctions caractéristiques » log Q. (t) = nlog Q(t/v/n)
que les convolutions Q™.

Les deux théorémes suivants, énoncés ici dans un cadre probabiliste, sont connus sous les noms
de « formule d’inversion » et « théoréme d’inversion » des transformées de Fourier.

THEOREME 1.7. Soit () une distribution de probabilité, @\n sa fonction caractéristique, x1 et
To deuz points de continuité de (). Alors

~

T 71’&1}2 —_ 7itz1
€ TC  Qwdt (1.3.1)

Q(@s) = Q1) = —— Jim

THEOREME 1.8. Soit (Q une distribution de probabilité, telle que @ € Ly(RY). Alors Q est
absolument continue par rapport @ la mesure de Lebesque de R? et la version continue de sa
densité q s’obtient par inversion de Fourier de Q)

1) = Gz ¢ Q.
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1.3.2. Applications. Soient ); et ()» deux distributions de probabilité. Les Théorémes 1.7
et 1.8 permettent de comparer ces distributions et leurs densités si elles existent via la comparaison
de leurs fonctions caractéristiques. Supposons d’abord celles-ci sommables. D’aprés le Théoréme
1.8, Q1 et Q2 ont des densités ¢; et g dont les versions continues vérifient de plus

sup |g1(z) — g2()] < (2) /R 101(8) — Oa ()| dt (132)

rzeR4d

Considérons ensuite le cas ou @ n’est pas absolument continue (par exemple si c’est une dis-
tribution discréte) et ()2 est par contre dérivable & dérivée bornée. Pour fixer les idées, @)1 sera
dans la pratique la distribution éventuellement discréte d’un terme d’une suite de v.a. S, dont
on veut étudier la convergence faible quand n — oo vers une distribution absolument continue
@2 (loi normale en général). La comparaison des distributions via une majoration uniforme de la
différence de leurs fonctions caractéristiques est dans ce cas moins immédiate que dans le cas des
distributions absolument continues car l'intégrale de (1.3.1) dont on calcule la valeur principale
n’est pas nécessairement absolument convergente. Un argument de lissage des fonctions de distri-
butions ()1 et 2 permet de se ramener & une intégrale sur un compact a une erreur maitrisée preés.
Les résultats suivants concernent les variables mono-dimensionnelles, mais pourraient s’étendre &
toute dimension finie (voir Bhattacharya et Ranga Rao, 1976, section 10).

LeEMME 1.1 (Lemme 2.5.1 dans Kolassa, 1997). Soit Q1 une fonction de répartition, Q2 une
fonction différentiable telle que sup, |Q4(x)] < m < oo et de limite 0 et 1 en —oo et +00. Soit la
distribution Vi dont la fonction caractéristique Vi est a support compact

Vr(t) = (1= |t|/T) 1y <1

Alors
m
sup [Q1(z) — Q2(2)| < 2sup |Q1 + Vr(z) — Q2 * Vr(z)| + 24—
z€R z€R T
REMARQUE. L’opération de convolution (ou lissage) des fonctions de distributions considérée
ci-dessus se traduit en termes de variables aléatoires de la fagon suivante. Soient X et Y de
distributions respectives 1 et ()2, et Vr une variable aléatoire indépendante de X et Y et de
densité

T1—cosTz
'UT((L') = ;W

dont la fonction caractéristique est YA/T. Les distributions QT et QI des variables X + Vz et
Y + Vr sont les convoluées Q1 x Vi et Q2 x Vo et sont donc absolument continues pour tout
T > 0 et arbitrairement proches de @)1 et Q2 en choisissant 7" suffisemment grand. Les fonctions
caractéristiques de X + Vpr et Y + Vr sont @117T et QQVT, et celles-ci sont & support compact
inclus dans [-T,T].

L’évaluation de sup,cg |QT (z) — Q7 (z)| peut se faire par des raisonnements du type précédent
puisque Q7 et Q¥ sont dans L;. Il découle alors du Lemme 1.1

THEOREME 1.9 (Feller, 1971). Soit Q1 une fonction de distribution, Q2 une fonction diffé-
rentiable telle que |Q%] < m < oo, de limite 0 et 1 en —oco et +00, dont la fonction caractéristique
associée a une dérivée qui vaut 0 en 0. Alors

1T @i(t) - Q(8)] m
sup Q1(x) — Qa(@) < /_T T . (1.3.3)



26 1. GENERALITES SUR LES DEVELOPPEMENTS D’EDGEWORTH

1.4. Développements d’Edgeworth dans le cas i.i.d mono-dimensionnel

Nous montrons dans cette section comment on obtient des développements pour la suite de
densités de probabilité ¢, ou de fonctions de distributions @, associée 4 la suite de variables réelles

n
Sp=n"2Y"V; (1.4.1)
k=1

ou les (Yi)ren sont des variables aléatoires réelles indépendantes et identiquement distribuées,
centrées, de variance 1. La suite S, est asymptotiquement N (0,1) d’aprés le Théoréme de la
limite centrale (Théoréme 1.2). Ces développements asymptotiques sont de la forme

U, o () = @) +n 2Py (2) + 07 Pra(z) + -+ nl73/2P, o g(x) + reste,
ou Yn,s—3(x) = d(x) + n_l/("pn,l(m) +n  ppa(T) + -+ n(s_3)/2pn,s_3(a:) + reste.
ol s est un entier plus grand que 3 tel que E|Y;|® < oco. Le premier terme du développement
sera toujours une distribution ou une densité normale, et la question soulevée est la vitesse de
convergence dans un Théoréme de limite centrale.

On dit ces développements « valides » si chaque terme du développement est asymptotique-
ment négligeable devant celui qui le précéde. On s’attachera & vérifier par exemple,

— pour des fonctions de répartitions, des bornes uniformes

sup |Qn(C) — ¥p s—3(C)| = O(n~(=2/2) (1.4.2)
cec

ol le sup est pris sur ’ensemble C des convexes et mesurables de R?, et des bornes non-
uniformes (plus précises)

sup (1 + d(0,0C)*)|Qn(C) — ¥y s—3(C)| = O(n~72)/2)
CcecC

ou d(0,0C) désigne la distance de la frontiére du convexe C' & l’origine.

— pour des densités, des bornes uniformes
sup |gn (z) — ¥n,s—3(z)| = O(n~ =272 (1.4.3)
z€eR
ou non-uniformes

Slég(l +[2[*)|gn () — Yn,s-3(2)| = O(n==D/%).

Nous commencerons par construire formellement ces développements, puis nous montrerons
sous quelles hypothéses on sait les valider, en distinguant s’il s’agit de densités, de distributions
ou directement de moments de la forme [, fdQn.

1.4.1. Développements formels ou approximation d’Edgeworth. Notons @ et @n les
fonctions caractéristiques de Y; et S, définie en (1.4.1), qui sont reliées par

Qn(t) = [QUt/v)]™ (1.4.4)

Sachant que @(O) =1et que Q est (uniformément) continue sur R, il existe un voisinage de 0 sur
lequel log@ est bien défini, log étant la branche principale de la fonction logarithme sur C. Si Y;
4 s moments finis, Q est s fois dérivable sur R et log@ est donc s fois dérivable sur un voisinage
de 0. Soit &, le cumulant d’ordre r de Y; pour 1 <r <s

Ky = (_i)rd;jr (log @(t)) |t:0'
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On a en particulier k; = 0 et k3 = 1. Alors, & ¢t fixé,

log Qn(t) =nlog Q(t/v/n)
s—1
=1y 0 10gQ(t/ V)| _y + On= )
r=1

2k (it)"
=—1/2+ Z D) g (r=2)/2 4 O(n,(s,2)/2)
= r!
quand n — oo. Par passage & ’exponentielle et développement en série entiére on obtient pour ¢

fixé
A '97‘ n-(r (s—
A S

e’} s—1 N
—t?/2 Z 1 [Z Kr (it) n=(r=2/2 L O(n~(-2)/2)]™

= m! o r!
s—1
=e 1214 30 DRP, Ly (it) | (1 + O~ =2/ (1.45)
r=3

quand n — oo en définissant les polynémes P, par Py =1 et, pour r >0

3

m' (1.4.6)
Viy--rsVm k_l

oti la somme " porte sur les m—uplets d’entiers (1/1, ... ,VUm) supérieurs a 3 et tels que Y ;" (v, —

2) = r. Les coefficients de ces polynomes dépendent des cumulants {«, }3<,<s et cette dépendance

est implicite dans la notation P,. On a en particulier
Py (it) =%(it)3
Po(it) =iyt + L (U2 - Mg 1 8 e
Py(it) =1 it 4 UL Fa I (o)

Une caractéristique, qui s’avérera cruciale, des P, est que ces polynémes ont la méme parité que

r. Ils sont de degré 3r et de valuance r + 2.

L’expression (1.4.5) présente ’avantage de s’inverser facilement par linéarité de la transforma-
tion de Fourier et parce que chaque terme de la somme est un polynéme en ¢ multiplié par et/ 2
dont on sait calculer explicitement les transformées de Fourier (inverses). En effet, en intégrant

par parties successivement, on a
(itye "/ = / ¢"*df(-D?)®(x)}

ou D représente I'opérateur de dérivation d/dzx. Donc, la transformée de Fourier d’un polynoéme
en z multiplié par ¢(z) est un polynéme en ¢ multiplié par e=t"/2. On notera p,(z) la « densité »
continue dont e~t"/ 2P, (it) est la transformée de Fourier, et qui s’obtient formellement & partir de
P, en remplacant les (it)” par (—1)I¥/D¥¢ (voir le Lemme 7.2 dans Bhattacharya et Ranga Rao
1976). D’aprés cette remarque, les polynomes d’Hermite (H,).cn définis par
H,.(z) = (_1)r€w2/2£67w2/2
" dzxr
dot Hy(z) ==, Hs(z)=2°>-1, Hs(z)=2>-3z, etc
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apparaissent naturellement dans ’expression des p,. Ainsi

po(.’l}') :¢($)a
Pi() =55 Ha(2)(a),
pa(z) =5 Hi(@)g(@) + 23 Ho(x)d(x),  ete.

Nous notons P, les mesures signées (sur R) de densité p, par rapport a la mesure de Lebesgue et
nous convenons dans la suite d’utiliser les mémes notations pour la mesure P, et la fonction de dis-
tribution associée & cette mesure. Les p,, P, et P, sont dits « polynomes de Cramér-Edgeworth ».

On appelle « développement d’Edgeworth formel de S,, 4 'ordre s — 3 » la distribution signée
¥, s ou sa densité ¢, ,

s—3

U, s—3(z) = ®(z) + Zn_r/zPr(w) (1.4.7)
s—3

VYn,s—3(x) = () + Z n—r/sz(m) (1.4.8)

obtenues par inversion de Fourier du développement
) s—3 B
e t/? [1 + Z n_r/ZPT(it)] ,
r=1

c’est-a-dire de la relation (1.4.5) ou l'on a omis le terme de reste. La relation (1.4.5) est un

—1/2 est-a-dire qu’a t fizé, chaque terme de ce

développement asymptotique en puissance de n
développement est asymptotiquement négligeable devant celui qui le précéde, quand n — oco. En

revanche, les séries telles que

s—3 NP2 §—3
Krp2 ()2 Ly S T2
E —————n""* ou n~"/?P.(it)
!
r=1 (T+2). r=1

ne convergent quand s — oo que pour des distributions de Y; bien particuliéres*. Les asympto-
tiques que nous étudions sont pour n — oo & s fixé, et non pas pour s — co.

1.4.2. Validité d’un développement pour une densité. L’existence d’une densité pour
une distribution ) est garantie par 'appartenance de @) & Ly. D’aprés (1.4.4), Qn est dans L; dés
Q est dans L,,, On fera donc I’hypothése de régularité

/|@(t)|”dt < 0o pour un certain p > 1. (1.4.9)

pour s’assurer de ’existence d’une densité pour S,, pour tout n suffisamment grand (n > p). Nous
montrons dans cette section la Proposition suivante.

PROPOSITION. Soit (Z;)ien une suite de variables aléatoires i.i.d centrée et de variance 1,
telle que E|Z1|® < 0o. On suppose que la fonction caractéristique Q de Z vérifie (1.4.9). Alors la
somme S, =n~Y23°" | Vi, admet une densité g, pour tout n suffisemment grand. Soit 1y, 5_3(x)
le développement d’Edgeworth formel de ¢, donné par (1.4.8). On a alors

sUp |gn (&) — Pn,s—3(z)| = O(n~ =272 (1.4.10)
z€eR

* Pour des Y7 a composante continue non nulle, Cramér (1928) a montré que la condition pour avoir conver-
PEPSNPU 2
gence de ces séries était FeY1 /4 < 0
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L’existence d’une densité provient de la remarque ci-dessus. D’aprés (1.3.2), il suffit de prouver
On(t) — T t)|dt = O(n~ (=272
|Qn(t) — ¥n,s—3(t)|dt = O(n )-
R

pour établir (1.4.10). Cette intégrale se borne de la fagon suivante, pour une constante réelle § a
déterminer :

Qn(t) — U _3(t)|dt

< / 1On(t) — T o (6)] i + / 1O (t)]dt + / (o (1)
[t|<dv/n [t|>6+/n [t|>8+/n

:ZI1+I2+I3

Pour § bien choisi, ces intégrales sont toutes trois en O(n~(*=2/2). En effet:
1. Tous les ¥,, , peuvent étre majorés par une exponentielle & argument négatif, e.g. Ce=t /4,
indépendamment de n, donc I3 est & décroissance exponentielle en n, et a fortiori O(n’(s’m/ %)

quel que soit § > 0.

2. I se majore grice 4 la condition de régularité faite sur Q Puisque |C§|p est sommable, on
a la majoration suivante

n
VIt] > 6/vn, 1Qu ()] = | [T Q@) < CIR@IP( sup Q@) (1.4.11)
k=1 [t]>6/v/n
Le précédent suprémum est strictement inférieur & 1 sous la condition de Cramér
lim sup |Q(t)] < 1. (1.4.12)
t|— o0

qui est impliquée par @ € L, (par le lemme de Riemann-Lebesgue) et donc, pour un € < 1,
I; < Cl|QIge™ = O(n=(+=2)/2),

3. Le développement de Taylor de la seconde fonction caractéristique permet de comparer les
fonctions caractéristiques et leurs premiéres dérivées sur un voisinage de zéro et de borner
I, a la vitesse en n annoncée. Notons d’abord que

|Qn(t) - lI"n,s—3(t)|
< |Qn( —exp{z (it)'n~(r=2/2 |+|exp{z (it)'n~ ("~ 2)/2} Ty s—s(t)|

r=2
Ces deux termes se traitent séparément.
Le second terme est la différence entre exp{zr T 2k, (it)TH2/(r + 2)1} et son
développement en série, tronqué a 1+ > °_] Spr/ 2P, (it). Son traitement est purement
algébrique ne presente pas de réelle difficultét. Il méne & la majoration

|exp{Z (i)'~} W, o 5(t)] < Cn~C=D/2R (t)e /4

ou C est une constante et Ry est un polynome en t ne dépendant pas de n.
Le premier terme se traite de la facon suivante. Posons

s—1

hn(t) :=1log Qn(t) — Z %(it)rn’(””/?

r=2

T Nous renvoyons aux preuves du Lemme 9.8 dans Bhattacharya et Ranga Rao (1976) et du Lemme 5.2 du
chapitre 5, qui traitent de cas plus généraux.
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Cette fonction est bien définie pour tout |t| < d4/n et § suffisamment petit puisque

log Qn(t) = nlog Q(t/+/n). Alors:
|Qn(t —exp{z (it)"n~(r=2/2}] <exp{z (it)"n ™ "=/} lexp i (2)

Bornons les deux facteurs de cette derniére majoration. Primo,

s—1

Er ity (r=2)/2 L 42 /9| = Er iy (r=2)/2
X 2= @H (i) |
t2z T’+2 |t|/\/_)
r=1
2 Kr42 ST
Z (r+2)!
St2/8

pour § suffisamment petit. Donc

eXp{Z (it)" n—(r= 2)/2}< —3t2/8

(1.4.13)

(1.4.14)

Secundo, par définition des cumulants .., h, a ses s — 1 premiéres dérivées nulles en zéro

et il découle alors d’un développement de Taylor de log Q(t) en zéro que

|hn(t)| < Clt|*n=(=2/2 < 2/8

pour ¢ suffisamment petit. La premiére borne fait apparaitre la vitesse n=(*=2)/2_ En uti-

lisant ces deux majorations de |hy,(t)| et la formule | exp hy, () — 1| < |hn(t)| exp |hn(2)[, on

obtient
lexp hn(t) — 1| < Cn=(=2)/2|¢)2¢t°/8

On déduit de (1.4.13), (1.4.14) et (1.4.15) la majoration

|Qn —exp{z lt T —(7‘ 2)/2}| <Cn—(s 2)/2|t|s —t2/4

(1.4.15)

(1.4.16)

Finalement, on aura établi que pour un polynéme R de t dont les coefficients ne dé-

pendent pas de n mais de s et des cumulants k., on a

Vi € B(0,5/vn), |Qn(t) — T s_s(?)]

< Cn~CD/2R(t) exp{—t?/4} (1.4.17)

pour é un réel positif convenable. La fonction majorante étant sommable en ¢, il découle

/ |©n(t) - l/I}n,sf3(t)) |dt = O(n_(s_2)/2)
itl<s/ v
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1.4.3. Validité d’un développement pour une distribution. La condition de Cramér
(1.4.12) est en fait suffisante quand on effectue un développement des distributions. Elle exclut
entre autres les distributions en treillis (lattice variables), en particulier les distributions discrétes.
Elle assure que la distribution ) ne charge aucun hyperplan.

Gréce au Théoréme 1.3.3, la norme sup de la différence QQ, — ¥, s_3 est majorée par l'intégrale
sur le compact [-T,T] de la différence Qn — U, ;_3 et un terme en 1/T. Pour que cette norme
soit d’ordre n=(6=2)/2_ choisissons T = n{*=2)/2_ D’aprés le Théoréme 1.9,

1 (T 1Qn(t) = Ve (?)] m
Qul@) =W @)l < [ i

T
o 00T,
|t|<dvm |t|
An - l/I}n §—
+02/ ‘Q (t) s 3(t)‘dt+03n7(572)/2‘
NP It]

Comme dans la section précédente pour les densités, on sait majorer avec la précision souhaitée la
différence @, (t) — ¥,, s_3(t) sur un voisinage de 0 de la forme B(0,d4/n) ce qui permet de borner

(s—2)/2

la premiére intégrale. L’intégrale sur la couronne dv/n < [t| <n est majorée par

"1/2/ Ién(t)ldt+nl/2/ 1B(t)|dt.
dv/n<|t|<nls—2)/2 Sv/n<|t|<n(s=2)/2

Le second terme décroit exponentiellement en ¢ et le premier vérifie

/ Ou(dldt<(  sup QU™ (1.4.18)
dv/n<[t|<nle=2)/2 s<|t|<n(s=3)/2

Si s = 3, l'intervalle sur lequel est pris le sup précédent est constant. Alors,

sup Q) <e<1
5<|t|<n(s=3)/2
dés que la distribution de Y7 est « non-treillis » soit V¢ # 0, |@(t)| # 1. Ceci assure la décroissance
également exponentielle (en €") de l'intégrale de (1.4.18). On retrouve ici I’hypothése faite dans
I’énoncé du Théoreme 1.6, qui correspond bien au cas s = 3. Si s > 3, la condition plus forte de
Cramér (1.4.12) est nécessaire puisque l'intervalle § < |t| < n®*~3)/2 croit avec n.

REMARQUE. Des développements de distribution sont néammoins possibles pour des sommes

de variables « treillis ». Dans ce cas, la distribution @, de S,, assigne & un ensemble de va-

~1/2 ¢t il est donc impossible de Iapprocher par les

—1/2

leurs ponctuelles des probabilités d’ordre n
distributions absolument continues ¥, ; avec un meilleur ordre que n . Les développements
asymptotiques valides de ), sont en deux parties, I'une classique de la forme ¥,, ,, 'autre de cor-
rection, discontinue. Voir Esseen (1945), Bhattacharya et Ranga Rao (1976, chapitre 5) ou Kolassa

(1997, Théorémes 3.14.1 et 3.14.2)

1.4.4. Validité d’un développement pour un moment. L’étude asymptotique de @,
ou gn lorsqu’elle existe, est souvent motivée par 1’estimation de moments de la forme [ fd(Q,) ou
J f(z)gn(x)dx, comme nous le verrons au chapitre 3. On souhaite majorer la différence

[ 1@ ...

ou f est une fonction mesurable telle que I'intégrale précédente ait un sens pour tout n suffisamment
grand. Prendre par exemple f(z) = |z|" avec r < s revient & considérer la convergence en moment
dans le Théoréme de limite centrale, comme cela fut étudié par von Bahr (1965).
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Sous des conditions de régularité sur la fonction f, Gétze et Hipp (1978) ont montré que ’on
pouvait valider des développements pour fR fdQ, en se dispensant de la condition de Cramér
(1.4.12), étendant ainsi les résultats de Hipp (1977) pour les fonctions f & dérivée quatriéme
continue et uniformément bornée.

1.4.5. Théorémes. Les Théorémes qui suivent sont des versions « mono-dimensionnelles-
i.i.d. » des théorémes cités. Pour toute fonction f & valeur réelle et tout € > 0, définissons 1’oscil-
lation moyenne de f sous la mesure ®:

5(e) = /wa(a: : €)®(dz)

avec (./Jf(JE : 6) = SUD(y 2)eB(x,c)?2 |f(y) - f(z)l

THEOREME 1.10 (Bhattacharya et Ranga Rao, 1976, Théoréme 20.1). Supposons les variables
Y; i.i.d. centrées, de variance 1 et E|Y1|® < oo pour s > 3. Si Q vérifie (1.4.12), alors pour toute
fonction f telle que sup,cg |f(2)|(1 + |2|*)~! < 0o, on a Uinégalité suivante

s—2
[ £(@n = 307 | < cl£)3(m) + el by 26
r=0

pour un réel positif d convenable, ot 6 = o(n_(s_Q)/z) quand n — oo et ne dépend pas de f.

THEOREME 1.11 (Bhattacharya et Ranga Rao, 1976, Théoréme 19.2). Sous les hypothéses du
Théoréme précédent et en supposant que Q vérifie (1.4.9), alors Q,, admet une densité q, pour
tout n suffisamment grand. De plus

s—2

an(2) = 3 1" 2py(3)| = ofn2/2)

r=0

sup(1 + |z|*)
z€R
quand n — 0.

Pour des sommes normalisées de vecteurs aléatoires indépendants, Gotze et Hipp (1978)
montrent la validité d’un développement de moment sans I’hypothése de Cramér (1.4.12), dont
une version simplifiée est donnée ici.

THEOREME 1.12 (Gotze et Hipp, 1978, Théoréme 3.6). Supposons les variables Y; i.i.d. cen-
trées, de variance 1. Soit f : R — R telle que sup,cp(l + |z|*) 7| f(z)| < oo et s un réel tel que
E|Y1|® < oo, f est [s] —2 fois contindmant dérivable et pour toutr, 0 < r < [s] —2, et un p entier,
on a sup,er(l + |z?) 7L ) (2)] < co. Alors

[s]-2

- —r/2 — —([s]1-2)/2

=0

1.5. Généralisation aux tableaux triangulaires

On s’intéresse & ’extension des résultats précédents aux « tableaux » de type
Sn=> Yo (1.5.1)
k€K,

ot les Y, ; sont des variables centrées de variance finie, de distribution @i, et que nous sup-
poserons encore dans un premier temps mono-dimensionnelles. On désigne par /C,, est une suite
de sous-ensembles de Z. On pourra avoir K, = {1,...,k,} ot k, — oo quand n — oo et on
dira ce tableau « triangulaire » si la suite (kj) est d’ordre n. Cela inclut les sommes normalisés
de variables Y} indépendantes mais pas forcément identiquement distribuées. On parlera aussi de
« tableaux infinis », pour lesquels K, = Z. On note my,; et xp , les moment et cumulant d’ordre
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r de la variable S,, s’ils existent et on suppose S,, renormalisée de sorte que lE[Sn2] =1 (donc
Mp1 = Xn1 = 0 et mp 2 = xn2 = 1 pour tout n). Dans le cadre des tableaux triangulaires, on
appelle « condition de négligibilité asymptotique » (smallness condition en anglais) ’hypothése

Ve > O,k_r{laxk P(|Y, k| > €) = 0 quand n — oo. (1.5.2)

Elle exclut les tableaux triangulaires dont un ou quelques termes dominent les autres, et pour

lesquels tous les comportements de S,, sont alors possibles.

THEOREME 1.13 (Théoréme 4.3 dans Petrov, 1995). Supposons pour toutn les Yy, 1,...,Yek
centrées et indépendantes. Alors

n

S = N(0,1) (1.5.3)

et la condition de négligibilité asymptotique (1.5.2) est vérifiée si et seulement si

kn
Ve>0,Y P(|[Yni| =€) —0 (1.5.4)
k=1
et
kn
Vr >0, EY.2 1y, <] 2 1 (1.5.5)
k=1

1.5.1. Développements formels. La méthode utilisée dans la section précédente pour ob-
tenir des développements d’ordre supérieur peut étre utilisée ici. Par indépendance de Y; 1, la
fonction caractéristique de S, est le produit des fonctions caractéristiques de Q,, (t) = Eelt¥n.x
et les cumulants de S, sont les sommes des cumulants de méme ordre des Y, ;. Le développe-
ment d’Edgeworth formel de S,, s’obtient alors exactement de la méme facon que dans le cas
—7/2g, par Xnk = Zﬁ’;l Kn,k- On définit alors de nouveaux
/2 pour P,) puisque
leurs coefficients dépendent des cumulants X, . Posons pour une famille quelconque {x,}r<s

i.i.d. en remplagant les cumulants n
polynémes de Cramér-Edgeworh qui incluent l'ordre (qui est généralement n

T m
- L 1 * Xve (v
Rt el =1 5 Pitfen = X o 30 T [ g (156)
ot la somme " porte sur les m-uplets d’entiers (v1, ... ,vy,) supérieurs & 3 et tels que Y, (vx —

2) = r. On peut définir ainsi, & partir des P(it, {x,}r<s) un développement d’Edgeworth formel &
lordre s pour n’importe quelle variable aléatoire admettant s + 2 cumulants finis {x, }r<s. Ils ne
peuvent avoir une valeur de développement asymptotique que si la famille {x,},<s est en fait une
suite de familles qui tend vers zéro. Les polynomes P, définis en (1.4.6) pour les sommes normalisées
de variables i.i.d. sont reliés a ces polynomes par la relation P, (it) = P,(it, {n=("=2)/2¢,}).

Les versions multidimensionnelles des polynomes p,(it,{xn,s}) s’obtiennent de la méme facon.
Les {Xn,} sont alors les cumulants d’ordre v du vecteur aléatoire Sy, ou v désigne un vecteur
d’entiers positifs ou nuls. Enfin, pour étudier des vitesses de convergence en loi vers un vec-
teur gaussien de covariance V', on définit des polynomes de Cramér-Edgeworth P, (it, V, {Xn.}),
P.(z,V,{Xnw}), « basés » non pas sur la loi gaussienne centrée réduite mais sur la gaussienne
centrée de covariance V. Pour les définitions précises de ces polyndmes, nous renvoyons au chapitre
5, section 5.2.
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1.5.2. Validité. La méthode de comparaison dans le domaine caractéristique reste inchangée,
et pour les petites valeurs de la variable associée ¢, les majorations sont du méme typef. Le
traitement des grandes valeurs de ¢ qui méne & (1.4.11) demande des hypothéses de négligibilité
asymptotique. En effet, on a désormais

Qn(t) = ] Qns®)
k€K
et il faut des conditions supplémentaires pour s’assurer qu’un nombre assez grand de termes de
ce produit sont petits pour que son intégrale sur les grandes valeurs de la variable ¢ décroisse 4 la
vitesse souhaitée. Ces conditions peuvent s’exprimer directement sur les fonctions caractéristiques
comme dans le Théoréme 1.14 ci-dessous, ou sur le tableau lui-méme, comme dans le deuxiéme
exemple. Prenons d’abord le cas particulier des suites S, = Y _;_, ¥} ot les Y}, sont indépendantes
(mais plus identiquement distribuées) centrées de covariances finies.

THEOREME 1.14 (Théoréme 19.3, Bhattacharya et Ranga Rao, 1976). Soit S, = > ,_, Y ot
les Yy, sont des variables centrées de R?, de covariance finie et de moments absolus finis d’ordre s
tels que

— 1o
hmn_,ooﬁ kz_:llE|Yk|3 < oo

Soit B, la matrice symétrique définie positive telle que
n
B:=v;! | Vy=n! Z cov(Yx)
k=1

définie pour tout n suffisamment grand. Supposons qu’il existe un entier positif p tel que les fonc-
tions

m—+p
gmn®) = J[ [B(e<"EY>),0<m<n-pn>p+1
j=m+1

vérifient

7::sup{/Rdgm,n(t)dt<oo :0<m<n-pn>p+1}
et pour tout § >0

€(9) :==sup{gmn(t) : [t| >0,0<m<n—pn>p+1} <1.

Alors la distribution de n~'/?B,S, admet une densité pour tout n suffisamment grand dont le
développement d’Edgeworth formel est valide.

Considérons ensuite les tableaux de la forme
Sn = Z Un,jZ]‘. (157)
JEKA
avec Y U2 i =1 et posons Uy = maxe,, |Un,j|- Pour valider le développement, on devra vérifier
une condition de type

) = ) . _ —(5—2)/2
/t|>6/U; [@n (0t / II 1RWa t)ldt = O(n ). (1.5.8)

[t>6/U3 tek.,

i L’expression du rayon de la boule sur laquelle les approximations de la fonction caractéristiques sont valides
est par contre modifiée.
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Le résultat s’obtient si suffisamment de U, ; sont de ’ordre de U};, c.-a-d.
Un,i| € (aUy, Uy) (1.5.9)

pour un « donné. Lorsque le tableau est proprement triangulaire, c’est & dire de longueur en O(n),

la condition peut ne porter que sur U};. Si par exemple U’ est d’ordre n=1/2

, il est facile de voir que
le nombre de poids U, ; satisfaisant (1.5.9) est lui méme d’ordre n, pour tout « suffisamment petit.
Ceci assure une certaine « mélangeance » au tableau. Lorsque le tableau est infini, la connaissance
de la vitesse de décroissance de U,: ne suffit pas. Il faut donner une condition explicite sur les
Up,j, et c’est le role de I'hypothése (H1.4) pour le résultat qui suit, et qui porte sur une version

multidimensionnelle des tableaux (1.5.7).

1.5.3. Résultats. Le théoréme énoncé ci-dessous est prouvé au chapitre 5. On y considére
des tableaux infinis multidimensionnels de la forme

T, =Y U.;7% (1.5.10)
JEL
ot (Zi)ez est iid. et les U, ; sont des vecteurs de R? tels que Y U, ; = 0, autrement dit
E[T,] = 0. Notons que nous nous sommes intéressés a ces tableaux parce qu'’ils apparaissent
naturellemnt dans 1’étude de la distribution limite de la transformée de Fourier discréte d’un
processus linéaire, comme nous le verrons en section 1.6.2.

Cette classe de tableaux est particuliére puisque le caractére multidimensionnel et triangulaire
porte uniquement sur les poids déterministes (U, ;) qui pondérent le processus i.i.d. scalaire
(Zt)tez, qui est le méme sur chaque ligne du tableau. Soit U} = max;ez |Up,j|. Pour énoncer la
validité du développement d’Edgeworth de T,,, nous avons besoin de définir les hypothéses qui
suivent.

(H1.1) E[T,] =3 ,c7Un; = (0,...,0)" et V5 := cov(Tn) = 3,7 Un,; Uy,
tout n suffisamment grand et telle que

; est inversible pour

lim A, >0 et Lim,A, < oco.
ou A, et A, désignent respectivement la plus petite et la plus grande valeur propre de V,.
(H1.2) E[T,] = EjeZ U,,; =1(0,...,0) et cov(T,) = E].EZ U,;U, ;=14
(H1.3) lim, 0 Uy = 0.

Pour tout t € R? et tout a positif, soit f (t) le nombre d’indices j tels que [t'U,, ;| > a|t|U;

et soit gn o = infycpam fr o(t).

(H1.4) Il existe des constantes positives C, (3 telles que, pour tout ki, . .. , kn, et tout n suffisamment
grand, il existe p + s d-uplets disjoints By = {j1,q,--- ,Jd,q} tels que

|det M(B,)| > C(UX?, q¢=1,...,p.
De plus, pour tout € € (0, 1), il existe a tel que
cone = O((U7)"*)
THEOREME (5.1). Soit (Z;) un processus i.i.d dont la distribution Q) satisfait (1.4.9) etE|Z]® <

oo pour un entier s > 3. Supposons que les {Uy, ;} vérifient (H1.2), (H1.3) et (H1.4) (avec ce
méme entier s) . Alors il existe une constante C' dépendant seulement de la distribution de Z telle
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que, pour tout n suffisamment grand, la distribution de T,, = EjeZ U,,;Z; admet une densité g,
qui vérifie

s—3
sup (1 + [2[*)|gn(z) = > pr(@, {Xnw})| < CD_ [Unyl®
z€ER? r=0 JEZ

COROLLAIRE (5.2). Soit (Z;) un processus i.i.d dont la distribution @ satisfait (1.4.9) et
E|Z|* < oo pour un entier s > 3. Supposons que les {U,, ;} vérifient (H1.1), (H1.3) et (H1.4)
(avec ce méme entier s) . Alors il existe une constante C dépendant seulement de la distribution
de Z telle que, pour tout n suffisamment grand, la distribution de T, = EjeZ U, ;Z; admet une
densité q, qui vérifie

sup (1 + |z]*)
z€R4

s—3
4a®) = Y pr(@, Vi {nwD)| < C Y [Un
r=0

JEZ
1.6. Applications au périodogramme

Les résultats que nous avons énoncés précédemment trouvent leur motivation dans I’étude de
statistiques construites sur le périodogramme des observations X1, ..., X,, d’'un processus & temps
discret, strictement stationnaire, aux fréquences de Fourier z = 2kn/n, k=1,...,[(n — 1)/2]

1 n
i 2
IX — Xtezt.’llk
n,k )
2mn P

L’évaluation fine de la distribution jointe asymptotique du périodogramme s’avére cruciale. Elle
est reliée & celle des vecteurs de transformées de Fourier discrétes

R 1 o
cX = —— X, coszyt, SX = —= Xy sin . t,
mk \/ﬁt; e mk W; e

qui sont des tableaux triangulaires des variables (Y;)iez, d’ou ’étude des développements d’Edge-
worth pour de tels vecteurs aléaoires.

Si (Xi)tez est un processus i.i.d, la question des développements pour les Cff,k,ST); , entre
directement dans le cadre des tableaux triangulaires de la section 1.5. Chen et Hannan (1980)
furent les premiers & les pratiquer. Leur résultat de développement de densité & l'ordre 2 s’étend
facilement & tous les ordres. Pour des développements de moments, on adaptera les résultats de
Gotze et Hipp (1978). La section 1.6.1 fournit pour ces deux cas un résultat de validité, sous forme
de lemme.

Si, en revanche, (X;)icz est un processus dépendant, alors peu de résultats de validité sont
disponibles. On doit & Gotze et Hipp (1983) la validité du développement d’Edgeworth pour des
vecteurs faiblement dépendants, mais sous des hypothéses de mélange qui restreint & des processus
a courte portée (décroissance géométrique des coefficient du filtre, pour les prossessus linéaires).
Nous avons prouvé des résultats nouveaux en supposant justement le processus X linéaire

Xe =Y ;Z;, Ziid, EZ]=0, EZ}]=1 (1.6.1)
jEz
avec ) % < 0. Soit k = (k(1),... ,k(m)) un m-uplet d’entiers distincts de {1,...,[(n—1)/2]},
C; = (cos(zr(1yt), sin(zr(1)t)s - - - »COS(T(m)t), SiN(Tp(m)t))

et F,, la matrice diagonale de dimension 2m dont les eléments diagonaux sont

(f(-’l?k(l))_l/27f(xk(l))—1/27 o 7f(mk(m))—lﬂ,f(mk(m))_l/Q).
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Soit le vecteur de transformées de Fourier renormalisées
T, =<f($k(1))_1/2cf,k(1)af(ﬂfk(l))_msff,ku); e

F@rem) 2 CX kmy» f(mk(m))il/z‘sr)sz(m))

n
=(2rn)"Y/?F,, ZXtCt-
=1

D’aprés (1.6.1), ce vecteur admet bien la représentation (1.5.10) avec

n
Uy, = (2mn) "' ’Fp Y 4—;Cy,j € L. (1.6.2)
t=1
L’application du Théoréme 5.1 traduit ci-dessus au tableau T,, permet de valider des développe-
ments de densité pour les vecteurs de transformées de Fourier des processus linéaires, moyennant
la vérification des hypothéses de négligibilité asymptotique. Cette étape est la plus délicate pour
les processus & longue mémoire et c’est dans ce dernier cas que la renormalisation des C,f et Sfi &
par la densité spectrale est indispensable. Notre résultat sur les processus & dépendance longue
est énoncé en section 1.6.2 et prouvé au chapitre 5.

1.6.1. Le périodogramme de 1'i.i.d. Soit (Z;):cz un processus i.i.d centré de variance.
Nous verrons dans par suite I’importance que revét un théoréme limite sur les tableaux triangulaires
du périodogramme de Z1, ..., Z, de la forme

[(n—1)/2]
Sn = Z ﬁn,k(b(-[f,k)
k=1

ou ¢ est une fonction de R dans R. Que 'on veuille prouver la consistance en moment ou la
normalité asymptotique (par la méthode des moments) de S,,, on aura besoin d’évaluer les moments
des ¢(I7 ), par exemple
E[$ (I ) oI ).

Cette évaluation peut se faire si 'on connait la distribution exacte des (I7,) (cas gaussien),
ou une approximation de celle-ci (son développement d’Edgeworth & un ordre suffisant dans le
cas général). Le lemme suivant est la généralisation & tout ordre du Lemme 2 de Chen et Hannan
(1980). Il s’établit en adaptant le Théoréme 19.3 de Bhattacharya et Ranga Rao (1976) concernant
les sommes de variables i.i.d. aux tableaux triangulaires de la forme Y77, U, ;Z; que sont les
vecteurs de transformées de Fourier discréte

Wate = (Ckys Siays -+ Crikay> Stecm))
ou k = (k(1),...,k(m)) un m-uplet d’entiers distincts de {1,...,[(n — 1)/2]}.

LEMME. Sous les conditions E|Z|* < oo, s > 3, E[e???] € L, pour un p > 1 et pour tout n
suffisamment grand, la distribution du vecteur Wy, x dont on note {X, n} les cumulants d’ordre v,
admet une densité q, telles que

5§—3

(1 +[2]°)|gn(@) = Y 07" po(@, {fwn})| < Cn= 7272

sup
zER4 r=0

pour une constante C pouvant étre choisie uniformément par rapport a k.

Toujours pour la distribution du vecteur aléatoire W, k, nous avons montré (voir section
3.8.1) qu’'un développement du moment [ fd@,, était valide pour des fonctions f réguliéres, sous
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des hypothéses de moments, et sans la condition de Cramér, en vérifiant les hypothéses de Gotze
et Hipp (1978). Ce résultat peut se formuler de la fagon suivante.

LEMME. Supposons que E|Z1|* < 0o pour un entier s > 3. Posons ro := (s —2—2m)" +2 et
soit f une fonction de R2™ dans R, ro fois continuement dérivable, et telle que pour tout 2m-uplet
(Bi,-..,B2m) tel que > Bi = 1o, on ait [4s, DP f(z)dz < co. Soit Qn la distribution du vecteur
Whrx. Alors le développement d’Edgeworth formel fRZm fd¥, s> du moment [ fdQ, est valide
au sens ol

fd(Qn — lI’n,sz) = O(n7(572)/2)
R2m
avec un o qui ne dépend que de la fonction f et des moments de Z;.

1.6.2. Le périodogramme d’un processus linéaire a longue portée. Nous présentons
ici un résultat de validité pour le développement de la densité des transformées de Fourier d’un
processus linéaire, dans le contexte des processus & mémoire longue. Notons que dans ce cadre,
d’autres approches comme la méthode de Bartlett (présentée au chapitre suivant), ne sont plus
aussi fructueuses qu’en courte portée. Nous présentons ici ’application de ce résultat au calcul
du risque quadratique moyen de lestimateur de Geweke et Porter-Hudak (1983) du paramétre de
mémoire longue.

Processus a longue portée. On dit que (X¢)iez est & longue portée si sa fonction d’autocova-
riance n’est pas absolument sommable, ce qui peut se traduire par une ou plusieurs singularités de
la densité spectrale f et des propriétés trés particuliéres du périodogramme. Les signaux aléatoires
présentant de la longue dépendance font ’objet d’un intérét accru, et motivé par ’observation com-
mune de tels signaux dans des domaines divers (hydrologie, télétrafic, etc.). On se limitera ici aux
processus X a longue mémoire non-saisonniére (pour le cas saisonnier, voir par exemple Viano et
al., 1995), dont la densité spectrale en zéro vérifie :

f(z) ~Cz 2 quand z—0

ot d est un réel dans (0, %) Cette classe de processus décrit efficacement beaucoup des phénomeénes
naturels; de plus, elle inclut les modeéles FARIMA (p, d, q) (voir Granger et Joyeux 1980 ; Brockwell
et Davis 1991 §13.2), le modéle FEXP de Bloomfield (1973 ; voir aussi Robinson 1994 ; Moulines et
Soulier 1999) ou le bruit gaussien fractionnaire (Mandelbrot et Van Ness, 1968). Nous définissons
f* la « partie réguliére » de f par

flx)=z2f*(x) , =z€[0,27]. (1.6.3)

Qu’on 'appelledouy =1—d,ou H = %—d (dit « coefficient de Hurst »), le « paramétre » qui
controdle la singularité en zéro et qui mesure l'intensité de la longue dépendance est d’importance
cruciale dans la pratique, et son estimation pose de nombreux problémes théoriques. Plusieurs
approches sont possibles, certaines dans le domaine temporel — méthode de la variance (Taqqu
et al., 1995), des coefficients de corrélation — d’autres dans le domaine fréquentiel — méthode de
Whittle, de Whittle locale, de Whittle “agrégé” (Fox et Taqqu, 1986 ; Robinson 1995) ou régression
sur le log-périodogramme. C’est cette derniére approche, initiée par Geweke et Porter-Hudak
(1983), qui nous intéresse.

Résultat. Partant du Théoréme 5.1, nous avons prouvé la validité d’'un développement de
densité pour les vecteurs de transformeées en sinus et en cosinus de X1, ..., X, renormalisés par la
densité spectrale f du processus X :

Sy = (2mn)'/’Fp > X,Cy (1.6.4)
t=1
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avec k(1),...,k(m) m entiers fixés de {1,...,[(n —1)/2]},

C; = (cos(zr(1yt), sin(zr(1)t), - - - »COS(T(m)t), SiN(Tp(m)t))
et F,, la matrice diagonale de dimension 2m dont les éléments diagonaux sont

(Flee) ™2, Farwy) 2 F@rm) T2, F@my) 7).

THEOREME (5.4). Supposons X linéaire strictement stationnaire et causal
Xe=> w;Z; , Ziid, EZ]=0, E[Z}]<o0
jEz

avec 1; = 0 pour j < 0 et 1p; = CL(j)j " pour j >0, v € (3,1) et L une fonction a variation
lente, c.-a-d. telle que lim;_,o, L(At)/L(t) = 1 pour tout X positif. Supposons de plus Ee'*? € L,
pour un certain p > 2 et E|Z|® < oo pour un entier s > 3. Soit S, défini en (1.6.4), Vi, = cov(Sy)
et B, = Bl, B2 = V1. Alors, uniformément en k(1),... ,k(m) dans {1,... ,a,} ot a, est
une suite d’entiers positifs vérifiant a,/n — 0, et pour tout n suffisamment grand, la fonction de
répartition de S, admet une densité q, telle que

s—3
sup 1+ [2[*)|gn (@) = D pr(@, Vo {Xnp })| < On=(=2/2
TER=™ r=0

pour une certaine constante C, ol Xp, est le cumulant d’ordre v € N¢ de B,S,.

Risque quadratique moyen de l’estimateur GPH. Geweke et Porter-Hudak (1983) proposérent
d’estimer ’exposant de la singularité de f en 0 par régression sur le log-périodogramme et sur un
intervalle dégénérant autour de 0, soit précisément :

~ m 1 m
d= (3 Ln;) D LniYn, (1.6.5)
Jj=1 j=0
avec, pour j = 1,... 7, Ly; = —2log|z;| +2m~* 35iL log|a| et :
Yo i=log I +€. (1.6.6)

La dépendance de m en n est implicite dans la notation. d est communément appelé « estimateur
GPH ». Ces auteurs suggéraient de prendre m d’ordre v/, qui donne de bons résultats empiriques.
Depuis, cet estimateur a été largement étudié. Robinson (1995) a prouvé sa consistance et sa
normalité asymptotique pour X gaussien. Hurvich et al. (1998) ont récemment exprimé lerreur
quadratique moyenne ]E(cf —d)?, dont ils déduisent une vitesse optimale de m pour une certaine
modélisation de la partie réguliére de f en 0. La consistance de d a été prouvée par Velasco
(1999) pour un processus (X¢)iez linéaire, au moyen d’une technique de type « Bartlett » telle
que nous allons la décrire en section 2.5, et qui est utilisable en longue portée moyennant le
fenétrage (tapering) des données. Cette méthode ne permet aucune maitrise des moments et le
risque quadratique moyen restait donc un probléme ouvert dans le cas non-gaussien.
Partons de la décomposition suivante :

Yoi= —2d10g1'j + Ing*(.’L'j) +é€ng, J=1,...,n (167)

ou 'on a posé
X .
€nj = log( —
" f(z;)
L’intérét de cette écriture est de faire apparaitre le périodogramme renormalisé a été étudié préci-
sément en longue portée (Kiinsch 1986 ; Robinson 1995 ; Moulines et Soulier 1999). Injectée dans

)+5, j=1,...,7

A,

le calcul de E(d — d)?2, elle fait apparaitre deux termes dominants.
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Le premier, da aux log f*(z;), est un terme de biais déterministe, qui rend compte de ler-
reur commise en approchant f(z) par Cx~2? autour de zéro. Sa forme est donc induite par les
hypothéses faites sur la partie réguliére f* en zéro.

Le second terme est donné par le moment suivant

(X ens)

Son évaluation nécessite des expressions des biais, variances et covariances des (e, ;). Voyons le
cas des covariances. La matrice de covariance du vecteur:

cnv.j sn:j Cn,k Sn,k !
Tn,j,k = ( ’ ’ ) (168)
V@) @) ) V(@)
peut étre évaluée grace aux résultats de Hurvich et Beltrao (1993), Robinson (1995), Moulines et
Soulier (1999). Lorsque le processus (X;);cz est gaussien, cette connaissance permettent d’éva-

luer la distribution jointe du vecteur (e, ;,€n.k), ce qui n’est plus vrai lorsque (X;);cz n’est pas
gaussien. Des résultats plus précis sur la distribution de T, ;; sont nécessaires. Ils sont procurés
par le Théoréme 5.4 traduit ci-dessus. En les appliquant, on déduit alors une expression du risque

A

quadratique moyen E(d — d)? en non-gaussien.

PROPOSITION (5.5). Soit (X;)iez un processus linéaire strictement stationnaire et causal
Xe=)Y ;% , Ziid, EZ]=0, E[Z}]<oo
JEZ
avec ¥; = 0 pour 7 <0 et v; ~ Cj~" pour j = oo, v € (%, 1), tel que la partie réguliére f* de la
densité spectrale f de X soit non-nulle en zéro, trois fois dérivable sur [—m,w]\ 0, f'(0) =0 et f"
et f""" bornées sur un voisinage de zéro. Supposons de plus Ee®*?1 ¢ L, pour un certain p > 2 et
E|Z|® < co. Soit d défini par (1.6.5) et supposons que lim, o 1/m +mlog(m)/n = 0. Alors
5 47t [ £*"(0) m* w2 m(log® m) m? 1
Ed-d?="——+{°"—"2Ly—+-—-—+03 —2—2 — —).
( ) 81 {f*(O) }n4 +24m+ { n? }+O(n4)+0(m)
REMARQUE. C’est la modélisation de f* en zéro (empruntée a Hurvich et al., 1998) qui déter-
mine la forme du terme de biais dans ’expression précédente. La vitesse optimale de m s’obtient
alors en équilibrant les deux termes de ce risque quadratique, elle est dans ce cas en O(n*/%).
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CHAPITRE 2

Le périodogramme du bruit blanc et d’un processus linéaire
en courte portée

2.1. Introduction et définitions

Nous nous intéressons dans ce chapitre aux propriétés asymptotiques du périodogramme de
Péchantillon Y7,... , Y, ou (Yi)iez est une série temporelle stationnaire de moyenne nulle et dont
la fonction d’autocovariance vy (.) est absolument sommable

> el < oo (2.1.1)
TEL
On note fy la densité spectrale de Y,
Ve € [0,2x], fy (z ZW e, (2.1.2)
TEZ

et sous ’hypothése de courte portée (2.1.1), fy existe et est continue en tout z. On considérera le
cas particulier ot Y est un bruit blanc, qu’on notera alors (Z;)scz, puis celui ou Y est un processus
linéaire, noté (X;)icz, et dont le bruit blanc d’excitation sous-jacent sera lui aussi noté (Z;)¢cz,
soit Xy =} :c7a;Z—j avec ) ;7 laj| < 0o. Pour Y = Z ou Y = X, on notera

4y, = et*rty, ,
n,k \/27r—n Z t

1
= \/ﬁ Zcos(xkt)Y; )
Zsm zit)Y;

la transformée de Fourier discréte et les transformées en sinus et en cosinus de (Y)=1,...,, aux

)
S

27m

fréquences de Fourier

Tp = —, k=0,...,n—1.
n

Le périodogramme de Y aux fréquences de Fourier est défini comme suit
1 n . 2
Y 2 t _
Ly =ldy* = ””'?—1 Ve ", k=0,...,n—1 (2.1.3)

et admet donc la représentation I}, = (¢} ,)? + (s) )?. Soit 72 = [(n —1)/2] et £ = {1,... ,7}.
Avec Fuller (1976), on définit la fonction IY (.) en toute fréquence = de lintervalle [—m, 7]
comme la valeur du périodogramme discret & la fréquence de Fourier la plus proche de z (et la

plus petite fréquence de Fourier en valeur absolue s’il y en a deux plus proches), soit

(2.1.4)

() = I sizg —m/n<z <z +7/netxel0,n]
| I¥Y(~z) size€[-m,0).

Les fonctions ¢}, (x) et sy, (z) se déduisent des ¢, , et de s}, , de la méme fagon.
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Tl sera parfois profitable et/ou nécessaire de faire appel non pas au périodogramme lui-méme,
mais & une version agrégée (ou “moyennée”) de celui-ci (pooled periodogram), telle que définie par
Robinson (1994). L’axe des fréquences est découpé en blocs de taille m fizée, et les valeurs du
périodogramme sont sommeées sur chacun de ces blocs. Comme m est fixé, le périodogramme
agrégé n’est pas « lissé » ni plus consistant que le périodogramme simple. Il a par contre une
distribution limite différente. Posons K = [(n — 1)/2m] (la dépendance de K en n est implicite).

Pour k =1,..., K, définissons le k-éme bloc de fréquences par ’ensemble d’indice J, = {m(k —
1) +1,--- ,mk}, la fréquence centrale associée y, = ((2k — 1)m + 1)7/n et définissons la k-éme
ordonnée du périodogramme agrégé de Y7, ... ,Y, comme la somme:
y=> 1, (2.1.5)
J€Jk

Nous allons d’abord énoncer des premiers résultats sur le périodogramme du bruit blanc et
d’un processus linéaire en courte portée, d’aprés la section §10.3 du livre Time Series: Theory
and Methods de Brockwell et Davis (1991) et I’article Some asymptotic results for the periodogram
of a stationary series de Walker (1965). Nous nous intéresserons ensuite & des statistiques plus
élaborées obtenues par mélange d’un nombre croissant — éventuellement en O(n) — de valeurs
du périodogramme. De fagon générique, nous considérerons les tableaux triangulaires de la forme

Sn = Brsbni(Iy i/ fr(zr))
k=1

ol Y sera un bruit blanc ou un processus linéaire. Nous évoquerons d’abord le cas particulier
ou les ¢y, sont linéaires (section 2.3). Nos résultats originaux cités dans ce chapitre — portant
sur les fonctionnelles non-linéaires du périodogramme d’un bruit blanc ou d’un processus linéaire
A courte portée — sont extraits respectivement des Chapitres 3 et 4 ou la méthodologie et les
applications sont traitées en détail. Nous les présentons succintement en Sections 2.4 et 2.5.

2.2. Résultats élémentaires

Soit 4y la fonction d’autocovariance empirique calculée & partir des observations Yi,... ,Y,:

1 n—|r|

y(r) = Y XeXeyr, Il <n.
t=1
Notons que
1 A )
I = > Fy (1)e"* 7, (2.2.1)
IT|<n

ce qui fait du périodogramme (2.2.1) le candidat naturel pour toute estimation de la densité
spectrale (2.1.2). Il est en tout cas asymptotiquement non-biaisé sous I’hypothése de courte portée
(2.1.1) comme le montre la proposition suivante. On verra par la suite qu’il n’est jamais consistant.

PROPOSITION 2.1 (D’aprés la Proposition 10.3.2 de Brockwell et Davis, 1991). Soit Y un pro-
cessus stationnaire de moyenne nulle dont la fonction d’autocovariance est absolument sommable.
Alors E[IY (x)] converge uniformément vers fy sur [—m, 7).

PREUVE. Pour tout 7, E[§y (7)] = (1 — |7|/n)yy (1), donc, d’aprés (2.2.1),

BT ()] = 5 3 (1= [rl/m)y ()i,

|T|<n
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ol g,(z) est la fréquence de Fourier la plus proche de z, selon la définition continue du pé-
riodogramme (2.1.4). Le théoréme de convergence dominée fournit le résultat sous ’hypotheése
>y (1)| < 0o et d’apres (2.1.2), O

Considérons d’abord le périodogramme du bruit blanc.

PROPOSITION 2.2 (D’aprés la Proposition 10.3.2 de Brockwell et Davis, 1991). Soit Z un bruit
i.i.d de moyenne nulle et de variance o>.
1. Si0< A < -+ < Ay <, alors le vecteur aléatoire (IZ(\1),...,IZ(A\n))" converge en loi
vers un vecteur de variables aléatoires indépendantes et exponentielles de paramétre o2 /2w,
qui est la distribution exacte de ce vecteur pour tout n si Z est gaussien.

2. SiE[Z'] < oo, z; et xy, deuz fréquences de Fourier distinctes dans |0, [, alors

var(2rI7 ) = { 3‘14:%% Zi 55’;22 Z“W” (2.2.2)
et
COV(ZWIT?’]-, 27rIf’k) = % (2.2.3)
PREUVE.

1. Pour tout n, la covariance du vecteur

Un = (cq (y1), 57 (1) - - 5 ¢ (Ym), 572 (Yim))

est (47) 1o, par orthogonalité de la base de Fourier réelle. Si Z est gaussien, U, est égale-
ment gaussien d’ot le résultat. Dans le cas général, le Théoréme 1.3 de Lindeberg-Feller im-
plique la normalité asymptotique de chaque composante de U, et de I’argument de Cramér-
Wold découle la normalité asymtotique multidimensionelle suivante: U, = N (0, ﬁIQm).
D’ot le résultat.

2. De Pexpression 2nl,(z;) =n ' Y7 .y ZsZ4e® (=) on obtient

E2rl, (zp)] =n ' Y e IEZ, 2] = o7, (2.2.4)
s,t=1

Edr® (e I (wi)] =0~ Y E[Z,2,Z,Z,) = eion (=)

s,t,u,v=1
Or
E[Z!] = k4 + 30* sis=t=u=w,
RZ,Z:Z,Z,) = E[Z?]E[Z2] = o* sis=t#u=wv,
E[Z, B[ Z; ZyZy| =0 sis#t,s#u,s#v.
Donc

]E[47r2 I (z) I (zr))] =n "1k,

n n
+ 0_4 (1 + ’I'L_2| Zeit(zj—i-zk)tlQ + n—2| Z eit(zj—zk)t|2)‘
t=1 t=1

De cette derniére relation et de (2.2.4) découlent (2.2.2) et (2.2.3) .
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En courte portée, cette Proposition peut s’étendre aux processus linéaires de la forme
Xe=Ya;Zj , (Z) 1D(0,06%) , Y laj| < oo (2.2.5)
JEZ. JEZ.
Soit alors A(e~#) = jez aje "% la fonction de transfert du filtre (a;);cz. Les densités spectrales
fx et fz sont reliées par la relation

2

vz € [0,27], fx(@) = |A(e™ )P f2(@) = T |A(e7)? (2.2.6)

dont il existe des relations analogues en termes de transformées de Fourier discrétes et périodo-
gramme de (X;,...,X,) et de (Z1,...,Z,) appelées « décompositions de Bartlett »

dn = (e_i‘”’“)d,zl,k + rn(xg) (2.2.7)

Xy =2 f(@r)I7 ) + Rk (2.2.8)

Ces équations définissent les grandeurs aléatoires r,, 1, et Ry ; qui sont vues commes des « restes »
stochastiques, reliés par la relation suivante :

V€ {L,..c,i}, Rk = [rasl? + Ale ™)dZ s, + A% ™) (dZ ) T (2.2.9)

ou c¢* désigne le complexe conjugé de ¢. Ces décompositions furent proposées originellement par
Bartlett (1955), et par la suite largement étudiées par Walker (1965) surtout, également par Chen
et Hannan (1980) et An et al. (1983). La proposition qui suit, d’aprés le Lemme 4.10 du Chapitre
4 et le Théoréme 10.3.1 de Brockwell et Davis (1991), montre qu’en courte portée, il s’agit bien
de « restes » qui tendent en moment vers zéro.

PROPOSITION 2.3. Soit X un processus linéaire défini en (2.2.5) et Z le processus i.i.d de
variance finie sous-jacent. Alors pour k € {1,...,7},

max _ ]E|Rn,k| -0
ke{1,..

quand n — oo. Si on suppose de plus que Z]- laj||7]"/? < oo et B[Zi?] < oo pour p > 2 entier,
alors on a
E|Rn,|P)Y/? = O(n1/2).
pemax . (B| B [7) (n=/%)

PREUVE. Dérivons d’abord I’expression exacte des 7, ; d’aprés la définition des d( 7).

n
dyy =(2mn) 2N Xt

t=1
n
:(an)fl/2zajefijwk Z —ix g (t— ]))
JEZ t=1
n—j
:(an)fl/2zajefijwk Z Ztefzwkt
JEZ t=1-j
=dZ  A(e™ ™) + (2mn) " ? Y aje U, g

JEZ
avec

nk,j = § : Ze—za:kt § :Ze—nkt

t=1—j
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donc
ra(zy) = (2mn) /2 Z aje TR, ki
JEZ
Chaque Uy i ; est la somme d’au plus min(2|j|, 2n) variables aléatoires indépendantes donc, sous

I'hypothése E[|Z|P] < 00, p > 1
max El|Up 7] < Clanin([jl, )" (2.2.10)

d’aprés I'inégalité de Rosenthal (voir par exemple Petrov, Théoréme 2.9). L’inégalité de Minkowski
fournit ensuite

(Ellrai PP < On 2 Y (Bl|Un,k,g [PDY? < On Y2 Y Jag | minglj], n) /2.
jez jez
uniformément en k. Si E[Z?P] < 0o et Y. [j|'/?|a;| < oo, on déduit directement

max E|r, x|P = O(n ?/?).. (2.2.11)

0<z<27

Sinon, soit k, une suite positive telle que 1/k, + k,/n — 0 quand n — oco. Alors

n~2 Y laglmin((j], )2 <n 72N fasllifP 4 Y layl

i€z lj1<kn 151>
< (ka/n)' D7 ajl+ > layl
4] <kn 31> hn

et ces deux termes tendent vers zéro quand n — 0 d’ot

max Elr,x|* = o(1). (2.2.12)

=1,...,

L’inégalité de Rosenthal fournit également, toujours pour E[Z?P] < co, p > 1

 Dnax E[|dZ |l = O(1). (2.2.13)

De (2.2.12), (2.2.13) avec p = 1 et en appliquant l'inégalité de Cauchy-Schwarz aux deux der-
niers termes de (2.2.9), on obtient maxye(i,.. 7} E[Rnk| — 0. De (2.2.11) et (2.2.13) avec 2p
et en appliquant l'inégalité de Cauchy-Schwarz aux deux derniers termes de (2.2.9), on obtient
maxyes,.. 7} (B Rnk [P)/? = O(n=1/?). O

Suivant Walker (1965), on prouve également (Lemme 4.10) le résultat suivant. Supposons
DLl ay] < oo
J

pour un certain € > 0. Alors

E[ max |r =0(n"°).
[ max [ral] = O(n )
De ces résultats sur le reste de Bartlett, on déduit ’analogue de la Proposition 2.2 pour les
séries stationnaires & courte portée.

PROPOSITION 2.4 (D’aprés le Théoréme 10.3.2. de Brockwell et Davis, 1991). Soit X un pro-
cessus linéaire de la forme (2.2.5).
1. Supposons de plus la densité spectrale de X strictement positive et 0 < A1 < --- < Ay, < 71,
alors le vecteur aléatoire (IX(\1),...,IX(A\n))" converge en loi vers un vecteur de variables
aléatoires indépendantes et exponentielles dont la i-éme coordonnées est de paramétre f(\;).
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2. 8iYies la;||§]'/? < oo, B[Z1]* < 00, et x; et xy sont deux fréquences de Fourier distinctes
dans [0, ], alors
2f2(z;) +O(n~'?) sizj =z =0 oum,
cov(Inj, Ing) = f2(z;) +O(nY?)  si0<az; =z <,
O(n™1) si T; # T,

oii les termes O(n~1/2) et O(n~1) peuvent étre bornés uniformément en j et k par cyn /2

et con~! pour certaines constantes ¢y et ca.

PREUVE. La convergence faible est une conséquence immédiate des Propositions 2.2 et 2.3, de
méme que les expressions des variances. Un traitement similaire du terme de covariance ménerait
a une borne en O(n~'/2). Nous référons a Fuller (1976) pour la preuve de la meilleure majoration
en O(n™1). O

Les propositions précédentes s’étendent sans peine au périodogramme agrégé avec la définition
d’un reste de Bartlett aggloméré suivant :
I_i(,k = 27rf(yk)f_5,k + Rk
COROLLAIRE 2.5. Sous les hypothéses de la Proposition 2.2
1. SiE[Z}] < o0, j et k distincts dans 1,... ,K, alors

var(2nI?;) = mo* +n”tmeky (2.2.14)
cov(2nI?;,2nI7 ) =n~'m’ky (2.2.15)
2. Soient ki, ...,kp p entiers fixés dans 1,..., K. Alors
(2 PR ) P (I (2.2.16)
ou les &,1 = 1,...,p sont des variables indépendantes et identiquement distribuées selon

1,2
des 5X5m-
En définissant le périodogramme agrégé continu comme un fonction en escalier dont les paliers

sont centrés sur les points (yg, I:SZ’Z)) on a le Corollaire suivant.

COROLLAIRE 2.6. Soit X un processus linéaire de la forme (2.2.5).

1. Supposons de plus la densité spectrale de X strictement positive et 0 < A1 < --- < A, < 1,
alors le vecteur aléatoire (IX(\1),...,IX(A\n))' converge en loi vers un vecteur de variables
aléatoires indépendantes dont la i-éme coordonnée est distibuée selon f(\;)x3™/2.

2. 8i Y ez lajlli? < oo, B[Z1]* < oo,
2 ¢2 —1/2\ o
= = m )+ 0 si0<yj=yp<m
COV(In,j;In,k) — f_EyJ) ( ) ) y] y ’
O(n™) $1Y; # Yk,
ol les termes O(n='/?) et O(n=") peuvent étre bornés uniformément en j et k par cyn="/?
et con! pour certaines constantes ¢y et ca.

Lorsque Z est gaussien, les variables aléatoires 27717, & sont exactement des % X2, indépendants.
La densité d’'un x3,, est la fonction

gm(t) =T(m) te ™1 = ((m - 1)) te ttm L.
ou I' désigne la fonction Gamma: Yz > 0, (z) = fooo t?~le~tdt. Pour des raisons parfois seulement

techniques, on devra majorer des moments de la forme E((IZ,) ou ( est une fonction mesurable
k)
présentant une singularité non sommable en 0. Un intérét majeur du périodogramme agrégé est
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qu’il peut parfois rendre ce moment fini en prenant m suffisamment grand. Toujours pour un bruit
blanc gaussien, I’espérance de (If, k)*ﬁ pour un 8 > 0 réel, est donnée par la valeur de I'intégrale
Jo" t7Pgm(t)dt qui est finie si et seulement si m > 3.

2.3. Fonctionelles linéaires du périodogramme

Nous proposons ici une fagon d’étudier la convergence faible des tableaux triangulaires de la
forme

n
Sni=> B/ Fx(zr) = 1). (2.3.1)
k=1
qui dépendent linéairement du périodogramme (I, 1 )g=1,....» €t donc quadratiquement des obser-
vations Xj,...,X,. Des conditions suffisantes sont données pour que S,, soit asymptotiquement
normale. Ces conditions porterons sur les poids (3,,x) et sur les propriétés spectrale de X.

Pour écrire (2.3.1), on aura supposé la densité spectrale f supérieure & un € > 0. Notons aussi
que puisqu’il s’agit de mélanges linéaires, les variables \S,, construites sur le périodogramme agrégé,
défini dans la section pécédente, ne sont que des cas particuliers de ces Sj,-ci.

Les preuves des résultats annoncés ici sont trés spécifiques au caractére linéaire des fonc-
tionnelles de périodogramme considérées, donc quadratique par rapport processus (Xy)icz. Elles
difféerent des approches choisies pour nos travaux sur les fonctionnelles non-linéaires dans les
chapitres-articles qui suivent. xxx Nous avons choisi de les regrouper en Annexe A.

Partant de la décomposition S, = SZ + SE avec

SZ:=> Pan@rlZ, —1) et SE:=" B, W(IX/ fx(ax) — 2717))
k=1 k=1

suggérée par (2.2.8), on montre sous des conditions appropriées que pour un certain y > 0
SZ = N(0,y) et SE=o0p(1).

De 1a découle la convergence de S, vers la méme loi limite que SZ, N(0,7).

Le premier tableau SZ est une fonctionnelle linéaire du périodogramme d’un processus i.i.d
que nous traitons en section 2.3.1. Le second tableau, SZ, asymptotiquement négligeable en pro-
babilité en utilisant les résultats de la décomposition de Bartlett sous des conditions données en
section 2.3.2).

2.3.1. Fonctionelles linéaires de 1’i.i.d. Considérons les tableaux triangulaires de la forme
7
Spi=_ BasrlZ, —1). (2.3.2)
k=1
Comme nous l’avons noté, les v.a. (I, ﬁ ) sont i.i.d. dans le cas gaussien et le Théoréme de Lindeberg-

Feller (Théoréme 1.3) implique la normalité asymptotique de S,, dés que les poids (3,x)1 <k <7
satisfont la condition

(H2.1)
> Bri=1, (2.3.3)
k=1
lim max |8,k =0. (2.34)

n—oo 1<k<n



50 2. LE PERIODOGRAMME DU BRUIT BLANC ET D’UN PROCESSUS LINEAIRE EN COURTE PORTEE
Pour généraliser, et plutdt que prendre (Z;);ez un processus i.i.d. (ou bruit blanc), on supposera
de fagon moins restrictive que (Z;)tecz est un accroissement de martingale, c’est-a-dire que
]E[Zk |-7:k71] =0

ou Fr = 0(Z;,1 < k) est la filtration naturelle de (Z;). On suppose de plus
(H2.2)

E[Z}|Fe-1] =1, bps. (2.3.5)
E[Z]%l]:kfl] = M3, D-S. (236)
E{Z;|Fr-1] = pa,  pos. (2.3.7)

Nous imposerons que le tableau des poids satisfasse
(H2.3) I existe un réel L tel que
limsupn™" Y |BnkBni| < oo, et Jim n > BugBas =L (2.3.8)
1<j#k<h 1<j#k<T

On établit sous ces hypothéses le théoréme suivant.
THEOREME 2.7. Supposons (H2.2)-(H2.1)-(H2.3). Alors
Spn —a N(0,1+ Kk4L)

PREUVE. Voir I’Annexe A O

2.3.2. Fonctionnelles linéaires du périodogramme d’un processus linéaire. On énonce
ici un Théoréme qui atteste de la négligibilité asymptotique de S. Il s’obtient en prouvant que
son moment d’ordre 2 tend vers 0, soit

lim E[SZ]? = 0.

n—oo

La preuve est reportée en Annexe A
THEOREME 2.8. Supposons (H2.2)-(H2.1)-(H2.3). Supposons de plus que
X; = Zz/;th,j , Z [713/4+¢ ;| pour un € > 0.
JEZ JEZ
et Vz € [0,27], fx (z) > n pour unn > 0. Alors S,, = N (0,1 + k4L).

2.4. Fonctionnelles non-linéaires du périodogramme d’un processus i.i.d.

Notre travail a porté sur ’établissement de la normalité asymptotique de statistiques dépen-
dant de facon non-linéaire d’un nombre croissant de valeurs du périodogramme d’un bruit i.i.d., a
priori non-gaussien. Nous avons prouvé un principe de limite centrale pour une classe de tableaux
triangulaires S,, de la forme:

K
SE = Barld@rIl L) — ym(9)] (24.1)
k=1

ol Ym (¢) est défini ci-dessous. Notons E° ’espérance sous I’hypothése gaussienne (c.-a-d. Z gaus-
sien). On suppose que ¢ est une fonction mesurable sur R telle que E[¢?(£)] < oo avec £ une
v.a. distribuée selon la loi I'(m,1), soit £ ~ +x3,. ou encore & = |£%/2, ot & = (&, -..,éom)'
est un vecteur gaussien standard de dimension 2m et |.| désigne la norme euclidienne. D’aprés le
Corollaire 2.5, cela revient & supposer

E0[¢* (2717 )] < oo.
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On peut alors définir les quantités suivantes:

Tm(®) = E[$(|€]*/2)],
om(#) = var(¢([€[*/2)) = E[¢” (&% /2)] — 1m(9),
Cm () = EI(&T — 1)g(I€I7/2)].

Pour énoncer nos résultats, nous avons besoin de quelques hypothéses sur les différents entités

composant ce tableau, c.-a-d. sur la fonction ¢, les poids (Bn,k)1<k<k, €t la distribution de la v.a.
Z1. L’hypothése

(H2.4) 1l existe un réel p > 1 tel que [*°° [E(e*%1)[Pdt < oo
permet de réaliser des développements asymptotiques de la densité de probabilité des transformées
de Fourier de Zi, ..., Z,, qui existe sous cette hypothése, pour tout n > ¢ (voir la section 1.4.2).

Concernant le tableau triangulaire de poids (8n,x)1<k<k, On pourra supposer la condition de
Lindeberg (H2.1) et

(H2.5) Ve > 0, maxi<p<k |Bnx| = O(uﬁl/He) avec fin = #{k: 1<k < K,Bnr #0};
(H2.6) 1l existe un réel v tel que lim,,—, n~* Zk#l BnkBni = -
2.4.1. Théoréme de limite centrale.

THEOREME (3.2). Soit (Zt)icz un bruit i.i.d tel que E[Z?] = 1 et E|Z1|* < oo pour un certain
entier . Supposons l'une des deuz hypothéses suivantes :

— ¢ est deux fois différentiable et il existe un entier v tel que

@) +¢'(@)] + 47 ()|

z€R 1+ |zl

< o0

et u>4v V4.

— la fonction caractéristique Q de Z; appartient a un espace L, (hypothése (H2.4)) et il
existe un entier positif o tel que

¢ (J2)(1 + |2[*)~*dz < 00
R2m
et 4> 2a+ 2.
Supposons que le tableau (Bnk)i1<k<k vérifie les conditions (H2.1), (H2.5) et (H2.6), et que
02,(¢) + ym?kaC2,(¢) # 0. Alors

SZ = N(0,02,(¢) + ym2k4C2 (9)). (2.4.2)

Les hypothéses sur les poids (Bnk)1<k<k peuvent étre allégées dans certains cas :
— si k4 = 0 alors (H2.6) n’est plus nécessaire.
~ si p, = 0o(n*/3) alors (H2.5) n’est plus nécessaire et (H2.6) est vérifice avec v = 0.
— 8t Cr(¢) = 0, alors (H2.5) et (H2.6) ne sont plus nécessaires et le principe de limite

centrale est observé sous les mémes conditions sur les (Bn,x)1<k<k et avec la méme variance
limite 02,(¢) que dans le cas gaussien.

Schéma de la prewve du Théoréme 3.2. Le Théoréme 3.2 découle du Théoréme 3.1 portant sur
des tableaux de la forme:

K
gn = Z wn,kwn,k (Wn,k) (243)
k=1
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avec

Wok =v 4W(C§,m(k71)+1>Sg,m(k71)+1a - 705,mk>3£,mk) (24.4)

et dont les tableaux de la forme (2.4.1) sont des cas particuliers. Les W, ; sont les vecteurs de
transformées en sinus et en cosinus de Z,. .., Z, contribuant & I, f » de covariance asymptotique
I, (voir la preuve de la Proposition 2.2). Comme dans le cas des fonctionnelles linéaires traité
en section 2.3.1, I'hypothése de gaussianité sur Z simplifie grandement le probléme, puisque les
vecteurs aléatoires W, ; sont dans ce cas indépendants. Ceci donne accés aux arguments classiques
de type Lindeberg pour prouver la normalité asymptotique de S,,. Dans le cas non-gaussien, nous
avons recours & la méthode des moments pour établir (2.4.2). 1l s’agit donc de prouver, pour tout
s entier, la convergence suivante :

E(S;) —— E(N°),

n—oo

ol N est la variable gaussienne limite, ce qui demande 1’évaluation de tous les moments de type

d
E[H (Ynk()) Wan(i) ™ ] (2.4.5)

ou les (k(1),...,k(d)) sont des entiers de 1,...,K. Cette évaluation est rendue possible par le
« lemme des moments » (Lemme 3.3), sur lequel nous reviendrons ci-dessous. Une fois ces moments
évalués, des arguments combinatoires et les conditions de négligibilité asymptotique sur les B,
(section 3.6.1) permettent de conclure.

2.4.2. Lemme des moments. Le Lemme 3.3 traite les moments de la forme (2.4.5). Nous
considérons ce lemme comme ’élément principal dans 1’édification des résultats et donc la contri-
bution la plus importante de ’article reproduit au chapitre 3.

Pour I’énoncer, introduisons quelques notations supplémentaires. Soit & ©) un vecteur gaussien
de dimension 2m et de matrice de covariance I,,. Pour toute fonction 1) de R?>™ dans R, notons

M) = [ @)+ |af?) o

(qui vaut éventuellement +00) et

Ha = {: M2() < oo}

'espace de Hilbert induit par la norme M,. Notons [|.||? la norme L? de R?>™ sous la mesure
gaussienne :

1> = Ey? (£9).

Notons que ||[9||*> < oo dés que M, (1)) < oo pour un certain . Rappelons enfin que le rang
d’Hermite (multidimensionnel) d’une fonction % telle que [|1)||? < oo est le plus petit entier 7 pour
lequel existe un polynome P de degré 7 tel que EP(&)y(€) # 0.

LEMME (3.3). Soient s < d deux entiers, k = (k1,--- ,kq) un d-uplet d’entiers 1 <k; < ...<
kq < K. Soient 41, -- 14 d fonctions de R2™ dans R. Supposons vérifiée l'une des hypothéses
sutvantes
(BR) (H2.4) est vérifiée et pour touti =1,--- ,d, il existe un réel a; tel que My, (1;) < 0o et Z

posséde des moments absolus finis a Uordre ay + - -- 4+ ag + 3.
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(GH) Pour tout i = 1,--- ,d, ¥; est ((s — 2md)* + 2) fois differentiable et il existe un entier
D; et une constante C; tels que ; et toutes ses dérivées jusqu’a Uordre ((s — 2md)™ + 2)
soient bornées en valeur absolue par C;|z|Pi. Notons D* = max{D; + --- + Dg,s + 2},
r* =D* —s—2. Z posséde des moments absolus finis a l’ordre D*.

Soit 7; le rang d’Hermite de ¢;, 1 <i < s et 7 = infi<;<, 7.

— SiT=2 ou 3 alors

d 1,.5/2 s d )
R KEUEYS) :"73/2% > [ Co@i i) T E@:i(€)N1seany  (24.6)
i=1 T 1y, je=1-2m j=1 i=s+1

s

+ Z niT/21Fr,k (wla T de) + nis/2rn(w1; T awda k)?

r=[(25+2)/3]

d
Frk (1, - ,a)| < CH 143l A (),

=1
ot A, est uniformément borné par 1 et s’annule en dehors d’une réunion finie d’hyperplans
de RY, tous de dimension strictment inférieure a d + (r — s)/2.
- SiT >4, alors

d d
BT ¢i(Wnk)] = [] B (€] + 0= 2rn (41, -+, 4ba, k). (24.7)
i=1 i=1
ryn, est borné de la facon suivante:
- sous (BR) :
d
|Tn (wla T de; k)| < Cni(l)/Q H Mai (Tﬁz), (248)
i=1
— Sous (GH), il existe une constante C(¢1, - ,1q) dépendant uniquement des bornes sur

les dérivées des fonctions ;, telle que :
|rn(¢l) T dea k)l = C(’(pla o )’(pd) {0(n_1/2) + O(nr*)} (249)
ot les O(n=?) and o(n"") dépendent seulement de la distribution de Z.

Commentaires et schéma de la preuve. Le développement asymptotique des moments (2.4.5)
suivants des puissances croissantes de n~1/? s’obtient par développement d’Edgeworth de la dis-

tribution @,, du vecteur aléatoire de dimension 2md
Whk = (WT’L’k(l), . "W;z,k(r))l’ k = (k(1),...,k(r))

puis par lintégration
| T 5ot 22me)) Q).
xeRZmr- j:l

A notre connaissance, Chen et Hannan (1980) furent les premiers & utiliser cette méthode pour
établir la consistance de la moyenne du log-périodogramme (voir les sections 1.6.1 et 2.5.2) en
évaluant seulement les premiers moments. Récemment, Velasco (1999) a étudié les relations entre
cumulants & tous ordres des ¢y, et sy, et notamment ’annulation de nombre d’entre eux du fait
de l'orthogonalité des fonctions sinus et cosinus aux fréquences considérées. Nous avons largement
exploité ces idées.
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La walidité du développement d’Edgeworth s’établit sous I'un ou ’autre ensemble d’hypothéses
que nous avons noté (GH) par référence a Gotze et Hipp (1978) ou (BR) par référence & Bhat-
tacharya et Ranga Rao (1976). La distinction se fait suivant que les fonctions 1), 5 sont réguliéres
ou non. En substance, il est important que les arguments des ¢y,  (les vecteurs W, j,) ne chargent
pas l'ensemble des points singuliers des vy, ; s’il en existe. Pour cela, on demande & la distribution
de Z ou a un mélange de p répliques de celle-ci, d’avoir une densité — c’est I’hypothése (H2.4) —
et on réalise un développement de la densité de W, tels qu’il est présenté en section 1.4.2 dans le
cas mono-dimensionnel et dans le Chapitre 20 de la monographie de Bhattacharya et Ranga Rao
(1976). Si les fonctions 9y, 1, sont réguliéres, cette précaution n’est pas nécessaire, et un développe-
ment asymptotique de la distribution de W est suffisant. Sous des hypothéses de moments et de
régularité des fonctions considérées, Gotze et Hipp (1978) ont montré que ’hypothése de Cramér

Hm ;56 Q(F) < 1,

plus faible que (H2.4), n’était méme pas nécessaire pour valider ces développements.

La forme du développement des moments (2.4.5) est la suivante. Le terme dominant (2.4.6)
correspond au moment (2.4.5) si Z est gaussien. Les termes suivants ont la particularité de s’an-
nuler pour une majorité de r-uplets (k(1),...,k(r)). En effet, une fois validé le développement
d’Edgeworth du moment (2.4.5) s’écrit

u
EWI( nkl) ¢d( nkd :Zn_r/2Eﬂk(w17'” 7¢d)+n y 2€n (wla o 7wd)7

r=0
avec
-
Lo X (R) - X, ()
B (f1, -+, da) = tzl " ﬁE[Hm +eetn (E)P(E)];
La somme Z:,t porte sur les t-uplets de multi-indices vy, - - - , v tels que v; = (v;(1),- -, v;(2md)) €
Nﬁmd’

t
il = vi(1) + - + vi(2md) > 3, Y |wi| =1 +2t,

i=1

avec pour v € N°m?_yl — H?:ld v(j)!. H, est un polynome d’Hermite multidimensionel, i.e. H,(§) =
H,()(&) - - Hyemay(E2ma), et pour k € {1,--- ,K}™ et v € N*™4 x, (k) est le cumulant

xo(k) =2, |Au(k)
_1 Z H HCOS t.’Em(k _1) ) 2m(j—1)+2i—1 Sln(tl’m(k _1)+ ) 2M(j—1)+2i,
t=1 j=1i=1

ot k|,| est le cumulant d’ordre |v| de Z;. Les propriétés d’othogonalité des polynémes d’Hermite
entrainent la nullité de nombreux moments E[H,, ...+, (§)1(€)]. Des argments plus sophistiqués
(voir la section 3.8) concernant les cumulants x, (k) permettent d’aboutir & la forme annoncée.

2.4.3. Application: un théoréme de limite centrale fonctionnel pour la mesure
spectrale empirique. Considérons le processus empirique associé au périodogramme :

1Z1M] @nIZ,
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Freedman et Lane (1980) ont montré, pour le périodogramme non-agrégé, un résulat de type
Glivenko-Cantelli, & savoir la convergence

Ve >0, ILm P(sup |Fy,(z) — F(z)] >€) =0.

ou FE est la distribution de la loi exponentielle de paramétre 1, asymptotiquement suivie par
chaque 277]7{ e An et al. (1983) ont étendu ce résultat & la convergence presque stre sous des
hypothéses supplémentaires. Plus récemment, Kokoszka et Mikosch (1999) ont montré, sous 1’hy-
pothése (H2.4), que les moments de F,(z) — Fg(z) coincidaient avec ceux du pont brownien G
de fonction de covariance

cov(G(2)G(y)) = Fe(x Ny) — Fe(x)Fg(y)

sous I’hypothése que les premiers moments de Z soient ceux d’une variable gaussienne (les 6
premiers moments pour I’existence et la convergence du troisiéme moment de F,(z) — Fg(z)).

Nous avons montré un théoréme fonctionnel de limite centrale sur F,(z) (Théoréme 3.4) qui
n’était disponible que pour un bruit gaussien i.i.d. Kokoszka et Mikosch (1999) décrivent d’ailleurs
de fagon trés éclairante la difficulté que nous avons rencontrée a étendre ce résultat.

Ce théoréme procéde classiquement de la vérification d’un critére de tension et de ’établis-
sement de la convergence des distributions finies-dimensionelles. Pour cette seconde étape, on
doit donc prouver pour tout p € N* et tous z; < --- < zp, la convergence en loi du vecteur
(EBy(x1), ... , Fn(x,)) vers une certaine distribution, ce qui s’obtient grace au théoréme 3.2. Les
fonctions indicatrices ni singuliéres, ni continues, ces moments s’obtiennent par lissage, en appro-
chant les fonctions indicatrices par des fonctions réguliéres. La tension est vérifiée par un critére
de Shao et Yu (1996) pour les processus empiriques.

2.5. Fonctionnelles non-linéaires du périodogramme d’un processus linéaire
La décomposition de Bartlett, ici exprimée pour E[Z?] =1
1Y = 2n fx (@k)I7 ), + R

va nous permettre d’étendre les résulats obtenus précédemment pour les tableaux triangulaires
de fonctionnelles non-linéaires du périodogramme du bruit blanc aux processus linéaires 4 courte
portée X =32, 5 a; 75, (Zt)ier 14.d,E[Z1] = 0, E[Z7] = 1 vérifiant
(H2.7) 1 existe un réel § > 3/4 pour lequel } ., 171°|a;| < oo et A(z) = Yiez ajz? # 0 pour
|z| = 1.
Soit un tableau triangulaire de poids (Bn,k)ke{1,...,n} dont on pourra éventuellement supposer
les hypothéses (H2.1), (H2.5)

(H2.8) Il existe un réel 7, tel que
lim n_l Z ,Bn,k,Bn,l =Tm-

n—oo
1<k#AI<K

(H2.9) 1l existe un réel X2 (¢, f) tel que
lim Zﬂn k0 (D, f(Yr)) = (9, f)-

(H2.10) 1l existe un réel 7,,(¢, f) tel que
lim nil Z ﬂn,kﬂn,lcm(ﬁéa f(yk))cm (¢a f(yl)) = Tm(¢; f)

n— o0
1<k£I<K
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On rappelle que 7, (¢) := E[$(€)], pour £ ~ Lx3,,, et on définit de plus 7 (¢, u) = Elp(ué)]
pour tout u positif. Définissons alors

x - Iy
Sy (9) = l;ﬂn,k{ﬁb(fx(yk)) —m(8)} (2.5.1)
K
SX(8) = Bur{d@nL}y) — vm (9, fx (ui)}- (2.5.2)
k=1

Le Théoréme 4.1 donne des conditions sous lesquelles ces tableaux sont asymptotiquement
normaux. Quatre applications de ce Théoréme sont largement traitées au Chapitre 4. Nous revien-
drons sur 'une d’entre elles en section 2.5.2, avec un cas particulier d’estimation de fonctionnelle
non-linéaire de la densité spectrale.

2.5.1. Théoréme de limite centrale.

THEOREME (4.1). Soit un processus linéaire (X;)iez vérifiant (H2.7) et E|Z1 | < oo pour un
uw >4, ZjeZ 171°|a;| < oo pour un réel § > 3/4 et fx > 0. Supposons de plus l’un ou Uautre de
ces deuzx ensembles d’hypothéses.

(S1) ¢ est deux fois dérivable et il existe un entier v tel que

6@+ [¢(@)] + 16" (@)

z€ER 1+ ‘IL""

< o0,

et u>8v V4.

(S2) (H2.4) est vérifie, ¢ est deux fois dérivable sur (0,00) et il existe des entiers, vy > 3,
vy >4, 05 >3 et vz > 3 et des réels a et 3 tels que m > (3 et

o ¢ (|2 /2)(1 + |z[)"°dz < o0 (2.5.3)
/Rm ¢(I1=*/2)¢(|ly[* /2)(1 + |z| + |y)) ™ dz dy < oo (2.5.4)
Azm[¢'(lwlz/2)]4(1 + |z) "2 dz < oo, (2.5.5)
/Rm 16" (1= /2)[12[1¢' (ly* /2)Ilyl(1 + || + |y ™" dz dy < oo, (2.5.6)
19" (2)] < C(2*1p>1y + & Pli<y), (2.5.7)

et p > max{8,4a,[2(m — B)] + 1, vy, v1,v2,v3 + 2}.
Soit (Bn,k)1<k<k un tableau triangulaire de poids satisfaisant les hypothéses (H2.1) and (H2.5).
Alors

— sous Uhypothése (H2.8), S, (X, @) est asymptotiquement centrée normale de variance o2,(¢)+
Tmm?C2, (¢)Ka.

— sous les hypothéses (H2.9) et (H2.10), S,(X,¢) est asymptotiquement centrée normale
de variance X2 (¢, f) + Tm (9, f)m?ka.

SCHEMA DE LA PREUVE DU THEOREME 4.1. Formellement d’aprés (2.5.1) et (2.2.8),

< K . K IXk 2
SX0) = 3B (2nIf) + 3 AurlelFs) — (el

= S7(9) + ST (9, fx).

Le premier tableau SZ(¢) est une fonctionnelle non-linéaire du périodogramme du bruit i.i.d
(Z4)¢ez- Le Théoréme 3.2 traduit dans la section précédente établit la normalité asymptotique de
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SZ(¢) sous des conditions sur Z, ¢ et les (B,,) inclues dans celles du Théoréme 4.1. Il reste donc
A prouver

Seste) (4 f) = Zgnk[ —E ) — g (2nIZ,) | = op(D). (2.5.8)

yk)

C’est le propos des Lemmes 4.1 et 4.2 traduits ci-dessous. Notons que le Théoréme 4.1 énonce
la normalité asymptotique de SX (¢, fx) sous la réunion des hypothéses du Théoréme 3.2 et de ces
Lemmes. Ainsi par exemple les hypothéses (2.5.3) et (2.5.4) ci-dessous ne sont-elles pas nécessaires
a (2.5.8). O

Nous avons traité Sﬁre“e) (¢, fx) pour des fonctions ¢ deux fois dérivables, par développement
de Taylor & ’ordre 2:

K

S(TeSte) ¢ fX Z ﬂn k¢ 27{[ik)Rn,k + Z /Bn,k(ﬁ” (27rlik + en,kRn; k)Rn,k2
k=1

Le premier moment absolu de la premiére somme tend vers 0 (Lemme 4.1). La seconde somme
est simplement op(1), sans convergence vers 0 en moment 4 moins que ¢" ne soit bornée (voir le
Lemme 4.2).

LEMME (4.1). Supposons les hypothéses (H2.1), (H2.7) vérifiées ainsi que (S1) ou (H2.4)-
(2.5.5)-(2.5.6). Supposons aussi B[|Z;|*] < oo avec pp > v2 V (v3 +2) V 8. Alors,

Zﬁnm' (2T, Rk = 0l1),

LEMME (4.2). Supposons les hypothéses (H2.1),(H2.7) vérifiées ainsi que (S1) ou (H2.4),
(2.5.7) avec m > (3 et B[|Z;|¥] < 00 avec pp > 6V 4a V ([2m — 28] + 1). Alors,

K
> Buwd" (2nI7, + O R i) RY = 0p(1).

Commentaire. Ces sommes ne se traitent pas facilement, par exemple avec des inégalités
d’Holder. Pour les deux, il faut d’ailleurs faire appel & ’expression exacte du reste de Bartlett.
Notons aussi qu’un traitement direct de la somme de (2.5.8) a partir des majorations générales du
reste de Bartlett (voir la Proposition 2.3) ne fournit pas la convergence souhaitée. Supposons par

1/2

exemple les poids 3, ;, d’ordre n™*/* comme ils le sont typiquement , ¢ uniformément lipschitzienne

— cas trés favorable —, et fx bornée, on aurait alors:

Ir)b(,k A |

ke{l,..-,K}| Ix(xx) -

=Cn'? max |Rnul
ke{l,...,K

=0p(1)

|Seste) (g, fx)| < Onl/?

car ce maximum est d’ordre n~1/2 en probabilité, et jamais meilleur. Une erreur consiste a croire
que 'on peut imposer & R,, , une décroissance en probabilité & une vitesse arbitrairement grande
de la forme n~? en imposant une décroissance du méme type sur les coefficients du filtre linéaire,
comme cela est suggéré par le Théoréme 6.2.2 de Priestley (1981). On voit sur des cas trés simples
(ex. processus MA (1)) que cette vitesse est exactement en Op(n~1/?).
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2.5.2. Application: estimation de la variance de ’innovation. Nous traitons ici une
application du Théoréme 4.1 d’une facon détaillée. Elle est un cas particulier de la question de
lestimation d’une fonctionelle non-linéaire de la densité spectrale, résolue de fagon générale par
le Théoréme 4.2.

Pour un processus stationnaire au second ordre de moyenne nulle, une grandeur d’intérét est
le risque quadratique moyen de prédiction & un pas:

0® = B X¢41 — Pu, Xega|?

ot Py, désigne la projection orthogonale sur My = 5p{X;, —oo < j < t} dans I’espace de Hilbert
5p{X¢,t € Z} équipé du produit scalaire (X,Y) = E(XY") (voir Brockwell et Davis 1991, Chapitres
2 et 5). La décomposition de Wold justifie ’appellation « variance de I’innovation » pour o? et la
formule de Kolmogorov la relie & la densité spectrale:

o? = 27rexp{% /027r log fX(m)da:}. (2.5.9)

Pour estimer cette quantité a partir d’un grand échantillon Y3, ..., Y, on se raméne (par le « théo-
réme de application continue », voir par ex. Théoréme 25.7 dans Billingsley, 1986) & I’estimation
de l'intégrale de (2.5.9), puis & celle de la la somme de Riemann

Ap =771 "log fx () (2.5.10)
k=1

avec i = [(n —1)/2].

On peut songer a remplacer chaque fx(zy) par un estimateur consistant de cette grandeur,
comme un estimateur 3 noyau basé sur le périodogramme (périodogramme lissé). On obtiendrait
un estimateur de o2 de variance asymptotique en O(B,n~!) oi B, est la largeur de bande (voir
Brillinger, 1969), soit une convergence strictement moins rapide que /n.

La seconde approche que nous allons développer ici est supérieure au sens ou elle peut fournir
un estimateur a la vitesse /n (voir la Proposition 2.9 ci-dessous). Elle fut initiée par Davis et
Jones (1968) qui proposérent d’estimer A,, par la somme suivante :

7
Sp=n"1 [logIx, + €] (2.5.11)
k=1
ot £ désigne la constante d’Euler. Notons que que E°(log(§)) = —&. La statistique /n(S, —

A,) s’écrit donc comme un tableau triangulaire de type (2.5.2). En supposant (X})sinz gaussien,
Hannan et Nicholls (1977) ont prouvé la consistance de 1’estimateur de o2 qui en découle:
1A
5% =21 exp{ =Y llog I, + 5]} (2.5.12)

k=1

ainsi que sa normalité asymptotique
Vn(6% — 6%) = N(0,v). (2.5.13)

On doit & Chen et Hannan (1980) les premiers résultats théoriques sur cet estimateur pour (X¢)iez
linéaire, & savoir la consistance forte de 62 (c.-a-d. 62 — o2 presque stirement). Ces auteurs
déplorent pourtant de ne pouvoir étendre (2.5.13) au cas d’un signal linéaire, faute d’une maitrise
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suffisamment précise de la contribution des cumulants d’ordre supérieur & la distribution limite *.
Le Théoreme 4.1 permet d’établir ce résultat.

PROPOSITION 2.9. Supposons (H2.4), E[|Z|*] < oo pour p >2m +1 et m > 5. Soit

=exp{(27K) ! Z log(LX,) — 1(m))

Alors
Vn(e; — o) = N(0, 2my' (m) + ka)o™)

2.5.3. Autres applications. Nous présentons ici des applications du Théoréme 4.1 sans
détails et précision mathématique. Nous renvoyons pour cela le lecteur au chapitre 4, section 4.3.

Régression sur le log-périodogramme. Cette méthode est une alternative aux méthodes de
maximum de vraisemblance ou de moments pour l’estimation spectrale paramétrique (Taniguchi
1987). Elle suppose que la densité spectrale fx appartienne & une famille paramétrique P =
{f(z;6) : 6y € O}, soit fx = f(.,00) et satisfasse & des conditions supplémentaires, comme 3 celle
d’étre différentiable et strictement positive. On estime alors 6y par régression aux moindres carrés
sur le log-périodogramme agrégeé :

K

N . X _ . 2
0_argroré1(ralkz_:l(logln’k P(m) l(yk,ﬁ))

avec l(yr;8) = log fo(yr) et I'on montre (Théoréme 4.3) la consistance faible et la normalité
asymptotique de 6 par adaptation des résultats de Jennrich (1969).

Fonctionnelles non-linéaires du périodogramme. Une seconde application est ’estimation de
fonctionnelles de la densité spectrale. Si la fonctionnelle est linéaire:

= / (@) f(z)dz,

avec ( & variation bornée, alors un estimateur « canonique » en est:
1 n
=1
Consistance et normalité asymptotique de cette derniére quantité sont accessibles (Brillinger, 1969,

Walker, 1964), y compris pour des observations fenétrées (Dahlhaus 1983, Janas 1994). Taniguchi
(1979, 1980) aborde la question plus générale de I’estimation de fonctionnelle non-linéaire de la

-/ " (@)G(f(2))da

Cette question est motivée par ’estimation paramétrique robuste de cette densité

densité spectrale

N

A partir du
ériodogramme, qui passe par la minimisation d’un critére non-linéaire. Nous ’avons déja rencontré
)

* Tls relient ce probléme & I’absence d’un théoréme de limite centrale fonctionnel pour la mesure spectrale
empirique

7 IXk
Fa(z)=a"") 1p ( . ) (2.5.14)
" kz::l O\ Fx (zx)
avec 71 = [%(n —1)], & savoir un résultat du type v/n(Fy(z)— F(z)) = G(z) dans I’espace de Skorohod des fonctions
cadlag D([0, 00[) munis de la topologie J1 (voir Pollard 1984 ou Billingsley 1968 pour la définition de ces espaces
fonctionnels) et pour un certain processus limite G(z,w). Nous avons résolu cette question pour un processus i.i.d

(voir la section 2.4.3)
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cette question en section 2.5.2, avec G = log. Le Théoréme 4.2 montre la normalité asymptotique
d’estimateur de A(f) construits sur le périodogramme agrégé de la forme :

A 27 K =
A =% > Cnwd(Ty)
k=1

ol ¢ est une fonction déduite de G par une transformation intégrale de type transformation de
Laplace. La consistance de ces estimateurs a été établie par Janas et von Sachs (1995).
Estimation spectrale robuste. Soit I'estimateur ponctuel de la densité spectrale fx (x)
K 2
Fal@) =K 37 Wi, (x - ye) ==

m
k=—K

ol la suite by, et le noyau W sont tels que fn(z) soit consistant (voir Brillinger, 1981, §5.6). Cet
estimateur se comporte mal en présence d’une sinusoide parasite au voisinage de la fréquence
considérée. Une estimateur robuste de fx (x), proposé par von Sachs (1994), s’obtient en résolvant
en s ’équation suivante

FX

. K I
Ana(s) =K1 3" Wy (& —yi)o(2E —1) =0.

ms
k=—K

ou la fonction ¢ doit avoir la vertu d’atténuer les incursions trop grandes du périodogramme
(typiquement, ¢ est une fonction sigmoide), en plus d’autres propriétés que ’on trouvera en
section 4.3.3. Elle doit donc étre non-linéaire. Il est prouvé dans von Sachs (1994) que l'estimateur
ainsi construit est consistant, et asymptotiquement normal sous ’hypothése supplémentaire de
gaussianité. Par la Proposition 4.4, nous avons étendu cette normalité asymptotique au cas des
processus (X;)¢cz linéaires.
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CHAPITRE 3

Le périodogramme du bruit blanc

Ce chapitre reproduit un article intitulé The periodogram of an i.i.d sequence en collaboration
avec Philippe Soulier et soumis pour publication & la revue Stochastic Processes and their
Applications.

3.1. Introduction

Let (Z¢)iez be a white noise with unit variance, i.e. an i.i.d sequence such that E[Zy] = 0
and E[Z2] = 1. Define the discrete Fourier transform and the periodogram as

n
d? (z) = (2an)~'/? z:Zteitm and I7(z) = |dZ(z)|>.
t=1

The Fourier frequencies are usually defined as z, = 27k/n, 1 < k < 7 where it = [(n — 1)/2]
(the dependency with respect to n will be omitted). It is a well known fact that if the variables
Z; are moreover Gaussian, then the periodogram ordinates computed at Fourier frequencies are
independent and 2717 (x;) has a T'(1,1) distribution. The T'(a, ) distribution is the distribution
with density function I'(a) *A%z2% le~*? with respect to Lebesgues measure on R* (where I is
the T" function). Gaussianity and the specific choice of the Fourier frequencies are the fundamental
reasons for this independence. Let 0 < k < j < 7.

n
Eld, (2)dp ()] = % ; gitleita;) — (.

The last sum vanishes because of the specific choice of the Fourier frequencies. This implies
uncorrelatedness of the variables dZ(zy), hence independence in the Gaussian case. This latter
property no longer holds in the non Gaussian case, thus independence no longer holds. For
instance, let k4 denote the fourth cumulant of Zy. An easy computation yields, for 0 < k < j < 7,
_ k4

= 1

The fourth cumulant of a standard Gaussian variable is 0, but it is not necessarily so for an

cov(IZ (zy), IZ (z))

arbitrary distribution. Nevertheless, the central limit theorem implies that for any fixed wu,
d?(zy,),--- ,d?(zp,) are asymptotically independent, in the sense that the asymptotic distri-
bution of the 2u-dimensional vector

(Re{dy (zx,)}, Im{dy (zx,)}, -+, Re{dy (zx,)}, Im{dy, (z5,)})

is the 2u-dimensional standard Gaussian distribution, i.e. the distribution of 2u ii.d. A(0,1)
random variables. This implies that 27l (zk,), - ,27l,(zk,) are asymptotically independent
exponentials. The problem is that this property for fixed u is of very little interest, since the
statistics of interest involve an increasing number of periodogram ordinates. Among important
problems, we can mention the following.

65
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Asymptotic distribution of the maximum. In the Gaussian case, M,, = 27 max;<x<s I, (zk)
has a (i, 1) distribution. Thus lim,,_,, P(M,, —log(7) < 2) = e ¢ . Davis and Mikosch (1999)
have shown that this asymptotic property still holds true in the non Gaussian case.

Weighted sums of functionals of the periodogram Consider real numbers 3, ; such that
ZZZI B2 11 and a function ¢ and define

SZ() = Bnxd(In(zr))-
k=1

In the Gaussian case, such a sum is asymptotically Gaussian under the necessary assumption that
E[¢? (I,(z))] < oo and under the Lindeberg condition

lim max |8k =0.
n—00 1<k<n

Because of the considerations above, one may expect that this result still holds in the non Gaussian
case. However, no general result of this kind is known. We recall now some previous results. In the
case of a linear functional i.e. ¢(x) = z, if the weights (3, are the value of a function g at Fourier
frequencies, it is known that SZ(¢) is asymptotically Gaussian, with an asymptotic variance that
depends on k4. For instance, if 8, ; = 7 ~1/2, 7~ 1/2 2221(27r1n(:ck)—1) is asymptotically Gaussian
with variance 1 4 k4/2. This can be proved by the method of cumulants, see Brillinger (1981). In
the case of non linear functionals, very little is known. The first attempt to derive an asymptotice
theory for such sums in the non-linear case is due to Chen and Hannan (1980) in the case ¢(z) =
log(z). They used the technique of Edgeworth expansions for triangular arrays of independent
random variables to compute the variance of 7~/2 Z’Zzl log(27l,,k) — log(2) — 7, where v is
Euler’s constant. If g, denotes the joint density of R{dZ(zy)}, I{dZ (zy)}, {dZ(z;)}, I{dZ (z;)}),
for 0 < k < j <71, a second order Edgeworth expansion of g, yields (with the weights 8, set
equal to 7 ~1/?)

2
var(SZ (log)) = % + ka/2 +O0(n1/?).

Note that 72/6 is exactly the variance in the Gaussian case. The problem with this method is
that the computation of higher moments is extremely involved, but this may be overcome, and
that the existence of the joint density ¢, and the validity of its Edgeworth expansion require
a regularity assumption on the distribution of Zy, which nearly amonts to the existence of a
density with respect to Lebesgue measure, and the necessity of which is not obvious. Let it be
said, nevertheless, that in the case of non regular functionals, some regularity is needed since if the
distribution of Zj has, say, a positive mass at zero, then the log-periodogram cannot be computed.
Recently, Velasco (1999) using the same method, proved a central limit theorem in the case of the
function log and in the particular case where the number, say u,, of non vanishing coefficients
Bn,k is negligible with respect to n. The asymptotic variance is then 72/6, that is, the same as in
the Gaussian case. The central limit theorem is proved using the method of moments, and this
necessitates to assume that E[|Zy|®] is finite for all s. This is obviously a strong assumtion that
one would like to omit.

Empirical spectral distribution function. Another important unsolved problem was to
prove a functional central limit theorem for the empirical spectral measure, defined as

#
Fo() =i ") 1j0)2nTa(zk)), = >0.

k=1
Freedman and Lane (1980) and Kokoszka and Mikosch (1999) proved that under the only
assumption that E(Z?) < oo, sup,sq |, (x) — Fy(z)| converges in probability to zero, where
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Fi(z) = 1 — e ” is the standard exponential cumulative distribution function. Kokoszka and
Mikosch (1999) strengthened this result and proved convergence of the first three moments of
7i~1/2(F,(z) — Fy(x)) under the natural assumptions of finiteness of the six first moments of Zg
(but on the not so natural assumption that they all coincide with those of a V' (0,1) distribution)
and under the regularity assumption on the distribution of Zy mentioned above.

In this paper, using the ideas of Chen and Hannan (1980) and generalizing (and making more
formal) the deep ideas of Velasco (1999), we present a full theory for weighted sums of (eventually)
non linear functionals of the periodogram of an i.i.d. sequence, and we solve the abovementioned
problems. We also bring a new tool to the study of this problem. While the cited authors used
Edgeworth expansion of the joint density of a finite number of discrete Fourier transforms, which
necessitates the regularity assumption, we use the results of Gétze and Hipp (1978) on Edgeworth
expansions for moments of smooth functions. This allows, in the case of smooth functionals, to
get rid of the regularity assumption on the distribution of Zy. This, in its turn, allows to use
truncation arguments to get also rid of the assumption of finite moments of all order to obtain a
central limit theorem by means of the method of moments.

Before concluding this already long introduction, let us mention that in statistical applications,
the quantity of interest is never SZ(¢), but SX(¢), where X is a process which admits a linear
representation with the i.i.d. sequence Z, i.e. X writes

X, = Zajzt_j, teZ,
JEL
where (at)icz is a sequence of real numbers such that ), ., a? < 0o. The spectral density of the
process X is then

fx = (2W)71|ZJEZ ajej|2’

where e;(z) = e¥. If the coefficients a; are absolutely summable, then fx is continuous and the
process X is said weakly dependent. If the coeflicients a; are not absolutely summable, then fx
may not be continuous and even have singularities, in which case the process X is usually said
strongly dependent. The study of S:X(¢) is then based on the so-called Bartlett’s decomposition
(cf. Bartlett, 1955), which consists in relating the periodogram of X to that of Z :

I (2) = 2nfx (@)1} (z) + Ry (z),

where the superscript indicates the process with respect to which the periodogram is computed.
Then one can write

K
SX($) = B kd(2nIY (x)) + Ty,

k=1

K
To= Bus{9(2nl} (@) — $(2n fx (y) I} (2))}-
k=1
Under reasonable regularity assumptions, one can hope to prove that 7}, tends to zero in probabil-
ity, and the remaining task is to obtain a central limit theorem for SZ(¢). The problem with this
decomposition is that the remainder term R, is rather large, even if the coefficients a; decay very
rapidly or are only finitely many. We will not give any statistical applications in this paper, but
for the problem mentioned above, we can already say that our results yield a central limit theorem
for the estimator of the estimation variance considered in Chen and Hannan (1980), and that we
improve on Velasco (1999) since we prove that his central limit theorem holds if Zy has only a
finite number of finite moments (the exact number depends on many parameters not specified
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here). Other applications for weak dependent linear processes are presented in Fay, Moulines and
soulier (1999) and an application to the estimation of the dependence coefficient of a fractional
process is presented in Hurvich, Moulines and Soulier (1999) .

The rest of the paper is organized as follows. Since the technique of Edgeworth expansion
is applied to the distribution of the discrete Fourier transforms, we first state a very genral for
functionals of the Fourier transforms. In section 3.3, we apply this result to general linear func-
tionals of the periodogram and in section 3.4, we state a functional central limit theorem for the
empirical spectral distribution function. The proof of the main theorem, being very invoved is
split in several section. The main technical tool, a moment expansion (Lemma 3.3) is stated in
section 3.8 (Lemma 3.3) and proved in section 3.6. Even though it is just a technical lemma, we
consider it as the actual main result of this paper, since all the other results easily derive from it,
and because it offers the deepest insight in the dependence structure of periodogram ordinates at
Fourier frequencies of a non Gaussian i.i.d. sequence.

3.2. Main result

Let m be a fixed positive integer. Put K = [(n — 1)/2m] and define the pooled periodogram by
Ik = Z mkl,; , k=1, K.
j=m(k—1)+1
For all n > 1,1 < k < K, define the 2m-dimensional vector

n

Wk = (2/n)1/? ZZt(cos(tazm(k,l)ﬂ),sin(tmm(k,l)ﬂ), oo, co8(tTmp ), sin(trme)) T, (3.2.1)
t=1
so that 271, p = ||[W, k||?/2. In this section, we give conditions on a triangular array of functions
(¥n,k)1<k<n to Obtain a central limit theorem for sums Sy, := > 7_; Bn.k%nk(Wn,k)-
In the case of functions of non smooth functions, as mentioned in the introduction, a regularity
assumption on the ditribution of the white noise Zy is necessary.
(A8.1) There exists some real 7 > 1, such that [*°7 |E(ei?0)|"dt < co.

Assumption (A3.1) ensures that n="/2 Y1 Zy has a density gy, for all sufficiently large n (n > p)
and that this density converges uniformly to the standardized Gaussian distribution (see, for
example, Bhattacharya and Rao (1976), Theorem 19.1,p.189). It is a strengthening of the usual
Cramer’s condition which excludes "lattice" variables. We now define the classes of admissible
functions.

DEFINITION 1. H, is the set of measurable functions on R?™ such that N, (¢)) < oo, where
Ni(p) = . P () (1 + [2]*) “da.
R m
It is easily seen that H,, endowed with the norm N, is a Hilbert space and that the set of
compactly supported C'* functions is dense in this space.

DEFINITION 2. For integers v and r, let S;, be the space of r times differentiable function on
R?™ such that for all 2m-tuples of integers 3 = (81, - , B2m) that satisfy 81 + -+ + Bo < 1,

M, (DPy) < o0,

where D? denotes the partial derivative of ¢ of order 3; with respect to the i-th component, and
for any function ¢ on R?™,

_ o)
MAD = 2 T T
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The notation M, comes from Gotze and Hipp (1978). For convenience, we introduce the
following notation. For ¢ € S, denote

My,()= Y M/(D). (3.2.2)
G144+ Bem <r

Obviously, the space S? is included in H, for any a > v + m. For ¢ € H,, we can also define

111> = Eg* ()], (3:2.3)
where & = (£1,-++ ,&m)? denotes a 2m-dimensional standard Gaussian vector. If ¢ € H, for

some « > 0, then ||| < co. Moreover, there exists a constant C, such that for all ¥ € H,,
[¥|| € CaNu(¥). Also, for all j = 1,---,2m, |Ca(v, )| < V/2|[¢||. Recall now that the Hermite
rank of a function 1 such that ||¢|| < oo is the smallest integer 7 such that there exists a polynomial
P of degree T with E[P(£)1(&)] # 0. In this section, for the sake of simplicity, only functions of
Hermite rank at least 2 will be considered. A very frequently verified sufficient condition for a
function % to have Hermite rank at least 2 is E[t)(£)] = 0 and ¢ is componentwise even.

For a triangular array of functions (¢, k)1<k<k such that [[1), ;|| < oo, and for a triangular
array of reals (0n,k)1<k<k, define

K
Sn =Y Bkt k(Wnk)- (3.2.5)
k=1

The assumptions needed to prove the asymptotic normality of S, are now stated.

(A3.2) (Bnk)i<k<k is a triangular array of real numbers such that ZkK:1 ﬁﬁ,k =1 and

lim ma =0.
n—oo 1§k§xK B

(A3.3) There exists a real o > 0 such that
K
Tim 37 B2 el ill? = 0.
k=1
(A8.4) There exists a real 7 such that
Jim nh Y BakBat Y, Colthnksi)Ca(tng,§) =T
1<k<I<K =1, ,2m
and 02 + k47/4 # 0.
(A3.5)

—1/2
Ve >0, 12?5‘7{1( 1Bn,kl = O(pr, / ).

where p, = #{k:1 <k <K, B, # 0}.
Assumption (A3.2) implies the Lindeberg-Lévy smallness condition and together with (A3.3)
is sufficient in the Gaussian case. Assumption (A3.4) is necessary in the non Gauss-
ian case since it appears in the expansion of var(S,). Assumption (A3.5) means that
tn(Maxi<k<k | Bn.k|)? is bounded by a slowly varying function of p,,. It holds when 3, x, is defined

as g(yx)/ (Zszl g° (yk)) for most "reasonable" functions g (such as continuous functions on
[, 7] or g(z) = log(z)) and evenly spaced frequencies yi, 1 < k < K. This assumption does
not seem necessary, but we cannot prove our result without it. See the comment after Theorem
3.1. The next assumption is necessary to replace eventually non smooth functions ,, j, by smooth
ones.
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(A3.6) For all real € > 0, there exists a sequence of compactly supported C> functions ¢y, , with
same support K. and with Hermite rank 2 such that

€
max max [|Ynr = Yol < (3-2:6)
Ve >0, VreN, 3C.c, Mo,(¢;, 1) < Cre, (3.2.7)

and there exist a real 62(€) > 0 and a real 7(¢) such that
K
dim 32 5l = 0%,
=1

im ™" Y BapBes Y Coltr)Catf,5) = T(e)-

n—oo
1<k<I< 4,j=1,-,2m

Note that if (A3.3), (A3.4) and (A3.6) hold, then lim. ,o 02 (€) = 0% and lim,_,o 7(€) = 7.

THEOREM 3.1. Let (Z;)icz be a unit variance white noise with finite moment of order p. Let

(Bn,k)1<k<k be a triangular array of reals and (Yn k) 1<k<k be a triangular array of functions such
that Assumptions (A3.2), (A3.5), (A3.3), (A3.4) and (A3.6) hold. Assume either

o Foralll <k< K, Yni € Hq, assumption (A3.1) holds and p > 2a + 2.
e Forall1<k<K,Y,r €S2 andp>4vV4.

Then the distribution of S, is asymptotically Gaussian with mean zero and variance o> + Tkq/4.
Moreover, Assumptions (A3.4) and (A3.5) are not necessary in the following cases :

o If kqa = 0 then Assumption (A3.4) is not necessary.

o If u, = o(n*/3) then Assumption (A3.5) is not necessary and Assumption (A3.7) holds
with v = 0.

o If for all k < K, Co(¢n,k) = 0, then Assumptions (A3.5) and (A3.7) are not necessary
and thus the central limit theorem holds under the same assumption on the weights B, 1
and with the same limit as in the Gaussian case.

Comments. This result gives a better understanding of the differences between the Gaussian
and the non Gaussian case. Recall that in the Gaussian case only assumption (A3.2) is necessary.
Here, we need a stronger assumption on the functions considered, and also a restriction on the
admissible weights. Note that assuption (A3.1) holds in the Gaussian case, so it cannot be
considered as a restriction. The strengthened assumptions on the functions considered are not
somehow necessary, since some conditions are needed to insure integrability of ¢y, ;(dy, ). The
conditions we impose are nearly minimal, and in the case of smooth functions, they are optimal in
terms of the requirement on the moments of Z,. Assumption (A3.5) is probably not necessary.
As mentioned in the Theorem, it is indeed not necesary in some cases.

3.3. Non linear functionals of the periodogram

Since Theorem 3.1 is stated for arbitrary m, we can derive a central limit theorem for non
linear functionals of the aggregated (or averaged, or pooled) periodogram. Let m be a fixed integer
and set K = [(n —m)/2m]. Define

km

Lipk= Y, Iz, 1<k<K.
s=(k—1)m+1

Let ¢ be a measurable function on R such that E[¢? (Y)] < oo where Y is a ['(m, 1) random variable,
or, equivalently, Y is distributed as |£|?/2, where ¢ denote a 2m-dimensional standard Gaussian
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vector, and |.| denotes the Euclidean norm. The following quantities are then well defined.

Ym(9) = Elp(1€*/2)], (3.3.1)
oo () = var((|€]7/2)) = B> (€7 /2)] — 1o (), (3.3.2)
Cm () = E[(& — Do (1€?/2)]. (3.3.3)

Let (Bn,k)1<k<k be a triangular array of real numbers such that (A3.2) holds. In the context of
this section, assumption (A8.3) will hold automatically, while (A8.4) will be a consequence of
the following assumption.

(A3.7) There exists a real y such that
lgglnil Z/Bn,kﬁn,l =7-
kL
Define finally

K

Sn(®) = Bup{d2rLnk) — Ym(9)} (3.3.4)

k=1
THEOREM 3.2. Let (Z;)icz be a unit variance white noise with finite moment of order p.
Assume either
e ¢ is twice differentiable, there exists an integer v such that

@I+ @)+ 18 @)
z€ER 1+ |.Z'|”

< o0

and p > 4v V4.
o Assumption (A3.1) holds, there exists a positive integer a such that

¢*(|2*)(1 + |2|*)~*dz < oo
R2m

and p > 20+ 2.

Let (Bn.k)1<k<k be a triangular array satisfying Assumptions (A3.2), (A3.5) and (A3.7), and
such that o2, (¢) + ym?k4C2,(¢) # 0. Then S,.(¢) converges in distribution to the standard Gauss-
ian distribution with variance o2,(¢) + ym2k4C2,(p). Assumptions (A3.7) and (A3.5) are not
necessary in the following cases.

o If ky = 0 then Assumption (A8.7) is not necessary.

o If i, = o(n?/?) then Assumption (A3.5) is not necessary and Assumption (A3.7) holds
with v = 0.

o IfCp(¢) =0, then Assumptions (A3.5) and (A3.7) are not necessary and thus the central

limit theorem holds under the same assumption on the weights By 1 as in the Gaussian case
and with the same limit 02,(¢).

Proof of Theorem 3.2. If ¢ satisfy the assumptions of Theorem 3.2, define, for z € R?>™,
P(z) = ¢(|2|?/2) — Ym(¢) and P, =1 for all 1 < k < K. As mentionned above, ¢ has Hermite

rank 2 since E[¢)(§)] = 0 and % is componentwise even. If the array (,j satisfy Assumptions
(A3.2) and (A3.7) then Assumptions (A3.3) and (A3.4) hold with 0? = 02 (¢) and 7 =

4m*yC2,(¢). Under the assumptions of Theorem 3.2, ¢ can be approximated by a sequence of
compactly supported C*® function ¢¢, i.e.

Ve >0, E[(4(16]7/2) — ¢°(I6]*/2))%] < e.
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Define then ¢¢(z) = ¢¢(|z*/2) and 9, = ¢ for all n and k. It can be assumed, without loss of
generality, that E[¢(£)] = E[¢¢(|¢]?/2)] = 0. Thus the functions 4, » and ¥y, all have Hermite
rank at least 2, and assumption (A3.6) holds. This concludes the proof of theorem 3.2.

The proof of Theorem 3.1 is based on the so-called method of moments. Thus, under a relevant
moment assumption, it is easily seen that the convergence of moments holds.

PROPOSITION 3.3. Let q be an integer. Under the assumptions of Theorem 3.2, if moreover
E[Z3] < oo, then

Jim EISE(6)] = (0 (6) +ym?raC3(9)".

3.4. Functional central limit theorem for the empirical spectral measure

The empirical spectral distribution function is defined as

K
Fn(.'l,') =K Z l[o,z](27rjn,k), z > 0.
k=1

In the case m = 1, it has been shown by Freedman and Lane (1980) and in Kokoszka and
Mikosch (1999) that under the only assumption that E(Z2) < 0o, sup, > |, (z) — Fy ()| converges
in probability to zero, where Fj(z) = 1 — e~ ® is the standard exponen%ial cumulative distribution
function. Kokoszka and Mikosch (1999) also proved that if the distribution of Zy satisfies
the Cramer condition (A3.1), if E(|Z;|%) < oo and the first 6 moments of Z; coincide with
those of a standard normal variable, then lim,_,. n*/2E[(F}, (z) — Fi(x))*] = 0 for s = 1,3 and
limy, 00 nE[(F, (2) — F1(2))?] = 2F(2)(1 — Fy(z)). But these author were unable to derive
convergence in distribution of \/n(F,(z) — Fi(x)) and ask if a functional central limit theorem
can be proved. Applying Theorem 3.2, we prove here that under (A3.1) and a suitable moment
condition, the functional central limit theorem holds, and that n¢E[(F}, (x) — Fi(x))?4] converges
to {2F1(z)(1 — Fi(z))}? under the only additional assumption that k4 = 0. Define F,(z) =
((m = 1))t [ tm e 2dw, the distribution function of the I'(m,1) distribution. Define also
Cm(z) = (m + 1) Finya (2) — Fin ().

THEOREM 3.4. If Assumption (A3.1) holds and if B(|Zo|®) < oo, then /n(E,(x) — F,,(x))
converges in the space D([0,00]) of left-limited right-continuous (cadlag) functions on [0, 00) to the
Gaussian process G(x) with covariance function

ElG(z)G(y)] = 2mFn(z Ay)(1 — Fn(z Vy)) + M2 k4Crn () Crn ().

If moreover E(|Zg|?) < oo, then
lim n??E[(E, (z) — F,(z))]

n—oo
_J)0 if q is odd,
| 2mE.(z Ay)(1 = Fu(z Vy)) + m2k4Co (z)Crn (y) Y2 if q is even.

Remarks.

e If k4 = 0 then the limit process is the same as if Z; were Gaussian white noise, or, equiv-
alently, if the periodogram ordinates I,, ; were i.i.d. random variables with T'(m, 1) distri-
bution (i.i.d. exponentials in the case m = 1). If enough moments of Z, are finite, the
limiting moments are also the same as in the Gaussian case. Thus, the difference with the
behaviour of an i.i.d. sequence appears only through the fourth cumulant.



3.5. PROOF OF THEOREM 3.1 73

e The proof of Theorem 3.4 is as usual split into two parts. The convergence of finite distri-
bution is an obvious consequence of Theorem 3.2 and holds under finiteness of the fourth
moment of Zg only. Tightness is proved using the criterion for empirical processes of Shao
and Yu (1996) and needs finiteness of the eighth moment of Z.

3.5. Proof of Theorem 3.1

Theorem 3.1 is proved by means of the method of moments and Edgeworth expansions. Thus
the first step in its proof is to prove a central limit theorem in the case of smooth functions and
when all the moments of Zy are finite.

PROPOSITION 3.5. Assume that (Z;)icz is a unit variance white noise such that for all integers
s, E(|Zo|®) < 00. Assume that for all 1 < k < K 1, is compactly supported C* and

Vr € N,3C,,Vn,Vk < K, Mo, (tbnz) < Ch. (3.5.1)

Let (Bn,k)1<k<k be a triangular array of reals such that Assumptions (A3.2), (A3.5), (A3.3)
and (A8.4) hold. Then S,, is asymptotically Gaussian with variance o® + Ty /4.

We must now relax the assumption that Zy has finite moments of all orders. Define Zt(M) =
ot Z4141z,<m} and with 03, = E((Z;1{2,]<m})?)- Without loss of generality, we can assume that
for all M, ]E(Zt(M)) = 0, since we will compute discrete Fourier transforms at Fourier frequencies.

Define WTSA,/CI) in the same way as W, , replacing Z by Z (M)

LEMMA 3.1. Let (Zi)iez be an i.i.d. sequence of zero-mean random variables with finite mo-
ment of order 4. Let (Bn,k)1<k<k be a triangular array of real numbers such that Ele ,3,2”c =1.
Assume that (Yn.k)1<k<k 15 a triangular array of compactly supported C? functions with same
support K and that there exists a constant C' such that

Vn,Vk < K, Mo2(¥nx) <C. (3.5.2)

Then

K 2
A}im limsupE (Z Bk tne(Whk) — wngk(W’r(lAk{))}> =0.
70 nooo k=1
PROPOSITION 3.6. Assume that (Zi)iez is a unit variance white noise such E(|Zy|?) < oo.
Assume that for all1 < k < K 1, is compactly supported C™ and (3.5.1) holds. Let (Bn.k)i1<k<k
be a triangular array of reals such that Assumptions (A3.2), (A3.5), (A3.3) and (A3.4) hold.
Then Sy, is asymptotically Gaussian with variance o> + Tk4 /4.

Proof of Proposition 3.6. Define ST(LM) = ZkK:1 ﬁnk@bnk(W}llf)) Applying Proposition 3.5
and Lemma 3.1, we get

VM e N, S 4y N(0,0% (D)), (3.5.3)
lim limsup E(S, (M) — S,)* = 0. (3.5.4)
M—oc0 n

where o2(M) = limp_,e0 s2(M) and s2(M) is defined as s2 with the fourth cumulant x{* of
ZéM) instead of k4. 0?(M) is well defined because of assumptions (A3.3) and (A3.4). Moreover,

|2

K
|s2(M) — 82| < Cle§™ — wal 3 B2 illtomk
k=1
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This last sum is bounded because maxi<p<k ||[¥n,k|]| < oo under assumption (3.5.1). Thus
limpry 0o 02(M) = o2. Theorem 4.2 in Billingsley (1968) concludes the proof of Proposition
3.6.

To conclude the proof of Theorem 3.1, there only remains to replace the sequence 1, by a

sequence of smooth functions.

LEMMA 3.2. Assume either

o (A3.1) holds, there exists a positive integer o and a constant C such that for all n and
1<k<K, Yk € Ha and Ny(tn i) < C, and E(|Z¢|?*1?) < 400 ;

e there ezists an integer v and a constant C such that for allmn and 1 < k < K, ¢pp € S2
and M, 2(Ynr) < C, and E(|Z;|*) < + 0.

Then, for all triangular array of integers By such that Eszl ﬁi’k =1, for large enough n,

K 9 K
limsupE[ (3 B it W) | < D282 ellbuell”
n k=1

k=1

We can now conclude the proof of Theorem 3.1. Using the notations of assumption (A3.6),
denote Sy, (€) = Zle Bk, 1 (Wn,k)- Applying Proposition 3.6 and Lemma 3.2, we have

Ve > 0, Su(e) == N(0,0%(6)),

. . 2
ll_r)r(l) hmnsup E(S, (€) — Sn)* =0,
lim 02 (e) = 0.
e—0

We conclude as above by applying Theorem 4.2 in Billingsley (1968) .

3.6. Proof of Proposition 3.5 and of Lemmas 3.1 and 3.2

The proofs of Proposition 3.5 and of Lemmas 3.1 and 3.2 are based on a moment expansion
for functions of the periodogram.

LEMMA 3.3. Let s < d be two integers. Let k = (k1,--- ,kq) be a d-tuple of pairwise dis-
tinct integers. Let ¢1,--- ,dq be d functions defined on R2™. Assume that one of the following
assumption holds.

(BR) (A3.1) holds and for all i = 1,--- ,d, N,,(¢;) < oo for some integers ay,--- ,aq and
E[|Zo|*] < o0 witha = a1 +---+ aq + 2.
(GH) Denote r = (s — 2md)* + 2. Let v1,--- ,vq be non negative integers and denote v =
(i4---+vy)V(s+2). Foralli=1,---,d, ¢; €S}, and E(|Zy|") < oc.
Let 1; be the Hermite rank of ¢;, 1 <i < s and 7 = inf1<i<s 7.
o If T=2 or 3 then

d 1,.5/2 s d
]E[H ¢z (.[/I/Yn’k1 )] = nfs/z #2/2)‘ Z H 02 (¢“Jz) H ]E[(Zsl (5)]1{5621\]}
i=1 T 1, js=12m j=1 i=s+1
+ Z n*T/2]FT,k (¢17 T ¢d) + nis/2rﬂ(¢l7 e 7¢d7 k)7

r=[(2s+2)/3]

d
|Fr,k (¢17 o 7¢d)| S CH ||¢Z||A7‘(k)’

=1
where A, is uniformly bounded by one and vanishes outside a finite union of subspaces of
R?, the greatest dimension of which is strictly less than d + (r — s)/2.



3.6. PROOF OF PROPOSITION 3.5 AND OF LEMMAS 3.1 and 3.2 75

o If 7> 4, then

d d
B[] 6:(Wa)] = [ Bl (O] +n " ra(d1, -+ , das k). (3.6.1)
i=1 i=1
€n 15 a sequence which depends only on d, s, a1, -+ ,aq or vi,--- ,vq and the distribution of Zy

and such that lim, €, = 0. The following bounds hold for r, :
o if assumption (BR) holds :

d
|Tn(¢la"' a¢dak)| < HNai(¢i)a (3'6'2)
i=1
o if assumption (GH) holds :
d
(@, s b )| = [ [ Muir(60)- (3.6.3)
i=1
Remarks.
e The constants involved in the above bounds are uniform wrt n and kq,--- , kg but depend
on d.
e In the context of Theorem 3.2 or 3.4, Lemma 3.3 is used with ¢; = --- = ¢, = ¢ for some
function 1 such that ||[¢|| < oo and Cy(¢),1) = --- = Ca(¥,2m) := Cs(2)). Then the first

term in the expansion of ]E[HZ 1 ¢i(Whp i, )] becomes, if s is even and 7 > 2,

2
—y sl(m C?$/2m4/2 H E[o; (¢

e In (3.6.1), the product vanishes if s > 0.
e The case 7 = 0 is included in the case s = 0.

j=s+1

e In view of Lemma 3.2, it is important that the bound (3.6.2) is explicit in terms of the
norms Ny, (¢).

3.6.1. Proof of Proposition 3.5. The proof is based on the method of moments. Denote
Yo = (In) and 02, = E[y2 , ()] Recall that Y=, 82, =1. Let €N, ¢ > 2.

ZZ R ‘J‘An(QIJ"'ﬂ]v):

vq qp!-
v
Anl(ar, - ) Z H nkl (HYT(L]Ikl>:
i=1
Z; , extends on all v-tuples of positive integers (g1, ,gy) such that ¢; +---+¢, = ¢ and E;’n
extends on all v-uplets (ki,-- -, k,) of pairwise distinct integers in the range {1,---, K}.
For any v-tuple (g1, ,gy) such that ¢; + ---¢, = ¢, let s be the number of indices 7 such

that ¢; = 1 and u be the number of indices ¢ such that ¢; = 2. Denote w = v —s—u. If w > 0,
we easily get that A, (g1, - ,¢y) = 0(1). Indeed, Assumption (A3.6) and Lemma 3.3 yield, with

bn, = maxi<k<k |Bnkls
[An(ars - 5 q0)| < CHEps=*/2.
Now, w > 0 implies that v — s/2 = s/2 4+ u + w < ¢/2 — 1/2. Thus, under assumption (A3.5),
[An(gr;- -+ 30| < COnpn) P py/? = o(1).
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Consider now (q1,--- ,qy,) a v-tuple such that w =0, 4.e. s+u=v and s+ 2u =gq.

o If s is even, Lemma 3.3 yields

Anlqr, -, q) = An(1,---,1,2,---,2)

:n_8/22358/:lt9/2 'ZvnH ﬂnk ZCQ ¢"k1"71) H 'B"k Unk ten

Jji=1 i=s+1
leal < C(b7pn) "1y

e If s is odd (when w = 0 and ¢ is odd), Lemma 3.3 yields
[Anars--- @) < CWnpn)

The leading term in the expansion of E(S?) for any even ¢ is thus, (note that v = (¢ + s)/2 and
denote t = 5/2),

q/2

- 2 _
Sn,g = q/2 '2(1/2 Z (q/ )( ) Zt+q/2nHﬁnk’ ZCZ wnk“.h H 6nk, n,k; "

Ji=1 1=21+1

Denote
K K
4 . .
=Y B illnll® + in Do BuwBas Y, Colthnr,)Co(tn,i)-
k=1 1<kAI<K ij=1,--,2m

s2 is the leading term of E[S?] and assumptions (A3.3) and (A3.4) imply that lim, . s2 =
02 + Tk4 /4. Since b, = o(1) (Assumption (A3.2)), it also holds that

q/2 K
2 . 14 . K . .
5(711 = Z (qi )(Z ﬁi,kai,k)2 t(ﬁ Z ﬁn,kugn,kz Z C2(¢n,k17]1)02(¢n,k27.72))t
t=0 k=1 k175k2 j1,j2:1---2m
() 0
- (2q/2(q/2)! Srg(L+ O0n)),
and finally
. q!
7y — q
nh—{%o E(S1) = 2072 (g 2)D (o0 + TKa/4)9,

which concludes the proof of Proposition 3.5.
Proof of Proposition 3.5 in the case p, = o(n?/?). Let q1,--- ,q, be such that #{i,q; =
1} =s. Then } f; \.501(¢i —2) = ¢ —2u + s. Since Zszl B2, = 1, we have, by definition of yun,

2521 |Bn.k| = O(uyz). Thus,
S 1B, - B | < Cusl2by 2,

Since all terms involved in the expansion of E([];_, Y,7% ) are of order n~%/3 at most, we get, if
§>0,

u

E(J] v;%.,) = Ous/08 222 n=5/%) = O((un /n??)*/?) = o(1).

i=1

If s = 0 then either u < ¢/2 or u = ¢/2 and ¢; = --- = ¢, = 2. In both cases, the condition
b, = o(1) yields the required limit.
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Proof of Proposition 3.5 in the case 7 > 4. Assume that for all n and 1 < k < K, the
Hermite rank of ¢,  is at least 4. This yields

An(qr, - qv) ZMH nk,{HEW’ O] +o(~ 8/2)}-

The expectation term above vanishes when the number (s) of indices ¢ such that ¢; = 1 is not
zero, we get, for such v-tuples,

K s
|An(q1: T qu)| < Cennis/2 (Z |ﬂn,k|) b%ﬂ:
k=1

where lim,,_,,, €, = 0. Since Zszl ﬁi r = 1, applying Holder inequality, we have Eszl |Bnk| =
O(y/n), thusif s 20, Ap(q1, -+ ,q) = 0(1). If s = 0 and v < q/2, then as before A, (g1, ,qy) =
o(1). If s =0 and v = ¢/2, then

q/2

An(27 T 72) = Zq/2,n H Ui,k + 0(1)
i=1

The proof is concluded as in the general case by noting that under the Lindeberg condition
2
ba = 0(1), 8 = X0 0 [115 0% + 0(1).

3.6.2. Proof of Lemma 3.1. Deﬁne 5% = E(Z1{7,)>m3) and Zt(M) = 631 Zid{ 7, > M)
Define W( ) in the obvious way wrt Zt . With these notations, we have W, UMWT(L?:) +
UMW’r(b,k) -

E[(iﬁn,k{wn,u ) = (WD) ]

—zﬂnk{ B2 ( n,k>]+E[¢i,k<W£ff>)]—2E<¢n,k<Wn,k)¢n,k<wgf:f>))}

+ Y BakBuiBl{Yns (Wak) = Ynk (W) Htbna (W) = g (W)

1<kA<K
= An,M + Bn,M-

Let £V and €® be two independent 2m-dimensional standard Gaussian vectors. As shown in
section 3.8.1 below, we can apply Theorem 3.17 in Gdtze and Hipp (1978) and we get

B[y} 1 (Wak)] = 47 4 (EN] + O(n=1/?),

E[y2 , (W) = Elw2 , (€0)] + O(nY/2),

Bl (W) Wi )] = Elni (€)n (0r6D) + 520N + O(m 117,
where the bounds are uniform because of (3.5.2). These expansions yield

K
M= B Bk € {nk(0mED) +5mEP) — i (€M)}) + O(n17?).

k=1
Applying Holder inequality, (3.5.2) and the mean value theorem, we get, for some constant C' that
does not depend on M,
At < CEV?[(loné™ + 5P = [¢°)°] + O(n™'/?).

Thus limsup,, Ay ar < EY2((Joaré™ + 6@ 2 — |€W2)2], and since limps 00 oar = 1, by the
bounded convergence theorem, we get limps_, o limsup,, Ap s = 0.
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To deal with the second term B, »; we need to use an Edgeworth expansion up to the order
n~!l. Applying again Theorem 3.17 in Gdtze and Hipp (1978), with assumption (3.5.2), we get

Z BrkBn i Blon k (W k)i (Wh )]

1<k£I<K

= :—; Z /Bn,k1/8n,k2 Z C2(¢n7k1,j1)02 (¢n,k2;j2) + 0(]_)7

k1F£k2 J1,j2=1--2m
> Bk BBl s (W k) na (W)
1<kAI<K
(M) 2 ~2
K — . .
= : 4,,:MUM Z /Bn,kﬁn,l Z Céw(wn,k17]1)c2(¢n,k27]2)+0(1)7

k1#£k2 J1,j2=1---2m

where k™ is the fourth order cumulant of Z§™ and C{" (1, 5) = E[Ha (6")p (o€ +5E@)].
Under (3.5.2), the coefficients Ca (1, k, j) and C3 (1 k, j) are uniformly bounded and thus we get,
applying Holder inequality and the mean value theorem,

limsup B,,m < C (012\4&12\,[ + |Ka — nflM)|) .
n

As for A, m, we conclude by applying the bounded convergence theorem.

3.6.3. Proof of Lemma 3.2. Under the assumptions of Lemma 3.2, using Lemma, 3.3, it is
easily seen that for all 1 < k # j < K, the following expansions are valid.

B[y, (Wak)] = [l sl” + O(n /),
E[tn ke (W) e (W )] = Z Co (ks i1)Ca (b, i2) + 17 PF( Wk, Y ) +0(n™1),

21 ,ia=1

|F(¢n,k ) Zpn,j)| < C”"pn,k””"pn,JHA(k:]):

where A vanishes outside a subspace of N? of dimension at most 1, and the terms O(n~'/?) and
o(n~!) are uniform because of the assumptions of Lemma 3.2. Summing these expressions yields
Lemma 3.2.

3.7. Proof of Theorem 3.4

We need only prove the tightness of the sequence &, (z) := VK {F,(z) — F,(2)} on a compact
set [0, M]. For that we must compute the moments of &,(z) — &,(y) for some 0 < z <y < M.
Denote 1, 4 (t) = 1{z<i<y} — (Fm(y) — Fin()). Let ¢ be a positive integer and let m,, 4(z,y) =
E[(&,(z) — €n(y))?9]. Using the same notations as in the proof of Proposition 3.5, we have the
expansion

q
1
mnqu ZZ . |U|A”(q17"'7Qv)7

vq qp!-

An(qla e qu =n —a/2 Zv n lH g-l,y(zrfr[n,k1)‘| '

i=1
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We now use Lemma, 3.3 to obtain an expansion of the expectation above under Assumption (A3.1).
Denote Cp,(z,y) Assuming Zy has enough finite moments, we get

s = S (m2C2 (x,y)ka[2)%/? ,
E H gl,y(27r‘[n,ki )] =n */2 m(s/2)| / H ]E[ g:J,y (6)]1{3621\]}
=1 ' {jvqj 22}
s
+ Z n_T/Q]FT,k ( gfya T g?y) + n_8/2rn( giya e 5¢g?ya k))

r=[(2s+2)/3]
We must now bound all these terms by powers of y —x. It is easily seen that there exists a constant
C such that |Cy,(7,y)| < C(y — z) and [E[¢p7, (£)]| < C(y — ). Thus the first term is bounded
by n=*/2(y — z)*. Since it also holds that ||} [|> < C(y — z) and Na(yg,) < C(y — z) for any
positive integer g, we get

8 8

Z n_r/2Fr,k( g}y: e aww?y) S C Z n_r/2AT‘(k)(y - :L,)’U S Cnv_s/2 (3/ - w)v’
r=[(2s+2)/3] r=[(2s+2)/3]
(Wl sk, k) < Cnm GV — ).

Altogether, we get
An(ar, -+ 5 q0) O™~ P(y — 2)? = On= 92T =2 (y —z)”.
Since for a given ¢, v is at least equal to one and at most equal to ¢, we get for |y — z| < 1/n,
Mg (,y) < O™ |z —y| + |y — 2|"/?).
If |y — 2| > 1/n, then since v < (¢ + s)/2, it always holds that
Mig(2,y) < On )2 (nly — g)¥ < Cn~ )2 (nly — 2))+9/2 < Cly — 2|2
Finally, we get, for ¢ = 4, provided that E[|Z|®] < oo,
E[(én(2) = &)1 < C(n7 z —y| + |y — =)

This ensures the tightness of the empirical spectral process.

3.8. Proof of Lemma 3.3

Let k = (ki,---,kq) be a d-tuple of pairwise distinct integers. Let &) ... £(@ be d in-
dependent 2m-dimensional standard Gaussian vectors and denote & = (60, ... £(@T Denote
(&) = H”.lzl ¢;(€9)). In section 3.8.1, it will be proved that assumptions (BR) and (GH) imply
respectively that the assumptions of Theorem 19.4 in Bhattacharya and Rao (1976) and Theorem
3.17 in Go6tze and Hipp (1978) hold. Then

B
Elp1r (Woks) - da(Wako)] = D0 *Bri(d1,-++ ,6a) + 0~ enR(fr,-+ ,0a),  (3:8.1)

=0
where €, depends only on the distribution of Zy and o* and verifies lim,, ,, €, = 0, and

e under assumption (BR), p* = a; + -+ + a4 and

d
|Rn(¢17 T 7¢d)| <eén HNCH (¢z)7

i=1

e under assumption (GH), u* = v — 2 and

d
|Rn(¢1,- -, ¢a)l < C[[ Moo

=1
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If p* > s, then we must first prove that the terms E, ; can be conveniently bounded for s + 1 <
r < p*. Let us first give explicit expressions for the quantities [, ;. They derive from the formal
Edgeworth expansion up to the order s of ]E[H?Zl ¢;(Wp,k,; )], which is the same under both sets
of assumptions.

T

1 * X (k)"'Xw (k)

]Er,k (¢1J e ;¢d) = ; H it I/ll—l/tllE[Hyl -ty (ﬁ)w(g)]; (382)
. Z: , extends over all ¢-tuples of multi-indices w»1,---,1; such that v; =

(vi(1),--- ,vi(2md)) € N2™d

t
il = vi(1) + -+ -+ vi(2md) > 3, Y |wi| =7 +21,

i=1

for v € N2md Yl = H?:ld v(j)!
e H, is a multidimensional Hermite polynomial, d.e. H,(§) = H,(1)(&1) - - - Hy(2ma)(E2ma),

o forke {l1,---,K}™ and v € N*™4 (k) is the following cumulant
Xv(k') = 2|V‘/2K:|V‘All(k)7 (383)
n d m
A, (k) = n! Z H H Cos(twm(kj_1)+z.)V2m(j—1)+2i—1 Sin(twm(kj_1)+i)'/2m(j—1)+2i’ (3.8.4)

t=1 j=11i=1
where &, is the cumulant of order |v| of Zq.

Clearly, |4,| < 1, thus, for 0 < r < p*, there exists a constant Cy, uniform wrt n and k =
(k1,--- , kq) such that

d
Bk (P15 5 da)| < CdH (|4

i=1

Thus, under both assumptions, if u* > s, we have

u* 2
> 0T (g1 o 6a)| < O T Il

r=s+1 i=1

for some constant which depends only on the distribution of Zy and p*. Since ||¢|| < CoNa(9)
and ||¢” < Cu,rMu,r(¢), we ﬁnally get

E[¢1 (Wn,k1) o ¢d(Wn,kd )] - Z n_r/2Eﬁk (¢13 to a¢d) < n_s/2€nrn(¢1a M) d)d)a

where r,, satisfies either (3.6.2) or (3.6.3). We can now consider the terms E, ; (¢1,- -, ¢q) for
1 < r < s. The desired properties of these terms derive from considerations on moments and on
cumulants.

Moments. We need only consider the ¢-tuples of multi-indices v = (v1,--- ,14) such that

E[H,, 4.0, (E)$(€)] # 0. (3.8.5)

Let 7; be the Hermite rank of ¢; 1 <14 < s, and recall that 7 = inf{r;,i = 1,--- , s}. By definition
of the Hermite rank, we get

If | + -+ 0] < 57y E[Hyy 1oy, (€)(E)] = 0. (3.8.6)

The definition of E:’t, implies that ¢t < r and |v1 + --- + | = r + 2t < 3r, thus, 3r must be
greater than or equal to s7 for the term E, ; (¢1,-- - , ¢4) not to vanish. If 7 > 4, this implies that
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all terms E, ; are vanishing for r < s and (3.6.1) is proved. If 7 = 2, we must study all terms
25/3 < r < s. Since the &;’s are i.i.d. standard Gaussian, the expectation in (3.8.6) writes

d 2m
E[H,, 4., Y] = [T BT Hor2mti—1) )40 2mi—1)44) (Eam(i—1)+5)0i (€D)]-
=1 j=1

Since 7; > 2 for all 1 <4 < s, (3.8.5) implies the following condition

2m t
YD uem(i-1)+4)>2, 1<i<s; (3.8.7)
j=11=1
Cumulants. The well known orthogonality properties of the functions sine and cosine com-
puted at the Fourier frequencies imply that A, writes

A, (k) =272 46, (k), (3.8.8)
if all the components of v are even, (v € (2N)?™4) and

if at least one of the component of v is odd, §,, having following properties

1. 4, depends only on v ;
2. §, identically vanishes outside a finite union of strict hyperplanes of R ;
3. Vke N, |6,(k)|<1;

Thus, for each v, A,(.) is constant outside a finite union of strict hyperplanes of {1,---, K}¢. To
illustrate these properties, we give two examples in the case m = 1, d = 2. Assume n is even and
let v =(2,0,1,1). Then |v| =4 and

A, (k) =n~! Z cos? (tzk; ) cos(txks) sin(tzk,)
t=1

=% (2sint(zg, + zg,) — 2sint(xg, — zg,) + sint(2zy, + Tp, + Tr,)
t=1

+sint(2zg, — Try + Tp,) + SinE(—22p, + Tpy + Tp,) + siNE(—224, — Thy + Thy)).

Thus A, (k) = 1/4+46,(k), where §, vanishes outside the sets 2k; + k3 + ks = 0, 2k; — ks + k4 =0,
—2k1 + ks +ky =0, =2k — ks + ks =0, k3 + k4 = 0 and k3 — k4 = 0, where the equalities must
hold modulo n.

Let v = (2,0,2,0), then |v| =4 and

n
1Zcos (tzg,) cos? (tzy,) =
t

—1
11
Y & Z (2 cos(2tzy, ) + 2 cos(2tzk,) + cos(2t(xk, + ZTry)) + cos(2t(zr, — Tky))) -
t=1
Thus A, (k) = 1/4 + §,(k), where 6, vanishes outside the sets 2k; = 0, (mod n), k3 = 0, (mod n),
2ks = n, (mod n), k; £ k3 = 0, (mod n).
We return to the general case. For each v, the multi-indices k such that

H Xv; (k) # 0 (3.8.10)
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belong to a finite union of subspaces of R¢, and denote d(v) the greatest dimension of these
subspaces. Lemma 3.3 will be proved as a consequence of the following fact

for all v such that (3.8.5) holds, d(v) < d+ (r — s)/2. (3.8.11)

We now prove (3.8.11), first in the case r = s.
Case r = s. First note that

Ji=1,---,t, Fj=1, ---,2md, v;(j) ¢ 2N = d(v) < d.

Consider now the ¢-tuples of multi-indices vy, - -+ , v without any odd component. Since |v;| must
be greater than or equal to 3 for all ¢ = 1,---,¢, |v;] > 4 necessarily holds. This implies that
r+2t=|vy + -+ 1| > 4t, and thus 2t < r and 2s < r + 2t < 2r < 2s. Finally, we conclude
that r = s and 4¢ = 2s which implies that s must be even, and for all i = 1,--- ,s/2, |y;| = 4.
Notice now that no single component of any of the v; can be equal to 4, otherwise (3.8.7) would
not hold. Thus, if v is such that (3.8.5) holds, the following conditions must hold

Vi€ {1,853 € {2m(j — 1) + 1, ,2mj},vn + - + vy (ly) = 2; (3.8.12)
Vie{s+1,---,d},Vie {2m(j — 1)+ 1,--- ,2mj},vn +--- + vs2(1) = 0. (3.8.14)
For such a v, there exist integers jq, - ,js in {1,---,2m} such that

s d
BHy, 4tr, (§)Y(E)] = H Ca(¢i, Ji) H E[¢; (£9)].
j=1

j=s+1
Conversely, each s-tuple jy,- - -, j, is obtained by exactly 275/2s! v’s. Thus if s is even, we get
S'Kis/2 s d )
Esk (¢1,7 -, ¢a) = W > 1250 | T Elgs (EN] + Fa i (61, da),

Gy yje=1-2m i=1 i=s+1

and if s is odd, Eg (¢1,--- ,04) = Fsr(d1,---¢q) where, in both cases, F,; has the claimed
properties.

Case r < s. If r < s, then there is at least one index i such that |v;] = 3. Let I(v) be
the number of indices i such that v; has at least one odd component. Since r + 2t > 2s, let
r + 2t = 25 + ¢. By definition of I(v), we have r 4+ 2t > 3l(v) + 4(t — I(v)), whence r + I(v) > 2t.
Since r + 2t = 2s + ¢ and r < s, we get for any d > s,

r+lv) >2t=2s+q—r>s+gq,
) —q>s—r,
d—((v)—q)/2<d+ (r—s)/2. (3.8.15)
The proof of Lemma 3.3 will be concluded if we prove the following bound :
d(v) < d—[(() —q)/2V 1]. (3.8.16)

Proof of (3.8.16). To prove (3.8.16), we momentarily forget any reference to moments con-
ditions. Denote m(v) = d — d(v). m(v) is the minimum codimension of any subspace of N™? on
which A, (.) does not identically vanish. Following Velasco (1999) m(») will be called the NRES,
i.e. the minimum number of linear restrictions necessary to make the cumulants considered differ-
ent from zero. The NRES m(v) is obviously a non decreasing function of the number of indices i
such that v; has at least one odd component, as can be seen from (3.8.9) and the properties of d,,.
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(i). Our first argument is that if there are at most two odd component in any single column of
the array v, then m(v) is at least equal to I(v)/2, since each line of the array ( i.e. each v;) with at
least one odd component yields one restriction, and different lines will yield different restrictions,
except if their odd components are in the same columns. Thus (3.8.16) holds in this case.

(ii). If there exists at least one column with at least three odd components, let z(v) denote
the number of such columns and let y(v) denote the total number of odd components in these
columns. We now prove by induction on y(v) that the following inequality holds :

m(v) 2 (I(v) = (y(v) - 22(v)))/2V 1. (3.8.17)

We have proved this property for y(v) = 0, but we cannot start the induction at 0 since if y(v) # 0,
then y(v) > 3. Thus we prove the property for y(v) = 3, which implies z(v) = 1. Let us first
precisely define the induction assumption.

Induction assumption. Let v be an array of ¢ lines and 2d columns. Let [ be the number of
lines which have at least one odd component. Let z denote the number of columns which have at
least three odd components and y denote the number of odd components in these columns. Then
m(v) > (I - (y —22))/2) V1.

Proof for y = 3. In that case, z = 1 and we can cancel one line of the array in such a way
as to obtain a new array v’ with I’ =1 —1 and y = z = 0. For that array, we have m’ >1'/2. So
we have

m>m'>1'/2=(1-1)/2=(1- (y —22))/2.

Induction. Assume that the induction assumption is true for some y — 1 > 3. As above we
cancel one of the line of the array and we obtain a new array v’ with I’ =1—1, 3’ <y and 2’ < 2.
Ify'=0,then m>m' >1'"/2=(1-1)/2> (I — (y — 22))/2 since by definition y > 3z and thus
y—2z2>1assoonas z>1. If y' #0, then y' > 3 and we can apply the induction assumption.
Thus we get

m>m'> (" (y -2))/2=(1- (-2 +1))/2.

Thus we must prove that y' —2z'+1 <y —2z, ie. 2(z—2')+1<y—y'. If 2 =2/, this is obvious
since y' < y. If 2/ < 2, then y —y' > 3(2 — 2') > 2(z — 2') + 1. This proves that the induction
assumption holds for y.

Conclusion. We now prove that for an array which satisfies the moment conditions , we have
y(v) — 22(v) < q. Denote w the the number of indices j € {1,--- ,d} such that the sum of all the
entries of the columns 2m(j — 1) +1,--- ,2mj is exactly 1. Since the Hermite rank of ¢y, -+, @
is at least 2, then it is necessary that w < d—s, i.e. d —w > s. Thus, we have

2s+qg=y+w+2(d—2(¥) —w)=2d—w+y —2z(¥) >2s+y—22(v),
and thus y — 2z(v) < ¢. This, together with (3.8.17) yields m(v) > (I(v) — ¢)/2 V 1 and, by
definition of m(v), applying (3.8.15),
dlv) <d—((l(v) —q)/2)V1I<d+(r—s)/2.
This concludes the proof of Lemma 3.3.

3.8.1. Validity of Edgeworth expansions. In this section, we prove that the Edgeworth
expansions used in the previous sections are valid. Chen and Hannan (1980) (Lemma 2) have
adapted Theorem 19.3 of Bhattacharya and Rao (1976) to prove that under assumption (A3.1),
the Edgeworth expansion of the joint density of an arbitrary number of discrete Fourier transform
is valid up to the order 2. That was all they needed since they only considered the function
log. To consider more genral functions, we should check the validity of the expansion up to an
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arbitrary order. We will omit this proof since the arguments of Chen and Hannan (1980) are easily
generalized. We will only check the validity of Edgeworth expansions of moments using the result
of Gotze and Hipp (1978). We first state a version of Theorem 3.17 in G&tze and Hipp (1978) with
stronger assumptions than in Goétze and Hipp (1978), but which are easy to check in our context.
Let ({n,k)1<k<n be a sequence of independent a-dimensional vectors. Define S, = n™1 Y7, Cuk
and let )5 be the formal Edgeworth expansion of S,, up to the order s. Denote |u| the Euclidean
norm of a vector and define, whenever possible,

n

pns =n"" > B(|Gnk ), (3.8.18)
k=1

An,s =n7! Z E['Cn,k|s{n_1/2|Cn,k|1{|Cn,k‘§n1/2} + 1{\Cn,k|>n1/2}}] . (3819)
k=1

THEOREM 3.7. Let ¢ be a C™? function on R* such that for all 3 € N* with Y ;. B; =r+2,
it holds that

+oo
| I0tswas < c)

for some finite constant C(v)). Assume that the variables (y  have finite moment of order s+2. If
lim;, 00 Ap s+2 = 0, then there exists a constant C which depends only on a and the distribution
of Zy such that, for large enough n,

[E((Sn)) — Qs(¥)| < C(M,(3) + C(4)) Ap,sqan™ /2 + Cpl it in=(rat)/2),

In particular, if p,, 3 is uniformly bounded, then E(4)(S,)) — Qs (¢)) = o(n%/?) as soon as 1 is
C(=0)"+2 5nd the constants involved in the term o(n=*/?) depend only on the derivative of order
(s —a)T + 2. We now check that condition (3.8.19) holds in our context. For k = (ky,--- , ky),
define

Cnyt = ﬁZt(cos(txm(kl,l)H),sin(tmm(kl,l)ﬂ), coo,cos(txmp, ), sin(tzme, )T .
Then |(n¢|? = 2um|Z;|?. In the context of Lemma 3.1, we must also consider
CT(LJ’\ZI) = \/i(Zt(M) cos(twm(kl_l)Jrl),Zt(M) SIN(tT (kg —1)41), - ,Zt(M) cos(tTynk, ), Zt(M) sin(to,,k, ),
Zt(M) CoS(tTpm (ky—1)+1)> Zt(M) SIN(tTm(ky—1)41)5 """ > Zt(M) cos(tTmk, ), Zt(M) Sin(txmp,))” .
In that case we have
D2 = mlZM P + | 2002 = m|Z P (03 gz <any + 53 11225 003)-

Thus, in both cases, (3.8.18) is obvious, and checking (3.8.19) amounts to checking that

n n

nlggo n~! ; EHYE |s]‘{\Yt|>n1/2}] =0 and nlglgo n=3/2 ;]EHY} |s+11{\Yt|§n1/2}] =0
for an i.i.d. sequence (Y;) with finite moment of order s. This is obvious since the variables
Y; are ideentically distributed, thus these sums are equal respectively to E[|Y1[*1{}y, >n1/2}] and
n_l/zlE[|Y1 |3+11{|Y1|§n1/2}]' Since |}/1|81{|Y1‘>n1/2} and ’I’L_I/Q]EHle |s+11{\Y1|Sn1/2}] converge al-
most surely to 0 and both sequences are bounded for all n by |Y; |, their expectations tend to 0
as n tends to infinity by the bounded convergence theorem.
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CHAPITRE 4

Fonctionnelles non-linéaires du périodogramme

Ce chapitre reproduit un article intitulé Non-linear functionals of the periodogram en
collaboration avec Eric Moulines et Philippe Soulier et soumis pour publication & la revue
Journal of Time Series Analysis.

ABSTRACT. A central limit theorem is stated for a wide class of triangular arrays of non-linear
functionals of the periodogram of a stationary linear sequence. Those functionals may be singular
and not-bounded. The proof of this result is based on Bartlett decomposition and an existing
conterpart result for the periodogram of an i.i.d sequence, here taken to be the driving noise. The
main contribution of this paper is to prove the asymptotic negligiblility of the remainder term
from Bartlett decomposition, feasible under short dependence assumption. As it is highlighten
by applications (to estimation of non-linear functionals of the spectral density, robust spectral
estimation, local polynomial approximation and log-periodogram regression), this extends many
results until then tied to Gaussian assumption.

KEYWORDS : Periodogram, linear process, central limit theorem, non-linear functionals, Bartlett

decomposition

4.1. Introduction

There is a wealth of applications in time-series analysis where a quantity of interest depends on
a triangular array of non-linear function of the periodogram. Examples of such situation include:
"direct" estimation of non-linear functions of the spectral density (such as the innovation variance;
see e.g. Chen and Hannan, 1980), parameter estimation by log-periodogram regression (see e.g.
Taniguchi 1979, 1991), non-parametric estimation of the spectral density by robust non-linear
regression of the periodogram (see e.g. Von Sachs, 1994 and Janas and Von Sachs, 1995), local
polynomial regression of the periodogram (see e.g. Kreutzberger and Fan 1998, and Fan and
Gijbels, 1996 , section 6.6), or more recently, the estimation of the memory parameter for long-
range dependent processes based on some form of log-periodogram regression (see e.g. Robinson
1995, Velasco 1999 and Moulines and Soulier 1997).

Because of the very involved nature this type of statistics, most of the derivations up to now
have been obtained under the additional assumption that the process is Gaussian, being based
on general results on non-linear functional of (possibly) non-stationary Gaussian process (see e.g.
Taqqu (1977), Arcones (1994)). However, these techniques are tailored to the Gaussian case, and
do not extend to a wider setting.

A first step to weaken the Gaussian assumption has been taken by Chen and Hannan, which
proved the consistency (but not the asymptotic normality) of the sample average of the log-
periodogram evaluated at the Fourier frequencies of a non-Gaussian linear process. This work was
based on early results on the periodogram of linear processes obtained by Bartlett (1955, see also
Walker, 1965).
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Some extensions of these results have been obtained by Von Sachs (1994) and Janas and Von
Sachs (1995), motivated by the limiting theory of a class of "robustified" estimator of the spectral
density, using Huberized regression estimator in the spectral domain. Janas and Von Sachs (1995)
proved the consistency of the estimators of general non-linear functions of the spectral density for
non-Gaussian linear process. Contrary to the work of Chen and Hannan (1980), the technique
used by Janas and Von Sachs (1995) was based on Edgeworth expansion of triangular array of
weakly dependent random variables, using results established earlier by Gotze and Hipp (1983).
Because of the very involved nature of the Edgeworth expansion in the dependent case, only the
first and the second order moments can be evaluated; based on these results, Janas and Von Sachs
(1995, section 3.4) proved the mean-square convergence of their robust spectral estimator. Note
that the approach used by these authors is restricted to the case where the process is strongly
mixing with geometrically decaying mixing coefficients.

The main objective of this paper is to derive the limiting distribution of triangular array
of non-linear function of the periodogram of a linear process under mild technical conditions.
Our approach extends the techniques presented in Chen and Hannan (1980). It is based on the
Bartlett decomposition of the periodogram which relates the periodogram of the observations to
the (fictitious) periodogram of the "driving" noise. Using this decomposition, the proof is in two
almost independent steps. The first step consists in showing a central limit theorem for triangular
array of non-linear functions of the periodogram of an indenpendent and identically distributed
(ii.d) sequence of random variables. This first step is carried out in a companion paper by Fay
and Soulier (1999). The second step consists in showing that the remainder term in the Bartlett
decomposition does not contribute to the limit. This step, which is essentially independent from
the first one, is carried out in this paper under conditions on the filter coefficients that imply short-
range dependence, but for non-linear functions which are possibly singular and non-bounded (such
as ¢(z) = log(z)).

The paper is organized as follow. In section 4.2, the main assumptions and results are stated.
In section 4.3, several applications (involving non-linear functions of the periodogram) are outlined
to illustrate our results. Bounds for the remainder terms in the Bartlett decomposition of the
periodogram are presented in section 4.6.

4.2. Assumptions and main results

Define the discrete Fourier transform and the periodogram of a stationary process Y as

dY¥ (z) = (2mn)~1/? ZY}@’” and IY (z) = |dX (z)*.
t=1

The discrete Fourier transform and the periodogram are evaluated at the Fourier frequencies
zp = 2rk/n, 1 < k < 7 := [(n — 1)/2], where [a] denotes the integer part of a. Let m be
a fixed integer. Following the procedure proposed by Robinson (1995), the frequency axis is
divided in non overlapping segments of size m, and the periodogram is pooled over each segment.
Let K = [(n — m)/2m] (the dependency in n is omitted). For k = 1,---,K, denote J, =
{m(k—1)+1,--- ,mk}. Define the k-th ordinate of the pooled periodogram of Y7,...,Y,, as the
sum:

Iy => I} () (4.2.1)
€Ty

Since Y, exp(itz;) = 0 for 1 < k < i, the pooled periodogram is shift-invariant. Let H
be the space of measurable functions ¢ such that for all u € R, E[¢?(|u€|?/2)] < oo, where
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&= (&, - ,&m) denote a 2m-dimensional Gaussian vector and |.| denotes the Euclidean norm.
For ¢ € H, define

vm(8) = E[$(1€*/2)], (4.2.2)
Y (¢, u) = E[¢(ul€]?/2)]. (4.2.3)

Many statistical applications require to prove a central limit theorem for weighted sums of non-
linear functionals of the pooled-periodogram ordinates of the form

K
Su(Y,8) = Bui{d(Ix 1/ fy(wr)) — ym(8)}, (4.2.4)
k=1
K
Sa(Y,8) =Y Bapd{$@rLY 1) = Ym (8 fr (U)) 1} (4.2.5)
k=1

where fy is the spectral density of the process Y, (8n,x) is a triangular array of real numbers and
Yk, 1 < k < K are frequencies related to the set of frequencies Ji. For instance, an often convenient
choice is y, = (2k—1)7/2K. Unless otherwise specified, we only assume that 2rm(k—1)/n < yp <
2mmk/n. I Y is a sequence of uncorrelated variables, then S, (Y, ¢) and S,,(Y, ¢) coincide. When

Y

Y is Gaussian white noise, the variables 21,

 are independent I'(m, 1) r.v. ( é.e. half a central
chi-square with 2m degrees of freedom). Thus S, (Y, ¢) converges to a normal random variable
under Lindeberg-Levy’s conditions (cf. Petrov, 1995). When Y is not a Gaussian white noise,
the random variables (I_}; ) are no longer independent, and no general result is available for non
linear functionals of I} . Recently, Fay and Soulier (1999) have proved a central limit theorem for
Sp(Y, #) when Y is a (non-Gaussian) white noise, under rather weak and easily checked conditions
on the functional ¢ and the weights (3,,r)1<k<k. For a general process X, it seems quite hopeless
to prove directly a central limit theorem for S, (X, ¢) (cf. for instance Janas and Von Sachs (1995)
for an attempt in that direction). If X is a linear process, that is a process which admits a linear

representation with respect to a white noise 7 :

oo
Xp= > ajZ j+p, Y aj<oo, E[Z]=0, E[Z5]=1, (4.2.6)
j=—o0 j
one can hope to prove a central limit theorem for S,,(X, #) or S, (X, ¢) by resorting to the so-called
Bartlett’s decomposition. This decomposition amounts to writing

Lip = 2m) fx (yi) IZ g + R (4.2.7)

where fx is the spectral density of the process X and R, is a remainder term. Note that for a
linear process, the spectral density writes

fx(@) = @m) HAE™)]? = (2m) 7Y Zkel ape= e 2,

This decomposition of the periodogram was suggested in Bartlett (1955) and later thoroughly
investigated by many authors (see, e.g. Walker (1965), Chen and Hannan (1980), Brockwell
and Davis (1991) . The leading term in the decomposition (4.2.7), 27 fX(:c)If’ &, 18 sometimes
referred to as the pseudo-periodogram. It should be stressed however that this quantity is purely
of theoretical interest and cannot be estimated explicitly. The Bartlett’s decomposition suggests
to relate the limiting distribution of S, (X, @) to the limiting distribution of S,,(Z,¢). A central
limit theorem will hold for S, (X, ¢), provided that we show that S,(Z,¢) — Sn(X,¢) = op(1)
( i.e. converges to zero in probability). This can be achieved (with patience and hard work) under
reasonable regularity assumptions on the functional ¢, which are not considerably more stringent
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than those needed for the derivation of the central limit theorem for S, (Z, ¢). We now state our
assumptions.

(A4.1) (Bnk)1<k<k is a triangular array of real numbers such that Zszl ﬁi,k =1 and

lim max |Bpk| =0.
n—00 1<k<K

(A4.2) For all € > 0, max; <p<x |Bni| = O(un/*), where pp, := #{k: 1<k <K, B, #0}.
Assumption (A4.2) means that p, (maxi<k<k |Gn,k|)? is bounded by a slowly varying function of
Wn- It holds in particular when

K —1/2
Bk = (Z gz(%)) 9(ur)
k=1

under mild technical condition on function g. Note that, for functions of bounded variations on
[-7, 7], maxgei,... .k} |Bnk| = O(n~1/2). Assumption (A4.2) may however hold even when g is
not of bounded variation.
(A4.8) There exists a real 7, such that
lim n~! n,kPn,l = Tm-
e 1§1§§Kﬁ ’

For any function ¢ € H and any real u, define
T (0, u) = E[($(ul€]*/2) — ym(8,))?], (4.2.8)
Crm(dyu) =E[(& — 1)(ul€]*/2)), Cm(9) := Cm(¢,1). (4.2.9)

(A4.4) There exists a real ¥2,(¢, f) such that

K
Jim 3762 40%.(6, £ ue)) = T2,(6, ).
k=1

(A4.5) There exists a real 7,,(¢, f) such that
Jim 0™t Y B kBnaCn (9, F(Uk))Cm (9, F (1) = Tim (9, F)-
1<k#I<K
To deal with functions ¢ singular at zero (such as log(z)), an additional technical assumption on
the probability distribution of Zj is required.
(A4.6) There exists a real r > 1 such that [*°° [E(ef%0)|"dt < oo.
Assumption (A4.6) ensures that n~*/2 31" | Z, has a density g, for all sufficiently large n (n > p)
and that this density converges uniformly to the standardized Gaussian distribution (see, for
example, Bhattacharya and Rao (1976) [3], Theorem 19.1,p.189).
(A4.7) There exists a real § > 3/4 such that Y., [j]°[a;] < oo and A(2) = 372, a;27 # 0 for
|z| = 1.

Under this assumption, the process is short-range dependent and (perhaps non-causally) invertible.

THEOREM 4.1. Let (Z;)cz be a sequence of i.i.d centered random variables with unit variance
and with finite moment of order p > 4, and let ky = E[Z*]—3(E[Z?2])? be the fourth-order cumulant
of Zy. Let X be a linear process which admits the linear representation (4.2.6) with respect to Z
and such that (A4.7) holds. Assume either

o (S1) ¢ is twice differentiable and there exists an integer v such that

max [2@)+[¢'(@)] +[¢"(2)]

z€R 1+ ‘IL""

< o0,
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and p > 8v V4.
o (S2) Assumption (A4.8) holds, ¢ is twice differentiable on (0,00) and there exist integers,
vg >3, vy >4, v9 >3 and vz > 3, reals o and B8 such that m > 3 and

L. # P20+ 1) de < o0 (42.10)
[ P 2065 121+ ]+ Iy dy < o0 @211)
[P /210 Jal) s < o, (1212)
[ 18 P26 ol 2L+ Lol + ll)*d dy < o0, (4213)
9" (z)] < C(x*1z31} + &P 1a<1y), (4.2.14)

and p > max{8,4a,[2(m — B)] + 1, vy, v1, va,v3 + 2}.
Let (Bnk)1<k<k be a triangular array satisfying assumptions (A4.1) and (A4.2).

o If (A4.3) holds then S, (X, ¢) is asymptotically centered Gaussian with variance o2, (¢) +
Tmm2C2, () k.

o If (A4.4) and (A4.5) hold then S,,(X, ¢) is asymptotically centered Gaussian with variance
S8, f) + (9, fm? k4.

Remarks.

e In the case of Assumption (S1), the assumptions needed to prove a central limit theorem
for S,(Z,¢) are sufficient to prove that S,(Z,¢) — Sn(X,¢) = op(l). In the case of
assumption (S2), (4.2.10) and (4.2.11) alone imply the central limit theorem for S,,(Z, ¢),
while (4.2.12), (4.2.13) and (4.2.14) are needed to prove that S,(Z, ¢) — Sp(X, ¢) = op(1).

o We will only prove the theorem for Sy, (X, ¢). Setting ¢n 1 (y) = ¢(f(yr)z), we get

gﬂ(Xa ¢) = Z ﬁn,k{(bn,k(ji(,k/f(yk)) - Tm ((bn,k)}

k=1

Since we consider only short-range dependent processes with spectral density bounded
above and away from zero, Assumptions (S1) and (S2) hold uniformly for the functions
¢n, for all n and k < K whenever they hold for ¢. This would not be the case if long-
range dependent processes were considered. In that case, it is well known that S, (X, ¢) and
S'n(X , ) may not have the same asymptotic distribution. In the case of a linear functional,
i.e. ¢(x) = z, S,(X,¢) may even have a non Gaussian asymptotic distribution with a
suitable normalization, while S, (X, @) is asymptotically Gaussian (cf. Fox and Taqqu,
1985, 1987).

o If k4 = 0 then Assumptions (A4.3) and (A4.5) are not necessary.

o If j1,, = 0o(n?/?) then Assumption (A4.2) is not necessary and Assumptions (A4.3) and
(A4.5) hold with 7, = 7, (¢, f) = 0.

o If Cpp(d,u) = 0 for all u € RY, then Assumptions (A4.2), (A4.3) and (A4.5) are not
necessary. Thus the central limit theorem holds under the same assumption on the weights
Bn,k as in the Gaussian case and with the same asymptotic variance.
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4.3. Applications

4.3.1. Estimation of functional of the spectral density. Many problems in time series
analysis require the evaluation of a non-linear functional of the spectral density

A(f) = / " w(@)G(f (z))de, (4.3.1)

either as a goal or as an intermediate step in an inference procedure. The linear case, G(z) = =,
is well-understood (cf. Brockwell and Davis, 1991). The estimation of non-linear functional has
been scarcely considered in the literature, despite the number of potential applications.

In this section, we study a class of estimators based on the pooled periodogram. For any
positive integer m, denote g, (t) := t™ e t/(m — 1)!, t > 0, the probability density function of
a Gamma(m, 1) random variable. For ¢ a real-valued function such that fooo |p(xt)|gm (t)dt < 0o

for all z > 0, define
= [ dlatign(tat
0

In order to define an estimator of A(f), we need the following assumption.
(NLF) There exists a function ¢,, such that, for almost every = > 0,

Tm[dm](2) = G(=). (4.3.2)
When G(u) = u®, with a+m > 0, (NLF) holds with ¢, (z) = T'(a+m) z*. When G(u) = log(u),

(NLF) holds w1th dm(z) = log(x) — ¥(m), where ¢(m) is the digamma function. Assumption
(NLF) implies that Vz € [0, 7], E[¢., ((f(x)|€]?/2))] = G(f(z)). Define
K
An = @2n/E) Y w(yr)dm (L) (4.3.3)

k=1

This construction differs from the estimators considered in Taniguchi (1991) or Mokkadem (1996):
these authors suggest to plug in Eq.(4.3.1), a consistent estimator of the spectral density.

THEOREM 4.2. Assume that w is a function of bounded variation. Assume in addition that,
for some positive integer m, (4.3.2) has a solution denoted ¢, satisfying either assumption (S1) or
(S2) of Theorem 4.1. Then /n(A,—A(f)) converges weakly to a zero-mean Gaussian distribution.

The expression of the limiting distribution can be deduced from Theorem 4.1. In general, the
limiting variance depends upon the spectral density fx(x) of the process X.

Functionals of the log-spectral density are of particular interest. In such case, G(z) = log(z),
and ¢, (x) = log(x) — (m). The function ¢, is singular at z = 0, and so we must verify
assumption (S2) of Theorem 4.1. This assumption requires that (A4.6) be verified. It is easily
checked that (4.2.10)-(4.2.14) are satisfied by taking m > 5 and E|Z|* < oo, for 4 < 2m + 1. The
condition on the pooling size m is imposed by (4.2.12), which guarantees that E(¢}, (I7,))* =
E(IZ,)~® < co. The limiting distribution then is

2

) Tty + 52 ([ wwa) (43.4)

where 9'(m) is the trigamma function. Note that, not surprisingly, the limiting variance in such
case does not depend on fx(z).

A direct application of the above result is the estimation of the innovation variance. Following
the suggestion of Davis and Jones (1968) (see also Hannan and Nichols (1977)), an estimate of
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the innovation variance may be obtained by computing

K
o7 = exp((2rK) ™Y (log(I,) — ¢ (m))). (4.3.5)
k=1
These estimators are based on the Kolmogorov formula, which relates the innovation variance
to the integral of the log-spectral density, 02 = exp( f027r log f(w)dw/2m). The estimator (4.3.5)
has been shown to be consistent by Chen and Hannan (1980). Although hinting that the limiting
distribution would involve the fourth order cumulant of Z, these authors failed to prove asymptotic
normality in the non-Gaussian case.

It follows from the discussion above that v/n(62 — o?) is asymptotically zero-mean Gaussian
with variance (2ma)’'(m) + k4)o*, for m > 5 and E|Z|* < oo for yu > 2m + 1. The recurrence
relation ¢'(m + 1) = ¢/(m) — m~2 indicates that the function m'(m) decreases in m, taking
values 1.289 at m = 2 and 1.185 at m = 3, and tending to 1 as m — o0o. There is thus always
some advantages to "pool" the periodogram ordinates prior to compute logged variables. The
same comments hold for most applications considered in the sequel (see Taniguchi (1991) chapter
1, for related result).

4.3.2. Log-Periodogram Regression. Log-periodogram regression have been considered
by several authors as an alternative to maximum likelihood or the method of moments for param-
eter estimation (cf. Taniguchi, 1987). For C < oo and § > 0, define F(C, §) the space of spectral
density defined by

9 o0 @
F(C.8) = {900 = LY e (4 dlasl < €.
7=0 7=0

and |Zajzj| >4, for all |z| < 1}
§=0
We propose to fit some parametric family P := {fp, fo € F,0 € © C RP} to the true spectral
density fx(z)(z) = f(x;6p), 6o € int(©), of the process by solving the following non-linear least-
square criterion

Ky,

_ 2
Sal0) = (10g(IX,) — (m) — U(yx;0)) (43.6)

i=1
where I(y;60) := log f(y;60). Any vector 8, in © which minimizes the residual sum of squares

(Eq. 4.3.6) will be called a least-square log-periodogram regression estimate of 6. Based on the
results derived above, the theory of log-periodogram estimate parallels the theory of non-linear
least-squares estimate, as developed in Jennrich (1969) or Wu (1981) . Denote D, (6,6") :=

S (U(yi; 0) — U(yi;0"))? and

w6 1= (5g-1010) )

J

2

0
M0 = | —— (v i 1.... .
Y l (y70) (80J60kl(y70)>]’k’ J)k 6 { Y 5p}

We will consider the following assumptions
e (LPR1) n~'D,(6,6,) converges uniformly for (#,60) € © x © to a continuous function
D(6,8), and D(6,6p) has a unique minimum at 6 = ;.
o (LPR2) l'(y;0) and I"(y;0) exist and are bounded for all 8 near 6y; the true parameter 6
is in the interior of ©® and

™

1
I(6o) := — l’(y; Go)l'(y; 90)Td1/

2 J_,
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is positive definite.

Note that I(6p) is the Fisher information matrix for Gaussian process. Assumption (LPR1) is
the Jennrich’s classical assumption, allowing to show (in the standard non-linear regression model
with i.i.d errors with finite second-order moments) that the non-linear least-square estimator 6,,
is strongly consistent. It follows from Theorem 4.1 that the same assumption may be, in our
context, used to show that 6,, is weakly consistent (the proof is by a direct adaptation of Theorem
6 in Jennrich (1969); this assumption can be relaxed; see Wu (1981)). Assumption (LPR2) is
adapted from Jennrich (1969) to prove the asymptotic normality.

THEOREM 4.3. Assume (A4.6), (A4.7) and ((LPRI) (LPR2)). Assume in addztzon that
m > 5 and E|Z|* < oo, for p > 2m + 1. Then, 0, is Pg,-weakly consistent and \/n(0, — 8q) is
Py, -asymptotically zero-mean Gaussian with covariance matriz

map’ (m) I~ (8o) + k4 /41(80) /2T (80)I(80) /2,

700 = om ([ vwsor) ([ rwsom)”

™
—T

The proof is a straightforward application of Jennrich (1969), Theorem 7, and is omitted for
brevity. Note that when Z; is Gaussian, the least-square log-periodogram regression estimator is
quasi-efficient, since may’'(m) — 1 very quickly with m.

Taniguchi (1987) suggest to use, instead of the pooled periodogram, a sequence of mean-square
consistent estimator of the spectral density in the non-linear least square regression equation 4.3.6.
When Z; is Gaussian, this approach is, from the asymptotical point of view, better than the one
outlined here, even though the loss in efficiency is a constant factor mi’(m) which is very close
to one even for moderate values of m.

In practice of course, there is always a substantial ambiguity to select an appropriate way to
construct a preliminary estimate of the spectral density. One can for instance let m tend to infinity
and set f(yx) = m LI, 4. This will yield an asymptotically efficient estimator. In practice, the
values of m will always be rather small (such as m = 3 or 4) and m’lfn,k can hardly be considered
as a consistent estimator. The type of asymptotics adopted here (fixed block size) seems more
sensible to derive meaningful confidence interval, since those derived from the postulated limiting
distribution of the Taniguchi’s estimator are likely to be underestimated for moderate sample sizes.

4.3.3. Non-parametric Robust spectral estimation. The robustification of the usual
kernel estimator by means of M-estimation in frequency domain was suggested by Von Sachs
(1994) and Janas and Von Sachs (1995) . The procedure, motivated by the robust regression
technique (see Hardle and Gasser, 1984), consists in solving in s the estimation equation

. Ix,
WE - z We, (x — yr)o <— - 1) (4.3.7)

where for any function W and a positive real h, Wy (z) = h='W (h~'z). To study this estimator,
the following assumptions are introduced.

e (VS1) W is a Lipschitz symmetric probability density function with compact support
included in [—m, 7).
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e (VS2) ¢ is three times continuously differentiable on | — 1, co[, monotone increasing and ,

| ¢ - @iz =0,
o 1B+ @)+ 16 )] + 187 ()

z€R 14 |zl

< 00.

¢ (VS3) (bn)n>o is a decreasing sequence of positive numbers such that lim, nb2 = oo
and lim,,_,o, nb?, = 0.

To keep the derivations simple, these assumptions are stronger than really needed (in particular,
the strict monotonicity can be replaced by a weaker form of local monotonicity; see Von Sachs,
1994). The choice ¢(z) = z leads to the classical (non-robust) "kernel" estimator. The implicit
definition of f,(z) as the root of /A\n,m( fa(x)) = 0, can be considered as a variant of an M-
estimation procedure. It is shown in Von Sachs (1994) and Janas and Von Sachs (1995) that
the robustification improves the estimate of the spectral density, in presence of contamination by
periodic components (which can be seen as outliers in the frequency domain). The consistency
of this estimator is established for linear processes with exponentially decaying filter coefficients
(a; = O(p”!), p < 1) in Janas and Von Sachs (1995). The asymptotic normality of the estimator
is obtained only for Gaussian processes (Theorem 3.2, Von Sachs 1994). We will briefly sketch
how to exploit Theorem 4.1 to extend those results to non-necessarily Gaussian linear processes.
Define

o= [ P~ Dan(oys
= [ EH G = Dan(o)s

oy = (2m) 1 W2 (z)dz.

—T

PROPOSITION 4.4. Assume (VS1)-(VS3). Assume in addition that
Zj2|aj| < o0, |A(e™)|#0,forw € [—m,n]

j
and E|Z|* < oo, with u=8vV 8. Then,

VEb, (fule) - fx(2)) = N(0,030%872F5 @)).

An outline of the proof is given in appendix 4.8. The rate of asymptotic normality is the same
as in the robust case for the usual kernel estimator. Only the constant in the asymptotic variance
will be increased by a factor By, /02, > 1, accounting for the asymptotic loss of efficiency due to
robustification. Along the same lines, one may generalize the results of Von Sachs (1994) on the
bias and the variance of the estimator.

4.3.4. Local Polynomial Approximation. The decomposition I_,)Lfk = (yk)ff’k + Rk
suggests to smooth the periodogram using a least-square method (see Fan and Gijbels, 1996).
The log-pooled-periodogram admits the following regression model

Y’rf,(k = IOg(I?L(,k) —p(m) = U(yk) + Nnk + Tk

where I(yx) := log(f(yx)) and 7,k = log(I7) — ¥ (m) and ry := log(1 + Rux/f(yx)I7}) is
an asymptotically negligible remainder term. In the local polynomial regression approach, the
unknown regression function [ is locally approximated by a polynomial of order p (assuming that
the regression function is (p+1)-th times differntiable at z). We consider for simplicity a linear fit.
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For a given x, approximate [(y) locally by I(y) = a + b(y — z) + O((y — x)?). The local regression
estimator may be expressed as

K.,
In(z) = Z (& — ) /o) Yo,
k=1

1 Sn,2 - bnysn,l

Kn(y) = — o2 ndonl
(y) bn Sn,OSn,Q - 5721’1

W(y)

with S, ; := 3K Wy, (yx — 2)(ys — 2)7, where W, is defined as in the previous section. This
estimator has been suggested (with m = 1, i4.e. without pooling) in an unpublished report by
Fan and Kreutzberger (1995) (see also Fan and Gijbels, 1996, section 6.4.1). It is assumed in the
sequel that

(LPA1) >, j%laj| < oo and |A(e")| # 0, for 2 € [—m, 7],

(LPA2) W is a twice continuously differentiable symmetric probability density function and has a

compact support,
(LPA3) nb, — oo and b, — 0.

Using the results derived above, we may now generalize Theorem 6.4 in Fan and Gijbels (1996).

PROPOSITION 4.5. Assume (A4.6), (LPA1-LPAS3) and E|Z|* < oo, for p > 2m + 1 and
m > 5. Let b, be a sequence such that lim,_,o, nb> = 0. Then, for each z, 0 <z <,
V/nby, (in(a;) - l(:z:)) 2 N0, ma! (m)vo (W) (4.3.8)
where p; = [%_t1W (t)dt,
2 o _ 27172
B3 — ppi3 7o (2 — pat)*W2(t)dt
(W) = =——= 1o(W) =
W)= o — > o) (Hopz — 1i3)?

Recall that 1 is the digamma function and note that (1) = 72/6 and (4.3.8) in such case
corresponds exactly to the statement of Theorem 6.4 in Fan and Gijbels (1996) (formulated by

these authors only in the Gaussian case). Since m'(m) — 1, for m large enough, local polynomial
regressor estimator is asymptotically equivalent to the local likelihood smoothed periodogram
estimator, advocated by Fan and Kreutzberger (1995) (see section 6.4.2 in Fan and Gijbels (1996)),
the loss in efficiency being equal to mw’'(m). Once again, the pooling has a positive effect on the
asymptotic distribution of the estimator.

4.4. Proof of Theorem 4.1

As mentioned after Theorem 4.1, we only prove the asymptotic normality of S, (X, ¢), which
will follow from the proof of the asymptotic normality of S, (Z, ¢) and from the proof that T, :=
Sn(X,0) — Sn(Z,$) = op(1). The asymptotic normality is a consequence of Theorem 2 in Fay
and Soulier (1999). We now prove that T,, = op(1). Denote Ty = ¢(I/ f(yx)) — ¢(2wI7 ). A
tractable expression for T}, j is naturally obtained by a second order Taylor expansion :

- - - — 1 - — _
STk Ix (i) = 6@rL L) + ¢ @ IT k) Bk + 50" (27 + On e B k) BT

where 0 < 6,1 <1 and
_ IX _
Rox = fX’E’;k) —onlZ,. (4.4.1)

Thus we only need to prove the following two lemmas.
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LEMMA 4.1. Assume (A4.1), (A4.7) and either (S1) or (A4.6)-(4.2.12)-(4.2.13) and
E[|Z:|*] < oo with p > va V (v3 + 2) V 8. Then,

Zﬂnw @rIZ ) Rok| = o(1). (4.4.2)

LEMMA 4.2. Assume (A4.1),(A4.7) and either (S1) or (A4.6), (4.2.14) with m > ( and
E[|Z:|*] < oo with p > 6V daV ([2m — 28] + 1). Then,

K
> Bkt (20IZ, + 6, kR i) B2 i = 0op(1). (4.4.3)
An important tool in proving these lemmas is the following bound for Rn,k, proved in appendix
4.6.

LEMMA 4.3. Under Assumption (A4.7), for any integer p, if ]E[ng] < 00,

—p/2
lg}caéxK E[|Rn.k[?] = O(n ). (4.4.4)

Unfortunately, this bound cannot be improved, even by strengthening assumption (A4.7),
and is not sufficient to prove Lemma 4.1, even if for instance ¢' is bounded. In this case, we have

K K K
B\ fukd CrIZ ) i | < Y |Busl Bl Bil] = O 2) Y 1kl = O(1)
k=1 k=1 k=1

since Y7y, 2, = 1 implies that 34—, [Bn,k| = O(n'/?). This latter bound cannot generally be
improved as shown by the trivial example 8, = K~'/2 for all 1 < k < K. The proof of Lemma
4.1 is very involved and is postponed to Appendix 4.7.

The proof of Lemma 4.2 is much simpler. Under assumption (S1), it is straightforward if
v =0. If v > 0, applying Lemma 4.3 and Holder inequality, we get

K

El| > Bkd" @I + O R i) By, 4[] <
k=1

VE max (B[ @nI7,)" B[R] 4] + El|Ro il *]) = O(n ),

provided Zy has finite moments up to the order 4v V 8.

Under assumption (S2), ¢ might be singular at zero, and this induces some more technicalities
and necessitates Assumption (A4.6). Under assumptions (A4.7) and (A4.6), for all n > 2r
(where r is defined in assumption (A4.6)), it holds that P(IZ, > 0) = P(I, > 0) = 1. Thus
Un,k = R /(2717 ) is well defined and we have the following lemma, proved in appendix 4.6.

LEMMA 4.4. Assume (A4.7), (A4.6), E[Z§] < 0o and m > 1. Then,

maXx |Un kl = Op(l)
1<k<K

Denote ,, = {maxj<k<k |Un,x| < 1/2}. Lemma 4.4 implies that P((,) = 1, thus it is sufficient
to prove Lemma 4.1 on 2,. On that event, it holds that

2mI7 /2 < 2nIZ ) + bn Ry < 677, /2.
Applying (4.2.14), we get
16" @ IZ ), + On g R i) | 1, < CUIZ | + 1T25177),

K
E[D B k¢ L]y + OnpRo i) B y10,]| < Cv/n max B2 (R} JEV((IF )% + (I75) ).
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Provided E[|Z|** < oo, E[(I7})?] is uniformly bounded. To conclude, we must prove that
E[(IZ,)~?"] is also uniformly bounded. The following Lemma is a consequence of Lemma 4.7 in
appendix 4.5.

LEMMA 4.5. Let v > 0 and let m and p be two integers such that m > v and p > 2m — 2.
Under Assumption (A4.6), if E[|Z|*] < oo, then there exists an integer ng > 2m, which depends
only on the distribution of Zy such that

E[(IZ,) "
%%12%}} [( n,k) ]<oo

Applying Lemmas 4.3 and 4.5 yields

K
E[Zﬁn’k(ﬁ”(Qﬂ-Iik + an,kRn’k)Ri,k].Qn] = O(n_1/2)-
k=1

This concludes the proof of Lemma 4.2 and Theorem 4.1.
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APPENDIX

4.5. Edgeworth expansions

The Lemmas needed to prove Theorem 4.1 make use of the technique of Edgeworth expansions.
In this section, we briefly sketched the main notations and results that are required in the sequel.
We follow Battacharya and Rao (1976) and Gdotze and Hipp (1978).

Define, for any g¢-tuple k = (k(1),--- ,k(q)), k(@) € {1,--- ,K}, k(i) # k(j) for all i,j €
{1’ T q}?

W (k) = (2/n)'/? ) Zj[cos(zy() ), sin(@pay ), -« 5 cos(@r(g) ), sin(@p(g5)]"- (4.5.1)
Jj=1

Let k, denote the cumulant of order r of Z;. For any 2g-uplet of non-negative integers v :=
(v(1),v(2),---,v(29)), let |v| := qul v(i) and ! = v(1)!---v(2¢)!. Define the average cumulant
of order v as

n
Xnw (k) == 2#/2n"1cum Z Zy cos(zp(1)t), - ,Z Zy sin(zg(g)t)),
=1
u(l)‘t'imes u(2q)times

n
= 2'”‘/2144,,‘”_1 Z cos’™) (.’Ek(l)t) sin”(?) (.’Ek(l)t) -+ . gin¥ e~ (.Z'k(q) t) cos”(?9) (.Z'k(q)t).
t=1

It is important to note that xn . (k) is bounded uniformly with respect to k. For all k, the latter
equation implies that |xn,. (k)| < 2¥/?kv|. Denote xn (k) := (Xnw(K))ven2e and

Py (x, xn(k)) = §T Ly~ Xnwnll) xnw, ) 452
T X;Xn( )) - J wr vl vitetry (X) ( .0. )
— U. ) ! w

where er extends over all u-uplets (v1,...,v,) of (2¢)-uplets v;, 1 < i < u verifying the two
properties

u
3<|viland Y (jv|-2) =1
k=1

and for any 2¢-uplets of integers v = (v(1),---,v(2q)), H, is the multi-dimensional Hermite
polynomial of order v, defined as

H,(x) = H,q)(z1) - Hy(2)(T2q),

H; denoting the i-th scalar Hermite polynomial.
Let d be a positive integer, and let (ki,---,kq) be a d-tuple of pairwise distinct integers
(kie{l,--- K}, ki #k;, forall i,j € {1,--- ,d}). Denote

k:=[m(ky —1)+1,--- ,mky, - ,mkq— 1) +1,--- ,mkq). (4.5.3)

Let & denote a standard 2dm-dimensional Gaussian vector. For a function ¢ : R*¥™ — C such
that E[¢? (€)] < oo, define, for r,u € N,

B (¢) = E[P; (€, xn(K))$(£)], (4.5.4)
Qui(®) =D _n "’Ex(9). (4.5.5)
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Qux(¢) is the u-th order Edgeworth expansion of the moment E[W,, (k)]. Since x, (k) is bounded
with respect to k, we also have the following uniform bound for E, x.

B i (9)] < C,EV?[¢%(€)]- (4.5.6)

In order to obtain conditions upon which the error E[¢p(W, (k)] — Qq k(¢) is controlled, we need
to define some functional spaces. Denote C'?(R*) the set of all functions on R* with continuous
derivative of order ¢q. For an a-tuple of integers 3 = (3(1),--- , 3(a)), denote DP = 651(1) e 855").
For v € N, and any measurable function ¢ on R?®, define

Now) = [ 101 +lo]) s,
M) — sup 1@

Z‘ERG ]. + |$|V ’
Finally, for v,r € N, let S (R?) be the subspace of C"(R*) such that for all d-tuples of integers
that satisfy 8(1) +--- + B(a) < r, M, (DP1) < oo, for ¢ € S;(R?), define

Ma,v,r(w) Ma,V(Dﬂw)-

= max

B(L)+-+B(a)<r

LEMMA 4.6. (BR) If (A4.6) holds and if there exists u € N* such that Nopmg yt2(¢) < 00
and E[|Zy|“*?] < oo, then

lg}ca<XK |E[¢(Wn (k)] - Qu,k(¢)| < niu/QenNZmd,u+2(¢)a

(GH) If there exist positive integers u,p such that E[|Zo|**?] < 0o, ¢ € ST (R24™), then

1g}ca<'XK |E[¢(Wn (k)] - Qu,k(¢)| S niu/ZenMMnd,u,r (¢) + CM2md,u,r(¢)n7(r+2dm+1)/27

where, in both cases, (€)neN s a sequence (depending only on the distribution of Zy, d and m)
such that lim,,_,, €, = 0.

Remarks.

e (BR) is a consequence of Theorem 19.7 of Battacharya and Rao (1976). (GH) is implied
by Theorem 3.17 of Gotze and Hipp (1978). In that case, (A4.6) is not required, thus the
result applies even when the probability distribution of Z; has a discrete support.

e As noted by Chen and Hannan (1980), Theorem 19.7 of Bhattacharya and Rao (1976)
applies for normalized sums of i.i.d sequences, but not for triangular arrays. However, they
proved for their Lemma 1 that the conclusion of Theorem 19.7 in Bhattacharya and Rao
(1976) still holds in our case, upon replacing the cumulants by the averaged cumulants.

We now derive some consequences of Lemma 4.6. In the case of a Gaussian white noise, since the
sequence 27I7,, 1 < k < K is i.i.d. T'(m, 1), a positive fonction ¢ satisfies either E[¢(2rI7 )] = oo
or E[¢(2rI7 ;)] is uniformly bounded with respect to n and k. In the non Gaussian case, if ¢ is
polynomially bounded, then E[¢(2xI7 )] is uniformly bounded with respect to n and k under a
relevant moment condition on Zy. If ¢ has singularity, then nothing can be said in full generality,
and for a given n and k, ]E[¢(27rff7 )] may not even exist. Under assumption (A4.6), and under
an integrability condition such as (4.2.10), E[¢(2nI7 )] can be proved to be finite and uniformly
bounded, for large enough n.

LEMMA 4.7. Let m > 1 and s > 3 be integers and let ¢ be a function such that (4.2.10) holds
Le. [oam [0(|21*)|(1+ |2|)*dz < co. Under assumption (A4.6), if E[|Zo|*] < oo, then there exists
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an integer ng > 2m which depends only on the distribution of Zy, m and s such that for alln > nyg,

s B, < CE 6 (€ /2] + Nomo(4). (457)
max [EB(TZ,)] = BO(E)] < O B2 (6 (€ /2)] +on® /) Nomn(d),  (458)

where the constant C' and the terms O(n~') and o(n©®*~2/2) depend only on the distribution of
Zo, m and s but not on ¢.

Lemma 4.7 is a straightforward consequence of Lemma 4.6 (BR) and of the bound (4.5.6).
Lemma 4.7 implies Lemma 4.5 in section 4.4 and the following Lemma which is used in the proof
of Lemma 4.4 in section 4.6.

LEMMA 4.8. Assume (A4.6) and E[Z§] < co. Then, for all € € [0,1],

77 em —2
lrsr%%ﬂ”(fn,j << 5 +0m),
where the term O(n~') depends only on m and on the distribution of Zy, and is uniform with
respect to € in [0, 1].

LEMMA 4.9. Let p, q, s be positive integers with s > 3 and let T : R?? — R be a measurable

function. Assume that E[|Zo|*T?] < oo and that one of the following assumptions hold.

e (BR) (A4.6) holds and Nay s(T) < 0.
o (GH) There ezists an integer r > 2 such that T € ST(R??).

Then, maxy max, [E[T(W,, (k))Z:] — E[T(£)] E[Z:]| = O(n~1/?),

where maxy s the mazimum over all the g-uplets k = (ki1,... ,kq) of pairwise distinct integers
in {1,..., K}, maxy is the mazimum over all p-uplets of (not necessarily distinct) integers t =
(t1,---,tp), 1 <t; <n and Z¢ := Zy, --- Zy, and, as usual, § denotes a 2q dimensional standard

Gaussian vector.

Proof of Lemma 4.9. Write W, (k) = W, (k) + Y,,(k) with
Wy (k) = (2mn) /2 Z Zy [cos(zk,t), sin(@p,t),. .. ,cos(z, t),sin(zqt)] "
te{l, - . KX\ {t1, - ,tp}
Yy (k) = (2an) /2 Z Zy [cos(zg, t), sin(zg, t), . .. ,cos(xkqt),sin(xkqt)]T.
te{ty, - ,tp}
Define ¢(z) = E[T(z + £)] and G, (2) = E[T(z + W,(k))] — ¢(2). Under the assumptions of
Lemma 4.9, ¢ and G,, are well defined and E[|¢)(Y,, (k))Z¢|] < oo and E[|G, (Y, (k))Z:]] < oc.
Moreover, with these notations, E[T'(£)] E[Z¢] = ¢(0)E[Z¢]. Thus, we get
E[T(Wn (k)Z¢] = E[E[T(Wy, (k))|Z¢]Z¢] = E[ip(Yn (k) Z¢] + E[Gn (Y (K))Ze]
=1(0) B[Z¢] + E[{¢(Yn (k) — ¥(0)}Z¢] + E[Gr (Yn(k))Zy].
The assumptions of Lemma 4.9 also imply that % is continuously differentiable and there exists a

constant C(T') such that |¢(z)|+|¢'(z)| < C(T)(1+|z|)®. In order to avoid assuming unnecessary
moment condition on Zy, we use the following trick. Note that for all u,

[9(w) = 9(0)] = [(u) = Y(0)[Lguj<1y + [$(w) = P(O) 1213
<O A+ [u)*lullfju<ry + 20T (1 + [ul) Ly 51y < 2 CT)(|ul + Jul®).

Using brutally the mean value theorem yields the bound C(T")|u|(1 + |u|)®, which would increase
the required number of moments for Zy. We now trivially have

[E{((Yn () = 9(0))Z¢]| < CE[(|Y5 (K)| + [Ya (K)[*)|Ze[] = O(n™'?),
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provided Z, has s + p moments.
To bound E[G), (Yn(k))Zt], we must first check the validity of an Edgeworth expansion of

Gp(z) = E[T(z + Wa(k))] :

s—2

Gp(z) = Z n"PE [T (x + )] + o(n~ CI/)R, +(2).

r=0
Two problem arise. The first problem is that the validity of an Edgeworth expansion has been
proved only for W, (k) and not for W, (k). Nevertheless, the arguments of Chen and Hannan
(1980) still apply. It is also necessary to obtain a bound for the terms E,k. The difference
between W, (k) and W, (k) is that the covariance matrix, say %,, of W, (k) is not the identity
matrix. Instead, it writes £, = Jag + An, where the entries of A, are uniformly O(n'). Since
q is fixed, it is then easily seen that for any function ¢ that satisfies assumption (BR) or (GH)
|E,k [¢]| < C(¢) where C(¢) is the relevant norm for ¢. The second one, which is easily solved, is
to give a bound for the remainder term R, r(z). Under the assumptions of lemma 4.9, it is easily
checked that |R, r(z)| < C(T)(1 + |z|)®. Thus, we get, noting moreover that by definition of T,

Eox[T(z+.)] =0,

E[Gp(Yn(k))Z:] = i B[R, 1 [T (Yo (k) + )]Zi] + o(n~C~D/E[R, 1 (Y, (k) Zy].-

r=1
Under the assumptions of lemma, 4.9, it is also easily checked that for any polynomial P : R?? — R,
B [P(E)T(x +&)] < C(P)(1 +[x[)®. Thus
|Ere [T (Yn(k) + )]Ze]| < CE[(1 + |YVa(K)])*Ze] < 0o,
[BLRy 7 (Vo () Ze]| < E[(L + ¥ (K)])Ze] < oo

provided E[|Zy|PT¥] < oo, and the bounds are uniform with respect to n and k < K. This
concludes the proof of Lemma 4.9.

4.6. Bounds related to the Bartlett decomposition

In this section, we bound the error incurred by the approximation of the periodogram of a
linear process by the pseudo-periodogram. Most of the material in this section is standard (cf.
Walker, 1965).

Denote 7,(z) := dX(z) — A(e®)d%(z). Following Walker (1965), r,(x) may be expressed as
ra(z) = r%l)(a:) +r (z), with for [ = 1,2,

K@) = (1 @rn) Y e 20, () (46.1)
where
Z0(@) = Y ZeeT™, (4.6.2)
vezldh),
I, = {(1 =), ,(n —w)} N {1,--- ,n}". (4.6.3)
I3 = {1, 0\ {Q =), (n—w)}N{L,---,n}). (4.6.4)

Note that Z5' C {1,---,n} and Z), C {1,---,n}°, and #[Z\)] = #[Z{%)] = min(n, |u|). The
following result is a straightforward adaptation of Theorems 2 and 2a in Walker (1965).
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LEMMA 4.10. Assume ), 17]'/2|a;| < 0o and E|Z|P < oo for some p > 2. Then,
oBax E[|dy; (z)|P] = O(1), (4.6.5)
Ogi)gwﬂiﬂr(l)( )Pl = 0(n7??), 1=1,2 (4.6.6)
Assume Y ; |j|*/*T¢|a;| < oo, for some € > 0. Then,
E[ max |rO(z;)]] = O(n™°), 1=1,2. (4.6.7)

1<k<n

Proof Lemma 4.10. Eq. (4.6.5) is a direct consequence of Rosenthal inequality (see, e.g. ,

Petrov, 1985, Theorem 2.9). This inequality also implies

max, E|Z{), ()P < ¢(p) min(n, [u])?’>.
A4S
Minkowski inequality yields, for [ = 1,2,
max (E|r(") (z)|P)1/? < en /2 Z |ay| min(n, |u|)t/? = O(n~1/?).

z€[0,7] oo

which proves (4.6.6). Let u < v, u,v € N. We have

v 9 (v—u)—1 v—|7| (v—u)—1 v—|7|
‘ Z Zte—zkw — Z e—iT® Z ZtZt+|T| < Z ‘ Z ZtZt+\‘r|
t=u+1 T=—(v—u)+1 t=u T=—(v—u)+1 t=u+1

v v—|7|

Z Zte—zkw

[1<k<n

This yields E[maxlgkgn | Et— Ztefikzﬂ < c(v — u)3/4 and

u+1

U] 3/4 _
]E[1r<nkau<x |Z; (k)] < emin(n, [u])*®, 1=1,2.

Plugging this expression in (4.6.1) finally gives

]E[1r<r}ca&x [r®) (@x)]] < en~1/? Z [ul>/*|ay| + nt/4 Z |G,
|ul<n |u|>n

<en € Z |u|1/4+€|au|.
u

which concludes the proof of (4.6.7).
Define Ry, (z) := I (z) — |A(e™)|?IZ (z) and Ry i := Y ;. Rn(@1)/ (27 fx (yx)). We have

R, (z) = 2Re (A( VAL (2)rn (2)) + rn(2)]?,
5 Ix(xr) = fx (k) ;2
Hak = 27ffX Yk) Z Hot + Z Ix (yr) Tk

] < E[ 3 Zf] T 2(U§1]E[( 3 thtﬂﬂ)z} i < c(v — )2,
t “+1 T7=1 t=u

leJy leJy
Decompose R, ; = Z Rg )k, with
R, =23 Re (a2, A(e™)) /@nfx(m)),l = 1,2 (4.6.8)
lEJ)
RO, =3 [rnal?/ @ fx (), (4.6.9)
leJy
ﬁ =" Fx ) (fx (@) — Fx )7 (4.6.10)

leJy
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LEMMA 4.11. Assume (A4.7) and EZ?P < oo that

O 1p1 = O(n=?/?), j =

1r<r}ca<:)(KIE[|Rn’k| ]=0n7?7), j=1,2, (4.6.11)
(3) 1p1 — -p

1<mka<>(:KIE[|R eP1=0(n""P), (4.6.12)
(4) 1p — —p(6A1)

lr<r}ca<>cKIE[|R e P1=0(n ). (4.6.13)

The proof of (4.6.11) and (4.6.12) is a straightforward application of Lemma 4.10 and do not
need assumption (A4.7) in its full strength. To prove, (4.6.13), note that, under (A4.7), it holds
that |fx(z) — fx(y)| < Clz — y|° for all z,y and thus

(B, Tnax |fx (1) = fx (wi)l/ Fx (y) = O(n ") (4.6.14)

Since E[(I7)?] is uniformly bounded provided E[Z3?] < oo, (4.6.13) holds.
Proof of Lemma 4.4. Write U, = US,)E + US,)E with

_ Ties, 2Re (@ (@) A )ra (@) + [rnlar)|”

U(l) — !
g Cn) ix T2,
&) = LS (e - )
™k fx (yk) 5 fik x\& X Yk

Under (A4.7), A(e'®) (and fx(z)) are bounded and bounded away from zero. Applying Cauchy-
Schwarz inequality, we get,

US| < COmp+ 70 with e = (IZ4) " max (). (4.6.15)

Let (My)nen be an arbitrary sequence of positive numbers. We have

. M;
P(lg}ga&xK [Yne| >€) <P (12;121( 17, < ) + ]P’(lmax |rn(z1)| > My),

K M2
Z " )+ P(max |ra(a)| > Ma).

Under Assumption (A4.7), Lemma 4.10 Eq. (4.6.7) yields E[maxi<j<n |[rn(21)|] = O(n=1/279).
Lemma 4.8 and Markov inequality yield

2m  —2m -1 -1, —1/2—6
B(max el 2 €) e {nM2"e" £ O(n™) + My ™20}
Setting M,, = n~1/2=¢ yields, for all m > 1, lim,_,co P(maxi<g<i |[Ynk| > €) = 0. (4.6.15) finally
implies that max;<r<k |U7(:,)c| =op(l). U,(fj) is a convex combination of (fx (z1) — fx(yx))/fx (yx)

(I € J) with non-negative weights IZ,, thus, (4.6.14) yields

n,l>

— —dn1
1g}jchl |<1g}3<XKgr€13XIfx(:cz) Fxil/ Fx (yr) = O(n=°™),

which implies that P(max;<x<x U, 7(12,)6 > ¢) = 0 for all sufficiently large n. This concludes the proof
of Lemma 4.4.
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4.7. Proof of Lemma 4.1

Set Cn i := ¢'(I7 ). Under assumption (S1) or assumption (A4.6), (4.2.12) and E[| Zo|] < oo
with g > v, there exists a constant C such that, for all sufficiently large n,

[max E(G) <C. (4.7.1)

Recall that R, j = Zj-:l Rgf)k and that under (A4.7), ]E[|R(’k|] = o(n~'/?), j = 3,4. Thus for
any reals 3, such that Ele ﬁi « = 1, applying Holder inequality, we have

(3) (4)) =o(1).

To bound the terms involving Rgf,)k for j = 1,2, we must compute E[ (3 s, 5n,kCn,k(R£39 +

Rg}c)f] The diagonal terms in the expansion of the square are easily bounded using Lemma
4.11, (4.6.12) and (4.6.13)

Zﬁg E(C B+ R < Zﬁ (Bl l)"” (BR) + RE) ) =0(nY).
Con51der now the sum over non—dlagonal entries

Vo= 3 BukBorE(GunGun (BL, + BONED, + BEL))
1<k<k' <K
If Eszl 3% =1, then Ek#, |BnkBnkr| = O(n). Thus, to prove that V,, = op(1), it is sufficient to
prove that for (i,j) € {1,2} x {1,2},

p() pli) | _ -1
lsﬁ?j{SK E(Cn,ké-n,k’RmkRn,k') =o(n™"). (4.7.2)

Using the expression (4.6.8) of Rg’)k in terms of rﬁﬂ, each term RS’)kRg)k, writes as the sum of

4m? terms typified by
dZ D2 e, A A ) £ (yi) 7 uw)-

n,l’
Since A and f are bounded and bounded away from zero under (A4.7) (and are deterministic
functions), (4.7.2) will follow from

max max
1<k£k! <K 1€ Jg,l' €Jyr

for (i,5) = (1,2),(1,1) and (2,2).
Note that E(T‘S}) =0 and rg’g is independent from (, x, Cn,k:,dil,dil, and rf},. Hence, for
a111§k<k’§K,leJk,l’eJk:

E (Cn’kCn,k/dilrs,)ldil,rﬁg,)| =o(n71) (4.7.3)

E[Cn kCn k:’ (1)le' 7'533/] = 0 (474)
ElCn,k Cn ke d (l)dZ N 7“511,2'] ElCn k G i dir A7 1 JEfr nlg S?/] (4.7.5)

(4.7.5) and Lemma 4.10 yield
B[ G dZ ) dZ 01| < en ™ BlGn o o dZ 4d2 ]| (4.7.6)

This bound is not sufficient to conclude the proof of Lemma 4.1. We must still prove that
E[Cn ki dZ dfl,] = o(1), uniformly with respect to k < K.
Define, for w = (wy, ..., W) € RE™

(W) = ¢ (Iw1[*/2) ([W2|*/2) (W2, -1 + iW2m, ) (Wamy—1 + iW2my). (4.7.7)
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where wy = (wy, -, Wam), Wo = (Wamy1,  * ,Wam), M1 =1— (k—1)m, mg =1' — (k' —2)m. Set
=[k(m—1)+1,--- ,km,k'(m — 1) + 1,k'm]. The definitions above imply that

Y(Wa(K)) = Cuknprdr iy
We now check the validity of an Edgeworth expansion of E[)(W,, (k)].

e Under (S1), |[¢(w)| < C(1 + |w|**2). Since E[|Z|***?] < oo, Lemma 4.6 implies that
Edgeworth expansion of E[¢)(W,, (k)] is valid up to order 4v, with a remainder term of
order o(n~2) + O(n~+4m+1)/2) = o(n~1/2),

e Under assumption (4.2.13), [pam [0(W)|(1 + |W])7"*dw < oco. Since E[|Z|**] < oo, Lemma
4.6 shows that the Edgeworth expansion of E[¢)(W,, (k)] is valid up to order v3, with a
remainder term of order o(n~(*3=2)/2) = o(n=1/2).

With the notations of Lemma 4.6, we can thus write, with # = 4v + 2 under assumption (S1) and
7 = vz under assumption (4.2.13),

E[y(Wn (k)] = Y Erxc(¥) +o(n™"/?).
r=0
It is easily seen that for all » < ¥, max; <k p <k Erx(¢) < 0o, and that
Fox (¥) = E[¢' (€17 /2)(€2my 1 + i&am,) | E[8' (€7 /2) (2ms 1 + i€2m,)] = 0.
Hence, uniformly in k, k' € {1,--- , K} and [,I' € Ji x Jyr,

|1E anCn k/d ldnl’) 0(7171/2).

This finally implies that E (gn WG dZ Nz o) ) — O(n-3/2).

n,l’

There now remains to bound the terms E[(y, x, (n1dZ ld (227‘(22,] From (4.6.4),

n, p’
2
(Cn kCn wd ( )le/TSg,) 27m Z Ay Qy Z E (Cn,kCn,k’ dg,ldg,l' Zva’)
vEIﬁ%L,v’EI(z) ,

Applying Lemma 4.9 with ¢ = 2m, t = (t1,t2), k=[(k—1)m+1,... ,km, (K'—1)m+1,... ,k'm],
1 defined in (4.7.7), r = 2 and s = v3, we have,

1<k k’<KleJkal’€Jk/ |E (C" kC" kd n, ldn l’Zf1Zt2) —Eo (Cn;k(ﬂak'dildil’) ]E(Ztl Zt2)‘ = O(nil/z)

Since Fy (Cn £Cn k’dnl - l,) =0, and #[I,(ﬂ)l] =n A |u|, we get,

Z (Cn kCn k' nld l’Z Z ) S cn_1/2(n/\ |u|)(n/\ |ull)
veIl), v el

Therefore, under (A4.7),

E[¢n,x Cn,k'df,ﬂg,gdil”(z) ]

n,l'

S Cnil Z |au||av| Z |]E[<n,k Cn,k’dg,ldillzvzv’]

vl vel®

< enl/27% Z [ul®|ay| = o(n™1).

UEZ

This concludes the proof of Lemma 4.1.
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4.8. Proof of Proposition 4.4

We present an outline of the proof of Proposition 4.4, which is adapted from Von Sachs (1994)
and Janas and Von Sachs (1995). Define ¢, s(2) = ¢(2/ms — 1) and

K
- 27 =
An,z(s) = F Z an ("E - yk)d)m,s(‘[r)f,k)v
k=—K
27 X

An,m(s) = ? an (.CL‘ - yk)7m(¢m,87 fX(yk))a
k=—K

1_\:0(3) = 7m(¢m,sa fx(z))

where
Y (Pm,s,4) = /qb(uz/ms — 1Dgm(2)dz.

Note that, under (VS2), An.(s), Ans(s), A.(s) are monotone decreasing. In addition
A (fx(x)) =0, i.e. fx(z)is a root of the equation A,(s) = 0.

The following lemma is repeatedly used in the sequel. The proof is straightforward and is
omitted for brevity.

LEMMA 4.12.
27 K
WL @ =) =507 [ W)t + o).
7=0
If v is twice continuously differentiable,

ZW,, — 0ol = [ Wi (o = y)olo)dy + O(nt2) )

/Wb o — y)o(y)dy — v(z) = O(2)

LEMMA 4.13. Assume (VS1)-(VS8) and E|Z|* < oo, with t = 8vV 4. Then, for all s €
(_71—7 71') \ {0};

% Kbn(An,z(S) - Aw(s) n? N(O UWU (¢m s fx(z ))) (4.8.1)
VB (Rna(s) = Ku(5)) = o(1). (48.2)

Proof of Lemma 4.13. : Set Bk := (W7 (z — i) 1/ Wi, (x —y). Tt is easily shown that
2w _
YW w) = [ W01 +o1).
k

Hence, maxy, |Bn,x| = O((Kb,)~'/?) = O(uﬁlﬂ), where p, = #{k : Bnr # 0} (note that p, ~
Kb,,); it follows that assumptions (A4.1) and (A4.2) are satisfied. These results also imply that

nt Z |ﬂn,k,8n,l| = O(bn)

Since, SUPmin £ (y)<u<max fx(y) Cr(pm,s,u) < 00, assumption (A4.3) holds. Finally, under the
stated assumptions, y — 02, (¢m,s, fx (y)) is twice continuously differentiable. Lemma 4.12 implies
that

Zﬂnka (B, [x (UR)) = O (Dmss fx () + O(B},).
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and thus assumption (A4.4) is satisfied. We may thus apply Theorem 4.1 to show that

K
Z /Bn,kqu,s(fr)f,k) — Tm (¢m,s; fX (yk))

k=0

converges in distribution to a zero-mean Gaussian variable with covariance o2, (¢ s, fx(z)), show-
ing (4.8.1). Eq. (4.8.2) is a direct consequence of Lemma 4.12.
This lemma has the following important corollary

COROLLARY 4.6. Assume (VS1)-(VS3). Then,
VEbuAna(fx(@) =5 N(0,0%07,). (4.8.3)
where 02, = [ $*(z/m — 1)gm(2)dz.

Since A, (s) is monotone decreasing and A, (fx(z)) = 0, A,(s) is strictly positive/negative
for values of s which are strictly smaller/larger than fx(z). By Lemma 4.13, for any 0 < € <
min fx (z), we have

Since Ay, ,(s) is continuous
lim PEfnx(2) € [fx(@) — & fx(@) + €, Ano(fax (#)) = 0) = 1.

Since A,, ,(s) is monotone decreasing this root (when it exists) is unique. We may thus conclude
from this discussion that the equation f&n,w(s) = 0 has, with a probability tending to 1 as n — o0
a solution denoted fn, x(z), and that these solutions (for different values n) form a consistent
sequence of estimators of the spectral density fx(z). To prove that these estimators (properly
normalized) have a limiting distribution, we follow the classical pattern of proof, consisting in
linearizing the estimation equation around fx(x). By the mean value theorem, we have

0= Apno(fox (@) = Ano(fx (@) — Ano(fax(z) — fx(@)) (4.8.4)
where
K I . I .
= (21 E: S | Ard ) nad
Apz = (2 /K) P W, (33 y;)(ﬁ (mfj’." 1) mf;-‘2

where f; = fx(z) +n; (fn,x(:v) - fX(;c)) ,Mj € [0,1]. The weak consistency of fn,X(a:) implies
that sup; |fJ* - fx (x)| = op(1). Using Theorem 4.1 with ¢y, ;(x) = z¢'(z/s — 1) implies

Apg = Pm_ +op(1). (4.8.5)

fx(2)
Proposition 4.4 follows from Eq. (4.8.4), and (4.8.5).
Remark: Tt is suggested in Von Sachs (1994) that a use of a data taper may be beneficial. The
results in Theorem 4.1 can be adapted to cover that case, under basically the same assumptions
(on the data taper) needed to prove Theorem 3.2 (Von Sachs, 1994).
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CHAPITRE 5

Développements d’Edgeworth pour les tableaux

multidimensionnels infinis

Ce chapitre reproduit un article intitulé Edgeworth expansions for multidimensional infinite
arrays, a soumettre.

ABsTrACT. The contribution of this paper is the proof of the validity of Edgeworth expansion
for density of multidimensional triangular arrays of i.i.d random vectors of the form S, =
2 jez Un,jZj- 1t mimics the proof of Theorem 19.2 of Bhattarcharya and Rao (1976) which
states the validity of this development in the case of the normalized sum of n independent
random variables. The errors of approximation has order }_,¢7 [|Un,;[[® in place of n~=(s=2)/2,
Application to the asymptotic expansion of the distribution of the periodogram of a long-range
dependent linear process at low frequencies is fully developed. This result allows one to compute
the Mean Square Error of the Geweke and Porter-Hudak’s estimator of the memory parameter,
extending previous result of Hurvich et al. (1998) from Gaussian to linear framework.

5.1. Introduction

This contribution is motivated by the study of sums T, = Y ;" V;X; where (X;);cz is a
linear process and (Vy)sez a sequence of weights in R?. In this context, the sum T, writes as a
triangular array

T, =Y Un;Z (5.1.1)
JEZ

where {Z;} is an i.i.d sequence, namely the driving noise, and the weights U, ; are related to
the V¢’s and to the filter coefficients (see details and applications in Section 5.4). Bhattacharya
and Ranga Rao’s monograph (1976, referred to as BR in the following) provides a large account
on asymptotic expansions for sum S, = n~1/2 > i1 Z; of independent random vectors. Garcfa-
Soidan (1998) considered triangular arrays of the form Y77, Zy, ; with i.i.d random vectors on each
row and under a modified Cramér’s condition. An adaptation to particular triangular arrays of the
form (5.1.1) is given in Chen and Hannan (1980) to get asymptotic expansion for a vector of discrete
Fourier transform of Z1, ... , Z,. In BR, expansions for density g, (if any) and distribution function
@, of S,, are both obtained, the former type of expansion requiring slightly less assumptions on
the distribution of the vectors Z;’s. Those conditions are relaxed by Goétze and Hipp (1978), who
provided asymptotic bounds for [ fd(Q, — ¥, ) for smooth or polynomial functions f, where
¥, s is a formal Edgeworth expansion of length s for S,,. A first attempt to validate asymptotic
expansion for sums of (weakly) dependent random vectors is taken by Gotze and Hipp (1983),
under conditions relaxed by Lahiri (1993). Janas and von Sachs (1995) applied their result to
approximate the density of the discrete Fourier transform of a tapered linear random sequence.
Translated into the particular case of linear sequences, Gotze and Hipp’s conditions are very
stringent on the decay of the linear filter, which restrict the result to very short-range dependent
processes.

111
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In this paper, we prove the validity of the Edgeworth expansion for the density of triangular
array of the generic form (5.1.1). We introduce notations and assumptions in Section 5.2. The
Theorem is stated in Section 5.3. Finally, it is shown in Section 5.4 that this result applies to the
study of the large sample properties of the periodogram in the short and long range dependence
contexts, noticing that any vector of discrete Fourier transform of a linear process write as an
array of the form (5.1.1). The approximate expression of the Mean Square Error of the Geweke
and Porter-Hudak’s (1983) long range parameter estimator is given as a further application.

REMARK 1. Note that (5.1.1) is a wide class of triangular arrays in the sense that there are
countably many random vectors on each row, but restricted in the sense that the triangular array
structure is concentrated on the deterministic (U, ;)’s weighting an i.i.d. sequence which is the
same on each row.

REMARK 2. As our applications require density expansions, we present our result under As-
sumption (A5.1) on the distribution of Z, namely that its characteristic function Q belongs to
some Lebesgue L, space. We claim that they should be adaptable to expansion of distribution
functions, which suffice for other applications and would hold under the weaker Cramér’s condition

oo |Q(8)] < 1. (5.1:2)

5.2. Notations and assumptions

Let {Z;};cz be a sequence of independent and identically distributed random variables such
that EZ; = 0, EZ? =1 and E|Z; |* < oo for some s > 3. Let Q) denote the characteristic function
of Z; and suppose that the following assumption holds.

(A5.1) [, |Q(t)[Pdt < oo for some p > 1.
Consider the triangular array (5.1.1) where {U, ;} is a d-dimensional triangular array. Define
Uy = maxjez ||Uy ||, where ||.|| denote the Euclidean norm in R?. We shall assume that the
weights (U, ;) satisfy (A5.4) and either (A5.2) or (A5.3) (which is (A5.2) with V,, = I;).
(A5.2) E[T,] =35 Un; = (0,...,0)" and V,, := cov(Ty) = 35,5, Uy ;U ; is invertible for all
sufficiently large n and such that

lim A, >0 and lim,A, < co. (5.2.1)

where A, and A,, denote the smallest and the largest eigenvalues of V,.
(A5.3) E[T,] =3 ,czUn,; = (0,...,0) and cov(Ty,) = 3°,.7 Un,; U}, ; = L.
(A5.4) lim, ., U} =0.
As we deal with an infinite number of vectors, this last Lindeberg type condition is not sufficient.
We strengthen it by (A5.5). Let associate to any d-tuple B = {j1,...,j4}, j1 < ... < Ja,
the square matrix M(B) = (U, j,,...,Up;,). For any t € R? and any positive a, let f, o(t)
denote the number (finite under (A5.4)) of indices j such that |¢'U, ;| > «l|t||U} and put gn,o =
inf;erzm fr,a(t)-
(A5.5) There exist positive constants C, 8 such that, for any ki,... , ky, and all sufficiently large
n, there exist p + s disjoint d-tuples By = {j1,4,--- ;Jd,q}, ¢ = 1,...,p, such that
|det M(B,)| > C(U?, ¢=1,...,p. (5.2.2)
Also, for any € € (0, 1), there exist an « such that

eI = O((UF)*+P) (5.2.3)
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Consider another assumption which is simpler to verify than (A5.5).

é

(A5.6) There exist some positive reals d, c1, ¢z such that U, < ¢i;n~? and

e 3 [Ungl2 = A <0. (5.2.4)
li|>e2(U3)—2
This assumption will be verified and used in the context of applications of Section 5.4 with § = %,
because of the following Lemma. Note that obviously (A5.6) yields (A4.1).
LEMMA 5.1. Assumptions (A5.6)-(A5.2) imply (A5.5).
PROOF OF LEMMA 5.1. See Appendix 5.6. O

Introduce now some notations. Our definition of the Edgeworth polynomials P, and P, is
adapted to triangular arrays from Bhattacharya and Rao (1976, section 7) : Let {x, }j.|>3 be a
bounded collection of numbers, v = (v1,... ,v4) being a vector of non-negative integers. For any
integer r > 2, define the functions

Xr(t) == 1! Z X (it)” V!

|v|=r
and write
= Xr() ) _ = 1 o xe(®) =
T _ . T mo_ D [
expf3° Wy -3~ L5 Xlym S5 5 hsa) (525
r=3 m=0 r=3 r=0
with
T 1 % m X
~ A ~ . _ il Vi N\
fﬁl,ﬂwmmw—zmﬁjﬂwwmmww, (5.2.6)
m=1 Vi,ee. s Vm k=1
where summation " is over all m-uplets of non-negative integer vectors (v1,... ,v,,) such that

3 <|v|and 4L, (lvk| —2) = r. Let ¢y (z) denote the normal density in R? with mean zero and
covariance matrix V', and ¢y (t) its Fourier transform

ov(z) = 2m)"¥?|det V|2 exp(—-L2'V ), z€R%
by (t) = exp(—L1t'Vt), teR?
Then we define the “polynomials” P, by
Py(z,V, {0 }) = [Bo(=D, )| dv (@)

where D denotes the differentiation operator, i.e. D¥ = 9 /oty ... 0t* and we simply de-
note ¢ = ¢, Po(z, {xv}) = Po(x, 14, {xu}). Br(it,{x,})e V2 is the Fourier transform of
P.(z,V,{xv})¢v(z) (see BR, Lemma 7.2). Those polynomials appears naturally while developing
the second characteristic function of a sum of independent random variables with covariance V
and its cumulants for collection {x}. Let m, and &, denote the moment and cumulant of order
r of Zy, for r < s. Let Z* = {0,1,...}. For U = (uy,...,uq)’ € RY, a = (a1,...,aq)" € (ZF)¢
and § > 0, let ||UJ| denote the Euclidean norm of the vector U, B(d) the ball {z € R?, ||z|| < §},
Ue = H?:l w; %, |a| = 2?21 a;, al = H;i:l ;! and the partial order relation “<” on (Z1)? by

Y(a,B) € (ZT) x (Z1)¢, a<pBeVie{l,...,d},a < B

For any vector of non-negative integers v = (v1,... ,v4), 2 < |v| < s and any integer r > 2, denote
respectively the average cumulants of order v and the cumulant function of order r as

— 174 - X",V =\
Xnw = cum, (T,) = K|y | Z U,;” , Xnr(@) :=7! 7(115) (5.2.7)
JjEZ lvj=r
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5.3. Main result

THEOREM 5.1. Suppose that Z satisfies (A5.1) and E|Z|° < oo for some integer s > 3.
Assume (A5.3), (A5.4) and (A5.5) (with the same s) on the triangular weights {Uy_ ;}. Then
there exist a constant C depending only on the distribution of Z such that, for all sufficiently large
n, the distribution of the random vector T,, = ZjeZ U,,;Z; has a density q, which satisfies

w

s—

sup (1+ [l2[|*)[gn(@) = D~ Pr(@, {Xnp})| < C D |[Unll° (5.3.1)

z€R4? r=0 JEZ
COROLLARY 5.2. Suppose that Z satisfies (A5.1) and E|Z|* < oo for some integer s > 3.
Assume (A5.2), (A5.4) and (A5.5) (with the same s) on the triangular weights {Uy_ ;}. Then

there exist a constant C depending only on the distribution of Z such that, for all sufficiently large
n, the distribution of the random vector T,, has a density q, which satisfies

s—3
p (1+ ll2l1*)|gn () = D Pr(2, Vas X )| < O I[Unll° (5.3.2)
=0

d
z€R JEZ

REMARK 3. By Lemma 5.1, Theorem 5.1 and Corollary 5.2 remain true if one replaces (A5.5)
by (A5.6).

PROOF OF THEOREM 5.1: The sketch of the proof is similar to the proof of Bhattacharya
and Ranga Rao’s Theorem 19.2. Let Qn denote the characteristic function of T,

Q"n(t) zt Ty H ]E it' Up ]ZJ — H QA(tlUn,J’)-
JEL JEL

The existence of a density follows from the absolute summability of Q,: Under (A5.3),(A5.4),
one can chose, for all sufficiently large n, p disjoint d-tuples of Z By = (j1,45--- 1Jd,g)sqd = 1,..., P
such that rank M(B;) = d. Then, by Holder inequality, p changes of variables and using (A5.1),
we get

p
Ui, ) |dt < H(/ H|Q (U, ) [Pdt)

A p d A
/teRd|Qn(t)|dt < /tERdil;[l 1:[ Q(t

ER? 2y
<T](1det M / HIQ )[7dv)"'”
i=1 ve
P

< TT(1det MBY]) 7IIQI < oc.
i=1

Denote by g, the density of T, and put fn(x) = gn(x) — Ei;g P.(z,{Xnu})- The Fourier
transforms of f, and z®f,(z), |a| < s exist and write

—_— A
~litl?/2

(fa(@) () = Qn(t) = D Pr(it, {Xno})e

)
w

(@ Fa@)(®) = (=0)/* D*(Qu(t) = 3 Pr(it, {nw D) 11°72).

T

Il
o

Classically, the difference between ¢, and its Edgeworth expansion is estimated by the nearness
of there characteristic functions. Precisely Theorem 5.1 follows from Fourier inversion

fen®) and feL®) > Iflo<(n) ¥ [ I
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provided that (f/n(a:\)) and (m%)) have L; norm and

-3
[ 1D (@u® ~ RS Pt (na Dt < O3 01
terd r=0 JEz
for |a| = 0,s and some constant C' which only depends on the distribution of Z. This is a direct
consequence of Lemmas 5.2, 5.3 and 5.4 proved in Appendix 5.5. O

Proor oF THE COROLLARY. For all sufficiently large n, let B,, be the symmetric square root
of V.71, The random vector B,T, writes as a triangular array which weights satisfy (A5.3).
(A5.4) and (A5.5) are also easily checked, using (5.2.1). By Theorem 5.1, B,,'T,, have a density
qg ) satisfying (5.3.1) with the cumulants of B, S,,, {)‘(.(,O,)n}, for weights of the Edgeworth polyno-
mials. It follows that T,, also have a density ¢, (z) = |det Bn|q£0) (Bpz) and (5.3.2) follows using

the properties of Edgeworth polynomials and (5.2.1) again. O

LEMMA 5.2. There exists positive constants &1 and c1 such that for all triangular weights
(U,,;) satisfying (A5.3), (A5.4) and for allt € B(0:1/U}), and alla € N?, 0 < |a] < s

@

-1 _ -3

Xn, - —lIE?

D% exp (X X220y — /2 57 it (5, 1) | < 0 3 01+ [0/ (5.5.3
r=2 r=0 Jjez

LEMMA 5.3. There exists positive constants d2 and cy such that for all triangular weights
(Un,;) satisfying (A5.3), (A5.4) and for all t € B(63/U}), and alla € N, 0 < |a| < s

| D (Qn(t) - exp Z Xnrll)y)| < o) 31Ul Rty (5.3.4)

JEZ
where R is a polynomial in t with bounded coefficients uniformly in n.

LEMMA 5.4. Assume that the distribution of Z; satisfies (A5.1)For any positive &, there exists
a positive constant cz such that, for all triangular weights (U, ;) satisfying (A5.3), (A5.4) and
(A5.5) and all a, |a| =0 or |a] = s

s—3
/ 1D (Qn () — e M2 57 Bo(it, {xnw})| < e3> I[Unll® (5.3.5)
el >6/U3 = -

Comments on these three lemmas. Lemma 5.2, analogous to BR’s Lemma 9.8, follows
from algebraic calculations. It shows that the two left-hand-side quantities of (5.3.3) and there
derivatives get closer to each other at the wanted rate 3 ;7 [|Ux,l|° for small values of the
variable in the characteristic function domain, the bounding function of ¢ being summable. Those
two quantities are the characteristic functions of two signed measures of R?, the second of which
being the formal Edgeworth expansion of the distribution of T, and the first one being a more
tractable approximation in the second characteristic functions domain, because of the exponential
form. Indeed, Lemma 5.3 shows it is close to Qn(t) in a certain sense, for small values of t.
Lemma 5.4 bounds the integrated difference outside of any ball of the form B(§/U}), thanks to
smallness assumptions (A5.4) and (A5.5).

5.4. Applications

In what follows, X is a finite variance linear sequence admitting the following representation
Xt = Y jez¥r—;jZ; where Z is an i.i.d sequence. It is assumed that the spectral density of X,
denoted f, is bounded away from zero. We shall consider vectors of sine and cosine transform
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normalized by the spectral density. Precisely, let z, = 2kw/n,k = 1,...,[(n — 1)/2] denote the
Fourier frequencies of the interval (0,7) and put

S, = (2mn)"'/’F, > X,C, (5.4.1)

t=1

where k = (k(1),... ,k(m)) is a m-uplet of distinct fixed integers in {1,...,[(n —1)/2]},

C; = (cos(zr(1yt), sin(zr)t), - - - »CoS(T(m)t), Sin(Tp(m)t))

and F,, is the 2m-dimensional diagonal matrix with diagonal elements

(f(:ck(l))_l/2,f($k(1))—1/2, . ’f(xk(m))_l/z,f(xk(m))_1/2).

X being linear, S,, writes as (5.1.1),

n—j
Sn = (2mn) " PF, D (D hiCry)Zi =Y UnZ,
JEZ t=1—j JEZL
with
n—j
Uy, = (2mn) '°Fn Y ¢Cry;. (5.4.2)
t=1—j

Note that F,, is bounded if and only if X is short range dependent. To our best knowledge,
asymptotic expansions for distributions or densities of such vectors of Fourier transform have been
used and validated in few cases, including Janas and von Sachs (1995) paper, but for tapered
data and sequences which linear filter coefficients decay exponentially. In the following, we prove
that such expansions are valid in the larger contexts of short dependence (Section 5.4.1) and long
dependence (Section 5.4.2). We show how this former result applies to the long memory parameter
estimation (Section 5.4.3).

5.4.1. Short range dependence. Assume here that 3, [j|'/?[1);| < co. The covariance
matrix of S,, satisfies V}, := cov(S,) = $Jom + A, where A,, is a matrix with entries that can be

1/2

bounded uniformly in ky,. .., k,, by cn~'/2 on the diagonal and ecn~! outside of the diagonal, for

some positive constant ¢ (see e.g. Theorem 10.3.2 in Brockwell and Davis 1991). Then the largest
and the smallest eigenvalues of V;, go to 1 and (A5.2) holds true, uniformly. It is easily seen
that U} < ¢/+/n for some constant ¢ that does not depend on ki,. .., ky,. Also, for any positive

constant ca > 1,
S Ul <o P 3 1> cos(mti i< S0 lillel = o(1)

3] >ecan li|>ean t=1 |71>(c2—1)n
Then (AB5.6) is satisfied by the array U, ;. Applying Corollary 5.2 proves the validity of the
Edgeworth expansion (5.3.2) for the density of S,, and Theorem 5.3 follows.

THEOREM 5.3. Let (X;)iez be a linear proces such that

Xe=Y ;% , Ziid, E[Z]=0, EZ}]<oo and > |j|'?|¢j] <00 (54.3)

J€Z JEZ

Assume that Z satisfies (A5.1) and E|Z|° < oo for some integer s > 3. Let S,, be the random
vector of cosine and sine transform of Xi,...,X, defined by (5.4.1) Put V,, = cov(S,) and
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B, = B!, B2 =V, 1. Then, for all sufficiently large n, the distribution of the random vector S,
have a density q, such that

s—3
SEI’: 1+ ||:1:||s)|qn(x) - ZPT(ZL', Vs {)Zn,,,})| < Cn—(=2)/2 (5.4.4)
TE m r=0

for some constant C' uniform in k and where the Xpn . ’s are the cumulants of B,S,,.

This is a wider setting than the one used by Janas and von Sachs (1995). As those authors
used arguments from Gdotze and Hipp (1983), they had to impose an exponential decay of the filter
coefficients, i.e. |¢;| < Cp~l7l for some p € (0,1). Here it is only required that Yiez RGBS
00. Although this operations destroys the orthogonality of the sine and cosine sequences at Fourier
frequencies, a data taper may be applied to the obervations as soon as it is proved that condition
(A5.5) remains true in this case.

5.4.2. Long range dependence. The distribution of the discrete Fourier transform in the
long range dependence context have been studied by many authors ( e.g. Kiinsch, 1986 ; Robinson
1995). Following Yajima (1989), Pham and Guegan (1994) derives the joint asymptotic normality
of the Fourier coefficients for tapered data, under a cumulant summability condition weaker that
the linear assumption. However, their result holds for moving frequencies (A1, ... , Ax) that satisfy
n|Ai| = oo,n|A; £ Aj] = 00,1 < i < j <k asn — oo, which excludes low Fourier frequencies.
Actually, the Fourier transform at low Fourier frequencies are known not to be asymptotically
independent (not even uncorrelated, see below) — this is a typical long-range memory processes
feature. Robinson (1995), Moulines and Soulier (1999) state some large sample properties for the
normalized discrete Fourier transform, some of which are tied to Gaussian assumption on X. By
Corollary 5.2, we prove the validity of the Edgeworth expansion for a normalized vector of Fourier
coeflicients of a linear process. Assume

(B5.1) X is a strictly stationary strongly dependent causal linear process which spectral density
is bounded away from zero and which admits the following representation
Xe=Y ;2 , Ziid, E[Z]=0, EZ]]<oo (5.4.5)
JEZ
with ¢; = 0if j <0 and ¢; = j77L(j) if j > 0, v € (,1), L a slowly varying function
(i.e. a positive measurable function satisfying lim; 4., L(tA)/L(A) =1 for all A > 0) and
quasi-monotone.

REMARK 4. v > 1/2 implies finite variance of X; without further assumtion on L. Hall (1992)

provides an Edgeworth expansion for the empirical mean of such linear processes which leading

—1/2

term is of order n . The case vy = 1/2 is not treated here.

Note that, by Bojanic and Karamata (1963, see Theorem 4.3.2 in Bingham et al. 1987)
as x — 0+, Yoo, L)tV sintz ~ trz? 1L(1/z) /{T () sin 377},
oL L)t~ costw ~ 2ra""1L(1/z) /{T(v) cos $mv},
f(z) ~ 220D L2(1/2)T2(1 — 7) (5.4.6)
where T is the Gamma function defined by T'(t) = [~ &' le ®da for all t > 0.

THEOREM 5.4. Assume (B5.1) on the process X, with Z satisfying (A5.1) and E|Z|* < 0o
for some integer s > 3. Let S,, be the random vector of cosine and sine transform of X1,... , X,
defined by (5.4.1) Put V, = cov(S,) and B, = B!, B2 =V, '. Let a, be any positive sequence
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of integers satisfying an/n — 0. Then, for all sufficiently large n, the distribution of the random
vector S,, have a density q, such that

s—

3
s%p 1+ l|)1*) |gn(z) — ZP,«(SL‘, Vo, {Xno})| < Cn~ (=272 (5.4.7)
re 2m r=0

for some constant C' uniform in the d-upletk = (k(1),... ,k(m)) of distinct integer in {1,... ,an},
and where the Xn.’s are the cumulants of B, Sy,.

PRrROOF OF THEOREM 5.4. Expansion (5.4.7) holds true by Corollary 5.2 and the remark fol-
lowing it if one can prove that the weights U, ; defined in (5.4.2) satisfy (A5.2) and (A5.6) with
4 = 1/2 uniformly with respect to k. This is the purpose of the two Lemmas that follow. O

LEMMA 5.5. Define the triangular array of weights U, ; by (5.4.2). Under the assumptions
of Theorem 5.4,

0< M <A <Ap<A* <0 (5.4.8)

for some strictly positive constants \*,A* that may be chosen uniformly in the d-uplet k =
(k(1),...,k(m)) of distinct integer in {1,... ,an}.

LEMMA 5.6. There exist some positive reals c1,co which may be chosen independently of the
d-uplet k such that U* < cyn~/? and

m e Y [Unjll” = An <0. (5.4.9)
[j|>can
PROOF OF LEMMA 5.5. Let V,, be the covariance matrix of S,,. For k = 1,...,a,, de-

fine wnp = (2rnf(zr)) "2 0L, Xee™ and cpp = (2mnf(z)) 72 YL, Xy cos(agt), s =
(2mnf(zy)) Y2 Y1, Xysin(zyt). It is proved in Moulines and Soulier (1999) that there exist a
constant ¢ such that, for 1 <k < j <n/2,

log j - log j

|E(w",kwn,j)| < ckl_djd ’ ‘E(w",kw",j)l < ckl_djd’ (5'4'10)
log(k +1

B(lT e/ £ e) — 1)) < 1 22EED. (5.4.11)

The authors assume f(z) ~ Cz~2? as z — 0, but those results still hold true in our context
(f(2) ~ CL2(1/z)z—%7).
Consider first A, the largest eigenvalue of V;, which is bounded by

d
tr(Vy,) = Z E(Zn,k())/ f(Tr(iy)-

i=1
Then, by (5.4.11), A,, is bounded by some constant which may be chosen uniformly with the
d-uplet k of distinct integer of {1,...,a,}.
Consider now X\, = Apin (V). For 1 < k < j < ay, define
Ap k= cov((cnk, Sn,k))
Bk, = E((cn ks 5n,) (Cn,j, 8n.5))-

Using (5.4.10), forall (k,j) € {1,...,a,}?,k < j

log k
T) and Bn,k,j = O(k/'l_—djd
First consider the case m = 1. Then V;, = A, ;1). By (5.4.10), there exists an integer Ko such

log j )

Ang=35L+0O( (5.4.12)

that the smallest eigenvalue of V;, is bounded away from 1/4 as soon as k > Ky. Adaptating
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the proof of Lemma 3 in Moulines and Soulier (1999), all the V;,’s associated to k € {1,..., Ko}
converge to the same invertible matrix. The smallest eigenvalue of those V,,’s is then bounded

away from zero uniformly in k € {1,...,a,}. Consider now the case m = 2, so that
Ank  Bnk,j
V= " i 5.4.13
( Brjk  Anj ( )

with, say 1 < k < j. Using the same arguments the spectral radius of V,, is bounded away from
zero as soon as j > K for a large enough integer Ky. Let s be a lower bound of their smallest
eigenvalues. Take now (k,5) € {1,...,Ko}2. The V,, associated with this (k,j) converges to an
inversible matrix, say My, ;. Let p1 = inf Amin(My ;), and note that py > 0. Taking min(3uq, p2)
provides a lower bound for the smallest eigenvalues of all the V,,’s, for n sufficiently large. This
result is shown to hold true in the general case by induction on the number of frequency m, along
the same lines. O

ProOOF OoF LEMMA 5.6. The first step of the proof is to show that U} := maxjez [|Up, ;|| <
C/+/n for some positive constant C uniform in the k(j),7 = 1,...,m. It will follows from
max;ez, |U7(ij)| < C/4/n for some constant C and any p = 1,...,2m. Put k = kjp41)/2), T =
and write

n—j n—j
)| « —1/2 .
\/ﬁr?eazx [Unii| < (27 f () [I?eazx | t:;j g cos(zt)| + max | t:;j Py sin(xt)]].

Using (5.4.6), it suffices to show that there exist some constant C such that
oo
| Z Yy cos(xt)| < CL(1)x)x" ! (5.4.14)
t=u+1

for all u € N and uniformly for z € (1/n,a,/n). The bound for the sine sum may be proved along
the same lines that follow. Suppose u > 1/z and define Uy(z) = 3772, 7 cos jz. Using Abel’s
transformation (twice), |Us(z)| < Ct~7/z and

| Y L)t cos(at)| < D |L() — Lt — D||Us(@)| + L(u+ 1)|Uysa (2)]
t=u+1 t=u+2
gcxfl(/oo t7|dL(t)] + L(u + 1) (u + 1)}77). (5.4.15)
u+1

for n (then z7!) large enough. The first term of (5.4.15) is bounded using quasi-monotony of L
which implies that its right-gauge functions are bounded (see Corollary 2.8.2 in Bingham et al.
1987)
oo
3 20, [ ML) < M+ )T 1),

u+1
This latter bound and the second term of (5.4.15) are both smaller than CL(1/z)z"~! as the
function L(v)v~" is decreasing for some vy and v > vg. This result holds for L(v)v~" and any
1 > 0 as a consequence of a representation theorem for quasi-monotone slowly varying functions,
e.g. Corollary 2.7.4. in Bingham et al. (1987). (5.4.14) follows in this case. Takenow 1 <u < 1/z
and bound the LHS of (5.4.14) by

| Z g cos(zt)| < |Z¢t cos(zt)| + |Z’l/lt cos(zt)].
t=1 t=1

t=u+1
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The first term is bounded by CL(1/x)z”~! by Bojanic and Karamata’s result (5.4.6). Same
arguments as above bound the second term by Cu "*1L(u) < Cz? 1L(1/x).

i |L(t) — L(t + 1)||Va(z)| + L(u)Vu(z) < C/Ou t "M dL(t)| + L(u)u 7+

with V;(z) = Z;Zl j 7V cosat, |Vi(z)| < t77HL.
Prove now that (5.4.9) holds true. As A, is bounded away from zero uniformly in k, it

only needs to show that choosing ¢y large enough makes > |U,,;||* arbitrary small, say

j>can
smaller than some € > 0 which does not depend on k. It suffices to show that there exists such
a number e such that 355, |U,(L{)J)|2 < €/2m for p = 1,... ,2m and some constant c,. Write

| 20127 L(t)t~7 cos(z(t + §))1? < CL*(u)u™?7/2*. As L? isquasi monotone slowly varying

ST UPR < onT LA fm)a™ Y L2()5 7 < Oy kT LA (en) /LA (1/z). (5.4.16)

j>can jzcan
as another consequence of Corollary 2.7.4. in Bingham et al. (1987) : like L, L? is quasi-monotone
and slowly varying, and then L?(v)v~" is also eventually vanishing for all > 0.

L is slowly varying, then, by Karamata representation Theorem (see e.g. Th.1.2 in Seneta,
1976), L(t) writes Q(t) exp(fttL L:)ds) for some t;, > 0 and all ¢ > t5, a bounded measurable
function Q(¢) with limit Qo > 0 at infinity and a continuous function p vanishing at infinity. It
follows that

|L2(02n)/L(1/x)\ < Cexp(/

1/z

can

@ds) < Ceagna)massctismem #0) < Oy k7]

for any positive 7 and n sufficiently large as p — 0 and 1/2 — 00 as n = o0. Choosing 0 < n <
2y — 1 yields that (5.4.16) is smaller than any € > 0 uniformly in & for large enough c¢s. O

5.4.3. The Mean Square Error (MSE) of the Geweke and Porter-Hudak’s estima-
tor of the long range dependance parameter. We consider the Geweke and Porter-Hudak’s
(1983) estimator of the memory parameter of a long-memory stationary process and a modified
version proposed by Robinson (1995). Both amount to regress linearly the log-periodogram on the
logarithmic function at very-low frequencies (frequencies of order 1/n) where the spectral density
as a power law singularity. The estimated slope of this least-squares linear regression defines d.
The periodogram at Fourier frequencies is defined as follows

1 n
In,k — | § :Xteuckt|2
2mn P

Geweke and Porter-Hudack built an estimator d%PH of d on the first m periodogram ordinates
with fixed m. Assuming that the process is Gaussian, Robinson proved consistency and asymptotic
normality for a modified estimator d based on the periodogram ordinates I; in a range j € [I,m]
with I,m — o0,l/m — 0, and m/n — 0. Still under Gaussian assumption, Hurvich et al. (1998)
computed the Mean Square Error lE(ci —d)? of d as a function of the truncation point m, and
exhibited a not surprising bias-variance tradeoff, optimized for m of order O(n*/®). Dropping
Gaussian assumption, Velasco (1999) used a Bartlett-like technique to prove consistency of d for
a range [l,m] such that

logm llogn m  logmlog®n
gm | Uog’n  m  logmlog’n _

l m n
which requires that the number of trimmed low frequencies (I) grows to infinity. But as the

Bartlett decomposition forbids any control on the moments of the log-periodogram (see the section
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Problématigque in the introduction chapter of this document), no second moment convergence
may be proved, and the mean-square error may not be expressed, a fortiori. We show in the
following that Theorem 5.1 allows one to overrid the Gaussian assumption and the trimming of
low frequencies and enables to compute the MSE in this context. We use a slightly different
definition of the “short-range part” f* of the spectral density f

(B5.2) The spectral density f of {X;} satisfies:

f(z) =272 f*(2)

where 0 < d < 1/2 where f* is positive and three times differentiable on [—m, x| \ {0},
7*'(0) = 0 and such that f*” and f*"" are bounded on a neighborhood of zero.

REMARK 5. (B5.2) together with (B5.1) implies that lim; , . L(t) = Lo > 0, by (5.4.6).

Put Y, ; =logI, ; + & where £ is Euler’s constant, €, ; := Y, ; —log f(z;) and define, for possibly
moving boundaries [ and m

Yimi LYo
)y
with Ly ; = log|z;| — (m — 1+ 1)7" 3500 log|g| for j = 1,...,n/2 — 1 and Spp = 372, L7, ;-
Assuming
(B5.3) lim,, o 1/m + mlog(m)/n =0

it is proved in Hurvich and Beltrao (1994) that Sz, = m + o(m) and L, ; = O(logm). Having
1/m+m/n — 0, this regression is performed with a increasing number of data on a interval which

d= (5.4.17)

degenerates to zero, and d is the a narrow-band estimate of d, to be opposed to the broad-band
semi-parametric approach decribed in Moulines and Soulier (1999). As Y, ; = €, ; — 2dlogz; +
log f*(z;), it follows that

m

. 1 1 & .
d—d=—5— Zan,jGn,j ~ 25, ;Ln,j log f*(x;)

j=

Then, the mean-square error of d writes

5 1 & 1
E(d - d)? = 1o L2 E(E )+ 553 > LnkLnBlenken,;) (5.4.18)
T j=1 T 1<k<j<m

1 & . 1 & PG
+ 15 2 DnilasBleni) ! @0) + (55— D~ Lnif " (2;))”
J

T jk=1 j=1

Assumptions on f* make the last (deterministic) term of (5.4.18) equal to 48%4 { ! J:’(g;) } ’n”—:(1+o(1))
(see Hurvich et al. (1998), Lemma 1) . The treatment of the other terms are more involved, since
the €, ;’s are not i.i.d, not even unbiased neither asymptotically uncorrelated. Lemma 5.7 derives
from (5.4.18) and the expressions of E (e, ;), var®(e, ;) and E° (e, jen k) for 1 < j < k < n/2 (the

exponent “°” reads “under gaussian asumption”).

LEMMA 5.7 (Hurvich et al. (1998)). Under assumptions (B5.2) and (B5.3), and assuming
that Z is Gaussian

. 7.‘.4 *11 4 7T2 3 4
E(d — d)? = 48—1 {J;*((OO)) } % + 5= +0 {M} +o(rs ) +0(%). (5.4.19)
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Edgweworth expansions arguments extend those expressions up to a multiplying factor (1 +
O(n~'/?)) to non-Gaussian linear processes. The validity of the Edgeworth expansion follows from
Theorem 5.4. For example, consider the second term of the RHS of (5.4.18), which is bounded by

log? m ~— J
% Z ZlE(en,jen,k)l- (5.4.20)

2
me SR e

Let S, — (ZLIXtcoswjt Sorey Xesinz;t Y0 Xpcoszpt Doy, Xisinapt
no \/27rnf(wj) ’ \/27rnf(a:j) ’ \/27rnf(q:k) ’ \/27rnf(zk)

Blenjens) = | M) ) (5.4.21)

)'. If S,, has a density ¢,

with h(x) = (log(z} + 23) +&) (log(23 + 23) +&) for 1 < k < j < n. Then, under assumption that
Z has five finite moments, it follows from Theorem 5.4 that ¢, admits a second order asymptotic
expansion such that

Sup (1 +112]1%)|gn (@) = dv, (2) = Po(V;7 22, {Xn o D b, (2) (5.4.22)
zER4

—Po(V V22, (X Dy ()] < en ™/ (5.4.23)
where the constant ¢ does not depend on (k, j). Then, it follows from (5.4.21) and (5.4.22) that

|Een,;j €n,) — / bk, (X) v, (x)dx

x€ER4

[ s GOPGOS, (x| s ()P (v, ()|
x€R4

x€ER4

. Py e i
= |E(€n,j€n,k) -0 -1 - I3| < Cn*5/2/ de.

xere 1+ |Ix[]°

The integral of the RHS is finite and I3 is bounded by Cn~!. P, and P, are polynnomials
which coefficients are bounded by Cn~'/2 and Cn~"' uniformly in j, k. Moreover, by definition
of Edgeworth polynomials, P;(x) is a sum of polynomials of x which are all odd w.r.t one of
the coordinates of x, thus I> would vanish if V;, was diagonal. Using this remark, let D,, be the
diagonal matrix of diagonal elements of V7!, so that ||V;;* — D,,|| = O(log® j/k?) and write

I2 = / hn,k,j (X)P]_ (X)[(ﬁvﬂ (x) — |(2,n.)d det Vn|71/2efz’Dnz/2]dx
xeR4

= |(27m)* det V| 1/2 ki ()P (x e @' Dnz/2 exp(—x'(V"1 — D,)x/2) — 1]dx.
ers 7 "

Noting that
|exp(x' (V! = Da)x/2) = 1] < [V = DalllIxl|* exp(—x' (v, -)x/2),
IVt — Dall < log” /%,
and
[ haka GO e 2] < o2,
x€R*
we get |I] < Cn~'/?log’j/k?. By a similar argument, we get |[I; — cov®(en j,€nk)| <
n~1/2log? j/k? and finally
_ 2 .
lsrjgf}c’;mkov(ﬁn,jén,k) - COVO(Gn’jﬁn’k” < Cn~Y2log? j/K2.

A straightforward adaptation of the proof of Lemma 5.7 yields to Proposition 5.5.
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PROPOSITION 5.5. Under assumptions (B5.1), (B5.2), (B5.3) and E|Z|® < oo

as in the Gaussian case.

REMARK 6. A by-product of this proposition is the optimal rate of growth for m under our

4/5

asumptions, which is m ~ n*/°. Using a different modelization of f* around zero would yield

another “bias term”, and then another optimal rate for m.

REMARK 7. The density of S,, is expanded up to order n~! because, for an order s, one need
to have [, _..log(z? +23) log(a$ +=3)(1+]x||*) ~*dx < oo which holds for s > 5. But the O(n~'/2)
term yet does not vanish.

5.5. Appendix : Proof of Lemmas 5.2-5.4

Proof of Lemma 5.2. Put g,(t) = exp(Zi;é Xn,r(t) /7)) — 302, % P, (it, {Xnw}) so that the
left-hand-side of (5.3.3) is |D%(gn(t)e~I1°/2. For 0 < 8 < @, | D>~ ﬁ(e I1E1%/2)| < ¢(a — B)(1 +
(It]|le—BNe~lIt17/2 and o

D (e 120, 0) | =| S cla, B+ [[t]'*=7") exp(~[t2/2) D gu(2))|
0<p<La
<c(a)(1 + [[t]1*) exp(~[[t?/2) Y [D7gn(t)|
0<p<a

Then it suffices to prove that, for all 3,0 < 8 < a, and ||t| < 6/U}

D% gu(®)] < e(B)(D_ 1Tnl1*) (1 + [1£l1°) exp(lIt]*/4) (5.5.1)

JEZ

Define the truncated cumulant family X;, ,, = Xn. if |v| < s—1 and X},,, = 0 otherwise. Then

5—3 o)

9n(t) =D (it {xn ) = D Prlit, {0 }) = Z P, (it, {Xnp})

TT:OX m}_(
» L4
sz ] > 3o T e [T

r=s—2m=1 k=1 r=s—2m=1 k=1
o m(s—3)
> ¥ z Kot iy
m!
m=1 r=max(m,s—2)
where the summation }_" is now over all m-uplets of non-negative integer vectors (v1,...,vm)

such that 3 < |vx| < s—1and 3" | [vi| = r+2m. As |DP(it) 2= x| < (r42m)2||t||"+2m 18 <
CV1"+2m||t||r—i-2m—|ﬁ|7

. 0o 1 m(s—3) . Xn Vk o
EUROIE) SRS SHED Sl )| £l
m=1 r=max(m,s—2) k=1
© 4 m(s—3) . m
< Z % Z Cr+2mz H |>—(n’Uk|”t||r+2mf|ﬁ\
m=1 r=max(m,s—2) k=1
m(s—3)

e

ClIt 2m L
CHP" S oy [y 652)
k=1

r=max(m,s—2)

3
I
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Now, for all v, |u| >3, [Xnwl < |60 2 ez |U,.;1I'"”!. Let a, be a sequence of positive numbers

such that > = 1. For any reals s and j such that 2 < j < s, we get by Holder inequality

Zan1< Zan Zan Zan -

neZ nez nez nEZL

neZ n

Let C denote a constant, which value may differ from an equation to the other. Then, for 3 <
vh <5 =1, XUl " < (5 [Un 1)+ =2/62), and

H Xl < H IS Ul < (S U117 52

JEZ JEZ

=C™ Y [[UngllPQ_ Upl1%) o2/ 572) (5.5.3)

jez jez

As the summation }_* is over at most (7~})d*~1™ terms and (7~}) < 2", we get from (5.5.2)
and (5.5.3)

m(s—3)

' — (Clit][*)*™ "
[DPgn®)] < C' D NUnglle D == D It Unl1?) (5.5.4)
JEL m=1 ) r=max(m,s—2) JEZ
Now 3.z [[Unjll* < U2 and ||t]| < §/U;; yield
(X ez U l|#)ret2/ (=2 |[g|7= 181 < gros+2|gl|s=2=1A1if |B] <5 —2
and (Xjez [[U,;|2) =242/ (5=2) ¢ =181 < gm—1A otherwise.
In any case, with 6 < 1
m(s—3) m(s—3)
S O U )T <@ T (2o
r=max(m,s—2) JEZ r=max(m,s—2)

e(8)8™ ]| > 0"

Choosing ¢ sufficiently small

se + Cé||t||*)™
D9 (6)] < (3 T 120" 3 (O™

JEZL m=1
QU I+ (18172 exp(lIE]| /4)
JEZ
Proof of Lemma 5.3. This proof is strictly carried along the same lines as the proof of

Theorem 9.9 of BR. By continuity of Q, one can choose & such that ||t|| < & implies |Q(t)—1| < 1/2
so we can define unambiguously log Q(¢) in this region. For any t € RP verifying ||t|| < & /U and

any j € Z, define hy,(t) = log Qn(t) — ¥n(t) and ¢, (t) = 3°Z) Xn,r(t) /7). Then

)~ exp(3 X251) = oxp (1) expha(t)) 1)
r=2 )

1

@
|

D® (Qn(t) —exp(

T

SEit)T)) = D eles B)DP exp(en(£) D (exp(hn(t) = 1) (5.5.5)

0<p<a

Il
I\

We shall now give some bounds on the two kind of derivatives in this last expression, using the
explicit expression of the derivative of exp f at order «

T

D*(exp(f)) = exp(f 2 3 Tesy G [[ (0% 1) (5.5.6)

7=0{g:},{ji} =1
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where the summation Y_* is over all collections of positive integers {f1,...,8:},{j1,... ,jr} such
that Z;‘:l jz,Bz = Q.

Bound on DP exp(t,(t)) for ||t]| < do/U,0 < B < a. Under assumption (A5.3), xn2(t)/2 =
—|It||?/2. For r > 2,|v| =r and ||t]| < 60/U*

ZIU (it) |<ZIIU I < el ZIIU Il < Jrelf ZIIU llPaG ™ < [1tlPeg

then choosing &g suﬁic1ent1y small yields

[ (t) + [I£11%/2] <Z > D IUn Sl < Cs)liel Z % < It/

r=3 |u|_rJ€Z

For such 8o, one has —2[|t[|> < ¢, (t) < —32|t]|%. Also DP¥,,(t) is a polynomial in ¢ then

360 > 0,Vt € B(3o), | D’ (exp s (1))| < ¢ (80, B)Ra (t) exp(—glltllz) (5.5.7)

where R; is a polynomial in ¢ with bounded coefficients uniformly in n, as it is shown be the
inspection of the terms (D5 \Iln(t))” from the formula (5.5.6).

Bound on D*=P (exp(hn(t)) — 1) for ||t|| < 61/U%,0 < 8 < a. By definition of the cumulants,
the s — 1 first derivatives of h,, vanish at zero. Then, for all 0 <y < a — 3, the s — v — 1 first
derivatives of D7 (h,) vanish at zero. For any multi-index v, |v| = s, |D”hn(t)| < c2(s)E||S, ||
on a ball B(6,/UZ*) where Q, is bounded away from zero by Lemma 9.4 of BR, and E||S,||* <
c3(8)ms 3 ez |Un,jl|°. Using a mean-value theorem yields

|D7hn(t)| < max sup. |h(s)(ut)llltlls T <my > [Uasl

lv|=s yelo,1 jez

In particular, we get |h, ()| < ms Y- [[Unjl|°[1#]]* < my||#]]2672 < [|#]]%/8 for & sufficiently small.
Combining those inequalities yield

|exp in(t) = 11 < [hn(8)] exp hn(t) < ey S U5 exp(/9) (558)

J

Also, for a — f > 0 and collections of positive integers {f1,...,8-},{j1,.-.,Jjr} such that
Y Jibi=a—p

|1_I(D‘*’ (h

I (ST I17) 7[00
J
= OmyZe3 3 [ U 1P (3 1T 117 2) 247 [ 2055 -0t s
J J

< Omy? DU P + (1|0 72+)
Considering all admissible combijlations of {8}, {4i}, we get the bound for some §; > 0
¥t € B(81 /U), [ D7 (exp(hn(t) — 1)] < C'ma® D [ Un lI° (J[H1°=0F + [jt]l+o=5=2) el"(5.5.9)
Put 6 = o A 01. Using (5.5.5), (5.5.7), (5.5.9) we ;et

s—1 _

vt € B(8/U3), [DQu(t) — exp(3" 22 (it)r)|

r=2 T
ZHU il

which concludes the proof of Lemma 5.3.

(1= + 1) Ry (e 1P/ (5.5.10)
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Proof of Lemma 5.4. [, ;. |D® (e 172 525 22 B (it {Xni})) |dt has an exponential de-
cay with respect to 6/Uy, e.g. it is O(Uy,”), then O(3=; [|Ux (/). It remains to prove

|D*(Qa(®)) |dt = O Un,411°) (5.5.11)
/||t||>6/U* ; J

for all a’s such that |a| = 0,s. First consider the case |a| = s.

]

Z Z {az} Z H DaiQ(tlUn,ji) H Q(tlUn,j)

r=1 {o;} J1<...<jr 1=1 JEZ\{j1,---,jr}

where the sum " is over all collections of non-zero vectors of non-negative integers {aj, ... ,a,}
such that )7, a; = a. Now,

I D% Q@ U;)| < | T[] U2EZ ! < O T 0l < C Y Uil

1=1 1=1 =1
Then
[ p(@ue)at < C X 0wl s [ I lowu, )
el >8/U; jez <G NHI>O/US ez (jn,... ia}

Under the first part of assumption (A5.5) and for all Jy = {j1,...,js}, one can choose p disjoint
subsets of Z \ Jy, denoted By,q = 1,...,p, such that (5.2.2) holds. Put J; = Z\ (Jo U (UyBy)).
Then

/”t”>6/U H | (t'Un,;) |dt</ HH|Q (t'Unji. |dt>< sup H|Q(t’U”’j)|

AV *is1 ke 141>6/U; je,

<llelyr H |det M(By)| /7 sup ] |Q(t'Un,)]

i=1 it >d/Ux jedy

<CUy™ sup  J[|Q¢Uny) (5.5.12)
|t|\>6/U* jen

This supremum is easily shown to be lower than €9« ~%~% where € := sup|;|» 54 |Q(t)| and € < 1 by
(5.1.2), uniformly in Jo. By (5.2.3), it is also O((U}})**+#). (5.5.11) follows as U* < > ez IUn;ll°
for s > 2. The bound for |a| = 0 is proved along the lines of (5.5.12) with Jo = 0.

5.6. Appendix : Proof of Lemma 5.1

Assume (A5.6) and (A5.2). Then, for all sufficiently large n, the spectral radius of

Yli>es/uz Unyi Uy, is smaller than tr(3 5., /ux UniUn ) = 2 )i5e 0 U 12 < An — €
for some € > 0, and

Vt e R?, Yo UL U it > et (5.6.1)
|j|<ca/US

Put ng = s + d and assume n large enough so that for any —cy /U < j1 < --- < jq < c2/U};, the
spectral radius of Ek 1 Un 3, Uy, . is smaller that €/2no. Prove by induction on d' € {1,...,d}
that one can choose By = {j1,-..,ja} C {j : |j| < c2/U;}} such that | det M(By)'M(By)| >
(eU*?/2¢,)® . This is obviously true for d' = 1. Assume it is true for some positive d’ < d, let
By = {j1,---,ja} be a block satisfying the induction assumption. Note that | det M(B)'M(B))|

is also the Gram determinant of the vectors Uy j,,..., U Take t € R? of unit norm and

n,jgr -
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orthogonal to those d' vectors. As 3 .. /1 [t'Un;|? > €||t]|> = €, there is at least one j, say
jar+1 such that |tlUn,j|2 > €U;2/2CQ. Now, put Bg4+1 = By U {jd/+1} and write

det(M(Bd’+1)lM(Bd’+l)) = Gra‘m(Un,jl 3. JUn,jd/_H) = Gra‘m(Un,jl 3. JUn,jd/ )“Vn,d’ ||2

where V,, s is the component of U, ;, orthogonal to span(Usyj,,..., Uy, ). Its squared
norm is larger that eU;j2 /2¢2 by construction of jg then, using induction assumption,
det(M(Bg41)'M(Bg 1)) > (eU*?/2¢5) . Using this result for d' = d, there exist a block
B satisfying (5.2.2). Applying the same arguments to the operator E|j|<02/U;: jgB Un,; Uy, ; for
which it holds
VteRLY D Un;Up it > e(1—1/2n0) It
|71<ce/U%,j¢B

yields to a second block, and so on ng times. The first part of Assumption (A5.5) is proved.
Now from (5.6.1), 3 <co(us)-2 [t Un,jl? > €l|t]|* for all sufficiently large n and all ¢ € R?. By
definition of f, (%), it folows that

[2¢2(U) 72 = fn.a(D)]0?U? + f.o (U > e

Then f,4(t)(1 —a?) > (9 — 2c20?)U ™2 and gy, > CUZ? for small enough a. (5.2.3) follows
however big s + d.
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ANNEXE A

Calculs pour le chapitre 2

A.1. Preuve du Théoréme 2.7

Notons d’abord que sous les hypothéses (H2.1)-(H2.3)

K K 2 K
lim (Ekzl ﬂn,k)z — lim Ek:l ﬂn,k n Zk:ﬁl:l Bri kB,
n

n—00 n n

Tim. =L (A.1.1)

Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, Y p_, Bnk| < /. Sn peut se réecrire de la fagon suivante

n

Sn = Z(Ut,n + ‘/t,n)

t=1
avec

Uin = Zgn,k (Zt2 - 1)7

)

t—1
V;S,n =7y (Z Zsctfs) )
s=1

K K
ce i =2n"1 Z B,k cos(szy) = 2n~1! Z B,k cos(kxs)

k=1 k=1
ou la dépendance de ¢, en n est implicite dans la notation. ¢, est le s-iéme coefficient de Fourier
de la suite {fn,1,08n,2, ", Bn.Kx }-

Win = [Ut,n,V},"]T est un tableau d’accroissements de martingales de moyenne nulle, et la

convergence faible de S,, vers la loi A(0,T') découle alors du Théoréme de limite centrale pour les
accroissements de martingales (par exemple Théoréme xxx) si l’on sait prouver

lim S EW W Fi] =T, (A.1.2)
t=1
lim > EUL, ]+ BV ] =0. (A.1.3)
t=1

Les bornes suivantes seront utiles par la suite.

LEMME A.1.
los] < 1/, (A1)
K
el < “j_l(,; Bk = Bagr| + max |Bnil), (A.1.5)
n—1
Z cf- <kn ! (A.1.6)
j=1

pour une constante Kk < o0.

131
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La preuve de ce lemme est reportée 4 la fin de cette annexe.
Pour prouver (A.1.2), considérons d’abord Y i E[V;%,|F;—1]. Alors

n t—1
ZE[‘/tiAft—l] = Z(Z Zsct—s)2 =:A+B+C
t=2 s=1
avec
n t—1 n—1
A=YV, =YY
t=2 s=1 t=1 n—t
n t—1 n—1 n—t
B:=) > (Z:-1) =) (Z:-1)) ¢,
t=2 s=1 t=1 s=1
n t—1
C:= Z ZsZyCt—sCt—r
t=2 r#s=1

Ces trois termes se traitent indépendamment. De la définition,

n—1n—t K n—1n—t
Z Z 2 =4n"? Z Bn,jBn.k Z Z cos(szy) cos(sz;),
t=1 s=1 jk=1 t=1 s=1

n—1n—t n—1ln—t

=4n 2 Zﬁfw- Z Z cos®(szy) +2n 2 Zﬁn,jﬂn,k Z Z(cos(s(wj + 1)) + cos(s(z; — z))).

t=1 s=1 i#k t=1 s=1

Par des relations trigonométriques classiques (voir Robinson 1995), on a pour j, k € {1,---

1}, 5 #Fk,

n—1n—t

Z Z cos®(sz;) = (n —1)%/4,
t=1 s=1

n—1n—t

Z Z(COS(S(.Z']' + 2)) + cos(s(z; — x))) = —n.

t=1 s=1

Sous ’hypothése (H2.3), A — 1 — 2L.
Considérons maintenant B. De (H2.2), B est de moyenne nulle et de variance

*B)=> (3 &)’
t=1 s=1
Or
o*(B) < A(D )
s=1

D’aprés (A.1.6), 02(B) = O(n~') et B = Op(n~'/?).
Enfin, considérons le dernier terme C. Soit

D= > ZZwcrscis

t=1 (r,5)€D;

7[”/2_

(A.1.7)

(A.1.8)

avec Dy := {(r,s) € ({1,---t =1} x{1,--- ,t —=1})°,r # s}. Sous (H2.2), D est de moyenne nulle
et E|Z;Z,.7,7,] = 0 pour tout(r,s) € ({1,---,t —1} x {1,--- ,t — 1}) et (u,v) € Dy. Alors, les
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variables aléatoires C et D sont décorrélées et

[02] <E[(C+D :2 Z Z Ct—sCt—rCu—sCu—r,

t,u=11<r#s<n

Z (i Ct—sCt—r)Q

1<r#s<n t=1

Par la relation de Parseval,

th sCt—r =177 Z Bn kﬁnzz cos(t(zg + x1) — szx — ray) + cos(t(zx — 21) — 5T + TT7)),

k=1
n~t Zﬂnkcos s —T)Tk).

Donc, d’aprés (A.1.7),

> (i CtosCior) =

1<r;és<n t=1

n s—1 n s—1
_ZZﬂkaZZCOS rTy) -2 Z B kﬂanZ[cos r(zr + 1)) + cos(r(zr — z1))],
s=1r=1 k#l=1 s=1r=1
< (B)*(n=1)*/20" + 207" Y | Bk Bul-

k£l

ce qui implique %(C) — 0.

o> o E[UZ ;| Fi1]. De la définition des Uy,

n K 2 n
Y _EUZ,|Fia] = it i) %ZE[(ZE —1)%|Fid.
t=1

n t=1

De (H2.2), E[(Z? — 1)?|F;-1] = pa — 1. De plus, (A.1.1) implique que (Zszl ﬁn,k)2/n — L.
Alors,

K
> B kBIU | Fia] = Lipa — 1).
k=1

o> E[Un:Vn|Fi—1]. Par définition des Up et Vn,k, la somme précédente s’écrit aussi

K n
> E[Un Vo 1] = (i Ona)” 15 nt) “32 Zth 0
k=1 t=1 s=1
_ (Zszl ﬂn,k)z H3 % 2
== ;Em,nw‘ll]-

Sous nos hypotheses , Y3 | E[V;2,|F;_1] converge p.s. vers une limite finie. Donc,

n

> E[Un,t Vit Fea] = 0.

t=1

Pour prouver le critére de tension, vérifions des conditions de type Lyapunov.
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o> E[V;2,]. Notons que sous (H2.2)

n t—1
S E(Vim)' = mE(Y Zeers)",
=1 =1
t nst 1 n
Y ()
t=1 s=1 t=1 s=1

o> (E[|Usn > ¢|Fi-1]. Sous I'hypotheése (H2.2)

n 2+€ n
S EJUp [ Fra] = MZEW 12+ S0

1+e
t=1

PREUVE DU LEMME A.1. L’équation A.1.4 est une conséquence directe de l'inégalité de
Cauchy-Schwarz. Eq. A.1.5 s’obtient par la transformation d’Abel

= n71

K
Z /Bn,k COS(j.Z'k) )

K k K
=n! Z(ﬂn,k = Brk+1) Zcos(ja:l) + 17 Bk Z cos(jzy).
k=1 =1 =1

Il existe une constante k < 00, telle que, pour tout n > 0 et tout 0 < s < n/2, (Jx)| <
kn/j. Alors
K
lej| < &n™ (O 1Bnk — Brgrl +  max [Bn, k)|
Pour prouver (A.1.6), notons que
-1 n—1 b
Z ¢; =4n~" Z(Z B e cos(szx))”,
s=1 s=1 k=1
K n—1
(A.1.6) = 2n~2 Z Bk B Z(cos(s(mk +21)) + cos(s(zr — 21))) = O(n™")
k=1 s=1



ANNEXE B

Un nouveau test de blancheur

Ce chapitre reproduit une version intermédiaire d’un article intitulé A new test for whiteness en
collaboration avec Karim Drouiche et accepté pour publication dans la revue IEEE Transactions
in Signal Processing.
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