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INTRODUCTION

Les espaces de modules de courbes sont tout d’abord définis comme des
ensembles: .#, , est 'ensemble des classes d’isomorphie de courbes lisses de
genre g & n points marqués sur Q. Mais c’est juste un ensemble: on ne peut
pas faire de géométrie dessus, ¢.e., des questions comme « quel est son groupe
fondamental? », « quelle est sa dimension? » ou « est-il lisse? » n’ont pas
de sens. Au lieu de considérer les courbes, on peut regarder les familles de
courbes : cela revient & considérer le foncteur (ou préfaisceau) Sch Q — €ns
qui, & un schéma X sur Q, associe 1’ensemble des classes d’isomorphie de
familles de courbes lisses de genre g & n points marqués indexées par X. En
général, on ne peut pas faire de géométrie sur un tel foncteur, mais il arrive
qu’il soit représentable, i.e., isomorphe & un foncteur de la forme Hom(-, M)
pour un certain schéma M: 1’étude du foncteur se raméne alors & celle du
schéma M. Mais en général, les foncteurs de modules ne sont pas représen-
tables.

Une maniére de contourner le probléme consiste & regarder si on ne pour-
rait pas « faire de la géométrie » sur une sous-catégorie de la catégorie des
préfaisceaux plus grande que la sous-catégorie des préfaisceaux représentables
(qui est équivalente a la catégorie des schémas). On commence par se limi-
ter & des préfaisceaux qui vérifient des propriétés comparables & celles des
schémas, par exemple, le fait d’étre un faisceau pour la topologie étale. Cela
ne suffit pas. On peut exiger que de plus il existe un morphisme surjectif
et étale depuis un schéma, i.e., que le faisceau ressemble localement a un
schéma, pour la topologie étale. A quelques conditions techniques prés, c’est
la définition d’'un espace algébrique (voir [Knutson|). Nos espaces de modules
sont-ils des espaces algébriques? Eh bien non, toujours pas.

La plupart des démonstrations du fait que les espaces de modules de
courbes ne sont pas représentables utilisent I'existence de courbes avec des
automorphismes non triviaux. Or, dans la définition des foncteurs de mo-
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dules, on oublie ces automorphismes. On peut donc penser qu’on aura plus
de chance si on s’en souvient, i.e., si on considére le foncteur

5ch Q — Groupoides

qui, & un schéma X, associe la catégorie ayant pour objets les familles de
courbes lisses de genre g & n points marqués indexées par X et pour mor-
phismes les isomorphismes de telles familles. Il se trouve que le foncteur que
I’on obtient vérifie une propriété de recollement comparable & celle définis-
sant un faisceau (on dit que c’est un champ) et qu’il existe un morphisme
surjectif et étale depuis un schéma, i.e., il ressemble localement, pour la topo-
logie étale, & un schéma: c’est un champ algébrigue. On peut dés lors « faire
de la géométrie dessus » et montrer, par exemple, qu’il est lisse ou que sa
dimension est 3(g — 1) + n.

Ces objets paraissent trés compliqués, mais voici un exemple simple de
champ algébrique qui n’est pas un schéma. Soit X un schéma muni d’une ac-
tion d’un groupe fini G. Le quotient naif X/G est I’ensemble des orbites. Au
lieu de le regarder comme un ensemble, on peut le regarder comme une ca-
tégorie, dont les morphismes sont les automorphismes des orbites: le groupe
d’automorphismes d’une orbite est alors son stabilisateur. Cela se généra-
lise pour les familles d’orbites et on obtient ainsi un champ algébrique, dit
champ quotient et noté [X/G]. On peut par exemple quotienter un point
par un groupe (qui agit trivialement): le quotient est un « point avec des
automorphismes ».

Comme les champs sont définis & ’aide de groupoides, ils forment une
2-catégorie: cela va sérieusement compliquer certaines constructions. Par
exemple, la notion de produit-fibré doit étre remplacée par celle de 2-produit-
fibré et, de maniére plus générale, les propriétées universelles laissent la place
a des propriétés 2-universelles. Nous retrouverons ces problémes un peu plus
loin.

Le fait que les premiers exemples de champs algébriques soient les sché-
mas quotientés par des groupes finis incite & comparer cette notion avec celle
d’orbifold. Un orbifold est un « objet géométrique » qui ressemble locale-
ment & une variété différentielle quotientée par 1'action d’un groupe fini.?

1. Plus formellement (nous n’utiliserons pas cette définition), un orbifold est la donnée
de

() Un espace topologique X;
(#4) Une famille (U;);e1 d’ouverts de X, recouvrant X et stable par intersections finies ;
(éi1) Pour tout ¢ € I, un ouvert I~L de R™, un groupe fini I';, une action continue de I';
sur U; (que I’on suppose généralement fidéle) et un morphisme U;—U; qui induise
un homéomorphisme U; /T —=U;;
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En particulier, le stabilisateur de chaque point est bien défini (& conjugaison
prés). Par exemple, le plan quotienté par le groupe Z/NZ agissant par ro-
tations d’un N**™¢ de tour est un orbifold dont ’espace sous-jacent (i.e., la
variété quotient) est le plan et dont tous les points ont un stabilisateur trivial,
sauf l'origine, dont le stabilisateur est Z/NZ. On peut aussi voir cet orbifold
comme un cdne: on prend un domaine fondamental délimité par deux demi-
droites passant par 1’origine et on recolle ces deux demi-droites; le sommet,
1.€., le point avec des automorphismes devient une « singularité ». Nous ver-
rons en 1.3.10 que les orbifolds sont effectivement I’analogue topologique des
champs algébriques.

Nous venons de voir que les champs algébriques étaient un moyen de
contourner la non-représentabilité de certains foncteurs de modules. Une
autre maniére de la contourner consiste a rigifier le probléme, i.e., construire
un autre foncteur, qui classifie les courbes lisses munies d’une structure sup-
plémentaire, de maniére a « tuer » les automorphismes. Comme les courbes
lisses sur C sont en fait les surfaces de Riemann compactes, on va pouvoir
utiliser la topologie ou la géométrie complexe pour définir cette structure sup-
plémentaire.? Ainsi, I'espace de Teichmiiller des courbes de genre g classifie
les surfaces de Riemann ¥ de genre g munies d’une famille de (classes d’ho-
motopie de) courbes comme sur la figure 1 (voir [Imayoshi—Taniguchi|). De

O IO

Figure 1 — On peut voir les points de I'espace de Teichmiiller comme des surfaces
de Riemann sur lesquelles on a dessiné une famille de courbes (a homotopie preés)
comme sur cette figure.

maniére plus algébrique, on peut voir cette structure supplémentaire comme

(v) Pour tous 4, € I tels que U; C Uy, un morphisme injectif de groupes f;; : I's—T;,

un plongement équivariant @;; : U, — fj]‘ au dessus de l'inclusion U; U, (mais

@i; n'est défini qu’a composition & un élément de I'; prés et f;; n’est défini qu’a
conjugaison d’un élément de I'; prés.);

telle que si U; C U; C Uy, il existe y € Ty, tel que v@i, = @jr0P45 et Vg € T yfir(9)y ' =

fir © fij(9)-
2. On peut aussi rigidifier ce foncteur de modules d’une autre maniére, en gardant des
courbes, & ’aide de « structures de niveau » (voir [Mumford 2]). Nous n’en parlerons pas.
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la donnée d’un isomorphisme de groupes

g
m(X) — <ala ooy, by, b Haibiai_lbi_l>'
i=1

On peut définir de méme un espace de Teichmiiller pour les courbes & points
marqués. Le morphisme d’oubli de la structure supplémentaire, de I’espace de
Teichmiiller vers ’espace de modules de courbes permet d’identifier ’espace
de modules de courbes avec l'orbifold quotient de 1’espace de Teichmiiller
par l'action du « groupe permutant ces différentes structures supplémen-
taires ». En remarquant que, si on coupe la surface selon les courbes de
la figure, on obtient quelque chose de simplement connexe, on s’appergoit
qu'il s’agit du groupe d’homéotopie T'y,, (aussi appelé groupe modulaire ou
mapping class group en anglais), i.e., du groupe des automorphismes d’une
surface de genre g a4 n points marqués modulo isotopie. Comme 1’espace de
Teichmiiller est contractile, i.e., homotope & un point, on s’attend a ce que
I'espace de modules .#,, soit homotope & un point quotienté par le groupe
d’homéotopie: en particulier, que son groupe fondamental est I'y, et que
tous ses autres groupes d’homotopie soient triviaux — on dit alors que c’est
un K(T'y ., 1).

On remarquera que le groupe d’homéotopie est défini de maniére pure-
ment topologique alors que les espaces de modules de courbes le sont de
maniére algébrique ou analytique.

Aprés cet interlude analytique, revenons dans le cadre de la géométrie
algébrique. Les espaces de modules de courbes lisses ne sont pas des champs
propres sur Spec Z: on peut tenter de les compactifier, en considérant des
espaces de modules de courbes de genre g & n points marqués non nécessaire-
ment lisses. Pour espérer avoir un champ algébrique, on ne prend pas toutes
les courbes, mais on se limite & celles dont le groupe d’automorphismes est
fini — on dit qu’elles sont stables. On obtient alors un champ algébrique
///_g,n projectif et lisse, qui contient I’espace de modules de courbes lisses
My, comme sous-champ ouvert. La différence ., = ///_g,n \ My est un
diviseur & croisements normaux (figure 2). A ’aide de ce diviseur, on peut
définir une « stratification »: les strates de codimension k sont les intersec-
tions de k composantes du diviseur (il peut y avoir des composantes qui se
recoupent elles-mémes). Les strates ouvertes sont les strates auxquelles on a
retiré toutes les strates de dimension plus petite.

Les espaces de modules de courbes stables sont munis d’une structure
plus riche que celle des espaces de modules de courbes lisses: ce n’est pas
qu’une suite de champs algébriques, ils sont reliés par certains morphismes.
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Figure 2 — Exemple de diviseurs a croisements normaux dans le plan A? et dans
I'espace A3. Localement, un diviseur a croisements normaux ressemble toujours
a cela. Nous verrons néanmoins que, pour les champs algébriques, la situation
peut s'avérer plus compliquée.

Par exemple, étant données une courbe de genre g; & ny; + 1 points marqués
et une autre de genre g, a ns+ 1 points-marqués, on peut identifier le dernier
point de chacune de ces courbes et obtenir une courbe de genre g;+gs & n1+no
points marqués. Cette construction permet en fait de définir des morphismes
d’accrochage (et méme d’auto-accrochage) entre les espaces de modules (fi-
gure 3). Le diviseur .#,, des courbes singuliéres est la réunion des images des

Figure 3 — Accrochage de deux courbes et autoaccrochage d'une courbe

morphismes d’accrochage. De plus, les morphismes d’accrochage permettent
de décrire les strates ouvertes: les points d’'une méme strate ouverte corres-
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pondent aux courbes & points marqués ayant le méme type topologique —
on parle donc de stratification par le type topologique.

Voici un autre exemple de morphisme entre ces espaces de modules. Etant
donnée une courbe de genre g & n + 1 points marqués, on peut « oublier »
le dernier point marqué et ainsi obtenir une courbe de genre g & n points
marqués. En général, cela ne donne pas une courbe stable: il est possible
que certaines composantes irréductibles n’aient pas suffisemment de points
marqués ou singuliers pour que le groupe d’automorphismes soit fini; si c’est
le cas, on « contracte » la composante en question (qui est nécessairement
rationnelle) en l'identifiant & un point. Cela définit encore un morphisme
(d’oubli ou de stabilisation) entre les espaces de modules de courbes. On peut

_

[ ]
—
_
—

Figure 4 — Stabilisation d'une courbe, aprés qu’on lui ait enlevé un point marqué.

vérifier que ce morphisme //Zg,nﬂﬁ///_g,n est en fait la courbe universelle sur
Mg n, t.e., pour toute famille de courbes stables Y — X sur un schéma X, il
existe un « unique » morphisme X—=.#, ,, tel que Y soit le « produit-fibré »3

X —— My

On appellera tour de Teichmiiller—Grothendieck la famille des espaces de
modules de courbes stables munie de tous ces morphismes.

Maintenant que le décor (la 2-catégorie des champs algébriques) est planté
et les acteurs (les espaces de modules de courbes) présentés, revenons au sujet
qui nous intéresse : le groupe fondamental des espaces de modules de courbes
lisses. En topologie, le groupe fondamental peut se définir indifféremment &
I’aide de lacets ou de revétements ; cette seconde description se transcrit aisé-
ment en géométrie algébrique. Plus précisément, dans [SGA 1], on donne une

3. Comme les champs algébriques ne forment pas tant une catégorie qu'une 2-catégorie,
c’est un peu plus compliqué: il ne s’agit pas d’un produit-fibré mais d’un 2-produit-fibré
et le morphisme X — .#,, , n’est pas unique, mais unique & unique isomorphisme prés.
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caractérisation des catégories, dites galoisiennes,® de la forme G-ens (caté-
gorie des ensembles finis munis d’une action continue d’un groupe profini G),
on démontre que la catégorie des revétements étales d’un schéma X est de
cette forme et on donne un moyen de retrouver le groupe profini. C’est ce
groupe profini que I'on définit comme étant le groupe fondamental (profini)
du schéma X. Au lieu de considérer des revétements étales (cela souléverait
quelques difficultés au niveau des champs algébriques, car on obtient naturel-
lement une 2-catégorie de revétements et pas une catégorie), on peut consi-
dérer des faisceaux étales localement constants finis: pour les schémas, c’est
une catégorie équivalente. On peut, de cette maniére, généraliser la notion
de groupe fondamental aux champs algébriques: la catégorie des faisceaux
étales localement constants finis sur un champ algébrique est galoisienne.

La notion de groupe fondamental est centrale en homotopie, mais elle
n’est pas « intrinséque »: pour définir un groupe fondamental, on doit com-
mencer par choisir un point-base. Ce faisant, on détruit souvent la symétrie
du probléme. Par exemple, quand un groupe agit sur un espace topologique,
on aimerait pouvoir prendre pour point-base un point invariant sous 1’action
du groupe — cette action se traduirait alors en une action sur le groupe fon-
damental. Mais que faire s’il n’y a pas de point invariant? On peut prendre
un ensemble de points, globalement invariant : de méme que le groupe fon-
damental est défini & partir des lacets en un point, on peut construire une
catégorie dont les objets sont les points-bases que 1’on a choisis et les mor-
phismes les classes d’homotopie de chemins entre ces points. Cette catégorie
est méme un groupoide®, le groupoide fondamental. La notion de groupoide
fondamental a un autre avantage sur celle de groupe fondamental : elle permet

4. Une catégorie € est dite galoisienne si
(i
(%

) les limites projectives finies existent ;
)

(#31) les quotients par les groupes finis existent ;
)

les sommes finies existent ;

tout morphisme X — Y peut se factoriser en un épimorphisme strict suivi d’un
monomorphisme dont 'image est un sommand direct de Y

(iv

et s'il existe un foncteur-fibre, i.e., un foncteur F : € —€ns tel que
(i) F est exact & gauche;

(#4) F commute aux sommes directes finies;
(iv

(v

)

(iid) F commute au passage au quotient par un groupe fini;
) F transforme les épimorphismes stricts en épimorphismes;
)

pour tout morphisme u de €, si Fu est un isomorphisme, alors u en est aussi un.

5. Rappelons qu’un groupoide est une catégorie dont toutes les fléches sont des isomor-
phismes. En particulier, un groupoide & un seul objet n’est rien d’autre qu’un groupe. On
peut dire que les groupoides sont des « groupes & plusieurs objets ».
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de simplifier certains énoncés en se débarassant d’hypothéses de connexité;
c’est par exemple le cas du théoréme de Van Kampen (voir [Brown 2|).
Revenons au cas des espaces de modules de courbes lisses .Z, et par
exemple & #y4 = P\ {0,1,00}: quels points-bases choisir? On aimerait
bien prendre les trois points que 'on a enlevés (c’est une orbite sous ’ac-
tion du groupe symétrique &3, qui agit ici par t—=t, 1 — ¢, (1/t), 1/(1 —t),
t/(t—1), (t—1)/t) — mais justement, ils ne sont plus 1a. A la place, si on est
sur C, on peut prendre les intervalles (réels) 0, 1], |1, +oco[ et |—00, 0] ou des
points « infiniment proches » de 0, 1 et oo dans une certaine direction, que
I’on pourrait noter ﬁ, 000, 1oo, ?0, o00 et ool. Pour obtenir des points-bases
tangenciels, sur un schéma (sur C, défini sur R) privé d’un diviseur & croise-
ments normaux, en dimension supérieures, on peut prendre les composantes
connexes des points réels d’'un voisinage suffisemment petit du point. On peut
aussi construire ces points-bases tangenciels a ’aide de vecteurs tangents: on

prend des coordonnées (zi,...,x,) au voisinage du point, de maniére que
le diviseur ait pour équation x; = -+ = z,, = 0, et on prend des vecteurs
tangents de coordonées (£1,...,+£1,0,...,0). Ces points-bases tangenciels

peuvent se définir de maniére algébrique et nous verrons en I1.4.1 et I1.5.9
qu’ils se généralisent aux champs algébriques.

Si on essaye d’appliquer cette notion de point-base tangenciel aux espaces
de modules de courbes lisses, on a envie de prendre les strates de dimension
zéro comme points-bases. Ces points correspondent aux « courbes stables
dégénérées maximales », ¢.e., aux courbes dont toutes les composantes sont
rationelles & trois points spéciaux (un point spécial est un point de la norma-
lisée au dessus d’un point marqué ou singulier): il s’agit d’objets purement
combinatoires que 1’on peut décrire a 'aide de graphes trivalents (figure 5).

Pour avoir des points-bases tangenciels, on peut remarquer qu’il suffit
d’avoir des coordonnées au voisinage de ce point et pour cela, il suffit d’avoir
des coordonnées sur chacune des strates de dimension un. Mais ces strates de
dimension un sont des images de ///_074 ou de //1_1’1, 1.e., des droites projectives
& trois points distingués. L'un de ces trois points est le point en lequel on
se trouve et pour avoir des coordonnées, il suffit de choisir I'un des deux
points restants: en ’appelant 1 et en appelant oo le dernier, on aura une
coordonnée sur la strate. Ce sont encore les graphes qui nous permettront
d’effectuer ce choix: deux graphes sont sur la méme strate de dimension un
si et seulement s’ils peuvent étre munis d’une structure de graphe en rubans
telle qu’ils différent 'un de 'autre par une « fusion » (figure 6). Nous allons
montrer que les graphes en rubans permettent effectivement de construire
des points-bases tangenciels.

6. Certaines difficultés apparaitront. Par exemple, les strates de dimension un ne sont
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Figure 5 — Une courbe stable dégénérée maximale et le graphe associé : ses som-
mets sont les composantes irréductibles de la courbe, ses arrétes correspondent
aux intersections entre les composantes, ses jambes (ici 1 et 2) correspondent
aux points marqués. Si la courbe est dégénérée maximale, ce graphe est trivalent.

fus ! \ — . |
!

Figure 6 — La fusion d'une arréte d'un graphe en rubans (le graphe est inchangé
en dehors des pointillés)
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Nous venons de voir que les graphes en rubans permettaient de décrire des
points-bases tangenciels sur les espaces de modules de courbes lisses .#, ,,. De
maniére plus générale, les graphes permettent de décrire diverses construc-
tions sur ces espaces de modules, établissant un dictionnaire entre graphes et
opérations sur les graphes d'une part et la géométrie des espaces de modules
de courbes d’autre part. La figure 7 résume certaines de ces relations.

graphe trivalent (stable) strate de dimension zéro,
correspondant & une courbe
stable dégénérée maximale.

groupe d’automorphismes d’un groupe d’automorphismes de la
graphe trivalent courbe correspondante

graphe stable non trivalent strate de dimension non nulle
contraction de graphes inclusions entre strates
automorphismes d’un graphe la strate ouverte correspondante
stable, non trivalent est le quotient d’une produit

d’espaces de modules de courbes
lisses par une action du groupe
d’automorphismes de ce graphe

graphe en rubans point-base tangenciel

fusion entre deux graphes chemin, le long d’une strate de
dimension un, entre deux
points-bases tangenciels.

Figure 7 — Le dictionnaire entre la combinatoire des graphes et la géométrie des
espaces de modules de courbes.

_Nous avons dit plus haut que les espaces de modules de courbes stables,
My, etaient reliés par divers morphismes et, & ce titre, formaient une tour.

pas des droites projectives, mais juste des images de droites projectives: les trois points
correspondant & des courbes stables dégénérées maximales ne sont pas nécessairement
distincts. D’autre part, le nombre de strates de dimension un passant par une strate de
dimension nulle n’est pas nécessairement égal & la dimension de l'espace: il s’agit d’un
champ algébrique, que ’on peut voir localement comme un espace vectoriel quotienté par
I’action d’un groupe fini; il se peut que ’action de ce groupe identifie certaines des strates
de dimension un.
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Les espaces de modules de courbes lisses .#,, ne présentent pas une telle
structure mais, par contre, leurs groupoides fondamentaux ont une structure
comparable.

Pour tenter de comprendre quelle serait cette « structure modulaire »
sur la tour des groupoides fondamentaux des espaces de modules de courbes
lisses 7y .#, ,,, examinons quelques groupoides présentant une telle « structure
modulaire ». Commencons par le groupoide dont les objets sont les différents
découpages en pantalons d’une surface de Riemann de genre g dont le bord
a n composantes connexes (nous ne précisons pas les morphismes pour I'ins-
tant). La « structure modulaire » est décrite par la figure 8. Pour tenter de

D -

N\ ’-\
S rabesl)
- D , \o

Figure 8 — Analogue du « morphisme d'accrochage » dans la famille de groupoides
de surfaces de Riemann découpées en pantalons.

nous rapprocher des graphes en rubans qui décrivent les points-bases tangen-
ciels sur les espaces de modules de courbes lisses, considérons le groupoide
F;,n dont les objets sont les surfaces de Riemann découpées en pantalons et
munies de coutures (figure 9). La deuxiéme définition des coutures permet
d’associer un graphe en rubans (et donc un point-base tangenciel de .Z,,,)
a une surface de Riemann découpée en pantalons munis de coutures. Nous
pouvons maintenant définir les morphismes de notre groupoide: d’une part,
les automorphismes de graphes, d’autre part, les quatre « mouvements élé-
mentaires » suivants, soumis & certaines relations que nous ne détaillons pas
ici:

— la torsion
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A

(a) Coutures sur un (b) Autre maniére de
pantalon définir les coutures sur
un pantalon

Figure 9 — On peut définir les coutures sur un pantalon (dont chaque composante
du bord est munie d'un point marqué) soit comme trois courbes, non sécantes,
partant de points voisins de ces points marqués (a), soit comme un graphe tracé
sur le pantalon et partant des points marqués (b).

— la fusion
B

o Pt
2 - B

C D C D

— le tressage
A

A
=

>
C B oW %

— le retournement
O

Le fait que le découpage d’une surface de Riemann en pantalons munis de
coutures définit un graphe en rubans permet, par « passage au quotient »,
d’obtenir un groupoide dont les objets sont les graphes en rubans: c’est le
groupoide de Lyubashenko, que nous noterons qu,n'

Le but de cette thése est de préciser la remarque de suivante de [Grothen-
dieck],
L’intérét a priori d’une telle connaissance des deux premiers étages
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de la tour (savoir, les cas ot la dimension modulaire N = 3g—3+n
est < 2) réside dans ce principe que, la tour entiére se reconstitue
a partir des deux premiers étages en ce sens que via l’opération
fondamentale de « recollement », ’étage 1 fournit un systéme
complet de générateurs et l’étage 2 un systéme complet de rela-
tions.
en montrant que le groupoide fondamental 7 .#,, des espaces de modules
de courbes lisses est le (complété profini du) quotient I'y, du groupoide
de Lyubashenko I'; , par la torsion autour des extrémités — la « structure
modulaire » n’est donc pas présente sur les groupoides fondamentaux eux-
mémes mais sur une extension centrale.

Nous avons déja évoqué la premiére étape de ce programme : la construc-
tion des points-bases tangenciels & 1’aide de graphes en rubans. L’étape sui-
vante est la construction des générateurs. Localement, au voisinage d’un point
de #,, décrivant une courbe stable dégénérérée maximale, décrite par un
graphe en rubans trivalent, ¢.e., une strate de dimension nulle, les strates de
dimension un sont en bijection avec les arrétes du graphe. On est donc tenté
de définir la torsion d’une arréte comme étant un tour complet autour de la
strate correspondante. De méme, on définit le tressage en un sommet comme
des demi-tours autour des strates de dimension un qui correspondent aux
trois arrétes qui partent de ce sommet. Nous donnerons en IV.3.6 et IV.3.7
une description algébrique de ces chemins. Comme la fusion est définie par
une arréte, i.e., par une strate de genre un, on définiera le chemin correspon-
dant comme un chemin le long de cette strate. Quant au dernier générateur,
le retournement, on peut le définir explicitement comme un chemin dans

M.

)

La troisiéme étape consiste a montrer que les relation définissant le grou-
poide de Lyubashenko sont effectivement vérifiées dans le groupoide fonda-
mental m, .4, : nous I’avons fait pour certaines des relations faisant interve-
nir le tressage et la torsion.

La derniére étape, que nous n’avons pas abordée, consiste & montrer par
récurrence qu’il s’agit bien d’une présentation. Pour les premiers étages, on
peut le faire a la main: cela amorce la récurrence. Pour les étages suivants,
il faudrait utiliser les résultats de [Lochak]| affirmant qu’en dimension stric-
tement supérieure & deux, le groupe fondamental de .#,,, est isomorphe au
groupe fondamental d’un voisinage tubulaire du diviseur .# ,, des courbes sin-
guliéres: il faudrait utiliser la description des strates ouvertes de %, (voir
IT1.3) pour décrire le groupoide fondamental du diviseur puis de son voisinage
tubulaire.






RESUME

Voici la liste des résultats démontrés dans ce travail.

Dans le premier chapitre, nous nous arrétons sur la notion de groupoide
fondamental d’un topos localement connexe, défini par [Leroy| (voir aussi
[Moerdijk 1]) comme un certain topos localement galoisien (I.1.3):

— Nous montrons en I.1.11 que ce topos localement galoisien permet,

aprés avoir choisi une famille de points-bases, d’obtenir un objet plus
concret — un progroupoide — et nous expliquons en 1.1.17 en quoi
c’est une généralisation des catégories galoisiennes de [SGA 1, V]|;
Nous montrons en 1.2.1 que cette théorie du progroupoide fondamental
d’un topos s’applique aux champs algébriques;

Nous montrons en 1.4.5, en utilisant [Artin-Mazur|, que la notion de
progroupe fondamental résultant du type d’homotopie d’un champ al-
gébrique, défini d’aprés J.-L. Verdier [SGA 4], coincide avec la notion
de progroupoide fondamental ;

Cette théorie du groupe fondamental d’'un champ algébrique nous per-
met de calculer en 1.3.15 le complété profini du groupe fondamental de
Porbifold (généralisé, analytique) associé défini en 1.3.10;

Nous établissons en 1.5.4 quelques suites exctes courtes, notamment
celle reliant le groupoide fondamental profini d’un champ algébrique sur

un corps k et le groupe de Galois absolu de ce corps (1.5.5), généralisant
[SGA 1, IX 6.1].

Dans le second chapitre, nous nous arrétons sur la notion de point-base
tangenciel d’un schéma privé d’un diviseur a croisements normaux, initiale-
ment due a [Deligne| et décrite en caractéristique nulle en termes de séries
de Puiseux par [Andreson-Thara 2|:

— Nous construisons en I1.2.12 de tels points-bases tangenciels sur un

19
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corps algébriquement clos de caractéristique quelconque;

— Nous étudions en II.3.5 ’espace tangent d’un champ algébrique en un
point et montrons qu’il s’agit d’un espace vectoriel muni d’une action
du groupe de ce point;

— A P’aide de cette description, nous construisons en I1.4.1 des points-
bases tangenciels sur un champ algébrique privé d’un diviseur a croise-
ments normaux ;

— Nous généralisons la notion de voisinage tubulaire de [Cox 2] aux champs
algébriques.

Dans le troisiéme chapitre, nous nous arrétons sur les espaces de modules
de courbes stables construits et étudiés par [Deligne-Mumford| et [Knudsen]| :

— Nous rappelons en II1.2.5 que les graphes permettent de décrire le type
topologique d’une courbe stable, et donc d’identifier la strate a laquelle
elle appartient ;

— Nous remarquons en III.2.12 que ces graphes permettent de calculer le
groupe d’automorphismes des courbes stables dégénérées maximales;

— En II1.3.2, nous exprimons les strates ouvertes de la stratification des
espaces de modules de courbes comme quotient d’un produit d’espaces
de modules de courbes lisses par le groupe des automorphismes du
graphe décrivant la strate en question;

— Nous remarquons en I11.5.11 que la déformation universelle d’une courbe
stable dégénérée maximale permet de décrire I’espace tangent de ///_g,n
au point correspondant ;

— Nous montrons en II1.5.12 qu’en un tel point, une structure de graphe
en rubans permet de définir des coordonnées dans cette déformation et
donc un point-base tangenciel.

Dans le quatriéme chapitre, nous nous arrétons sur quelques liens entre
le groupoide de [Lyubashenko 1] et le groupoide fondamental des espaces de
modules de courbes lisses, relatif aux points-bases précédemment construits:

— Nous définissons (sur un corps algébriquement clos de caractéristique
nulle) des chemins de « torsion » (IV.3.6) et de « tressage » (IV.3.7)
entre les points-bases tangenciels de .#,, construits au chapitre pré-
cédent et montrons que les relations attendues pour la composition de
deux tressages sont bien satisfaites (IV.3.8);

— A ’aide de la fusion et de la description explicite de I’espace de modules
de courbes elliptiques .#; 1, nous construisons, en dimension un, des
chemins de retournement (IV.4.4), ainsi que la torsion et le tressage
pour les graphes avec une boucle (IV.3.9).
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Les appendices rappellent des notions déja connues:

— La théorie des champs algébriques provient de [Deligne-Mumford] et
est développée dans [Vistoli] et [Laumon—Moret-Bailly].

— La théorie des 2-catégories est détaillée dans [Kelly—Street].

— La théorie des topos ainsi que les notions d’ind-objets et de pro-objets
proviennent de [SGA 4].






CHAPITRE 1

GROUPOIDES FONDAMENTAUX

Dans [SGA 1], on démontre que la catégorie des revétements étales d’un
schéma est équivalente & la catégorie des ensembles finis munis de 'action
continue d’un groupe profini (uniquement déterminé & isomorphisme prés):
c’est le groupe fondamental profini du schéma. Dans une premiére section,
nous rappelons, en suivant [Leroy|, comment on généralise la notion de groupe
ou de groupoide fondamental & un topos (connexe et localement connexe);
dans ce cadre, les revétements étales sont remplacés par des faisceaux locale-
ment constants. Dans une seconde section, nous appliquerons cette définition
aux champs algébriques. Dans une troisiéme section, nous associerons un or-
bifold (généralisé) a un champ algébrique et nous vérifierons que les groupes
fondamentaux profinis sont les mémes. Dans une quatriéme section, nous
rappelerons, en suivant [Artin-Mazur|, comment définir le type d’homotopie
d’un champ algébrique et démontrerons qu’il permet de calculer le groupe
fondamental.

1 Groupoide fondamental profini d’un topos

De méme que le groupe fondamental d’un schéma est défini en remarquant
que la catégorie de ses revétements étales est équivalente a la catégorie des
ensembles finis munis de l'action continue d’un certain groupe profini, on
peut définir le groupe (groupoide) fondamental d’un topos < en remarquant
que la catégorie (des sommes disjointes) de ses objets localement constants
est équivalente au topos classifiant d’un progroupoide. Nous rappelons ces
résultats de [Leroy].

Définitions 1.1. — Un objet X d’un topos 7 est conneze si dans toute
écriture X = X; I X,, X; ou X, est I’objet initial & de 7. Un topos 7 est
conneze si son objet final est connexe. Un topos 7 est localement connexe
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24 Chapitre I. Groupoides fondamentaux

s'il est engendré! par ses objets connexes; il revient au méme [Leroy, 1.5]
de demander qu’il existe un foncteur « composantes connexes », ¢.e., un
adjoint a gauche du foncteur « objet constant » (qui & un ensemble I associe
la somme disjointe I de Card I copies de I'objet final * du topos ). Un
objet F est trivialisé par un objet U si sa restriction F|y = (F x U—U)
est un objet constant du topos 7 /U. Un objet est localement constant s’il
est trivialisé par une famille d’objets couvrant 1’objet final. Un objet Y est
galoisien s’il est connexe, localement constant et si le morphisme canonique
Y x (AutY)s —7Y X Y est un isomorphisme (on dit aussi que Y est un
pseudo-torseur sous son groupe d’automorphismes). Un topos est localement
galoisien §’il est engendré par ses objets galoisiens. Un objet constant, i.e.,
isomorphe & un objet de la forme I », est fins si 'ensemble I est fini. Un objet
localement constant est fini si ses restrictions aux objets le trivialisant sont
des objets constants finis. Un topos est localement galoisien profini s’il est
engendré par ses objets galoisiens finis.

Définition 1.2. — Le topos classifiant d’un groupoide G est la catégorie
des préfaisceaux sur le groupoide opposé?. Nous le noterons 3G ou G-€ns.

Le théoréme suivant [Leroy, 2.4, 3.1.1| définit le groupoide fondamental
d’un topos localement connexe.

Théoréme 1.3. — Soit 7 un topos localement conneze.

(¢2) La sous-catégorie pleine SLC 7 des sommes disjointes d’objets
localement constants de 7 est un topos localement galoisien
et le foncteur d’inclusion SLC I — 7 induit un morphisme
de topos 7 — SLC Z 2-universel parmi les morphismes vers
des topos localement galoisiens.

(#¢) Tout topos localement galoisien est équivalent a une 2-limite
projective stricte® de topos classifiants de groupoides. En par-
ticulier, on peut voir le topos SLC.J comme le groupoide fon-
damental de 7 .

1. Nous renvoyons & ’appendice B.2 pour le rappel des notions classiques relatives aux
topos.

2. Nous prenons la catégorie opposée de maniére que dans le cas oil le groupoide est
en fait un groupe, son topos classifiant soit la catégorie des ensembles munis d’une action
de G a gauche: or sa catégorie de préfaisceaux est la catégorie des ensembles munis d’une
action de G a droite

3. Nous rappelons la notion de 2-limite projective dans l’appendice B.1. On dit qu’un
2-systéme projectif de topos est strict si les foncteurs image réciproques des morphismes
de topos le constituant sont pleinement fidéles.
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Remarque 1.4. — On peut préciser le deuxiéme point [Leroy, 3.2 et 3.3|.

(i) Soit R un crible couvrant I’objet final * du topos 7. On note LC(Z, R)
la sous-catégorie pleine de 7 formée des objets trivialisés par les objets
connexes de R : c’est un topos et le foncteur d’inclusion LC(7,R)—9T
est le foncteur image réciproque d’un morphisme de topos.

(73) Le topos localement galoisien .7 est la 2-limite projective de ces topos:

I =~ 2limLC(Z,R).
ReJ(x)

(73) Les topos LC(7, R) sont des topos classifiants de groupoides : si G est
le groupoide des points de LC(Z,R) (i.e., des morphismes de topos
depuis le topos ponctuel €ns) et BG son topos classifiant, on a une
équivalence

LC(J,R) ~ BG.

Nous allons maintenant expliquer comment passer de cette notion abs-
traite de groupoide fondamental, défini en termes de 2-limites projectives
de topos classifiants de groupoides, & celle, plus concréte, de progroupoide
fondamental, généralisant celle de groupe fondamental profini de [SGA 1].

Définition 1.5. — Un progroupoide est un systéme projectif filtrant de
groupoides (et pas un 2-systéme).
Un progroupoide strict est un progroupoide “lim” G; tel que
(7) les foncteurs G;—G; induisent des bijections entre les ensembles d’ob-
jets ObG; — Ob Gy
(7) pour tous objets X et Y, les foncteurs G;—G; induisent des surjections,
Homg, (X, Y) — Homg;, (X, Y).
Nous ne considérerons que des progroupoides stricts.

Définition 1.6. — Un progroupoide strict “lim” G; est conneze si I'un
des G; est connexe. Tous les G; sont alors connexes. Tout progroupoide strict
peut s’écrire comme somme disjointe de sous-progroupoides stricts connexes,
uniquement déterminés: ce sont ses composantes connezes.

Définition 1.7. — Le topos classifiant d’un progroupoide “lim” G; est la
2-limite projective (dans la 2-catégorie des topos) des topos classifiants de
ses composantes,

B“lim” G; = 2-limBG;.
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Nous allons décrire le topos classifiant d’un progroupoide de maniére plus
explicite.

Lemme 1.8. —

(2)

()

Soit G = “lim”G; un progroupe strict. Notons B¢G la catégorie dont
les objets sont les ensembles X munis d’une action de 'un des G; (ils
sont donc aussi munis d’une action de Gy, pour tout k > i), connezes
(en tant que G;-ensembles, i.e., ils n’ont qu’une orbite) et dont les mor-
phismes sont données par

Hom ((X, Gi), (Y, G;))= Homg, (X, Y) pour tout k > sup(3, j).

Le topos classifiant BG du progroupe G est équivalent a la catégorie 5
des sommes disjointes d’objets de ByG, ot les morphismes sont donnés

par
HOII’IBG (H Xi7 H YJ) = H H Homjg,o(;(xi, Y])
i j . -

LI

Soit G = “lim”G; un progroupoide strict. On note ByG la catégorie
dont les objets sont les objets connezes des BG;, i.e., des familles d’en-
sembles (Xz)zcoba avec une action de G; (donc de Gy, pour tout k > i),
connezes en tant que préfaisceauz, et dont les morphismes sont donnés
par

Hom((Gi, (Xz)zeona), (G, (Yz)wEObg)) = Homg, (X,Y)

pour k > sup(i,j). Le topos classifiant BG est équivalent a la catégo-
rie 5 des sommes disjointes d’objets de ByG, dont les morphismes sont
donnés par

Hom(H X, HYj): H ]_[ Homy, ¢ (X;, Y;).

L)

Démonstration : (a) D’aprés [Leroy, 3.3.6], on sait que la 2-limite projective
d’un systéme projectif strict de topos classifiants de groupoides BG; est le
topos des faisceaux pour la topologie canonique sur @WBG,-, ou le systéme
inductif (BG;); est donné par les foncteurs image réciproque des morphismes
de topos.

(b) Montrons que les topos classifiants d’un progroupoide strict forment
un systéme projectif strict de topos. Il s’agit de voir que si f : G; — G; est
un morphisme de groupoides qui soit une bijection sur les ensembles d’objets
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et tel que les applications Homg; (z, y) — Homg, (fz, fy) soient surjectives,
alors le foncteur

f*_{BGj — BG;
) X +— X

est pleinement fidéle — c’est effectivement le cas.

(c) La catégorie 5 décrite dans 1’énoncé du lemme est bien un topos
d’aprés le lemme suivant, appliqué & & = @wBGi (qui est la sous-catégorie
pleine de 5 dont les objets s’écrivent [[;.; X; ou il existe ¢ € I tel que pour

tout j € J, X; € ObBG;) et T = &.

Lemme 1.9. — Soit Z un topos, & une sous-catégorie pleine de et 5 la
sous-catégorie pleine des sommes disjointes d’objets de K. Si
(i) Tout objet X de K est somme disjointe X = ||
de & et pour tout J C I, [[;c;
(i1) Tout morphisme d’un objet non vide de & vers un objet conneze de &
est un épimorphisme ;
(iii) K est stable dans & par limites projectives finies;
(iv) Pour toute relation d’égquivalence R—=X x X dans &, le quotient X/R
est encore dans & ;

L
ic1 Xi d’objets connezes
X; est encore dans & ;

(v) Il existe une petite famille génératrice pour & ;
Alors, 5 est un topos.

Démonstration : Voir [Leroy, 2.4.2, 2.4.3]. O

(d) On peut désormais conclure: d’aprés (a), @WBG,- est la plus
petite sous-catégorie pleine de la catégorie des préfaisceaux sur @WBGi
qui contienne les faisceaux représentables; en particulier, elle contient aussi
les sommes disjointes de préfaisceaux représentables, i.e., §; mais comme $
est un topos, c’est la 2-limite projective recherchée. O

Remarque 1.10. — Ce lemme nous donne en particulier une description
des objets connexes du topos classifiant d’un progroupoide “lim” G; : ce sont
les objets connexes des BG;.

Proposition 1.11. — Soient 7 un topos localement connexe et P un en-
semble de points de SLC 7, au moins un dans chaque composante connezxe*
de SLC 7. On peut alors définir un progroupoide strict w1 (7 ,P) dont SLC T
soit le topos classifiant.

4. Je ne sais pas si un topos de la forme SLC & posséde toujours des points : je suppose
donc qu’ils sont préalablement donnés.
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Démonstration : Nous savons déja que SLC 7 est une 2-limite projective de
topos classifiants de groupoides, SLC 7 = 2-limy B3Gg. Nous allons montrer
que

— on peut supposer que ces groupoides ont tous les mémes objets, P;

— ce systéme projectif est filtrant ;

— les morphismes de groupoides Ggrr — Ggr sont surjectifs.

(a) Nous allons commencer par montrer que l'on peut se ramener & des
groupoides Gy ayant tous les mémes objets.

Remarquons tout d’abord que si J n’est pas connexe et si les (U;);er sont
les composantes connexes de son objet final, on peut écrire = [[,.; 7 /U;
(c’est un 2-coproduit dans la 2-catégorie des topos, que 1’on peut voir simple-
ment comme un produit de catégories), ou les 7 /U; sont des topos connexes
et localement connexes.

Remarquons que la connexité de 7 implique celle des LC(Z, R) : suppo-
sons que l'objet final de LC(7, R) s’écrive x = U; IT Uy. Comme le foncteur
d’inclusion LC(Z,R)— T est le foncteur image réciproque d’un morphisme
de topos, il préserve coproduit, objet final et objet initial. On a donc la méme
décomposition dans 7, donc I'un des U; est ’objet initial & de 7, qui est
aussi I’objet initial de LC(Z,R). Le méme raisonnement montre que SLC S
est connexe dés que 7 lest.

On en déduit que les composantes connexes de 7, SLC & ou LC(Z,R)
sont les mémes: on peut supposer que J, SLCZ et les LC(Z,R) sont
connexes. Les LC(Z, R) sont des topos classifiants de groupoides Gg dont on
peut choisir I’ensemble des objets comme étant P. Comme tout est connexe,
on peut méme supposer que P est réduit & un élément et que donc les Gy
sont des groupes.

(b) Le systéme projectif des groupes Gy est filtrant, car si R et R’ sont
des cribles couvrant ’objet final * du topos 7, alors il existe un crible cou-
vrant R” plus fin que R et R’: par exemple R” = RNR/.

(c) Montrons que les morphismes entre ces groupes sont surjectifs. Soit f
I’'un de ces morphismes de topos; on sait que f* est pleinement fidéle.

LC(Z,R') ~ BG' BG
P S
+“—=LC(7,R) ~BG €ns < —2G

La situation est la suivante: on a un morphisme de groupes f : G' — G tel
que le foncteur
. [ BG — BG
AR { X +— X
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soit pleinement fidéle et on veut montrer que ce morphisme de groupes est
surjectif.
Considérons le G-ensemble G. Comme f* est pleinement fidéle, on a une
bijection
AutG G— Autgl G.
Comme un G-automorphisme de G est entiérement déterminé par 'image
d’un élément (par exemple ’élément neutre e € G), on a

AutG G=0G.
Pour les G’-automorphimes de G, commencons par remarquer que
¢
Autgl G= Autlmf G.

Un Im f-automorphisme ¢ de G n’est plus entiérement déterminé par I'image
d’un élément. Choisissons un élément e; dans chaque orbite i € G/Im f.
Un Im f-automorphisme de G est entiérement défini par une permutation
0 € GG m s des orbites et un h; € Im f pour chaque orbite i € G/Im f avec
¢(e;) = hieo(;)- En d’autres termes,

AutlmfG = ( H Imf) A GG/Imf-
G/Im f

Mais les Im f-automorphismes qui proviennent d’un élément de G sont en-
tiérement définis par cette permutation o et par I'un de ces éléments h;.
Comme, par hypothése, tous les Im f-automorphismes proviennent d’un élé-
ment de G, on est nécessairement dans I'un des deux cas suivants: Im f = G
ou Im f = 0, car sinon on pourrait garder o et I'un des h; et modifier les
autres h; pour obtenir un automorphisme qui ne proviendrait d’aucun élé-
ment de G. Le second cas est & exclure, car le morphisme Autq G—Autg G
serait alors G— &g, qui n’est pas surjectif. On a donc bien Im f = G, i.e., f
est surjective.

(d) On a donc un progroupe strict “ lim” Gg tel que SLC 7 ~ 2-limBGg,
mais d’aprés la remarque précédente, 2-limBGg ~ B“lim” Gg. Ceci achéve
la démonstration. O

Définition 1.12. — Un point-base d’un topos localement connexe 7 est
un point du topos SLC 7, i.e., un morphisme de topos €ns — SLC 7.

Le théoréme suivant [Leroy, 5.2.3| dit que 'on peut effectuer un raison-
nement similaire pour obtenir un groupoide profini.
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Théoréme 1.13. — Soit J un topos localement connexe.’ La sous-
catégorie pleine SLCF .7 des sommes directes d’objets localement
constants finis est un topos localement galoisien profini et le fonc-
teur d’inclusion induit un morphisme de topos & —= SLCF 7, 2-
universel parmi les morphismes vers des topos localement galoi-
stens profinis. On pourra le voir comme le groupoide fondamental
profini du topos.

Définition 1.14. — On dit qu’un groupoide est fin: si ’ensemble des fléches
entre deux objets est toujours fini. On appellera groupoide profini un systéme
projectif filtrant strict de groupoides finis.

Proposition 1.15. — Soit 7 un topos localement galoisien profini et P
un ensemble de points-bases de 7, au moins un dans chaque composante
connexe de . Alors le topos T est le topos classifiant du groupoide profini

Fl(y,P).

Démonstration : Soit Z un topos localement galoisien profini. D’aprés le
théoréme 1.13, on sait que J = SLC .Y = SLCF 7. D’aprés la proposition
1.11, on sait que c’est le topos classifiant du progroupoide strict m (7, P) =
“lim” G;. Supposons que ce groupoide ne soit pas fini. Quitte & écrire J
comme somme de ses composantes connexes, on peut supposer que 7 est
connexe et que les G; sont des groupes. Par hypothése, I’'un d’entre eux, G;,
n’est pas fini. On peut voir G; comme un G-ensemble (infini) donc comme
un objet de . Comme le groupoide est strict, il n’existe pas de morphisme
d’'un G-ensemble fini vers G;: par conséquent, 7 n’est pas engendré par ses
objets (localement constants) finis — contradiction. O

Définition 1.16. — Un point-base profini (par abus de langage, nous par-
lerons souvent de point-base) d’un topos localement connexe 7 est un point
du topos SLCF 7, i.e., un morphisme de topos €ns — SLCF 7.

Si Z est un topos localement connexe et P un ensemble de points-bases

profinis de 7, au moins un dans chaque composante connexe de .7, on note
71(Z,P) le groupoide profini 71 (SLCF 7, P).

5. Dans [Leroy], on se contente de supposer que le topos est somme directe de topos
connexes, ce qui est une condition moins forte: si un topos est localement connexe, on
dispose d’un foncteur « composantes connexes », en particulier, ’objet final se décompose
en une somme disjointe de composantes connexes, x = ]_L.el C;. Notre topos s’écrit alors

comme une somme disjointe de topos connexes, 7 = 7 /x ~ [[ 7 /C;.
i€l
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Précisons maintenant le lien entre cette théorie du groupoide fondamental
profini et celle de [SGA 1].

Corollaire 1.17. — Les objets finis d’un topos localement galoisien profini
connexe muni d’un point-base forment une catégorie galoisienne et, récipro-
quement, toute catégorie galoisienne s’obtient ainsi.

Démonstration : Soit € une catégorie galoisienne. D’aprés [SGA 1], elle est
équivalente & une catégorie m-ens d’ensembles finis munis d’une action conti-
nue d’un groupe profini 7. Or, cette catégorie est la catégorie des objets finis
du topos m-€ns classifiant du groupe , i.e., de la catégorie des ensembles
(quelconques) munis d’une action continue du groupe profini w. Ce topos est
localement galoisien profini et connexe, car 7 est un groupe profini.
Réciproquement, si Z est un topos localement galoisien profini connexe,
la proposition précédente nous dit qu’il est le topos classifiant d’un groupoide
profini. Or la connexité du groupoide est équivalente a celle du topos classi-
fiant. Il s’agit donc du topos classifiant d’un groupoide profini connexe, qui
est équivalent au topos classifiant d’un groupe profini 7, i.e., de la catégorie
des ensembles munis d’une action continue de . Comme 7 est profini, la
catégorie des objets finis de 7-€ns est la catégorie des ensembles finis munis
d’une action continue de m, 7.e., c’est m-ens. Il

2 Groupoide fondamental profini d’un champ
algébrique

Pour appliquer les résultats précédents et définir le groupoide fondamen-
tal et le groupoide fondamental profini d’'un champ algébrique, il nous suffit
de montrer que le topos des faisceaux étales sur un champ algébrique est
localement connexe, i.e., engendré par ses objets connexes.

Proposition 2.1. — Le topos étale d’un champ algébrique est localement
conneze.

Démonstration : 11 s’agit de vérifier que ce topos est engendré par ses ob-
jets connexes. Le premier lemme montre qu’il est engendré par les schémas
connexes et le second que ceux-ci sont des objets connexes. Il
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Lemme 2.2. — Soient F —= ¥ deux morphismes de faisceaux étales sur
un champ algébrique X, distincts. Il existe un schéma connexe V et un mor-
phisme V — % tel que les composés V — F —=4 soient distincts.

Démonstration : C’est la méme démonstration que pour les schémas. Il existe
un morphisme étale U — X tel que les applications # U —= ¥U soient dis-
tinctes. Décomposons U comme somme disjointe de ses composantes connexes
(dans la catégorie des schémas), U = [[,; U;. Les morphismes U;—X (pour
i € I) sont toujours étales.

ZU ~ Hom(U, #) —— [[ Hom(U;, #)

I

%U ~ Hom(U,¥) —— [ Hom(U;, 9),

i€l

On peut voir Hom(U, #) comme l’ensemble des familles de morphismes
(U; — & );cr1- 1 existe donc un indice 7 € T tel que les morphismes

Hom(Ui, y) = Hom(U,-, g)

soient distincts. En particulier, il existe un morphisme U; — % tel que les
composés U; — . —= ¥ soient distincts. d

Lemme 2.3. — Les faisceauzr sur un champ algébrique X représentés par
un schéma connexe U de son site étale sont connexes.

Démonstration : Soit U — X un objet du site étale du champ X, ou le
schéma U est connexe. Par le plongement d’Yoneda, on peut voir U comme
un faisceau sur X. Supposons que U s’écrive U = % I %, dans SHhX et
montrons que %#; = & ou Fy = .

1. 11 suffit de montrer que pour tout Y — X dans le site étale de X et
tout point géométrique = de Y, on a (%), = <. En effet, soit V— X
un morphisme surjectif et étale depuis un schéma; on sait que les points
géométriques de V forment une famille fidéle de foncteur-fibres $hV —€ns,
et comme le foncteur image réciproque $h X — ShV peut s’écrire ShgV —
ShV,ouS =V xx V==V est la présentation correspondante et $hsV désigne
la catégorie des faisceaux S-équivariants sur V (voir A.4.13), il est fidéle. Par
conséquent, les composés

ShX —S5hV —4£ns
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forment une famille fidéle de foncteurs-fibres.

2. Si z est un point géométrique de U, on a U, = * et U, = (F1),1I(F2)s,
donc (#1), = @ et (F2), = * (ou le contraire).

3. Montrons que la condition « (&), = * et (¥3), = & » ne dépend pas
du choix du point géométrique z au dessus d’un point zy € U. Soient donc z
et ' des points géométriques au dessus de xg, avec (F#1), = * et (F2), = .
Comme il existe un point géométrique =" & la fois au dessus de z et z’, on
peut supposer que z se factorise par z'.

Spec k
A
Spec k' — U
On a alors des applications
Uz - le
(F1)e — (F1)
(F2)e — (F2)ar

Mais comme (%), = *, on a (F1)y # &, donc (Fa)y = I et (F1)p = *.

4. Montrons que la condition « (£#1), = * et (F2), = D » est ouverte. En
effet, si (1), # @, comme (F), = lim #;(V), il existe V—TU étale tel que
F1(V) # @. Comme V — U est étale, 'image de V dans U est un ouvert,
contenant z, sur lequel on a, pour tout y € V, (%), # @ (et donc (#), = *
et (%), = @). De méme, on montrerait que la condition « (%), = * et
(F2)e = D » est fermée.

5. Montrons maintenant que pour tout point géométrique x : Speck—V
d’un objet V— X du site étale de X, on a (#;), = &. Soit = un tel point.
On a une bijection

U, = { points y de U x V au dessus de z }.
X

UxV
7 X
SpeckTV\ /U
X

SiU, =@, ona (%), =g, car ¥, C U: supposons donc U, # &. Pour tout
y € Ug, le morphisme p : U Xx V—U induit une application U, — Uy, qui
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préserve la décomposition U = % II #,. Par conséquent, pour tout y € Uy,
on a une application (F3); — (F2)p(z), avec (F2)pz) = D, donc (F2), = 9.
U

Exemple 2.4. — Soient X un schéma et G un groupe fini agissant ¢ri-
vialement sur X. Nous allons relier le groupe fondamental du schéma X et
celui du champ quotient [X/G]|. On sait que la catégorie des faisceaux sur le
champ [X/G] est équivalente a la catégorie des faisceaux G-équivariants sur
le schéma X,

SHIX/G] =~ Sh(G x X=X).

Mais cette catégorie est en fait équivalente a la catégorie des faisceaux sur X
munis d’une action de G (sans tenir compte de ’action de G sur X),

~ G-5hX.

En effet, la catégorie des faisceaux sur le groupoide G x X—=X est la catégorie
dont les objets sont la donnée d’un faisceau # sur X et d’une action a du
groupe G sur %, telle que

Gx F*—F
S
GxX - X.
Mais comme 1’action de G sur X est triviale, il s’agit simplement de
Gx Z F
pr R
\ f
S

I

i.e., la donnée d’un objet de $HX et d’une action du groupe G.
On en déduit

SLCF $h[X/G] ~ SLCF G-5hX.

Mais comme la notion de faisceau localement constant ne fait intervenir que
des produits fibrés et des sommes disjointes, dont la construction dans G-5hX
ne fait pas intervenir I'action du groupe G, un faisceau équivariant est loca-
lement constant en tant que faisceau équivariant si et seulement s’il ’est en
tant que faisceau, i.e.,

SLCF G-5hX ~ G-SLCF 5hX.
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On en déduit

SLCF $h[X/G] ~ G- SLCF $hX.
~ G-(m(X)-ens)
~ (G x m(X))-ens.

On vient donc de calculer le groupe fondamental d’un champ algébrique
dans un cas particulier, celui d’un schéma quotienté par I’action triviale d’un
groupe fini:

m([X/G]) = G x m (X).

On peut généraliser ce résultat aux champs algébriques si on définit une
action triviale d’'un groupe G sur un champ algébrique X comme étant une
action triviale sur son topos de faisceaux $hX.

Le résultat est faux en général si 'action n’est pas triviale: voir 5.4 et
IV.1.7.

3 « Orbifold » associé & un champ algébrique

Les notions de schéma ou d’espace algébrique ont un analogue analytique:
les espaces analytiques. Il en va de méme pour les champs algébriques, mais
I’objet obtenu est plus général: il s’agit d’orbifolds, d’S-atlas ou plus généra-
lement de groupoides étales. Nous allons définir I'orbifold généralisé associé
a un champ algébrique de type fini sur C et montrer que leurs groupoides
fondamentaux profinis sont équivalents.

Remarque 3.1. — Intuitivement, un orbifold ® est un objet géométrique qui
ressemble localement au quotient d’un ouvert de R"™ par 'action d’un groupe
fini [Thurston, 13]. Un S-atlas est un espace topologique muni d’un atlas
dont les changements de cartes peuvent étre multiples [van Est]; en d’autres
termes, les changements de cartes forment un pseudo-groupe [Thurston, 3.1.1]
d’homéomorphismes locaux, auquel on peut associer un groupoide de germes
d’homéomorphismes locaux. Nous ne donnons pas les définitions classiques

de ces objets, car on peut les définir uniquement en termes de groupoides
[Moerdijk—Pronk].

Définition 3.2. — Un groupoide étale est un groupoide dans la catégorie
des schémas (ou dans celle des variétés différentielles) dont le morphisme
source est étale.

6. Si on voulait vraiment traduire, on pourrait parler d’« espace plié », mais on gardera
le terme anglais.



36 Chapitre I. Groupoides fondamentaux

Remarque 3.3. — En fait, tous les morphismes structurels d’un groupoide
étale G = (G == Gy)

Gl%GO G1$'G1 G0$G1 G1é< G1LG1

sont étales. Expliquons pourquoi. Tout d’abord, ’antipode ¢ est un isomor-
phisme, il est donc étale. Comme le morphisme but s’exprime & l’aide de
I’antipode et du morphisme source, b = st, il est lui aussi étale. Comme
I’'unité e fait commuter le diagramme

Go E Gl
GO)

c’est encore un morphisme étale. Pour voir que la composition est étale,
commencgons par remarquer que comme le diagramme

Gy x G 2 Gy
Go

PHJ/ J/b

G]. S GO

est cartésien, les projections pr; et pr, sont étales. Comme d’autre part le
diagramme

G1 X G1 m G1

Go
N
Go

est commutatif, on en déduit que la composition m est étale.

Exemple 3.4. — La donnée d’un groupe G agissant sur un ensemble X
permet de définir un groupoide (G, X) = (G x X==X) de la maniére suivante.
{ GxX — X { GxX — X

: b:
(9,2) = =z (g,2) = g-zx

$,X,b
(g',g-x,g,x) = (glg:m)
. GxX — GxX . X — GxX
{ (9,2) — (9"9-2) ’ { — (1,2)

{ (GxX) x (GxX) — GxX
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On généralise sans probléme cette description au cas d’'un groupe topo-
logique agissant sur un espace topologique ou un groupe algébrique agissant
sur un schéma. Si ’action est définie par un morphisme étale, on obtient un
groupoide étale.

En particulier, on peut prendre comme groupe G le groupe des automor-
phismes de X et on obtient un groupoide (Aut X) x X —=X.

L’action de G peut se voir comme un morphisme de groupes G— Aut X,
qui induit un morphisme de groupoides (G, X) — (Aut X, X); I'action du
groupe G est fidéle si et seulement si ce morphisme de groupoides est injectif.

De maniére plus générale, si G = (G; == Gy) est un groupoide, on a un
morphisme de groupoides G — (Aut G, Go).

Soit X une variété différentielle: nous allons définir son groupoide de
germes de difféomorphismes. Notons Diff X I’ensemble des germes de difféo-
morphismes de X, i.e., I'ensemble des (z, U, f), ot z € X, U est un ouvert
de X et f: U— X est un difféomorphisme sur son image, quotienté par la
relation d’équivalence (z, U, f) ~ (y,V, g) si x = y et sl existe un ouvert W
de X, contenant z, contenu dans U et V et tel que f|lw = g|w-. Le groupoide
(Diff X, X) des germes de difféomorphismes de X est alors défini par

s(z,U,f) == e(z) = (z,X,Idx)
b(z, U, f) = f(x) i(z, U, f) = (f(2), f(U), )

m((f(z),V,9),(2,U,f)) = (&, UN f7V, (g0 fllons-1v)-
Remarquons qu’un groupoide étale G; —= Gy définit un morphisme de
groupoides
Gi——=Gy

e

Dift GO —= Go.
En effet, si ¢ € Gy, comme les morphismes source s et but b sont des homéo-
morphismes locaux, il existe un voisinage V de ¢ tel que

sly : V—s5(V) et bly : V—b(V)

soient des homéomorphismes et ¢ défini donc un germe d’homéomorphisme
en s(¢),
(s(¢), (blv) o (s]v) ™) € Diff Go.

On vérifie aisément que cela définit bien un morphisme de groupoides.

Définition 3.5. — Un groupoide étale G = (G; == Gy) est effectif si le
morphisme de G vers le groupoide des germes de difféomorphismes de Gy est
injectif.
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Définition 3.6. — Un orbifold est un groupoide étale effectif propre, .e.,
un groupoide étale effectif tel que le morphisme (s,b) : G; — Gg x Gy soit
propre.

Remarque 3.7. — Les morphismes de groupoides induisent des morphismes
d’orbifolds, mais ceux-ci sont plus nombreux. Comme nous nous limiterons
aux morphismes de groupoides, nous ne donnons pas la définition d’un mor-
phisme d’orbifolds (voir [Moerdijk—Pronk]). En particulier, nous ne parlerons
pas de la catégorie des orbifolds, mais uniquement de celle des groupoides
(et méme plutdt de la 2-catégorie des groupoides).

Le méme phénomeéne se produit au niveau des champs algébriques: si
G = (G;==Gy) et H = (H; —=H,) sont deux groupoides étales de diagonale
quasi-compacte et séparée, un morphisme de champs Go/G; —Hy/H; ne se
reléve pas toujours en un morphisme de groupoides

Gy H,
Gro > HO
Go/Gl — Ho/Hl.

Par contre, si on remplace le groupoide G par la présentation « plus fine »

2
G6 = H() X Go/Gl
Ho/H;

G =G x G
1=4 X 0
Go/G1

le morphisme de champs se reléve en un morphisme de groupoides.

Remarque 3.8. — Cette notion d’orbifold est trop limitée: alors qu’au ni-
veau des champs algébriques, on peut distinguer entre un point et le quotient
d’un point par un groupe non trivial, ces objets coincident en tant qu’orbi-
folds. On rencontre aussi ce probléme avec //1_1,1 ou //1_2,0, dont les points ont
en général des automorphismes non triviaux. Nous allons donc nous intéresser
aux groupoides étales propres, non nécessairement effectifs.

Définition 3.9. — Un orbifold généralisé est un groupoide étale propre.
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Proposition 3.10. — A un chamyp algébrique localement de type fini sur C,
on peut associer (de maniére non canonique) un orbifold généralisé, i.e., un
groupoide topologique étale propre.

Démonstration : D’aprés [Vistoli], & un champ algébrique, on peut associer
(de maniére non canonique, en choisissant un morphisme surjectif et étale
depuis un schéma) un groupoide étale R —= U dont la diagonale est quasi-
compacte et séparée. D’aprés [Laumon—Moret-Bailly, 3.22], on sait que ces
groupoides sont propres. Le groupoide analytique associé R(C) == U(C) est
donc un orbifold généralisé. O

Définition 3.11. — Un faisceau équivariant sur un groupoide étale propre
G = (G; == Gy) est la donnée d’un faisceau % sur Gy et d’'un morphisme
de faisceaux (on peut voir G; comme un faisceau sur Gy, de deux maniéres
différentes)

a:Gi X F—=F
Go

tel que
Gix G x F 222G xF e
1Go 1Go 1Go y:G()XyA'Gle
Go G0
m”l | \ I
Gl X F P F F
Go
Gl X yby
Go k
Gy . Go.
Remarque 3.12. — Dans les diagrammes ci-dessus, on peut voir G; comme

un faisceau sur Gy de deux maniéres différentes: par le morphisme source s
ou par le morphisme but b. Si on note A\ : # — Gg le morphisme structural
du faisceau # (on regarde G comme un faisceau sur lui-méme, c’est I’objet
final du topos des faisceaux sur Gy), le produit fibré G; xg, & désigne en
fait s x A. Toutefois, le sens & donner 4

Gl X Gl X cg"“:Glsbe“x)\ﬁz
Go Go Go Go
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est moins évident. Notons ¢ I'inverse dans le groupoide (G; == Gy) : c’est un
isomorphisme b—=s. Le produit fibré G; xg, G1 Xg,# est alors défini comme
la limite projective du diagramme suivant, i.e., il s’agit de s X b x A.

s b A

\i"
j

Go

Définition 3.13. — Le groupoide fondamental (profini) d’un groupoide
topologique étale G est le groupoide fondamental (profini) de son topos de
faisceaux G-équivariants.

Remarque 3.14. — Cette notion de groupoide fondamental coincide avec
celles déja connues pour les variétés différentielles ou les orbifolds ; expliquons
briévement pourquoi.

Pour les orbifolds (ou les variétés différentielles), le groupe ou le groupoide
fondamental est défini & partir du revétement universel [Thurston, 13.2.5].
Or, on a une équivalence entre la catégorie des sommes disjointes de faisceaux
étales localement constants (finis), la catégorie des sommes disjointes de re-
vétements (finis) et la catégorie des sommes disjointes des quotients (finis) du
revétement universel : la définition classique du groupe fondamental, a I'aide
du revétement universel, et la nétre, & I'aide des faisceaux étales localement
constants, coincident.

Théoréme 3.15. — Le groupoide fondamental profini d’un champ
algébrique séparé, localement de type fini sur C, possédant un re-
vétement étale par (i.e., un morphisme étale surjectif fini depuis)
un schéma est équivalent au groupoide (topologique) associé.

Remarque 3.16. — Les champs algébriques qui nous intéressent, i.e., les
espaces de modules de courbes lisses & points marqués, .#,,, vérifient cette
condition d’aprés [Deligne-Mumford, 5.8].

Pour démontrer le théoréme, nous aurons besoin d’une notion de grou-
poide dans un topos. La définition usuelle, i.e., la donnée de deux objets G,
Gy et de morphismes

G1$G0 GoéGl G1$'G1 G15G1LG1
0
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faisant commuter certains diagrammes ne conviendra pas, car nous voulons
)
que Gy soit I'objet final du topos, ce qui entrainerait s = b.

Définition 3.17. — Un groupoide dans un topos J (sur l'objet final de
ce topos) est la donnée de deux objets s et b, d’'un isomorphisme i : s —b
(par abus de notation, nous noterons encore ¢ son inverse), un morphisme
m: s X b—=s et d'un morphisme e : x — s tels que

mx1
sxbxb sxb
lxixll
sxsxb m
lxml
SXS— 78 Xb—p—>s
1xe 1x1 ex1l
SX % —>=8X 8§ sxb * X b b
2
S

(i,1) (19) sxb

X S
lm l -
S *

e S

Définition 3.18. — Un objet équivariant sur un groupoide (s,b,i,m,e)
dans un topos Z est un objet z de & et un morphisme o : s X x — z tel
que

IXa
SXSXIT—>8XUZT

1><z'><1J/ *XJ:%-SXSC
sxXbxz a et \la
mxll x.
S XX T

Remarque 3.19. — Contrairement a 3.11, il n’y a que deux conditions, car
la troisiéme est toujours vérifiée:

«
SXLL—>2Z

| |

S%bﬁ*.
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Démonstration : Nous pouvons maintenant démontrer le théoréme. Soit
R == U une présentation finie du champ X.

On sait d’aprés [SGA 1, XII 5.1] que les catégories de faisceaux localement
constants finis sur U et U(C) sont équivalentes:

SLCF 5hU ~ SLCF 5H U(C).

Le groupoide R —= U définit un groupoide dans SLCF 5hU, de méme
le groupoide R(C) == U(C) définit un groupoide dans SLCF $hU(C); ce
groupoide est 'image du précédent par 1’équivalence de topos SLCF $hHU ~
SLCF 5h U(C). Par conséquent, les catégories d’objets équivariants de ces
deux groupoides sont équivalentes, or, elles sont respectivement équivalentes

a ShX et ShX(C). O

4 Type d’homotopie d’un champ algébrique

Nous allons définir le type d’homotopie d’un champ algébrique. On dis-
posera alors de deux notions de groupe fondamental: celui défini dans les
sections précédentes et celui défini & I'aide du type d’homotopie ; nous mon-
trerons qu’elles coincident.

Rappels 4.1. — Soit 7 un topos localement connexe, d’objet final *. No-
tons A la catégorie des simplexes, i.e., la catégorie dont les objets sont les
[n] = {0,...,n} et dont les morphismes sont les applications croissantes,
et A, la catégorie des simplexes tronqués au rang n, ¢.e., la sous-catégorie
pleine de A engendrée par les [0], ..., [n]. Un objet simplicial du topos J est
un foncteur contravariant de la catégorie simpliciale vers .7, i.e., un objet
de A°?.7. Les foncteurs squelette Sk, et cosquelette Cosk, sont les adjoints
a gauche et & droite des foncteurs de restriction A?.S — A% J. Par abus
de notation, on notera encore Sk, et Cosk,, leur composé avec le foncteur de
restriction,

Coskyp,
AOPfHAgPQS:kZ A? T,
Un hyper-recouvrement est un objet simplicial X4 tel que les morphismes

Xoﬁ'e

Xpy1 — (Cosk,(Xe)),

soient des épimorphismes. Si I est un ensemble et X un objet du topos,
notons I ® X la somme disjointe de copies de X indexées par I. Si I est un
ensemble simplicial et Xq un objet simplicial, notons I4 ® X, I'0bjet simplicial
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de terme général I, ® X,,. Une homotopie stricte entre deux morphismes
f, 9 Xe —7Y, est un morphisme [1] ® Xq — Y, dont les restrictions a
[0] ® Xq = X, sont f et g. On appelle homotopie la relation d’équivalence
engendrée par ’homotopie stricte. Soit HR.Z la catégorie des hyper-recouvre-
ments du topos 7 et de leurs morphismes modulo homotopie. La catégorie
opposée est filtrante. Enfin, comme notre topos est localement connexe, il
posséde un foncteur « composantes connexes » que nous noterons 7. Pour les
détails, nous renvoyons & [Artin—Mazur].

Soient 7 la catégorie des CW-complexes et de leurs morphismes modulo
homotopie (ou, c’est équivalent, la catégorie des complexes de Kan et de leurs
morphismes modulo homotopie)” et Pro-4# sa catégorie de pro-objets. On
définit un foncteur f : Pro-5 — Pro-5¢ par

(cc @n Xz)ﬂ —« @n COSkn Xz
[ i,n
Le type d’homotopie sera un objet de la catégorie (Pro-4¢)y, définie & partir

de Pro-4# en inversant tous les morphismes f tels que f* soit un isomor-
phisme.®

Définition 4.2. — Le type d’homotopie d’un topos localement connexe &
est le proobjet
{y} I @n 7TY.
YechHRT

dans la catégorie (Pro-5¢); définie dans la remarque précédente.

Définition 4.3. — Un quotient de groupoides est un morphisme de grou-
poides f : G—H tel que
(i) c’est une bijection entre les ensembles d’objets;

7. On peut aussi prendre la catégorie de tous les ensembles simpliciaux, mais il faut faire
attention aux morphismes. Soient A°P4£ns la catégorie des ensembles simpliciaux et fan
la sous-catégorie pleine des complexes de Kan. Il existe un foncteur Ex® : A°P€Ens— fan
qui devient un adjoint & gauche du foncteur d’inclusion £an — A°P€£ns quand on passe
aux catégories homotopiques. Si X et Y sont des ensembles simpliciaux, notons [X,Y]
I’ensemble des morphismes de X vers Y modulo homotopie. La catégorie J# est équivalente
3 la catégorie dont les objets sont les ensembles simpliciaux et dont les morphismes entre X
et Y sont donnés par [X, Ex*Y].

8. En fait, le type d’homotopie est déja défini dans Pro-4#. Néanmoins, il est souvent
préférable d’inverser les f-isomorphismes car la catégorie homotopique a alors des proprié-
tés beaucoup plus agréables: les isomorphismes f sont exactement les morphismes tels que
les m, f sont des isomorphismes pour tout n ; les sphéres homotopiques sont uniques, etc.
— voir [Artin-Mazur].
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(i) pour tous z, y € Ob G, I'application Homg (z,y) — Homy(fz, fy) est
surjective.

Le complété profini d’un groupoide G est le systéme projectif (qui est
filtrant) de ses quotients finis; on le note G. De méme, le complété profini
d’un progroupoide G = “lim” G; est la limite projective (dans la catégorie
des prggroupo'ides) des complétés profinis des composantes de G, 1i.e., G =
“lim” G;.

Lemme 4.4. — Soient G un groupoide, 3G son topos classifiant. Alors,
SLCEDBG est le topos classifiant du complété profini de G, i.e.,

SLCFX%G ~ %G.

Démonstration : Le topos SLCEBG est une sous-catégorie pleine de la ca-
tégorie SLCBG = BG, celle des ensembles munis d’une action de G, dont
les composantes connexes sont finies, i.e., celle des sommes disjointes d’en-
sembles munis d’une action de G qui se factorise par un quotient fini: c’est
donc bien le topos classifiant du complété profini de G. U

Proposition 4.5. — Le type d’homotopie d’un topos localement conneze
permet de calculer son groupoide fondamental (et son groupoide fondamental

profini), i.e.,
»m{J} ~SLCT.

Démonstration : Tout repose sur le lemme suivant.

Lemme 4.6. — Soient Z un topos localement connexe et Kq un hyper-re-
couvrement de l’objet final. Alors LC(T,Ky) ~ BminK,.

Démonstration : Voir [Artin-Mazur, 10.6]. O

Pour simplifier, on peut supposer le topos connexe et remplacer les grou-
poides par des groupes. Rappelons que si G est un progroupe, on note 3G
(ou G-€ns) son topos classifiant. Par définition du type d’homotopie,

Bm{T} =Bm “lim” 7U,.
UeEHR T

Puis, par définition du groupe fondamental d’un pro-ensemble simplicial,

=2 “lim” m(7U,).
UeehHR T
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On sait que le topos classifiant d’un progroupe est la 2-limite projective des
classifiants des composantes du systéme projectif,

~ 2-lim »m(7U,).
UechHR T

D’apres le lemme,

UeehHR T
~ 2-lim LC(Z,R) (%)

REI(x)

~ SLC 7.

Seule I'avant-derniére étape (*) exige plus d’explications : montrons que tout
crible R couvrant de ’objet final * du topos < est moins fin qu'un crible
engendré par un objet Uy. On est tenté de poser

= I ©u

(U—=x)eR

mais comme il ne s’agit pas d’'un petit coproduit, il n’a aucune raison d’étre
représentable. Comme J posséde une petite famille génératrice & (d’aprés
le critére de Giraud), pour tout (U—=%) € R, il existe un ensemble Iy et une
famille épimorphique (donc couvrante, car on est dans un topos) (C;—U);cr,
ot les C; sont dans &. On est alors tenté de poser

= 1T e

(U%—* ER 1EIU

C’est toujours trop gros, mais en éliminant les facteurs qui apparaissent plu-
sieures fois, on peut se ramener 3

U= [ ¢

CeOb & tel que
C—x se factorise
par un (U—=x*)ER

Il s’agit maintenant d’un petit coproduit, il est donc représentable. Comme
Up—=x est un épimorphisme, c’est un morphisme couvrant (rappelons que la
topologie sur un topos est la topologie canonique). Enfin, le crible engendré
par Uj est moins fin que R. O
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5 Suites exactes courtes

Nous allons montrer quelques suites exactes courtes qui généralisent celles
que 'on peut rencontrer avec des schémas, en particulier celle qui relie le
groupe fondamental d’un schéma sur un corps k, le groupe fondamental de
I’extension de ce schéma & une cléture séparable de k et le groupe de Galois
absolu de k [SGA 1, IX 6.1]. Nous n’utiliserons pas ces résultats dans la suite
de ce travail.

Proposition 5.1. — Soient 7 un topos conneze et localement connexe,
un point de SLC T et F : SLC T — €ns le foncteur-fibre correspondant.
Soit Y un objet galoisien de SLC 7.

(i) La catégorie SLC T /Y est encore galoisienne et un point a € F(Y)
définit un foncteur-fibre SLC .J — €ns.

(i) Le foncteur

{SLC? — (SLC9)/Y
X +— (XxY—Y)

définit un morphisme de topos (SLC J)/Y —SLC & .
(#34) On a une suite exacte courte

1—m((Y,a) —m(T,z) —AutY — 1.

Démonstration : Quitte & remplacer & par SLC 7, on peut supposer que
est localement galoisien. Quitte a le remplacer par une catégorie équivalente,
on peut méme supposer que c’est le topos classifiant d’un progroupe G =
“lim” G; et que le foncteur-fibre F est le foncteur d’oubli G-€ns —€ns. Le
lemme suivant montre que G-€ns/Y est bien un topos localement galoisien
et identifie son groupe H & un sous-groupe de G; de plus le morphisme de
topos G-€ns/Y — G-€ns est en fait le morphisme H-€ns — G-€ns induit
par le morphisme de groupes H— G. Ceci établira (7) et (i7).

Lemme 5.2. — Soient G un progroupe, Y un G-ensemble connezxe, a € Y
et H le stabilisateur de a. On a une équivalence de catégories

G-€ns/Y ~ H-4€ns.

Démonstration : Dire que Y est un G-ensemble connexe revient a dire
qu’il existe un i € I tel que Y est muni d’une action de G; pour tout
1 > 19, que ces actions sont compatibles, et qu’elles n’ont qu’une seule
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orbite. Notons H; le stabilisateur de a € Y sous l’action de G;: le sta-
bilisateur de a est le progroupe “lim”;-; H;. C’est un sous-progroupe de
“lim”;5;) G; = “lim”; G; = G. Montrons maintenant que le foncteur
() : G-€ns/Y —~ H4ns
N\ (r:Z2—Y) — 7 *{a})
est une équivalence de catégories.

Tout d’abord, ce foncteur (x) est bien défini: expliquons comment le
groupe H agit sur la fibre 77%({a}). Soit 7 : Z—Y un objet de G-€ns/Y. Il
existe 79 € I tel que Y soit muni d’actions compatibles de G;, pour i > ig, et
il existe i; € I tel que Z soit muni d’actions compatibles des G; pour 7 > 4,
et pour ¢ > iy = sup(ig, 1) 'application 7 : Z—7Y est G;-équivariante. La
fibre 771({a}) est alors munie d’une action du progroupe

« @n H'L ~ U @” H’L ~ H.
i>is i>io

De méme, on montrerait qu’un morphisme

N

de G-ensembles au dessus de Y induit un H-morphisme entre leurs fibres au
dessus de a.

Montrons maintenant que ce foncteur est pleinement fidéle. Soient Z et Z’
des G-ensembles au dessus de Y. Il s’agit de vérifier que I’application

Homy ¢(Z, Z'") — Homy (7~ ({a}), 7' "* ({a}))

est bijective. Nous allons I’établir dans le cas des groupes, celui des pro-
groupes se traitant de méme.
Etablissons l’injectivité, ¢.e., montrons qu’un morphisme f au dessus

deY,
Y

est entiérement déterminé par sa fibre f,. Soit z € Z. Comme Y est conneze,
il existe g € G tel que 7(2) = g - a. On a alors

flz)=flg-g7' 2)
=g-flg7" - 2)
=g-fulgt-2) car g -z enm *({a}).

ZI

Z
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Etablissons la surjectivité. Soit

form7 ({a}) — 7" ({a})

un H-morphisme entre les fibres. On définit un G-morphisme Z —Z' comme
précédemment,

fR)=g-falg7'-2) sim(z)=g-a

Pour voir que f est bien définie, il suffit de vérifier que cela ne dépend pas
du choix de g. Soient donc g, ¢’ € G tels que 7(2) =g-a = g'-a. On a alors
g 'g'a =a donc h =g !¢’ € H. Comme f, est H-équivariant, on a

h' falg™h - 2) = fa(h g7 12),
ie., d 7 gfa(9712) = fu(g"t2)
donc gf.(g7'2) = ¢'fa(g'"'2),

i.e., la définition de f(z) ne dépend pas du choix de g. D’autre part, la
fonction f est bien équivariante:

g-f(2)=9"-g falg "2
= (d'9) - fa((g'9)™" - ¢'2)
= f(g'- 2) car w(g'z) = g'm(2) = g¢'g - a.
Montrons maintenant que notre foncteur (x) est essentiellement surjectif.
Soit U un H-ensemble. Nous allons définir une action de G sur Y x U dont
la restriction a la fibre au dessus de a sera bien ’action sur U. Commengons
par choisir, pour tout y € Y, un v, € G, tel que y = ,-a. On impose v, = 1.
Soient g € G et (y,u) € Y x U. On peut écrire y = y,a et gy = 50 = gy,
et donc ,,'gy, € H. On pose alors
9 (W0) = (99, Yoy 9V - 0)-
C’est bien une action de G:
9 -9-Ww) = (99U Vyg,9 Yy Yoy 9V - 1)
= (99 Ys Vorgy ' 9y - 0)-

La projection sur Y est bien équivariante et ’action de H sur la fibre est bien
celle dont on était parti: pour h € H,

h-(a,u) = (h-a, ”y,:alhfya - )
= (a,7; by, - w) car h-a=a

= (a,h - u) car v, =1

Ceci démontre le lemme. O
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On sait que H est un sous-groupe de G (avec les notations de la proposi-
tion: m (Y, a) est un sous-groupe de m1(Z, )). Il ne reste plus qu’a montrer
que c’est un sous-groupe normal (c’est 1a qu’intervient I’hypothése « Y est
galoisien ») et a identifier le quotient.

Lemme 5.3. — Soient G un progroupe, Y un G-ensemble galoisien, a € Y
et H le stabilisateur de a. Alors le sous-groupe H est normal et on a un

isomorphisme
G/H ~ AutY.

Démonstration : Commencons par supposer que G est un groupe. Dire que
Y est galoisien signifie qu’il est connexe et que I'application

_{YxAutY — Y XY
' (v, 0) = (v,9®))

est bijective. Cela permet de définir une application

> - G — AutyY
L g — ¢telque ¥(a,p) = (a,9-a).

Cette application est surjective: soit ¢ € AutY. Comme Y est connexe,
lautomorphisme ¢ est entiérement déterminé par la donnée de ¢(a). Or,
toujours d’aprés la connexité de Y, il existe g € G tel que ¢p(a) = g - a et
donc ¢ = ®(g). De plus, I'application ® est clairement un morphisme de
groupe: les automorphismes ®(g)®(g') et ®(gg’) ont la méme valeur gg' - a
en a, donc ils coincident.

Montrons maintenant que le noyau de ® est le stabilisateur H de a:

B(g) =1d
< ¥(g)(a) = Id(a)
—g-a=a
< g€ H.
On a donc une suite exacte courte

1—H-—=G—=AutY —1

Passons maintenant au cas ot G est un progroupe. Il existe iy € I tel que
I’action de G sur Y se factorise par celle des G;, pour tout i > i5. D’aprés le
cas précédent, on a des suites exactes courtes
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pour ¢ > gy, donc, d’aprés le lemme B.3.6 page 192, une suite exacte courte
de progroupes

1%“@”Hi%“@”Gi%AutYﬁl,

i>10 1210
qui s’écrit aussi
1—H—G—=AutY —1. O
Ceci achéve la démonstration de la proposition. Il
Corollaire 5.4. — Soient X un schéma connexe, G un groupe fini agissant

sur X et x un point géométrique de X. On a une suite exacte

1—#(X,2) —71(X/Gl, 2) — G — 1.

Démonstration : La catégorie des faisceaux localement constants finis sur le
champ quotient X/G est équivalente [Vistoli, p. 669] a la catégorie RevgX des
revétements étales G-équivariants de X ; son objet final est X muni de 1’action
de G. Considérons l'objet Y = ngG X, ou le groupe G agit en permutant

les facteurs
Y — Y
hEG.{ gg > (k- T)gn1,

(ot on a noté z, le point 2 € X situé dans la copie de X indexée par g € G),
et dont le morphisme vers X est donné par

{Y%X
g

Ty —= g- .
Montrons que G = Aut Y. L’action de G sur Y nous donne un morphisme

G — AutY

— <I>(h):{Y — Y

g > (h-x)p-14.

b :

Ce morphisme est clairement injectif. Réciproquement, soit ¢ € AutY. Si
z € Xy, son image peut s'écrire p(z) = yp, ot y € X et h € G. Comme le

diagramme

X
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commute, on a

wx1 = 7(px1)
i.e., r=h-y
i.e., y=ht-z
donc  p(a1) = (A" @),
donc ¢ et ®(h™!) coincident sur un point de X;. Mais comme X; est connexe
et m: Y —X étale, on sait qu'ils coicident sur X;. Enfin, comme ¢ et ®(h1)
sont tous deux équivariants, ils coincident sur ’orbite de Xy, ¢.e., sur Y tout
entier: on a bien ¢ = ®(h™1).
Montrons que Y est galoisien, i.e., que Y Xx (AutY)x ~ Y xx Y, e,

que
X ~
(1) 5 (1) = (1) (1)
9€G geG geG geG
ou le groupe G agit sur chacune des composantes dans le deuxiéme facteur

du membre de gauche et agit en permutant les composantes partout ailleurs.
L’isomorphisme est donné explicitement par

{(ﬂf,g,y,h)e(X><G)2 : g-w=y} — {(J»‘,g,y,h) :g-x=h-y}

(m,g,y,h) — (:B,g,h_l-y,h)
(xagah"yah‘) < (wagayah)'
Remarquons enfin ’équivalence de catégories

( RevY — RevX
—
Y X—=Y=][X
q IIr 9€G
9€G R
— |
Y=][X X
L geG

On peut donc conclure en appliquant la proposition 5.1: on a une suite
exacte
1—mReVY —=mRevX—G—1
qui s’écrit
1—m (X, z) =71 ([X/G], 2) —~G—1. 0
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Corollaire 5.5. — Soient X un champ algébrique sur un corps k, conneze
et quasi-compact®, k une cloture séparable de k et x un point de X = X @y k.
On a alors une suite exacte courte de groupes fondamentauz profinis

1—m(X,z) —71(X, z) — Gal(k : k) — 1.

Démonstration : 1l s’agit de généraliser aux champs algébriques la démons-
tration de [SGA 1, IX 6.1]. Nous commencons par établir des suites exactes
pour chaque extension galoisienne finie k&’ de k, dont nous prendrons ensuite
la limite projective.

Lemme 5.6. — Soient X un champ algébrique sur un corps k, conneze et
k' : k une extension galoisienne finie. On a Gal(k' : k) ~ Autx(X ®; k') et

Pextension X ® k' — X est galoisienne.
k

Démonstration : Remarquons tout d’abord qu’un élément de Gal(k' : k)
définit un automorphisme de X’ = X ® £’: on a un monomorphisme de
groupes Gal(k' : k) — Autx X ® k’. Soit maintenant un automorphisme ¢ de
X ® k' au dessus de X.

Supposons pour commencer que X est un schéma. Localement, ¢ est de
la forme

Spec A ®;, k' Spec A ®;, k'

\/

Spec A

donc il provient, localement, d’un automorphisme uniquement déterminé
de k' au dessus de k. Comme X est connexe, cela définit un unique élément
du groupe de Galois.

Regardons maintenant le cas d’un champ algébrique X, dont on choi-
sit une présentation s,b : R == U. On peut recouvrir U par des ouverts
affines Spec A;. De méme, on peut recouvrir s~ (Spec A;) par des ouverts af-
fines Spec B; ; et b~!(Spec A;) par des ouverts affines Spec BY;. On peut alors
recouvrir les Spec Bi; N Spec By, par des ouverts affines Spec By ; comme
s et b sont surjectifs, ces ouverts affines recouvrent R. Un automorphisme
de X’ au dessus de X induit un automorphisme de R’ —= U’ au dessus de
R —= U, donc un automorphisme des Spec k' @ By — k' ® Spec A; et des
Speck’ ® By — Speck’ ® Ay au dessus des Spec B;;;; — Spec A; et des
Spec By —= Spec Ay. A chaque fois, cela définit un automorphisme de &’

9. Un champ algébrique est quasi-compact s’il posséde une présentation R—=TU avec R
et U tous deux quasi-compacts.
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au dessus de k, mais comme le groupoide R == U est connexe,? il s’agit
du méme automorphisme. L’automorphisme de X' est entiérement déterminé
par cet automorphisme de £'.

L’isomorphisme que I’on vient d’établir permet aussi de montrer que X’
est un revétement galoisien de X. On a

X'x Autx X' =X x (Speck' x Gal(k':k)) (1)
X Speck
X'x X' = (X X Speck') X (X X Spec k'>
X Speck X Speck
=X X (Spec k' x Spec k') : (2)
Speck Speck
Or k' : k est galoisienne: on a donc bien un isomorphisme (1) ~ (2). O

On a alors des suites exactes courtes, d’apreés 5.1,
1—m (X ® k') —71(X) — Gal(k' : k) —1,

puis, en prenant la limite projective dans la catégorie des progroupes, des
suites exactes courtes

1—lm 7 (X ® k) —71(X) —“ lim” Gal(k' : k) — 1.
kl

Nous avons besoin d’un autre lemme pour identifier le premier terme.

Lemme 5.7. — Soient X un champ algébrique sur un corps k, conneze
et quasi-compact et k la cloture séparable de k. On a un isomorphisme de
groupes profinis

7?1 (X Rk k) >~ “lim” %1(X Xk kl)
k':k extension
galoisienne finie

Démonstration : Cela revient en fait & montrer que tout revétement étale
de X = X ® k provient d’un revétement d’un X’ = X ® k' pour une extension
(galoisienne) finie &’ : k. Commengons par le montrer dans le cas ou X est
un schéma. Soit F un revétement étale de X. Il existe un recouvrement de X
par des ouverts affines Spec A; sur lesquels le revétement F s’écrit

A @Kk[ry, ..., 2p,]
(fixs - fimg)

10. Les composantes connexes d’un groupoide étale R—=U sont les composantes connexes
du groupoide ensembliste mgR == mU.

— Spec A; ® k.

Spec
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Comme X est quasi-compact, on peut se ramener a un nombre fini d’ouverts.
Comme les coefficients des f; ; ne font intervenir qu’un nombre fini d’éléments
du corps k, on conclut que F est défini sur 'extension galoisienne finie k'
engendrée par tous ces éléments.

Passons maintenant au cas des champs algébriques. Soit s,b : R=—=TU une
présentation du champ algébrique X, avec R et U quasi-compacts. Soit F
un revétement étale du champ X, que 1’on peut voir comme un revétement
équivariant de U: c’est la donnée d’un revétement étale F de U et d’un
morphisme a : R ;xg F — F faisant commuter certains diagrammes (voir
3.11). On applique le raisonnement précédent pour obtenir un recouvrement
fini de U par des ouverts affines Spec A;, puis un recouvrement fini de chacun
des a '(Spec A;) par des ouverts affines SpecB; ;. Au dessus de Spec A;, le
revétement F s’écrit

A Qk[zy, ..., Tn]
(fi,la ey fi,ni)

en ne faisant intervenir qu'un nombre fini d’éléments de k et les morphismes

—SpecA; ® k,

Spec

A Qk[zy, ..., Tn] Ak, ..., zn]
SpecB;; ® ! :
]Ai (fz',la---afi,ni) (fi,ly---;fi,ni)

ne font intervenir qu'un nombre fini d’éléments de k. Le revétement F est
donc défini sur I'extension finie k' engendrée par ces éléments de k. g

— Spec

Finalement, on obtient la suite exacte recherchée
1—=m(X®k)—7(X)—Gal(k : k) — 1,

ot Gal(k : k) est le groupe de Galois profini. O



CHAPITRE 11

POINTS-BASES TANGENTIELS

Commengons par rappeler comment construire un point-base tangentiel
d’un schéma X sur C le long d'un diviseur a croisements normaux [De-
ligne, Thara 1, Emsalem-Lochak| & ’aide de séries de Puiseux: on définit
un foncteur-fibre en associant a un revétement R 1’ensemble

Homyx) (k(R), k{{z1, ..., zn}}),

ou les z; forment un systéme régulier de paramétres définissant le diviseur
au voisinage d’un point. Nous reprenons cette construction, de maniére plus
formelle, sur un corps algébriquement clos de caractéristique quelconque,
puis nous la généralisons aux champs algébriques. Nous expliquons ensuite
comment construire un tel point-base tangentiel a partir de morphismes finis
et non ramifiés depuis P!, dont les images sont les strates de dimension un
du diviseur, i.e., & partir d’'une paramétrisation des strates de dimension un
de ce diviseur.

1 Présentation informelle de la notion de point-
base tangentiel

Dans cette section, nous nous contentons de motiver la notion de point-
base tangenciel et sa description en termes de séries de Puiseux, sans rien
démontrer. Nous reprendrons tout cela plus rigoureusement dans la section
suivante.

Quand on cherche a calculer le groupe fondamental d’une variété diffé-
rentielle Y, il faut choisir un point-base: il peut s’agir d’'un point de Y ou,
de maniére plus générale, d’une partie simplement connexe de Y.

C’est ce que 'on choisit en particulier quand la variété est obtenue en
retirant un ou plusieurs points & une autre variété, Y = X\ {z}. On aimerait

35
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bien prendre ce point, z, comme point-base (trés souvent, pour des raisons
de symétrie). On ne peut pas, mais on peut prendre une partie connexe et
simplement connexe autour de z, dans une certaine direction. La figure 1
donne deux exemples.

T
+<> X X
0 1

(a) Une partie simplement (b) Sur la droite projective moins
connexe de Y = X\ {z} trois points, P! \ {0,1, 0},
I'intervalle ]0, 1] est un point-base

Figure 1 — Exemples de points-bases tangenciels

On remarque que remplacer cette partie simplement connexe par une
autre plus petite, ou par une famille filtrante de parties plus petites, ne
change rien. Ainsi, dans I’exemple (b), on peut remplacer l'intervalle ]0, 1|
par n’importe quel intervalle ]0, e[ plus petit (avec 0 < ¢ < 1). L’ensemble
de tous ces intervalles définit un point-base tangenciel, que l'on peut voir
comme un vecteur tangent au point 0 (nous le noterons ﬁ)

Plus généralement, on peut remplacer I'intervalle |0, 1[ par une courbe,
ou par le germe de cette courbe au point z. En fait, le point-base que I'on
obtient ne dépend que du vecteur tangent en x.

Cet exemple suggére de tenter de définir un point-base sur X\ {z}, ou X
est une variété complexe, & partir d'un vecteur tangent réel en x. Pour le
faire plus rigoureusement, nous allons décrire ce point-base de maniére plus
algébrique, i.e., en termes de foncteurs-fibres.

Notons Rev X la catégorie des revétements (finis) connexes de X. Un point
x € X définit un foncteur

' RevX — 4£ns
fw'{ (m:R—X) —~ = '({z}).

Le groupe fondamental (profini) de X en z est isomorphe au groupe des
automorphismes de ce foncteur. Nous allons expliquer comment généraliser
cette construction aux points-bases tangenciels.

Pour simplifier, supposons X de dimension complexe un. Il convient tout
d’abord de décrire les revétements (connexes) de X \ {z}: ce sont les revéte-
ment de X ramifiés en z, i.e., localement en z, ils sont de la forme z+— 2",
pour un certain entier n (figure 2).

On peut voir un point-base tangenciel en £ comme un point « infiniment
proche de = dans une certaine direction »: on définira donc F,(R) comme
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Figure 2 — Revétements ramifiés d'un disque, d'indice de ramification deux et
trois

’ensemble des points de R « infiniment proches d’un point de 7~!(z) dans la
méme direction ». Pour obtenir une description plus algébrique (sans guille-
mets) du foncteur F, utilisons le fait que notre revétement est localement de
la forme z+—— 2", i.e., en termes plus algébriques,

R = Spec C[t] —— X = Spec C][z]
tt=—2x
ce qui peut encore s’écrire, en notant z/™ I'indéterminée ¢,

R = Spec C[z'/"] —— X = Spec C[z]

(wl/n)n - iz
On définit le foncteur-fibre associé au point 1 € C par
FR)={z€C : "=1}
On peut le voir comme un point-base tangenciel, car

FR)~{C=]0,z] otzeCet"=1}
~ { parties connexes et simplement connexes C C C
telles que C" =10,1] }
~ { parties connexes et simplement connexes C C C
telles que C" =0, ¢] },
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ou € > 0. Remarquons maintenant que

FR)={z€C : z"=1}
~ Homc[[;,;}] (Cllxl/n]]a C[[xl/n]l)

car un C[z]-morphisme C[z!/"] — C[z!/"] est entiérement déterminé par
I'image de z/", qui doit étre une racine n®™¢ de z, i.e., étre de la forme
zz'/™ avec 2" = 1. De méme:

F(R) ~ Homgy) (C(l’l/n), C(xl/n))
~ Homgy) (C(wl/n)a (D(('Tl/n)))'

Pour l’instant, ¢ca n’a pas l'air fonctoriel, mais remarquons que si m est un
multiple de n, cela s’écrit aussi

~ Homg(z) (C(z"/"), C((="™))
et si on note C{{z}} = lim C((z}/™)) le corps des séries de Puiseux, il vient

~ Homc( ) (C((Sl?l/n)), C{{x}})
~ Homyx) (k(R), C{{z}}).

2 Points-bases et points-bases tangentiels pour
les schémas

Nous allons maintenant montrer que cette description des points-bases
tangenciels a ’aide de séries de Puiseux définit effectivement un foncteur-
fibre, sur un corps algébriquement clos.

Sauf mention du contraire, tous les schémas sont séparés, localement de
type fini, normaux et définis sur un corps algébriquement clos. Tous les an-
neaux sont bien évidemment commutatifs.

Définition 2.1. — Soit Z un topos. Un foncteur-fibre (profini) sur SLCF &
est le foncteur image réciproque d’un morphisme de topos €ns — SLCF .7,
i.e., un foncteur SLCF .7 — €ns exact & gauche et possédant un adjoint &
droite.

Par abus de langage, si Rev Z est la catégorie des objets localement
constants finis connexes de 7, on dira qu’un foncteur F : Rev T —4€ns est
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un foncteur-fibre si le foncteur
SLCFZ - 4£ns

(o les U; sont les composantes connexes de U, donc des objets de Rev 7)
est un foncteur-fibre.

Définition 2.2. — Les revétements étales d’'un schéma X, i.e., les mor-
phismes étales et finis vers X, forment une catégorie galoisienne. Nous no-
terons R¢v X la sous-catégorie pleine des revétements connexes.! Un point
géométrique = de X définit un foncteur-fibre et on note m (X, z) le groupe
fondamental correspondant [SGA 1].

Théoréme 2.3. — Sotent X un schéma intégre et x € X un point
fermé régulier de corps résiduel algébriquement clos. Le foncteur

RevX — £ns
R = Homk(x) (k(R),Frac ﬁx,w)

est un foncteur fibre.

Avant d’établir ce théoréme, nous allons énoncer un résultat similaire
pour un schéma privé d’un diviseur & croisements normaux pour ensuite
présenter les deux démonstrations parallélement. Nous avons d’abord besoin
de quelques définitions.

Définition 2.4. — On dit qu’un diviseur D sur un schéma X est a croi-
sements strictement normauz si son support ne contient que des points ré-
guliers de X et si, sur un voisinage de tout point s de ce support, il s’écrit
D = Zzl diva;, o m' < m et les (x;)1<icm forment un systéme regulier
de paramétres en s. On dit qu'un diviseur est d croisement normauz s’il
est localement, pour la topologie étale, a croisements strictement normaux
|Grothendieck—-Murre, 1.8.2]

Définition 2.5. — Un revétement de Kummer est un morphisme de la
forme Alt ]

Spec Ly m — Spec A

P ey, g —ay) ¥

1. Nous nous limitons aux revétements connexes car, d’une part, tout revétement est
somme disjointe de revétements connexes et, d’autre part, le foncteur que nous allons
construire s’exprime 3 1’aide du corps de fonctions d’un revétement.
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ou
— A est un anneau,
— pour tout idéal premier p € Spec A, les a; non inversibles dans A, font
partie d’un systéme régulier de parameétres® de A, et
— les n; sont des entiers qui ne sont divisibles par aucune des caractéris-
tiques résiduelles de A.
Comme les a; définissent un diviseur & croisements strictement normaux,
nous dirons qu’il s’agit d’un revétement de Kummer relatif a ce diviseur.

Définition 2.6. — Un revétement modérément ramifié sur un schéma nor-
mal par rapport & un diviseur & croisements normaux est un morphisme vers
ce schéma qui est, localement pour la topologie étale, une somme disjointe
de revétements de Kummer par rapport & ce diviseur.

Remarque 2.7. — On peut donner une autre définition d’un revétement
modérément ramifié, plus algébrique, voir [Grothendieck-Murre, 2.3.4] ou
[SGA 1, 13.5].

Soit K un corps de caractéristique p (éventuellement nulle) muni d’une
valuation discréte non triviale v. Notons A, = {z € K : wv(z) > 0} son
anneau de valuation, m, = {z € K : ov(z) > 0} son idéal maximal,
k, = A,/m, son corps résiduel et ', = Im(v : K—R) le groupe des valeurs
de v. Si L : K est une extension finie séparable, alors il existe un nombre fini
d’extensions de la valuation v en une valuation discréte v de L. On dit que
I’extension L : K est modérément ramifiée si pour tout prolongement w de v
alL,

(i) si la caractéristique est non nulle, elle ne divise pas 'indice de ramifi-
cation: p{ [y : Ty);
(i) Dextension résiduelle k,, : k, est séparable.
Soit D un diviseur & croisements normaux sur un schéma localement noe-

thérien S. On dit qu'un morphisme f : X—S est modérément ramifié le long
de D si

(i) f est de type fini;
(7) f est étale sur S\ D;
(73i) toute composante irréductible de X domine une composante irréduc-
tible de S;

2. La définition usuelle ne demande pas qu’ils fassent partie d’un systéme régulier de
paramétres dans les localisés, mais simplement qu’ils n’y soient pas des diviseurs de zéro.
Toutefois, comme nous nous limiterons aux revétements de Kummer au dessus de diviseurs
a croisements strictement normaux, nous pouvons le supposer dés maintenant.
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(iv) X est normal;

(v) pour tout point s de D de codimension 1 dans S, le schéma X est
modérément ramifié sur I’anneau local Oy, i.e., si on pose

[1;c: Spec Ly == Spec FracB —— X' = SpecB — X

| — |
Spec K=————=_Spec Frac s ; — Spec 05 , — S,

alors I'anneau total de B est un produit d’extensions séparables fi-
nies L; du corps K = Frac s et pour tout ¢, I'extension L; : K est
modérément ramifiée pour la valuation provenant de O ;.

Définition 2.8. — Les revétement modérément ramifiés d’un schéma (nor-
mal) X le long d’un diviseur & croisements normaux D forment une catégo-
rie galoisienne (donc leurs sommes disjointes forment un topos localement
galoisien profini) ; nous noterons RevPX la sous-catégorie pleine des revée-
tements connexes.® Un point géométrique x en dehors du diviseur définit
un foncteur fibre et on note 7P (X, z) le groupe fondamental correspondant
[Grothendieck—Murre].

Remarque 2.9. — Les groupes fondamentaux 77 (X, z) et 7 (X \ D, z) sont
généralement distincts et on ne sait pas dire grand-chose sur le second.

Définition 2.10. — Soient A un anneau local régulier?, m son idéal maxi-
mal, A son complété m-adique et zi,...,T, un systéme régulier de para-
métres. Notons €2 une cléture algébrique de Frac A. Soit m un entier premier
N s . . . . . 1/m . . o .
a la caractéristique de €. Pour tout ¢ on choisit z;’" une racine primitive
m*®™e de x; dans Q (d’aprés le théoréme de I’élément primitif, il en existe) et
on note A[z/™, ..., z#/™] la sous-A-algébre qu'ils engendrent.
L’anneau de Puiseur de A relatif a (xq,...,x,) est

A= @K[xi/m, L xlm),
Les morphismes injectifs définissant le systéme inductif sont les

At/ a¥ — Al 2/
1/k ( l/kl) l

7 ]

3. Nous nous limitons aux revétements connexes pour les mémes raisons que ci-dessus.
4. 11 est alors automatiquement intégre ([Eisenbud, 10.14])
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. 1 ~ o1 S :
Les images des ; /™ dans A, encore notées z; / ™ forment un systéme cohérent
de racines des z;, i.e., pour tous ¢, k, £,

(ﬁ/k@) ¢ _ xz}/k'

On en déduit en particulier que pour tous ¢, k, £,

_— 1\ kvt ;1N\ kVe
wi/ xi/ _ (xikve) k (xik\/l) ¢
1\ kve kve
_ (m,kvl> kT2
= |z )

Remarque 2.11. — L’anneau A n’est pas simplement un anneau, mais un
anneau muni d’un systéme cohérent de racines des z;. Muni de cette donnée
supplémentaire, il est déterminé & unique isomorphisme prés.

Théoréme 2.12. — Sotent X un schéma intégre, D un diviseur a
crotsements normauz sur X, r € D un point fermé de corps résiduel
algébriquement clos et z1,...,x, un systéme régulier de paramétres
tel que (z1,...,2,), avec m < n, définissent le diviseur D en z. Le
foncteur

Rev"X — €£ns
R — Homk(x) (k(R),FI‘&C ﬁX,az)

est un foncteur-fibre.

Nous allons maintenant démontrer nos deux théorémes 2.3 et 2.12.

Démonstration : Nous donnons la démonstration pour le cas non ramifié et
précisons entre parenthéses ce qui se passe pour les revétements modérément
ramifiés. Pour voir qu’il s’agit d’un foncteur-fibre, il suffit de montrer qu’il
est isomorphe & un foncteur-fibre défini par un point géométrique (respecti-
vement, un point géométrique en dehors du diviseur) : nous allons prendre un
point géométrique d’image le point générique® du spectre de I’anneau local
formel en z. R

Notons (2 le corps de fractions de 'anneau local formel Ox , de X en z

(respectivement de l’anneau de Puiseux 5)”) et 1 une cloture algébrique

5. Au lieu de prendre le point générique, on pourrait prendre un point dont l’adhérence
contienne £ ou méme, dans le cas du théoréme 2.3, le point z lui-méme.
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de Q. Le morphisme Spec ) — X est un point géomeétrique (respectivement
un point géométrique en dehors du diviseur). Considérons un revétement R
et notons SpecB = R Xx Spec Ox .. L’anneau B est toujours intégre et le

morphisme Spec B—Spec O , est encore étale (respectivement modérément
ramifié).

La démonstration consiste a justifier les isomorphismes suivants.
1
2

Homx (Spec 2, R) ~ Homgpec oy, (Spec 2, Spec B) )
)
3)
)
)

~ Homsgpec oy, (SPEC 5’;{@, Spec B)
~ Homy, , (B, Ox.0)

~ HoMprac oy , (Frac B, Q)

>~ Homk(x) (k(R), Q)

4
)

Y~ N N /SN /S

(1) Le premier isomorphisme résulte de la propriété universelle du produit
fibré définissant Spec B.

_SpecB—R
T
Spec Q — Spec Q —— Spec ﬁx’w —Spec Ox , —= X

(2) Considérons d’abord la situation oi R — X, et donc SpecB —
Spec Ox z, est un revétement étale. D’aprés la propriété universelle définis-
sant I’hensélisé ﬁ)’é,w, et comme le corps résiduel de x est algébriquement clos,
étant donné un morphisme Spec ) — Spec B au dessus de Spec Ox,z, O1 &
un unique morphisme en pointillés tel que

SpecB

7

Spec Q —— Spec ) — Spec 5’\)(,,3 — Spec 6’5’;@ — Spec Ox
donc des bijections

Homspec oy , (Spec €2, Spec B) ~ Homgpec sy, (Spec ﬁ)’é,z, SpecB)
~ Homgpec oy, (SPEC O% 2, Spec B).
Considérons maintenant le cas ot R— X est un revétement modérément

ramifié. On sait que Spec B — Spec 0%, est localement, pour la topologie
étale, une somme disjointe de revétements de Kummer. En particulier, au
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dessus de Spec % . ou Spec Ox , on a une somme disjointe de revétements
de Kummer.

Spec B Spec B

.

Spec 5;;@ — Spec Ox o — Spec Ox

Un morphisme Spec Q%Spgg B détermine une composante connexe Spec ﬁz
de Spec B. Par définition de O ;, le morphisme B,—{2 a son image contenue

dans 0% ;, on a donc un morphisme en pointillés

Spec ]§, Spec B

il

Spec ) — Spec 5)(@ — Spec 5);@ — Spec 5X,w-
On a donc des isomorphismes comme précédemment,

Homgpec oy, (Spec €2, Spec B) ~ Hom (Spec 2, Spec B)

Spec 53(,@

~ Homgpec gy, (SPeC @m, SpecB).

(3) Le troisiéme isomorphisme passe du langage des schémas affines a
celui des anneaux.

(4) Le quatriéme isomorphisme est beaucoup plus technique : nous ’avons
isolé dans le lemme suivant, dans lequel nous avons posé A = Ox ;.

(5) Le cinquiéme isomorphisme repasse & un langage plus géométrique:
le corps des fractions de ’anneau Ox , est le corps des fonctions rationnelles
sur X et le corps des fractions de B est le corps des fonctions rationnelles
sur R. ]

Remarque 2.13. — Tous les isomorphismes du résultat précédent sont
canoniques. Ce qui n’est pas canonique, c’est le choiz de Ox ,: cet anneau est
bien déterminé une fois que ’on a choisi un systéme régulier de paramétres ;
si on choisit un autre systéme régulier de paramétres, on aura un anneau,
isomorphe, mais pas canoniquement.

Par contre, si le point z est bien dans le schéma, on n’utilise plus 'anneau
de Puiseux ﬁxm, mais ’anneau local formel ﬁxg; Dans ce cadre, un point-
base tangenciel en = est canoniquement isomorphe au point x lui-méme. En
effet, comme R — X est étale, tout morphisme Spec k(z) — R définit de
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maniére unique un morphisme Spec % . —R
b

o]

Spec k(z) — Spec 5’\X,z — Spec 0% ,
par conséquent

Homx (Spec k(x), R) ~ Homx(Spec 5)(@, R)
~ Homx(Spec 2, R).

Lemme 2.14. — On a bien un isomorphisme en (4) dans la démonstration
ci-dessus. Plus précisément, soit A un anneau local, noethérien, régulier,® de
corps résiduel algébriqguement clos, soit B une algeébre finie integre sur A et
soit A=A un foncteur (de la catégorie des anneauz vérifiant les propriétés
précédentes vers celle des anneaux) qui préserve l'intégrité et qui commute au
produit tensoriel avec les algébres fintes. On a alors

Homa (B, A) ~ Hompyae a (Frac B, Frac A).

Démonstration : Pour établir cette bijection, il suffit de voir que les A-
morphismes B— A sont injectifs. Procédons par récurrence sur la dimension
de A.

Si I’anneau intégre A est de dimension nulle, c’est un corps, donc A coin-
cide avec son corps résiduel, qui est algébriquement clos. Comme 1’algébre B
est intégre et finie sur A, elle coincide avec A. Le lemme est alors immeédiat.

Supposons maintenant ce résultat établit pour les anneaux A de dimen-
sion strictement inférieure & n et supposons A de dimension n. Soit ¢ : B—A
un morphisme, de noyau p. Comme B/p est isomorphe & un sous-anneau de A,
il est intégre et 1'idéal p est premier. Mais d’aprés [Eisenbud, 10.14], il existe
t € A tel que 'idéal (¢) soit premier et que ’anneau A/(t) soit local régulier
de dimension n — 1. On peut alors écrire

! —

B® (A/(t)) ~ B/tB ¢ K%A/(t) ~ A/(t)

/
AJ(t).

6. Rappelons qu’un anneau local et régulier est intégre [Eisenbud, 10.14] et qu’un anneau
local noethérien est de dimension finie [Eisenbud, 10.7].
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L’isomorphisme de gauche est immédiat, celui de droite résulte du fait que
A/(t) est un module de type fini et de ’hypothése faite sur le foncteur =
Appliquons maintenant ’hypothése de récurrence: le noyau de ¢’ est nul.
Mais ce noyau est (p +¢B)/tB, donc p + tB = tB, donc p C ¢B. La situation
est désormais la suivante: B est un anneau; p un idéal premier; ¢t un élé-
ment de B, non nul dans B/p, car son image dans A n’est pas nulle; enfin,
p C tB. En termes géométriques, Spec B est un schéma, Spec B/tB est une
hypersurface et Spec B/p est un sous-schéma irréductible contenant cette hy-
persurface. Par conséquent, pour des raisons de dimension, ce sous-schéma
coincide avec ’hypersurface ou avec le schéma tout entier, i.e., p = tB ou
p = 0. Le premier cas est a exclure, car ¢ est non nul dans B/p. L’idéal p est
donc nul. O

Pour achever la démonstration du théoréme, il faut remarquer que la
complétion vérifie ces hypothéses [Eisenbud, 7.2], de méme que le foncteur ~.
C’est I'objet du lemme suivant.

Lemme 2.15. — Soit A un anneau vérifiant les hypothéses ci-dessus (local,
noethérien, régulier, de corps résiduel algébriquement clos); alors :
(i) A est intégre;
(i) si B est une A-algébre finie, alors B~A ®a B et B est une K—algéb’re
finie ;

Démonstration : L’anneau A est intégre, car il est inclus dans une cloture
algébrique de Frac A.

Pour le deuxiéme point, il suffit d’écrire

B= hglﬁ[xi/m,...,x;/m]
~ lim(B ®4 K)[xi/m,...,a:;/m]
~ limB ®a K[:p}/m,...,x}/m]
~ B ®j @K[xi/m,...,x}b/m]
~ B®A:A:

Le premier isomorphisme est la définition de ]§; le second utilise le fait que
B~ B® A, car B est une algébre finie sur I’anneau noethérien A [Eisenbud,
7.2]; 'avant-dernier isomorphisme résulte du fait que le produit tensoriel
commute aux limites inductives. U
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3 Structure locale d’un champ algébrique

Nous montrons qu’un champ algébrique « ressemble localement » & un
schéma quotienté par un groupe fini.” Nous utilisons ce résultat pour don-
ner la structure locale d’un diviseur & croisements normaux sur un champ
algébrique. Nous définissons ensuite ’espace tangent & un champ algébrique
en un point: ce n’est pas simplement un espace vectoriel, mais un espace
vectoriel muni de I’action d’un groupe.

Remarque 3.1. — La définition d’un diviseur & croisements normaux (pour
un schéma) était locale pour la topologie étale, elle s’étend donc sans chan-
gement au cas des champs: un sous-champ fermé D d’un champ X est un
diviseur a croisements normauz si et seulement si c’en est un localement
pour la topologie étale, i.e., s’il existe un morphisme surjectif et étale depuis
un schéma U —= X tel que U xx D soit un diviseur & croisements normaux
de U. La figure 3 donne quelques exemples, sur R, en dimension deux.

Lemme 3.2. — Un champ algébrique X ressemble localement a un schéma
affine quotienté par un groupe fini. Plus précisément, soient X un champ
algébrique sur un corps algébriguement clos k, U —X un morphisme surjectif
et étale depuis un schéma, y : Speck — U un point de U et G le groupe
d’automorphismes du point correspondant de X, défini par le carré 2-cartésien

G X Speck Speck
— ly
tj
Speck U X.

Y

On a alors un carré 2-cartésien

G x Spec Oy, —— Spec Oy

| |

Spec 5’\U,y X.

7. On connait d’autres résultats de ce genre [Keel-Mori] : Soient F un champ algébrique,
M son espace de modules, il existe un morphisme étale surjectif U— M, un espace algé-
brique X, un faisceau en groupes G localement constant sur X, une action de G sur X tels
que F xu U = [X/G].
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7.)27.

(b) Quotient par une symétrie

(a) Sur un schéma . , )
axiale, d’axe vertical

Z/2 Z/2
(c) Quotient par une symétrie (d) Quotient par une symétrie
axiale, d’axe en diagonale centrale
Z/4 G
(e) Quotient par une rotation (f) Quotient par le groupe
d'angle 7/2 du carré (c'est le groupe

des automorphismes d'un
carré dans le plan
euclidien; on peut aussi le
décrire comme le produit
semi-direct Z/4 x Z/2)

Figure 3 — Exemples de (points réels de) diviseurs a croisements normaux dans
le plan A?. Les exemples (c) et (d) différent: dans le premier cas, le diviseur n'a
qu'une composante irréductible, dans le second, il en a deux.
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Démonstration : Considérons le diagramme suivant.

Spec 5‘[}’3/ I>§ R é Spec ﬁu,y —R é Spec 5U,y — Spec 5U’y

Spec @y, x R R U
pec Uy, é J
Spec 5U,y U X

Comme le morphisme R — U est étale, il en va de méme pour

R x Spec ﬁu’y —= Spec 5U,y.
U

Or, ﬁU . est un anneau hensélien strict, donc R Xy Spec ﬁU v est une somme
dlsJ01nte de copies de Spec ﬁUy, on peut ’écrire R Xy Spec ﬁUy ~ A x
Spec ﬁUy pour un ensemble A. De méme, Spec ﬁ’Uy Xy R ~ B x Spec ﬁUy
pour un ensemble B.

Le morphisme Spec ﬁu,y Xy R—=R se factorise par

Spec ﬁU,y xgR—R

IN

II Spec ﬁR,T.

reR(k)

et le morphisme f est étale. De méme pour R xy Spec Oy, — R.
On a donc un carré cartésien

Spec é’\U,y x R x Spec 5U,y —— A x Spec 5U,y
U U

[I Spec 5’\R,r

reR(k)

B x Spec ﬁu,y

ou tous les morphismes sont étales: pour les mémes raisons que précédem-
ment, il existe un ensemble C tel que Spec Oy y Xy R Xy Spec Oy, ~ C X

Spec 5U,y.
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Dans le diagramme suivant,

G x Speck — C x Speck — Speck

| | |

C x Speck — C x Spec 5U,y — Spec ﬁu,y

| | |

Spec k Spec ﬁu,y X

tous les carrés sont 2-cartésiens, donc C = G: cela démontre le lemme. [

Remarque 3.3. — On a le méme résultat en remplagant le complété for-
mel par 'hensélisé. Le résultat demeure méme sans I’hypothése que le corps
résiduel de x est algébriquement clos si on remplace le complété formel par
I’hensélisé strict.

Remarque 3.4. — Localement (au sens précédent), au voisinage d’une
strate de dimension nulle, un diviseur & croisements normaux sur Q ou R
correspond a ’action d’un sous-groupe du produit semi-direct Z/2 x G,
ol le groupe symétrique permute les vecteurs d’une base et Z /2 envoie un
vecteur sur son opposé. Par exemple, en dimension deux, il s’agit de 1’action
d’un sous-groupe du groupe du carré (figure 3). Sur d’autres corps et en
dimension n, il s’agit de l’action d’un sous-groupe fini de I'(k)" x &, ou
['(k) est le groupe des racines de I'unité dans k.

Démontrons-le. En prenant un voisinage formel, on se raméne & un pro-
bléme d’algébre linéaire : soit V un espace vectoriel sur £ de dimension n, et
e1,...,e, une base et ey, ..., ey la base duale. On cherche le plus grand sous-
groupe de GL(V) dont les éléments sont d’ordre fini et fixent (globalement)
la réunion d’hyperplans | JKere, .

Par dualité, il revient au méme de chercher le plus grand sous-groupe G de
GL(VY) dont les éléments sont de type fini et fixent (globalement) la réunion
de droites | Vect ;. Montrons que l'on a une suite exacte scindée

0——=T(k)" G S, 0

S

et donc une expression de G comme produit semi-direct, G = L['(k)" x &,,.
Tout élément de G permute les Vecte; ; il définit donc un élément de S,,.
On a un morphisme G — &,,. Réciproquement, tout élément de &,, définit

une permutation des e, puis un élément de G: on a une section

G—>6,.
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Les éléments du noyau de G — &,, sont de la forme

{VV — VY

\% \%
e; = e,

ou \; € k. Comme tous les éléments de G sont d’ordre fini, les A; sont donc
nécessairement des racines de ’unité ; réciproquement, toute racine de I'unité
convient.

Proposition 3.5. — Soient X un champ algébrique, sur un corps algébri-
quement clos k, et x : Speck — X un point de X. On choisit un morphisme
surjectif et étale U —= X depuis un schéma et un point y de U au dessus
de x. L’espace tangent T,U est un espace vectoriel sur k, muni d’une ac-
tion du groupe G du point x. Un autre choix de U — X donne un G-espace
vectoriel isomorphe (mais cet isomorphisme n’est pas unique).

Démonstration : A priori, T, U est juste un espace vectoriel sur une extension
séparable de k, mais comme on a supposé k algébriquement clos, c’est sur k.
Montrons que cet espace vectoriel est muni d’une action du groupe G.
Soit R=—=U — X la présentation du champ X obtenue & partir de U. Pour
définir I’action du groupe G sur T, X, remarquons que l'on a des morphismes
de groupoides
G x Spec k ——=Speck

| |

G x Spec 5U’y —= Spec ﬁu,y

| |

R U

et qu'un élément g € G définit un morphisme

{g} x Spec 5’\U,y — G X Spec ﬁU,y — Spec 5’\U,y,
donc des morphisme entre les espaces tangents
{g} X T, X—T,X.
On obtient donc une application
G x T, X—T.X,

qui défini bien une action de groupe, car c’en était une sur Spec Oy .
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Pour montrer qu’il est unique & isomorphisme prés, considérons un autre
morphisme surjectif et étale V—X depuis un schéma et un point z de V au
dessus de z. On en déduit un morphisme surjectif et étale depuis le schéma
U xx V et un point (y, z) au dessus de z. Comme les morphismes

UxV

X
v Ty

sont étales, on en déduit des isomorphismes entre les espaces tangents

T(y,z)U XV
T,U T,V.

Néanmoins, comme il ne s’agit pas d’un produit fibré mais d’'un 2-produit-
fibré, ces isomorphismes ne sont pas définis de maniére unique.

Pour vérifier que ces isomorphismes respectent l'action du groupe G, on
peut se ramener & la situation U —V — X. Mais on a alors un morphisme
de groupoides (fléches horizontales)

Spec 5’\U,y Xx Spec 5U,y LA Spec 5\/',7, Xx Spec 5V,z

! !

Spec 5’\U,y Spec ﬁv,z,
i.e.,
~ 1><f ~
G x Spec Oy, — G x Spec Oy ,
o |
Spec 5’\U,y Spec ﬁv,z.
Cela nous dit bien que le morphisme induit par f est équivariant. O
Définition 3.6. — Soient X un champ algébrique, sur un corps algébrique-

ment clos k£ et z un k-point de X de groupe G. On choisit un morphisme
surjectif et étale U — X depuis un schéma et un point y de U au dessus
de z. L’espace tangent T, X est défini comme le G-espace vectoriel T, U.

Remarque 3.7. — On ne peut pas espérer que I'espace tangent soit défini
a unique isomorphisme prés. Pour nous en convaincre, considérons le champ
X = A?/(Z/2), ou 'action de Z/2 est la symétrie par rapport & la diagonale.
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L’espace tangent posséde un automorphisme non trivial: celui qui permute
les deux vecteurs (1,0) et (0,1). Si I’espace tangent est uniquement défini
pour les schémas ou les variétés différentielles, c’est parce qu’une courbe
tracée sur la variété permet de définir un vecteur de maniére unique: ici, ce
n’est plus le cas, tout ce que 1’on obtient, c’est une orbite.

On peut remarquer que les isomorphismes entre les espaces tangents de U,
U xx V et V préservent les orbites: 'espace tangent est donc bien défini a
un tsomorphisme équivariant préservant les orbites pres.

Remarque 3.8. — [Laumon—Moret-Bailly| définissent une notion de fibré
tangent, qui induit une notion d’espace tangent en un point x : Spec k — X
que l'on peut décrire comme la catégorie

hoMspeck (Spec % X) :

1.e., la catégorie dont les objets sont les diagrammes commutatifs

et dont les morphismes sont les 2-morphismes de champs

ec kel
Sp ) :@X.

Soit R —=U une présentation de X: I’espace tangent peut alors s’écrire

hoMspec k (Spec %, U/R) :

En reprenant les notations de A.4.6, c’est une sous-catégorie de

F (Spec ).

Comme les morphismes étales T' — Spec k[e]/{?) sont tous de la forme

X eC@% eC@
A X Spec gy T Spec g
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pour un ensemble A, on a

@ = 2-lim X ec@% ec@
P (Spec 5 ) =2amP (3¢ Spee (51— pec )
(AxAxSpec% R\
o] o
AxSpec% U
\ )

Mais les groupoides

A xAx Spec%jA X Spec%
sont tous équivalents au groupoide trivial
Spec ) —=Sp =y
On a donc
[ spec ML) )
Sp ) R
oc @ ~ Id“ld )
P (spec 5 = om
Spec % U
\ /
et
ec @ \
( Sp ) R
oc @ - Id“ld )
BomSpeck (Sp <62> ) U/R> ~ BomSpeck
Spec % U
) )
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On peut ensuite se ramener a une situation plus locale (quitte a remplacer la

présentation, on peut supposer qu’il n’y a qu’un seul point y € U au dessus
de z),

( Spec % G x Spec 5U,y \
HoMspec Iduld Lo e
kle ~
Spec % Spec Oy

Les objets de cette « catégorie tangente », i.e., les fonceurs entre ces deux
groupoides, sont les éléments de 1’espace tangent
kle] >
Homgpec £ (Spec @, Spec Oy | .

Les morphismes de la catégorie tangente sont les éléments de

kle ~
G x Homgpec (Spec %, Spec ﬁU,y> .

L’espace tangent est donc le groupoide
GxT,U=T,U,
ou la structure de groupoide provient de celle sur
G X Spec 5U,y —= Spec 5’\U,y,

c’est bien la méme notion que la notre.

4 Points-bases et points-bases tangentiels pour
les champs

Nous allons utiliser les résultats de la section précédente sur la structure
de ’espace tangent d’un champ algébrique pour construire des points-bases
tangenciels sur un champ algébrique privé d’'un diviseur a croisements nor-
maux.

Théoréme 4.1. — Soit x : Speck —=X un point sur un champ algé-
brique lisse X sur un corps algébriquement clos k. On choisit un
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morphisme €étale U—X depuis un schéma connexe U et y un point
de U au dessus de x.

(¢2) Le foncteur suivant est un foncteur fibre,

RevX — €ns
R — H Homk(U) (k(Rz), Frac ﬁU,y) )

i€l

ot on a noté R; les composantes connexes du revétement RxxU
de U (il est connexe comme revétement équivariant de U, mais
a priori pas comme revétement de U).

(#¢) Soit D wun diviseur a croisements normaur sur X, passant
par x. On choisit un systéme régulier de paramétres pour le
diviseur D xx U en y (de sorte que l’on peut maintenant parler
de l'anneau 5U,y et que l’on a un morphisme k(U)HﬁU,y ). Le
foncteur suivant est un foncteur-fibre de X \ D.

RevX —= £ns
R +—— HHomk(U) (k(R;), Frac Oy ,)

Nous allons procéder comme pour les schémas et montrer que ces fonc-
teurs sont équivalents & des foncteurs-fibres définis par un point géométrique,
Nous commengons donc par expliciter les foncteurs-fibres qui proviennent
d’un point géométrique.

Lemme 4.2. — Soient X un champ algébrique connexe, x : Speck — X
un point géométrique de X et U —X un morphisme surjectif et étale depuis
un schéma. On peut voir les revétements étales de X comme des revétements
équivariants sur une présentation (S = U xx U==U) de X. Le choiz d’un
point y de U au dessus de x définit un foncteur fibre sur X,

SLCF$H(S=U) — £ns
R — Homy(Speck,R).

Démonstration : Pour démontrer que ce foncteur est bien un foncteur-fibre,
nous allons montrer que c’est le foncteur image réciproque d’un morphisme
de topos €ns — ShX.

Rappelons tout d’abord que le champ algébrique X ressemble localement
a un schéma affine quotienté par un groupe fini, en particulier, on a un



4. Points-bases et points-bases tangentiels pour les champs 7

morphisme de champs [Spec 5U,y /G] —= X et un morphisme entre leurs pré-
sentations.

G x Spec Oy, —= Spec Oy, — [Spec Oy /G

|

[U/S]~ X

S U

Le choix d’un point y : Speck —U au dessus de & définit un morphisme
de topos €ns — SLCFS5h U que 'on peut factoriser par SLCFSh Spec ﬁU "

SLCF$h Spec &y, — SLCFS$h[Spec Oy ,/G]

| |

£ns SLCFShU SLCFShsU SLCFshX

Explicitons ces morphismes de topos. Le morphisme
€ns— SLCF5h Spec Oy,

a pour foncteur image réciproque un foncteur du type de ceux du théoréme
2.3. Le morphisme SLCF5h Spec ﬁU y%SLCF§5G Spec ﬁU .y & pour foncteur
image réciproque le foncteur d’oubli de I'action de G. En les composant, on

obtient :
{ RevC ~ RevsU — €£ns

R = Homy(Speck, R).
C’est bien le foncteur annoncé. O
Passons maintenant & la démonstration du théoréme.

Démonstration : Le lemme précédent nous donne un foncteur-fibre de la
forme Homy(Spec (2, -) sur Rev X = Rev(S —= U) et le theoréme 2.12 nous
dit que, pour des revétements connexes, on a un isomorphisme

Homy (Spec k, -) ~ Homyu) (k(R), 5U’y).

Mais si R est un revétement connexe de X, on peut le voir comme un revéte-
ment équivariant de S—=U, connexe en tant que revétement équivariant, mais
pas nécessairement connexe en tant que revétement de U. Notons R = [[, R;
sa décomposition en composantes connexes. On a

Homy (Spec k, H R,-) ~ H Homy (Speck, Ry)

i€l i€l
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car Spec k est un point, donc un morphisme Spec k—R a son image contenue
dans 'une des composantes connexes de R. On a donc

Homy (Spec k, H Ri) ~ H Homy ) (k(Ri), ﬁu,y).

i€l icl
Ceci achéve la démonstration. Il
Remarque 4.3. — Au lieu de se donner un morphisme surjectif et étale
depuis un schéma U et un systéme régulier de paramétres y;,...,y, € Oy, il

suffit en fait de se donner un systéme régulier de parameétres dans I’hensélisé
ﬁﬁ,y, dans le complété formel Oy, ou méme une base de I’espace tangent (ce
qui définit un systéme régulier de paramétres dans I’anneau local formel).
On peut remarquer que, tout comme pour ’espace tangent, les anneaux ﬁ{j’y

et &\U,y ne dépendent pas du choix du revétement étale (ce qui inciterait a

h = . ’, . ~ . . . ~
les noter Oy , et Ox ;) mais ne sont pas définis & unique isomorphisme prés
(c’est pourquoi nous ne les noterons pas ainsi).

Remarque 4.4. — Montrons que, si on définit un point-base tangenciel a
partir d’une base de I’espace tangent, il reste inchangé par (i.e., est cano-
niquement isomorphe aprés application d’) un isomorphisme équivariant qui
préserve les orbites. Soit donc V l'espace tangent en x € X, défini a partir
d’un morphisme surjectif et étale U —X et d’un point y € U au dessus de x
et soit ¢ : V—V un G-automorphisme préservant les orbites. Il induit un
isomorphisme Sym V—Sym V, i.e., Oy ,— Oy, puis Spec Oy y—=Spec Oy .
Mais comme ¢ est un G-isomorphisme qui préserve les orbites, on a un dia-
gramme commutatif

®

Spec 5U,y Spec ﬁu,y
[Spec ﬁu,y/G] —— [Spec ﬁu,y/G].

Les points-bases tangenciels sont entiérement définis par les morphismes de
topos €ns — SLCF5h[Spec Oy, /G], qui coincident.

5 Point-base tangenciel a partir d’un diviseur
A croisements normaux

Nous allons maintenant expliquer comment des morphismes P! — X dé-
crivant les strates de dimension un d’un diviseur & croisement normaux (par
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exemple, des chemins le long des strates de dimension un) permettent de
définir des coordonnées et donc un point-base tangentiel au voisinage d’un
point de X, d’abord dans la cas ou X est un schéma puis dans celui ot il est
un champ.

Rappelons que nous considérons des schémas ou des champs sur un corps
algébriquement clos k.

Remarque 5.1. — Dans les résultats suivants, on peut remplacer les mor-
phismes non ramifiés P! — X par des morphismes non ramifiégs T—X, ot T
est un ouvert de P! contenant 0, ou méme par des morphismes non ramifiés
Spec Op1 g — X.

Proposition 5.2. — Soient X un schéma de dimension n, D un diviseur a
croisements normaux, x une strate de dimension nulle de D et p1,..., ¢, :
P! —~X des morphismes finis non ramifiés d’image les strates de dimension
un du diviseur D qui passent par x et tels que p;(0) = = pour tout i. Il peut
arriver qu’une méme strate de dimension un passe par le point x plusieures
fois : dans ce cas, on prend plusieurs morphismes p;, comme sur la figure 4.
Cette donnée permet de définir des coordonnées au voisinage de x, donc une
base de vecteurs tangents puis un point-base tangenciel.

Figure 4 — Ce point se trouve a l'intersection d'une seule strate de simension un,
qui y passe deux fois : on en choisira donc deux paramétrages différents. Si cette
strate est paramétrée par ¢; : P'—=X et si le point double a pour antécédents 0
et 0o, on pourra par exemple considérer les morphismes ¢, et @5, ol @, est défini

par p(t) = ¢1(1/1).

Démonstration : Chaque morphisme ¢; induit un morphisme

Spec ﬁlplp — Spec ﬁx,m
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donc un morphisme local d’anneaux locaux
ﬁX,a: - ﬁIPl,O >~ kl[t]l
Si on note m l'idéal maximal de &k ,, on obtient un morphisme

Oxe  K[t]
— =~ k,
m (t)

soit encore, aprés restriction
2
m
_— k,

m

c’est & dire un élément, que nous noterons f;, de l'espace tangent V =
(m?/m)".

Comme les morphismes ¢; sont non ramifiés, les f; sont non nuls. En
effet, remarquons que le complété formel Ox, est isomorphe a ’anneau
k[zi,...,z,] des séries formelles & n indéterminées. Notons Py,..., P, les
images des ;. Comme il s’agit d’'un morphisme local d’anneaux locaux, on
sait que le terme constant de chacun des P; est nul, et comme ¢; est non
ramifié, on sait que (Py,...,P,) = (¢), donc I'un des P; au moins a son terme
de degré un non nul: cela nous dit que le morphisme f; : m/m? —k a une
valeur non nulle en z;.

Les sous-espaces vectoriels de dimension un engendrés par chacun des f;
sont les espaces tangents aux strates de dimension un: comme il s’agit d'un
diviseur & croisements normaux, ces sous-espaces sont linéairement indépen-
dants et (f1,..., fn) est une base de I’espace tangent.

Pour définir le point-base tangenciel, remarquons que le complété formel
de I’algébre symétrique sur ’espace tangent V est cannoniquement isomorphe
au complété formel de 'anneau local, i.e., SymV ~ Ox ;. On obtient donc
des éléments f; € 5)(@ qui constituent un systéme régulier de paramétres
pour le diviseur. D’aprés les résultats précédents 2.12, on obtient donc un
point-base tangenciel. 1

Pour un champ algébrique, la donnée des morphismes ¢; ne suffit pas, il
faut aussi dire comment le groupe du point agit sur eux. Nous commengons
par remarquer qu'un morphisme P! — X ne définit pas un vecteur tangent,
mais plusieurs, comme l'illustre la figure 5.

Lemme 5.3. — Un morphisme fini non ramifié ¢ : P' —X vers un champ
algébrique définit plusieurs vecteurs tangents en x = ¢(0), qui forment une
orbite. Plus précisément, si (U,y) est un schéma étale (pointé) au dessus de
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Figure 5 — Sur le champ A?/(Z/2), dont nous avons représenté en gris un
domaine fondamental, un morphisme P! —A?/(Z/2), représenté par une fléche
(3 gauche), définit deux vecteurs tangents (a droite).

(X, ), les différents relévements de Spec 5’},1,0 — (X, z)

_(Uy)

Spec 5}:1,0 — P! — (X, 2)

définissent des vecteurs tangents dans T,X = T,U, qui forment une orbite
sous l'action du groupe G du point x.

Démonstration : Nous avons besoin de deux lemmes.

Lemme 5.4. — Le diagramme suivant est 2-cartésien.

Spec Op: 0 - [Spec O /Gl

Spec ﬁ]P170 X

Démonstration : 1l existe au moins une maniére de factoriser le morphisme
Spec Op1 o — [Spec Oy, /G| par Spec Oy, : choisissons-en une. Nous allons
montrer que les deux carrés suivants sont 2-cartésiens.

Spec Op: 0 — SpecﬁU v T [Spec Oy, /G]

X

Spec ﬁpl 0 —=Spec ﬁU v
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Celui de gauche ne pose pas de probléme. Pour celui de droite, nous allons re-
prendre la construction du 2-produit fibré de deux catégories fibrées (A.3.5).

On peut décrire les objets de [Spec 5’\U,y /G] au dessus d’un schéma T comme
les diagrammes

E—T —Spec ﬁu,y (1)
ot E—T est un G-espace principal homogéne sur T (les morphismes sont
les morphismes G-équivariants sur T). De méme, on peut décrire les objets
de Spec Oy au dessus d’'un schéma T comme les diagrammes

G x T—T — Spec é’\U,y. (2)

Nous n’aurons pas besoin de la description du champ X & l’aide de sa pré-
sentation U, il nous suffira de savoir que 'image de ces deux morphismes (1)
et (2) est donnée par la composition avec le morphisme

Spec 5U,y —X.

Dés lors, le 2-produit fibré recherché a pour objets au dessus d’un schéma T
les diagrammes

?\

/THSpec Ovy—X

GxT

i.e., les G-fibrés principaux sur T munis d’une trivialisation (les morphismes
sont les morphismes de G-fibrés principaux qui respectent cette trivialisa-
tion). On retrouve les mémes fibres que pour Spec Oy ,. O

Lemme 5.5. — Le diagramme suivant est 2-cartésien.

G x Spec 5’}?1’0 — > Spec ﬁU,y

| |

Spec ﬁ]PI,O [Spec ﬁu,y/G]

Démonstration : 1l existe au moins une maniére de factoriser le morphisme
Spec Op1 g — [Spec Oy /G| par Spec Oy,,. 1l suffit alors de remarquer que
les deux carrés suivants sont cartésiens.

G X Spec 5’}1,0 — G X Spec 5U,y Spec ﬁu,y

| | |

Spec 5’},1,0 Spec Oy, — [Spec Oy ,/G].
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Terminons la démonstration du premier lemme 5.3: on a un diagramme
cartésien

G x Spec 5’}1,0 — Spec 5U,y

|

Spec Op1 o — [Spec Oy, /Gl

—

X.

Spec 5]?1,0

et le morphisme du haut définit Card G morphismes Spec ﬁﬁu —= Spec ﬁU,
1.e., Card G vecteurs tangents. Le groupe G agit sur I’ensemble de ces vecteurs
tangents et comme le diagramme du haut est cartésien, cette action est bien
celle de G sur 'espace tangent: les vecteurs que 'on obtient forment une
orbite. O

Remarque 5.6. — Localement, au voisinage d’une strate x de dimension
nulle, un diviseur & croisements normaux sur un champ de dimension n n’a
généralement pas n strates de dimension un, mais moins. En effet, localement,
la situation peut se décrire en termes d’algébre linéaire : un espace vectoriel V
de dimension n, des sous-espaces Li,...,L, de dimension un, linéairement
indépendants, et une action linéaire du groupe G qui préserve (globalement)
la réunion | J; L; de ces droites. Les composantes irréductibles du diviseur ne
correspondent pas aux droites L;, mais & leurs orbites: a priori, il y en a
moins. C’est ce qui se passe sur les figure 3 (page 68) ou 5.

Proposition 5.7. — Soient x une strate de dimension nulle d’un diviseur
a croisements normaux D sur un champ algébrique X de dimension n et des
morphismes non ramifiés ¢; : P — X, pour 1 < i < k qui décrivent les
strates de dimension un qui passent par x (on a k < n en général, d’apres la
remarque précédente). Ces morphismes définissent un point-base tangenciel
en x.

Démonstration : D’aprés la proposition 5.2 et le lemme 5.3, ces données
définissent un systéme régulier de paramétres pour le diviseur dans un voisi-
nage formel, donc un point-base tangenciel. O

Remarque 5.8. — La proposition précédente ne nous donne pas tous les
points-bases tangenciels que 'on pouvait espérer. Reprenons '’exemple de
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A%/Z/2, le plan quotienté par la symétrie par rapport a la premiére bissec-
trice. Le diviseur n’a qu’une composante irréductible, on n’a donc essentiel-
lement que deux maniéres de le paramétrer. Cela ne nous donne que deux
points-bases tangenciels, alors que ’on en attendait trois (figure 6).

/
/
a (3) (1)
b ‘ ./'/ _a
e
!
/
P (2) 3)
/
(a) Deux maniéres a et b de (b) Les trois points-bases
paramétrer |'unique composante tangenciels que I'on voudrait
du diviseur obtenir

Figure 6 — Les deux paramétrages différents du diviseur de A?/Z/2 donnent les
points-bases tangenciels 1 et 2, mais on n'obtient pas ainsi le troisiéme point-base
tangenciel.

Proposition 5.9. — Soit x une strate de dimension nulle d’un diviseur
a croisements normauxr D dans un champ algébrique X de dimension n.
Soient n morphismes non ramifiés ¢; : P! — X, 1 < i < n, décrivant les
strates de dimension un qui passent par x, comptées avec multiplicité et une
action du groupe G du point x sur l’espace vectoriel libre

V = Vect{p1,...,¢n}

engendré par les @;. St cette action induit un isomorphisme G-équivariant
entre V et l’espace tangent T,X, alors ces données définissent un point-base
tangenciel en x.

Démonstration : 1l s’agit juste de préciser comment ’action de G sur V
pourrait induire un G-isomorphisme F : V — T X.

Le premier morphisme ¢; définit une orbite de vecteurs tangents : choisis-
sons-en un, eq, et posons F(¢;) = e;. Pour que le morphisme F soit équiva-
riant, on doit avoir

Vg € G F(g-p1) =9 €.
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On demande que cela permette de définir une application linéaire F sur le
sous-espace vectoriel engendré par I'orbite de ¢;. On procéde de méme pour
les autres composantes du diviseur: on choisit I'un des ¢; qui décrit cette
composante et on choisit son image parmi ’orbite de vecteurs tangents qu’il
définit et on demande que cela permette de définir F sur le sous-espace vec-
toriel engendré par l'orbite de ¢;. Comme les ; forment une base de V, cela
suffit pour définir le morphisme F.

On remarquera que si on effectue des choix différents lors de la construc-
tion précédente, on obtient un morphisme F qui différe du précédent par un
automorphisme équivariant de ’espace tangent T, X qui préserve les orbites.
D’aprés la remarque 4.3, cela définit le méme point-base tangenciel. O

Exemple 5.10. — Vérifions que, dans le cas du plan quotienté par la sy-
métrie par rapport a la bissectrice X = A2?/Z/2, la discussion précédente
permet de définir les trois points-bases tangenciels auxquels on s’attend. Il
n’y a qu’'une strate de dimension un, que 1’on peut paramétrer essentielle-
ment de deux maniéres a,b: A' —X (figure 6). Notons 1 ’élément non nul
de Z/2. On peut décrire les trois vecteurs tangents de la maniére suivante.
(1) Sion pose p; = a, g3 = a et 1-¢; = s, cela correspond au point-base
tangenciel 1 de la figure 6 (b).
(77) Sion pose p; =b, 3 =b et 1-p; = s, cela correspond au point-base
tangenciel 2 de la figure 6 (b).
(711) Sion pose p; = a, Yo = bet 1-¢p; = —y, cela correspond au point-base
tangenciel 3 de la figure 6 (b).
(1v) Si on pose p; = b, s = a et 1-@; = —s, cela correspond encore au
point-base tangenciel 3 de la figure 6 (b).

On remarquera aussi qu’il y a des actions sur V. = Vect{¢1, p2} qui ne
reflétent pas l'action sur ’espace tangent et donc, qui ne définissent pas de

point-base tangenciel : par exemple, ¢1 = a, Y2 = a, 1 -1 = ¢1.

6 Dans le voisinage tubulaire

Pour définir la notion de voisinage tubulaire d’un sous-schéma fermé, on
pourrait penser prendre le systéme projectif de ses voisinages étales. Mais
si un point posséde « suffisamment » de voisinages étales, il n’en va pas
de méme pour un sous-schéma fermé quelconque®; on est donc tenté de

8. Plus précisément, il arrive que les voisinages étales soient tous des voisinages de
Zariski.
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les remplacer par des recouvrements par des schémas étales, chaque schéma
étant un voisinage étale d’un point du sous-schéma. C’est ce que formalise la
notion de schéma simplicial et la définition suivante [Cox 2].

Définition 6.1. — Soit Y un sous-schéma fermé d’un schéma X. Le voisinage
tubulaire de Y dans X est la catégorie tyx des schémas simpliciaux localement
noethériens étales et séparés sur X dont le produit fibré avec Y est un hyper-
recouvrement de Y.

De maniére équivalente, c’est la catégorie des schémas simpliciaux V4
(localement noethériens, étales et séparés sur X) tels qu’il existe un hyper-
recouvrement Uy —= X et une immersion ouverte Vo — U, induisant un
isomorphisme Vo xx Y ~ Ug xx Y.

Définition 6.2. — Soit Y un sous-champ fermé d’un champ algébrique X. Le
voisinage tubulaire ty x de Y dans X est la catégorie des schémas simpliciaux
localement noethériens étales et séparés sur X dont le produit fibré avec Y
est un hyper-recouvrement de Y. Un morphisme de cette catégorie entre des
objets Uy et V4 est la donnée d’un morphisme f et d’un 2-isomorphisme o
tels que

De maniére équivalente, c’est la catégorie des schémas simpliciaux V,
(localement noethériens, étales et séparés sur X) tels qu’il existe un hyper-
recouvrement Uy — X et une immersion ouverte Vo — U, induisant un
isomorphisme Vo Xxx Y ~ Ug xx Y.

Remarque 6.3. — Comme les morphismes dans le voisinage tubulaire sont
des morphismes vers des schémas (simpliciaux), c’est bien une catégorie et
pas une 2-catégorie.

Remarque 6.4. — Nous allons légérement modifier cette définition afin de
pouvoir facilement 1’adapter aux calculs homotopiques, qui font intervenir
des points-bases. Pour les schémas, on procéde généralement ainsi: on se
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donne des points 7; € X\ Y et & € Y tels que & € {n;} et on consideére la
catégorie, toujours notée tx|y, des schémas simpliciaux V,—=X (noethériens,
étales et séparés sur X) tels que V4 xx Y —Y soit un hyper-recouvrement,
munis de relévements 7, € Vo \ (Vo Xx Y) et & € Vo xx Y des ; et des &,
tels que & € {n}.

Comme les points-bases que nous utiliserons sont en fait des points-bases
tangenciels, 1.e., des foncteurs-fibres, nous allons donner une définition com-
parable en décrivant les points-bases par leurs foncteurs-fibres.

Lemme 6.5. — Soient Y un diviseur a croisement normaux d’un champ
algébrique X et Vo—=X un schéma simplicial étale (noethérien, séparé) sur X
tel que V¢ Xx Y —Y soit un hyper-recouvrement. Dans cette situation, un
point-base tangenciel de X \'Y au voisinage d’un point de Y peut se relever
en un point-base tangenciel de Vo \ Vo Xx Y au voisinage de Vo xx Y.

SLCF$HV, \ (Vo xx Y)

et

€ns SLCFSHX\Y

Z

Démonstration : Un point-base tangenciel sur X en un point x € Y est
défini par un morphisme étale depuis un schéma U —= X, un point y € U au
dessus de = et un systéme régulier de parameétres de Oy ,. Soit Vo — X un
objet du voisinage tubulaire. Considérons le diagramme suivant.

UXXVO
Vo/\ /\U
X

Comme le morphisme Vy xx Y — Y est surjectif, il en va de méme pour
U xx Vg xxY—U xx Y, il existe donc un point z de U xx Vg, au dessus
de y. Le systéme régulier de paramétres en y définit un systéme régulier
de paramétres en z et, d’aprés la remarque 4.3, cela définit un point-base
tangenciel sur X, canoniquement isomorphe a celui dont on était parti. Le
morphisme U xx Vo —V, définit un point-base tangenciel sur Vy qui reléve
le précédent. O
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Définition 6.6. — Soient Y un diviseur & croisement normaux dans un
champ algébrique X et (z;)ic1 des points-bases tangenciels de X \ Y au voi-
sinage de points de Y. On définit le voisinage tubulaire pointé de Y dans X,
toujours noté ty|x, comme la catégorie des schémas simpliciaux noethériens
étales et séparés Uq sur X, tels que Ug Xx Y —=Y soit un hyper-recouvrement,
munis de relévements (y;)ier de (2;)ier-

Définition 6.7. — Le type d’homotopie du voisinage tubulaire tyx est
{tyx}ee = “lim” 7U,,
Uecty|x

dans la catégorie (Pro ¢)y définie en 1.4.1.

Remarque 6.8. — (i) D’aprés [Cox 2, 1.2.1] ou [Artin—Mazur, 8.13], c’est
bien un systéme projectif filtrant.

(44) Si on part d'un voisinage tubulaire muni d’une famille de points
(z;)ie1, on obtient un proobjet simplicial muni d’une famille de points (z;);e1.

Remarque 6.9. — On définit de méme le type d’homotopie du voisinage
tubulaire de Y dans X privé de Y,

{ty|x \ Y}ét =« @” 7T(U. \ (U. ;(( Y))

oth|x

Nous allons maintenant voir ce que devient la notion de point-base tan-
genciel dans le voisinage tubulaire.

Lemme 6.10. — Soit Y un diviseur a croisements normauz dans un champ
algébrique X. Une famille (z; : €ns — SLCF I 5hX \ Y)c1 de points-bases
tangenciels de X \'Y définit naturellement une famille de points-bases du type
d’homotopie {ty|x,(z:)ic: \ Y }et du voisinage tubulaire pointé par (x;)ic1.

Démonstration : Chaque objet Uy du voisinage tubulaire tyx,(s;),., €5t muni
d’une famille de points-bases tangenciels

i€l
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relevant les x;. chacun de ces points-bases tangenciel définit une composante
connexe du schéma Up \ Ug X Y, i.e., un point de ’ensemble simplicial
X

m(Uq \ Usq ; Y). ]






CHAPITRE III

ESPACES DE MODULES DE COURBES
ET GRAPHES EN RUBANS

Aprés quelques rappels sur la construction des espaces de modules de
courbes, les morphismes d’accrochage qui les relient et la description de la
stratification par le type topologique & ’aide de graphes, nous montrons que
I’on peut décrire les strates ouvertes a 1’aide de groupes d’automorphismes de
graphes et des espaces de modules de courbes lisses de dimension inférieure,
puis, que ’on peut utiliser la notion de graphe en ruban pour trouver la struc-
ture de 1’espace tangent en un point correspondant & une courbe dégénérée
maximale (i.e., une strate de dimension nulle) et construire des points-bases
tangenciels.

1 Rappels sur les .7,

Dans cette section, nous rappelons des résultats de [Deligne-Mumford] et
[Knudsen].

Définition 1.1. — Une courbe stable a n points marqués de genre g est un
morphisme propre et plat 7 : C — S muni de n sections s; : S— C (pour
1< i< n)tel que
(i) Les fibres géométriques C, de 7 sont des courbes réduites, connexes, de
genre arithmétique dim H*(C,, O¢,) = g, dont les singularités sont des
points doubles ordinaires;

(is) Dans chaque fibre géométrique, les images des sections s; sont des
points P; lisses et distincts;

(73i) Chaque fibre géométrique n’a qu’un nombre fini d’automorphismes
fixant les points marqués P;.

91
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Remarque 1.2. — La derniére condition revient & demander les deux choses
suivantes.

(i) Les composantes de genre géométrique nul de C; ont au moins trois
points spéciaux (on appelera point spécial de C un point de sa norma-
lisée C au dessus d’un point singulier ou d’un point marqué);

(i) Les composantes de genre géométrique un ont au moins un point spé-
cial.

Remarque 1.3. — Pour que ces conditions soient vérifiées, il est nécessaire
que 2(g — 1) +n > 0, i.e., que n soit au moins égal & trois si g = 0 et que n
soit au moins égal A un si g = 1 (il n’y a pas de condition en genre supérieur).

Figure 1 — Exemples de courbes stables (celle de gauche est dégénérée maximale).
On indique les courbes de genre géométrique g en mettant g disques blancs
dessus.

Définition 1.4. — Une courbe dégénérée mazximale est une courbe stable &
points marqués, dont toutes les composantes sont de genre géométrique nul
avec trois points spéciaux.

Définition 1.5. — Un morphisme de courbes a n points marqués (C, S, s;)—
(C', 9, s;) est un carré cartésien

S'?‘S

tel que pour tout 1 < i < n on ait fs; = s;g.
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Remarque 1.6. — On définirait de méme les courbes stables de genre g a
points marqués indexés par un ensemble fini I (au lieu de {1,...,n}) et leurs
morphismes.

Remarque 1.7. — Un ensemble avec répétitions & = (I, (I;),e5) est un

ensemble I et une partitionI = [ | jerly Cet ensemble est alors canoniquement
muni d’une action de & 5 =[] e Gy, On peut aussi définir un ensemble avec
répétitions comme une suite finie non ordonnée : par exemple {1, a, a, b, b} est
un ensemble A répétitions a cing éléments, isomorphe a { {1}, {2,3},{4,5} }
(un isomorphisme d’ensembles & répétition de & = (I, (I;);ey) vers S =
(I, (I;) jes) est une bijection ¢ : [—1I' qui préserve la partition, i.e., telle que
viel el;)=1).

On définit comme précédemment une courbe stable de genre g & points
marqués indexés par un ensemble fini avec répétitions ., mais les mor-
phismes de telles courbes peuvent permuter les points coloriés de la méme
couleur, i.e., ce sont les carrés cartésiens

SI?‘S

tels que
Viel Joe6, Viel; fs;= S()9-

|[Knudsen| démontre les résultats suivants.

Théoréme 1.8. —

(2) Les courbes stables de genre g a n points marqués forment un
champ algébrique A, ,, de dimension 3(g — 1) + n, projectif et
lisse sur SpecZ ;

(i1) La courbe universelle sur #,, est l’espace de modules My, 1 ;
le morphisme ///_g,nﬂ %//Zg,n est construit a l’aide de l’oubls
du n + 1™ point et le la stabilisation (figure 0.4 page 10).

(#t2) Les courbes singuliéres forment un diviseur a croisements
normauzx, noté 7, et appelé diviseur a l’infini. On notera
Mg pn = //Zg,n \ Sn Vespace de modules de courbes lisses.

Remarque 1.9. — Le groupe symétrique &, agit sur I'espace de modules
My, en permutant les points marqués sur les courbes stables.
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Remarque 1.10. — Ces résultats se généralisent aux courbes stables de
genre g a points marqués indexés par un ensemble fini I, car une bijection
I—{1,...,n} définit une équivalence de champs .4, ;—.#, . On a toujours
une action de Gy sur //l_g,l.

Remarque 1.11. — Ces résultats se généralisent aussi aux courbes stables
a points marqués indexés par un ensemble avec répétitions & = (I, (I;);e5) :
le morphisme de catégorie fibrées //Zg,l — //Zg, » identifie ///_g, # au quotient
de %,I par le sous-groupe 6, C 6.

‘nzO‘n:I‘nz?‘n:3‘n:4‘n:5‘

g=0 0 1 2
g=1 1 2 3 4 5
g=2| 3 4 5 6 7 8

Figure 2 — Dimension de .#,,, pour de petites valeurs de g et n.

Proposition 1.12. —

(i) Ces champs sont reliés par des morphismes d’accrochage, (pour tous
ensembles finis I et J)

gl,IH{a} X %gz,.]]_[{b} — g1—|—g2,IHJ

Yy Y

et d’auto-accrochage (pour tout ensemble fini 1)

g,I]_[{a b} g+1 I

pCaE e

(ii) Ces morphismes induisent des immersions fermées

//Z_ql,lu{a} X ///_g2,Ju{b} - _g1+gz,I]_IJ sig1F# g2 oung+ng #0
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ou des morphismes non ramifiés

My 10y X Mg,y — Moy o

%g!lu{avb} g+1,I-

(#1) La réunion des images des morphismes d’accrochage de but M, est le
dwviseur S, des courbes singuliéres.

Exemple 1.13. — L’espace .# 3 est réduit & un point. L’action de &3 qui
permute les points marqués sur une courbe rationnelle & trois points marqués
est triviale.

Exemple 1.14. — L’espace ///_0,4 est une droite projective; le diviseur
0,4 est réduit & trois points; 'action de G, est entiérement définie par
sa restriction & A4 ~ P!\ {0,1,00} et se factorise donc par celle de
Aut P\ {0,1, 00} ~ Gs.

Exemple 1.15. — Décrivons l'espace de modules des courbes elliptiques
%1’1.

Une courbe elliptique (lisse) est une courbe lisse de genre un & un point
marqué. On peut montrer [Hartshorne| qu’elles sont en fait (isomorphes a
des courbes) planes. Comme le genre d’une courbe plane lisse de degré d est
3(d — 1)(d — 2), il s’agit des courbes de degré trois. L’équation d’une telle
courbe peut s’écrire sous forme de Weierstrass,

Y’ + a1y + asy = 2° + agx? + agx + as (%)

qui peut se simplifier, en caractéristique différente de deux ou trois, en
v’ =2* +az +0b. ()
En général, une telle courbe n’a qu’un seul automorphisme non trivial, donné
par (z,y)— (z, —y). A 'aide du discriminant du second membre de ('), on
peut construire l'invariant j, qui classifie les courbes elliptiques & isomor-

phisme prés. En caractéristique différente de deux ou trois, cet invariant
identifie I’espace de modules grossier de .#,; & la droite affine. Toutes les
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courbes elliptiques ont Z/27 comme groupe d’automorphismes, sauf deux
d’entre elles:?

(i) la courbe correspondant & j = 0 a pour groupe d’automorphismes
7./67Z ; on peut la voir comme la courbe d’équation y? = z® + 1 et le
groupe des automorphismes est alors engendré par (z,y) — ((3z, —y),
ol (3 est une racine primitive cubique de I'unité; sur C, on peut la
voir comme le tore C/(Z + (37Z) et le groupe des automorphismes est
engendré par la rotation d’angle 7/3;

(#1) la courbe correspondant & j = 12® a pour groupe d’automorphismes
Z,/AZ ; on peut la voir comme la courbe d’équation y?> = 2 + z et le
groupe des automorphismes est alors engendré par (z,y) — (—z, (1¥),
ou (4 est une racine quatriéme de 'unité ; sur C, on peut la voir comme
le tore C/(Z + iZ) et le groupe des automorphismes est engendré par
la rotation d’angle 7/2;

(73i) la courbe correspondant & j = oo est une courbe singuliére, avec un
point double ordinaire, par exemple la courbe d’équation y* = z%(z—1),
qui provient du morphisme d’accrochage .#y3; — ///_1,1; son groupe
d’automorphismes est toujours Z/27Z.

Si 'espace de modules grossier de //1_1,1 est bien la droite projective et si
I’on connait aussi le groupe d’automorphismes de chaque point, cela ne suffit
pas pour définir entiérement cet espace: il nous faut au moins connaitre
I’action des groupes sur les espaces tangents. Prenons par exemple le point
j = 0: 1l s’agit de trouver I’action (linéaire) de Z/6Z sur l’espace vectoriel
tangent, qui est de dimension un. Comme tous les points ont au moins Z /27
comme stabilisateur, I’élément 3 € Z/6 (c’est le seul élément d’ordre deux)
doit agir trivialement. Il ne reste que deux actions possibles: ’action triviale,
exclue, car tous les points auraient Z/6 comme stabilisateur, et I’action de
1 € Z/6 par multiplication par une racine primitive troisiéme de 'unité. De
méme, on peut voir que dans l'action de Z/4 sur l'espace tangent (toujours
de dimension un) en j = 123, I’élément 1 € Z/4 agit par multiplication par
—1.

Exemple 1.16. — Examinons maintenant ce que I’on peut dire de ///_1,2 a
’aide des résultats précédents. Rappelons que le diviseur a I’infini est I'image

1. En caractéristique deux ou trois, I'invariant j classifie toujours les courbes elliptiques
& isomorphisme prés; en général (j # 0,00), il n’y a toujours qu'un automorphisme non
trivial ; la valeur ; = oo correspond toujours & une courbe singuliére, dont le groupe des
automorphismes est Z/2Z ; mais le point j = 0 = 123 est une courbe dont le groupe
d’automorphismes est respectivement Z /27 x Z/3Z et GLy(IF3). Voir par exemple [Sil-
vermann].



1. Rappels sur les ///_g,n 97

Figure 3 — On peut aussi voir les courbes elliptiques sur C comme des tores, de
la forme C/A, o0 A = w1Z + w,Z est un réseau de C; on peut se ramener a des
réseaux de la forme A = Z+77, avec Im 7 > 0. Deux réseaux donnent des tores
isomorphes s'ils se déduisent I'un de |'autre par un élément du groupe modulaire
SLsZ. La figure ci-dessus représente un domaine fondamental de cette action
sur le demi-plan H = {7 € C : Im7 > 0}. Les deux gros points correspondent
aux courbes j = 0 (point d'affixe exp(i7/3)) et j = 123 (point d'affixe ), qui
ont plus d"automorphismes.

7,27

Figure 4 — Points réels de |'espace de modules //1_171
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des morphismes d’accrochage

Moy —— Mos)(Z)27) — M 5

et
%1,1 = %1,1 X %0,3% %1,2

E e

L’action de Z/2 sur //20,4 est la permutation des points 3 et 4; en para-
métrant ///_0,4 par le birapport, on voit que cette action est ’inverse sur P*.
Nous savons que le second morphisme d’accrochage est une immersion fer-
mée, nous verrons un peu plus loin (3.2) que le premier, aprés avoir quotienté
par Z/2, en est aussi une.

. )2z
Mos = Q Moas/(Z)2) = <
0 00 0=
7.)27.

Figure 5 — Les points réels de .44 et Ay 4/(Z/2)

Pour obtenir .7 ,, il suffit de recoller .4, et #y4/(Z/2) le long des
images des morphismes d’accrochages, i.e., le long de leur point commun,



1. Rappels sur les //Zg,n 99

qui correspond a la courbe suivante.

L’espace % 2 est donc décrit par la figure 7 (voir aussi 17). Il reste encore a
expliquer quelle est la structure de .4 » au voisinage des points 1 et 0 = oo
de l'image de #,4/(Z/2): nous verrons (5.16 page 135) qu’au point 1 la
situation est celle de la figure I1.2(b) et qu’en 0 = oo, celle de la figure I1.2(c)
page 68. En particulier, au point 0 = oo, il y a bien deuz strates qui se
rencontrent, bien qu’il n’y ait qu’une composante irréductible.

A2
N
M 2/(Z)2) M

[T

Figure 6 — La stratification de ., 5

Remarque 1.17. — En composant plusieurs morphismes d’accrochage ou
d’auto-accrochage, on obtient des morphismes d’accrochage généralisés. Si
I,...,I,, sont des ensembles finis et ¢i,..., g, des entiers, un morphisme
d’accrochage généralisé peut se voir comme la donnée d’une partition J =
JiII---I1J, d’une partie J de I, IT- - - II I, en parties J; & deux éléments. Le
morphisme d’accrochage généralisé s’écrit alors

%91,11 Xoeee X 'ﬁgm;lm '%Q'I,Kl Xoeee X %gkka'

(Pour l'instant, nous n’avons pas de moyen simple de décrire le membre de
droite : nous en verrons un en 2.5.)

D’aprés [Knudsen, 3.4.1], I'ordre dans lequel on compose les morphismes
d’accrochage n’a pas d’'importance : on peut donc remplacer la partition de J
par des parties a deux éléments indexée par [1,7] par une partition de J en
parties & deux éléments indexées par un ensemble quelconque C, ou, ce qui
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7./4

AR ”
Nl ”

KX

7.)2

Figure 7 — Le diviseur a l'infini 7 »

revient au méme, par une application ¢ : J — C dont toutes les fibres ont
deux éléments.

Définition 1.18. — On dit que 'image d’un morphisme d’accrochage gé-
néralisé de la forme

Mg, 1, X - X Mgy 1 — Mg 1\3

est une strate fermée de la stratifiction par le type topologique de //Zg,I\J. De
méme, 'image de

Mg, 1, X - X Mgy 1 — Mg 1\3

est une strate ouverte de la stratifiction de //Zg,I\J par le type topologique.

2 Courbes et graphes

La description de la stratification par le type topologique en termes de
morphismes d’accrochage est suffisante mais peu pratique: si on essaye par
exemple d’énumérer toutes les strates de .#> 2, on est presque stir d’en oublier.
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Heureusement, on dispose d’'une autre description de ces strates, en termes
de graphes.

Définition 2.1. — Un graphe est un quadruplet G = (F,V, j,9), ou
— F est un ensemble (dont on appelera les éléments les demi-arrétes de G),
— V est un ensemble (dont on appelera les éléments des sommets de G),
— j : F—F est une involution et
— 0:F —=V est une application.
Une arréte de G est une partie de F a deux éléments de la forme {¢, jp}.
Les jambes de G sont les points fixes de j.
Un morphisme de graphes (F,V,j,0) — (F', V', 5/,0') est la donnée de
deux bijections f; : F—=F' et fo : V—=V' telles que f1j = j'f1 et fod = 0 f1.

s F= {(l’a)a(l’a,)’(lab)’(2ab)}

| V={12}
b eeF | (2,0) | (1,0) | (1,a) | (1,a)
je | (Lb) | (2,0) | (1,a') | (1,a)
2 Ay 2 1 1 1

Figure 8 — Exemple de graphe. Il posséde un automorphisme non trivial.

Remarque 2.2. — On peut définir la réalisation géométriqgue d’un graphe
G = (F,V,j,0) comme un quotient de

(Ie3)u (1100,

Sit e |0, %] est dans la composante indexée par ¢ € F, on le note t,. On quo-
tiente l’espace topologique ci-dessus par la relation d’équivalence engendrée
par les relations

VoeF  0,~00, (1)~ (D)

Définition 2.3. — Soit G = (F,V, j, 9) un graphe. La valence d’'un sommet
v € V est le nombre de demi-arrétes qui en partent,

valence(v) = Card{p € F : dp =v}.
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Les composantes connexes de G sont les classes d’équivalence de la relation
d’équivalence engendrée par les relations

!

v si dpeF v=20petv =0djp.

Un graphe est connexe s’il n’a qu'une composante connexe. Il revient au
méme de demander que sa réalisation géométrique soit connexe. Un coloriage
de G par un ensemble C (ou un ensemble avec répétitions € = (C, (C;)ey))
est une bijection entre I’ensemble des jambes de G et C,

¢ : {jambes } — C.
Une pondération de G est une application
g:V—N.

Si v € V est un sommet, on dira que g(v) est le genre de v. Le genre d’un
graphe G est I'entier

genre(G) = Z g(v) + nombre d’arrétes
vEV
— nombre de sommets + 1.

Un morphisme de graphes coloriés pondérés est un morphisme de graphes
respectant coloriage et pondération.

2 H Y

(a) Graphe non (b) Graphe connexe non (c) Graphe stable
connexe stable (car il y a un sommet colorié par [1,5], de
monovalent et un autre genre 3
bivalent), colorié par {a,b},
de genre 2

Figure 9 — Quelques exemples de graphes (le genre des sommets, quand il est
non nul, est indiqué par un entier gras souligné)
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1 1
a a a b
b b a b
(a) graphe colorié par (b) graphe colorié par
{1, a,a,b,b} {1,a,a,b,b}

Figure 10 — Graphes coloriés par des ensembles avec répétitions

De méme que nous nous étions limités aux courbes stables, i.e., aux
courbes & points marqués vérifiant certaines propriétés, nous allons nous li-
miter a certains graphes, dits « stables ».

Définition 2.4. — Un graphe stable de type (g, n) est un graphe a n jambes,
pondéré, colorié par [[1,n], de genre g, tel que
(7) les sommets de genre nul sont au moins de valence 3 (nous dirons qu'ils
sont trivalents);
(7) les sommets de genre un sont au moins de valence 1 (monovalents) ;
Désormais, par « graphe », nous entendrons toujours « graphe stable ».

On peut maintenant énoncer le rapport entre courbes stables et graphes
stables.

Proposition 2.5. — Les classes d’isomorphie de graphes stables connezes
de genre g a n jambes décrivent les strates de la stratification de M, par le
type topologique.

Démonstration : A un graphe stable non nécessairement connexe, on associe
un morphisme d’accrochage généralisé, par récurrence sur le nombre d’arrétes
du graphe.

(a) S’il n’y a aucune arréte, on associe au graphe

K K, K,
g1 g2 m

le morphisme d’accrochage identité

Id: Az, % x A,

gm,

K~ Mg Ky X 0 X Mgy Ko+
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(b) S’il n’y a qu’une arréte, entre deux sommets différents,

K, K,
949 .
K K'
91 gm

on lui associe le morphisme d’accrochage

Aa,b x Id : v%_g,KH{a} X «%_g’,K’H{b} X '%_gl,Kl X X 'ﬂ_gm,Km —

Mgg KUk X Mg g, X - X M,

gMaKm

(c) S’il n’y a qu’une arréte, formant une boucle,

Kl Km
a1 m

on associe au graphe le morphisme d’auto-accrochage
AapxId : My x1i{apy X My, g, % X Mgy K~ M g1 K X Mgy Ky XX Mgy K-

(d) Supposons que 'on sache déja associer un morphisme d’accrochage
généralisé a tout graphe stable (de genre quelconque, dont les jambes sont
indexées par un ensemble fini K quelconque) comportant au plus n arrétes
et soit G = (F,V,0,4,9,c) un graphe & n + 1 arrétes. On choisit une arréte

e = { o, jwo } et on coupe le graphe G en cette arréte, i.e., on considére le
graphe G’ défini par (figure 11):

F' =F, V' =V, 0 =0, g =y,

F — F
. () si ¢ # o, jo
T e — (v si ¢ = o
JPo 1@ = jpo
{jambes de G'} — KII{a,b}
g cp sip est une jambe de G
© — Sa  sip=g

b sl = Jpo
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| l
1 %
(b)
1 7& 1 ;
(c) (d)

Figure 11 — Le graphe (a), coupé en |'arréte b, c ou d.

Comme le graphe G’ comporte une jambe de moins, par hypothése de récur-
rence, il décrit un morphisme d’accrochage

Ay x, X X Mg, K,y — Mg x1 X - X ///g;n”K:m,.

On définit alors le morphisme d’accrochage associé au graphe G comme le
composé de A et du morphisme d’accrochage A, identifiant a et b. Ce mor-
phisme d’accrochage est bien défini, i.e., il ne dépend pas de I’arréte (g, jpo)
que l'on a choisie, d’aprés [Knudsen, 3.4.1|. Dés lors, on voit, par récurrence,
que
— on a une bijection entre morphismes d’accrochage généralisés (composé
de n morphismes d’accrochages) et graphes stables non nécessairement
connexes (& n arrétes);
— le nombre de composantes connexes du graphe est le nombre de facteurs
intervenant dans le but du morphisme d’accrochage;
— les jambes correspondent aux points marqués;
— en particulier, on a une bijection entre les morphismes d’accrochages
généralisés de but //Z_,,,K et les (classes d’isomorphismes de) graphes
connexes de genre g dont les jambes sont indexées par K. 0

Définition 2.6. — Le graphe associé a une courbe stable C (sur un corps
algébriquement clos) a points marqués indexés par un ensemble fini I est le
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suivant.

V = { composantes connexes de 6}
~ { composantes irréductibles de C }
F = { points spéciaux de C, i.e., points de C au
dessus d’un point singulier ou marqué de C }

F — F

— ¢ ot 7 lnp ={p, ¢}, avec éventuellement ¢ = ¢’
si 7~ mp n’a qu'un élément, i.e., si ¢ est un point
spécial au dessus d’un point marqué.

(.
€

F — V
0: ~
{ ¢ +—= composante connexe de C sur laquelle ¢ se trouve
JV — N
g: v +—= genre géométrique de v
. {jambes} — 1
’ ® — i ouP; =mp et les (P;);c1 sont les points marqués
Gy
a
b g
02 C € f

_/
Qe

Cs

Figure 12 — Une courbe stable et le graphe associé

Remarque 2.7. — Les graphes associés aux courbes dégénérées maximales
sont les graphes trivalents dont tous les sommets sont de genre nul. Une telle
courbe (qui est une réunion de droites projectives) est entiérement déterminée
(a4 isomorphisme prés) par son graphe.

Nous allons maintenant voir comment les différentes relations entre les
strates des espaces de modules de courbes (inclusion d’une strate dans ’adhé-
rence d’une autre, morphismes d’accrochage) s’interprétent en termes de
graphes.



2. Courbes et graphes 107

Définition 2.8. — La contraction d’une arréte (¢, jo) entre deux sommets
a et b d’un graphe G = (F, V, j,0) est définie par la figure 13. Plus formelle-

Figure 13 — Contraction d'une arréte ¢ d'un graphe. Nous n'avons représenté
qu’une partie du graphe: en dehors des pointillés, il reste inchangé.

ment, c’est le graphe G’ = (F', V', 5/, 0') défini par

V' =V\{a,b}I{d}=V/{ab}
F=F\{pje}

jI:j‘F’
§:F—>F-2-V——~V
d=c
V — N
. g(v) siv#ad
g

v — g(w)=1qg(a)+gbd) siv=adeta#b
g(a)+1 siv=ad eta="b

Remarque 2.9. — Comme l’illustrent les figures 14 et 15, la contraction
s'interpréte au niveau des espaces de modules de courbes comme I'inclusion
d’une strate dans I’adhérence d’une autre.
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O—~-K

Figure 14 — Cette contraction s'interpréte comme l'inclusion d'un point dans
2. Voir aussi la figure 17 pour les autres strates de . 5.

//\\
o fo ot

Figure 15 — Un graphe trivalent, correspondant a une strate de dimension nulle,
et les graphes correspondant aux strates de dimension un sur lesquelles elle se
trouve. Ici, il s'agit de l'intersection de quatre strates de dimension un, dans

M 4, qui est de dimension quatre.
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Définition 2.10. — Soient G un graphe non nécessairement connexe et a
et b deux jambes différentes. On définit le recollement de a et b comme le
graphe de la figure 16.

Figure 16 — Recollement de deux jambes a et b d'un graphe

Plus formellement, on définit le recollement des jambes a et b de G =
(F,V,j,0) comme le graphe G' = (F', V', ', ') ou

V=V F'=F =0

’ ’
g=9 c = c|{jambes de G'}

j(v) siv#a,b
j(v)=<a siv=">0

b si v = a.

Remarque 2.11. — Les morphismes d’accrochage (ou d’auto-accrochage)
entre les espaces de modules de courbes s’interprétent, au niveau des graphes,
comme des recollements, G; IT Gy — G’ ou G — G'.

Lemme 2.12. — Soient C une courbe stable dégénérée mazximale, i.e., une
courbe stable dont chaque composante irréductible soit de genre géométrique
nul avec trois points spéciaux et G le graphe associé. Leurs groupes d’auto-
morphismes sont canoniquement isomorphes: Aut C ~ Aut G.

Démonstration : (a) Construisons une application Aut C — Aut G. Soit f
un automorphisme de la courbe C et C sa normalisée. Il existe un unique
automorphisme f de C tel que

(@l

¢L-

|

C——

f

Q<—
. 3
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Rappelons que le graphe G = (F,V, 5,9, ¢, g) associé a la courbe C est défini
par

F = { composantes connexes de C }
V = { points spéciaux de C}.

On définit alors un automorphisme de G par

[V =V

Jo: { v = f(v) ol v est une composante connexe de C
(F — F

f: { 0 — f((p) oll ¢ est un point spécial de C.

Vérifions qu’il s’agit bien d’un morphisme de graphes. Montrons que (fi, fo)
préserve bien j. Si ¢ € F est une jambe de G, i.e., si jo = ¢, alors ¢
correspond & un point marqué de C et son image f¢ est nécessairement un
point marqué: jfo = fo, donc jfo = fo = fjp. Comme ce point marqué
a la méme couleur, on a aussi cfp = cp.

Si ¢ € F n'est pas une jambe de G, on a jo # ¢ et ¢ et jp sont
les deux points de C au dessus d’un point singulier 7 = mjp. On _a donc
fmp = frjp. Mais comme le carré ci-dessus commute, i.e., fr = 7f, on en
déduit mfp = wfjp, donc fo et fjp, qui sont distincts, sont les deux points
de C au dessus du point singulier 7fo = 7w fjp et j les permute: fjp = jfp.

Montrons que (f1, fo) préserve 0. Dire que dp = v signifie que le point ¢
de C est sur la composante connexe v de 6, donc que son image fgo est sur
la composante fv, i.e., 0fp = fv = fOp.

Le genre g des sommets est bien évidemment préservé par (fo, f1) (il est
toujours nul).

(b) Construisons maintenant une application Aut G—Aut C. Soit (f1, fo)
un automorphisme du graphe G. Comme C est une somme disjointe de droites
projectives a trois points marqués, fo définit une permutation de ses compo-
santes connexes. Comme fo,0 = 9f;, automorphisme (fi, fo) définit, pour
toute composante connexe v de (~3, une bijection entre les trois points mar-
qués de v et ceux de fov, qui se prolonge en un isomorphisme entre v et
fov. On a donc un automorphisme f de C. Le morphisme 7 : C— C est
défini par l'identification des points ¢ et jp pour tout ¢ € F: comme f; et j
commuttent, (fi, fo) définit bien un automorphisme de C.

(c) Les applications Aut C— Aut G et Aut G — Aut C que nous venons
de construire sont clairement des morphismes de groupes, inverses l'un de
I'autre. O
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Nous pouvons maintenant continuer notre liste d’exemples d’espaces de
modules. Nous avons déja décrit ;2 en termes de courbes, la figure 17 le
fait en termes de graphes.

7./4

7.)2

7/6

/22

Figure 17 — 7 » (avec des graphes)

Exemple 2.13. — Examinons I’espace de modules ///_0,5. Les morphismes
d’accrochage sont donnés par la figure 18. Il y a 10 strates de codimension 1
(de dimension un), chacune contenant trois strates de codimension 2 (des
points). Chacune des 15 strates de codimension 2 est contenue dans deux
strates de codimension 1. Les figures 19 et 20 représentent le diviseur & I'infini

S5

Exemple 2.14. — Examinons maintenant ///_(),{1,a,a,b,b} : c’est le quotient de
My par Z/2 x Z/2. Son diviseur A I'infini est représenté sur la figure 21.

3 Morphismes d’accrochage

Nous allons maintenant décrire la structure des strates ouvertes de .#,,
a l'aide du graphe décrivant une telle strate et des espaces de modules de
courbes lzsses de dimensions inférieures.
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Figure 18 — Les morphismes d'accrochage de .#;5 (il y a en fait dix strates
de dimension un, qui ne différent que par un coloriage différent des jambes des
graphes)
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Figure 19 — Le diviseur a l'infini A5

Figure 21 — Le diviseur a l'infini de //Zo,{l,a,a,b,b}
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14 35 24

1

Figure 20 — Une autre vue de .#5: les triangles représentent les composantes
de dimension un, décrites par des graphes de la forme

a c
Hd
b e

(les numéros sont les valeurs de a et b); deux triangles se touchent quand les
composantes correspondantes se rencontrent; enfin, il faut identifier les cotés
opposés du décagone externe.
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Remarque 3.1. — Nous avons signalé en 1.12 que les morphismes d’ac-
crochage n’étaient pas toujours des immersions fermées. On peut remarquer
que, dans ces cas, le morphisme d’accrochage se factorise par

(Mg x M) |T]2 = Magp
'/%g,n+2/Z/2 - %g—kl,n-

On peut donc se demander si ces morphismes ne seraient pas des immersions
fermées: ce n’est pas le cas, comme le montre la figure 22.

>—0~-O—0
%/ Z)2 AL

(+/2/2)/22

Figure 22: Méme aprés avoir quotienté par Z/2Z, les morphismes d'accrochage
ne sont pas toujours des immersions fermées : dans cet exemple (décrit en haut
avec des graphes, au milieu avec des courbes, en bas avec les espaces de mo-
dules correspondants), on ne représente qu'une strate de dimension nulle, dont
le groupe d’automorphismes passe de Z/2 a (Z/2)3. Le morphisme en pointillés
n'est pas une équivalence.

Proposition 3.2. — Soient My, n, X -+ X My, n, — Fgn un morphisme
d’accrochage et G le graphe qui le décrit. Alors le morphisme

(%91,711 Xoeee X 'ﬂgk,nk)/AUtG%yg,n

est une équivalence sur la strate ouverte définie par G.

Démonstration : Notons .#g l'espace de modules de courbes de type G,
1.e., 'image du morphisme d’accrochage associé au graphe G, i.e., la strate



116 Chapitre III. Espaces de modules de courbes et graphes en rubans

2
;L !
1 1210 11 3

16
13
14 1 ¢1
15 4 4
b) L he G 8
(a) Le graphe H (avant accrochage) () ngf:cheage)(apres

Figure 23 — Des graphes H et G décrivant un morphisme d'accroghage généralisé

///H/AutG%///G

ouverte (ou le produit de strates ouvertes) décrite par le graphe G ; notons H
le graphe (non nécessairement connexe) obtenu a partir de G en coupant
toutes les arrétes et en numérotant les jambes ainsi créées par des numéros
distincts (voir figure 23) : ainsi, Mu = Mg, n, X -+ - X Mg, n, - Le groupe Aut G
induit une action sur .#g. Pour démontrer I’équivalence des catégories fibrées
Mu/ Aut G et Mg, nous allons juste montrer que les fibres au dessus d’un
schéma T sont des catégories équivalentes. Pour mieux comprendre les choses,
commengons par regarder ce qui se passe au dessus d’un corps algébriquement
clos: on ne considére alors plus des familles de courbes mais simplement des
courbes.

(a) Notons 2 la catégorie des courbes de type G sur k (c’est la fibre de
M au dessus de Speck) et B la catégorie des orbites de courbes de type H
sous 'action du groupe AutG (c’est la fibre de .4/ AutG au dessus de
Spec k). Décrivons plus précisément cette catégorie 2.

(i) Ses objets sont les familles (Cy)gcaut ¢ de courbes de type H indexées
par Aut G telles que C, = g - C; pour tout g € Aut G.

(#) Les morphismes (Cy)y — (Dy), sont les couples (h, ) ot h € AutG
et ¢ : C; — Dy est un isomorphisme. Cela induit en particulier des
isomorphismes g - ¢ : Cg —= Dgp,.

On remarquera que l'indexation des objets d’une orbite importe peu: si
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(Cy)g € ObDB et h € Aut G, on a un isomorphisme
(h™",1de,) = (Cg)g — (Con)y-

On aurait pu définir la catégorie 35 comme la catégorie des orbites non pas
indexées par Aut G mais simplement munies d’une action de Aut G : on aurait
obtenu une catégorie équivalente.

(b) Décrivons maintenant le foncteur d’accrochage 3 —2. L’image d’un
objet (Cy), de D est la courbe, que nous noterons Cy, obtenue en recollant Cj.
Remarquons que si on avait recollé C, pour un g € Aut G, on aurait obtenu
une courbe canoniquement isomorphe: nous noterons g cet isomorphisme
C; — C,. Pour définir 'image d’un morphisme (h, ¢) : (C,), — (D,),, on
remarque que le morphisme ¢ : C; — D}, induit un morphisme C; — D, que
’'on peut composer avec l'isomorphisme canonique A~! : D — Dj;.

(c) Montrons que le foncteur d’accrochage  — X est essentiellement
surjectif. Soit C un objet de A, i.e., une courbe de type G. Sa normalisée C;
a pour composantes connexes les normalisées des composantes irréductibles
de C, avec comme points marqués les points marqués de C et les points qui
étaient singuliers sur C (numérotés par des numéros distincts) ; c’est un objet
de D dont 'image est (isomorphe a) C.

(d) Montrons que le foncteur d’accrochage % — 2 est pleinement fidéle.
Soient (C,), et (Dy), des objets de B, i.e., des orbites de courbes de type H,
et C; et D; les courbes recollées correspondantes. Nous voulons montrer que

H0m<(cg)ga (Dg)g> —Hom(Cy, Dy) (*)

est une bijection. Soit 4 : C; —D; un morphisme. Les composantes irréduc-
tibles de C; et D; sont indexées par les sommets de G ; les points spéciaux,
1.e., les points au dessus des points marqués ou singuliers des composantes
irréductibles de C; et D1, sont indexés par les demi-arrétes de G. Donc 1) défi-
nit une permutation de ces demi-arrétes. Comme ces permutations respectent
la relation d’appartenance d’un point a une composante, elles respectent la
relation d’incidence définissant le graphe G: ¢ induit un automorphisme h
de G. Considérons maintenant I'isomorphisme

C,-—2-D,*2D,..
Les composantes irréductibles de C; et Dy-1 sont indexées par les sommets
de H: les points spéciaux des composantes irréductibles de C; et Dj-1 sont
indexées par les demi-arrétes de H et I'isomorphisme préserve ces indexations.
Par conséquent, il provient d’un isomorphisme

@ :Cy—=Dp-1
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et ainsi 9 est I'image de (h™!, ¢): nous venons de montrer que ’application
(%) est surjective. Comme, dans la discussion précédente, on n’avait pas le
choix de h et de ¢, elle est aussi injective.

(e) Nous passons maintenant au cas général, au dessus d’un schéma quel-
conque T. Il nous faut décrire les nouvelles catégories 2 et 3. La catégorie 4
est la catégorie des familles de courbes de type G au dessus de T. La caté-
gorie B est la catégorie des « familles d’orbites de courbes de type H sous
I’action de Aut G au dessus de T ». Pour mieux comprendre la définition
de 2, revenons sur le cas d’un corps algébriquement clos et décrivons la fibre
un peu difféeremment. Nous ’avions définie comme la catégorie des orbites
(Cy)geautc (avec certains morphismes). On peut aussi la voir comme la ca-
tégorie des morphismes [ | gEAULG Cy—Aut G x Speck, avec les mémes mor-
phismes qu’avant. Pour avoir une description plus simple de ces morphismes,
on peut remplacer Aut G X Spec k par un schéma, muni d’une action de Aut G
et Aut G-isomorphe & Aut G X Speck (c’est ce que 1'on appelle un Aut G-
espace principal homogéne sur Spec k) et remplacer X =[] JEAULG Cy par un
schéma muni d’une action de Aut G qui lui est Aut G-isomorphe. On peut
alors voir 5 comme la catégorie dont les objets sont la donnée de

(i) un espace principal homogéne E sur T, pour le groupe Aut G, i.e., un
schéma E sur T, muni d’une action de Aut G, isomorphe & AutG x T
(mais on ne se donne pas cet isomorphisme);

(73) une famille de courbes (X — E) de type H sur E, munie d’une action
de Aut G sur X, telle que le morphisme X — E soit équivariant et que
les diagrammes suivants soient catésiens pour tout g € Aut G,

g

X=X
C
E—~E,

et dont les morphismes sont les diagrammes équivariants, commutatifs et
cartésiens

X Y

| |
NS

(f) Pour décrire la catégorie 35 d’une maniére semblable & celle utilisée
au dessus d’un corps algébriquement clos, remarquons que la catégorie des
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Aut G-espaces principaux sur T est équivalente & la catégorie dont 'unique
objet est ngAutG Ty, o Vg € Aut G, Ty = T et dont les morphismes sont
les diagrammes commutatifs équivariants

I I

geAut G geAut G

N

Un Aut G-morphisme [, Ty — [[, T, au dessus de T est entiérement dé-
fini par I'image de T, (ot e est I’élément neutre de Aut G). Si T est connexe,
I'image de T, est I'un des T, et le morphisme T,—T est I'identité. Mais si T
n’est pas connexe, 'image de T, peut provenir des composantes connexes de
différents T,. Plus précisément, si T =[], T; est la décomposition de T en
somme de ses composantes connexes, on peut écrire || g Lo = I g Lo, avec
T,yi = T; et 'image de [ [, T, ; peut s’écrire [ [, T, ; ol les g; sont des éléments
de Aut G. Par conséquent, la catégorie des Aut G-espaces principaux homo-
génes sur T est équivalente a la catégorie dont I'unique objet est || gi Ty et
dont les morphismes sont la donnée, pour tout i € I d’un g; € Aut G, i.e.,

Hom (]_[ T, [ [ Tgi> =[[AutG.

1€l i€l i€l

(g) On peut maintenant décrire (une catégorie équivalente a) la caté-
gorie B d’une maniére trés proche de celle utilisée au dessus d’un corps
algébriquement clos. Ses objets sont les morphismes X — AutG x T ou
X = ngAutGXg, avec Xy = g - Xj et X; — T une courbe de type H. Pour
définir les morphismes, notons T = [],.; T; la décomposition de T en ses
composantes connexes. Un morphisme X — Y est la donnée tout 7 € I d’un
h; € Aut G pour et d’'un morphisme

Xy,

N

Tia

Yhi )4

ou Xg; =Xy X7 Tiet Yy, =Y, xp T,

(h) Cette nouvelle description de la catégorie 3 nous permet d’appliquer
textuellement le méme raisonnement qu’au dessus d’un corps algébriquement
clos et de conclure que les catégories 2 et 3 sont encore équivalentes. O
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4 Graphes en rubans

Grace aux différentielles de Strebel (voir par exemple [Mulase—Penkawal),
on peut construire des surfaces de Riemann a points marqués & partir d’un
graphe en rubans métrique. On a méme un isomorphisme d’orbifolds topolo-
giques

h
%gm X ]RIL'_ %%gg,l:‘p s

ou //lgg;f‘phes est I’espace de modules de graphes en rubans métriques de type
(g,n): cela nous donne une description combinatoire de .#,,,. Cette remarque
explique 'omniprésence de la notion de graphe en rubans, que nous allons
maintenant décrire et qui nous permettra de définir des points-bases tangen-
ciels sur les espaces de modules .# .

Définition 4.1. — Un graphe en rubans (X, 0g,01) est la donnée d’un en-
semble X, d’une involution o7 de X et d’une bijection oy de X.

Un morphisme de graphes en rubans f : (X, 09,01) — (X', 0§, 01) est une
bijection f : X — X' qui commute avec o et oy.

Définition 4.2. — Soit G = (X, 09, 01) un graphe en rubans. On note X,
I’ensemble des orbites de gy. Le graphe sous-jacent & G est défini par

V:XO, F:X, j:Ul,

Y F — X,
"| ¢ = orbite de ¢ sous I’action de oy.

De méme, un morphisme de graphes en rubans définit un morphisme de
graphes. On a un foncteur fidéle de la catégorie des graphes en rubans vers
celle des graphes.

Remarque 4.3. — Un graphe en rubans peut aussi se définir comme un
graphe muni d’un ordre cyclique en chaque sommet (figure 24).

Remarque 4.4. — Les demi-arrétes sont les éléments de X, les arrétes sont
les orbites & deux éléments de ’action de oy, les jambes sont les points fixes
de o1, les sommets sont les orbites de gy. La bijection oy définit un ordre
cyclique sur les demi-arrétes qui partent d’un sommet. Nous noterons X,
I'ensemble de ses sommets et X; ’ensemble de ses arrétes.

On pose parfois aussi 0o = 0109 et on note X, ’ensemble de ses orbites:
ce sont les cycles de G.
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X={(,0),(1,b),(1,¢),(2,0),(2,0),(2,¢) }

zreX | lL,a| 1,b|1,c|2,a|2b]| 2c
owx |2,a|2,b|2,¢c|lallb]|1lc
oox | L,e|l,a|1,b|2,b]|2,¢c]|2,a

X={(1,a),(1,),(1,¢),(2,a),(2,0),(2,¢) }

zeX | l,a| 1,b|1,c|2,a|2,b]|2,c
ox | 2,a|2b|2c|lallb]|lc
oox | l,e|l,a|1,b| 2,c|2,a|2,b

m
1U2
m
1U2
X ={(1,0a),(1,0),(1,¢),(2,a),(2,0),(2,¢) }

zreX | lL,a| 1,b|1,c|2,a|2b]|2,c
ox |2,a|2,b|2c|lallb]|lc
opx | l,c|l,a|1,b| 2,c|2,a|2,b

Figure 24 — Exemples de graphes en rubans (les deux derniers sont les mémes)



122 Chapitre III. Espaces de modules de courbes et graphes en rubans

On dit qu’un graphe en rubans est conneze si le graphe sous-jacent 1’est.
g g

Remarque 4.5. — On peut définir la réalisation géométrique d’'un graphe
en rubans G de la maniére suivante. S’il est possible de plonger la réalisation
géométrique du graphe sous-jacent dans le plan de maniére que 1'ordre cy-
clique en chaque sommet coincide avec celui induit par I'orientation du plan,
une réalisation géométrique de G est un voisinage tubulaire de ce plongement.
En général, il n’est pas possible de plonger ainsi le graphe dans un plan, mais
il suffit de le faire localement pour ensuite « recoller » les morceaux. Voir
figure 25. Comme nous n’utiliserons pas cette notion, nous n’en donnons pas
de définition formelle.

Figure 25 — Réalisation géométrique de deux graphes en rubans ayant le méme
graphe sous-jacent ; si on voit cette réalisation géométrique comme une surface
de Riemann, il s'agit a gauche d'une sphére privée de trois points et a droite d'un
tore privé d'un point.

Définition 4.6. — Un graphe stable en rubans est la donnée d’un graphe
en rubans et d’une structure de graphe stable sur le graphe sous-jacent.
Dorénavant, par « graphe en rubans », nous entendrons toujours « graphe
stable en rubans ».

Pour les graphes en rubans, nous disposons toujours des opérations de
contraction et de recollement.

Définition 4.7. — La contraction d’une arréte {e,oie} d’un graphe en
rubans (X, 0y, 01) est le graphe (X', o, 01) défini par (voir figure 26)

X'=X\{e,01e}, oy = o1lxs,
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oo(f) sioo(f) & {e,o0(f)}
oo(f) = a3(f) sioo(f) € {e,00(f)} et og(f) & {e,00(f)}
a5(f) si{ao(f),05(f)} C {e,00(f)}-

3

Figure 26 — Ce qu'il advient de I'ordre cyclique en un sommet lors de la contrac-
tion de I'arréte (e, o1€).

Définition 4.8. — Le recollement de deux jambes différentes a et b d’un
graphe en rubans (X, 0g, 01) est le graphe en rubans (X', oy, 07) défini par

X' =X, oy = 0o,

o1x sizF#aetx#b
o(z)=<a siz="0

b siz = a.

Par rapport aux graphes, il y a une nouvelle opération sur les graphes en
rubans: la fusion. Elle concerne les graphes trivalents.

Définition 4.9. — Soient G un graphe en rubans trivalent, e = { a,b } une
arréte entre deux sommets distincts. On définit la fusion fus, G comme sur
la figure 27.

Plus formellement, le graphe fus, G est défini par X' = X\ {a, b} I {c, d}
et les applications gy et 0; sont inchangées sauf dans les cas suivants.

o1(c) = d, og(c) = opb, oy(d) = oga,
o1 (d) = ¢, ap(o3b) = ooa, op(oaa) = agb,
ay(0ga) = c, ag(ogdb) =d
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2
opa 0'(2)b Ooa Uob
a b IS ¢

d
2
oya oob ola oob

Figure 27 — La fusion d'un graphe en rubans

5 Espace tangent de ,///_g,n

Nous allons commencer par rappeler ce que sont des déformations uni-
verselles de courbes et comment elles permettent de décrire I’espace tangent
de T’espace de modules //Zg,n. Nous rappelerons aussi que ’on peut décrire
les déformations d’une courbe dégénérée maximale en regardant simplement
ses singularités. Enfin, nous expliquerons comment les graphes en rubans
permettent de décrire cet espace tangent et de construire des points-bases
tangenciels.

Pour simplifier, nous nous placerons sur un corps, algébriquement clos,
de caractéristique nulle.?

Définition 5.1. — Une déformation d’une courbe propre C — Speck est
un carré cartésien
C €
T
Spec k —— Spec A

ot ¥ —Spec A est une courbe (propre et plate) et A une algébre artinienne
locale sur k, de corps résiduel k.
Un morphisme de déformations

Fl- 1

Speck — A Speck —— A’

2. Sur un corps k de caractéristique p, il faudrait considérer des algébres artiniennes
locales de corps résiduel k£ sur un anneau Ay, local régulier complet, d’'idéal maximal pAy
et de corps résiduel k (voir [Deligne-Mumford, p. 79]).
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est un diagramme commutatif

C
/ ‘ \ ,
(2 ! (4
Speck

e o

Les isomorphismes de déformations sont donc les morphismes de familles de
courbes dont la restriction & C est l'identité.

Définition 5.2. — Une déformation généralisée d’une courbe propre C —
Spec k est un carré cartésien

C (3
T
Spec k —— Spec A

ol ¥—=Spec A est une courbe (propre et plate) et A une algébre locale sur £,
de corps résiduel k, d’idéal maximal m, telle que tous les quotients A/m",
pour n € IN*, soient des algébres artiniennes sur k. On définit les morphismes
de déformations généralisées comme précédemment.

Définition 5.3. — Une déformation universelle d’une courbe C — Speck
est une déformation généralisée

1

Spec k ——

telle que pour toute déformation

T TI
Speck — .4,

il existe un unique morphisme f : .#' —= .# et un unique morphisme ]?:
€' — € tel que le diagramme suivant soit commutatif et le carré (sur la face
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avant) cartésien.

C
e

_ v
Speck
e ; Try

On dira que .# est la base de la déformation universelle.

Remarque 5.4. — On peut reformuler cette définition en termes de fonc-
teurs proreprésentables. Soit Atk la catégorie des k-algébres locales arti-
niennes de corps résiduel k et de leurs morphismes locaux. On dit qu'un
foncteur D : Artk — €ns est proreprésentable [Schlessinger| s’il existe une
k-algébre locale compléte A, d’idéal maximal m, telle que, pour tout entier n,
le quotient A/m" soit dans Artk et un isomorphisme de foncteurs

D ~ Homy_joc(4A, -),

(ott Homy,jo. désigne les k-morphismes locauz d’algébres locales). Dire qu’une
courbe C posséde une déformation universelle revient & dire que le foncteur

D:{)ch — 4ns

A+ {classes d’isomorphismes de déformations de C sur A }

est proreprésentable.

Lemme 5.5. — Les courbes stables ont des déformations universelles.
Démonstration : Voir [Deligne-Mumford, p. 80]. O
Définition 5.6. — Soient C une courbe stable sur k et « un point singulier.

(i) Une déformation locale de C en z sur une k-algébre artinienne locale A
de corps résiduel k est la donnée d’une A-algébre plate & et d’un iso-
morphisme & @ k ~ Ox 4, t.e., c’est la donnée d’un carré cartésien

Spec 5}( ¢ T Spec O
— |
Spec k — Spec A

ou le morphisme Spec & — Spec A est plat.
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(7) La courbe C posséde une déformation universelle locale au point z € C
si le foncteur

Mtk — 4£ns
Dloc {

A+ {classes d’isomorphismes de déformations
locales de C en z sur A }

est proreprésentable. On dira qu’un anneau A proreprésentant ce fonc-
teur est la base de la déformation locale universelle de C en z. Par abus
de langage, on appellera aussi Spec A la base de la déformation.

Exemple 5.7. — Soit & un point double ordinaire d’une courbe C. Il existe
un isomorphisme
klu,v]

(uv)
(on dit alors que (u,v) sont des coordonnées locales au voisinage de z) et
d’aprés [Deligne-Mumford, 1.4 p.80], la déformation universelle locale de C
en x est donnée par

ﬁX,a: ~

klu,v] . klu,v,€]

-

Spec k ——— Spec k[¢].

Spec

Remarque 5.8. — Soient C une courbe stable, z, ..., z, ses points singu-
liers (ce sont des points-doubles ordinaires) et, pour tout 1 < i < n, Spec A;
la base de la déformation universelle locale en x;. On définit la base de la
déformation locale de C comme Moe = Spec Mipe = SpecA; @ -+ - ® A,,.
D’apreés ’exemple précédent, si on choisit des coordonnées au voisinage de
chacun des z;, on a des isomorphismes A; ~ k[e;] et Mioe = k[e1, - .., &x]-

Lemme 5.9. — Soient C une courbe stable dégénérée mazimale, My =
Spec My la base de sa déformation universelle et Mioc = Spec Miq. la base de
sa déformation unwverselle locale. On a un isomorphisme canonique Mgy —

Moc-

Démonstration : Voir [Deligne-Mumford, 1.5 p.80-81|. Rappelons simple-
ment la construction de ce morphisme. Notons x4, ..., z, les points singuliers



128 Chapitre III. Espaces de modules de courbes et graphes en rubans

de C et considérons sa déformation universelle

C €
Fo
Spec k —— Spec My,.

En prenant les anneaux locaux formels de ¥ aux points images des x;, on
obtient une déformation locale des z;,

Spec 5’\07%. —— Spec 5’:;, i

| |

Spec k —— Spec M.

Donc, d’aprés la propriété universelle définissant la déformation locale uni-
verselle en z;, on a un morphisme M; — M, olt Spec M; est la base de cette
déformation locale universelle. On en déduit un morphisme

Mloc:Ml(/g\)"'@Mn%'Mgl. ]
Lemme 5.10. — Soit C une courbe projective sur k. Alors son groupe d’au-

tomorphismes G = Aut C agit sur la base Mg de ses déformations univer-
selles.

Démonstration : Soit g € G. On a un diagramme

/ \

Spec k

/ \/f/

donc, d’aprés la propriété universelle définissant .#j, il existe un carré car-
tésien
CKJ €

M= M
g
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1 C
Cg’/ \
A
¢ . >
Speck

/~\;

Comme g est défini par une propriété universelle, c’est bien une action de
groupe: Vg,h € G gh = gh. En effet, le composé gh est défini par

\Q\A}ﬂﬁﬂ\y\&
¥

=€ ~€

tel que

€

M M

g
:
%Z\/ '
Speck
/ \
h

- M

Speck

7 ) .

- M,

M

ce qui peut s’écrire

/ A \
%”J ><€J ~%€
M - M >~ M,

Sl
N

Oou encore

(2 f (2
Speck
gh ’

mais c’est le diagramme définissant 971, on a donc bien :cﬁz = ;;71 U
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Lemme 5.11. — Soient C une courbe stable de genre g a n points marqués et
Mg = Spec My la base de sa déformation universelle. On a un isomorphisme
Aut C-éguivariant entre lespace tangent a My, en [C] (muni de Uaction
définie en 11.3.6) et l'espace tangent a My en 0 (muni de laction définie par
le lemme précédent),

Tio)Mgn ~ ToMy.

Démonstration : Nous allons justifier les isomorphismes suivants.

_ k _
T[C]./ﬂg,n = Bom[c] (Spec %, ./ﬂg,n> (1)

~ Homy (Mgl, %) . (3)
~ Hom, (spec ) //) (4)
= Totly. (5)

Chacun de ces objets peut se voir comme un espace vectoriel muni d’une
action du groupe G ou comme une catégorie. Comme les structures d’espace
vectoriel sont préservées, il s’agit de montrer que les catégories sont iso-
morphes. Le point (1) résulte de la définition de I’espace tangent, le point (3)
de la représentabilité du foncteur D, le point (4) est évident et le point (5) est
la définition de ’espace tangent. Dans (2), (3), (4) et (5), ’action du groupe
G = Aut C est celle donnée par la propriété universelle de la déformation
universelle explicitée dans le lemme 5.10. Afin d’établir le point (2), nous al-
lons montrer comment décrire les catégories (1) et (2), puis montrer qu’elles
sont équivalentes et méme isomorphes.

La catégorie homc)(Speckle]/ (%), #,,) a pour objets les diagrammes
commutatifs

Speck

o
k[&:g . //Zg,n

Spec F
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et pour morphismes les 2-morphismes?

Spec —= jj o

La catégorie D(k[e]/(¢?)) a pour objets les familles de courbes stables de
genre g & n points marques sur Spec k[¢]/{¢?) dont la fibre en 0 est C, modulo
les isomorphismes dont la restriction & C est I'identité et pour morphismes
sont les isomorphismes de familles de courbes stables & points marqués.

Montrons que le foncteur

( 50m[c] (SPGC%’//ZQ’"> — D (%>
7“’\ B

[¢] k
Spec —=

/\\

k Al
Spec k — Spec @ ——= My n

\

est essentiellement surjectif. Soit

Spec k Spec le]

(€?)
un objet de D(k[e]/(£?)). La famille de courbes ¥ — Spec k[e]/(¢?) est un

objet de la fibre ., ,(Speck[e]/(¢?)) de la catégorie fibrée .4, au dessus
de Speck[e]/(?), or cette fibre est équivalente & hom(Spec k[e]/(€?), #,,).

3. On ne demande pas que le diagramme

Speck

soit 2-commutatif, car cela reviendrait & se limiter aux morphismes qui induisent 1’identité
sur C, i.e., & oublier que C peut avoir des automorphismes non triviaux.
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La composition Spec k — Speck[e]/(e2?) — .4, est donnée par le produit
fibré

P

Speck Spec

kle]
(%)’
c’est donc [C] : Spec k—= .4, , ; la famille de courbes ¥ —Spec k[e]/(¢?) est
donc un objet de homcy(Spec kle]/(€2), Mp)-
Montrons que ce foncteur est pleinement fidéle. Comme il s’agit de grou-

poides, il suffit de montrer qu’il induit des isomorphismes entre les groupes
d’automorphismes. Or, par définition, les automorphismes de

Speck

o
k[sg . ///—gm

Spec F

sont les automorphismes de

k[e] 7
Spec <€—2> - %g,n’
i.e., (d’aprés le lemme d’Yoneda pour les catégories fibrées), les automor-
phismes de
k[e]
% — Spec —+.
e
Pour montrer qu’il s’agit en fait d’un isomorphisme de catégories, on

peut remarquer que dans les deux cas, les morphismes qui partent d’'un objet
donné sont en bijection avec I’ensemble fini G = Aut C. O

Théoréme 5.12. — Sotent C une courbe stable dégénérée maximale
correspondant a un point [C| de #,, et G le graphe assocté. Toute

structure de graphe en rubans sur G définit un point-base tangenciel
en [C] sur #,,.

Démonstration : Soit G une structure de graphe en rubans sur G. Notons
x1,- .., &, les points singuliers de C.
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(a) Montrons que cela permet de définir des coordonnées au voisinage de
chaque point spécial de C. Un point spécial x est un point de la normalisée C
au dessus d’un point singulier ou marqué de C: il se trouve sur une compo-
sante connexe de C, qui comporte exactement deux autres points spéciaux.
D’aprés la construction du graphe associé & une courbe stable, cette compo-
sante est un sommet de G et les trois points sont les trois demi-arrétes qui en
partent. La structure de graphe en rubans nous donne un ordre cyclique sur
ces trois points, par exemple (z,y, z). En décidant d’appeler ces trois points
0, +1 et —1, on définit un isomorphisme entre la composante connexe de C
et P!, qui nous donne des coordonnées au voisinage du point z.

(b) Ces coordonnées permettent de définir des coordonnées au voisinage
de chaque point singulier de C et nous donnent donc des isomorphismes

(c) Comme la déformation universelle de kfu;, v;]/{u;v;) est

k[[uz-, Ui]] Spec k[[ui, Vi, 8z’]]

fm (u]/v, — &)

Spec k ——— Spec k[e;],

Spec

les isomorphismes précédents définissent un isomorphisme
Mloc =~ kl[&l]] @ te @ kﬂ&n]l = k[[&l, cee ,€n]],

puis, d’aprés 5.9, Mg =~ kfeq, ..., &,].

(d) L’isomorphisme T(qj#n ~ ToMo. identifie la trace du diviseur .7,
dans I’espace tangent a la réunion des hyperplans d’équations ¢; = 0; d’aprés
I1.5.9, les ¢; définissent alors un point-base tangenciel. O

Corollaire 5.13. — Soit C une courbe stable dégénérée mazimale et G le
graphe associé. Le choix d’une structure de graphe en rubans sur G induit un
isomorphisme d’espaces vectoriels

Tiq) Mg ~ V = Vect{ arrétes e de G }.

L’action du groupe Aut C = Aut G sur cet espace vectoriel est la suivante.
Si g € Aut G est un élément du groupe, e une arréte et v, € V le vecteur
associé a cette arréte, on pose

g Ve = tVgee.
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Le signe est choist ainsi :

+1 st l'automorphisme g préserve ’ordre cyclique aux deux extrémités de
l'arréte e, ou s’il est renversé en ces deux extrémités;

—1 en cas contraire, i.e., st g préserve l’ordre cyclique d’une des extrémités
de e mais pas celui de ’autre.

Démonstration : Nous avons déja vu les isomorphismes équivariants
Tic)Mgn ~ Tollg ~ ToMioc-

Une structure de graphe en rubans G sur G définit un isomorphisme
Miee = k[e1, - - -, €], donc un isomorphisme

o : TyqyMly, — Vect{ey,... ¢,

(ot (¢} )1<i<n est la base duale de (€;)1<i<n). Soit g € Aut G. La structure de
graphe en rubans gG sur G définit un autre isomorphisme

oy : TiqjMly, — Vect{e{,... ey }.

n

L’action de g sur V = Vect{eY,...,&/ } est alors donnée par
0‘1_1 7 az
V—— T[C].ﬂg,n —V

Pour expliciter cette action, reprenons les coordonnées locales (u;, v;) en z; €
C (pour 1 < i < n) définies par G et (¢G) au voisinage des points singuliers
X1,---,Zpn. Sion note Yioc : Moc —= Mioc le morphisme défini par 'action de
g € Aut G, on a un diagramme

H kﬂuiaviagla < 'agn]l Ploc H kl[uiaviagla s asn]]

P (uivi - €i> ; (Uz"Uz‘ - €i>
Spec kley, - .., en] —5— Speckles, ..., en]-
Explicitions le changement de coordonnées. Soit i € {1,...,n} et j tel que

o(z;) =z;. On a

8 , ~ ;0 oum,ni€ {1}
Soloc('vi) = 7;Vi 90100('01') = ;U4

{Qzloc(ui) = Nl ol {@oc(ui) = TiV;
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Par conséquent,

Proc(€i) = Proc(uvi)
= @oc(ui)@loc(vi)
= mnéujvi
= 771'7725]'

et le signe est bien celui annoncé par le corollaire. O

Remarque 5.14. — On peut reformuler le corollaire ainsi. Le choix de deux
structures de graphe en rubans G; et Gs sur le graphe G définit deux actions
de Aut G sur

V = Vect{arrétes e de G}

et deux isomorphismes

V1 >~ T[C]'ﬁg,n >~ Vz.

Ce G-isomorphisme V; —V, peut se décrire ainsi:
Ve > F 0,

ou le signe est le suivant
+1 si 'ordre cyclique aux deux extrémités de l'arréte e est le méme dans
G1 et Go, ou s’il s’agit pour les deux extrémités de ’ordre opposé;
+1 si 'ordre cyclique & une extrémité de ’arréte e est le méme dans G; et
G et ordre cyclique & I'autre extrémité est opposé dans G; et Go.

Exemple 5.15. — Dans le cas de ///_1,1, la seule strate de dimension nulle
correspond a la courbe elliptique singuliére, i.e., au graphe —(), qui pos-
séde un seul automorphisme. D’aprés le théoréme précédent, son action sur
l’anneau de déformations est donné par Id : k[e] — k[e]. Localement, en ce
point, //Zl,l ressemble donc a la droite quotientée par I’action triviale de Z /2.

Exemple 5.16. — Examinons maintenant ce qui se passe au voisinage
des strates de ///_172 de dimension nulle: cela nous permettra de terminer la
description de % » entamée un peu plus haut (1.16 page 96).

Le graphe O—< posséde un unique automorphisme, qui agit sur les com-
plétés formels de la maniére suivante

kﬂ€1,52]] — kﬂ€1,52]]
g1 > &
€9 = —E&9.
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L’action sur I’espace tangent est donc une symeétrie par rapport a 'une des
composantes du diviseur (figure I1.2(b) page 68).

Le graphe —(O)— posséde un unique automorphisme, qui agit sur les com-
plétés formels de la maniére suivante

k|[€1,€2]] — k|[€1,52]]
1 = &9
&y > £&1.

L’action sur I’espace tangent est donc une symétrie par rapport a la premiére
bissectrice (figure I1.2(c) page 68). En particulier, on retrouve le fait qu’il n’y
a qu’une composante irréductible en ce point.

Exemple 5.17. — Considérons a nouveau l’espace tangent a //Zl,z au point
défini par le graphe —(O)— : comme il s’agit du plan quotienté par la symétrie
par rapport a la diagonale, on peut définir trois points-bases tangenciels
(figure I1.6). Néanmoins, la description précédente ne nous donne que deux
de ces points (ceux de la proposition I1.5.7 et pas ceux de la proposition
I1.5.9) : nous n’utiliserons donc pas tous les points-bases tangenciels, mais
juste ceux que l'on peut décrire a ’aide de graphes trivalents.

Exemple 5.18. — La situation de la figure 28(b) est localement la méme
que dans l’exemple précédent (plan quotienté par la symétrie par rapport a
la diagonale), mais cette fois-ci, nous aurons les trois points-bases tangenciels
auxquels on est en droit de s’attendre. Commencons par examiner la structure
de ’espace tangent en ce point. Appelons a et [ les deux arrétes; on a
V = Vect{a, §}. Le groupe d’automorphismes du graphe est AutG = Z/2:
lautomorphisme non trivial agit sur le graphe (b) comme une symétrie d’axe
vertical, intervertissant « et 3. Sur I'espace tangent, il agit donc comme

a—+p3
Br—+a.

Pour trouver le signe, on choisit une structure de graphe en rubans (par
exemple, celle donnée par la figure) et on regarde ce qui lui arrive: elle est
inchangée. L’action est donc

ar—+0
B—+a

et l'espace tangent est le plan quotienté par la symétrie par rapport a la
diagonale, comme dans I’exemple précédent.
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1

b b
(b) La méme
sitLiation, dans
Mo, {1,0,a,b,b}

(a) Dans ./%_6,0

Figure 28 — Dans l'introduction, nous avions décrit les points-bases tangenciels
des .#,, a 'aide de la fusion: avec cette interprétation, ces deux exemples
peuvent sembler, de prime abord, problématiques. La fusion par rapport a o et 3
correspond a des chemins dans la méme strate mais dans des directions différentes
— cela correspond exactement a la description du point-base tangenciel (3) de
la figure 11.6.

Regardons maintenant quels sont les points-bases tangenciels, i.e., quelles
sont les différentes structures de graphe en ruban. Modulo isomorphisme et
modulo un changement global d’orientation, il n’y en a que trois.

1 1 1

(a) (b) (c)

Pour comparer ces différents points-bases tangenciels, fixons des coordonnées
(u,v) définies par le graphe en rubans (a). Dans cette base, le graphe en
rubans (a) définit le point-base tangenciel (1) de la figure I1.6.

Regardons maintenant le graphe (b): il définit des coordonnées (u',v');
le changement de coordonnées est donné par

u'—+u

v tv.

Pour connaitre le signe, on compare les ordres cycliques a 1'extrémité de u
et u' (respectivement v et v'): comme ’ordre est le méme & une extrémité et
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différent a l’autre (idem pour v et v'), on a
u'——u

v —v.

Le graphe en rubans (b) définit donc le point-base tangenciel (2).
De méme, pour le troisiéme graphe en rubans (c), il viendrait

u — 4u

v —v.

Il s’agit du point-base tangenciel (3).
On retrouverait aussi de cette maniére le fait que les deux graphes

1 1

b a a b

qui sont isomorphes modulo un changement global d’orientation, définissent
des coordonnées

! n
u +——4+u U ——u

v —v v —+v,

donc, d’aprés la remarque 11.4.4, des points-bases tangenciels canoniquement
isomorphes.

Remarque 5.19. — On pourrait penser indexer les points-bases tangenciels
sur .#, , par les graphes stables trivalents en rubans modulo un changement
global d’orientation, mais nous allons prendre les graphes stables en rubans
(sans quotienter), si bien que chaque point-base sera compté deux fois. Ex-
pliquons pourquoi.

Notons tout d’abord que les morphismes d’accrochage ne sont pas entre
les espaces de modules de courbes lisses .#,,, mais entre les espaces de
modules de courbes stables .4, ,. Ainsi, des points-bases de .4, et de My .
ne permettent pas d’en définir un sur Ay gy ,4n, mais juste sur Sy, g nin
— ce qui ne nous intéresse pas vraiment.

En fait, un point-base sur .#,, et un sur .#y ,» permettent de définir deuz
points-bases sur # g ni+n', que I’'on ne peut pas distinguer. La structure de
graphe en rubans permet de les distinguer.



CHAPITRE IV

LA TOUR DE
TEICHMULLER—GROTHENDIECK

Dans le chapitre précédent, nous avons construit des points-bases tangen-
ciels sur les espaces de modules de courbes lisses .# ,. Nous allons mainte-
nant construire des chemins entre ces points-bases, i.e., des transformations
naturelles entre les foncteurs-fibres correspondants. Nous montrerons ensuite
certaines relations vérifiées par ces chemins, dans 'espoir d’établir un iso-
morphisme avec un quotient du groupoide de Lyubashenko.

1 Exemples de groupoides fondamentaux

Aprés avoir défini ce qu’est une présentation d’un groupoide, nous don-
nons quelques exemples de calcul de groupoides fondamentaux de champs
algébriques ou, plus exactement, des groupoides fondamentaux usuels (et
pas profinis) d’orbifolds correspondants, construits a partir des espaces de
modules de courbes lisses ou stables, essentiellement & I’aide du théoréme de
Van Kampen. Le théoréme de Van Kampen pour les orbifolds est démontré
dans [Haefliger|.

Remarque 1.1. — Une présentation {(z;)ic1, (;)je3) d'un groupe G, c’est
la donnée de

(i) un ensemble (z;);c1 d’éléments de G, appelés générateurs ;

(i4) un ensemble (r;);cy de mots en les z; et les x; ', appelés relations ;

telle que le morphisme G — F{z;,i € I} de G vers le groupe libre engendré
par les générateurs induise un isomorphisme

F{z;,i €I}

G .
<r]'7.7 € J>

139
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entre G et le quotient de ce groupe libre par le sous-groupe normal engendré
par les relations.

Définition 1.2. — Une présentation d’un groupoide est la donnée de
(i) un ensemble Go d’objets;
) un ensemble G; de générateurs;
(#3i) deux applications (source et but) s,b: G; — Gy ;
) un ensemble G, de relations, i.e., des lacets composés de générateurs

et de leurs inverses, i.e., des suites (fi', f52,..., fi") avec n € IN*,
fi € Gy, g; € {£1}, telles que b(f{) = s(fffll) pour tout 7 € [1,n — 1]
et s(fi') = b(f;"), ot on aposé b(f*) =b(f), s(f*) = s(f), b(f 1) =
s(f) et s(f71) = b(f).
Cela définit un groupoide de la maniére suivante. Ses objets sont les éléments
de Gy. Les morphismes de a vers b sont les chaines (f*, f52, ..., f<*) telles
que b(f{*) = s(fiit') pour tout i € [1,n— 1], s(fi') = a et b(fe") = b,
modulo la relation d’équivalence compatible avec la composition engendrée

par les relations « ¢ = Id » pour tout ¢ € Go.

Remarque 1.3. — Nous écrirons la présentation d’'un groupoide de maniére
partiellement graphique : nous dessinerons les objets et les générateurs et nous
écrirons les relations au dessous, comme sur la figure 1.

Remarque 1.4. — Etant données des présentations de trois groupes

G = ((@i)ier; (rir)irer)
H = ((y5)jes; (rjr)jrea)
K = ((21)ier; (rv)rev)

et deux morphismes
K—~G
(U
H,

on vérifie aisément qu’une présentation de leur somme amalgamée est donnée
par

G * H = ((2i)ier, (¥5)jess (ro)ier, (s7)jea, ((2)Y(21) ™ ier),

K
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(O

(a) le groupe libre a deux
générateurs, ie., Z x 7.

(o

(d) groupoide a deux
objets, équivalent au
groupe Z

G

S

(g) au lieu de donner des
automorphismes d’'un objet
et des relations entre ces
automorphismes, on peut
simplement préciser un
groupe

e ————» 0

(b) le groupoide connexe
trivial 3 deux objets

e

(e) groupoide a deux
objets, équivalent au
groupe Z x 7.

e

(h) groupoide a deux
objets, équivalent au

groupe G x H
b %) a
e
(pfl
pp =1
pbp ' =a

(j) groupoide a deux objets,
équivalent au groupe Z

(c) idem

— T
° °

~
(f) groupoide a deux
objets, équivalent au
groupe Z

— T

o ——————» 0

~
(i) groupoide & deux
objets, équivalent au
groupe Z x 7.

Figure 1 — Quelques exemples de groupoides définis par une présentation.
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ol p(z;) (respectivement 1(z;)) désigne une écriture de ¢(z;) (respectivement
¥(2)) a l'aide des générateurs de G (respectivement H). On peut remarquer
que les relations de K n’interviennent pas.

Cette description de la somme amalgamée s’étend au cas des groupoides
si les morphismes ¢ et 9 sont des bijections sur les ensembles d’objets; une
présentation de G xx H est donnée par:

— objets: ceux de K (que I'on identifiera & ceux de G ou de H);
— générateurs: ceux de G et ceux de H;

— relations: celles de G, de H et celles de la forme ¢(2)1(2)™! pour tout
générateur 2z de K.

Exemple 1.5. — On a bien str m .43 = m(x) = 0 et m My = mP = 0.

Exemple 1.6. — La figure 2 montre, 4 ’aide du Théoréme de Van Kampen
que le groupe fondamental de .# 4 est donné par le coproduit suivant.

53

e o]

On a donc mMpys = mP'\ {0,1,00} = Z x Z. On n’a utilisé ici que deux
points-bases tangenciels au lieu de six.

Exemple 1.7. — Calculons maintenant 7y (.#04/7/2) ot Z/2 agit en per-
mutant deux des quatre points marqués. Si on identifie .# 4 et le plan affine
moins deux points, P! \ {+1,—1,00}, le groupe Z/2 agit par le passage a
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}
I
}
I

Figure 2: Application du théoréme de Van Kampen au calcul de m;.# 4. On peut
voir .#y 4 comme le plan A'(C) privé de deux points +1 et —1, représentés par
des disques blancs. On a choisi deux points-bases, représentés par des croix. Les
z0nes grisées sont les ouverts de .# 4 que I'on utilise pour appliquer le théoréme
de Van Kampen.
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lopposé. D’aprés la figure 3, il s’agit du coproduit Z x Z /2,

71(ﬂ0’4/Z/2)

D
~.

Comme #,4 est un revétement a deux feuillets de #,4/7Z/2, on a une
suite exacte (voir 1.5.4)

0%'71'1%0’4%'71'1(.%0,4/Z/2)%'Z/2%'0.

On peut expliciter les groupes fondamentaux et les morphismes qui y inter-
viennent et ainsi vérifier, sur cet exemple, que la suite est bien exacte.

71'1%0’4 = (a,b) =7Zx7Z
T (Moa/Z]2) = <OZ,5;52 =1)=7Zx(Z/2)

T Moy — T1(Mous/Z/)2)
a — «

b — Baf

71'1(%&4/%/2) — Z/2
0
1

b

o
B

Exemple 1.8. — Utilisons encore une fois le théoréme de Van Kampen
pour calculer le groupe fondamental de .#; ;1. D’aprés la figure 4, il s’agit du
coproduit

On a donc
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Z/2

Z/2 Z/2

Z/2

Figure 3: Application du théoréme de Van Kampen au calcul de 71 (#4/Z/2).
On peut voir .#,4 comme le plan A'(C) privé de deux points +1 et —1 ; le
groupe Z/2 agit alors par le passage a |'opposé. Nous avons représenté en
gris un domaine fondamental pour cette action. A gauche, le quotient {2z €
C : —2 < Rez < 2}/Z/2 est une partie contractile de C, quotientée par
rotation d'un demi-tour : le groupe fondamental est Z/2. A droite, le quotient
{z€C : |Rez| >3, z # +1}/Z/2 est isomorphe 3 {z € C : Rez >
%, z # 1}, car I'action est libre : c'est isomorphe au plan privé d'un point ; le
groupe fondamental est Z. Enfin, en bas, I'action est toujours libre et le quotient
{z€C : § <|Rez| <2}/Z/2 estisomorphe a {z € C : 3 <Rez < 2},
qui est contractile : le groupe fondamental est trivial.
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7,/6 7/4

Z/2

Z/6 Z/4 Z/6 Z/4

Z)2 Z)2

7,/6 7,/4

7/2

Figure 4 — Application du théoréme de Van Kampen au calcul de m;.#; ;. On
peut voir .#;; comme la droite affine A, dont tous les points ont Z/2 comme
groupe d'automorphismes, sauf deux d’entre eux, dont les groupes sont Z /4 et
Z/6. On peut supposer que ces deux points ont pour coordonnées +1 et —1 et
on choisit comme point-base celui de coordonnée 0 (il est repéré par une croix).
A gauche, I'espace de modules grossiers est { z : Rez > —1}, isomorphe au
plan A'(C), et tous les points ont Z/2 comme groupe d'automorphisme, sauf
I'un d’entre eux, qui a Z/4: cet orbifold est isomorphe au plan A'(C) quotienté
par Z/4, ou 1 € Z/4 agit par rotation d'un demi-tour; le groupe fondamental
est Z/4. De méme, a droite, le groupe fondamental est Z/6. Enfin, en bas
I'orbifold est isomorphe au plan quotienté par |'action triviale de Z /2 : le groupe
fondamental est Z/2.
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m g = (a,b;a* = b =1,a* = b°)
= {(a,b;a* = 1,0 = b*)
=(S,T;8* =1,(ST)* = $?)

donc, en posant a = ( % §),b=(? 1) ouS=(9), T=(}1),

Exemple 1.9. — Utilisons encore une t:ois le théoréme de Van Kampen,
pour calculer le groupe fondamental de .# ;. D’aprés la figure 5, il s’agit du
coproduit

Wl.ﬁl,l

e
B

7T1 Sl 2))

7./4

\/

On est donc ramené au calcul de m$'/(Z / 2) ou laction de Z/2 est triviale.
D’aprés 1.2.4, il s’agit de 1 ($') x (Z/2) = Z x (Z/2). Le groupe fondamental
de A, est donc le coproduit

7 x7)2 " 17/4

| |

Z/ﬁ 77'1'%_1,1

ou les morphismes f et g sont donnés par

Zx7/]2 — 7Z/4 Zx7]2 — 7/6
f: T = a g: x = b
Y a’ Y = b3

en notant
Z X 7)2 = (x,y;zy = yz,y° = 1)

Z/4 = {(a;a")
7.6 = (b;b%).
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7./4
Z/2
SN
7./4 7.2
\ /
==

Figure 5: Ar_)plication du théoréme de Van Kampen au calcul de 7r1///_1,1 :on
peut voir .#;1(C) comme une sphére dont les points ont Z/2 comme groupe
d'automorphisme, sauf deux d'entre eux, dont les groupes sont Z/4 et Z/6.

On en déduit une présentation de m .4 1,
mhy = {a,ba* = =1,a=b,a*> =b) = 1.

L’espace de modules de courbes elliptiques stables ///_1,1 est donc simplement
connexe.

2 Groupoide de Lyubashenko

Nous allons décrire le groupoide I, ,, de [Lyubashenko 3] qui est une ex-
tension centrale du groupoide qui nous intéresse. Ses objets sont les graphes
en rubans (qui, nous I’avons vu, correspondent & des points-bases tangenciels
sur .#,,) et ses morphismes sont d’une part les isomorphismes de graphes,
d’autre part certains morphismes que 1’on rajoute et qui sont soumis a cer-
taines relations.

Les morphismes que nous rajouterons seront tout d’abord définis sur des
graphes assez simples (correspondant & des points d’espaces de modules de
dimension 0 ou 1), puis nous les généraliserons a des graphes quelconques qui
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contiennent ces graphes plus simples, par « recollement ». Une maniére de
formaliser cela est de considérer la catégorie dont les objets sont les graphes
en rubans non nécessairement connexes, dont les morphismes sont les auto-
morphismes morphismes de graphes, les recollements de graphes et les géné-
rateurs que 1’on construira, en dimension 0 ou 1, le tout soumis aux mémes
relations, en demandant deux choses supplémentaires: tous les morphismes
sont des épimorphismes et les générateurs commuttent aux recollement.

Grace a la procédure de « dédoublement » de la figure 8, on peut aussi
interpréter ces graphes en rubans comme des surfaces de Riemann & bord,
dont le bord est colorié par les éléments de [[1,n], munies d’'un découpage
(modulo isotopie) en pantalons — c’est I'opération inverse de celle décrite
dans I'introduction, page 15. Les morphismes que 1’on rajoute s’interpréteront
alors naturellement comme des homéomorphismes modulo isotopie (i.e., des
éléments du groupe d’homéotopie).

Définition 2.1. — Le groupoide de Lyubashenko Ty est défini & partir
du groupoide dont les objets sont les graphes en rubans stables, trivalents,
et dont les morphismes sont les isomorphismes de graphes (pas les isomor-
phismes de graphes en rubans) par adjonction des générateurs suivants:

— pour tout graphe contenant un sous-graphe isomorphe a ()<, un mor-

phisme dit de fusion
/ \ // \
fus : | f— )
\ / \ ;

— pour tout graphe et toute arréte a de ce graphe, un automorphisme dit
de torsion T, ;

— pour tout graphe contenant un sous-graphe isomorphe a ’ﬂz@), (la fléche
indique I'ordre cyclique au sommet) trois morphismes dits de tressage

/"\ /’\\

/ \ / \

. 1 | 1

Br: J—=" )
AN AN

.y .y

— pour tout graphe et tout sous-graphe isomorphe & ¢ :C__):—,‘, un automor-
phisme dit de retournement S;

soumis aux relations suivantes:
1. Tous les morphismes sont inversibles.
2. Les générateurs dont les supports sont disjoints commuttent.
3. fus® = 1d.
4. Le pentagone (ou associativité), figure 13.
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5. La composée de deux tressages s’exprime en termes de torsions, de la
maniére suivante

Brjo = TaTg'TG!
BI‘AB e} BI‘BC = Tgl

-1
BrAC OBI‘BC = TC .

comme sur les figures 14, 15 et 16.
6. Deux relations relient la fusion et le tressage, données par la figure 6;

X B

X C X B
+1 \/
Brgg fus
A B A C TN

A C

+1
fus Bryg

X C X B

~_ . b ~_
Y 7 EL >L< s
PN . R PN

A B C A

Figure 6 — Les deux relations reliant fusion et tressage

7. (ToS)*=8%

8. S2=T1!oBr™

9. Une relation pour les graphes (contenant un sous-graphe) de genre un
a deux jambes, donnée par la figure 7.

Définition 2.2. — Nous noterons Iy, le quotient de F;m par la torsion
autour des jambes: c’est le groupoide qui nous intéresse.

Exemple 2.3. — La figure 17 représente les groupoides ['g3 et 'y 5. Ils ont
deux objets, représentés par la figure 18.
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Y X X Y
A Brxy A
N N
S~ O
A

fus
N N
Y \1\{ X Y \PJ X
TEITM fusn
Y X
L
N B
Y\ X
i O
P
Y X
B
M

Figure 7 — Relation pour les graphes de genre un a deux jambes
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Q 8)) o

Figure 8 — Comment obtenir une surface en « dédoublant » un graphe en rubans
et en recollant les deux morceaux.

A A

&B
>

B C \’ c

Figure 9 — Le morphisme de tressage

Lcﬁ

Figure 10 — Le morphisme de torsion
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fus

D C

Figure 11 — Le morphisme de fusion

&

Figure 12 — Le retournement, chemin dans ./ ;

A A A
Br .‘ Br i
B ¢ B C B C

Figure 14 — Le carré du tressage
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Figure 13 — La relation du pentagone (associativité)

A A A
()
‘
Brpc Bras

>
B e B Do B C

Figure 15 — La composition de deux tressages

Z3
(a) To,3 (b) T3

Figure 17 — Les groupoides I'g 3 et 'y 5
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A A A
(>
B C’B ¢ B c

Figure 16 — La composition de deux autres tressages

A2

Figure 18 — Les objets du groupoide 'y 3
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3 Torsion et tressage

Nous allons maintenant définir des chemins dans le groupe fondamental
de My, i.e., des transformations naturelles entre nos différents foncteurs-
fibres. Ces morphismes de foncteurs peuvent s’écrire

Hom (-, k{{z1,...,zm}}) —Hom(:, k{y1, .., ym}})-

Avant de les décrire, examinons une transformation naturelle de ce type, dans
une situation un peu plus simple.

Exemple 3.1. — Sur la droite affine privée d’un point, X = P!\ {0,000} =
Spec k[z, 7], définissons deux points-bases tangenciels.

— [ RevX — £ns

RevX — £ns

095 ) R,) -~ Homug (w0 e {55 )

Ici, z/(z—1) est juste une maniére un peu compliquée d’écrire 'indéterminée ¢
de k{{t}} en soulignant le fait que le morphisme k(z) —k{{t}} est défini par
z/(z—1)—=t. Nous allons décrire de deux maniéres le chemin <y de la figure 19.

)
000 01

Figure 19 — Chemin ~y dans la droite affine privée d'un point

(a) Pour la description la plus géométrique, nous allons utiliser le langage
de la géométrie complexe. Tout d’abord, remarquons que dans la définition
des foncteurs-fibres, on peut remplacer k{{z}} par le corps Mg; des germes de
fonctions méromorphes sur |0, 1[ qui possédent un développement de Puiseux
en 0 et 1.

o7 . {RevX — £ns
-l (Ryy) — Homy)(k(R), Mg)
0. {RevX — £ns

’ 0o
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Le prolongement analytique le long du chemin v de la figure 19 nous donne
un morphisme de corps
Mg — Mz

puis une transformation naturelle

01— 0co.

(b) Repassons maintenant au cadre algébrique. Pour définir une transfor-
mation naturelle 01 — 0oo, il suffit de se donner un morphisme

o 2 {f,))

COIDII'IGHQOIIS par remarquer que

X

=g () = )

ou les ¢, € Q sont les coefficients du développement en série
(1-¢)t= chan € k[e].
n>0
D’apreés le lemme suivant, cela nous donne un morphisme d’anneaux
k[z] — k[t]

t
—— =—tl—-t)" =~ t"
A — 1 ( ) gcn

que ’on peut écrire

s+

Lemme 3.2. — Un morphisme de k-algébres ® : k[z] — k[z] tel que
deg ®(z) > 1 se prolonge en un morphisme ® : k[z] — k[z] en posant

$ (Z apz") = Z a,®(z)".

n>0 n>0
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Démonstration : 1l suffit de vérifier que ® est bien défini, i.e., que les coeffi-
cients de (3, anz") ne font intervenir que des sommes finies: mais cela
résulte de I'hypothése deg ®(z) > 1. O

Pour étendre ce morphisme & I’anneau des séries de Puiseux, on pose

1/n —1/n
2, ($f1> (l_xfl)
_ T 1/n X n k X
o (5) g ()

ol les ¢, forment un systéme cohérent de racines primitives ni®™® de —1 et
les ¢, x € Q sont les coefficients du développement de

(1—¢) Vn = ch,ksk € kle]-

k>0

(Comme le dénominateur des c,; peut étre & peu prés quelconque, on est
obligé de se limiter & la caractéristique nulle.)

D’aprés le lemme suivant, c’est un isomorphisme d’anneaux, il induit donc
un isomorphisme entre les corps de fractions

o+ {f)

puis entre les foncteurs-fibres

_—

1—0c0.

Lemme 3.3. — Considérons le morphisme d’anneaux

E{z}} — E{u}}
(I)C : xl/n = Cnyl/n Z Cn,kyna

k>0

ot les (, forment un systéme cohérent de racines primitives n®™ de —1.
(i) Le carré de ® est donné par

D0 P :{ ki{lfn}} : gi:f/%

et les (2 forment un systéme cohérent de racines n**™ de 'unité.
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(i) Le morphisme @ est un isomorphisme, et son inverse O est défini de
la méme maniére, en prenant le systéme cohérent des racines n*™* de
—1 inverses de (,.

(#5i) L’isomorphisme d’anneaux ® s’étend en un isomorphisme entre les
corps de fractions.

Démonstration : Le morphisme ® est défini par

Rt — k{‘c[iw}}

t +— =—z g ckwk
rz—1
k>0
tl/n — Cnml/nE :Cn,kxk

k>0

donc son carré
E{t — k{a}} —— k{{t}

est défini par

(") = (u@(«™) D cnp® ()"

£>0
¢ k
- 66 st Sens (115
k>0 k>0
¢ k
= Gt/ (Z Cn,kt’“) (Z Cn.k <t — 1) )
£>0 £>0

= Ci/m,

Pour justifier la derniére égalité, on peut remarquer que les séries entre paren-
théses sont le développement en série entiére convergent de fonctions réelles
positives sur un voisinage & droite de 0,

1 1

(1 _t)l/n X < ¢ )1/71 ’
1—

t—1

et ’égalité des séries résulte de 1’égalité des fonctions.
La seconde partie du lemme se démontre de méme.

Comme ces morphismes d’anneaux sont en fait des isomorphismes, ils
définissent des isomorphismes entre les corps de fractions. O
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14
055 0 o o7
v

Figure 20 — On obtient un lacet en composant un chemin + de 01 vers Oco et
un chemin ~' dans |'autre sens.

Remarque 3.4. — La méme construction permet de définir un chemin dans
I’autre sens ' : 0oo—=01 qui n’est pas I'inverse de 7. Sign compose ces deux
chemins, on obtient un lacet 7' oy qui engendre (X, 01) (figure 20).

Remarque 3.5. — Si l'on revient & la situation qui nous intéresse, en di-
mensions supérieures, on s’appercoit que I’on peut définir des isomorphismes
d’anneaux (puis de corps)

k{z1,...,z.}} — E{v1,--,unl}
n 1/n
I B ) St
k>0

no yjl-/n si j # 1.

L

Nous pouvons maintenant définir les chemins de torsion et de tressage
dans les espaces de modules de courbes. Dans la suite, on fixe un systéme
cohérent ((,)penwx de racines n'*™* de l'uniteé.

Définition 3.6. — Soit e une arréte d’extrémités distinctes d’un graphe en
rubans G décrivant un point-base tangenciel de .#, . La torsion de 'arréte e
est définie comme la transformation naturelle

T. = ®; : Hom(-, k{{z1, ..., zm}}) —Hom(-, k{{z1,...,zn}})

ou ®; agit sur la 7™¢ composante, celle correspondant & I’arréte e.

Définition 3.7. — Soient G un graphe en rubans décrivant un point-base
tangenciel de .4, ,, v un sommet sans boucle de G, e; une arréte issue de v
et ey et ez les deux autres arrétes issues de v. Notons G’ le graphe en ru-
bans obtenu aprés application du tressage défini par e; et ez et v', €], €5, €}
les mémes données aprés transformation. Les foncteurs-fibres correspondant
peuvent s’écrire

Hom(-, k{{z1,...,zm}}) et Hom(-, k{{y1,- .., ym}})
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ou les trois premiéres coordonnées correspondent eg, e; et e3 (respectivement
e}, e, et ey). Le tressage de es et e est la transformation naturelle

Bre, e, : Hom(-, E{z1,... ,a:m}}) %Hom(-, k{vi,-- -, ym}})

induite par le morphisme

((k{z1, . amdt — E{yn - umb
1
1 b= +Cny1/nzcn,kyf
k>0
1
< T2 = —Caty™ Y capth
k>0
w3 = =G Cnpth
k>0
. T = yisiig{1,2,3}
Remarque 3.8. — D’aprés le lemme 3.3, les relations attendues pour le

carré du tressage (figures 14, 15 et 16),

Bri, = TaATE'Tc!
BI‘AB (e} BI‘BC = T]gl
BI‘AC e} BIBC = Tal

sont bien satisfaites.

Remarque 3.9. — 1l reste encore & définir torsion et tressage pour les
graphes avec une boucle. On peut remarquer que, d’aprés 1.8, on a T = ab,
ol a et b sont les générateurs des groupes des points j = 123 et 5 = 0 et
construire la torsion comme le retournement un peu plus loin 4.4. Quant au
tressage, on peut remarquer que comme on doit avoir S2 = T~ o Br!, il
suffit de poser Br = S72 o T~1. Le fait que la fusion et le tressage soient
définis différemment pour les boucles rendra la propagation des générateurs
et des relations au travers des morphismes d’accrochage plus problématique.

4 Retournement

Nous allons juste construire le retournement comme un chemin dans
M, : ce sera le chemin qui part de j = oo, puis va (par fusion) vers j = 123,
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y applique le générateur (on en choisit un, une fois pour toutes) de Z/4 et
revient enfin & j = oo. Montrons que cette description a bien un sens.

Lemme 4.1. — Soient x un point d’un champ algébrique X et G son groupe
d’automorphismes. Tout élément de G définit un automorphisme du foncteur-
fibre défini par x.

Démonstration : Rappelons que le morphisme z : Spec k — X peut se fac-

toriser par
< X
x /

Speck/G,

ce qui donne une factorisation du foncteur-fibre z*

Spec k

SLCShX

€ns “”*
e

G-€ns.

A priori, ce diagramme est juste commutatif & isomorphisme prés, mais quitte
a remplacer z* par un foncteur isomorphe, on peut le supposer commutatif.
Tout élément de G définit un automorphisme du foncteur d’oubli a*, donc
un automorphisme du foncteur-fubre z*. Il

Lemme 4.2. — Soient X un champ algébrique, D un diviseur a croisements
normauz et & un point fermé de D. Un point-base tangenciel de X\D en x dé-
finit (grace au morphisme d’inclusion X O D&—=X) un point-base tangenciel
de X, qui est canoniquement isomorphe a x.

Démonstration : Voir 11.2.13. O

Remarque 4.3. — Pour définir les points-bases tangenciels sur .4, on
prend les points-bases tangenciels sur P*\ {0,123, co} et, grace au morphisme

P'\ {0,12%, 00} —P'\ {0,123 00}/Z/2 ~ M1, \ {0,12°} — M, 1,

on obtient des points-bases sur . ;.

Définition 4.4. — On peut maintenant définir le retournement dans .# ; :
c’est la composée des chemins suivants.
(1) La fusion de j = oo vers j = 123, définie par prolongement analytique
[Thara 1] ;
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(7) L’isomorphisme canonique entre le point-base tangenciel en j = 12° et
le point j = 123;

(711) Le générateur du groupe du point j = 123, i.e., Z/4;

(iv) L’isomorphisme canonique entre le point j = 122 et le point-base tan-
genciel en j = 123 dans la direction de j = 0o

(v) la fusion de j = 123 vers j = oo.

Remarque 4.5. — Nous n’avons pas encore de description du retourne-
ment, du tressage et de la torsion (en présence d’une boucle) en dimensions
supérieures.






ANNEXE A

RAPPELS SUCCINTS SUR LES
CHAMPS ALGEBRIQUES

Il s’agit de rappels: nous nous contentons d’énoncer briévement les défi-
nitions, sans les motiver et en donnant trés peu d’exemples.

1 Topologie sur une catégorie

Définition 1.1. — Un crible d’un objet X d’une catégorie € est un ensemble
de fléches de but X, stable par composition a droite.

On parle parfois de crible d'une catégorie €: c’est un ensemble d’objets
contenant la source de tout morphisme dont il contient le but. Un crible d’un
objet X de € est donc un crible de €/X.

Définition 1.2. — Une topologie sur une catégorie C est la donnée, pour
tout objet X de €, d’un ensemble J(X) de cribles de X, dits cribles couvrants,
telle que

(7) le crible maximal (contenant toutes les fleches de but X) est couvrant;

(73) la restriction d’un crible couvrant l’est encore: si R est un crible cou-
vrant X et f : Y — X un morphisme, alors

ffR={g:Z—Y : fogeR}

est un crible couvrant Y ;

(#32) pour vérifier qu’un crible est couvrant, il suffit de le vérifier localement
(au travers d’un crible couvrant): si R est un crible de X, si R’ est un
crible couvrant X et si pour tout morphisme f de R’ le crible f*R est
couvrant, alors R est couvrant.

165
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Définition 1.3. — Un site est une catégorie munie d’une topologie.

2 Failsceaux

Définition 2.1. — Un préfaisceau sur une catégorie est un foncteur contra-

variant vers la catégorie des ensembles. On notera € la catégorie des préfais-
ceaux de €. Un préfaisceau représentable est un préfaisceau isomorphe & un
préfaisceau de la forme Hom(-, X), pour un objet X de C.

Remarque 2.2. — Se donner un crible d’un objet X de € revient & se donner
un sous-préfaisceau de X = Hom(-, X). L’'image réciproque d’un crible R par
un morphisme f : Y—X est le produit fibré f*R = R xxY dans la catégorie
des préfaisceaux.

Remarque 2.3. — Le foncteur d’Yoneda

¢ ¢
X + Hom(:,X)

est pleinement fidéle. De plus, pour tout préfaisceau # et tout objet X, on
a des isomorphismes canoniques

FX ~ Homg(X, F).

Définition 2.4. — Un faisceau sur un site (€, J) est un préfaisceau F tel
que pour tout objet X de €, pour tout crible R couvrant X, 'inclusion R—X
induise un isomorphisme

Hom(X, ) ~ Hom(R, F).

Définition 2.5. — La topologie canonique est la topologie la plus fine pour
laquelle les préfaisceaux représentables sont des faisceaux. Les topologies que
nous rencontrerons seront moins fines que la topologie canonique, i.e., les
préfaisceaux représentables seront toujours des faisceaux.
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3 Catégories fibrées en groupoides

Remarque 3.1. — La notion de préfaisceau de groupoide, i.e., de fonc-
teur contravariant F : € — Groupoides i valeurs dans la 2-catégorie des
groupoides, généralise celle de préfaisceau. On peut mettre une structure de
catégorie sur § = [ [x.op ¢ FX telle que la projection $—=C soit un foncteur.
C’est un exemple de ce que 'on appelle une catégorie fibrée en groupoides.

Dans les exemples que nous rencontrerons, I’image d’un morphisme de €
par F est définie par une propriété universelle (produit fibré de schémas ou
image réciproque de d’un faisceau de modules), ce qui laisse une certaine
latitude de choix. On peut effectuer tous ces choix de maniére & obtenir un
foncteur; si on ne le fait pas, 'image de la composée de deux morphismes
n’est pas égale mais simplement isomorphe a la composée des images et on
parle alors de pseudo-foncteur.

Définition 3.2. — Une catégorie fibrée en groupoides sur une catégorie €
est un foncteur F : § — C tel que

(7) pour tout morphisme f : X—Y dans € et tout objet y au dessus de Y
(i.e., pour tout y € Ob ¥ tel que Fy = F), il existe un objet & au dessus
de X (on en choisira un et on le notera f*y) et une fléche z — y au
dessus de f;

(i1) pour tous objets X, Y et Z dans €, pour tous morphismes f, g et h
comme dans le diagramme ci-dessous, pour tous objets z, y et z de ¥
au dessus de X, Y et Z, pour tous morphismes ¢ et ¢ au dessus de f
et g,

W

il existe une unique fléche (en pointillés) au dessus de h, faisant com-
muter le triangle du haut.

Définition 3.3. — Un morphisme de catégories fibrées (en groupoides) de ¥,
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vers G au dessus de € est un foncteur £ — 6 compatible aux projections,
§———6

N A

Un 2-morphisme de catégories fibrées est une transformation naturelle

telle que pour tout objet X de § on aie Gax = Idpx. Les catégories fibrées
sur € forment une 2-catégorie 6 C.

Définition 3.4. — La fibre d’une catégorie fibrée § — € au dessus d’un
objet X de € est la catégorie £x dont les objets sont les objets de § au dessus
de X et les morphismes ceux au dessus de Idx.

Définition 3.5. — Considérons des morphismes de catégories fibrées sur C.

5

|

6—5H

I\

@

Le 2-produit fibré de § et G au dessus de $, noté § ~ % ®, ou plus simplement
§ xg 6 est la catégorie fibrée dont
— les objets sont les triplets (f, g,a) d’un objet f de ¥, d’un objet g de
6 et d’un isomorphisme a entre Ff et Gg, au dessus d’un morphisme
identité de C;
— les morphismes de (f, g,a) vers (f',¢',a’) sont les couples (¢, 1) tels
que
f Ff—~Gyg g

fl le J/Gw ¥

f Ff-%-Gg 4.
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On obtient alors un carré commutatif & isomorphisme prés.

fXﬁ(BH@

|

5 H

4 Champs algébriques

Définition 4.1. — Un champ en groupoides sur un site (€, J) est une ca-
tégorie fibrée en groupoides £ sur € telle que pour tout objet X de €, pour
tout crible R couvrant X, le foncteur induit par I'inclusion R — X soit une
équivalence de catégories,

homgpe(X, §) =~ homgge (R, 5).

Remarque 4.2. — Dire que le foncteur ci-dessus est pleinement fidéle re-
vient & demander que pour tout objet X, pour tous objets &;,& € $X, le
foncteur

Isomx(ﬁl, 62) : C/X - ‘6115

est un faisceau (pour la topologie induite sur €/X par celle de €).

Dire qu’il est essentiellement surjectif revient & demander que pour tout
recouvrement (X; — X); d’un objet X de €, pour tous & € Ob$X;, pour
tous isomorphismes

Pij - &"XiXXj ‘>§j|X,-><X,-
X X

vérifiant la propriété de cocycle, il existe £ € Ob¥X et des isomorphismes
i+ Elx, — & tels que

S‘Xi ;((Xj
¢j|xi;<(/xj IIJ\Xiixj
§]|X1§XJ ©Pi,j §1|Xl)>éX]'

On peut exprimer cette condition de maniére plus concise: toute donnée de
descente (pour des objets de ¥) relative a une famille couvrante (X; — X);
dans C est effective.
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Définition 4.3. — Le (grand) site étale d’un schéma X est la catégorie dont
les objets sont les schémas sur X et les morphismes, les morphismes au dessus
de X; les familles couvrantes sont les familles surjectives de morphismes
étales. Un crible est couvrant s’il contient une telle famille.

Nous considérons dorénavant le site étale d’un schéma S.

Définition 4.4. — Un morphisme de champs . — 7 est représentable si
pour tout morphisme X — 7 depuis un schéma, le 2-produit fibré X x 5 .%
est équivalent & un schéma.

Définition 4.5. — On dit qu'un champ est algébrique si
— sa diagonale est représentable (il revient au méme de demander que
tout morphisme depuis un schéma soit représentable), quasi-compacte
et séparée (i.e., quasi-compacte et séparée aprés un quelconque chan-
gement de base);
— il existe un morphisme surjectif et étale depuis un schéma (i.e., surjectif
et étale aprés un quelconque changement de base).
Nous noterons Champs S la 2-catégorie des champs algébriques au dessus d’un
schéma S: les objets sont les champs algébriques sur S, les morphismes, les
morphismes de champs, non nécessairement représentables, et les 2-morphismes
sont les 2-morphismes de champs (qui sont en fait des 2-isomorphismes).

Comme les champs algébriques sont des objets assez compliqués, on essaye
souvent de se ramener & des schéma.

Théoréme 4.6. — St X est un champ algébrique et U —X un mor-
phisme surjectif et étale, alors

R=UxU—=U
X

est un groupoide étale (i.e., dont le morphisme source est étale)
dans la catégorie des schémas, dont la diagonale R — U x U est
quast-compacte et séparée. On dit que c’est une présentation du
champ X.

Réciproquement, st R—=U est un groupoide €étale dans la catégo-
rie des champs dont la diagonale est quasi-compacte et séparée, on
peut construire un champ algébrique X et un morphisme surjectif
et étale U — X tel que R =U xx U.

Démonstration : Voir [Vistoli, 7.20]. Nous rappelons simplement la construc-
tion de la catégorie fibrée associée & un groupoide étale R —=U. Pour tout
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schéma T et tout morphisme étale surjectif T — T, notons F(T' —T) la
catégorie dont les objets sont les foncteurs du groupoide T' x1 T —T" vers
R —==U et les morphismes les transformations naturelles. La catégorie fibrée
associée au groupoide R —=U est définie par F(T) = 2-limF(T'—T). 0O

Remarque 4.7. — Comme pour les groupoides et leurs présentations, la
2-catégorie des champs n’est pas équivalente a celle des groupoides dans la
catégorie des schémas.

Définition 4.8. — Un espace de modules grossier d’'un champ algébrique X
est un espace algébrique M est un morphisme X — M, universels pour cette
propriété, i.e., si M’ est un espace algébrique et X — M un morphismes, il
existe un unique morphisme faisant commuter le diagramme

X M’
\ 7
M.
Théoréme 4.9. — Les champs algébriques possédent un espace de
modules grossier.
Démonstration : Voir [Keel-Mori, 1.3.1]. O
Définition 4.10. — Un sous-champ d’un champ § — € est une sous-

catégorie fibrée 6 C §
(7) strictement pleine
(i1) stable par image réciproque: si ¢ : U—=V est un morphisme dans C,
alors ¢* ObGy C Ob 6y ;
(71) stable par recollement: pour tout famille couvrante (¢; : V; — U);ex
dans €, un objet = de § au dessus de U est dans 6 si et seulement si
pour tout 7 € I, on a piz € ObGy;,.

Définition 4.11. — (7) Un morphisme de champs H : § — 6 est un mono-
morphisme si les Hy : §y —= 6y sont pleinement fidéles pour tout U € Ob .

(i7) Un morphisme de champs H : § — 6 sur € est un épimorphisme s'il
est « localement essentiellement surjectif »: pour tout objet U de €, pour
tout objet  de  au dessus de U, il existe un morphisme couvrant ¢ : U'—U
et un objet y de § au dessus de U’ tel que p*z ~ H(y).
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Proposition 4.12. — L’image d’un morphisme H : §—~6 de champs sur C
est le sous-champ ImH de & (c’est bien un sous-champ) de G dont la fibre
au dessus d’un objet U de C est l’ensemble des x € Ob Gy tels qu’il existe un
morphisme couvrant ¢ : U' —=U et un objet z' de § au dessus de U’ vérifiant

o*r ~ H(Z').
Le morphisme H se factorise alors en
§ 5 6
m 4
ImH

ot Hy est un épimorphisme et Hy un monomorphisme. Cette décomposition
vérifie la propriété 2-universelle suivante: si § — H — G est une autre
décomposition de H en un épimorphisme suivi d’un monomorphisme, alors il
existe un 1-isomorphisme $H —=ImH et un diagramme 2-commutatif

ImH

Démonstration : Voir [Laumon—Moret-Bailly, 2.7]. [l

Définition 4.13. — Le (petit) site étale d’'un champ algébrique X est la
catégorie dont les objets sont les morphismes étales depuis un schéma vers X,
dont les morphismes sont les (f, @) : U—V, comme dans le diagramme

U 7/ A%
X

et dont les familles couvrantes sont les familles épimorphiques. Un faisceau
sur X est un faisceau sur ce site. On note $h X le topos des faisceaux étales
sur le champ X.

Si R—=U est une présentation du champ X, le topos 5h X est équivalent
A la catégorie SH(R == U) des (petits) faisceaux étales équivariants sur le
groupoide R—=U (voir [Vistoli, p. 669]).

Si x est un point géométrique d’un objet U—X du site étale du champ X
et # un faisceau sur X, la fibre de % en x est

F, = lim F(V),
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ou la limite inductive est indexée par ’ensemble ordonné filtrant des carrés
commutatifs
Speck' —~V

Speck ——=1U

ou 7 est étale et V irréductible avec un seul point au dessus de z.

Définition 4.14. — Un point sur un champ algébrique X sur un corps k
est une classe d’équivalence de morphismes z : Spec K — X pour la rela-
tion d’équivalence définie par (z,K) ~ (2', K') si et seulement s’il existe une

extension
KII
K /K'
k
et un isomorphisme Tg» >~ Tiu.

Remarque 4.15. — On peut définir un point fermé sur un champ algé-
brique X défini sur un corps algébriquement clos £ comme un point possédant
un représentant de la forme z : Spec k —X. D’aprés [Laumon—Moret-Bailly,
5.7, si le champ algébrique X est localement noethérien (ce que nous suppo-
serons toujours), alors ce point se factorise par

Spec k — Speck/G —X

pour un certain groupe fini G, de sorte que Speck/G — X soit un sous-
champ. Le groupe G est le groupe des automorphismes de z, que ’on peut
aussi définir a 1’aide du 2-produit fibré suivant.

G x Speck —— Speck
| !

X.

Speck
En effet,

Speck X Speck = Speck X Speck
X Speck/G

= G X Speck.
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Cela revient a remarquer que G X Spec k —= Spec k est une présentation du
champ Spec k/G.



ANNEXE B

RAPPELS DIVERS

Si € est une catégorie, nous noterons Ob € '« ensemble » de ses objets
et F1C I'« ensemble » de ses fléches.

1 2-catégories

La notion de 2-catégorie formalise la structure de la « catégorie des ca-
tégories », avec ses objets (catégories), ses morphismes (foncteurs) et ses
2-morphismes (transformations naturelles).

Définition 1.1. — Une 2-catégorie (stricte) € est la donnée de
(i) un « ensemble » Ob€ dont on appellera les éléments les objets de €;

(i) pour tous objets X et Y, un ensemble Hom(X,Y) dont on appellera les
éléments les morphismes de X vers Y ;

(74i) pour tous objets X, Y, pour tous morphismes f,g € Hom(X,Y), un
ensemble Hom(f, g) dont on appelera les éléments les 2-morphismes
de f vers g, représentés graphiquement par une double fléche,

(iv) pour tous objets X, Y et Z, une application permettant de composer
les morphismes,

{ Hom(X,Y) x Hom(Y,Z) — Hom(X,Z)
(f,9) — g,

175
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(v) pour tous objets X, Y et tous morphismes f,g,h € Hom(X,Y), une
application
{ Hom(f, g) x Hom(g,h) — Hom(f,R)
(a, 8) — Ba

permettant de composer verticalement les 2-morphismes, ce que ’'on
représente graphiquement ainsi,

(vi) pour tous objets X, Y, Z, pour tous morphismes f,g € Hom(X,Y) et
h,k € Hom(Y,Z), une application
{ Hom(f, g) x Hom(h,k) — Hom(hf,kg)
(v, B) — Ba

permettant de composer horizontalement les 2-morphismes, ce que I'on
représente graphiquement ainsi,

f h hf
TN TN TN
X HaY Hﬁz = X HBaZ
g k kg

de maniére que
(i) les compositions soient associatives;
(i) pour tout objet X, la composition des morphismes posséde une identité
Idx ;
(#4i) pour tout morphisme f, la composition verticale des 2-morphismes pos-
séde une identité 1¢;
(7v) les 2-morphismes 1yq, sont des identités pour la composition horizontale
des 2-morphismes;
(v) dans la situation suivante

By

X——=Y——=7%

NIA

(67)(Ba) = (88)(ve) ;

on ait
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(vi) si f et g sont des morphismes composables, on a 155 = 1,1y, i.e.,

f g 9f
X |uY vz =X w2z
NS AN 4 ~V >
f 9 9f
Remarque 1.2. — Si X et Y sont des objets d’une 2-catégorie, alors les

morphismes de X vers Y, leurs 2-morphismes et la composition verticale
forment une catégorie, que 1’on notera Hom(X,Y), ou hom(X,Y) si on désire
insister sur le fait qu’il ne s’agit pas d’un ensemble mais d’une catégorie.

Définition 1.3. — Un 2-foncteur F : 2B entre 2-catégories est la donnée
(1) pour tout objet X de &, d’un objet FX de B;
(i1) pour tous objets X et Y de A, une application

Hom(X,Y) — Hom(FX, FY)

(717) pour tous objets X, Y de 2 et tous morphismes f, g € Hom(X,Y), une
application Hom(f, g) — Hom(F f, Fg).

Ces données doivent préserver les trois compositions et leurs identités.

Définition 1.4. — Dans une 2-catégorie, un 1-morphisme f : X —Y est
une équivalence s’il existe un 1-morphisme g : Y — X tel que les composés
fg et gf soient 2-isomorphes & Idy et Idx.

Définition 1.5. — Un 2-foncteur F : € — I est essentiellement surjectif
si et seulement si tout objet de I est équivalent & un objet provenant de €.
Il est pleinement fidéle si pour tous objets X et Y de €, le foncteur

home(X,Y) — homp(FX, FY)

est une équivalence de catégories.
Un 2-foncteur F : € — B est une équivalence de 2-catégories s’il est
pleinement fidéle et essentiellement surjectif. Cela signifie que
(i) Les 2-catégories € et B ont les mémes objets, a équivalence prés;
(i) Etant donnés deux objets X et Y de €, le foncteur F induit une bijec-
tion entre ’ensemble des morphismes X —Y modulo isomorphisme et
I’ensemble des morphismes FX — FY modulo isomorphisme ;
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(iii) Etant donnés deux objets X et Y de € et deux 1-morphismes f, g : X—
Y, le foncteur F induit une bijection entre Hom(f, g) et Hom(F f, Fg).

Définition 1.6. — La catégorie associée & la 2-catégorie € a pour objets
les mémes objets que € et pour morphismes les classes d’isomorphie de 1-
morphismes de €.

Remarque 1.7. — Les propriétés universelles définissant certains objets
dans une catégorie (produit fibré, coproduit, limite inductive, limite projec-
tive, etc.) se transforment dans une 2-ccatégorie en propriétés 2-universelles
(définissant un 2-produit-fibré, un 2-coproduit, une 2-limite inductive, une
2-limite projective): la définition est la méme, mais il faut rajouter des 2-
isomorphismes partout et ce qui était unique a unique isomorphisme devient
simplement unique & isomorphisme prés et c’est cet isomorphisme qui est
unique & 2-isomorphisme prés.

Rappel 1.8. — Pour définir la notion de 2-limite projective, nous allons
calquer celle de limite projective : rappelons-la.

1. On commence par construire, pour tout systéme projectif X : [—4€ns,
un ensemble

th E L (e)ier © ¢ € Xy, V(f:i—4) € FII fe;) =¢; }.

C’est en falt I’ensemble des cones (relatifs au systéme projectif X) sur I'objet
final * de €ns.

2. Pour tout systéme projectif X : I—=C dans une catégorie €, on définit
alors une limite projective comme un objet représentant le foncteur

CP — £ns
£ns
Y +— limHom(Y,X;).
Remarquons que ce foncteur peut aussi s’écrire & 1’aide de cones:

{ CPr -~ #£ns

Y - {conessurY}.
3. On vérifie ensuite que les deux notions de limite projective dans €ns
coincident, z.e.,
lim €™ Hom (Y, X;) = { (¢;)ie1 : ¢ € Hom(Y,X;) Y(f:i—j) € FII fei=c¢;}
~{(c ,y),el Dy €Xy Y(fii—=j) €Fll feiy=cjy}
~ {(c )er TS @€Mxi}
~ Hom(Y, lim *™X;)
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et cet isomorphisme est bien fonctoriel en Y.
4. On peut enfin montrer que la limite projective L de X vérifie la propriété
universelle

(i) L est un cone;
(i) pour tout cone L', il existe un unique morphisme de cones L' — L.

En effet, on a une bijection
Hom(L, L) ~ { cones sur L },

donc, au morphisme Idy, correspond une structure de céne (L—X;);e1 sur L.
La fonctorialité de Hom(-, L) nous permet d’expliciter la bijection

Hom(L',L) — {cones sur L'}
(L'—L) + (I'—=L—=Xia.

En particulier, tout coéne sur L' est de la forme (L' — L — X;);c1, pour un
unique morphisme L' — L, qui est bien un morphisme de cones.

5. Réciproquement, tout cone L—=X; vérifiant la propriété universelle est
une limite projective de X, car on a alors des application fonctorielles

Hom(Y,L) — {cOnessurY }

d’aprés (7) et il s’agit de bijections d’aprés (77).

Définition 1.9. — On dit qu’un 2-foncteur F : € — Cat est représentable
s’il existe

(1) un objet L de €;

(#1) pour tout X € Ob €, une équivalence de catégorie

Ox : FX— Bom(L, X) ;

(1ii) pour tout 1-morphisme f : X —7Y de €, un 2-isomorphisme

FX -2 fom(L, X)
Xf
71 / J/BM(LJ)

FY ——~ hom(L,Y)
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f

IS
(iv) tel que pour tout 2-isomorphisme X ﬂa Y de €, le diagramme
7
g

FX = hom(L, X)
ff( )T-y hom(L, 1) £ lﬁom(L,g)
FY - hom(L,Y)

est 2-commutatif, i.e.,

by Ff —— T g6y F

2 o

hom(L, f)bx W hom(L, g)0x.

(L

Remarque 1.10. — On définierait de méme les notions de 2-foncteur
contravariant représentable (il y a plusieures maniéres d’étre contravariant
pour un 2-foncteur: il peut renverser le sens des 1-morphismes, ou celui des
2-morphismes, ou les deux).

Définition 1.11. — Un 2-systéme projectif dans une 2-catégorie € est un
pseudo-foncteur X : I — € ot I est une petite catégorie, i.e., la donnée

(i) pour tout i € I, d’un objet X;;
(#) pour tout morphisme ¢ — j de I, d’'un 1-morphisme X; — X;;
(#44) pour tout triangle commutatif

gof

i——k
J
dans I, d’'un 2-isomorphisme

X
gof
Xi——— X,

oA

X

J

tel que
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(iv) pour tout ¢ € I, on a Xjq, = Idx, et pour tout morphisme f de I on a
CId,f = Ide et cf,Id = Ide 3
(v) pour tout triplet de morphismes composables dans I,

i f j ) h l
on & Cgopn(h o crg) = Crnogcon 0 f), i€,

Z AN,

Définition 1.12. — Un 2-céne L sur un 2-systéme projectif X : I — €,
cest :

(i) un objet L de €;

(i) pour tout ¢ € Obl, un morphisme z; : L —X;;

Xi

(71) pour tout fleche (f : i —j) € F1I, un 2-isomorphisme
L—>X;

ws

X

J

(iv) tels que pour tout triangle

J
N
z‘—>gof k

dans I, le diagramme
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soit 2-commutatif, i.e.,
Xgqwy
Xng:IJ,'

cf,gavil Wy

XgTj

Xgofill‘i T Xy

f

Définition 1.13. — Soient L = (L, (z;);, (wy)s) et L' = (L', (z7);, (w});)
deux 2-cones. Un 1-morphisme de 2-cones L — L/, c’est

(i) un 1-morphisme ¢ : L —L' de €;

(i) pour tout ¢ € ObI, un 2-isomorphisme

4
L %,/ L
X;

(#3i) tel que pour tout morphisme (f : i —j) € F11I, le diagramme

L—2-X,

L'— X,
z!. J
j

soit 2-commutatif, i.e.,

w}’t/)

Xy il

Xf%J/ l‘ﬂj

Xf:L"i Tj.

wf

Définition 1.14. — Soient L = (L, (z;);, (wy)s) et L' = (L, (z7);, (w});)
deux 2-cones et (¢, (¢i)i) et (¥, (¢});) deux 1-morphismes de 2-cones L—L'.
Un 2-morphisme de 2-cones « : ¢ —', c’est
(i) un 2-morphisme dans €,
P
T\
L |
o
,d)l
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(i3) tel que pour tout objet i € ObI, le diagramme

soit 2-commutatif, i.e.,

!
Z;

N
T

Exemple 1.15. — Soit X : [ — €af un 2-systéme projectif de catégories.
On définit sa 2-limite projective L comme étant la catégorie suivante.

Ses objets sont les ((;)icob1, (Wf) fer1) ot pour tout s € ObL, z; € Ob X,
pour tout f € F1I, wy € Hom(Xx;, z;), tels que pour tout triangle

J
N
i4>gof k

xi)!

@ !
i
e

i

i

dans I on ait
Wyo f

Xgof.’l?i T

CfagwiT T“’g

Xngxz W ngj-
Ses morphismes

((zi)icob1, (W) rer) — ((x})icob1, (w})fan)

sont les (¢;)icob1 OU, pour tout ¢ € Ob1, ¢; € Hom(z;, z}) tel que pour tout
(f :i—j) € FII,

Xf‘Pz
!
Xfl', XfZIJZ-
’IUfL w’f
z; z’
J (4] J°
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C’est en fait la catégorie des 2-cones sur I'objet 2-final de €at (1a catégorie
a un seul objet et un seul morphisme). On remarquera que, de méme que ’on
définit les limites projectives dans €ns a ’aide de cones, sans tenir compte
des morphismes de cones, de méme, ici, on définit la 2-limite projective dans
Cat sans faire intervenir les 2-morphismes de 2-cones.

Définition 1.16. — Une 2-limite projective d’un 2-systéme projectif X :
I— € est un objet de € représentant le 2-foncteur suivant,

¢ — Cat
L}%-DL.

(i) La catégorie Dy, a pour objets les 2-cones sur L et pour morphismes
les 1-morphismes de 2-cones de la forme (Id, (¢;);), i.e., pour objets
les ((;)icob1, (wf)ferm) o, pour tout ¢ € ObI, z; : L—X; est un
1-morphisme de € et pour tout (f : i — j) € F11, wy : Xpr; —x; est
un 2-morphisme de € tels que pour tout triangle

J
N
i o k

L
Ve
X,
S

X

de I, le tétraédre

Xgof

soit 2-commutatif, i.e.,

Xqwy
XngiIJi —— XgZIJj

Cf,gavil J/wg

Xgofwi Wgof Tk,

les morphismes (z;, wy) — (z;, w}) de Dy, sont les familles (¢;)cr de 2-
isomorphismes ¢; : x;—z} de € telles que, pour tout (f : i—j) € FI1I,
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le diagramme
X;

L
AN

X,

Xf

soit 2-commutatif, ¢.e.,

X5pi
Xf.’L'i i— Xfm;

wf \Lw’f
!

) o ol
Ly (2] Zjs

(#¢) Un 1-morphisme F : L — L/ définit un foncteur Dy : Dy, — Dy, de la
maniére suivante

Dy — Dg
(zi, w) — ((z;0F);, (wfoF)y)
(pi)i — (pioF);

F
TN
(#) Un 2-morphisme L ﬂa L' définit une transformation naturelle
V7
G
Dp
T\
Dy |p.Dy
~V 7
Da

de la maniére suivante,

Da(.’E;-, 'w}) = (.’L‘z o a)i.

Lemme 1.17. — Les deuz notions de 2-limite projective dans Cat coin-
cident.

Démonstration : La démonstration est exactement la méme que pour la
limite projective dans €ns: on avait remarqué qu’une fonction A — B était
juste une famille d’éléments de B indexée par A ; nous allons ici utiliser le
fait qu'un foncteur & — 2% n’est rien d’autre qu’une famille d’objets de %
indexée par les objets de & ainsi qu'une famille de morphismes de % indexée
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par les morphismes de &, le tout vérifiant certaines propriétés — on décrira
de méme les foncteurs.
1. La catégorie 2-lim hom(Y, X;) a pour objets les

< (xi)iEObI ) (wf)(f:zsj)epu)

ou
=
YH‘M X, Y o Xy
z;
Xj
telles que

. Xgwy

] Xng.’I}',' — Xg.’IZ‘i

v % \ Cg,fwil i“’g
ey Tk Xgor@i ey~ T

et pour morphismes ((z;)i, (wy)s) — ((7);, (w}) ) les familles

((Pi)iel
ou
/wt\
Y ﬂw X,
NV
z'q
telles que
Xrpi
Xf:v, ihd Xfa:fi
V(i—l-j)eFI WL w

2. Cette catégorie est équivalente a la catégorie dont les objets sont les

.’1:. . a:. . w '.9-.
(( z,y)zee%%,( ”’”)’(igfiz)emy’ ( f,y)g(/.gz)b%[)eF11>

ou

Tiy € ObX;  ziy € Homx, (Ziy, Ti:)  wyy € Homx, (Xj@iy, zjy)
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telles que

_— . .
Y Pox t "EZ’Z/ T hox xz,t
Wi,y
Xfiiy Ly
V(y—2-z) € FIY Xfwl iw
X.fxi7z ’U)f w]az
Wyof,y

J
v / X Cf,9Ti,y T T'u}g,y
ek

XX f; XgTjy

Y Xgwyy

et dont les morphismes
(@i Tigpy Wi y) — (T}, Ty W)
i,y iy Wiy by i Yy

sont les familles
(SOz',y)z'GObI
ye

ObY
ol
!
Yiy € Homx, (ziy, z;,)
telles que
Piy '
xiﬁ'/ xi,y
¥ o .
V(y——=2) € FIY “¥ i
!
wi!’z Pi,z :L‘iaz
X iy '
L A
Xfxzvy Xfxz,y
A /
V(ZH—] ) e Fl11 Wiy Wi,y
/
r___ S
Ljy Y Ly

3. En regrouppant tout cela différemment, et d’aprés la définition de la
catégorie 2-lim X;, on reconnait la catégorie dont les objets sont les

( (my)yEObY ) (xw)(w:ye-z)eFlY )
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ou
z, € Ob 2-limX; zy € Hom(zy, z,)

telles que
Vye ObY r1g, = Idg,

X P
Y :L'¢ox = LL',,JJ e} ZL'X

et dont les morphismes
(zy, y) — (), zly)

sont les familles

(‘Py)yeObY
ou
¢y € Homaimx, (2, 7))
telles que
Py ’
Ty — T,
Wy Y-z)eFlY o lwiﬁ
T, 57 z!,

4. 11 s’agit de la catégorie des foncteurs z : Y — 2-limX; et de leurs
transformations naturelles. 0

2 Topos

Définition 2.1. — Un topos est une catégorie équivalente a la catégorie des
faisceaux sur un petit site.

Remarque 2.2. — Le site ne fait pas partie de la définition : un méme topos
peut provenir de plusieurs sites différents.

On peut d’ailleurs définir la notion de topos sans faire appel & un site:
c’est le théoréme de Giraud. Pour I'énoncer, nous avons besoin de quelques
définitions. Dans la suite, nous nous placons dans une catégorie €.

Définition 2.3. — On dit qu’une somme directe [ [, ; E; est disjointe si les
inclusions
EJ' —~ H Ez

i€l
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sont des monomorphismes et si pour tout ¢ # j, on a un carré cartésien

i

EJ' ’ Hiel E;.

Définition 2.4. — On dit qu'un diagramme R—=—=E —F est ezact si F
est le conoyau de la double fléche et s’il identifie R au produit E xg E. Cela
revient & demander que 'on ait un diagramme cartésien et cocartésien

RTE
T

_—

On dit qu’un tel diagramme est universellement ezact s’il le demeure méme
aprés changement de base.

Définition 2.5. — Une relation d’équivalence sur un objet E est un mo-
nomorphisme R E X E tel que pour tout objet T, I'image de Hom(T,R)
dans Hom(T,E x E) ~ Hom(T,E) x Hom(T, E) soit le graphe d’une rela-
tion d’équivalence. Un quotient de E par cette relation d’équivalence est un
diagramme exact

R==E —~E/R.

Définition 2.6. — On dit qu'une classe d’objets & C Ob(C engendre la
catégorie € si pour tout couple de morphismes distincts X ==Y il existe un
objet Z de & et un morphisme Z — X tel que les composés Z — X —=Y
soient distincts. Dire qu’un topos est engendré par une classe d’objets revient
a dire qu’il est équivalent au topos des faisceaux sur la sous-catégorie pleine
correspondante munie de la topologie induite par la topologie canonique.

Théoréme 2.7. — Les topos sont les catégories vérifiant les pro-
priétés suitvantes.
(2) Les limites projectives finies sont représentables ;
(#2) les petits coproduits sont disjoints et commuttent aux produits
fibrés ;
(#ti) Pour tout épimorphisme E—F, on a un diagramme univer-
sellement exact E xp E—=E —F;
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(2v) toute relation d’équivalence posséde un quotient ;

(v) il existe une petite famille génératrice.

Définition 2.8. — Un morphisme de topos f : S — 7' est un couple de
foncteurs adjoints f* - f,
AN
g___ T

Ix

tel que le foncteur « image réciproque » f* soit exact & gauche, i.e., commute
aux limites projectives finies. Un 2-morphisme de topos est une transfor-
mation naturelle entre les foncteurs « image directe ». Mais comme, pour
deux morphismes de topos f,g :  — Z’, on a une bijection cannique
Hom(f,, g«) ~ Hom(g*, f*), il revient au méme de dire qu'un 2-morphisme
de topos est une transformation naturelle entre les foncteurs « image réci-
proque », mais dans l'autre direction. Les topos forment une 2-catégorie.
Si ’on remplace la définition d’un morphisme de topos comme la donnée du
foncteur « image réciproque » seul, i.e., d'un foncteur commutant aux petites
limites inductives et aux limites projectives finies, on obtient une 2-catégorie
équivalente.

Définition 2.9. — Un point d’un topos 7 est un morphisme depuis le topos
des faisceaux sur un point, 4.e., depuis la catégorie des ensembles, €ns—.7.
Un foncteur fibre est le foncteur « image réciproque » d’un point, i.e., un
foncteur J —4€ns qui commute aux petites limites inductives et aux limites
projectives finies.

Remarque 2.10. — Voici quelques propriétés valables dans les topos.

(i) Tout faisceau sur un topos (muni de la topologie canonique) est repré-
sentable.

(i4) Dans un topos, les morphismes a la fois monomorphismes et épimor-
phismes sont des isomorphismes.

(#4i) Dans un topos, les épimorphismes sont universels

(iv) Dans un topos, les limites inductives filtrantes commuttent aux limites
projectives finies.
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3 Ind-objets et pro-objets

On cherche & agrandir une catégorie C, i.e., & construire un foncteur plei-
nement fidéle € — €' vers une catégorie ayant des propriétés plus agréables.
La premiére maniére d’aggrandir une catégorie consiste a la plonger dans
sa catégorie de préfaisceaux, € = Hom(C°P, €ns) (ou celle opposée a celle des
copréfaisceaux € = Hom(C, €15)°P) qui hérite de la plupart des propriétés de
la catégorie des ensembles. Néanmoins, elle est suceptible d’étre trop grosse,
car d’une part elle contient des objets « trop éloignés » de ceux de € et
d’autre part les « ensembles » Hom(F, G) ne sont plus nécessairement petits.
Si notre catégorie € est munie d’une topologie (moins fine que la topologie

canonique), on peut considérer sa catégorie de faisceaux €, dont nous avons
déja parlé plus haut.

Une autre maniére d’aggrandir une catégorie consiste a chercher un fonc-
teur 2-universel vers une catégorie ayant les propriétés voulues.

Définition 3.1. — Notons Ind € la sous-catégorie pleine de la catégorie
des préfaisceaux sur € constituée des préfaisceaux qui sont une petite limite
inductive filtrante de préfaisceaux représentables. Elle est équivalente a la
catégorie dont les objets sont les petits systémes inductifs filtrants, notés
(Xi)ier ou “lim” X;, et dont les morphismes sont donnés par
Hom(“lim” X;,“lim” Y;) = lim lim Hom(X;, Y;).
i g J

J

Proposition 3.2. — Le foncteur C—Ind € est 2-universel parmi les fonc-
teurs vers des catégories dans lesquelles les petites limites inductives filtrantes
sont représentables, i.e., pour toute catégorie I avec des petites limites in-
ductives filtrantes, la restriction du foncteur hom(Ind €, D) — hom(C, D) a
la sous-catégorie de hom(Ind €, D) des foncteurs qui commuttent auz petites
limites inductives filtrantes est une équivalence de catégories.

Démonstration : Voir [SGA 4, 1.8.7.3|. O

On peut faire la méme chose pour les limites projectives.

Définition 3.3. — Notons ProC la sous-catégorie pleine de la catégorie
opposée de celle des copréfaisceaux de € constituée des copréfaisceaux qui
sont une petite limite projective filtrante de copréfaisceaux représentables.
Elle est équivalente a la catégorie dont les objets sont les petits systémes
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projectifs filtrants, notés (X;);er ou “lim” X;, et dont les morphismes sont
donnés par

Hom(“ lim” X;, “ lim” Y;) = lim lim Hom(X;, Y;).
; j i

Proposition 3.4. — Le foncteur € —Pro € est 2-universel parmi les fonc-
teurs vers des catégories dans lesquelles les petites limites projectives filtrantes
sont représentables, i.e., pour toute catégorie I avec des petites limites pro-
jectives filtrantes, la restriction du foncteur hom(Pro €, ) — hom(C, D) a
la sous-catégorie de hom(ProC, D) des foncteurs qui commuttent aux petites
limites projectives filtrantes est une équivalence de catégories.

Remarque 3.5. — La notation “lim” est simplement une limite projective
dans la catégorie des pro-objets, que ’on pourrait aussi noter @Pmc pour
la distinguer de lim™.
Lemme 3.6. — Soit € une catégorie avec des limites inductives et projec-
tives finies. Si J est une catégorie finie, on a:

(/@1”@ XZ’] — @ “@’,Xi’j et “@”@Xi,j — @ “@”Xi,j.

el jel j€J el i€l jel jeJ el
En particulier, un systéme projectif filtrant de suites exactes de groupes
induit une suite exacte de progroupes

1— “lim”A; — “lim”B; — “lim”C; — 1.

Démonstration : Voir [SGA 4, 1.8.9.2]. O
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commute aux petites limites
IndC projectives et aux petites
limites inductives filtrantes

commute aux petites
limites projectives

commute aux petites
limites projectives

commute aux
petites limites
projectives

commute aux petites
limites inductives

commute aux petites
limites inductives

ProC commute aux petites limites
1o inductives et aux petites
limites projectives filtrantes

Figure 1 — Propriétés d'exactitude des foncteurs reliant toutes ces catégories
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g un topos 23
* objet final d’un topos 23
o objet initial d’un topos 23
Iy somme disjointe de CardI copies de ’objet final de 7 23
SLC sous-catégorie pleine des sommes disjointes d’objets lo- 24

calement constants dans le topos 7, jouant le role du
groupe fondamental élargi

LC(Z,R) sous-catégorie pleine des objets du topos J trivialisés 25
par les objets connexes du crible R

G-4€ns topos classifiant du groupe (ou du progroupe, ou du 25
groupoide, ou du progroupoide) G

BG topos classifiant du groupe (ou du progroupe, ou du 25
groupoide, ou du progroupoide) G

“lim” G; progroupoide 25

m(Z,P) progroupoide fondamental d'un topos localement 27
connexe J par rapport & ’ensemble de points-bases P

(G groupe symétrique sur (i.e., groupe des bijections de) 29
I’ensemble I

X produit semi-direct de groupes 29

SLCF & sous-catégorie pleine des sommes disjointes d’objets lo- 30

calement constants finis dans le topos 7, jouant le role
du groupoide fondamental profini

™ (Z,P) groupoide fondamental profini d’un topos localement 30
connexe

m-ens catégorie (galoisienne) des ensembles finis munis d’'une 31
action continue du groupoide profini =

[X/G] champ quotient du schéma X par ’action du groupe 34
fini G

G-C catégorie des objets de € munis d'une action du 34

groupe G, i.e., catégorie des foncteurs G — €, ot on

voit le groupe G comme une catégorie & un objet
G =(G1==Gy) groupoide 35
$,b: G1— Gy morphismes source et but d’un groupoide 35
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e: Gog— Gy identité dans un groupoide 35
1:G1—Gq antipode dans un groupoide 35
m: Gy é( Gy — Gy produit dans un groupoide 35
0
a: Gy Xg, F—F morphisme structural d’un faisceau équivariant 39
A catégorie des simplexes 42
[n] objet de la catégorie des simplexes 42
A, catégorie des simplexes tronqués 42
APT catégorie des objets simpliciaux dans le topos & 42
Sk, ni®me foncteur squelette 42
Cosk,, ni®me foncteur cosquelette 42
Xe un objet simplicial dans un topos 7 42
IeX somme disjointe de CardI copies de X 42
lL®X objet simplicial défini par (Is ® X), =1, ® X 42
DR T catégorie des hyper-recouvrements de I'objet final du 42
topos
T foncteur « composantes connexes » du topos 7 42
H catégorie homotopique 43
A°PEns catégorie des ensembles simpliciaux 43
Kan catégorie des complexes de Kan 43
Ex* adjoint & gauche du foncteur induit par le foncteur d’in- 43
clusion &an — A°P€£ns entre les catégories homoto-
piques
[X,Y] ensemble des classes d’homotopie d’applications conti- 43
nues de X vers Y
(Pro-42)y catégorie des proobjets de la catégorie homotopique 43
dans laquelle on a inversé les f-isomorphismes
{7} type d’homotopie du topos & 43
RevX catégorie des revétements finis connexes du schéma (ou 56
du champ) X
klz1,.-.,zn] anneau des séries formelles 57
Rev T catégorie des objets localement constants finis connexes 58
du topos I
RevX catégorie des revétements étales (connexes) du 59
schéma X
m (X, z) groupe fondamental profini d’un schéma 59
Ox 2 anneau local du schéma X au point z 59
5)(@ anneau local formel du schéma X au point z 59
k(X) corps de fonctions du schéma X 59
RevPX catégorie des revétements du schéma (ou du champ) X 61
modérément ramifiés le long du diviseur & croisements
normaux D
2 (X, z) groupe fondamental modéré de X \ D en z 61
A anneau de Puiseux 61
kve ppcm 61
kEne pged 61
ﬁ)’é’w anneau local hensélien de X en z 63
GxH produit semi-direct de deux groupes G et H 70
6, groupe symétrique sur n éléments 70



Index de notations 207
&1 groupe symétrique d’un ensemble I 70
(k) groupe des racines de 'unité de k& 70
T,X espace tangent d’un champ algébrique 72
hoMspeck (Spec ?g—;, X) espace tangent & un champ algébrique 73
ty|x voisinage tubulaire d’un sous-schéma 86
Ue =X hyper-recouvrement 86
ty|x voisinage tubulaire d’un sous-champ 86
ty|x voisinage tubulaire pointé d’un sous-champ 88
{tyix }et type d’homotopie du voisinage tubulaire 88
{ty;x \ Y}et type d’homotopie du voisinage tubulaire épointé 88
Gy groupe des automorphismes d’un ensemble 4 répétitions 93
My, espace de modules de courbes stables 93
My, espace de modules de courbes lisses 93
Fan espace de modules de courbes stables singuliéres, divi- 93
seur & croisements normaux dans .#, ,, souvent appelé
diviseur & l'infini
G un graphe 101
F ensemble des demi-arrétes d’un graphe 101
A% ensemble des sommets d’un graphe 101
j involution j : F — F dans la définition d’un graphe, 101
précisant quelles demi-arrétes se rejoignent pour former
une arréte
J ensemble des jambes d’un graphe 101
0 application 9 : F —V dans la définition d’un graphe, 101
disant & quel sommet une demi-arréte est attachée
x/G champ quotient d’un point par un groupe G 115
M espace de modules de courbes de type G, ot G est un 115
graphe
(X, 00,01) graphe en rubans 120
00 dans la définition d’un graphe en rubans, involution qui, 120
A une demi-arréte, associe la demi-arréte la complétant
o1 dans la définition d’un graphe en rubans, bijection dé- 120
finissant ’ordre cyclique sur les sommets
Xo ensemble des sommets d’un graphe en rubans 120
X3 ensemble des arrétes d’un graphe en rubans 120
& déformation (locale ou globale, généralisée ou non) 124
M base d’une déformation 124
Artk catégorie des k-algébres locales artiniennes de corps ré- 126
siduel k et de leurs morphismes locaux
Moc = Spec Mige base d’une déformation locale 127
Mg base de la déformation universelle d’une courbe stable 127
Mg anneau de la base de la déformation universelle d’une 127
courbe stable
Moc base de la déformation universelle locale d’une courbe 127
stable
Mioe anneau de la base de la déformation universelle locale 127

d’une courbe stable
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Index de notations

kle -
homc (Spec %,Jflg,n)
F{.’L‘i,i S I}
I‘g”n
fus,
T,
BI‘BC

X
R

Gy

(€, J)
5H(C, J)
§—~¢C

f
$ibC
§x

$x6
H

Isom(X,Y)
5chX
Champs S
X =Y
R=U
ObC

FIC

ImH

ShX

SH(R =1U)

5hrU

¢
¢

espace tangent au champ algébrique J/Zg,n

groupe libre engendré par les z;, i € I

groupoide de Lyubashenko

fusion d’une arréte e

torsion d’une arréte a

tressage autour des deux demi-arrétes B et C
retournement

quotient de I‘g’,n par la torsion autour des jambes
point-base tangentiel sur la droite affine moins un point
point-base tangentiel sur la droite affine moins un point
corps des germes de fonctions méromorphes sur ]0, 1]
qui possédent un développement de Puiseux en 0 et 1
systéme cohérent de racines primitives ni®™ de —1
morphisme d’anneaux, correspondant & une demi-
torsion

morphisme d’anneaux, correspondant a une demi-
torsion, utilisé pour définir la torsion et le tressage
une catégorie

la catégorie des objets de € sur X

un crible

famille des cribles couvrant I'objet X

image réciproque d’un crible

catégorie des préfaisceaux sur €

un site

catégorie (topos) des faisceaux sur le site (€, J)

une catégorie fibrée en groupoides

image réciproque (dans une catégorie fibrée)
2-catégorie des catégories fibrées sur €

fibre de la catégorie fibrée §—C au dessus de I’objet X
de €

2-produit-fibré des catégories fibrées (sur €) £ et 6 au
dessus de

ensemble des isomorphismes de X vers Y

catégorie des schémas (de type fini) sur X

2-catégorie des champs algébriques sur le schéma S
épimorphisme

groupoide

« ensemble » des objets de la catégorie €

« ensemble » des fléches de la catégorie €

image d’un morphisme de champs

topos des (petits) faisceaux étales sur le champ X
topos des (petits) faisceaux étales équivariants sur le
groupoide étale R—=TU

topos des (petits) faisceaux étales équivariants sur le
groupoide étale R—=U

une 2-catégorie

une catégorie

130

139
149
149
149
149
149
150
156
156
157

158
158

160

165
165
165
165
165

166
166
166
167
167
167
168

168

169
170
170
170
170
171
171
172
172
172

172

175
175
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Hom(X,Y) ensemble des morphismes de X vers Y dans une caté- 175
gorie

hom(X,Y) catégorie des morphismes de X vers Y dans une 2- 175
catégorie

~ équivalence dans une 2-catégorie 177

~ isomorphisme dans une catégorie 177

FAG adjonction : le foncteur F est adjoint & gauche du fonc- 190
teur G

£ns catégorie des ensembles 190

ens catégorie des ensembles finis 190

¢ catégorie des copréfaisceaux de €, € = hom(C, €ns) 191

Cor catégorie opposée de € 191

¢ catégorie des faisceaux sur une catégorie €, aussi notée 191
$h(C,J)

IndC catégorie des ind-objets de € 191

“lim” X;; un ind-objet, i.e., une limite inductive filtrante de pré- 191
faisceaux représentables

(Xi)iex un ind-objet 191

ProC catégorie des pro-objets de € 191

“lim” X; un pro-objet, i.e., une limite projective filtrante de co- 191
préfaisceaux représentables

(Xi)iex un pro-objet 191
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2-catégorie 175
2-foncteur 177
esentiellement surjectif 177
2-limite projective stricte de topos
24
2-morphisme 175
de catégorie fibrée 167
de topos 190
2-produit fibré 168
2-systéme projectif strict de topos
24
f-isomorphisme 42

Accrochage voir morphisme
d’accrochage

anneau de Puiseux 61

arréte 101

associativité 149

auto-accrochage voir morphisme
d’auto-accrochage

automorphismes d’une courbe dégénérée

maximale 109
Base d’une déformation 124, 125,
127
Catégorie
associée & une 2-catégorie 178
des simplexes 42
des simplexes tronqués 42

fibrée en groupoides 167
galoisienne 31, 59
homotopique 42

champ
algébrique 170

algébrique quasi-compact 52
en groupoides 169
quotient 34, 118
classifiant voir topos classifiant
clutching voir morphisme
d’accrochage
coloriage d’un graphe 101
complété profini 43
complexe de Kan 43
composantes connexes
d’un graphe 101
d’un groupoide étale 53

d’un progroupoide strict 25
dans un topos 23
contraction 107, 122
coordonnées locales 127
copréfaisceau 191
cosquelette 42
courbe

de type G 115
dégénérée maximale 92, 109
elliptique 95
stable 91
universelle 93
crible 165
couvrant 165
critére de Giraud 189
cycle 120

Dédoublement d’un graphe en rubans
149

dédoublement des points-bases
tangenciels 138

déformation 124

211
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généralisée 125 en rubans 120
universelle 125 connexe 120
demi-arréte 101 sous-jacent 120
diagramme stable 103
exact 189 stable en rubans 122
universellement exact 189 trivalent 103
diviseur groupoide 11
4 croisements normaux 59, 67, dans un topos 41
70 de Lyubashenko 148
A croisements strictement normaux des germes de difféomorphismes
59 37
A linfini 93 effectif 37
Engendrer 189 étale 35
ensemble avec répétitions 93 fini 30
équivalence voir relation fondamental d’un topos localement
d’équivalence connexe 23
dans une 2-catégorie 177 fondamental profini d’un topos
de 2-catégories 177 localement connexe 23, 30
espace de modules profini 30

de courbes lisses 93
grossier 171
espace tangent 72,73, 130

Faisceau 166

équivariant 39, 172

sur un champ 172
fibre

d’un faisceau étale 33

d’une catégorie fibrée 168
foncteur

cosquelette 42

d’Yoneda 166

fibre 75

proreprésentable 126

squelette 42

« composantes connexes » 23

« objet constant » 23
foncteur-fibre 59, 62, 190
foncteur-fibre profini 58
forme de Weierstrass 95
fusion 123, 149, 161

Générateur 139

genre
d’un graphe 101
d’un sommet d’un graphe 101
grand site étale 170
graphe 101
associé & une courbe stable 105

connexe 101

Homotopie 42
stricte 42
hyper-recouvrement 42, 86

Image d’un morphisme de champs
172
ind-objets 191

Jambe 101
Kummer 59
Lyubashenko 148

Modules voir espace de modules
monomorphismes de champs 171
morphisme
d’accrochage 94
d’accrochage généralisé 99
d’auto-accrochage 94
de catégorie fibrée 167
de courbes & points marqués 92
de déformations 124
de déformations généralisées
125
de graphes 101
de graphes en rubans 120
de topos 190
représentable 170

Objet
connexe 23
constant 23
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constant fini 23
équivariant 41
galoisien 23
localement constant 23
localement constant fini 23
simplicial 42
trivialisé 23
orbifold 38
généralisé 38
Pentagone 149
petit site étale 172

point
d’un topos 190
fermé 173

spécial 92
point-base 29, 59

profini 30

tangenciel 55, 62, 75
pondération d’un graphe 101
préfaisceau 166, 191

représentable 166
présentation

d’un champ algébrique 170

d’un groupe 139

d’un groupoide 140
pro-objets 191
progroupoide 25

fondamental d’un topos localement

connexe 27

strict 25

strict connexe 25
propriété 2-universelle 178
pseudo-torseur 23

Quotient voir champ quotient
de groupoides 43
par une action triviale 34
par une relation d’équivalence
189

Ramification voir revétement
réalisation géométrique

d’un graphe 101

d’un graphe en rubans 122
recollement 109
relation 139
relation d’équivalence 189

retournement 149, 161
revétement
de Kummer 59
étale 59
modérément ramifié 60
ramifié 56
rubans voir graphe en rubans

Simplexe voir catégorie des
simplexes
site 166
site étale d’un schéma 170
somme directe disjointe 188
sommet 101
monovalent 103
trivalent 103
sous-champ 171
squelette 42
stable voir courbe stablegraphe
stable
strate
fermée 99
ouverte 99, 111
stratification par le type topologique
99, 103
systéme cohérent de racines 61
systéme régulier de paramétres 59

Topologie 165
canonique 166

topos 188
classifiant d’un groupoide 24
classifiant d’un progroupoide 25
connexe 23
localement connexe 23
localement galoisien 23
localement galoisien profini 23

torsion 149, 156, 160

tressage 156, 160

trivialisation 23

type d’homotopie 43
du voisinage tubulaire 88

Valence 101
vecteur tangent 79
voisinage tubulaire 86

Weierstrass 95
Yoneda 166
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