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INTRODUCTION

Dans cette thése nous nous intéressons a des inégalités fonctionnelles comme
les inégalités de POINCARE, SOBOLEV, SOBOLEV logarithmique, et celles appelées
inégalités de transport. De facon générale, le travail se répartie selon deux centres
intéréts. Le premier porte sur ’étude et ’amélioration des méthodes permettant
d’établir ces inégalités et le second sur la compréhension des différents liens existant
entre celles-ci.

Décrivons briévement les différentes inégalités que nous allons étudier. Plagons
nous ici, pour simplifier, sur R"”. [’inégalité la plus importante que nous étudions
est celle de SOBOLEV logarithmique. On dit qu’une mesure de probabilité p sur
R"™ satisfait & une inégalité de SOBOLEV logarithmique s’il existe une constante
a(p) > 0 telle que, pour toute fonction f de R™ dans R, assez réguliére, I'inégalité
suivante est satisfaite :

Ent,(f*) = /f2 log (%)du < a(u)/Wf\Qdu.

Cette inégalité est introduite par GROSS en 1975 et établie pour la mesure gaus-
sienne avec une constante optimale o(u) égale a 2, [Gro75].

Une autre inégalité trés importante considérée ici est celle de POINCARE (ou
inégalité de trou spectral). Une mesure de probabilité u satisfait & une inégalité de
POINCARE si il existe une constante 5(u) > 0 telle que pour toute fonction f de
R" dans R, assez réguliére, on a I'inégalité suivante

Var, (f*) =/(f—/fdu)zdu<5(u)/\vf|2du-

Cette inégalité, plus ancienne que l'inégalité de SOBOLEV logarithmique, est im-
pliquée par cette derniére. On a en outre la relation suivante entre les différentes
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constantes 23(u) < a(p). La mesure gaussienne satisfait a I'inégalité de POINCARE
avec une constante optimale 3(u) égale a 1.

Une mesure p (non nécessairement de probabilité) vérifie une inégalité de So-
BOLEV de dimension n si il existe deux constantes a(u) > 0 et b(u) > 0 telles que
pour toute fonction f suffisamment réguliére on a

(0.1) 1F 115002y < alt) IV F15 + b() | £1l3-

Cette inégalité, quand celle-ci est vérifiée pour une mesure de probabilité, implique
I'inégalité de SOBOLEV logarithmique et de POINCARE. La mesure de LEBESGUE
sur R" satisfait a I'inégalité de SOBOLEV avec a(u) > 0 et b(u) = 0, (la constante
optimale a(u) pour la mesure de LEBESGUE sur R™ n’est pas toujours évidente a
exprimer).

De fagon paralléle a ces trois inégalités importantes, définissons les inégalités de
transport. PINSKER montre, dans [Pin64|, I'inégalité fonctionnelle suivante, pour
toutes mesures de probabilités i et v,

dv
02) I = allr </ 2Ent, (7).

Partant de cette premiére inégalité entre une distance sur l’espace des mesures de
probabilité et ’entropie de la dérivée de RADON-NIKODIM, d’autres inégalités plus
générales dites de transport ont été introduites, comme par exemple I'inégalité de
transport 75 sur R” que nous définissons maintenant. Une mesure de probabilité
vérifie une inégalité de transport, que nous appellerons 75, s’il existe une constante
7(p) = 0 telle que pour toute fonction F', densité de probabilité par rapport a la
mesure i, on a
Ty(Fdp,dp) < 7(p)Ent,(F),

ou Ty(Fdu,du) est le carré de la distance de WASSERSTEIN, définie par

(0.3) To(Fdu, dp) = inf {/ @dﬂ'(l‘, y)},

ol I'infimum est pris sur ’ensemble des mesures de probabilité = ayant F'du et u
comme marges. Contrairement a 'inégalité (0.2) de PINSKER, cette derniére inéga-
lité n’est pas toujours vérifiée, nous savons par exemple que la mesure gaussienne
vérifie inégalité de transport 75 avec une constante optimale égale 4 2. OTTO et
VILLANI montrent dans [OV00] le premier lien entre l'inégalité de transport 7
et I'inégalité de SOBOLEV logarithmique. Ils prouvent entre autre, que la seconde
inégalité de constante 3(u) implique la premiére de méme constante (3(u).
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Dans les chapitres 1 et 2 nous établissons les inégalités de POINCARE et de
SOBOLEV logarithmique pour des modéles de mécanique statistique. La mesure de
référence vérifiant les inégalités de POINCARE ou de SOBOLEV logarithmique est la
mesure gaussienne, de maniére plus générale une mesure de probabilité p sur R",
de la forme du(X) = exp(—U(X))dX avec Hess(U) > C'Id (C > 0), vérifie les deux
inégalités. L’exemple décrit ci-dessus est le cas que 'on nommera « uniformément
strictement convexe », c’est un cas particulier du critére Iy de BAKRY et EMERY.
Nous essayons ici de montrer ’existence d’une inégalité de SOBOLEV logarithmique
ou de POINCARE pour certaine mesure sur R” avec une constante ne dépendant

pas de la dimension n. Les mesures étudiées ici sont des mesures sur R" de la forme
du(X) = exp(—U(X))dX avec

VX = (21,...,2,), B(X)= Z@/)(xi) +Y V(i — ).

i~j

La fonction ® est appelé hamiltonien et 1 phase. D’aprés le cas uniformément
strictement convexe décrit ci-dessus, lorsque v vérifie " > C avec C > 0 et
|V"|| ., assez petit, la mesure p satisfait & une inégalité de SOBOLEV logarithmique
et de POINCARE avec une constante indépendante de n. De nombreuses et récentent
études permettent de montrer que si la fonction v = ¢ + g avec ¢” > ¢, (¢ > 0),
et ||g||,, < oo les résultats subsistent encore. Nous appellerons ce cas « conveze
+ borné » ou hypothése (CB). Le principal intérét de ces deux chapitres est de
prouver I'existence des inégalités de POINCARE et de SOBOLEV logarithmique pour
des phases ¢ ne vérifiant pas ’hypothése (CB).

Le chapitre 1, effectué en collaboration de C. ROBERTO traite de 'inégalité
de POINCARE. Nous présentons d’abord une méthode due & HELFFER. Celle-ci
permet, pour démontrer ’existence de I'inégalité de POINCARE pour les modéles
de mécanique statistique, de restreindre les calculs sur des mesures en dimension
1. Nous décrivons alors les inégalités de HARDY qui nous conduisent de fagon
efficace a l'inégalité de POINCARE en dimension 1. Ces méthodes décrites, nous
sommes alors en mesure de montrer I’existence de I'inégalité de POINCARE pour les
modeéles de mécanique statistique sortant du cas uniformément strictement convexe
décrit ci-dessus. L’intérét de cette méthode est d’'une part d’avoir d’une maniére
simple un bon contréle de la constante de I'inégalité de POINCARE pour les modéles
considérés, et d’autre part d’exhiber de nouveaux modéles de mécanique statistique
vérifiant ’'inégalité de POINCARE. Ce chapitre a été publié dans la revue Journal
of Functional Analysis en 2001, voir [GRO1].

Dans le chapitre 2 nous étudions pour les mémes modéles de mécanique statis-
tique que dans le chapitre précédent, 'inégalité de SOBOLEV logarithmique. Cette
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inégalité est proche de I'inégalité de POINCARE mais elle est plus difficile & prou-
ver. Nous établissons dans ce chapitre que la méthode décrite ci-dessus pour I’in-
égalité de POINCARE n’est plus applicable, qu’il n’existe malheureusement pas de
méthode, équivalente & celle de HELFFER présentée ci-dessus, pour l'inégalité de
SOBOLEV logarithmique. Nous exposons alors les différentes difficultés rencontrées
pour adapter cette méthode a I'inégalité de SOBOLEV logarithmique. Ainsi, I’ob-
tention de I'inégalité de SOBOLEV logarithmique pour ces modéles particuliers fait
appel a la méthode des martingales. Cette méthode & été exposée pour la premiére
fois dans un cas discret par LU et YAU dans [LY93]. Celle-ci est reprise dans le
cas continue dans différentes publications par BODINEAU, HELFFER, YOSHIDA et
ZEGARLINSKI. Une étude attentive de la démonstration montre qu’une adaptation
est possible a des cas plus généraux de modéles. Nous observons qu’a 'aide de
I’inégalité de SOBOLEV logarithmique en dimension 1 nous pouvons obtenir des
théorémes pour les modéles de mécanique statistique. Nous étudions alors le théo-
réme de BOBKOV et GOTZE qui partant des inégalités de HARDY, nous permet de
controler la constante de SOBOLEV logarithmique dans le cas de la dimension 1.
Cette méthode nous permet de montrer I'inégalité de SOBOLEV logarithmique pour
des modéles de mécanique statistique différents du cas classique. Par contre celle-ci
ne permet malheureusement pas, contrairement a I'inégalité de POINCARE, d’ob-
tenir un contrdle simple de la constante de 'inégalité de SOBOLEV logarithmique
pour le modéle de mécanique statistique considéré.

Les semi-groupes de MARKOV sont trés importants dans I’étude des inégalités
de SOBOLEV logarithmique, de POINCARE et de SOBOLEV. En effet c’est par eux
que GROSS dans [Gro75| montre qu’un semi-groupe de diffusion est hypercontrac-
tif si et seulement si sa mesure invariant satisfait a une inégalité de SOBOLEV
logarithmique. De la méme maniére ils sont aussi au coeur de critére I3 développé
par BAKRY et EMERY, voir [BE85] et [Bak94]. VAROPOULOS les utilise aussi dans
I’étude du lien entre I’'inégalité de SOBOLEV et l'ultracontractivité du semi-groupe
de la chaleur, voir [Var84] et [Var85|. Dans les chapitres suivants nous étudions
ces différentes inégalités par le biais d’un autre semi-groupe, celui décrit par les
solutions des équations de HAMILTON-JACOBI que nous définissons maintenant. Si
f est une fonction lipschitzienne bornée, définissons, pour tout t > 0 et x € R",

yeER™

(0.4) Quf() = inf {7060+ grle — o'},

et Qof(z) = f(x) pour tout x € R™. Cette famille d’opérateurs, appelée solution
de HOPF-LLAX de I’équation de HAMILTON-JACOBI, vérifie, lorsque la fonction f
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est assez réguliére, I’équation différentielle de HAMILTON-JACOBI suivante

{ 0Qef 1

_|_

5 T3 IVQU =0 inR"x(0,00),

Qif =f onR”x{t=0}.

La famille d’opérateurs (Qg),, sera étendue a une variété riemannienne, ou la
norme euclidienne sera remplacée par la distance riemannienne.

Dans le chapitre 3, nous étudions le lien entre le semi-groupe (Qt),, vérifiant
I’équation différentielle de HAMILTON-JACOBI et I'inégalité de SOBOLEV logarith-
mique. Les travaux de ce chapitre ont été effectués en collaboration de S. BOBKOV
et de M. LEDOUX. Le semi-groupe (Qt)@0 permet d’exposer une forme duale de
I'inégalité de transport 75, inégalité (0.3) : une mesure de probabilité p satisfait a
une inégalité de transport 7 si et seulement si, pour toute fonction f lipschitzienne

bornée on a
1 1
oo () ez (5 [ o)

C’est cette forme duale qui nous permet de trouver un premier lien entre les in-
égalités de transport et 'inégalité de SOBOLEV logarithmique. Nous prouvons en
particulier, qu’'une mesure de probabilité p vérifie une inégalité de SOBOLEV lo-
garithmique si et seulement si le semi-groupe (Qg),s, vérifie une condition d’hy-
percontractivité. Nous mettons en paralléle ce résultat avec celui de GROSS qui
montre un résultat similaire pour un semi-groupe ayant x4 comme mesure de pro-
babilité invariante, voir [Gro75|. Le théoréme exposé dans ce chapitre nous permet
alors de montrer de facon assez simple le théoréme de OTTO et VILLANTI établissant
qu’une inégalité de SOBOLEV logarithmique implique une inégalité de transport 7s.
L’utilisation de ce résultat nous conduit aussi a une représentation de 'inégalité de
POINCARE par une famille d’inégalités de transport, pour un cott autre que qua-
dratique. Une telle représentation est & mettre en paralléle avec la représentation
de 'inégalité de POINCARE en une famille d’inégalités de SOBOLEV logarithmique
modifiée obtenue par BOBKOV et LEDOUX dans [BL97|. Ce chapitre a été publié
dans la revue Journal des Mathématiques Pures et Appliquées, voir |[BGLO1|.
Dans le chapitre 4 nous étudions le semi-groupe (Qt),, défini par la formule (0.4)
sous la contrainte de différentes inégalités fonctionnelles. Son étude sous la contrain-
te de 'inégalité de SOBOLEV logarithmique a été décrite dans le chapitre 3, nous
nous intéressons ici au contrdle du semi-groupe dans le cas oil ’espace mesuré
vérifie une inégalité de SOBOLEV. Dans le cas ol la mesure vérifie une inégalité
de SOBOLEV de type euclidienne (lorsque b(u) = 0 dans ’équation (0.1)) nous
montrons qu’une majoration de type ultracontractive du semi-groupe (Qs),;, est
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équivalente a l'existence de I'inégalité de SOBOLEV. Ce résultat est & mettre en
parallele avec le théoréme de VAROPOULOS, comparant l'inégalité de SOBOLEV
avec le comportement ultracontractif du semi-groupe de la chaleur. Nous étendons
ensuite les majorations dans le cadre plus général d’inégalités de SOBOLEV, nous
obtenons entre autre un lien entre les inégalités de SOBOLEV et certaines inégalités
de transport. Ce chapitre est en court de rédaction pour une soumission prochaine.

Le chapitre 5 est un exposé autour des inégalités de transport. Dans un premier
temps, nous définissons les inégalités de transport plus générales que 'inégalité
de transport 75, et donnons quelques résultats généraux les concernant. Dans un
second temps nous donnons différents critéres pour montrer I'existence d’inégalités
de transport. Ces critéres nous permettent alors de montrer qu’une inégalité de
transport est vérifiée pour certains modéles de mécanique statistique. Enfin nous
étendons les résultats obtenus dans le chapitre 3 d’une part pour des inégalités
de SOBOLEV logarithmiques modifiées et d’autre part dans le cas de la dimension
infinie.

Tout au long de cette thése nous faisons référence au livre Sur les inégalités de
SOBOLEV logarithmiques publié dans la collection Panoramas et Synthése de la So-
avec Cécile ANE, Sébastien BLACHERE, Djalil CHAFAI, Pierre FOUGERES, Florent
MALRIEU, Cyril ROBERTO et Gregory SCHEFFER, des doctorants du Laboratoire
de Statistique et Probabilités de Toulouse. Les nombreuses références faites aux
différents chapitres de ce livre nous permettrons d’alléger les démonstrations des
théorémes étudiés ici.

Les résultats obtenus dans cette thése sont présentés sous forme de chapitres
essentiellement indépendants les uns des autres. Certains ayant fait ’objet d’une
publication ou de soumission, ont été rédigés en anglais et sont insérés sous forme
d’articles (chapitres 1, 3 et 4).



CHAPITRE 1

SPECTRAL GAPS FOR SPIN SYSTEMS:
SOME NON-CONVEX PHASE EXAMPLES

Ivan GENTIL and Cyril ROBERTO

1.1. Introduction

The purpose of this work is to establish some perturbation results for spectral
gaps to produce some examples of unbounded spin systems with nearest neighbour
interaction associated to non-convex phases satisfying a spectral gap inequality
uniformly in finite subsets of the lattice and boundary conditions. These examples
thus show that the recent results by YOSHIDA (see [Yos99|), HELFFER |[Hel99a],
BODINEAU-HELFFER [BH99a, BHI9b| on spectral gaps and logarithmic SOBOLEV
inequalities can actually hold for families of phases that go beyond the usual con-
vexity at infinity.

To introduce to the results of this paper, let us first describe, following [Hel99a],
the spin systems we will investigate. Consider the measure exp(—®, ,(X))dX,
where ®, , is a function associated to a finite subset A in Z¢ (for d € N*) and to
some w € RZ" which defines the boundary conditions. The function ®, , has the
form, for X = X* € RIAl (where |A| is the cardinal of A) :

ru(X) = Y 0w) + T V(a - 5)

i€A {0, }NAHD, i~j

where
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= X = (%3)ien, 2 = w, ifigA
— 1 and V are real-valued functions, respectively called phase and potential of
the interactions between sites. We assume that V' satisfy
(1.1) V"o < 0.
— i ~ j means that j and i are neighbours in Z% .
— J is a positive real parameter (the coupling constant).
Assume that there exists Jy > 0 such that for any J in [0, Jo], any finite subset A

of Z% and w in R?", the integral of exp(—®, ) on R is finite. In this case, define
the probability measure pgp, , as:

(1.2) oy (X) = L exp(= @y (X))dX,

<I>A,w

where Zp, = [exp(—®p,(X))dX.
This model is described in [BH99a| (see also [Hel99a]). The particular case where
¥(z) = az* —bx? (a,b > 0) and V(x) = x? is considered by YOSHIDA (see [Y0s99]).
We will investigate spectral gaps and decays of correlations of the family of
probability measures pg, , uniformly over A and w. More precisely, we want to
find two constants C' and C’ such that, for any A finite subset of Z?, w € Z% and
any smooth functions f and F, G we have:

By, (%) = Bpuy (1) <C [ VS|P .

(13) By (R By ((F~Eu, (F) (G~ Eu, (@)

1/2 1/2
< Cesp(-a(se.50) ([ 197 s, ) ([ 1961 dna,. )

where [V f[? = Y, (0if)? Eya, (f) = [fdpa,,,, Sp is the support of F in Z¢
and d is the distance between subsets of the lattice Z¢.

It has been shown in [Hel99a|, [BH99a| and [Yos99| that whenever the phase v
is convex at infinity and J, is small enough, then the measures (uq, ),  satisfy

such a uniform spectral gap and decay of correlations (inequality (1.3)).

As announced, the aim of this paper is to present examples of non-convex phases
such that the uniform spectral gap still hold. The main tool of the construction
is the method developed by HELFFER which is presented in the next section. It

A7



1.2. HELFFER’S METHOD FOR SPECTRAL GAP INEQUALITY 17

will reduce to the study of some uniform spectral gap property of the phase v in
dimension one that we investigate by means of HARDY’s criterion for POINCARE
inequalities in dimension one. This is the subject of Section 3.

In the last section, we prove our main result:

Theorem 1.1.1. — Let ¢ be a strictly uniformly convezr function (i.e. for all
z €R, ¢"(x) 2 a>0), let g be a bounded function (||g|,, < 00), and let h be a
perturbation function satisfying S = fR(e‘h| — 1) < oco. Then, the measure jig,
defined in (1.2) with ¢ = ¢ + g + h satisfies, uniformly in A and w, a spectral gap
inequality and a decay of correlations for every J small enough.

The simple criterion on h will easily produce examples for which ) is not convex
at infinity, and not even bounded above and below by two power type functions as
will be showm at the end of the section 4.

1.2. HELFFER’s method for spectral gap inequality

Let us first recall the definition of the spectral gap or POINCARE inequality for
a measure on R" and for the set of measures (us, ) Ao

Definition 1.2.1 (Spectral gap inequality). — Let assume that the measure
dpy, = exp(—¢(X))dX is a probability measure on R", where 1) is a real-valued
function. The measure 1, satisfies a spectral gap inequality if there exists a positive
constant Cy such that for any smooth enough function f: R" — R,

(1.9 Var, (1) = By () =B (1) < Co [ 1911Pd

where [V £[”> = 31, (0:f)° and By, (f) = [ fdjiy.

The constant Cy is the spectral gap constant associated to either the measure
{ty or the function ).

We say that the set of measures (ug, ),  defined by (1.2) satisfies a uniform
spectral gap inequality if each measure pg, satisfies a spectral gap inequality with

a constant C' = C, , independent of A in Z¢ and w in R,

HELFFER proved recently spectral gap inequalities for the preceding spin sys-
tems using a criterion on the WITTEN Laplacian [Hel99a|. The main feature of the
approach is that it reduces to some uniform spectral gap for the phase v that we
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investigate in the next section by HARDY’s inequalities. For the sake of complet-
ness, we present this criterion that we however reformulate via the BAKRY-EMERY
I> operator (see [BE85|, [Bak94] and [Led92] with more simple semigroup tools).

Theorem 1.2.2. — Let assume that du,(X) = exp(—¢(X))dX is a probability
measure on R™, where 1 is a C? real-valued function. Let L = A — (V.V) denote
the infinitesimal diffusion generator with invariant measure (i,. Then the spectral
gap inequality is equivalent to the inequality:

(1.5 [einsan <o [wpian,
holding for any smooth function f.

We briefly recall the proof.
Proof
<« Assume that the measure p,, satisfies (1.5). Denote by (P:):>o the semigroup
with generator L. For any smooth function f, we have Pyf = f and P, = [ fduy,
so that

Var,, (f) = -2 / /0 Pif LPf dtdp, = —2 /O / Pf LPyf dydt.
Let F'(t) = — [ Pf LPfduy, t > 0. Integration by parts shows that
F(t) = -2 [ (L,

Then, by (1.5), F'(t) < —(2/C,)F(t) so that F(t) < e % F(0), for every ¢ > 0.
Hence,

Var,, (1) < Cy [ V1 1Pdp.

On the other hand, by invariance and the CAUCHY-SCHWARZ inequality,

[-Ltdne = [(F =B ()L
< Var,,, (/)" ( / (Lf)Qde> "

Therefore inequality (1.5) follows from the spectral gap inequality with the same
constant Cy. The proof of the theorem is complete. »
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Applying Theorem 1.2.2 shows that a spectral gap inequality for the set of mea-
sures (fepn) amounts to establish (1.5) uniformly in A and w. Now, for a given
smooth function f, integration by parts allows us to write that

o) [ @ e, - | (Z(ai,jff Y o <ai,j<I>A,w>ajf> Qo

i,jEA i,jEA

> [ | @urp+ @up @) ZJV” i~ )} | dpa

(IS JEN(7)

[ ST v - 20 0,f dpa..

i,JENi~]

where N (i) = {j € Z*; j ~i}. For any i in A, |N(i)| = 2d, so

Y. afof<2d) (0if)

i,jEN inj ieA
The condition (1.1) on V" easily shows that
(1.7) > IV (@i — )0 f0;f = =2d||V" |l T Y (0 f)?
i,jEN irg ieA

Therefore, (1.6) holds as soon as

[z, =Y [ @7 3 Vi) | dua,,

i€ JEN(3)
(1.8) -3 2|V / (0. dpa, .
€A

i)

For each 7 in the set A, denote by u( _ the conditional measure on pug, , given

{(z;),j € A, j # i}. Therefore ’LL‘I)A,w is a measure on the real line and

exp(—v(xi) — D enm IV (i — 25
0 (i = TP~ D V=)
z

where Zg[)w = feXp(—@/)(%')—ZjeN JV (z;—z;))dz;. The measure ,uED) depends
of the variables (z;);4 and w € Z%.
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Suppose now that all the measures ugl _» # € A\, satisfy a spectral gap inequality

with a constant Cyse (USG as uniform spectral gap) independent from the variables
(w, (z;)jen,jzi) and from the site 1.

The equivalence provided by Theorem 1.2.2 then indicates that for every i € A,

/ Ousf)? + (0,f S V- ) | )

JEN(7)
1

=
Cusa

[y,

After integration all the (z;),.; and summation on i € A we find:

/3 @y 3 V- ) | dpay.

€A JEN(3)
/ S (0 dpia.
€A

It then follows from (1.8) and (1.9) that (1.6) became

1.9 >
(1.9) Cusa

1 "
Jirina > (G =200V [ 196 P .

As a consequence, the measure ygp, , satisfies the spectral gap inequality de-

fined by 1.2.1 with a constant, independant of A C Z? and w € R%, equal to
Cusa/(1 = Cysa2dJ||V"||«) as soon as 1 — Cysa2dJ||V" ||« > 0.

The main point in this argument is the uniformity of the spectral gap inequal-
ities for the measures ,ug)m on R. We emphasize this property with the following

definition.

Definition 1.2.3 (Uniform spectral gap inequality (USG))
Let define 6 = (6;)icn() and N(0) = {j € Z? ; j ~ 0}. Denote by f_ the
probability measure on R defined by

(1.10) gn(x) = —exp (—Ug(x)) d

vz
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where ¢5(2) = ¥(2) + Xy JV(z — 0;) and Zz = [exp (—yg(z)) dz. We say
that the phase v satisfies a uniform spectral gap inequality (USG) if the measure

pup; satisfies a spectral gap inequality with a constant Cpse independent of f in
RINO)

At the light of this definition 1.2.3 and the preceding argument, we may state
HELFFER’s result in the following way (see [Led00b]).

Theorem 1.2.4. — Let ¢ be a real-valued function on R such that ¢ satisfies the
condition (USG) of the definition 1.2.3. Then there exists Jy such that for every
J €0, Jo], the set of measures (pe, ,)a. Satisfies spectral gap inequality with

C
CCDA < USG .
w 1-— CUSszJHV”Hoo

The right hand side of the inequality does not depend of A C Z%, and w € RZ".

With the same method, we also get the corresponding decay of correlations as
in [Hel99a).

Theorem 1.2.5. — Let v be a real-valued function on R such that v satisfies the
condition (USG) of the definition 1.2.8. Then there exists Jy and a constant C'
such that for every J € [0, Jo], the set of measures (s, ,)aw Satisfies:

1/2 1/2
By, (F.0) < Cespl-a(se.56)) ( [IVFPdua, ) ( [IVGIPdua,)

for any smooth functions I, G, A andw. The constant C' only depends on Cysga, J, d
and |V -

Remark 1.2.6. — In the particular case where V (z) = 22, (1.10) can be reparametrized
in terms of a single one-dimensional parameter ¢, and (USG) amounts to a uniform
spectral gap for the set of measures (j,) defined by

(1.11) iy () = Zl exp(—1p () dz.

o
where Vy(z) = ¥ (x) + Oz.

A natural question is thus to ask when the condition (USG) is satisfied? Sim-
ple arguments show that (USG) holds when ) is strictly convex at infinity, that
is v = p, + g with ¢/(x) > a for some a > 0 and ||g||c < oo (see [Yos99]
and [ABCT00]). This is the classical phase behaviour investigated in the recent
contributions on spectral gap and logarithmic Sobolev inequalities for unbounded
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spin systems by ZEGARLINSKI |Zeg96|, YOSHIDA [Yos99|, HELFFER |Hel99a| and
BODINEAU-HELFFER [BH99a, BHI9b)|.

That (USG) for a given phase 1) may be quite restrictive is shown by the example
of ¢¥(z) = |z|® with some s in [1, 2[ that is known to satisfy a spectral gap inequality
(see [ABC™00]) but that does not satisfy a uniform spectral gap in the sense of the
preceding definition as shown by the next proposition.

Proposition 1.2.7. — Let ¢ be a real-valued function on R such that
P (R)=R and lim ¢"(z)=0.

|z|—o00

Then the phase Vg(x) = V() + Ox, define on (1.11), could satisfy for any 0 in R
a spectral gap inequality but the phase ¢ does not satisfy the condition (USG).

Remark 1.2.8. — The function ¢ (z) = |z|° satisfies the hypotheses of Proposi-
tion 1.2.7 and for any 6 there is a spectral gap inequality. However by the last
proposition, it does not satisfy the condition (USG). This case is treated by HELF-
FER in the Exercise 6.3.4 in [Hel99b)].

Proof

<« We assume that the measure p,, satisfies the condition (USG). By Theorem
1.2.2, there exists a constant Cygsg > 0 such that, for any # € R and any smooth
function f with compact support, we have:

[ £, < Cose [(£724 570" dua,

The hypotheses on 1) insure the existence of ay such that ¥/(ay) + 6 = 0, and
lim|g oo |ag| = 00. Then for any y by TAYLOR’s formula on R, there exists u, g €
10, 1] such that

2
Uy + an) + by = Y(as) + T (a0 + uya).

By a change of variables,
/ Fl(y)e Y Cotmon) gy

< Cuse / (f"(y)2 + )" (y + a9)> e~V Cotuy00) gy,

By the dominated convergence theorem as 6 — oo,
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/ 2z < Cuse / da.

However, there is no spectral gap inequality for the LEBESGUE measure on R.
Therefore the phase ¢ does not satisfy the condition (USG). »

Proposition 1.2.7 deals in particular with the case |z|* for 1 < s < 2. On the other
hand, one can easily see that 1(z) = |z|> + 0x satisfies a spectral gap inequality
with constant independant of 6 (and so a uniform spectral gap). To complete this
setting, our next result deals with the behaviour of the spectal gap constant of v
(define in 1.11) with ¢ (z) = |z|® and s > 2. More precisly, we have (we omit the
proof):

Proposition 1.2.9. — Let 1 be a real-valued function on R such that

‘ l‘im ' (z) = oo.
Then the measure iy, defined in (1.11) satisfy for any 6 a spactral gap inequality
and the constant Cy, satisfy:
lim Cﬂ)e =0.

|0]— 00

Theorem 1.2.4 reduces the question of spectral gap for families (ua,,) to the
(USG) property of a real-valued phase ). We now investigate this condition by
means of HARDY type inequalities.

1.3. HARDY type inequalities and applications

This section introduces the notion of HARDY type inequalities which will be our
basic tool to prove our main result (Theorem 1.4.1 below).

Let 1 and v be two probability measures on R*. We assume v to be absolutely
continuous with respect to LEBESGUE’s measure on RT, and its density dv/dx to
be strictly positive. In 1972, MUCKENHOUPT generalized results of HARDY and
TOMASELLI (see [Tom69]), TALENTI (see [Tal69]) and ARTOLA on some specific
functional inequalities, now called HARDY type inequalities. They were namely
interested in controlling the best constant A such that

(1.12) /OOO (/:f(t) dt>2 du(z) < A/OOO () dv()
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for all continuous functions for which the preceding integrals are well-defined.
HARDY gave a result for this inequality with du(z) = 2%*dx and dv(z) = 2% 2dz.
ToOMASELLI, TALENTI and ARTOLA proved the inequality for general measure
dp(x) = U?(x)dr and dv(x) = V?(z)dz. One of MUCKENHOUPT’s main results
[Muc72] is summarized in the next statement.

Theorem 1.3.1. — The constant A defined by (1.12) is finite if and only if
p 0 ¢/ dy -1
B sup/ d,u(:v)/ (—) dr < oo,
20 Jg 0 dx

B<AL4B.

and in this case,

In [Mic99], MICLO establishes a link between the HARDY type inequalities and
the spectral gap inequalities. While he was concerned with the case of probability
measures on Z, we briefly present here the corresponding results on the real line.

Let us first remark that if F(z) = [’ f(t)dt and p = v (that we will suppose
from now), then the previous inequality (1.12) becomes

/0 T (F(x) - F(0))? du(z) < A / " P (2) dula)

0

This latter inequality is rather close to a spectral gap inequality for the probability
measure . More precisely, it is well known that for every m € R,

Var,(F) < [ (F(a) = Fm))? dufa)

R

In order to apply Theorem 1.3.1, we need to cut the real line into two parts (to
reduce R to RT). We denote by A} and A the best constants satisfying respec-
tively

[ @~ PPt < A5 [P duta)

m m

and

/ " (F(e) = F(m))? dyu() < A, / " P ) de)

— 00 —00

for all C' functions F. By a simple change of variables, they are controlled by

Bl <Al <4B} and B, <A, <4B,, ,
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where

. 00 z /d -1
(1.13) B sup/ du(t)/ <—M) dt
zz2m Jx m dt

@ m -1
and B, &t sup/ du(t)/ (d_,u) dt .
z<m J —oco T dt

We may summarize these observations in the following proposition.

Proposition 1.3.2. — For every m € R, the best constant C' in the spectral gap
inequality for u is such that

C<ABLVE).

While the latter bound holds for every m € R, we get a more precise control if
m is a median for p.

Proposition 1.3.3. — Let m be a median of u. Then i satisfies a spectral gap
inequality if and only if Bt V B, is finite, and in this case, the best constant C in
the spectral gap inequality for u us such that

1

5BV B,) SC<ABLVE,).

Proof
< We need only prove the lower bound. Assume that B V B, is finite and that
B} Vv B, = B.. For any € > 0, we can find f such that

/moo ( /m f(t) dt)2 du(r) = (A, —¢) /m h F2(z) dp(z) .

Without loss of generality, we can assume that f is non negative. Now, define

0 if x<m,
F(x)—{fgf(t)dt if o >m.

As m is a median of p, u(F = 0) > p(z < m) > 3. From the CAUCHY-SCHWARZ
inequality, we get therefore that

u(F)? < p(F*)u(F > 0) < su(F?) .

N | —
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Hence
Var, (F) = u(F) ~ p(F)? > p(F?)
> 5L -9 [ Pl
> 50 [ P
> %(B;g—e)éVarM(F) ,

from which the result follows since € > 0 is arbitrary.
Now, assume that B> = oo. Following step by step the previous argument with

fn such that )
[ ([ rwa) awwzn [" R

for n large enough, we conclude similarly that C' = oco. The proof of the proposition
is complete. »

In the following, we describe with the preceding results some perturbation prop-
erties. Consider a function h : R — R. Given a phase ¢, we modify the probability
measure dju,(z) = 7" exp (—p(z))dz as

(1.14) dptgin(z) = 274, exp (—pla) = h(x))da

We assume that Z,, is finite. h can be considered as a perturbation function.
The following result gives conditions on ¢ and h so that p, satisfies a spectral
gap inequality. It also gives an upper bound on the spectral gap constant.

Theorem 1.3.4. — Assume that there exist m € R and a constant K independent
of x such that for all x > m,

(1.15) / e W dt < Ke ?@  and / e?® dt < Ke?@ |

m

and the corresponding inequalities for x < m. Assume furthermore that @ is in-
creasing on [m,o0) and decreasing on (—oo, m|. Assume also that

(1.16) s /(elh —1)<o00.
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Then, the probability measure ji .y defined by (1.14) satisfies the spectral gap in-
equality. Furthermore, the best constant Cyyp, appearing in the spectral gap inequal-
ity is controled by

Cpin < A(K* +2KS + 5?) .

Proof
<« From Proposition 1.3.2, we see that Cy,yy < 4(B), (¢ + h)V B, (¢ + h)). By
symmetry, we may reduce to the control of

Bi(p+h) < sup / " e0+h) gy / " —el0=h(t) g

z>m Jm

Now, given that x > m, we may write

=
/ ego(t )+h( t)dt /OO —@(t)—h(t) dt<
</ e’ + e“”}eh—l}) </Ooe_“"+/ooe_“"’e_h—1}> )

We develop the right hand side using (1.15) and monotonicity of ¢ to get

/ POHRO) gy / e gt < (K@) (Ko@) 4

(K@) (em) / e ] dt) (ew(x / h® 1] dt) (Ke )
<ev ey dt)( / 0 1 dt) .

Now, note that |e" — 1| < e/ — 1. It follows that for all z >
/ R0+ gy / P00 gt < K4 9K 15

Together with the corresponding result for B, (¢ + h), this completes the proof. »

Remark 1.3.5. — Turning back the proof above, we can replace K? in the upper
bound of Cyyp by B () V B, (¢) (this quantity is finite by (1.15)). Moreover,
if m is a median of y,, keeping all the hypotheses of Theorem 1.3.4 and applying
Proposition 1.3.3, we get that B! (¢) V B,,(¢) < 2C, < 8B () V B, (¢) so that

Coin < 8C, +4(2KS + 5?) .



28 CHAPITRE 1. SPECTRAL GAPS FOR SPIN SYSTEMS

This inequality clearly describes the contribution of the perturbation in the spectral
gap constant.

1.4. A new class of measures which satisfies a spectral gap inequality

As already mentioned in Section 1 and 2, the keystone of HELFFER’s method
is the (USG) condition (see Definition 1.2.3). It allows us to reduce the initial
problem on unbounded spin systems to a simple problem on the real line. We will
then be able to apply Theorem 1.3.4.

In this section, we first present and establish the main result of this paper. We
then discuss why the new class of phases v» = ¢ + g + h is strictly bigger than the
usual class of phases convex at infinity.

Theorem 1.4.1. — Let ¢ be a strictly uniformly convezr function (i.e. for all
r €R, ¢"(z) =2 a>0), let g be a bounded function (||g|,, < 00), and let h be a
perturbation function satisfying S = fR(eW — 1) < co. Then, there exists Jy such
that for all J € [0, Jo|, the set of measures (s, ) defined in (1.2) with ) = p+g+h
satisfies a spectral gap inequality uniformly in A and w, with

el
C<I>A w < uses " ’
“ 7 1= Cysa2dJ||V"|

where Cysq < 4(K? +2KS + S5?) and K <1+ 4/a.

This set of measures satisfies also a decay of correlations, uniformly in A and w,
with constant C' depending only on Cysq, J, d, |V"||, and ||g]|., that is, for any
smooth functions F, G,

1/2 1/2
By, (F.) < Cesp(-d(Se,50) ([ IVFIPaus, ) ([ 1961, )

The proof of this theorem requires two technical lemmata. Note that from the
hypothesis on ¢, it is obvious that ¢ has a unique minimum m € R and that ¢ is
increasing on [m, c0) and decreasing on (—oo, m).

Lemma 1.4.2. — Let ¢ be as defined in Theorem 1.4.1. Then there exists a con-
stant K < 14 2/a such that for all x > m,

/ "0 gt < Ko@) |

m
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Proof
<« By convexity, for all z > m + 1,
(1.17) ¢'(x) =¢'(z) —¢'(m) Z alzr —m) 2 a.

For x > m + 1, integration by parts yields that

x T m—+1 x
/ PO qp — e _ a : +/ L(t)eeo(t) dt

m-+1 ¢'(x) ¢ (m+1) m+1 @'2
p(z) T (¢
< & +6¢(m)/ ¥ /(2) it
¢'(x) mi1 P
< e?(@) 1 o)

So, by (1.17),

Finally, for all x > m + 1, we have

T m—+1 T
/ 0 gt — / O g / &0 gt
m m m—+1

< @ 4 2o
a

2
< (1 + —) @)
a

namely, the expected result in this case with K = 14+2/a. Now, form < x < m+1,
write

from which the proof follows. »

In a similar way, we can prove the following lemma (we omit the proof).

Lemma 1.4.3. — Let p be as defined in Theorem 1.4.1. Then there exists a con-
stant K < 14 1/a such that for all x > m,

/ T o0 gt < Ko@) |
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Note that it exists two corresponding lemmata for x < m.

We now prove Theorem 1.4.1.

Proof
< As announced, we use the reduction to the (USG) property provided by Theorem
1.2.4. With the notation of the first two sections and in particular Definition 1.2.3,
let us define

pa(z) = p(x)+ > JV(e—0).

iEN(0)

For all € R and J small enough, ¢f(x) > a — 2dJ||[V"|| = a/2. It follows from
lemmata 1.4.2 and 1.4.3 that the hypothesis (1.15) holds for g, with K < 1+4/a.
We can thus apply Theorem 1.3.4 to ¢z and h to get

Cusa < A4(K*+2KS + S?).

The preceding constant is independent of § = (6;);c N(0), 50 that (USG) is satis-
fied. In this way we may apply Theorem 1.2.4. The set of measures (,uqJA’w) will
satisfy a spectral gap inequality with a constant equal to

Cusa
1 — Cyse2dJ||V"|

Finally, it is well known that adding a bounded function g gives no more than
el9l in the control of the constant (see [ABC*00]).

On the other hand, applying Theorem 1.2.5 instead of Theorem 1.2.4 gives the
result on the decay of correlations. Theorem 4.1 is established. »

We now present examples of functions ¢» = ¢ + g + h defined in Theorem 1.4.1
that are not convex at infinity. To do so, we give an example where we add a
special perturbation function h to ¢ (where ¢ is as in Theorem 1.4.1). Indeed, let
h(x) o > hi(x) where h; : R — R (i € Z) is a piecewise linear continuous
function defined from its derivative by

0 if x ¢ [’U/Z,UZ—FOCZ] y

h,Z(ZL‘) = —ﬁi ifz = U; + % y
G ifr=u + 2%
% ) 4

where (/3;) is a sequence of non negative numbers and (u;) and («;) are two sequences
of real numbers such that u; < u; +a; < u;;1. Moreover we assume that [u;, u; + o]
is the support of h;. One can see h; as a well of depth «;(3;/4 and of width «;.
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To be outside the classical class of convex at infinity functions, it is enough to
show that the depth of the well increases faster than ¢. Write L; = |||, —
(p(u; + i /2) — @(u;)). We have the following obvious sufficient condition (we omit
the proof).

Proposition 1.4.4. — Let p be as in Theorem 1.4.1 and h as above. Then, if

then ¢ + h is not convex at infinity.

It is now easy to choose the sequences (a;);cz and (;);cz such that

and at the same time,

/em ~1< Y el < oo,
R

1€Z
since we are free to choose «; as we want. For example, one can chose ¢(z) = 2%/2
and h as above, even, with u; = 4, 3; = 4i%¢" and o; = e~ /7? for all i € N*. It’s well
known that du,(z) = Z “Le=7*/24y satisfies a spectral gap inequality with constant
Cy, = 2. On the other hand, it follows from an obvious calculus that L, =i —o0(1/7)
and S < 23", . 1/i*. Proposition 1.4.4 holds and so ¢+ h is not convex at infinity.
Moreover the hypotheses of Theorem 1.4.1 are satisfied.

We may note that Theorem 1.4.1 is quite general since the condition on the
perturbation h ([, (el — 1) < oco) is rather weak. Until now, the results were
based on convexity conditions (following semi-group methods) whereas we just
need integrability conditions here.

In this note, we proved a perturbation theorem (Theorem 1.3.4) for POINCARE
inequalities using HARDY’s criterion. One may try to obtain the same kind of result
for logarithmic SOBOLEV inequalities using the corresponding criterion by BOBKOV
and GOTZE (see [BG99|). In an other direction, one can try to prove logarithmic
SOBOLEV inequalities for unbounded spin systems with nearest neighbor interac-
tion associated to non convex phases introduced in this note. But here, HELFFER’s
method is no more avaible because there is no result like Theorem 1.2.2 (See the
next chapter or for example [Led00b, ABC*00]). It is an open problem to find its
analogue for logarithmic SOBOLEV inequalities. One may also try to use a more
classical approache via the decay of correlations (see [Zeg96, Yos99, BH99a|). In
this direction, HELFFER (see [Hel99b] Remark 8.5.2) remarks that under the decay
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of correlations (see Theorem 1.2.5) and an hypothesis relative to the existence for
each n of a uniform logarithmic SOBOLEV constant C,, (uniform on the boundary
conditions, in J and in the functions f with support “nearly” includes in a box
of size n), one can prove the logarithmic SOBOLEV inequality for unbounded spin
systems. Actually, taking back the proof given by HELFFER, we can see that we
only need the existence of the uniform logarithmic SOBOLEV constant in dimension
one.

We will see in the next chapter the details for the case of the logarithmic
SOBOLEV inequality.

Acknowledgment. — The authors warmly acknowledge M. LEDOUX for his hints
and for several interesting and instructing discussions.



CHAPITRE 2

ETUDE DE L’INEGALITE DE SOBOLEV
LOGARITHMIQUE ET APPLICATIONS AUX
SYSTEMES DE SPINS

2.1. Introduction

Ce chapitre a pour objet I'inégalité de SOBOLEV logarithmique étudiée dans
différentes conditions et différents modéles sur 'espace R™ (n € N*). Ces différentes
études nous aménerons a l'inégalité de SOBOLEV logarithmique pour des modéles
de mécanique statistique.

Définissons tout d’abord I'inégalité de SOBOLEV logarithmique pour une mesure
de probabilité. Si le cadre considéré ici est celui de R", notons cependant que
des extensions peuvent étre obtenues dans un cadre beaucoup plus général, voir
notamment [Bak94| ainsi que le chapitre 5 de [ABC*00].

Définition 2.1.1 (Inégalité de SOBOLEV logarithmique)

Soit 1 une mesure de probabilité sur R"”. La mesure u satisfait & une inégalité
de SOBOLEV logarithmique s’il existe une constante C' > 0 telle que pour toute
fonction f assez réguliére de R™ dans R,

(1) But,(f?) = Bu(flog £2) ~ B, () g Bu(7) < C [ 191

ot V12 =3 (@) et By / fdu.

=1

Nous supposerons ici qu'une fonction assez réguliére est par exemple une fonction
de classe C* & support compact. Nous renvoyons a [Bak94| ou [ABCT00] pour
obtenir une classe plus générale.

Notons que la mesure élémentaire vérifiant 'inégalité de SOBOLEV logarithmique
est, v,, la mesure gaussienne standard en dimension n. La constante optimale est
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alors égale a 2 et remarquons que celle-ci ne dépend pas de la dimension, (voir le
corollaire 1.5.3 de [ABC™00]).

Cette inégalité fonctionnelle est plus forte que I'inégalité de POINCARE dans le
sens que si une mesure de probabilité sur R" vérifie une inégalité de SOBOLEV
logarithmique de constante C' alors elle satisfait aussi & une inégalité de POINCARE
de constante C'/2. Ce lien fondamental entre ces deux inégalités est démontré dans
la section 1.2.6 de [ABCT00]. L’inverse est faux, il existe des mesures de probabilité
qui vérifient I'inégalité de POINCARE mais pas 'inégalité de SOBOLEV.

L’intérét principal de ce chapitre, comme pour le précédent pour 'inégalité de
POINCARE, est de prouver une inégalité de SOBOLEV logarithmique pour des mo-
déles de mécanique statistique similaires & ceux étudiés précédemment. Définissons
d’abord le modéle de mécanique statistique auquel nous nous intéressons. La fa-
mille de mesures que nous étudierons ici est un cas particulier de la famille étudiée
dans le chapitre précédent pour I'inégalité de POINCARE, (nous considérons ici le
cas V(z) = z?).

Considérons la mesure exp(—®, ,(X))dX, ou ¥, , est une fonction associée au
sous-ensemble fini A de Z? (pour d € N*) et pour w € R%" qui définit les conditions

au bord. La fonction ®, , est égale, pour X = X* € RIAl (o |A| est le cardinal de
A), a

Opw(X) =D () + ) (2 — )%

i€A {i.5YNAAD, invj

Z‘_{ z; siieA
e W; si¢ ¢ A

— 1) est une fonction réelle appelée phase.

— i~ jsiietjsont des voisins de Z? au sens de la norme ;.

— J > 0 est un paramétre réel appelé paramétre de couplage.

Nous supposerons dans la suite qu’il existe Jy > 0 tel que pour tout J dans [0, Jo),
pour tout sous-ensemble fini A de Z¢ et w dans de, I'intégrale de exp(—®, ) par
rapport a la mesure de LEBESGUE sur R* soit finie. Dans ce cas, nous définissons
la mesure de probabilité g, , par

(22) Ao (X) =

<I>A,w

exp(—Py o (X))dX,

ot Zg,, = [exp(—®Pau(X))dX. Ainsi nous parlerons de la famille de mesures
(taw)y - Ce modele est décrit dans [BH99a, BHOO| (voir aussi [Hel99al). Par
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exemple, le cas particulier ou l'on a ¥(z) = az® — bx? (a,b > 0) est considéré
par YOSHIDA dans [Yo0s99, Yos00, Yos01].

En considérant ce modéle, nous avons fait quelques choix particuliers que nous

expliquons maintenant.

— Par rapport au chapitre 1 nous considérons le cas ot V(z) = z?%. Cette simpli-
fication provient de problémes techniques, elle permet de reprendre des calculs
de BODINEAU et de HELFFER.

— Comme dans le chapitre 1 nous considérons une interaction au plus proches
voisins. Il me semble possible d’étendre les résultats de ces deux chapitres a
un modeéle ou I'on a une interaction entre tous les sites et que celle-ci décroit
avec la distance.

— Enfin, comme dans le chapitre 1 nous considérons un paramétre de couplage J
positif. Cette simplification est faite juste pour réduire les calculs, les résultats
des chapitres 1 et 2 sont encore valable pour |.J| petit.

L’inégalité de SOBOLEV logarithmique pour ce modéle est étudié depuis maintenant
quelques années. Les résultats obtenus par ZEGARLINSKI, YOSHIDA, BODINEAU et
HELFFER sont les suivants :

Supposons que la fonction v peut-étre décomposée en la somme d’une fonction
uniformément convexe plus une fonction bornée, c’est-a-dire qu’il existe deux fonc-
tions ¢ et g vérifiant

" Ze>0

(CB) ) =+ g avec { lgll. < oo.

Nous dirons, dans ce cas que la fonction v vérifie la condition (CB). Alors il existe
une constante C telle que pour tout sous-ensemble fini de Z?, A, et pour tout
w € R” la mesure jiq . Satisfait a une inégalité de SOBOLEV logarithmique de
constante C'. Une des difficultés étant de prouver I'uniformité par rapport aux
paramétres A et w. Nous allons dans ce chapitre donner de nouvelles fonctions v
telle que ce résultat subsiste.

L’inégalité de SOBOLEV logarithmique est plus complexe & étudier que ’inégalité
de POINCARE et donc, avant de montrer des résultats pour le modéle de spins, nous
allons tout d’abord donner dans les sections suivantes les premiéres propriétés et
critéres de cette inégalité.

Nous allons voir dans la section 2.2 le cas de la dimension 1. Ce cas est intéressant
car il nous permet de dégager des exemples nouveaux de mesures vérifiant I'inégalité
de SOBOLEV logarithmique. Les résultats de cette section seront utilisés pour les
systéme de spins.
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Dans la section 2.3 nous étudions les différents critéres permettant de montrer
I’inégalité de SOBOLEV logarithmique dans le cas multi-dimentionnel. Nous expli-
quons la méthode de tensorisation permettant d’obtenir une inégalité de SOBOLEV
logarithmique pour des mesures produits. Ensuite nous expliquons la méthode de
perturbation permettant quant & elle de montrer une inégalité de SOBOLEV loga-
rithmique pour des mesures dont la densité est perturbée par une fonction dont
le logarithme est bornée. Enfin nous exposons les différents critéres Iy de BAKRY
et EMERY qui sont actuellement les critéres les plus importants s’appliquant a
I’inégalité de SOBOLEV logarithmique.

Enfin dans la section 2.4 nous donnons de nouveaux des exemples de phases 1)
telles que la mesure définie par I’équation (2.2) satisfait & une inégalité de SOBO-
LEV logarithmique avec une constante indépendante des différents paramétres A et
w. Nous étudions deux méthodes. La premiére utilise le critére I>-intégré, celle-ci
aboutit malheureusement & une impasse. La seconde est plus délicate, elle utilise
les méthodes développées par BODINEAU, HELFFER et YOSHIDA. Nous arrivons
alors a obtenir de nouveaux modéles de mécanique statistique vérifiant I'inégalité
de SOBOLEV logarithmique.

Dans ce chapitre nous rappelons beaucoup de résultats maintenant bien connus.
Mon apport est dans un premier temps la réorganisation des différents critéres
multi-dimentionnelles. D’autre part ’extension des inégalités de SOBOLEV logarith-
mique a de nouveaux modéles de mécanique statistique. Pour cela j’ai di trouver
de nouveaux exemples de mesures sur R satisfaisant a 1'inégalité.

2.2. Inégalité de SOBOLEV logarithmique sur R

Etudions & présent I'inégalité de SOBOLEV logarithmique pour des mesures de
probabilité sur R. L’intérét de ce placer sur R est que nous pouvons utiliser la
condition nécessaire et suffisante de BOBKOV et GOTZE pour qu’une mesure de
probabilité de R satisfait & une inégalité de SOBOLEV logarithmique, voir [BG99|
ou le chapitre 6 de [ABCT00]. Nous verrons dans la section 2.4 1'utilisation de ce
résultat pour démontrer I'inégalité de SOBOLEV logarithmique pour des systémes
de spins.

Rappelons briévement le théoréme de BOBKOV et GOTZE. Soit ¢ une fonction
mesurable, telle que exp(—1)) soit intégrable par rapport a la mesure de LEBESGUE
sur R. Définissons la mesure de probabilité 1, de la fagon suivante :

(2.3) i) = - exp(—(a)r.
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ou Zy = /exp(—w(x))dm.

Soit m une médiane de la mesure de probabilité y,,. Définissons respectivement
sur Joo, m| et sur [m, oo les fonctions D_ et D, par

X m Z
_ —(t) e(t) ¥
D_(z) = (/_OO e dt) (/x e dt) <log [ eW)dt) :
T ww ) Zy

x
D’aprés BOBKOV et GOTZE, la mesure p, définie par (2.3) satisfait & I'inégalité
de SOBOLEV logarithmique si et seulement si les fonctions D_ et D, sont bornées
sur leurs intervalles de définitions. Plus précisément il existe deux constantes uni-
verselles A et B telles que la constante C' de 'inégalité de SOBOLEV logarithmique
vérifie 'inégalité suivante
Asup{|| D[l o: [D-ll o} < € < Bsup{|| D |, I1D- . }-

Ce critére nous permet de dégager des premiers exemples de mesures vérifiant
I’inégalité de SOBOLEV logarithmique.

Proposition 2.2.1. — Supposons qu’une fonction ¢ vérifie la condition (CB).
Alors la mesure de probabilité ., définie par (2.3) satisfait & une inégalité de SO-
BOLEV logarithmique.

La démonstration est élémentaire. On se raméne au cas ou ¢ > ¢ > 0 et on
applique la remarque 6.4.4 de [ABC100].

Remarque 2.2.2. — Notons que le résultat exposé dans la proposition précédente
n’est pas trés pertinent. En effet celui-ci fait parti d’un critére beaucoup général
qui s’applique & des mesures de probabilité sur R”. Ce résultat est exposé dans la
prochaine section. De plus la constante obtenue par cette méthode est loin d’étre
optimale.

Le critére de BOBKOV et GOTZE permet de dégager un exemple particulier de
mesure vérifiant une inégalité de SOBOLEV logarithmique, cet exemple est di a
ROBERTO et M ALRIEU.

Ezemple 2.2.3. — D’aprés la section 6.4.4 de [ABC"00], la mesure du probabilité
fy, définie en (2.3), avec ¢(z) = 2 + z sin z, satisfait a une inégalité de SOBOLEV
logarithmique.
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I1 est facile de montrer que la fonction ¢ ne vérifie pas la condition (C'B). L’intérét
de cet exemple est donc juste de fournir une fonction 1 explicite telle que la mesure
iy vérifie une inégalité de SOBOLEV logarithmique avec 1 qui ne vérifie pas la
condition (C'B).

Malgré la remarque 2.2.2, le critére BOBKOV et GOTZE permet, en reprenant la
méthode expliquée dans la section 4 du chapitre précédent pour I'inégalité de trou
spectral, de dégager une nouvelle classe de mesures sur R satisfaisant a une inégalité
de SOBOLEV logarithmique. Le résultat est exposé dans le théoréme suivant.

Théoréeme 2.2.4. — Soit v = ¢ + h, ot h est une fonction négative et © vérifie
les conditions suivantes

Vi
lim SO/ (x)Q =0
o =
mEIPOO 901@)2 =0.
2

Supposons qu’il existe p €]1, 00| telle que la quantité S, = [ ’e"” — l}p soit finie et
que la fonction ¢ vérifie de plus les hypothéses suivantes

lim sup — égﬂl <
(2.5) '”C_’OO e
lmsup 5 <

avec 1/p+ 1/q = 1. Alors la mesure de probabilité ., définie en (2.3) satisfait a
une inégalité de SOBOLEV logarithmique.

Preuve. — La démonstration de ce résultat s’appuie sur le critére de BOBKOV et
GOTZE. Soit m une médiane de ji,. Nous allons majorer les fonctions D_ et D,
sur leurs domaines de définition. Ces fonctions sont continues, nulles en zéro et
positives. Elles sont par suite majorées dés qu’elles sont bornées au voisinage de
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I’infini. La fonction h étant négative, I'inégalité de HOLDER entraine que :

+oo T
D,(x) = )=h®) gy e?O+rh®qt ) | log Zy
* m [0 eme0-h(0) gt
+oo T
< / )=h(®) ¢ / e ® gt log L
m foroo e~ dt
1/q +00 z
< (( / e~ ae(t) dt) Sy + / e“"(t)dt> < / e“’(t)dt) x

1
08 +oo 7(}0(25 dt)

L’hypothése (2.4) falte sur la fonction ¢, et le corollaire 6.4.2 de [ABC™00] assurent

que I'on a
/Oo e 1t ~oo e
. ¢'(z)
)

z oz
et / PO dt o el )
m ¢'(x)

Il existe alors une constante K > 0 telle que

Sl/p

P

1 1 ,
Dix) < K <w,@w - W)> S P+ a).

c’est-a-dire encore :

(2.6) D) < ks @)

oil K est une nouvelle constante.

L’hypothése (2.5) faite sur la fonction ¢ permet alors de borner I'inégalité (2.6)
sur [m, co[. La méme méthode est utilisée pour borner la fonction D_ sur intervalle
| — 00, m]. O

Remarque 2.2.5. — La condition (2.4) est une condition de régularitée qui n’est
pas trés contraignante pour la fonction ¢. Notons en revanche que d’une part la
condition (2.5) est une condition de croissance a l'infini et d’autre part la condition
S, < 00 est une condition d’intégration pour la fonction h. Celle-ci est vérifiée dés
que h est « souvent nulle ».
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Ezemple 2.2.6. — Voici le principal exemple. Tout polynéome de la forme |z|“,
(o > 2), satisfait les deux hypothéses (2.4) et (2.5) pour ¢ = o« — 1. Si h est une
fonction négative vérifiant S, = [ |el"l — l}p < ooavecp = (a—1)/(a—2) et
g vérifiant ||g|| . < oo, alors le théoréme précédent assure que pour ¢ = |z|* +
h + g la mesure p,;, satisfait a I'inégalité de SOBOLEV logarithmique. Remarquons
cependant, que la méthode exposée ici ne permet malheureusement pas de conclure
lorsque ¢(x) = x?/2, qui représente la mesure gaussienne.

Remarque 2.2.7. — L’exemple précédent est intéressant car, contrairement a
Iexemple 2.2.3, il nous permet de donner une classe de mesures de la forme i,
définie en (2.3), telle que v ne vérifie pas la condition (C'B). En effet sia > 1 et 1) =
|z|*+h+g, on peut trouver une fonction i négative vérifiant S, = | ‘e"” — 1}1) < 00
avec p = (o — 1)/(a — 2) et g vérifiant ||g||_, < oo et telle que ) ne vérifie pas la
condition (C'B). Voir pour cela la fin de la section 4 du chapitre 1.

2.3. Critéres multi-dimensionels

Dans le cas des mesures sur R™ on ne connait pas de condition nécessaire et
suffisante aussi commode que celle de BOBKOV et GOTZE pour 'obtention d’une
inégalité de SOBOLEV logarithmique. Néanmoins il existe plusieurs principes et
critéres. Nous allons dans une premiére partie expliquer le principe de tensorisation.

2.3.1. Tensorisation de ’inégalité de SOBOLEV logarithmique. — Le prin-
cipe de tensorisation est élémentaire mais trés important pour les inégalités de
POINCARE et de SOBOLEV logarithmique. Celui-ci est largement détaillé dans le
chapitre 3 de [ABC*00], il date de l'invention méme de l'inégalité de SOBOLEV
logarithmique, voir [Gro75].

Théoréme 2.3.1. — Soit yuy (resp. p2) une mesure de probabilité sur R™ (resp.
R™). Supposons que uy (resp. us), satisfait a une inégalité de SOBOLEV logarith-
mique de constante Cy (resp. Cy). Alors la mesure de probabilité py @ pg sur R
satisfait a une inégalité de SOBOLEV logarithmique de constante max {C7, Cs}.

Ce théoréme se généralise pour un nombre fini de mesures de probabilité. On
pourra, pour la démonstration, consulter le théoréme 3.2.2 et le corollaire 3.2.3 de
[ABCT00].

Voyons maintenant la propriété de perturbation.
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2.3.2. Perturbation de I’inégalité de SOBOLEV logarithmique. — Voyons
dans le théoréme suivant, la propriété de perturbation, permettant de controler la
constante de inégalité de SOBOLEV logarithmique lorsque la densité est faiblement,
perturbée. Ce résultat est due & HOLLEY et STROOCK, voir [HS87].

Théoréme 2.3.2. — Soit ;1 une mesure de probabilité sur R" satisfaisant a une
inégalité de SOBOLEV logarithmique de constante C. Soit U une fonction de R"™
dans R bornée. Définissons la mesure de probabilité fi par

U
e

d
Z /"L7

dji =

ot Z = [eVdu.
_ Alors la mesure [i satisfait a une inégalité de SOBOLEV logarithmique de constante
C' = Cexp (20sc(U)), 0w osc(U) = sup(U) — inf(U).

De méme, on pourra, pour la démonstration, consulter le théoréme 3.4.3 de
[ABC00].

Les résultats de la section 2.2 combinés avec ceux de tensorisation et de per-
turbation permettent déja de dégager une grande classe de mesures satisfaisant a
I’inégalité de SOBOLEV logarithmique.

Introduisons dans la section suivante certains critéres de BAKRY et EMERY.

2.3.3. Les critére I. — Nous allons ici introduire différents objets pour définir
les critéres L.

Soit ¢ une fonction de classe C?, telle que exp(—1)) soit intégrable par rapport
a la mesure de LEBESGUE sur R". Définissons la mesure de probabilité i, de la
fagon suivante :

(2.7) dpiy(X) = Z%exp(—wxwx,

ou Zy = /exp(—@b(X))dX.

Soit L = A—(V-V) le générateur infinitésimal de diffusion de mesure réversible
pup- Posons enfin, pour toute fonction f de classe C* de R" dans R,

{ r(f) =IV/Il 2
B(f) = (V) Hess(v) - Vf +|[Hess 3,

ou

n an 2
Ihesss 3= Y- (500 ) -
i0T;

i,j=1
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Nous nous bornons ici a faire référence a [BE85|, [Bak94| et le chapitre 5 de
[ABC*00] pour de plus amples détails concernant ces opérateurs.
Nous sommes maintenant en mesure de présenter le critére I5.

Théoréme 2.3.3. — Soit 1 une fonction de classe C2. Supposons qu’il existe une
constant C' > 0 telle que
(2.8) L'(f) < CL(f),

pour toute fonction de R™ dans R de classe C?.
Alors la mesure de probabilité p, définie en (2.7), satisfait & une inégalité de
SOBOLEV logarithmique de constante 2C'.

Nous dirons alors qu’une mesure de probabilité satisfait au critére I3 s’il existe
une constante C' > 0 telle que I'inégalité (2.8) soit satisfaite pour toute fonction f
assez réguliére.

Avant de donner quelques applications de ce résultat, présentons le critére I3-
intégré.

Théoréme 2.3.4. — Soit ¥ une fonction de classe C* et notons i, la mesure de
probabilité définie par I’équation (2.7). Supposons qu’il existe une constante C' > 0
telle que

(29) [ e, <€ [ B,

pour toute fonction f de R™ dans R de classe C? telle que les termes de l'inéga-
lité aient un sens. Alors la mesure de probabilité 1, satisfait a une inégalité de
SOBOLEV logarithmique de constante 2C'.

Nous dirons alors qu’une mesure de probabilité, définie en (2.7), satisfait au
critére I3-intégré s’il existe une constante C' telle que I'inégalité (2.9) soit vérifiée
pour toute fonction f assez réguliére.

Nous trouverons une démonstration détaillée de ce théoréme dans la proposi-
tion 5.4.7. du chapitre 5 de [ABC"00], celle-ci est similaire & celle du théoréme 2.2
du chapitre 1, s’appuyant sur les semi-groupes de MARKOV.

Le lien entre ces deux critéres est évidents : si une mesure de probabilité, définie
par (2.7), satisfait au critére I3 elle satisfait alors forcément au critére I3-intégré avec
les mémes constantes. On peut se demander si le critére I3-intégré est une condition
nécessaire pour l'inégalité de SOBOLEV logarithmique? La réponse est non. La
condition donnée dans ce théoréme n’est pas nécessaire pour vérifier I'inégalité de
SOBOLEV logarithmique comme le montre ’exemple suivant dii & HELFFER.
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Ezxzemple 2.3.5. — Soit a > 0, et a,b € R. Considérons la mesure de probabilité

1
piy(dz) = ——e V@ dx
Zy
ol Z, est la constante de normalisation, et ol ¢ est définie par ¢ (z) = a(z* —ba?).

On lui associe naturellement ’opérateur
Lf = f"— a4z — 2bx) f,

pour toute fonction de classe C?. La mesure i, vérifie une inégalité de SOBOLEV
logarithmique, d’aprés la proposition 2.2.1. En effet, il est facile de montrer que la
fonction ¢ (z) = a(z* — bx?) vérifie la condition (CB).

Montrons que, si f(x) = caz?, alors le terme [ e/I3(f)dpu, est strictement négatif
pour certaines valeurs des paramétres. Le critére du théoréme précédent sera ainsi
clairement mis en défaut. Par définition on a :

2 2
/efE(f)de = ( ga) /[1 + a(122* — Qbmz)]e_“($4_(a+b)$2)dx,
Y R

qui est du signe de

1
/ [1 + L2a” be2j| o~ HoHD)? g
R oY

Sous la condition a + b < 0, la limite du membre de droite, quand « tend vers
I’infini, est du signe de

/(1 — 2ba?)el @t gy = / 1+ b e+0)2 g
R R a+ b

Ainsi, pour tout a et b vérifiant simultanément a+b < 0 et a+2b > 0 (par exemple
a = —3 et b=2) et pour v assez grand on a [ e/L(f)du, < 0. L’inégalité (2.9) ne
peut donc pas étre satisfaite, son terme de gauche étant toujours positif.

Nous pouvons alors résumer les différents liens entres ces critéres et I'inégalité
de SOBOLEV logarithmique pas le schéma suivant :

(critére I3) = (Critére Ix—intégré) = (Inégalité de SOBOLEV logarithmique).

Les fleches étant des conditions nécessaires mais d’aprés ce qui précéde non suffi-
santes.

Donnons maintenant quelques exemples permettant d’une part d’illustrer les
théorémes précédents et d’autre part de donner les exemples fondamentaux de
mesures vérifiant 1'inégalité de SOBOLEV logarithmique.
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Ezemple 2.3.6. — Soit ¢ de classe C? et soit j, la mesure de probabilité définie
par la formule (2.7).
Il est facile de remarquer que si

(2.10) Hess(y) = CId,

ou C > 0, la mesure 1, satisfait au critere I3 de constante C. Dans ce cas, d’aprés
le théoréme 2.3.3, pu,, satisfait & I'inégalité de SOBOLEV logarithmique. C’est le cas
de la mesure gaussienne.

De plus, le théoréme de perturbation bornée de l'inégalité de SOBOLEV loga-
rithmique (voir le théoréme 2.3.2), permet de montrer que si ¢ vérifie la condition
(CB) alors la mesure p,, satisfait encore a I'inégalité de SOBOLEV logarithmique,
la constante étant juste perturbée par exp (4 g, ). Dans le cas de la dimension 1,
nous retrouvons la proposition 2.2.1 mais I’estimé de la constante est meilleurs ici.

Méme si I’équivalence entre le critére I3-intégré et 'inégalité de SOBOLEV loga-
rithmique est fausse, nous pouvons par ce critére obtenir une classe de fonctions
¥, qui ne vérifie pas I'inégalité (2.10), mais telles que la mesure s, définie par
léquation (2.7) vérifie le critére Ix-intégré. La proposition suivante présente une
amélioration de la proposition 6.6.1 de [Hel99b| mais malheureusement pas de la
condition (C'B). Nous nous plagons ici sur R.

Proposition 2.3.7. — Soit 1) une fonction réelle de classe C%, supposée conveze a
linfini, c’est-a-dire qu’il existe deux constantes A et B strictement positives telles
que

(2.11) V() = B, Vo € [-A, A",

Nous supposerons de plus qu’il existe une constante Uy > 0 telle que les deux
conditions suivantes soient simultanément vérifiées

{p(Uo)Z inf {"(x)} >0,

|| >U
2
1— 12U3”WH[72U0,2U0} > 0.

Alors la mesure iy, satisfait au critére Iy-intégré, Uinégalité (2.9).

(2.12)

La démonstration de cette proposition est technique mais son idée est simple.
Il s’agit, sur I’ensemble compact [—A, A], d’utiliser une inégalité de trou spectral
compacte. Et sur le complémentaire d’utiliser I'uniforme convexité de ).

Preuve. — Soit U > 0 et soit £y une fonction de classe C*> vérifiant les conditions
suivantes

O<§U<x> < 17
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¢u(z) =1,Vee[-U,U]
{ Eo(z) =0, Vo € [-2U,2U]°.

Posons alors ¢y = /1 — &2. Le couple de fonctions (£7, (#) réalise donc une parti-
tion de I'unité de classe C™.

Supposons que Z, = 1 et soit f une fonction de classe C*. Nous allons, pour
prouver le théoréme, majorer la quantité

/f/2€f—¢d)\ — /f’zefdphp
par la quantité
/ (720" 4+ 12 van = / (70 + 7% el

ou A est la mesure de LEBESGUE sur R.
1l suffit donc d’apres la définition des fonctions &7 et (7, de majorer

/ FrPeiel Y+ / FrRcRelvd.

Soit K = [v%¢2d\, ott v = f'ef/?7%/2. On a, en utilisant 'inégalité de POINCARE
pour des fonctions & support dans I'intervalle [—2U, 2U] :

K < 1602 < / V22 dN + / v2£U'2d)\).

Concentrons-nous sur la quantité L = | v’2§,2jd)\, le deuxiéme terme de droite de
I’inégalité ne posant pas de probléme. Aprés le développement de v’ ?_ deux inté-
grations par parties et quelques lignes de calculs nous obtenons alors

1 2 1
L = —— / fregel v -2 / [Peg'e A — / fr el dx
1
+ 3 / FPyekervdx + / e’ eV d + / fregel dx
4 2 / P e el PN
2 v '

Les deux derniers termes de IL ne sont pas contraignants, posons alors

1 2 1
M = —— / frlegel v -2 / Pegy'eldA — / frEgel v dx
v 3 [ rvgeans [ rugedra
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L’inégalité de CAUCHY-SCHWARZ conduit & :

1 2
M < -4 / " 5ef‘¢dA+§\/ / fregesd / frPEu" el ~vd)

1 1
-3 / FRPEgel v da+ g\/ / fregregel—vdA / frhezel—vdx

- \// fryegel~vdx / fre" el A,

Soit la quadrique suivante :

1 2 1 1
Q(a,b,c) = —Eaz + gab - 102 + 3ca + be — ab®.

Il est facile de montrer qu’il n’existe pas de constante o > 0 telle que cette quadrique
soit négative c’est a dire que la signature de la quadrique est (0, 3). Ceci montre
que I'on peut malheureusement pas majorer M par o [ flsz/QGf_wd)\ ol « est une
constante strictement positive. Par contre la quadrique

Q' (a,b,¢) = Q(a,b,c) — ~vc?

a pour signature (0,3) dés que v = 3/4 et a = 5 par exemple. On obtient alors la
majoration suivante

M <5 / el PN + Z / Rt elYdn.
Nous avons d’une part
1
[ rPareving o [ rturasevay

ou p(U) = Igng{w”(x)} et d’autre part

[ R iy < [ [ £
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Fixons alors Uy = U. Les hypothéses de I’équation (2.12) assurant que : p(Us) > 0

et 1 — 12U§||¢’||[2_2U0 ot > 0, conduisent ainsi a

K < 1205191l s 000) / fPeu, e dn+ 1607 / friel v

+ 8UZ / f’2¢'/gUOQef¢dA+8U§—p(6U) / FRen 2l N,
0

On obtient par suite

16U2
2 /02 /f/ﬂefwd)‘
1= 1202 (19'[[{_aps, 200)

SUg ! /f,2¢/,§U026f_wdA
1= 12U5 19" 1ot 2]

8UZ * 6
p(0) (1= 1203101 1 01

+

f,2’l7Z)”€U0,26f_¢d)\.

Cette derniére majoration implique 'existence de constantes A et C' telles que

/ el YA =K + / F2¢2 el vdN
1 / 12 1 2 -
LGN
/)(Uo) f CU
<A / J"el VA + / o (A§U£+A§UO’2+—1 céo)ef‘¢dA

p(Uo)
<C / (£72 40 2) v,

<K+

ce qui termine la démonstration. O

Ezemple 2.8.8. — Reprenons I'exemple de HELFFER. Soit ¢(z) = z* — az?, ol
a > 0. Un rapide calcul permet de déduire de la proposition précédente que pour
a assez petit, la mesure j, définie par I’équation (2.7) vérifie le critére (2.9) et
pourtant ) ne vérifie pas 1’équation (2.10).
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2.4. Inégalité de SOBOLEV logarithmique Systémes de spins

Voyons maintenant la démonstration de I'inégalité de SOBOLEV logarithmique
pour des systémes de spins, qui est une inégalité uniforme rapport aux parameétres
A et w pour la famille de mesure (quA’w)A T

L’intérét d’obtenir une inégalité de SOBOLEV logarithmique uniforme par rapport
a A et w permet de montrer quelques résultats de mécanique statistique. Nous
pouvons, de fagon simpliste, résumer les résultats obtenues.

— L’obtention de I'inégalité de SOBOLEV logarithmique permet de montrer 1’exis-

tence et 'unicité de la mesure de GIBBS associée.

— Son obtention permet de montrer que la dynamique de GLAUBER associé,
converge exponentiellement vite vers I’équilibre, indépendemment des condi-
tions aux bords.

— De plus, I'intérét d’obtenir I'inégalité de SOBOLEV logarithmique est méthodo-
logique, son obtention permet de mieux maitriser les modéles et les inégalités.

Comme dans le chapitre précédent, étudions la famille de mesures (,ucp A’w) A
définie dans I'introduction par 'intermédiaire du critére I>-intégré. ’

2.4.1. Etude par le critére B-intégré. — La premiére idée pour étudier la
famille de mesures (s, ) A, définie dans I'introduction est de reproduire la mé-
thode de HELFFER dévelopbé dans le chapitre précédent. Malheureusement une
lecture attentive du chapitre 1 montre que I’équivalence entre le critére I>-intégré
et 'inégalité de SOBOLEV logarithmique est indispensable pour que cette méthode
aboutisse.

Néanmoins, méme si la méthode décrite dans le chapitre précédent n’est plus
valable nous pouvons, parallélement & ce qui est fait dans le théoréme 2.4 du cha-
pitre 1, donner un critére uniforme entrainant 1’'inégalité de SOBOLEV logarithmique
pour la famille de mesures (;@ AM) A C’est ’'objet du théoréme suivant :

Théoréme 2.4.1. — Soit 1 une fonction réelle et soit la mesure p, définie par

iy, = % exp(—o(z)),

ot Yy(z) = P(z) + 0z (0 € R) et Zy, = [ exp(—tpg(x))dx. Supposons qu’il eziste
une constante Cy s telle que tout 0, la mesure p,, satisfait le critére (2.9):

/efflzdﬂwe < CULS/ef (f’zﬁ/)e” + f”2>dﬂwe,
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pour toute fonction [ assez régquliére pour que les termes de l'inégalité aient un
sens.

Alors il existe une constante Jo > 0 telle que pour tout J € [0, Jo] la famille de
mesures (flo, ,)Aw Satisfait a une inégalité de SOBOLEV logarithmique de constante

Curs
1 —Cyrs2dJ

La démonstration de ce théoréme reléve exactement de la méthode de HELFFER
pour l'inégalité de POINCARE décrite dans la section 2 du chapitre 1, adaptée a
I’inégalité de SOBOLEV logarithmique.

L’exemple, le plus naturelle, est le cas ou la fonction v est uniformément stricte-
ment convexe (¢” > a > 0, voir I'exemple 2.3.6), les hypothéses du théoréme 2.4.1
sont alors clairement vérifiées. Cet exemple n’est pas trés pertinent car dans ce cas
on peut montrer I’existence de I'inégalité de SOBOLEV logarithmique pour la famille
de mesures de probabilité (14.,), , en utilisant directement le critére I. Actuelle-
ment, nous ne connaissons malheureusement pas de fonction ¢, non uniformément
strictement convexe, vérifiant les conditions du théoréme précédent.

Remarque 2.4.2. — Le résultat de la proposition 2.3.7, n’est malheureusement
pas exploitable dans I'optique du théoréme 2.4.1, car il faudrait obtenir une unifor-
mité par rapport au paramétre . La constante C' obtenue dépend de |7’ ”[272Uo,2U0]
et cette quantité n’est pas uniformément bornée par rapport au paramétre 6.

2.4.2. Etude par la méthodes des martingales. — Cette méthode n’est pas
facile a mettre en oeuvre car il apparait trés rapidement des calculs assez compli-
qués. Par contre, avant d’apporter le résultat, nous donnons son idée générale qui
est plus simple.

Soit 4+ une mesure de probabilité sur R™. Désignons par u* la mesure ;o condi-
tionnée par rapport aux k premiéres variables. Soit f une fonction suffisamment
réguliére de R™ dans R pour que ce qui suit ait un sens. On a alors 1’égalité suivante :

(2.13) Ent, (f2) = Z E, (Entukfl (f;f)) ;

k=1
ou fZ pour k € {1,--- ,n} est 'espérance conditionnelle de f? par rapport aux
variables x1, - -+, z; sous la mesure 4 et par extension f3 = E,(f?) et f2 = f2.

Appliquons cette identité & la mesure y . Pour cela on identifie R* a4 R™ avec
n = |A| et on pose ,u’fw la mesure y, ,, conditionnée par rapport aux k premiéres va-
riables. Pour démontrer alors I'inégalité de SOBOLEV logarithmique pour la mesure
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UA W, il suffit d’aprés 1’équation (2.13), d’utiliser I'inégalité de SOBOLEV logarith-
mique pour la mesure Mi}l appliquée a la fonction f. Il est important de remarquer
que fr sous ,Ltf\;l ne dépend que d’une seule variable et donc, on applique I'inéga-
lité de SOBOLEV logarithmique pour les mesures de dimension 1. Ceci justifie la
proposition 2.4.4. Il faut alors estimer EﬂX,J (|V fk|2) et son calcul fait apparaitre
des termes plus difficiles & controler.

Voyons maintenant le théoréme que I’on obtient.

Théoréme 2.4.3. — Soit g une fonction bornée, h une fonction négative et p une
fonction de classe C* satisfaisant & U'hypothése de régularité (2.4). Posons alors
Y=¢p+h+g.

Supposons qu’il existe un réel p > 1 tel que les quantités S, = [ }e'h‘ — 1’p et
Si= | }e'h‘ — 1‘ sotent finies. Supposons de plus que la fonction ¢ vérifie pour tout
x € R les conditions suivantes :

p(r) = Oc(¢(2)!+1/9)
(2.14) p(r) = O_co(y'(2)"+19)
(’0”(3:) 2 a/7

avec 1/p+1/qg=1 eta > 0.

Alors il existe Jy > 0 tel que pour tout J € [0, Jo], la famille de mesures (fipw),
satisfasse a une inégalité de SOBOLEV logarithmique, avec une constante inde’peﬁ—
dante de la taille de la boite A et des conditions a son bord w.

Nous pouvons remarquer dans [Hel99b| que la démonstration de 'inégalité de
SOBOLEV logarithmique repose sur trois points : 'inégalité de trou spectral, la
décroissance des corrélations et le lemme 8.2.1 de [Hel99b|]. D’apreés les hypothéses
faites sur les fonctions ¢, h et g, on sait d’aprés le théoréeme 4.1 du chapitre 1 que
la famille de mesures (yia), , satisfait & une inégalité de trou spectral et une dé-
croissance des corrélations. De plus la démonstration proposée dans [Hel99b| utilise
plus précisément deux conséquences du lemme 8.2.1. La premiére est que la famille
de mesures (yp), , satisfait a une inégalité de SOBOLEV logarithmique avec une
constante indépendante de A et de w pour des fonctions qui ne dépendent que d’un
seul spin. La seconde conséquence du lemme est que chaque mesure p, ., satisfait
a une inégalité de SOBOLEV logarithmique avec une constante indépendante des
conditions & son bord w .

Les deux propositions suivantes établissent ces deux points du lemme 8.2.1 de
[Hel99b| pour notre famille de mesures, terminant ainsi la preuve du théoréme 2.4.3.
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Proposition 2.4.4. — Sous les hypotheéses du théoréeme 2.4.3, il existe deux cons-
tantes C > 0 et Jy > 0 tel que pour tout J € [0, Jy] et pour toute fonction f, assez
réquliere pour que les termes de l’inégalité ait un sens et ne dépendant que d’une
variable, on ait

Ent,, (/%) < CE,,,((f)).
pour tout A C Z¢ et w € R%,

Preuve. — L’obtention de cette proposition s’appuie sur le théoréme 2.2.4. Soit f
ne dépendant que d’une variable z;,. On a alors

B ()= [ S [exp | = 0w -1 Y (=22 | o @ien d

ieA {1, YNA#D, i~j
en reprenant les notations de I'introduction. On a par suite

e~ %ig (wig)

Eu.(f)= /f(xio)deioa

ot wio (l‘m) = @Z)(l‘m) - k?($m) et

1
k(xio) = —log /exp - Z Q/J(SC@) —J Z (Zi - Zj)2 T RicA\io dx;

i€A\{io} {6, i }NAH#D, i~vj Aw

La fonction k est deux fois dérivable :

K'(x) = _szaruA\{iO},wm Z 2(xip — 25) | +
JeN({io})
JEMA\{iO},in Z 2],
JEN({io})

ou wfo = w; pour i # g et wfg = x,;,- On obtient alors en utilisant de 1'inégalité de
trou spectral obtenue dans le théoréme 4.1 du chapitre 1 pour la mesure fiy\ g} wio
la majoration suivante :

K" (z:,)] < CJ*2d2 + J2d2.

Ainsi, la décomposition
wio :go—k’—i—h—i—g,
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et les hypothéses faites sur les fonctions ¢ et h, pour J assez petit, permettent
d’appliquer le théoréme 2.2.4 et d’obtenir la fin de la démonstration de cette pro-
position. 0

Il reste, pour terminer la démonstration du théoréme 2.4.3, & démontrer la pro-
position suivante.

Proposition 2.4.5. — Il existe Jy > 0 tel que pour tout A, sous-ensemble fini de
7%, et pour tout J € [0,.Jo), la mesure de probabilité uia,, satisfait a une inégalité
de SOBOLEV logarithmique avec une constante indépendante des conditions a son
bord w.

Preuve. — La démonstration de cette proposition se fait par récurrence sur le car-
dinal de A. Le cas A = {i} est un cas particulier de la proposition précédente. La
récurrence s’obtient en reprenant exactement la démonstration de la section 8.4
de [Hel99b| et en utilisant la proposition 2.4.4. Elle démontre 'existence d’une
constante (', indépendante des conditions au bord, telle que la mesure de probabi-
lité iy, satisfasse & une inégalité de SOBOLEV logarithmique. O

Remarque 2.4.6. — Soit maintenant une fonction ¢ vérifiant les conditions (2.14)
pour un certain réel ¢ > 1. Nous pouvons de fagon simple (de maniére analogue a ce
qui est fait & la fin de la section 4 du chapitre 1, voir la remarque 2.2.7) construire
une fonction h négative telle que ¢ + h ne vérifie pas la condition (CB).



CHAPITRE 3

HYPERCONTRACTIVITY OF
HAMILTON-JACOBI EQUATIONS

S. G. Bobkov, I. Gentil and M. Ledoux

University of Minnesota and University of Toulouse

3.1. Introduction

The fundamental work by L. Gross [Gro75] put forward the equivalence between
logarithmic Sobolev inequalities and hypercontractivity of the associated heat semi-
group. Let us consider for example a probability measure p on the Borel sets of R™
satisfying the logarithmic Sobolev inequality

(3.1) pEnt, (1) <2 [ 197 Pdy

for some p > 0 and all smooth enough functions f on R™ where
But, (%) = [ log fau— [ Pdulos [ Fau

and where |V f| is the Euclidean length of the gradient Vf of f. The canoni-
cal Gaussian measure with density (27) "/2¢~17*/2 with respect to the Lebesgue
measure on R" is the basic example of measure p satisfying (3.1) with p = 1.

For simplicity, assume furthermore that ;2 has a strictly positive smooth density
which may be written e~V for some smooth function U/ on R™. Denote by L
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the second order diffusion operator L = A — (VU, V) with invariant measure pu.
Integration by parts for L is described by

/f(—Lg)d# = /(Vf, Vg)du

for every smooth functions f,g. Under mild growth conditions on U (that will
always be satisfied in applications throughout this work), one may consider the
time reversible (with respect to p) semigroup (P;);>o with generator L. Given f
(in the domain of L), u = u(x,t) = P, f(x) is the fundamental solution of the initial
value problem (heat equation with respect to L)

@—Lu =0 inR" x (0,00),
u =f onR"x {t=0}.
One of the main results of the contribution [Gro75] by L. Gross is that the
logarithmic Sobolev inequality (3.1) for p holds if and only if the associated heat

semigroup (P;);>o is hypercontractive in the sense that, for every (or some) 1 <
p < q < oo, and every f (in L?),

(3.2) 1Pl < NI,

for every t > 0 large enough so that

qg—1

p—1

In (3.2), the LP-norms are understood with respect to the measure p. The key

idea of the proof is to consider a function ¢(t) of ¢ > 0 such that ¢(0) = p and to
take the derivative in time of F'(t) = | P[], (for a non-negative smooth function

f on R™). Since the derivative of LP-norms gives rise to entropy, due to the heat
equation %Pt f = LP,f and integration by parts, one gets that

q(t)?F(£)1 O~ F'(t)
= ¢'(t) Ent,, ((P.f)"™) + q(t)? /(Ptf)q(“‘lLdeu

(34) =q'(t)Ent, ((Pf)™) —2(q(t) - 1) / 9O \v B (P )02

(3.3) e >

t
2
By the logarithmic Sobolev inequality applied to (P, f)?®/2 it follows that F'(t) < 0
as soon as ¢'(t) = 2p(q(t) — 1), that is q(t) = 1 + (p — 1) €**, t > 0, which yields
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the claim. It is classical and easy to see that the same argument also shows that
(3.1) is also equivalent to

(3-5) le™ ez < €[l
for every t > 0 and f (cf. |BE85|). For further comparison, observe that by linearity
[e™ ez < (resp. =) €],

according as a > 0 (resp. a < 0).
Whenever —oo < g < p < 1 satisfy (3.3), the logarithmic Sobolev inequality is
similarly equivalent to the so-called reverse hypercontractivity

(3.6) 1Pl = 11,

for every f taking non-negative values.

The main result of this work is to establish a similar relationship for the solutions
of Hamilton-Jacobi partial differential equations. Consider the Hamilton-Jacobi
initial value problem

ov 1 9 .
(37) {—+§|Vv| =0 inR X(0,00),

ot
v =f onR"x {t=0}.

Solutions of (3.7) are described by the Hopf-Lax representation formula as infimum-
convolutions. Namely, given a (Lipschitz continuous) function f on R", define the
infimum-convolution of f with the quadratic cost as

1
(3.8) Quf(@) = inf [f0)+ 5z —yl], t>0,zer"
yeR™? 2t

The family (Q;),5, defines a semigroup with infinitesimal (non-linear) generator
—3|Vf]?. That is, v = v(z,t) = Qf(x) is a solution of the Hamilton-Jacobi
initial value problem (3.7) (at least almost everywhere). Actually, if in addition f
is bounded, the Hopf-Lax formula @);f is the pertinent mathematical solution of
(3.7), that is its unique viscosity solution (cf. e.g. [Bar94|, [Eva98]).

Once this has been recognized, it is not difficult to try to follow Gross’s idea for
the Hamilton-Jacobi equation. Namely, letting now F(t) = || thfH/\(t), t > 0, for
some function A(t) with A(0) = a, a € R, the analogue of (3.4) reads as

A(t)?
B9 AW FONF 0 = N0 Bt (+09) - [ 200 [9q,e0as,
By the logarithmic Sobolev inequality (3.1) applied to e*®@f F'(t) < 0 as soon
as N(t) = p, t > 0. As a result (and in complete analogy with (3.5) for example),
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the logarithmic Sobolev inequality (3.1) shows that, for every ¢t > 0, every a € R
and every (say bounded) function f,

(3.10) 1] e/ 1l

Conversely, if (3.10) holds for every ¢t > 0 and some a # 0, then the logarithmic
Sobolev inequality (3.1) holds. With respect to classical hypercontractivity, it
is worthwhile noting that (); is defined independently of the underlying measure
1. Actually, hypercontractivity of Hamilton-Jacobi solutions may also be shown to
follow from heta kernel hypercontractivity through the so-called vanishing viscosity
method. Namely, if u° is solution of the heat equation % = eLu® (with initial
value e=//?%), then v° = —2clogu® approaches as ¢ — 0 the Hopf-Lax solution
(3.8). Transferring hypercontractivity of the heat solution u® to v® yields another
approach to our main result. In this Laplace-Varadhan large deviation asymptotic,
the second order term in L = A — (VU, V) is the leading term that gives rise
to the Gaussian kernel and the quadratic cost in (3.8) (and an expression for Q;
independent of U and thus of ).

Due to the homogeneity property Q;(sf) = sQsf, s,t > 0, and setting @) for
@1, (3.10) may be rewritten equivalently as

(3.11) 1@y, < 1],

for r € R. If (3.11) holds for either every r > 0 (or only large enough) or every
r < 0 (or only large enough), then the logarithmic Sobolev inequality (3.1) holds.
The value r = 0 is however critical.

When a = 0 in (3.10), or r = 0 in (3.11), these two inequalities actually amount
to the infimum-convolution inequality

(3.12) /eprdu < o fap

a-+pt <

r+p

holding for every bounded (or integrable) function f. Inequality (3.12) is known
to be the Monge-Kantorovitch-Rubinstein dual version of the transportation cost
inequality (see |BG99| and below)

dv

(3.1 W) < HOv ) = B, ()

holding for all probability measures v absolutely continuous with respect to p with
Radon-Nikodym derivative g—;. Here W, is the Wasserstein distance with quadratic
cost

1
Walpv? =inf [ [ 512 = yPdn(o,y)
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where the infimum is running over all probability measures 7 on R” x R"™ with
respective marginals p and v and H (v | ) is the relative entropy, or informational
divergence, of v with respect to p. (The infimum in W5 is finite as soon as pu
and v have finite second moment which we shall always assume.) That the trans-
portation cost inequality (3.13) follows from the logarithmic Sobolev inequality
(3.1) was established recently by F. Otto and C. Villani [OV00] and motivated the
present work. While the arguments developed in [OV00] do involve PDE’s methods
(further inspired by nice geometric interpretations described in [Ott]), the approach
presented here only relies on the basic Hamilton-Jacobi equation (together with the
dual formulation (3.12) of the transportation cost inequality (3.13)) and presents
a clear view of the connection between logarithmic Sobolev inequalities and trans-
portation cost inequalities. One feature of our approach is the systematic use of
the Monge-Kantorovitch dual version of the transportation cost inequality involving
infimum-convolution rather than Wasserstein distances.

It is an open problem (although probably with negative answer) to know whether
the critical case (3.12) is also equivalent to the logarithmic Sobolev inequality (3.1).
When the potential U is convex, it was shown in [OV00] that the transportation cost
inequality (3.13) implies conversely the logarithmic Sobolev inequality (3.1) up to a
numerical constant (the precise statement of [OV00] is somewhat more general and
allows small non-convex wells of U). The proof relies on a general HWI inequality
involving the entropy H, the Wasserstein distance W5 and the Fisher information
I which may be established using the Brenier-McCann mass transportation by the
gradient of a convex function (see [OV00]|, [CE00b] and the references therein).
The hypercontractive tools developed in the present paper do not seem to be of
help in providing an alternate description of this converse statement. However,
we present in Section 3.4 a semigroup proof of these results relying on the Bakry-
Emery method and Wang’s Harnack inequalities [Wan97| by means of a short time
parabolic regularization estimate between entropy and Wasserstein distance. In
particular, this approach interpolates between the HWI inequality of [OV00| and
the logarithmic Sobolev inequality under exponential integrability of [Wan97]. The
subsequent comment note [OV] by F. Otto and C. Villani further expands on this
theme.

In Section 3.2 of this work, we give a detailed proof of the main result (3.10).
While the general principle outlined above is straightforward, some regularity ques-
tions have to be addressed. We also discuss the approach through the vanishing
viscosity technique that shows a formal direct equivalence of hypercontractivity for
the heat equation and for the Hamilton-Jacobi equation. The principle of proof
extends to Riemannian manifolds (with the Riemannian metric as transportation
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cost). In the next section, we present an alternate deduction of the transportation
cost inequalities via the analogue of the Herbst argument. To this task, we first
recall the usual Herbst argument, and then adapt it to infimum convolutions. We
introduce this section by the Monge-Kantorovitch dual description of transporta-
tion cost inequalities. In Section 3.4 , we first mention that quadratic transporta-
tion cost inequalities are stronger than the related Poincaré inequalities. We then
investigate how to reach HWI and logarithmic Sobolev inequalities for families of
log-concave measures following the Bakry-Emery semigroup method. In the fifth
section, we show how the Herbst method for infimum convolutions of Section 3.3
may be used to recover similarly the transportation inequality of M. Talagrand
[Tal96] for the exponential measure from the logarithmic Sobolev inequality of
[BLI7| (and more generally for measures satisfying a Poincaré inequality). In the
final part, we present further applications and discuss possible extensions of the
basic principle. In particular, we investigate, following [Mau91| and [BL0O0], how
Brunn-Minkowski inequalities are related to the infimum-convolution inequalities
(3.12) for strictly convex potential. We also discuss the L!-transportation cost and
its relation to some (logarithmic) isoperimetric inequalities.

3.2. Hamilton-Jacobi equations and logarithmic Sobolev inequalities

This section is devoted to the main result of this work. We first present the direct
proof as outlined in the introduction, and then the alternate vanishing viscosity
method. We briefly discuss extension to a Riemannian setting.

3.2.1. Hypercontractivity of Hamilton-Jacobi solutions. — In this sec-
tion, we present our main result connecting logarithmic Sobolev inequalities to
hypercontractivity of solutions of Hamilton-Jacobi equations. While the subse-
quent arguments extend to Riemannian manifolds, we however present, for clarity,
the analysis in the more classical Euclidean case. The general principle will apply
similarly in the Riemannian setting (Section 3.2.3).

Let (Q¢),5, be the semigroup of operators

1
(3.14) Q.f(z) = inf [f(y) + e —yP|, t>0zeR,
yeR™? 2t

and Qof(z) = f(x). These operators may be applied to arbitrary functions on
R"™ with values in [—o0,+00]. As is well-known (see e.g. [Bar94|, [Eva98]), for
any f and ¢t > 0, Q,f is upper semicontinuous. If f is bounded (resp. Lipschitz),
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Q:f is bounded and Lipschitz (resp. Lipschitz). Given a bounded function f,
Q:f(x) — f(z) ast — 0 if and only if f is lower semicontinuous at z.

The infimum convolution (), is known as the Hopf-Lax solution of the Hamilton-
Jacobi equation

(3.15) 0 Qi) = 5 [VQu )]

with initial value f. More precisely (cf. [Eva98|), given f Lipschitz continuous, the
Hopf-Lax fsolution is Lipschitz continuous and solves (3.15) almost everywhere in
R™ x (0, 00). Standard variants of the classical theory further show that if f is, say
bounded, t — Q. f(z) is differentiable at every ¢ > 0 for almost every x € R", and
(3.15) holds true (at ¢ > 0, almost everywhere in z).

Let p be a probability measure on the Borel sets of R". We denote below by
| -1l,, » € R, the LP-norms (functionals when p < 1) with respect to z. As is usual,

we agree that || f||, = e/'°¢|/19 whenever log | f| is u-integrable. The main result of
this work is the following theorem.

Theorem 3.2.1. — Assume that p is absolutely continuous with respect to Lebesgue
measure and that for some p > 0 and all smooth enough functions f on R,

(3.16) pEnt,(f*) < 2/ IV f%dp.

Then, for every bounded measurable function f on R", everyt > 0 and every a € R,

(3.17) 1@ N aype < Il -

a+pt
Conwversely, if (3.17) holds for all t > 0 and some a # 0, then the logarithmic
Sobolev inequality (3.16) holds.

In Theorem 3.2.1, inequalities (3.17) are stated for bounded functions for simplic-
ity: they readily extend to larger classes of functions under the proper integrability
conditions.

We may define similarly the supremum-convolution semigroup (@t) by

t>0

@tf(x):sup [f(y)—%\x—yﬁ , >0, zeR"”

yeER™

(@0 f(z) = f(x)). The operators (; and @t are related by the property that for
any two functions f and g, g > Q,f if and only if f < Qg so that Q;Q;f < f <



60 CHAPITRE 3. HYPERCONTRACTIVITY OF HAMILTON-JACOBI EQUATIONS

Q.Q.f. We also have that @t(—f) = —@Q:f. In particular, the conclusion (3.17) of
Theorem 3.2.1 may be reformulated equivalently on (Q:),5, by

(318) ” efHaert

Note that the families of inequalities (3.17) and (3.18) are stable under the respec-
tive semigroups.

If 1 is not absolutely continuous, an easy convolution argument leads to (3.17)
at least for all bounded continuous functions. Namely, the stability by products of
the logarithmic Sobolev inequality shows that if 7, is the Gaussian measure on R"
with covariance o2 Id, for every smooth function f on R" x R",

min(p,o ") Ent,g,, <f2) < 2/ IV P dp @ .

< [le®]l, -

Applied to f(z,y) = f(z +y), 2,y € R", for some smooth function f on R", we
get

win(p, o) Bt (%) <2 [ 1Vl

Theorem 3.2.1 then applies to p * v,. Letting 0 — 0 yields (3.17) for all bounded
continuous functions.

Proof of Theorem 3.2.1. — In the first part of the argument, we assume that the
logarithmic Sobolev inequality (3.16) holds and show that (3.17) is satisfied for any
bounded f, and any ¢ > 0, a € R. By a simple density argument, the logarithmic
Sobolev inequality (3.16) holds for all (locally) Lipschitz functions. Let thus f
be a bounded function on R". (By regularization, it may be assumed that f is
compactly supported with bounded derivatives of any orders: however, besides the
final step, regularity does not make life easier here.) Let F'(t) = || e®/|| Ay With
A(t) = a+pt, t > 0. For all £ > 0 and almost every x, the partial derivatives
2Q.f(z) exist. Thus F is differentiable at every point ¢ > 0 where A(t) # 0. For
such points, we get that

(319) )\2<t) F(t)A(t)ilFﬂ(t) — pEnt“ (eA(t)Qtf) + /)\Q(t) %Qtfe)\(t)Qtfd,U/-

Since 9 .
5 Qi () = =5 [VQuf (@)

almost everywhere in x, and since p is absolutely continuous,

M) Pt F'(t) = pEnt, (e’\(t)Qtf) — / %,5)2 }VQtf}Qe/\(t)Qtfdu.
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Now, since @), f(x) is Lipschitz in = for every ¢ > 0, we may apply the logarithmic
Sobolev inequality (3.16) to e*®%@f to deduce that F'(t) < 0 for all ¢+ > 0 except
possibly one point (in case a < 0). Since F' is continuous, it must be non-increasing.
Continuity of Q,f(z) at t = 0 however requires f be lower semicontinuous at the
point z. Apply then the result to the maximal lower semicontinuous function ma-
jorized by f to conclude. (Alternatively, as mentioned previously, we may regularize
f to start with and assume f bounded and Lipschitz for example.) The first part
of the theorem is established.

Turning to the converse, let f be a bounded C' function satisfying (3.17) for
every t > 0 and some a # 0. Under (3.17), it thus must be that F’(0) < 0. Since
f is differentiable, lim;, .o Q,f(z) = f () and

0 1 2

a@tf( ‘t 0= [Qtf( ) — f(x)}z—ﬁ}Vf(x)}
at every point x so that (3.19) as t — 0 yields

pEnt, ( /|an|2 “fdp.
Since a # 0, this amounts to (3.16) by setting g> = e*/. The proof of Theorem 3.2.1
is complete. O
Remark 3.2.2. — As in the classical case, the proof of Theorem 3.2.1 similarly
shows that a defective logarithmic Sobolev inequality of the type
pEnt,( /|Vf|2du+ C’/f2d,u
for some C' > 0 is equivalent to the hypercontractive bounds (¢t > 0, a € R)
1624 < €O,
where
Ct
M(t) = ———.
a(a + pt)

3.2.2. Hypercontractivity and vanishing viscosity. — An alternate proof of

Theorem 3.2.1 may be provided by the tool of vanishing viscosity (cf. [Eva98]). We
only briefly outline the principle that requires some further technical arguments.
The idea is to add a small noise to the Hamilton-Jacobi equation to turn it after an
exponential change of functions into the heat equation. Given a smooth function
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f, and € > 0, denote namely by v® = v°(z, t) the solution of the initial value partial
differential equation

¢ 1
881; +§|V’U€|2—€LUE =0 inR" x (0,00),

As ¢ — 0, it is expected that v° approaches in a reasonable sense the solution v
of (3.7). It is easy to check that u® = e /% is a solution of the heat equation
9w — eLuf (with initial value e~/%%). Therefore,

ot
u = P, (e_f/QE).

It must be emphasized that the perturbation argument by a small noise has a clear
picture in the probabilistic language of large deviations. Namely, the asymptotic
of
v® = —2¢log P.; (e_f/zg)

as ¢ — 0 is a Laplace-Varadhan asymptotic with rate described precisely by the
infimum convolution of f with the quadratic large deviation rate function for the
heat semigroup (cf. e.g. [Bar94|). In this limit, the second order Laplace operator is
the leading term in the definition of L = A — (V, VU) so that the limiting solution
u given by the infimum-convolution @), f is independent of the potential U and thus
of p. In particular, this asymptotic is explicit on the basic Ornstein-Uhlenbeck
example.

Apply now classical hypercontractivity to u¢. More precisely, for b > a > 0 fixed,
apply the reverse hypercontractivity inequality (3.6) with 0 > p = —2ea > ¢ =
—2¢b and

o220t _ 1+ 2¢b '
1+ 2ea
It follows that

e, < e/l
Now, as ¢ — 0, ¢ > 0 is such that b = a 4+ pt. We thus recover in this way the
main Theorem 3.2.1. Note however that it was necessary to go through reverse
hypercontractivity of the heat semigroup to reach the conclusion.

3.2.3. Extension to Riemannian manifolds. — As announced, Theorem 3.2.1
and its proof extend to the setting of logarithmic Sobolev inequalities on Rieman-
nian manifolds and infimum-convolutions with the Riemannian metric as in [OV00].
We briefly outline in this sub-section the corresponding result. Let M be a smooth
complete Riemannian manifold of dimension n and Riemannian metric d. Let p be
a probability measure absolutely continuous with respect to the standard volume
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element on M satisfying, for some p > 0 and all smooth enough functions f on M,
the logarithmic Sobolev inequality

pEnt, (1) <2 [ V1P

Here |V f| now stands for the Riemannian length of the gradient of f. Let, for
t>0,re M,

Quf(z) = inf [f(y) + %d(w, y)Q]-

It may be observed that (Q;),, forms a semigroup since for the geodesic distance,

1 1 1
inf [—d 2 =d 2] — d 7 2
inf [d(e, 27 + 2 d(zy)] = == d(ay)
for all x,y € M and s,t > 0. Following the argument in the classical Euclidean
case (cf. [Vil00]), one shows similarly that v = v(x,t) = Q. f(z) is again a solution
of the initial-value Hamilton-Jacobi problem on M,
0 1
S+ 3IVel =0 in M x (0,00),
v =f on M x{t=0}.

Theorem 3.2.1 and its proof thus readily extend to this case. It might be easier
to develop the extension of Hamilton-Jacobi equations to Riemannian manifolds in
the compact case first. Regularizing f into a compactly supported function as in
the proof of Theorem 3.2.1 allows us to reduce to this case if necessary.

3.3. Herbst’s argument and transportation inequalities

There is yet another way from logarithmic Sobolev inequalities to infimum-
convolution inequalities that goes through the so-called Herbst method (cf. [Led99]).
To introduce it, we first summarize the Monge-Kantorovitch dual versions of the
transportation cost inequalities. We then recall the classical Herbst argument and
apply it in the infimum-convolution context.

3.3.1. Monge-Kantorovitch duality. — Let us start with the Wassertein dis-
tance with linear cost between two probability measures on R" defined by

Wi, v) = inf / 1z — yldn(z, )
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where the infimum is running over all probability measures m on R™ x R" with re-
spective marginals ;2 and v (having a finite first moment). Bythe Monge-Kantorovitch
dual characterization (cf. [Rac91], [Dud89]),

(3.20) Wi (1, ) = sup [ / gdv — / fd,u]

where the supremum is running over all bounded measurable functions f and g
such that
9(x) < fy) + [z =yl

for every z,y € R™. Perhaps more classicaly, we have equivalently that

o i) = | fon— o]

where the supremum is running over all Lipschitz functions g with [[g|[;, < 1.
The general form of the dual Monge-Kantorovitch representation of some metric
space (F,d) for example indicates that (cf. [Rac91])

(3.22) in / / T(w, y)dr(z,y) = sup [ / gy — / fdu}

where the infimum is running over all probability measures 7 with marginals ; and
v such that T is integrable with respect to 7 and where the supremum is over all
pairs (g, f) of bounded measurable functions (or respectively v and p-integrable)
such that for all =, vy,

g(x) < fy) + T(x,y).

Here T is upper semicontinuous, m-integrable and such that 7'(z,vy) < a(z)+b(y) for
some measurable functions a and b. On R", the supremum on the right-hand side
of (3.22) may be taken over smaller classes of smooth functions, such as bounded
Lipschitz or so on. (This provides an alternate regularization procedure for the
arguments developed in the next sections.)

For the quadratic cost in particular, we thus have that

(3.23) Wy (p, v)* = sup { / gdv — / fdu}

where the supremum is running over all bounded functions f and g such that

o) < fl) + 5 e — o
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for every z,y € R™. In the infimum-convolution notation,
. 1
g@) = inf |f@) +5le—yl] = Qf (@)
yeR” 2
achieves the optimal choice.

3.3.2. Linear transportation cost. — In this section, we recall the Herbst
argument and its interpretation as a transportation result with linear cost. Assume
the logarithmic Sobolev inequality

(3.24) pEnt,(f?) < 2/ IV f|du

holds for some p > 0 and all smooth enough (locally Lipschitz) functions f on
R™. For simplicity, assume below that u is absolutely continuous with respect to
Lebesgue measure.

Now, let g be a (bounded) Lipschitz function on R™ with Lipschitz coefficient

19ll14,- Let us then apply (3.24) to f? = 9 N9lEin/20 where A € R. Set G(A\) =

i MM lolEin/20 gy, Since |[Vg| < 19lL;, almost everywhere, we get from (3.24) that,
for every A € R,

L 2 Ag—N2||gl1Z,./2 L 2
[ Do =5 Rlally |1 e — GO) o GO < 52 Xl GV
In other words,
(3.25) AG'(\) < G(\)1logG(N), AeR.

This differential inequality is easily integrated to yield, since G'(0) = [gdp, that
for every Lipschitz (integrable) function g on R",

(3.26) /eng < efgdqullgHiip/?p'

By Chebychev’s inequality, this inequality describes the concentration properties
of a measure p satisfying a logarithmic Sobolev inequality (cf. [Led99]).

Inequality (3.26) has been recognized in |[BG99| as a transportation inequality
for the WW; Wasserstein distance in the form of

d
(3.27) pWi(u,v) <2H(v|p) = 2Entu(£)

holding for all probability measures v absolutely continuous with respect to p with

Radon-Nikodym derivative g—;. Namely by (3.27) and (3.20) (one could use com-

pletely similarly (3.21)), for every bounded measurable functions f and g such that
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g(z) < f(y) + |z —y| for all z,y € R,

2 dv
dv— [ fdu< /= Ent, (),

or, equivalently, for every A > 0,

A 1 dv
dv — du < —+ —Ent, [ — ).
/gy /f“ 2 A n”(dﬂ)

Set ¢ = Z—Z. The preceding indicates that

/@/}gpd,u < Ent,(p)

where 1) = A\g — A\?/2p — X [ fdu. Since this inequality holds for every choice of ¢
(i.e. v), applying it to ¢ = e¥/ [ e¥du yields log [ e¥dp < 0. In other words,

/ My < M N2

When f is Lipschitz with || f[[;;, < 1, one may choose g = f so that the latter
exactly amounts to (3.26). Since

Ent, () = sup / pYdu

where the supremum is running over all ¢’s such that [eYdu < 1, the preceding
argument clearly indicates that (3.26) is actually equivalent to (3.27). This result
easily extends to arbitraty metric spaces.

3.3.3. Quadratic transportation cost. — The aim of this section is to de-
scribe how the preceding Herbst argument may be applied completely similarly
to infimum-convolutions. In particular, we recover in this case the conclusion of
Theorem 3.2.1 at the critical value a = 0.

Given a (bounded Lipschitz) function g on R", apply now the logarithmic Sobolev
inequality (3.24) to f2 = e??(9) (where we recall that Q = @Q;). Since Q(A\g) =
AQrg, A > 0, we see from the Hamilton-Jacobi equation that, almost everywhere
in space,

QAg) = 0 Q(Ag)+%]VQ(>\g)}2.

A9
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We thus immediately deduce from the logarithmic Sobolev inequality (3.24) the
differential inequality (3.25) on G(\) = [e?Pdu. Since G'(0) = p[gdp, it
follows similarly that

(3.28) /ePdilu < epfgd/i7

that is the infimum-convolution inequality (3.12). Inequality (3.28) amounts, as an-
nounced in the introduction, to the transportation cost inequality for the quadratic
cost

(329) W) < H(v| ) = B, (1)

for every v absolutely continuous with respect to p. Exactly as for the equivalence
between (3.26) and (3.27), by the dual description of W5,

/gdz/—/fd,u Z Ent (Z:)

for all bounded functions f and ¢ such that

o) < () + 5l — P

for every z,y € R™. Since g = (Qf achieves the optimal choice, setting ¢ = d” , the
preceding amounts to

/ Yodu < Ent, ()

where ¢ = Qf — [fdu. Since the inequality holds for every choice of ¢, it is
equivalent to say that [e”¥ < 1, that is exactly (3.28).

As a consequence of either Theorem 3.2.1 or the preceding, we may state the
following corollary first established in [OV00].

Corollary 3.3.1. — Assume that 1 is absolutely continuous and that for some
p > 0 and all smooth enough functions f on R,

pEnt, ( / IV fPdu.
Then, for every probability measure v absolutely continuous with respect to u,

pWa(p,v)* < H(v|p).
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Replacing |z — y| by the Riemannian distance d(x,y) yields the same conclusion
on a smooth manifold M.
It might be worthwhile mentioning that whenever g is Lipschitz,

L2
Qg 29— 5 ll9llLip-

So clearly, (3.28) represents an improvement upon (3.26) (replacing g by g/p).
Actually, Theorem 3.2.1 (cf. (3.11)) then indicates that for every r € R,

le? . <| egHrellglliip/2

ptr

a much stronger property.

3.4. Semigroup tools and HWI inequalities

In this section, we examine some converse results from transportation cost in-
equalities to logarithmic Sobolev inequalities. We first describe how quadratic
transportation cost inequalities imply spectral inequalities. Then, under appropri-
ate log-concavity assumptions on the underlying measure, we review the Bakry-
Emery criterion and put in parallel the HWI inequalities of [OV00| and the results
of [Wan97].

3.4.1. Transportation cost inequalities and spectral gap. — Using again
the dual Monge-Kantorovitch description (3.12) of the quadratic transportation

inequality (3.13), it is not difficult to see that (3.12) implies the spectral gap, or
Poincaré inequality, for x4, in the sense that for all smooth functions f on R",

(3.30) pVan,(f) < [ V5P

where Var,(f) = [ f2du — (ffd,u)Q. Indeed, homogeneity in (3.12) yields
/ethtfdM s

Ast — 0, Quf ~ f —£|Vf|? so that

1+pt/fdu—p7t2/\Vf\QduﬂLg/deu < 1+pt fdu+§</fdu)2+0(t2)

and thus (3.30). A different derivation of this result is given in [OV00].
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It is well-known and classical that, applying the logarithmic Sobolev inequality
(3.1) to 1+¢f and letting ¢t — 0 also yields (3.30). Furthermore, both the logarith-
mic Sobolev inequality (3.1) and the transportation cost inequality (3.12) (or (3.13))
entail concentration properties. In particular, logarithmic Sobolev inequality and
the transportation inequality for the quadratic cost are stable by products and
therefore lead to dimension free concentration inequalities (cf. [Mar96b], [Tal96],
[BG99], [Led99]...).

3.4.2. The Bakry-Emery criterion. — Before turning to our main question
in the next sub-section, it is worthwhile to briefly review the Bakry-Emery cri-
terion [BE85|, [Bak94|, [Led99], for logarithmic Sobolev inequalities under strict
log-concavity of the measure.

Let thus du = e Ydx be a probability measure on the Borel sets of R” where U
is a smooth potential.

Theorem 3.4.1. — Assume that for some ¢ > 0, Hess (U)(z) > cId in the sense
of symmetric matrices uniformly in x € R™. Then u satisfies the logarithmic
Sobolev inequality

2
But, () < 2 [ [V4Pd
for every smooth function f on R".

The proof by D. Bakry and M. Emery of this result relies on the commutation
properties of the gradient with the semigroup (P;);>o with generator L = A —
(VU, V). Namely, the condition Hess (U)(z) > ¢Id uniformly in x € R" for some
¢ € R (non necessarily strictly positive) is actually equivalent to saying that for
every smooth function f,

(3.31) IVPfl <e PV f])

(cf. |Bak94], [Led00a]). Then, given a smooth stritly positive bounded function f,
we may write

[oe) d D
Ent,(f) = —/0 £/PtflogPtfd,udt:/0 I(P,f)dt

where
VP, f|?

b f

I(Pf) = dp
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is the Fisher information of P,f. By (3.31) and the Cauchy-Schwarz inequality,

|VJ{|2>Ptfa

‘vptfﬁ < eiQCtPt(

so that, by invariance of P,
(3.32) I(Pf) < e >I(f).

When ¢ > 0, it immediately follows that

Ent,(f) < 5 1(/)

which amounts to Theorem 3.4.1 by changing f into f2.

3.4.3. HWI inequalities. — We examine here what happens to the Bakry-
Emery argument when the lower bound c on the Hessian of U is not strictly positive.
While the argument clearly breaks down, it may efficiently be complemented by
transportation cost inequalities. We reach in this way the HWI inequalities of
[OV00]. For simplicity, we again work in the Euclidean case, all the results and
methods however going through in a Riemannian setting.

Namely, for any 7" > 0, we may still apply the Bakry-Emery criterion up to
time 7. That is, for any smooth positive and bounded function f on R" such that
[ fdu =1, we may write

Ent,(f) = /OTI(Bf)dt +Ent,(Prf).

Assuming that Hess (U) > cId for some ¢ € R, and using (3.32) shows that

(3.33) Ent,(f) < a(T)I(f) + Ent,(Prf)
where o
o(T) = _260 (=Tif c=0.)

The idea is now to control Ent,(Prf), T' > 0, by some transportation bound. We
will prove the following lemma that describes a kind of reverse transportation cost
inequality for Prf in the form of a short time parabolic regularization estimate. In
the subsequent comment note [OV], F. Otto and C. Villani mention that Lemma
4.2 below may actually be shown to follow from their proof of Theorem 4.3 using
the Brenier-McCann transference plan theorem. They establish in the same way a
stronger regularization estimate showing that both entropy and Fisher information
become finite in arbitrarily short time (like O(¢t~') and O(t~?) respectively) as a
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variant of an estimate for gradient flows of a convex function on a Hilbert space
going back to H. Brézis [Bré73|, Theorem 3.7.

Lemma 3.4.2. — Assume Hess (U) > cld, ¢ € R, and denote by (P;);>o the
semigroup with generator L = A — (VU,V). Let f on R™ be non-negative and
such that [ fdu = 1. Then, for any T > 0,

1
Ent,(Prf) < (7 — ) Wiy, 1)?
n ﬂ( Tf) 20((T) ¢ 2(/’6 V)
where dv = fdu.
Optimizing in 7" > 0 in (3.33) together with Lemma 3.4.2, we obtain the fol-
lowing result that describes the so-called HWI inequalities connecting entropy H,
Wassertein distance W5 and Fisher information 7.

Theorem 3.4.8. — Let du = e Ydx and assume that Hess (U) > cId for some
c € R. Then, for every smooth non-negative function f such that [ fdu =1,
H(v|p) = Ent,(f) < 2I(f) Wa(p, v) — e Wa(p, v)?
(where we recall that dv = fdu).
Theorem 3.4.3 has been obtained by F. Otto and C. Villani [OV00] using the
Brenier-McCann mass transport [Bre91], [McC95| together with further PDE ar-
guments. A simple proof, relying on the same tool, was recently given by D.

Cordero-Erausquin [CE00b]. Theorem 3.4.3 admits the following corollary that
complements Theorem 3.4.1.

Corollary 38.4.4. — Let du = e Ydx and assume that Hess (U) > cId for some
¢ < 0. Assume that for some p > 0 and every v,

pWa(p, v)* < H(v | p).

Then, provided that 1 + % > 0, p satisfies the logarithmic Sobolev inequality
g Ent,(12) <2 [ 197y
for every smooth f with

)P C>2
==(1+-).
P 4<+p
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To complete our proof of Theorem 3.4.3, we have to establish Lemma 3.4.2.
To this task, we make use of a Harnack type result of F.-Y. Wang in [Wan97],
that actually bridges the result of [OV00] with the logarithmic Sobolev inequalities
under exponential integrability of [Wan97] (see also [Aid98]|, [Led99]).

Proof of Lemma 3.4.2. — Rewrite first Ent,(Prf) by time reversibility as

EntM(PTf) = /fPT(IOg PTf)d,u

We bound Pr(log Prf) by the method of [Wan97|. Fix z,y in R". Let z(t) =
o+ Ly, 0 <t <T. Let further i : [0,7] — [0,T] be a C' speed function such
that h(0) =0 and h(T) = T. Set y(t) = z o h(t) and

U(t,y(t)) = P(log Par—f) (7(1)), 0<t<T.

We have
d¥ V Pyr i f? 3
W =R (TEIE) ) + S w0 Par-uf)y - 0
IV Py f? [Pl

<-n( ) (1) + = o = yl [V P (0g Par-if).

(PQTftf>2
Using (3.31),

_ V Por_if]
VP,(log Por_, )| < e P, (|7>
} +(log Por tf)} € t (Por+f)
Hence, with
|V Par_. f|? W (1)] et
X=——— d VY="—"--SL|zr— c
(PQT—tf)Q an 27 |ZL‘ y| € )
we have that
dU 9
r < P(— X" 4 2XY)
and thus )
dv W ()] o
I < P(Y?) = AT? |z —y[e .

It follows that

g2 T
Pr(log Prf)(x) —log Por f(y) < |x4Tg2J| / ’h'(t) ’2e*20tdt_
0

For the optimal choice of the speed h, that is
h(t) = T(e* —1)"1(e* —1), 0<t<T,
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this leads to

1
(3.34) Pr(log Prf)(x) <log Por f(y) + 25 |z —y]?
where
i_ 1
S 2a(T)

Inequality (3.34) is the analogue, adapted to our purposes, of the Harnack inequality
of [Wan97|. For z fixed, take then the infimum in y in (3.34) to get

Pr(log Prf)(z) < Qsp(x)
where ¢ = log Por f. Since by Jensen’s inequality

/ odyi = / log Parfdpt < log ( / PQdeu> —0

we actually have that
Pr(log Prf) < Qsyp — /s@du-

Therefore,

Ent,(Prf) = /fPT(log Prf)du < sup [/Qscpdy — /QOdM:|

where the supremum is over all bounded measurable functions ¢. By the dual
Monge-Kantorovitch description (3.23) of W5 together with the scaling property of
infimum-convolutions, the lemma is established. O

As mentioned before, Theorem 3.4.3 and its proof, in particular Lemma 3.4.2,
hold similarly in a Riemannian context.

Remark 3.4.5. — Lemma 3.4.2 provides a bridge between the logarithmic Sobolev
inequalities of Theorem 3.4.3 under the quadratic transportation cost and the re-
sult of F.-Y. Wang [Wan97] under exponential integrability of the square distance,
immediate consequence of linear transportation cost. Indeed, if we integrate in-
equality (3.34) in du(y) rather than to take the infimum in y, we get that

Ent,(Prf) = / Prflog Prfdu < / / f(x)log Por f(y)dp(z)dp(y)+

[ 1@ E e dwranty < [ [ 10 auranty)
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where we used Jensen’s inequality. By Young’s inequality ab < aloga + e®, a > 0,

beR,
[ [0 5 duwauty) < 3 Bt

Together with (3.33), we thus get

(3.35) But, (1) < 2a(D)1() + 2 [ [ ¥ dua)dny)

Assume now that for some ¢ > 0,

(3.36) // el gy () dp(y) < oo

where ¢ = min(c,0). We may then choose T > 0 so that the integral in (3.35)
is finite. We thus conclude that for some C' > 0 (depending on the value of the
latter),

du(y).

Ent,(f) < C(I(f) +1).

By homogeneity, for every smooth enough f on R",

(3.37) Ent,,( ( / |V f|2du + / f%m)

This is a defective logarithmic Sobolev inequality. One classical way to switch it
into a true logarithmic Sobolev inequality (cf. e.g. [Bak94|) is to establish first the
Poincaré inequality for ;1 under the same condition (3.36). This can be achieved
similarly on the basis the Harnack type inequality of [Wan97] (cf. [Aid98|, [Led99]).
(With respect to Corollary 3.4.4, it should be emphasized for applications that the
constant in (3.37), that depends on the value of the integral in (3.36), is highly
dimensional. On the other hand, as Poincaré and logarithmic Sobolev inequalities,
the transportation cost inequality (3.29) is stable by products [Tal96].)

3.5. Transportation cost for the exponential measure

In this section, we apply the method of Section 3.3 to investigate the transporta-
tion cost inequality for the exponential measure first explored in [Tal96]. To this
task, we need to work with non-quadratic Hamilton-Jacobi equations.
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3.5.1. Non-quadratic Hamilton-Jacobi equations. — The general princi-
ple based on Hamilton-Jacobi equations can be extended to other cost functions
than the square function. Let namely H be smooth and convex on R" with
lim|g| 0o H(x)/|x| = +00. For a smooth (Lipschitz e.g.) function f, the (unique
viscosity) solution u = u(x,t) of the minimization problem (cf. [Bar94], [Eva98])

(3.38) { Ou +H(Vu) =0 inR" x (0,00),

ot
u =f onR"x {t=0},
is given by the Hopf-Lax formula
L o r—y n

(3:39)  w(x,t) = Q¢f (@) = infyexr [f(y) + tL( t )]’ t>0,ze R,

f(z), t=0,x€eR",
where L is the convex conjugate of H defined by

Liy) = sup [{z,y) — H(x)].

For arbitrary cost, QL f is not continuous in general at ¢ = 0 even for smooth f.
Following the proof of Theorem 3.2.1, the derivative of F(t) = || thLfH/\(t) then
leads to

() FO)O1F' () = pEnt, (W) — \2(1) | H(VQLF) r0Q0F gy
o ¢

Useful applications of this principle however seem to require some homogeneity
properties of H.
A first set of applications is obtained by replacing the Euclidean norm by arbi-

trary norms || - | on R". Setting namely L(y) = 3 ||y/|?, y € R, then, since H
and L are self-dual, H(z) = 3 ||z||?, = € R", where | - |, is the dual norm of | - |
Therefore, under the logarithmic Sobolev inequality
(3.40) pEnt,(12) <2 [ [9f]d

holding for some p > 0 and all smooth enough functions f on R", we may conclude
as in Theorem 3.2.1 to the hypercontractive estimates

L
[l lefll,
for every, say bounded f, ¢ > 0 and a € R. In particular,

/epQLfdM < o fp

a-+pt <
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and, in its equivalent transportation cost form,
pWE(p,v) < H(v|p).
Here

W2(u,v) = inf / / e — yll2dn(z, )

where the infimum is running over all probability measures 7 on the product space
R™ x R™ with marginals ¢ and v. One may also consider more generally p-convex,
p > 2, potentials (cf. [BL00]).

3.5.2. Modified logarithmic Sobolev inequalities. — Another important ex-
ample in the setting of Section 3.5.1 is the logarithmic Sobolev inequality for the
exponential measure [BL97| that will lead, via this principle, to the transporta-
tion cost inequality of M. Talagrand [Tal96| for the exponential measure. Recall
from [BL97| that whenever 4 is the measure on the real line with density 1 e~ l"!
with respect to Lebesgue measure, for every Lipschitz function f on R such that
|f'| < ¢ <1 almost everywhere,

(3.41) Ent,, ( — / el dp.

Fix for simplicity ¢ = % Set now

[ 42 if |2 < 1)2,
H(x)_{ ‘oo if |z| > 1/2.

Its dual function is given by

y2
16 if [y < 4
L(y) = }y|
Uiy it |y >4.
2
One may rewrite (3.41) as
(3.42) Ent,, ( / H(f)eldp.

Note that H(\z) < A>H(x) whenever |\| <

Although H does not exactly fit all the hypotheses of the classical Hamilton-
Jacobi theory, one may however check that (QFf) is (almost everywhere) in the
domain of H (i.e. |z| < 3). We may then argue as in Section 3.2. Since we cannot
expect however for a characterization through some kind of hypercontractivity (due
to the lack of homogeneity of H), it is actually more simple to adapt the Herbst
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argument of Section 3.3. Namely, given a bounded (Lipschitz) function f, one first
shows that QF f is differentiable in ¢ > 0 and almost every z € R™ and that

0
S Qb+ H((QHY) =0
Set F(t) = [e'@/du which is differentiable in ¢ > 0. By (3.42),

tF'(t) < F(t)log F(t), 0<t<1.

While QF f is not continuous at ¢ = 0, it is easy to check however that tQFf — 0
as t — 0. Therefore F'(0) < [fdu, and integrating the preceding differential
inequality as in the previous section, one concludes that

(3.43) /eQLfdu < el fan

where Q7 = QF. The latter inequality (3.43) actually corresponds exactly to the
transportation cost inequality for the exponential measure put forward in [Tal96].
Namely, by the dual Monge-Kantorovitch principle (cf. [Rac91]), (3.43) is equiv-
alent to saying that, for every probability measure v on the real line absolutely
continuous with respect to u

(3.44) Wi (u,v) < H(v|p)
with
Wi (p,v) = inf //L(ZL‘ —y)dn(z,y)

where the infimum is running over all probability measures on R xR with respective
(integrable) marginals ;2 and v. It is then easy to check that the cost L is equivalent,
up to numerical constants, to the cost used in [Tal96|.

The preceding extends to products of the exponential distribution by considering
the functions on R" given by > | H(z;) and ). | L(x;) for a vector (z1,...,x,) €
R™. To this task, one may either tensorize the logarithmic Sobolev inequality (3.41)
or the transportation inequality (3.44). As in [Tal96]|, the main difficulty arises in
dimension one.

3.5.3. Poincaré inequalities and exponential transportation cost. — As
a main result of the work [BL97|, it was actually shown that every measure p
(absolutely continuous say) satisfying the Poincaré inequality

(3.45) AVar,(f) < / |V f|?du
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for some A > 0 and all smooth functions f actually satisfies a modified logarithmic
Sobolev inequality such as (3.41)

(3.46) Ent,(e/) < K(c) / IV f|2e! du
for every bounded Lipschitz function f such that |V f| < ¢ < 2v/\ almost every-

where, where K (c) > 0 only depends on ¢ and A. Setting

_ _ [ K@= if |z <c,
H(z) = Ho(x) = { +00 if |z > ¢,

with dual function

ly|? .
(3.47) L(y) = Le(y) = { 4K(c) if ly] < 2¢K(c),
clyl = EK(c) if |y| > 2¢K(c),

and arguing exactly as before, we may state the following corollary.

Corollary 3.5.1. — Let i1 be a measure on the Borel sets of R" satisfying the
Poincaré inequality

Ma,(f) < [ 197y
for some A > 0 and all smooth functions f. Then, for every ¢ < 2V/\, u satisfy

(3.48) /eprdu < o fap

for every bounded measurable f (where we write QQ for Q1) that corresponds to the
critical value a = 0 in Theorem 3.2.1. Equivalently,

(3.49) / el dy < el Qfdn

(where we write @ for QQ1). These inequalities can easily be extended from the
class of all bounded measurable functions to the class of all p-integrable functions
fin (8.48) and the class of all measurable functions f in (3.49) with p-integrable
sup-convolution.

The operator (); represents a bijection from the class of all concave functions on
R™ with values in [—00, +00) onto itself. Respectively, @, is a bijection on the class
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of all convex functions on R™ with values in (—o0, +oc]. In particular, if we start
with a homogeneous convex function

f(z) =sup(f,z), zeR" TCR"
0eT
then
~_ 1
Q7' f(x) = sup [(9,2) — 5 160]°].
0eT

The supremum-convolution inequality (3.49) then yields (after a simple approxi-
mation argument)

/ e suwl(0.2)7101/2] ), < plsupo )i

For the canonical Gaussian measure on R", this inequality was discovered by B.
S. Tsirel’son [Tsi85] in connection with Gaussian mixed volumes. In the general
setting of logarithmic Sobolev inequalities and non-homogeneous convex functions
it may be formulated in the following way.

Corollary 3.5.2. — Under the logarithmic Sobolev inequality (3.16) of Theorem 8.2.1,
for any convex u-integrable function f on R",

/ep(f—%VfQ)dlu < Pl i,

For the proof, since f is differentiable almost everywhere, for every point x € R"
at which f is differentiable, and all z € R", f(z+2) > f(z)+(V f(z), z). Therefore,

Qf@)> inf [£(x) +(VF().2) — 5 12| = F@) — £ [VF (@)

z€R™

3.6. Brunn-Minskowski inequalities and hypercontractivity

Brunn-Minkowski inequalities may be used to prove the hypercontractive in-
equalities of Theorem 3.2.1 for some classes of measures with logconcave densities.
Assume that dy = e Ydx where U : R® — R is smooth and such that for some
¢ > 0, uniformly in x € R",

Hess (U)(x) > cld

in the sense of symmetric matrices. This condition is thus the Bakry-Emery crite-
rion [BE85| (cf. [Bak94], [Led99]) under which the logarithmic Sobolev inequality
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for p holds with p = ¢ as we have seen in Theorem 3.4.1. The classical Brunn-
Minkowski inequality, in its functional form (see [DG80] for the historical develop-
ments of this result), may be used to provide a simple proof of the hypercontractive
estimates of Theorem 3.2.1 (with a = 1), and thus of the logarithmic Sobolev in-
equality. Recall that, in its functional formulation, the Brunn-Minkowski theorem
indicates that whenever o, 3 > 0, a + = 1, and u, v, w are non-negative measur-
able functions on R" such that for all z,y € R",

(3.50) w(az + By) > u(z)*v(y)”,
then

(3.51) / wdz > ( / udx)a< / vdm)ﬁ.

Given a (bounded) function f on R", apply then (3.51) to the functions
u(z) = eiQa/caf(x)*U(w)j v(y) = e V@), w(z) = of(2)-U()

Due to the convexity condition Hess (U) > cId, for every o, 5 > 0, « + 3 =1 and
T,y € R,

(352) AU (@) + BU() — Ul + ) > “ o o

so that condition (3.50) will be satisfied by the very definition of the infimum-
convolution Qg/cq f. Therefore,

/efd,u > (/ecleﬁ/mfd,u) .

Setting i = 1+ ct, t > 0, immediately yields (3.17) with p = cand a = 1. In
particular the logarithmic Sobolev inequality for p holds with p = c¢. The same
arguments holds when considering an arbitrary norm in (3.52) to yield the logarith-
mic Sobolev inequality. We thus recover with the Hamilton-Jacobi approach the
Bakry-Emery result (Theorem 3.4.1) as well as some of the main results of [BLOO].
In particular, convexity (3.52) with an arbitrary norm instead of the Euclidean
one yields, via hypercontractivity of Hamilton-Jacobi solutions, to the logarithmic
Sobolev inequalities (3.40), a conclusion out of reach of the heat semigroup tools.

It was shown similarly in [BG99] and [BLOO] how Brunn-Minkowski inequalities
may be used to deduce directly the transportation cost inequalities of Section 3.3.
See also [Blo99] for further results. The recent Riemannian version of the functional
Brunn-Minkowski inequality of [CEMS00] may be used to extend the preceding to
a Riemannian setting and to recover in this way the logarithmic Sobolev inequality
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of D. Bakry and M. Emery [BE85| in manifolds with a strictly positive lower bound
on the Ricci curvature.

It might be worthwhile mentioning that the alternate choice (used in particular
in [Mau91], [BG99], |[BLO00]) in the functional Brunn-Minkowski inequality of

u(x) = e Pl =U@), v(y) = e*Q/ef W)=V, w(z) = o V%

Y

leads to

1/a 1/p8
(3.53) </e°‘Q1/€fd,u) </e_5fdu) <1

As § — 0, (3.53) only yields (3.17) with a = 0, that is the infimum convolution
inequality (3.48) (with p = ¢). In the notation (3.11), (3.53) corresponds to the
range —1 < r < 0. While to reach the logarithmic Sobolev inequality itself would
require all r (negative) large enough, it is already interesting to point out that the
value 7 = 0 (the infimum-convolution inequality (3.48)) is actually equivalent to
the whole interval —1 < r < 0 (the inequalities (3.53)). To prove this claim, rewrite
(3.53) as

1 1
(3.54) — log/eo‘Ql/cfd,u + 3 log/e_ﬁfdu <0
!
for every o, 5 > 0, a« + 3 = 1. Now,
log/egd,u = sup [/ghd,u — Entu(h)}

where the supremum is running over all bounded measurable functions ~ > 0 such
that [hdp = 1. Thus we may further rewrite (3.54) as

1 1
/Q1/cf hydp — /fh2du < o Ent,(h) + 3 Ent,(hy),

o, >0, a+ 3 = 1, that should therefore hold for all hy, hy > 0 with [hidu =
[hodp = 1. Optimizing over « and [ we get

/Ql/cf hdp — /thdu < (\/Ent“(hl) + \/Entu(h2))27
that is

655 [Quetdn— [ < (¢H<u1 70 + V(| u))2

where dvy = hydu, dvy = hodp are arbitrary probability measures on R™ absolutely
continuous with respect to . These measures may also be assumed to have finite
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second moment. Now the supremum over all f’s on the left-hand side of (3.55) is
equal to £ W(ry,15)? so that (3.55) becomes

(3.56) VeWs (i, vs) < VH (i [ i)+ VH (v | 1)

We thus reduced (3.53) to (3.56). But now the latter follows from (3.26) (with
p = ¢) by the triangle inequality for the metric W;. This proves the claim.

3.6.1. Logarithmic isoperimetry. — In this last part, we turn some to L!'-
versions of our hypercontractivity results. Let p be a probability measure on the
Borel sets of a metric space (F,d) and assume it satisfies the (logarithmic) isoperi-
metric inequality

(3.57) u+<A>;zc(l-u@4»1%%<1irixzi)

for every Borel set A in F and some ¢ > 0. Recall that in general the p-perimeter
ut(A) of a Borel set A C F is defined by

u(A) = lininf = [(A) — pu(A)]

t—0 t

where A;, t > 0, is the open ¢t-neighborhood of A in the metric d on F.
The isoperimetric inequality (3.57) is connected with hypercontractivity of the
convolution operators

Qif(x) = inf  f(y), t>0,z€FE.

yeE;d(z,y)<t

As we will see indeed, (3.57) holds if and only if
(3.58) 1Qcf1l, < NI,

for every non-negative measurable function f and all0 < p < ¢ < co and ¢t > 0 such
that e® > L. To hint this connection, apply (3.58) to f = 1p\a. Since Qi f = 1p\ 4,
(3.58) turns into

(3.59) log (1 — p(Ay)) <elog (1 — p(A)).

As t — 0, this amounts to (3.57).

It should be noted that in “regular" situations one has u™(A) = pu™ (M \ A).
This is certainly the case for p absolutely continuous on £ = R”, as well as in a
more general Riemannian manifold setting. In the latter cases, it was shown by
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O. Rothaus [Rot85] that the isoperimetric inequality (3.57) is equivalent to the
logarithmic Sobolev inequality

(3.60) cEnt,() < [ [Vfld

which should hold in the class of all non-negative locally Lipschitz function f on R"
(or on a manifold). Furthermore, the standard theory shows that (given a locally
Lipschitz) function f on R", the function v = v(z,t) = Q,f(x) provides a solution
of the initial-value partial differential equation

{ P 1Tl =0 in R x (0, 00),

ot
v =f onR"x {t=0}.

The equivalence between (3.57) and (3.58) may then be proved on the basis of the
partial differential equation (3.61) arguing as in the proof of our main result in
Section 3.2. The particular structure of the L! case makes it however more general
than equation (3.61) and the result actually holds in the setting of abstract metric
spaces, with a purely “metric" proof.

(3.61)

Theorem 3.6.1. — Let 1 be a probability measure on the Borel sets of a metric
space (E,d). The probability measure p satisfies the isoperimetric inequality

pt(A) = c(1—p(A))log (1%#(14))

for some ¢ > 0 in the class of all Borel sets A in E if and only if

1QefNl, < IS,

for every non-negative measurable function f on E and oll 0 < p < ¢ < oo and
t > 0 such that
ect 2 g )
p

Proof. — We only need to show the sufficiency part. Since (Q.f)F = Q.f?, it
is enough to deal with the case p = 1, and thus ¢ = e > 1. The isoperimetric
inequality (3.57) can be iterated in ¢ > 0 so to yield (3.59) for every Borel A. Given
a measurable function f > 0 on E, and A > 0, set A = {f < A}. By definition of
Q,, for every t > 0,

{Qtf < >\} = Ay,
so that by (3.60), we get

w(Qef = X) < p(f = M)
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Hence - -
S = = AN)dMN < > \)9d)N.
Q1 / WQuf > N) / u(f >N

Now it is know that the right-hand side of the latter inequality defines the so-called
| f]l;, Lorentz norm of f, and that | f[[,, < [[fll; (cf. [SW71]). This stronger
conclusion implies the result. O

A dual statement to Theorem 3.6.1 can be formulated with
Qf(x)= sup fly), t>0,z€E.

yeE;d(z,y)<t

Both inequalities (3.57) and (3.58) imply the logarithmic Sobolev inequality

pEnt, (1) <2 [ 1V1Pdy

for some p = p(c) > 0 (cf. [Rot85]).

It was shown in [Bob98| that every log-concave measure p on R" supported by
a ball of radius r satisfies the isoperimetric inequality (3.57) with ¢ = 1/2r. In
particular, the uniform distribution on a convex compact body K C R" satisfies
(3.57) with some ¢ > 0. It would be of interest to estimate this constant in some
special situations. For example, when K is the unit ball, the extremal sets in
the isoperimetric problem are known. Another important case is the unit cube
K =1[0,1]™. One may also consider the case of the sphere.

Acknowledgment. — We sincerely thank C. Villani for explaining to us his
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work. We also thank F. Otto and C. Villani for theiestir welcome addition [OV] to
this paper.



CHAPITRE 4

BORNES ULTRACONTRACTIVES DES
SOLUTIONS DES EQUATIONS DE
HAMILTON-JACOBI

4.1. Introduction

The main results of the following paper are on the border of three theorems,
which are respectively the theorem of hypercontractivity of GROSS, the theorem
of hypercontractivity of BOBKOV-GENTIL-LEDOUX and the theorem of ultracon-
tractivity of VAROPOULOS. Let us described these results.

The fundamental work by L. Gross [Gro75] put forward the equivalence between
logarithmic SOBOLEV inequalities and hypercontractivity of the associated heat
semigroup. Let us consider for example a probability measure ;1 on the Borel sets
of R™ satisfying the logarithmic Sobolev inequality

(4.1) pEnt,(12) <2 [ V1P

for some p > 0 and all smooth enough functions f on R™ where
But, (%) = [ og fu— [ Palos [ Fau

and where |V f| is the Euclidean length of the gradient V f of f. The canonical
Gaussian measure with density (27)~™/ 2e~171/2 with respect to the Lebesgue mea-
sure on R"™ is the basic example of measure p satisfying (4.1) with p = 1.

For simplicity, assume furthermore that p has a strictly positive smooth den-
sity which may be written e~V for some smooth function U on R". Denote by L
the second order diffusion operator L = A — (VU, V) with invariant measure pu.
Integration by parts for L is described by

/f(—Lg)d# = /(Vf, Vg)du
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for every smooth functions f, g. Under mild growth conditions on U one may consi-
der the time reversible (with respect to u) semigroup (P:);>o with generator L.
Given a function f (in the domain of L), u = u(z,t) = P, f(z) is the fundamental
solution of the initial value problem (heat equation with respect to L)

%—Lu =0 in R" x (0,00),
u =f onR"x {t=0}.
One of the main results of the contribution [Gro75] by L. Gross is that the logarith-
mic Sobolev inequality (4.1) for ¢ holds if and only if the associated heat semigroup

(Py):>0 is hypercontractive in the sense that, for every (or some) 1 < p < ¢ < o0,
and every f (in L?),

(4.2) IPefll, < I,

for every t > 0 large enough so that

q—1

p—1

In (4.2), the LP-norms are understood with respect to the measure u. The key idea
of the proof is to consider a function ¢(t) = 1+ (p — 1)e*" of t > 0 such that
q(0) = p and to take the derivative in time of F(t) = ||P.f||,, (for a non-negative
smooth function f on R").

Following GROsSS’idea, the main result of [BGLO01] is to establish a similar rela-
tionship for the solutions of Hamilton-Jacobi partial differential equations. Consider
the Hamilton-Jacobi initial value problem

ov 1 9 .
(44) E+§|VU| =0 inR X(0,00),
v =f onR"x {t=0}.

Solutions of (4.4) are described by the Hopf-Lax representation formula as infimum-
convolutions. Namely, given a (Lipschitz continuous) function f on R", define the
infimum-convolution of f with quadratic cost as

1
(4.5) Qi) = jnf {7)+ 1o uP}, t>0.0e R

yeER™

(4.3) e >

The family (Qt),, defines a semigroup with infinitesimal (non-linear) generator
—2|Vf|%. That is, v = v(z,t) = Q¢f(z) is a solution of the Hamilton-Jacobi
initial value problem (4.4) (at least almost everywhere). Actually, if in addition f
is bounded, the Hopf-Lax formula Q;f is the pertinent mathematical solution of
(4.4), that is its unique viscosity solution (cf. e.g. [Bar94|, [Eva98]).
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An other way to introduce the HAMILTON-JACOBI solutions is to use the vani-
shing viscosity. Let L an infinitesimal diffusion generator, like the Laplacian, and
(Pt)@0 the associated MARKOV semigroup. Given a smooth function f, and ¢ > 0,
denote namely by v® = v°(z,t) the solution of the initial value partial differential
equation

o 1
;ﬁ +5 |V —eLov® =0 in R™ x (0,00),
v = f onR"x {t=0}.
As ¢ — 0, it is expected that v® approaches in a reasonable sense the solution v

of (4.4). It is easy to check that u® = e /% is a solution of the heat equation
9 — cLuf (with initial value e//%%). Therefore,

ot
= P11,

It must be emphasized that the perturbation argument by a small noise has a clear
picture in the probabilistic language of large deviations. Namely, the asymptotic of

(4.6) v° = —2¢log P.y(e 1/%)

as ¢ — 0 is a Laplace-Varadhan asymptotic with rate described precisely by the
infimum convolution of f with the quadratic large deviation rate function for the
heat semigroup (see [Bar94| or [BGLO1]).

The main results in [BGLO1] is that if the logarithmic SOBOLEV inequality (4.1)
holds, then for each ¢t > 0, a € R and each (say bounded) function f,

(4.7) e, <]l

Conversely, if (4.7) holds for every ¢ > 0 and some a # 0, then the logarithmic
SOBOLEV inequality (4.1) holds. Compared respect to classical hypercontractivity,
it is worthwhile noting that Q¢ is defined independently of the underlying measure
1.
Let us now recall the VAROPOULOS theorem. A measure p satisfies the SOBOLEV
inequality in dimension n if

(4.8) 11150 /ne < allV 15+ 0 F 15,

for any function f with compact support.

The main result of VAROPOULOS is the following. Let L an infinitesimal diffusion
generator and note (P,f)@0 the symmetric markovian semigroup associated. Suppose
that y is reversible for the operator L and — [ fLgdu = ||V f||, where ||||2 is the
L2-norm for u. Let n > 3. Then the SOBOLEV inequality (4.8) is equivalent to the
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existence of a constant & > 0 such that for each ¢ €]0, 1] and each smooth function
f, we have

k
IPeflloe < Ifll 5

This theorem is developed in [Var84|, [Var85] or [Var91].

At the light of the three theorems we study, like in [BGLO1] for the logarithmic
SOBOLEV inequality, the implication of SOBOLEV inequality (4.8) to the semigroup
(Qt)tgo'

The next section deals with the R" case and the LEBESGUE measure. We prove,
by 3 methods, an optimal ultracontractive estimate for the semigroup (Qt) t>0 D
R™. In particular, we use the vanishing viscosity (inequality (4.6)) and the BRUNN-
MINSKOWSKI inequality.

In the section 4.3, we prove that a measure ; on a manifold M, satisfies an
Euclidean-type SOBOLEV inequality (where b = 0 in the inequality (4.8)) if ond
only if the following control of the semigroup (Qt)t>0 holds for each § > a > 0,
t > 0 and for any smooth function f,

n B—«

) ka(B —a)\ 2 P

(4.9) e, < ) (220 2)
When § = oo and « = 1 the inequality (4.9) become
E\ 2
(410 e < el (5)

for every smooth f and ¢ > 0.

Section 4.4 finally states such a control for the semigroup (Q¢);»,, when the
measure satisfies a SOBOLEV inequality with constants a > 0 and b > 0. We
prove that under a general SOBOLEV inequality the semigroup (Qy) £>0 satisfy the
inequality (4.10) for every ¢t €]0, A] (A > 0). When the manifold is compact, some
interesting inequalities are obtained for the semigroup (Qt) t>0» Which also imply
some transportations inequalities for probability measures.

4.2. The R" case

4.2.1. Majoration in R"” of the HAMILTON-JACOBI equations. — Before
getting into more complicated cases let us start with the example of the LEBESGUE
measure on R™. Let us define the semigroup (Qs),5, in R": If f is a bounded
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Lipschitz function on R", we define the function Q¢ f by the following equation

1

(4.11) Qif(z) = inf {f(y)+—\:c—y|2}, t>0,zeR",
yeR” Qt

and Qof(z) = f(x). The infimum convolution Qq is known as the HOPF-LAX

solution of the HAMILTON-JACOBI equation

aQtf<x) — _%|VQ1;]C(5C>|27

(4.12) =

with initial value f.
Then, in R”, considering the LEBESGUE measure yields the following theorem.

Theorem 4.2.1. — Let f be a smooth function on R™ and let o and 3 be two
constants such that 0 < o < 3, then we have the following inequality

npB-o n atp
B—a\? 8 [a\?as
4.13 Qe f < f -
413 et < el (50) 7 (5)
for any t > 0. The norm |-||, is the LP-norm of the LEBESGUE measure.

Proof
<« In this following proof we use the method developed by DAVIES and BAKRY in
|[Dav90] and |Bak94|.

Thanks to the property of Qf,

(4.14) AZ20,120, Q(Af) =AQuf,
we just have to prove the inequality (4.13) when ¢t = 1. Let o and 3 be such that

0 < a < f3, and define F(t) = Hthqu(t) with ¢(t) = aB/((a — B)t + ). The
function F' is smooth and we obtain

/
1
(4.15) F'(t) = F(t)l—qr(zt)q_2 (Entdx (eq(t)Qtf) .
q

2 ,4(t)Q¢
s [ Va0 az ).

Besides, we know that the LEBESGUE measure on R” satisfies the following inequa-
lity

2,9,
(4.16) Ent,, () < g </ egd:p) log( 1 f [Vg["e x) :

2ern [ evdx

for any smooth function g on R"™. This inequality is called FEuclidean logarith-
mic SOBOLEV inequality and can be obtained as a consequence of the logarithmic
SOBOLEV inequality for the Gaussian measure on R" (see for example [Car91| or
Chapters 4 or 10 of [ABC*00]).
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Because of the concavity of the logarithmic function, inequality (4.16) is equiva-
lent to the following

2we*n

1
(4.17) Ent,.(e?) < % / IVg|*eddzx + glog <72x) /egd:p,

for each x > 0. Taking z(t) = nq¢/(t) and using (4.15) and (4.17) then yields

Fo) < Py S og (5o 0))

Theorem 4.2.1 then follows from an integration over ¢ € [0, 1] and from the fact

that
Y'n q(t) 1, _nf-a f—al«a 5
[ 5iries (g 0) =575, 1°g< 5 (5))
>

In the previous theorem, o and (3 can be chosen arbitrary. When 5 = oo, we obtain
the following result.

Corollary 4.2.2. — Let f be a smooth function. Then for any t > 0 we have the
following inequality,

(119 Je2 ] < el (55)

which 1s

Qur(e) <os ), + 2os ().

for any x € R™.

Remark 4.2.3. — The inequality (4.16) is optimal (see [ABC*00]), and we can
see that the inequality (4.13) is also optimal. When

f(x) = —az? with0<a<1/2
t =1
5 =/l - 2a)

the inequality (4.13) became, after some easy calculus, an equality.
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4.2.2. Ultracontractivity and vanishing viscosity. — The upper bound in
inequality (4.13) of Theorem 4.2.1 can be proved using the optimal heat kernel
bound. Let define the heat semigroup.

Let ¢ € L? and denote P,g the heat semigroup on R" starting from ¢ defined by

2
_ ==yl
2t

S
(2mt)"/? /

for x € R™. We can easily show the following inequality

e

(4.19) P g(z) = /g(y)

1 \?2
(w.20) Pl <lslh (55 )

which is exactly the same bound of the inequality (4.18). Then after more involed
calculus, following [Bak94] or [Led00c|, we can obtain an ultracontractive estimate
for the heat semigroup (P;),, that for any ¢ < p <0, ¢ > 0, and for every povitive
smooth function ¢

no-g (1
(4.21) lgll, < 1Pyl <4 t) %

where [|h]|, = (J h?) Y7 for p<0and h >0
Let 0 < a < f and € > 0 and let apply the inequality (4.21) for p = —eq,
q = —¢f3, g =exp(—f/e) and the time €t/2. We obtain

e/ 17 < || (Paale7) )

/\

’B

~—
©l3

—&

B
AN v % (45) 7\ % (Haets:)
(ﬁzm) Eiii (1) (5) '

Taking the power —1/¢ and letting ¢ tend to zero, we obtain, using the vanishing
viscosity (equality (4.6)), the inequality (4.13) for any > a > 0, ¢ > 0 and smooth
function f.

Let us now present a third proof of the theorem 4.2.1, based on the BRUNN-
MINSKOWSKI inequality. This proof are interesting because we use only the defini-
tion (4.11) of (Qt),5, and the geometry of R™.

4.2.3. BRUNN-MINSKOWSKI inequality. — We explain now the link between
the geometry on R"™ and the semigroup (Qt):>o- Let us recall the theorem of
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BRUNN-MINSKOWSKI, and let refer to [DG80| for a review, or [BLO0O0| to see the
link with the logarithmic SOBOLEV inequality.

Let a,b > 0, a+ b =0, and u, v, w three non negative functions on R”. Assume
that, for any x,y € R", we have

(4.22) w(azx + by) > u(z)v(y)®.
Then the following inequality holds

(4.23) / w(z)de > < / u(x)dq:)a < / v(:z;)dx)b.

Let us now prove the Theorem 4.2.1 using the BRUNN-MINSKOWSKI inequality.
Let a, 8 € R such that 0 < a < 3. We note

u(r) = exp(SQ1f())
Mm?
2c0

otey= (a1 (25)).

and a = /3, b = (f —a)/5. The HOPF-LAX formula enables to obtain easily that
for any x,y, 2z € R,

v(r)=exp | —

a2t an) < e (afte- o+ 5k - CoEy)
< w0 (575 })
= w(az + by),

where z = —(f—a)y/a. Inequality (4.24) implies that (4.22) is satisfied for the func-
tions u, v and w and the constants a and b. Note finally that BRUNN-MINSKOWSKI
inequality (4.23) coincides with (4.13).

Remark 4.2.4. — This link between BRUNN-MINSKOWSKI inequality and the
inequality (4.13) is not surprising. We know that Euclidean logarithmic SOBOLEV
inequality for the LEBESGUE measure (inequality (4.16)), is equivalent to the lo-
garithmic SOBOLEV inequality for the Gaussian measure, (each can be obtained
by the other, see for example [ABC*00]). Besides, from [BL00]|, the Theorem of
BRUNN-MINSKOWSKI implies the logarithmic SOBOLEV inequality for the Gaussian
measure, so that the link between the inequality (4.13) and BRUNN-MINSKOWSKI’S
Theorem follows.
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Let remark that this proof uses the HOPF-LAX formula, equality (4.11), whereas
the others proofs use the HAMILTON-JACOBI differential equation.

The following section presents some results on more general spaces satisfying an
Euclidean-type SOBOLEV inequality.

4.3. Majoration under Euclidean-type SOBOLEV inequality

In this section, we present our main result connecting Euclidean-type SOBO-
LEV inequality with majoration of the semigroup (Qt) +>0- Liet us first defined the
semigroup (Qg),>, on a Riemannian manifold.

Let M be a smooth complete Riemannian manifold of dimension n with Rie-
mannian metric d. If f is a smooth function on M (for example Lipschitz), the
semigroup (Qt) 1>0 is defined by the following equation

(4.25) Qcf(z) = inf {f(y) + Qitd(x, y)Z} L t>0,z€ M,
Qof(z) = f(x), ze€ M.

Following the argument in the classical Euclidean case, one shows similarly that
v =uv(x,t) = Q¢ f(x) is a solution of the initial-value HAMILTON-JACOBI problem
on the manifold M,

(4.26) { %(xat)+%|Vv(x,t)|2 ~0
v(z,0) = f(=z),

where |Vo| stands for the Riemannian lengh of the gradient of v for the variable z.
This semigroup is called the HOPF-LAX solution of HAMILTON-JACOBI equations.
Some details can be found about HAMILTON-JACOBI equations in [Bar94, Eva98|.

Theorem 4.3.1. — Let (M,d) be a smooth Riemannian manifold and let p be a
measure on M absolutely continuous with respect to the standard volume element
on M.

Let n > 3. Suppose that p satisfies the following FEuclidean-type SOBOLEV in-
equality for a constant a > 0,

(4.27) 1f 122 < @l V3,
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for any function f with compact support. Then there exists a constant k > 0 such
that the measure p satisfies the following inequality

n B—a
ka(f —a)\ 2 Ao
Qe f f
(1.28) e, < flef) (“255 ,
for any smooth function f, t >0, a >0 and [ € [a, +oo[U{+00}.
Conwversely, let k > 0 and « > 0. If the measure u satisfies the inequality (4.28)
for any smooth function f, § > o and t > 0 then there exists a > 0 such that
satisfies an FEuclidean-type SOBOLEV inequality (4.27).

Let refer to [Heb99] for results about Euclidean-type SOBOLEV inequality. Taking
B = o0 and o = 1 in the inequality (4.28), the following corollary holds.

Corollary 4.3.2. — Under conditions of Theorem 4.3.1, for every function f and
t >0, we find
(4.29) ¥ <Nl 7

Let remark that the ultracontractive bound on the inequality (4.29) is the same as
the ultracontractive bound for the heat semigroup, inequality (4.20). As in the VA-
ROPOULOS Theorem, we don’t know at this time if the ultracontractive bound for
the HAMILTON-JACOBI solutions, inequality (4.29), is equivalent to the Euclidean-
type SOBOLEV inequality.

To prove this result, like Theorem 4.2.1, we use the method developed by DAVIES
and BAKRY in [Dav90| and [Bak94|, involving two main results. The first one states
the link between the SOBOLEV inequality and entropy-energy inequality, and the
second ones ensures the equivalence between the control of the HAMILTON-JACOBI
equations and the entropy-energy inequality. Let us define this latter inequality.

Definition 4.3.3. — Let ® : Rt — R be a strictly increasing concave function.
The measure ;. on the manifold M satisfies an entropy-energy inequality of function
® if the following inequality holds for any smooth enough function f:

(4.30) Ent, ( / Py ® <f 'Zélij“ ) ,
where Ent,(f?) = [ f*log f2dp — [ f*dulog [ f2dpu.

This inequality is a generalisation of the logarithmic SOBOLEV inequality, as
(4.1) arises choosing ®(x) = ax and u as a probability measure. Further details on
this inequality can be found in [Bak94, ABC*00, BCL97].
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Let us now recall an important tool for the following. The next results states the
link between SOBOLEV inequality and entropy-energy inequality.

Proposition 4.3.4. — Let (M,d) be a smooth Riemannian manifold and let p be
a measure on M. Let n > 3. We suppose that the measure p satisfies the following
SOBOLEV inequality, with constants a and b,

2 2 2
1 o2y < @llFllz + IV Al

for any function f with compact support. Then the measure i satisfies the entropy-
enerqy inequality of function

O(z) = glog(ax + ).

Conversely, if the measure p satisfies the entropy-energy inequality of function
O(z) = (n/2) log(ax + b) then there exists A > 1 such that the measure p satisfies
the SOBOLEV inequality with constants \a and A\b.

Let refer for example to [Bak94] or to the theorem 4.4.3 of [ABC*00] for a proof
of this result.

The next theorem now gives the equivalence between the entropy-energy inequa-
lity and the control of the semigroup (Qy) 150"

Theorem 4.3.5. — Let p be a non negative measure on the manifold M. Suppose
that p satisfies an entropy-energy inequality of function ®. Let ¢ > 0 and let q. de-
note the stricly increasing non-negative function satisfying the following differential
equation on [0, te] (to > 0),

(4.31)

2
- = (I)/(ng)-

Then, for any ¢ > 0, the following inequality is satisfied for any smooth function f,

“ y(cy’)
Al _ Y
e with A(t) —/ )2 dy,

qc(0)

(4.32) |

o) S Hef

where Y(x) = ®(x) — 2P (x) and t € [0, ty].
Conwversely, if inequality (4.32) is satisfied for any ¢ > 0, then the measure p
satisfies the entropy-enerqy inequality of function P.

Proof
<« Suppose that the measure y satisfies the entropy-energy inequality with function
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®. Let g be a bounded function on M; then for any x > 0, the concavity of the
function ® implies that

(4.33) But, (¢*) < @'(c) [ (Vofdu+ v(a) [ gPdn

where ¢(x) = ®(z) — 2P (x).
Let f be a smooth functlon on M and let consider Q. f defined by the equa-
tion (4.25). Denote F(t) = Hth Hq(t), where ¢ is an increasing function satisfying

2/q" € Im®’. Taking the derivative in time t of F', one gets

' =0 W (g 10Qur)
F'(t) = F(t) 200 (E t,. (e

Inequality (4.33) applied to g = exp (thf/Q) and to the function z(t) satisfying

1/¢'(t) = ®'(x(t))/2 gives

2 Q f| 2,a(t) QtfdM)

) _ 4@

o S 2?0
Integrating over ¢ implies
(4.34) Hthqu(t) < Hequ(O)eA(t), where
w e [ ()

Let now consider ¢ > 0. There exists ¢y > 0 such that ¢. satisfies the differen-
tial equation (4.31) in the space [0,to]. Then changing the variables in the equa-
tion (4.34) yields equation (4.32).

Let us prove the converse. Let x be positive and take ¢ = x. There exists ty > 0
such that the function ¢, is the solution of the differential equation (4.31) in the
space [0, to], which satisfies the condition ¢.(0) = 1. Then we obtain the equality

q.(0) = 2/®'(x). Considering F'(t) = HthfH (1) inequality (4.32) leads to F(t) <
F(0)eA® (vt € [0,t0]), which can be rewritten after a derivation in zero
(0
( ) < /(0)’
£(0)

that means after calculation,

(4.36) Ent,, (/)

el dy +(x )/efdu.
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Taking at this step g = exp (f/2) in (4.36) and optimising over x > 0 yields the
entropy-energy inequality of function ®. »

Theorem 4.3.5 is a generalisation of Theorem 2.1 of [BGL01]. When the measure
i is a probability measure satisfying the logarithmic SOBOLEV inequality (4.1), we
have ®(z) = (2/p)x and ¢ = 0.

And let remark that we can obtain Theorem 4.2.1 by Theorem 4.3.5. Inserting
q(t) = af/((a— p)t+ B) and ¢ = n(B — «)/(4af) in (4.32) then implies (4.13).

Besides, when the entropy-energy inequality holds, Theorem 4.3.5 gives a control
of the norm of the operator (exp Qg). This control depends on ¢ and some illus-
trations will be provided in the following section, which shows the influence of the
sign of 1.

Let us now present a proof of Theorem 4.3.1 using Proposition 4.3.4 and Theo-
rem 4.3.5.
Proof of Theorem 4.3.1
<« Suppose that the measure p satisfies the inequality (4.27) with a constant a >
0. Then by Proposition 4.3.4, u satisfies the entropy-energy inequality with the
function

O(z) = g log(azx).

Let ¢ = a( — 1)/2. The function ¢.(t) = 5/((1 — )t + ) satisfies the differential
equation (4.31) in the space [0, oc0[. Applying Theorem 4.3.5 with the fonction ®
and the constant c leads after some easy calculus to the following inequality

k —_
e, < e’ (<)

t

n B—=1 n B+1
2 3 23

()
ﬁ Y
where k = nae/4 and for any smooth function f. As § > 1, we know that
B+1
1\7A-1 1
5) <5
B B

At the light of the previous inequality we find the inequality (4.28) for the constant
k = nae/4, for every 5 > 1 and a = 1. Using the property for the semigroup

(Qt)tQO that

(4.37) Qe(Af) = AQuef,

for every A > 0 and f, inequality (4.28) is obtained for every /3 and « such that
B > a >0, as well as inequality (4.29), as a particular case of (4.28).
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Let us now prove the converse. Let £ > 0 and a > 0. Suppose that for every
B €la, +oo[U{+o0} (4.28) holds for every ¢t > 0. By (4.37) one can assume that
a=1.

Let f be a smooth function and take F(t) = Hthng where (3 is a function of ¢
such that 5(0) =1, 5/(0) > 0 and 8 > 1. Inequality (4.28) implies that

£(0)

o) = =575 o8 (7777

As ¢'0) = (n/2)5'(0)log (5'(0)k), taking x > 0 and choosing the function 5 such
that 3'(0) = 4x/n, (B(t) = 1 + 4xt/n for example) transform inequality (4.38) as

k4
Ent, (f?) < %/\foefdu%— glog <Tx) /efd,u.

Optimising over z implies the entropy-energy inequality for ®(z) = (n/2)logax
where a = kde/n. The proof is then achieved using the converse of Proposition 4.3.4.
>

The first and the most important example is the LEBESGUE measure on R". This
example is detailed in Theorem 4.2.1 of Section 4.2. We can see in [Heb99| some
other examples of measures which satisfy an Euclidean-type SOBOLEV inequality.

And like in the R™ case, section 4.2.2, the vanishing viscosity for an ultracon-
tractive semigroup can be used to prove Theorem 4.3.1.

(4.38)

where

4.4. Majoration under other SOBOLEV inequality

4.4.1. Main results in this case. — The aim of the following theorem is to
present the case where the measure p, on the manifold M, satisfies a SOBOLEV
inequality with a local term, where b > 0 in inequality (4.8).

Theorem 4.4.1. — Let M be a complete Riemannian manifold of dimension n
and Riemannian metric d. Let p be a measure on M absolutely continuous with
respect to the standard volume element on M. Let n > 3. We suppose that the
measure [ satisfies the following SOBOLEV inequality

(4.39) 1122 < al Vf 15+ 0I5,

where a and b are two constants and ||-||,, is the L*-norm for the measure p.
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Then there exist constants k > 0 and A > 0 such that the measure |1 satisfies the
following inequality ,

k
(1.0) 2] < e’ 2
for any t €]0, A] and every smooth function f.

This theorem is a consequence of the following proposition.

Proposition 4.4.2. — Let u be a measure on M. Assume that the measure p
satisfies the entropy-energy inequality with function ®(z) = (n/2) log(az+b), (a,b >
0). Let m € N and K € [mm, mm + 7/2].

Then, for any function f, (Q¢)iso0 satisfies the following inequality for every
t,u > 0 such that tu + K € [mm,mm + 7/2],

(441) HthfH%tan(tquK) S HefHu‘l—rﬁltanKeXp (A(t))’
where
9 lOg <0052 (tu+K)> lOg (cosQK> 9 9
(442) A(t) _ n-au b _ b i n-u-a
8b tan (tu + K) tan K 8b

Conversely, if there exists m € N such that inequalities (4.41) and (4.42) hold
for any K € [mm,mn + /2] and t,u such that tu + K € [mm, mn + 7/2|, then the
measure  satisfies an entropy-energy inequality with function .

This proposition is a simple consequence of Theorem 4.3.5, when we have ®(z) =
n/2log (ax + b), which enable us to prove Theorem 4.4.1.
Proof of Theorem 4.4.1
<« Let p be a measure satisfying the SOBOLEV inequality (4.39). Proposition 4.3.4
ensures that the measure y satisfies the entropy-energy inequality with function
®(z) = n/2log(ax + b). Let us now apply the previous proposition for ¢ = 1 and
K = 7/2 — u. The following inequality then arises

HtefHoo < HefH4b/(unatanu)eA(1)’
where , ., )
nau sin® u n‘u‘a
A(l) = — < tanu(log ) ) 7

Due to the property (4.14), the following inequality holds, for any ¢ > 0 and every
smooth function f,

(4.43) e < Tle [l e,
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where )
1 n sin (V()) n?V(t)%*a
t)=-<—=1
and the function V' is defined by the following formula, for every ¢ > 0
4b
V(t)tanV(t) = —t.
(1) tan V(1) = -

Using the definition of V' we prove that there exists A > 0 and C' > 0, such that
for every t €]0, A] we have

%\/% > V(t) < CVt.
This inequality implies that there exists C’ > 0 such that for every t €]0, A],
(4.44) ot) < —g logt + C'.
Inequalities (4.43) and (4.44) lead to the theorem 4.4.1. »

Remark 4.4.3. — Like in the previous section, we don’t know if the ultracon-
tractive bound given by the inequality (4.40) is equivalent to the SOBOLEV inequa-
lity (4.39).

4.4.2. Particular case. — Let us now describe the special case when b = 1 in
the SOBOLEV inequality. Suppose that the Riemannian manifold M is compact
and let p be the probability measure of the volume. If the measure p satisfies a
SOBOLEV inequality, then we know that we can choose the constant b = 1, (see for
example [Bak94, ABC*00]).

An example is the unit sphere S, of dimension n in R"*!. Let n > 2. The proba-
bility measure i of the volume, satisfies the following optimal SOBOLEV inequality

4
1F 1150 /n—2) < mWﬂli +[1£115-

More generally, let consider a Riemannian manifold M of dimension n > 2. If
the RiccrI curvature is bounded below by a constant p > 0, then the following
SOBOLEV inequality holds for the probability measure of the volume, see [I1i83,
Bak94, ABC*T00]

4(n—1)

2 - 2 2
LML A

In this particular case, the following proposition can be stated.
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Proposition 4.4.4. — Suppose that the measure p satisfies the following SOBO-
LEV inequality

2 2 2
1 2/ =2y < @l V15 + 1 £l
Then we obtain the following estimate

2,2
(4.45) Quf(x) < / fap+ T2
for any x € M.

Proof

< Proposition 4.4.2 is applied with b = 1. Using the property (4.14), we just have
to prove the inequality (4.45) for t = 1. Let take t = 1, K = 0 and v = 7/2 in
inequality (4.41). Then equation HefHO = exp ([ fdu), ledas to inequality (4.45). »

4.4.3. Application to transportation inequality. — Let (M,d) be a Rie-
mannian manifold. Let us recall the definition of the distance 75. Let x and v two
probability measures on M. We denote

(4.46) Ty(u,v) = inf { / d(%y)zdw(:c, y)},

where the infimum is taken over the set of measures m on M x M such that =
has two margins p and v. Let recall that by the OTTO-VILLANT's theorem, (see
[OV00] and [BGLO1]), a logarithmic SOBOLEV inequality implies a linear transpor-
tation inequality. In the same way, we obtain the following result about SOBOLEV
inequality.

Theorem 4.4.5. — Let i be a probability measure on M, which is absolutely conti-
nuous with respect to the standard volume element on M. Let n > 3. Suppose that
1 satisfies the following SOBOLEV inequality

1P < all V15 + 115
Let V' be the function defined for x > 0, by

2 2
(4.47) V(z) = % <arctan Ven — 1) :

Then the measure p satisfies the following transportation inequality
(4.48) T»(gdp, du) < V(Ent,(g)),

for any smooth function g, density of probability with respect to the measure .
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Let remark that V is increasing and bounded by n2am?/32.
Proof
<« This result is based on Proposition 4.4.2. Let consider m =0, K =0 and t = 1.
Then the following inequality holds, for any 0 < u < T,

690 i <0 [ i) exp ),

where Q = Q; and
Ao n?aulog |cos (u/2)| = n?au?
4 tan(u/2) 8

Let z > 0 and u = arctan y/exp (2z/n) — 1. The following equation follows straight-
forwad

— tan (u) =

una Vi(z)
Defining A(x) = V(z) — 2V’(x), and using

2z
log cos arctan 4/ exp (67 — 1) = —

)

T
n

we obtain after some calculus the following inequality

[ (it o < o (Wﬁf i)

for any x > 0. Let g be a density of probability with respect to the measure p. As

we have
[ (ot - s P )<

we can write
/ 9Qfdy — / fdu < V/(2)Ent,(g) + A(x),

for any Lipschitz function f. Optimising over all Lipschitz functions f and over
x > 0, we obtain the transportation inequality (4.48) as a consequence of the theo-
rem of KANTOROVICH-RUBINSTEIN (see [ABCT00]). »

In the classical case, a transportation inequality gives a concentration inequality,
see for example [Mar96a, Mar96b| or the chapter 8 of [ABC*00]. In this case we
find the following estimate of the diameter.
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Corollary 4.4.6. — Suppose that the probability measure p satisfies the following
SOBOLEV inequality, for n > 3,

1 n 2y < @l VAL + 1F115-
Let define A = sup {d(z,y) / x,y € M}, the diameter of the manifold M. Then one
has
2
(4.49) A< %w.

Proof
<« The transport inequality (4.48) leads to

Vo <o (T 7o)

where A C M, A¢ is the complementary of the r-neighbourhood of A, 4 =
I4/u(A) and V is the function defined by the equation (4.47). We obtain also

(4.50) A <A\/8[IV |

so that (4.49) holds. »

The estimates specified by Inequality (4.49) are not optimal. In the case of the
unit sphere, one has A < 7my/n/(n — 2) also 7. In [Bak94], BAKRY finds, using also

entropy-energy inequality, A < my/n/(n — 1) which is more accurate.
Acknowledgment. — The author sincerely thanks M. LEDOUX for helpful com-

ments and remarks, and G. SCHEFFER for interesting discussions about SOBOLEV
inequality.






CHAPITRE 5

INEGALITES DE TRANSPORT

5.1. Introduction

En 1781, MONGE (voir [Mon81]) évoque le probléme concret de déplacer un
remblai sur un déblai avec un cotit minimum. On transporte chaque particule de
terre et il faut, au total, avoir effectué le moins d’effort possible, le cotlit étant le
prix a payer pour déplacer une particule d’un point & un autre. Ce probléme, sous
une forme relaxée, est repris par la suite par KANTOROVICH et WASSERSTEIN.
Ils définissent ainsi, pour un cotit H, une distance Ty entre deux distributions,
représentants le remblai et le déblai. Cette application Ty a, depuis, été large-
ment étudiée en mathématiques, et I’on pourra a ce sujet consulter les ouvrages de
RACHEV et RUSCHENDORF dans [Rac84], [Rac91], [RR98a| et [RRI8D].

Nous présentons et étudions dans ce chapitre la fonction Ty, o H est une fonc-
tion positive, définit sur un sous-ensemble des mesures de probabilité de R™, par :
Si 1 et v sont deux mesures de probabilités,

Tu(p,v) = int [ Ho — y)dn(a.y),

ou infimum est pris sur I’ensemble des mesures de probabilité 7 sur R” x R™ ayant
i et v comme marges. Dans un cas particulier, lorsque H(:) = Jy(-), PINSKER ,
voir [Pin64], démontre 'inégalité suivante,

dv
o =l = 2T < 2Bt (),
pour toutes mesures de probabilités i, v (cette inégalité sera exposée dans la pro-
chaine section). Nous avons vu dans les chapitres précédents que les inégalités de
POINCARE ou de SOBOLEV logarithmique sont une majoration de la variance ou de
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I’entropie par ’énergie. De la méme maniére et s’inspirant de 'inégalité de PINS-
KER, des inégalités de transport 7y peuvent étre définies, par la majoration de
la distance T par une fonction de ’entropie de la dérivée de RADON-NIKODYM.
L’objectif de ce chapitre est d’'une part de donner les propriétés et des applications
générales des inégalités de transport 7y, et d’autre part d’étendre les résultats du
chapitre 3, en montrant le lien étroit existant entre une inégalité de transport 7,
ot H(-) = [|-||7/p, et des inégalités de SOBOLEV logarithmique modifiées.

Dans la seconde partie, nous donnons les définitions, des propriétés élémentaires
et des théorémes généraux concernant les inégalités de transport 7. Nous illustrons
ensuite en section 5.3 le cas de la mesure de BERNOULLI, qui permet, comme pour
I’inégalité de SOBOLEV logarithmique, de retrouver une inégalité de transport 7;
pour la mesure gaussienne. LLa méthode employée ici est similaire & celle utilisée
pour démontrer 'inégalité de SOBOLEV logarithmique pour la mesure gaussienne.

Dans une quatriéme section nous donnons les propriétés de concentration liées
aux inégalité de transport. Les différentes propriétés de la distance de transport
Ty nous permettent, dans une cinquiéme section, de donner différents critéres pour
montrer une inégalité de transport. Ces critéres sont appliqués dans la section
suivante pour montrer une inégalité de transport 7y a4 un modéle de mécanique
statistique équivalent a celui des chapitres 1 et 2.

OTTO et VILLANI (voir [OV00]), ont exhibé le lien étroit entre I'inégalité de
SOBOLEV logarithmique et ’inégalité de transport 75. L’objet de la sixiéme section
est d’établir de maniére analogue le lien entre certaines inégalités de transport 7y et
des inégalités de SOBOLEV logarithmique modifiées, généralisant ainsi les résultats
de OTTO et VILLANI et ceux du chapitre précédent.

Enfin, la derniére section est consacrée a la dimension infinie ou l'inégalité de
transport 75 est étendue, conduisant notamment a une inégalité de transport pour
la mesure de WIENER.

Au cours de ce chapitre, nous énoncons des résultats théoriques concernant les
inégalités de transport 7y, lorsque H vérifie certaines hypothéses techniques. Ces
résultats sont alors illustrés par un cotit H particulier souvent représenté par la
fonction puissance HHg De plus, précisons que tout en essayant de rester dans un
cadre général, nous serons amenés, pour éviter les complications inutiles, a faire
certaines restrictions dans les définitions.

5.2. Définitions et propriétés élémentaires

L’objet de cette section est de définir et étudier ce qu’est une « inégalité de
transport », en introduisant pour cela une distance de transport, associée a un
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certain coilit du transport H. Nous nous placons ici sur R”, mais la plupart des
résultats sont généralisables sur des espaces métriques séparables. Nous verrons a
ce sujet dans la section 5.8 une généralisation a un espace de dimension infinie.

Soit H une application de R™ dans R, mesurable et positive. Notons P, I’ensemble
des mesures de probabilité sur R”, muni de la tribu des boréliens. Définissons de plus
le sous-ensemble Py de Py contenant les mesures de probabilité 1 qui admettent
un moment d’ordre H, i.e. telles que pour tout y € R", [ H(z — y)du(z) < oo. La
fonction H est appelée coit du transport.

Définition 5.2.1 (Distance de transport). — Soit x et v deux éléments de Py
et soit P(u, ) ensemble des mesures de probabilité sur R” x R admettant comme
marges [ et v, c’est-a-dire, m € P(u,v) si, pour toutes fonctions f et g mesurables
bornées, on a

J @+ stwinte.) = [ dn+ [ gav

On définit 'application Ty sur Py x Py par
Ty(p,v) = inf {/H(x —y)dn(z,y); m € P(u, V)} :

Notons que la fonction Ty, pour H mesurable positive, est bien définie : Etant
données deux mesures i et v dans Py, 'ensemble P(pu, ) est non vide car puisqu’il
contient la mesure produit ¢ ® . Notons de plus que nous avons effectué un choix
simplificateur dans cette définition de la distance de transport, en effet nous aurions
pu considérer de fagon plus générale T..(uu, v) = inf { [ c¢(z, y)dr(z,y); 7 € P(u,v)},
ol c est une fonction positive mesurable. Ce choix permet d’alléger les résultats ex-
posés mais la plupart sont généralisables.

Les coiits du transport, H, les plus utilisés sont les fonctions puissances. Ces
cotlit particuliers serons utilisés pour illustrer les résultats au cours de ce chapitre,
et nous utiliserons pour ceux-ci les notations suivantes :

n

. 1 1
Ty =Ty si Hiw) =2l = > lal

(5.1) P

Ty =Ty si H(-) = 6(-),

oll p est un paramétre réel strictement positif, x = (952‘)1@@ et dy représente la
masse de DIRAC en (. Dans la pratique, nous considérons seulement les cas ou
p = 1 ou p = 0, les autres cas étant trés différents du fait de la concavité de la
fonction ||-||7.
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Rappelons ici la définition de la norme en variation totale d’'une mesure que nous
utiliserons dans la proposition suivante. Si p est une mesure de signe quelconque
sur un espace mesuré (E, F), on pose alors

(52) iy =sup{ [ i}

ol le supremum est pris sur I’ensemble des fonctions f mesurables bornées par 1.
Voici maintenant quelques propriétés élémentaires, que nous ne démontrons pas
ici, de 'application T'.

Proposition 5.2.2. —

-Les applications Ty et Tpl/p (p > 1) sont des distances sur leurs espaces de
définitions.

-Soit H une fonction mesurable positive. Pour toutes mesures de probabilité p et
v dans Py, on a

Tu(p,v) = inf {E (H(X = Y))}.

ot l'infimum est pris sur [’ensemble des variables aléatoires X et'Y a valeurs dans
R"™ admettant comme lois respectives |1 et v.

-Soit 1 et v deux mesures de probabilité, on a :

To(ys,v) = mf{B(X £ )} = Lln— vy

ot l'infimum est également pris sur l’ensemble des variables aléatoires X et'Y a
valeurs dans R" admettant comme lois respectives ji et v, et ||-||,,, désigne la norme
en variation totale définie en (5.2).

Nous allons donné maintenant une forme duale de la fonction T5. Cette nouvelle
expression de T est donné le théoréme de KANTOROVICH-RUBINSTEIN que nous
allons décrire maintenant. Pour utiliser ce résultat nous avons besoin d’une premiére
contrainte sur la fonction H. Nous dirons que la fonction H vérifie I’hypothése Hy si
il existe une fonction f de R dans R, convexe, vérifiant, satisfaisant aux conditions
suivantes

f(0)=0
(Ho) sup{ f(2t)/f(t), t > 0} < o0

H(z —y) = f(d(z,y)),
ou d est une distance sur R". C’est le cas des fonctions 7}, pour p > 1 définies en
(5.1). Dans ce cas le théoréme suivant di & KANTOROVICH et RUBINSTEIN nous
donne une définition équivalente de la fonction Tj;. Cette nouvelle définition nous
sera tres utile pour obtenir des inégalités de transport.
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Théoréme 5.2.3 (KANTOROVICH-RUBINSTEIN). — Soit H wvérifiant [’hypo-
these Hy et soit i et v deux éléments de Py. On a alors

T (p,v) Zsup{/fdu—/ng},

le supremum étant pris sur l’ensemble des fonctions f et g, lipschitziennes bornées,
qui vérifient f(x) — g(y) < H(x — y) pour tout x,y € R". De maniére équivalente,

(5.3) Ty(p,v) = sup { [ Qvin- [ gdu} |

ot le supremum est pris sur l’ensemble des fonctions g lipschitziennes bornées,
avec pour tout v € R™, Q" g(z) = ian {9(y) + H(x —y)}. Pour la fonction Ti,
yeR™

l’expression précédente se simplifie en

Ty(p,v) Zsup{/fdu—/de},

ot le supremum est pris sur l’ensemble des fonctions f, lipschitziennes, telles que
[l < 1.

La démonstration du théoréme 5.2.3 s’effectue en se raménant, aprés plusieurs
étapes, au cas ol 'espace R™ est un espace fini (voir [Rac91]). Le cas fini se résout
par le principe dual en programmation linéaire (voir [BJS90]). Signalons aussi la
nouvelle rédaction de la démonstration par VILLANI dans [Vil00].

Nous sommes maintenant en mesure de définir, en toute généralité, une inégalité
de transport. Une inégalité de transport est une comparaison d’une fonction Ty
avec une fonction de ’entropie de la dérivée de RADON-NIKODYM. Il y a différentes
comparaisons possibles et celles-ci varient selon la valeur de la fonction H.

Définition 5.2.4. — Nous dirons que la mesure de probabilité o sur R™ apparte-
nant & Py satisfait a une inégalité de transport Ty de fonction ® si

pour toute densité f par rapport a la mesure u telle que fdu € Py.

Dans la pratique nous allons considérer des cas bien particuliers de fonction H et
de fonction ®. Dans le cas du transport 7}, les inégalités que nous allons considérer
varient selon la valeur du parameétre p.

Soit p > 2. Nous dirons qu’une mesure p de probabilité satisfait & une inégalité
de transport 7, de constante C' si I'on a

(5.4) T, (fdu, 1) < CEntu(f) ;
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pour toute densité f par rapport a la mesure p. Dans le cas ou p € [1,2], nous
dirons qu'une mesure ;. de probabilité satisfait & une inégalité de transport 7, de
constante C si 'on a

(5.5) T?(fdu, p) < CEnt,(f),

pour toute densité f par rapport a la mesure pu.

Remarquons que les deux définitions sont cohérentes dans le cas ot p = 2. Nous
verrons dans la remarque 5.5.2 pourquoi ce sont les bonnes inégalités de transport
& considérer pour un cotit du transport égal & [|-[|7/p.

Il existe aussi une inégalité de transport 7, et celle-ci est toujours vérifiée : 11
s’agit de c’est I'inégalité de PINSKER expliquée dans le théoréme suivant.

Théoréme 5.2.5 (PINSKER). — Soit p un élément de Py. On a, pour toute den-
sité de probabilité f par rapport & la mesure p :

[fdp = dpllyp < /2Ent,(f),

ot ||-||,; désigne la norme en variation totale définie en (5.2).
De fagon équivalente, soit 1 et v deuzr éléments de Py on a,

1 dv
To(p, v) < /§Ent“ (@)

Nous trouverons une démonstration simple de ce théoréme dans la démonstration
du théoréme 8.2.7 de [ABC™00], signalons aussi ’ouvrage de PINSKER, [Pin64].

Nous terminons cette section en rappelant la propriété trés utile de tensorisation
de certaines inégalités de transport. Pour cela nous avons besoin d’une autre condi-
tion sur la fonction H. On dit que H vérifie la condition H; si celle-ci se tensorise,
c’est-a-dire s’il existe une fonction & de R dans R telle que :

(Hi) H(z) = h(z;), v = (2;)1<i1n € R™.

i=1

Proposition 5.2.6. — On suppose que H vérifie les hypothéses Hy et Hy. Soit i
et v deur mesures de probabilité sur R™. On suppose que p (resp. v) satisfait a une
inégalité de transport Ty de fonction CId (resp. C'Id).

Alors la mesure produit p@v satisfait a une inégalité de transport Ty de fonction

CId, ou C = max{C,C"}.
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Dans cette proposition, ’hypothése H; étant vérifiée, nous étendons de facon
naturelle la fonction H de R" dans R & une fonction de R” x R™ dans R. La démons-
tration de cette proposition s’obtient en utilisant exactement les méme arguments
que TALAGRAND (voir [Tal96] ou [ABC*00]). De plus, le fait que la fonction H
vérifie I’hypothése Hy nous permet aussi d’utiliser une autre démonstration basée
sur le théoréme 5.2.3 (voir & ce sujet la remarque 8.4.4 de [ABCT00]).

Remarque 5.2.7. — 1l existe, d’aprés la proposition précédente, des résultats per-
mettant de tensoriser des inégalités de transport. L’inégalité de SOBOLEV loga-
rithmique d’une part se tensorise, et d’autre part se perturbe (voir entre autre le
chapitre 3 de [ABC*00]). Le paralléle entre 'inégalité de SOBOLEV logarithmique
et les inégalités de transport nous permet de spéculer sur ’existence d’un théoréme
de perturbation pour les inégalités de transport. Signalons que BLOWER (dans
[Blo99]) obtient un résultat de perturbation de I'inégalité de transport 7; mais que
celui-ci différe toutefois de celui obtenu concernant les inégalités de POINCARE et
de SOBOLEV logarithmique.

5.3. Cas de la mesure de BERNOULLI

Présentons maintenant quelques inégalités de transport dans le cas de la mesure
de BERNOULLI. L’intérét de cette section ne réside pas tant dans les résultats
obtenus, car ceux-ci sont maintenant classiques, mais dans le fait d’exposer quelques
similitudes entre différentes méthodes conduisant & des inégalités de POINCARE et
de SOBOLEV logarithmique pour la mesure gaussienne d’une part, et a l'inégalité
de transport 7; pour la mesure gaussienne d’autre part. Les exemples exposés dans
cette partie nous permettent par ailleurs d’exhiber des mesures pour lesquelles les
calculs des distances de transport sont explicites.

Dans ce qui suit, nous établissons que la mesure de BERNOULLI satisfait a4 une
inégalité de transport 7; (voir 'inégalité (5.5)) mais pas & une inégalité de transport
75 (voir I'inégalité (5.4)). Nous observons de plus que par une méthode similaire a
celle proposée dans le premier chapitre de [ABCT00] on peut démontrer I'inégalité
de transport 7; pour la mesure gaussienne en partant de I'inégalité de transport 7;
pour la mesure de BERNOULLI.

Soit r € [0, 1]. Notons [, la mesure de BERNOULLI de paramétre r sur 1'espace
{0,1}. La proposition suivante nous donne une expression exacte de la distance 7,
dans un tel cadre.
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Proposition 5.3.1. — Pour toute fonction f, densité de probabilité par rapport a
la mesure (3., on a, pour p > 1,

(5.6) To(fdBr,dB) = pT,(fdB,,dB:) = r(L =) f(0) = f(1)].

Preuve. — Pour démontrer cette proposition, on détermine explicitement 1’en-
semble des mesures 7 qui admettent comme marges 3, et fd(,.. On minimise ensuite
sur cet ensemble pour obtenir 1’égalité (5.6). O

L’égalité (5.6) nous permet d’observer que nous ne pouvons pas considérer plu-
sieurs inégalités de transport, la perte de la puissance p dans 'inégalité (5.6) rend en
effet les inégalités de transport non homogénes, si ce n’est dans le cas ot p = 1 ou 0.
Démontrons que la mesure (3, vérifie 'inégalité de transport 77, mais pas 'inégalité
de transport 75, la généralisation au transport 7, avec p > 1 étant évidente.

Dans cet exemple particulier, T} = T}, et le théoréme 5.2.5 de PINSKER assure
par suite une inégalité de transport 7; de constante 1/2. De fagon optimale, un
calcul, dii & CHAFAT (communication personnelle), montre que 'on a

(5.7) To(fdB,,dB,) < \/ Ent;,(f).

pour toute fonction f, densité de probabilité par rapport a .. La constante obtenue
(s —r)/(logs — logr) est, de plus, optimale et vaut 1/2 pour r = s = 1/2.

Montrons maintenant qu’il n’y a pas d’inégalité de transport 75, en établissant
que la constante est infinie. Considérons pour cela la suite de fonctions (f,)nen
définie par f,(0) =1—1/net f,(1) = (1 — (1 —1/n)r)/s, o s = 1 —r. Cette suite
(fn)nen est une suite de densités de probabilité par rapport a la mesure 3,, et 'on
a, par un calcul direct,

T2(f,d8,,dB,) r/2n
Entgs (f,)  r(1—=1/n)log(1 —1/n) + (s +r/n)log(1 + r/ns)
™m
" K+ O0(l/n) now -
ol K est une constante non nulle. Il en résulte I’absence d’inégalité de transport 7
pour la mesure de BERNOULLI. Ce calcul peut-étre étendu de facon simple & une
mesure sur un ensemble fini et pour une inégalité de transport 7, avec p > 1.
Nous savons d’apres l’article de BOBKOV et GOTZE que la mesure gaussienne
vérifie une inégalité de transport 77, on pourra, a ce sujet, consulter [BG99| ou
[ABC*00]. Nous allons établir & nouveau ce résultat par un procédé de tensorisation
& partir du cas discret. La démonstration de cette proposition est & mettre en
paralléle avec la démonstration du théoréme 1.5.2 de [ABCT00].

s—r
log s — logr
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Proposition 5.3.2. — Soit v la mesure gaussienne standard de dimension 1. La
mesure vy satisfait a l’inégalité de transport suivante :

Ti(fdvy,dy) < 4/2Ent,(f),

pour toute fonction f, densité de probabilité par rapport a v. De plus la constante
2 de l'inégalité est optimale.

Preuve. — La démonstration de la proposition repose sur le théoréme de la limite
centrale. Soit 3 la mesure de BERNOULLI, centrée, sur 'espace {—1,1} et soit f,
densité de probabilité par rapport a B Nous changeons de mesure de BERNOULLI
pour que celle-ci soit centrée réduite. On a alors, d’aprés le calcul précédent appliqué

a la mesure [ :
Ti(fd3,d5) < y/2Ent;(f),

et par suite, pour tout A > 0,

1

TR

Par un argument simple de tensorisation, on montre que la mesure de probabilité
produit 5" = QP 3 sur I'espace {0, 1}" vérifie I'inégalité suivante pour tout A > 0,

T1(fdB,dB) < AEntg(f) +

(3 Ty (PAG*", d5°") < ABnt (F) + -,

pour tout n € N et toute fonction F' densité de probabilité par rapport a la mesure
3%". Soit donc, aprés optimisation,

Ti(FdB®", dF*") < y/2nEnt e (f).

Soit f densité de probabilité par rapport & la mesure gaussienne . Appliquons
I'inégalité (5.8) a F, = f o T,,/a, avec, pour x = (z;), ;e

T, (x) = % in,

et a,, est une constante tglle que la fonction F;, est soit une densité de probabilité
par rapport a la mesure 5®". Ainsi, nous obtenons aprés un calcul simple

T(fdg?, dpE)) < \/2Entgen(f),
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ol ~§?n” est Pimage par application T,, de la mesure 3g,. D’aprés le théoréme de la
limite centrale nous savons que ﬁ%" — ~. De plus il est facile de voir que a,, — 1.
n—oo

Nous obtenons alors en passant a la limite

Ti(fdv,dv) < \/2Ent,(f).

Les termes de l'inégalité convergent sans poser de probléme. De plus I'inégalité
obtenue est optimale, car elle implique une inégalité de concentration optimale
pour la mesure gaussienne (voir la proposition 5.4.1). ]

Nous pouvons effectuer le méme calcul avec la mesure de BERNOULLI (3., nous
obtenons alors une inégalité de transport 7; pour la mesure gaussienne mais la
constante obtenue n’est plus optimale.

L’inégalité de transport 75 a été établie par TALAGRAND pour la mesure gaus-
sienne, (voir [Tal96] ou le chapitre 3). Mais cette derniére ne peut pas s’obtenir
dans le cas discret comme dans le cas de I'inégalité de transport 77, puisqu’il n’y a
pas d’inégalité de transport 75 pour la mesure de BERNOULLI.

5.4. Applications & la concentration de la mesure

Une premiére application des inégalités de tranport est la concentration de la
mesure. Le lien entre les inégalités de transport et le phénoméne de concentration
est important, comme ’évoque en premier lieu MARTON dans [Mar86, Mar96a,
Mar96b]. BOBKOV et GOTZE ont, par ailleurs, montré 1’équivalence pour une me-
sure de probabilité de vérifier une inégalité de transport 7; de fonction CId et
de vérifier une majoration gaussienne de la transformée de LAPLACE. On pourra
consulter [BG99| ou le théoréme 8.3.2 de [ABC*00]. Ici, nous utiliserons un résul-
tat de concentration di & MARTON qui se généralise facilement aux inégalités de
transport 7. Résumons cette propriété dans la proposition suivante.

Proposition 5.4.1 (MARTON). — Supposons qu’il existe une fonction f, crois-
sante, telle que l'on ait H(x —y) = f(d(x,y)) ow d est une distance sur R™. Suppo-
sons que la mesure de probabilité jn sur R"™, satisfait a une inégalité de transport Ty
de fonction C'Id. Alors la mesure p satisfait a l’inégalité de concentration suivante,
pour tout A sous-ensemble mesurable de R™ :

59 ) <o (= (700 - Clog ).
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ot AS est le complémentaire du r-voisinage (pour la distance d) de l’ensemble A.
Autrement dit, pour tout A sous-ensemble mesurable de R™ tel que u(A) > 1/2 on
a

1
(5.10) u(4e)) < 26 (550 ).
Preuve. — Soit A, B C R™ de mesure non nulle. On a, par I'inégalité triangulaire
et par croissance de f :

Tr(pas i) < Tu(pa, 1) + Ta(ps, 1),

ou pia() = p(-|A) et pp() = p(-|B). Soit pa = La/pu(A) et pp = Ip/pu(B).
L’inégalité de transport 7y de fonction C1d assure que

Tu(pa,ps) < CEntu(SOA)"“CEntu(QDB)
(5.11) < Clog

+ C'log

1
() W(B)
Choisissons A tel que u(A) # 0 et B = (A4,)° = {x € R"|d(x,A) > r} avec
p(B) # 0. D’apreés la définition de (A, ), les supports des mesures 114 et fi(4,)c sont
distants de r. Si 7 est une mesure sur R"” x R” qui admet comme marges 14 et
fi(a,)e alors son support est inclus dans I'ensemble produit A x (A,)¢. Ceci implique
que [ f(d(z,y))dr(x,y) > f(r). On obtient alors par définition de la distance Ty

Tr(pa, panye) = f(r).
L’inégalité (5.11) devient alors :

1 1
r < Clog —— + C'log ————.
pu(A) p((Ae),)

Pour f(r) > C'log , on en déduit donc

_1
w(A)

H((A)°) < exp (—é (f(r) —Clog M(IA))) .

L’inégalité 5.10 s’obtient alors en majorant log(1/u(A)) par log2 dans I'inégalité
précédente. O

5.5. Différentes représentations des inégalités de transport

Nous présentons dans un premier temps une définition équivalente de ’inégalité
de transport 7y de fonction C1d, conséquente au théoréme 5.2.3.
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Proposition 5.5.1 (BOBKOV-GOTZE). — Supposons que H satisfait a l’hypo-
these Hy. La mesure de probabilité 1 sur R™ satisfait a une inégalité de transport
Ty de fonction CId si et seulement si on a pour toute application g lipschitzienne
bornée :

(5.12) /exp (éQHg) dp < exp (é /gd,u) ,
ot Q"g(x) = nf {g(y) + H(z —y)}.

Preuve. — Supposons que 'inégalité (5.12) soit satisfaite pour toute fonction g
lipschitzienne. On a alors

1 1
(5.13) /exp (5QHg e /gd,u) dp < 1.

Pour toute densité de probabilité f par rapport a u, d’aprés la formule variationnelle
de ’entropie suivante,

Ent,(f) = sup {/fhdu, h t.q. /ehdu < 1},

on a en utilisant I'inégalité (5.13),

(5.14) /fQHgdﬂ—/gdugCEntu(f).

L’inégalité de transport 7y de fonction CId, s’obtient alors en optimisant en la
fonction g et en utilisant le théoréme 5.2.3.

Afin d’obtenir la réciproque, appliquons l'inégalité (5.14) & une fonction g lip-
schitzienne et &
_ o (¢Q - ¢ [ 9dp)

Jexp (6Q"9 = ¢ [ gdu)dp
Un petit calcul nous permet alors de vérifier I'inégalité (5.13). O

f

Cette proposition s’avére a la fois utile a ’obtention d’inégalités de transport et a
I’éclaircissement du lien entre les inégalités de transport et les inégalités de SOBO-
LEV logarithmique (voir la section 5.7). Elle permet également de prouver, d’une
maniére simple, le théoréme 5.2.6 de tensorisation des inégalités de transport (on
pourra consulter pour cela la remarque 8.4.4 de [ABC*00]).

Elle met enfin la lumiére dans le choix des inégalités de transport 7, que nous
avons définies dans la section 5.2, comme évoqué dans la remarque suivante.
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Remarque 5.5.2. — Les inégalités de transport 7; et 7, désormais classiques,
sont entre autre vérifiées par la mesure gaussienne (voir notamment la proposi-
tion 5.3.2). Nous avons donc cherché dans la section 5.2 a étendre ces deux inégalités
de transport lorsque p ¢ {1, 2}.

Lorsque p > 2, Iinégalité de transport 7, définie par I’équation (5.4) est belle
et bien celle a considérer, car elle est impliquée par une g-inégalité de SOBOLEV
logarithmique (voir le théoréme 5.7.4 de la section 5.7), elle-méme vérifiée par une
certaine classe de mesures. Montrons en revanche qu’il n’existe pas de mesure de
probabilité p vérifiant I'inégalité suivante

T,(fdp, p) < Ent,(f),

pour p € [1,2] et f densité de probabilité par rapport a la mesure u. La proposi-
tion 5.5.1 entraine en effet I’équivalence de cette inégalité avec

/ exp (Q¥g) dp < exp ( / gdu) :

T — p
ot QWg(z) = iean {g(y) + %} et ¢ est lipschitzienne. Remplacgons g par tg
y n

(t > 0), dans I'inégalité précédente, un développement limité en zéro du paramétre
t aboutit alors & une contradiction dans le cas ou p € [1,2].

Lorsque p € [1,2], la forme de I'inégalité de transport 7, a considérer est bien
celle définie par I’équation (5.5), car toutes ces inégalités sont vérifiées par la mesure
gaussienne, et sont de plus, grace a I'inégalité de JENSEN, décroissantes (au sens
ou, si 1 < p < p' <2, alors 7, implique 7,,).

Remarquons par ailleurs que comme pour I'inégalité de tranport 7, lorsque p > 2,
il existe aussi lorsque p € [1, 2] une définition équivalente de I'inégalité de transport
7, similaire a la proposition 5.5.1. Celle-ci n’apparait toutefois pas aussi utile que
la proposition 5.5.1.

Un autre outil permettant d’obtenir des inégalités de transport est d’utiliser le
théoréme de GANGBO et MCCANN. Commencons par obtenir une autre définition
équivalente de I'inégalité de transport 7y. Pour cela, nous allons utiliser le théo-
réeme de GANGBO et MCCANN dans le cas convexe. L’application de ce théoréme
nécessite différentes hypothéses supplémentaires sur la fonction H. On dit que la
fonction H vérifie I’hypothése Hy si H vérifie les deux propriétés suivantes :

(Ha) lim H(z)/|z| = +oo.

|z|—o00

{ H :R"+— R" est paire et strictement convexe,
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Avant d’exposer le théoréme de GANGBO et MCCANN définissons les fonctions
H-concave. Soit ¢ une fonction de R™ dans R, assez réguliére. Posons alors pour
tout x dans R",

" (y) = inf {H(z —y) - p(z)}.

On dit que la fonction ¢ est H-concave sil existe une fonction 1 telle que ¢ = 1.
Lorsque H(z) = ||z||3/2, 1a définition précédente se simplifie de la facon suivante.
Une fonction ¢ est dans ce cas H-concave si et seulement si la fonction ||z]|3/2 — ¢
est convexe (voir a ce sujet [CE00a] ou [GM96]).
Lorsque H satisfait aux hypothéses précédentes (voir a ce sujet [GM96]), le théo-
réme de GANGBO et MCCANN donne un sens concret & la distance 77 . Nous
I’exposons ici dans le cas simple utilisé ultérieurement.

Théoréme 5.5.3 (GANGBO-MCCANN). — Soit H une fonction mesurable po-
sitive vérifiant Uhypothése Hy. Soit 1) une application de R™ dans R telle que e=¥
soit intégrable par rapport & la mesure de LEBESGUE. On suppose que la mesure [
définie par
p(dzr) = %e‘w(x)d:p

(ou Z = [ e Vdx) est un élément de Py. Soit la fonction f une densité de proba-
bulité par rapport & la mesure p, telle que fdu soit dans Py.

Alors il existe une fonction H-concave ¢, unique u-presque partout, telle que,
d’une part, la mesure image de la mesure fdu par la fonction S = Id— (VH)_lngo

soit la mesure du, ce qui s’écrit,

(5.15) /FoSfdu = /qu,

pour toute fonction ' mesurable bornée, et d’autre part, la fonction Vi réalise le
transport Ty entre les deux mesures fdu et du c’est-a-dire,

(5.16) Ty(fdu,dp) = /H((VH)lngo) fdu.

Remarque 5.5.4. — Le cas du transport 75 est plus simple. Dans ce cas nous
sommes dans le cadre du théoréme de BRENIER et MCCANN. Plagons nous dans
les conditions du théoréme précédent avec H(-) = ||-||5/2. Alors il existe une unique
fonction convexe ¢ telle que la fonction S = Vi transporte la mesure fdyu en la
mesure /1 . On obtient de plus

o sapdp) = [ P22 a0
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On pourra consulter [Bre91] et [GM96] pour des compléments sur ce théoréme.
De plus d’apreés les articles de CAFFARELLI, [Caf96b] et [Caf96a], lorsque ¢ est de
classe C! le changement de variable est licite, c’est-a-dire

(5.17) eV = f(S)e "*%det VS,
avec S = Id — V.

Suite & une remarque de VILLANI, la validité de la formule de changement de
variable (5.17), n’est pas « encore » démontrée dans le cas ot le cott du transport
n’est plus quadratique. Nous supposerons dans la suite du chapitre que c’est le cas,
que sous la condition ¢ de classe C!, le changement de variable est licite,

(5.18) eV = f(S)e*%det VS,

avec S = Id — (VH) 'Ve.

Le théoréme de GANGBO et MCCANN permet d’obtenir une autre formulation du
transport 7y, lorsque H vérifie I’hypothése H,. Nous obtenons ainsi la proposition
suivante :

Proposition 5.5.5. — Soit u une mesure de probabilité sur R". On suppose qu’il
existe une fonction v de classe C' telle que

du(x) = — exp(~(z)d.

ot Z = [exp(—y(z))dz. On suppose que la fonction H vérifie Uhypothese Hs.
Alors la mesure o satisfait a une inégalité de transport Ty de fonction CId si et
seulement si l'on a :

(5.19) /H (VH) 'oVy)d /{d} z— (VH) "o Vip(x)) — ()
— log det (In — V((VH)*1 o V(z)))du(z),

pour toute application ¢ H-concave.

Preuve. — Cette proposition est une conséquence du théoréme de GANGBO et MC-
CANN : Soit f une fonction de classe C! strictement positive, densité de probabilité
par rapport a la mesure p. D’aprés le théoréme 5.5.3, il existe une fonction S sa-
tisfaisant & I’équation (5.15). De plus, d’aprés la supposition, on a le changemant
de variable suivant

eV = f(S)e *%det VS.
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La convexité du coit H entraine la positivité de det VS, d’aprés [GM96]. Ainsi
nous avons une nouvelle formulation de ’entropie :

(5.20) Ent,(f) = /(f oS — f—logdet(VS))dpu.

Le théoréme 5.5.3 assure 'existence d’une fonction ¢ H-concave telle que I'on a
S =1d — (VH) " o Vi, et choisir la fonction ¢ H-concave équivaut a choisir la
densité f. Il suffit alors d’utiliser les équations (5.20) et (5.16) pour achever la
démonstration. O

La méthode utilisée ici ne se limite pas seulement a des inégalités énergie-entropie
de fonction C1d, mais nous ne l'utiliserons dans la pratique que dans ce cas. Cette
nouvelle formulation de I'inégalité de transport 7y nous permet alors de trouver
un critére simple décrit dans la proposition suivante.

Proposition 5.5.6. — Soit 1w une mesure de probabilité sur R™ et soit H vérifiant
I’hypothése Hy. On suppose qu’il existe une fonction 1 de classe Ct sur R™ telle
que du(x) = exp(—y(x))dx, ot dz est la mesure de LEBESGUE sur R"™. Supposons
qu’il existe C' > 0 tel que p satisfait a l’inégalité suivante

(5.21) / H(B)du < C / {b(x + B(a)) — () — Blx) - Vib(x)} du(z),

pour toute application B de R™ dans R".
Alors la mesure o satisfait a une inégalité de transport Ty de fonction CId.

Preuve. — Appliquons la proposition précédente, et en utilisant les méme nota-
tions, posons 3 = VH 'oVypet B = (Bi)1<icn- On a alors I'inégalité suivante

log det (I, — VB) < — Y _ 93,
i=1

car si A est une matrice de taille n x n symétrique réelle ayant des valeurs propres
supérieures a -1, on a logdet (I, + A) < Tr(A). Pour conclure la démonstration, il
suffit d’utiliser I'inégalité précédente dans I'inégalité 5.19 et d’effectuer n intégra-
tions par parties pour obtenir I'inégalité recherchée. O

Ce critére permet d’exhiber des exemples de mesures satisfaisant & 'inégalité de
transport 7y.

Ezemple 5.5.7. — Si H(z) = ||z||2, on retrouve de facon évidente que si ¢ vérifie
" > X > 0, alors la mesure p définie dans la proposition 5.5.6 vérifie I'inégalité
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de transport 75 de constante C' = 2/\, ce qui démontre & nouveau le résultat di a
BLOWER, [Blo99] .

De la méme maniére, si I'on a H(x) = (z) = 1 ||x||p pour p > 2, alors la mesure
o vérifie I'inégalité de transport 7, de constante C = 1. En effet, les fonctions H
et 1 vérifient I'inégalité suivante

H(y) <z +y) — () —y - VY'(y),

pour tout z,y € R”. Pour conclure, il suffit d’intégrer par rapport a la mesure p et
d’utiliser la proposition 5.5.6. On peut aussi coupler les deux exemples précédents
en posant H(z) = ¢(x) = %Hx”i + ||z||2. Ce cas sera utilisé dans la prochaine
section.

Les exemples fournis ici sont classiques. Dans le premier exemple, le critére de
BAKRY et EMERY assure notamment, par le biais de I'inégalité de SOBOLEV loga-
rithmique, I'inégalité de transport 7. Dans le second exemple, on retrouve le cas
étudié dans l'article de BOBKOV et LEDOUX (voir [BLOO0]).

Dans ces deux exemples, nous sommes dans le cas de mesures log-concaves (le
logarithme de la densité est concave) et le théoréme 5.7.6 que nous verrons dans la
section 5.7 s’applique. Nous allons voir dans la proposition suivante que le critére
de la proposition 5.5.6 implique malheureusement la log-concavité de la mesure.

Proposition 5.5.8. — Soit ;1 une mesure de probabilité sur R. On suppose qu’il
eziste une fonction v de classe C* telle que du(z) = exp(—1(z))dz. On suppose de
plus que la fonction H vérifie I’hypothese Hs.

Si la mesure p satisfait a U'inégalité (5.21) de constante C, alors la fonction 1)
est conveze.

Preuve. — On peut supposer par approximation que la fonction 1 est de classe C2.
Supposons qu’il existe une constante C' telle que I’inégalité (5.21) soit vérifiée pour
toute fonction (3, et qu’il existe un intervalle I d’intérieur non vide sur lequel 1"
est strictement négative. On a alors, si § = all;, avec @ € RT et J un intervalle
réel,

[ (e +8) = va) = 6(0) - Vol dute) = [ / o — )"y + ) dydp(z)

Choisissons enfin les parameétres a et J tels que a+ J C I de sorte que la quantité
ci-dessus soit strictement négative. Ceci contredit 'inégalité (5.21) et achéve la
preuve. ]
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Cette derniére proposition montre les lacunes du critére pour obtenir une inégalité
de transport 7. Un des intéréts de ce critére est de linéariser les inégalités de
transport et par la suite de 'utiliser pour des modéles de mécanique statistique.
Nous allons dans la section 5.6 prouver, a partir de ce critére, I’existence d’une
inégalité de transport pour un modéle de mécanique statistique. Nous exposerons un
théoréme équivalent au théoréme 2.4 du chapitre 1 pour les inégalités de transport.

5.6. Application a un modéle de mécanique statistique

Voyons maintenant une application du critére de la proposition 5.5.6 pour obtenir
une inégalité de transport pour un modéle de mécanique statistique. Elle nécessite
une autre hypothése sur la fonction H.

Supposons que 'hypothése H; soit vérifiée. La fonction H vérifie alors I’hypothése
Hg si:

(H3) 3 a > 0 tel que h(z) > az?, Vo € R.

Reprenons et décrivons & nouveau le modéle décrit dans les chapitres 1 et 2 dans
le cas ot V(z) = 22. Soit d > 1, A un sous-ensemble fini de Z¢, w € R%’ et 1)
une fonction de R dans R. Pour tout J € R, posons i, la mesure de probabilité
définie par :

exp(—Paw(X))

(5.22) dpno(X) = dX
ZA,w

ou

(I)A,w<X> = Zw(ﬂfz) +J Z Tl + Z TiWj,

ieA {isgren; lli—jll =1 i€AGEN; [li—jll; =1

pour X = (2;)ien € R et Zy, = /exp(—CIDAM(X))dX.

Nous supposons que les termes existent et pour plus de précision et de références
on pourra consulter la section 1 du chapitre 1 et la derniére section du chapitre 2.
Dans les deux premiers chapitres, nous avons montré sous certaines conditions sur
la fonction v, des inégalités de POINCARE et de SOBOLEV logarithmique pour la
famille de mesure (pia ), , (voir les théorémes 4.1 du chapitre 1 et le théoréme 2.4.3
du chapitre 2). Nous cherchons ici & montrer une inégalité de transport pour la
famille de mesures (s ) A POUT J assez petit, avec une constante indépendante

. d , .
de A, sous-ensemble fini de Z% et de w € R%’, représentant les conditions au bord.
Ceci nous améne alors au théoréme suivant :
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Théoréme 5.6.1. — Soit f une fonction de R dans RT, strictement conveze, telle
que

f(0)=0

sup{f(2z)/f(z),x >0} < 00
da >0 tel que f(x) > ax?, Vo € R.

Définissons la fonction H définie par

n

HX =Y) =) fllz: ).

i=1

Soit 1) une application de R dans R de classe C*. On pose alors, pour € R, ug,
la mesure sur R définie par

exp(—4(z) — Ox)

dpg(dz) = Zs

dx,

ot Zg = [ exp(—1(x) —bOz)dx et dx est la mesure de LEBESGUE sur R. Supposons
qu’il existe une constante C, indépendante de 0, telle que la mesure g vérifie pour
tout 0 € R ['inégalité suivante :

[ @) dia <€ [ 0t - 5()) = ¥la) - B} (@) ol

pour toute fonction [ de R dans R.

Alors dés que la quantité suivante C = (aC')/(a—2d|J|C) est positive, la mesure
pa o définie en (5.22), satisfait & une inégalité de transport Ty de constante c, C
étant indépendante du sous-ensemble fini de 7, A, et des conditions au bord w.

Preuve. — La démonstration de ce théoréme est trés similaire a celle du théo-
réme 2.4 du chapitre 1 et du théoréme 2.4.1 du chapitre 2. D’aprés les hypothéses
vérifiées la fonction H, I'inégalité de transport pour la mesure 1 ,, s’obtient a I’aide
de la proposition 5.5.6. Il suffit de fait de montrer I’existence d’une constante C'
telle que I’on ait pour tout A sous-ensemble fini A de Z¢, w € R%" et 3 = (Bi)1<igials
fonction de R4 dans RIAI,

/H(ﬁ)duA,w < C*/{%,W(X +B(X)) = Ppw(X) = BX) - VO (X) Fdpn w(X).
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Supposons que J > 0, le cas opposé se démontre de la méme maniére. On a pour
X = ($i)1<z’<m|

Pp (X +B(X)) = Ppu(X) = B(X) - VP, (X)
—Z¢x1+ﬁz +JZ xz‘i‘ﬁz ))(l‘]—i-ﬁ](X))

1EA i~g, 1,JEA
+J Z Z’Z—Fﬁ@ Z(,OSCZ JZSL’ZSL’]—J Z TiW;
i~vj, 1EA, JEA LISHN i, 4,JEN in~g, 1EA, jEA
=D B0 (@) =T 3 B(X) 3 wi= T Y BX) Y wis
N ieA JEN(I) ieA JEN(i)
ou N(i) = { jEZL, i~ ]} Apreés simplification des différents termes de I’égalité,

nous obtenons

(I)A,w(X + /6(X)) - (I)A,w(X) - ,B(X) ) V(I)A,w()() =
> {elwi + Bi(X)) — (i) — Bi(X)e (@)} +>_Bib.

1EA 1,JEN, i~j

Puisque pour tout i, |[N(i)| = 2d on a

Z BiB; = —de (@')27

i,jEN i~ i€A

soit donc

[ @00+ B = @00 (X) = B VLX) a(X) >
S [ ot + A00) = ol = A @ han o) =207 Y [ (5 e

i€EA €A

Intégrant par rapport a toutes les variables sauf une, et utilisant ’hypothése faite
sur la mesure g, on obtient pour tout ¢ € A,

[ ol + 8000) = ola) = B 2)}dinul ) > 3 [ BB
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Soit donc

/ (Ba0(X + BOX) — Byu(X) — BIX) - V(X)) }dino(X) >

2z Z ( / (8:)dpn o — 2d.JC / (ﬁi>2dm,w)-

ZEA

L’hypothése Hj faite sur H assure alors que :
[ @0+ B = @4,() = BLX) - T ()} ol X) >

—9
a dJC/H B)dun

ce qui démontre le théoréme. O

Soulignons ici le fait que les hypothéses de ce théoréme ne sont pas des plus
accessibles en pratique, et qu’au vu de la proposition 5.5.8, principalement deux
exemples, présentés ci-dessous, illustrent de maniére intéressante ce résultat.

Ezemple 5.6.2. — Le premier exemple correspond au cas ot H(X) = || X||*. On
retrouve alors le cas classique déja obtenu, entre autre dans le chapitre 2, par le
critére de BAKRY et EMERY.

Si maintenant H(X) = || X||” + || X||* et ¥(z) = |z|” 4+ 22, nous sommes dans
les conditions d’application du théoréme si p > 2. On obtient alors une nouvelle
inégalité de transport pour le modéle de mécanique statistique et surtout, par
I’utilisation de la proposition 5.4.1, une concentration mieux adaptée au modéle
considéré. Donnons un exemple de la concentration au spin moyen que I’on obtient
dans ce cas (voir [Fou00]). Pour cela, considérons pour tout A, Sy = >, f(x),
ou f est une fonction de classe C* 1-lipschitzienne. Posons alors m, , la moyenne
de S) sous la mesure p5 .. On obtient alors I'inégalité de concentration suivante

P
(2 3+ <2 (2120,

Al
ot C est la constante donnée dans le théoréme précédent.

— MAw

5.7. Liens avec différentes inégalités de SOBOLEV logarithmique

Dans cette section, nous étendons les résultats d’hypercontractivité a des inégali-
tés de SOBOLEV logarithmique plus générales, complétant ainsi le chapitre 3. Nous
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obtenons des résultats d’hypercontractité pour des semi-groupes d’HAMILTON-
JACOBI plus généraux que ceux considérés dans le chapitre 3, permettant d’accéder
a des inégalités de transport 7,,.

On se place, ici, dans le cas on H satisfait a ’hypothése H; et ou A(-) = |-|"/p,
pour p > 2. Ce cas particulier de fonction h vérifie aussi 'hypothése H,.

Le résultat fondamental du chapitre 3 est le théoréme 2.1, mettant en relation
I’inégalité de SOBOLEV logarithmique et ’hypercontractivité pour le semi-groupe
d’HAMILTON-JACOBI (Qy),,- Examinons le cas d’une inégalité de SOBOLEV lo-
garithmique modifiée et définissons, pour ¢ > 1, une ¢-inégalité de SOBOLEV loga-
rithmique.

Définition 5.7.1. — Une mesure de probabilité p sur R” satisfait a une g-inégalité
de SOBOLEV logarithmique £,, pour ¢ > 1, de constante C' si pour toute fonction
g dérivable bornée, on a :

Ent, (/) < CE, (IVglie’) |
ou |[Vglll = > gl
i=1

Dans le cas ¢ = 2 on retrouve, a un changement de fonction prés (f? = ), I'in-
égalité de SOBOLEV logarithmique classique étudiée dans les chapitres précédents.

D’aprés 'article de BOBKOV et LEDOUX |BLOO0|, lorsque g > 2, sous une certaine
condition de p-convexité pour la mesure p, I'inégalité £, est vérifiée. Si la mesure
w s’écrit dup(z) = exp(—V (z))dz, alors, d’aprés [BLOO0|, elle vérifie une g-inégalité
de SOBOLEV logarithmique £,, dées lors que V' vérifie I'inégalité suivante

tV(x) + sV (y) = V(te + sy) = C'(s + o(s)) | — yll,

pour tout ¢, s > vérifiant t + s = 1 et pour tout x,y € R".

Reprenons par ailleurs la définition de la solution de I’équation de HAMILTON-
JACOBI que nous utiliserons ici. Soit ¢ > 1, et soit f une fonction assez réguliére
(par exemple lipschitzienne), alors la solution de 1'équation différentielle suivante :

ou  IVull

(5.23) ot » =0 sur R"x]0,00],

u =f sur R" x {t =0},
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est donnée par la formule suivante :

x—yl”

t

€Rn"
f(l‘)7 t:O,IGRn,

ou 1/p+1/q = 1. L’équation décrite ci-dessus est un cas particulier du cadre décrit
en section 5.1 du chapitre 3.

Le théoréme suivant éclaire le lien entre 'inégalité de SOBOLEV logarithmique
L, et les solutions de I'équation de HAMILTON-JACOBL.

(5.24) (1) = Q" f(x) = inf {f(y)+% } t>0,zcR",

p

Théoréme 5.7.2. — Soit u une mesure de probabilité sur R"™. Supposons que la
mesure | satisfait & une g-inégalité de SOBOLEV logarithmique L,, de constante C
pour q > 1.

Alors, pour toute fonction bornée de R™ dans R, pour tout t > 0 et pour tout
a>0,ona:

(5.25) Hth(p)fH 1 < [ef|| s

+q1) aql7

avec 1/p+1/q = 1.

Inversement, si l’inégalité (5.25) est vérifiée pour tout t > 0 et pour une constante
a > 0, alors la mesure yu satisfait a la g-inégalité de SOBOLEV logarithmique (5.7.1)
de constante C.

Preuve. — Pour démontrer ce théoréme nous posons, comme dans la démonstration
1
du théoréme 2.1 du chapitre 3, F(t) = Hth(p)fH R At) = <a+ qc;qlt) o
At
t > 0. On obtient alors

)xz(t) (») )\2 q (»)
2 P01 (4) — Ent < A()Qs f / H AP g,
Mais la fonction A\ vérifie I’équation dlfferentlelle su1vante

A1 = Og,

et donc gréce a la g-inégalité de SOBOLEV logarithmique (5.7.1) de constante C' la
fonction I est décroissante, ce qui démontre la premiére partie du théoréme.

Réciproquement, soit a > 0. Soit f bornée de classe C! telle que I'inégalité (5.25)
soit vérifiée pour tout ¢ > 0. Cette inégalité implique alors que la fonction F' vérifie
F'(0) > 0 c’est-a-dire :

But, (¢) <C [ |Vaflzedy.
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Puisque a # 0, par un changement de fonction (af = g), on retrouve la ¢-inégalité
de SOBOLEV logarithmique de constante C. O

Remarque 5.7.3. — Dans le théoréme précédent, la seule restriction sur le para-
meétre ¢ est ¢ > 1. Mais on peut montrer de facon évidente qu’aucune mesure de
probabilité ne vérifie la g-inégalité de SOBOLEV logarithmique lorsque ¢ > 2. Ce
théoréme n’a donc de d’intérét seulement pour ¢ €]1,2] et dans ce cas, on a p > 2.

De méme qu’en section 3.3 du chapitre 3, cette inégalité d’hypercontractivité
permet d’obtenir des inégalités de transport.

Théoréme 5.7.4. — Soit 1 une mesure de probabilité sur R". On suppose que la
mesure |1 satisfait & une g-inégalité de SOBOLEV logarithmique L,, de constante
C, pour q €]1;2]. Alors la mesure p satisfait ¢ une inégalité de transport 7,, de

constante C' = (qC/(q — 1))1/((171), avec 1/p+1/q=1.

Preuve. — D’aprés la proposition 5.5.1, il suffit de montrer ’équation suivante

1 1
/eXp (EQ?’)Q) dp < exp (5 /gdu) :

pour toute fonction g lipschitzienne. Appliquant le théoréme précédent avec a = 0
et t = 1, on obtient

1\ ot 1\t
Joo (i) at)ancon (1) o)

ce qui démontre I'inégalité de transport 7, de constante C' = (¢C/(q — 1))@,
]

Remarque 5.7.5. — Tout comme pour la section 3.3 du chapitre 3, on peut aussi
démontrer le théoréme précédent en utilisant I’argument de HERBST. L’équation
différentielle que ’on obtient alors est un peu différente mais permet encore de
conclure.

Comme dans le cas de l'inégalité de SOBOLEV logarithmique classique, si la
mesure est log-concave, une inégalité de transport 7, implique une g-inégalité de
SOBOLEV logarithmique.

Théoréme 5.7.6. — Soit |1 une mesure de probabilité sur R™. On suppose qu’il
existe une fonction v conveze de classe C? telle que du(x) = exp(—1(x))dx. Si la
mesure de probabilité . satisfait & une inégalité de transport T, (p > 2) de constante
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C, alors elle satisfait a une g-inégalité de SOBOLEV logarithmique L, de constante
q—1
C' = <£> avec 1/p+1/q=1.

q—1

Preuve. — Pour démontrer ce théoréme, on utilise le théoréme de BRENIER et
MACCANN, ainsi qu’une généralisation de la démonstration de CORDERO-ERAUS-
QUIN (voir [CE0Ob] ou la démonstration du théoréme 8.4.5 de [ABCT00]).

Etablissons tout d’abord 'inégalité suivante, vérifiée pour la mesure p et pour
toute fonction g de classe C! telle que exp(g) soit une densité de probabilité par
rapport & u,

(5.26) Ent,,(¢?) < pr (T(e%dp, dpr)) ’1]< / van"egd“) ’

ou 1/p+ 1/q = 1. Appliquons le théoréme de BRENIER et MCCANN. Soit ¢ la
fonction donnée par le théoréme 5.5.3 pour les mesures exp(g)du et du. On a,
d’aprés le théoréme 5.5.3,

T,(eYdp, dp) = /Z (Oip)P- 1egd,u

Nous supposons, a nouveau ici, que la formule de changement de variable (5.18)
est licite. On peut donc écrire la formule de changement de variables suivante

e — exp (—u (2 = (V)7 1(2) ) )det (I, = V(Vi) 71 (2)),

ol les puissance de vecteur sont pris terme & terme. En prenant le logarithme, on
obtient

9@) = (@) — vz~ (Ve)7(x)) + log det (In—wwﬁx))

(5:21) < U@ - (o - (Vo) )——Zamo ().
=1
La convexité de la fonction v implique de plus que, pour tout x € R" :

(5.28) b(@) = vz = (Vo) 1(2)) < (Ve)71(2) - V().

Aprés multiplication par exp(g) et une intégration par parties pour chaque terme
de la somme, on obtient :

Ent,,( /(Z@Zg )P )egd,u
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L’inégalité de HOLDER pour les paramétres p et ¢ permet alors d’obtenir I'inéga-
lité (5.26). Pour conclure la démonstration du théoréme, il suffit alors d’appliquer
'inégalité de transport 7, et d’utiliser le fait que 1/p+1/q = 1.

Remarquons finalement que 'inégalité (5.26) peut également s’obtenir en adap-
tant la démonstration de OTTO et VILLANI (voir [OV00]). O

Remarquons que dans les théorémes 5.7.6 et 5.7.4, lorsque p = ¢ = 2, on retrouve
les cas exposés dans le chapitre 3. Et I'interrogation subsiste encore de savoir si,
ne serait-ce qu’a une constante prés, il y a équivalence entre une g¢-inégalité de
SOBOLEV logarithmique £, et une inégalité de transport 7, avec 1/p+ 1/q = 1.
Nous pouvons seulement juste constater que dans les deux théorémes précédents
se produit une perte au niveau des constantes, et ce méme dans le cas convexe.

5.8. Cas de la dimension infinie

La mesure de WIENER sur l’espace des fonctions continues satisfait & une in-
égalité de SOBOLEV logarithmique. Celle-ci peut, par exemple, se démontrer par
tensorisation de I'inégalité de SOBOLEV logarithmique pour la mesure gaussienne.
On pourra notamment consulter [CHL97|. Nous allons montrer dans cette derniére
section que le semi-groupe de HAMILTON-JACOBI associé a la mesure de WIENER
est hypercontractif, et par suite que la mesure de WIENER satisfait & une inégalité
de transport.

Il semble évident que le semi-groupe de HAMILTON-JACOBI que nous allons dé-
finir est déja connu de CRANDALL et LIONS, on pourra consulter leurs nombreux
articles sur les équations de HAMILTON-JACOBI en dimension infinie. Par contre
son utilisation dans le cas particulier de la mesure de WIENER ne semble pas connu.

Définissons dans un premier temps les objets que nous allons étudier, qui différent
des sections précédentes du fait de la dimension infinie. Les calculs sont présentés
pour la mesure de WIENER sur R pour simplifier les notations, mais peuvent étre
étendus a la mesure de WIENER sur R".

Notons H I'espace de CAMERON-MARTIN, défini par

H = {f . [0,1] — R absolument continue, vérifiant : f(0) =0, f € L2} ,
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et considérons la norme de CAMERON-MARTIN associée, définie pour toute fonction
f de [0,1] dans R, par

I 1l = / Js

oosi f ¢ H.

2
dssi feH

Définissons alors par (-)y; le produit scalaire sur H induit par la norme |||, ce
produit scalaire faisant de H un espace de HILBERT. Posons de plus,

Wy = {f :[0,1] continue, f(0) =0},

H est alors un sous-espace de Wy. Pour toute fonction f de Wy, définissons fina-
lement la fonction H par

(5.29) 1) = Sl

Cette fonction H représente le colit du transport que nous allons considérer. Nous
sommes maintenant en mesure de définir le semi-groupe d’HAMILTON-JACOBI que
nous étudierons. Soit [’ une fonction de W dans R, et posons pour tout ¢t > 0 et
pour toute fonction h € W,
(5.30) Q¢F'(h) = inf {F(h—wt)+tH(w)} = inf {F(h—wt)+tH(w)}.
weH weEWjo

Afin d’obtenir les résultats d’hypercontractivité pour le semi-groupe (Qg)¢>o,
nous avons besoin d’établir une formule analogue & I’équation (2.2) du chapitre 3.
Etablissons auparavant quelques propriétés du semi-groupe (Qt)t>0- Les proposi-
tions comme les démonstrations proposées ici sont inspirées de la dimension finie
étudiée par EVANS dans [Eva98|.

Proposition 5.8.1. —
-La fonction H, définie par I’équation (5.29), vérifie pour toute fonction h € H,

(5.31) Sup {(h,w)y — H(w)} = H(h).

-Pour toute fonction F' € Wy on a QoF = F.
-Pour tout 0 >t > s, on a sur l’espace Wy,

Qt = Qs © Qt—s-

Preuve. — Les deux premiers points de la proposition étant évidents, démontrons
la derniére assertion. Supposons s > 0. Soit h € Wy, on a alors aprés un changement
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de variable dans ’équation (5.30),
) h—w
QiF(h) = wle%g'o {F(w) + tH(T) } :

Soit f € Wy; la convexité de la fonction H entraine

tH(h;w) <(t—s)H(ftL:§> +sH(f;w).

On obtient donc, pour toutes fonctions w, f € W,

Q.F(h) < (t—s)H(ftL:g) +F(w)+sH(f;w).

Prenant I'infimum en w € Wy, puis en f € Wy, on obtient I'inégalité suivante :

(5'32) QtF(h) < Qs(Qt—s(F)(h))
Réciproquement, on a pour toutes fonctions w € Wy et f € Wy,
Q.F(f) < 5H<f - w) +Fw).

s
En posant f = (s/t)h + (1 — s/t)w, on est conduit a

(t—s)H(};_f) + Q.F(h) < (t—s)H(ftL_f) +5H<f_°") + F(w).

— S — S S

Cette derniére inégalité se simplifie en

(t — S)H(}; — f) + Q.F(h) < tH(h_T“’) + F(w).

Soit donc, pour toute fonction w € Wy,

h—w
Qu(Qu(F)()) < zH<—t ) ),
et aprés passage a I'infimum pour la variable w on obtient :

Qs(Qe—s(F)(h) < QeF(h),

ce qui a l'aide de I'inégalité (5.32) démontre la proposition.

— S

O

La proposition suivante énonce des propriétés de régularité pour le semi-groupe
(Qt)t>0. Nous dirons que la fonction I de W, dans R est H-lipschitzienne de

constante a > 0 si on a l'inégalité suivante :

[F(w+h) = Fw)] < allhllg,
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pour tout h € H et w € W,

Proposition 5.8.2. — Soit F une fonction de Wy dans R, H-lipschitzienne de
constante a.

Alors d’une part, pour tout t > 0, la fonction Q¢F de W, dans R est H-
lipschitzienne de constante «, et d’autre part, on a, pour toute fonction f € Wy,

(5.33) QE() - P <

«
—t,
pour tout t = 0.

2

Preuve. — Soient f € Wy et h € H. Pour tout € > 0, il existe w. € H tel que
QiF(f+h) > F(h—wt) +tH(w.) — &,
et
Qel'(f) = QeF'(f +h) S F(f —wet) = F(f + h —wet) +e,
la fonction F' étant H-lipschitzienne de constante «, on obtient :

QF(f) — QeF'(f + 1) < allhlly +e.

En faisant tendre ¢ vers 0, puis en échangeant les roles de f et f + h, on montre
que la fonction Q¢ F' est H-lipschitzienne de constante .

Montrons maintenant I'inégalité (5.33). D’aprés la définition de Q¢F et en utili-
sant le fait que F' est H-lipschitzienne, on obtient
(5.34) QuF(f) 2 F(f) —tsup {afwly - Hw)}-

we
Mais d’aprés ’équation suivante
aflwlly = sup {(h,w)y},

17|y Sex

I'inégalité (5.34) s’écrit

Q:F(f) = F(f)—t sup {sup{(h,w>H - H(w)}}

[hllgp<e (weH
En utilisant I'inégalité (5.31), I'inégalité (5.34) se simplifie alors en
Qel'(f) = F(f) —t sup H(h).

17|y Sex

On obtient donc

042

QF() ~F(f) > -5t
Puisque 'on a toujours Q¢ F'(f) > F(f), la proposition est démontrée. O
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Nous obtenons de plus le corollaire suivant :

Corollaire 5.8.3. — Soit F' une fonction de Wq dans R, H-lipschitzienne, alors
la fonction de R* dans R, définie par

t— QuF(f),

est ausst lipschitzienne.

Notons p la mesure de WIENER sur l'espace W,. Nous pouvons maintenant
énoncer I’équation différentielle vérifiée par le semi-groupe (Q¢):>o.

Théoréme 5.8.4. — Soit F' une fonction de Wy dans R, H-lipschitzienne. Alors
W presque-sirement on a pour tout t > 0,

d
(5.35) EQtFU) = —H(DQ:F(f)),
ou D représente l'opérateur gradient au sens du calcul de M ALLIAVIN.
L’obtention de ce théoréme nécessite le lemme suivant :

Lemme 5.8.5. — Soit F une fonction de W dans R et soit une fonction f € W,
telle que I’ admette un opérateur gradient en f. La propriété suivante est alors

vérifiée
F(f)—F
Preuve du lemme 5.8.5. — Par définition de 'opérateur gradient, on a forcément

DF(f) € H, soit donc
QuF(f) < F(f —tDF(f)) + tH(DF(f)),
QUF(f) ~ F(f) _ F(f ~ IDF(f)) - F(f)

~X

t t
En prenant la limite supérieure on obtient

QuF(f) — F(f)

t—0 t

+ H(DF(f)).

< —DprF(f) + HDF(f)),
olt Dpp(p) F'(f) représente la dérivée suivant la direction DF(f). Puisque

Dor(nF(f) = |IDF ()| = 2H(DF(f)),
on obtient 'inégalité

t—0 t
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Montrons maintenant 1’inégalité inverse. On a
QF(f) = inf {F(f ~ ) + tH(w)}.

Dans I’équation précédente, on peut, puisque F' est H-lipschitzienne de constante
a, prendre l'infimum pour les fonctions w vérifiant |lw|/y < 2a.
De plus, F' admettant un opérateur gradient en f, on a pour tout w € H,

F(f —tw) = F(f) = t{w, DF(f))g + te(w),
ot €(h) — 0 quand ||h|ly — 0. On peut alors écrire
QuF(f) = inf {F(f) = t(w,DF(f))y + tH(w)} — tsup |e(th)],

weH, ||lw|lp<2e (|7 <20

et ainsi

QE(f) — F(f) > —sup {(w,DF(f))y — H(w)} +t sup |e(th)|.

t wel Il <20

Faisant tendre ¢ vers 0 et utilisant 1’équation (5.31) on obtient

t—0

ce qui achéve la preuve du lemme. O
Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le théoréme 5.8.4.

Preuve du théoreme 5.8.4. — D’aprés le corollaire 5.8.3, puisque ’application F'
est H-lipschitzienne, 'application f +— QgF(f) est aussi H-lipschitzienne. D’aprés
larticle de ENCHEV et STROOCK, (voir [ES93|) cette application est p presque-
sirement différentiable au sens de 'opérateur gradient de MALLIAVIN. Le lemme
précédent entraine donc

Qt—l—sF(f) _QSF(f) — s —H

t n—00

(DQsF(f)),

/4 presque-stirement, ce qui démontre le théoréme. O

Ayant énoncé la propriété fondamentale que doit vérifier le semi-groupe (Qg)¢o,
nous pouvons établir maintenant le résultat d’hypercontractivité.

Théoréme 5.8.6. — Le semi-groupe (Qi)i>o satisfait, pour toute fonction F H-
lipschitzienne et pour tout a,t > 0, a linégalité suivante
(5-36) €% ] pq < Nl

la norme étant prise par rapport a la mesure de WIENER. [i.
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Preuve. — Soit G appartenant au domaine du gradient D. On a alors 'inégalité
de SOBOLEV logarithmique suivante, pour la mesure de WIENER,

Bat, (¢) < JE(IDGxe).

ou Entﬂ(eG) = E(eGG) — E(eG) logE(eG), I’espérance étant prise par rapport
a la mesure p. Soit @ > 0, posons alors pour tout ¢ > 0, f(t) = HthFHaH.
D’aprés ce qui précéde, si la fonction F' est H-lipschitzienne, alors f est de classe
C!. Un calculs analogue & celui du théoréme 2.1 du chapitre 3, permet d’achever la
démonstration. O

Ce théoréme d’hypercontractivité pour le semi-groupe (Qq):>o permet de déduire
une inégalité de transport pour la mesure de WIENER. Définissons la distance de
transport que nous considérons ici. Soit ¥ une mesure de probabilité définie sur
I’espace Wy,. Posons alors

T(v,p) = mf {H(f — g)dn(f,9)},
ot l'infimum est pris sur ’ensemble des probabilités m ayant comme marges v et .
La distance de transport T n’est pas forcément finie, puisque la fonction H n’est
finie que sur H, qui est un espace négligeable pour la mesure p. Exhibons un cas
ou celle-ci est finie. Soit h € H, et soit v = u;, la mesure p translatée par h. On
peut montrer de fagon élémentaire 'inégalité suivante

T(n, 1) < H().

TS(v, p) = Sup{/QFdV— /qu},

ou le supremum est pris sur ’ensemble des fonctions F' H-lipschitziennes et ou
Q = Q. Il est aisé de remarquer que pour toute mesure de probabilité v, on a
I’inégalité suivante

Posons de plus

TS(v, n) < T(v, ).

On ne peut certes pas conclure, en utilisant le théoréme 5.2.3 de KANTOROVICH-
RUBINSTEIN que TS(v, ) = T(v, u) car les hypothéses qu’il requiert ne sont pas
vérifiees. Néanmoins, d’aprés une démonstration due & VILLANI (communication
personnelle), le théoréme de KANTOROVICH-RUBINSTEIN s’applique dans notre
cas.

Nous pouvons donc utiliser les remarques précédentes pour montrer le théoréme
suivant que la mesure de WIENER satisfait a une inégalité de transport pour la
distance T.
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Théoréme 5.8.7. — La mesure de WIENER p vérifie l’inégalité suivante
(5.37) T(Fdu,dp) < Ent,(F),
pour toute fonction F', densité par rapport & la mesure L.

Preuve. — Faisant tendre a vers 0 dans I’équation (5.36), on obtient 'inégalité

suivante
/teFd,u < exp </Fd,u>,

pour toute fonction F' H-lipschitzienne. D’aprés la formule variationnelle de 1’en-
tropie on a

/ QFGdy — / Fdp < Ent,(G) .

En prenant finalement le supremum sur les fonctions £’ H-lipschitziennes sur 1’in-
égalité précédente et en utilisant le théoréme de KANTOROVICH-RUBINSTEIN en
dimension infinie, on obtient le résultat énoncé. O

Remarque 5.8.8. — D’aprés les techniques de tensorisation il semble possible de
démontrer le théoréme précédent en utilisant 1'inégalité de transport 75 pour la
mesure gaussienne.

Remarquons de plus, que le principal intérét de cette section est d’étendre les
résultats sur les inégalités de transport & une mesure de dimension infinie.
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