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Introduction

Cette these est consacrée a I’étude des théories homologiques et cohomologiques d’algebres
associatives et d’algebres de Hopf. Dans le premier chapitre (Chapitre 1), nous rappelons
quelques définitions et propriétés des algebres de Hopf et des bimodules de Hopf, ainsi
que des résolutions bar et cobar en relation avec les bimodules de Hopf.

Ce travail est constitué de trois parties.

Dans la premiere partie (Chapitres 2 & 4), nous unifions diverses théories cohomolo-
giques pour des algebres de Hopf de dimension finie, au moyen d’un foncteur Ext. Nous
étudions ensuite ces cohomologies a I’aide de cette unification, notamment en définissant
un cup-produit, que nous identifions au produit de Yoneda.

Deux des cohomologies que nous avons considérées sont dues a M. Gerstenhaber et
S.D. Schack. La premiere, définie dans [GS90], est une théorie a coefficients, que nous
notons Hf,¢(M, N), pour des bimodules de Hopf M et N sur une algebre de Hopf A.
Elle a été utilisée par P. Etingof et S. Gelaki (¢f. [EG]) pour étudier des algebres de
Hopf de dimension finie, semisimples et cosemisimples, sur un corps de caractéristique
positive.

M. Gerstenhaber et S.D. Schack ont introduit une deuxieme théorie dans [GS92],
qu'ils notent Hj(A, A), dans le but d’étudier les déformations de l'algebre de Hopf
A (comme la cohomologie de Hochschild est un outil pour I’étude des déformations
d’algebres). Ceci est dans la lignée de leurs autres travaux sur les déformations de struc-
tures en général, et d’algebres en particulier. De nombreuses structures algébriques ou
géométriques peuvent étre déformées, et a chaque type de structure et de déformation, on
peut associer une théorie cohomologique, de fagon a étudier et controler ces déformations.
Dans le cas des algebres associatives, la cohomologie qui apparait est la cohomologie de
Hochschild, pour les algebres de Lie, il s’agit de la cohomologie de Chevalley-Eilenberg,
pour les algebres commutatives, de la cohomologie de Harrison. D’autres structures ont
été étudiées, voir par exemple [GS88], [Ko]. M. Gerstenhaber et A. Giaquinto (cf. [GG])
ont étudié des déformations compatibles. Ils ont prouvé en particulier que la conjec-
ture de Donald-Flanigan est fausse pour le groupe des quaternions Q, c’est-a-dire que
I’algebre £Q, ou k est un corps dont la caractéristique divise ’ordre de Q, n’admet pas
de déformation séparable. L’étude de déformations particulieres d’algebres de Hopf (il
s’agit de déformations pour lesquelles la multiplication ou la comultiplication est in-
changée) a aussi permis a A. Giaquinto, dans sa these ([Gi]), d'interpréter la bigebre des
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matrices quantique M, (2) et le plan quantique kg comme des déformations de la bigebre
des matrices et du plan classiques. L’approche de M. Gerstenhaber et S.D. Schack de
I’étude des déformations est a mettre en relation avec la théorie de 1’élément de carré nul
de P. Lecomte (voir par exemple [Rg]), qui unifie I'étude des déformations de structures,
grace a des algebres de Lie différentielles graduées et leur cohomologie. Cette théorie a
été utilisée par D. Balavoine (voir [Ba]), qui a mis en place une théorie unificatrice, au
moyen d’algebres sur des opérades, qui permet de considérer en particulier les cas des
algebres commutatives et des algebres de Leibniz.

Enfin, C. Ospel a défini dans sa these ([Os]) une autre théorie cohomologique, notée
ici H%,(M, A), faisant intervenir un bimodule de Hopf N, afin de traduire la construc-
tion des groupes quantiques inhomogenes de P. Podles et S.L.. Woronowicz en termes
d’algebres de Hopf et de bimodules de Hopf.

Ces trois théories sont définies a partir de bicomplexes, qui font intervenir des
résolutions bar et cobar différentes.

Pour les unifier, nous avons considéré le foncteur Ext dans la catégorie des modules
sur une algebre associative X introduite par C. Cibils et M. Rosso dans [CR98] lorsque
I’algebre de Hopf A est de dimension finie. Cette algebre associative est une “algebre
enveloppante” de ’algebre de Hopf A; elle permet de considérer les bimodules de Hopf
comme des modules:

Théoréeme ([CR98]; woir Théoreme 1.30) Soit A une algebre de Hopf de dimension
finie. On considere I'algébre associative X définie de la facon suivante: elle est égale a
(A*P @ A*)®R(A ® AP), le produit sur les deux premiers et les deux derniers facteurs se
faisant composante a composante, et le produit sur les autres facteurs étant décrit dans la
formule (1.31) p33. Alors il existe une équivalence de catégories, préservant le k—espace
vectoriel sous-jacent, entre la catégorie des bimodules de Hopf sur A et la catégorie des
modules a gauche sur X.

En utilisant des résolutions particulieres de bimodules de Hopf et les propriétés des
foncteurs Ext, nous montrons:

Théoréme (voir Théoremes 2.13, 2.3 et 3.6)
(1) Soit A une algebre de Hopf quelconque. La cohomologie Hf,; généralise H; :

(2) Soit A une algebre de Hopf de dimension finie. Les cohomologies a coefficients sont
isomorphes:

Hgs(M, N)

*A4(M: A)

Ext’ (M, N)
Exty (M, A).

IR 1R

Notre interprétation en termes d’extensions de bimodules de Hopf nous permet, par
exemple, de donner d’autres définitions de cette théorie unifiée (voir Remarque 2.7),



ainsi que de démontrer I'invariance Morita. Elle nous permet aussi d’étudier la structure
algébrique des espaces de cohomologie (Chapitre 4); nous définissons et étudions un
cup-produit, et nous le relions au produit de Yoneda des extensions.

Le chapitre suivant (Chapitre 5) traite d’une généralisation aux algebres de Hopf
d’une autre théorie classique: 1’homologie cyclique. Dans [CM99], A. Connes et H.
Moscovici ont défini une cohomologie cyclique adaptée aux algebres de Hopf munies de
données supplémentaires (un grouplike et un caractere vérifiant certaines propriétés).
A. Connes et H. Moscovici ont introduit la cohomologie cyclique des algebres de Hopf
dans [CM98|. IIs 'ont utilisée pour résoudre un probléme de géométrie non commutative:
le calcul de I'indice d’opérateurs transversalement elliptiques sur des feuilletages. Inspirés
par ce travail, A. Connes et D. Kreimer (cf. [CK]) ont établi des résultats pour certaines
algebres de Hopf qui apparaissent naturellement dans la théorie des feuilletages, et
dans certaines théories de champs quantiques (algebres de Hopf d’arbres enracinés). Ces
dernieres algebres donnent des solutions a un probleme universel pour la cohomologie de
Hochschild (une application, importante dans leur étude de 1’algebre de Hopf d’arbres
enracinés, est un 1-cocycle).

Dans cette theése, nous placons d’abord cette cohomologie cyclique dans un con-
texte homologique, par analogie avec les travaux de Loday-Quillen et de Karoubi sur
’homologie cyclique des algebres (cf. [LQ] et [Kal), en introduisant un module cyclique
(cf. [Lo]). Nous étudions les algebres de groupe dans la Section 5.2, et interprétons cer-
taines décompositions classiques de Burghelea [B] et Karoubi-Villamayor [KV] en termes
d’homologie cyclique de Connes-Moscovici (voir Théorémes 5.13 et 5.15).

Certaines de ces décompositions se généralisent aux algebres de Hopf cocommutat-
ives: cela a été étudié par M. Khalkhali et B. Rangipour dans [KR] dans le cas de
caracteres et grouplikes triviaux; nous montrons que ces résultats sont encore valables
dans le cas de caracteres et grouplikes non-triviaux (Théoréme 5.24), et nous obtenons:

Théoréme (voir Théoreme 5.24) Soit A une algebre de Hopf cocommutative sur un corps
k et soit 7 un grouplike de A, central dans A et d'ordre fini n, tel que la caractéristique de
k ne divise pas n. Alors

HC{™P)(A) = HC.(k) ® H(A4; Jkg),
ot HC(mh) (A) désigne I'homogie cyclique de I'algébre de Hopf A munie du grouplike 7 et
des caracteres « et 3 vérifiant certaines relations, H" est I'homologie de Hochschild, et sk,

est le bimodule sur A dont la structure a gauche est donnée par le biais du caractére « et la
structure a droite par le biais de (.

Cette section de la these doit beaucoup a des discussions que j’ai eues avec Andrea
Solotar, que je remercie ici.
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Enfin, dans le dernier chapitre (Chapitre 6), nous étudions quelques exemples, et
donnons des calculs explicites d’homologies étudiées précédemment. Nous considérons
des quotients d’algebres de carquois.

Dans un premier temps, nous nous intéressons aux algebres de carquois tronquées
(i.e. quotientées par une puissance de ’idéal engendré par les fleches), et calculons leur
homologie cyclique classique grace aux résultats sur 1’homologie de Hochschild établis
par E. Skoldberg.

Ensuite, nous étudions le cas des algebres de Taft A,,, qui sont un cas particulier des
algebres ci-dessus. Ce sont des algebres de Hopf qui ne sont ni commutatives, ni cocom-
mutatives. Elles sont intéressantes pour diverses raisons; A, est un exemple d’algebre
de Hopf non-semisimple dont la dimension est le carré d’un nombre premier (cf. [M98]).
Elles sont de type de représentation fini; de plus, lorsque n est impair, A,, est isomorphe
au demi-groupe quantique u} (sl,) (¢ est une racine primitive n**"® de 'unité), et c’est
le seul demi-groupe quantique u, (g) en une racine de I'unité qui n’est pas de type de
représentation sauvage (cf. [C97]). D’autre part, A, n’est pas quasi-triangulaire (pour
chaque entier n), mais son groupe de Grothendieck est néanmoins un anneau commut-
atif (cf. [C93], [Gu]). Nous calculons I’homologie cyclique en tant qu’algebre de Hopf
des algebres de Taft.

Puis, nous considérons les algebres d’ Auslander des algébres de Taft. Nous en décrivons
une présentation par carquois et relations et en calculons 'homologie de Hochschild et
I’homologie cyclique classique. Les algebres d’Auslander sont utiles lorsqu’on consideére
les algebres artiniennes de type de représentation fini, puisqu’il y a une bijection entre
les classes d’équivalence Morita de telles algebres et les classes d’équivalence Morita
d’algebres d’Auslander (cf. [ARS]).

La structure d’algebre de Hopf d’une algebre A munit les groupes de Grothendieck
Ko(A) et Ky(A) des classes d’isomorphisme des modules projectifs (resp. de tous les
modules) d’une structure supplémentaire (qui correspond au produit tensoriel des mod-
ules), via la comultiplication de A. De plus, il y a une correspondance biunivoque entre
les modules indécomposables sur une algebre et les modules projectifs indécomposables
sur son algebre d’Auslander; dans le cas d’une algebre de Hopf, le groupe de Grothen-
dieck des Iy —modules projectifs est ainsi muni d’une structure multiplicative. Cepend-
ant, cette correspondance ne préserve pas les k—modules sous-jacents (k est un anneau
commutatif), et cette structure multiplicative ne semble pas recevoir d’interprétation
naturelle. Pour finir, nous calculons les caractéres de Chern des algebres de Taft et de
leurs algebres d’Auslander.

Une version abrégée en anglais du texte de cette theése (sans démonstration) suit
cette introduction.
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Introduction

In this thesis, we study homological and cohomological theories for associative algebras and
Hopf algebras. In the first chapter (Chapter 1), we recall some definitions and properties of
Hopf algebras and Hopf bimodules, as well as of the bar and cobar resolutions in relation to
Hopf bimodules.

This work is divided into three parts. The first part of this thesis (Chapters 2 to 4) is
devoted to the unification of these theories, by means of an Ext functor. We then study these
cohomologies, using this unification; in particular, we define a cup-product, which we identify
with the Yoneda product.

Two of the cohomologies we consider were introduced by M. Gerstenhaber and S.D. Schack.
The first one, which they define in [GS90], is a theory with coefficients, which we denote by
Hf¢(M, N), for Hopf bimodules M and N over a Hopf algebra A. It was used by P. Etingof and
S. Gelaki (c¢f. [EG]) to study finite-dimensional semisimple and cosemisimple Hopf algebras
over a field of positive characteristic.

M. Gerstenhaber and S.D. Schack introduced a second theory in [GS92], denoted by
H;(A, A), in order to study the deformations of a Hopf algebra A (as Hochschild cohomo-
logy is a tool for the study of deformations of associative algebras). This follows other work of
theirs on deformations of structures in general, and of algebras in particular. Many algebraic
or geometric structures can be deformed, and for each kind of structure and deformation, one
can associate a cohomology theory in order to study and control these deformations. In the
case of associative algebras, the cohomology which appears is the Hochschild cohomology, for
Lie algebras, it is the Chevalley-Eilenberg cohomology, for commutative algebras, it is Harrison
cohomology. Other structures have been studied, see for instance [GS88], [Ko]. M. Gersten-
haber and A. Giaquinto (cf. [GG]) studied compatible deformations; as a consequence of their
work, they proved that the Donald-Flanigan conjecture fails for the quaternion group Q; in
other words, the algebra k£Q, where k is a field whose characteristic divides the order of Q,
does not have separable deformations. The study of preferred deformations of Hopf algebras
(deformations for which the multiplication or the comultiplication remains unchanged) also en-
abled A. Giaquinto, in his thesis ([Gi]), to interpret the quantum bialgebra of matrices M,(2)
and the quantum plane kg as deformations of the classical bialgebra of matrices and plane.
M. Gerstenhaber and S.D. Schack’s approach to the study of deformations is related to P.
Lecomte’s theory of the square zero element (see for instance [Rg]), which unifies the study of
deformations of structures, by means of graded differential Lie algebras and their cohomology.
This theory was used by D. Balavoine (see [Ba]), whose unifying approach, via algebras over
operads, enables him in particular to consider commutative algebras and Leibniz algebras.
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Finally, C. Ospel defined in his thesis ([Os]) another cohomology theory, denoted here by
H*,(M, A), involving a Hopf bimodule N, in order to translate P. Podles and S.L. Woronowicz’s
construction of inhomogeneous quantum groups in terms of Hopf algebras and Hopf bimodules.

These three theories are defined via double complexes, involving various bar and cobar
resolutions.

To unify them, we have considered the Ext functor in the category of modules over an
associative algebra X introduced by C. Cibils and M. Rosso in [CR98] when the Hopf algebra
A is finite dimensional. This associative algebra is an ‘enveloping algebra’ of the Hopf algebra
A; it enables us to view Hopf bimodules as modules:

Theorem ([CR98]; see Theorem 1.30) Let A be a finite dimensional Hopf algebra. Consider
the algebra X defined as follows: it is equal to (A*P ® A*)®(A ® A), the product on the first
two and the last two tensorands being componentwise, and the product on the other tensorands
as in formula (1.31) p33. Then there exists an k—vector space-preserving equivalence between the
category of Hopf bimodules over A and the category of left modules over X.

Making use of special Hopf bimodule resolutions and of the properties of the Ext functor,
Wwe prove:

Theorem (see Theorems 0.21, 0.15 and 0.30)
(1) Let A be any Hopf algebra. The cohomology Hf, 4 generalizes Hj :

(A, A) = H; (4, A).

(2) Let A be a finite dimensional Hopf algebra. The cohomologies with coefficients are iso-
morphic:

H*GS(M’ N)

Hf44(M’ A)

Ext% (M, N)
Ext% (M, A).

IR 1R

Our interpretation in terms of extensions enables us, for instance, to give other definitions
of this unified theory (cf. Remarks 2.7 and 0.16), as well as prove Morita invariance (Sections
2.4 and 0.2.4); it also enables us to study the algebraic structure of the cohomology spaces
(Chapter 4 and Section 0.4); we define and study a cup-product, and relate it to the Yoneda
product of extensions.

In the next chapter (Chapter 5 and Section 0.5), we study an extension of another classical
theory: cyclic homology. In [CM99], A. Connes and H. Moscovici defined a cyclic cohomology
theory adapted to Hopf algebras endowed with extra data (a grouplike element and a character,
satisfying some properties). A. Connes and H. Moscovici introduced cyclic cohomology of Hopf
algebras in [CM98]. They used it to solve a problem in noncommutative geometry, namely the
computation of the index of transversally elliptic operators on foliations. Inspired by this
work, A. Connes and D. Kreimer (c¢f. [CK]) derived results on some Hopf algebras which
appear naturally in the theory of foliations, and in the theory of perturbative quantum field
theory (Hopf algebras of rooted trees). The latter provides a solution to a universal problem
in Hochschild cohomology (an important map in their study of the algebra of rooted trees is
a 1-cocycle).
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In this thesis, we first place this cohomology in a homological context, in the spirit of
Loday-Quillen and Karoubi’s approach to the cyclic homology of algebras (¢f. [LQ] and [Ka]),
by introducing a cyclic module (cf. [Lo]). We study group algebras in Sections 5.2 and 0.5.2,
and interpret some classical decompositions of Burghelea [B] and Karoubi-Villamayor [KV] in
terms of Connes-Moscovici cyclic homology (see Theorems 0.40 and 0.42).

Some of these decompositions are also valid for cocommutative Hopf algebras: this was
done by M. Khalkhali and B. Rangipour in [KR] in the case of trivial characters and grouplike.
We prove that this is still true when the characters and grouplike are non-trivial (Theorems
5.24 and 0.47), and we have:

Theorem (see Theorem 0.47) Let A be a cocommutative Hopf algebra over a field &, and let
7 be a grouplike in H. Assume 7 is central and of finite order n in H, and that the characteristic
of k does not divide n. Then

HC™P) (4) = HC, (k) @ H(4; okg).

where HC{™*#) (A) denotes the cyclic homology of the Hopf algebra A endowed with the grouplike
7 and characters « and (3 satistfying some conditions, H” is Hochschild homology, and gk, is the
A—bimodule whose left structure is given via the character a and whose right structure is given

via 3.
This section owes much to discussions I have had with Andrea Solotar, whom I thank here.

Finally, in the last chapter (Chapter 6 and Section 0.6), we study some examples, and
give explicit computations for some of the homologies we have previously studied. We consider
quotients of quiver algebras. In the first instance, we consider truncated quiver algebras (i.e.
the ideal of relations is a power of the ideal generated by the arrows), and compute their
classical cyclic homology, using a result of E. Skoldberg’s on their Hochschild homology.

Then, we study the case of the Taft algebras A,,, which are special cases of the algebras
above. They are Hopf algebras which are neither commutative, nor cocommutative. They are
interesting for various reasons; for instance, A, is an example of a non-semisimple Hopf algebra
whose dimension is the square of a prime (cf. [M98]). They are of finite representation type;
furthermore, when n is odd, A, is isomorphic to the half-quantum group u;} (sl,) (¢ primitive
n**—root of unity), and is the only half-quantum group u, (g) at a root of unity which is not
of wild representation type (cf. [C97]). Then, A, is not braided (for any integer n), but its
Grothendieck group is a commutative ring nonetheless (cf. [C93], [Gu]).

Next , we consider the Auslander algebras of the Taft algebras. We describe a presentation
of these algebras by quiver and relations, and compute their Hochschild homology and clas-
sical cyclic homology. Auslander algebras are useful when considering Artin algebras of finite
representation type, since there is a bijection between the Morita equivalence classes of such
algebras and the Morita equivalence classes of Auslander algebras (cf. [ARS]).

The Hopf algebra structure on an algebra A conveys an additional structure on the Grothen-
dieck groups Ko(A) and Ko(A) of isomorphism classes of projective (respectively all) modules,
since the tensor product over the base ring k of two A—modules is again a A—module, via
the comultiplication of A. Furthermore, there is a one-to-one correspondance between the in-
decomposable modules over any algebra and the indecomposable projective modules over its
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Auslander algebra; in the case of a Hopf algebra, therefore, the Grothendieck group of pro-
jective modules of T} is endowed with a multiplicative structure. However, this correspondance
does not preserve the underlying k—modules (k is a commutative ring), and this multiplicative
structure does not seem to have a natural interpretation. We finish with the computation of
the Chern characters of the Taft algebras and of their Auslander algebras.

An abridged English version of the text of this thesis (without proofs) follows.
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Abridged English version

In this chapter, we give a summary in English of the results in this thesis. We refer to the
French version for the proofs, and for additional details.

0.1 Generalities

0.1.1 Hopf bimodules over a Hopf algebra

In all this text, k is a commutative field (unless specified). If A is a Hopf algebra, its antipode
S will always be bijective. The definitions and properties of Hopf algebras and Hopf bimodules
are recalled in Chapter 1. Notations for morphism spaces are given in 1.13 p25; for instance,
if M and N are bicomodules over A, the space of bicomodule maps from M to N is denoted
by Hom“~4(M, N); if they are Hopf bimodules over A, the space of Hopf bimodule maps from
M to N is denoted by Hom 44(M, N). The symbol ® stands for the tensor product over k.

Tensor product of Hopf bimodules

We will need to consider tensor products over k of Hopf bimodules. The tensor product of Hopf
bimodules can be endowed with Hopf bimodule structures; if M and N are Hopf bimodules
over A, we shall consider two Hopf bimodule structures on M ® N (dual of each other), which
we will denote by MQN and M®N (see Section 1.2.1 for details). They involve diagonal
actions and codiagonal coactions as well as the standard ones.

These notations will also be used for the tensor product of bimodules or bicomodules,
‘forgetting’ some of the structures (see Remark 1.20)

Relative projective and injective Hopf bimodules

Definition 0.1 ([Sh-St]) A Hopf bimodule M is called a relative projective if the functor
Hom 44(M, —) takes exact sequences of Hopf bimodules that split as sequences of bicomodules
to exact sequences of k—uvector spaces.

Example 0.2 A projective Hopf bimodule is a relative projective.

Example 0.3 ([Sh-St]) If V is a bicomodule, then the Hopf bimodule AQV®A is a relative
projective (¢f. Example 1.25 p30).

Definition 0.4 A resolution of a Hopf bimodule is a relative projective resolution if all its
terms are relative projectives, and if it splits as a sequence of bicomodules.
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Relative projective resolutions have properties which are similar to those of projective
resolutions:

Proposition 0.5 Let P, — M be a relative projective resolution of a Hopf bimodule M, and
let ¢ : M — N be a Hopf bimodule morphism. Then, for every resolution Q, — N of N
which is split as a sequence of bicomodules, there exists a morphism of Hopf bimodule complexes
e : Po = Q, extending ¢, that is, such that the diagram

Po——M
N
Qu——N

is commutative. This morphism is unique up to a homotopy of Hopf bimodules.

For details, see Proposition 1.27 p30.
Dually, we can define relative injectives and relative injective resolutions; they have dual
properties (see Section 1.2.2).

Corollary 0.6 (1) (¢f. [Sh-St] Proposition 10.5.3) Two relative projective resolutions are ho-
motopy equivalent as Hopf bimodule complexes.

(2) (cf. [Sh-St] Lemma 10.4.1) Let Y and T be two relative projective resolutions of a Hopf
bimodule M, and let Z and U be two relative injective resolutions of a Hopf bimodule N. Then
the double complexes Hom4(Y, Z) and Hom 44(T,U) endowed with the natural differentials are
homotopy equivalent (hence their homologies are isomorphic).

(See Corollaries 1.28 and 1.29 p32).

The algebra X

Let A be a finite dimensional Hopf algebra. An algebra X was introduced by C. Cibils and
M. Rosso in [CR98], in order to view Hopf bimodules over A as modules over X (just as
bimodules over an associative algebra are left modules over its enveloping algebra). This they
do by viewing the right A—module structure of a Hopf bimodule as a left A°’—module stucture,
its left coaction as a left action of A*°P, and its right coaction as a left action of A*. They
obtain an algebra, whose underlying k—vector space is A*P @ A* ® A ® A°P. For more details,
see Section 1.2.3. They prove the following:

Theorem 0.7 ([CR98] Theorem 3.1, see Theorem 1.30 p33) Let A be a finite dimensional Hopf
algebra. There is a k—vector space-preserving equivalence of categories between the category of
left modules over X and the category of Hopf bimodules over A.

Remark 0.8 C. Cibils and M. Rosso also proved that the algebra X is isomorphic to the
direct tensor product H(A) @ D(A), where H(A) is the Heisenberg double of A, and D(A)
is the Drinfel’d double of A. However, this isomorphism is not explicit.
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0.1.2 Hochschild and Cartier (co)homologies

We shall give a few properties of the bar and cobar resolutions of a Hopf bimodule. For the
definitions and proofs, see Sections 1.3.1 and 1.3.2.

Hochschild (co)homology

Consider an algebra R, and a left module M over R. The bar complex B{(M) = @, _, R*"®
M is a free left module resolution of M; this can be seen via a homotopy h from id to 0. If M
is a bimodule over R, the bar resolution becomes a bimodule resolution of M. Now, replacing
R by the enveloping algebra R® = R ® R, we can construct another bimodule resolution of
M, that is B (M) = @, _, R®" @ M @ R®?*!. This latter resolution is a free bimodule
resolution, which is not necessarily true of the first one, unless M = R.

Suppose now that M is a Hopf bimodule over a Hopf algebra A. We can consider the
bar resolutions B;'(M) and By(M) := BJ(M). The bimodules B;' (M) and By(M) can be
endowed with Hopf bimodule structures as follows: Bg'(M) = RETT'QM and B,(M) =
REITI@ M@R®IT! (see Section 1.2.1). These complexes are then Hopf bimodule complexes.
Moreover, the homotopy 4 is a Hopf bicomodule map, so that these sequences split as sequences
of bicomodules. Therefore, we have:

Proposition 0.9 Let A be a Hopf algebra, and let M be a Hopf bimodule over A. Then BA(M)
is a Hopf bimodule resolution of M, and B,(M) (resp. BZ(A)) is a relative projective resolution
of M (resp. of A).

Definition-Proposition 0.10 The Hochschild homology H*(R, M) and Hochschild cohomo-

logy H} (R, M) of R in M are respectively Tor (R, M) and Ext}. (R, M); they can be defined
ezplicitly as in Definition 1.39 p36 and Remark 1.40 p36 (the h’s stand for Hochschild).

Cartier cohomology

We can dualize the definitions and results of the previous paragraph: given a coalgebra C' and
a bicomodule N, we shall consider two complexes, denoted by C&(N), C*(N) := Clicoc (N)
(where C®¢ = C' ® C°P). They are bicomodule resolutions of N, called cobar resolutions. For
more details, see Section 1.3.2.

When N is a Hopf bimodule over a Hopf algebra A, they become Hopf bimodule resolutions
with the following structures: C%(N) = A®PHI@N and CP(N) = ASPHEN@ADPTL, As in
the case of the bar resolutions, we have:

Proposition 0.11 Let A be a Hopf algebra, and let N be a Hopf bimodule over A. Then C%(N)
is a Hopf bimodule resolution of N, and C*(N) (resp. C%(A)) is a relative injective resolution of
N (resp. of A).

Definition-Proposition 0.12 The Cartier cohomology H:(N,C) of C with coefficients in
N is Ext{eoe (N, C); it can be defined explicitly as in Definition 1.44 p38 (the c stands for
Cartier).
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0.2 Gerstenhaber and Schack’s cohomology theories

We shall study the cohomologies that M. Gerstenhaber and S.D. Schack defined in [GS90] and
[GS92]. The cohomology of Hopf algebras was introduced in order to study the deformations
of Hopf algebras. In fact, the cohomology that we are going to study is adapted to the
deformations of Hopf algebras as Drinfel’d quasi-bialgebras; however, M. Gerstenhaber and
S.D. Schack also defined a cohomology which studies the deformations of Hopf algebras as Hopf
algebras, and they proved that these cohomologies fit into a long exact sequence involving the
Hochschild and Cartier cohomologies (see Remark 0.20 p5). We study here a cohomology with
coefficients, considered in [GS90]),and check that it generalizes the Hopf algebra cohomology
mentioned above. Then, we link this theory with the theory of Hopf bimodule extensions when
A is finite dimensional.

0.2.1 Cohomology of Hopf bimodules

This cohomology was defined by Gerstenhaber and Schack in [GS90]. Let A be a Hopf algebra,
and let M and N be Hopf bimodules over A. Combining the bar and cobar resolutions for M
and N, they construct a double complex with C%¢ (M, N) = Homay(B,(M),CP(N)) (with the
natural differentials; see Section 2.1).

Definition 0.13 We will denote by Hg,o(M, N) the cohomology of the total complex of this
double complez Clig(M, N).

Remark 0.14 The above double complex is isomorphic to the double complex with general
term

Ct4(M, N) = Homy, (A% @ M ® A%, A% @ N @ A®P),
endowed with the appropriate differentials (see Remark 2.2 p40).

0.2.2 Link with extensions

Recall that the Hopf bimodules over a finite dimensional Hopf algebra A can be viewed as left
modules over the algebra X associated to A (see Section 0.1.1). In this paragraph, we are
going to compare the cohomologies Hf, (M, N) and Ext’ (M, N).

Theorem 0.15 Let A be a finite dimensional Hopf algebra over k, and let M and N be Hopf
bimodules over A. Then Hf, (M, N) = Ext% (M, N).

Proof:  See Theorem 2.3 p40. The proof is based on the universal property of Extx; the
functor Ext% is characterized by the following (cf. [McL]):

1. Ext% (M, N) = Homx (M, N) = Homa4(M, N),
2. Exty (P,N) = 0 for every n > 1 and every projective Hopf bimodule P,
3. Ext%(—, N) is a cohomological d—functor (see [W] p30).

We also use properties of relative projective and relative injective resolutions.
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Remark 0.16 Using the properties of the Ext functor, we can see for instance that Hf, o (M, N)
is the homology of the complex Hom 44(P,, N), where P, is a projective reolution of M. This
will be useful further on.

Remark 0.17 When A is an infinite dimensional Hopf algebra, we do not know whether the
category of Hopf bimodules has enough projective or injective objects. If it had, the proof
of Theorem (.15 would still hold, and Gerstenhaber and Schack’s cohomology for two Hopf
bimodules Hf, o (M, N) would be isomorphic to the Ext functor in the Hopf bimodule category
Ext}, (M, N) between these Hopf bimodules.

0.2.3 Cohomology of a Hopf algebra

Let A be a Hopf algebra. We may consider Hj;g(A, A). On the other hand, M. Gerstenhaber
and S.D. Schack defined in [GS92] another cohomology for A, denoted by Hj (A, A). The object
of this paragraph is to compare them.

Using the resolutions Bar,(A) := B&(A) and Cob*(A) := C%(A) (see Paragraph 0.1.2
p3), we can construct the double complex

Cy*(A) := Homay(Bar,(4), Cob®(A)),
endowed with the natural differentials.

Definition 0.18 Gerstenhaber and Schack’s cohomology Hy (A, A) is the homology of the total
complex associated to the double complex C;**(A).

As in the case of Clg(M, N), we can give another description of Cp°(A) :
CP(A) = Homy (A®9, A%P),
with the appropriate differentials.

Example 0.19 If A is a group algebra kG, it is cosemisimple (in the finite dimensional case,
this means that its dual is semisimple), therefore H; (kG, kG) = Hj (kG, k) (see [GS92]; various
situations have been studied in [PW]).

Remark 0.20 Deleting the first row and the first column from the double complex C;*(A)
yields another double complex C’; *(A) (see [GS92] p79); the latter is adapted to the study
of the deformations of A as a Hopf algebra. The cohomology I:IZ (4, A) of this double complex
was used by A. Giaquinto in his thesis [Gi], to study preferred deformations of Hopf algebras.
There is a long exact sequence (see [GS92]) relating the Hopf algebra cohomologies:

.o HPA,A) 5 HP (A, A) —» HY (A k) @ H' (K, A) — ...

(for n > 1), where H} and H} denote respectively Hochschild and Cartier cohomologies (cf.
Paragraph 0.1.2, p3).

We shall now establish the connection between Hj (A, A) and Hf;4(A4, A).
Theorem 0.21 Let A be any Hopf algebra. Then Hf,o(A, A) = H; (4, A).
Proof:  See Theorem 2.13 p44.4
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0.2.4 Morita invariance of H},((M, N)

Let A and B be Hopf algebras which are Morita equivalent as algebras, the equivalence being
monoidal. Are the associated cohomologies (Hf, g relative to A and B) isomorphic?

Let us first define what we mean by a monoidal equivalence, and give a description of the
equivalence, as established by Mariano Suarez in [SA] (using Galois extensions of the base ring

Definition 0.22 Let A and B be algebras. We say that A and B are Morita equivalent with
monoidal equivalence if there exist a B — A—bimodule P and an A— B—bimodule Q satisfying:

P R4 Q=B as B—bimodules,

Q®Rp P = A as A—bimodules,
the functor P®4 —: A — Mod — B — Mod is monoidal,

the functor — ®4 Q : Mod — A — Mod — B is monoidal.

Remark 0.23 Let A and B be algebras which are Morita equivalent with monoidal equi-
valence. Then the functors P @4 — ®4 @ : A — Bimod —+ B — Bimod and ) ® g — ®p P :
B — Bimod — A — Bimod are monoidal functors which define a category equivalence.

Proposition 0.24 The functor A — Bimod — B — Bimod is given by P ® 4 — ® Q, where
Pisa B— A—bimodule and @ is an A — B—bimodule such that P ® 4 Q = B as B—bimodules
and Q ®p P =2 A as A—bimodules. These bimodules P and @ are coalgebras, and we have
B=(PQP)y:=(P®P)Qak,and Q = (AQ P)s := (A® P) ®4 k. The isomorphism
B:P®sQ > B associates [pa ® p'] to p ® [a ® p'], and the coalgebra structures of B and Q
depend on those of A and P as follows:
For B,
AB[P@p’] — [p(l) ®pl(2)] ® [p(2) ®pl(1)]
eslp®p =cep(p)er(p).
For Q,
Agla®p] = [a® @ pP @ [a® @ pM)]
eQla®p] = ea(a)ep(p)-

Finally, the natural isomorphisms
a:PRA(MON)®AQ 5 (POAM®4Q)® (P®aN®4Q)
andu: P®4k®4Q — k are given by:
p®(men)®@a®p]— P @me oV ®p'(2)]) ® (P @ne a® ®p’(1)])
and u(p® 1 ® [a ®p']) = ep(p)ea(a)ep(p’) for every m € M,n € N,p,p' € P,a € A.
The above enables us to prove:

Proposition 0.25 Let A and B be Hopf algebras which are Morita equivalent with monoidal
equivalence. Then the categories of Hopf bimodules over A and over B are equivalent.
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Proof:  See Proposition 2.17 p45. &

Let Hf,g /A denote Gerstenhaber and Schack’s cohomology of Hopf bimodules over A, and

Hi.g /B denote Gerstenhaber and Schack’s cohomology of Hopf bimodules over B. Then:

Corollary 0.26 Let A and B be finite dimensional Hopf algebras which are Morita equivalent
with monoidal equivalence. Let M and M’ be Hopf bimodules over A. Then

Heg/a(M,M') 2 Hiyg 5 (P ®a M ®4Q, P4 M ®4Q).

In particular,
H; (A, A) =2 H; (B, B).

Proof:  See Corollary 2.18 p46. &

0.3 Hopf bimodule cohomology

We are now going to introduce another cohomology adapted to Hopf bimodules, then compare
it with Hopf bimodule extensions when A is a finite dimensional Hopf algebra. C. Ospel defined
in his thesis [Os| a cohomology for A involving a Hopf bimodule over A. The definition which
follows is a generalization of this to two Hopf bimodules.

0.3.1 Definition

The construction of this cohomology is along the same lines as that of Gerstenhaber and
Schack’s cohomologies, using different bar and cobar resolutions.

Definition-Proposition 0.27 The spaces
Cﬁ’f(M, N) = HOmA4(M@A@Q+1’ A@p+1®N)

and the maps

dy : CPL(M,N) — CRITY(M,N)
«a = o\

d. : CBY(M,N) — ChIM(M,N)
o = (-1)fpoaq,

where

A M@ A%T?2 o M@ A®IT!
m Q ag q+1 = mag® ai,q+1
+37 (D)"m ... ®aiais1 @ ... ® ag1, and

p: ARPTLQ N 5 ASPT2Zg N
z = (Do (1) A+ ()PP (1% @ 67)) (x)

define a double complex, whose cohomology we shall denote by H%,(M,N), and call Hopf
bimodule cohomology ( the notation ay, n represents the element 4, ®. . .®ay). Let D = dp+d.
denote the differential of the total complex.
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Remark 0.28 As for the previous cohomologies, there are other descriptions of the double
complex C%; (M, N) (see Remark 3.2 p48).

Remark 0.29 It follows immediately from the definitions that H%, (A4, A) = H; (A4, A).

0.3.2 Link with extensions
We have once more an identification as follows:

Theorem 0.30 Let A be a finite dimensional Hopf algebra (cf. Section 0.1.1), and let M and
N be Hopf bimodules over A. Then there exists an isomorphism

HYy(M, N) = Ext} (M, N).

Proof: The proof uses the universal property of the Ext functor; the functor Exty is
characterized by the following (cf. [McL]):

1. Ext% (M, N) = Homy (M, N) = Homa4(M, N),
2. Ext% (P, N) =0 for every n > 1 and every projective Hopf bimodule P,

3. Ext%(—,N) is a cohomological é—functor (see [W] p30).

It is therefore enough to check that the functor H,(—, N) satisfies these properties.
For details on this, see Theorem 3.6 p50. &

0.4 Cup-product

Let H be the category of Hopf bimodules over a Hopf algebra A, and let M, N and L be three
Hopf bimodules over A. There exists a product

Ext}, (M, L) ® Ext}, (L, N) — Ext}, (M, N)
Feda — GoF,

the Yoneda product. By the Theorems 0.15 p4, 0.30 p8, and 0.21 pb, we therefore know that
if A is finite dimensional there exist graded products

>kAéL(]\ia L) & H:k44(LaN) ;) H:k44(Ma N)a

HE’S(MaL) ®H*GS(L7N) ;> H*G’S(MaN)

and
H; (A, A) @ H; (A4, A) - H; (A, A).

* ~Y

However, since the isomorphisms H%, = Ext and Hf,¢ = Ext are not explicit, we cannot
deduce the cup-products -« from the Yoneda product. We shall therefore proceed as follows:
we shall introduce a cup-product « on HY,, independent of X (and therefore without any
assumption on the dimension of A). We will define this cup-product on the double complex,
then prove that it yields a product on the cohomology. Finally, we shall prove that this
cup-product corresponds to the Yoneda product when A is finite dimensional.

Let us begin by defining and studying a cup-product for HY,.
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0.4.1 Cup-product on the Hopf bimodule cohomology

Proposition 0.31 Let f € Home(M@Am*s,A@s@L) be a p—cochain and g € Home(L@
A®TT A®" @ N) be a g—cochain. Set n = p+ g and ¢t = s + r. Define the n—cochain f — g €
Hom ;A (M @ A®"t A®t @ N) by:

fYvg(me® a1,nft) =

(~1)*@ (1% @ g) [f(m ®arp-s)-(AC D@, ... d) ey @al . ).

The differential D = dj, + d. of the total complex associated to the Hopf bimodule double
complex is a right derivation for the cup-product —, that is

D(f—g)=Df— g+ (-1)"f — Dy,

so that the formula for -« yields a product H%,(M, L) ® H%,(L, N) — H* (M, N).

Proof:  See Proposition 4.1 p58. &

Remark 0.32 The cup-product in H}(4, A) is as follows: let f be in Homy(A%P~5, A®%)
and g in Homy (A®9™" A®"); then

(Feg@®..®ay) = (1) i@ .. 0d?) AD@EY, . a)

®A(’"—1)(a§2) e ) g(a(Z)

2
Y aan p_s+1®...®a,(12t).

0.4.2 Cup-product and Yoneda product

We shall now relate the cup-product —« with the Yoneda product of extensions.

Theorem 0.33 Let A be a finite dimensional Hopf algebra. Let M, N and L be Hopf bimodules
over A. Let ppn : HYy (M, N) — Ext’ (M, N) be the isomorphism extending idgom 4, (a1, 3)-

Then, if f € HY,(M, L) and g € H%,(L, N), the relationship between the products is given
by

i (F = 9) = (1P o v (9) o phyp () :

the cup product and the Yoneda product are equal up to sign.

Proof: After proving universal properties of the cup-product and the Yoneda product,
we reduce to the case when g = 0; this case is proved by induction on p, thanks to a partial
associativity property, and the knowledge of ¢! (see Theorem 3.5 p49 and Proposition 3.11
p54). For the details of the proof, we refer to Theorem 4.4 p60. &
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0.5 Cyclic homology of Hopf algebras

In this section, we study a cyclic homology theory for Hopf algebras endowed with extra data
(a grouplike element and a character satisfying some relations involving the antipode). Connes
and Moscovici introduced cyclic cohomology for some Hopf algebras in [CM98]. They used
it to solve a problem in noncommutative geometry, namely the computation of the index of
transversally elliptic operators on foliations. Their definition may be slightly altered to include
a second grouplike element (and thus relax the conditions on the antipode).

In [Cr], Crainic gives an alternative definition of this cyclic cohomology in terms of X —-
complexes. He also computes some examples, and constructs a non-commutative Weil complex
which is related to the cyclic cohomology of Hopf algebras. Cyclic homology of Hopf algebras
also appears in the final section of his thesis. It was also used by Gorokhovsky in [Go] to
construct some cyclic cocycles associated to a specific vector bundle.

In this section, we first place this cohomology in a homological context, in the spirit of
Loday-Quillen and Karoubi’s approach to the cyclic homology of algebras (c¢f. [LQ] and [Ka]),
by introducing a cyclic module (¢f. [Lo]). This homology is defined for some Hopf algebras
endowed with a grouplike element and two characters. We study group algebras in Sections
5.2 and 0.5.2, and interpret some classical decompositions of Burghelea [B] and Karoubi-
Villamayor [KV] in terms of Connes-Moscovici cyclic homology (see Theorems 0.40 and 0.42).
We also compute the cyclic homology of cyclic group algebras (as Hopf algebras).

In this section, unless specified, k is a commutative ring with unit.

0.5.1 Generalities

Data: Let H be a Hopf algebra over k. Let S denote the antipode of H. Suppose there
are two characters a, 8 : H — k on H, and a grouplike element 7 in H. Set S; = 7S (i.e.
Sr(a) = 7S(a)), and assume that a(n) = 1 = f(7) and

(a* Sy *P)? =id, (0.35)

where % is the convolution product (defined for linear maps from H to H or k). The second
identity can be rewritten with Sweedler’s notation:

a(@™)a(S ()7 S%(@®)r 1 B(S(a?))B(a®) = a, Va € H.

Definition-Proposition 0.35 The following data define a cyclic module (see for instance
[Lo] Section 2.5) clmeh) .

C,(L”’o"ﬂ) = H®" for n >0,
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and

di : H®" 1 — HO"

alag)a ® ... ®ap if i =0,
a®...0a, aW®...0a;-10; ...Qa, ifl<i<n,
a9 ® ...Q® apn—108(an) ifi=n+1,

si:H®" — H®n+1
{a1®...®1®ai®...®an ifl1<i<n,

a®...00a, .
01Q...0a, Q1 ifi=n+1, and

tp: HS" —s HO"
3)

G ®...0a, a(agl)...ag))sw(agz)...ag))@)ag ®...®a"

n—1

(ai)
when n > 1. When n = 0, the maps become: dy = «, di = 3, so = n (the unit of H), and
to = idy.

The cyclic homology of H is the homology of the usual double complexes associated to a
cyclic module, or, when k contains Q, of the Hochschild complex factored by the cyclic action

te (see [Lo]). We shall denote this homology by Hom Y (H).

Proof: The main difficulty is in the proof of the relation #?*!; the details are in Definition-
Proposition 5.2 p66. &

Example 0.36 Suppose H is a group algebra kG. Then, for any element 7 in the centre of G,
and for any characters « and 8 on H, provided they take the value 1 at m, we can consider the
homology rc{™e?) (kG). We shall study examples of this situation in more detail in Paragraph
0.5.2.

In some cases, it is enough to consider one nontrivial character:
Proposition 0.37 If (a0 S3) %3 = (a0 S) x 3, then
Hcsjryaaﬁ) (H) o Hcsr:g,(aos)*ﬁ) (H)

More statements and proofs are given in Section 5.1. The main situation we shall consider
is in the following;:

Corollary 0.38 Let H be a commutative or cocommutative Hopf algebra. Then
HC,(:T’a’ﬁ) (H) o~ HC)(kW,Ea(aOS)*ﬂ) (H)

for all @ and £.
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Proof: Indeed, S? = id in this case (cf. [K1] Theorem I11.3.4). &

Since Ciﬂ’a’ﬁ H) 5 cyclic module, we can apply the general theory for cyclic modules.
There is a long periodic exact sequence, involving HCS]T’O"B ) (H) and the homology of the
underlying simplicial module of c(meh) (H); view k as an H—bimodule via:

a.A\.b = f(a) a(b), Ya,b € H and X € k.

Let gk, denote this bimodule. Then the homology of this simplicial module is in fact the
Hochschild homology of the underlying algebra of H with coefficients in gk,. Therefore,

Proposition 0.39 There is a long exact sequence (SBI):
o+ — Hi(H, gka) — HO{O) (H) — HOS? (H) — )y (H, gha) — -
(recall that H” denotes Hochschild homology).

We are now going to consider the case of a group algebra.

0.5.2 Cyclic homology of a group algebra

Unless specified, H is a group algebra kG, and the characters are both equal to the counit
e. D. Burghelea, M. Karoubi and O.E. Villamayor (see [B], [KV], [Lo]) have established a
decomposition of the classical cyclic homology of a group algebra HC,(kG). We are going to
interpret this in terms of the cyclic homology of Connes and Moscovici.

Theorem 0.40 For any discrete group G, there is a graded isomorphism:

HC.(kG) = P HCT(kG.).
(m)€(G)

Proof: The proof is close to that of Burghelea’s decomposition (see Theorem 5.13 p73). #

Remark 0.41 Using the results of [Lo] (7.4.11 to 7.4.13), we can give various interpretations
and decompositions of HCSZT’S’E)(kGW) :

Theorem 0.42 Assume one of the following conditions is satisfied:
(i) G is torsion-free,
(i) G is abelian,
(iii) k contains Q.
Let {m} denote the cyclic subgroup of G generated by m. Then, if the order of 7 in G is finite,

HC™) (kG ) = HC, (k) ® Ha (G /{}; k2,
and, when the order of 7w in G is infinite,

HC™ ) (kGr) = HL(G/ {}; cke)-
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Remark 0.43 A similar result was obtained in the cohomological context for Lie algebras, in
[CM99] and [CMO0O0].
We will see further on some generalizations of the results of Theorem 0.42.

Remark 0.44 These interpretations also enable us to compute explicitly HC,(f’E’E)(kG) when
G is a finite cyclic group, and therefore the classical HC, (kG) also: see Proposition 5.18 p74
and Corollary 5.19 p74; the results agree with [BACH2].

Now assume k is a characteristic zero field. When G is a finite cyclic group of order m, we
can compute its cyclic homology (as a Hopf algebra):

Proposition 0.45 The cyclic homology of the Hopf algebra H = k (Z/mZ) is given as follows:

HC ™) (H) = 0 if a # 8,

Hc(nn,a,a) (H) = k& Arm(m17r)2"/2 if n is even
(k/m k)"t if n is odd

where m is the order of (Z/mZ) /{r} and Ann(m,) = {\ € k/ mzA = 0}.

Proof: See Paragraph 5.2.2 p74. &

0.5.3 Decomposition of the cyclic homology of a Hopf algebra

Some of the results in the previous section generalize to cocommutative Hopf algebras.
Theorem 0.46 ([KR] Theorem 4.1) Let H be a cocommutative Hopf algebra. Then
uc>*9) (H) ~ °HC, (k) ® H (H; k).

In fact, as in the case of group algebras, this result can be generalized to include non-trivial
grouplikes and characters; I am grateful to Andrea Solotar for the fruitful discussions we have
had concerning the following result:

Theorem 0.47 Let H be a cocommutative Hopf algebra over a field k, and let 7 be a grouplike
in H. Assume 7 is central and of finite order n in H, and that the characteristic of k does not
divide n. Then

HC™ ) (H) = HC, (k) @ HI (H; o).

Proof:  See Theorem 5.24 p76. #

Remark 0.48 There is a partial result for more general Hopf algebras: let H be a Hopf
algebra, and assume there exists a grouplike element ¢ in the centre of H and a o—invariant
trace tr (cf. [KR]) such that ¢r(c) is invertible in k. Then HC!) (H) is a direct factor in
HC,(H).
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0.6 Examples of computations of various homologies

The details of the results of this section may be found in Chapter 6.

0.6.1 Truncated quiver algebras

Let € be a finite quiver (that is a finite oriented graph), k£ a commutative ring, and let k€
be the algebra of paths in € (k€ is the free k—module with basis the set of paths in €, and
the multiplication is obtained via the concatenation of paths). For all p € N, let €, denote
the set of paths of length p in €, and let m denote the ideal of k€ generated by €;. Consider
an admissible ideal I in k€ (that is, an ideal I such that there exists an integer n with
m” C I C m?). In [AG], D. Anick and E.L. Green introduced a new quiver I' which gave them
a minimal projective k€/I—resolution of the algebra k€, graded by the length of paths.

Using D. Anick and E.L. Green’s resolution, E. Skldberg, in [Sk], constructed a resolution
of the algebra A := k€/m" for n > 2 (see Theorem 6.1 p79).

Note that the differentials preserve the gradation, so that the Hochschild homology spaces
also are graded. Let Hg,q(A, A) denote the ¢*" graded part of the space HZ(A, A).

By means of the resolution in Theorem 6.1 p79, E. Skldberg computes the Hochschild
homology of A with coeflicients in A; to state this result, we shall need some notation: let C
denote the set of cycles in the quiver €, and for any cycle v in C, let L(vy) denote its length.
There is a natural action of the cyclic group (t,) of order L(vy) on v; let 7 denote the orbit of
v under this action, and let C denote the set of orbits of cycles.

Theorem 0.49 ([Sk]) Set ¢ = cn+ e, for 0 < e < n — 1 (with n > 2). Then the Hochschild
homology space HI! (A, A) is given by:

[ };0a fl<e<n-—-1land2c<p<2c+1,
@Hq(k("/\r)*l ® Ker(.- : k — k)b if e=0, and 0 < 2¢ = p,

$ D, (") @ Coker (.5 1k — k)’ ife=10,and 0 <2c—1=p,
k#<o if p=¢g=0, and

L0 otherwise,

where a, is the number of cycles of length ¢ in C, the integer b, is the number of cycles of length
r in C which are not powers of smaller cycles, and n A r is the greatest common divisor of n and 7.

Example 0.50 Suppose € = €(™ is the n—crown, that is the quiver with n vertices eg, ... , en_1

and n edges ag, ... ,a,-1, €ach edge a; going from the vertex e; to the vertex e; 1 for 0 <14 <
n — 2, and the edge a,—1 going from e,_1 to eg, as follows:

S K
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The algebra A, := k€™ /m" is called the Taft algebra.
The Hochschild homology of the Taft algebra A, is given by:

Hz,cn(An, Ay) = gt ifp=2corp=2c—1
Hg,O(Ana An) = k"
Hz,q(An, Az) = 0 in all other cases.

The resolution of Theorem 6.1 p79 also enables us to calculate other Hochschild homolo-

gies, useful for the computation of uc{™e? (A). Let @ and 8 be characters on A; the list of

characters on A is the following: for each vertex e;, there is one character «; which equals 1
on e;, and 0 on every other path in € (the e; are orthogonal idempotents, and the edges either
have different extremities, or have a power which is zero). In particular, the characters vanish
on all the paths of length greater than 1, so the differentials vanish. The homology H" (A, sk,)
is:

H}ZLC(Aa ﬁka) = ﬂka ®k€g k(’:nc
H’2lc—|—1(Aa ﬂka) = ﬂka ®k€8 kcnc—kl-

Example 0.51 For the Taft algebras, the results are:

{HQC(AM Kl ZEira=p

ch+1(Am ﬂka) =0

H? (A k,) =0
{ 2c(Ans pha) if a = ;41 and 8 = a,

Hi i1 (An, pka) =k

and in all other cases the homology is 0 in all degrees.

0.6.2 Cyclic homology of graded algebras
In this paragraph, k is a commutative ring which contains Q. When A is a graded k—algebra,

Connes’ SBI exact sequence splits in the following way:

Theorem 0.52 ([Lo] Theorem 4.1.13) Let A be a unital positively graded algebra over k con-
taining Q. Define ﬁz(A) = Hg(A,A)/HZ(AO,AO) and HC,(A) = HC,(A)/HCp(Ap). Connes’
exact sequence for HC reduces to the short exact sequences:

0 — HC,)_1(A4) — Ha(4) — HCy(A) — 0.

This will enable us to compute the classical cyclic homology of truncated quiver algebras;
combining the results for Hochschild homology and Theorem 0.52 p15 yields the following;:
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Proposition 0.53 Suppose n > 2. Then:

dimy, HCg, (k€/m™) = #&)+ Z Gente+ Y, (rAn—1)b

r|(c+1)n
n & rN

dimg HCgeq1 (k€/m™) = > (r—1)b,.

r|n

Corollary 0.54 When € is the n—crown, then the results are:

HCo(Ay) = K™,
HCQC+1(An) = k"1 for c € N.

Example 0.55 Let A be the quotient algebra k[X]/(X"™). It has a presentation by quiver
and relations (the quiver has one vertex and one loop), and its cyclic homology is k™ in even
degree, and vanishes in odd degree.

Remark 0.56 This agrees with the general results given in [BACH] and [BACH2] (in which
k may be a field of positive characteristic, or in fact any commutative ring).

0.6.3 Connes and Moscovici homology of some truncated al-
gebras

Here, k is a commutative ring which contains a primitive n—th root of unity (. The Taft
algebra A,, is then a Hopf algebra (see [C93]), with the following structure maps:

8(61') = (51',0, 8(0,1') = 0,
Ale;) = Z ejQe, Ala;) = Z (e; ®a; + laj ® e)),
j+I=i [n] j+I=i[n]
S(ei) =e—;,  S(a;) =—C""asiy,

where § is the Kronecker symbol and the indices are written modulo n. We can therefore
consider the homology HCom ) (Ap)-

First of all, we need to find out which characters and grouplikes (7, a, 3) satisfy the neces-
sary conditions (0.35) p10. There are n grouplike elements in A,,, given as follows:

n—1

= Z C“el.

=0

A triple (m;, o, @) satisfies relation (0.35) iff ui = 0 (mod n), vi =0 (mod n), and v—u+1+i =
0 (mod n). For instance, when u = v, this means that ¢ is necessarily equal to -1, and u and v
are equal to 0 (that is o, = € = a); when v = u — 1, it means that i is equal to 0, that is, m;
is equal to 1. We shall not need to know the details of the other possibilities.

Using the long periodic exact sequence (SBI) for HC{™ P (Proposition 0.39 pl2) and
Example 0.51, we obtain the following results:
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Proposition 0.57

HCéﬂ-nfl 7815) (An) —

kP21 if pis even,
0 if p is odd,

0 if p is even,

for all w € {0,... ,n — 1},
kP12 if pis odd, { }

HCZ()LOZuyaufl) (Ap) = {

uc{™*?(a,) = 0 in every other case.

Remark 0.58 Note that none of these homologies are direct factors in the classical HC,(A,),
which seems to preclude any possibility of decomposing HC,(A,,) as a sum of Connes and
Moscovici cyclic homologies.

0.6.4 Hochschild and cyclic homology of the Auslander algeb-
ras Iy of the Taft algebras A,

Auslander algebras are useful when considering artin algebras of finite representation type,
since there is a bijection between the Morita equivalence classes of such algebras and the
Morita equivalence classes of Auslander algebras (cf [ARS]).

The Hopf algebra structure on an algebra A conveys an additional structure on the -
Grothendieck groups Ko(A) and Ko(A) of isomorphism classes of projective (respectively all)
indecomposable modules, since the tensor product over the base ring k of two A—modules
is again a A—module, via the comultiplication of A. Furthermore, there is a one-to-one cor-
respondance between the indecomposable modules over any algebra and the indecomposable
projective modules over its Auslander algebra; in the case of a Hopf algebra, therefore, the
Grothendieck group of projective modules of I}y is endowed with a multiplicative structure.
However, this correspondance does not preserve the underlying k—modules, and this multi-
plicative structure doesn’t seem to have a natural interpretation.

In this paragraph, we study the example of the Taft algebras; they are Hopf algebras
which are neither commutative, nor cocommutative. They are interesting for various reasons;
for instance, A, is an example of a non-semisimple Hopf algebra whose dimension is the square
of a prime (cf [M98]). They are of finite representation type; furthermore, when 7 is odd,
A, is isomorphic to the half-quantum group u; (sl,)(¢ primitive nt"—root of unity), and is
the only half-quantum group u/(g) at a root of unity which is not of wild representation
type (cf [C97]). Then, A, is not braided, but its Grothendieck group is a commutative ring
nonetheless (cf [C93], [Gu]).

These examples show that the non-commutative, non-cocommutative Hopf algebra struc-
ture on A, does not yield a natural multiplicative structure on its cyclic homology. There is
a product, however, obtained by transporting that of Ky(A,) via the Chern characters, which
are onto for A, and Ij,,,.

In this paragraph, k is an algebraically closed field.

The quiver of the Auslander algebra

Definition 0.59 Let A be a finite-dimensional basic algebra over an algebraically closed field
k, with only a finite number of isomorphism classes of indecomposable modules. The Auslander
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algebra of A is:
[y == Enda(®meinan M),

where indM is the set of isomorphism classes of indecomposable A—modules.

The algebra Iy has a quiver, which is the opposite of the Auslander-Reiten quiver of A.
The relations on this quiver are given by the mesh relations (see [ARS] p232).
When the algebra A is A,,, with n > 1, the quiver is the following;:

(o,n-1)
(n-1,n-2)

a
. Lue.
i-Lu <’fel,u
Lu
- e .
: €iu-1

0.0

where both vertical outer edges are identified (the quiver is on a cylinder: see [GR]). Let
@ denote this quiver, let {e;,/(i,u) € Z/nZ x Z/nZ} be the set of vertices of @), and let
{@iw; bin/ (i,u) € Z/nZ x Z/nZ} be the set of edges of @, as in the figure above.

The mesh relations on this quiver are: a;;_2b;;_1 = 0 for all ¢ € Z/nZ (the composition
of two edges of any ‘triangle’ under the top diagonal is zero), and a;jy—1biy + bi—1,40in = 0
for all 7 and w in Z /nZ (the squares are anticommutative).

The algebra I}, is the quotient of the path algebra k(@) by the ideal generated by these
relations.

Remark 0.60 The algebra I}, is not a Hopf algebra, since its quiver is not a Cayley graph
(see [GrS] Theorem 2.3; in relation to this, see also [CR97], in which the authors study the
case without relations). Another argument can be given: if I were a Hopf algebra, it would
be selfinjective as an algebra (cf [M93]), therefore of homological dimension 0 or co; however,
the homological dimension of an Auslander algebra is at most 2 in general (see [ARS]), and in
this case it is not zero, since A, itself is not semisimple ([ARS] Proposition 5.2 p211).

Hochschild and cyclic homologies of T,

We are going to use a minimal projective resolution of I, as a Iy, —bimodule. This resolution
is due to Happel who considers a more general situation in [H] 1.5.
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Theorem 0.61 ([H]) If
..~ Ry >R, 1 —>... >R = Ry—1I), >0

is @ minimal projective resolution of I as a I} —bimodule, then

dimg Exty, (Siu;Sj,v)
Ry= P (D€ ®eiulh,) A -

(i, w)
@ v)

Specifically:

Ry = Pheiu®einln,
(i,u)

R = P @Oueru@eudi)e @ e ®eiul,)
{(i, ) {(i’“)
itut1 i Fu
R2 = @ PAn 61;1,u71 &® ei,uPAn

{(i, w)
P Fu
R, = 0ifp>3.
Applying the functor T}, ®r, -1, —, we obtain a complex:
00— ... —0—EkQo —0.
This yields:

Proposition 0.62 The Hochschild homology of I}, is:

HA(T), ,Th,) = kQo = k™’
HS(TAn,TAn) =0 Vp € N¥,

and hence the cyclic homology of I}y is:

Vp € N.

HCyy(Th,) = kQo = k™
HC2+1(Th,) =0

Remark 0.63 There doesn’t seem to be any connection between these results and those for
Ap.

0.6.5 Chern characters of A, and I}

Let Ko(Ay) (resp. Ko(I,)) be the Grothendieck group of projective A,—modules (resp.
I\, —modules). We are interested in the Chern characters chg, : Ko(Ay,) = HCop(Ay) (resp.
Ko(Ty,) = HCyp(Ih,)). We shall write [P;] (resp. [P;,]) for the isomorphism class of the
projective module at the vertex e; (resp. e;y,)-
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Set o = (yp,2p,--- ,Y1,21,%0) € N1 where y, is given by y, = (—1)P(2p)!/p! and
zp = (—1)P=1(2p)!/2(p!). There is a system of generators of HCq;,(A,,) (resp. HCop,(Ih,)) given
by the following set:

{o? .= oP(ei,... ,e;) € (TotCC(Ay))2p /i =0,... ,n—1}

(resp. by {qu = 0P(eius--- ,€iu) € (TotCC(I),))2p / 4w € {0,1,... ,n—1}}).
Counsider the elements

€A, — Ay
A= )\ej

in M1(A,) and

€yt FA — FA,,

n

A = Aei,u

in M;(I}, ); their ranges are the corresponding projective modules. Then by definition of the
Chern characters (see [Lo] 8.3.4 and [Ka] Chapter II), we have:

cho([Pj]) = choylej]) = tr(e(ej)) = 0% in HCyp(A,)
chop([Pid) = chop((eia]) = o

5“‘

using the isomorphisms M, (A) = M, (k) ® A and [Lo| Lemma 1.2.2. Here,

c(ej) = (ype?QPH,zpe?Qp, . ,zle?Q,yoej-) e M(T),)®?* M @...o M(Ty,).

Remark 0.64 There is a decomposition formula for the tensor product of indecomposable
modules on A, (see [C93], [Gu]). From this formula, we get inductively:

T

chop([L1] ® ... ® [L;]) = (1/n?) H (dimL;) (ob,... 0" ), forr > 2,

=1

where the L; are arbitrary projective A, —modules. Unfortunately, this product in the cyclic
homology doesn’t seem natural.

Remark 0.65 Let Ko(A,) be the Grothendieck group of all A,,—modules (not just the pro-
jective ones). Then K¢(A,) = Ko(I), ). Hence, if N; ,, is the indecomposable A, —module which
starts at the vertex ¢ and ends at the vertex u, it corresponds to the projective Iy, —module
P, and we get a map:

FO (An) — HCQp (FAn )

: P
Niw = T

Remark 0.66 Although I, is not a Hopf algebra, its Grothendieck group Ky(I,) does have
a ring structure, albeit not natural: for every [P] in Ky(I}, ), there exists a [B] in Ky(A,) such
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that [P] = [Homp, (M, B)], where M is the sum of all isomorphism classes of indecomposable
Ap,—modules. If [Q] = [Homy, (M, C)] is another element in Ky(I}, ), we can set

[P].[Q] = [Homy,, (M, BRC)]

(the k—module B® C is a A,—module since A, is a Hopf algebra). In fact, using the decom-
position in [C93] and [Gu], the product can be written:

Z}’;{ (Piyjttiuto—t] ifu+to - (i+j) <n-1,
[Iji,u][Pj,v] = Z?:O[Pi—kj—l—l,u—kv—kl—l] + va_zje+1[Pi+j+m,u+v—m]
ife:=u+v—(i+j)—(n—-1)>0

where u and v represent elements in Z/nZ such that v — i and v — j are in {0,1,... ,n — 1}.
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Chapter 1
Généralités

Ce texte traite de théories (co)homologiques d’algebres de Hopf. Nous allons donc tout
d’abord rappeler quelques définitions et propriétés de ces objets, ainsi que des bimodules
de Hopf. Nous ferons aussi quelques rappels sur les résolutions bar et cobar, en précisant
certaines de leurs propriétés liées aux bimodules de Hopf.

Dans toute la suite, k£ est un corps commutatif. Le symbole ® désigne le produit
tensoriel sur k.

1.1 Algebres de Hopf

Définition 1.1 Une bigebre sur k est une algébre associative (A, p,n), ot i : AQA — k
est la multiplication et n : k — A est l'unité, munie de deux structures k—Ilinéaires
supplémentaires:

e une counité ¢ : A — k,

e une comultiplication A: A - A® A,
satisfaisant auzr propriétés suivantes:

e la counité (e ®1)oA=idy = (1®e)o A

e la coassociativité (A®1)oA=(1Q A)oA

o ¢ et A sont des morphismes d’algebres, ot AQA est munie de la structure d’algébre
dont le produit est donné par (a @b)(a' ® V') = aad’ @ bY'.

Le triplet (A, A, ¢) est appelé cogebre.

Exemple 1.2 Soit G un groupe. L’algebre du groupe, kG, peut étre munie d’une
structure de bigebre de la fagon suivante: on pose £(g) =1 et A(g) = g ® g pour tout
élément g € (G, et on prolonge par linéarité.

Définition 1.3 Un élément a de A vérifiant A(a) = a ® a est appelé grouplike.

23
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1.2. Modules et comodules; bimodules de Hopf

Notation de Sweedler La comultiplication sera notée A(a) = a) ® a'® pour a €
A. Grace a la propriété de coassociativité, lorsqu’on applique & nouveau A a 'une
quelconque des deux composantes, on obtient le méme résultat, qui est noté ¢!t ® a® ®
a® . Nous noterons A® cette opération, et, plus généralement, A™ I’application qui &
un élément a de A associe ¢ ® ... ® a1,

D’autre part, Papplication id® ' @ A @ id®" ™ : A%" — A®("+1) gera notée A;.

Définition 1.4 Soit (C,A,e) une cogébre. La cogébre co-opposée est (C°P, A ¢),
dans laquelle la comultiplication A est égale ¢ T o A, ot T est l’automorphisme de
A® A qui envoie a ® b sur b ® a. Une cogébre est dite cocommutative si elle est €gale
4 8$G Co-0pposée.

Un morphisme de cogebres f : C — C' est une application linéaire qui vérifiecof = ¢
et Ao f=(f®f)oA. Un morphisme de bigebres est une application linéaire qui est
a la fois un morphisme d’algébres et un morphisme de cogébres.

Définition 1.5 Soient C une cogébre et A une algebre sur k; alors Homy(C, A) est
muni d’une structure d’algébre via le produit de convolution: fxg= o (f® g)o A.

Définition 1.6 Soit A une bigébre. L’inverse de idy € Homy(A, A) pour le produit de
convolution, s’il existe, est appelé antipode et noté S. C’est un antimorphisme d’algébres
et de cogébres. Dans la notation de Sweedler, [’antipode est caractérisée par la relation:
aMS(a?) = g(a) = S(aV)a® pour tout a € A.

Dans la suite, nous supposerons toujours que l’antipode est inversible.

Définition 1.7 Une algebre de Hopf est une bigébre munie d’une antipode.

Exemple 1.8 La bigebre kG est munie d’une structure d’algebre de Hopf, pour laquelle
S(g) =g~ Vg€ G.

1.2 Modules et comodules; bimodules de Hopf

Définition 1.9 Soit C' une cogébre. Un comodule a droite sur C est un k—espace
vectoriel muni d’une application k—linéaire 6 : M — M ® C' faisant commuter les
diagrammes:

M—2 -~ MeC et M—2-MeC.
5 18A \ 1Qe
M®C M®C®C M®k

s®1

On note 6(m) = m) @ my).
On peut définir de la méme fagon un comodule a gauche; les composantes qui sont
dans C' sont alors notées avec des indices négatifs.
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Définition 1.10 Un morphisme de comodules a droite f : M — N est une application
k—linéaire telle que S™) o f = (f ®id) o 64,

Définition 1.11 Soit A une bigébre. Lorsque M est un A—module a droite, munissons
M ® A de la structure de A—module & droite donnée par (m ® a).b = m.b") ® ab®.
Un module de Hopf & droite M sur A est un module a droite sur A qui est aussi
un comodule a droite sur A, tel que le morphisme de structure 6 : M — M ® A soit un
morphisme de A—modules a droite.
Un bimodule de Hopf sur A est un module de Hopf a droite et a gauche sur A, ces
deuz structures étant compatibles:

e les actions commutent: b.((a ® m).c) = (b.(a ® m)).c pour tous a,b,c € A et
m e M,

e les coactions commutent: (d; ® id) o dg = (id ® dg) © Oy,
e les coactions sont des morphismes de A—bimodules

(01, désigne la coaction & gauche, dg la coaction & droite).

Exemple 1.12 La bigebre A est un bimodule de Hopf sur elle-méme, les coactions étant
égales a A.

Notations 1.13 Etant donnés deux bimodules de Hopf M et N, I’espace des morph-
ismes de bimodules de Hopf de M dans N sera noté Hom 44(M, N); I'espace des morph-
ismes de bimodules de Hopf de M dans N; la notation Hom,_ (M, N) désigne 'espace
des morphismes de A—modules & gauche de M dans N; Hom (M, N) est I'espace
des morphismes de A—comodules a droite, etc. La notation Hom_ (M, N) sera aussi
utilisée lorsque M et N sont des A—modules & gauche, la notation Hom (M, N) sera
utilisée lorsque ce sont des A—comodules a droite, etc.

Lorsque A est une algebre de Hopf, les bimodules de Hopf sur A ont une structure
particuliere. Avant de la donner, nous avons besoin d’une définition:

Définition 1.14 Soit A une algébre de Hopf, et soit M un A—comodule a droite. Les
coinvariants de M sont les éléments de ’ensemble M® = {m € M/6r(m) =m ® 1}.

Exemple 1.15 Considérons A comme un comodule & droite sur lui-méme. Alors A% =
k1. En effet, k1 C AR et si a € AR, nous avons a = (¢ ®id) o A(a) = £(a)1 € k1.

Remarque 1.16 Soit M un bimodule de Hopf. Alors M*® = Hom “(k, M), ot k est
le A—comodule & droite trivial, c’est-a-dire que dz()\) = A ® 1 pour tout \ € k.

Preuve: Considérons les applications ¢ : Hom *(k, M) — M® et o : M® —
Hom™*(k, M) données par ¢(f) = f(1x) et ¥»(m)(\) = Mm. Ces applications sont bien
définies, c’est-a-dire que ¢(f) est un coinvariant a droite et 1)(m) est un morphisme de
comodules & droite, et elles sont réciproques 'une de 'autre. &
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Théoréme 1.17 ([M93] 1.9.4, [Sw]) Soit A une algebre de Hopf, et soit M un bimodule de
Hopf. On consideére le bimodule de Hopf dont le k—espace vectoriel sous-jacent est A® M
et dont les structures sont données par:

b.(a®v) = (ba) v

Sr(a®v) =aV @v®a?
(a®v).b=ab® @ S~1(6(?)).v.6()
r(a®v) = aWv_qy ® a® ® vy).

Les bimodules de Hopf M et A @ M sont isomorphes. En particulier, M est libre en tant
que A—module a gauche et A—comodule a droite.

Démonstration: L’isomorphisme est donné par

AQME — M
a®u = a.,

son inverse associant m) ® S~ (m(1)).m) & m. @

Remarque 1.18 L’espace M n’est pas un sous-bimodule de Hopf de M : c’est un
sous-bicomodule, mais pas un sous-bimodule. Cependant, M® peut étre muni d’une
structure de bimodule croisé sur A au sens de Yetter, ou, dans le cas ou A est de
dimension finie, d’une structure de module sur le double de Drinfel’d D(A%) (cf. [Ro]).

Dans le paragraphe 1.2.3, nous verrons une autre interprétation des bimodules de
Hopf sur une algebre de Hopf de dimension finie.

Lemme 1.19 Le foncteur coinvariant (—)% qui va de la catégorie des bimodules de Hopf
dans la catégorie des k—espaces vectoriels est exact.

Preuve:  Soit (E) : 0 — M; — My, — M; — 0 une suite exacte de bimodules de
Hopf. D’apres le Théoreme 1.17, le bimodule de Hopf M est libre en tant que comodule
a droite, donc injectif (¢f. [DNR] Section 2.4.), donc la suite (E) est scindée comme
suite de comodules a droite.

Ainsi, en appliquant le foncteur Hom~*(k, —) (grace & la Remarque 1.16), nous ob-
tenons une suite exacte 0 — M — M — ME — 0. &

1.2.1 Produit tensoriel de bimodules de Hopf

Nous serons souvent amenés a considérer le produit tensoriel sur £ de bimodules de
Hopf. Celui-ci peut étre muni de plusieurs structures de bimodule de Hopf; nous en
considérerons deux, que nous présentons ici.
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Soient M et N deux bimodules de Hopf. Nous noterons M @N le bimodule de Hopf
suivant:

pr: AQ MN — MQN,
a@m@n = amdn
r: MON®A — MQN;
men®a = MmOna
or, : MN — A® MQN;
men = meyney @ mep) & n)
Op : M®@N — MQN ® A;
men = mep) & ne) @ mmna)-

Les actions sont les actions standard, les coactions sont codiagonales.
L’espace M ® N peut étre muni d’une autre structure de bimodule de Hopf (duale
de la précédente), que nous noterons MQN :

ur: A MN — MQ®N;
—

a®@m®n aWm @ aPn
pUr: MRAN®A — MQN;
men®a — ma ®na?
o7, : M®@®N — AQ® MQ®N;
men = my) @ me) @n
OR : M®@N — MQN ® A;
men — m&nqg & na)-

Ici, ce sont les coactions qui sont standard, et les actions qui sont diagonales.

Remarque 1.20 Supposons que M et N soient des bimodules sur une algebre associ-
ative A. Nous pouvons comme ci-dessus munir M ® N d’une structure de A—bimodule,
que nous noterons encore MQ@N : les actions a gauche et a droite de A sur M®N sont
les actions standard décrites ci-dessus.

Lorsque A est une algebre de Hopf (et M et N sont toujours des bimodules sur A),
nous pouvons munir M ® N d’une autre structure de bimodule, dont les actions sont
des actions diagonales décrites ci-dessus; nous noterons encore M®@N ce bimodule.

Dualement, étant donnés deux bicomodules M et N sur une cogebre A, nous pouvons
munir M ® N de la structure de bicomodule donnée par les coactions standard ci-dessus;
nous noterons MQ@N ce bicomodule. Lorsque A est une algebre de Hopf, nous pouvons
considérer un autre bicomodule, noté M®N, dont les coactions sont codiagonales.
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D’autre part, si V' est un k—espace vectoriel et si M et N sont des bimodules sur
une algebre associative, nous noterons encore M@V Q@N le bimodule dont les actions
sont standard; si W est un k—espace vectoriel et si M et N sont des bicomodules, nous
noterons MW QN le bicomodule dont les coactions sont standard. Si de plus V' (resp.
W) est un bicomodule (resp. un bimodule) et si M et N sont des bimodules de Hopf,
alors le bimodule (resp. bicomodule) obtenu est un bimodule de Hopf, avec les coactions
codiagonales (resp. actions diagonales).

Nous allons maintenant rappeler des isomorphismes qui seront utiles par la suite:

Lemme 1.21 Soient C' une cogebre, M un comodule a droite sur C, et E un k—espace
vectoriel. Alors I'espace Hom’C(M, E®C) des morphismes de comodules a droite de M
dans E®C est isomorphe a Homy (M, E).

Preuve: Considérons a : Hom™%(M, E®C) — Homy(M,E) quia f: M - E®C
associe (id ® ) o f et 8 : Homy(M, E) — Hom (M, E®C) qui & g : M — F associe

L’application (3 est bien définie; en effet, si g € Homy (M, E), il faut vérifier que 3(g)
est un morphisme de comodules & droite: or dzo3(g) = dgo(gRid)odr = (§RA)odr =
(9Rid®id)o (id® A)odr = (¢ ®id®id) o (g ®id) 0 0 = (B(9) ®id) o .

De plus, «a et [ sont des isomorphismes réciproques I'un de 'autre; en effet, d’une
part

a(B(g)) = (id @) o (9 ®id) 0 G = (9@ idy) o (id ® ) 0 b = g

et d’autre part
Bla(f)) =[(([d®e)o f)Qid]odr = (ild®e®id)odpo f = (i[d®e®id) o (Id®A)o f = f.

Ceci montre 'isomorphisme. &

Remarque 1.22 En combinant les morphismes de modules et de comodules, nous
pouvons établir d’autres isomorphismes du méme type. Citons-en quelques-uns:
(1) Soient C une cogebre, M un bicomodule sur C et E un k—espace vectoriel; alors

Hom“™ (M,C®F) = Hom,(M, E)

Hom“ (M, C®FE®C) = Hom (M, E).

(2) Dualement, soient R une algebre associative, M un bimodule sur R et E un
k—espace vectoriel; alors

Homp_(RQFE, M) = Homy(E, M) =2 Hom_g(EQR, M)

HOIHR_R(R@E@R, M) = Homk (E, M)
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(3) Enfin, soient A une algebre de Hopf, £ un bicomodule sur A, F' un bimodule sur
A et M un bimodule de Hopf sur A; alors

Homa4(A®R EQ A, M) = Hom™ “(E, M)

HOIIIA4(M, A@F@A) &= HomA,A(M, F)

et
Hom 4 (A®E® A, AQF®A) = Homy (E, F)

Preuve: Les isomorphismes de (1) se démontrent comme le Lemme 1.21 (on peut
aussi prendre la cogebre coopposée), et ceux du (2) sont classiques. Esquissons les
preuves du premier et du troisieme isomorphisme du (3), par exemple.

Pour le premier, considérons les applications

o : Hom (AR E®A, M) — Hom* 4 (E, M)

et
B : Hom?~4(E, M) — Hom 4 (AQE®A, M)

définies par a(f) = (id®e ®id) o f et (g) = (Id ® g ® id) o (6, ® id) o Jg. Comme
dans la preuve du Lemme 1.21, nous montrons que ces applications sont bien définies et
qu’elles sont réciproques I'une de I’autre.

Pour le troisitme, nous composons l'isomorphisme précédent avec celui du (1). é#

1.2.2 Bimodules de Hopf relativement projectifs, injectifs

Nous allons maintenant considérer deux classes de bimodules de Hopf, les bimodules de
Hopf relativement projectifs, et ceux qui sont relativement injectifs (les définitions et
résultats qui suivent peuvent étre trouvés dans [Sh-St] Ch. 10).

Définition 1.23 ([Sh-St]) Un bimodule de Hopf M est dit relativement projectif si
le foncteur Homy4(M, —) (cf. paragraphe 1.13 p25) transforme les suites ezactes de
bimodules de Hopf qui sont scindées comme suites de A—bicomodules en suites exactes

de k—espaces vectoriels (une suite exacte M’ Iy M % M" de bicomodules est scindée si
la suite 0 = Im f — M — Im g — 0 est scindée).

De fagon duale, un bimodule de Hopf N est dit relativement injectif si le foncteur
Homy4(—, N) transforme les suites exactes de bimodules de Hopf qui sont scindées en
tant que suites de A—bimodules en suites exactes de k—espaces vectoriels.

Exemple 1.24 Un bimodule de Hopf projectif (c’est-a-dire un bimodule de Hopf P
tel que le foncteur Hom4(P, —) soit exact) (resp. injectif, c’est-a-dire un bimodule
de Hopf I tel que le foncteur Hom 44(—, I) soit exact) est relativement projectif (resp.
relativement injectif).
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Exemple 1.25 ([Sh-St]) Soit V' un bicomodule; alors le bimodule de Hopf AQV®A
(voir la Remarque 1.20) est relativement projectif. En effet, nous avons un isomorph-
isme Hom 4 (A®V®A, —) = Hom”~*(V, —) (voir Remarque 1.22) et ce dernier foncteur
transforme bien les suites exactes scindées de bicomodules en suites exactes de k—espaces
vectoriels.

De méme, si V' est un bimodule, AQV®A est relativement injectif (¢f. Lemme 1.21
et Remarque 1.22).

Nous allons maintenant définir ce qui va s’apparenter aux résolutions projectives et
injectives de modules:

Définition 1.26 ([Sh-St]) Une résolution d’un bimodule de Hopf est dite relativement
projective si tous ses termes sont relativement projectifs et si elle est scindée comme
suite de A—bicomodules; elle est dite relativement injective si tous ses termes sont
relativement injectifs et si elle est scindée en tant que suite de A—bimodules.

Les résolutions relativement projectives (resp. relativement injectives) ont des pro-
priétés semblables a celles des résolutions projectives (resp. injectives):

Proposition 1.27 Soit P, — M une résolution relativement projective de M et soit
@ : M — N un morphisme de bimodules de Hopf. Alors, pour chaque résolution Q, — N
de N qui est scindée comme suite de bicomodules, il existe un morphisme de complexes de
bimodules de Hopf ¢, : P, — Q, qui prolonge ¢, c'est-a-dire tel que le diagramme

P.LM
o
Qo do\N

soit commutatif. Ce morphisme est unique a homotopie (de bimodules de Hopf) pres.
Un résultat similaire est valable pour les résolutions relativement injectives.

Preuve: Nous construirons les ¢, et montrerons leur unicité par récurrence sur n (en
posant ¢_; = @), en adaptant la démonstration de [CE] Proposition V.1.1. Auparavant,
nous allons donner une propriété des bimodules de Hopf relativement projectifs qui

servira a plusieurs reprises:

Propriété 1 Considérons le diagramme

N 1/
e M
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dans lequel P est un bimodule de Hopf relativement projectif, M’ — M — M" est une
suite exacte de bimodules de Hopf scindée en tant que suite de bicomodules et 7 est un
morphisme de bimodules de Hopf.

Si ar = 0, alors 7 admet une factorisation 3o o, ou o : P — M' est un morphisme de
bimodules de Hopf.

Preuve: Cela se déduit du fait que la suite
Homa(P, M) £5 Hom (P, M) % Homuu (P, M")

est exacte, puisque P est relativement projectif.

Revenons a la preuve de la Proposition. Considérons le diagramme
50

podp
do
Qo —— N —0.
Puisque P, est relativement projectif et Q9 — N — 0 est scindée comme suite
de bicomodules, d’apres la Propriété 1, il existe un morphisme de bimodules de Hopf
oo : Py — Qg vérifiant dy o ¢y = ¢ o dy. Considérons ensuite le diagramme

P
$ood1
d 4
Q1 —— Qo —— N.

Comme dy o ¢y od; = ¢ odyod; = 0, en utilisant a nouveau la Propriété 1, nous
voyons qu’il existe ¢ : P; — ()1, morphisme de bimodules de Hopf, satisfaisant a la
relation dy o ¢1 = ¢ o di. Supposons donc, par récurrence, qu’il existe des morphismes
de bimodules de Hopf ¢, : P, — @y, avec d, 0 ¢y, = ¢p_10d, pour 0 < n < r (et r > 1).
Nous pouvons donc considérer le diagramme

P,

¢r—10dy
dr : dp_1
CQT - Cgr—l - Cgr—2a
et, comme précédemment, en déduire ’existence d’'un morphisme de bimodules de Hopf
¢, : P, — @, vérifiant d, o ¢, = ¢,_1 0 d,.
Ceci termine la preuve de ’existence de ¢.
Supposons maintenant qu’il existe deux morphismes de complexes de bimodules de
Hopf ¢, et ¢, de P, dans Q,. Considérons alors le diagramme

Py

T

d 4
1\Q0 O\Na

@1
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ol 7 = ¢ — ¢p. Puisque dyoT = dyo ¢y —dyody = ¢ody— ¢ody = 0, nous
pouvons a nouveau utiliser la Propriété 1 pour en déduire I'existence d’un morphisme
de bimodules de Hopf so : Py — (1 avec dy o s9 = ¢y — ¢o. Supposons alors, par
récurrence, qu’il existe un morphisme de bimodules de Hopf s, : P, — Q,11 satisfaisant
a dpy1 08y + Sp—1 0d, = @), — ¢, pour tout 0 < n < r. Du diagramme

P,

T

dt1 ~ d
Qi1 —— Qr —= Q1

avec T = ¢ — ¢, — S,_1 o d,, nous déduisons l'existence de s, : P, — (41 tel que
T =dy41 08, Cest-a-dire d, 108, + S,_10d, = @, — P W

Corollaire 1.28 (c¢f. [Sh-St] Proposition 10.5.3) Deux résolutions relativement projectives
(resp. relativement injectives) d’'un bimodule de Hopf sont homotopiquement équivalentes
comme complexes de bimodules de Hopf.

Corollaire 1.29 (c¢f. [Sh-St] Lemma 10.4.1) Soient Y et T deux résolutions relativement
projectives d'un bimodule de Hopf M et soient Z et U deux résolutions relativement injectives
d'un bimodule de Hopf N. Alors les bicomplexes Hom 44(Y, Z) et Hom 44(7, U), munis des
différentielles naturelles, sont homotopiquement équivalents (donc leurs homologies sont
isomorphes).

Preuve: D’apres la Proposition 1.27, il existe des équivalences homotopiques de
complexes ¢ : T - Y et w:Y — T dunepart et v : Z7 — U et 7 : U — Z d’autre
part. Considérons

¥ :Homyg(Y,Z) — Homyy(Y,U)
a — You

7 :Homyy(Y,U) — Homuu(Y,Z2)
g = mop

¢ :Homyy (Y, U) — Homy(T,U)
Y = Y09

w:Homuay(T,U) —> Homuu(Y,U)
v — vow.

Ce sont des morphismes de complexes. Montrons que ) et 7 définissent une équivalence
d’homotopie. Soient hy et hz les homotopies vérifiant

dzhz+hzdz = id—’/TOQ/J
dUhU+hUdU id—@bom
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Définissons hy(a) = (—1)7hz o a et ho(3) = (—1)7" hy o B pour o € Homa4(Yy, Z)
et f € Homay(Yy, U). Notons D la différentielle de Homa4(Y, Z), donnée par D(a) =
(—1)4dzoa+aody sia € Homuy(Y,, Z). Alors hy est une homotopie de o) a l'identité.
En effet:

Dhl(a) + th(Of) = dzhzOé + (—1)q+1hzady -+ hzdza + (—1)qhzady
= (ld—7ov)x
= a-To(a).

Nous pouvons montrer de la méme fagcon que hy; est une homotopie de 1 o T a
I'identité, et que ¢ et W définissent une équivalence d’homotopie.
Ainsi, en composant les deux équivalences, nous obtenons le corollaire. #

1.2.3 L’algebre X; interprétation des bimodules de Hopf comme
modules

Cette algebre, introduite par C. Cibils et M. Rosso dans [CR98], permet d’interpréter
les bimodules de Hopf comme des modules.

Soit R une algebre associative. On peut considérer son algebre enveloppante R® =
R ® R, et ainsi identifier les bimodules sur R et les modules sur R¢. Poursuivant ce
principe, C. Cibils et M. Rosso ont considéré les bimodules de Hopf sur une algebre
de Hopf A de dimension finie; soit M un tel bimodule de Hopf. Sa structure de
A—comodule a droite peut étre vue comme une structure de module & gauche sur A*
(le dual d’une cogebre est une algebre; wvoir par exemple [M93] 1.6.4. ou [Sw]). En
transformant ainsi chacune des structures du A—bimodule de Hopf M en structure de
module a gauche sur une algebre adaptée, ils obtiennent:

Théoréme 1.30 ([CR98]) Soit A une algebre de Hopf de dimension finie. On considere
I'algebre associative X définie de la fagon suivante: elle est égale 3 (A*P ® A*)®(A ®
A°P), le produit sur les deux premiers et les deux derniers facteurs se faisant composante a
composante, et

(1®1) & @eb)][(®k)S(1®1)] (1.31)

= 1y (SaD)kay (S™1al)la) (S0 ) kia) (SH?) [(Uo) ® ki) B (a® @ b)),

(ol on note p*(1) = Iy ® l(2)). Alors il existe une équivalence de catégories, préservant
le k—espace vectoriel sous-jacent, entre la catégorie des bimodules de Hopf sur A et la
catégorie des modules a gauche sur X.

Remarque 1.32 Soit M un bimodule de Hopf sur A. Sa structure de X —module a
gauche s’écrit

[(1® k)& (0 ® B)]m = HaWm 1yp0)k(a®mb®) (@@ mH).
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Remarque 1.33 C. Cibils et M. Rosso ont également démontré que X est isomorphe
au produit tensoriel direct H(A) @ D(A)°? du double d’Heisenberg de A avec 'opposé
du double de Drinfel’d de A; cet isomorphisme n’est pas explicite.

Remarque 1.34 Les foncteurs qui définissent I’équivalence X — Mod — H, o1 X —
Mod est la catégorie des X —modules a gauche et H est la catégorie des bimodules de
Hopf sur A, sont exacts, puisqu’ils préservent les k—espaces vectoriels sous-jacents. En
effet, soit 0 - M' — M — M" — 0 une suite exacte de X —modules. Il s’agit aussi
d’une suite de bimodules de Hopf lorsque M’', M et M" sont considérés comme des
bimodules de Hopf, et elle est exacte, puisque la suite de k—espaces vectoriels sous-
jacente 1’est.

Conséquence 1.35 Un X—module P est projectif si et seulement s’il est projectif
lorsqu’il est considéré comme bimodule de Hopf.

1.3 (Co)homologies de Hochschild et de Cartier

Dans les (co)homologies que nous allons considérer, les (co)homologies de Hochschild et
de Cartier ([Cal]; woir aussi [Do]) jouent un réle important. Nous allons donc rappeler
certains aspects de ces théories, et les placer dans le contexte des bimodules de Hopf.

1.3.1 (Co)homologie de Hochschild

Résolutions bar

Considérons une algebre R et un module a gauche M sur R. Posons, pour ¢ > 1,
BE(M) = R®*' @ M. C’est un module & gauche sur R via

a(ro®...Q0r,®@m)=ary®...Qr,®m, Ya,re,...,rq € R,Ym € M.

Pour chaque ¢ > 0, 'application 0} : Bf(M) — B[ | (M), qui envoie ry®...®r,®@m
sur Zg:_(}(—l)iro ®...0TTriy1®...0r,@m~+ (—1)ry® ... rym, est un morphisme
de R—modules & gauche, tel que O} 0 %, = 0 (nous écrivons un % en puissance pour
distinguer les différentielles correspondant a Hochschild des autres différentielles qui
apparaitront par la suite).

Définition 1.36 Le complere B (M) = @ _, Bi(M), avec les différentielles 0}, est
appelé complexe bar de M. -

Ce complexe est en fait une résolution libre de R—modules a gauche de M. Pour voir
cela, considérons ’application

he: BE(M) — Bﬁl(M);
T — 1®x
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elle satisfait aux identités agﬂhq + hq,lag = id, pour ¢ > —1. Il s’agit donc d’une
homotopie de id a 0, et le complexe bar est exact.
Nous pouvons faire la méme construction a droite.

Remarque 1.37 Supposons que M soit un bimodule sur R; nous pouvons alors lui
associer deux résolutions bar:  BE(M) et BE' (M), on R® = R ® R est I'algébre
enveloppante de R. Ce sont toutes deux des résolutions de bimodules de M; cependant,
la seconde est libre en tant que R°—module, ce qui n’est pas le cas de la premiere en
général, sauf si M = R.

Cas des bimodules de Hopf Nous nous intéresserons par la suite a la situation
suivante: A est une algebre de Hopf et M est un bimodule de Hopf sur A. Nous
pouvons considérer les résolutions bar BA(M) et BA (M) de A—bimodules de M (voir
la Remarque précédente). Nous noterons pour simplifier B,(M) := BA°(M).

Dans cette situation, nous pouvons munir By (M) et By(M) de structures de A—bi-
modules de Hopf: ~ dans les notations de la Section 1.2.1, B{(M) = A2T'@M et
B, (M) = AR M@ A21t, Ces complexes sont alors des complexes de bimodules de
Hopf; montrons par exemple que la différentielle 0" de la résolution B{'(M) est un
morphisme de bicomodules. Ecrivons 0 = Y7 ((—1)'d; avec di(ro ® ... ® ry ® m) =
70®...0rirTi1®...0r,@msi0 <i<g—letdy(ro®...0r,®m) =riQ...Qr;_1®r,m.
Alors, chacun des d; est un morphisme de bicomodules: montrons-le pour dy et d,, pour
simplifier les notations. Nous avons:

(id®do)(0L(re® ... Qr,®@m)) = (id® dp) (r(()l) . .rél)m(,l) ® 7"(()2) ®...0 7'52) ® myo))
= D @i PP e . @ @ my
= O0p(rori®re®...r,m)

= 5L(d0(7“0®...®7“q®m)),

(do ® id) (r(ro® . .. @r,@mM)) = (d@id)(r’ ®@... 07 @ mey @1l ...1Pmq))
= 7"(()1)7‘§1) ®R...Q T((Il) @ M) & 7"(()2) .. .T((IQ)m(l)
= Jr(ror®...Qr,@m)
= p(do(ro®...Q@ 1, ®m))

pour dg et

(id ® d) (Op(re® - .. @r@m)) = (id@dy)(rs"...r1"m @ rd @...0r? @mg)
= 7"(()1) .. .rél)m(_l) &® 7'(()2) ® 7“52) ®...8 7"(52_)1 ® T(SQ)TTL(O)
= Ip(ro®r®...Rr,_1Qr,m)
= 0p(dy(ro®...®r, ® m)),
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(dg ®id)(0r(ro® ... @re@m)) = (dg@id)(r{’ ® ... @ @ mgy @7l ...rm))
T(()l) ®...0 7“((11,)1 024 rél)m(o) ® r((f) .. .rf)m(l)
Or(10® ... Qre_1Qr,m)

dr(dy(ro®...®@1,®m))

pour d,.

Nous le montrerions de méme pour les autres d;, ainsi que pour les différentielles des
autres résolutions bar.

D’autre part, rappelons qu’une suite exacte M’ Jy M % M" de bicomodules est
scindée si la suite 0 — Imf — M — Img — 0 est scindée. Ici, pour chaque g¢,
I’homotopie h, est un morphisme de A—bicomodules, car les structures sont codiagonales
(C’est aussi le cas pour BZ(A), mais pas pour BZA(M)), ce qui entraine que la suite B, (M)
est scindée en tant que suite de bicomodules. Résumons tout cela:

Proposition 1.38 Soient A une algebre de Hopf et M un bimodule de Hopf sur A. Alors
BZ2(M) est une résolution de bimodules de Hopf de M et B,(M) (resp. B2(A)) est une
résolution relativement projective de M (resp. de A) (voir la Définition 1.26).

Preuve: Il reste & vérifier que By(M) (resp. B;'(A)) est relativement projectif pour
tout ¢ > 0; ceci découle de ’Exemple 1.25. &

Cohomologie et homologie de Hochschild

Soit R une algebre associative et soit M un bimodule sur R.

Définition 1.39 Le n*™¢ groupe de cohomologie de Hochschild de R a coefficients dans
M est le k—espace vectoriel

H}(R, M) = H"(Homg_g(BE(R), M)), n € N,

Le n*™me groupe d’homologie de Hochschild de R a coefficients dans M est le k—espace
vectoriel

Hy(R, M) = H,(M ®r-g BJ'(R)).
Remarque 1.40 Nous pouvons définir ces complexes de facon plus explicite:

1) La cohomologie de Hochschild de R a coefficients dans M est la cohomologie du
complexe

h h Ah
0— M 28, Homy (R, M) Su N Hom; (R®?, M) — Homy (R M) — ...
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ot \(m)(r) = rm — mr, pour tous m € M,r € R et

qg—1

)\h(f)(ro q) =Tp. f ry ,a +Z H—lf T . ®Tz’rz+1 X. ®7'q) + (—1)q+1f(1'0’q_1).7'q
1=0

pour tout f € Homy(R®9, M); ici rg 4 désigne ro @ ... ®@ 4.
2) L’homologie de Hochschild de R dans M est I’homologie du complexe

MR L e R s e R o

ot pf(m ®r) =mr — rm, pour tous m € M,r € R, et
qg—1
Pim®r1q) = mri @raq+ Z(—l)”lm ®..0TTi1®...07r;+ (=) rm@ryq 1.
i=0
Enfin, nous donnons une autre interprétation de ces homologies qui permet de
changer de résolution:

Théoréme 1.41 La cohomologie et I'homologie de Hochschild de R dans M sont iso-
morphes respectivement 3 Ext’. (R, M) et Tor™ (R, M).

Nous allons maintenant considérer les versions duales de ces théories.

1.3.2 Cohomologie de Cartier
Résolutions cobar

Considérons une cogebre C' et un comodule & gauche N sur C. Posons, pour p > 1,
Cl(N) =C®*™ @ N : c’est un comodule & gauche sur C' via

co®...®cp®n+—>c(())®c(())® Q1R cpON.

Pour chaque p > 0, application 9? : C%(N) — C%t'(N), qui envoie ¢g ® ... ® ¢, ® n
sur
p
Z(—l)"co ®...0MG®...0¢0n+ (=16 ®...® ¢ ®n_1y ®n),
i=0
est un morphisme de C'—comodules & gauche tel que 87 o 9 = 0 (ici, le ¢ en indice
symbolise la différentielle de Cartier).

Définition 1.42 Le compleze C&(N) = @,>_, Ct(N), avec les différentielles 07, est
appelé complexe cobar de N. N

Comme dans le cas des résolutions bar, nous pouvons voir qu’il s’agit d’une résolution
de N grace & une homotopie (¢ ® id®*™ : 5 (N) — C&(N)) de I'identité & 0.

Ici encore, si N est un bicomodule, C&(N) et Coeoe(IN) sont des résolutions de
bicomodules de N, la seconde étant libre (au sens de [DNR]) sur C®¢ := C ® C*?, la
premiere I'étant aussi pour N = C, mais pas pour un bicomodule quelconque.
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Cas des bimodules de Hopf Supposons que N soit un bimodule de Hopf sur A
et considérons les résolutions de bicomodules C%(N) et C*(N) = C%ce(N) de N; ce
sont des résolutions de bimodules de Hopf, pour les structures de bimodules de Hopf

suivantes: CH(N) = A®PHQN et CP(N) = APPHYNR@A®P*L 11 s’agit de la situation

duale de celle des résolutions bar. Notons 8¢ = 7" (=1)id’, ot d' = A; pour 0 < i < p

et Pt =1id*Ptl @ (5(LN) la différentielle 9 de C'%, et montrons par exemple que d° est un
morphisme de modules a gauche:
bd’(r®...0c,®n) = b.(cgl)®c(()2)®cl@. .. ®c,®n)
= b(l)c(()l) ® b(2)c(()2) @b¥e; @ ... @b, @ b+
= WYy @bPe; ®...@ 00 e, @ bPHp)
= d0b.(0r®...®c,@n)).
Nous montrerions de méme que d° est un morphisme de comodules & droite, ainsi que
les autres d'.

L’homotopie du complexe cobar C*(N) est alors un morphisme de bimodules, ainsi
que celle de C%(A). Nous en déduisons:

Proposition 1.43 Soient A une algebre de Hopf et NV un bimodule de Hopf sur A. Alors
C%(N) est une résolution de bimodules de Hopf de N et C*(N) (resp. C%(A)) est une
résolution relativement injective de NV (resp. de A) (voir la définition 1.26).

Preuve: D’aprés 'Exemple 1.25, CP(N) (resp. C%(A)) est relativement injectif pour
tout p > 0. &

Cohomologie des cogébres

Nous allons donner brievement les définitions de la cohomologie d’une cogebre C', due a
Cartier ([Cal).

Définition 1.44 La cohomologie H:(N,C) de C a coefficients dans un bicomodule N
est la cohomologie du compleze Hom®~C (N, Ce(C)), ou encore du compleze suivant:

(¢} AC
0 — Homy (N, k) Moy Homy (N, C®?) =2 Homy (N, C®PH) — +.+ |

ot A§(f)(n) = n1y f(nw)) — f(nw))na) pour tout f € Homy(N, k), et
p
X(f)(n) = n1 @ flng) + > (=)' Ai(f(n) + (=1)"* f(n()) ® nq
i=1

pour tout f € Homy (N, C®P).

Remarque 1.45 Nous pourrions définir, de maniere semblable a I’homologie de Hoch-
schild, 'homologie de la cogebre C, a ’aide de produits cotensoriels.



Chapter 2

Théories cohomologiques de
Gerstenhaber et Schack

Nous allons étudier des cohomologies qui ont été définies par M. Gerstenhaber et S.D.
Schack dans [GS90] et [GS92]. La cohomologie des algebres de Hopf a été introduite
dans le but d’étudier les déformations des algebres de Hopf. En fait, la cohomologie que
nous allons considérer est adaptée a ’étude des déformations des algebres de Hopf en
tant que quasi-bigebres de Drinfel’d; cependant, M. Gerstenhaber et S.D. Schack ont
aussi défini une cohomologie qui étudie les déformations d’'une algebre de Hopf en tant
qu’algebre de Hopf et ils ont montré que ces cohomologies peuvent étre reliées par une
suite exacte longue qui fait intervenir les cohomologies de Hochschild et de Cartier (cf.
Remarque 2.12). IIs ont étudié les cas d’algebres de groupe, de bigebres de fonctions
de groupes algébriques, d’algebres de matrices et d’algebres enveloppantes d’algebres de
Lie. Nous présentons ici une théorie & coefficients, considérée dans [GS90], et vérifions
que c’est bien une généralisation de la cohomologie des algebres de Hopf. Nous ferons
ensuite le lien avec les extensions de bimodules de Hopf, lorsque ’algebre de Hopf A est
de dimension finie.

2.1 Cohomologie de bimodules de Hopf

Cette cohomologie a été définie par M. Gerstenhaber et S.D. Schack dans [GS90]. Soit
A une algebre de Hopf et considérons des bimodules de Hopf M et N sur A. En com-
binant les résolutions bar B,(M) et cobar C*(N) (voir les paragraphes 1.3.1 et 1.3.2),
nous pouvons construire un bicomplexe Cgg(M, N) = Homas(Be(M),C*(N)). Plus
précisément, C%L (M, N) = Hom4(B,(M),CP(N)) et les différentielles sont définies par

on: CBYM,N) — CZIT(M,N)

h
o' — aod),

.1 CELM,N) — CEEM(M,N)
a = (—1)%70P o .

39
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Définition 2.1 Nous noterons Hg,o(M, N) la cohomologie du complezxe total associé au
bicompleze Clig(M, N).

Remarque 2.2 En utilisant un isomorphisme de la Remarque 1.22, nous pouvons don-
ner une autre description du bicomplexe Cgg(M, N) :

CBY(M, N) = Homy (A% © M © A®1, A% @ N @ A7)
et les différentielles deviennent
dhra—(e®id®ce)o
OM(id ® pr ®id) o (id ® pur ® id ®id) o a0 (id ® dg) o dy]
o(n®id ®n)
et
d:iam (e®id®e)o
O [([d® pr®id) o (iId®@ puy ®id ®id) o o (id ® dg) © 0y
o(n ®id ® n);

plus précisément,

Oy () (20,q ® m @ bgp) = A(2(1)(‘10) a(a1,q ® m® bg,1) ALY (bo)
q
) (D a(ew®... ®a16;®...@bb 1 ®...)
=1
+ (=) a(a® ... ® amb, @ ... @ by)

et

(—1)%5.(e) =(id ® a ®id) o (6; @ id) 0 55 + zp:(—n%i oa

=1

+ (—1)PH[d® @ ((id ® 64") 0 6M) ® id®"] 0 v,

ou Ai:AQp—'H—lOAi et aqu:a0®...®aq,bq,0:bq®...®b0.

2.2 Lien avec les extensions

Rappelons que, lorsque A est de dimension finie, les bimodules de Hopf sur 1’algebre de
Hopf A peuvent étre identifiés aux modules & gauche sur ’algébre X associée a A (voir la
Section 1.2.3). Dans ce paragraphe, nous allons comparer les cohomologies H, (M, N)
et Ext (M, N).

Théoréme 2.3 Soit A une algébre de Hopf de dimension finie sur k et soient M et N des
bimodules de Hopf sur A. Alors H,g(M, N) = Ext (M, N).
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Démonstration: Considérons le foncteur Ext’ (—, N), avec N fixé. Il est caractérisé
par les propriétés suivantes (cf. [McL]):

1. Ext% (M, N) 2 Homy (M, N) = Hom 44(M, N),
2. Ext’% (P, N) = 0 pour tout n > 1 et tout bimodule de Hopf projectif P,
3. Ext%(—, N) est un —foncteur cohomologique (voir [W] p30).

Il suffit donc de vérifier que le foncteur Hfq(—, V) satisfait aux trois propriétés.
Dans toute la suite, N est un bimodule de Hopf fixé.

Lemme 2.4 Pour tout bimodule de Hopf M, nous avons un isomorphisme H% (M, N) 2
Hom 44(M, N).

Preuve: Soit o un élément de Hom4(A®@ M ® A,A® N ® A). C’est un cocycle si
et seulement si §,(a) = 0 et J.(a) = 0, ¢’est-a-dire si a0 3} = 0 = 9! o a, soit si « est
nul sur Im 8} = ker 9% et « est & valeurs dans ker 3! = Im d?, avec 9% surjective et 9°
injective. On en déduit (par “passage au quotient”) que si « est un cocycle, il induit un
unique morphisme @ € Hom4(M, N) tel que 8% o @ o 3} = . D’autre part, si  est un
élément de Hom a4 (M, N), alors 8° o 30 O est un cocycle. #

Lemme 2.5 Pour tout bimodule de Hopf projectif P et tout entier n > 1, le k—espace
vectoriel H: o (P, N) est nul.

Preuve: Soit P un bimodule de Hopf projectif. Alors ---0 -0 —---—>0— P —
P — 0 est une résolution relativement projective de P (car 0 et P sont relativement
projectifs, et la résolution est scindée comme suite de bicomodules). Elle est donc homo-
topiquemement équivalente & la résolution bar B,(M). La cohomologie de Gerstenhaber
et Schack est donc I’homologie du bicomplexe dans lequel tous les termes sont nuls sauf
ceux de la premiere ligne, qui est: Homa4(P, C*(N)). Celle-ci est acyclique, puisque P
est projectif et C*(N) est exacte. Cette cohomologie est donc nulle en degré strictement
positif. &

Lemme 2.6 Le foncteur Hig(—, V) transforme les suites exactes courtes 0 — M’ —
M — M" — 0 de bimodules de Hopf en suites exactes longues
= Hpgg(M", N) = Hisg (M, N) = Hgg(M', N) 5 Hgh' (M", N)— -

de k—espaces vectoriels.
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Preuve: Soit 0 - M' — M — M" — 0 une suite exacte de bimodules de Hopf.
Alors, pour tout g > 0, la suite

(B)):0— A®T@ M' @ A% — A¥1@ M @ A¥? — A% @ M" ® A®! — 0
est une suite exacte de k—espaces vectoriels. Les suites

0 —  Homy(A®! @ M" @ A®I A®P @ N @ A%P)
— Hom(A®1 @ M @ A®? A®P @ N @ A®P)
— Hom(A®! @ M' ® A®¥ A®P @ N @ A®P) — 0

sont donc exactes pour tous entiers p,q > 0. Ces suites exactes commutent aux
différentielles, et définissent donc une suite exacte de bicomplexes. Nous en déduisons
donc une suite exacte longue

g HTCLJS(MllvN) — HZ*S(M’ N) - HTCLJS(M,aN) _6) Hg_g'l(MllvN)_)' e
En combinant les trois lemmes, nous démontrons le théoreme. é#

Remarque 2.7 Pour calculer Ext (M, N), nous pouvons aussi prendre une résolution
projective P, de M (ou une résolution injective I* de N) et considérer I’homologie du
complexe Homy4(P,, N) (ou du complexe Hom44(M,I%)). Ceci donne d’autres com-
plexes pour calculer H, o (M, N).

Remarque 2.8 Lorsque A est une algebre de Hopf de dimension infinie, on ne sait pas
si la catégorie des bimodules de Hopf possede assez d’objets projectifs ou injectifs. Si
tel était le cas, la démonstration du Théoreme 2.3 resterait valable et la cohomologie de
Gerstenhaber et Schack de deux bimodules de Hopf Hf,¢(M, N) serait ainsi isomorphe
au foncteur Ext de la catégorie des bimodules de Hopf Ext, (M, N) entre ces deux
bimodules de Hopf.

2.3 Cohomologie d’une algebre de Hopf

Soit A une algebre de Hopf quelconque. Nous pouvons considérer Hfg(A, A). D’autre
part, M. Gerstenhaber et S.D. Schack ont défini, dans [GS92], une autre cohomologie
pour l'algebre de Hopf A, notée Hy (A, A). L’objet de ce paragraphe est de les comparer.

A partir des résolutions Bar,(A) := BZA(A) et Cob®*(A) := C%(A) (voir les para-
graphes 1.3.1 et 1.3.2), nous pouvons construire le bicomplexe

Cy*(A) := Homua(Bar(A), Cob*(4)),
muni des différentielles naturelles.

Définition 2.9 La cohomologie H; (A, A) de Gerstenhaber et Schack est ’homologie du
compleze total de C;*(A).



2.3. Cohomologie d’une algébre de Hopf

43

Remarque 2.10 Comme pour le bicomplexe Cgg(M, N), nous pouvons donner une
autre description de C;*(A) :

Cp(A) = Homy, (A%, A®7),

et les différentielles sont:

q
bh(@)(argr1) = AP (a)a(azgr) + Y (1) 'e(a ® ... ® aitiy1 @ ... ® ag1)
=1
+(_1)(14—10‘(3‘1&) AP~ (agt1)

p
be(a)(arg) = ai’...a) @ a(af) + > (-1)'Ai(a(aq))
=1

+(—1)p+loz(a:(:()1) ®a? .. .at?

ou la notation a; 4 désigne a; ® ... ® aq, et a(ll,()] désigne agl) ®...0 a((zl).

Nous constatons alors que la cohomologie de la (p + 1)*™ colonne C}**(A) est la
cohomologie de Hochschild Hj (A4, A®P), celle de la (g + 1)*™ ligne Cy(A) est la co-
homologie de Cartier H} (A7, A).

Exemple 2.11 Soit A = kG une algebre de groupe; elle est cosemisimple (en dimension
finie, cela signifie que sa duale est semisimple), donc les lignes du bicomplexe sont
acycliques, et I’homologie du bicomplexe est égale a 'homologie de la colonne restante.
Il s’agit donc de la cohomologie H*(G, k) = H} (kG, k) (voir [GS92]; plusieurs situations
pour les bigebres de groupe ont été étudiées dans [PW]).

Remarque 2.12 Il existe un sous-bicomplexe C;*(A) de Cp*(A) dont ’homologie est
adaptée a I’étude des déformations de A dans la catégorie des algébres de Hopf. 1l est
obtenu a partir de C;*(A) en remplacant la premiere ligne et la premiére colonne par
0—=0—...20—... (voir [GS92] p79). La cohomologie H;(A, A) de ce bicomplexe
a été utilisée par A. Giaquinto dans sa these ([Gi]), pour étudier certaines déformations
particuliéres de la bigébre des matrices et du plan classiques (il s’agit de déformations
pour lesquelles la comultiplication est inchangée).

De plus, cette cohomologie et la cohomologie H; (A, A) sont reliées (voir [GS92]) par
la suite exacte suivante:

... HPA,A) = H}MA, A) = HI (A k) @ H™(k, A) — ...

(pour n > 1), ou H} et HX désignent respectivement la cohomologie de Hochschild et la
cohomologie de Cartier (¢f. Paragraphes 1.3.1 et 1.3.2).

Nous allons maintenant faire le lien entre H} (A, A) et Hi;g(A, A).
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Théoréme 2.13 Soit A une algebre de Hopf quelconque. Alors Hf; o (A, A) = H; (A, A).

Démonstration: Nous allons utiliser les résolutions relativement projectives et
injectives. Nous avons vu que B,(A) et Bar,(A) étaient des résolutions relativement
projectives (Proposition 1.38) de A; elles sont donc homotopiquement équivalentes (Co-
rollaire 1.28). De méme, C*(A) et Cob®*(A) sont équivalentes. D’apres le Corollaire
1.29, les bicomplexes Cgg(A, A) et Cp°(A, A) sont donc équivalents: leurs cohomolo-
gies Hf,4(A, A) et H; (A, A) sont isomorphes. &

2.4 Invariance Morita de H},((M, N)

Soient A et B deux algebres de Hopf quelconques, Morita équivalentes en tant qu’algébres,
I’équivalence étant monoidale. Les cohomologies associées (Hf ¢ relative & A et & B)
sont-elles isomorphes?

Nous allons d’abord préciser notre définition de la Morita équivalence, puis donner
une description de I’équivalence, comme cela a été fait par Mariano Suarez-Alvarez dans
son mémoire [SA] (en utilisant des extensions Galois de I’anneau de base k).

Définition 2.14 Soient A et B des algébres de Hopf. Nous disons que A et B sont
Morita équivalentes d’équivalence monoidale, s’il existe un B — A—bimodule P et un
A — B—bimodule () vérifiant:

e P®RsQ = B en tant que B—bimodules,
e Q®p P = A en tant que A—bimodules,
e le foncteur P®4 — : A — Mod — B — Mod est monoidal,
e le foncteur — @4 Q : Mod — A — Mod — B est monoidal.

Remarque 2.15 Soient A et B des algebres de Hopf Morita équivalentes d’équivalence
monoidale. Alors les foncteurs P4 —®4@ : A—Bimod - B—Bimod et Q®p—®p P :
B — Bimod — A — Bimod sont des foncteurs monoidaux qui définissent une équivalence
de catégories.

Proposition 2.16 Soient A et B des algebres de Hopf Morita équivalentes d'équivalence
monoidale et soient P et () les bimodules qui définissent les équivalences. Alors P et () sont
des cogebres et nous pouvons choisir B= (PR P)s:= (PQP)Qaket Q= (AR P), :=
(A® P)®4 k. L'isomorphisme 3 : P ®4 Q — B associe [pa ® p'] a p® [a ® p'] et les
structures de cogebre de B et () sont données en fonction de celles de A et de P comme
suit:

Pour B, nous avons

Aglp@p] =[PP @ p? e p® @ p]
eslp®@p'l =ep(p)ep(p’).
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Pour @,
egla ® p| = ea(a) ep(p).

Enfin, les isomorphismes naturels
a: PRy (MON)®1Q 5 (P4 M®4Q)®(P®4N®4Q)
etu: P®4k®4Q — k sont donnés par:
alp@(men)@aep]))=(EPemea® @p?) o (p? @ne«® ")
et u(p®@1®[a®p']) =ep(p)cala)ep(p’) pour tous m € M,n € N,p,p' € P,a € A.
Grace a cette description, nous allons montrer le résultat suivant:

Proposition 2.17 Soient A et B deux algébres de Hopf Morita équivalentes d’'équivalence
monoidale. Alors les catégories de bimodules de Hopf sur A et B sont équivalentes.

Preuve: Vérifions d’abord que I’équivalence des catégories de bimodules associe un
bimodule de Hopf sur B a un bimodule de Hopf sur A. Soit donc M un bimodule de
Hopf sur A. Notons p; : M — A® M son morphisme de structure de comodule a gauche;
pi(m) = m_1) ® m(g). L’application p; est un morphisme de A—bicomodules, donc il lui
correspond un morphisme de B—bicomodules P ®4 M @4 Q — P QR4 (A®@ M) ®4 Q.
En composant avec « et 3, nous obtenons un morphisme de B—bicomodules

0, PRIaM®,Q —> B®(P®AM®AQ)
pOmM®[a ®p'] . [p(l)m(,l)a(l) ®p’(2)] Q (p(2) @ M) ® [a(2) ®p’(1)]).

Nous pouvons procéder de méme a droite pour obtenir 6, : P @4 M ®,4 Q — (P ®4
M ®4 Q) ® B. 1l s’agit de vérifier que 6, et 6, munissent P ®4 M ®4 Q d’une structure
de bimodule de Hopf sur B. Notons N = P®4 M ®4 Q.

Tout d’abord,

(ep ®id)h(p @M @ [a ® p])
= ep(PVm 1aM)ep(p'?) (p? @ m) ® [o® & p'V])
= ep(pW)ea(m_1)ea(@)ep(@®) (p® & m) ® [a? @ D))
=p@m®a®p],

ce qui démontre la premiere propriété des comodules pour N. Puis, d’une part,

(A ®id)fi(p@m ® [a ® p'])
= Ap([pVm1ya® @ p@]) ® (p? @ m) ® [a® @ p'V)) !
= [pIm_9a® @ PP @ [pPm(_1a® @ p® @ (P @ m) ® [o® @ pV))
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et d’autre part

(d®6)0(peme®|a ®p])
= pYmpaV @ p ] ® 0,(p® @ i) @ [a® @ p'™))
= pMma® @ PP @ pPm_1ya® @ PP @ (¥ ® me) ® [o® @ p'™));

ainsi, puisque ces deux quantités sont égales, la deuxieme propriété des comodules est
vérifiée pour N.

Les propriétés correspondantes sont vérifiées pour 6, de la méme fagon. Enfin, les
propriétés de commutation de 6, et 6, découlent de celles de p; et p, et de la naturalité
de a. Ainsi, P®4 M ® 4 () est un bimodule de Hopf sur B.

Nous pouvons effectuer la méme opération dans I'autre sens.

Soit maintenant M un A—bimodule de Hopf. Si nous lui appliquons la composée
des deux foncteurs A — Mod — B — Mod et B — Mod — A — Mod, nous obtenons
un A—bimodule de Hopf M’, qui est isomorphe & M en tant que A—bimodule. De
plus, les morphismes de structure des A—comodules M et M’ se correspondent par cet
isomorphisme (puisque la composée des deux foncteurs induit un isomorphisme sur les
espaces de morphismes de A—bimodules). Ainsi, M et M’ sont isomorphes en tant que
A—bimodules de Hopf.

Le méme raisonnement est valable pour les B—bimodules de Hopf. Ainsi, I’équiva-
lence de catégories entre A —Mod et B —Mod induit une équivalence entre les catégories
de bimodules de Hopf. #

Notons Hf,g /A la cohomologie de Gerstenhaber et Schack des bimodules de Hopf sur
Aet Hg /B celle des bimodules de Hopf sur B. Nous déduisons de ce qui précede:

Corollaire 2.18 Soient A et B des algebres de Hopf de dimension finie, Morita équivalentes
d’équivalence monoidale et soient M et M’ des bimodules de Hopf sur A. Alors

Gsya(M, M) 2 Heyg g (P ®a M ®4Q, P @14 M ®4Q).

En particulier,
Hy (A, A) = Hy(B, B).

Preuve: Soit P, une résolution projective de A—bimodules de Hopf de M. Alors
P®4sP,®4 Q@ est une résolution projective de B—bimodules de Hopf de P @4 M ® 4 Q).
Donc

Gs/p(P®aM®aQ,PoaM ®4Q)

H*{H0m34(P ®a Po ®a Qa P ®a MI ®a Q)}
H*{Hom 44(P,, M')}
HES/A(Ma MI)

1

puisque ces cohomologies sont les Ext dans les catégories de bimodules de Hopf sur B
et A respectivement. &



Chapter 3

Cohomologie des bimodules de Hopf

Nous allons maintenant introduire une autre cohomologie adaptée aux bimodules de
Hopf, puis comparer celle-ci aux extensions de bimodules de Hopf. Soit A une algebre
de Hopf; C. Ospel a défini dans sa theése [Os| une cohomologie pour A faisant intervenir
un bimodule de Hopf. La définition qui suit en est une généralisation a deux bimodules
de Hopf.

3.1 Définition

Soient M et N deux bimodules de Hopf. Considérons les résolutions BA(M) de M
comme A—module & droite et C4(N) de N comme A—comodule & gauche. Comme
les autres résolutions bar et cobar que nous avons vues jusqu’a présent, ce sont des
résolutions de bimodules de Hopf; cependant, elles ne sont pas relativement projectives
ou injectives en général.

Définition-Proposition 3.1 Les espaces
CPI(M, N) = Hom 44 (M @A, APPHIZN)

et les applications

dp : CBY(M,N) — CHI*Y(M,N)
Q = ao)

d. : CR(M,N) — CR"(M,N)
e — (—=1)9poaq,

o A M@A%IT2 —» M@ A%

m®agqrr > Mag O agqy1
+ Zgzo(—l)”'lm ®XR...Q A;Ai41 ®...x Qg+1, et

A®P+2 ® N
(30 o(~1)PA; + (~1)P+ (1% @ 60)) ()

p: A®p+1 QN
X

U

47
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définissent un bicompleze, dont la cohomologie sera notée HY,(M,N), et appelée co-
homologie des bimodules de Hopf. La différentielle du complexe total sera notée D =
dp + d..

Remarque 3.2 Ce bicomplexe est isomorphe au bicomplexe dont les modules sont les
espaces
Hom (M ® A®?, A®P @ N),

dans lequel la différentielle verticale prend la forme « — d(a) avec
d(a)(m®@aiqn) = a(ma @azqn)
q
+ Z(—l)ia(m ®...Q 0041 Q...Q ag41)
i=1

+(_1)q+1a(m ® al,q) A®) (aq+1),

et la différentielle horizontale devient
P
a~ (1®a)ody + z(_l)iAi oa+ (~1)P*1(1%2 @ 6™ o a.
i=1

De plus, lorsque N est le bimodule de Hopf A, le bicomplexe C'%; (M, A) est isomorphe
au bicomplexe défini par Ospel dans sa these [Os].

Remarque 3.3 Lorsque M et N sont tous deux égaux a A, le bicomplexe C%; (A, A)
est isomorphe au bicomplexe qui définit la cohomologie des algebres de Hopf de Gersten-
haber et Schack H; (A, A) (voir [GS92] et la Section 2.3); par conséquent, H%,(M, N)
généralise H; (A, A).

Remarque 3.4 Lorsque NV est égal & A, ’homologie de la p*™ colonne est la cohomo-
logie de Hochschild de A & coefficients dans Hom_ (M, A@’), ce dernier espace étant
muni de la structure de bimodule suivante: si f € Homa_ (M, A®P), a € Aetv e M,

(a.f)(v) = f(v.a) et (f.a)(v) = f(v)a.

L’homologie de la ¢*™ ligne est la cohomologie de Cartier H:(M ® A®4, A) ([Ca] et
Définition 1.3.2).

3.2 Lien avec les extensions

Soit A une algebre de Hopf de dimension finie. Nous allons comparer les cohomologies
H%,(M, N) et Ext} (M, N) pour des bimodules de Hopf M et N.

Commencons par énoncer une légere généralisation d’un théoreme prouvé par C.
Ospel ([Os] Théoreme 2.1). Nous en donnons aussi une démonstration, qui sera utile
dans les démonstrations du Théoreme 4.4 et de la Proposition 3.11.
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Théoréme 3.5 ([Os] Théoreme 2.1) Soit A une algebre de Hopf quelconque. Soient M
et NV des bimodules de Hopf sur A. |l existe un isomorphisme

H.,, (M, N) = Ext}, (M, N)

(Ext;, (M, N) désigne I'ensemble des classes d’'équivalence des suites exactes courtes 0 —
N — E — M — 0 de bimodules de Hopf, pour la relation d'équivalence habituelle).

Démonstration: Considérons une 1-cochaine f = (fy, fi) dans Hom ;*(M®A, N) @
Hom ;#(M, A®N). Considérons la suite de k—espaces vectoriels

0O NASNeMB M=o

Nous devons définir, lorsque f est un cocycle, une structure de bimodule de Hopf sur
N @ M de sorte que i et p soient des morphismes de bimodules de Hopf. Munissons-le
des structures suivantes:

N
(u (f J&) pour la structure de A—module & droite,
R
o0 fi la structure de A dule 3 h
0 oM pour la structure de A—comodule & gauche,

w0 N 0 .
OL v et | B ;) pour les structures qui restent.
M1, 0 O

Précisons par exemple la deuxiéme ligne: si (n,m) est un élément de N & M, alors
6(n,m) = ni-1) ® (n(o), 0) + (f1(m))a ® ((f1(m))n,0) + m-1) ® (0, m)),
avec fi(m) = (fi(m))a ® (fi(m))n-

Nous pouvons constater que les relations suivantes sont toujours vérifiées:
a.[b.(n,m)] = (ab).(n,m) et (g @ id)dr(n,m) = (id ® A)dg(n, m).

De plus, dg est clairement un morphisme de modules a gauche, et c’est aussi un morph-
isme de comodules a droite car fy est un morphisme de comodules a droite. Enfin, ¢y,
est toujours un morphisme de modules a gauche, car f; I'est.

Montrons maintenant que F' est une extension de bimodules de Hopf (c’est-a-dire que
les trois conditions manquant pour que N @ M soit un bimodule de Hopf sont vérifiées)
si et seulement si f est un cocycle:

Regardons d’abord la condition [(n,m).a].b = (n,m).(ab) (%) pour n € N,m € M,
et a,b € A. D'une part, [(n,m).al.b = (nab+ fo(m ® a).b+ fo(ma ® b), mab) et, d’autre
part, (n,m).(ab) = (nab + fo(m ® ab), mab). La relation (x) est donc satisfaite si et
seulement si fy est un 1-cocycle pour la différentielle dj,.

De méme, la condition (1®d;,)d;, (n, m) = (A®1)d;(n, m) est satisfaite si et seulement
si fy est un 1-cocycle pour la différentielle d..
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Considérons enfin la condition dy((n, m).a) = é(n, m).a. Nous avons

01((n,m).a) = dr(na+ fo(m ® a), ma)
= (n(-nal ® na® + fo(m ® a)(-1) ® fo(m ® a)) + f1(ma),
m(-1ya® & m()a?)

et
or(n,m).a = (n-1) ® ney + fi(m), m1) ® m)).a
= (n-na® @ nya® + fi(m).a +mena ® fo(mea®),
m(_l)a(l) ® m(o)a(2))

qui sont égaux si et seulement si (1® fy).0r(m®a) =07, fo(m®a) = —[f1(ma) — fi(m).a],
i.e. de(fo)(m ® a) = —dp(f1)(m ® a); c’est la derniere relation & satisfaire pour que f
soit un cocycle.

En conclusion, si on considére un 1-cocycle f, I'extension de k—espaces vectoriels F’
est en fait une extension de bimodules de Hopf. Dans l'autre sens, si on considere
une extension de bimodules de Hopf F, on définit une cochaine (fo, f1) en posant
fo(m ® a) = q((0,m).a) et fi(m) = (id ® ¢)(6r(m)) o ¢ : N @ M — N désigne la
premieére projection; alors F' est une extension de bimodules de Hopf telle que la struc-
ture de bimodule de Hopf de N & M est déterminée par fy et f; et donc (fy, f1) est un
cocycle d’apres ce qui précede. @

Ce résultat peut se généraliser de la facon suivante:

Théoreme 3.6 Soient A une algebre de Hopf de dimension finie, et M et N des bimodules
de Hopf sur A. |l existe alors un isomorphisme

Démonstration: Considérons le foncteur Ext’ (—, N), avec N fixé. Il est caractérisé
par les propriétés suivantes (cf. [McL]):

1. Ext% (M, N) = Homx (M, N) = Hom a4 (M, N),
2. Ext% (P, N) = 0 pour tout n > 1 et tout bimodule de Hopf projectif P,
3. Ext%(—, N) est un —foncteur cohomologique (voir [W] p30).

Il suffit donc de vérifier que le foncteur HY,(—, N) satisfait aux trois propriétés. Dans
toute la suite, N est un bimodule de Hopf fixé.

Lemme 3.7 Pour tout bimodule de Hopf M, nous avons un isomorphisme HY, (M, N) =
Hom44(M, N).
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Preuve:  Soit o un élément de Hom 4 (M ® A, A® N). C’est un cocycle si et seule-
ment si dy(a) = 0 et d.(a) = 0, c’est-a-dire si € 0 9 = 0 = 9! o o, donc « est nul sur
Im 9 = ker 3% et « est a valeurs dans ker 9} = Imd?. On en déduit (par “passage au
quotient”) que si « est un cocycle, il induit un morphisme @ € Hom 4 (M, N). D’autre
part, si 3 est un élément de Hom 44 (M, N), alors 8° o 30 O est un cocycle. #

Lemme 3.8 Pour tout bimodule de Hopf projectif P et tout entier n > 1, le k—espace
vectoriel H",(P, N) est nul.

Preuve: Soit P un bimodule de Hopf projectif. Considérons sa résolution bar:

ok ok h onr
BA(P): - — PoA®t2 U, pgagett Dot po ez B, pe g T p oy

avec 0", (u® a) = u.a.

Comme P est projectif et 9", est surjective, 9", admet une section: il existe un
morphisme de bimodules de Hopf s : P — P®A vérifiant 0", (s(u)) = u pour tout
u € P.

Posons

hy : PQA2ITT — PRA2IT?
URa® ... ®a, —  s(u)®a®...QRa,.

C’est un morphisme de bimodules de Hopf: en effet, h, = s®id®?, et nous appliquons
le lemme suivant:

Lemme: Soient f: M — N et g : M' — N’ des morphismes de bimodules de Hopf.
Alors f®g: M@M' — NQN' est un morphisme de bimodules de Hopf.

Preuve: Vérifions que f®g est un morphisme de bimodules: soient m € M, m' € M’
et a,b € A. Alors:

a. (f®@g)(mgm)).b = a.(f(m)@g(m)).b
= (a. (m))@(( )-0)
= flam)®g(m'.b)

= (f®g9)
= (f®g)

Vérifions maintenant que f®g est un morphisme de comodules a gauche:

o((fe@g)(m@m')) = d.(f(m)®g(m'))
= f(m)ng(m') 1) ® f(m)o®@g(m')
= meym_y ® f(m))®g(migy)
= (id® f@g)(m(—l)m(_ 1) ® M) ®@my))
(id ® f®g)(dr(m@m')).

(a.m)®(m'.b))

a.(m®@m').b).

(
(
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Enfin, f®g est un morphisme de comodules a droite:

Or((f@g9)(mem’)) = or(f(m)@g(m'))

= f(m)o@g(m )(0 ® f(m)ayg(m')q)

= f(m))@9(my)) ® mq
= (f®g®id) (m(o)®m( 0)
= (f®g ®id)(dgr(mem')).

Revenons a la preuve du lemme 3.8. Notons s(u)

h
_1aq_1

aghq(u@a()@...@aq) = ag(s(u)@a()@...@aq)

t

=2

M)
® m(ymyy))

2:1 v;®b;, et calculons 8ghq +

= P vi®hi®u®...®a,)

i=1
t
= Z[Uzbz@CLO@ R @aq

i=1

—vi@bia()@al@ e @aq

+ Z(—l)] vi@bi@a()@ ‘e @U,jaj+1@ Ce @aq]

= 0" (s(u))®a® ... ®a,
—(s(u) a)®a - -

- Bay

+ Z U)Ra® . .. ®1;a;11R . .. Va,

= u@aO@. . .@aq

—s(u a4))@uQ . .. Ray

+ Z ®a0® . @ajaﬂ_l@ . @aq

et

hg-10r_1 (URa® ... ®ay) = hy—1(v.ae®uQ ... Ra,)
1

q—

+Y (1) he1 (u®a® . . . ®aja; @ . .. Qay)

=]

= ( O)®a/1 ® ®a/q

mﬁu.
La

=D (-1 s(u)®ae® ...

84418 ... Qay.
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En ajoutant, nous obtenons:
(aghq + hq_la(']‘_l)(u@a()@. L. Ra,) = uRa® . . . Qay.

Donc h, est une homotopie de bimodules de Hopf de id a 0.

Maintenant, fixons p € N, et considérons le complexe Hom »4( B2 (P), C%(N)); 'homotopie
he de BA(P) induit une homotopie — o h, de id & 0 sur ce complexe.

Ainsi, le bicomplexe suivant:

Homo(B{(P), C4(N)) —s Homa(B{(P),CL(N)) —s

#(P), C{(N £(P), CAN
T T
T T

HOHIA4(P, Cg(N)) — HOIIIA4(P, C}l(N)) -

qui est le bicomplexe C'%; (P, N) auquel nous avons ajouté une ligne, a des colonnes
exactes. Son homologie est donc celle de la premiere ligne Hom 4 (P, CY(N)) (¢f. [W]
p59-60). Or P est projectif et C%(N) est exact, donc I’homologie de ce complexe est
nulle en degré > 0 (et vaut Hom44(P, N) en degré 0). &

Lemme 3.9 Le foncteur H%,(—, N) transforme les suites exactes courtes 0 — M’ —
M — M" — 0 de bimodules de Hopf en suites exactes longues

-+ = Y (M7, N) = H3,(M, N) = Hy (M, N) 5 HEE (M7, N)— -
de k—espaces vectoriels.

Preuve: Soit 0 > M' — M — M" — 0 une suite exacte de bimodules de Hopf.
Alors, pour tout ¢ > 0, la suite

(Ey): 0 > M'®A%!  M®A2! — M"®A2 — 0

est aussi une suite exacte de bimodules de Hopf.
Assertion: Ces suites sont scindées comme suites de A—modules a gauche et
A—comodules a droite.
En admettant ceci, nous voyons que les suites
0 — Hom A(M"®A%I A®PQN) — HomA(MQAZI, APQN)
—  Hom A (M'®A%?, ABPEN) — 0

pour tous entiers p,q > 0 sont exactes, et nous en déduisons donc une suite exacte
longue

-+ = HY, (M, N) — H' (M, N) — H, (M, N) 5 B (M, N)— - --
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Revenons a ’assertion; pour simplifier les notations, montrons-la pour (Ej). D’apres
le Lemme 1.19, la suite

(BFY: 0 — M"™ — MF — M"™ -0

est une suite exacte de k—espaces vectoriels. Elle est donc scindée. Pour revenir a la
suite (Ep), on tensorise la suite (Ef) par A sur k & gauche. Les sections et rétractions
induisent des applications qui sont des morphismes de A—modules a gauche et de
A—comodules a droite.

En combinant les trois lemmes, on démontre le théoreme. é#

Remarque 3.10 En fait, nous avons démontré que H%,(—, N) et Ext% (—, N) sont des
0—foncteurs qui sont isomorphes, I'isomorphisme étant I'unique morphisme de §d—fonc-
teurs qui prolonge idgom ,,(—,n). C'est vrai aussi pour l'autre variable.

Enfin, nous pouvons faire le lien entre les deux théorémes précédents (ceci servira
dans le Chapitre 4):

Proposition 3.11 Soit A une algebre de Hopf de dimension finie. L'isomorphisme du
Théoreme 3.5 est égal a I'isomorphisme du Théoreme 3.6 en degré 1.

Preuve: Notons ty l'isomorphisme HY,(M, N) — Ext} (M, N) du Théoreme
3.5 et @3,y l'isomorphisme H*, (M, N) — Ext’ (M, N) du Théoréme 3.6. Supposons
d’abord que 1) commute au premier homomorphisme de connexion §'. Alors il existe un
unique morphisme de §—foncteurs H*, (M, —) — Ext% (M, —) qui prolonge le couple
d’applications (iduom,(nm,—), %); celui-ci est nécessairement égal a ¢}, qui est 'unique
morphisme de d—foncteurs prolongeant idyom ,,(m,—). Ainsi, ¢ est égal a ¢},

Il nous suffit donc de montrer que ¢ commute & §'. Soit (E) : 0 = M' — M'd&M" —
M" — 0 une suite exacte de bimodules de Hopf, la structure de bimodule de Hopf de
M' @ M" étant déterminée par un l-cocycle (o, 3) € HY,(M", M'), comme dans la
démonstration du Théoréeme 3.5. L’homomorphisme de connexion de la suite exacte
longue associée a (F) par le foncteur Ext% (M, —) est donné par le produit de Yoneda
a droite par (F). Nous voulons donc montrer que, pour tout ¢ € Homyy(M,N) =
HY%, (M, N), nous avons 9;#(6"(g)) = g o (F) (ici, o désigne le produit de Yoneda).

D’une part, g o (E) est la suite de k—espaces vectoriels

Noe M oM "
00— N— /<(g(m'),m',0);m'€M'>_>M —)0,
dans laquelle les structures de bimodule de Hopf de I'espace du milieu sont données par

(n,m',m").a = (na,m'a+ a(m” ®a),m"a) = (na+ g(a(m” ® a)),m'a,m"a)
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pour la structure de module & droite, donc (n, 0, m").a = (na+ g(a(m” ®a)),0,m"a) et

81 (n,m',m") = (857 (n), 0 (m!) + B(m"), 68" (m"))
= (6 (n) + (1 ® g)B(m"), 68" (m'), 50" (m"))

pour la structure de comodule a gauche, d’ou
8p(n,0,m") = (8™ (n) + (1 ® g)B(m"), 0,6 (m")).

Ainsi, g o (F) est équivalente 4 0 - N — N @ M" — M" — 0, pour laquelle la
structure de bimodule de Hopf est déterminée par (ga, (1 ® g)f).
D’autre part, 6'g est un 1-cocycle (kg, k1) € HY, (M", N) tel que

(ko(p®1),k1(p® 1)) = Dh,

avec h € Hom3*(M' @ M", N) satisfaisant hi = g. Nous voulons montrer que §'g et
(9c, (1 ® g)3) sont des 1-cocycles équivalents.

Ecrivons
h-MaoM' — N
(m',m") = g(m')+u(m").

Alors
ko(m”" ® a) = h((0,m").a) — h(0,m").a
= h(a(m" ® a),m"a) —u(m").a
= ga(m" ® a) + dpu(m” ® a).

De la méme fagon, nous avons k1 = (1 ® ¢g)F + d.u. Par conséquent, nous obtenons
§'g = (ga, (1 ® g)B) + Du, qui est bien la relation cherchée. #
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Chapter 4
Cup-produit

Soit H la catégorie des bimodules de Hopf sur une algebre de Hopf A et soient M, N
et L trois bimodules de Hopf sur A. Il existe un produit

Ext}, (M, L) @ Ext},(L,N) — Ext} (M, N)
FeG > GoF,

qui est le produit de Yoneda: si F =0 - L > Fp— ... F — M — 0et
G=0—>N—>Gq—>...—>G1ﬁ)L—)O,alors

GoF:0—>N—>Gq—>...—>G1a—°5Fp—>...—>F1—>M—>0.

Grace aux Théoremes 2.3, 3.6 et 2.13, nous savons donc que si A est de dimension finie,
il existe des produits gradués

H24(Ma L) ® H*A4(La N) ;> Hj(44(Ma N)a

Hyg(M, L) @ Hig(L, N) — Hgg(M, N)

et
HZ (A, A) ® HZ (A, A) — HZ(A, A).

Cependant, comme les isomorphismes H% , = Ext}, et Hf,; = Ext}, ne sont pas explicites,
nous ne pouvons pas déduire les cup-produits « du produit de Yoneda. Nous allons
donc procéder de la fagon suivante: nous allons introduire un cup-produit « sur H%,,
indépendemment de 1’algebre X (et donc sans hypothese sur la dimension de A). Nous
définissons ce cup-produit au niveau du bicomplexe et montrons qu’il définit bien un
produit sur la cohomologie. Enfin, nous montrerons que ce produit correspond bien,
lorsque A est de dimension finie, au produit de Yoneda.

o7
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4.1. Cup-produit sur la cohomologie des bimodules de Hopf

4.1 Cup-produit sur la cohomologie des bimodules
de Hopf

Prop051t10n 4.1 Soit f € Hom*(M ® A®P—5 A®* ® L) une p—cochaine et soit g €
Hom ;*(L ® A®9~" A%" @ N) une g—cochaine. Posons n=p-+qett=s+r. Définissons
une n—cochaine f « g € Hom*(M ® A®"~* A% ® N) par:

fegm®agny) =
S 1A% @ g) [f(m ® arp-s). (AT (@l . al) @ 1) @al g ]

La différentielle D = dj, + d. du complexe total associé au bicomplexe C%;(A) est une
dérivation a droite pour le cup-produit -, c'est-a-dire que

D(f~g)=Df g+ (-1)"f -~ Dg.

La formule pour - induit donc un produit «: H*,(M, L) ® H*,(L, N) — H%,(M, N).

Preuve:
Premiére étape: dn(f-g)=dnf - g+ (—1)Pf < dyg.

dp, (f v g)(m®ain tr1) = (f ~ g9)(ma; ® agn t41)
+ Z . m ® ai R...Q0 ;G141 R...x an,t_i_l)

+( 1)” tH( g)(m®ayn_ t)A()( —t11)
= (—1)*(1%° @ g)[f (mas ® azp_ss1)

(AL=D( ;E))s+2 7(1)7&+ )@@ i’)s”“ w41

p—s

+D (-)TEIA R g)[f(m®a ® ... ® 66 ® ... ® Gpei1)
i=1
A @ o) @) @al 5, o]
- qif(—l)p-“i“@-”a@s ® g)[f(m®@ayp_) (A V(e . al’) ) ®1)
=1
a1 ®...®d? P e @,

+(_1)n—t+5(q—7")(1®5 ® g)[f(m ® a1, S)
(A(s—l)(aé)l)s+1 ( ) ) ® 1) ® a; )S+1 . t]
(ACD(@P,, ) @ AD 6D, )
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= (_1)5((]_7‘)(1@5 ® g) [dhf(m ® a; P— s+1)

1
AC D@, a1l @al? ]

—(=1)*@ P (195 @ g) [ f(m @ a1,p-s))
(A(sfl)( (1) (1)

2
Aps41---Ap t+1) & a( )s—l—l) ® ai)—)s—|—2,n—t+1]

+H(1)I (1% g dhg)[f (m® a1ps))

s 1 1 2
(A( 1)(a]() )s-l—l ;)t+ @) ® ai,_)s+1,n_t+1]

—(=1)" P12 @ g)[f(m ® a1 p-s))
)

(A (@) @) (1% @ a2 10) @ ags o gia]

=[dnf~ g+ (—1)Pf ~ drgl(m® al,n—t+1)-

Deuxiéme étape: d.(f-g)=(-1)4"df g+ (—-1)5f —d.g

de(f v 9)m@ayn ) =mnal .. a2, @ (f v g)(mp) ®

+) (-1)'Ajo (f ~ g)(m @ aray)

=1
+(-1)" (A% @ 6L) o (f ~ g)(m @ azn-t)
= (_1)5((14)(1@5“ ® g)( m_1)a ( )“ (1) (f(m 0 ® a(2)

1,p—s

(ACD@D ‘L) ®1)®a ;.

~~

w»

+ (_1)i+s(q—1')(1®s+1 ® g)

(A o fm@ary o) MA@ L a))e1)®a

F I Ao

(fm®aip (AT (e, a)) @1) @ al
(=Dl (190 g [(1®"‘1 ® dz) o g])
(fm®ayps) (AL (@, .. ol >®1>®a§f>s+l,n
= (-1)*0 (1% @ g)(d f(m®a1p s><A<5<,, -0l
( 1)s+1+s q—r (1®s+1 ®g)(((1®s 1 ®6 )

Fm®a1p-0)) (AP (a1 .. a)) @ 1) ®al?, ;. )
(1) (190 @ dog) (f (m @ Anp-s) (A (af2, ..
~(=1)"@ (1 g g) o (1557 @ 6y

) 1

p—s+1,n—

2
a(l,zl—t)

)

(2 )

p—s,n—t

t

—t)

) ® 1) & ai)z—)s—l—l,n—t)

a’)®1l)®a

(fm®@a1p-)) AW, .. .aP) o) ©a? 1. )

=[(=1)""def = g+ (=1)°f ~ dcgl(m ® a1,n-t).

(2)
p s+1,n—t

)
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Troisieme étape:

D(fwg) = (da(f~ 9);(=1)""d(f - 9))
= (dnf > g+ (=1)Pf ~ dpg; (=1)P%def ~ g+ (=1)PH7"f < dcg)
= Dfvwg+(-1)’f-~Dg. &

Remarque 4.2 Grace aux isomorphismes de la Remarque 1.22, le cup-produit sur le
bicomplexe définissant H; (A, A) prend la forme suivante: soient f dans Homy (A®P~#, A®9)
et g dans Homy(A%®9~", A®"), alors

(Fe@e...®ay) = (100" e...0q2) A (@), .. .a)
QAT o) g(al(f_)S+1 ®...0ad2)).
Remarque 4.3 Remarquons que si A = kG est une algebre de groupe, alors la co-

homologie H} (kG, kG) est la cohomologie de Hochschild Hj (kG, k) (c¢f. Exemple 2.11)
et le cup-produit sur H (kG, kG) est le cup-produit de Hochschild sur H} (kG, k).

Etablissons maintenant le lien avec le produit de Yoneda:

4.2 Cup-produit et produit de Yoneda

Théoreme 4.4 Soit A une algebre de Hopf de dimension finie sur k. Soient M, N et L
des bimodules de Hopf sur A. Soit ¢4,y : H%, (M, N) — Ext} (M, N) I'isomorphisme qui
prolonge idpom 4, (ar,n)-
Alors, si f € H),(M,L) et g € H%,(L,N), la relation entre les produits est donnée
par:
hin(f~9) = (=P 97y (9) o Phyr (f);
le cup-produit et le produit de Yoneda sont égaux au signe pres.

Démonstration: Nous allons utiliser les propriétés universelles des produits.

Soit f un cocycle représentant un élément de H”,(M, L) et posons F = ¢, (f).
C(;Jrrlsidérons, pour tout n € N, les applications af, = (=1)""f « — : H%,(L,N) —
HYP(M,N) et 8% = — o F : Ext% (L, N) — Ext’y'?(M, N). Nous voulons montrer que
les morphismes oy et By se correspondent par ¢. Pour cela, nous allons montrer que o
et [ sont des morphismes de d—foncteurs universels (cf. [W] Section 2.1).

Admettons cela provisoirement; nous voulons prouver que le diagramme

Hliy (L, N) ——Hi"(M, N)
oy nhe

Y_nN

Ext (L, N) —— Ext}y™?(M, N)
N
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commute pour tout n € N. Grace aux propriétés universelles de a et [, il suffira de
montrer qu’il commute pour n = 0, c’est-a-dire que

0

HY, (L, N) —>—H",, (M, N) (4.6)
(PgN \ (pp—N
Ext% (L, N) —— Ext% (M, N)
N

commute, ce que nous ferons par récurrence sur p.
Revenons donc au morphisme «; nous voulons montrer que c’est un morphisme de
d—foncteurs. Pour cela, considérons une suite exacte de bimodules de Hopf (E) : 0 —

u

N' 2% N =25 N” — 0. Elle induit le diagramme suivant:

(1®@u)o— (1®v)o—

a™ (La Nl)n( o (L, N)n = (La N”)n
N’ : ay 5
' C (18u)o— D 4/(1®”)°*§Dn " 4/057\’”
(M’ N )TH-P : ’ (M’ N)TL-I-p : (M> N )n-I-P Dn
¥ wo— Dpyyp ¥ v)o— Dpyyp /
Dot o (L,N,)n_klc""'(}@””) ............... i (D Ny (®v)o= | 7" (L, N") s
NT N
// /( (1®u)e / - (1®v)o— /; 4\7—"_’1
(M, N')ntpt1 (M, N)pipt1 = (M, N")nsp+1

oll nous avons utilisé la notation (L, N),, := @<, <, Hom;* (L ® A% A®" @ N).

Par construction de ’homomorphisme de connexion, pour voir que « est un morph-
isme de d—foncteurs, il suffit de vérifier que tous les carrés de ce diagramme commutent.
Le fait que les applications (1® u) o — et (1 ® v) o — commutent a « se vérifie aisément;
elles commutent aussi aux différentielles, en utilisant le fait que u et v sont des morph-
ismes de bimodules de Hopf, donc en particulier de modules a droite et de comodules a
gauche. Enfin,  commute a la différentielle parce que cette derniére est une dérivation
pour le cup-produit et f est un cocycle.

Maintenant, étudions 3. Dans le cas des extensions, I’lhomomorphisme de connexion
est donné par le produit a gauche par (F) ([BKI] Chapitre 10, Proposition 5), qui
commute clairement & § (le produit de Yoneda est associatif).

Il reste donc & montrer que le diagramme (4.6) commute. Faisons-le pour p = 1.
Nous allons utiliser la démonstration du Théoreme 3.5 (grace a la Proposition 3.11).

Nous sommes dans la situation suivante: f = (fo, fi) € Hom*(M ® A,L) &
Hom;#(M, A® L) est un 1-cocycle et F est la suite exacte 0 — L — LO M — M — 0
dans laquelle les structures de bimodule de Hopf sont déterminées par les matrices

we fo \ o (05 A
0 py 0 o
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Si g € Homyy(L, N) est un 0-cocycle, alors f -« g est un 1-cocycle et ol n(f ~ g) est
égala 0 > N> N M — M — 0 ou

e (Feo) o (00 (f=on
0y’ o &

déterminent les structures de bimodule de Hopf.

De plus, comme dans la preuve de la Proposition 3.11, g o F' est équivalente a la
suite exacte 0 - N — N & M — M — 0 avec les structures de bimodule de Hopf
determinées par gfy et (1® g) f;. Comme ces derniéres applications sont respectivement
égales & (f — g)o et (f ~ g)1, ceci montre que g o F est équivalente & o}, x(f <~ g).

Ceci termine le cas p = 1. On en déduit que pour tous f € HY, (M,L) et g €
H”1}44 (L’ N)a

oun(f~g) = (=1)"¢h(g) o F.

Avant de passer au cas général, nous allons établir une propriété d’associativité

partielle du cup-produit:

Lemme 4.6 Soient f, g et h des cocycles representant des éléments de H, (M, R),
HY, (R, L) et Hyy(L, N). Alors (f ~ g) « h=f (g~ h).

Preuve: En effet, les deux cocycles sont des éléments du type (ut)i—o,.. p+q dans
@V I Hom A (M ® Aspta-t ,A®'* @ N) et, dans les deux cas, la composante de degré t,
c’est- a—dlre uy, est égale a

Zr—l—s:t(l@t ® h’)
[(_1)5((1*7")(1@5 ® g)(f(m oY al,pfs)-A(571) (a’p*5+1 cee anft) ® 1) ®a p s+1 n— t]
=(1%Qh)o(f—g) M

Revenons a la démonstration du théoréme: supposons, par récurrence sur p, que f
soit un (p+ 1)—cocycle. Nous pouvons alors écrire F' = E, 0 E, ou E; est une extension
dans Ext (M, R) et E, est une extension dans Ext} (R, L), pour un bimodule de Hopf

R.
D’apres le cas p = 1, nous avons

f = (Dhin) ) = (Dhin) " By 0 Br) = (=10 (an) " (B) < (9Re) T (Bp). (4.8)

Alors, si g est un 0-cocycle dans Hom 4(L, N), nous obtenons:

(Whin)(go F) = (&hin) (g0 Epo Ey)
= (=1)P(pmr) '(B1) ~ (¢hy) (g0 Ep)
= (=1)(emr) " (E1) ~ (W) (Ep) ~ (@n) ' (9)]
[

)
=1)’[(hr) " (BL) ~ (he) " (Bp)] ~ (©on) ' (9)

~ 9

\A/—\A
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en utilisant le cas p = 1, ’hypotheése de récurrence, le Lemme 4.6 et la relation (4.8).
Le diagramme (4.6) commute donc en général et ceci termine la démonstration. &

Remarque 4.8 Si le cup-produit est remplacé par f x g = (=1)/I19f < ¢, le produit
x est égal au produit de Yoneda, mais D est alors une dérivation a gauche pour X.

Conséquence 4.9 Le produit de Yoneda étant associatif, c’est le cas aussi du cup-
produit. Ceci peut aussi se démontrer a I'aide de propriétés universelles.
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Chapter 5

Homologie cyclique des algebres de
Hopf

Dans [CM99], A. Connes et H. Moscovici ont défini une cohomologie cyclique adaptée
aux algebres de Hopf munies de données supplémentaires (un grouplike et un caractére
vérifiant certaines propriétés). Connes et Moscovici avaient déja introduit la cohomologie
cyclique des algebres de Hopf dans [CM98]; ils I'ont utilisée pour résoudre un probleme
de géométrie non commutative: le calcul de l'indice d’opérateurs transversalement
elliptiques sur des feuilletages. Cette définition peut étre légerement modifiée pour
inclure un deuxiéme grouplike (et donc assouplir les conditions sur Pantipode). Nous
étudierons ici la version duale, I’homologie cyclique d’une algebre de Hopf, par le biais
d’un module cyclique. Cette homologie est définie pour une algebre de Hopf munie d’un
grouplike est de deuz caracteres.

Dans [Cr], Crainic donne une autre définition de cette cohomologie cyclique en termes
de X —complexes. Il calcule certains exemples et construit un complexe de Weil non-
commutatif qui est relié a la cohomologie cyclique des algebres de Hopf. Il considere
aussi la version duale, dans la derniére partie de sa these.

Cette cohomologie a aussi été considérée par Gorokhovsky dans [Go] pour construire
des cocycles cycliques associés a un fibré vectoriel spécifique.

Dans ce chapitre, k£ est un anneau commutatif unitaire, sauf précision contraire.

5.1 Généralités

Considérons une algebre de Hopf H et supposons qu’elle soit munie des données supplémentaires
suivantes.

Données: On se donne un grouplike 7 de H et deux caracteéres a et 8 sur H,
vérifiant a(7) = 1 = f(7) et

(a* S, xB)° =id, (5.2)
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ou S, désigne 'application qui a un élément a associe 75(a); nous étendons la notation
* (produit de convolution) de la Définition 1.5, pour inclure la situation ol nous faisons
le produit de convolution d’un caractere sur H et d'un endomorphisme de H : ce produit
de convolution est donné par la méme formule que dans la Définition 1.5. La deuxieme
identité peut étre écrite avec la notation de Sweedler:

a(aM)a(S(a®))rS*(@®)r ' B(S(a?)) B(a®)) = a, Va € H.

Rappelons qu’un module cyclique (voir par exemple [Lo] Section 2.5) fournit une
théorie d’homologie cyclique. On définit ici un module cyclique CS"*? (H) de la fagon
suivante:

Définition-Proposition 5.2 Le module CS™*" (H) est égal & H®", et

di . H®n+1 —y H®n

a(ag)a; @ ... ® ay st 1 =0,
W ...0a, +— W®...0a, 14;V...Qa, st1<1<n,
g ® ... Q an_16(ay) sii=n+1,

s; : H®® — H®nt!
{a1®...®1®ai®...®an st 1<1<n,

a1®---®an ..
R..Qa, 1 sit=n+1, et

t, : H®" — HO®"
2) 3)

Gu®...0a, a(agl) .. ag))SW(agz) ) ® ag ®...Q® a,(f’llﬂ(aff)).

lorsque n > 1. Si n = 0, les applications deviennent dy = «, di = 3, so = n (I'unité
de H) et ty = idg. L’homologie cyclique de H est I’homologie de l'un des bicomplezes
usuels associés a ce module cyclique, ou, lorsque k contient Q, du complexre de Hoch-
schild soumis a des relations données par Uaction cyclique ty (cf. [LoJ). Nous noterons
HC™®) (H) cette homologie.

Remarque 5.3 Lorsque nous dualisons la définition de la cohomologie de Connes et
Moscovici, nous obtenons le module cyclique Cmeh) (H), ou (m, &, #) vérifie les conditions
(5.2), « étant remplacé par .

Preuve: La plupart des relations qui doivent étre satisfaites par un module cyclique
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se vérifient aisément; il s’agit des relations suivantes:

did; = d;_1d; pour z < j
8i8; = 8;415; pour 7 < j
Sj_1di pour 7 <j
d;s; = § id pouri=j, 1 =75+1
sjd;_1  pour i >j+1
ditn = tn_1d;_1 pour 1 <i<n+1
dOtn = dn
Sitn = lnt+18i-1 pour 2<i<m+1

_ 42
S1tn =151 Snt1-

La vérification de la derniere relation ¢! = id est plus

technique. Nous utiliserons

les propriétés suivantes de S; : Sy (ab) = S,(b)S(a) et S?(ab) = S2(a)S2(b). Calculons

d’abord le carré de ¢, :

n

2@ ®...0a) = al...dD)a (Sﬂ((agz) IONONPCE .aff’ll)ﬂ))

S, (sﬂ((a?) . ad@)@) (D P

n

U

) @ 5.0 ..aP?)®)

)P ®...® (@Y,)®5((a))8(a)

n

S (Sﬂ(a(?’))S(agg) aP)d? .

n -e Wy

= a(agl) .. .ag))a (S(a(‘l))S(aYQ ...a

'n

cYn—1

9)a?...a,)

6
a221>

7
2

®Sx(a” ...aP)@a” ®...®d”, B(a{,)B(a)
= a(@ ... aM)a(S®)) S2(aP) ® S.(a!? . ..a?)

®d ®...@ad?, 8P )Ba?).

Prenons 2 < j < n — 2. Supposons par récurrence que:

Bo®. ©aw) = a6 oo (S,

- ag))) 57%(“7(133]42)

©52(a ,3) ® ... ® S2(a?) ® Sp(a? ... a?)

®al’ ® ... @a;B(al);,

5
)8y .. a).
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Alors

t‘Zl—l—l(CLl R...Q an) = a(agl) .. .CLS))O! (S(GSQHZ .- -an4))>
)

@) ;
Se (S2((0)12)®) .. S2((@))

(@2 ) )N  (2,))
S1(02142)P) © ... ® S2(@P)®) ® Sx((a” ... o))

3 3 3 5
@)Y .. @ (02 ) B(0) B0 00 af))
= a(aV .. Mo (S(an82j+2 .a®)

o (820, afa(S(a” .. af)al? .0,
S, (s% 01z a8 o)l )
7>®s7r(a§2> a?)

52( n ]+2) ®Sz(
®a§7)® ®an Zj-18(a

0 ®...0a) = a@.. . a)a (S(aszgzjw " 'G%S))>

S(a(?’) a -)a§4) al )

n—j
S2(all) ) ® @ S2(al") ® Sx(af? ...a®)
®al” ®...®@al’,_, Bla,)B(al ;)80 5. . al?)

= a(agl) . ag))a (S(a,(f)”g a%)))a(S(ag_jH))
S2(ay) ;1) ® S2(al).,) @ ... @ S2(al)) @ Sp(al” ... al?)
@’ ®...®a; ﬂ(an_pﬁ(a;*”lj+l>ﬂ<an5_j+z .al);
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ceci termine la récurrence. Finalement,
(e ®..®a) = 2 (a®...Qa,))
= 2{a(a”...adM)a (S ..a)) s2(a) @ S2ef) @ ...
®52(a?) @ S (al?...a®) ® P B0 B[S ... )}
= a(agl) . agll))oz (S(ag4) .. .aﬁf”))
o (S2((@?)D) .. S2((@®)D) S, (@) .. (a) ) (o))
a(S((af”)®)) S2((af)®)
Se (S2((@$)@) ... $2((af?
S ®...® S2((af)®)
B (Sx((@™) ... @)®)) B((a*)P)B(a8)B(af . .. a?))
= oV ...aM)a (S(a:(f) .aM)
« <52(a§5) . .asf’))S(agl) a® S(ag4))5(a§4))a§5))
o(S(af”)) S2(ai")
@Sy (%0 ... a®)S (e ... o) S (af) S(a")al”)
@52 ®...® 2(aD) 8 (S(af” ... o)) BaVa” ...
= ol a)a (S(a”...a)) a(s(af”))a(s(a”) $(af’)
2520 ®...0 S2(a®) g (S(agz) . .a§3>)) B@Pa ... a®)
= (axSy*0)?%(a1) ®...® (axS;*xB)*(an),

qui est égal & a1 ® ... ® a, d’apres la condition (5.2). &

Exemple 5.4 Lorsque H est 'algébre de Hopf triviale k, alors HC{™®#) (k) coincide
avec ’homologie cyclique classique HC, (k) (le triplet (7, a, 3) est nécessairement égal a
(1,1idy, idg)).

Exemple 5.5 Supposons que H soit une algebre de groupe £G'. Alors, pour tout élément
7 dans le centre de G et tous caracteéres « et 3 sur H valant 1 en 7, nous pouvons
considérer ’homologie HC™%# (kQ3). Nous allons étudier des exemples de cette situation
dans la Section 5.2.

Lorsque nous changeons les caractéres dans un triplet (7, «, ), il arrive que les
homologies cycliques associées soient isomorphes:
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Proposition 5.6 Soit y un caracteére tel que (7)) = 1. Alors (7, v * a, 7y * 3) vérifie (5.2)
si et seulement si (70 S?) x 3 = (3. Nous avons alors HC{™®® (H) = HC{™*7*8) (H),

Preuve: Supposons que nous ayons (y0S5?)x3 = y% 3. Montrons d’abord que (y*a*
Syxv*3)% = id. Pour cela, calculons (o0 Sxid)(yx (a*S;x3)?); si nous I’appliquons & un
élément h de H, nous obtenons: v(h(M)a(h®)a(Sh®)(S3h™*)S2(hG)B(Sh3))B(AM),
qui est égal a

D) ®)a(SHO ) (SHO)SHHD) B(SH®) 3(hT)

grace a ’hypothese (en groupant y(S3h®) et B(Sh®))). Le calcul de (yxaxS,xyx3)%(h)
donne la méme expression. Ainsi, (7% a* S; x v (3)% = (yo S*xid)(yxid) = id.
Réciproquement, supposons que (yxaxS;xy*3)? soit égal & I'identité. En appliquant

go(yxBx (oS x(yo S xidxyxa)

a cette identité, nous obtenons la condition. Notons que ’antipode est bien inversible,
d’inverse ax (o S) xSt 1 x (o S) * S.
Enfin, lorsque ces conditions sont vérifiées, les applications

X : C(ﬂ'afy*aaf)/*ﬂ) (H) _> C(Wﬂaaﬂ) (H)
M. ®h, — @Y. NP ®. . . @h?
et
XI . O(ma.p) (H) —  OmrxaysB) (H)
M. @hy — A(SHY .. KNP g . @

définissent des morphismes de modules cycliques inverses I’'un de l'autre. Vérifions
d’abord que x commute a dj :

1 2 1 1 2 2
= (") a(BP) (R .. AP @ . @ AP
= do(X(ho@@hn)),

nous vérifierions de méme que y commute a d, 1, et que X' commute a dy et dyy1.
Maintenant, soit 1 <4 < n; montrons que y commute a d; :

X(di(ho®...®hy)) = xX(he®...Qhi_1h; ®...Q hy)
= A" hORY P e ok .. @ hP
di(x(ho ® ... ® hy));

nous procéderions de méme pour x’. Nous pourrions vérifier de maniere similaire que x
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et ¥’ commutent aux s;. Montrons maintenant que x commute & l’action cyclique:

Xta(h ® ... @ hy)) = x((vxa)(B ... h) S (B .. nY)

®h§3f f@h?’lz(v*ﬂ)(h(?’)) e
=~V .. e Nah®? . b)Y y(S. (b . REYRD L hE)
S0 WD) &0 ©. @ Y, (1) (1)

o ) o725

S (b9 b)Y & b & ... @ D, A(hD) a(h)
= A0 h) ol )

sr(hg@ hﬁ” At ) ®...® rY a(hi)

nous ferions de méme pour x'. Enfin,
X (P ® ... @ hy)) = SEY . BN 4P . MNPV g @h® =h ... @ hy,

donc x o ¥’ = id, et de méme Y’ o y = id.
[

Conséquence 5.7 Nous pouvons, dans certains cas, nous contenter de considérer un
seul caractére non trivial: si (€0 S?) %3 = (a0 S)* S, alors

Hcﬁw,aﬁ) (H) = Hcﬁﬂ,sy(aos)*ﬂ) (H).

Corollaire 5.8 Soit H une algebre de Hopf commutative ou cocommutative. Alors
Hcsr,a,ﬁ) (H) = Hcsr,e,(aos)*ﬁ) (H)

pour tous «, [ et 7 vérifiant la condition (5.2).

Preuve: En effet, S? = id dans ce cas (¢f. [Kl] Theorem I11.3.4.). &

A tout module cyclique est associée une suite exacte longue périodique (SBI) (cf.
[Lo] 2.2.1), qui fait intervenir I’homologie du module cyclique et ’homologie du module
simplicial sous-jacent. Munissons & de la structure de H—bimodule suivante:

a.\.b = B(a) a(b), Va,b € H and X € k.
Notons gk, ce bimodule. La suite SBI prend alors la forme suivante:
Proposition 5.9 Il existe une suite exacte (SBI):
. — HM(H, gko) — HC™®O)(H) — HC™ %) (H) — H!_|(H, gko) —
(rappelons que H” désigne I'homologie de Hochschild).

Nous allons maintenant considérer le cas d’une algebre de groupe.
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5.2 Homologie cyclique d’une algebre de groupe

5.2.1 Cas des caracteres triviaux; décompositions

Dans cette section, H est une algebre de groupe kG et les caractéres sont tous deux
égaux a la counité €. D. Burghelea, M. Karoubi et O.E. Villamayor (voir [B], [KV],
[Lo]) ont établi des décompositions de I’homologie cyclique classique d’une algebre de
groupe HC, (kG). Nous allons interpréter cela en termes d’homologie cyclique de Connes
et Moscovici.

Ecrivons d’abord les morphismes du module cyclique C™*9 (kG) :

(90 ®...®Gn) = 1Q...Q gn,

di(go® ... ®gn) = G®...0Ggi 16:i®...®gysil<i<n,
dnt1(900® ... ®gn) = G ® ... gn1,
$i(1®...00) = 10...010¢;®...Q¢g, pour 1 <i<n,et
(1 ®...®g) = 7(g1---9n) ' @G ® ... @ gn,
pour tous ¢y, . ..g, dans G.

Nous pouvons considérer un autre module cyclique associé a G et 7 :

Définition-Proposition 5.10 ([Lo| 7.4.4.) Soit G un groupe discret et soit m un élé-
ment quelconque de G. On définit un module cyclique kI'o(G,m) comme suit:  en
tant qu’ensemble, T, (G, ) est l'ensemble de tous les (go, ... ,gn) dans G tels que
le produit g . .. g, soit conjugué a m. Les faces, les dégénérescences et l’action cyclique
sont usuelles:

di(go,---,9n) = (90,---,9iGix1,--- ,9n) pour 0 < i < n,
dn(90,--- 5 9n) = (9n90, 915 s Gn-1),

$i(90s---59n) = (gos--- 951, Gix1s--- > 9n), €t
tn(90,--- 2 9n) = (9n;90;- - Gn-1)-

Il y a une décomposition canonique de modules cycliques:

@k

(m)e(@)

ot Co(kG) désigne le module cyclique classique de kG.

Nous allons maintenant faire le lien avec I’homologie cyclique de Connes et Moscov-
ici:

Proposition 5.11 L'application

(0r)n : C™=)(kG,) — Kk(Tn(G, 7))

Q... Qg — (01 n)  RH® ... R gn,
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ou G, est le centralisateur de 7 dans G, est un morphisme de modules cycliques qui induit
un isomorphisme sur les homologies.

Preuve: Il est clair que 6, est un morphisme simplicial; de plus, comme 7 est central
dans G, 'application 8, commute a ’action cyclique.
Au niveau des modules simpliciaux, 6, se factorise comme suit:

C22) (kG,) = Co(Go, k) —25 Cu(G, k (1)) 2= k(LW (G, 7)),

ol P(g1s-- 5 9n) = (T3 91, , Gn) €t G(gos- -, 9n) = (91 - - 9nGo; g1, - - - , gn). Le module
k (m) est induit par l'inclusion G, — G du Gy—module trivial k. D’apres le lemme

de Shapiro, ¥ est un quasi-isomorphisme. Comme ¢ est aussi un quasi-isomorphisme
(voir [Lo] 7.4.2.), il en est de méme pour 6. Finalement, les suites exactes longues SBI
pour les deux modules cycliques, et le “lemme des cinq”, montrent que 6, induit un
isomorphisme entre les homologies cycliques. #

Remarque 5.12 Cette preuve est tres proche de la preuve de la décomposition de
Burghelea de [Lo] 7.4.5. Ceci permet de voir que les HC{™*%) (kG,) sont bien les facteurs
de la décomposition de Burghelea.

En combinant ces deux propositions, on obtient:
Théoréme 5.13 Soit G un groupe discret. |l existe un isomorphisme gradué:

HC,(kG) = @ HCI)(kG,).
(m)€(G)

Remarque 5.14 En utilisant les résultats de [Lo] (7.4.11 & 7.4.13), nous pouvons don-
ner diverses interprétations et décompositions de HC™*)(kG,) :

Théoréme 5.15 Supposons que I'une des conditions suivantes soit satisfaite:
(i) G est sans torsion,
(ii) G est abélien,
(iii) £ contient Q.
Notons {7} le sous-groupe cyclique de G engendré par 7. Alors, si 7 est d’ordre fini dans
G7
HC™=9) (kG,) = HC, (k) ® H,(G./{r}; ck.),

et, lorsque 7 est d'ordre infini dans G,
HC™*9) (kG,) = H,(G/{r}; .k.).

Remarque 5.16 Un résultat similaire a été obtenu dans le cadre cohomologique pour
les algebres de Lie, dans [CM99] et [CMO00].
Nous verrons plus loin certaines généralisations des résultats du Théoreme 5.15.
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Remarque 5.17 Ces interprétations nous permettent aussi de calculer explicitement
HC™=9) (k@) quand G est un groupe cyclique et d’en déduire I’homologie cyclique
classique HC, (kG) :

Proposition 5.18 Soient G un groupe abélien et m un élément de (G. Supposons que
G/{~} soit un groupe cyclique d'ordre fini m,. Soit k£ un anneau, que I'on considére comme
un k (Z/m.Z) —module trivial. Notons Ann(m,) = {\ € k/ m,\ = 0}. Alors:

k@ Ann(m,)™?  sin est pair

(k/m k)" +1/2 si n est impair.

HCS@”wG):{

Preuve: Soit o, un générateur de Z/m,Z et soit Ny =1+ 0, +02+ ...+ 0™ L sa
norme. L’homologie de Z/m,Z a coefficients dans k est donnée comme suit (voir [W]):

kf(or — 1)k =k sin=0,
H,(Z/m.Z; k) = § k¢ /N k = k/m.k si m est impair,
{N € k/NA=0}/(0r — 1)k = Ann(m,) sin est pair >0

(rappelons que k est le k(Z/m,Z)—module trivial). Le Théoreme 5.15 fournit le
résultat. #

Corollaire 5.19 Avec les mémes notations, nous pouvons exprimer I’homologie cyclique
classique de kG :

K¢ @ (D, cq Ann(m,)™?)  si n est pair
D, ci(k/mk)"+1/2 si n est impair.

HQ%Q:{

Remarque 5.20 Ceci est en accord avec les résultats de [BACH2].

Remarque 5.21 Nous pouvons considérer certains cas particuliers de ces résultats. Par
exemple, si m, n’est pas un diviseur de zero dans k, alors HC%”’E’g)(kG) est égal a ksin
est pair et & (k/m,k)"*/? si n est impair, donc HC,(kG) est égal & k#C lorsque n est
pair et & @, ., (k/mk)""/? quand n est impair; si de plus I'ordre de G est premier,

cela donne le résultat de [CGV]| Theorem 1.

5.2.2 Cas de caracteres non-triviaux lorsque G est un groupe
cyclique

Supposons dans ce paragraphe que k& soit un corps de caractéristique nulle. Posons
H = kG, avec G = Z/mZ et soient « et [ des caracteéres sur H. Dans un premier temps,
nous allons calculer 'homologie de Hochschild H(H, sk, ). Pour cela, nous allons utiliser
une résolution projective simplifiée définie dans [CGV]:
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Z:n:?)l gi®gm\—i 271®1+g®gmf1

> H®2 H® H®2...

1 4 .
Z;lo g1®gm\z u

- H®? H®? -H——=0
ou g est un générateur fixé de Z/mZ, Papplication p est la multiplication de H et les
différentielles sont données par la multiplication par les expressions qui figurent au-dessus
des fleches.
Supposons tout d’abord que o # . En tensorisant la résolution ci-dessus par gk
sur l'algebre enveloppante H® nous obtenons le complexe suivant:

o ~1®1+gRg™ !

H®

—1_1 —1_1 —1_1
¢p \ﬁka O:ﬁka ¢p - O\ﬁka ¢p :ﬂka -0

ot ( = a(g) et p = B(g) sont des racines m*™* de I'unité distinctes dans k. L homologie
de ce complexe est nulle: H"(H, 3k,) = 0.

La suite exacte SBI de la Proposition 5.9 nous permet donc de déterminer I’homologie
cyclique de H lorsque a # (3.

Nous allons maintenant étudier le cas o = (3 (sans utiliser 'homologie de Hochschild).
Soit m = ¢® un élément de G tel que (* =1 (c’est-a-dire a(m) = 1). D’apres le Corollaire
5.8, nous avons:

HCm®) (k@) = HC™) (kG).

En utilisant la Proposition 5.18, nous obtenons finalement:

Proposition 5.22 Supposons que k soit un corps de caractéristique nulle. L'homologie
cyclique de I'algébre de Hopf H = k (Z/mZ) est égale a:

HC™*8)(H) = 0si a # 3,
HC*) (H) = {

k@ Ann(m,)™?  sin est pair

(k/m k)" +1/2 si n est impair

ol m, est I'ordre du groupe (Z/mZ) /{r}.

5.3 Décomposition de ’homologie cyclique d’une
algebre de Hopf

Certains des résultats de la section précédente se généralisent aux algebres de Hopf
cocommutatives:

Théoréme 5.23 ([KR] Theorem 4.1) Soit H une algébre de Hopf cocommutative. Alors
HC(##)(H) = HC, (k) ® H*(H; k).



76

5.3. Décomposition de ’homologie cyclique d’une
algébre de Hopf

En fait, comme dans le cas des algebres de groupe, ce résultat peut aussi se généraliser
a certains grouplikes non-triviaux et méme a des caracteres non-triviaux; je remercie
Andrea Solotar pour les discussions utiles que nous avons eues concernant le résultat
suivant:

Théoreme 5.24 Soit H une algebre de Hopf cocommutative sur un corps k et soit 7 un
grouplike de H, central dans H et d’ordre fini n qui ne soit pas multiple de la caractéristique
de k. Alors

HC™*A) (H) = HC, (k) ® H(H; gk,).

Démonstration: La démonstration qui suit est similaire a celle du cas d’une algebre
de groupe (cf. [W] p342). Remarquons que, grace au Corollaire 5.8, il suffit de montrer
la décomposition de HC{™*9 (H).

Tout d’abord, la décomposition du Théoreme 5.23 de Khalkhali et Rangipour se
généralise aisément a des caracteres non-triviaux: il suffit de remplacer ’action cyclique

du Lemme 4.1 de [KR] par
talho ® ... ® hy) = (hoh{" ... BN @ S(A? .. .h®) e P @ ... @ K, §(h®),
et k par sk := sk.. Nous avons alors une décomposition:
HC#9) (H) = HC, (k) ® H(H; sk). (5.26)

Passons maintenant a un grouplike non trivial.

Notons H le quotient H/[(D,, (77 —1)H] = H/K™ H, oul K est I'algebre du groupe
cyclique engendré par m et K est 'intersection de K avec le noyau de «.

L’application

m:C,E”’E’J)(H) — Cil’s"s)(HW)
M®...h, = h®...Qh,

est un morphisme de modules cycliques. Il induit une application H?(H;sk) — H*(H;sk)

qui est naturelle, puisque la composition C{*%(H) =5 C™*(H) — ¢V (H,)
de morphismes de modules simpliciauxr avec l'isomorphisme naturel est 'application
naturelle de passage au quotient.

Nous allons montrer que cette application est un isomorphisme; pour cela, nous
allons utiliser le théoreme de Stefan suivant:

Théoréme 5.26 ([St] Theorem 4.5) Soit H une algébre de Hopf, soient A un H—co-
module algebre et B = AR la sous-algebre des coinvariants de A. Supposons que A/B soit
une extension H—Galois, c'est-a-dire que 3 : A®p A — A® H, 1 ®p Yy — 1.Y0) ® Y
est un isomorphisme. Supposons aussi que A soit projectif comme B—module a droite et a
gauche, et soit M un A—bimodule.

Alors il existe une suite spectrale

h . 11h h
E;q =H}(H;Hy(B,M)) = H) ,

(4, M)

qui est naturelle en M.
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Appliquons ce théoreme a la situation suivante: A est égal & H, qui est un comodule-
algebre sur H, via h — h®@h® . L’algebre K est une sous-algebre de Hopf de dimension
finie de H, qui est semisimple (c’est I’algébre d’un groupe fini, qui est semisimple puisque
la caractéristique de k ne divise pas l'ordre du groupe cyclique engendré par ), donc
d’aprés [NR| Theorem 4, H est libre comme K —module & droite ou a gauche. Enfin,
B est ’espace des coinvariants de H, qui est bien égal & K grace a [M93] Proposition
3.4.3., en utilisant le fait que 7 est central dans H, et le fait que H est libre comme
K—module; la démonstration de cette proposition précise aussi que 'extension H/K
est H,—Galois.

Ainsi, toutes les conditions du Théoréme de Stefan sont réunies et il existe une suite
spectrale

(H;sk).

Mais comme K est semisimple, I’homologie HZ(K ;sk) est nulle sauf quand ¢ = 0 et donc
la suite spectrale dégénére pour donner un isomorphisme H?(H,;sk) = H"(H;sk) qui est
naturel. Le morphisme de modules cycliques x induit donc un isomorphisme naturel sur
les homologies des modules simpliciaux.

Nous en déduisons, en utilisant la suite exacte longue SBI et le lemme des cing, les
isomorphismes suivants:

Eg,q = HZ(HW; HZ(K;(;k)) = H; "

HC{™=? (H) = HCL (Hy) = HC. (k) @ H1(Hyisk) = HC. (k) ® HI(H;sk),

le deuxiéme isomorphisme provenant de isomorphisme (5.26). &

Remarque 5.27 Il existe un résultat partiel pour des algebres de Hopf plus générales:
soit H une algebre de Hopf et supposons qu’il existe un grouplike o central dans H ainsi
qu’une trace tr qui soit c—invariante (cf. [KR]) et telle que tr(o) soit inversible dans k.
Alors HC!"*9)(H) est facteur direct dans HC,(H) ([KR] Théoréme 3.1).
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Chapter 6

Exemples de calculs de diverses
homologies

6.1 Algebres de carquois tronquées

6.1.1 Une résolution graduée

Soit € un carquois fini (c’est-a-dire un graphe orienté fini) et soit k€ ’algébre de chemins
de €, (k€ est le module libre sur £ dont la base est I’ensemble des chemins de € et
la multiplication est donnée par la concaténation des chemins). Pour tout p € N,
notons €, I’ensemble des chemins de longueur p dans € et soit m I'idéal de k€ engendré
par €;. Considérons un idéal admissible I dans k€ (i.e. un idéal tel qu’il existe n
avec m® C I C m?). Dans [AG], D. Anick et E.L. Green ont introduit un nouveau
carquois I qui fournit une résolution projective minimale de £€/I—modules de k<.
Cette résolution est graduée par la longueur des chemins.

Lorsque I est égal a m™, pour un entier n > 2, I’ensemble des sommets de ce carquois
lMest €U, U...UC,_; et les fleches sont données comme suit:

a$e sia€ Cec€ & et le terminus de a est e,
vy4a sia€€,y€C, etleterminus de v est 'origine de a,
a7y sia€ €,vel, | etleterminus de a est 'origine de 7.

Si ') désigne I’ensemble des chemins de longueur i dans I', alors I'®®) peut étre
identifié & @, et Tt 3 €0\ 1.

En utilisant cette résolution de D. Anick et E.L. Green, E. Skoldberg a construit
dans [Sk] une résolution de I’algébre A := k€/m" pour n > 2 comme suit:

Théoréme 6.1 ([Sk| Theorem 1) Considérons le complexe

PAZ"'@)Pii)"'&Pli)PO&A—)O’
ou )
P, = A ®e, kT @pe, A,

79



6.1. Algébres de carquois tronquées

les différentielles sont définies par:
Aocr1(U @ a1+ Genn @ V) = UAL @ Ao+ Ueny1 ®V — U A1+ Uen, @ Gent 1V,
doc(U® ay -+ Qe @ V)
= Z] o ua1 0 @ Ayt A1)t B Qe—1)ntjr2 " Gen¥ SI € > 0,
et I'augmentation dy : A ®pe, A = A Qpe, kT® ®pe, A —> A est donnée par
do(u ® v) = uv.

C’est une résolution projective du A—bimodule A qui est graduée par la longueur des chemins.

6.1.2 Homologie de Hochschild a coefficients dans ’algebre

A T’aide de la résolution du Théoreme 6.1, E. Skldberg calcule I’homologie de Hochschild
de A a coefficients dans A; dans cette situation, puisque les différentielles du Théoreme
6.1 préservent la graduation, les groupes d’homologie de Hochschild sont aussi gradués.
Notons H (A, A) la partie homogene de degré ¢ de Hl(A, A).
Notons C ’ensemble des cycles du carquois € et pour chaque cycle v dans C, notons
L(7) sa longueur. Le groupe cyclique (t,) d’ordre L(7) agit naturellement sur +; notons
7 'orbite de v sous cette action et C I’ensemble des orbites des cycles du carquois.

Théoréme 6.2 ([Sk]) Posons ¢ = cn+e, avec 0 < e < n—1 (avec n > 2). Alors |'espace
HP (A, A) est donné par:

= sil<e<n—1let2c<p<2c+1,
@T|q(k(””) "o Ker((-:k— k) sie=0, et 0<2c=p,

X ®T|q(k("/\’") e Coker( Lok — k) sie=0, et0<2c—1=p,

k# o sip=¢=0, et

0 dans tous les autres cas,

\

ou a4 est le nombre de cycles de longueur ¢ dans C, 'entier b, est le nombre de cycles de
longueur r dans C qui ne sont pas des puissances de cycles plus courts, et n A r est le pged
de n et r.

Exemple 6.3 Supposons que ¢ = €™ soit la couronne de longueur n, c’est-a-dire le
carquois a n sommets eg, ... ,e,_1 et n fleches ag,... ,a,_1, chaque fleche q; allant du
sommet e; au sommet ;1 si 0 <7 < n—2, et la fleche a,_; allant de e,,_; a ey, comme
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sur la figure:

i +V1\IA/| -.1

L’algebre A, := k€™ /m™ est appelée algebre de Taft.
L’homologie de Hochschild de I’algebre de Taft A, est donnée par:

H:  (An,An) = k"' sip=2coup=2c—1

p,cn
Hi o (An,Ap) = K"
Hz’q(An,An) = 0 dans tous les autres cas.

Remarque 6.4 La cohomologie de Hochschild de ces algebres de carquois tronquées a
été calculée dans [BLM], [Li] et [EH].

Nous pouvons aussi considérer les cas oun =0et n = 1.
Lorsque n = 1, I'algébre £€/m est isomorphe & k&) = X ce, ks, et donc

ks sip=0
H(k¢/m, k& = H"(ks, ks) = GBSECO ’
ke ke = @) = (Pt 4220

Lorsque n = 0, nous pouvons énoncer:
Proposition 6.5 L'homologie de Hochschild de £€ est donnée par:

HA(kC, k€) = KC,

HY (k€ k€) = {X1) " 4 (7)/ v €C, L(v) > 1}
H2(kC, k) = 0sip > 2.

Preuve: Nous allons utiliser la résolution suivante (voir par exemple [C91]):

Lemme 6.6 ([C91] Theorem 2.5) Le complexe qui suit est une résolution projective de
k€—bimodules de k€ :

o 00— k€ Qpe, k€1 Rkey kC — k€ Qpe, k€ — k€ — 0,

la premiere différentielle non nulle associant ra @y —xrQay a r®a®y, la suivante associant
ryazrRy.
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En tensorisant par k€ sur £C€¢ on obtient le complexe suivant:

om0 — kC@pes k€ 1 KC 0.
rea = va—av

L’espace HA (k€, k€) est engendré par les cycles de C, soumis aux relations données
par I'image de 6. Comme §(v ® a) = va — t,,(va), les relations identifient deux cycles
qui sont dans la méme orbite, et H? (k€, k€) = kC.

Ce complexe est C—gradué; ainsi, pour trouver H?(k€, k¢) = kerd, il suffit de
considérer les éléments du type z = Zf:(g)_l Aitfr(fy), oll ¥ ® a est identifié & va, et les
A; sont dans k. Or 6(x) = 0 si et seulement si \g = A} = ... = AL(y)-1, et le résultat en
découle. &

6.1.3 Homologie de Hochschild a coefficients dans gk,

La résolution du Théoreme (6.1) nous permet aussi de calculer d’autres homologies de
Hochschild, utiles pour déterminer HC(™®#)(A). Soient « et 3 des caractéres sur A;
nous allons calculer 'homologie de Hochschild H”(A, sk, ), lorsque n > 2. Elle est égale
a Tor" (A, gka), c’est-a-dire & 'homologie du complexe gk @4e P4. Ce complexe est
isomorphe au complexe gky Qpes I'®) muni des différentielles suivantes:

ska ®reg T — gho ®peg T

n—1

1® bl ce bnc — Zj:O a(b(c—l)n+j+2 ce bcn)/@(bl ce b]) X bj+1 ce b(c—l)n—|—j+1

ﬂka ®k€8 F(Qc—l—l) N ﬁka ®k€8 P(Qc)
1®b1 ---bnc—|—1 — Ot(bl) ®b2---bnc—|—1 _ﬁ(bnc—kl) ®b1 bnc

On remarque que, dans ce cas, les différentielles ne préservent pas la graduation.

Maintenant, précisons les caracteres sur A : pour chaque sommet ¢;, il y a exactement
un caractere a; qui lui correspond; il vaut 1 en e;, et 0 en tout autre chemin de € (en
effet, les e; sont des idempotents orthogonaux, et les fleches ont soit des extrémités
différentes, soit une puissance nulle).

En particulier, les caracteres s’annulent sur tous les chemins de longueur supérieure
ou égale a 1, donc les différentielles sont nulles. Ainsi, I’homologie est:

H}QLC(A7 ﬂka) = ﬁka ®k€8 kQ:nc
ch+1(A’ ﬁka) = ,Bka ®k‘€8 k€nc+1

(en utilisant les identifications de la Section 6.1.1).

Exemple 6.7 Pour les algebres de Taft A,,, les résultats deviennent:
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sia = (3,

{Hzc( ns ko) = k
ch—kl( k )

ch(Ana ﬁka) =0
ch+1(Ana ﬂka) =k

et dans tous les autres cas, I’lhomologie est nulle en tous degrés.

sia= a1 et = q,

Remarque 6.8 Nous pouvons la encore calculer 'homologie H(A, sk,) lorsque n est
égal a 0 ou 1.

Sin = 0, nous allons a nouveau utiliser la résolution du Lemme 6.6. En la tensorisant
par gk, sur k€°, nous obtenons le complexe suivant:

.0 — gkq Okeg k€, — gk, Okeg k€, — 0.

Toutes les applications de ce complexe sont nulles (les caractéres s’annulent sur les
fleches). Etant donné un caractére x, notons e, l'unique sommet tel que x(e,) = 1.
Alors HY (K€, gko) = gk Qpes k€ est égal & 0 si oo # [ et & ke, si a = (et H (kC) =
gka ®k¢8 kCy =2 ey k€ eg.

Lorsque n = 1, en considérant le carquois formé des sommets de €, nous avons
k€/m = k&, en tant qu’algebres. Utilisons a nouveau le Lemme 6.6: la résolution de
k€/m est donc

.0 > kC Rk, k€ — k€y — 0

et H*(k€/m, sk,) est ’homologie du complexe
..0— ﬂka ®k¢8 k€y — 0.

Or gko Qez kCy = Xseey pka Ores ks et gk Qpeg ks = k si a = [ ou si les deux caracteres
sont différents de «,; dans les autres cas, gk ®kes ks = 0.
Par conséquent, nous avons

HE (k€/m, gka) = k#%o si = (3,
HE (kC/m, gko) = k72 sia# B, et
HE (k€ /m, ko) =0 pour tout p > 0 et pour tous « et 3.

6.1.4 Homologie cyclique classique

Dans ce paragraphe, k£ est un anneau commutatif qui contient Q. Lorsque A est une
k—algebre graduée, la suite exacte SBI de Connes se décompose de la facon suivante:

Théoréme 6.9 ([Lo] Theorem 4.1.13) Soit A une k—algebre unitaire graduée positivement
contenant Q. Posons HZ(A) = HI (A, A)/H](Ap, Ag) et HC,(A) = HC,(A)/HC,(Ay). La
suite exacte SBI de Connes pour HC se décompose en suites exactes courtes:

0 — HC,_1(4) — H,(4) — HC,(4) — 0.
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Ceci va nous permettre de calculer I’homologie cyclique classique des algebres de
carquois tronquées.

Considérons d’abord les cas n = 0 et n = 1. En combinant les résultats pour
I’homologie de Hochschild et le Théoreme 6.9, nous obtenons:

Proposition 6.10 L' homologie cyclique de k€ et de k€/m est donnée par:

HCQC(kQ:/m) = @se({oks
HCQC_H(ICQ:/W) =0

HCy(k€) = kC
HCy.(kC) = k#%
HCZc-f—l(kQ:) = 07
pour tout ¢ € N.

Le cas n > 2 fait intervenir les mémes méthodes:

Proposition 6.11 Supposons que n > 2. Alors:

dimy, HCo, (k€ /m™) = #€0+Zacn+e+ > (rAn-1)

r|(c +1)n
n & rN

dimkHCQCH(ka/m") = Z(T—l)br
rln

Preuve: Tout d’abord, Ag est égal a k&g, et nous connaissons donc les homologies de
Ap (voir la Proposition 6.10). De plus, nous avons HCy(A) = HA(A, A) = k#Cot+2e= o a
Alors, en utilisant le Théoreme 6.9 et les résultats sur ’homologie de Hochschild, nous
obtenons la formule suivante:

dimy, HCy(A) + dimy HCyo 1 (4) = #€+ > (rAn—1)b, + Zacn+e
r[(c+1)n

En particulier, dim; HC1(A) = 3=, (r — 1)b;.
On conclut par récurrence. #

Corollaire 6.12 Lorsque € est la couronne €™ ces résultats deviennent:

HCQC(AR) == kn’
HCoey1(An) = k" pour c € N.

Exemple 6.13 Soit A lalgebre quotient £[X]/(X™). Elle admet une présentation par
carquois et relations (le carquois a un sommet et une boucle) et son homologie cyclique
est k™ en degré pair, et s’annule en degré impair.

Remarque 6.14 Ceci est en accord avec les résultats généraux de [BACH] et [BACH2].
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6.1.5 Homologie cyclique de Connes et Moscovici

Maintenant, k£ est un anneau commutatif qui contient une racine primitive n*m¢ de
I'unité ¢. L’algebre de Taft A, est alors une algebre de Hopf (voir [C93]); ses morphismes
de structure sont déterminés par:

e(ei) =0i0, €(a;) =0,
Ale;) = Z ej®e, Ala) = Z (e;® a1+ Claj ® &),
j+H=i [n] jH=i [n]
S(e) =es,  S(a) =—¢"asi,

ol § est le symbole de Kronecker et les indices sont écrits modulo n. Nous pouvons donc
considérer ’homologie cyclique HC{™*#(A,,) de Connes et Moscovici.

Pour cela, il nous faut déterminer quels sont les caracteres et grouplikes (7, o, #) qui
satisfont aux conditions (5.2). Les n grouplikes de A, sont:

n—1

T = Z Cle,.

=0

Un triplet (7, a, o) satisfait & (5.2) si et seulement si ui = 0 (mod n), vi = 0 (mod n)
et v —u+1+1i¢ = 0(mod n). Par exemple, lorsque u = v, cela signifie que i est
nécessairement égal a —1 et u et v sont nuls, c’est-a-dire que «, = € = «,; lorsque
v = u — 1, cela signifie que 7 est égal a 0, c’est-a-dire que 7; est égal a 1. Nous n’aurons
pas besoin de connaitre les détails des autres possibilités.

Grace a la suite exacte SBI pour HCi“’a’ﬂ) (Proposition 5.9) et a I’'Exemple 6.7, nous
obtenons les résultats suivants par récurrence:

Proposition 6.15

kP/2t1 si p est pair,

Hc(ﬂn—l,s,b‘) An —

P (An) {() si p est impair,
0 si p est pair,

Hc(l,au,aufl) A,) = our chaque u € 0,...,n—1%§,

P (An) kPtt/2  sip est impair, P | t }

HC™P)(A,) = 0 dans tous les autres cas.

Remarque 6.16 Notons qu’aucune de ces homologies n’est facteur direct dans I’homologie

cyclique classique HC, (A,,).
Cependant, il serait intéressant de voir si ces deux homologies peuvent étre reliées
grace a une suite spectrale.
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6.2 Algebres d’Auslander [ des algebres de Taft A,

L’objet de cette partie est de calculer 'homologie cyclique et les caracteres de Chern
des algebres de Taft A, et de leurs algebres d’Auslander [}, , de facon a étudier une
éventuelle influence de la structure d’algebre de Hopf de A,, sur ces objets.

Les algebres d’Auslander sont utiles lorsqu’on considere les algebres artiniennes de
type de représentation fini, puisqu’il y a une bijection entre les classes d’équivalence
Morita de telles algebres et les classes d’équivalence Morita d’algebres d’Auslander
(cf. [ARS]).

La structure d’algebre de Hopf d’une algebre A munit les groupes de Grothendieck
Ko(A) et Ko(A) des classes d’isomorphisme des modules projectifs (resp. de tous les
modules) indécomposables d’une structure supplémentaire, via la comultiplication de
A. De plus, il y a une correspondance biunivoque entre les modules indécomposables
sur une algebre et les modules projectifs indécomposables sur son algebre d’Auslander;
dans le cas d’une algebre de Hopf, le groupe de Grothendieck des Iy —modules projec-
tifs est ainsi muni d’une structure multiplicative. Cependant, cette correspondance ne
préserve pas les k—modules sous-jacents et cette structure multiplicative ne recoit pas
d’interprétation naturelle.

Ici, nous étudions 'exemple des algebres de Taft; ce sont des algebres de Hopf
qui ne sont ni commutatives, ni cocommutatives. Elles sont intéressantes pour diverses
raisons; A, est un exemple d’algebre de Hopf non-semisimple dont la dimension est le
carré d’un nombre premier (cf. [M98]). Elles sont de type de représentation fini; de
plus, lorsque n est impair, A, est isomorphe au demi-groupe quantique u; (sl,) (g est
une racine primitive n®™¢ de I'unité) et c’est le seul demi-groupe quantique u; (g) en
une racine de I'unité qui n’est pas de type de représentation sauvage (cf. [C97]). D’autre
part, A, n’est pas quasi-triangulaire, mais son groupe de Grothendieck est néanmoins
un anneau commutatif (¢f. [C93], [Gu]).

Ces exemples montrent que la structure d’algebre de Hopf de A, n’induit pas une
structure multiplicative naturelle sur son homologie cyclique. Il y a bien un produit,
cependant, qui est obtenu en transportant celui de Ky(A,) a I'aide des caracteres de
Chern, qui sont surjectifs pour les algebres A,, et I} .

Dans cette partie, £ est un corps algébriquement clos.

6.2.1 Le carquois de P’algebre d’Auslander

Définition 6.17 Soit A une algébre basique de dimension finie sur un corps algébrique-
ment clos k, tel que le nombre de classes d’isomorphisme de modules indécomposables
soit fini. L’algébre d’Auslander de A est:

[\ := Ends(®meinam M),
ou indM est [’ensemble des classes d’isomorphisme de modules indécomposables.

L’algebre Iy a un carquois, qui est I’opposé du carquois d’Auslander-Reiten de A.
Les relations sont données par les relations de maille (voir [ARS] p232).
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Lorsque l'algebre A est égale a ’algebre de Taft A,,, avec n > 1, le carquois prend la
forme suivante:

(O,n-1)
(n—l,nﬁ

. Lup.
i-lu =€y

(O,n;l)%Jz% %$ Chud
T W
S e
$ ' $ (n-1,n-1)

(0.0)

Dans cette figure, les bords verticaux extérieurs sont identifiés (le carquois est sur un
cylindre: woir [GR]). Notons @ ce carquois, {e;,/(i,u) € Z/nZ x Z/nZ} I'ensemble
de ses sommets et {a;,; b;u/ (1,u) € Z/nZ x Z/nZ} 'ensemble de ses fleches, comme
dans la figure ci-dessus.

Les relations de maille sur ce carquois sont: a;;_2b;;—1 = 0 pour tout i € Z/nZ (la
composée des deux fleches d’un ‘triangle’ situé sous la diagonale supérieure est nulle) et
@i ju—10iu + bi1,40;, = 0 pour tous 7 et u dans Z/nZ (les carrés sont anticommutatifs).

L’algebre I}y est le quotient de I’algebre des chemins £Q) par I'idéal engendré par ces
relations.

Remarque 6.18 L’algebre [, n’est pas une algebre de Hopf, puisque son carquois n’est
pas un graphe de Cayley (voir [GrS] Theorem 2.3, et [CR97]). Un autre argument peut
étre donné: si [}y, était une algebre de Hopf, elle serait semisimple en tant qu’algebre
(¢f. [M93]), donc de dimension homologique 0 ou oo; or ici, cette dimension n’est pas
nulle, puisque A,, elle-méme n’est pas semisimple ([ARS| Proposition 5.2 p211); elle est
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donc co. Cependant, la dimension homologique d’une algebre d’Auslander est au plus
2 en général (voir [ARS]).
6.2.2 Résolutions projectives de I} —modules simples

Soit P, ,, un I}, —module projectif indécomposable au sommet e; ,, et soit S;,, = top(F; ) :=
P, ,/rad(P;,) le module simple correspondant. Ces modules sont décrits sur le carquois
par:

() @) k

()

u+1,u+1)

ou chaque sommet de la partie grisée est représenté par k et chaque fleche de cette partie
est représenté par id. Partout ailleurs, les sommets et les fleches sont représentés par 0
(¢f- [GR] Section 2).

Pour calculer I’homologie de Hochschild de I}, , nous utiliserons une résolution de
Happel (cf. Théoreme 6.21). Pour cela, il nous faudra calculer les Exty, —entre modules
simples; auparavant, déterminons les résolutions projectives minimales des I, —modules
simples:

Proposition 6.19 Les résolutions projectives des modules simples qui sont obtenues par
couvertures projectives successives sont:

0 — Pi 1, — Pk — S —0
0— P10 — P — B — S —0
0— P_iijo1 — P j®PFP; ;1 — P ; — S,i.; —0

avec 2 < j<n-—1.

Preuve: Il suffit de considérer les S,,_1 ,, puisque les autres cas peuvent étre obtenus
en translatant le carquois le long du cylindre dans lequel il est contenu.

Représentons maintenant le radical du module P,_; ,, : la représentation est obtenue
grace a la suite exacte

0 —radPp_1y — Py — Sn—1u — 0
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comme suit:

(n-2,u)
| (n-1u)

Considérons d’abord le module simple S,,_1,_1. Le radical de P,_;,_; est égal a
P,_9n_1, qui est un module projectif indécomposable. On en déduit donc la résolution
de Sp_1 -1 que 'on souhaitait.

Ensuite, étudions le cas de S,,_1,,_2. Le radical de P,,_; ,_ o est:

(n-1,n-3)

Considérons maintenant le module projectif P,_;,_3. La projection de P,_;,_3 sur
radP,_; ,—o est essentielle (aucune restriction a un sous-module n’est surjective), ce qui
signifie que c’est la couverture projective de radF,_; ,—2. Le noyau de cette application
est P,_9,_3, qui est projectif; il termine donc la résolution de S,,_1 1.

Enfin, considérons S,_;,, pour v < n — 2. Représentons le radical de P,_, ,, ainsi
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que le module P,_5, ® P, 1,41 :

Dans le second carquois, les sommets de la partie la plus sombre sont représentés par k2,
ceux de la partie plus claire par k et les autres par 0. La projection P, o, ® P, 1,1 —
radP,_1 , est une couverture projective, et son noyau est P,_s,_1, qui est projectif. é#

En particulier, ces résolutions nous permettent de calculer les Ext’F’An (S;T), ou S et
T sont deux modules simples:

Proposition 6.20 Soit S un I[,, —module simple. Alors:

k [ = U
Ext® (S;a:S) = 5= 5,
An 200 0 siS#Siu,

k si S = Si—l,i:

0 SiS#Si.

k si S = Si’i_Q,

0 siS#Sii-2,

k si S = Sz’,i—j—l ouS = Sifl,ifj:
0 si S 75 Si—l,i—j—l et S 75 Si—l,i—j:

Ethl—\An (S’t,’t 3 S) =
EXt%‘An (Si,i—l ) S) =

sil<j<n-—1

EXt%An (SZ,Z , S) =

ko siS= Si—l,i—j—l,

EX'D2 Sz'z'—';S =
BG5S = ) Gasa

sil<j<n-—1

EXt%‘An (Sz',z'—j , S) = {
0
0

Ext%\n (Siw;S) =
Preuve: Il suffit d’appliquer le foncteur Homy, (—;S) aux résolutions de la Propos-
ition 6.19, en utilisant le fait que
k  sitopP =S,

0 sinon

Homy, (P;S) = {
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(grace au Lemme de Schur). &

6.2.3 Homologie de Hochschild et homologie cyclique de I}

Nous allons utiliser les résultats précédents pour calculer explicitement une résolution
projective minimale de I}, comme I} —bimodule. Cette résolution est diie & D. Happel,
qui considere une situation plus générale (voir [H] 1.5.):
Théoréme 6.21 (H)) Si... = R, = R, 1 = ... = Ry = Ry — I, — 0 est une
résolution projective minimale de I, comme I} —bimodule, alors
dimgExt?  (S;.4 3550
By = @D (Dhejn ® ciuly,) ™ ha (3500,

Giyu)

Gv)
Précisément:

Ry = Piein®einlh,
(i,u)

R, = @ (IA,€i-1,u ® €i,ulh,) @ @ (IA, €iu—1 ® €iulh,)
{(i, w) {(i,u)
i#Fu+1 P FEu
R, = @ I\, €ic1u—1 @ €iulh,

(4, u)
i Fu

R, = 0sip>3.
En appliquant le foncteur I}, ®p, 1, —, nous obtenons un complexe:
o0 — ... —0—kQy —0.
Ceci nous donne:

Proposition 6.22 L'homologie de Hochschild de I}, est:
HE(Th,, Th,) = kQo = k™
HZ(FAmFAn) =0 \le € N*,

et donc son homologie cyclique est:

{HC%(FM) = on = an

Vp e N.
HCZerl(FAn) =0

Remarque 6.23 Il ne semble pas y avoir de lien entre ces résultats et ceux pour A,
(voir PExemple 6.3 et le Corollaire 6.12).
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6.3 Caracteres de Chern de A, et I,

Soit Ko(Ay) (resp. Koy(Ly,)) le groupe de Grothendieck des A,—modules projectifs
(resp. des I, —modules projectifs). Nous nous intéressons aux caractéres de Chern
chop @ Ko(An) = HCo(Ay) (resp. Ko(Th,) = HCop(Th,))-

Nous noterons [P;] (resp. [P;,]) la classe d’isomorphisme du module projectif au
sommet e; (resp. €;,).

Posons o = (Yp, 2p,--- ,Y1,21,%) € NPT avec y, = (—1)?(2p)!/p! et avec z, =
(=1)P1(2p)!/2(p!). Un systeme de générateurs de HCyp,(A,,) (resp. HCopy(Ih,)) est donné
par I’ensemble suivant:

{of :=0P(ei,...,e;) € (Tot* Cou(An))2p /1=0,...,n—1}

(resp. par {0}, = 0P(€iu, ... ,€in) € (Tot® Coo(ln,))op / G, u € {0,1,...,n —1}}), o
C.o(A) désigne le bicomplexe qui définit I’homologie cyclique classique de A.
Considérons les éléments

€: N, — A,
A )\6]'

dans M;(A,) et

€iu PAn — FAn
A = )\ei,u

dans M, (I}, ); leurs images sont les modules projectifs correspondants: Ime; = P,
et Ime;,, = P,,. Alors, par définition des caracteres de Chern (voir [Lo] 8.3.4 et [Ka]
Chapitre IT), nous avons:

choy([Pj]) = chop(lej]) := tr(cle;)) =

. da ns HCQP(AR),
et de méme chyg,([P;.]) = choyp([e, u] =

\/Kﬁ"s

en utilisant les isomorphismes M,,(A) = M,,(k) ® A et [Lo] Lemma 1.2.2. Ici,

c(e;) = (ype ®2p+1, zpe;m, . ,216?2, Yoe;) € M(A)E* T @ ... M(A,).

Remarque 6.24 Il existe une formule de décomposition pour le produit tensoriel de
A, —modules indécomposables (voir [C93], [Gu]). Grace a cette formule, nous avons:

chop([L1] ® ... @ [L,]) = HdlmL ob, ..., 00 ), pour r > 2

ou les L; sont des A,,—modules projectifs quelconques.
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Remarque 6.25 Notons K (A,) le groupe de Grothendieck de tous les A,—modules
(pas seulement les projectifs). Alors Ko(A,) = Ko(I,). Nous voyons donc que, si N;,
est le A,,—module indécomposable qui commence au sommet 7 et qui termine au sommet
u, il correspond au Iy, —module projectif P;,, et nous obtenons une application:

FO (An) — HCzp(FAn)
Ni,u — ol

2"

Remarque 6.26 L’algebre I}, n’est pas une algebre de Hopf; cependant, son groupe de
Grothendieck Ky(T}, ) est muni d’une structure d’anneau (bien que non naturelle): pour
chaque [P] dans Ky(T}, ), il existe un [B] dans Ky(A,) tel que [P] = [Hom,, (M, B)], ou
M est la somme de toutes les classes d’isomorphisme de A, —modules indécomposables.
Si [@] = [Homy,, (M, C)] est un autre élément de Ky (I}, ), nous pouvons poser

[P].[Q] = [Hom,, (M, BEC))]

(le k—module B ® C' est un A,—module puisque A,, est une algebre de Hopf). En fait,
en utilisant la décomposition de [C93] et [Gu], le produit peut étre écrit de la maniere
suivante:

Z;};g (Pitjtiuto—t] siu+v - (t4+7)<n-1,
[Pi,u][P',U] = Zfzo[Pi+j+l,u+v+l—1] + Z;_:Je+1[Pi+j+m,u+v—m]
sie:=u+v—(i+j)—(n—1)>0

ol u et v sont les représentants d’éléments de Z/nZ tels que u — i et v — j soient dans
{0,1,...,n—1}.
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