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Notations et conventions générales

® Tout au long de ce texte, nous désignerons par une lettre grasse X un multiplet de variables
(X1, ..., X,). Un multiplet de réels (¢, ..., t;) sera noté, indifféremment, ¢ ou t. La notation
Xt désigne le produit XU --- Xz°) |t| est la somme t; + --- + t, (nous parlerons aussi de la
longueur de t) et, si t € N9 alors t! :=t;!---t,!

® [z] désigne la partie entiére du réel x.

® Si x est un réel, le symbole x* désigne le maximum de x et 0.

® Q designe la cloture algébrique de Q dans C et Z est ensemble des entiers algébriques dans

Q.

® PL désigne Despace projectif Proj(Z[Xo, ..., Xy]).

® Soit K un corps de nombres. Nous désignons par Mg l'ensemble des places de K. Soit
v € Mg. La valeur absolue |- |, sur le complété K, est normalisée de la maniére suivante :

si v est ultramétrique, au-dessus du nombre premier p.

1], =1 si v est archimédienne,
|p|v = %

®Six=(xg: - :2y) € PIK) (K : corps de nombres), le réel h(x) (noté aussi hwei(x)) est
la hauteur de Weil logarithmique absolue de x :

1

h(x) := K, : Q] logmax {|xg|v, ..., |Tglo

(x) [K:Q]UEA;K[ ] {|zo e
(cf. [84], p. 77). Lorsque ay, ..., a, € Q sont les coefficients d’'un polynome P, nous noterons
h(P) la hauteur du point projectif (1:ay:---: ap).

® Soient ¢ un entier strictement positif et E un sous-espace vectoriel de Q’, de codimension
¢. Fixons une base e de Q7 et considérons un systéme d’équations, a coefficients algébriques,
Birz1+ -+ Bigzg =0 (1 <i < () définissant E. Alors, la hauteur de E, notée h(E), relative
a la base e, est la somme des hauteurs des points (31 :---: 3;,) € P9"HQ). Cette définition
est relativement arbitraire et de pure convenance (sauf lorsque E est un hyperplan). A une
fonction de g prés, cette notion de hauteur rejoint celle définie par W.M. SCHMIDT [71], ainsi
que celle, plus arakelovienne, définie par J.-B. BOsT dans [19], page 133.

® Soient N, a des entiers non nuls et K un corps. Nous désignons par K[P"], I'ensemble des
polynomes homogénes de degré a en les variables Xy, ..., Xy, a coefficients dans K, et K[PV]
I'union des K[P"],, a € N. Autrement dit, K[P"] est ’'ensemble des polynémes homogénes a
N + 1 variables et a coefficients dans K.

X



Notations et conventions générales

® Si K est un corps (commutatif) et si v = (vq, ..., v,) est un élément de K" alors

0
De im g —— 4. .
v Ul@zl + +vn8zn

Considérons t € N9 et e = {ey, ..., e,} une famille d’éléments de K", alors
tg
DL:=DL - D .

® Dans ce texte, In = log est le logarithme népérien (éventuellement étendu & un ouvert
simplement connexe de C\ {0}). Et log" désigne la fonction z — log max {1, z}.

® Si G est un groupe algébrique sur un corps K, la notation tg désigne le K-espace tangent
a lorigine de G. Si K = C, Qg (c) désigne le sous-groupe des périodes de G.

® Si G est un groupe algébrique défini sur un corps K et M est une extension de K, alors Gy
désigne le groupe G Xgpecx Spec M.

® Au cours de la démonstration des théorémes du § 1.3.a apparaissent des constantes c,
indexées par N, qui ne dépendent que du groupe algébrique G et d’un éventuel plongement de
ce groupe dans un espace projectif. Par convention, ces constantes seront positives et choisies
de maniére croissante en fonction de leur indice (¢; < ¢y < ---).

® Lorsque n est un entier naturel et p un point complexe d'un groupe algébrique, I'y(n)
désignera 'ensemble {0, p, ..., np}.

® card désigne le cardinal d’un ensemble et Vol le volume d’un objet.

® Si a est un nombre algébrique (sur Q), |a| désigne le maximum des valeurs absolues des
conjugués de a.

® Si K est un corps de nombres, nous désignerons par Ok l'anneau des entiers de K.

® Si V=V x - xV, est une variété sur un corps K, 5(V; X, ..., X,,) désigne la partie
homogeéne de plus haut degré du polynéme de Hilbert-Samuel multihomogéne de V', multipliée
par (dim V')! (voir § 5.2.3 de [84]).



Introduction

PROBLEMATIQUE

Cette thése s’inscrit dans la lignée des nombreux travaux relatifs & la théorie des formes
linéaires de logarithmes.

Etant donné des nombres algébriques oy, ..., a, non nuls et le choix de logarithmes ),
de a; (i.e. a; = €M), A. BAKER a démontré que la famille {1, A, ..., \,} est libre sur le
corps des nombres algébriques Q si la famille {\;, ..., A, } 'est sur Q [2]. Ce théoréme est
apparu comme la conséquence d’un résultat plus général. Considérons [y, ..., 3, des nombres
algébriques non tous nuls. Sous I’hypothése de linéaire indépendance sur Q des \;, Baker
fournit (4ébid.) une minoration de la quantité

log |Gy + Bidi + -+ Bual

polynomiale en la hauteur des ;. Ces résultats marquent le début de I’histoire des mesures
d’indépendance linéaire de logarithmes.

Nous savons que ces questions s’inscrivent naturellement dans le cadre des groupes algé-
briques commutatifs, définis sur Q [49, 50, 80]. Etant donné un tel groupe G, d’espace tangent
a l'origine tg, un logarithme u € tg(C) d’exponentielle algébrique (i.e. exp(u) € G(Q) ol exp
est 'exponentielle du groupe de Lie complexe G(C)) et un hyperplan W de tg, que peut-on
dire de la distance de u a W 7 Les travaux de Baker étudient le cas des groupes linéaires

(commutatifs). Cette problématique se scinde immédiatement en deux parties :
U — expliquer les raisons pour lesquelles u peut appartenir a W,
O — minorer la distance d(u, W) (si elle n'est pas nulle).

Dans ce cadre général, G. WUSTHOLZ [85] a apporté un élément de réponse a la premiére
question en démontrant que si u appartient & W alors il existe un sous-groupe algébrique G
de G, d’espace tangent inclus dans W, tel que u € t5(C). Ce résultat généralise le théoréme
de Baker (énoncé qualitatif). Le probléme devient :

07 - Siu e W, quelles informations apporter sur un sous-groupe (algébrique) G tel que
u € t5(C) ? Peut-on, par exemple, estimer le covolume de son groupe des périodes ?

Les paramétres qui entrent en jeu dans ces questions ont trois origines distinctes :

O Le groupe G : sa dimension, le degré d’un corps (de nombres) de définition, les carac-
téristiques d’un plongement de G dans un espace projectif*, une distance sur tg(C) ;

*Si G est une variété abélienne, c’est le choix d’une polarisation.

xi



Introduction

O Le logarithme u : sa norme, sa hauteur et le degré d’un corps de définition de exp(u) ;

[ L’hyperplan W : sa hauteur et le degré d’un corps de définition.

La question [’ (ou une de ses variantes) a été I'objet de plusieurs articles [3, 7, 9, 10, 55]
dans le cas d’un groupe linéaire commutatif, et a presque toujours été éludée dans les autres
cas. En fait, bien que la méthode de démonstration au cceur des articles [45, 65 fournisse une
majoration du covolume du sous-groupe des périodes de G (et méme, un peu mieux, du degré
de G), trés peu de résultats ont été publiés. Nous citerons S. DAVID [30] dans le cas ou le
groupe G est le produit du groupe G, et de courbes elliptiques, D. BERTRAND [6] qui s’est
intéressé & une variante de la question 0’ lorsque G est une variété abélienne et V. BOSSER [15]
dans le contexte légérement différent des modules de Drinfeld.

Quant au second aspect du probléme (question [0), le cas d’un groupe linéaire a sans aucun
doute été le plus étudié en raison de son aspect élémentaire et de ses multiples applications en
arithmétique (voir [35], § 2 du chap. 4). Pour un groupe algébrique commutatif quelconque, la
premiére réponse a été donnée par P. PHILIPPON et M. WALDSCHMIDT [65] et suivie, quelques
années plus tard, d’une importante amélioration par N. HIRATA-KOHNO [45].

En dehors de ces résultats généraux, beaucoup d’articles traitent de cas particuliers (loga-
rithmes d’un produit de courbes elliptiques CM ; G tore et W hyperplan défini sur Q, etc.)
avec des preuves et des outils trés variés (polyndomes binomiaux ou de Lagrange ; déterminants
d’interpolation, etc.).

Les réponses apportées aux questions [’ et [ varient en fonction, d’une part, des para-
métres mis en valeur (en vue, par exemple, de résoudre certaines équations diophantiennes *)
et, d’autre part, de la méthode de démonstration choisie (et des outils qu’elle autorise).

CONTENU DE LA THESE

Elle comporte deux parties indépendantes ainsi que trois annexes.

La premiére partie traite le cas général d’un groupe algébrique commutatif, défini sur
Q. Nous apportons de nouvelles réponses aux questions 0’ et O qui améliorent les résultats
connus auparavant (pour les groupes algébriques commutatifs quelconques), en généralisant
les techniques de [31]. En particulier, nous obtenons une minoration de la distance de u a
W optimale en la hauteur de I’hyperplan W et plus précise que la mesure d’indépendance
linéaire de N. HIRATA-KKOHNO [45] en la hauteur du point exp(u). Pour obtenir ces avancées,
nous avons modifié la partie arithmétique de la démonstration. Nous utilisons le procédé de
changement de variable de CHUDNOVSKY, dans le cadre des groupes formels, pour majorer
plus précisément qu’auparavant les normes ultramétriques de nombres algébriques construits
au cours de la preuve.

La seconde partie adopte un point de vue totalement différent, bien que le lemme clef
de la démonstration précédente soit utilisé de nouveau. Nous étudions le cas particulier du

*Ces considérations expliquent pourquoi la mesure donnée dans [52], bien qu’assez mauvaise d’un point de
vue théorique, mais avec une constante numeérique trés faible, est si utile pour la résolution pratique d’équations
diophantiennes [11, 26, 53, 54, 57, 58, 62].

xii



groupe produit (direct) d’une variété abélienne (principalement polarisée) par le groupe additif
G., avec une hypothése (technique) supplémentaire sur le logarithme u (« cas abélien non-
homogéne »). Dans ce cadre restreint, nous établissons une nouvelle mesure d’indépendance
linéaire comparable a celles données dans la premiére partie mais totalement explicite en les
invariants liés a la variété abélienne (dimension, hauteur de Faltings). C’est le point de vue
adopté dans [30] dans le cas ot la variété abélienne est un produit de courbes elliptiques, avec,
cependant, ici, une méthode et des outils trés différents. La particularité de cette seconde partie
est surtout de mettre en ceuvre, pour la premiére fois dans ce contexte, la méthode des pentes
de J.-B. BOST [19] et certains résultats de Géométrie d’Arakelov qui lui sont naturellement
attachés.
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Mesure d’indépendance linéaire de
logarithmes 1






Le cas général

§ 1. Introduction

Etant donné un groupe algébrique commutatif G défini sur Q, un hyperplan W de I’espace
tangent a origine de G et u un point complexe de cet espace tangent, d’exponentielle (de
Lie) algébrique, nous étudions la distance qui sépare u de cet hyperplan .

Si u € W, un théoréme de Wiistholz [86] assure l'existence d’un sous-groupe G de G
tel que u € t5(C) € W ® C. Nous redémontrons ce théoréme en apportant une précision
supplémentaire sur le groupe G : son degré (relatif a un plongement fixé de G dans un espace
projectif) admet un majorant effectif, indépendant de la hauteur de I’espace vectoriel W. Cette
précision permet de quantifier la relation de dépendance algébrique entre les coordonnées de u.
Par exemple, dans le cas particulier ot G est une variété semi-abélienne* et W un hyperplan,
une conséquence du théoréme que nous obtenons est le résultat suivant :

Théoréme I.1.1. Soit G une variété semi-abélienne, définie sur Q et munie d’un plongement
® dans un espace projectif. Soient W un hyperplan de l’espace tangent tg et u € W C tel que

P = expgc)u € G(Q). Soient h(p) la hauteur du point (projectif) ®(p) et |.| une norme
hermitienne sur tg ® C.
Alors il existe une constante ¢ = ¢1(G, @, ||u||, [Q(p): Q]) (indépendante de la hauteur

de p et de la hauteur de W) et un sous-groupe algébrique connexe G de G, de dimension g,
vérifiant les conditions suivantes :

Ouetg(C)SWaC

~ d
0 degy G < 1 <7max{1’h(p)}}>

log max{e, h(p)

Ce type d’énoncé est rarement mis en relief en dépit de la (relative) simplicité avec laquelle il
se déduit de la démonstration d’une mesure d’indépendance linéaire de logarithmes. Dans [30],

p. 10, S. DAVID fournit une majoration du degré de G, dans le cas particulier ou G est un
produit de courbes elliptiques, avec une constante c¢; explicite (mais sa borne dépend de la
hauteur de W). L’énoncé du théoréme I1.1.1 est assez simple mais il n’est pas assez précis
pour les applications éventuelles. Aussi, & 'intention du lecteur « spécial », nous en donnons
ci-aprés une version plus explicite.

Théoréme I.1.1 bis. Soit G une variété semi-abélienne définie sur Q, munie d’un plongement ® dans un

espace projectif. Soient W un hyperplan de lespace tangent tc et u € W ® C tel que p := expg(cyu € G(Q).

*Un groupe algébrique &, sur un corps de caractéristique nulle, est dit semi-abélien s’il existe un tore £,
une variété abélienne A et une suite exacte (de groupes algébriques) 0 — £ — & — A — 0.



Le cas général

Soient h(p) lo hauteur du point (projectif) ®(p) et ||.| une norme hermitienne sur tg ®C. Soit D un magjorant
du degré d’un corps de définition de G, W, p. Enfin définissons le réel E > e par

D [ul?
E?=e? — max{l, h(p), —— ¢ -
[[uf? D

Alors il existe une constante co = ca(G, @, ||.||) (en particulier indépendante de la hauteur de p et de la
hauteur de W) et il existe un sous-groupe algébrique connexe G de G, de dimension d, vérifiant les conditions
sutvantes :

Ouetg(C)CcWeC

O

DIOGEIDY (El[al)?  D(E]u])* log(Efu) }5.

degy G < 1
e = A max{ ’ log & logE ’ (log £)?2

Lorsque u ¢ W, nous obtenons une minoration de la distance d(u, W), optimale en la
hauteur h(W) de 'espace W :

Théoréme 1.1.2. Soit G un groupe algébrique commutatif, défini sur Q. Soit W un hyperplan
de l'espace tangent a lorigine tg, défini sur un corps de nombres de degré D, et soit u €
ta(C), d’exponentielle algébrique. Munissons tg(C) d’une distance hermitienne d. Il existe
une constante cg = c3(G, d, u, D) (indépendante de la hauteur de W) telle que, st u & W,
alors

logd(u, W) > —cg max {1, h(W)} -

Ce théoréme améliore la dépendance en h(W) du résultat antérieur de N. HIRATA-KOHNO [46],
qui comportait une puissance de log h(W) supplémentaire. Il est optimal. De ce point de vue,
nous généralisons également les travaux récents de M. ABLY [1], S. DAVID et N. HIRATA-
KOHNO [31], qui contenaient des hypothéses restrictives sur le groupe G. Pour un historique
détaillé des progres réalisés sur cette question, nous renvoyons le lecteur & [31].

Dans le cadre général d’un groupe algébrique commutatif, toutes les mesures d’indépen-
dance linéaire de logarithmes, obtenues jusqu’a maintenant, ont leur schéma de démonstration
fondé sur larticle original de P. PHILIPPON et M. WALDSCHMIDT [65], avec en toile de fond
la méthode de Baker. En 1991, N. HIRATA-KOHNO introduisit une nouvelle idée qui per-
mit d’améliorer considérablement la dépendance de la mesure en le paramétre « hauteur de
I’hyperplan ». Cette idée consiste a modifier légérement le groupe algébrique et '’hyperplan
de départ, puis a se servir d'un facteur G, pour juguler I'influence des dérivations. Le nou-
vel argument qui optimise la mesure pour ce paramétre (théoréme I.1.2 ci-dessus) est da a
G.V. CHUDNOVSKY [27, 28, 29|, mais a été mis en ceuvre pour la premiére fois dans ce contexte
par S. DAVID et N. HIRATA-KOHNO |31]. Il repose sur un (simple !) changement de variable
qui donne lieu & un raisonnement direct avec les paramétres (locaux) du groupe algébrique
et non, comme auparavant, avec ceux de ’espace tangent du groupe. Cela revient a utiliser
le logarithme (formel) en lieu et place de I'exponentielle (ce qui, au fond, pour obtenir des
formes linéaires de logarithmes peut sembler étre une idée bien naturelle) pour les estima-
tions des normes ultramétriques des nombres algébriques qui apparaissent au cours de notre
démonstration. C’est donc la méthode générale de [65], précédée d’un conditionnement des
données (groupe algébrique, hyperplan) et a laquelle s’ajoute le choix pertinent des variables
locales, qui permet d’obtenir les résultats du paragraphe 1.3.a et d’en déduire en particulier
les théorémes I.1.1 et 1.1.2.



2. Données

Signalons qu’il est possible de donner un aspect beaucoup plus intrinséque et géométrique
aux résultats et a leurs démonstrations en utilisant la méthode des pentes de J.-B. BOST (c’est
'objet de la seconde partie de cette thése). C'est cette méthode qui est probablement la plus
efficace pour calculer la constante qui apparait dans le théoréme 1.3.2. Elle fournit un cadre
naturel aux démonstrations de transcendance. A titre d’exemple, lorsque G est une variété
abélienne, J.-B. BOST a obtenu une majoration totalement explicite du degré de G dans le
théoréme I.1.1 ci-dessus, avec, cependant, une dépendance (polynomiale) en h(W) (cf. pro-
position 5.2 de [19]). Malheureusement, cette méthode ne posséde pas, en 1’état actuel, la
souplesse requise pour s’adapter directement au cadre de notre étude (la méthode des déter-
minants d’interpolation de M. LAURENT non plus, du reste). En particulier, les formes de
raisonnement assez « tortueuses » qu’autorise le fameux « polyndome auxiliaire » de la trans-
cendance sont parfois plus difficiles (un des difficultés est expliquée en détail dans la seconde
partie) & mettre en ceuvre avec ces méthodes. Concrétement, la méthode des pentes sépare
nettement les places ultrameétriques des places archimédiennes (on évalue les normes d’un mor-
phisme d’évaluation séparément pour ces deux types de places et de maniére indépendante).
Avec la méthode du polynome auxiliaire, on extrapole préalablement pour majorer (finement)
les dérivées en une place archimédienne puis, c’est la premiére dérivée non-nulle que I'on évalue
aux places ultramétriques. L’ordre dans lequel on effectue les opérations est crucial : il serait
impossible (dans ce que nous appellerons le cas périodique ) d’évaluer précisément les dérivées
de la fonction auxiliaire aux places ultramétriques sans avoir extrapolé auparavant.

§ 2. Données

§ 2.a. Le groupe algébrique

Soient n un entier naturel non nul et K un corps de nombres plongé dans C (nous noterons
parfois o : K — C le plongement choisi de K dans C). Considérons Gy, ..., G, des groupes
algébriques commutatifs, définis sur K. Notons

Go::Ga, G::GoxGlx---xGn

le groupe algébrique produit, d, la dimension de Gy et d+1:= 09+ 01 + ...+ 9, celle de G.
Soit e := (e;,)o<m<a une base de l'espace tangent tg telle que

€; = (650+---+(5¢_17 LR 6504’"'4’51‘71)

forme une base de tg, pour ¢ € {0, ..., n} (par convention d’écriture, 0_; := —1). Enfin,
nous choisissons un plongement admissible* ® du groupe G dans un espace multi-projectif
P :=PN x ... x P" et nous noterons p; un majorant > 1 de I'ordre! d’une représentation de

*Au sens du § I.5. On dit aussi parfois plongement « & la Serre », en référence a ’appendice [73] de [80],
écrit par J.-P. SERRE sur ce sujet.

"Lorsque f(z1, ..., 2¢) est une fonction analytique & ¢ variables, I’ordre de f est par définition
loglogt max |f(z1, ..., 20|
lim sup =<k
R—o0 log R



Le cas général

I'exponentielle du groupe de Lie G;(C) dans ce plongement. Dans la pratique, nous prendrons
p; = 1 si Gj est un groupe linéaire (commutatif) et p; = 2 si G; a une partie abélienne non
triviale.

§ 2.b. Données arithmétiques

Soient L un corps de nombres contenant K, D lentier naturel [L : Q] et p € G(L).
Soit & ..., &p une base quelconque du Q-espace vectoriel L. Conformément au paragraphe
« Notations et conventions générales », le réel h(& : -+ : £p) est la hauteur logarithmique
absolue de (&, : --- : &p) € PP~Y(L). Nous supposerons que L est plongé dans C wvia un
prolongement de oy (que nous noterons encore o).

Considérons u = ugeg + - - - + ugeq € tg(C) un logarithme de p, i.e.

eXPG(C) (w=p

(en particulier uy € L). Nous notons p; 'image de p dans G; et u; un logarithme de p; tel

que
n
E uj =u.
=0

Le réel h(p;) est la hauteur (logarithmique absolue) du point ®(p;) dans l'espace projectif
PN,
Enfin soit W un hyperplan de tg ®k L d’équation

20 = Prz1 + - + Bazd

dans la base e, out 3y, ..., B4 sont des éléments de L. Rappelons que, pour nous, la hauteur
h(W) de W est la hauteur logarithmique absolue de (1: 5y :---: [(y).
Posons également
Ai=wo—frur — -+ = Bauq .

Le théoréme porte sur une minoration de la distance de u a W lorsque cette quantité n’est
pas nulle. Pour énoncer le théoréme du paragraphe suivant, nous fixons une norme hermitienne
||| sur ta(C) (et notons d la distance associée a cette norme). Par exemple, si nous choisissons
la norme qui rend la base e orthonormée, nous avons

Al
2 21/2 (1)
(L+ 1B+ -+ |Bal)Y
Ainsi, il est équivalent de minorer d(u, W) et de minorer le module d’une forme linéaire de
logarithmes.

d(u, W) =

§ 3. Résultats

§ 3.a. Enoncés

Théoréme 1.3.1. Il existe une constante (effective) ¢y > 0, ne dépendant que du triplet
(G, ©, d), ayant la propriété suivante. Soit E un réel > e. Posons

Dlog (D + 225 (h(py) + EIIUjII))

=1
¢ * log B




3. Résultats

et

:card(Fp(a))
(alog E)d

9
X H <alogE+D max {n(spj)} + (Ealuy])” ) .
7=1

X (Dh(W) 4+ Dh(ug) + a.log E)

o Siu € We, alors il existe un sous-groupe algébrique connere G de Gy, de dimension 07,
tel que

a) L’espace tangent a l'origine tx est inclus dans Uhyperplan W.
g g G Y
(b) Le point u appartient a tg(C).
(¢) Sim: G — [[;_, G; désigne la projection canonique, il existe un entier m > 1 et

des entiers distincts 1 < j; < -+« < jp, < n tels que le degré de W(é) (relatif au
plongement choisi de G dans un espace projectif ) vérifie

m— 5.
~ card(T L
dege m(G) <cy—- 25 X (alogE+D max {h(spj,)} + (Falu p”)
b7@) se T ZH Jmax ((sp;)} + (Ba g, )

d— (8, 40, 1)
" <‘“°gE +D max {h(sp;,)}+ (Fa|uy, ||>’“”“>
0<s<cqa

% max{l, Dh(fl U :fD)} '

o Siu¢& We, alors :
logd(u, W) > —csmax {U, Dh(& :---:€ép)} . (3)

Dans le cas particulier ot la forme linéaire est non-homogéne, nous avons le résultat suivant
plus précis.

Théoréme 1.3.2. Avec les notations du théoréeme 1.3.1, supposons que le nombre complexe
ug soit mon nul et que le groupe algébrique H;L:1 G; soit une variété semi-abélienne. Alors u

n‘appartient pas @ W et il existe une constante cs > 0, ne dépendant que du triplet (G, @, d),
telle que, s

, a
= Dh(W D log E
U (alog ) X ( h(W) + Ogaéu{h sup)} + log )

0<s<cs

n 5]'
I (alogmp max {h(sp;)} + (Ballu,)* )

alors
logd(u, W) > —csmax{U’, Dh(&:--+: €p)} . (4)
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§ 3.b. Commentaires et conséquences

[ Ce théoréme contient les mesures d’indépendance linéaires de logarithmes obtenues par
N. HIRATA-KOHNO [45] et S. DAVID [30], & 'exception, dans ce dernier cas, de la constante cs
qui est totalement explicite. .’amélioration essentielle qu’apporte le théoréme 1.3.1 par rapport
a ces résultats est la disparition de termes parasites en logh(WW), pour garder un minorant
de logd(u, W) linéaire en h(W) (la quantité Dh(& : ---&p) pouvant étre majorée par une
fonction linéaire de h(W), voir ci-dessous). La majoration log|A| > —cgmax {1, h(W)} est

alors optimale*. Le majorant (2) de deg 7(G) est, quant a lui — et ¢’est nouveau — indépendant
de h(W).

[ Avec des arguments ad hoc, il est possible de démontrer des majorations plus précises du
degré de W(é) lorsque G est un groupe linéaire commutatif (voir § I.3.c ci-aprés). Cependant,
dans le cadre général d’un groupe algébrique commutatif quelconque, seule la méthode de
Baker (que nous employons) permet, a I’heure actuelle, d’obtenir de tels renseignements. Par
ailleurs, si nous nous sommes contentés de majorer le degré total de W(é), une adaptation
triviale de la proposition 1.9.3 permet de majorer individuellement chaque coefficient de degré
maximal du polynoéme de Hilbert-Samuel multihomogéne de W(é) (i.e. le degré des projections

de 7(G) sur ses « n-faces d’indice (i, ..., i,) » de Gy X --- X G,,), & l'instar du théoréme 2
de [7].

O 11 existe une constante ¢z, ne dépendant que de (G, ®), telle que le terme Inax {h(spj)}
<s<a

soit majoré par c7a® (h(p;)+1). Il était d’usage de remplacer le maximum par son majorant .
Mais cette majoration devient trés maladroite lorsque le groupe G est un tore ou une variété
abélienne. Dans le premier cas, par définition de h, on a

max {h(sp;)} = max {h(pj)} = max {|s|h(p;)} = ah(p;)

0<s<a

et, dans le second cas, la hauteur h est comparable & la hauteur de Néron-Tate h (relative &
une polarisation) de la variété abélienne (i.e. h —h = O(1)) et on a donc

max {h(sp;)} = a®h(p;) + O(1) .

0<s<a

Dans ces deux cas, nous évitons un terme a®/ supplémentaire et cette absence peut se révéler
vraiment importante lorsque (par exemple) p; est un point de torsion du groupe G;.

*Supposons qu’il existe une fonction b: RT — R™T telle que b(x)/z — 0 et telle que

r— 00
log|A| > —b(h(1:ug:B1:--:B4)) -
Alors le passage de (ug, B1, ..., B4) & (%, %, ce %) (ot N est un entier naturel > 0, premier & 'idéal
fractionnaire (ug) + (1) + -+ + (B4) de Op) ne modifie pas le degré du corps de nombres L (ni, non plus,
aucune des autres données) et transforme log|A| en log|A| — log N ainsi que h(1 : ug : 81 : --- : Ba) en
h(1:ug: 01+ :Bq) +1log N (pour N > max {|ug|, - .., |Ba4|})- La contradiction arrive lorsque N — oo.

TCe qui est source d’'une erreur extrémement fréquente dans la littérature [45, 46, 65], erreur déja constatée
par G. D1az [34], qui consistait & majorer h(p;) + 1 par une quantité log V;, définie comme un majorant de

max{%, h(p;), W} au lieu de max{1, h(p;), HujDH»j }

8



3. Résultats

O En Pabsence d’informations particuliéres sur le point p de G(Q), il convient de rem-
placer, dans les inégalités (2) et (3), le terme card(I'p(a)) par a+ 1. Cependant, lorsque p est
un point de torsion de G(Q) (ou, encore mieux, si p = 0, i.e. le logarithme u appartient au
sous-groupe des périodes de G(C)), le cardinal de I'y(a) est, a priori, trés inférieur & a + 1
et, concurremment avec la remarque précédente, les inégalités (2) et (3) deviennent beaucoup
plus précises. Si u € Qg(c), il n'est pas exclu quune modification de la construction de la

fonction auxiliaire ou qu’un lemme de Schwarz idoine améliore fortement ces inégalités.

O Nous n’imposons aucune majoration de F, contrairement a [30] et [45]. C’est une ques-
tion de présentation (voir remarque 2.9 de [45]), mais nous pensons que cela clarifie le lien
entre les données et les paramétres. L’origine du paramétre E est analytique. Il représente un
quotient de rayons dans le lemme de Schwarz (approché).

[ Le calcul explicite des constantes qui apparaissent dans les théorémes 1.3.1 et 1.3.2
nécessite la connaissance des données suivantes :

a) Pour chaque plongement o : K < C, les constantes ¢, et ¢, définies par les inégalités (9)
et (10), qui permettent de mesurer la « taille analytique » du plongement & par rapport
a la norme choisie sur tg, (C).

b) Les constantes liées a I’écriture explicite des formules d’additions et de dérivations dans
le groupe G (page 16).
¢) La constante de la proposition 1.9.2. Cette constante peut étre calculée pour un choix

raisonnable des normes sur I’espace tangent et de ® en reprenant les calculs de [8] et en
s’appuyant en particulier sur la remarque 3 de cet article.

d) La hauteur d’un élément primitif o de K (i.e. tel que K = Q(«)).

e) La constante qui apparait dans la majoration du rang du systéme linéaire (lemme 1.11.1).
Cependant, un plongement « & la Serre », comme le notre, permet de prendre 8¢ pour
cette constante (voir le lemme 6.7 de [65]).

f) La constante r liée a Parithmétique du groupe G et qui permet d’avoir un modéle lisse
G — Spec Ok|r] de G (lemme 1.5.1). Lorsque G est une variété semi-abélienne, nous
pourrions prendre r = 1 en utilisant un modeéle de Néron de G, dont 'existence est
établie dans [68].

Les constantes les plus difficiles & appréhender sont celles liées au plongement ®. Le mieux est
donc d’éviter de plonger le groupe dans un espace projectif ! C’est ce que nous avons fait dans
la seconde partie de cette thése (ou les constantes sont donc explicites).

O Le terme Dh(& : -+ : &p), qui apparait dans les inégalités (2), (3) et (4), résulte de la
construction du polynéome auxiliaire avec une variante du lemme de Siegel. En fait, ce terme
est récurrent dans la littérature (voir, par exemple, le paragraphe 5 de [82] (condition (5.5)),
le début de la démonstration de la proposition 3.8 de [81] (page 275), et bien sar [1, 30, 45,
46, 65, 66]) mais il ne représentait pas une contrainte réelle car, la plupart du temps *, il était
inclus dans un terme général plus grand. Dans les cas favorables ot la méthode des pentes
(ou des déterminants d’interpolation) s’applique, cette quantité est supprimée (voir seconde
partie). Lorsque le corps de nombres L est choisi « minimal » (corps de définition de G, W
et p), il existe une base &, ..., {p de L telle que la quantité Dh(&; : -+ : &p) soit controlée.

*Sauf pour certaines mesures d’approximations simultanées (voir [46, 66]).
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En effet, notons (ﬁé@ Dol 61(\2) I'image du point p, par ® dans PV¢(L) (0 < ¢ < n) et K, le

corps engendré sur K par les éléments B](-g), 0 <7 < Ng. Soit a un élément primitif de Kq.

[’ensemble
n Ny

o T T

=0 j=0

ot iy +---+ig < [K(f, ..., Ba) : K], zj.v:éo my,; < [K¢: K] et h <[K:Q, est un ensemble de
générateurs du Q-espace vectoriel L. En particulier, D étant le degré [L : Q], on peut choisir

une base & =1, &, ..., {p parmi ces générateurs. Cette base vérifie :
h(&1:---:¢p) < [K(B1, ..., Ba) : K| h(1: By : ---:ﬁd)—l—Z[Kg:K]h(pg)—l—[K:Q]h(a)
=0
et donc
h(&1:+-:&p) < D(h(W) 4+ h(up) + h(p1) + -+ -+ h(pn)) + [K : Qh(a) .
Si cette majoration permet d’avoir une idée de la taille maximale de Dh(& : -+ : £p), il serait

maladroit de la substituer systématiquement a ce terme (par exemple si L = Q). L’utilisation
du lemme de Bombieri-Vaaler [13] au lieu du lemme de Thue-Siegel doit permettre de remplacer
la quantité Dh(&; : -+ : &p) par le logarithme de la valeur absolue du discriminant (absolue)
de L.

0 Enfin, il est trés probable que ce résultat correctement adapté reste valide lorsque W

est un sous-espace vectoriel de codimension > 1 de tg(Q). Cette généralisation fera I'objet
d’une prochaine étude.

Afin de mieux percevoir la portée de la mesure (3) du théoréme 1.3.1, nous allons mentionner
plusieurs conséquences (simples) de ce théoréme, lorsque le groupe G est réduit & un unique
groupe algébrique (n = 1), en isolant chacune des quantités h(p), D, ||ul|. Les données sont
celles du § 1.2, sans hypothése particuliére sur la nature du groupe algébrique G.

Conséquence 1.3.3 (Hauteur du point p). Il existe une constante
g = c8(G7 (I)v d7 Huua uop, VVa D) ’
indépendante de h(p), telle que si u & W alors

max {1, h(p)}d .
log max {e, h(p)})?-!

Question : Quelle est la minoration optimale en h(p) 7 Une fonction linéaire de h(p) 7

log |ug — Biur — - -+ — Baug| > —cs (

Conséquence 1.3.4 (Degré du corps de nombres L). Il existe une constante
Cg = CQ(Ga 2, d, Hqu W, h(p)) )

indépendante de D, telle que si u & W alors

D2d+2
log max {e, D})%1

log |ug — Brus — - -+ — Baug| > —co (
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Conséquence 1.3.5 (Norme du logarithme u). Il ezxiste une constante
cio = c10(G, @, d, W, D, h(p))
indépendante de ||ul|, telle que si u ¢ W alors
log[ug — Brur — -+ = Baug| > —c10 max {1, [ul|}** (log max {e, ull})*** .

Les conséquences 1.3.3 et 1.3.5 améliorent, dans le cas général, les (meilleures) minorations
(que nous avons déduites) de [45] :

max {1, h(p)}*™!
log max {e, h(p)})?

log |ug — Biur — -+ - — Bauqg| > —c11 (

et

log [ug — Biut — -+ — Baua| > —c12 max {1, |[u]|}**"?(log max {e, [|u[})¢+! .

Alinsi, outre une mesure optimale en la hauteur de '’hyperplan, nous avons également amélioré
la dépendance en la hauteur du point p et en la norme de son logarithme. La raison est que,
au cours de la démonstration, nous avons remplacé la quantité T'logT par T logmin { Dy, T'}
(T est un paramétre de dérivation et Dy un degré partiel de polynome). Comme le paramétre
T ne dépendait pas exclusivement de h(W) (je pense, ici, a [30, 45, 65]), mais était aussi
fonction de h(p) et ||lul|, la substitution du terme T'log7T au terme T 'log D, apporte des
modifications (en 'occurrence des améliorations) de la mesure. Ce n’est pas seulement log h(1V)
qui a disparu mais tout loglog B*. La dépendance en le degré du corps de nombres n’évolue
pas. Le lecteur qui voudrait mieux comprendre ces points techniques est invité a se reporter
au paragraphe A.8.

§ 3.c. Cas d’un groupe linéaire commutatif

Dans ce paragraphe, nous détaillons le cas (classique) ot G est le produit du groupe additif
G, par un tore.

Corollaire 1.3.6. Pour tout entier k > 1, il existe une constante c(k) > 0 vérifiant la propriété

sutvante. Soient uy, ..., uy des nombres complezes tels que oy = e appartienne ¢ Q (pour
tout 1 < ¢ < k). Soient ug, B, ..., B des nombres algébriques non tous nuls. Soient D le
degré du corps de nombres M = Q(aq, ..., ax, ug, B1, ..., Br) et &, ..., Ep une base du

Q -espace vectoriel M. Soit E un réel > e. Posons A := ug + Biug + - - + Orug,

, Dlog(D + h(a) + -+ -+ h(ag) + Elug| + - - - + Elug|)
a = 1+ 9
log £
et
Dh(a; FElu;
V :=card(I'p(a’)) x (Dh(1:ug:B1:-: B) +ad' . log E) x H (1 + (Odljo)g—; \uﬂ) .
=1

Premier cas : A = 0.
Alors ug = 0 et il existe une Z-base ey, ..., e, de ZF, un entier naturel 0 < q¢ < k et des
entiers 1 < j; < - < jJr—q <k, tels que

*Cette phrase ésotérique est destinée aux happy few.
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Le cas général

a) Le k-uplet (01, ..., Ok) appartient au M-espace vectoriel engendré par ey, ..., e,.
b) Sieg, ..., e désignent les coordonnées de e, dans la base canonique de ZF, alors, pour
tout L € {1, ..., q}, on a egrus + - - - + egpu = 0.

¢) Si M désigne la matrice (ep;)1<e<q € Mat, 1(Z) alors
1<i<k

k—q
Dh(oy,) + Eluj,| Dh(&:---:¢p)
t 1/2 / Je Je
(det MM)/= < ¢(k) card(T'p (a ))><{£];[1 <1 + log B xmax < 1, v
(5)
ot ‘M est la matrice transposée de M.
Second cas : A # 0.
Alors on a
log|A| > —c(k)max{V, Dh(& :---:€p)} (6)
De plus, si ug # 0 et
k
b A Dh(aj) + Elu;|
V'ii=ad x <Dh(1 2B Br) + 0<5H<l%(}§g {Dh(sup)} + log E> ]1_[1 (1 + log B ,
alors
log |A| > —c(k) max {V", Dh(€1 -+ €p)} . (7)

Démonstration. La démonstration de ce corollaire & partir des théorémes 1.3.1 et 1.3.2 repose
essentiellement sur la structure des sous-groupes algébriques d’un groupe linéaire commutatif
(voir, par exemple, la proposition 5.6 de [84], page 157).

e SiA=0,d aprés le théoréme 1.3.1 appliqué & G =G, xG*
algébrique connexe G de G vérifiant les points suivants :

v, il existe un sous-groupe

a) 1l existe un sous-groupe Z de Zk tel que G = {0} x T, o, si A est un anneau (com-
mutatif), T;(A) = {z € A¥ ; 2™ =1 pour tout m € Z}. Notons ¢ le rang de Z. Soient
e1, ..., e, une base (adaptee ) Z) de Z" et ai, ..., a, des entiers naturels non nuls tels
que Z = Z.a161 @ - - - ® Z.ageq. Comme G est connexe, le Z-module Z est facteur direct
dans Z* (on dit aussi que 7 est un sous- groupe primitif de ZF), i.e. Zk/Z est sans tor-
sion. Par conséquent, les entiers a; sont égaux a 1. Notons que la partie additive de G
est nulle car sinon on aurait tg, C {20 = (121 + -+ + Ok2x}. De plus, 'espace tangent
tg =tr, s’identifie & 'ensemble

Z+ = {(z1, ..., zK) e M*; zymi + - + xpmy, = 0 pour tout (my, ..., my) € M}

(voir Lemma 8.13 de [84]). L’inclusion de tr_ dans 'hyperplan W := {8121+ - -+ Byz1, =
0} se traduit alors par W+ = M.(3y, ..., B) C 7 ® M.

b) L’appartenance de (ug, u1, ..., ug) & tg(C) signifie précisément que ug = 0 et ez uq +
-+ eppur =0, pour tout £ € {1, ..., ¢}.
c) Le degré du groupe 7(G) = Tj, relatif au plongement usuel de G dans (P')*!) est,

a une constante prés ne dépendant que de k, égal a la somme des valeurs absolues des
mineurs maximaux de la matrice M et est donc équivalent a /det(MIM), en vertu de la
formule de Cauchy-Binet (pour plus de détails, on peut se reporter & la démonstration
de la proposition 4 de [8]). L’inégalité (5) résulte alors de la majoration (2) de degm(G).
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3. Résultats

e Si A # 0, les minorations de log |A| sont les conséquences directes des inégalités (3) et (4). O

Ce résultat entraine le théoréme célébre de BAKER :

Théoréme (BAKER, 1966). Si vy, ..., o sont des nombres algébriques dont les logarithmes
sont linéairement indépendants sur Q alors 1, logay, ..., logay sont linéairement indépen-
dants sur Q.

La majoration du déterminant de la premiére partie du corollaire 1.3.6 s’inscrit dans le
prolongement des travaux sur les relations de dépendance linéaire entre les logarithmes de
nombres algébriques. Elle est une conséquence de la démonstration de la mesure d’ indépen-
dance linéaire. Pour obtenir des « petites » relations de dépendance linéaire, il est parfois plus
efficace d’attaquer le probléme directement (donc sans fonction auxiliaire, extrapolation, ...)
a l'aide, par exemple, de la géométrie des nombres (voir lemme 7.19. de [84], page 222). Ce
probléme est lié aux relations de dépendance multiplicative entre nombres algébriques et a
I'étude du covolume du sous-groupe de Z* :

{(bl,...,bk)GZ’f; a?l"'azk:1} .

Le majorant du covolume est de la forme

k—q
b L hag,) b -
c(k, )Xlsjlﬁgﬁ_ék{enl (%)}

Un théoréme plus précis se trouve page 205 de 7] (voir également |5]).

Par ailleurs, le corollaire 1.3.6 ne contient pas les résultats quantitatifs déja connus pour les
sous-groupes linéaires commutatifs (comme, par exemple, le théoréme 9.1 de [84]), ne serait-ce
que parce que, contrairement a nous, les auteurs précisent la constante c(k). En fait, dans le
cas non-homogeéne (ug # 0), le terme

a X (DRh(1: By :--: Bp) + max {Dh(sug)} + log E)
devrait plutoét étre remplacé par
Dh(1:ug:B1:+:0k)+d +logE

( [84], theorem 9.1, page 251). L’explication de cette anomalie provient d’une utilisation (en-
core) trop « grossiére » du lemme de zéros de Philippon, car, contrairement a [84], nous n’avons
pas supposé que les logarithmes uq, ..., ug étaient linéairement indépendants™ sur Q. A for-
tiori, avec la mesure d’indépendance (6), nous ne retrouvons pas les mesures fines relatives
au « cas rationnel homogéne », qui concerne les minorations de |bjlogay + -+ + by log ay|
avec b; € Q et a; € Q (le groupe algébrique sous-jacent étant GX ou GF~! x G,, selon que
I'on utilise la méthode de Baker ou de Schneider, voir [84], chapitre 14.4), ces mesures étant
obtenues & partir de méthodes et d’outils spécifiques comme les polyndmes de Fel’dman.

*Cette hypothése supplémentaire permet, par exemple, de calculer le cardinal des quotients (I'p(S) +
G/'(L))/G'(L) qui apparaissent si on utilise le lemme de zéros [63].
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Le cas général

§ 4. Organisation du texte

La démonstration des théorémes 1.3.1 et 1.3.2 fait intervenir I'existence de modéles lisses
des groupes G; et de plongements de ces groupes dans des espaces projectifs, plongements qui
possédent des propriétés supplémentaires « a la Serre ». Ces outils de géométrie algébrique
sont détaillés dans le paragraphe suivant. Ensuite vient la preuve des théorémes 1.3.1 et 1.3.2.
Tout d’abord (§ 1.6), nous « justifions » le choix des données de départ (en particulier
I’hyperplan W, transversal aux espaces tangents tg, et tq, ®- - ®tg,). Nous choisissons alors
des paramétres de maniére a ce que la section d’un fibré ample sur G, qui sera construite
avec ces parameétres, ne puisse s’annuler le long de I'hyperplan avec un ordre de multiplicité
élevé en les premiers multiples d’un point p (:= expgc)(u)) sans étre identiquement nulle
(§ 1.7). Le choix de ces paramétres est guidé par le souci de prendre en compte d’emblée le
« sous-groupe obstructeur » fourni par le lemme de zéros de PHILIPPON [63]. La contrainte
lice & ce type de méthode est que, dans le reste de la démonstration, nous devons garder
(jusqu’a Pextrapolation analytique) un sous-groupe obstructeur particulier qui conditionne le
type d’extrapolation effectué au § 1.13, selon qu’un multiple de p appartienne ou non a ce
sous-groupe (distinction entre cas périodique et cas non-périodique, fin du paragraphe 1.7).
Dans le cas périodique (qui est, de loin, le plus délicat), nous donnons quelques informations
complémentaires sur le sous-groupe obstructeur, qui seront a l'origine du théoréme 1.3.1 (§ 1.9).
Aprés quelques énonceés techniques concernant le choix de bases pour ’hyperplan (§ 1.8 et 1.9.b)
et les modifications des dérivées liées au passage d’une base a une autre (§ 1.10), nous entrons
dans le vif de la démonstration avec la construction de la fonction auxiliaire (§ 1.11 et 1.12)
puis nous extrapolons « a la Baker » (dans le cas non-périodique seulement, le cas périodique
subissant un traitement différent). Un paramétrage local directement lié au groupe algébrique
et non plus a son espace tangent nous permet d’apporter une amélioration essentielle dans
Iestimation arithmétique de la premiére dérivée non-nulle de la fonction auxiliaire. Le résultat
du paragraphe .14 est au centre de la démonstration des théorémes du § 1.3.a, qui découle
alors d’un raisonnement par I’absurde. Enfin, en annexe, nous reprenons la démonstration des
théorémes 1.3.1 et 1.3.2 sans fixer les parameétres. Nous justifions alors le choix des paramétres
effectué au paragraphe I.7.

§ 5. Modéle du groupe algébrique

Les estimations ultramétriques du paragraphe 1.14 sont a l'origine du besoin que nous
aurons de modéles entiers (i.e. sur Ok) et lisses des groupes G;. Nous présentons ici les
propriétés que nous pouvons attendre d’un tel modéle, en particulier vis-a-vis de la représen-
tation de la loi d’addition du groupe dans un espace projectif. Ce passage par la géométrie
algébrique (et en particulier la notion de schéma) permet de nous affranchir des contraintes
techniques liées a la construction effective de paramétres locaux, comme l'ont fait S. DAVID
et N. HIRATA-KOHNO dans [31] pour les courbes elliptiques ou, dans un contexte différent
et dans le cas d’une variété abélienne, comme le fait P. GRAFTIEAUX dans sa thése [38]. La
méthode de pentes permet d’utiliser ce formalisme de maniére plus raffinée en évitant le plon-
gement du groupe dans un espace projectif.

Résultats généraux. Soit H un groupe algébrique commutatif, défini sur un corps de nombres
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5. Modéle du groupe algébrique

K, de dimension d.

L et un schéma en groupes

H — Spec Ok]|r] ,

Lemme 1.5.1. 1] existe un entier r~

lisse et quasi-projectif, dont la fibre générique coincide avec H. De plus, Uentier r—1 peut étre
choisi de telle fagon que l’anneau A := Ox]lr| soit principal.

Démonstration. Pour 'existence de 3, nous renvoyons a [22].
Pour la principalité de A, c’est un résultat bien connu, mais faute de références précises, nous
en proposons une démonstration :

Considérons {PB;, ..., B} le groupe des classes d’idéaux de Ok. Chaque B est un idéal principal ;
choisissons 7/~! le produit des normes (sur K) des % et de Ientier r~! choisi pour la construction de K.
Alors B;0k|[r'] = (1) (car PrOk[r'] = (1)). Soit I un idéal de Ok[r']. On a I = (I N Ok)Ok|[r'] (si z € I,
r'~*z € I N Ok pour un certain « € N). Or tout idéal de Ok est principal dans Ok[r'], car un tel idéal
est équivalent (modulo un idéal principal) & un produit de puissances de ;. Donc I = (I N Ok )Oxk|[r’] est
principal. Et anneau A := Ok[r’] convient. 0

Proposition 1.5.2. Soit ¢ : Spec A — H la section nulle de H, d’idéal de définition J. Il existe
un ouvert affine non-vide U de (Spec A), il existe d sections sy, ..., sq de J sur U telles que
e = (e*s1, ..., €%sq) forme une base de tgc et telle que Uapplication T; — s; définisse un
wsomorphisme de schémas formels :

H = Specf A[[Ty, ..., Ty]] (8)
ot H est le complété formel de H le long de la section nulle.
Démonstration. C’est la proposition 2.9 (page 19) de la thése de P. GRAFTIEAUX [38]. O

Considérons ¢ : K < C un plongement de K dans C. La quasi-projectivité de H donne
I'existence d’un plongement de A-schémas i : H — P qui induit i, : H,(C) — PN(C).
D’apreés 73], le groupe de Lie H,(C) admet alors une représentation de son exponentielle exp,
par des fonctions holomorphes™ ¢y, ..., ¢n sur tg¢, (C) :

Vz € t3,(C), exp,(2) = (po(2): - :on(2)) .
Nous pouvons choisir ces fonctions ¢; avec les propriétés suivantes ( ¢f. [83], en particulier les
propriétés 4.4 et 4.6, page 76) :

e Les fonctions ¢; sont des fonctions analytiques d’ordre p inférieur ou égal & 2 et sans
zéro commun dans tg¢ (C).

 (¢o(0), -+, ¢n(0)) = (1,0, ..., 0)

e Soit ||.||, la norme hermitienne sur t4¢, (C) qui rend orthonormée la base e définie dans
’énoncé du corollaire 1.5.2. 1l existe deux constantes positives ¢, et ¢l telles que, pour
tout z € tg¢, (C), on ait

exp {—¢; (14 [|z[l0)"} < max{[eo(2)], .-, [on(2)[} (9)

et
max {|po(2)], ..., [on(2)|} < exp {cg (1 + [|2]l0)"} - (10)

*Pour ne pas alourdir excessivement, les notations, nous omettrons la référence au plongement o ; dans le
contexte, il n’y aura aucune confusion possible.
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Le cas général

e [l existe une constante 0(92 vérifiant : pour tout x € tg¢ (C), il existe un voisinage V, de
0 dans tg¢, (C) et N + 1 polynomes Ay, ..., Ay de K[X,Y], ou X = (Xo, ..., Xy) et
Y = (Yo, ..., Yy), bi-homogénes, tous de méme bidegré, de degré total < cgz, tels que,
pour tout z € V,, les éléments

(po(z+2) - on(z+ 1))

et
(Ao(p(2), (@) -+ - An(p(2), ¢(2)))

soient, égaux.

e Identifions #5¢, (C) & C? grace a la base e. Il existe une constante cgi) vérifiant : pour

tout triplet (k, j, h) avec k € {1, ..., d} et j, h € {0, ..., N}, il existe un polynome
Cijn € K[X], de degré total < cgil, tel que
9 ‘Pj) <<P0 ¢N>
(%) e (20, 2N 11
Oz, (‘Ph S on ©h (1

Nous désignerons par ® 1'application holomorphe qui, & z € tq¢, (C), associe

(po(2), ..., on(2)) € CN*H!
et, pour h € {0, ..., N}, par ¢, 'application méromorphe
(ﬂ @_N> .
©n’ 'z

Notations.

Lorsque H est un groupe produit Hy x --- x H, de K-groupes algébriques (commutatifs),
les résultats précédents s’appliquent a chacun des groupes H;, et en prenant par exemple le
rationnel r = ry - - - 1y, le schéma en groupes H := H; x - - - x Hy est lisse sur Spec Ok |[r]. Aprés
le choix d’un plongement o : K — C, I'exponentielle complexe de H;,(C) sera représenté
par les fonctions gogf) avec 0 < h < N,. La fonction 905? est d’ordre < p;. Nous noterons

également A;f) (resp. C,g?h) les polynomes provenant des lois d’additions de H; (resp. des

propriétés différentielles de H;). Ce sont des polyndomes en les variables X; := (Xo(i), cee X](VZ))
et Y; := (Yb(i), ce Yz@)- Enfin, nous désignerons par z/J,gi) . ty,, (C) — CN*! Tapplication
méromorphe
i (4) i) (@)
(d Ph1 4 90§L+1 ‘PNi> _
8021) ‘P;Z) SO;(Z) 9022)
Nous noterons |.|[;» (ou ||.||; si o est le plongement oy de K dans C choisi au § 1.2.a) la
norme hermitienne sur tg¢, (C) obtenue comme précédemment ; ||.||, sera la norme induite
sur tg¢, (C).

Démonstration des théorémes 1.3.1 et 1.3.2

16



6. Réductions

§ 6. Réductions

N. HIRATA-KOHNO a remarqué [45] que ajout d’un groupe affine G, & G a un role modé-
rateur sur les dérivations. L’adjonction « artificielle » de ce facteur G, & G revient & minorer
|1.0 — (Byug + -+ - + Baugq)|. La présence de ce facteur G, contrebalance l'influence négative
des dérivations sur les coefficients ;. En effet, dériver, & l'ordre T, le long de I’hyperplan
20 = (121 +  + Paza, la fonction P o expg, 4 (01t P est un polynome multihomogéne), au
point 0, équivaut a dériver Fyy (z) := P(B121 + - - - + Baza, expg(z1e1 + - - - + zqe4)) (la notation
ici se veut plus suggestive que rigoureuse) dans toutes les directions % (i=1,...,d), ce qui
fait apparaitre, dans les coefficients de Taylor de Fy d’ordre T', une dépendance polynomiale
en les 3; de degré majoré par min {degy, P, T'} (au lieu de 7).

Si cette astuce est relativement simple du point de vue technique, il est plus difficile d’en
percevoir la philosophie. Certes le nouveau groupe G, s’accompagne d’un paramétre Dy, « de-
gré de liberté » supplémentaire — choisi indépendamment de h(W') — qui augmente la possibilité
de résoudre le systéme de paramétres. Cependant, en général, il est plutot néfaste (en par-
ticulier pour la dépendance en le degré D du corps de nombres) d’accroitre la dimension du
groupe algébrique, d’autant qu’avec la méthode employée, chaque nouveau groupe donne un
facteur multiplicatif supplémentaire a la mesure de dépendance (voir commentaire ci-dessous).

Nous procéderons en fait de la maniére suivante :

Tout d’abord, nous pouvons supposer, sans perte de généralité, qu’ aucun des espaces tangents
ta, n'est inclus dans W (i.e. que la famille des §; correspondant aux variables de tg, n’est pas
réduite a {0}).

Sans perte de généralités, nous supposerons que max {|ug|, |Gm|i<m<a} = 1. En effet, si
on note ¢ un élément de {ug} U {Bmn}1<m<a, de valeur absolue maximale, alors

Dh(ug) + Dh(W) > log |t| > —Dh(ug) — Dh(W)

- an:l <ﬁ7m> -“m‘-

Soient 7 un rationnel > 0 et G = Gy X -+ - x §,, un modéle lisse de G sur Ok |[r] vérifiant les
conditions du paragraphe précédent. Nous noterons e = (eq, ..., e4) la base de tg obtenue par
recollement des bases de tg,, apparaissant dans la proposition 1.5.2 ( ey est la base canonique

de tg,). Chaque schéma en groupes G, se plonge dans un espace projectif ]P’gf{ - Nous noterons

et il est donc équivalent de minorer log |A| et log

P lespace multiprojectif P x - .- x PN~ L’espace tangent & Porigine de § est naturellement
muni de normes hermitiennes ||.||, aux places infinies o, comme cela est expliqué au paragraphe
précédent.

Enfin, avec les notations de la fin du paragraphe 1.5, nous noterons & ’application analy-
tique de tg(C) dans CNo+D+-+(Nutl) qui 4 2 associe

(@@, s e, s (@), s 052 (12)

Commentaire heuristique.

La méthode générale et les outils techniques locaux employés dans ce texte pour démontrer les théo-
rémes font qu’a chaque facteur G; du groupe G correspond un facteur (multiplicatif) de la mesure
de dépendance, ce facteur étant, grosso modo,

d;
(D max {h(sp;)} + <Esuuju>ﬂj)

0<s<S
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Le cas général

(pour 1 < j < n). Donc, si on veut rendre la mesure de dépendance optimale, le mieux est de
décomposer au mazimum le groupe G (et, le cas échéant, de « comprimer » les facteurs G, pour
diminuer la dimension du groupe). En effet, considérer, par exemple, G comme un groupe d’un seul
tenant conduirait a une mesure de dépendance comportant au moins un terme de la forme

d
(Dog%xswsp)} " <Esuur>P)

(ot p:=max {p;} et p ;= expg(c)u) au lieu du terme

n (Sj
11 [ (0 w8l )
qui est nettement meilleur, compte tenu de h(p) ~ h(p1) + -+ h(pg) et |[ul| = |[[ui]] + - + ||ug]|-

Ce principe de « dévissage total » du groupe G est freiné par la possibilité pour les G; d’étre des
extensions (non triviales) de groupes. Cependant, si on écrit une suite de décomposition

0 —GPxGh —G—A4—0

(ot A est une variété abélienne), les espaces tangents tg et t@‘jo @ tGﬁ} @ t4 sont K-isomorphes
(non canoniquement), et si on décompose A, & son tour, a isogénie prés, en Af' x --- x A[', ou
les A; sont des variétés abéliennes simples (théoréme de Poincaré), 'espace tg est isomorphe* a
tgdo Otga © (ta, @ - Bta,) BB (ta, & -®ta). Comme le théoreme 1.3.1 porte sur des objets
(u et Wﬁn de cet espace tangent, tout reviendrait, en quelque sorte, & obtenir une minoration en
travaillant avec le groupe G/ = G% x - .. x A7". La seule difficulté est de s’assurer que le point u’ dans
tGZO @---Dty,, correspondant & u, peut étre choisi de maniére a avoir une exponentielle algébrique, et
que, dans ce cas, la hauteur de expg/(u’) est du méme ordre de grandeur que celle de expg(u). Cette
obstruction est, en général, impossible & lever dans la mesure ou le scindage des espaces tangents ne
respecte pas 'algébricité des données.

§ 7. Choix des paramétres

Soit Cy un réel positif et £ > e. Au long de la démonstration, nous dirons souvent qu’une
inégalité est vraie « pour () assez grand ». Cela signifie qu’il existe une constante ne dépendant
que de (G, ®) telle que si Cy est supérieur a cette constante alors 'inégalité est vraie. Dans
le contexte, la constante en question sera facile a calculer (voir commentaires du § 1.3.a) et,
comme la preuve ne génére qu’'un nombre fini de telles constantes, le réel Cj peut étre choisi
comme le maximum de ces constantes.

Définissons

S:=[Cga] , Sp:=[CGa] .

On pourra noter que DlogS < Slog E pour Cj assez grand. Pour définir les paramétres
suivants, nous aurons a distinguer le cas général du cas oil H?:l G; est une variété semi-

*Et, comme la mesure de dépendance laisse indéfinie la constante qui dépend de G, nous pouvons rendre
isométrique cet isomorphisme.
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7. Choix des paramétres

abélienne et uy # 0. Rappelons que p := eXPg,, (c) U et posons :

— sa—1 , card(I'p(5))
UO —Imax {CO X W X (Dh(W) —+ Dh(uo) —+ Slog E)
n 9j
. N2 Cel
<11 (StopE+ _max (Dhsp)} + (ESIuD) ), CoDh(ers++:0)
(13)
resp.
S
r_ 4d—1 2
Uy :=max {CO (Glog B} <Dh(W) + ogsrgn(%ins{Dh(SUO)} + Cj log E)
n dj
Slog £ Dh(sp; ES||u;|)" CoDh(&y - -+
<1l (StopE+ _max (Dhlspi)} + (ESIuyl)* ), CoDhler s+ )
(14)

Le réel Uy (resp. Ul) est comparable, a une fonction polynomiale de Cjy prés, a la mesure du
théoréme 1.3.1 (resp. théoréme 1.3.2). Pour ne pas alourdir la démonstration, nous ne traiterons
que le cas général avec Uy. Il va de soi que si nous sommes dans le cas particulier ot ug # 0
et H;’L:I G, est une variété abélienne alors Uy doit étre remplacé par U} (et de méme pour
les parameétres définis ci-apres). Le lecteur pourra s’oter d’un doute, sur ce qui s’apparente a
une friponnerie, en consultant I’annexe, ot les calculs sont écrits (et les propositions énoncées)
avec des paramétres quelconques. Nous insistons sur le fait que la légére amélioration de la
mesure d’indépendance dans le cas particulier sus-nommé n’a été rendue possible que grace a
la condition (plus faible) exigée par le lemme de zéros (voir démonstration du corollaire 1.11.2).

Notons alors - A
f = OUO (T’&S’p. j_," = OUO >

- SlogE’ " SlogE
-~ T
Ty = =
0 Cg )
Do = Yo
0" Dh(W) + Dh(ug) + SlogE
res jj = U(/)
D 0= Dh(W) + 0<81f<n(%)+(1)s{Dh(SU0)} + Cg IOgE
et, pour j € {1, ..., n},
B Yo
) SlogBr _max {Dhsp;)} -+ (BSTw, )7
resp .5 = Ué
0 SlogE + 0<sr<n(3)i1)s{Dh(Spj)} + (ES|lujl)*

On notera que les inégalités suivantes sont vérifiées :
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Le cas général

[ J TO Z Co.max{ﬁl, ceey ﬁn}
° To > C’o.ﬁo dans le cas général.

o Ty > Cy: g—g dans le cas ot uy # 0 et H;‘l:1 G; est une variété semi-abélienne.

Nous supposerons que 151, ..., D, sont rangés en ordre décroissant, i.e
Dh ES Dh ES P2 > ... 15
s (Dh(spa)} + (BS|wi ) > mas  {Dh(spa)) + (B8]l > (15)

Cette hypothése, qui n’est pas du tout essentielle (ni réductrice), simplifie la présentation de
la majoration du degré du sous-groupe obstructeur donnée au § 1.9.a.

Soit 2 € RT. Notons également D¥ := zD;, D; := [D¥], T := [T] et Ty := [To).

La proposition suivante, qui détermine le choix de x, s’énonce en fonction de la partie
homogéne de plus haut degré du polynéme de Hilbert-Samuel d’une sous-variété V' de PNo x

x PN» polynéme que nous notons 7. Nous n’aurons besoin que de propriétés immeédiates
de A (liées a sa structure de polynome homogene) sauf au § 1.9.a.

Proposition 1.7.1. Il existe un réel x €0, 1] tel que les conditions suivantes soient vérifiées.

(1) Pour tout sous-groupe algébrique connexe G’ de Gy, de codimension ', dont l'espace
tangent a l'origine est inclus dans 'hyperplan W, on a :

Ip(S) + G'(L)

(T)" ' x card < G'(T)

) x A (G D¥, ..., D) > Co/(G; DY, ..., D). (16)

(11) 1l existe au moins un sous-groupe algébrique algébrique connexe G qui réalise [’égalité.
Fixons G et notons d (resp. 7) sa dimension (resp. sa codimension dans G).

Démonstration. La démonstration est classique (depuis [65]). Cependant, pour simplifier la
vérification des théorémes, nous reproduisons la preuve.
Soit G’ un sous-groupe algébrique connexe de Gy, ; définissons

N () s eapd (FpS) + GI(L)\ - A(G'; Dy, ..., Dn)
@) = (7) (e ) o (@ Do, . D) a7)

et B(G') := A(G)Y" xmax {1, A(G’)}Tr—_/l. Comme nous avons (c¢’est un encadrement trivial)

(degp G')  max {56015;"} > #(G'; Dy, ..., Dp) > (degy G')  min {56057’1”}
0<if <o 0<if <5y,
i0+~-+in:d’ i0+"‘+in:dl

on en déduit

/

r r/

oo (EEON awe | af (D)
° T ~AG) TS+l T

Ainsi, a degré (de G’) fixé, la quantité A(G’) (et donc aussi B(G')) ne prend qu’un nombre fini
de valeur et lorsque degg G’ s’accroit indéfiniment, il en est de méme de A(G’). Ces observa-
tions justifient I’existence d’un sous-groupe connexe G de Gy, tel que B (G) soit minimal parmi
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7. Choix des paramétres

tous les G’ d’espace tangent (a 'origine) inclus dans W. Posons alors z := B(é) (clairement
non nul).

Montrons que © < 1.
Le choix des paramétres permet de calculer

1
Cp x (degg G) % 580 .. Dfn

A({0}) =(T)" x card(Tp(S)) x

1
degy G

et, donc, 1 > A({0}), ce qui implique

v = min {B(G))} < B({0}) = A({0pY @D <1

Montrons que linégalité (16) est vérifiée :
Posons

Tp(S) + G’(L)) (G DF,-- D)

N/:TVT,_lxcard< .
=0 Co.7#(G; Df,--- , D)

On a A(G') = 2" Rg.
e Si A(G') > 1, 0na A(G') > z et donc Rgr > (2)" >
e Si A(G') < 1,0na B(G') = A(G")Y/" > x, donc N(NG/)l/””/x >z, i.e. Ngr > 1.

En remplagant les inégalités par des égalités (z = B(G) et nécessairement A(G) < 1 sinon
x = A(G) ce qui contredit < 1), on obtient Rg = 1. O

Tout au long de la démonstration, nous aurons a tenir compte du sous-groupe G introduit
dans cette proposition. Nous montrerons plus loin (corollaire 1.11.2) que le choix de z permet
d’assurer qu’aucun des entiers Dy, ..., D, n’est nul.

Définition 1.7.2. Nous dirons que nous sommes dans le cas périodique 'l existe s € {1, ..., 2(d+
1)S} tel que su € Qgc) +tg(C), et dans le cas non-périodique si un tel entier s n’existe pas.

Le cas non-périodique se prétera a une extrapolation sur les points et nous poserons
T::{(gs)eNde; It < 2(d+ 1T et 0§S<S0} . (18)
Dans le cas périodique, nous extrapolerons sur les dérivées et nous poserons
Y= {(;, s)ENIxN; |t <2d+ 1T, tg<Ty et 0<s<2(d+ 1)5} . (19)

Remarque : il serait plus naturel de majorer [t| (resp. s) par 2T (resp. 25) au lieu de 2(d+1)T
(resp. 2(d + 1)S). Le facteur d + 1 supplémentaire est présent par pure commodité dans
I’application du lemme de zéros de Philippon.

Le cardinal de Y se calcule aisément, via le

Lemme 1.7.3. Sin, A, B sont des entiers naturels non nuls alors le cardinal de [’ensemble

{(x1, ..., 2p) eN"; 2, <A et ©1+ - +2z, <A+ B}

A+f+n) _ (Bjﬁn) _

est égal a (
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Le cas général

Démonstration. On a

card{(z1, ..., zn); 2n <A et z1+...+2n < A+ B}
A+B

= Z card{(z1, ..., zn); n < Aetz1+... +zn =j}
j=0

A+Bmin (A,j)
= Z Z card{(z1, ..., Tn—1); T1 4+ ...+ Tp—1 =j — 3}
j=0 =0

A
= Z card{(z1, ..., Tn—1); 1+ ... + Tn—1 < j}
j=0
A+B
+ Z Card{(xlv sy "E"71)§ 1+ ...+ Tp-1 S]}
j=A+1
A+B
— Z card{(z1, ..., Tn-1); T1+ ...+ xn-1 <j—A—1}
j=A+1
A+B B-1
= Z card{(z1, ..., Tn—1); T1 + ... + Tn_1 < j} — Z card{(x1, ..., Tn—1); T1 + ... +n_1 < j}
Jj=0 j=0
A+B
=Y card{(z1, ..., Tn_1); T1 + ...+ Tp_1 <5}
j=B
B Az*:B (j +n— 1>
oy n—1
p - itky _ (mAltk
et le lemme découle alors de la relation Y77 (30 = (mk+1 ). O

Nous en déduisons alors que
cardY = <2(d + Z)T + d> x So

dans le cas non-périodique et

cardT = (2(d 4 1S — 1) x [(2(d+Z)T+d) - <2(d+1)T;To+d+1> +1}

dans le cas périodique. En fait, nous aurons seulement besoin de la majoration (assez grossiére)
= cardY < 2(d 4 1)S(2(d + 1)T + 1)¢ < ¢135T¢ < ec14%0 (20)

Les dérivées que nous considérerons seront toutes dans la direction de I'hyperplan W. Cepen-
dant, dans le cas périodique, nous choisirons une direction privilégiée (transcendante), selon
laquelle nous extrapolerons.

§ 8. Choix de bases pour I’hyperplan W

Dans ce paragraphe trés court, nous fixons une base orthonormée de I’hyperplan W, utile
pour l'extrapolation « selon les dérivées » dans le cas périodique.

e Par définition, dans la base (eo, ..., e4) de tg, hyperplan W a pour équation zq =
Brz1+ -+ + Bazq. La famille {e; = e; + fieq}, ., constitue donc une base € de W.
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9. Le cas périodique : compléments

e L’isomorphisme (z1, ..., 2q) — 2161+ - - + 24€q, entre C? et W @ C (le produit tensoriel,
ici, est relatif au plongement initial oy de L dans C), munit W ® C d’une (unique) structure
hermitienne, héritée du produit scalaire canonique sur C?. Nous noterons |.| la norme ainsi
obtenue* sur W, et nous poserons € := (¢f, ..., €,) une base orthonormée de W pour ce
produit scalaire, telle que (ej, ..., e7) soit également une base orthonormée de ¢g(C). Nous
supposerons de plus que (e:i+1’ ..., ) est ordonnée de telle fagon que si W := uj€;+- - - +ugéq
s’écrit wye) + - - - + wqel; dans la base €, alors

]wd\:max{|wi\; Elv+1§i§d}-

Comme les bases e et € de W sont orthonormées pour le méme produit hermitien sur W ® C,
les matrices de passages entre elles sont unitaires. On notera également que u —w = A.ej et
donc |[u —w|| = |A].

§ 9. Le cas périodique : compléments
Rappelons tout d’abord le résultat principal de [8] :

Théoréme 1.9.1. Soit & un groupe algébrique défini sur C, et ¢ un plongement (quasi-
projectif) de & dans un espace projectif P. Lorsque &' est un sous-groupe algébrique de &,
on note deg, &' le degré de l’adhérence de Zariski de 1(®’) dans P. On munit 'espace tangent
a Uorigine tg d’une distance (euclidienne) d. Il existe une constante c15 = c(®, ¢, d) telle que,
pour tout sous-groupe algébrique &' de &, pour tout x € Qg, si d(z, te) < 1/(c15deg, &)
alors x € Qg .

Nous déduisons alors la

Proposition 1.9.2. Il existe une constante cig, ne dépendant que de (G, ®), telle que, si
w € Qg \Qé(cy on ait
1

dlw, t=(C)) > ————
( tG( )z c16 dege T(G)

ot m: G(C) = G1(C) x -+ x G,(C) est la projection canonique.

Démonstration. Comme Qg ) = {0}, on a w = 7'(w) ot 7 est la projection de tg(C)
SUT £G,(C)x--xGn(C)- Done d(w, t&(C)) = d(7'(w), tg(C)). De plus, I'inclusion G C G, x 7(G)
implique tg C tg, ®t, g donc d(7'(w), t5(C)) = d(7'(w), ¢, g)(C)). D’apreés le théoreme 1.9.1,
on a

ce qui conclut la démonstration. O

Des propriétés supplémentaires du groupe é, introduit au § 1.7, seront obtenues a P'aide
de cette proposition. Mais auparavant nous voulons majorer le degré de 7(G).

*Dans le contexte, il ne devrait pas y avoir de confusion avec une « simple » valeur absolue.
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Le cas général

§ 9.a. Majoration de degg 7r((~})

Proposition 1.9.3. Soit 7 le polynome multi-homogéne (de Hilbert-Samuel) de G. Alors on
a
H(Gs x0, ..., Tn) > (degq) W(é)) -min {x;, -2}

ot d = dim G et le minimum porte sur les Elv—uplets (11, -+, z'g) vérifiant 1 <ip <--- <iz<n
et chaque iy apparaissant au plus 0;, fous.

Remarque : 'hypothése t5 C W implique dim W(é) = d car la surjection G — W(é) donne
dim7(G) < dim G, et si cette inégalité était stricte, I'inclusion G C Gy x 7(G) entrainerait
ta = layxn(@) = lGo @t (q), et donc tg, © W ce qui est faux.

Démonstration. C’est immédiat d’aprés 'interprétation géométrique des coefficients du poly-

nome de Hilbert-Samuel (voir [63, 64]). O
Lemme 1.9.4. Soit m le plus grand entier de {1, ..., n} tel que 61 + -4 0p1 < d. Posons
o = =d—6 — - —06m_1. Alors, le degré degg 7 (G) est majoré par
card(I'p(a)) d(r mt g
ClT+2 x (degy G) x x [T (alogE+  max _ {Dh(spe)} + (Eallug)”
(alogE =1 0<s<(d+1)C3a )

Dh(ili“'IﬁD)}
o .

S
X (alogE + max  {Dh(spm)} + (EaHumH)pm> X max {1,
0<s<(d+1)C3a

Remarques :

O Cette inégalité précise la majoration (2) du théoréme 1.3.1 en montrant l'origine des
entiers ji, ..., jm via U'hypothése (15), p. 20.

0 En fait, pour la démonstration du théoréme 1.3.1, nous utiliserons plus couramment la
majoration plus faible :

degg 7(G) < C3°"- (D + Dh(p1) + --- + Dh(pn) + Ellual| + - + Ellu,)** ,  (22)
car c’est le logarithme de degg W(é) qui apparaitra.

Démonstration de ce lemme. La proposition 1.9.3 et la définition de G entraine

Co _ H#(G; DY, ..., D¥)
F\F—1 Lp($)+GWL)\  A(G: DY, ..., D¥
(T) card( P TR ) ( 0 )
S degy m(G) " 1
dega G pf max {D#..-DF |
J1 Jr—1
_ degg 7(G) " 1
dege G DF(DF)on -+ (Df,y)om+1 (DF Ym0
ou m est 'entier défini dans ’énoncé du lemme. Il s’ensuit
_ ~ Dbn...pim0m
dege m(G) < Cp X (degy G) x Dy x —= o ,
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9. Le cas périodique : compléments

ce qui, en remplagant les paramétres par leur valeur, implique le résultat voulu. La seconde
remarque qui suit le lemme est triviale. Le point important est que la majoration de degg m(G)
est indépendante de h(W). O

Corollaire 1.9.5. Dans le cas périodique, supposons u & tg(C). Alors, pour Cy assez grand :
d(u, t&(C)) > C5 2 x (D + D(h(p1) + -+ + h(pn)) + Ellu || + - - + Elfu,[) >
Et, toujours dans le cas périodique, supposons maintenant que
1
Al < 5d(w, 15(C) (23)

Alors w ¢ t5(C) et t5(C) € W ® C. En particulier wg # 0.

Démonstration. Soit sg € {1, ..., 2(d+1)S} minimal tel que sou € Qg(c)+1t5(C). On a donc
so < 2(d + 1) card (%) Comme sou ¢ Qg (sinon u € tg(C)), la proposition 1.9.2
et la majoration (22) impliquent 'inégalité voulue.

Par ailleurs, si w appartenait & t&(C), nous aurions [A| = ||lu — w|| > d(u, t5(C)) ce qui
contredit I’hypothése. Comme w € (W ® C) \ t5(C), on a t&5(C) € W ® C, et par définition
de wy (§ 1.8), on a wy # 0. O

Remarque : nous avons supposé u ¢ tg(C) alors qu'il serait plus « naturel » de se contenter de
u ¢ W ® C. Mais, si I'hypothése du corollaire 1.9.5 est fausse, nous disposons d’une précision
supplémentaire sur u.

§ 9.b. Nouvelle base pour W ® C

Dans le cas périodique, nous posons
NN /
f:=(el,...,e5 1, W)

(€’ est la base orthonormée définie au § 1.8). C’est une base de W ® C car wy # 0. Pour unifier
les notations, nous noterons également f := e’ dans le cas non-périodique.

Lemme 1.9.6. Pour tout x € W, on a |z| < ||z|| < (Vd+ 1)|z|.
Démonstration. Soit x € W. On écrit

r=x1€1 + -+ 2464
= (Brw1 4 -+ Bawa)eo + x1e1 + - + Tg€q

On a alors [af2 = w12 + -+ + [waf? et [2l]? = |12 + -« + Joal? + [Brz1 + - + fazal®.
Donc |z| < ||z résulte des définitions et ||z|| < (v/d + 1)|z| vient du fait que les 3; sont de module < 1, et de
I'inégalité de Cauchy-Schwarz. ]

Proposition 1.9.7. Dans le cas périodique, supposons que |A| < 1d(u, tg(C)). Alors on a

|wa| > d(u, t(C)) .

1
2(d+ 1)
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Le cas général

Démonstration. Posons z := wye}+- - -—i—wge:;. C’est un élément de ¢ (C) et w—z = wg, | d+1+ +

wgely. Donc |[w —z| < (Vd —d)|wg| < (Vd+ 1)|wg| car |wg| = max |w;|. Alors [|[w —z| < (d+1)|wy|
d<i<d

en vertu du lemme 1.9.6, puis [[u — z|| — ||w —ul| < (d + 1)|wql, ce qui implique d(u, t5(C)) — [A| <

(d 4 1)|wq|. L’hypothése permet de conclure. O

Du corollaire 1.9.5 et de la proposition 1.9.7, nous déduisons le
Corollaire 1.9.8. Sous les deux hypothéses™® du corollaire 1.9.5, on a

lwa| > Cy224 x (D + D(h(p1) + - + h(pn)) + Ellur| + - + El[un])) "2 .

§ 10. Changement de bases de dérivations

L’objectif de ce paragraphe est de comparer les dérivées le long de W d’une fonction
analytique, lorsqu’on change la base de W ® C, et de préciser le résultat dans les cas périodique
et non-périodique. Nous aurons besoin du

Lemme 1.10.1 (Variante du lemme 3.1 de [65]). Soient (a,j) 1<i<n des nombres com-
j<m

plexes, fi, ..., f, z des vecteurs de C4', et © une fonction analytzque complexe au voisinage
de z. Posons e; =Y 1" a;;f; et A=), |ai;|. Alors, pour tout entier naturel T, on a

max{ } < AT x max{ }
[tI=T |h|=T

Démonstration. La démonstration consiste a développer £D!! ... Dl en utilisant la formule
du multinome :

Dél ... Dtn

DM ... D
TS 1

a fn9(z)

1 ;)
HDZ% . DZZ@(Z) — Z H (aly.?). {Df—llJJr +tn,1 . D;’lninr‘l’ +tn,m®} (Z) )

t; i)!
ti 1ttt m=t; ij ( ZJ)
1<i<n

Le lemme se déduit alors des majorations

m
H b+t ) <O ti)!
i=1 i

et
| | I¢]
2ij| "
> H x Yt e < (D laiyl
i1ttt m=t; (i) i, i,j
O
Gréace a ce lemme appliqué aux bases f et € de W construites précédemment, nous obtenons
la

*En fait, la seconde hypotheése suffit puisqu’elle implique la premiére.
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11. Rang du systéme linéaire

Proposition 1.10.2. Soit © une fonction analytique au voisinage d’un point z € CH1. Soit

m un entier naturel.
e Dans le cas non-périodique :

—_ ~ < — S < . — o~
s max{ 5 PG|} < max{ 5 Pho)] b < anzaman] [t e) (24)

e Dans le cas périodique :

Ly m/2 L+ fwi] + -+ |wg—1[\"™ 1)
— )~ < - 14
pax{ g Pt} < e (o SR maqg PG @)
et
max l\pﬁ@(z)‘ < a2 (d+ ). max 1‘939(2)( . (26)
tl<m 2! 17T t!

Remarque : dans le cas périodique, on a :

1T+ w4+ -+ |wg—1
|wal

o (4 L)

2 d(u, tg(C))
< C234(D + Dh(p1) + --- + Dh(py) + E|jui|| + - - - + E|ju,|)**

pour Cj assez grand. C’est cette inégalité qui requiert un majorant de deg W(é) indépendant
de h(W), sans quoi l'inégalité (25) réintroduirait un terme en

T x log(d™une fonction de h(W)) .
La derniére inégalité résulte directement du corollaire 1.9.5. Pour la premiére, on écrit

Lt fwi| + -+ |waa] < 1+ d"/?|w]
<1+d"7?|w|
<1+ d"?(|[ul + |A])

< 1+d'? <HuH + %d(m ta(@)

et on utilise la minoration |wg| > md(u, ts(C)) (proposition 1.9.7).

§ 11. Rang du systéme linéaire

Soit P un polynome multihomogéne de P (= PN x ... x PN¥n) 4 coefficients dans L, de
multidegré D := (Do, ..., D,) (les entiers D; sont ceux définis au § 1.7) et qui ne s’annule pas
identiquement sur G. L’application & = (g, ..., ®,), définie page 17, est une application

homolorphe de tg(C) dans CXi=o NVit1) : posons

F=Pod.
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Le cas général

Nous nous intéressons au rang du systéme linéaire — ol les coordonnées des coefficients de P
dans la base de L sont, ici, vus comme des inconnues — défini par les conditions d’annulation
suivantes :

2 —
V(t,s)eY, DsF(su)=0. (27)

Soit E¢ := (C[P]/Z(G)), l'ensemble des polynomes P, comme ci-dessus, & coefficients com-
plexes (Z(G) est I'idéal annulateur de G(C) dans C[P]). L’ensemble des classes des monomes
X2 de C[P]p forme une famille génératrice de Ec. Soit B une famille de tels monémes dont
les classes forment une base de Eg¢. Le polynéme P peut s’écrire

> ayi & XA
A i

ot ay; € Q et X2 € B. Les inconnues du systéme (27) seront les a, ;, qui sont au nombre de
v:= Ddim F¢.

Lemme 1.11.1. Soit p le rang du systéeme (27). 1l existe une constante cy7, ne dépendant que
de (G, @), telle que

p < %~%(G;D6, ...,Dl) et v>c DAH(G; Dy, ..., D)

ot D} :=max {1, D;}.

Démonstration. C’est le lemme 4.20 de [45], et aussi la scolie 6.13 de [65]. Le choix de Sy (resp.
To) joue un role important dans cette preuve pour le cas non-périodique ( resp. périodique). [

Corollaire 1.11.2. Les entiers D; sont tous non nuls, i.e. D} = D,.

Démonstration. Supposons que pour un indice ¢ € {0,...,n}, Uentier D; est nul. D’aprés
le lemme I1.11.1, le nombre d’inconnues v du systéme (27) est strictement supérieur au rang
de ce systéme. Donc il existe un polynéme P, non identiquement nul sur G, multihomogéne
de multidegré D, solution de (27). En particulier P s’annule & I'ordre Tj en les points su
(0 < s < Sy—1) le long de W. Par ailleurs, comme tg, € W, considérons = € tg, \ W.
L’indépendance de la fonction F' vis-a-vis des variables relatives a tg, (¢’est ’hypothése D; = 0)
implique que F' s’annule a un ordre infini le long de la droite engendrée par x. Ainsi F' s’annule
a Pordre Tj en les points su (0 < s < Sy — 1) le long de (W @ C) @ C.x = tg(C). D’aprés
le lemme de zéros de PHILIPPON [63], il existe un sous-groupe connexe et propre G’ de G tel
que

Ty x A#(G'; D),..., D) x card < ci8#(G; D,..., D) . (28)

n

Dans le cas général, nous en déduisons
Ty x H(G: Dl ... D)) < s #(G: Diy ... D))
(I'entier " = codimgG’ est non nul car G’ C G) ce qui contredit l'inégalité

TQ > Comax{l, DQ, ceey Dn} .
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12. Construction de la fonction auxiliaire

Dans le cas particulier ot ug # 0 et H;.lzl G; est une variété semi-abélienne, nous pouvons

étre plus précis. En effet, dans ce cas, le sous-groupe G’ s’écrit Gy x G” ou G, = {0} ou
N " AT n s

Ga, et ot G” est un sous-groupe algébrique (connexe) de [];_, G;. Si Gj = {0} alors, comme

ug # 0, on a nécessairement

card (Fp( {%04:11}) + G/(L)) _ [So — 1] 1

d+1

et (G ; Dy, ..., D) =(G"; D, ..., D,). L'inégalité (28) devient alors

50_1 r'—1
Ty % <d+1 ) < c19D{ x max{D}, ..., D}

ce qui contredit

D
Tp > Comax {1,

0
—,Dq,..., D
S(]’ 1, ) n}

pour Cj assez grand.

Si G, = G, alors
A (G'; D), ..., D) =Dy x #(G"; D, ..., D))

et dim G” = dim G’ — 1 = d — 7’ donc l'inégalité (28) implique

n
Ty x A(G"; Dy, ..., D)) < eao (][ Gy D, ..., D)),
j=1

ce qui contredit Ty > Co. max {1, Dy, ..., D,}. O

Remarque : La non-nullité des entiers D; sera utilisée implicitement au début de la démons-
tration du lemme 1.14.3 (page 37).

§ 12. Construction de la fonction auxiliaire
Nous utiliserons le « classique » :

Lemme 1.12.1 (de Thue-Siegel). Soit (u;;)1<i<v € M, ,(C), de rang < p. Soient 6, m, p
1<j<p

des réels positifs vérifiant

2p il
(2,ue5+m+p + 1) < e’ et max Z lui j| p <e™ .
1<5<u =1

Alors, il existe (aq, ..., a,) € Z" \ {0} tel que
} <e?.

1< ef
g llalh =< m{

v
E uijjai
=1
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Le cas général

La démonstration de ce résultat est effectuée dans [65] (pages 301 — 303). Les notations v
et p (a priori « muettes ») ont été choisies de fagon cohérente avec celles des paragraphes 1.7
et [.11.

Le lemme technique qui suit — majoration d’un coefficient de Taylor — est une conséquence
des formules de Cauchy. Le terme « remarquable » du majorant de ce coefficient de Taylor
est " (Poolth . 1 exposant min (Dy, |t|) provient simplement du fait que la dérivée [t|*™° d'un

monodme de degre Dy est nulle si |t| > D.

Lemme 1.12.2. Soient H un nombre réel > e, Dy, ..., D, € N et { € N*. Soit x =
(Xi)ief1,...ep € (ta(C))" ; les coordonnées de x; sont (%55)jeq0,...ap dans la base e de tg(C).
Soient t € N¢ et z = zpeq + -+ - + z4eq € tg(C) . Soit P un polynéme multihomogéne de
multidegré (Do, ..., D,) dont la somme des modules des coefficients est < H. Rappelons que
F désigne la fonction P o ®. Considérons <y, 1 vérifiant :

g0 > max {1, [z10], ..., |weo|} et ¢ > 113%{17 i1} -

1<j<d

Il eziste une constante co1, ne dépendant que de (G, ®), telle que :

1 min
’Wfﬂz) <P s s ((d + 1) X H x (14 20])™

(29)

n
X exp q €21 ZDj(l + [P (2)))"
=1

ot pl; désigne la projection tg(C) — tg,(C).

Démonstration. On développe :

1
EDf;F(Z)

fi(Eonat)

i=1
t.v
(@) p \ it
= — F
X (e @
§,0t T+t 4=t ,] ’ h=0

1<i<e

t1,nt+ten
T (bt ) : (3@)
_ tij 1, e h): Zh
- Z sz',j X (H l... | ) X}:I()(tl’h_*_..._Fte’h)!F(z)

tipletep!
L0t +ti,a=ti i,j h=0 Lh &h

Dans le membre de droite ci-dessus, nous pouvons restreindre la somme & ¢, 9+---+1,0 < Dy
car F' est polynomiale en zy de degré au plus Dy. Nous en déduisons la majoration :

'%Df(F(z) —DLF(2)

. |
< qmin(Dolth . el $ H (tip+ A ten) ) max{
- |
ti,0t -+t g=t; h=0 trnt- - ten! lzl=lel
1<i<ft
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12. Construction de la fonction auxiliaire

Comme [0_ (tp + -+ + ten)! < (zm t,,j)! — (It])!, on a

Z ﬁ (b1 + -+ top)! < {0+ 1)

tipl - top)
ti,0t+tiqa=t;i h=0 LA LR
1<i<e

et donc
1

~DiF(2)

1 t
gDiF(Z)

< génin(Do,\zl) % g\ltl x {0(d + 1)}|ﬂ X max{

B |zl=I¢l

b (30)

D’aprés I'inégalité de Cauchy, si nous posons

zg := ey + - + efie, |

on a
1 T
‘—‘DEF(Z) < sup {|F(z+z9)|}
T: 0;€[0,27]
. (31)
<Hx (1+]20)™ x sup S [Texo {cf Di1+ pj(z +20)1,) }
96[0,27T]d+1 ]:1
(cf. inégalité (10), page 15).
Alors, comme 1+ ||p;(z+2z¢)||; < 1+ ||pj(z]|; + 1/, nous obtenons
1. = _
LDEF()] < 1 o (1t o) x [[exp {001+ Iyl + V/3) )
T e
Ce qui, via l'inégalité (30), donne le résultat voulu. O

Remarque : au vu de la démonstration, il apparait clairement que 1’on peut améliorer
substantiellement cette majoration en considérant le vecteur roe®wg + - - - + rqeiwy au lieu
de zg = e®wy + - - - + e%wy et en ajustant (ro, ..., rq) pour minimiser le membre de droite
de (31). De cette maniére, il est possible de faire apparaitre (dans le majorant de 1|DLF(z)|) un

facteur de la forme
min | 1, T .

Mais, outre les complications inhérentes a cette optimisation, il est décevant de constater que,

dans le cadre de notre étude, ce raffinement est inexploitable et dénué d’intérét (sauf si on
cherche & optimiser la constante dépendant de G), car le terme amélioré sera « négligeable »
devant d’autres termes.

Proposition 1.12.3. Pour Cy assez grand, il existe un polynome multihomogéne P de L[P],
de multidegré (Dy, ..., D,), ne s’annulant pas identiquement sur G, tel que :
o Les coefficients de P appartiennent a 2.6, ® --- ® Z.&p

e La hauteur h(P) du polynéme P est majorée par :

172 U
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Le cas général

o Fn posant F' = P o ® comme précédemment :

L

} < e*COUO

Démonstration. On écrit, a priori, P = ZMCLM.@.XA oil ay; € Z et X2 € B (cf. § 1.11).
Pour (¢, s) € T, posons

1
Uy iy, s) = it H'D%(@)(SH) -

On notera py := ) . ay ;& et p le cardinal de Y. La matrice
(v (e 9) oy € My, ,(C)
est de rang p (par définition de p (lemme 1.11.1)). Considérons
o= (d+1)"*max {1, |31, ..., |Bal} = (d+ 1)"/?
(car |5;] < 1, voir page 17) et

{1 dans le cas non-périodique,
1=

1+ ||lul| dans le cas périodique.

Appliquons le lemme 1.12.2 au mondéme X2, A la base x := f, et au vecteur z := su :

‘%Dg (@) (sw)| < (@ 1)== (P02 0 o {(d 4 1)(d +2)} ™

n
X (14 s[lugl)”° x exp § e > Dy (1 + s]|uy )
j=1

N
Q

Ty x (14 Sug|)P0 x 28 Xj=1 Dj(1+S]uyll)*

c24Uo

VAN

(&

Ainsi, il existe une constante co5, ne dépendant que de (G, @), telle que :

1
=D <q>4> (su)| b < H#(G: Dy, ..., Dy) x eelo

max {3
t T
(t, s)€ X
< 62025U0

car (G ; Dy, ..., D,) < (degg G U < e pour Oy assez grand. Comme

D
Y16l < Dmax{|&, ..., [¢p[}
=1

< D x ePh€p)

< et
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12. Construction de la fonction auxiliaire

nous en déduisons une majoration de :

D
e Z\ Qs ¢ < (Zl fﬂ) X nax ; %Dﬁ (‘I’A) (su) (32)
< ee2olo B
Par ailleurs, v > co7 DI (G ; Dy, ..., D,) et
I, G, !
p ~cg H(G; Dy, ..., Dy)
(lemme I.11.1 et corollaire 1.11.2) donc
v C’OD
2p 7 e
Pour que la condition (du lemme de Thue-Siegel)
(2ued TP 4 1)2 < v
soit vérifiée, nous choisissons p := CylUy, m = c30Uy et 6 = 01/4 @ (voir également majo-

ration de p page 22). Ainsi, le lemme de Thue-Siegel permet de construire un tel polynéme
P, de coefficients py = >, ay ;- &, avec ay; € Z non tous nuls et max, ; {|ay |} < €. Par
conséquent :

e Pour une place P ultramétrique :

<
DAl 1r<na<XD{|-£z\as}

e Pour une place o archimédienne :

|P>\|U <D- maX{|a)\ i} max {|&]o}

1<i<D
< (De’) max {I&ilo}
Donc o !
h(P) < log(De®) + h(&y : -+ : &p) < log D + Cy/*. Do DO <. DO
pour Cy assez grand. Ce qui clot la démonstration. 0

Tout le travail préparatoire (élimination des éventuels « mauvais » sous-groupes et cons-
truction du polyndome auxiliaire) étant effectué, le schéma de démonstration est le suivant :
considérons %Df;F (mu) le premier* coefficient de Taylor non nul. Un tel coefficient existe car,
dans le cas contraire, le lemme de zéros de Philippon entrerait en conflit avec le choix des
paramétres (voir lemme 1.14.3; page 37). Ce terme est proportionnel a un élément = € L.

1. Nous évaluons la norme P-adique de = (§ 1.14).

2. Nous évaluons la norme o-archimédienne de =, pour tout plongement o : L — C (§ I.15).

*Pour 'ordre lexicographique sur N x N<,
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Le cas général

3. La quantité %D%F(su) est « petite » pour (j,s) € T (et relativement a la valeur
absolue associée au plongement initial oy de L dans C). Nous commengons alors un
raisonnement par I’absurde et nous supposons que la distance de u a W est non nulle
et plus petite qu'une certaine quantité. Par extrapolation, nous montrons alors que le
terme %D%F(su) reste « petit » pour |j| < (d+1)T et s < (d+1)S. Nous en déduisons

alors, par changement de base, une estimation de %D%F(mu) puis de = (c’est Pobjet du
paragraphe suivant).

4. Nous aurons alors un nombre algébrique = « petit » pour toules les valeurs absolues
associées aux différentes places de L. La formule du produit impliquera la nullité de
ce nombre. Ce qui est en contradiction avec la définition du couple (¢, m). Nous en
déduirons alors la minoration idoine de |A].

§ 13. Extrapolation
Dorénavant, nous raisonnerons par 1’absurde et nous supposerons que
|A| < e=C0l0 (33)
Voici un lemme préliminaire :

Lemme 1.13.1. Soit F' la fonction holomorphe associée au polyndme construit précédemment.
1l existe une constante c3; > 0, ne dépendant que de (G, ®), telle que, pour tout couple (t, s) €
N quec [t| < 2(d+ 1)T et s < 2(d+ 1)S, linégalité suivante soit vérifiée :

1 1 _
a E’D%F(Sw) < e~e1Colo (34)

D%F(su) —

Démonstration. C’est une conséquence de l'inégalité des accroissements finis. Considérons,
pour un couple (¢, s) et un réel z, la fonction

f(z) = %D%F(su +zs(w —u)) .

Cette fonction est dérivable sur [0, 1] et donc |f(0) — f(1)] < m[ax]|f’(a:)\. Or
z€|(0,1

d
f(z) = Z s(w; — ul)(%z <%D§F(su + xs(w — u)))

=0

donc
If'(z)] = s|A] ‘8120 (%D%F(su + xs(w — u))> ‘ .

La majoration (34) découle du lemme 1.12.2 appliqué a ¢ :=d+ 1, x := (e, f), ¢’ :== (1, t),
z = su+as(w—u), H:= eCo' "o | ¢y = (d+1)Y2 et ¢; := 1+ ||u]| (on a pris 1 dans le cas
non-périodique), et de I'inégalité 2(d + 1)S|A| < 1 (conséquence de 'hypothése (33)). O
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13. Extrapolation

Remarque : Dans la démonstration de ce lemme, au lieu d’invoquer le lemme 1.12.2 pour
(€9, f), nous aurions pu écrire les vecteurs de la base f dans une base orthonormée f’ de tg(C)
(base indépendante de W, c’est important). Les coefficients de la matrice de passage entre ces
deux bases orthonormées seraient < 1. Ensuite on aurait utilisé le lemme 1.10.1 (de changement
de bases) puis le lemme 1.12.2 pour (e, f'). Cela aurait éviter a astuce o™ 7} @intervenir
ici.

La proposition suivante est le ceur de extrapolation (analytique) que nous voulons effec-

tuer. Sa preuve repose sur un lemme de Schwarz approché.

Proposition 1.13.2. Pour Cy assez grand, pour tout réel E > 1, pour tout (t, s) € N1 quec
lt] < (d+1)T et s < (d+1)S, on a l'inégalité

'%DEF(su) < exp{—Cg’MUo} . (35)

Démonstration. Par construction de P, pour tout (£, s) € T, on a

1 1 1 1
aD;F(SW)' < aDgF(su) + ’EDFF(SU) - ED;F(SW) (36)
§€_C3ZCOUO
pour une certaine constante csp, ne dépendant que de (G, ®).
e Dans le cas non-périodique, fixons un d-uplet t = (t1, ..., tg) tel que t1 +---+t3 < (d+1)T
et posons
1
f(z) = ypﬁF(zw) .
e Dans le cas périodique, nous fixons également t = (¢, ..., t4_1, tq) avec [t| < (d+1)T mais
NOUS posons
1
f(z) = Dt(‘tly-wvtdfle)F(ZW) ]
ty!tg_q!

La fonction complexe f ainsi définie est analytique, et les dérivées sont

1 t+J7\ j 1 t-+j

= f(m) — L A O O 7 B » k)

" (2) = Z < i >m1 1o’ (Z—Fj)!pf F(zw) (37)

jend = =
d1+tig=m

ol tvy, ..., oy sont les composantes de w dans la base f. Le « lemme de Schwarz approché »,

évoqué en préambule de la proposition, qui est au centre du processus d’extrapolation est le
suivant :

Lemme 1.13.3 ( [81]). Soient f une fonction analytique dans le disque de centre 0 et de
rayon R >4, Sy un entier > 2, r € [S1, R/2] et Ty un entier naturel. Alors

T1$1 Tlsl
ez () 455" s )

S 0<m<Ty
0<h<Sy
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Le cas général

O Cas non-périodique
Nous allons appliquer le lemme précédent, pour extrapoler sur les points, avec r := (d +
1)S/2, R:==2(d+ 1)SE, T :== (d+ 1)T et Sy := Sy. L’égalité (37) permet de majorer

1
max{'%f(m)(h)‘ ; 0<m<(d+1)Tet 0<h< 5’0}

par

1
2(d+1)T h
(d+ [roy| + -+ + |rg|)2(@+D) X max _!DfF(sw)|

puis, via I'inégalité (36), par e~ 3%t De plus, d’aprés la proposition 1.10.2 (changement de
bases de dérivation) et comme 2(d+1)SE|A| <1 (i.e. R|A| < 1, ¢’est encore une conséquence
de I'hypothése (33)), on a

|z|=R h!
| <(d+DT S

1
[flr < d* T2 max { _DgF(zw)‘} =

Le lemme 1.13.3 permet alors d’obtenir la majoration annoncée de %Df;F(su)’.

O Cas périodique

Dans ce cas, par définition de la base f, qui contient le vecteur w, la formule de dériva-
tion (37) se simplifie :
1

m t1, ..oy tg_1,m

Par conséquent, la construction de P et le lemme 1.13.1 impliquent que le terme
1
max { — () }

est inférieur & e~5%%_ Nous appliquons le lemme d’interpolation avec R := 4(d + 1)SE,
Ty =Ty, r= 251 :=(d+1)S. L’'inégalité de Cauchy :

1

! ‘f(td)(s)’ < |flarns+1 < |fla@nys
pour s € {0, ..., (d+1)S}, et, de nouveau, le lemme 1.13.3 permettent d’obtenir la majoration
voulue. -

Corollaire 1.13.4. Pour Cy assez grand, pour tous (t, s) € N quec |t| < (d + 1)T et
s < (d+1)S, la quantité

%D%F(su)‘ est majorée par exp {—Cy/*Us}.

Démonstration. Nous appliquons la proposition 1.10.2 de changement de bases de dérivations.
Dans le cas non-périodique, le corollaire est immédiat. Dans le cas périodique, avec la remarque
qui suit la proposition 1.10.2, nous avons

log < cagTlog (CF*(D + Dh(p1) + -+ + Dh(pn) + Ellus | + -+ + Ellus[)*)

Lot
EDEF(SU)

1,
log | LpLR
duax log | PeF (sw)

< 63/4(]0 - 03/4(]0 < —CS/SUO pour Cy assez grand.
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14. Estimations ultramétriques

Ce corollaire conclut la partie analytique de la démonstration. Le paragraphe suivant a
trait a la partie arithmétique qui est au centre de ce texte.

§ 14. Estimations ultramétriques
Notons My, ; 'ensemble des places finies de L.
Définition I.14.1. Soient n et k des entiers naturels non nuls. Nous noterons Jx(n) entier :
ppem {ig -+ -ip; i € N, h<mn, iy +---+1i, <k} .
Dans [25], S. BRUILTET a démontré* le
Lemme 1.14.2. Pour tout n, k € N*, on a
log 0x(n) < klog(4n) .

Lemme 1.14.3. Parmi les nombres %D%F(mu), avec 0 < |t] < (d+1)T et 0 <m < (d+1)S,
au moins un n’est pas nul. ;

Démonstration. Si tous les nombres complexes D%F(mu) ¢taient nuls, alors (par définition)
P s’annulerait a l'ordre (d + 1)7" le long de W en tous les points su, s € {0,...,(d+1)S} et,
d’aprés le lemme de zéros de Philippon, il existerait un sous-groupe connexe et propre G’ de
G vérifiant I'inégalité

[p(S) + G'(1)

codimyy (WNta/
T w( a’) xcard< G/(L)

>X%(G/;Dm-~-,Dn)<037r%”(G;Do,---,Dn)-

La proposition 1.7.1 exclut le cas ol tq: C W. Le méme argument que celui donné a la fin de
la preuve du corollaire 1.11.2 élimine 'autre cas. Donc G’ ne peut pas exister et le lemme est
démontré. O

Fixons un couple (m, ) tel que DF(mu) # 0 et DgF(mu) = 0 pour tout d-uplet h de

longueur < [¢|. Soit (79, ..., 7) € {0, ..., No} x --- x {0, ..., N,} tel que ‘cpg)(muj)’ soit
non-nul pour 0 < j < n. Si nous regardons F' comme une section du fibré Og(Dy, ..., D,),
le choix de (7, ..., 7,) correspond au choix d’une trivialisation de cette section au voisinage
de mp.

Lemme 1.14.4. Le nombre complexe

1 1
D7l %F(mu) (39)

N CC) R

est un élément de L.

*On dispose aussi (ibid.) de 'estimation asymptotique f log dy(n) i St
——+00
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Le cas général

Démonstration. En vertu de la formule de Leibniz, le nombre complexe (39) est la dérivée
(divisée, le long de W, a lordre t, au point mu) de la fonction

qui est un polynéme en ( %)> (voir définition de ¢$§)7 page 16). Les formules de déri-
7=0,...,n

vations lites aux groupes G; (du type de celle (11), page 16) permettent alors d’en déduire ce
lemme. ]

Le point clef de la démonstration des théorémes 1.3.1 et [.3.2 est le

Lemme 1.14.5. [l existe un ensemble fini 8 de places de L, dont la trace sur K (i.e. { N

77777

dépendant que de (G, ®), tels que, pour toute place P & S, 'inégalité suivante soit vérifiée :

1 1
——py y DEF )| <max (L (Bl By} < ma{Ipalp)
HjZO (QOTJ- (muj)) - . A
1 - 1
T (0
3(D B) (o h or
[0 (Do)l 75 )Ash)(wé)(o),w%)(muh))m
. c;D;
n () O o
X Hmax D)l 1o (mu,
=0 w7 (muj) | ry (mj) P

ou |.|gp est la valeur absolue sur Kyg définie p. ix.

Démonstration. Rappelons que § — Spec Ok |[r] désigne le modéle lisse de G, que nous avons
considéré au § I.5. Nous noterons A := Ok[r| (anneau principal).

Nous allons tout d’abord utiliser les formules d’additions sur G (relatives au plongement ®)
pour nous ramener & m = 0. La nullité des dérivées d’ordre < t de F' au point mu implique*,

*Dans la littérature, cette premiére étape porte le nom d’« astuce d” ANDERSON-BAKER-COATES ». Elle
vise & dissocier la contribution des dérivations et celle du point mp. Dans un formalisme géométrique plus
adéquat (cf. seconde partie), elle est implicite et n’apparait plus comme une « astuce ».
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14. Estimations ultramétriques

en utilisant la formule de Leibniz,

! = %D%F(mu)
Hﬂ ( (7) (mu)) i t!
7=0 P J

_ %D% (Po @, .. o)z +mu)) (0)
h h
= %Df; (P o ((%};(@(2«), p(mug)), ..., j%;,j% (¢(2), @(muh))> h)) (0) (41)
11 !
i A (@, @ ), o )
x P (QU, -, ™) (0
oil, si nous posons X, := (X", ..., X](\ZL))ﬁ

QXo, ..., Xy) =P ((A(()h)(xh, I (muy)), ..., A%‘Z (Xn, wgf)(muh)))oghgo :
Le polynome () est homogéne en X, de degré ¢, D), oil
cp := degx A(()h)(X7 Y)

(cela a un sens par définition des polynomes Aéh), page 14).
Soit F I'ensemble des coefficients de tous les polynomes A§-h) et C’,g?h (ces polynomes, définis
a la fin du § 1.5, sont en nombre fini). C’est un sous-ensemble fini de K. Soit 8§ ’ensemble
des places ultramétriques B de L qui divisent r—! ou telles qu’il existe un élément de F qui
n’appartiennent pas a

(9]_,‘]3 = {$ € Lgp; ‘l’hg < 1} .
L’intersection des éléments de I’ensemble & avec Ok est un ensemble qui ne dépend que de G
et du choix du plongement .
Notons (g,) les coefficients du polynéme @). Pour toute place ultramétrique B de L, le terme
|galq est majoré (uniformément en ) par

n (h) o) cnDn
max{|p,|p} X H max ‘ ?h) (mup)| ..., %(muh) X ’§|§o+-..+Dn (42)
- h=0 Th B Th €L

ot |Flg = ma;r({l, ||} (cette quantité vaut 1 si P & 8). Par ailleurs, pour tout d-uplet i de
TE

longueur < |¢], le terme D%Q o ( [()0), e, wg”))(()) est nul car cette propriété équivaut a, pour

tout h de longueur < |¢], D%F (mu) = 0, assertion vraie par définition de t. Par conséquent,
le terme

1 n
D% (. - wg™) (©)
est le premier® coefficient de Taylor non nul de la fonction holomorphe (au voisinage de 0)

Q(w(()O)> ce 7/)8”)>(Z151 + ot zg€q) -

*Pour 'ordre lexicographique sur N9+1,
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Le cas général

L’isomorphisme de schémas formels G — Specf Al[To, ..., Ty)] permet d’écrire (formellement)
chacune des composantes des fonctions Q/Jéh) comme une série formelle sg.h), a coefficients dans
A, en les variables Ty, ..., Ty (en fait, la structure de groupe produit de G et le choix de la

base (e, ..., eq) impliquent que seules les variables T, +...15, ;s - -, T5p+-+5,—1 entrent en jeu
pour @D(()h)). Identifions tg (= tg ®Ospeca Og) & Specf Af[zo, ..., 24]] grace au choix de la base e.
Les variables z; se relient aux T; via le logarithme formel : { = (Lo, ..., £4) (attaché aux choix
explicites des isomorphismes G ~ Specf A[[Ty, ..., Ty]] et tg ~ Specf A[[z0, ..., z4]]) ; en effet

Zi = éi(TOa sy Td)

avec {; indépendant de Tj si i € {1,...,d} et {,(Ty) = T (logarithme de G, !). De plus,
rappelons (voir annexe C) que, par construction de ce logarithme, la forme différentielle d¢;
appartient a

Al[To, ..., Ty)]].dTo & - - - @ A[[To, ..., T4)].dTy
ot
oT;
coefficient de Taylor non nul de

QWY ..., ) (@& + + zaea)

et la matrice jacobienne ( (O)> est de déterminant égal a 1. Par conséquent, le premier

(i.e. (a priori) %D%Q(wéo), ., ¥{™)(0)) est aussi le premier coefficient de Taylor de la série
formelle (& coefficients dans Lg) :

Qs (s, oy sU), (Bl + -+ Bala, T, ., Ty)

(si W est le sous-groupe formel de %\GL d’équation zg = (121 + - - - + Bazq, le sous-groupe formel
(=1(W) de Gy, admet pour équation

To =Bl + -+ Bald
(modulo I'isomorphisme du corollaire 1.5.2)). La série
QL.oy (s, oy s\, (T, ..., Tu)
s’écrit

si= ) O T50 - T

geNoH»l

avec 0, € Y, A.qy et 0, = 0 si ag > Dy. Ecrivons également

0 = Z a(ﬂi)TgO Y

QeNd+l
pour i€ {1,...,d} (ag) € K). Posons v, == 3¢ | B, Alors
s(Bily + -+ + Bala, T, ..., Ta)

est égal a

@0
= o(gr) o

ap<Do neNd

40



14. Estimations ultramétriques

et le coefficient devant 7' ---T5% est une somme de termes de la forme :

ngyﬂl e ryn

_ao °

Comme, pour tout j, d/; est une forme différentielle formelle a coefficients dans Ok, le
coefficient a(ﬂ] ) est une somme de termes de la forme a/m, oi a € Ok, et m est un entier égal
a une des composantes de n. Par conséquent, le terme 047y, - - “Vn,, €St une somme de termes

de la forme a'/(m; ... mq,), ot @’ € Ok, et my, ..., mq, sont des entiers non nuls, dont la
somme est < |n|. Par conséquent, la quantité

5|§\(D0)-9g7@1 <+ n

(I
(pour ny +---+n,, <1, au sens lexicographique) est un polynéme en 3y, ..., (4, a coefficients

dans A, de degré < Dy (car ay < Dy). L'estimation PB-adique (P € My s\ §) du coefficient

de Taylor
1

SDLQM, - ™))

est alors immeédiate :

Lot (0 (n) 1
ﬂpéQ(lpO g ey 1/)0 )(O)'m < ‘5£|(D0)

max{l, |/61|‘,)37 ceey ‘ﬂd|m}D0m§“X{‘QA|m} )
e A

majoration de laquelle se déduit (40) wvia 1'égalité (41) et la majoration (42) des coefficients
gX- L]

Si P € 8, le procédé ci-dessus ne permet pas d’obtenir directement une majoration (méme
plus faible) de

1 n
GDeQ(” ™))
L P

car on ne connait pas précisément la dépendance en r de ce terme. Dans ce cas, nous disposons
cependant d’une majoration similaire plus faible :

Lemme 1.14.6. Avec les notations du lemme précédent, il existe une constante czg ne dépen-
dant que de (G, ®), telle que, pour toute place P € 8, on ait :

1 1
( 0 ) —DEF(mu) chs x max {1, ]ﬁllqg, e \ﬁd]gB}DU
[0 (@7 (muy)

D]‘ é[ e
B

n

1

< max{[pa g} % .

w20 450" (0), i) omun))|

n ) oD (mu c;D;
X Hmax (PO (mu‘]) R M
o oY) (mu;) oY (muy)
J= J J/7 1B J J B
(43)
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Le cas général

Démonstration. Pour contourner le probléme évoqué en préambule du lemme, nous allons
majorer « trivialement » ce coefficient grace a la propriété de différentiabilité des fonctions

gpg»h)/ <p(()h) (cf. § 1.5). Reprenons les notations introduites dans la preuve précédente. Il existe
un polynome Cj; ne dépendant que de G tel que

o (¢ (0) (n)
7 _ ) n
aZk (gp((]h)> Ck‘] (17[)0 9 ey w() ) . (44)

Nous développons

d ti—m; mi—+---+m
¢ tz s 8 i i 8 1 d
Pes 2 <H<m>ﬁ (52) )(a—)
OSmZStl =1

Appliquée a Q(wéo), . ((]")), la somme se restreint & my + --- + my < Dy car la fonction

Q( [(,0), . wé”)) est polynomiale en la variable zy de degré < Dy. Utilisons récursivement les
égalités du type (44) ; il vient :

D, ..., v o) x ma{gal} x max {1, Bl -, [Balp}™ -

B

Compte tenu de P'évaluation PB-adique de 3 (une exponentielle de [¢]), on obtient le résultat

annoncé, grace au majorant (42). O

§ 15. Estimations archimédiennes

Lemme 1.15.1. Avec les notations du lemme 1.14.5, il existe une constante czg9 ne dépendant
que de (G, ®) telle que, pour toute place archimédienne o : L — C, on ait

1 1
T >D752>%F<mu> < gy x max (L, [Bilo, .. |Bal }* x max{|plo}
H?:O QOTJ' (mu]) T h
<1 - ©
h), (h h D
=0 |48 (" (0), w5 (mwn))|
. ciD.
n 6) D muy| |7
o (muy)| | (Y
meaX G 7y RN ) P
7=0 Py (mu]) o Py (muJ)

g

Démonstration. C’est exactement la méme démonstration que celle du paragraphe précédent
pour les places B € 8. La constante c3g n’est pas tout a fait max, {|F|,}"™ car, contrairement
au cas ultramétrique ou la valeur absolue d'une somme est majorée par le maximum des termes
de la somme, nous devons tenir compte de la 1 d lyno Al ;

, pte de la longueur des polynomes Az,” et Cy; (notamment
dans la majoration de |gy|,)- O
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16. Conclusion

§ 16. Conclusion

Des estimations ‘PB-adiques et archimédiennes du nombre algébrique
1 1

[T (o9 () 2

—DLF(mu) , (46)

. . . . t . . .
nous allons en déduire une minoration de ’%D@F (mu) ‘ La comparaison avec la majoration de

ce complexe obtenue a la suite de I'extrapolation (corollaire 1.13.4) donnera une contradiction.

Nous en déduirons alors les théorémes 1.3.1 et 1.3.2.
Appliquons la formule du produit au nombre (46). Nous obtenons I'inégalité suivante :

1 1
Blog ED%F(mu) >
() (1) on
— | caoT + Doh(W) + h(P) + log 6} (Do) + A 0), ¢z, (mup)) (47)
n (i) )
1 mu ‘PN( mu)
+ E c;D,; ) E log max % o T
7=0 'U¢U(J SOTj (mu) v @Tj ( ) v

(la derniére somme porte sur toutes les places (finies et infinies) de L, différentes de o). La

définition des polynoémes Ag;) implique l'existence d’'une constante c4;, ne dépendant que de
(G, D), telle que, pour tout h € {0,...,n},
}Ch

—cao {TlogDo+D0h(W)+h +ZD h( mp])} : (48)
7=0

o (mu) ) (mu)

eo (mu)| | ol (mu)

Le minorant de I'inégalité (47) se simplifie alors et peut étre remplacé par

gttt

|AD) (5 (0), ) (mug))| < en max{

Choisissons un n-uplet (71, ..., 7,) tel que

oY) (mu)| = maxx {| o (m)|.... |10 ()|}

(49)
> exp {—c;(l + mHujH)pf} lorsque j # 0
et
AW mw)| =1 (50)

1t . P
EDEF(mu)‘ est alors minorée par

— DT log D Do | D D
043{ og Do + 0< B+ _max h(su0>})

+ Dh(P —I—ZD < max  {Dh(sp;)} + (S|uj|)* >} .

0<s<(d+1)S

43



Le cas général

En remplacant les paramétres par leur valeur, nous obtenons

1
log ED%F(mu) > —64403/2U0 .

Ce qui contredit, pour Cj assez grand, la majoration du corollaire 1.13.4 (page 36). Ainsi, une
des trois hypothéses* émises lors de la démonstration est fausse. Donc

1. Ou bien I'inégalité (33) est fausse et alors

log|A| > —C()Uo .

2. Ou bien u € t&(C) (et nécessairement nous sommes dans le cas périodique). Le théoréme
se déduit alors du lemme 1.9.4.

3. Ou bien u ¢ t5(C) et nous sommes dans le cas périodique. Alors
1
A1 > Sd(u, 15(0))
ce qui donne, d’apreés la premiére partie du corollaire 1.9.5, 'inégalité

log|A| > —log?2 + log {CO‘QM(D + Dh(p1) + - + Dh(py,) + E|lwy|| + - - - + E|u,||) 2%
>—Up

Pour obtenir le théoréme 1.3.1, il ne reste plus qu’a remplacer dans Uy, l'entier S par a,
la comparaison entre |A| et d(u, W) s’effectuant wvia P'égalité (1). Quant au théoréme 1.3.2,
les hypothéses de ce théoréme impliquent que nous sommes nécessairement dans le cas non-
périodique. Tous les calculs effectués dans ce cas restent vrais lorsque U, est remplacé par
Uj. La seule modification notable se situe au niveau du lemme de zéros, en particulier lors du
corollaire 1.11.2, o nous invitons le lecteur a se reporter pour de plus amples détails.

*Deux de ces hypothéses sont dans le corollaire 1.9.5 (page 25), la troisiéme est au début du § 1.13 (page 34).
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Annexe A

Paramétres libres

Dans cette partie, nous reprenons les énoncés des lemmes et _propositions qui conduisent
aux théorémes 1.3.1 et 1.3.2 mais sans choisir les paramétres Dy, ..., D,, T, S, ry comme
au début du paragraphe 1.7. Le but est de laisser au lecteur les clefs de la démonstration
des théorémes et la possibilité de changer les paramétres sans avoir a refaire tous les calculs.
Nous obtenons alors un théoréme qui est, en quelque sorte, une « boite noire » dans laquelle,
en entrée, on choisit des paramétres, et qui donne, en sortie, une minoration de la distance
d(u, W) de u a ’hyperplan W. En déconstruisant les inégalités données par ce théoréme,
nous énoncons les contraintes sur les paramétres puis nous expliquons pourquoi notre choix
de paramétres est « le bon ».

§ A.1. Les paramétres

Considérons x, xg, IN?O, . Dn, T, 0 < T des réels strictement posmfs So < S des entiers
naturels non nuls. Posons D# = aD;, D; = [DF], T# = 2,1, T = [T#], T = x0Ty, Ty = [T]].

Nous allons donner des conditions (hypothéses A.1.1 et A.1.3 ci-dessous) que doivent véri-
fier ces paramétres pour que n’apparaisse pas de « sous-groupe obstructeur » *

Tout d’abord, supposons

Hypothése A.1.1. N
(T)? card(T'p(5))
~ Cy(degy G)DY - -- DOy
Remarque : c’est cette condition qui justifie le choix de Uy sous forme de produit (p. 18).
Cette hypothése permet d’obtenir le pendant de la proposition 1.7.1 :

Proposition A.1.2 (Proposition 1.7.1 bis). Il existe un réel x €10, x¢] tel que les conditions
sutvantes soient vérifiées.

(i) Pour tout sous-groupe connexe G' de G de codimension r', dont lespace tangent a l'ori-
gine est inclus dans Uhyperplan W, on a :

(T#)" 1 x card (%) x (G DY, ..., D) > Co/(G; DY, ..., D). (A.1)

*Rappelons que, dans ce texte, la terminologie « sous-groupe obstructeur » désigne simplement un sous-
groupe de G donné par le lemme de zéros de Philippon [63].
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Annexe A. Paramétres libres

(11) 1l y a égalité pour un certain groupe que l'on notera G.

On notera que 7% a remplacé T. Comme dans la proposition 1.7.1, le point essentiel de la
démonstration est que, si on note

B(G') = A(G)" max {A(G), zo} 7 |

alors, par construction, x < B({0}) et le calcul de B({0}) repose sur l'inégalité xo > A({0}),
qui est ’hypothése A.1.1 (pour plus de détails, cf. page 20). L’hypothése A.1.1 valide donc la
proposition A.1.2 dont le role est d’éliminer les « sous-groupes obstructeurs » d’espace tangent
inclus dans W.

Afin de faire disparaitre, parmi ces sous-groupes, ceux dont l’espace tangent & ’origine
n’est pas inclus dans W, on suppose*
Hypothése A.1.3.

. ~ - 2
To > c45 X (maX{Do, ey Dn} +—> .
T

En effet, si un polynéme multihomogéne de multidegré (Do, ..., D,), dont la restric-
tion a G n’est pas identiquement nulle, s’annule a l'ordre T le long de W en les points
{0g, p, ..., (d + 1)Sp} alors il existe un sous-groupe (« obstructeur ») G’ C G vérifiant
I'inégalité :
I'p(5) + G'(L)

G'(L)
ou A = codimy (W Ntg) et D} := max{l,D;}. Si tax € W, on a A\ = ' (par définition
r’:= codimgG’) et de 'inégalité (A.2) nous déduisons
A(G; Dy, ..., D)
H(G'; D), ..., D)

T’\xcard( )X%(G’;Dé,...,D;)SC46¢%”(G;D6,...,D;) (A.2)

T < c46 < ¢y x degy G x max {Dy, ..., D}

1.€e.

!

T T
< c6 degy G .
<max{D6, D;}) = 16 CC8e

Comme 7" > 0 (car G’ C G), cela implique

T
max {Dy, ..., D} }

< cyp degy G

puis N N N _

x0T — 1 < [2oT) =T < cypdegy G X (1 + z-max{Dy, ..., Dy}) .
Comme x < xg, 'hypothése A.1.3 entre en contradiction avec l'inégalité ci-dessus, ce qui
impose & G’ d’avoir un espace tangent inclus dans W.
Remarque : si ug # 0 et si H?Zl G; est une variété semi-abélienne, nous pouvons remplacer
I’hypothése A.1.3 par I’hypothése

~ Dy ~ ~ 2
Ty > ca7 X (max{s—o, Dy, ..., Dy} + > .
0

o

*Dans les cas particuliers ot nous disposons d’une description assez fine des sous-groupes obtructeurs, cette
hypothése n’est pas indispensable ( ¢f. par exemple [1] et la remarque de la fin de ce paragraphe).
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A.2. Le cas périodique : compléments

§ A.2. Le cas périodique : compléments
Nous écrivons ici I’énoncé général du lemme 1.9.4 :

Lemme A.2.1.

degg m(G) < (degg G) x C X DS# (L)> X max { (%) X e X (%) } (A.3)

Tp(8)+G(L) T T
card( P am
ot le mazimum porte sur les (7 — 1)-uplets (ji, ..., jr_1) vérifiant 1 < j; < --- < jry <mn et

tels que chaque j,, ne soit répété qu’au plus 9, fois*.

La démonstration découle instantanément de celle du lemme 1.9.4, en remplagant T par
T#. Pour obtenir I’équivalent du corollaire 1.9.5, nous supposerons

Hypothése A.2.2. u ¢ t5(C) et |[A| < 3d(u, t5(C)) dans le cas périodique (ou d est la
distance associée a la norme ||.||, définie au § 1.5).

Corollaire A.2.3. Dans le cas périodique, pour Cy > cy4g, on a

r—1

1 1 T

X —g X =
Dy max D;
1<i<n

d(u, té(C)) Z C_g

De plus w ¢ t5(C) et tg(C) € W @ C. En particulier wg # 0.
Démonstration. Voir la démonstration du corollaire 1.9.5, page 25. O
Le corollaire 1.9.8 devient :

Corollaire A.2.4. Dans le cas périodique, on a

1 1 T

> —= X — X =
s DY max D;
1<i<n

La remarque suivant la proposition 1.10.2 devient :
Remarque :

max 5

1+ + o+ B d ¢ i

[wi] ] [wa < 2(d+1) —\QF + C3(1 + |Ju|)DF 1sizn (A.4)
Wy T

*Nous pourrions préciser un peu plus ce point en considérant, au lieu de d;, , le degré en la variable X;
du polynéme 2 (G; Xo, ..., X5). On note traditionnellement e;  (Z(G)) ce degré (cf. [69]).

m
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§ A.3. Rang du systéme linéaire

Lemme A.3.1. Soit p le rang du systéme (27). Il existe une constante cq9, ne dépendant que
de (G, @), telle que

1+ 5 Tp
148’ T

p§C49C0-maX{ }'%(G; Dy, ..., D)) et v>cyoDH(G; Dy, ..., D))

ot D} :=max {1, D;}.
Nous supposerons

Hypothése A.3.2.

1+ Sy Tp < 1
max —_— -
1+8' T )~ C?

La démonstration de la non-nullité des entiers D, (corollaire 1.11.2) repose encore sur
Iargument donné page 28 et 'hypothése A.1.3.

§ A.4. Construction de la fonction auxiliaire

Notons &1, ..., £p une base quelconque du Q-espace vectoriel L. La version brute de la
proposition 1.12.3 est :

Proposition A.4.1. Soit p un réel strictement positif. Il existe une constante csq ne dépen-
dant que du couple (G, ®) et il existe un polynome multihomogéne P de L[P|, de multidegré
(Do, ..., Dy), ne s’annulant pas identiquement sur G, tel que :

o Les coefficients de P appartiennent 6 7.6, ® --- ® Z.&p

e La hauteur h(P) est majorée par :

n
c .
0053) {T+p+F + Dolog(e + S|uoll) + Y D;(1 +suj)ﬂa} +esoh(€rt -+ €p) +log D
j=1
ot
40 dans le cas non-périodique,
T'log(1+ |ju|l) dans le cas périodique.

e Pour chaque (t, s) € Y, la valeur absolue du coefficient de Taylor %D%F(su) (ot, nous
le rappelons, F' = P o ®) est majorée par e~?.

Remarque : la conclusion nous donnera la valeur optimale de p (& une constante prés), fonction
du cas — périodique, non-périodique — dans lequel nous sommes.

Démonstration. Comme dans la preuve de la proposition 1.12.3, on écrit

P=> ay;&X*
Ayt
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A.5. Extrapolation

et on pose
Ui s) = Eigy Py (®2)(su) .

Le lemme 1.12.2 implique l'existence d’une constante c5; ne dépendant que de (G, ®), telle
que

<F52%{Z [u s>} e N
B (Ad)

x (1+ S][ug|)) x exp {cZDju +Sujj>f’ﬂ} (A.5)

Jj=1

1 cas non-périodique
(1 + |Ju])2DT cas périodique
Puis, pour Cj assez grand, la majoration (A.5) et le lemme de Thue-Siegel (lemme 1.12.1,
page 29) induisent I'existence des entiers a, ;, de module inférieur a el ol

C52
0=

_COD{T+logS+p+F + D + Dy log(1 + Sljug|)

+ 3 Dj(1+ Sllwyl|)?7 + Dh(&r : -+ : €p) + log D}
j=1

L’inégalité h(P) <log(De’) + h(& : -+ - : €p) permet de conclure la démonstration. O

§ A.5. Extrapolation

Lemme A.5.1. Soit F' la fonction analytique associée au polyndéme construit précédemment.
Alors, pour tout couple (t, s) € N quec |t| < 2(d+1)T et s < 2(d+1)S, Uinégalité suivante
est vérifice :

' 1

1
D (s1) - ;DﬁF(svv)\ < ey T AL max{[paf} x (1+ S]uo)™

n (A.6)
x expq cs3 > Di(1+ S|uyl)” ¢ .
Jj=1

La démonstration de ce lemme découle du lemme 1.12.2; de ’hypothése A.1.3 (qui permet
de majorer le nombre de )\ par e¢T) et de I’

Hypothése A.5.2. S|A| < 1.

Cependant, pour faciliter les calculs, nous supposerons (méme si ce n’est pas essentiel) que
’hypothése suivante (plus forte) est vérifiée :

Hypothése A.5.3. SE|A| < 1.
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Proposition A.5.4 (Extrapolation). Il ezriste une constante cs5, ne dépendant que de
(G, ®), telle que, pour tout réel E > 1, pour tout couple (t, s) € N quec |t| < (d+ 1)T et
s < (d+1)S, la quantité

‘%DfF(su)

s0il majorée par

1. Dans le cas non-périodique :

C5T5+logs X mAaX{\pM} x (14 S|jug )P0 x e Y51 Dj(1+S]lug ()

. o 71\ [@+DTSo 558 (d+1)T'So
x {(1+ES!uo||)D°ec55Zf—1Dj(”ES”“j)J (5)  +(%) <1+|rur>2<d“>T<eP+|A|>}

2. Dans le cas périodique :

Cg;TlOg(lJrHUH)HOgS % me{IpAI} x (1+ SHUOH)DO % C55 >0 Dy (14-S]uy]))?

n . 1 (d+1)TOS
x 4 (14 ES|Jug|[)Poecss 251 Pa(1+ES|hus )" <E)

+ (e + !AI)}

En revenant a la base € de W, nous en déduisons le

Corollaire A.5.5. Pour tous |t| < (d+1)T et s < (d+1)S, on a

1. Dans le cas non-périodique :

1t
‘EDEF(SU)

< 55 % xmax{[paf} x (14 Sugl|) 70 x 50 it DS 1)

X {(1 +ES”uOH)Doecss i1 Dy(+ES|uy )7 (i

(d+1)T'So
F)
(d+1)T'So
c559 _
" ( 2 ) (1 + Jul)2@0T [P 4 w]}

So

2. Dans le cas périodique :

Lot
EDEF(SU)

< 65510g(e+Hu”)+10g5 x Il’l)é\lX{|pA‘} x (1 + SHUOH)DO w €35 Z;‘L:1 Dj(l‘l‘SHuj”)pj

X {(1 + ES|[ug ) P05 i Dy (+ES )% <1

(d+1)TpS
£)

+ b [eP + 1]}

§ A.6. Estimations ultramétriques et archimédiennes

Les lemmes [.14.5 et 1.15.1 sont inchangés.
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§ A.7. Conclusion

Rappelons qu’a partir de maintenant le couple (m, t) est celui fixé aprés le lemme 1.14.3.
Des estimations ultramétriques et archimédiennes, nous déduisons alors (formule du produit)
la minoration :

1 1,
i log —D:F(mu)
D n Djgle
[T (so%%muj)) .
> —c56T — Doh(W) — — Z logmax{]p,\] }— (d+ 1)Tlog Dy
v;éao
+ Z Z log ’A h) (h)(muh _Do Z logmax {1, |mug|,}
Th 7 v D )
= v#£0oQ v#0o
(h) ) (u
— Zch Z log max (muh) e LN’I( h)
IO ()
v#og or, (muy,) v on, (muy) v
puis
1 1
Elog ED;F(mu)
= 1
> — D —(1 Pr) — 1)T log D
> —er 30 (s, o) 0+ STl ) @+ 0TesDo
1
— Do | (W) + D ; logmax {1, |mugl,} | — ; 10gmax{|p>\| }
VF£OQ VF00

aprés avoir remarqué, toujours en utilisant la formule du produit, que

=3 tog [AD @2(0), w0 (mun)| =~ log | AL W (0), 4l ()

v
v#0o(Q

o8 (my)

o) (muy,)

y Tt

_ 8
D

En comparant la minoration (A.7) & la majoration du corollaire A.5.5 et en remplagant
la hauteur de P qui apparait par son majorant (page 48), nous obtenons l'existence d’une
constante csg vérifiant :

> —%logmax{
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[l Dans le cas non-périodique, la quantité

¥, =L LR €p) + Tlog Do + log D

C’OD
+ ZDh < max  {h(spp)} + M) + Dy <h(W) + max {h(suo)})
h=1

0<s<(d+1)S 0<s<(d+1)S

_|_

E

oS (@+DTSo )
+(59> (14 [uf)2@+DT [P 4 |A]

1\ @+DTSo
log$ ( = (1 + ES|ug|)Poecss Liim Da(1+ES]unl)?
C5gD

So
est positive. Supposons alors que e + |A| est inférieur ou égal a

S, \ @+DTSY 1 1 (DTS Do cs0 S0y Dy(14+ES|uy [)Ph
1 1 0 ,,C59 h= n(1+ up
(ms) g (p) GBSk eein

et choisissons

p = CY*TSylog E — CoDh(&, : -+ : £p) — CoDT log Dy — CoD log D

—COZDh< max {Dh(sph)}+(ES|uh|)ph>
h=1

0<s<(d+1)S

— CyDy <Dh(W) + Ogsrgn(?j}-s{—l)S{Dh(SUO)} +log(1 + ES|u0|)>

Alors ¥, est négative ce qui contredit I'hypothése sur e ? + |A| et conduit & une mino-
ration de |Al.

0 Dans le cas périodique (et compte tenu de la minoration de d(u, tg(C)) du corol-
laire A.2.3), la quantité

1
¥y : =T (log Dy + D log(1 + HUH)) +h(& - €p) +1log D

(S|[upl[)?n
——+ D Dy, D

+ COD + D, <h(W) + ogsrgn(%l}il {h sug) > Z <0<ST<H%§1)S{h(SPh)} + D

1 1 (d+1)ToS D S Dp(14ES|[up)Pn
- 0 ,C59 —1n up
foplEt (5) (e EShel) e i
—|—CTOS [ P4 ‘AH}

(A.9)

est positive. Supposons que e ? + |A| est inférieur ou égal a

1\ @+DTos
(1+ ES‘UODDOQCW Y h=1 Dn(1+ES|[upl)*h
csolr
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et choisissons

p = CL*TySlog E — CoDh(& : -+ : €p) — CoDlog D

1
— Co DT (log Do + D log(1 + [[ul]))

~Co)y Dh(0<sgl(%§l)s{Dh(8ph)} + (ES|unl))*)
= 0%

— CoDo(Dh(W) + ogsrgn(fcil)il)s{Dh(suo)} + log(1 + ES|uol))

Alors ¥, est négative et on obtient encore une minoration de |A|.

En résumé, nous obtenons le

Résultat intermédiaire

Avec les données du § 1.2 de la premiére partie (le groupe algébrique, etc ...), il existe une
constante cgy ne dépendant que de (G, ®) telle que : pour tous réels strictement positifs
To<T, S <SS, Dy, ..., D,, xy, Cy, p, E vérifiant les conditions suivantes :

1. T# = 2,7, T = [T#).
2. E>1

(1) card(Ip(9))

3. xy > b2/
0 = Co(degy G)D2O--DI

4. fo Z C60 (maX{ﬁo, cee ﬁn} -+ %)
5. Cy = cgo
6. SEIA| <1

Alors :
% Ou bien u g W et

1. Dans le cas non-périodique :

So (d+1)T'So 1 1\ (@+DTSo
Al > —— -
A= <c608> (L + Jul)2@ T (E)

—exp {—03/2T50 log E + CoDh(&r : -+ : €p) + CoDlog D

DT log(zoD D Ph
# CoPTlogtooDo) + Curo 3= Do (s {Dh(spa)} + (BST )

+Cozo Do (Dh(W) + Ogsrgn(%)il)S{Dh(SUO)} + log(1 + ES|U0D> }
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2. Dans le cas périodique :
1 (d-‘rl)TgS
Nz (=)
061E
— exp {—03/2T051ogE + CoDh(& ¢ -+ : £p) + CoDlog D

Dy (D D log(1+ E
+ CoaoDo (DHOV) + o (Dh(sun)} + log(1 + ESlua) )

D) Ph
#Coro 325 (s DGopa)) + (58] )

~ 1
+CoDT (10g(:1c0D0) t5 log(1 + Hu\))}

% Ou bien u € W et alors il existe un sous-groupe algébrique connexe G de G tel que

=, 560150 ﬁﬁ 5]?—1

< = = R = .

dege m(G) < (degy G)Cp X o (Fp(§)+G(L)) X max{( = 7 (A.10)
G(L)

(cf lemme A2.1) et u e tg(C) CW®C.

Sous cette forme extrémement technique, le résultat ci-dessus n’est guére exploitable. Tout
au plus, il permet de s’assurer que le choix des paramétres effectué page 18 est valide, sans
aucune certitude vis-a-vis de sa pertinence. Alors, pour ne pas laisser le lecteur sur sa faim,
nous allons démontrer que ’on ne peut espérer une amélioration sensible de la mesure d’indé-
pendance (en particulier pour la hauteur du point p) avec des manipulations élémentaires sur
les parameétres sans idées nouvelles.

§ A.8. Epilogue ...

. opératique ! Pour mieux comprendre l'influence de chaque paramétre sur la minoration
finale de d(u, W), nous allons décrire les « groupes » de paramétres qui apparaissent ensemble,
dresser un tableau des contraintes puis donner la mesure obtenue. In fine, nous montrerons
que le choiz des paramétres effectué au § 1.7 est le meslleur possible, au regard des contraintes
énoncées.

§ A.8.a. Les protagonistes

O Le Chef d’Orchestre : )
BTS log B

Ce terme apparait dans le lemme d’extrapolation (type Schwarz) *. Il est au cceur de la
partie analytique de la méthode de Baker. Le facteur 1/D signifie que la majoration fine
n’est effectuée que pour une seule place de L (celle correspondant au plongement initial
de L dans C). C’est lui qui décide de la qualité de la mesure d’indépendance.

*Pour étre précis, c’est (1/D)TSplog E qui apparait dans le cas non-périodique et (1/D)T;S log E dans le
cas périodique.
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0 La Prima Donna :
T-log Dy

Cette quantité est au centre méme de la thése que vous lisez. Elle est de nature arith-
métique ; elle mesure la taille des dénominateurs des coefficients de Taylor de la fonction
auxiliaire (lemme 1.14.5, page 38). Grace & un modéle lisse de G et a son logarithme
formel, elle remplace la grandeur T'-log T, source de I'apparition du logarithme de h(W),
qui intervenait dans les travaux antérieurs [45, 65]. Signalons que T log Dy apparait aussi
indépendamment dans le cas périodique wvia 'inégalité de changements de bases (25)
(page 27) et la majoration (A.4), page 47.

O Le Ténor :
Do.h(W)

L’existence de ce terme découle de I'astuce de N. HIRATA-KOHNO, qui modifie 'hyper-
plan pour le positionner transversalement a l'espace tangent tg,. Il remplace le terme
T-h(W) qui apparaissait dans les travaux antérieurs a [45], et qui provoquait la venue
(au moins) de h(W)? dans la mesure d’indépendance. Il joue un role essentiel et va de
pair avec la quantité précédente.

[0 Les Barytons :

1
Do “log(1+E
¢ <0§srgrl(%i}i1)s{h(3uo)}+ D og(1 + S\”o\))

Ce terme comprend les quantitées lies & G, et découle de la nature polynomiale des
fonctions sur G, (d’ou le logarithme !).

1
: — Ph
Dn ((Jgsrgn(%l)il)s{h(sm)} + D<E5HuhH) )

Ce terme est également classique et regroupe, a l'instar de son confrére, 'aspect arith-

métique et analytique (via le logarithme uy,) du point p, € G,(Q).
U Les seconds roles : -
L log(1 + Jul)

Dans le cas non-périodique, cette quantité apparait en utilisant la formule de dériva-
tion (37), page 35. Dans le cas périodique, c’est le choix de la base f et la comparaison
avec la base € qui provoque son entrée en scéne (inégalité (26) de la proposition 1.10.2,
page 27).

h(€1:-+:¢&p)

Ce terme est relatif au choix de la base du corps de nombres L. C’est la construction du
polynéme auxiliaire, via le lemme de Thue-Siegel, qui justifie sa présence. L’utilisation
de la méthode des pentes supprime ce terme. Il est majoré par D(h(W) + h(po) + -+

h(pn)) + C62-
O Les figurants :
T, S, Do, ..., Dn

Ils sont presque toujours en duo avec des constantes ne dépendant que de (G, ).
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§ A.8.b. Tableau des contraintes

Pour a € R, la notation a > 1 signifie que a est supérieur & une constante ne dépendant
que de (G, ).

Voici les contraintes (écrites dans le cas non-périodique ; dans le cas périodique, il suffit,
dans la toute suite, de remplacer Ty par T et S par Sy ; en particulier, la condition (A.16)
ci-dessous est supprimée) :

O
1 1
—TSylog E D “(E Ph =0, ... A1l
STSoloxE > VoD (| max  (hspn)} + (BTl ) pour k=0, ..o (A1)
O
L TSlog B> v/CoDo (W) +  max  {h(suo)} + — log(1 + ESuo)) (A.12)
D08 00 0<s<(d+1)S 0 D %8 0 '
= 1
5TSO log E>> \/Cy(h(& : -+ : &p) +1og D) (A.13)
0
Solog E > \/CyDlog Dy (A.14)
a = )
Splog E > log(1 A15
0log N og(1 + [lul)) (A.15)
O
v/ Colog E > log(S/50) (A.16)
O
To> D pour h=0,...,n (A.17)
D o~
1 14+ 5y Ty
— > =2 Al
Cg_max{1+S’T} (A-18)
0
Co>1 (A.19)
- Td
> T%card(I'p(5)) (A.20)

= Oy x degy G x DY - Do

Cette derniére condition est de type « condition de Siegel » (nombre d’équations/nombre
d’inconnues) :
TS ~ CoDY - - DI .

Sous toutes ces conditions, la mesure d’indépendance linéaire est alors

log |A] > —+/Comax {T'Sy, TpS}log E . (A.21)

*Cette condition n’intervient que dans le cas périodique. Dans l'autre cas, il suffit de remplacer dans la
conclusion (inégalité (A.21)) la quantité Sylog E par Splog E + log(1 + |lul]).
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§ A.8.c. Justification du choix des paramétres

Pour éviter la répétition (avec d’infimes variantes), nous allons étudier seulement le cas
non-périodique.

Nous avons a résoudre un probléme d’ optimisation sous contraintes.
Un point de vue heuristique suggére, d’'une part, que « la » solution du probléme réside au bord du

sous-ensemble des points
(.%[), T, T(), S, S(), ﬁo, ey ﬁn>

de R"*6 qui satisfont aux contraintes du § A.8.b et, d’autre part, que la (relative) symétrie qui existe
entre les groupes G, ..., G, doit étre conservée (un des Dy (1 < ¢ < n) ne peut étre fonction de
h(W) sans que les autres D; (j # ¢, 1 < j < n) ne soient, eux aussi, fonction de h(W)). Nous allons
voir que ces considérations simples sont ici confirmées. B

D’aprés les conditions (A.11) et (A.17), pour 1 < h <mn, le réel Dy, doit étre le quotient de
T Soplog E par

C Dh ES Ph S 1 E
V O(Oﬁsrgn(?f—i(-l)s{ (spn)} + (ES|luyl))*) + Solog E

pondéré par un coefficient ¢, €]0, 1[. De méme,

_ TSy log E

Dy = X
07 VCo(DR(W) + e {Dh(suo)} +log(1 + BSJuc])) + Solog B

€o ,

avec €g €0, 1[. De plus, les paramétres doivent vérifier la condition de Siegel (condition (3)
du théoréme A.7, ou inégalité (A.20)), i.e.

(T)- card(T'p(S))
CoDl -~ Dir

Zo

> Cd- card(I'p(9)) y <m(Dh(W) + max )S{Dh(suo)} + log(1 + ES|uopl)) + So log E)

(So log E)d+1f 0<s<(d+1
C Dh(sp; ES||w;: )P Solog B _—
121(¢ e LPRERD) (S l)P + Solos ) ot

(en fait, nous pouvons enlever le terme log(1 4+ ES|ug|) qui est majoré par Dh(Sug) + log E)
donc, avec I'inégalité (A.21), on retrouve (au mieux)

card(I'p(5))
logd — P2 < (Dh Dh log E
ogd(u, W) > Solog B4 (Dh(W) +O§SI§3§1)S{ (suo)} + Solog E)
n 5]'
Dh j ES||u;||)?? + Splog E
Il (oo (DR} + (BSul)> + Splog B (A22)
1
880 ... E(TSL'IL
Il devient clair que la mesure se bonifie en choisissant ¢g = -+ = ¢, = 1 (i.e. Dy, ..., D,

maximaux), S minimal (i.e. Cy constant et S = cg3 X Sp, avec cg3 > Cp, cette contrainte étant
liée & la majoration du rang du systéme linéaire (lemme 1.11.1, page 28)). Enfin, le choix du
nombre de pas™ Sy est guidé (voire imposé !) par les contraintes (A.14) et (A.15).

*Nombre qui, d’aprés I'inégalité (A.22), doit étre choisi le plus petit possible.
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Remarque : un calcul semblable montre que la majoration du degré de m(G) est, elle aussi,
optimale (modulo les contraintes énoncées au paragraphe précédent).

Ayant la meilleure mesure possible (a la constante (liée au groupe) prés) avec la méthode
utilisée, nous allons, dans la seconde partie de cette thése, changer notre fusil d’épaule en
mettant en ceuvre la méthode des pentes de J.-B. BOST, qui apporte un point de vue plus
géométrique de la situation et un formalisme efficace pour, d’une part, calculer la constante
dépendant de G (lorsque ce groupe est une variété abélienne) et, d’autre part, pour introduire
de nouveaux outils, d’usage courant en Théorie d’Arakelov.
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Le cas abélien non-homogéne

§ 1. Introduction

L’objet de ce texte est d’obtenir une mesure d’indépendance linéaire de logarithmes de
G(Q), ou G est le produit direct du groupe affine G, et d’une variété abélienne (définie sur
Q), entiérement effective, via la méthode des pentes de J.-B. BOST et des outils de Géométrie
d’Arakelov qui lui sont naturellement associés. Plus que le résultat lui-méme (qui, cependant,
est inédit), nous essaierons de mettre en relief la démarche, qui différe en plusieurs points de
celle employée dans la premiére partie de cette thése. Un des points saillants de la méthode
est 'absence du lemme de Siegel (ou une de ses variantes) car nous n’effectuons aucun choix
de polynomes (auxiliaires) mais nous considérons plutot tous les polynomes, a U'instar de la
méthode des déterminants d’interpolation de M. LAURENT. A la base, ces deux méthodes
considérent un méme objet mathématique, écrit sous deux aspects différents : une matrice M
a coefficients algébriques pour 'une, une application linéaire ¢ entre des Q-espaces vectoriels
(de dimension finie) pour autre. Et elles ont en commun 1’évaluation de la puissance extérieur
maximale (i.e. le déterminant) de ces objets pour chacune des normes associées aux places
(ultramétriques et archimédiennes) de Q. La filtration qui intervient dans la méthode des
pentes se traduit alors par des manipulations sur les lignes et les colonnes de la matrice
M (ce qui ne modifie pas son déterminant). Si, a l'origine, les points de vue sont quasi-
identiques™, la méthode des pentes jouit, & mon avis, d’une plus grande souplesse d’utilisation
parce qu’aucune base des espaces vectoriels qui entrent dans le définition de ¢ n’est choisie ;
cet aspect intrinséque (contrairement aux déterminants d’interpolation) ouvre la porte a la
géométrie (et donc a l'imagination’ !) si nous considérons pour ces espaces vectoriels des
espaces de sections de fibrés sur un schéma. La géométrie d’Arakelov entre en scéne car, aux
places infinies, ces espaces vectoriels doivent étre munis de métriques, et un moyen efficace
de les obtenir (sans avoir & choisir de bases et de décréter qu’elles sont orthonormeées) est de
disposer d’une structure de fibrés hermitiens, dont se déduisent alors les métriques voulues
sur les espaces de sections. Dans le cadre des variétés abéliennes, les objets (arakeloviens)

*A tel point d’ailleurs que 'on retrouve les mémes difficultés techniques (aujourd’hui non résolues) qui
m’obligeront & supposer ug # 0 (forme linéaire non-homogéne), alors qu’une telle hypothése n’est pas utile
avec les « polynomes auxiliaires ». Autrement dit, je ne sais pas « extrapoler sur les dérivées » avec la méthode
des pentes mais seulement sur les points (méthode de Baker, stricto sensu).

"La méthode des pentes a permis de découvrir de nouveaux énoncés (et, bien str, de les démontrer) comme,
par exemple, le trés joli résultat de [40] ou le « théoréme scandaleux » de J.-B. BosT, scandaleux parce qu’il n’a
été observé que récemment ( 2000), dont I’énoncé est le suivant : Soit X une sous-variété analytique (algébrique)
lisse de P"(C), de dimension > 1, et 2" un germe le long de X de sous-variété analytique lisse de P"(C). Si
le fibré normal Nx Z est ample sur X alors & est algébrique.
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introduits dans la méthode des pentes sont calculables de maniére totalement explicites. C’est
pourquoi nous avons écrit ce texte avec une variété abélienne (et non un groupe algébrique
commutatif quelconque), ce qui nous permet d’utiliser les travaux de J.-B. BosT [17, 18, 19,
20, 21| et P. GRAFTIEAUX [39, 40|. Le théoréme I1.2.1 est (dans un cadre plus restreint) une
version totalement explicite des théorémes 1.3.1 et 1.3.2 de la premiére partie de cette thése.
D’un point de vue pratique, il est extrémement agréable de pouvoir utiliser ces résultats (qui
masquent parfois des calculs difficiles, voir #iz) du théoréme I1.3.2) de maniére immédiate et
transparente, méme si, parfois, il est possible d’effectuer « a la main » les calculs, a 'instar,
par exemple, des travaux récents de S. DAVID et P. PHILIPPON sur les minorations de hauteurs
normalisées |32, 33]. Ces formules simplifient grandement les démonstrations mais elles ne sont
pas, en elle-mémes, des arguments cruciaux.

La méthode des pentes est encore peu répandue en Transcendance, en dépit des cours don-
nés par J.-B. BosT, a I'Institut Henri Poincaré, en 1997 et 1999 [20] et des quelques articles
qui utilisent cette méthode [19, 22, 39, 40]. Ainsi, par soucis pédagogique, nous avons repris
en annexe I'aspect élémentaire de cette méthode que nous illustrons (trés simplement) avec le
théoréme des six exponentielles. Le lecteur intéressé par d’autres applications (que celles déja
citées) de la méthode des pentes pourra également consulter les théses de H. RANDRIAMBO-
LOLONA [67] et E. VIADA-AEHLE [78§].

§ 2. Données et résultats

Soit (A, L) une variété abélienne polarisée (le fibré en droites L est ample et symétrique
sur A), définie sur Q, de dimension d. Notons h°(A, L) la dimension de I'espace des sections
['(A, L) et hg(A) la hauteur de Faltings de A. Notons G le groupe algébrique (sur Q) G, x A et
ta(Q) (identifié & t¢, (Q) Dta(Q)) Pespace tangent a I'origine de G. Soient exp I’exponentielle
du groupe de Lie complexe G(C) et u un vecteur de tg(C) tel que p := exp(u) appartienne
4 G(Q). Considérons W un hyperplan de tg(Q), ne contenant pas tg,(Q). Dans ce texte,
afin d’éviter un écueil technique*, nous supposerons que la projection de u sur tg,(C) est non
nulle (les formes linéaires que nous étudions sont donc non-homogénes). D’aprés le théoréme
de Wiistholz [85] (voir aussi points (a) et (b) du théoréme 1.3.1), cela implique que u & W.
Fixons un corps de nombres k sur lequel existe un modéle de Moret-Bailly de (A, L, {p}) (voir
§ I1.3.a pour une définition précise d’un tel modéle. Une construction du corps k est expliquée
au début de la démonstration du theorem 4.10 de [18], page 58). Soient K une extension finie
de k sur laquelle est définie ’hyperplan W et D un majorant de [K : Q]. Nous supposerons que
le corps K est plongé dans C (nous noterons parfois oy ce plongement particulier). Signalons
que, contrairement & la premiére partie, le corps k n’est pas seulement lié a la variété abélienne
mais aussi au choix du point p. Il est cependant indépendant de I’hyperplan W. Dorénavant,
le groupe G sera vu comme schéma en groupes au-dessus de Spec k. En particulier, I'espace
tangent tg est un k-espace vectoriel. Soit ey (= %) la base canonique de g, et (e, ..., €q)
une base de to (orthonormée pour le produit scalaire sur 5, (C), considéré quelques lignes

plus loin). La famille {eg, ..., e} forme une base de tg, dans laquelle les coordonnées de u

* Actuellement, nous ne savons pas traiter le cas périodique (voir définition 1.7.2, p. 21) avec la méthode des
pentes ou, le probléme est le méme, avec la méthode des déterminants d’interpolations de M. LAURENT (voir
note * précédente).
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sont (ug, ..., ug) et W a pour équation zg = 121 + - - - + Bqzq4, avec f; € K (c’est possible car
tec, € W). Notons q € A(k) la projection de p sur A(k), et u’ un logarithme (€ ¢4, (C)) de q.
Notons également ?L(q) la hauteur de Néron-Tate (relative & L) de q. Pour chaque plongement
o : K — C, nous disposons d’une norme hermitienne ||.||; , sur tg,(C), de distance associée
d,, définie au § I1.3.b.. Soit &/ un schéma au dessus de Oy, de fibre générique A, provenant
du modéle de Moret-Bailly, considéré ci-dessus. Une définition précise de .o/ se situe au début
du § IL.5.a..

Le théoréme suivant porte sur une minoration de la distance de u a W (relativement au
plongement fixé oq : K — C), distance qui est aussi égale au module du nombre complexe

A:=wup— frug — - — Baug

divisé par (14 |B1|>+ -+ Wd’Q)l/Z-

Théoréme I1.2.1. Supposons les hypothéses ci-dessus vérifices. Supposons de plus que le fibré
ample L induise une polarisation principale sur A. Soit E un réel > e. Soient a et b des réels

vérifiant
~  EZ,
loga > max< 1, h(q), ———2 5 ,
D
logb > h(ug) + —— 3 log 1
o) U Y
= WK Q) L= da(eo, W @6(r) €)

Alors

W 100042 D . (Dloga d+1
log dgy (u, W) > — (100d) 1+ g B max {1, hp(A)} +log™ | —=
D Dl
X {Dlogb—i—logE—i— Dlog <1 + Y <max{1, he(A)} + log™ < Oga)))}

Dl d
U

log E

Remarque : Si (A, L) n’est pas principalement polarisé, nous pouvons, par isogénie, nous
ramener aux conditions de ce théoréme et I'inégalité (1) reste vraie en remplagant

max {1, hp(A)}

par
max {1, hp(A), logh®(A, L)} -

A ma connaissance, cette inégalité et le résultat de S. DAVID [30], qui traitait le cas ou la
variété abélienne est un produit de courbes elliptiques, sont les seules mesures d’indépendances
linéaires totalement explicites, sur un groupe algébrique (commutatif) non exclusivement li-
néaire. Cependant, notre résultat, s’il est du méme type que [30], ne le contient pas. En effet,
d’une part, nous avons supposé uy # 0 et, d’autre part, nous avons considéré la variété abé-
lienne polarisée (A, L) dans sa globalité. La méthode de démonstration du théoréme I11.2.1
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permet de traiter® le cas o A est le produit (d’'un nombre fini) de variétés abéliennes pola-
risées (A, L;), en tenant compte séparément de chacun des invariants ( hp(A;), h°(A;, L;))
lies & (A;, L;). Nous allons voir que la méthode des pentes et quelques théorémes de géométrie
d’Arakelov simplifient a la fois la démonstration et les calculs (il en reste !). Auparavant, afin
de mieux percevoir les conséquences de ce théoréme, nous allons donner une suite de mesures
d’indépendances linéaires, chacune d’elles étant centrée sur un paramétre précis et se déduisant
aisément du théoréme I11.2.1.

Conséquence I1.2.2. [l existe une constante ¢, = ¢ (A, L, K, u) > 0, indépendante de la
hauteur h(W) de W, telle que

log|A| > —cy max {1, h(W)} . (2)
Ce résultat est vrai dans le cadre général des groupes algébriques commutatifs (voir le

théoréme principal de la premiére partie). Il est optimal, a la constante c¢; prés. De plus, la
conséquence I1.2.2 se déduit du théoréme I1.2.1 en comparant la quantité

!/ .— 1 1
h (W) o [K : Q] O':KZ<—>C log dO’(607 W ®U(K) (C) (3)

A h(W).

Pour cela, fixons une place o : K < C et notons (, ), le produit scalaire sur tg, (C) qui orthonormalise
la base (eg, ..., eq). La distance d/ induite par (, ), et la distance d, sont équivalentes, donc il existe des
constantes ¢1 5, c2 » > 0 (indépendantes de W) telles que

C2,Ud;(607 Wa) > d0<607 WO’) > Cl,ad;(eOy WO’)
ott W, := W ®,(k) C. Nous appliquons alors la formule de Gram & (tg, (C), d/,) et nous trouvons

_ det(ei, €)o<i, j<da
det(ei, €j)1<i, j<d

d/o?(e(]a WO’)

)

oune :=e;+0(Bi)egpouri=1, ..., det e :=eg. Un calcul de déterminant donne alors
a,(co, Wy) = ! :
(Lo (BP + -+ [o(B)) 2
et donc
h(W) + < H(W) < h(W) +c
ol ¢ := nglog@ et ¢’ := nglog$ .

Conséquence 11.2.3. Il existe une constante co = co(A, L, K, [[u||, W) > 0, indépendante
de la hauteur (de Néron-Tate) de q et de la hauteur (de Weil) de uy, telle que

i) "
max {e, h(q)} ) (4)

log |A] = —ca (h(uO) + log max {e, ﬁ(q)}) <logmax{6 Q)]

*Avec seulement quelques calculs supplémentaires !
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Pour démontrer cette inégalité, nous utilisons le théoréme I1.2.1 avec E = max {e, ﬁ(q)l/ 21,
Nous pouvons aussi analyser la « qualité » de la mesure (1) vis-a-vis des paramétres
secondaires D, hp(A) et h%(A, L), en comparant avec les mesures antérieures de S. David [30]
et N. Hirata-Kohno [45]. Ainsi, en choisissant £ = v/D, le membre de droite de la mesure (1)
est de l'ordre de
D2d+2
(log(1 + D))*=*

quantité inchangée par rapport a [30, 45]. De méme, signalons que la dépendance en la hauteur
de Faltings hr(A) de A de la mesure (1) est légérement plus faible que celle de [30]. Le rapport
des deux mesures (pour ce paramétre) est (aprés renormalisation) de ordre de

max {1, hp(A)} '
(log max {e, hp(A)})d+2

De maniére plus anecdotique, a ’aide de la remarque qui suit le théoréme I1.2.1, nous pouvons
regarder la dépendance du membre de droite de (1) en h°(A, L). Cela donne

h'(A, L)?
(log(1+ho(A, L)* !’

en oubliant toutes les données sauf h®(A, L). De ce point de vue, I'inégalité (1) est totalement
inédite ; en effet, une courbe elliptique est toujours principalement polarisée et dans ce cas la
dimension h°(A, L) vaut 1. C’est pourquoi le résultat de S. DAVID [30] ne comprenait pas cet
invariant.
Remarque : I'expression (1) explicite la dépendance en le fibré ample L, qui apparait & trois endroits :
i) la hauteur E(q) =hy (q).
ii) la dimension h°(A, L).
iii) le terme h’'(W) du minorant de logb.
Le passage de L & L®" (n € N*) transforme h(q) en nh(q), h°(A, L) en nh(A, L) mais d,,(u, W) en
ndgy,(u, W). Ainsi il n’y a qu’un facteur logn en plus, tandis que le minorant augmenterait, lui, polynomia-
lement. En ’état actuel de la minoration, je ne vois pas d’espoir pour que le passage de L a L®" puisse, en
faisant tendre n vers 'infini, éliminer les « termes en trop » de la mesure d’indépendance, méme si je disposais

d’une telle mesure sur le produit de variétés abéliennes.

Avant de démontrer le théoréme I1.2.1 (§ I1.5), nous procéderons a quelques rappels concer-
nant les métriques usuelles que 'on peut attacher aux objets géométriques (fibré en droites,
espace tangent) que nous rencontrerons.

Dans le cadre de notre étude, la partie arithmétique de la démonstration utilise la technique
de changement de variables de CHUDNOVSKY. Le point de vue schématique introduit une
variante dans |’'utilisation de cette technique, en évitant le recours aux formules d’additions
(« explicites ») sur la variété abélienne. Quant a la partie analytique, elle repose, comme dans
la premiére partie, sur la méthode de Baker.

§ 3. Boite a outils

Chacune des parties qui composent cette section peut étre lue indépendamment du reste
du texte.
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§ 3.a. Modéles de Moret-Bailly

La définition qui suit donne toutes les propriétés d’'un « bon » modéle arakelovien de
(A, L) dont nous aurons besoin dans la suite. Le théoréme de ce paragraphe nous assure de
I’existence de ce modéle, ainsi que du bon comportement de la hauteur d’un point par rapport
a un faisceau inversible de fibre générique L. Pour plus de détails, le lecteur pourra se reporter
au § 4.3 de |18] (dont est extrait ce qui suit).

Définition I1.3.1. Soient A une variété abélienne de dimension ¢, définie sur un corps de
nombres kg et L un fibré en droites ample et symétrique sur A. Soit F un ensemble de points
de A(kp). Un MB-modéle de (A, L, F) au-dessus de kg est la donnée des objets suivants :

. un schéma en groupe (lisse et) semi-stable 7 : A — Spec O,

. un isomorphisme v : A — Ag

1

2

3. un fibré en droite hermitien cubiste £ sur A

4. un isomorphisme ¢ : L. — v*Lg de fibrés inversibles sur A
5

. pour tout H € JF, une section €y : Spec Oy, — A de m dont la restriction a la fibre
générique est égal & v(H)
qui satisfont a la propriété suivante : il existe un sous-schéma X de A, plat et fini sur Spec Oy,,
tel que y~'(Kg) coincide avec le groupe de Mumford K(L®?).

Le théoréme suivant assure l'existence d’'un MB-modéle d’une variété abélienne polarisée
et il apporte le calcul du degré d’Arakelov normalisé (noté deg, ) de certains fibrés hermitiens
obtenus a partir de ce MB-modéle.

Théoréme I1.3.2. Soient A une variété abélienne de dimension g, définie sur un corps de
nombres ko et L un fibré en droites ample et symétrique sur A. Soit également F un ensemble

de points de A(kyg). Alors
i) Il existe une extension finie k de ko et un MB-modéle

(m: A — Spec Oy, i, L, ¥, (ep) pes)

pour (A, L, g) au-dessus de k.

ii)AEn notant h(_P) la hauteur de Néron-Tate (relative ¢ L) de P (€ F), on a Uégalité :
h(P) = deg,e%L.

iii) De plus ae\gnm—ﬁ = h'(4, L) (—%hF(A) + 1 log hig’%?) ot hp(A) est la hauteur de
Faltings de A et h°(A, L) la dimension de 'espace des sections L(A).

Ce théoréme revét une importance particuliére ici. L’existence d’un modéle de Moret-
Bailly pour la variété abélienne polarisée (A, L) ne fournit pas seulement un modéle lisse de
A mais un modeéle qui de surcroit permet de calculer les constantes liées & (A, L). Le calcul du
degré d’Arakelov des sections globales de L (partie iii) du théoréme) repose sur le théoréme
de Riemann-Roch arithmétique de H. GILLET et C. SOULE [37] ainsi que sur les travaux de
L. MORET-BAILLY [60, 61] (voir également [16]).
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§ 3.b. Métriques

Dans ce paragraphe, nous décrivons les métriques attachées aux différents objets géomé-
triques que nous considérerons dans la démonstration du théoréme I1.2.1.

Métrique de Fubini-Study

Les notes qui suivent proviennent essentiellement de [23, 41, 74].
Soit n un entier naturel non nul. On note P"(C) = Proj(C[Xy, ..., X,]) espace projectif
complexe usuel et O(1) le fibré canonique sur P"(C). On rappelle le

Lemme I1.3.3. Soit X une variété analytique complexe et L = (L, ||.||) un fibré hermitien
sur X. Alors il existe une unique (1,1)-forme différentielle c,(L) telle que, pour tout ouvert
U de X et toute section (holomorphe) s de L au-dessus de U, qui ne s’annule pas sur U (i.e.
qui induit une trivialisation de L(U)), alors

_ 1 _
ca(L)y = %acfﬂog lIs]12 .

La construction de c;(L) — appelée forme de Chern du fibré hermitien L — a I'aide d’un
recouvrement de X et des fonctions de transitions de L associées se trouve (par exemple) au
§ 2.8 du premier chapitre de [74].

Définition I1.3.4. La 2-forme différentielle (de type (1, 1)) sur P"
_ 1 2
w= —%8alog ||

ou ||z]|> = |z0]* + ... + |2a]? est dite forme de Fubini-Study.

La forme w est fermée, invariante sous laction de U,;1(C) et définie positive. Notons
d=0+0 et d° = % les opérateurs classiques. Alors on a localement

w = dd°log|z|?
dde|z|*  d|z|* A d°|z|?
|22 |21

i1 1 <&
= % <’Z—2 Z dz; Ndz; — W Zzzdz, A Z1d2’1> .
=0 1=0

La métrique de Fubini-Study (sur Opz (1)) est la métrique définie ainsi : on munit Ccrtl
de la métrique hermitienne standard, ce qui induit une métrique sur O"*!' = 0. X, ® 0.X, &
... @ 0.X,, et donc par restriction sur le fibré de Hopf Opn(—1) et par dualité sur Opz(1). Le

forme w de Fubini-Study est alors la forme de courbure du fibré en droites hermitien Opp(1).
Le volume de I'espace projectif pour cette métrique est f]P’"((C) w" = 1.

Par produit tensoriel, les fibrés O(d) := O(1)®¢ (d € N) sont munis de métriques que I'on
peut explicitement écrire sous la forme suivante : soit s une section globale de O(d). Cette
section s’identifie (via un isomorphisme naturel) & un polynéme homogéne de degré d

P(Xo, ..., Xp) = > pa- Xg°-- X"
|la|=d
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Alors, si z = (zg, ..., x,) € P"(C), on a

|P(xg, 21, ..\ Tp)] .

(0 Jars[2) ¥

ls[12, = / Is(@)|?w
P (C)

nla N
Isls = 3 Ipalf e )

la|=d

Is(2)]l =

De plus si on note

on a

Ces formules s’étendent aux sections multihomogénes : soient nq, ..., ny des entiers naturels
et O(dy, ..., dy) = O(dy) X --- K O(dy) le fibré, obtenu par produit externe sur la variété
projective produit P(C) := P (C)x- - - xP™(C). Les sections globales de ce fibré correspondent
aux polynomes en (n;+1)+-- -4 (n,+1) variables, multihomogénes de multidegré (di, ..., dg).
En munissant O(dy, ..., di) de la métrique induite par celle sur O(1), en prenant une section
globale s de O(dy, ..., dy) de polynome P associé¢, et si @ = ((Zo4,Z1i - Tnii) Jicqs, py €
P(C), alors on a

|P(CL‘0,1, ceey $nk,k’)’

Hf:l (ZZLO Lhi |2) w2

Is(@)Il =

et en notant
@0, a”jaj
Z Pay,.ay HX Xy
lo;|=d;

oI a

k
R DITICY ) i
2= o,y
R S TR

lo; |=d;

C’est ce type de formule qui permet dans la pratique de calculer la norme d’une section en
un point. L’inégalité de Cauchy-Schwarz implique [%négalité de Gromov* suivante :

Lemme I1.3.5. Sis € I'(P, Op(dy, ..., dy)) alors
k 1/2
ni +d;
< 2
folle < sl < TT (")

0t |[5]loc := sup [|s(z)[].
z€P(C)

A titre d’information, signalons 'existence d’une inégalité plus générale, qui induit des
comparaisons entre la norme L* et la norme L? de s :

*La terminologie « inégalité de Gromov » désigne la comparaison entre la norme sup et la norme L2 dune
section d’un fibré hermitien sur une variété complexe compacte. L’archétype d’une telle inégalité se trouve au
§ 5.2.3 de [37], page 539.
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Proposition I1.3.6 (Proposition 1.4.2 de [23]). Avec les notations précédentes, notons p
la forme volume normalisée sur P(C). Alors

k n;

log [1s]|oo < /P o, (g ls@) (@) + DB

i=1 j=1 2j

et cette inégalité est optimale.

Meétrique sur ’espace tangent tg, (C)

Chaque plongement o : k — C confére & C une structure de k-espace vectoriel. Par
définition, 'espace tg, (C) est le tensorisé de 'espace tangent a 'origine tg et du corps C au-
dessus de (k, o). Au cours de la démonstration du théoréme 11.2.1 (§ IL.5.a. ), nous utiliserons
le schéma 2, = P} x A qui posséde le méme espace tangent que G (car G — 2 est une
immersion ouverte donc étale). L’espace vectoriel tg, (C) est somme directe de ta, (C) et de
te,(C) = C . e, oil g est la base canonique de tg,. A I'instar de [19], page 118, nous munissons
ta,(C) de la structure hermitienne construite a partir de la premiére classe de Chern du fibré
en droites complexes L, — A,(C). Nous noterons ||.||1 » cette norme hermitienne (qui dépend
de la polarisation L, et donc d’un plongement de A dans un espace projectif) et ||.|;s_(c) la
métrique hermitienne sur tg, (C) obtenue par recollement orthogonal de la métrique triviale
sur tg,(C) (|leol|l, = 1) et de |.||z,,- Enfin, nous désignerons par d, la distance sur tg,(C)
associée a ||| (c)-

Meétrique sur la puissance symétrique

Soient (E, (, )) un C-espace vectoriel hermitien (de dimension finie) et n € N*. La forme
sesquilinéaire ®,, sur E*" définie par : @, (z1 ® -+ @ T, Y1 @ - - Qyp) = [[1; (xz, y;) confére
a E®" une structure d’espace hermitien, qui se transmet, par quotient, a la n**™ puissance
symétrique S™(E). De maniére explicite, si < | >, désigne le produit hermitien ainsi obtenu
sur S"(E), on a :

<7 $n|y1 “Yn >pi= 'Zquy‘rz )

n 7€6, 1=1

ou 6, est 'ensemble des permutations de {1, ..., n}. En particulier, si (e, ..., e,) est une
base orthonormée de E et x = ef* --- e € S™(E) (o0t a3 + - - - + o, = n) alors la norme ||z||,
de x vaut

Oél! cee Ozr!

"

Pour une approche plus systématique, nous renvoyons le lecteur a Bourbaki [24], en prenant
garde qu’il ne choisit pas la méme convention pour < | >, et considére plutot n! < | >,.
Ce détail revét une grande importance ici car en multipliant la métrique sur S™(FE) par n!
(comme le fait Bourbaki), nous augmenterions la pente maximale d’un facteur nlogn et, dans
I'usage que que nous en ferons, cela reviendrait a réintroduire le logarithme de la hauteur
de I'hyperplan. Cette convention sera utilisée lors des estimations archimédiennes de certains
coefficients de Taylor (voir § I1.5.f et, en particulier, la formule (39), p. 87).
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Métrique sur un fibré inversible d’une variété abélienne complexe

Les rappels de ce paragraphe proviennent en grande partie des travaux de Moret-Bailly [59,
60, 61].

Soient A une variété abélienne définie sur C et L un fibré en droites sur A. Pour I sous-
ensemble de {1, 2, 3} (éventuellement vide), notons p; : A> — A, (z1, xa, x3) — >...; T; et
Ds(L) le fibré sur A3 :

el

D3(L) = piosL @ pioL ™ @ pisL ™' @ pisL™ @ piL @ p3L @ p5L .
D’apreés le théoréme du cube, ce fibré est trivial. En fait on dispose [59] du

Théoréme I1.3.7. Avec les notations ci-dessus, l'ensemble (A, L) des métriques hermi-
tiennes C'* positives sur L telles que la métrique induite sur Ds(L) soit triviale est non vide.
De plus, (A, L) est aussi lensemble des métriques dont la forme de courbure ci(L) est inva-
riante par translation.

Définition II.3.8. Les éléments de 7(A, L) sont appelés métriques permises, ou métriques
du cube.

On peut préciser le théoréme de la facon suivante : donnons-nous un isomorphisme ¢ de
fibrés entre D5(L) et O s et munissons O4s de la métrique triviale. Appelons |||, la métrique
induite sur D3(L) par I'isomorphisme . On sait que le choix de ¢ détermine le choix d’une
rigidification x de L a lorigine. Le fait est qu’il existe une unique métrique v € w(A, L) telle
que D3(v) = ||.||,. De plus v est compatible a la rigidification de L, i.e. induit par x une
isométrie entre *L et O 4. Lorsque la variété abélienne A est définie sur un corps de nombres
K et si L est un fibré en droite sur A alors, pour chaque plongement o : K <— C, on dispose
du fibré L, sur la variété abélienne complexe A,(C) déduit de L par le changement de base

SpecC Specy SpecK. Le théoréme I1.3.7 permet donc de munir L, d’une métrique cubiste ||.|,
et L d’une structure de fibrés hermitiens sur A. Comme ce sont les seules métriques a courbure
invariante par translation, cela implique que si L est un fibré ample, o : K — C est une place
de K, si s € I'(A,(C), L,) et si 0 est la fonction théta de ¢4, (C) — C correspondant a s via
le facteur d’automorphie canonique, alors

[stexpa @] = e e o) (©

ot ||.||,» est la métrique sur t4, () induite par la (1,1) forme de Chern ¢;(L,) (voir § 11.3.b.)
et

expy, (c) : t4,(C) = A+(C)

I'exponentielle complexe du groupe de Lie A,(C). De maniére plus précise, le fibré exp} (L)
sur t4,(C) est trivial et, d’aprés la théorie des facteurs d’automorphie (appendice de [12])
Iespace des sections globales T'(A,(C), L,) est isomorphe a un espace de fonctions théta, et le
choix de la trivialisation de exp’ (L,) détermine le facteur d’automorphie associé a cet espace
de fonctions théta. On choisit le facteur d’automorphie canonique ay associé L, qui, aprés le
choix d’une donnée d’Appell-Humbert (H,, x,) de L, (H, est la forme bilinéaire associée a
.|z, o), s’écrit, pour w € Qg () (réseau des périodes de A,(C)) et z € t4, (C) :

az, (w, 2) = xo(2)er@ A EI

70



3. Boite a outils

Ainsi I'(4,(C), L,) est isomorphe &
T :={0:t4,(C) = C; V (w, 2) € U () X t4,(C) Fw+2)=ar,(w, 2)d(z)} .

L’espace 7, est muni d’une structure hermitienne ponctuelle ( ¢f. [47], § 4.3, page 33) :

Vzets (C), V@9 eT, @ 0),=ec Fleg:)o).

Ce nombre complexe ne dépend en fait que de la classe de z modulo €24, (c), ce qui induit une
structure hermitienne globale sur 7, :

—T|| 2 2
19)2 = / eI o 9(2) 2 djuo (2)
ta,(C)/Qa, ()

oll /i, est une mesure de Haar sur t4, (C)/Q4,(c). L'isomorphisme entre I'(A,(C), L,) et 7T,
donne alors a T'(A,(C), L,) la métrique ponctuelle L? induite par celle de 7. Comme la forme
de courbure de cette métrique est invariante par translation sur {24, (c), elle coincide par le
théoréme I1.3.7 avec la métrique du cube sur L,. On en déduit 1'égalité (6).

§ 3.c. Quelques résultats auxiliaires

Les lemmes, d’intérét indépendant, énoncés dans ce paragraphe ne sont pas essentiels pour
la démonstration du théoréme I1.2.1. Cependant, ils permettent d’apporter des précisions
(semi-stabilité, comparaison de hauteurs) sur certains objets utilisés lors de la preuve.

Irréductibilité d’une action de groupe

Rappelons que 'action d’un groupe G sur un espace vectoriel F est dite srréductible si les
seuls sous-espaces de E, stables sous l'action de G, sont {0} et E.

Lemme 11.3.9. Soit € un corps commutatif algébriquement clos. Soient FEy, FEo des ¥ -espaces
vectoriels de dimension finie et Gy, Gy des groupes qui agissent irréductiblement sur (res-
pectivement) Ey et E,. Alors Gy x Go agit naturellement sur E; Q¢ Ey et cette action est
wrréductible.

Démonstration. L’action de G X G5 sur E1 Q¢ Eo est donnée par

<(91,92), Zei ® fi) — Zgl-ei ® g2.fi

Soit V' un sous-espace vectoriel non-nul de E; ® Fs, stable par G := G X G5. Définissons ’entier A comme
le minimum des n € N* pour lesquels il existe x1, ..., x, € Ej, non tous nuls, et il existe y;, ..., y, € Eo,
t-linéairement indépendants, tels que 1 @y + - - -+ x, @ y,, appartienne & V' (’ensemble des entiers n est non
vide car V # {0}). Soient z1, ..., xp, Y1, ..., yp vérifiant les conditions précédentes. Soit V; I'ensemble

{xeE; 3z, ..., p€B; 2@+ 2@y + - +2,Quyp €V} .

C’est un sous-espace vectoriel de Ej, non réduit & {0} (il contient z1) et stable par G;. Donc V; = Ej. De
plus, pour chaque = # 0 élément de Vi, les 2o, ..., 2, € Fy telsque 2 @y + 220 Qyo+ -+ 2, Quyp € V
sont uniques car, sinon, en effectuant la différence, on aurait (2o — 25) @ yo + -+ + (25, — 2},) Qyp € V, ce qui
contredirait la minimalité de h. Notons z; = f;(x). L’unicité des z implique que f; € End¢(F;), pour tout
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Le cas abélien non-homogéne

i =2,..., h. Comme ¢ est un corps algébriquement clos, si I’endomorphisme f5 est non nul, il posséde un
vecteur propre a € Fj \ {0}, de valeur propre associée A. Alors a® (y1+Ay2) + f3(a) @ys+- -+ fr(@) @yn €V
(car a € Vi = E4), ce qui contredit la définition de h. Donc tous les endomorphismes f; sont nuls et, pour tout
x€FE,z®y € Vet h=1. Alors, en fixant z € E; \ {0}, l'espace vectoriel {y € Ey; ®y € V} est non nul
et stable par le groupe Gao, donc égal & E3. Donc V = E; ® Fs. O

Le lecteur intéressé pourra consulter [70], § 8.4.2 et [72], théoréme 10 page 41, o se trouve
d’autres preuves de ce lemme.

Groupe unitaire

Soient ¢, Ny, ..., Ny € N*. Soit U le produit des groupes unitaires Uy, ;1(C). Le groupe U
agit sur ’espace des sections globales F de

Opglx‘,,xng(Dla SRR DZ) )

i.e. les polynomes multihomogénes de Pgl X e X ]P’gf, a coefficients complexes, de multidegré
(D1, ..., Dy). Par définition de la métrique de Fubini-Study, cette action est isométrique. Nous
utiliserons (remarque 1, page 80) le :

Lemme I1.3.10. L’action de U sur E est irréductible.

Démonstration. N’ayant pas de références précises pour cet énoncé, nous en proposons une démonstration « a
la main ».

D’aprés le lemme précédent, il suffit de traiter le cas ¢ = 1. Nous allons montrer que Un11(C) agit
irréductiblement sur I’espace vectoriel C[Xo, ..., Xn|p = H(PY¥(C), O(D)). Nous raisonnons par récurrence
sur N.

Pour N = 0, c’est immédiat. Supposons le résultat vrai pour N — 1.

Soient V' un sous-espace vectoriel non nul de C[Xy, ..., Xn]p stable par Unx4+1(C) et P € V' \ {0}. L’action
de la matrice diagonale Diag(e'®, ..., €!~) sur P montre que P(e'% X, ..., ¢"¥ Xy) appartient & V pour
tout (6, ..., On) € RN*L, Cela signifie que tous les monoémes apparaissant dans P avec un coefficient non nul
appartiennent & V. En particulier, il existe h := (hy, ..., hx) € NVT! de longueur D tel que X(}f0 e X]’i,” evV.
Parmi tous les monomes de ce type dans V, choisissons en un qui est de degré minimal par rapport & Xj.

L’action de la matrice
cos@ —sinf 0
sinf  cosf

sur ce mondéme implique :

VoeR, > (-1)° (h0> (hﬂl) (tan §)P o XG0 xhoth—a=bxhs . xhy oy
(6%

aef0, ..., hg}
B€{0,...,h1}

donc, en particulier, en prenant le coefficient de (tan@)"*~!, on obtient
(b XPotLx =L _ poxlho=txitly. xhe . X0V c v
L’action de la matrice Diag(e®, 1, 1, ..., 1) sur ce dernier polynéme implique que

—hoXpoTtxMtlxhe L xhN ey
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3. Boite a outils

done, par minimalité, on a hy = 0. Ceci montre que V N C[Xy, ..., Xy]p est non nul, et comme cet espace
est stable par Uy (C), on déduit de I’hypothése de récurrence qu’il est égal & C[X7, ..., Xn]p tout entier. Soit
X7t XJN € V. L’action de la matrice (7) sur ce monome et la formule du binéme impliquent que

ay
S () i e v

=0
done, pour tout £ € {0, ..., a1}, le polyndéme Xnglfeng - X3 appartient & V. Et par conséquent, en
faisant varier a, I'espace V est nécessairement égal & HO(PY (C), O(D)). O

Un calcul de hauteur

Dans ce paragraphe, nous calculons la hauteur d'un élément algébrique de PN (Q) par
rapport au fibré Opn (1), muni des métriques de Fubini-Study aux places infinies. Rappelons
que, par définition, si x € PY(Q) = PY(Z), la hauteur de x, notée haay(x), est le degré
d’Arakelov normalisé de x*Opn (1) :

hgy(x) = deg,x*O(1) .

Lemme I1.3.11 ( [76]). Six = (z¢: -+ : 2xn) € PY(Q) alors
1/2
h ( ) . 1 1 HU:L<—>(C (Zfiﬂ |U(xl)‘2) (8)
o) *)= [L H Q] 8 NL‘Q(QUQ.OL + -+ SUN.OL)
ot L est un corps de nombres contenant xo, ..., xy et o, si I désigne un idéal (fractionnaire)

de Ov,, le nombre rationnel Ny (1) désigne la norme de I.
Démonstration. Nous pouvons supposer que les coordonnées de x appartiennent a Or,. Posons
n:=T'(SpecOr, x*O(1)) = 29.0L + -+ + zn.0y, .

Par définition (voir annexe B, définition B.1.2), on a

1
hm(x) = m (log Card (n/s.0r) — ; (Clog ”S||Wa> (9)
ou s € n\ {0}. Parmi les coordonnées x, ..., rx, une au moins est non nulle, par exemple

xo. Alors, de la suite exacte d’anneaux finis
0 — n/200L — OL/700L — Or/n — 0,

on déduit
card (Or,/zoOr,) = card (Or,/n) x card (n/z9O1,)

donc

H :L—C |O‘($0)|
. — [ . 1
card (n/x0.0r,) Np,g(20.0L + -+ + 25.0L) 1o

Par ailleurs, par définition de la métrique de Fubini-Study (§ I1.3.b.), on a :
|0 (20)]

(S loter)”

lzollomy, o =
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Le cas abélien non-homogéne

et donc 0 o(z0)
T lo(®
Z log H.T()||Wl)70 = log c:L N(C 0 7 (11)
7L ozec (XX lo(@)?)
Les égalités (9), (10) et (11) permettent de conclure. O

Remarque : ce lemme nous permet donc de voir que la hauteur par rapport au fibré hermi-
tien O(1) est comparable a la hauteur de Weil (logarithmique absolue), a une fonction bornée
prés :

1
hweil (x) < hm(x) < 3 log(N + 1) + hwei(x) .

Nous utiliserons cette majoration de hm(x) dans le lemme I1.5.5, afin d’exprimer la minora-
tion de |A] en fonction de la hauteur de Weil de ug. Ce n’est qu’une question de présentation.

§ 3.d. Méthode des pentes

Cette section reprend, pour la commodité du lecteur, I’ inégalité de pentes (qui est au coeur
de la méthode du méme nom) de J.-B. BOST, exposée dans [19] et [22|. La définition des
notations (« standard ») employées dans ce paragraphe se trouve a 'annexe B.

Soient K un corps de nombres, & et F' deux Og-modules de type fini et projectifs. Soit
¢ : & — F un morphisme de Og-modules. On suppose que & est muni de métriques a 'infini
et on note & le fibré ainsi métrisé. Considérons une filtration de F

{0} =FvCFy1C---CFy=F
par des sous-modules dont les quotients

Gi = Fi/Fipq

sont sans torsion, donc des Og-modules projectifs de type fini et métrisés G;. Le module G;
est alors muni des métriques induites par celles de G;. On notera & = ¢! (F}) (que I'on munit
bien str des métriques induites par celles de &) et @, : &; — C~¥Z le morphisme composé de ¢,
de la projection canonique de F; sur GG; et de l'inclusion G; C él Si ¢ est injective, alors :

N-1 —
deg,(@) < Y (8(&) = r(Ei1)) (fimax(G) + h(Z) ). (12)
i=0
ol |||l est la norme d’opérateur et h(p;) = m Y orc log ||@illo-

Preuve succincte. Comme ¢ est injective, le Og-module &;/&; 41 s’injecte dans éz donc (pro-
position 4.3 de [19])

ﬁmax(éai/é%»l) é ﬁmax(éi) + h(@z)
et par conséquent o
deg, (871 < r8(6/6i11) (Fmax(G) + h(F) )

puis on somme sur <. ]
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4. Schéma tactique de la preuve

Dans le cas particulier simple o &, F', G; sont des Og-modules libres de type fini et
munis de métriques hermitiennes « standard » (aprés choix de Og-bases), 'inégalité (12) est
’analogue (en dimension 1) de la formule du produit (comme peut 1’étre le lemme de Liouville,
en transcendance). Cette formule et le formalisme qui 'accompagne établissent un lien entre
I’ Approximation Diophantienne et la Géométrie d’Arakelov.

§ 4. Schéma tactique de la preuve

Tout d’abord, nous utiliserons une version affaiblie de I'inégalité (12) :

deg, & < (g8 —r86iy)  max {fimox (Gi) + (@) } + (i) max {fime (Gr) +h(@)}  (13)

0<i<ip—1 0<i<N

ou l’entier i( sera choisi assez grand pour que la quantité

5 { s (Gu) + (7 (14
soit négative, et, cependant, pas trop grand pour que le rang de &, soit de l'ordre de celui de &
(en 'occurrence rgé;, > rgz—"@, voir lemme I1.5.6, page 85). Le probléme de I'injectivité de ¢ sera

résolue avec le lemme de zéros [63] (§ I1.5.a. ). Par ailleurs, le choix de & permet de calculer (&
'aide du théoréme 11.3.2) son degré d’Arakelov normalisé. Mais la seule information que nous
garderons de ce calcul est I'inégalité

d/e\gngz -

hF;A)rg .

vérifiée dés qu'un certain entier D; associé a & est supérieur ou égal & 3. Par conséquent, c’est
I'inégalité suivante (conséquence de (13)) qui sera utilisée :

) < mas {ime (@) + 150} + 5w (e (G) + 1050} (15)

Comme dans la premiére partie, nous raisonnerons par I’absurde en supposant |A| trés petit,
ce qui nous permettra d’obtenir un majorant, également trés petit, de la norme (relative au
plongement oy de K dans C) de @;, pour i > ig. La hauteur h(yp;) sera alors « fortement »
négative, ce qui conduira & une contradiction avec U'inégalité (15). On pourra noter le parfait
mimétisme (une place o privilégiée) avec l'utilisation usuelle de la formule du produit en
Transcendance (inégalité de Liouville).

Les définitions précises des objets &, F', ¢, G; ... qui interviennent dans l'inégalité de
pentes sont données aux paragraphes I[.5.a. et I1.5.a.. Grosso modo, le morphisme ¢ associe
a une section s (d’un certain fibré en droites) un nombre fini de ses jets * le long de 'hyperplan
W en les multiples du point p. Il y a dans ce texte deux difficultés techniques particuliéres
(en comparaison avec [19], par exemple) qui tiennent au souci que nous avons de « ménager »

*Soient M1 un espace vectoriel complexe de dimension d et m = (my, ..., my) une base de 9. Soit f : M — C
une fonction analytique (au voisinage de 0). Le jet d’ordre T de f en 0 est 'application de 901 dans C

1 1d .
qui & tymq + -+ - + tgmy associe Zli\:Til! (6—21) (%) flzimy + -+ 4 zgmg)(0) 2. Contrairement aux
coeflicients de Taylor, cette application jet est indépendante du choix de la base m.
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Le cas abélien non-homogéne

I’hyperplan, et, en particulier, sa hauteur, afin d’obtenir, comme dans la premiére partie, une
minoration de |A| optimale en h(W). C’est pourquoi, d’une part, nous devons étre soigneux
pour les estimations des normes ultramétriques des @;, en montrant qu’il est possible de trou-
ver un « bon » dénominateur pour les jets, de maniére a ce que les Og-modules ;(&;) soient
(& quelques détails pres) des sous-modules de Og). C’est pourquoi, d’autre part, nous com-
poserons @ avec la projection tg — W afin de ne pas faire apparaitre la pente maximale de
STWV, ce qui introduit un terme Th(WW) = h(W)? funeste a notre dessein, dans I’évaluation

des pentes maximales [in.x(G;). Cet artifice déplace le probléme lors de I'évaluation des hau-
teurs h(p;), ou, alors, par un calcul adéquat et grace a lastuce de N. HIRATA-KOHNO, nous
montrerons que la quantité Th(W') peut étre remplacée par min (Dy, T') h(W) (et, bien str,
Dy sera un paramétre < T).

§ 5. Démonstration du théoréme

Remarques liminaires :

1. Dans la mesure ou le nombre de paramétres est relativement restreint, il est (souvent)
plus limpide pour la démonstration d’une proposition intermédiaire de conserver les
paramétres Dy, D, T etc... indéfinis, pour ne les remplacer par leur valeur qu’au
dernier moment. Cela facilite a la fois la vérification des énoncés et la possibilité pour
le lecteur de modifier notre choix de paramétres avec un effort moindre. Par ailleurs, le
lecteur qui suivrait les (nombreux) calculs de cette démonstration constaterait que les
inégalités sont trés larges pour les constantes numériques. Ainsi, outre la simplification
des expressions, nous espérons nous prémunir ainsi d’une erreur de calcul (locale) sans
remettre en cause la validité du théoréme I1.2.1.

2. Pour la démonstration, nous pouvons supposer que les nombres (; sont des entiers al-
gébriques. En effet, on se raméne aisément & ce cas en multipliant la forme linéaire A
par un dénominateur (€ N*) des ; (1 < i < d), dénominateur qui peut étre choisi plus
petit que b (défini au théoréme I1.2.1).

3. Dans tout ce qui suit, nous supposerons que (A, L) est principalement polarisée (voir
remarque qui suit le théoréme I11.2.1).

§ 5.a. Choix des paramétres, du fibré hermitien de départ et de la
filtration

Liste des paramétres

Dans ce paragraphe, le polynome de Hilbert-Samuel de G sera relatif aux plongements de
G, dans P! usuel et & celui de A dans un espace projectif PV, déterminé par le fibré trés ample
L®3. Ainsi, via le plongement induit de G dans P! x PV, le degré de G vaut 3% deg, A = 3¢d..

Soient Sy < S des entiers naturels, lN)O, lN)l, i x, xg, Cy des réels strictement positifs.
Comme dans la premiére partie, 150 et 51 sont des paramétres fixant des degrés (partiels)
de polyndmes, T et fo sont des « ordres de dérivations », S et Sy sont des « nombres de
points » dans 'extrapolation, x et xy sont des variables d’ajustement vis-a-vis du lemme de
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zéros. Posons T# = xoT et T = [T#]. Nous supposerons que S + 1 > (3/2)¢C;. Choisissons

un réel .
Zo 2 Ll),v X l .
Co(deg G)Do D1

Lorsque G’ est un sous-groupe de G, nous notons r’ la codimension de G’ dans G. Posons
alors

T = inf
G/'CG , tq/CW

G/ connexe

~\ -1
T " (S +1)deg; G’
51 3T/_10050 degr A

Cette borne inférieure est un minimum (c’est immeédiat car ' et deg; G’ sont des entiers
naturels). Notons G un groupe (algébrique, connexe) pour lequel x est atteint. L'hypothése
sur zo implique x < z, en prenant G’ = {0}. Posons D; := [xoD;], Dy := [x D] et

o\ -1 -
ot —ato (LY (83 10, &
0 Dy 3-1Cydeg; A

On notera que 7, la codimension de G dans G, est strictement supérieure & 1 car sinon
dimG =dimG — 1 =dim W et donc W = tg, ce qui est exclu a cause de la transversalité de
W dans tg, ® ta,. Comme S+ 1> (3/2)¢Cy par hypothése, 'entier Dy est non nul.

Proposition I1.5.1. 5
1. D est un entier non nul (i.e. xoﬁl >1)
2. OO > 444
3. T > 6% d! (deg, A) max {51, Sf)—fl}

alors il n'eziste aucune section non-nulle de H°(P* x A, O(Dy) K L=3P1) qui s’annule le long
de W a Uordre (d+ 1)T en les points de I'p((d 4 1)95).

Démonstration. Si nous notons i : A — PV, le plongement induit par le fibré trés ample L®3,
la section s € T'(P!, O(Dy)) ® T'(A, i*Opn (D)) provient* d’un polyndome P, bihomogéne de
bidegré (Do, D1). Si la proposition I1.5.1 est fausse, ce polynome s’annule & 'ordre (d+1)T le
long de Wen I'p((d+1)5). D’apreés le lemme de zéros dans les groupes algébriques commutatifs
de Philippon [63], il existe un sous-groupe connexe et propre G* de G tel que

S)+ G*(K)
G*(K)

. r
peodimwWiias » card ( ol > x #(G*; Do, D1) < 2%d! #(G; Do, D1) . (16)
Nous allons distinguer plusieurs cas & ’aide du fait suivant :

Fait : Si G* est un sous-groupe algébrique connexe de G, x A alors il existe une sous-variété
abélienne A* de A telle que

*Comme L®3 est normalement engendré, le sous-schéma fermé i(A) de PV est projectivement normal, ce
qui signifie que, pour tout entier n > 1, le morphisme de restriction naturel

H(BY, Opn (n)) — HO(A, L")

est surjectif (voir [12], pp.190 — 193).
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Le cas abélien non-homogéne

0 G* = {0} x A*
ou

U G =G, x A”.

e Sitgs C W, onacodimyW Ntg- = codimgG*—1 = r* —1 et, nécessairement nous sommes

dans le cas 0. Alors l'inégalité (16) devient

< Dg

T\ ™' (S+1)deg; G*
24d! x 37" ~ldeg; A —

Dy

Comme "> 1,ona T > %xof donc T/Dy > T/(2D) et (17) devient

44d! \ D, 31Dy deg; A

~\ -1

1 (T) (S+1)deg; G*
ce qui contredit la définition de z car Cy > 4%d!.
e Sitgs € W, les cas [ et [ sont possibles :

Cas O: On a

* *_ deg A *_
T" 1) < 24qrgr—t. —eL->  p,pr-1
(S—I— )_ 3 degLG* 0o

ce qui implique

*

T\ . deg; A)D
IO(S + 1) —_— S 2dd‘ 3T 71' xZ- M
2D1 (degL G*)Dl
donc, comme r* > 1, on a

T(S + 1)g
x> =
24+1d! x 3" =1 Dy deg; A

> x0 -

Cette inégalité contredit la définition de .
Cas O : D’apreés 'inégalité (16), on a

T T
<—> deg; A* < 6%d! deg; A
Dy

et comme T/D; > T/(2D;) et 7* > 1, on a

T
—_ S 2 X 6dd' degLA
D,

ce qui est impossible.

Dans aucun cas, le groupe G* ne peut exister et la proposition est démontrée.
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5. Démonstration du théoréme

Choix du fibré hermitien

Par choix du corps £, il existe un modéle de Moret-Bailly

<7r : o/ — Spec Ok, Z, {emp : Spec Of, — Y (21)

,...,(d+1)s>

de (A, L, Tp((d+1)S)). Le schéma 2" := Py, x & est lisse et quasi-projectif* sur Spec Oy,
et le schéma en groupe 4 := G, x & est un ouvert (lisse sur Spec Oy) de 2. Sur ce schéma,
nous considérons le fibré en droites

M = Ogy (Do) WL
k

que nous munissons, aux places infinies, des métriques hermitiennes induites par produit ten-
soriel et pull-back des métriques de Fubini-Study sur O(1) et des métriques du cube sur .Z.
Notons & := I'(Z, #) le Or-module projectif de type fini des sections globales de .. Il
est de rang (Do + 1) (3D;)? (ici h°(A, L), la dimension de I'espace des sections globales de
L — comme L est ample, c’est aussi égal a la caractéristique d’Euler-Poincaré x(A, L) de
(A, L) — vaut 1 car la polarisation est principale). Nous munissons & d’une structure de fibré
hermitien & = (&, (IIllz.» )or—c) en définissant, pour tout plongement o : k — C, et tout
élément s € &, la norme hermitienne :

32::/ s(2)|%,  dpe(z 22
s[5 , . Is(2)[157 o dpto () (22)

ou du, est la mesure de probabilité sur 2, (C), invariante par le produit du groupe unitaire
U,(C) et du groupe des translations de A, (C) (dp, o< wpt A ¢1(L,)%). Nous aurons besoin
également de la norme infinie :

Islloc,e := sup_|ls(z)ll 7, -
x€Z5(C)

En comparant ces normes et grace au travail [39] de P. GRAFTIEAUX, nous avons l'inégalité
suivante, dite « de Gromov » (voir note *, p. 68) :

Lemme 11.5.2. On a

1 g ||o0,0 d2
> log sup Isollooo < log(Do+1) +d log(D;) + — max {1, hp(A)} +4d* (23)
[K:Q] 2= . “s,eanior | 150z, 4

Démonstration. La démonstration de ce lemme ne pose aucune difficulté si on utilise la pro-
position 2.11 de [39] (c’est ici que 'hypothése « principalement polarisée » intervient). Plus
précisément, avec les notations de cette proposition, le lemme s’obtient en décomposant s,
dans la base orthonormée

(Do+1)" _ py—hwn
( (Do — h)IA! A h=0...Dg 24

£=1...(3D1)4

de &,. O

*I1 n’est pas nécessaire ici d’avoir un schéma projectif car le degré d’Arakelov des sections d’une puissance
de L est calculable explicitement (voir proposition 11.5.3 ci-dessous). Dans [22], J.-B. BOST présente une
minoration du degré (d’Arakelov) de ce type de fibré lorsque & est remplacé par un schéma intégre, de type
fini, plat et propre sur SpecZ. De la sorte, si nous ne cherchions pas des constantes explicites, la (simple)
adhérence schématique de A dans un espace projectif sur Oy aurait pu se substituer au MB-modéle. ..
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La proposition suivante est le calcul explicite du degré d’Arakelov normalisé de & (voir [19],
§ A.2, page 147, pour la définition de ce réel).
Proposition 11.5.3. Le degré d’Arakelov normalisé de & vaut

Do d
deg, & — log{H %} + 3Dy <_%hF(A) + ilog ((3221)2 > . (25)

Démonstration. Par définition des métriques sur &, on a

deg, & = deg, HO(PT, O(Dy)) + deg,HO (o7, £®3D1) .

Le calcul du second terme de la somme est une conséquence immédiate du i) du théo-
réme I1.3.2. Quant au premier terme, considérons

s_/\XXDO

une Og-base du module det H*(Pg, , O(Dy)). Par définition du degré d’Arakelov, on a

deg, HO(PT, O(Dy)) = EeEndet HO(PL, O(Dy))

O(Do)),0
o:k—C

= —log || HdetHO(IP’%,O(Do))

Par définition de la métrique de Fubini-Study et de la métrique induite sur le déterminant,
on obtient

2 _ hyDo—h yh'Do—h'
HSHdetHO(P%,O(Do)) = det << Xo X177, Xo X >)h W

ﬁ X} xPo- H
ﬁh‘DO_ (voir formule (5 68)
Do n 1 voir formule (5), page
et donc
—_— Do (Do +1)!
0(pl
deg, HO(PT, O(D IOHh'DO_
Ce qui clot la démonstration. O
Remarques :

1. Le fibré hermitien & est semi-stable (au sens de [19], § A.3, page 148). En effet, d’aprés
la proposition A.3 de [19], il suffit de montrer qu'’il existe un groupe d’automorphismes
isométriques de &, qui agisse de facon irréductible sur &,. Or, d’une part, le groupe
U,(C) agit irréductiblement sur H°(Pg, O(Dy)) (lemme 11.3.10) et il existe un groupe
(provenant du groupe de MUMFORD K (L), cf. [19], démonstration du théoréme 4.2, page
129) qui agit irréductiblement sur H°(A, L®3P1) puis, d’autre part, le produit de tels
groupes agit irréductiblement sur le produit tensoriel des espaces (lemme 11.3.9). Ce qui
démontre I'assertion.
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5. Démonstration du théoréme

2. Nous pouvons donner une formule tout a fait générale pour le degré d’Arakelov de
H:=HYP™ x --- x P, O(dy, ..., dy))
(muni des métriques de Fubini-Study) :

. 0
— —  dimH d; +n;
H= g 1 I;
48 2 o8 { < n; ) }

=1

ol

ol om @)

h=(hg, ..., hn,;)ENTi T1
|h|=d;

Cette quantité I'; est étudiée en détail dans |51 (voir également lemme 4.2.1 de |67]).

Choix de la filtration

La partie analytique de la démonstration du théoréme II1.2.1 repose sur la méthode de
Baker. C’est ce qui détermine le choix de la filtration. A un élément s € &, nous associons
(via le morphisme ¢ défini ci-aprés) les jets d’ordre 2(d + 1)T (resp. (d + 1)T') le long de W
en les points mp pour m € {0, ..., Sp} (resp. m € {So+1, ..., (d+1)S}). Avec une écriture
trés imprécise (mais utile pour 'intuition), nous avons

o(s) = (O s(mp))
ou (m, t) varie dans

._ _ (It <2(d+1)T et 0 < m < Sp)
V= {(m’ t); ou (|t| < (d+1)T et So+1<m < (d+1)S)} '

Le Okg-module F' est construit de maniére ad hoc pour « accueillir » ces différents jets. L’en-
semble V est muni de 'ordre lexicographique. L’espace vectoriel F est alors isomorphe a

@ K. La filtration (F};) de I est alors simplement définie comme 'annulation des i pre-
(m,t)ev

miéres composantes de [ :
i=(m,t) et ;@ K= ) K .
(m/7il)2(m7£)
La notion de voisinage infinitésimal va nous permettre de donner un sens mathématique précis
a ces considérations.
Etant donné un entier ¢ € N, rappelons tout d’abord (voir appendice C, § C.2) que S‘(f,)
désigne le voisinage infinitésimal d’ordre ¢ le long de W (en la section nulle de G). C’est un

sous-schéma fermé de G. Pour m € {0, ..., (d+ 1)S}, notons S\ le sous-schéma fermé de

W,mp

G obtenu a partir de SI(,? en translatant par mp, et notons Sw,mp I’adhérence schématique de
SW dans 2. Considérons F le O)-module :

;mp
d+1)S
= @ ”* ‘ SEEDT) @ Tl (@) (26)

m= SQ+1 W,mp
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Le cas abélien non-homogéne

ol
M——
£
S‘(/V>mp

désigne la restriction du fibré .# au sous-schéma fermé Sl(f,)mp de Z et ¢ : & — F'le morphisme
de restriction. D’apreés le choix des paramétres et la proposition I1.5.1, ce morphisme est injectif.

Soit K\ le faisceau d’idéaux définissant SWm dans Sé?,iﬂ)ﬂ (resp. dans Sme )) lorsque
m e {0, ..., S} (resp. me {So+1, ..., (d+ 1)5}) Notons que le paramétre 7', ’hyperplan
W et le pomt p sont sous-entendus dans la définition de IC%) ; ces données étant fixées, il n’y
aura aucune confusion possible. On a K5 ™™ = {0} si m € {0, ..., So} et KX = {0}
sime{So+1,...,(d+1)S}

Pour m € {0, ..., So} et £ €0, ..., 2(d+ 1)T'}, considérons le Ox-module

(d+1)S
(0)
Fom(as1)Tre41 = T ‘ ST EB@ %H”* 'S(Q(d+1)T) @a ?HW* ‘W;m (27)
et, pour m € {Sy+1,..., (d+1)S}tet £€{0, ..., (d+1)T}, nous posons
(d+1)S
F(So+1+m)(d+1)T+E+1 = W*K( ) //[W @ u §n9+1ﬂ*//l‘w (28)
mp ;ap

(Fo(so+1)(a+1)T+1 est défini deux fois . .. pareillement !) Soit N := (So+2+(d+1)S)(d+1)T+1
le nombre de pas de la filtration :

En considérant i = 2m(d+1)T + ¢ ou (So+ 1+ m)(d+ 1)T + ¢ selon que m < Sy ou m > S
(nous dirons alors que le couple (¢, m) est associé a i), le quotient

Gi = F’L/F’L“rl = kel“ (W*%S(Z) W*% (Z+1) )
W,mp me

est sans torsion. De plus le Og-module G := SW¥ ® &, a (01‘1 w=wn t%K) s’injecte

naturellement dans G; (par définition de I'image schématique, S egt un sous-schéma fermé

W,mp
de S‘(/@ = Spec (O W@ ---® SW), cf appendice C, pour plus de détails), et les K-espaces
vectoriels G, ® K et G; ® K sont isomorphes. Malheureusement, en toute généralité, I'injection
G — G; n’est pas un isomorphisme (sur Of) et le conoyau de cette application est de cardinal *
< ¢! Dans le cas particulier ot W est I'espace tangent d’un sous-groupe lisse de ¢ (ce qui est
impossible ici pour nous !T), les modules G, et G; sont isomorphes (pour tout 7). Nous aurons

*Signalons & ce propos une erreur dans [19], ot la torsion du conoyau était négligée et, en l'occurrence,
cela n’avait aucune conséquence importante sur la démonstration ; seules quelques constantes devaient étre
revues & la hausse. Cette erreur a été corrigée ultérieurement par 'auteur lui-méme (J.-B. BOST) et ce n’est
qu’apreés avoir obtenu une « merveilleuse » (et néanmoins réaliste) mesure d’indépendance linéaire, ot tous les
logarithmes « en trop » des hauteurs du point p et de 'hyperplan W disparaissaient, que je prenais conscience
de cette erreur ...

"Le procédé de réduction de N. HIRATA-KOHNO, que nous utilisons ici et qui positionne I'hyperplan W
transversalement a tg,, est la cause de cette difficulté.
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5. Démonstration du théoréme

I'occasion de donner un exemple ol ces deux modules sont isomorphes au § I1.5.d. Le lemme
suivant est un lemme clef pour obtenir une minoration de |A| optimale en la hauteur h(W) de
Ihyperplan. Il est de nature arithmétique.

Lemme I1.5.4. Notons, comme dans la premiére partie (voir définition I.14.1, p. 37), pour
l, h des entiers naturels non nuls,

5g(h):ppcm{i1...ih/; 1<K <h, ij e N*, i1+---+ih/§€} .

Alors, pour tout i € {0, ..., N =1}, on a 6,(Dy)-G; C G} ou { est Uentier correspondant a
1, dans la construction ci-dessus.

Démonstration. La preuve de ce lemme repose sur les mémes arguments que celle du lemme 1.14.5
et elle se simplifie 1égérement en évitant le recours aux formules d’additions sur la variété abé-
lienne A.

Nous allons montrer que, pour tout idéal ‘B C Ok, d’anneau de valuation Og, on a
I'inclusion (Sg(DO)- G; R0 Oqg - G; Ko 0;}3.

Soit
%sp =% X Spec O(p
Spec Ok
et, pour lentier m € {0, ..., (d + 1)S} associé a i, désignons par éﬁ;m le complété formel

de Zy (ou de & x Spec Og, ce qui est la méme chose) le long de (I'idéal de définition) de
Emp € Z (Ok) € Zp(Ogp). Le schéma formel 2, est le translaté par €,,p, du groupe formel

Zp0 sur Spec Ogp. On se ramene ainsi & m = 0. Comme Zyp — Spec Ogp est lisse et Oy est un
anneau principal, nous disposons (proposition 1.5.2, premiére partie) d’un isomorphisme (de
schémas formels)

P == Spect Og[[Xo, X1, .., Xd]] (30)

compatible avec le scindage G, x <7 (ainsi @am = Spect Og[[Xo]]). La structure de groupe
formel de 2%, se transporte alors sur Specf Og[[Xo, X1, ..., X4]]. Notons

0(Xo, -y Xa) = (Xo, 1(X1, ooy Xa)y ooy La( X1, -, Xa)) € K[ Xo, ..., X%
le logarithme formel de @m (relatif a la base (e, ..., e4) de tg). L’homorphisme canonique
Vil (L, ) @ O = T Zgn, M) = Ogl[Xo, .., Xl
associe & une section s € I' (2", #) ® Oy une série formelle

vis)= D, O XXy
iENd+1
0<ig<Dg

Le point est que s s’annule le long de W en mp a Pordre ¢ si et seulement si
V(S)(ﬁlfl + -+ Bala, X1, ..., Xd) S (Xl, RN Xd)é ,

car si zp, ..., zq désignent les coordonnées sur espace tangent tg, les idéaux (2, ..., zq)" et
(Xo, ..., Xg)" sont égaux (z; = ;). La structure méme des coefficients du logarithme formel
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Le cas abélien non-homogéne

(qui provient de l'intégration d’une forme différentielle a coefficients dans Og, voir appen-
dice C) implique que 'unique polynome homogeéne de degré ¢ qui représente d,(Dy)- v(s) (811 +
oot Bala, X1, oo, Xa) dans (X1, ..., Xg)*/ (X1, ..., Xg) est a coefficients dans Og, ce qui
signifie que le jet de d,(Dy)- s, d’ordre £ au point mp, appartient & &, ,.# @ Oy, i.e.
6¢(Dy)- G ® O C G @ O .
L]

Ce lemme contient les estimations des normes ultramétriques ( i.e. la partie finie de la hauteur)
du morphisme
©i : éaz - Gl )

déduit de @, on & := ¢ 1 (F}).

§ 5.b. Pente maximale des fibrés hermitiens quotients

Soit P : tro, =W la projection sur W parallélement a tg, :
P(xoeg + -+ + xgeq) = x1€1 + - - - + Tg€q

ou & = e; + Bieg € W (cela est possible car 3; € O, voir remarque précédent le § 11.5.a).
Notons, pour ¢ € N*, P} : SEWY — Set‘:%K I'injection induite par P. Nous conférons au Q-
module t 4 = ty la structure de fibré hermitien décrite au § I1.3.b., qui se transporte & S,
comme expliqué au § I1.3.b.. De I'égalité (4.5) et de I'inégalité (4.6) de [22|, nous déduisons :

ﬁmax (Szt\:fjgoK ®Ok 5;%;,%) = ﬁmax (Sgt\i"ffoK) + degnsq*npf//l

< L (fimax () + 2(d + 1) log(d + 1)) + Do- hggy(muo) + 3D1- h(ma)

ol h est la hauteur de Néron-Tate relative & (A, L) (¢f it) du théoréme I11.3.2). De plus

L
v _ 1 1
ty = We, 0, ® Wy o, donc

v 75) = 0 o () e ()}

. +
e ()
Avec le lemme I1.3.11 et la proposition 2.14 de [39], nous déduisons alors le

Lemme I1.5.5. Pour tout £ € {0, ..., 2(d+1)T} et m € {0, ..., (d+1)S}, on a

ﬁmax (SthQfOK ®Ok 8;erp'%)

< 2(d+ 1)T ((d + 1)hp(A) + 10d°) + Dy (1og(\/§(d +1)8) + hWeﬂ(uo)) + 3Dy (d + 1)25%h(q) .
(31)

Le terme de droite de I'inégalité apporte la contribution arithmétique dans l'inégalité de
pentes. La partie analytique apparaitra au moment de I’évaluation des normes du morphisme
©; qui sera attaché a ;.
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5. Démonstration du théoréme

§ 5.c. Rang d’un sous-fibré
Lemme I1.5.6. Soit io := 2(Sy + 1)(d + 1)T + 1. Si
S/SO Z 8d+1<d+ 1)d+100

alors p
A (32)

Démonstration. C’est 'analogue du lemme 1.11.1 (page 28) de la premiére partie de la thése.

Comme nous sommes dans le cas « non-périodique », la démonstration repose sur le choix de
So. En adaptant la preuve du lemme 6.1 de [30], on montre que

Xrgé .

d r+1
rg(%02<1—8(d+1; C()So>

§ 5.d. Entracte

Ce paragraphe est totalement indépendant de la démonstration du théoréme I1.2.1 (mais

les notations restent cohérentes).
Dans un soucis didactique, nous allons détailler le lien qui unit G; et G} (§ IL5.a.) dans le cas ou le groupe
algébrique est G2 (sur Z) et W est 'espace tangent de

G’ =Dy (Zd/(m, ceey Cld—1,1).Z)
= {(Ih ceey Id); x‘fl Izd_—ll :xd}

avec a; € Z. Le point p ne jouant aucun role particulier, nous prendrons lga (i.e. la section nulle £). Le
groupe G’ est lisse sur Z (voir le corollaire C.4.9 de I'appendice C). On plonge GZ dans P := (P!)? via le

plongement usuel de G, dans P et .# = Op(Dy, ..., Dy) est le faisceau dont les sections globales sont les
polynémes multihomogénes en (Xéz), le)i:lw,d, de multidegré (Dy, ..., Dg). Les sections de G¢ sur Z
s’identifient alors aux fonctions holomorphes P(e*!, ---, e*e), ou P est un polynéme a coefficients entiers et

de degré partiel par rapport & X; inférieur ou égal & D;. Notons, pour ¢ € N, 2, ’ensemble

d-1 ij
s (= P(e71, -+, €0)) € Dt (C), exp” O ) H(ai”jai) P(c*1, -+, e*0)(0) = 0 pour |i] < ¢
0 U (55 o5,

et R le Z-module

Vect, l (ﬁ i +a i v P(em ezd)(o)
2l a a2 TV oz, o
Jj=1 lal=¢,

2y

Alors G, = SWY @ e* M et G; = SW' ® e* M @7 R. Nous allons montrer que R = Z. Pour cela, considérons
X(X-1)-(X—-n+1)

An(X) = nl )

le n'm¢ polynome de Fel’dman (Ag(X) = 1 par convention). Soit (ps)a les coefficients d’un polynome P
comme ci-dessus. Pour i = (i1, ..., iq_1) € N9 nous noterons

Qi(Xla ey Xd) = Zpg' Ail(al —l—adal) B 'Aidil(ad—l + Oédadfl)'Xf(l .. X((ild .
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Le cas abélien non-homogéne

Alors, pour tout i € N1 il existe des nombres rationnels p; ; (|| < |i|) tels que

d-1 i
0 0 \"”
2 taj——) P(e™, -, e )0 33
T (57 +ags) P ) (39)
j=1
soit égal a
d-1 ) ) Jh
g1 Qi(1, ., 1) + pii I (5 +ans—) Ple™, -+, e*)(0) . (34)
X . 8Z}L 8zd
l71<ll h=1
En particulier, lorsque les dérivées d’ordre < |i| = £ de P(e*, ..., e**) (en 0 et le long de W) sont nulles (ce

qui est le cas dans le quotient G;), le coefficient de Taylor
d—1 i
1 0 0 \"’
Il . P, ... 24\ (0 35
i1 ig_q! =1 (8zj +Q]8zd> (6 ’ '€ )( ) ( )

est un entier relatif. La démonstration (élémentaire) de 'égalité de (33) et de (34) consiste & écrire X™ dans
la base {1, X, ..., X" 1 A, (X)}:

X" =nlAn(X) + pn a X" g

Le fait que le coefficient de Taylor (35) soit un entier découle aussi immeédiatement du théoréme C.5.6 de
Pappendice C appliqué & G’ — Spec Z, qui est un morphisme lisse donc différentiellement lisse. En conclusion,
ce lien entre dérivées divisées et polynémes de Fel’dman explique pourquoi les mesures d’indépendances les

plus précises connues & ’heure actuelle concernent le cas rationnel homogeéne.

§ 5.e. Reprise analytique
Rappelons que ¢; : & — G; désigne le morphisme déduit de ¢ et posons

Bi := P} o (64(Do). i) : & — Sftv%K R0y, Emp . - (36)

C’est un morphisme de Og-modules. Nous allons appliquer 'inégalité de pentes (proposition
4.4 de [19]) &

((B): ("8, @ gty (B0)i)

N-1
deg, & < Z (rg & —rg &it1) (ﬁmax (SZ%@K ® Epp ) + m > log \@\b) (37)
1=0 o: K—C

ot ||.||» est la norme d’opérateur de @; (nous 'examinerons en détail au paragraphe suivant).
L’estimation du degré d’Arakelov de & a été I'objet de la proposition I1.5.3 et la pente maxi-
male de StY, ® e, a été majorée au lemme 11.5.5. Il ne reste donc qu’a évaluer les normes
archimédiennes des morphismes ;.

Remarque : nous avons composé ¢; avec Py (pour définir ¢;) afin d’éviter que ce ne soit

la pente maximale de S‘WY ® e}, . qui intervienne dans l'inégalité (37). En effet, si W
est muni des métriques induites par celles de 4, la pente maximale d’un tel fibré contient
le terme T-h(W) (ou h(W) est une hauteur de 1'’hyperplan), d’aprés le lemme 5.7 de [19].
Comme le paramétre T est proportionnel a A(W), on ne pourrait alors espérer obtenir une
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5. Démonstration du théoréme

mesure d’indépendance linéaire optimale (i.e. linéaire) en h(W). Le cotit de ce subterfuge est
des estimations archimédiennes plus délicates et un terme

1 1
7oa 2 e, )

o : K—C

de la mesure d’indépendance (de I'ordre de h(W)) que je ne sais pas expliciter, sans avoir
recours & une base de l'espace tangent g, i.e. sans accepter de perdre un peu du caractére
mtrinseque de la mesure . ..

§ 5.f. Hauteur des morphismes
Evaluation simple des ||5;]|,

Aprés une description précise des morphismes p; ®, C et des normes d’opérateur ||.||, asso-
ciées, la principale difficulté sera de controler les termes agissant sur la hauteur de I’hyperplan,
en évitant soigneusement de faire apparaitre la puissance "¢ du maximum de 1 et des |o(3;)|
(i=1,...,d).

Soient 0 : K — C une place archimédienne de K et s € &;,. Le choix d’une trivialisation s
de A, au-dessus d'un ouvert U contenant mo(p) détermine une unique fonction holomorphe
Fi(zo, .., 24), correspondant & s (voir § C.2.c de I'appendice C) ; de plus, si nous notons u,

un logarithme de o(p), dont la projection sur t5, (C) est de norme inférieure a 2v/d (c’est
possible d’aprés le théoréme de Minkowski), la fonction Fy s’annule en u, le long de W, a
l'ordre ¢ (pour s € &;). Localement, on a donc

s(2) = Fy(2)- so(w) (38)

oll T = expg, (¢)(2). Par définition,

Gis) € St (€)' ® €y # = Home (sﬂt,%, (C), &* ///)

ma(p)

est le jet d’ordre ¢ tronqué le long de W, en mo(p). Soit (b, ..., bg) une base orthonormée

1
de t4 (C) =tg,(C) ®ta,(C). Si D € S, (C) s'écrit

Zaz“béo"‘bizd

|i|=¢

alors, par définition de la métrique quotient sur S* 4. (C) (voir § 11.3.b.), on a

7!
DIy, 0= 3 Jasl x & (39)
lil=¢
Si, maintenant by est une base orthonormée de tg, (C), (b, ..., by) une base orthonormée de

W,etD=> aipi alors

=) agpgbit---by

iend
li[=¢
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et

a \" ( B )“
Bil)(D) = 8u(Do) | D ooy = o Flmuo + z1by 4+ 24ba) (0) | -so(mo(p)) -
lil=¢ ' '
(40)
Notons que le membre de droite de cette égalité est bien indépendant a la fois de la trivialisation
so choisie car s € &, (les dérivées le long de W, d’ordre < ¢ sont nulles) et du choix de la
base by, ..., by de W,. Choisissons la trivialisation sy pour laquelle

1
Iso(me (P)lle;pir.0 = w e~ 3Dl

(1 + |mo(ug)|?)Po/2 (voir équation (6))

ol ul est la projection de u, sur ta_ (C) (le vecteur u) est aussi un logarithme du point q,
défini p. 63). Alors

2 o (aiyd
9i(s)(D)llex,.r,0 = Z ao,i)- - . N Fy(mug + 21by + - 4 24b4)(0)

mp ' o
li=¢ 1- 1q: (41)
1

—5Dim?ug |,
X Aoty X € 2 e x 8y(Do)

Cela ne dépend que de la classe de u, dans tg,(C)/Qg,(C) (i.e. seulement de o(p)). Par
définition, on a

~ @i (s)(D)lex, .0
16i(s) | stte (e, a0 = D . (42)
DeStg, (C)\{0} H ”SZtGG(C)
et
~ 19i () | st (Cyv@er. .z,
13ils = sup N Eeh 7 (43)
SG&,U HSHE7U

Apreés cette phase préparatoire, nous pouvons énoncer la

Proposition I1.5.7. Pour tout plongement o : K — C et tout i = (¢, m) avec |[¢| < 2(d+1)T
et0<m<(d+1)S, ona

~ Ad DB EDT b4 s
Bl < AP sapinass) o flslee | "
da’(e()a WO’) 0 s€&;,5\{0} ||8 Zo

Démonstration. Quitte a réindexer {ey, ..., eq}, nous pouvons supposer que e; ¢ W. Consi-
dérons (eq, fi, ..., f4) une base orthonormée de t4; (C) telle que

L. (f, ..., fa) est Vorthonormalisée de Schmidt de la famille {o(3;)e; — o(01)e; }o<j<a de
W, Nta, (C).

2. fl c tAU(C).

3. ep est la base canonique de tg,.

88



5. Démonstration du théoréme

Soit x1 la coordonnée relative & e; de f; dans la base (e1, fo, ..., fq) de ta, (C). On a z; #0
et

1
I dg(l’l €1, Wo’ N tAU ((C))
|21
1
= da(fl’ WamtAU((C))
|21

_ 1
|1]

ds(e1, WeNta, (C)) =

Comme
dy(e1, Wo Nta,(C)) = dy(er, Wo) = [o(81)] ds(e0, Wo)

(car e; + o (01) eg € W), on en déduit

1

m > |5U1‘7(/81)’ . (45)

De plus, pour i € N4*1 de longueur /,

Py(eid fit ... fity — (fr+ai0(Br)eo) f32 -+ [yt siig=0,
0 d 0 si ig # 0.
D’aprés I'équation (40), pour D = az- el fit -+ fit € Sy, (C) et s € &4, la norme

16:(8)(D)legpot 0
vaut

50(Do) x [lsolle5,

A o) ()" ()"
Z%o,w(al i 1)3:100) <82> <8d> Fs(mu, + 20e0 + 211 + -+ + 24fa)(0)
|i|=¢

Comme Fy(mu, + zpeg + 21f1 + + -+ + zafa) est polynomiale en zy de degré < Dg, on a

1 3} 0
il (8,21 o(Br)z1 0> <8Z2> 8zd) s(mug + zoeo + z1f1 + -+ + zafa)
min {41, 0 “—jo lé) la
o ) () (25)" (%)
= Y (o(B)a) (i1 — jo)lial -7 Fs(muy + zoeo + 2z1f1 + -+ + 2afa) -
Jo=0 Jo! (i1 — Jo
Donc

1 (5)(D)lles, .0 < 66(Do) x max {1, |z10(B1)[}7 x (Do + 1) x (Z a(O,i))

| lil=t
L))

mp 0

X max
jENd+1

l7]1=¢
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Le cas abélien non-homogéne

Z‘CLOZ|_Z| OZ|\/7\/7[—”D”SH§X C)XdZ/Q
li|=¢ li|=¢

(Cauchy-Schwarz) et, pour tout réel r > 0,

Or

1/0\: 1 .
i (8_g> Fy(mu,)| < ﬁ , Igl[(z]i);ﬂ{\F s(mu, +re 00 0 + re’91f1 4+ -+ rewdfd)\}
donc
d¢(Do) 0/2 1
v o S ————— x(Dg+1 x d'? x  su s(@)|— .} x =
1B ste et < ey X Do+ 1) b (@7, %

Do/2
<1+(m’0(u0>‘+g)2 ! o3 Drlllmug L, o+rd)* =5 Dim?|lug |7,
1+ (mo(uo)|)

(voir 'équation (38) reliant s et Fj). Choisissons r = —. En majorant

1+ (m|o(uo)|)?

par 1+ 2r et 6,(Dp) par (4Dp)* (lemme 1.14.2, p. 37), on trouve :

@i

l . 5
o < — (4Do) s dIT SFABE (5 +8d15S) sup [slloc,r |
dy(eo, Wy)Po sego\o) | 18z,

Ce qui achéve la preuve de la proposition. O

Estimation fine des ||3;||s,

Les notations sont les mémes que celles du paragraphe précédent, mais tous les calculs sont
relatifs au plongement initial oy de K dans C (c’est pourquoi nous omettrons parfois U'indice

0o). En particulier, by, ..., by est une base orthonormée de W Nta(C), obtenue par le procédé
d’orthonormalisation de Schmidt & partir de {3;e; — (1e;};. Notons f1 = fi + z101 €. La
famille f = {f1, fo, ..., f4} est une base de W @ C. Nous allons montrer que, pour i € N%

de longueur ¢, les (modules des) nombres complexes %D%Fs(mu) sont plus « petits » que le
majorant fourni par I'inégalité de Cauchy (comme au § précédent). La méthode consiste —
comme dans le cas « classique » (voir § 1.13 de la premiére partie) — a utiliser la petitesse
(en fait ici la nullité) des dérivées (le long de W) en les points m'u avec m’ < m et réaliser
une extrapolation « a la Baker ».

Rappelons que (ug, w1, ..., ug) désigne les coordonnées de u dans la base (e, ey, ..., €q)
de tg(C) (voir § I1.2). Définissons

w = (frur + -+ + Baug)eo + uier + - - - + ugeq
= ui(e1 + Bieg) + -+ + ualeq + Baeo) -

C’est un vecteur de ’hyperplan dont la distance & u est exactement |A| = |ug—Gruy—- - -—Baual.
Avant de démontrer la majoration principale de ce paragraphe, nous aurons besoin du
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5. Démonstration du théoréme

Lemme I1.5.8. Pour tous s € &, t € NY et m' €N, on a

Lptp (m'w)| < m' x [A] X [|s]oo x dHFT x s\
T = > d(eo, W)

w1 (m2 ||, +1)

1

—DeFy(m/u) —
ﬂ f s( ) (46)
X max {1, m’|u0|}D0 X e

Démonstration. D’aprés I'égalité des accroissements finis, il existe xy € [0, 1] tel que, pour
tout r > 0, on ait

t!

1 1
HDf;Fs(m’u) - —D%Fs(m’w)‘

=m/|A| ’a%) <%DEFS> (m'a — zom/A.ep)

1 . Lo~ . .
<m' x |A| x —— x max |Fs(m'u—zom'A.ey + re%eq + rett fi+ re’92f2 + -+ rezedfd)
Pl g (0,24
J ’
< / A 1 1 / /A 1 ) DO/2
<m’ x [A] x mIES 8]l % (1 4 (muo| + m/|A] + (1 + [z161]))?)

/; i0 10 2
% 6ngllm W treift fitotrel®d fo2

Nous pouvons supposer que |A| < |ug|, car, dans le cas contraire, le théoréme 11.2.1 est banal.

Choisissons également r = 1/d. Alors

D
1 1 > 0
DFF(m') = S DEF(m'w) | < i |A] x s x d2 <m>

D D 21y’ 112 1/d
x max {1, m/|ug|}° x €" Lm L, o +1/d)

ce qui conclut la démonstration. O

Soit f la fonction analytique d’une variable complexe définie par

f(z) = %’D%FS(ZW) ou li| < (d+1)T .

Ecrivons w dans la base (ﬁ, fo, «ooy fa) de W
W = wy fi +wafo+ -+ wafs .
D’apreés la formule de dérivation a plusieurs variables, pour tout entier naturel /¢, on a
. . i+j
1 AN . D
i O (2) = Z ( ' —>w11~~-w;d_f7,.F (2w) |
ljl=¢ c=

dont nous déduisons la majoration :

T d+1)T LN
oIngngso {E ‘f( )(h)‘} <(d+ |wi| + -+ ‘wd])( +1T o 01;}12)50 {ﬁ ‘Dst(hw)‘} . (47)
0<e<(d+1)T [71<2(d+1)T =

Or, d'une part, le réel |w| 4 - - -+ |wg| est majoré par Vd (Jwy > + - - -+ [wa|?)/? = Vd |W||1. 0
ou u =wiyf1+- -+ wyfq est la projection de u sur ta(C) et, d’autre part, la nullité du terme

91



Le cas abélien non-homogéne

D%Fs(hu) (pour |j| <2(d+1)T et 0 < h < Sp) entraine une majoration de ’%D%Fs(hw)), en

utilisant le lemme I1.5.8 précédent. Avec l'inégalité (47), nous obtenons alors

5 PO 0T (@ g )T 8, (s "
4 B 70 d(607 W)

B
ogoe_g(EJr?)T (48)
X max{l, So‘U0|}DO eDl(WSSHu/”QL,aO—FW) |A| X HS”oo .
Lemme I11.5.9. Soit £ un réel > 1. Alors
’f’ < d(d+1)T 8mE DO eﬂD1(16m2E2||u/||%70.0+1) HSH (49)
Démonstration. Posons R := 4mFE. D’aprés I'inégalité de Cauchy, pour |z| < R, on a
p g Y, P )
1 nF 04
|f(2)] < — x supq |Fs(zw + et f1 + -+ re'’d fy)
rm 0;
< 1 % (L (R rPlaa i) P72 BP0 o
riz
donc, en choisissant 7 = 1/d et comme R = 4mE (ou E > 1), nous obtenons
i 8mE \""  piemzEwz,, +1/d)
’f‘RS d* x m X e L,o0 X HSHOO
puis le lemme. O
Proposition I1.5.10. Pour tout i > 2(Sy +1)(d+ 1)T 4+ 1, on a
_ 60m \°° 115l 00.0
||90iHU < S(d+ 1)4(d+1)T 67rD1 <—) X sup ,00
’ d(eq, W) s€ion | 115117 0
1 1 (d+1)T'So 1\ (@+1)TSo—Do v
x o (DS (1 2, S [+ L DIS B 1o
So FE
(50)

Démonstration. Utilisons la formule d’extrapolation du lemme 1.13.3 (page 35) avec R = 4mFE,
r=m,T; = (d+ 1T, Sy := Sp. Avec les inégalités (48) et (49), et comme m < (d + 1)S,
nous obtenons :

1\ @+)TSo 18(d + 1)§ \ @+DTSo 1
| flia+1ys <2 (E) X |f|4mE+5<(7—|—>> X max {E‘f(f)(h)‘}

So 0<h<5
0<(<(d+1)T

14 Do :
< 5max {1, |muO‘}Do A3+ g <d(Tn;/V)> e™D1(1+SE 10 || Lo) 115l 00.00

18(d + 1)) (DTS
. {((50)) (14 0 ]l00) 7 A

d+1)TSQ—D0
1 ( 202 52|/ 12
. < > 6167rD1(CH'1) S?E?||lu ”L,ao .

E
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5. Démonstration du théoréme

Le lemme I1.5.8 fournit alors la majoration

1 14 Do /
DA 8T (G ) s (T

€0, w

18(d + 1)8 (4T
" {<(870)> (14 [[u']| £, 00) T A

(d+1)T'So—Do
N (l) LOTDL(d+1) S22 w1, L

E

Puis en revenant & ¢; via les égalités (41), (42) et (43), nous obtenons la majoration de la
proposition. ]

Hauteur des morphismes

Proposition I1.5.11. Rappelons que h'(W') désigne la somme

Z o8 o0 ) eO,W)

ch‘—>(C

Alors

Ll Pour tout entier ¢, on a

h(Z;) <5(d 4+ 1)T log(4d Dy) + 4wd*5 SD + Doh/ (W)
0
(51)
2
+log(Do + 1) + d log Dy + dZmax{l, hr(A)} + 4d*

O Pouri>2(d+1)T(So+1)+1, ona

_ SD
h(Zi) <5(d + 1)T log(4d D) + 4wd*® D—1 + Do(h' (W) +5) +log S
0
2

d
+ (m+d)D1 + Y max {1, hp(A)} + 4d*

1 18(d 4 1)8" (@) TS0 (52)
i log { (¥) (14 1012, o) HOT A

(K : Q) So

d+1)T'So— D
< 1 >( JTSo=Do (20042 D1 S2 B2 '3 }
+ E » 70

Remarque : on notera ’absence dans ces majorants des hauteurs de ug et de q, conséquence
du choix des métriques.

La démonstration de cette proposition est immédiate & partir de la définition de la hauteur
de ¢; et des évaluations des normes archimédiennes de ces morphismes, effectuées précédem-
ment.
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Le cas abélien non-homogéne

§ 5.g. Conclusion

A partir de maintenant, nous allons raisonner par absurde en supposant que
(d+1)TS
<18(d+ 1)S> N 6200d2D152E2||u'||%’00 ' (53)

1\ (+1)TSo—Do
: )

(U ) 07 1] < (5

Dans ce cas, pour ¢ > 2(d+ 1)T(Sy +1) + 1, on a

h(@;) <5(d+ 1)T log(4dDy) + log S + Do (h’(W) 15y oelldt 1)S) | log )

(K : Q] (K : Q]

S S2E?||u'||3 d?
Dy | 4md?®® = d + 200d? ———% - 1, hp(A 4d* 54
+ 1<7r D T+ 200 ) + 5 max {1, hp(A)} + (54)
(d+ 1)T'So
Ve E -
K:q ¢

Le morphisme ¢ est injectif d’aprés la proposition I1.5.1. Appliquons alors I'inégalité de pen-
tes (12) (page 74).

deg, & < (1g€ — 1863,) max 4 1(@;) + fimax(G) b + 1865, max {A(3:) + fimax(G:) (55)
i<ip—1 Z0<1<N

(I'entier iy est défini dans le lemme I1.5.6, page 85). Grace a la proposition 11.5.3, si D; > 3
alors

rg& 2

Ces inégalités entrainent la positivité de

degnéo > hF(A) .

d* max {1, hp(A)} + 5(d + 1)T (log(4dDy) + (d + 1)hp(A) + 6d°)

log E
+ Dy <h(uo) FR(W) 45+ 3 log(dS) + —28 )

(K : Q]
S S2E?|[u'||3 ~ (56)
+ Dy | 47d®® = + 1+ d+ 200> ————=2%% 4 3(d + 1)252%h
1 ( ™ DO ™ [K : Q] ( ) (q)
(d+ 1)T'So
O og E -
2[K : Q] &

Aprés un récapitulatif des principales contraintes et du résultat que nous venons d’obtenir,
nous effectuerons un choix de paramétres dont nous déduirons le théoréme I1.2.1.

Résultat intermédiaire

Faisons le point sur ces calculs : supposons

~\d
S+1 T
D 20 2 Faeabs X (151)
O S+1>(3/2)%C
O 33051 2 3

O Cy> 4%l +1
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5. Démonstration du théoréme

T > 671(d))2 max { Dy, 2o}

Al < Juol

S/So > 8d+1(d—|— 1)d+1co

d>1

TSplogE > 40[K : Q]d max {1, hp(A)}

Solog E > 40[K : Q] (11d° + (d 4 1)hp(A) + log Do)

O 0O0oood

S2E2| |2,

TSy logE > 4000d3[K : Q] D, (1 -+ Dio + TKQ + S%(q))

O

0 TSolog B > 40[K : Q)Dod (h(uo) + /(W) +log § + (£
Alors

(d+1)TSo
% ) (57)

Al > ———
A= <18(d+ 1)S
Sous cette forme, la minoration est un peu indigeste. Nous allons choisir des paramétres qui

donnent le théoréme I1.2.1. Le lecteur qui reprend les calculs se convaincra aisément que ce
sont les meilleurs possibles, & la dimension d et a la constante numérique pres.

1 >(d+1)TsoD0

(1 ) 0 ¢

Choix concret des parametres

Nous allons donner un choix des différents parameétres qui apparaissent dans les conditions ci-dessus.
Les constantes numeériques sont trés (voire excessivement) larges, mais pour l'invariant « hauteur de
Faltings » 1ié a la variété abélienne, nous avons essayé de conserver le « bon » ordre de grandeur, qui
ressort naturellement des conditions.

Rappelons que D est un majorant de [K : Q] ; choisissons

Co=4%+1, S=(8d)%5, -1

et posons
log E
log a := 40Dd® <h(uo) +R(W) + log So + 0% ) :
et 2 12 2
S, SSE=|u'||5 . ~
logai == (10d)"D [ 1+ 22 + % + S2h(q) | -
Dy D
Choisissons également
~\d
d)id T
wg i BV (T (58)
Dy D,
Considérons Uy un réel > 0 et posons
~ UO ~ UO g UO
T:= Dy = t Dy:= . 59
SologE %™ logag ¢ U logar + (10d)194 Sy log E (59)
Ces choix de T , 150, D en fonction de Uy impliquent que
zoUy = (8d)*Sy (log ap) | (10d)'0 + logay \* (60)
olo = o {log ao Solog E
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Le cas abélien non-homogéne

et, par conséquent (en revenant aux définitions (59)),

~ log ay d ~ log ag log ay -1
Dy = (84)*Sy [ (10d)*07 + —=—— t Dy = (8d)* —=—= ( (10d)10% 4+ —=— .
zoDo = (8d)™5% (( ) Solog B et zoDi = (8d) log & (10d) 7 + Solog E

1l ressort de ces choix que si, de plus,

Solog E > (10d)'°D (max{l, hr(A)} + log(:mﬁ@) (61)

(cette condition étant facile a réaliser dés que Sy est trés grand) alors nous obtenons la minoration
de |A| donnée par (57). Cette minoration s’écrit simplement

log |A| > —(100d) %00 . (62)

Pour déduire le théoréme I1.2.1 & partir de cette inégalité, nous choisissons 'entier Sy égal & la partie
entiere de

D Dloga
) 20 &~ 1 +
(20d) log E <max{ , hp(A)} + log ( log I >> +1 (63)

ou — nous le rappelons — log a est un majorant de

‘N E2||u/’%0'
max q 1, h(Q)yT’O :

Par ailleurs, d’apres ’égalité (60), on a

Dloga)d

20Uy < (100d)'9°% 58+ (log ag) (1 T Tog B

ce qui donne le théoréme I1.2.1 en remplagant Sy par sa valeur ci-dessus (63) (on notera que le nombre
réel 12
(L+ 181+ +18a)
est égal a m, et ce nombre est donc inférieur & b”, ce qui permet d’obtenir la minoration de
CTO )
ds,(u, W) a partir de celle de |A]).
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Annexe B

Inégalités de pentes et Transcendance
(d’aprés J.-B. BosT)

Ce texte a été exposé lors d’une séance du groupe de travail de théorie des nombres de
Paris 6. Il est essentiellement issu du cours de DEA de J.-B. BOST, donné a I'THP au second
semestre 1997 et de son article Périodes et isogénies des variétés abéliennes sur les corps de
nombres. 11 a été enrichi des remarques faites ce jour 1a par les participants & ce groupe de
travail, tout en restant, néanmoins, minimaliste . ..

§ B.1. Définitions

Soit K un corps de nombres.

Définition B.1.1. Un fibré vectoriel hermitien E sur Spec O est la donnée d’un faisceau
localement libre cohérent E sur Spec O et d’une structure hermitienne C'°°, invariante par
conjugaison complexe, sur le fibré vectoriel holomorphe E¢ sur (Spec Ok)(C). De facon équi-
valente, c’est la donnée d’un Og-module E projectif de type fini et d’une famille de normes
hermitiennes (||.||s)s.x—c sur E, = F ®, C (structure euclidienne si le plongement o est réel,
structure hermitienne si o est complexe), compatible avec 'isomorphisme E, ~ E- induit par
la conjugaison complexe.

Rappelons que si & est un C-espace vectoriel (de dimension finie) muni d’une norme her-
mitienne ||.|| alors le déterminant de &, noté det €, est la puissance extérieure maximale de
€. De plus, si on note ¢ la dimension de €&, 'espace € est naturellement muni de la norme
(hermitienne) A®||.||, définie par :

(/\2H.|D($1 VANPIAN I‘e) = det((zi, xj))lginge . (B].)

Définition B.1.2. Soient F un fibré en droite hermitien sur Spec Ok et x un élément de
Ex\ {0} = E®p, K\ {0}. Le degré d’Arakelov de F est :

deg B =Y wp(2)logN(p) = > log |||,
p o

ott N(p) = card(Ok/p), p parcourant les places finies de K et o les places infinies. Dans le
cas général d’un fibré vectoriel hermitien £ = (E, ||.||) quelconque, le degré d’Arakelov de E
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est le degré de det(F) muni des métriques de type (B.1). Le degré d’Arakelov normalisé

(noté deg, E) est le quotient de deg E par (K : Q).
La formule du produit implique que cette définition ne dépend pas du choix de =.
Exemple : Un fibré vectoriel hermitien sur SpecZ est la donnée d’un Z-module libre I" de
rang r et d’une norme euclidienne sur I' ®7 R rendant isométrique I' ®7 R et R” muni de sa
norme euclidienne. Nous avons alors I'inégalité

deg E = —log covol(T, ||.||) .

Il existe une formule plus générale lorsque E est un fibré vectoriel hermitien sur Spec Ok :
—_— E
deg = —logV + % log | D |

ou V est le covolume de E, vu comme Z-module, dans @,.x.cE, et |Dg| est la valeur
absolue du discriminant de K|g. Cette formule est I'analogue de la formule de Riemann-Roch
(en géométrie algébrique complexe), ou la caractéristique d’Euler de E serait —log V.

§ B.2. Pentes des fibrés vectoriels hermitiens

Soit E un fibré vectoriel hermitien sur Spec Ok, V un sous Ox-module de E, que I’on munit
de la métrique induite. Ainsi V' a un rang et un degré d’Arakelov. On pose Vi,y = Vk N E
(sat=saturé). On montre que V = V, si et seulement si V est facteur direct dans E (comme
Ogk-module). Par ailleurs

deg, V < deg, Via -

En interprétant ge%n Vat comme Popposé de la hauteur (dans une Grassmanienne) de Vi, on

montre qu’il n’y a qu'un nombre fini de points du graphe (rgV gc%n Vsat) dans tout demi-plan
supérieur. On peut alors considérer I’enveloppe convexe de ces points et obtenir une fonction

affine par morceaux, concave Py : [0, rgE] — R. On notera i;(£) la pente de Py sur [i—1, i] :
fi(E) == Pg(i) — Pg(i — 1)

et

ﬁmaX(E) = ﬁl(E) 2.2 ﬁrgE(E) = ﬁmin(E>

(Vinégalité 1i;(E) > fi;11(F) provient de la concavité de Pg). Nous dirons que E est semi-
stable si Pz(z) est fonction linéaire de z. Par exemple, le fibré hermitien trivial O%, muni
des métriques hermitiennes relatives a la base canonique, est semi-stable, et méme, P—?{ =0.

§ B.3. Notion de pentes pour les morphismes entre fibrés
vectoriels hermitiens

Aprés avoir explicité la norme d’opérateur que nous choisissons pour une application li-
néaire @ entre espaces vectoriels sur un des complétés ( p-adique ou archimédien) de K (théorie

locale), nous définissons la i®™¢ pente de ¢ (théorie globale). Ce paragraphe ne contient qua-
siment aucun résultat ; il fixe les notations.
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B.3. Pentes pour les morphismes

§ B.3.a. Théorie locale

e Places finies
On note O, I'anneau des entiers du corps p-adique K. Soit ¢ : Ex, — Fy, une applica-
tion Kp-linéaire entre K-espaces vectoriels. Le corps K, est muni de sa norme p-adique
habituelle :
[\l = N() ™D, A€ K\ {0} .

Cette norme induit des normes sur Eg, et Ff, : si par exemple (é1,...,ep) est une base
de E, sur O,

h
| Z;/\iez‘ll = f;lggihH/\in :
1=

Cela ne dépend pas de la base choisie.
On peut considérer alors
lellp == sup [[e(v)]] -

ueEKp s
lvll<1

On pose également

. IA" el

i = — )
A el

e Places infinies
On se place sur C (sur R, c’est pareil). Soient E et F' deux C-espaces vectoriels de
dimension finie munis de structures hermitiennes, et ¢ : E — F' une application C-
linéaire. On pose alors

Mi(p) :=min [y || = min max {[|p(z)]|}

)
llell <1

ol le minimum porte sur les sous-espaces vectoriels V de F de codimension ¢ — 1.

§ B.3.b. Théorie globale

Soient F et F deux fibrés vectoriels hermitiens sur Spec Ok et px : Ex — Fx une
application K-linéaire. On pose

- 1
hE, F, oK) = K:Q <210g|901<||p + Z 10g||80K|a> :
P

o:K—C

Le réel h(E, F, o) est invariant par extension des scalaires i.e. si f : Spec O — Spec Ok
est un morphisme de schémas, on a h(f*E, f*F, px/) = h(E, F, k). De plus, pour tout
A€ K\{0}onah(E,F, \pg) = h(E, F, ¢x) donc h(E, F,.) définit une fonction sur
P(Hom(E, F))(K) qui est une « hauteur ». On pose également, pour 1 <i < rgyp,

wi(E, F, ) = ﬁ (Z log M; w(vK) + Z log Mi(SOK,a)) .
p o:K—C

La quantité u; est invariante par extension des scalaires. Pour fixer les idées, on a

,ul(Ev F: QOK) - h(Fa F) QOK)
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et
Ml(Ea F? QDK) = h(/\lﬁv /\iﬁ’ /\Z(PK) - h(/\i_IE’ /\i_IFa Ai_l‘PK) .

§ B.4. Inégalités de pentes

Soient E et F deux fibrés vectoriels hermitiens sur Spec Ok et ¢x : Ex — Fx une
application K-linéaire.

Proposition B.4.1. Pour tout j € {1, ..., rgpk}, on a

ﬁdimkergoKJrl(E) + -+ ﬁdimkerapK+j(E> <
1(F) 4+ 1 (F) + pi (B, Fy o) + -+ pi (B, F, ¢r)

Proposition B.4.2. Pour tout j € {1, ..., rgpk} , on a
[ijtdimker oic (B) < 15(F) + h(E, F, oK) .
Corollaire B.4.3. Si px est injective alors
fimax(E) < fimax(F) + hE, F, k) .

On va maintenant généraliser ce corollaire de la facon suivante : ce n’est plus F' qui sera
muni d’une structure hermitienne mais chacun des quotients associés a une filtration de F.

Soient donc E = (E, ||.]|) un fibré vectoriel hermitien sur Spec O, et F un fibré vectoriel
sur Spec Og. Soit

une filtration de F' par des sous-fibrés vectoriels (i.e. par des sous Og-modules tel que les
G' = F'/F"! soient sans torsion). On munit les G* (0 < i < N—1) d’une structure hermitienne
|.|]i- Soit ¢k : Fx — Fi une application K-linéaire. On pose

Ej == ¢g' (Fg) , E':= ENEj
et si on note p’ la projection Fi — Fi /Fi-t % sera application composée de p' avec .
Théoréme B.4.4. St o : Ex — Fi est injective alors

N_l . . ) .
deg, B < Y (1gE' — rgE") (fimax(G) + W(E', G, ¢)) (B.2)
=0

Démonstration rapide. On a

N-1 N-1
dog, B =) (dog, ' — deg, B'"") = 3 deg,, (B7/E1)
=0 1=0

et
B/ B Fle/ 13"

100



B.5. Lien avec la transcendance

donc d’aprés le corollaire
fina (EVE) < finas (@) + 1 (BEFT, G, i)
Il ne reste plus qu’a remarquer que
n (BB @ vic) <h(E, G i) -

O

§ B.5. Lien entre le corollaire, le lemme de Siegel et le théo-
réme de Minkowski

Pour la commoditée du lecteur, nous rappelons deux formes possibles du lemme de Siegel
et du théoreme de Minkowski.

1<i<r  une matrice rectangulaire o coefficients dans 7. et soit
1<5<n

@ Z" — Z" le morphisme de Z-module associé. On pose A = max; ; {|a;;|}. Alors, sin>r,
il existe x € ker ¢ \ {0} tel que

Lemme de Siegel Soit (a; ;)

ol < (nA)7=
ot ||.|| est la norme euclidienne.

Théoréme de Minkowski Soit I' C R™ un réseau, ® C R™ un compact convezre symétrique.
Alors, si vol® > 2"covol(T"), il existe x € T ND \ {0}.

Nous allons démontrer le lemme de Siegel & partir du corollaire du paragraphe précédent et

du théoréme de Minkowski.
L’application @ : Z"/ ker ¢ < Z est injective donc par le corollaire B.4.3

fimax(Z" [ ker ) < h(Z" [ker o, ', §)

et donc -
—deg, ker ¢ < rg(Z"/ker ¢) log ||@]| -

Mais par ailleurs ge?gnkergo = — log(covol(ker ), .| et ||@|| < ||l¢]| donc
covol(ker ) < ||¢||"8% .

D’aprés Minkowski, si vol(B(0, t)) > 2¥covol(ker ¢) (N = n — rgyp), donc en particulier, si
N
vol(B(0, t)) > 2V||p||8%, il existe = € ker p—{0} tel que ||| < t. Mais vol(B(0, t)) = ¢tV =&

r(&+1)
donc 5
. rg
t= = max (D/2+ DY) x o 75
convient. Il suffit alors de voir que 22— < —— et que ||| < nA.
gp — nor

Nous allons voir que 'application du théoréme B.4.4 permet d’éviter 'emploi du lemme de
Siegel (généralement utilisé pour construire les fonctions auxiliaires dans les démonstrations
de transcendance) et de I'inégalité de Liouville. Deux autres outils habituels en transcendance
— lemme de zéros et lemme de Schwarz — seront encore nécessaires . ..
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§ B.6. Application a la transcendance : théoréme des six
exponentielles

Il s’agit de démontrer (avec la méthode des pentes) le théoréme suivant :

Théoréme B.6.1. Soient d, { des entiers naturels tels que dl > d + ( et soient xy, ..., x4
(resp. Y1, ..., yo) des nombres complexes Q-linéairement indépendants ( resp. idem). Alors
l'un au moins des nombres ™% (1 <i<d, 1 <j </{) nlest pas algébrique sur Q.

Ce théoréme peut étre formulé de maniére équivalente en choisissant (d, £) = (2, 3) (ce
qui fait 6 exponentielles !). La conjecture des quatre exponentielles concerne le cas limite
d=0=2:

Conjecture des 4 exponentielles : Soient x1, x2, y1, y2 des nombres complexes non nuls tels
que ni x1/x9 ni y; /y2 n’appartiennent a Q. Alors au moins un des 4 nombres 11 e"1¥2  gT2V1 | gT2Y2
est transcendant.

La démonstration « classique » de ce théoréme consiste a construire un polyndéme P de
Z[X1, ..., X4] de hauteur assez petite et tel que

f(z) :=P(e***, ..., %) (B.3)

ne soit pas identiquement nul et s’annule en de « nombreux » points du groupe Zyi+ - - -+ Zy,.
On minore alors a = f(s1y1 + -+ + Seye) par le théoréme de Liouville lorsque a # 0 et on
majore ce nombre par le lemme de Schwarz. Une contradiction est alors censée apparaitre. Ici

le lemme de Liouville est remplacé par I'inégalité de pentes (B.2), qui permet un raisonnement

plus directe et obtention de renseignements (bien faible au regard de la conjecture de Lehmer)

en direction de la conjecture des 4 exponentielles (cf. § B.6.g). Commencons la démonstration
du théoréme B.6.1.

§ B.6.a. Données

Nous raisonnons par I’absurde et nous considérons K un corps de nombres contenant tous
les e®¥i, Le corps K est un sous-corps de C et nous noterons oy : K — C l'inclusion. Soient
L, S; <S5 des entiers strictement positifs. On prendra

7
E:={PeOk[Xi,..., Xq); degx,P<L—1} , F:=0}
et v Ex — Fg Vapplication linéaire définie par

er(P)=(f(siy1 + -+ Sfyf))OSSjSSQ—l .

1<j<e

La filtration choisie est ici trés simple puisqu’elle comporte trois termes seulement :
FDF'D>F?={0}

ol
Fl = {(aSl,...,SZ)OSSi<SQ el ; Asy,....5p = 0 VO0<s; <51 — 1} .

102



B.6. Application a la transcendance

[N

L’espace E et les quotients F*/F*™ sont munis des métriques hermitiennes : (>, |o(xz;)[?)

(0 : K — C est un plongement de K dans C). Enfin, ¢ désigne application de @' (Fj) —
Fi. /Fitt déduite de g . De maniére concréte, on a

‘P(l)((P) = (f(s1y1 + -+ Seye))ogsjgslq et Pe Fg
1<j<¢

‘P}((P> = (f(s1y1 + -+ seye)) 0<s <551

1<j<¢
avec
Pe E'={Pe E; f(siy1+--+sme) =0pour 0 <s; < S —1} .

§ B.6.b. Injectivité de pg

Nous utilisons le lemme de Tijdeman suivant, majorant le nombre de zéros d’un polyndéme
exponentiel dans le disque D(0, R) (voir chapitre 6 de [79]) :

Lemme B.6.2. Si h(z) =Y a;(2)e*® ou a; € C[X]\ {0} et wy, ..., w, sont des nombres
complezes deuz & deuz distincts alors le nombre de zéros de h (avec multiplicité) dans D(0, R)
est inférieur a

2(degay +---+degan, +n—1)+ 5Rmzax{\w,-\} :

Dans le cas présent, 'application g est injective dés que
SE> 2L + 51546
ot 0 := (|z1] + -+ + |zal) (1] + - 4 [wel)-

§ B.6.c. Evaluation de |||y, ||¢% o

Les majorations de cette section sont trés larges et faciles a obtenir.
Soit ¢ € {0, 1}. Pour toute place finie p de K, on a

: . < e L
H‘P%Hp < ,Jnax {‘e(fll‘ﬁ- +eaza)(s1y1+ +Szyz)|p} < ol Sa
05525571

ol
ap = max (1, ‘611y1|p, ceey ‘exdyg’p) .

De méme, par Cauchy-Schwarz, pour toute place infinie o,

Ik (P)lz < S5 Yo [elamtrtlaraloittoma 2o Py 2
0<¢;<L—1

S5LAaz" | Pl

IN

ou
ap = max (1, [e"V,, ..., |eTd¥],) .

D’ou finalement : .
Ik llo < (S5L4)°5al™ .
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§ B.6.d. Majoration plus fine pour ||o} |,
Dans I'estimation précédente on n’a pas tenu compte du fait que @' est évalué en P € E}.
1.e. que
P(e™*, ..., e"*)(siy1 + -+ spye) =0 pour tout 0 <s; < 53 —1.

Pour cela on va utiliser la généralisation (bien connue) du lemme de Schwarz :

Lemme B.6.3. Soient R > r, p € [0, R], et h une fonction holomorphe dans le disque
D(0, R) s’annulant en N points distincts de D(0, r). Alors, si on note |h|, = sup,, <, |h(2)|,

on a N
R(r + p)
hl, < | —— h
| |p_<R2—|-7“p) ‘ |R

Prenons alors P € E}. On applique le lemme précédent a h = f avec r = Sy (Jys|+- - -+|ve|),
p=Sa(lyil + -+ |ye]), R = 2p. On trouve

0
2(81 + S2)>Sl Q2LS20

1 < d gf\0.5
kPl < (E55)°Plloy (2ot

Comme S; < S5, on a
2(51 + Sg)

<4
45,4+ 51 T 5

dont nous déduisons finalement :

L

s
4 1
leklloy < (L755)07 <5> Q21520

§ B.6.e. Evaluation de rgb;g_iErfEl
Comme F/E" g'injecte dans F//F" on a
rgE — gk, < rgF —rgF' = Sf .
Donc rgE' > L% — Sf. Ainsi rgE" est non nul et

rgF — rgEt <1
rgkE! -

dés que L4 > 255,

§ B.6.f. On applique I’'inégalité de pente

En remarquant que ﬁmax(ai) =0et ge\gE = 0 (voir remarque de la fin du § B.2), I'inéga-
lité (B.2) du théoréme B.4.4 se raméne &

(rgE —1gE") x h(pk) +18E" x h(pj) > 0. (B.4)
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Les évaluations précédentes des normes des ¢ donnent les majorations suivantes des hauteurs
de ces morphismes :

h(gpo) < %log <S§Ld> + LSoh(1 : ™Yt ¢ ... c ePa¥e)

et ’
1 2L.550 S 4
1) < Slog (SSLY) + LSoh(1: ™91 - ... ; gPae 2 L log ( -
') < 5log (SSL7) + Lah(1: AR ST TR

Compte tenu du § B.6.e, 'inégalité (B.4) devient alors :
1 Lrd Z1Y1 Tqye L5209 S{ 4

— : Ceee 1 — > .
2log<SQL>+LSQh(1 e )+ g g 8 (5) 20

§ B.6.g. Conclusion

Il ne reste plus qu’a choisir les paramétres pour obtenir une contradiction, sachant que
doivent étre satisfaites les trois conditions suivantes :

e 55>52>1

o S£> 214+ 510550 (lemme de zéros)

o L4>28¢
Pour cela choisissons L = [21/45% 4 1 et S, = [40max {1, 8} S1] + 1. On obtient alors

i 4
0 <80max{1, 0}S11+Z/d X (h(l DeTYL L etall) [Ke(@]) + 2[;1 3 log <3>
1 ¢ ¢ g2t
+ Elog (80 max {1, }"S] ) .

Si dl > d+ ¢ (théoréme des six exponentielles), la contradiction vient en faisant tendre S; vers
Pinfini.

Sidl =d+ 0 (i.e. d = ¢ = 2, la conjecture des quatres exponentielles), I'inégalité ci-dessus
devient :

0 0.0001
cpT1YL .. pTdYe
max {1, 9}<h(1.6 ieeete )+[K:Q])Z[K:Q]
et donc si # < 0.00005, on a
0.0001
1Yl .. . pTdYe -
h(l:e teeeze )22[ Q-

Malheureusement nous n’arrivons pas a obtenir de contradictions a partir de cette minoration
(qui peut étre raffinée au niveau des constantes). Du reste, les méthodes classiques (théoréme
de Liouville) peuvent donner de telles minorations, mais de maniére plus compliquée. Car un
des grands atouts de la méthode des pentes est sa simplicité de mise en ceuvre alliée a une
grande efficacité dans le domaine de 'approximation diophantienne.
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Annexe C

Aide-mémoire sur la notion de voisinage
infinitésimal en géométrie algébrique

§ C.1. Introduction

Ce texte constitue une tentative de 'auteur pour comprendre les liens entre les différentes
définitions possibles d’un voisinage infinitésimal en géométrie algébrique et 'intérét que 1’on
peut y trouver pour formuler et résoudre (élégamment) des problémes d’approximations dio-
phantiennes. La notion de voisinage infinitésimal va de pair avec celle de schéma formel, qui
sont les limites inductives de tels voisinages. Lorsque 2" est un Z-schéma et ¢ € 2°(Z) une
section de 2, nous construisons le n™ voisinage infinitésimal 2" de 2" le long de ¢. La,
limite inductive

2 = lim g (n)
n

de ces schémas est un schéma formel qui Ee\nd compte des propriétés des sections de Oy
au voisinage de . En particulier, lorsque 2" est isomorphe (en tant que schéma formel) au
spectre (formel) SpecfZ[[Xy, ..., X,]| d’'une algébre de séries formelles sur Z, cela signifie
qu’au voisinage ¢, il existe un paramétrage qui permet d’exprimer les sections de Oy comme
des séries en ces paramétres locaux a coefficients dans Z. Autrement dit, les coefficients de
Taylor (les « dérivées divisées ») des sections de Oy sont des entiers relatifs. L’isomorphisme
de 2. avec Spect Z[[X;, ..., X4]] s’obtient notamment lorsque 2~ — Z est lisse en les points
de £(Z). Ainsi, le concept de lissité est porteur d’une information de nature arithmétique sur les
jets de sections. Cette remarque n’a guére été utilisée jusqu’a présent pour obtenir des mesures

d’indépendances linéaires de logarithmes, sauf dans le cas des tores (commutatifs) wvia les
polynomes de Fel’dman (voir Entracte, § I1.5.d, page 85). Nous nous sommes (trés largement)

inspirés du tome IV des Eléments de Géométrie Algébrique de GROTHENDIECK [43], sans pour
autant examiner le sujet ex professo !

§ C.2. Voisinages infinitésimaux

Soit S un schéma, 7 : X — S un schéma sur S et ¢ : S — X une section de X. Soit U
un ouvert de X tel que e se factorise en une immersion fermée ¢ : S — U wia le morphisme
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d’inclusion ¢ : U — X. On note Z. = ker(Oy — £.0g) le faisceau d’idéaux définissant
I'immersion fermée ¢.

Définition C.2.1. Le premier voisinage infinitésimal de X le long de ¢, que 'on note
S ou SO g1l n’y a pas de confusion, est le sous-schéma fermé de U défini par Z2. Plus
généralement, le n°™¢ voisinage infinitésimal de X le long de e, que I’on note SE(") ou S™, est
le sous-schéma fermé* de U défini par le faisceau d’idéaux Z*.

Le voisinage S est indépendant du choix de I'ouvert U (en question).

Propriété C.2.2.
1. Si X est noethérien alors S™ est noethérien.
2. Si X/S est séparé alors S est un sous-schéma de X.

3. Si S est affine alors S™ est affine.

Ces voisinages infinitésimaux sont ’analogue, en analyse, des développements limités tron-
qués & l'ordre n d’une fonction. La section e joue le role du point en lequel on effectue le
développement limité. On peut aussi considérer des dérivées et les voisinages associés globale-
ment sur X :

Définition C.2.3. Soit A, : X — X X ¢ X 'immersion diagonale et Zx_ le faisceaux d’idéaux
correspondant. Le faisceau des parties principales d’ordre n du S-schéma X, noté Py /8

est le faisceau d’anneaux (sur X) : A* ((’)XXSX/IZT).

L’espace annelé (X, P}/s) s’identifie alors a X(A”W). On désigne par d}/s I’homomorphisme
de Ox — 73;‘(/5 déduit de la projection sur le second facteur py : X xg¢ X — X (via Ox —
P2:0xxsx — Dax (OXXSX/IZJ;I)). Intuitivement, c’est I’analogue de 1'application qui & f €

C>(R,R) associe le (n+ 1)-uplet de fonctions (f, fo %f(")) car, modulo I'idéal ZZ:I, on
a
n (k)
w W (21)
f(z2) = g:o (22 = 21)" 01—

On verra plus loin que d’ /5 €st un opérateur différentiel.

Propriété C.2.4. Si X/S est localement de type fini alors 77;/3 est un Ox-module quasi-
cohérent de type fini.

Exemple C.2.5. Si R est un anneau alors

n ~ R[X1, ..., X, Y1, ..., Y]
7)M/R_> (Y1, ..., Y )ntt '

*En fait I'espace topologique sous-jacent & S, noté Séflt)op, est Siop car Ss(?t)op est naturellement isomorphe

au support de Oy /"t (= {x e U; (OU/I"“)w #* 0}), qui est aussi le support de Oy /I, i.e. Siop.
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Ainsi se donner un élément de Py, /R (i.e. une section globale de ce fibré) revient a se donner
des polynomes ((92") exactement) de R[X7, ..., X, qui forment une famille de coefficients
de Taylor jusqu’a 'ordre n.

Il existe une autre définition des voisinages infinitésimaux S™ . Considérons I'immersion
fermée € : S — U déduite de € (voir le début de ce paragraphe). L’homomorphisme surjectif
£*Opy — Og induit un isomorphisme

g0y /T = Os
ou Jz = ker(e*Opy — Og).
Définition C.2.6. L’espace annelé

S = (8, (*0y) /T
est le n®™¢ voisinage infinitésimal de X le long de «.

Son faisceau structural, Ogm = £*Oy / jg”“, est appelé le n°¢ invariant normal de «.

Proposition C.2.7. Avec les notations précédentes, on dispose d’un isomorphisme de Og-
algebres :

*
¢ x{

™
et cet isomorphisme est unique si on demande la commutativité du diagramme

projection
e* Oy —= Ogm

Ny

x4

Cet isomorphisme traduit le fait que pour obtenir le développement limité & 'ordre n au

point &, on peut d’abord dériver jusqu’a l'ordre n (c’est Oy ) puis spécifier au point ¢ (d’ou
Ag

'image inverse par ¢).

§ C.2.a. Schémas et groupes formels

On dispose d’homorphismes de projection ¢, : Ogm) — Ogm pour n < m permettant
d’identifier Oy avec le quotient de Ogmy par

(IE/Ign+1)n+1 )

Le systéme (Ogm), ©nm) st un systéme projectif de faisceaux d’anneaux sur S dont la limite
projective, parfois notée Og (), est appelée invariant normal d’ordre infini de <. Lorsque
X/S est ncethérien et séparé, 'immersion ¢ est fermée et Og() n’est autre que le complété
(formel) de Ox le long de €. Lespace (S, Ogx)) est le schéma formel complété de X le
long de ¢, que 'on appelle aussi le voisinage formel de S dans X (le long de ¢). Il peut
étre construit par limite inductive des voisinages infinitésimaux d’ordre n. Par exemple, si la
situation de départ se compose d’un schéma en groupes 7 : G — S séparé et de la S-section
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neutre € : S — G, on peut compléter G le long de £ pour obtenir le schéma formel @ Ce
schéma formel a une structure de groupe formel car le morphlsme d’ addltlon du schéma en
groupes G se prolonge a G Le voisinage infinitésimal S gidentifie au néme voisinage de
G [avantage est que sous certaines hypothéses (par exemple la lissité), le groupe formel est
isomorphe, en tant que schéma formel, & A"XzS = Specf Og[[X1, ..., X,]] (le produit X est
celui de la catégorie des schémas formels, qui tient compte du fait que Z[[X]] ® Q # Q[[X]]).
L’entier n est la dimension de G/S au point & (voir proposition C.3.11, page 118). Dans ce cas
et lorsque S = Spec R est affine, la structure de groupe formel de G se lit alors dans A”XS
via la donnée d'un n-uplet de séries formelles F' = (F}, ..., F,) (appelée loi formelle), a
coefficients dans R, en deux multivariables X = (X1, ..., X,,) et Y = (Y3, ..., Y,), qui a les
propriétés suivantes (héritées en droite ligne des propriétés de la loi de groupe de G) :

- F(F(X,Y),Z) = F(X, F(Y, Z)) (associativité)

- F(0, X) = X (élément neutre)

Si le schéma en groupes G est commutatif, on a également F(X, Y) = F(Y, X). Ces propriétés
impliquent que F(X, Y) =X +Y mod (X, Y)? égalité qui a son tour donne I'existence (et
'unicité) de la série inverse i(X) vérifiant F'(X, i(X)) = 0. Nous noterons parfois X @5 Y au
lieu de F(X,Y). Si € est la section nulle du schéma en groupes considéré, on a par exemple
Xog, Y=X+Yet Xz Y=X+Y+XY.

Nous appellerons logarithme de @E un homomorphisme de (CA}6 — @g tangent a l'iden-
tité, ou de maniére équivalente, la donnée d’un n-uplet de séries formelles ¢(X) € (R[[X]])"
vérifiant (X &g Y) = ((X) +£(Y) et {(X) = X + termes d’ordre > 2 . Il peut ne pas en
exister. Cependant, lorsque R est une Q-algébre (hypothése que nous ferons jusqu’a la fin de ce
paragraphe), il existe un logarithme de (CA}E dont les composantes proviennent de 'intégration
(formelle) de formes différentielles invariantes :

Définition C.2.8. Une forme différentielle w sur G. est invariante (par translation) si elle
s’écrit

W = Z(;i(Xl, ceey Xn) dXZ

avec w; € R[[X]] et w(X @5 Y) = w(;z)

Proposition C.2.9. Le R-module des formes différentielles invariantes est libre de rang n.
De plus, (w1, ..., wn) est une base de ce module si et seulement si ((X (f Wi, ... fwn)

est un logarithme de G

Théoréme C.2.10. Un logarithme de G est un isomorphisme de groupes formels ; autrement
dit tout groupe formel sur une Q-algébre est isomorphe, en tant que groupe formel, & une
puissance du groupe formel additif. De plus, si on note tg;s le dual de 5*91/5 (qui est un

o~

Quotient de I./1?), alors il existe un isomorphisme canonique entre G. et le complété formel
tgss de tgs par rapport a Z.

Ce théoréme et cette proposition sont démontrés dans [44], p. 64.

D’aprés ce théoréme, il existe, pour tout n € N\ {0}, un isomorphisme de schémas entre
G (qui gére les variations infinitésimales (d’ordre n au voisinage de ¢) directement dans le
groupe G) et {fgb/)s (qui gére les mémes variations, mais dans I’espace tangent). Nous allons voir

dans le paragraphe suivant une construction équivalente de fgl /)S obtenue avec le fibré tangent.
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§ C.2.b. Cas d’un fibré vectoriel

Lorsque X est un fibré vectoriel associé a une Og-algébre, on peut préciser le faisceau des
parties principales d’ordre n et les voisinages infinitésimaux correspondant.

Soit S un schéma, £ un Og-module quasi-cohérent. On note X = V(&) := Spec (S (£)) et
7w : X — S son morphisme structural (S (€) est l'algébre symétrique de &). Soit € : § — X
la S-section provenant de 'augmentation S(£) — Og et T = ker (S(€) — Og) son idéal de
définition. Lorsque & est un Og-module (quasi-cohérent) de type fini, le schéma X est aussi
de type fini sur S (et réciproquement).

Proposition C.2.11 (Proposition 16.4.8 de [43]). On dispose d’isomorphismes
O 2 (S(E)/T™) = Pyys
qui forment un systéme projectif et d’un isomorphisme de Ox-algébres graduées :

™ (S(&)) = gr. (Px/s) : (IZW/IZT) .

= &
n>0
En particulier on a un isomorphisme canonique 7*E = Qﬁ(/s.

Si on joint cette proposition a la proposition C.2.7, on déduit immédiatement que OS§”> =
S(£)/Z"! et done O g S O0s®ED® -+ @ S™(E) en munissant ce dernier ensemble de la
structure d’algébre « quotient » induite par S(£)/Z"! (le produit est l'exacte analogue du
produit de deux développements limités d’ordre n). Ceci suggere une (troisiéme) définition
(équivalente) pour le n®™ voisinage S :

S .= Spec(Os B E @ --- @ S™(E)).

Le voisinage formel de S dans X n’est alors rien d’autre que le complété formel le long de ¢
du fibré vectoriel X. Cette définition est particuliérement intéressante lorsqu’on veut dériver
dans certaines directions privilégiées et non selon toutes les directions au « point » e.

Avec les notations initiales (X schéma quelconque au-dessus de S), considérons le Ox-
module des différentielles Qg de X/S et tx/s. = Homogy(e*Qy 5, Os) 'espace tangent a
X au point €. On suppose que 5*9%5 est localement libre. Soit W un sous Og-module de
tx/s, localement facteur direct dans tx/g, et soit Sy := V(W"). L'injection W — tx/g induit
une surjection sur les duaux et donc une immersion fermée du fibré vectoriel Sy dans le fibré
tangent™ sur S : Tx/s X x S. De plus ces deux fibrés sont des schémas affines au-dessus de S
et sont donc affines si S est affine. Le fait est que le cotangent de Sy, sur S s’identifie au dual
de W. En effet, d’aprés la proposition C.2.11, il existe un isomorphisme canonique

W) S Qg s

ou 7 : Syy — S est le morphisme structural. Par conséquent, si ey, : S — Sy est la S-section
de 7 provenant du morphisme d’augmentation S(W') — Og, on obtient WY = 5%9}% /s De
la méme maniére, le sous-espace WV est le tangent de chacun des voisinages

Syy) = Spec(Osg ®W' @ -~ @ S™(WY)).

*qui « moralement » s’identifie & Lie(X/S), ¢f. [42] pages 49 et 74.
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Exemple C.2.12. Considérons X = G, x G,, et S = SpecZ. Alors

Y
0%/ =ZIX, Y, Y dX ® Z[X, Y, Y~ ]dy,

dy
e*Q}(/S =7ZdX @ 27,

0 0

=7Z—D®LY —.

s =Lox O oy

Soit (a, b) € Z*\ {0} un couple d’entiers premiers entre eux, définissant ’hyperplan W de
tX/S .

0 0
z-a:a—X—l—yYa—YEW < axr+by=0.

A partir de 14, on aurait envie de définir Syy tout simplement comme Spec (M) Eh bien

c’est possible ! ... et on reste cohérent (& isomorphisme prés) avec la premiére définition de Sy .
L’argument est le suivant. Comme Sy est affine (car affine au-dessus du schéma affine SpecZ),
il suffit de comparer leurs faisceaux structuraux. Or on a un isomorphisme de Z-modules

Z.x®ZL.y
Z.(ax +by)

\

donné par (z,y) — (gp(Iyy) : ua% + UYB% — ux + vy). L’isomorphisme de schémas voulu en
découle alors immédiatement .

Sur cet exemple on voit que S(Wn) gére les variations infinitésimales d’ordre n dans la direc-
tion de W au niveau de I'espace tangent. En fait, il semble qu’il soit parfois plus efficace de
considérer les variations infinitésimales directement au niveau du groupe X. Le « probléme »
qui se pose alors est que ’hyperplan vu dans X n’est plus un schéma algébrique (par exemple
ici c’est aX + blog(Y + 1) = 0 qui n’est pas une équation polynomiale). On contournera le
probléme en considérant le voisinage d’ordre n sur la fibre générique * et le schéma formel qui
est leur limite inductive.

§ C.2.c. Cas d’un schéma en groupes

Lorsque S est le spectre premier d'un anneau R qui peut se plonger dans C, il existe une
maniére plus « concréte » de définir le n®™¢ voisinage infinitésimal S ) d’un schéma en groupes
G le long d’une S-section ¢ de G, dans la direction d’un sous-espace vectoriel VW de l'espace

tangent {g/g. = ( *QG/S> .

Soit ¢ : R — C un plongement de R dans C. Notons e, : tg_ ) — G,(C) I'exponentielle
du groupe de Lie complexe G, (C). Le fibré e Og, est le fibré tr1v1a1 sur tg,(c)- Le choix d’une
trivialisation de ce fibré (i.e. d’un isomorphisme e:Og, — tg, ) X C) permet d’associer
bijectivement & une section s de Og,(c) au-dessus d’un ouvert U de G,(C) une fonction
holomorphe f sur e;'(U). Soit n un entier naturel et posons h := dim(W ®, C). Considérons

* ) Yot - Q[IX, Y]]
Sur ’exemple c’est : Spec ((X,l+1)+(yn+l)+(ax+b(y_%y2+,‘,+ Comt yn)) )
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I'ensemble des sections s de Og_(c), au-dessus d'un ouvert U contenant le point ¢, € G,(C)
(point obtenu par composition de € : Spec R — G et de Speco : SpecC — Spec R), dont la
fonction holomorphe f associée vérifie :

flu+ 2wy 4 -+ zpwp) € (21, ..., zp)" ! (C.1)

ol u est un logarithme de ¢, (e,(u) = €,) et (wy, ..., wy) une base de W,. On vérifie que
cette définition est indépendante du choix du logarithme de ¢,, de la base de W, et de la
trivialisation de eXOg, . La condition (C.1) équivaut a se donner une base Dy, ..., Dy de W,
(les éléments de cette base sont vus ici comme des dérivations) et & imposer, pour tout |k| < n,

<D’f1--~Dthf) (W) =0.

L’ensemble des sections s ci-dessus forme un faisceau d’idéaux Z,, de Og, (). Notons G%) le
sous-schéma fermé de G défini par le faisceau d’idéaux Z,, ,NOg (le schéma G(J\L,) est I’adhérence
schématique dans G de S(Wni) Ce sous-schéma fermé est affine. En effet, I'idéal Z,,, contient
It (Z, = ker(Og, — €,+Ospecc)) et donc la fleche G%) < S\ est une immersion fermée
de Gg\ﬁ) dans un schéma affine. Malheureusement, en général, G%) n’est pas isomorphe a S(Wn)
car, comme nous le verrons plus loin (proposition C.4.1), le schéma formel li_n)le/C) (qui est

aussi V(WV)) est lisse sur S, contrairement (en général) a lim G%). Mais, par définition de

I’adhérence schématique, nous disposons néanmoins d’une application G%) — S%) qui est
injective (car c¢’est un isomorphisme sur les fibres génériques).
)

Remarque : L’obstruction dans la non-lissité du schéma formel lim G% peut étre comparée a celle

qui sépare la n®™m€ puissance symbolique I d'un idéal T (C R) de la puissance n'™¢, I", de I. Pour
comprendre ce point, rappelons que 1™ est I'intersection des composantes primaires de I" associées
aux idéaux premiers minimauz de I™. Par exemple, si B est un idéal premier de R et si I est un idéal
B-primaire, I est Pensemble des éléments = de R pour lesquels il existe un élément r de R \ B
tel que rx appartienne a I™. Pour ‘P lui-méme, nous avons ‘,B(") = PRy N R (Ryp est 'anneau local
en B, voir exercice 4.2 de [56], page 29). Dans le cas particulier ou I est un idéal radical (I = /1)
d’un anneau de polynéme R := k[X1, ..., X/], sur un corps k de caractéristique nulle, la puissance
symbolique I est

ap
{PE R; V(o ...,ap), a1+ +ay<n-—1, SXOC € I} .

Le lien avec la notion de lissité s’effectue wvia la notion de suite réguliére. En effet, nous avons le

Théoréme |Proposition 3.5.12 de [77], p. 95| : Si R est un anneau de Cohen-Macaulay et si B est un
idéal premier de R localement engendré par une suite régulicre de dim Ry éléments alors, pour tout
entier 7 > 1, on a PO =P,

Lorsque nous sommes comme ici avec un schéma en groupes, il est possible, modulo une
hypothése supplémentaire (lissité), de donner une caractérisation de st (resp. S(Wn)) a partir
du premier voisinage S (resp. SS,)).

Soit R une Q-algébre (commutative) et S = Spec R. Soit G/S un schéma en groupes
séparé, commutatif, de dimension g et soit ad,, : G" — G la n-addition. On note ¢ : S — G la
section nulle de G.
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Proposition C.2.13. Avec les notations ci-dessus, supposons que le groupe formel @5 de G
le long de € soit isomorphe (en tant que schéma formel) au schéma formel affine

Specf R[[ X1, ..., X,]] .

Alors image par ad,, du premier voisinage infinitésimal de G le long de ¢

Hn
(55”) = adn (S x -+ x SWY |

est égale au n™° voisinage infinitésimal s,

Démonstration. Notons ;an : @? — @5 la n-addition formelle (déduite de ad,, par « complé-
tion »), nous devons montrer que

(6)" =t (&) " = x (2)"). ©2)

égalité qui ne porte que sur le groupe formel de G.
Lorsqu’on identifie G. a AIXS (hypothése), la loi de groupe se lit sur G. via la loi de groupe
formelle

X @, Y = (F(X,Y), ..., F(X,Y))

(ot X = (X, ..., Xy) et Y = (Y7, ..., Y]) sont des g-uplets de variables) qui a la propriété :
X @@5 Y = X +Y + termes d’ordre > 2
et donc, si on note YO = (Y, ..., V"), on a

Y® Dg, - Dg. Y™ =v® 44 Y™ 4 termes d'ordre > 2.

En notant (YU @z - @z Y™); la i®™ composante de la somme dans G. des YY), on
remarque que si (o, ..., ay) vérifie a; +--- 4+ o, > n alors

TT(0r e, -, Y =TT (1 -+ )" o (¥0) s (x) )

i=1 =1

Cette propriété permet de ramener la difficulté au groupe formel affine (/}\ag. Par définition

~g\ (1) Xy, ..., X
(Gag) :Spec R[[ 1, ) g]]

(X1, ..., X,)?
et 1) (n)
—~ g\ (D\" Y e, Y\
<<Gag> > = Spec Al 5 - ’ ) 5
(YO 4 4 (Y)
otl, comme précédemment, Y = (Yl(i), - Yg(i)). Notons I, I'idéal de définition de

()" @)
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dans G%. Le comorphisme de ;(E étant I'application

ady”

R[X1, ..., X)] —>R[[YD, ..., Y™,

X, ——yW i y®

on a donc
v (@) Y ()
I, =ker [ R[[Xq, ..., X,]] — il 5 ’ ! ] 5
(YO 4 4 (Y
° ) RIX1, ..., X,]]
— /E . Ty ooesy gll
ad,, <(Ga) ) = Specf T
Par aill définiti G2)™ = Spect AL Xal 11 cufit done d
ar ailleurs, par définition, on a J = Specf =554 1l suffit donc de montrer que
Ly=I""on I =(Xy, ..., X,).
gmttci,
Soit (a, ..., ay) € N9 tel que oy + -+ - + oy = n+ 1. Alors

@#(Xﬁl .. .Xg‘g) = (Yl(l) 4+ 4 Yl(”)>0‘1 X oo X (Yg(l) 4+ Yg(”))ag
(67794
= X wlI(W)
Z?:l ai’j:ai k,é
Or, pour tout @ = (a4,) intervenant dans la somme, il existe ¢, € {1,..., n} tel que
> kg > 2 sinon la somme totale des ay, (qui est égale a n + 1) serait inférieure a
n. Donc tous les termes de la somme sont nuls modulo 'idéal <(Y(1))2 + e+ (Y(”))Q) et le
mon6me X .- X appartient & I,,.
O I,, C I, On raisonne par récurrence sur n.

Pour n = 1, c’est la définition de I,. Supposons que I, C I**! pour k < n — 1.
Soit P =3 a, X -+ Xg? € I,. Par définition, il existe des polynomes Uj ;. tels que

P ™y ey = 3T vy (C4)

1<k<n

15i,j<g
En prenant, pour tout 1, Yi(") = 0, I’égalité ci-dessus signifie que P € I,,_1, donc, par hypothése
de récurrence, P appartient & I™, ce qui implique que a, = 0 pour |a| < n — 1. Comme les
monomes X appartiennent a I"*' pour |a| > n + 1, il suffit de montrer que a, = 0 pour

la| = n. L’égalité (C.4) devient (modulo I'idéal (Y(l))2 +- 4+ (Y("))Z) :

Z Ao (Yl(l) 4. +y1(”))al... (yg(l) +...+yg(n)>ag —0.

lal=n

On développe cette expression avec la formule du multinéme :

g (67 %]
2 (Hﬁ> [I() ™) =0, (©5)

la|=n ag1ttog p=or \m=1 " k.t
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et dés qu'il existe ¢y € {1, ..., n} tel que > 7_, agg > 2, le terme monomial de la seconde
somme disparait. Il ne reste donc que les termes pour lesquels » 7_ ax, < 1 (pour tout ¢) et
comme la somme totale des ay, vaut n, nécessairement on a Eizl age = 1. L’équation (C.5)
devient

Saldatx Y TI(M9)™ =0 )

la|=n k=1 g1+ Fag n=ay k.l
Chet @h,e=1

Soient a € NY et un (n x g)-uplet d’entiers positifs (ay¢)1<s<, vérifiant les conditions

1<k<g
n g
Zak,l =q et Zaw =1.
=1 k=1

On note o, 'application de {1, ..., n} dans {1, ..., g} qui & ¢ associe 'unique entier k tel

que oy =1 et o = 0 pour m # k. L’équation (C.6) s’écrit alors :

g
Z A (H ak!> H o e) =0. (C.7)

o3 k=1

On dérive (C.7) successivement par rapport aux variables Ya((ll)), . YJ((”TB). Dans le membre de
gauche de (C.7), on ne conserve que les «;, tel que pour tout ¢ : as(r)¢ = 1. Il ne reste donc
que ay X [[7_, ax! (constante). Le membre de droite est, quant a lui, nul modulo (Y(l)) +

-+ + (Y™). Donc finalement a, = 0 car R est une Q-algeébre. O

Remarque : Cette proposition est une reformulation géométrique de 'identité, valable pour
une fonction f d’une variable, analytique au voisinage de 0 :

(% . 8‘; (214 + 2 |sm0 = <(%)nf> (0).

Le lemme clef au coeur de la proposition C.2.13 s’énonce ainsi :

Lemme. Soient (n, g) € (N\ {0})? et R une Q -algébre commmutative.

Si f € R[[Xq, ..., X,]] alors les assertions suivantes sont équivalentes :
1) f(Xy, ..., X,) € (Xy, ..., X"

2 2
&) SO X (Y XXy e (XY e (LX)
Ce lemme permet de montrer plus généralement que (51(,\1,))53” = Sf/c), dans le cas o S =

Spec R, R étant un anneau pouvant étre plongé dans C, et VW un sous-espace de tg,g, avec

G — S lisse. En effet, comme Su(/v est I’adhérence schématique dans G de S(Wn®Frac r €t méme

Hn
de SW®(C, il suffit de démontrer que (S)(/tg@ et SW®(C sont isomorphes. Or, comme nous

lavons vu au début de ce paragraphe, en notant (w, ..., wy) une base de W @ C, I"anneau
des fonctions du schéma (affine) Sf/&)@(c est défini par la condition f(u+ zywy + -+ + zpwy) €
(21, ..+, 2z1)"" (o0 u est un logarithme de £(C) € G(C)). L’anneau des fonctions de (S%))BH" =

S%), quant & lui, est défini par 'appartenance de

Fa+ w4+ 20w) + -+ E w44 2 Mwy))

116



C.3. Notion de lissité

a l'idéal

(2%1) o zg))2 +-+ (z%”) . zén))2 .
Le lemme clef permet d’identifier ces deux anneaux, donnant du méme coup, 'isomorphisme
de schémas voulu.

L’hypothése de la proposition C.2.13 sera vérifiée, par exemple, lorsque R est principal et
G/S est lisse (cf. la proposition C.3.11).

§ C.3. Notion de lissité

La notion de lissité, riche et multiforme, occupe une place centrale en géométrie algébrique.
De nombreuses références permettent de s’initier a ses différentes facettes. Pour le point de vue
« relévement formel d’une section », on pourra consulter les premiéres pages de 'exposé de L.
[llusie dans 4] puis, pour approfondir, [43| (quatriéme partie). Si on s’intéresse aux schémas
en groupes lisses, [14] et [42] sont les plus complets. On donne dans la bibliographie d’autres
références plus éparses. Cependant pour la commodité du lecteur, nous rappelons quelques
définitions, extraites de ces livres.

Définition C.3.1. Le S-schéma X — S est différentiellement lisse si et seulement si
i) Qg est un Ox-module localement projectif.

ii) L’homomorphisme canonique S (Qﬁ(/s) — gr (Px/s) est un isomorphisme d’algébres

graduées.

Définition C.3.2. Un S-schéma X — S est formellement lisse (resp. formellement étale)
si pour tout schéma affine Z au-dessus de S et tout sous-schéma fermé 7, de Z défini par un
idéal de carré nul*, application X (Z) — X (Z;) est surjective (resp. bijective).

On rappelle qu’un morphisme de schémas 7 : X — S est localement de type fini si, Vx € X, il existe un voisinage ouvert
affine Spec R de 7(z) et un voisinage ouvert affine Spec B de z tel que w(Spec B) C Spec R et que B soit isomorphe a un quotient
de la forme R[X1, ..., X4]|/I, ou I est un idéal de R[X1, ..., Xg4].

Un morphisme 7 : X — S est localement de présentation finie si I’idéal I qui précéde est de type fini.

Définition C.3.3. Le S-schéma X — S est lisse (resp. étale) s’il est localement de présen-
tation finie et formellement lisse (resp. formellement étale).

Remarque C.3.4. Il est important de préciser le schéma de base au-dessus duquel le schéma
est lisse. Si la lissité se conserve par extension de la base, elle ne se conserve stirement pas par
diminution de la base. Par exemple une courbe définie sur un anneau de Dedekind R, lisse
sur le corps des fractions de R, ne l'est pas toujours sur R. De méme, un célébre théoréme
de J.-M. FONTAINE [36] affirme qu’il n’existe aucune variété abélienne (de dimension relative
> 1) lisse sur Z (ce qui impliquerait qu’elle a bonne réduction en tous les idéaux premiers de
7).

Remarque C.3.5. La lissité est une notion locale. Le schéma X/S est lisse si et seulement
si Vo € X il existe un ouvert U, contenant z tel que U, — S soit lisse.

*Ie. un épaississement d’ordre 1.
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Rappelons le critére jacobien de lissité :

Théoréme C.3.6. Soient X/S un schéma localement de présentation finie, x € X et s son
image dans S. Alors X /S est lisse au point x si et seulement s’il existe des voisinages ouvert
affines Spec (M> et Spec R de x et s respectivement tels que les mineurs d’ordre /

(f1, fo)
PP ; ofi R[Xq, ., Xoyr] b g2
de la matrice jacobienne (axj> engendrent S T (en tant qu’idéal).

Il est parfois judicieux, si on veut démontrer la lissité d’'un morphisme (en ramenant la
base au spectre d’un corps), d’utiliser au préalable la

Proposition C.3.7 (Proposition 8 du chapitre 2 de [14]). Soient 7 : X — S un mor-
phisme localement de présentation finie, x un point de X et s = n(x) son image dans S via 7.
Alors T est lisse au point x si et seulement si 7 est plat en x et la fibre X; = X xgSpeck(s) —
Spec k(s) est lisse au point x.

Cette proposition permet de se ramener & une base qui est un corps (de caractéristique
quelconque).

Proposition C.3.8. Si X/S est lisse alors il est différentiellement lisse.

Proposition C.3.9 (Critére pour les schémas en groupes). Le schéma en groupes G/S
est différentiellement lisse si et seulement s’il est lisse auz points de £(S), o e : S — G est
la section nulle de G.

La notion de lissité peut s’exprimer a l'aide du foncteur représentable Fx : Sch/g — Ens,
de la catégorie des schémas au-dessus de S dans la catégorie des ensembles, qui a Z associe
X(Z). Ainsi, le schéma X/S est lisse si et seulement si

i) Fx commute aux limites projectives de schémas affines.

ii) Pour tout schéma affine Z au-dessus de S, pour tout épaississement Zy d’ordre 1 de Z,

Iapplication Fx(Z) — Fx(Zy) est surjective.
Ce point de vue ouvre la porte a d’éventuelles généralisations de la notion de lissité pour des
objets d’une certaine catégorie munie d’un foncteur contravariant a valeurs dans la catégories
des ensembles. Par exemple, pour les schémas formels, on a :

Définition C.3.10. On dit qu'un schéma formel X sur S est lisse s’il est isomorphe au
complété d’un fibré vectoriel X = V(&) (le long de sa section canonique ( ¢f. § C.2.b), ou & est
un Og-module localement libre.

En fait on a la proposition suivante (corollaire 16.9.9 de [43]) :
Proposition C.3.11. Soient X/S un schéma localement neethérien et ¢ : S — X une S-
section de X . Rappelons™ que Oy désigne la limite projective des O g (cf. paragraphe C.2.q).
Alors X /S est lisse si et seulement si, pour tout s € S, il existe un voisinage ouvert affine
U = Spec R de s tel que l'on ait un isomorphisme (topologique) de Oy-algébre :

OS,,EOO)/U >~ OUHXI; ey Xg]]

De plus g est la dimension relative en £(s) de X/S, ou, ce qui revient au méme ici, le rang de
l’espace tangent tx/s.s.

*Si X/S est noethérien et séparé, O o) ~ Ox (cf. § C.2.a).
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Ainsi les propriétés différentielles d’un schéma lisse sont les mémes que celles d’'un anneau
de polynoémes. Dans le cas ot S = Spec R ou R est un anneau de Dedekind principal, on pourra
consulter le second chapitre de la thése de P. GRAFTIEAUX [38]| pour une version globale de
cette proposition.

§ C.4. Exemples de morphismes lisses

§ C.4.a. Fibrés vectoriels et fibrés projectifs

Les résultats que nous présentons dans ce paragraphe sont relativement généraux.

Proposition C.4.1. Soit £ un Ogs-module localement libre de type fini. Le fibré vectoriel V(&)
et le fibré projectif P(E) sont des schémas lisses sur S.

En particulier si R est un anneau (commutatif, unitaire) et n un entier naturel non nul, le
schéma P, est lisse sur R.

Lorsque E est une courbe elliptique définie sur un corps K, corps des fractions d’un anneau
de Dedekind R, d’équation de Weierstrass

y2 +a1xy + azy = 23 +a2x2 + a4 + ag

ou les coefficients a; appartiennent a R, alors le sous-schéma fermé & de P% défini par cette
équation (homogénéisée) est lisse sur R si et seulement si £ a bonne réduction en tous les
premiers de R, i.e. si et seulement si le discriminant

Ag = — (a% + 4a2)2(a%a6 + dasag — ayazay + a2a§ — ai)
— 8(2a4 + ayaz)® — 27(a3 + 4ag)?
+ 9(a] + 4ay)(2a4 + aras)(a3 + 4ag)

de ’équation de Weierstrass définissant € est inversible dans R. Dans ce cas, on montre méme
que le schéma & — Spec R est un modéle de Néron™ de E (cf. corollaire 6.3 du chapitre TV
de |75], page 329).

§ C.4.b. Schémas en groupes sur un corps

Théoréme C.4.2 (CARTIER). Tout schéma en groupes G localement de présentation finie
au-dessus d’un corps k de caractéristique nulle est lisse.

Esquisse de démonstration. Le k-espace vectoriel wg /s est libre de dimension finie donc G est
différentiellement lisse car la caractéristique de k est nulle ; donc G est lisse en au moins un
point de k, donc G est lisse sur k d’aprés la proposition C.3.9. Il y a plus de détails dans [42],
page 327. O

Malheureusement, en arithmétique, on considére le plus souvent un schéma en groupes
au-dessus de 'anneau des entiers d’un corps de nombres ou d’un corps fini, schéma qui n’est
pas lisse en général. On aura donc a rajouter cette hypothése si besoin est.

*Le. qu’a la propriété de lissité s’ajoute une structure de schéma en groupes et une propriété d’existence
et d’unicité d’un relévement de morphismes lisses sur la fibre générique ( Néron mapping property ). Pour une
deéfinition précise, cf. [14].
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§ C.4.c. Lissité des sous-groupes de G/ et un calcul de Q'.

Soit S un schéma. Un sous-schéma en groupes G’ de G¢/Z s’écrit a;1. X1+ +a;,X, =0
(1 < i < ). Le groupe G’ xz S est lisse sur S si les facteurs invariants de la matrice (a; ;)
sont inversibles dans S (i.e. dans k(s) pour tout s € S). Notons ¢ la section nulle de G?/Z.
Si n > 0, le n®™ voisinage infinitésimal (G9)™ n’est pas lisse sur Z (car non réduit, voir
proposition 17.5.7 de [43]). Ainsi le Z-module des différentielles 2! ™ 1y comporte une partie

(65)

de torsion. A titre d’exemple, nous allons calculer explicitement ce module.

Proposition C.4.3. Avec les notations ci-dessus, notons p la fonction de Mobius habituelle.

Alors QY . est isomorphe en tant que Z-module*d

ntg > ()77 I
Zn(n+1) @ (Z/dZ) ™" g—1 )
D,z @

Démonstration. La preuve utilise le lemme classique suivant [48] :

Lemme C.4.4. Soient X := SpecB ou B = R[XA—J]AEA, (X\)aea est une famille d’indéterminées et J
un idéal de R[X)]|ren. Alors on a
oL DreaB.dX)y
XIE™ < Bdf >fey

ot < B.df >rcy désigne l'idéal de B engendré par les différentielles df.

Iei X = (G$)™ = Spec B ot B = M et on a

! BdX,®---® B.dX,
LN g ax T
(G4)™/ (39 ap XX, 'dXp,)

lo|=n+1

En utilisant la notation habituelle X% = X" - .. Xg ¢, un ¢élément quelconque de B.dX,®---® B.dX,
s’écrit

Zg: Y alxedx, +zk: > alxedx;, - (C.8)

h=1 |a|<n h=1|a|=n

pas modifié par le quotient

La premiére partie est donc libre de rang g("ng ) Quant & 'autre somme, cela revient a comprendre,
g
si A, désigne la somme directe
& Z.XtdX;,

|£|=n
ic{l,...,g}

la structure de Z-module du quotient Pour cela, considérons ¢ € N9 tel que [{| =n+1

An
B|¢j=n+12.dXE"
14
et ayant exactement m composantes non nulles ¢;,, ..., ¢; . Notons Bg—) le sous-module :

Z.X°X;NdX;, @ - @ Z.XX; X, (C.9)

*Et aussi en tant que Z-algébre.
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Alors A, = @gB%) (cela découle directement des définitions) et, plus intéressant, la situation reste
scindée en quotientant :

A, BY
~ — d
D =nt12.d(XE) e (Z.d)ﬂ) (C.10)

Par définition de BY il est clair que BY /Z.dXt ~2m /2.0 on ' = (4, ..., Li).

Lemme C.4.5. Soit £ = ({1, ..., {y,) un m-uplet dont aucune composante n’est nulle et notons d le
peged des £;. Alors il existe un isomorphisme de Z-modules :

Zm)7.L ~ 7" @ 7)dZ

Démonstration. D’apres le théoréme de structure des Z-modules de type fini, le groupe Z™/Z.0 est
somme directe d’une puissance de Z et d’un groupe de torsion. En tensorisant par Q, il est immeédiat
que la partie libre est bien Z™ 1. Pour la partie de torsion, considérons a € Z™ qui est de k-torsion

exactement. Il existe donc p € Z tel que, pour tout i € {1, ..., m}, ka; = ph;. Soient by, ..., b, €Z
tel que >, bil; = d (Bézout). Alors k (Y bja;) = pud, et comme k est premier avec p (car a est de k-
torsion exactement), k divise d. Réciproquement si un entier k divise d, il existe a = (¢1/d, ..., {y,/d)
qui est de k-torsion exactement. Donc le groupe de torsion est cyclique, engendré par éﬁ. U

Comme il y a ( g ) fagons de choisir £ € NY ayant exactement m composantes non nulles, de la
décomposition (C.10) on déduit

1 -~ g("*1+g) " , (gl)
Legymp =T D P (zm/z.1) (C.11)
12 |=n+1, £1,..., Lm>1

D’aprés le lemme C.4.5, la partie libre de ce module est de rang

(") () ()

car le cardinal de ensemble {(¢1, ..., €m) € (N\{0})™; f1+ -+ Llm =n+ 1} est (" ).

Lemme C.4.6. Les égalités suivantes sont vérifiées pour a, b entiers naturels :

1) 3o () () = (2)-
2) koo (1) () =a(*"a7).

Démonstration.
1) Ona (X, (H)X") (Zk 0 Xk> 1+ X)?*? En comparant les coefficients devant X¢
on obtient la premiére egahte
2) Onad y  k ( )Xk =X i, (¢ )Xk) = aX(1+X)% L. Donc en multipliant des deux co-
tés par (1+X)?, on obtient ks k (3 )( ) XFH = aX (14 X)L En comparant les coefficients

devant X“, on obtient la seconde egahte
O
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L’utilisation du lemme C.4.6 avec a =g —1et b=n, puisa =g et b=n+ 1 donne

So-0(2) ()=S0, ()
men(, )() S (400

<g-1><> LS (2 ) e
S o) (1) ()2 )
S ) () )
- N1

est donc bien de rang g(”+g 1) + g(n+g 1) - (ij) = n(ZIi’)

1

3

[asy

S

|
3
Q

M

M

I
Q

||
ﬁMHHM‘T iA

| Il

Q Q
S W
S —

La partie libre de Q!

62)™ /2

Pour expliciter les exposants de la partie de torsion, nous aurons besoin d’un :

Lemme C.4.7. Soit n € N\ {0} et d un diviseur de n. On note (57(2 le cardinal de ensemble
{(al, cap) € (N\{OD*; a1+ +ap = n, pged(ag, ..., ap) :d}

k k
etég) ::5( %

Alors " "
6n,d = 5n/d
et / )
n/r —
= (")
z|n
Démonstration. La premiére égalité est claire.
Pour la seconde, on remarque que 67(2 = {(a1, ..., ox) € (N\{0})*; a1+ ...+ o =n}| donc
-1
S 6l = <” ) :
d|n
La formule d’inversion de Mo6bius donne alors le résultat. O

D’aprés les lemmes C.4.5 et C.4.7, Pexposant de Z/dZ est :

2 (nin - () 2 (50)

s

|n m=1
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C.4. Exemples de morphismes lisses

Or
m m—1 n+1 m m
m=1 m=1
ntl _ q
= <g o . > d’apres le lemme C.4.6.
g—
, . ntl_g
L’exposant de Z/dZ est donc bien Eﬂ% p(x) (nggdjl ) u

§ C.4.d. Sous-groupes de G,

Lorsque S est un schéma, un S-schéma en groupes est dit diagonalisable s’il est
isomorphe a Dg(M) = (SpecZ[M]) Xgpeez S, 0t M est un groupe abélien et Z[M] est la
Z-algébre engendrée par M. Le schéma Dg(M) est un schéma en groupes ; en effet, si X est
un S-schéma, on a

Dg(M)(X) = Homgroupes(M, T'(X, Ox)*)
= Homgroupes(M, G (X)) .

Lorsque M est le quotient de Z9 par un sous-groupe ®, on retrouve les sous-groupes usuels
(en transcendance) de G, :

Dy (Z9)®)(X) = To(X) := {(z1, ..., zg) € T(X, Ox)*)? 5 - 24" =1 V (my, ..., my) € P} -

Pour un schéma en groupes diagonalisable (dont les archétypes sont Gy, et le groupe des
racines n°"* de I'unité) on a le résultat suivant ( cf. [42], page 28) :

Proposition C.4.8. Si M est un groupe abélien, le schéma en groupes diagonalisable
Dg(M) := Spec Og[M]

est lisse sur S si et seulement si aucune caractéristique résiduelle de M ne divise la torsion

de M.

Corollaire C.4.9.
1. Le groupe multiplicatif Gy, s := Ds(Z) est lisse sur S.

2. Un sous-schéma en groupes G’ de Gf’n/Z, défini par un sous groupe ® de 79 (i.e. G' =
Dy (Z9]®)) est lisse sur SpecZ si et seulement si une des conditions suivantes (équiva-
lentes) est vérifiée :

(a) Le schéma en groupes G' est conneze.
(b) Le groupe 79 /® est sans torsion*.

(¢) Les mineurs d’ordre rg(®) de la matrice associée a ® sont premiers entre eux dans
leur ensemble.

(d) L’idéal engendré par les mineurs précédents est l'anneau 7.

*Le sous-groupe ® est alors dit primitif.
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3. Le schéma en groupes des racines n° de l'unité (i.e. D(Z/nZ)) n'est pas lisse sur Z.
(sin > 1) mais est lisse (et méme étale) sur tout anneau R dans lequel n est inversible.

En particulier, si W est un hyperplan de I'espace tangent tgg 7z de la forme (dans la base
habituelle) ayz; +- - - +a,2, = 0 avec les a; des entiers premiers entre eux* alors W est 'espace
tangent du sous-groupe lisse de an/z, provenant de ® =Z.(ay, ..., a4).

§ C.4.e. Translations

Soit T un S-schéma et 7 : G — S un schéma en groupes de loi de groupe m : G x G — G.
Soit g € G(T') et gr = (g, idr) 'élément de Gr(7T') qui s’en déduit.

Définition C.4.10. Avec les notations précédentes, le morphisme de translation a gauche
par g est celui obtenu par composition :

Tg :GT LTXTGT gTX—id>T GT X GT EGT.
De la méme facon, le morphisme de translation & droite par g est :
T;:GT;GT XTTingTGTXGTEGT.

Ces morphismes de translation (3 gauche et a droite) sont des isomorphismes (étales)
de schémas. En particulier 'espace tangent tg o = Home, (Q*Qé/y Og) de G en un point
Q € G(9) est isomorphe a l'espace tangent tg,s de G le long de la section nulle € € G(95).

Exemple C.4.11. Soit g € G,(T) = I'(T, Or). La translation 7, : G,/7 — G,/ est I'appli-
cation dont le comorphisme est

(T, Op)[X] — T(T, O7)[X]
X — X+4g

Exemple C.4.12. Soit ¢ € G (T) = I'(T, Or)*. La translation 7, : Gun/r — Gy r est
I’application dont le comorphisme est

O(T, Op)[X, X '] — T(T, Op)[X, X
X — gX

A partir de cette définition, on obtient la notion de « forme différentielle sur G invariante a gauche » : une section globale w de
Q(%;/s (ou plus généralement de /\ZQ%;/S) est invariante & gauche si, pour tout S-schéma T', pour tout g € G(T'), on a Tjwr = wr
ou wr est 'image inverse par la projection Gp — G de w. Le cotangent E*Q(l;/s de G est le « lieu de naissance » des formes
différentielles invariantes :

Proposition C.4.13. Soit € : S — G la section nulle de G. Alors, pour tout wog € HO(S, E*Qé/s), il existe une unique forme

différentielle invariante a gauche w € H°(G, qu;/s) telle que wo = e*w dans e*Qé/S.

*Cette hypothése n’est pas automatiquement vérifiée car on est sur les Z-modules.
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§ C.4.f. Multiplication par n

Proposition C.4.14. Soit G un S-schéma en groupes commutatif lisse et de type fini. Soit
n € N\{0}. Si, pour tout s € S, la caractéristique de k(s) ne divise pas n alors la multiplication
par n, [n] : G — G, est un morphisme étale.

Démonstration. cf. lemme 2 du §7.3 de [14]. O

§ C.5. Dérivations et opérateurs différentiels

Ce paragraphe est extrait de EGA IV [43], § 16. Il vise a rappeler que la notion de lissité
traduit Pexistence d'une « excellente » famille d’opérateurs différentiels sur Oy (les dérivées
« divisées », théoréme C.5.6 ci-dessous).

§ C.5.a. Dérivations

Définition C.5.1. Soit f : X — S un morphisme d’espaces annelés. Pour tout Ox-module
F, on appelle S-dérivation de Ox dans F tout homomorphisme de faisceaux de groupes
additifs D : Ox — F vérifiant les conditions suivantes :
a) pour tout ouvert V de X, et tout couple de sections (¢1,t3) de Oy au-dessus de V', on
a D(tity) = t1D(t3) + D(t1)ts.
b) pour tout ouvert V' de X, toute section ¢t de Ox au-dessus de V' et toute section s de
Oy au-dessus d’un ouvert U de S tel que V C f~1(U) on a D(sjyt) = sy D(t).
L’ensemble des S-dérivations de Oy dans F forment un I'(X, Ox)-module noté Dérg(Ox, F).

Proposition C.5.2. Soit f: X — S un morphisme de schémas.
i) La différentielle dxss : Ox — Qﬁ(/s est une S-dérivation.
i) Pour tout Ox-module F, Uapplication v — wu o dx;s induit un isomorphisme de-

['(X, Ox)-modules
Homo, (2/g, F) — Dérs(Ox, F). (C.12)

i) On a également un isomorphisme de Ox-modules*
Homoy (g, F) = Dérs(Ox, F).

On peut comprendre (intuitivement) cet isomorphisme en regardant ce qui se passe lorsque
X est le spectre premier d’un anneau de polynomes a g variables (i.e. X = A7) et F est un
Ox-module quasi-cohérent provenant d’'un module M. L’isomorphisme (C.12) est application

HOmz[X] (Z?:l Z[X]Xm y M)

Déry (Z[Xy, ..., X,], M)

0 (P XL B (X) (X))

C’est la dualité différentielle-dérivée !

Propriétés.

*On note en caractéres romains le foncteur covariant de la catégorie des Ox-modules dans celle des groupes
abéliens et en caractéres penchés le foncteur de la catégorie des Ox-modules dans elle-méme.
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1) Sim: X — S est localement de présentation finie et si F est un Ox-module quasi-
cohérent alors Dérg(Ox, F) est un Ox-module quasi-cohérent.

2) Si de plus S est localement noethérien et si F est cohérent alors Dérg(Ox, F) est
Ox-module cohérent.

§ C.5.b. Opérateurs différentiels

Définition C.5.3. Soient f : X — S un morphisme de schémas, F, G des Ox-modules et n
un entier naturel. On dit qu'un homomorphisme de faisceaux de groupes additifs D : F — G
est un opérateur différentiel d’ordre inférieur & n relativement a S s’il existe un
homomorphisme de Ox-modules wu : 73;‘(/5 ®oy F —Gtelque D=wuo d}/s.

L’ensemble des opérateurs d’ordre inférieur & n de O dans G est un groupe additif, que
on note Diff’y g(F, G), ou Diff’y /g lorsque 7 = G = Ox. On note également Diffy o(F, G)
le préfaisceau de groupes additifs

U — DlﬁWUl/s(ﬂU, Q|U) .

Ce préfaisceau est un faisceau. Si f : X — S est un morphisme localement de présentation finie,
F un Ox-module de présentation finie et G un Ox-module quasi-cohérent alors Di ff} /S(}" , 9)
est un Ox-module quasi-cohérent.

Proposition C.5.4. Il y a un isomorphisme de faisceaux de groupes additifs
Homoy (Py)s @ F, G) — Diffy,s(F, G) -

Proposition C.5.5. Soient f : X — S un morphisme de schémas, F, G des Ox-modules,
D : F — G un homomorphisme de f*Og-module, n un entier naturel. Les conditions suivantes
sont équivalentes :

a) D est un opérateur différentiel d’ordre inférieur & n ;

b) Pour toute section a de Ox au-dessus d’un ouvert U, ’homomorphisme D, : Fu — Gu
tel que, pour toute section t de F au-dessus d’un ouvert V- C U, on ait D,(t) = D(at) —
aD(t), est un opérateur différentiel d’ordre n —1 ;

c¢) Pour tout ouvert U de X, toute famille (a;)1<i<nt1 de n+ 1 sections de Ox au-dessus
de U, et toute section t de F au-dessus de U, on a ['identité

> o (- (H cu) D (JJat| =0.

HC{1,2,...,n+1} icH igH

L’avantage d’étre sur un schéma différentiellement lisse provient du fait que l'on peut
utiliser des « dérivées divisées ». En effet on a le

Théoréme C.5.6. Soient f: X — S un morphisme, U un ouvert de X, (z\)xea une famille
de sections de Ox au-dessus de U telle que les dzy forment un systéme de générateurs de
QlU /s Les conditions suivantes sont équivalentes :

i) flu est différentiellement lisse et (dzy) est une base du Oy-module Q}]/S.
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i) Il existe une famille (DE)BGN(A) d’opérateurs différentiels de Oy dans lui-méme, vérifiant
les conditions

D, (2%) = <%> 2972 pour p, q € N&,

De plus lorsque ces conditions sont vérifiées, la famille (D,) est déterminée de facon unique
par les conditions précédentes et vérifie les relations : -

(p+9)!

DypoDy = Dgo D), = ol

ptq -

Enfin, si A est fini, pour tout entier n, les (Dp)pj<n forment une base du Oy-module Diff’l}/s,
autrement dit, tout opérateur différentiel d’ordre inférieur a n sur U s’écrit d’une seule facon

sous la forme
D= aD,
[pl<n

ot les a, sont des sections de Ox au-dessus de U. Lorsque X est un schéma de caractéristique
2€r0,

Dy =(ph)~" H D
AEA

ot les Dy = % sont les formes coordonnées correspondant a la base (dz)).
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Résumé

Cette thése s’inscrit dans la lignée des travaux relatifs a la théorie des formes linéaires de loga-
rithmes. Elle comporte deux parties ainsi que trois annexes.

Dans la premiére partie, nous nous intéressons au cas général d’'un groupe algébrique commutatif
quelconque, défini sur la cloture algébrique de Q. Etant donné un tel groupe G, un hyperplan W
de D'espace tangent a l'origine de G et v un point complexe de cet espace tangent, dont 'image par
lexponentielle du groupe de Lie complexe G(C) est algébrique, nous obtenons une minoration de la
distance de w & W, qui améliore les résultats connus auparavant et qui, en particulier, est optimale
en la hauteur de 'hyperplan W. La démonstration repose sur la méthode de Baker ainsi que sur un
nouvel argument de nature arithmétique (procédé de changement de variables de Chudnovsky) qui
nous permet d’évaluer précisément les normes ultramétriques des nombres algébriques construits au
cours de la preuve.

Dans la seconde partie, nous étudions plus en détail le « cas abélien non-homogeéne » (dans lequel
le groupe G est le produit direct du groupe G, et d’une variété abélienne) et nous établissons une
nouvelle mesure, comparable & celle donnée dans la premiére partie mais totalement explicite en les
invariants liés & la variété abélienne. La particularité de cette seconde partie est de mettre en ceuvre,
pour la premiére fois dans ce contexte, la méthode des pentes de J.-B. BOST et certains résultats de
géométrie d’Arakelov qui lui sont attachés.

Mots-clés: Formes linéaires de logarithmes, groupe algébrique, méthode de Baker, groupe formel,
logarithme formel, méthode des pentes, géométrie d’Arakelov.

Abstract

This thesis falls within the theory of linear forms in logarithms. It comprises two parts as well
as three annexes.

In the first part, we are interested in the general case of an unspecified algebraic commutative
group, defined over the algebraic closure of Q. Given such a group G, an hyperplane W of the tangent
space at the origin of G and u a complex point of this tangent space, whose image by the exponential
map of the Lie group G(C) is an algebraic point, we obtain a lower bound for the distance between u
and W, which improves the results known before and which is, in particular, the best possible for the
height of the hyperplane W. The demonstration rests on Baker’s method as well as a new arithmetic
argument ( Chudnouvsky’s process of variable change) which enables us to give a precise estimate of
the ultrametric norms of some algebraic numbers, built during the proof.

In the second part, we study in details the “abelian non-homogeneous case” (in which the group G
is the direct product of G, by an abelian variety) and we establish a new measure, comparable with
the one given in the first part, but totally ezplicit in function of the invariants of the abelian variety.
An important feature of this second part is the implementation, for the first time in this context, of
J.-B. Bost’s slopes method and some results of Arakelov geometry naturally associated with it.

Keywords: Linear forms in logarithms, algebraic group, Baker’s method, formal group, formal log-
arithm, slopes method, Arakelov Geometry.
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