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Chapitre 1

Introduction générale et

motivation biologique

Il existe diverses méthodes pour approcher les phénomènes biologique par des outils mathé-

matiques. Ces méthodes se sont développées et améliorées au cours du vingtième siècle et

continuent à nous permettre de concevoir la réalité biologique de façon toujours plus …ne et

plus réaliste. La littérature mathématique compte désormais de nombreux modèles décri-

vant des problèmes biologiques ainsi que leurs études détaillées. Ces modèles décrivent des

problèmes aussi divers que la description de la population de poissons (civelle, anchois...),

les épidémies (SIDA,...), les épizooties (Encéphalie Spongiforme Bovine,...), les thérapies du

cancer et du SIDA, l’embryogenèse, le système neuronal et bien d’autres domaines.

Dans notre travail nous nous intéressons à la dynamique de population et plus précisément

la description de la prolifération des cellules. Il existe di¤érents modèles de dynamique de

population cellulaire : certains tiennent compte de l’âge des cellules, d’autres de leur matu-

rité, ou encore de leur taille. Il existe également des modèles où le phénotype est une variable

prise en compte a…n de décrire la mutation génétique.

Tout dépend en fait de l’étude du type de population cellulaire que l’on e¤ectue : les cellules

de l’épiderme par exemple se développent verticalement, elles n’ont pas le même comporte-

ment que des cellules qui se di¤usent dans un milieu comme le plancton ou bien les cellules

qui se divisent en créant des réseaux très complexes comme les neurones.
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D’autres part, certaines maladies comme le développement incontrôlé de cellules dans le

cas du cancer, ou bien l’attaque massive d’une population cellulaire par des virus comme

le SIDA, engendrent des comportements complètement di¤érents suivant les cas de …gure.

C’est pourquoi tous les modèles de dynamique de population cellulaire sont di¤érents, et

qu’ils sont décrits précisément selon l’observation que l’on en fait.

Dans notre travail, nous nous intéressons à un modèle de prolifération cellulaire et plus

particulièrement à la population de cellules sanguines dans la moelle osseuse.

Notre introduction nous permet de donner une explication des raisons biologiques qui ont

motivé notre choix. Elle est organisée de la façon suivante :

Dans la première partie (paragraphes 1.1-1.3), nous présentons le cycle cellulaire dans le

cadre général (1.1), puis nous nous penchons sur la description de la fabrication des cellules

sanguines (ou hématopïèse) dans la moelle osseuse (1.2) et en…n, nous décrivons une maladie

attaquant ce type de cellule : l’anémie aplasique (1.3).

Dans la deuxième partie (paragraphe 1.4) nous présentons un aperçu historique des di¤érents

modèles de prolifération cellulaire qui existe dans la littérature.

Dans la troisième et dernière partie (paragraphes 1.5 et 1.6) nous exposons notre modèle

avec la description biologique de chacun des paramètres, puis nous précisons les obejectifs

de la thèse et l’organisation des chapitres.

1.1 Le cycle cellulaire: quitte ou double

La vie d’une cellule s’étend de sa naissance, résultat de la division d’une cellule précédente,

appelée cellule mère jusqu’au moment où elle même se divise en deux nouvelles cellules. Dans

des conditions normales, les cellules d’une même lignée tendent à suivre le même chemin. La

vie d’une cellule ordinaire passe par une suite de transitions reconnaissables qui se répète

de génération en génération. Cette série d’événements est appelée le cycle cellulaire.

1.1.1 Phase de prolifération et phase de repos

Le cycle cellulaire se décompose en quatre principales périodes successives, appelées

phases G1, S, G2 et M (voir …gure 1-1). Cette fragmentation du cycle cellulaire appa-
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Figure~1-1: Cycle cellulaire dans le cas d’une division inégale

raît pour la première fois semble-t-il dans le travail de Howard et Pelc [65] en 1953. Elle

se décompose comme suit.

- Les cellules entrent d’abord dans la phase G1; phase pré-synthétique. Cette phase ne semble

pas avoir de trait particulier. En fait la lettre G est l’initiale du mot anglais ”gap”, i.e. le

nom donné à une partie non distincte du cycle.

- Elles entrent ensuite dans une phase active de production, la synthèse de l’ADN, connue

sous le nom de phase S. Cette phase peut être déterminée de façon empirique.

- Elle est suivie par la phase G2, une autre période di¢cile à isoler.

- Le cycle cellulaire se termine par le processus de mitose, la phase M qui aboutira à la

formation de deux nouvelles cellules …lles.

La division peut être considérée égale ou inégale.
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Durant sa vie, la cellule grandit, sa taille change, non seulement parce qu’elle double son

contenu d’ADN, mais également ses autres constituants comme l’ARN, ainsi que des élé-

ments tels que les mitochondries. Ces éléments permettent de décrire la maturité de la

cellule.

Dans notre étude, nous faisons la distinction entre la taille de la cellule et sa maturité.

- Par taille nous entendons une mesure quanti…ée de la cellule : masse, volume, longueur.

- La maturité quant à elle désigne tout aspect de la structure morphologique cellulaire

autre que l’âge ou la taille qui peut être quanti…ée et utilisée pour di¤érencier les cellules

au niveau de leur développement. La maturité est un terme plus ambiguë, plus di¢cile à

évaluer cependant elle peut être considérée comme étant une variable continue puisqu’elle

possède de nombreux niveaux de développement morphologiques.

La distinction entre la taille et la maturité n’est pas toujours claire dans la littérature. Tout

dépend en fait du phénomène que l’on décrit et comment on veut le décrire : veut-on le

décrire de façon théorique, de façon expérimentale, de façon globale, ou locale? Il existe

toutefois des modèles pour lesquels cette distinction est importante. C’est le cas par exemple

pour Howard en 2000 [64] qui élabore et étudie un modèle structuré en taille et maturité

pour décrire la leucémie, le cancer du sang et l’Alpha Thalassemia, une maladie caractérisée

par la formation de globules rouges extrêmement petits.

Juste après la division, au terme de la phase M, les deux cellules …lles entrent dans une

phase de repos appelée G0. Cette phase est ainsi appelée par opposition à la phase de pro-

lifération ou phase active représentée par l’ensemble des quatre périodes G1, S, G2 et M .

Dans des conditions normales, toutes les cellules de la phase de prolifération doivent re-

joindre la phase de repos après division. Par contre, les cellules de la phase de repos peuvent

y séjourner pour le reste de leur vie. Seul un certain nombre de cellules rejoint la phase G1.

Ce nombre varie suivant l’environnement de la cellule ou du système auquel elle appartient.

Dans le cas du système sanguin, par exemple, si une carence importante de sang, due par

exemple à une hémorragie ou une autre raison, se fait ressentir, les cellules rénales (pour les

globules rouges) réagissent en envoyant des hormones à la moelle osseuse [16]. La production

de cellules est alors ampli…ée et un très grand nombre de cellules au repos sont libérées pour

combler le dé…cit. La phase de repos devient alors de très courte durée, et dans les cas les
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plus graves, certaines cellules n’y entrent plus, elles ne font que proliférer.

Nous pouvons supposer que la phase de repos est en quelque sorte une zone de stockage

des cellules. Cette hypothèse est développée plus en détail dans l’article écrit en 1969 par

Epifanova et Terskikh [38]. En fait, le cycle cellulaire possède d’autres phases de repos. La

phase G0 est toutefois la plus importante et sera la seule prise en considération pour des

raisons de simplicité du modèle.

1.1.2 Di¤érentes façons de mourir: apoptose ou nécrose

La mort d’une cellule peut prendre deux formes : l’apoptose ou la nécrose.

-L’apoptose apparaît sous des conditions physiologiques normales et la cellule participe

elle-même à sa propre mort : c’est le suicide cellulaire. Ce suicide peut se produire dans

n’importe quelle étape du cycle, aussi bien dans la phase de prolifération que dans la phase

de repos. Il n’est pas négligeable. La mortalité programmée pour les globules blancs dans

le système hématopoïétique humain par exemple est énorme: des milliards de neutrophiles

et environ 1011 érythrocytes (globules rouges) meurent de cette façon tous les jours, sont

phagocytés et digérés quotidiennement par des macrophages dans le foie et dans la rate. Il

est donc légitime d’en tenir compte dans notre modèle. Les traits caractéristiques morpho-

logiques et biochimiques de l’apoptose sont assez connus.

L’autre forme de mort cellulaire est la nécrose. Elle apparaît lorsque la cellule est exposée à

des variations extrêmes provenant de conditions physiologiques telles que l’hypothermie ou

l’hypoxie (diminution d’oxygène dans les tissus) et contrairement à l’apoptose, elle entraîne

une réponse in‡ammatoire.

Bien entendu, le cycle cellulaire et les mécanismes de mortalité sont beaucoup plus comple-

xes que cela. Chaque phase est le fruit de nombreuses réactions au niveau moléculaire, et

la modélisation précise d’un tel mécanisme nécessite l’introduction de dizaines d’équations

avec autant de paramètres. L’action de tel ou tel paramètre sur l’ensemble du système de-

vient alors très di¢cile à mettre en évidence.

Les modèles que nous allons présenter et étudier dans cette thèse concernent la prolifération

cellulaire dans la moelle osseuse. Nous nous intéressons à ce cycle depuis les premières cel-
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Figure~1-2: La moelle osseuse
( c° Human Physiology, Third Edition, R. Rhoades et R. P‡anzer, Saunders College Publi-
shing)

lules de la chaîne de développement (cellules souches) jusqu’aux cellules di¤érenciées prêtes

à entrer dans la dernière étape avant leur introduction dans la circulation sanguine. Dans le

paragraphe suivant nous donnons un aperçu de la biologie cellulaire dans la moelle osseuse.

1.2 Hématopoïèse: la formation des cellules sanguines

1.2.1 Trois types de cellules sanguines

L’hématopoièse est le terme général qui désigne le développement de tous les types de

cellules sanguines. Elle se situe en général dans la moelle osseuse, et plus particulièrement

dans la moelle rouge de certains os (voir …gure 1-2).

Les cellules sanguines possèdent des fonctions complètement di¤érentes selon leur type.

Nous pouvons les classer en trois principaux groupes.

- Les globules rouges ou érythrocytes dont le rôle est de transporter de l’oxygène et

le dioxyde de carbone dans l’ensemble du corps (voir …gure 1-3). Leur vie s’étend de leur

naissance par division des cellules souches, jusqu’à leur mort dans la circulation sanguine.
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- Les globules blancs ou leucocytes, qui combattent les infections, et dans certains cas

phagocytent et digèrent les débris. Il existe trois principales catégories de globules blancs :

les granulocytes, les monocytes et les lymphocytes. Les types de granulocytes les plus com-

muns sont les neutrophiles. Appelés également leucocytes polynucléaires, ils phagocytent et

détruisent des petits organismes, en particulier les bactéries. Les monocytes quant à eux,

après avoir quitté la circulation sanguine se transforment en macrophages, qui avec les neut-

rophiles sont les principaux ”phagocytes professionnels” de l’organisme. Ils sont responsables

du nettoyage des cellules sénescentes, mortes ou abîmées dans de nombreux tissus. Etant

plus volumineux que les neutrophiles, leur durée de vie est plus longue que ces derniers. La

fabrication des anticorps comme réponse immunitaire est due à la troisième catégorie de

globules blancs, les lymphocytes. En fait, il existe deux sortes de lymphocytes: les lympho-

cytes B qui fabriquent les anticorps, et les lymphocytes T qui eux tuent les cellules infectées

par des virus et contrôlent l’activité des autres leucocytes (voir …gure 1-4).

- Les plaquettes qui forment le troisième groupe de cellules sanguines, sont plus di¢ciles

à classer. En e¤et, ces cellules sont des fragments cellulaires issus de mégacaryocytes. Ce

ne sont donc pas des cellules complètes mais plutôt des ”minicellules” qui dérivent du cyto-

plasme cortical de cellules plus grosses. Les plaquettes adhèrent spéci…quement à la couche

de cellules endothéliales des vaisseaux sanguins endommagés contribuant ainsi à la répa-

ration des brèches dans les parois des vaisseaux et à la formation du caillot sanguin (voir

…gure 1-5).

Certaines des cellules sanguines comme les globules rouges ou les plaquettes ont une fonction

assignée au système vasculaire alors que les autres, les globules blancs, l’utilisent seulement

comme moyen de transport et remplissent leur fonction dans d’autres tissus. Cependant,

toutes les cellules sanguines ont des points communs. D’abord, elles ont toutes une exis-

tence limitée et sont donc produites de façon continue pendant toute leur vie. Mais le plus

important est qu’elles sont toutes issues d’un même type de cellule (cellule souche) commune

présente dans la moelle osseuse. Nous disons alors que la cellule souche hématopoïétique est

multipotente.
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Figure~1-3: Erythropoïèse: la formation des globules rouges
( c° Human Physiology, Third Edition, R. Rhoades et R. P‡anzer, Saunders College Publi-
shing)
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Figure~1-4: Leukopoïèse: processus de formation des globules blancs
( c° Human Physiology, Third Edition, R. Rhoades et R. P‡anzer, Saunders College Publi-
shing)
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Figure~1-5: Formation des plaquettes
( c° Human Physiology, Third Edition, R. Rhoades et R. P‡anzer, Saunders College Publi-
shing)
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1.2.2 Les cellules souches: les racines du sang

Il est connu qu’une seule cellule souche est capable d’engendrer un nombre arbitrairement

grand de descendants, parmi lesquels des cellules souches …lles remplissant la même fonc-

tion, ou des cellules di¤érenciées. Le processus d’évolution et de di¤érenciation des cellules

sanguines est le suivant : les cellules souches multipotentes donnent d’abord naissance à des

cellules précurseurs déterminées (committed progenitor cells) qui caractérisent un seul ou

plusieurs types de cellule sanguine. Les cellules précurseurs se divisent rapidement mais en

un nombre limité de fois. A la …n de cette série de divisions ampli…catrices, elles se tran-

forment en cellules totalement di¤érenciées (les groupes présentés au paragraphe précédent)

qui généralement ne se divisent plus et meurent après quelques jours ou quelques semaines.

Il est important de noter qu’une fois que la cellule est di¤érenciée, autrement dit quand

la cellule n’est plus une cellule souche, il est impossible de revenir en arrière : l’état de

di¤érenciation n’est pas réversible. Donc une fois qu’une cellule souche donne naissance à

une cellule précurseur, celle-ci s’engage irréversiblement vers la voie qui lui est assignée.

Les cellules souches contrairement aux cellules di¤érenciées sont pour l’instant, à notre

connaissance, impossibles à identi…er de façon directe. Il existe toutefois des méthodes in-

directes pour prouver leur présence. L’existence des cellules souches n’est donc pas remise

en cause, mais leur fonctionnement, leur nombre et leur localisation dans la moelle osseuse

restent encore des questions ouvertes pour les biologistes. En fait, nous supposons que les cel-

lules souches sont très peu nombreuses, moins d’un millième des cellules de la moelle osseuse.

C’est à la lignée des érythrocytes (Figure 1-3) que nous nous intéressons dans ce travail,

depuis la cellule souche multipotente jusqu’à l’entrée des globules rouges dans le compar-

timent non-proliférant. Les érythrocytes se divisent en fait un certain nombre de fois, puis

après un certain nombre de divisions, ils arrêtent de proliférer, et entrent dans une phase

de maturation pure. Quand la maturation arrive à son terme, ils expulsent leur noyau a…n

de devenir érythrocytes immatures (réticulocytes) peu avant de quitter la moelle osseuse

et de passer dans la circulation sanguine. Le réticulocyte perd ensuite ses mitochondries

et ses ribosomes en un jour ou deux pour devenir érythrocyte mature. Leur durée de vie

dans le sang est de 120 jours chez l’homme. Seules les cellules souches sont alors capable de
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reproduire à nouveau des globules rouges.

Tout ce processus est en général bien réglé, et le sang humain possède de façon constante une

moyenne de 5 £ 1012 globules rouges par litre de sang. Un individu contient environ 5 litres

de sang, représentant 7 pour cent de sa masse corporelle. Les globules rouges représentent

45 pour cent de ce volume, les globules blancs environ 1 pour cent, le reste étant constitué

par le plasma sanguin et les plaquettes. Certaines maladies sanguines peuvent cependant

apparaître au cours de l’existence, perturbant sérieusement le système dans sa totalité. Nous

allons présenter dans le prochain paragraphe l’anémie aplasique, l’un des traumatismes les

plus importants touchant les cellules du sang.

1.3 L’anémie aplasique

L’anémie aplasique (ou anémie médullaire) est une maladie rare mais extrêmement

sérieuse. Elle résulte d’une défaillance de la moelle osseuse lors de la production de globules

rouges. Plus précisément, elle se caractérise par l’absence de formation ou de division des

cellules souches, ce qui provoque une baisse du nombre de cellules sanguines.

Les causes de l’anémie aplasique sont clairement liées aux radiations nucléaires, aux toxines

de l’environnement, aux insecticides, aux composants contenant du benzène, à certaines

colles, aux drogues comme le chloramphenicol (antibiotique actif sur de nombreuses bacté-

ries comme les bacilles de la …èvres typhoïde) ou l’arsenic. Le traitement du cancer par

radiothérapie ou chimiothérapie et divers autres types de médicaments peut également cau-

ser cette forme d’anémie. Elle peut aussi être la conséquence de certaines infections virales,

comme les hépatites A, B, C et G, ainsi que la mononucléose infectieuse. Dans 50 à 60

pour cent des cas, l’anémie est de nature idiopathique ou primitive, c’est à dire qu’elle ne

comporte pas de cause connue, tandis que dans d’autres cas, elle est d’origine héréditaire.

Le traitement de l’anémie aplasique est possible grâce à des transplantations de globules

rouges et de plaquettes.

16



1.4 Rappel historique des di¤érents modèles de prolifération

cellulaire

Dans ce paragraphe nous présentons di¤érents modèles structurés de dynamiques de popu-

lations cellulaires a…n de mieux comprendre notre démarche pour la construction de notre

modèle.

Notre premier objectif est de connecter les comportements individuels au comportement glo-

bale d’une population de cellules sanguines. Au niveau individuel, les cellules se distinguent

par leur âge, leur taille, leur maturité, leur état (proliférant ou quiescent), et d’autres pro-

priétés physiques dont nous ne tiendrons pas compte ici. La structure de la population par

rapport à ces traits caractéristiques in‡uence alors l’extinction, la croissance, la stabilisation,

les oscillations ou d’autres comportements de la population totale. Ces modèles structurés de

populations cellulaires sont en général des équations aux dérivées partielles dans lesquelles

les variables sont le temps, et les di¤érentes variables caractérisant la cellule. Ce sont des

exemples de ce type de modèles structurés que nous présentons tout au long de cette partie.

Etant donné d’ailleurs que toutes les équations que nous présentons ici dépendent du temps,

nous ne préciserons pas cette variable. Par exemple, pour présenter un modèle ayant pour

variables le temps, l’âge et la maturité, nous dirons qu’il est seulement structuré en âge et

maturité.

Le premier papier traitant de la dynamique de population cellulaire semble être dû à Bell

et Anderson en 1967 [18]. Quelques auteurs apportent une contribution dans ces années là,

comme Fredrickson et al. la même année [43], ainsi que Sinko et al. [108] en 1967, et Painter

[90] en 1968. Dans les années soixante-dix Miyata et al. [86] montrent que certains modèles

théoriques structurés en taille correspondent bien avec les données biologiques expérimen-

tales. Le travail e¤ectué par les chercheurs pendant cette période restent concentrés sur des

modèles non-linéaires. L’article de Gurtin et MacCamy en 1974, [48] en est un bon exemple.

Ces travaux sont accompagnés ou suivis par d’autres auteurs: Gyllenberg [49] (1982), Tyson

et Hannsgen [119], [120] (1985, 1986), Kimmel et al. [69] (1984), Heijmans [58], [61], Lasota

et Mackey [70] (1984), Gyllenberg et Heijmans [50] (1987), Webb et Grabosch [131] (1987),

Gyllenberg et Webb [51] (1987), [52] (1989), [53] (1990), [54] (1991), Arino et Kimmel [6]
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(1987), [7] (1989), [8], [68] (1991), [9] (1993) pour n’en citer que quelques uns.

Un nombre d’ouvrages parmi lesquels Webb [128] (1985), Metz et Diekmann [84] (1986),

Lasota et Mackey [71] (1985), illustrent le développement rapide du sujet.

Pendant les années quatre-vingt-dix, l’intérêt pour ces modèles continue de s’accroître, et la

liste de publications d’articles et d’ouvrages traitant de ce sujet s’allonge considérablement.

Dans ce qui suit, nous présentons quelques exemples de modèles de population cellulaire.

1.4.1 Un modèle de population cellulaire structuré en âge

Les modèles de populations structurés en âge ont été étudiés par di¤érents auteurs, les plus

récents étant Swick en 1980 [111], Marcati en 1981 [83], Bélair en 1997 [15], Maha¤y et al.

en 1998 [82], Calsina et El Idrissi en 1999 [23], Arino et al. en 1999 [11], et Greenhalgh et

al. en 2000 [46] pour ne citer qu’eux. Ces auteurs ont étudié des équations du type présenté

ci-dessous. L’exemple qui suit est tiré de l’article d’Arino et al. [12] en 1999. De nombreux

exemples ainsi qu’une étude approfondie de telles équations peuvent être trouvés dans le

livre de Webb [128].

Soit X = L1 [0; +1) muni de la norme kÁk =

Z +1

0
jÁ(a)j da.

Soit p(t; a) la densité de la population cellulaire par rapport à l’âge a, a ¸ 0; l’âge de la

cellule commençant après sa division.

La population totale des cellules d’âge compris entre a1 et a2 au temps t est donnée parZ a2

a1

p(t; a)da, et la population cellulaire totale au temps t par
Z +1

0
p(t; a)da:

La densité p(t;a) satisfait le système suivant

@

@t
p(t; a)+

@

@a
p(t;a) = ¡

µ
¯(a) +¹(a) + ´

Z +1

0
p(t;a)da

¶
p(t; a); (1.1)

p(t;0) = 2

Z +1

0
¯(a)p(t; a)da, pour t ¸ 0, (1.2)

p(0; a) = Á(a) où Á 2 X, et a ¸ 0: (1.3)

La fonction ¯ est le coe¢cient de division.

La fonction ¹ est le coe¢cient de mortalité

Le terme ´

Z +1

0
p(t; a)da correspond à l’e¤et d’entassement par rapport à la mortalité de
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la population. La mortalité de la population augmente lorsque la population augmente.

La condition au bord (1.2) décrit la naissance de deux cellules …lles p(t;0) provenant de la

division de la cellule mère de tout âge au temps t pondéré par le coe¢cient de division ¯.

La condition initiale (1.3) donne la distribution en âge Á des cellules au temps 0.

1.4.2 Un modèle de population cellulaire structuré en maturité

Di¤érents auteurs se sont penchés sur les modèles cellulaires structurés par la maturité. A

notre connaissance, ce type de modèle a été introduit par Rubinow en 1968 [101]. D’autres

études ont alors suivi comme celles e¤ectuées par Rubinow et Lebowitz en 1975 [102], Mackey

et Dörmer en 1982 [84], et plus récemment Lattrach et Jeribi en 1999 [74], Boulanouar en

2000 [19], Boulanouar et Emamirad en 2000 [20] et Rudnicki et Pichór en 2000 [105]. Nous

donnons une formulation du problème de population cellulaire structuré par la maturité

introduite par Mackey en 1978 [75] et développée plus tard par certains des auteurs cités

auparavant.

Soit X = C [0;1] ou C0 [0;1], avec C [0; 1] l’espace des fonctions à valeurs réelles continues

sur [0;1] doté de la norme du supremum, et C0 [0; 1] le sous-espace de C [0; 1] constitué des

fonctions Á telles que Á(0) = 0.

Soit p(t;x) la densité de la population par rapport à la maturité x de la cellule. La maturité

peut être considérée comme le niveau de développement morphologique de la cellule.

La population totale des cellules de maturité comprise entre x1 et x2 au temps t est donnée

par
Z x2

x1

p(t;x)dx.

La variable de maturité varie entre 0 et 1. La densité p(t;x) satisfait le problème

@

@t
p(t;x) +

@

@x
(xp(t; x)) =

µ
¹ ¡ ´

Z 1

0
p(t; m)dm

¶
p(t;x);

p(t;0) = Á(x), pour Á 2 X, et 0 · x · 1:

(1.4)

Le paramètre ¹ > 0 contrôle la croissance cellulaire.

Le paramètre ´ contrôle la décroissance due à l’e¤et d’empilement (crowding e¤ect).

Nous supposons que les cellules sont capables de se diviser à n’importe quel niveau de

maturité. Cette hypothèse n’est pas explicitement modélisée ici.
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Le problème (1.4) ne possède pas de condition de bords. Celle-ci est donnée implicitement

par la singularité du ‡ot. C’est à dire que dans le deuxième terme du membre de gauche

de l’équation (1.4), la vitesse de maturation est x. Par conséquent,
Z x2

x1

1

x
dx tend vers +1

lorsque x1 tend vers 0.

La condition initiale représente la distribution de la population par rapport à la maturité,

au temps t.

1.4.3 Un modèle de population cellulaire structuré en taille

Les modèles de population structurés par la taille ont été beaucoup étudiés dans les années

quatre-vingt, par des auteurs comme Diekmann et al. 1984 [29], Heijmans [58], [59], Webb et

Grabosch [131] par Gyllenberg et Heijmans [50], Gyllenberg et Webb [53], Greiner et Nagel

[47] Howard [64], Metz et Diekmann [84] et Webb [129].

Soient 0 < x0 < x1 < 2x0 et X = L1(
x0
2

;x1).

Soit p(t; x) la densité de la population par rapport à la taille x. Cette densité satisfait le

problème

@

@t
p(t;x) +

@

@x
(°(x)p(t; x)) = ¡

µ
¯(x) + ¹(x) + ´

Z x1

x0

p(t;m)dm

¶
p(t; x)+

4¯(2x)p(t;2x);

p(t;
x0
2

) = 0 pour t ¸ 0,

p(0;x) = Á(x) pour Á 2 X et
x0
2

< x < x1:

(1.5)

°(x) est le taux de croissance de la cellule,
Z x2

x1

1

°(x)
dx, est le temps nécessaire à une cellule

pour passer de la maturité x1 à la maturité x2.

¯(x) représente le taux de division des cellules,

¹(x) le taux de mortalité et

´ est le paramètre de l’e¤et d’entassement.

Nous supposons que la taille minimum de la cellule mère à la division est x0 et la taille

maximum est x1. La condition
x1
2

< x0 assure le fait que chaque nouvelle cellule née doit

grandir pendant quelques temps avant de se diviser. Nous supposons également que chacune

des deux cellules …lles hérite exactement de la moitié de la taille de la cellule mère.
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Le facteur 4 dans le terme de naissance peut apparaître surprenant : nous pourrions nous

attendre à avoir un 2 à la place, correspondant aux deux cellules …lles engendrées par une

cellule mère. En fait, les raisons sont expliquées en détail par Bell et Anderson dans [18], et

par Diekmann et Metz dans [84]. Nous en donnons brièvement ici l’explication. Un premier

facteur 2 provient de la division d’une cellule mère en deux cellules …lles, comme il est

normalement attendu. Un deuxième facteur 2 dérive du fait que les cellules nées avec une

taille dans un intervalle (x;x +dx) proviennent de parents dont la taille appartenait à un

intervalle deux fois plus long (2x; 2(x + dx)).

1.4.4 Un modèle de population cellulaire structuré en taille et maturité

Les modèles de population cellulaire structurés par la taille et la maturité sont applicables

aux populations cellulaires proliférantes dans laquelle la croissance de la population est un

résultat de l’immigration et de la division. Il a été étudié en détail dans la thèse de Howard

en 2000 [64] dans le cadre de la description de l’Alpha thalassemia, une maladie caractérisée

par la formation de globules rouges extrêment petits.

Soit X = L1
h®

2
; 1

i
£ [0; 1]. La population est décrite par une densité p(t;x; m) où x est la

taille des cellules, m est leur maturité, et t représente le temps.

Le nombre total de cellules dont la taille se trouve dans l’intervalle (x1;x2) et la maturité

dans l’intervalle (m1;m2) au temps t est donné par
Z m2

m1

Z x2

x1

p(t; x; m)dxdm:

La densité véri…e le système

@

@t
p +

@

@x
(xp) +

@

@m
(mp) = º(x;m)p(t;x;m) ¡¹(x; m)p(t; x;m)¡

¡¯(x;m)p(t;x;m) +4¯(2x;m)p(t;2x;m);

pour
®

2
· x · 1, 0 · m · 1 et t > 0,

p(t;
®

2
;m) = 0, pour 0 · m · 1 et t ¸ 0,

p(0;x; m) = Á(x; m), pour
®

2
· x · 1, 0 · m · 1 et Á 2 X.

Nous supposons dans ce modèle que

- chaque cellule grandit et mature de façon exponentielle i.e. x0t) = x(t) et m0t) = m(t),

- chaque cellule meurt avec un taux ¹(x;m),
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- chaque cellule se divise avec une probabilité ¯(x; m) en deux cellules …lles de façon égale;

- la taille minimale d’une cellule après division est ® ¸ 0;

- l’immigration de nouvelles cellules provenant d’une source extérieure, permettant le renou-

vellement de la population cellulaire autrement que par le processus de division apparaît

avec un taux º(x;m),

- la taille de la cellule est normalisée de telle sorte que x 2
h®

2
; 1

i
;

- la maturité de la cellule est normalisée de telle sorte que m 2 [0;1] :

La condition ® = 0 correspond au cas de cancer du sang ou de leucémie aiguë.

1.4.5 Un modèle de population cellulaire structuré en âge et en taille

Les premiers auteurs à s’être penchés sur ce problème sont Bell et Anderson en1967 [18],

Sinko et Streifer la même année [108]. Puis, de nouveau, Bell en 1968 [17], Trucco en 1970

[116], Hannsgen, Tyson et Hannsgen en 1985, 1986 [118], [119], et [120]. Le modèle que nous

présentons ici dérive de l’article de Heijmans [60].

Nous supposons que certaines combinaisons entre l’âge a et la taille x sont interdites, autre-

ment dit que des cellules ayant de telles combinaisons d’âge et de taille ne pourront jamais

voir le jour. De façon plus précise, il existe une courbe dans le plan (a; x) démarrant à

(a; x) = (0; 0) et tendant vers (+1; +1) en dessous de laquelle aucune cellule ne pourra

exister. Considérons donc une cellule dont la taille à la naissance est x ¸ 0.

- Soit l(a;x) sa taille à l’âge a, si toutefois la cellule n’est pas morte ou ne s’est pas divisée

avant. Alors l est la solution de l’équation

@l(a; x)

@a
= g(l(a;x));

l(0;x) = x:
(1.6)

où g décrit la croissance de la cellule en taille et g satisfait la condition

g est continue sur [0; +1) et il existe des constantes

gmin, et gmax telles que 0 < gmin · gmax < +1 et

gmin · g · gmax pour tout x 2 [0; +1) .

(1.7)
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L’équation (1.6) possède une solution continue et celle-ci tend vers +1 quand a tend vers

+1, grâce à l’hypothèse (1.7).

En fait, la courbe f(a; l(a; y)) tel que a ¸ 0g est appelée courbe caractéristique commençant

à (0; y).

Considérons X = f(a;x) 2 R+ £R+ tel que x ¸ l(a;0)g, soit p(t; a;x) la densité des cel-

lules. Le nombre total de cellules dont l’âge se trouve dans l’intervalle (a1; a2) et la taille

dans l’intervalle (x1;x2) au temps t est donné par
Z x2

x1

Z a2

a1

p(t;a; x)dadx: La densité véri…e

le problème
@

@t
p(t;a;x)+

@

@a
(p(t;a;x)) +

@

@x
(g(x)p(t; a; x)) =

¡(¹(a;x) + b(a;x))p(t;a;x), t ¸ 0, (a; x) 2 X;
(1.8)

p(t; 0;x) = 4

Z 1

a0

b(a;2x)p(t;a;2x), t ¸ 0, (1.9)

p(0; a;x) = Á(a;x), pour (a;x) 2 X (1.10)

avec Á qui satisfait

Á(a; x) ¸ 0, pour (a;x) 2 X et Á 2 L1(X).

-La fonction b représente le taux de division des cellules.

-La fonction ¹ représente le taux de mortalité des cellules.

Les conditions imposées sur b sont les suivantes

b 2 L1(X); l’ensemble des fonctions mesurables

essentiellement bornées sur X.

b(a; x) = 0; a · a0 (a; x) 2 X;

b(a; x) > 0; a > a0 (a; x) 2 X;

liminf
a!+1

b(a; l(a; x)) ¸ b > 0; pour tout x:

Ici, a0 représente le seuil en dessous duquel les cellules ne peuvent se diviser. La dernière

condition sur b signi…e que les ”vieilles” cellules continuent à se diviser avec un taux positif.
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Les conditions imposées sur ¹ sont les suivantes

¹ 2 L1Loc(X) l’ensemble des fonctions mesurables

et essentiellement bornées sur un sous-ensemble compact de X,

¹(a;x) ¸ 0 pour (a;x) 2 X:

Soit d(a; x) = b(a;x) + ¹(a;x), nous supposons également qu’il existe une constante d1,

avec 0 < d1 · +1 telle que lim
a!1

d(a+¾; l(¾; x)) = d1 uniformément en a et x. De plus il

existe une constante M telle que pour tout a et x

Z 1

0

jd(a +¾; l(¾;x)) ¡ d1j · M.

Cette dernière hypothèse signi…e que la probabilité qu’une cellule atteigne l’âge a sans mourir

ou se diviser décroît plus ou moins exponentiellement si a devient grand.

La condition de bord (1.9) représente le fait que la mère d’âge a et de taille 2x donne

naissance à deux …lles d’âge 0 et de taille x.

L’explication du facteur 4 dans la condition de bord est donnée dans l’article de Bell et

Anderson [18].

1.4.6 Un modèle de population cellulaire structuré en âge avec une phase

de repos

Gyllenberg et Webb en 1987 dans [51] et Arino et al. [10] ont étudié un modèle de population

cellulaire structurée en âge avec une phase de repos.

Il s’agit du système d’équations aux dérivées partielles suivant

@

@t
p(t; a) +

@

@a
p(t; a) = ¡ (¯(a) ¡¾(a))p(t; a) + ¿(a)n(t; a),

@

@t
n(t;a) +

@

@a
n(t; a) = ¾(a)p(t;a) ¡ ¿(a)n(t; a);

p(t; 0) = 2

Z a1

0
¯(a)p(t;a)da, pour t ¸ 0,

n(t;0) = 0, pour t ¸ 0,

p(0; a) = Á(a); pour Á 2 X, a 2 (0; a1);

n(0; a) = Ã(a), pour Ã 2 X, a 2 (0; a1);

(1.11)
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où X = L1 (0; a1) et p(t;a) et n(t;a) sont les densités des cellules respectivement proliférantes

et au repos.

Nous notons a1 l’âge maximum de la division des cellules.

Dans ce modèle, le ‡ux cellulaire entre les deux phases peut se faire à n’importe quel âge.

Nous supposons ici que la division est la seule cause de perte des cellules. De plus toutes les

cellules …lles naissent dans la phase de prolifération.

1.4.7 Un modèle de population cellulaire structuré en taille avec une

phase de repos

Quelques auteurs dont Gyllenberg et Webb en 1990 [53], 1991 [54], ainsi que Rossa en 1995

[99], [100], ont étudié des modèles de population structurée en taille avec une phase de

prolifération et une phase de repos.

Soit 0 < x0 < x1 < 2x0 et soit X = L1(
x0
2

; x1), nous considérons le modèle suivant

@

@t
p(t;x) +

@

@x
(°(x)p(t;x)) = ¡ (¯(x) +¹(x))p(t;x) +4¯(2x)p(t;2x)

¡¾(x)p(t; x) + ¿(x)n(t;x),
@

@t
n(t; x) = ¡ (º(x) + ¿(x))n(t;x)+ ¾(x)p(t;x);

p(t;
x0
2

) = 0, pour t ¸ 0,

p(0; x) = Á(x); pour Á 2 X, x 2 (
x0
2

;x1);

n(0; x) = Ã(x), pour Ã 2 X, x 2 (
x0
2

;x1):

(1.12)

La fonction ° représente le taux de croissance.

La fonction ¯ représente le taux de division.

La fonction ¹ représente le taux de mortalité des cellules proliférantes.

La fonction º représente le taux de mortalité des cellules au repos.

Le ‡ux cellulaire entre les phases de repos et de prolifération se fait avec des taux dépendant

de la taille ¾ et ¿ . Les cellules au repos ne grandissent pas et ne se divisent pas.
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1.4.8 Un modèle de population cellulaire structuré en maturité avec une

phase de repos

Dyson et al. ont étudié un modèle de population cellulaire structuré en maturité avec une

phase de repos en 2000 dans [37]. Le modèle est le suivant.

Soit X = C [0;1] :

Soit p(t;x) la densité de la population de cellules proliférantes structurées par la maturité

de la cellule x 2 [0;1]. La maturité peut être considérée comme le niveau de développement

morphologique de la cellule et n(t;x) la densité des cellules au repos

@

@t
p(t;x) +

@

@x
(xp(t; x)) = (¹(x) ¡¾(x))p(t;x) + ¿(x)n(t; x);

@

@t
n(t; x) +

@

@x
(xn(t; x)) = ¾(x)p(t;x) ¡ (º(x) + ¿(x))n(t;x);

p(0;x) = Á(x); pour Á 2 X, x 2 [0; 1] ;

n(0; x) = Ã(x), pour Ã 2 X, x 2 [0; 1] :

Les fonctions ¹, ¾, ¿ , º sont continues. De plus, ¾(0) > 0, ¿(0) > 0, º(0) ¸ 0.

La fonction ¹ représente le taux combiné de prolifération et de mortalité des cellules pro-

liférantes.

La fonction º représente le taux de mortalité des cellules au repos.

La fonction ¾ représente le taux de transition de la phase de prolifération vers la phase de

repos.

La fonction ¿ représente le taux de transition de la phase de repos vers la phase de prolifé-

ration.

1.5 Présentation de notre travail

Le modèle que nous considérons dans ce travail est structuré en âge et maturité avec deux

phases distinctes du cycle cellulaire: une phase de repos et une phase de prolifération.

Les modèles de populations biologiques structurées en âge et maturité sont apparus dans

divers contextes, il y a plus de trente ans. A notre connaissance, les premiers à étudier de

tels modèles sont Key…tz en 1968 dans [67], Pollard en 1973 dans [92], Henry en 1976 dans

[62] et Mackey et Dörmer 1982 dans [78]. Le modèle de Mackey et Dörmer est appliqué à la
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population de cellules précurseurs erythroïdes proliférant chez les rats, les cochons d’Inde,

et plus particulièrement les précurseurs neutrophiliques (globules blancs) chez les humains.

Les auteurs parviennent dans cet article à montrer une cohérence entres leurs résultats théo-

riques et des résultats expérimentaux.

Il faut attendre cependant dix ans pour que ce modèle soit étudié de façon plus appro-

fondie. Au début des années 90, il fait l’objet d’une étude numérique intensive par Rey et

Mackey en 1992 [95], 1993 [96], 1995 [97], [98], et par Crabb et al. en 1996 [26] et [27].

Dans leurs travaux, les auteurs mettent en évidence l’apparition d’un comportement chao-

tique pour certaines valeurs des paramètres de l’équation. Toutefois, en dépit des études

numériques et d’analyses locales, ils ne fournissent pas de résultats analytiques concernant

le comportement asymptotique.

En 1994, Mackey et Rudnicki [80] considèrent une généralisation du modèle de Rey et

Mackey [95], [96]. Ils tiennent compte, en e¤et, non seulement de la phase de prolifération,

mais aussi d’une phase de repos. Ils obtiennent alors le système d’équations aux dérivées

partielles suivant :
@p

@t
+

@p

@a
+

@(Vp)

@m
= ¡°p; (1.13)

@n

@t
+

@n

@a
+

@(V n)

@m
= ¡(± + ¯)n; (1.14)

où p(t;m; a); (resp. n(t;m; a)) représente la densité des cellules dans la phase de prolifération,

(resp. dans la phase de repos), dépendant du temps t, de l’âge a et de la maturité m. Les fonc-

tions ° et ± représentent le taux de mortalité des cellules dans chacune des phases respectives.

La fonction ¯, qui peut dépendre de la population totale N(t) =

Z 1

0

Z +1

0
n(t;m;a)dadm

des cellules de la phase de repos, représente le taux de réintroduction de ces cellules dans la

phase de prolifération. La fonction V représente la vitesse de maturation des cellules (tous

les détails des variables et des fonctions ainsi que les conditions au bord et les conditions

initiales sont présentés dans le paragraphe suivant).

En intégrant par rapport à l’âge et en utilisant la méthode des caractéristiques, le système

(1.13)-(1.14) d’équations aux dérivées partielles devient un système d’équations aux dérivées

partielles à retards structuré par la maturité (la méthode est décrite dans le chapitre 2).
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Après avoir montré l’existence et l’unicité des solutions du système, les auteurs donnent une

condition su¢sante pour obtenir la stabilité asymptotique. En 1998, les mêmes auteurs [81]

démontrent un nouveau critère de stabilité globale adapté à ce modèle.

En 1996, Dyson et al. [31], [32] reprennent l’équation décrivant les cellules dans la phase de

repos du modèle de Mackey et Rudnicki dans le cas particulier où la maturité ¼¡¿ ± g¡1(m)

est indépendante de ¿ et vaut ®m, avec 0 < ® < 1. L’équation aux dérivées partielles est

alors de la forme suivante:

@u

@t
+

@(V u)

@m
= f(u(t ¡ ¿; ®m)); pour t ¸ 0 et m 2 [0; 1] ; (1.15)

avec la condition initiale u(t;m) = '(t; m), pour t 2 [¡¿;0] et m 2 [0;1]. Ils démontrent un

résultat d’invariance, de comportement asymptotique et d’instabilité.

L’organisation de notre travail se présente de la façon suivante. Dans un premier temps (cha-

pitre 2), nous reprenons le modèle de Mackey et Rudnicki. Nous nous intéressons d’abord

au cas où le taux de réintroduction ¯ des cellules dans la phase de repos vers la phase

de prolifération ne dépend que de la maturité (cas linéaire). Nous montrons un résultat

d’existence et d’unicité des solutions du système. Puis nous prouvons que la population

cellulaire dépend fortement des cellules de ”petite maturité” (cellules souches). Ce dernier

résultat s’avère important dans le cas non linéaire (cas où ¯ dépend de la population totale

N(t; m) =

Z +1

0

n(t; m; a)da des cellules dans la phase de repos) que nous traitons dans le

paragraphe suivant. Il permet en e¤et de démontrer que l’instabilité de la population est liée

à l’état initial des cellules souches. Plus précisément, si l’apport en cellule de faible maturité

est su¢sant (ce qui correspond au cas normal de production de cellules sanguines), alors la

population totale est stable. Par contre, si l’apport de cellules souches est insu¢sant (ce qui

correspond à une production anormale provenant d’anomalies comme l’anémie aplasique)

alors le comportement de la population est instable et ne parvient pas à se stabiliser au

cours du temps.

Dans le chapitre 3, nous considérons le cas où le temps de division des cellules dans la phase

de prolifération dépend de leur maturité m. Nous supposons que plus une cellule est de
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”petite maturité” plus sa phase de prolifération est grande. Inversement, plus une cellule est

proche de sa maturité maximum plus la vitesse de prolifération est rapide. Nous supposons

de plus que les vitesses de maturation des cellules sont di¤érentes dans les deux phases. A

travers ce nouveau modèle, nous tentons de décrire le cycle cellulaire dans la moelle osseuse

de façon plus proche de la réalité. Après avoir exposé ce modèle en détail, nous montrons

que le lien entre les cellules souches et les cellules de plus grande maturité existe et que

le comportement, stable ou instable, de la population dépend étroitement de l’état de la

population des ”petites cellules”.

Dans le chapitre 4, nous construisons un modèle di¤érent des deux précédents. Nous sup-

posons que les cellules se divisent de façon inégale et que le temps de prolifération reste

constant. Après avoir décrit ce nouveau modèle, nous mettons en évidence l’existence d’un

opérateur de Markov dans la phase de repos. Cet opérateur permet alors d’établir un résul-

tat de stabilité globale des solutions du système.

En…n, dans le dernier chapitre, nous exposons les outils mathématiques qui nous ont été

utiles dans notre travail à savoir, la théorie des semi-groupes et la théorie des opérateurs de

Markov.

Dans ce qui suit, nous présentons la structure générale du modèle que nous étudierons

dans les autre chapitres. Les conditions au bord ainsi que d’autres hypothèses feront l’objet

de changements dans les di¤érents chapitres.

1.6 Présentation générale du modèle étudié dans cette thèse

Nous rappelons que dans notre modèle les cellules peuvent être proliférantes ou au repos,

nous considérons également ici une population de cellules capables à la fois de proliférer et

de maturer. Chaque phase est représentée par une équation aux dérivées partielles.

1.6.1 Phase de prolifération

Après être entrée dans la phase de prolifération, une cellule se divise après un temps ¿ .

- Dans les chapitres 2 et 4, nous supposerons que ¿ est …xe (indépendant de la maturité).
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Figure~1-6: Exemple de fonction V avec V (x) = x2
p

1 ¡x

- Dans le chapitre 3, ¿ sera considérée comme une fonction dépendant de la maturité m de

la cellule.

La phase de prolifération est composée de quatre sous-phases : G1 la phase pré-synthétique,

S la phase de synthèse de l’ADN, G2 la phase post-synthétique et M la phase mitotique

(voir l’introduction générale pour les explications détaillées).

La densité des cellules de la phase de prolifération est notée p(t;m; a), où :

- t > 0 représente le temps,

- m 2 (0; 1) la maturité, et

- a 2 [0; ¿ ] leur âge dans le cycle.

Les cellules des deux types (au repos et proliférantes) maturent avec une vitesse V (m).

Nous supposons que V : [0; 1] ! [0;1) est une fonction continûment di¤érentiable telle que

V (m) > 0 pour tout m 2 (0; 1), et V (0) = V (1) = 0 (un exemple de fonction V est donné

dans la Figure 1-6). Nous supposons aussi que les cellules dans la phase active meurent

à un taux ° dépendant de la maturité m.
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La fonction p satisfait l’équation suivante

@p

@t
+

@p

@a
+

@(Vp)

@m
= ¡°p (1.16)

avec la condition initiale

p(0;m;a) = ¡(m;a) pour (m; a) 2 (0;1)£ [0; ¿ ]: (1.17)

Nous dé…nissons la densité des cellules proliférantes à un temps donné t et à un niveau de

maturité m comme suit

P (t;m) =

Z ¿

0
p(t; m; a) da:

1.6.2 Phase de repos

Juste après la division, les deux cellules …lles rejoignent la phase de repos appelée aussi phase

G0. Une fois dans cette phase, elles peuvent soit retourner dans la phase de prolifération

et achever le cycle, soit mourir avant de …nir le cycle en restant indé…niment au repos. La

fonction n(t;m;a) représente la densité des cellules dans cette phase.

Nous notons

N(t;m) =

Z +1

0
n(t;m;a)da;

la densité des cellules de maturité m dans la phase de repos.

Le nombre total de cellules au repos à tout âge et maturité est donné par

N(t) =

Z 1

0
N (t;m)dm:

Nous considérons ici deux causes de diminution :

(a) la première perte est la mortalité des cellules à un taux ± qui dépend seulement de la

maturité de chacune des cellules.

(b) la seconde perte est la ré-introduction de la cellule dans la phase de prolifération avec

un taux ¯ (Figure 1-7).

Dans le chapitre 2 nous supposerons tout d’abord que ¯ ne dépend que de la maturité m de

la cellule (cas linéaire), puis dans le second paragraphe nous considèrerons ¯ comme étant
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une fonction de m et de N(t; m) (cas non-linéaire).

Dans le chapitre 4 nous supposerons que ¯ dépend de m et du nombre total N des cellules

dans la phase de repos. Nous supposerons aussi que ¯ est croissante en fonction de N.

L’équation de conservation est

@n

@t
+

@n

@a
+

@(V n)

@m
= ¡(± + ¯)n (1.18)

avec la condition initiale

n(0;m; a) = ¨(m;a) pour (m; a) 2 (0;1) £ [0; +1) (1.19)

et

lim
a!+1

¨(m; a) = 0: (1.20)

Nous supposons que ¨ et ¯ sont des fonctions continues.

1.6.3 Conditions aux limites

Les conditions aux limites seront di¤érentes selon les hypothèses que nous e¤ectuons sur la

division des cellules.

Dans les chapitres 2 et 3 nous supposons que les cellules se divisent de façon égale en donnant

deux cellules …lles parfaitement identiques.

Dans le chapitre 4 nous supposons que la cellule se divise de façon inégale.

Cas où la division est égale avec ¿ constant

Le ‡ux cellulaire entre les deux phases est donné par le système

8
>>>><
>>>>:

n(t;m;0) = 2p(t; g¡1(m); ¿)(g¡1)0(m); pour m · g(1);

p(t; m;0) =

Z +1

0
¯(m)n(t;m;a)da = ¯(m)N(t;m);

(1.21)

où g(m) représente la maturité des deux cellules …lles quand m est la maturité de la cellule

mère et ¯ dépendant de m seulement ou bien de m et N(t; m) suivant le cas (linéaire ou
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Figure~1-7: Représentation des pertes dans le cycle cellulaire

33



Figure~1-8: Exemple de fonction g avec g(x) =
1

3
arcsinx

non-linéaire) considéré.

Nous supposons que g : [0;1] ! [0;1] est une fonction continue telle que g 2 C1 [0;1),

g0(m) > 0 et g(m) · m; pour m 2 (0;1) (un exemple de fonction g est donné dans la …gure

1-8).

Nous supposons aussi que g¡1(m) = 1; pour m > g(1).

La première équation décrit l’entrée des deux cellules …lles dans la phase de repos juste après

la division de leur mère. La deuxième équation représente le passage des cellules au repos

dans la phase proliférante.

Cas où la division est égale avec ¿ dépendant de la maturité

Les conditions aux limites pour le cas où ¿ dépend de la maturité m sont plus complexes

que lorsque ¿ est constante. Nous les détaillons dans le chapitre 3.
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Cas où la division est inégale

La première condition de bord décrit biologiquement le fait qu’une mère peut se diviser

d’une façon inégale

n(t; m;0) = 2

Z 1

0

p(t; x; ¿)k(x; m)dx; (1.22)

avec m représentant la maturité des cellules …lles à l’âge a = 0 et x la maturité de la cellule

mère au point de division (appelé cytocinèse). La fonction m 7! k(x; m) est la densité de

maturité d’une cellule …lle en supposant que la mère possède la maturité x. La fonction k

est supposée positive, continue et satisfait

Z 1

0
k(x; m)dm = 1; pour tout x 2 (0;1): (1.23)

De plus, nous supposons qu’il existe ·1 et ·2 avec 0 < ·1 < ·2 < 1 tels que

k(x; m) = 0; pour m · ·1x ou ·2x · m: (1.24)

Ceci signi…e que la maturité d’une cellule …lle ne peut être ni trop petite, ni trop grande

(un exemple de fonction k est donné dans la …gure 1-9).

La seconde condition au bord

p(t;m;0) =

Z +1

0
¯(N(t);m)n(t; m;a)da = ¯(N(t);m)N(t;m): (1.25)

Elle représente le ‡ux externe de la population depuis le compartiment de repos vers le

compartiment de prolifération, le cas linéaire pour lequel ¯ ne dépend que de m s’écrit de

façon analogue.
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Figure~1-9: Exemple de support d’une fonction k

36



Chapitre 2

Cas du retard constant et de

division égale

2.1 Cas linéaire

2.1.1 Introduction

Dans [80] et [81], les principaux résultats concernent la stabilité globale, ce qui correspond au

cas normal de production sanguine. Dans [32], les auteurs ont étudié le problème dans le cas

particulier où la maturité ¼¡¿ ± g¡1(m) est indépendante de ¿ et vaut ®m, avec 0 < ® < 1.

Ils ont obtenu des résultats de comportement asymptotique des solutions en fonction de la

condition initiale.

Notre principal objectif, dans cette section, est d’obtenir des résultats analogues pour une

situation plus générale.

Nous commençons par le cas linéaire, où ¯ ne dépend que de la maturité m, nous présenterons

le cas non linéaire ¯ ´ ¯(N ), où N est la population totale des cellules au repos, dans le

paragraphe suivant.
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2.1.2 Equations décrivant le modèle

Nous reprenons les notations données dans le chapitre 1. Les équations décrivant le modèle

sont
@p

@t
+

@p

@a
+

@ (V (m)p)

@m
= ¡°(m)p; (2.1)

@n

@t
+

@n

@a
+

@ (V (m)n)

@m
= ¡ (±(m) +¯(m))n: (2.2)

Nous rappelons l’hypothése faite dans le chapitre 1, que toutes les cellules maturent avec la

même vitesse V (m). Nous supposons aussi que V satisfait les conditions :

V 2 C1 [0; 1) ; V (0) = 0; V (1) = 0;

et pour m 2 (0;1),

V (m) > 0;

Z m

0

ds

V (s)
= +1 et

Z 1

m

ds

V (s)
< +1,

(un exemple de telle fonction V est donné par la …gure 1-6).

Remarquons que la quantité
Z m2

m1

dx

V (x)
représente le temps nécessaire à une cellule pour

passer de la maturité m1 à la maturité m2 (voir Remarque 2.1.1).

Nous supposons que les fonctions °, ± et ¯ sont continues.

Nous dé…nissons

N(t; m) =

Z +1

0
n(t;m; a)da;

la densité par rapport à un niveau d’âge arbitraire dans la phase de repos.

Le ‡ux cellulaire entre les deux phases est donné par le système suivant

8
>>>><
>>>>:

n(t;m; 0) = 2p(t; g¡1(m); ¿)(g¡1)0(m); pour m · g(1);

p(t; m;0) =

Z +1

0
¯(m)n(t;m; a)da = ¯(m)N(t;m);

(2.3)

38



où g(m) représente la maturité des deux cellules …lles quand m est la maturité de la cellule

mère, g : [0;1] ! [0; 1] est une fonction continue telle que:

g 2 C1 [0; 1) ; et

g(m) · m; g0(m) > 0; pour m 2 (0;1) .

Sans perdre de généralité et pour des raisons mathématiques, nous supposons que

lim
m!1

g0(m) = +1:

Nous pouvons poser alors que

g¡1(m) = 1; pour m > g(1):

La première équation du systéme (2.3) décrit l’entrée des deux cellules …lles dans la phase

de repos juste après la division de leur mère. La deuxième équation représente le passage

des cellules de la phase de repos dans la phase proliférante.

Les conditions initiales sont données par

8
<
:

p(0;m;a) = ¡(m;a); pour (m;a) 2 [0;1] £ [0; ¿ ] ;

n(0;m; a) = ¨(m; a); pour (m;a) 2 [0;1] £ [0;+1) ;
(2.4)

avec ¡ 2 C ([0;1] £ [0; ¿ ]), ¨ 2 C ([0; 1] £ [0; +1)) et lim
a!+1

¨(m;a) = 0.

Nous considérons le ‡ot ¼s : [0;1) ! [0; 1), s 2 R, solution de l’équation di¤érentielle

8
<
:

du

ds
(s) = V (u(s)), s 2 R;

u(0) = m;
(2.5)

qui représente l’évolution de la maturité des cellules à partir d’une maturité initiale m. Nous

avons ¼0 (m) = m, ¼s (0) = 0, ¼s (m) 2 (0;1) ; pour s 2 R et m 2 (0; 1).

Remarque 2.1.1 En fait, ¼s peut s’écrire explicitement pour s · 0 sous la forme

¼s (m) = h¡1 (h(m)es) ; pour m 2 [0;1) , (2.6)
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Figure~2-1:
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où h : [0; 1) ! [0; 1) est la fonction dé…nie par

h(m) =

8
><
>:

exp

µ
¡

Z 1

m

ds

V (s)

¶
; pour m 2 (0;1) ;

0; pour m = 0:

(2.7)

En e¤et, la fonction h : [0; 1) ! [0;1) donnée par l’expression (2.7) est continue stricte-

ment croissante et satisfait

h(0) = 0 et lim
m!1

h(m) = 1.

Donc, h est une bijection de [0; 1) à valeurs dans [0;1).

Soient s 2 (¡1; 0] et m 2 [0;1). En posant ¾ = ¼y (m) on obtient d¾ = V (¼y (m))dy =

V (¾)dy. Ainsi, Z m

¼s(m)

d¾

V (¾)
=

Z 0

s
dy = ¡s:

Cette dernière égalité permet de remarquer que
Z m

¼s(m)

d¾

V (¾)
représente le temps ¡s que

met une cellule pour passer de la maturité ¼s (m) à la maturité m. La phase de prolifération

ainsi que l’évolution de la maturité dans cette phase sont illustrées dans la Figure ??.

Nous avons alors

h¡1 (h(m)es) = h¡1
µ

exp

µ
¡

Z 1

m

d¾

V (¾)

¶
es

¶
;

= h¡1
Ã

exp

Ã
¡

Z 1

m

d¾

V (¾)
¡

Z m

¼s(m)

d¾

V (¾)

!!
;

= h¡1
Ã

exp

Ã
¡

Z 1

¼s(m)

d¾

V (¾)

!!
;

= h¡1 (h(¼s (m))) = ¼s (m) :

D’où l’expression (2.6). Un exemple de fonction h se trouve dans la …gure 2-2

Soit ! : R ! R+ la fonction dé…nie par

!(s) =

8
<
:

h¡1 (es) si s · 0;

1 si s ¸ 0:
(2.8)
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Figure~2-2: Un exemple de fonction h avec V (x) = x2
p

1 ¡ x

Nous remarquons que ! est une solution de (2.5), que ¼s (m) < !(s); pour s 2 R et m 2 [0;1)

et que lim
m!1

¼s (m) = !(s), pour tout s 2 R.

En intégrant les équations (2.1) et (2.2) par rapport à l’âge a et en utilisant la condition

(2.3), nous obtenons le résultat suivant.

Proposition 1 Soit m 2 (0;1) et t ¸ 0.

La population totale N(t;m) =

Z +1

0
n(t; m; a)da des cellules de maturité m dans la phase

de repos satisfait les équations suivantes :

(i) Si 0 · t · ¿ , alors

@

@t
N(t;m) +

@

@m
(V (m)N(t; m)) = ¡ [±(m) + ¯(m)]N (t;m) + f1(t;m); (2.9)

où

f1(t;m) = 2(g¡1)0(m)»(g¡1(m); t)¡(¼¡t ± g¡1(m); ¿ ¡ t);
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et

»(m; t) = exp

½
¡

Z t

0
°(¼¡s(m)) +V 0(¼¡s(m))ds

¾
: (2.10)

(ii) Si t ¸ ¿ , alors

@

@t
N(t;m) +

@

@m
(V (m)N(t; m)) = ¡ [±(m) + ¯(m)]N (t;m) + f2(m; N¿ (t;m)); (2.11)

avec

f2(m; x) = 2(g¡1)0(m)¯(¼¡¿ ± g¡1(m))»(g¡1(m); ¿)x; pour x 2 R;

et 8
<
:

N¿ (t; m) = N (t ¡ ¿;¼¡¿ (m)) ;

N¿ (t;m) = N
¡
t ¡ ¿; ¼¡¿ ± g¡1(m)

¢
= N¿ (t; g

¡1(m)):
(2.12)

De même la population totale P (t;m) =

Z ¿

0
p(t; m; a)da des cellules de maturité m dans la

phase de prolifération satisfait les équations suivantes :

(iii) Si 0 · t · ¿ , alors

@

@t
P (t;m) +

@

@m
(V (m)P(t;m)) = ¡°(m)P(t;m) + ¯(m)N(t;m) + f3(t;m); (2.13)

avec

f3(t;m) = ¡»(m;t)¡(¼¡t(m); ¿ ¡ t):

(iv) Si t ¸ ¿ , alors

@

@t
P (t;m)+

@

@m
(V (m)P(t;m)) = ¡°(m)P(t;m)+¯(m)N(t;m)+f4(m;N¿ (t; m)); (2.14)

où

f4(m; x) = ¡»(m;¿)¯(¼¡¿ (m))x, pour x 2 R:

Remarque 2.1.2 Nous pouvons remarquer que »(m; t) dé…ni par (2.10), peut également

s’écrire

»(m;t) =
V (¼¡t(m))

V (m)
exp

(
¡

Z m

¼¡t(m)

°(y)

V (y)
dy

)
; (2.15)

43



la démonstration est indiquée en détail dans la preuve du lemme 4.1.1 du chapitre 4.

Preuve de la Proposition. Nous intégrons tout d’abord l’équation (2.1) par rapport à

l’âge a dans la phase de prolifération entre 0 et ¿ :

@P

@t
+

@(VP )

@m
= ¡°(m)P ¡fp(t;m;¿) ¡ p(t;m; 0)g : (2.16)

Le terme p(t;m; 0) est donné explicitement par la condition au bord (2.3). D’autre part, la

solution générale de (2.1) est donnée par la formule

p(t; m;a) =

8
<
:

p(0;¼¡t (m) ; a ¡ t)»(m;t); pour 0 · t < a;

p(t ¡a;¼¡a (m) ;0)»(m;a); pour a · t;
(2.17)

où »(m;t) est donné par (2.15).

En e¤et, les courbes caractéristiques associées à l’équation (2.1) sont représentées par les

équations di¤érentielles
da

dt
= 1; (2.18)

et
dm

dt
= V (m): (2.19)

Elles sont donc données par les expressions

a ¡ t = c;

et

m = ¼t(m0);

où c 2 R et m0 2 [0; 1] sont des constantes. Le long de ces courbes caractéristiques nous

dé…nissons pour c 2 R,

µ(s) = p(s;¼s(m0); s + c); pour s ¸ tc;
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où tc = maxf0; ¡cg.
En dérivant par rapport à s; nous obtenons,

µ0(s) = ¡¡
V 0(¼s(m0)) + °(¼s(m0))

¢
µ(s); pour s ¸ tc:

En intégrant de tc à t, il vient

µ(t) = µ(tc) exp

·
¡

Z t

tc

¡
V 0(¼s(m0)) +°(¼s(m0))

¢
ds

¸
; pour t ¸ tc: (2.20)

Puisque nous avons a ¡ t = c, il vient deux cas :

- Premier cas : si a > t ¸ 0, alors tc = 0 et (2.20) s’écrit

µ(t) = µ(0) exp

·
¡

Z t

0

¡
V 0(¼s(m0)) + °(¼s(m0))

¢
ds

¸
; pour t ¸ 0:

Autrement dit,

p(t;m; a) = p(0;¼¡t (m) ; a ¡ t)»(m;t); pour a > t ¸ 0;

où » est donné par (2.15).

- Deuxième cas : si t ¸ a > 0, alors tc = ¡c et (2.20) s’écrit

µ(t) = µ(¡c) exp

·
¡

Z t

¡c

¡
V 0(¼s(m0)) +°(¼s(m0))

¢
ds

¸
; pour t ¸ ¡c:

Autrement dit,

p(t;m;a) = p(t ¡a;¼¡a (m) ; 0)»(m; a); pour t ¸ a > 0:

Ce qui aboutit à l’expression (2.17).

Nous pouvons en déduire alors l’expression de p(t;m; ¿) dans (2.16), et …nalement obtenir

les équations (2.13)-(2.14).

Nous procédons de la même façon pour la phase de repos, et nous obtenons sans di¢culté

les équations (2.9)-(2.11). ¤
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Notons que, pour t 2 [0; ¿ ], les équations (2.13)-(2.14) et (2.9)-(2.11) contiennent la condi-

tion initiale ¡, et leurs solutions deviennent conditions initiales respectivement pour (2.11)

et (2.14) dans le cas où t ¸ ¿ .

De plus, les solutions de (2.9)-(2.11) sont indépendantes des solutions de (2.13)-(2.14), et

les solutions de (2.9)-(2.11) sont des termes forçant de (2.13)-(2.14). Nous remarquons éga-

lement que

f2(m;N¿ (t; m)) = 0; pour m ¸ g(1):

Dans ce chapitre, notre objectif est de prouver que sous certaines conditions l’unicité des

solutions dépend seulement des cellules souches. Nous concentrons alors notre étude sur

l’intervalle de maturité [0; g(1)].

Soient m0 2 (0; g(1)) et ¿0 = sup
m>m0

ÃZ g¡1(m)

m

ds

V (s)

!
.

Si lim
m!0

ÃZ g¡1(m)

m

ds

V (s)

!
< +1; alors m0 peut être choisi égal à zéro.

Nous supposons jusqu’à la …n de ce paragraphe que

¿ > ¿0: (2.21)

Alors, le terme de dépendance non-locale
¡
¼¡¿ ± g¡1(m)

¢
satisfait les propriétés

8
<
:

¼¡¿ ± g¡1(m) < m; pour m 2 [m0; g(1)] ;

¼¡¿ ± g¡1(m) · !(¡¿) < g(1); pour m 2 [0; g(1)] :

Nous allons donner une forme intégrée des équations (2.13)-(2.14) et (2.9)-(2.11).

Soit A : D(A) µ C [0; g(1)] ! C [0; g(1)] l’opérateur dé…ni par

D (A) = fu 2 C [0; g(1)] , u est di¤érentiable sur (0; g(1)] , u0 2 C (0; g(1)] ,

lim
m!0

V (m)u0(m) = 0 g ;

et

Au(m) =

8
<
:

¡(´(m) + V 0(m))u(m) ¡V (m)u0(m); si m 2 (0; g(1)] ,

¡(´(0) +V 0(0))u(0); si m = 0,
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où ´ = ± +¯ pour la phase de repos, et ´ = ° pour la phase de prolifération.

Proposition 2 L’opérateur A est le générateur in…nitésimal du semi-groupe (S(t))t¸0 dé…ni

pour Ã 2 C [0; g(1)], m 2 [0; g(1)] et t ¸ 0, par

(S(t)Ã) (m) = exp

½
¡

·Z t

0

¡
´

¡
h¡1

¡
h(m)e¡s

¢¢
+ V 0

¡
h¡1

¡
h(m)e¡s

¢¢¢
ds

¸¾
£

Ã
¡
h¡1

¡
h(m)e¡t

¢¢
:

(2.22)

Preuve. Soit B : DB ½ C [0; g(1)] ! C [0; g(1)] l’opérateur dé…ni par

D (B) = fu 2 C [0; g(1)] , u est di¤érentiable sur (0; g(1)] , u0 2 C (0; g(1)] ,

lim
m!0

V (m)u0(m) = 0 g ;

et

Bu(m) =

8
<
:

¡V (m)u0(m); si m 2 (0; g(1)] ,

0; si m = 0.
(2.23)

Nous démontrons le lemme suivant.

Lemme 2.1.3 L’opérateur B dé…ni par (2.23) sur le domaine D (B) est le générateur in-

…nitésimal d’un semi-groupe de contraction linéaire sur C [0; g(1)].

Preuve du lemme. (Méthode identique à celle exposée par Dyson et al. dans [32]) Nous

devons prouver que pour une fonction w 2 C [0; g(1)] donnée, et pour un réel ¸ > 0 donné,

il existe une unique fonction u 2 D (B) telle que

(I ¡¸B)u = w; (2.24)

où I est l’opérateur identité, et que

juj1 · jwj1 ;

où la norme j:j1 est dé…nie par

juj1 = sup
0·m·g(1)

ju(m)j :
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Résoudre (2.24) revient à trouver u 2 C [0; g(1)] solution de l’équation di¤érentielle

8
<
:

u(m) + ¸V (m)u0(m) = w(m), pour 0 < m · g(1);

u(0) = w(0):
(2.25)

Les solutions de l’équation di¤érentielle (2.25) sont les fonctions

u(m) = exp

Ã
¡

Z m

g(1)

ds

¸V (s)

!Ã
k +

Z m

g(1)

w(s)

¸V (s)
exp

ÃZ s

g(1)

d¾

¸V (¾)

!
ds

!
,

pour 0 < m · g(1), et pour k 2 R.

Soit la fonction h¸ dé…nie par

h¸(m) =

8
>><
>>:

exp

ÃZ m

g(1)

ds

¸V (s)

!
; pour m 2 (0; g(1)] ;

0; pour m = 0:

h¸ est continue sur [0; g(1)] et de classe C1 sur (0; g(1)] et nous avons h0¸(m) =
h¸(m)

¸V (m)
sur

(0; g(1)]. Il suit que Z m

g(1)

h¸(s)

¸V (s)
ds =

Z m

g(1)

h0¸(m);

= h¸(m) ¡h¸(g(1)):

Donc lorsquem ! 0;

Z m

g(1)

h¸(s)

¸V (s)
ds ! ¡h¸(g(1)) = ¡1. Par conséquent

h¸(s)

¸V (s)
2 L1 (0; g(1)).

De plus, comme h¸(0) = 0, la fonction u donnée par l’équation

u(m) =
1

h¸(m)

Ã
k +

Z m

g(1)

w(s)

¸V (s)
h¸(s)ds

!
, pour m 2 (0; g(1)] ,

est bornée si et seulement si

k =

Z g(1)

0

w(s)

¸V (s)
h¸(s)ds:
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Par conséquent, l’unique solution possible de l’équation (2.25) est

8
><
>:

u(m) =
1

h¸(m)

µZ m

0

w(s)

¸V (s)
h¸(s)ds

¶
, pour 0 < m · g(1);

u(0) = w(0):

De plus, si la fonction u 2 DB, alors

ju(m)j · jwj1
h¸(m)

µZ m

0

h¸(s)ds

¸V (s)

¶
= jwj1 , pour tout m 2 (0; g(1)] ;

ju(0)j = jw(0)j :

Donc, juj1 · jwj1.

Finalement, nous remarquons que C1 [0; g(1)] ½ DB, et que DB ½ C [0; g(1)]. Puisque

C1 [0; g(1)] est dense dans C [0; g(1)], nous avons bien la densité de DB dans C [0; g(1)]. Ce

qui conclut la preuve du lemme. ¤

Pour terminer la preuve de la proposition, nous démontrons le lemme suivant.

Lemme 2.1.4 Si Ã 2 DB,

lim
t!0+

Ã
¡
h¡1

¡
h(m)e¡t

¢¢ ¡Ã (m)

t
= ¡V (m)Ã0 (m) .

Preuve du lemme. En faisant le changement de variable

y = h¡1
¡
h(m)e¡t

¢
;

dans (2.7) nous obtenons

t = ln

µ
h(m)

h(y)

¶
;

=

Z m

y

ds

V (s)
:

Par conséquent,

lim
y!m

Ã (y) ¡ Ã (m)

y ¡ m
£ y ¡ mZ m

y

ds

V (s)

= ¡V (m)Ã0 (m) .
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Ce qui conclut la preuve du lemme. ¤
Il suit que le semi-groupe engendré par B est

(T(t)Ã) (m) = Ã
¡
h¡1

¡
h(m)e¡t

¢¢
:

D’après la dé…nition de l’opérateur A; nous avons

Au(m) =

8
<
:

¡ (´(m) +V 0(m))u(m) ¡Bu(m); si m 2 (0; g(1)] ,

¡ (´(0)+ V 0(0))u(0); si m = 0,

avec ¡ (´(:) +V 0(:)) 2 C [0; g(1)].

Le lemme suivant nous permet d’achever la démonstration de la proposition.

Lemme 2.1.5 [32] Si T (t) est le semi-groupe linéaire engendré dans C [0; g(1)] par l’opéra-

teur B, alors le semi-groupe engendré par l’opérateur B +¯I; où ¯ 2 C [0; g(1)] ; est dé…ni

par

(S(t)Ã) (m) = exp

µZ t

0
(T (s)¯) (m)ds

¶
(T (t)Ã) (m):

Preuve du lemme.

Il su¢t de montrer que

(B + ¯I)Ã (m) = lim
t!0+

(S(t)Ã) (m) ¡ Ã (m)

t
pour Ã 2 DB. (2.26)
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Or, d’après la dé…nition du semi-groupe S(t), nous avons

(S(t)Ã) (m) ¡ Ã (m)

t
=

1

t
exp

µZ t

0
(T(s)¯) (m)ds

¶
(T(t)Ã) (m)¡ Ã (m) ;

=
1

t
exp

µZ t

0
(T(s)¯) (m)ds

¶
(T(t)Ã) (m)

¡1

t
exp

µZ t

0
(T(s)¯) (m)ds

¶
Ã(m)

+
1

t
exp

µZ t

0
(T(s)¯) (m)ds

¶
Ã(m) ¡ 1

t
Ã (m) ;

= exp

µZ t

0
(T (s)¯) (m)ds

¶µ
(T (t)Ã) (m) ¡Ã (m)

t

¶

+
1

t

µ
exp

µZ t

0
(T(s)¯) (m)ds

¶
Ã(m) ¡ Ã (m)

¶
:

Donc en passant à la limite quand t ! 0+, nous avons le premier terme de droite qui tend

vers (¯I)Ã(m) et le deuxième terme qui tend vers BÃ (m). D’où le résultat. ¤
Il suit que l’opérateur A est le générateur in…nitésimal du semi-groupe S(t) donné par

(2.22). Ce qui achève la preuve de la proposition. ¤

2.1.3 Existence et unicité de solutions

L’opérateur A dé…ni dans le paragraphe précédent nous permet d’obtenir une représentation

intégrale des solutions des équations (2.14) et (2.11) par un semi-groupe. Ainsi, pour la phase

de prolifération nous avons

8
>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>:

P(t; m) = Ã
¡
¿;¼¡(t¡¿)(m)

¢
exp

½
¡

Z t¡¿

¿

¡
° (¼¡s(m)) + V 0 (¼¡s(m))

¢
ds

¾

+

Z t

¿
N(s;¼¡(t¡s)(m))¯

¡
¼¡(t¡s)(m)

¢ £

exp

½
¡

Z t¡s

0

¡
° (¼¡¾(m)) +V 0 (¼¡¾(m))

¢
d¾

¾
ds

+

Z t

¿
f4(¼¡(t¡s)(m)); N¿ (s;¼¡(t¡s)(m))£

exp

½
¡

Z t¡s

0

¡
° (¼¡¾(m)) +V 0 (¼¡¾(m))

¢
d¾

¾
ds;
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pour t ¸ ¿ et P(t; m) = Ã (t;m) pour t 2 [0; ¿ ], et m 2 [0; g(1)] :

Pour la phase de repos, nous avons

8
>>>>>><
>>>>>>:

N(t; m) = '
¡
¿; ¼¡(t¡¿)(m)

¢
exp

½
¡

Z t¡¿

0
± (¼¡s(m)) +¯ (¼¡s(m))

+V 0 (¼¡s(m))dsg +

Z t

¿
f2

¡
¼¡(t¡s)(m);N¿ (s;¼¡(t¡s)(m))

¢£

exp

½
¡

Z t¡s

0

¡
± (¼¡¾(m)) +¯ (¼¡¾(m)) + V 0 (¼¡¾(m))d¾

¢¾
ds;

(2.27)

pour t ¸ ¿ et N(t;m) = ' (t; m) ; pour t 2 [0; ¿ ] et m 2 [0; g(1)] :

Puisque la solution de (2.9)-(2.11) est indépendante de la solution de (2.13)-(2.14) , et la so-

lution de (2.9)-(2.11) est un terme forçant de (2.13)-(2.14) , nous ne nous intéressons qu’aux

résultats concernant la phase de repos. Les résultats concernant la phase de prolifération en

découlent directement.

Proposition 3 (Existence et unicité) Il existe une solution unique de (2.27) avec la condi-

tion initiale ' 2 C ([0; ¿ ] £ [0; g(1)]).

Preuve. La preuve se fait de façon identique à celle présentée dans [80]. Nous ne la pré-

sentons pas ici. Toutefois, nous la détaillons dans le cas chapitre 4, quand la division des

cellules est inégale (voir preuve du théorème 15).

Remarque 2.1.6 En fait, sous la condition (2.21) nous obtenons plus que l’unicité. Autre-

ment dit, l’unicité des solutions dépendent des cellules de petites maturité (cellules souches).

C’est ce résultat que nous exposons dans ce qui suit.

Auparavant, nous montrons le lemme suivant.

Lemme 2.1.7 Soit m0 2 (0; g(1)), ¿0 = sup
m>m0

ÃZ g¡1(m)

m

ds

V (s)

!
et

¿1 =

Z 1

m0

ds

V (s)
. Alors, nous avons

(i) ¿0 < ¿1,

(ii) m0 < !(¡¿) si et seulement si ¿ < ¿1.

Preuve. (i) est véri…ée de façon triviale.

(ii) D’après la dé…nition de !(¡¿) donnée par (2.8) et la dé…nition de h(m0) donnée par
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(2.7) nous avons

m0 < !(¡¿) , m0 < h¡1(e¡¿ );

, h(m0) < e¡¿ ;

, exp(¡
Z 1

m0

ds

V (s)
) < e¡¿ ;

, ¡
Z 1

m0

ds

V (s)
< ¡¿;

, ¿ < ¿1:

¤

Théorème 2.1.8 Soit m0 2 (0; g(1)). Supposons que N1(t;m) et N2(t;m) soient solutions

de l’équation (2.27) avec les fonctions initiales '1 et '2 respectivement. Supposons qu’il

existe ¿ 2 (¿0; ¿1) et b 2 (m0; !(¡¿)) tels que'1(t; m) = '2(t;m) pour m 2 [0; b] et

t 2 [0; ¿ ]. Alors, il existe t > ¿ tel que N1(t; m) = N2(t;m) pour tout m 2 [0; g(1)] et t ¸ t.

Preuve. Le Lemme 2.1.7 nous permet de dire que ¿0 < ¿1 et m0 < !(¡¿) et donc d’avoir

l’existence de ¿ et de b. Les solutions de (2.27) peuvent être reformulées comme suit

N(t;m) = N
¡
s + ¿; ¼¡(t¡s¡¿)(m)

¢
exp

½
¡

Z t¡s¡¿

0
(± (¼¡¾(m)) + ¯ (¼¡¾(m))

+V 0 (¼¡¾(m)))d¾g +

Z t

s+¿
f2

¡
¼¡(t¡¾)(m);N¿ (¾;¼¡(t¡¾)(m))

¢£

exp

½
¡

Z t¡¾

0

¡
± (¼¡&(m)) +¯ (¼¡&(m)) +V 0 (¼¡&(m))

¢
d&

¾
d¾;

pour m 2 [0; g(1)], s ¸ 0 et t ¸ s + ¿ .

Nous prouvons d’abord que N1(t;m) = N2(t; m) pour m 2 [0; b] et t ¸ 0.

Soient m 2 [0; b] et t ¸ ¿; alors nous avons

¼¡(t¡¿)(m) · m:

Donc

'1
¡
¿;¼¡(t¡¿)(m)

¢
= '2

¡
¿;¼¡(t¡¿)(m)

¢
.
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Supposons que t 2 [¿; 2¿ ] et s 2 [¿; t], alors s ¡ ¿ 2 [0; ¿ ] et en utilisant le fait que ¿ > ¿0

nous obtenons sans di¢culté l’inégalité suivante

¼¡¿ ± g¡1 ± ¼¡(t¡s)(m) · ¼¡¿ ± g¡1(m) < m · b:

Par conséquent

N1
¡
s ¡ ¿; ¼¡¿ ± g¡1 ± ¼¡(t¡s)(m)

¢
= N2

¡
s ¡ ¿; ¼¡¿ ± g¡1 ± ¼¡(t¡s)(m)

¢
;

et d’après (3.22), nous obtenons l’égalité

N1t;m) = N2(t;m)

pour m 2 [0; b] et t ¸ 0.

Remarquons maintenant que
Z g¡1(m)

m

ds

V (s)
= ln

h
¡
g¡1(m)

¢

h(m)
, pour m > 0.

En e¤et par la dé…nition de h(m) donnée par (2.7), nous avons

ln
h

¡
g¡1(m)

¢

h(m)
= lnh

¡
g¡1(m)

¢ ¡ lnh(m);

= ¡
Z 1

g¡1(m)

ds

V (s)
+

Z 1

m

ds

V (s)
;

=

Z g¡1(m)

m

ds

V (s)
:

Considérons la suite (tn)n2N dé…nie par

t0 = ¿ et tn+1 = tn + ln

2
4h

³¡
¼¡¿ ± g¡1

¢¡(n+1)
(b)

´

h
¡
(¼¡¿ ± g¡1)¡n (b)

¢
3
5 +2¿: (2.28)

Alors,

tn+1 = ¡ ln

2
4 h(b)

h
³
(¼¡¿ ± g¡1)¡(n+1) (b)

´
3
5 +(2n + 3)¿: (2.29)
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En e¤et
t0 = ¿ ,

t1 = ¡ ln

2
4 h ((b))

h
³
(¼¡¿ ± g¡1)¡1 (b)

´
3
5 + 3¿:

Supposons que (2.29) soit véri…ée pour un entier n 2 N, montrons qu’elle est véri…ée au rang

n + 1. D’après (2.28) et par l’hypothèse de récurrence,

tn+1 = tn +ln

2
4

h
³¡

¼¡¿ ± g¡1
¢¡(n+1)

(b)
´

h
¡
(¼¡¿ ± g¡1)¡n (b)

¢
3
5 + 2¿;

= ¡ ln

2
4 h(b)

h
³
(¼¡¿ ± g¡1)¡(n) (b)

´
3
5 + (2n +1)¿+

ln

2
4h

³¡
¼¡¿ ± g¡1

¢¡(n+1)
(b)

´

h
¡
(¼¡¿ ± g¡1)¡n (b)

¢
3
5 + 2¿;

= ¡ ln

2
4 h(b)

h
³
(¼¡¿ ± g¡1)¡(n+1) (b)

´
3
5 +(2n +3)¿:

Notons que la suite
³¡

¼¡¿ ± g¡1
¢¡n

(b)
´
n2N

est croissante puisque ¿ > ¿0.

En e¤et, la relation ¿ > ¿0 implique

¿ >

Z g¡1(b)

b

ds

V (s)
;

soit

e¡¿ <
h(b)

h(g¡1(b))
;

et alors

h¡1
¡
h(g¡1(b))e¡¿

¢
< b;

d’où
¡
¼¡¿ ± g¡1

¢¡1
(b) < b:
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Il n’est alors pas di¢cile d’en déduire que la suite
³¡

¼¡¿ ± g¡1
¢¡n

(b)
´
n2N

est croissante.

Nous notons également que (tn)n2N est aussi croissante.

Nous allons prouver par récurrence l’assertion suivante

(Hn) :

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

¡
¼¡¿ ± g¡1

¢¡n
(b) · !(¡¿) =) N1(t;m) = N2(t;m);

pour m 2
h
0;

¡
¼¡¿ ± g¡1

¢¡n
(b)

i

et t ¸ tn ¡ ¿:

Tout d’abord, (H0) est vraie de façon triviale.

Supposons que (Hn) est vraie pour un n 2 N. Supposons que
¡
¼¡¿ ± g¡1

¢¡(n+1)
(b) ·

!(¡¿), m 2
h
0;

¡
¼¡¿ ± g¡1

¢¡(n+1)
(b)

i
et t ¸ tn+1 ¡ ¿: Alors t ¸ tn + ¿; et pour i = 1; 2,

nous avons,

Ni(t; m) = Ni
¡
tn + ¿;¼¡(t¡tn¡¿)(m)

¢
exp

½
¡

Z t¡tn¡¿

0
(± (¼¡¾(m)) +¯ (¼¡¾(m))

+V 0 (¼¡¾(m)))d¾g +

Z t

tn+¿
f2

¡
¼¡(t¡¾)(m);N¿

i (¾;¼¡(t¡¾)(m))
¢£

exp

½
¡

Z t¡¾

0

¡
± (¼¡&(m)) + ¯ (¼¡&(m)) + V 0 (¼¡&(m))

¢
d&

¾
d¾:

Grâce à (2.28) nous obtenons

e¡(t¡tn¡¿) ·
h

³¡
¼¡¿ ± g¡1

¢¡n
(b)

´

h
³
(¼¡¿ ± g¡1)¡(n+1) (b)

´:

En e¤et, nous avons supposé que

t ¸ tn+1¡ ¿:

Ce qui donne,

¡(t ¡ tn ¡ ¿) · tn +2¿ ¡ tn+1;

donc

¡(t ¡ tn ¡ ¿) · ln

2
4 h

³¡
¼¡¿ ± g¡1

¢¡n
(b)

´

h
³
(¼¡¿ ± g¡1)¡(n+1) (b)

´
3
5 ;
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et en utilisant la dé…nition de la suite donnée en (2.28), nous obtenons

exp (¡(t ¡ tn ¡ ¿)) ·
h

³¡
¼¡¿ ± g¡1

¢¡n
(b)

´

h
³
(¼¡¿ ± g¡1)¡(n+1) (b)

´:

D’où le résultat.

Par conséquent,

¼¡(t¡tn¡¿)(m) = h¡1
¡
h(m)e¡(t¡tn¡¿ )

¢
;

· h¡1

0
@h(m)

h
³¡

¼¡¿ ± g¡1
¢¡n

(b)
´

h
³
(¼¡¿ ± g¡1)¡(n+1) (b)

´
1
A ;

et puisque m 2
h
0;

¡
¼¡¿ ± g¡1

¢¡(n+1)
(b)

i
;

¼¡(t¡tn¡¿ )(m) · h¡1

0
@h(

¡
¼¡¿ ± g¡1

¢¡(n+1)
(b))

h
³¡

¼¡¿ ± g¡1
¢¡n

(b)
´

h
³
(¼¡¿ ± g¡1)¡(n+1) (b)

´
1
A ;

· ¡
¼¡¿ ± g¡1

¢¡n
(b):

Et ainsi,

N1
¡
tn + ¿; ¼¡(t¡tn¡¿)(m)

¢
= N2

¡
tn + ¿; ¼¡(t¡tn¡¿)(m)

¢
:

D’autre part, pour tn + ¿ · ¾ · t nous avons,

¡
¼¡¿ ± g¡1

¢ ¡
¼¡(t¡¾) (m)

¢ · ¡
¼¡¿ ± g¡1

¢
(m) ;

· ¡
¼¡¿ ± g¡1

¢ ³¡
¼¡¿ ± g¡1

¢¡(n+1)
(b)

´
;

· ¡
¼¡¿ ± g¡1

¢¡n
(b);

et ¾ ¡ ¿ ¸ tn ¸ tn ¡ ¿ . Alors,

N¿
1

¡
¾; ¼¡(t¡¾)(m)

¢
= N¿

2

¡
¾;¼¡(t¡¾)(m)

¢
:
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Par conséquent,

N1(t; m) = N2(t;m); pour m 2
h
0;

¡
¼¡¿ ± g¡1

¢¡(n+1)
(b)

i
et t ¸ tn+1¡ ¿:

Il n’est pas di¢cile de véri…er qu’il existe M 2 N tel que

¡
¼¡¿ ± g¡1

¢¡M
(b) < !(¡¿) · ¡

¼¡¿ ± g¡1
¢¡(M+1)

(b):

Alors, pour m 2 [0;!(¡¿)] et ¾ ¸ tM, nous avons,

¡
¼¡¿ ± g¡1

¢ ¡
¼¡(t¡¾) (m)

¢ · ¡
¼¡¿ ± g¡1

¢
(m) ;

· ¡
¼¡¿ ± g¡1

¢³¡
¼¡¿ ± g¡1

¢¡(M+1)
(b)

´
;

· ¡
¼¡¿ ± g¡1

¢¡M
(b):

D’autre part, si t ¸ tM + ¿ ¡ ln
h
h

³¡
¼¡¿ ± g¡1

¢¡M
(b)

´i
et m 2 [0; !(¡¿)] ; alors

¼¡(t¡tM¡¿)(m) · ¡
¼¡¿ ± g¡1

¢¡M
(b):

et donc,

N1(t;m) = N2(t;m); pour m 2 [0; !(¡¿)] et

t ¸ tM + ¿ ¡ ln
h
h

³¡
¼¡¿ ± g¡1

¢¡M
(b)

´i
:

Pour achever la preuve, il su¢t de remarquer que si nous prenons m 2 [0; g(1)] alors
¡
¼¡¿ ± g¡1

¢ ¡
¼¡(t¡¾)(m)

¢ 2 [0;!(¡¿)] et ¼¡(t¡¾)(m) 2 [0;!(¡¿)]. Nous procédons alors

de la même façon que ci-dessus. Ainsi, il existe t > ¿ tel que N1(t;m) = N2(t;m) pour tout

m 2 [0; g(1)] et t ¸ t ¤

Corollaire 2.1.9 Soit m0 2 (0; g(1)). Soit N(t;m) une solution de l’équation (2.27) pour

la condition initiale ' dé…nie sur [0; b] £ [0; ¿ ]. Supposons qu’il existe ¿ 2 (¿0; ¿1) et b 2
(m0;!(¡¿)) tels que '(t;m) ´ 0; pour m 2 [0; b] et pour t 2 [0; ¿ ]. Alors, il existe t > ¿ tel

que N (t;m) ´ 0 pour tout m 2 [0; g(1)] et t ¸ t.
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Ce Corollaire permet de dire que si l’apport initial des cellules de petite maturité (m 2
[0; b]) est nulle, alors à partir d’un certain temps t, toute la population de cellules s’e¤ondrera

vers zéro.

Remarque 2.1.10 Si lim
m!0

ÃZ g¡1(m)

m

ds

V (s)

!
< +1, alors le résultat du théorème 2.1.8 est

vrai avec m0 = 0 et ¿ > ¿0:

Nous donnons quelques exemples de cette dernière situation.

Exemple 2.1.11 Supposons que V (s) s
s!0

®sp, où ® > 0 et p 2 N¤:

Cas où p = 1. Alors,

V (s) »
s!0

®s.

Par conséquent, l’intégrale
Z g¡1(m)

m

ds

V (s)
est de même nature pour la convergence que

ln

·
g¡1(m)

m

¸
; lorsque m ! +1.

Or
g¡1(m)

m
=

g¡1(m) ¡ g¡1(0)
g(g¡1(m)) ¡ g(0)

:

Nous posons

x = g¡1(m);

et donc

lim
x!0

x¡ 0

g(x)¡ g(0)
=

1

g0(0)
:

Si g0(0) = 0, alors lim
m!0

g¡1(m)

m
= +1.

Si g0(0) > 0; alors lim
m!0

g¡1(m)

m
< +1:

Nous résumons cela par

lim
m!0

ÃZ g¡1(m)

m

ds

V (s)

!
< +1 si et seulement si g0(0) > 0:
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Cas où p > 1. Nous avons l’intégrale
Z g¡1(m)

m

ds

V (s)
de même nature pour la convergence

que
1

mp¡1 ¡ 1

g¡1(m)p¡1
; lorsque m ! +1.

Or,
1

mp¡1 ¡ 1

(g¡1(m))p¡1
=

¡
g¡1(m)

¢p¡1 ¡mp¡1

mp¡1 (g¡1(m))p¡1
;

=

¡
g¡1(m)

¢p¡1 ¡ ¡
g(g¡1(m))

¢p¡1

(g(g¡1(m)))p¡1 (g¡1(m))p¡1
:

Nous posons x = g¡1(m). Alors,

1

mp¡1 ¡ 1

(g¡1(m))p¡1
=

xp¡1 ¡ (g(x))p¡1

(xg(x))p¡1
;

=
1

(g(x))p¡1
xp¡1¡ (g(x))p¡1

xp¡1
;

=
1

(g(x))p¡1
(1 ¡

µ
g(x)

x

¶p¡1
).

Si g0(0) 6= 1, alors

lim
m!0

Z g¡1(m)

m

ds

V (s)
= +1:

Si g0(0) = 1 et g est de classe Cp en 0, alors

g(x) = x +
x2

2!
g00(0) + ::: +

xp

p!
g(p)(0) +xp"(x): (2.30)

Nous posons

À(x) =
x

2!
g00(0) + ::: +

xp¡1

p!
g(p)(0) +xp¡1"(x);

et nous obtenons

xp¡1 ¡ g(x)p¡1

(xg(x))p¡1
=

xp¡1¡ (x+ xÀ(x))p¡1

(x2 +x2À(x))p¡1
;

=
1

xp¡1

µ
1 ¡ (1 +À(x))p¡1

(1 + À(x))p¡1

¶
:
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Par conséquent, lim
m!0

ÃZ g¡1(m)

m

ds

V (s)

!
< +1 si et seulement si

lim
x!0

1 ¡ (1 + À(x))p¡1

xp¡1
< +1

Autrement dit lim
m!0

ÃZ g¡1(m)

m

ds

V (s)

!
< +1 si et seulement si

lim
x!0

À(x)

xp¡1
< +1:

C’est à dire

lim
x!0

pX

k=2

g(k)(0)

k!xp¡k
< +1.

Nous résumons cela par

Si p > 1, g est de classe Cp en 0 et g0(0) = 1, alors,

lim
m!0

ÃZ g¡1(m)

m

ds

V (s)

!
< +1 si et seulement si lim

x!0

pX

k=2

g(k)(0)

k!xp¡k
< +1.

En particulier, si g(x) = xp"(x) (avec les notations de (2.30)) où lim
x!0

"(x) = 0, alors

lim
m!0

ÃZ g¡1(m)

m

ds

V (s)

!
< +1.

2.2 Cas non-linéaire

Dans ce paragraphe, nous supposons que le taux de ré-introduction ¯ des cellules de la

phase de repos vers la phase de prolifération, dépend non seulement de la maturité m de

chaque cellule mais également de la densité totale N(t; m) des cellules dans la phase de

repos. Toutes les autres hypothèses restent inchangées.

Les équations de conservation décrivant les deux phases sont

@p

@t
+

@p

@a
+

@ (V (m)p)

@m
= ¡°(m)p; (2.31)
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et
@n

@t
+

@n

@a
+

@ (V (m)n)

@m
= ¡ (±(m) +¯(m;N (t;m)))n: (2.32)

Nous rappelons que:

- p(t;m;a) et n(t; m;a) sont respectivement les densités de cellules proliférantes et au repos

au temps t; à la maturité m et à l’âge a.

- Toutes les cellules maturent avec la même vitesse V (m). Nous supposons que V satis-

fait les conditions : V 2 C1 [0; 1), V (0) = 0, V (1) = 0, et pour m 2 (0; 1), V (m) > 0,Z m

0

dx

V (x)
= +1 et

Z 1

m

ds

V (s)
< +1 (un exemple de fonction V est donné dans la …gure

1-6).

- N(t;m) =

Z +1

0
n(t;m;a)da, pour t ¸ 0 et m 2 [0;1].

- Le ‡ux cellulaire entre les deux phases est donné par le système

8
>>>><
>>>>:

n(t; m; 0) = 2p(t; g¡1(m); ¿)(g¡1)0(m); pour m · g(1);

p(t;m;0) =

Z +1

0
¯(m;N (t; m))n(t;m;a)da = ¯(m;N(t; m))N(t; m);

(2.33)

- g(m) représente la maturité des deux cellules …lles quand m est la maturité de la cellule

mère, g : [0; 1] ! [0; 1] est une fonction continue telle que g 2 C1 [0; 1), g0(m) > 0 et

g(m) · m, pour m 2 (0; 1).

- Les conditions initiales sont

8
<
:

p(0; m; a) = ¡(m; a) ; pour (m;a) 2 [0;1] £ [0; ¿ ] ;

n(0;m;a) = ¨(m;a); pour (m; a) 2 [0; 1] £ [0; +1) ;
(2.34)

avec ¡ 2 C ([0;1] £ [0; ¿ ]), ¨ 2 C ([0; 1] £ [0; +1)) et lim
a!+1

¨(m;a) = 0.

- Le ‡ot ¼s : [0; 1) ! [0; 1), s 2 R, solution de l’équation di¤érentielle

8
<
:

du

ds
(s) = V (u(s)), s 2 R;

u(0) = m;
(2.35)
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est tel que ¼0 (m) = m, ¼s (0) = 0, ¼s (m) 2 (0;1) pour s 2 R et m 2 (0; 1). Pour

s 2 (¡1; 0], ¼s (m) peut s’écrire

¼s (m) = h¡1 (h(m)es) ; m 2 [0; 1) , (2.36)

où

h(m) =

8
><
>:

exp

µ
¡

Z 1

m

ds

V (s)

¶
; pour m 2 (0; 1) ;

0; pour m = 0:

(2.37)

- Soit ! : R ! R+ la fonction dé…nie par

!(s) =

8
<
:

h¡1 (es) ; si s · 0;

1; si s ¸ 0:
(2.38)

Nous remarquons que ! est une solution de (2.35) et que ¼s (m) < !(s); pour s 2 R et

m 2 [0;1).

Nous posons P (t;m) =

Z ¿

0
p(t; m; a)da.

En intégrant (2.31) et (2.32) par rapport à l’âge et en utilisant la condition (2.33), nous

obtenons le résultat suivant.

Proposition 4 Soient m 2 (0; 1) et t ¸ 0.

La population totale N(t;m) =

Z +1

0
n(t; m; a)da des cellules de maturité m dans la phase

de repos satisfait les équations suivantes :

(i) Si 0 · t < ¿; alors

@

@t
N (t;m) +

@

@m
(V (m)N(t;m)) = ¡ [±(m) + ¯(m;N (t;m))] N(t;m)

+f1(t;m);
(2.39)

avec

f1(t;m) = 2(g¡1)0(m)»(g¡1(m); t)¡(¼¡t ± g¡1(m); ¿ ¡ t); (2.40)

et

»(m; t) = exp

½
¡

Z t

0
°(¼¡s(m)) +V 0(¼¡s(m))ds

¾
: (2.41)
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(ii) Si t ¸ ¿; alors

@

@t
N(t;m) +

@

@m
(V (m)N (t; m)) = ¡ [±(m) +¯(m;N(t; m))]N(t; m)+

f2(m; N¿ (t;m));
(2.42)

avec
f2(m; x) = 2(g¡1)0(m)»(g¡1(m); ¿)£

¯(¼¡¿ ± g¡1(m); x)x;
(2.43a)

et 8
<
:

N¿ (t; m) = N (t ¡ ¿;¼¡¿ (m)) ;

N¿ (t;m) = N
¡
t ¡ ¿; ¼¡¿ ± g¡1(m)

¢
= N¿ (t; g

¡1(m)):
(2.44)

De même, la population totale P(t; m) =

Z +1

0
p(t;m;a)da des cellules de maturité m dans

la phase de prolifération satisfait les équations suivantes :

(iii) Si 0 · t < ¿; alors

@

@t
P (t;m)+

@

@m
(V (m)P (t;m)) = ¡°(m)P (t;m)+¯(m; N(t;m))N (t;m)+f3(t;m); (2.45)

avec

f3(t;m) = ¡»(m;t)¡(¼¡t(m); ¿ ¡ t):

(iv) Si t ¸ ¿; alors

@

@t
P (t;m) +

@

@m
(V (m)P (t; m)) = ¡°(m)P(t; m) +¯(m; N(t; m))N(t;m)

+f4(m; N¿ (t; m));
(2.46)

où

f4(m;x) = ¡»(m; ¿)¯(¼¡¿ (m);x)x: (2.47)

Preuve. La preuve est identique à celle présentée dans le cas linéaire (premier paragraphe,

Proposition 1). ¤

Notons que, pour t 2 [0; ¿ ], les équations (2.45) et (2.39) contiennent la condition initiale ¡

et leurs solutions deviennent conditions initiales respectivement pour les équations (2.46) et

(2.42) dans le cas où t ¸ ¿ .
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De plus, les solutions de (2.39)-(2.42) sont indépendantes des solutions de (2.45)-(2.46), et

deviennent des termes forçants des équations (2.45)-(2.46). Nous remarquons également que

f2(m;N¿ (t; m)) = 0; pour m ¸ g(1):

Etant donné que notre objectif est de prouver que l’unicité et le comportement asymptotique

des solutions ne dépendent que des cellules souches, nous concentrons alors notre étude sur

l’intervalle des maturités [0; g(1)].

Notons également que la quantité
¡
¼¡¿ ± g¡1(m)

¢
représente la maturité initiale de la cellule

mère dans la phase de prolifération lorque la maturité de ses …lles juste après la division est

m.

2.2.1 Existence et unicité des solutions

Nous avons vu dans le paragraphe précédent que l’opérateur A : D(A) µ C [0; g(1)] !
C [0; g(1)] dé…ni par

D (A) = fu 2 C [0; g(1)] , u est di¤érentiable sur (0; g(1)] , u0 2 C (0; g(1)] ,

lim
m!0

V (m)u0(m) = 0 g ;

et

Au(m) =

8
<
:

¡ (±(m) +V 0(m))u(m)¡ V (m)u0(m); si m 2 (0; g(1)] ,

¡ (±(0) + V 0(0))u(0); si m = 0,

est le générateur in…nitésimal du semi-groupe (S(t))t¸0 dé…ni pour Ã 2 C [0; g(1)], m 2
[0; g(1)] et t ¸ 0, par

(S(t)Ã) (m) = exp

½
¡

·Z t

0

¡
±
¡
h¡1

¡
h(m)e¡s

¢¢
+V 0 ¡h¡1 ¡

h(m)e¡s
¢¢¢

ds

¸¾
£

Ã
¡
h¡1

¡
h(m)e¡t

¢¢
:

(2.48)

Cet opérateur A nous permet d’obtenir une représentation intégrale des solutions des équa-

tions (2.45)-(2.46) et (2.39)-(2.42). Pour les mêmes raisons que dans le cas linéaire, nous ne

donnerons que la version intégrée des équations (2.39)-(2.42) correspondant à la phase de
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repos. Nous notons

K(t;m) = exp

½
¡

Z t

0
± (¼¡¾(m)) + V 0(¼¡¾(m))d¾)

¾
, pour t ¸ 0 et m 2 [0; g(1)] : (2.49)

La version intégrée de l’équation (2.42) est alors l’équation

8
>>>>><
>>>>>:

N(t; m) = '
¡
¿; ¼¡(t¡¿)(m)

¢
K(t ¡ ¿; m)

¡
Z t

¿
K(t ¡ s; m)N(s;¼¡(t¡s)(m))¯(¼¡(t¡s)(m);N (s; ¼¡(t¡s)(m)))ds

+

Z t

¿
K(t ¡ s; m)f2(¼¡(t¡s)(m); N¿ (s; ¼¡(t¡s)(m)))ds;

(2.50)

pour t ¸ ¿ et N(t;m) = ' (t; m) pour t 2 [0; ¿ ], et m 2 [0; g(1)] :

Puisque les solutions de (2.39)-(2.42) sont indépendantes des solutions de (2.45)-(2.46) et

que les solutions de (2.39)-(2.42) sont des termes forçant de (2.45)-(2.46), nous ne nous

intéressons qu’aux résultats concernant la phase de repos. Les résultats concernant la phase

de prolifération en découleront directement.

Nous faisons l’hypothèse suivante :

(H1) Il existe une fonction k : [0; g(1)] ! R+, continue telle que

jx1¯(m;x1) ¡x2¯(m; x2)j · k(m) jx1¡ x2j , m 2 [0; g(1)] , x1;x2 2 R. (2.51)

Proposition 5 (Existence et unicité) Sous la condition (H1), l’équation (2.50) de condition

initiale

' 2 C ([0; ¿ ] £ [0; g(1)]) ;

admet une solution unique N' 2 C ([0; +1] £ [0; g(1)]).

Preuve. Soit T > ¿ . Nous considérons les opérateurs G, H : XT ! XT, avec XT =

C ([¿;T ] £ [0; g(1)]) dé…nis par

G(N)(t;m) =

Z t

¿
K(t ¡ s;m)N(s; ¼¡(t¡s)(m))¯(¼¡(t¡s)(m);N(s;¼¡(t¡s)(m)))ds; (2.52)
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et

H(N)(t;m) =

Z t

¿
K(t ¡ s;m)f2(¼¡(t¡s)(m);N(s;¼¡(t¡s)(m)))ds; (2.53)

pour N 2 XT . L’équation (2.50) devient

N(t;m) +G(N)(t; m) = '
¡
¿; ¼¡(t¡¿)(m)

¢
K(t ¡ ¿; m) + H(N¿ )(t;m). (2.54)

Supposons que T = 2¿ .

Soit (Nn)n2N la suite de fonctions continues dé…nies, pour t 2 [¿; 2¿ ] et m 2 [0; g(1)], par

N0(t;m) = '
¡
¿;¼¡(t¡¿ )(m)

¢
K(t ¡ ¿;m) + H('¿ )(t; m);

où

H('¿ )(t; m) =

Z t

¿
K(t ¡ s; m)f2(¼¡(t¡s)(m); '(s ¡ ¿; ¼¡¿ ± g¡1(¼¡(t¡s)(m))))ds;

et

Nn(t; m) = N0(t; m)¡ G(Nn¡1)(t; m):

Remarquons que

K(t;m) = exp

(
¡

Z m

¼¡t(m)

± (¾) + V 0(¾)

V (¾)
d¾)

)
, pour t ¸ 0 et m 2 [0; g(1)] :

Donc il existe ® > 0 tel que

jK(t; m)j · ®; pour t ¸ 0 et m 2 [0; g(1)] :

En vertu de la continuité de ', K et f2; il existe M0 ¸ 0 tel que

¯̄
N0(s;¼¡(t¡s)(m))

¯̄ · M0; pour tout t 2 [¿;2¿ ] et m 2 [0; g(1)] :

Nous posons

ek = max
m2[0;g(1)]

k(m); (2.55)
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avec k dé…ni dans l’hypothèse (H1). Nous obtenons alors

jN1(t;m) ¡N0(t; m)j = jG(N0)(t; m)j · ®ek
Z t

¿

¯̄
N0(s; ¼¡(t¡s)(m))

¯̄
ds:

Et donc,

jN1(t;m) ¡N0(t; m)j · ®ekM0(t ¡ ¿):

Dans le cas général, nous avons

Nn(t; m)¡ Nn¡1(t;m) = G(Nn¡2)(t; m) ¡ G(Nn¡1)(t; m):

Ainsi

jNn(t; m) ¡ Nn¡1(t; m)j · ®ek
Z t

¿

¯̄
Nn¡1(s; ¼¡(t¡s)(m)) ¡Nn¡2(s; ¼¡(t¡s)(m))

¯̄
ds:

Par récurrence, nous obtenons

jNn(t; m) ¡Nn¡1(t;m)j · ®neknM0
(t ¡ ¿)n

n!
:

Par conséquent, la limite N := lim
n!1

Nn existe uniformément sur [¿; 2¿ ] et N est continue

sur [¿; 2¿ ].

Pour montrer que N est solution de l’équation (2.50), nous introduisons la fonction v dé…nie

par

v(t;m) = jN(t; m)¡ N0(t;m) + G(N)(t;m)j :

Nous avons alors

v(t;m) · jN(t; m)¡ Nn+1(t;m)j + jNn+1(t;m) ¡N0(t; m) +G(N)(t;m)j ;
· jN(t; m)¡ Nn+1(t;m)j + j¡G(N)(t;m) +G(Nn)(t; m)j ;
· jN(t; m)¡ Nn+1(t;m)j +®ek

Z t

¿

¯̄
N(s; ¼¡(t¡s)(m)) ¡Nn(s; ¼¡(t¡s)(m))

¯̄
ds:
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De plus, nous avons

N (t; m) ¡Nn(t; m) =
1X
p=n

(Np+1(t;m) ¡Np(t; m)):

Ce qui implique

8
>>>>>>><
>>>>>>>:

jN(t;m) ¡Nn+1(t;m)j · M0

1X

p=n+1

®p+1ekp+1 (t ¡ ¿)p+1

(p +1)!
;

®ek
Z t

¿

¯̄
N(s;¼¡(t¡s)(m)) ¡ Nn(s; ¼¡(t¡s)(m))

¯̄
ds · M0

1X
p=n

®p+2ekp+2
Z t

¿

(s ¡ ¿)p+1

(p+ 1)!
ds:

Alors,

v(t;m) · 2M0

1X
p=n

(®ek(t ¡ ¿))p+2

(p+ 2)!
, pour n 2 N:

En faisant tendre n vers +1, nous obtenons

v(t;m) = 0, pour t 2 [¿; 2¿ ] et m 2 [0; g(1)] :

Par conséquent, N est solution de (2.50) sur [0;2¿ ] £ [0; g(1)].

Pour montrer l’unicité, supposons que Z est aussi solution de l’équation (2.50). Alors,

jN(t;m) ¡ Z(t;m)j · ®ek
Z t

¿

¯̄
N(s;¼¡(t¡s)(m)) ¡Z(s;¼¡(t¡s)(m))

¯̄
ds:

Supposons que t 2 [¿; 2¿ ] et m 2 [0; g(1)] sont …xés et considérons la fonction w dé…nie pour

s 2 [¿; t] par

w(s) =
¯̄
N (s;¼¡(t¡s)(m)) ¡Z(s;¼¡(t¡s)(m))

¯̄
:

Nous avons

w(s) · ®ek
Z s

¿

¯̄
N(¾;¼¡(s¡¾)(¼¡(t¡s)(m))) ¡Z(¾;¼¡(s¡¾)(¼¡(t¡s)(m)))

¯̄
d¾:
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D’un autre côté, nous avons

¼¡(s¡¾)(¼¡(t¡s)(m)) = ¼¡(t¡¾)(m):

Donc,

w(s) · ®ek
Z s

¿
w(¾)d¾:

Par l’inégalité de Gronwall, w = 0. Alors, N = Z sur [¿; 2¿ ].

Supposons que T = 3¿ . Soit (Nn)n2N la suite de fonctions continues dé…nies, pour t 2 [¿; 3¿ ]

et m 2 [0; g(1)], par

N0(t;m) = '
¡
¿; ¼¡(t¡¿ )(m)

¢
K(t ¡ ¿;m) + H(N¿ )(t; m);

où N est la solution [¿; 2¿ ] donnée ci-dessus, et

Nn(t; m) = N0(t; m)¡ G(Nn¡1)(t; m):

En utilisant la même démarche que précédemment, nous démontrons l’existence et l’unicité

de la solution N sur [0; 3¿ ] £ [0; g(1)].

Par une méthode de pas successifs T = 4¿ , T = 5¿; ::: ; nous avons l’existence et l’unicité

sur [0;+1) £ [0; g(1)]. ¤

Soit m0 2 (0; g(1)), nous posons

¿0 = sup
m>m0

ÃZ g¡1(m)

m

ds

V (s)

!
:

Nous supposons que

¿ > ¿0: (2.56)

La condition (2.56) signi…e que la durée de la phase de prolifération est su¢samment longue

pour permettre aux cellules d’accroître su¢samment leur maturité.

Si lim
m!0

ÃZ g¡1(m)

m

ds

V (s)

!
< +1; alors m0 peut être choisie égale à zéro et la condition
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(2.56) devient

¿ >sup
m>0

ÃZ g¡1(m)

m

ds

V (s)

!
.

Sous la condition (2.56) la dépendance non-locale
¡
¼¡¿ ± g¡1(m)

¢
satisfait alors

8
<
:

¼¡¿ ± g¡1(m) < m; pour m 2 [m0; g(1)] ;

¼¡¿ ± g¡1(m) · !(¡¿) < g(1); pour m 2 [0; g(1)] :

Pour présenter le résultat de ce paragraphe, nous faisons la remarque suivante qui a été

prouvée dans le cas linéaire.

Lemme 2.2.1 Soit m0 2 (0; g(1)), ¿0 := sup
m>m0

ÃZ g¡1(m)

m

ds

V (s)

!
et

¿1 =

Z 1

m0

ds

V (s)
. Alors,

(i) ¿0 < ¿1,

(ii) m0 < !(¡¿) si et seulement si ¿ < ¿1.

Nous avons alors le résultat similaire au cas linéaire.

Théorème 2.2.2 Soit m0 2 (0; g(1)). Supposons que N1(t; m) et N2(t; m) soient solutions

du système (2.39)-(2.42) avec les fonctions initiales '1 et '2 respectivement. Supposons qu’il

existe ¿ 2 (¿0; ¿1) et b 2 (m0; !(¡¿)) tels que '1(t;m) = '2(t; m); pour m 2 [0; b] et t 2
[0; ¿ ] : Il existe alors t > ¿ tel que N1(t;m) = N2(t; m) pour tout m 2 [0; g(1)] et t ¸ t:

Preuve. La preuve est identique à celle du cas linéaire.

Remarque 2.2.3 Si lim
m!0

ÃZ g¡1(m)

m

ds

V (s)

!
< +1, alors le résultat du théorème est vrai

avec m0 = 0 et ¿ > ¿0:

Nous avons donné quelques exemples de fonctions V véri…ant cette condition dans le

paragraphe précédent ( voir Exemple 2.2.1).

Supposons dans toute la suite de ce chapitre que

lim
m!0

ÃZ g¡1(m)

m

ds

V (s)

!
< +1 et ¿ > ¿0 :=sup

m>0

ÃZ g¡1(m)

m

ds

V (s)

!
:
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Lemme 2.2.4 Soit ' 2 C([0; ¿ ] £ [0; g(1)]). Supposons qu’il existe b, 0 < b · g(1) tel que

l’équation (2.50) admet une solution pour une condition initiale Ã 2 C([0; ¿ ] £ [0; b]), telle

que

Ã(¿;m) = '(¿; m):

Alors, (2.50) admet une solution pour la condition initiale ' dans C([0; ¿ ] £ [0; g(1)]):

Preuve. La preuve découle directement du Théorème 2.2.2 précédent. Si l’on prend m 2h
0;

¡
¼¡¿ ± g¡1

¢¡1
(b)

i
alors

¡
¼¡¿ ± g¡1

¢ ¡
¼¡(t¡¾) (m)

¢ · b et le résultat se déduit par récur-

rence. ¤

2.2.2 Invariance et comportement asymptotique

Soient b 2 (0; g(1)] et ' 2 C([0; ¿ ] £ [0; b]); nous posons

k'kb = sup
0·t·¿, 0·m·b

j'(t; m)j :

Avant d’énoncer les principaux résultats de ce paragraphe, nous introduisons les hypothèses

suivantes :

(H2) V 0(m) > 0; pour tout m 2 [0; b],

(H3) g0(0) > 0.

Dans l’hypothèse (H2) nous supposons que la fonction V est strictement croissante sur

[0; b] au moins, autrement dit, la vitesse de maturation des cellules doit augmenter lorsque

leur maturité est proche de zéro (cellules souches), et reste croissante au moins jusqu’à une

certaine maturité b > 0.

Proposition 6 Soient b 2 (0; g(1)] et ½ > 0. Supposons que les conditions (H1)-(H3) sont

satisfaites ( l’hypothèse (H1) étant dé…nie dans le paragraphe précédent). Soit N'(t;m) la

solution de l’équation (2.50) de condition initiale ' 2 C([0; ¿ ] £ [0; b]). Supposons que

k'kb · ½:
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Alors, nous avons l’invariance suivante

jN'(t; :)jb := sup
m2[0;b]

jN'(t;m)j · ½, pour tout t ¸ ¿ . (2.57)

Preuve. Soient b 2 (0; g(1)] et T ¸ ¿ . Nous dé…nissons la suite de fonctions continues

(Nn)n2N pour t ¸ 0 et m 2 [0; b], par

N0(t; m) =

8
<
:

'
¡
¿;¼¡(t¡¿)(m)

¢
K(t ¡ ¿; m); pour t 2 [¿; T] ;

'(t; m); pour t 2 [0; ¿ ] ;

et

Nn(t;m) =

8
<
:

N0(t; m)¡ G(Nn¡1)(t; m)+ H(N¿
n¡1)(t; m); pour t 2 [¿; T] ;

'(t;m); pour t 2 [0; ¿ ] :

En utilisant les mêmes techniques que dans la démonstration de la proposition 5, nous

pouvons démontrer que la suite (Nn)n2N converge vers la solution N' 2 C([0; +1)£ [0; b])

de l’équation (6).

Puisque ±(m) ¸ 0, il vient alors ±(m) +V 0(m) ¸ V 0(m) ¸ I pour tout m 2 [0; b], avec

I = inf
m2[0;b]

V 0(m).

Donc

K(t ¡ ¿; m) = exp

½
¡

Z t¡¿

0

¡
± (¼¡¾(m)) +V 0(¼¡¾(m))

¢
d¾

¾
· e¡I(t¡¿ ): (2.58)

D’autre part, nous avons pour tout t 2 [¿;T ]

¼¡(t¡¿)(m) · m · b.

Donc,
¯̄
'

¡
¿; ¼¡(t¡¿)(m)

¢¯̄ · ½.

73



Par conséquent,

jN0(t;m)j · ½e¡I(t¡¿ ) · ½:

De même,

jN1(t;m)j · jN0(t; m)j + jG(N0)(t;m)j + jH(N¿
0 )(t;m)j :

Nous avons,

jG(N0)(t; m)j =

¯̄
¯̄
Z t

¿
K(t ¡ s; m)N0(s;¼¡(t¡s)(m))¯(¼¡(t¡s)(m);N0(s;¼¡(t¡s)(m)))ds

¯̄
¯̄ ;

·
Z t

¿
e¡I(t¡s)k(¼¡(t¡s)(m))

¯̄
N0(s;¼¡(t¡s)(m))

¯̄
ds:

Nous posons

ekb = sup
m2[0;b]

jk(m)j :

Comme

¼¡(t¡s)(m) · m · b;

nous obtenons,

jG(N0)(t;m)j · ½ekb
Z t

¿
e¡I(t¡s)ds: (2.59)

De plus, nous avons

jH(N ¿
0 )(t;m)j =

¯̄
¯̄
Z t

¿

K(t ¡ s;m)f2(¼¡(t¡s)(m); N¿
0 (s; ¼¡(t¡s)(m)))ds

¯̄
¯̄ ;

·
Z t

¿

e¡I(t¡s)
¯̄
f2(¼¡(t¡s)(m);N¿

0 (s;¼¡(t¡s)(m)))ds
¯̄
:

Or,

jf2(m; x)j =
¯̄
2(g¡1)0(m)»(g¡1(m); ¿)¯(¼¡¿ ± g¡1(m);x)x

¯̄
;

· 2(g¡1)0(m)»(g¡1(m); ¿)k(¼¡¿ ± g¡1(m)) jxj :

D’après (H3) et la continuité de (g¡1)0, » et k, g¡1 et ¼¡¿ nous avons,

e»b := sup
m2[0;b]

¯̄
2(g¡1)0(m)»(g¡1(m); ¿)k(¼¡¿ ± g¡1(m))

¯̄
< +1:
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Donc,

jf2(m;x)j · e»b jxj :

Ainsi,
¯̄
f2(¼¡(t¡s)(m); N¿

0 (s; ¼¡(t¡s)(m)))ds
¯̄ · e»b½:

Par conséquent,

jH(N ¿
0 )(t; m)j · ½e»b

Z t

¿
e¡I(t¡s)ds: (2.60)

Donc,

jN1(t;m)j · ½
³
e¡I(t¡¿ ) +

³ekb+e»b
´ R t

¿ e¡I(t¡s)ds
´

;

· ½

Ã
e¡I(t¡¿) +

³ekb+e»b
´ £

1 ¡ e¡I(t¡¿)
¤

I

!
:

Ainsi,

jN1(t;m)j · ½

0
@e¡I(t¡¿ )

2
41 ¡

³
ekb +e»b

´

I

3
5 +

³
ekb +e»b

´

I

1
A ;

· ½

0
@

2
41 ¡

³ekb+e»b
´

I

3
5 +

³ekb +e»b
´

I

1
A = ½:

Par récurrence, nous montrons alors que pour tout n 2 N¤, pour tout t 2 [0;T ] et pour tout

m 2 [0; b]

jNn(t; m)j · jN0(t;m)j + jG(Nn¡1)(t; m)j +
¯̄
H(N¿

n¡1)(t;m)
¯̄
;

· ½
³
e¡I(t¡¿) +

³ekb+e»b
´R t

¿ e¡I(t¡s)ds
´

· ½.

Par passage à la limite quand n ! +1, nous obenons le résultat pour tout T ¸ ¿ . L’inégalité

(2.57) est donc véri…ée quelque soit t ¸ ¿ , ce qui achève la preuve. ¤
Dans le théorème suivant, nous supposons que l’hypothèse (H2) est satisfaite pour b = g(1).

Pour éviter toute confusion nous la notons (eH2).

Nous reformulons également l’hypothèse (H1) sous la forme suivante :

(eH1) Il existe une fonction k : R+ ! R+, continue, croissante, avec lim
±!0

k(±) = 0 et

jx1¯(m;x1) ¡x2¯(m; x2)j · k(±) jx1¡ x2j ,
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pour m 2 [0; g(1)] et x1, x2 2 R+ tels que jx1j · ±; jx2j · ±:

Théorème 2.2.5 Supposons que les conditions ( eH1), ( eH2) et (H3) sont satisfaites. Il

existe ± assez petit tel que pour toute condition initiale ' 2 C([0; ¿ ] £ [0; g(1)]) véri…ant

k'k · ±:

La solution N' de l’équation (2.50) satisfait, alors, lim
t!+1

N'(t; :) = 0 exponentiellement.

Preuve. Soit T > ¿ …xé. Nous reprenons la suite (Nn)n2N dé…nie dans la preuve de la

proposition 6. D’après l’hypothèse (eH1) nous avons pour t 2 [¿; T] et m 2 [0; g(1)],

jN0(t;m)j · ±e¡I(t¡¿) · ±e¡"(t¡¿) · ±;

où 0 < " < I est …xé. D’après la proposition 6,

jNn(t;m)j · ± pour tout n 2 N.

De plus

jN1(t;m) ¡N0(t; m)j = j¡G(N0)(t;m) +H(N ¿
0 )(t; m)j ;

· jG(N0)(t;m)j + jH(N¿
0 )(t;m)j :

Par une méthode identique à celle donnée dans la proposition 6, nous obtenons d’une part,

jG(N0)(t; m)j · k(±)

Z t

¿
±e¡I(t¡s)e¡"(s¡¿)ds;

et d’autre part

jH(N¿
0 )(t; m)j · ek(±)

Z t

¿
±e¡I(t¡s)e¡"(s¡2¿)ds;

avec

ek(±) = sup
m2[0;g(1)]

¡
2(g¡1)0(m)»(g¡1(m); ¿)

¢
k(±) < +1;

d’après (H3). D’où,

jN1(t; m) ¡N0(t;m)j · ±
³
k(±)

R t
¿ e¡I(t¡s)e¡"(s¡¿ )ds + ek(±)

R t
¿ e¡I(t¡s)e¡"(s¡2¿)ds

´
:
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Nous posons L(±) = max
³
k(±); ek(±)

´
. Alors, nous avons,

jN1(t;m) ¡ N0(t; m)j · L(±)±e¡It
³
e"¿

R t
¿

e(I¡")sds + e2"¿
R t
¿

e(I¡")sds
´

:

Or,

L(±)±e¡It
³
e"¿

R t
¿

e(I¡")sds + e2"¿
R t
¿

e(I¡")sds
´

= L(±)±e¡Ite"¿ (1 + e"¿ )
R t
¿

e(I¡")sds;

= L(±)±e¡Ite"¿ (1 + e"¿ )£
1

I ¡ "

£
e(I¡")t ¡ e(I¡")¿

¤
:

En multipliant et en divisant le second membre par e"t, nous obtenons,

L(±)±e¡It
³
e"¿

R t
¿

e(I¡")sds + e2"¿
R t
¿

e(I¡")sds
´

= L(±)±e¡"(t¡¿)e("¡I)t (1 + e"¿ )
1

I ¡ "

£
e(I¡")t ¡ e(I¡")¿

¤
:

Donc

jN1(t;m) ¡N0(t; m)j · L(±)±e¡"(t¡¿) (1 + e"¿)
1

I ¡ "

£
1 ¡ e¡(I¡")(t¡¿)

¤
:

· L(±)±e¡"(t¡¿) (1 + e"¿)
1

I ¡ "
:

Nous posons µ = (1 + e"¿)
1

I ¡ "
. L’inégalité devient alors

jN1(t;m) ¡N0(t; m)j · L(±)±µe¡"(t¡¿):

Par récurrence, nous supposons que

jNk¡1(t; m) ¡Nk¡2(t;m)j · (L(±))k¡1 ±µk¡1e¡"(t¡¿); pour k 2 N¤:
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Nous avons

jNk(t; m) ¡ Nk¡1(t;m)j · jG(Nk¡1)(t;m)j + ¯̄
H(N ¿

k¡1)(t;m)
¯̄
;

· L(±)
R t
¿ e¡I(t¡s)

¯̄
Nk¡1(t;¼¡(t¡s)(m)) ¡ Nk¡2(t;¼¡(t¡s)(m))

¯̄
ds+

L(±)
R t
¿ e¡I(t¡s) j Nk¡1

¡
s ¡ t;¼¡¿ ± g¡1

¡
¼¡(t¡s)(m)

¢¢¡
Nk¡2

¡
s ¡ t;¼¡¿ ± g¡1

¡
¼¡(t¡s)(m)

¢¢ j ds:

Par conséquent,

jNk(t; m) ¡ Nk¡1(t;m)j · Lk(±)±µk¡1
³R t
¿ e¡I(t¡s)e¡"(s¡¿)ds +

R t
¿ e¡I(t¡s)e¡"(s¡2¿)ds

´
;

· Lk(±)±µk¡1µe¡"(t¡¿) · Lk(±)±µke¡"(t¡¿):

Donc la propriété est vraie pour tout k 2 N¤. Or lim
±!0

L(±) = 0. Donc nous pouvons choisir

± > 0 assez petit tel que eµ(±) := L(±)µ < 1. Par conséquent, la limite N := lim
n!1

Nn existe

uniformément sur [¿; T] et N est continue sur [¿;T ].

Comme la propriété est véri…é pour tout T ¸ ¿ , nous en déduisons que

Nk(t;m) ·
µ

eµ(±) +
³
eµ(±)

´2
+ ::: +

³
eµ(±)

´k¶
±e¡"(t¡¿);

pour t > ¿ et m 2 [0; g(1)], k 2 N¤. Il suit que

N(t; m) · (
eµ(±)

1 ¡eµ(±))±e
¡"t:

Ceci prouve que N(t; :) ! 0 exponentiellement quand t ! +1 pour m 2 [0; g(1)].

¤
Dans la suite de ce paragraphe nous supposons que les conditions (H1) et (H2) sont satis-

faites. Nous notons

ek = sup
m2[0;g(1)]

k(m),

et

e» = sup
m2[0;g(1)]

£
2(g¡1)0(m)»(g¡1(m); ¿)k(m)

¤
: (2.61)
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Nous introduisons l’hypothèse suivante :

(H4) eL := max(ek;e») <
I

2
où I = inf

m2[0;g(1)]
V 0(m).

Le résultat suivant est intéressant parce qu’il est véri…é pour toute fonction ' 2 C([0; ¿ ] £
[0; g(1)]).

Théorème 2.2.6 Supposons que les conditions (H1), (eH2), (H3) et (H4) sont satisfaites.

Alors, pour toute condition initiale ' 2 C([0; ¿ ] £ [0; g(1)]); la solution N' de l’équation

(2.50) satisfait, lim
t!+1

N'(t; :) = 0 exponentiellement.

Preuve. Soit T > ¿ …xé. Nous reprenons la suite (Nn)n2N dé…nie dans la preuve de la

proposition 6. D’après l’hypothèses (H1), nous avons pour t 2 [¿; T] et m 2 [0; g(1)],

jN0(t;m)j · k'k e¡I(t¡¿) · k'ke¡"(t¡¿ ) · k'k ;

où 0 < " < I est …xé arbitrairement su…samment proche de zéro. D’après la proposition 6,

jNn(t;m)j · k'k ; pour tout n 2 N.

De plus

jN1(t; m)¡ N0(t;m)j = jH(N ¿
0 )(t; m) ¡ G(N0)(t; m)j ;

· jG(N0)(t; m)j + jH(N¿
0 )(t;m)j :

Par une méthode identique à celle donnée dans la proposition 6, nous obtenons d’une part,

jG(N0)(t;m)j · ekk'k
Z t

¿
e¡I(t¡s)e¡"(s¡¿)ds;

et d’autre part

jH(N¿
0 )(t; m)j · e» k'k

Z t

¿
e¡I(t¡s)e¡"(s¡2¿)ds:

avec e» < +1 d’après (H3) (e» dé…ni dans (2.61). Alors,

jN1(t;m) ¡N0(t; m)j · k'k
³ek R t

¿ e¡I(t¡s)e¡"(s¡¿ )ds +e» R t
¿ e¡I(t¡s)e¡"(s¡2¿)ds

´
:
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Nous posons eL = max
³ek;e»

´
. Alors, nous avons,

jN1(t; m) ¡ N0(t;m)j · eL k'k e¡It
³
e"¿

R t
¿

e(I¡")sds + e2"¿
R t
¿

e(I¡")sds
´

:

Or,

eLk'k e¡It
³
e"¿

R t
¿

e(I¡")sds + e2"¿
R t
¿

e(I¡")sds
´

= eLk'k e¡Ite"¿ (1 + e"¿ )
R t
¿

e(I¡")sds;

= eLk'k e¡Ite"¿ (1 + e"¿ )£
1

I ¡ "

£
e(I¡")t ¡ e(I¡")¿

¤
:

En appliquant la même technique que dans la preuve du théorème 2.2.5 précédent, nous

posons µ = (1 + e"¿ )
1

I ¡ "
et nous obtenons

jN1(t;m) ¡ N0(t;m)j · eLk'k µe¡"(t¡¿):

Par une récurrence similaire à celle de la preuve du théorème 2.2.5, nous montrons que

jNk(t;m) ¡ Nk¡1(t;m)j ·
³

eLµ
´k k'ke¡"(t¡¿ ):

pour tout k 2 N¤. Or, d’après (H4), eL <
I

2
. Par conséquent, pour " assez petit, eµ := eLµ < 1.

Et donc, la limite N := lim
n!1

Nn existe uniformément sur [¿;T ] et N est continue sur [¿; T].

Comme la propriété est véri…é pour tout T ¸ ¿ , nous en déduisons que

Nk(t;m) ·
µ

eµk'k +
³eµk'k 2́

+ ::: +
³eµ k'k ḱ

¶
k'k e¡"(t¡¿);

pour t > ¿ et m 2 [0; g(1)], k 2 N¤. Il suit que

N(t; m) · (
eµ k'k

1 ¡eµk'k
)k'k e¡"t:

Ceci prouve que N(t; :) ! 0 exponentiellement quand t ! +1 pour m 2 [0; g(1)].

¤
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2.2.3 Instabilité

Dans certains cas, une production de cellules sanguines insu¢sante ou trop importante

peut être liée à un comportement instable du système. Si les cellules de petite maturité

(cellules souches) ne sont pas mises en cause dans cet apport insu¢sant, la population

peut se stabiliser de nouveau et la production peut revenir à la normale. Par contre, si les

cellules souches sont directement a¤ectées (ce qui est le cas lors d’une anémie aplasique),

la population cellulaire totale devient instable et le processus de production ne se stabilise

pas au cours du temps. Le théorème que nous énonçons dans ce paragraphe peut être une

illustration de ce phénomène d’instabilité dû à l’anémie aplasique.

Nous notons N' la solution de (2.50) avec la donnée initiale '.

Nous disons que N' est stable si pour un " > 0 donné, il existe ± > 0 tel que

k' ¡ Ãk < ± implique
¯̄
¯N'(t; :)¡ NÃ(t; :)

¯̄
¯
1

< "; pour tout t.

Nous disons que N' est instable si elle n’est pas stable.

L’hypothèse suivante est très importante pour prouver l’instabilité.

(H5) Il existe une solution de l’équation (2.50) qui ne converge pas vers 0; quand t ! +1.

Notons
X = C([0; ¿ ] £ [0; g(1)]);

X0 = f' 2 X : '(t;0) = 0; pour t 2 [0; ¿ ]g .

L’espace X0 représente l’apport nul de cellules de petite maturité (x = 0) pour la période

initiale [0; ¿ ].

Nous prouvons que si l’hypothèse (H5) est satisfaite pour une condition '0 2 X0 alors pour

tout ' 2 X0, N' est instable.

Théorème 2.2.7 Supposons que l’hypothèse (H5) est satisfaite pour une donnée initiale '0

dans X0, i.e. N'0 ne converge pas vers 0 quand t tend vers +1. Alors, pour tout ' 2 X0,

N' est instable.

Preuve. Si l’hypothèse (H5) est véri…ée, alors il existe " > 0 et une suite (¾n)n2N ¸ ¿ telle

que lim
n!+1

¾n = +1 et jN'0 (¾n; :)j1 > "; pour tout n 2 N.
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Démontrons le théorème par l’absurde.

Supposons qu’il existe ' 2 X0 tel que N' est stable. Alors, il existe ± > 0 telle que

k'¡ Ãk < ± implique
¯̄
¯N'(t; :) ¡NÃ(t; :)

¯̄
¯
1

<
"

2
; pour tout t ¸ ¿ et tout Ã 2 X.

Soit m0 2 (0; g(1)). Nous choisissons b1 2 (m0;!(¡¿)) comme dans le théorème 2.2.2 et

'1 2 X0 tels que

'1(t;m) = 0; sur [0; ¿ ] £ [0; b1] ;

et

k'1 ¡ 'k < ± tel que jN'1(t; :) ¡ N'(t; :)j1 <
"

2
; pour tout t ¸ ¿:

Nous choisissons ensuite b2 2 (0; g(1)) comme dans le théorème 2.2.2, et '2 2 X0 tel que

'2(t;m) = '0(t;m) sur [0; ¿ ] £ [0; b2] ;

et

k'2 ¡'k < ± tel que jN'2(t; :) ¡N'(t; :)j1 <
"

2
; pour tout t ¸ ¿:

Par le théorème 2.2.2, il existe t1 et t2 tels que

N'1(t;m) = 0; pour t ¸ t1 et N'2(t;m) = N'0(t;m); pour t ¸ t2:

Ainsi, si t ¸ max(t1; t2) alors

jN'(t; :)j1 <
"

2
;

et

jN'0(t; :) ¡ N'(t; :)j1 <
"

2
:

Donc, pour tout t ¸ max(t1; t2)

jN'0(t; :)j1 · jN'0(t; :) ¡N'(t; :)j + jN'(t; :)j1 < ":
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Cette inégalité est véri…tée pour tout t ¸ max(t1; t2): Donc, en particulier pour une suite

(¾n)n2N telle que lim
n!+1

¾n = +1: Nous aboutissons alors à une contradiction. ¤
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Chapitre 3

Cas du retard non constant et de

division égale

3.1 Cas linéaire

3.1.1 Introduction

Nous supposons dans ce chapitre que la durée de la phase de prolifération ¿(:) varie en

fonction de la maturité m de chaque cellule lors de leur entrée dans la phase de prolifération.

Cette hypothèse a été émise pour la première fois par Mitchison en 1971 [85] et elle a

été reprise par John en 1981 [66]. De plus, d’après une remarque faite dans l’introduction

générale, nous supposons que les cellules de petite maturité se divisent plus rapidement que

celles qui ont une grande maturité. Pour tenir compte de cette remarque, nous supposons

que ¿ : [0; 1] ! [¿; ¿ ] est une fonction croissante telle que 0 < ¿ = ¿(0) < ¿(1) = ¿ < +1
(voir …gure 3-1). L’objectif de ce chapitre est de montrer que l’on obtient des résultats

analogues au cas où ¿ est constant.

3.1.2 Equations du modèle

Dans ce chapitre nous supposons que les vitesses de maturation sont di¤érentes dans les

deux phases. Dans la phase de prolifération les cellules maturent avec la vitesse V (m), et

dans la phase de repos, toutes les cellules maturent avec la vitesse W (m). Nous supposons
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Figure~3-1: Exemple de fonction ¿

aussi que V et W satisfont les propriétés suivantes:

V; W 2 C1 [0; 1), V (0) = W (0) = 0, V (1) = W (1) = 0, et pour tout m 2 (0;1), V (m),

W (m) > 0,
Z m

0

dx

V (x)
=

Z m

0

dx

W (x)
= +1 et

Z 1

m

ds

V (s)
< +1;

Z 1

m

ds

W(s)
< +1.

Nous rappelons que la densité de cellules dans la phase de prolifération est notée p(t; m; a).

L’équation de conservation décrivant cette phase est

@p

@t
+

@p

@a
+

@ (V (m)p)

@m
= ¡°(m)p: (3.1)

La densité de cellules dans la phase de repos est notée n(t;m;a). L’équation de conservation

décrivant cette phase est

@n

@t
+

@n

@a
+

@ (W (m)n)

@m
= ¡ (±(m) +¯(m))n: (3.2)

Nous notons

N(t; m) =

Z +1

0

n(t;m; a)da;
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le nombre total des cellules de même maturité au repos.

Nous supposons que ce nombre N(t; m) détermine le passage des cellules dans la phase de

prolifération avec un taux ¯. Cette hypothèse se traduit par la condition au bord

p(t; m; 0) =

Z +1

0
¯(m)n(t;m;a)da = ¯(m)N (t; m): (3.3)

Nous considérons maintenant une cellule quelconque dans la phase de prolifération de co-

ordonnées (t; x; a), i.e. à l’instant t, de maturité m et d’âge a. Supposons que x0 soit sa

maturité initiale, i.e. à l’âge 0. Nous avons alors

x0 · x et a =

Z x

x0

ds

V (s)
:

Nous rappelons d’une part qu’une cellule entrant dans la phase de prolifération (i.e. à l’âge 0)

avec une maturation égale à x0 se divise à l’âge ¿(x0) et d’autre part que le terme
Z x

x0

ds

V (s)
représente le temps mis par une cellule pour passer de la maturité x0 à la maturité x. Nous

en déduisons l’inégalité suivante :

Z x

x0

ds

V (s)
· ¿(x0).

Par conséquent, l’âge d’une cohorte de cellules de maturité …xe x dans la phase de prolifé-

ration atteint son maximum en
Z x

ex0

ds

V (s)
pour une valeur ex0 2 (0;1) telle que

Z x

ex0

ds

V (s)
= ¿(ex0). (3.4)

Cette valeur ex0 existe et elle est unique puisque x0 !
Z x

x0

ds

V (s)
est une fonction continue,

strictement décroissante de (0;x] à valeurs dans [0; +1) et ¿ est une fonction strictement

croissante de [0; 1] à valeurs dans [¿; ¿ ] avec 0 < ¿ = ¿(0) < ¿(1) = ¿ < +1 (voir …gure 3-2).

Cette valeur ex0 représente la maturité initiale des cellules dans la phase de prolifération qui

se divisent à la maturité x.

La relation entre les deux maturités x et ex0 est donnée dans le lemme suivant.
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Figure~3-2: Exemple de fonctions x0 !
Z x

x0

ds

V (s)
et x0 ! ¿(x0)
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Lemme 3.1.1

ex0 = £(x), (3.5)

où £ est la fonction dé…nie de [0; 1) dans [0; 1) par

£(x) = Â¡1(h(x)e¡¿ ), x 2 [0;1) ,

Â est la fonction dé…nie de [0;1) dans [0;1) par

Â(x) = h(x) exp(¿(x) ¡ ¿), x 2 [0;1) ; (3.6)

et

h(x) =

8
><
>:

exp

µ
¡

Z 1

x

ds

V (s)

¶
; pour x 2 (0; 1) ;

0; pour x = 0:

Preuve. L’équation (3.4) est équivalente à

Z 1

ex0

ds

V (s)
+

Z x

1

ds

V (s)
= ¿(ex0);

c’est à dire

exp

µ
¡

Z 1

ex0

ds

V (s)
+ ¿(ex0)

¶
= exp

µ
¡

Z 1

x

ds

V (s)

¶
:

Ce qui peut s’écrire aussi

h(ex0)e¿(ex0) = h(x);

ou encore

ex0 = Â¡1
¡
h(x)e¡¿

¢
= £(x);

avec Â dé…nie par (3.6). Nous pouvons remarquer que la fonction Â est continue, strictement

croissante de [0;1) dans [0; 1) et satisfait Â(0) = 0 et lim
x!1

Â(x) = 1: ¤
Par conséquent l’âge maximum d’une cellule de maturité x dans la phase de prolifération est

¿(£(x)). Nous en déduisons que la population totale des cellules de maturité x dans cette

phase est

P(t;x) =

Z ¿ (£(x))

0
p(t;x; a)da. (3.7)
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A la …n de la phase de prolifération une cellule de maturité x se divise en deux cellules de

maturité inférieure que nous notons g(x) comme dans le chapitre 2. Ces deux cellules …lles

entrent directement dans la phase de repos.

Nous rappelons que la fonction g : [0; 1] ! [0; 1] est continue et satisfait les propriétés

suivantes : g 2 C1 [0; 1), g0(x) > 0 avec g(x) · x; pour x 2 [0;1]. Il n’est pas inutile de

remarquer que la maturité des cellules …lles juste après leur division est plus petite que g(1).

Nous dé…nissons maintenant la maturité m des cellules …lles juste après leur division. Nous

avons alors m · g(1). La maturité de leur mère était x = g¡1(m), son âge était ¿(£(g¡1(m)))

et sa maturité au début de la phase de prolifération était £ ± g¡1(m). Nous posons alors

¢(m) = £ ± g¡1(m), pour m · g(1). (3.8)

Par conséquent, la deuxième condition au bord devient

n(t;m; 0) = 2p(t; g¡1(m); ¿(¢(m)))(g¡1)0(m), pour m · g(1). (3.9)

Lemme 3.1.2 La fonction ¢ : [0; g(1)] ! [0; 1] dé…nie par la relation (3.8) est continue,

croissante et satisfait les propriétés suivantes :

¢(0) = 0, ¢(g(1)) = £(1) et £(m) · ¢(m), pour tout m 2 [0; g(1)].

Preuve. Soit m 2 [0; g(1)]. Nous avons g(m) · m et £ est croissante. Alors, £(m) ·
£ ± g¡1(m).

De plus, comme h et g sont continues et croissantes, alors ¢ est continue et croissante sur

[0; g(1)]. g(0) = h(0) = 0 implique directement que ¢(0) = 0 et il est clair que ¢(g(1)) =

£(1). ¤
Nous rappelons que les conditions initiales sont

8
<
:

p(0; m; a) = ¡(m; a); pour (m; a) 2 ­;

n(0;m;a) = ¨(m;a); pour (m; a) 2 [0; 1] £ [0; +1) ;
(3.10)

avec ­ = f(m; a) 2 [0; 1] £ [0; ¿ ] : a · ¿(£(m))g, ¡ 2 C (­) et ¨ 2 C ([0; 1] £ [0; +1)) à

support compact.
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3.1.3 Equations pour P et N

Comme dans le chapitre 2, une méthode pour étudier le système (3.1)-(3.2) consiste à le

transformer en un système à deux variables : temps et maturité en l’intégrant par rapport

à l’âge a.

Nous supposons dans tout ce qui suit que la fonction ¿ est de classe C1 sur [0; 1] et que

¿ 0(m) ¸ 0; pour tout m 2 [0; 1].

Nous dé…nissons l’évolution de la maturation dans chacune des deux phases par les fonc-

tions :

¼s : [0; 1) ! [0; 1), s 2 R solution de l’équation di¤érentielle

8
<
:

du

ds
(s) = V (u(s)), s 2 R;

u(0) = m;

et e¼s : [0; 1) ! [0; 1), s 2 R solution de l’équation di¤érentielle

8
<
:

du

ds
(s) = W(u(s)), s 2 R;

u(0) = m:

Nous avons alors ¼0 (m) = m, ¼s (0) = 0, ¼s (m) 2 (0;1) pour s 2 R et m 2 (0; 1),

et e¼0 (m) = m, e¼s (0) = 0, e¼s (m) 2 (0;1) pour s 2 R et m 2 (0;1).

Nous obtenons la proposition suivante :

Proposition 7 Soient m 2 [0; g(1)] et t ¸ 0.

La population totale N(t;m) =

Z +1

0

n(t;m; a)da de cellules de maturité m dans la phase

de repos satisfait les équations suivantes :

(i) Si 0 · t · ¿(¢(m)); alors

@

@t
N(t; m)+

@

@m
(W(m)N (t;m)) = ¡ [±(m) +¯(m)] N(t;m) + f1(t;m); (3.11)

avec

f1(t; m) = 2(g¡1)0(m)»(g¡1(m); t)¡(¼¡t ± g¡1(m); ¿(¢(m)) ¡ t); (3.12)
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et

»(m;t) = exp

½
¡

Z t

0
(°(¼¡s(m))+ V 0(¼¡s(m)))ds

¾
: (3.13)

(ii) Si t ¸ ¿(¢(m)); alors

@

@t
N (t; m) +

@

@m
(W(m)N(t;m)) = ¡ [±(m) +¯(m)] N(t; m)

+f2(m;N¢
¿ (t; m));

(3.14)

avec

f2(m;x) = 2(g¡1)0(m)¯(¼¡¿(¢(m)) ± g¡1(m))»(g¡1(m); ¿(¢(m)))x; (3.15a)

et

N¢
¿ (t;m) = N

¡
t ¡ ¿(¢(m)); ¼¡¿(¢(m)) ± g¡1(m)

¢
:

De même, la population totale P(t; m) =

Z ¿ (£(x))

0
p(t;m;a)da de cellules de maturité m

dans la phase de prolifération satisfait les équations suivantes :

(iii) Si 0 · t · ¿(£(m)); alors

@

@t
P (t;m) +

@

@m
(V (m)P(t;m)) = ¡°(m)P(t;m) + ¯(m)N(t;m) + f3(t;m); (3.16)

avec

f3(t; m) = ¡(1 ¡ ¿ 0(£(m))£0(m)V (£(m))»(m;t)¡(¼¡t(m); ¿(£(m)) ¡ t):

(iv) Si t ¸ ¿(£(m)); alors

@

@t
P (t;m) +

@

@m
(V (m)P(t;m)) = ¡°(m)P(t;m) + ¯(m)N(t;m)

+f4(m; N£
¿ (t; m));

(3.17)

où

f4(m;x) = ¡(1 ¡ ¿ 0(£(m))£0(m)V (m))»(m; ¿(£(m))¯(¼¡¿(£(m))(m))x; (3.18)
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et

N£
¿ (t; m) = N

¡
t ¡ ¿(£(m));¼¡¿(£(m))(m)

¢
:

Preuve. Nous appliquons la méthode des caractéristiques à l’équation (3.1). En utilisant la

même démarche que dans la preuve de la Proposition 1, nous obtenons aisément la solution

générale de (3.1) :

p(t; m;a) =

8
<
:

p(0;¼¡t (m) ; a ¡ t)»(m;t); pour 0 · t < a;

p(t ¡a;¼¡a (m) ;0)»(m;a); pour a · t:
(3.19)

où »(m;t) est dé…nie par (3.13) et peut être donnée également par l’expression suivante :

»(m;t) :=
V (¼¡t(m))

V (m)
exp

(
¡

Z m

¼¡t(m)

°(y)

V (y)
dy

)
:

De même, nous montrons que la solution générale de (3.2) est donnée par

n(t; m; a) =

8
<
:

n(0; e¼¡t (m) ; a ¡ t)³(m; t); pour 0 · t < a;

n(t ¡ a; e¼¡a (m) ;0)³(m; a); pour a · t;

avec

³(m;t) = exp

½
¡

Z t

0
(±(e¼¡s(m)) + ¯(e¼¡s(m)) +W 0(e¼¡s(m)))ds

¾
. (3.20)

D’après (3.1), (3.3), et (3.10) il suit que

p(t;m; ¿(£(m))) =8
<
:

¡(¼¡t (m) ; ¿(£(m)) ¡ t)»(m;t); pour 0 · t < ¿(£(m));

¯(¼¡¿ (£(m)) (m))N(t ¡ ¿(£(m));¼¡¿(£(m)) (m))»(m; ¿(£(m))); pour ¿(£(m)) · t:

(3.21)

Nous intégrons (3.1) par rapport à l’âge a entre 0 et ¿(£(m)) pour obtenir une équation

structurée par la maturité et le temps. D’après (3.7), nous obtenons

Z ¿(£(m))

0

@

@m
(V (m)p(t; m;a)) =

@

@m

Ã
V (m)

Z ¿(£(m))

0
p(t;m; a)da

!

¡¿ 0(£(m))£0(m)V (¿(£(m)))p(t;m;¿(£(m))):
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Par conséquent,

@

@t
P (t;m) +

@

@m
(V (m)P(t;m)) = ¡°(m)P(t; m) ¡ p(t; m; ¿(£(m)))+ p(t; m; 0)

+¿ 0(£(m))£0(m)V (¿(£(m)))p(t;m;¿(£(m)));

= ¡°(m)P(t; m) ¡ (1 ¡ ¿ 0(£(m))£0(m)

£V (¿(£(m)))p(t; m; ¿(£(m)))+ p(t; m; 0):

En considérant (3.21), nous obtenons (3.16) et (3.17) sans di¢culté.

En intégrant (3.2) par rapport à l’âge a entre 0 et +1, il vient

@

@t
N (t; m) +

@

@m
(W(m)N(t;m)) = ¡ [±(m) +¯(m)] N(t;m) + n(t; m;0):

Or, d’après la deuxième condition au bord (3.9) nous obtenons

@

@t
N(t; m) +

@

@m
(W (m)N (t; m)) = ¡ [±(m) + ¯(m)]N(t; m)

+2p(t; g¡1(m); ¿(¢(m)))(g¡1)0(m).

En utilisant (3.21) d’une part, et les conditions (3.3) et (3.10) d’autre part, les équations

(3.11) et (3.14) viennent immédiatement. ¤
Remarquons que les solutions de (3.11)-(3.14) sont indépendante des solutions de (3.16)-

(3.17), et qu’elles sont des termes forçant de (3.16)-(3.17). Notre objectif est de prouver que

le comportement des solutions dépend seulement des cellules les plus immatures appelées

cellules souches.

Le semi-groupe utilisé dans ce chapitre est identique au semi-groupe du chapitre 2, puisque

l’opérateur A : D(A) µ C [0; g(1)] ! C [0; g(1)] dé…ni par

D (A) = fu 2 C [0; g(1)] , u est di¤érentiable sur (0; g(1)] , u0 2 C (0; g(1)] ,

lim
m!0

W (m)u0(m) = 0 g ;
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et

Au(m) =

8
<
:

¡(´(m) + W0(m))u(m) ¡W (m)u0(m); si m 2 (0; g(1)] ,

¡(´(0)+ W 0(0))u(0); si m = 0.

(avec ´ = ± + ¯) correspond à l’équation homogène de l’équation (3.14). Nous rappelons

que cet opérateur est le générateur in…nitésimal du semi-groupe (S(t))t¸0 dé…ni pour Ã 2
C [0; g(1)], m 2 [0; g(1)] et t ¸ 0, par

(S(t)Ã) (m) = Ã (¼¡t(m)) ³(m; t);

où ³(m; t) est donné par (3.20).

Notons que pour ´ = ° et la vitesse V à la place de W; nous obtenons sans di¢culté une

représentation identique pour la phase de prolifération.

Nous considérons dans le paragraphe qui suit une version intégrée de l’équation (3.14).

3.1.4 Existence et unicité des solutions

En utilisant la proposition 2, nous obtenons une représentation intégrale des équations

(3.11)-(3.14) et (3.16)-(3.17) en terme de semi-groupe engendré par l’opérateur A (voir Cha-

pitre 2). Pour simpli…er les notations, nous supposerons dans ce paragraphe que les vitesses

de maturation V et W sont identiques dans les deux phases, et par voie de conséquence,

que e¼s(m) = ¼s(m):

Proposition 8 Des représentations intégrales des solutions des équations (3.11)-(3.14) et

(3.16)-(3.17) sont données explicitement par les équations suivantes.

(i) Phase de repos :

Pour m 2 [0; g(1)] et 0 · t · ¿(¢(m)),

'(t; m) := N(t;m);

= ³(m;t)

Z +1

0
¨(¼¡t(m); a)da +

Z t

0
f1(s;¼¡¿(¢(m)) ± ¼¡(t¡s)(m))³(m; t ¡ s)ds;
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avec ³(m;t) dé…ni par (3.20).

Pour m 2 [0; g(1)] et t ¸ ¿(¢(m)),

8
><
>:

N(t;m) = '
¡
¿(¢(m)); ¼¡(t¡¿ (¢(m)))(m)

¢
³(m;t ¡ ¿(¢(m)))

+

Z t

¿ (¢(m))
f2(¼¡(t¡s)(m);N

¡
s ¡ ¿(¢(m));¼¡¿(¢(m)) ± g¡1 ± ¼¡(t¡s)(m)

¢
)³(t ¡ s; m)ds:

(3.22)

(ii) Phase de prolifération:

Pour m 2 [0; g(1)] et 0 · t · ¿(£(m)),

Ã(t;m) := P(t; m);

= »(m;t)

Z ¿(£(m))

0
¡(¼¡t(m); a)da +

Z t

0
¯(¼¡(t¡s)(m))»(m; t ¡ s)ds

+

Z t

0
f3(s; £(¼¡(t¡s)(m)))»(m;t ¡ s)ds;

avec »(m; t) dé…ni par (3.13).

Pour m 2 [0; g(1)] et t ¸ ¿(£(m)),

8
>>>>>><
>>>>>>:

P (t;m) = Ã
¡
¿(£(m));¼¡(t¡¿(£(m)))(m)

¢
»(m; t ¡ ¿(£(m)))

+

Z t

¿(£(m))

¯(¼¡(t¡s)(m))N
¡
s; £

¡
¼¡(t¡s)(m)

¢¢
»(m;t ¡ s)ds

+

Z t

¿(£(m))

f4(¼¡(t¡s)(m); )N
¡
s ¡ ¿(£(m));£

¡
¼¡(t¡s)(m)

¢¢
»(m;t ¡ s)ds:

(3.23)

Preuve. La preuve se fait sans di¢culté grâce à la méthode de variation de la constante.

Proposition 9 Nous supposons que ' 2 C(­1) (resp. Ã 2 C(­2)) avec

­1 = f(t; m) 2 [0; ¿ ] £ [0; g(1)] : t · ¿(¢(m))g ;

(resp. ­2 = f(t; m) 2 [0; ¿ ] £ [0; g(1)] : t · ¿(£(m))g). Alors, il existe une solution unique

N (resp. P) de l’équation (3.22) (resp. (3.23)) avec N;P 2 C ([0; +1) £ [0; g(1)]) .

Preuve. La preuve est identique à celle de la proposition 3 du chapitre 2.

96



Nous supposons dans la suite de ce chapitre que

lim
m!0

ÃZ g¡1(m)

m

ds

V (s)

!
< +1,

et que

¿(¢(m)) >

Z g¡1(m)

m

ds

V (s)
; pour tout m 2 (0; g(1)] : (3.24)

Cette dernière inégalité décrit le fait que les cellules ont assez de temps dans la phase de

prolifération, pour accroître su¢samment leur maturité.

Lemme 3.1.3 Si la condition (3.24) est satisfaite, alors pour tout m 2 (0; g(1)]

¼¡¿(¢(m)) ± g¡1(m) < m.

Notons e¢(m) = ¼¡¿(¢(m)) ± g¡1(m); pour m 2 [0; g(1)]. La fonction e¢ est continue,

croissante et satisfait e¢(0) = 0, e¢(g(1)) = £(1) et e¢(m) < m si m 2 (0; g(1)].

Preuve du lemme. D’après la condition (3.24), il vient

exp(¡¿(¢(m))) <
h(m)

h(g¡1(m))
:

Donc

h(g¡1(m))e¡¿(¢(m)) < h(m):

Ce qui est équivalent à

h¡1(h(g¡1(m))e¡¿(¢(m))) < m:

D’où le résultat. ¤
Sans perdre de généralité, nous pouvons supposer que la fonction g est de classe C1 en 1 et

que g0(1) > 0. Remarquons aussi que 0 < £(1) < g(1). Nous considérons alors la fonction

¤ : [0; g(1)] ! [0; g(1)] dé…nie par,

¤(m) =

8
<
:

e¢¡1(m); si m 2 [0; £(1)] ;

®m + p; si m 2 [£(1); g(1)] ,
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où m ! ®m + p est la fonction a¢ne passant par les point de coordonnées (£(1); g(1))

et dont le coe¢cient directeur ® =
³e¢¡1

´0
(£(1)) > 0. Remarquons que ¤ est croissante,

continûment di¤érentiable sur (0; g(1)] et satisfait les propriétés ¤(0) = 0 et ¤(m) < m pour

tout 2 (0; £(1)]. Soit b 2 ]0;m0[ …xé. Nous dé…nissons la suite (bn)n¸0 dé…nie par

8
<
:

bn+1 = ¤(bn),

b0 = b:
(3.25)

Notons que la suite (bn)n2N est croissante.Nous avons le résultat suivant.

Lemme 3.1.4 Il existe N 2 N tel que bN < £(1) · bN+1 et nous avons alors bn+1 =

®bn+ p, pour tout n ¸ N +1.

Preuve. Puisque la fonction ¤ est une fonction croissante et que d’après le lemme 3.1.3

nous avons e¢¡1(m) > m; pour tout m 2 (0;m0], le résultat est immédiat.

Nous présentons maintenant un résultat similaire au Théorème (2.1.8) présenté dans le

chapitre 2. Ce résultat est important dans le sens où il met en évidence le lien étroit entre

le comportement de la population des cellules dans la phase de repos et celui des cellules de

”petite maturité” ou cellules souches.

Théorème 3.1.5 Supposons que N 1(t;m) et N 2(t;m) sont solutions de l’équation (3.22)

de conditions initiales respectives '1, '2 2 C(­1). Supposons qu’il existe b 2 (0; g(1)) tel

que '1(t;m) = '2(t;m); pour (t;m) 2 ­b1 avec

­b1 := f(t;m) 2 [0; ¿ ] £ [0; b] : t · ¿(¢(m))g .

Alors il existe t > ¿ tel que N 1(t;m) = N 2(t;m); pour tout m 2 [0; g(1)] et t ¸ t:

Preuve. Les solutions de (3.22) peuvent être reformulées comme suit

N(t;m) = N
¡
s + ¿(¢(m));¼¡(t¡s¡¿(¢(m)))(m))

¢
³(m;t ¡ s ¡ ¿(¢(m)))

+

Z t

s+¿(¢(m))
f2(¼¡(t¡¾)(m); N

¡
¾ ¡ ¿(¢(m)); ¼¡¿(¢(m)) ± g¡1 ± ¼¡(t¡¾)(m)

¢
)³(m;t ¡¾)d¾;
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pour m 2 [0; g(1)], s ¸ 0 et t ¸ s + ¿(¢(m)). Prouvons d’abord par récurrence que

N1(t; m) = N2(t; m); pour m 2 [0; b] et t ¸ 0. Nous avons

'1(t;m) = '2(t;m); pour (t;m) 2 ­b1:

Montrons que

N 1(t;m) = N2(t;m); pour tout m 2 [0; b] et t ¸ 0:

Soient m 2 [0; b] et t ¸ ¿(¢(m)); alors nous avons

¼¡(t¡¿ (¢(m)))(m) · m · b:

Donc,

'1
¡
¿(¢(m));¼¡(t¡¿(¢(m)))(m)

¢
= '2

¡
¿(¢(m)); ¼¡(t¡¿ (¢(m)))(m)

¢
.

Supposons que t 2 [¿(¢(m)); 2¿(¢(m))] et ¾ 2 [¿(¢(m)); t]. Alors ¾¡¿(¢(m)) 2 [0; ¿(¢(m))].

Or g¡1 est croissante et ¼¡(t¡¾)(m) · m. Donc

¼¡¿(¢(m)) ± g¡1 ± ¼¡(t¡¾)(m) · e¢(m):

D’après le lemme 3.1.3, nous en déduisons que

¼¡¿(¢(m)) ± g¡1 ± ¼¡(t¡¾)(m) < m · b:

Par conséquent,

N1 ¡
¾ ¡ ¿(¢(m));¼¡¿(¢(m)) ± g¡1 ± ¼¡(t¡¾)(m)

¢

= N2 ¡
¾ ¡ ¿(¢(m));¼¡¿(¢(m)) ± g¡1 ± ¼¡(t¡¾)(m)

¢
:

D’après (3.22), nous obtenons l’égalité

N1(t; m) = N 2(t;m); pour tout m 2 [0; b] et t 2 [0;2¿(¢(m))] :
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De proche en proche, nous en déduisons que

N 1(t;m) = N2(t;m); pour tout m 2 [0; b] et t ¸ 0:

Remarquons maintenant que

Z g¡1(m)

m

ds

V (s)
= ln

h
¡
g¡1(m)

¢

h(m)
; pour m > 0:

Considérons la suite (bn)n 0̧ dé…nie par (3.25). Soit la suite (tn)n2N dé…nie par

t0 = 0; et tn+1 = tn +ln

·
h (bn+1)

h (bn)

¸
+ ¿(¢(bn+1)) pour m 2 (0; g(1)) : (3.26)

Alors,

tn = ln

·
h (bn)

h(b)

¸
+

nX

i=1

¿(¢(bi)): (3.27)

Nous rappelons que la suite (bn)n2N est croissante. Alors, (tn)n2N est aussi croissante. Nous

prouvons par récurrence le résultat suivant

(Hn) : N 1(t;m) = N 2(t;m); pour m 2 [0; bn] et t ¸ tn:

- Tout d’abord, (H0) est vraie.

- Supposons que (Hn) est vraie pour n 2 N.

Soient m 2 [0; bn+1] et t ¸ tn+1. Nous avons alors

t ¸ tn + ¿(¢(m)); car d’après (3.26),

tn+1 ¸ tn + ¿(¢(bn+1)) ¸ tn + ¿(¢(m)):

Soit i = 1;2. Nous posons;

Ni(t; m) = Ni
¡
tn+ ¿(¢(m));¼¡(t¡tn¡¿(¢(m)))(m))

¢
³(m; t ¡ tn ¡ ¿(¢(m)))

+

Z t

tn+¿(¢(m))
f2(¼¡(t¡¾)(m);N

¡
¾ ¡ ¿(¢(m));¼¡¿(¢(m)) ± g¡1 ± ¼¡(t¡¾)(m)

¢
)³(m;t ¡¾)d¾:
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D’après ce qui précède,

¼¡(t¡tn¡¿(¢(m)))(m)) = h¡1
¡
h(m)e¡(t¡tn¡¿(¢(m)))

¢

· h¡1
¡
h(m)e¡(t¡tn¡¿(¢(bn+1)))

¢
:

D’autre part, nous avons

t ¸ tn+1 = tn +

Z bn+1

bn

ds

V (s)
+ ¿(¢(bn+1)):

Nous en déduisons que

e¡(t¡tn¡¿(¢(bn+1))) · h (bn)

h (bn+1)
:

Ainsi,

¼¡(t¡tn¡¿(¢(m)))(m)) · h¡1
µ

h(m)
h(bn)

h (bn+1)

¶
;

· h¡1
µ

h(bn+1)
h (bn)

h (bn+1)

¶
= bn:

Alors,

N 1
¡
tn + ¿(¢(m)); ¼¡(t¡tn¡¿(¢(m)))(m))

¢
=

N 2
¡
tn + ¿(¢(m));¼¡(t¡tn¡¿(¢(m)))(m))

¢
:

D’autre part, pour tn + ¿(¢(m)) · ¾ · t; nous avons

¼¡¿(¢(m)) ± g¡1 ± ¼¡(t¡¾)(m) · ¼¡¿(¢(m)) ± g¡1(m);

· ¼¡¿(¢(m)) ± g¡1 (bn+1) ;

= e¢(bn+1) = bn:

Ainsi,

N 1
¿(¢(m))

¡
¾;¼¡¿(¢(m)) ± g¡1 ± ¼¡(t¡¾)(m)

¢
= N2

¿ (¢(m))

¡
¾; ¼¡¿(¢(m)) ± g¡1 ± ¼¡(t¡¾)(m)

¢
:

Par conséquent,

N 1(t;m) = N2(t;m); pour m 2 [0; bn+1] et t ¸ tn+1:
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De plus d’après le lemme 3.1.4, il n’est pas di¢cile de véri…er qu’il existe M 2 N tel que

bM < g(1) · bM+1:

D’où

N1(t;m) = N2(t;m); pour m 2 [0; g(1)] et t ¸ t = tM+1;

avec tM+1 = ln

·
h (bM+1)

h (b)

¸
+
M+1X

i=1

¿(¢(bi)). ¤

3.2 Cas non-linéaire

3.2.1 Introduction

Nous considérons ici le modèle où le retard ¿ est dépendant de la maturité et ¯ ´ ¯(N ).

Mis à part cette dernière hypothèse, tout le reste du modèle étudié ci-dessus reste inchangé.

Cependant, et pour plus de clarté, nous reformulons brièvement le système (3.1)-(3.2). Nous

rappelons que le temps de la division ¿ : [0;1] ! [¿; ¿ ] est une fonction croissante et satisfait

les propriétés 0 < ¿ = ¿(0) < ¿(1) = ¿ < +1 (voir …gure 3-1).

3.2.2 Equations du modèle

Comme dans ce qui précède, nous supposons que les vitesses de maturation sont di¤érentes

dans les deux phases, i.e. dans la phase de prolifération, toutes les cellules maturent avec la

même vitesse V (m), et dans la phase de repos, toutes les cellules maturent avec la vitesse

W (m). Nous supposons aussi que V et W satisfont les propriétés suivantes:

V; W 2 C1 [0; 1), V (0) = W(0) = 0, V (1) = W (1) = 0, pour m 2 (0; 1), V (m) et W(m) > 0,Z m

0

dx

V (x)
=

Z m

0

dx

W (x)
= +1 et

Z 1

m

ds

V (s)
< +1;

Z 1

m

ds

W (s)
< +1.

Nous rappelons que p(t;m;a) (resp. n(t;m; a)) est la densité des cellules dans la phase de

prolifération (resp. phase de repos).

Les équations de conservation décrivant les deux phases sont

@p

@t
+

@p

@a
+

@(V (m)p)

@m
= ¡°(m)p; (3.28)
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et
@n

@t
+

@n

@a
+

@(W (m)n)

@m
= ¡ (±(m) +¯(m;N(t; m)))n; (3.29)

avec

N(t; m) =

Z +1

0
n(t;m; a)da:

Le ‡ux cellulaire entre les deux phases est donné par les deux équations suivantes :

p(t;m; 0) =

Z +1

0
¯(m; N(t;m))n(t;m; a)da = ¯(m; N(t;m))N (t; m); (3.30)

et

n(t; m;0) = 2p(t; g¡1(m); ¿(¢(m)))(g¡1)0(m), pour tout m · g(1), (3.31)

avec les mêmes notations que dans le cas linéaire, à savoir,

£(x) = Â¡1(h(x)e¡¿ ), pour tout x 2 [0; 1) ,

où

Â(x) = h(x) exp(¿(x) ¡ ¿), pour tout x 2 [0; 1) ;

et

h(x) =

8
><
>:

exp

µ
¡

Z 1

x

ds

V (s)

¶
; pour x 2 (0;1) ;

0; pour x = 0:

et la fonction ¢ est dé…nie par

¢(m) = £ ± g¡1(m); pour m · g(1), (3.32)

La fonction Â est continue, strictement croissante de [0; 1) dans [0;1) et satisfait Â(0) = 0

et lim
x!1

Â(x) = 1:

La fonction g : [0; 1] ! [0;1] est continue, g 2 C1 [0;1), g0(x) > 0 avec g(x) · x; pour

x 2 (0;1] et la maturité des cellules …lles juste après leur division est plus petite que g(1):

Il n’est pas inutile de rappeler que dans la phase de prolifération l’âge maximum d’une cellule
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de maturité x est ¿(£(x)). Par conséquent, la population totale des cellules de maturité x

dans cette phase est

P(t;x) =

Z ¿ (£(x))

0
p(t;x; a)da. (3.33)

Nous rappelons également que si m est la maturité des cellules …lles juste après leur division,

la maturité de leur mère était x = g¡1(m), son âge était ¿(£(g¡1(m))) et sa maturité au

début de la phase de prolifération était £ ± g¡1(m).

Les conditions initiales sont

8
<
:

p(0; m; a) = ¡(m; a); pour (m; a) 2 ­;

n(0;m;a) = ¨(m;a); pour (m; a) 2 [0; 1] £ [0; +1) ;
(3.34)

avec ­ = f(m;a) 2 [0;1] £ [0; ¿ ] : a · ¿(£(m))g, ¡ 2 C (­), et ¨ 2 C ([0;1] £ [0; +1)) à

support compact.

3.2.3 Equations pour P et N

Comme dans le chapitre 2, une méthode pour étudier le système (3.28)-(3.29), consiste à

transformer ce système d’équations aux dérivées partielles avec trois variables : le temps, la

maturité et l’âge en un système avec deux variables : le temps et la maturité, en intégrant

par rapport à l’âge a. Nous supposons dans ce qui suit que la fonction ¿ est de classe C1

sur [0;1] et que ¿ 0(m) ¸ 0 pour tout m 2 [0; 1].

Nous dé…nissons les deux variations de la maturation par rapport au temps suivant les

di¤érentes vitesses de maturation V et W par les fonctions :

¼s : [0; 1) ! [0; 1), s 2 R est solution de l’équation di¤érentielle,

8
<
:

du

ds
(s) = V (u(s)), s 2 R;

u(0) = m;

et e¼s : [0; 1) ! [0; 1), s 2 R est solution de l’équation di¤érentielle,

8
<
:

du

ds
(s) = W(u(s)), s 2 R;

u(0) = m;
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avec ¼0 (m) = m, ¼s (0) = 0, ¼s (m) 2 (0; 1) pour s 2 R et m 2 (0;1) et e¼0 (m) = m,

e¼s (0) = 0, e¼s (m) 2 (0; 1) pour s 2 R et m 2 (0;1).

Nous obtenons alors le résultat suivant.

Proposition 10 Soient m 2 [0; g(1)] et t ¸ 0.

La population totale, N(t; m) =

Z +1

0
n(t;m;a)da; des cellules de maturité m dans la phase

de repos satisfait les équations à retard suivantes :

(i) Si 0 · t · ¿(¢(m)); alors

@

@t
N(t;m) +

@

@m
(W(m)N (t;m)) = ¡ [±(m) +¯(m;N(t; m))]N (t;m) + f1(t;m); (3.35)

avec

f1(t; m) = 2(g¡1)0(m)»(g¡1(m); t)¡(¼¡t ± g¡1(m); ¿(¢(m)) ¡ t); (3.36)

et

»(m; t) = exp

½
¡

Z t

0
°(¼¡s(m)) +V 0(¼¡s(m))ds

¾
: (3.37)

(ii) Si t ¸ ¿(¢(m)); alors

@

@t
N(t; m)+

@

@m
(W(m)N (t;m)) = ¡ [±(m) +¯(m;N(t; m))]N(t; m)+f2(m; N¢

¿ (t; g¡1(m)));

(3.38)

avec
f2(m;x) = 2(g¡1)0(m)»(g¡1(m); ¿(¢(m)))£

¯(¼¡¿(¢(m)) ± g¡1(m);x)x;
(3.39a)

et

N¢
¿ (t;m) = N(t ¡ ¿(¢(m));¼¡¿(¢m)(m)):

De même la population totale, P (t;m) =

Z ¿(£(x))

0
p(t; m;a)da; des cellules de maturité m

dans la phase de prolifération satisfait les équations suivantes :

(iii) Si 0 · t · ¿(£(m)); alors

@

@t
P (t;m)+

@

@m
(V (m)P (t;m)) = ¡°(m)P (t;m)+¯(m; N(t;m))N (t;m)+f3(t;m); (3.40)
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avec

f3(t;m) = ¡(1 ¡ ¿ 0(£(m))£0(m)V (¿(£(m)))»(m;t)¡(¼¡t(m); ¿(£(m)) ¡ t):

(iv) Si t ¸ ¿(£(m)); alors

@

@t
P (t;m) +

@

@m
(V (m)P (t; m)) = ¡°(m)P(t; m) +¯(m; N(t; m))N(t;m)

+f4(m; N£
¿ (t; m));

(3.41)

où
f4(m;x) = ¡(1 ¡ ¿ 0(£(m))£0(m)V (¿(£(m)))£

»(m;¿(£(m))¯(¼¡¿(£(m))(m);x)x;
(3.42)

et

N£
¿ (t;m) = N(t ¡ ¿(£(m));¼¡¿(£(m))(m)):

Preuve. La démonstration se fait de façon identique à celle du cas linéaire (premier para-

graphe). ¤

3.2.4 Existence et unicité

Nous avons vu dans le chapitre précédent que l’opérateur A : D(A) µ C [0; g(1)] !
C [0; g(1)] dé…ni par

D (A) = fu 2 C [0; g(1)] , u est di¤érentiable sur (0; g(1)] , u0 2 C (0; g(1)] ,

lim
m!0

W (m)u0(m) = 0 g ;

et

Au(m) =

8
<
:

¡(±(m) +W 0(m))u(m) ¡ W(m)u0(m); si m 2 (0; g(1)] ,

¡(±(0) + W0(0))u(0); si m = 0,

est le générateur in…nitésimal du semi-groupe (S(t))t¸0 dé…ni pour Ã 2 C [0; g(1)], m 2
[0; g(1)] et t ¸ 0, par

(S(t)Ã)(m) = Ã(¼¡t(m))&(m;t);

106



où &(m; t) est donné par

&(m;t) = exp

½
¡

·Z t

0
(±(¼¡s(m))+ W 0(¼¡s(m)))ds

¸¾
. (3.43)

En utilisant le résultat de la proposition 2 nous obtenons une représentation de la version

intégrée de l’équations (3.38). Pour plus de simplicité dans les notations, nous considérons

jusqu’à la …n de ce chapitre que la vitesse de maturation est identique dans les deux phases,

i.e. V = W.

Proposition 11 La version intégrée de (3.29) est l’équation :

8
>>>>>><
>>>>>>:

N (t;m) = '(¿(¢(m));¼¡(t¡¿(¢(m)))(m))&(m;t ¡ ¿(¢(m)))

¡
Z t

¿(¢(m))

&(m; t ¡ s)N (s; ¼¡(t¡s)(m))¯(¼¡(t¡s)(m); N(s; g¡1 ± ¼¡(t¡s)(m)))ds

+

Z t

¿(¢(m))

&(m;t ¡ s)f2(¼¡(t¡s)(m));N¢
¿ (s;g¡1 ± ¼¡(t¡s)(m))ds;

(3.44)

pour t ¸ ¿(¢(m)), et N(t;m) = '(t;m); pour t 2 [0; ¿(¢(m))] et m 2 [0; g(1)].

Preuve. La preuve se fait sans di¢culté grâce à la méthode de variation de la constante. ¤
Nous faisons l’hypothèse suivante :

(H1) Il existe une fonction k : [0; g(1)] ! R+, continue telle que

jx1¯(m;x1) ¡x2¯(m; x2)j · k(m) jx1¡ x2j , m 2 [0; g(1)] , x1;x2 2 R. (3.45)

Nous posons

­1 = f(t; m) 2 [0; ¿ ] £ [0; g(1)] : t · ¿(¢(m))g :

Proposition 12 (Existence et unicité) Sous l’hypothèse (H1), l’équation (3.44) de condi-

tion initiale

' 2 C(­1);

admet une unique solution N' 2 C ([0; +1] £ [0; g(1)]) :

Preuve. La preuve est similaire à celle de la Proposition 5 du chapitre 2. Pour éviter les

répétitions nous ne la démontrons pas ici et nous référons le lecteur au chapitre 2. ¤
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Comme dans le cas linéaire, le lemme 3.1.3 et le théorème 3.1.5 sont véri…és.

3.2.5 Invariance et comportement asymptotique

Si 0 < b < g(1) et ' 2 C(­b1) où

­b1 = f(t; m) 2 [0; ¿ ] £ [0; b] : t · ¿(¢(m))g ;

nous posons

k'kb = sup
(t;m)2­b1

j'(t;m)j :

En reprenant les hypothèses (H2) et (H3) du chapitre 2 (Cas non linéaire), nous obtenons

la proposition suivante.

Proposition 13 Soient b 2 (0; g(1)] et ½ > 0. Supposons que les conditions (H1)-(H3) sont

satisfaites. Soit N'(t;m) la solution de l’équation (3.44) de condition initiale ' 2 C(­b1).

Supposons que

k'kb · ½:

Alors, nous avons l’invariance suivante

jN'(t; :)jb := sup
m2[0;b]

jN'(t;m)j · ½, pour tout t ¸ ¿ . (3.46)

Preuve. La preuve est identique à celle du théorème 13 du chapitre 2.

De même, nous énonçons sans les démontrer les deux résultats suivants sur le comportement

asymptotique des solutions. Ces résultats sont similaires aux théorèmes 2.2.5 et 2.2.6 du

chapitre 2.

Théorème 3.2.1 Supposons que les conditions (eH1), ( eH2) et (H3) du chapitre 2 sont

satisfaites. Il existe ± assez petit tel que pour toute condition initiale ' 2 C(­1) véri…ant

k'k · ±:

La solution N' de l’équation (3.44) satisfait, alors, lim
t!+1

N'(t; :) = 0 exponentiellement.
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Théorème 3.2.2 Supposons que les conditions (H1), (eH2), (H3) et (H4) du chapitre 2

sont satisfaites. Alors, pour toute condition initiale ' 2 C([0; ¿ ] £ [0; g(1)]); la solution N'

de l’équation (3.44) satisfait, lim
t!+1

N'(t; :) = 0 exponentiellement.

3.2.6 Instabilité

Nous notons N' la solution de (3.44) avec la donnée initiale '.

Nous rappelons que N' est stable si pour un " donné, il existe ± > 0 tel que

si k' ¡Ãk < ½ alors
¯̄
¯N'(t; :) ¡ NÃ(t; :)

¯̄
¯
1

< " pour tout t.

Nous disons que N' est instable si elle n’est pas stable.

L’hypothèse suivante est très importante pour prouver l’instabilité.

(H5) Il existe une solution qui ne converge pas vers 0 quand t ! +1.

Nous rappelons que ­1 = f(t; m) 2 [0; ¿ ] £ [0; g(1)] : t · ¿(¢(m))g, et notons

X = C(­1);

X0 = f' 2 X; '(t;0) = 0; pour t 2 [0; ¿ ]g .

Nous prouvons que si l’hypothèse (H5) est satisfaite pour un ' 2 X0 alors pour tout ' 2 X0,

N' est instable.

Théorème 3.2.3 Supposons que l’hypothèse (H5) est satisfaite pour une donnée dans X0,

i.e. sil existe '0 2 X0 telle que N'0 ne converge pas vers 0; quand t tend vers +1. Alors,

pour tout ' 2 X0, N' est instable.

Preuve. La preuve est identique à la démonstration du théorème 2.2.7.
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Chapitre 4

Cas du retard constant et de

division inégale

4.1 Introduction

L’objet de ce chapitre est d’étudier le modèle de population cellulaire introduit dans les

chapitres antérieurs, dans le cas où la division est inégale et le coe¢cient ¯ dépendant de la

maturité m et de la population totale

N(t) =

Z 1

0
N (t;m)dm;

avec

N(t;m) =

Z +1

0
n(t;m;a)da;

dans la phase de repos.

Nous supposons que la fonction ¯ dépend de m et du nombre total N de cellules dans

la phase de repos et qu’elle est croissante en fonction de N.

Les équations de conservation sont

@n

@t
+

@n

@a
+

@(V n)

@m
= ¡(± + ¯)n (4.1)
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et
@p

@t
+

@p

@a
+

@(Vp)

@m
= ¡°p (4.2)

avec les conditions initiales

n(0;m;a) = ¨(m;a); pour (m; a) 2 (0;1) £ [0; +1) (4.3)

p(0;m;a) = ¡(m;a); pour (m; a) 2 (0;1)£ [0; ¿ ];

où ¡ est supposée continue.

et

lim
a!+1

¨(m; a) = 0: (4.4)

Nous supposons que ¨ et ¯ sont des fonctions continues.

Les cellules des deux types (au repos et proliférantes) maturent à une vitesse V (m). Nous

supposons que V : [0;1] ! [0; 1) est une fonction continûment di¤érentiable telle que

V (m) > 0 pour tout m 2 (0;1), et V (0) = V (1) = 0.

4.1.1 Conditions au bord

La première condition au bord décrit le fait qu’une mère peut se diviser à la …n de la phase

de prolifération d’une façon inégale

n(t; m;0) = 2

Z 1

0

p(t; x; ¿)k(x; m)dx; (4.5)

avec m représentant la maturité des cellules …lles à l’âge a = 0 et x la maturité de la

cellule mère au point de division. La fonction m 7! k(x;m) donne la densité de maturité

d’une cellule …lle en sachant que la mère possède la maturité x. La fonction k est positive,

continue et satisfait Z 1

0
k(x; m)dm = 1; pour tout x 2 (0;1): (4.6)
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De plus, nous supposons qu’il existe ·1 et ·2 avec 0 < ·1 < ·2 < 1; tels que

k(x; m) = 0; pour m · ·1x ou ·2x · m: (4.7)

Ceci signi…e que la maturité d’une cellule …lle ne peut être ni trop petite, ni trop grande.

La seconde condition au bord

p(t;m;0) =

Z +1

0
¯(N(t);m)n(t; m;a)da = ¯(N(t);m)N(t;m); (4.8)

représente le ‡ux de la population depuis le compartiment de repos vers le compartiment

de prolifération.

4.1.2 Equations pour N et P

Dans cette section, nous rappelons quelques résultats de [80] que nous utiliserons plus tard.

Tout d’abord, nous dé…nissons le ‡ot ¼s (m) de la maturité solution de l’équation di¤éren-

tielle,
d¼s (m)

ds
= V (¼s (m)); (4.9)

de condition initiale

¼0 (m) = m:

Nous notons

P (t;m) =

Z ¿

0
p(t; m; a) da:

Nous prouvons alors le résultat suivant.

Proposition 14 Les fonctions N et P véri…ent le système d’équations suivant :

@N

@t
+

@(NV )

@m
= ¡ ¡

±(m) +¯(N;m)
¢
N+8

>><
>>:

2

Z 1

0
¡(¼¡t (x) ; ¿ ¡ t)'(x; ¿)k(x; m)dx; pour 0 · t · ¿;

2

Z 1

0
¯(N(t ¡ ¿); ¼¡¿x)N (t ¡ ¿; ¼¡¿ (x))'(x; ¿)k(x;m)dx; pour ¿ · t;

(4.10)

113



et
@P

@t
+

@(V P)

@m
= ¡°(m)P + ¯(N;m)N¡8

<
:

¡(¼¡t (m) ; ¿ ¡ t)'(m; ¿); pour 0 · t · ¿;

N(t ¡ ¿; ¼¡¿ (m))¯(N(t ¡ ¿); ¼¡¿ (m))'(m;¿); pour ¿ · t:

(4.11)

Preuve. La méthode est identique à la preuve de la Proposition 1 donnée dans le Chapitre

2. ¤

Lemme 4.1.1 La fonction ' dé…nie par

'(m; a) = exp

½
¡

Z a

0

¡
V 0 (¼s¡a(m)) + ° (¼s¡a(m))

¢
ds

¾
:

peut s’écrire aussi

'(m;a) =
V (¼¡a (m))

V (m)
exp

(
¡

Z m

¼¡a(m)

°(y)

V (y)
dy

)
: (4.12)

Preuve du lemme. Par changement de variable, en posant y = ¼s¡a(m), il vient
@y

@s
=

@

@s
(¼s¡a(m)) = V (¼s¡a(m)) :

De plus, nous remarquons que

@

@m
(¼s(m)) =

V (¼s(m))

V (m)
: (4.13)

En e¤et, si nous posons u(t; m) = ¼t(m),

@

@t
u =

@

@t
(¼t(m)) = V (¼t(m)) :

Donc,
@

@y

µ
@

@t
(¼t(y))

¶
=

@

@y
(V (¼t(y))) = V 0 (¼t(y))

@

@y
(¼t(y)) ;

et ainsi
@

@t

µ
@

@y
(¼t(y))

¶
= V 0 (¼t(y))

@

@y
(¼t(y)) :
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Posons z(t; y) =
@

@y
(¼t(y)) et remarquons que z(0; y) =

@

@y
(¼0(y)) =

@y

@y
= 1. Nous

obtenons alors
@

@t
(z(t; y)) = V 0 (¼t(y)) z(t; y);

et donc
@

@t
ln (z(t; y)) = V 0 (¼t(y)) :

Ceci nous amène à

ln(z(t; y)) =

Z t

0
V 0 (¼s(y))ds +ln (z(0; y)) :

Nous procédons à un changement de variables, en posant x = ¼s(y), et donc

ln(z(t; y)) =

Z ¼t(y)

y

V 0 (x)

V (x)
dx;

= ln V (¼t(y)) ¡ lnV (y)

= ln
V (¼t(y))

V (y)
:

D’où l’expression (4.13).

Par conséquent la fonction ' peut s’écrire

'(m;a) = exp

(
¡

Z m

¼¡a(m)

µ
V 0 (y)
V (y)

+
° (y)

V (y)

¶
dy

)
;

= exp

(
¡ [ln V (y)]m¼¡a(m)

Z m

¼¡a(m)

° (y)

V (y)
dy

)
;

d’où le résultat. ¤
Observons que les solutions de l’équation (4.11) dépendent des solutions de l’équation

(4.10). De plus, en connaissant le comportement asymptotique des solutions de l’équation

(4.10), il est aisé de prévoir le comportement des solutions de l’équation (4.11). C’est la raison

pour laquelle nous concentrons notre étude sur l’équation (4.10).

En utilisant une méthode similaire à la section 3 de [80], nous pouvons prouver la pro-

position suivante.

Proposition 15 Nous supposons que ±, ¯, V 0; °; ¡ et N(0; m) sont bornées et continues.

Alors, (4.10) possède une solution unique.
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Preuve. Nous pouvons écrire (4.10) sous la forme

@N

@t
+V (m)

@N

@m
= G(m; N)N+8

>><
>>:

2

Z 1

0
¡(¼¡¿ (x) ; t ¡ ¿)'(x; ¿)k(x; m)dx; pour 0 · t · ¿;

2

Z 1

0
¯(N(t ¡ ¿); ¼¡¿ (x))N(t ¡ ¿;¼¡¿ (x))'(x;¿)k(x; m)dx; pour ¿ · t;

(4.14)

où

G(m; x) = ¡ ¡
±(m) +¯(x; m) +V 0(m)

¢
:

Nous résolvons l’équation (4.14) par la méthode de pas, tout d’abord pour t 2 [0; ¿ ], puis

successivement pour t 2 [¿;2¿ ] ; t 2 [2¿; 3¿ ] :::

Pour t 2 [0; ¿ ] ; l’équation (4.14) est de la forme

@N

@t
+ V (m)

@N

@m
= G(m; N)N + f(t; m); (4.15)

où f est une fonction continue bornée. Pour déterminer N, nous résolvons l’équation le long

des caractéristiques. Nous posons

g(s) = N(s;¼s (m)).

Donc

g0(s) = G(¼s (m) ; N(s))g(s)+ f(s; ¼s (m)):

La résolution de cette équation di¤érentielle nous donne

N(t; m) =

Z t

0
f(r; ¼r¡t (m)) exp

µZ t

r
G(¼s¡t (m) ;N(s))ds

¶
dr +

N(0; ¼¡t (m)) exp

µZ t

r
G(¼s¡t (m) ; N(s))ds

¶
:

Soit P : C [0; ¿ ] ! C [0; ¿ ] l’opérateur dé…ni par

PN(t) =

Z 1

0

Z t

0
f(r; ¼r¡t (m)) exp

µZ t

r
G(¼s¡t (m) ;N(s))ds

¶
drdm +
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Z 1

0
N(0; ¼¡t (m)) exp

µZ t

r
G(¼s¡t (m) ; N(s))ds

¶
dm:

Soient, L1, L2, L3, et L4 des constantes telles que jG(m;x)j · L1, jf(t;m)j · L2, jN(0;m)j ·
L3 et

¯̄
¯̄ @

@x
G(m; x)

¯̄
¯̄ · L4 pour tout m;x et t.

Montrons d’abord que l’opérateur est contractant dans l’espace de Banach C [0; ¿ ] avec la

norme kFk = max
0·t·¿

e¡ ţ jF(t)j, où ¸ > 0 est une constante.

Par dé…nition de la norme, nous avons

jF1(s)¡ F2(s)j · e¸ kF1 ¡F2k , pour s 2 [0; ¿ ] :

Il suit alors que, pour tout r 2 [0; ¿ ] ;

¯̄
¯̄exp

µZ t

r
G(¼s¡t (m) ;F1(s))ds

¶
¡ exp

µZ t

r
G(¼s¡t (m) ; F2(s))ds

¶¯̄
¯̄ ;

· eL1(t¡r)
¯̄
¯̄
Z t

r
G(¼s¡t (m) ;F1(s))ds ¡

Z t

r
G(¼s¡t (m) ;F2(s))ds

¯̄
¯̄ ;

· eL1¿
Z t

r
L4 jF1(s) ¡ F2(s)j ds;

· eL1¿
Z t

r
L4e

¸s kF1¡ F2kds;

· ¸¡1L4eL1¿e ţ kF1 ¡F2k :

Ceci implique donc

jPF1(t) ¡ PF2(t)j · ¸¡1L4eL1¿e ţ (L2¿ +L3) kF1 ¡F2k :

Par conséquent,

kPF1(t) ¡ PF2(t)k · ¸¡1L4eL1¿ (L2¿ +L3)kF1 ¡F2k :

Si nous choisissons ¸ su¢samment grand, alors la dernière inégalité implique que l’opérateur

P est une contraction.

D’après le théorème de point …xe de Banach, il suit qu’il existe une unique fonction N telle

que PN = N.
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Ainsi, si N(0;m) est donnée, alors l’équation (4.14) possède une solution unique N(t; m)

pour t 2 [0; ¿ ].

Pour t 2 [¿;2¿ ], l’équation (4.14) peut encore être reformulée par l’équation (4.15), parce

que le membre de droite de (4.14) est déterminé par les valeurs de N pour t · ¿ . De la

même façon que pour t 2 [0; ¿ ] ; nous pouvons prouver l’existence et l’unicité des solutions

de (4.14) pour t 2 [¿;2¿ ]. Par la méthode de pas, nous pouvons résoudre (4.14) pour tout

t ¸ 0. ¤

4.2 Analyse de l’équation (4.10)

4.2.1 Opérateur de Markov

Dans la suite, nous considérons le cas où ±, ° et ¯ sont indépendantes de la maturité m.

Dans ce cas, (4.10) prend la forme

@N

@t
+

@(NV )

@m
= ¡ ¡

± +¯(N)
¢
N + 2e¡°¿¯(N(t ¡ ¿))PN (t ¡ ¿; m); (4.16)

où N = N(t; m) et N = N (t).

Soit P l’opérateur dé…ni sur l’espace L1(0;1) par

Pf(m) = e°¿
Z 1

0
'(x;¿)k(x;m)f(¼¡¿ (x))dx, m 2 (0;1): (4.17)

Nous véri…ons que P est un opérateur de Markov[72], i.e.

(i) P est un opérateur linéaire sur L1(0; 1),

(ii) f ¸ 0 implique Pf ¸ 0,

(iii)

Z 1

0

Pf(m)dm =

Z 1

0

f(m)dm.

Les conditions (i) et (ii) sont évidentes à véri…er. Il reste à prouver (iii).

Pour calculer
Z 1

0
Pf(m)dm; nous substituons ¼¿ (y) à x. Comme ° est indépendante de la

maturité nous avons alors

'(¼¿(y); ¿) =
V (y)

V (¼¿ (y))
e¡°¿ : (4.18)
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Puisque
@

@y
¼¿ (y) =

V (¼¿y)

V (y)
;

nous obtenons

Z 1

0
Pf(m) dm = e°¿

Z 1

0

µZ 1

0
k(x; m)dm

¶
f(¼¡¿ (x))'(x;¿)dx;

= e°¿
Z 1

0
'(¼¿ (y); ¿)

V (¼¿ (y))

V (y)
f(y)dy =

Z 1

0
f(y)dy:

Notons D le sous-ensemble de L1 (0;1) contenant toutes les densités, i.e. f 2 D si f ¸ 0

et
Z 1

0
f(x)dx = 1. Alors P est un opérateur de Markov si et seulement si P est linéaire et

satisfait la condition P(D) ½ D (voir l’Annexe sur ”les Opérateurs de Markov”).

4.2.2 Equation pour N(t)

Puisque P est un opérateur de Markov, après avoir intégré (4.16) par rapport à la maturité

m, nous obtenons

N
0
(t) = ¡ ¡

± +¯(N)
¢
N(t) +2e¡°¿¯(N (t ¡ ¿))N(t ¡ ¿): (4.19)

L’équation à retard (4.19) est apparue pour l’étude de modèles décrivant la réplication

cellulaire sans la maturation dans les articles de Mackey [75], [76], [79]. Les propriétés des

solutions de (4.19) dépendent de la fonction ¯ et des constantes ±, °, ¿ .

Nous supposerons que ¯0(x) < 0 pour x > 0 et que lim
x!+1

¯(x) = 0. Cette hypothèse

correspond à la situation biologique raisonnable dans laquelle le taux d’entrée dans la phase

de prolifération est une fonction décroissante par rapport au nombre total de cellules dans

la phase de repos.

Nous étudions seulement les solutions positives de l’équation (4.19), et nous prouvons tout

d’abord que les solutions sont bornées. En fait, nous montrons une propriété plus forte dans

la proposition suivante.

119



Proposition 16 Il existe un nombre x1 avec 0 < x1 < +1; tel que pour toute solution

N(t) de (4.19) nous avons

lim sup
t!+1

N (t) < x1: (4.20)

Preuve. Soient c = 2e¡°¿ et x0 une constante positive telle que c¯(y) · ±; pour y ¸ x0 et

x1 =
c¯(0)x0

±
. Alors,

max
0·y·x

c¯(y)y · ±x; pour x1 · x. (4.21)

Ceci provient du fait que pour y · x0; nous avons c¯(y)y · c¯(0)x0 · ±x1 · ±x et pour

y 2 [x0; x] ; nous avons c¯(y)y · ±y · ±x:

Soit r =lim sup
t!+1

N(t); alors r < +1.

Supposons en e¤et le contraire, autrement dit, r = +1: Alors, il existe un t0 > ¿ tel que

N(t0) ¸ N(t) pour N(t0) > x1. Mais alors d’après l’inégalité (4.21), il suit que

N
0
(t0) = ¡ ¡

± + ¯(N(t0))
¢
N(t0) + c¯(N (t0¡ ¿))N(t0 ¡ ¿) < 0:

Ce qui est impossible.

Puisque r < +1; il existe une suite tn ! +1 telle que N (tn) ! r, N
0
(tn) ! 0, et

N(tn ¡ ¿) ! s quand n ! +1, où s est une constante telle que s · r. D’après (4.21) il

suit que (± + ¯(r)) r = c¯(s)s et par conséquent ±r < c¯(s)s. Ce qui, avec l’inégalité (4.21)

implique r < x1. ¤

Lemme 4.2.1 Le comportement asymptotique des solutions de (4.19) peut être divisé en

trois types:

(1) Si ± > (2e¡°¿ ¡ 1)¯(0); alors la solution triviale (N ´ 0) est stable,

(2) Si ± < (2e¡°¿ ¡ 1)¯(0); alors il existe une solution stationnaire non-triviale (N0 > 0)

qui est asymptotiquement stable ,

(3) Si l’inégalité ± < (2e¡°¿ ¡ 1) ¯(0); est satisfaite, et si a < ¡ 1

¿
ou si b >

³(a)

sin(¿³(a))
où

a = ± + ¯(N0) + N0¯
0(N0), b = ¡2e¡°¿

¡
¯(N0) + N0¯

0(N0)
¢

et ³ la fonction inverse de

la fonction º dé…nie par º(x) = ¡x cot(x¿) pour x 2
³
0;

¼

¿

´
; alors il existe des solutions

stationnaires non stables.
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Preuve. Pour la solution du type (1).

Si

± >
¡
2e¡°¿ ¡ 1

¢
¯(0); (4.22)

alors la solution triviale N ´ 0 de (4.19) est globalement asymptotiquement stable.

Pour prouver cela, nous construisons une fonction de Lyapunov ([56], Chapitre 5). Soient

¸(x) = (± +¯(x))x;

¤(x) =

Z x

0
¸(y)dy

et la fonction de Lyapunov J : C [¡¿;0] ! R donnée par

J(Á) = ¤(Á(0)) +
1

2

Z 0

¡¿
¸2(Á(µ))dµ:

En posant Át(µ) = Á(t+µ) pour µ 2 [¡¿;0] et t > 0, et en calculant
²
J (Á) =lim

t!0
J(Át) ¡J(Á)

t
,

il est aisé de véri…er que

²
J (Á) = ¡¸2(Á(0)) + 2e¡°¿¸(Á(0))Á(¡¿)¯ (Á(¡¿)) +

1

2
¸2(Á(0)) ¡ 1

2
¸2(Á(¡¿));

= ¡1

2
[¸(Á(0)) ¡ 2e¡°¿Á(¡¿)¯ (Á(¡¿))]2

¡1

2

£
¸2 (Á(¡¿)) ¡ 4e¡2°¿Á2(¡¿)¯2 (Á(¡¿))

¤
;

· ¡1

2

h
(± + ¯ (Á(¡¿)))2¡ 4e¡2°¿¯2 (Á(¡¿))

i
Á2(¡¿);

· ¡1

2
± [± ¡ (2e¡°¿ ¡ 1)¯ (Á(¡¿))] Á2(¡¿):

Puisque ¯ est une fonction décroissante, il existe " > 0 tel que

²
J (Á) · ¡"Á2(¡¿):

D’après cette dernière inégalité, il suit que toute solution converge vers 0.

L’inégalité (4.22) possède une interprétation biologique simple. Elle est en e¤et véri…ée quand

les taux de mortalités ± et ° sont grands, ou bien, les phases sont longues (¿ est grand ou

¯(0) est petit). Dans les deux cas, le taux de reproduction est plus petit que le taux de

mortalité, et donc la population cellulaire disparaît.

121



- Pour les solutions du type (2).

Si

± <
¡
2e¡°¿ ¡ 1

¢
¯(0); (4.23)

alors il existe une solution stationnaire non triviale N ´ N0 de (4.19), où N0 satisfait

l’équation ± = (2e¡°¿ ¡ 1)¯(N 0).

Véri…ons que cette solution est asymptotiquement stable.

Pour cela, nous linéarisons l’équation (4.19) autour de N0 et nous obtenons

N
0
(t) = ¡ ¡

± +¯(N0) +N0¯
0(N0)

¢
N (t)+ 2e¡°¿

¡
¯(N0) + N0¯

0(N0)
¢
N(t ¡ ¿): (4.24)

Soient a = ±+¯(N 0)+N 0¯
0(N 0) et b = ¡2e¡°¿

¡
¯(N 0) +N 0¯

0(N 0)
¢
. De plus, soit º(x) =

¡x cot(x¿) pour x 2
³
0;

¼

¿

´
et ³ la fonction inverse de º. Nous savons que la solution de

(4.24) est asymptotiquement stable si et seulement si a > ¡1

¿
et ¡a < b <

³(a)

sin(¿³(a))
([50], Chapitre 5). La condition ¡a < b provient immédiatement de l’inégalité ¯0(N 0) < 0.

Ceci implique que si l’inégalité (4.23) est satisfaite, nous avons a > ¡1

¿
et b <

³(a)

sin(¿³(a))
.

Par conséquent, N ´ N0 est une solution asymptotiquement stable de (4.19). De plus,

chaque solution qui converge vers N0 est asymptotiquement convergente, i.e., il existe deux

constantes L > 0 et " > 0 telles que

¯̄
N(t) ¡ N0

¯̄ · Le¡"t:

- Pour les solutions de type (3).

Si l’inégalité (4.23) est satisfaite, a < ¡1

¿
ou b >

³(a)

sin(¿³(a))
, alors le comportement asymp-

totique des solutions de l’équation (4.19) peut s’avérer compliqué : solutions périodiques,

attracteurs non-triviaux, solution chaotiques. Nous pouvons trouver des méthodes et des

références à ces di¤érents cas dans l’article de Walther [125] par exemple. ¤
Pour faire l’étude de la stabilité globale dans la prochaine section, nous donnons à la fonction

¯ une expression qui nous permettra d’obtenir une solution non nulle globalement stable de

(4.19). Nous prouvons alors le lemme suivant.
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Lemme 4.2.2 Si l’inégalité (4.23) est satisfaite, et si ¯ est de la forme ¯(x) =
b

c +x
pour

x > 0, alors l’équation (4.19) possède une solution globalement asymptotiquement stable.

Preuve. Soit x(t) = N (t)¡ N0. Alors, l’équation (4.19) devient

x0(t) = ¡f(x(t)) + q(x(t ¡ ¿));

où

f(x) =
¡
± +¯

¡
x +N 0

¢¢ ¡
x + N0

¢ ¡ ¡
± + ¯

¡
x +N0

¢¢
N0;

et

q(x) = 2e¡°¿¯(x + N0)
¡
x+ N0

¢¡ 2e¡°¿¯(N0)N0:

Soit F(x) =

Z x

0
f(y)dy et considérons la fonction de Lyapunov

J(Á) = 2F(Á(0)) +

Z 0

¡¿
f2(Á(µ))dµ:

En posant Át(µ) = Á(t+µ) pour µ 2 [¡¿;0] et t > 0, et en calculant
²
J (Á) =lim

t!0
J(Át) ¡J(Á)

t
,

il est aisé de véri…er que

²
J (Á) = ¡2f2(Á(0)) + 2f(Á(0))q (Á(¡¿)) + f2(Á(0)) ¡ f2(Á(¡¿));

= ¡ [f(Á(0)) ¡ q (Á(¡¿))]2 ¡ f2 (Á(¡¿)) + q2 (Á(¡¿)) ;

· ¡ £
f2(Á(0)) ¡ q2 (Á(¡¿))

¤
:

(4.25)

Puisque la fonction ¯ es strictement décroissante, nous avons f(x) < q(x) pour x 2 ¡¡N 0;0
¢

et f(x) > q(x) pour x > 0. De plus, d’après la dé…nition de ¯; il suit que (f + q) (0) = 0

(f + q)0 (x) > 0 pour x > ¡N 0.

Par conséquent, f2(x) > q2(x) pour x 6= 0 et x > ¡N0.

D’après l’inégalité (4.25), il suit que l’équation (4.19) est globalement asymptotiquement

stable sur l’ensemble des solutions positives. ¤
Cette méthode, combinée avec l’inégalité (4.20) peut être utilisée pour prouver la stabilité

aymptotique globale pour une classe assez grande de fonctions ¯, chaque cas demandant un
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traitement spéci…que.

Supposons pour le paragraphe et la section suivants, que les solutions de l’équation (4.19)

possèdent la propriété du lemme (4.2.2).

4.2.3 Forme linéaire de l’équation (4.10)

Soit

M(t; m) =
N(t; m)

N(t)
: (4.26)

Alors,
Z 1

0

M(t; m)dm = 1.

Lemme 4.2.3 L’équation (4.19) devient

@M

@t
+

@(V M)

@m
= c(t) [¡M(t; m) +PM(t ¡ ¿;m)] ; (4.27)

avec

c(t) =
2e¡°¿N(t ¡ ¿)¯(N(t ¡ ¿))

N (t)
; (4.28)

et l’opérateur P est dé…ni par (4.17).

Preuve. Avec le changement de variable (4.26), nous avons N(t;m) = N(t)M(t;m) et

l’équation (4.10) s’écrit

@

@t

¡
N (t)M(t;m)

¢
+N(t)

@

@m
(V (m)M(t;m)) = ¡ ¡

± + ¯(N)
¢
N(t)M(t; m)

+2¯(N (t ¡ ¿))

Z 1

0
N (t ¡ ¿)M(t ¡ ¿; ¼¡¿ (x))'(x;¿)k(x;m)dx:

Autrement dit,

N
0
(t)M(t;m) + N(t)

@

@t
M(t;m) + N(t)

@

@m
(V (m)M(t; m)) = ¡ ¡

± + ¯(N)
¢
N (t)M(t;m)

+2¯(N(t ¡ ¿))N(t ¡ ¿)

Z 1

0
M(t ¡ ¿;¼¡¿ (x))'(x; ¿)k(x; m) dx:
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En divisant par N(t) qui est strictement positive, et en utilisant l’équation (4.19) nous

obtenons
@

@t
M(t; m)+

@

@m
(V (m)M(t;m)) = 2¯(N(t ¡ ¿))

N(t ¡ ¿)

N(t)

£
·Z 1

0
M(t ¡ ¿;¼¡¿ (x))'(x;¿)k(x; m)dx¡ e¡°¿M(t;m)

¸
:

D’où le résultat. ¤
D’après sa dé…nition, nous avons M(t; ¢) 2 D pour tout t: Nous étudions donc les solutions

de l’équation normalisée (4.27) sur l’ensemble D.

Notre but est de prouver un théorème concernant la stabilité asymptotique de l’équation

(4.27). Les propriétés de cette équation dépendent de la fonction c. D’après notre hypothèse,

N(t) converge vers N 0 > 0 exponentiellement. Donc, la fonction c(t) converge vers une

constante c0 > 0 et satisfait Z 1

0
jc(t)¡ c0jdt < 1: (4.29)

Nous comparons alors les solutions de (4.27) avec les solutions de l’équation linéaire suivante

@F

@t
+

@(V (m)F)

@m
= ¡cF (t;m) + cPF(t ¡ ¿;m); (4.30)

où c est une constante.

Proposition 17 Soient M et F solutions de (4.27) et (4.30), respectivement. Supposons

que M(t;m) = F (t;m) et M(t; ¢) 2 D pour t 2 [t0 ¡ ¿; t0]. Alors,

Z 1

0
jM(t;m) ¡F (t;m)j dm ·

Z t

t0

2 jc(s) ¡ cjds; pour t ¸ t0: (4.31)

Preuve. Soit Z(t; m) = M(t;m) ¡ F(t; m) et "(t) = c(t) ¡ c. Nous soustrayons l’équation

(4.30) de l’équation (4.27). Puisque l’opérateur de Markov P est un opérateur linéaire, nous
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obtenons

@Z

@t
+

@(V (m)Z)

@m
= c(t) [¡M(t;m) + PM(t ¡ ¿; m)] + c [F(t; m) ¡ PF(t ¡ ¿; m)] ;

= cM(t;m) ¡ cM(t; m) + c(t) [¡M(t; m) + PM(t ¡ ¿; m)]

+cPM(t ¡ ¿;m) ¡ cPM(t ¡ ¿; m)+ c [F(t;m) ¡ PF(t ¡ ¿; m)] ;

= ¡cZ(t; m) + f(t; m);

(4.32)

où

f(t;m) = cPZ(t ¡ ¿; m) ¡ "(t)M(t;m) + "(t)PM(t ¡ ¿; m):

Soit T ¸ t0. Nous intégrons l’équation (4.32) le long des caractéristiques. Nous posons

g(s) = Z(r + T; ¼r (m)).

Alors

g0(s) = ¡ ¡
c +V 0(¼r (m))

¢
g(s) + f(r + T;¼r (m)):

En résolvant l’équation di¤érentielle, par la méthode de variation de la constante nous

obtenons

Z(r +T; m) = Z(T;¼¡s (m))
V (¼¡s(m))

V (m)
e¡cs +

Z s

0

V (¼r¡s(m))

V (m)
ec(r¡s)f(r +T;¼r¡s (m))dr:

(4.33)

Soit z(t) =

Z 1

0
jZ(t; m)j dm. Nous prenons la valeur absolue de (4.33) et nous intégrons par

rapport à la variable de maturité. Nous avons ainsi l’inégalité suivante

z(s +T ) · e¡csz(T) +

Z s

0
ec(r¡s)

µZ 1

0
jf(r +T; m)j dm

¶
dr;

· e¡csz(T) +

Z s

0
ec(r¡s) [cz(r +T ¡ ¿) +2 j"(r +T )j] dr;

· e¡cs
µ

z(T) +

Z s

0
cecrz(r +T ¡ ¿)dr

¶
+

Z T+s

T
2 j"(r)j :

(4.34)

Véri…ons la validité de l’inégalité (4.31) par récurrence.

Soit tn = t0+ ¿n. Pour t 2 [t0; t1], l’inégalité (4.31) se déduit immédiatement de l’inégalité

(4.34).
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Supposons que l’inégalité (4.31) soit satisfaite pour t 2 [t0; tn]. Alors, d’après l’inégalité

(4.34) avec T = tn, et d’après (4.31) pour t 2 [tn¡1; tn] ; il suit que

z(s +T ) · e¡cs
µ

1 +

Z s

0
cecrdr

¶Z tn

t0

2 j"(r)j dr +

Z tn+s

tn

2 j"(r)jdr;

·
Z tn+s

tn

2 j"(r)j dr;

pour s 2 [0; ¿ ]. Ce qui achève la preuve. ¤

4.3 Stabilité

Dans cette section, nous généralisons le théorème 1 de [80] dans le cas où la division cellulaire

est inégale.

Théorème 4.3.1 Supposons que

·1 > exp(¡V 0(0)
£
1
c + ¿

¤
): (4.35)

Alors, il existe f¤ 2 D telle que pour toute solution de (4.30) nous avons

lim
t!+1

kF (t) ¡ f¤k = 0;

où k ¢ k est la norme de L1 (0;1) :

Remarque 4.3.2 Ce Théorème implique que si (4.19) possède une solution N 0 non nulle,

globalement asymptotiquement stable, alors toutes les solutions de l’équation (4.10) conver-

gent dans L1 vers N0f¤:

Remarque 4.3.3 La condition (4.35) possède une interprétation biologique intéressante.

En e¤et, elle montre que la stabilité de la population dépend fortement de la dynamique des

cellules à faible maturité (les cellules souches). En e¤et, pour ces ”petites” cellules dont la

maturité est proche de zéro nous réécrivons (4.35) de la façon suivante

c ln(b) < V 0(0);
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avec c = c0 = 2e¡°¿¯(N0) = ± + ¯(N0) solution de l’équation stationnaire de (4.19),

et b =
1

·1
e¡¿V

0(0). c représente le taux de départ de la phase de repos (par mortalité, ou

en rentrant dans la phase de prolifération). En utilisant la condition (4.7), nous obtenons

l’inégalité suivante
1

·1
>

x

m
;

où x est la maturité de la cellule mère juste avant sa division et m est la maturité de la

cellule …lle à sa naissance. Alors, nous obtenons

b >
xe¡¿V

0(0)

m
;

où xe¡¿V
0(0) est la maturité de la mère au début de sa phase de prolifération. Puisque V 0(0)

est le taux de maturation des cellules de faible maturité, la condition (4.35) signi…e que la

maturation d’une grande partie de ces petites cellules augmentera la génération suivante.

A la place de (4.30) nous pouvons considérer une équation plus simple. Soit y une solution

du problème suivant 8
<
:

cy0(x)x = V (y(x));

y(1) = mN:

(4.36)

Il est aisé de véri…er que y est une fonction croissante de l’intervalle (0; 1) vers l’intervalle

(0;1). Nous faisons la substitution suivante

u(t; x) = y0(x)F (t; y(x)); (4.37)

pour x 2 (0; 1).

Lemme 4.3.4 La fonction u satisfait l’équation

@u

@t
+ cx

@u

@x
= ¡2cu+ c

Z 1

0

u(t ¡ ¿; r)q(r;x)dr; (4.38)

avec

q(r; x) = y0(x)k(¼¿ (y(r)); y(x)): (4.39)
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Preuve. Par la dé…nition (4.37) de u nous avons,

@u(t;x)

@t
+

@(cxu(t; x))

@x
= y0(x)

@

@t
(F (t; y(x))) +

@

@x
(cxy0(x)F(t; y(x)));

= y0(x)
@

@t
(F (t; y(x))) +

@

@x
(V (y(x))F(t; y(x))):

En posant y(x) = m; nous obtenons

@u(t;x)

@t
+

@(cxu(t; x))

@x
= y0(x)

@

@t
(F(t;m)) + y0(x)

@

@m
(V (m)F(t; m));

= y0(x)

·
@

@t
(F(t;m)) +

@

@m
(V (m)F (t; m))

¸
:

D’après l’équation (4.30), nous avons

@u(t; x)

@t
+

@(cxu(t;x))

@x
= y0(x) [¡cF (t;m) + cPF(t ¡ ¿;m)] ;

= ¡cu(t;x) + cy0(x)PF(t ¡ ¿;m):

Nous utilisons alors la dé…nition de l’opérateur de Markov (4.17) sur le deuxième terme du

membre de droite. Comme m = y(x), nous obtenons

PF(t ¡ ¿; m) = e°¿
Z 1

0
'(z; ¿)k(z; y(x))F(t ¡ ¿;¼¡¿ (z)) dz:

Par la dé…nition de ' donnée par (4.12), nous avons

PF (t ¡ ¿; m) =

Z 1

0

V (¼¡¿ (z))

V (z)
k(z; y(x))F(t ¡ ¿;¼¡¿z)dz:

Nous procédons alors au changement de variable suivant

z = ¼¿ (y(r));

dz

dr
=

V (¼¿ (y(r)))

V (y(r))
y0(r);

pour obtenir

PF(t ¡ ¿;m) =

Z 1

0
F(t ¡ ¿; y(r))y0(r)k(¼¿ (y(r)); y(x))dr:
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Ainsi, en utilisant (4.37), l’équation (4.30) peut s’écrire

@u

@t
+

@(cxu)

@x
= ¡cu(t;x) + cy0(x)

Z 1

0
u(t ¡ ¿; r)k(¼¿ (y(r)); y(x))dr: (4.40)

Posons

q(r; x) = y0(x)k(¼¿ (y(r)); y(x)):

Alors

q(r; x) ¸ 0; pour tout (r; x) et
Z 1

0
q(r; x)dx = 1:

En e¤et, d’après la dé…nition de la fonction k donnée par (4.6) et par le changement de

variable z = y(x), et comme ¼¿y(r) 2 (0; 1) pour tout r > 0; nous avons

R1
0 q(r; x)dx =

R1
0 y0(x)k(¼¿ (y(r)); y(x))dx;

=
R 1
0 k(¼¿ (y(r)); z)dz;

= 1:

L’équation (4:40) prend ainsi la forme suivante

@u

@t
+ cx

@u

@x
= ¡2cu+ c

Z 1

0

u(t ¡ ¿; r)q(r;x)dr:

D’où le résultat ¤
PuisqueTf(x) = y0(x)f(y(x)) est une transformation isométrique linéaire de D vers D(0; +1),

l’ensemble des densités de L1(0; +1), il est su¢sant de prouver le théorème pour l’équation

(4.38).

Lemme 4.3.5 Les solutions de (4.38) satisfont l’équation intégrale suivante

u(t;x) = e¡2ctu(0; e¡ctx) + c

Z t

0
e¡2cs

Z 1

0
u (t ¡ ¿ ¡ s; ») q(»;xe¡cs)d» ds: (4.41)

Preuve. En posant

g(t) = u(t;®ect), avec x = ®ect,
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nous obtenons

g0(t) =
@

@t

¡
u(t; ®ect)

¢
+ cx

@

@x

¡
u(t;®ect)

¢
;

= ¡2cu(t; ®ect) + c

Z 1

0
u(t ¡ ¿; r)q(r; ®ect)dr;

= ¡2cg(t) + c

Z 1

0

u(t ¡ ¿; r)q(r; ®ect)dr:

Ainsi,

g0(t) +2cg(t) = c

Z 1

0
u(t ¡ ¿; r)q(r; ®ect) dr:

En multipliant les deux membres par e2ct, il vient

e2ct (g0(t) + 2cg(t)) = c

Z 1

0
e2ctu(t ¡ ¿; r)q(r; ®ect)dr;

¡
e2ctg(t)

¢0
= ce2ct

Z 1

0

u(t ¡ ¿; r)q(r; ®ect)dr:

Nous intégrons alors par rapport à la variable temps entre 0 et t, ce qui nous donne

e2ctg(t)¡ g(0) =

Z t

0
ce2cs

Z 1

0
u(s ¡ ¿; r)q(r;®ecs)drds:

D’où

g(t) = e¡2ctg(0) + e¡2ct
Z t

0
ce2cs

Z 1

0
u(s ¡ ¿; r)q(r;®ecs)drds:

Nous remplaçons g par u,

u(t; ®ect) = e¡2ctu(0; ®) + e¡2ct
Z t

0
ce2cs

Z 1

0
u(s ¡ ¿; r)q(r;®ecs)drds:

Puisque x = ®ect, alors ® = xe¡ct. L’équation précédente devient

u(t;x) = e¡2ctu(0;xe¡ct)+

Z t

0
ce2c(s¡t)

Z 1

0
u(s ¡ ¿; r)q(r;xec(s¡t))drds: (4.42)

Nous faisons un changement de variables. Nous posons s¡ t = ¡¾, alors ds = ¡d¾, et nous

obtenons

u(t;x) = e¡2ctu(0; xe¡ct) + c

Z t

0
e¡2c¾

Z 1

0
u(t ¡ ¿ ¡ ¾;r)q(r;xe¡c¾))drd¾;
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D’où l’équation (4.41). ¤

La preuve du Théorème (5.1.4) se déroule de la façon suivante.

Nous véri…ons d’abord que pour toutes solutions u et u de (4.38), nous avons ku(t) ¡ u(t)k !
0 quand t ! 1.

Puis, nous montrons qu’il existe une solution stationnaire u0 de (4.38), i.e. indépendante de

t; telle que ku(t) ¡ u0k ! 0 quand t ! 1.

Ces résultats sont présentés dans les lemmes suivants.

Lemme 4.3.6 Supposons que ·1 > exp(¡V 0(0)
£
1
c + ¿

¤
). Alors, il existe a > 0 et b > 2a

tels que pour toute solution de (4.38) il existe un temps t0 = t0(u) pour lequel

Z b

a
u(t; x)dx >

1

2
; pour t ¸ t0: (4.43)

Preuve. Nous prouvons tout d’abord que pour un t su¢samment grand, il existe a > 0 tel

que
Z a

0
u(t;x)dx < 1

4:

Puis nous prouvons qu’il existe b > 0 tel que
Z 1

b

u(t;x)dx < 1
4.

Ainsi, puisque u 2 D nous aurons
Z b

a
u(t;x)dx > 1

2.

Notons D0 le sous-ensemble dense de D constitué des fonctions bornées f telles queZ 1

0
x¡rf(x)dx < 1 avec r 2 (0; 1) et lim

x!1
xf(x) = 0.

Montrons que pour un t su¢samment grand, il existe a > 0 tel que
Z a

0
u(t; x)dx < 1

4 .

Soit u une solution de (4.38) telle que u(t; ¢) 2 D0, pour t 2 [¡¿; 0]. En utilisant (4.41) nous

pouvons véri…er que u(t; ¢) 2 D0 pour t ¸ 0 par une méthode de pas.

En e¤et, pour t 2 [0; ¿ ], par l’équation (4.42), nous avons s ¡ ¿ 2 [¡¿;0], pour s 2 [0; t],

donc u(s ¡ ¿; :) 2 D0, et comme u(0; :) 2 D0, u(t; ¢) 2 D0. Puis nous recommençons pour

t 2 [¿; 2¿ ] etc.

Nous posons

G(t) =

Z 1

0

x¡ru(t; x)dx:
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D’après (4.38) la fonction G satisfait

G0(t) = ¡c(1 + r)G(t) + c

Z 1

0
u(t ¡ ¿; s)

µZ 1

0
x¡rq(s; x)dx

¶
ds:

De (4.7) et(4.39) nous obtenons par le changement de variable z = y(x)

Z 1

0
x¡rq(s;x)dx =

Z 1

·1¼¿y(s)

¡
y¡1(z)

¢¡r
k(¼¿ (y(s)); z)dz:

Puisque y¡1 est une fonction croissante et
Z 1

·1¼¿y(s)
k(¼¿ (y(s)); z)dz = 1, nous avons

Z 1

0
x¡rq(s;x)dx · ¡

y¡1 (·1¼¿ (y(s)))
¢¡r

:

Nous démontrons alors qu’il existe r 2 (0;1) tel que

lim
s!0

"¡
y¡1 (·1¼¿ (y(s)))

¢

s

#¡r
< 1 + r: (4.44)

En e¤et, prouvons tout d’abord que nous avons les deux égalités suivantes

lim
s!0

¼¿(y(s))

y(s)
= e¿ V

0(0); (4.45)

et

lim
s!0

y(e¡1s)
y(s)

= e¡V
0(0)=c: (4.46)

L’égalité (4.45) provient de la dé…nition du ‡ot (4.9) :

pour x et " positifs su¢samment petits et parce que V (0) = 0, par linéarisation

(V 0(0) ¡ ")¼¿ (x) · V (¼¿ (x)) · (V 0(0) + ")¼¿ (x):

D’après (4.9) nous avons

(V 0(0) ¡ ")¼¿ (x) · d

dt
(¼¿ (x)) · (V 0(0) + ")¼¿(x);
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et donc

(V 0(0) ¡ ")¼¿ (x) · d

dt
(¼¿ (x)) · (V 0(0) + ")¼¿(x):

Après avoir divisé par ¼¿ (x) et intégré par rapport à x, il vient que

e(V
0(0)¡") · ¼¿ (x)

x
· e(V

0(0)+");

pour tout " > 0. D’où (4.45):

Pour démontrer l’égalité (4.46), nous utilisons l’équation (4.36) véri…ée par la fonction x !
y(x), autour de zéro. Nous écrivons

cy0(x)x = V (0)y(x):

Soit
y0(x)

y(x)
=

V (0)

cx
;

pour x > 0 proche de zéro. En intégrant par rapport à x entre les valeurs s et 1, il vient

ln(y(1))¡ ln(y(s)) = ¡V (0)

c
ln(x);

D’où

y(s) = s
¡

V (0)

c e®;

avec e® = y(1). Ainsi,

lim
s!0

y(s)

s
V (0)
c

= e®:

Par conséquent, nous pouvons écrire

lim
s!0

y(e¡1s)

e¡V (0)c s
V (0)
c

= e®:

Donc,

lim
s!0

y(e¡1s)

s
V (0)
c

= e¡V (0)c e®;
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ce qui nous permet d’obtenir

lim
s!0

y(e¡1s)
y(s)

= e¡V (0)c :

D’où l’égalité (4.46).

D’après l’inégalité ·1 > exp(¡V 0(0)
£
1
c + ¿

¤
); nous obtenons alors

·1¼¿ (y(s)) > y(e¡1s); (4.47)

pour s > 0 su¢samment petit.

D’après cette nouvelle inégalité (4.47), il suit que

lim
s!0

"¡
y¡1 (·1¼¿y(s))

¢

s

#
> e¡1:

Puisque lim
r!0

(1 + r)¡1=r = e¡1, d’après cette dernière inégalité, il suit qu’il existe r 2 (0;1)

tel que l’inégalité (4.44) est satisfaite. Ainsi, il existe K < 1 + r et B > 0 tels que

"¡
y¡1 (·1¼¿y(s))

¢

s

#¡r
· K + Bsr:

Ce qui donne Z 1

0

x¡rq(s; x)dx · £¡
y¡1 (·1¼¿y(s))

¢¤¡r · Ks¡r + B: (4.48)

Donc,

G0(t) · ¡c(1 + r)G(t) + cKG(t ¡ ¿) + Bc:

Soit eG(t) une solution de l’équation di¤érentielle à retard

eG0(t) = ¡c(1 + r)eG(t) + cK eG(t ¡ ¿) + Bc; (4.49)

telle que eG(t) = G(t); pour t 2 [¡¿;0]. Par la méthode de pas, nous pouvons véri…er que

eG(t) ¸ G(t); pour t ¸ 0:
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Puisque K < 1 + r, la solution stationnaire

eG =
B

1 + r ¡ K

de (4.49) est globalement asymptotiquement stable.

Par conséquent,

lim sup
t!1

G(t) · B

1 + r ¡K
:

Il existe donc a > 0 indépendant de u tel que
R a
0 u(t;x)dx < 1

4; pour t ¸ t0(u).

Nous montrons maintenant qu’il existe b tel que
R1
b u(t;x)dx < 1

4.

D’après (4.39) et la condition (4.7), il suit que si x ¸ y¡1(·2) alors q(r;x) = 0 (où ·2 est

choisi comme dans la condition (4.7)). Nous posons y¡1(·2) = x0: Alors, pour tout x ¸ x0,

(4.38) devient
@u

@t
+ cx

@u

@x
= ¡2cu: (4.50)

Soit U (t;x) =
R1
x u(t; y)dy pour x ¸ x0. Il est aisé de montrer que U existe et satisfait

l’équation
@U

@t
+ cx

@U

@x
= ¡cU: (4.51)

Calculons la solution U de (4.51) par la méthode des caractéristiques.

Nous posons

g(t) = U (t; c1e
ct),

avec c1 ¸ x0. Etant donné que c est une constante positive, il existe t0 > 0 tel que

c1 = x0e
¡ct0. (4.52)

Nous dérivons g,

g0(t) =
@U

@t
+ cx

@U

@x

= ¡cg(t):

Par conséquent,

g(t) = g(0)e¡ct;
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avec g(0) = U (0; c1). D’après la condition (4.52), nous avons

U (t0;x0) = g(0)e¡ct0.

Ainsi,

g(0) = U (t0;x0)e
ct0 ;

d’où

g(t) = U(t; c1e
ct) = U(t0;x0)e

c(t0¡t):

Comme x = c1ect = x0ec(t¡t0), alors t0 = t ¡ 1

c
ln(

x

x0
) et ec(t0¡t) =

x

x0
: La solution de (4.51)

est donc donnée par

U(t; x) = x¡1x0U
³
t ¡ 1

c ln ( xx0 ); x0
´

:

Par conséquent, pour x ¸ 4x0 et pour t ¸ 1
c ln4, nous avons U(t; x) · 1

4. Puisque D0 est

dense dans D, la condition (4.43) est satisfaite pour toute solution de (4.38). Ceci achève la

preuve du lemme. ¤

Lemme 4.3.7 Il existe une fonction positive K 2 L1 (0;1) avec kKk > 0 telle que u(t; x) ¸
K(x); pour tout u de (4.38) et t su¢samment grand.

Preuve. Soit x0 identique à celui de la preuve du lemme 4.3.6.

Véri…ons par la méthode des caractéristiques que pour t ¸ 1
c ln

³
x
x0

´
et x ¸ x0 la solution

de (4.50) est donnée par

u(t; x) = x¡2x20u
³
t ¡ 1

c ln
³
x
x0

´
; x0

´
: (4.53)

Pour cela nous appliquons la même méthode que dans la preuve du lemme 4.3.6. Nous

posons

g(t) = u(t; c1e
ct),

avec c1 ¸ x0. Etant donné que c est une constante positive, il existe t0 > 0 tel que

c1 = x0e
¡ct0: (4.54)
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Alors,

g0(t) =
@u

@t
+ cx

@u

@x
;

= ¡2cg(t):

Par conséquent,

g(t) = g(0)e¡2ct;

avec g(0) = u(0; c1). D’après la condition (4.54), nous avons

u(t0;x0) = g(0)e¡2ct0.

Ainsi,

g(0) = u(t0; x0)e
2ct0:

D’où

g(t) = u(t; c1e
ct) = U (t0; x0)e

2c(t0¡t):

Comme x = c1e
ct = x0e

c(t¡t0), alors t0 = t ¡ 1

c
ln(

x

x0
) et ec(t0¡t) =

x

x0
. Ainsi, nous avons le

résultat (4.53).

De l’équation intégrale (4.41), il suit que

u(t; x0) ¸ c

Z t

0
e¡2cs

Z 1

0
u (t ¡ ¿ ¡ s; ») q

¡
»;x0e

¡cs¢ d» ds: (4.55)

De (4.53) et (4.55), il vient alors

u(t; x0) ¸
Z ¹x

x0

Z t(»)

0
ce¡2cs»¡2x20u

³
t ¡ ¿ ¡ s ¡ 1

c ln
³
»
x0

´
;x0

´
q(»; x0e

¡cs)dsd»;

où ¹x = x0ec(t¡¿) et t(») = t ¡ ¿ ¡ 1
c ln

³
»
x0

´
. En substituant z = x0e¡cs dans la dernière

équation, nous obtenons

u(t; x0) ¸
Z x0ec(t¡¿ )

x0

Z x0

»ec(¿¡t)
z»¡2u

³
t ¡ ¿ + 1

c ln
³
z
»

´
; x0

´
q(»;z)dzd»;

pour t su¢samment grand.

Fixons »0 > x0. D’après (4.39) et la condition (4.7), la fonction q(»; z) s’annule en dehors de
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l’ensemble D(») =
£
y¡1 (·1¼¿y(»)) ; y¡1 (·2¼¿y(»))

¤
. Puisque D(») ½ (0; x0) et la fonction q

est continue, il existe ¸0 > 0, ± > 0 et z0 2 (»0e
c(¿¡t) + ±;x0 ¡ ±) tels que q(»; z) > ¸0; pour

(»;z) 2 ¢±, où ¢± = [»0¡ ±; »0+ ±] £ [z0 ¡ ±; z0+ ±]. Ceci implique que

u(t;x0) ¸
ZZ

¢±

¸0z»¡2u
³
t ¡ ¿ + 1

c ln
³
z
»

´
;x0

´
d» dz:

Soient s0 = ¿ ¡ 1
c ln

³
z0
»0

´
et s = 1

c ln
³
z0
»0

´
¡ 1
c ln

³
z
»

´
. Puisque z

» est bornée, il existe ¸1 > 0

et " > 0 tels que

u(t;x0) ¸ ¸1

Z z0+"

z0

Z "

0
u(t ¡ s0¡ s;x0)ds dz;

¸ ¸1"

Z "

0
u(t ¡ s0 ¡ s;x0)ds;

pour t su¢samment grand.

De cette inégalité, il suit que

u(t; x0) ¸ ¸n2

Z "

0
¢ ¢ ¢

Z "

0
u(t ¡ns0¡ s1¡ ¢ ¢ ¢ ¡ sn; x0)ds1 ¢ ¢ ¢ dsn;

pour t assez grand. Par récurrence, nous véri…ons que

u(t;x0) ¸ ¸n2

³"

3

´n¡1Z 2"(n¡1)=3

"(n¡1)=3
u (t ¡ ns0 ¡ s; x0)ds: (4.56)

D’après le lemme 4.3.6, pour tout t ¸ t0(u); il existe z 2 [a;b ¡a] tel que

Z z+a

z
u(t; x)dx ¸ a

4(b ¡a)
:

A partir de l’inégalité
@u

@t
+

@(cxu)

@x
¸ ¡cu(t;x);

montrons que

u(t + s; ecsx) ¸ e¡2csu(t;x); pour s ¸ 0.
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D’après (4.53)

u(t + s; ecsx) ¸ (ecsx)¡2x20u
µ

t + s ¡ 1
c ln

µ
ecsx

x0

¶
;x0

¶
;

= e¡2csx¡2x20u
µ

t + s ¡ s ¡ 1
c ln

µ
x

x0

¶
;x0

¶
;

= e¡2csu(t;x):

Par conséquent,

Z z+a

z
u(t + 1

c ln(r) ;x)dx ¸ a

4r(b ¡ a)
, pour r ¸ 1:

Soit ¢ =
£
b; b2a¡1

¤
. Alors pour r =

b

a
, nous avons [rz;r(z +a)] ½ ¢ et donc

Z

¢
u(t + 1

c ln(r) ; x)dx ¸ K =
a2

4b(b ¡a)
:

Ceci implique que

Z

¢
u(t; x)dx ¸ K , pour t ¸ t1(u) = t0(u) +

1

c
ln

µ
b

a

¶
: (4.57)

D’après l’équation (4.53), nous avons

Z

¢
u(t;x)dx =

Z

¢
x¡2x20u

µ
t ¡ 1

c ln

µ
x

x0

¶
; x0

¶
dx:

Par le changement de variable

z = 1
c ln

³
x
x0

´
,

nous obtenons, Z

¢
u(t;x)dx =

Z

¢0
e¡czcx0u (t ¡ z; x0)dz;

où ¢0 =
·
1
c ln

µ
b

x0

¶
; 1c ln

µ
b2a¡1

x0

¶¸
. Donc,

Z

¢
u(t; x)dx · cx0

b

Z

¢0
u(t ¡ z;x0)dz:
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Cependant, de l’inégalité (4.57) nous obtenons aussi

Z

¢0
u (t ¡ z; x0)dz ¸ bK

cx0
; pour tout t ¸ t1(u). (4.58)

Notons j¢0j la longueur de l’intervalle ¢0 et soit n un entier tel que
"(n¡ 1)

3
> j¢0j. Alors

d’après les inégalités (4.56) et (4.58), nous avons

u(t;x0) ¸ ¸n2

³"

3

´n¡1 bK

cx0
, pour t ¸ t2(u): (4.59)

D’après (4.53) et (4.59), il suit qu’il existe ³ > 0 tel que

u(t;x) ¸ K(x) = ³x¡21[1;b](x), pour t ¸ t3(u);

où 1[1;b](x) est la fonction caractéristique sur l’intervalle [1; b], i.e.. la fonction qui vaut 1 sur

[1; b] et 0 ailleurs. Ce qui achève la preuve du lemme. ¤

Lemme 4.3.8 Soient u(t)(x) = u(t; x) et u(t)(x) = u(t; x) deux solutions de (4.38). Alors,

lim
t!1

ku(t)¡ u(t)k = 0: (4.60)

Preuve. Soit " = kKk, où K est la fonction dé…nie dans le lemme 4.3.7. Notons v(t)(x) =

v(t; x), la solution de (4.38) satisfaisant la condition initiale v(t)(x) = "¡1K(x); pour t 2
[¡¿; 0]. Selon le lemme 4.3.7, il existe t1 tel que u(t) ¸ K et u(t) ¸ K; pour t 2 [t1 ¡ ¿; t1].

Soient u1(t) et u1(t) deux solutions de (4.38) satisfaisant les conditions initiales

u1(s) = (1 ¡ ")¡1 (u(t1+ s) ¡K) et u1(s) = (1 ¡ ")¡1 (u(t1+ s) ¡K);

pour s 2 [¡¿; 0]. Alors,

u(t1 + t) = (1 ¡ ")u1(t) + "v(t) et u(t1 + t) = (1 ¡ ")u1(t) + "v(t);
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pour tout t ¸ 0. Nous dé…nissons par récurrence les suites de nombres t1; t2; ::: et de fonctions

u1;u1;u2;u2; ::: telles que

un¡1(tn + t) = (1 ¡ ")un(t) + "v(t) et un¡1(tn + t) = (1 ¡ ")un(t) + "v(t);

pour tout t ¸ 0 et n entier positif. Ceci implique que

u(t1 + tn+ t) ¡ u(t1+ tn + t) = (1 ¡ ")n (un(t) ¡ un(t)) :

Puisque les fonctions un(t) et un(t) sont des densités, nous obtenons la formule donnée par

(4.60). ¤
Nous montrons maintenant qu’il existe une solution stationnaire de (4.38). De ce résultat

et d’après le lemme 4.3.8, Le théorème 5.1.4 suit immédiatement.

Une densité f 2 D est une solution stationnaire de (4.38) si elle satisfait l’équation

xf0(x) +2f(x) =

Z 1

0
f(s)q(s;x) ds: (4.61)

Cette équation peut être réécrite comme l’équation intégrale

x2f(x) =

Z 1

0

f(s)

·Z x

0

zq(s;z)dz

¸
ds:

Par conséquent, f est une solution stationnaire de (4.38) si et seulement si f est un point

…xe de l’opérateur

Qf(x) =
1

x2

Z 1

0
f(s)

·Z x

0
zq(s;z)dz

¸
ds: (4.62)

Il est aisé de montrer que Q : L1(0; 1) ! L1(0;1) est un opérateur de Markov.

En e¤et, Q est un opérateur linéaire sur L1(0; 1), si f ¸ 0 alors Qf ¸ 0 et
Z 1

0
Qf(m)dm =

Z 1

0

f(m)dm.

Nous montrons que l’opérateur Q possède un point …xe dans l’ensemble des densités.

Dans la preuve nous utiliserons le théorème de Soca÷a [112].
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Theorem 18 (Théorème de Soca÷a, [112]) Un opérateur de Markov Q possède un point …xe

dans l’ensemble des densités s’il existe une densité f , un ensemble A de mesure …nie et un

nombre ± > 0 tels que pour tout sous-ensemble mesurable E de A de mesure inférieure à ±

nous avons

lim sup
n!1

Z

E[(XnA)

Qnf dx < 1: (4.63)

Lemma 19 L’opérateur Q possède un point …xe dans l’ensemble des densités.

Preuve. D’après (4.48), il existe r > 0, K < 1 + r et B > 0 tels que

Z 1

0
x¡rq(s;x)dx · Ks¡r + B: (4.64)

Soit f une densité telle que
R1
0 x¡rf(x)dx < 1. Alors, d’après (4.64) il suit que

R1
0 x¡rQf(x)dx =

Z 1

0
f(x)

½Z 1

0

·
x¡r¡2

Z x

0
zq(s; z)dz

¸
ds

¾
dx;

=

Z 1

0
f(x)

½Z 1

0

1

r +1
z¡rq(s;z)dz

¾
dx;

·
Z 1

0
f(x)

½
K

r +1
x¡r + B

¾
dx · L

Z 1

0
x¡rf(x)dx + B;

où L = K=(r + 1) et L < 1. Par récurrence, nous obtenons

Z 1

0
x¡rQnf(x)dx · Ln

Z 1

0
x¡rf(x)dx+

B

1 ¡ L
:

Par conséquent,

limsup
n!1

Z 1

0
x¡rQnf(x)dx · B

1 ¡ L
: (4.65)

Soit " 2 (0; 1) tel que
B

1 ¡L
"r · 1

4
. Alors, d’après (4.65) il suit que

lim sup
n!1

Z "

0

Qnf(x)dx · 1

4
: (4.66)

De plus, puisque q(r; x) = 0 pour x ¸ y¡1(·2); nous avons

Qf(x) =
1

x2

Z 1

0
f(s)

ÃZ y¡1(·2)

0
zq(s; z)dz

!
ds · 1

x2
y¡1(·2): (4.67)
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Puisque la fonction g(x) =
1

x2
est intégrable sur l’intervalle [1;+1), il existe M > 1 tel que

lim sup
n!1

Z 1

M
Qnf(x)dx · 1

4
: (4.68)

D’après la dé…nition de l’opérateur Q, il suit que

Qnf(x) · M

"2
; pour x 2 [";M ]: (4.69)

Maintenant, en posant A = (0; M) et ± =
"2

3M
; nous obtenons (4.63) et ceci complète la

preuve. ¤
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Chapitre 5

Outils mathématiques : théorie des

semi-groupes et des opérateurs de

Markov

5.1 Rappel sur les semi-groupes d’opérateurs linéaires

La plupart des résultats exposés dans ce paragraphe se trouvent dans [1], [5], [39], [87] et

dans [91].

Dé…nition 20 [91](Semi-groupe fortement continu) Soit X un espace de Banach. Un semi-

groupe d’opérateurs linéaires fortement continus sur X est une famille d’opérateurs (T(t))t¸0 linéaires

bornés sur X véri…ant les trois propriétés suivantes

(i) T (0)x = x; pour tout x 2 X;

(ii) T (t + s)x = T(t)T(s)x; pour tout t; s ¸ 0,x 2 X;

(iii) Pour tout x 2 X …xé, t 7! T(t)x est continue pour t ¸ 0.

Exemple 5.1.1 Soit X = C ([0;1]) ou bien X = C0 ([0; 1]) = f' 2 C [0; 1] : '(0) = 0g
avec la norme du supremum. Soit ¹ > 0, alors la famille (T (t))t¸0 dé…nie par

((T (t)')x = e(¹¡1)t'(xe¡t), ' 2 X, et x 2 [0; 1] , t ¸ 0;
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est un semi-groupe fortement continu d’opérateurs linéaires bornés dans X.

Exemple 5.1.2 Soient 0 < x0 < 1 et X = Cx0;1 ([x0;1]) =

½
' 2 C ([x0;1]) : '(x0) =

2

x0
'(1)

¾

avec la norme du supremum. Nous dé…nissons la famille (T(t))t 0̧ dé…nie sur X par

((T (t)')x = e¡t
µ

2

x0

¶k
'(

xe¡t

xk0
),

pour x 2 [x0;1], t 2
"
ln

µ
x

xk0

¶
; ln

Ã
x

xk+10

!#
, k = 0; 1; :::

fT (t); t ¸ 0g est un semi-groupe fortement continu d’opérateurs linéaires bornés sur X:

Nous faisons correspondre au semi-groupe fortement continu la famille d’opérateur Ah

dé…nie par

Ah' =
T(h)' ¡'

h
, pour h > 0 et pour ' 2 X.

Cette famille nous permet de dé…nir le générateur in…nitésimal d’un semi-groupe.

Dé…nition 21 (Générateur in…nitésimal) Le générateur in…nitésimal d’un semi-groupe T (t);

t ¸ 0 est l’opérateur A dé…ni sur le domaine D(A) =

½
x 2 X: lim

h!0
Ah' existe

¾
par

A' =lim
h!0

Ah' pour ' 2 D(A).

Exemple 5.1.3 Considérons A 2 B(X). A est le générateur in…nitésimal de T(t) = exp(tA) =
1X

n=0

(tA)n

n!
. De plus nous obtenons l’estimation suivante kT (t)k · etkAk quand t ¸ 0:

- Premier exemple.

Soit

X = f' 2 C [0;1] : '(0) = 0g ;

l’espace de Banach dé…ni avec la norme du supremum. Soit 0 < ® < 1; nous dé…nissons

(A') (x) ´ '(®x); ' 2 X; 0 · x · 1:
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A est le générateur in…nitésimal de

(exp(tA)') (x) =
1X

n=0

tn

n!
'(®nx); t ¸ 0:

De plus kAk = 1 et jexp(tA)j · et; t ¸ 0:

-Deuxième exemple.

Soit

X =
n
' 2 C ([0; 1)) : lim

x!1
'(x) = 0

o

l’espace de Banach dé…ni avec la norme du supremum. Soit ® > 0.

(A') (x) ´ '(x +®); ' 2 X; 0 · x < 1:

A est le générateur in…nitésimal de

(exp(tA)') (x) =
1X

n=0

tn

n!
'(x+ n®); t ¸ 0:

De plus kAk = 1 et jexp(tA)j · et; t ¸ 0:

Les résultats suivants sont des propriétés fondamentales du semi-groupe fortement continu

T (t); t ¸ 0; de générateur in…nitésimal A. Les preuves de ses résultats se trouvent entre

autres dans les ouvrages [39], [87], ou [91].

Théorème 5.1.4 ([87], pages 2 et 3). Soient A le générateur in…nitésimal d’un semi-groupe

fortement continu d’opérateurs linéaires T (t), t ¸ 0 dans X et x 2 X, alors nous avons les

propriétés suivantes

a) La fonction t ! T (t)x est di¤érentiable sur R+ si et seulement si x 2 D(A):

b) T(t), est exponentiellement borné, i.e. il existe deux constantes M , ! réelles telles que

kT(t)k · Me!t; pour t ¸ 0.
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L’ensemble des nombres ! admissibles a une borne inférieure !0. Le nombre !0 représente

le taux de croissance exponentielle du semi-groupe, il est donné par la formule suivante

!0 = lim
t!+1

lnkT(t)k
t

=inf
t>0

ln kT(t)k
t

:

c) Pour tout x 2 X , et t ¸ 0;

lim
h!0

1

h

Z t+h

t
T (s)xds = T (t)x:

d) Pour tout x 2 X, et t ¸ 0;

Z t

0
T(s)xds 2 D(A) et A

µZ t

0
T (s)xds

¶
= T(t)x¡ x:

e) Si x 2 D(A); alors Z t

0
T (s)Axds = T (t)x ¡x:

f) Pour tout x 2 D(A) et t ¸ 0; T (t)(x) 2 D(A); donc T (t)(x) est dérivable et l’on a

d

dt
T(t)x = AT (t)x = T (t)Ax:

g) Pour x 2 D(A) et t; s ¸ 0

T(t) (x) ¡ T(s)x =

Z t

s
T(¾)Axd¾ =

Z t

s
AT (¾)xd¾:

h) D(A) est dense dans X et A est un opérateur linéaire fermé qui détermine le semi-groupe

de façon unique.

Remarque 5.1.5 La propriété h) nous permet de dire que le graphe de A est un sous-espace

fermé du produit X £X. Cette propriété peut être utilisée pour munir D(A) d’une structure

d’espace de Banach en considérant sur D(A) la norme, dite norme du graphe, dé…nie par

kxkD(A) = kxkX + kAxkX .
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5.2 Les opérateurs de Markov

Dans cette partie, nous allons développer le concept d’opérateurs de Markov et énoncer

quelques-unes de leurs propriétés.

La théorie des opérateurs de Markov est variée. Le livre de Foguel [42] (1969) contient une

étude exhaustive des propriétés asymptotiques de ces opérateurs.

Dé…nition 22 (Opérateur de Markov) Soit (X; A; ¹) un espace mesuré. Tout opérateur

linéaire P : L1 ! L1 satisfaisant

a) Pf ¸ 0; pour f ¸ 0, f 2 L1 et

b) kPfk = kfk ; pour f ¸ 0, f 2 L1,

est un opérateur de Markov.

Remarque 5.2.1 Dans les conditions a) et b) les symboles f et Pf sont les éléments de L1

représentés par des fonctions qui peuvent di¤érer sur un ensemble de mesure nulle. Ainsi,

pour chacune de ces fonctions, les propriétés f ¸ 0et Pf ¸ 0 sont véri…ées presque partout.

Quand il est clair que nous travaillons dans les espaces L1 (ou Lp), nous laisserons tomber

la notation ”presque partout”.

Proposition 23 (Monotonie, [72]) Si f; g 2 L1 alors Pf(x) ¸ Pg(x) quand f(x) ¸ g(x).

Tout opérateur véri…ant cette propriété est monotone. Montrer la monotonie de P est

triviale puisque (f ¡ g) ¸ 0 implique P (f ¡ g) ¸ 0.

Nous avons rassemblé d’autres inégalités satisfaites par les opérateurs de Markov dans la

proposition suivante.

Proposition 24 ([72], page 38) Si (X; A; ¹) est un espace mesuré et P un opérateur de

Markov, alors pour tout f 2 L1,

i) (Pf(x))+ · Pf+(x) (5.1)

ii) (Pf(x))¡ · Pf¡(x) (5.2)
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iii) jPf(x)j · P jf(x)j et (5.3)

kPf(x)k · kf(x)k (5.4)

Remarque 5.2.2 La dernière inégalité (5.4) est importante, et tout opérateur P qui la

satisfait est appelé opérateur de contraction. Pour illustrer son utilité notons que pour tout

f 2 L1, nous avons

kPnfk =
°°P ¡Pn¡1f¢°° · °°Pn¡1f°° ;

et donc pour tout f1, f2 2 L1, f1 6= f2

kPnf1¡ Pnf2k = kPn (f1 ¡ f2)k ;

· °°Pn¡1 (f1¡ f2)
°° ;

· °°Pn¡1f1 ¡ Pn¡1f2
°° :

(5.5)

L’inégalité ci-dessus établit simplement que durant le processus d’itération de deux fonctions

individuelles, la distance entre elles peut décroître, mais ne peut jamais croître. Ceci nous

ramène à la propriété de stabilité des itérés des opérateurs de Markov.

Dé…nition 25 (Support d’une fonction) Nous dé…nissons le support de la fonction g par

l’ensemble de tous les x tels que g(x) 6= 0, c’est à dire que

suppg = fx : g(x) 6= 0g : (5.6)

Remarque 5.2.3 Cette dé…nition n’est pas une dé…nition ”habituelle ”du support d’une

fonction qui est dé…nie le plus souvent par

suppg = fx : g(x) 6= 0g: (5.7)

Mais, parce que la dé…nition ”habituelle” (5.7) demande des notions topologiques non uti-

lisées ici, nous présentons cette dé…nition ”non usuelle”.

Proposition 26 ([72] page 40) kPfk = kfk si et seulement si Pf+ et Pf¡ ont des supports

disjoints.
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Après avoir développé quelques unes des propriétés les plus importantes concernant les

opérateurs de Markov, nous introduisons maintenant le concept de point …xe de P.

Dé…nition 27 (Point …xe d’un opérateur de Markov) Si P est un opérateur de Markov, et

pour un f 2 L1, Pf = f alors f est appelée un point …xe de P .

D’après la proposition 24 il est aisé de montrer ce qui suit.

Proposition 28 ([72] page 40) Si Pf = f alors Pf+ = f+ et Pf¡ = f¡:
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