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Nombre de rotation et dynamique faiblement
hyperbolique

Cette these s’appuie sur deux branches des systémes dynamiques: la théorie du
nombre de rotation des endomorphismes du cercle de degré un et des applications
de ’anneau déviant la verticale, ainsi que la théorie des systemes non-uniformément
hyperboliques.

Nous nous intéressons tout d’abord & une classe d’applications bimodales du cercle,
dilatantes et affines par morceaux. Chaque application de cette famille possede un
nombre de rotation presque sir : c’est le nombre de rotation de presque tout point du
cercle. Nous étudions sa régularité et montrons que le nombre de rotation presque siir
est irrationnel pour un ensemble de parametres de mesure totale.

Nous considérons ensuite les applications de ’anneau qui dévient la verticale et
plus particulierement les applications bimodales de la famille d’Arnol’d épaissie. Un
role essentiel est joué par les orbites de torsion nulle. Elles permettent de montrer
que ’ensemble des applications qui possédent un nombre de rotation fixé, forme dans
I’espace des parameétres une langue d’Arnol’d bordée par deux surfaces. La frontiere
des langues rationnelles est associée a des bifurcations selle-nceud et homoclines. Nous
obtenons enfin des estimations sur la taille de I’ensemble de rotation et de ’attracteur
de Birkhoff.

L’appendice est consacré aux bifurcations selles-nceud d’ensembles hyperboliques
localement maximaux dont la direction instable est de dimension un. Cette bifur-
cation préserve la décomposition géométrique de 1’espace tangent en espaces stables
et instables. En revanche, ’expansion dans la direction instable dégénere pres d’une
orbite périodique. Nous obtenons alors une bifurcation de codimension un.

Mots clefs : nombre de rotation, ensemble bien ordonné, endomorphisme du cercle,
langue d’Arnol’d, application déviant la verticale, ensemble d’Aubry-Mather, nombre
de torsion, bifurcation homocline, ensemble hyperbolique, bifurcation selle-noeud.
Classification mathématique par sujet (2000): 37C05, 37C40, 37D05, 37C20,
37D30, 37D45, 37E10, 37E40, 37TE45.



Rotation number and weakly hyperbolic dynamics

This thesis deals with two main branches of dynamical systems: the rotation
number theory for degree-one circle endomorphisms and for annulus twist maps, and
the theory of non-uniformly hyperbolic dynamical systems

First we define the almost sure rotation number for some circle endomorphisms.
It is the rotation number for almost every point of the circle. We describe it for a
family of expanding piecewise affine bimodal endomorphisms. We study its regularity
and show that the set of parameters which give an irrational almost sure rotation
number has full Lebesgue measure.

Then we consider annulus twist maps and more precisely bimodal maps from the
fattened Arnol’d family. A key role is played by twist-free orbits. It is shown that
the set of maps that possess a given rotation number formes, in the parameter space,
a tongue bounded by two surfaces. The boundary of rational tongues is associated
with homoclinic and saddle-node bifurcations. We finish with some estimates on the
size of the rotation set and on the Birkhoff attractor.

The appendix is devoted to saddle-node bifurcations of locally maximal hyper-
bolic sets whose unstable direction is one-dimensional. This bifurcation preserves
the geometrical decomposition of the tangent space into stable and unstable spaces.
However the expansion along the unstable direction degenerates near a periodic orbit.
The bifuraction is one-codimensional.

Key words: rotation number, ordered set, circle endomorphism, Arnol’d tongue,
twist map, Aubry-Mather set, twist number, homoclinic bifurcation, saddle-node bi-
furcation, hyperbolic set.
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Introduction

Présentation du sujet

Cette theése s’appuie sur deux branches des systémes dynamiques: la théorie du
nombre de rotation des endomorphismes du cercle et des difféomorphismes de I’anneau
déviant la verticale ainsi que la théorie des systeémes non-uniformément hyperboliques.
Nous en rappelons les principaux développements qui ont motivé notre étude.

1 Théorie du nombre de rotation
1.1 Les endomorphismes du cercle

1l est bien connu que ce domaine des systémes dynamiques a débuté en 1885 avec
Iintroduction par H. Poincaré d’un invariant de conjugaison pour les homéomorphis-
mes du cercle préservant ’orientation :

p : DiffS (T*) — T*

appelé nombre de rotation (voir [P81], chap. XV). Pour f € Diff} (T'), on obtient un

relevé de p(f) & R comme limite de la suite

/N

lim (2) -3
n—-+oo n

ol z € R et ou f est un homéomorphisme de R qui releve f.

Il classifie I’ensemble des comportements possibles des orbites. Dans le cas ou
fe Diffi(']l’l) et a = p(f) ¢ Q A. Denjoy a montré en 1932 dans [De] que si Df
est & variation bornée, f est conjugué a la rotation r, selon un homéomorphisme du
cercle h. La question de la régularité de h est un des premiers problemes de petits
diviseurs, attaqué par V. Arnol’d en 1961 dans [Ar], puis par J. Moser et M. Herman
(voir [He79]). Il a été largement étudié depuis avec notamment les travaux de M.
Herman, J.-C. Yoccoz, Y. Katznelson, D. Ornstein et est relativement bien compris
maintenant (voir les articles introductifs [Bos, Yoc92]). La définition du nombre de ro-
tation a été ensuite généralisée aux endomorphismes du cercle de degré un dans [NPT].
L’invariant de conjugaison est, & translation par Z prés, un intervalle (voir [CGT84]).

Un probléme voisin concerne I’étude des familles génériques a parametres: V. Ar-
nol’d montre dans [Ar] que pour un arc générique de difféomorphismes, le nombre de
rotation est rationnel sur un ensemble contenant un ouvert dense des parametres: ce
sont les fameuses “langues d’Arnol’d”. Il propose comme illustration I’étude de “la
famille d’Arnol’d” :

T~z + asin(2rz) + w
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pour z € T!, en fonction des parameétres w € T! et |a| < % En contrepartie,
en 1977, M. Herman dans [He77] obtient pour de tels arcs un ensemble de mesure
de Lebesgue strictement positive de parametres pour lesquels le difféomorphisme a
un nombre de rotation irrationnel et posséde une conjugaison lisse a la rotation.
Diverses améliorations ont été apportées depuis par J. Graczyk et M. Tsujii [Gr93,
Ts92]. Pour un arc d’homéomorphismes lisses possédant un point critique (lorsque
a= %), ce résultat n’est plus vrai [éw88, GrSW]. Il restait & comprendre le cas des
endomorphismes du cercle : P. Boyland dans [Boy] a décrit le diagramme de bifurcation
de l'intervalle de rotation dans ’espace des parametres; G. Swiatek I'a complété en
montrant que pour presque tout parametre, les bornes de ’intervalle de rotation sont

rationnelles [Sw89)].

1.2 Les applications de ’anneau

Si I’étude des endomorphismes du cercle est intéressante, c’est qu’elle fait le lien
avec les applications de I’anneau o, la encore, le nombre de rotation se révele im-
portant: on définit F, € Diff°(T! x R) a partir de f € DiffS (T") et d’un relevé f en
posant

Fy(z,y) = (f(z) +y, b(f(z) -z +y)).

Pour une application générale F € Diff®(T* x [0, 1]) isotope & 'identité, on peut
encore définir ensemble de rotation
. . p(F(3) _
{peRIZeRx[0,1], nllgloo - =p},
ot F est un relevé de F' & R? et p; la premiére projection R2 — R. II n’est toutefois
pas évident de savoir si I’on peut faire correspondre & chaque nombre rationnel % de
cet ensemble une orbite périodique O(z) avec la propriété

ProFi(z)=Z+p. (1)

C’était en quelque sorte 'objet du théoréme géométrique de Poincaré-Birkhoff, énoncé
par H. Poincaré dans [P12] en 1912 puis démontré par G.D. Birkhoff en 1913 dans
[Bil3] et [Bi25] :

Théoréme (Birkhoff): Soit F un homéomorphisme de l’anneau borné T* x [0,1],
isotope o lidentité et qui préserve les aires. On suppose qu’il existe un relevé vérifiant
pour tout T € R,

p1o F(#,0) <% < pr o F(&,1).

Alors, F' posséde au moins deux points fizes distincts.

L’étude de ce probléme est considérablement facilitée par I’adjonction d’une hy-
potheése supplémentaire sur F': la déviation de la verticale. (Une application F' €
Diff (T! x R) dévie la verticale si pour tout z € R, y — P o F(z,y) et y —
P o ﬁ’*l(z,y) sont des difféomorphismes de R dans lui-méme.) G.D. Birkhoff a
découvert (voir [Bi20] chap. IIT) cette propriété en cherchant & trouver une forme
normale pour les difféomorphismes C* préservant les aires au voisinage d’un point
fixe elliptique. Il s’est intéressé de pres aux difféomorphismes qui dévient la verti-
cale sur un anneau fermé T' x [0,1] et qui préservent les aires (voir [Bi20] chap. ITI
et [Bi32b]). Dans [Bi26], il montre que ces applications interviennent également dans
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I’étude du billard convexe: il obtient I’existence de deux orbites périodiques satisfai-
sant (1) pour tout rationnel compris entre les nombres de rotation de F sur les bords
de T x [0, 1]. Ce résultat est important pour deux raisons: ces orbites ont la propriété
fondamentale d’étre bien ordonnées (définie au paragraphe suivant). D’autre part, la
démonstration utilise une méthode variationnelle de minimisation qui sera généralisée
plus tard.

Pour aller plus loin, il faut s’intéresser & un probleme un peu différent, qui s’est
développé entre temps et qui traite & nouveau de petits diviseurs: la théorie de
Kolmogorov-Arnol’d-Moser, étudiée a partir de 1963 par V. Arnol’d, J. Moser, H.
Riissmann, J. Poschel, M. Herman. Si F' proche d’une application linéaire préserve
les aires, il existe un ensemble de Cantor de courbes invariantes sur lesquelles F' est
conjuguée & une rotation irrationnelle (voir [Bos, He83, He86]). D’apres un résultat
de G.D. Birkhoff (voir [Fat83]), ces courbes sont en fait des graphes lipschitziens au
dessus de la base T'. En général, il existe des régions invariantes ouvertes annulaires
qui ne contiennent aucune courbe invariante: ce sont les zones d’instabilité. S’il n’y
a pas de graphe invariant de nombre de rotation p donné, il subsiste cependant tou-
jours un ensemble qui est une forme dégénérée de ces courbes invariantes: il existe
un compact de ’anneau qui est un graphe au-dessus d’un ensemble fermé de T! sur
lequel les orbites s’ordonnent comme celles d’une rotation d’angle p. C’est ce qu’ont
démontré indépendamment J. Mather [M82] en 1982 et S. Aubry [AL] en 1983 par des
méthodes variationnelles (la démonstration de [M86] fait le lien avec la démonstration
de G.D. Birkhoff dans le cas du billard). Un tel ensemble est dit bien ordonné. On
peut toujours supposer que la dynamique y est minimale. Lorsque p est rationnel, on
retrouve les deux orbites bien ordonnées du théoreme de Birkhoff. Pour p irration-
nel, on appelle alors ces compacts des ensembles d’Aubry-Mather. A. Katok et R.
Douady (voir [K] et [Do]) montrent par ailleurs que les ensembles d’Aubry-Mather
sont des graphes lipschitziens qui s’obtiennent comme valeurs d’adhérence d’orbites
périodiques bien ordonnées. (Voir [Ch] pour une exposition détaillée de ce sujet.)

1.3 Les attracteurs de Birkhoff

Si I’on suppose cette fois que F' est dissipative (le jacobien est uniformément ma-
joré par une constante strictement plus petite que 1), G.D. Birkhoff dans [Bi32a]
retrouve des propriétés analogues & celles des zones d’instabilité. La dynamique est
concentrée sur un compact connexe de mesure nulle qui sépare anneau (I’attracteur
de Birkhoff). Comme motivation, on observe que la théorie des endomorphismes du
cercle se retrouve en faisant tendre le jacobien de F' vers 0. D’autre part, ces applica-
tions apparaissent naturellement lors de I’étude d’équations différentielles ordinaires
venant de la mécanique: par exemple, la dynamique du pendule amorti entretenu se
ramene en prenant des sections de Poincaré & des compositions de difféomorphismes
de l'anneau dissipatifs et déviant la verticale (voir [L90] chap.1).

Dans les années 1980, P. Le Calvez a poursuivi ces travaux [L87]. Pour tout réel
p dans Pensemble de rotation (qui est un compact de R), F' posseéde un ensemble
d’Aubry-Mather (voir [L90] et [L91] pour un panorama de cette théorie). Cette fois,
les premiéres démonstrations sont de nature topologique [Ha, L86] mais 14 encore une
théorie variationnelle est développée par S. Angenent et C. Golé [An90, Gol, L99].
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2 Mesures physiques et dynamique non-uniformément hyper-
bolique

L’autre ingrédient principal de ce travail est sans doute plus difficile & résumer
puisqu’il est lui-méme issu de deux sujets plus anciens : la théorie ergodique et ’étude
des systémes dynamiques différentiables. Nous renvoyons par exemple & [V].

2.1 Généricité et mesures physiques

Considérons une application continue f : M +— M définie sur une variété M.
Les différentes mesures de probabilité invariantes et ergodiques associées isolent les
briques élémentaires de la dynamique. Le bassin de u est ’ensemble des points z € M
tels que

1 n—1
i 5 2 O =t
ol d, désigne la mesure de Dirac en y € M. Si p est une mesure ergodique, le théoreme
ergodique de Birkhoff montre que le bassin d’une mesure u est un ensemble de mesure
totale pour p.

Un roéle plus important est joué par les mesures “observables” (ou physiques) du
point de vue de la mesure naturelle sur ’espace: la mesure de Lebesgue. Autrement
dit, ce sont les mesures dont le bassin est de mesure de Lebesgue non-nulle. On
espére alors qu’un systéme générique soit “physiquement observable” : il n’existe qu’un
nombre fini de mesures physiques et presque tout point de M est dans le bassin de
I’'une de ces mesures. Un tel point est alors dit générique.

2.2 Hyperbolicité non-uniforme

Dans le but de généraliser les systemes uniformément hyperboliques, on adjoint
souvent deux hypotheéses supplémentaires: aucun exposant de la mesure n’est nul et
les mesures conditionnelles le long des feuilles instables sont absolument continues par
rapport & la mesure de Lebesgue le long de ces feuilles (voir [Led2]). La mesure est
alors qualifiée de mesure de Sinai-Ruelle-Bowen ou encore mesure S.R.B.. On gagne
de précieuses propriétés puisque la théorie de Pesin s’applique alors.

2.3 Exemples

Un cas d’école ol un tel programme a été réalisé est celui des applications dila-
tantes par morceaux en dimension 1, grace aux travaux de A. Lasota, T.-Y. Li et J.
Yorke (voir [LaY, LiY]).

Le passage aux applications lisses et non-uniformément hyperboliques a été abordé
au début des années 1980. Tout d’abord, M. Jakobson a montré ([J]) au sein de la
famille quadratique réelle

P:z—az?+c

I’existence d’un ensemble de parametres de mesure de Lebesgue strictement positive
pour lesquels P. admet une mesure absolument continue par rapport a la mesure de
Lebesgue, invariante et ergodique et qui posséde un exposant de Lyapounov stricte-
ment positif. Ce travail a été repris sous un angle d’approche différent par M. Bene-
dicks et L. Carleson (voir [BC1]) et adapté aux applications rationnelles de la sphére
de Riemann par M. Rees (voir [Re]). Plusieurs généralisations aux applications mul-
timodales ont été apportées depuis (voir par exemple [Ts93]).
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De nouvelles difficultés apparaissent lorsque l'on veut étendre cette étude aux
difféomorphismes de dimension 2 puisque les points critiques ne sont pas définis a
priori. M. Benedicks et L. Carleson ont considéré les applications de Hénon du plan
dans lui-méme:

Hb,c : (xay) = (IL'2 +c— by,a:)

Ils obtiennent une premiére description de l'attracteur ([BC1]) pour un ensemble de
parametres de mesure de Lebesgue strictement positive. Notons que les parametres
concernés sont dans une région ou le jacobien b est trés petit. Le méme résultat
a été obtenu pour des applications C3-proches par L. Mora et M. Viana ([MV]).
L’existence et 'unicité de la mesure S.R.B. est démontrée par M. Benedicks et L.-
S. Young dans [BY]. Ce n’est qu’ensuite que le probléeme du bassin a été résolu, par
M. Benedicks et M. Viana dans [BV]: presque tout point du plan est dans le bassin
de la mesure S.R.B. L’approche initiale en dimension 1 de M. Jakobson permet de
retrouver ces résultats (voir la démonstration de M. Jakobson et S. Newhouse, [JN])
et de décrire d’autres systémes (voir I’étude des bifurcations homoclines par J. Palis
et J.-C. Yoccoz, [PY]). Le cadre a été généralisé aux applications multimodales de
l'anneau par Q. Wang et L.-S. Young dans [WY].

3 Position du probleme

L’objectif que nous nous fixons est I’étude du nombre de rotation de certaines
familles explicites.

Méme si depuis [Boy, SWSQ], I’ensemble de rotation des endomorphismes du cercle
est parfaitement compris, ce n’est pas le cas des applications de ’anneau déviant
la verticale. Des résultats génériques existent ([L87]) mais on peut espérer une plus
grande précision dés que 'on étudie une famille spécifique. En particulier, on aimerait
savoir pour quels parameétres un réel particulier appartient a ’ensemble de rotation
et sous quel mécanisme il apparait. En d’autres termes nous souhaitons décrire les
langues d’Arnol’d.

D’autre part, I’ensemble de rotation ne donne pas toute 'information sur le com-
portement dynamique en rotation. Plus précisément, nous voulons comprendre pour
le relevé f d’une application f du cercle et pour un point Z générique si la quantité

-z

n

2)

converge et décrire la limite. Si I'on suppose par exemple que presque tout point du
cercle est attiré par une méme orbite périodique attractive, la quantité (2) converge
pour presque tout point Z vers le nombre de rotation de ’orbite périodique. En ce
sens, ’ensemble de rotation, qui en général est d’intérieur non vide peut contenir un
nombre de rotation privilégié.

Considérons maintenant une famille d’endomorphismes du cercle (f,,) et supposons
qu’elle vérifie la propriété suivante :

Pour un sous-ensemble de paramétres ) de mesure de Lebesgue
strictement positive, les applications f, avec w € Q possédent une

(P) mesure p, ergodique invariante absolument continue par rapport
d la mesure de Lebesgue, supportée par le cercle T' entier et dont
Dexposants de Lyapounov est strictement positif.
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La mesure p,, est alors une mesure physique et pour presque tout point z € Tl, (2)
converge vers le nombre de rotation

pu = /]r (o= 1) dp

de p,. Le nombre de rotation p, est le nombre de rotation physique, ou encore le
nombre de rotation presque siir de Papplication f,,. Nous sommes intéressés
par l'application w — p, et nous désirons mener dans ce nouveau cadre une étude
analogue aux travaux de M. Herman, J. Graczyk, M. Tsujii et G. Swiatek.

Présentation des résultats

Nous étudions dans les deux premieéres parties certaines classes d’endomorphismes
du cercle. Dans la troisieme partie, nous passons aux difféomorphismes de l’anneau.

Premiere partie

Les résultats que nous donnons dans cette partie sont essentiellement des complé-
ments et des précisions sur la théorie des endomorphismes du cercle.

Le chapitre 1 fixe les notations et introduit les applications bimodales du cercle.
Ce sont les applications de la forme

Z I+ apr (%) +w,

oll (1 est une application bimodale du cercle & valeurs réelles et & dérivée schwar-
zienne négative. Cette classe généralise la famille d’Arnol’d et sert de modele pour
les endomorphismes du cercle, de méme que les applications unimodales servaient de
modele pour les applications de l’intervalle.

Dans le chapitre 2, nous discutons 'unicité des orbites bien ordonnées pour ces
endomorphismes. En particulier, pour tout rationnel 2 contenu dans I’ensemble de
rotation, il existe une unique orbite bien ordonnée périodique de nombre de rotation
% avec un multiplicateur supérieur ou égal & 1: nous I’appelons orbite positive de
nombre 2. Nous décrivons également le cas irrationnel. Comme corollaire de théorémes
d’A. Fathi et J. Graczyk, nous montrons que ’ensemble des orbites bien ordonnées
forme un compact ayant une dimension de Hausdorff inférieure & %

Deuxiéme partie

Nous introduisons le nombre de rotation presque siir au chapitre 3. Nous montrons
grace aux techniques d’hyperbolicité non-uniforme qu’il s’applique aux familles lisses
d’endomorphismes: ainsi, la famille d’Arnol’d satisfait la propriété (P). Pour simplifier
notre approche, nous nous restreignons dans le reste de cette partie & une famille
dilatante affine par morceaux:

A% + w, lorsque % € [0, ’\2—4&1[,

—\i +w, lorsque & € [=3{, 0],

f)\,w (&) = {

ot w € R et A > 3. Pour tout parametre, fy, possede une unique mesure gy,
absolument continue et ergodique dont le support est le cercle T' entier. Cette famille
satisfait donc elle-aussi la propriété (P).
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Le chapitre 4 montre la continuité de la mesure gy, :

Théoréme:

i. La densité de la mesure py ,, varie continument avec les paramétres dans chaque
espace LP, 1 < p < oo.

it. Pour tout A > 3, Uapplication qui ¢ w associe la densité de py, dans LP,
1 <p< oo aun module de continuité en w|log(w)|.

La continuité de la mesure dans I’espace L! avait déja été montrée par R. Galeeva,
dans [Ga].

Nous en déduisons des propriétés similaires pour la fonction nombre de rota-
tion presque siir p. En particulier, pour tout A\ > 3, application w + p(fy,) est
holdérienne pour tout exposant 0 < a < 1. Ceci implique que l’ensemble des pa-
rametres w pour lesquels p(fy ) est irrationnel a une dimension de Hausdorff égale &
1. Nous montrons enfin que ces applications en général ne sont pas lipschitziennnes.

Au chapitre 5, nous obtenons par des méthodes différentes :

Théoréme: I existe A\g > 3 telle que:

i. Pour un ensemble de paramétres X > Ao de mesure de Lebesgue totale, lappli-
cation w — p(fa ) n'est pas absolument continue.

it. L’ensemble des parameétres (A, w) €]Ag, +00[xR pour lesquels p(fx,w) est irra-
tionnel est de mesure de Lebesgue totale.

Le cceur de la démonstration se trouve au chapitre 6: nous menons une étude
statistique des orbites critiques qui s’inspire des techniques de la preuve du théoréme
de Jakobson.

Troisiéme partie

Le chapitre 7 est consacré a des rappels sur les applications de I’anneau qui dévient
la verticale.

Nous reprenons au chapitre 8 la notion d’orbite de torsion nulle introduite par
J. Mather. C’est une propriété clef pour les chapitres suivants. A la différence des
approches précédentes [M84b, An88], nous étudions sous ’angle topologique les en-
sembles bien ordonnés de torsion nulle. Nous montrons qu’ils possedent toutes les
bonnes propriétés des ensembles bien ordonnés. En particulier, nous adaptons 1’idée
d’un théoreme de G. Hall pour obtenir pour toute application déviant la verticale
et tout rationnel % contenu dans l’ensemble de rotation, ’existence d’une orbite
périodique bien ordonnée de nombre de rotation 2 et de torsion nulle.

Au chapitre 9, nous définissons les applications bimodales de ’anneau :

Fyaw : (&,9) > (& + ap1 (&) + y, blaps (F) + 1),

avec b > 0. Pour ¢;, nous choisissons une application bimodale & dérivée schwar-
zienne négative. Elles généralisent la famille d’Arnol’d épaissie introduite par [BST]
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et interpolent les applications bimodales du cercle et les familles standards conserva-
tives de 'anneau. Le parametre a contrdle le caractére non-linéaire de 'application et
sera généralement choisi assez grand. Nous complétons ce chapitre par I’appendice B
en exploitant la théorie non-uniformément hyperbolique de Q. Wang et L.-S. Young.
Comme corollaire nous montrons que les parametres qu’ils décrivent sont des points
de continuité de ’attracteur de Birkhoff et de I’ensemble de rotation pour la topologie
de Hausdorff.
Nous introduisons les langues d’Arnol’d rationnelles au chapitre 10:

Théoréme: Pour a suffisamment grand et 0 < b < 1, pour tout rationnel p,
lensemble des paramétres w pour lesquels Fy o ., posséde le nombre de rotation p est
un intervalle d’intérieur non vide [w; ,wf].

Nous montrons qu’il existe alors une et une seule orbite bien ordonnée périodique
de nombre de rotation p, de torsion nulle, avec une valeur propre réelle supérieure
ou égale a 1: c’est 'orbite positive de nombre p. Sur Pintérieur de la langue, elle est
hyperbolique, de type selle. Les bords de la langue sont des surfaces lisses qui corres-
pondent & la bifurcation de ’orbite positive. Nous donnons également des estimées
sur w, et wj ainsi que sur ’ensemble de rotation ’R(ﬁ’b,a,w) :

amin(e1) +w+3 amax(p1) +w—3
1-b ’ 1-b ]

amin(p1) +w —1 amax(p1) +w+1
1-b ’ 1-b

R(Fin) |

Nous étendons au chapitre 11 le théoreéme précédent aux nombres irrationnels.
Nous prouvons également pour p € R des estimées lipschitziennes sur les surfaces
(b,a) — w;—L(b, a), . En particulier, pour p, p’ € R, les surfaces w et w, dans I'espace
des parametres sont transverses.

Dans le dernier chapitre, nous cherchons & caractériser les parametres pour lesquels
un nombre rationnel est dans la frontiére de ’ensemble de rotation :

Théoréeme: Pour a suffisamment grand et 0 < b < 1, pour tout rationnel p = %,

il existe des réels wy < &7 < ©F < wh vérifiant les propriétés suivantes :
q q q q

i. Il existe 1 > 0, tel que pour tout w dans [wy, 7] (resp. [OF,wH]),
q q q q
R(Fraw) N[E, 2+ 0] = {2} (resp. R(Fyaw) N[E —n, 2] = {}).
ii. Pour tout w dans |0y ,wi — 6] (resp. [wy + 6,07]), il existe n > 0 tel que
q q q q

[2,2 4] € R(Fya) (resp. [2 =1, 2] € R(Fra))-

Les parametres djj et w, correspondent & des bifurcations homoclines de 'orbite
positive de nombre p. L’étude de ces bifurcations requiert deux outils principaux:
d’une part, la propriété de torsion nulle implique que les variétés invariantes de I’orbite
positive sont localement des graphes au-dessus de la premieére coordonnée. D’autre
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part, nous utilisons ’hypothése que ¢; a une dérivée schwarzienne négative pour
montrer une grande rigidité de la géométrie des variétés invariantes.

Pour finir, nous décrivons partiellement comment les différentes langues s’accu-
mulent entre elles et nous donnons une estimée sur la largeur de l'attracteur de Bir-
khoff. Nous insistons sur le fait que tous les résultats que nous donnons & partir du
chapitre 10 sont vérifiés par tous les parametres 0 < b < 1 et non uniquement par les
parametres b petits.

Appendice

En appendice nous traitons d’un probleme de nature assez différente mais qui
n’est pas sans lien avec les applications de 'anneau (voir la section 9.4.4). Nous ten-
tons de décrire une bifurcation possible pour les ensembles hyperboliques localement
maximaux K dont la direction instable est de dimension 1.

Rappelons que les ensembles hyperboliques sont robustes aux perturbations: ils
persistent sur un ensemble ouvert des parametres. Nous cherchons & décrire une partie
de la frontiere de cet ouvert et définissons la bifurcation selle-nceud de ces ensembles.
Lors de cette bifurcation, 1a décomposition géométrique en espaces stables et instables
de I’'espace tangent est préservée et la dynamique reste partiellement hyperbolique. En
revanche, ’expansion dans la direction instable dégénere prés d’une orbite périodique
de ’ensemble.

Dans 'espace des parametres, I’ensemble K peut étre suivi contintiment sur un
demi-espace fermé bordé par une variété de codimension 1, O°. Le long de 0°, la
bifurcation persiste. D’un c6té de O°, K est hyperbolique; de I'autre, K a disparu
partiellement. En d’autres termes, la bifurcation est de codimension 1.

Orsay, aott 2001.

Excepté le chapitre 1, les différentes parties et ’appendice sont indépendants les
uns des autres.
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Chapitre 1

Notations, rappels sur les
endomorphismes du cercle

Apres avoir introduit les notations que nous utiliserons tout au long de ce texte,
ainsi que les principaux espaces d’applications du cercle et de 'anneau, nous rap-
pelons la théorie classique du nombre de rotation pour les homéomorphismes et les
endomorphismes du cercle.

Nous citons les principaux résultats concernant la dépendance du nombre de ro-
tation dans le cas des difféomorphismes et introduisons les langues d’Arnol’d. Nous
exposons la théorie due a P. Boyland dans le cas des endomorphismes. Nous terminons
en définissant les applications bimodales du cercle qui seront les endomorphismes que
nous étudierons ensuite.

1.1 Notations

1.1.1  Sauf si nous le mentionnons explicitement, les rationnels seront notés sous
leur forme irréductible £ avec p € Z et g € N'\ {0}. Pour tout réel z, [z] désigne sa
partie entiere: [z] < z < [z] + 1.

X \ Y représente la différence des ensembles X et Y. Si Y est une partie d'un
espace topologique X, on écrira respectivement Adh(Y), Int(Y") et Fr(Y) pour son
adhérence, son intérieur et sa frontiere.

On rappelle que sur un espace métrique (X, d), ’'ensemble des parties compactes
non vides posséde une distance naturelle: la distance de Hausdorff. Si (X, d) est com-
pact, on obtient un espace compact. On note B(z,r) la boule ouverte de centre z et
de rayon r.

Pour toute variété riemannienne M, nous noterons TM, UM, T, M, U, M les
fibrés tangent et tangent unitaire, ainsi que les espaces tangent et tangent unitaire en
un point 2z € M. Si v est un vecteur non nul de TM, il nous arrivera de noter de la
méme maniere sa projection sur UM. Si F' est une application dérivable k € N fois
en un point z, nous noterons D*F(z) sa dérivée d’ordre k.

Lorsque M est une surface orientée, ’angle entre deux vecteurs non nuls v et w
sera paramétré par le cercle orienté R/Z et sera noté Angle(v, w). Parfois, les angles
seront abusivement comptés dans R.

Les mesures que nous considérerons dans ce travail seront toutes & support sur
des variétés. Elles seront toutes boréliennes pour la topologie usuelle. Sur R" (resp.
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sur le tore T™), nous noterons la mesure de Lebesgue m = dz.

Si f: U — R est une application C® définie sur un ouvert U de R, et si Df ne
s’annule pas en x € U, la dérivée schwarzienne de f en x est:

_D¥(@) 3 (Dﬁ(x))“’_

S/ = ~2\Dfl)

Dia) 3 (1.1)

1.1.2 Le cercle, ’anneau

On considere le cercle T' = R/Z, 'anneau ouvert (ou cylindre) A = T' x R
et enfin le plan A = R? munis de leur structure riemannienne et de leur orientation
usuelles. On appelle 7y et 71 les revétements universels

m: R T, 3 24+72;  m:A— A (3,9) - (&,y)+7Z x {0}

Pour z € T! (resp. z € A), on notera en général Z un de ses relevés par mo (resp. 7).
Si X est une partie de T* (resp. A), on notera aussi X = 75 (X) (resp. X = ;' (X)).
On consideére enfin les projections canoniques

pllA—)Tl, (Ilf,y)'—)x, ﬁl:A_)]Ra (J‘an)'—)a;?
P AR (zy) =y, AR (Fy) -y

On définit pour tout point z = (z,y) de A (resp. 2 = (&,y) de A) les ensembles

D(z) ={z} xR (resp. D(2) = {#} x R),
D;(z) = {z}x] —o0,y] (resp. Di(%) = {Z}x] — 00,y]),
Dy(z) = {z} x [y, +oo[ (resp. Ds(2) = {Z} x [y, +00[).

Parfois, nous compactifierons ’anneau en rajoutant deux points N et S. Une
base de voisinages pour N (resp. S) sera (T" x]y, +00[)yer (resp. (T* x] — 00, y[)yer)-
L’espace A = A U {N, S} est alors homéomorphe a la sphére

S*={(z,y,2) e R, 2> +y* + 2° = 1}.

Convention : ’ordre sur le cercle.

Nous ferons quelques abus de notation :

e Si z,y sont deux points du cercle, il existe toujours des relevés Z et § tels que
Z < § < &+ 1. On notera [z,y] Vintervalle du cercle mq([Z,§]) qui ne dépend
pas du choix des relevés.

e Si deux points du cercle z,y possedent des relevés Z, § & R contenus dans un
méme intervalle [éy, &, |0, Gy], [€, o+ 1], ou |é,, ¢ +1], on notera z < y lorsque
Z < g. La encore, cette relation ne dépend pas du choix des relevés.

Si I est un intervalle du cercle ou de R, nous noterons |I| pour sa longueur.
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1.1.3 Les espaces d’applications

Nous noterons pour k € [0, 00] U {w}, Diff*(T') (resp. Diff*(A)) les difféomorphi-
smes du cercle (resp. de I'anneau) et End*(T!) les applications C* du cercle dans
lui-méme de degré un (que nous appellerons aussi endomorphismes du cercle).
Le groupe Diﬂ"i (T!) sera I’espace des difféomorphismes du cercle préservant ’orien-
tation et Difféc (A) Pespace des difféomorphismes de ’anneau isotopes a 'identité, i.e.
préservant ’orientation et les bouts de A. Ces espaces seront munis de la topologie
de la convergence uniforme sur les compacts.

Par passage au quotient des translations

Ty : R=2R Z—2+w,
Rw:‘&_)Aa (‘;i.)y)'_)(ﬁ-i_w’y)’

d’angle w € R, on obtient comme exemple les rotations r, et R, du cercle et de
I’anneau.

Les applications de R dans R qui sont des relevés d’applications de End* (T!), sont
les applications qui s’écrivent sous la forme

f=Idr +¢omo

oll ¢ est une application C* de T' dans R. Ce sont aussi les applications C* de R dans
lui-méme qui commutent avec 7;. On note leur ensemble E*(T'). Le sous-ensemble
formé des relevés d’applications de Diff¥ (T*) est noté D*(T'). L’adhérence D¥(T?)
de D¥(T') dans E*(T!) est formé des applications croissantes. On note également
Dift* (T?) la partie de End*(T?) correspondante.

Le groupe des difféomorphismes de A qui sont des relevés d’éléments de Diff{,c (A)
sera noté D¥(A). Ce sont les difféomorphismes du plan qui s’écrivent sous la forme

IdA—F‘I) o

ol1 ® est une application C* de A dans A. Ce sont aussi les applications C* de A dans
lui-méme qui commutent avec R;.

1.1.4 Dynamique

Si X est un ensemble muni d’une application T : X — X, et si z € X, nous
noterons O (z), l'orbite positive de z, {T™(x),n € N}. Si T est bijective, nous note-
rons O(z) (resp. O (z)) orbite complete (resp. négative) de z {T™(z),n € Z} (resp.
{T7"(z),n € N}).

Lorsque X = R (resp. X = A) et T € E°(T") (resp. T € D°(A)), nous considére-
rons aussi souvent ’orbite étendue

Ot (3) = U Ot (2+n),
nez
(resp. O(2) = U O(z + (n,0)).
neZ

Si X est un espace métrique et T une application continue, on note w(x) I'ensemble
w-limite de x € X. Si T est un homéomorphisme, on note «(z) son ensemble a-
limite. Soit Y C X. L’ensemble w-limite de Y, w(Y) est ensemble Adh(Uzeyw(z)).
On définit de méme a(Y") lorsque T' est un homéomorphisme.
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1.2 Ensemble de rotation des endomorphismes du
cercle

1.2.1 Nombre de rotation

Nous rappelons tout d’abord la définition du nombre de rotation pour les appli-
cations de DO(T') (voir [He79]): si f € DO(T'), la quantité

fr@) -2

n

converge uniformément en ¥ € R vers un réel qui ne dépend pas de &. On appelle
nombre de rotation de f, on le note p(f) et sa classe mo(p) dans T! est un invariant
de conjugaison de f (premiére définition).

On vérifie les propriétés suivantes pour tous f,g € DO(T!):

1. Pour tout entier n (éventuellement négatif si f est un homéomorphisme),
p(f*) = np(f).

2. Si f <§, p(f) < p(3).

3. p(f) dépend contintiment de f € DO(T?T).

4. Pour toute mesure de probabilité p sur T!, invariante par f,
p(f) = / (f —1d)dp  (seconde définition).
T1

5. p(f) = % si et seulement si, il existe Z € R, tel que

fizd) =z+p. (1.2)

L’ensemble w-limite (resp. a-limite) de toute orbite du cercle par f est la pro-
jection 7g(Z) d’une orbite de f vérifiant (1.2).

6. Pour tout z € R, et pour tout n,n' €N, m € 7Z,
(n—n)p(f) +m < 0= f"(Z)+m < f* () (troisitme définition).
Plus généralement, pour f € E°(T"), on définit

Définition 1.2.1 1. Soit % € Q et z € R. L'orbite de z est dite de type (p,q) si

f1(2) =2+p.

2. Soit p € R et z € R L'orbite de z est dite bien ordonnée de nombre de
rotation p st

Vn,n' e NVm € Z (n—n)p+m <0 f*(3) +m < f* (2).
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3. Soit E C T un ensemble f-invariant. Il est dit bien ordonné si

[1]:

V&, €E, & <§= f(&) < [ (1.3)
Un ensemble non vide invariant pour f est bien ordonné si c’est le relevé a R
d’un ensemble bien ordonné de f.

On vérifie que I’ensemble des points d’une orbite bien ordonnée est un ensemble bien
ordonné.

D’autre part, une application f € DO(T!) a pour nombre de rotation p si et
seulement §’il existe une orbite bien ordonnée de nombre de rotation p (quatriéme
définition).

1.2.2 Ensembles bien ordonnés

Revenons au cas général d’une application feE® (T1). Si = est un ensemble bien
ordonné, on peut construire (par interpolation linéaire) une application § € DO(T)
et qui coincide avec f sur E. Le nombre de rotation de § ne dépend pas du choix de g

et est appelé nombre de rotation de =. Nous noterons X(f) (resp. X(f)) 'ensemble
des parties bien ordonnées fermées non vides de f (resp. f).

Proposition 1.2.1 (Katok et al.) i. SiZ a une orbite bien ordonnée de nombre
de rotation p, son orbite est un ensemble bien ordonné de nombre de rotation p.

i. Si 2 est un ensemble bien ordonné, Adh(Z) est également bien ordonné.

#i. Si 2 est un ensemble fermé et bien ordonné de nombre de rotation p, il contient
une orbite bien ordonnée de nombre de rotation p.

w. X(f) est fermé pour la topologie de Hausdorff. L’application p: X(f) — R, est
continue.

v. Soit (fn) une suite de E°(T") convergeant vers f € EY(T"). Soit pour tout n,
un ensemble bien ordonné fermé =, de f,, de nombre de rotation p,. Si la suite
(En) converge vers E pour la topologie de Hausdorff, alors le relevé = appartient

a X(f) et la suite (pn) converge vers le nombre de rotation p de E.
Voir [K, Do, Cr98].
Pour terminer, remarquons qu’un ensemble bien ordonné fermé minimal de nombre
de rotation p est
1. une orbite périodique bien ordonnée si p est irrationnel,

2. le cercle tout entier ou un ensemble de Cantor si p est irrationnel.

Nous verrons sur des exemples que la restriction de f & un ensemble bien ordonné
minimal irrationnel qui est un Cantor n’est pas toujours un homéomorphisme.
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1.2.3 Intervalle de rotation

Fixons maintenant f € E°(T"). Pour chaque # € R, on peut chercher & définir un
nombre de rotation ~
P~ . @ -z
plF, ) = tim =,
La limite n’existe pas toujours. Si I'on prend ’ensemble des valeurs d’adhérence puis
lunion sur #, on trouve un ensemble R(f) appelé ensemble de rotation de f
(premiere définition). 5
Une construction (voir [CGT84]) permet d’associer & f une famille & un parametre
(9¢)tef0,1) d’applications de DO(T!) vérifiant la propriété suivante: pour chaque ¢ €

[0,1], il existe un ensemble bien ordonné Z pour f et §;. On montre ainsi que pour

chaque p € R(f), il existe Z € X(f) de nombre de rotation p. Ceci entraine que
R(f) est fermé. D’autre part, par connexité de l’arc (g;), ensemble R(f) est en
fait un intervalle compact de R, que I'on note [p~(f), pt (f)]. Nous détaillerons cette
construction dans un cas particulier (voir 1.4.1.1).

Pour chaque mesure de probabilité sur T! invariante par f, on peut définir le

nombre de rotation de p par

o) = [ (F=10)dp

Ce qui précede ainsi que le théoreme ergodique de Birkhoff montrent que R(f) est
I’ensemble des nombres de rotation des mesures de probabilité invariantes ergodiques
de f (seconde définition).

R(f) est aussi ’ensemble des nombres de rotation des orbites bien ordonnées
(troisiéme définition).
Pour finir,

Proposition 1.2.2 R(f) varie continiment avec f.

(voir [Cr98]).

1.3 Familles d’homéomorphismes du cercle

1.3.0.1 Nous rappelons les résultats classiques (voir [He79]) :
Soit f € DY(T!) et notons f, =7, o f et p(w) = p(f.,) pour w € R. Alors,

1. p est une fonction continue, croissante et pour tout w, p(w + 1) = p(w) + 1.
2. Si «a est irrationnel, alors p~!(a) est un singleton {wq}.

3. Si f satisfait la propriété (A):
(A) Pour tout % € Q et tout w € R, fg # Tp.

alors pour tout rationnel %, p‘l(g) est un intervalle [w ,w?] d’intérieur non
q q

vide.
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Ainsi lorsque f satisfait (A), p~*(R \ Q) est un ensemble de Cantor (modulo 1).

Remarque 1.3.1 M. Herman montre également ([He79], chapitre ITI) que la condi-
tion (A) est générique: pour 0 < k < w, I’ensemble des applications f € D¥(T*)
satisfaisant (A) est une intersection d’ouverts denses de D*(T!). D’autre part, lorsque

¢ = f—1d est la restriction & R d’une fonction entiére non constante, (A) est satisfaite.

Théoréme 1.3.1 (M. Herman, [He77]) Si f € D*(T?), alors la mesure de Le-
besque de p~1(R\ Q) est strictement positive.
De plus, p est absolument continue.

1.3.0.2 Diverses améliorations et compléments ont été apportés depuis: J. Graczyk
montre ([Gr91]) que p est une fonction holdérienne d’exposant supérieur ou égal &
1. Utilisant le théoréme de linéarisation de M. Herman ([He79], chapitre IX) et J.-
C. Yoccoz ([Yoc84]), M. Tsujii ([Ts92]) démontre qu’en dehors d’un ensemble 2 de
parametres w de mesure de Lebesgue nulle, soit le difféomorphisme f, possede une
orbite périodique, soit il est linéarisable de fagon lisse. J. Graczyk prouve dans [Gr93]
que  a une dimension de Hausdorff nulle.

En revanche lorsque f n’est plus un difféomorphisme, on obtient un résultat opposé
a celui du théoreme 1.3.1:

Théoréme 1.3.2 (G. Swiatek, [Sw88]) Soit f € E3(T') un homéomorphisme
possédant au moins un point critique. Supposons également que les points critiques
soient non-dégénérés (D*f ne s’annule pas). Alors, p (R \ Q) est un ensemble de
mesure de Lebesgue nulle.

Remarque 1.3.2 Dans [GrSW], J. Graczyk et G. Swiatek raffinent ce résultat et
montrent également que p est une fonction hoéldérienne.

1.3.0.3 Exemples:
1. L’exemple initialement choisi par V. Arnol’d dans [Ar] est le suivant :
fow(®) = & + asin(277) + w.
faw est inversible pour 0 < a < 5. C’est un difféomorphisme qui satisfait (A)

1 K
lorsque 0 < a < 5-.

La figure 1.1 représente la fonction p pour la famille d’Arnol’d avec la valeur
particuliere a = 0.15.

Pour tout pg € R, Pensemble des paramétres (a,w) pour lesquels p(f) =
appelé usuellement la langue d’Arnol’d de nombre pg. Pour 0 < a <
remarque ainsi que c’est un domaine bordé par deux graphes:

{(a,w), wy, (a) <w < wi (a)}.

2. On peut construire d’autre exemples sur des produits de Blaschke:

Ainsi la fraction rationnelle définie pour w € R et |a| < 1 par

-1
Z exp(2i7rw)z2a_z—

a—=z
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1 p
0.5
0 |
0 1

F1a. 1.1: Nombre de rotation p de Uapplication & — & + 0.15sin(27%) + w.

w
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préserve le cercle unité dans C. Elle induit, en restriction, un endomorphisme
de degré un, analytique sur le cercle.

Pour [a| < %, c’est un difféomorphisme ; pour |a| = % c’est un homéomorphisme
avec un point critique. Pour % < |a|] < 1, c’est une application non-inversible
(voir la section 1.4.1).

1.4 Les endomorphismes du cercle

1.4.1 Pour étudier le cas des endomorphismes du cercle, nous allons nous res-
treindre aux applications f = Id+¢; de EndO(Tl) possédant deux extrema ¢y <
¢y dans [0,1] de sorte que f est strictement croissante sur [Gp,C,] et strictement
décroissante sur [¢y, Co + 1]. 3

Nous posons a nouveau f, = 7, o f. ~

Comme exemple, on peut considérer la famille d’Arnol’d (f,,») avec a > %

1.4.1.1 La construction de Hall

Nous rappelons briévement une construction due & G. Hall (voir [Boy]) qui a été
généralisée dans [CGT84] et qui permet de montrer les résultats de la section 1.2.3.

Soit f € E°(T") vérifiant les hypotheses de 1.4.1. Nous lui associons une famille

continue d’endomorphismes croissants du cercle (f (t>)t€[o’1] de la fagon suivante : pour

tout t € [0,1], il existe des uniques réels m@ € [€o,Ep) et mé’” € [Go+ 1,8y + 1] tels
que
Foni") = Fmi?) = ¢7(@) + (1 = ) f @ +1).
1l suffit de définir £ sur [m{"”, m{? + 1[. On pose,
f(t) (i‘) — fj(my»)a siTe [Th?),mg) [a
@), size[md,m +1[.
Chagque application f¢) posséde un unique nombre de rotation. De plus p(f*) est

continue et croissante en t. On montre alors R(f) = {p(f®), t € [0,1]} grace au
lemme suivant :

Lemme 1.4.1 (P. Boyland) Pour tout t € [0,1], f{© posséde une orbite bien or-

donnée qui ne rencontre pas mo (]mflm?’ D.

L’application ¢ — p(f{) est croissante. En particulier,
p(FO) = p~(f) et p(FV) = p*(f).
1.4.1.2 Les langues d’Arnol’d
Nous rappelons les résultats de [Boy] :
Théoréme 1.4.2 (P. Boyland) Avec les hypothéses de la section 1.4.1,

1. Pour tout rationnel %, il existe des réels w, < wy tels que lintervalle de rotation
q q

R(f.) contienne % si et seulement si w € [wy,wr].
q q
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De plus, il existe wp < wp < wp (resp. w

wp <
q
(resp. p*(f.) = fl’) si et seulement Siw € [wp,w

#. Pour tout irrationnel o, il existe w; < w} tels que lintervalle de rotation R(f.,)
contienne a si et seulement si w € [wy ,wd].

De plus, (=)~ (a) = {wf} (resp. (p")" (@) = {w3 ).

Lorsque « est irrationnel, on posera pour simplifier @, = w; et oF = w}.
D’autres propriétés completent la description du diagramme de bifurcation. Citons
en particulier :

1. Les langues sont ordonnées: pour p < p' réels, w, < w, et w;f <ot
2. Accumulation des langues: pour tout réel p,

w, =limw,, © =lmuw,. (1.4)

p<p P P p'>p 4

Une propriété similaire existe pour les réels wl et &f.

1.4.1.3 Etude générique de p~ et pt

1l existe une version du théoréme 1.3.2 pour les endomorphismes du cercle:

Théoréme 1.4.3 (G. Swiatek, [Sw89]) Soit f € E*(T") un endomorphisme sa-
tisfaisant les propriétés énoncées en 1.4.1 et en outre,

i. Df sur [0,1[\{0,c} ne s’annule pas;
#i. D2 f ne s’annule pas en & ni en .

Alors, p=(f.) et pt(f.) sont tout deuz rationnels pour un ensemble de paramétres w
de mesure de Lebesgue totale.

(Les hypotheses de [Sw89] sont un peu plus générales.)

1.5 Les applications bimodales du cercle

1.5.1 Définition

Nous définissons les familles d’applications que nous étudierons par la suite. Une
famille d’applications S-bimodales (ou plus simplement bimodales) sera une famille
dans E*(T") de la forme:

fow @ &84 ap:(2) +w.

w € R est un parametre de rotation; le parametre a > 0 est un parametre de
non-linéarité puisque pour a = 0, fo, est la translation par w.
Nous choisissons 1 de la facon suivante:

1. ¢y est une fonction de classe C°, T — R;

2. Vz, Doy (z) 0= Spi(z) <0;
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3. Yz, Dpi(z) = 0 = D*pi(z) # 0;

4. 11 e.xiste CprsCpy € [0,1], €4, <~6zpl~fels que <p1~lest ~strictement croissante (resp.
strictement décroissante) sur [y, , €, | (resp. [€,,Cpy + 1]).

Nous noterons parfois ¢, = ap; et p = ap1 +w lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguité
sur les parametres.

Une application est dite bimodale si elle appartient & une famille d’applications
bimodales et si le parametre a correspondant est non-nul. En topologie C® I’ensemble
des endomorphismes du cercle qui se relevent dans E*(T") en une application bimodale
non-linéaire forme un ouvert non vide de End®(T?).

1.5.1.1 Nous sommes plus particulierement intéressés par les parametres a grands.
En effet, dans ce cas:

1. fa,w posséde deux points critiques non-dégénérés ¢y < ¢, dans [0, 1[ qui vérifient
D?f, () < 0et D?f, ,(¢) > 0. De plus, f,,, est strictement croissante (resp.
strictement décroissante) sur [éy,é] (resp. [&h, o + 1]).

2. V&, Dfe (%) =0= S f,.(F) <0.

L’infimum des parametres a vérifiant (1) et (2) est noté a(y1) > 0. Lorsque a > a(¢1),
on dit que f,,, est suffisamment non-linéaire.

1.5.1.2 Exemple

La famille d’Arnol’d (1 (%) = sin(27%)) est une famille d’applications bimodales.
Les parametres a pour lesquels f, ., est non-inversible (a > %) sont précisément ceux
qui vérifient (1) et (2).

1.5.1.3 Intersection des langues

Dans ’espace des parametres (a,w), Boyland montre que pour tout réel p, la
langue d’Arnol’d associée a p est bordée par des courbes uniformément lipschitziennes
(a,w, (a)) et (a,w] (a)). Il est intéressant de comprendre comment deux langues s’in-
tersectent.

Dans le cas de la famille d’Arnol’d, le travail d’A. Epstein, L. Keen et C. Tresser
([EKT]) y répond partiellement : pour tout intervalle compact I de R, I’ensemble des
parametres pour lesquels R( fa,w) = I est contractile. C’est un ensemble homéomorphe
au carré [0,1]% si Fr(I) C Q. Sinon, c’est une courbe sinon. Pour le voir, ils utilisent
la complexification de fa’w et les théoremes de rigidité de Thurston. Ils n’arrivent
cependant pas & conclure que ces parametres forment un point lorsque Fr(I) C R\ Q.

Nous donnons une preuve tres simple de ce fait pour toute famille bimodale,
pourvu que a soit suffisamment grand (section 2.1).

Citons au passage [Fag], pour 1’étude de la famille d’Arnol’d sur C* et les liens
avec la théorie du nombre de rotation.

1.5.2 Bifurcations homoclines

Nous reformulons un autre résultat de P. Boyland (voir [Boy]). Au vu de l’étude
systématique des orbites bien ordonnées faite au chapitre suivant, nous pourrons en
donner une courte preuve (section 2.3.3).
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Proposition 1.5.1 (P. Boyland) Soit (f, ). une famille d’applications bimodales
du cercle avec a > a(p1). Soit % un rationnel et firons w = @5 . Alors, si l'on suppose
q

Wy < wi, Vorbite de my) par fo. est périodique et bien ordonnée de type (p,q),

coqntenueq dans la partie croissante [co,cp) et posséde un multiplicateur strictement
supérieur 4 1. De plus, pour cette orbite, c est un point homocline : on note xq le
point de Uorbite pour lequel |xq, ch[NOT (mg)) = (. Alors, d’une part f(é{)) = f(mg”) ;
d’autre part, il existe un entier k > 0 et un intervalle |zo, xo + £[ arbitrairement petit,
sur lequel f¥9, est un homéomorphisme dont l'image contient |z, cf].

. Lo N 0
Il y a un énoncé similaire pour &} et m§ ),
q
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Chapitre 2

Orbites bien ordonnées de la
famille d’Arnol’d

Nous étudions de facon systématique les orbites bien ordonnées : tout d’abord, nous
complétons notre connaissance du diagramme de bifurcation décrit en 1.4.1.2 lorsque
le parametre a est suffisamment grand et montrons en particulier la transversalité
entre les courbes w™ et les courbes wt.

Nous énoncons ensuite un théoreme d’existence et d’unicité des orbites périodiques
bien ordonnées. Ceci nous permet de définir les orbites bien ordonnées positives. On
donne une version de ce résultat pour les nombres de rotation irrationnels.

Nous commentons enfin la combinatoire des orbites bien ordonnées. Nous remar-
quons que les orbites bien ordonnées sont en général hyperboliques. Ceci entraine
grace aux travaux de A. Fathi et J. Graczyk que la réunion des orbites bien or-
données est de dimension de Hausdorff inférieure & % Nous terminons par la preuve
de la proposition 1.5.1.

2.1 Préliminaires

Dans ce chapitre (fg,w). est une famille d’applications bimodales du cercle avec
a > a(p1)-

Proposition 2.1.1 i. aming + w < p*(fa,w) <aming; +w+1 et amaxp; +
w=—1<pT(fow) < amaxy; + w.

it. En particulier, si l’on suppose a(max @) —min @) > 2, alors pour tout rationnel
e,
<wp <w

w <w

Qs |
|
Q4
nl’:ﬂ—{—

Démonstration : L’application félz, —Id atteint son maximum, a max g1 +w. De plus,
puisque fé,l(?, est croissante, on a aussi fé,lt?, —Id > amaxp; + w — 1. On en déduit
immédiatement ’encadrement de p+~. On encadre de la méme fagon p—.

Si a(maxy; — ming;) > 2, R(fsw) ne peut étre un singleton. Par conséquent,

w5 < @F. Le reste suit du théoréme 1.4.2.
q q

O
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Proposition 2.1.2 Supposons ag(max ¢, —minp;) > 1 et considérons p € R. Alors,
pour a > ag,

a — Qg _ _

e > w, (@) —w, (ao) + (a — ag) max ¢, > 0.
a — aop .

T < wf(a) = wf (ag) + (a — ag) mingp; < 0.

7’ 2, . . _ +
Cet énoncé est encore vrai lorsque p est rationnel en remplacant Wy (resp. Wy ) par
~_ AJ’_
@, (resp. &).

Démonstration : Nous montrons tout d’abord la proposition avec p = % rationnel et
pour wp .
q
Nous introduisons l’intervalle ouvert du cercle:
It = {z, app1(z) > agmaxy; — 1}

et Kt =inf;+ 1 = maxp; — (ag) 1.

Le support Sp de D fé” est un intervalle compact inclus dans It. En effet, notons
I+ et So = ", )] les relevés de I+ et Sp & [, & + 1] et &, 'unique maximum de
1 dans [éo, ¢ + 1]. On a

¢ + aop1(Gy) > &,, + aop(Ey, ),
et puisque ¢, — ¢ > 1, ¢ appartient a I+. 1 suffit donc de montrer que rhf)
appartient & IT. }
Les points & de Sy sont caractérisés par

T+ aop1 (&) > & + aow1 () — 1.

On obtient donc immédiatement Efpl € Sy et donc mﬁ” < éfpl. Par conséquent,

aopr (") > & + agpr (&) — 1= > &, +aopr(@,,) —1—m" > agpi(,,) - 1.
Ceci montre m§1> € It et achéve de prouver Paffirmation Sy C I+.
Notons wy = w3 (ao0), fo = fay,w, €6 POUT @ # ag, [ = fo,w-
q

Supposons a > ag et w > wj (ag) — (a — ag) K. On obtient pour i € I,
q
(f = fo)(@) > (a— ao) KT +w —wp > 0.

D’autre part, sur Sp, on a:

s Fos§ o= f
f |So_f|So_f0|So 0 |So

On en déduit f*) > fél) et (f1)7 > (fé”)q_
Si T'on avait w < wy (a), alors, (f)1 < . Ceci entrainerait (f()(1>)q < 7p et

contredirait wy = wy (ag). Par conséquent w > w, (a). Ainsi,
q q

wo — (a —ag) Kt > wi (a).
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De la méme facon, si a < ag, on montre que
wo — (a — ap) max(yp1) > wi (a).
q

Les applications a — w5 (a) sont donc uniformément lipschitziennes.

q
Par passage a la limite, on obtient des inégalités analogues pour p irrationnel ou
pour Wy .
q

On traite de la méme fagon le cas des applications w;f et OF.
q

Comme corollaire, on obtient le résultat de transversalité suivant :

Corollaire 2.1.3 Supposons ag(maxp; — min ;) > 2 et pour p,p’ € R, w, (ao) =
w; (ag). Alors, il existe K > 0 tel que pour a > ag, (resp. a < ag petit)

wh(a) —w, (a) > K(a—ao) (resp. v} (a) —w, (a) < K(a— ao)).

Cet énoncé est encore vrai en remplacant w, (resp. w:,) par @, (resp. c?):,)

2.2 Existence et unicité

Nous montrons le résultat suivant:

Proposition 2.2.1 Soit (fa,w)w une famille d’applications bimodales du cercle avec
a > a(p1). Alors, pour tout rationnel %,

1. Lorsque w € {w;,wj}, faw posséde exactement une orbite bien ordonnée de

q
type (p,q). C’est une orbite selle-neud.

ii. Lorsque w €lwy,wi|, faw posséde exactement deux orbites bien ordonnées de

q q
type (p,q). Pour l'une d’entre elles, D I, > 1; elle est incluse dans lintervalle
de croissance [co, cp]. Pour Uautre, DfE , < 1.

Leur réunion est un ensemble bien ordonné.

Ainsi pour w € [w3,ws], faw pOsséde exactement une orbite bien ordonnée de
q

type (p,q) et de multiqplicateur supérieur ou égal a 1. Elle dépend continiiment des
parametres. On l'appelle ’orbite bien ordonnée positive de type (p,q) .

Nous aurons besoin de propriétés élémentaires des applications a dérivée schwar-
zienne négative (voir [MS], chapitre IL.6):

e Composition: si f et g sont deux difféomorphismes locaux envoyant 0 sur lui-
méme et tels que S £(0),S ¢(0) < 0, alors S(g o f)(0) < 0.

¢ Principe du minimum: si f : [zo, z1] = R est la restriction d’un difféomorphisme
et si S f < 0 alors,

Vz €]z, 21[, [Df(2)| > min{| Df(zo)l, | Df(z1)]}-
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Démonstration de la proposition 2.2.1

+

1. Prenons w € [w;p,w3 ] et supposons que (Z,) soit une orbite bien ordonnée de
q q

type (p,q) pour fa,w telle que

(a) Tny1 = fa,w(jn) ;
(b) Dfg.(&0) > 1
(c) Vn, z, € [co,c}]).

On peut supposer sans perdre en généralités que Zo € [€0, Cy] et que Zg est le
point de O (&g) N [¢o, ¢p] le plus proche de .

Pour tout n, &, appartient & [¢y + k, & + k] avec k = —[—n%]. En effet, puisque
I’orbite est bien ordonnée,

To+k—1<Z, <ZTo+k.

On obtient alors ég+k < &, car sinon &, < &+k—1et donc & < Z,—k+1 < ¢.
Ceci contredirait le choix de Zg.

Soit (Z!,) une autre orbite avec les mémes propriétés. Par ce qui précede, pour
n € N, fu ne possede pas de point critique entre Z, et Z,,. Donc D fd, ne
s’annule pas entre o et .

Ainsi sur un intervalle ouvert contenant %o et &, fgw — p est une application
strictement croissante & dérivée schwarzienne strictement négative. D’autre part,
Zo et &, sont des points fixes. D’apres le principe du minimum, une telle appli-
cation possede au plus un point fixe avec dérivée supérieure ou égale & un. Ceci
implique &g = Zj.

On en déduit 'unicité de ’orbite bien ordonnée positive.

2. La construction de Hall montre qu’il existe un parametre ¢ € [0,1] pour lequel
f,ﬂ, possede le nombre de rotation %. La fonction périodique ( éfw)q —Id —pest
non constante et possede ou moins un zéro x qui ne vérifie pas I’'une de ces deux

conditions:
(a) Sur un voisinage |z — €, 2], (fé?d)q —Id—p>0.
(b) Sur un voisinage |z, z + €], (féfw)q -Id-p<0.

En tout point, ( étu)))q —Id —p est dérivable & droite et & gauche. On en déduit

que la dérivée & droite ou & gauche de ( éfw)q —Id —p en z est positive ou nulle.

L’orbite de x par féi)) ne rencontre jamais ]my),mg)[ et les orbites de z pour

fawet féfz, coincident. L’orbite O (z) de f,,. est bien ordonnée de type (p, q) et
tous ses éléments sont dans la partie croissante de f, .. L’orbite O (z) contient

au plus un point my), mgt). De plus, Df? , > 1.

Ceci montre ’existence de l'orbite bien ordonnée positive.

3. Considérons & nouveau I'orbite positive O (z). Dans le cas ou Df? (z) = 1,
puisque S fZ () < 0, soit D?f¢ () # 0, soit D*fZ (x) =0 et D32 (z) <O0.
Nous allons supposer par ’absurde que nous sommes dans ce dernier cas et
montrer que 'on aboutit & une contradiction. Si D3fZ (z) < 0, Df¢ (z) =1
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et fI,(x) = z impliquent & la fois les conditions 2a) et 2b) du 2). Il existe
d’apres le 2) une autre orbite OF (z') qui ne satisfait pas 1'une ou I’autre des
conditions 2a) et 2b). C’est une seconde orbite bien ordonnée positive. Ceci est
impossible d’aprés I'unicité de O ().

Lorsque Df¢ (Zo) = 1, l'orbite est donc de type selle nceud. Lorsque w €
{wz,ws }. lorbite (#,) ne peut persister sur un voisinage de w puisque par

q q

perturbation le nombre 2 disparait de l'intervalle de rotation. L’orbite ne peut
donc étre hyperbolique et est donc de type selle-nceud.

4. Si pour wg orbite (Z,) est de type selle-nceud, la bifurcation est transverse au
parametre w:

d s o S o d
v 4 ,(%0) =) Df* 1($k+1)afa,w($k):Zqu M @)
k=0 k=0

Mais par définition pour tout k, Df9=*=1(%,,1) > 0, donc

d

el fq (~
dw | wo f.w(%0) > 0.

L’orbite (Z,) disparait donc pour w appartenant & un voisinage & droite ou
a gauche de wg. Par unicité de D'orbite bien ordonnée positive, on en déduit
w € {wy,wi}.

q q

Ce raisonnement montre ainsi que pour w €wsz, w;f[, I’orbite bien ordonnée po-
q

q
sitive ne peut étre de type selle-nceud. Elle est donc hyperbolique et D fZ , (&) >
1.

5. Il est immédiat par définition de voir qu’une orbite bien ordonnée ne peut avoir
deux points distincts dans la partie décroissante de f,,, (ceci contredirait (1.3)).
Ainsi si (%),) est une orbite bien ordonnée de type (p, q) et si Df(&) > 1, (&1)
est I’orbite bien ordonnée positive (#,). Par ce qui précede, pour w €]wy ,wi |,

q q

il n’y a pas d’orbite bien ordonnée (%,) de type (p,q) telle que ng,w(.’i'o) =1.
Toute orbite périodique bien ordonnée (Z],) de type (p, q) telle que Df, ., (z() #

1 persiste et peut étre suivie contintiment apres perturbation. On en déduit
pour wo € {wy,ws} et pour toute orbite bien ordonnée (i!) de type (p,q),

q q
Dfa,wo(zy) = 1. Dans ce cas, la seule orbite bien ordonnée de type (p,q) est
donc Vorbite positive (Z,,).

6. La théorie des bifurcations selle-nceud montre qu’il existe € > 0 et un voisinage
U de Vorbite positive (z,,) associée & fa,wz tels que
q

(a) Pour w < wy, U ne contient pas d’orbite de type (p, q) de fo .-
q

(b) Pour w > wy, U contient exactement deux orbites de type (p,q) dis-

q
tinctes : 'orbite positive (z,) et une seconde orbite bien ordonnée, ().
Nécessairement pour (z;,), Df{ ,(2g) < 1.
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On obtient une description similaire au voisinage de wj.

q
D’apres ce que I’on sait sur les orbites positives, les deux orbites (z,) et (z},) ne
peuvent bifurquer sur ]wp W T (D f2 ., —1ne s’annule pas le long de ces orbites)
et peuvent donc étre su1v1es contlnument sur cet intervalle.
De la méme fagon, sur |w, ,wd [, il n’y a pas d’autre orbite bien ordonnée de

q q
type (p, q)- En effet, une telle orbite serait apparue lors d’une bifurcation. Ceci
entrainerait ’existence d’une autre orbite bien ordonnée de type (p, q), (z!) avec
Dfa »(@§) =1pour un w € [wp ,wJ{] ce qui est exclu.

Pour w € {wp ,wp} les deux orbites bien ordonnées de type (p,q) sont crées

a travers une blfurcatlon selle-nceud. Leur réunion est donc bien ordonnée. Par
continuation de ces orbites leur réunion est encore un ensemble bien ordonné
pour tout w € [wy,wH].

q q

O

Pour traiter le cas des nombres de rotation irrationnels, nous aurons besoin du
résultat suivant (voir [MS], chapitre IV): pour un endomorphisme du cercle f, nous
dirons qu’un intervalle I est errant si I et ses itérés sont deux & deux disjoints et si
I’ensemble w-limite de I n’est pas réduit & une orbite périodique.

Théoréme 2.2.2 (voir [MS]) Soit f un endomorphisme du cercle de classe C*
ayant ses points critiques non-dégénérés :

Vz, Df(z) = 0= D*f(z) # 0.

Alors, f ne posséde pas d’intervalle errant.

Proposition 2.2.3 Soit (fq,.). une famille d’applications bimodales du cercle avec
a > a(p1). Alors, pour tout « irrationnel,

.

Lorsque w € [wy,wr], la réunion des orbites bien ordonnées de mombre de
rotation o restant dans la partie croissante [co,cy] de fon forme un ensemble
invariant homéomorphe a un ensemble de Cantor, K, sur lequel la dynamique
est minimale.

Lorsque w € [wy,w}], on note Jx~, x| la composante du complémentaire de K
qui contient Uintervalle de décroissance |cy,co de f. Alors, f(z™) = f(zT).
D’autre part, pour toute paire {z,x'} de points distincts de K distincte de

{z7,2}, f(2) # f(2").
Lorsque w € {w,,w}t}, f n'a pas d’autre orbite bien ordonnée de mombre de
rotation c.
Lorsque w €lw, ,w}[, ’ensemble des points d’orbite bien ordonnée est un en-
semble bien ordonné K U {x,,n € Z} avec

e Vn, f(wn) = Tn+1 5

oz =f(z)=fa");

o zo appartient & Uintervalle ]cg, col.
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Démonstration :

1.

Supposons w € [w; ,wr]. Par passage & la limite (proposition 1.2.1.ii) ou grace
a la construction de Hall, il existe un ensemble compact bien ordonné, K, inclus
dans la partie croissante de f, ,, sur lequel la dynamique est minimale. Puisque
K # T, K est un ensemble de Cantor.

On note Jz—, 2| la composante du complémentaire de K qui contient I’intervalle
de décroissance de f,,,. On choisit des relevés Z— et Z1 tels que &, ¢o + 1[C
1z, &% [C]co, ¢y + 1.

Si f,.. possede un second ensemble K', minimal de nombre de rotation o, K’
est aussi contenu dans [cg, cp]. Si 'on définit de la méme fagon &'~ et 't, on
doit avoir £~ # &'~ car par minimalité de K et K’ on aurait sinon K = K'.
Comme pour le 1) de la démonstration de la proposition 2.2.1, pour tout n > 0,
fa,(&7) appartient a Dintervalle [¢o + k,& + k] avec k = —[—na]. Il en est
de méme de fgw(ﬁ’ 7). Ainsi aucun itéré de ]x~,2' [ ne contient ¢y ou ¢j. Les
itérés de l'intervalle |z~,2' [ sont tous disjoints car sinon, £~ ou z'~ serait
attiré par une orbite périodique. L’intervalle ]x~, 2’ ™[ n’est pas non plus dans le
bassin d’une orbite périodique attractive. C’est donc un intervalle errant. Ceci
est impossible d’apres le théoréeme précédent. L’ensemble K est donc unique.

Soit I une composante du complémentaire de K. Si aucun de ses itérés ne
contient de point critique ¢o ou ¢, on montre de méme que I est un intervalle
errant. Par conséquent, il existe n € N tel que f7, soit un homéomorphisme
entre I et Jz~, 2.

Si’on suppose que fo,,(27) # fou(z™), Vintervalle | fo ., (27), fo,0(zT)[ est une
composante du complémentaire de K. Aucun de ses itérés ne rencontre |z, 2],
donc c’est un intervalle errant et on aboutit & une contradiction. Finalement,
faw (@) = faw(@h). On en déduit que f,,, est une bijection entre [T,z [ et
T!. Ceci entraine le (ii).

. Sil’on suppose w €]w; ,w [, a est dans l'intérieur de I'intervalle de rotation. On

en déduit que z~ est distinct de ¢} et zT distinct de ¢o. Si par exemple w = w,
I’application fé,lu), a le nombre de rotation a. Or, la dynamique de fé,lt?, et fa,w
coincident sur K. Puisque f(z~) = f(z7), L’intervalle ]z, [ est contenu dans
Vintervalle [m{", m{"]. On a done Ja=, 2+ [=]m{Y, m{¥[ et 2= = ¢}. Si w = wi,

on obtient cette fois 27 = ¢p.

. Soit z ¢ K un point ayant une orbite bien ordonnée de nombre de rotation a.

D’apres ce que nous avons vu en 3), il existe un entier n € N tel que f7,(z) €
]z, 2z*[. Nous supposons donc momentanément que Z €] ,%+[C]é, ¢y + 1[.
L’adhérence de O (z) est bien ordonnée (proposition 1.2.1.ii) et contient K.
On en déduit que fou(Z7) = fow(@") = faw(Z). Puisque f, . est bimodale,
ceci n’est possible que pour un unique point Z. Il appartient au domaine de
décroissance ]¢, ¢o + 1[ de fa,w et de plus d’apres le 4), & n’est distinct de &~
et Z+ que pour w €wy,wl].

Réciproquement, pour w €]w, ,w} [, on définit &o €], & par

fa,w(ji) = fa,w(-i'o)-
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Il existe un unique ¢t € [0,1] pour lequel mit) = z~. On définit alors par

récurrence
T = (F{2) " (@ns1)-

Le reste du (iii) suit aisément.

2.3 Autres propriétés

2.3.1 Orbites bien ordonnées et ordre de Farey

La combinatoire et le codage des orbites bien ordonnées ont été étudiés dans [Cr98]
(voir aussi [BuS] et [Bou]). On obtient ainsi en particulier, la position relative des
différentes orbites bien ordonnées périodiques positives & partir de 'ordre de Farey
sur les rationnels:

Pour tout rationnel g dans I’ensemble de rotation, nous notons z le point de
lorbite bien ordonnée positive de type (p,q), tel que Jzg,ct[NOT (29) = B. On pose
ensuite z,, = f' (o).

Pour tout rationnel %, I’orbite bien ordonnée positive associée “piste” les orbites
bien ordonnées positives associées aux parents de % pour l'ordre de Farey sur les
rationnels:

Proposition 2.3.1 Soit [%’ f}#] un intervalle de Farey inclus dans lintervalle de
pl

rotation (i.e. £ et ;;# sont deux rationnels tels que p''q' — p'q" = 1). Nous posons

p _ pl+pll

q a'+q"

positives de nombre de rotation respectifs %, f}i et %, et X la réunion de ces trois

orbites. Alors, O (z¢) est réunion disjointe des ensembles {(z;), 1 < i < ¢'} et
! "

{(®@irq), 1 < i < "} de sorte que pour 1 < i < ¢, |a}, 2| ne rencontre pas X et
pour 1 <4 < ¢", |@itq, i ne rencontre pas X.

et notons comme ci-dessus (x,,), (z!,) et (z]) les orbites bien ordonnées

Remarque 2.3.1 Un grand nombre de résultats existent sur la théorie combina-
toire des endomorphismes du cercle, et sur l’entropie topologique (on pourra consul-
ter [ALM]). L’étude combinatoire des endomorphismes de la famille d’Arnol’d pour
de petites valeurs de a a été menée également dans le but de comprendre la frontiere
d’entropie nulle (voir [MaT]). Un probléme voisin consiste & étudier la monotonie
de l'entropie. Ceci a été réalisé dans le cadre bimodal pour les applications cubiques
réelles (voir [MiTh]).

2.3.2 Orbites bien ordonnées et dimension de Hausdorff

Les ensembles bien ordonnés sont en général hyperboliques:

Proposition 2.3.2 Soit fa,w une application bimodale avec a > a(p1) et [r1,r2] un
intervalle compact inclus dans Int(R(f)). Alors, la réunion des orbites bien ordonnées
ayant un nombre de rotation inclus dans [r1,r2] forme un ensemble compact et hy-

perbolique, K., r,.
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La démonstration utilise le lemme suivant :

Lemme 2.3.3 Soit fa,w une application bimodale avec a > a(p1) d’intervalle de
rotation [p~, p*]. Sl existe une orbite bien ordonnée périodique de nombre de rotation
p qui nest pas hyperbolique répulsive, alors p € {p~,p*}.

Démonstration : Puisque f, . a une dérivée schwarzienne strictement négative, les
orbites périodiques qui ne sont pas hyperboliques et répulsives posseédent un point
critique dans leur bassin immédiat (voir [MS], chapitre II.6, théoréme 6.1). Supposons
par exemple que OT(z) soit une orbite bien ordonnée de type (p, ) qui attire le point
critique ¢j. Le bassin immédiat de Ot (z) est une union d’intervalles disjoints I,,
0 < n < ¢ —1, ouverts, ou semi-ouverts. On supposera que ¢y € Iy, = z9 € Iy et
pour 0 <n <g¢-1, f2, (z0) = zn, € I,. Les intervalles I, et leurs relevés sont échangés

par f%w comme les orbites de la rotation d’angle g. Puisque ¢ € Int(ly), les intervalles
I, ..., I;_1 ne rencontrent pas [mf),mgl)]. On note Iy = 7y * (Ig) N [éo, & + 1]. Par
( ~L§,1u>,)q, Iy est envoyé dans un relevé de I;. Par ( 2&,)(1, Iy est donc envoyé dans Iy +p.
Par conséquent, p™ = p( N,%) =L

O

Démonstration de la proposition 2.3.2 : L’ensemble K, ., est fermé d’apres la
proposition 1.2.1.v.

D’apres le lemme précédent, toutes les orbites périodiques de K, ,, sont hyper-
boliques et répulsives.

Si le point critique ¢}, a une orbite bien ordonnée, son orbite est aussi une orbite
de fé}ul Son nombre de rotation est donc pT. Le méme raisonnement s’applique & cg.
L’ensemble K,, ., ne contient donc pas de point critique.

D’apreés un théoréme bien connu de M. Misiurewicz (voir [MS], chapitre II1.3
théoréme 3.2) K,, ,, est donc un ensemble hyperbolique.

O

Un résultat de A. Fathi (voir [Fat89], la démonstration passe aux endomorphismes
du cercle) montre alors que la dimension de Hausdorff de K, ,, est nulle:

Théoréme 2.3.4 (A. Fathi) Soit K un ensemble hyperbolique, réunion d’orbites
bien ordonnées. Alors, la dimension de Hausdorff de K est nulle

On utilise enfin un théoréme de J. Graczyk (qu’il donne dans un cadre plus général,
voir aussi [GJSTV]):

Théoréme 2.3.5 (J. Graczyk, [Gr92]) Soit fé,lu), Uapplication supérieure d’une
application bimodale (a > a(p1)). Supposons que son mombre de rotation soit ir-
rationnel. Alors, l’ensemble non-errant o une dimension de Hausdorff inférieure ou
égale o %
Remarque 2.3.2 Selon I’arithmétique de p*, la dimension de ’ensemble non-errant
peut ne pas étre nulle.
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Combinant les deux on obtient :

Proposition 2.3.6 Soit f, . une application bimodale du cercle avec a > a(py) et
soit K le compact formé de la réunion des orbites bien ordonnées.
Alors, lorsque p~ et pT sont rationnels, HK(K) = 0. Sinon, HK(K) < 1.

Remarque 2.3.3 Au vu du théoreme 1.4.3, pour presque tout parametre (a,w), K
est hyperbolique et a une dimension de Hausdorff nulle.

2.3.3 Orbites homoclines

2.3.3.1 Preuve de la proposition 1.5.1

On a p( ~(§,12,) = pt(faw) = %. D’apres la preuve de la proposition 2.2.1, orbite

bien ordonnée positive de type (p,q), OF (Zo) est une orbite de félz, On notera zo(w')
le prolongement du point f, -périodique zo = mo (%) pour w' proche de w.
Par définition de @,
q

(FD )1 > 7. (2.1)

On a par hypothese w €]wy,wi[. Puisque pour w' > &, l'orbite de zo(w') par
q q q

faw Dest plus une orbite de fé,lz, Porbite O (zg) pour f,. doit contenir un des

. (1) (1) C N ay . , . " .
points m; * ou m, ‘. Ce ne peut etre m, ' puisque c’est un point critique et puisque
DfZ ,(zo) > 1 (proposition 2.2.1). Donc mg) € Ot (zg).

Nous pouvons supposer que zg est le point de 'orbite pour lequel
]z, ch[NOT (x0) = 0.

Nous considérons un ouvert U =|zg, 2o + €[ pour € > 0 arbitrairement petit. Puisque
O (xq) est répulsive, fd ,(U) contient U. Si 'on suppose qu’aucun itéré de U ne

rencontre cf, fq,. €t fé,lt?, coincident sur U et ses itérés. L'intervalle U, fI7 (U) est donc

de la forme ]zo, yo[ et yo est une orbite commune & f, , et f,ﬁ},ﬁ, attractive d’un cété.
D’apres I'inégalité (2.1), D fZ (%) = 1. Ceci contredit I'unicité de la proposition 2.2.1.

Il existe donc un itéré f;', qui envoie homéomorphiquement U sur un intervalle
contenant cp. Quitte & réduire U, f[j:;l envoie homéomorphiquement U sur un inter-
valle de la forme ]2,41, Zntk+1[ qui ne contient pas d’autre point de l’orbite O (o).
Soit alors 5!, 1 > 0, le premier itéré tel que Znii41 = mo. L'ouvert U est en-
voyé homéomorphiquement sur lintervalle |z, 441, Tntrri+1[=]To, Zk[ qui contient
lintervalle de décroissance de f,,, et c¢j. Ceci termine la preuve.

2.3.3.2 Une autre caractérisation de &F
q
On peut compléter le résultat de la proposition 1.5.1: on suppose a(maxp; —
min ;) > 2 de sorte que @, < wi. Soit w € [wy,wH] et 3~ (resp. 1) le point
q q q q
de Porbite bien ordonnée positive de type (p,q), O (x), tel que &, &[NOT (x) =0
(resp. |éo + 1,27 [NOF (z) = 0).

e Si pour € > 0 assez petit, les itérés de intervalle |x~, 2~ + €[ ne rencontrent

pas cj, alors w < @5 . En effet, il existe alors un intervalle de la forme |z, y[
q
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périodique et contenu dans la partie croissante de f, . L’orbite de y est alors
attractive a droite et de type (p,q) et comme dans la démonstration de la pro-
position 2.3.2, ceci entraine pt(f, ) = %-

e Sinon, il existe un entier £k > 0 et un intervalle Jx—,2~ + €[ arbitrairement
petit sur lequel f[f,‘{u est un homéomorphisme dont "image contient ’intervalle

lz7, )

Placons-nous dans le second cas. Si fo., () = faw(#T), Porbite de ¢ est une
orbite homocline. Si de plus w < w7, la bifurcation est transverse car
q

dfa,w(cp)
dw

=1

et puisque Df¢ ,(z%) > 1 et Dfoo(fs,(z1)) > 0, pour 0 <k < g,

+ q—1
7df“’§f)w ) s -1 ngf,u skt Yo (ko o)

g—1
= —[DfL, @) -1 Y Dfy,(FiLk (=) <o
k=0

On en déduit la discussion suivante :

Proposition 2.3.7 e Onaw > @, si et seulement si lorbite OF(x) n'est pas
q

une orbite de f,ﬁlu),, soit : ~ ~
fu,,w(éz)) > fa,w('i'+)'

o Pour w =03, fouw(@) = fou(@" et m$Y =zt
25 Jaw(Co ; 2

e Pour w < @y, lorbite O () est une orbite de félz D’aprés la transversalité,
~q ~
on a donc fo,,(Cy) < faw(@).

On peut caractériser de la méme fagon w3y .

Py
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Chapitre 3

Nombre de rotation presque
sur

Nous définissons dans ce chapitre le nombre de rotation presque sir pour certaines
familles d’endomorphismes du cercle. Nous montrons qu’il peut s’appliquer & I’étude
de deux familles particulieres : la famille d’Arnol’d et une famille plus simple, la famille
affine par morceaux.

3.1 Introduction

Nous poursuivons notre étude des endomorphismes du cercle de degré un: on
consideére une application continue f de R dans lui-méme, en général non-inversible,
vérifiant pour tout x

flx+1) = f(z) + 1.

Par passage au quotient sur T = R/Z, on obtient une application f du cercle dans

lui-méme. On rappelle que 'on note R(f) l'intervalle de rotation de f.
Comme cas particulier, nous avons défini pour tout w € R la translation 7, :

o) =2+ w
et la rotation associée r,,.

Nous étudions ici le cas ou f posseéde une mesure u ergodique invariante absolu-
ment continue par rapport & la mesure de Lebesgue dont le support est T' entier et

dont l’exposant de Lyapounov est strictement positif. Il résulte de [Ledl] que cette
f" ()

mesure est unique et pour Lebesgue-presque tout point z € R, £ m converge
lorsque entier n tend vers l'infini vers un unique nombre p € R( f ), égal &
p =/ (f —1d) dp. (3.1)
[0,1]

C’est le nombre de rotation presque siir ou “physique” de f.

Par analogie avec les travaux de V. Arnol’d, M. Herman, G. Swiatek, M. Tsujii,
J Graczyk... (voir les sections 1.3 et 1.4.1.3, ainsi que [Ar, He77, He79, Sw88, Ts92,
Gr93, GrSw]), nous nous intéressons & des arcs d’endomorphismes de la forme

fw:fwof
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vérifiant la propriété suivante:

Pour un sous-ensemble de R de mesure de Lebesgue strictement
positive, 1, les applications f, avec w € ) possédent une me-

(P) sure p, ergodigue invariante absolument continue par rapport a
la mesure de Lebesgue, supportée par le cercle T entier et dont
lexposant de Lyapounov est strictement positif.

Le probleme qui apparait naturellement est de comprendre ’application qui a
w € Q associe le nombre de rotation presque sir p,, de f,. Nous cherchons en quelque
sorte & faire une étude statistique du nombre de rotation. Plus précisément :

1. Quelle est la régularité de application w — p(f.,)?

2. Le nombre de rotation presque sir p( fw) est-il irrationnel pour un sous-ensemble
de parametres 2 C Q de mesure strictement positive?

3.2 Le cas d’une famille lisse: la famille d’Arnol’d

Nous montrons que les problemes précédents sont pertinents pour des classes d’en-
domorphismes assez larges : nous donnons une méthode pour prouver que la propriété
(P) est satisfaite par toute famille lisse générique comme la famille d’Arnol’d. Ceci
nous sera également utile pour montrer ’existence d’attracteurs étranges globaux au
sein de la famille d’Arnol’d épaissie (voir la section 9.4.5).

La famille d’Arnol’d est définie par:

fow(®) = & + asin(2rz) + w.

On rappelle le résultat de M. Tsujii dans [Ts93] qui généralise celui de M. Jakob-
son [J] (voir aussi [WY]) : soit (g¢)ter une famille C? d’applications multimodales du
cercle telles que

1. Les points critiques de go sont non-dégénérés (i. e. quadratiques). On note leur
ensemble C(g;) pour tout t.

2. Pour tout t € R et tout z € T' tel que Dg;(z) # 0, Sgi(x) < 0 (voir la
définition 1.1).

3. Les points périodiques de go sont hyperboliques répulsifs.
4. Les points critiques de gy sont prépériodiques.

5. D’apres la propriété 4, pour tout ¢ € C(go), go(c) coincide avec une préimage p
d’un point périodique hyperbolique. Soient ¢(t) et p(t) les continuations de ¢ et
p. On demande & (g;) de satisfaire la condition de transversalité:

G e 0uelt) # o1 )

Alors, il existe un ensemble de parametres £ C R de mesure positive (de densité 1 en
0), et des constantes C' >0 et 0 < k < 1 < &’ tels que

i. Vte E,VceC(g),Vn €N, |DgP(gi(c))| > C~1exp(kn).
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ii. Pour t € E, les points périodiques de g; sont hyperboliques répulsifs.
iii. Vt € E,Vc € C(g:),Vn €N, d(g?(c),C(g¢)) > C~Lexp(—&'n).

(Les conclusions (ii) et (iii) sont des conséquences directes du (i)).

En pratique ce théoréeme permet de construire de gros ensembles de parametres
vérifiant ces conditions, mais I’hypotheése de transversalité n’est pas facile & montrer.
Elle est toujours vérifiée par la famille quadratique (voir [Ts00]) et on peut espérer
qu’il en est de méme pour d’autre familles rigides comme la famille d’Arnol’d. Pour
ne pas entrer dans ce probleme, nous montrons qu’elle est satisfaite dans certains cas
particuliers :

Lemme 3.2.1 Soit (g9¢)icr une famille lisse d’applications multimodales satisfaisant
les conditions 1), 8) et 4) qui vérifie la propriété :

o} ~
Vo € R, 5| t:ogt(x) # 0.

Supposons que pour go = g, les orbites des points critiques restent dans les intervalles
de croissance de g. Alors, la condition de transversalité 5) est satisfaite.

Démonstration : Nous supposerons sans perdre en généralité:

Ve e R () > 0.

0 -
* 3¢l =0 9t
Soit ¢ € C(g) un point critique et p un point prépériodique: on note pr = g*(p)
pour k € N et on suppose que prpyq = Pn, (n,9) € N x N*. Les points ¢ et p peuvent
localement étre suivis contintiment lorsque ¢ varie. On fait ici ’hypothese que go(c) = p
et Vk € N,Dgo(pr) > 0. On obtient alors

3 iy 8§

g
a| tzopn+q(t) = §| =0 (Pn+q71) + Dgt(pn+q71)a—tt (Pn+q72) +

| t=0

_ g 0
D prst) b (pn) + Dl pn) 5 Pt

Donc

0 ol _ 0
(1 - Dg{(pn)) (6) = S|,y Prra-1) + -+ Dgf " (pusn) 5, ().

8t =PV = Bt 1m0
Et puisque Dg/(pn) > 1 (p, est une orbite périodique répulsive),

0

&| t:Opn(t) < 0.

On a aussi

(9 _ 6§t 6§t
§|t=0pn(t) = ¢ |0 (Pn-1) + Dgt(pn—1)§|t:0 (Pp—2) + -

o1, 07 oy D
+ DG o) 2 )P B) 5, pl0):

On obtient donc

0

a| t=0p(t) < 0.
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Or par hypothese,
9 d
57| 1o 9 (c0) = 521, 9:(c(0)) > 0

ce qui prouve le lemme.
O

Pour appliquer ce résultat, il suffit donc de perturber une application f, ,, dont
les valeurs critiques sont des orbites périodiques bien ordonnées positives (voir la
section 2.2). Nous allons voir qu’avec une hypotheése supplémentaire sur fy 4, 'appli-
cation f, . admet une unique mesure de probabilité invariante ergodique absolument
continue par rapport a la mesure de Lebesgue et supportée par le cercle entier.

La construction des mesures absolument continues pour les parametres de E est
classique (voir par exemple [You]). Nous rappelons des ingrédients de la preuve qui
nous seront utiles pour montrer la propriété (P) (voir [MS, BC1]):

Lemme 3.2.2 (Misiurewicz) Il eziste des constantes K1 > 0 et \y > 1 telles que
pour tout t proche de 0, tout & > 0 suffisamment petit, tout x € T, et tout entier
n>1, si

-’L',gt(-’lf), ot 7gtn_1($) ¢ B(C(gt)aé) et g?(.’L‘) € B(C(gt)76)7

alors,
Dy} (z) > K1 AT.

Pour ¢ proche de 0, C(g;) est la continuation de C(gg). On introduit alors autour
de chaque point critique ¢(r) € C(g¢) et pour chaque entier k suffisamment grand les
intervalles

T(=k,r) = [e(r) = 27%, e(r) — 27 *FV],
et J(k,r) =]e(r) + 27 *FD e(r) + 275

Lemme 3.2.3 (Benedicks-Carleson) Il existe des constantes ko > 1 et Ao > 1 et
pour tout t € E proche de 0 une fonction

p: U[c(r) — 27k c(r) 427 5 N
T
constante sur chaque intervalle J(k,r), |k| > ko, telles que
L} »(2) p(=)
pour € J(k,r), 5 <pla) <2K|, et |Dg@)] > .
On énonce finalement :
Théoréme 3.2.4 (Jakobson) Pour toutt € E Uapplication g; admet au moins une
mesure de probabilité p invariante ergodique et absolument continue par rapport d la
mesure de Lebesgue. De plus, son exposant de Lyapounov est strictement positif : pour

p-presque tout point T € T,

1
lim inf — log(Dgy*(z)) > 0.

n—+oco n
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Comme corollaire d’un travail de F. Ledrappier (voir [Ledl, Ts93]), son support
est une union finie d’intervalles fermés non triviaux et I’'un d’entre eux contient un
point critique dans son intérieur.

Nous en déduisons le résultat annoncé:

Proposition 3.2.5 Il existe un ensemble de mesure de Lebesgue strictement positive
de parameétres «, tels que les familles d’Arnol’d (faw)wer aient la propriété (P).

Démonstration : Le théoreme 3.2.4 donne ’existence de la mesure. Il reste a étudier
son support:

e Nous fixons des parametres initiaux (ap,wo) avec ap > 1 de la fagon suivante:
pour wo = 0, le point y = 0 est fixe de multiplicateur 1 + 2wrag > 2. D’autre
part, les points critiques co et ¢f de fag,we, SONt envoyés sur le point fixe y. Nous
noterons y(a,w) la continuation de y.

On considére ’ensemble E des parameétres qui vérifient les conclusions (i) & (iii)
du théoreme de Jakobson. Le théoréeme de Fubini montre que E est de mesure
strictement positive et possede (ag,wo) comme point de densité. On reprend les
notations des lemmes 3.2.2 et 3.2.3.

Fixons une application fo,, avec (o,w) € E proche de (ag,wp) et p une mesure
donnée par le théoréme 3.2.4. Nous considérons les intervalles [z, =], [T, T3]
3 droite et & gauche de y(a,w) dans T' \ {y,c,ch}. On remarque que si ag
est suffisamment grand les images des intervalles [{5, &1, [T2, 73] recouvrent le

cercle.

e Le support F' de p est une réunion finie d’intervalles compacts et doit contenir
¢o ou ¢f. Si F contient ¢y (resp. ¢), on note V' (resp. V') la composante de F' qui

By
contient cg (resp. cp). Il existe k; > ko tel que A\,> > 12K '. Nous montrons par

I’absurde que 1'une des composantes V et V' existe et a un diametre supérieur
Y 27(k1+1)'

e Supposons que chaque composante V ou V', si elle existe, ait un diametre
inférieur & 2141 Sans perdre en généralité, on considére la composante V.
On note alors que par le lemme 3.2.3, p est bien définie sur V' \ {¢p}.

Soit I un intervalle non trivial contenu dans V. Puisque || < 2=(1+1) 1] existe
un intervalle J(k,r), k > k1 tel que

1
10Tk > 11
D’apres le lemme 3.2.3, il existe un itéré f2 ,(I) de longueur minorée par
1
IS8 (D 2 18 .INJ(k,r))| > 12Kflg|1| > 2K, L.

Sil+p > p est le premier temps tel que f'+P(I) rencontre une composante V ou
V', alors par définition de F, f'*P(I) est contenu dans V ou V' et le lemme 3.2.2
implique

2 (D] > 2]1).

On obtient une contradiction si ’on applique ce résultat & I = V puis éventuel-
lement & I = V.
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On a donc montré que I'une des composantes V et V' existe et a un diametre
minoré uniformément en w.

e Si (a,w) est suffisamment proche de (ag,wp), les valeurs critiques ¢; (@, w) et
¢} (a,w) sont proches du point fixe y(«,w). Supposons par exemple que V est
définie. L’intervalle f, . (V) rencontre donc son image. Ainsi Up>1f7 (V) est
connexe et coincide avec le support de u. Par construction il contient 'un des

intervalles [, =], [T2, T4] et doit donc recouvrir tout le cercle.
On termine la démonstration en rappelant que (ag,wp) est un point de densité
de E.

O

Pour comprendre comment varie le nombre de rotation presque siir, on peut dans
un premier temps chercher des propriétés de continuité de la mesure absolument
continue (sur ’ensemble E). Nous renvoyons aux résultats partiels de [Ts96, Th, RS].

3.3 Un modele simplifié : la famille affine par mor-
ceaux

Nous avons vu que 1’étude du nombre de rotation presque siir s’applique a la
famille d’Arnol’d. Cependant, la mesure absolument continue est construite de facon
indirecte comme mesure invariante d’une application induite dilatante. Pour simplifier
notre étude nous nous limitons aux applications dilatantes et plus précisément a la
classe des applications affines par morceaux:

Pour A > 1 et w € R on définit fA,w vérifiant :

1. Pour z € [0, 5[, fiw(@) = Az +w,
2. Pour z € [%,0[, fx,w(m) = -\ +w,
3. Pour tout z € R, fr,(z+1) = fro(z) + 1.

Les points co = mo(0) et cf = mo (452) jouent maintenant le réle des points
critiques (voir figure 3.1).

Remarquons que 1’étude d’applications affines par morceaux sur le cercle et de
leur nombre de rotation a déja été menée par M. Herman, E. Ghys et V. Ser-
giescu (voir [He79, GhSe]) mais dans le cas d’homéomorphismes uniquement. On
sait également que tout endomorphisme bimodal du cercle est semi-conjugué a 1'une
des applications fy, (voir [MiTh, ALM]).

D’autre part, les applications affines par morceaux dilatantes sont bien connues
en théorie ergodique puisque l'on sait ([LaY, LiY]) qu’elles admettent des mesures
absolument continues invariantes ergodiques dont le support est une union finie d’in-
tervalles (voir aussi [Led1, Ts93]) et dont 'union des bassins est de mesure de Lebesgue
totale.

Dans le cas de la famille (fi ), lorsque la pente A est strictement plus grande que
2, on remarque que pour tout sous-intervalle I C T non trivial, | fa,,(I)| > |I| sauf si
I contient les deux points critiques. Il y a donc exactement une mesure de probabilité
invariante et absolument continue par rapport & la mesure de Lebesgue. Lorsque la
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|
T
—1 co 06 co+1 2

Fi1G. 3.1: Graphe de lapplication T — f,\,w(;ﬁ).

pente est strictement plus grande que 3, la relation |fx . (I)| > |I| est vérifiée pour
tout sous-intervalle non trivial et le support de la mesure est T tout entier:

Lemme 3.3.1 Pour Ao > 2, les applications fx,. possédent une unique mesure ab-
solument continue par rapport & la mesure de Lebesgue.
Pour \g > 3, la famille (f,w) vérifie la propriété (P) avec Q = R.

Le cas Ag = 3 résulte de ’exemple suivant :

Exemples 3.3.1 1. Pour A=2n+1 avecn € N\ {0}, on a

- A+1 A+1 3
fo () =M s = B ene

On remarque ainsi que la mesure de Haar du cercle est invariante. On en déduit

A2 -1

p(.f/\,m) = AN

+w,

et p(fiw) — w est constante en w.

2. La figure 3.2 représente le graphe de p pour A = 3.5. On a représenté également
Iintervalle de rotation

R(Faw) = [po > p3]-

Remarque 3.3.2 1l est facile de voir sur un exemple que p n’est pas croissante:
lapplication fy,, est markovienne lorsque A est entier et w est de la forme mA™", ou
n et m sont des entiers. C’est le cas par exemple pour A =4 et w = é—g. La mesure u
est constante sur chaque intervalle de la partition du cercle

!
co<cy<ci<ca=c3=ch<cy<cy<co.
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p
2
ot
p
P 0 w
0 1

F1G. 3.2: Courbes de rotation p~, p, et p* pour la pente X\ = 3.5.
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La densité de u par rapport & la mesure de Lebesgue sur chaque intervalle est constante
et respectivement égale a:

2 57 4 4 2
6’66 333
Le nombre de rotat10n se calcule facilement et est égal a %.

Pour w = 3—2 la partition est
cp<c=cp<c<cz=cy<cy<cy<cy<ch<ec

et la densité associée est

Le nombre de rotation est cette fois ggé

Par la suite nous étudierons la régularité des applications w — p, = p( f)\,w). Elles
sont toujours plus lisses que les applications w — p, et w — p}. En revanche les
applications p* et p~ ont la propriété d’étre continues, croissantes, stationnaires aux
valeurs rationnelles et ne prennent des valeurs irrationnelles en presque aucun w. On
peut se poser la méme question pour les applications p,, :

Le nombre p est-il rationnel sur un ensemble de mesure totale ?

Bien siir la dichotomie entre les valeurs rationnelles et irrationnelles est moins
justifiée (elle ne caractérise plus ’existence d’orbites périodiques) mais on souhaite
comprendre comment sont réparties les valeurs de p:

L’ensemble p~1(R) est-il de mesure totale pour un ensemble R C R dénombrable
comme pour pT et p~ ?

A propos de la figure 3.2

A partir de la formule (3.1), le calcul numérique de p est facile si ’on sait approcher
la densité de la mesure absolument continue p par des fonctions h, constantes par
morceaux. On peut obtenir h, en itérant 'opérateur de Perron-Frobenius L: h,, =
L™.1 (voir le chapitre 4). La suite h,, converge exponentiellement vite vers la densité
de u pour la norme de L'. De plus, les fonctions h,, sont constantes par morceaux et
le nombre d’intervalles a considérer ne croit que linéairement en n.
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Chapitre 4

Stabilité des mesures

On étudie dans ce chapitre! les mesures invariantes absolument continues par
rapport & la mesure de Lebesgue pour la famille d’applications affines par morceaux
définie en section 3.3. On montre qu’elles dépendent contintiment des parametres; on
en déduit des propriétés de régularité de la fonction p.

4.1 Introduction
Les mesures que ’on décrit se mettent sous la forme
p=h.m,

olt m est la mesure de Haar du cercle et h une fonction positive de L*(T'). On sait
que 'on peut obtenir A comme point fixe de 'opérateur de Perron-Frobenius £ sur
L!. Pour obtenir de bonnes propriétés sur u, on cherche usuellement & montrer une
propriété de trou spectral pour 'opérateur qui isole la valeur propre 1. C’est la raison
pour laquelle on se place en général sur un espace fonctionnel plus petit, stable par
I'opérateur, par exemple ’espace des fonctions & variation bornée, BV (T!).

Remarquons que dans le cas d’un systéeme dynamique donné par une application
affine par morceaux f, 'opérateur stabilise un espace plus petit qui est moralement
I’espace des fonctions constantes par morceaux & discontinuités le long de l’ensemble
post-critique. C’est du moins ce que ’on observe si ’on travaille avec une applica-
tion markovienne. Dans ce cas, ’espace associé est de dimension finie. On observe
également que 1’opérateur n’est pas continu en f pour la norme de BV(T?).

Ces deux remarques nous conduisent & considérer un opérateur L qui agit sur un
“espace symbolique” E(u). L’espace E(u), cette fois, ne dépend plus de f et s’envoie
dans BV(T?) selon une application i. Les applications Leti dépendent de f mais on
a gagné des propriétés de continuité. Cette idée d’introduire un tel espace est inspirée
de T’article de Tsujii [Ts00].

Nous introduisons ’espace E(u) et 'opérateur L en section 4.2. En section 4.3,
nous étudions les mesures absolument continues invariantes et montrons qu’elles
dépendent continiiment des parametres. Nous améliorons ce résultat en section 4.4:
pour les normes de LP, 1 < p < 00, la densité h est holdérienne en les parametres pour
tout exposant 0 < a < 1. En particulier ceci est également vrai pour les applications

1. Les résultats de ce chapitre ont été repris dans [Cr01b).
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w = p( f)\,w). Ceci entraine que pour tout A > 3, le nombre de rotation presque siir
o( fx,w) est irrationnel pour un ensemble de parametres w de dimension de Hausdorff
égale & 1. Nous montrons en revanche que ces applications ne sont pas lipschitziennes
en général.

4.2 L’espace symbolique

4.2.1 Définition de I’espace symbolique
4.2.1.1 Si h est une application du cercle T! & valeurs réelles et si
T = [zo, z1[U[z1, 22[U--- U [z, 1, 2., (2, = x0)

est une partition du cercle, la variation de h selon la subdivision (z;) est la quantité:

Vh @) = 3 Ih(@isa) — b))
=0

La variation de h est alors V(h) = sup,,) V(h, (z;)). Les applications a variation

bornée du cercle sont les applications h : T — R continues & gauche et & variation
V' (h) finie. On définit la norme

Irllsv =V (R) + [|Alloo
qui fait de ’ensemble de applications & variation bornée BV(T!) un espace de Banach.
4.2.1.2 Pour chaque application fy ,, nous noterons (¢p)nen €t (cl,)nen les orbites
critiques et nous dirons que l'application fy, posséde une collision d’ordre n > 1
si les ensembles {cy, ¢l } et {co, )} s’intersectent.

Pour la suite, on fixe une constante 1 < u < % Notons Ei(u) le sous-espace de
Cx Y x CY formé des éléments (v, (s), (s,,)) tels que

1(, (s), (sl = T+ (Isal + Ish [Ju™ < co.

n>1

Ceci définit une norme sur Ej(u) qui en fait un espace de Banach. L’espace
symbolique E(u) est le noyau dans E;(u) de la forme linéaire

(v, (8n), () = D (sm + 81,).

n>1

Les s, et s}, seront les sauts des discontinuités qui apparaissent en ¢, et c,.

4.2.1.3 Nous faisons maintenant I’hypothese que
Vn > 1, e, cl, & {co,cp}- (4.1)

On pose pour tout n > 1

1, sicy <en <,
n = .
-1, sicy<cp<eco,

pour lordre cyclique. On définira de fagon analogue les symboles (7)) associés &
Vorbite de cp.
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4.2.1.4 On associe alors a (v, (s,), (s},)) € E(u) la fonction
[0,1[—»C

T v+ / > (snbe, + 84001), (4.2)
[0

7$[n21

ou d, désigne la mesure de Dirac en z. Elle définit par périodicité une application
i(v, (sn), (s),)) € BV(T!) de norme majorée par

lli(v, (sn), (s2)lBv < [l +2 ) (18a] + [s3,])-

n>1

Et i : E(u) — BV(T!) est continue. Sa norme est inférieure & 2.

Remarque 4.2.1 Quitte & quotienter par les fonctions constantes, BV(T!) est iso-
morphe & I’espace des mesures de Radon réelles sur T!. C’est en fait ce dernier espace
qui apparait dans la formule (4.2).

4.2.1.5 En général i n’est pas injective, cependant :

Proposition 4.2.1 Silesc, etc,,, n,n' > 1 sont deux a deuz distincts, I’application
1 est injective.

Démonstration : On retrouve (v, (sn), (s),)) & partir de h = i(v, (sn), (s},)) en posant

v="h(c), s, = lim h— lim h, ets,= lim h— lim h.
(en)* (en)™ (et (en)™

O
4.2.1.6 Dans le cas général ou ’on ne suppose pas que la propriété (4.1) est satis-

faite, nous considérons cette fois plusieurs applications ¢ : lorsque ¢,, € {cg,cf} (resp.
¢! € {co,cy}), on doit choisir n,, € {—1,1} (resp. i, € {—1,1}) pour définir ensuite

i(v, (sn), (sp))(z) = v + > Sn + > st (4.3)
co<cn<T co<ch <z
(enco) ou (mm=1)  (cl,co) ou (3, =1)

Autrement dit, on obtient i(v, (sn), (s),))(z) & partir de i(v, (sn), (s},))(co) en ajoutant
les sauts situés entre ¢o et x et on pense & v comme étant la “valeur symbolique” de
h en ¢o. La définition (4.3) coincide avec la définition (4.2) lorsque I’hypothese (4.1)
est vérifiée.

4.2.1.7 On définit également P’intégrale
10,(50), () = [0, (50),(5)) dm
Tl

et pour tout z € T!, les évaluations

ez (v, (sn), (8)) = lim §(v, (sn), (sn)), €z (v;(5n), (s)) = lim i(v, (sn), (8n))s
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qui sont des formes linéaires continues sur E(u).

Remarque 4.2.2 Il pourrait sembler plus naturel de représenter symboliquement
les fonctions par un triplet (I, (s,), (s!,)), ou I est 'intégrale de la fonction et (s,) et
(sh,) les sauts. Pour expliciter ’opérateur de Perron-Frobenius, il sera cependant plus
simple de travailler avec les triplets (v, (sy), (s},))-

4.2.2 L’opérateur de Perron-Frobenius symbolique

4.2.2.1 Nous rappelons que 'opérateur de Perron-Frobenius £ sur L'(T!) associe
a tout h € L(T!) la fonction £.h € L*(T), définie par:

_ h(y)
EH@ = 2 T

4.2.2.2 Nous supposerons & nouveau que ’hypothese (4.1) est satisfaite. On peut
considérer la forme linéaire

ey, (0, (sn), (sp) =v+ D snt D s (4.4)

Nn=1 =1

On remarque que e.; = ej, = e, et on notera parfois
0 0

v' = eq (v, (sn), (53,))-

!
n

A chaque (v, (sp), (s.)) € E(u) on associe,

tel que
2v —2v'
Tl_T’ r = N (4.5)
I o
T4l = %, Prgp1 = %, pour n > 1, (4.6)
w= Y 3 . (4.7)
f(y)=co

Notons que ’on aurait pu tout aussi bien utiliser ej dans P’expression de w car du
fait de ’hypothese (4.1), ef = e, lorsque f(y) = co.
L’opérateur de Perron-Frobenius symbolique £ est continu sur E(u) et vérifie

ioL=Loi. (4.8)
1l préserve donc la forme I.

4.2.2.3 Dans le cas ol la propriété (4.1) n’est plus satisfaite, nous considérerons plu-
sieurs opérateurs: apres avoir choisi (1) et (7],) comme en sections 4.2.1.3 et 4.2.1.6,
nous définissons I"application ¢ comme en 4.2.1.4 et 4.2.1.6 et la forme linéaire e.; par

la formule (4.4). La “valeur symbolique” de h en cq est alors v’ = e (v, (sn), (53,))-
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Les expressions des 7, et rl,, n > 1 sont inchangées (formules (4.5) et (4.6)). Il
reste & définir w dans ’expression (4.7) : nous calculons e__ (w, (ry), (17,)) :

en(w, (). () = Y e () g gy (0 (8n), ()
co y\'n/y\"'n /\ /\ -
f)=co Fly)=co
co<y<ep co<y<co

On pose ensuite

w = e, (w,(rn), (r},)) + Z T + Z .

Cn=CQ

!’
Nn=—1 Cn=c0

Mp=—1

Dans ce cas encore, opérateur £ est continu et vérifie (4.8). 11 généralise la définition
donnée en 4.2.2.2.

4.2.2.4 Ayant fixé un choix de suites (n,,) et (1),), nous utiliserons parfois la norme
équivalente sur E(u):

1, (sn), (SIDI" = 2010l + [0']) + D (Isn] + s u™

n>1

Remarques 4.2.3 1. La relation (4.8) montre que le noyau de 4 est préservé par
lopérateur L.

2. Les coefficients qui apparaissent dans ’écriture de L sont tous dans %.Z. Si 'on

écrit que [ est préservée par £, w s’exprime également sous la forme

w :/Tli(v,(sn),(s;))dm— i(0, (), (s,)) dm.

T1

3. A des choix différents de symboles (1), (/,) sont associés différentes applica-
tions 4 et différents opérateurs £. Cependant, nous verrons (lemme 4.4.4) que
certains de ces choix sont meilleurs que d’autres.

4.3 Les mesures invariantes

4.3.1 Existence

Dans cette section on consideére une application f, ’espace symbolique associé,
E(u), un choix d’application i : E(u) — BV(T!) et un opérateur de Perron-Frobenius
symbolique, £, sur E(u). On montre une propriété de trou spectral pour L. On utili-
sera la notation h~ = —inf(h,0) et h* = sup(h,0) pour toute fonction h : T — R.

Lemme 4.3.1 Le rayon spectral de lopérateur L en restriction au noyau de i est
strictement inférieur a 1.
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Démonstration : En posant (w, (), (r},)) = E(U, (sn),(s.,)), on obtient pour tout
n>1,

|v] 2[o'|
|T1|=Ta Iri] = N
|sn| |57
sl = SR ] = 2
D’ou
u o] + V'] _ u
>l e < 5 S onl + 15D + 2 < T, 50), G
n>1 n>1

Par hypotheése, pour tout vecteur (v, (sy),(sl,)) dans le noyau de i, pour tout
y € T, e, (v, (sn), (s7,)) = €5 (v, (sn), (s},)) = 0 donc

'
dosnt D sh=
cn=y =Y

En ¢y (resp. ¢p), on a donc

Znﬁ—Zr;: = ZT"_ZT"’

Cn=C0 Cn=Co

!
c,. =Co C =Co
=1 n =1
Tin 77’":—1 T ’nln_l
(resp. E Tn+ E rh=w= E TR — E
en=cg cnh=cp en=ch ch=cq
=1 n;:l n=—1 17'"=—1

Par conséquent,

2] + ') < 3 (Iral + i) < S, (s0), ()

n>1

On en déduit donc

ll(w, (rn), (P ))II" < 27“||(v, () (s2))II"-

On conclut grace a I'inégalité 2u < A.

O

Proposition 4.3.2 Le spectre de L contient 1 comme valeur propre simple isolée. Le
reste du spectre est contenu dans un disque centré en 0 de rayon strictement inférieur
a un.

Démonstration :

e Soit P la projection de E(u) dans lui méme définie par:
P(Ua (Sn)a (sln)) = (U7 (517 07 T )7 (SID 07 T ))

PoL est un opérateur de rang fini et L —PoL aune norme majorée par ¥ < 1.

On sait alors (voir [DS] lemme VIIT.8.2) que le spectre de L hors du disque
D(0, ) est constitué d’un nombre fini de valeurs propres de multiplicité finie.
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e D’autre part, & tout vecteur propre (v, (sp), (s},)) associé & une valeur propre v
pour L correspond une fonction h = i(v, (sp), (s1,))-

Si h est non nulle, c’est donc un vecteur propre pour £ de valeur propre v.
Puisque £ a une norme égale & 1 sur L', on en déduit que |v| est inférieur ou
égal a 1.

Si h est nulle, le lemme 4.3.1 entraine que |v| < 1. L’opérateur L a donc un
rayon spectral inférieur ou égal a 1.

e La suite (ﬁn) = (LY ockent /3"(1, (0), (0))) ne peut tendre vers 0 puisque la
valeur le long de la suite de la forme linéaire I est constante, égale & 1. Or la
somme E,(u) des espaces propres associés aux valeurs propres de module 1 est
de dimension finie. La suite (ﬁn) doit donc avoir des valeurs d’adhérence dans
E,(u). Toute valeur d’adhérence est en fait un point fixe de L. Donc L possede
la valeur propre 1.

e La valeur propre 1 est une valeur propre simple: on commence par remarquer
qu’il n’y a pas dans BV(T!) plus d’une fonction réelle positive d’intégrale égale
a 1, fixe par £. En effet, nous avons vu en section 3.3 que f possede au plus
une mesure de probabilité invariante, absolument continue par rapport a la
mesure de Lebesgue. L’opérateur £ étant positif, tout point fixe h se décompose
en fonctions positives fixes Re(h)™, Re(h)™, Im(h)*, Im(h)~ qui doivent étre
multiples les unes des autres.

Notons hg la fonction réelle positive d’intégrale égale a 1. Si L possédait un
espace caractéristique associé & la valeur propre 1 de dimension strictement
supérieure & 1, il existerait une fonction g telle que £(g) — g = hg. Ceci est im-
possible puisque £ préserve I'intégrale. Ceci montre que l’espace caractéristique
associé a la valeur propre 1 pour £ est de dimension un. Il en est de méme pour
L grace au lemme 4.3.1.

e Il reste & voir que L n'a pas d’autre valeur propre de module 1. D’apres le
lemme 4.3.1, il suffit de le voir pour £. Mais ¢’est un résultat classique (voir [Sc]
section V.4) dans ce cadre de voir que le spectre périphérique (i.e. contenu dans
le cercle unité) est un sous-groupe fini de C*, qui est trivial lorsque la dynamique
est topologiquement mélangeante. (La section 3.3 montre que c’est le cas lorsque
A>3)

O

Remarques 4.3.1 1. Au passage, nous avons redémontré l'existence de la me-
sure de probabilité invariante absolument continue par rapport a la mesure de
Lebesgue. D’apres la section 3.3, elle est ergodique et son support est T!.

2. Considérons un opérateur de Perron-Frobenius /3(0) et son point fixe normalisé
(v(0), (sn(0)), (s5,(0))). La proposition 4.3.2 entraine que la suite (E(O)" (1,0,0))
converge a vitesse exponentielle vers le point fixe: il existe 0 <7 <1let C >0
tels que tout opérateur de Perron-Frobenius L proche de E( ), ayant un point

fixe normalisé (v, (s,), (s},)), satisfait pour tout k,

I£¥.(1,0,0) = (v, (sn), (s}))II < CT*.
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4.3.2 Continuité

La proposition suivante exprime que le graphe de L est fermé.

Proposition 4.3.3 Pour la norme des opérateurs, I’ensemble des opérateurs de Per-
ron-Frobenius symboliques associés a une application f est compact. Sa dépendance en
[ est semi-continue supérieurement : si (f(1)) est une suite d’applications convergeant
vers f et E(l) une suite d’opérateurs de Perron-Frobenius associés, il existe une sous-
suite qui converge vers un opérateur de Perron-Frobenius L de f-

Démonstration : La convergence uniforme de (f(l)) vers f est équivalente & la conver-
gence dans l'espace des parametres de la suite associée, (A\(1),w(l)) vers (A, w).

Considérons 'ensemble P (A, Q) des triplets (A, w, (n), (n,)) tels que A et w ap-
partiennent & des ensembles compacts A et 2 de ]2, +oo[ et R respectivement et tels
que (1,) et (1)) appartiennent & {—1,+1}Y" muni de la topologie produit et soient
des suites de symboles admissibles pour ’application f)\,w. L’ensemble P(A, Q) est
compact et lapplication qui & (A, w, (7,), (1},)) € P(A,Q) associe 'opérateur L est
continue.

O

Corollaire 4.3.4 Pour la topologie vague, la mesure de probabilité invariante abso-
lument continue par rapport a la mesure de Lebesgue = h.m dépend continument de
f. Plus précisément, la densité h dépend continiment de f dans chaque espace LP,
1<p<oo.

Démonstration : Soit (f(1)) une suite d’applications tendant vers f, (u(l)) = (h(l).m)
la suite des mesures correspondantes et (i(l), LA(Z)) un choix d’opérateurs de Perron-
Frobenius symboliques. On note (I(1)) les formes d’intégration associées (voir 4.2.1.7).
Quitte & extraire, on peut supposer que EA(l) — L et I(l) — I. La proposition 4.3.2
montre que si les triplets (v(1), (sn(1)), (s, (1)) et (v, (sn), (s},)) normalisés par I(l) et

~

I sont les vecteurs propres de £(1) et L associés a la valeur propre 1, on a:

(0(1), (sn (1)), (s, (D)) = (v, (sn), (57,))-

Les coefficients s, (1) et s},(l) vérifient des relations

2|v(l
jon(t) = 220,
20" (D)]
sn(D)] = IR
1l existe donc des constantes C' > 0 et A\g > 1 telles que pour tout n > 1 et tout [,
c

|Sn(l)|7 |sln(l)| < ﬁ

Fixons un entier N > 1. Si [ est assez grand, m:(1),--- ,nn (1) et (1), - ,nv()

coincident avec 7y, -- ,mn et 0}, --- ,my respectivement. On en déduit
N
/ |h = h()|dm < [o = o)+ D (|sn| d(cn, cn (D) + |s},] d(c),, ¢, (1))
n=1
al 2C

+ D (Isn = s + |57, = 8, ()])

n=1

TN o= 1)
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qui tend vers 0 lorsque N et [ tendent vers +oo. Par conséquent (h(l)) converge vers
h dans L'. On procede de méme dans chaque LP, 1 < p < oo.

O

Remarques 4.3.2 1. Bien siir, la continuité est fausse sur L*> ou BV.

2. On pourrait envisager d’adapter cette démonstration aux applications affines
par morceaux finalement dilatantes ayant un nombre fixé de points critiques.
Ce résultat était déja connu dans L! (voir [Ga]). La démonstration utilisait les
méthodes de V. Baladi et L.-S. Young [BY].

4.4 Régularité de p

4.4.1 Quelques estimées
4.4.1.1 Vitesses des orbites critiques

Lemme 4.4.1 Pour tout A > 3 et w, pour tout n > 1,

,\"—2,\"*1+1< 0 0 A" —1

Cn':'%C;J S -1 .

A—1 - |8w
Démonstration : 11 suffit de remarquer que

8 o,

6—wC0, 6—wCO =0
puis pour n > 0,
0 0
|6_wcn+1| - |)\8—wcn| =1.

4.4.1.2 Controéle de la densité
Lemme 4.4.2 Fizons un choiz de (\,w) et de symboles ((n,),(n),)) admissibles. Si

(v, (8n), (s},)) est le point fize de L normalisé par I, et siv' = ee (v, (8n), (83,)), alors

2 3
1--< <14 ——.
Y=UrvsityTy

Démonstration : On rappelle les relations suivantes :

2]
|s”| = )\TL

2|0’
1y
|sn|_ \n N

On a par définition de e et de E(u)

v'—v:an—f-Zs'nz— Z Sp — Z s

=1 =1 Mm=-1 np=—1
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donc

ol + o]

!
— <

(4.9)

Ceci implique que v et v' sont de méme signe. Puisque I(v, (s,),(sh)) = 1, v et v

sont positifs. On pose donc v~ = min(v,v') et v = max(v,v'). On écrit (4.9) sous la
forme:
20 b e <t
(1- X)U <v <ot (4.10)

Si 'on pose h = i(v, (s,),(s},)), on obtient

Ivl + ']

2(max(h) ) <Y (Isnl + 1)) < 25—+ —

n>1

Par conséquent, utilisant max(h) > 1,

1 <max(h) < Av_

< (4.11)

Puisque I(v, (s,), (s),)) = 1, il existe un point en lequel h prend une valeur majorée
par 1. On en déduit

v
W 407 =2) <D (Isal +[5,]) < 2

n>1
Ceci implique avec (4.10),

1 1
2(1 - X)eﬁ <vt+ov™ < 2%.

Ceci implique avec (4.11) le résultat cherché.

4.4.1.3 Estimée de convergence

Nous améliorons la proposition 4.3.2 en donnant une borne grossiere mais explicite
sur le trou spectral. Elle n’est d’ailleurs utile qu’avec de grandes valeurs de A.

Lemme 4.4.3 Si l'on suppose A > 3 et 1 < u < min(Z,%), le spectre de L non
périphérique est contenu dans le disque D(0, %)

Démonstration : Notons Fy(u) le noyau de I dans E(u). Puisque £ préserve Fo(u) et
que les points fixes non nuls de £ ne sont pas dans Eq (u), il suffit d’estimer le rayon
spectral de £ en restriction & Fy(u).
Notons S = (v, (sn), (s},)) un élément de Ey(u) et R = (w, (1), (r},)) son image
par L.Ona:
S (ral + Irlyu™ < S, (s0), ()

n>1

>
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Si w et w' sont de signes contraires,
2(Jw] + [w']) <D (Iral + [7p)-

n>1

Sinon, on peut les supposer tout deux positifs. Puisque I(R) = 0, il existe au moins
un point du cercle pour lequel h prend une valeur négative. Par conséquent,

w| + [w'] <D (|ral + [7}])-

n>1

On obtient dans tous les cas:

I, o), DI < 2w, (50), (I

On utilise ensuite u < 2.

4.4.2 Reégularité Holder de p

1l y a des choix pour C qui sont meilleurs que d’autres:

Lemme 4.4.4 Soient A > 3 et wg € R. Il existe des opérateurs de Perron-Frobenius
symboliques L(wg) et L(wy ) pour fiw,, tels que

e Pour toute suite croissante (w(l)) convergeant vers wq et toute suite d’opérateurs
L(1) associés @ fx,,»

-~

L(1) = L(wy)-

e Pour toute suite décroissante (w(l)) convergeant vers wy et toute suite d’opéra-
teurs L(1) associés @ fx,,,

~

L) = L(w]).

Démonstration : D’apres le lemme 4.4.1 et par récurrence, nous remarquons que pour
tout n > 1, les parametres w pour lesquels {c,,cl} et {co,cy} s’intersectent est un
ensemble discret. Il suit que pour w(l) # wg suffisamment proche de wy, ¢, et ¢,
ne sont pas dans {cg, cj}. Par conséquent, les limites & droite et & gauche en wy de
L existent et définissent les opérateurs de Perron-Frobenius symboliques Z()\, Wo ) et

E()\,w()").
O

Comme précédemment, nous notons h(fy,,) la densité de I’application fy . Nous
améliorons le corollaire 4.3.4 :

Proposition 4.4.5 Pour toute pente A > 3, tout 1 < p < o0 et tout 0 < a <
1, Uapplication w — h(fr,) @ valeurs dans LP est holdérienne d’ezposant «. Plus
précisément elle admet un module de continuité w — Cw|log(w)|, C > 0.
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Démonstration : La proposition 4.3.2 et la remarque 4.3.1.2 entrainent par compacité
I’existence de constantes 0 < 7 < 1 et C' > 0 telles que pour tout w,

I2F (A, w).(1,0,0) — (v, (50), (s5)) (A, )| < C7*.

(On a une estimée analogue en w™.)
Reprenons la démonstration du corollaire 4.3.4: on approche les densités h par io
£*.(1,0,0), on pose £¥.(1,0,0) = (v(k), (sn(k)), (s, (k))) et hy, = £F.1. Nous obtenons
|h

[ ) = ) <

On remarque toujours grace au lemme 4.4.1 que intervalle [wy,ws[ est partitionné
en un nombre fini d’intervalles [w(i), w(i + 1)[ sur les intérieurs desquels il n’y a pas
de collision d’ordre inférieur & k (voir la section 4.2.1.2). Il est alors facile de voir que
Ck (w).(1,0,0) ne dépend pas de w €|w(i),w(i + 1)[. On en déduit pour chaque i

k(wl) — hk(w2)| + ZCTk.

k
[ @) = o+ D)) < Bl el + 5Bl D) —wli+ D).
puis
k
[ ) = )| € 3 el + |l Dl = wal + 407

n=1
Soit d’apres le lemme 4.4.1:

/|h 1) = h(ws)| < Chlwy — ws| +4C .
Si l’on a choisi k tel que 71! < w; —ws < 7%, on obtient

[ 1or) = hwa)| < Ol = w g o = w
pour une nouvelle constante C' > 0. La démonstration est la méme dans chaque espace
LP 1< p<oo.
|

Pour étudier p, nous introduisons la fonction ¢ : T* — R telle que ¢(z) = fx0()—
Z. Elle est définie a partir de la fonction ¢, 1-périodique sur R, ¢ telle que:

<13(:Tc):{()‘_1)-7~7 siO%gS%

et ne dépend pas de w. On remarque que
= /(qb + w)hdm,

et en appliquant ce qui précede dans L', on en déduit :

Proposition 4.4.6 Pour toute pente A > 3, et tout 0 < a < 1, Uapplication w
p(faw) est hildérienne d’exposant o. Plus précisément elle admet un module de conti-
nuité w — Cw|log(w)|, C > 0.
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Ceci nous permet de montrer

Proposition 4.4.7 Pour toute pente A > 3, et toute partie R de R de mesure
de Lebesgue strictement positive, l’ensemble ) des parameétres w € R pour lesquels
p(faw) € R est de dimension de Hausdorff un. En particulier Uensemble des va-
leurs de w pour lesquelles p(f,\,w) est irrationnel o dimension de Hausdorff un. Plus
précisément, si R est une partie de R de dimension de Hausdorff 8 pour 0 < 8 <1,
l’ensemble des paramétres w € R pour lesquels p(f,\,w) € R a dimension de Hausdorff
au moins 3.

Démonstration : Ceci résulte simplement du fait suivant: 'image d’un ensemble de
dimension de Hausdorff § < 1 par une application héldérienne d’exposant « est de
dimension de Hausdorff au plus g (voir par exemple [Fal]). On utilise ensuite que p
est surjective.

O

On rappelle que dans des cadres différents (voir [Gr91, GrSw]), J. Graczyk et
G. Swiatek ont également montré une régularité Holder pour leur application p (voir
la section 1.3).

Remarque 4.4.1 Nous allons voir que la fonction w + p(fy.) n’est en général
pas lipschitzienne. Peut-on montrer cependant pour p des propriétés de régularité
meilleures que celle d’étre Holder pour tout exposant o < 17

Rappelons ainsi qu’une fonction g de R dans lui-méme est dans la classe Zygmund
s’il existe C' > 0 tel que pour tous x € Ret € > 0,

l9(z +¢) +g(z —e) — 2g(x)| < Ce.

C’est une classe plus large que les applications lipschitziennes. On constate d’apres
la proposition 4.4.6 que le module de continuité de p est celui d’une application
Zygmund, ce qui nous incite a poser la question suivante:

Les applications w +— p(f,\,w) sont-elles dans la classe Zygmund ?

4.4.3 p n’est pas lipschitzienne

Nous avons vu que les fonctions w — p sont holdériennes pour tout exposant
strictement plus petit que 1. Nous montrons ici qu’elles ne sont généralement pas
lipschitziennes. Ce résultat sera amélioré ensuite au chapitre 5.

Proposition 4.4.8 Il existe des paramétres (A,wo) avec \ arbitrairement grand tels
que les taux d’accroissement en wo de Uapplication w — p(\,w) ne soient pas bornés.

Démonstration :
e Pour M, entier suffisamment grand, et 8M < A < 8M + 8, il existe ¢y < p <
G < ¢ vérifiant } 3
frw®@) =P+ Met fro(@) =q+2M.
On en déduit que p et § sont respectivement proches de % et i. On choisit alors
(A, wp) pour avoir
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Et donc pour tout n > 1, ¢, = p et ¢, = g en (A, wp). Nous noterons p(w) =

p(f)\,w)'

D’apres le lemme 4.4.1, il existe une constante Cy > 0 indépendante de A telle
que pour tout entier NV > 1 et tout parametre w avec

0
|w — wol < PR (4.12)
on obtienne pour tout 1 <n < N
3 5 7 9
— << —et =<c <. 4.1
32" =33% 335" 75 (4.13)

Pour k > 1, nous posons h(k) = £¥.1. On calcule une valeur approchée de p en
posant

plk) —w = » oh(k) dm.

(La fonction ¢ a déja été introduite pour démontrer la proposition 4.4.6.) Comme
précédemment, nous notons

L£*.(1,0,0) = (v(k), (sn(k)), (7, (K)))

et
V' (k) = ec (v(k), (sn(K)), (s, (K)))-

D’apres le lemme 4.4.2, pour X\ grand et k > ko(A) suffisamment grand, v(k)
et v'(k) sont arbitrairement proches de 1. On en déduit que pour tout n > 1,
A" sp(k + n)| et A™|s), (k + n)| sont proches de 2. Les formules de récurrence

nSn(k
s (1) = o2l

Dcpt1 = A Dey + 1,

montrent que pour tout k—n > ko(A), Asp (k) De,, et —As), (k) Dcl, sont positifs
et arbitrairement proches de 2 d’apres le lemme 4.4.1:

7

1 < (1A = 1)sn(k) De, —(1A = 1)s, (k) De, < (4.14)

| ©

1l existe également une constante B > 0 indépendante de A qui donne pour tout
n,k > 1 une borne plus grossiere:

(A + 1)|5n(k) Denl, (A +1)|s,, (k) D, | < B. (4.15)

Nous allons fixer deux entiers N,k > 1 avec N < k — ko(\) et approcher les
p(k)(w)—p(k)(wo)

w—wo

taux d’accroissement pour w appartenant &

[wo — Cod™ V=1 g + Cox~ N1 (4.16)

Comme pour la démonstration de la proposition 4.4.5, 'intervalle (4.16) peut
étre partitionné en un nombre fini d’intervalles sur l'intérieur desquels il n’y a
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pas de collision d’ordre inférieur ou égal & k. Sur un tel intervalle Jw;, wit1[, p(k)
est de la forme:

k
p(R)(w) = p(k)(wi) + ) (Sn(k)(cn(w) — en(@i)) (A — 1) @) Fen(wo)
n=1

2
! , )
st (k) (chy () — ¢!y (wi)) (u X — 1)%(“’);—%(“@)) 7
avec la convention
=X oo < 1E2
2\ nsCn S o

Il est alors facile de voir que Dp(k) est constante par morceaux sur l'inter-
valle (4.16) et de la forme:

k
Dp(k) = Z(sn(k)(nn)\ —1)en Doy + 5, (k) (ml, A — 1), Dcl). (4.17)

n=1

On déduit de (4.13), (4.14), (4.15) et de (4.17) Pestimation
1 1
Dp(k) 2 35N = 2B(k = N) < =7k +3B(k = N). (4.18)

e D’apres les sections 4.3.1 et 4.4.1.3, si A est suffisamment grand, il existe une
constante C; > 0 telle que pour w proche de wqy et pour tout k& > 1,

(k) — pl(w) < C1 (;)k

e On fixe une valeur de w et on définit N et k par:

1
Co)\—N <w< Com:

4 k+1 4 k
Ch (X) <w<Cy (X) .

-1
hoN< 10g4k log(C1Cy )
log A log A

Nous obtenons:

(4.19)

Puis en utilisant les formules (4.18) et (4.19),

p(w) — p(wo) 1 log 4
PE) 7P < (—— +3B2C :
w—wy 16+3 log A k+C

pour une nouvelle constante C' > 0.

e Finalement en ayant choisi A suffisamment grand, on voit que les taux d’accrois-
sement de p en (A, wp) ne sont pas majorés.

O
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Remarques 4.4.2 1. La démonstration montre que le module de continuité de la
proposition 4.4.6 est optimal.

2. On peut montrer que les fonctions p(k) qui nous ont permis d’approcher p sont
des fonctions spline d’ordre 2.

3. Cette démonstration prouve & nouveau que w — p(fy,) n’est en général pas
croissante.



95

Chapitre 5

Mesure de Lebesgue et
nombre de rotation presque
sur

Nous appliquons des résultats que nous démontrerons au prochain chapitre et
nous montrons que pour un ensemble de parametres de mesure positive, le nombre de
rotation presque sir est irrationnel.

5.1 Introduction

Nous revenons a notre question initiale: comprendre comment se répartissent les
valeurs du nombre de rotation presque sir du point de vue de la mesure dans ’espace
des parameétres. Par exemple :

Le nombre de rotation p est-il irrationnel sur un ensemble de mesure strictement
positive ?

Nous donnons une réponse positive. Rappelons que dans [He77], la fonction w +—
p(f.,) est croissante et il suffisait de montrer qu’elle est absolument continue. Dans le
but de compléter nos connaissances sur la régularité de p nous posons donc également
la question suivante:

Les applications w p(ﬁ,w) sont-elles absolument continues ?

Cette fois, la réponse est négative. Pour le montrer, nous approximons ces ap-
plications de facon plus directe qu’en 4.4.3 par des applications affines (section 5.2)
puis nous utilisons des résultats qui ne seront démontrés qu’au prochain chapitre
(section 5.3).

5.2 Calcul approché du nombre de rotation

5.2.1 Notations

Nous avons défini au chapitre 3 pour chaque parametre (\,w) un endomorphisme
du cercle de degré un f. Il posséde deux orbites critiques (cn)nen et (¢, )nen. Par
ailleurs le cercle est divisé en deux intervalles de monotonie de f. Nous rappelons que
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nous avons défini pour chaque entier n > 1

_ J1lorsque ¢, est dans l'intervalle de croissance de f,
I —1 lorsque ¢, est dans Iintervalle de décroissance de f.

et de fagon similaire 7, selon la position de c},. Il y a parfois plusieurs choix pos-
sibles pour les suites (7, )nen, (7}, )nen. En revanche le lemme 4.4.4 montre que ces
suites sont bien définies si I’on approche w & droite ou & gauche en fixant A\. Pour
chaque paramétre (A, w™) ou (\,wt), ceci détermine un unique opérateur symbolique
L possédant un unique point fixe i = (v, (sn), (s},)) normalisé par I. La mesure de
probabilité invariante et absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue
p = h.m est donnée par h = i(h).
On définit encore

v’:U+an+Zs'n:v— an— Zs’n (5.1)
=1 N, =1 =1 n=-1

Par le lemme 4.4.2, v et v’ sont strictement positifs. Les s; et s}, ¢ > 1 sont réels et
non nuls, on note ¢; et &} leur signe.
On définit enfin “I’abscisse” I; (resp. I}) de ¢; (resp. ¢}) de la fagon suivante:

e Lorsque ; = 1, I; est le relevé de ¢; dans [0, 251 ].
e Lorsque 7; = —1, [; est le relevé de ¢; dans [=33L,0].
5.2.2 Calcul du nombre de rotation
5.2.2.1 Invariance
L’invariance de h par L entraine
€iy1 = i€ et €5, =1;e;, avec e; =l et ] = —1,
2ue; 20v'e;
s = /\z.z, et s = )\i’, i>1.
On obtient avec (5.1)
26i o 262
w1+ ) =v- > Sl (5.2)
ni=1 172:1
2e; , 2!
1-— —)=v(1 —4).
o ; ) = +WI:ZI )

Remarque 5.2.1 On remarque que
Z 26,’)\71’ = Z(Ez + Ei+1)/\7i.
ni=1 i>1

Donc (5.2) se réécrit

v ZEi)\’i =— Zeg)\’i. (5.3)

i>1 i>1
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5.2.2.2 Normalisation

On rappelle que h est normalisée par I ce qui s’écrit:

v - Z(sili +sl}) =

i>1

soit

5.2.2.3 Nombre de rotation

Dorénavant on suppose que A > 3. On intégre contre la mesure h.m la fonction
¢ définie en 4.4.2. Le nombre de rotation presque sir de f est p = [ phdm+w. On
obtient alors

U _ansz A= nz z Z’? )‘ 771 ll2

i>1 i>1

soit

2
_1 .
R o Sy 1 S ol RN B PO WA P el B
i>1 i>1
(5.5)

On peut ensuite éliminer dans (5.5) v et v’ grace a (5.2) et (5.4). On trouve finalement

Proposition 5.2.1

ot l'on a noté

_1 . -
it = e A=A =Y mE (A — )AL

A= i>1 i>1
1oy T > =
ey
ni=1 ni=1
1= 2807 =) 267
i>1 i>1
B= = :
26( 251

-3 57 1+ Z
7]2:1 ni=1

Remarques 5.2.2 1. Depuis le début on a brisé la symétrie entre ¢ et cj.

2. On note que lorsque la pente est suffisamment grande, #5* est proche de z
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5.2.3 Taux d’accroissement approché de p

On cherche maintenant & estimer les variations de la fonction w — p—w a I’échelle
A™™. On fixe une valeur de A et on considére un intervalle Jwy,ws[ sur lequel il n’y a
pas de collision d’ordre inférieur & n:

Vw €lwr,ws|, V1<k<mn, {ck,c,}n{co,ch}=0.
Le lemme 4.4.1 montre que ’on peut en toute généralité supposer
lws —wi| < 2A7"FL,

On cherche & estimer p(w;) — p(wz) & CA—™*! pres, ot C est une constante uniforme.
On a

plun) = plon) = (wn =) = 2L ZE) 2 =y ) — By

On note que si A est assez grande, B est proche de 1 et d’apres la remarque 5.2.2.2,
£5% est proche de 1.
On commence par borner le terme | B(w2)—B(w1 )| : on peut approcher B 3 CA~—"~!

pres en tronquant les termes d’ordre supérieurs a n :

1= > 26077 = > 2807

<i< <i<
S+ S — —Bl<OAT
i (2
SN AR
1<i<n 1<i<n
7,_2:_1 mi=1

Sur lintervalle Jwy,ws[, il n’y a pas de collision d’ordre inférieur & n et donc les €; et
i, 1 <14 < n, sont constants :

|(B(w2) — B(QJ1)) — AB.(LUQ — w1)| < CA7n71

ou l'on a posé

9 B
— Z 26;)\_'6—0z — Z ZEi)\_’ac
1<i<n « 1<i<n v
AB = 27 + %, (5.6)
=Y 5 X%
1<i<n 1<i<n
n;=1 m=1

Nous utilisons maintenant le lemme suivant :

Lemme 5.2.2
6Ci 1 ) )\i 26j ZEZ'
5,~(—+— =2 e Y By E
ow A—1 A+1 1<i<io pY = N
n;=1
oc’ 1 Al 2¢’, 2!
Y a1 - 1— it R
6’(6w+)\—1> A+1 Z M\ Y
1<;<i—1 j>i
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Démonstration : Pour i =1, on a

%:%2612—6’1:1.
Par récurrence, on vérifie
cont (B4 1)
=¢; (A%+ z+/\7ﬁ1)
= de; (% + )\i1> n )\si;niz 1)
A\t 9. o | ”
R 1+1Sj25i—1%+j2i§_(1_m) %-’_j;—l% ’
n;=1

ce qui établit ’égalité (il y a deux cas, n; = +1).

Finalement, pour 1 <1i <m,

oc; 1

B b LR D DI oA | R A
1<j<n
n;=1
e 1 : .
AT 4 (- X 2 < oaT
1<j<n
n;=1

En remplacant dans (5.6), et en simplifiant, on en déduit donc

AB|<C > 2x <O

1<i<n

Il reste & estimer A(ws) — A(w1). De la méme fagon, on peut tronquer dans A les

termes d’ordre supérieur & n:

|A(w2) — A(wl) — (AAl.((UQ — wl) + AAQ.((UQ — w1)2)| < C)\inil.

On a posé
. 60'. . oc;
- Wit A = A W (wy) =2 — 2miei( A — ni) Al .
1; mes(A = 1A j(w1) 5 1;; migi(A = mi)A~li(wn) 5=
AAl _ i<n + <iln
1+ Yy =
1- > X
1<i<n 1<i<n
ni=1 ni=

En utilisant & nouveau le lemme 5.2.2, on obtient

8= (S O =il = 3w — k@) < O

1<i<n 1<i<n
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D’autre part,

" oc; 2 (- Oc;
- Z 77 T’z (6_(4)) - Z ThEz 77@ (8&))

AA 1<i<n 1<i<n
2 =
2! 26,’
1— _i’ 1+ E Y
1<i<n 1<i<n
ni=1 ni=1

et le lemme 4.4.1 implique [AA4z| < CA"~ . Le terme quadratique A As.(ws —wy)? est
donc majoré par CA~"F1,

On en déduit la proposition suivante qui permet d’approcher p par des applications
affines :

Proposition 5.2.3 Soit |wi,ws| un intervalle sur lequel il n’y a pas de collision
d’ordre inférieur a n, alors,

Ip(w2) — p(w1) — App(w]) (w2 — w1)] < CpA™"H!
ou Cy est une constante universelle et ot l'on a posé

Barlet) = e (2 HO— @) = 3 n-mlw). (67

(A+1)B 1<i<n 1<i<n
Remarque 5.2.3 On voit que A, p(w;") ne dépend que de la dynamique en w;". On
peut également définir
- _ 2 / INT ) N
Barle) = GEEET (2 HOA-Ml) = F = nliwn)).

1<i<n 1<i<n

et obtenir une propriété similaire. Rappelons que pour w € R, les suites (1;), (n}), et
les autres quantités qui en dépendent peuvent étre différentes en w™ et wt. On peut
néanmoins montrer que pour tout w,

|Anp(w™) = Anp(w™)| < C.

5.3 Propriétés métriques de p

Pour A > 3, on notera py 'application w 5 p(fi..)-
Le théoréme 6.1.1, démontré au chapitre 6, peut étre énoncé de la facon suivante:

Théoréme 5.3.1 Il existe une constante C, > 0, une valeur \g > 3 et un sous-
ensemble E des paramétres de |Ag, +0o[xR de mesure totale tels que :
Pour tout (A\,w) € E et p > 1, il existe n > 1 satisfaisant les propriétés suivantes :

; 3 5 / ' 1
b Cny 5 Cntp € T0[76, 165 Cn>m s Cnap € To[0, 5l

ii. Pour tout n <k <n+p et sur Uintervalle [w — CoA™F w + CoA™FFL] il ny
a pas de collision d’ordre inférieur ou égal d k.
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Le choix des intervalles [0, 1] et [, 2] est relativement arbitraire. On en déduit :

Corollaire 5.3.2 Il existe une constante universelle C. > 0 telle que pour tout
(\,wo) € E et pour tout K > 0, il existe 0 <r < K1 et P > K vérifiant

[lox = (pa(wo) + P.(Id —wo))llco(B(wo,r)) < Ce-r-

Démonstration : Pour (A\,wg) € E et K > 0, on fixe un entier p tel que p >
32AB(wo) K. 1l existe alors un entier n satisfaisant avec p les conclusions du théo-
reme 5.3.1 et suffisamment grand pour que

0<C A" <« KL,

Pour chaque entier n < k < n + p, il n’y a pas de collision d’ordre inférieur ou égal
a k sur [wg — Cod™ 51 wo + Ca)\_k“] et donc pour tout w dans cet intervalle la
proposition 5.2.3 entraine

lp(w) — p(wo) — App(wo)(w — wo)| < CpAFH1.

En effet, il n’y a pas en wy de collision d’ordre inférieur & k donc Agp(wy ) = Agp(wy)-
Il suffit donc de trouver une valeur de k pour laquelle |Agp(wg)| > K et de poser
r = C A"kt

Comparons A, p(wo) et Ayypp(wo). Le théoréme 5.3.1.1 entraine:

M =41 =" =Tntp =T =1 =~ =Tppp = 1,

3 5 1
lnaln+17" ) Jln+p € [EJ E] et l;wl{n—i-la' o 7l;z+p € [07 g]

On déduit de (5.7)

2p

60 1)Blay) < Anplwo) — 2K

An-i—pp(wO) < App(wo) —

Ainsi App(wo) > K ou Ayypp(wo) < —K, ce qu'il fallait prouver.

On en déduit immédiatement le résultat suivant :

Théoréme 5.3.3 Pour presque toute pente A > Xo, Uapplication définie par w —
p(faw) nest pas absolument continue.

Démonstration : D’apres le corollaire précédent, pour presque tout A > A\g et pour un
sous-ensemble Ey de R de mesure pleine, {\} x Ex C E. Pour tout wg € Ej, on peut
construire une suite p,, — oo (on supposera par exemple p, — +00) et une suite de
réels strictement positifs r, — 0 tels que

pa(wo +1n) — palwo) > (Pn — Ce).rp.

On en déduit que py n’est pas dérivable en wq. La fonction py n’est pas dérivable sur
un ensemble de mesure strictement positive et n’est donc pas absolument continue
(voir par exemple [Ru] chapitre VII).

O
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C’est une réponse négative a la seconde question de I'introduction. En revanche,
le théoreme 5.3.1 permet également de donner une réponse positive:

Théoréme 5.3.4 Avec les notations du théoréme 5.3.1 et pour tout py € R, l’en-
semble des parameétres (] N, +0o[xR) N p~1(po) est de mesure nulle

Démonstration : Raisonnons par ’absurde: si ce n’était pas le cas, il existerait un
parametre (\,wp) € E qui soit un point de densité de 'ensemble ({\} x R) N p~1(po)
pour la mesure de Lebesgue de {\} x R.

Appliquant le corollaire 5.3.2 en wg avec pour constante K = 3C,, il existe une
suite de réels strictement positifs 7, — 0 tels que pour tout w vérifiant %rn < |w-—
wo| < T,y

K
(W) = pa(wo)l > Klw = wo| = Cern > (5 = Ce)rn

et donc py(w) # pa(wo)- La densité de ({A\} x R) N p~1(po) dans les boules {\} x
B(wo,ry,) est donc plus petite que 1 pour tout n. Ceci contredit le choix de wp.

O

Corollaire 5.3.5 Pour un ensemble de paramétres (A\,w) €]Ag,+00[ de mesure de

Lebesgue totale, le nombre de rotation presque sir p(fa,,) est irrationnel.

Remarque 5.3.1 Plus précisément, les ensembles R C R pour lesquels p~1(R) est de
mesure de Lebesgue strictement positive dans JAg, +00[x R ne sont pas dénombrables.
Encore une fois, p a un comportement opposé 3 celui des fonctions p* et p~ (voir le
théoreme 1.4.3).
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Chapitre 6

Etude statistique des orbites
critiques

Nous montrons que pour un ensemble des parametres de mesure totale, les orbites
critiques des endomorphismes affines par morceaux introduits au chapitre 3 satisfont
certaines propriétés statistiques qui ont été utilisées au chapitre 5: elles n’approchent
pas trop vite les points critiques et sur de longues périodes elles restent dans des
régions déterminées du cercle.

6.1 Introduction

Nous démontrons dans ce chapitre, pour les endomorphismes affines par morceaux
introduits en section 3.3, le résultat suivant qui est utilisé au chapitre 5:

Théoréme 6.1.1 Il existe une constante universelle C, > 0 et pour tous voisinages
V de mo(3) et V' de mo(), une valeur Ao > 3 satisfaisant la propriété suivante :
pour presque tout parameétre (A, w) €], +00[XR, et pour tout p > 1, il existe n > 1
tel que :

- ! ! !
i Cpy " Cpyp—1 €V, Cp,--- s Cnpp—1 eV'.

ii. Pour tout paramétre (\,w') avec w' € [w — CoA™" M w + Co A", et tout
1<k<n-1, {ekc,} N{co,ch} = 0.

iii. Pour toutn < k < n+p—1 et tout paramétre (A, w') avec w' € [w—Cu A ¥+ w+
CaA™ 1), {eu, ) 1 {eos g} = 0.

Remarque 6.1.1 Les conclusions (ii) et (iii) sont optimales puisque d’aprés le lemme
4.4.1, il existe une constante C' > C, satisfaisant pour tout parametre (A, w), et tout
entier k > 1 Dassertion: il existe ' € [w — CA7*+L w + CA=*H1] tel que pour le
parametre (A, w'), 'un des points ¢, ..., ¢, ¢i, .- ., ¢}, rencontre {co,c}-

Le théoreme 6.1.1 est utile pour le chapitre 5 mais la preuve donne une description
plus générale de l'espace des parametres. Il s’agit en quelque sorte de contrdler le
comportement des orbites critiques pour un gros ensemble des parametres. Ce n’est
pas si loin du théoreme de Jakobson (voir section 3.2) qui, dans le cas d’applications
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lisses multimodales, contrdle la vitesse de récurrence, ainsi que la dérivée des orbites
critiques.

Dans ce chapitre, nous adaptons pour une large part ces techniques. Plus pré-
cisément, nous utilisons les constructions de [Yoc97]. Le fait de travailler avec des
applications affines par morceaux simplifie beaucoup les problemes de distorsion. En
revanche, les propriétés que I’on cherche exigent un controle indépendant sur chaque
orbite critique. Alors qu’il suffit en général d’étudier des familles & un parameétre
satisfaisant des conditions de transversalité génériques, il est ici nécessaire d’avoir
autant de parametres que de points critiques. On se placera donc dans ’espace des
parametres (A, w). L’ensemble des parametres que ’on retiendra sera localement un
produit de deux ensembles de Cantor, contrélant chacun la combinatoire d’une des
orbites critiques.

Nous commencons par construire un ensemble de parametres plus gros: les pa-
rametres réguliers R. C’est ’ensemble des parametres pour lesquels les orbites cri-
tiques satisfont deux conditions (R1) et (R2). On peut approcher 'ensemble R en
considérant les parametres R, pour lesquels seuls les n premiers itérés des orbites cri-
tiques satisfont ces conditions. On obtient une réunion de rectangles bordés par des
courbes lisses. L’objet de la section 6.2 est de contrdler la géométrie de ces courbes.

En section 6.3, nous mettons en place dans ’espace dynamique les constructions
nécessaires a la discussion combinatoire, en particulier la notion d’intervalle régulier,
que l'on trouvait dans [Yoc97]. Nous n’avons pas les mémes raisons que [Yoc97] d’in-
troduire les intervalles et parametres réguliers: un parametre de R vérifiera les pro-
priétés (ii) et (iii) du théoreme 6.1.1.

Nous obtenons par récurrence une décomposition de ’espace dynamique en com-
posantes qui regroupent l’espace des parametres ayant une méme combinatoire sur
les premiéres itérations (section 6.4).

Les parameétres réguliers sont introduits en section 6.5. Afin de décrire un ensemble
de parametres de mesure totale, nous devons nous permettre de reldcher les constantes
qui interviennent dans ’énoncé de (R1) et (R2). C’est pourquoi nous définissons des
conditions (R1), et (R2)s pour un ensemble de parametres initiaux P(s).

En section 6.6.1, nous contrélons la décroissance des ensembles R,,. Nous montrons
que la proportion qui disparait entre R, et R,41 est exponentiellement petite avec
n.

Il en résulte que l’ensemble R a une mesure de Lebesgue positive. La dyna-
mique des orbites critiques pour ces parametres est décrite par une suite d’intervalles
réguliers. En quelque sorte, les applications correspondantes ont une structure presque
markovienne (avec une infinité d’intervalles de retour). Nous introduisons une nou-
velle condition (R3) qui impose pour les orbites critiques une grande proportion de
temps passé dans les intervalles réguliers les plus simples, i.e. ayant un temps de re-
tour petit. Un argument dit de grande déviation (section 6.6.2) permet de montrer
que ’ensemble des parametres correspondant R' C R est encore de mesure positive.
Cette partie de la démonstration est elle aussi classique (voir [BC2, Yoc97]) et sert
dans I’étude des familles lisses & garantir un exposant de Liapunov strictement po-
sitif. Ici encore, le but est différent : nous obtenons des temps de retours & V' (resp.
V") communs pour les deux orbites critiques. La structure presque markovienne des
applications et de R’ permet enfin de voir que pour presque tout parametre de R, de
tels retours existent sur des intervalles de temps arbitrairement grands (propriété (i)
du théoreme 6.1.1).
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6.2 Transversalité dans ’espace des parametres

6.2.1 Localisation des parametres, notations

Dans ce chapitre, nous noterons C' les constantes strictement supérieures & 1 qui
interviennent dans les calculs et qui ne dépendent d’aucun parametre. La pente A sera
choisie strictement supérieure & 60. Nous reparamétrons ’ensemble des applications

(fw) en posant
w:él—éo, wlzéé—éll,

de sorte que I'application f;’w, ait une pente A donnée par:
1— )2
2\

wHw =

On obtient ainsi
oA oA 222
2 ____= 1
Ow 0w A2 +1 (6.1)

On a aussi 3 3
C1 C1
— =1, — =0.
Ow > Ow! 0

Soit n > 1tel que V1 <k <mn—1,¢, & {co,cp}, alors,

Ocn, Ocn_1 232
w ()‘ dw A2+ 10"‘1> +1, (6.2)

dcn dcn_1 232 _
5 = (V%55 - o) 63

ol ¢,_1 est le relevé de c,,_1 appartenant a ]%, %[ et m, le symbole introduit en

section 5.2.1. On a donc }\2%;|En_1| <2
Les formules (6.2) et (6.3) donnent alors,

dcn e P |
Ocy, i |

‘% =" X1 (6:5)

On obtient de la méme facon
ac! Al -1
<L 3— .

‘ Ow |~ 5 A-1"7 (6.6)

dcl, ne1 A=t

Nous considérons les domaines ouverts et disjoints Py, m, de ’espace des pa-
rametres, définis pour chaque couple (ngy, mg) € Z2 avec mg > ng + 30, par:

no — 1 <w < nyg,

—my— 1< w < —my.
On vérifie que les pentes des applications associées a ces domaines sont strictement
supérieures & 60. Réciproquement, ’ensemble des parametres (w,w') pour lesquels

la pente est strictement supérieure a 66 est recouvert a un ensemble de mesure de
Lebesgue nulle pres par les domaines Py, m, -
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6.2.2 Courbe de prépériodicité, courbe de collision
Nous considérons a présent un point y qui est:

e soit une préimage d’un point critique. Plus précisément, il existe i > 0 tel que
£i(y) € {co,ch} et pour tout 0 < k <i— 1, F5(y) & {co, ch}.

e soit une préimage d’un point périodique, x. Il existe des entiers ¢ > 0 et ¢ > 1
tels que f'(y) = = et f%(x) = x et tels que orbite positive de y ne rencontre
pas {co, ch}. Le point y est alors dit prépériodique.

Nous vérifions que dans les deux cas, le point y peut localement étre suivi contintiment
avec les parametres.

Lemme 6.2.1 Soit y une préimage d’un point critique ou d’un point périodique,
comme décrit ci-dessus. Alors,

3

Oy

ow

9y
7 Ow!

Démonstration : L’'idée est 1a méme que pour la démonstration du lemme 4.4.1: nous
supposerons que y est une préimage d’un point périodique z. Pour z € T \ {cg, ch},
on a par des formules analogues & (6.2) et (6.3),

402 <
Par récurrence,
o] [0 g
olt |Ry| < 33=L et z, = f4(x). Or, |2z | = % donc
or[ 3
Ow|~— A—-1
Si fi(y) = z, on a aussi
A’g—z +R(—z’)‘ = g—z < %
avec |R(—1)| < 3%. Donc
!
5| <30T

Les autres cas se traitent de la méme facon.
O

Les estimées (6.4-6.7) et (6.8) montrent que si lorbite positive de ¢; (resp. ¢) est
prépériodique et ne rencontre pas {co,cp}, le point critique ¢y (resp. ¢g) reste loca-
lement prépériodique le long d’une courbe dans ’espace des parameéetres. Une telle
courbe sera appelée courbe de prépériodicité. On définit de méme les courbes
de collision lorsque pour un entier n > 1, ¢, (resp. ¢},) appartient & {co,c)} avec
V1< k<n—1ck & {co,ch} (resp. ci & {co,ch})-
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6.2.3 Courbes de types I',I"

L’espace des parametres {(w,w’)} sera muni de la métrique euclidienne standard
de R2,

Nous définissons deux types de courbes dans ’espace des parametres: une courbe
lisse sera

e de type T, si pour tout vecteur tangent non nul (£2,Q'),
3
Q < —1Q].
9 < 1ol
e de type I", si pour tout vecteur tangent non nul (2,Q'),

3
"< ——|9Q|.
] < 519

2
Puisque (%) < 1, les courbes de type I' sont transverses aux courbes de type

I". On montre alors:

Lemme 6.2.2 Les courbes de prépériodicité et de collision associées a l’orbite de cg
(resp. de cjy) sont de type I' (resp. I').

Démonstration : Nous reprenons les notations de la section 6.2.2 et nous traitons le
cas d’une courbe de prépériodicité associée a l'orbite (cy,,): le point ¢; coincide avec
une préimage y d’un point périodique z. Si 'on parametre la courbe par ¢, on obtient
en différenciant

Jcy Ocy Oy Jy

e Dw(t) + ' Du'(t) = 30 Dw(t) + e Duw'(t).

On rappelle que % =1let gfj, = 0. Donc

Dw(t) Oy oy -1
Dw'(t)  Ouw' [1 Ow| (6:9)
Utilisant le lemme 6.2.1,
Dw(t) < 3
Duw'(t)| — A —4
O

6.2.4 Transversalité des parameétres

Terminons par le lemme suivant qui contréle la transversalité des valeurs critiques
par rapports aux points prépériodiques.

Lemme 6.2.3 Soit 6 — o(0) une courbe de type T' (resp. I'') paramétrée par sa

longueur (on suppose %—“él > 0 (resp. ‘g—‘g > 0)), et comme en section 6.2.2, une
préimage y d’un point périodique ou d’un point critique co ou cy. Alors,
7 ocy Oy 7
L i W A T
A—1°39 86° Ta-1
7 0 0 7
(resp. 1 — <% y<1+—).

A-1-00 86~ " A-1
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Démonstration : On a

acy Oy [oc; Oy acy Oy ,
0 90 (a—w ~ o) 2O+ 5 g ) DY O

Or, d’apres le lemme 6.2.1,

oy oy 1‘ <3 dcy Oy 3

< —.
— -1

ow' Ouw'

Sxc1r Y e dw

D’autre part, o est de type I' et paramétrée par sa longueur donc,

1 /Dw)’ 5
>Dw'>1-2 >1—- ——
12D 21 2(Dw'> 21= 5T

et 3
Dw| < —>—.
Pl < Y3
On obtient donc
6 5 ocy Oy 6
1— - P S Ay D
A1 0 —42>0 96 ='TaC1

6.3 Intervalles réguliers

6.3.1 Définition

Sauf en section 6.6.4, nous fixons dorénavant un domaine P = Py, de 'espace
des parametres. Nous notons A_ 'infimum des pentes des applications f = fw,wr, avec
(w,w") € Prny,mo

Pour ces applications, il existe des points

G0 <bpy < v < by <& < bl <-or < bl <é+1
tels que pour tout ng < j < my,
fb;)=b;+j (resp. f(b}) =b}+ j).
L’ensemble des points fixes de f est exactement
{bjm0 < j <mo} U {bm0 < j < mo}.

Il varie continiment avec les parametres sur P.
Nous introduisons les intervalles de retour du cercle

]bnw bno+1[a o 5]bm0—1’ bmo[:]b;noa ;n0—1[5 o 7]b;zo+1a b;zo [

Les intervalles de retour sur R sont les intervalles qui relevent par 7y un intervalle de
retour du cercle.

Définition 6.3.1 L’intervalle I C R est régulier d’ordre n > 0 si f* envoie I
homéomorphiqguement sur un intervalle de retour de R. On définit de fagon analogue
les intervalles réguliers du cercle.
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Si I C R est régulier, 'application f”+1| " est un homéomorphisme et on note g; =

(fn-l—l' _)—1‘
T

Pour n € N, on introduit
An=|J 1 *({co,cp} U{bj,no < j < mo} U{bj,ne < j < mo})
0<k<n
La proposition suivante suit aisément des définitions précédentes:

Proposition 6.3.1 1. Si I est régulier d’ordre n, les points de OI sont deuz points
consécutifs de A,,.

ii. Si I est régulier d’ordre n > 1, f(I) est régulier d’ordre n — 1.
ii. Si I et I' sont réguliers, ICI' ouI' CT ou INI' = .

. Eropriéjé de composition : si fl est un intgmalle régulier d ’ordfe ny de ]1§ et si
fmHL(L) contient un intervalle régulier I d’ordre s, alors I3 = i, (I2) est
régulier d’ordre n; +ns + 1 = ng.

6.3.2 Partition du cercle

Les composantes connexes de T! \ A,, forment un ensemble C,, et nous définissons
€n ensemble des éléments de C,, contenus dans aucun intervalle régulier.

Si I €C,, k < mn, la restriction de f¥ & I est un homéomorphisme et son image
est contenue dans un intervalle de Cp,—j. D’autre part, pour n > 1, |I| = A7t f(I)].
Par récurrence, on obtient donc pour tout n > 0 et tout I € C,,

A7
A-1

1] <

Nous définissons un codage des éléments de C,, : nous numérotons de 1 & L =
2(mo —no +2) les intervalles de Co qui, & un ensemble fini pres, forment une partition
du cercle. A chaque intervalle I € C,, nous associons une unique suite (sx)o<k<n de
7" de la facon suivante:

e Pour n = 0, 59 est simplement le symbole de 'intervalle I € Cy.

e Sin > 1 et silintervalle I' € C,_; qui contient I est codé par la suite (s},),
on définira s = s}, pour 0 < k < n — 1. Relevons I en un intervalle Ie [0,1].
L’image f™(I) est contenue dans un unique intervalle [r,r + 1[. L’image f™(I)
est contenue dans un unique intervalle de Cy, de symbole m. On définit alors
Sp=rL+m.

On remarque d’une part que deux composantes connexes différentes possedent
des codages différents et d’autre part que le nombre de symboles admissibles s41 qui
peuvent suivre un symbole s; est majoré par L + 1. On a aussi L < A_ + 4.

On en déduit que le cardinal de I’ensemble des suites obtenues en codant les
intervalles C,, pour toutes les applications de P est borné par (A_ + 5)"+1.

Un raisonnement similaire permet de montrer ’estimée suivante:

Proposition 6.3.2 Soit f € P. Pour tout n > 0, le cardinal de £, est majoré par
4.6™.
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Démonstration : Nous montrons cette inégalité par récurrence sur n en comptant le
nombre de suites codant pour un intervalle de &, :

Pour n = 0, il est clair que le cardinal de ¢ est égal a 4.

Supposons maintenant 1 > 1 et considérons un intervalle I inclus dans &,. Les
composantes connexes de I\ A, ;1 qui ne sont pas régulieres sont au plus au nombre
de 6.

O

Comme corollaire, ’ensemble des intervalles réguliers maximaux pour l'inclusion
forme une partition mesurable du cercle. Plus précisément :

Corollaire 6.3.3 Pour tout n > 0,

ZIIIS%GY-

Ice,

6.4 Composantes de ’espace des parametres

6.4.1 Continuations
Pour n > 0, nous définissons
A, = {(w,w") € P, Ap(w,w') N {ec1,c)} # 0}
qui est un fermé de P. Nous appelons composantes d’ordre n de P les composantes
connexes de P\ A,,.
Proposition 6.4.1 Soit U une composante de P\ A,. Alors,

i. Uensemble An11 peut étre suivi continument sur U ;

ii. pour tout x € Apy1, Uapplication U — T définie par (w,w') — z(w,w') est
analytique et se prolonge continiiment ¢ Adh(U) ;

iii. pour tous (w1,w)), (wa,wh) € U, et z,y € Apy1, Vintervalle [z(wy,w)), y(wr,w])]
est régulier si et seulement si [z(wq,w}), y(ws,wh)] Vest.

6.4.2 Coordonnées et composantes

Soit n > 0 et U une composante de P d’ordre n. D’apres la proposition 6.4.1,
il existe un unique couple (I,I') d’intervalles ouverts, appartenant a C,, et variant
continiiment sur U, tels que ¢; € I et ¢} € I'.

On définit alors une application ¥y : U —]0,1[? de la fagon suivante:

Uy(w,w') = (Ty(w,w"), Ty (w,w") = (t,u)
si et seulement si
& =t5 + (1 —t)5,
é =uz 4+ (1 —u)z,
ou |Z1, Z2[ et |21, Z5[ sont des relevés & R des intervalles I et I'.
Proposition 6.4.2 Soitn > 1 et U une composante de P d’ordre n. Alors,

i. Yy est un difféomorphisme local ;
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Fi1G. 6.1: Le domaine Ppg m, -

it. soit (wo,wp) € U et (to, up) = Yy (wo,wy). Les courbes définies localement u —
Ty (to,u) et t = Uy (t,ug) sont respectivement de type T' et T".

Démonstration : Fixons (wo,w() € U et posons (to,u) = ¥y(wo,wy). Le lemme de
transversalité 6.2.3 montre que le long d’une courbe T (resp. I''), la seconde coordonnée
u(w,w') = ¥}, (w,w') (resp. la premitre coordonnée t(w,w’)) posséde une dérivée non
nulle. Par conséquent, les ensembles (¥7,)7!(ty) et (¥%)~'(uo) sont localement des
courbes C'. La démonstration du lemme 6.2.2 entraine alors que ce sont des courbes
de type I et I respectivement. Ceci acheve le (ii).

La différentielle D¥ (wp,wq) est surjective. On en déduit le (i).

6.4.3 Décomposition des composantes

On obtient facilement que pour toute composante U d’ordre 0 de P, ¥y : U —
10, 1[2 est un difféomorphisme. Les composantes d’ordre 0 forment donc une partition
mesurable finie de P (voir figure 6.1). La proposition suivante généralise ce résultat
aux composantes de tout ordre. On obtient ainsi localement une structure produit de
I’espace des parametres.

Proposition 6.4.3 Soit U C P une composante d’ordre n > 0.
i. Oy : U —]0,1[% est un difféomorphisme.

1. An+1 NU est une union finie de courbes de type I et T et U \ An+1 est une
réunion finie de composantes d’ordre n + 1.
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Démonstration : On montre ce résultat par récurrence sur ordre n. Pour n = 0,
nous avons vu que le (i) est vérifié. Soit donc U une composante d’ordre n vérifiant
le (i) et caractérisée par les intervalles ouverts I et I', éléments de C,, et les conditions
¢y € Iet ¢] € I'. D’apres la proposition 6.4.1, A, varie continliment sur U. Nous
notons zo < 1 < -+ < Ty, €t g < 7 < --- <z, les points de A,41 contenus dans
lintervalle Adh(I) = [zg, zm] (resp. Adh(I") =[xy, z),]).

Puisque U vérifie le (i), les relations ¢; = z; (resp. ¢; = z}) définissent des courbes
de type I (resp. I'') qui traversent U. Leur complémentaire est réunion de composantes
d’ordre n + 1 qui vérifient le (i).

O

Soit U est une composante d’ordre n, caractérisée par deux intervalles I,I' € C,,.
Ces intervalles sont codés respectivement par les suites (si) et (s}) (voir la sec-
tion 6.3.2). La construction des composantes par récurrence montre que les suites
associées & des composantes distinctes ne peuvent étre égales. On en déduit que le
nombre de composantes d’ordre n de P est majoré par

(L+ 1)2(n+1) < ()\7 + 5)2(n+1)'

6.4.4 Mesure des composantes

La mesure des composantes est bornée uniformément :

Proposition 6.4.4 II existe une constante C; > 1 vérifiant pour tout n > 0 et toute
composante U d’ordre n de P,

m(U) < Cy A2+,
Nous utiliserons le lemme suivant

Lemme 6.4.5 Soit vy : [0,1] = P une courbe de type ' (resp. ') et I =]z1, 2] un
élément de C,, que lon suit continiment sur T’ de sorte que pour le paramétre y(t),
i =tz + (1 —t)zq (resp. c1 =tz1 + (1 —t)z4). Alors,

/\,74_ HI@) <Dyl < 0+ L7_ 5

(1- I (v(8))-

Démonstration : On obtient pour tout ¢ € [0,1],

%l N [(Cl — (toz1 + (1= tO)Z4))(7(t))]

[((tzr + (1 —t)z4) — (foz1 + (1 — t0)24))(7(2))]
= (21 — z4)(7(t0))-

Zalto

Mais si 6 — o () est une reparamétrisation de v par sa longueur, et si o(6g) = v(to),
le lemme 6.2.3 donne

7 S i, 61— G0z (L= 0)2) (0] < 1+ .

1-—
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On termine la démonstration en utilisant la formule

0
IDY()ll | 551 ,. [(er = (toza + (1 = t0)21))(0(6))]
00160
0
= | 31 llr = oss + (1= )0 (0]
O
Démonstration de la proposition 6.4.4 : On introduit pour tout to,uq €]0,1][,

les courbes 7y, : u — lIlﬁl(to,u) et vy, 1t — lIlﬁl(t, ug). On calcule laire de U en
intégrant:

w(@) = [ D%t ADy (e )] dedu
Jo,1[2
Par définition des courbes de type T" et T,

— D’Yt(ta U) A D’yl (tau)”
C 1 < ” u C
= 1Dyt w) |- Dy, (£, w) =

Le lemme 6.4.5 conclut la démonstration.

6.5 Parametres réguliers

6.5.1 Parameétres et intervalles réguliers

Fixons un entier s > 1. Nous définissons l’ensemble P(s) C P des parametres
(w,w") pour lesquels,

1. (w,w') appartient & P\ Agerr_y;

2. il existe un entier 2° < n < 2°T! — 1 tel que ¢; et ¢| appartiennent & des

intervalles I et I' réguliers d’ordre n.

C’est une union de composantes d’ordre 25! — 1. Par la suite, nous travaillerons
au sein d’un ensemble P(s), s > 1. La proposition suivante montre que U;P(s) est de
mesure totale dans P.

Proposition 6.5.1 Pour tout s > 1,

m(P\ P(s)) < Ci (j—G) |

Démonstration : Une composante d’ordre 251 — 1 qui ne compose pas P(s) vérifie
pour tout entier 2° < k < 25! — 1 la propriété suivante:

(Py) Un des points ¢; ou ¢] n’appartient pas & un intervalle régulier
d’ordre k.

Nous allons estimer le nombre de ces composantes.
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Rappelons que le cardinal de Cs_; est borné par
(L + 1)2.25 .

Soit U une composante d’ordre 2° —1 < n < 25t! — 2. Elle se décompose en
composantes V' d’ordre n + 1. Nous appelons I et I’ les composantes de C,, associées
a U. Les composantes connexes de I N A,41 varient continiment sur U et sont en
nombre inférieur ou égal & L + 1. Parmi elles, au plus 6 ne sont pas régulieres. Les
mémes remarques s’appliquent & I'NA,, 1, . Par conséquent, le nombre de composantes
V satisfaisant P, est majoré par 12(L + 1). Finalement, P \ P(s) posséde au plus

(L +1)%2".(12L + 12)2°~%

composantes d’ordre 22°—1. On obtient grace 3 la proposition 6.4.4 ’estimée suivante :

mr\ P <0 (3520) T (1)

6.5.2 Définition des parametres réguliers

Nous fixons un entier s > 1 et pour toute application f dont le parametre (w,w’)
n’appartient pas & Ag._q, nous définissons les intervalles simples de f comme les
intervalles réguliers d’ordre strictement inférieur & 2°. D’apres la proposition 6.4.1, si
U est la composante d’ordre 2° — 1 qui contient (w,w’), on peut suivre contintiment
I'ensemble des intervalles simples de f sur Adh(U).

Supposons & présent que le parametre (w,w') appartient & P(s). Nous notons Ng =
N le plus petit entier compris entre 2° + 2 et 257! + 1 tel que ¢ et ¢} appartiennent
& des intervalles réguliers d’ordre Ny — 2 = N§ — 2, que l'on appellera B(0) et B'(0).
(I est bien clair que la définition de Ny = N} dépend implicitement de s.)

Pour tout m > 1, on définit les paramétres réguliers d’ordre n, R(s,n) C
Adh(P(s)), comme I’ensemble des parametres de Adh(P(s)) satisfaisant & deux pro-
priétés (R1)s,, et (R2)s,n. L’ensemble des parameétres vérifiant une propriété supplé-
mentaire (R3)s,, sera noté R'(s,n).

(R1)s,, Pour tout entier 1 < m < n, ¢, et ¢, appartiennent & un intervalle régulier.

Ainsi pour ¢; et ¢}, les intervalles réguliers correspondants seront par exemple B(0)
et B'(0), d’ordre No — 2 et N} — 2. On choisit des relevés B(0) et B'(0) de sorte que
¢ € B(0) et & € B'(0).

Plus généralement, lorsque le parametre de ’application f est régulier d’ordre n,
on définit deux suites de temps de retour, (Ng)r>o0 et (N})i>0, avec Ny, N] < n, deux

suites d’intervalles réguliers maximaux (Ji)r>0 et (J;)i>0 de R, d’ordres respectifs
(N(k))k>0 et (N'(1))io tels que:

1. én, € Ji (tesp. 55\!{ e J).
2. Ngy1 = Np+ N(k) +1 (resp. Nj,; = N; + N'(I) + 1).

3. Pour tout Ng < m < n, ¢, (resp. ¢,,) appartient & un intervalle régulier maximal
d’ordre r avec r = Ny —m — 1 ot k = inf{j, N; > m} (resp. r = N; —m —1 ou
I =inf{j, Nj > m}).
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Nous pouvons maintenant donner les deux dernieres conditions:
(R2)s,, Pour tous k,l > 1, tels que N(k) et N'(I) soient définis, (Ny, N; < n)
N(k) < Ny (resp. N'(l) < N).

(R3)s,n Pour tout 1 <m < mn,

1

! —

Y. (N®+D+ Y (N +1) < m.
22°< N <m 225 <N,/ <m
N(k)>2° N'(1)>2°

Définition 6.5.1 Les parameétres réguliers, R(s), sont les paramétres réguliers
d’ordre n pour tout n > 0. Ainsi, R(s) = N,R(s,n) On note également R'(s) =
N R'(s,m).

On notera B(k) C B(0) l'intervalle régulier d’ordre Ny + N (k) — 1 tel que

9Bk) = 9B(0) ° 97, © " ° 9. = IB(k-1) ° Y

et on introduit B'(l) C B'( ) de la méme facon.
Les suites (B(k)) et (B'(l)) sont décroissantes et (lorsque le parametre de f est
régulier) tendent vers {c1} et {c|}.

Remarques 6.5.1 1. La condition (R2) sera essentielle au paragraphe suivant
(voir la démonstration de la proposition 6.5.2).

2. La condition (R3) exprime qu’une grande proportion des intervalles réguliers
de retour des orbites critiques sont des intervalles simples. Ceci sera important
en 6.6.3.

6.5.3 Structure de R(s,n)

L’ensemble Adh(P(s)) est, & un ensemble de mesure nulle prés, réunion disjointe
de composantes maximales U sur lesquelles Ny est constante. Une telle composante
est d’ordre Ny —2. Son adhérence R forme un rectangle élémentaire de Adh(P(s)).
Nous rappelons qu’il existe des intervalles réguliers I et I' d’ordre Ng — 2 tels que sur
R, ¢; € Adh(I) et ¢; € Adh(I"). L’application ¥y se prolonge en un difféomorphisme

Tp:R—[0,1]%

Nous expliquons ici comment obtenir R(s,n + 1) & partir de R(s,n).
La proposition suivante nous permet de définir les rectangles de R(s,n):

Proposition 6.5.2 Soitn > 1, alors R(s,n) est une union finie de rectangles fermés
Q d’intérieurs disjoints tels que:
i. X
Int(Q) C P\ A,.

Pour tout (w,w') € Q, les intervalles Jo,--- ,Jy, et Jj,---,JI sont bien définis
et dépendent continiment du paramétre (w,w'). Les entiers k et | vérifient les
relations

Ny <n< N+ N(k), N/ <n<N +N'(l). (6.10)
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ii. L’intervalle B(k) tel que

9Bk = 95(0) ° 95 © " ° 95,

est bien défini. Il y a une propriété correspondante pour B'(l). Les bords de Q
correspondent auz relations

c1 € Fr(B(k)) et ¢, € Fr(B'(1)).

Cette décomposition de R(s,n) est unique.

Démonstration : Nous procédons par récurrence sur n. Nous fixons un rectangle ) de
R(s,n) et nous nous intéressons & Q NR(s,n + 1). Les entiers k et | vérifient (6.10).

Sin+1< N+ N(k) et n <N/ + N'(l), Q reste un rectangle de R(s,n + 1). Il
n’y a rien a vérifier.

Si par exemple n = Ny + N(k), on pose Ng+1 = N+ N(k)+1 et il faut subdiviser
Q. Le point ¢; appartient a U'intervalle B(k) d’ordre n — 1, et le point ¢; appartient
a lintervalle B'(I) d’ordre N/ + N'(l) — 1 > n — 1. On remarque donc que A,, varie
continiiment sur Q. Si A = fN+1-1(B(k)), én,,, parcourt entitrement A lorsque
(w,w") décrit Q. Les intersections de én,,, avec A,, définissent des courbes de type
I qui traversent ) et sont transverses aux bords opposés définis par ¢| € Fr(B'(l))
(c’est juste le théoréme des fonctions implicites car ci, ..., ¢n,,, 1 ne rencontrent
pas {co, )} sur Int(Q)).

Le rectangle @ est donc découpé en rectangles pour lesquels ¢,41 a une combi-
natoire constante. Il suffit pour décrire R(s,n + 1) N Q de retenir les rectangles qui
correspondent & des intervalles réguliers d’ordre inférieur ou égal & n . (La condition
(R2) est essentielle.)

On subdivise aussi ) selon des courbes de type I' lorsque n = N + N'(I).

O

Remarque 6.5.2 On obtient R'(s,n) en ne conservant dans R(s,n) que les rec-
tangles qui satisfont (R3), . Ainsi R'(s,n) satisfait également la proposition 6.5.2.

6.5.4 Mesure relative des rectangles

Nous reprenons la discussion du paragraphe précédent afin de montrer le résultat
suivant :

Proposition 6.5.3 Soit Q un rectangle de R(s,n) défini par les conditions c; €
B(k—1) et € B'(1—1). On se donne &,§j deux points de A, dans A = fNe=1(B(k—
1)) (resp. A = fNi=Y(B'(I — 1))). Notons encore Q(%,§) ’ensemble des paramétres
de Q) pour lesquels

ENk € [Si',:lj] (resp. &g\f{ € [CZ’,:I]])

Alors,
m(Q(Z, 7))

Cy ' mind(#,§) < — ",

S 02 mng(i‘,ﬂ),

ot Cy > 1 est une constante.
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Nous commencons par quelques calculs préliminaires:

1. Soit @ un rectangle de R(s,n). Il est caractérisé par deux intervalles réguliers
B(k—1) et B'(I — 1) et des conditions

ct € Blk-1), ¢, eB(l-1).

Comme pour les composantes de P, on peut paramétrer linéairement B(k—1) x
B'(I-1) par [0,1]%; on obtient un difféomorphisme ¥¢, : @ — [0, 1]2. Pour tout
(to,uo) € [0,1]?, les courbes vy, : u \Ilél(to,u) et v, 1t~ \Ilél(t,uo) sont
des courbes de type I et I".

2. Sur @, |B(k—1)| et |B'(I — 1) varient peu:
Lemme 6.5.4 Pour tous s,n > 1 et tout rectangle @ de R(s,n) (caractérisé
parc; € Blk—1) etcy € B'(I-1)),

1
in|B(k—-1)| > = Bk -1
min | B(k = 1)] > 5 max | B(k 1)

[y

: 1o >z "1 —1)l.
et mén|B -1)]> 2m(’223,1)<|B (-1

Démonstration du lemme 6.5.4 : D’apres le 1), il suffit de voir que si § — o(6)
est une courbe de type I' (resp. I'') contenue dans @),

min |B(k — 1)| > g max |B(k — 1),

et min|B'(l—1)| > §max|B'(l - 1)|.
o 4 o

Supposons par exemple que o soit une courbe de type I contenue dans @
paramétrée par sa longueur /(o). Le lemme 6.2.3 implique

I(o) < Cm3x|B(k —1)|.

On étudie ici |[B(k — 1)| (resp. |B'(I —1)|). On pose [21, 24] = B(k — 1) (resp.
[21,24] = B'(I — 1)). Un calcul donne |24 — 21| = % ou |z4 — 21| = >/\\‘Tm1 avec
m = Ny — 2 (resp. N| — 2). Ainsi m > 4.

D’autre part, o étant de type I, |%| < /\2%:1 d’apres (6.1) et

—m

o1 = =)l < 2m+ ) s

156
Donc,

max |24 — 21| — rr}fin z2a— 21| <2(m+1) mgx(m)l(a)
2(m+1)

<——m-"F— — 21|
S 3o -y el Al
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m+l
A=

Donc

1
max |z4 — 21| — min |24 — 2z1|| < — max |z4 — 21|
o o 4 Q
Le méme résultat est valable le long des courbes de type I'.

O

. Le lemme 6.4.5 s’applique aussi aux rectangles: sous les hypotheses du 1), pour

tout (¢,u0) € [0,1]?,

7
A_+6

(1- )IB(k = D)|(72, () < 1Dy ()l

7
A-—8

<1+ )IB(E = 1)|(7,, (1)),

pour tout (tg,u) € [0,1]?,

7
A_+6

(1- )IB'(L = D (70(u)) < 1Dy (w)]

< (14 ——=5)IB'( = Dl(vo ()-

Avec le 2) nous concluons que les dérivées des courbes s, (resp. 7,,) sont
essentiellement constantes et ne dépendent pas de to (resp. ug).

. Lemme 6.5.5 Sous les hypothéses du 1), nous considérons 6 — o(6) une

courbe de type T', paramétrée par sa longueur l(o), qui traverse Q (i.e. o
est contenue dans Q et c1(0(0)), c1(o(l(0))) € Fr(B(k — 1))). Soient 7,7 €
Ap N fNe=1=Y(B(k —1)). On définit 62,03 € [0,1(0)] tels que

Alors,
|62 — 63|

l(o)

Il y a un énoncé équivalent pour les courbes de type I.

C™'min | — | < < Cmax|Z — §|.
ag o
Démonstration du lemme 6.5.5 : On introduit dans B(0) les points
z1 < 22,23 < 24,
tels que

[21,24] = B(k — 1),
[ka_1(22)7.ka_1 (23)] = ['%7?]]
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Le lemme 6.2.3 donne alors

7
- i — 29| < |63 — 62| < -
(1 P 1)6215%115193 |23 — 22| <103 — 02| < (1+ P 1)9;;19%1;{93 |23 — 22|,
7 7
- i — 2| <o) < ol
(A= 5=7) o Jin, I~ 2al SU) < (U 7=7)  Jugig e —

En utilisant le 2), on sait que

1
min |24 — 21| > - max |z — 2],

0<6<i(0) 2 0<6<Ii(0o)
donc
C~ ' min |25 — 2| 105 — 6| <Cmax7|z3 —z2|_
o |lza—2z| = o) ~ o |24 — 21]

On termine la démonstration en remarquant que

1
<ANE-172 g — g < ——.

1
ANe=1 =100 ol = |5 — g et
125 = 22| =12 =gl et 3= A_1

Nous pouvons maintenant passer a la démonstration de la proposition :
Démonstration de la proposition 6.5.3 : Avec les notations du 1), et comme pour
la démonstration de la proposition 6.4.4, on compare m(Q) et m(Q(z,y) en intégrant :

m(Q) = /[ 1D3(60) A D, )
0,1]2

Le 3) entraine
CYB(k - D||B'( - 1) <m(Q) < OBk - DB'(I-1).  (611)
Fixons ug € [0,1]. On pose

Ny (Yo (£2)) = BV, (£2))

N, (T (t3)) = G (72, (£)).-
On reparametre v, par sa longueur en une courbe 6 +— o(6). Alors, avec les notations
du 4), le 3) donne

o110 = 02|

|63 — 2]
(o) '

3

<|ts —ts] <

<l|ts—t| <C i)

Puis d’apres 4)

C'min|% — §| < |tz — t2] < C'max|% — §|.
On obtient donc
CYB(k—-1)||B'(l - 1)|mQin |z — 9| <m(Q(Z,9)) <

6.12

< 1Bk~ 1)|B( 1) ma | — 1. (612

La proposition suit de (6.11) et de (6.12).
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6.6 Démonstration du théoréme 6.1.1

6.6.1 Mesure de R(s)

Nous estimons la mesure des parametres réguliers:

Proposition 6.6.1 Il existe une constante C3 > 1 telle que pour tout s > 1,

m(P(s) \ R(s)) < Cs (Ai) .

Nous rappelons que sur lintérieur des rectangles de R(s,n), les éléments de e,
varient contintiment. Nous pouvons donc améliorer le corollaire 6.3.3:

Lemme 6.6.2 Pour tous s,n > 1, pour tout rectangle @ de R(s,n), pour tout 0 <

k<n,
6 k+1
ZmaX|J|§4<)\—) .
Jéeer © -

Démonstration de la proposition 6.6.1 : Puisque P(s) C U,R(s,n), nous estimons
ici la mesure relative des parametres de R(s,n) qui ne vérifient pas (R1)s 41 OU
(Rz)s,n+1 :

Soit @ un rectangle de R(s,n). Par définition de R(s,n + 1), la proposition 6.5.3
et le lemme 6.6.2 donnent

6 n+1
m(@\R(s,n+1) < 26 Y max|J)m(@) <86 (1) m(@).

A
J€Een

6.6.2 Mesure des parameétres R'(s)
Nous obtenons également :

Proposition 6.6.3 I existe une constante Cy > 1 telle que pour tout s > 1 suffi-
samment grand,

m(R(s) \ R'(s)) < Cu (;—2)_

Démonstration :

Nf=

e Nous fixons une valeur de s > 1 et nous posons \; = (’}—5) > 1. 1l suffit

d’estimer pour chaque n > 22° la mesure des parametres de R(s,n) tels que

1
Yo NR+D+ D (N +1) > i (6.13)
22* < N <n 22*<Nj<n
N(k)>2° N'(1)>2°
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e Nous définissons par récurrence pour tout entier n > 1 et tout parameétre
(w,w') € R(s,n), les entiers S, et X,, de la fagon suivante:

So=Xo= 0,

Sn= > (NR+D+ >  (N'O)+1),
22° <Ny <n 2?°<Nj<n
N(k)>22% N'(1)>2%°

Xn = Sn - Snflu

avec la convention Sy = Xo = 0. On notera également F,, 'ensemble des rec-
tangles de R(s,n). Sur chaque rectangle de R(s,n) les entiers S, et X,, sont
constants.

Nous estimons par récurrence la quantité

> NP m@).

QEFn

Bien siir, pour n = 1, on obtient m(P(s)). Si 'on fixe un choix de rectangles
Qn_1 € Fr_1 pour n > 2, il vient

> N @m@ =AY Mm(@).

QEFn, r>0 QEFn, QCQn-1
QCQn-1 X, (Q)=r

On remarque que dans les sommes précédentes, r est soit nul, soit supérieur a
29,
Lorsque r est nul,

> AmQ) <m(Qn1).

QEFn, QCQn-1
Xn (Q):O

Lorsque r» > 2%, nous appliquons le lemme 6.6.2 et la proposition 6.5.3:

J r—j
> Nm(Q) <AL D GGy (%) C2Cy <;—f> m(Qn-1)

QEFn, QCQn-1 0<j<r
Xn(Q)=r
L 12\" .
<0+ 1N (12 m(Qu1) < Clr+ DA (@)
Pour finir,
Y A Om@ <1+ Y 0+ DA @ m(Q, ).
QEFn, 2s<Lr
QCQn-1
Et donc

SN Im@ <0y +DNY) Y AT I mQ).

QEFn 25<r QEFn_1



82 DEUXIEME PARTIE : NOMBRE DE ROTATION PRESQUE SUR.

D’ou, par récurrence,

S Pm@ <a+0 Y r+ AT

QEFy, 2s<r

En particulier,

AOY m@<a+0 Y+
QEJ:"H 2s<Lr
Sa(Q)>%

La mesure des parametres de R(s,n) vérifiant (6.13) est donc majorée par

A+ Y DA< AT
25<r
si s est assez grand.
¢ On obtient finalement

m(R(s) \R'(s) < Y (;—2)

n<2s -

6.6.3 Localisation des orbites critiques

La condition (R3) force les orbites critiques & avoir régulierement des retours
simultanés sur des intervalles simples :

Proposition 6.6.4 Pour tous s > 1, r > 1?552;)’ et tout paramétre de R'(s,5"+1),

il existe 5" <n <4 x 5" et des entiers k,l > 1 tels que

Ny <n < Npy1, N(k)<2°,

6.14
N{ <n<Nj,, N(1)<2° (6.14)

2s
Démonstration : Fixons r > kffé%s))- Par définition des intervalles J;, pour tout entier

n entre 5" + 1 (> 22%) et 4 x 57, il existe un unique k > 0 et 0 < m < N(k) tel que
¢n € f™(Ji). Deux cas sont possibles selon que J, est simple ou non. Cependant,
la condition (R3) pour l'entier 4 x 5" implique que les entiers 5" + 1 < n < 4 x 5"
associés a des intervalles réguliers J non simples sont en nombre inférieur & 5”.

De la méme fagon, les entiers 5" +1 < n < 4 x 5" associés a des intervalles réguliers
J] non simples sont en nombre inférieur & 5.

Il existe donc au moins un entier 5" +1 < n < 4 x 5" associé & des intervalles Jj
et J] tous deux simples. C’est ce qu’il fallait démontrer.

O

Nous fixons deux intervalles de retour du cercle B et B’ vérifiant

AB, {co, o), AB', feo,c}) > 5. (615)
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Ce sont des intervalles simples d’ordre 0. Nous choisissons arbitrairement deux autres
intervalles de retour D et D’ tels que
1 P 1
dB,D) > 7 dB',D") > 1 (6.16)
La structure presque markovienne des applications régulieres permet de montrer la
proposition suivante:

Proposition 6.6.5 Pour tous entiers s,p > 1 et pour presque tout paramétre (w,w")
de R'(s), il existe un entier i > 2%° et des entiers k,1 > 1 tels que

Nk Sﬁ<Nk+17 N(k)S 257
N/ <A < Niyy, N'() <2°

et Jyr1 = D, Jpy2 = Jky3 = -+ = Jhyp+1 = B, JlI_H =D, Jll+2 = Jll+3 = ... =
Tipir = B'.

Démonstration : On fixe des relevés B et B' de B et B’ respectivement. Il existe des
entiers ng < m,m’' < myq tels que f(B) (resp. f(B')) recouvre B +m (resp. B' + m/)
pour toute application f = f,, ,» avec (w,w') € P.

On note D (resp. D') P'unique relevé de D (resp. D') tel que B C F(D) (resp.
B' ¢ F(D")) et on introduit pour § > 0 les intervalles

5 =950 (95 +mPH(B) et By =gp, 0 (95 +m)PH(B).

Les intervalles By = mo(Bjp) et By = mo(By) sont réguliers d’ordre p.
On définit pour tout
log(2° +p+1)
log(5)

et tout entier n > 5”1 I’ensemble R'(s,n,r) des parametres de R’(s,n) pour lesquels
il existe des entiers 5" <7 <4 x 5" et k,I > 1 tels que

(6.17)

Ny <7 < Ngy1, N(k)< 2%,
N <i < Nly,, N'() <2°

et
CN’@+1 S sz C_INII+1 S BI% (618)

Par (6.17),4 x 5" +2° +p+ 1 < 5"FL. L’ensemble R'(s,n,r) est donc une union
de rectangles de R(s,n). Il suffit de montrer que presque tout parametre de R'(s) est
contenu dans un R'(s,n,r), i.e. que 'intersection de la suite décroissante

(RI(575T)\ U RI(575T7"J))S

r'<r

est de mesure nulle. Soit @ un rectangle de R'(s,5") \ U R'(s,5",r'"). D’apres la
r'<r
proposition 6.6.4, R'(s,5"t!) N @ est contenu dans une réunion finie de rectangles
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d’intérieurs disjoints @1, Q2, ... ,Q; de R'(s,n1),R'(s,n2), ... ,R'(s,n;), ou n; est le
plus petit entier 5" < n <4 x 5" tel qu’il existe k,l > 1 satisfaisant (6.14).

Soit ;, 1 <4 < j, un tel rectangle. On lui associe des entiers n;, k,I > 1. D’apres
la proposition 6.5.3, ’ensemble des parametres de R{,., N Q; qui satisfont (6.18) est
une union de rectangles de Rs-+1 dont la mesure est minorée par

—2 . . !
Cy?m(Q) min By | min |} .

On peut toujours supposer p grand de sorte que

1
Cy? nclgiin|B,3|nClgiin|Bl'3| <3

On obtient donc

m<R'(s,5T+1)\ ﬂ R'(s,S”“,r'))

r'<r+1

<(1-05? nclgl,n | Bp| HCIZlin |Bj|) m (RI(S,5T) \ ﬂ RI(S,5T,TI)> .

r'<r

Ceci entraine le résultat souhaité.

On obtient en corollaire:

Corollaire 6.6.6 Pour presque tout paramétre (w,w') de P et pour tout entier p, il
existe n > 1 arbitrairement grand et des entiers k,1 > 1, tels que

ii. N(k)= N(k+1) == N(k+p—1) =0,
N'(l) = N'(+1) == Nl +p—1) =0,
i, Jy=-=Jeyp1 =B, Jj=--=J, =B

iv. Pour tout 1 <k <n -1,

)\*k
d(cn—ka {007 06})7 d(cln—ka {007 66}) > T

Démonstration : Fixons une valeur de s > 1. Presque tout parametre de R'(s) est
dans l’intersection des parametres donnés par la proposition précédente lorsque p
parcourt N*. Pour ces parametres et pour tout p > 1, il suffit ensuite d’appliquer la
proposition 6.6.5 & p = p+2° et de poser n = i+ 2%+ 1 pour obtenir les propriétés (i),
(ii) et (iii). Il existe m < m et un intervalle régulier I d’ordre m — 2 tel que ¢; € I et
f™=2(I) = D. D’autre part, ¢,, € B. On déduit de (6.16), pour 1 < j <m —1,

dem 3, Fe(Fm971 () > 2
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Par conséquent,
—-J

d(em—j,{co,c0}) > W

Pour 0 < j <n —m, ¢pyj € B donc d’apres (6.16),

1
d(cmj>{co,c}) > 39"

Les mémes remarques s’appliquent & l'orbite de ¢. On obtient donc le (iv) pour ces
parametres.
Nous concluons en remarquant, griace aux propositions 6.5.1, 6.6.1 et 6.6.3, que

m(P \ Uys1R'(5)) = 0.

6.6.4 Conclusion de la démonstration

Démonstration du théoréme 6.1.1 : Les voisinages V et V' étant donnés, on choisit
Ao > 66 tel que

Blmo(3). (o —5) ) C V7,
B(ro(3), (0 —3) ) C V.

A mesure nulle pres, Ao, +0o[xR est recouvert par des ouverts U vérifiant:
o II existe mg > ng + 30 tels que U C Ppy,me-

¢ Il existe des intervalles de retour B et B’ tels que B C V et B’ C V' pour tout
parametre de U

Comme en section 6.6.3, nous introduisons des intervalles de retour D et D'. Tout
parametre (w,w') donné par le corollaire 6.6.6 satisfait les conclusions du théoréme
6.1.1: le (i) est immédiat. En particulier, pour 0 < m <p— 1,

1
d({cn-‘r?m C:L+m}’ {Co, 06}) 2> ﬁ

D’autre part, pour 1 < k<n—1,

)\—k
d(en—r, {co,ch}) > W

On conclut grace au lemme 4.4.1 la démonstration du (ii) et du (iii).



86

DEUXIEME PARTIE : NOMBRE DE ROTATION PRESQUE SUR.



Troisieme partie

Ensemble de rotation de la
famille d’Arnol’d épaissie






89

Chapitre 7

Rappels sur les applications
déviant la verticale

Dans ce chapitre, nous rappelons des résultats généraux sur les applications dévi-
ant la verticale: nous donnons la définition de ’ensemble de rotation et des orbites
bien ordonnées. Nous présentons également ’approche variationnelle. Pour finir, nous
définissons les attracteurs de Birkhoff.

7.1 Notations et définitions

7.1.1 Les applications déviant la verticale

Un difféomorphisme C' de A, F, dévie la verticale si pour tout & € R, les
applications de R dans lui-méme,

RoR y=poF(Z,y) et R Ry proF Y(E,y)
sont des difféomorphismes de R (voir figure 7.1).

Presque toujours, nous ne considérerons que I’ensemble des applications préservant
Porientation. Il a deux composantes connexes: les applications déviant la verticale a

\/ﬁ—l(n(z»

R x {0} R x {0}

F(D(2))

D(z) D(3)

F1G. 7.1: Déviation de la verticale.
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D

Cr1(B) Cr(8)

F1G. 7.2: Les cones Cr(B) et Cr1(B).

droite (ce sont les applications déviant la verticales telles que y — Py o F(;Tc,y) soit
croissante et y — P1 o F~1(&,y) décroissante) et les applications déviant la verticale
a gauche (telles que ces fonctions soient cette fois respectivement décroissante et
croissante).

L’ensemble des éléments de D! (A) qui dévient la verticale et qui préservent I’orien-
tation sera noté DV(A). L’ensemble des éléments de Diff' (A) correspondant sera noté
DV(A). C’est une partie de Diff§(A).

En général, dans les démonstrations nous ne traiterons que le cas des difféomor-
phismes déviant la verticale & droite; le cas des difféomorphismes déviant la verticale
a gauche lui est symétrique.

Nous faisons maintenant quelques remarques d’ordre technique:

1. Souvent, nous étudierons la dynamique d’applications déviant la verticale en
restriction & une partie compacte de I’anneau. On observe que ’on a alors des
estimées uniformes: on définit pour 3 €0, 5[, le demi cone de R?, C;(3) formé
par les demi-droites OD vérifiant | Angle(OD, O%)| < & — 3 et Crr(83) le demi-

cone opposé Cr1(8) = —Cr(B) (voir figure 7.2). Pour F € Diff' (A), et toute
partie K C A compacte, il existe 3 €]0, [, tel que

Vz € K, DF(2).(0,1) € C1(B) et DF~1(2).(0,1) € Crs(B).
2. 1l est parfois utile de se ramener & un anneau borné: pour M > 0, nous noterons

Ay =T x [-M, M]

et Diff* (Ans), Difff (Aar), D*(Anr), DV(Anr) et DV (Aar) les différents espaces
d’applications associés: ainsi Diff* (Apr) sera lensemble des difféomorphismes
Ck de AM .

Si F € DV(A) vérifie F(Ayr) C Int(Apr), il existe M' > M et G € DV(App)
tels que F et G coincident sur Ay (voir [L86]).
7.1.2 Chemins positifs, négatifs

Un outil important pour I’étude géométrique des applications déviant la verticale
est la notion de chemin positif ou négatif (voir [He83, L87]):
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FiG. 7.3: Exemples de chemins négatif et positif issus de S.

Définition 7.1.1 Un chemin positif (resp. négatif) de A issu de N est un plon-
gement C, v :] — 00,0] — A, vérifiant les propriétés suivantes :

1. I existe T €] — 00,0], tel que pour tout t < 7, Dvy(t) = —v ot v est le vecteur
vertical (0,1).

2. Si pour tout t > T, on reléve continiment & R l'angle entre —v et Dv(t) qui
vaut 0 pour t < 7, on obtient une quantité strictement positive (resp. négative).

La définition de chemin positif (resp. négatif) issu de S s’obtient en remplagant dans
la définition précédente —v par v (voir figure 7.3). On définit également les chemins
négatifs et positifs de A.

Ceci permet de donner une autre définition

Définition 7.1.2 a. Une partie X de A sépare 'anneau si et seulement si son
complémentaire a deuzr composantes connexes non bornées. Nous noterons U (X)
(resp. V(X)) la composante non bornée inférieure (resp. supérieure).

b. Une partie U de A est un anneau inférieur (resp. supérieur) si U U {S}
(resp. U U{N}) est un ouvert conneze simplement conneze de A. On note cet
ouvert U.

c. Soit U un anneau inférieur (resp. supérieur). L’ensemble des points accessibles
par un chemin positif issus de S (resp. N) a valeur dans U est noté Ut. L’en-
semble des points accessibles par un chemin négatif est noté U~ .

d. SiU est un anneau inférieur (resp. supérieur), on note U° I’ensemble des points
z de U tels que D;(2) (resp. Ds(z)) est contenu dans U.

e. Si U est un anneau inférieur (resp. supérieur), on définit également pour tout
z € T, pu (@) = sup(p2(U°N({z} xR))) (resp. pu(z) = inf(p2(U°N({z} xR)))).

Nous rappelons une propriété importante des chemins négatifs (voir [He83, L87]):
Proposition 7.1.1 (M. Herman) Soit F' € W(A), v un chemin négatif de A issu

de N et & € py(7). Alors, le point y de (] — 00,0]) Npy () d’ordonnée la plus petite
est aussi celui de paramétre t €] — 00,0] le plus petit.
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7.2 Propriétés des applications déviant le verticale

7.2.1 Ensemble de rotation des applications déviant la verti-
cale

Nous rappelons maintenant des résultats de [K, Ha, L89] (voir par exemple [L91]).

Fixons une application F € DV(A) et Z € A. On peut considérer 'ensemble des
valeurs d’adhérence dans R de

P o F (%) —;51(5)‘
n

Prenons I'union sur Z. Ceci définit une partie R(F) de R (éventuellement vide) appelée
ensemble de rotation de F' (premiére définition).

Si p est une mesure de probabilité & support compact de A invariante par F, on
peut définir son nombre de rotation

p(u):/A@loﬁ—ﬁl)du.

L’ensembles des nombres de rotations des mesures de probabilité de A & support
compact, invariantes et ergodiques pour F coincide avec R(F') (deuxiéme définition).
Introduisons maintenant les ensembles bien ordonnés de ’anneau :

Définition 7.2.1 Un ensemble = C A non vide invariant par F € DV(A) et son
relevé = C A sont bien ordonnés si

— T est injective ;

[1]

1. Dapplication p; :
2. pour tous 2,7 € 2, p1(3) < p1(2') © pr o F(3) < pr o F(2").
Une orbite est bien ordonnée si elle forme un ensemble bien ordonné.
On peut étre plus précis: un ensemble bien ordonné est le graphe d’une fonction
lipschitzienne au-dessus d’une partie de T! x {0}.
La propriété de déviation de la verticale montre alors que l’adhérence de = est

encore bien ordonnée et compacte. De plus, F| . définit apres projection par p; une

—_

dynamique sur $1(Z). On peut la prolonger en une application de DO(T!) et définir
un nombre de rotation. Il ne dépend pas du prolongement et est appelé nombre de
rotation de Z. On le note p(E).

Définition 7.2.2 Un ensemble d’Aubry-Mather pour F' est une partie = C A bien
ordonnée compacte sur laquelle la dynamique est minimale. On appellera ensemble
d’Aubry-Mather de F le relevé = d’un ensemble d’Aubry-Mather = de F.

Ainsi tout ensemble bien ordonné fermé contient un ensemble d’Aubry-Mather.
Un ensemble d’Aubry-Mather de A de nombre de rotation p est:

e une orbite périodique bien ordonnée si p est rationnel,

e le graphe {(z,v¢(x)),z € T'} d’une application 9 : T' — R lipschitzienne sur
lequel la dynamique est conjuguée & une rotation (dans ce cas, on parle de
cercle invariant) ou bien un ensemble de Cantor si p est irrationnel.
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On note X (F) (resp. X(F)) 'ensemble des parties bien ordonnées fermées de F
(resp. F'). On obtient encore:

Proposition 7.2.1 (A. Katok, R. Douady) i. Pour la topologie de Hausdorff,
Densemble X(F) est fermé. L’application p : X(F) — R est continue et propre.

—— ——

i. Soit (F,) une suite de DV(A) convergeant vers F € DV(A). Soit pour tout n,
un ensemble bien ordonné fermé 2, de E,, de nombre de rotation Pn- Si la suite
(En) converge vers Z pour la topologie de Hausdorff, alors E € X(F) et la suite
(pn) converge vers le nombre de rotation p de E.

Ainsi Uapplication F R(ﬁ’) est semi-continue supérieurement.

D’autre part,

Proposition 7.2.2 (P. Le Calvez) L’ensemble des nombres de rotation des ensem-
bles d’Aubry-Mather de F est exactement R(F') (troisieme définition).

En particulier, R(F) est fermé. En général, il n’est pas connexe (voir [L91]). Il
peut étre vide, la dynamique sur I’anneau est alors errante; il peut aussi étre égal a
R entier.

Comme sur le cercle, nous utiliserons aussi la définition suivante:

Définition 7.2.3 Soit % un rationnel et 7 € A. L'orbite de Z est de type (p,q) si

F1(2) = 2 + (p, 0).

7.2.2 Anneaux montant, descendant

7.2.2.1 Nous rappelons ici un des outils de [L.89] pour montrer les résultats cités
ci-dessus. L’application F' dévie la verticale & droite.

Proposition 7.2.3 (P. Le Calvez) Soit U un anneau invariant tel que U~ = U
(resp. Ut =U). Alors,

e UV =UT (resp. U =U"),
o F-YUT) CcUT (resp. FUT) CU™).

Le graphe T = {(z,pu(z), = € T'} est invariant par F~' (resp. F) et contient un
ensemble d’Aubry-Mather de nombre de rotation py. Plus précisément,

F~Y(Adh(T)) C T (resp. F(Adh(T')) Cc T).
De plus, F‘_1| . (resp. ﬁ’l f) préserve lordre sur I' donné par la projection pi .

Si U est un anneau supérieur (resp. inférieur), les ensembles d’Aubry-Mather
inclus dans U ont un nombre de rotation supérieur ou égal (resp. inférieur ou égal)
a pu et les ensembles d’Aubry-Mather inclus dans A\ U ont un nombre de rotation
inférieur ou égal (resp. supérieur ou égal) a py -

Remarque 7.2.1 Si py est rationnel, ’ensemble d’Aubry-Mather contenu dans I est
construit comme ensemble a-limite (resp. w-limite) de points de I'. Par conséquent,
I contient une orbite de type (p,q) qui n’est pas topologiquement attractive (resp.
répulsive).

Nous donnons deux applications importantes de cette proposition :
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7.2.2.2 Pour tout rationnel % € Q, on introduit les ensembles fermés

Ce dernier compact sépare ’anneau par déviation de la verticale. Citons un lemme
utile pour cette théorie:

Lemme 7.2.4 (P. Le Calvez) Le compact C, , posséde une composante conneze et
une seule qui sépare A.

On a alors

Proposition 7.2.5 (M. Casdagli [Ca]) Les deuz assertions suivantes sont équiva-
lentes :

a. % € R(F),

b. les ensembles C, ,(F) et F(Cp,(F)) ne s’intersectent pas.

De plus, les points de type (p,q) sont les points d’intersection des ensembles Cp, 4 (F)
et F(Cp,q(F))-

Fixons maintenant une application F € DV(A) et lp—, p+[ une composante du
complémentaire de R(F). On choisit n’importe quel rationnel £ €]p_, p, [; ce qui suit
ne dépend pas du choix de £. Les ensembles Cp.q(F) et F(C,,(F)) ne s’intersectent
pas. Deux cas sont possibles: Cp ,(F) est en dessous (resp. au dessus) de F(C, ,(F)).
La composante Jp_, p4[ est alors dite montante (resp. descendante).

Plagons-nous par exemple dans le premier cas et notons Uy, 4 (resp. V;,4) la compo-
sante non bornée inférieure (resp. supérieure) du complémentaire de C, 4. L’ensemble
suivant ne dépend que de la composante |p_, py[:

U=0U,, = U F"(Up,q)-

neN

C’est un anneau inférieur invariant par F. Si p; = 400, c’est A entier. Sinon, ’appli-
cation uy est bornée.

Dans ce cas, il résulte de [L89] proposition 1.5, que U~ = U. On obtient alors
PU = P+-
On peut effectuer la méme construction avec Vj 4 :

V=V, ={JF "()

neN

est un anneau supérieur satisfaisant V, =V et py = p_. L’ensemble W =U NV est
homéomorphe 3 T' x R. Les orbites y sont errantes et montent le long de ’anneau.
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7.2.2.3 On peut aussi considérer un graphe continu

v ={(z,¢(z)),x € T'}

disjoint de son image. L’ensemble A \ v posséde deux composantes connexes: un
anneau inférieur U(y) et un anneau supérieur V (7). Si par exemple F(y) NV (y) = 0,

vV=|JF'(V®)
neN

est alors un anneau invariant et V- =V.

7.2.3 Applications de flux nul

Pour une application F' € DV(A) on peut demander une hypothése un peu plus
forte que la préservation des aires: ’hypothese de flux nul, i.e.

La forme F*(ydz) — y dz est exacte.

Elle implique la propriété d’intersection: pour toute courbe de Jordan C' de A
homotope au cercle T! x {0}, F(C) N C # 0. (Voir [L87] et [He83] chap. II.)

7.2.4 Projection de la dynamique

Nous rappelons (voir [L91]) que l'on peut définir pour toute application F' €
DV(A) des applications g, g’ : R? — R, de classe C!, telles que

F(z,y)=(T,y") & y=9(&33) ety =g'(z,3).

Bien stir, g(Z + 1, + 1) = g(Z%, ') (on a une relation analogue pour g').

Toute orbite (2,) = (Zn,yn) peut étre projetée en une suite (Z,,). Réciproquement,
une suite (Z,) de R” est la projection d’une orbite (2,,) si et seulement si pour tout
n7

gl(jn—la-ﬁ'n) = g(jnaj'n—i-l)- (71)

On retrouve (Z,) en posant y, = ¢'(Zn—1,%n)-

7.2.5 Description variationnelle
7.2.5.1 Le champ ¢

Parfois, nous aurons besoin d’étudier la dynamique des difféomorphismes de I’an-
neau déviant la verticale sous ’angle variationnel : fixons un rationnel %. Pour com-

prendre les orbites de type (p, ¢), nous introduisons
a. le décalage o : RE — RE, (%) = (Zn41);
b. et la translation 7 : RZ — RZ, (%,) — (&, + 1).

Nous noterons x = (&y,).
Nous posons alors
E, = REJ(o1(x)=r7(x)) = RY.
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Nous définissons aussi un champ de vecteurs £ sur E,, en définissant pour tout
x € Epq, §(x) € Tx Ep,q tel que

€n = gl(i'n—la‘%n) - g(i'n;i'n—i-l)-
L’application
(2n) = (P1(Zn))

induit une bijection entre les orbites (2,) de type (p,q) de F et les singularités de €.

7.2.5.2 Le cas conservatif

Dans le cas conservatif, le champ £ est localement un champ de gradient : il existe
une fonction génératrice S : R2 — R telle que pour tout (%,7') € R?,

On définit alors W : E, , =+ R:

q—1

W(X) = Z S(.’Z‘k,.’f?k+1).

k=0

Le champ £ est alors le champ de gradient de W pour le produit scalaire usuel de R?.
Nous disons que cette propriété n’est que locale car en général, W n’est pas invariante
par T.
La relation
S@+1,8+1)=5(z,1"

est vraie pour tout (#,%') € A si et seulement si F est de flux nul. Dans ce cas, W
est invariante par 7.

7.3 Le cadre dissipatif: les attracteurs de Birkhoff

7.3.1 Les attracteurs de Birkhoff ont été introduits dans [Bi32a]. Nous nous réfé-
rerons & [L86] et [L87] pour leur étude systématique.
Nous supposons qu’il existe un anneau Ay = T x [—M, M] tel que

1. F(Apy) C Int(Apr);
2. Tl existe 0 < b < 1 tel que |det(DF)|| W < b.
\M

Dans ce cas, nous ne nous intéressons plus qu’a la dynamique en restriction & A, .

7.3.2 On définit
Ao =Ao(F) = () F™(An).

n>0

C’est un compact connexe invariant de mesure nulle séparant ’anneau. L’ensemble
de rotation R(F') est un compact non vide.

L’ensemble des compacts invariants connexes séparant ’anneau admet un plus pe-
tit élément pour Vinclusion, noté Ay = A1 (F). On Pappelle attracteur de Birkhoff
de F.
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On l'obtient & partir de tout compact connexe invariant séparant I’anneau A en
considérant les composantes connexes inférieure et supérieure, U(A) et V/(A) de A\ A.
On a alors

Ay = Adh(U(A)) N Adh(V(A)).

En général A1 (F) G Ao(F).
7.3.3 L’ensemble R(ﬁ') n’est généralement pas connexe mais en revanche, on peut

considérer I’ensemble Ry (F) qui est I'ensemble des nombres de rotation des orbites
bien ordonnées incluses dans A (F):

Théoréme 7.3.1 (P. Le Calvez, [L86]) L’ensemble de rotation R.(F) de lat-
tracteur de Birkhoff est un intervalle compact.

On remarque que ’application

est semi-continue supérieurement.
Les applications
F— A1 (F),

sont semi-continues inférieurement.
7.3.4 Toutes ces applications ne sont pas continues. En revanche,

Proposition 7.3.2 (P. Le Calvez, [L87]) En topologic C1, ’ensemble des points
de continuité des applications

F'—)Al(F), F'—)Ao(F),

est un Gy dense.
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Chapitre 8

Ensembles de torsion nulle

Nous définissons la notion d’ensemble bien ordonné de torsion nulle. A la différence
des études variationnelles de [AL, M82], nous proposons une approche plus topolo-
gique. On retrouve pour ces ensembles un grand nombre de propriétés des ensembles
bien ordonnés. En particulier, pour tout nombre de rotation, il existe un ensemble
bien ordonné de torsion nulle.

8.1 Nombre de torsion

8.1.1 Définition

Le nombre de torsion des orbites d’une application de ’anneau déviant la verticale
a déja été introduit dans [M84b] (amount of rotation) et [An88] (twist number). Dans
ces études le cadre variationnel était privilégié. Nous proposons ici de les compléter en
donnant quelques propriétés topologiques. Un grand intérét des ensembles de torsion
nulle est justifié par la remarque suivante: si z posseéde une orbite périodique de
torsion nulle, et si z posséde une variété invariante v qui est une courbe C*, alors
localement en z, 7y est un graphe au-dessus de T! (voir la proposition 8.1.1). Cest
un outil fondamental pour la généralisation des langues d’Arnol’d aux applications
standards dissipatives de ’anneau (voir le chapitre 10).

Nous fixons une application F' € DV(A) et un relevé F € DV(A). Soit z € A et
v € T, A\ {0}. Nous noterons 6°(v) le relevé & R contenu dans | — 1,0] de 'angle
orienté entre (0,1) et v. Nous notons 61(0,1) = °(DF(2).(0,1)) et plus généralement
6'(v) le relevé & R contenu dans ]01(0,1) — 1,61(0,1)] de 'angle entre orienté (0, 1)
et DF(2).v (voir figure 8.1). On définit enfin

6(v) = 6 (v) — 6°(v).

C’est un relevé 4 R de l’angle entre v et DF(z).v.

L’application 6 : T, A\ {0} — R est 'unique fonction continue qui reléve I’angle
entre v et DF(2).v et pour laquelle DF(2).(0,1) €] — 1,0[. De plus, 6(v) dépend
continiiment de F' et de v € TA.

On définit aussi

On(v) = D O(DFF(2)w), sin>0,
0<k<n—1
On(v) = —0_,(DF"(2).v), sin<D0.
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(0,1)
00wy v

2 F(z2)

0 (v)

F1G. 8.1: Définition de 6(v) = 6*(v) — 6°(v).

Définition 8.1.1 Un ensemble invariant X C A pour une application F € DV (A) et
son relevé X sont dits de torsion nulle si pour tout z € X et v € T, A\ {0},

2 C) Y (8.1)
n n—+oo

Remarque 8.1.1 On constate que pour tout z € A, v,v' € T, A\ {0} et n € Z,

1
6a(0) ~ 60 (0")] < 5. (82)
Dans cette définition, pour chaque z € X, il suffit donc que (8.1) soit satisfait par un
seul vecteur de T, A \ {0} pour I’étre par tous.
On remarque également que pour tout z € A, v € T, A\ {0},

lim sup b (v)

n—+oco T

<0.

8.1.2 Le cas des orbites périodiques

Considérons une orbite périodique 2o, 21 = F(2p), ... , 2 = F9(z0) = 20. On peut
définir plus généralement son nombre de torsion. C’est la quantité

tim Jm(®) _ gy Oan(), (8.3)

n—-+oo n n——oo n

Elle ne dépend pas du vecteur v € T, A \ {0} choisi.

Lorsque v est le vecteur vertical (0,1), on peut calculer 8,(v), n > 0, en itérant
la verticale D;(z) (ou Ds(2)). L’angle en F"(2z) de F™(D;(z)) peut étre défini & I’aide
des chemins négatifs (ou positifs si F' dévie la verticale & gauche). On retrouve 6, (v).

Ainsi, lorsque F' dévie la verticale & droite (resp. & gauche), le nombre de torsion
est toujours négatif ou nul (resp. positif ou nul). Si DF'%(z,) posséde une valeur propre
réelle positive (resp. négative), le nombre de torsion est un entier (resp. demi-entier
non entier). Si D,, F'? possede une valeur propre complexe, le nombre de torsion n’est
pas demi-entier mais donne ’argument des valeurs propres. Le nombre de torsion est
un invariant de conjugaison C. Si I’on perturbe F et si ’on suit continiment I’orbite
de zg, le nombre de torsion varie également de facon continue.

Dans le cadre variationnel, le nombre de torsion peut aussi étre lu & partir des
indices de Morse des points critiques de la fonctionnelle associée & F' (voir [An88]).
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La premiére orbite bien ordonnée donnée par les théorémes d’existences de [AL, M82]
correspond a des minima de la fonctionnelle et est toujours de torsion nulle.

Donnons une définition alternative de 8, (v): lorsque F est C? et préserve un
anneau borné Ay; contenant zy, il existe (voir [Ha]) une application C1, ¢ : AXR — A
telle que

1. Pour tout t € R, ¢(.,t) est un élément de Diff((4). De plus ¢(.,0) = Ida et
6(,1) = F.

2. Pour tout t € [0,1] et tout n € Z, ¢(.,t + n) = ¢(F™(.),t).
3. Pour tout t €]0,1], ¢(.,t) est une application de DV(A).

L’application ¢ — Angle(D.¢(20,t).v,(0,1)) se releve en une application continue
t — 0(t) de R dans lui-méme et on obtient pour tout n € Z,

D’apres ce qui précede, une orbite périodique de torsion nulle O(z) admet toujours
une direction invariante v € T, A \ {0}. On en déduit une propriété clef pour les
chapitres ultérieurs (voir aussi la proposition 8.2.1):

Proposition 8.1.1 Soit O(z) une orbite périodique de torsion nulle et v = ({,n) un
vecteur propre de DF(z). Alors, la suite

(¢n) = (D(p1 0 F™)(2)-(¢,m))
ne s’annule pas et conserve un signe constant.

Démonstration : On peut supposer que F' dévie la verticale & droite. Pour tout n,
si ¢, et (,41 sont non nuls et ont méme signe, alors, 6, (v) et 8,1 (v) sont dans un
méme intervalle % L[ %] sont de signe contraire, 6,(v) et 6,41(v) sont inclus
respectivement dans des intervalles |& AFL[ ot |R+L1 E£2[ Gj ¢ est nul, 6, 1(v) et

2
2772 2 0 2

0,+1(v) sont dans des intervalles respectifs de la forme ]%, &1 et |2 A£2[ On en

déduit que si la suite ({,) n’est pas de signe constant ou si elle s’annule, le nombre

de torsion de O(z), égal & 6,(v), est strictement négatif. Ceci qui est contradictoire.

O

8.2 Ensembles bien ordonnés de torsion nulle

Les ensembles bien ordonnés ont de bonnes propriétés de torsion:

Proposition 8.2.1 Soit z un point d’accumulation d’un ensemble = bien ordonné et
v € T, A\ {0}. Alors, pour tout n € Z,

—1<6,(v) <1

Démonstration : D’apres la section 7.2.1, E est le graphe d’une application continue
au-dessus de T!. Pour tous 7', 2" € Z avec p1(2') < p1(2"), angle entre la verticale
(0,1) et 2" — Z' posséde un relevé dans [—31,0].
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Nous pouvons supposer sans perdre en généralité que Z est accumulé a droite par
une suite de points (Z) de 2\ {£} et que la suite

(=)
12, — 2l
converge dans U, A vers un vecteur w.

Pour tout n € Z,

Fr(z,) — Fn(z .
tim TG0 = FYG) ) 4
k 2, — 2|

Puisque sur = 'ordre donné par p; est préservé par F,

Vn, 6y(DF(3).w) € [_710] :
On en déduit,
Vi, —% <6,(w)<

[\]
|
N | =

On termine la démonstration en utilisant (8.2) pour passer & un vecteur v € T, A
quelconque.

O

Corollaire 8.2.2 Soit = un ensemble bien ordonné.

i. L’ensemble des points d’accumulation Zg de ZE (au sens topologique) est bien
ordonné et de torsion nulle.

it. Si Z est de torsion nulle, Adh(Z) est bien ordonné et de torsion nulle.

Démonstration : L’ensemble Adh(Z) est bien ordonné (section 7.2.1). Nous lui appli-
quons la proposition 8.2.1. Les points de Adh(Z) \ Z sont des points d’accumulation
de E. Leurs orbites sont donc de torsion nulle.

O

Proposition 8.2.3 Soit = un ensemble bien ordonné, alors Z est de torsion nulle si
et seulement si a(Z) et w(E) sont de torsion nulle.

Démonstration : Si Z est bien ordonné de torsion nulle, a(Z) et w(E) sont contenus
dans Adh(Z) qui est bien ordonné et de torsion nulle d’apres le corollaire précédent.
Tl reste & montrer que si E est bien ordonné et si a(Z) et w(Z) sont de torsion
nulle, alors = est de torsion nulle.
Soit z € E. Alors, ou bien w(z) est une orbite périodique, on applique la sec-
tion 8.1.2; ou bien aucun point de w(z) n’est isolé et on utilise la proposition 8.2.1:
pour tout m € N, il existe un voisinage ouvert U, de w(z) tel que

Vz' € Uy, Yv € T,y A\ {0}, VE €N, (8x(v) < —1=Fk > m).

Les itérés futurs de z finissent par rester dans U,,. On en déduit lorsque n tend vers
+00

On raisonne de méme en —oo.
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Remarque 8.2.1 Lorsque = est bien ordonné de torsion nulle, les convergences (8.1)
sont uniformes en z et v € T, A: en effet 8 est une application bornée. D’autre part,
a(E) et w(E) sont soit des ensembles bien ordonnés irrationnels, soit des unions d’or-
bites périodiques de torsion nulle. L’application 6,, y est donc bornée uniformément
en n.

Corollaire 8.2.4 Tout ensemble bien ordonné = de nombre de rotation irrationnel
est de torsion nulle.

Démonstration : Les ensemble a(Z) et w(E) sont minimaux et donc de torsion nulle
d’apres la proposition 8.2.1. On applique ensuite la proposition 8.2.3.

O

Tout comme les ensembles bien ordonnés, les ensembles bien ordonnés de torsion
nulle sont préservés par passage a la limite:

Proposition 8.2.5 Soit (E) une suite d’ensembles fermés bien ordonnés de torsion
nulle associée a une suite (Fy) d’applications déviant la verticale. On suppose w(Zg) =
Ek-

Si la suite (Fy) converge vers une application F déviant la verticale, pour la topo-
logie de Diff§(A) et si la suite (Z;) converge vers un compact de l'anneau Z, pour la
distance de Hausdorff, alors, = est bien ordonné et de torsion nulle.

Démonstration : On sait déja par la proposition 7.2.1.ii que = est bien ordonné.

Puisque w(Z;) = E, chaque point de = est soit une orbite périodique, soit un
point d’accumulation de Z;. On en déduit grace & la proposition 8.2.1 et la sec-
tion 8.1.2 que pour tout N € Z,et k € N, pour tout z € Z et v € T, A\ {0},

|6 (Fi, v)| <1

ou 'on a précisé la dépendance en 'application F.
Par continuité de 6, on obtient pour tout z € = et v € TA \ {0},

0N (F,v)| < 1.
Ceci conclut la démonstration.

O

8.3 Existence d’ensembles bien ordonnés de torsion
nulle

8.3.1 Existence

8.3.1.1 Les propriétés d’existence obtenues pour les orbites bien ordonnées sont
encore vraies pour les orbites bien ordonnées de torsion nulle:

Proposition 8.3.1 Soit F € B\V(A) Sip € R(F), il existe un ensemble bien ordonné
pour F' de nombre de rotation p et de torsion nulle.
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Un des ingrédients de la démonstration s’inspire d’une idée de hall (voir [Ha])
pour montrer ’existence d’orbites bien ordonnées de type (p,q) lorsque F possede
des orbites mal ordonnées de type (p,q). Nous avons essayé de la reprendre et de la
développer de fagon rigoureuse en 'adaptant a notre situation.

La preuve est purement topologique et montre qu’un ensemble bien ordonné, maxi-
mal pour l'inclusion, posséde toujours une orbite de torsion nulle. Ceci laisse penser
qu’une démonstration variationnelle sur les cercles fantémes de S. Angenent et C.
Golé est envisageable (voir [L99]).

La démonstration repose sur le lemme suivant :

Lemme 8.3.2 Soit Z un ensemble bien ordonné de F € W(A) formé de deux orbites
bien ordonnées O(z), O(z}) de type (p,q) éventuellement confondues qui ne sont pas
de torsion nulle. Supposons de plus que P1(Zo) < P1(Z}) soient deuz points consécutifs
de p1(2). Alors il existe une troisiéme orbite bien ordonnée de type (p,q), O(zl) telle
que

1(%0) < P1(%) < Pr(%),

UO(ZY) est bien ordonné.

.

3

[1]:

8.3.1.2 Preuve de la proposition 8.3.1

Tl découle de [L89] que pour tout p € R(F‘), il existe un ensemble bien ordonné
= minimal de nombre de rotation p. Lorsque p est irrationnel, la conclusion suit du
corollaire 8.2.4.

Nous traitons les autres cas par I’absurde : supposons que p soit un rationnel p = %

et que F' ne possede pas d’orbite bien ordonnée de type (p,q) et de torsion nulle.
L’ensemble = est une orbite bien ordonnée de type (p,q), O(Z). On pose 2(0) = Z et

E(0) = E. Grace au lemme précédent, on construit une suite d’orbites bien ordonnées

de type (p,q) (de torsion non nulle par hypothese), (O(2(n))), distinctes, et une suite
d’ensembles bien ordonnés (=(n)) tels que pour tout n > 0,

1. E(n+1) = E(n) UOG(n +1)).

2. p1(2(0)) < p1(2(n + 1)) sont deux point consécutifs de py(E(n + 1)).

—

Soit Z(c0) une valeur d’adhérence de la suite (E(n)) = (m(2(n))). D’apres la pro-
position 7.2.1.ii, =(o0) est bien ordonnée. Nous considérons alors Z' = lim Z(n). Or,
2" = m1(Z") est un point d’accumulation de Z(c0). L’orbite O(z') est donc périodique
de type (p, q), de torsion nulle. Ceci est contradictoire.

8.3.1.3 Un lemme de topologie du plan

Nous rappelons qu’un arc est une application injective de [0,1] dans A. Un disque
topologique fermé sera une partie de A homéomorphe a

{(z,y) € R, 2° +y*> < 1}.

Une courbe de Jordan sera une partie de A homéomorphe & T!. La composante
connexe bornée de son complémentaire sera appelée un domaine de Jordan. Les
courbes de Jordan seront orientées positivement. Si z et y sont deux points distincts
d’un méme arc ou d’une méme courbe de Jordan v, (z,y) (resp. [z,y]y) désignera
Parc ouvert (resp. fermé) issu de x et aboutissant en y le long de ~.



CHAPITRE 8: ENSEMBLES DE TORSION NULLE. 105
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F1a. 8.2: Intersection U N Int(A).

La réunion d’une courbe de Jordan et du domaine de Jordan correspondant forme
un disque topologique fermé. Nous utiliserons également les résultats suivants dia a
B. de Kérékjarto (voir [LeY]):

1. Toute composante connexe de l’intersection de deux domaines de Jordan est
encore un domaine de Jordan.

2. Soient U et U’ deux domaines de Jordan tels que UNU' # 0, U ¢ U',et U' ¢ U.
Si V est une composante connexe de U NU', et si v = Fr(U), v = Fr(U’) et
o = Fr(V) alors, les composantes connexes de o \ v forment une famille au plus
dénombrable d’arcs de +' de la forme (z,y), ol z et y sont des points distincts
deyNn+y'Nao.

3. Soit (z,y), une composante de o \ v. Alors, (2,y)y U (2,y)y U {z,y} est une
courbe de Jordan bordant un domaine de Jordan O associé & (z,y) .

4. Les composantes connexes de U \ Adh(V) sont exactement les domaines O
construits ainsi.

Pour démontrer le lemme 8.3.2, nous aurons besoin d’un lemme de topologie du
plan (voir figure 8.2(a)) :

Lemme 8.3.3 Considérons la bande A = {(Z,y), 0 < & < 1} dans le plan bordée par
les droites D = {(0,y),y € R}, D' ={(1,y),y € R} et U un domaine de Jordan bordé
par . Supposons que -y posséde deuz points ( et ' respectivement 4 gauche et a droite
de A (71(¢) < 0 <1< pi(¢")). Alors, il existe une composante V' de U N Int(A),
bordée par une courbe de Jordan o, qui sépare ¢ de (' dans U: la composante O (resp.
0') de U \ Adh(V) qui contient ¢ (resp. ¢') dans son adhérence est associée & une
composante de o \ v incluse dans D (resp. D').

Démonstration : Tout d’abord, on remarque que 'on peut plonger A dans le disque
ouvert B(0,1) du plan R? au moyen de 1’application

(&,y) — LA— N
1—|—.Z’2+y2 1+$2+y2
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Définissons les points A = (0,1) et B = (0,—1) de R?. On considere alors A comme
un domaine de Jordan de frontiere DUD'U{A, B} dans R?. Le résultat de Kérékjarto
s’applique donc aux ouverts U et Int(A).

1. Nous appelons X ensemble des composantes de yNInt(A) joignant D & D'. Par
hypothese, ¥ est non vide et possede au moins deux éléments. Chaque élément
de ¥ a un diametre supérieur ou égal & 1. Par compacité de 7, ¥ est donc fini.

Si (a,b), € X, {a,b} possede exactement un point dans chaque droite D et D'.
On en déduit que ¥ est réunion disjointe de ¥, et ¥4: ’arc (a,b), appartient &
Y4 (resp. X,) si et seulement sia € D (a € D').

Chaque arc x de ¥ est dans la frontiere d’une unique composante V de U N
Int(A). Réciproquement, et par connexité, toute composante V' de U N Int(A)
joignant D & D' contient dans sa frontiere exactement un arc de chaque ensemble
Eg et Xgq.

2. L’arc (¢, ¢"), contient n éléments de X, et n + 1 éléments de X4; Parc (¢, ()~
contient m éléments de ¥4 et m+1 éléments de ¥, avec n,m € N. On en déduit
qu’il existe une composante V' de U N Int(A) bordée par une courbe de Jordan
o qui contient un arc o4 C ((,(’), de ¥4 et un arc o, C (¢, (), de %,.

3. Nous montrons que V' convient : nous notons (a, b), = 04. La composante O de
U \ Adh(V) qui contient { dans son adhérence est bordée par un arc (¢,d), U
[d, c]p. Soit, ¢’il en existe, un arc x € ¥ contenu dans (b,c), C (¢',¢). Alors,
X est dans la frontiére d’une unique composante W de U \ Adh(V') distincte de
O. La frontiere de W est de la forme (e, f), U [e, fls avec (e, f), C (b,c), et
le, flo C DUD'. On en déduit que (e, f), contient I'autre arc x’ de ¥ contenu
dans la frontiere de W (voir figure 8.2(b)).

Ainsi (b, ¢), contient un nombre pair d’arcs de ¥. Puisque ¢ est & gauche de D
et b€ D, (b,(), contient également un nombre pair d’arcs de . Finalement,
(¢,¢)y contient un nombre pair d’arcs de . Puisque ¢ est & gauche de D et
¢ € DUD', on obtient ¢ € D. Par conséquent O est rattachée & V par un arc
[¢,d], contenu dans D. Le méme raisonnement s’applique & O, la composante
de U \ Adh(V) qui contient ¢'.

O

8.3.1.4 Démonstration du lemme 8.3.2

On pose %, = F™(%) et 3!, = F™(%}). Nous supposerons sans perdre en généralité
que F' dévie la verticale & droite. Nous définissons pour chaque n € Z la région

1%r® étape: construction des régions B,,.
On exhibe pour n > 1 une composante connexe B,, de

{3, VO <k <n, FF7"(3) € Ay}
qui vérifie les conditions suivantes (voir figure 8.3):

1. B,, est un disque topologique fermé. Le bord de B,, est une courbe de Jordan
Tn-
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2.

Tn

FiG. 8.3: La région B,,.

Il existe deux points ¢, € v,ND;(Z,) et ¢!, € ynND4(Z),) tels que les composantes
de [(n, (Ll NInt(A,) (resp. [C), Cnly. N Int(Ay)) forment une famille au plus
dénombrable d’arcs (1, £),, de la forme F™(I) oi1 I est un intervalle ouvert de
D;(2}) (resp. Ds(%)). De plus, i et £ sont des points de D;(Z,) ou de D4(Z},).

La courbe [(},, (nly, (resp. [Cn, L]y, ) possede exactement un arc v} = (1, €),,
(resp. v, = (£,m).) de la forme F™(I;}) (vesp. F™(I;)) contenu dans Int(A,,),
ot I} (resp. I,;) est un intervalle ouvert de Dy (Zo) (resp. D;(Z})) tel que {n, £}
contienne 4 la fois un point de D;(Z2,,) et un point de D4(Z),). De plus, n € D(2]),
f € Di (gn)

L’ensemble v, NFr(A,) est inclus dans D;(Z,) U Dg(

). Le point ¢, (resp. (},)
appartient & un segment ouvert de D;(Z,,) (resp. D4(Z!

z
Z)) inclus dans 7,

La construction se fait par récurrence sur n > 1:

a)

On pose
By = F(Ag) NA;y.

Par déviation de la verticale & droite, les propriétés 1 a 4 sont faciles & vérifier
pour Bj;. Nous fixons des points (; et (j.

Nous construisons maintenant B,y; & partir de B,, n > 1 (voir figure 8.4):
Par déviation de la verticale, ¢, est en-dessous du graphe F~'(D(%,41)) et ¢,
au-dessus du graphe F—'(D(3! +1)))- Nous appliquons alors le lemme 8.3.3 & la
bande F1(A,41), au domaine Int(B,,) et aux points (n, ¢;, pour construire un
domaine de Jordan V. On définit alors B,1+1 = F(Adh(V)).

Nous notons encore O et O' les composantes de Int(B,,)\Adh(V') qui contiennent
¢n et ¢, dans leur frontiére.

1l reste a vérifier pour B, 11 les propriétés 2 4 4:

Remarquons tout d’abord que par déviation de la verticale, 7,41 ne rencontre
ni Dg(Zny1) \ {Zns1} ni Dy(Z),,1) \ {%,,41}. La composante O (resp. O') est

associée & une composante de F'~!(v,41) \ 7» qui est un segment ouvert de
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F~(D(#],41))

N

Cn_

F=Y(D(2n41))

A

Fic. 8.4: Construction de Byy1.

F~1(D;(2n41)) (vesp. F~1(D4(#",,,))). On choisit sur ce segment un point (.41
(resp. (;,;1) arbitraire. Ceci montre le 4.

D’apres le résultat de Kérékjdrto, les composantes connexes de yn+1\(Di(Zn+1)U
D,(%],,)) forment une famille au plus dénombrable d’arcs (1,&),, ., de F(vn)
contenus dans Int(A,41). Par déviation de la verticale, les images de D;(Z,)
et D,(Z,) n’intersectent pas Int(A,41). L’arc (9,£),,,, est donc de la forme
F(F™(I)) ot1 I est un intervalle ouvert de Dy(Zo) ou de D;(Z}). Bien siir, 5 et &
sont des points de D;(Zpy1) U Dy(Z;,,1)-

On peut construire un arc 7 de B, issu de (,, aboutissant en (], et pas-
sant par F~(Cut1) et F~1(¢!,,,). On supposera de plus que ((u, F 71 (Cnt1))r,
(F (Cnt1), F7H(¢y1))r et (F(Cnt1),CL) 7 sont respectivement inclus dans
0, V et O'. L’arc 7 sépare A,. Les arcs F(F™(I)) = (1,€)~,4, inclus dans
(G Cnt1)vmss (TesP. (Cag15Ciq1)ymsq) sont donc images par F de sous-arcs
de (¢}, ¢n)yn (resp. (CnsCh)n,. ). Le segment I est donc un intervalle ouvert de
D, (%) (resp. D;(2})). Ceci termine la démonstration du 2.

Nous avons déja remarqué lors de la démonstration du lemme 8.3.3 que puisque
By, 11 est connexe, inclus dans Ay, et joint D(Z,41) & D(Z],,,), il existe exac-
tement un arc (1,£),,,, = F"+(I) joignant D(Z,11) & D(#,,) contenu dans
(Cnt15Chg1)vmsr- On obtient aussi n € Dy(Z],,) et £ € Di(Zp41). On montre
une propriété analogue avec ((;, 11> Cnt1)ynss-
28me gtape: construction d’une courbe d’indice —1.
Nous allons étudier D = F~9(B,) et B = B, — (p,0) qui sont des disques topologiques
fermés inclus dans A, images I'un de I’autre par le difféomorphisme G = F? — (p,0),
et bordés par des courbes o et 7y respectivement.

a) Les propriétés de B, se transposent & B. On définit v+ = ;7 — (p,0) et v~ =
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Ag

Fi1G. 8.5: Les régions D et B.

Yy — (p,0). I existe pour D des propriétés similaires (voir figure 8.5):

e En appliquant F~7 3 74, on obtient que les composantes connexes qui
composent ¢ N Int(Ao) sont des arcs de la forme G—(I), ot I est un
intervalle ouvert de D;(%) ou D, (Z}).

e Soit T la composante de 7, \ F(y,-1) qui contient (,. C’est un intervalle
ouvert de D;(Z,). D’aprés la propriété 2, (n=,n' )y = F~9(I) est un arc
qui joint Ds(Z) & D;(Z). 1l existe également un arc 't M), = F-9(I'),
ou I' est la composante connexe de -y, \ F'(74-1) qui contient (. La encore
(' ,n%), joint Di(3h) & Ds(Z). Ces arcs sont uniques puisque Int(D) C
Ay est connexe. On note

I"=1-(p,0), I+:II—(p,0).

e L’arc (n*,n7 ), (resp. (0,7’ +)a)~contient J* (resp. J ), intervalle ouvert
de Dg(Zg) (resp. Di(Z)) tel que G(JT) =T et G(J7) =~".

b) Dans le cas ou v rencontre Zp, nous modifions o (et ) preés de Zp: Pouvert D
est une composante connexe de l'intersection des domaines de Jordan Int(Ag)
et Int(G~1(Ag)) dans A. D’apres le résultat de Kérékjarto,

Di(my(n)) U{S}U Di(m(n' ")) Um(ln~n'" o)

est une courbe de Jordan dans A qui borde une composante connexe de 1’en-
semble 71 (Int(Ag) \ D). On en déduit n~ = Z. Si l'on écrit

vt =G = (€765,
on montre de la méme fagon que
Dy(¢")U{NIUD,(EN e €M,

est une courbe de Jordan dans A qui borde une composante connexe de 1’en-
semble 71 (Int(Ag) \ B) et £+ = Z,. Finalement, au voisinage de Zg, o (resp. 7)
est la réunion de deux chemins J* UG~ (I7)U{%} (resp. G(JT)UT~ U{%}).
Le nombre de torsion de Z est donc dans [, 0.
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J* G(IY)

W

G~YI)

§\\\\\\\\Y

FiG. 8.6: Modification de D et B prés de Zp.

—~

On enléve maintenant & B une boule euclidienne ouverte Int(B(Zp,7)) de rayon
r > 0 assez petit. On procede de la méme facon au voisinage de Zj dans le
cas ou vy rencontre Zp. On obtient ainsi un nouveau disque topologique fermé
B C B, bordé par une courbe de Jordan ¥ et image par G d’un disque D C D,
bordé par une courbe de Jordan &. Ils sont tous deux contenus dans Ag (voir
figure 8.6).

Si % est un point fixe de G dans D, 'ensemble O(z) U O(z) est bien ordonné.
Le point Z, ne peut étre accumulé par des points fixes de G contenus dans D.
En effet, nous pourrions sinon construire un ensemble bien ordonné ayant Z,
comme point d’accumulation. Ceci contredirait la proposition 8.2.1 puisque Zj
n’est pas de torsion nulle. Si lors de la modification de o et v, r a été choisi

assez petit, G n’a donc pas de point fixe sur & \ o.

~—

11 est alors facile de voir que G n’a aucun point fixe sur 6 :

e Le disque B est disjoint de D, (%) et de D;(z}). Il n’y a donc pas de point
fixe sur les arcs contenus dans ces demi-droites.

~—

e Le disque D est disjoint de D;(Zo) et de D;(%). Il n’y a donc pas de point
fixe sur les arcs de o de la forme G1(I) ou I est un intervalle de D;(Z)
ou de D4(Zp)-

On calcule maintenant l’indice Indice(é, &) de G le long de 6. On paramétre &
et 4 par T' de sorte que pour tout ¢ € T,

G(a () =73(1)-

Par définition, Indice(G, &) est indice du champ de vecteurs (¥ — &) le long de
6. Si Pon déforme contintiment les courbes & et 4, sans annuler 4 — &, 'indice
Indice(¥ — &, 0) ne change pas. Les composantes de & N Int(A) disjointes de
ot et o, de la forme G—1(I) avec I C D;(%) U D4(%) peuvent étre rétractés
& extrémités fixées sur un arc de D,(%) U D;(%) dans A \ I. On ne modifie
pas arc I correspondant de 4. On procede ensuite de la méme fagon avec les
composantes de 4 N Int(Ag) disjointes de v et y~.
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c() L x(1)
ol <@
%o L
¢(3)
£(3)] J
¢(4)
Kk(4)]

Fic. 8.7: Courbes 6 et 4 au voisinage de Zy.

Dans le cas olt D a été modifié pres de Zg, & est localement une réunion

(€(1),¢(2) U[C(2), 3] U (¢(3),¢(4))
ot (¢(1),¢(2)), est un segment de Dy(%p). On note

(r(1), £(2)) U [K(2), £(3)] U (k(3), k(4))

la partition correspondante qui décrit 4 au voisinage de Zp. (k(3),x(4)) est
un segment de D;(%) (voir figure 8.7). La dynamique locale de G' en %, est
approchée par la différentielle DG(%). Par ce qui précéde, Zp a un nombre
de torsion dans [—%, 0[. On vérifie, que I’on peut modifier contintiment les pa-
ramétrages de & et 4 sans annuler 4 —& de sorte que les intervalles (¢(1), {(2)) et
(¢€(2),¢(4)) correspondent maintenant aux intervalles (k(1), £(3)) et (k(3), k(4)):
il suffit de montrer que si [6(t),5(t')]s est un sous-arc de [{(2),((3)]s, alors les
points 6(t) et 4(t') sont distincts. D’une part, d’apres la forme de DG(%),
Angle((t),4(t)) < 0; d’autre part, par définition de I’arc [k(2), k(3)]5, 'angle
Angle(§(¢),4(t")) est strictement. Ainsi,

-1
- < Angle(6(t),4(t')) <0

et donc 6 (t) # v(t').
On procéde de méme en 2.

Les courbes que 1’on obtient s’écrivent & présent (voir figure 8.8):
= (1(1),7(2)) U [A(2), (3] U (7(3),7(4)) U [7(4), 7(1)],
[£(1),€(2)]U (€(2),4(3)) U [E(3), E(4)] U (£(4),€(1)).
(1

£(3) (
)], [71(2),7(3)], [5(1) £(2)] et [£(3),€(4)] son
D;(%) et D, (%}). Les points 7(3) et £(¢), 4

Q|

—~~

); 1
i(Z
X meme

,4 cor-

(() 1(4)),

aisément l’indice

de Dg(%),

Y=
Les arcs [77(4 d intervalles

D -

au ),

)
respondent parametres de T!. Les arcs ( ) 17
ule

0)s
s
(£(2),£(3)) et (£(4),£(1)) sont inclus dans Int(Ag). On ¢

Indice(y — 7,5) = —1.
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Fi1G. 8.8: Calcul de indice.

Fin de la preuve du lemme 8.3.2. ~
L’indice de G le long de ¢ est —1. L’application G possede donc un point fixe 2 Zy dans
Int(B). Puisque Int(B) ne contient pas Zy ou 2, lorbite de 2} est distincte de celles

de Zp ou Zj. Par construction, pour tout 0 < k < g,

B1(Zk) < D1 (F* () < pu(%)-

L’ensemble Z U O(2Y) est donc bien ordonné.

8.3.2 Complément sur les anneaux montant et descendant

Soit maintenant pour ' € DV (A), une composante connexe |p—, p*[ de R\ R(F).
Supposons par exemple que p~ soit fini. On rappelle (voir la section 7.2.2) qu’on lui
associe un anneau invariant V = V,- de A et un graphe I' = {(z, pv (2)),z € T'}
contenant un ensemble fermé et bien ordonné = de nombre de rotation p~. On peut
renforcer ce résultat:

Proposition 8.3.4 Sous ces hypothéses, l'ensemble = est de torsion nulle.

Démonstration : 11 suffit encore de supposer que p~— est rationnel et de regarder une
orbite périodique O(z) de I'. On se place dans le revétement universel de 'anneau et
on raisonne comme pour la proposition 8.2.1. Le graphe T est continu & gauche en 7
(voir [L87] sections 4.8 et 4.10). Le point Z et ses itérés sont donc accumulés & gauche
par T.

Fixons n € N. Le point Z, = F"(Z) est limite d'une suite (2¥),, située & gauche de
%, dans T'. D’apres la proposition 7.2.3, 1a suite (7 (%)), accumule Z; & gauche pour

=k
0 < j < n. Prenant un vecteur dans les valeurs d’adhérences de la suite (”~,f- i )k et

utilisant (8.2), on obtient pour tout v € T; A,
—-1<0,(v) <1.
On utilise ensuite (8.3) pour voir que orbite O(z), périodique a une torsion nulle.
O

Lorsque p* est fini, on obtient bien siir des résultats similaires avec U,+.
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Chapitre 9

Présentation de la famille
d’Arnol’d épaissie

Dans ce chapitre nous définissons les applications standards de ’anneau. Au sein de
cet ensemble, nous introduisons des classes particulieres (par exemple, les applications
bimodales de I’anneau) que nous étudierons dans les chapitres ultérieurs. Un cas
particulier est la famille d’Arnol’d épaissie.

Nous donnons ensuite quelques propriétés immédiates de ces familles et montrons
comment des théorémes bien connus s’appliquent & ces familles (le théoréme d’Aubry
et Mather et le théoréme d’existence d’attracteurs étranges).

9.1 Les familles standards de ’anneau

9.1.1 Présentation, premiéres propriétés

9.1.1.1 Nous nous restreindrons dorénavant aux applications F' : R2 — R? de la
forme

F i (&)~ (&4 9&) +y,b(p(&) + 1)), (9.1)

ou ¢ : R = R est une application 1-périodique de classe C'. On notera aussi parfois
F,. L’application F' s’écrit comme composée Dy o H,, des applications

-Db : (ijay)'_)(j.+yaby)7
Hy = (Z,y) = (Z,y + ¢(Z))-

On vérifie aisément que le jacobien de F est constant et égal & b. Lorsque b est non
nul, F est inversible, d’inverse

Fil : ('ﬁay)'_)(‘i_%a

o=

— (@ —3)- 9.2)

1l est clair que ces applications définissent par passage au quotient des difféomorphi-
smes F et F~! de ’anneau. Les applications qui s’écrivent comme en (9.1) sont les
applications standards de ’anneau.
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9.1.1.2 On remarque apreés conjugaison par

(&,y) = (&, —by — (7))

que F~1 g’%écrit comme dans (9.1) avec pour jacobien —% et pour application pério-

dique —¢¢.

9.1.1.3 On voit aussi que F' dévie la verticale a droite. D’autre part tous les chan-
gements de variables que nous considérons dans ce chapitre préservent les droites
verticales. Les ensembles bien ordonnés resteront donc bien ordonnés apres conjugai-
son.

9.1.1.4 Quitte a faire le changement de variable
(Z,y) = (Z,y — ¢(7))

et & poser, ¢’ = %cp, on voit que I’on peut de fagon équivalente étudier les familles de
difféomorphismes de ’anneau déviant la verticale de la forme

(Z,y) = (Z+y,bly + ' (T +v))), (9.3)

qui est la composée H, o Dy (voir les notations du 9.1.1.1). Sous cette écriture, on
remarque que lorsque @ est petite, F' est une perturbation de I’application linéaire de
I’anneau :

(z,y) = (z +y,by).
9.1.1.5 Nous supposerons dorénavant que F préserve I’orientation (b > 0).
e Lorsque b =1, F est conservative: la mesure de Lebesgue est préservée.
e Lorsque 0 < b < 1, F est dissipative: les aires sont diminuées.

e Lorsque b tend vers 0, ’application F} tend, pour la topologie de la convergence
C! sur les compacts de A, vers ’application Fy. L’image de Fy est le cercle
T' x {0} sur lequel la dynamique est celle d’'un endomorphisme du cercle de
degré un, f, dont un relevé & R est f = Idg +¢.

Réciproquement, on peut construire & partir d’un endomorphisme C* du cercle f
quelconque une famille d’applications de I’anneau Fj. La famille Fp interpole donc les
endomorphismes du cercle et les applications conservatives de ’anneau, ce qui motive
son étude (voir aussi [L87] et [He83] chap. II-IIT).

9.1.1.6 Remarquons pour finir que lorsque F' préserve les aires (b = 1), elle induit
un difféomorphisme sur le tore T? = R? /Z2. En effet, elle commute avec le revétement :

m : A= T2, (2,y) = (&,y) + Z2

9.1.1.7 Dans le cas des applications de la forme (9.1) conservatives, ’hypothese de
flux nul (voir 7.2.3) s’écrit

/T1 pdm = 0. (9.4)

(Voir [L87] et [He83] chap. IL.)
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9.1.1.8 Lorsque 0 < b < 1, les anneaux bornés Ays avec M > l%bmaxR || sont
positivement stables. Plus précisément, ’anneau suivant est stable:

T x [

min(p), 727 max(p)].

1-b 1
On retrouve la situation décrite en 7.3: toute orbite positive rencontre Ays. La
dynamique intéressante de F' est donc concentrée dans 'attracteur

(D’apres le 9.1.1.1, lorsque b > 1, on se rameéne & ce cas en considérant ﬁ’_l.)

9.1.2 Le cadre variationnel

9.1.2.1 Dans le cas ot F est de la forme (9.1), on peut expliciter les objets de la
section 7.2.4

et (7.1) s’écrit
Fat + bEn_1 = (1 + B)En + @(&n). (9.5)

Considérons pour chaque n, un vecteur (¢,,n,) € Tz, A. La suite (Cp,n)n est une
orbite de DF si et seulement si

Cnt1 = (1 +Do(Zr))¢n + M,
Mn+1 = bD‘P(:Z'n)Cn + b

On peut 13 encore projeter et étudier la suite ((,). Lorsque F est de la forme (9.1),

une suite () est la projection d’une orbite de DF' si et seulement si pour tout 7,

Cn-i—l + b(p—1 = (1 +b+ D‘P(j'n))é_n (9-6)

9.1.2.2 Pour chaque rationnel Z, nous pouvons calculer le champ £ introduit en
section 7.2.5. Soit x € E. Alors pour tout entier n,

é.n(X) = (1 + b)iin + (p(in) - :En+1 - bi’nfl- (97)
Lorsque b = 1, les fonctions génératrices S s’écrivent
1
S(#,&") = 5(@' - %) + ®(%),

ou P est une primitive de ¢.

9.2 Les parametres

9.2.1 Parametre de rotation

Une fagon de perturber F' sera de la composer avec une rotation, nous composerons
f par une rotation : aprés avoir choisi une fonction ¢°, pour w € R, on pose

o’ =¢ +w.
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Ce choix a l’avantage de préserver la classe des applications standards. On obtient

une famille (F,,),. Sous ’écriture (9.3), ceci revient & composer F' par une translation
verticale
(@,y) = (T, y +w).

Lorsque 'on regardera des familles ayant un parametre de rotation, w, on pourra
imposer sans perdre en généralité la condition (9.4).
9.2.2 Parametre de non-linéarité

Comme nous ’avons déja remarqué en 9.1.1.4, ¢ contrdle la non-linéarité de l'ap-
plication F'. 1l sera souvent intéressant de supposer que ’application étudiée est tres
loin d’étre linéaire. Pour cela, nous fixerons une application ¢; non nulle, nous intro-
duirons

p=ap; +w

avec a,w € R et nous étudierons la famille d’applications standards de la forme

Frow : RS R
(Z,y) = (& + ap1(Z) + w +y,b(ap1(Z) +w + y)). (9.8)

pour b €]0,1], w € R et a > ag o ag > 0 est une constante.

9.3 Choix de ¢,

Bien souvent, nous ferons des hypothéses supplémentaires sur ¢y :

9.3.1 La classe de Morse M

Définition 9.3.1 Une application standard F' est dans la classe de Morse M si la
fonction 1 est une fonction de Morse satisfaisant une condition de positivité :

1. @1 est une fonction C?, T — R.

2. Vz, Doi(x) = 0 = D?pi(x) # 0 (p1 n'a alors qu'un nombre fini de points
critiques.)

3. Vxy,22 € TV, (Dipy (1) = 0 et o1(m1) = @1(z2)) = D%y (z1) D2y (72) > 0.

Remarques 9.3.1 1. En topologie C?, la classe de Morse est un ouvert de de
I’espace des applications standards C2.

2. Si F est dans la classe de Morse, la famille (ﬁ’b,a,w) toute entiere est dans la
classe.

3. Si ¢y, est une fonction de Morse de classe C2? bimodale, ; est dans la classe de
Morse.

On donne une condition pour qu’une application ﬁ’b,aw € M soit suffisamment
non-linéaire et dont I’intérét apparaitra a la proposition 10.1.6:
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Définition 9.3.2 Soit ¢ une fonction de Morse T* — R satisfaisant les conditions
1) a 8) de la définition 9.3.1. Le réel ap(p1) est alors Vinfimum des a > 0 tels que
(De1) " 1([=2,0]) est une union d’intervalles fermés et disjoints I vérifiant :

1. (Dp1)~1(0) rencontre I en un unique point x.
2. Sur le voisinage de x
(o)™ (1 (D) + BO, 2)),
D2<p1 ne s’annule pas et a un signe constant.

D’apres le 3) de la définition 9.3.1, aar(p1) est fini.

Remarque 9.3.2 L’ouvert (1) (¢1(I) + B(0, 2)) est éventuellement composé de
plusieurs composantes connexes. Il est important d’énoncer une condition qui porte
sur la totalité de cet ouvert et non uniquement sur la composante contenant I (voir
la proposition 10.1.6).

9.3.2 La classe schwarzienne

Définition 9.3.3 Une application standard F' est dans la classe schwarzienne S
st la fonction o1 est une fonction de Morse de dérivée schwarzienne négative :

1. ¢, est une fonction C3, T' = R.
2. Vx, Doy (z) #0 = S¢1(z) < 0.
3. Vz, Dp1(z) = 0 = D%y (x) # 0.
Remarques 9.3.3 1. En topologie C?, la classe schwarzienne est un ouvert non-

vide de l’espace des applications standards C3.

2. Si F est dans la classe schwarzienne, la famille (Fb,a,w) toute entiére est dans la
classe.

On donne une condition pour qu’une application F’b,a,w € S soit suffisamment

non-linéaire :

Définition 9.3.4 Soit ¢, une fonction de Morse C3, T* — R satisfaisant les condi-
tions 1) a 3) de la définition 9.3.3. Le réel as(yp1) est Uinfimum des a > 0 tels que

! !

Vd' > a, Yz, D(Id +%<p1)(x) £0= S(Id +%<p1)(:c) <o0.

9.3.3 Les applications bimodales de I’anneau

Nous formulons maintenant une hypothese globale sur ¢y :

Définition 9.3.5 Une application standard est S-bimodale ou simplement bimo-
dale, F' € B, si la fonction ¢, est une fonction de Morse bimodale 4 dérivée schwar-
zienne négative :

1. ¢, est une fonction C3, T' = R.
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2. Vz, Dp1(x) #0 = Spi(x) < 0.
3. ¥z, Dy (x) = 0 = D%y (z) # 0.

. Il existe é,,, ¢ € R, &,, <&, <Gy +1 tels que p1 est strictement croissante
015 Cpy P1 o1 1 2
(resp. strictement décroissante) sur [Cy,,E,, ] (Tesp. [€, ,Ep + 1]).

Remarques 9.3.4 1. Iln’y a pas de relation d’inclusion entre la classe de Morse et
la classe schwarzienne. Elles contiennent toutes deux I’ensemble des applications
bimodales.

2. En topologie C3, la classe des applications bimodales est un ouvert non vide de
I’espace des applications standards C°.

3. Si F' est bimodale, la famille (ﬁ’b,a,w) toute entiere est bimodale.

On donne une condition pour qu'une application Fy, . € B soit suffisamment
non-linéaire :

Définition 9.3.6 Soit ¢ une fonction C3, définissant une application bimodale F.
Le réel ap(p1) est Uinfimum des a > 0 vérifiant,

1. Il existe des constantes 8,Cy > 0, avec §2Cy > 5, telles que sur les intervalles
[Coy — 8,80, + 0], [€,, —6,E,, + 0], disjoints, a|D*p1| > Cs.
2. Va' > a, Vo D(Id +%’g01)(m) #0=> S(Id+%lcp1)(w) <0.

Le principe du minimum (voir la section 2.2) pour les applications & dérivée schwar-
zienne négative entraine:

Proposition 9.3.1 Soit p; une fonction C? définissant une application bimodale.
Pour a > agp(p1), Id +ayp; est bimodale : elle posséde deux points critiques éo < &,
avec |8)—&o| < 1 etId +ayps est strictement croissante (resp. strictement décroissante)
sur [Go, Cq] (resp. [y, ¢ + 1]).

Remarques 9.3.5 1. La condition 1) est un peu plus forte que ’hypothese de
non-linéarité énoncée en 9.3.1 (voir le lemme ci-dessous). Elle est cependant
plus maniable et plus facile & énoncer.

2. Si pour ag > ap(p1), les constantes §,C2 > 0 satisfont la condition 1) de la
définition 9.3.6, alors, pour a > ag, la condition 1) est également satisfaite par
les constantes 02% et 0,/

3. Pour ¢1(z) = sin(2wz), on obtient par exemple ap = 5,3 avec § = ¢ et Cy =
180.

Lemme 9.3.2 Soit I une application bimodale. Alors,
* ap(p1) > am(pr).

e Poura' > ap(p1), (@' De1) *([-2,0]) C Bley,, &) U B(d,,, &)-
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Démonstration : Soit a' > ap(p1). On a facilement pour &, € {éy,,¢,, },

2
|D(a1¢1)(c¢1 + 0_2)| > 27

puisque c% < 4. D’apres le principe du minimum pour les applications & dérivée
schwarzienne négative, |D(a'p1)| est strictement supérieur & 2 hors des intervalles

[cor = &rcon + &5l et [, — ol + &
Remarquons que puisque les boules B(cy,,d) et B(

0 < %. Puisque 62Cy > 5, on a Cy > 80. Posons &'

§' < (&)%. Ainsi, §' < 4.
Soit par exemple & €]y, ,8, + &[ tel que D(a'p1)(f) = 2. Le développement de
@1 en t donne alors,

d) sont disjointes, alors

cl
P12 1
= (& + 6427)5. On obtient

n ~  C -
@ (p1(Cps +8) = 01(D) > 2 + 6 1) + 2 (Fp, + 0 — D2,

Cette derniere quantité est minorée par

G2 oz, -
20+ & = (=)

2 Cs

5 2
LS 252
Gy~ 2

En examinant de la méme facon les différents cas, on obtient donc

- € 2 = !
¥1 1(901(1 )+B(07 5)) C cgal +B(076)

ou I° C B(c;,) est la composante contenant c7,, sur laquelle | Dgq| < 2. On en déduit
a > ap(p1)-

O

Par la suite (ﬁ’b,a,w) sera généralement une famille bimodale de ’anneau
avec 0 <b<1,a>ap(p) et

a(maxp; —ming;) > C,

ou C est une constante que 1’on précisera.

9.4 Famille d’applications, famille d’Arnol’d épais-
sie

9.4.1 Présentation

Nous allons travailler avec les familles d’applications standards définies en sec-
tion 9.1.1.1. Un exemple particulier, qui motive notre étude, est la famille d’Arnol’d
épaissie, déja introduite par plusieurs auteurs, et en particulier dans [BST]:

Fb,a,w 1 (2,9) = (% + asin(27Z) + y, b(asin(27Z) + y)).

Ici, ¢1(%) = sin(27Z) pour tout Z.
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L’étude, en partie numérique, menée dans [BST] considére cette famille pour de
petites valeurs de a > 0. Le comportement quasi-périodique et la théorie KAM jouent
un réle prépondérant.

Dans notre étude, nous nous concentrerons sur les parametres a grands, afin d’in-
troduire de 'expansivité dans certaines directions et espérer obtenir une certaine
forme d’hyperbolicité. Nous nous appuyons également de facon essentielle sur la
théorie des attracteurs de Birkhoff (0 < b < 1).

Cette famille est réelle-analytique et est invariante par les changements de coor-
données

(5:7y7 b7 a, LU) = (_i.ay7b7a> —UJ),

1
('i'7y7b7a7w) = (.Z’ + 57 _yab) —a,w),

ce qui permet de restreindre notre étude & a > 0 et w € [0, 1] + Z.

9.4.2 Pas de cercle invariant

Nous formulons dans notre cadre particulier un résultat général et classique:

Proposition 9.4.1 Soit F' = ﬁ’b,a,w une application bimodale avec a > ap(p1). Alors
F n’a pas de cercle invariant.

Démonstration : Nous avons vu (voir le lemme 9.3.2) qu'il existe Z tel que D¢(z) < —2.
Ceci interdit I'existence de cercle invariant (voir [He83], chapitre II).

O

Remarque 9.4.1 C’est aussi vrai pour les applications de la classe de Morse suffi-
samment non-linéaires.

9.4.3 Le cas conservatif: le théoréeme d’Aubry et Mather
Le théoréme de S. Aubry et J. Mather (voir [M86]) implique le résultat suivant :
Théoréme 9.4.2 (S. Aubry, J. Mather) Supposons que ﬁ‘b,w soit une applica-

tion standard de l'anneau telle que legodm = 0. Alors, pour b =1, w = 0 et pour
tout a € R, R(F1,40) = R.

Démonstration : Lorsque [, pdm =0,b=1et w =0, la forme F*(ydz) — y dx est
exacte et le théoreme d’Aubry et Mather s’applique.

O
Nous renvoyons a la section 12.6 pour d’autres remarques sur le cas conservatif,

notamment lorsque w # 0. Pour w = 0 et b = 1, on retrouve la famille standard
classique qui est 'objet d’un grand nombre de travaux.
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Fic. 9.1: Le rectangle P-.

9.4.4 Le cas dissipatif

Dans le cas dissipatif, nous avons vu (section 7.3) que le cadre de la théorie de
Birkhoff est vérifié. L’ensemble de rotation R(F) est en général assez compliqué.

Notons cependant que nous avons pour les endomorphismes du cercle une des-
cription simple de I'’ensemble de rotation: c’est un intervalle compact. De plus, les
propriétés d’hyperbolicité montrées en section 2.3.2 donnent des renseignements au
voisinage des parametres pour lesquels b = 0:

7 /
Donnons-nous deux rationnels %,% tels que % - % > 2. D’apres la proposi-

tion 2.1.1, ’ensemble des parameétres (a,w) pour lesquels R(ﬁb,a,w) = [Z’ p,] est non
vide et contenu dans la région ol a(max ¢; —min ;) > 2. D’apres la proposition 2.1.2
c’est un rectangle fermé L(E, £7). Sa frontitre est constituée de deux courbes M tet

M~ (pour w = wp et w=uw, ) qui correspondent & des bifurcations selle-nceud ainsi
—r

que de deux courbes M+ et M~ (pour w = &} et w = @, ) qui correspondent & des
a 7

bifurcations homoclines (voir les propositions 1.5.1, 2.1.1 et 2.2.1). Les courbes M T,

M~, M+ et M~ sont transverses.

Ces bifurcations sont de codimension un. Ces courbes se prolongent donc locale-
ment lorsque b n’est plus nul en quatre variétés de codimension 1: M+, M—, M+
et M. Le but de cette section est de montrer qu’au voisinage de ’application de
dimension un, I'ensemble de rotation de Fj 4, reste simple (voir figure 9.1):

Proposition 9.4.3 Sous ces hypothéses, il existe 0 < e < 1 (dépendant de %, f}i:) tel
que l’ensemble des parameétres (b,a,w) de P. = {(b,a,w), 0 < b < g}, pour lesquels

R(Fpa0) = (2, Z:] est ezactement le domaine compact Q(2, ) situé entre les variétés

M*, M=, M* et M~.

Démonstration : Tl est clair d’apres la forme des équations (9.8) que R(F q0) = (2, fli:]
ne se produit que sur une partie bornée de P;. Par ailleurs, I’ensemble de rotation,
comme fonction des parametres, est continu aux points (0 a,w) pour la topologie de
Hausdorff (car lorsque b tend vers 0, Ao(Fb aw) €6 Aq (Fb aw) tendent vers T x {0}
et Ri(Fpa.0) tend vers R(f,,.), voir [L87], section 11). Il nous suffit donc d’étudier

un voisinage de L(Z, "—I) dans P;.
Si (ag,wo) est un parametre de Int(L(2,Z)), on note Z~ le point de lorbite

bien ordonnée positive de type (p,q) de [é,&] tel que O(F)N]éy, 2~ [= 0. Puisque
R(fag wo) Mest pas réduit a { }, Faoiwo @ —1) > Fag.wo (7). Ainsi, il existe un unique

&' € [¢ — 1,¢) tel que fao,wo( 7) = fag.wo (7). On définit de méme pour Porbite
bien ordonnée de type (p',¢') les points &t € [y, ¢y] et &' € ¢, & + 1]. L’étude des
applications fég?wo et f(%?wo (section 2.3.3.2) montre que 'image de |z’ ~, 27 [ (resp.
Ja*,2'*[) par fI ,, est contenue dans Jo'~,z[ (resp. Jz*,2'"[). Comme pour la
proposition 2.3.2, ceci entraine que 1’ensemble des points dont ’orbite reste hors de
&',z [U]z*, ' est un compact hyperbolique k(%, ’q’—:)

Cette situation persiste localement méme lorsque b n’est pas nul (voir [PT], appen-
dice 1, pour la théorie des ensembles hyperboliques des endomorphismes) : ’attracteur
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A1 est contenu dans un anneau Ay avec 0 < M petit. Le point z~ (resp. zT) peut
étre suivi en un point z~ (resp. z1) périodique de type selle. La variété stable locale
de 2z~ traverse Ay selon deux courbes C-proches de D(z—,0) et D(z',0) (resp.
D(z+,0) et D(2'*,0)) qui définissent un rectangle R~ (resp. Rt) de Aps contenant
(co,0) (resp. (cg,0)). On obtient

Fq

b,a,w

(R7) C R~ (resp. F}}

b,a,w

(RT) C RY).

L’ensemble des points dont l'orbite ne rencontre pas Int(R~ U RT) est l’ensemble

stable d’un compact hyperbolique K (g, f]l:) conjugué a la dynamique sur la limite

projective l%(%, fli:) de k(%, f]i:). Ceci montre que ’ensemble de rotation de ﬁ‘b,a,w est

Vintervalle [2, f}i:].
Lorsque (ag, bp) appartient & M ~, on peut encore définir 'ensemble k(%, ‘;—:) qui
est cette fois un ensemble selle-nceud hyperbolique. L’orbite selle-nceud est 'unique

orbite bien ordonnée de type (p, q) de fao,wo. L’analyse de cette bifurcation est décrite
en appendice A. Pour un parametre voisin dans Q(g, %), F’b,aw posséde encore un

compact K (%, fl’—:) sur lequel la dynamique est conjuguée & la limite projective de
k(%, %) Lorsque ’on passe au-dela de M ~, I'unique orbite bien ordonnée de type
(p, q) disparait et ’ensemble de rotation ne contient plus le rationnel %.

Lorsque (ag, by) appartient & M~ \ (M~ U M™), ensemble hyperbolique k(%, %)

est encore défini et persiste localement. L’ensemble de rotation R(Fb,a,w) est donc
pp
q’q
bifurcation homocline de O(z~) crée de nouveaux nombres de rotation, inférieurs &
£ (voir [L89], proposition 3.5 et la section 12.4.2.2).

Les mémes arguments s’appliquent aux surfaces M+ et M.

[%, fli:] sur un voisinage de (0, ag,wp) dans Q( ). En revanche, au-dela de M~ la

9.4.5 Dynamique non-uniformément hyperbolique

Pour certains parameétres appartenant & un ensemble A, attracteur de Birkhoff
est un attracteur étrange. Nous renvoyons a l’appendice B pour une exposition plus
détaillée de cette théorie.

En corollaire, on montre que tout parametre (bg,ap,wo) € A est un point de
continuité des applications

(b; a, w) — A0 (Fb,a,w)a A1 (Fb,a,w);
pour la topologie de Hausdorff et d’autre part que

AO(Fbo,ao,wo) =A; (Fbo,ao,wo)-
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Chapitre 10

Langues d’Arnol’d
rationnelles

A partir de ce chapitre, nous ne considérons plus que les applications standards
introduites au chapitre 9. En préliminaire, nous introduisons les techniques liées a la
dérivée schwarzienne, puis nous localisons les orbites bien ordonnées.

Nous passons ensuite a I’étude de la classe de Morse. Les suites de dérivées par-
tielles associées aux orbites bien ordonnées de torsion nulle ont en général de bonnes
propriétés: elles sont non nulles et de signe constant. Ceci permet de montrer que les
orbites bien ordonnées de torsion nulle sont isolées, de classer leurs bifurcations (dans
le domaine dissipatif seule la bifurcation selle-nceud se produit).

Pour les applications bimodales, on montre enfin que pour tout rationnel %, I’en-
semble des parametres ayant % dans leur ensemble de rotation est un domaine bordé
par deux variétés lisses transverses & w: c’est la généralisation des langues d’Arnol’d.
Nous terminons en donnant des bornes sur les langues d’Arnol’d, sur la taille de
Pensemble de rotation et sur la largeur de attracteur (dans le cas dissipatif).

10.1 Considérations préliminaires

10.1.1 Graphes invariants locaux

Nous fixons ici les notations que nous utiliserons aussi au chapitre 12 pour 1’étude
des tangences homoclines.

Considérons F un difféomorphisme de DV(T') de classe C”, r > 1, et donnons-
nous une orbite O(z) de F,

1. bien ordonnée, de type (p,q),
2. de torsion nulle,
3. et telle que DF'(z) ait des valeurs propres distinctes.

On sait par la section 8.1.2 que les valeurs propres sont alors réelles et positives. On
fixe un relevé z de z et on note z, = F™(%).
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D’aprés [HPS] chap. 5A, O(z) posséde des variétés centrales stables (resp. in-
stables) locales de dimension un (au moins I'un de ces deux systémes de variétés
invariantes est uniquement défini):

e Pour tout n € Z, il existe une variété C” de dimension un, I',,, contenant Z,.
De plus, I'yyg =T + (p,0).

e Pour tout n, F(T';,) N T4 contient un voisinage de Z,;; dans T4 ;.

e Pour tout n, I';, est tangente & la direction propre associée a la valeur propre
de plus petit module (resp. de plus grand module) de DF'%(Zz,,).

Nous appliquons la proposition 8.1.1: les variétés I'y, sont localement des gra-
phes C™ au dessus de la base R x {0} C A. Puisque les graphes I',, sont localement
invariants, la dynamique se projette sur R x {0} : pour tout n,

1. il existe une application C”, ¢, : Dom(¢,) — R définie sur un voisinage
Dom(¢,,) de &, = p1(Z,) dans R telle que

r,= {('i'ﬂbn(i))’ T e Dom(¢n)};

2. il existe un difféomorphisme local de classe C", f,, défini sur un voisinage
Dom(f,) de Z,, dans Dom(¢,,) et & valeurs dans Dom(¢,,+1) vérifiant f,(%,) =
.’Z‘n+1 et

F(&,¢n(%) = (fn(&), dnt1(fn(2)))

pour tout # € Dom(f,);
3. Dfn(z,) > 0.

Plus généralement, nous dirons qu’une orbite (finie ou infinie) (Z,)ner définie sur un
intervalle de Z non vide et non réduit & un point, I, admet des graphes invariants
locaux (T',)ner sila propriété 1) est satisfaite pour tout n € I et les propriétés 2)
et 3) pour tout entier n tel que n,n+1 € I. Pour n € I, n+ 1 ¢ I, on peut encore
définir au voisinage de &,

fn(-'i) =p1 OF(i'a ¢n(§7))

L’application f,, n’est pas toujours un difféomorphisme dans ce cas.
Nous restreignons dorénavant notre étude aux applications de la forme (9.1) :

(#,y) = (& + ¢(Z) +y,b((Z) +y))-

Si Vorbite (Z,,)ner admet des graphes invariants locaux, on déduit de (9.5) pour tout
entier n tel quen —1,n € I,

fot+bf =0+ (1+b)1d (10.1)

sur le voisinage Dom(f,) N fr—1(Dom(fr—1)) de Z,.
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10.1.2 Utilisation de la dérivée schwarzienne

Dans cette section et dans la suivante, nous supposerons que F' = ﬁ’b,a’w est dans
la classe schwarzienne (voir 9.3.2) avec a > ag(¢1) et 0 < b < 1. En particulier, F' est
de classe C", r > 3 et pour tout & € R,

D((1+b)Id +ap: +w) # 0= S((1 + b) Id +ap1 + w) < 0. (10.2)

Cette section repose sur la remarque suivante :

Lemme 10.1.1 Soient f et g deux difféomorphismes locauz C® R — R, définis au
voisinage de 0 tels que D f(0) Dg(0) > 0, alors

D/(0) S f(0) + Dg(0) S ¢(0)
D/ + 9)(0) '

En particulier, lorsque S f(0), Sg(0) > 0, S(f + ¢g)(0) > 0.

S(f +9)(0) > (10.3)

Démonstration : On écrit les développements de Df et Dg en 0 & ’ordre 2:
Df(z) =a+bx+ ng’ + o(z?),

!
Dg(z) =a' + b’z + %mQ + o(z?).

Par définition de la dérivée schwarzienne (voir (1.1)),
(DF(0))2S £(0) = ca — gzﬁ et (Dg(0))2S g(0) = c'a’ — Sb2.

On a aussi aa’ > 0.
On peut alors estimer

(Df(0) +Dg(0)*S(f +9)(0) = (c+ ) (a+a') — g(b +b)?

3, ., 3., ,fc 3v2 ¢ 3¥2\ 3 ,(V b\
=ca—§b +ca —§b + aa <a—§;+a—§ﬁ)+—aa (---) s
> (Df(0) + Dg(0)) (Df(0)S f(0) + Dg(0) Sg(0)) -

Remarque 10.1.1 Il y a égalité dans (10.3) si et seulement si Df et Dg ont des
développements a l'ordre un en 0 qui sont proportionnels.

On en déduit :

Proposition 10.1.2 Soient (Z,)ncr une orbite et un systéme de graphes invariants
locauz associ€ induisant des difféomorphismes locaux croissants f, pour tout entier n
tel quen,n+1 € I. Alors, sin,n+1,n+2 € I et siS fn(Zn) <0, 0n aS frr1(EFnst1) <
0. En particulier, la suite (Signe(S fn(%,))) est de U'une des formes suivantes :

i. La suite est constante, de valeur —1 ou +1.
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1. Il existe ng vérifiant :
e pour n < ng, Signe(S frn(#,)) = +1,
e pour n > ng, Signe(S frn(#n)) = —1,
la valeur Signe(S fny(Zn,)) €tant quelconque (—1, 0 ou +1).

Démonstration : On rappelle la loi de composition pour la dérivée schwarzienne: si
f» g sont deux difféomorphismes locaux au voisinage de 0 tels que g(0) =0, f(0) =0,

S(f © 9)(0) = (Dg(0))*S £(0) + S g(0). (10.4)
Donc
Sf(0)=0 & Sf'(0) =0,
Sf(0)<0 & Sf0) > 0.

Revenons & la démonstration: supposons que pour un entier n, S f,(%,) < 0 et
S fnt1(Znt1) > 0. Alors, par ce qui précede, S(fni1 + bf; 1) > 0en &,41. D’apres la
formule (10.1), S(aps + w + (1 + b) Id)(Z,41) > 0. Ceci contredit 'hypothese (10.2).
Ainsi, S f,,(%,) < 0 implique S fr41(Fn11) < 0.

O

Bien siir, dans le cas ou 'orbite et la suite de graphes associés sont périodiques,
seul le cas (i) de la proposition 10.1.2 est possible, par périodicité. On obtient alors,

Proposition 10.1.3 Sous les hypothéses de la proposition 10.1.2, pour tout k tel que
n,n+1l,....n+kel,

4

k1
Y (DfnS fn)(En) > H Dfotj@ni) | (DfntrS fatr) @nir)-

j=0

Dans le cas d’une orbite périodique de période q, l'inégalité suivante est satisfaite pour
tout n :

4

b9S fu(@n) > | [[ DF(@5) | S fal@n)- (10.5)
j=0

Démonstration : D’aprés 'hypothese (10.2) et la formule (10.1),
S(frt1 +bf7 ) (Ens1) <0 et S(Ofy ) (Fnt1) =S fr (Engr)-
L’inégalité du lemme 10.1.1 donne

(Dfn+1 Sfni1+ bDfn_l an_l)(57n+1) <0.
Utilisant (10.4), on obtient

m S fn(i'n) > Df"+1(:z'n+1) S fn+1 (‘%n—{—l)-

On obtient I'inégalité voulue en faisant le produit de ces inégalités sur n.
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10.1.3 Bifurcations dans la classe schwarzienne

Nous conservons les hypotheses de la section 10.1.2. Le cas conservatif est parti-
culier et sera traité ultérieurement (en 10.3). Nous supposons donc b €]0, 1[.

On considére a nouveau une orbite périodique O(z) bien ordonnée de type (p, q),
et de torsion nulle. Si aucune valeur propre de DF(z) n’est égale & 1, z est isolé comme
point fixe de F'? et peut étre suivi localement. Si au contraire, DF'(z) possede la valeur
propre 1, il y a une bifurcation en z. Nous fixons une suite de variétés centrales (T',,)
et appliquons les constructions et les résultats des sections 10.1.1 et 10.1.2.

On remarque que Hi;é D (%) = 1. La proposition 10.1.3 entraine alors

S fn(Zn) <0.
D’apres la loi de composition (10.4),

S(fg=1 00 fo)(Zo) <O.
On en déduit que la bifurcation de z n’est pas trop dégénérée:

e Soit, D?(fy—10---0fo)(Z0) # 0. L’orbite périodique est en bifurcation selle-nceud
(voir ’appendice A et en particulier les sections A.1 et A.4.1).

e soit D?(fy—10---0 fo)(Fo) =0 et D3(fy—10---0 fo)(Zo) < 0. La bifurcation est
cubique de type attractif.

Remarques 10.1.2 1. Dans le cas conservatif, nous voyons maintenant qu’une
orbite périodique de torsion nulle et de valeurs propres égales & 1 n’a pas de
variété invariante C®: la proposition 8.1.1 montre que localement ces variétés
seraient des graphes et l'inégalité (10.5) entrainerait S fo(Zo) > S fo(%o). En
fait un calcul montre qu’une variété invariante pour une telle orbite ne peut
étre deux fois différentiable en Zg.

2. L’utilisation de la dérivée schwarzienne (sections 10.1.2 et 10.1.3) n’est pas es-
sentielle dans ce chapitre puisque dans le cas de la classe de Morse, un raisonne-
ment direct permet de montrer que seule la bifurcation selle-nceud se produit.
Elle donne cependant des résultats dans un cadre un peu différent qui seront de
plus utiles pour le chapitre 12.

10.1.4 Localisation des orbites bien ordonnées
Soit F' une application qui dévie la verticale que I’on supposera simplement de la
forme (9.1) avec 0 < b < 1. Nous pouvons alors localiser les orbites bien ordonnées:
Proposition 10.1.4 Si (%,y) a une orbite bien ordonnée de nombre de rotation p,
alors
I=-bp—-1<p@) <(A=-bp+1, (10.6)
blp—1)<y<blp+1). (10.7)

Démonstration : On pose Z = (#,y). Supposons tout d’abord que p n’est pas entier.
Puisque O(Z%) est bien ordonnée,

E—[pl—1<proF ' (3)<&—[p]
i4[p) <pLoF(3) <&+[p]+1.
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D’apres (9.1) et (9.2), on obtient donc

i—[p]—lﬁsﬁ—%yssﬁ—[p]-
E+[p]<z+e@)+y<T+[p +1

On en déduit

Pl <7y <[p]+1,

Sl

puis
[p] = b([p] +1) < (&) < [p] +1 - b[p]-
Dans le cas ol p est entier, on remarque que ’on a soit

F—p—1<proF M) <i-p<proF(E)<F—p+1,

soit
F—p—1<poF(A)<d—-p<proF '(5)<i—p+1,

La démonstration est ensuite la méme.

O

Dans le cas ou orbite est périodique bien ordonnée de type (p,q) et de torsion
nulle, on a une contrainte supplémentaire: soit (F"(%)) = (,) = (n,yn) une telle
orbite. Considérons une valeur propre A de DF9(%;) et une suite non nulle ({,,7,) de
vecteurs tangents le long de 'orbite tels que

DF(Zn)-(Cn>Mn) = (Cnt1s M),

et tels que ((o,70) soit un vecteur propre de DF?(%) associé & la valeur propre .
On rappelle la relation obtenue en 9.1.2.1 pour tout n,

Cnt1 + bCro1 = (14 0)¢n + D(21) G- (10.8)
Puisque (Z,) est de torsion nulle, on peut supposer (proposition 8.1.1)
Yn€Z, (, > 0.

On en déduit le lemme suivant :

Lemme 10.1.5 Soit (2,) = (Zn,yn) une orbite bien ordonnée périodique et de tor-
sion nulle. Alors,
Vne€Z,1+b+Dp(Z,) > 0.

Remarque 10.1.3 Dans certains cas, on peut se servir de la localisation donnée par
la proposition 10.1.4 pour minorer Dy le long de lorbite (z,). Supposons que 1’on
ait :

Ao > 1, Vn,Dgo(wn) > Ag- (109)
Si la suite ((,) décroit, alors pour tout 7,

bCn-1 = (1 + b+ Dp(zn))Cn — Cut1 > (b + Ao)Cn-
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On en déduit que la valeur propre A associée est inférieure & (ﬁ)q < be.
Sinon, pour une valeur de n, (,—1 < (, et

Cnt1 > (1 4+ Dp(zn))Cn-

On en déduit que la suite ((,) est croissante et que la valeur propre A associée est
supérieure & (1 + Ag)?.

Finalement, la condition 10.9 implique que l'orbite périodique est hyperbolique
selle et on obtient des estimées sur les valeurs propres.

Traitons pour finir le cas des orbites périodiques avec une valeur propre égale a 1:

Proposition 10.1.6 Soit F' = Fb,a,w une application dans la classe de Morse avec
a > apy(p1) et 0 < b < 1. Si Dorbite de 2 = (%,y) est périodique de période q,
bien ordonnée, de torsion nulle et si 1 est valeur propre de Dﬁ'q(i), alors, la suite
(D2p(py 0 F™(3))) est non nulle et de signe constant. Si la suite est positive (resp.
négative), il existe un minimum (resp. maximum) c de ¢ tel que pour tout point
2n = F™(2) = (xn,yn) de Uorbite,

p(c) < p(zn) < p(c) +4 (resp. p(c) —4 < p(zn) < @(c)).

Démonstration : Nous introduisons comme précédemment une suite non nulle (¢, 7,)
de vecteurs tangents aux points de l'orbite telle que (Co,m0) soit un vecteur propre de
DF'(Z%) associé & la valeur propre 1. La suite ({,,7n,) est donc périodique de période
q.

Soit ng tel que (p, = max{(,,n € Z}. Par (10.8), on a Dy(%,,) < 0. Utilisant le
lemme 10.1.5, on a:

—2 < Dy(&n,) < 0. (10.10)
D’apres (10.6),
Vn, &, € o (p(&n,) + B(0,2)). (10.11)

Exploitons le fait que F soit une application de la classe de Morse (p=ap1 +w et
a > ap(p1)): (10.10) et (10.11) impliquent que D2y est non nul et de signe constant
le long de la suite (Z,,)-

Supposons par exemple que D?¢p soit positif. L’inégalité (10.10) et la définition de
ap (1) impliquent qu’il existe un point critique de ¢, ¢, tel que

22> p(z5,) — p(c) 2 0.
L’assertion 10.11 termine la preuve.

O

10.2 Bifurcation des orbites bien ordonnées de tor-
sion nulle: étude locale (cas dissipatif)

Dans cette section, (Fp,q,) est une famille dans la classe de Morse. De plus,
a > apm(p1) et 0 < b. Nous supposerons 0 < b < 1 en sections 10.2.3 et 10.2.4.
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10.2.1 Lemmes de transversalité

Nous allons utiliser le lemme suivant & plusieurs reprises:

Lemme 10.2.1 Soient (a,), (b,) et (X,) des suites périodiques telles que
i. VYn, ap, > 0.
ii. by, est de signe constant (et peut éventuellement s’annuler).
i1, Xpp1 = anXn + by

Alors, (X,) est de signe constant. De plus, s’il existe n tel que X, = 0, alors, (X,)
et (b,) sont identiquement nulles.

Démonstration : Si la suite (by,) est négative ou nulle, on peut, au moyen des trans-
formations suivantes,

by by ey
A_(ny1) a_(ny1) ’

!
an

se ramener au cas ou (b,,) est positive ou nulle.
On remarque tout d’abord,

(3n, X, >0) = (Vn, X,, > 0).
On en déduit, puisque (X,,) est périodique,
(3n, X, <0) = (Vn, X, <0).
On remarque également,
(3n, X, >0) = (¥Vn, X,, > 0).
On déduit des deux dernieres assertions
(3n, X, =0) = (Vn, X, =0).
Mais ceci implique également que la suite (b,) est identiquement nulle.
O

Dans le but d’étudier la transversalité des bifurcations par rapport au parametre
de rotation w, nous introduisons la famille & parameétre (F,,),cr (voir la section 9.2.1).
Nous considérerons pour F,,, une orbite périodique bien ordonnée de torsion nulle, de
période ¢: (z,,y,).- Nous nous donnons enfin pour chaque entier n des applications
On, fn: R X R = R définies localement au voisinage de (Z,,wp) et nous noterons
WY = 4w, ¢ = dn(.,w), f¥ = fu(.,w) pour alléger I’écriture. Nous demandons les
propriétés suivantes:

e les suites (¢,) et (f,) sont périodiques de période q.

o Pour tout entier n et tout w proche de wp, f¥ est un difféomorphisme local.
L’hypothese de torsion nulle et la proposition 8.1.1 impliquent D f* > 0.

o Fu(%,¢5(8) = (f3 (8), S (f (8)))-
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Nous pouvons réécrire la derniere condition :

[R (@) =2 +¢%(7) + ¢5(2), (F1)
i1 (F (£)) = b(* (%) + ¢(Z))- (F2)
Dérivons ces relations:
Df3 (%) = 14 Dg* (%) + D¢y, (%), (D1)
D¢y 11(f5 (%)) Df; (%) = b(Dg*(Z) + Dy (7)), (D2)
=b(Dfy (%) — 1) d’apres (D1).

Donc

(b —Dgf; 11 (f7 () Dfy (%) = b, (D2)
d’ou

b— D2, (F2(@) > 0. (10.12)

(C’est en fait une conséquence directe de la déviation de la verticale.)
Dérivons maintenant (F1) et (F2) par rapport au parametre:

d oo d -
@) =1+ —82(@), (o)

LG (@) + Do (2 @) o f5@) =0+ g(3), (02

= b—f‘”( ) d’apres (O1).

Appliquant (O1) une nouvelle fois, on obtient
ot d [N~ d w [N 4

w
L’inégalité (10.12) et le lemme 10.2.1 impliquent alors,

Lemme 10.2.2 (-4 f2(Z,)) est de signe constant et ne s’annule pas.

AW | =g
Dérivons & nouveau (D1) et (D2'):
D*f;(#) = D*¢* (%) + D*¢7 (%), (DD1)
(b= Doy (£ () D £ (&) = (DS, (2))* D*5y 4 (£ () (DD2)
Donc en utilisant (DD1),

(Df°(8n))? D 22 1 (Fny1) =
(b— D¢ (Fns1)) D2 F20(20) + (DFE0 (%)) D20 (Zn41)-

Supposons maintenant que 0 < b < 1. D’apres la proposition 10.1.6, si ’orbite
périodique (z, yn) posseéde la valeur propre 1, la suite (D?¢(z,,)) est de signe constant
et ne s’annule pas. Le lemme 10.2.1 implique cette fois,

Lemme 10.2.3 Sous les hypotheéses précédentes, si (ﬁ‘w) est une famille de l’an-
neau dans la classe de Morse (Fw = Fbaw) avec a > ap(p1) et 0 < b < 1, et
si DFZ (x0,y0) posséde la valeur propre 1, alors la suite (D? f2°(%,)) est de signe
constant et ne s’annule pas.
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10.2.2 Suivi des variétés invariantes

Nous rappelons dans ce paragraphe comment le théoreme d’existence des variétés
invariantes & parameétre donne les applications (¢¥) et (f¥) de la section précédente.
Nous supposons a nouveau que la famille (ﬁ’w) définie en section 9.2.1 admet pour
w = wp une orbite bien ordonnée de torsion nulle de type (p, q), (2,) = (Zn,yn) et que

DF(z) a des valeurs propres réelles distinctes. On définit sur A xR le difféomorphisme
F:(3w)~ (F,(3),w).

(Z0,wo) est un point fixe de F'¢ — (p,0,0). )

Par hypothese T;, A se décompose en espaces propres Ey @& E, pour DEY (%0)-
Pour i € {1,2}, F posséde une variété invariante locale tangente & E; ® R. La propo-
sition 8.1.1 montre que c¢’est localement un graphe de la forme {(z, ¢ (£),w)}. Itérant
par F, on définit aussi les graphes invariants locaux {(%, ¢*(%),w)} pour chaque n.
Les applications f, sont alors données par (F1).

10.2.3 Bifurcation selle-nceud

On étudie le cas dissipatif (0 < b < 1) ou (Z,) est de type selle-nceud. On a pour
tout entier n,

q—1
[ D @nin) = 1, (10.13)
k=0

D*(fatg-1 0 fi®)(@n) # 0. (10.14)

L’hypothese (10.14) donne lexistence pour tout w au voisinage de wg, d’un réel
2§ dépendant de w de facon lisse et tel que

q—1
[IpseE) =1,
k=0

ol B = (fi_y 0o f§)(#) pour 0 < k < g— 1.
La bifurcation selle-nceud est transverse au parametre w si et seulement si la
quantité
d

- a|w:wo

A (fg-1 00 f¢ —1d)(Z5)

est non nulle.
On obtient

qg—1

A= ZD(f,;d_Ol o0 fir0 ) (Frt1) (£| o f,‘c") (Z)
k=0

d

F (DU 000 f5)E0) ~ V| 3.

Par (10.13), le dernier terme est nul. Les autres termes sont tous non nuls et de méme
signe (lemme 10.2.2). On en déduit

Proposition 10.2.4 Les bifurcations selle-neeud des orbites périodiques bien ordon-
nées de torsion nulle sont transverses au paramétre de rotation w.
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Remarque 10.2.1 Soit O(z),) une orbite g-périodique bien ordonnée de torsion
nulle de type selle-noeud pour une application F, appartenant & une famille (F)xcy-
L’orbite O(zy,) donne naissance & deux orbites O(z3) et O(23) lorsque A appartient
3 un demi-espace fermé U° UUT de U contenant A, dans sa frontiere. On remarque
qu’une et une seule a la propriété d’étre bien ordonnée, de torsion nulle et possede
une valeur propre supérieure ou égale & 1: lorsque A € U°, les deux orbites coincident
et sont de type selle-noeud. Lorsque A € T, il s’agit de 'orbite selle.

10.2.4 Généricité des bifurcations

Comme annoncé, nous montrons que pour les orbites périodiques bien ordonnées
de torsion nulle la bifurcation cubique ne se produit pas:

Proposition 10.2.5 Soit F' = Fb’a’w une application de la classe de Morse de l’an-
neau. Si a est suffisamment grand (a > an(p1)), et b €]0,1[, alors pour tout rationnel
B les orbites bien ordonnées de torsion nulle (Z,) de type (p,q) de F sont isolées et
vérifient l'une des propriétés suivantes :

o Soit (,) persiste par perturbation de F ;
e soit (2,) est une bifurcation de type selle-neud transverse au paramétre w.

Démonstration : Soit (Z,) une orbite de type (p, ¢) pour F, bien ordonnée et de torsion
nulle. Supposons & nouveau que DF'? admette la valeur propre 1. D’apres les sections
précédentes, il existe pour (Z,) des variétés centrales qui sont localement des graphes.
Nous introduisons pour le difféomorphisme (F) des application ¢, et f,. On a

ql:[ Dfi(%:) = 1. (10.15)
k=0

Nous estimons la quantité

A =D?(fg—10---0 fo)(&o).

Utilisant (10.15), on obtient
qg—1 D2fk(ﬁk) )
A = kZ:O WD(fkil o--- ofO)(-'L'O).

D’apres le lemme 10.2.3, tous les termes de cette somme sont non nuls et de méme
signe. La quantité A est donc non nulle. L’orbite (2,) est donc de type selle-nceud.
On termine en utilisant la proposition 10.2.4.

O

10.3 Bifurcations des orbites bien ordonnées de tor-
sion nulle: étude locale (cas conservatif)

La bifurcation selle-nceud est un phénomene purement dissipatif. Lorsque b = 1,
les orbites périodiques qui ne peuvent étre suivies localement ont leurs deux valeurs
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propres égales & 1 et il n’y a pas de graphes invariants locaux. En revanche, dans
ce cas, la description variationnelle de la dynamique (sections 7.2.5 et 9.1.2) est plus
intéressante car le champ ¢ est localement un champ de gradient.

Au voisinage d’un parametre conservatif, un seul type de bifurcation peut se pro-
duire, que nous décrivons maintenant :

10.3.1 Description de la bifurcation

Pour simplifier les notations, A = (b, a,w) désignera un parametre d’une famille
standard, A sera ’espace des parameétres.

Proposition 10.3.1 Soit Fy, = Fy_ 4. .. un difféomorphisme conservatif (b, = 1)
de lanneau appartenant & une famille d’applications de la classe de Morse (IN?B\),\EA.
Supposons a. soit suffisamment grand (a. > am(p1)) et considérons (Zc,n)n une orbite
bien ordonnée de torsion nulle et de type (p,q). Si DF(2.0) posséde la valeur propre
1, alors il existe un voisinage U de O(zc0) dans A et U de A, dans lespace des
parameétres A tels que:

i. Il existe une sous-variété lisse U° de U, de codimension un, contenant \. et
partageant U \ U° en deuz composantes connezes U~ et UT. De plus, U est
transverse au parameétre w.

#. Pour X € U™, FY ne posséde pas de point fize dans U.

iii. Pour A € U UUT, FY a deuz points fizes dans U. Ils sont distincts lorsque
X € UT et égaux pour A € U, IIs varient continiment avec le paramétre \.

Pour la démonstration, nous nous placerons dans 'espace E = E, ; sur lequel est
défini le champ &, (voir les sections 7.2.5 et 9.1.2):

6,\’n(X) = (1 + b)fi’n + (P(ffn) —Znt1 — bZp_1. (].0].6)

L’orbite (Z.,) de Fy, définit par projection un point x, = (j1(Zc.n)) € E, singulier
pour &y, . Il suffit maintenant d’étudier les singularités des champs £, au voisinage de
X. pour des parametres A proches de A..

10.3.2 Etude de D¢, (x.)

On rappelle que Tx F est muni du produit scalaire usuel :

1

(€IS =) G-

0

)

=~
Il

Déy, (x.) est un endomorphisme de T, E.
Nous savons que &, est le gradient d’une fonctionnelle W définie sur E. Ceci
implique que D&y, (x.) est symétrique.

Remarque 10.3.1 C’est la seule fois que nous aurons besoin de I’hypothese de
conservation des aires.

Lemme 10.3.2 Le noyau ker D&y, (x.) est de dimension un. De plus si { est un
vecteur non nul dans ker D&, (x.), la suite { = ({,) est non nulle et de signe constant.
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Nous relions les éléments de ker Dy, (x.) aux directions propres de DFY (2,o).
Remarquons tout d’abord que le spectre de DF)’"C (2c,0) est réduit & {1} puisque
b = 1. D’autre part, DF/{’C (2c,0) n'est pas 'identité puisque d’apres la proposition 8.1.1,
le vecteur (0,1) en 2o n’est pas vecteur propre de DFY (z.0). On en déduit que
DFY (zc,0) possede une unique direction propre, associée & la valeur propre 1.
Différentions (10.16). Le vecteur ¢ est un vecteur de ker D&y, (x.) si et seulement
si pour tout n,

(b +1+4+aDypy (:ﬁc,n))Cn = b1 — <n+1 =0.

D’apres la section 9.1.2.1, ¢ est ainsi la projection d’une orbite (v,) de DFAC. Par
définition de E, la suite ({,) € Tx. E est g-périodique. D’apres la section 9.1.2.1,
la suite (v,) de TA est également g-périodique et vy,---,v,—1 sont les directions
invariantes de DFy en zc o, ,2c,q 1. D’apres ce qui précede, ker Dy, (x.) est donc
de dimension un.

10.3.3 Transversalité

Puisque D&y, (x.) est symétrique, Ty, E se décompose en deux espaces supplémen-
taires orthogonaux et invariants:

1
T.E=E. &&2. (10.17)

& est le noyau de D&y (x.) et, sur £2,, D§>\ (x.) est inversible.
“Nous fixons ¢ un élément unitaire de Ex.

Lemme 10.3.3 Pour a > ap (1),
DBW/\C (XC)'(C__a 57 C_) 7é 0

Démonstration : Par définition,

D*Wi. (%)-(€, ¢, ¢) = (D (x)-(C, O) | O

q9—

._.

aD?py( (Ze,k Ck, d’apres (10.16).
k=0

La proposition 10.1.6 et le lemme 10.3.2 montrent alors que la suite (D21 (%) (})
est non nulle et de signe constant.

O

Lemme 10.3.4

(o] Ealx) | D, 0.

Démonstration : 11 suffit d’utiliser (10.16) et d’écrire

<6| ax(xe) | Ox. Zk-
k=0

La suite ((;) est non nulle et de signe constant d’apres le lemme 10.3.2.
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10.3.4 Fin de la preuve de la proposition 10.3.1

Nous terminons par un raisonnement facile de géométrie différentielle. On iden-
tifie canoniquement ’espace vectoriel E a l'espace tangent Ty E de sorte que la
décomposition (10.17) se prolonge & E : I’espace E est un produit linéaire E* x E? qui

1
induit une décomposition TE = £ @ £2 ot E' et les fibres de £ sont de dimension
1. On décompose alors x = (x!,x2) et £ = &' + €2

On sait alors que D&} (x.) est nulle et ainsi que D1&3_(x.) = D&} _(xc) . - En
revanche, Do&3 (x.) = D& _(x.) g, OStun automorphisme. Il existe donc localement

une application lisse v : E' x A = E? telle que
&) =0.
Dérivons par rapport a E':
D23 (%c)- Dy, (x¢) + Di€3, (xc) = 0.
Par hypothese, D1 &3 (x.) = 0 donc

Dy, (x1) = 0. (10.18)
On pose
oa(xt) = E(x', m(xh)).
On obtient
T/b\c (Xi) = 0;
Dy, (x.) = D13, (xc) + D263, (%c)- Dya, (%) = 0.
D’apres (10.18), on a aussi,

D9 (x.) = DI&;, (%c) +2D2 D1y (xc)- Dya. (%) +
D3Ex, (%) (D7, (%c)s Da. (%)) + Dagy_(xc)- D (%)
= DI&;, (xc)-
Mais puisque £!(x) est la projection orthogonale de £(x) sur £L,

(DI&A. (%c)-(C,€) | O)x. = (DY&x. (%).(C, ) | Ox. = D*W(x)-(C, €, ).

D’apres le lemme 10.3.3, D%y, (x!) est donc non nul.
Pour A proche de A, et au voisinage de x., 1) possede donc au plus deux zéros.
Notons que les zéros de ¥, sont en bijection avec les singularités de &) par 'application

xt = (xh ().
Le lemme 10.3.4 implique alors,
0 0 0 0
EEY Ua(xp) = —| N & (xc) + Din(Xc)-%| N M(xg) = Exy

< €A(Xc) | C)xc C;é 0.

On a ainsi montré la transversalité de la bifurcation par rapport au parametre w :
1) s’annule en un unique point lorsque A appartient & une sous-variété de codimension
un, UO. Le reste de la proposition suit aisément.

& (%)

wl A
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10.3.5 Analyse de la bifurcation

Comme pour la remarque 10.2.1, on montre:

Proposition 10.3.5 Lorsque A € U UUT et b =1, FY posséde ezactement un point
fize dans U qui appartienne a une orbite bien ordonnée de type (p,q), de torsion nulle
et posséde une valeur propre supérieure ou égale a6 1 :

Nous adaptons un lemme dii & S. Angenent (voir [An88] ou [L99], proposition 7.2.1):

Lemme 10.3.6 (S. Angenent) Soient F' € DV(A) une application qui préserve les
aires, fl—’ un rationnel et £ le champ de vecteurs sur E, ;. La différentielle D{(x), en
une singularité, x a un spectre réel. De plus, l’orbite périodique associée a X est de
torsion nulle si et seulement si le spectre est contenu dans R, .

Démonstration de la proposition 10.3.5 : Nous appliquons une premiere fois le
lemme au parametre ). : le spectre de D& (x.) g Ot dans {z € R, = > 0}. Par

perturbation, lorsque A € U, b = 1 et si x est proche de x., D{(x) préserve une
décomposition de Ty E proche de

Ex BEL..

Pour A € U et lorsque x est le nouveau point singulier de &, DE(x) possede
la valeur propre 0 et le reste du spectre est dans {z € R,z > 0}. D’aprés le lemme,
Porbite périodique associée (z;) est de torsion nulle (et 1 est valeur propre de DF'?(z)).

Si en revanche A € U, £ possede deux singularités x; et xo. Pour I'une d’entre elle,
D¢ possede une valeur propre strictement négative (D (x1) < 0). L’orbite associée
n’est donc pas de torsion nulle. Pour autre, D€ possede une plus petite valeur propre
strictement positive. L’orbite associée est donc de torsion nulle d’apres le lemme. De
plus, elle ne peut pas avoir la valeur propre 1. C’est donc une orbite selle.

O

Remarque 10.3.2 La bifurcation que nous avons partiellement décrite est assez
particuliere: la différentielle DF)} (zc,), le long de l'orbite périodique au mo-
ment de la bifurcation, possede uniquement la valeur propre 1. Ce n’est pas 'identité
puisque par déviation de la verticale, la direction (0,1) n’est pas préservée. La partie
linéaire est donc unipotente comme dans le cas de la bifurcation de Bogdanov-Takens
(voir [BRS]). Nous remarquons que la forme trés particuliere des équations que 'on
étudie nous place dans un cas de bifurcation trés dégénérée et de codimension assez
grande.

En effet, une application conservative ne possede jamais de bifurcation de Bogda-
nov-Takens: si (0,0) € R? est un point fixe d’un difféomorphisme F, de classe C? de
la forme

(u,v) = (u+v + QI(UJU)J v +q2(u,v)),

avec au voisinage de (0,0), ¢; = O(u? +v?), j = 1,2, les conditions génériques pour
que (0, 0) soit une bifurcation de Bogdanov-Takens sont les suivantes :
g d%qa ¢ d%qa

W(O:O) # 0, m(oao) + W(O:O) - W(O;O) # 0.
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Si F' préserve les aires, alors pour tout (u,v),

oq Ogs Oq> oq Og2 Oq Ogs _
%(Uav) + %(uﬂ]) - %(%U) + %(uav)%(uﬂv) - %(uav)%(uﬂ]) =0.

Dérivant par rapport a u, on obtient précisément :

52(12
oudv

52Q1
ou?

02(]2
ou?

(0,0) + (0,0) — (0,0) =0,

ce qui contredit les conditions de généricité.

10.4 Bifurcation des orbites bien ordonnées de tor-
sion nulle: étude globale

Nous montrons ici le résultat principal de ce chapitre:

Théoréeme 10.4.1 Soit (Fy,,), une famille d’applications bimodales avec a >
ap(p1), 0<b <1 et £ un rationnel. Alors,

i. Il existe des réels wy < wh de R tels que
q q

% ER(Fpow) ©wE [wp,wh].
q q

+

ii. Lorsque w € [wr ,w3 ], Fp,aw posséde exactement une orbite bien ordonnée O(z)
q q

de torsion nulle de nombre de rotation £, et telle que DF, (2) ait une valeur
propre supérieure ou égale ¢ 1. L’orbite O(2) varie continiment avec w.

iii. Lorsque w €lwy,wi[, O(z) est hyperbolique selle. Lorsque w € {wy,w?}, la
q q q q

différentielle DFb‘”a,w(z) posséde la valeur propre 1; Uorbite O(z) est de type
selle-neud pour b # 1 ou bien du type de la bifurcation décrite en section 10.3
lorsque b = 1.

Les applications (b,a) —= w3 ,wi définies sur [0,1] x {a,a > ap(p1)} sont lisses.
q q

Remarque 10.4.1 Pour b > 1 proche de 1, d’apres la section 10.3, les conclusions
du théoreme sont encore vérifiées. Les applications (b, a) — wy, w3 sont encore lisses
q q

aux points (1, a).

Démonstration : Soit A un intervalle compact de {a,a > ap(y1)} et considérons
Pensemble P des quadruplets (b, a,w,O(2)) tels que

1. 0<b<1l,a€ A, we R et O(2) est une orbite de type (p,q) de A;
2. 'orbite de z est bien ordonnée périodique de torsion nulle;

3. l'application DF}!

b.aw (%) Possede la valeur propre 1.
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D’apres les sections 10.2.3, 10.2.4 et 10.3, P est localement un graphe au-dessus des
parameétres (b, a).

D’autre part, 'estimée (10.7) montre que les orbites bien ordonnées de type (p, q)
sont contenues dans un anneau borné uniforme Ay, M > 0 et Pestimée (10.6) en-
traine que les parametres w qui apparaissent dans ’ensemble P sont contenus dans
un intervalle compact €. Par conséquent, I’ensemble P est borné et d’apres la propo-
sition 8.2.5, c’est aussi un ensemble fermé. La compacité de [0,1] x A x Q x Al et
la connexité de [0,1] x A impliquent que P est une union finie de graphes disjoints
au-dessus de [0,1] x A.

Or, nous savons (proposition 2.2.1) que la section de P correspondant aux pa-
rametres pour lesquels b = 0 est formée de deux graphes. L’ensemble P est donc
constitué d’exactement deux graphes P~ et PT. Pour chaque couple (b, a), nous no-
tons w™(b,a) et wT (b, a) les parametres w correspondant 3 chaque graphe.

Pour b = 0, nous savons aussi que w™(0,a) < w*(0,a) pour tout parameétre
a € A. De plus, pour w € [w™(0,a),w?(0,a)], il existe une unique orbite positive.
Elle peut étre suivie contintiment avec les parametres. Elle est hyperbolique pour
w €Jw™(0,a),w™ (0, a)[. Elle disparait en w € {w™(0,a),w’(0,a)} & travers une bifur-
cation selle-nceud et elle coincide alors avec les orbites associées aux graphes P~ et
Pr.

Par continuation de la dimension 1, nous voyons que c’est encore vrai pour 0 <
b < 1. Ceci force I'inégalité w™(b,a) < wt(b,a).

Pour w € [w™(0,a),w™(0,a)], on peut suivre continiiment une unique orbite bien
ordonnée (Z,) de type (p,q), de torsion nulle avec une valeur propre réelle supérieure
ou égale a 1.

Supposons qu’un parametre (b,a,w) de [0,1] X A x R posséde une orbite bien
ordonnée (z!) de type (p,q), de torsion nulle possédant une valeur propre réelle
supérieure ou égale & 1. Si elle est différente de l’orbite (Z,) et aussi longtemps que ses
valeurs propres sont distinctes de 1, on peut la suivre continiment en faisant croitre
w vers +00.

Pour w suffisamment grand, 'estimée (10.7) montre que ﬁ‘b,a,w n’a plus d’orbite
bien ordonnée de type (p, ¢). Par passage & la limite, on exhibe ainsi une valeur critique
de w pour laquelle l'orbite (Z],) admet une valeur propre égale & 1. Ceci montre que
(b,a,w, O(z))) est dans P et implique que (Z,) et (Z],) sont égales.

Ceci montre que pour tout parametre dans [0,1] x A x R, (Z,) est la seule orbite
bien ordonnée de type (p, q), de torsion nulle avec une valeur propre réelle supérieure
ou égale & 1. Elle existe si et seulement si w € [w™ (b, a),w™ (b, a)].

Lorsque w appartient & [w™(b,a),w™(b,a)], et 0 < b < 1, a € A, il est clair que
I’ensemble de rotation R(ﬁ’b,a,w) possede la valeur E.

Réciproquement fixons b et a et considérons ’ensemble compact Q(b,a) formé
des parametres w pour lesquels ’R(ﬁ’b,a,w) possede la valeur %. Si w(b,a) appartient
a la frontiere de 2, d’apres la proposition 8.3.1, ﬁ‘b’a’w doit posséder une orbite bien
ordonnée de type (p,q) et de torsion nulle. Par perturbation, elle doit disparaitre.
Ceci implique qu’elle possede au moins une valeur propre égale & 1. Par ce que nous
avons vu, ceci montre w € {w™(b,a),w™ (b, a)}.

O
Définition 10.4.1 1. L’orbite O(z) donnée par le théoréme précédent est appelée

orbite bien ordonnée positive de type (p,q). Elle varie continiment avec
les parameétres.
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2. L’ensemble des paramétres (b, a,w) pour lesquels % appartient d ’R(ﬁ’b,a,w) est la
langue d’Arnol’d associée au rationnel %.

10.5 Localisation des langues

Nous pouvons estimer grossiérement les applications w et w} ainsi que la largeur
q q

de l'attracteur lorsque 0 < b < 1.
Pour toute cette section, (Fjp 4., )w est une famille d’applications bimodales avec
a>ap(p1)et 0<b< 1.

10.5.1 Localisation des orbites selle-noeud

Nous complétons la proposition 10.1.6:

Proposition 10.5.1 Soit % un rationnel. Lorsque 0 < b < 1 et w = w, (resp.
q
w = w} ), notant O(z) Vorbite bien ordonnée positive de type (p,q), la suite (D?p(p; o
q

F™(3))) est strictement négative (resp. strictement positive).

Démonstration : Pour 0 < b < 1, l'orbite bien ordonnée positive de type (p,q), O(z)

posseéde la valeur propre 1. La suite (D?¢(p; o F™(Z))) est non nulle et de signe

constant. Faisant tendre b vers 0 avec w = wj (b), on se ramene & la dimension 1.
q

Mais dans ce cas, % est le nombre de rotation supérieur (voir la proposition 2.2.1).

L’orbite est alors concentrée pres du maximum de ;. Les quantités D2o(p; o F™(3))
sont donc strictement négatives.

O

Remarque 10.5.1 La démonstration de la proposition 10.1.6 et le lemme 9.3.2 en-
trainent que l'orbite est contenue dans [c;,, — d,c;,, + ] (resp. [cy, — 6, ¢, +6]) OU S
est une constante de la définition 9.3.6 pour a. La remarque 9.3.5.2 montre alors que

pour a grand, § décroit au moins en %

10.5.2 Localisation de w, et wy
q q

Rappelons que max(p1) = ¢1(cy,) (resp. min(p1) = ¢1(cy,))-

Proposition 10.5.2 Pour tout rationnel p = 2,
q

lamax(p1) +w; — (1=Dp—1] <2,
(resp. Jamin(pr) +w) = (1=b)p+1] < 2).

Démonstration : Traitons le cas de wj : il existe un point Z¢ de 'orbite bien ordonnée
q

positive de type (p,q), tel que sur [¢,, %], =2 < Dy < 0 (voir la preuve de la
proposition 10.1.6). On en déduit —2 < ¢(Fo) — ¢(¢&,) < 0.

On termine la preuve en appliquant (10.6).
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Ceci donne une estimée de ’ensemble de rotation R(F):

Proposition 10.5.3 Lorsque 0 < b < 1,

1.

R(F) [amin(cilz;rw - 17 amax(c,lol_);—w—i— 1] _

amin(p;) +w + 37 amax(p1) +w —3 C R(P).
1-b 1-b
Démonstration : Le (i) est juste une conséquence de (10.6).
Pour le (ii), on remarque grace & la proposition 10.5.2, que tout rationnel dans

[ami“(fjgfww, amax(f:):w+_3] est dans R(F'), qui est fermé.

O

Remarque 10.5.2 Bien siir, le (ii) n’est intéressant que sous I’hypothese supplémen-
taire a(max(p;) — min(p1)) > 6,

10.5.3 Taille de ’attracteur

On peut maintenant préciser le 9.1.1.8:

Proposition 10.5.4 Lorsque 0 < b < 1, lattracteur rencontre tout cercle de la forme
T! x {y} avec

b
(aming; +w +4), m(amaxgol +w—4)].

yeh_b

Démonstration : Cela résulte de la proposition 10.5.3.ii, de (10.7) et de la connexité
de lattracteur.

O

Remarque 10.5.3 L encore, ’hypotheése a(max(p1) — min(p;)) > 8 est nécessaire
pour que ce résultat soit intéressant.
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Chapitre 11

Langues d’Arnol’d
irrationnelles

Un résultat de P. Le Calvez, lié au closing lemma, permet de passer & la limite et
de définir les langues d’Arnol’d irrationnelles. Nous montrons que pour tout réel p, la
frontiere de la langue d’Arnol’d associée est formée de deux surfaces w, et wl‘f. Les

surfaces w, et w:{, associées a des nombres distincts sont transverses. Ceci généralise
la proposition 2.1.2 démontrée en dimension un.

11.1 Estimées lipschitz des surfaces w; et wj
q q

Nous reprenons les hypotheses du théoreme 10.4.1: (Fp 4 ) est une famille d’ap-
plications bimodales avec a > ap(p1), 0 < b<1et % un rationnel.

Les surfaces w, et wj sont lisses. Dans cette section nous controlons leur plan

q q
tangent et généralisons la proposition 2.1.2 démontrée pour les endomorphismes du
cercle. D’autres informations sur ces surfaces seront données en 11.3.

Proposition 11.1.1 Pour p = % variant dans un ensemble borné de Q, la famille
d’applications (b,a) = w, (b,a) (resp. (b,a) = wf(b,a)) est uniformément lipschit-
zienne. Plus précisément, pour tous a,a*,b,b*,

4
- * * _ - * _ * _ < * _ * _
|wp (b ;@ ) w, (ba a’) + (a’ a’) max ey + (b b)p| = min(a,a*) |a (1| + |b b|7
et respectivement,
Wt (b, a%) — w* (b, a) + (a* — a)min gy + (b" — B)p| < ————|a* — a| + [b* — b].
L P ~ min(a, a*)

(On peut comparer & la proposition 10.5.2).

L’idée principale de la démonstration est une relecture de [L95].

Nous avons introduit en 7.2.2 pour une application ' € 5\7(A) I’ensemble C,, ,(F).
Puisque ce compact sépare ’anneau, nous pouvons définir, pour Z € R, les points
(@, 17(2)) et (a":,u;g (£)) de Cpo(F) N py (&) d’ordonnée minimale et maximale.
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L’ensemble F4(C, ,(F)) a la méme propriété et nous définissons de fagon similaire
les points (Z,v(%)) et (Z, ;C(a:))
Rappelons une variante de la proposition 7.2.5 démontrée dans [L86]:

Proposition 11.1.2 (P. Le Calvez) Les propriétés suivantes sont équivalentes :
o LgR(F);
o les ensembles Cp o(F) et F1(Cp 4(F)) ne s’intersectent pas;
o ['une des fonctions Vi — ,u;g ou fi — 1/;: est strictement positive.

Nous utiliserons le lemme suivant qui se trouve essentiellement dans [L95]:

Lemme 11.1.3 Soit F € DV(.A) 9,9 les applications de R associés (voir sec-
tion 7.2.4) et &g, &1, , 41 une suite de R telle que pour 0 <n < g,

gl(i"mi"rwl) < 9(@nt1, Tny2)- (11.1)

Posons pour 0 < n < q, Zn = (%, 9(&n,Ent1)). Alors, pour 1 < n < g, la courbe
F™(D4(%0)) rencontre D;(Z,).

Démonstration : Nous supposerons que 'application dévie la verticale & droite et
montrons la proposition par récurrence sur n. Pour n = 1, c’est simplement 1’inégalité
(voir section 7.2.4)

9' (%0, %1) < g(%1, %2).

Supposons la propriété vraie au rangn € {1,...,¢—1} et notons z/, F"( ZP) le pomt
de F™(D,(%)) N D;(%,) d’ordonnée minimale. D’aprés (11.1), F( n) € Di(Zn41)- L
chemin F~1(D;(%,41)) contient un chemin issu de S (voir la section 1.1.2), & dr01te
de D(%,) qui coupe cette verticale au point %, d’ordonnée g(Z,,Z,1). D’apres la
proposition 7.1.1 (voir la remarque ci-dessous), le chemin issu de N, F™(D, (%))
est & droite de D(Z,) et coupe cette verticale en Z/,. Puisque p2(Z],) < p2(Z,) par
récurrence, les deux courbes se rencontrent. On en déduit la propriété au rang n + 1.
(Voir figure 11.1.)

O

Remarque 11.1.1 Nous avons utilisé la proposition 7.1.1 qui montre que le premier
point de rencontre entre un chemin négatif v issu de IV et une verticale D est aussi
le point d’ordonnée minimale de D N 7. Le chemin F"(D (7)) ne satisfait que la
seconde condition de la définition 7.1.1. En ce sens, il n’est pas négatif. On observe
cependant (voir [L87] section 4.3) que la proposition 7.1.1 est encore vraie dans ce
cadre.

Démonstration de la proposition 11.1.1 : Nous choisissons de traiter le cas de wp ,

I'autre surface s’étudiant de la méme fagon. On se donne aussi deux jeux de parametres
associés respectivement aux difféomorphismes F= Fb aw €t F* = F}. St

€
I
€
Sk
&
&

IS
*
\Y%

&
EILE ey
=
ox
s
N
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ﬁ71(2n+1) ~
F(Ds(%0))

D(%y) F~Y(D;(Zn+1))

FI1G. 11.1: Intersection des chemins F~'(D;(Zn41)) et F™(Dy(%)).

On peut supposer b,b* < 1. Par passage & la limite on en déduira le cas général.
D’apres la proposition 7.2.5, F' posséde une orbite bien ordonnée de type (p,q),
O(2) le long de laquelle Cp 4(F) et F(Cpq(F)) s’intersectent, donc

vz € p1(0(2)), (uh —vz)(&) > 0.

Puisque % o4 R(ﬁ’*), d’apres la proposition 11.1.2, les fonctions Ve, — ,u;g* et
T u;;j* ne s’annulent pas. L’ensemble C,, ,(F) est semi-continu supérieurement en
les parametres. Faisant tendre w* vers +o00, nous ne changeons donc pas le signe de
ces fonctions. Pour w* suffisamment grand, on voit facilement que Cp 4(F) est dans
un anneau montant (voir section 7.2.2). On obtient donc

V. — ik, >0. (11.2)

On définit maintenant les suites: (2,) = (F™(2)) et (Z,) = (1(%,)). On a bien
sir :

Vo, |Zp41 — 2, —p| < 1.

On rappelle aussi (voir la proposition 10.1.6) que pour tout 7,
min(p) < ¢(Z,) < min(p) + 4.

Rappelons l'expression des fonctions g et g’ (resp. g* et g*'), introduites en 7.2.4
et 9.1.2:

En distinguant selon que a* — a est positif ou négatif, on obtient,

*/

inf(g" — 9)(@n, Fnt1) = sup(g™ — ¢')(Fn, Ent1) 2
n

4
w—w"+ (a—a*)min(p;) — E|a* —a|+ (b—=0b")p—|b" —b|.
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Supposons par ’absurde que
w—w* + (@ —a*)min(py) — %|a* —a|l+(b=0")p—|b"=b| >0.
Alors, clairement, pour tout entier n,
(9" = 9)En-1,%n) < (9" = 9)(Fn, En)-
Or puisque (3,) est une orbite de F,
9'(Fn-1,%n) = 9(Zn, Tnt1)-
On a donc
9" (Fn—1,%n) < g*(Fn, Fnt1)-

Posons z} = (#;,9*(%i,%;+1)). Nous sommes dans la situation du lemme 11.1.3 et
pour tout n € {1,--- ¢}, la courbe (F*)"(D, (%)) rencontre D;(z¥).

A Tordre q cette propriété dit qu’il existe un point Z¢ € D,(Z}) qui s’envoie par
F90R_, sur un point Z, € Di(Z5). On en déduit (;ﬁlg* —vz,)(Zo) > 0 ce qui contredit
l'inégalité (11.2). D’ou,

4
w—w*+ (a —a*)min(p;) — a|a* —al+(B-b")p—|b*—b <O0.

Par passage & la limite cette inégalité est encore vraie pour w* = wf (a*,b*). En
inversant les réles de w et w*, on obtient les estimées annoncées.

O

11.2 Langues irrationnelles

11.2.1 Nous rappelons tout d’abord un résultat de P. Le Calvez (voir [L95]) qui
résulte du C'-closing lemma de C. Pugh:

Proposition 11.2.1 (P. Le Calvez) Soit F' € DV(A) et o un nombre de rotation

irrationnel appartenant a R(ﬁ) Nous définissons F, = R, o F. Alors, pour tout

€ >0, i eziste w avec lw| < e et un rationnel £ < a (resp. fl—’ > a) avec |§ —a|<e
tel que 2 € R(E,).

11.2.2 Nous montrons ’analogue du théoréme 10.4.1 pour les nombres de rotation
irrationnels:

Théoréme 11.2.2 Soit (ﬁ’b,a,w)w une famille d’applications bimodales avec a >
ap(p1) et 0 < b< 1, telle que

a(max(p1) — min(py1)) > 6 (11.3)
et a un nombre irrationnel. Alors :

i. Il existe un intervalle [w,,w}] de R tel que

a € R(Fpaw) & welwy,wl]
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. On a la caractérisation suivante de w, et wl :

w, =liminfwy = liminfwy, (11.4)
E>a q P<a q

w} =limsupw} = limsupwy. (11.5)
2>a ¢ B<a 1

Lorsque a. > ag(p1), les applications (b,a) — w,,w} définies sur un voisinage de
[0,1] x {ac} sont lipschitziennes.

Démonstration : Grace a la condition (11.3) et aux estimées de la proposition 10.5.2,
on sait que pour tout rationnels % et fli, suffisamment proches de «a,

Wy < W

Qs |
»Q\l'ﬁ\ +

Si (E=) est une suite de rationnels convergeant vers a et si les suites associées (wpa )
n an

et (wi,) convergent respectivement vers w™ et w™, alors w™ < wt et d’aprés la
an

proposition 7.2.1.ii pour tout w € [w™,w*], Fy 4., admet un ensemble bien ordonné

7
de nombre de rotation a. Si [w'™,w'"] est un autre intervalle associé A une suite (2=
) q

convergeant vers a, [w™,wt]U[w',w' "] est un intervalle.

Soient w,, et wl définis par I'une des égalités de (11.4) et (11.5) respectivement.
On en déduit que pour tout w € [w;,w}], Fhq,. admet un ensemble bien ordonné de
nombre de rotation a.

Réciproquement, soit w € R tel que Fb,a,w admette un ensemble bien ordonné de
nombre de rotation a. D’aprés la proposition 11.2.1, il existe une suite (’q’—:) que l'on
peut choisir croissante ou décroissante, tendant vers « et une suite (w,) tendant vers
w telles que pour tout n, ﬁ‘b,a,wn ait le nombre de rotation fl’—:. On en déduit que w
appartient a [w,,w}].

En considérant les différents cas, on obtient ainsi les doubles égalités (11.4) et
(11.5).

Pour terminer, on peut passer a la limite dans les estimées de la proposition 11.1.1
et montrer que les applications w, et w} sont lipschitziennes.

O
L’ensemble des paramétres (b,a,w) pour lesquels o appartient & R(Fj 4.,) est la

langue d’Arnol’d associée au nombre irrationnel a.

11.2.3 Par passage a la limite, on généralise aux langues irrationnelles les résultats
connus pour les langues rationnelles:

Proposition 11.2.3 Sous les hypothéses du théoréme 11.2.2, les estimées des propo-
sitions 10.5.2 et 11.1.1 (localisation et contréle lipschitz des courbes wpi) sont encore
vraies pour p € R\ Q.

Remarque 11.2.1 Nous reprendrons & plusieurs reprises le premier argument de la
preuve du théoréme 11.2.2: si p et p' sont deux réels vérifiant |p' — p| < 1 et si

a(max(p1) — min(py1)) > 7,

- +
alors, w;” < Wy



148 TROISIEME PARTIE : ENSEMBLE DE ROTATION.

11.3 Transversalité des surfaces w' et w™.

Comme conséquence de la proposition 11.1.1, nous obtenons que pour tous p, p' €
R, les surfaces w, et w; sont transverses.

Proposition 11.3.1 Soit (ﬁ’b,a,w)w une famille d’applications bimodales avec a. >
aB(p1), ac(maxp; —ming,) >6 et 0 < b< 1.
Soient a* > a > a. deuz paramétres et p, p' des réels quelconques.

i. Sia.maxp; >4 (resp. a. minp < —4), alors il existe K > 0 tel que w, (b,a”)+
K(a* —a) <w, (b,a) (resp. w}(b,a*) > w}(b,a) + K(a* —a)).

i. Si ac(max(p1) —min(p1)) > 8, alors il existe K > 0 tel que

w, (b,a*) —w, (b,a) + K(a* —a) < w;L,(b,a*) - w:{,(b, a).

En particulier, les surfaces w, et w;C sont transverses.
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Chapitre 12

Bifurcations homoclines

Nous utilisons la dérivée schwarzienne et les outils du chapitre 10 pour étudier la
géométrie des variétés invariantes des orbites bien ordonnées positives. Ceci permet
de montrer dans le domaine dissipatif que pour tout rationnel %, la langue d’Arnol’d
correspondante contient deux autres surfaces transverses au parametre w le long des-
quelles des bifurcations homoclines se produisent. Ces bifurcations sont génériques.
De plus, elles caractérisent I’appartenance de % a la frontiere de I’ensemble de ro-
tation. Ceci nous permet de comprendre comment les différentes langues d’Arnol’d
s’accumulent. Nous terminons par une estimation de la largeur de lattracteur de
Birkhoff.

12.1 Etude des graphes invariants

12.1.1 Notations

12.1.1.1 Comme au chapitre précédent, F' = ﬁ’b,a,w est une application standard

bimodale de DV (T?) avec a > ag(p1). Sauf en sections 12.5 et 12.6, nous supposerons

0 < b < 1. On note encore ¢ = ayp; +w lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité. Nous choisissons

un rationnel £ dans R(F), puis nous fixons w € [wz,w3]. Nous notons O Porbite de
q q

F bien ordonnée positive de type (p, q)-

12.1.1.2  On définit Iy = [I;, ] lintervalle compact de [€y s €y + 1] sur lequel
1+ b+ Dy < 0. Le role de cet intervalle est justifié par le lemme 10.1.5. On note
I, = [I;,IT—H =Iy+net I:Tro(_[()).

12.1.1.3 1l sera commode d’indexer de la fagon suivante les points de l'orbite
étendue O = m71(0) = {3;,i € Z}:

e %, est un relevé 4 A d’un point de O(z).
e (%;) = (P1(2i))icz est une suite strictement croissante.

e Iy C [Z0,%1]. (En effet, d’aprés le lemme 10.1.5, I ne contient pas de point de
Porbite O.)
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Ainsi, pour tout i € Z,
Zi +(1,0) = Ziyq,
F(%) = Ziyp-

12.1.1.4 Le formalisme introduit en section 10.1.1 était local au voisinage de ’orbite
O. Nous cherchons maintenant & 1’étendre afin d’obtenir pour les graphes des domaines
maximaux :

Nous fixons un ensemble de variétés invariantes locales I'; en chaque Z; associées &
une valeur propre A de DF?(z;) et nous étudions 'une des composantes I'; de I';\ {Z;}.
Plus précisément, [§ = T} (resp. T§ = I';) si I est localement & droite (resp. &
gauche) de Z;. On suppose que I'! est topologiquement instable ou topologiquement
stable. Par itérations ceci permet d’étendre I'¢ (et donc I';) en une demi-droite (ou
droite) immergée de sorte que

Vi, F(I5)=T%,,.
Autour de Z;, I'¢ (resp. I';) est un graphe C*, G (resp. G;), défini sur un domaine

maximal Dom®(¢;) (resp. Dom(¢;)):
G; ={(@,¢i(7)),% € Dom"(¢:)},
(resp. Gi = {(Z, $:(2)), & € Dom(¢;)}).

12.1.2 Domaines des graphes

12.1.2.1 Considérons encore une fois la forme particuliere des applications F' et
F~1 (voir (9.1) et (9.2) ). Si G est un graphe C*, de la forme G = {(%,¥(%)),% €
Dom(¢)}, au-dessus d’un ouvert Dom(¢), nous lui associerons souvent les applications
g,h : Dom(¢) — R définies par

9(%) = & + ¢(2) + ¢(2), (12.1)
1d)(i‘)- (12.2)

Ainsi lorsque l'image de G par F' (resp. F~') est un graphe C', G' (resp. G"), et
lorsque ¢',h' (resp. g”, k") sont les applications associées, alors g (resp. h) est un
difféomorphisme sur son image et h' = g~ (resp. g" = h™1).

On obtient immédiatement :

Lemme 12.1.1 Soit G un graphe comme ci-dessus. Pour tout & € Dom(¢), Dg(%)
(resp. Dh(&)) est nul si et seulement si F(G) (resp. F~1(G)) admet une tangente
verticale en F(%,$(&)) (resp. F~1(%,¢(&))). Avec le paramétrage de F(G) (resp.
F~Y(G)) par & € Dom(¢), la tangence verticale est dirigée vers le bas (resp. vers
le haut).

Lemme 12.1.2 Soient G et F(G) = G' des graphes C' tels que g (et h') soient
des difféomorphismes croissants. Alors, pour tout & € Dom(¢) (resp. &' € Dom(¢')),
D¢(%) > —1 — Dy(&) (resp. D¢'(3') < b).

Démonstration : C’est une simple conséquence de la déviation de la verticale : il suffit
d’écrire que Dg(x) (resp. Dh/(x)) est strictement positif et d’utiliser les formules (12.1)
et (12.2).

O
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12.1.2.2 Lorsque I'; est instable (resp. stable), on définit sur le domaine de ¢;
Papplication généralement non-inversible f; : Dom(¢;) — R, (resp. f;lp : Dom(¢;) —
R) par:

fi(@) =&+ ¢(F) + ¢i(), (12.3)
(resp. (@) = &~ ;6u(2)).

Les résultats de la section 12.1.2.1 s’appliquent.
L’application f; (resp. f;lp) est un difféfomorphisme sur un ouvert maximal de

Dom(¢;) contenant Z; : Dom(f;) (resp. Dom( fijlp)). On note aussi

Dom*® (fz) = DOIIl(fZ) n D0m6(¢i);

(resp. Dom*® (f;_lp) = Dom(f{_lp) N Dom*® (¢;)).
12.1.2.3 Il y a une relation entre Dom(f;) et Dom(¢;p) :

Proposition 12.1.3 Si les (T5) sont des branches instables, alors pour tout i € Z,

i. l'ensemble Dom*®(¢;) est ouvert, G5, C F(G%) et plus précisément,
fi(Dom®(f;)) = Dom® ($i4p);

1. VI € DomE(qﬁ,),Dqﬁ,(i") <b;
VZ € Dom®(f;),D¢i(%) > —1 — Dp(Z).

Démonstration : Nous allons traiter le cas ¢ = +. Pour ¢ € Z, nous introduisons la
propriété

(P)) VEk>0, FFGE) C G5y,
Supposons que (P;,) soit satisfaite. Deux cas se présentent :
Si Gf =T} alors pour tout k € N,
=G+

io—kp*

ik

FHGH) =Tf_,,
Par périodicité de P'orbite (2;), on en déduit que toutes les branches I'; sont des
graphes.

Si G% G F;g et puisque (P;,) est satisfaite, fzf_lp est un difféomorphisme croissant
sur Dom™ (¢;,). Donc d’apres le lemme 12.1.2, D¢, < b. Par maximalité du domaine
Dom™ (¢;,) on a de plus

lim D¢i(z) = —o0.
F—ssup Dom(¢;) ¢Z( )
D’apres la formule (12.3) et le théoreme des valeurs intermédiaires, on obtient que
Df;, s’annule sur Dom™ (¢;,). Le domaine Dom™ (f;,) est donc un intervalle ouvert,
]&;,, '], strictement inclus dans Dom™ (¢;,). Ainsi, d’apreés le lemme 12.1.1
G;(_)—{—p = ﬁ‘({(j7¢io (j))rﬁ € D0m+(fio)})'

La propriété (P;,4p) est donc vraie. Par récurrence, la propriété (P;) est vraie pour
tout i € Z. On obtient le (i).
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Dans les deux cas, le (ii) est une simple conséquence du (i) et du lemme 12.1.2.
Tl reste & montrer que (P;,) est satisfaite par au moins un entier ig € Z. Puisque
les branches I‘j sont instables, pour tout 4,

H; = MienF* (G )

est non vide. Or pour tout i, F(H;) N Giyp = Hitp. Ainsi, si Hiyp G Giyp, on a
F(H;) = H;,,. Par conséquent, si pour tout i, H; ¢ G}, alors Fi(H;) = H; + (p,0)
et ceci contredit le fait que F;r soit instable. Il existe donc ig tel que H;, = G;; ce qui
montre (P;,).

O

Dans le cas des branches stables nous obtenons de la méme fagon :

Proposition 12.1.4 Si les (T'S) sont des branches stables, alors pour tout i € Z,

i. Uensemble Dom®(¢;) est owvert, G5_,, C F~Y(G%) et plus précisément,
fi 1 (Dom® (7)) = Dom® (¢;—p);

ii. VE € Dom®(f;}),Dg(&) < b;

Vi € D0m5(¢,~),D¢,~(5J) >—-1- D(p(.’i’)
12.1.2.4 Nous finissons avec le lemme suivant :

Lemme 12.1.5 Pour tout i, et toute branche de variété invariante stable ou instable
T; (resp. T7), i1 & Adh(G}) (resp. Zir1 & Adh(G})).

Démonstration : En effet, si par exemple %11 € Adh(G) et si T} est une branche
instable, la proposition 12.1.3 montre que I'image de G} par F~* &k > 0 est un graphe
joignant %y, & %_kpt1. De plus, F~9(GF) = G} — (p,0). Donc,

m(GFUF Y (G)u---UF~Y(G)))

est un cercle invariant. Ceci contredit la proposition 9.4.1.

12.1.3 Graphes et dérivée schwarzienne

Nous reformulons la proposition 10.1.3:

Lemme 12.1.6 Soit G un graphe C3. Nous supposons, avec les notations de la sec-
tion 12.1.2.1, que h et g sont des difféomorphismes croissants. Alors si h est a dérivée
schwarzienne positive, g est a dérivée schwarzienne strictement négative; si g est a
dérivée schwarzienne positive, h est a dérivée schwarzienne strictement négative.

Nous améliorons le résultat de la section 10.1.3:

Proposition 12.1.7 Avec les notations précédentes, si I'S est instable (resp. stable
avec \* < b), fz-:lp (resp. f;) est a dérivée schwarzienne strictement positive sur un
voisinage de {Z;} UDom®(¢;) dans Dom(¢;).
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Démonstration : Nous ne considérerons que le cas de variétés instables. Pour les
variétés stables, la démonstration est similaire.

La proposition 10.1.3 montre que S f; est strictement négative en Z;. C’est donc
encore vrai sur un voisinage de #; dans Dom(¢;).

Soit maintenant & € Dom®(¢;). Nous noterons 2 = (&, ¢;(Z)). Chaque point
F~7(%) de Porbite négative de Z est dans un graphe G5_p, d’apres la proposition
12.1.3. L’orbite négative (Z(—n)) de & par les applications f;_pp est donc bien définie.
On remarque toujours d’apres la proposition 12.1.3 que pour n > 1, Dfi_p,p(Zi—np)
est strictement positif.

Pour n grand, (—ngq) est arbitrairement proche de #;_,,, = &; —np et la quantité
S fi—npg(£(—nq)) est donc strictement négative. La proposition 10.1.2 montre alors
S fiup(#(~1)) < 0.

O

Remarque 12.1.1 Il peut sembler miraculeux que le signe de la dérivée schwarzienne
soit justement celui qu’il faut pour étre préservé par itérations positives (cas de la
variété instable) ou négatives (cas de la variété stable).

12.1.4 Géométrie des graphes

12.1.4.1 Nous commencons par un lemme sur les applications a dérivée schwar-
zienne négative :

Lemme 12.1.8 Soient [a,b] un intervalle de R et f,g : [a,b] = R deux applications
de classe C? tels que Df,Dg>0etSf<0,Sg>0. Alors:

i. Le nombre de zéros de Dg — D f est inférieur ou égal a deuz.

ii. S’il est égal o deuz, les zéros sont non-dégénérés (i.e. D>g — D2 f y est non nul)
et on a Df(a) < Dg(a) et Df(b) < Dg(b).

iti. SiDg—Df a un zéro dégénéré, c, le zéro est quadratique (i.e. D®g(c)—D?f(c) >
0) et on a Df(a) < Dg(a) et Df(b) < Dg(b).
Démonstration : Si Dg — Df possede au moins deux zéros x; < 2, on choisit une
application de Mcebius ¢ de dérivée positive telle que v : [x],z5] — [21,Z2] soit un
difféomorphisme pour un certain intervalle [z}, z] et D(f o4))(z}) = 1 pour ¢ € {1,2}.
On a encore S(f o) < 0,S(govp) > 0et D(for)),D(gory) > 0. D’apres le principe
du minimum pour les fonctions & dérivée schwarzienne négative (voir la section 2.2
ou [MS], chapitre IL.6, lemme 6.1), D(f o ¢)(z) > 1 en tout point = €]z}, z5[. De
méme, D(go¢)(z) < 1. Ainsi, D((g — f) 0¢) ne s’annule pas sur |z}, z5[. On en déduit
que Dg — D f est strictement négative sur |21, za].
Si Dg — D f a un zéro dégénéré, ¢, on a

Df(c) = Dg(c), D?f(c) =D?g(c).
Or S f(¢) < 0 < Sg(c). La formule (1.1) implique donc:
D?f(c) < D’g(c).
Localement,

Df < Dyg. (12.4)
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Il ne peut y avoir d’autre zéro, d, car par ce qui précede, sur ]d, ¢[ (ou ]¢,d[), Dg—Df
serait strictement négative, ce qui contredirait (12.4). Sur [a, b], on a donc Dg—Df > 0.

Lorsqu’il y a deux zéros, x1 < 2, ils sont donc non-dégénérés et Dg— D f > 0 sur
[aa 1’1] U [182, b]

O

Corollaire 12.1.9 Sous les hypothéses du lemme 12.1.8, supposons qu’il existe ¢ €
[a, ] tel que £(c) = g(c).

i. SiDf(c) = Dg(c) alors,
e soit D2f(c) < D%g(c) et f — g ne s’annule pas sur]c,b];
e s0it D?f(c) > D2g(c) et f — g ne s’annule pas sur [a,c[;
e soit D2f(c) = D%g(c), D3f(c) < D3g(c) et f — g ne s’annule qu’en c.

ii. Supposons que Df(c) > Dg(c) ou que Df(c) = Dg(c) et D?f(c) < D?g(c). Alors,
si f(a) < g(a), f — g ne s’annule pas sur [a,c[;

Démonstration : Il suffit de combiner le lemme 12.1.8 et le lemme de Rolle.

O

12.1.4.2 Si G = {(z,¢(%)),% € Dom(4)} et G' = {(&,¢'(%)),Z € Dom(¢')} sont
deux graphes, nous dirons que G’ est en-dessous (resp. strictement en-dessous)
de G si pour tout € Dom(¢)NDom(¢'), ¢'(Z) < ¢(£) (resp. ¢'(£) < ¢(&)). Un point
z est en-dessous d’un graphe G §’il est contenu dans un graphe en-dessous de G. (On
ne suppose pas Dom(¢p) N Dom(¢') # §.)

L’image d’un graphe a une géométrie controlée:

Proposition 12.1.10 Soit G le graphe d’une application ¢ de classe C® au-dessus
d’un intervalle ouvert Dom(¢@) =]t,t'[. Avec les notations de la section 12.1.2.1, nous
supposons que h est un difféomorphisme croissant o dérivée schwarzienne positive.
Alors il existe un nombre fini de points t < t1 < to < --- < tp < t' vérifiant les
propriétés suivantes (voir figure 12.1) :

i. L’image par DE(t;,4(t;)) du vecteur (1,D¢(t;)), 1 < j < k est verticale et
dirigée vers le bas.

1. L’image par DF de la partie de G au-dessus de chaque composante de Dom(¢) \
{tj,1 < j <k} est un graphe C* (sans tangence verticale).

144 fiowltout 1<j<kt;¢ Unlp (voir section 12.1.1.2) et pour tout n € Z,
1IE, I 1 [ contient au plus deuz points de {t;,1 < j < k}.

w. Pourtoutl <j <k, g| . est strictement décroissant si ]t;,t;11[ rencontre
(et donc contient) un des intervalles I,, n € Z ; sinon g| - est strictement
croissant.

v. Pour tout 1 < j <k, soit D%g(t;) # 0, soit au voisinage de t;, Dg est négative.

vi. Pour tous 1 < j < j' < k, le graphe F({(&, (%)), t; < & < tjiy1}) est en-
dessous du graphe F({(Z, p(&)),t; < & < tj41}).
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A A= F(t, ¢(t))
b B=F(t,¢(t))
Dy D; = F(t;, ¢(t:))
D3
B Da

FI1G. 12.1: Image F(G).

Démonstration : Nous appliquons le lemme 12.1.1. Un point & € Dom(¢) est un zéro
de Dg si et seulement si

1+ Dp(#) + Dg(%) = 0.
Or,
1

On obtient donc la condition équivalente suivante:
(1+b+ Dyp)(z) — bDh(z) =0.

On rappelle que sur Dom(¢), Dh est strictement positive.

Par définition, sur chaque intervalle I,,, 1 + b+ Dy < 0. Il n’y a donc pas de zéro
de Dg et g est strictement décroissante.

Sur un intervalle de la forme ]fj,fgﬂ[ﬂ Dom(¢), (1 + b)Id+p et bh sont des
difféomorphismes croissants sur leur image et de dérivée schwarzienne respectivement
négative et positive. D’apres le lemme 12.1.8, Dg ne s’annule qu’au plus deux fois.

Si ¢ € Dom(¢) est un zéro dégénéré de Dg, le lemme 12.1.8 montre également
qu’au voisinage de t"', (14 b+ D) (%) — bDh(Z) < 0. L’application g est donc stric-
tement décroissante.

Les assertions (v) et (vi) sont des conséquences de (i) et (ii).

O

12.1.4.3 Cette proposition s’applique en particulier aux graphes Gj associés aux
variétés instables:

Corollaire 12.1.11 Supposons que Ff soit une branche instable droite et que G C
G soit un graphe au-dessus d’un ouvert |%;,t'[ avec 0 <t' —%; < 1. Alors:

i. Si )%, t'[ ne rencontre pas Unl,, l'image de G est réunion d’au plus deus
graphes : il existe T; < t1 < t' tel que g soit strictement croissante sur |%;,t1[ et
strictement décroissante sur |t1,t'|.

it. Si)Z;,t'[ rencontre Up Iy, alors l'image de G est réunion d’au moins deuz et au
plus quatre graphes : il existe T; < t1 < to < t3 < t' tels que g soit strictement
croissante sur |Z;, t1[ et Jta, t3] et strictement décroissante sur |t1,to] et Jt3,t'[.

ii. Supposons que pour t" €]%;,1'[, Dg(t") > 0 et que |Z;,t"[ rencontre Upl,. Alors,
ta < t3, t" €]ta, t3] et |t1,ta] contient un intervalle I,,.
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Démonstration : Sur Dom™ (¢;), ijlp est un difféomorphisme croissant de dérivée

schwarzienne strictement positive d’apres les propositions 12.1.3 et 12.1.7. Nous pou-
vons donc appliquer la proposition 12.1.10 en utilisant le fait que pour # € Dom™ (¢;)
proche de Z;, D f; est strictement positif.

O

Corollaire 12.1.12 5§ F?‘ est une branche instable droite, il n’existe pas de graphe
G?‘ G G C F?‘ défini au dessus d’un intervalle ouvert Dom(¢) et possédant une
tangence verticale.

Démonstration : Ecrivons Dom™ (¢;) =]#;,'[. Supposons que T} ait une tangente
verticale en (&', ¢;(%')). D’apres la proposition 12.1.3 elle est dirigée vers le bas. On en
déduit fz.__lp(ij' ) € Dom™ (¢;_,). Finalement, le corollaire 12.1.11 montre que I'image

par F de Gi_p+ contient au moins deux graphes successifs Gi+ et 77. La courbe
G u{(#,¢i(@'))} U~} n'est pas un graphe.

O

Bien siir, on a des énoncés similaires avec les branches instables gauches I';".

12.1.4.4 Nous prouvons de la méme facon:

Corollaire 12.1.13 Supposons queI'; soit une branche stable gauche et que G C G
soit un graphe au-dessus d’un ouvert |t', ;[ avec 0 < & —t' < 1. Alors:

i. Silt',&;[ ne rencontre pas Unln, Vimage de G par F~' est réunion d’au plus
deux graphes: il existe t' < t1 < &; tels que h soit strictement croissante sur
Jt1, ;] et strictement décroissante sur |t',t1].

ii. Silt', ;] rencontre Up,I,, alors Uimage de G par F~' est réunion d’au moins
deuz et au plus quatre graphes: il existe t' < t3 < ty < t; < Z; tels que h

soit strictement croissante sur |t1,Z;[ et |t3,to] et strictement décroissante sur
]tg, tl[ et ]tl, t3[.

i1. Supposons que pour t" €]t', Z;[, Dh(t") > 0 et que |t", &;[ rencontre Unly. Alors,
ts < ta, t" €]ts, ta] et |t2,t1] contient un intervalle I,.

Corollaire 12.1.14 Si I'; est une branche instable droite, il n’existe pas de graphe
G;7 G G C Iy défini au dessus d’un intervalle ouwvert Dom(¢p) et possédant une
tangence verticale.

Il y a des énoncés similaires avec les branches stables droites I'; .

12.1.4.5 Nous complétons le corollaire 12.1.11 par des estimées de longueur:

Proposition 12.1.15 Soit F;F une branche instable droite, et supposons que l’on ait
comme pour la proposition 12.1.10 une décomposition

1%;, t1[U[t1, t2[U[t2, ts[C Dom™ ()
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avec t; < to < t3 de sorte que f; soit croissante sur]Z;,t1] et |t2, t3[ (resp. décroissante
sur Jt1,t2[). Alors, on a les estimées suivantes :

fi(t1) — fi(to) < maxp — p(to) + 2, (12.5)
fi(t1) — fi(t2) > maxp — mingp — 2, (12.6)
fi(ts) — fi(t2) < p(t3) —ming + 2. (12.7)

Démonstration : D’apres le corollaire 12.1.11, on peut supposer (3 translation entiére
pres) que~Ig Clt1,t2[. On rappelle que &, et ¢,, + 1 sont les zéros consécutifs de Dy,
tels que Iy C|é,,,,Ep, + 1[.

On obtient,

filt) = filt2) > filly) — fi(IF). (12.8)

Puisque D¢; < 1 (proposition 12.1.3) et f; = Id +¢; + ¢,

filly) = £iI§) 2 =2(F = Iy)) + oIy ) = o(I)-

On a aussi sur [&, ,I5] et [If,&,,], | D¢ < 2. Donc,

fily) = fillf) > =2(E,, +1-&,,) + ¢(&,,) — p(&, +1). (12.9)

On tire alors (12.6) de (12.8) et de (12.9).
Les estimées (12.5)et (12.6) se montrent de la méme fagon.

On montre un énoncé similaire avec les branches instables gauches.

12.1.5 Continuité des graphes

12.1.5.1 Les graphes (G;) ont des tailles localement uniformes en termes d’itéra-
tions des variétés invariantes locales:

Proposition 12.1.16 Fizons une partie compacte P de l’espace des paramétres et
une constante gg > 0. Il existe alors C' > 0 vérifiant :

i. pour tout (b,a,w) € P, tout Qaingf appartenant a Uun des graphes stables, G;,
et tout entier n > C, Uitéré F™(() appartient & B(2itnp,€0) ;

i. pour tout (b,a,w) € P, tout point C~ appartenant a une branche de graphes
instables G (resp. G ), et si Iy C Dom™ (¢g) (resp. Iy C Dom™ (¢1)), alors,

pour tout entier n > C, Uitéré F~"(() appartient & B(2;_np,€o).

Démonstration : Nous traitons tout d’abord le cas des graphes stables. Nous sup-
posons par 'absurde qu’il existe €9 > 0, une suite de parameétres (b(n),a(n),w(n))
et une suite ({(n)) telles que pour tout n, {(n) appartient au graphe stable G;(n)
de Z;j(n) associé & lapplication F(n) = Fb(n),a(n)w(n) et pour tout 0 < k < n,
F(n)*(¢(n)) & B(Zi+rp(n), €0).

Nous notons 7(n) le sous-arc de G;(n) joignant %(n) & ((n). D’aprés la pro-
position 12.1.3, F(n)(y(n)) est le graphe d’une application uniformément lipschit-
zienne en n. Quitte & extraire une sous-suite, on peut donc supposer que la suite
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(b(n), a(n),w(n)) converge vers un parametre (b,a,w) et que (y(n)) converge en to-
pologie C° vers un arc continu ~y joignant % & un point ¢. On pose F = ﬁ’b,a,w. On
supposera par exemple que v est a droite de Z;.

L’arc +y est encore un graphe et vérifie: F9(y) — (p,0) C ~. Par conséquent, la
suite (§1 o F*9(C) — kp), est monotone et bornée. D’aprés le corollaire 12.1.13.ii, pour
tout k > 1, p1 o F*9({) appartient & &1 rpg, Zitkpgr1[- On en déduit que la suite
F*1(C) — (kp,0) converge vers un point Z; d’orbite périodique de type (p, q)-

De plus, par hypothese, 2z} & B(Z;,£0). Par conséquent, les deux orbites O(z;) et
O(#}) sont distinctes. Le graphe « est une variété invariante pour . L’orbite 2] est
donc de torsion nulle. L’orbite O(z}) est donc périodique, de torsion nulle. Puisque
O(z;) # O(z}), 'unicité du théoréme 10.4.1 montre ce que les modules des valeurs
propres de lorbite O(z]) doivent étre strictement plus petit que 1. Pourtant, O(z}) ne
peut étre un puits puisque pour n arbitrairement grand, il y a des points de I’orbite de
¢(n) arbitrairement proches de 2] dont l'orbite positive s’accumule sur ’orbite O(z;).

Dans le cas des graphes instables, on supposera cette fois par ’absurde qu’il existe
g0 > 0 et des suites (b(n),a(n),w(n)), ({(n)) telles que pour tout n, ¢(n) appar-

tient au graphe instable G (n). De plus, Iy C Dom™ (¢g) et pour tout 0 < k < n,
F(n)~*(¢(n)) & B(Zi_1p,c0). Nous pouvons supposer i = 0 et (quitte & itérer, voir la
proposition 12.1.10) 1 (%) ClZo, I, [-

Nous construisons encore une fois une seconde orbite O(z;) de torsion nulle qui est
un puits et supposons py(zy) €20, I [ Par conséquent, pour n suffisamment grand,
les branches F;r sont des graphes avec pour extrémité la continuation de O(z}). Ceci

contredit ’hypothése Iy C Dom™ (¢y).
|

12.1.5.2 Nous donnons une propriété de continuité des variétés invariantes:

Proposition 12.1.17 Soit (F(n)) = (F’b(n),a(n),w(n)) une suite d’applications conver-
geant vers F = Fb,a,w. Fizons i € Z et considérons pour tout n, un arc fermé ~y(n)
contenu dans le graphe stable G;(n) associé d F(n). Si (y(n)) converge vers un com-
pact v en topologie de Hausdorff, alors, v est un arc fermé contenu dans le graphe
stable Adh(G;(F)) et la convergence a lieu en topologie C?.

On a un énoncé similaire si pour tout n, y(n) est un arc contenu dans la branche

instable G (n) (resp. GJ (n)).

Démonstration : D’apres la proposition 12.1.16, v est contenu dans la variété stable
de Z;. Par passage a la limite, v est un graphe contenu dans Adh(G;(F)). Les variétés
locales stables peuvent &tre suivies continliment en topologie C2. Ceci montre que la

convergence de la suite (y(n)) a lieu en topologie C?.

O
12.1.5.3 Nous décrivons pour finir la position relative des différents graphes G; :
Proposition 12.1.18 Supposons

a(max p; —min;) > 12 (12.10)

et considérons les variétés instables (G;). Alors pour tout i,
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i. 8iw>wy +6, | Dom™ ()] > 1;
siw < wi —6, | Dom™(¢;)| > 1.

ii. En particulier, Dom(¢;) N Dom(¢;11) est non vide et le graphe Giy1 est en-
dessous du graphe G;. Quels que soient les entiers j < j', G est en-dessous de
Gj.

Démonstration :

1. Introduisons la propriété suivante :
(I)  &p+1 € Dom™(¢p) et Zpy1 est en-dessous de G
Alors, par récurrence, la propriété de déviation de la verticale entraine,
™) Pour i € Z, #;11 € Dom™ (¢;) et ;11 est en-dessous de G;'r.

En effet si la période g de lorbite est 1, le résultat suit trivialement de (I). Sinon,
un sous-arc 7y, de G} joint Z, & un point z, € D,(Z,41). L'intervalle [%,, Z,41] ne
rencontre aucun I,, (voir section 12.1.1.2). L’image de 7, est donc formée d’au
plus deux graphes d’apres le corollaire 12.1.11.i. Le point F(E;J) est en-dessous
de G, (et py 0 F(Z,) € Dom* (¢y,)). Par déviation de la verticale, F'(Dy(Zp41))
est un graphe en-dessous de G;rp qui joint Zp41 & F(%) Ceci montre la propriété
() pour ¢ = 2p. On procede de méme par récurrence pour obtenir (I’) pour tout

2.

On déduit de (I’) par récurrence:

I”) Pour tout i et k > 0, Z;41 est en-dessous de G .
+ i

2. Supposons que la propriété (I) soit satisfaite. Nous montrons alors:

| Dom™ (¢p)| > max — ¢(Zo) — 3.

D’aprés la propriété (I), Dom™ (¢) contient Io. Tl existe donc un unique i+ €
10, I [ tel que Dfo(£+) = 0 (voir le corollaire 12.1.11).

Tout d’abord, on remarque

fo(t*) =&, > foly) = fo(&o)-
Utilisant successivement D¢ < 1 (proposition 12.1.3), (I) et (10.7), on obtient
do(Iy) > do(@1) + (Iy — 1) > ¢1(31) + (Iy — F1) > do(Z0) — 1+ (Iy — &1).

On a aussi | Dy| < 2 sur ]&fpl,fo_[ donc

o(y) > (@) +2(E,, — Iy) > maxp— 1.
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Comme pour la preuve de la proposition 12.1.15, on obtient donc par définition

de an
fo(t") — %, > max ¢ — p(o) — 3.

Ceci donne 'inégalité annoncée.
Avec la méme démonstration et utilisant (I’), on a également:
(D) et [Dom™ (¢i)] > 1 = | Dom™ (¢y4p)| > maxep — p(%;) — 3.
Si 'on suppose (I) et w > wp + 6, alors d’apres (10.6) et la proposition 10.5.2,
pour tout ¢, ¢(%;) < maxgp ~ 4. On obtient donc par récurrence:

Vi, | Dom™ (¢;)| > maxp — (% ,) — 3 > 1. (12.11)

Puisque max ¢ — min ¢ > 12, la proposition 10.5.2 implique que w} — wz > 6.
Notons £ I’ensemble des parametres (b, a,w) pour lesquels

(a) 0<b<1;

(b) a > ap(p1) et (12.10) sont satisfaites;

(c) wp +6<w< wy.

C’est un ensemble connexe.

Nous considérons maintenant P, I’ensemble des parametres de £ vérifiant (I).
C’est clairement une partie ouverte de £. D’apreés ce que nous avons vu, pour
tout parametre de P,

| Dom™ (¢o)| > 1 (12.12)

et 7, est en-dessous de G . D’apres la proposition 12.1.17, (12.12) reste vraie
par passage a la limite et P est une partie fermée de L.

. Nous allons voir que P est non-vide: pour b = 0 et w = w}, nous savons

(section 2.3.3.2) qu'’il existe 9,61 > 0 arbitrairement petits et qn € N tels que
l'intervalle %o, &o + €o[ soit envoyé par f™*! — np homéomorphiquement sur
un intervalle de la forme ]Z,, Z,41 + €1[. Ceci montre que pour b > 0 proche de
0 et w < w} proche de w}, 'ouvert Dom(¢,) associé & Fy , , contient 1.

q q

Pour tout ¢, on introduit la variété stable locale qui est un graphe:

Wiee(Z) = {(Z, 4i(2))}
et par déviation de la verticale, on note que Dv;(%;) < 0. Pour ces parametres,
Wi (Zig1) et G;" s’intersectent transversalement en un point unique, (;, proche
de Z;. On note 7; = p1((;)-
Par perturbation de la situation en b = 0, D¢;(n;) > D¢;11(n;). L’arc contenu
dans Gg joignant Zy & (; est un graphe G au-dessus d’un domaine contenant Ij.
Par application du corollaire 12.1.11.iii, son image est la réunion d’exactement
trois graphes successifs, 5 = G, 72 et v3. On voit ainsi que 'on a (iyq = ¢+,
F(Gi) = Giyp pour i Z 0[p] et F(o) = ¢3 € v3. Par conséquent, (3 = F((,) —
(p,0) est en-dessous de G Ceci montre que (, appartient & la branche gauche
de Wy (Zp41) et que Z,q; est en-dessous de Gf. La propriété (I) est donc
satisfaite par les parametres de £ proche de (0, a,w?).

q
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6. Par connexité de £, on obtient ainsi £ = P ce qui donne la premiére moitié
du (i). La seconde moitié se montre de la méme fagon. Ceci entraine immédiate-
ment pour tout i et tout parametre contenu dans la langue d’Arnol’d généralisée
de %, Dom™ (¢;) N Dom ™ (¢;41) # 0. Par connexité de la langue, soit pour tout
parametre et pour tout i, G; est en-dessous de G;41, soit pour tout parametre et
pour tout i, G;y1 est en-dessous de G;. D’apres la propriété (I), c’est le second
cas qui est réalisé.

O

12.2 Etude de tangences particulieres

12.2.1 Systéme de tangences régulieres

12.2.1.1 Nous considérons maintenant deux ensembles de variétés invariantes lo-
cales (I'?) et (T'¥) associées aux valeurs propres 0 < A* < b7 < 1 < A*. Si Porbite (2;)
est hyperbolique, pour tout 4, I'f \ {2} est formé de deux composantes I'!~ et T5T,
situées respectivement & gauche et & droite de Z;. On définit de la méme fagon, I'};'™
et T¥t.

Les variétés (I'{ ) sont topologiquement stables et les variétés (I'¥1) topologique-
ment instables. Comme plus haut, on étend (T'{7) et (I'¥") et on définit les graphes
(G¥*) et (G57), donnés par des fonctions (¢%) et (¢?) ainsi que les applications (f)
et (f7).

Ces définitions se généralisent au cas ol (z;) est selle-nceud :
1. Lorsque w €]wy, w3 [, (%) est une orbite selle. Par conséquent les graphes (G¥*)
q q
et (G:*) sont bien définis.

+

2. Lorsque w = w;, (resp. w = w3y ), c’est une orbite selle-nceud. Les graphes (Gfi)

q q
sont associés & la variété fortement stable. En revanche, seules les branches
(G¥7) (resp. (GI1)) existent.

12.2.1.2 Par déviation de la verticale, pour tout i, au voisinage de Z;, et lorsque
cela a un sens,
o pour & < &;, ¢¥(%) < ¢5(Z);
e pour & > Z;, ¢¥ (&) > ¢ (Z).
12.2.1.3 Par définition,
¢f = @3 = b+ 1) Id+e — (O(FL,) 7 + f)- (12.13)

D’apres la proposition 12.1.7 et le lemme 10.1.1, b(f{* )~ + f£, ; possede une dérivée
et une dérivé schwarzienne strictement positives; d’autre part (b + 1) Id +¢ possede
une dérivée schwarzienne négative et sa dérivée est strictement positive hors des in-
tervalles I,,.

D’apres le lemme 12.1.8,

D((b+1)Id +¢) — DB(fL,) " + 1) (12.14)

ne peut s’annuler qu’au plus quatre fois sur |Z;, &;41]-
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t t t +
= P
;‘('30 o noml

FiG. 12.2: Tangences entre Gy et G5~ .

12.2.1.4 Comme conséquence de la section 12.2.1.3, remarquons que si FZ)JF et 774

s'intersectent, alors aucune variété T¥* ou I' ™, i € Z, n’est un graphe. En effet, T¥*
intersecte G{,, une infinité de fois. Si Iyt = G}, alors ¢7, | —¢¥ posséde une infinité
de zéros ce qui contredit la section 12.2.1.3.
A . s s
Pour la méme raison, on ne peut avoir I'; | = G7 ;.

12.2.1.5 Afin d’étudier les intersections entre G}t et Gi , nous introduisons la
définition suivante :

Définition 12.2.1 Une suite (C;) est un systéme d’intersections entre les graphes
(G7T) et (Giiy) si

1.YieZ, GeG NG, ;
2. Vi #0q], F(G) = Cirp €t Vi, Giyg =G+ (p,0) ;
3. fa'_ < [31(50) < 1,

Nowus noterons pour tout i, 1; = ﬁ1(5i)-

Si les ¢; sont des points de tangence entre G et G711, nous dirons que (Ci) est un
systéme de tangences.

12.2.1.6 Nous faisons quelques remarques (voir figure 12.2) :

e Supposons qu’une suite ((;) satisfasse 1) et 2). Si
Doyt (7o) > D (7o) (12.15)

alors, ou bien g < 7o < I, , ou bien I < fjo < #. En effet, (Df“,)~" (7o)
et (Df{)(fjo) sont strictement positives. Or d’apres (12.13) et (12.15), Pexpres-
sion (12.14) est positive en 7. On en déduit que D((1 + b) Id +¢)(7jo) est stric-
tement positif. Donc 7o ¢ Io.

e Lorsque les hypotheses 1) & 3) sont vérifiées, GyT et G5~ possédent un autre
point d’intersection, F~1((,), vérifiant cette fois

Fo < (Pro F7)(G) < Iy - (12.16)

En effet, ¢, = F~'((,) appartient 3 G&* d’aprés la proposition 12.1.3. Puisque
I'image par F du sous-arc de Gyt situé entre % et (f(’) est encore un graphe, le
corollaire 12.1.11.ii entraine (12.16). L’intervalle [7j,, &,+1] ne rencontre pas U, I,
et de plus (Df§)~! est strictement positif en 7j,. D’aprés le corollaire 12.1.13.i,
le sous-arc de I'; ™ joignant 5(’) a Z; est un graphe.
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12.2.1.7 Si () est un systéme d’intersections entre les graphes (G¥") et (Gi)s
nous appellerons pour tout ¢, y; et 0;4+1 les sous-arcs de G;-‘Jr et G7;, qui joignent 5,

4 % et %41 respectivement. On notera (3 = F((o) et i3 = p1({3).

L’image par F' de ~y; et ;41 lorsque i # O[g] est Yi1p et 0iy14p respectivement.
L’image de o7 est strictement incluse dans op4 ;.

Si ’on suppose de plus que

D¢yt (7o) > D¢~ (7o),

alors, D f¢'(7jo) > Df{ (7o) est strictement positif. La définition 12.2.1.2 montre que
[Z0, 7jo] contient Io. D’apres le corollaire 12.1.11.iii, 'image de 7 est composée de trois
graphes successifs v, 72 et 75 de la forme

5 = 1{(&,4}(),& € Dom(yy)}.

Sur (1o F~1)(y]), avec j € {1,3} (resp. j = 2), fg est croissante (resp. décroissante)
et 4 contient 7, strictement (voir figure 12.7 en section 12.4.3.2).

12.2.1.8 Nous pouvons maintenant étudier certaines tangences entre les graphes

Gyt et GIy:

Définition 12.2.2 Nous dirons que G¥* et G7,, présentent une tangence régu-
liere, ;, si G:.H' et G, sont tangentes en Ci et si au voisinage de = 131(&),
D2 < D¢,

Proposition 12.2.1 Supposons que ((;) soit un systéme de tangences entre (Gi')
et (Giy,). Alors:

i. Soit la tangence est réguliére et pour tout i, |Dom™(¢¥)| < 1. Dans ce cas,
p(%1) > maxp —5, et w < wjp + 7. Pour tout i, le graphe G est en-dessous du

q
graphe o; 1. Le graphe 'yg est en-dessous de opy1.

i. Soit pour tout i, D?*¢¥ > D2¢§+1 au voisinage de 7;. Dans ce cas, (%) <
44+ miny et wi —6 < w.
q

Démonstration :

1. Pour tout i, 7); est un zéro de

Dot — Defyy = D((b+ 1) Td +¢) — DO(f,) ™" + fi1)-

D’apres la section 12.2.1.3, nous pouvons appliquer le lemme 12.1.8 au voisinage
de 7j; pour les fonctions (b4 1)Id +¢ et b(f )~" + f£,,. Ceci montre que soit
pour tout i, D?¢¢ 1= D2¢¥ est non nulle en 7j;, soit pour tout i, elle est nulle
et (D%¢,; —D?¢¥)(7i;) > 0.
Puisque D f§(7jo) = D f$ (7jo), nous pouvons appliquer la section 12.2.1.7: il existe
une partition

120, fio[=]Z0, t1[U[t1, t2[U[t2, "]
de sorte que F'(G§™) est une union de trois graphes successifs v} = G4+, 72 et
~3. Remarquons encore que {, et (3 = F9((,) — (p,0) vérifient 7, < 3 < &py1.
L’application ¢3 est donc bien définie au-dessus de [fjp, 73].
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Zp Zp+1

F1G. 12.3: Le cas D2(¢¥ — ¢§)(70) > 0.

Zopt1

F(D(Zp+1))

F1G. 12.4: Le cas D*(¢% — ¢§) (7o) < 0.

2. Etudions tout d’abord le cas ot la tangence est cubique: ’arc 73 est tangent a
G,y en 52 = F({o) et D34¢3(n3) < D3¢5 4 (n3). D’apres le corollaire 12.1.9.4,
appliqué aux fonctions (b+1)Id +¢p et b(f&) ! + fpi1, il 0’y a pas d’autre zéro

de 3 — ¢57,- Done sur [, 73], 43 > 941 On a cependant 43 (7,) < ¥} (7,) =
#;(7lp)- On obtient une contradiction.

3. Passons au cas ol la tangence est quadratique avec D2 (¢% —¢§) (7o) > 0. D’apreés
le corollaire 12.1.9.i au-dessus de [fjp, Zp+1], 53 est le seul point d’intersection
de v3 avec G ,. On en déduit que G}, est en-dessous de 3 et d’apres la
proposition 12.1.10.vi et le corollaire 12.1.11, 73 est en-dessous de G;f+. Par
conséquent, f¥(t2) > 7, > fi(wo) (voir figure 12.3). La proposition 12.1.15
montre

max ¢ — p(ZLg) + 2 > maxp — minp — 2.

Les propositions 10.1.4 et 10.5.2 donnent alors

(1= B2 — 1< (@),
minp < (1 -b)2+1+w—wj.

q

On obtient donc wi —w < 6.
q

4. Pour finir, dans le cas oti la tangence est quadratique avec D2 (¢ — ¢8) (7o) < 0,
sur |7p, £p+1[ et d’apres le corollaire 12.1.9.i, le graphe fy}) = G;;‘|r est en-dessous
de 0py1. D’apreés le corollaire 12.1.9.ii appliqué & Vintervalle [7,, 73], 73 est en-
dessous de op 1.

D’autre part, le graphe ”yg est en-dessous de fy;. Les graphes fyg et 0p41 sont tan-
gents en fg On en déduit que Dom™ () Cl&p, 75| (voir figure 12.4). Ainsi G¥+
est & gauche de D(Zp41). De méme, G;‘; est en-dessous de o9py1 et le graphe
F(D;i(%p+1)) est en-dessous de G;‘;. On en déduit Dom™ (¢a,) ClE2p, Fapri]-
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Par récurrence et pour tout i, Dom™(¢;) C]&;, #41[ (voir figure 12.4). On a
fé(t) < f&(t"). Par ailleurs, la proposition 12.1.15 implique

(fo'(t") = f¢'(t2)) — (f¢'(t2) — f5'(£2)) < p(¢") — maxp + 4.

On a donc
o(t") > max ¢ — 4.

Avec les notations de la définition 9.3.6, on remarque que les réels t" < %1 sont
dans [I7, 17 ]. Cet intervalle contient [¢,, +1, &, 4 1] sur lequel ¢ est croissante.

Les intervalles [I, ¢y, +1] et [€,, +1, I sont d’apres la section 9.3.3 de longueur
inférieure & & et | Dy| y est majorée par 2. Finalement,

p(Z1) > p(t") — 1.
On termine en appliquant & nouveau les propositions 10.1.4 et 10.5.2.

O

Toute la section 12.2.1 s’applique également aux tangences entre les graphes (Gf*)
et (Gi)-

12.2.2 Transversalité des tangences

12.2.2.1 Comme en section 10.2, nous considérons la famille & parametre (F,,) au
voisinage de F' = F,, . On suppose que 'orbite O(z;) est de type selle. Grace a la
section 10.2.2, les applications ¢¥ et fi’ sont définies pour w voisin de wyg.

Soit i € Z et & € Dom(f;). Lorsque w est suffisamment proche de wp, on a encore
% € Dom(f¥).

Les relations (O1) et (02) de la section 10.2.1 s’écrivent cette fois

d d

i@ = 1+@ 7 (2)
L0 @) + D (2 @) f2(@) = b1+ L 62(@))
D’ou
d d -
S 98 (f(2)) = (b= Do, (f(2))) (1 + 5~ ¢7 (@) (12.17)

On rappelle (10.12):
b—D¢%, (£ (%)) >

12.2.2.2 Ceci entraine le lemme suivant

Lemme 12.2.2 Sous les hypothéses précédentes, soit ¥ € Dom™ (¢;). Alors

o si ¢; est associée 4 une variété instable, - (ﬁ“’ >b—D¢¥(Z);
dw | w=

o si ¢; est associée d une variété stable, -2 | e qﬁ‘”( ) <
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Fi1G. 12.5: Décomposition de l’espace TA(Zi).

Démonstration :

1. Si l'inégalité

d
4 W(E) >
dw|w:w0 ¢’L (ml) = 0

est satisfaite pour un entier ¢ = ig, (12.17) entraine pour chaque entier i =
19 + np > g,

d
4 © (%) > b—Do¥ (7).
dw | w=wo 97 (%i) > b—Dgy ()
Si I'inégalité
d
4 w(F) <
dw|w=wo ¢z (wi) <0

est satisfaite pour un entier ¢ = ig, (12.17) entraine pour chaque entier i =
i — np < io,
d
@l W=wo
On peut aussi remplacer dans le paragraphe précédent toutes les inégalités par
des inégalités strictes.

o¥ (%;) < —1.

2

. La suite (%| @¥ (Z;)) est périodique. Elle ne s’annule donc pas et garde un
w=wq
signe constant :
(a‘) soit Vi € ZJ % 0 ¢7(‘i'z) >b- D(#zd('i.z)a
(b) soit Vi € Z, & (%) < —1.
. Pour chaque i € Z, TA(;) \ (TT%(%) U TT%(%;)) est divisé en quatre cadrans

ouverts QI;, QIT;, QITI; et QIV; (respectivement supérieur, droit, inférieur et
gauche). L’application DF'(2;) préserve ces cones (voir figure 12.5).

On calcule maintenant

d sw g (5w d sw - k(sw dp sw
Ezi+pq =DF(% )'E’zi + ZDF (zi+p(q7k))'a(zi+p(0*k71))'
k=0
Remarquons par déviation de la verticale,
dF
a(zrﬁ-p@*k*l)) =(1,b) € QIi+p(qfk)'

On en déduit que EZ;}) Dﬁ"“(é;‘;p(qfk)).g(2;"+p(q7k71)) est non nul et appar-
tient au cadran QI .
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4. On rappelle que O(z;) est une orbite périodique selle. L’application tangente
(Id — DF'?)(2;) préserve la décomposition en cones mais echange les cadrans
QI; et QIV;, ainsi que les cadrans QI1; et QIT1I;. Par conséquent, —z est non
nul et appartient & QIV;.

Si le graphe de ¢¢ est associé & une branche instable (resp. stable), on en déduit

£| _ ¢¥ (&;) > 0 (resp. < 0) ce qui correspond au cas (2a) (resp. (2b)).

5. Soit maintenant # € Dom™ (¢;). Nous ne considérerons que le cas ol le graphe
de ¢% est associé & une branche instable, I’autre situation lui étant symétrique.

Comme pour la démonstration de la proposition 12.1.7, nous considérons ’orbite

négative de Z#, (Z(—n)). Pour n, Z(—ngq) est proche de #;_np,. On en déduit

que £| ¥ npg((—=n)) > 0. Comme ci-dessus, on obtient par itérations
w=wq

positives
d " )
dwlw= w0¢7' npg(E(—1)) > b — D¢ (7).

O

Remarque 12.2.1 Comme pour la dérivée schwarzienne dans la démonstration de
la proposition 12.1.7, le signe de la dérivée 7 d . se comporte de la meilleure facon
possible par rapport aux itérations positives ou négatives.

12.2.2.3 Nous obtenons finalement la transversalité des graphes:

Proposition 12.2.3 Comme en section 12.1.4 si pour w = wo, GI'" et Giry (resp.

GSt et Giy1) s’intersectent en un point Gi, alors, notant ; = p1(G),

d U,w
@|w:w0 (¢ o ¢l+1)( ) 07 (12.18)
d
(resp. EL_‘):“)O (¢;9w_¢z+1)( ) <0)

Démonstration : C’est une conséquence directe du lemme précédent. Il suffit de remar-
quer que b — D¢#(};) est positif. Mais c’est une conséquence de la proposition 12.1.3.

O

Remarques 12.2.2 1. Si ; est un point de tangence quadratique ou cubique
entre les variétés G¥" et Gy, pour w = wp, alors la proposition 12.2.3 montre
que sur un voisinage de wg & droite ou & gauche, elles s’intersectent transversa-
lement.

2. On peut généraliser un peu cet énoncé: on suppose qu'’il existe pour w = wo
une orbite homocline (; telle que pour tout i, ¢ € ry u“tn I‘z i+1- On suppose
également pour tout ¢ que 1"“+ et ['j;; sont localement en C, des graphes C?,
G Ut et G’f;l et qu’ils définissent ainsi par projection des difféomorphismes
croissants f{“ et f'7,; d’un voisinage de 7; = $1(C:) sur un voisinage de iy p-
Si G4"F et G'IL 11 ont une intersection en (i, alors Iinégalité 12.18 est encore
vérifiée pour les graphes G1"" et G’ i1
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12.2.2.4 Faisons quelques remarques lorsque b est voisin de 0:
Pour b = 0 et w = @, , la proposition 1.5.1 montre que pour tout 4, les variétés

instable de Z; et stable deq: Z;+1 sont tangentes en Z;;1. La tangence est quadratique.
D’apres la section 2.3.3, la bifurcation homocline est transverse au parametre w. Il
en résulte que pour les parametres voisins avec b > 0, les graphes G;‘Jr et Gi;
réalisent une bifurcation homocline. Les tangences, proches des points (Z;41), forment
un systeme de tangences régulieres.

Réciproquement, supposons que (b(n)), (a(n)) et (w(n)) soient des suites de pa-
rametres convergeant respectivement vers 0, a et w et telles que les graphes (G¥* (n))
et (Gj;;(n)) associés aux difféomorphismes (Fb(n),a(n),w(n)) présentent des systeémes
de tangences régulieres (j(n)),. On peut supposer que pour tout 4, (C;(n)) converge
vers un point ¢;. La proposition 12.1.16 montre alors que {; appartient & la variété
instable locale de Z;. Par conséquent ¢; € R x {0}. De méme, la variété stable de Z; 1,
contient (;. C’est un graphe d’équation

F s B — & — ().

On rappelle que (; ¢ I. Par passage a la limite, é appartient donc a la composante
connexe qui contient Z;;1 de ’ensemble

{'%790('%) Z _1}'

On en déduit ¢; = Zi11. Le point & est donc une orbite homocline de Iorbite (Z;)

pour fa,w comme dans la proposition 1.5.1. D’apres la section 2.3.3, w = @5 -
q

12.3 Les courbes de bifurcation homocline

12.3.1 Nous en venons a la description globale des bifurcations homoclines :

Proposition 12.3.1 Soit (ﬁ’b,a,w)w une famille d’applications bimodales avec a >
ap(p1), 0<b< 1, et

a(max ¢ — min 1) > 8. (12.19)
Alors, pour tout rationnel %, il existe des réels uniques
Wy, 07 €lwy,wil,
q q q
tels que pour tout i € Z,

e lorsque w = Oy, les graphes (GI') et (Giy1) possédent un systéme de tangences
q
réguliéres ;

o lorsque w = &F, les graphes (G5T) et (Gi41) possedent un systéme de tangences
q

réguliéres.
De plus, les applications (b,a) — &5 ,0% sont lisses.
q q

Nous obtenons alors comme corollaire des propositions 10.1.4 et 12.2.1.i,
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Proposition 12.3.2 i. Sous les hypothéses de la proposition 12.5.1,
—amaxyp; —1<&p <(1-0)f —amaxyp; +6, (12.20)

B <
(resp. (1—0b)F —aming; —6<&p <(1-0b)2—aminp; +1). (12.21)

Ak

Ou encore

Wy <@p <wp +Tetwh —T< ot <wi.
q q q

q q

Qg |

it. En particulier, sous Uhypothése a(maxp; — min ;) > 12,

A —

wr <@
q

Q4

12.3.2 Démonstration de la proposition 12.3.1

Nous procédons comme pour la démonstration du théoréme 10.4.1: soit A un
intervalle compact de

{a,a > ap(y1) et a(maxy; — minp;) > 8}.

On s'intéresse a l'ensemble P des quadruplets (b, a,w, (G)on0<b<1 acA,
w €]wy,wi [ et ol (¢;) est un systéme de tangences régulieres entre les graphes (G¥*)
q q

et (G ,) associés a l'orbite positive de type (p,q), (Z;). D’apres (10.6), le parametre
w varie dans un intervalle compact . Par périodicité, la suite ({;) est déterminée
par les points (o, ... ,éq_l et il existe M > 0 tel que 'anneau Ay, contienne tous les
points de la suite (¢;). L’ensemble P C R3 x A? est donc borné.

La transversalité en les parametres prouvée avec la proposition 12.2.3 montre que
P est localement un graphe au-dessus des parametres (b, a). Nous allons voir que ¢’est
un ensemble fermé:

1. Soit (b(n),a(n),w(n), ({;(n))) une suite de P convergeant vers le quadruplet
(b, a,w, (5,)) Pour ﬁb(n)’a(n),w(n), on note v;(n) (resp. g;+1(n)) le sous-arc fermé
de '} (n) (resp. '}, (n)) compris entre le point de tangence Ci(n) et Z(n) (resp.
Zit1(n)). Quitte & extraire une sous-suite, on peut supposer que pour tout
i€ {l,---,q}, (7i(n)) et (s41(n)) convergent vers des compacts y; et oit1.
D’apres la proposition 12.1.17, ce sont des graphes contenus dans Adh(G¥%) et
Adh(G?},) associés au difféomorphisme F = F} , . La convergence a lieu pour
la topologie C? des arcs. Les courbes v; et ;41 sont tangentes en (;.

2. Par passage a la limite, les espaces tangents a v; et 0,41 en 5, ne peuvent
étre verticaux (propositions 12.1.3 et 12.1.4). Les corollaires 12.1.12 et 12.1.14

impliquent alors que les graphes ; et ;41 sont C' et donc contenus dans
G U{zi} et GI; U {Zit1} respectivement.

3. Le lemme 12.1.5 montre que ni +;, ni 0341 n’est réduit a un point.

4. Les graphes G et G7,, sont donc tangents en ¢i. La tangence doit étre qua-
dratique d’apres la proposition 12.2.1. Par continuité des variétés invariantes
locales avec le parametre et par passage a la limite, on obtient au voisinage de
7l = P1(G), D*¢¥ < D?¢%, . Puisque D f(7jo) est positif, on a encore & la limite
I < fjo. La suite (§;) est donc un systéme de tangences régulieres.
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5. Montrons que &, ¢ {wy,w? }. Puisque par construction Z; admet une branche
q q q
instable non-dégénérée & sa droite, on ne peut avoir @, = wy. D’autre part,

q q
par passage a la limite, les estimées de la proposition 12.2.1.i s’appliquent et
donnent,
@(F1) > maxp — 5.

Enfin on note que pour w = w},
q
p(#1) < mingp + 3.

Lorsque (12.19) est vérifiée, on ne peut donc avoir 0 = w
q

PYNNTE

En conclusion et par compacité de © x A},, P est union d'un nombre fini de
graphes au-dessus de (b, a). La section 12.2.2.4 décrit P pour b voisin de 0 et montre
que P est exactement un graphe au-dessus des parametres (b,a). Ceci entraine pour
tout (b,a), existence et I'unicité du paramétre w, pour lequel les graphes (G¥") et

q

(Giy1) présentent un systéme de tangences régulieres.

La démonstration est la méme pour &7 .
q

12.4 Une autre caractérisation des courbes de bi-
furcation homocline

12.4.1 Enoncés des résultats
12.4.1.1 Nous complétons la proposition 12.3.1 par la caractérisation suivante de
O, et @4. On rappelle que si L est un graphe au dessus de T' x {0}, U(L) et

q q
V(L) désignent respectivement les composantes connexes inférieure et supérieure du

complémentaire (définition 7.1.2). Si (¢;) est un systéme d’intersections entre des
graphes (Gi) et (Gi;,) (resp. (GiT) et (G;)) associés & une orbite positive, nous
notons 7j; = p1(¢;) et nous rappelons que nous avons défini les sous-arcs (v;) et (o;)
(section 12.2.1.7).

Théoreme 12.4.1 Soit (ﬁ'b’a,w)w une famille d’applications bimodales avec 0 < b <
1, a>ap(p1) et

a(maxp; —miny;) > 15. (12.22)

Fizons un rationnel % et notons (2;) lorbite bien ordonnée positive de type (p,q).
Alors :

i. Pour tout w dans [wy,0%[ (resp. |&F,wi]), et pour tout i, les variétés T¥ et
q q q

q
T3, (resp. Ti% et Ty, ) sont disjointes. Plus précisément,

(UL N (UTE™) =0 (resp. (UTE) N (UTEY) = 0).

ii. Pour w = &, (resp. w = &F), les graphes (G}") et (Gi;,) (resp. (Gi*) et
q q

(G¥11)) admettent un systéme de tangences réguliéres, (i) Pour tout i, Uorbite

de (; pour F9 est l'unique orbite homocline allant de z; & zi41 (resp. de ziy1
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141,

d 2;). Plus précisément, (U;T¥) N (UL ) (resp. (UiTY) N (UD5T)) est réduit
exactement & Uorbite étendue O((;) de F'. De plus, le graphe

I =m (Ui(7i Uoit1))
sépare Uanneau et F(E)NV(X) =0 (resp. F(X)NUZ) =0).

Pour tout w dans ]wp ,wp —6[ (resp. ]wp +6,08 [) les graphes (Gi) et (Gi,,)

(resp. (G5T) et (G;‘H) ) ont un systéme d zntersectwns transverse ((;). De plus,
pour tout i, D@} (7;) > Do, | (7).

Théoréme 12.4.2 Awvec les hypothéses du théoréme 12.4.1,

i. il existe n > 0, tel que pour tout w dans [wp, 2] (resp. [wp ,w}‘,'])
q

1.

R(Fpaw) N[E, 2+ 7] = {2} (resp. R(Fyaw) N[E —n, 2] = {B});
pour tout w dans ]wp ,wp 6] (resp. [wp + 6, wj[), il existe n > 0 tel que

[%a % + 77] C R(Fb,a,w)(resln- [% /D %] C R(Fb,a,w))-

Remarques 12.4.1 1. On pourrait améliorer le résultat du théoreme 12.4.1.ii: il

existe un graphe continu L au-dessus de T' x {0} et contenu dans V (X) tel que
F(L) C U(L). Le nombre de rotation py de 'anneau U = Up>oF™(V (L)) est
P

q

. Il y a des exemples ot les théoremes 12.4.1.iii et 12.4.2.ii sont faux sur ’intervalle

Joz,wi] (resp. Jwy,@7]) entier (voir la section 12.6.2). On observe d’ailleurs

numériquement les graphes Gt et G, 1 (resp. Gt et G 1) se séparer apres
une nouvelle bifurcation homocline (décrite par la proposition 12.2.1.ii) pour w
proche de wi.

q

. Dans le cadre conservatif (b = 1 et w = 0), il est bien connu que les en-

sembles d’Aubry-Mather possédent des orbites homoclines (voir [HK], chapitre
13, théoréme 13.4.1).

. Citons un résultat analogue dans un cadre différent: E. Bedford et J. Smillie

dans [BeS] ont montré que les applications de Hénon réelles d’entropie maximale
pour lesquelles I’ensemble des orbites bornées n’est pas hyperbolique présentent
une tangence quadratique entre les variétés stables et instables des points fixes.
Leur démonstration utilise de facon essentielle les méthodes d’analyse complexe
a plusieurs variables.

L’ordre logique des preuves est le suivant :

1.

Tout d’abord, nous montrons indépendamment le théoreme 12.4.1.ii et le théo-
réme 12.4.1.ii.

On obtient le théoreme 12.4.2.i a partir du théoreme 12.4.1.ii et le théoreme
12.4.2.ii & partir du théoreme 12.4.1.iii.
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F1G. 12.6: Construction des rectangles R(—k) et S(k).

3. Nous prouvons enfin le théoreme 12.4.1.i en utilisant le théoreéme 12.4.2.i.

L’ordre de ’exposition est légerement différent : nous montrons le 2), puis le 1) puis
enfin le 1).

En général nous donnons uniquement les preuves qui traitent des variétés F;‘Jr et
[~ Le cas des variétés T¥~ et 5T s’étudie de fagon symétrique.

12.4.2.1 Preuve du théoréme 12.4.2.i

Fixons tout d’abord w = 5. Etudions Porbite positive d’un point z de V(%)
q
arbitrairement proche de Zg.

o Soit il existe n > 1 tel que F™(%) ¢ V(). Le point Z est alors errant.
e Soit pour tout n € N, F(3) € V(Z).

C’est le second cas que nous allons décrire plus en détails: soient L*(0) et L*(0)
deux arcs transverses & Gg© et G§ respectivement. Pour k > 0, les itérés

L*(=k) = F k(L% (0)) + kp et L*(k) = F*1(L*(0)) — kp

sont encore des courbes transverses & Gt et G§~ qui s’accumulent en topologie C?
par le A-lemme sur I'§ et I'§ respectivement.

Les courbes G§~, Gy, L*(—k) et L¥(0) (resp. G§~, G§+, L*(0) et L*(k)) défi-
nissent dans leur complémentaire un rectangle ouvert R(—k) (resp. S(k)) contenant
dans son adhérence le point Zy (voir la figure 12.6).

On rappelle que A\* et A\* sont les valeurs propres de DF7(z). Il existe C' > 0 tel
que

“TAY) TR < Aire(R(—k)) < C(A%)*
(resp C'(A)F < Aire(S(k)) < C(X)H).

Soit ' € R(0) (resp. 2’ € S(0)). La distance de ' & G5~ (resp. G&T) est mesurée
par le plus grand entier k > 0 tel que zZ € R(—k) (resp. Z € S(k)): il existe C > 0 tel
que

CTHTE < dE G < ()T
(resp. O~ (F)F < dz, GiT) < COV)P).
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1l existe un difféomorphisme F*4 — (kp,0) entre R(—k) et S(k) pour tout k > 0.
D’autre part, pour tout k suffisamment grand et tout point ' € S(k) \ (F~9(S(k)) +
(p,0)) dont Porbite positive reste dans V(X), il existe N > 0, uniforme en 3 et k
tel que FN4(3') — (Np,0) appartienne & R(0). De plus, les distances d(2',GET) et
d(FNI(2") — (Np,0),GE™) sont du méme ordre.

On considere ainsi pour 'orbite de z les retours & 71 (R(0)) : si 2 € R(—k)\ R(—k+
1)), Vitéré FkatNa(z) — (kg 4+ Ngq,0) appartient & R(0). La distance & G~ passe de
(A*)~k & (A*)* et a donc été multipliée par un facteur majoré C2b*4.

Par conséquent, 'orbite de z est elle-aussi errante. Ainsi tous les points de V()
suffisamment proches de zy sont errants.

On montre le théoréme 12.4.2.4 en @, par 'absurde: si % est approché par une
q

suite strictement décroissante p, dans ’R(F‘b,a,w), on consideére pour tout m un en-
semble d’Aubry-Mather de torsion nulle de nombre de rotation p,. D’apres la propo-
sition 7.2.3 et la section 7.2.2.3, puisque p, > %, les ensembles Z,, sont contenus dans
V(%).

On peut prendre une valeur d’adhérence = de la suite Z,,. D’apres la proposi-
tion 8.2.5, E contient une orbite bien ordonnée de torsion nulle de type (p,q). Ce
ne peut étre une orbite attractive puisqu’elle est accumulée par des orbites bien or-
données de nombre de rotation supérieur. D’apres ’unicité du théoreme 10.4.1, c’est
donc Vorbite positive (z;).

L’orbite (2;) est donc accumulée dans V(%) par des ensembles d’Aubry-Mather.
C’est une contradiction d’apreés ce que nous avons montré précédemment.

Nous avons ainsi montré par ’absurde qu’il existe > 0 tel que

R(Fy07) NI § 0l =15} (12.23)

Quitte & diminuer 7, d’aprés la remarque 11.2.1 on obtient pour p €]%, 2 + ], wi >
@y . On déduit de (12.23) que w, > @} . Ceci acheve la preuve du i).
q q

12.4.2.2 Preuve du théoréme 12.4.2.ii
Le théoréme 12.4.1.ii et la proposition suivante due & P. Le Calvez (voir [L89])

montrent le théoréme 12.4.2.ii.

Proposition 12.4.3 (P. Le Calvez) Soit F € ﬁV(A) et (2;) une orbite bien or-
donnée selle de type (p,q) telle que la variété instable T intersecte transversalement
la variété stable T}, (resp. I';_,). Alors, il eziste un réel n > 0 tel que [E,Z + 7]

(resp. [ —n,2]) soit contenu dans R(F).

12.4.3 Preuve du théoreme 12.4.1
12.4.3.1 Preuve du théoréme 12.4.1.iii
Les propositions 10.5.2 et 12.3.2, ainsi que la condition (12.22) montrent que @, <
wh —6. ’
¥ Nous prouvons tout d’abord le lemme :
Lemme 12.4.4 L’ensemble des paramétres w E]w%,w% — 6[ qui vérifient la propriété

(T) suivante est un intervalle de la forme |wy ,wid — 6] :
q q
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(T) Les graphes (G¥") et (Gi1,) admettent un systéme d’intersections
transverse (;) vérifiant Doy (7;) > Doi (1) avec ;s = p1(Gi)-

Démonstration : L’ensemble des parametres w qui vérifient (T) est ouvert dans 'in-
tervalle Jwy , w3 —6[. D’autre part, si (w(n)) est une suite croissante qui converge dans
q q
Jws ,wi — 6] vers w et si (T) est vérifiée pour chaque w(n), nous affirmons que (T) est
q q
encore vérifiée pour w. La connexité de Jw, ,wi — 6[ terminera la démonstration.
Comme pour la preuve de la propositi(;n 15.3.1, nous introduisons pour chaque 4
et n le point d’intersection transverse (;(n) des graphes compacts G**(n) et Gii(n),
ainsi que les arcs 7;(n) C GyT(n) et oi41(n) C Gi;(n) joignant Gi(n) & %(n) et
Zi+1(n) respectivement. Nous pouvons supposer qu’ils convergent vers des graphes, ;
et ;41 qui joignent Z; et Z;41 & un point commun ¢; ; on pose 7j; = p1(C;). La encore, ce
sont des courbes C' non triviales contenues dans 'Y et I'f, ;. Les corollaires 12.1.12
et 12.1.14, la relation D¢ (7;) > D¢?, (7;) et les estimées des propositions 12.1.3
et 12.1.4 montrent & nouveau que ce sont des graphes C!, inclus respectivement dans
{21} @] G;H_ et {51} U G;?J,_-l'
Si l'intersection I'Y N T'f,; n’est pas transverse en (i, nous utilisons la proposi-
tion 12.2.1 qui décrit la tangence:

e Soit D*(¢%,; — ¢¥)(7;) > 0. Mais d’apres la proposition 12.2.3, ¢%,; — ¢¥ ne
s’annule pas au voisinage de 7j; pour w(n) < w. Ceci contredit la construction
de CI

e Soit D*(¢%,; — ¢¥)(7;) < 0. Mais d’apres la proposition 12.2.1, wg -6 <wce
qui est contradictoire.
Finalement, les deux courbes sont transverses en (; et w satisfait (T).
O
Nous savons par ailleurs que cet intervalle est non vide puisque d’apres la propo-

sition 12.2.3, il contient un intervalle J&3 , &3 + [, n > 0.
q q

12.4.3.2 Preuve du théoréme 12.4.1.ii

Nous fixons w = @

Qg

1. D’apres la proposition 12.3.1, les graphes (Gi'1) et (G§; 1) admettent un systéme
de tangences régulieres ((;). Nous renvoyons aux sections 12.2.1.5 4 12.2.1.7 pour
la définition des courbes (v;) et (o;41) et la description de leurs images. Nous
noterons encore pour i = plq], 0j,; = F9(0i41) — (p,0) le sous-arc de G},
joignant Zi1 & ¢} = F1(G:) — (,0).

2. L’ensemble ¥ = U;(v; U o;) est un graphe qui sépare ’anneau. Son image est la
courbe (voir figure 12.7):

2 = Uigp) (Vi U 0ip1) U Ujmpig (v U2 U2 Ualyy).
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Fi1G. 12.7: Le graphe ¥ et son image.

Pour montrer que F(X) ne rencontre pas V(X), il suffit d’étudier F(y) =
¥y Up U~;. Nous appelons K le complémentaire de V().

Rappelons que pour tout ¢, G¥ est le sous-arc maximal de I'Y contenant Z;
qui soit un graphe C'. Nous savons également par la proposition 12.2.1 que
| Dom™ (¢%)| < 1. Donc, d’aprés la proposition 12.1.18

Vi, | Dom(g)| > 1

et G}~ est en-dessous de G¥ ;.

D’autre part, G}~ et o; ne s’intersectent pas: en effet, en 7;_1, ¢ > ¢}, et en
Z;, ¢F — ¢ s’annule avec D¢ < D¢}. Le corollaire 12.1.9.ii s’applique donc et
G est en-dessous de y;_1 U ;.

Par récurrence, et pour j < ¢, G} est en-dessous de chaque graphe G;* et 0j41.

La proposition 12.2.1, montre que v, 7, et 73 sont en-dessous de 7y, Uo,y1. Par
conséquent, ils sont également en-dessous de G}

Les propriétés que nous avons montrées sur les G} entrainent alors par récur-
rence que 2 et v5 sont en-dessous de 3. Ceci prouve I’affirmation.

Nous obtenons de plus que F(X) est strictement au-dessous de I’arc ouvert
x1 = 0ps1 \ {Gp} UG}, ), joignant dans opi1, Gp & (3.

. On en déduit que les variétés I'} sont entierement contenues dans K. Nous avons

vu que ﬁ’(f{ ) n’intersecte pas x1, le sous-arc ouvert de Op+1 compris entre fp et
F1(,) — (p,0). Par conséquent, x; ne rencontre pas les variétés instables I'.
Puisque x1 U {{,} est un domaine fondamental de U;T¢~ pour l’action de F et
Rl, @(Co) est exactement l'intersection entre U;T'} et U;I; ™.

12.4.3.3 Preuve du théoréme 12.4.1.i

1.

7
Pour tout rationnel p_/ nous appelons L, la composante connexe de C,r , qui
) P P q
q v s

9
sépare 'anneau (voir le lemme 7.2.4) et L,» = 7 * (L, ). Nous constatons qu’elle
ql

7

q
est semi-continue supérieurement en les parametres.
D’apres le théoreme 12.4.2.i, il existe un rationnel f]i: > % tel que pour tout
wr <w <07, ]%, ’qi:] ﬂR(ﬁ’b,a,w) ={. Si % est suffisamment proche de %, pour
q q

< {;—:, on a (remarque 11.2.1) wf > w%. On en déduit que pour tout



176

TROISIEME PARTIE : ENSEMBLE DE ROTATION.

Par ailleurs, L, et F(L, ) ne s'intersectent pas (voir la proposition 7.2.5).
q’ q’

)

]

Faisant tendre w vers —oo, on obtient plus précisément que pour w < &5, F(L
q

]

[

est en-dessous de L,/ : la composante connexe de R\ R(F}.q,.,) contenant 12,
ql

q
est descendante.

Suivant la section 7.2.2, nous définissons ’anneau invariant

V = UnsoF"(V(Ly))

q

q
I' = {(z,pv(x))} associé & V contient une orbite de type (p,q) (proposi-
tion 7.2.3) de torsion nulle (proposition 8.3.4) et qui n’est pas topologiquement
attractive (remarque 7.2.1). D’apres le théoréme 10.4.1, ¢’est l'orbite positive
de type (p,q), (z;). De plus tout autre orbite de type (p,q) contenue dans I est
un puits.

et K son complémentaire. Pour w € [wy,w5 [, on apy = 2. De plus, le graphe
q q

L’anneau U(L,s ) contient les branches instables locales de (z;). Par conséquent
ql

K contient les branches instables de (z;) (et il n’y en a qu’une pour w = w5y ).
q

Nous montrons alors que les variétés (I'; ") sont dans V. Ceci terminera la
démonstration.

. D’apreés la section 7.2.2.2 et la proposition 7.2.3, T' est invariant par F~!. La

dynamique de F~! (resp. F~!) sur ' (resp. I') définit, apres projection par
P1, une application croissante hy (resp. hy) de T! (resp. R) dans lui-méme.
D’apres [L87] sections 4.8 et 4.10, hy et I' sont continues & gauche en tout
point. D’autre part, pour tout = € T', l'orbite positive de  par hy s’accumule
sur un point fixe de h{, (voir [L87], proposition 5.4).

D’apres la section 7.2.4, et d’apres ce que nous avons vu au 1), un point fixe
de hi, peut étre de deux sortes:

e Soit c’est la projection d’un point d’une orbite O(z') périodique hyperbo-
lique attractive de F. On en déduit que z est un point répulsif de h{,.

e Soit 2 est un des points fixes z; de h,.
Les points fixes de h{, sont isolés. Deux cas sont alors possibles:

(a) Soit les points fixes (z;) sont attractifs & gauche pour hy.

(b) Soit ils ne le sont pas: tout point dans un voisinage & gauche de zo converge
par itérations positives de h{, vers z_;. Fixons alors y et h{,(y) deux points
proches et a gauche de xg. Tout point ¢ dans un voisinage a gauche de xg
a un itéré t(n) dans lintervalle [h{, (y),y]. Faisant tendre ¢ vers zo on peut
supposer que t(n) converge vers un point z' € [h{,(y),y]. Profitant de la re-
lation F~'(AdhT) C T (voir la proposition 7.2.3 et[L87], proposition 5.4),
on en déduit que ' € T et par construction z' peut étre itéré négativement
par hy. L’orbite de 2’ converge donc positivement vers z_; et négativement
Vvers xg.

3. Nous étudions tout d’abord le cas 2a) : invoquant encore une fois la section 7.2.4,

nous concluons que le graphe I' coincide localement avec la variété instable locale
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de zp. On déduit de la section 12.2.1.2 que la branche stable gauche locale de
2o n’est pas dans K. Puisque V' est invariant par F~1, les branches (I'; ) sont
dans V.

4. Passons au cas 2b) : nous allons montrer que cette situation est contradictoire.
Nous posons ], = hy,"(z') pour n € Z.1l lui correspond une orbite (z;,) de F

telle que
Fra(,) = 5 S ).
(20) = 2nq n_:>roo 20 (resp. zp, n_}—_)()o Z_1)
Ainsi, (z],) est une orbite homocline. Il existe un entier M > 0 grand tel que

Zpng—mp E€Gy et 2L, +np€ G pour n > M. Remarquons que dans ce cas,
les variétés T¥" existent et que w €lwy , w3 [-
q q

Puisque hy est croissante, tous les points (Z, uy (%)) pour & €]Z_1, (| appar-
tiennent & la variété T"™1. Ces points appartiennent plus précisément au sous-arc
7o de T*1 compris entre Z_; et 2,. On peut faire le méme raisonnement pour

chaque point Z, et construire un arc vy, joignant Z,, 1 & Z,,. Nous remarquons
que F(yn) = Yny1 pour tout n.

Le graphe I est continu & gauche en #/,. Ceci implique que si v, : [0,1] = A est
une paramétrisation C* de v, avec v,(1) = z/, et Vt, Dy, (t) # 0 alors,

D1 0 y(1) > 0.
La déviation de la verticale implique

Dp; o (1) > 0.
Pour tout n, la variété Fﬁ;l est donc un graphe local en Z],. Par projection de
la dynamique, on définit des difféomorphismes locaux f.“ au voisinage de Z/,,
& valeurs dans un voisinage de &}, et Df},“(&,) > 0.

En %, les variétés T, et I‘fb;_l ne peuvent s’intersecter transversalement,

d’apres la proposition 12.4.3. Elles sont donc tangentes, et par conséquent, pour
tout n, la variété I';  est également un graphe local en Z! . Par projection de
la dynamique, on définit des difféomorphismes locaux f/,° au voisinage de Z!,, &
valeurs dans un voisinage de Z,,,, et Df.°(&,) > 0.

D’apres le lemme 12.1.6 et la proposition 12.1.7, les applications f.“ (resp.
f1?) sont & dérivée schwarzienne négative (resp. positive). La tangence en z/,
est quadratique ou cubique. La proposition 12.2.3 et les remarques 12.2.2.1
et 12.2.2.1 montrent alors qu’au voisinage de w, les variétés TV et T~ se
coupent transversalement. Avec la proposition 12.4.3, ceci contredit le choix de
w E]wg,d}%].

12.5 Quelques conséquences

Nous terminons par quelques corollaires pour les familles bimodales (ﬁ'b,a,w), vé-
rifiant 0 < b <1, a > ap(p1) et a(maxy; — maxpy) > 15.
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12.5.1 Accumulation des langues

Nous rappelons que les bords des langues irrationnelles sont obtenus comme ac-
cumulation de frontieres de langues rationnelles. Nous donnons une variante de ce

fait :

Proposition 12.5.1 Pour tout irrationnel a,

w, =liminfw, =liminfw,,

p<la p>a

(resp. w} =limsupw! = limsupw, .
p<a p>a

Remarque 12.5.1 Nous ne savons pas si w, = lim, w>" (resp. wl = lim, w}).
Pour les langues rationnelles, les théoremes 12.4.2 et 12.4.1 entrainent les carac-
térisations suivantes de wi et OF:
q q
Proposition 12.5.2 Pour tout rationnel %,

1.

p

wy <liminfw, (resp. wi > limsupw}).
q p< q q p>§

1. Lorsque 0 <b <1,

Wy = hrr}l, w, = lim &,
q >t 1;_/>§ o
(resp. &F = lim wl = lim &F).
@ < <
q q

Démonstration : Le i) est une simple conséquence de la proposition 7.2.1).
Passons au cas de w5s : pour p > % proche de g, nous savons grace au théoreme
q
12.4.2.i que [wy ,w; ] est disjoint de [w, ,wF]. La remarque 11.2.1 entraine que w, >
q q

wp- On en déduit w, < w,. D’autre part, pour tout 7 > 0, le théoréme 12.4.2.ii
q q

montre que si p est suffisamment proche de %, alors w, <@, + 7. Ainsi
q
limsupw, <W%.
p>2 4
q

7 U 7
Lorsque p = L est rationnel, nous savons qu’un intervalle [Z &
q ’ q’

_

R(F,

+ 4] est dans
b,a,w% +n <
q

)- Ainsi, @ <@}, + 1 est vraie également et bien sir w, .
q

Qs |

O

Remarques 12.5.2 1. Nous verrons en section 12.6.2 sur un exemple que parfois

wyp < liminfw; (resp. wi > limsupw]).
E P<q ‘ p>5
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2. La proposition 12.5.2.ii permet, d’améliorer les estimées de la proposition 12.3.2
en passant a la limite dans la proposition 10.5.2.

Nous en déduisons par passage a la limite dans la proposition 11.1.1:
Corollaire 12.5.3 Pour p = % variant dans une partie bornée de Q, et dans le

domaine dissipatif 0 < b < 1, la famille d’applications (b,a) — @, (b,a) (resp. (b,a) —
@} (b,a)) est uniformément lipschitzienne. Plus précisément, pour tous a,a*,b,b*,

4
APk kY A— * * < * *
|, (b",a") — @, (b,a) + (a™ — a) maxp; + (b* —b)p| < min(a, @) la* —a| + [b* — b,
et respectivement,
4
A+ (1% *\ _ At * : * < * *
|y (b%,a") — &5 (b,a) + (a* — a)min g1 + (b* —b)p| < min(a, @) |a* — a| + |b* — b|.

12.5.2 Largeur de P’attracteur de Birkhoff

Nous étendons les résultats des propositions 10.5.3 et 10.5.4 a P'attracteur de
Birkhoff (voir section 7.3):

Proposition 12.5.4 Lorsque 0 < b < 1 et a(max p; —min ;) > 15,

amin(p;) + w+6 amax(p;) +w—16
1-0 ’ 1-0

C Ry (F).

Démonstration :

1. Nous montrons tout d’abord que l’attracteur de Birkhoff n’a pas un unique
nombre de rotation: pour tout #, nous notons pgz(#) et uf(%) les points de
D(%) N Ay d’ordonnée respectivement minimale et maximale. Les graphes de
wg et uh vérifient des propriétés données par la proposition 7.2.3 (voir [L89]).
Supposons que A; ne posséde que le nombre de rotation p. On notera N = [p].

L’invariance des graphes par F~1 et (9.2) entraine pour tout #,
Nb < pp(#) < ph(#) < (N +1)b.

Soit (Z,y) un point de Ay, d’image (%', y'). D’apres (9.1),

pip ()
b

On en déduit N —b(N +1) <

+ (5
=¢(g:~)+y5@szv+1.

(Z) < N +1—>bN pour tout Z € R et donc

N<

!
<Y
— b
o)

a(maxp; —miny;) <145

ce qui est contradictoire avec les hypotheses.

2. L’intervalle de rotation [p~, p*] de A; contient donc un nombre rationnel dans
son intérieur. Dans la suite nous fixons € > 0 et un rationnel % €]p~, pT[ tel que
% > pT—e. D’apres les théorémes 10.4.1 et 12.4.2, I'orbite bien ordonnée positive
de type (p,q) associée (Z;) est hyperbolique selle. Un résultat de P. Le Calvez
([L89], proposition 14.2) montre alors que les variétés instables de (Z;) sont
incluses dans A;.
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3. On rappelle que Dom(f¥) =]¢t~,#1[ est le domaine maximal ou f¥ est défini

et est un difféomorphisme sur son image. Remarquons que d’apres la proposi-
tion 12.1.3, ]t~ #H[C]T,, I; [ et que d’autre part, grace aux estimées lipschit-
ziennes de la proposition 12.1.3, ¢ et f§' se prolongent toujours par continuité
A [, ).

Supposons que Dom™ (¢¥) contienne #;. On a alors Df¥(ft) = 0. D’apres la
proposition 12.1.18 et (10.6),

¢4 (£1) > P2(21) > ¢5(Zo) — b.
Puisque D¢p¢ < 1, on déduit pour tout £ € [Fo, ],
¢ (1) > ¢5(%1) = 1> ¢ (%0) — 2.

Si maintenant Dom™ (#%) ne contient pas #;, d’apres la proposition 12.1.18,
Dom™ (¢¥) contient it et ¢%(#t) > ¢¥(f+). Puisque D¢} < 1, on obtient 14
encore,

o5 () > oL (ET) > 61 (31) — 1 > ¢ (F0) — 2

Comme pour la démonstration de la proposition 12.1.15, on obtient donc dans
les deux cas,

fOET) — &, > maxp — (%) — 3.
On en déduit

fo@) =17 > &, — " + maxp — (o) — 3 > £ + maxy — p(o) — 4.

. Notons & nouveau p};(%) Pordonnée maximale des points de D(%) N A;. On a

par déviation de la verticale,
fE@E) <pro F(EY, uh (1)) < [pt]+ 1+ 8"
D’ou,
uity _ i+ P
fRE) = <Zye+1.

On obtient donc
@(Zo) > maxp —5—¢

et par (10.6),
(1-b)pt +1> (1=0)E+12>¢p(F) > amaxps +w—5—e.

Il y a une estimée analogue pour p~. On en déduit le résultat en faisant tendre
€ vers 0.

O

On en déduit donc:

Proposition 12.5.5 Lorsque 0 < b < 1 et a(max ¢, — minpq) > 15, Uattracteur de
Birkhoff rencontre tout cercle de la forme T! x {y} avec

b . b
l_b(amlngol +w+7), T3

ye| (amaxyp; +w —T)].
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12.6 Commentaires sur le cas conservatif

12.6.1 Puisque pour b = 1, la dynamique commute avec le revétement 72 du tore
T2, I’ensemble de rotation est invariant par translation par Z.

Nous savons par ailleurs que ’ensemble de rotation peut étre I’ensemble R entier
(pour w = 0, théoréme d’Aubry et Mather, voir 9.4.3), mais il peut aussi étre vide:

Proposition 12.6.1 i. Pour w > —aminy; (resp. w < —amax; ), les orbites
montent dans l’anneau, la dynamique est errante. L’ensemble de rotation est
vide.

#. Pour w = —aminy; ou w = —maxys, F posséde des points fizes de la forme
(€py>m) (resp. (€y,,m)) 0Un est entier et tout autre point est errant (sa seconde
projection est monotone le long de lorbite). L’ensemble de rotation est Z. Pour
w €] — amax g1, —amin [, l'ensemble de rotation n’est jamais vide puisqu’il
contient toujours 7.

i4i. Pour w € [~amaxy; + 3, —aming; — 3], ’ensemble de rotation est R entier.

Démonstration : Le i) et ii) sont des conséquences de la formule (9.8). Le iii) vient de
la proposition 10.5.2.

O

Ceci montre que ’ensemble de rotation n’est pas toujours un intervalle. On obtient
également que les surfaces w™ (resp. w™) ne sont pas disjointes et ordonnées comme
en dimension un.

12.6.2 Nous pouvons compléter la proposition 12.6.1 et justifier les remarques
12.4.1.2 et 12.5.2.1:

Proposition 12.6.2 Pour a > 0, il existe n > 0 tel que pour tout

w € [~amax gy, —amax ey + 1), (resp. w € [—aming; —n, —amin p]),
alors R(ﬁ'l,a,w) =7.
Dénzonstrgtion : Pour w = wp = —amin ¢y, le point fixe de nombre de rotation n € Z
de Fy = Fi 4,4, est le point z(n) = (¢,,,n). Pour chaque z(n), nous choisissons un
petit voisinage U(n) = B(z(n),d) avec la propriété que pour tout couple d’entiers
(n,n') € Z? avec n # n/,

Yz € Adh(U(n)), Fo(2), F§(2) & Adh(U(n')). (12.24)

Nous remarquons
Vz € A py (Fo(2)) < pa(2).

Nous en déduisons ’existence d’une constante K > 0 telle que

Vz € A\ U,U(n), p2(F2(2)) < pa(2) — K. (12.25)
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On peut supposer que toute application F = Fl,a,w proche de Fj satisfait encore
(12.24) et (12.25). Nous introduisons également les boules V(n) = B(z(n), ). 1l
existe aussi € < % telle que

Vz € A\UnV (n), p2(F5(2)) < p2(2) — e,

Vz € A po (Fo(2)) < pa(2) + <. (12.26)

Soit n € Z et z € V(n). D’apres (12.26), si k > 1 est le premier itéré de z hors de
U(n),

Pa(F*(2)) < palz) + 3 +22.

Si Il > k est le premier retour de F*(2) & U,V (m), (12.24), (12.25) et (12.26) im-
pliquent
pa(F'(2)) < pa(z) — K.

Nous avons donc montré que si 'orbite de z € V' (n) par F' quitte U(n), elle ne revient
jamais dans V(n). Toute orbite périodique de F' est donc contenue dans une boule
V(n), n € Z. Son nombre de rotation est alors n.

O

Fixons un entier n € Z. Les courbes w;—L et w;,t pour p proche de n, sont uni-
formément lipschitziennes. Par conséquent, pour 0 < b < 1 et p proche et distinct de
n, on a

w, + 3 <w,
d’ott w, + 7 < liminf,,w; (voir la remarque 12.5.2.1). Ceci implique également

que les conclusions des théoremes 12.4.1.iii et 12.4.2.ii ne sont pas satisfaites pour w
proche de w,, .

12.6.3 D. Goroff (voir [Gor]) et M. Herman ont montré que pour w = 0 et a
grand, ’ensemble des orbites bien ordonnées maximisantes (celles qui maximisent les
fonctionnelles W) est uniformément hyperbolique. Nous allons voir que c’est encore
vrai pour I’ensemble de toutes les orbites bien ordonnées et que ’on peut autoriser w
a varier dans un intervalle assez large autour de 0:

Proposition 12.6.3 Soit (F’l,a,w) une famille d’applications bimodales conservatives
de Vanneau avec a > ap(p1). Alors, pour tout

w € [—~amaxy; + 3, —aminp; — 3],
l’ensemble des orbites bien ordonnées forme un compact uniformément hyperbolique.

Démonstration : Nous fixons une application ﬁ’l,a,w avec a > agp(y1). Nous pouvons
introduire les constantes C3,d > 0 de la définition 9.3.6 et affirmons que si z est un
point du cercle pour lequel

p(z) € [minp(z) + 2, max p(z) — 2], (12.27)
alors, | Dyp(z)| > 5.

D’apres le principe du minimum , il suffit de le voir pour ¢(z) € {miny(z) +
2, max ¢(x) — 2}. Nous rappelons qu’un tel point est dans B(cy,,d) U B(c,,,d) (voir
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la définition 9.3.6). On supposera par exemple que |z, ¢y, [C B(cy, ,0). Si, par ’absurde
| Dp(z)| < 5 et puisque sur B(cy,,d), | D%p| > Cs, on a | Dy| < 5 sur |z, ¢y, [ et donc

[0(@) = plep)| < Bl = e < 2 <2
car § < %. Ceci contredit la définition de z. Par conséquent, | Dp(z)| > 5.

Si (z,y) est un point d’une orbite bien ordonnée, par (10.6), |¢(x)| < 1. On voit
ainsi que pour w € [—amax 1 +3, —amin ¢; —3] et pour tout point (z,y) appartenant
& une orbite bien ordonnée, la condition (12.27) est satisfaite et donc | Dy(z)| > 5.

Nous définissons maintenant des cénes en chaque point z = (z,y) d’une orbite
bien ordonnée.

e = {(c.ca ). ful < g
1
€)= { (€ ~CDpomE-+u), ful < 3 |

Leur intersection est réduite & {0}. Ce sont des champs de cdnes continus en z.
L’image du vecteur (¢, (1 + u)) € C*(z) par DF(2) est

1
2+ Dypopi(z) +u

(¢, ¢ )
avec ' = ((2+Dyop;i(z) +u). Cest donc un vecteur de C¥(F'(z)). Sa projection par
p1 a été dilatée de 2+ Dy opi(2) +u > 2.

L’image du vecteur ({, —((Dy o p1)(2)(1 +u)) € C%(z) par DF~1(2) est

1

(', =" (DpoproF1)(2) +1 - 5 + (Dyp o p1)(2)(1 + u)

)

avec (' = ((1+(Dyop; (2))(1+wu)). Cest donc un vecteur de C*(F~1(z)). Sa projection
par p; a été dilatée de 2+ Dy o pi(2) —u > 3.

Le critere de champ de cones (voir par exemple [Yoc95]) montre alors que I’en-
semble des orbites bien ordonnées est un ensemble uniformément hyperbolique.

O

12.6.4 Les propriétés d’accumulation que nous avons données montrent que les
langues se chevauchent de fagon complexe. Il serait intéressant de comprendre com-
ment elles s’organisent lorsque par exemple b = 1.
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Annexe A

Bifurcation selle-nceud des
ensembles hyperboliques

Nous définissons' la bifurcation selle-nceud des ensembles hyperboliques locale-
ment maximaux ayant une direction instable de dimension 1. Nous montrons que
cette bifurcation est de codimension 1. Nous terminons en construisant une norme
adaptée pour ces ensembles.

A.1 Introduction

Rappelons une propriété élémentaire: un point fixe P d’un difféomorphisme F
dont les valeurs propres sont toutes différentes de 1 persiste apreés perturbation de
F. Ce résultat se généralise aux ensembles hyperboliques: si (Fy),., est une famille
continue de difféomorphismes et si K est un ensemble hyperbolique pour Fy,, Ag € A,
on peut suivre continiment K sur un voisinage ouvert de Ag dans A.

L’étape suivante consiste & comprendre comment un point fixe hyperbolique P
peut disparaitre. Un cas possible fait intervenir la bifurcation selle-nceud : au moment
de la bifurcation, la différentielle au point fixe DF(P) posséde une valeur propre égale
a 1. Les autres ont des modules strictement inférieurs. Nous demandons également
pour tout vecteur v non-nul dans la direction centrale que D?F(P)(v,v) ne s’an-
nule pas. La dynamique apres bifurcation est décrite par la proposition suivante
(voir [NPT]):

Proposition A.1.1 Soit (Fy),., une famille lisse de difféomorphismes. Si (P, Xo)
est une bifurcation selle-neeud transverse, il existe un voisinage ouwvert O de Ao dans
A tel que:

i. O posséde une sous-variété de codimension un, O° qui contient \g. L’ouvert
O\ O° a deuzr composantes: OF et O~ .

i. La continuation P()\) de P est définie si et seulement si A € O° U O,

ii. Le point P()\) est hyperbolique si et seulement si A € OF. Pour X\ € O°,
(P(X), ) est une bifurcation selle-neud transverse.

1. Cette annexe fait I’objet de [Cr00].
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La conclusion (iii) montre que la bifurcation est robuste. Les définitions précises
des objets considérés dans cette introduction seront données en sections A.2 et A.4.1.

Cette annexe a pour objectif de généraliser ce résultat aux ensembles hyperbo-
liques. Elle est motivée par les questions suivantes:

e De quelle facon est détruit un ensemble hyperbolique? Peut-on décrire certaines
bifurcations?

e Quelles bifurcations sont de codimension un?
o Quelle est la dynamique apres la bifurcation?

Quelques résultats récents répondent & ces questions (voir [Co98a, Co98b, CK, Ri]).

Nous souhaitons décrire une bifurcation associée a une perte d’expansivité en
un point fixe de ’ensemble hyperbolique, due & la collision entre un point fixe hy-
perbolique selle de ’ensemble et un puits extérieur & ’ensemble hyperbolique. La
décomposition géométrique de l’espace tangent en espace stable et espace central-
instable n’est pas altérée. Un tel phénomene dans des cadres plus particuliers a déja
été étudié dans [Co98a, Co98b, CK]. Nous renvoyons également & [DRiV].

Un ensemble selle-nceud hyperbolique (saddle-node hyperbolic set) pour un difféo-
morphisme F' sera un ensemble compact invariant K qui contient un point particulier
P avec les propriétés suivantes:

1. P est un point fixe de type selle-nceud. Les autres orbites périodiques de K sont
hyperboliques.

2. 1l existe un voisinage ouvert U de K et un ensemble ouvert {2 qui est l'intersec-
tion d’un voisinage ouvert de P avec Int(W} .(P)) de sorte que K est I’ensemble
maximal invariant de U \ €.

3. L’ouvert U supporte un champ de cones continu C® qui est stable et dilaté par
itérations inverses. Le champ de cones dual est noté C*. Nous insistons sur le
fait que la direction centrale est de dimension 1 et que F' contracte les autres
directions.

4. Les courbes incluses dans U qui intersectent K et dont ’espace tangent est
contenu dans C* ne se recoupent pas. Une telle courbe peut étre prolongée de
sorte qu’elle posseéde un point qui est attiré par P ou bien quitte U par itérations
positives.

La propriété 1 montre que P est le seul défaut d’hyperbolicité de K. La propriété 3
doit étre comparée au résultat bien connu: un ensemble invariant compact est hyper-
bolique si et seulement s’il supporte un champ de cones C® tel que C® est stable et
dilaté par itérations inverses et C* est dilaté par itérations positives. Les propriétés 2
et 4 expriment qu’en un sens affaibli, K est localement maximal. Elles sont satisfaites
si K est un fer a cheval topologique.

Nous pouvons & présent énoncer le résultat :

Théoréme A.1.2 Soit (F\)yc, une famille lisse de difféomorphismes agissant sur
une variété riemannienne M. Si (K, P) est un ensemble selle-neud hyperbolique pour
Dapplication Fy, et si (P, o) est une bifurcation selle-neeud transverse, alors il existe
un voisinage ouwvert O de Ao tel que

i. O se décompose comme en proposition A.1.1.
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ii. La continuation K()\) de K est définie si et seulement si A € O° U OF. Il
existe une unique application continue, ® : (O° U OF) x K — M qui vérifie
®,, = Idk et telle que pour tout A\, ®5 soit un homéomorphisme entre K et
K()\) qui conjugue la dynamique.

iii. L’ensemble K()\) est hyperbolique si et seulement si A\ € OF. Pour A € O°,
(K(A),P())) est un ensemble selle-neeud hyperbolique.

On donne dans la preuve une description plus détaillée de la dynamique. Remar-
quons que dans cette situation I’ensemble hyperbolique existe pour un ouvert OF
des parametres et la bifurcation décrit un ouvert de la frontiere Fr(O+) = O°. En
d’autres termes, la bifurcation est robuste (i.e. de codimension un). Lorsque A € O~
une partie de la dynamique de K persiste mais nous ne donnons aucun résultat sur
I'ensemble maximal invariant de U (voir [Co98a, Co98b]).

Pour A € 0°, I'espace tangent au-dessus des points € K()\) se décompose en
deux espaces, 'un stable EZ, 'autre instable EY :

T, M = Ef & B

Il est bien connu que l'on peut adapter la métrique au voisinage d’un ensemble
hyperbolique afin que les fibrés E2 and E¥ soient respectivement contractés et dilatés
apres seulement une itération de DF. Un résultat similaire existe ici:

Proposition A.1.3 Soit (K,P) un ensemble selle-neud hyperbolique pour un dif-
féomorphisme F d’une variété riemannienne (M, ||.||). Il existe alors une métrique
continue ||.||o sur M telle que

Ve e K\{P}, Vv € By \ {0}, [DF(z).vlla> [[vlla,
et V€K, Yve ES\{0}, ||DF(z).v|s <]Vl

Cette annexe est organisée de la facon suivante: les définitions, notations et
exemples sont introduits en section A.2. L’ingrédient principal pour ces résultats per-
met de montrer la dilatation des vecteurs de C* pour K ()\g). Nous le donnons en
section A.3 en utilisant des arguments de dimension un (nous renvoyons a la preuve
du théoréme de R. Maiié dans [MS]):

Théoréme A.1.4 Soit (K, P) un ensemble selle-neeud hyperbolique d’un difféomor-
phisme F'. Donnons-nous W, un voisinage ouvert de P. Alors, pour tout k > 0, il
eziste ng € N tel que pour toute orbite finie 29,21, -+ , 2, de K avec z, € W et n > ng
et pour tout v € C%(20) \ {0},

[ DE™(z0).]]
gl

De fagon indépendante dans [PS], E. Pujals et M. Sambarino ont également utilisé
les arguments de R. Maiié pour étudier les difféomorphismes des surfaces admettant
une décomposition dominée.

La section A.4 controdle la dilatation au voisinage de P pour les applications per-
turbées de Ot. Le théoréme A.1.2 et la proposition A.1.3 sont démontrés en sec-
tion A.5.

> k.
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A.2 Preliminaries

A.2.1 Notations

In Sections A.2 and A.3 we consider a smooth diffeomorphism F' on a smooth Rie-
mannian manifold M. The dimension of M will be d.

The tangent and the unitary tangent bundles over X C M are denoted TX and
UX.

The tangent space at the point z € M is T, M. The length of a Lipschitz curve o
in M will be noted |o|.

In a metric space we note B(z,r) the open ball centered at z with radius r. For
example, B¥(0,1) will stand for the euclidean open ball of R¥. We use also the
notation B(Y,r) = Uyey B(y, r) for any subset Y.

A.2.2 Saddle-node fixed points

Let P be a saddle-node fixed point as defined at the beginning of Section A.1. The
tangent space at P, Tp M, splits into E}, @ Ef. The subspaces E® and E° are
invariant; E? is strictly contracted by DF' and E° is associated to the eigenvalue 1.
It is well-known (see [HPS], Section 4 Theorem 4.1) that P admits a unique strong
stable manifold, W§?, tangent to E}. It separates locally M in two regions. One
is attracted by P; the other contains a unique invariant half central manifold Wg
tangent to E% (see [NPT]).

Remarks A.2.1 1. One can also assume in the following that P is a periodic
orbit (see Remark A.5.1).

2. Of course by considering F~! instead of F' one can also consider saddle-node
fixed points having one eigenvalue equal to one and other eigenvalues with mod-
ule bigger than one.

A.2.3 Stable cone field

Definition A.2.1 An invariant subset K C M admits a (one-codimensional) con-
tinuous stable invariant cone field if

1. The tangent bundle splits in two continuous bundles: TK = E! @ E? with
dim(E') = 1. For any v € TK we note v = v! + v2.

2. There exist two continuous norms ||.||; and ||.||2 on E! and E? respectively such
that the cone field
C* = {v € TK, [[v'[l < [[v*[l2}

is backward invariant: for any z € K,

DF~1(C?) C Int(Cion(,y) U {0}
As a consequence the dual cone field

C* ={v e TU, |lv'[ls > [lW*l2}

is forward invariant.
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3. There are some constants 0 < 8 < 1 and ng € N such that for any z € K,
Vv € CZ, [DF"(2).v]| > 87 "|Jvll, and

Vo € CY, Yw € Cing (s, BIIDF™ (2).0]* [DE~"(F™ (2)).w]l > [Jv]|? [lwll-

Remarks A.2.2 1. Note that we do not assume that DF is expanding on C%.

2. The existence of a continuous stable invariant cone field on K does not depend
on the choice of a metric on M.

3. The previous definition can be extended for subsets U that are not invariant.
The backward invariance (Property 2) and the second part of Property 3 are
only required for points z in UN F~Y(U) and UN F~Y(U) N --- N F~™(U)
respectively. If K is an invariant compact set admitting a continuous stable
invariant cone field a neighborhood of K does also. If P € K is a saddle-node
fixed point the splitting E}, & E% is compatible with the cone field:

E} CcCp and Ep C Cp.

4. The usual definition of invariant stable cone field (or of partial hyperbolicity,
see [BP]) is more general: one does not assume dim(E)* = 1 and the domination
hypothesis is weaker: For any z € K,

Vv € C, Yw € Cno (), Bl DF™ (2).0| [ DET™(F™(2))-w]| 2 [Jo]| [|wl]|-

However we want to describe here invariant sets which are close to be hyperbolic.
Any condition that bounds the contraction in the central unstable direction (i.e.
in C*) is appropriate.

Suppose that a point z is in K, we define at z its stable and unstable cones of order
n, Ci(n) and C¥(n) as DF " (Cn (z)) and DF™(C%_, ) respectively. Condition 3
implies that the angle between vectors in the same stai)fe or unstable cone decreases
uniformly as n increases. Condition 2 implies C®(n + 1) C C*(n).

As a preliminary to the next paragraph we recall that an invariant compact set K
is hyperbolic if the tangent space at each point z of K splits T, K = E & E¥ such
that:

1. The splitting is invariant: DF~}(E®) = E® and DF(E*) = E“.

2. There exist some 0 < § < 1, ¢ > 0 such that if z € K, v € E (resp. v € EY),
n € N then
IDF~"(2).0]| = 87" |v]]

(resp. || DF™(2).v[| > ¢B7"[|v]]).

The cone field criterion asserts that any invariant compact set admitting a stable
invariant cone field and such that there exists a constant p > 1 and an integer n > 1
with

Vze K, VveCl" [ DF"(z).w] > pllv]],

is hyperbolic.
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_Fw

Figure A.1: Open sets U, V, Q associated to the saddle-node hyperbolic set (K, P).

Suppose that on an open set U the diffeomorphism admits a continuous stable
invariant cone field. An u-curve (tangent to C¥) is a rectifiable map from [0,1] in U
with tangent subspaces in C*. (Up to a reparametrization such a curve is Lipschitz.)
Unless specified we will however assume that u-curves are C2.

An embedding of B?71(0,1) is a s-leaf (tangent to C?) if its tangent subspaces
are in C°.

A.2.4 Saddle-node hyperbolic sets
We first recall

Definition A.2.2 Let X be a subset of M. The maximal invariant subset of X,
Y is:
Y = () F*(X).
keZ

Let us come to the major definition of our study:

Definition A.2.3 A compact invariant set K of the diffeomorphism F' associated
to the point P € K is a saddle-node hyperbolic set if it satisfies the following
properties (see Figure A.1):

1. Hyperbolicity of periodic orbits: P is a saddle-node fixed point and every
periodic orbit in K different from P is hyperbolic.

2. Local maximality: There exist a small open set () intersection of a small
neighborhood of P with W (P)\ W**(P) and an open neighborhood U of K
such that K is the maximal invariant set of U \ Q.

3. Existence of a stable cone field: There exists on a neighborhood of U a
continuous stable invariant cone field C*.

We introduce the norms ||.||1, ||.||2 and a constant 8 as in Definition A.2.1.
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4. Topological expansion: In a neighborhood of U, u-curves that intersect K
do not have self-intersection. There exists an openset V with K CV CV CcU
such that for any u-curve v intersecting K,

yCUNFYO)\Q=yCV.

The open set € is small enough so that for any u-curve v in U that intersects
K in z, at most one component of v\ {z} intersects F~1((2).

Remarks A.2.3 1. Condition 1 expresses that P is the only lack of hyperbolicity
of K. Indeed it will be a corollary of the next section to see that condition 1 is
equivalent to: for all open neighborhood W of P, the maximal invariant set in
K \ W is hyperbolic.

2. The first part of condition 4 implies that u-curves in U tangent to C*(1) that
intersects K are not closed. Such u-curve that are tangent to C*(1) have their
length uniformly bounded by some constant k;: otherwise one could find an
u-curve in U tangent to C*(1) whose endpoints are arbitrarily close together.
Hence one could close it and build a closed u-curve tangent to C* in any neigh-
borhood of U. This is a contradiction.

The second part of condition 4 asserts that for any u-curve v in U\ Q) intersecting
K and U\ V, there exists z € v such that F(z) is not in U. Both are important
to prove that K is totally disconnected in the unstable direction. They are
illustrated by some examples below. In particular we will see that for horseshoes
condition 4 is automatically satisfied.

3. For any iterate F", (K, P) is again a saddle-node hyperbolic set (see Lemma
A.2.1 below).

4. One can not require instead of condition 2 that K is the maximal invariant
subset of one of its neighborhoods: In some examples there exists an orbit on
W§ whose points are eventually attracted by 2 and which is arbitrarily close
to a homoclinic orbit of K between W3°* and W§.

5. Condition 3 is necessary to ensure that the tangent space splits in two supple-
mentary subspaces at each point of K. One can construct a counter example
satisfying only properties 1 and 2 (see also [Ri]). Consider in dimension two
the degenerate horseshoe K in the rectangle R: the rectangles R;, Ry, R3 and
R4 form a Markov partition of K; F is a product on Ry, Ry, and R4. The
saddle-node fixed point P is a endpoint of R; and R. The image of an unstable
side of Rj3 is tangent to a stable side of R; (see Figure A.2). This last property
contradicts the existence of distinct stable and unstable directions at each point
of K. However any compact invariant subset of K which does not contain P
is hyperbolic (similar but detailed arguments are contained in [Ri]). Indeed
every “bad point” of K, i.e. whose stable and unstable directions are tangent,
is forward or backward attracted by P.

Examples A.2.4 1. Explicit classes of examples have already been considered in
[Co98a, Co98b] and [CK]. These are horseshoes in dimension two build from
maps on one-dimensional manifolds.
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F(R3) F(R4)
Ry Ry| /R3/ |Ra F(R2)
- Fa
P
R F(R)

Figure A.2: A counter example with homoclinic tangencies.

2. More generally one can consider horseshoes in any dimension d > 2 with one-

dimensional unstable direction. We require that:

(a) There exists an open set U carrying a continuous stable invariant cone field
Cs.

(b) There exists in U a finite number of rectangles Rg,--- , R;. Each of them
is the image of an immersion ¢ : B?71(0,1) x [0,1] — U. The stable
boundary of R; is made of s-leaves 85 R; = ¢;(B*~1(0,1) x {j}), j =0, 1.
The curves ¢({z} x [0,1]) are u-curves. We assume that the sets R; are
disjoint. K is the maximal invariant set in UR;.

(c) There exists a saddle-node fixed point P € G§Ro, 5Ry C W§° and
Wg .(P) NInt(Ry) = @. Other periodic orbits in UR; are hyperbolic.

loc

(d) F(05Ro) C 03 Ro. Other stable boundary 9; R; are sent outside UR; under
forward iteration. Moreover for any 4, j,

F(R)N OR; C OjR; UOTR;.

Assumptions 1 to 3 in Definition A.2.3 are obviously satisfied. Considering a
higher iterate of F' one can shrink the cone field C* and the rectangles R;. Thus
any u-curve contained in some R; has no self intersection. Take U small enough.
We get the same property for u-curves in U.

With slight modifications one can assume that u-curves which intersect K can
not intersect OR; outside 0§ R; U 0] R;: For some large n > 0 one replace C* by
C¥(n) and UR; by N?_o F~¥(UR;) which is again a finite union of rectangles. V
is now a small neighborhood of UR; and Q is a local stable manifold of P that
contains 0§ Ry. The second part of condition 4 is a consequence of (d).

. Other interesting examples can be considered, in particular modeled on hyper-

bolic attractors.

We have chosen to construct an example modeled on a DA-map (see [Sm]) by
some modifications on the construction of [HK] Section 17.2 pp. 537-540: we first
start from the linear Anosov diffeomorphism on the torus T? = R? /Z? given by the
matrix

()



ANNEXE : Bifurcation selle-nceud des ensembles hyperboliques. 193

Figure A.3: The map = — ¢(z,0).

There are local coordinates in a neighborhood of (0,0) where the map writes:
(z,y) = (012, 02y)

with 0 < 09 < 1 < 01. We now perturb the diffeomorphism in a small neighborhood
of (0,0) so that the diffeomorphism writes now:

F: (z,y) = (o(2,9),029).

2

#(.,0) satisfies ¢(0,0) = 0, %qﬁ(0,0) =1 and %d)(0,0) > 1 as it is represented on
Figure A.3. We set ¢(z,y) = n(y)¢(x,0) + (1 —n(y))o1x with some bump function 7.

For § < e small enough we consider for any y, the intervals (perhaps empty)
[z(y), —6] and (—6,0) where z(y) is the smallest real satisfying

0
%qﬁ(x,y) =1+e.

We set

X ={J(@(y),0) x {y}-

Choosing ¢ and n carefully, X is contained in the basin of (0,0) and satisfies F/(X) C
X.

We consider the maximal invariant subset (compact) K of T?\ X and P = (0,0).
Note that the horizontal direction is preserved: On T? \ X, there exists an invariant
cone field C* arbitrarily sharp and close to the unstable direction. We introduce the
open sets

U=T"\ (U [2(y), =] x {y}> , 2= {J (-6,0)x{y}

z(y)<0

and claim that (K, P) is a saddle-node hyperbolic set. Assumptions 1 to 3 are obvious.
The first part of property 4 is now clear: Any u-curve is close to the horizontal foliation
of the torus and has to intersect T2\ U. For the second part we remark that the image
of OU is contained in U U Q. We set V = U \ B(0U,¢') with & > 0 small.

A.2.5 Adapted neighborhoods

We explain here how U, V and € can be modified in order to be contained in an
arbitrarily small neighborhood of K so that our definition of saddle-node hyperbolic
set is really a local property of (K, P): for any integer n > 1, the sets
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= N Fo|\ U F@, va=| [ FM |\ U F@

Ik <n lk|<n—1 k| <n lk|<n—1

are contained in a neighborhood B(K,¢) of K and by Definition A.2.3.2, € > 0 can
be taken arbitrarily small if n is large enough.
We set

Uo=| [ F¥U) | nB(K,2), Vo=| () F¥(V) | nB(K,e),
[k|<n |k|<n

Q= |J F*Q | n(B(K,3¢) UF(B(K,3))).
k| <n-+1

and prove:
Lemma A.2.1 LetU, V and Q) be open sets associated to a saddle-node hyperbolic set
(K, P) as in Definition A.2.3. Then for any integer n > 0, the cone field C'* = C*(—n)

and the sets U,, V,, and Q, defined above satisfy again the definition A.2.8 and are
contained in an arbitrarily small neighborhood of K.

Proof: Properties 1 and 2 are obvious. On U, we consider the cone field C'" =
DF™(C%). . .
Note that Uy, \ Q,_1 is contained in U], so that
U, NFYU)\Q, CU,NFHTU).

For the last assumption we consider now any u-curve <y in U, tangent to C'“ that
intersects K. For any —n < k < n, F*(vy) is again a u-curve in U tangent to C*. In
particular, the first part of condition 4 is realised. Let us assume now that

v CUNFH(U,) \ Q.
For any —n < k <mn, _ _
Fh(y) cUNF1(0)\ .
Thus, v C F~%(V) and y C V! C Vi,.
O

Remark A.2.5 By taking ) larger, one can assume that () is stable (see Re-
mark A.2.5): F(Q2) C Q. From this, one gets that F(2,,) N U, C Q.

A.3 Proof of Theorem A.1.4

In this section, we fix a saddle-node hyperbolic set (K, P). We show that if one waits
until a point leaves a fixed neighborhood of the saddle-node fixed point it has gained
expansion in its unstable direction. Our arguments follow those by W. de Melo and
S. van Strien in [MS], Section IIL.5 pp. 247-257 for proving Maiié’s theorem.



ANNEXE : Bifurcation selle-nceud des ensembles hyperboliques. 195

Sometimes it is easier to work with a flat metric. Our result does not depend on
the choice of a metric. Thus one can cover U C M with a finite number of charts
and consider on each of them a flat metric. Our estimates will change by a uniform
constant which does not depend on the number of iterations we could do.

Note that it is enough to prove Theorem A.1.4 for an iterate of F. Thus one
replaces F' by some iterate F' = F'™, m > 1 and considers new open sets U' = U,,,
V' =V, and Q' = Q,, and a new cone field C'® as in Lemma A.2.1. One can then
assume that

1. the new unstable cones C'* are arbitrarily sharp. Note that the new stable cones
C'"”(1) for F' coincide with the former cones C* and are defined on U'.

2. the new constant ' can be taken arbitrarily small. Note also that Property 3
of Definition A.2.1 implies for any z € U’ n F'~*(U"),

Yo eC'i(1), [IDF' " ol >8],
Yo € C"%,Yw € €'y (1), BIDF (2)0|*| DF' ™ (F'(2)).wl]| > [[v]*[lw]|-

(A1)
3. if a is the minimum angle between vectors in C'*(1) and C" then
/BI
— < 1/24. A2
sin(a) <y (4.2)

In the following we will forget the dependence in m. We will simply note F, U,
V,Q,C%and B for F',U', V', Q, C'" and 3 as in Definition A.2.3. We consider also
some constant k; as in Remark A.2.3. 2.

A.3.1 Distortion

One can control the curvature of u-curves as in [BP] or [ABV] Remark 2.5:

Lemma A.3.1 There exists p > 0 such that for every u-curve v in U with curvature
bounded by p the image F(v) is an u-curve with curvature bounded by p.

Proof: We will use the following estimate for z € U N F~1(U) :

IDFCADFo| _ |icl]
[DF[[? = 3]

Vo € O\ {0},¥C € o}, (A3)
One obtains it by decomposing ¢ = ¢! + (2 with ¢! € C*(2) and ¢! € Rv. One gets
from (A.1),

IDF.¢ ADF.l|

[|DF||3

Then one gets from (A.2) that 8[| < o [I¢]I-
To prove the Lemma, one assumes that v is parametrized by its length. In this
case its curvature at y(¢) is ||y"(t)||- The curvature at F(y(t)) of F oy is:

[(F 0 )" () A (F o) (Bl
I(Foy)®I°

ISl

[l

<pB
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We compute

(F om)"(t) = D*F(v(1)).(v'(8),7'(t)) + DF((8))-7" (t)
and bound the curvature by

ID*F(v'(),7'(1) ADFA'(®)|| , [IDFy"(t) ADFA'(#)]]
I(E o) @) [(E o) (@)

The first term is uniformly bounded by some constant ¢ and the second one by 4" (¢)/3
(recall (A.3)). Thus it is sufficient to take p > 3¢

O

Suppose that v is a curve in U parametrized by their lengths with curvature
bounded by p. The derivative of log || DF(y(t)).7'(t)]| is

(DF(y(1)2"(t) + D*F(y(1)-(+' (1), 7' (1), DF (v (t) -+ (1))
2[[DE(y(8)' (B

which is uniformly bounded by some ¢; > 0.
Recall that |y| note the length of a curve v. We need the following standard
distortion lemma:

Lemma A.3.2 For each constant ¢ > 0 there exists 0 < n < 1 such that giving two
smooth u-curves ¢ C v C U parametrized by their length with curvature bounded by p
and assuming

i. v, F(v), ..., F* 1(v) are well-defined in U for some integer n,
i. Y0 |Fio)| <c,
iii. || < (1+n)lol,

we get

i. Vi<, |F'(y)| <2/F'(0)|.

1. Vz,y € 7,

exp(—2c1¢)[| DF"(y).7' ()| < IDF™(z).7' ()| < exp(2e1c)[| DF™ (y)-' ()l

In general we will use this lemma with o = 7.

Proof: Note that the curvature of the curves v, F(y), ..., F* !(y) is bounded by
p (Lemma A.3.1). The proof is now similar to the one-dimensional case (see [MS]
Chap. 1.2).
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A.3.2 Rectangles
A.3.2.1

In this section we define the notion of rectangle R associated to an u-curve . One
may think of it as a thickened u-curve. The stable sides of R which correspond to
the endpoints of v are s-leaves that are chosen in a quite arbitrary way. The relevant
size for rectangles is not the thickness which will not vary essentially but the length
which is defined at Section A.3.3. A key tool here that will be used implicitly is the
graph transform (see also [Sh]): If L is a s-leaf of radius r centered at z € K, F1(L)
is a s-leaf of radius bigger than 5 centered at F~1(2) with a higher order. Take
any s-leaves L, at F™(z). A subsequence F~"(L,) converges in B(z,r) to a s-leaf
with infinite order. As a consequence any point of K possesses a unique local stable
manifold which is smooth.

Most of the properties we state here are of geometrical nature and can be proved
easily by considering appropriate local charts.

A.3.2.2

First of all we introduce a large enough integer n. that will give the order of sharp
unstable and stable cones and some constants 0 < r < 79 < 1 (see below).
One can extend (2 so that (2 is stable:

FQ)NU, C(QUW:(P))NQ, (A.4)

and ) is compact. By Lemma A.2.1 one can assume that U is compact. The other
assumptions in definition A.2.3 are unchanged.

W is an open set containing P as stated in Theorem A.1.4 and that we fix now.
We have to adapt U, V, Q to the choice of W.

In a same way, one replaces U, V and Q by U, , V,. and ,, so that the cone
fields C%(n.) and C*(n.) are defined on a neighborhood B(U,rq) of U. Note that
definition A.2.3.4 is now satisfied by u-curves tangent to C%(n.). We require also that

B(V,r) CU. (A.5)
It will be convenient to set for n > 0
D=U\9Q,
D(0)=DNFYD)=(UnFXU))\F (), (A.6)

D(n) = Dﬂ...ﬂanfl(D) — f]n...ﬂpfnfl(U)\F,",l(Q)'

A.3.2.3

From now on a u-curve is a C2-curve that intersects K whose tangent subspaces are
in C* and whose curvature is bounded by p. Unless specified, they will be u-curves
with respect to C*(n.). A u-curve is of order n > 0 if all its backwards iterates of
order smaller than n are u-curves.

With r small, for any u-curve J C U, 2 € J, and 0 < € < 8r,

J N B(z,¢) has only one connected component. (A7)

If not one could construct a sequence of u-curves converging to a u-curve with some
self-intersection and contradict Definition A.2.3.4.
Note that J C D(0) implies J C V (Definition 4).
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A.3.2.4

A u-curve is a long u-curve (resp. crosses U ) if both of its ends are in U U 9Q
(resp. M \U). Every u-curve in UUF~!(U) can be extended in a long u-curve (resp.
in a u-curve that crosses U).

For ry > 0 small enough, every long u-curve 7' satisfies

ro < |T| < k. (A8)

More generally, by changing r9 by a bounded factor one can assume that for any
u-curve J C D(0) such that F(J) intersects oU, |J| > ro.

We state an other important consequence of Definition A.2.3.4. From it we deduce
that through every point of K, one can construct a long u-curve with arbitrarily high
order.

Lemma A.3.3 If T is a long u-curve, every component of F(T)NU intersecting K
contains again o long u-curve.

Proof: Take z € TNK and consider any component Ty of T'\ {z}. Either Ty NQ # §.
Here F(T) intersects 0Q. Or Ty Cc U\ Q. AsTy ¢ V, Ty ¢ F ' (U) and F(Ty)
intersects OU.

O

Lemma A.3.4 The unstable manifold of any periodic point z of K different from P
contains a long u-curve passing through z.

The local branch of W§ which is not in W is a long u-curve. Note also that any
u-curve contained in U\ Q and intersecting QNW ¥ becomes of length bigger than ro
by iteration.

Proof: We prove the first part; the argument is identical for the second one. The
curvature remains the same after a finite number of iterations and the proof of
Lemma A.3.1 implies that it is bounded by p. It remains to show that the unstable
manifold is long: if not there exists a branch v of the unstable manifold of z contained
in U \ Q. v is Lipschitz so its endpoints are well-defined and belongs to U \ Q. One of
them is z. The other one is also a periodic point z’. Note that by Definition A.2.3.4,
z # z'. Moreover points on 7 are attracted by z’. Thus we must have z' = P. In this
case some points of y are in { which is a contradiction.

O

A.3.2.5

A s-leaf L will be called a long s-leaf centered at z € U if the exponential map of
L at z is an homeomorphism between B¢~1(0,10r) C T, L and L. Unless specified,
we will only consider s-leaves with respect to C*(n.). If r > 0 is small enough, every
point z in U is contained in a long s-leaf.

A s-leaf is of order n > 0 if all its forward iterates with order smaller than n are
s-leaves. Every point in UNF~Y(U)N---NF~"(U) admits a long s-leaf of order bigger
than n > 0. When 2z € W**(P) N Q we take L as subset of W**(P) N F~2(w). More



ANNEXE : Bifurcation selle-nceud des ensembles hyperboliques. 199

generally when z € K, the Section A.3.2.1 implies that there exists at z a unique long
leaf with infinite order defined by:

WE = {z' eU, d(Fn(zﬁ)/f"(z ) — 0} for some 0 < 3’ < 3.
n—oo
The smallness of r and largeness of n. imply for any u-curve J C U and long s-leaf L
centered in U tangent to C*(n. — 1) the following properties :

1. JN L is empty or a singleton.

2. Assume that J and L intersect at 2’ and consider z € L. Then there exists a
curve 7 : [0,1] = L with y(0) = z, v(1) = 2’ such that ¢ — d(~(¢), J) is strictly
decreasing and for any t,

2
Zsin(@)ly), | <d0, ) <y,

3 b

where d(vy(t), J) stands for the distance between «y(t) and J in M and « stands
for the minimum angle between vectors in C'*(1) and C'".

A.3.2.6

In this section and in the next one, we consider the following situation: T is any
u-curve T' that crosses U and J C T'N D(0) is a smaller compact u-curve. We choose
any long disjoint s-leaves at the endpoints z; and 22 of J, Ly and Ls.

Lemma A.3.5 Under this setting,

i. for any z € B(J,2r) and any long s-leaf L(z) centered at z and tangent to
C*(n. — 1), L(2) intersects T';

it. for any z € B(J,2r)\ (L1 U Ly) there exists a long s-leaf L(z) centered at z with
respect to C¥(n. — 1) that does not intersect Ly U La;

i. if L(z) and L'(2) are two long s-leaves as in (i), and {w} = L(z)NT, {w'} =
L'z)nT,
weJew el

Proof: Note that the stable and unstable cones of order n. — 1 at points near z are
near the cones of order n.—1 at z by continuity of the cone fields. The angles between
stable and unstable vectors are bounded from below. As a consequence the u-curves
and s-leaves of radius ¢ are near lines and hyperplanes of R?. So any u-curve centered
at 2’ and s-leaf centered at z intersect if 2’ is at distance smaller than ye from z for
some uniform constant 0 < x < 1 that can be chosen arbitrarily close to 1. This
proves the first assertion.

For (ii) we cover U by local charts with flat metric. We chose on them linear
coordinates (z,,ys) € Rx R¥~! compatible with the cone fields C*(n.) and C*(n.). If
r is small enough the ball centered at any point in U and with radius 2r is contained
in a chart. One can subdivide the component of TNV containing J in a finite number
of curves [2(0), 2(1)], [2(1),2(2)], ... ,[z(n — 1),2(n)] such that z; = 2(i1) and 2z =
z(i2). We require that all the segments [2(7), 2(i + 1)] (but possibly [2(¢1), 2(i1 +1)] if
z(i1 + 1) = 2(i2)) have their length bigger than r. Choose for each z(7) a long s-leaf
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L() centered at z(i). (L1 = L(i1) and Ly = L(i2).) They are graph of the form
{(hi(ys)v ys)}'

If r is small and n. large enough all the s-leaves L(4) are disjoint and the graphs
{(thi(ys) + (1 — t)hit1(ys),ys)} for t € [0,1] and 0 < i < n are s-leaves tangent to
C?(n. — 1) that defines a foliation of B(J, 2r).

We prove (iii) by contradiction: Suppose that w € J, w' € T\ J. We get w' €
B(w,4r) and by (A.7),

i€ {1,2}, w,w' € B(z;,5r).

B(z;,8r) \ L; has two connected components. Thus L(z) and L'(z) are contained in
different components and can not intersect at z.

O

By (iii),one defines for any 0 < ¢ < r, the rectangle R.(J, Ly, L) as the set of
points z € B(J, &) that project on J : either z € Ly ULy or L(z)NT C J for any L(z)
as in (ii). When € = r we only write R.(J, L1, Lo).

We will say that a rectangle R.(J, L1, Ls) is of order n > 0 if L; and Lo are
of order n and J C D(n). In order to iterate the rectangle, we first consider some
long s-leaves LT and L% containing F"(21) and F™(z) and take inductively the long
s-leaves L] as subset of Ffl(LgH), 1 =1,2, 0 < j < n, to construct the rectan-
gle R(FJ(J),L%,L}). In this case and as a consequence of Section A.3.2.5 Prop-
erty 2 and Lemma A.3.5.i, for any 0 < ¢ < 7, F(R:(J, L1, L)) is contained in
R_ss _(F(J),L},L3) and in R (F(J), Ly, L}) (recall (A.2)).

Zsin(a)

€

A.3.2.7

As in Section A.3.2.6, R(J, L1, L») is a rectangle with J C T. For any u-curve 7" with
endpoints outside B(V,r), such that 7' C B(T,r), the intersection 7" N R(J, L1, L2)
is either empty or a segment whose endpoints are in Ly and Lo. If it is not empty it
will be called a section of R(J, Ly, L2).

By compacity, if r is small and n. large enough, we get also the following property:
There exists § < ' < § such that for any u-curve T' crossing U and any u-curve
o C B(V,%), if e nB(T,r") # 0, then 0 C B(T,%). Thus, for any rectangle
R(J, Ly, L,), any u-curve T" which crosses U and intersects R, (J, L1, Ly), contains a
section of R(J, Ly, Ls).

A section S will be called a e-section when S N R.(J, L1, L2) is non-empty and
0<e<r.

Moreover we will need to consider %I <rg <
any ra-section (resp. rs-section) of any R(J, L1, L
(resp. R% (J, Ll, Lz))

Remark also that when R(J,L;,Ls) is of order n
R(J, Ly, L), F¥(0) is a section of R(F*(.J),L¥ LX), 0 <

7

)

|3

(resp. 2 < r3 < ) so that
is contained in R, (J, L1, L)

r
2

N

and o is a section of

>0
k <n.

A.3.3 Length of a rectangle

A useful distance dj, between L; and L, is defined by:

dL(Ll,LQ) = sup |0’|,
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where the supremum is taken over all sections of R(J, Ly, Ls).

The aim of the next proposition is to prove by a standard argument that any sec-
tion gives more or less the distance dr (L1, L2), and that this distance is independent
from a choice of the manifolds L;.

Proposition A.3.6 There exists A > 1 such that for any integer n > 0, for any
rectangle R(J,Ly,Ls) of order n such that F™"*(J) has one endpoint in B(OU,r),
for any section o,

1
Z|J| <|o| < AlJ].

We state before a classical A-lemma which controls iterations of unstable cones
(see for example [BR], Appendix A):

Lemma A.3.7 Consider any Riemannian norm on the unitary bundle UM inducing
a distance d. There exist constants 0 < A < 1 and ¢’ > 0 such that for any integer
n > 0, for any two points ¢, & on a same long s-leaf tangent to C*(ns — 1) of order
greater than n and any v¢ € C¢(nc) \ {0}, ve € C¢(ne — 1) \ {0}, we have

d(DF™(¢).vc, DF™(€).v) < /A"

Proof of Proposition A.3.6: Our strategy is to construct a Lipschitz map from o
to J with uniform constant A.

We claim that for any rectangle R(J, L, Ly) of order 0 and any section o one
can define a Lipschitz homeomorphism ¢ from J to ¢ with some uniform Lipschitz
constant 7 such that for any z € J, the points z and ¢(z) are on a same long s-leaf
L, tangent to C*(n. — 1).

Consider now the general case: R(J, L1, Ls) is of order n. Using the claim we
define ¢, : F™*(J) — F™(0o) such that for any z € F™(J), the points z and ¢,(z) are
on a same long s-leaf L". As above we get for each 0 < k < n a long s-leaf L¥. We
note v(z) a unitary vector tangent at F*(J) or F*(o) for 2 € F¥(J) or z € F¥(0).
The map ¢g : J — o defined by

$o(2) = (F~" 0 ¢ 0 F)(2)
is a homeomorphism. Its Lipschitz constant is bounded by:

max || DF" (o (2))-v(go(2))]| 7" Lip ¢nl| DF™ (2).0(2)]|-

We decompose
| DE™(¢0(2))-v(¢o(2))[| 7| DF" (2).v(2)]|
in a product of the following factors indexed by 0 < k <n — 1:

IDF(E* o go(2))-0(F" o ¢o(2))[| 7 I DF(F* (2)) w(F*2)||.
Using Lemma A.3.7 we bound each of them by
exp(cd(v(F* o go(2)),0(F* (2))) < exp(cc AF).

Hence Lip ¢ is finite and bounded by

1
A = Texp (cc'l_/\).
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In a same way Lip¢~! < A and the proposition is proved.

It remains to prove the claim: Recall that |J| > ro and as in the proof of
Lemma A.3.5.ii, we can subdivide J and ¢ in a finite number of curves [z;, zit+1]
and [z}, zj, ] of length bigger than r and contained in a same chart. We construct
also a foliation of R(J, Ly, Ls) by s-leaves: z; and z] are on a same leaf H; and the
other ones are obtained by linear interpolation.

The holonomy of the foliation defines a homeomorphism ¢ : J — o. For each i,
the length of [z, zi41] and [z}, 2] are bounded from above and below. Thus ¢ is
Lipschitz.

O

Remark A.3.1 If r is small and n, large enough, ¢’ in Lemma A.3.7 and |7 — 1| can
be chosen arbitrarily small. Thus A is arbitrarily close to 1.

As a corollary we get a correspondence between the length of a rectangle and its
volume :

Corollary A.3.8 There erists 8 > 1 such that for any rectangle R(J, L1, Ls) of order
n as in Proposition A.3.6 we have

Volume(Rzg (J, L1, Lo)) > 8]J].

Proof: For small values of n, the length of J is bounded from below and the result
is obvious. Thus we only have to consider the cases n is large. L; and L, are close
together.

Recall that the volume of the ball centered at J in L; of radius %3 and the angle
between vectors of C* and C* are uniformly bounded from below. The volume is
computed by integration along the unstable direction and the previous proposition
ends the proof.

O

A.3.4 Combinatorics

A.34.1

For any long u-curve T and any n € N we define
E,(T)=TnD(n).

En(T) is the set of all connected components of E,(T') intersecting K. The unions of
those sets over all curves T is noted &,.

The following proposition is an easy consequence of Definition A.2.3.4 and Re-
mark A.2.3.2.

Proposition A.3.9 i. Let T be any long u-curve. Then, for anyn > m, E,(T) C
E(T). If J € Eny1(T), there exists J' € E(T) such that F(J) C J'.

ii. For all integer n > 0 and all J € &,, F**1(J) contains a long u-curve.
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Proof: For i), Lemma, A.3.3 shows that the connected part of F(J N U that contains
F(J) is a long u-curve.
For ii), we get by formula (A.6)

dJ COF ™Y (Q)uaUuu---0F (D).
The remark A.2.3.2 implies then that
dJ COF~""1(Q)UdF" T (T)).

A.3.4.2

Consider u-curves J C D(n) and J' C D(m) for some m < n and 0 < e < 7. If there
exist ¢ € J and £ € J' with ¢ and £ on a s-leaf of diameter smaller than & and of

order m, we will say that J' e-covers J. When € = r' we will only say that J' covers
J.

Proposition A.3.10 Any integer n € N, any curve J € &, with endpoints z;, i €
{1,2} satisfy the following properties:

i. Any long s-leaves L; of order n through z;, i € {1,2} are disjoint.

i. Suppose that J' € £y, 1 <m < n, covers J and that Fm+1(J") does not intersect
). Then for any choice of long s-leaves L'; with order n at the endpoints of J',
J is contained in R(J',L'1,L's) and the leaves L; and L'; are disjoint.

Proof: We first remark that the s-leaves L; have their n first iterates of diameter less
than r. Moreover the distance between F™(z1) and F™(z2) is bigger than rq by (A.5).
This implies the first part of the proposition.

To prove the second part we consider the long u-curve F™+1(.J’) and the u-curve
Fm+1(J). Note that F™*t1(J) c D°. F™t(L;) and F™H(L';) are s-leaves of
diameter bounded by 10r. QN F™t1(J') = (. Hence the endpoints of J' are in
OU. The leaves F™*1(L';) are contained in B(M \ U,r) and the leaves F™*!(L;)
inside B(V,r). Thus they are disjoint (recall (A.5)). This imply that L; and L'; are
disjoint. Take any u-curve S containing .J and crossing U. It contains also a section
o of R(J',L'1,L'5) and o N J is non-empty. F™*+1 (o) has its endpoints outside V.
Thus J C 0. Hence J is contained in R(J', L'y, L's).

O

Proposition A.3.11 Under the previous assumptions, if J' = Ej(J) with j <n-—1
and if J' intersects R, (J, L1, Ls), there exists a fized point of F? in R (J, L1, Ls).
Proof: By Proposition A.3.10, J' defines a section v of R, (J,Ly,Ls) (recall
. 2
Section A.3.2.7). The curve F’(y) is a section of Rw_]-TQ_I(J’,L'l,L'Q) (recall the end
of Section A.3.2.6) and contains a section of the rectangle Ryg-iqnyr (J,L1, Lo).
By induction any iterate [ of v by F7 contains a section v; of R,,(J, L1, L2) where

!

= %(1 +1677 + (16) 7% +--- (16) ) < 7.

Hence 7; is a curve contained in RT:_(J, Ly, L,). The sequence of those iterates converge
to a Lipschitz curve 4 with 4 C F? (%) and 7 contains a fixed point.

O
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A.3.4.3

Note that if R(J) and R(J') are some rectangles with J and J' as in Section A.3.4.2
and if there is no rs-covering relation between J and J then Rrs (J) and Rrg (J') are
disjoint. As a corollary to the previous section we get the following;:

Corollary A.3.12 There exists a constant k, > 0 such that for any rectangle of
order n > 0, R(J,L1,Ls2), and with no rs-covering relations between the iterates
0<k <k <:---<km<n ofJ then

SO IFR ()] < k.
7j=0

Proof: By assumptions the rectangles R-3 (Fki(J ),Llfj ,L;j ) are all disjoint and of
volume bigger than §|F*i(J)| for 0 < j < m. We deduce that

in: P4 ()] < Volume(U)
—
=0

A.3.5 No wandering u-curve

We set e, = maxjeg, |J|.

Proposition A.3.13
en, — 0.

n—o0

It implies that K contains no u-curve.

Proof: We prove the proposition by contradiction: suppose that the proposition is
false. One can find some ¢ > 0 and some infinite sequence (J,,;) with (n;) strictly
increasing, J,,; € &y, and |J,,;| > ¢ for any i. Any accumulation point for (J,,) is a
curve J of length bigger than e. Moreover for all k£ € N, J is included in D(k). One
deduces that through each point z of J there exists a unique long s-leaf W7 of infinite
order.

Lemma A.3.14 Up to performing a change on the sequence (J,,), one can form a
new sequence (J,) with the following additional property: there exists a u-curve T

crossing U such that J, C T for all n.

Proof: If Jp, and J are close enough, J projects by holonomy with respect to the
foliation W§ on a subcurve J' C J,, not reduced to a point and every point in J'
remains in D by forward iterations. Consider now any u-curve T' containing J' and

for each n the element J,, of £,(T) containing .J'.
O

The sequence (J,,) is decreasing and converge to an u-curve J C T'.

Now, we claim that there is no r2-covering between iterates k and j of J: we form
the rectangles R(F*(.J), LY, L%) where L} and L% are subsets of the stable manifolds
of the endpoints of F*(.J). Consider some u-curves T C F¥(T) containing F*(.J)
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and crossing U. Let us assume that F*(J) N R,,(F7(J)) # @ with k —j > 0. Then
T}, defines a section Sy of R(FI(J),L],L3}). As F*(J) C D for any n € N and as
F contracts uniformly in the unstable direction, we get F™(Sy) C D for any n € N.
Among the subsegments of T' which remains in D by forward iterations, F*(J) is
maximal for the inclusion. Hence Sy C F¥(J).

Symmetrically 7; contains a section S; of R(F*(J),L¥ L%) and S; C Fi(J).
Recall that Lg and Lf, are disjoint or contained in a same s-leaf, i, € {1,2}. We
deduce that in fact S; = F7(J) and Sy = F*¥(J).

By the same argument as in Proposition A.3.11, R, (Fj(J),L{,Lg) must con-
tain a fixed point @ of F¥=4. By Section A.3.2.3, ) must have an unstable branch
which leaves R(F7(J), L}, L}) and intersect L] or L} in a fixed point for F2(*~3). Tt
contradicts the definition of the unstable manifold and proves the claim.

We finish the proof by some length estimate: we use Corollary A.3.12 for each .J,.
We get

Yren |[F* ()| < ky and |[F*(J))| — 0 (A.9)

We use Lemma A.3.2 with constant 2k, and get some constant n > 0. Iterating J a
little bit more we can assume that

VEEN, |FFUJ)| < ——.
|F* (J)] Sy

Take any u-curve S C T with J G S of length smaller than min(2,1+n)|J|. We prove
by induction on k that

VkeN, FF(S)c B(V,r)and |F*(S)| < 2|Fk(J)|.

We suppose it is true for all integers k with k < ko and prove it for kq: the inductive
assumption and (A.9) imply

ko—1

S IFE(S)| < 2k,
k=0

We also have |S| < (1 +n)|J| and by Lemma A.3.2, we get
|Fko(S)| < 2|F*(J)| < r.

F*o(S) contains a point of V. Hence F*o(S) c B(V,r) and our claim is proved.

No forward iterate F*(S) can intersect Q: if not F*(S) would contain a point in
W5 and a point outside W5. A further iterate of S would be of length bigger than
ro by Section A.3.2.3. But

2r
2417

VE >0, |F*(9)|<

We get a contradiction. This proves that Yk, F*(S) c D. Thus Vn, S C J,. This
contradicts the definition of J (recall J ¢ S)

O
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A.3.6 Growth of derivatives: the case of periodic orbits

Proposition A.3.15 There exists ¢ > 0 such that for any periodic orbit O(z) in U
of minimal period q, and not equal to {P}, and for any unstable vector v at z,

c
IDF?(2).v]| > —[[v]|-
€q

Proof: We first fix such a periodic orbit O and remark that it can not intersect (2
so that it is contained in O. Hence O is a hyperbolic orbit of K. For any point z;,
1 < i < g, of the orbit let us take as u-curve that crosses U, a part T; of the unstable
manifold of z; containing z;. The corresponding element of & is called J(i) and we
fix any rectangle R(i) = R(J (i), L1(7), L2(4)) associated to J(i). L(i) is the long leaf
centered at z; contained in W7.. As in the proof of Lemma A.3.10 for any z; € R, (j),
J(7) and L(%) intersect in an unique point Z;. We think of it as the projection of z;
on J(5). Z; lies on the unstable manifold of a periodic orbit and must stay in V under
backward iterations (Lemma A.3.3). It must also remain at distance less than r from
K by forward iterations and thus is contained in K.

Lemma A.3.16 There are some points z;,, ... , 2, in O and a q-periodic map ¢ :
Z = {io,i1, - ,ir} such that the following properties (C1)-(C3) are satisfied:

VO<i<qg-—1, z; € Ru(¢(i)), Y0<j<k, ¢(ij) =iy, (C1)
VO S] < jl < k, Z,'j, € Rr3(i]‘)- (02)

For any 0 < j < k, and any i € ¢~'(i;) one defines J(F(Z;)) the element of &
contained in F(T;;) and containing F(Z;). We consider the largest segment 7; C
J(i;) containing Z; with the following property: for any 0 < s < g — 1 such that
J(F(%)) C B(Ts,r'") and F(3;) N R(s) # (0 then 4; C R(s). We will say that z; and
ziyr are bound if ¢(i) = ¢(i') and 7; = A -

zi and zy are bound together = ¢(i +1) = ¢(i' + 1). (C3)

Proof: We will construct a map ¢ which satisfies moreover we require two additional
properties:

VO<i<g-—1,0<¢3) <i (C4)

If z; (0 < i < q—2)is not bound to any zy, with 0 <4’ <, (C5)
then z;11 € Ry, (¢(i + 1)). More precisely if z;11 € R;,(0) then ¢(i + 1) = 0.
¢ is defined inductively on i: We set first z;, = 2o and ¢(0) = 0. Let assume now
that ¢(¢) is defined for 0 < i <n —1, (n < q) with values 0 =49 <,..., <4 < g — 1.

Then ¢(z,) is defined in the following way:
There are three cases:

1. zp—1 is bound to another z;, 0 <i <n — 1. Then ¢(n) = ¢(i + 1).

2. zp_1 is bound with no z; 0 < i < n—1, and for any 0 < j <, z, & Ry, (i;).
Then we set ij11 = n, ¢(n) = n.

3. zp—1 is bound with no z; but z, € R,,(i;) for some 0 < j <I. Then ¢(n) = i;.
There may be several possible choices. However if z,, € R;,(0) then ¢(n) = 0.
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First one checks Conditions (C'1—C5) by induction. Note that ¢(n) is well-defined
in case 1): the binding is an equivalence relation and ¢(i + 1) does not depend on the
choice of z;. By condition (C5) one can assume z;11 € R, (¢(n)). Thus the unstable
manifold of z;y; defines a section of R% (¢(n)). On the other hand the unstable

manifold of z; defines a section of Rz (4(i)). It implies that z, 1 is at distance less
than ' + & from this section. Hence, z, is at distance less than (r' + £)/16 from the
unstable manifold of z;;1. Recall that 7 < r’. We deduce that the distance between

zn and the unstable manifold of z4(,,) is bounded by %I + %’ + %I. Thus 2, € Ry (p(n)).

One checks easily that other conditions (C2-C5) are satisfied.

One completes the definition of ¢ by periodicity. It remains to prove that if z;
and 241 (0 <4 < ¢—1) are bound then ¢(i + 1) = ¢(g). The index i can be taken
minimal so that z; is bound with no zy (0 < ¢’ < 7).

Note that since z; and 2z, 1 are bound together, z; is at distance less that 7' + %
from the unstable manifold of z, ;. Thus z;4; is at distance less than (' 4 7)/16
from the unstable manifold of zo. We get 2z;11 € R,,(0) and by (C5) ¢(i + 1) = 0.
Hence ¢(i + 1) = ¢(q) = 0.

O

Lemma A.3.17 The number of points zi,, ... ,2i,, is bounded by some integer N
which does not depend on the choice of the orbit O.

Proof: The volume of each Rrs (¢j) is uniformly bounded from below by 0r¢ (re-
call Corollary A.3.8 and |J(i)] > ro). Thus it is enough to bound from above
- Volume(R3 (i5)).-

For each 0 < j < k we bound the number of rectangles RTTS('I:]'I), j<j <k,
intersecting Rrg (i;): recall that T} is a u-curve T; with length less than k which

crosses U and contains .J(i;). Assuming that R,,(i;) intersects R, (i;), T contains
a section Iy of R(ij). The endpoints of I are in B(OU,r) U. If Rzg (i;) intersects
an other rectangle R%s(iju) with j” > j', the projection of 2;,, on T} is not in I
(condition (C2)) and must be at distance at least ro from I;;. We deduce that at
most f—é rectangles Rxg (i;1), j < j' < k can intersect Rrg (i;).

Now any point in U is at most in f—(’) rectangles R%:z (¢;). Hence we bound

> Volume(R:; (i5)) by M

O

Now we prove the proposition: R(0) \ L(0) has two components. If r is small
enough, one of them does not intersect F~'(Q) (recall Definition A.2.3.4). We note
@ the corresponding endpoint of J(0).

We consider the point z; with ¢(7) = 0 whose projection Z; is as close as possible
to Q. @; is the endpoint of J(i) corresponding to Q. We define o; C [z;,Q;] to
be the largest segment of J(7) that contains z; with the following property: for any
0<s<q-1,if 0; C B(Ts,r) and o; N R(s) # (), then o; is contained in R(s).

One leaf L'(i) = Li(s) or Ls(s), for some s, contains one endpoint of o; and
defines the rectangle S(i) = R(o;, L(i), L'(i)). Then Ty contains a section &; of S(4).
By construction F(L'(i)) has one point in U and

To
| > .
il > %



208 ANNEXE : Bifurcation selle-nceud des ensembles hyperboliques.

By induction one defines for 1 < s < g,
S(i—s)=F(S(G —s+1))NR(¢(i — 5)).

If F~1(S(i—s+1)) intersects some rectangle R(j), it can not intersect Ly (j)U La(j).
Indeed it would imply either that S(i—s+1)NB(0U,r) # @ (but S(i—s+1) C B(V,r))
or that F~1(S(i — s + 1)) intersects F~1(Q)) (but S(i) does not intersect 2). This
proves that S(i — s) is a subrectangle of R(4(i — s)).

It implies also that J(¢(i — s)) induces a section &;_s of S(i — s) (one endpoint is
Zi—s) and that o;_s = F~%(0;) is a section of S(i — s) which contains z;_s.

Now we prove that for 1 < s < q, ;s C F;—s: let us assume that for some
0<j<q-1,F(J(3i—s)) C B(Ts,r") and F(6;—5)NR(j) # 0. If s > 1as S(i—s+1) C
F~1(S(i — s+ 2)) does not intersect L (j) nor Ly(j) we get that F(5;_,) C R(j). If
s =1,and F(6;—1) ¢ Rz (s) then o; would intersect R(s) and its complementary and
would be contained in B(Ts,r). It contradicts the definition of ;. Hence F(6;_1) C
R(s).

Assuming that ¢(i—s) = ¢(i—s') = j, 1 < s’ < s < g, one shows by contradiction
that the rectangles S(i — s), S(i — s') C R(j) are disjoint: If not as L(i — s), L(i — §'),
L'(i — s) and L'(i — s') are disjoint 6; s and &;_ ¢ intersect each other. Thus z;
and z;_s are bound together. By condition (C3), ¢(i —s+ 1) = ¢(¢ — s’ + 1) and
the rectangles S(i — s + 1) and S(i — s’ + 1) intersect each other. By induction one
shows that ¢(i — s + s') = 0 and S(i — s + s') intersects S(i) (¢ is ¢g-periodic). By
our choice of z;, z;_sts is not in S(7). Hence z; is in S(i — s+ s'); z; and z;_s1 & are
bound together; S(i — s + ') intersects S(i — ¢). Repeating the same argument we
show that ¢(i + s — s') = 0 and 2;;, ¢ is in S(0) which is a contradiction.

One gets for any o < j < k that |J(i;)| < k; and

Z |5",'75| < Nk

1<s<gq

and by Proposition A.3.6
> lois| < NA.

1<s<q

As |oi| > ro and F(o;_,) = 0y, using also that z; € 0;_, and 0;_, C E,, we get by
Lemma A.3.2 for any unstable unitary vector v at z;,

|oi]

[|DF9(z;).v|| > exp(—2c1 Nk A) > exp(—2clNklA)Z—0.
q

|oiq]

A.3.7 Growth of derivatives: proof of Theorem A.1.4

Recall that we have fixed a small neighborhood of P, W.

By Proposition A.3.15, F has only a finite number of periodic orbits in K with
all their eigenvalues in B(0, 2). Hence there exists 1 < A such that for every periodic
orbit of K different from {P}, the module of the unstable eigenvalue is bigger than
A3. Once one knows that the unstable eigenvalues are bounded from below one can
require a new condition on the choice of the constants r and n.. By remark A.3.1, A
can be chosen close to 1:

L<A? <
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Lemma A.3.18 There ezists my > 0 such that: for any g-periodic orbit O(z) # {P},
let T be the long u-curve through z contained in W¥(2) and take for some n > my +q,
J € E,(T) containing z. Assume also that there is no r3-covering between J, F(J),
... FI7Y(J). Then, for any 2' € J, and any unitary vector w' tangent to J at 2,

| DF?(2") || > 2. (A.10)

Proof: We first assume only that J € &,(T) for some n > ¢. For any unitary vectors
w tangent to J at z,

IDF(2").w'|| > || DF(2).wl| exp (—201 iIF’“(JN) :

Since there is no rs-covering between iterates of J,

g—1
S IFR)| < k.
k=0

If the orbit satisfies:
IDF?(2).w|| > exp(+2c1ky) A2, (A.11)

we get easily (A.10). Only a finite number of periodic orbits do not satisfy (A.11).
Their period are bounded by some gg. We consider an integer m; such that

exp(2¢1go€m, 1) < A
and some orbit O(z) with period bounded by go. Recall that
IDF?(2).w]| > X°.
We deduce that if n > gg+mq —1, |J|+ -+ |F?| < goem,—1 and this implies (A.10).
]

We prove also :

Lemma A.3.19 There exists some my > 0 such that: for anyn > mq, z € K and
J € Entms such that z € J and F™(z) ¢ W, we have JNQ = .

Proof: We consider some integer mg > 0 such that
Vn > mg, F™(Q) C W.
For my > mg large enough the lemma is now a consequence of Proposition A.3.15.

O

We set n; = max(mq, ms). Take z_,,_, ... ,20, 21, - .- ,2n, an orbit of F' in K with
zn € W and v_p, € C7 . We set

vp = DF* e (2, ),

We fix a long u-curve T containing zy of order bigger than n. and tangent to vyg.
J denotes an element of &,4,,(T) containing zo. We consider also one rectangle
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R(J, Ly, Ly) with L; and Ls of order n + n; and its iterates R(F*(J), L¥, L) with
0 < k < n. Remark that from Lemma A.3.19 F"(.J) can not intersect 2.

Lemma A.3.20

n—ni
ky

m < .
mZ_O IF™(N) < 15

Proof: First we claim that if for some m < s <1 < n —ny, F!(J) rs-covers F™(J)
and F*(J), then

NF™(J)| < |F*(J)]. (A.12)

To prove the claim it is sufficient to assume that with I, m fixed, s is minimal with
those properties. By Proposition A.3.10, we introduce a section F*~™(I) C F*(T) of
R(F'(J), L}, LL) containing F*(J). It implies by Section A.3.2.7 that F*~™(I) is in
Ry (F'(J), LY, L). By Proposition A.3.10, I is also contained in Rra (F'(J), L{, L}).
Thus R, (F*~™(I), L}, L}) contains I. We define also the rectangle R(I, L}, L},) such
that F*~™(L!) c L' i = 1, 2. By Proposition A.3.11 there exists in the rectangle
R, (I,L},L}) a fixed point @ of the map F*~™. Recall that R(F™(J), LT, L%) does
not contain the point P so that R(F'(.J), L}, L}) can not contain P. Thus Q is differ-
ent from P and @ is hyperbolic. W*(Q) defines a r' +rs-section S of R(I, L}, L}). We
remark also that there is no r3-covering between the curves I, F(I), ... , F™—*~1(I).
Indeed it would imply by Proposition A.3.10 that some FI(J), m+1<j <s—1is
contained in R(F'(J), L}, L}) and contradict the minimality of s.

The section S is contained in an u-curve of &,_; with n — [ > n; — 1. Hence
by (A.10) and definition of A, for any z € S, and w any unitary vector tangent to I
at z,

IDF*™(2).w| > AAZ.

S contains a section S’ of R(F™(J),LT,LT) and F* ™(S') is a section of
R(F*(J),L¢, L3). Thus
|7 (S")] > |S'|AA?

and by Proposition A.3.6 the claim is proved.

We prove now the announced property. Consider F*~"1(J), F*~™~1(J), ..., J.
By Proposition A.3.10 there exist n —n1 = lj; > lj,—1 > -+ > I3 > 0 such that
every F™(.J), 0 < m < n —n, is rz-covered by some F' (J) and for 1 < j < j' <r,
there is no covering relation between F% (.J) and F'’(.J). The construction is done
by induction on the sequence (F*~™~k(J));.

Using the claim for any 1 < j < jo,

Fli(J
> < 29

Fm(J) covered by F'i(J)

Finally using Corollary A.3.12 we get
Jo
D_ES()] <y
7j=1

and
n—nm
1 k,u

> 1Pl < 5
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which gives the announced bound.

O

We prove here theorem A.1.4 for the map F and the open set W: we got the
estimate:

n—1

k.,
S IFTMI) < ot (ny — 1)k,
m=0 -

Thus

ky Fr(J
IDF" aa)al > exp (261 (125 + = 1 ) ) g

ky T
> exp (—201 (ﬁ + (ny — 1)k,)) e—0||110||.

And by Proposition A.3.13, || DF"(2p).vg]| is arbitrarily large if n is large enough.
The end of the proof is straightforward.

A.4 Local estimates

We saw in the previous section that at the time of the bifurcation, F' is expanding in
the unstable direction. It is not clear however that a similar work can be carried on for
a perturbed map. In this section we give an other ingredient for proving expansion:
we analyse the dynamics in a neighborhood of P for the perturbed maps.

A.4.1 Saddle-node bifurcation

We are going on with the discussion of Section A.2.2: let (Fy)aeca be a smooth family
of diffeomorphisms of M. The parameter space A is here an open subset of a finite-
dimensional space. If Py, is a saddle-node fixed point of F),, (Py,, \o) is a fixed point
of the diffeomorphism

F. MxA—MxA
(Z,)\) = (F)\(z)a)‘)

By [HPS], F preserves locally a (dim A + 1)-dimensional central submanifold ¢
tangent to Ef, x Tx,A at (Px,, o). For (2,A) € W€, W¢ is transversal with respect
to M x {A\} so that Wen (M x {\A}) is a submanifold of M x {A}.

Definition A.4.1 (Py,, ) is said to be a transversal saddle-node bifurcation
if

1. Py, is a saddle-node fixed point of F),.

2. For some (and then any) central manifold W€ of F at (Py,, o),

0 =~
aﬂwa (P)\oa)‘o) #0.
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By condition 2, the bifurcation persists in a neighborhood of (Py,,\g) along a
submanifold O° of O of codimension 1. Those bifurcations are described in [NPT]
through their conjugacy classes. We recall now some basic facts about the local
behaviour of the dynamics (see also Proposition A.1.1):

e We can shrink O to a smaller neighborhood of \g so that O \ O° is the union
of two connected open sets OF and O~.

e There exists a neighborhood W of Py, such that :

1. For A € O, F) has no fixed point in W and every point leaves W by
backward and forward iterations.

2. For A € (0O° U O7), F\ has two fixed points Py and @y in U. They are
distinct for A € OF and equal for A € O°. Moreover Py and Q) vary
continuously with A. When X\ € O° (P, )) is a transversal saddle-node
bifurcation. When A € O, Py and @, are hyperbolic: P is a saddle point
and @ is a sink.

The choice of the manifold W€ is now fixed.

A.4.2 Local coordinates

We choose local coordinates near (Py,, o) in M x A so that a point (z,\) will be

represented by
(z,y,\) € R x R¥~! x A

and y = 0 is an equation for W¢. It is possible to take Py = (0,0) for any A € O°:
T F)\(.’L',O) = (f)\(.’L'),O)

defines a family of local one-dimensional diffeomorphisms.

For any integer k > 0 one can C*-conjugate (fy) to the following normal form: 2

(@) = —c(\) + z + 2° + o(z?).

Consider the map
(z7 )‘) = (F)\(z) - (C()\),O),)\)

The submanifold {(0,0)} x A C M x A contains only fixed points and possesses a
d — 1-dimensional invariant stable bundle. By [HPS] Theorem 5.5, there exists for
this map an invariant manifold W? such that

1. dimW?® =d—1+ dimA.
2. VA€ O, (0,0,)) € We.

3. For every (z,A) € W*, W* is transversal with respect to M x {\} at (z,\) so
that . .
W3 =W?*n (M x {A\})

is a submanifold.

4. W* and W* are transversal.

2 Assuming that fy is C* one can even deduce from [Ta] that when A € O, f is conjugated to
z — z + 22 + §(\)z3 but in general fy is only C* due to the fact that W€ is not C™ (see [St])-
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We change the coordinates so that x = 0 is an equation for W#. Near (0,0), F has

now the form:
x —c+z(1+z+ 0(1)y +o(z))
(y) - ( B.y+O(z,y).y ) '

with C* dependence in A. B is an attracting linear automorphism: there exists 4’ < 1
with ||B|| < 8'. Note also that

c=0 when \e
c>0 AeOF,
c<0 AeO.

Locally the parameter space can be viewed as a product
A= (c,)) eRx R™!

with m = dim A and A\g = (0,0). Our further estimates are needed only for A\ €
(O° U OF). So we prefer work with the new smooth family (G5)zco defined by

and the fixed point

is defined for any A and varies smoothly. The map

(z,2) = (Gx(2),N)

preserves the submanifold {(p5,0)} x O which posses a (d — 1)-dimensional invariant
stable bundle. Again one deduces that the stable manifold of Py varies continuously
in the C*-topology so that near Py, G can be conjugated to

()~ (s o)

with @ = 0 if and only if ¢ = 0 and a > 0 elsewhere, §(Ag) =1 and ||B|| < §'.

Every tangent vector v decomposes into v, + vy. Suppose that F), satisfies a
stable cone field criterion in a neighborhood of Py, then any diffeomorphism near
F, satisfies a cone field criterion with the same cone field. In the following we will
suppose that the unstable cone at Py, is sufficiently sharp:

Ch,, Clv =10z +vy € TMp,,, |lvyll < nlfvall}

with some sufficiently small constant 5 to be fixed in the following section (consider
for instance some C*(n) with n large enough instead of C*). Taking n and W smaller
one can suppose that the unstable cone is defined in the whole W and satisfies a
similar condition.
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A.4.3 Local estimates

For any A € O°UO™ (or A € O) and any small open set W containing Py,, W§¥ cuts
W\ Wg’ in two open subsets. One of them, W(]), is attracted by Py when A € oo
and contains @ when A € O,

We prove here the following proposition:

Proposition A.4.1 Consider any transversal saddle-node bifurcation (Py,, Ao) of the
family (Fy\) and any small open neighborhood W of Py, carrying an invariant stable
cone field C*. Then there exists 0 < k < 1 such that for any A € (O° U O1), any
finite orbit zg,21, -+ ,2n in W\ W(X), any unstable vector v € C¥ , then

207
| DEX (z0)-v]| > Kl|v]|-
If W is small enough, k is arbitrarily close to 1.

Proof: We consider any diffeomorphism G from the family (Gy) sufficiently close to
F,. Note that the result does not depend on the choice of a norm. We modify
slightly the norm in the following way: the norm of v, and v, are unchanged. We set
for the new norm || ||/

|lvy||  otherwise.

ol = {uvzu if o, || < nllosll,

We deduce from the stability of the unstable cone that for any z € U, and any v € C¥,
DG (2).v|" = e ()llv]l’
' o ° )

If one considers an admissible orbit in W \ W (A): z0,21,--- , 2, we note first that
xp > 0 at each point of the orbit. Then the first derivative in DG at those points is
bounded from below by

0

%Gz(z) >1+a+28z—+|yll (A.13)
with constants 0 < ¢’ < 0 and ¥’ > |y|. One bounds it uniformly from upper by 1+ a’
with some a' > 0. One deduces from that the following estimates on the coordinates:

k
llyxll < 8" llyoll,
1

Tp 2 ————F
(1+a,)n kn

We iterate an unstable vector v € C along the orbit. The expansion is bounded
from below by:

n—1
IDG™ (@0, yo)vll' > [ (1 +a+ 26"k — 7' llyel)lv]l
k=0
nt 20'x k
>Tla 9 g '
> [ +a+ At a) ¥ B lyo D lv]|

k=0
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We only want to control the loss of expansion and the following rough lower bound
is enough:

n—1

n Y
1DG" (oo, go)oll > TT 0 =28 ol el 2 (1 =7/ {22y oy

k=0
Recall that ||yo|| is arbitrarily small if W is small enough. The proof is complete.
O

Remark A.4.1 With a more precise study one gets a stronger result when A € O
we will not use it however: consider an orbit z_1, 20, - , Zn, Zn+1 With 2_1, 2,41 € W,
20,- - y2n € W\ W(A) and v € C¥. If ¢ is the distance of the orbit to Py then
n ~ —clog(d) and

ol
DF" | ~ .
I DF™0]] ~ 1

See also [Co98b, CK, DRoV] for a study of the transition map near a saddle-node
point.

A.5 The saddle-node bifurcation is robust

Our assumptions here are stated in Theorem A.1.2. We suppose also that the esti-
mates of Section A.4 near (Py,, Ag) are valid.

A.5.1 Hyperbolicity

Recall that for any small neighborhood W of P, the set W(A) has been defined at
the beginning of Section A.4.3. We fix the open sets U, V, € as in Definition A.2.3.
We consider a small open set W such that Q = W()\).

Proposition A.5.1 For any A € O° U O the mazimal invariant set K(\) of Fy in
U\ Q(A) with Q(A) = W \ W(\) satisfies:

i. When A € O° (K(X),Px) and the sets U, V and Q) satisfy the defini-
tion A.2.3 of saddle-node hyperbolic set for Fx. Moreover K(\g) = K.

ii. When X\ € OF, K()) is hyperbolic for F).

Proof: For A € O° U OF close to )g, the maximal invariant set K(\) in U \ Q(}) is
close to K.

e As W is a small neighborhood of P,,, no periodic orbit distinct from Py or
Q> is contained in W for any diffeomorphism F) near F),. Theorem A.l1.4
asserts after perturbation that there exists some integer N > 1 such that for
any diffeomorphism Fy near F),, any orbit zg, 21, ..., 25 of F) close to K with
zy € W, any v € C¥

207
DF™(z0).v[| > 8(1 + [ DE~H[|7H)]lo]l.

If W has been chosen small enough the loss of expansion in W\ W (}) is bounded
from below by % when A € O° U OF. Any orbit (2x)o<k<: close to K in U can
be decomposed in periods of the form

Type I (possibly empty) 2o, --. ,2k,—1 with k; smaller than N.
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Type IT zy,, ... 2k, —1 With zp, 41, ... 28, in W
Type III z,, ... kit with Zkiy1—1 g W and ki1 — k; = N.

The loss of expansion during periods of type I is bounded from below by some
constant 0 < CV < 1. Note that between two periods of type II there exists at
least one period of type III. If an orbit has s periods, its expansion for vectors
in the unstable cone between times 0 and [ is bounded from below by:

N4z, (A.14)

e Consider for A € OY a periodic orbit O(z) of period ¢ in U distinct from
{P}. If one considers zq, ... ,2xq for large k, the previous argument and Defini-
tion A.2.3.3 show that O(z) is hyperbolic. On U one can change the continuous
stable invariant cone field C* into C'® so that the unstable cones of C'* are
strictly smaller as those of C*. We deduce that if 2 € U\ V, and 2’ close enough
to K can be connected by an u-curve with respect to C'“, then z can be con-
nected to a point in K by an u-curve with respect to C*. Shrinking slightly U
if necessary, such a point z is sent by any diffeomorphism close to F), outside
U\ Q(\). As the maximal invariant set K (\) in U \ (A) is arbitrarily close
to K, (K(A), Py), the open sets U, V, W()) and the cone field C'® satisfies the
definition of saddle-node hyperbolic set when A € O°.

e Suppose that A € OF. P, is then hyperbolic and in a neighborhood of Py, DF}
is expansive in the unstable direction. Long orbits in W \ W(A) must stay a
long time near Py so that we get a better estimate for orbits of type II:

1
IDEF+ R ]| > ZpuheraF

gl

for some p > 1 depending on the parameter A\. Take u’¥ < 2 and observe that
the lower bound (A.14) on expansion becomes:

cN .

Definition A.2.3.3 remains valid and the cone field criterion asserts now that the
maximal invariant set in U \ W () is hyperbolic.

The proposition holds with open sets U, V and W.

A.5.2 Continuation of K

Proof of Theorem A.1.2: We use here the constructions of Section A.3 for the map
F)\o in U:

First we choose an integer ny > 1. Any point z of K possesses a rectangle
R(z) = R(J(2), L1(2), La(2)) of order ny such that J(z) € &,, contains z. From the
family (R(z)).ex we can extract a finite number of rectangles (Ry) such that the
rectangles R, , with thickness 0 < 7" < r, cover K.

We define the continuation of each Ry when A € O° U Ot: we fix some long
u-curves T} crossing U containing J; for each k. When the endpoint z(\) of Jj
associated to Ly is in W§* N F~'(Q(X)), Ly C W can be continued thanks
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to the continuation Wgj: Lix(A) intersects Ty at some z1(A). In the other case,
L, and z; are unchanged. Doing the same for the other endpoint, it defines
Ri(A) = R(Jx(A),L1x(N),L2x(A)). Note that when A is close enough to Ao we
have the inclusions:
K\ c|JRem CU.
k

By perturbation the results of Sections A.3.2.7 and A.3.4.2 are valid with rectan-
gles Ry (A) and F™ (Ry(N)):

Lemma A.5.2 If O°UO have been chosen small enough, there exist0 < r' <r' <r
such that for any \, X' € O°U O :

i. If " (Ryr (AN) N Ry (N) is non-empty then for any X', Fy' (R, (X)) crosses
Ry (N):
FUY(Re,r(N)) N Ry (X)) C Ry (N)

and the leaves Fy' (Li (X)) and Li (X'), i = 1,2, are disjoint.

. If F'*(Rp,» (X)) N Ry (X) is non-empty then for any X', Fi' (Ry,»(X')) crosses
Ry (XN).

For each A, ' we define a map
By a: KO = KOV).
Choose for z € K (\) a sequence (k;,) such that
Vn € Z,F"(2) € Ry, »(N).
By Lemma A.5.2, for any n > 0,
™™ (R, (X)) 0 F5 7™ Ry, (V) -+ 0 Rigg(X)

is a rectangle which stays in U \ Q()\’) during nn, iterations. Using Section A.3.5 for
the map Fy» when X' € O or using the hyperbolicity of K(\') when X' € Ot we see
that the length of this rectangle is arbitrarily small when n increases and that

M Fx™™ (Bi, (V)

nezZ

is a point of K(\'). This point does not depend on the choice of (k) and will be
denoted @ \(z). Indeed if (k') is an other admissible sequence note that

N A™@.0)C [ F" (Re, ().

—1-N<n<N+1 —N<n<N
We claim that for any X\, X', \'" we get
SBVICE SWUER SWYR
To prove this fact let us choose (k) such that

Vn € Z, F7™(2) € Ry, (M)
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Since the family satisfies (by (i))
Vn € Z,F/{'}nl(@,\,)\l (2)) € Ry, ()\I)

one can compute @y (8 x(2)) and @y y»(2) using the same family (Ry,, (A")) and
we are done.
The map @ is continuous. Moreover for any A, &,y = Id | K" Thus each @) x

is a homeomorphism which conjugates the dynamics.

O

A.5.3 Adapted Norm

Proof of Proposition A.1.3: The cone field property in Definition A.2.1 asserts that
TK admits a unique invariant splitting TK = E® @ E* with

e dimE* =1 and E* C C*(n.),
e E* CC%(n.),

with some arbitrarily large integer n.. It is well-known how to construct an adapted
norm for the uniformly contracting direction E*® (see [Sh]). Thus it is sufficient to
find an adapted norm for the unstable direction.

¢ By changing the norm continuously and replacing [|.|| by ||.||" in a neighborhood
of P (recall Section A.4), we first prove the following local property: there exists
a neighborhood Wy of P and a continuous ¢ : Wo — [1,1] satisfying for any
z € Wo\ Q and v € C¥(n.) \ {0}, n. large,

¢o(F(2))|| DF(2).v]| > ¢o(2)||v|| with equality if and only if z = P.

Remember the proof of Proposition A.4.1 and the estimate (A.13). If Wy is
small enough there are local coordinates z = (z,y) € R x R?~! such that

IDF(2).0ll = (1 + 26z — +'llyl))lv]l

with §,7' > 0. Let us define

!

2y
#0(2) =1 = 72z .
If Wy is small enough, ¢o(Wy) C [%, 1]. Under the previous assumptions remark
also that,
¢0(F(2))|| DFv|| (= P IF@)ID
> (14260 — ' llyl) 2
$o(2)|lv]| 1=yl
1 =lyll = 25 IIF @)l
=T = )

with equality if and only if x = 0 and ||y|| = 0 i.e. 2z = P. (Remember that
IFW)Il < Ayl and 2 > 0.)
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¢ In order to solve the global problem, consider a small open neighborhood of P,
W C Wy and some integer ng given by Theorem A.1.4: for any orbit 2z, -- , 2,
and any v € EY \ {0},

n>mngand z, ¢ W = ||[DF"(z).v|| > 8(1 + || DF~Y|~Y)||v]|. (A.15)

We set W = WAF-'WN---NF~"W. One may take W such that Int(W) = W
and W is compact. W is an open neighborhood of P and there exists again
n1 > ng such that for any finite orbit 29, -- ,2, and any v € E \ {0},

n>ny and z, € W = ||[DF"(20).v|| > 8(1 + || DF~|7Y)|v]|. (A.16)

Moreover if zg,--- , 2, is an orbit in K with 29,2, € W and z; ¢ W, 0 < i < n,
then for any v € E% \ {0},

[|DF™(z0).v|| > 4|v]|. (A.17)

Indeed we proceed as in the proof of Proposition A.5.1: First remark that n > ng
and z, 1 ¢ W. If z;, ¢ W then

| DFF.v||
[| DFk—m0 ||

is controlled by (A.15). The loss of expansion during periods contained in W is
bounded from below by %

o Let us define the norms
l[olli = lloll +--- + [ DF~* ]|, 1 < i < my.
For any F(z) € K\ W and v € E* \ {0}, by (A.16),
IDF.v||n, — [[v]|n; = || DF.w|| — || DF~™ 0| > 0. (A.18)

We have also for z € Wy,

do(2)|lv]] < [|DFwl]y <--- < [|[DF™ .|y, . (A.19)

We introduce some ny > n; such that for any orbit 2zg,- -+ ,2p,—1 in K\ W, and
veEE,,

[IDF™ 0| > 4|v||n, - (A.20)

Define also the norms

lv||—s = 27" 772 || DF 0|, 1 <i < no,

and |||"; =2 V| DFiw|, 1<i<l, 2<I<ni+ns

so that for any 2 € (KN W)\ (F(W)U F2(W)U---U F"2(W)),

$o(2)vll > IDF vl g > -+ >

_ _ (A21)
> | DF"* || _pgt1 > [ DE 20|y,
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(remember (A.20) and 3 < ¢(z)) and for any z € (K NW NFY(W))\ (F(W)U
FXW)u---UF=Y(W)),

¢o(2)lvll > [IDF ]|y > - >

DF " || F~'(2))|DF" (3.22)
> | g1 > Go(F () oll;

(remember (A.17)).

e We introduce a partition of the unity (¢,1 — 9) subordinate to R = W and
E = M\W: 1 is a smooth map from M to [0,00) with the property that ¢ is
equal to zero outside a small neighborhood B(R, ) of R and equal to one inside
R\ B(E,e). We construct a decomposition

ni—1 ni+nz2—1 [I1-1
M= J E|UE-su |J (UFE
Jj=—nz+1 =2 j=1

associated to a partition of the unity
1= i+ ety Y v (A.23)
J g

— Ey =R and g = 9,
— For 1 < j <nq,
j—1
E; = FI(R)N N Fi(E),
i=j+1—(ni1+nz2)
j—1

i =1oF I 11 (1—1)oFH,

i=j+1—(ni1+nz2)
— For 1 < j < no,
j—1
E_;=F(R)n N F~{(E),
i=j+1—(n1+n2)
j—1
Ypoj=voFi. J[ (1-v)oF,
i:j—l—lf(nl—l—ng)
— B =141 FUE) and v = T[22, .1 (1 —9p) 0 F 7,
—For2<l<ni+nqg, 1<j5<I,

j—1
Ei=FI(R)NF™(R)n (| F(B),
i=—l+j+1
j—1
Y=o FIgoF = [ (1-¢)oF"

i=—l4j+1
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One checks (A.23) and also that for any z € M,
—V3<I<ni+mng, 1< <=1, ¢5, (F(2) =45(2),
—V1<j<ni—=1, 91(F(2)) =9;(2),

—V1<j<ne =1, ¢ 1(F7'(2)) =9¢—;(2),
— Yoo(F(2)) + ¢ nota (F ( ) = tn,y-1(2) + Poo(2),
= %o(2) + Y3 (F(2)) + - ¢"3+”2 (F(2)) +¢1(F( )
=to(2) + U7(2) + -+ UniiniTa(2) + ¥ (2).
By taking € > 0 sufficiently small in the definition of ¢, one gets that the
supports of the functions ¢; and wé- are arbitrarily close to the sets E; and E;

Defining
l[vlle = Wo(2)go(2) 1]l + Y 95 (2)l[0]l; + Yoo (2)I0]ln, + ZZW ()llvll;

J#0

we deduce from (A.18), (A.19), (A.21), and (A.22), that for any z € K, v €

EZ\ {0},
IDFw[la > [[v]la

with equality if and only if ¢ (2) = 1 and

¢o(2)[|DF.vla = ¢ollv]la

which is equivalent to z = P.

O

Remark A.5.1 Theorem A.1.2 and Proposition A.1.3 extend when F), admits a
finite number m of saddle-node fixed points. In this case one should consider m one-
codimensional manifolds intersecting at Ag. In particular one can also consider the

case F has a finite number of saddle-node periodic orbits by taking a proper iterate
of F.
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Annexe B

Dynamique
non-uniformément
hyperbolique

Nous avons vu (section 3.2) que lorsque b = 0, le théoréme de Jakobson s’applique
a la famille d’Arnol’d. Lorsque 0 < b < 1, il est possible d’utiliser la théorie des
attracteurs étranges initiée par M. Benedicks et L. Carleson pour décrire certains
parametres des familles bimodales. Les attracteurs étranges globaux de 'anneau (ceux
pour lesquels attracteur de Birkhoff est un attracteur étrange) ont déja été considérés
par L. Diaz, J. Rocha et M. Viana ainsi que par L. Mora (voir [DRoV, Mo]). Nous nous
appuyons dans cet appendice sur le travail de Q. Wang et L.-S. Young (voir [WY])
qui s’applique directement aux applications bimodales de ’anneau. Ceci nous permet
d’étudier la continuité des attracteurs en ces parametres.

B.0.3.1 Nous rappelons les hypotheses de [WY]:

Nous nous plagons sur un anneau borné Ay ou M > 0 est une constante. Nous
considérons une famille (F} ;) d’applications C® envoyant ’anneau Ay; dans Int(Apy)
avec (b,t) € R? proches d’un parameétre initial (0,0). Pour b = 0, 'image est le cercle
T! x {0}, et pour b # 0, Fy; est un difféomorphisme sur son image .

1. Pour b = 0, la famille (g:) = (Fo,) sur T' x {0} vérifie les conditions 1 & 5
données en 3.2 pour le parameétre initial (0,0).

2. Lorsque 11 (py o Fy¢)(z,0) = 0, alors %Fo,t(;v,O) #0.

3. Soit ]z, z'[ un intervalle maximal de monotonie pour ’application du cercle go.
Alors, go(]z, 2'[) recouvre entieérement le cercle.

4. 1l existe K > 0 tel que pour tous , b,

K~'b < |det(DF,)| < Kb.

Nous notons comme pour les applications déviant la verticale dissipatives,

Ao(b,t) = ) Fity(Anr)-
neN
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Dans le cas des familles bimodales de 'anneau, nous fixons la valeur a = ag et
considérons la famille (Fp 44, ). Nous avons déja discuté la condition 1) en 3.2 (voir
le lemme 3.2.1). La condition 2) résulte simplement de la propriété de déviation de la
verticale. La condition 4) est trivialement vérifiée puisque pour b > 0,

b= |det(DFb,a,w)|.
Enfin, lorsque a > ap(p1), la condition (3) est elle-aussi satisfaite.

B.0.3.2 Nous rappelons quelques définitions:

Définition B.0.1 1. Soit . une mesure ergodique pour action d’un difféomor-
phisme F' de A. Un point z € A est dit générique pour u si pour la topologie
vague,

1 n—1
_ Ok RN
TLZ Fk(z) n—>+oou’
k=0
ot 0, désigne la mesure de Dirac en 2.

2. Une mesure ergodique pu pour Uaction d’un difféomorphisme F de A est une
mesure SRB (i.e. de Sinai-Ruelle-Bowen) si les exposants de Lyapounov de la
mesure sont tous non-nuls et si les mesures conditionnelles le long des feuilles
instables sont absolument continues par rapport & la mesure de Lebesgue de ces
variétés.

Nous énoncons les résultats de cette théorie, rassemblés dans [WY]:

Théoréme B.0.3 (Benedicks, Carleson, Viana, Wang, Young) Pour un
ensemble des paramétres A, de mesure de Lebesgue dans R? strictement positive au
voisinage de (0,0) et pour toute application Fy 4 avec (b,t) € A,

i. il existe un nombre fini de mesures SRB distinctes p1, po, ..., pp ot ' est
inférieur ou égal au nombre de points critiques de Fy o sur le cercle;

1. presque tout point pour la mesure de Lebesgue de l'anneau est générique pour
l'une de ces mesures.

B.0.3.3 En fait, bien d’autres propriétés sont vérifiées pour ces parametres. La
dynamique peut étre approchée par des ensembles hyperboliques:

Proposition B.0.4 (Q. Wang, L.-S. Young) Pour tout paramétre (b,t) € A, il
existe un compact C C Ao (I’ensemble critique) tel que pour tout e > 0,

Ao = {2 € Ao, Yn € Z,d(F}(2),C) > e}
est uniformément hyperbolique. De plus,

Ao = Adh([J Aoe).

e>0
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B.0.3.4 Q. Wang et L.-S. Young donnent une description géométrique assez précise
de Pattracteur Ag:

Nous fixons une application F' = Fp; avec (b,t) € A. On pose Ry = Ay et
pour tout k € N, on définit anneau Ry = F’“(Ro). On construit a partir de Ry
un ensemble 7 de branches monotones: ce sont des disques topologiques S C Ry
tels que Fr(S) N Ry, est constitué de deux arcs compacts (les bords monotones de S).
(Voir [WY], section 9.2.)

Les branches de T = U7y approximent Ag (voir [WY], théoréme 5): il existe
K > 0 et pour tout n € N, une collection finie S,, C T tels que:

1. La réunion R, = Uses, S est un voisinage de Ay.

2. La suite de compacts (R,) est décroissante et N, R, = Ao.
3.Vn, VS €S, n<k<Kn, SeT.

Les branches monotones de § = U,S,, vérifient une propriété géométrique im-
portante (voir [WY], fin de la section 9.3): pour tout S € S, notons k € N l'entier
tel que S € Tg. Alors, les deux bords monotones de S appartiennent chacun & une
composante différente de Fr(Ry,).

Nous terminons par une propriété essentielle pour le codage de la dynamique:
pour tout z € Ag et € > 0, il existe k € N arbitrairement grand, m € N et S € Sgim,
tels que F~™(S) C B(z,¢g). (Voir [WY], proposition 10.1’. Remarquons cependant
que I’énoncé de la proposition ne donne que S € 7,1, pour n arbitrairement grand.
La preuve et celle du lemme 10.3 montrent sans modification que S € Sg4pm.)

B.0.3.5 La proposition B.0.4 permet de montrer en toute généralité le résultat
suivant :

Proposition B.0.5 Les paramétres de A sont des points de continuité de appli-
cation (b,t) — Ag(b,t) pour la topologie de Hausdorlff.

Démonstration : On vérifie aisément que ’ensemble Ag est semi-continu supérieure-
ment en les parameétres. Pour avoir 'autre semi-continuité, il suffit alors d’utiliser
Papproximation de Aq(b,t) par des ensembles hyperboliques, donnée par la proposi-
tion B.0.4 et d’utiliser la propriété de continuation hyperbolique.

O

Remarque B.0.2 La démonstration donne mieux: soit pour € > 0, I’espace E des
applications de classe C! de Int(Ays) dans Int(Ay; ) muni de la topologie compacte
ouverte. L’attracteur Ag(F’) est bien défini pour toute application F' € E.

Une application Fy ; avec (b,t) € A est alors un point de continuité de 'application
F — A¢(F) définie sur E et & valeurs dans les compacts de A.

B.0.3.6 Dans le cas des attracteurs de Birkhoff, nous pouvons améliorer ce résultat
en utilisant la section B.0.3.4:

Proposition B.0.6 Soit (Fy, ) une famille bimodale de I'anneau et A ’ensemble
des paramétres donnés par le théoréme B.0.3. Alors, pour tout (b,a,w) € A,

. Ao(Fhaw) =M (Fhaw)-
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it. Fy o est un point de continuité des applications

Démonstration : Le (ii) est juste une conséquence du (i). En effet, FF — Ag est
semi-continue inférieurement, F' — A; semi-continue supérieurement et pour toute
application F', A1(F) C Ao(F).

Soit pour Fp 4., S € S et k tel que S € Ty. Alors, puisque .S, connexe rencontre
les deux composantes de Fr(Ry) et puisque A; les sépare, S et A; s’intersectent.

Soit z € Ag et € > 0. D’apres le 3 de la section B.0.3.4 il existe S € Setn >0
tels que Fy " (S) C B(z,¢). On en déduit que A; est dense dans Ag. Ceci termine la
démonstration du (i).

O
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