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Introduction

L’objet d’étude de cette these est le groupe de Mumford-Tate des 1-motifs
définis sur C.
Un 1-motif défini sur un corps algébriquement clos, consiste en un Z -module libre
et de type fini X, en une extension G d’une variété abélienne A par un tore T,
et en un homomorphisme v : X — G. Les 1-motifs ont été introduits par P.
Deligne dans [D75] comme incarnation algébrique des structures de Hodge mixtes
polarisables de niveau < 1, et plus fondamentallement, comme exemple explicite
de “motifs mixtes”.
Les 1-motifs se sont avérés utiles dans 1’étude de 'uniformisation et de la dégé-
nérescence des variétés abéliennes. Par exemple, une construction bien connue
de Raynaud permet d’associer a une variété abélienne B sur C,, un 1-motif M =
[X 5G], G ayant bonne réduction, tel que dans la catégorie analytique rigide, B™8
s'identifie au quotient G*'8 /u(X) (cf. [Ra71]). Dans la méme direction, les 1-motifs
permettent de donner une interprétation modulaire de certaines compactifications
de variétés de modules de variétés abéliennes. Ils apparaissent donc dans I'étude
des variétés de Shimura mixtes (cf. [B83] et [M90]).
Dans [D75], Deligne construit une équivalence entre la catégorie, Mc, des 1-
motifs définis sur C et la catégorie des Q-structures de Hodge mixtes de type
{(-1,-1),(~1,0),(0,—1),(0,0)} et avec le Gr", polarisable. Cette équivalence
est donnée par le foncteur “réalisation de Hodge”

T: Mc — SHMg

o SHMg désigne la catégorie des Q-structures de Hodge mixtes. On a donc a
la fois une déscription algébrique et une déscription transcendante des 1-motifs
sur C. On peut alors se poser le probleme de donner une déscription algébrique
de la catégorie tensorielle < T(Mc) >® engendré par T(Mc). Pour la sous-
catégorie tensorielle des objects semi-simples de < T'(Mc¢) >®, ce probléme a été
résolu dans [A96]. Dans cette these on s’interessera au probleme restant qui est
essentiellement lié & la mixité. Si M est un 1-motif défini sur C, la sous-catégorie
tensorielle engendré par M est équivalente a la catégorie des représentations du
groupe de Mumford-Tate de M, qui est un sous-groupe de GL(7(M)) muni d’une
filtration W, croissante, en trois crans et refletant la mixité. On est donc conduit
a Pétude des dégénérescences possibles de cette filtration Wy de MT'(M).
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Dans le passé, plusieurs personnes se sont interessées aux dégénérescences du
groupe de Mumford-Tate des 1-motifs, i.e. aux phénomenes qui provoquent la
chute de la dimension de ce groupe. En s’intéressant aux problemes qui provien-
nent de la théorie de Kummer appliquée a des variétés semi-abéliennes, dans [JR87]
K. Ribet et O. Jacquinot ont découvert des points spéciaux sur ces variétés, qui
fournissent des 1-motifs dont le groupe de Mumford-Tate présente la dégénére-
scence appelée déficience. L. Breen et D. Bertrand se sont aussi interessés a ces
1-motifs déficients et ils ont fourni une interprétation géométrique de ceux-ci (voir
[BR87] et [Be98)).

Enfin dans [A92], Y. André a trouvé une formule explicite pour le radical unipotent
du groupe de Mumford-Tate des 1-motifs dont I’extension sous-jacente est triviale.
Dans cette thése, apres avoir recapitulé tous ces résultats, on compléte cette
étude du groupe de Mumford-Tate des 1-motifs. Mais voici plus précisément nos
résultats:

Dans le premier chapitre, on rappelle rapidement les principales notions sur les
1-motifs utilisées dans cette these. En particulier on définit le groupe de Mumford-
Tate d’un 1-motif M ainsi que sa filtration W, a trois crans. Nous classifions les
dégénérescences de ce groupe de la maniere suivante:

- la déficience, mise en évidence par K. Ribet et O. Jacquinot, qui par défini-
tion se présente quand W_o(MT(M)) = 0,

- la quasi-déficience, qui par définition se présente quand W_,(MT(M)) est
abélien,

- la dépression, qui par définition se présente quand W_o(MT(M)) n’a pas
dimension maximale.

A la fin de ce chapitre, on fournit de nombreux exemples de dégénérescences et on
rappelle brievement les résultats connus sur les variétés de Shimura mixtes définies
a partir de groupes de Mumford-Tate dégénéres (cf. [M90] VI).

Dans le deuxiéme chapitre, on étudie la structure de MT (M) (cf. théoreme
2.3): on dévisse le radical unipotent de MT (M) de fagon & se réduire a deux termes:
le cran W_o(MT(M)) et le radical unipotent du groupe de Mumford-Tate d’un
1-motif sans partie torique. Puisque le deuxiéme terme est déja entierement étudié
dans [A92], pour I’étude complete du radical unipotent il nous reste & comprendre
le cran W_5, qui est lié a la dépression. Comme corollaire de ce dévissage, on
obtient la dimension de MT (M). Dans le cas ou le groupe des caractéres du tore
et le réseau, sous-jacents au 1-motif M, sont de rang 1, on prouve que le radical
unipotent de MT (M) s’injecte dans un groupe de Heisenberg.

A la fin de ce chapitre, on explique comment se réduire a I’étude du groupe de
Mumford-Tate d’une somme directe de 1-motifs dont le groupe des caracteres du
tore et le réseau sous-jacents sont de rang 1.

Le troisieme chapitre est celui qui fournit le plus de surprises. En effet, en
utilisant des résultats de L. Breen et D. Bertrand, on fournit une interprétation
géométrique de la déficience et de la quasi-déficience, qui nous permettra de
démontrer que ces deux dégénérescences se ramenent a des dégénérescences “triv-
iales”.



Dans le quatrieme chapitre, on formule de maniere explicite les conjectures
de transcendance qui découlent de la conjecture des périodes généralisée appliquée
a certains 1-motifs. Plus précisément, dans [A97], Y. André propose une généra-
lisation de la conjecture des périodes de Grothendieck, aux motifs mixtes définis
sur un corps qui n’est pas nécessairement algébrique. De plus, en appliquant cette
généralisation a certains 1-motifs, il retrouve des conjectures de transcendance clas-
siques (par exemple “si ¢ € C*, tel que |g| # 1, alors deg.transcyQ(2im, g,log q) >
2”) et méme un théoréme de Nesterenko (voir [A97] 2.2 et 2.3).

Notre but est de trouver systématiquement toutes les conjectures de transcendance
qui sont équivalentes a la conjecture des périodes généralisée appliquée a un cer-
tain type de 1-motifs. On se bornera a des 1-motifs dont ’extension sous-jacente
est triviale et dont la partie abélienne est constituée d’un produit de courbes el-
liptiques.

Les conjectures de transcendance qu’on retrouve sont les suivantes:

- la conjecture de Schanuel;

- analogue elliptique de la conjecture de Schanuel;

- une conjecture modulaire de type CM, qui généralise un théoréeme de Nes-
terenko (voir [N96]);

- des conjectures elliptiques et elliptico-toriques, qui, & ma connaissance, ne
se trouvent pas dans la littérature.

Toutes ces conjectures peuvent se déduire de la conjecture elliptico-torique (IT1.47),
et notre résultat principal est que cette conjecture est équivalente a la conjecture
des périodes généralisée appliquée aux 1-motifs de la forme M = [Z7 =+ H;'L:1 Ejx
G3,], ot les & sont des courbes elliptiques deux & deur non isogénes (théoreme
4.4.1). Les autres résultats sont des corollaires de celui-ci.

Dans les quatre premieres sections du chapitre quatre, on énonce la conjecture des
périodes généralisée et les conjectures de transcendance qui lui sont équivalentes.
Les sections 4.5 et 4.6 sont les plus techniques: elles contiennent le calcul de la
matrice des périodes et du groupe de Mumford-Tate des 1-motifs dont I'extension
sous-jacente est triviale. Dans la derniere section, on démontre le théoreme 4.4.1.

Remerciements: Je tiens a remercier Yves André de m’avoir proposé ce travail qui
correspond a ce que je voulais étudier. Je suis tres reconnaissante envers Daniel
Bertrand des diverses discussions que nous avons eues sur ce sujet. Je remercie
Ben Moonen pour ses nombreux commentaires sur ce travail. Enfin je remercie
tres sincerement Daniel Bertrand, Ben Moonen, Jorg Wildeshaus et Jean-Pierre
Wintenberger d’avoir bien voulu faire partie de mon jury.



Chapitre 1

1-motifs et
groupes de Mumford-Tate

1.1. Un 1-motif M sur C consiste en

(a) un Z-module libre de type fini X, une variété abélienne A, définie sur C,
et un tore T, défini sur C,

(b) une extension G de A par T, définie sur C,

(c) un homomorphisme u : X — G(C).
On peut identifier le 1-motif M = (X, A, T,G,u) & un complexe de schémas en
groupes, concentré en degrés 0 et 1: M = [X —5G].
Par conséquent un morphisme de 1-motifs f : [X1—5G1] — [Xa—25Gy] est un
morphisme de complexes de schémas en groupes commutatifs, i.e. f consiste en
deux morphismes fx : X7 — X5 et fg : Gi — G4 qui rendent commutatif le
diagramme suivant:

X1 5 Gy

x4 1 fe

X, 2 Gy .

On note M la catégorie des 1-motifs sur C. On définit une filtration croissante
W, sur M = [X—3G] € Mc de la facon suivante:

W,(M)=M V i>0,
W_1(M) = [0 — G),
W_y(M) = [0 — T,
Wi(M)=0  Vi<-3.

Si on pose GrY e Win/Wp_1, on a Gry (M) = [X—0], Gt (M) = [0—A4] et
G, (M) = [0—T].
A chaque M = (X,A,T,G,u), on associe un 1-motif dual MV, dit le dual de
Cartier de M. La construction de ce 1-motif dual MY = (XY, AV, TV, GV, u") est
purement algébrique:

(a) XV est le groupe des caracteéres de T, i.e. XV = Hom(T, G,,);
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(b) AV est la variété abélienne duale de A;

(¢) TV est le tore de groupe de caracteres X, i.e. X = Hom(TV, Gy, );

(d) pour construire GV on se place dans la catégorie des complexes de fais-
ceaux abéliens pour la topologie fppf. Puisque Hom(4, G,,) = Ext*(X[1],G,,) =
0, Ext’(X[1], Gy ) = Hom(X, Gy,) et Ext'(A, G,,) = AY, & partir de la suite exacte
0— A— M/W_q(M) — X[1] — 0, on obtient la suite exacte

0 — TV — Ext'(M/W_3(M),G,,) — AY — 0.

On note GV la variété qui représente Ext*(M/W_y(M),Gyy,);

(e) pour construire u" on se place encore dans la catégorie des complexes de
faisceaux abeliens pour la topologie fppf. La suite exacte 0 — T — M —
M/W_5(M) — 0 fournit la suite exacte longue

++o — Hom(M, Gy ) — XV -5 G¥ — Ext (M, Gp) —> - -
On pose u¥ =9 : XV — GV.

1.2. Soient P, @, G trois schémas en groupes abéliens sur C. On note Py le produit
fibré de P et @ sur Spec C, vu comme schéma, sur Q. (idem pour Gp,Qp,...).
Une biextension de (P, Q) par G est un torseur E sous G px g, muni d'une structure
d’extension de Qp par G'p et d’une structure d’extension de Py par G, ces deux
structures étant compatibles.

D’apres [G72I] (1.1.6), se donner sur E une structure d’extension de Qp par Gp
équivaut a se donner une famille d’isomorphismes de torseurs

{¢p,p’;q : Ep,q A Ep’,q ? Ep-l—p’,q} mg’eP(S),qu(w

schéma sur C

(ot le symbole A indique le produit contracté de torseurs et pour chaque (p,q) €
P(S) x Q(S), Ep 4 désigne le torseur sous G's image inverse du torseur E par
(p,q) : S — P x Q) telle que

(1) (fonctorialité en S) les ¢, .4 soient compatibles aux images inverses par
des C-morphismes S’ — S,

(2) (associativité) ¢pip prriq© (Ppprsg Nid) = Pppr4prriq© ((dA Gy prrig) VD, D',
p" € P(S) et g € Q(S),

(3) (commutativité) ido ¢p pr.q = dpr pgosym Vp,p' € P(S) et g € Q(S), ou
sym: Ep, ¢ ANEp ¢ — Ep o AE, 4 est 'isomorphisme canonique de commutativité.
De méme, se donner sur F une structure d’extension de Pg par Gg équivaut a se
donner une famille d’isomorphismes de torseurs

{¢p;q,q’ : Ep,q N Ep,q’ ? Ep,q+q’}P€SP(S),q,q’€Q(S)

schéma sur C

ayant des propriétés analogues a celles des ¢, 1.4
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Enfin dire que les deux structures d’extensions précédentes sont compatibles se
traduit en imposant que

Pp,p'sq+q' © (d’p;q,q’ A wp’;q,q’) = Yptp'iq,q' © (¢p,p’;q N d’p,p’;q’)

pour chaque p,p’ € P(S) et ¢,q" € Q(S5).

Comme exemple de biextension, on peut citer la biextension de Poincaré obtenue
a partir du fibré de Poincaré: en effet si A est une variété abélienne sur C, AV sa
duale et P le fibré de Poincaré sur A x AV privé de sa section nulle, alors P est
une biextension de (A, AY) par G,,.

Soient F une biextension de (P, Q) par G et E’ une biextension de (P’,Q’) par
G',ou P,Q,G,P',Q,G sont des schémas en groupes abéliens sur C.

Un morphisme de biextensions E — E’ est un systéme (u, v, w, f) ou

u:P — P, v:Q — Q' w:G@— G
sont des morphismes de schémas en groupes abéliens sur C et ou
f:E— FE

est un morphisme des schémas en groupes sous-jacents & E et E’ tel que f soit &
la fois un morphisme d’extensions de schémas en groupes, associé aux morphismes
wXxu:Gp — Gp etvxu:Qp— Qp, ie.

0 — Gp — F — Qp — 0
wqu, J/f \l,'uxu
0 — ‘pr — E — Q% — 0

et un morphisme d’extensions de schémas en groupes, associé aux morphismes
wXxv:Gg— Gg et uxv: Py — Py, ie.

0 — Gg — E — Pq — 0
wXv \l, \L f \L uXv
0 — o — E  — Py, — 0.

Il est assez facile de voir que u, v, w sont connus par la seule connaissance de f et
donc on peut identifier le systeme (u, v, w, f) & f.

On note Biext'(P,Q;G) I'ensemble des classes d’isomorphismes de biextensions
de (P, Q) par G. D’apres [G721I1] 2.5.2, Biext! (P, Q; G) est un groupe commutatif.
Une trivialisation d’une biextension E de (P, Q) par G est une section biadditive
du morphisme structural £ — P x Q.

Dans le contexte des variétés abéliennes, les classes d’isomorphismes de biexten-
sions par G,, s’identifient & des homomorphismes de variétés abéliennes. En effet
si A et B sont deux variétés abéliennes sur C, alors d’apres [G72II] 1.4, il existe
des isomorphismes canoniques

(1.2.1) Biext' (4, B; G,,,) & Hom(A4, B¥) = Hom(B, AY)
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ou AV et BY sont respectivement les variétés duales de A et B.

Le morphisme Biext'(4, B;G,,) — Hom(A, BY) peut étre construit explicite-
ment: & E € Biext'(4, B;G,,) on associe ’homomorphisme fg : A — BY qui &
chaque x € A fait correspondre le point y de BY qui paramétrise ’extension

0 — Gy — Ejgzy3xp — B — 0.

L’élément de Hom(B, AY) qui est associé & E n’est autre que ’homomorphisme
transposé de fg, i.e. fL: B — AV.

Les morphismes inverses Hom(B, AY) — Biext'(4, B;G,,) et Hom(A4, BY) —
Biext! (4, B; Gy, ) se décrivent aisément: si P(a,avy désigne la biextension de Poin-
caré de (A, AY), & 'homomorphisme f : B — A" on associe I'image réciproque
de Pgavy par 1 X f : AX B — A X AY. De méme, si Ppv p) désigne la
biextension de Poincaré de (BY, B), & 'homomorphisme g : A — BY on associe
I'image réciproque de Pgv gy par g x 1: A X B — BY x B.

En particulier, via I’isomorphisme (1.2.1), la classe d’isomorphismes de la biexten-
sion de Poincaré de (A, AY) s’identifie & ’homomorphisme identité de AY.

1.3. La notion de biextension permet de donner une description plus symétrique
des 1-motifs.
Considérons le catégorie M¢ dont les objets consistent en

(a) deux Z-modules libres de type fini X et XV,

(b) deux variétés abéliennes en dualité A et AY,

(¢) deux homomorphismes v : X — A et vV : XV — AY,

(d) une trivialisation ¢ de I'image réciproque par (v,v") de la biextension de
Poincaré P de (A4, AY),
et dont les fleches sont définies par des homomorphismes fx : X1 — Xo, fa :
Ay — Ag, fxv i Xy — XY, fav 1 A — AY tels que

(1) les diagrammes suivants soient commutatifs

X1 — Al XY — A\ll
fx 4 1 fa fxv T T fav
Xg — A2 ; Xﬁl — A\2/ )

(2) fa et fuv soient transposés,

(3) on ait 91 (w1, fxv(zY)) = ¥a(fx(z1),2Y) via 'isomorphisme (1, f4v)* Py =
(fA7 1)*P2‘

Soit (A, AV, X, XV, v,vY,9) un objet de Mc. Grace a ces données on peut construire
un l-motif M = (X, A, T, G, u) et son dual de Cartier MV = (XV, AV, TV, GV, u").
En effet:

- les tores T et TV sont décrits par leurs groupes de caracteres qui sont re-
spectivement XV et X;

- ’homomorphisme v : X — A décrit I'extension GV : en effet GV est la
seule extension de AY par TV telle que pour chaque x € X, le push-out z,GV est
lextension de AY par G, paramétrisée par v(z). De méme, vV décrit 'extension
G de A par T



- la trivialisation ¢ : X x XV — (v,v"Y)*P de I'image réciproque par (v, v")
de la biextension de Poincaré P de (A, AY), et 'homomorphisme v : X — A
déterminent u : X — G(C) de la fagon suivante:
Pour chaque z € X on va construire un point u(z) € G(C) qui se projette via
m: G — A sur le point v(z) € A(C). Soit z¥ € XV. Le push-out de G via
z¥, qu’on notera (zV).G, est 'extension de A par G,, paramétrisée par le point
vV (zV) € AY(C) :

0 — T — G Iy A — 0
v | V). | =
o — G, — (V)G — A — 0.

On remarque alors que u(x) est déterminé deés que (zV).(u(z)) est connu pour
tout ¥ € XV. Par définition de la biextension de Poincaré, (zV),.G est 'image
réciproque de P via l'inclusion d,v(vy : A x {v¥(z")} — A x AY, ie. (2Y).G =
(iyv(zv))*P. Puisqu’'on veut que le point u(z) € G(C) se projette via m: G — A
sur le point v(z) € A(C), on a que (z").(u(x)) appartient & la fibre de (i,v(,v))*P
au-dessus de v(x), qui n’est autre que la fibre de P au-dessus de (v(z),v"(zV)) €
Ax AY(C), ie. (2V)«(u()) € ((1v (@) P)u(@) = (P)y(z),0¥(zv)- Si on note encore
(vxvY): (vxvY)*P — P lapplication qui releve v x vV : X x XV — AX AY, on a
que (vxv") induit une application entre les fibres (vxv¥), ,v : ((v XUV)*P)$7mv —
(P)o(z),0V(zv) = ((iUV(xV))*P)U($). Avec toutes ces notations, on pose

(@) (w(®)) = (v x V") ov (¥ (2, 2)).

La trivialisation 1 permet de reconstruire aussi ¥ : XV — GY(C). En effet soient
PV la biextension de Poincaré de (AY, A) et sym : AxAY — AYx A l'isomorphisme
“inversion des facteurs”. Désignons par ¢V la trivialisation de 'image réciproque
par (vVY,v) de PY, obtenue en composant 1 avec I'unique isomorphisme de biex-
tensions de P sur PV relevant sym. A partir de ¥V, on proceéde comme avec 1)
pour retrouver uV.

Plus précisement, d’apres [D75] (10.2.14) les catégories M et M¢ sont équivalentes.

1.4. Une isogénie entre deux 1-motifs M, = [X1£>G1] et My = [Xg%Gz] est
un morphisme de 1-motifs tel que

(1) fx : X3 — Xo soit injectif et de conoyau fini,

(2) fa : G1 — G2 soit surjectif et de noyau fini.
Une polarisation de M = (X, A,T,G,u) est une isogénie A : M — MV telle que
Aar¥, (M) A — AV soit une polarisation de la variété abélienne A. Un 1-motif
muni d’une polarisation est dit symétrique ou polarisé.
Grace a la description symétrique d’un 1-motif, faite en 1.3, la donnée d’un 1-motif
symétrique équivaut aux données suivantes:

(a) un Z-module libre de type fini X,

(b) une variété abélienne A et une polarisation A : A — AY,
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(¢) un homomorphisme v : X — A,

(d) une trivialisation ¢ de I'image réciproque par (v,vY = Aow) de la biexten-
sion de Poincaré P de (A, AY), avec 9 invariante par la symétrie sym : X x X —
X x X.

1.5. Une structure de Hodge réelle est un espace vectoriel réel V de dimension
finie muni d’une bigraduation V74 de Vo = C®gV qui vérifie VP4 = V9P, La
graduation par le poids de V est la graduation de V¢ par les V' = Zp+ _, VP
On dit que V est de poids n si VP9 = 0 pour p+ q # n. La filtration de Hodge
de V est la filtration de V¢ définie par FP(Vo) =3 5, VP4, (est une filtration
décroissante sur V. Le type de V est ’ensemble des couples (p, q) tels que VP-2 £ 0.
Soit A un sous-anneau noethérien de R tel que F' := A ®7 Q est un corps.
Une A-structure de Hodge (de poids n) consiste en un A-module de type fini H4
et en une structure de Hodge réelle (de poids n) sur Hx = Ha ®zR, telle que la
graduation par le poids soit définie sur F'. On utilisera cette définition surtout
pour A = Z ou Q. Comme exemple de A-structure de Hodge, on peut citer la
structure de Hodge de Tate , A(1): c’est le A-module de type fini 2ir A, muni de la
structure de Hodge réelle de poids -2 et de type (-1, -1): (C® A(l))_l’_1 = 2i7C.
Pour chaque n € Z, on définit A(n) comme étant la n'®*™¢ puissance tensorielle de
A(1).
Un morphisme de A-structures de Hodge f : H — H’ est un homomorphisme
f:Hsqg — H 4 tel que fc : Ho — H'¢ soit compatible a la filtration F'°.
Une polarisation d’une A-structure de Hodge H de poids n est un morphisme
de structures de Hodge 9 : H® H — A(—n) tel que la forme bilinéaire réelle
(2im)" (., h(2).) sur Hg soit symétrique et définie positive.
Une A-structure de Hodge mixte H consiste en

(a) un A-module de type fini Hy,

(b) une filtration finie croissante W, de Hr = H4 ®7Q, appelée la filtration
par le poids,

(c) une filtration finie décroissante F'®* de He = Hy ®7C, appelée la filtration
de Hodge ,
ces données étant soumises a la condition suivante: si on désigne encore par W, la
filtration de H 4 image réciproque de la filtration W, de Hf, alors pour chaque n €
Z,Gr” (H A)déan(H A4)/Wn_1(H4) se trouve muni d’une A-structure de Hodge de
poids n, de filtration de Hodge induite par F'°.
Un morphisme de structures de Hodge mirtes f : H — H' est un homomorphisme
f:H4q — H' 4 compatible aux filtrations W, et F'°.
On note SHM 4 la catégorie des A-structures de Hodge mixtes. On dit que H €
SHMp est sans torsion si Hy est sans torsion. De plus on définit le niveau de
H comme étant la longueur du plus petit intervalle [a, b] tel que FPH/FPT1H # 0
pour a < p < b.
D’apres [D71] (2.3.5), SHM 4 est une catégorie abélienne. En particulier, SHMg
est une catégorie tannakienne neutre sur QQ, i.e. une catégorie tensorielle sur Q
munie d’un ®-foncteur exact et Q-linéaire w : (Hg, W,, F®*) — Hg. Pour chaque
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H € SHMg, on note < H >® la sous-catégorie tannakienne neutre de SHMg
engendrée par H, i.e. la sous-catégorie pleine de SHM g d’objets les sous-quotients
des sommes directes finies H®™ @ HY ™ et de ®-foncteur wy, la restriction du ®-
foncteur w & < H >®. D’apres [DM82] 2.11, le foncteur Aut® (wy) est représentable
par un Q-sous-groupe algébrique fermé G de GL(Hg) et wy définit une équivalence
de catégories tensorielles

<H>® — (Repy(G), ®)

olt Repg (G) est la catégorie des représentations de dimension finie de G sur Q. On
appelle G le groupe de Mumford-Tate de H € SHMyg.
Soient H et H' deux Q-structures de Hodge mixtes de groupe de Mumford-Tate
G et G’ respectivement. Chaque homomorphisme de groupes algébriques f :
G' — G induit un ®-foncteur F :< H >® — < H' >® tel que wyg = wp o F,
et réciproquement un tel ®-foncteur F' induit un homomorphisme f entre les
respectifs groupes de Mumford-Tate. De plus d’aprés 2.21 [DM82], on sait que

- f est un monomorphisme si et seulement si chaque objet de < H' >® est
sous-quotient de I'image par F' d'un objet de < H >®;

- f est un épimorphisme si et seulement si F' est pleinement fidele et pour
chaque objet X de < H >®, chaque sous-objet de F(X) est 'image par F d’un
sous-objet de X.

1.6. A chaque 1-motif M = (X, A,T,G,u) défini sur C, on peut associer une
structure de Hodge mixte: I’application exponentielle exp : Lie(G) — G a pour
noyau H; (G, Z). Désignons par Ty(M) le produit fibré de Lie(G) et X au dessus
de G

0 — Hi(G,Z) — L@ =% ¢ — 0

= ot T

0 — Hy(G,Z) — TxM) 5 X — o
On a donc que Tz (M) = {(g9,z) € Lie(G) x X | exp(g) = u(z) }.
On définit une filtration croissante W, sur T7(M) de la fagon suivante:

Wi(Ty(M)) = To(M)  Vi>0,

W_1(Tz(M)) = Kerg = H1(G, Z),

W_o(Tz(M)) = Ker(H1(G,Z) — H1(A,Z)) = H1(T, Z),

Wi(Tz(M)) =0 Vi< -3.

On a évidemment Gry (Tz(M)) = X, Gr¥, (Ty(M)) = Hy (A, Z) et Gr¥y (Ty(M))

=~ H,(T,Z) = Hom(T, G,,)".

Soit Te(M) = Tz(M)®yz C. Le morphisme « : T7(M) — Lie(G) se prolonge en
ac : Te(M) — Lie(G). Sur Te(M) on peut définir une filtration décroissante F'®
de la facon suivante:

F{(Te(M)) = Vi>1,
F°(Te(M)) = Kerac,
FH(Te(M)) = Te(M) Vi< -1



D’apres [D75] (10.1.3.2) le triplet (Tz(M), W,, F'®) est une Z -structure de Hodge
mixte sans torsion, de niveau < 1, de type {(0,0),(0,—1),(—=1,0),(—1,—-1)} telle
que Gr", (Ty(M)) soit polarisable.

La réalisation de Hodge du 1-motif M est le Q-espace vectoriel de dimension finie
TH(M) = TQ(M) = Tz(M)®Z Q. Posons T(M) = (TQ(M), W.,F.) € SHMg.

1.7. Remarques:

(1) Si M et M’ sont deux 1-motifs sur C isogenes, alors T'(M) et T(M') sont
deux structures de Hodge mixtes isomorphes.

(2) La catégorie des 1-motifs sur C peut étre vue comme sous-catégorie pleine
de SHMy, mais ce n’est pas une sous-catégorie abélienne.
Par contre, la catégorie des 1-motifs définis sur C & isogénie pres peut étre vue
comme sous-catégorie pleine de SHMg, et dans ce cas c’est une sous-catégorie
abélienne.

1.8. Le groupe de Mumford-Tate d’'un 1-motif M défini sur C, MT (M), est le
groupe de Mumford-Tate de la structure de Hodge mixte T' (M) = (To(M), W,,
F*). Par définition, la notion de groupe de Mumford-Tate est stable par dualité.
De plus, puisque deux 1-motifs isogenes définissent la méme structure de Hodge
mixte, la notion de groupe de Mumford-Tate est stable aussi par isogenies. Pour
simplifier les notations, posons P = MT(M). D’apres [S72] Chapitre 2 §2, P est
muni d’une filtration croissante, W,, définie sur Q :

W;(P) =P Vi>0,

W_i(P)={g€ P | (g —id)Tu(M) C Hi(G,Q), (g —id)H:(G,Q) C H:(T,Q),
(g —id)H1(T, Q) = 0},

W_o(P)={g€ P | (g9 —1id)Ta(M) C Hi(T,Q), (g — id)H1(G, Q) = 0},

Wi(P)=0 Vi< —3.

Remarquons qu’on a l’inclusion

W_o(P) — Homg (Grg’ (Tu(M)), Hi(T,Q))

(1.8.1) g (g —id)

et donc dimg W_o(P) < rangX - rangX". De facon analogue, si W_s(M) = 0 on
a l'inclusion

W_1(P) — Homyg (GI‘EV (Tu(M)), Ge%, (Tu (M)))

(1.8.2) ,

g — (g —id).
De plus, le cran W_1(P) est un groupe unipotent et donc, en particulier, le groupe
dérivé de W_,(P) est contenu dans W_o(P). Posons Gry (P) o P/W_41(P).

D’apres [B83] §2.2, on sait que
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- Gry (P) agit trivialement sur Gr}y (Ta(M)) et par homothéties sur
Grl%y (T (M));

- l'image de Gr} (P) dans GL(Gr" (T (M))) se revéle étre le groupe de
Mumford-Tate de A, noté MT(A). En particulier, Gy’ (P) est réductif et W_; (P)
est le radical unipotent de P.

Puisque < T(Wy/W_oM) >®, < T(GrV, M) >®, < T(W_, M) >® sont des sous-
catégories de < T(M) >®, et < T(GrV, M) >®, < T(Gry M) >® sont des sous-
catégories de < T(Wo/W_oyM) >® et enfin < T(W_yM) >®, < T(Gr", M) >®
sont des sous-catégories de < T(W_1 M) >® on a le diagramme suivant

(1.8.3)

MT(Grl Ty(M)) = MT(X)

/

MTWo/W_2Tu(M))

oy'

P
N\

MT(W_1Tu(M))

/

e - MT(GrW,Tu(M)) = MT(A)

AN\

MT(W_yTa(M)) = MT(T)

ou les fleches sont toutes des surjections d’apres 1.5. Considérons les sous-groupes
suivants de P :

UM (P) =ker [P 2% MT(Gr", Tu(M))],
U®(P) =ker [P 22 MT(Gr",Tu(M))],
UG (P) =ker [P 22 MT(Wy/W_sTu(M))],
U™ (P) =ker [P =% MT(W_1Tu(M))],

ol ay = g o 3 selon les notations de (1.8.3). Clairement U™ (P) € UM (P) N
UR(P) et UG (P) C UM (P). De plus, remarquons que si Gr’; (M) # 0, alors
< T(W_3M) >® est une sous-catégorie de < T(Gr'¥; M) >® et donc ’homomor-
phisme naturel P — M T (Gr",Tg(M)) se factorise via P —s MT(Gr",Tu(M)),
ce qui implique que UM (P) C UP(P) (voir 1.8.3). Enfin, on observe que si
PV = MT(M") alors U®)(P) = UM (PY) et UH(P) = UG (PY).

Grace a ces quatre sous-groupes, on peut dévisser P de la facon suivante:
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1.9. Lemme:
W_y(P) = UD(P)n U (P),

W_o(P) = UG (P)nUP(P).

PREUVE: D’apres [A92] lemme 2 (c), P respecte la filtration W, de Ty (M).
En outre, chaque élément de P agit trivialement sur Gry (Tg(M)) et donc

g€ P= (g—1id)Ta(M) C H1(G,Q)
De plus on a que
geUM(P) = 9g\ar¥, (Tw (M) = d
— (9 —1d)H1(G,Q) € Hy(T,Q)
g eUI(P) = 9\arW, (Tw (M) = id
> (9 —1d)Hy(T,Q) =0
9 € UD(P) <= giwoyw_a(ru(ary) = id
— (g —id)Tu(M) C Hy(T,Q)
9 € UN(P) <= gyw_, (1 (m)) = id
= (g — id)H1(G,Q) = 0.
En confrontant ces observations avec les définitions de W_1(P) et W_o(P), le

lemme devient évidant.

1.10. Remarques:

(1) Si Gr", (M) # 0, on sait d’apres 1.8 que UM (P) C U®R)(P), et par conséquent
grace au lemme 1.9 les relations entre les groupes U(*)(P) et W,(P) peuvent se
résumer de la facon suivante

U®(p)

/\

W_o(P) =UB(P)nUD(P (P =UN(P)cUdD(P)CP

\/

v (p

(2) Si Gr™, (M) = 0, on a clairement que P = UMD (P) = UG (P) et UA(P) =
U@ (P) et donc d’apreés le lemme 1.9 on obtient que

W_5(P) = W_1(P) =UP(P) =UW(P) C P=UW(P) =U®(P).

1.11. Le groupe de Mumford-Tate d’un 1-motif M défini sur C peut présenter
des dégénérescences, qui correspondent a des chutes de dimension par rapport au
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cas “générique”, les constituants X, A, T étant donnés. Voici une liste de ces
dégénérescences:

e Le 1-motif M est dit déficient selon K. Ribet (ou relativement scindé selon D.
Bertrand ou de type Kuga selon J. Milne) si

W_s(P) = 0.

Parmi les 1-motifs déficients, il y a ceux qui le sont trivialement: le 1-motif M est
dit trivialement déficient

si W_1(P) =U®(P) et W_y(P) =0,
(ou dualement si W_;(P)=U®(P)NUP(P) et W_o(P) = 0),
ou si W_1(P)=0.

e Le 1-motif M est dit quasi-déficient si
W_1(P) est abélien.

Puisque le groupe dérivé de W_1(P) est contenu dans W_o(P), il est clair que la
déficience implique la quasi-déficience. Parmi les 1-motifs quasi-déficients, il y a
ceux qui le sont trivialement: le 1-motif M est dit trivialement quasi-déficient

si W_1(P)=U®(P),
(ou dualement si W_;(P) =U®(P)nUP(P)),
ou si W_i(P)=W_y(P).

e Le 1-motif M est dit dépressif si
0 < dimg W_4o(P) < rangX -rangX".

1.12. Exemples:
(1) Comme exemples de 1-motifs trivialement quasi-déficients, on peut citer

- les 1-motifs trivialement déficients;

- les 1-motifs M = (X, XV, A, AV, v,v", ) tels que I'image de v soit de tor-
sion, ou dualement ceux tels que l'image de vY soit de torsion. FEn effet soit
M = (X,XV, A, AY,v,v",9) un l-motif tel que I'image de vV soit de torsion.
Modulo isogénies, l'’extension sous-jacente a M est triviale, i.e. G = A x T.
Par conséquent, si ¢ € MT(M) alors 91GrW, (Ta (M) = J)Ce¥, (Tu(m)) = 1d si
et seulement si gjw_, (1, (m)) = td. Grace au lemme 1.9, on obtient alors que
W_1(MT(M)) = U (MT(M)), i.e. M est trivialement quasi-déficient.

(2) Comme exemples de 1-motifs trivialement déficients, on peut citer
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- les 1-motifs M = [X L>G] tels que I'image de u soit de torsion, ou dualement
ceux tels que les images respectives de vV et de v soient de torsion. En effet soit
M = (X,XV, A, A", v,vY,9) un 1-motif tel que les images de vV et de ¥ soient
de torsion. Comme on l'a déja vérifié dans 'exemple (1), si 'image de v¥ est de
torsion alors W_1(MT(M)) = U™ (MT(M)). Grace & 3.3, on sait que I'image de
9 de torsion implique W_o(MT(M)) = 0, et donc M est trivialement déficient.

- les 1-motifs sans partie torique, i.e. M = [X L)A], ou dualement les 1-
motifs M tels que Gr}y (M) = 0, i.e. M = [0-5G). En effet si M = [X—5A4]
UG(MT(M)) = 0 et donc d’apres 1.9, W_o(MT(M)) = 0, i.e. M est déficient.
En outre U@ (MT(M)) = MT(M) et UD(MT(M)) = UD(MT(M)) et donc
grace au lemme 1.9 on a aussi que W_;(MT(M)) = U®(MT(M)), ie. M =
[X 5 A] est trivialement déficient.

(3) Dans [JR87], O. Jacquinot et K. Ribet construisent un 1-motif déficient &
partir des données suivantes:

— une variété abélienne A de type CM, définie sur C et de duale AY;
{ — un point P de AY(C);
— un homomorphisme f : AY — A.

Voici leur construction: Soit G une extension de A par G,,. Désignons par f*G
le pull-back de G par f :

o — G, — G S A — 0

(1.12.1) id T ) T
0 — G, — fG — A — 0.

D’apres [Mu70] page 80 remarque (2), si P est le point de AY(C) qui paramétrise G,
alors f*G correspond au point ft(P) de A(C), ou f*: AY — A est la transposé
de f (a priori f* est un homomorphisme de AY vers (AY)Y, mais on convient
d’identifier A & sa biduale (AY)Y). Notons F' la fleche verticale au centre du
diagramme (1.12.1). Choisissons “un” point R dans la fibre de f*G(C) au dessus
de P ( dans la remarque qui suit cet exemple, on vérifie que le 1-motif déficient

que Pon construit, est indépendant du choix de ce relevement). Alors [Zi) f*G]
avec U(1) = R € f*G(C) est un 1-motif sur C. Son dual de Cartier [Z-2f*G]"
est composé d’une extension de A par G,, paramétrisée par P et d’un point RY
\"

sur cette extension tel que 7(RY) = f*(P). Par conséquent [ZL Gl = [ZU—>G]
avec UY(1) = RY € G(C). Posons @@ = F(R) — RY € G(C).
Puisque le diagramme (1.12.1) est commutatif, on a que

m(Q) = (f = f)(P).
Considérons le 1-motif M4 ; p = [Z-G] avec u(1) = Q € G(C).

Z

u

o — G, — & o A — 0 = P
Q — (f=fH(P)
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D’apres [JR87] théoreme 4.3, le 1-motif M4  p est déficient. Remarquons que ce
1-motif est défini par les homomorphismes

UMy p i L— A 1L— (f—fHP
UVMA,ﬁP:Z—>AV 11— P
wMA,fsP P X L — P|ZXZ (1’1) — (17 (171)) € (P|ZXZ)(1,1) =Gy XZXZ

oll P désigne la biextension de Poincaré de (A4, AY) et g := f— ft: AY — A
est un homomorphisme antisymétrique, i.e. g¢ = —g. La définition de Yy g p €
le lien entre les homomorphismes antisymétriques et les 1-motifs déficients sont
expliquées en 3.1 et 3.3.
Enfin signalons que dans [Br87], L. Breen interpreéte cette construction de Jacqui-
not et Ribet en termes de biextensions alternées.
Remarque:

- Si on remplace R par R+t, avec t € C*, on ne doit pas seulement remplacer

F(R) par F(R) + t mais aussi RV par RY + ¢ car [ZU—*>G] est le dual de Cartier

de [ZLf*G] (en effet d’apres (1.12.1) Fig,, = id et avec les notations de 1.3 on

a que ’l/)[ZU_V)G] = (w[Zi)f*G])v = ¢[Zi)f*G] o sym). La définition de @ nous dit

alors que Q) est indépendant du choix du relévement R de P dans f*G(C), i.e. Q
ne dépend que de P. On a donc que le 1-motif déficient qu’on vient de construire,
Ma¢p = [Z—5G] avec u(1) = Q, ne dépend que de la variété abélienne A, du
C-homomorphisme f: AY — A et du point P qui paramétrise ’extension G.

- Dans cet exemple on suppose que la variété abélienne A est de type CM
car on veut construire un 1-motif déficient qui n’est pas trivialement déficient. En
effet, si A n’est pas de type CM, alors f n’est autre que la multiplication par un
entier. Donc, modulo isogénies, on obtient que var, ; »(1) = 0 et par conséquent
Ma.¢,p est trivialement déficient (cf. premier exemple de (2)).

(4) En modifiant le 1-motif déficient construit dans I’exemple (3), on va construire
un 1-motif quasi-déficient M4 r p o & partir des données suivantes

— une variété abélienne A, de type CM, définie sur C et de duale AY;
— un point P de AY(C);

— un homomorphisme f: AY — A;

— un point @ de G, (C) — fioo;

ol [ est 'ensemble des racines de 'unité. Pour construire notre 1-motif quasi-
déficient M4 r po & partir de My g p, il suffit de “perturber” la trivialisation
Yy ;. p de Pizxz par un élément de Gy, (C) — proo:

En effet, d’apres 3.3, le 1-motif M4 ¢ p o, défini par les homomorphismes

UMy po ' l—> A 1— (f = fHP
VMg o L— A 1— P
wMA,f,P,a 1L X L — P|Z><Z (1, 1) — (a, (1, 1)) S (P|ZXZ)(1,1) &Gy XL X7Z
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est quasi-déficient.

(5) Comme exemple de 1-motifs quasi-déficients dépressifs on peut citer le 1-
motif défini sur C, M = [Z —G2,] avec u(1) = (q,q?) et ¢ un élément de C*
qui n’est pas une racine de I'unité. En effet, d’aprés 1.10 (2) W_o(MT(M)) =
W_1(MT(M)) = U (MT(M)) et donc M est trivialement quasi-déficient. De
plus, si on applique 2.2 & M, on obtient que dimg W_o(MT(M)) = 1 et donc M est
dépressif. La condition que ¢ € C* n’est pas une racine de I'unité, est nécessaire
pour assurer que W_o(MT(M)) # 0 (en effet dans la définition de dépression,
W_o(MT(M)) = 0 n’est pas autorisé).

(6) Pour trouver un exemple de 1-motif dépressif mais pas quasi-déficient, il suffit
de considérer le 1-motif M @& M, avec M = (Z,7Z, A, AV, v,v",%) un quelconque
1-motif non quasi-déficient. Mais il y a un exemple de 1-motif dépressif mais pas
quasi-déficient beaucoup plus intéressant:

Soient £ une courbe elliptique de type CM définie sur C, £V sa duale, qu’on
identifiera souvent & &£, P la biextension de Poincaré de (£,&Y), et pour i = 1,2,
M; = (Z,Z2,&,E",v;,v), ;) = [Z —5G;] un 1-motif défini sur C. Pour simplifier les
notations posons P; = v;(1) et @Q; = vY(1). De plus soient A € End(£)Q@Q, A ¢ Qet
At sa transposée. Maintenant considérons les conditions suivantes sur les données
qui définissent les 1-motifs M; pour : =1, 2:

(1) P1:)\Q2etP2:)\tQ1;
(2) 19 (ou 1) est invariante par la symétrie sym : Z X Z — Z X 7 ;

(3) 1!)1(17 1) = ¢2(17 1) .

Les conditions (1) et (2) sont nécessaires pour pouvoir écrire la condition (3) qui
est la plus importante. En effet c’est grace a cette derniere condition que le 1-motif
M = M, & M est dépressif.

Expliquons d’abords les conditions (1) et (2). Grace aux isomorphismes canoniques
suivants (cf. 1.2.1)

Biext'(£,£Y; G,,) = Hom(&, £) = Hom(EY, £Y)

les biextensions (id x A)*P et (A X id)*P sont canoniquement isomorphes. Via
cet isomorphisme, on peut imposer que 11 (AQ2, Q1) = ¥2(Q2, A'Q1). En utilisant
(1) et (2), cette derniére égalité fournit la condition (3), i.e.

Y1 (P1, Q1) = Y2(P2, Q2)-

Vérifions maintenant que M est dépressif: Normalement dimg W_o(MT(M)) < 4,
mais puisque M est la somme directe des deux 1-motifs M; et My on a que

uV
dimg W_o(MT(M)) est au plus 2. Soit My = [Z —>GY] le dual de Cartier de
M. Puisque Py = At @1, Pextension GY est le pull-back de G; par A : £ — €&,
i.e. GY = A*Gp De plus, puisque P, = AQq et 91(1,1) = 9o(1,1) € ((zd X

18



\Y
02,01 = 0.0, 0N & que MY =[Z £>G‘2’] est le pull-back de
My par A, MY = A\*My, i.e. le diagramme suivant est commutatif

AH)*P) = ((A x id)*P)

o — G, — G S A — 0

id T AT T A

0o — G, — MG — A — 0

avec Auy(1) = u1(1) En d’autres termes, ’homomorphisme A : £ — & se reléve en
un morphisme de 1-motifs A : My — M; et ceci explique la chute de la dimension
de W_o(MT(M)) de 2 & 1.

On peut expliquer cette chute de dimg W_o(MT(M)) d’une autre fagon: en 2.7
on prouvera que

MT(M) = MT (M, © Mz ® My, © May)

ot M1y = My, May = My, Mo = (Z,7,E,EV,v1(1) = P1,v5(1) = Q2) et My =
(Z,Z,E,EV,v2(1) = P,vY(1) = Q7). Clairement les 1-motifs My; et My sont
déficients et ceci explique la chute de dimg W_y(MT(M)) de 4 & 2 (Ma; et Mo
sont déficients car M est la somme directe de M7y et Maa). Le lien qu’on a trouvé
entre My, et My, i.e. My, = A* M7y, explique la chute successive de 2 a 1.

1.13 Terminons ce chapitre en rappelant brievement les résultats connus sur les
variétés de Shimura mixtes définies a partir de groupes de Mumford-Tate dégé-
nérés. Les variétés de Shimura mixtes ont étés introduites pour étudier le bord
des variétés de Shimura et les 1-motifs sont liés aux variétés de Shimura mixtes
comme les variétés abéliennes sont liées aux variétés de Shimura.
Soit M = (X, XV, A, AY,v,v",4) un 1-motif défini sur C. A partir du groupe de
Mumford-Tate de M, MT(M), on peut construire la variété de Shimura mixte
ShM(MT(M)), qui par définition est la limite projective de variétés
ShM g (MT(M)) indexées par des sous-groupes ouverts compactes de
MT(M)(A), ot Af est 'anneau des adeles finis de Q. Sous des hypotheses ad-
equates, ShM(MT(M)) est une variété de modules pour une famille de 1-motifs
avec cycles de Hodge et structure de niveau. D’apres [B83] 2.3.2.5, ShM(MT(M))
admet une unique structure algébrique telle que, entre autre, I'application na-
turelle de ShM (M T (M)) vers la variété de Shimura construite a partir de MT(A),
Sh(MT(A)), admette une section algébrique s : Sh(MT(A)) — ShM(MT(M)).
La famille de 1-motifs M au dessus de ShMg(MT(M)) a une unique struc-
ture algébrique, pour laquelle sur I'image de s les 1-motifs sont rationnellement
décomposés, i.e. leurs réalisations de Hodge sont des somme directes de structures
de Hodge pures.
En général, ShMg(MT(M)), est un fibré en tores sur un schéma abélien polar-
isable sur Shx (MT(A)). Mais d’apres [M90] VI 1.8, 1.9 et 1.10 on a les résultats
suivants

-si W_1(MT(M)) = 0, alors ShM(MT (M)) = Sh(MT(A));

- si Gr (MT(M)) = 0, alors la fibre de ShM g (MT(M)) sur un point de
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Shi (MT(A)) est isomorphe a un produit de copies de C*;

- si M est déficient, i.e. W_o(MT(M)) = 0, alors la fibre de ShM g (MT(M))
sur un point de Shg(MT(A)) est une variété abélienne, i.e. ShMg (MT(M)) est
un schéma abélien sur Shg (MT(A)).

Ce serait intéressant de savoir ce que devient ShMg(MT(M)) quand M est

dépressif ou quasi-déficient.
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Chapitre 2

Structure
du groupe de Mumford-Tate

2.1. Avant d’énoncer le théoreme structural du groupe de Mumford-Tate, rap-
pelons la définition du groupe de Heisenberg et une proposition de Y. André, qui
nous sera trés utile dans la suite:

Soit H un Q-espace vectoriel de dimension finie et de dual HY. Notons <, >:
H x HY — Q(1) Paccouplement qui définit la dualité entre H et HV.

Posons H = Q(1) x H x HY et munissons H de la loi de groupe suivante:

(s,z, ") x (t,y,y") = (s+t— <z, ¢y’ > x+y,z" +y")

pour chaque z,y € H, zV,y", € H" et t,s € Q(1). Muni de cette loi de groupe, H

est un groupe algébrique unipotent sur Q qui est extension centrale de groupes de
H x HY par Q(1):

0— Q1) —H—HxH"—0.

On appelle H le groupe de Heisenberg relatif a H.

Enoncons maintenant la proposition suivante de Y. André (cf. [A92] prop. 1) qui
fournit une formule explicite pour le radical unipotent du groupe de Mumford-Tate
des 1-motifs dont I'extension sous-jacente est triviale.

2.2. Proposition

Soit M = [X 5G] avec G = A x T, un 1-motif définit sur C.

De plus soient G' la composante neutre de la cloture de Zariski de u(X) dans G et
F' le Q-espace vectoriel obtenu en tensorisant par Q 'anneau des endomorphismes
de G', i.e. F=EndG' ® Q.

On a l’isomorphisme canonique suivant

UMD (MT(M)) = Homp(F - u(X); Hi(G',Q)).

21



2.3. Théoréme structural
Soit M = (X, XY, A, AY,v,v",%) un I-motif défini sur C. Posons P = MT (M),
Mse=MeMY/W_o(M & M) et P¢ = MT(M?*°).

[1] Le groupe de Mumford-Tate de M se dévisse de la fagon suivante:

0 — W_9(P)— P — P*° — 0.
En particulier, W_1(P) s’inscrit dans la suite exacte:
0 — W_g(P) — W_1(P) — W_1(P*°) — 0.

On suppose ensuite que X = XV = 7.
[2] Il existe une sous-variété abélienne B de A x AV qui contient un multiple
convenable de v x vY(1) et telle que W_1(P*¢) s’injecte dans H1(B, Q)

v W_1(P*¢) — H;(B,Q)
or— (o —id)v x v¥(1).

En composant cette inclusion avec Uinclusion naturelle Hyi(B,Q) — H;(A4,Q) x
H,(AY,Q), on obtient l'inclusion i : W_1(P*¢) — H;(A,Q) x H1(AY, Q).

[8] St W_o(P) # 0, W_1(P) est le pull-back par i : W_1(P°°) —
H,(A,Q) x H1(AY,Q) du groupe de Heisenberg H relatif ¢ Hi(A,Q), i.e. on ale
diagramme commutatif

0 —— W _o(P) — W_41(P) W_1(P*°) 0
iso.can.l l] 12
0— Q1) - H » H;(4,Q) x H{(AY,Q) — 0

De plus i*H = W_1(P) s’injecte dans H.

PREUVE:

[1] Puisque (M M)/W_o(M&MV) = M*°, la sous-catégorie tannakienne neutre
de SHMg engendrée par M contient celle engendrée par M*¢ et donc grace a 1.5
on a ’homomorphisme surjectif

A P — P?¢
g r— )\(g) = g|TH(Msc).

De plus puisque M*%¢ = Wy /W_o(M) @ (W_1(M))Y, g € Ker(A) si et seulement si
g e UB(P)NUM(P) et donc d’apres 1.9

(2.3.1) W_5(P) = Ker ().

On obtient alors que la suite 0 — W_5(P) — P — P*®¢ — ( est exacte. Cette
derniere suite exacte implique la suite exacte 0 — W_o(P) — W_1(P) —

22



W_1(P*¢) — 0, car la filtration par le poids est stricte sur le groupe de Mumford-
tate. Mais on préfere ici retrouver ce résultat de maniere plus concrete:

Puisque M*¢/[X x XV — 0] = [0 — A x AY], la sous-catégorie tannakienne
neutre de SHM engendrée par M*¢ contient celle engendrée par [0 — A x AY],
et donc d’apres 1.5 on a ’homomorphisme surjectif

A:P*¢ — MT([0 — A x AY])

gr— A(g) = 9|Tu([0— Ax AV])"

En outre Ty ([0 — Ax AY]) = Gr'} (Tu(M?*°)) et donc Ker(A) = UM (P*¢). Mais
alors grace a 1.9 on peut conclure que

(2.3.2) W_1(P*) 2 Ker(A).

Soit ¢ : P — MT(]0 — A x AY]) 'homomorphisme obtenu en composant A avec
A.
r X pse
¢ LA
MT([0 — A x AY])

Vérifions que
(2.3.3) W_1(P) = Ker (o).

D’apres 1.9 il suffit de vérifier que UM (P) = Ker(¢):

Si g € Ker(¢), alors g7y, (o—axav)) = ¢(g9) = id. Mais Tu([0 — A x AY]) =
W_1(Ta(M>*)) = Gr¥} (Tu(M)) x Gr™¥} (Ta(M")) et donc g € UM (P).

Sig € W_1(P), on sait que g)arW, (Tw (ar)) = id. Mais puisque Tu([0 — Ax AY)) =
Gr (Ta(M)) x Gr¥,(Tu(MV)), on obtient que ¢(g) = id.

Puisque Ker(¢) = A~ Ker(A), il est clair que la suite

—~ —

0 — Ker(A) — Ker(¢) i>~Ker(A) —0
g = 9Ty (Ms¢)
est exacte, et donc, d’apres (2.3.1), (2.3.2) et (2.3.3), on obtient que la suite
0 — W_o(P) — W_1(P) — W_1(P*¢) — 0 est exacte.

[2] On va démontrer plus généralement, que si [Zl).A] est un 1-motif défini sur
C sans partie torique, il existe une sous-variété abélienne B de A x AY qui contient
un multiple convenable de V(1) et telle que 'on ait I'injection

v W_y (MT(Z-55.A])) — Hi(B,Q)

(2.3.4)
o— (o0 —1id) V(1).

(DPécriture (o —id)V(1) est abusive. On expliquera dans la suite ce qu’elle signifie).
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Notons P le groupe de Mumford-Tate de [Z i).A] D’apres 2.2, on a I’isomorphisme
canonique suivant

W_1(P) — Homp (F V(Z); Hi(B,Q))
(2.3.5) '
o +— (o0 —id)
ou B est la plus petite sous-variété abélienne de A qui contient un multiple con-
venable de V(1) et F = EndB ® Q. Remarquons que normalement o — id agit
sur
TH([ZLLA]) ={(a,z) € Lie(A) X Z | expa=V(z)} ® Q, ou exp : Lie(4A) — A.
Mais si m = (a,2) € TZ([ZLA]) on observe que (o — id)m ne dépend que de
V(z) : ceci explique abus de notation quand on écrit que o — id agit sur F V(Z).
De plus, remarquons que puisque le groupe de Mumford-Tate ne dépend que de
la classe d’isogénie du 1-motif, on peut supposer que V(1) appartient a B(C).
Considérons ’homomorphisme F'-équivariant

F— FV(Z)
id — V(1),

qui est clairement surjectif. Puisque le foncteur Homg ( _;Hy(B, Q)) est contravari-
ant, on obtient un homomorphisme

Homp (F V(Z); H1(B,Q)) — Homp (F;Hi(B,Q))

(2.3.6) .
fr=lid— f(V(1))]

qui est injectif & cause de la surjectivité de F — F V(Z). En composant I'isomor-
phisme canonique (2.3.5), avec l'inclusion (2.3.6) et avec 'isomorphisme canonique
Homp (F; Hi(B,Q)) = H,(B,Q) on obtient (2.3.4).
La démonstration de [2] est une simple application de notre résultat général:
en effet posons M = [ZUX—U;/A x AY]. Si on désigne par dz : Z — Z X Z
I’homomorphisme diagonal de Z, on remarque que

M?*¢)|Z x 7.)dz(Z) — 0] = [dz(Z) — A x A= M

M0 — AV] @ M/[0 — A] = M*°.

On a donc que M*®¢ et M engendrent la méme sous-catégorie tannakienne de
SHMyg, et par conséquent ils ont le méme groupe de Mumford-Tate: P°¢ =
MT(M). Mais alors, si on applique (2.3.4) & M, on obtient 'inclusion recherchée.
[3] D’aprés (1.8.1), W_y(P) est contenu dans Homg(Gry (Ta(M)), Hi (G, Q)),
qui est canoniquement isomorphe & H;(G,,,Q) = Q(1), et donc par hypothese
W_4(P) est aussi canoniquement isomorphe & Q(1):

iso.can. : W_o(P) — Q(1).
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Notons ¢1 : W_o(P) — W_1(P) (resp. t2 : Q(1) — H) linclusion naturelle
de W_5(P) dans W_;(P) (resp. de Q(1) dans H) et m1 : W_1(P) — W_1(P*°)
(resp. mo : H — H1(A4,Q) x H1(AY,Q)) la projection naturelle de W_;(P) sur
W_1(P*°) (resp. de H sur Hi(A, Q) x H1(AY,Q)). Avec ces notations et grice a
[1] et [2], on a le diagramme suivant

(2.3.7)
00— W_o(P) 3 w_,(P) 2 W_1(P*) 0
z'so.can.l 11
0— Q1) —2 +# " H/(A4,0Q x Hi(4",Q — 0

Nous allons relever l'inclusion ¢ : W_1(P*¢) — H;(4,Q) x H1(AY,Q) en un
homomorphisme de groupes de W_;(P) dans H, qui fasse commuter le diagramme
(2.3.7). Apres avoir choisi une section Q-linéaire de 7y, considérons I’application
Q-linéaire
I: W_l(P ) —H
(s, X) — (iso.can.(s),i(X))

ou s € W_o(P) et X € W_1(P*°), et vérifions que c’est un homomorphisme de
groupes injectif. Dorénavant, pour chaque s € W_o(P) et X € W_1(P*°), on va
identifier s a iso.can.(s) € Q(1) et X a i(X) = (z,2") € H1(4,Q) x H1(AY, Q).
Etudions la loi de groupe de W_;(P): Notons “o” l'opération de W_1(P). Il est
clair que o restreinte a W_,(P) doit coincider avec la loi de groupe de W_5(P).
Donc

(s,0)0(t,0) = (s +1,0)
pour chaque s,t € W_5(P) =2 Q(1). De fagon analogue, ’operation o doit induire
sur W_1(P*) la loi de groupe de W_1(P*¢). Donc si X = (z,z"),Y = (y,y") €
W_1(P*), on doit avoir

(O’X) © (an) = (O’X"_y) = (Oax+yaxv+yv)'
Il est alors clair que si g1 = (s, X) = (s, z,2Y) et go = (¢, )) = (t,y,y") € W_1(P),
(2.3.8) g1oge=(s+t+Y(z,z",y,9"),z+y,z" +y")

ouY : Hy(A,Q)xH;(AY,Q) — Q(1) est une application telle que Y(0,0,0,0) = 0.
Pour expliciter Y(z,z",y,y") il va falloir comprendre comment agit g; o go sur la
réalisation de Hodge de M, Ty(M). Remarquons d’abord que les 1-motifs M; =
M/W_oM et My = MV/W_oMV sont contenus dans la catégorie tannakienne
engendré par M*¢ et donc, si on pose P, = MT(M;) pour i = 1,2, on a les
surjections P*¢ — P; et P*¢ — P,. Puisque ces deux surjections respectent la
filtration W,, on obtient les surjections

W_1(P*)
pi}/ \22:2
W_1(P1) W_1(P2).
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Si on applique [2] aux 1-motifs M; et Mo, on obtient que W_1(P1) et W_1(P»)
s’injectent respectivement dans H; (A4, Q) et H;(AY, Q) via les inclusions

11 : W_l(Pl) — Hl(Aa Q)
o+— (o —id)v(1),

ig: W_1(P2) — H;(A4Y,Q)
o (o — id) v*(1).

On peut résumer la situation dans le diagramme commutatif suivant

W_l(Psc)

p?}/ ; \gfz
W_1(P1) W_1(P)
?:1 Hl (A, Q) X Hl(AV, Q) iz
"/P’l'l P’I>\

Hl (A’ Q) Hl(Ava Q)

ou Pry et Pry désignent les projections de Hy (A, Q) x Hy(A4Y,Q) sur Hi (A4, Q) et
H,(AY, Q) respectivement. Remarquons alors que

r = P’I‘l(’&X) = PTl ’i(ﬂ'l gl) = i1p7‘1(7r1 gl) = (pr1(7rl gl) — ’I,d) ’U(l)

(2.3.9) , , . -
y' = Pry(iY) = Pryi(m1 ga) = iz pra(m g2) = (pra(m g2) — id) v"(1)

Puisque pri(m g1) € W_1(P1), par définition on a que

(pri(myg1) — id) Wo/W_o(Tu(M)) € Hi1(A,Q)
(pri(mig1) —id) Hi(A,Q) =0,

et donc
(2.3.10) (pri(m1g1) —id) : Gry (Tu(M)) — Hi(A, Q).

Mais alors (pri(mi g1) — id) € Homg(Gry (Tu(M)),Hi(A,Q)) qui est canonique-
ment isomorphe & Hy(A, Q) et donc d’apres (2.3.9) il est clair que

(2.3.11) (pri(mig1) —id) (1) = =
De méme, puisque pra(m1 g2) € W_1(P2), par définition on a que

(pra(m1 o) — id) T (M) C Hi(AY,Q)
(pra(mi g2) —id) Hi(AY,Q) = 0.
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ie. (pra(m g2) —id) € Homg(Gry (Ta(M)), H1(AY,Q)) qui est canoniquement
isomorphe a H;(AY,Q), et donc d’apres (2.3.9) il est clair que

Vv

(p7‘2(7Tl g2) — id)(l) =Y.

Puisque pro(m1g2) € P2 et MYy = W_1(M), on a que pra(m1 g2) agit de fagon

contravariante sur W_,Ty(M). Désignons par le symbole “v’ cette action. On

observe alors que
(2.3.12) —y¥ = (pra(m1 g2)¥ — id)(1) € W_1(MT(W_1M)).
Par définition on a que

(pra(m1 g2)¥ — id) Hi(G,Q) C Hi (G, Q)
(pra(m1g2)" —id) Hi(Gp,, Q) = 0,

et donc

(2313) (p’l‘g (7'('1 92)\, - Zd) :H, (A, Q) — H; (Gm;(@)

Grace a (2.3.10), (2.3.11),(2.3.12) et (2.3.13) on obtient que
Y
Gry' (Tu(M)) =5 Hi(4,Q) =5 Hi1(Gm, Q)
1 — x — —yV(z)=—<z,yV >.

Par conséquent,
(pri(m1g1) o (pra(mi g2))" — id) : Grg’ (Tu(M)) — Hi (G, Q),

et donc (pri(mig1) o (pra(mig2))¥ —id)(1) = — < z,y¥ > est un élément de
W_2(P) = Homg(Gry (Tia(M)), Hy (G, Q). On vérifie aisément qu’aucune autre
combinaison de composantes de g; et gz, ne peut fournir un élément de W_,(P).
On a alors que Y(z,2",y,y") = — < z,y" > et grace a (2.3.8) on obtient enfin que

gioge=(s+t—<z,y" > z+y 2" +y).

Maintenant, vue la définition de I et des lois de groupe de H et W_;(P), il est
clair que I est un homomorphisme de groupes.

Pour conclure il nous reste a vérifier que I est injectif: Soit g € W_1(P) tel que
I(g) = 0. Alors i(m1(g)) = m2(I(g)) = 0, et donc puisque ¢ est injectif, 71(g) = 0,
i.e. g € W_3(P). Mais I)y_,(p) = iso0.can., et donc g = 0.

2.4. Corollaire
Soient M = (X, XV, A, AV, v,vY, %) un 1-motif défini sur C et P = MT(M).
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(1) Si A # 0, notons A la composante neutre de la cloture de Zariski de
v X vY(X x XV) dans A x AV et F' le Q-espace vectoriel obtenu en tensorisant par
Q lanneau des endomorphismes de A, i.e. F = End A® Q. Alors

dimg P =
= dimg W_,(P) + dimg MT(A) + dimg Homp (F - v x v¥(X x X"); Hi(A4,Q)).

(2) Si A =0 et XV #0, notons T le tore de groupe des caractéres XV, T
la composante neutre de la cloture de Zariski de u(X) dans T et F' le Q-espace
vectoriel obtenu en tensorisant par Q l'anneau des endomorphismes de T, i.e.

F'=EndT ® Q. Alors
dimg P =1 + dimg Homp (F" - u(X); H1(T,Q)).

PREUVE:
(1) Soient M*¢ =M & MV/W_o(M & M) et P*¢ = MT(M?¢) . Grace a [1] de
2.3, on a les suites exactes

W_2(P)

0 —— W_(P) —> P — Cry/(P) — 0

W_4 (Psc)

Par conséquent,
(2.4.1) dimg P =
= dimg W_y(P) + dimg Gr}/ (P) 4 dimg W_1(P*¢),
ot Grl (P) est MT(A) si A # 0, ou MT(T) si A = 0. On est donc réduit a

calculer la dimension de W_;(P*¢). Puisque M*¢ = [X x XV > 4 AY], on a
que W_1 (T (M?®¢)) = Gr%, (T (M*)), ce qui implique que UM (P3¢) = U® (Ps°)
et donc d’apres 1.9 W_y(P*¢) = U™ (P*°). Mais alors, en appliquant 2.2 au 1-
motif M?*¢, on trouve que

dimg W_1(P*¢) = dimg Homp (F - v x v¥(X x X"); H1(A, Q).
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En mettant ensemble ce dernier résultat avec (2.4.1), on obtient finalement 1’égalité
recherchée.

(2) Si A=0,0naque M =[X-25T], ot T est le tore de groupe des caracteres
XV. Puisque Gry’ (P) = MT(T) = Gy, & partir de la suite exacte

0— W_1(P) — P — Grg (P) — 0
on obtient que
(2.4.2) dimQP =1 +dimQ W_l(P).

On s’est donc reduit a calculer la dimension de W_; (P) Puisque M = [X % T,
on a que W_1 (Tu(M)) = W_2(Tu(M)), ce qui implique que U (P) = UW (P),
et donc d’apres 1.9 W_4 (P) =U® (P) Mais alors, en appliquant 2.2 au 1-motif
M, on trouve que

dimg W_; (P) = dimg Homp (F - u(X); Hy(T, Q)).
En mettant ensemble ce dernier résultat avec (2.4.2), on peut conclure.

2.5. Exemples:

(1) Soit M = [X —“+Ax T] un 1-motif défini sur C, ou1 A est un produit de courbes
elliptiques. Dans le corollaire 4.6.5, on calcule de facon tout a fait explicite la
dimension du groupe de Mumford-Tate de M.

(2) Soit M = [X 5G] un 1-motif défini sur C, olt G est une extension dune
courbe elliptique &€ par G,,.

Par définition, W_y(MT (M)) est contenu dans Hom(Z, Hy (G, , Q) = H1 (G, Q)
et donc la dimension de W_o(MT(M)) est soit 0, soit 1.

En appliquant 4.6.4 au 1-motif M@MV/W_o(M@&MY), on obtient que la dimension
de W_i(MT (M & M"/W_y(M & M"))) est inférieure ou égale a 4.

Par conséquent, grace a (1) de 2.4, on peut conclure que si le 1-motif M ne présente
aucunne dégénérescence, alors

. _J9 si& n'est pas de type CM,
dimg MT (M) = { 7 si & de type CM,
tandit que si M présente des dégénérescences, alors

9 si & n’est pas de type CM,

dimg MT(M) < { 7 si & de type CM.

2.6. Terminons cette section en montrant comment on peut se réduire a I’étude du
groupe de Mumford-Tate d’une somme directe de 1-motifs M = (X, XV, A, AV, v,
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vV, 1) tels que rang X = rang XV = 1, ou de 1-motifs M autoduaux. Pour cela,
introduisons quelques notations préliminaires.
Soit M = (X, XV, A, AV, v,vY,%) un 1-motif défini sur C. Posons r = rang X et
s = rang X". De plus soit {z;} (resp. {z}}) une base de X (resp. de XV). Le
1-motif M est défini par les homomorphismes

u: X — G, v: X — A, v XY — AY.
Considérons les réstrictions suivantes de ces homomorphismes

UZ.Z'ZZ—)G
v; s 4l — A

V., Vv \%
vj Tl — AY.

oui=1,...;,ret j=1,...,5 Onaque u=1I[_ u;,v=1II_ v; et v¥ =II5_;vj.
Via I'isomorphisme Ext' (A4, G,) = Hj-zlExtl(A, G, ), extension G correspond au
produit d’extensions G1 X...X G, ol G; est 'extension de A par G,, parametrisée
par le point v;-’(a:j) de AV. Les homomorphismes u; : ;Z — G et v; : 2;Z — A
se décomposent ultérieurement de la fagon suivante

Uij - iEZZ — Gj
Vij - .’L‘iZ — A

ou v;j(z;) = mj(uij(x;)) si m; désigne la projection de G; sur A. Clairement
U; = H;zluij, v; = H;zlvij. Posons

2.7. Lemme

Les 1-motifs M et ®;_, ®;_, M;; engendrent la méme sous-catégorie tannakienne
neutre de SHMy.

Par conséquent, MT(M) = MT(®]_; ©;_; Mj).

PREUVE:
(A) La catégorie tannakienne engendrée par &]_; ®7_,; M;; est contenue dans celle

engendrée par M:
. IL; juiy
Puisque M = [II!_, z;7Z Laia IIZ_,Gj], on a que

M'LJ = M/[H 1<k<r .’L'kZ — HlslSSGl];
k#i 1#]
et par conséquent
@21:1 EB;-ZI (M/[H 1<k<r Tls — Ili<i<s Gl]) = @;“:1 @;:1 Mij-
ki 1#]
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(B) La catégorie tannakienne engendrée par M est contenue dans celle engendrée
par ®;_, ®j_; Mj;:

Pour simplifier les calculs, on va identifier X a Z" et XV a Z*. Remarquons que si
dz : Z — Z° désigne ’homomorphisme diagonal, alors pour chaque : = 1,...,r

(&5=1 Myj) /12 /d(Z) — 0] = [2° Y T5_, G;]/[Z° /dz(Z) — O]
= [dz(Z) 2 115_, G
~ [Z=5115_,Gj].
Donc
@71) @l (@5 My) /12°/a2(Z) — 0]) = [27 5% (I, G,)"),

ou [ZTH"—"ﬁ (I3_,G4)"] est le 1-motif
Z’f‘

Hiui wj,j /Uij

0 — G; — (I}, Gy)"
dont I'extension (II3_,G;)" est définie par 'homomorphisme (II;vY)" : (Z°)"
(AV*)". Si on pose vj; = vj pour i = 1,...,7, on a clairement que (va}’)r =
I1; jvy;. Avec ces notations, le dual de [Z" Miug (I3_,G;)"] peut s’expliciter ainsi

ZTS
Hiu;! N_I‘lﬂvzg

(AV)ST‘ . 0.

AST‘_»O

0 — Gy, — ((I5=1G3)")"

Mais alors, si dzs : Z° — (Z°)" X — (X, X,.. .X), désigne ’homomorphisme
diagonale de Z*® dans (Z®)", on obtient que
r ILiug s T TS v ~ s Diug s T
- (12 22 (05, Gy) Y 127 [ (2) — 0]) = (20 225 (1, Gy)") T
U T-Hiui S/—\_/
=[Z"— (Hj=1Gj)r]>

ou [ZTH"—uf (II5_1G4)] est le 1-motif
Z’f‘

Hiui N_Ij,j /Uij

0 — G5, — (I13_,Gy)r AT a0
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dont Pextension
(A (1,

)( est définie par '’homomorphisme (I;v})" : Z° —
(A%)" — A (X‘

vy(1),..., ;7 (1)). Maintenant I’'homomorphisme + :

11Gy)

—»J — —

., X)) — X1 +...+ X, défini un morphisme surjectif entre
°)

— (I

les 1-motifs [Z" % ( | et [Z7 H’;U?As] :
/AN A
;505 4 N

Ce morphisme surjectif induit, a son tour, un morphimse surjectif entre les 1-motifs

—~—

II; ”1 s r _ r U s
7 M (I8 Gy)7] et M = [Z7 5T _, G

\
1
e
e

0 > 0 - 7" - 7" >
0 - G, - TI5_,G - AS .

Donc M est un quotlent de [Z" — i (I2_,G;)"], et par conséquent, d’apres (2.7.1)
et (2.7.2), M peut s’écrire comme un quotient de

{ (@Ll (( i1 My;) [[2°/dn(Z) — 0]))V/[Z”/dZs(ZS) — 0]} <

2.8. Lemme
Soit M = (Z,7., A, A, v,v",¢) un 1-motif deﬁm' sur C.
A M on peut associer un 1-motif M tel que Gro M= GrgVM" =7, et qui a les
propriétés suivantes:
(i) M est autodual.

(ii) La sous-catégorie tannakienne neutre de SHMq engendrée par M est la
meéme que celle engendrée par M.

PREUVE: (La construction qui suit est due & D. Bertrand). Soit M = [Z — G|
un 1-motif défini sur C, ou G est une extension de A par G,, parametrisée par le
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point vY(1) = @ de AY(C) et u(1) = S est le point de G(C) qui releve le point
v(1) = P de A(C). Notons 7 la projection de G sur A.

™

o — G, — — A — 0 = Q
— P

n Q<+ N

\%
Le dual de Cartier de M est le 1-motif MY = [Z==G"], ott GV est 'extension de
AY par Gy, parametrisée par le point P de A(C) et uY(1) = S est le point de
GY(C) qui releve le point @ de AY(C). Notons 7¥ la projection de G¥ sur AV.

Z
w |
\"
O - G, — & ©H A — 0 = P
SV — Q

A partir de M et de MV, on peut construire les 1-motifs

My = Wy /W_3(M) = [Z—A] avec v(l) = P,
My = Wo/W_o(MY) = [Z254Y]  avec v¥(1) = Q.

Remarquons que MY = [0 — GY] et My = [0 — G].

Notons dy, : Z — Z xZ I’homomorphisme diagonal de Z et u : G, XG,,, — G, la
loi de multiplication de G,,. Ces deux homomorphismes induisent respectivement
les morphismes de 1-motifs dz : [Z — 0] — [Z X Z — 0] et p : [0 —
Gm X G| — [0 — Gy, ] qui s’explicitent ainsi:

7 L 7x7Z 0 2 0
0 Lo et 0l Jo
0 — 0 G X Gy 2 Gy

Puisque le 1-motif M @& MV s’inscrit dans la suite exacte
0—MeM) —-MaoM' — Grff (M) Gry (MY) — 0,
on peut considérer son pull-back par le morphisme dz, : [Z — 0] — [ZXZ — 0] :
0 — MyeM) — MoMY — [ZXZ—0 — 0
id T T T dz
0 — MyseM) — d(MeM') — [Z — 0] — 0
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0 » 0 Y/ Y/ > 0

N NN
NN \\Z

NN

0 - G xGY GxG"

\"
L’extension d}, (M & M") est le 1-motif [Z () G x G"], o G x G est I'extension

de A x AY par G,, x G, parametrisée par le point (Q,P) de (AY x A)(C), et
(u x u¥)(1) est le point (u(1),u¥(1)) = (S,SY) de (G x GV)(C) qui releve le point
(P,Q) de (4 x AY)(C).

Vi
(uxu) 4
0 — GpxGn —  GxG ™% AxaA — 0 = (Q,P)
(S,8Y) — (P,Q)

De fagon analogue, d(M; & Ms) est le 1-motif [Z( e )A x AY], ou (v x vV)(1)
est le point (P, Q) de (A x AY)(C). On remarque donc que d3 (M & MV) s’inscrit
dans la suite exacte

On peut alors faire le push-out du 1-motif d (M & M"Y) par le morphisme p :
0 — Gp X Gp] — [0 — Gy ]

0 — W o(Mew (M) — diyMeMY) — diy(Mi®M,) — 0

p 1 1id
o — W_o(M) —  pedyMeMY) — dp(Mi®Ms) — 0
0 . 0 -7 i .7 . 0
l \ (uxuv)l \ (vxvY) l
0 — G, % Gy —\—»GXG" \ - Ax A \ . 0
> 0 > 7 > 0
l l \ l(vxvv)
0 «(GxGY) AxAY —> 0
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Si on note A la variété abélienne A x AV et G l'extension p,(G x GV) de A par

Gm,, on a alors que Vextension p,d}, (M @ MV) est le 1-motif [Z z 2 GJ, ou G est
Pextension de A par G,, parametrisée par le point (@), P) de AY(C) = (AY x 4)(C),
et U(1l) = S est un point de G(C) qui releve le point (P,Q) de A(C). Notons I
linclusion de G,,, dans p.(G x GY) et II la projection de G sur A.

2.8.1
SR Y S

n N

I A — 0 = (QP)
—

(P,Q)

Si on pose K = Ker (/1, o(puxid): G2 x Gy — Gm), ensemblistement on a que

G = {(g,m,ﬁ)EGXGV XGm}/K,

I:G, —G ¢ +— (0,0,&) modK,
m:G—A (g,m,&) modK — (n(g),w"(m),0)
et le point S s’identifie au point (S, SY,1) modK.
Posons
M:=[Z -5 G] 1+ (S,S%1) modK
(2.8.2) Vi=(vxv'):Z— A 1— (P,Q)

VY= (0 xv):Z — AY 1— (Q,P)

Vérifions maintenant que M a toutes les bonnes propriétés explicitées dans I’énoncé
de ce lemme:

(7) Notons sym : Ax AV — AV x Aet Sym : Ax AV — AY X A les isomorphismes
“inversion des facteurs”. D’apres 1.3 on sait que

Ymv = M o Sym.
De plus grace a (2.8.2) on a aussi que
V=VVosym et VY =Vosym.

Par conséquent, si on identifie A et AV via I'isomorphisme sym, on obtient que
les 1-motifs M = (Z,Z, A AV, V, VYV 9ym) et MY = (Z,Z, AV, A, VY,V ¢)pqv) sont
isomorphes.

(13)On doit vérifier que MT (M) = MT(M). Pour simplifier les notations posons

vxoY v vxvY
P=MT(M),P = MT(M), M*¢ = [ZxZ 2% Ax A'] et M*¢ = [Zx7Z 2% Ax

AV]. D’apres 2.3 [1], on sait que P/W_o(P) = MT(M?*°) et

P/W_o(P) = MT(M?*°).

Remarquons que M*¢/[0 — AY] = M*°¢ et donc la sous-categorie tannakienne
neutre de SH Mg engendrée par M*¢ est contenue dans celle engendrée par M*°.
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Notons dz : Z — 7Z x 7 est ’homomorphisme diagonal de Z, M, = [Z—>A] et
Vv
M, = [Z-"~ AY]. Alors le 1-motif

M, & My & My ® My /[Z*/dy, x dz(Z x 7) — 0]

est isomorphe au 1-motif

Vv A\
z2 UL gAY % AY x A] = M

Donc M?¢ est contenu dans la sous-catégorie tannakienne neutre de SHMg en-
gendrée par M*°. On peut donc conclure que MT(M?*°) = MT(M?*°) et donc
P/W_y(P) =P/W_5(P). Il nous reste 4 vérifier que W_o(P) = W_3(P). Notons
PY = MT(M"). Puisque rang Gr{/ (M) = rang Gry (MV) = rang Gry (M) =
rang Gry (MY) = 1, la dimension sur Q de W_y(P) et de W_o(P) est au plus 1.
En paticulier, on a les injections suivantes

A W_y(P) — Homg(Q, H; (G, Q) = Hy (G, Q)
AV W_y(PY) — Homg(Q, H; (G, Q) = Hy (G, Q)
A : W_y(P) — Homg(Q, Hy (G, Q) = Hy (G, Q)

qui sont des isomorphismes si les 1-motifs M et M ne sont pas déficients. Re-
marquons que puisque la notions de groupe de MT est stable par dualité, on a
A = \V. Par construction, M est le push-out du 1-motif d}, (M & M") par la loi de
multiplication de G, p: G,, X Gy, — Gy, et donc

A=X+ XV =2
On a alors clairement que

W_o(P)=0 <= A=0 <= A=0 <= W_(P)=0
dimg W_3(P) =1 <= liso <= Aiso <= dimg W_»(P) =1,

et donc on peut finalement conclure que W_5(P) = W_5(P).$
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Chapitre 3

Dégénérescences triviales

3.1. Grace a l'interprétation géométrique de la déficience trouvée par D. Bertrand
a la suite des travaux de L. Breen (voir [Br87]), on va démontrer que si M =
(2,7, A, AV, v,vY, 1) est un 1-motif déficient (resp. quasi-déficient) sur C, alors
il est trivialement déficient (resp. trivialement quasi-déficient) (cf. 1.11). Intro-
duisons quelques notions préliminaires dues en grande partie & D. Bertrand (cf.
[Be94], [Be98]):

Soient M = (X, XV, A, AY,v,v¥,4¢) un 1-motif défini sur C et P la biextension
de Poincaré de (A, AY). Pour chaque couple (z,zY) € X x XV considérons les
conditions suivantes:

(i) la restriction de P a la composante conneze du groupe algébrique engendré
par (v(z),vV(z")) dans A x AV, est trivial ou d’ordre 2, i.e. son carré admet un
scindage canonique qu’on notera &.

(ii) si B désigne la restriction de (v,v") au groupe Z engendré par un multiple
assez grand de (z,xV) dans X x XV, les trivialisations Yz et f*E€ de B*P coincident.

On dit que M est quasi-isotrope si la condition (7) est vérifiée pour chaque couple
(z,2¥) € X x XV.

On dit que M est isotrope si les conditions (i) et (i7) sont vérifiées pour chaque
couple (z,zV) € X x XV.

On peut simplifier la condition (i) en introduisant la notion d’isotropie pour les
variétés abéliennes: Une sous-variété abélienne B de A x AY est dite isotrope si la
restriction de la biextension de Poincaré de (A, AY) a B est triviale ou d’ordre 2.
Grace a cette définition on peut reformuler la condition (i) de la facon suivante

(i’) il existe une sous-variété abélienne isotrope de A x AY, qu’on notera
Bz vy, qui contient un multiple assez grand de (v(z),v"(z")).

Mais d’apres [Be94] proposition 1, cette derniére condition peut se réécrire ainsi

(i”) il existe un homomorphisme antisymétrique f, vy : A x AV — AV x A
(i.e. f(tz ) = —f(@,av) OU f& V) est la transposée de f(z,xV)) et un entier non nul
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Nig,zvy tels que fig vy (P, Q) = Nz ,v)(Q, P) pour chaque (P, Q) € By 5v)-

Dans le cas particulier ot B, ,vy s’envoie surjectivement sur A, toujours d’apres
[Be94] proposition 1, la condition (i') est équivalente a

(i”’) il existe un homomorphisme antisymétrique 9zavy + A — AV et un
entier non nul N, gvy tels que g4 ,vy(P) = N(g .v)Q pour chaque (P, Q) € By 5v)-

Explicitons ce que les notions de quasi-isotropie et d’isotrope veulent dire pour un
1-motif M = (Z,Z,E,EV,v,v",9) sur C, ou £ est une courbe elliptique de type
CM,v(1)=Pe&(C) et vV (1) =Q € £Y(C).

Soit B(p,q) la composante connexe du groupe algébrique engendré par (P, Q) dans
& x &Y. La condition (i) nous dit que la suite exacte

0—G,, — PIB(p,Q) — B(p7Q) — 0

est canoniquement scindée, i.e. PiBpo = G X Bp,g)- Sion note § : Bpg) —
P|Bp,q, Ce scindage canonique, la condition (i) se traduit ainsi:

P(1,1) = (v x0")*¢(1,1) = (1,(1,1)) € (P|ZXZ)(1,1)-

Pour mieux visualiser ces deux conditions, considérons le diagramme suivant

P|B(P,Q) — P — P|Z><Z
¢ { It v=(vxv¥)*¢

vxvY

B(p,Q) — ExEY — 7 X 7.

On peut donc conclure que le 1-motif M = [Z — G] est isotrope si et seuleument
si les conditions suivantes sont vérifiées

(1) (P,Q) € (Un&y) x &Y U Ex(Un&y) U {(R,S) € & xEY/(Un&y) x
(Un&Y) | (R, S) vérifie la condition (¢')},
ou &, (resp. &) est le groupe des points de n-torsion de £ (resp. £V).

(2) u(1) correspond & un des points de '’ensemble suivant
{(a, (P,Q)) € (P) (p,q) | @ € Gy, est une racine de l'unité}.

Pour l'interpretation géometrique de la déficience et de la quasi-déficience on aura
besoin du lemme suivant de D. Bertrand (cf. [Be94| lemme 1).

3.2. Lemme

Soit B une sous-variété abélienne isotrope de A x AV. Il existe une sous-variété
abélienne isotrope B’, une isogénie v de BY vers B' et un entier N' tels que, si
7,4 désignent les injections canoniques de B, B’ dans A x AV, m la loi de groupe
de Ax AV, P le fibré de Poincaré sur Ax AV et Q le fibré de Poincaré sur B x BY,
I’homomorphisme

S=mo(jxj)o(idxv): Bx BY — Ax A’
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ait un noyau fini et vérifie: S*P = N'Q. Si de plus B est isotrope maximale, B’
l’est aussi, S est une isogénie et B est isogene a A.

3.3. Proposition

Soit M = (Z,Z, A, AV, v,v",¢) un I-motif défini sur C. Alors,
(1) M est quasi-déficient si et seulement si il est quasi-isotrope.
(2) M est déficient si et seulement si il est isotrope.

PREUVE: (Dans [JR87], on trouve la preuve de (2) en termes de réalisation /-
adique). Comme d’habitude notons P le groupe de Mumford-Tate de M.

(1) Commengons avec quelques rappels sur la biextension de Poincaré. Puisque
A est définie sur C, on peut I'écrire sous la forme V/A, ou V est un C-espace
vectoriel de dimension g et A est un réseau de V. Par définition AV = VV/AY, ou
VY = Homg(V, C) est le C-espace vectoriel des formes C-antilinéaires [ : V' — C,
et AV = {l € VV| Iml(A) C Z} est un réseau de VV. On identifie le R-espace
vectoriel sous-jacent a VV avec Homg(V,R) via l'isomorphisme canonique [ —
Im . On sait que la biextension de Poincaré P est définie par la forme hermitienne

H:(VxV)x(VxV')—C
(’Ul, ll), (’02, lz) — ll(’Uz) + 12(’01),

et par le semi-caractere

X:AxAN —C ={zeC||z|=1}

(3'3'1) ()\’ l) — e2i7rIml()\).

La dualité entre A et AV décrite par la biextension P, équivaut a la donnée d’une
forme R-bilinéaire suivante

<,>VxV¥Y—R

(3.3.2) (v,1) —< v,l >=Tml(v),

qui est non dégénérée et que ’on appellera accouplement de Weil.

La premiere classe de Chern de P, ¢1(P), s’identifie avec la forme hermitienne
H ou avec la forme alternée a valeurs réelles E = ImH, qui grace a (3.3.2) peut
s’expliciter ainsi

(3.3.3) E:(VxVV)x(VxVY)—R

e (1)1,[1),(’1)2,[2) —< ’U2,l1 > — <’Ul,l2 > .
D’apres [D75] (10.2.3), P définit en réalisation de Hodge un accouplement
<, >z:Hi1(A,Z) x H(AY,Z) — Z(1)
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que ’on appelle toujours accouplement de Weil, car si on étend les scalaires a R
et on identifie Z(1) a Z en envoyant 2imw sur 1, 'accouplement <, >z: H1(A, Z) X
H,(AY,Z) — Z(1) coincide avec accouplement <, >: V x VV — R i.e.

(3.3.4) <, >z@R=<,>.

Si B = Vp/Ap désigne une sous-variété abélienne de A x AY qui contient un
multiple assez grand de v x vY(1), d’apres 2.3 on sait que en tant que Q-espace
vectoriel W_1(P) C W_o(P) x H1(B,Q) € Q(1) x H1(A,Z) x H;(AY,Z) et que
le commutateur de deux éléments g1 = (s,z,z") et go = (t,y,y") de W_1(P)
s’explicite ainsi:
[gla 92] =

= (37 x, $V) ) (t7 Y, yV) - (ta Y, yV) ) (57 x, :EV)

=(s+t—<z,y" >g,x+y, 2" +y") — (t+s— <y, 2" >q,y+z,y" +2)

=(—<z,9y" >0+ <y, z’ >q,0,0),
ol <, > désigne l'accouplement obtenu a partir de <, >z par extension des
scalaires a Q. Mais alors on a que

W_1(P) abélien
(3.3.5) =
<zy' >g—<y,z" >q9=0 V (z,2"), (y,y") € H1(B,Q).

(A) Supposons que W_;(P) est abélien: D’apres (3.3.5), (3.3.4) et (3.3.3), on
obtient que
H|VB><VB = Cl(P|B) = ElVBXVB = 0.

De plus si on considére un cas particulier de (3.3.5) (il suffit de prendre les couples
(x,0) et (0,2Y) de Hy(B,Q)), on trouve que

<z,z">=0 V(z,2") € Hi(B,Q),
et donc d’apres (3.3.4), (3.3.2) et (3.3.1) on obtient que
X|AB =1.
Puisque Hy,xv, = 0 et xja, = 1, on peut conclure que la restriction de la
biextension de Poincaré a B est triviale.
(B) Supposons que M est quasi-isotrope: Par définition, la sous-variété abélienne
B de A x AY est isotrope et donc Ejy,xv, = c1(Pjg) =0, i.e. d’apres (3.3.3)
<’U2,l1 > — <’U1,lg >=0 i (’Ul,ll),(’Ug,lz) € VB,

Mais alors grace a (3.3.4) et (3.3.5), on obtient que W_;(P) est abélien.
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(2) Dans [Be98] théoreme 1, D. Bertrand a démontré que si M est défini sur C,
I'isotropie implique la déficience. Mais pour vérifier que la déficience implique
I’isotropie, il se restreint a un corps de nombres car il utilise la £-divisibilité des
points u(X) de G(C). On va donner une preuve pour les 1-motifs définis sur C.
En fait, on va démontrer que si M n’est pas isotrope, alors il n’est pas déficient.
Si M n’est pas quasi-isotrope, alors d’aprés (1) il n’est pas quasi-déficient et donc
en particulier il n’est pas déficient.

Si M est quasi-isotrope, il existe une sous-variété abélienne isotrope maximale de
A x AY, qu’on notera B, qui contient un multiple assez grand b de (v(1),v"(1)).
Si on pose B = B x BY, d’apres 3.2, on a une isogénie S : B — A qui induit
I'inclusion naturelle de B dans A et telle que S*P est un multiple de la biex-
tension de Poincaré de (B, BY). D’apreés 2.8, on peut associer & M un 1-motif
M= (Z,Z,A AV, V VY 1) autodual et lui aussi quasi-déficient:

Z
Ul
o — G, — G — A — 0 = (vY(1),(1))eAa’
S — (v(1),vY(1)).

Grace a l'isogénie S : B — A, on a que M est isogene au 1-motif M suivant
g g

Z
Ul

0O — G, — BxG, — B — 0 = (0,b) e B
U1 — (0,0,

ou Gy est 'extension de BY par G,, parametrisée par le point b de B.

Puisqu’on travaille modulo isogenies et que B est isotrope, on peut supposer que
P p admet un scindage canonique qu’on notera £. Puisque M n’est pas isotrope,
on a que (v x v¥)*¢ # Y, et donc Par(1,1) = (,(1,1)) € (Pzxz)(1,1) avec
a € Gy, — [oo, OU oo est ’ensemble des racines de 'unité. Mais alors, puisque
S*P est un multiple de la biextension de Poincaré de (B, BY), on obtient que
U(1) = (b,@) avec @ € Gy, — oo

Considérons maintenant les deux 1-motifs suivants

M; :=M/[0 — B] =[Z 2 Gy] avec ui(l)=a
M, := M/[0 — Gp] = [Z =2 B] avec ug(l) =b.

Si dz : Z — Z x 7 indique ’homomorphisme diagonal de Z, on a que
(M1 © M) /[Z x Z/dz(Z) — 0] = [dz(Z) “3* B x Gy] = M.

Par conséquent les 1-motifs M; @ Ms et M engendrent la méme sous-catégorie
tannakienne neutre de SHMy, et donc ils ont le méme groupe de Mumford-Tate.
Mais alors, puisque M est isogene a M, on peut conclure que

MT(M; & My) = MT(M).
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Remarquons que M, = [Z (va), Gy, x B avec (u1)Y(1) = (@, b). Donc clairement
MT(M; ® M) = MT(M,), ce qui implique

(3.3.6) MT(M) = MT(M,).
Maintenant puisque @ n’est pas une racine de l'unité, grace a 2.2, on trouve que
W_3(MT(M,)) 2 Hy(Gp, Q) # 0,

et donc d’apreés (3.3.6) W_o(MT(M)) # 0, i.e. M n’est pas déficient. Mais alors
grace a 2.8 on peut conclure que M n’est pas déficient.

3.4. Théoreme

Soit M = (Z,Z, A, A, v, vV, ¢) un 1-motif défini sur C. Alors,
(1) M est quasi-déficient si et seulement si il est trivialement quasi-déficient.
(2) M est déficient si et seulement si il est trivialement déficient.

PREUVE: Soit M = (Z,7Z, A, AY,v,v", %) un 1-motif quasi-déficient. D’apres 3.3,
il existe alors une sous-variété abélienne isotrope maximale de A x AV, qu’on notera
B, qui contient un multiple assez grand b de (v(1),vY(1)). Si on pose B = B x BY,
grace a 3.2, on a une isogénie S : B — A, qui induit I'inclusion naturelle de B dans
A et telle que S*P est un multiple de la biextension de Poincaré de (B, BY). D’aprés
2.8, on peut associer & M un 1-motif M = (Z,Z, A AV, V, VY i) autodual et
lui aussi quasi-déficient:

U
o — G, — A — 0 = (vV(1),(1))ea

.
— (v(1),0%(1)).

n N+ N

Gréace & 'isogénie S : B — A, on a que M est isogene au 1-motif M suivant

Z
Ul

0 — G, — BxGy, — B — 0 = (0,b) e B
U1) +— (b,0).

ou Gy est 'extension de BY par G,, parametrisée par le point b de B.

Puisqu’on travaille modulo isogenies et que B est isotrope, on peut supposer que
P g admet un scindage canonique qu’on notera &.

(1) Supposons M quasi-déficient mais pas déficient. On a alors que (v x vV)*¢ #
Y, et donc Y (1,1) = (o, (1,1)) € (Pizxz)1,1) avec @ € Gy — poos OU floo
est I'ensemble des racines de 'unité. Mais alors, puisque S*P est un multiple

de la biextension de Poincaré de (B, BY), on obtient que U(1) = (b, @) avec @ €
Gm — Moo
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Considérons maintenant les deux 1-motifs suivants
M; :=M/[0 — B] = [Z =5 Gy] avec ui(l)=a
M, :=M/[0 — Gp] = [Z =2 B] avec ug(1l) =b.

Sidyg : Z — 7Z x Z indique 'homomorphisme diagonal de Z, on a que
(M, © M) /[Z x Z,/dg(Z) — 0] = [dz(Z) "% B x Gy] = M.

Par conséquent les 1-motifs M; @ M; et M engendrent la méme sous-catégorie
tannakienne neutre de SH My, et donc ils ont le méme groupe de Mumford-Tate.
Mais alors, puisque M est isogene a M, on peut conclure que

MT(M; & My) = MT(M).

Remarquons que M =[Z — (ul) G x B] avec (u1)Y(1) = (@,b). Donc clairement
MT(M; & M,) = MT(Ml), ce qui implique MT(M) = MT(M‘{) Mais alors
grace a 2.8 on a que

MT(M) = MT(M,).

Or W_l(MT(M )) = U (MTM 1)) et donc on peut conclure que M est tri;-
vialement quasi-déficient.

(2) Supposons M déficient. On a alors que (v X vV)*¢ = ¥y, et donc Ppr(1,1) =
(o, (1,1)) € (Pizxz)(1,1) &VeC @ € fico, Ol [l est I'ensemble des racines de 'unité.
Mais alors, puisque S*P est un multiple de la biextension de Poincaré de (B, BY),
on obtient que U(1) = (b, @) avec & € . Puisqu’on travaille modulo isogénies
on peut supposer que U(1) = (b, 0), et donc

M=[Z " Bla[0 -2 Gy

ou u/(1) = b. Mais alors, puisque [0 N Gy]Y = [Z == B] et M est isogene 3 M ,
d’apres 2.8 on a que

MT(M) = MT([Z 5 B)).

Or W_y(MT([Z 5 B))) = UD (MT([Z 5 B))) et W_o(MT([Z > B))) =0,
et donc on peut conclure que M est trivialement déficient. <>

3.5. Remarque:
On ne peut pas utiliser 2.7 pour généraliser 3.3 et 3.4 aux 1-motifs M = (X, XV, A,
AY,v,vY,1) tels que rang X et rang XV soient supérieurs a 1. En effet, avec les

Vv
notations de 2.6, le lemme 2.7 nous dit que MT(M) = MT($;*8X @;a,:nng M;;). 11
est clair que pour chaque i et j, < T'(M;;) >® est une sous-catégorie tannakienne
neutre de < T (M) >® et donc d’aprés 1.5 on a des surjections

v ii
MT(M) = MT(&;28* &8% M;;) =% MT(M;;)
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qui fournissent la surjection suivante

=1

MT (M) 2% X @rns X MT(Myy),

Malheureusement cet homomorphisme n’est pas injectif et donc on peut conclure

seulement que
M déficient = M;; déficient Vi,j

&3 M;; isotrope Vi,j
<= M isotrope,

i.e. M déficient implique M isotrope mais pas le viceversa. Pour des raison
analogues, 3.3 (2) et 3.4 ne peuvent pas se généraliser en utilisant 2.7 et pour le
moment ’auteur ne connait aucunne méthode pour généraliser ces théoremes.
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Chapitre 4

Périodes et transcendance

4.1. La conjecture des périodes généralisée.

4.1.1. Soient Q la cléture algébrique de Q dans C, et K un sous-corps algébrique-
ment fermé de C non nécessairement algébrique sur Q.
Si X est une variété algébrique projective lisse définie sur K, on peut lui associer

- sa cohomologie de de Rham algébrique H}y(X), qui est une K-algebre
graduée anticommutative;

- sa cohomologie singuliere rationnelle H* (X (C), Q), a partir de laquelle on ob-
tient la K-algebre graduée anticommutative H* (X (C), K) = H*(X(C), Q) ®¢ K.
D’apres [G66], U'intégration des formes différentielles fournit un isomorphisme ca-
nonique de C-algebres graduées P : Hiz (X) ®x C — H*(X(C), K) ®x C.

On appelle matrice des périodes de X la matrice de cet isomorphisme relative a des
K-bases de Hj (X) et H*(X (C), K) quelconques fixées. Le corps K (périodes(X))
engendré sur K par les coefficients d’une telle matrice, est indépendant du choix
des K-bases.

A X on peut associer aussi son groupe de Galois motivique Gpot(X), i-e. le sous-
groupe de (J[,GL(H!(X¢(C),Q))) x GL(Q(1)) qui fixe les classes fondamentales
des cycles algébriques sur les puissances de X (via la formule de Kiinneth).

Dans [G66] note 10, Grothendieck fait allusion & une conjecture générale de tran-
scendance des périodes de X, mais c’est seulement dans [L66], note historique p.
43, que cette conjecture apparait de maniere explicite pour la premiere fois. Cette
conjecture peut aussi se formuler sous la forme plus explicite suivante (cf. [A97]):

Conjecture des périodes B
S1 X est une variété algébrique projective lisse définie sur Q, alors

(CP?) deg.transc@@(périodes(X )) = dimg Gmoet (X).

4.1.2. Dans [A97], André propose la généralisation suivante de cette conjecture aux
variétés algébriques projectives lisses définies sur un sous-corps K algébriquement
fermé de C non nécessairement algébrique sur Q:
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Conjecture des périodes généralisée
Si X est une variété algébrique projective lisse définie sur K, alors

(7) deg.transcgK (périodes(X)) > dimg Got (X).

4.1.3. Les conjectures précédentes devraient s’étendre aux motifs mixtes. Toutefois
il y a un probleme de définition du groupe de Galois motivique. Nous allons nous
limiter aux 1-motifs, et remplacer, faute de mieux, le groupe de Galois motivique
par le groupe de Mumford-Tate, suivant [A97]. Ceci est justifié en partie par
le travail de J.-L. Brylinski [B83], qui démontre dans ce cadre que les cycles de
Hodge ont des composantes De Rham définies sur K (ce qui entraine l'inegalité
deg.transc i K (périodes(M)) < dimg MT(M)).
Un 1-motif M sur K consiste en

(a) un Z-module libre de type fini X, une variété abélienne A, définie sur K,
et un tore 7', défini sur K,

(b) une extension G de A par T, définie sur K,

(¢) un homomorphisme u : X — G(K).
On peut identifier le 1-motif M = (X, A,T,G,u) & un complexe de schémas en
groupes abéliens, concentré en degrés 0 et 1: M = [X —G].
On désigne par M¢ le 1-motif sur C (X, Ac,Tc, Ge,u). D’apres [D75] (10.1.3),
(10.1.7) et (10.1.8), on peut associer & M

- sa réalisation de de Rham Tyr (M), qui est un K-espace vectoriel de dimen-
sion finie,

- sa réalisation de Hodge Ty (Mc), qui est un Q-espace vectoriel de dimension
finie,
et ces réalisations sont liées entre elles par un isomorphisme canonique de C-
espaces vectoriels

P HdR(M) R C — HH(M(C) ®Q(C

ou HdR(M) = HOIIl(TdR(M), K) et HH(M((;) = Hom(TH(M(C), Q)

On appelle matrice des périodes de M la matrice de 'isomorphisme ‘P relative a
des K-bases de Hqr(M) et Hu(Mc) ®g K quelconques fixées. Le corps

K (périodes(M)) engendré sur K par les coefficients d’une telle matrice, est indé-
pendant du choix des K-bases.

Avec ces définitions, la conjecture des périodes pour les 1-motifs s’énonce ainsi (cf.
[A97] 1.8) :

Conjecture des périodes (pour les 1-motifs)
St M est un 1-motif défini sur Q, alors

(CPm?) deg.transcgQ(périodes(M)) = dimg MT'(Mc).
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Dans [A97] 2, André généralise (CPm?) aux 1-motifs définis sur un sous-corps de
C qui n’est pas nécessairement algébrique, de la fagon suivante:

Conjecture des périodes généralisée (pour les 1-motifs)
Si M est un 1-motif défini sur K (sous-corps de C non nécessairement algébrique),
alors

(CPG?) deg.transcy K (périodes(M)) > dimg MT (Mc).
4.1.4. Remarques:
(1) D’apres [A97] 2.1, on a toujours l'inégalité
deg.transco K (périodes(M)) < dimg MT (Mc) + deg.transco K
et donc si K est algébrique, (CPG?) se réduit a (CPm?).
(2) Puisque deux 1-motifs isogénes ont les mémes périodes et le méme groupe de
Mumford-Tate, comme auparavant on va se placer dans la sous-catégorie tannaki-
enne neutre de SH Mg engendrée par les 1-motifs a isogénie pres.

4.2. Conjectures exponentielles

Conjecture de Schanuel (cf [L66] note historique p. 30)
St x1,...,x, € C sont linéairement indépendants sur Q, alors

(I?7) deg.transcg Q(z1, ..., Tp, e, . ..e"") > n.
4.2.1. Théoreme
Pour les 1-motifs sans partie abélienne, (CPG?) est équivalente a la conjecture de

Schanuel.

4.2.2. Remarque:
J. Ax a conjecturé une version formelle de la conjecture de Schanuel:

Siy1,...,yn € C[[t1,...,ty]] sont linéairement indépendants sur Q, alors
? Y1 Yn 9y
(7) deg.transcy Q(y1, - - -, Yn,e¥*,...e¥") > n +rang 3L .
j ?:1,...,n
j=1,...,m

Il est clair que cette version formelle implique la conjecture de Schanuel: il suffit
de prendre y; € C pour ¢ = 1,...,n. Mais dans [Ax 71], Ax démontre qu’en réalité
cette version formelle de la conjecture de Schanuel est équivalente a la conjecture
de Schanuel et il vérifie un cas particulier de cette version formelle.

47



Signalons aussi que R. Coleman a prouvé, en s’inspirant de [Ax71], une version
formelle de la conjecture de Schanuel dans le cas spécial des séries formelles a coef-
ficients algébriques. Plus précisément, dans [C80] Coleman démontre le théoréme
suivant:

Soient O I’anneau des entiers de Q et E le corps des fractions de O[[ty, ..., tm]].
Siyi,...,Yn € Q[[t1,...,t,]] sont linéairement indépendants sur Q, alors

deg.transcg F(y1,- .-, Yn, ¥, ... eY") > n.

4.2.3. Exemple:
Soit ¢ € C* et posons K = Q(q). Considérons le 1-motif M = [Z — G,,,] défini sur
K, avec u(l) = q € G, (K). La matrice des périodes dans les bases naturelles de

Tu(Mc)®g C et de Tqr (M)®xk C, est <(1) kz)zgwq) De plus on sait que MT(Mc)

est un groupe de matrices de la forme , de dimension 1 ou 2 selon que ¢

1
0
est une racine de 'unité ou non. Donc, d’apres (CPG?)

(4.2.3.17) deg.transcq K(log ¢, 2im) > { f :i Z i Zz

D’autre part, posons x; = logq et x5 = 2im. La conjecture de Schanuel, appliquée

a x1 et x9, nous dit que si logq et 2im sont Q-linéairement indépendants (i.e. si ¢
n’est pas une racine de 'unité), alors

deg.transcg Q(log g, 2im,q,1) > 2.

Par conséquent, dans le cas ou ¢ n’est pas une racine de l'unité, on retrouve
(4.2.3.17).

4.3. Conjectures elliptiques

4.3.1. Pour énoncer les conjectures elliptiques, on a besoin de quelques notations.
Rappelons que K un sous-corps algébriquement fermé du corps C. Si £ est une
courbe elliptique, définie sur K, on notera

- {w,n} une K-base de H}(€), ot w = w(€) est une forme différentielle de
premiére espece et n = 7(€) une de deuxiéme espece (si £ est de type CM, on
impose a 7 d’étre propre pour l'action de la multiplication complexe);

- {71,722} une base de Hy (¢, Z);

~wr=wi(€) = [ w,we = wa(€) i= [ w (resp. =€) = [ M, M2 =
(&) = fw n) ses périodes (resp. ses quasi-périodes);

- Lie(€) la K -algébre de Lie de &;

- expg : Lie(&c) Lie(E ) @k C— & ((C) son revétement universel;

-p=p(&,P) fo w (resp. d =d(€,P) fo une intégrale elliptique de
premiére (resp. de deuxiéme) espéce associée a un pomt P de £(C);
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- 4(&) son invariant modulaire;

- k=End(€) ®z Q.
De plus, désignons par p., ’ensemble des racines de I'unité, et si L est un sous-
corps de C, notons L sa cloture algébrique dans C.
Remarquons que Lie(€) est un K -espace vectoriel de dimension 1; on prend comme
générateur w’ (base dual de w). Cela indentifie Lie(Ec) a C et, via expg, £(C) a
C/Zwy + Zw,. De plus, exps admet des inverses multiformes, dont les valeurs sont
bien déterminées modulo 'addition d’un élément de Zwi + Zw,.

Analogue elliptique de la conjecture de Schanuel

Soient £1,...,&, des courbes elliptiques, définies sur K et deuxr a deux non isoge-
nes. Supposons que E; ne soit pas de type CM pour j = 1,...,n1 et soit de type
CM pour j =n1+1,...,n. Si x154,...,7.,; sont des points de Lie((£;)c), alors
(IL.17) deg.transcg Q(j(€;), xij, expe, (ij)) =1, m >

i=1,...,7;+2

Z;L; dim@ I (EJ) + Z;'L:nrl-l dimkj I (gg) + 2n1 + ng,

ot pour chaque j, Tp; 41,5 = Wij, Tp;42,5 = waj, pour j = 1,...,n1, [1(&;) est le
sous Q-espace vectoriel de C/Q{wi;,ws;} engendré par les {xij}i=1,.. r;, et enfin
pour j = n1 +1,...,n, I1(£;) est le sous kj-espace vectoriel de C/kj{w1j,wa;}
engendré par les {ij}i=1,...r;-

Conjecture elliptique simple

Soient £1,...,&, des courbes elliptiques, définies sur K et deuxr a deux non isoge-
nes. Alors
(112?) deg.tranch Q(](gj), Wij,W25, M1, ’I]zj)jzl,“_m, 2 3”1 —+ no + 1,

ot ny est le nombre de courbes elliptiques pas de type CM et no = n — n;.

Conjecture elliptique pas de type CM
Soient £1,...,&, des courbes elliptiques, définies sur K, deuzr a deur non isogénes

et pas de type CM. Si Pyj, ..., P, ; sont des points de £;(C), alors
(I11.3?) deg-tranSCQ Q(j(gj), W1, Waj, Nijs N2js Lijs Pij dij) J=hom >
Z?:l dim@ I(gj) +3n+1,

J

ou I(&;) est le sous Q-espace vectoriel de Cz/(@(wli) + Q(‘;j;) engendré par les

N1
{(dzjj:)}i_—l,...,” .
ij

Conjecture elliptique de type CM

Soient £1,...,&, des courbes elliptiques, définies sur K, deux a deur non isogenes
et de type CM. Si Py, ..., Py j sont des points de £;(C), alors
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(I1.47)

n
deg.tranSCQ Q(wlj yW25,Mj, 725, Pij;pij; d”) zj:11 ..... n Z Z dimkj I(SJ) +n+ 1,

=1,..., rj

j=1

W1y

ot I(&;) est le sous kj-espace vectoriel de C? /k; (TIlj

{(ZZj)}i:L...,rj -

) + k; (‘;gj) engendré par les

Conjecture elliptique générale

Soient £1,...,&, des courbes elliptiques, définies sur K et deuxr a deux non isoge-
nes. Supposons que E; ne soit pas de type CM pour j = 1,...,n1 et soil de type
CM pour j=mn1+1,...,n. §i Pij,..., P.;; sont des points de £;(C), alors

(IL5?)  deg.transcg Q(j(E;), w1z, waj, My, 24> Pij, Pijs dij) il >
Z;’il dimg I(&;) + Z?:nhq dimg;, I(&;) + 3n1 +nz + 1,

ou ng = n —ny et I(E;) est le méme que dans (11.37) (resp. (11.4?)) pour
j=1,...,n1 (resp. j=n1+1,...,n).

4.3.2. Théoréme

(i) Pour les 1-motifs de la forme M = [Z" —» H?zl Ejl, ot 'image de u est de
torsion et les £; sont des courbes elliptiques deur a deux non isogénes, (CPG?)
équivaut a (11.27).

(ii) Pour les 1-motifs de la forme M = [Z7 - H?Zl E;l, ot les E; sont des courbes
elliptiques pas de type CM et deuz a deux non isogénes, (CPG?) est équivalente a
(11.32).

(iii) Pour les 1-motifs de la forme M = [Z7 H?:1 Ejl, o les & sont des
courbes elliptiques de type CM et deur a deuzr non isogénes, (CPG?) équivaut a
(11.42).

(iv) Pour les 1-motifs de la forme M = [Z" — H?Zl &;l, oules E; sont des courbes
elliptiques deux a deux non isogénes, (CPG?) est équivalente a (11.59).

4.3.3. Dans le cas de courbes elliptiques définies sur Q, (IL.27) se réduit & (CP?)
appliquée a un produit de courbes elliptiques:

4.3.4. Corollaire B

Pour les variétés abéliennes, définies sur Q, de la forme A = H?:l Ej, ou les
E; sont des courbes elliptiques deuzr ¢ deux non isogénes, (CP?) est équivalente d
(11.22).

4.3.5. Remarques:

(1) Dans le cas d’un produit de courbes elliptiques définies sur un sous-corps
algébriquement fermé de C, la conjecture de Hodge est vraie (cf. 2.26 [Mo99]) et
donc le groupe de Galois motivique coincide avec le groupe de Mumford-Tate.
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(2) La conjecture (I1.57) implique les conjectures (I1.i?) pouri=1,...,4.

(3) La conjecture (I1.57) implique aussi la conjecture suivante qui est ’analogue
de (IL.17) pour les intégrales elliptiques de deuxieéme espéece:

Soient £1,...,&, des courbes elliptiques, définies sur K et deur a deux non isoge-
nes. Supposons que E; ne soit pas de type CM pour j = 1,...,n1 et soil de type
CM pour j =n1+1,...,n. Si Pij,..., P, sont des points de £;(C), alors

(?) deg.transcg Q(4(&5), mjs M2js Pig» dig) j=1,-n 2>

=1,..., Tj

Z;L; dimg I>(&;) + Z?:n1+1 dimy; I5(&5) + 2n1 + na,

ou pour j = 1,...,n1, I3(&;) est le sous Q-espace vectoriel de C/Q{n1;,n2;}
engendré par les {di;j}i=1,..r;, et enfin pour j = ny +1,...,n, I3(&;) est le sous
kj-espace vectoriel de C/k;j{n;,n2;} engendré par les {di;}i=1,...r;-

4.3.6. Exemples:

(1) Soit £ une courbe elliptique pas de type CM et définie sur K = Q(5(£)), ou
J(€) est son invariant modulaire. Considérons le 1-motif M = [0 i)8], défini sur
K. Notons wi,wsy (resp. 71,72) les périodes (resp. les quasi-périodes) de £.
Grace a (CPG?) appliquée & M, ou (I1.2?7) appliquée & &, on obtient la conjecture
suivante

(7) deg.transcqy Q(j(€), w1, w2, M1, m2) > 4,

i.e. quatre au moins des cinq nombres j(£), w1, ws, M1 et 12 sont algébriquement
indépendants sur Q. B
En particulier, si la courbe elliptique est définie sur Q, on retrouve (CP?)

(?) deg.transcg Q(w1,wa, n1,72) = 4,

i.e. les quatre nombres wy,ws, 1 et N2 sont algébriquement indépendants sur Q.
(2) Soient £ une courbe elliptique, pas de type CM et définie sur Q(j(£)), ou
J(€) est son invariant modulaire, et P un point de £c(C) d’ordre infini. Posons
K = Q((£),P) et considérons le 1-motif, défini sur K, M = [Z - £] avec
u(1) = P. Notons w1, ws les périodes de £ et p un logarithme elliptique de P.
Grace & (CPG?) appliquée & M, ou (II.17) appliquée & € et p, on obtient la
conjecture suivante

(?) deg.tranch Q(] (g)a W1, W2, Pa p) > 3a

i.e. trois au moins des cing nombres j(&),wr, w2, P et p sont algébriquement
indépendants sur Q.

(3) Soit M = [0 i)&] avec £ une courbe elliptique, de type CM et définie sur Q.
Notons wy,ws (resp. 71,72) les périodes (resp. les quasi-périodes) de €£.

Grace a (CPG?) appliquée a M, ou (I1.27) appliquée a &, et grace a [D82] 1.6, on
retrouve le théoréeme de Chudnovsky

deg.transcg Q(w1, wa, N1, M2) = 2
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i.e. deux des quatre nombres wi,ws,n1 et 72 sont algébriquement indépendants
sur Q.

(4) Soient £ une courbe elliptique, de type CM et définie sur Q, et P un point de
£c(C) d’ordre infini. Posons K = Q(P) et considérons le 1-motif M = [Z = &]
défini sur K avec u(1) = P. Notons wq,wsy les périodes de &£ et p un logarithme
elliptique de P.

Grace a (CPG?) appliquée a M, ou (II.17) appliquée a € et p, on obtient la
conjecture suivante

(?) deg.tranch Q(wl , W2, Pa p) > 23

i.e. deux au moins des trois nombres wq, P et p sont algébriquement indépendants

sur Q.
4.4. Conjectures modulaires

Conjecture modulaire pas de type CM
Soient q1,...,qn € C* — poo. Pour j = 1,...,n, notons J(q;) = qij + 744 + ...

Uinvariant modulaire de la courbe elliptique C* /qJZ, et £ un modéle sur Q(J(g;))
d’une courbe elliptique pas de type CM et d’invariant J(q;). Supposons que les
courbes elliptiques &1, . ..,E, soient deuxr a deuxr non isogénes. Alors

(I11.17)

deg.transcy Q(2im, g5, J(¢5), wij, w2j: My M2j) j=1,.p = TANG < g5 >j +3n + 1,

geeey

ou < gqj >; désigne le sous-groupe multiplicatif de C* /o, engendré par les
{Qj}j:l,...,n-

Conjecture modulaire de type CM
Soient q1,...,¢n € C* — poo. Pour j = 1,...,n, notons J(g;) = % + 744 +
J

... Uinvariant modulaire de la courbe elliptique C* /qJZ, et & un modéle sur Q
d’une courbe elliptique de type CM et d’invariant J(q;). Supposons que les courbes
elliptiques &1, . .., &, soient deur a deux non isogénes. Alors

(ITL.27) deg.transcq Q(2im, g;, w15, waj, N1, 772j)j:1,...,n >rang < ¢; >; +n+1,

ou < q; >; désigne le sous-groupe multiplicatif de C* /o engendré par les
{Qj}jzl,...,n-

Conjecture modulaire
Soient q1,...,qn € C* — poo. Pour j =1,...,n, notons J(g;) = qij 4+ 744 + ...

Uinvariant modulaire de la courbe elliptique C* /qJZ. De plus, pourj =1,...,n1 soit
E; un modéle sur Q(J(q;)) d’une courbe elliptique pas de type CM et d’invariant
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J(g;), et pour j =nq+1,...,n, soit & un modéle sur Q d’une courbe elliptique
de type CM et d’invariant J(q;). Supposons que les courbes elliptiques £1,...,&E,
sotent deuxr a deux non isogenes. Alors

(II11.37) deg.transcy Q(2i, ¢5, J(¢5), w15, w25 Mg, M2j) j=1, . =
rang < ¢; >; +3n1 +nz + 1,

oung =n—ny et < q; >; désigne le sous-groupe multiplicatif de C* /p engendré
par les {Qj}jzl,...,n-

Conjecture elliptico-torique

Soient £1,...,&, des courbes elliptiques, définies sur K et deur a deux non isoge-
nes. Supposons que E; ne soit pas de type CM pour j = 1,...,n1 et soil de type
CM pour j =mn1+1,...,n. 5iq1,...,qs sont des points de C* et Pyj,..., P, des
points de (£5)c(C), alors

\%

deg.tranch Q(ziﬂ-7QIalogQILj(gj)awljaw2j7771j7n2j7Pij7pij7dij)j=1 ----- n i=1,...,7j

I=1,...,s

(11147) rang < q; >; + Z?;l dimQ I(£j)+2?=n1+1 dimkj I(Sj)—l—,3n1+n2+1,

ot my = n —ny, < q >; est le sous-groupe multiplicatif de C* /o engendré
par les {qi}i=1,..s, et 1(E;) est le méme que dans (I1.32) (resp. (11.4%)) pour
j=1,...,n1 (resp. j=n1+1,...,n).

4.4.1. Théoreme
Pour les 1-motifs de la forme M = [Z7 - H?zl E;jxGE], (CPG?) est équivalente
o (I11.49).

4.4.2. Remarques:

(1) Le théoréme 4.4.1 implique les théoremes 4.2.1 et 4.3.2.

(2) La conjecture (II1.47) implique les conjectures (I?7), (ILi?) pour i = 1,...,5,
et (ITLi?) pour i =1,...,3.

(3) Pour les 1-motifs définis sur un corps de nombres, dans [B88] §4 conjecture
2, D. Bertrand énonce des conjectures du méme type que les notres, qu'’il relie a
I’étude des réalisations f-adique des 1-motifs.

4.4.3. Exemple:
Soient ¢ € C* tel que |¢| < 1, et J(q) = % + 744 + ... invariant modulaire de la

courbe elliptique C* /¢Z. Notons £ un modele sur Q(J(q)) d’une courbe elliptique
d’invariant J(q) et wy,ws (resp. n1,72) les périodes (resp. les quasi-périodes) de €.
Posons K = Q(q, J(q)) et considérons le 1-motif défini sur K, M = [Z - € X Gy, ]
avec u(1) = (0,q). Les périodes de M sont les wy,ws, N1, 72, 2im, logq et si on
suppose £ de type CM, la dimension du groupe de Mumford-Tate de M est 3.
Donc d’aprés (CPG?) appliquée a M, ou (II1.27) appliquée a &,G,, et ¢, on
obtient
deg.transcg Q(q, w1, 2iT) = 3,

93



ce qui est un théoreme de Y. Nesterenko (voir [N96]).
4.5. Compléments sur les réalisations et les périodes

4.5.1. Pour expliciter la matrice des périodes de M, on doit trouver des bases pour
les réalisations de Hodge et de de Rham de M. Faisons quelques rappels sur la
réalisation de de Rham:

Plagons-nous dans la catégorie des complexes de faisceaux abéliens pour la topolo-
gie fppf et considérons M comme un complexe concentré en degrés -1 et 0. Puisque
Hom(G, G, ) = Ext*(X[1],G,) = 0 et Ext'(X[1],G,) = Hom(X,G,), & partir de
la suite exacte 0 — G — M — X[1] — 0, on obtient la suite exacte

(4.5.1.1) 0 — Hom(X,G,) — Ext'(M,G,) — Ext}(G,G,) — 0.

De plus, puisque Hom(T, G, ) = Ext! (T, G,) = 0, gréce & la suite exacte
0—T — G— A — 0 on trouve

(4.5.1.2) Ext'(4,G,) = Ext' (G, G,)

et donc Ext'(G, G, ) est un espace vectoriel de dimension finie. Mais alors d’apres
(4.5.1.1) Ext'(M, G, ) est lui aussi un espace vectoriel de dimension finie.
D’autre part puisque Hom(X[1], G,) = Hom(G, G, ) = 0, toujours grace a la suite
exacte 0 — G — M — X[1] — 0, on a que Hom(M, G, ) = 0.

D’apres [MMT74] chap.1 (1.7) (éténdu aux complexes de faisceaux abéliens), on peut
alors conclure qu’il existe une extension universelle vectorielle de M par le groupe
vectoriel Hom(Ext!(M, G, ), G,). On note cette extension M? = [X — GY] :

0 — X = X

} \ \
0 — Hom(Ext'(M,G,),G,) — Gf — G — 0.

Le k-espace vectoriel Tyr(M) = Lie(GY) est la réalisation de De Rham du 1-motif
M. Comme pour la réalisation de Hodge, on définit une filtration croissante W,
sur Tyr(M) :

Wi(Tyr(M)) = Tyr(M) Vi>0,

W_1(Tar(M)) = Tar(G),

W_5(Tar(M)) = Hom(T, Gp,)" ® k,

Wi(Tar(M)) =0 Vi < =3,
ou Tyr(G) est l'algébre de Lie de I'extension universelle vectorielle de G par le
groupe vectoriel Hom(Ext' (G, G, ), G,).

Une fois choisie une base de Hip (M) = Hom(Tyr(M), K), constituée de “formes
différentielles”, et une base de Tk (M¢) = Tu(Mc) ®g K, constituée de “chemins”,
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Iintégration de ces formes différentielles le long des ces chemins, nous fournira la
matrice des périodes de M. Calculons maintenant cette matrice.

4.5.2. Considérons un 1-motif défini sur K de la forme M = [X 5G], ou G =
AXT, avec T un tore et A = H?Zlgj un produit de courbes elliptiques deux a deux
non isogenes, et u = ug X up, avec uy : X — A et up : X — T. Remarquons
que 'on peut supposer X = Z", pour un certain entier r > 0. De plus, puisque K
est algébriquement clos, on a que T'= G, pour un certain entier s > 0.

Notons {z;} une base de Z" et {x;} une base du groupe de caractéres du tore G, ,
X*(GE,). SiVv:Z" x X*(GE,) = Gy, (K) est la forme bilinéaire induite par ur, on
pose ¢;; = V(z;, ), de sorte que pour i =1,...,r

ur(2;) = (¢, - - - Gis) = G € Gy, (K).
De plus, toujours pour ¢ = ..., r, posons
ua(z) = (Pi,..., Pin) = P; € A(K) =TI"_, £;(K)

avec P;; € £;(K) pour j = 1,...,n. On a donc que u(z;) = (va(2),ur(z)) =
(B @) € A(K) x G, (K).

Pour j = 1,...,n, désignons par {w;,n;} une K-base de Hy(&;), ol w; est
une forme différentielle de premiere espece et 1; une de deuxiéme espeéce, et par
{71j,72j} une base de Hi((&j)c, Z). Enfin notons wq; = f%j wj et wo; = fwj wj
(resp..nlj = f’Ylj n; et my; = f%j n;) les périodes (resp. les quasi-périodes) de &;
pour y=1,...,n.

4.5.3. Proposition
Avec les notations de 4.5.2, une matrice des périodes du 1-motif M = [Z" L)G]
avec G =1I7_,&; X G, a la forme suivante:

( P11 din Ppin  din logqui e log g1 \
Idyxr
Pri dr1 Prn drn log gr1 ... log qrs
w1l 7M11
w21 721
O
O Win Min
Wan n2n
K 2imldsx s /

. P;; P;;
ot pij = [, w; mod Qui; + Qua; et dij = [, n; mod Qni; + Qnz; pour
1=1,...,7retj=1,...,n.
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PREUVE: D’apres 4.5.1 [2], la réalisation de de Rham de M s’inscrit dans le
diagramme suivant

0
(4.5.3.1) 0 Tde(G)\indeR(M) P TOK — 0
Td;'m)/;
0

ou la suite exacte verticale est canoniquement scindée car G = A x T. On obtient
alors la suite exacte suivante

(4.5.3.2) 0 — Hom(Z* ® K, K) — Har (M) -2 Hi (G) — 0,

ou ¢ est la transposée de i. Vérifions que cette suite exacte est canoniquement

scindée: Posons
My = M/[0 — A] = [Z" *5 GS,],

My =M/[0 — T] = [Z" =% A].

Les réalisations de de Rham de My et M4 s’inscrivent dans les suites exactes
suivantes

(4.5.3.3) 0 — Tar(T) -5 Tar(M7) — Z" @ K — 0
(4.5.3.4) 0 — Tyr(A) 5 Tygr(My) — Z"Q K — 0

Montrons que ces deux suites exactes sont canoniquement scindées:

(1) Puisque Mt n’a pas de partie abélienne, on observe d’apres (4.5.1.2) et (4.5.1.1)
que Ext* (M7, G,) = Hom(Z", G, ). De plus puisque Ext!(G,,, G, ) = 0, extension
universelle vectorielle de M7 est canoniquement scindée, i.e. (an)h = Gj, x
(Ext'(Mr,G,))". Par conséquent on a que la suite exacte (4.5.3.3) admet une
section canonique 77, i.e. 7 o tp = id.

(2) Soient M% = [X — G%] Vextension universelle vectorielle de M, par le
groupe vectoriel (Ext!(My4,G,))" et AY extension universelle vectorielle de A par
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le groupe vectoriel (Extl(A, G,))". Placons-nous dans la catégorie des complexes
de faisceaux abéliens pour la topologie fppf et considérons M4 comme un complexe
concentré en degrés -1 et 0. Puisque Hom(X|[1], G, ) = 0, & partir de la suite exacte
0 — X[1] — M4 — A — 0, on obtient la suite exacte

0 — Ext'(4,G,) — Ext'(My,G,) — BExt'(X[1],G,) — ...
qui nous fournit la fleche o du diagramme commutatif

0 — (Bxt'(M4,G,)Y — Gy — A — 0

al Bl =
0 — (Ext’(4,G,))Y — A" — A4 — o,

ou « et 3 sont surjectifs. La surjection # nous fournit une section canonique 74 de
(4.5.3.4), i.e. T4014 = id (cette dernieére égalité provient du fait que le diagramme
est commutatif et que la derniere fleche verticale est I'identité).

Considérons maintenant les homomorphismes de restriction

TA: TdR(M) — TdR(MA) et rT TdR(M) — TdR(MT);
qui ont les propriétés suivantes
TA|GY, (T (M) = 14 €6 TT |G, (Tug (a)) = 8-

On a donc que v = rpoip et Lty =14 0t4. Maintenant, si on note pp = 7p o rp
et pga = T4 o4, On observe que
pr ot =TT OTT Ol = Tr ° LT = 1d,
pAO’iA:TAOTAOiA:TAOLA = 1d.
Mais alors, puisque ¢ = (i4,%7), si on pose p = (pa, pr) on obtient que poi = id.
Par conséquent, il suffit de prendre la transposée de p pour obtenir une section
canonique de (4.5.3.2).

Pour ce qui concerne la réalisation de Hodge, d’apres 1.6, elle s’inscrit dans le
diagramme suivant

Hl (an, C» @)

LN

0—— Hl(G((j,Q) > TH(M(C) — 7" ®Q — 0
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ou la suite exacte verticale est canoniquement scindée car G = A x T.
Choisissons maintenant les bases:

Notons 4; “un” relevement de z; dans Ty(Mc) pour ¢ = 1,...,7r et {dz;} 'image
dans Hqr (M) de la base de Hom(Z" ® K, K) qui est duale a {z;}.

D’apres la formule de Kiinneth, on a Hy(Ac, Z) = H1((&1)c, Z)®. . .@H1((En)c, Z)
et donc I’ensemble {711, Y21, 712, - - -, Yin, Y2n } forme une base de Hy(Ac, Z).

Soit {v;} la base de Hi(G;,,Q), telle que {5l-} soit la base duale de {;}.
Puisque H,(G¢, Q) = Hy(Ac, Q) @ H1 (T, Q), on obtient que I'ensemble {711,721,
Y125 - - s Vin, Yon, Vi) forme une base de Hi(Gc, Z).

Toujours d’apres la formule de Kiinneth, on a Hig (4) 2 Hi5 (£1) @ ... @ Hig (En)
et donc ’ensemble {w1, 71, w2, . .., wn, N, } forme une K-base de Hi (4).

Puisque H3, (G) = Hi (A)®H3R (T), on obtient que ’ensemble {wq, m1,wa, . . ., wp,
N dm—”l’} forme une base de Hl (G).

Enfin on notera encore w; (resp. 7n;, resp. dflL ) image de w; (resp. 7n;, resp. %L)
dans Hqr(M) pour j =1,...,netl=1,...,s.

Avec toutes ces notations on peut conclure que dans les bases {dz;, w1, n1,ws, . ..,
Wny Ty 24} de Har (M) €t {Fi, 711,721, 712, - - +» V1n, Yan, Y1} de Tk (M) la matrice
des périodes a la forme désirée.

4.5.4. Remarque:

Les déterminations des logarithmes complexes, des logarithmes elliptiques et des
intégrales elliptiques de deuxieme espece, qui apparaissent dans la matrice des
périodes, ne sont pas bien définis. En effet, elles dépendent du relevement dans
Tu(Mc) de la base de Z.

Toutefois, le corps étudié dans la conjecture des périodes généralisée,

K (périodes(M)), se revele étre indépendant du choix de ce relevement car il con-
tient forcément 2im, les périodes et les quasi-périodes de toutes les courbes ellip-
tiques qui définissent A. Ceci reste vrai pour le corps considéré dans les conjec-
tures (IL.i?) pour s =1,...,5 et (IIL.i?) pour 4 = 1,...,4, mais pas pour le corps
qui apparait dans la conjecture de Schanuel. Par conséquent, il vaut mieux bien
expliciter quelle détermination du logarithme complexe on choisit: on fixe une
détermination (quelconque) du logarithme dans un ouvert simplement connexe du
plan C, ne contenant pas 0, mais contenant tous les g;;.

4.6. Calculs de groupes de Mumford-Tate

4.6.1. Commencons par faire quelques rappels sur le groupe de Mumford-Tate:
Posons

U(MT(Mc)) = U (MT(Mc)) = ker [MT(Mc) — MT(W_;(Tn(Mc)))].

Puisque M = [X — G| avec G = A x T, la suite exacte 0 — W_o(Ty(Mc)) —
W_1(Ta(Mc)) — Gr’¥,(Tu(Mc)) — 0 est canoniquement scindée, ce qui im-
plique que

W_1(MT(Mc)) = U(MT (Mc)).
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Mais alors, a partir de la suite exacte
0 — W_1(MT(Mc)) — MT(Mg) — Gry (MT(Mg)) — 0,

on peut conclure que

(4.6.1.1)
dimg MT(Mc) = { dimg MT (Ac) + dimg U(MT(Mc)) si Ac # 0,

1+ dimg U(MT(Mc)) si Ac =0et Tec # 0.

Par conséquent pour obtenir la dimension du groupe de Mumford-Tate de M, il
faut calculer les dimensions de MT (Ac) et U(MT (Mc)). Pour ce qui concerne la
dimension de U(MT(Mc)), on va s’aider de 2.2.

4.6.2. Lemme
Soient £, ...,E, des courbes elliptiques définies sur C et deux a deur non isogénes.

Notons Hod(€;) (resp. Hod(II7_,&;)) le groupe de Hodge de &; (resp. 117_,E;)
pour j=1,...,n. Alors

(4.6.2.1) Hod(II?_,&;) = Hod(&;1) x ... x Hod(&,).

PREUVE: On a l'injection suivante

(4.6.2.2) Hod(IT™_,£;) -2 Hod(&;) x ... x Hod(&,,),
et par définition, pour 2 = 1,...,n, 'application évidente
(4.6.2.3) Hod(IT?_, £;) % Hod(&;)

est une surjection. Distinguons maintenant trois cas:

(1) Supposons d’abord qu’aucune des courbes elliptiques ne soit de type CM:
Pour n = 2, 'isomorphisme (4.6.2.1) est une conséquence directe du lemme de
Goursat ([R76] §5), qui affirme que si Hod(€; x £3) n’est pas le produit Hod (&) x
Hod(&,), alors il doit étre le graphe d’un isomorphisme entre Hod(&1) et Hod(&s).
Mais alors cet isomorphisme peut étre utilisé pour créer une isogénie entre & et
&y, ce qui contredit nos hypotheses.

Pour n > 3, on utilise une généralisation du lemme de Goursat, qui affirme le
fait suivant: si on a une algebre de Lie, qui est une sous-algebre d’un produit
fini d’algebres simples et non abéliennes, et qui a la propriété de se surjecter sur
chaque facteur et sur chaque paire de facteurs, alors elle doit étre égale a tout le
produit.

(2) Supposons maintenant que toutes les courbes elliptiques soient de type CM:
(Cette démonstration est une correction de celle fournie par V. Kumar Murty dans
[KM90] §2, qui consideére implicitement que les corps End(€;) ® Q sont linéairement
disjoints.)
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Soient k; = End(&;) ® Q pour i = 1,...,n et k = End(II7_;&;) ® Q. Dans le cas
CM on sait que

Nk,/Q .
Hod(&;) = ker(T,. — G 1<2<n
(4.6.2.4) (&) (T . m.@) ==
Hod(IT"_,&;) = ker(Ty —5 Gm,0)

ot Ty; = Resy, /0(Gm,k;) (resp. Ty, = Resg/(Gm,x) ) est le tore obtenu & partir
de Gy, par restriction des scalaires de k; (resp. k) & Q. Notons X (Hod(&;)) (resp.
X (Hod(I17_,£&;))) le groupe de caracteres du tore Hod(&;) (resp. Hod(II7_,&;)).
D’apres [Se68] ch.Il §1, on peut identifier le groupe de caractéres du tore Tk, a
Z.®Z et donc on obtient que X (Hod(&;)) 2 (Z@®Z)/d(Z)oud: Z — ZDZ est la
diagonale. A cause de I'anti-équivalence de catégories entre les schémas en groupes
de type multiplicatif et les groupes abéliens munis d’une action continue du groupe
de Galois, Gal(Q/Q), (4.6.2.2) et (4.6.2.3) nous fournissent le diagramme suivant

X(Hod(&)) ® Q

Lirl \@I
V

O™, X (Hod(£;)) ® Q Lo X (Hod(IT"_,£;)) ® Q

ou ¢V (resp. v)) est la transposé de ¢ (resp. v;) et ¢; est I'inclusion canonique de
X (Hod(&;)) ® Q dans @7_; X (Hod(;)) ® Q.
Remarquons que pour i =1,...,n,

- Gal(Q/Q) agit sur X (Hod(&;)) par id, la réduction modulo d(Z) de I'identité
id:Z&Z — Z&Z et par sym, la réduction modulo d(Z) de ’homomorphisme
inversion des facteurs sym : Z®Z — Z & Z (cf. [Se68] ch.II §1);

- les homomorphismes ¢", Y et ¢; sont Gal(Q/Q)-équivariants.

Maintenant vérifions que ¢V est injective et donc bijective:

soit m = (my,...,my,) un élément de ©F_; X (Hod(€;)) ® Q tel que ¢¥(m) = 0.
Notons jim) € {1,...,n} le plus petit entier tel que M., 7 0 et construisons un
élément g(; ., +1) de Gal(Q/Q) tel que

(4.6.2.5) M+ GGGy +1)™ = (0,0,...,0,2my . 0, %, %, ..., %).
Pour faire cela distinguons deux cas:
(A) k1,ka,...,k, sont linéairement disjoints, i.e. aucun d’eux n’est contenu

dans le composé des autres.
Choisissons un élément g(j,.,+1) de Gal(Q/Q) qui agit comme suit

_{sym sih=jm) +1,

g(J(m’H)lx(H‘)‘i(sh)) - \id autrement.
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(B) k1, ks, ..., k, ne sont pas linéairement disjoints. Dans ce cas il existe un
a—uplet (p1,...,p4) € {1,...,n}% et un b—uplet (q1,...,q) € {1,...,n}? tels que

Kimy € kpikps - kp, I<a<n
kj(m)—‘f_]- gklhk(h"'k% 1<b<n
avec kp,,kp,,...,kp, linéairement disjoints et kg, kq,,...,kq, linéairement dis-

joints. Distinguons plusieurs sous-cas:

B.l. a=1e¢t jom) €{q1,92,---, %}
Dans ce cas b > 1 et modulo une permutation des indices on peut supposer que
J(m) = q1. Définissons

ﬁ sih= j(m),
_ _ ) sym si h = g,
g(J(m)+1)|X(Hod(5h)) 1d sih= 43,94y - - -5 Qv

1d ou sym autrement.

B.2. a=1et jim) & {1,492, ..., a}-

On pose
ﬁ sih = j(m),
— sym sih = q1,
g(j(m)+1)|X(Hod(£h)) o id sih= q2,44; - - .4,

1d ou sym autrement.

B3.b=1et jom) +1E€ {p1,p2,---,Da}-
Dans ce cas a > 1 et modulo une permutation des indices on peut supposer que
J@m) + 1 =p1. Choisissons g;,.,+1) de la facon suivante

sym si h = pq,
. _ ) sym si h = po,
IGm+D) x oacen) ) id si h = p3,P4a,- .-, Pa,

id ou sym autrement.

B4. b=1et jim) +1¢{p1,p2,---,Da}-
Définissons

sym sih = jm) +1,

g(j(m)+1)|X(Hod(5h)) - ﬁi si h =p1,p2,---,Pa,
id ou sym autrement.

B b>1eta>1.
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Puisque les corps kq, ko, . .., k, sont deux & deux distincts, il existe a € {1,...,b}
tel que g4 & {pP1,P2,---,Pa}- On pose

m Sih:p11p27"'7pa7
90 _ ) sym sih = qaq,
Gem) 1) x (moa(£4)) id sih=qg VBe{l,...,b} —{a},

1d ou sym autrement.

Il est facile de vérifier que I'élément g(; .11y de Gal (Q/Q) qu’on vient de constru-
ire vérifie bien (4.6.2.5). Posons

mUem ) = m + 9 (my +1) M-

Maintenant de facon analogue construisons un élément g(; ., +2) de Gal (Q/Q) tel
que

mUem+1) 4 g(j(m)+2)m(j(m>+1) = (0,0,...,0, 4mj .., 0,0,%,%,..., %)

et posons mUmm*2) = pUm+1) 4 g(j(m)+2)m(j(m>+1). Apres avoir itéré n — jy,)
fois ce procédé, on obtient un élément de @7_; X (Hod(&;)) ® Q qui a la forme
suivante

m™ =(0,0,...,0,2(n — jim))Mjn),0,0,...,0)

n—J(m) n—J(m)
=AY GG T D GG ) I ) Tt -

=1 l1,l9=1

l1#12

o T IG 1) I my+2) <+ I(n) T
Puisque ¢V est Gal(Q/Q)-équivariant, ¢"(m) = 0 implique ¢ (m(™) = 0. Mais
¢V(m(n)) = 2(77’ - j(m))¢v(bj(m) (mj(m))) = 2(”’ - ](m))d);/(m) (mj(m))

et donc, puisque ¥ est injective, on obtient que m;, , = 0, ce qui est absurde.

\"4
J(m
Par conséquent m (:)0. On a donc vérifié que ¢v est bijective, ce qui implique
I'isomorphisme (4.6.2.1).

(3) Supposons enfin qu’on ait n; courbes elliptiques pas de type CM et ny courbes
elliptiques de type CM:

Gréce au lemme de Goursat, on sait que si 4 = 172, £;xI172, €5, avec Hod (1171, &)
une algebre de Lie semisimple et Hod(II7'2, ;) un tore, alors

Hod(A) = Hod(II71,&;) x Hod(1I72,&;). Par conséquent, puisque d’apres (1) et
(2), I'isomorphisme (4.6.2.1) est vrai pour H?;lé’j et H?ilé’j, on obtient qu’il est
vrai aussi pour A. <
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4.6.3. Corollaire

Soient &1, ...,&, des courbes elliptiques définies sur C et deux a deur non isogénes.
Supposons que &; ne soit pas de type CM pour j = 1,...,m1 et soit de type CM
pour j =ny+1,...,n. Posonsnyg =n —ny. Alors

dimg MT (IT}_,&;) = 3n1 +np + 1.

PREUVE: On sait que Hod(&;) = SL(H1(&;,Q)) pour j =1,...,n1 et Hod(&;) =

Ny,
ker (T, eI Gm,@) pour j =nq + 1,...,n. Par conséquent grace a 4.6.2 on peut

conclure que

Ny, .
MT(I7_,&;) = Gy x T SL(H, (£, Q) x T, 41 ker(Th, 25 Gyg),

et donc dimg MT(Hz?:lSj) =3n1+ny+1.$

4.6.4. Proposition

Soient &1, . .., E, des courbes elliptiques définies sur K et deur a deux non isogénes,
et supposons que £; n'est pas de type CM pour j = 1,...,ny et de type CM pour
j =mn1+1,...,n. De plus soit M = [Z" 5G] un 1-motif défini sur K, avec
G=AxG;, =1}, xGj, et pouri =1,...,7r, u(z) = (ua(zi),ur(z)) =
(B, §) € G(K), ot {2z} est une base de Z". Notons L(T) le sous Q-espace

-k;=End(&)e2Q
- P(&)) le sous kj-espace vectoriel de C* engendré par (‘;LJ) et (‘;]’;j),
- 1(&;) le sous kj-espace vectoriel de C* /P (E;) engendré par {(%7) }iz1,....r-
ij
Alors

dimg U(MT (Mg)) = dimg L(T) + Y _ dimy, I(£;)
j=1

PREUVE: Soient u(Z") la cloture de Zariski de 'image de u dans G, G’ la com-
posante neutre de u(Z"), et N l'indice de G’ dans u(Z"). Le diagramme

id

7z — I’
u\L \I/Nu
¢ Y a

fournit une isogénie entre M et le 1-motif [Nu : Z" — @]. De plus, griace au
lemme de réductibilité complete de Poincaré appliqué aux produits de courbes
elliptiques par des tores, on a que [Nu : Z" — G] est isogéne & M = [Nu :
7' — G'®[0:0 — G/G']. D’apres 4.1.4 (2), on peut travailler avec le 1-motif
M au lieu du 1-motif de départ M.
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Sion pose M' = [u/ : Z" — G'], avec v/ = Nu : Z" — G', on a que

UMT(Mc)) = UMT(ML)). De plus, puisque u' est dominant, gréce a 2.2
appliqué a M’', on trouve que U(MT(M()) = Homp(F - u'(Z"); Hi(G¢, Q) ou
F = End(G’") ® Q. Par conséquent

(4.6.4.1) dimg U(MT (M¢)) = dimg Hompg(F - o/ (Z"); H1 (G, Q).

Puisque les courbes elliptiques sont deux a deux non isogeénes, d’apres le lemme

de Goursat on a que ~
G'=Gj, x &, x...x&E_

ous<setl;e{l,...,n} pour j =1,...,7. Modulo une permutation des indices
des courbes elliptiques, on peut supposer que l; = j pour j = 1,...,7. Posons
=G, et A' = I7_,&;. Avec ces notations, on a que pour ¢ =1,...,7

o' (zi) = (up (), up (20) = (P's, ¢'y)
avec Py = (Ply,...,PL) € A(K) et ¢; = (g}, ---,qs) € (K*)°.
Si on note uj; : Z" — &; la restriction de u’ a &;, on obtient que u' = up, X uy X
cee X UL
Posons Fr: = End(T") @ Q & M5435(Q). Toujours d’apres le lemme de réducibilité
complete de Poincaré, on a que

(4.6.4.2) F=End(G")®Q=X Fri x k1 X ... X kg.

Pour que le calcul de dimg U(MT (Mc)) soit indépendant du choix des logarithmes
et des relevement choisis dans 4.5.3, on va travailler modulo 2:7Q et modulo les
périodes et les quasi-périodes de A’.

A partir de uf, : Z" — GZ,, construisons un homomorphisme Uk, : QF —

m?

(C/2irQ)® de la facon suivante

Up: Q@ — Lie(G,) — Lie(Gp,)/(2inQ)° = (C/2inQ)°
ne; nlogq_7i — nlogqZ

ou{e; =(0,...,1,...,0)}i=1,... est la base canonique de Q", log (L = (log ¢}y,
. loggly) € C, et logg’; est I'image de log ¢/; dans (C/2imQ)®.

De31gnons par L(T) le Q-sous-espace vectoriel de C/2irQ engendré par les

{long}z Lo e soit. {logg;, gohi=1.. dimg L(F) ne base de L(T). Comme

P—l

Paction de Fri sur Up (Q") est donnée par

Fr-Up (Q") — U'(Q")
ai1 ... Q13 @qzﬁ aiiloggi; + ... + aislogg;;

as1 ... Qzz @qig agl@Qél + ...+ aﬁ@qgg
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on a que
Fp - Up(Q) =

Zz 123 1“1)10gq§j
=< ; ag])EQ Vijetk

\ Zz 121 1 SJ logq”

( dimq L (T
Zl:l@ ™ gzlj)llogq” Ji
(4.6.4.3) (ir)
= 9 : ;oap, €Q Vietk
dim L(T) (1,)
\ =1 : s ljllogq%z Ji
dimgL(T)
= > Fro-(loggi,, e1)
1=1
ot {e; = (0,...,1,...,0)"}i=1, .5 est la base canonique de Q°. Par conséquent
Fri-(logg! . e1)},_ : = sont les composantes irréductibles du Fp-module
1501 1=1,...,dimgL(T)
Fri - UL (Q7).
Occupons-nous maintenant des courbes elliptiques: pour j = 1,...,7n, désignons
par P(&;) le Q-sous-espace vectoriel de C? engendré par les vecteurs (“’“) et (‘;”jﬂ),
1 J

et par (&; ) extension universelle vectorielle de &j. Remarquons que d’apres 4.5.1

[2], Lie((€ )C) Tar(€;) ® C. Avec toutes ces notations, & partir de uj : Z" —
&;, on peut construire lhomomorphlsme suivant

Uj: Q" — Lie((€))/P(&;) 2 C*/P(&;)

1 P!,
ij ij
— (/ wj:/ ;)
0 0

ou {e; = (0, .. ()] 1. €st la base canonique de @, et ( f wj, fo n;)*
est 1’1mage de fo “’J?fo t dans C?/P(&;) pour i = 1,...,r. Pour j =
1,...,m, notons I(&;) le k; —sous espace vectoriel de C?/ P( ;) engendre par

o P! _
{(Jo ¥ wjs fo ¥ mj) }iza,...r» €8 {ng)}hzl,...,dimkj 1(¢;) une base de I(€;). L’action
de k; sur U;(Q") se décrit ainsi

ki - U (@) — U3(Q)

Pz"j Pz"j Pi,j Pi’j t
t ~
(aa(/ wj7/ 77]))'_> (a’/ (Uj,a/ 77]) ’
0 0 0 0

ou a = a si & n'est pas de type CM, et a =@ si £; est de type CM. et donc
(4.6.4.4)

dimg I(£;) ‘
@) =4 [ Z= “Zf",“’f aekvig={ Y ad?)
Zi=1aif0 Ui i=1
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Par conséquent, {k; Q'gf )}hzl,...,dim@ 1(¢;) est 'ensemble des composantes irréduc-
tibles du kj-module &; - U;(Q") pour j = 1,...,7.

Si on note (A’)" I'extension universelle vectorielle de A’, grice & la formule de
Kiinneth on trouve que Lie((A’)E:) = Lie((Sl)E:) X ... X Lie((é'ﬁ)(hc) et donc ’homo-
morphisme U’ = Uy, x Uy x ... x UL s’explicite ainsi

U':Q" — Lie(G5, )/(2inQ)° xIT_, (Lie((£;)%)/P(€5)) 2(C/2inQ)° x I, (C* / P(£;))

Pl P! PI_ P_
. 1— —; K K3 t in - in t
ne; — | nlogq ia(n w1, N 771) ""7(” Wr, 1 ﬂﬁ) -
0 0 0 0

L’action de F sur u'(Z") s’étend & U'(Q") de la facon suivante

F-U(Q) = (Fr - Up Q7)) x (k- U1(@7)) x .. x (k- Up(Q))

ou les actions a droite de 1’égalité sont décrites par (4.6.4.3) et (4.6.4.4). On obtient
donc que

dimgL(T) dimyg, I(€1) dimy_ I(E5) -
FUI(QT) = Z FT/-(logqéhjl 61))( Z kl'le)X. .. X Z ]{Iﬁ' ;ln)
=1 h=1 h=1

’ T (1
Par conséquent {Fr. - (108a), j, €1)}; _ simorc) €t 1ki - QR a1, . aims, 1(6;) pOUT
j = 1,...,n forment ’ensemble des composantes irréductibles du F-module F' -
U'(Q"). Mais alors, puisque d’apres la formule de Kiinneth H; (G-, Q) = H1(T{,, Q)
®H; (AL, Q), en appliquant le lemme de Schur séparément & la partie torique et
aux parties elliptiques on trouve que

dimg Homp (F - o' (Z7); Hy (Gg, Q) = dimg L(T") + ) _ dimy, I(€;)
1=1
et donc, grace a (4.6.4.1), on peut finalement conclure que dimg U(MT(Mc)) =
4.6.5. Corollaire

Avec les notations de 4.6.4, supposons que &; ne soit pas de type CM pour j =
1,...,nq et soit de type CM pour j =ny+1,...,n. Posons no =n —ny. Alors

dimQ MT(Mc) =
( dimg L(T)+1 si T#0 et A=0,
ijl dimg I(£;)+3n+1 si T=0, n1#£0 et na=0,
Y., dimy; I(€;)+n+1 si T=0, n1=0 et ns#0,
) Z;Zl dimg I(gj)+2;:n1+1 dimy, I(€;)+3n1+n2+1 si T=0, n1#0 et na#£0,
dimQL(T)-i—Z;L:l dimg I(£;)+3n+1 si T#0, n1#0 et ny=0,
dimg L(T)jLZ;f:1 dimg; I(€;)+n+1 st T#0, n1=0 et na70,
[ dimo L(T)—}-Z;lil dimg I(ej)+2;=n1+1 dimg; I(€;)+3n14na+1  si T#0, n1#0 et na70.
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PREUVE: Conséquence immediate de (4.6.1.1), 4.6.4 et 4.6.3.
4.7. Preuve des équivalences.

4.7.1. La démonstration de 4.4.1 repose sur deux calculs:
e le calcul de la matrice des périodes de M;
e le calcul de la dimension sur Q du groupe de Mumford-Tate de Mc.

PREUVE de 4.4.1:

(A) (CPG?) implique (I111.47):

Notons k la cloture algébrique de Q(q;,5(&;), Pij) - hoon i=Le dans C.

Posons r = max{r;,s}j=1,..n, Pij =0Vi>r; et g =1VI> s, et considérons
le 1-motif défini sur k, M = [Z"—5A x G,,] avec A = [[=1& et u(l,... 1) =
(Rl,...,R) OU.R ( zl;---;Pin;Qi)-

D’apres 4.5.3 les périodes de M sont les wyj,waj, M4, N2j, Pij, dij, 2¢m,log g; pour
j=1,...,neti=1,...,r, et d’apres 4.6.5 dimg M T (M¢) = dimg L(T)+

Z?;l dimg I(&;) + Z?ZHIH dimy, I(£;) + 3n1 + na + 1. On observe alors que
(CPG?) appliquée & M nous fournit I'inegalité recherchée

deg.tranch k(24, 10gq@'7w1j7w2j7771ja772j;pz'ja%j)azﬁ Looom >

.....

dimg L(T) + Y_3L, dimg I(&;) + Y75, 1 dimy; I(&;) 30y g+ 1,
c¢’est a dire

deg tranch Q(27’7T Qlalong .7(5 ) wl];w2_7a77137772]7szapzya%g) 1-;" l=1a---as >
dimg L(T') + ijl dimg I(&;) + ijm-l-l dimy; I(&;) + 3ny + ng + 1.

(B) (II1.47) implique (CPG?):

Soit K un sous-corps de C algébriquement fermé, mais qui n’est pas nécessairement,
algébrique. Considérons un 1-motif défini sur K, de la forme M = [Z" =5 Ax G?, ]
avec A = H &; produit fini de courbes elliptiques, deux a deux non isogeénes,
et u(l,...,1) = (Rl,...,RT) avec R; = (P, ;) ot P; = (Pyq, ..., Pin) € A(K) et

@ = (i1, - - -, qis) € Gy, (K).

D’apres 4.5.3 les périodes de M sont les w1j, w2, 15,725, Pij, dij,10g qir, 2¢m pour
j=1,...,n,0l=1,...,seti=1,...,r. La conjecture (II1.47) nous dit alors que

deg.transcg K (périodes(M)) >
deg.transcg Q(2im, gi1, log qit, §(£5), wij, waj, Mg, N2js Pij, Pijs dig) =1, .n 1=1,...s >

z:l,...,r“

dimg L(T) + Y_7L, dimg I(&;) + Y-, 4 dimg; 1(E;) + 3n1 +ng + 1.

Mais alors, grace a 4.6.5 on obtient finalement que
deg.transcg K (périodes(M)) > dimg MT(Mc).<$
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4.7.2. Terminons en donnant la preuve de 4.2.1 et 4.3.4:

PREUVE de 4.2.1:
(A) (CPG?) implique la conjecture de Schanuel:
Distinguons deux cas possibles:

(A1) 2im appartient au Q-espace vectoriel engendré par zy,...,z; :
Supposons que 2im = x5. Notons k la cloture algébrique de Q(¢1, . .., ¢s—1) dans C,
ouq = €™, ...,qs—1 = e®~1 et considérons le 1-motif, défini sur k, M = [Z —

G, avee u(1) = (g1, ..., ¢s—1) € (K*)* 7"

D’apres 4.5.3 les périodes de M sont logqy,...,logqgs—1,2¢m et puisque les x1, ...,
Zs_1 sont linéairement indépendants sur Q, grace a 4.6.5 on a dimg MT (M) = s.
Par conséquent, (CPG?) appliquée & ce 1-motif sans partie abélienne, nous fournit
I’inégalité recherchée

deg.transcg k(log g1, - - -, log gs—1,2im) > s

c’est a dire

deg.transcg Q(@1,..., Ty, €%, .. %) > 5.

(A2) 2im n’appartient pas au Q-espace vectoriel engendré par zi,...,z, :
Notons k la cloture algébrique de Q(q1,...,qs) dans C ot q; = e*1,...,qs = €%,
et considérons le 1-motif, défini sur k, M = [Z — G2, ], avec u(1) = (q1,...,¢s) €
(K*)".

Gréace a 4.5.3 les périodes de M sont logqy, .. .,logqs, 2im et puisque les z1, ..., x5
sont Q-linéairement indépendants, d’apres 4.6.5 dimg MT (Mc¢) = s + 1.

La conjecture (CPG?) appliquée a ce 1-motif sans partie abélienne, nous dit alors
que deg.transcq k(log g1, . . .,loggs, 2im) > s+ 1 et donc

deg.transcy Q(z1,. .., zs, €™, ... €7, 2im) > s+ 1.
Mais ceci implique finalement que

deg.transcg Q(z1,...,7,,€"",...e") > s.

(B) La conjecture de Schanuel implique (CPG?):

Soit K un sous-corps de C algébriquement fermé, mais qui n’est pas nécessairement,
algébrique. Considérons un 1-motif M = [Z" - G#,] défini sur K, sans partie
abélienne, avec u(1,...,1) = (¢1,...,q) ou ¢ = (g1,-..,qs) € (K*)® pour i =
1,...,m

D’apres 4.5.3 les périodes de M sont 2im et logg;; poure=1,...,ret j=1,...,s.
Soit P(M) le Q-espace vectoriel engendré par ces périodes, notons d sa dimension

et x1,...,24 une Q-base. Puisque les x1,...,2z4 sont Q-linéairement indépen-
dants, d’apres la conjecture de Schanuel deg.transcg Q(z1, . .., q,€™,...,e%) > d
et donc
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deg.transcq K (2im,logg;j,i=1,...,7,j=1,...,8) > d.

Mais puisque d’apres 4.6.5 dimg M T (Mc) = d, on peut conclure que

deg.transcg K (périodes(M)) > dimg MT (Mc).<$

PREUVE de 4.3.4:

(A) (CP?) implique (I1.27):

D’apres 4.5.3, les périodes de A = [0 — A] sont les {wy;, wai, N1i, N2: }i et d’apres
4.6.3 dimgMT (Ac) = 3n1 +ng +1, ot n; est le nombre de courbes elliptiques pas
de type CM et ny = n — n;. Par conséquent (CP7?) appliquée a A nous dit que

(4.7.2.1) deg.transcg Q(wis, wai, My M2, i = 1,...,n) = 3ny +ny + 1.

Puisque les courbes elliptiques sont définies sur Q, leurs invariants modulaires sont
algébriques et donc (4.7.2.1) nous fournit ’égalité recherchée

deg.tranch @(J(gl)a W14, Wi, M4, 721, 1= ]-7 ERE 'I’L) =3n1 +n2 + 1.
(B) (I1.2?7) implique (CP?): _
Puisque les courbes elliptiques sont définies sur Q, leurs invariants modulaires
elliptiques sont algébriques et donc (I1.27) nous dit que
(4.7.2.2) deg.transcg Q(w1s, wai, My M2iri = 1,...,m) > 3ny +ng + 1.
Maintenant d’apres 4.5.3 les périodes de A = [0 — A] sont les {w1i, w2, M1, 72i }4
et d’apres 4.6.3 dimgM T (Ac) = 3n1 + ng + 1. Par conséquent (4.7.2.2) peut se
reécrire sous la forme:

deg.transcg Q(périodes(A)) > dimgMT (Ac).

Mais grace & [D82] 1.6, on sait que deg.transcy Q(périodes(4)) < dimoMT (Ac)
et donc on peut conclure que

deg.transcg Q(périodes(A)) = dimgMT(Ac). ¢
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