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0.1 INTRODUCTION GENERALE

Les réservoirs pétroliers sont en général constitués de roches fortement hétérogenes a 1'in-
térieur desquelles se trouvent les hydrocarbures que 1’on souhaite extraire. L’amélioration
du taux de récupération de ces hydrocarbures nécessite une connaissance détaillée des
milieux poreux souterrains et en particulier des variations spatiales de leurs propriétés
physiques. Les moyens d’étude et de modélisation de ces variations, souvent complexes,
font appel a des disciplines trés diverses. De nombreuses données sont fournies par la
géologie, la sismique, les essais de puits, les diagraphies et les laboratoires. On con-
struit alors une description fine des propriétés pétrophysiques du réservoir en utilisant
les techniques de la géostatistique. Le modele fin (ou géologique) ainsi construit est com-
posé en général de un a dix millions de mailles, a chacune desquelles sont associés des
parametres pétrophysiques tels que la porosité, les perméabilités absolues et relatives.
Cependant, la difficulté réside dans la prise en compte de cette complexité lors des sim-
ulations numériques des écoulements des fluides.

Dans le cadre du travail qui suit, on s’intéresse au probléme de la récupération secondaire
du pétrole lors de I'exploitation d’un gisement. Les procédés de récupération secondaire,
couramment pratiqués, consistent & pousser ’huile vers des puits de production en injec-
tant un fluide (de l’eau, par exemple) par des puits injecteurs judicieusement répartis.
L’étude des écoulements polyphasiques en milieux poreux conduit en général a traiter des
équations non-linéaires et couplées, présentant un caractére hyperbolique. La simulation
numérique d’un tel phénomene sur un modele géologique comportant plus d’un million de
mailles est envisageable, au moyen de simulations paralléles par exemple. Mais bien que
les moyens informatiques ne cessent de progresser, la durée de la simulation est encore
trop grande et certains problémes de convergence peuvent apparaitre, compte tenu de
la faible taille des mailles géologiques. D’autre part, il semble qu’il soit tres difficile de
tenter le calage d’un historique de production pour un modéle supérieur & un million de
mailles.

La géostatistique est fondée sur des techniques probabilistes. La conséquence est que
'on ne dispose pas d’un seul modeéle géologique, mais d’un ensemble (plusieurs dizaines)
de modeles (réalisations) équiprobables du gisement. Les difficultés rencontrées sur un
seul modeéle géologique pour la simulation des écoulements des fluides rendent impossible
le travail de simulation de I’ensemble des réalisations géostatistiques. Pour pallier a ces
difficultés, on est amené a recourir aux méthodes d’homogénéisation ou de changement
d’échelles. L’approche consiste a construire, pour chaque réalisation géostatistique, un
modele grossier (ou dynamique), comportant entre vingt et deux cents mille mailles, en
mettant a 1’échelle les caractéristiques pétrophysiques. Pour chaque maille du modéle dy-

namique, on effectue par exemple la mise a 1’échelle du tenseur de perméabilité absolue,
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dont le résultat est appelé perméabilité équivalente ou homogénéisée. La simulation d’un
tel ensemble de modeéles grossiers devient alors réalisable. Cependant, ce processus est
encore tres long en temps de calcul. C’est pourquoi on restreint le nombre de réalisations
géostatistiques a traiter. En pratique, il est courant de traiter trois situations corre-
spondant aux cas minimum, médian et maximum des hydrocarbures en place dans le
gisement. Dans la suite on s’intéresse au cas d’une seule réalisation géostatistique.

Les premiers travaux [20] sur la mise a I’échelle datent de 1945 et sont basés sur des lois
heuristiques comme la moyenne arithmétique ou harmonique. Dans les années 1970 de
nombreux articles ont été publiés, dans des domaines d’application trés divers, faisant
intervenir la théorie de I'homogénéisation périodique. Le tenseur homogénéisé est calculé
a partir des solutions de problémes locaux avec des conditions aux bords périodiques.
Une présentation de cette théorie peut étre trouvée dans les ouvrages de Bensoussan
et al. [12] et Sanchez-Palencia [78]. L’homogénéisation périodique est une théorie tres
puissante qui permet de résoudre de nombreux problémes. Toutefois I’hypothése de
périodicité est assez restrictive. En 1977, Bamberger [10] développa une méthode pour
déterminer le tenseur équivalent sur des géométries quelconques. Avec cette approche le
calcul du tenseur équivalent nécessite la résolution de problémes locaux avec des condi-
tions aux bords linéaires. De plus le tenseur équivalent ainsi obtenu est stable pour la
G-convergence. Au début des années 1980, Bourgeat [15], [45] appliqua 'homogénéisa-
tion périodique aux problémes des écoulements des fluides dans les milieux poreux. Une
méthode plus générale qui est ’homogénéisation stochastique fut appliquée, au début
des années 1990, par Bourgeat et al [17], aux problémes de l'industrie pétroliere. Une
synthése des nombreux résultats obtenus peut étre trouvée dans [45].

L’utilisation de maillages flexibles en simulation de réservoir est en pleine expansion. Le
modele dynamique est construit en respectant au mieux les particularités de la géométrie
réelle du réservoir, tels que les chenaux et les failles. Toutes ces contraintes engendre
généralement un maillage réservoir irrégulier sur lequel sont simulés les écoulements des
fluides. Par conséquent, on est confronté au probléme de la mise & ’échelle des carac-
téristiques pétrophysiques sur des maillages flexibles de type Corner Point Geometry ou
déstructurés de type Voronoi. Dans ce qui suit, on s’intéresse uniquement a la composi-
tion des perméabilités absolues, qui est un point de passage crucial entre la géologie de
production et I’étude des prévisions de production d’un gisement.

L’ensemble des méthodes de mise a 1’échelle des perméabilités absolues peut se diviser en
deux grandes familles qui sont les méthodes algébriques et les méthodes numériques. Les
méthodes algébriques, basées sur de simples calculs analytiques, sont en général tres rapi-
des en temps de calculs mais ne fournissent des résultats satisfaisants que dans quelques

situations bien particuliéres. L’obtention de résultats plus précis exige le recours aux
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méthodes numériques qui nécessitent en général la résolution de problémes locaux, posés
sur chaque maille grossiére du modéle réservoir.

Les problemes locaux, suivant les méthodes, sont résolus pour des conditions aux limites
particuliéres. La particularité de ces conditions aux limites est une conséquence de la
construction méme de ces méthodes numériques. On constate que pour une distribu-
tion de perméabilité donnée, les résultats obtenus peuvent étre trés différents suivant les
conditions aux limites choisies. L’expérience des ingénieurs réservoirs a conduit a 'util-
isation de plusieurs types de conditions aux limites : les conditions de type linéaire, de
type confiné ou bien de type périodique. Un avantage relatif des conditions de type con-
finé est de fournir un tenseur de perméabilité diagonal qui peut étre directement intégré
par le simulateur industriel Eclipse [31] utilisé par le groupe Elf. Pour les autres types
de conditions on obtient généralement des tenseurs pleins. Peu de travaux ont cherché
a préciser le choix des conditions aux limites : la pratique est souvent conditionnée par
les outils disponibles. On peut mentionner la publication de Barker et Thibeau [9] (ainsi
que les références de cet article) ou est faite une analyse des méthodes de mise a 1’échelle
et ils soulignent la forte dépendance des résultats par rapport au type de conditions aux
limites choisies. Il est aussi recommandé d’utiliser des conditions proches des conditions
réelles d’exploitation du gisement. Ce phénomeéne s’explique dans la théorie de 1'ho-
mogénéisation car le tenseur homogénéisé est indépendant des conditions aux limites du
gisement, lorsque la différence entre la taille des mailles fines et des mailles grossiéres est
trés grande. Ainsi, si on considére le parameétre € qui est le rapport entre la taille car-
actéristique des mailles fines et celle des mailles grossiéres, ’homogénéisation peut étre
interprétée comme une analyse asymptotique correspondant a la situation ot € tend vers
zéro. On peut considérer que cette situation est réalisée dans de nombreux problémes de
I'ingénierie pétroliere. Cependant, dans bien des cas, € ne peut étre infiniment petit, et la
question de la dépendance du tenseur équivalent par rapport aux conditions aux limites
devient pertinente. Les résultats des simulations dépendent donc du choix des conditions
aux limites (périodiques, linéaires, confinées) qui sont en général treés éloignées des con-
ditions réelles du gisement. Afin de mieux prendre en compte les conditions réelles du
réservoir et d’étudier le comportement du tenseur équivalent en fonction des conditions
aux limites appliquées aux problémes locaux, on est confronté au probléme de calculer
un tenseur équivalent pour des conditions aux limites quelconques.

Dans ce travail on définit une méthode de calcul du tenseur équivalent pour des condi-
tions aux limites générales. Cette méthode est fondée sur des techniques d’optimisation
et donne lieu & un algorithme effectif. L’application de cet algorithme dans les cas parti-
culiers des conditions aux limites linéaires, confinées et périodiques, permet de retrouver

les résultats connus des diverses méthodes de mise a 1’échelle des perméabilités absolues.
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De plus, cette méthode se révele étre stable pour la G-convergence. Une des conséquences
de cette derniére propriété est la généralisation d’un résultat de Bourgeat et Badea [8].
Enfin, I’algorithme mis au point permet également de traiter des maillages déstructurés.
La possibilité d’effectuer la mise a I’échelle pour des maillages déstructurés est devenu
quasiment indispensable dans I'industrie pétroliére. La méthode d’homogénéisation avec
des conditions aux limites linéaires, a l'avantage de pouvoir étre appliquée aux mail-
lages déstructurés. L’implémentation rigoureuse de cette méthode en maillages structurés
3D est relativement facile. En revanche, sa mise en oeuvre pour des temps de calculs
raisonnables, devient plus délicate lors du traitement de maillages déstructurés, notam-
ment en raison de I’apparition des failles. Dans ce travail on présente les différentes étapes
de I'implémentation des méthodes linéaire et confinée pour des maillages déstructurés
3D ainsi qu’une approche permettant d’obtenir un encadrement numérique du tenseur
équivalent. Des estimations d’erreurs et des résultats de convergence sont établis. On
généralise par ailleurs le résultat de stabilité de G-convergence pour la méthode linéaire
a la G-convergence parabolique. Enfin, pour valider les méthodes implémentées on ef-
fectue des simulations pour des écoulements monophasiques et diphasiques immiscibles

et incompressibles.

Organisation du mémoire

Cette these est organisée en 2 parties.
La premiére partie (chapitres 1 4 4) est consacrée d'une part a ’approximation numérique
du tenseur équivalent obtenue par la méthode d’homogénéisation avec les conditions aux
bords linéaires et confinées en maillages déstructurés.
Dans le premier chapitre, on rappelle différentes méthodes de mise & I’échelle de la per-
méabilité absolue dont la plupart sont couramment utilisées en ingénierie pétroliere. On
présente brievement la théorie de I’homogénéisation périodique et stochastique ainsi que
certains résultats relatifs a la G-convergence.
Dans le chapitre 2, on propose d’utiliser a la fois la méthode des éléments finis conformes
et la méthode des éléments finis mixtes pour résoudre les problémes locaux. On mon-
tre que ceci permet d’obtenir un encadrement numérique de la perméabilité équivalente
fournie par les méthodes linéaire ou du mode confiné. Des résultats de convergence et
d’estimation d’erreur sont présentés. On montre en particulier que les méthodes linéaire
et du mode confiné sont stables pour la G-convergence parabolique. On termine alors ce
chapitre par une comparaison entre les méthodes d’homogénéisation linéaire, confinée et

périodique.
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Le troisiéme chapitre s’intéresse a la mise en oeuvre de la méthode d’homogénéisation
avec les conditions aux bords linéaires en maillage déstructuré en dimension 2 et 3. On
définit d’abord la méthodologie employée afin de respecter scrupuleusement le maillage
dynamique et géologique, puis on donne l'algorithme particulier mis en place afin de
pouvoir traiter de maniére automatique les mailles du modéle dynamique situées pres
des failles. Ensuite, on présente des résultats numériques de tenseurs équivalents calculés
pour les méthodes linéaire et du mode confiné. On compare enfin les résultats avec les
diverses méthodes décrites au chapitre 1.

Le quatriéme chapitre est consacré aux simulations numériques des écoulements des flu-
ides dans un gisement. Des simulations monophasiques et diphasiques 2D, permettant
de comparer les diverses méthodes de mise & I’échelle, sont effectuées sur des maillages
déstructurés. On compare alors ces résultats a des simulations effectuées sur un maillage
orthogonal classique. On étudie ensuite la mise & I’échelle d'une partie d’un gisement
réel 3D. Pour ce maillage flexible 3D on effectue enfin des simulations monophasiques et
diphasiques de fluides immiscibles et incompressibles qui permettent de valider la méth-

ode de mise a I’échelle implémentée.

La deuxiéme partie (chapitres 5 & 7) concerne le développement d’une méthode de
mise a 1’échelle des perméabilités absolues avec des conditions aux limites quelconques
appliquées aux problémes locaux.

Afin de pouvoir prendre en compte des conditions aux limites générales, on présente dans
le chapitre 5 une méthode de mise a 1’échelle fondée sur la minimisation d’une fonction-
nelle représentant la somme des écarts des énergies locales et globales, pour des conditions
aux limites de type Dirichlet ou mélées. Une seconde approche basée sur la moyenne des
vecteurs de filtration a I’échelle locale et globale est également présentée. Aprés avoir
donné quelques exemples sur un cas monodimensionnel, on étudie, dans 'optique d’une
mise en oeuvre numérique, les propriétés de continuité et de dérivabilité des différentes
fonctionnelles considérées. Ce chapitre s’achéve par la présentation d’un algorithme de
calcul effectif de la perméabilité équivalente.

Au chapitre 6, on applique les méthodes du chapitre précédent, avec les conditions aux
limites classiques linéaires, confinées et périodiques. On retrouve ainsi les tenseurs équiva-
lents obtenus par les méthodes d’homogénéisation avec les conditions aux bords linéaires,
confinées et périodiques. L’étude du cadre stochastique est également abordé. De plus,
on établit un lien entre une méthode de minimisation, permettant le calcul du tenseur
équivalent avec des conditions aux bords linéaires [34], et une méthode de mise a 1’échelle
basée sur les flux [29]. Par ailleurs, on examine différentes propriétés des méthodes de

mise & 1’échelle introduites au chapitre 5. On montre en particulier la stabilité pour la
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G-convergence. Ceci permet alors de retrouver certains résultats déja connus. Des résul-
tats de convergence et des estimations d’erreurs sont également démontrés.

Le dernier chapitre est consacré a quelques essais numériques 2D ou 'on applique la
méthode basée sur la fonctionnelle énergétique qui a été développée au chapitre 5. On
montre que le tenseur équivalent obtenu en résolvant le probléme de minimisation dépend
des conditions aux limites prises en compte lors de la résolution des problémes locaux.
On compare alors nos résultats aux tenseurs obtenus par les méthodes classiques. Enfin,
on observe numériquement certaines propriétés de la méthode qui ont été démontrées

théoriquement dans le chapitre 5.
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0.2 NOTATIONS

En général, les notations sont indiquées dans le texte lorsqu’elles sont introduites. Néan-

moins, on reproduit ici les notations les plus utilisées.

) : gisement pétrolier

d : dimension de ’espace de travail

G, : maillage géologique

Ty : maillage dynamique

0 : maille géologique

w : maille dynamique

K := K(z) : tenseur des perméabilités absolues du maillage géologique.

K™ : perméabilité équivalente

I_q1.,(.) : opérateur de moyenne harmonique sur 'ouvert w

I ,(.) : opérateur de moyenne arithmétique sur I'ouvert w

M (A1, A2,€2) : ensemble des matrices symétriques équi-bornées et équi-coercives sur §2
M (h,a,w) : ensemble des matrices constantes appartenant a M (A1, Ag, 2) comprises entre
la moyenne harmonique et la moyenne arithmétique d’une matrice K(z) € M (A, A2, Q)
Ow : frontiére d’un ouvert quelconque w

|w| : mesure de 'ouvert w

n : normale unitaire & un ouvert, orientée vers ’extérieur

x; : 1" axe de coordonnée

€; : i vecteur de la base canonique

e : suite de nombres réels strictement positifs qui converge vers zéro
C : constante indépendante de ¢

(Q)Z : i€ composante d’un vecteur Q

A;; : élément générique d’une matrice A

det (A) : déterminant de la matrice A

lully, = </w A(x)Vu.Vu dzc>§ Vue H (@)

Ml = ([ Awdda)’ vae @)

w
|||, : norme matricielle induite par la norme Euclidienne sur R?
1

[1./[| : norme matricielle définie par |||Al|| = (/ 1A(z)|)? dzc)§

1
2)5

ij

d
|.]lg : norme de Schur définie par ||A(z)||q = < > ‘(A(x))
i j=1
Y : cellule de base
H,(Y) : Ensemble des fonctions de H' (Y') Y-périodiques
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Q =Ox]0,T]|
ov

W (0,T) = {v /ve L*0,T,V); 5 € L*0,T,V )} , ou V est un espace de Hilbert dont
le dual est noté V'

(R,F,p) : espace probabilisé

Yo : opérateur de trace

I, ou I'p : partie de la frontiere de dw soumise & une condition aux limites de Dirichlet
Iy ou 'y : partie de la frontiére de dw soumise & une condition aux limites de Neumann
Hir, (W) ={v e H" (w) tel que 7, (v) = 0sur I'p}

H(div,w) = {§:§ € (L*(w))"; div (8) € L*(w) }

Hory(div,w) ={s € H(div,w); s =0 sur ['y}

Hy(div,w) = {§ € H(div,w); div (§) 0}

Hpr,, (div,w) = {8 € Hory (div,w); div(8) =

(HO (div,w)),cam = {s € Hy(div,w) / }
HEo(T'p) = {¢ € LA(I'p); Fv e H' (w) avec vjgur, =0, r, = ¥}
<H00 I'p ) dual topologique de HOQO(I‘D)

. > : crochet de dualité entre H™3(dw) et H?(dw)

(., .) : forme bilinéaire définie par a(u,v) = / K (z)VuVvdz  Vu,v € H'(w)

Lﬁ(.) : forme linéaire définie par Lg(v) = —/ K (z)€Nvde Yo e H'(w) et € €R?
Jg(.) + fonctionnelle définie par Jz(v) = 3a(v,v) — LE(v) Vv e H'(w) et € €R

£ (.,.) : fonctionnelle définie pour § € H(div,w), v € L*(w) et h € H?(dw) par

(S, v /K z)s.8 dx + <s.n,h>—/ div (s) v dx

=

2
2
HuHLQ(O,T,Hé(w)) = (/0 ’u‘l,w dt)

T 2
lelisararsion =  f Wl )
A, : espace des matrices carrées d’ordre d

D : élément de I'espace produit (H %(&u))m
UL Lo Lo \*
M : élément de Pespace produit [ [ (H&O(I”D) X <H&0(F§V)) )

i—1
Ip (.) : fonctionnelle énergétique pour des conditions aux limites de Dirichlet

Iz () : fonctionnelle énergétique pour des conditions aux limites mélées
Jp (.) : fonctionnelle basée sur la vitesse pour des conditions aux limites de Dirichlet

Jpm (.) : fonctionnelle basée sur la vitesse pour des conditions aux limites mélées
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Chapitre 1

Mise a I’échelle des perméabilités

absolues

Apres avoir introduit les différentes notations considérées, on rappelle dans ce chapitre
les principales méthodes de mise a I’échelle des perméabilités absolues. La majeure partie
de ces techniques sont utilisées dans le milieu pétrolier et couramment exposées dans la
littérature. On s’intéresse notamment aux méthodes obtenues & 'aide de la théorie de

I’homogénéisation telles qu’elles sont développées dans le livre [45].

1.1 Introduction

L’hétérogénéité des milieux poreux naturels conduit a la notion d’échelle d’observation.
Suivant les applications envisagées, on peut définir principalement trois grandes échelles
d’observations :

e ’échelle microscopique qui consiste a observer le milieu au niveau du pore.

e I’échelle macroscopique (ot échelle d’homogénéisation) qui considére le milieu comme
continu, et permet d’englober plusieurs zones hétérogenes.

e ’échelle gigascopique (ou échelle du gisement) qui prend en compte les variations spa-
tiales des propriétés macroscopiques du milieu.

L’étude des écoulements de fluides d’un réservoir pétrolier nous conduit & étre con-
fronté au probléme connu sous le nom de "mise a I’échelle” dans le milieu pétrolier.
Les parameétres pétrophysiques, caractérisant le réservoir, telles que la porosité et la
permeéabilité absolue (pour les milieux monophasiques) auxquelles il faut ajouter les per-
meéabilités relatives et la pression capillaire (pour les milieux polyphasiques) doivent donc
étre mis a ’échelle. Dans la suite, on restreint notre étude a la mise a 1’échelle de la per-

méabilité absolue, dont le résultat sera appelé perméabilité équivalente.
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Figure 1.1: Définition d’un milieu homogeéne équivalent

Le concept de perméabilité absolue équivalente d’un milieu hétérogeéne est assez délicat.
L’idée fondamentale est de remplacer un milieu composé de perméabilités hétérogenes
par un milieu de perméabilité homogene de sorte que la substitution soit équivalente pour
certaines finalités et dans certaines situations. Le probléme est de préciser ces finalités
et ces situations puisque le fait de remplacer plusieurs valeurs par une seule implique
forcément une perte d’information. Dans la littérature on peut trouver plusieurs défini-
tions d’un milieu homogene équivalent. Celle citée ci-dessous est souvent mentionnée en
ingénierie pétroliere.

Soit © un ouvert borné de IR® occupé par un milieu poreux hétérogéne et w une partie
hétérogene de Q (voir figure 1.1). Marle définit alors un milieu homogeéne équivalent de
la maniére suivante :

”On a un milieu hétérogene €2, dans lequel a lieu un écoulement de fluide incompressible.
On veut remplacer une partie w de ce milieu par un milieu homogéne, de caractéristiques
telles que ’écoulement d’ensemble soit perturbé le moins possible.”

L’homogénéisation a un sens mathématique qui est plus général par rapport au sens, plus
restrictif, des ingénieurs-réservoirs. L’homogénéisation mathématique est 1’étude, par
une analyse asymptotique, du comportement macroscopique dun processus physique ot
les phénomeénes microscopiques jouent un role essentiel. De tels processus sont mod-
élisés mathématiquement par un systéme d’équations aux dérivées partielles. D’une
maniére générale on introduit un parameétre £, qui représente le rapport entre la taille
des hétérogénéités locales et la taille du gisement. En faisant tendre alors ce paramétre e
vers zéro dans les équations a 1’échelle microscopique on obtient des équations ”globales
ou homogénéisées” pour lesquelles la perméabilité absolue homogénéisée (équivalente)
est bien définie. Pour les ingénieurs réservoirs, ’homogénéisation consiste a approcher

par des constantes (destinées au simulateur de réservoir) les parameétres pétrophysiques
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spatialement variables dans les équations aux dérivées partielles gouvernant le processus

d’écoulement en milieu poreux.

1.2 Notations

Dans toute la suite de ce travail, on considére les notations suivantes :

Soit 2 un domaine borné de IR?, représentant un gisement ot d = 1,2, ou 3. La frontiére
de €2 sera notée 0f2. Le terme générique d’'une matrice carrée A d’ordre d, sera noté
Aij,1 <i,5 <detdet (A) désignera le déterminant de A.

Etant donnés deux réels A1 et Ay tels que 0 < A1 < Ay < +00, on considére la famille
M (A1, Ag, ) des matrices symétriques A(z) = (a;j(x))

1<ij<d vérifiant :

ai; € LOO(Q), 1
— d -2 - = -2 (1-1)
VEC R M€ < A@)EE< g
ol . représente le produit scalaire Euclidien dans IR9.
Sur M (A1, A2, Q) on introduit ordre partiel suivant
A<B:= [AE.E < BEE vé’eﬂ%d].

On considére une partition Ty de 'ouvert €2 en N ouverts (wf{ )1<,<N , ou H représente
k2

le diameétre maximum des ouverts (wH

t >1§i§N )

La partition Ty désigne le maillage dynamique sur lequel est effectuée la simulation du
réservoir, et w, 1 < i < d, est une maille (grossiére) du maillage dynamique.

On consideére une seconde partition G, du réservoir {2 composée de M ouverts (9?) cienr’
S M

ot h représente le diamétre maximum des ouverts (95‘) i

La partition G}, correspond au maillage géologique comportant plusieurs millions de

mailles fines (ou géologiques) (95‘) it Par la suite, pour alléger les notations, on

notera w [resp. 0] l'ouvert wH {Tesp. Gﬂ s'il n’y a pas d’ambiguité et Ow [resp. |w|]
représentera la frontiére [resp. la mesure] de l'ouvert w.

Lorsque la partition GGj, est une sous partition d’un élément de Ty, on appellera taux
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Partition Gy, Partition Ty

Figure 1.2: Maillages dynamique et géologique

d’agrégation le nombre entier de mailles fines € incluses dans w. Si le nombre de mailles
fines incluses dans w est constant pour chaque maille w de Ty, on aura alors un taux
d’agrégation uniforme, sinon le taux d’agrégation est qualifié de non uniforme.

On note K la perméabilité absolue hétérogene de G, variable d’'une maille & 1'autre et
K* la perméabilité équivalente associée a chaque maille w de Ty. Les partitions G, et
Ty permettent ainsi de définir les maillages géologique et dynamique (voir figure 1.2).
Par ailleurs, i désigne la normale unitaire extérieure d’un ouvert quelconque et €; est le
ime vecteur de la base canonique. On notera (q) ; la i®m composante d'un vecteur q qui,
lorsqu’il n’y aura pas de confusion possible, sera représenté simplement par q;. L’indice
¢ prendra ses valeurs dans une suite de nombres strictement positifs qui converge vers
zéro, et on désignera par C des constantes diverses indépendantes de €.

Soit A une matrice de M (A, g, 2). Dans la suite, on considére les opérateurs de moyenne

arithmétique I, ., et de moyenne harmonique /_, ,, définies par :

L (A) = = [ Ate) da [1u(A) = ( ! [ A7) d.r) B

|l @l

d
On introduit également la cellule de base Y définie par Y = [] |0, Y[ utilisée pour les

i=1

milieux périodiques.

On utilise les notations standards pour les espaces de Sobolev et on note

lull,, = (A (u(x))? dxf la norme de I? (w)
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I~

ul,, = </w |Vu(z)[* dx) * la norme de H) ()

1
lully o = (lullf, +1ul;,)*  lanorme de H' (w)

On notera par
H)(Y)={ue H'(Y) / uest Y-périodique} .

Soit T un nombre strictement positif et @ = 2x]0, T'[. On considére un espace de Hilbert

V dont le dual sera noté V' et on introduit I'espace

0 /
W (0,T) = {U /ve L*0,T,V); 8—: e L*0,T,V )}
que ’on munit de la norme

T T 2

v
ol = [l de+ [ 5] e

ot ||,

0 0 v

ot ||.||,+ désigne la norme duale définie sur V',
Enfin on note par (R, F, ) un espace probabilisé, ot R désigne 'espace des réalisations,

JF une tribu et p une mesure de probabilité.

1.3 Méthodes algébriques

Il existe de nombreuses méthodes de mise & ’échelle et celles-ci vont faire 1’'objet des
paragraphes suivants. Les méthodes algébriques se distinguent par le fait que de simples
calculs analytiques sont effectués pour fournir la perméabilité équivalente ou a défaut un
encadrement de cette derniére. Les tenseurs de perméabilité obtenus par les différentes
méthodes sont toujours diagonaux et ne sont valables que dans quelques situations par-
ticulieres telles que : probléme monodimensionnel, milieux stratifiés, milieux décrits par
une loi lognormale, etc... Pour simplifier les notations, on présente les différentes méth-
odes dans le cas bidimensionnel et 'on note T, le taux d’agrégation. Le domaine w
contient N,, [resp. N,,| mailles fines le long des axes z; [resp. xo] comme indiqué dans
la figure 1.3. On suppose par ailleurs que le tenseur de perméabilité hétérogene K (x) de

M (A1, A2, Q) est isotrope et constant sur chaque maille fine  du domaine w :

'kﬁm 0 - oo 0 |
0 : 1<i<d
K(z)lg=k"" = ST kel avec k'™ € R pour 1<n <N,
: . ) 0 1 <m < Ng,.
0 -« - 0 kum
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Ta= erl Nxz

Figure 1.3: Taux d’agrégation

1.3.1 Moyennes arithmétique, harmonique et géométrique

La maniére la plus simple pour obtenir une perméabilité équivalente est d’utiliser les
opérateurs de moyenne arithmétique et de moyenne harmonique qui seront notées re-
spectivement AR et HA lors des simulations numériques. Ainsi, en premiére approche,

on peut avoir :
-1
Ki=1,4,(K) = (? Z Z k"_m) 1<:<d (1.2)

ke 1< <d. (1.3)

Pour un milieu stratifié, la moyenne arithmétique [resp. harmonique| fournit la per-
meéabilité équivalente exacte pour les écoulements paralléles [resp. perpendiculaires] aux
strates.
On peut également considérer la moyenne géométrique, qui sera notée GE, suivant les
directions :

Nuy,Nuy Ty

K} = ( 11 k:"m) 1<i<d. (1.4)

m,n=1

Pour un milieu lognormal 2D isotrope, la perméabilité équivalente K* donnée par la

moyenne géométrique est exacte. Plus généralement, ce résultat est également vrai pour
tous milieux 2D ot K (x)/FE [K(x)] et K !(z)/E [K !(z)] suivent une méme loi spatiale
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invariante par rotation de 90°, ou F [.] désigne I'espérance mathématique. C’est notam-
ment le cas pour un damier 2D. La démonstration dans le cas général est diie & Matheron
[61].

Par ailleurs, d’autres auteurs tels Cardwell, Parsons [20] et Matheron [61] ont montré

I'inégalité fondamentale suivante :
I, (Ky) <K;<IL,(K; 1<i<d. (1.5)
Cette inégalité est toujours valable quelque soit le milieu et quelle que soit la direction

considérée.

1.3.2 Moyenne de puissance

On peut écrire toutes ces moyennes en une seule formule proposée par Journel et al. [52]

et couramment appelée la moyenne de puissance :

Q-

Kj = (L (Ka)%)= 1<i<d (1.6)
ou « est un parametre a déterminer.
Pour a = —1,a = 1 et a tendant vers 0 on retrouve respectivement les moyennes har-

monique, arithmétique et géométrique. L’utilisation de cette méthode revient & trouver
le bon parameétre «. Pour des milieux a distribution lognormale isotrope, Noetinger [66]

a démontré que
] 2
a=1——
d

ou d est la dimension de ’espace considéré.

1.3.3 Meéthode de Cardwell et Parsons

A partir de I'inégalité fondamentale et utilisant une analogie électrique Cardwell et Par-

sons [20] ont montré I’encadrement suivant :
Iy (Ki) < K3 < Kjy < K < L (Ka) (1.7)

o K =11, (hupe, (Ki)) et K™ =T, (I 1pa, (Ki)) (1.8)

(PAj) ;< représentent les différentes couches paralléles a la direction i étudiée et
(PE;), <j<n Teprésentent les différentes tranches perpendiculaires & la direction 4 con-
sidérée du domaine w. Si on considére par exemple la direction ¢ = 1 alors (PA;)
et (PE;)

1<j<Nay

1<j<n,, Sont définies comme indiquées dans la figure 1.4. Les différentes moyennes
>J>Vzq
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PA,..

oA PE,|....JPE,. PE

P4 = X, = X,

Figure 1.4: Bornes de Cardwell et Parsons

sur les couches paralléles et les tranches perpendiculaires s’écrivent :

1 N P\
I pg, (Kii) = N S KL et Iy pa, (Ky) = (N > ) :

nj
T2 m=1 T1 n=1 kzz

En utilisant une approche variationnelle Le Loc’h [57] est parvenu aux mémes résultats.

1.3.4 Autres estimateurs

A partir des bornes inférieure K2 et supérieure K;;* obtenues par la méthode de Card-
well et Parsons, Le Loc’h [57] et Guérillot [39] proposent dans le cadre bidimensionnel

Iestimateur, noté CW lors des simulations numériques et défini par :

Ki= KBS 1<i<d. (1.9)

Cette idée a été étendue par Lemouzy [58] au cadre tridimensionnel. Par ailleurs,
Romeu [76] a généralisé la formule de Le Loc’h-Guérillot en ne prenant plus la moyenne

géométrique de KM et K3 mais la formule suivante :
K= (K" (K3*)' ™ 1<i<d (1.10)

ol « est un parameétre a déterminer entre 0 et 1. Cette approche a été généralisée au

cadre tridimensionnel par Romeu [76].

1.3.5 Meéthode de renormalisation

Fondée sur la récursivité, la méthode de renormalisation, notée RE, calcule la perméabil-

ité équivalente par une série d’agrégations successives des mailles fines . Par exemple,
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Figure 1.5: Analogies électriques

en deux dimensions, cela consiste a regrouper par quatre les mailles fines voisines 6 et a
calculer la perméabilité équivalente de ce sous ensemble de quatre mailles. Cette opéra-
tion est itérée jusqu’a 'obtention du domaine w dont la perméabilité sera la perméabilité
équivalente du milieu. Le calcul de la perméabilité équivalente fait appel a une analogie
avec les réseaux de résistances électriques. Différentes analogies sont possibles et jouent
évidemment un role fondamental sur les résultats. King [53], précurseur de la méthode de
renormalisation, propose le schéma centré (cf figure 1.5) qui conduit a utiliser la moyenne
harmonique pour le calcul des transmissivités inter-mailles.

L’analogie pour le calcul de la perméabilité équivalente pour un groupe de quatre mailles
se définit comme dans la figure 1.6. Une pression P, est imposée sur le coté I'; et une
pression P, sur I's. On suppose par ailleurs que I'3 et I'y sont imperméables. On calcule
alors la perméabilité équivalente a ce réseau de résistance. La méthode consiste a réunir
les points qui sont au méme potentiel et a ignorer les branches dont 'une des extrémités
est soumise a une tension nulle. Ensuite, en utilisant la transformation ”triangle -étoile”,

on obtient la perméabilité équivalente K* dont le terme générique est donné par :

-1

K = 1<i<d

i1

SKE2+ KZ T 1K K2

1 . 4 KR2K2 3 KUK2 O\ 1
4K + K 4(KZ + K3

(1.11)

Gautier et Noétinger [36] propose une méthode basée sur le procédé de King avec un
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ii i

Figure 1.6: Exemple de regroupement

schéma direct (cf. figure 1.5) et des conditions aux limites périodiques.

Les méthodes algébriques sont donc des méthodes rapides qui permettent d’obtenir un
tenseur de la perméabilité équivalente diagonal, ou a défaut un encadrement de ce dernier.
Cependant les résultats fournis par ces méthodes ne sont exacts que pour quelques situ-
ations particulieres. Une approche plus générale nécessite donc le recours aux méthodes

d’homogénéisation pour lesquelles il y a des bases théoriques bien établies.

1.4 Méthodes d’homogénéisations

Il existe de nombreuses méthodes pour obtenir des tenseurs équivalents. Dans ce para-
graphe, on s’intéresse uniquement aux méthodes d’homogénéisation basées sur les principes
variationnels et pour lesquelles des résultats précis de convergence ont été établis pour
les écoulements des fluides en milieu poreux [45]. Toutes ces méthodes numériques sont
basées sur la résolution numérique d’équations aux dérivées partielles auxquelles on ad-
joint des conditions aux limites. L’objet des prochains paragraphes est de présenter ces
différentes méthodes classiquement utilisées en ingénierie pétroliére. Contrairement aux
méthodes algébriques, la majeure partie de ces méthodes fournissent des tenseurs de per-
méabilité équivalents avec des termes extra-diagonaux.

Dans tous les paragraphes qui suivent, on suppose que le tenseur de perméabilité du

maillage géologique K appartient a I’ensemble M (A1, Ao, Q).
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1.4.1 Loi de Darcy

A T’échelle du pore, les écoulements des fluides incompressibles sont régis par les équa-
tions de Stokes. Toutefois, les mécanismes mis en jeu a cette échelle sont négligeables
pour la simulation des gisements, d’ou le passage a une échelle supérieure : 1’échelle
macroscopique. A partir des équations de Stokes et en supposant que les pores sont
des champs aléatoires stationnaires et ergodiques, Matheron [61] obtient en passant a
I’échelle macroscopique la loi de Darcy :

G- K@

Vp

% dans w (1.12)
div [Q’} =0
ou p désigne la pression et u la viscosité du fluide. La méthode de la moyenne volumique
utilisée par Marle [60] permet de retrouver également la loi de Darcy a partir des équations
de Stokes. Par ailleurs, Tartar [84] et Sanchez-Palencia [78] retrouvent la loi de Darcy a
I’échelle macroscopique en appliquant la théorie de I’homogénéisation périodique. Enfin,

en utilisant la convergence a deux échelles, Allaire [45] aboutit au méme résultat.

1.4.2 Homogénéisation périodique

Dans ce paragraphe, on se consacre uniquement a la vaste théorie de I’homogénéisation
périodique que I'on notera HP lors des simulations numériques. Les premiers travaux con-
cernant la théorie de ’homogénéisation périodique appliquée au comportement des flu-
ides dans les problémes des milieux pétroliers sont diis & Bourgeat [15], [45]. On rappelle
briévement ici la théorie de ’homogénéisation périodique pour un fluide monophasique
au travers de la méthode des développements asymptotiques ainsi que certains résultats
concernant I’approximation numérique des coefficients homogénéisés.

On suppose dans ce paragraphe que le domaine w = Y, Y étant la cellule de base, et
que le tenseur K de M (A1, A2, 2) est Y-périodique. Plusieurs techniques mathématiques
telles que les développements asymptotiques présentés par exemple dans Bensoussan et
al. [12], les travaux de Sanchez-Palencia [78], la méthode de I’énergie de Tartar [45]
[83] et la convergence a deux échelles d’Allaire [1] permettent d’obtenir les coefficients
homogénéisés ou équivalents. On rappelle ici briévement la méthode des développements
asymptotiques a échelles multiples.

Soit K.(z) = K <E> € M (A1, \2,Q) et K Y-périodique, on consideére le probléme
5

p- € Hy(9)
(£) { —div [K.(x)Vp:] = f dans (1.13)
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ol f est une fonction donnée de L?(f2). Le parameétre e représente le rapport entre la

taille de la cellule Y et la taille du gisement €2, = est la variable macroscopique et y = f

est la variable microscopique. Le but des méthodes d’homogénéisation est le passage%

la limite quand e tend vers zéro dans I’équation (1.13) afin d’obtenir un probléme limite

(Py) qualifié d’homogénéisé.

On écrit formellement le développement asymptotique de p® sous la forme suivante :
p=(x) = po(z, z) + ep1 (=, f) + 2py(z, f) +.. s y= L (1.14)

€ € € €

avec p;(z,y) Y-périodique en y pour tout = appartenant a ).

En substituant l'expression de p.(xz) donnée par (1.14) dans le probléme (1.13) et en

identifiant successivement les différentes puissances de e, on obtient I’équation du prob-

léme homogénéisé dont le premier terme py du développement asymptotique est 'unique

solution de :

{ Po € H() (1.15)

—div [K*Vpy| = f dans Q.
Le tenseur homogénéisé K* de M (A1, A2, ) est constant sur €2 et nécessite la résolution
numérique de problémes locaux posés sur la cellule de base Y avec des conditions aux

limites périodiques :

€ H(Y) /R
| w; € 4,(Y) / (1.16)
—div, [K(y)(Vyw; +€;)] =0  dans Y
Les coefficients homogénéisés sont donnés par :
K l/lK()jLiK()awj dy 1<ij<d (1.17)
1] |Y| v J y P k y ayk y .]
et aussi par :
1
K= /YK () [Vyw; + &) . [Vyw; +&] dy 1<i,j<d. (1.18)

L’homogénéisation périodique a ’avantage d’étre une méthode mathématique robuste
bien que son champ d’application soit restreint aux domaines périodiques. Cependant
cette théorie permet de trouver des lois de comportement pour des systémes complexes

tels que des systémes d’équations non linéaires dont certains sont décrits dans 'ouvrage
de Panfilov [67].
Approximation Numeérique

Afin d’obtenir une borne numérique inférieure [resp. supérieure] du tenseur homogénéisé
théorique K*, Marini [59] utilise une méthode d’éléments finis non conformes [resp. con-

formes] pour résoudre les problémes locaux (1.16). Pour cela, on suppose que la cellule

32



de base Y s’écrit Y = UQm, avec (Qm),,>o un polygone sur lequel le tenseur K est

supposé constant. Soit 7, une triangulation de la cellule Y composée de triangles et
€ un vecteur de IR?. On introduit alors Papproximation supérieure K3, définie par le

probléme approché suivant :

K €.€= min |71| / K(y) [V +€] . [Vw, + €] dy (1.19)
Y

wp EWp
ou 'espace d’approximation W), est défini par :
Wy, = {vh ceC'(Y) Joplr € P (T), VT €Ty, v, Y — périodique.} (1.20)

Py (T') désigne lespace des polynomes définis sur 7' de degré inférieur o égal a k.
Afin d’obtenir une borne inférieure notée K7, le probléme suivant est introduit

Kipé€&= min >3 T (wy) (1.21)

wp,€EWhL m T

ou Jg’m (.) est défini par

1 _ L

) = | [ K@VeTwedy 2 [ K@ERwdo+ [ K@)EE dy
TOOm ATNOQm TQm

(1.22)

Dans le probleme (1.21), espace W), est défini par

W, — { v € L? (w) [ vplr € P (T), VT € Ty, v, continu au milieu des cotés }
de T'N Q,, et vy est périodique au point milieu de 9T N 0Q),,.
(1.23)
Dans le cadre bidimensionnel, on a alors ’encadrement suivant :

an < K< Ky, (1.24)

Toutefois, ces approximations ne sont valables que pour un espace de travail de dimension
deux.

Une autre approche pour estimer numériquement le tenseur homogénéisé est diie a Dvordak
[30]. L’approximation supérieure, notée Kj,,, du tenseur homogénéisé est définie par la
solution du probléme suivant :

Kpé= mip o [160) [V + €] [Tun+ €] dy (1.25)
Y

wp €W,

o W), est une famille dense de sous espaces de H)(Y'), et € un vecteur de IR%.

Dans le cadre bidimensionnel et en utilisant les fonctions courants, on définit un tenseur
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By par I'intermédiaire du probléme décrit ci-dessous :

. ) 1 K(y) - -

BrEE = — / — ) dy. 1.26
n€-§ i, % | d (& (1)) {Vﬂ)h +€} {Vﬂ)h +€} Yy (1.26)

L’approximation inférieure, notée K7, , est alors définie par la relation :

B*
Kp = — . 1.27
—Lh " det (B}) (1.27)
Dans le cadre bidimensionnel, on a alors les résultats suivants :

Kp, < K" <Kp, et lim KD — K =lim |Kbn — K| =0 (1.28)

ol ||.|| désigne une norme matricielle quelconque.
Dans le deuxiéme chapitre on montre qu’en utilisant les fonctions courants, on obtient
une borne numérique inférieure du tenseur équivalent pour la méthode d’homogénéisation

avec des conditions aux bords linéaires qui est exposée ci-apres.

1.4.3 Homogénéisation avec des conditions aux bords linéaires

Cette méthode mathématique trouve son fondement dans une théorie d’approximation
des coefficients d’opérateurs elliptiques dtie & Bamberger [10]. Dans un cadre stochas-
tique qui est décrit plus loin, cette méthode peut étre interprétée comme une méthode
mathématique standard d’homogénéisation. Dans la suite on appelera cette méthode
d’homogénéisation, avec des conditions aux bords linéaires, la méthode linéaire que 1'on
notera ML pour les simulations numériques.

Soit H € M (A1, A2, Q2). On considére les opérateurs elliptiques du second ordre de la

forme suivante :
A = —div[K(z)V] B = —div [H(z)V] (1.29)

Soit g € H2(8w) on considére le probléme :

A(p) =0 dan
{ (p) =0 dans w (1.30)
p=g sur dw
auquel est associée la forme bilinéaire définie par :
a(w,v) = / K(z)Vw.Vv dr Y w,v € H (w). (1.31)
On note p = A 1(g) la solution de (1.30).
Par ailleurs on considére le probléme :
{ B(u) =0 dans w (1.32)
u=g sur Ow
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auquel est associée la forme bilinéaire suivante :
b(w,v) = / H(z)Vw.Vv dr Yu,ve H (W) (1.33)

et on note u = B~!(g) la solution de (1.32).
Suivant Bamberger, on dira que le tenseur K est équivalent, au sens de 1’énergie, au

tenseur H sur w si :
a(A7Y(g), A7 (g)) =b(B(9).B Y (g)) Vg€ H2(0w). (1.34)

Or, dans [10], il est prouvé que l'on n’est pas assuré de trouver dans chaque classe
d’équivalence un représentant a coefficients constants sur w. Par conséquent on est amené
A se restreindre au sous espace de H? (8w) engendré par la famille (%)) <;<q, OU z; désigne
le i axe de coordonnées.

Soit K* un tenseur constant sur w, et C' 'opérateur défini par C' = —div [K*V] auquel

est associée la forme bilinéaire :
c(w,v) = / K*Vw.Vv dr Yw,v € H(w). (1.35)
On considére alors le probléme :

{ C(w) =0 dans w (1.36)

w=g sur Ow

ou g appartient a l’espace vectoriel engendré par (“/’i)gigd . On note w = C7!(g) la
solution de (1.36).
La définition de ’équivalence du tenseur K par le tenseur constant sur w, noté K*, s’écrit

alors sous la forme suivante :
a(A™ (), A7 (x))) = c(C N (z:),C 7 (z))  1<4,5<d. (1.37)
La définition (1.37) peut se réécrire sous la forme explicite :

ij

|
K* — W/K(w)Vpi.ij de  1<i,j<d (1.38)
W] Jw

ou les fonctions (p;),,., sont solutions des problémes locaux suivants :

<i<d. (1.39)

Di = T; sur Ow

{ —div [K(z)Vp)] =0 dans w |

On rappelle maintenant certaines propriétés du tenseur équivalent K* obtenu par (1.38)

et (1.39). Une démonstration de ces résultats peut étre trouvée dans [10].
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Proposition 1.4.1 Si K € M(A1, X\2,Q) alors le tenseur K* défini par (1.38) et (1.39)
posséde les propriétés suivantes :

K* e M()\l,)\Q,Q) (140)
I1u(K) < K* < Iy () (L.41)
K™ est stable pour la G-convergence. (1.42)

Dans cette méthode on suppose uniquement que K € M(A, A2, 2), mais aucune
hypotheése est faite sur la géométrie du domaine w, ce qui permet d’appliquer théorique-
ment cette démarche a des maillages déstructurés. De plus, le tenseur équivalent K* est

toujours symétrique défini positif.

1.4.4 Homogénéisation avec des conditions aux bords confinées

Cette méthode est basée sur une approche de type ingénieur [25]. Elle consiste a trouver
le champ des vitesses de problémes locaux en régime incompressible permanent avec des
conditions aux limites mélées particulieres. La méthode suppose que le domaine w est
régulier (cf. figure 1.7), ot 'on note T et T} les deux faces opposées perpendiculaires a
l'axe z;,1 < i < d. En d’autres termes, '} [resp. T'j] est la frontiere du domaine w, ap-
partenant au plan d’équation z; = a; [resp. x; = b;] . On note I'y, = dw— (T UT?) . Cette
méthode est parfois appelée la méthode du mode confiné dans la littérature pétroliére
que I'on notera MC lors des simulations numériques.

On considére les problémes locaux suivants :

Qi = —K(2)Vp; dans w
div [QZ} =0 dans w

pi =Py sur I 1<i<d (1.43)
pi=pl sur T
o 0 sur I'y

ou p} € R}, pour tout 1 <i<det0<j<1.

On introduit la i®™¢ composante des flux moyens notée (Q» :

(Q), =- (El‘/LUK(x)Vpi da;) & 1<i<d (1.44)
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Figure 1.7: Maille dynamique w

Soit K* € M(A1, A2, 2) constant sur w et supposé diagonal, on considére alors les
problémes :
Qj = —K*Vp; dans w

div {Qﬂ =0 dansw

P} = 1} sur T 1<i<d (1.45)
P =ph sur I'y
i _ 0 sur T
on N
auxquels on associe la ¢ composante des flux moyens (Q;‘) donnée par :
= 1
(Qj) = — (W / K*Vp; d:c> .€; 1< <d. (1.46)
? W| Jw
L’unique solution du probléme (1.45) est :
pi (i) = 7 Po + T B I<i<d (1.47)
Par conséquent, on obtient :
(Qj),:—plL_ipOK;; 1<i<d. (1.48)
Ainsi en égalant (Ql) et (Qj) on obtient le tenseur de perméabilité équivalent donné
par : .
L' 1 . .
Kj=—0" = / K(z)Vpi dz | & 1<i<d. (1.49)
Py — 1o \|wl o
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Les conditions aux limites appliquées aux problémes (1.43) et (1.45) sont parfois appelées
conditions de type imperméable dans I'ingénierie pétroliere.

Cette méthode nécessite des domaines w réguliers, mais fournit un tenseur équivalent
diagonal. Ceci est un avantage car certains simulateurs industriels actuels ne tiennent

pas compte des termes extradiagonaux des tenseurs de perméabilité absolue.

1.4.5 Homogénéisation stochastique

Une généralisation [12] de 'homogénéisation périodique est ’homogénéisation stochas-
tique dont une présentation dédiée aux problémes de l'ingénierie pétroliere peut étre
trouvée dans [45]. La théorie de ’homogénéisation stochastique a été appliquée aux prob-
lémes des écoulements des fluides diphasiques par Bourgeat [45]. Toutefois on se contente
ici de rappeler briévement le résultat principal pour un fluide monophasique. Consid-
érons 1’écoulement d’un fluide monophasique incompressible dans un réservoir hétérogéne
) ou la perméabilité K (g, ) est la réalisation d’une fonction aléatoire statistiquement

homogene avec r appartenant a 1’espace probabilisé (R, F, i) :
—div [K(f,r)(vpg)] —f dansR* reR (1.50)
5

Le parametre € > 0 est le rapport entre 1’échelle typique de variation de la perméabilité et
la taille du réservoir 2. En utilisant les outils de 'homogénéisation stochastique, Bourgeat
et al. [17] obtiennent une équation effective (1.51) qui décrit le comportement du fluide

dans le milieu homogeéne qualifié d’équivalent :

—div[K*Vp")] =f  dans R". (1.51)
Le tenseur de perméabilité équivalent K* est donné par :

K*8, = /R K (y,r) [Vyur + &) du (1.52)
ou les fonctions u, sont solution des problémes suivants :

ug € Hlloc(]Rd)

—divy [K(y,7)(Vyu, + €)] =0 dans R* VreR (1.53)
Vyuk d,u =0
R

Approximation numérique

Le calcul du tenseur équivalent défini par (1.52) et (1.53) est assez délicat d’un point de
vue numérique, car il nécessite la résolution de problémes locaux posés sur IR? et ceci

pour chaque réalisation r € R. Les premiers travaux pour palier & cette difficulté ont été
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réalisés dans le cadre de 1'élasticité linéaire (voir [77]). Ces derniers ont été repris par
Badea et Bourgeat [7] [8], en introduisant deux familles de problémes auxiliaires, afin
de calculer une approximation numérique du tenseur théorique K* défini par (1.52) et
(1.53). Soit V un volume de © définie par V = v x ]0,1[* ot v € IR. On considére d’une

part les problémes

—div [K(x)_)V{?f] =0 dansV l<i<d (154
p; = €;.X sur 0V
auxquels on associe
Kop (VK (2)) € = /V K(z)Vpide  1<i<d (1.55)

Il est & noter que les problémes (1.54) correspondent aux problémes de la méthode linéaire.

D’autre part les probléemes adjoints suivants sont étudiés :

—div [K(2)Vw;] =0 dans V

. 1<i<d 1.56
O = &,.n sur OV == (1.56)
on
auxquels on associe
St (V,K(x)) & = /V K(@)Vw dr  1<i<d. (1.57)

Sous ’hypothése supplémentaire que le champ de perméabilité K est ergodique les auteurs
de [7] [8] démontrent que :

lim K, (V, K (@) = K° (1.58)
lim S, (V. K (2)) = (K°) (1.59

Grace a ces résultats, les auteurs mettent au point un algorithme constructif permettant

d’obtenir un ”volume élémentaire représentatif”.

Remarque 1.4.2 : Le temps de calcul des méthodes algébriques est indépendant de la
vartance de la loi de distribution de la perméabilité alors que le temps de calcul pour les

méthodes numériques croit avec cette variance.

Cette description des méthodes n’est pas exhaustive, puisqu’il en existe de nombreuses
autres pour trouver un tenseur de perméabilité équivalent. On peut mentionner, par
exemple, la méthode de prise de moyenne a grande échelle dtie & Quintard et Whitaker
[70] [71]. Le principe général est d’écrire les différentes variables locales telles que la
perméabilité absolue et la porosité comme la somme d’une variable & grande échelle et

d’un terme de déviation. Sous certaines hypothéses Bourgeat et al. [16] montrent que la
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méthode d’homogénéisation et la méthode de prise de moyenne a grandes échelles sont
équivalentes.

D’autre part, on peut signaler une méthode basée sur les ondelettes [32], la théorie
de la percolation ou des chemins critiques [40], ’homogénéisation multigrille [54], la
méthode des lignes de courant [41], la théorie des milieux effectifs [26], la méthode des
perturbations [61] et enfin la méthode de Monte-Carlo [86]. Dans la deuxiéme partie de
cette thése on rappelera également d’autres méthodes de mise a 1’échelle, ces derniéres
étant basées sur des problémes d’optimisation.

Pour clore ce chapitre, on rappelle quelques résultats fréquement utilisés dans la théorie

de 'homogénéisation.

1.5 Rappels de quelques résultats utilisés en homogénéi-

sation

1.5.1 G-convergence

Une propriété de la méthode d’homogénéisation avec des conditions aux bords linéaires
est que le tenseur équivalent est stable pour la G-convergence. On rappelle ici la défi-
nition de la G-convergence et certaines de ces propriétés utilisées. La majeure partie de
ces résultats se trouvent dans [45] et [51].

Soit (K. ), une suite de matrices de la famille M (A1, A2, Q) et K une matrice de M (A1, A2, §2).

Définition 1.5.1 On dira que la suite de matrice K. G-converge vers Ky dans 2,
el
et on notera K, — K

)
Si pour toute suite (f.) telles que f. —— fo  fort

Hy(Q) _
alors p. —— po  faible
ot p. est la solution de po est la solution de
p. € HY(©) ) po € HY(O)
—div [K.(2)Vp.| = f. dans ) —div [Ko(x)Vpo] = fo dans Q

Rappelons maintenant quelques propriétés liées a la G-convergence.

Théoréme 1.5.2 De toute suite de matrices (K.) € M(A1, Ay, ), on peut extraire une
sous suite qui G-converge dans 2 vers Ko € M(A1, A2, ).
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G
Proposition 1.5.3 S5t K. —— K alors

(z2(@)*

K.Vp. KyVpy faible

et

e—0

lim QKE($)VPE.VPE dr = LKo(x)Vpo.Vpo dx.

Proposition 1.5.4 Si K.—— K| fortement pour une norme matricielle alors [_ i) Ky -

Théoréme 1.5.5 (Convergence de solutions arbitraires)

G
Sotent K, —— Ky dans € et Q1 un ouvert quelconque inclus dans 2. On suppose qu’il
existe des fonctions w. € H'(Q) telles que :

H'()

W, wo faible et —div[K.(x)(Z+ Vw.)] =h
ou 7 € (L*(W))" et h € H (). Alors

(z2@)*

K. (Z + Vw.) Ko (Z+ Vwg) faible et —div[Ko(z) (Z+ Vw)] =h

Ce théoréme implique que la matrice G-limite est indépendante du terme source ainsi

que des conditions aux limites appliquées sur la frontiére de €.

1.5.2 G-convergence parabolique

En vue d’étendre la stabilité du tenseur équivalent, obtenu par la méthode linéaire, a la

G-convergence parabolique, on rappelle la définition suivante dte a Zhikov et al. [87].

Définition 1.5.6 On dira que la suite de tenseurs (K.) € M(A1, A2, Q) converge vers
Ky € M(A1, A2, Q) au sens de la G-convergence parabolique et on notera :
GP
KE - KO
siV fe L*0,T,H ! (w))

L2(0,T,H} (w))
@) p.  ———  po faible
Op. LAOTHw) Op,

b) o T faible
ot
p. est la solution de po est la solution de
p- € W(0,T) po € W(0,T)
5(;15 —div[K.(z)Vp] = f dans Q et % —div [Ko(z)Vpo) = f  dans Q
p-(0,.) =0 p.p. dans w po(0,.) =0 p.p. dans w
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Une extension de cette définition pour des opérateurs paraboliques quasilinéaires peut

étre trouvée dans [82].

GP
Proposition 1.5.7 Si K, —— K alors

(22@)"
K.Vp.

KoV faible.

1.5.3 Deux résultats classiques en homogénéisation

On termine ce chapitre par quelques résultats classiques utilisés dans les problémes d’ho-

mogénéisation et repris ultérieurement dans ce travail.

Lemme 1.5.8 Soit ¢ une fonction définie sur la cellule de base Y, qu’on prolonge par
périodicité o tout IR, avec o € LP(Y), p > 1. On définit la suite de fonctions @, sur §2

p.(z) = <§)

3

par :

alors @, est bornée dans LP(SY), indépendamment de € et

1
. — Liy(p) = v /Y o(y) dy

dans LP(2) faible si p < +oc.
dans L*>(Q2) faible * si p = 0.

Lemme 1.5.9 (Compacité par compensation)

Soient (B.) et (§.) deux suites de vecteurs de (L*(Q2))* vérifiant les conditions :

(z2(@)*
P- Po faible rot(q.) =0
(z2(@)" H(Q)
d. do  faible  div (p.) —— div (Po) fort

alors

ﬁE‘&E — 130.510 dans DI (Q) .
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Chapitre 2

Approximation numérique du

tenseur équivalent

Dans ce chapitre, on s’intéresse a I’approximation numérique du tenseur équivalent obtenu
par la méthode d’homogénéisation avec des conditions aux bords linéaires. On montre
d’abord qu’en utilisant la méthode des éléments finis conformes pour résoudre les prob-
lémes locaux, on obtient une borne supérieure du tenseur équivalent et que 1'utilisation
de la méthode des éléments finis mixtes fournit une borne inférieure. Des résultats de
convergence et des estimations d’erreur sont obtenus sous certaines hypothéses. On mon-
tre ensuite que la méthode linéaire est stable pour la G-convergence parabolique. Ces
résultats se généralisent sans difficulté au cas de la méthode confinée. On compare enfin
les méthodes d’homogénéisation avec des conditions aux limites linéaires, confinées et

périodiques.

2.1 Introduction

Le calcul du tenseur équivalent nécessite la résolution de problémes locaux posés sur
chaque maille grossiére du maillage dynamique, auxquels on adjoint des conditions aux
limites. Les différentes méthodes considérées dans le chapitre 1, se différencient unique-
ment par les conditions aux limites prises en compte. Dans ce chapitre, on s’intéresse
uniquement a la méthode d’homogénéisation qui utilise des conditions aux bords linéaires.
Pour résoudre les problémes locaux, on utilise alors une méthode d’éléments finis mixtes
ainsi qu'une méthode d’éléments finis conformes. Cette approche permet d’obtenir une

borne numérique inférieure et une supérieure du tenseur équivalent.
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2.2 Notations

On utilise les notations classiques des espaces de Sobolev ainsi que certains espaces définis
ci-apres :

Hip, () = {v € H' (w) tel que v, (v) =0 sur FD}
H(div,w) — {g; se (L2w)) sdiv () € L2(w)}
Hory(div,w) = {s € H(div,w); S =0 sur I'y}
Hy(div,w) = {§ € H(div,w); div (S) =0}
Hop, (div,w) = {§ € Hyr, (div,w); div(8) =0}

(Ho (div,w)),eano = {§ € Hy(div,w); /5’ dx = 0}

w

Soit A(z) une matrice appartenant a ’ensemble M (A1, Ay, w) défini au premier chapitre.

On note ||.||g la norme de Schur définie par :

Nl

i,j=1

[A()]ls = (Z !aij(fv)\2>

D’autre part on utilisera les normes suivantes

T p T
2 2
P ¥ AL B ey W A

HUHLQ(O,T,L2(w)) = H“HO,Q

Nol=

Soient é un vecteur quelconque de R? et h un élément de H 3 (Ow).

On adopte les notations suivantes :

a(u,v) = / K () Vu.Vvdr  VYu,v € H' ()

Lf(v) = —/WK((L’) EVvds  Yoe H'(w)

-

1
Je(v) = 5@(1),1)) —Lf(v)  VYve H'(w)

Vs €eH(div,w)

Lp(8,v) =
(5,0) et Vv € L*(w)

/ K Yx)s8dr + <§i,h> —/ div (S) v dz

N[ —

ou < .,. > désigne le crochet de dualité entre H 2 (w) et Hz(dw).
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— Malillage géologigque

Maillage dynamique

Figure 2.1: Données du probléme

2.3 Meéthode linéaire

On considére un domaine finement maillé (voir figure 2.1), ou le tenseur de perméabilité
K est supposé connu dans chaque maille fine . Notre but est de trouver un tenseur
équivalent , noté K*, qui représentera la valeur de la perméabilité absolue de la maille
grossiére w dans le simulateur. Pour cela, on applique la méthode d’homogénéisation avec
des conditions aux bords linéaires qui a été rappelée au premier chapitre, de la maniére
suivante :

Pour tout ouvert w C €, les coefficients du tenseur K* sont donnés par la formule :

1
Kr = W/K(:C)Vpi.ij dr  1<ij<d (2.1)
W Jw

iy

ott les fonctions (p;), ;4 sont solutions des problémes locaux :
{ —div [K(z)Vp)] =0 dans w l<i<d (2.2)

Di = T; sur Ow

On notera que le tenseur équivalent K* est symétrique défini positif. En général, bien
que le tenseur de perméabilité K est diagonal & 1’échelle du maillage fin, on obtient
des tenseurs équivalents comportant des termes extra-diagonaux qui peuvent étre non
négligeables dans certains cas. Ces situations sont rencontrées lors du traitement de

certains maillages détructurés modélisant des réservoirs réels.
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2.3.1 Encadrement numérique du tenseur équivalent

Concernant ’encadrement numérique du tenseur équivalent, les premiers travaux sont
das a Hill, Mandell repris par Suquet [81]. Marini [59], dont les travaux ont été rap-
pelés au chapitre 1, traite le cas de I’homogénéisation périodique et obtient des résultats
valables uniquement dans un espace de dimension deux. Pour ce qui est de la méthode
linéaire, Corre et al. [24] ont mené des travaux relativement sommaires sur le sujet. Par
ailleurs une autre approche qui a été présentée au premier chapitre a été développée par
Badea et Bourgeat [7] pour encadrer numériquement le tenseur équivalent donné par la
théorie de I’homogénéisation stochastique.

La détermination du tenseur de perméabilité équivalent donné par (2.1) nécessite le calcul
des fonctions p;, i = 1,...,d, solutions des problémes locaux (2.2). Dans ce paragraphe
on utilise a la fois la méthode des éléments finis conformes et la méthode des éléments
finis mixtes pour résoudre les problémes locaux et obtenir des approximations du tenseur
équivalent.

On montre, dans un cadre multidimensionnel général, que la méthode des éléments fi-
nis conformes donne une approximation numérique du tenseur équivalent, qui converge
par valeur supérieure vers le tenseur de perméabilité équivalent, alors que la méthode
des éléments finis mixtes fournit une approximation convergeant par valeur inférieure
[4]. Ainsi, lorsque 'on raffine le maillage éléments finis, les approximations inférieures
et supérieures convergent vers le tenseur équivalent, ce qui permet d’obtenir des approx-
imations numériques précises. L’encadrement numérique du tenseur équivalent permet
donc de juger la qualité de 'approximation obtenue.

Dans l'optique d’appliquer la méthode des éléments finis conformes, on effectue un
changement de la fonction inconnue p; du probléme (2.2). Le probléme local (2.2) peut

s’écrire sous la forme suivante :

(2.3)

—div [K(z) (Vw; +€;)] = 0 dansw
w;, = 0 sur Ow
ol w; = p; — x;. Le terme générique du tenseur équivalent K* est par conséquent donné
par :
1
K= — / K (2) [Vw; + &) [Vw; +&]de  1<i,j <d. (2.4)

Y wl

Considérons la formulation variationnelle de (2.3)

w; € HY(w)
a(w;,v) = L% (v) Vv € Hi(w)
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La solution du probléme (2.5) est aussi solution du probléme de minimisation suivant:

w; € Hy(w)
Je; (w;) = inf  Js (v)

vEH} (W)

(2.6)

Soit V}! C H{(w) un espace d’approximation obtenu en utilisant la méthode des éléments
finis conformes, (voir par exemple [23]), ol h est la taille de la triangulation réguliére de
w.

On introduit w;y, la solution discréte obtenue par la méthode des éléments finis conformes
et qui satisfait :

Win € Vho ) (2 7)
a(wp, vp) = L7 (vp) Yo, € V)2 '

wyp, qui est la solution discréte du probléme (2.3), est également la solution du probléme
de minimisation suivant :

w; € VhO

Jo; (win) = inf Je; (vn)

’UhGVh

(2.8)

A partir des solutions discrétes w;, du probléme (2.7) on définit I'approximation K; du

tenseur de perméabilité K* donnée par :

1
(B =17 /w K (z) [Vwg, + &]. [Vwj, + &]de 1<i,j<d. (2.9)

L’utilisation de la méthode des éléments finis mixtes nécessite d’écrire le probléme local

(2.2) sous la forme suivante :

—

qa = —K(x)Vp dans w
div ((i) =0 dans w (2.10)
Di = T sur Ow

On associe alors au probléme (2.10) la formulation variationnelle mixte suivante :

(i, ps) € H(dw w) x L*(w)
/ KY(z) q; . de—/ pi div (8) dz = — <s 4, z; > VY se H(div,w) (2.11)

/ v div (qz) de =0 Vo € L?(w)

Le probléme (2.11) posséde une solution unique, (voir par exemple [19]), caractérisée par

le probléme de point selle suivant :

£mi((i,pi)— inf sup  £4,(S,0) (2.12)

s €H(div,w) vEL?(w)
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De plus, le probléme (2.11) est équivalent a la formulation duale

Lo(dip) =_ inf Lo, (s,p) (2.13)
s € Hy(div,w)

Pour obtenir une approximation numérique, notée Kj, du tenseur de perméabilité équiv-
alent K* en utilisant la formulation variationnelle mixte (2.11), on considére la famille
de triangulation réguliére de @ de diameéetre h. On introduit les espaces d’approxima-
tions suivants X; C H(div,w) et M}, C L?(w) des fonctions polynomiales par morceaux.
Les approximations obtenues par la méthode des éléments finis mixtes (g, pin) € Xp X
M, de (q;, p;) € H(div,w) x L*(w) sont solutions du probléme :

/ K=(z) oﬁh.s_;;dx—/ pin div (Sh) de = — <sp, f,x2; > Vspe X,

(2.14)
/ v, div (qip) dz =0 Yo, € M,

Des exemples d’espaces (X}, M},) satisfaisant la condition classique inf-sup sont les élé-
ments de Raviart-Thomas triangulaires et rectangulaires [72], [75] et les éléments tétraé-
driques de Nedelec [62] (pour d’autres exemples voir [19], [37]).

On définit alors I'approximation Kj de K* par :

]_ — — A
(Kp)i = m / K (z) qin, - qjn dx 1<i,j<d. (2.15)
On a alors le résultat suivant :

Théoréme 2.3.1 Soient w un ouvert borné convexe, de frontiére Ow Lipschitz continue,
et K € M (A, o, w). On suppose que K; [Tesp. ﬁ} est donné par la relation (2.9)

[resp. (2.15)]. Alors on a les estimations suivantes :

I1,(K)<K;<K'<K;<I,(K) (2.16)

ou K* est le tenseur équivalent obtenu par la méthode d’homogénéisation avec des con-

ditions aux bords linéaires.

Démonstration :

— — d
Soit & € IR, € = 3 €,8;. On introduit les notations suivantes :
i=1

d d d
Qn=> &dun P.=> &pn 9= &
i=1 i=1 i=1
d d
Q=>&d P=) &
i=1 i=1
d d
Wy = Zsiwih W = Zsiwi
i=1 i=1
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En utilisant le probléme (2.11) [resp. (2.14)] et par linéarité on obtient que

Q,P) e H(dw w) x L*(w)
/ K1 Q s dx —/ P div (8) de = — <s .i,g > V se H(div,w) (2.17)

/ v div (Q) dr =0 Vo € L*(w)
et que (Qh,Ph) € X, x M, est la solution du probléme

Qh,Ph) € Xh X Mh
/ K1 h sy, dx — / P, div (8p,) dx = — <sp 4i,g > Vspe Xp (2.18)
/ vy, div (Qh) dr =0 Yo, € My,

Le probléme (2.17) est équivalent a la formulation duale

£,(Q.,P)= inf  £,(s,P) (2.19)

?GHO(div,w)

En utilisant (2.15) on obtient que

K EE= o /w K (2) Qn.Qn dr (2.20)

De la méme maniére que précédemment, en utilisant les problémes (2.5) [resp. (2.7)] et

b*

par linéarité, on obtient que W est la solution du probléme :

W e H}(w) ) (2.21)
a(W,v) = L¢(v) Vo€ Hi(w)

et W), est la solution du probléeme discret :
Wievil (2.22)
a(Wh,vp) = L8(v,) Vv, € V2

Par ailleurs, les problémes (2.21) et (2.22) sont respectivement équivalents aux problémes

de minimisation ci-dessous :

W € Hj(w) (2.29)
2.23
JE( ) :veiinlf(w) J"(U)
et
W, € Vho
(2.24)

Te(Wh) = jnf, Je(vn)
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En utilisant (2.9) on obtient

K€€ [ K@) [YWi+ 8. [V + & as (2.25)

On doit démontrer que

oy
oy
—
SN—
ml
)
—~~
©
bo
S
N—

I1,(K) €< K, 86 <K' §& <K

Or X, C H(div,w), d’ou en utilisant (2.19) on a :

2/K de —|—<Qng><

(2.27)
2/ KY(2)Qn.Q), dz + < Qpii,g >

D’autre part, pour (s,v) = (Q,P) dans (2.17) et (sp,vn) = (Qn,Ps) dans (2.18), on
obtient

Kﬁl(a:)Q’.Q’ dr = —<Qu,g>
w L b (2.28)
wK_l(x)Qh-Qh dr = —<Qpmn,g>
D’ou : | |
—§/WK*1(;5)Q.Q dr < —§LK’1(x)Qh.Qh dz (2.29)
et d’apres (2.20), on a :
Ky EE<K"EE (2.30)

Montrons que I_; , (K) é’é’ <K; é’é’

1 1
Comme K € M (A, )9,Q2) ona K 1€ M()\ W Q), d’ou
2 A1

/ KV (a) (Qut K3 €) . (Qut K €) do >0 (2.31)
En développant (2.31) on obtient

/K Qthdx+2/K QhKhEdchr/K KERKEde>0 (2.32)

En prenant (s, vy) = (K;€,P,) dans (2.18) on obtient

/K 2)Qu K € do = — < Kj€di, g > (2.33)

ce qui donne d’apres (2.20) et (2.33) :

/ﬁ E€dr—2< Kj€q,g> +/ K Ya)K; €K €dz >0 (2.34)
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Or d’apres la formule de Green on a :

/wﬁ £V (£%) du = _/wdi” (Ki€) €xdo+ < Kpéd,g> (2.35)

/N

D’autre part, le tenseur K; étant constant sur w, div ﬁg) =0, et alors :

- — —

Kr€€dv= <K €fi,g>. (2.36)

Par conséquent, grace a (2.34) et (2.36) on a :

/K ) KGEKGE do > / K; EE du (2.37)

ce qui est équivalent a

/w K\(2)K € KE do > /w (Kp) ™ KGEIGE da (2.38)

On pose 7} :ﬁg . Lorsque le vecteur é parcourt IR?, le vecteur 7j parcourt également
IR?. De (2.38) on déduit que

—» — -1 - —
/K 7i.ii dz >/ (Kp) i da (2.39)
c’est a dire,
1 RN
o L K~\(o) d ) i > (KG) . (2.40)
pour tout 77 €IR?, d’oil on a
i/ K~\(x) do > (K7)~ (2.41)
wl Je B '

ce qui est équivalent a :
I (K) < Kj. (2.42)

Maintenant, on démontre que K* é’é’ <K; E é’
Comme l'espace V) est inclus dans H] (w), en utilisant le probléme de minimisation
(2.23) on obtient

1 ; 1 .
§Q(Wa W) — LE(W) < §Q(Wh, Wh) — LE(Wh) (2.43)
C’est a dire que
/ D) VW.IW do +/ DEVW dz <
2 (2.44)
5 / 2) VWi .NW, da + / 2)EVW, dz
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1 2 2 2
En rajoutant de chaque coté de I'inégalité 5 / K (x)&€.€ dx et en multipliant par — on
w

w @l

obtient grace a (2.25)

KEE<K;EE (2.45)
(22

En utilisant le probléme de minimisation 4) et en prenant v, = 0, on obtient

1 .
5 / K(2)VW,. VW, dz + / K(2)ENW, da < 0 (2.46)

1 o 2
On rajoute de chaque coté de I'inégalité 3 / K(x)€.£ dx et on multiplie par m, on
w w
obtient alors :

KiE€<hL.(K)€E O (2.47)

2.3.2 Encadrement pour les termes extra-diagonaux

Pour avoir une bonne approximation des coefficients du tenseur équivalent, il est sou-
vent intéressant d’avoir un encadrement pour le terme générique (K*);;, 1 <, < d.
C’est I'objet du paragraphe qui suit. Grace au résultat général (2.16), on dispose d'un
encadrement immédiat pour les termes diagonaux en prenant é’ =6;, 1 <i<d Ona
alors

(K3 < (K%)iu < (K})u 1<i<d (2.48)

d’ou les estimations ci-dessous

0 < (K*)ii — (K3 )i
0 < (K7)ii — (K*)s

( )n - (K;:)n
(Kp) i — (K )

1<i<d. (2.49)

<
<

Concernant les termes extra-diagonaux, on a le résultat suivant :

Proposition 2.3.2 Sous les hypothéses du théoréme 2.3.1, on a :

‘(K )i = 5 (K + (K3 | < <7 (K7is — (K + (Ki)ys — (Ki)y] 1<, < d.
(2.50)
Démonstration :
On a les identités
K*(€;+¢&;).(€;+€;) = (K"),, +2 (K*)Z.j + (K*)jj (2.51)

En utilisant (2.51) et en prenant &€ = (&; + €;) dans (2.26) on a :
(Kp)ii+2 (Kp)i+(KG) i < (K7)+2 (K*)4(K7);; < (K5 ut2 (K;)i+(K7),5 (2.53)
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De la méme maniére en utilisant (2.52) et en prenant € = (&; — €;) dans (2.26) on a :

Dt (Kq)j; (2.54)

(Bg)i=2 (Bp)i+(KG) 5 < (K7); =2 (K7);+(K7) ;5 < (K7)i—2 (

D’apres (2.53) et (2.54) :

(Kh)n ( )'i+ (K}’; zz_(K;:)zH‘
(i) — (Kt ¢ <4 (K, <9 (B — (Kp)+ (2.55)
2 [(K7)y + (K7)s] 2 (K7 + (Ki)is)

d’ou le résultat (2.50) 0.

1 —
Remarque 2.3.3 La moyenne 3 [(K;{)ij + (ﬁ)w} donnera, en général, une approxi-
mation numérique du tenseur équivalent (K*),; plus précise que (Kj)i; ot (K})ij pour
1 <4,5<d.

2.3.3 Estimations d’erreurs et convergence des approximations

Les résultats obtenus dans le paragraphe précédent sont valables pour une triangulation
donnée du domaine w. Or, dans certaines situations, notamment lorsque les perméabilités
absolues varient ”fortement” au sein du domaine w, les encadrements numériques obtenus
ne sont pas satisfaisants. On a alors recours au raffinement de maillage qui permet
de réduire cet encadrement numérique. Ainsi I'approximation numérique du tenseur
équivalent K [resp. K| obtenue en utilisant la méthode des éléments finis mixtes [resp.
conformes| converge vers la valeur théorique K* lorsque l'on raffine le maillage. Plus

précisément, sous certaines hypotheses, on démontre le résultat suivant :

Proposition 2.3.4 Soit w un ouvert borné convexe, de frontiére Ow Lipschitz continue.
On suppose que la matrice symétrique K € (C* ((,u))d2 :
Alors on a

lim (K})i —hm (K})ij = (K*)ij 1<i,j<d (2.56)

h—0

HK;; — K* s

- K

,=0(h). (2.57)

Démonstration :
On montre d’abord que }ILiII% (K)o = (K", 1 <i<d.
Par définition on a

(K*)ii — (Kfy)i = L

jwl

[ / K (2) (Y, + &) . (Vs + &) da
w (2.58)
- / K (z) (Vwg + &) . (Vwip + &) de

w
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soit encore

(K")i — (Fﬁ)u = m [a (w; — win, wip, — w;) + 2a (wW; — wip, w; + ;)] (2.59)

Comme K € (C! (w))d2 de (2.59), on obtient la majoration suivante:

’(K’Z)iz’ — (K%)ii

< O (fwi = winl?, + lwi — wanl ) (2.60)

ou C est une constante indépendante de h.
Oron a:
|wi — wihh,w < Ch ‘wi‘Q,w (2.61)

C’est un résultat classique basé sur un résultat de régularité [38] ainsi que sur les esti-
mations d’erreurs, relatives a la méthode des éléments finis conformes qui peuvent étre
trouvées dans [69].

En utilisant alors (2.61) on obtient

l<ch 1<i<d (2.62)

Par Conséquent on a

h—0
On traite maintenant le cas des termes extra-diagonaux. De la relation (2.16) on déduit

que :

K€€ <K& VEe R (2.64)

d’otl en prenant 5: (€, —€j)ona:

(K™)i —2 (K7 + (K7 < (K — 2 (K + (K55 (2.65)

JJ

soit encore

2 (K — (K)| < (B — (K7, + (K75 — (K*); (2.66)
En prenant € = (&; + &;) dans (2.64) on a:

(K*)u + 2 (K*)z] + (K*)jj < (Fﬁ)u +2 (F;;)w + (K;;)jj (2-67)
soit encore

(K", = (K7 + (K*) ;= (K7) iy < 2 [(K7)iy — (K7), ] (2.68)
Des relations (2.66) et (2.68) on obtient:

(R — ()] < 5 [(RDi — (K)o (KR — ()] (2.69)
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d’oul en utilisant la relation (2.62) on trouve

()i — (K7),y| < 1<ij<d (2.70)
Donc
lim (K3);; = (K%);;  1<i,j<d. (2.71)
En utilisant (2.70) on a
_ d 2\ 2
K- K|, = ( 1 (Kp)is — (K7), ) < Ch (2.72)
i,J=

la seconde égalité de (2.57) est alors acquise.
On montre maintenant que l’approximation numérique inférieure K; converge vers le
tenseur théorique K*.

Montrons d’abord que

On a par définition

s = (K= o [[ K@ @@ o= [ K@) d g ar] 27

w

Ce qui se réécrit sous la forme suivante

(K})u — (K {/ K1 CIzh - Ch) . (CI_z)h - C_1;> dx (2.75)
+2/K th—%> ‘id“/’] |

d’ott on obtient la majoration suivante :

(J

ou C' est une constante indépendante de h.

‘(KZ)% — (K")u| <

o o

Qin — qz Qin — qz

) (2.76)

Par ailleurs, un résultat classique sur les estimations d’erreur de la méthode des éléments

finis mixtes [69] permet d’obtenir que :
6 — dinllo,, < Chldil,, (2.77)
En utilisant alors (2.77) on obtient

‘(K?Z)n' — (K%)ii

<Ch 1<i<d (2.78)

d’ou
}1_}11(1) (Kp)i = (K%)i 1<e<d (2.79)




or on sait d’apres la relation (2.30) que :

K€€ <K'€€ VEc R (2.80)
De la méme maniére que précédemment, on obtient la relation suivante
* * 1 * * * *
()i = (KR < 5 [(K") = (KR + ()5 — (3 ] (2.81)

De (2.78) et (2.81) on a
l<chn 1<ij<d (2.82)

Par conséquent

lim (Kj)i; = (K7);;  1<4,5 <d. (2.83)

Finalement, d’apres (2.82) on a

; N
|KG - K| = (Z ()i — (K7), ) < Ch (2.84)
ij=1
d’oul la premiére égalité de (2.57) O.

2.3.4 Etude d’un contexte symétrique

On s’intéresse ici & un cas symétrique, c’est a dire & une situation ou la distribution de
perméabilité K est symétrique par rapport aux axes de coordonnées. En s’inspirant des
travaux de Bourgat et Dervieux [14], on montre que la mise & 1’échelle d’une distribution
de perméabilité constituée de tenseurs isotropes répartie sur un domaine symétrique

fournit un tenseur équivalent diagonal. Ce résultat est donné par la proposition qui suit.

Proposition 2.3.5 On suppose que le tenseur K € M (A1, Ao, Q) est diagonal et que
la distribution de perméabilité K, ainsi que le domaine w, sont symétriques par rapport

aux axes de coordonnées. Alors le tenseur équivalent K* obtenu par la méthode linéaire

1<,9<
K =0 =hisd
’ i # ]

Avant de démontrer la proposition 2.3.5, on introduit quelques notations.

vérifie:

On note S; le point symétrique du point S par rapport & 'hyperplan z;, 1 < i < d,
comme indiqué dans la figure 2.2. On considére un ensemble de paramétres (o), ;<4
prenant les valeurs 0 ou 1, que 'on munit de I'algébre de Boole. Soit une fonction ¢

définie sur w, on définit alors I’ensemble S,, o, par
Saryag =10/ ¢(S) =(=1)"¢(5), 1<i<d, VS €w} (2.85)

On dispose alors des propriétés suivantes qui peuvent étre trouvées dans [14].
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Figure 2.2: S; est le point symétrique de S par rapport a I'hyperplan z;, 1 < i < 3.

ay- On a les propriétés suivantes :

.....

Z) SZ 90 e Sﬂl 7777 ﬂd alors ¢90 E Sa1+ﬂ1 7777 ad+ﬂd

ii1) S’il existe un indice i, 1 < i <d, tel que «; est impair alors/ ¢ dr =0

On démontre maintenant la proposition 2.3.5.

Démonstration :

La distribution symétrique de perméabilite K € M (A1, A2,2) se traduit de la maniére

suivante:
Ky € Soo.0 1<ij<d. (2.86)
Une formulation variationnelle du probléme (2.2) est donnée par :
pi € HY(w)
/ K(@)VpVode =0 Yoe Hi(w)  1<i<d. (2.87)
piw: Z; sur Ow

En prenant v = p; — x; on obtient :

/K(x)Vpi.ij dz = / K(2)Vp.Va; de 1<i,j<d (2.88)
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En utilisant (2.1) on a :

w| K, :/K(x)Vpi. e dr  1<i,j<d (2.89)
soit encore
K l/iK()ap" de  1<ij<d (2.90)
L = — 2l €T 1 .
T el e | -
Or K est diagonal d’ou :
K = m/ijj(a;)axj dr  1<ij<d (2.91)
op; 1<i,j<d
Montrons que / ij(ac)i dx = 0, pour _.Z J -
w dz; i # ]

Pour cela on montre d’abord que la fonction p; solution du probléme (2.87) appartient a
I'ensemble Spo .10

Par définition la Zfonction x; € So,0

= (-1)%z; 1<1<d (2.92)

ou o = 6171'.
On introduit également la fonction p définie par pt (S) = p; (S)), 1 <1 < d. On a alors

que . est I'unique solution du probléme suivant

p; € H'(w)
/ K@)V Vode =0 Yoe Hi(w)  1<dl<d (2.93)
pL= I sur Ow

En posant @! = pl — Z; on a
1 1

/w K(2)Vil Vo do = — /w K(2)VZ.Vv de Yo € Hi(w) (2.94)
or en utilisant (2.92) on obtient:
LK(x)VtDéVU de = —(—1)" LK(w)in.VU dr Vv € Hy(w) (2.95)
En posant w; = p; — x; dans (2.87) on obtient:
/WK(,r)VinU de = — /w K(z)Vz; Vv dr Vv € Hy(w) (2.96)
d’on d’apres (2.95) et (2.96) on a
/w K(2)ValVu do = (—1)™ /w K(2)Vw Vv dz Vv e Hi(w) (2.97)
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ainsi

/ K@)V (@}~ (~1)*w,) Vo dz =0 Vo € Hi(w) (2.98)
En prenant v = w! — (—1)" w; dans (2.98) et comme la matrice K € M (A, A2,w) on
obtient :
W = (=)™ w;| =0 (2.99)
cela implique que
Wt = (—1)™ w; (2.100)
c’est a dire
B — & = (=1)"p — (1) x, (2.101)
En utilisant (2.92) on obtient
p=(=1)"p; (2.102)

c’est a dire

- a . ap = by
. S = —1 ! i S O ’ 2103
)= (1" n(S) o {1<l<d (2,103
Or (2.103) est équivalent a
pi(S) = (=1)%pi(S)  ou o =01 (2.104)
1< <d
ce qui implique que
Pi € S00,...,1,..,0 (2.105)

En utilisant les différentes propriétés du lemme 2.3.6 on obtient successivement que

ap; .
Pi e 800,110 CAT DA ] (2.106)
8%- i
d’ou
apz 1< 2,7 <d
K, e S 2.107
77 al‘] 0,0,..., } ..... } ..... 0 { i 7é j ( )
ce qui implique que
Op;
Lij(x)a—% dz =0 (2.108)
finalement on obtient :
1<4,7<d
Ki;=0 =hd= (2.109)
i F



2.3.5 Stabilité par rapport a la G-convergence

La G-convergence est une propriété importante qui permet d’avoir une réponse au prob-
leme de la mise a ’échelle dans certaines situations asymptotiques. Comme il a été
rappelé au premier chapitre, le tenseur obtenu par la méthode d’homogénéisation avec
des conditions aux bords linéaires est stable pour la G-convergence. Une démonstration

de ce théoréme, énoncé précisément ci-apreés, peut étre trouvée dans [10].

Théoréme 2.3.7 Soit K. € M (A1, X2, Q) tel que K. 5. Ky alors

K% K

£

ot K [resp. K| est le tenseur de perméabilité équivalent o K. [resp. Ky| obtenu en

utilisant la méthode d’homogénéisation avec des conditions aux bords linéaires.

2.3.6 Stabilité par rapport a la G-convergence parabolique

Dans ce paragraphe on démontre que le tenseur équivalent obtenu par la méthode d’ho-
mogénéisation avec des conditions aux bords linéaires est également stable pour la G-

convergence parabolique. Plus précisément, on a le résultat qui suit :

Théoréme 2.3.8 Soient f € L*(0,T, H ! (w)) et K. € M(A1, X2, ) tel que

K. %% K, (2.110)
. ()
L*>(w ,
¢. — ¢ faible x  avec 0 <m < ¢, <m < 400 (2.111)
Alors
L2(0,1,H} ()
Pz po  faible (2.112)
dp* LPOTH W) | Op, _
N 0 (%0 faible (2.113)
(22@)"
KIVp: KjVp; faible (2.114)
ot p: est la solution de
p: € W(0,T)
¢5% — div[K*Vpt] = f  dans Q (2.115)
p:(0,.) =0 p.p. dans w
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et p;y est la solution de

po € W(0,T)
Po 8;10 —div[KgVpyl = dans Q (2.116)
p5(0,.) =0 p.p. dans w

ou K [resp. K| est le tenseur de perméabilité équivalent o K. [resp. Ky| obtenu en

utilisant la méthode linéaire.

On peut généraliser le théoréeme 2.3.8 pour des conditions initiales quelconques. Toute-
fois, afin d’alléger les calculs on ne considére ici que le cas d’une condition initiale ho-
mogene.

On démontre dans un premier temps deux résultats intermédiaires qui interviennent dans
la démonstration du théoréeme 2.3.8.

La proposition qui suit provient des travaux de Amaziane [2].

Proposition 2.3.9 Soient m et m'deuz nombres réels. On suppose que

L*(0,T,Hg (w))

Pe po  faible (2.117)
L2 (w) ‘ ,

¢, — @ faible * avec 0 <m < ¢, <m < +00. (2.118)

9 (¢.pe
% est borné dans LQ(O,T, H’l(w)) (2.119)

alors
L*(Q)

pe ———po  Jort (2.120)

Proposition 2.3.10 Soient m et m’ deuz nombres réels. On suppose que

Lo (w) ,
¢. — ¢ faible avec 0 <m < ¢. <m < 4o0. (2.121)

Soit w. la solution du probléeme :

w. € W(0,T)
6.2 — din [K.(x) V) = | dans Q (2.122)
w:(0,.) =0 p.p. dans w
on a alors
L?(0,T,Hg (w))
W wy  faible (2.123)
o) L*0,T,H 1 (w))
0 (%tw ) 0 (‘g)twO) faible (2.124)
K. V.o < C (2.125)
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Démonstration :
On démontre d’abord que w. est bornée dans L*(0, T, Hj (w)).

Une formulation variationnelle du probléme (2.122) est donnée par

w. € W(0,7T)
<¢6%,v> +/ K.(x)Vw, Vv dx = (f,v) Vv e H}(w) (2.126)
w:(0,.) =0

En intégrant entre [0,7] et en prenant v = w, dans (2.126), on obtient :

/0< (fw) \/7w5>dt+// )V, Ve, dzdt = /Z(f,w5> it (2.127)

On obtient alors

{|yeiman - 2o

_|_/ / z)Vw, Vw, dxdt = /T (frwe) dt

0

(2.128)
Or w.(0,.) =0 et K. € M (A, Ag,w). On en déduit :
9 T
M el s < [ 1l el dt (2.129)
Ce qui implique
1
||w6||%2(0,T,Hé(w)) < )\_1 ||f||L2(O,T,H*1(w)) ||we||L2(o,T,Hg(w)) (2.130)
On a alors .
[well 207113 ) < N 11 220,20 (2.131)

La solution w, du probléme (2.122) demeure donc dans un borné fixe de L? (0, T, H} (w)) .
Par ailleurs comme (K.);; € L* (w) pour tout 1 <i,j < d, on a alors

K. V|, < C (2.132)

ou C est une constante indépendante de &

0(g.we) demeure dans un borné fixe de L? (0,7, H (w)) .

A partir de la formulation variationnelle (2.126) on obtient

o)

En divisant par [v], , et en prenant le supremum sur v € Hj(w) on a :

H 0 (¢-w:)

On montre maintenant que

< [CIVwlloy + 1 -1 1] V0 € HE(W) (2.133)

< Ol Vwellg + 11l -1 (2.134)

o g
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Avec (2.131) on obtient :

d (pwe)
ot

< Clf Nl 2oz, m-1 () (2.135)
L2(0,1,H 1 (w))

D’apres (2.111), (2.131), (2.135) et la proposition 2.3.9 on a

L2(Q)
w, ——— Wy fort (2.136)

et par conséquent
L2(0,T,L*(w))

P we
aws 0 (¢€ We )

De plus on a ¢ = , alors avec ce qui précede on a (2.124) 0.

= ot ot

dowo  faible (2.137)

Démontrons le théoréme 2.3.8.

Démonstration :

Pour la clarté de la démonstration, on suppose que les données sont suffisamment réguliéres

Ope
pour avoir la régularité B_Z:f € L*(Q),Ve > 0.
D’aprés I’hypothése de G-convergence parabolique (2.110) et la proposition 1.5.7 on a
pour tout f € L*(0,T, H ! (w))

L2(0,T,Hg (w))

j2= po  faible (2.138)
Op. L?0.1,H='(w)) Opy .
- — = faibl 2.1
o g aible (2.139)
(22@)"
K.Vp. KoVpg faible (2.140)
ol p. est la solution de
p- € W(0,T)
8;:: —div [K.(x)Vp.] = f  dans Q (2.141)
p=(0,.) =0 p.p. dans w
et po est la solution de
Po € W(O,T)
% — div [Ko(z)Vpo] = f  dans Q (2.142)
po(0,.) = p.p. dans w
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Par ailleurs, en utilisant la proposition 2.3.10 grace au probléme (2.115) et & 'hypothése

(2.111), on a
L2(0,T,Hg(w))

p: pE; faible (2.143)
(Qb De ) OT.H™ (%po) .

BN 5 faible (2.144)

||K5*Vp:||07Q <C. (2.145)

Soit ¢ € D(0,T), on introduit alors les fonctions suivantes afin de se ramener a des

problemes elliptiques.

P= [ pw0e(o d P = [ petpl) di

Po= [ mlatyete) d P = [ w000 de

fom [ 28D ) 4 fﬁ=~—/T¢4xf”§§t%4wdt (2.140
fom = [P0 sy gy = [ o) 25D oy

F= [ flatp) d

On a
. T 5p5(x, t) . T ’
fo=— [ et dt = [ pet)p 1) dt (2.147)
De la méme maniére on obtient
r op: l‘,t r % /
= [ o200 a= [Co@peoima @)
0 t 0

D’apres le probléme (2.141) [resp. (2.115)] les fonctions P., f. [resp. P*, f] et F' vérifient

respectivement les problémes suivants :

P, e H}
- Reiw) (2.149)
—div [K.(2)VP.] = F+ f. dansw

P* Hl
- el w) (2.150)
div [KXV P = F+ ff dans w

On examine les propriétés des fonctions f., f¥ et P..
En utilisant la proposition 2.3.9 grace a (2.138), (2.139) [resp. (2.143), (2.144)] et (2.111)
on a

L2(Q)
p: ——po  fort (2.151)
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et
P ——— Dy fort (2.152)
or 'hypothése (2.111) implique, en utilisant (2.152), que

12(Q) ,
¢p: —— oy faible (2.153)

L’injection de L*(Q) dans L?(0,T, H ! (w)) étant continue et compacte, on a d’apres
(2.151) et (2.153) :

L2(0,T,H~ 1 (w))

pe —— Py fort (2.154)
L2(0,T,H~ 1 (w))
¢.p: ——  dopy  fort (2.155)
d’ou
T ’ H_l(w) T ’
fo= [ Pty @) it — [ platg ) dt=fo  fort (2.156)
0 0

T , H='w) [T ,
fi= [ o@mile 0 1) dt — [ oo@rie ¢ 0) de = f; fort  (2157)

L2(0,1,Hg (w))

D’autre part comme p. po faiblement d’apres (2.138) on a :

P Hg (w)

Py faible. (2.158)

G
On montre maintenant que K} — K.

D’apreés le probleme (2.142) les fonctions Py fo, et F' vérifient I'équation suivante

Py e H}
- heHw) (2.159)
—div [Ko(z)VP) = F + fo dans w
En récapitulant on a :
H&(w) . H1(w)
P. — P faible et fo — fo fort (2.160)

ou P. [resp. Fp| est la solution du probléme (2.149) [resp. (2.159)]. C’est a dire que
K. % K,. (2.161)

Or d’apres le théoréme 2.3.7 on sait que 'approximation pour la méthode linéaire est
stable pour la G-convergence. Plus précisément on a donc :
G
K — K (2.162)
—1 w
Par définition cela implique que V g. € H ! (w) telle que g. ) go fortement, on a
Hg (w)

u; — wuy  faible (2.163)
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ot u? est la solution de

{ uf € H} (w)

. (2.164)
—div [K}Vul] = g. dansw
et ug est la solution de

u € Ho () (2.165)
—div [K{Vu§] = g0 dans w '

Soit wg, une fonction de D(w), on considére alors u} la solution du probléme (2.164) avec

ge = —div [KiVwg]

(2.166)
Par conséquent on a
Hg(w)
u; — wy  faible (2.167)
D’aprés (2.145) il existe un vecteur G € (L2(Q))? tel que
(22@)" -
K'Vp: — o  faible (2.168)
Identifions (i;)‘ :
En récapitulant (2.168) (2.167) (2.150) (2.157) on a :
(@), (L2@)" 7
i) K}Vp: — qf faible dou K}VPS — q (z,t)p(t) dt  faible
(12)°
i) Vur — Vug  faible
H™Hw)
ili) —div[K}VP| =F+ ffavec ff —— f;  fort
(2.169)
d’apres le lemme 1.5.9 de compacité par compensation on a :
T )
K*VP Vu' —— / Q@ (z,8)p(t) dt.Vw;  dans D' (w) (2.170)
0
Par ailleurs de (2.162) (2.143) (2.164) (2.166) on a
(22@)"
i) K}Vu! — KjVuw; faible
L2011} () @)’ 2.171
i) pr 2T pp faible dou VPY —= VP faible (2.171)
H™Y(w)
ili) —div[KVul] = g. avec g. —— go  fort
d’apres le lemme 1.5.9 de compacité par compensation on a :
K!Vu! VP —— K;Vw;.VP;  dans D'(w) (2.172)
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Or la matrice K étant symétrique on obtient de (2.170) et (2.172) :

T —

KiVwi. VP = / Q@ (z,0)p(t) dt.Vw;  dans D'(w) et Vi € D(w)  (2.173)
0

D’autre part, la matrice Kj étant symétrique on a alors

T - ,
K;VE = / @ (z,0)p(t) dt  dans D' (w) (2.174)
0
ce qui s’écrit encore
T T — )
/ KiVps(z,t)p(t) dt = / @ (2, t)p(t) dt dans D' (w) (2.175)
0 0

et ceci Vo € D(0,T'), d’ou finalement on obtient :
K;Vp, = o dans D' (Q) (2.176)

donc en écrivant le probléme (2.115) sous forme variationnelle et en passant a la limite
on obtient le probléme (2.116) 0.

2.3.7 Autre encadrement du tenseur équivalent

Il existe d’autres approches pour obtenir un encadrement numérique du tenseur équiva-
lent. En s’inspirant de Dvorédk [30] on utilise, dans ce paragraphe, les fonctions courants
pour obtenir une borne numérique inférieure du tenseur équivalent. La borne supérieure
étant obtenue de la méme maniére que dans le théoréme 2.3.1. Afin de pouvoir utiliser les
fonctions courants on se restreint, dans ce paragraphe, au cas o w est un ouvert borné
de IR?.

Soient K € M (A1, g, w) et V)0 C H}(w) un espace d’approximation obtenu en utilisant

la méthode des éléments finis conformes. On considére le probléme discret suivant

Win € V;_?

/ K(z)Vwy, Vo, de = —/ K(z)&.Vu, dv Yo, € V)2

w

1<i<2 (2.177)

On définit alors une approximation du tenseur équivalent, notée K, par :

1
(K7), = m/ K(z) (Vwin + &) . (Vws, + &) de 1<4,j <2 (2.178)
D’autre part on introduit I’espace W suivant :

Y e HY(w) t.q. ¥ = ¢+ azy +brg+ c ot p € HY(w)
W= L[ o !

avec a = b=

2.179
a—gpd:c et ce R. ( )

’ _m w 81‘2

_m w 8361
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Soit W}, un espace d’approximation de W. Pour tout 1 < ¢ < 2, on introduit alors le

probléeme discret suivant

Vin € Wh
/ K(z) [det (K ()] Vg, Voy, dz = — / K(x) [det (K ()] &.Von dz Yoy, € V0
) (2.180)
et on définit la matrice B;, par la relation qui suit :
By =1y [ K@) et (K@) (Vo +6) (Vo +8) de 1<ij<?
(2.181)

Une approximation, notée Kj;, du tenseur équivalent est alors construite par la relation :
K}, = Bj [det (B;)] . (2.182)

Proposition 2.3.11 Soient w C IR? un ouvert borné conveze, de frontiére dw Lipschitz
continue, et K € M (A1, \y,w). On suppose que K} {Tesp. ﬂ est donné par la relation

(2.178) [resp. (2.182)]. Alors on a les estimations suivantes :

[, (K)< Ky <K' <K} <IL,(K) (2.183)

ou K* est le tenseur équivalent obtenu par la méthode d’homogénéisation avec des con-

ditions auz bords linéaires

Le résultat relatif a la borne supérieure a été obtenu gréace au théoréme 2.3.1. Pour la
borne inférieure on a besoin de quelques résultats intermédiaires, avant la démonstration

de la proposition 2.3.11.

Lemme 2.3.12 Soient K € M (A1, Ay, w) et K* le tenseur équivalent obtenu par la méth-

ode linéaire. On a alors la caractérisation suivante

S ) o2z
VE € IR K*'e€E= sup \w\/ SE dr — \w\/ Kt (2.184)

S€ Ho(div,w)

Démonstration :

S S 2 2
Soit £ € IR%:, &€ = Y €,€; et on note g = ZE x;. En suivant la méme démarche que

7,,

la démonstration du théoréme 2.3.1, a partlr de la formulation variationnelle mixte des

problémes locaux (2.2), on obtient par linéarité :
Q.P) € H(dw w) x L*(w)
/ K Y2)Q.8 dx +/ P div (8) dx =< §.ii,g > V s€ H(div,w) (2.185)
/ v div (Q dex =0 Vo € L*(w)

N———
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Le probléme (2.185) est équivalent a la formulation duale

1 — = —
3 /K_l(x)Q.Q dr— < Qm,g >= inf 3 /K r)S.§dx— <8Su,g > (2.186)

S€Ho(div,w)

Par ailleurs comme § appartient & Hy(div,w) on obtient en utilisant la formule de Green

que
/§.E dx =< 81, g > (2.187)

w

En prenant § = Q et v = P dans (2.185) on a :
/K 2)Q.Q dr =< Q.i, g > (2.188)
D’autre part comme dans la démonstration du théoréme 2.3.1 on obtient que :
K*EE= o / K'(2)Q.Q dr. (2.189)

Ainsi en utilisant (2.186), (2.187), (2.188) et (2.189) on déduit la caractérisation suivante
de K* :

-~ 1 <7
~SK €= inf 2{ ssdx—[s.{ d (2.190)
Enfin (2.190) est équivalent &
“F £ 2 (. 1 1 \zz
K*¢€&€= sup —/s — —/K (x)S.8 dx a. (2.191)
S€Ho(div,w) W w |(,<)| )

Lemme 2.3.13 Le tenseur équivalent K* calculé par la méthode linéaire se définit de la

maniere suivante :

re(Ho (dw w)

mean

Viie R? (K*) “i.dj= M/ E). () de (2.192)

Démonstration :

Dans la caractérisation du lemme 2.3.12 on peut décomposer le vecteur § sous la forme

S=1j + T, o 7j est un vecteur de IR? et ¥ € (Hy (div,w)) On obtient alors

K*€.€ = sup [2ﬁ.£—Bﬁ.ﬁ} (2.193)
cIR?
ou
Bii.ij — /K i) d 2.194
1= D T +7). (7 +1) do (2.194)

Une condition nécessaire pour trouver le supremum 7j, dans (2.193) est que
Bij, = € < 1j, = B~'€ (2.195)
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De (2.193) et (2.195) on obtient que
K*€€ =2B '€£-B €€ (2.196)

C’est a dire
K*=B '« (K")"' =B (2.197)
En utilisant (2.194) et (2.197) on obtient le résultat (2.192) O.

Lemme 2.3.14 On suppose que w est un ouvert borné de IR*.

Alors
(Ho (div,w)), eano = QVW (2.198)
ot la matrice Q) est définie par :
01
= 2.199
Q [ U ] (2199)

et lespace W est donné par (2.179).

Pour démontrer le lemme 2.3.14 on a besoin d’'un résultat sur les fonctions courants

que l'on peut trouver dans [37].

Proposition 2.3.15 On suppose que w est un ouvert borné de IR?. Soit ¥ une fonction
de (L2 (w))*. Alors

¥ €Hy (div,w) <= 3p € H* (w) telle que ¥ =QV . (2.200)

De plus la fonction courant 1 est unique & une constante additive prés.

On démontre maintenant le lemme 2.3.14

Démonstration :

Soit ¢ € H' (w) et un polynéme ax; + bxy + ¢ appartenant a P, dont les coefficients sont

donnés par :

L S S B
|(,<)| wa$17 - |C<)| waxg

et c € R. (2.201)

a =

On définit alors le vecteur ¢ € (L? (w))? de la maniére suivante
$=QV [p +az; + bz + ] = (2.202)
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(2.202) implique que div(f) = 0 et (2.201) entraine que / Cdz = 0. Par conséquent
¢ € (Hy (div,w)) . On a donc l'inclusion suivante : (Hp (div,w)), om0 > Q@VW.

Examinons l'inclusion inverse. Soit ¢ € (Hy (div,w))

mean®

d’apres la proposition 2.3.15,

mean®’

on sait qu’il existe une fonction ¢ € H! (w) unique & une constante additive prés telle

que
dip
5362

¢=QVyp= 90 (2.203)

_81'1
Or comme ¢ € (Hy (div,w))

mean?

on a / ¢ dz =0, d’ott en utilisant (2.203), on obtient

o o
/w Gadr =0 et /w Fede =0 (2.204)

En utilisant (2.203), (2.204) et le fait que ¢ € H! (w) est unique & une constante additive
pres on a que 5 €@QVIW. On obtient alors I'inclusion souhaitée 0.

Lemme 2.3.16 Soit la matrice B* définit par :

- - = 1
2 * o
VEe I BEE= inf il

K (z) [det (K ()] (€4 Vo) . (€+ V) da.

(2.205)
Alors B* et le tenseur équivalent K* sont liés par la relation
K* = B*[det (B*)]"". (2.206)
Démonstration :
D’aprés les lemmes 2.3.13 et 2.3.14 on a :
L -l = = 1 ~ _ L
vij € IR? (K" 'fjaj= inf — [ K Yz)(f+QVy). (5 +QVy) dr (2.207)

D’ot, en prenant 7j =Q&, V€ € IR? dans (2.207) on obtient

(K*) ' Q€.QE = inf 1 / ) K '(2) (Q€+QVY). (Q€+ QVY) du (2.208)
Cest a dire :

Q' (K" QE£ = inf |71| / QETN@)Q (E+ V). (€4 V) da (2.209)

On pose alors
QK" Q=5 (2.210)
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D’autre part pour une matrice A € (L2 (w))* symétrique on a
A7 = [det (A)] ' Q'AQ <= Q'AT'Q = [det (A)] ' A

En utilisant alors (2.209) et (2.210) et (2.211) on obtient

BEE—inf K () et ()] (E+ V) (E+V0) do

YEW |w|

Or, d’apres (2.210) :

det (B*) = det (Q") det [(K*) "] det (Q)

De plus,
det (Q') = det (Q) =1 et det [(K*)™] = m
donc 1
det (B*) = det [(K)]
et comme

B = QU (K) ' Q = K [det (K7))
on obtient, en utilisant (2.215) et (2.216), que
K* = B*[det (B*)] !

Gréce a (2.212) et (2.217) on a le résultat souhaité O.

(2.211)

(2.212)

(2.213)

(2.214)

(2.215)

(2.216)

(2.217)

On rappelle maintenant quelques propriétés sur les matrices dont les démonstrations

peuvent étre trouvées dans [30].

Lemme 2.3.17 Soient A et B deux matrices symétriques inversibles et R une application

de IR? dans IR%. Alors

i) st A<B alors R'AR < R'BR
i) A<B — A=t > B!

On démontre maintenant la proposition 2.3.11.

Démonstration :

Soit W}, un espace d’approximation de W. Du lemme 2.3.16 on déduit que :

BEE<BiEE VEc R
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ou

BiE€= inf 1 K(z) [det (K ()] (€4 Vi) - (€+ Vi) da (2.219)

bW |w| J w

et on définit une approximation K; du tenseur équivalent par la relation

K; = B} [det (B)] ! (2.220)
En utilisant le lemme 2.3.17 et la relation (2.218)
Q'B*Q < Q'B;Q (2.221)

ce qui est équivalent a
QUB)YT'Q>Q"(B)'Q (2.222)
D’ou en utilisant (2.211), (2.220), (2.222) et (2.206) on obtient

K; <K*. (2.223)

D’autre part le probléme (2.219) est équivalent a

| - .
Wl Big€= inf 5 [ K(@)[det (K@) Vi Vo, dot [ K(x) det (K ()] Vo€ do
(2.224)
et le probléme de minimisation (2.224) est équivalent au probléme suivant
V,EWh
1 2 0 (2.225)
/ K (z) [det (K(2))] ™ (Vi + ) Vv dz =0 Voel}

Le probléme (2.225) étant linéaire, il suffit de le résoudre pour la base canonique (€;), ;-

Vel 1<i<2  (2.226)
/ K(x)[det (K (2)] ' (Vi + &) Vo de =0 YoeV? == '
On obtient alors grace a (2.219) la caractérisation suivante
By = ] / ) [det (K (2))] 7" (Viby, + &) . (Viyy, + &) da. 1<i<2
(2.227)
Or

En utilisant (2.219) et (2.226) et (2.228) on obtient

B}, !w!/ ) [det (K (2)] " (Vb + &) (Vg +8) do. 1<i<2
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et en prenant 1, = 0 dans le probléme (2.219), on a

B,’;g‘%‘ { K () [det (K (2))] " de (2.230)
On déduit alors que :
0'BiQ < ‘71‘ [ QK @)Q [det (K (@) " da (2:231)
En utilisant (2.211) et (2.231) on obtient
L1
et (B)] (B) ™ < o Z K~\(z) da (2.232)

Gréace a la relation (2.220) on obtient finalement

I, (K(z)<K; 0. (2.233)

2.4 Comparaison des méthodes d’homogénéisation
linéaire, confinée et périodique

Dans un premier temps, on signale que tous les résultats établis au cours de ce chapitre,
pour la méthode d’homogénéisation avec des conditions aux bords linéaires, se généralisent
aisément a la méthode d’homogénéisation avec des conditions aux limites confinées. De
maniére plus précise le tenseur équivalent de la méthode confinée vérifie aussi le théoréme
2.3.1, la proposition 2.3.4, le théoréme 2.3.7 et enfin le théoréme 2.3.8. Ceci a des ap-
plications pratique trés importantes car la méthode confinée, qui permet d’obtenir des
tenseurs équivalents diagonaux, est trés utilisée dans I'ingénierie pétroliére. Cette méth-
ode évite donc de négliger les termes extra-diagonaux, non pris en compte par certains
simulateurs industriels.

On compare alors les méthodes linéaire, confinée et ’homogénéisation périodique. Cette

étude comparative porte sur les termes diagonaux obtenus par les différentes méthodes.

Proposition 2.4.1 On suppose que la cellule de base de [’homogénéisation périodique
Y est identique au domaine w, et que K € M (A1, \o,w). Pour la méthode du mode

confiné, on suppose en outre que la pression pi [resp. pi] imposée sur la frontiére T
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[resp. Y] appartenant au plan x; = a; [resp. x; = b;] est égale a a; [resp. b;]. On a alors

les inégalités suivantes

(Kie)i < (Ka)y  1<i<d (2.234)
(Khp)i < (K 1<i<d (2.235)

ou K3, [resp. Kip, Kio] désigne le tenseur équivalent obtenu par la méthode d’ho-

mogénéisation avec des conditions auz bords linéaires [resp. périodiques, confinées| .

Démonstration :

Sous les hypothéses de la proposition 2.4.1, on donne successivement les termes génériques
des tenseurs équivalents obtenus par les différentes méthodes ainsi que les probléemes
locaux correspondants.

On rappelle que le tenseur K},; est donné par la formule suivante

) 1 ) ) -
MMJUZEﬂLKQDWW+%LWW+fﬂ@ 1<i,j<d (2.236)

ou u; est la solution du probléme de minimisation suivant:

u; € HY(Y) |
Js,(u;) = inf  Js (v) l<i<d (2.237)
veHE(Y)

Par ailleurs avec les hypotheéses faites pour le mode confiné le tenseur K7}, est donné

par
1
(Ke), = (m A K(y) (Vw; + &) . (Vw; + &) dy> 1<i<d (2.238)

ou w; est la solution du probléme suivant

w; € Hyp, (Y) .
Js; (wz) = inf Js; (1)) 1<i<d. (2.239)

vEHg (V)

Le tenseur K7j;p est donné par la formule suivante
. 1 . - o
(Kpp)y = V] AK(y) (Vzi+6€).(Vz; +6€;)dy 1<14,57<d (2.240)

ou les fonctions (z;),,., sont les solutions des problémes locaux suivants

_ 1
- AEH ) 1<i<d (2.241)
—div[K(y) (Vz; +€)] =0 dansY
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Une formulation variationnelle du probléme (2.241) s’écrit :

Zi € H:; (Y)

Vzi + Vv = 1<i<d. 2.242
/ K(y) (Vz;+€).Vody=0 Yove HI} (Y) <1 ( )
Y

La solution du probléme (2.242) est aussi solution du probléme de minimisation suivant:

Z; € H; (Y) .
Js,(zi) = inf_ Js(v) l<i<d (2.243)
UGHP}(Y)

D’autre part, comme H(Y') est un sous espace de Hjp (Y) {Tesp. H! (Y)], on obtient
de (2.239) [resp. (2.243)] les inégalités suivantes

1 2
En rajoutant de chaque coté de I'inégalité 5 / K (y) €;.€; dy et en multipliant par m,
Y
on obtient respectivement

I / )V +&]. (Vo + 6] dy < 7 [ K () [V ] (Vo + 6] dy
(2.246)

|Y| / )[Vzi +€].[Vzi + €] dy < < | / y) [Vu; + €. [Vu; + &) dy
(2.247)

d’on les relations (2.234) et (2.235) 0.
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Chapitre 3

Calcul numérique de la perméabilité
équivalente par éléments finis avec

des maillages déstructurés

Le calcul de la perméabilité équivalente fournie par 'une des méthodes d’homogénéisation
présentées aux chapitres précédents nécessite la résolution de problémes locaux. Ces d (di-
mension en espace) problémes locaux sont posés sur chaque maille grossiére appartenant
au maillage dynamique et correspondent a des problemes elliptiques. Pour résoudre
numériquement ces problémes locaux dans des maillages déstructurés, nous avons utilisé
une méthode d’éléments finis conformes afin d’avoir une estimation de la borne supérieure
du tenseur équivalent et une méthode d’éléments finis mixtes pour obtenir une borne in-
férieure. Dans ce chapitre on se consacre exclusivement a la présentation de la méthode
d’homogénéisation avec des conditions aux bords linéaires. On présente tout d’abord
la méthodologie employée afin de respecter scrupuleusement le maillage dynamique et
géologique. En général lors du traitement des maillages déstructurés il n’existe pas de
taux d’agrégation permettant de décrire une maille dynamique en fonction des mailles
géologiques. Ce phénomeéne s’accentue aux abords des fortes discontinuités géologiques.
C’est pourquoi un algorithme a été mis au point pour traiter correctement et de maniére
automatique les mailles du modéle dynamique situées pres des failles. La résolution par
une méthode d’éléments finis sur des maillages 3D déstructurés est cotiteuse en temps
CPU. Des efforts ont donc été faits afin d’optimiser ce temps de calcul. On termine
enfin ce chapitre, par des exemples numériques de calculs de tenseurs équivalents que
I’on compare aux résultats obtenus avec les diverses méthodes présentées au cour des

chapitres précédents.
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3.1 Introduction

L’utilisation de maillages déstructurés en simulation dynamique de réservoir est devenue
une pratique courante en ingénierie pétroliére. Ceci permet de mieux prendre en compte
les discontinuités géométriques comme les failles et les hétérogénéités principales d’un
gisement telles que les chenaux. L’avantage de la méthode linéaire est d’étre valable
théoriquement sur des mailles dynamiques de géométrie quelconque. L’implémentation
de cette méthode en maillages structurés 3D a déja été effectuée [43]. La mise en oeu-
vre, pour des temps de calculs raisonnables, devient plus délicate lors du traitement de

maillages déstructurés 3D, notamment en raison de la représentation explicite des failles.

3.2 Données du probléme

Lors de I’étude d'un gisement, la construction d’un modele réservoir s’effectue au cours
d’un processus comportant plusieurs étapes et faisant appels a diverses techniques. La
mise & I’échelle, qui est 'une de ces étapes, implique des données de deux sortes. D’une
part, on dispose d'un maillage géologique (fin) déstructuré constitué d’environ 10° mailles
a l'intérieur desquelles on connait en particulier la perméabilité absolue et la porosité.
Ces parameétres pétrophysiques sont constants pour chacune des mailles fines. D’autre
part, un maillage dynamique (grossier) déstructuré comportant environ 10* mailles est
proposé par 'ingénieur réservoir et pour lequel on ne connait que les coordonnées des
points. Les maillages géologiques et dynamiques sont au format GRDECL, qui est le
format Corner Point Geometry (C.P.G.) couramment utilisé en simulation dynamique
pétroliere. Le principe en est le suivant : la partie inférieure et supérieure du réservoir
est décrit par un semi de points. Ensuite & partir d’'un point de la partie inférieure et
de son point correspondant de la partie supérieure on trace une directrice sur laquelle
le sommet de la maille sera situé. Enfin pour définir complétement un noeud (sommet)
d’une maille il ne reste plus qu’a donner la cote z sur la directrice générée (c.f. figure
3.3). Ces maillages peuvent contenir des failles (principales et secondaires) pouvant étre
inverses ainsi que des mailles dégénérées comme les pinch-outs dans le cas des maillages
dynamiques. De plus, les deux maillages peuvent étre totalement indépendants, c’est
a dire qu’il n’existe pas de taux d’agrégation reliant le maillage géologique au maillage
dynamique. La procédure développée s’inscrit dans le cas le plus général possible: deux

maillages C.P.G. pouvant étre indépendants.
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— Maillage Géologique

= Maillage Dynamique

Figure 3.1: Modeles géologique et dynamique 2D

3.3 Maillages 2D déstructurés

Dans ce paragraphe on se consacre uniquement au probléme bidimensionnel, afin de

mettre en évidence certaines difficultés liées aux maillages.

3.3.1 Maillages géologique et dynamique 2D

On présente dans la figure 3.1 une partie d’'un maillage dynamique et géologique bidi-
mensionnel ainsi que les propriétés pétrophysiques associées. Les couleurs représentent
les différentes perméabilités absolues, constantes par maille. Les deux maillages sont

déstructurés et aucun taux d’agrégation ne les relie.

3.3.2 Maillage éléments finis 2D

On utilise une méthode d’éléments finis conformes [resp. mixtes| pour la résolution
numérique des problémes locaux. Pour cela il est nécessaire d’avoir une triangulation
du domaine w, tout en gardant les noeuds du maillage fin, qui sont déja imposés par la
connaissance de la perméabilité absolue dans chaque maille fine. Si I'on fait simplement
'intersection d’une maille dynamique w avec le maillage fin comme dans la figure 3.2 a),

on n’obtient pas en général une triangulation réguliére.
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Mailles
incorrectes

a) Intersection b) Triangulation

Figure 3.2: Maillage éléments finis

Le premier probléme a résoudre est donc de mailler le domaine w avec une triangulation
éléments finis tout en gardant les noeuds intérieurs imposés par le maillage fin. Une
solution est de redécouper les éléments qui posent probléme, comme dans la figure 3.2 b).
Une présentation plus générale de cette méthode ainsi que son implémentation peuvent
étre trouvées dans [44]. On dispose ainsi d’un algorithme permettant de traiter une maille
dynamique. Pour traiter la totalité du maillage dynamique on effectue alors une boucle

sur I’ensemble des mailles dynamiques.

3.4 Maillages 3D déstructurés

Dans ce paragraphe on travaille avec des données 3D, issues d’un cas réel de réservoir,
comportant de nombreuses difficultés et on présente la méthodologie employée pour le
calcul de la perméabilité équivalente. Le maillage dynamique est généralement obtenu
en intégrant, pour un modéle géologique donné, les contraintes du simulateur telles que
la forme des mailles et le nombre maximum de maille autorisé. Dans le but d’améliorer
la simulation du réservoir, le modele dynamique essaie de respecter au mieux les dis-
continuités géométriques (failles) et pétrophysiques (hétérogénéités fondamentales) des
réservoirs. Cette succession de contraintes a des échelles différentes conduit générale-
ment & un modeéle dynamique complétement indépendant du modele géologique. C’est

pourquoi il est rare d’avoir des taux d’agrégation reliant les deux maillages.
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Figure 3.3: Maillages 3D

3.4.1 Maillages géologique et dynamique 3D

Un exemple de maillage géologique et de maillage dynamique est donné dans la figure 3.3.
Comme pour le cas bidimensionnel, la difficulté d’obtenir une triangulation de chaque
maille w réside dans la construction d’un maillage respectant des points géométriques
donnés. Ces contraintes géométriques peuvent étre classées en deux catégories. D’une
part, les sommets des cellules fines qui sont situés a l'intérieur de la maille dynamique
considérée w. D’autre part, les points qui sont définis par I'intersection des mailles fines
avec la frontiere de la maille grossiere. Le traitement global du maillage dynamique s’ef-
fectue par le biais d’une boucle sur I’ensemble des mailles grossieres. C’est pourquoi dans
la suite de ce chapitre on se consacre uniquement au traitement d’une maille dynamique
3D.
La génération du maillage éléments finis résultant de l'intersection d’une maille dy-
namique et du maillage géologique est un probleme difficile lorsque I'on manipule des
maillages déstructurés. Au début de ce travail de thése, il n’existait, & notre connais-
sance, aucun logiciel de maillage permettant de faire 'intersection de deux maillages
totalement indépendants (i.e. sans taux d’agrégation). Un module de maillage perme-
ttant de construire le maillage éléments finis en respectant toutes les contraintes citées
précédemment a par conséquent été développé en collaboration avec la société Simulog.
Ce module est construit a partir des algorithmes de maillages du logiciel Simail [79]. Plus
précisément une triangulation de Delaunay-Voronoi a été utilisée afin de tenir compte

des noeuds imposés dans le maillage éléments finis. Dans les deux paragraphes suivants
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Boite englobante Maillage tétraédrique

Figure 3.4: Triangulation

on détaille les différentes étapes pour obtenir le maillage éléments finis 3D permettant

de calculer la perméabilité équivalente.

3.4.2 Boite englobante

En vue d’intégrer le programme de mise a 1’échelle dans le logiciel commercial Simup [80],
la société Beicip-Franlab a également collaboré a la construction des données préliminaires
aux algorithmes de maillages du logiciel Simail. Pour générer le maillage éléments finis
nécessaire a la résolution des problémes locaux, on crée dans un premier temps une boite
englobante (c.f. figure 3.4) de la maille grossiére. Cette boite englobante, constituée des
mailles fines du maillage géologique, contient strictement la maille dynamique. Cette
étape permet de minimiser le temps cpu lors de 'intersection de la maille grossiére avec
le maillage géologique. La seconde étape préliminaire consiste & mailler en triangle la

surface de la maille dynamique.

3.4.3 Maillage éléments finis tétraédrique

Afin de prendre en compte les noeuds internes au domaine w une méthode de triangula-

tion de Delaunay-Voronoi a été utilisée pour construire le maillage éléments finis. Partant
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du maillage surfacique triangulé de la maille dynamique w et de la boite englobante, le
module de maillage développé génére automatiquement un maillage tétraédrique pour
chaque maille grossiére (c.f. figure 3.4). Ce maillage est composé uniquement de tétrae-
dres. Chaque tétraédre est complétement inclus dans une maille fine. Ainsi la porosité
et la perméabilité absolue associées & chaque maille fine sont affectées a chaque tétrae-
dre qui est contenu dans cette cellule fine. Cette démarche permet de ne perdre aucune
information tant sur le plan pétrophysique que sur le plan géométrique. D’autre part
on répertorie les noeuds qui sont situés sur la frontiere du domaine w ou a l'intérieur
de ce dernier. On a alors toutes les données nécessaires pour appliquer la méthode des

éléments finis.

3.4.4 Gestion des failles

La modélisation des réservoirs fait généralement apparaitre des discontinuités telles que
les failles dont il faut tenir compte lors de I’étape de la mise & I’échelle. La situation la plus
générale a traiter est la mise & I’échelle d’un maillage géologique C.P.G. vers un modeéle
dynamique C.P.G. indépendant du modéle géologique. Deux types de failles sont alors &
considérer : les failles ”géologiques” représentées a 1’échelle fine et leur traduction dans
le modéle dynamique que I'on appellera failles ”dynamiques”. La différence des échelles
de représentation fait que trés souvent la faille dynamique n’est pas géométriquement
identique a la faille géologique que 1’on souhaite prendre en compte. Il peut ainsi arriver
que les cellules fines englobant la maille grossiére w ne sont pas toutes du méme coté de
la faille géologique. La maille grossiére ne permet pas de respecter les discontinuités aussi
bien que dans le modeéle géologique. Dans la figure 3.5, on peut remarquer que certaines
cellules fines ne sont pas du méme coté de la faille géologique que la majorité des cellules
fines constituant la maille grossiére. La figure 3.5 réveéle également un autre probléme qui
peut survenir lors d’un changement d’échelle : la maille dynamique n’est pas entiérement
remplie par des cellules fines (région 1). Afin de respecter les failles géologiques, un
algorithme de maillage spécifique a été développé. Un masque est appliqué sur les cellules
fines constituant la boite englobante et situées du mauvais coté de la faille. Une fois que
les cellules fines indésirables sont désactivées par ce masque on applique ’algorithme
de maillage automatique sur les cellules actives de la boite englobante pour obtenir le
maillage tétraédrique. Pour traiter le second probléme (cellules fines manquantes), on
duplique autant de fois que nécessaire les cellules fines situées sur le bord de la boite
englobante, afin de remplir entierement la maille dynamique. On utilise alors le mailleur
Voronoi pour obtenir la triangulation. Cette approche permet d’effectuer une mise a
’échelle automatique qui évite un travail fastidieux (et parfois source d’erreur) de gestion

manuelle des failles. Ce traitement est efficace essentiellement pour les failles dynamiques

83



Reégion 1 vide

Maille
Mauvaises grossiére
cellules
fines
Faille

«géologique»

Faille «dynamique»

Figure 3.5: Traitement des failles

secondaires (modélisées en escalier), qui peuvent étre géométriquement trés différentes

des failles géologiques correspondantes (c.f. figure 3.6).

3.4.5 Maille dégénérée (Pinch-outs)

Il arrive fréquemment que le maillage dynamique contienne des mailles dégénérés couram-
ment appelées pinch-outs dans l'industrie pétroliere. L’existence de telles mailles est
souvent liée a Papparition ou a la disparition de couches géologiques (cf figure 3.7).

Un maillage éléments finis respectant la frontiére du pinch-out ainsi que le maillage
géologique est obtenu pour ces mailles singulieres de la méme maniére que précédem-
ment. En outre la méthode développée permet de mailler des domaines w a géométrie
quelconque. Ceci autorise le traitement des maillages dynamiques Voronoi (c.f. figure

3.8) qui commencent & apparaitre dans 'industrie pétroliére.

3.4.6 Raffinement

Un module de raffinement de maillage a été développé afin d’obtenir une bonne précision
numérique du tenseur équivalent. Le raffinement est effectué sur les mailles fines qui

constitue la boite englobante.
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Faille secondaire

Figure 3.6: Modélisation des failles

Figure 3.7: Pinch-outs (coupe transversale)
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Figure 3.8: Exemple avec des mailles Voronoi

3.4.7 Approximation volumique d’une maille dynamique

Le temps cpu nécessaire a la construction du maillage tétraédrique est tres élevé. Néan-
moins il existe plusieurs solutions pour le diminuer comme l'utilisation d’une transfor-
mation géométrique pour se ramener & un cube de référence, sur lequel le maillage est
alors construit. Toutefois la mise en oeuvre de ces différentes solutions est relativement
cofiteuse; c’est pourquoi ’étape du maillage tétraédrique a été remplacée par ’alternative
de la boite englobante qui correspond & une approximation volumique de la maille C.P.G.
considérée. Ce travail a été réalisé au sein de la société Elf Exploration Production et

permet de compléter la chaine de traitement des maillages 3D déstructurés.

Boite englobante

Pour chaque maille grossiére donnée w on construit une boite englobante composée de
mailles fines. Trois options (cf figure 3.9) sont disponibles :

a) La boite englobante est constituée des mailles fines incluses dans w ou ayant une
intersection avec la frontiére du domaine w.

b) La boite englobante est constituée des mailles fines dont le centre de gravité est
inclus dans la maille grossiére.

c) La boite englobante est constituée de N,, mailles fines dans I’axe des z; pour
i=1,2,3.
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Option a) Option b)

Option )

Figure 3.9: Approximation d’une maille dynamique

On applique alors la méthode des éléments finis conformes et /ou mixtes sur I’approxima-
tion volumique de la maille dynamique. Ceci permet de s’affranchir de la construction du
maillage tétraédrique d’ott un gain de temps. Bien que cette facon de faire est une source
d’erreurs supplémentaires qui peuvent étre grandes dans certains cas, cette méthodolo-
gie peut encore étre améliorée. Ce genre d’approximation est couramment utilisée en

ingénierie pétroliere [50], [80], ou la boite englobante utilisé est 'option c).

3.5 Résolution numérique des problémes locaux

Le but de ce paragraphe est de présenter les principales étapes de la programmation de
la méthode des éléments finis appliquée a la résolution des problémes locaux pour des

maillages déstructurés.

3.5.1 Meéthode des éléments finis conformes

Afin d’obtenir une borne supérieure du tenseur équivalent, un code d’éléments finis con-
formes a été développé pour résoudre les problémes locaux sur un maillage déstructuré.
Une présentation de la méthode des éléments finis conformes peut étre trouvée dans
[23]. L’implémentation effectuée permet de traiter une triangulation composée de tri-
angles et/ou de quadrilatéres en 2D. L’implémentation dans le cadre 2D est nécessaire
pour répondre a des situations de I'industrie pétroliere telles que le traitement de cross-

sections qui correspondent a un probléme bidimensionnel. Dans le cadre tridimensionnel
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la triangulation peut étre composée de tétraedres et/ou d’hexaédres. On utilise alors
des éléments finis de degré un [69] définis sur les divers éléments que peut comporter la
triangulation.
Le calcul de la matrice de raideur et du second membre élémentaire se font classique-
ment par 'usage d’un élément fini de référence. A partir des contributions élémentaires,
calculées sur chaque élément de la triangulation, on construit le systéme linéaire que ’'on
sauvegarde sous la forme d’un stockage morse.
Les problémes locaux ne different que par leurs conditions aux limites. Or ces conditions
aux limites se retrouvent uniquement dans le second membre du systéme linéaire. Au
cours de I'assemblage, on calcule les seconds membres élémentaires et ceci pour chaque
condition aux limites, ce qui permet d’optimiser les temps de calculs. On est donc amené
a résoudre deux ou trois systémes linéaires, suivant la dimension, de la forme Az = b ou
seul le second membre b change. On résout alors le systéme linéaire par 'une des deux
méthodes suivantes :

- La méthode itérative du gradient conjugué avec un préconditionnement basé sur la
décomposition incompléte de Cholesky.

- La méthode directe de Cholesky.
On calcule enfin, les coefficients du tenseur équivalent a partir des solutions des différents
systémes linéaires et des éléments de la matrice de masse. Grace a plusieurs calculs
intermédiaires, sauvegardés en mémoire au cours de l'assemblage, on obtient ainsi les
coefficients du tenseur homogénéisé par une simple combinaison linéaire des différents

éléments calculés précédemment.

3.5.2 Meéthode des éléments finis mixtes hybrides

Pour résoudre les problémes locaux nous avons utilisé par ailleurs, une méthode d’élé-
ments finis mixtes hybrides [19]. Cette approximation permet d’obtenir une borne in-
férieure du tenseur équivalent. Lors de la programmation nous nous sommes basés sur
les travaux de Bendali et al. [11], [73]. Comme le tenseur K est constant par élément
et que 'on utilise ’espace de Raviart-Thomas de plus bas degré, le systéme linéaire final
a résoudre peut étre obtenu en appliquant une méthode éléments finis P, non-conforme
au probléme initial. L’assemblage, le stockage et la résolution du systéeme linéaire est
effectué de la méme maniére que dans le cas de la méthode des éléments finis conformes.
Le calcul des coefficients équivalents est immeédiat.

Cette méthode a été programmeée en 2D pour un maillage déstructuré composé unique-
ment de triangle. En 3D, la méthode des éléments finis mixtes capable de traiter des
triangulations composées d’hexaédres a été programmée au sein de 'IFP par S. Gaiffe
[33] et L. Jeannin.
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Figure 3.10: Domaine symétrique

Remarque 3.5.1 [l a été également programmé en 2D (M.E.F. conformes et M.E.F.
miztes hybrides) ainsi qu’en 3D (M.E.F.conformes) la résolution des problémes locaux
et le calcul du tenseur équivalent fournis par la méthode d’homogénéisation avec des

conditions auz bords confinées.

3.6 Calculs numériques du tenseur équivalent

On présente des exemples de calculs de tenseurs équivalents pour les différentes méthodes
de mise a I’échelle présentées dans les chapitres précédents. On examine numériquement

les coefficients équivalents obtenus pour diverses géométrie 2D et 3D.

3.6.1 Domaine symétrique

On consideére le domaine symétrique dont la distribution de perméabilité (homogene et
isotrope) est donnée par la figure 3.10. La perméabilité est fixé & 1 Darcy a l'intérieur du
domaine (zone bleu) et l'on fait varier la perméabilité dans le milieu décrit par la zone
verte. Cet exemple a été étudié par de nombreux auteurs [2], [3] et [54], ce qui va nous
permettre de comparer numériquement les diverses méthodes classiquement utilisées. La
symétrie de la distribution des perméabilités absolues de la maille grossiére et l'isotropie
de chaque milieu implique 'isotropie du tenseur homogénéisé. C’est pourquoi les résultats
obtenus, repris dans le tableau (3.1), doivent étre multipliés par la matrice identité d’ordre

2 afin d’obtenir le tenseur équivalent final.
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* * * * * T*x * * * Tox *
K KHA KGE KRE‘ KCW K]\IC K]\IC KHP K]WG K]WL KZ\IL KAR

10 || 3.08 | 5.62 | 6.17 | 6.46 | 6.47 | 6.48 | 6.52 | 6.70 | 7.28 | 7.29 | 7.75

100 || 3.88 | 31.62 | 54.24 | 58.49 | 58.54 | 58.56 | 59.23 | 61.73 | 69.20 | 69.22 | 75.25

3.1)

Les abréviations du tableau ci-dessus font référence aux méthodes suivantes :

Ko : | Méthode confinée (borne supérieure)

K3e | Méthode confinée (borne inférieure)

K3 | Méthode linéaire (borne supérieure)

K3 ¢ | Méthode linéaire (borne inférieure)

K3 p : | Homogénéisation périodique
2ot | Méthode multigrille [54] (3.2)

K%, o | Méthode de renormalisation

K&y o | Méthode de Carwell et Parsons

4 ¢ | Moyenne harmonique

K¢p o | Moyenne géométrique

K’k | Moyenne arithmétique

Comme le prévoit la théorie toutes les méthodes de mise a I’échelle fournissent des résul-
tats compris entre la moyenne harmonique et arithmétique. Les méthodes numériques
fournissent dans ’ensemble des résultats semblables. On observe également que les ré-
sultats de la méthode confinée et de I’homogénéisation périodique sont inférieurs aux

résultats du tenseur équivalent obtenu par la méthode linéaire.

3.6.2 Domaine du L inversé

La figure 3.11 décrit I'exemple du L inversé qui a été extrait des travaux de Amaziane
et Al. [2] et [3]. Contrairement a I’exemple précédent, la distribution de la perméabilité
(homogene et isotrope) est non symétrique. Dans ce cas, méme si tous les milieux sont
isotropes, le tenseur homogénéisé n’est pas isotrope. Les résultats de la mise a 1’échelle
pour chacune des méthodes considérées sont repris dans le tableau ci-dessous. On présente
les tenseurs équivalents obtenus en fonction du nombre d’éléments de la triangulation
du domaine sur laquelle on applique la méthode des éléments finis pour résoudre les

problémes locaux. On utilise les mémes notations que pour I'exemple précédent et les
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termes des tenseurs équivalents sont donnés de la maniére suivante :

Figure 3.11: L inversé

w

10 D

K1,

K, = K3 (3.3)
Mail. | Ky | Ko | Kire | Kire | Kow | Kip | Kow | Kin | Kin | Kin
16 3.08 4.80 4.75 4.99 5.31 5.57 5.62 5.62 5.87 7.75
elts 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 —0.34 0.00 —0.32 —0.32 0.00
3.08 6.75 6.62 6.94 6.71 6.94 5.62 6.66 6.94 7.75
956 3.08 4.80 4.87 4.88 5.31 5.35 5.62 5.73 5.75 7.75
olts 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 —0.28 0.00 —0.34 —0.34 0.00
3.07 6.75 6.77 6.79 6.71 6.78 5.62 6.81 6.83 7.75
84 3.08 4.80 4.87 4.87 5.31 5.33 5.62 5.74 5.74 7.75
olts 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 —0.28 0.00 —0.34 —0.34 0.00
3.08 6.75 6.78 6.78 6.71 6.76 5.62 6.82 6.82 7.75

La distribution de la perméabilité n’étant pas symétrique, les tenseurs équivalents obtenus
par les méthodes linéaire et périodique comportent des termes extra-diagonaux non nuls,
contrairement aux méthodes algébriques. Ces termes non nuls impliquent que les direc-
tions principales de 1’écoulement du fluide ne sont pas alignées avec les axes de coor-
données de la maille grossiére. On remarque par ailleurs que les résultats des tenseurs
équivalents obtenus avec les méthodes numériques convergent lorsque 1’on raffine le mail-

lage élément finis. Plus précisément on constate que les tenseurs obtenus a 1’aide d’une
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Figure 3.12: Géométrie quelconque 2D

méthode d’éléments finis mixte-hybride convergent par valeur inférieure tandis que la
méthode d’élément finis conforme permet de converger vers le tenseur équivalent par

valeur supérieure.

3.6.3 Exemple 2D déstructuré

Dans ce paragraphe on expose les résultats du tenseur équivalent obtenu par la méthode
linéaire sur une géométrie quelconque bidimensionnelle, extraite d’une coupe 2D d’un
gisement réel. La distribution de la perméabilité homogeéne et isotrope variant entre
10 et 10000 mD est illustrée par la figure 3.12. Les coefficients du tenseur équivalent
obtenus par la méthode d’homogénéisation avec des conditions aux bords linéaires sont

donnés dans le tableau suivant :

Termes du tenseur Méthode éléments finis
équivalent Mixte hybride | Conforme
K3 2395.52 2397.34 (3.4)
K7, 4.29 4.29
K3, 1371.84 1371.95

Les résultats présentés dans le tableau (3.4) ont été obtenus avec un maillage élément
finis raffiné composé de 220 triangles. On remarque que la méthode des éléments finis
conformes [resp. mixtes hybrides| fournit bien une borne supérieure [resp. inférieure|] du

tenseur équivalent.
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Figure 3.13: Maillage orthogonal 3D

3.6.4 Exemple 3D structuré

On considére maintenant un exemple décrit par une géométrie 3D orthogonale. Dans le
cas de la figure 3.13 qui correspond & un taux d’agrégation de 3 x 3 x 3 mailles fines, on

obtient les résultats suivants :

Termes du tenseur - -

, . Ko Ko K K

équivalent — —
K1, 1691.49 | 1691.56 || 1813.82 | 1813.97
K, 0.0 0.0 —0.417 | —0.427 (3.5)
K 0.0 0.0 3.56 3.56
K3, 3561.35 | 3562.59 || 3645.95 | 3646.23
K3, 0.0 0.0 5.43 5.43
K3, 2413.73 | 2414.05 || 2527.15 | 2527.82

Les calculs ont été effectués sur un maillage éléments finis raffiné et composé de 1728
hexaédres. On remarque que les termes diagonaux de I'approximation du tenseur équiv-
alent calculée avec la méthode linéaire sont supérieurs aux termes diagonaux issus de la

méthode confinée.
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Figure 3.14: Géométrie quelconque 3D

3.6.5 Exemple 3D déstructuré

On termine enfin par le traitement d’un exemple 3D déstructuré. L’exemple de la figure
3.14 correspond a la structure d’une maille grossiére 3D Corner Point Geometry, dont
la perméabilité absolue homogeéne et isotrope du maillage fin varie entre 10 et 10000
mD. On applique dans ce cas la méthodologie présentée précédemment pour obtenir le
maillage tétraédrique de la figure 3.14 sur lequel on applique la méthode des éléments
finis. La méthode d’homogénéisation avec des conditions aux bords linéaires fournit alors

le tenseur équivalent suivant :

Termes du tenseur || Méthode éléments finis
équivalent Mixte Conforme

K1 731.72 732.20

K7, —2.72 —2.72 (3.6)
Kig 0.55 0.55

K3, 591.61 592.17

K3, 1.79 1.80

K3, 534.64 534.83

La borne inférieure obtenue par la méthode des éléments finis mixtes a été calculée sur
un maillage composé de 864 hexaédres alors que la borne supérieure a été obtenue avec

le maillage tétraédrique décrit par la figure 3.14 et qui comporte 1248 tétraeédres. La
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différence entre les termes fournie par la méthode des éléments finis conformes et mixtes
est inférieure & 1%. On peut donc en conclure que 1’'on a obtenu une bonne approximation

du tenseur équivalent fournie par la méthode linéaire.
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Chapitre 4

Simulations numériques

On applique les différentes méthodes de mise & 1’échelle, étudiées dans les chapitres précé-
dents, a la simulation numérique des écoulements en milieux poreux. Des expériences
numériques ont été réalisées afin de tester et de comparer les diverses méthodes. Des tests
numériques en 2D avec un maillage structuré ont été présentés dans [4]. Un exemple en
3D avec maillage déstructuré a été présenté dans [5]. Dans ce chapitre on se contente
de présenter deux exemples afin d’illustrer la méthodologie exposée au chapitre 3. Le
premier test correspond a un modeéle académique 2D sur lequel on compare les diverses
méthodes de mise a 1’échelle sur un maillage orthogonal et déstructuré. Contrairement
au maillage orthogonal, construit de maniére classique, le maillage déstructuré a été con-
struit de maniére a respecter les hétérogénéités principales telles que les chenaux a forte
perméabilité. Afin de valider dans un cadre tridimensionnel la méthode présentée au
chapitre 3, le second exemple traite le cas plus général d’'un modéle 3D déstructuré, dont
les données ont été extraites d’un gisement pétrolier réel. Pour chaque test, on présen-
tera des résultats numériques pour des écoulements monophasiques, ainsi que pour des
écoulements diphasiques immiscibles et incompressibles. Une description ainsi que la
modélisation numérique et l'analyse mathématique de ces phénomeénes peut étre trou-
vés dans l'ouvrage de Chavent et Jaffré [22]. Dans le cadre diphasique, les expériences
numériques effectuées simulent les déplacements forcés de I'huile par de 'eau. Pour les
différentes simulations effectuées on compare les résultats de la simulation de référence
(i.e. simulation sur le maillage fin) aux résultats obtenus sur le modeéle mis a 1’échelle
en utilisant les tenseurs équivalents fournis par les différentes méthodes d’homogénéisa-
tion. On présente les courbes de concentration ainsi que les cartes de saturations et de

pressions du gisement. Les temps de calcul sont mentionnés pour illustrer le gain obtenu.
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4.1 Géométries 2D déstructurées

Le premier exemple concerne un cas académique dont la distribution de perméabilité
isotrope est donnée dans la figure 4.1. Il s’agit d’un croisement en diagonale de deux
chenaux, dont un se sépare en deux parties pour se rejoindre a l'extrémité droite. Le
maillage comporte 100x 100 mailles fines et la perméabilité varie entre 7000 et 9000 mD
dans les chenaux puis se dégrade aux alentours de ces derniers. Plusieurs méthodes de
mise a 1’échelle ont été testées sur cet exemple. Les tenseurs homogénéisés sont obtenus
sur deux maillages grossiers différents. L’un est un maillage dynamique grossier qui
a été construit afin de respecter au mieux la géométrie des chenaux, ce qui a conduit
au maillage déstructuré défini dans la figure 4.2 et comportant 195 mailles. Le second
maillage grossier est quant a lui construit de maniére classique et correspond a un maillage
orthogonal constitué¢ de 13x15 (195) mailles. La porosité ¢ de chacune des mailles fines

est déduite de sa perméabilité k£ par la loi suivante :

¢ = 0.05+ (0.02345 % Ln(k))
(4.1)
et si ¢ <1072 alors ¢ = 102

La porosité de chaque maille du maillage dynamique est calculée par la moyenne arith-

métique.

4.2 Simulations traceur 2D

Dans ce paragraphe on se restreint a des simulations traceur dont une bréve présenta-
tion est donnée dans le paragraphe suivant. Sur le gisement présenté précédemment on
va comparer différentes méthodes de mise a 1’échelle. Lors des simulations associées a la
méthode d’homogénéisation avec les conditions aux bords linéaires (ML), nous avons pris
la moyenne des tenseurs équivalents obtenus avec la méthode des éléments finis mixtes-
hybrides et la méthode des éléments finis conformes (i.e. bornes de l’encadrement).
Concernant la méthode confinée (MC) nous avons aussi pris la moyenne des bornes in-
férieures et supérieures obtenues numériquement. Quant & la méthode de Cardwell et
Parsons (CW) elle fournit également deux bornes qui encadrent la perméabilité équiva-

lente.
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Comme cela est indiqué dans la relation (1.9) du premier chapitre, nous avons utilisé
la moyenne géométrique de ces deux bornes lors des simulations. Enfin, nous avons

également utilisé les moyennes arithmétique (AR) et harmonique (HA).

4.2.1 Description d’un traceur

Les simulations traceur permettent de simuler les déplacements d’un fluide monophasique
(ex. 'eau) dans un gisement hétérogéne. On peut alors observer le comportement d’un
gisement et situer les chemins d’écoulement préférentiels du fluide, chemins qu’il faudra
restituer au mieux lors de I’étape de mise a ’échelle. Ce type de simulations permet
de s’affranchir des courbes de perméabilités relatives puisque I'on ne traite qu’un seul
fluide. Par conséquent, lors des comparaisons des simulations fine et grossiéres les seuls
parameétres qui varient sont la porosité et la perméabilité absolue, ce qui permettra de
valider les méthodes d’homogénéisation. De plus, les simulations traceur nécessite de
faibles temps de calculs. Toutes les simulations ont été effectuées avec le logiciel industriel
Eclipse [31].

4.2.2 Caractéristiques du traceur

Le traceur utilisé est un traceur dans la phase eau avec les caractéristiques suivantes:

Viscosité = 1.65 Cp

4.2
Densite = 1000 kg/m? (4.2)

4.2.3 Pilotage des puits

On dispose de six puits sur le champ, dont les emplacements sont donnés dans la figure
4.1. Les quatre puits injecteurs, notés IN, sont situés aux extrémités des chenaux et ’'on
dispose de deux puits producteurs dont un, nommé PROD1 lors des simulations, est situé
a l'intersection des deux chenaux. Le second puits producteur, nommé PROD?2 est situé
dans I'une des parties du chenal scindé en deux. Les puits sont gérés de maniere a ce que
la quantité de fluide injecté soit égale a la quantité de fluide produit et les caractéristiques

des puits sont les suivantes :
Débit d’injection des puits injecteurs : 25 m3/j

Débit de production du puits PROD1 : 50 m?3/j (4.3)
Débit de production du puits PROD2 : 50 m?3/j
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4.2.4 Expériences numériques 2D

On impose que le champ ait une concentration initiale en traceur nulle. Ainsi en in-
jectant un traceur par les puits injecteurs, on peut observer 1’écoulement de ce traceur
dans le gisement jusqu’aux puits producteurs. La simulation de référence sur le maillage
fin est notée REF T (REFérence Traceur) et les diverses simulations effectuées sur
le maillage grossier déstructuré sont notées GDE_ T (Grossier DEstructuré Traceur)
suivie de l'abréviation de la méthode de mise a 1’échelle utilisée. Les simulations ef-
fectuées sur le maillage grossier orthogonal sont notées GOR T (Grossier ORthogonal
Traceur) suivie également de I’abréviation correspondant a la méthode d’homogénéisation
employée. Pour chacune des méthodes de mise a 1’échelle on effectue, avec les tenseurs
équivalents obtenus, trois simulations sur les maillages dynamiques définis ci-dessous.
1°) Afin de s’affranchir des approximations numériques faites lors de la simulation des
écoulements, les valeurs des tenseurs équivalents sont redistribuées sur un maillage com-
portant autant de maille que le maillage de référence. Dans le cas orthogonal cela cor-
respond a redistribuer les valeurs des tenseurs équivalents sur le maillage de référence.
On peut ainsi comparer des simulations numériques ou la taille du maillage est iden-
tique. Les simulations effectuées sur ce maillage ”Fin” seront référencées par la lettre F.
Par exemple GDE T ML F correspond a la simulation sur le maillage DEstructuré,
d’un Traceur pour les tenseurs équivalents obtenus par la Méthode Linéaire. Le maillage
déstructuré comportant le méme nombre de mailles fines que le maillage Fin de référence .
2°) Des simulations d’écoulements monophasiques sont réalisées sur un maillage numérique
déstructuré, intermédiaire entre le maillage défini précédemment dans le 1°) et le mail-
lage grossier original. On effectue ainsi des simulations sur un maillage grossier ”Raffiné”
qui seront notées R. Par exemple, la simulation d’'un Traceur sur le maillage Grossier
DEestructuré Raffiné (intermédiaire) pour les tenseurs équivalents obtenus par la Méth-
ode Linéaire sera notée : GDE T ML R.

3°) Enfin, on utilise le maillage grossier original sur lequel les différentes méthodes de
mise & ’échelle ont été appliquées. On notera alors simplement GDE T ML pour une
simulation sur le maillage Grossier DEstructuré d’'un Traceur avec les coeflicients de la
Méthode Linéaire.
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4.2.5 Maillage de référence

Les tenseurs équivalents ont été calculés sur le maillage grossier orthogonal donné dans
la figure 4.2. On redistribue alors les valeurs des tenseurs équivalents sur le maillage de
référence afin d’effectuer les simulations sur la méme triangulation du gisement. Dans ce
qui suit, on présente les courbes de concentration du traceur, les débits de production
ainsi que la production cumulée du traceur aux puits producteurs. De plus les cartes de
concentration et de pression sont comparées a la simulation de référence. Les résultats

obtenus sont présentés dans les figures 4.3 a 4.6.

Concentrations de traceur

On présente dans la figure 4.3 les courbes de concentration de traceur au cours du temps
pour les différents puits producteurs. Pour le puits producteur PROD1 comme pour le
puits producteur PROD2 la forme générale des courbes est quasiment la méme quelque
soit la méthode employée avec une meilleure forme générale pour le puits PROD2. Les
courbes obtenues avec les méthodes numériques (ML et MC) sont quasiment identiques.
Les différences entre les courbes proviennent simplement du temps de percée qui est dif-
férent suivant les méthodes utilisées. Le temps de percée le plus proche de la référence
pour les puits PROD1 et PROD2 est celui issu de la moyenne arithmétique. Toute-
fois pour des concentrations élevées de traceur les méthodes numériques tendent a étre

meilleures.

Débits et productions totales de traceur

Dans la figure 4.4 on compare les débits de production de traceur & chaque puits pro-
ducteur ainsi que la production cumulée de traceur. Pour le puits PROD1 les courbes de
production de traceur obtenues par les méthodes numériques sont décalées dans le temps
par rapport a celles de la simulation de référence. Dans cet exemple la méthode de Card-
well et Parsons donne des résultats satisfaisants. Concernant les débits de production,
on remarque un meilleur comportement global pour le puits PROD2 ou I'on constate que
les moyennes arithmétique et harmonique fournissent des résultats relativement éloignés

par rapport a la référence.

102



WTPCRED PROD1 VS YEARS REF_T ——— WIPCRED PROD2 VS YEARS REF_T
WTPCRED PROD1 VS YEARS GOR_T_ML_F — WIPCRED PROD2 VS YEARS GOR_T_ML_F
WTPCRED PROD1 VS YEARS GOR_T_MC_F WTPCRED PROD2 VS YEARS GOR_T_MC_F
WTPCRED PROD1 VS YEARS GOR_T_CW_F WTPCRED PROD2 VS YEARS GOR_T_CW_F
WTPCRED PROD1 VS YEARS GOR_T_AR_F —  WIPCRED PROD2 VS YEARS GOR_T_AR_F
WTPCRED PROD1 VS YEARS GOR_T_HA_F 02 —  WIPCRED PROD2 VS YEARS GOR_T_HA_F
0.8 [ . / |
0.6 - L
0.4 | 0.1
02 - L
00 Lilil A e B I N I R IR 0.0 Ll A A N N T R R N R RN
0.0 4.0 8.0 12.0 16.0 20.0 24.0 280 32.0 36,0 40.0 0.0 4.0 8.0 120 16.0 20.0 240 280 320 36.0 40.0
YEARS YEARS
Figure 4.3: Concentrations de traceur
(ssimulations effectuées sur le maillage fin de référence)
WTPTRED PROD1 VS YEARS REF_T E— WTPRRED PROD1 VS YEARS
WTPTRED PROD1 VS YEARS GOR_T_ML_F — WTPRRED PROD1 VS YEARS
WTPTRED PROD1 VS YEARS GOR_T_MC_F WTPRRED PROD1 VS YEARS
WTPTRED PROD1 VS YEARS GOR_T_CW_F WTPRRED PROD1 VS YEARS
sM3 T WTPTRED PROD1 VS YEARS GOR_T_AR_F SM3/DAY WTPRRED PROD1 VS YEARS
*1D%x3 WTPTRED PROD1 VS YEARS GOR_T_HA_F — WTPRRED PROD1 VS YEARS
= 40.0 [
280.0 :— s6.0
240.0 :— 2.0 ::
E 28.0
2000 [0 -
C 240 [
160.0 - E
E 200 |-
120.0 :— 18.0 ::
C 12.0
80.0 — =
C s0 |
0.0 [ e
L “0 e e
D'ODTO ' 410 ' S.‘O 12.0 wé,o 7720.70 24,0 ! 28.0 32.0 38B.0 40.0 D'DOTD ' 410 ' 8.0 12‘0 ‘KWE;;O/‘ 20‘,0 ; 2‘LO ! 25‘.0 ! 32‘vD ! 38‘.0 ! 40‘,0
YEARS YEARS
WTPTRED PROD2 VS YEARS REF_T E— WTPRRED PROD2 VS YEARS
WTPTRED PROD2 VS YEARS GOR_T_ML_F — WTPRRED PROD2 VS YEARS
WTPTRED PROD2 VS YEARS GOR_T_MC_F WTPRRED PRQOD2 VS YEARS
WTPTRED PROD2 VS YEARS GOR_T_CW_F WTPRRED PROD2 VS YEARS
I - — WTPTRED PROD2 VS YEARS GOR_T_AR_F SM3/DAY WTPRRED PROD2 VS YEARS
j’\ O*+3 WTPTRED PROD2 VS YEARS GOR_T_HA_F 6.0 7 WTPRRED PROD2 VS YEARS
j 32.0 Z
200.0 |- C
L 28.0
100 |- seo £
5 2o |-
1200 [ -
r 160
so0 [ veo b
C so [
40.0 |- =
L a0 b
O'Oo.o ' 410 ' O'ooio ' 410 '

Figure 4.4: Débits et productions totale de traceur
(ssmulations effectuées sur le maillage fin de référence)
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Cartes de concentration

Dans la figure 4.5 on compare les cartes de concentration de traceur & un méme pas
de temps. Les cartes correspondantes a la méthode confinée ne sont pas présentées car
elles sont quasiment identiques a celles obtenues avec la méthode linéaire. Au vu des
résultats précédents, nous avons choisi de ne présenter que les cartes de concentration
les plus proches de la simulation de référence. C’est pourquoi concernant les méthodes
algébriques on présente seulement les résultats obtenus avec la méthode de Cardwell et
Parsons ainsi que la moyenne arithmétique. D’une maniére générale on remarque que
les cartes de concentration acquises avec la méthode ML et CW (pour cet exemple)
sont quasiment identiques et reproduisent bien la simulation de référence. Quant a la
moyenne arithmétique, quelques imperfections apparaissent, notamment aux abords des

puits injecteurs.

Cartes de pression

Dans la figure 4.6 on présente les champs de pression & un temps donné. Il apparait
nettement que la méthode numérique linéaire (ML) a permis de reproduire le champ de
pression le plus proche de la référence. Le champ de pression issu des simulations faites
avec la méthode confinée (MC) étant identique a celui obtenu avec la méthode ML, il
n’est pas présenté. La carte de pression obtenue avec la méthode de Cardwell et Parsons
présente une surpression globale par rapport a la simulation de référence. Ceci s’explique
par le fait que les perméabilités équivalentes calculées par cette méthode sont inférieures
aux perméabilités fournies par les méthodes numériques prés des puits. Ainsi avec la
méthode CW, les débits imposés des puits injecteurs ont pour conséquence d’augmenter
la pression autours de ces derniers. Quant & la moyenne arithmétique, elle fournit des
perméabilités plus élevées ce qui peut expliquer que le champ de pression observé est

quasiment constant.

Conclusion

Finalement le meilleur compromis entre tous les résultats est obtenu grace aux méthodes
numériques de mise a I’échelle avec toutefois des résultats trés moyens au niveau des
courbes de concentration et des débits de production de traceur. Ceci n’est pas surprenant
puisque le maillage sur lequel a été effectué la mise a I’échelle ne tient absolument pas

compte de la géométrie des chenaux. Cet argument fait 'objet du paragraphe suivant.
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Figure 4.5: Cartes de concentration (18 ans)
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Figure 4.6: Cartes de pression (18 ans)
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4.2.6 Maillage fin déstructuré

Dans ce paragraphe on étudie les tenseurs équivalents calculés sur le maillage grossier
déstructuré décrit dans la figure 4.2. On construit dans un premier temps un maillage
fin déstructuré de la maniére suivante : on subdivise chaque maille grossiére de telle
maniére a avoir un maillage fin déstructuré comportant le méme nombre de maille que
le maillage de référence. Les tenseurs équivalents calculés sur le maillage dynamique
déstructuré illustré par la figure 4.2 sont alors redistribués sur le maillage fin déstructuré.
Finalement, les simulations effectuées sur ce maillage ’fin’ déstructuré sont comparées a

la simulation de référence. Dans les figures 4.7 & 4.10, on donne les résultats obtenus.

Concentrations de traceur

Dans la figure 4.7 qui représente les courbes de concentration de traceur on note que
les courbes qui approchent le mieux la simulation de référence sont obtenues avec les
méthodes numériques. Par ailleurs ces résultats sont meilleurs que ceux acquis dans
le cas précédent avec une homogénéisation sur le maillage grossier orthogonal. Pour le
puits producteur PROD1 on remarque méme une différence significative entre la méth-
ode linéaire et la méthode confinée. Lors du traitement de cet exemple la méthode de
Cardwell et Parsons permet d’obtenir la meilleure prédiction du temps de percée. Pour le
puits producteur PROD2 la forme générale des courbes est quasiment la méme pour les
diverses méthodes employées. Les courbes issues des simulations faites avec les méthodes
numériques (ML et MC) sont pratiquement identiques sur ce puits. La encore c’est la
méthode CW qui permet d’avoir le temps de percée le plus proche de la référence pour
le puits PROD?2.

Débits et productions totales de traceur

Dans la figure 4.8 les courbes de production totale de traceur obtenues avec les méthodes
d’homogénéisation numériques permettent de restituer pratiquement les résultats de la
simulation de référence. En ce qui concerne les débits de production on remarque que
les méthodes numériques fournissent également une meilleure prédiction. Toutefois on
note pour le puits producteur PROD2 un certain biais pour les 15 derniéres années de
la simulation. Comme c’est le cas pour les courbes de concentration de traceur, on a de
meilleurs résultats qu’en effectuant une mise a I’échelle sur le maillage orthogonal fait
dans le cas précédent. Les méthodes algébriques fournissent quant & elles des résultats

respectant la tendance des simulations fines.
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Figure 4.8: Débits et productions totale de traceur
(ssmulations effectuées sur le maillage fin déstructuré)
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Cartes de concentration

Les cartes de concentration présentées dans la figure 4.9 tendent a confirmer les résultats
commentés précédemment. La carte présentée pour la méthode ML est la plus proche
de la référence bien que le contraste de concentration soient accentuées par le fait que
le maillage suit le chenal. Les cartes correspondantes a la méthode confinée ne sont pas
présentées car elles sont quasiment identiques a celles obtenues avec la méthode linéaire,
ce qui était le cas précédemment. D’une maniere générale on remarque que les méthodes
AR et CW fournissent des cartes de concentration qui présentent des concentrations trop
importantes dans les chenaux. Les fronts de concentration sont trop fins, ce qui est

imputable & la mise a 1’échelle sur un maillage respectant le chenal.

Cartes de pression

Les cartes de pression sont présentées dans la figure 4.10. Il apparait encore nettement que
le champ de pression le plus proche de la référence est obtenu avec la méthode numérique
linéaire (ML). Ce dernier est méme meilleur que le champ de pression de 1'exemple
précédent. Comme dans le cas orthogonal, les simulations faites avec la méthode de
Cardwell et Parsons donne un champ en surpression par rapport a la simulation de
référence alors que celui obtenu avec la moyenne arithmétique est quasiment constant.
Comme dans le cas orthogonal, ceci est a relier aux perméabilités équivalentes calculées
par la méthode CW [resp. AR| qui sont inférieures [resp. supérieures| aux perméabilités

fournies par les méthodes numériques prés des puits.

Conclusion

Les méthodes linéaire et confinée ont permis de restituer quasiment la simulation de
référence. On en conclut qu’il est préférable de construire le maillage dynamique en
fonction de la géologie et ceci afin de capter au mieux les hétérogénéités et de permettre
une meilleure restitution des écoulements apres la mise a 1’échelle. Les résultats obtenus
avec les méthodes algébriques sont sensiblement améliorées par rapport a une mise a
I’échelle sur un maillage orthogonal, mais reste toutefois assez loin de la référence. C’est
la méthode de Cardwell et Parsons qui fournit les meilleurs résultats parmi les méthodes
algébriques. L’utilisation d’un maillage déstructuré pour réaliser I’homogénéisation en
vu d’une simulation numérique sur le maillage fin déstructuré a permis d’améliorer les

résultats, par rapport aux simulations du paragraphe précédent.
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Figure 4.10: Cartes de pression (18 ans)
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4.2.7 Maillage intermédiaire déstructuré

On effectue maintenant les simulations sur un maillage déstructuré intermédiaire entre
le maillage fin déstructuré du paragraphe précédent et le maillage grossier original de
la figure 4.2. Ce maillage dans lequel on a redistribué les tenseurs équivalents obtenus
par les différentes méthodes d’homogénéisation comporte 45x39 (1755) mailles et est
décrit dans les figures 4.13 et 4.14. Les figures 4.11 a 4.14 illustre également les résultats
issus des simulations faites sur le maillage intermédiaire déstructuré pour les différentes

méthodes de mise a 1’échelle.

Concentrations de traceur

Les méthodes d’homogénéisation numériques permettent d’obtenir de meilleurs résul-
tats par rapport aux méthodes algébriques (c.f. figure 4.11). Pour le puits produc-
teur PRODI1, les méthodes numériques se rapprochent trés prés du temps de percée de
référence et reproduisent quasiment par la suite les concentrations de la référence avec
un petit avantage pour la méthode linéaire (ML). Ce rapprochement du temps de percée
de référence est imputable au maillage intermédiaire déstructuré utilisé. En effet, plus
on simule sur un maillage grossier, plus on tend a retarder le temps de percée. Notons
que pour le uits PRODI1 le temps de percée le plus proche de la référence est obtenu
avec la méthode de Cardwell et Parsons bien que la courbe ait tendance a s’écarter de la
référence par la suite. Pour le puits PROD2 les méthodes ML et MC restituent quasiment

le profil des concentrations du maillage fin.

Débits et productions totales de traceur

Comme pour la simulation sur le maillage fin déstructuré, les courbes de production
totale de traceur les plus proches de la référence sont obtenues avec les méthodes d’ho-
mogénéisation numériques comme l'indique la figure 4.12. En ce qui concerne les débits de
production on observe également que les méthodes numériques fournissent une meilleure
prédiction. Toutefois on remarque un certain décalage pour les temps de simulation
supérieurs a 25 ans. Les remarques concernant les méthodes algébriques sont identiques

a celles faites dans le cas des résultats obtenus sur le maillage fin déstructuré.
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Figure 4.12: Débits et productions totale de traceur
(simulations effectuées sur le maillage numérique intermédiaire déstructuré)
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Cartes de concentration

Dans les cartes de concentrations de la figure 4.13 on retrouve les résultats de la figure
4.9. Les commentaires sont identiques a ceux fait alors précédemment. Les cartes de
concentration issues des simulations effectuées sur ce maillage numérique intermédiaire

n’altérent en rien la qualité des résultats obtenus sur le maillage fin.

Cartes de pression

Les champs de pression présentés dans la figure 4.14 & un temps donné sont quasiment
identiques a ceux obtenus dans la figure 4.10. Toutefois on voit apparaitre une plus grande
surface ot la pression est inférieure a 260 bars pour la moyenne arithmétique. Finalement,
on remarque que c¢’est avec les coefficients équivalents fournis par la méthode linéaire que

I’on restitue le mieux le champ de pression de la simulation de référence.

Conclusion

La redistribution sur le maillage grossier déstructuré intermédiaire des tenseurs équiv-
alents issus des méthodes d’homogénéisation numériques a eu pour effet d’obtenir une
meilleure prédiction du temps de percée tout en restituant de facon satisfaisante la sim-
ulation de référence aux temps longs. Par ailleurs, il a été constaté que les résultats
obtenus sur le maillage grossier déstructuré intermédiaire sont meilleurs que ceux obtenus
sur un maillage orthogonal intermédiaire (1755 mailles). Le respect des discontinuités
géologiques lors de la construction du maillage grossier ainsi que pour I’étape de mise de
mise & I’échelle apparait une fois encore un élément essentiel si 'on souhaite reproduire
au mieux les résultats des simulations fines sur un maillage plus grossier. Cette remarque

est d’autant plus vraie que le maillage sur lequel est pratiqué la simulation est grossier.
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Figure 4.14: Cartes de pression (18 ans)
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4.2.8 Maillage grossier déstructuré

La derniere étape consiste a réaliser les simulations sur le maillage grossier déstructuré sur
lequel ont été calculés les coefficients équivalents. Etant donné que les résultats obtenus
sont pratiquement les mémes que dans le cas du maillage intermédiaire déstructuré on

ne présente ici que les courbes de concentration de traceur et les cartes de pressions.

Concentrations de traceur

Comme cela a été déja signalé dans le cas précédent, on remarque l'effet du maillage
sur le temps de percée obtenu avec les tenseurs équivalents des méthodes numériques.
Ces derniéres fournissent encore la prédiction la plus fiable par rapport a la référence
comme l'indique la figure 4.15. Toutefois les résultats commencent a se dégrader au
puits producteur PROD2.

Cartes de pression

Les champs de pression présentés dans la figure 4.16 se dégradent quelque peu par rapport
a ceux de la figure 4.14. Cette dégradation est da au fait que la simulation est effectuée
sur le maillage grossier ayant servi a calculer les coefficients équivalents. On ne retrouve
pas de fronts de pression aussi corrects avec la méthode ML, bien que ces derniers soient

encore trés proches de la référence.

Conclusion

Les simulations faites sur le maillage grossier déstructuré sur lequel la mise a 1’échelle
des perméabilités absolues a été effectuée confirment les résultats obtenus sur les dif-
férents maillages intermédiaires. Une dégradation prévisible des résultats est mise en
évidence. Toutefois, les simulations faites avec les coefficients équivalents des méthodes
d’homogénéisation numériques sont encore satisfaisantes. Par ailleurs, des simulations
numériques ont été effectuées pour différentes caractéristiques du fluide traceur. Nous
avons alors relevé des conclusions semblables a celles décrites précédemment dans ce

chapitre.
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Figure 4.15: Concentrations de traceur
(simulations effectuées sur le maillage grossier déstructuré)
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Figure 4.16: Cartes de pression (18 ans)
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4.3 Simulations diphasiques 2D

Des simulations diphasiques de fluides immiscibles et incompressibles ont également été
effectuées sur cet exemple académique bidimensionnel. Lorsque I'on réaffecte les perméa-
bilités absolues équivalentes sur le maillage de référence, on peut observer des phénomeénes
identiques a ceux rencontrés dans le cas du traceur. Pour les simulations diphasiques sur
le maillage fin déstructuré, on remarque également des comportements similaires & ceux
relevés dans le cas des simulations traceur. C’est pourquoi les résultats ne sont pas
présentés ici. Par contre lors des simulations effectuées sur les maillages intermédiaires
grossiers les résultats différent grandement suivant les courbes de perméabilités relatives
choisies et le maillage numérique pris en compte. Aucune explication cohérente permet
de justifier ces résultats. En fait, ceci n’est pas étonnant si I’on considére que lors d’une
simulation multiphasiques sur un maillage grossier on doit au préalable réaliser 1’ho-
mogénéisation de la perméabilité absolue mais aussi I’homogénéisation des perméabilité
relative suivie d’une correction de la dispersion numérique. Méme lorsqu’on manipule
un seul jeu de perméabilité relative dans le gisement de sérieux problémes peuvent ap-
paraitre. Ce probléme de I’homogénéisation des courbes de perméabilité relative pour
un modele d’écoulement diphasique a été traité par Bourgeat et Hidani [18]. De nom-
breux travaux ont été menés dans ce domaine dont une synthese peut étre trouvée dans
[9] et [45]. Néanmoins, des simulations diphasiques ont été effectuées [4] pour comparer
I’homogénéisation périodique avec les méthodes étudiées dans ce chapitre. Dans le cas
d’une distribution de perméabilité 2D aléatoirement répartie, il a été constaté que 1’on
obtient de meilleurs résultats avec la méthode linéaire. Dans 'exemple tridimension-
nel de la deuxiéme partie de ce chapitre on présente quelques résultats de simulations

diphasiques.
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4.4 Géométrie 3D déstructurée et distribution de la

perméabilité absolue

Dans ce paragraphe, on présente la structure générale d’une zone extraite d'un gisement
réel 3D que nous avons étudiée. La géométrie du réservoir de référence illustré par la
figure 4.17, est constitué de 165000 mailles réparties sur 40 couches. Ce modele fin est
un maillage déstructuré de type Corner Point Geometry, comprenant plusieurs failles et
pinch-out. Une coupe horizontale de la distribution de la perméabilité absolue qui varie
entre 0 et 8000 mD est donnée dans la figure 4.17. On signale que les tenseurs de per-
meéabilité ne sont généralement pas homogenes. De plus on constate que le pourcentage
de perméabilité inférieur & 10 mD est trés élevée. Ceci a pour effet de créer des barriéres
qu’il faudra restituer lors de I’étape de mise a ’échelle. La taille du modele fin & permis
de simuler cette partie du gisement a ’échelle fine, ce qui offre la possibilité de pouvoir
comparer les résultats obtenus en utilisant les diverses méthodes de mise a 1’échelle.

Le maillage grossier sur lequel est effectué le calcul des perméabilités équivalentes est
donné dans la figure 4.18. Dans cette figure on représente la géométrie du maillage dy-
namique suivant la profondeur & laquelle sont situées les mailles grossiéres. Ce modeéle
grossier est un maillage Corner Point Geometry déstructuré composé de 3300 mailles

réparties sur 20 couches.

4.5 Simulations traceur 3D

On se restreint dans un premier temps aux cas des simulations traceur 3D. Sur le gisement
tridimensionnel présenté précédemment on va comparer les différentes méthodes de mise
a l’échelle. Comme dans le premier exemple, on différencie les simulations qui sont

effectuées par des abréviations correspondant aux méthodes de mise a I’échelle utilisées.

4.5.1 Caractéristiques du traceur

Le traceur utilisé est un traceur dans la phase eau avec les caractéristiques suivantes :

Viscosité = 0.65 Cp

44
Densite = 1150 kg/m? (44)
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Figure 4.18: Maillage dynamique (Profondeur)
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4.5.2 Position et pilotage des puits

Trois puits sont répartis sur le champ dont les emplacements sont donnés dans la figure
4.18. Les couches 14 & 17 sont perforées par le puits injecteur noté INJ et les deux puits
producteurs dont I'un, noté PRODI1, perfore les couches 3 & 7 et I’autre, noté PROD?2,
perfore les couches 1 & 7. De facon & ne pas altérer le régime de pression du gisement,
on injecte dans le réservoir autant de fluide que I'on en produit et ceci de la maniére

suivante :
Débit d’injection du puits INJ : 611,2m3/5

Débit de production du puits PROD1 : 305,6 m?/j (4.5)
Débit de production du puits PROD2 : 305,6 m?/j

4.5.3 Expériences numériques 3D

La simulation de référence sur le maillage fin est notée FT (Fin Traceur) et les di-
verses simulations effectuées sur le maillage dynamique grossier sont notées GT (Grossier
Traceur) suivie de 'abréviation de la méthode de mise a 1’échelle utilisée. Les simula-
tions obtenues sur le maillage dynamique avec les différentes méthodes de mise & 1’échelle
sont comparées a la simulation de référence obtenue sur le maillage fin. Deux types de
maillages ont été utilisés pour les simulations numériques :

1°) Le maillage fin de référence dans lequel les perméabilités équivalentes ont été redis-
tribuées.

2°) Le maillage grossier donné par la figure 4.18.

On impose que la concentration initiale du traceur est nulle dans le champ et ’on adopte

les mémes notations que dans I’exemple bidimensionnel.

4.5.4 Cartes de perméabilité mises a 1’échelle

On donne dans la figure 4.19 une idée de la distribution des perméabilités équivalentes
obtenues par les diverses méthodes de mise a ’échelle utilisées. On les compare a titre
indicatif a la perméabilité de référence du maillage fin. L’inégalité fondamentale est bien
respectée puisque ’ensemble des cartes des perméabilités absolues du maillage grossier
sont comprises entre la moyenne arithmétique et la moyenne harmonique. En raison de
la présence de perméabilités trés faibles dans le maillage fin, la méthode de Cardwell et
Parsons fournit en général des perméabilités inférieures a celles des méthodes numériques.
Dans la figure 4.20, on présente la distribution de la porosité du maillage fin qui est une
fonction de la perméabilité k£ de chaque maille fine. Les mailles non visibles correspondent
a des volumes de roches imperméables. Le champ de porosité définit sur le maillage

dynamique est également donné dans la figure 4.20.
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4.5.5 Maillage de référence

Les perméabilités absolues équivalentes calculées par les différentes méthodes de mise a
I’échelle ont été redistribuées sur le maillage fin de référence. Dans les figures 4.21 a 4.24

on compare les résultats avec la simulation de référence.

Concentrations de traceur

Dans la figure 4.21, on présente les courbes de concentration de traceur aux puits pro-
ducteurs. Pour le puits producteur PRODI1 la forme générale des courbes obtenues avec
les méthodes numériques est meilleure que celles obtenues avec les différentes moyennes.
De plus, les méthodes numériques restitue correctement le temps de percée de la simu-
lation de référence contrairement aux méthodes algébriques. Concernant les méthodes
numériques, on peut signaler un léger avantage pour la méthode d’homogénéisation avec
des conditions aux bords confinées. Pour le puits producteur PROD?2, les méthodes
numériques reproduisent quasiment la courbe de concentration de référence alors que
les différentes moyennes fournissent des résultats approximatifs. On peut signaler toute-
fois que la méthode de Cardwell et Parsons permet d’obtenir sur ce puits des résultats

satisfaisants.

Débits et productions totales de traceur

Dans la figure 4.22 on compare les débits de production ainsi que la production cumulée
de traceur aux puits producteurs. L’allure générale des courbes FT ML et FT MC
correspondent & la référence pour le puits PROD1. Par contre les courbes obtenues par
les différentes moyennes donnent des débits et des productions de traceur tres éloignés
de la simulation de référence. La encore il semble que la méthode confinée fournit une
meilleure prédiction par rapport a la méthode linéaire. Concernant le puits PROD2 on

remarque le méme comportement avec un meilleur calage pour les méthodes numériques.
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Figure 4.22: Débits et productions totale de traceur
(simulations effectuées sur le maillage de référence)
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Cartes de concentration

Dans la figure 4.23 on compare les cartes de concentration de traceur suivant une coupe
verticale YZ, & un pas de temps donné. Cette coupe est située dans I’alignement des puits
injecteur (INJ) et producteur (PROD2) matérialisé par un trait blanc. On remarque
d’une maniére générale que les différentes méthodes de mise a I’échelle fournissent des
résultats trés voisins. Néanmoins, on constate une meilleure restitution du front de
concentration pour la méthode d’homogénéisation avec des conditions aux bords linéaires,

notamment dans les couches inférieures.

Cartes de pression

On compare dans la figure 4.24 les cartes de pression suivant la méme coupe verticale Y7
décrite précédemment. Il apparait clairement que la carte de pression la plus proche de
la référence est associé a l'utilisation des tenseurs équivalents de la méthode numérique
linéaire. Par ailleurs, contrairement aux méthodes algébriques, les différents fronts de
pression sont pratiquement restitués et ceci de facon satisfaisante. Les moyennes arith-
métique et de Cardwell et Parsons fournissent une surpression autour du puits injecteur

qui n’a pas lieu d’étre.

Conclusion

La simulation de référence est bien restituée dans son ensemble par les tenseurs équiva-
lents obtenus avec la méthode linéaire. Le temps de percée, la concentration, les débits
et la production cumulé de traceur sont trés proche de la référence. De plus la méthode
d’homogénéisation avec des conditions aux bords linéaires permet de retrouver le champ
de pression de la simulation sur le maillage fin. Quant aux méthodes algébriques certains
biais apparaissent par rapport aux résultats de la simulation de référence, notamment

aux abords des puits.

124



REDF 1st Jan, 2040 REDF 1st Jan, 2040
I I I T I I I 1 1 1 1
[eNe} 0.1 E.z 0.3 0.4 0.5 0.8 0.7 o.f 0.9 1.0

2377

2457

2537

2377

2457

2537

o El o E)
*10%x6 *#10%x6
FT Xz FT_AR XZ
REDF 1st Jan, 2040 REDF 1st Jan, 2040
I I I T I I I 1 1 1 1 I I I T I I I 1 1 1 1
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.8 0.7 0.8 0.9 1.0 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
2377 * v 2377 *

2457

2537

2457

2537

Figure 4.23: Cartes de concentration (40ans)
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4.5.6 Maillage grossier

Dans le test bidimensionnel, on a présenté des résultats provenant de simulations faites
sur plusieurs maillages dynamiques, afin de valider les méthodes numériques de mise a
I’échelle sur des maillages déstructurés. Or dans les cas réels, I'ingénieur réservoir peut
trés difficilement effectuer les simulations monophasiques sur le maillage de référence
ainsi que sur des maillages intermédiaires. Quant aux simulations de fluides multi-
phasiques, elles font 1'objet de recherche intense, notamment grace a l'utilisation des
calculateurs paralléles. Or dans le premier exemple on voit apparaitre des résultats dif-
férents (temps de percée) suivant les maillages utilisés, ce qui est une source d’incertitude
pour I'ingénieur réservoir. Ainsi dans un cas réel, le seul maillage sur lequel I'ingénieur
peut juger la mise a 1’échelle de la perméabilité absolue est le maillage dynamique grossier
original. C’est pourquoi dans les figures 4.25 & 4.32 on présente les résultats des simula-
tions faites sur le maillage grossier décrit par la figure 4.18. Ces derniers sont comparés

aux résultats de la simulation de référence.

Concentrations de traceur

Dans la figure 4.25 on remarque que pour le puits producteur PROD1 la forme générale
des courbes de concentration de traceur obtenues avec les méthodes numériques sont
meilleures que celles obtenues avec les différentes moyennes. Néanmoins la moyenne
arithmétique et la méthode de Cardwell et Parsons restituent le meilleur temps de per-
cée. Concernant le puits producteur PROD2 les méthodes numériques reproduisent qua-
siment la référence alors que les différentes méthodes algébriques fournissent des résultats

approximatifs.

Débits et productions totales de traceur

En ce qui concerne les débits et les productions totale de traceur illustré dans la figure
4.26, on remarque que pour le puits PROD1 l'allure générale des courbes GT ML et
GT MC correspondent a la référence. Au contraire les courbes obtenues par les dif-
férentes méthodes algébriques sont trés approximatives, voire mauvaises. Pour le puits

PROD2 les commentaires sont identiques.
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Figure 4.25: Concentrations de traceur
(simulations effectuées sur le maillage grossier)
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Figure 4.26: Débits et productions totale de traceur
(simulations effectuées sur le maillage grossier)
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Cartes de concentration

Afin d’avoir une idée globale de 1’écoulement on présente des vues 3D. Les méthodes
linéaire et confinée donnent pratiquement les mémes résultats, c’est pourquoi on ne
présente que les simulations réalisées avec les coefficients équivalents de la méthode
linéaire. Quant aux méthodes algébriques, on présente les résultats obtenus avec la
méthode de Cardwell et Parsons ainsi que la simulation avec la moyenne arithmétique
des tenseurs des perméabilités absolues.

Dans la figure 4.27 qui correspond a 10 ans de simulation, on constate que la concentra-
tion de traceur autour du puits injecteur est mieux restitué par la méthode linéaire.

Au bout de 20 ans (c.f. figure 4.28) les concentrations de traceur élevées obtenues avec
la moyenne arithmétique se situent principalement autour du puits injecteur, contraire-
ment & la simulation de référence. On remarque par ailleurs qu'un chemin préférentiel
horizontal tend & étre restitué par la méthode de Cardwell et Parsons, ce qui n’est pas
le cas dans la simulation de référence. Pour la méthode numérique linéaire on voit que
le traceur est pratiquement arrivé au puits producteur PRODI1, comme le confirme la
référence et que le front de concentration est globalement bien restitué.

Au bout de 40 années de production (c.f. figure 4.29) les diverses cartes de concentration
sont trés différentes suivant les méthodes de mise a I’échelle. Malgré 'utilisation du mail-
lage grossier comme maillage de simulation, c’est encore la méthode de mise a 1’échelle
linéaire qui donne les meilleurs résultats. La méthode algébrique de Cardwell et Par-
sons fournit des cartes d’iso-concentration quasi horizontales et qui suivent les couches
précédemment saturées ce qui est trés éloigné de la simulation de référence. Concernant
la méthode de la moyenne arithmétique, les couches supérieures ne sont pas balayées
contrairement a la simulation fine.

Pour le dernier pas de temps présenté dans la figure 4.30, les phénoménes décrits sont
accentués. On voit que la concentration de traceur autour du puits producteur PROD2
obtenue avec GT ML varie autour de 0.2, ce qui correspond aux courbes de concen-
tration de traceur de la référence du puits PROD2 de la figure 4.25. La méthode de
Cardwell et Parsons tend a décrire le méme phénomeéne autour du puits PROD2, mais
les fronts de concentration sont mauvais dans les autres zones du gisement. Par exemple
autour du puits PRODI1 la concentration est trop élevée par rapport a la simulation de

référence.

Cartes de pression

Dans les figures 4.31 a 4.32 on présente les cartes de pression 3D aux temps t=10 ans et t=

20 ans. La remarque générale est que ces cartes sont inchangées au cours du temps. En
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fait le régime de pression du champ s’établit rapidement dans les deux premiéres années
de la simulation et varie trés peu par la suite. D’autre part, pour les différentes méthodes
de mise a ’échelle utilisées les cartes de pression tendent a respecter globalement le champ
de pression de la simulation de référence. Ceci est probablement da a4 'immensité du
gisement considéré qui tend a diminuer l'effet de surpression ou de dépression engendré
par les différents puits. Néanmoins on obtient une sensible amélioration avec la méthode

linéaire, notamment autour du puits injecteur et des couches supérieures.

Conclusion

Les résultats présentés confirme indéniablement que les perméabilités équivalentes obtenues
avec les méthodes numériques permettent de trés bien restituer la simulation de référence.
Malgré I'utilisation du maillage grossier comme maillage de simulation, on obtient de tres
bonnes prédictions pour le temps de percée ainsi que pour les débits de production. Les
cartes de concentration et de pression sont globalement satisfaisantes. Les différentes
méthodes algébriques fournissent, quant a elles, des résultats trés éloignés de la simula-

tion de référence.
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FT AstJan 2010

GT-AR 1st Jan 2010

Figure 4.27: Cartes de concentration (10 ans)

FT 1stJan 2020 GT-AR st Jan 2020

0.00 0,25 050 0,75 1.00 0.00 0ze 0.50 075 1.00

GT-CW 1st Jan 2020

Figure 4.28: Cartes de concentration (20 ans)
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FT AistJan 2040 GT-AR 1st Jan 2040

Figure 4.29: Cartes de concentration (40 ans)

FT 1stdan 2080 GT-AR 1st Jan 2080

REDF
0.00 0.zs 050 075 1.00 o.oo 025 0.50 0.75 1.00
GT-hL 1st Jan 2080 GT-CW 1st Jan 2080

REDF

0.00 0.25 0.s0 0.75 1.00

Figure 4.30: Cartes de concentration (80 ans)
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FT 1stJan 2010 GT-AR st Jan 2010

Pressure [BARSA) Pressure (BARSA)
252,41 257.93 263,46 7E5.59 274,51 Z252.65 257.82 Z2B3.00 26817 273.35
GT-ML 1st Jan 2010 GT-CW 1st Jan z010

Pressure (BARSA) Pressure (BARSA)
T 2 T T
253.01 258.09 263.18 2658.26 279.35 252.33 257.58 25284 258.08 273.35

Figure 4.31: Cartes de pression (10 ans)

FT 1stdan 2020 GT-AR 1st Jan 2020

Pressure (BARSA) Pressure (BARSA)
252,41 257.93 263,46 268.99 27451 25285 257.82 263.00 Z68.17 273.35
GT-ML st Jan 2020 GT-CwW 1st Jan z0z0

Pressure (BARSA) Pressure (BARSA)
E
25301 258.08 Z263.18 2BB.ZB 27335 252,33 257.58 26284 268.09 27335

Figure 4.32: Cartes de pression (20 ans)
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4.5.7 Temps de calculs

Dans le tableau qui suit on présente les temps de calcul CPU nécessaire au code éléments
finis qui a été réalisé pour le calcul des tenseurs équivalents de la méthode d’homogénéi-
sation avec des conditions aux bords linéaires et confinées. Les différents temps de calcul
mentionnés ci dessous ont été relevés lors du traitement de ’exemple tridimensionnel
(simulations traceurs) qui a été présenté précédemment. A titre indicatif on compare
aux temps des méthodes algébriques qui sont implémentées dans un logiciel interne a
Elf Exploration Production. Par ailleurs on donne le temps de simulation sur le mail-

lage grossier afin de pouvoir comparer au temps de calcul nécessaire a la simulation de

référence.
Iiéthodes numeérigues IMéthodes algéhrigques
Traval
Ffectd o Méthode de
FriECe linéaire confinée Cardwell et I_'u'Inj.refn.ne MDYEI?HE
artthmétique | harmont que
Parzons
Etape de mize
4 17 échelle B 10 mn 4 mn 4 mn 4 mn
Simulation
dynamigue 25 sec 25 sec 25 sec 25 sec 25 sec
S1m§u1fat1|:|n 5k 30
de référence

On constate que les temps de calcul pour les méthodes numériques de mise a I’échelle
sont corrects par rapport aux temps nécessaires pour les méthodes algébriques. La sim-
ulation dynamique pour une carte de perméabilité donnée sur le maillage grossier est
inférieure a 30 secondes. En conséquence le temps total cumulé pour obtenir les tenseurs
équivalents ainsi que la simulation dynamique est inférieur & 9 minutes pour la méthode
linéaire. Le traitement du réservoir nécessite une durée totale de 11 minutes pour la
méthode confinée. Sachant que la simulation de référence dure environ 2h 30, on met
donc environ 14 fois moins de temps pour obtenir les résultats intégrant la mise a 1’échelle
avec les méthodes linéaire ou confinée et les simulations grossiéres qui sont satisfaisantes

par rapport aux résultats de référence.
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4.6 Simulations diphasiques 3D

Dans cette partie on s’intéresse au probléme de la récupération secondaire du pétrole
lors de l'exploitation d’'un gisement. Aux premiers temps de l'industrie pétroliére, la
récupération du pétrole consistait a laisser produire les gisements d’eux-méme par sim-
ple décompression jusqu’a un certain seuil de déplétion (récupération primaire). Cette
récupération prend évidemment fin quand la pression dans le gisement devient égale a
la pression atmosphérique, bien qu’a ce moment, il puisse rester encore dans le gisement
I’essentiel de 'huile initiale. Pour accroitre le taux de récupération, on met en oeu-
vre des procédés d’extraction complémentaires, appelés procédés de balayage artificiel
(injection d’eau ou de gaz). Cette phase est appelée aussi "récupération secondaire” ou
"récupération assistée”. Les procédés de récupération secondaire, couramment pratiqués,
consistent a pousser ’huile vers les puits de production en injectant un fluide (de I'eau,
par exemple) par des puits injecteurs judicieusement répartis. Comme il a été men-
tionné précédemment les simulations diphasiques engendrent de nombreux problémes
supplémentaires dts au changement d’échelle des perméabilités relatives. Néanmoins
les écoulements diphasiques ayant des applications pratiques en ingénierie pétroliére on
présente des simulations correspondant aux déplacements forcés de I’huile par de 'eau

dans le gisement.

4.6.1 Caractéristiques des fluides

Les lettres w et o se référent aux phases huile et eau et ’on désigne par p, la densité, S;
la saturation et p, la viscosité de la phase 7 pour i = w, 0. Les caractéristiques des deux

fluides utilisés sont :

n, = 1.0Cp t, = 15Cp (4.6)
p, = 1000 kg/m? Pw = 850 kg/m? '
On utilise des perméabilités relatives en croix, définies par :
k.(Sw) = Su
(Sw) (4.7)

k,(Sy) = 1-25,
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4.6.2 Expériences numériques diphasiques

On dispose de trois puits, disposés comme précédemment et géré de la méme maniére
que lors des simulations traceur. Le champ est completement saturé en huile a I'instant
initial et ’on injecte de I’eau par le puits injecteur pour pousser et récupérer ’huile. La
simulation de référence sur le maillage fin est noté FD (Fin Diphasique) et les diverses
simulations effectuées sur le maillage dynamique sont notées GD (Grossier Diphasique)
suivie de I'abréviation correspondant a la méthode de mise a 1’échelle utilisée. On utilise
les mémes cartes de perméabilité mises & I’échelle et présentées dans la figure 4.19 pour

effectuer les simulations dynamiques.

4.6.3 Maillage de référence

Nous avons réalisé une simulation diphasique sur le maillage de référence (165000 mailles)
qui a nécessité 22 heures et 32 minutes. Ce temps de simulation plutdt long est essen-
tiellement da & la faible taille des 165000 mailles fines qui est une source de nombreux
problémes de convergence numérique. On considére alors cette simulation comme la sim-

ulation de référence que 'on va comparer aux résultats obtenus sur le maillage grossier.

4.6.4 Maillage grossier

On effectue des simulations diphasiques immiscibles et incompressibles sur le maillage
grossier avec les cartes de perméabilité obtenues par les différentes méthodes d’homogénéi-
sation. Le temps CPU nécessaire pour une simulation diphasique sur le maillage grossier
est de 15 minutes. Ainsi si 'on utilise la méthode d’homogénéisation avec des condi-
tions aux bords linéaires, pour le calcul de la perméabilité équivalente (8 mn), on obtient
un temps final inférieur & 30 minutes pour obtenir les prédictions du gisements. On met
donc 45 fois moins de temps que la simulation de référence pour approcher cette derniére.
Dans les figures 4.33 & 4.36 on présente les résultats obtenus sur le maillage grossier que

I’on compare a la simulation diphasique de référence.

135



Courbes de water cut

Dans la figure 4.33 sont tracées les courbes de ”water-cut” qui correspondent a la fraction
de l'eau dans la production liquide des puits producteurs. Pour le puits producteur
PRODL1 il apparait clairement que la méthode numérique ML fournie les résultats les plus
proches de la simulation de référence. En effet pour la méthode linéaire le temps de percé
est correctement restitué et la forme générale de la courbe de water-cut est quasiment
identique a la courbe de référence. Quant aux tenseurs équivalents de la méthode confinée
ils permettent de restituer le temps de percée de référence, mais fournissent par la suite
une mauvaise prédiction du pourcentage d’eau au puits. Toujours pour le puits PRODI1,
on obtient avec les méthodes algébriques des résultats trés approximatifs par rapport a
la référence. Contrairement au puits PRODI, c’est la méthode confinée qui fournie la
meilleure prédiction de la courbe de water-cut pour le puits PROD2. La forme générale
de la courbe est respecté lorsque I'on utilise la méthode linéaire avec toutefois un temps
de percée assez éloigné de la référence. Parmi les méthodes algébriques c’est la méthode
de Cardwell et Parsons qui fournit les résultats, aux puits PROD1 et PROD2, les plus

proches de la référence.

Débits et productions totales d’huile

Dans la figure 4.34, on compare les débits de production ainsi que la production cumulée
d’huile aux puits producteurs. Pour les puits PROD1 et PROD2 la simulation effectuée
avec les perméabilités équivalentes obtenues par la méthode ML fournit les débits de
production d’huile les plus proches de la référence. I’allure générale des courbes obtenues
avec les autres méthodes respectent globalement la prédiction de la simulation fine. Enfin,
la. meilleure prévision des productions totales d’huile aux deux puits producteurs est
encore fournie par la simulation GT ML. Les autres méthodes fournissent néanmoins

des résultats acceptables.
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Figure 4.33: Courbes de Water-cut
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Figure 4.34: Débits de production et productions totale d  huile
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Cartes de saturation

Dans la figure 4.35 on compare les cartes de saturation en eau a t= 40 ans et suivant
une coupe verticale XZ. Il apparait clairement que c’est la méthode linéaire qui permet
de restituer le mieux la carte de saturation obtenue sur le maillage de référence. La
simulation GD_ ML fournit des fronts de saturation quasiment identique a ceux de la
référence. Avec la méthode de Cardwell et Parsons on obtient un chemin préférentiel
horizontal pour I'eau qui n’a pas lieu d’étre. Quant aux saturations obtenues avec la

moyenne arithmétique, elles sont trop faibles au voisinage du puits injecteur.

Cartes de pression

Dans les figures 4.36 on présente une coupe verticale des cartes de pression pour un
méme pas de temps. Comme dans le cas du traceur, le régime de pression s’établit
dans les premiéres années et ne varie pratiquement pas par la suite. On constate que
pour les méthodes de mise a I’échelle utilisées, les cartes de pression sont sensiblement
les mémes. Néanmoins on obtient une légere amélioration avec la méthode linéaire,

notamment autour du puits injecteur et dans les couches supérieures du réservoir.

Conclusion

Au vu des différents résultats c’est la méthode d’homogénéisation avec des conditions
aux bords linéaires qui permet de fournir dans ’ensemble les meilleurs résultats. Les
cartes de saturations et de pressions obtenues avec cette derniére méthode sont les plus

proches de celles fournies par la simulation de référence.
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Figure 4.35: Cartes de saturation (40 ans)
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Figure 4.36: Cartes de pression (40 ans)
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4.7 Conclusion

Les différentes simulations obtenues dans de cadre bidimensionnel ont permis de mettre
en avant l'avantage des maillages déstructurés. D’abord on effectue la mise a 1’échelle
des caractéristiques pétrophysiques sur un maillage déstructuré construit en respectant
au mieux les discontinuités géologiques. Ensuite on réalise les simulations numériques
des écoulements des fluides. On obtient alors des résultats meilleurs que ceux obtenus
sur un maillage orthogonal.

Ces simulations numériques ont également permis de valider les méthodes d’homogénéi-
sations sur des maillages déstructurés 3D. Dans I’ensemble, Il apparait que les méthodes
numériques permettent de restituer des prédictions, des cartes de saturation et de pres-
sion satisfaisantes par rapport aux résultats de la simulation de référence. De plus, les
temps de calcul CPU nécessaires aux calculs des tenseurs équivalents sur des maillages
déstructurés 3D sont des plus acceptables. Ceci permet d’envisager I'utilisation pour des
problémes industriels du code de mise a 1’échelle des perméabilités absolues en maillages

détructurés.
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Chapitre 5

Application du controle optimal a la
mise a I’échelle des perméabilités
absolues avec des conditions aux

limites quelconques

Dans ce chapitre on construit une méthode de mise a I’échelle basée sur la minimisa-
tion d’une fonctionnelle représentant la somme des écarts des énergies dissipées locales
et globales. Cette méthode permet de prendre en compte des conditions aux limites
générales de type Dirichlet ou mélées qui sont appliquées aux problémes locaux. Une
seconde approche basée la minimisation de I’écart des deux champs de vitesse local et
global est également présentée. Apres avoir donné quelques exemples sur un cas monodi-
mensionnel, on étudie, dans I'optique d’une mise en oeuvre numérique, les propriétés de
continuité et de dérivabilité pour les différentes fonctionnelles considérées. Ce chapitre
est alors terminé par la présentation d’un algorithme de calcul effectif de la perméabilité

équivalente.

5.1 Introduction

Une étape importante des méthodes numériques classiques, utilisées pour calculer la
perméabilité équivalente dans un domaine w, est la résolution de problémes locaux qui

décrivent 1’écoulement permanent d’un fluide monophasique modélisé par le systéme suiv-

ant : .
Q) =—K(z)VP dans w
div[Q] = 0 dans w (5.1)
+ CL
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Figure 5.1: Milieu stratifié¢ a 45°

ou K est le tenseur de perméabilité appartenant a M(Ay, Ay, w).

Ces problémes locaux, posés sur chaque maille w du maillage dynamique sont soumis a
des conditions aux limites (C'L) particuliéres. Par exemple, les conditions aux limites
linéaires [resp. confinées| sont utilisées pour la méthode d’homogénéisation avec des con-
ditions aux bords linéaires [resp. confinées|. L’homogénéisation périodique quant a elle
conduit a résoudre des problémes elliptiques soumis a des conditions aux limites péri-
odiques. La théorie mathématique de I'homogénéisation périodique correspond a une
analyse asymptotique des problémes, ot le rapport entre la taille caractéristique du mail-
lage fin (échelle microscopique) et la taille du maillage grossier (échelle macroscopique)
est trés petit. Dans le cas ot les deux échelles sont infiniment séparées, il est bien connu
que l'influence des conditions aux limites s’estompe [7], [8]. Au contraire, lorsque cette
condition de séparation des échelles n’est pas vérifiée, les simulations obtenues par la mise
a l'échelle des perméabilités dépendent des conditions aux limites utilisées [9]. Renard
et de Marsily [74] donne 'exemple d’un milieu stratifié incliné a 45° (c.f Figure 5.1) sur

lequel les tenseurs équivalents obtenus, suivant les conditions aux limites sont :

26.61 23.88 905 0
23.88 26.61 0 9.05
C.L. linéaires C.L. confinées

L’étude de la dépendance du tenseur équivalent en fonction des conditions aux limites
appliquées aux problémes locaux devient alors nécessaire. Par ailleurs, quelques soient les
conditions aux limites particulieres considérées dans les méthodes classiques, elles sont en
général treés éloignées des conditions réelles du réservoir lors de la mise en production. Afin
de pouvoir prendre en compte ces conditions réelles, il est nécessaire d’établir une méthode
de mise a 1’échelle des perméabilités absolues pour des conditions aux limites générales,

applicables a des maillages déstructurés. Pour ce faire on introduit dans ce chapitre une
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méthode [85] pour calculer un tenseur équivalent restituant au mieux 1’écoulement décrit

par (5.1) pour des conditions aux limites générales supposées données.

5.2 Notations

Soit K € M (A1, A2, w), on définie la norme matricielle |||.||| par :

il = ([ 1 i)’

ou ||.]|, désigne la norme matricielle induite par la norme Euclidienne |.| sur IR%.

On introduit par ailleurs I’ensemble noté M (h, a,w) et défini par :

M(h ) H € M(A,Xs,w) tel que H est constant sur w
,a,W) =
et Ifl,w(K) S H S Il,w(K)

Les notations h et a de M (h,a,w) signifient que 'on considére les matrices constantes
H comprises entre la moyenne harmonique et arithmétique de K. De plus M (h,a,w),
muni de la norme |||.|||, est un ensemble convexe fermé borné.

On introduit également la norme

llly = ([ Kwadas) vae (22w)"

Soit I' une partie de la frontiere de dw on définit I'espace :

1
2

Hgo(I') = {¢ € L*(T"); 3v e H' (w) avec vjgnr =0, vr = ¢} ,

1 * 1
Enfin, on notera par (H&O(F )) le dual topologique de Hg ().

5.3 Rappels

Dans ce paragraphe on rappelle quelques méthodes classiques de mise a 1’échelle basées
sur des critéres de conservation d’énergie, de flux et de vitesse entre les échelles fines et
grossiéres. Certaines de ces méthodes seront utilisées dans la suite de ce travail. Soit K

un tenseur de perméabilité appartenant & M (A1, A2, w).
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5.3.1 Minimisation de P’erreur du flux

Gallouét et Guérillot [34] [35] proposent la méthode de mise & I’échelle suivante. Ils

considérent un voisinage V, incluant le domaine w, sur lequel on résoud le probléme local:

- K(x R
Qs =— (=) (VpA—pg> dans V
div [QX] = dans V (5:2)
Py = AR sur AV

ol X est un paramétre de IRY. Le fluide est caractérisé par la viscosité u et la densité p.
Comme le probléme (5.2) est linéaire, on résoud d problémes locaux en faisant varier la
valeur du parameétre .

Soit le tenseur constant sur w, noté K*, on considére alors le probléme :

. K* B
Q:=- (vp§ — pg) dans V
div [Q}] = dans V (5-3)
Py = AR sur OV

Gallouét et Guérillot définissent alors la fonctionnelle :
o o 2
J(K*) = / ( /8 [(ax-63) 4] dzc) (5.4)
. d
ouS:{)\GRd/ ZA§:1}. (5.5)
i—1

La méthode proposée consiste & minimiser le carré de la différence entre le débit du milieu
hétérogene et le débit du milieu homogéne sur la frontiére de w, pour toutes les directions
possibles X

Si 'on restreint le voisinage V' a un domaine w rectangulaire en 2D, ou cubique en 3D,
et si X = &, 1 < i <d, ou & est le i¥™ vecteur de la base canonique, les solutions des
problemes locaux (5.3) sont connues et p; = x;, 1 <1 < d. Les coefficients du tenseur

équivalent s’écrivent alors sous la forme explicite suivante :

* 2
K} = — nldo (5.6)

m /8w (Qéj)z
Ow

ou (Qéj)i est la i™¢ composante du vecteur vitesse Qéj solution du probléme local (5.2)
et n; est la ™ composante du vecteur normal i au domaine w.

Cette méthode est également applicable autour des puits ol la condition aux limites
linéaire dans (5.2) et (5.3) est remplacée par P(r) = In(r), r représentant le rayon. De
plus cette méthode peut étre mise en oeuvre sur des maillages déstructurés. Cependant
le tenseur équivalent obtenu est en général non symétrique, méme sur des géométries

réguliéres, ce qui entraine des difficultés d’utilisation de la méthode.
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5.3.2 Egalité des flux pour des conditions aux limites péri-

odiques

On reprend les notations de la méthode d’homogénéisation avec des conditions aux bords
confinées (c.f. figure 1.7 du chapitre 1) ou 'on suppose de plus que le domaine est un
carré en 2D ou un cube en 3D. On note T'}) et T} les deux faces opposées perpendiculaires
a laxe z;,1 < ¢ < d. En d’autres termes, 'y [resp. I'}] est la frontiere du domaine
w, appartenant au plan d’équation z; = a; [resp. z; = b;] . Cette méthode proposée par
Durlofsky [28] [29] consiste & calculer I’écoulement d’un fluide incompressible décrit par

la loi de Darcy auquel on applique les conditions aux limites ci-apres :

Qz’ = —K(z)Vp; dans w
div [Qz] =0 dans w
KVpuil| , = -KVpui| ; 1<j<d

ou ¢;; désigne le symbole de Kronecker et G est un vecteur donné de IR,

Soit K*, un tenseur constant sur w, on considére alors les problémes :
) )

Q;‘ = —-K*Vp; dans w
div [Qﬂ =0 dans w
pilp =pilpy —Gidy;  1<j<d  lsisd (58)
K*Vp;‘.ﬁ|rj = —K*Vp;‘.ﬁ|rj 1<j<d

Pour ces conditions aux limites, les pressions p;, 1 < ¢ < d, s’écrivent de la maniére

suivante :

(i — a;)
Ii

ot L' =b; —a;, 1 <i<d, et C est une constante.

pi=C—-G (5.9)

Les composantes du tenseur équivalent sont alors déterminées par conservation des flux :

Qiiido=| Quidc 1<i,j<d (5.10)
ri ri
soit encore .

Cette méthode nécessite que le domaine w soit un carré ou un cube, toutefois le tenseur
équivalent obtenu est toujours symétrique défini positif. Dans le chapitre 6 on montre
comment la méthode diie & Durlofsky est reliée a la méthode de minimisation de I’erreur

du flux.
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5.3.3 Approche des moindres carrés pondérés

Contrairement aux méthodes numériques précédentes cette approche ne nécessite pas la
résolution de problémes locaux sur le domaine w. La méthode se place sur le gisement €2

tout entier. Pour cela on introduit la partition 7" de l'ouvert €2 en N ouverts (w;);«;«y

Wi (5.12)

-

ﬁ:

i=1

et une fonction f € L*(Q) telle que / f dz = 0. Nielsen et Tveito [63] considerent le
Q

probléme suivant :

—

Q=—-K(x)Vp dans Q
div|Q| = f  dans Q (5.13)
KVpn=0  sur o

Soit Ay, ensemble définie par :
Agm = {A € M(A1, X2,9Q) tel que A est constant sur w;, 1 <i < N} (5.14)

Pour K* € Ag,, on introduit le probléme :
Q" = —K*(z)Vp* dans Q
div [Q*} =f dans () (5.15)
K*Vp*n=0 sur 0S)
Les auteurs proposent de minimiser la fonctionnelle suivante :

(5.16)

pour tout tenseur K* € Ag,.
Afin d’éviter le caleul du vecteur vitesse Q solution du probléme (5.13) ils minimisent
I'écart des vitesses pour la norme ||.||,—1, élevée au carré. Aprés simplifications la

fonctionnelle & minimiser s’écrit :
I(K*) = / K1(2)Q*.Q" do (5.17)
Q

De plus un procédé de régularisation est utilisé en rajoutant le terme |[K* — K|, & la
fonctionnelle (5.17). Finalement la méthode revient a minimiser pour tout K* € Ay, la

fonctionnelle :
J(K*) = /QK—l(x)Q*.Q'* do +a | K* = K2, (5.18)

oll &« > 0 est un petit parameétre a déterminer.

Cette méthode s’affranchit des problémes locaux et est applicable sur des maillages
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déstructurés. Toutefois la perméabilité équivalente obtenue par cette méthode, qui ne
résoud pas le probléme (5.13), n’est valable que pour des conditions aux limites de Neu-
mann homogeénes. Dans ce chapitre on développe une approche semblable restreint a une

maille dynamique w avec la moyenne des vecteurs vitesse de filtration.

5.3.4 Critére de I’énergie en milieu stochastique

Indelman et Dagan [47], [48] et [49] proposent une approche sur le gisement 2 tout en-
tier. Ils considérent un milieu stochastique hétérogéne €2, soumis a des conditions aux
limites particuliéres. Une des conditions nécessaires pour calculer le tenseur équivalent
est que I'énergie dissipée dans le milieu stochastique hétérogene soit égale a ’énergie du
milieu homogeéne. Le point de départ est I’écoulement d’un fluide monophasique décrit
par la loi de Darcy dans le gisement {2 soumis & des conditions aux limites confinées. La
distribution de perméabilité K est considérée comme une fonction aléatoire stationnaire
et les solutions Q et P du systéme de Darcy sont les réponses de référence. L’atten-
tion est surtout portée aux réponses globales du systéme, généralement exprimées en

termes de débit total (moyenne et variance). La discrétisation spatiale est définie par la
N

partition = U w; qui permet de traiter le probleme numériquement. On note K la
i=1
restriction sur le domaine w; du tenseur équivalent. Le critére d’évaluation de la qualité

de I'approximation K (aprés certaines considérations, qui privilégient un accord quant
a la réponse globale du systéme) est précisé en termes énergétiques. Pour chaque maille
w;, on explicite la dissipation d’énergie de la solution numérique et de la solution de
référence; leurs deux premiers moments statistiques doivent étre égaux. Les conditions
pour satisfaire ces critéres sont discutées dans Indelman [46].

Dans cette méthode le cadre stochastique est trés important car il est associé a cer-
taines considérations géométriques qui suppose que w; est trés grand devant la taille des

hétérogénéités locales.

5.4 Idées de base

Certains outils de la théorie du contréle optimal, qui comprend de vastes champs d’ap-
plication développés par exemple dans Lions [55], [56] et Pironneau [68] seront utilisés
dans la suite de ce travail . Dans un premier temps on expose dans le cadre le plus
simple possible notre méthode de mise a I’échelle permettant de prendre en compte des

conditions aux limites de type Dirichlet quelconques. On considére d’une part le systéme
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(5.1), auquel on adjoint une condition aux limites g € H?z (dw) .

{ —div[K(z)VP] = 0 dans w (5.19)
P =g sur Ow
On introduit alors I'énergie du systeéme (5.19) définie par :
1
B, (K) = 3 / K(x)VP.VP de (5.20)

D’autre part, on considére pour une matrice constante H € M(h,a,w), un systéme
analogue a (5.1), auquel on adjoint la méme condition aux limites g € Hz (dw) du
probléme (5.19)

—div[H VU] = 0 dans w (5.21)
U =g sur Ow
On définit alors ’énergie du systéme (5.21) :
1
B, (H) =5 /w HYUNU dz (5.22)

La méthode consiste alors & trouver une matrice H € M (h,a,w) qui minimise I’écart
entre 1'énergie E, (H) et I'énergie E, (K). Plus précisément, on cherche a résoudre le
probléme de minimisation suivant :
inf [E, (H) - E, (K)]*. 5.23
ot [, (H) = E, () (5.23)
La matrice H, solution du probléme (5.23), sera alors notée K* et représentera le tenseur
équivalent a K sur le domaine w.
Une autre approche basée sur la vitesse de filtration sera également développée. Le

principe général en est le suivant : Pour le probléme (5.19) on construit a partir de la

vitesse de filtration le vecteur suivant :

. 1

V, (K) /w K(z)VP dz (5.24)

|l

et on associe au probléme (5.21) la quantité

v, (H) = — / HVU dx (5.25)

jwl Jo

On obtient de cette maniére la moyenne des vitesses de filtration a 1’échelle locale et
globale. Le principe est de comparer des grandeurs, ici les vitesses de filtration, en les

ramenant a la méme échelle. Le plus simple est alors de se ramener a 1’échelle grossiere
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c’est pouquoi on cherche a minimiser I’écart entre les vecteurs a 1’échelle microscopique
et macroscopique en résolvant le probléme :

inf
HeM (h,a,w)

(5.26)

ou |.| désigne la norme Euclidienne sur R%.

Le minimum du probléme (5.26) qui sera noté K* représentera un tenseur équivalent a
K, au sens des vitesses, définie sur le domaine w.

Dans les chapitres qui suivent on démontre que les problémes (5.23) et (5.26) admet-
tent une solution, mais qui est généralement non unique. Bien que l'unicité du tenseur
équivalent ne soit pas importante on introduit un nombre fini de conditions aux limites
distinctes que 'on applique aux problémes (5.19) et (5.21) afin de réduire 1’ensemble
des solutions aux problémes de minimisation. La méthode consiste alors & minimiser
la somme des écarts des énergies correspondant aux différentes conditions aux bords.
Pour ce qui est des vitesses on minimise la somme des écarts des vitesses moyennes sur
le domaine w. C’est la méthode avec les deux aspects énergies et vitesses qui va étre
développée maintenant.

5.5 Cadre général

Afin de pouvoir décrire la méthode de maniére générale, on introduit les notations ci-
aprés. On considére une maille quelconque w C IR% du maillage dynamique et un nombre
entier m > 0. On note alors par D un élément de l'espace (H %(&u))m, dont la i®me

composante sera notée g;, 1 <1< m:
D e (H3(0w))" (5.27)

Dans les méthodes classiques m = d, ou d est la dimension en espace. Dans la suite, on
se place dans un cadre plus général ol 'on peut dissocier le nombre de conditions aux
limites et la dimension de ’espace de travail.

Soient dw = T, UT%, 1 < i < m, ou I'}, [resp. I'y] est une partie de la frontiere

soumise a une condition aux limites de Dirichlet [resp. Neumann]. On notera M un élé-

ment de 'espace produit <H0§70(F}3) X <H0§0(F}V)> ) X ... X <H0§70(FiD) X (Hgo(Fﬁ\,)> ) X

o X <H&0(F}}}) X <H§0(FTN”)> ) La i composante de 1'élément M appartenant a
1 1 \*

Hgo(I'p) x (HOQO(F},)> sera noté (giD,gzN) :

Me f:njl (Héo(riD) x <H§0(F§V))*) (5.28)
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Les éléments D et M définissent ainsi un nombre fini de conditions aux limites. Pour
un tenseur K appartenant a I’ensemble M (A1, Ao, w), on introduit un tenseur constant
H € M(h,a,w) et un ensemble de fonctions (f;),.,.,, € L* (w). Bien que le cas général
puisse étre traité, on suppose, afin de simplifier les calculs, que les fonctions (f;), <i<m

sont indépendantes des tenseurs K et H .

5.5.1 Conditions aux limites de Dirichlet

On décrit maintenant les différents problémes locaux ainsi que les diverses quantités qui
seront utilisées pour définir les méthodes étudiées.

Soient les m problémes définis par :

{ —div [K(z)VPE] = f;, dansw L<i<m. (5.29)
P, = g surdw
On considére alors les quantités suivantes :
1 .
EP (K) = §LK(x)vR.VPj dz — /wfl-dex 1<i,j<m (5.30)
) 1
VP (K) = W/K(z)VPi dr  1<i<m. (5.31)
Wl Jw

Lorsque 7 = j la quantité £} (K) n’est autre que I'énergie dissipée du systéme (5.29) et
le vecteur \72D (K) représente la vitesse de filtration moyenne dans le domaine w.

D’autre part, on considére les m problémes suivants :

{ —div[H VU] = f; dansw L<i<m (5.32)
U = ¢ surdw
auxquels on associe B} (H) et VP (H) donnés par :
EP (H) = %/WH VU,.VU; dz — /w fiU;de  1<ij<m (5.33)
V?(H):ﬁ/wHVUi de  1<i<m. (5.34)

5.5.2 Conditions aux limites mélées

De la méme maniére que précédemment on définit maintenant, pour des conditions aux

limites mélées, les problemes locaux ainsi que les quantités qui vont intervenir dans la
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fonctionnelle & minimiser.

Pour des conditions aux limites mélées on introduit les m problémes :

—div [K(x)VW;] = fi dansw
W; = gP surT% 1 <i<m. (5.35)
KVW,; 1 = gV surTy

On définie alors :

| 1
EY(K) =5 [ K@) VW SW, do— [ g¥W,do— [ fWyde  1<ij<m (5.30
w 'y w

B} 1
VM (K) = /K(x)VWi de  1<i<m. (5.37)

|l

Lorsque i = j E (K) représente I'énergie dissipée du systéme (5.35) et VM (K) est la
vitesse de filtration moyenne dans le domaine w.

Par ailleurs, on considére les m problémes définis par :

—div[HVZ;] = fi dansw
Z; = gP surT% 1<i<m (5.38)
HVZa = gV surTy

ainsi que les quantités B (H) et VM (H)

j

, 1
EM (H) = 5/ HYZ,.VZ, dx—/v 9Nz, da—/fl-Zj de  1<ij<m (5.39)
w Fﬁ\, w

1

|l

VM (H) / HVZ de 1<i<m. (5.40)

Lorsque l'on calcule des tenseurs de perméabilités absolues équivalents, 1'objectif est
de perturber le moins possible I’écoulement du fluide pour des conditions aux limites
données. Plusieurs critéres peuvent étre utilisés pour déterminer le tenseur équivalent.

Dans ce chapitre on s’intéresse principalement a 1’énergie et a la vitesse de filtration.

5.6 Minimisation d’une fonctionnelle énergétique

Suivant les conditions aux limites appliquées aux problémes locaux on définit les prob-
lémes de minimisation qui serviront a calculer le tenseur équivalent. Dans le but de
manipuler des grandeurs physiques on définit les fonctionnelles ”énergétiques”, notées Ip

et Ipq, par:

Ip(H) =3 (L (1)~ ER ()] (5.41)

ij=1
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Iu(H) =% [EY () — BY (1)) (5.42)

ij=1

On considére alors les problémes d’optimisation :

HE]VIII(IE,a,w) ID (H) (543)
HG]\JII(li{‘,a,w) IM (H) ’ (544)

A partir des problémes (5.43) et (5.44) on définit ci-dessous le tenseur équivalent associé.

Définition 5.6.1 Pour des conditions aux limites de Dirichlet on dira qu’un tenseur

K* € M(h,a,w) est équivalent & K sur w au sens de l'énergie si K* est solution du
probléeme (5.43) i.e.
Ip(K*)= inf Ip(H). (5.45)

HeM(h,a,w)

Définition 5.6.2 Pour des conditions aux limites mélées on dira qu’un tenseur K* €
M (h,a,w) est équivalent o K sur w au sens de l’énergie si K* est solution du probléme
(5.44) i.e.

Im(K*)= inf Iy (H). (5.46)

HeM (h,a,w)

Remarque 5.6.3 Le choiz des contraintes h et a de l’espace M (h,a,w) vient naturelle-
ment du fait que le tenseur équivalent que l’on cherche & calculer est toujours compris

entre les moyennes harmonique et arithmétique (c.f. (1.5) du chapitre 1).

5.7 Minimisation d’une fonctionnelle basée sur la vitesse

Une autre approche consiste a utiliser la moyenne des vitesses de filtration locales et
globales qui ont une signification physique bien précise pour l'ingénieur gisement.

On définit alors les fonctionnelles, notées Jp et Jyy, de la fagon suivante :

(5.47)

(5.48)
et on introduit les problémes d’optimisation :

inf Jp (H) (5.49)

HeM(h,a,w)

inf  Ju (H). (5.50)

HeM (h,a,w)

Suivant les conditions aux limites, le tenseur équivalent est alors défini comme suit :
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Définition 5.7.1 Pour des conditions aux limites de Dirichlet on dira qu’un tenseur
K* € M(h,a,w) est équivalent o K sur w au sens des vitesses si K* est solution du
probléme (5.49) i.e.
Jp (K*)= inf Jp(H). 5.51
p(K7) =, jnf  Jo(H) (5:51)
Définition 5.7.2 Pour des conditions aux limites mélées on dira qu’un tenseur K* €
M (h,a,w) est équivalent o K sur w au sens des vitesses si K* est solution du probléme
(5.50) i.e.
I (K*) = inf  Jy(H). 5.52
(K7 = il Ty (H) (5.52)
Apres avoir introduit des problémes de minimisation faisant intervenir des fonction-
nelles basées sur I'énergie et la vitesse, il semble naturel d’introduire une autre grandeur
physique qui est le flux. En suivant les mémes étapes décrites précédemment on définit
un probléme d’optimisation faisant intervenir une fonctionnnelle basée sur le flux. Cette
approche ne sera pas traitée dans cette thése, bien qu’elle ne souléve aucune difficulté
supplémentaire par rapport aux méthodes basées sur I’énergie ou la vitesse. Dans le
chapitre 6 on montre toutefois certaines relations entre la méthode de mise a 1’échelle
qui consiste & minimiser I'erreur du flux et la méthode des flux pour des conditions aux

limites périodiques.

5.8 Exemples 1D

Pour illustrer les deux approches, on applique les différentes méthodes sur un cas monodi-
mensionnel. Soient w = ]a, b un ouvert borné quelconque de IR et K un tenseur de

perméabilité appartenant a M (A, A2, w).

5.8.1 Fonctionnelle énergétique

Dans un premier temps, on examine le cas de la fonctionnelle énergétique et du probléme
(5.45) correspondant a la définition 5.6.1. Dans le cadre monodimensionnel, les problémes
(5.29) et (5.32) s’écrivent uniquement pour i = 1, que 'on omet pour alléger les écritures.
Soient o et oy deux nombres réels distincts, si on suppose que le second membre f; est

nul, le probléme (5.29) devient :

_dii: (K(x)i—i) =0 dans |a,b]
Py o (5.53)
P(b) = (7
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avec P la solution P;.

Du probléeme (5.53) on obtient que

dP

K =C 5.54
()5 (5:54)

ou C' est une constante.
En multipliant par — de chaque coté de I'égalité (5.54), puis en intégrant sur I'ouvert

|a, b] on obtient
b dP dP

Kx)——dz=C — } 5.55
| K@) T="de = C (a1 — o) (5.55)

D’autre part, en divisant I'égalité (5.54) par K > 0, car K € M (A1, A2, w), puis en

intégrant sur 'ouvert ]a, b[ on obtient
b
(a1 — ag) = C / K \(z) do (5.56)

d’ou C = Z)(Oq;&o). Il est alors possible de calculer 1'énergie EX (K) en reportant
K-Yz) dx

la valeur de C' dans (5.55) :
1 dP dP —ap)? [ b -
EP(K) == / k()P4 4, L= ao)f ( K-(z) dzc) (5.57)

On consideére alors le probléme (5.32) pour H € M(h,a,w). En 1D, ce probléme s’écrit

sous la forme suivante :

_a (HdU> — 0 dans Ja,b|

dz dz 5 58
Ula) = o (5.58)
U(b) = (1
L’¢énergie EL (H) est alors égale a :
1 dUdU (a1 —ag)’H
BR(H) =5 [ B2 do = 200 5.59
n(f) 2Jo  dzx dx 2(b—a) (5.59)
La fonctionnelle Ip (.) considérée est donnée par :
2
Ip (H) = |E (H) - B (K)] . (5.60)
On cherche donc la solution au probléme (5.43) qui s’écrit :
min Ip (H). (5.61)

HeM (h,a,w)
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La fonction Ip (.) étant continue et strictement convexe sur M (h, a,w), le probléme (5.61)
admet une solution unique. En dérivant directement la fonctionnelle Ip (.) par rapport

a H, on obtient :

dlp (H) _ ((ozl — )’ H ~( —2040)2 (/ab K~Y(z) d:p) 1) M (5.62)

dH 2(b—a) (b—a)

1°" cas : a; = agp et a # b alors pour tout H € M(h,a,w), Ip (H) = 0 et donc tout
tenseur de M (h,a,w) est solution du probléeme (5.61).

2°€ cas 1 oy # g et a # b, d’oll on a la caractérisation suivante :

dIp (H) 1 -
—0e=H=|—— / K V() dz| . 5.63
dH = ((b—a) K@) de (5.63)
1 b -
De plus (ﬁ/ K=Y(z) da;) € M(h,a,w), par conséquent
—a a

K= ( 5 i 3 / 'K (a) da;) h (5.64)

est bien I'unique solution du probléme (5.61). De plus le tenseur équivalent définit par
(5.64) annule la fonction cout Ip (.).
On retrouve ainsi un résultat bien connu : la moyenne harmonique de K est le tenseur

équivalent a K sur 'ouvert |a, b|.

5.8.2 Fonctionnelle basée sur la vitesse

On applique maintenant la définition 5.7.1 faisant intervenir la fonctionnelle basée sur la

vitesse. Au probléme (5.53) on associe la moyenne du vecteur vitesse :

VD (K) = — /ab K(x)%dm. (5.65)

En utilisant (5.54) et (5.56) on obtient

VP (K) = (a1 — ag) ( / " K (a) dzc) o (5.66)

Par ailleurs au probléme (5.58) est associ¢ VP (H) définie par :

VP (H) = 5 i 3 LbHC;—Z dz = %H. (5.67)

La fonctionnelle Jp (.) est donnée par :

Jp (H) = (VP (H) - VP (K))" (5.68)



Suivant la définition 5.7.1, on cherche la solution au probléme :

He]%l(lhr,la,w) Jp (H) (5.69)
Le probléme (5.69) admet une solution unique car la fonction Jp (H) est continue et

strictement convexe sur M (h,a,w). On a :

d.Jp (H) H b Y (a1 — a)
g =2 ((Oq — ayp) {m - (/a K () dflf) ]) h—a) (5.70)

1°" cas : oy = o et a # b donc pour tout H € M(h,a,w), Jp (H) = 0 ce qui implique
que n’importe quel tenseur de M (h,a,w) est solution du probléme (5.69).

2° cas : aq # ag et a £ b, on obtient la caractérisation :
)

%:0@H=<(bia)/&bf(l(x) da;) . (5.71)
En outre ((b —) /Z K 1(z) dx>_ € M(h,a,w), donc

K= <(b i 3 /ab K(x) da;) : (5.72)

est 1'unique solution au probléme (5.69) et Jp (K*) = 0.

On retrouve bien la moyenne harmonique de K sur |a, b| .

5.9 Etude de la fonctionnelle énergétique

Dans le cas multidimensionnel on ne peut effectuer les calculs de maniére explicite pour
trouver un minimum aux problémes d’optimisation servant a définir le tenseur équivalent.
Ceci provient du fait que la solution U; [resp. Z;], 1 < i < m, du probléme (5.32)
[resp. (5.38)] est en général une fonction non linéaire du tenseur H € M (h,a,w). Par
conséquent, on résout numériquement les problémes de minimisation afin de déterminer le
tenseur équivalent K*. Toutefois, et c’est 'objet du paragraphe qui suit, il est nécessaire
d’avoir des informations sur la continuité et la différentiabilité des fonctionnelles Ip et
Ir. La continuité sera un élément essentiel (bien que la semi-continuité inférieure soit
suffisante) pour s’assurer de l’existence d’'un minimum au probléme de minimisation.

Quand a la différentiabilité elle sera utilisée pour les calculs numériques.
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5.9.1 Continuité

Conditions aux limites de Dirichlet
Proposition 5.9.1 La fonctionnelle Ip définie par (5.41) est continue sur

(M(h, a,w), [[|-]]])-

Avant de démontrer la proposition 5.9.1 on a besoin d’un résultat connu pour I’énergie

[51], que T'on étend ici.

Proposition 5.9.2 Soient f; € L*(w) et g; € H2(dw), 1 < i < m. On suppose que

el
H. — Hy, alors

H (@)

7) p; — p?  faible 1<i<m
(22w))"

1) H.Vp; —= HyVp)  faible 1<i<m

iii) lim | H.(2)Vp5. VP dx:/wHO(x)Vp?.Vp? de 1<ij<m

ot p; est la solution de

(PBE) { —div [Hs(f)vpz] = fz dans w 1 S ; S . (573)
i = gi sur Ow
et
p? est la solution de
—div [H, =1 d 5.74
iv [Ho(z)Vp]] = fi dans w L <i<m ( )

(PBy) {

P =g sur Ow

Démonstration :

Le point i) est la conséquence directe de la définition 1.5.1 de la G-convergence et le
point ii) est une conséquence de la proposition 1.5.3. Ce sont des résultats classiques de
la théorie de la G-convergence. Cette méme théorie nous donne aussi la convergence des
énergies :

lim [ H.(z)Vp:.Vpe d:c:/ Ho(z)Vpd.Vpldz 1<i<m

e—0 J

qui correspond donc au point iii) pour ¢ = j. Il reste & démontrer le cas i # j.

Une formulation variationnelle du probléme (5.73) est donnée par :

p; € H'(w)
/ H.(z)Vp;. Vv dx = / fivdz Y ove H(w) 1<i<m. (5.75)
p; = i sur Ow
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Pour tout 1 < j < m, on considére une fonction w; € H* (w) telle que w; = g; sur dw.

En prenant comme fonction test v§ = p — w; dans (5.75) on a :
/Hs(x)fo.Vp‘; dx:/HE(x)fo.ij d:c+/ fip—wy) de 1<i,j<m. (5.76)
Or d’apres i) et ii) on obtient que

lir% H_(x)Vp; Vp; dv = / Hoy(2)Vp.Vw; dr + / fi(p? —w;)dx 1<i,5<m

Par ailleurs une formulation variationnelle de (5.74) est donnée par :
P} € H'(w)
/ Hy(z)Vp?.Vo dz = / fivdr Vove Hi(w) 1<i<m. (5.78)
P} = gi sur Ow

En prenant v = pf — w; dans (5.78) on obtient :

/Ho(x)vp?.vpg dx:/Ho(x)Vp?.ij dx—l—/ L0 —w;) dz  1<ij<m. (5.79)
Par conséquent en utilisant (5.77) et (5.79) on obtient :

liII(lJ H (x)Vp;.Vp; drv = / Ho(z)Vp).Vp) de  1<ij<m O. (5.80)

On démontre maintenant la proposition 5.9.1

Démonstration :

Soient (H.).., une suite de matrice appartenant a M(h,a,w) et Hy € M(h,a,w). On
suppose que H. converge vers Hy pour la norme |||.|||.
D’aprés la proposition 1.5.4, on a que H. — Hj. Ainsi en utilisant la propriété iii) de

la proposition 5.9.2 on obtient que :

e—0

lim / H.Vp;.Vp du = / HyVp).Vpdde  1<ij<m (5.81)

ou pi [resp. pY] est la solution de (5.73) [resp. (5.74)].
D’ou en utilisant i) de la proposition 5.9.2, (?77) et (5.81) on a

1 1
lin% 3 H.Vp; Vpidx — / fipjdr = 5/ HOVp?.Vp?dx — / fip?dx 1<4,7<m
ie.
lim EJ(H.)=EL(Hy) 1<i,j<m. (5.83)
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ce qui implique que

m m

. 2 2
limg | 3 (B (H) = B ()| = 3 (B (Ho) — B (K)) (5.84)
i,j= %)=
c’est a dire
lim Ip (H.) = Ip (Ho) . (5.85)

Donc, la fonctionnelle Ip est continue 0.

Conditions aux limites mélées

On démontre maintenant la continuité de la fonctionnelle énergétique I, pour des con-

ditions aux limites mélées.

Proposition 5.9.3 La fonctionnelle 1y, définie par (5.42) est continue sur
(M (R, a,w), [|[]1])-

Avant de démontrer la proposition 5.9.3 on a également besoin d’un résultat connu

relatif a la G-convergence et que 1’on rappelle ici.

FR 1 \*
Proposition 5.9.4 Soient f; € L*(w) et (gZ-D,gZN) € Hg(I'y) x <H§0(F§V)> 1 <i<m.

G
On suppose que H. — Hy, alors

. H'w) | : .
i) w —— w; faible 1<i<m
(22))"
i) HVw: — HyVul  faible 1<i<m (5.86)
iii) lim [ H.(2)Ves.Vos dr = /w Ho(z)Vul.Vu dz 1<i,j<m
ot w; est la solution de
—div [H.(x)Vw] = f; dans w (5.87)
(PB.) wi = gP sur T, 1<i<m '
H.Vw;d =gV sur T
et
wy est la solution de
—div [Hy(z)Vw?] = f; dans w (5.88)
(PBy) w) = gP sur T, 1<i<m. '
HoVuw).id = gV sur T%;
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Démonstration :

La démonstration repose sur le fait que la G-convergence est indépendante des condi-
tions aux limites d’apres la proposition 1.5.5. En suivant le méme cheminement que la

démonstration de la proposition 5.9.2 on obtient alors le résultat souhaité 0.

Démonstration de la proposition 5.9.3 :

La démonstration est identique a celle de la proposition 5.9.1 en utilisant les résultats de

la proposition 5.9.4 0.

5.9.2 Existence d’un minimum

La continuité des fonctionnelles Ip et I, permet d’apporter une premiére propriété
concernant I’existence d’une solution aux problémes de minimisation. Plus précisément,

on a le résultat qui suit.

Proposition 5.9.5 Le probléme de minimisation (5.43) [resp. (5.44)] admet au moins

Démonstration :

La fonctionnelle Ip [resp. In] est continue sur le fermé borné M(h,a,w) d’aprés la
proposition 5.9.1 [resp. 5.9.3]. Donc elle admet au moins un minimum sur M (h, a,w)
.

5.9.3 Différentiabilité

On étudie maintenant la différentiabilité par rapport au tenseur H des différentes fonc-
tionnelles introduites auparavant. Avoir une forme explicite de la différentielle est une
propriété importante, notamment d’un point de vue numérique, car ’on dispose alors
d’algorithmes performants pour calculer le minimum. En particuliersi f; =0,1 <7 <m
le calcul des gradients se simplifie énormément ce qui permet d’avoir des temps de calcul
rapides. On examine en premier lieu le cas général de la fonctionnelle Ip faisant intervenir

des conditions aux limites de Dirichlet.

Conditions aux limites de Dirichlet
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Proposition 5.9.6 La fonctionnelle Ip définie par (5.41) est différentiable et pour tout
1<a,f<d,ona:

U, 9, oU; 0,

—dr+ | — dx—
dlp (H) ~ [oD D w Oz, 0z w Ozy Oz .
e ]Zl [ED(H) — BR(K)] * o ov, sia=0
w 8$a 8([‘ﬂ
ou; oU;  0U; U,
/ + dr +
w \O0xo 0rg Oz 02,
OlIp (H) Ui ou,; 0v; oU; 0¥, .
= EP(H) — EP(K / J I dx —
OH.5 ]Zzl[ GRS HISIE 01, 02y | 02y 01 ) sozf
ovu; 0¥; 90U, 0V,
/ + dx
w\O0xy Oxg  Oxg Oz,

(5.89)
ou U; est la solution du probléeme (5.32) et W; est la solution du probléme ”adjoint” défini
par :

U, € H}
Wi € Ho (w) 1<i<m, (5.90)
—div[H V¥, = f; dans w
Avant de démontrer la proposition 5.9.6 on introduit les opérateurs (goj)K o définis
SIS

ci-aprés. Ces derniers permettent d’écrire les différentes fonctionnelles étudiées comme
des composées d’opérateurs élémentaires facile & manipuler.

Pour tout tenseur H € M (h, a,w) on définit les opérateurs (¢});;p, €t (#h);<;<p, PAr

H—" v, (5.91)
@5
H—" .y, (5.92)

ot U; est la solution du probléme (5.32).
Pour tout (@,ﬁ) € (L2 (w))" x (L? (w))” on définit ¢y et ¢, par :

(.1) — Hpi (5.93)
P Hy (5.94)

On suppose en outre que chaque composante des vecteurs J) et 7} est différentiable. La

définition des opérateurs ¢y et (p§),<;<,, pour tout v € L* (w) est donnée par :

v 20 wde (5.95)

w
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v —2, / fiv do (5.96)

ot f; est I'un des éléments de I'ensemble (fi),,,, utilisées dans les problemes (5.29) et

(5.32). Enfin, on introduit Popérateur ¢3° définie par :

_ovy;

B 17 =
Pr (U’L?UJ) 8,Ta 8%5

1<a,pf<d (5.97)

ott (Us);<;<,, €st la solution du probléme (5.32).

La démonstration de la proposition 5.9.6 nécessite plusieurs résultats intermédiaires don-
nés ci-apres. Une propriété importante est de connaitre la dépendance par rapport & H
de la solution U; [resp. Z;] du probléme (5.32) [resp. (5.38)]. La réponse est donnée par
la proposition qui suit die a Chavent [21].

Proposition 5.9.7 Soit une matrice H € M (A, Ay, w) et f € L* (w). On considére le

probléme :

—div[H(x)VU] = f  dansw (5.98)

auquel on adjoint des conditions aux limites qui peuvent étre du type Dirichlet, Neumann
ou mélées.
Alors la solution U du probléme (5.98) qui est une fonction non linéaire en H est de

classe C* par rapport o H.

La proposition ci-dessous étudie la différentiabilité des opérateurs (goj) L<icn introduits
SIS

précédemment.
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Proposition 5.9.8 Les opérateurs (goj)l sont différentiables et pour tout 1 < a, B <

<G<T
dona:
a@i (H) oU; .
9.y ¥ \ 9., ==
0H.s  OHap ==
Ops (Vi) [ 0w g0 v, 1, sia=0
OH,s aHaﬂ aHaﬁ U, n;+¥sm, sia#f
Iy (‘Z) _ " P N W; €, st a=[3 (5.99)
OH,s  OHap U,e;+¥s8, sia#f

Dep<(v) :/ v dx

Dyi(v) = / fiv dx 1<i<m

003 (U, U;)) 0 ( au; ) oU;  9U; ( U,
)

1<2,7<m.
(9Haﬂ (9Haﬂ 8$ﬂ 0z, 8%6 (9Haﬂ> =hj=m

Démonstration :

Les "applications” ¢5 et (90%)1§igm étant des "applications” linéaires ”continues” elles
sont différentiables et elles sont leurs propres différentielles.
D’apres la proposition 5.9.7 on a

OH,s  OH,p

V1<i<m. (5.100)

De plus comme 'application v —L Vv est linéaire et continue Vo € H* (w) on obtient :

Opi (H) _ 0(toys) (H) Oyl (H) oU; -
= =t = —_— 1 <i<m. .101
aHalg 8Haﬁ 8Ha5 v aHaﬁ b= (5 0 )

Chaque composante du couple (17;, ﬁ) étant différentiable, "I’application” ¢, est différen-
tiable par rapport a (Hqg), ., 5<q comme composée d’applications différentiables.
On a

8Q03 (1)_&7 ﬁ) 8 = 8 d
= 7 = <a,f<d .
Iy ol YT 3m, Z Hs®sm,| 1<af<d  (5102)

d’ou

Dy (@”’7) 0 v.n sia=/pf
AT E H N «llB . (5.103
aHaﬁ v,6=1 70 l@H ( 6 ’r”y)‘| + \Ila "7ﬁ + ‘Ilﬁ M. St « 7é ﬁ ( )
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En développant on obtient

Oips (TZ, "7) d oW, on ¥, n si =3
—_ = H +Us— | + @ p 5.104
aHalg %621 " [aHaﬁm éaHa5] v, N3 + \Ilﬁ M, Sl 7é I} ( )
ce qui implique
Oy (¥, 7 op . - 0Ff v, o=
Opa () [ od i+ |+ e =0 (5105)
(9Haﬂ (9Haﬁ 8Ha5 v, Ul + ‘I’ﬂ n, S« 7é I}
D’autre part on a
oo (¥) o . a8 (&
OH.s ~ OHug OH,z 5; ! L<<d
d’ou
Ops (¥) & v 0,38 o=
M:Z@wa 5) n _»Bea ] si g 1<a,f<d
O0Hup prt O0Hup L<r<d V,es+Pse, sia#f
(5.107)
c’est a dire

B, (1 s 3 o=
904_(‘#)_}15‘? +{ Vs €a sia=p 1<a,f<d (5.108)

OHos  OHag U, 85+ Ws8, siatf

La derniére relation de (5.99) est obtenue grace a 'application de la premiére relation de
(5.99). O.

Afin de manipuler la quantité de base qui compose la fonctionnelle Ip on introduit Lg
définie par :

LB (H) = [ER(H) - ER(K)]  1<ij<m (5.109)

ot EJJ(H) [resp. E}(K)] est donné par (5.33) [resp. (5.30)]. La fonctionnelle I, initiale

peut se réécrire sous la forme
d
Ip(H)= Y L (H). (5.110)
ij—1

D

On étudie alors la différentiabilité du terme générique L;j.
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Proposition 5.9.9 La fonctionnelle Lg est différentiable et pour tout 1 < i,5 < m et
1<a,f<dona:

OLD(H)

i, 2 |[ED(H) — ER(K)| +

1 U, U,
[E /wH (v (aHaﬂ> VU, + VU,V <8Ha5>> dz

_/ f; (an) (5.111)

1 [ 93U, 9,
2 w 0% 838

* 1/ (8U8U +8U6U
0ro 0xs Oz 0x,

x st a=[3

)dx st a# [

ot (Us)<i<p, €8t la solution du probléme (5.32).

Démonstration :

Pour tout 1 < 1,7 < m, le terme Efj’ (H) peut s’écrire comme la composé des opérateurs

<¢j>1§j§6:

ER(H) = 5[5 0 ¢4 (44 (H) .64 ()] — ¢} 0 6 () (5.112)

Or d’aprés la proposition 5.9.8 on sait que chaque opérateur ¢; est différentiable, donc

EJ(H) est différentiable comme composé d’opérateurs différentiables. On a :

OLE(H) OEL (H)
— Y7 —92|EP(H) - EP(K)| « —2L—2. 11
i, 2|ED(H) — ED(K)] * i, (5.113)
OED(H)
Le calcul de la différentielle revient donc a connaitre BT D’apres (5.112) on a :
b
OEE(H) 0 1 - ; , ;
1) _ - 7 Vi At Vi
5 = ot (3 [#s o (6 D) A ()] — o d ) (5.114)
soit encore
OEE(H) 1 9 , . o , ,
1) _ 7 Vi o 7 Vi
h, =39, 5005 (¢ (H) 01 (H))] T (dhowh(H)).  (5.115)

Grace aux résultats de la proposition 5.9.8 on a

O (i o (05 (H)
AL, (9060902(H))=Dso6< gHaﬁ >=D <8Ha5> / fi <8Ha5> z. (5.116)
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D’autre part on a

. 8 3 Z1 H ) { H
511 [es o (61 (). (D) :Dsos( e égif ( ))> (5.117)
o 0y (1 (), 6L (D)) 1 O (4 (), 1 (D)
Des ST - / ) T dz (5.118)
Or en utilisant la proposition 5.9.8 on a que
210 éHi;O (1) _ H[ag}éﬁ)w{ (H) + ¢} (H) 85};&?]+
(4 (H)), (1 (1), si o=
(4 () (f (), + (&4 (H))g (0] (), sia#p
(5.119)

Ce qui implique finalement

s (¢ (H) ¢l (H)) U, au,
D%( ST - /wH<V (aHaﬂ> VU, + VU,V (aHa6>>da;

oU; o —Ldx sia=/[3
w 0xq Oxg
+ / o, O, +8U8Uj o siats
0ro 0rg O 02,
(5.120)
En récapitulant (5.115) (5.116) (5.117) et (5.120) on obtient que
OE[(H oU.
= H = |d
aHaﬁ 2 / v <8Haﬂ> VUi + VOV <8Haﬁ>> ’
w 8Ha
' ovou, s (5.121)
2w 0, 0z e

+ 1/ <8U8U oU; oU,
- 4

0ty 0xg Oz axa> dv siazf

d’on le résultat annoncé en utilisant (5.113) a.

Le dernier résultat de la proposition 5.9.9 nous indique simplement que LD est dif-
férentiable. Toutefois la formule (5.111), qui décrit la différentielle, ne peut étre calculée
explicitement car elle dépend des variations de la solution U; par rapport a H, que ’on ne
connait pas. Afin d’obtenir une différentielle explicite, ce qui est I’'objet de la proposition
qui suit, on introduit un probléme adjoint qui permet de s’affranchir de la différentielle

de U; par rapport a H.

168



Proposition 5.9.10 La différentielle de la fonctionnelle Lg définie par (5.109) peut

encore s’écrire pour tout 1 <i,7 <metl<a,f<d:

oU; 0U; Uj g + oU; 0¥,
OLP(H) w 0T, Ox w 0Ty OT .
i = [BOUD) = ER(K)] | 7 ov; ’ sia=p
8xa 8305 v
w\0ry0xg Oz 0z,
8L£-(H) D D ou,; 0v; oU,; 0¥, .
G, = LEG(H) = B (K)] + J 5 oy T Ong0m,) | TP

O0xy Oxg  Oxg 0z, .

ot U; est la solution du probléme (5.32) et W, est la solution du probléme “adjoint” défini

par :

1<i<m. (5.123)

\Ifi € H& (w)
—div[H V¥, = f; dans w

Avant de démontrer la proposition 5.9.10 on établit deux résultats intermédiaires.

Proposition 5.9.11 Soit (U;),,,, la solution du probléme (5.32) alors

oU;
€ H, - - 5.124
aHaﬁ (w) 1<a,p<d. ( )

Pour démontrer la proposition 5.9.11, on a besoin de quelques estimations a priori

qui font 'objet du prochain lemme.

Lemme 5.9.12 Soient une suite de matrice H. € M (A1, Xo,w) et EJJ (H.) définies par:
EP (H. / H.(2)Vp;.Vp, dz — / fpide  1<ij<m (5.125)

ot la fonction (p5),<,q est la solution du probleme

—d = fid
{ wii@)Vp] = fodansw oy (5.126)
pi = g; sur Ow
awec  fi € L*(w) et g; € oz (Ow) 1<i<m. (5.127)
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Alors on a les estimations sutvantes

D
E; (He)

<C et ), <C  1<ij<m (5.128)

ot C est une constante indépendante de € et de la matrice H..

Démonstration :
Soit W; une fonction de H' (w) telle que v, (VVz) =g
On pose W7 = pf — W;. Le probléme (5.126) se réécrit sous la forme :

Wi € Hy (w)

{ —div [H.(x)V (Wi +W;)| = f;  damsw l<ism (5.129)

Une formulation variationnelle du probléme (5.129) est donnée par :

WF € Hj (w)

i 1<i< 5.130
/WHE(JJ)VO/VZ,E—{—W})VU d:c:/wfiv dr Vv € H} (w) <i<m ( )

En prenant v = W7 dans (5.130) on a :

/ H.(2)VWENWE dx = —/ H.(2)V W,.VWV? d+/ fWE da (5.131)

w

Or H. € M(\, \g,w), f; € L? (w) et W; € H' (w) d’on il existe une constante C indépen-
dante de ¢ et de H. telle que

MIWEL, < CIWEL, + C W g (5.132)
En utilisant I'inégalité de Poincarré on obtient:
MW, < CIWEL, (5.133)

ou la constante C est encore indépendante de ¢ et de H.. Donc

Wil <C. (5.134)
On obtient alors que
Wil <C. (5.135)
D’autre part
165l < 1N + [ (5.136)
et ceci pour toute fonction W; € H* (w) telle que 7, (W}) = g;. D’ou
125110 < IWE N + 11gill 2 o0 (5.137)
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Par conséquent grace a (5.135) on a :

Ce qui implique

D
Ez'j (H.)

<Cc O (5.139)

On démontre maintenant la proposition 5.9.11.

Démonstration :

Pour £ > 0, on introduit la matrice M* suivante :

£ pour{vza et {725 st a#f3
(M), = =7 (e 1 <v,n<d (5.140)
R E pour y=n=« st a=p3

0 sinon

On note la matrice H. = H+ M., M, étant définie de maniére a ce que H, € M (\y, Ay, w).

On introduit les problémes :

—div[H. VU] = £ d .
wlH: VU] = fodansw (5.141)
U: = g; sur dw

2

Or U; est la solution du probléme (5.32) ce qui permet en utilisant (5.141) d’avoir :

div[H. VU; — H VU;] =0 (5.142)
On obtient alors :
£ — U H — H
div {HE \Y <u>} = —div [( : > VUZ} (5.143)
€ €
Supposons que l'on soit dans le cas ou a # [ alors (5.143) se réécrit de la maniére
suivante: i i
0 ««v --- 0
e _ 7. 1 o :
div [HE v (u)] = —div |~ c VU, (5.144)
€ Sl oe e
I 0 -« --- 0 ]
d’ou :
0
Ui
Us — U; O )
/ H.V ( . > Vv dx = / VI 0 [Vudes YveH;w) (5.145)
w w aU;
Org
0
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€ _

i

En prenant v = on obtient aprés majorations :

Us — U, 1 oUN: (o \?
4 7 < i i .
Hv( - ) LS (/w (ax) + <8x5> dzc) (5.146)

s —U; ..
Par conséquent ——— demeure dans un borné fixe de H' (w). D’aprés la proposition

€
5.9.7 on sait que les fonctions (U;),.,.,, sont différentiables par rapport a H et donc

i

existe. Cela implique que

O0H 3
Ui —U; i) 09U,
: : - faibl 5.147
. 9. aible ( )
Comme lapplication trace v, définie de H! (w) dans H? (dw) est linéaire et continue on
obtient : .
Us — U\ H2(0w) oU;
— : faible. 5.148
’Yo< - ) Yo <8Haﬂ> aible ( )
Par linéarité on a :
1
Y0 (UF) — 70 (U;) H2@) oU; :
0 . 0 Yo 9. faible (5.149)
or v, (Ug) = g; et 7, (U;) = g;, donc :
oU; 1<i<m
— € Hj - 0. 5.150
1. 0(w) l<af<d (5.150)

On dispose alors maintenant de tout les éléments nécessaires a la démonstration de
la proposition 5.9.10.

Démonstration :

Une formulation variationnelle du probléme (5.32) est donnée par

Ui € Hl(w)
/ HVU;Nv dz = / fivdx VY ove Hj(w) 1<i<m. (5.151)
Ui = gi sur Ow
.. U; . . . .
En choisissant v = EYTA ce qui est un choix loisible d’aprés la proposition 5.9.11, on
obtient : ou o
HVU, ; d:/ I e 1<i,j< 5.152
/w v V(an) =) e, =hi=m (5.152)
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d’ou1 en utilisant la proposition 5.9.9 on obtient pour 1 < 1,7 < m :

OLD(H) D D
5Ta;3 = 2 {Ez'j(H) - Ez’j(K)} *
[ glv L\ VU, — VU,V ! dx
[2 /w ( (8Haﬂ> ! (8Ha6>> (5.153)
1 oU; 0U; ;. sia=p
4 2 Bxa 8305
1 oU; 8U oU; oU; .
_/ (8% T + o 8%) dr sia# 3

En dérivant (5.151) par rapport a (Hag), <, g<q OR 8

oU; Ov
_ sia=[3
/ HY oU; Vv dx = / ara (9335
OH,p _ oU; ov. dx + %ﬁ dr | sia#f
w 8xa 5xﬁ 8$ﬁ axa
(5.154)

pour tout v € H} (w) . Cette relation est acquise en prenant ¢} (H;) = v dans (5.117).

Une formulation variationnelle du probléme (5.123) est donnée par :

\Iji € H& (w)
/ HVUY, Vv dz :/ HVU;.Vvdzx Vv e H} (w)

En prenant v = dans (5.155) on a :

U;
D5

U, U, .
’ - <ij<m. .
/va\pzv(aHaﬁ) dz /wHVU v(aHaﬂ> de  1<ij<m.  (5.156)

En choisissant v = ¥; dans (5.154) il vient

oU; 09,

sta=[3

oU; w O Ozg
HV( > VU, dr = o | (5.157)
/w OH s _/ <8U 8\11 _|_8U 8\1&) dr sia4d

O0xy 0rg  Oxg Oz,
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pout tout 1 < 4,5 < m.
En utilisant (5.153) (5.156) et (5.157) on obtient

OLP(H
% = |ED(H) - ED(K)| *
af
oU; oU; oU,; 0¥, oU; 8\113 .
l v Ozq axﬁd w010 0z5 w0z, Oz d""] sia=p
w \O0xo 0xg Oz 02,
ou,; 0¥, 0U; 0¥, )
/w 0z, 0xg  OxgO0x, du— sia?f
w\O0xo Oz Oxp x4 ’
(5.158)

On démontre maintenant la proposition initiale 5.9.6 grace aux divers résultats inter-
médiaires démontrés précédemment.
Démonstration :
D’apres (5.41), pout tout 1 < o, 3 < d, on a

817; (H) o 0 m I D 9
aHaﬁ B aHaﬂ i,jzzl {E” (H) Eij (K)} (5159)

En utilisant la proposition 5.9.9 on sait que L} (H) = [Eg (H) - EZ (K )}2 est différen-
tiable 1 <7,7 < m, d’ou
olp (H) & 0
0H,s = OHug

2] (H)] (5.160)

ij=1
Grace a la proposition 5.9.10 on obtient finalement :

dlp (H)

— L = EP(H ED K

)~ 3, BB~ B
l oU; 8U _|_< oU; Y, . oU; 0V, dq;)] sia=p

w OZq 8385 w 0xo Oxg w 0xq 02
oU; oU; 8Ui oU; dr +
0z, Oz 838,3 0z,
ou,; 0¥, oU,; 0¥, .
/w 0z 0z + Oz 0x, do— siaff

ou; 0¥; 90U, 0V,
/ + dx
w\O0xo Ox3  Oxg Oz,
ce qui est le résultat recherché 0.
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Conditions aux limites mélées

Les conditions aux limites sont d’une importance fondamentale dans les problémes de
controle optimal posés précédemment. C’est pourquoi le calcul du gradient des différentes
fonctionnelles dépend des conditions aux limites prise en compte. On exprime dans la
proposition qui suit la différentiabilité de la fonctionnelle 54 pour des conditions aux

limites mélées.

Proposition 5.9.13 La fonctionnelle Irq définie par (5.42) est différentiable et pour tout
1<a,f<d, ona:

ol H Ui ) w a_ w _04 - )
Do) = S myun - sy« | Gpdy MmO | s
oo ij=1 -
! w 8([‘a 8%5 v
d
/w 8$a 8$5 * 538;3 axa v
ot = o [mun —muc]« | [ (GEERe G  dee | siags
o ) w a a
j / dZ; 00, N 07; a®j> i

O0ry Oxg  Oxp 0x4

(5.161)
ot Z; est la solution du probléme (5.38) et ©; est la solution du probléme ”adjoint” donné
par :

0, € H&FD (w)
—div[H VO,| = f; dans w 1<i<m. (5.162)
HvVO,n=0 sur T
Démonstration :

On suit le méme cheminement que pour la démonstration de la proposition 5.9.6 en
utilisant les résultats des trois propositions données ci-dessous 0.
Afin d’étudier un terme générique de I, on introduit la fonctionnelle Lgﬁf donnée par :

L (H) = [EX(H) - BY(K)]"  1<ij<m (5.163)

ot B} (H) [resp. EJ(K)] est définie par (5.39) [resp. (5.36)].

175



Proposition 5.9.14 La fonctionnelle Lgﬁf est différentiable et on a

OLM(H
—81;1( )y [EM(H) — BY(K)| *
af
1 07 07,
[5 /wH [V (aHa5> VZ;+ V2V (8}[&5)] dz
07, Y
Y N | i 5.164
I (3Haﬁ> dx /FiN ” (3Ha6> " 10
1 aZi%d o =0
2w Org 0z =

_|_

2 0z, 0xs Oz &ca) dv sia#f

2
pour tout 1 <i,j <metl<a,0<d, (Zi)1§¢gm étant la solution du probléme (5.38).

Démonstration :

Identique a la démonstration de la proposition 5.9.9 0.

Afin d’éliminer le terme (

i

0Ho;

> de la proposition 5.9.14 on établit le résultat suivant .

Proposition 5.9.15 Le gradient de la fonctionnelle Lf\f peut encore s’écrire :

02,02, [ 92,00: ,

L} (H) , 0r, Oz J w02, 0
ij _ oM oM wOxy Op w 0Ty 03 .
oo {Eij (H) B} (K)}* aZi@ ) sia=[
w 8xa 8305
0Z;0Z; 0Z;0Z;
/ + dr +
w\O0ry 0rg  Oxg 0z,
OLM(H) 0Z;00; 0Z;00;
W _\EM(H) - EM(K / J i J ) e — .
OH.5 BN (H) = B ()]« | [ 0o Oy | Ozp0za) stazf
0Z;00; 0Z; 00,
/ + dz
w\O0xy O0xg  Oxg 0z,
(5.165)
o Z; est la solution du probléme (5.38) et ©; est la solution du probléme adjoint ci-
dessous :
—div[H VO, = f; dans w 1<i<m. (5.166)
HVO,n1=0 sur T
Démonstration :

On suit la méme démarche que la démonstration de la proposition 5.9.10, en utilisant la
proposition 5.9.16 O.
Le résultat suivant est I’analogue de la proposition 5.9.11 mais appliqué a des conditions

aux limites mélées.
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Proposition 5.9.16 Soit (Z;),,,, la solution du probléme (5.38) alors

0Z; : 1< <
=0 sur I';, == (5.167)
aHaﬂ 1 S «, 6 S d.
Démonstration :
Identique a la démonstration de la proposition 5.9.11 0.

Remarque 5.9.17 §i les seconds membres f; sont tous nuls pour tout 1 <1 < m, alors
la différentielle de Ip et I se simplifie et on n’a plus besoin du probléme adjoint. Ceci est
d’une grande importance car dans les applications numériques de l’ingénierie pétroliére

le second membre est généralement nul. Plus précisément on a le résultat suivant :

Proposition 5.9.18 On suppose que f; = 0 pour tout 1 < i < m. Alors la fonctionnelle
Ip définie par (5.41) est différentiable et pour tout 1 < a,f < d, on a :

oU; 0U; .
m —Ldx sia=f
8[D ED K 5$a (9,7:
50 Z kA )] + o, 0U; U U, .
of j=1 / + dx si a# [
0ty 0xg Oz 0x,
(5.168)
Démonstration :
Dans la démonstration de la proposition 5.9.10 on a directement que :
/ avuv (Y5 gm0 vi<ij<m (5.169)
w O0Hup
grace a la relation (5.152) et a 'hypothése que f; = 0 pour tout 1 <7 < m.
En utilisant alors (5.111) et (5.169) on obtient V 1 <i,j <m :
1 oU; 0U;
—dx sia=[3
OLE(H) 2/ w0y Oy
2 _ D D «a
Doy = 2| B(H) — EJ(K)| » / U, O, 8U LAY y
T St «
0z, (9385 O0xg 0z,
(5.170)
On termine alors la démonstration de la méme maniére que la proposition 5.9.6 a.

Proposition 5.9.19 On suppose que f; = 0 et g¥ = 0 pour tout 1 < i < m. Alors la
fonctionnelle Iy définie par (5.42) est différentiable et on a pour tout 1 < o, < d :

0Z; 0Z; 9% . . 3
St o=
Ol pm (H) _ - M M w 04 535
BH = 2 B () — B (5)] * 92,07, 97, 07,
ap ij=1 / + dr sia#
O0ro 0rg  Oxg Ox4
(5.171)
Démonstration :
Identique a la démonstration de la proposition 5.9.18 0.
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5.10 Etude de la fonctionnelle basée sur la vitesse

On étudie dans ce paragraphe les propriétés de continuité et de différentiabilité des fonc-
tionnelles Jp et Jy, définies par (5.47) et (5.48) et qui sont basées sur la moyenne du
vecteur vitesse de filtration. En suivant le méme plan que pour I’étude des fonctionnelles

énergétiques on établit les résultats ci-apres.

5.10.1 Continuité

Conditions aux limites de Dirichlet

Proposition 5.10.1 La fonctionnelle Jp définie par (5.47) est continue sur
(M (h, a,w), I111)-

Démonstration :

Soient (H.).., une suite de matrices appartenant a M (h,a,w) et Hy € M(h,a,w). On
suppose que (H,.) converge vers H, pour la norme |||.|||.
D’aprés la proposition 1.5.4 on a que H. — H,. Ainsi en utilisant la propriété ii) de la

proposition 5.9.2 on obtient que Vq € (L2(w))d

lim [ H.Vp;.G do = / HVl.Gde 1<i<m (5.172)
ou p; est la solution de p? est la solution de
—div | H.Vp:| = f; d —div [HoVP)] = f; d
(PB.) iv [H.Vp;| = f; dans w (PBy) v [HoVp;] = fi dans w
P; = 9i sur Ow D = g sur Ow
(5.173)
En prenant g = €; dans (5.172) on obtient :
lim (/ H.Vpt dzc) — (/ HoVp? dx) l<i<metl<j<d  (5174)
g w i w J
d’ou
lim (VP(H.) = (VP(Hy)) — 1<i<met1<j<d. (5.175)
e— J J
En utilisant (5.175) on obtient
lim [VP(H,) ~ VP()| = [VP(H) - VP 1<i<m (5.176)

e—0

ce qui implique

) _ 2 = 2

lim 3 VP(H.) = VP(K)| = > VP(Ho) - VP(K)| (5.177)
c’est a dire
Par conséquent la fonctionnelle Jp est continue 0.
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Conditions aux limites mélées

Proposition 5.10.2 La fonctionnelle Ja définie par (5.48) est continue sur
(M(h, a,w), [[[-II]) -

Démonstration :

La démonstration est identique a la démonstration de la proposition 5.10.1, en utilisant

les résultats de la proposition 5.9.4 0.

5.10.2 Existence d’un minimum

L’existence d’'un minimum aux problémes de minimisation (5.49) et (5.50) est alors im-

médiate.

Proposition 5.10.3 Le probléme de minimisation (5.49) [resp. (5.50)] admet au moins

Démonstration :

La fonctionnelle Jp [resp. Juq] est continue sur le fermé borné M (h,a,w) grace a la
proposition 5.10.1 [resp. 5.10.2], donc elle admet au moins un minimum sur M (h, a,w)
0.

5.10.3 Différentiabilité

En utilisant la méme démarche que lors de I’étude de la fonctionnelle énergétique, on

montre que les fonctionnelles Jp et Ja, sont différentiables.

Conditions aux limites de Dirichlet

Proposition 5.10.4 La fonctionnelle Jp définie par (5.47) est différentiable et on a :

| andw sz'oz:ﬁ:n-
waxﬁ
anda: st a#f
0Jp (H) ml2 & [ - ~D ] wa_xg n=a«a
— = — V(H)) —(V, (K *
0H,p ; ]w]nzl< ( )>n ( ( ))n
%daz st a7 f
w@gpa T]:ﬂ
i 0 simon |
(5.179)

0t (Us)<i<pn €t la solution du probléme (5.32).
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La démonstration de la proposition 5.10.4 s’effectue en plusieurs étapes présentées

ci-aprés. On introduit la fonctionnelle F}P définie par :

FP (H) = |VP(H) - VP(K)

(5.180)

ot VP(H) [resp. VP(K)] est donné par (5.34) [resp. (5.31)].

La premiere étape consiste alors a étudier le terme générique F}P de la fonctionnelle Jp.

Proposition 5.10.5 La fonctionnelle FP est différentiable etV 1 <i<m, on a :

oU;
/ dr sia=[0=n
w 8([‘5
oU. dr st arp
7 = VD H _ VD K :| B n
o, = L2 |(Veen), - (VPu) |-
! oU; . «@ 7’é B
/ dx si
w 836,1 n= ﬁ
0 sinon
(5.181)
Démonstration :
7 D 92 . 2 2 .
Le terme V”(H) peut s’écrire comme la composée des opérateurs (gaj)lgjg :
v?uﬂzzﬁﬂh%o¢4o¢xﬂﬂ (5.182)

D’apres la proposition 5.9.8 on sait que chaque opérateur (goj) - est différentiable,

1<5<
donc VP (H) est différentiable comme composé d’opérateurs différentiables. On a :

Va2
OFP(H) d 1 . o(VP(H))
———— =2 VP(H)) — (VP(K ]—" 1
oL nl[(z< ), ~ (V). | =55 (5.183)
0(VP(H))
Le calcul de la différentielle revient donc & connaitre T" De (5.182) on peut
aB
écrire ( )
d(VP(H) 1 o
n_ - P(H 1<n<d. 184
—ah, T wam, PreeiceiH)  1Sn< (5.184)
Or
i(gp o ogp’(H)) = Dy L(gp ogpi(H)) 1<n<d (5.185)
8Haﬂ 5 4 1 n 5 8Haﬁ 4 1 n =1 =
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mais (5.99) implique

Dy (813 (a0 903(H)>n> :/waHLaﬂ(s%wi(H))ndw 1<n<d (5.186)

En utilisant la proposition 5.9.8 on a pour 1 <n <d

9 i _ 890§(H)
waﬂw<wo¢xﬂ»¢m—-/;(ﬂ7ﬁa; e

| @) de sia=g=n
. |«
/’WﬂHMstz{ T sy
w T] =
+
; ) a#F B
JRG N sz{ 7
w n=_p
0 sinon
ce qui devient
andm sta=L0=n
w 83@5
aUde St { a7
0 ; oot (H w O =
O (go4ogol(H)>ndx:/w (H g;; )> dx + ol h=a
v v O o i § 77
w al‘a n = ﬂ
0 sinon
(5.188)
Finalement on obtient que
8FiD( ) D
0H.; |w| Z [( ) - (V! (K)>n] ¥ _
} 22]; r sia=pF=n
o gUi v si { a7 f (5.189)
[ (o () e | 0 L |
) R oU; . { a# B
x Si
w 8xa n = 6
i 0 sinon |

Etant donné que le tenseur H € M (h,a,w) est constant sur w on a que div(H€,) = 0. A

l'aide d’une formule de Green on a alors

/ H&,Vvdr =0 Yoe H(w) (5.190)
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i

OHo5

dans (5.190) on obtient que

/w (Hv (8(25))”@:0 (5.191)

Finalement grace a (5.189) et (5.191) on trouve (5.181)  O.

En choisissant v =

On démontre maintenant la proposition 5.10.4.
Démonstration :
D’apres (5.47) on a

0Jp(H) 0 [

_ i D . =D 2
OH,s  OH,s Z‘Vz’ (H) =V, (K)\ ] (5.192)

i=1
En utilisant la proposition 5.10.5 on sait que ‘VﬁiD (H)— VP (K )’2 est différentiable d’ou
one 0Jp (H) & 8
D D
—_— = F-(H 1
Do > [ ( )} (5.193)

et on obtient (5.179)  O.

Remarque 5.10.6 Contrairement & la fonctionnelle énergétique le calcul de la différen-

tielle de Jp dans le cas général ne nécessite pas la résolution d’un probléme adjoint.

Conditions aux limites mélées

Concernant les conditions aux limites mélées on dispose d’un résultat analogue a la

proposition 5.10.4 pour la différentiabilité.

Proposition 5.10.7 La fonctionnelle Jn définie par (5.48) est différentiable et pour
tout 1 < a,f<d ona:

_ 7. -
0 ‘dr sia=[03=

w(?:c@
07; .{a%ﬁ
S

d
w(?:c@ v

0Z; . { a 7’é B
dr st
w 8$a

OJm (H 22 e .
Pt | (), - (7))

ot Z; est la solution du probléme (5.38).
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On suit les mémes étapes de la démonstration de la proposition 5.10.4 en utilisant la

proposition ci-dessous.

Proposition 5.10.8 Soit la fonctionnelle FM définie par :

FM(H) = [VM() - VM) 1<i<m (5.195)

’2
ot VM(H) [resp. VM(K))] est définie par (5.34) [resp. (5.31)]. Alors FM est différentiable
et pour tout 1 <1 <d on a :

0Z;
w 83@5

0Z; . { a#
dr st
w 83@5

(e 0Z; . { a# 3
dr st

w a$a

dr sia=[0=n

n=a

0 stnon

Démonstration :

Identique a la démonstration de la proposition 5.10.5.

5.11 Algorithme de calcul

On énonce maintenant ’algorithme permettant de calculer dans un domaine quelconque
w un tenseur de perméabilité K* € M (h,a,w) équivalent & K € M (A1, A2, w) en prenant
en compte des conditions aux limites quelconques pour les problémes locaux. L’algorithme
de calcul se décompose en plusieurs étapes que 1'on présente pour le probléme (5.45) qui

fait intervenir la fonctionnelle énergétique.

5.11.1 Fonctionnelle énergétique

Pour des conditions aux limites de Dirichlet on résout d’abord les problémes locaux
(5.29). Les moyennes arithmétique et harmonique de K sont déterminées afin de fixer
les contraintes h et a de l'ensemble des tenseurs admissibles M (h,a,w). Grace aux
solutions des problémes (5.29) on calcule alors les quantités £ (K), 1 <i,j < m. Dans
un deuxiéme temps on initialise un tenseur constant Hy € M (h,a,w) par un tenseur
compris entre les contraintes précédemment calculées. On résout ensuite les problémes

(5.32) avec le tenseur constant initialisé & Hy et on calcule les quantités E) (Hp), 1 <
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i,7 < m. La troisitme étape consiste a calculer la valeur de la fonctionnelle I'p (Hy) =
él E] (Ho) — E (K)}2 ainsi que son gradient avec la formule (5.89). Si Ip (Hp) = 0
alors Hj est un tenseur équivalent & K, sinon une nouvelle direction de descente est
calculée. Ainsi on obtient un nouvel itéré H;, i partir duquel on résout & nouveau les
problémes (5.32). On effectue I’étape 3 autant de fois que nécessaire jusqu’a obtenir un
minimum au probléme (5.45).
L’algorithme synthétique de calcul se présente sous la forme suivante :
1 - Résolution des problémes (5.29)
2—CalculsdeE£-(K) 1<i,j<m
3 - Initialisation des contraintes
4 - Initialisation de Hy
5 - Faire jusqu’a trouver le minimum du probléme (5.45)
a) Résolution des problémes (5.32)
b) Calculs de E/} (H,) 1<i,7<m
c¢) Calculs de Ip(H,,) et de son gradient
d) Calcul de la direction de descente
6-K*=H,

Pour des conditions aux limites mélées I'algorithme est identique.

Remarque 5.11.1 La possibilité de chercher le tenseur H dans l’espace M (h,a,w) laisse
beaucoup de souplesse. On peut en particulier rechercher un tenseur diagonal, en im-
posant aux termes extradiagonaux du tenseur H d’étre nuls. Ceci peut étre un avantage
de la méthode car certains simulateurs industriels actuels ne prennent pas en compte des

tenseurs plein de perméabilité.

5.11.2 Fonctionnelle basée sur la vitesse

L’algorithme de calcul pour une fonctionnelle basée sur la vitesse est pratiquement le
méme que pour la méthode avec la fonctionnelle énergétique. Dans I’algorithme précédent

il suffit de remplacer les quantités

ED2(K) 1<i,j<m par VP(K) 1<i<m
ED(H,) 1<i,57<m par VP(H,) 1<i<m
et In(H,) par Jp(Hy)

Pour le calcul du gradient de la fonctionnelle Jp(H,,) on utilise la formule (5.179).
Pour des conditions aux limites mélées I’algorithme est identique en choisissant les fonc-
tionnelles, le gradient ainsi que les problemes aux limites correspondant, aux cas des

conditions aux limites mélées, énoncées précédemment.
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Chapitre 6

Propriétés du tenseur équivalent
obtenu avec des conditions aux

limites quelconques

Dans ce chapitre on présente certaines propriétés des méthodes de mise a 1’échelle des
perméabilités absolues énoncées au chapitre précédent. On applique d’abord les méthodes
du chapitre 5 pour les conditions aux limites particuliéres utilisées dans les méthodes
numériques classiques. On retrouve ainsi les résultats de la méthode d’homogénéisation
avec des conditions aux bords linéaires, confinées, périodiques ainsi que les résultats
de 'homogénéisation stochastique. De plus, on établit un lien entre la méthode de
minimisation de l'erreur du flux et la méthode basée sur I'égalité des flux pour des
conditions aux limites périodiques. Ensuite, on examine différentes propriétés de la
méthode de mise a I’échelle introduite au chapitre 5. On montre en particulier le résultat
important de stabilité pour la G-convergence. Sous certaines conditions on montre par
ailleurs que la solution des problémes d’optimisation faisant intervenir la fonctionnelle
énergétique est unique. Enfin des estimations d’erreurs ainsi que la convergence du

tenseur équivalent sont également démontrés.

6.1 Introduction

Les différentes méthodes introduites dans le chapitre précédent fournissent un tenseur
équivalent quelque soient les conditions aux limites générales appliquées aux problémes
locaux. Il est donc naturel de se poser la question : quel tenseur obtient-on avec ces
méthodes pour les conditions aux limites classiques ? La premiére partie de ce chapitre

est entiérement dédié a ce probleéme [85]. Par ailleurs le tenseur obtenu avec les méthodes
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du chapitre 5 dépend des conditions aux limites appliquées sur les bords du domaine w.
On étudie alors I'influence de ces conditions aux limites lorsque la taille du domaine w
devient grande par rapport a la taille des hétérogénéités. L’étude de la stabilité de la
méthode pour la G-convergence permettra de répondre a ce probléme. Inversement, on
peut églement examiner le comportement du tenseur équivalent lorsque la taille du do-
maine tend vers zéro en étudiant la convergence de I'approximation du tenseur équivalent.
Dans le chapitre précédent nous avons montré que les différents problémes d’optimisation
servant & définir le tenseur équivalent possédent au moins une solution. Nous terminons

alors ce chapitre en étudiant la question de 'unicité de la solution.

6.2 Notations

Soit (R, F,p) un espace probabilisé ont R désigne 1'espace des réalisations, F une tribu
et p une probabilité. Dans le prochain paragraphe le cadre de 'homogénéisation sto-

chastique sera abordé. Pour cela il s’avere utile d’introduire les espaces notés par abus
de langage L* (R) = L* (R, F,p) et H' (R) = H' (R, F,p) . On définit alors les espaces
des fonctions dérivant d’un potentiel, ainsi que des solénoides :

L2

sol

(R) = {u e (L*(R))", divu=0 dans le} (6.1)

L2

pot

(R) = R'& {Vu, ue H" (R)} (6.2)

Cela permet de définir les ensembles :

V2, = { (22, (R)", / wdp= o} (6.3)

Vsoz = { (Lgol (R)>d> /RU dp = 0} (6.4)

On a alors la décomposition de Weyl’s

(2 (R) =V @V e B =V, @ (L2, (R)' (6.5)

6.3 Cas particuliers importants : méthodes couram-
ment utilisées en ingénierie pétroliére

On applique dans ce paragraphe les différentes méthodes décrites au chapitre précédent
dans le cadre particulier des conditions aux limites linéaires et confinées. Le cadre de

I’homogénéisation périodique et stochastique est également examiné. Pour chaque classe
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de conditions aux limites étudiées on considérera la minimisation des fonctionnelles in-
troduites précédemment. On établit une relation entre deux méthodes basées sur les flux
qui ont été rappelées au chapitre précédent. On termine ce paragraphe en rappelant sous
forme de tableau les résultats obtenus mettant ainsi en évidence les relations entre les

différentes méthodes classiques de 'ingénierie pétroliére.

6.3.1 Homogénéisation avec des conditions aux limites linéaires

On se place dans le cadre particulier de la méthode d’homogénéisation avec les conditions

aux bords linéaires. Le nombre de problémes locaux est égal a la dimension du probléeme
m

on a donc m = d. On considére I’élément D défini par (5.27) appartenant a (H 3 (&u))
dont la i®™® composante g; = z; pour tout 1 < i < d. Enfin on prend f; = 0 pour tout
1<i<d.

On considére les problémes suivants :

{_d“) [K(z)VP] = 0 dansw 1<i<d. (6.6)

P = z; sur Ow
On introduit alors les quantités E;. (K) et VP (K) définies par :
1 o
EP (K) = §/wK(x)VPZ-.VPj de  1<i,j<d 6.7)
— 1
VP (K) = o / K@)VP de 1<i<d. (6.8)
w| Jw

Soit H € M(h,a,w) on définit alors les problémes

—div [HVU;] = 0 dansw l<i<d (6.9)

U = z; surOw

auxquels on associe B, (H) et VP (H) donnés par :

1
B (H) =5 /w HVU,VU;dz 1<i,j<d (6.10)
— 1
VP (H) = H/HVUZ» de  1<i<d. (6.11)
W\ Jw

Or pour toute matrice H € M (h, a,w) 'unique solution du probléme (6.9) est U; = x;,

1 <i < d. Ainsi les quantités EZ (H) , et VP (H) s’écrivent sous la forme explicite :

|W|Hi' .o
E[ (H):TJ 1<i,j<d (6.12)
VP(H)=H& 1<i<d. (6.13)
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a) Fonctionnelle énergétique

Pour calculer le tenseur équivalent on applique la définition 5.6.1 correspondant a la

recherche de la solution du probléme :

HeAiJI(lg,a,w) Ip (H) (6.14)
ou d’apres (5.41) Ip est définie par :
Ip (H) = Zdjl (L (H)— ER ()] (6.15)
inj—
En utilisant (6.12), I'p devient ici :
Ip(H) = Zdj l'“'% - E] (K)r. (6.16)
ij—1

On sait d’apres la proposition 5.9.5 que le probléme (6.14) admet au moins une solution.
En outre la fonctionnelle décrite par (6.16) est quadratique en H;; et non dégénérée, ce
qui implique qu’elle est strictement convexe. Par conséquent le probléme (6.14) admet

une solution unique. Un calcul direct donne

@l

OlIp (H) |wl| Hij D
- =9 |—= _ FY(K)| —. 1
On a alors la caractérisation suivante
oIp (H) |w| Hij D
— L = |———=F7 (K)]|. 6.18
i i g (k) (6.18)
Ce qui se réécrit d’apres (6.7) sous la forme
1
Hy; = H/K(x)VPi.VPj dr  1<ij<d. (6.19)
w w

Or la matrice H définie par (6.19) appartient a 'espace M (h,a,w) d’apres la proposition
1.4.1. Par conséquent 'unique solution du probléme de minimisation (6.14) est la matrice
K* dont le terme générique est donné par
1
K= / K(z)VE.VP de 1<i,j<d. (6.20)
w| Jw
On retrouve donc les coefficients de la méthode d’homogénéisation avec les conditions
aux bords linéaires. De plus on a Ip (K*) = 0 ce qui signifie que ’énergie dissipée est
égale pour le tenseur K et le tenseur K*, ce qui a été démontré par Bge [13] avec une
toute autre méthode. On constate aussi que les contraintes ne jouent pas et en fait
inf Ip(H)= inf Ip(H) = inf Ip (H). (6.21)

HeM (h,a,w) HeM(A1,Ao,w)
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b) Fonctionnelle basée sur la vitesse

On utilise maintenant la définition 5.7.1 pour calculer le tenseur équivalent qui consiste

a chercher la solution du probléeme suivant

inf  Jp (H) (6.22)

HeM (h,a,w)

avec Jp définie par

d
- — 2
Jo (H) =3 |VP (H) = VP (K)| (6.23)
i=1
Grace a (6.13) on a
d
Jp (H) =Y |H &~ VP (1) (6.24)
=1
Ce qui est équivalent a
d
Io(H) =Y (H &8~V (K)&) (6.25)

ij=1

On remarque que la fonctionnelle Jp donnée par (6.25) est quadratique en H;; et non
dégénérée, ce qui implique qu’elle est strictement convexe. D’autre part la proposition
5.10.3, nous indique que le probléme (6.22) admet au moins une solution. Ainsi le prob-
leme (6.22) admet une solution unique. En dérivant directement Jp (H) par rapport a

(Hij)1<;j<q OD Obtient :

0Jp (H) _ =D o
o, 2(Hy; — VP (K) &) (6.26)
d’oti on a : 0.7 (H)
D ¥ -
oH, 0= H;j =V (K).§ (6.27)
ce qui donne
1
Hi; = @l (/ K(z)VP; d:c) & 1<i<d (6.28)
w w

Afin de pouvoir utiliser (6.28), on établit une relation grace au probléme (6.6).

Une formulation variationnelle du probléme (6.6) est donnée par

P, e H'(w)
/ K(z)VP.Vvdr =0 Yve Hi(w)  1<i<m. (6.29)
P, = x; sur Ow

En prenant comme fonction test v = P; — z;, dans (6.29) on obtient

/ K@)VP.VP, dr = ( / K(2)VP, dzc) K3 (6.30)

w
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Par conséquent, en utilisant (6.28) et (6.30) on retrouve les coefficients de la méthode
linéaire. On obtient également que la fonctionnelle Jp (H) est nulle pour le tenseur
équivalent définit par (6.28) et que les contraintes de ’ensemble des tenseur admissibles

M (h,a,w) n’intervienne pas dans le probléeme de minimisation (6.22).

c) Fonctionnelle flux

Dans la méthode de la minimisation de I'erreur du flux, Gallouét et Guérillot introduisent

la fonctionnelle suivante :

d

Fp(H) =Y (/8 (H VU; — K (2)VP;) i)’ d(r) (6.31)
j=1 o
ainsi que le probléme de minimisation :
I}Ieljfu Fp (H) (6.32)

ou M est l'espace général des matrices carrées constantes sur w.

Dans la suite de ce paragraphe Fp sera utilisée pour établir un lien entre la méthode de
minimisation de I’erreur du flux et la méthode de 1’égalité des flux pour des conditions aux
limites périodiques. Pour les problémes locaux (6.6) et (6.9) le probléme de minimisation
(6.32) correspond a la méthode de minimisation de l'erreur du flux décrite au chapitre
5. Afin de voir les particularités de cette méthode par rapport a la nouvelle approche
présentée dans le chapitre 5 on détaille les calculs.

Pour toute matrice H € M 'unique solution du probléme (6.9) est U; = z;, 1 < i < d,

d’otl on obtient
d
Fo(H) =Y ( /@ [H &4 — K(2)V P4’ d(r) . (6.33)

En développant (6.33) on a

d

> [/&u [Z ngnl] do — 2/6w [Z Hg]nl] K(x)VP;.4 do

= I I=

+ / K (2)V P, ]’ da]

Ow

(6.34)

Comme dans le cas de la fonctionnelle énergétique, la fonctionnelle (6.34) est strictement
convexe. Le probléeme (6.32) admet par conséquent une solution unique. En dérivant par

rapport a H il vient :

%ﬁj) (lZHnnz] n —n, lz n,D do 1<i,j<d. (6.35)

=1
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Or si 'on cherche le point qui annule le gradient il suffit de résoudre le systéme linéaire
suivants :

d

/Bw ([é Hljnll n; — 1, lZ (K(2)VE), -nzD dr=0 1<ij<d  (6.36)

=1

Si le domaine w est un rectangle ou un parallélépipéde droit le gradient (6.35) devient

alors
OFp (H) N
i =2/ (Hyn? - (K(2)VP)), 03) do 1<i,j<d. (6.37)
D’ot1 on obtient la formule explicite suivante :
1
Hij = 7/ (K(2)VP); ni do (6.38)
Ow

)
/ n? do
Ow

C’est le tenseur équivalent obtenu par Gallouét et Guérillot. Notons que ce tenseur n’est

pas forcément symétrique.

6.3.2 Homogénéisation avec des conditions aux limites confinées

On se place maintenant dans le cadre particulier de la méthode d’homogénéisation avec
des conditions aux bords confinées, ou f; = 0 pour tout 1 < i < d et m = d. La partition
de la frontiére du domaine w se décompose en deux parties Iy et T, 1 < i < d. On
a T, =Ty UTY ou I'y et I} représentent les deux faces orthogonales a l'axe z;, pour
tout 1 < i < d. C’est a dire que T [resp. I'}] est la frontiere du domaine régulier w,
appartenant au plan d’équation z; = a; [resp. x; = b;] . On note I'y; = dw — T'%,. La i®™®

composante de M définie par (5.28) est construite de la maniére suivante
D ph sur T}
gi py sur T 1< <d.

gN =0 surTy

oﬁpj-ele,pourtout1§i§det0§j§1.
Suivant (5.35), (5.36) et (5.37) on considére les problémes

—div [K(2)VW;] =0 dans w
W, = p} sur T,

: : 1<:<d (6.39)
W, =p} sur ']
KVW,n=0 sur Ty
ainsi que les quantités suivantes :
y 1 ..
EM (K) = §LK(x)vm.ij de  1<ij<d (6.40)
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1

V?I(K)ZW/K(QU)VWZ» dr  1<i<d.
W] Jw

(6.41)
Pour un tenseur H € M(h,a,w) diagonal, on considére alors les problémes suivants
—div[HVZ;] =0 dans w
Po o 1<i<d (6.42)
Z; = pj sur I']
HVZ;i=0  surl

auxquels on associe B} (H) et VM (H) définies de la maniere suivante :

1 .
By (H) =3 [ HVZ.NZjdo 1<ij<d

(6.43)
- 1
VM (H) = o / HVZ dv 1<i<d. (6.44)
Wl Jw
L’unique solution du probléme (6.42) est donné par
b —x ;  x;i—a; .
On peut alors calculer
E-M(H)zl/ p(Pir) g (Hr) g g, (6.46)
Y 2Jw L v Li / '
et , .
VM (H) = (%) H &, (6.47)
Or la matrice H € M(h,a,w) est diagonale, on obtient alors ’expression explicite :
w| Hy (P —ph sii=j
E)M (H) = 2 L (6.48)
0 SiiF# ]
a) Fonctionnelle énergétique
Comme indiqué dans la définition 5.6.2, on considére alors le probléme
HG]\%II(liia,w) IM (H) (649)
et H;j=0 si i#j
ou I, est définie par:
ks 2
Lu(H) =Y |EY (H) - B} (K)| . (6.50)
ij=1
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A partir de (6.48) et par un calcul direct on obtient

Ol (H) Wl Ha (pi=mh\" w| (P —ph)*
—9 . — BEM (k)| & . 6.51
OH,; 2 Li i (K| 5 L (6:51)
ce qui conduit a
I (H 2 L\* .
MZO@H“:_<Z, ) EY(K) (6.52)
OH;; w| \pi —ph
d’ou ' )
1 Li .
Hy=— [—2— / K(@)VW,. YW, dv  1<i,j <d. (6.53)
|lw| \pi — pb w

Afin d’écrire (6.53) sous la forme d’'une vitesse de filtration on considére la formulation

variationnelle du probléme (6.39) qui est donnée par :

W; € H (w)
/w K(a:)VVI@.?v de.=0 Vove H&F,D (w) l<i<d (6.54)
W = p; sur I
W, = pﬁ sur Fli

ot 'on rappelle que Hjp (w) = {v € H' (w) tel que 7, (v) =0sur I'p}.

bi—x; ;  Ti—a; :
En prenant v = W; — ( Lix Py + = T - pﬁ) dans (6.54) on obtient

/ K (z)VW,. VW, dz :/ K(z)VW,. <p1;p0> & dr (6.55)
Par conséquent en utilisant (6.53) et (6.55) on obtient
Hy= 2 (i/ K(2)VW, d:c) & 1<i<d (6.56)
Py — o) \|w[ / w

Le tenseur H défini par (6.56) appartient & M (h,a,w). Ceci se démontre de la méme
maniére que pour la proposition 1.4.1. Donc 'unique solution du probléme (6.49) est le
tenseur K* défini par

L 1
. ﬁ<—/ K(x)VW; dx) & sii=]
K;; = (P —pb) \lw| /v

0 5i i j

On retrouve ainsi les résultats de la méthode du mode confiné. De plus I (K*) =0 et

1<i,j<d  (6.57)

donc 'énergie dissipée correspondante au tenseur K est égale a ’énergie dissipée calculé
avec le tenseur K*. Enfin les contraintes qui imposent que le tenseur K™* soit compris
entre les moyennes harmonique et arithmétique sont satisfaites mais n’entre pas en jeu
lors de la minimisation et 'on a :

inf  Iy(H)= inf Iy (H)= inf Iy (H). (6.58)

HeM (h,aw) HEM(A1,A2,w)
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b) Fonctionnelle basée sur la vitesse

En utilisant la définition 5.7.2 ou la fonctionnelle Jy, est définie par

LI - 2
I (H) = 3 |VM (H) = VY (K)| (6.59)
i=1
on introduit le probléme
inf Jm (H) (6.60)

HeM (h,a,w)
et H;;j=0 si i#j

A partir (6.47) et (6.59) on a la décomposition suivante :

I (H) = f: ((pi;pg Hy; — VM (K) .éj>2 (6.61)

1,j=1
i

La stricte convexité de Ju et la proposition 5.10.3 nous assure que le probléme (6.60)

admet une solution unique. En dérivant par rapport a H;; on obtient

OJm (H) L o . )
OH;; (Pt — pb) (%) (6.62)
En utilisant (6.41) on aboutit a :
L 1 o .
Hj= —— <— / K(x)VWV; da:) .8 1<i<d. (6.63)
(pt —ph) \|w| Jw

Finalement on retrouve le tenseur équivalent de la méthode d’homogénéisation avec des
conditions aux bords confinées.
c) Fonctionnelle flux

On cherche maintenant la solution du probléme suivant:

HE]VIII(IE,a,w) FD (H) (664)
et Hij:O si 276]

ou Fp (H) est définie par
Fp(H) =Y </8w (H VZ — K(z)VW,) 8] da) (6.65)

D’aprés (6.45) on obtient
Fp (H) = zd; (/m K(@) Hé - K(x)vm> .ﬁr da) (6.66)

1=
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En développant (6.66) on obtient

- [}

9 / [(@) Hyn, | do / K(2)VW,.ii do (6.67)
Ow v Oow

+/ (K (2)VW,8]* do

Ow

Comme dans les cas précédent le probléme (6.64) admet une solution unique. En calculant

le gradient par rapport & H on obtient pour tout 1 <: < d:

oFp (H) (P — Po 2 p1 b .
OH,; _2< L H“/awni do =2 =F; /aw([K(w)VWi.n]ni) do (6.68)

Le domaine étant un carré ou un cube, le gradient s’écrit encore

0Fp (H) pL—1o\ | (PL— P -
8H” L L ‘ 0 1’

+ / , K@) VWed) do - / | (K (@)VW.s) da]

1<i<d (6.69)

Le tenseur qui annule la différentielle est alors donné par la formule suivante

Hy = L / (K () VW, 1) d(f—/ (K(2)VW.i) do| 1<i<d

\FBUF’i!(pﬁ—pB)[Fé A
(6.70)
Par conséquent 'unique solution au probléme de minimisation (6.64) est le tenseur K*
qui annule la fonctionnelle Fp (.) dont le terme générique pour tout 1 < i,j < d, est
donné par :
L [/ (K(@)VWei) do — [ (K (2)W.5) da] sii—j
K= [Thuli| (i —pp) |/ 1y T
0 SiiF# ]
(6.71)
Ces formules définissent un tenseur équivalent ne correspondant, a notre connaissance, a

aucune méthode connue.

6.3.3 Homogénéisation périodique

On se place dans le cadre de I’homogénéisation périodique qui a été rappelée au chapitre
1. On considére donc un domaine w =Y qui est la cellule de base de forme carré en 2D

ou cubique en 3D de coté unité; le nombre de probléemes locaux est égal a la dimension
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du probléme, soit m = d. On a aussi f; = 0, pour tout 1 < i < d. Les problémes locaux

considérés sont de la forme suivante :

, 1
—div, [K(y)(Vyp; +€)]=0 dans Y
Le probléme (6.72) s’écrit encore sous la forme suivante
, 1
pi€ Hy)(Y) /IR l<i<d

{ —divy [K (y)Vypi] = divy, [K(y)€;] dans Y

(6.72)

(6.73)

Le second membre du probléme (6.73) dépend de K. Afin de pouvoir appliquer les méth-

odes de mise a I’échelle présentées au chapitre 5 on effectue le changement de variable

suivant :
P = pi + v 1<:<d.

Le probléme (6.72) s’écrit alors

P, e H'(Y)
—divy [K(y)V,P;] =0 dans Y
Bilry = Pilpg — 645 1<j<d 1<i<d
KV,Pd| , =-KV,Pf, 1<j<d

1

auquel on associe

1
B (K) =5 [ K@)V,AV,Pdy  1<ij<d
Y

K2

s 1

VP (K) = —/ K@y)V,Pdy 1<i<d.
Y| Jy

On considére pour H € M (h,a,w) le probléme suivant :

{ wi € H(Y) /R

‘ - 1<:<d
—div, [H(Vyu; +€;)]=0  dans Y

De la méme maniére que précédemment on effectue le changement de variable
Ui =u; +y; 1<j<d.

Le probléme (6.78) s’écrit alors

U; € H(Y)
—divy [HV,U;] =0 dans Y
Ul — 6 ; 1<i<d
Uz|r% - U2|FJ1 61] ]- S ] S d
HY,Udl| , = -HV,Upi| , 1<j<d
l—‘0 l—‘1
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On vérifie aisément que la solution de ce probléme est donnée par :

ou C est une constante.

On définit alors les quantités ci-apres :
1
EP (H) = 5[/Hvai.vaj dy 1<ij<d

—

VP (H) = /HVUdy 1<i<d.

[Y]
a) Fonctionnelle énergétique

Utilisons la définition 5.6.1 qui considére la fonctionnelle
d D D 2
In(H) =Y [ED (H) - ED (K)|

2,j=1

et le probléme de minimisation suivant :

inf ID (H)

HeM (h,a,w)

En utilisant (6.81) et (6.82), Ip s’écrit

4 T1Y]| H, 2
o) = 3 | )
1,j=
d’ott on a oI (H) ]Y] I
D ij D
RS S BP(K
o, 0 <= [ 5 i ( )1

Ce qui implique
H; = ’Y’/ WWV,P.V, P dy  1<ij<d

En utilisant (6.74) on obtient finalement

Hy= g [ K@Y 0ot w) 9y 4w dy 1< <d

(6.81)

(6.82)

(6.83)

(6.84)

(6.85)

(6.86)

(6.87)

(6.88)

(6.89)

qui est le tenseur équivalent obtenu par la théorie de I’homogénéisation périodique. On

remarque que le tenseur définie par (6.89) appartient a M(h,a,w) et qu’il annule la

fonctionnelle Ip. On constate une fois encore que le minimum delp est aussi un minimum

global sans contrainte.
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b) Fonctionnelle basée sur la vitesse

Comme dans la définition 5.7.1 on considére la fonctionnelle Jp définie par
(6.90)

et le probléme suivant
inf  Jp(H) (6.91)

HeM(h,a,w)
De (6.83) on obtient

Jp (H) = i ((\71\ /Y HY,U, dy> & — VP (K) .éj> (6.92)

4,j=1

Grace a (6.81) on a

- 2
Jp(H) =Y (Hy— VP (K) &) (6.93)
ij=1
don 9.7p (H)
D = =
c’est A dire .

Hij = 4 (/ K(y)VyPi dy) & 1<i<d (6.95)

Y

D’apres le changement de variable (6.74) on peut écrire
1 — —
Hij = 4 < [{ K(y) (Vyp:i + €) dy) &; (6.96)

Par ailleurs le tenseur H définie par (6.96) appartient & M (h, a,w). Donc I'unique solution
du probléme (6.91) est le tenseur K* défini par

1 — —
K5 = ([ K0 (Vini+ @) dy) & (6.97)
Yy
Ainsi en utilisant les problémes locaux (6.72) et (6.78) on retrouve I'expression du tenseur
équivalent obtenue par la théorie de I’homogénéisation périodique. Le minimum K*

définit par (6.97) est un minimum global sans contrainte et Jp (K*) = 0.

c) Fonctionnelle flux

On se place maintenant dans le cadre de la méthode qui impose 1'égalité des flux pour les
conditions aux limites périodiques (c.f. paragraphe 5.3.2). C’est a dire que I’on considére

les problémes locaux de la forme suivante :

{ pi € H\(Y) /R

. / 1<i<d (6.98)
—divy [K(y)(Vypi + G;€)] =0  dans Y
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ol G est un vecteur quelconque de IR?. En effectuant le changement de variable suivant:

P = pi + Gyy; 1< <d.

Ainsi, le probléme (6.98) s’écrit

P, e H\(Y)
—divy [K(y)V,Fi] =0 dans Y
Pilyy = Pilpg — 045Gy 1<j<d 1<i<d
KVyPii| , =-KV,Pi| | 1<j<d
rd rd

On considére pour H € M (h,a,w) le probléme suivant:

, 1
u; € Hy(Y) /IR l<i<d
—divy [H(Vyu; + G;€;)] =0  dansY

Comme précédemment on effectue le changement de variable

Le probléme (6.101) peut alors s’écrire

Uz’ - Hl(Y)
—divy [HV,U;] = 0 dans Y
Ully = Uil —6,G; 1<j<d  1<i<d
HV,U.g| , = -HV,Uid|, 1<j<d

Or la solution de ce probléme est donnée par

ou C' est une constante.

On cherche maintenant la solution du probléme suivant:
A2, o )

ou Fp (H) est définie par

d

Fo(H) =Y ([ [(H VU, ~ K@)V,P,) & do)

=1
En utilisant (6.104) et (6.106) on obtient
d 2
Fo ()= Y ([ 1(8,G;~ K(y)V,F) " do)

=1
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cecl se réécrit sous la forme suivante
d

Fo(H)= 3 {/&d lz H,G; nl] do — 2/% Kz H,G; nl> K(y)Vij.ﬁ] do

=1 =1
+/ y)V, P; n] da}
(6.108)
En dérivant par rapport a H on obtient:
Fp(H
aaDT() <[ZH11G nl]an n,G; [K(y )VPn]) do 1<4,j<d
ij ow

(6.109)
Or le domaine est un carré ou un cube ce qui implique que le gradient s’écrit

OFy (H) .
= 2 (HyGn! — (K(y)V,P), Gm}) do 1<ij<d  (6.110)
En annulant aFD—(H) on a
8Hij
/&u H,;Gn? do = /aw (K(y)V,P;), n? do. (6.111)
Les conditions aux limites des problémes (6.100) et (6.103) implique finalement que
1
j I

On retrouve ainsi les coeflicients obtenus par Durlofsky.

L’approche décrite ci dessus donne une interprétation de la méthode basée sur ’égalité
des flux en terme de minimisation d’une fonctionnelle. De plus cela met en évidence
les relations (en terme de minimisation et en terme de conditions aux limites) avec la
méthode de minimisation de 'erreur des flux. Plus précisément si on applique la méthode
développée par Gallouét-Guérillot avec des conditions aux limites périodiques on retrouve
les coefficients équivalents obtenus par Durlofsky. Ces derniers étant rien d’autre que les

coefficients issus de ’homogénéisation périodique. En effet des relations (6.95) et (6.97)

on obtient : .
K= iG] </Y K(y)Vijdy) VyYi (6.113)
A Taide d’une formule de Green il vient :
. 1 .
K =w7 (/ K(y)V, b, y¢d0> (6.114)

Ce qui s’écrit encore grace aux conditions aux limites

K; = !51/! (/ (K (y)vypj)ida> (6.115)

ou P; est donné par (6.74). Cela correspond bien aux coefficients (6.112) pour la cellule

unite Y et le vecteur G dont chaque composante vaut 1.
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6.3.4 Homogénéisation stochastique

On se place dans le cadre de 'homogénéisation stochastique définie sur 1’espace proba-
bilisé (R, F, ). Pour chaque réalisation » € R on défini le tenseur de perméabilité par

x
K(—,r) = K.(x,r). Dans les méthodes du chapitre 5 cela correspond & poser d’une part
5

les problémes locaux sur IR? et d’autre part, 4 remplacer I'intégrale sur le domaine w par
I'espérance mathématique définie sur I'espace probabilisé (R, F, ). On considére donc

les problémes locaux de la forme suivante :

pzr S Hlloc (Rd>
—div, [K(y,7) (€ + V,pl)] =0 dans R* Vr e R 1<i<d (6.116)
/ Vypi du =0
R

Afin de pouvoir appliquer les méthodes de mise a ’échelle présentées au chapitre précé-

dent on effectue le changement de variable suivant:
Pl =pi+y, VreR 1<i<d. (6.117)
Le probleéme (6.116) s’écrit alors

Pir < Hlloc (Rd>
—div, [K(y,r)V, P[] =0 dans R* Vr e R 1<i<d (6.118)
/ V, Pl dp = &
R

pour lequel on associe les quantités suivantes

1
ED (K) = §/RK(y,r)VyPiT.VyP]T dp  1<ij<d (6.119)

VP (K) =/ K(y,r)V,Pl dp  1<i<d. (6.120)
R

On considére pour H € M(h,a,w) le probléme suivant :

i € H! (IR¢
" j"c( ) 1<i<d (6.121)
—div, [H (€ + V,u;)] =0 dans IR?

En effectuant le changement de variable
Le probleéme (6.121) s’écrit alors

U; € H: (IR?
Lo e ( ) 1<i<d (6.123)
—div, [HV,U;] =0 dans R*
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Or la solution de ce probléme est donnée par
On définit alors

1 1
Y (H) = [ HVU.,U; dp=H;  1<ij<d

7

V‘D(H):/ HY,U;dp  1<i<d.
R

a) Fonctionnelle énergétique

On considére la fonctionnelle Ip définie par

d

2
In(H) =Y [B} (H) - EJ (K)]
ij—1
et le probléme
HE]VIII(IE,a,w) Ip (H) )
De (6.125) on peut écrire
d Hz b 2
In ()= 3 |52~ ED ()
ij—1
ce qui fournit
Ip (H) H;,
=0+ =FE-7 (K
o EA]

Finalement, grace a (6.119), on a
H, :/ K(y,r)V,Pr.V Pl dp  1<i,j<d
R
En utilisant alors le changement de variable (6.117) on obtient

Hy = [ K@) (V0 +8). (T +6) dp 1<ij<d

(6.124)

(6.125)

(6.126)

(6.127)

(6.128)

(6.129)

(6.130)

(6.131)

(6.132)

Le tenseur défini par (6.132) appartenant a M (h,a,w) est 'unique solution du probléme

(6.128) et c’est un minimum global sans contrainte. Afin d’obtenir un tenseur équivalent

basé sur la vitesse on va réécrire le probléme (6.116) en utilisant les fonctions potentiels

et solénoides.
On pose
ZT = vyp;
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En utilisant (6.133), le probléme (6.116) peut se réécrire grace a la décomposition de

Weyl’s (6.5) sous la forme suivante :

{ 54 € Vi 1<i<d (6.134)
/RK(y,T)(é,»Jrzg)godu:o Vp € V2, ='=
En prenant ¢ = Z7 dans (6.134) on obtient

/RK(y,r) &+2)Z du=0 1<ij<d (6.135)
Gréce a (6.132), (6.133) et (6.135) on a

Hy = /RK(y,T) (Vb +8) .8 dy  1<ij<d (6.136)

Donc le tenseur homogénéisé obtenu par la méthode de I’homogénéisation stochastique

peut se réécrire sous la forme (6.136).

b) Fonctionnelle basée sur la vitesse

Comme dans la définition 5.7.1 on considére la fonctionnelle Jp définie par

d
. - 2
Jo (H) =3 |VP (H) = VP (K)| (6.137)
i=1
et le probléme suivant
HGJ\}II(li{‘,a,w) JD (H) (6138)

En utilisant (6.124) et (6.126) on obtient

2

Jp(H) =Y (Hy = VP (K) &) (6.139)

1

La fonctionnelle Jp est continue et quadratique en H, donc le probléme de minimisation

(6.138) admet une solution unique. (6.139) nous donne directement que

0Jp (H ,
9 M) _ oy, — NP (K) & (6.140)
c’est a dire
Hyy — (/ K(y, )V, Pr du> & 1<i<d (6.141)
R

En utilisant le changement de variable (6.117) on a
R
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Par ailleurs le tenseur H défini par (6.142) appartient a M (h, a,w). Donc I'unique solution
du probléme (6.138) est le tenseur K* défini par :

K = ( [ K w.r) (97 +8) du) & 1<ij<d (6.143)

Ainsi en utilisant les problémes locaux (6.116) et (6.121) on retrouve l’expression du
tenseur équivalent obtenue par la théorie de ’homogénéisation stochastique, grace aux
relations (6.136) et (6.143).

6.3.5 Conclusions

On résume dans le tableau suivant les résultats de ce paragraphe. En fonction des
fonctionnelles utilisées et des conditions aux limites choisies on énonce la méthode dont

on retrouve le tenseur équivalent.

Conditions aux Fonctionnelle
limites Energétique Vitesse Flux
Minimisation de
Linéaires Méthode linéaire Méthode linéaire
Perreur du flux
Résultats
Confinées Mode confiné Mode confiné
(6.71)
Méthode de
Périodiques Homog. périodique Homog. périodique )
I’égalité des flux
Cadre
. Homog. stochastique | Homog. stochastique X
Stochastique

Au terme de ce paragraphe plusieurs commentaires peuvent étre apportés pour ’ensem-
bles des trois conditions aux limites classiquement utilisées ainsi que pour le cadre sto-

chastique :

1. Quelques soient les méthodes du chapitre 5 appliquées avec les conditions aux
limites classiques on retrouve la plupart des résultats connus. Ainsi ’ensemble des
méthodes classiques étudiées dans ce paragraphe peuvent étre interprétées comme

la minimisation d’une fonctionnelle.

2. Pour les conditions aux limites classiques il y a équivalence entre I’approche én-
ergétique et ’approche vitesse développée ici. Cependant pour des conditions aux

limites quelconques nous n’avons pas de résultats.
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. Dans tous ces cas particuliers la fonctionnelle étudiée est quadratique convexe non
dégénérée en les termes H;;. Ceci est une propriété forte permettant d’aboutir a un
tenseur équivalent unique : le minimum obtenu dans chaque cas est aussi minimum

sans contraintes.

. Le tenseur équivalent obtenu annule la fonctionnelle objectif. Ceci s’interpréte
physiquement par 1’égalité des énergies dissipées aux échelles microscopiques et
macroscopiques. Nous retrouvons des résultats das a Njifenjou [64] et Bge [13]
pour des conditions aux limites périodiques et linéaires. Le résultat dans le cadre

stochastique semble nouveau ainsi que dans le cas confiné.

. On remarque que les différentes solutions des problémes locaux pour des tenseurs
H constants, sont linéaires. Evidemment pour des conditions aux limites générales
ceci est faux.
. d

. Soit A un vecteur de IR?. Par linéarité, toute combinaison du type Z)\ipi ol
(Pi){<i<q sont les solutions des problémes (6.6) [resp. (6.39), (6.72)] v;;%tre so-
lution des problemes (6.6) [resp. (6.39), (6.72)] pour une combinaison linéaire des
conditions aux bords linéaires [resp. confinées et périodiques]. On étend alors par
linéarité tous les résultats obtenus a ce type de conditions aux limites. Ceci étend

un résultat de Njifenjou (théoreme 3, pp. 353, [65]).

Quelques remarques particuliéres relatives a la fonctionnelle flux :

. La méthode de I’égalité des flux pour des conditions périodiques peut étre inter-
prétée comme la méthode de minimisation de I’erreur du flux a laquelle on applique

des conditions aux limites périodiques.

. Si on minimise la fonctionnelle flux associée a des conditions aux limites confinées
on obtient un tenseur équivalent fourni par la formule explicite (6.71). Ce résultat

ne correspond a aucun des résultats connus.

6.4 Stabilité pour la (G-convergence

On étudie dans ce paragraphe certaines propriétés de stabilité des méthodes de mise

a D’échelle développées au cours du chapitre précédent. La définition des problémes

d’optimisation faisant intervenir ’énergie ainsi que la vitesse de filtration nécessitent des

données qui peuvent se répartir en 2 catégories :
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1°) des conditions aux limites et des seconds membres donnés et fixés.

2°) un domaine w sur lequel est définit un tenseur K € M (A, Ao, w).

La résolution du probléme d’optimisation permet alors de trouver un tenseur K* &
M (h,a,w) équivalent a K.

Dans la théorie de I'homogénéisation classique, on suppose que le tenseur K. dépend d’un
parametre € > 0 qui est le rapport entre la taille des hétérogénéités locales et la taille
du domaine. Lorsque l'on fait tendre ce rapport € vers zéro on obtient la G-convergence
suivante : K, - K Irp ou K7 p est le tenseur équivalent de I’homogénéisation périodique.
En ce qui concerne notre approche, pour chaque ¢ > 0 fixé, on peut appliquer une des
méthodes du chapitre précédent et obtenir un tenseur K* équivalent a K. € M (A1, Ay, w).
On peut alors se demander quel est le comportement de la suite de tenseur équivalent

K? lorsque ¢ tend vers zéro. C’est I'objet du paragraphe qui suit.

6.4.1 Fonctionnelle énergétique

Pour certaines conditions aux limites, incluant les conditions classiques, la méthode de
mise a I’échelle décrite au chapitre 5 utilisant la fonctionnelle de 1’énergie est stable pour

la G-convergence. Plus précisément on a le résultat suivant :

Théoréme 6.4.1 Soit K. une suite de matrice appartenant o M(Aj, Ao,w) et Ky €
M (A, Ao, w) tel que K. %, Ko. Pour tout £ > 0, on note K} [resp. K§] un tenseur
équivalent o K. [resp. K| obtenu en utilisant la définition 5.6.1 ou 5.6.2 avec des condi-
tions aux limites pour lesquelles K et K sont des minimums globauz.

Alors il existe une suite extraite K*, encore notée K*, telle que

K* -5 K (6.144)

[

Remarque 6.4.2 Dans le cas des conditions aux limites classiques (linéaires, confinées,

périodiques) Uhypothése d’avoir des minimums globauz est vérifiée.

Avant de démontrer le théoréme 6.4.1 on donne deux résultats intermédiaires. La
proposition qui suit est un résultat classique dont une démonstration peut étre trouvée
dans Dal Maso [27] ou Attouch [6].

Proposition 6.4.3 On considére les problémes suivants :

L(H)= inf L.(H) e IfH)= inf  Lo(H) (6.145)

H€]\I()\1,)\2,w) HG]\I()\l,)\Q,w)

ot L.(H) [resp. Lo(H)] est une fonctionnelle quelconque dépendant d’une matrice H

appartenant o l'ensemble M (A1, Ao, w).
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On suppose que L.(H) converge uniformément par rapport a H vers Lo(H) dans IR.
Alors
lim I. (H) = Io(H) uniformément. (6.146)

e—0

On établit maintenant un résultat qui permet d’affirmer que la fonctionnelle Ip

[resp. Iam] définie par (5.41) [resp. (5.42)] converge uniformément.

Proposition 6.4.4 On suppose que K. <, Ky. On considére alors pour tout € > 0 les

problémes :
_d. KE VWE = Z d ),
~div [K.(2)VF] = f; dans i [Ko(@)VWi] = fi dans w
et Wi = giD sur I',
Pf =g sur Ow - ;
K.VWii=g) sur T
(6.147)

auxquels on adjoint les quantités suivantes :

1
Ef])(Ke)=§/
1<9,5 <m.

1 <i,j<
EM(K.) = 5/ K.(z)VW:.VWe d:rz—/ g W da—/ fi Wi dx
v riy w

KAOESEy do- [ 5.7 e

w

(6.148)
Alors
) la fonctionnelle définie par 3 [ED (H) — ED (K.)|” formément
i) la fonctionnelle définie parijzl[ G (H) — B ( 5)} converge uniformément vers
m 2
i]Z::l [E{? (H) - Ef (KO)} par rapport & H € M(Ay, Ay, w) quand e — 0, ou E[} (H) est
donné par (5.33).

it) la fonctionnelle définie par Y [Ef;[ (H) - E}f (KE)} converge uniformément vers
ig=1

donné par (5.39).

m / / 2 /
'21 [EZ]]” (H) - E}f (Ko)} par rapport o H € M(Ay, \y,w) quand e — 0, ot E}f (H) est

Démonstration :

Examinons i). On calcule dans un premier temps la limite simple de :

i B (H) - Bf (Ks)]Q. (6.149)

i,5=1

Pour cela on introduit pour tout H € M (A1, A2,w) la fonctionnelle F* (H) définie par :

e = |3 ([0 i - BR (1)) - [BS (1) - BD (150)])

ij=1

(6.150)

1 ‘
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D’apres la proposition 5.9.2 on sait que

lim EY(K.)=EJ(Ky) 1<ij<m (6.151)
et grace au lemme 5.9.12 on a
BD (6.152)
ou C est une constante indépendante de ¢ et de K..
De (6.150) et (6.152) on obtient la majoration suivante
YV H € M(A, Ag,w) y<C Z |BD (K.) - Ef (Ko)| |[BD (H)| (6.153)
avec C une constante indépendante de ¢, de K. et de H.
En utilisant (6.151) on a alors :
lim F*(H)=0 (6.154)

e—0
On regarde maintenant la convergence uniforme. D’aprés (6.153) et le lemme 5.9.12 on
en déduit

sup )< C Z Bf — ED (Ko)| (6.155)

HEM()\L)\Q,W) i,j=1
ou C désigne une constante indépendante de ¢ et de H. Ainsi en passant a la limite grace
a (6.151) il vient :

lim ( sup  F° (H)> =0 (6.156)

e—0 HEM()\l,)\Q,U])

La démonstration de ii) est identique a.

On démontre maintenant le théoréme 6.4.1.
Démonstration :

On considére une suite de matrice K. € M (A1, \y,w). En appliquant la définition 5.6.1
pour tout € > 0 fixé, on définit un tenseur, noté K7, équivalent a K. avec I’hypothése
suivante :

inf  Ip(H)= inf  Ip(H) (6.157)

HeM (he,ae,w) HeM(A,Ao,w)
On rappelle que Ip est définie par :

Ip(H) =% D (1) - ED (1) (6.158)

ij=1
On a K € M(h.,a.,w) et on note U la solution du probléme

1<i<m (6.159)
Ur = g; sur dw

7

{ —div [KXVU] = fi dansw
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qui permet de calculer

* 1 * *E *E *€ ..
ED(K?) = E/w K*VU=NUS dz — /wfi Ufdr 1<i,j<m. (6.160)
Par définition on a pour tout £ > 0 fixé
m 2 ) m 9
S [ER (KD - ER(K)| = inf > [ED(H) - ED (K.)] (6.161)

H€AI(A1,A2,W) .

4,j=1 i,j=1

Comme K* € M(\;, A2,w) pour tout £ > 0 le lemme 5.9.12 nous donne :
v, <C (6.162)

ou C est une constante indépendante de ¢ et de K.

De (6.162) on en déduit qu’il existe une suite extraite de U;®, encore notée U;*, telle que

HY (w)

U's

K2

U faible (6.163)

On considére maintenant la sous-suite de tenseur K indexé par les mémes indices que la
suite convergente U;. Pour tout € > 0 on a K* € M(h.,a.,w) qui est un ensemble inclus
dans M (A1, A2, w). Par conséquent (K) est une suite bornée ce qui implique d’apres le

théoréme 1.5.2 I'existence d’une sous suite, encore noté K7, telle que

K* -5 K (6.164)

En outre K € M (A1, A2,w) donc K§ est un tenseur constant symétrique définie positif
[27].

On considére le probléme :

—ds * *01 —  f )
div [K;VU] fi dans w L<i<m. (6.165)
Ur = g; sur dw
auquel on associe
ED(K) = /w K;VUL. VU da —/wfi URdr  1<ij<m (6.166)
Gréce a (6.164) on en déduit que l'on a :
*E Hl(w) *0 :
U; U; faible (6.167)

ou U;e [resp. U est la solution du probléeme (6.159) [resp. (6.165)] .
Finalement on a que K. <, Ky et K} <, K ce qui permet de passer a la limite dans
(6.161) en utilisant les propositions 5.9.2, 6.4.3 et 6.4.4. On obtient alors :

m m

>[5 (55) - B (K0)]” = it S [ED (H) - B (Ko)]"  (6.168)

ij=1 ij=1
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On en conclut que le tenseur constant K} est un minimum global du probléme de min-
imisation (6.157).

La démonstration pour la définition 5.6.2 est identique a.

Le théoréme 6.4.1 peut étre appliqué dans les cas particuliers des conditions aux
limites linéaires ou confinées. Comme on I’a vu précédemment dans ces situations on a

unicité du tenseur équivalent qui de plus est un minimum global, d’otu le résultat suivant.

Corollaire 6.4.5 Soit K. %+ K. Pour tout £ > 0 on note K* [resp. K] le tenseur
équivalent o K. [resp. Ko| en utilisant la définition 5.6.1 ow 5.6.2. On suppose que les
problémes locaux sont résolus avec des conditions aux limites linéaires ou confinées.

Alors la suite de tenseurs équivalents K* G-converge vers l'unique tenseur équivalent K.

Ce corollaire permet de retrouver en particulier un résultat de Bamberger [10] qui
a été rappelé au premier chapitre. Le cas des conditions aux limites périodiques et du

cadre stochastique sera abordé un peu plus loin dans ce chapitre.

6.4.2 Fonctionnelle basée sur la vitesse

On examine maintenant le cas de la fonctionnelle basée sur la vitesse de filtration dont

on étudie 'influence d’une suite de tenseurs K} équivalents a K. lorsque ¢ tend vers zéro.

Théoréme 6.4.6 On suppose que K. <, Ky. Pour tout € > 0, on note K* [resp. K}]
le tenseur équivalent o K. [resp. Ky| obtenu en utilisant la définition 5.7.1 ou 5.7.2 avec
des conditions aux limites pour lesquelles K} et K; sont des minimums globauz.

Alors il existe une suite extraite K, encore notée K*, telle que

K* % Kt (6.169)

[

Démonstration :

On suit les mémes étapes que pour la démonstration du théoréme 6.4.1 en utilisant

la proposition 6.4.7 donnée ci-apres.

Proposition 6.4.7 On suppose que K. <, Ky et l’on considére les quantités suivantes:

K2

, 1
VP(K,) = o /w K. (x)VP; dx
1<i<m (6.170)

K2

3 1
V) = /w K.(z)VW? do
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0t (PF)1<icm €t (WF)1<icy S0t les solutions des problémes définis par (6.147).
Alors
m — — 2
i) la fonctionnelle définie par Y ’ViD (H)— VP (K.)
i=1

converge uniformément vers

in: ’VZD (H) — VP (Ko)| par rapport & H € M(h,a,w) quand ¢ — 0, ot VP (H) est
i=1
donné par (5.34)

ii) la fonctionnelle définie par 5 ‘\75” (H) — VM (K,) ’
i=1

’ 2

converge uniformément vers

in: ’VZM (H) — VM (Ko)fpar rapport & H € M(h,a,w) quand ¢ — 0, ot VM (H) est
i=1
donné par (5.40).

Démonstration :

La démonstration est identique a la preuve de la proposition 6.4.4. O.

6.5 Application dans le cadre périodique et stochas-
tique

Dans le cas de I'homogénéisation périodique et stochastique, on sait que la matrice G-
limite (unique) est le tenseur homogénéisé constant. Cette information supplémentaire
qui indique que la matrice est constante permet d’affirmer que la suite de tenseurs équiv-
alents calculée en utilisant I'une des méthodes du chapitre 5 va G-converger vers cette
matrice G-limite constante. C’est un cas particulier important car la matrice G-limite
obtenue est alors indépendante des conditions aux limites utilisées par les méthodes
développée au chapitre 5. Ainsi la suite de tenseurs équivalents converge vers le tenseur
fourni par I’homogénéisation stochastique ce qui permet de retrouver un résultat dis a

Sab [77] ainsi que Badea et Bourgeat [7]. Plus précisément on a la proposition ci-dessous.

Proposition 6.5.1 Soit un tenseur de perméabilité KX {Tesp. KES} appartenant o

M (A1, Ay, w) défini sur un milieu poreuz périodique |resp. stochastique]. Alors
K* % K, (6.171)

K 55 K (6.172)

ou K {Tesp. K:S} est le tenseur équivalent o K¥ [resp. Kf} obtenu par l'une des
quatre définitions 5.6.1, 5.6.2, 5.7.1, ou 5.7.2, et K} p [resp. K};¢] désigne le tenseur

homogénéisé issu de I’homogénéisation périodique [resp. stochastique].
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Démonstration :

Par hypotheése K € M (A, g, w) , donc d’apres le théoréme 1.5.2 on peut en extraire une
sous suite qui va G-converger vers une limite unique. Par ailleurs de ’homogénéisation
périodique on sait que la G-limite est donnée par Kj;p, ot Kj;p est obtenu en utilisant

I’homogénéisation périodique. Donc on a

KPS K, (6.173)
En utilisant le théoréeme 6.4.1 on en déduit :

K* S K7, (6.174)

La démonstration est identique pour les définitions 5.6.2, 5.7.1, 5.7.2 ainsi que pour le
cadre stochastique 0.

Ce résultat s’applique en particulier aux conditions aux limites confinées : on a pour
tout € > 0 que K est une matrice diagonale et ’on obtient alors que la suite (K}) va

G-converger vers une matrice pleine.

6.6 Unicité d’un minimum

Il a été montré dans le chapitre 5 que les différents problémes de minimisation servant a
définir le tenseur équivalent possédaient au moins une solution. Ensuite lors de la pre-
miére partie de ce chapitre on a montré qu’il existait certaines situations, correspondant
aux méthodes classiques, ol il y a unicité du tenseur équivalent. Cette unicité provient
des conditions aux limites particuliéres utilisées. Le but de ce paragraphe est d’étendre
a des conditions aux limites plus générales ces situations ou il y unicité du probleme de

minimisation. On se restreint au cas de la fonctionnelle énergétique.

6.6.1 Calcul de la différentielle d’ordre deux

Le but de ce paragraphe est de calculer la différentielle d’ordre deux de la fonctionnelle
Ip définie par (5.41) et de montrer qu’elle est définie positive en tout point d’un certain
domaine. On aura alors que la fonctionnelle Ip est strictement convexe ce qui nous

assurera de 1'unicité de la solution au probléme d’optimisation (5.43).

Proposition 6.6.1 Pour tout 1 < i < m on suppose que f; = 0 dans les problémes
(5.29) et (5.32). Alors la fonctionnelle Ip définie par (5.41) est deux fois différentiable et
pour tout 1 < o, 3,v,06 < d, on a :
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oU; 8U oU; oU; ;. g ) a= 16}
8%7 81’5 w 0Tq 8$ﬂ ! v=20
oU; 8U oU,; U, oU; oU; ] a=p
—dx —Ldz  si
w O, 81;5 w 05 Ox, w 0xo Oxg v # b
0?Ip (H) L
OH.,s0H,5 5 oU; 8U oU; oU; ;. oU; oU; W\ 1@ #+ 0
w 8:67 8:55 w 0xy O w 0xg 0T, v=26
oU; 8U oU,; oU; ;.
81;7 8:65 w Oxs Oz, si { a#
oU; 0U; oU; 0U; £6
—1d —d "
w Oxo O T w 0xg 04 :c)
+ [EL(H) — ED(K)| *
0 8U ou; 0 oU; . a=p
! da dx st
w &ca 6H75 8{55 w OZq 8{5,3 6H75 1<~v,6<d
oU; i gy ou; 0 oU; i
a$a aH,y,s 8305 w Bxa a$5 8H7§ i «@ 7é ﬁ
L dx + dx - Y=
&ca 8H75 Oxg w 0xo 0z \ OHs |
(6.175)
ou U; est la solution du probléme (5.32).
Démonstration :
D’apreés la définition (5.47) on a
Ui 2
In(H) =Y |EJ (H) - B} (K)| (6.176)
ij—1
Or la proposition 5.9.18 nous indique que Ip est différentiable et que :
OIp (H) I (. b OE]] (H)
i, Z [ED (H) - Ef) (K)] P, (6.177)
o U, oU
i 0U; —
OER(H) o Oy 02y ™" sa=p 6178
aHaﬁ o / 8U1 8U]+8UZ 8U] dr 80047&6 ( . )
O0xy 0rg Oz 0x, !
. . ) OEE(H )
En utilisant la proposition 5.9.8 le terme générique de 3 ]f] peut s’écrire comme la
af

composée d’opérateurs différentiables :

U, aU; . |
T ——Ldz = ¢ 0 07” (¢} (H) , ¢} (H)) (6.179)
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OED(H)

On en déduit alors que est différentiable. De (6.177) il vient

0H,p
0*Ip (H) m 8E£ (H) 8E£ (H) I D 82ED( )
—_— = E; (H) - E; (K)| 55527 1
OH,»0H,; JZI 9H, 0H.; ) |23 (H) - B (K)] I,0m| 180
2 OEP (H)OEE (H O*EP (H
Le calcul de éﬁ?—ég{jﬁ revient donc a calculer les termes 811]7—1 55 ) a’;jiﬁ ) 8H7;]8;Ia23’
les autres étant connus.
OEE (H)OEL (H)
E *J *J :
tude du terme DH,, DH,,
En utilisant (6.178) on obtient directement :
—dx L dx S1
w 83&7 0xs ara a$ﬁ vy=20
8U8Ud+ 8U8Ud 8U8Ud o a=[
w 0z O w 05 Ox, w 0xq Oxg y#6
8E5 (H) 8E}J? (H) B
OH s OH,p 8Ui%dw 8Ui%dm oU; oU; L R #+ 0
w 0z Oz w 0xy O w 0xg 0%, y=246
oU; 0U; i 4 + oU,; oU; ;.
w 0., O w Oxs Oy o { a# [
i} oU; oU; ;.. oU; 0U; Y 4. v £ 6
w 0xo Oxg w 0xg 04
(6.181)
Etude du t 82E5 (H) :
ude du terme L s0H,
Examinons le cas ou o = 3. En utilisant (6.178) et (6.179) on a
O*EP (H) 0 . :
g = Wy (H), ¢4 (H 182
IH..0H.s ~ OH., (05 0 8” (04 (H) , b (H))] (6.182)
Or ¢ est une application linéaire d’ot :
0 af (i B (i J
5775 {@5 ©¥7 (@2 (H w OH.s Y7 (SOQ (H) ¢y (H)ﬂ dx (6.183)
Par ailleurs de la proposition 5.9.8 on obtient successivement :
. : 0 (0gy(H)\ og} (H
R CICRC I e e L
w 8H75 w al‘a' 8H75 al‘ﬁ 1 < 5 6 < d
+/ Opy (H) 0 (0pp(H)\ = 7~
w Ozq Oxg OH.s
(6.184)
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Ce qui s’écrit encore
o (0U; 0U; o (0U; \ oU; ou; o [ oU;
‘) dr = [ L) g ’ ) dz (6.185
/. OH,; <8xa axﬁ> v= ). oz, (an> 92, " | . 0z, 0, (an) v (6.185)
En utilisant (6.182), (6.183), (6.184) et (6.185) on obtient finalement :

82E£(H) l/ 0 ( oU; ) oU; ou; 0 <8Uj ) 1 ‘ a=/[
arr arr dx + dz St
(9H75(9Haﬂ w 8([‘a 8H75 8([‘5 w 8([‘a 8([‘ﬂ 8H75 1< v, 6<d

(6.186)

Pour e # (3 on suit les mémes étapes que précédemment et on obtient
0°El) (H) v 0zg \OH.; ) 0, v 0g 015 \ OH.,s | { a+

IR N St
OH.»0Hog o ( oU; \ ou, ou, o ( U,
* (/ o0z \0H,, ) 92, T /. D Dy \OH,5 ) ™

De (6.180), (6.181), (6.186) et (6.187) on a alors le résultat (6.175) 0.

6.6.2 Dépendance continue de la différentielle d’ordre deux

Pour des conditions aux limites linéaires on sait qu’il y a unicité au probléme d’optimi-

sation (5.43). Afin d’étendre cette propriété a des conditions aux limites ”proches” des
0*Ip (H)

(9H75(9Haﬂ
rapport au tenseur H et aux conditions aux limites g; € H 3 (Ow) , pour tout 1 < i < m.

conditions linéaires on étudie la continuité de la différentielle d’ordre deux par

En effet si la différentielle d’ordre deux est continue par rapport aux éléments cités
précédemment on pourra alors montrer qu’il existe un voisinage des conditions aux lim-

ites linéaires dans lequel la fonctionnelle Ip est encore strictement convexe.

Proposition 6.6.2 Pour tout 1 < i < m on suppose que f; = 0 dans les problémes

Ip (H
(5.29) et (5.32), ainsi que m = d. Alors la différentielle d’ordre deux Oy (H) définie
(9H75(9Haﬂ

par (6.175) dépend contintiment du tenseur H et des conditions aux limites g; € H? (Ow)

pour tout 1 <3 <m.

Avant de démontrer la proposition 6.6.2 on a besoin du résultat ci-dessous.

Proposition 6.6.3 Soient (H"), ., € M (A1, A2, w), on considére pour tout 1 <i < m
les problemes :
—div [H"VU]| =0 dans w

Ul = g7 sur Ow

—div [H'VU] =0 dans w
U =g? sur Ow
(6.188)

(PBY) { et <PB?>{
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On suppose que

H™ — H° pour une norme matricielle |||.|||

et 1<i<m (6.189)

g — ¢ pour la norme de H3 (Ow)

Alors la solution U qui dépend de H™ et de g tend vers U pour la norme H' (w), i.e.

vr YU gt 1<i<m. (6.190)

)

et on a ausst

2

—
OH"s OH s

oU" Hiw) OU? 1<i<
Mol 9% o { =r=m (6.191)

Démonstration :

La démonstration se fait en 2 parties.
1¢¢ partie : On démontre (6.190). En suivant les mémes étapes que pour le lemme 5.9.12

on démontre d’abord que

1, <C 1<i<m (6.192)
Par conséquent on peut extraire une sous suite de U;* encore noté U telle que
HH(Q) ,
Uy — x; faible 1<i<m (6.193)

L’application trace étant continue de H* (w) dans Hz (Ow) on a :

H? (9w)
9 — Y (x;)  faible 1<i<m (6.194)
Or par hypothése on sait
H? (9w)
gi — g7 fort 1<i<m (6.195)

Par unicité de la limite on en déduit alors
Y) =9, 1<i<m (6.196)
Une formulation variationnelle de (PB}') est donnée par :
Ure H' (w)
/ H'VUPVode =0 Ywe Hl(w)  1<i<m (6.197)
T o=y
En utilisant (6.189), (6.193) et (6.196) on peut passer a la limite et on obtient
X; € H (w)
/ HVx,.Vode =0 Yve Hl(w)  1<i<m. (6.198)
’ Xi =9}
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Ce qui est équivalent a

{ —div [HOV)?] =0 dansw (6.199)
Xi = i sur Ow
La solution du probleme (6.199) et (PBY) étant unique on en déduit
v, =U 1<i<m. (6.200)
Donc de (6.193) et (6.200) on a
HY(Q)
Ur — U faible (6.201)
De plus par compacité il vient
L*(Q)
Uur —— U2 fort (6.202)

On montre maintenant que la sous suite U* — U} fortement pour la semi-norme de
Hy(92).
M U — Uio\iw < / H"V (U = U?) .V (U= U?) dx < / H"V (U — UY) .VU! dx
’ —7 H"VU!VU dx
+ / " HUOVUS d
) (6.203)

Lorsque n tend vers zéro les deux derniers termes de l'inégalité (6.203) tendent vers

/ HOVU!VU? dzx et donc s’annule mutuellement. Le troisiéme terme se geére de la
w

maniére qui suit. En utilisant une formule de Green et le probléme (PB}') on a
/ H™ULY (U~ UP) de = (H"VUP A, g — 3¢ (6.204)

Or H" € M (A1, Ay, w) ce qui permet d’obtenir grace a (6.192)

/ H™URY (U2 = UP) do < Cllg = o¢,,. — 0 (6.205)
w 5,0w n—
Par conséquent de (6.203) et (6.205) on a

v -0 —0 (6.206)

Finalement grace a (6.202) et (6.206) on obtient (6.190).
2¢m¢ partie : On démontre maintenant (6.191). Des deux problémes (PBY) et (PBY) on
obtient en dérivant par rapport & H?, n>0et 1 <~,0 <d:

76>
ou ov .
v (20N o e ~ ) om0y sty=90
/w Tk vdx = - aUZb@da&—i— 8Uinﬁdx sin 46
w 0%, 0T w Oxs Oy i
(6.207)
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et

— 8U0 ov dx sty=26
/ H'V ( 8U0 > Nv dz = &U 8%
8H0 _( ouy? 81} o+ oU? dv ) sin 46
0. 8385 w Oxs Oz,
(6.208)

pour tout v € H} (w) . Ces relations sont obtenues en prenant U; = v dans (5.120)
Or d’apres la proposition 5.9.11 on a pour tout n > 0 :
1<1<m
='= (6.209)

U ¢ Hiw)
OH”, 1<~,6<d.

n

Ainsi en prenant v = ——
OHs

dans (6.207) on obtient aprés majorations :

<O (6.210)

‘ our
OHZs

lw

n
reste dans un borné fixe de

Or U € H' (w) donc de (6.210), on en déduit que T

6

H}(w). Donc il existe © € HJ(w) tel que

nH(Q)
gg’ — O faible (6.211)
En passant alors a la limite dans (6.207) on obtient grace a (6.208)
ouy
0= 2 6.212
Par conséquent :
our Hy(©@) oUY
. - faibl 6.213
OHs OHs b ( )

ce qui implique par compacité de H}(€2) dans L*(2) que :

our >« ouUy?
- - fort (6.214)
OH s OHYs

: Uy ouy :
On montre maintenant que converge vers & pour la semi norme de Hg(€2).
OHY, OH s

8U” U0 2 ( our Uy ) ( our  oUY )
A H"V I v/ Lo g (6.215
YomHr,  oHY, » /  9H) oH";  OHY, )
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En développant (6.215) on a

our Uy

2

1

our  oUy > ( our )
H"V  — =~ |.V — | dz

R / an(an oy ) V(an) . (6.216)
w OHZs  OHYs OHYs
Par 'intermédiaire de I'inégalité de Cauchy-Schwartz on aboutit a :
! oUy _ 9y | < H our _ U (6.217)
OHIs  OHYs Lo OHIs  OHY 0w '

5 ouy?
converge vers

n 0

OH OHYs

Ce qui grace a (6.214) permet d’obtenir que pour la semi norme

de H}(Q) O.

On démontre maintenant la proposition 6.6.2.

Démonstration :

Pour les hypotheses (6.189) on doit montrer

O’Ip (H", g%, ... 9n) m 0*Ip (H° g}, ... gpn)
OHIOH?, OH%OHY,

Pour cela il suffit d’étudier le comportement lorsque n — 0 des termes génériques de la

(6.218)

formule (6.175) qui sont :

n U n\ QU <31 <
oU; ! dx, / 9 <8U’ > L dr et EZ.?(H”) { L<ijsm

w 8([‘7 8([‘5 w 8$a (9H75 8([‘ﬂ 1< ’Y,(S <d
(6.219)
avec U/" la solution du probléme suivant :
—div[H"VU]| =0 dans w l<i<m (6.220)
Uur =g sur Ow

oUr AU

J
w 8([‘7 8%5

1¢7¢étape : On cherche la limite de dz. Pour cela on introduit U qui est la

solution du probléme suivant :

_div [HOV O] =
div [H°VU?] =0 dans w l<i<m (6.221)
Ul =g? sur Ow
et I'on considere :
n HUn 0 9UY n(our  oUY
gla—%_ gia—%‘g ‘/ gUl (ay _a]>dx

w Oz, Oz w 0T Oz w Ox x x

v v T ° (6.222)

ouy (our  oUy
/ — dx
w Oxs \ Ox, Oz,
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En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwartz on obtient :

UO
(6.223)
Gréace a la proposition 6.6.3 on en déduit que le second membre de (6.223) tend vers zéro

|/ 8U”8U” ou? auy

i [ S <l oy -], + e

quand n tend vers zéro. Ainsi on a :

ourouy — x [ 0ULOU;
——dx — —1d 6.224
w 0z, Oxs o 81;7 Oxs o ( )

J_dz et Ion étudie

n\ oUR
2¢mestape : On cherche la limite de / 0 < oU; >

w 8$a (9H,y§ 8([‘ﬁ
‘/ 0 (8U{‘>8U”d / 0 <8U10>8U0d | |/ 0 <8U}”‘ 8UJO>8U]”d N
- x
w O0xy \OHs ) Oz w O0xo \OHYs ) Oxp wOxe \OHIs  OHY ) Oxp
o (oul\ ouy —ou}
/ Ldx
O0xo \OHs 838,3
(6.225)
Comme précédemment cela implique
"\ oUy 0\ au? our Uy
9 <6U2> Yo | d <8UB> | < ‘ I 17
w 8xa 8H,7§ (91’5 w 8xa 8H’)’(5 8xﬂ 8H’Y(5 8H’Y(5 1w 17(.0
|-
OHys|, 7 I e
(6.226)
En utilisant la proposition 6.6.3 on en déduit que :
n 8U" 0\ oU?
/ 0 <8U;> R, / (8U ) L (6.227)
w 0o \ OHZs 8xﬁ Oz, s ) Oxg
38m8etape : Etant donné que H®™ — H' pour une norme matricielle |||.||| on a que
H™ %5 H%’ow1 en utilisant la proposition 5.9.2 on a :
n R
D(H) — ED(K)| =5 |ED(H) — ED(K)| (6.228)

Ainsi grace a (6.224), (6.227) et (6.228) on en déduit (6.218) 0.

6.6.3 Unicité du contréle optimal

Dans un voisinage des conditions aux limites linéaires la fonctionnelle Ip est encore

strictement convexe.
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Proposition 6.6.4 Soit g; € H2 (dw), 1 < i < d et on note Iy (.) la différentielle
d’ordre deuz définie par (6.175). Alors :

(In, >0 1<i<d) tel queVgiE(Hgi—xiH%,awgm 1§i§d>

" 1 6.229
le(Hagl’---,gd)w.w>O ‘v’we]RﬂdQL2 ( )

Démonstration :

D’apreés la proposition 6.6.2 on sait que la différentielle d’ordre deux 17’; (H) est continue
par rapport aux conditions aux limites (g;),.,., et au tenseur H € M (A, Ay, w), ce qui
s’écrit encore :

Ve>0 (3, >0 1<i<d) tel queVy € (Hgi—xiH%aw < 1§i§d)

) (6.230)

= I (H, g1, ..., 9a) ww — Ip, (H, z1, ...,xd)w.w‘ <e Vwe Rz

On en déduit :
—e+ Ip(H,zy,...xg) ww < I (H, g1, ... gg) ww < & + Ip (H, xp, .., zg) waw  (6.231)

Or on sait que pour des conditions aux limites linéaires on a

In(H,zy,...x)ww >0  Ywe R (6.232)
ICEE I
Donc Yw € IR 2 si on prend par exemple
I (H,, ... :
. Inl ,x1,2 L) Www (6.233)
dans (6.231) on obtient :
0< DTy 2O (6.234)

2

Finalement on a :

vwe R*7 (3,0 1<i<d) tel queVg € (|lg:—xilly o, <1, 1< < d)

= Ip (H, g1, ... ga) ww >0
(6.235)

Remarque 6.6.5 Les propositions 6.6.2 et 6.6.4 sont également valables pour les con-
ditions aux limites confinées et périodiques. Cela signifie que pour des conditions aux
limites suffisamment proches des conditions aux limites pour lesquelles on sait qu’il y a
unicité du tenseur équivalent on a encore une fonctionnelle strictement convexe. Ceci

implique alors que l'on a unicité de la solution du probléme de minimisation (5.43).
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6.7 Convergence de ’approximation du tenseur équiv-

alent

Les méthodes du chapitre 5 ont été mises au point pour un domaine w fixé. Le but de ce
paragraphe est d’étudié la convergence du tenseur équivalent lorsque la taille du domaine
w devient de plus en plus petite. Pour cela on applique un résultat dt & Bamberger [10].
On considére Ty une partition de I'ouvert 2, ot H représente le diamétre maximum des

ouverts (wH

v ) 1<i<N ~

N
Ty =Jw!. (6.236)

i=1

Théoréme 6.7.1 Le tenseur équivalent & K € M(A1, o, Q),noté K3, est défini sur

chaque owvert w¥ par K

m qui est le tenseur équivalent o K

! LH obtenu en appliquant

lune des quatre définitions 5.6.1, 5.6.2, 5.7.1, 5.7.2. Alors l'approzimation Kj; est con-
vergente i.e.

d2
. £\ 2
lim (Kj;) =K dans (27 (©)" . (6.237)

Démonstration :

D’une part on montre que
. . d2 .
lim I (K) =lim I, (K) = K|n dans (2* () 1<i<N. (6.238)

D’autre part comme Kj|,» € M (h,a,wf ) et grace a une propriété du quotient de

Rayleigh pour les matrices symétriques on a
il = Ty (B, < [Ty (B) = Ty () (6.239)
Donc

0/ N @) r = L () o <[y () = Ly (5) | de - (6.240)

H
Wi

Or d’apres (6.238) on a

R
/Q | () = 1y o (K| dz —=— 0 (6.241)
d’out en utilisant (6.240) on en déduit
* 2 R
/w,H K (@) | = Iy (K|, de —— 0 (6.242)
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Par ailleurs

| irlon — K

y Sl = L ()|, + [ s (B) = Klp,  (6:243)

H
Wi

ce qui permet d’obtenir I'inégalité suivante

[ K @) L = K (@)

L Ao < 2 K @) = Ly (B[ do
“i ) (6.244)
+2 /w_H |1 1 (K) = K (2) || da

D’apres (6.242) et (6.238) les deux membres de droite de I'inégalité (6.244) tendent vers
7€ro par conséquent

i (@) Lo = K (@)

2 R
,de——0 1<i<N (6.245)

H
Wi

ce qui implique

H

wi

[ 1Ky @) =K @5 de =3 [ | [|Ki @) s = K (@) s, do —— 0 (6.240)

qui n’est autre que le résultat (6.237) 0.

6.8 Convergence de la solution dépendant du tenseur

équivalent

On étudie maintenant I’écoulement d’un fluide monophasique incompressible sur le gise-
ment €2 dont le champ de perméabilité absolue a été mis a ’échelle par 'une des méthodes
développées au chapitres 5. Le calcul numérique de la solution (pression) est faite pour
un pas de discrétisation qui est en général inférieur ou égal au pas de discrétisation H ce
dernier étant le diametre maximum des ouverts (wf[ ) ey SUT lesquels la méthode de
mise a ’échelle a été appliquée. En faisant tendre le pas de discrétisation vers zéro on
obtient alors que ’approximation numérique de la pression tend vers la solution calculée
avec le champ de perméabilité K initial.

On partitionne la frontiére du gisement €2 de la maniére suivante 02 = I'p, 'y et on
1 1 *
introduit gp € H3(I'p), gy € (HO%(FN)> et f € L*(Q).

Théoréme 6.8.1 Soient K € M(A1, X2, Q) et Ty une partition de l'ouvert Q. On con-

sidére les problémes suivants

—div [K(2)VU] = f dans Q —div [K}; (x) VU] = f dans Q
U=gp sur I'p Uj; =9p sur I'p (6.247)
KVUni =gy sur I'y K3 VU4 =gy sur I'y
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ot le tenseur équivalent o K, noté K}, est défini sur chaque ouvert w par K}f1|wH qui

o obtenu en appliquant 'une des quatre définitions 5.6.1,
5.6.2, 5.7.1, 5.7.2.

Alors lorsque H tend vers zéro on a :

H(Q)
Uy — U fort (6.248)
et
(@)
K;VU; —— KNVU  fort (6.249)
Démonstration :

La démonstration s’effectue en quatre étapes.

HY(Q)
1¢76tape : on montre que U}; — U faiblement quand H — 0.

Soit Z une fonction de H' (w) telle que Z = gp sur I'p. On pose alors
Whe=Ug—2 et W=U-2Z2 (6.250)
Une formulation variationnelle des problémes (6.247) s’écrit

W e H&FD ()

/ K(I)V(W—F Z).V”U dx —/ VGN do :/ f@ dr YVove HOII‘D (Q) (6.251)
@ 'y Q )

et

Wi € Hyp,, (2)
/ K} (x) V(WS + Z).Vv dx —/ vgy do = / fvdz VoveHj ()
Q I'n Q ’
(6.252)
En prenant v = W}; dans (6.252) il vient

/ K3y (2) VWV W3 do = / K (2) VW5V Z dx—{—/ Wi gy da—{—/ Wy de
(6.253)
De (6.253) on obtient que W} demeure dans un borné fixe de Hjp (w), muni de la

semi-norme de Hj (w). Par conséquent il existe une fonction Wy de Hjjp  (w) telle que

Ho Tp (w)
Wy — Wy faible (6.254)
Par ailleurs on a
K5 VWillog <C (6.255)
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d’ou il existe une fonction ¢ de (L (€2))¢ telle que

(r2@)*
KgVWyg —— q  faible (6.256)
De (6.254) on en déduit
/ K (2)V Wy = Wo) . Vg da — R0 veeHl, () (6.257)

D’autre part en utilisant le théoréme 6.7.1 on peut écrire
/ (K (@) = K (2)] VW Vo da 0 wpen () (6.258)
A partir de (6.257) et (6.258) on obtient
/ K% () VW5 Vg do — / 1) VIWoVedr  Vpe Hin (Q) (6.259)
ce qui permet ainsi que le théoéme 6.7.1 de passer a la limite dans (6.252) et d’avoir

/QK (x) VIWy + Z).Vv dx — /F vgn dr = /Q fode Yove H&FD Q) (6.260)

N

Or la solution du probléme (6.251) est unique donc

Wy =W (6.261)
HY(Q)
En utilisant (6.250), (6.254) et (6.261) on obtient finalement Uj; — U.

\ (r2@)"
2°M¢étape : on montre que K;;VU}j; —— KVU faiblement.

Pour tout vecteur v de (L2(€2))%n considére

/Q (K} (x) VU}; — K (z) VU] Pdr = /Q (K% (z) — K (x )]d).VU}} da
\%

; (6.262)
+ 0 K (z)y.V(Uj; —U)dx
De (6.262) on obtient la majoration suivante
‘/ﬂ (K3, (z) VU, — K (z) VU] hda ch[K;:I—K]J;HO ’/ 2) %N (Us; — U) da
(6.263)

Or en utilisant le théoréme 6.7.1 et le résultat de la premiére étape il vient que le second

membre de (6.263) tend vers zero ce qui implique

£2(Q))"
KiVU;, — KVU faible. (6.264)
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. HY(Q
3°meétape : Montrons que la sous suite U}, — U fortement.

On a
MU~ UR, < /Q K% (2)V (U — U).V (Ul — U) do = /Q K3 (2) VUL.Y (Uf, — U) da
- / Ky (@) VU VU de
+ / Ky (2) VUVU da
(6.265)
En utilisant le probléme (6.252) il vient
/QK;;I (@) V (U, — U) .V (U} — U) dv = /Qf Uz —U) dx—/QK;; (2) VUL VU dz
+ / Uz, — U) gydo + / Ky (z) VUVU da
I
! (6.266)

D’oul en passant a la limite on obtient que le second membre de (6.266) tend vers zéro

quand H — 0, ce qui implique

HY(Q)
U, — U fort (6.267)

\ £2())*
4°mcétape : on montre que Kj, VU, —— KVU fortement.

De I'inégalité
|\K;,VU}, — KVU| < |K;,VU}, — KNVU} | + |[KVU}, — KVU| (6.268)
on a

/Q K2, () VU — K(2)VU [ da < 2/Q K3, () VU — K(2)VU3|* dz

) (6.269)
+2 /Q K (2)VU, — K (2)VU ] do
Par conséquent comme [|[VU ||, est borné on a :
K3 () VU — K(2)VU|*de < 2C || K} — K|
[ VK (@) VU3 = K(@)VU [ de < 20 |1~ K} 6:27)

+2C (|VU}; — VU [5.0

Or d’aprés le théoréme 6.7.1 et la 3°™¢ étape, le second membre de (6.268) converge vers

zéro lorsque H — 0 0.

6.9 Estimations d’erreurs

Une estimation de l'erreur est nécessaire afin de pouvoir apporter des informations sur

la précision des résultats obtenus. Certains travaux ont déja été effectués sur le sujet
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notamment par Zohdi et al. [88] pour modéliser des structures élastiques hétérogeénes
en utilisant des modeles hiérarchiques. Cette idée a été reprise par Hersvik and Espedal
[42] pour effectuer une mise a I’échelle hiérarchique adaptative d’un réservoir hétérogeéne.
Nous I'adaptons aux cas des méthodes de mises a ’échelle développées au chapitre 5.

Soit une matrice A € M (A1, Az, §2) on rappelle les définitions des normes ||.|| 4 ¢, et [|[-[|[1.0

définies par :

lully, = ( / A@)Vu.Vu d:f)% Vu € H! (w) o)
ldlly, = ([ Awddde)’ vae (22 @)".

Théoréme 6.9.1 Sous les hypothéses du théoréme 6.8.1 on a l’estimation suivante :
U= Ulgq < IIT"VU ||k (6.272)

ol

T =1—-K'K}. (6.273)

Démonstration :

Les problémes (6.247) s’écrivent sous forme variationnelle

UeH (w)
/ K(x)VUNv dx — / vy dx = / fode YoveHp, (w) (6.274)
Q I'y Q ’
U=gp sur I'p
et
Uy € H (w)
/Q K3 () VU Vo dx — / vy dx = /Q fodz YoveHjp, (w) (6.275)
I'y ’
Ui =9p sur I'p

La formulation variationnelle (6.275) se réécrit sous la forme suivante

/Q K(z)VU};. Vo d:c—/Q [K(z) — Kj; (z)] VU Vo dx = / VgN d:c—{—/ fodx Yove HSFD (w)
Iy :
Q
(6.276)

En utilisant (6.274) on a

/Q K(x)VU},. Vo da:—/ [K(z) — Kj; ()] VU, Vv dx = /Q K(x)VUNv dx Y v e H&FD (w)

(6.277)

Q
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En prenant v = (U — Uj};) on obtient

/Q K@)V (U —-US) .Y (U—UY) de=— /Q (K (z) — K3, (2)] VULV (U - UL) de
(6.278)
c’est a dire

IU = Uillin < = [ K@) = Kj (2)] VUV (U= Uj) da (6.279)
Ce qui s’écrit encore

IU=Ullia < = [ KF@K™ @) [K(2) - K, (@)] VU K@)V (U = Ufy) da
(6.280)
d’ou

U= Ull%g < - / K (a) [1 - K7 @)K (2)] VU K3 @)V (U = Uj) do (6.281)

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwartz on obtient

=

U = U ll% g < U K3(2)T*VU;. K3 (2)T*VU}, dm} :
! 9 R (6.282)

/ﬂ K3 (2)V (U = U) K3 (2)V (U = US,) d:c] :

i.e.

IU = Uilla < NTVUllke U= Usllxa O (6.283)

Remarque 6.9.2 La relation (6.272) donne une estimation de 'erreur que l’on commet
lorsqu’on calcule le champ de pression sur un gisement €2 dont les perméabilités absolues
ont été mise a l’échelle. Une “bonne” méthode de mise a [’échelle consisterait alors a
minimiser cette erreur. L’interprétation de lestimation (6.272) conduit & considérer la
fonctionnelle suivante :

J(K*) = / (K (2) — K*(2)] VUL VU da + / K@) - (@) Qe da

(6.284)

ot Q* = K*VU*. On constate que la minimisation de cette fonctionnelle ne nécessite

Q

pas la résolution du probléme fin comme dans la méthode des moindres carrés pondérés
rappelée au chapitre 5. Néanmoins dans (6.284) on ne privilégie pas la vitesse par rapport
a la pression ou inversement, contrairement a la méthode des moindres carrés pondérés

qui est basée sur la vitesse. C’est un compromis entre ces deux quantités qui est suggéré

par (6.272).
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Chapitre 7
Tests numériques

Dans ce chapitre on teste numériquement sur des exemples 2D la méthode de mise a
I’échelle basée sur la minimisation de la somme des écarts des énergies. C’est a dire que
I’on résout le probléme :

. m 2

inf  Ip(H) aec  Ip(H)= Y |E})(H) - EJ (K)| (7.1)

HeM (h,a,w) ij=1

ou E[ (H) [resp. ED (K)} est donné par (5.33) [resp. (5.30)].

Pour des conditions aux limites générales on cherche un tenseur équivalent en appliquant
I’algorithme de calcul effectif qui a été présenté au chapitre 5. Une procédure d’opti-
misation de la librairie IMSL est utilisée pour résoudre le probleme (7.1) et le gradient
de la fonctionnelle Ip (.) est calculé a l'aide de la proposition 5.9.18. Les résultats issus
de cette méthode sont alors comparés avec ceux des méthodes classiques. On montre
numériquement que le tenseur équivalent obtenu par la méthode de minimisation des
énergies dépend des conditions aux limites appliquées aux problémes locaux. On cal-
cule enfin pour différents taux d’agrégation un tenseur équivalent et ’on commente les

résultats obtenus.

7.1 Introduction

Dans les deux chapitres précédents nous avons construit une méthode permettant de
calculer un tenseur équivalent, pour des conditions aux limites quelconques appliquées
aux problémes locaux. Une des particularités de cette approche est qu’elle conduit & des
algorithmes effectifs : 1la mise a I’échelle de la perméabilité absolue est faite en résolvant un
probléme d’optimisation. Ce dernier est résolu en utilisant une procédure d’optimisation
non-linéaire avec contraintes de la librairie IMSL. D’autre part une méthode d’éléments

finis mixtes hybrides est employée pour résoudre les problémes locaux. L’algorithme de
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Figure 7.1: Distribution de la perméabilité absolue

calcul mis au point dans le chapitre 5 est alors validé numériquement sur des exemples
2D. Afin de pouvoir comparer nos résultats avec ceux obtenus par les méthodes de mise
a ’échelle classiques, on traite dans un premier temps ’exemple du domaine symétrique
pour lequel les résultats des méthodes standarts ont été présentés dans le chapitre 3.
Pour un choix de conditions aux limites données on teste ainsi ’algorithme permettant
d’obtenir un tenseur qui annule la fonctionnelle objectif et qui sera par définition le
tenseur équivalent. Dans ce chapitre on se restreint a I’étude numérique de la fonctionnelle
cotit Ip (.), définie par la somme des écarts des énergies et ceci pour des conditions aux
limites de Dirichlet. Lors de la résolution du probléme (7.1) on utilise la proposition

5.9.18 qui permet d’avoir une expression explicite du gradient de la fonction cott Ip (.) .

7.2 Domaine symétrique

On considére 'exemple du domaine symétrique (c.f. figure 7.1) dont la perméabilité

absolue est donnée par :

K I, dans la partie jaune
K(z) = avec K € IR} (7.2)
Iy dans la partie bleu

ou I5 est la matrice identité d’ordre 2.
Le domaine est un carré défini pour 5 < z < 10 et 5 < y < 10. On se propose alors

d’étudier 'influence des conditions aux limites suivantes :

9i(z,y) =5z
(7.3)

go(z,y) = e¥=9
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Figure 7.2: Conditions aux limites étudiées

associées a des seconds membres nuls. On a visualisé les représentations de g; et go sur
la figure 7.2. On peut noter que la fonction g, est fortement non-linéaire pour le domaine
de validation choisi. A titre comparatif on a tracé en jaune les conditions linéaires. En
vue d’étudier 'influence des hétérogénéités de la perméabilité absolue sur les résultats
obtenus on considere deux cas d’études.

CAS 1: K=10D

Le premier cas consiste a prendre K = 10D dans la distribution de perméabilité. Les
résultats obtenus sont synthétisés dans le tableau 7.1 et une représentation graphique des
valeurs de la fonction cotit a chaque itération est donnée dans la figure 7.3.

Il apparait d’abord que le tenseur calculé par la minimisation de Ip (.) n’est pas de
la forme aly, (o € IR}) contrairement aux résultats des méthodes classiques qui sont

rappelés dans le tableau 7.0 (les notations sont celles du chapitre 3 [tableau 3.2]).

Tableau 7.0: Tenseurs équivalents obtenus par les méthodes classiques

* * * * * Tx * * * Tx *
K HA KGE KRE KCW MC MC KHP MG KML KML KAR

10 || 3.08 | 5.62 | 6.17 | 6.46 | 6.47 | 6.48 | 6.52 | 6.70 | 7.28 | 7.29 | 7.75

100 || 3.88 | 31.62 | 54.24 | 58.49 | 58.54 | 58.56 | 59.23 | 61.73 | 69.20 | 69.22 | 75.25
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Tableau 7.1: Evolution des perméabilités et de la fonction cott (cas 1)

Itération Ky Ko Koo Val. fonct.
1 5.413 0.00000 5.413 2.20E4-07
2 5.413 0.30769 5.647 1.70E+07
3 5.490 0.02749 5.857 1.42E4-07
4 6.999 -0.01655 7.457 7.00E+4-04
5 6.523 0.12742 7.476 2.76E+04
6 6.491 0.02708 7.507 1.33E4-04
7 6.342 -0.01791 7.574 2.65E+403
8 6.217 -0.01113 7.616 1.20E4-02
9 6.193 -0.00124 7.623 1.12E4-00

10 6.192 -0.00014 7.623 1.75E-02
11 6.192 0.00001 7.623 1.31E-04

Pourtant on considére une distribution symétrique de perméabilité (homogeéne et isotrope)
qui est répartie dans un domaine symétrique ce qui conduit généralement & 1’obtention
d’un tenseur équivalent isotrope. On voit clairement I'influence des conditions aux lim-
ites choisies qui ont "cassé” la symétrie du domaine. La condition aux limites g, a une
influence plus importante que g;, ce qui se traduit ici par le fait que le terme Koo est
supérieur au terme Ki;.

D’autre part il apparait que ’algorithme converge correctement puisque la fonction cotit
a une valeur de 2.2 E+07 lors de la premiere itération pour aboutir a une valeur de
1.31 E-04 au bout de 11 itérations. Lors de cette derniére itération le tenseur équivalent

obtenu par la méthode de minimisation est donné par :

B 6.192 1.00E — 05
| 1.00E —05 7.623

*

(7.4)

Donc, en appliquant I'algorithme donné au chapitre 5 et par 'intermédiaire de la procé-
dure d’optimisation, on obtient divers itérés qui permettent de diminuer la valeur de la
fonction coiit. La comparaison du tenseur équivalent K* avec les tenseurs homogénéisés
issus des méthodes classiques permet de remarquer que le terme K;; est proche du ré-
sultat obtenu par la méthode de renormalisation tandis que le terme Ky est voisin de
celui fourni par la moyenne arithmétique. En outre, on constate que le tenseur (7.4) est
différent de ceux obtenus par les autres méthodes numériques.

Lors de la premiére itération, la moyenne arithmétique de la borne inférieure et de la
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Figure 7.3: Convergence de la fonction cofit

borne supérieure de I'ensemble des tenseurs admissibles a été choisie pour définir le
tenseur initial. Afin d’étudier 'influence de la valeur du tenseur initial, plusieurs essais
ont été effectués. Signalons auparavant que dans I'exemple étudié rien n’assure que la
fonction cotit soit convexe et par conséquent ’existence de minimum locaux n’est pas
exclue. Cependant les résultats numériques montrent que dans tous les cas la méthode
a convergé vers le tenseur (7.4).

Le temps CPU nécessaire aux 11 itérations a été de 40 secondes (sur une machine HP),
durant lesquelles la procédure d’optimisation a fait appel 16 fois & la fonction cott et
13 fois au calcul du gradient. Ce temps relativement faible est da tout d’abord, au fait
que le calcul du gradient ne nécessite aucun calcul supplémentaire, car les seconds mem-
bres des problémes locaux sont nuls (c.f. proposition 5.9.18). Ensuite, la résolution des
problémes locaux pour les tenseurs constants, fournis par la procédure d’optimisation,

est peu cotiteuse en temps de calcul.

CAS 2: K=100D

On effectue exactement la méme expérience qui a été décrite précédemment mais on
prend cette fois K=100 D dans la distribution de perméabilité. Les résultats obtenus

aux cours des itérations sont repris dans le tableau 7.2. Il a fallu a nouveau 11 itérations
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Tableau 7.2: Evolution des perméabilités et de la fonction cout (cas 2)

Itération K Ko Koo Val. fonct.
1 39.566 0.00000 39.566 4.72E409
2 39.566 3.88350 75.250 3.18E4-07
3 45.898 -3.88350 74.753 1.51E+07
4 46.472 -0.10601 73.500 6.58E4-06
5 50.601 0.60839 72.510 1.88E-+06
6 53.576 0.42140 71.463 2.17TE405
7 54.715 0.03863 71.047 3.07TE403
8 54.588 0.00402 71.086 1.89E+4-02
9 54.564 0.00027 71.087 0.50E+4-00

10 54.564 -0.00001 71.087 6.82E-04
11 54.564 0.00000 71.087 5.77TE-05

pour obtenir le tenseur équivalent K* défini par :

(7.5)

e | 54564 0.
0. 71.087

et pour lequel la fonction cott Ip (K*) est nulle. On remarque que le phénoméne
d’anisotropie, présenté dans le cas n°1, est accentué dans cet exemple la. Par conséquent
I'influence des conditions aux limites, appliquées aux problémes locaux, est plus impor-
tante lorsque le domaine & homogénéiser contient de fortes hétérogénéités.

Par ailleurs, la convergence de ’algorithme est quasiment identique au cas n°l ce qui
implique que ce dernier est indépendant des hétérogénéités du domaine. Le terme Ki;
du tenseur équivalent (7.5) est trés proche de la valeur trouvée par la méthode de renor-
malisation. Par contre le terme Ky, n’est obtenu par aucune des méthodes classiques.
Pour ce cas 1a encore, plusieurs choix de tenseur initial ont été testés. Comme dans le
cas précédent 'algorithme a toujours convergé vers le tenseur équivalent K* donné par
(7.5) bien que la convexité de la fonctionnelle ne soit pas assurée.

7.3 Influence du taux d’agrégation

Dans I'exemple du paragraphe précédent le tenseur équivalent K* a été calculé avec les

conditions aux limites (7.3) appliquées a la cellule de base décrite par la figure 7.1. On
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Figure 7.4: Domaine 10*10

étudie maintenant l'influence de ces conditions aux limites lorsque le tenseur équiva-
lent est calculé sur un domaine périodique constitué de plusieurs cellules de base. Plus
précisement on cherche a calculer avec I'algorithme du chapitre 5 un tenseur équivalent
sur tout le domaine décrit par la figure 7.4 auquel on applique les conditions aux limites
(7.3). Dans ce cadre particulier, qui correspond & un cas périodique, on connait le tenseur
équivalent exact. Celui-ci est donné par la théorie de ’homogénéisation périodique dont
le résultat est ici :

(7.6)

6.52 0.
0. 6.52

K;{P:[

On examine en premier lieu les résultats obtenus par la méthode de minimisation de
I’énergie sur le domaine carré défini pour 5 < z < 10 et 5 < y < 10 et représenté par la
figure 7.4. Ce dernier est constitué par 10 répétitions dans chaque direction de la cellule
initiale donnée dans la figure 7.1. Dans la théorie de I’homogénéisation périodique, cela
revient & poser € = 0.1 . En utilisant le méme jeu de conditions aux limites définies par

(7.3) et en prenant K=10D on obtient, aprés 17 itérations, le tenseur équivalent suivant

6.17 4.53F — 06
K* = (7.7)
4.53FE — 06 6.20
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Figure 7.5: Domaine 20*20

Pour ce tenseur la valeur de la fonctionnelle objectif Ip (K*) vaut : 107%. Bien que ce
tenseur est relativement éloigné du tenseur (7.6), on constate déja une chose intéressante.
Contrairement aux résultats obtenus précédemment le tenseur comporte des termes di-
agonaux quasiment égaux. Ceci s’explique par le fait que I'influence des conditions aux
limites s’estompe lorsque la taille du domaine a homogénéiser devient grande par rapport
a la taille des hétérogénéités. On voit qu’ici l'effet des conditions aux limites sur le tenseur
équivalent obtenu est plus faible. Toutefois on ne retrouve pas le résultat théorique de
I’homogénéisation périodique. On décide alors d’examiner le cas décrit par la figure 7.5
et qui correspond & prendre € = 0.05 dans ’homogénéisation périodique.

Au bout de 17 itérations on obtient que la fonction coit Ip (K*) vaut 2.60F — 07 pour

le tenseur équivalent suivant :

*

(7.8)

6.3 —1.89E — 08
—1.89F — 08 6.38

On constate que ce tenseur est quasiment isotrope et tend vers le tenseur de I’homogénéi-
sation périodique par valeur inférieure. On réitére le processus sur un maillage 40*40
(¢ = 0.025) et on obtient alors :

*

(7.9)
5.27TE — 09 6.46

6.44 5.27E — 09 ]
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On retrouve a présent le tenseur de la théorie de I’homogénéisation avec une erreur
relative inférieure a 1,3%. Par conséquent pour un maillage suffisament grand (ici 40*40)
les conditions aux limites n’ont pratiquement plus d’influence sur le résultat final et 'on

retrouve alors les résultats classiques.

7.4 Conclusions

Nous avons testé numériquement la méthode de mise a 1’échelle fondée sur la minimisation
de la fonctionnelle énergétique. Un tenseur équivalent peut désormais étre calculé pour
des conditions aux limites non standard et ces premiers tests ont permis de montrer
que l'algorithme décrit au chapitre 5 converge pour des distributions de perméabilités
académiques. Il a été également mis en évidence la forte dépendance du tenseur équivalent
par rapport aux conditions aux limites appliquées aux problémes locaux. D’autre part
plus les hétérogénéités du domaine s’accentue et plus I'influence des conditions aux limites
s’accroit. Par contre, I'effet des conditions aux bords s’estompe au fur et & mesure que la
taille du domaine a homogénéiser devient grande par rapport a la taille des hétérogénéités
locales. Enfin la propriété qui permet d’avoir le gradient sans aucun calcul supplémentaire
a permis d’aboutir a4 des temps de calculs satisfaisants.

Toutefois ces exemples numériques préliminaires soulévent déja quelques questions qui
pourront faire 'objet de travaux supplémentaires. D’abord, pourquoi obtient-on, dans les
cas étudiés, I'unicité du tenseur équivalent alors que rien ne garantie que la fonctionnelle
minimisée soit convexe. Il semblerait que cela soit di au fait que les conditions aux
limites soit ”indépendantes” en un certain sens. Ensuite, le tenseur équivalent qui a été
calculé annule dans tous les cas la fonctionnelle objectif. Ceci semble troublant puisqu’il
n’y a aucune raison que la valeur de la fonction cotit soit toujours nulle pour le minimum
obtenu. On constate enfin que les différents tenseurs calculés dans les exemples considérés
convergent par valeurs inférieures vers le tenseur donné par I’homogénéisation périodique.
Ceci est probablement da a 'utilisation d’'une méthode d’éléments finis mixtes hybrides
lors de la résolution des problémes locaux. Une étude théorique sur ’encadrement du
tenseur équivalent, semblable a celle effectuée au chapitre 2 mais en incluant le processus
de minimisation mériterait d’étre menée. Ceci afin de voir si la propriété est vraie dans le
cas général. Bien d’autres questions se posent et sont développées dans les perspectives

générales de cette these.
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Conclusion générale et perspectives

Avant d’aborder les perspectives de recherche que ce travail suscite, résumons la

démarche que nous avons adoptée ainsi que les principaux résultats obtenus.

Conclusion générale

1¢7epartie

Pour des géométries quelconques 3D nous avons montré comment il est possible d’obtenir
numériquement des bornes inférieures et supérieures du tenseur équivalent issu de la
méthode d’homogénéisation avec des conditions aux bords linéaires. Pour cela nous
avons utilisé a la fois une méthode d’éléments finis mixtes et une méthode d’éléments
finis conformes pour résoudre les problémes locaux. La convergence des approximations
inférieures et supérieures ainsi que des estimations d’erreurs ont été établis. On mon-
tre par ailleurs que cette méthode de mise a I’échelle est stable pour la G-convergence
parabolique. Tous ces résultats sont également valables pour la méthode de mise a
I’échelle avec des conditions aux bords confinées. Nous avons ensuite réalisé une étude
comparative entre les deux méthodes précédemment citées et la théorie de I’homogénéi-
sation périodique pour lesquelles seules les conditions aux limites changent. Nous avons
alors pu montrer que les coefficients diagonaux du tenseur équivalent issus de la méthode
linéaire, majorent les coefficients diagonaux des tenseurs équivalents obtenus a 'aide des

méthodes d’homogénéisations avec les conditions aux bords confinées et périodiques.

Les modeles de gisements comportent trés souvent de nombreuses discontinuités géologiques
et sont constitués de plusieurs millions de mailles le tout devant étre géré au cours de
I’étape de mise a 1’échelle. Basée sur la méthode de mise a 1’échelle avec des conditions
aux limites linéaires, nous avons proposé une implémentation permettant de calculer cor-
rectement le tenseur équivalent pour des modeles déstructurés 3D. Pour cela un module
de maillage, basé sur une triangulation de Delaunay-Voronoi, permettant de construire
le maillage éléments finis en respectant l'intersection des maillages géologiques et dy-
namiques a été développé en collaboration avec la société Simulog. D’autre part pour
résoudre les problémes locaux une méthode d’éléments finis (mixtes et conformes) a été
implémentée acceptant de prendre en compte des maillages 2D et 3D déstructurés. De
plus un algorithme particulier a été mis en place afin de pouvoir traiter de maniére

automatique les mailles du modele dynamique situées prés des failles. Tout ceci permet
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finalement de traiter les maillages industriels les plus répandus actuellement. Des approx-
imations numériques du tenseur équivalent sont présentées pour des maillages détructurés
2D et 3D.

Afin de valider les différentes solutions proposées lors de la simulation numériques des
écoulements des fluides en milieux poreux, nous avons construit deux cas d’études. Les
différentes simulations monophasiques et diphasiques ont été effectuées avec le simulateur
industriel Eclipse. Dans le premier cas qui est un exemple bidimensionnel, il a été mis en
avant I'avantage d’utiliser des maillages déstructurés par rapport aux maillages orthog-
onaux lors de I'étape de mise a I’échelle. Dans le second cas d’étude correspondant au
traitement d’une partie d'un gisement pétrolier réel, il a été présenté des résultats pour
des écoulements monophasiques ainsi que pour des écoulements diphasiques immiscibles
et incompressibles. Nous avons obtenu des résultats satisfaisants et ce pour des temps
de calcul tres acceptables.
2¢mepartie

Les méthodes d’homogénéisations numériques classiques sont basées sur la résolution de
problémes locaux auxquels on adjoint des conditions aux limites linéaires, confinées ou
bien périodiques. Cependant, ces différentes conditions aux limites peuvent étre trés
éloignées de celles de la réalité. Or si I'on souhaite mieux prendre en compte les condi-
tions réelles du réservoir et étudier le comportement du tenseur équivalent en fonction
des conditions aux limites, on est confronté au probléme de calculer un tenseur équiva-
lent pour des conditions aux limites quelconques. C’est pourquoi nous avons développé
une méthode, basée sur un probléme d’optimisation, permettant de calculer un tenseur
équivalent pour des conditions aux limites générales appliquées aux problémes locaux.
La perméabilité équivalente est calculée en minimisant une fonctionnelle représentant la
somme des écarts des énergies locales et globales. Une seconde approche basée sur la
moyenne des vecteurs vitesses de filtration a I’échelle locale et globale a été également
étudiée. L’existence d’un minimum au probléme d’optimisation ainsi qu’une dérivée ex-
plicite ont été obtenu. En s’appuyant alors sur la théorie du controle optimal, nous avons
construit un algorithme de calcul effectif du tenseur équivalent pouvant s’appliquer sur

des maillages déstructurés.

Les méthodes classiques d’homogénéisations possédent de nombreuses propriétés qui ont
été rappelées au cours du premier chapitre. L’existence de telles propriétés pour la
méthode développée a, par conséquent, été étudiée. Nous avons d’abord montré qu’en
appliquant la méthode proposée avec les conditions aux limites classiques, nous retrou-
vions la plupart des résultats connus. Ensuite, la méthode s’est révélée étre stable pour

la G-convergence dans les cas classiques. Par la suite, nous avons alors regardé le prob-
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léme de I'unicité du tenseur équivalent. Nous n’avons obtenu que des résultats partiels,
qui indiquent que pour des conditions aux limites relativement proches des conditions
classiques, on obtient un tenseur équivalent unique. Sur le plan numérique ’algorithme
effectif permettant de calculer un tenseur équivalent pour des conditions aux limites
quelconques a été implémenté. Les problémes locaux sont résolus avec une méthode
d’éléments finis mixtes hybrides et le probléeme de minimisation est traité a ’aide d’'une
procédure d’optimisation non-linéaire avec contraintes. Enfin, quelques essais numériques
ont été effectués et mettent en avant que le tenseur équivalent dépend énormément des

conditions aux limites appliquées aux problémes locaux.

Perspectives

La premiére partie de ce travail a consisté a la mise en place au sein de la société Elf
Exploration Production d’un code numérique de gisement, permettant de réaliser la mise
a I’échelle des modeéles de réservoirs comportant plusieurs millions de mailles et ce, pour
des géométries complexes 3D. Afin de faciliter le travail de I'ingénieur réservoir, I’étape
suivante consiste a intégrer ce programme dans un logiciel muni d’une interface con-
viviale. Par ailleurs, le développement d’un outil graphique permettant de valider les
résultats obtenus semble nécessaire.

Dans la deuxiéme partie, nous avons mis au point une méthode de mise a 1’échelle per-
mettant de prendre en compte des conditions aux limites quelconques. Divers résultats
ont été obtenus, cependant, afin de compléter le travail réalisé, il nous semble intéressant

d’envisager les trois themes de recherche suivants :

1. Travaux théoriques

Au vu des premiers résultats numériques, il semble que ’on ait unicité du tenseur équiv-
alent, pour des conditions aux limites générales respectant un certain critére ”d’indépen-
dance” (a définir). Ce constat, s’il est confirmé, mériterait une étude théorique plus
approfondie.

Dans ce travail de thése, la méthode de mise a ’échelle élaborée prend en compte sans
distinction les différentes conditions aux limites. C’est-a-dire que 'on affecte en quelques
sorte le méme poids aux conditions aux limites sans rechercher de priorité. Or, pour di-
verses raisons, il se peut qu'une condition aux limites soit plus importante que les autres
c’est pourquoi une étude du probléeme de minimisation au sens de Pareto pourrait étre
envisagée.

Un autre axe de recherche serait de poursuivre le travail dans le cadre de fluides multi-
phasiques en introduisant les courbes de perméabilités relatives dans le probléme d’opti-

misation.
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2. Calculs numériques
Bien que les premiers résultats sur le plan numérique soient encourageants, il est in-
déniable qu’il faille pousser plus en avant les tests numériques, notamment au travers
d’exemples sur des géométries déstructurées. Il nous semble également important d’im-
plémenter 'approche basée sur le vecteur vitesse, d’étudier la résolution du probléme
de minimisation pour des tenseurs diagonaux permettant ainsi une généralisation de la

méthode confinée et enfin d’envisager le cas tridimensionnel.

3. Utilisation de la méthode
Les conditions aux limites générales peuvent désormais étre prises en compte. Il s’agit
maintenant, de savoir comment elles peuvent étre utilisées au mieux pour des problémes
industriels. Une premiére approche consisterait a effectuer pour un fluide monophasique
la simulation du modéle géologique permettant ainsi de connaitre la pression en tout point
du gisement. A partir de cette information, il suffirait alors d’appliquer simplement
la méthode sur chaque maille dynamique. D’autres stratégies bien plus sophistiquées

peuvent également étre envisagées.
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Résumé

HOMOGENEISATION NUMERIQUE DE PARAMETRES
PETROPHYSIQUES POUR DES MAILLAGES DESTRUCTURES EN
SIMULATION DE RESERVOIR

Dans cette thése on s’intéresse aux méthodes d’homogénéisations qui nécessitent la
résolution de problémes locaux soumis a des conditions aux limites. Dans la
premiére partie on étudie une méthode avec des conditions aux limites linéaires
applicables sur des maillages déstructurés. On montre qu’en utilisant une méthode
d’éléments finis mixtes [resp. conformes] on obtient une approximation numérique
inférieure [resp. supérieure] du tenseur équivalent. On démontre également un
résultat de stabilité pour la G-convergence parabolique. Des approximations
numérigues du tenseur équivalent calculées sur des domaines 2D et 3D déstructurés
sont données ainsi que des simulations d’écoulements monophasiques et
diphasiques permettant de valider la méthode.

Dans la deuxieme partie on définit une nouvelle méthode de mise a I'échelle
permettant de prendre en compte des conditions aux limites quelconques appliquées
aux problemes locaux. Sur des maillages déstructurés le tenseur équivalent est
déterminé en minimisant I'écart des énergies dissipées (ou. des vitesses moyennes)
locales et globales. On obtient, en utilisant les techniques du contréle optimal, un
algorithme de calcul effectif qui permet de retrouver, pour les conditions aux limites
classiques, les résultats bien connus. Des résultats de convergence et des
estimations d’erreurs sont établis. On montre enfin que cette méthode est stable pour
la G-convergence et quelques essais numériques 2D sont présentés.

Abstract

NUMERICAL HOMOGENIZATION OF PETROPHYSICAL
PARAMETERS USING UNSTRUCTURED GRIDS
IN RESERVOIR SIMULATION

Homogenization methods that require to solve local problems subject to boundary
conditions are addressed in this thesis. In the first part we study a method with linear
boundary conditions which can be applied to unstructured grids. We show that using
a mixed [resp. conforming] finite elements method we obtain a lower [resp. upper]
numerical approximation of equivalent tensor. We prove also that the resulting
equivalent permeability tensor is stable as defined relative to parabolic G-
convergence. Numerical approximations of equivalent tensor computed on 2D and
3D unstructured grids are given. Moreover simulations of one-phase and two-phase
flow are performed in order to validate the method.

In the second part we define a new upscaling method which can take into account
general boundary conditions applied to local problems. The determination of
equivalent tensor is made, on unstructured grid, by minimizing the difference of
dissipated energies (or averaged velocity) at local and global scale. Using optimal
control techniques, we obtain an effective computing algorithm which allows us to
find, with classical boundary conditions, the well-know results. Convergence results
and errors estimates are presented. We show finally that this method is stable as
defined relative to G-convergence and 2D numerical experiments are presented.
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