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Résumeé

Map Theory est une extension équationnelle du lambda-calcul non-typé
congue par Klaus Grue pour étre une fondation commune de 1'informa-
tique et des mathématiques. Elle permet en particulier une interprétation
compleéte du calcul des prédicats et de ZF'C, choisie comme axiomatisation
de référence de la théorie des ensembles (ZFC désigne dans cette thése la
théorie de Zermelo-Fraenkel sans la fondation). Toutes les notions primi-
tives de la logique du premier ordre et de la théorie des ensembles, valeurs
de vérité, connecteurs, quantificateurs, appartenance et égalité, y sont tra-
duites par des termes du lambda-calcul (enrichi de quelques constantes). De
plus, Map Theory permet de donner un sens calculatoire immédiat & tous
les constructeurs ensemblistes usuels.

La version initiale de Map Theory par K. Grue est fondée, en ce sens
qu’elle ne considére que les ensembles (ou classes) bien-fondés. Nous mon-
trons dans cette thése qu’il est possible d’élaborer une version antifondée de
Map Theory qui prenne en compte 'existence des objets non-bien-fondés,
et permette de raisonner sur ces objets par co-induction. Le lien avec 'in-
formatique théorique est que ce nouveau systéme ouvre la possibilité d’une
représentation des types de données co-inductifs, et de la modélisation des
phénomenes et processus circulaires.

Dans la premiere partie, nous présentons ’axiomatisation MTA de ce
nouveau systéme, et nous montrons que ZFC+AFA, ou AFA est I'axiome
d’Antifondation de Aczel-Forti-Honsell, y est interprétable syntaxiquement.
Dans la deuxiéme partie, nous montrons la consistance de MTA relativement
& ZFC+SI, ou SI est ’axiome exprimant 1’existence d’un cardinal fortement
inaccessible.
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Introduction.

Map Theory est une extension équationnelle du A-calcul non-typé, due a
Klaus Grue et qui se présente comme une fondation commune de I’informa-
tique théorique et des mathématiques. Elle se pose ainsi comme une alterna-
tive & la théorie des ensembles dont ZF C' est choisi comme axiomatisation
de référence (ZFC désigne ici la théorie de Zermelo-Fraenkel sans la fonda-
tion). Initialement, K.Grue developpa une version Fondée de Map Theory,
ne considérant que les objets mathématiques bien-fondés. Nous montrons
dans cette thése qu’il est possible de donner une version Antifondée de Map
Theory qui prenne en compte 'existence des objets non-bien-fondés.

Cette thése se compose de deux parties, I'une syntaxique ot I’on développe
une axiomatisation de Map Theory antifondée, I’autre ou ’on montre la
consistance (relative) de cette axiomatisation. Dans cette introduction, nous
décrivons tout d’abord rapidement les propriétés essentielles de Map Theory.
Ensuite, aprés avoir introduit I'antifondation, nous ferons un exposé de la
syntaxe de Map Theory ainsi qu'une présentation intuitive de ses modeéles.
Nous terminerons par quelques remarques concernant notre axiomatisation
de I'antifondation.

0.1 Map Theory : un synopsis

Map Theory est a la fois un systéme déductif, qui permet d’exprimer et
de montrer des propriétés des objets mathématiques, et un langage ou I'on
peut effectuer des calculs. Ainsi, il est un des rares (sinon le seul) systéme
non-typé & réunir les propriétés suivantes, que nous commenterons ensuite
rapidement :

— C’est une théorie formelle rigoureusement définie écrite dans un lan-

gage tres simple.

— Elle a un pouvoir expressif suffisant pour fonder les mathématiques

classiques.

xi



xii Introduction

— Elle admet comme sous-théorie un langage de programmation complet.
Elle permet une représentation des ensembles et des opérations sur
les ensembles par des termes sur lesquels il est possible d’effectuer
directement des calculs.
— Elle est consistante (relativement & ZFC + ST , ou ST est 'axiome
affirmant I’existence d’un cardinal (fortement) inaccessible).
— Elle est aussi simple que les diverses axiomatisations de ZFC
Dans [13] K.Grue donne une axiomatisation de la version fondée de
Map Theory, axiomatisation que nous noterons dorénavant MTF . Dans
la premiére partie de cette thése nous donnons une des axiomatisations pos-
sibles de I'antifondation dans Map Theory. Cette axiomatisation que nous
appellerons MT A, reprend une grande partie des axiomes et régles de MT'F'.
La partie commune & MTF et MT A sera notée MT .

Le langage de MTF' comprend, outre un ensemble de variables, applica-
tion et la A-abstraction propre au A-calcul pur, 5 constantes { L, T,if, ¢, ¢}.
Pour MT A nous rajoutons a cet ensemble une unique constante “~”. Ces

constantes ont pratiquement toutes une triple signification calculatoire, lo-
gique et ensembliste.

Dans [13], Grue montre aussi que toute preuve d’un énoncé dans ZFC +
FA , ou FA est Paxiome de bonne fondation usuel, s’interpréte dans MTF
en une preuve d’une équation ayant un sens équivalent. Toujours dans la
premiére partie de cette these, nous verrons qu’une interprétation analogue
est possible de ZFC + AF A dans MT A, ou AF A est 'axiome d’antifonda-
tion donné par Peter Aczel en [1].

Le fait que Map Theory soit une théorie du A-calcul pur (non-typé) lui
permet en particulier d’étre complete du point de vue de la calculabilité
(toutes les fonctions récursives sont calculables).

De plus, la constante ¢ f qui correspond au I F... Then...Else des langages
de programmation, permet de définir & I'intérieur de MT" un sous-langage de
programmation dans le méme esprit que le langage fonctionnel LISP (Cf.
[13, p.18]). A cela s’ajoute le fait que les ensembles, les opérations usuelles
sur les ensembles (les opérations “paire”, “union” etc...) et les formules, sont
représentés dans le langage de MTF et MT A par des termes, termes qui
sont susceptibles d’étre utilisés dans des calculs de SB-réduction.

En [6], C. Berline et K. Grue montrent la consistance MTF dans le
cadre de la sémantique x-continue. Cette sémantique est une généralisation,
a tout cardinal régulier x, de la sémantique (w-)continue de Dana Scott.
Nous en ferons une présentation détaillée dans le chapitre Préliminaires de
la deuziéme partie. Pour ceux qui sont intéressés par les origines de cette
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généralisation, nous renvoyons & 'introduction de [6].

La construction de modeles de MTF est effectuée dans un univers V
vérifiant I'existence d’un cardinal inaccessible. Pour cela on exhibe tout
d’abord certains x-modeles du A-calcul usuel qui sont appelés des k-pré-
modeles . On montre ensuite qu’en supposant x > ¢, pour ¢ un cardinal
inaccessible, on peut construire dans tout x-pré-modéle M un sous-ensemble
k-ouvert ®r ! permettant a4 M, via I'interprétation de la constante ¢ par
la fonction caractéristique de ®p, de satisfaire ’ensemble des axiomes de
MTF. Au cours de la deuxiéme partie de cette thése, nous montrerons qu’en
partant des mémes k-pré-modeéles, et avec les mémes hypothéses sur x, on
peut construire dans tout k-pré-modele M un sous-ensemble ® permettant
a M, via linterprétation de la constante ¢ par la fonction caractéristique
de @ (et non-plus par celle de ), de satisfaire I’ensemble des axiomes de
MTA.

Dans ces deux constructions I'utilisation d’un inaccessible inférieur & »
est nécessaire pour assurer la k-continuité des interprétations respectives
de ¢ et ¢, ainsi que de celle de ~ pour MT A. Remarquons pour clore ce
paragraphe que @, muni de relations binaires adéquates, est un modeéle de
ZFC+ FA (Cf [6] Appendice A.3), et que ® est un modele de ZFC + AF A
(non-publié?).

La théorie MT'F est constituée de 17 axiomes et 2 régles (en plus de ceux
du A-calcul), et MT A est constituée de 22 axiomes et 2 régles. Les axiomes
sont des équations simples. Parmi eux les Axiomes de Construction, qui ex-
priment essentiellement que ®r et ® sont des structures suffisamment riches
pour étre des modeéles de ZF'C, sont au nombres de 11, mais sont tous des
instances (équationnelles) d’une unique propriété sémantique de cloture de
®p ou @ (resp. la GCP ou la GCPA ) Remarquons que MTF et MT A sont
des théories plus simples que la théorie initiale (et inconsistante) de Alonso
Church (Cf [9], [10] et [11]). Notons ici que la technicité du plongement de
Map Theory dans Z F'C developpée dans la premiére partie vient, non d’une
complexité intrinseque de Map Theory, mais de ce que cette théorie est basée
sur des principes entiérement différents de ceux de ZF'C.

'® 5 désigne ici et désignera tout au long de cette thése ensemble noté @ dans [6].
2La démonstration de ce fait aurait di se trouver en appendice de cette thése, mais
nous avons dii y renoncer faute de place.
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0.2 Antifondation, AFA et MTA

Depuis quelques années, on assiste a4 un renouvellement d’intérét pour
I’ Antifondation en théorie des ensembles, cet intérét étant d’ailleurs souvent
lié & certains développements de 'informatique théorique. La présentation
que nous faisons ici des applications et recherches sur I’antifondation, et en
particulier sur 'axiome AF' A, n’a pas prétention & étre exhaustive. Nous
nous excusons par avance aupres des chercheurs que nous aurions oubliés de
citer.

Plusieurs axiomes d’antifondation avait été formulés en particulier par
P. Finsler [12], D. Scott [26] et M. Boffa, mais le plus utilisé en informa-
tique théorique est sans conteste l'axiome AF' A, introduit par F. Honsell
et M. Forti en [15] (sous le nom de X1) et popularisé par P.Aczel en [1].
Remarquons que l'intérét de P. Aczel pour 'antifondation fut des ’origine
inspiré par des problémes d’informatique théorique, notamment par les tra-
vaux de Robin Milner (Cf [27], [28]) liés au developpement de sa théorie
mathématique des processus concurrents. Un autre argument fort en faveur
de AF A est que cet axiome est le dual en un sens trés fort de I'axiome de
fondation (voir par exemple ’exposé qu’en font J.Rutten et D.Turi en [25]).
Nous présentons maintenant briévement cet axiome. Pour une présentation
plus détaillée, nous renvoyons en outre a [1], & [7] et [14]. Nous verrons
ensuite certaines applications de AF A , puis nous terminerons en disant
quelques mots de MT A.

Rappelons qu’un graphe est un couple (a,b) d’ensembles tels que b est
une relation binaire sur a. L’axiome AF A, affirme que tout graphe (a,b)
admet une unique décoration , autrement dit qu’il existe une unique fonction
d telle que pour tout x € a, on ait :

d(z) ={d(z') : (z,2") € b}

La conséquence principale de cet axiome est ’existence, dans tout univers
V de ZFC + AF A, d’une classe extrémement riche d’ensembles non-bien
fondés.

Une formulation équivalente et particuliérement intuitive de AF A est
donnée par le Solution Lemma de Aczel. 11 énonce, que tout systéme d’équations
de la forme (z; = €;);cr, ol les z; sont des variables et les e; des ensembles
dont les descriptions utilisent ces variables, admet une unique solution. Par
exemple, équation z = {z} admet une unique solution, “I’auto-singleton”
Q. Autre exemple, I'équation z = {(),z} admet une unique solution que
nous noterons 2. Dernier exemple, le systéme =z = {z,y},y = {y},z = 0
admet une unique solution Q” et qui est le seul élément de I'univers vérifiant
0 = {0,0).
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Une autre formulation équivalente, dont nous allons nous servir, utilise
la notion de graphe pointé . Un graphe pointé est une structure ((a,b),z),
ou (a,b) est un graphe et z un élément de a tel que, pour tout y € a, il existe
un chemin du graphe (a,b) reliant z & y. L’axiome AF A est équivalent &
Paffirmation que tout graphe pointé & une unique décoration. Dans ce cas,
et pour d la décoration du graphe pointé ((a,b),z), on dira que I’ensemble
d(z) est le décorateur de ((a,b),z). L’axiome AF A est donc clairement
équivalent & affirmer que, pour tout graphe (a,b) et pour tout z € q, il existe
un décorateur du sous-graphe pointé ((az, bz),z) de ((a,b),z) tel que :

a; = {y € a : il existe un chemin dans (a,b) partant de z et arrivant en y}

De nombreux phénomenes présentent un caractére non-bien fondé : pro-
cessus bouclant sur eux-mémes, systémes de transitions non-déterministes,
paradoxes des langues naturelles etc... D’autres encore sont potentiellement
infinis, accessibles & une connaissance partielle et progressive, comme les
chaines de caractéres, les nombres réels, les séries formelles... Pour définir,
modeliser, raisonner sur de tels objets, il est souvent trés peu pertinent,
voire impossible, d’utiliser les moyens classiques donnés par les principes de
Définition et Raisonnement par Induction . Cela a amené certains théoriciens
de I'informatique comme R. Milner, Bart Jacobs, Jan Rutten, Daniele Turi,
Martina Lenisa... & développer une autre approche, plus adaptée, qui consiste
a mettre en place et a utiliser les principes duaux des précédents : les prin-
cipes de Définition et Raisonnement par Co-Induction . Trés briévement,
en théorie des Catégories, la dualité Induction-Coinduction correspond a
la dualité Algébre Initiale- CoAlgébre Finale, celle-ci est une généralisation
de la dualité Plus Petit Point Fize-Plus Grand Point Fize de la théorie
des ensembles. Pour une introduction & ces différentes notions et aux rap-
ports qu’elles entretiennent, nous renvoyons principalement & [20], [25] et
a la premiere partie de [21]. Notons en particulier que Turi et Rutten ont
remarqué dans [25] que l'axiome de fondation F'A équivaut & affirmer que
I'univers ensembliste V' est une algébre initiale pour le foncteur Pg : SET —
SET, ou SET est la catégorie des classes munies des relations fonctionnelles
et ot Pg est défini sur toute classe X par : Pg(X) ={z: z€Vetz CX }.
De facon duale, ils ont aussi remarqué que AF' A équivaut a affirmer que V
est une coalgebre finale pour le méme foncteur Pg de SET.

Dans le cadre de cette approche coinductive, il parait naturel d’effec-
tuer certaines modelisations dans des univers satisfaisant AF A. Cela per-
met en particulier de simplifier certaines constructions et démonstrations.
Par exemple, les univers de ZFC + AF A sont utilisés dans le cadre des
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sémantiques finales pour les langages de programmation. Nous renvoyons
en particulier & [21] et [22] pour une introduction aux sémantiques finales et
leurs applications.

Outre les applications en informatique théorique, les univers antifondés
sont utilisés en théorie des ensembles. Ils permettent de simplifier certaines
constructions. On citera en particulier 1'utilisation des hyper-univers de
ZFC+ X1 en [15] pour démontrer la consistance de ZFC + GPK, ou GPK
est un schéma de compréhension valable pour toute formule généralisée po-
sitive et ceci “sans limitation de la taille” de ’ensemble dont on affirme
Pexistence.

Citons aussi I'utilisation des ensembles non-bien-fondés de Aczel dans
I'interprétation des paradoxes des langues naturelles par Jon Barwise, John
Etchmenedy et Lawrence Moss en [4] et [5]. Pour une présentation de ces
deux ouvrages, nous renvoyons aux revues de D.A. Martin [23] et M. Boffa
[8]. Citons aussi I'introduction du systéme ST'S de théorie des ensembles par
Alexandru Baltag en [2]. Baltag part de l'interprétation de Barwise et Moss
qui veut que le fondement intuitif de AF A soit I'identification entre struc-
tures et ensembles. La théorie des ensembles est alors une théorie des struc-
tures possibles relativement a I’appartenance. La théorie ST'S systématise
cette approche. Elle comprend en particulier un axiome d’antifondation qui
généralise 'axiome AF A, utilisant pour cela la logique modale infinitaire
pour décrire les “structures”. Cette approche permet aussi de donner une
interprétation nouvelle des paradoxes classiques de la théorie des ensembles.

Le systtme MTA a essentiellement les mémes avantages que MTF'. 11
étend la puissance d’expression de Map Theory aux traitements formel des
objets non-bien-fondés. Il posséde en particulier un Principe de Colnduction
permettant de formaliser le raisonnement co-inductif sur les ensembles.

D’autre part, Pantifondation semblait naturelle & Map Theory (je dis
“semblait” car la perte de certaines “vertus”, comme la représentation syn-
taxique simple de certains ensembles infinis par Prim (sans pouvoir les rega-
gner de maniére consistante par un “Coprim”) montrerait plutot le contraire
aujourd’hui). En effet, les constructeurs de points fixes (comme par exemple
Y le constructeur de point fixe de Curry) permettent de définir tres faci-
lement des termes pour lesquels 'interprétation €4 de I'appartenance dans
Map Theory n’est pas bien fondée. Par exemple, le terme
Q=gef (Y MfAz.(if = f f)) vérifie Q €4 2. En revanche on ne sait actuel-
lement toujours pas s’il est consistant de demander que 2 soit un élément
de .
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0.3 Syntaxe de Map Theory

Nous donnons tout d’abord le principe général de 'interprétation de
ZFC dans Map Theory, ensuite nous décrivons comment s’articulent M T,
MTF et MTA.

0.3.1 Principe de l’interprétation syntaxique de ZFC'.

Les seuls moyens d’expression dont dispose Map Theory sont les termes
d’un A-calcul enrichi par les constantes, et le raisonnement équationnel.
Toutes les notions utilisées en théorie des ensembles, & savoir les notions
logiques de valeur de vérité, de connecteurs et de quantificateurs, ainsi que
les notions ensemblistes d’appartenance et d’égalité, sont traduites par des
termes de ce A-calcul. En particulier, le booléen Vrai est représenté par
une constante “I"”. Le booléen Faur est représenté par n’importe quelle
abstraction i.e n’importe quel terme de la forme Az.A. Il a cependant un
représentant canonique qui est Az. T (notons ici, qu’en plus des valeurs de
vérité classiques Vrai et Fauz, Map Theory emprunte au A-calcul une va-
leur de vérité supplémentaire, I'Indéterminé, représenté par une constante
“1”). Le Vrai étant représenté par T, I’équation A = T se lit “le terme A
est vrai”.

Le plongement de ZFC dans Map Theory consiste alors & montrer que,
pour tout théoreme (clos) G de ZFC, I’équation G = T est démontrable,
ot G est le terme traduisant G dans Map Theory.

Cette facon de procéder rend syntaxiquement explicite I’attribution d’une
valeur de vérité & un énoncé, acte qui est implicite dans les différents systémes
logiques (ou la vérité d’un énoncé est simplement déduite de sa démontrabilité
et de la fiabilité du systéme). En particulier, cette caractéristique rend pos-
sible la. démonstration directe de la fausseté d’un énoncé. En effet, dans les
systemes logiques habituels il faut passer par la démonstration de -G, pour
montrer que ’énoncé G est faux, alors que dans Map Theory il suffit de
montrer G = Az.A, pour un terme A quelconque.

0.3.2 Articulations entre MT , MTF et MTA

La théorie MT comporte trois groupes d’axiomes. Le premier, dit du
A-calcul et du calcul des propositions, englobe les axiomes et regles usuelles
de I'af-équivalence. Il comprend de plus les axiomes définissant le com-
portement des constantes L, T, ¢f ainsi qu’une regle dite de Quartum Non
Datur. Ce premier groupe permet en particulier de plonger le calcul des
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propositions dans M7T. Un deuxieme groupe, dit du Calcul des Prédicats,
décrit essentiellement le comportement de la constante € et permet le plon-
gement du calcul des prédicats dans M7T. Un troisieme groupe, comprend
les axiomes dits de Construction ®. Ces axiomes expriment des propriétés de
cloture de “'univers”, univers représenté syntaxiquement par la constante ¢
(qui joue ainsi un role analogue au prédicat EtreUnEnsemble des théories
des classes). Ils sont utilisés dans MT A et MTF pour plonger ZFC dans
ces systeémes.

En plus des axiomes et regles de M7, la théorie MTF comporte un
axiome de construction C-Prim et une régle dite Principe d’Induction.
Comme son homologue de la théorie des ensemble, cette régle sert de prin-
cipe de “raisonnement”, mais elle est cependant strictement plus forte. En
effet, elle sert & montrer les propriétés habituelles de 1’égalité dans MTF
(réflexivité, symétrie, transitivité). Notons de plus que, inversement & la
présentation usuelle ot le principe d’induction est donné comme une conséquence
de la bonne fondation, cette régle permet de montrer la traduction de F A
dans MTF.

En remplacement de C-Prim, la théorie MTA comporte un “axiome
de I'infini” plus classique dans sa formulation et qui nous est imposé par la
non-bonne fondation de certains éléments de ®*. De plus, le Principe d’In-
duction de MTF est remplacé par une regle dite Principe de Co-induction
qui permet de “raisonner” par co-induction dans MT A. D’autre part, MT A
comporte un groupe d’axiome dits de [’Egalité qui expriment les propriétés
habituelles de 1’égalité étendues a des “objets” qui ne sont pas des objets de
“'univers”. Cette extension permet de “raisonner” dans MT A sur tout ob-
jet qui est “égal” & un objet de “I'univers” sans pour cela en faire partie. En
particulier, la démonstration de AF A dans MT A utilise des “décorateurs”
qui ne sont pas des “objets de I'univers”. Le fait qu’ils aient essentiellement
le comportement “d’ensembles” peut cependant étre exprimé dans le langage
de MTA et donne lieu & un dernier axiome nommé M T A-Déco.

0.4 Sémantique de Map Theory

Nous présentons tout d’abord la notion de k-pré-modéle de Map Theory,
dont nous avons parlé en Section 0.1. Ensuite, nous introduirons la notion
de systéme pour éclairer la maniére dont ®r et ®, muni chacun d’une in-

3Notons que nous englobons dans ce groupe, non seulement les axiomes de construction
C- de K.Grue, mais aussi ses axiomes Welll, 2, 3.
4Voir Section 2.3.2
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terpétation de ’appartenance et de 1’égalité, sont des, modéles respectifs de
ZFC+ FAet ZFC + AFA.

0.4.1 k-pré-modele

Intuitivement, un k-pré-modele M est un ensemble de fonctions mo-
notones, noté § , auquel on été rajoutés deux éléments T et L4 qui in-
terpretent respectivement les constantes 1" et L. Cette tripartition de M cor-
respond aux trois valeurs de vérité de Map Theory Fauz, Vrai et Indéterminé.
Ainsi § est le pendant sémantique de I’ensemble des abstractions du langage
(qui comme nous 1’avons déja dit ont pour valeur de vérité le Fauzx). Tout
k-pré-modele satisfait en particulier les axiomes et régles du A-calcul et du
calcul propositionnel dont nous avons parlé précédemment.

Bien que T et 1 ne soient pas des fonctions, ils ont respectivement le
méme comportement applicatif que les fonctions constantes & valeur T et
1L am. Ce comportement est donc défini par les équations suivantes :

(Tu)=T
(Lm u) =L
pour tout u € M.

On remarque tout d’abord que, conformément & 1’usage en A-calcul, nous
utilisons l’expression (fu) pour noter le résultat de f appliqué & u plutot
que la notation f(u). En outre, nous utiliserons les caractéres gras pour
désigner les éléments de M. De plus, pour tout ensemble G C M on définira
uG =45 {(ux) : x € G}.

La particularité essentielle que M emprunte au A-calcul est que la dis-
tinction ontologique entre fonctions et arguments est abolie. En particulier,
les éléments de § sont, en plus d’étre des éléments de M, des fonctions de M
vers M. Autrement dit, tout élément de § peut étre considérée tantét comme
un argument, en tant qu’élément de M, tant6t comme une fonction de do-
maine M. Ceci conjugué a la définition du comportement applicatif de T et
L on en conclut que M C M = M, ou M = M =4ep {u: uM C M}
En particulier, 'auto-application est donc définie pour les éléments de M,
et Pécriture (ff) a un sens.

0.4.2 Les “systémes” comme modeles de ZF(C

Pour la discussion qui suit on se place dans un modele (V, €,=) de ZFC.
Rappelons que ZFC désigne dans cette these la théorie de Zermelo-Fraenkel
sans fondation, et correspond donc & la théorie notée ZFC~ par P. Aczel
dans [1]. La théorie ZFC~¢ désignera Z F'C moins I'axiome d’Extensionalité.



XX Introduction

Les systémes sont utilisés dans [1] comme modéle de la théorie des
ensembles. Un systéme est défini comme une classe Sys (éventuellement
propre) de V munie d’une relation binaire €g,,, dite “appartenance” au
sens du systéeme Sys. On définit pour u € Sys la classe (u)sys =def {V €
Sys : Vv €gys u} et on demande que, pour tout u € Sys, cette classe soit
un ensemble. Ce requisit correspond dans les systémes que nous utiliserons
a demander & ce que (u)sys soit un ensemble de cardinalité inférieure & o,
pour ¢ un inaccessible. Pour simplifier notre exposé informel, nous sum-
summerons ces deux réquisits en disant que, dans un systéeme, 1’ensemble
(u)sys doit étre petit . Un condition suffisante pour qu’un systéme satisfasse
les axiomes de ZFC™¢ est qu’il soit plein , autrement dit que, pour tout
ensemble X C Sys, il existe u € Sys tel que (u)gys = X.

Pour qu’un systéme plein (Sys, €gys) soit un modele de ZFC, il reste
a définir une interprétation de 1’égalité qui soit compatible avec I’axiome
d’Extensionalité. Dans le cas ou Sys est un systéme “bien-fondé” il suffit
d’interpréter I'égalité par la relation =g,s; définie par : u =gys v si et
seulement si (u)sys = (V)sys ; mais ceci est faux de fagon générale.

En effet, une des conséquences de AF' A, appelée Forte Extensionnalité ,
est que deux “ensembles” bisimilaires doivent étre “égaux”. Deux ensembles
sont bisimilaires s’ils sont liés entre eux par une bi-simulation , c’est a dire

une relation R telle que, pour tous u,v € Sys

“Si uRv alors : pour tout X Egys u il existe y €gys v tel que xRy, et pour
tout y €gys Vv il existe X Egys u tel que XRy”

Nous allons voir sur un exemple trés simple que dés que l'on admet des
“ensembles non-bien-fondés” dans Sys, 'Extensionnalité et la Forte Exten-
sionnalité doivent étre distinguées. Supposons en effet que u,v sont deux
éléments distincts de Sys tels que : (u)gys = {u} et (v)gys = {v}. Les deux
éléments u, v sont donc “non-bien-fondés” au sens de Sys puisque u €gys u
et v €gys v. Maintenant le fait que u et v soient distincts, bien que com-
patible avec I'extensionalité, contredit la forte extentionnalité. Il est en effet
facile de voir que la relation R = {(u, v)} est, dans ce cas, une bi-simulation.

On obtient un modele de la Forte Extensionnalité en interprétant 1’égalité
par I'union ~g,, de toutes les bi-simulations sur Sys, qui est en fait la bi-
simulation maximale sur Sys, et une relation d’équivalence.

Une fois I'interprétation =g, de 1’égalité fixée (soit =gy, soit ~gys), on
modifie légerement la définition de I'appartenance, de maniere & conserver
I’extensionalité, en posant : x Egy s u si et seulement si il existe y € Sys tel
quey €gys u et X =gy y.

On appellera dorénavant systéme extensionel tout systeme
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(Sys, Esys, =sys) vérifiant Paxiome d’Extensionalité, autrement dit tout systéme
tel que, pour tous u, v € Sys, on ait : (u)sys = (V)gys 88l U =gy v (remar-
quouns que “ssi” abrége “si et seulement si”, cette abréviation sera utilisée
tout au long de cette these).

Un systeme Sys satisfait F'A s’il est constitué d’éléments “bien fondés”
au sens de Sys, c’est & dire §’il n’existe pas dans Sys de suite infinie
ug, Uy, Uy..... telle que ....up €gys U1 E€gys ug. La satisfaction de AF' A sup-
pose que le systéme Sys soit non seulement plein mais aussi complet . Nous
renvoyons a [1, p.33] pour la définition de cette notion. Nous notons sim-
plement ici que la complétude du systéme (@, €, ~g), que nous présentons
au paragraphe suivant, vient de ce que les k-pré-modéles de Map Theory
sont suffisamment riches pour contenir un opérateur correspondant & chaque
opération sur les ensembles. En particulier, ils contiennent un “décorateur
universel” capable de décorer (au sens défini plus haut en Section 0.2) tout
“graphe pointé” de ®.

Les guillemets de ’expression “graphe pointé” ci-dessus indique que 1’on
parle ici des graphes au sens de (@, €¢, ~¢). En effet, les interprétations de
I'appartenance et de ’égalité dans un systéme (Sys, €gsys, =sys) impliquent
une interprétation des notions usuelles de la théorie des ensembles qui soit
propre & ce systéeme. Par exemple, un “ensemble vide” au sens du systéme
Sys est un élément u de Sys tel que (u)sys = 0. Une “paire” au sens de
Sys un élément u €Sys tel que (u)gys = {v,w}, ol v,w € Sys. Lorsque ce
systeme est extensionnel, on parle de “I’ensemble vide de Sys”, de “la paire
v,w”, “du couple v, w”. Remarquons que “l’unicité” de ces objets dans Sys
est 'unicité modulo =gys. On écrira alors §5¥%, {v, w}5¥, (v, w)5%s... pour
dénoter ces éléments du systeme.

Par la suite, dans nos discussions informelles sur le systéme S =g
(®, €p,~a), on continuera & employer les guillemets “” pour distinguer les
paires, couples, fonctions.... au sens de S, des paires, couples, fonctions....
au sens de de 'univers V. En particulier on écrira parfois “l’univers” pour
désigner 1’ensemble ® et “ensembles” pour désigner ses éléments. Comme
toutes les notions usuelles de la théorie des ensembles, la notion de décoration
introduite en section 0.2 s’interprete dans tout systéme extensionnel plein.
En particulier, dans notre systéme S on appellera “décoration” du graphe
(a,b)® toute “fonction” d € ® tel que, pour tout z € (a)e et pour d(x)
“I'image de x par d”, on ait
(d(x))e = {(dly) : (x,y)® € (b)o}
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0.4.3 Le systéme (P, €q,~o)

La représentation ensembliste usuelle des ensembles par des fonctions uti-
lise leurs fonctions caractéristiques. Map Theory part d’un principe différent,
I'idée étant que l’ensemble x est représenté par toute fonction f : V. — V
dont I'image est x.

On se place maintenant dans un univers V de ZFC + S1, et on fixe un
k-pré-modele M de Map Theory. Pour u,x € M on notera (ux) le résultat
Iapplication de u & x. Comme déja signalé, la correspondance syntaxique
entre MTA et ZFC + AF A (resp. ZFC + F A) s’appuie sur I'existence d'un
k-ouvert ® C M modele de ZFC + AF A (resp. ZFC + F A). Notons que la
plupart des choses que nous allons dire maintenant, hormis celles concernant
les “décorations des graphes”, sont aussi vraies de ®r. En particulier, la
relation €4, est définie sur le méme principe que la relation €4.

On part de ’hypothése qu’un sous-ensemble ® de M suffisamment riche
a été construit, en particulier que ® est clos par application (et que ® vérifie
les propriétés de cloture exprimées par les axiomes de construction, MT A-
Infini et MT A-Déco). On va maintenant s’intéresser a la définition des
relations €4 et ~a.

Rappelons que T est un élément distingué M, qui représente le booléen
Vrai. Nous allons voir qu’il représente aussi I’ensemble vide. Pour obtenir
un systeme il faut d’abord définir €¢. On définit la relation €, sur ® par :
pour tout u # T, z €, u si et seulement si il existe y € ® tel que (uy) = x.
Pour u # T, les “éléments” de u (au sens de ®) sont donc tres exactement
les éléments (au sens de V) de 'ensemble u® = {(ux) : x € ®}. Il serait
maintenant naturel d’interpréter ’égalité en prenant la bi-simulation maxi-
male ~g¢ sur ® et de définir la relation € par : x €¢ u si et seulement si
il existe y € @ telle que x ~3 y et y €, u. Mais nous allons voir dans la
section suivante qu’il faut procéder un peu différemment.

0.5 Quelques remarques sur MTA

Dans Map Theory, la maniére canonique pour montrer un axiome de
ZF(C™¢ est d’introduire un terme représentant 1’opération dont il est ques-
tion dans I’axiome. Par exemple, pour montrer I’axiome de la paire on exhibe
un constructeur P et on montre qu’il satisfait la traduction de I’axiome de
la paire dans MT. Pour montrer AF'A dans MT A, nous sommes parti de la
méme démarche. Nous exhibons un constructeur § et nous montrons que ce
terme fonctionne comme un “décorateur universel” pour tout “graphe” de
“I'univers” ®. Intuitivement, le terme ¢ appliqué successivement & un “en-
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semble d’aréte” b et & un “ sommet x € (a)g ” fournit un décorateur dbx

du “graphe (az;, b,)®”. Cependant le terme § n’est pas tout 3 fait adéquat.
En effet, dbx n’est jamais un élément de ¢, méme pour b, x € @ ; par contre
c’est un élément d’un sur-ensemble ®* de ® qui de plus est “bi-similaire” &
un élément de ®. Ceci, en particulier, nous a amené a renforcer notre axioma-
tisation, notamment au niveau des axiomes de 1’égalité, de maniére & pouvoir
raisonner et parler des objets de M qui sont bi-similaires, au sens de la bi-
simulation maximale sur ®T, & des éléments de ®. C’est cette bi-simulation
maximale sur ® qui sera dorénavant notée ~¢ et c’est sa restriction & ®
qui sert & définir le systéme introduit dans la section précédente.

Parlons maintenant de l'introduction de la constante ~. Dans MTF,
I’égalité ensembliste est définissable au niveau de la syntaxe par un terme,
noté =. Dans MT A, ce terme n’est plus adéquat pour représenter la rela-
tion ~g. En effet, son interprétation, qui est une fonction caractéristique
de la relation =¢,, n’a pas le comportement souhaité sur les éléments “non-
bien-fondés” de ®. Plutét que de modifier le cadre général dans lequel nous
construisons notre sémantique de MT A, & savoir les x-pré-modeéles stan-
dards introduits en [6], nous avons préféré introduire la constante ~ et 'in-
terpréter directement par la fonction caractéristique de ~g. En effet, tout
d’abord, il est & priori intéressant de construire dans un cadre commun et
sur les mémes principes des modeles de théories de nature trés différente.
De plus, non seulement les x-pré-modeéles sont les modeles les plus natu-
rels des axiomes de base de MT (A-calcul+calcul propositionnel), mais ils
sont adéquats pour le calcul (Cf [6, Appendice B]). Enfin, aucune des mo-
difications de la notion de k-pré-modeles envisageables ne nous assure une
simplification de 'axiomatisation de MT A, ce qui aurait été leur seule jus-
tification.

Tout modele M de Map Theory contient beaucoup d’éléments qui ne
sont pas des “ensembles”, comme par exemple, L et Ax.x (la fonction
identitité sur M). Certains ont tout de méme un “sens ensembliste”, tel
AX.X, qui “représente” “I'univers ®”, puique clairement u €4 AXx.x ssi u €
®. D’ailleurs toutes les classes au sens habituel de la théorie des ensembles
sont représentables par des éléments de M . Il existe aussi des éléments qui
n’ont aucun sens ensembliste, comme | 5.
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Premiere partie

Syntaxe






Introduction de la 1¢"¢ Partie

Dans cette partie nous décrivons le systéme MT A et nous montrons com-
ment Z FC+AF A s’interpréte dans ce systéme. Nous faisons une présentation
détaillée de cette interprétation, en reprenant de nombreux résultats de
Grue [13], et nous en généralisons certains. En particulier nous donnons une
généralisation du Théoréme de Déduction (Théoréme 31). De plus, contrai-
rement & ce qui avait été fait en [13] nous isolons la partie concernant le
calcul des prédicats de la partie théorie des ensembles et donnons d’une
fagon générale les conditions (simples) portant sur une théorie du premier
ordre pour qu’elle soit plongeable dans MT'. Enfin, dans le Chapitre 2 nous
avons choisi de remplacer les preuves dites “conversationnelles” de [13] par
des preuves (compleétes et) formelles puisque certaines de ces preuves conver-
sationnelles faisaient appel & des propriétés intuitivement vraies (et vraies
dans le modele) mais qui ne découlaient pas de la syntaxe.

Dans les discussions informelles par lesquelles nous présenterons la syn-
taxe nous ferons référence, de facon intuitive, & un pré-modele M de Map
Theory et au systéme (@, €g,~g) tel qu’il a été décrit dans I'introduction.
La construction mathématique du modeéle sera effectuée dans le deuxiéme
partie.

Nous allons maintenant introduire le langage de MT A.

Le langage de Map Theory pour l’antifondation. Le langage de
MTA comprend un ensemble C de six constantes : 1, T, if, ¢, € et ~°. On
se donne un ensemble infini VAR de variables. On définit I’ensemble A(C)
des A-termes de MT A construits sur VAR comme le plus petit ensemble tel
que :

1. VARUC C A(C)
2. SiAe A(C) et B e A(C) alors (AB) € A(C)
3. SiA€A(C) et x € VAR alors Az.A € A(C)

Nous utiliserons la plupart du temps les métavariables A, B, C, D pour
désigner les termes de A(C).

Comme M est un modéle de MT A, les termes de A(C) sont interprétés
par des éléments de M. Pour introduire intuitivement les constantes du lan-
gage et les futurs axiomes et théorémes syntaxiques nous nous servirons de
ces interprétations. Pour les distinguer des termes eux-mémes, nous utili-
serons les conventions suivantes : Une constante indicée par a4 désignera

SRappelons que la constante ~ est un ajout propre & MTA.



Pinterprétation de celle-ci. Nous noterons A l'interprétation d’un terme A
quelconque. Enfin, nous utiliserons de nombreuses abréviations de termes.
Ces abréviations serons traitées comme les constantes, autrement dit, une
abréviation indicée par a4 désignera l'interprétation de cette abréviation
dans M.

Nous commentons maintenant briévement les constantes de MT A

— La constante 1 est bien siir interprétée par L. La constante L
et I’élément 1 54 peuvent étre interprétées, comme d’habitude en \-
calcul, comme I’absence d’information, I'indéterminé, ou encore le fait
que le calcul dure indéfiniment.

— La constante T' est interprétée par T et représente le booléen Vrasi.
Nous verrons plus tard qu’elle représente aussi I’ensemble vide.

— 4f dénote une fonction de sélection IF' dont le comportement est le
suivant :

1 M siu=1 M
IF (u,v,w) =X v siu=T

w siu€egF
On remarque que la fonction IF réagit différemment selon la “valeur
de vérité” de son premier argument. Elle est en particulier utilisée
pour traduire les connecteurs logiques dans M.

— La constante ¢ dénote la fonction caractéristique du sous-ensemble ¢
de M dont nous avons parlé. Cet ensemble, muni de deux relations
binaires € et ~g, est suffisamment riche pour étre un modele de
ZFC 4+ AF A. La fonction caractéristique y¢ de ® est définie par :

T si ucd
X (u) = { 1 a sinon

— ¢ dénote une fonction de choix Eg qui joue le réle d’une variante de
Popérateur de Hilbert. Pour p un fonction de choix sur M, la fonction
E4 a le comportement suivant

L si lp €Eud
Eg(u) =< p(®) si ud C ¥

p({x € ®:ux=T}) sinon
Lorsque Lo ¢ u®, on a alors deux possibilités :
1) Il existe x € ® tel que ux = T : alors Eg choisit un élément x de
® qui vérifie cette propriété.
2) T ¢ ud : Eg choisit alors un élément quelconque de ® comme
témoin du comportement de u sur @, relativement aux valeurs de
vérité Vrai et Fauzx.
Maintenant, si on s’intéresse & la valeur de (u(Eg u)), on voit facile-
ment que :



1’) (u(eu)) = T si et seulement si il existe x € tel que (ux) =T
2’) (u(eu)) € F sinon .
Autrement dit, sous ’hypotheése L s ¢ u®, le terme (u (eu)) répond en
quelque sorte a la question de savoir s’il existe x € ¢ tel que ux = T.
Nous verrons plus tard comment interpréter les quantificateurs 3 et V
a partir de .

— La constante ~ dénote la fonction caractéristique ., de la bi-simulation
maximale ~g sur un sur-ensemble & de ®. Cette fonction a le com-
portement suivant :

La si (u,v) ¢ dt x &7

X~o(@,v) =¢ T si un~g Vv

F)q sinon
La constante ~ servira a traduire le signe “=" de la théorie des en-
sembles.

Notations générales Nous donnons maintenant un ensemble de conven-
tions d’écriture et d’abréviations.

Les premiéres conventions concernent les signes utilisés pour introduire
des abréviations :

Notation 1 (Egalités définitionnelles)

1) Nous utiliserons =qey pour introduire d’une part les abréviations de
termes de MT, d’autre part celles des formules de ZFC.

2) Nous utiliserons =qcf pour introduire les abréviations d’équations entre
termes de MT.

3) Le signe = devra se lire “est de la forme”. Ce signe sera en par-
ticulier utilisé dans les démonstrations par induction. Par exzemple, lors
d’une démonstration par induction sur la complexité d’une formule on écrira
A = (B = C) pour signifier A est de la forme (B = C) pour B et C les

formules sur lesquelles portent I’hypothése d’induction..
Les premiéres abréviations concernent le parenthésage :

Notation 2 :

1) Nous supprimerons le plus souvent les parenthéses extérieures. En par-
ticulier, nous écrirons AB pour (AB).

2) Nous utiliserons de fagon générale la convention gauche, autrement
dit, pour tous termes A,B,...B, : ABi...B, =4 (....(ABy)....By).
Cependant, lorsqu’un terme A sera d’arité “naturelle” n, il nous arrivera
d’écrire (A Bji....By) plutot que d’utiliser cette convention. Par exemple,
nous écrirons (if By By Bs) plutot que if ByBeBs, puisque la constante if



représente la fonction a 3 arguments IF, et que de ce fait son arité “natu-
relle” est 3.

Nous introduisons maintenant des abréviation concernant les suites de
termes :

Notation 3 :

1) Nous utiliserons les métavariables A, B, C et D pour désigner des suites
de termes quelconques, et qui peuvent en particulier étre vides.

2) Pour A une suite de termes, lg(A) désignera la longueur de A.

8) Pour A= Ay,...,A, et B = By,...,B,, on écrira A= B pour la suite
d’équations Ay = By;....; Ap = Bj.

4) Pour B = By, ..., B, on écrira dans certain cas particuliers trés précis
AB pour désigner la suite AB, ....., AB,,. Par exemple, on écrira ¢B pour
¢Bi; ..., $Bn. L

5) A, B désigne la concaténation des suites A et B.

On définit comme d’habitude ’ensemble des variables libres et I’ensemble
des variables liées d’un terme ou d’un ensemble de termes. De méme pour
la définition de la substitution correcte d’une suite de termes & une suite de
variables libres dans un terme. Les abréviations qui suivent portent sur ces
notions :

Notation 4 :

1) VL(B) désignera l’ensemble des variables libres du terme B. De méme
V L(B) désignera I’ensemble des variables libres de la suite B.

2) Sauf mention contraire, lorsque nous utiliserons la notation § pour
désigner une suite de variables, cette suite sera considérée sans répétition.
Cette convention est en particulier utilisée dans les points 3 et 4 qui suivent :
3) Pour B un terme ety une suite de variables, on écrira B[y] pour signi-
fier que VL(B) C 7.

4) Pour B[y un terme, B[C/y] désignera le terme résultant de la substitu-
tion correcte de la suite C auz variables § dans B. Cette écriture supposera

toujours lg(C) = lg(y).
La convention suivante concerne les théories et leurs théorémes :

Notation 5 :

1) Pour une équation B = C et une théorie Th du A-calcul on écrira
tFey B = C et parfois Th = B = C, pour signifier que B = C est un
théoréme de . Lorsque cette théorie sera MT (ou MTA a partir de la
Section 2.4.1), on écrira simplement - B = C.

2) On utilisera aussi la notation B =y C (resp. B =pra C) en lieu et



place de Fpyr B = C (resp. Fyra B=C).

3) On utilisera la méme notation pour les théories du premier ordre et
les systémes déductifs du calcul des prédicats. Par exemple, Fzrpc G ou
ZFC & G signifiera que la formule G est un théoréme de ZFC.

Les dernieres conventions portent sur le vocabulaire que nous utiliserons
lorsque nous commenterons des axiomes et des théoremes syntaxiques :

Notation 6 :

1) Le terme de “constructeur” sera utilisé uniquement pour parler de termes.
Lorsque nous parlerons “d’opérateurs” il s’agira toujours d’objets sémantiques,
c’est a dire d’éléments de M.

2) Nous dirons parfois qu’un terme B est démontrable dans MT (resp.
MTA) pour signifier que l’équation B = T est un théoréme de MT (resp.
MTA).

Plan de la Premiére Partie Dans cette premiére partie nous montrerons
que tout théoréme clos G de ZFC + AF A a une traduction G démontrable
(au sens de la notation précédente) dans MT A. Pour cela nous diviserons
notre travail en trois chapitres :

Dans le premier sont introduits les axiomes dits “du A-calcul, du calcul
propositionnel et du calcul des prédicats”. On y montre que les notions
logiques habituelles de connecteurs, de valeurs de vérité, de quantificateurs
sont toutes interprétables par des termes de MT A. On montre ensuite que,
pour tout langage £ du 1" ordre de signature P, on peut simuler dans MT
toute preuve du calcul des prédicats sur L sous la seule condition que 1’on
puisse interpréter les symboles de P par des termes “déterminés”. On en
conclura que si les traductions des axiomes d’une théorie du 1¢" ordre (d’un
langage traduit de fagon “déterminée”) sont démontrables dans MT A, alors
toutes les traductions des théorémes de cette théorie sont démontrables dans
MTA.

Dans le deuxiéme, nous définirons tout d’abord une traduction “déterminée”
du langage {€,=} de la théorie des ensembles. Puis, aprés avoir introduit
les axiomes dits “de construction” et “d’égalité”, nous montrerons que les
traductions des axiomes de ZFC sont démontrables dans MTA. On en
conclura, en utilisant le premier chapitre, que toutes les traductions des
théorémes de ZFC sont démontrables dans MT A.

Dans le troisieme, apreés avoir introduit des axiomes et régles dits de
“I’antifondation”, nous montrerons que la traduction de 'axiome AF A de



P. Aczel est démontrable dans MT A. Et donc que tous ce qui est prouvable
dans ZFC + AF A l’est aussi dans notre théorie.



Chapitre 1

Map Theory : du A-calcul au
calcul des prédicats

1.1 Les axiomes de base de M7 : un \-calcul enri-
chi

1.1.1 Les axiomes de sélection

Ces trois schémas d’axiomes expriment le comportement de la constante
if qui est 'analogue dans MT du “If Then FElse” des langages de
programmation :

MT-Selectl +(if TBC)=B
MT-Select2 + (if \e.ABC)=C
MT-Select3 +(if LBC)=1

1.1.2 Les réductions et le changement de variables liées

En plus de 'a-équivalence et de la S-réduction ces schémas fixent le
comportement applicatif des constantes T et L :
MT-Applic-T F(TB)=T
MT-Applic-f F (Az.AB) = A[B/z] si B est librement substituable & = dans A
MT-Applic-L F(LB)=1
MT-Renommer + Az.A[z/y] = Ay.A pour z n’apparaissant pas dans A

1.1.3 Les regles de déduction élémentaires.

Il s’agit du passage au contexte et de la transitivité de I’égalité :

9
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MT-Trans A=B; A=C+-B=C
MT-Abstract A= BF Ax. A= Xz.B
MT-Applic A=B; C=DF (AB)=(CD)

1.1.4 Les métathéorémes du )\-calcul

Les métathéorémes de M1 que nous énonc¢ons dans cette section sont des
métathéorémes usuels du A-calcul. Leur démonstration est donc analogue,
aussi nous renvoyons & [13] pour le détail des preuves.

Un métathéoréeme est un théoréme qui n’est pas un théoreme de MT
mais un théoreme sur MT. Il montre que, pour tous termes, certaines
équations concernant ces termes sont démontrables dans MT. Souvent les
métathéorémes que nous énoncerons comporteront des hypothéses et de-
vront se lire : Pour tous termes B, C et toutes suites de termes A, A de
méme longueur, il est possible de construire une preuve de B = C' dans MT
4 partir des hypotheses A = A'. Tous ces métathéorémes auront comme
conséquence immédiate que, si les équations A = A’ sont effectivement
démontrables dans MT alors B = C est effectivement démontrable dans
MT. Chaque métathéoréme peut donc étre vu, et sera utilisé, comme une
(méta)regle de déduction : nous utiliserons donc pour les énoncer la méme
notation que pour les régles a savoir :

A=4AFB=C

Ces métaregles permettent de garder aux preuves formelles une taille accep-
table. Pour les démonstrations des premiers métathéoremes, nous renvoyons
a [13] (ou Barendregt [3]).

L’égalité dans MT est une relation d’équivalence :

Théoréme 7 (Equiv) [13, p.32] Pour tous termes A, B et C on a :
FA=A

A=B FB=A

A=B;B=C FB=C

Preuve. Nous donnons la démonstration de la réflexivité, car elle est

originale dans M T, utilisant la constante if et les axiomes de Sélection :
1. Selectl fTAA)=A

2. Selectl ifTAA)=A
3.Trans(1,2) A=A
[

Remarque 8 Comme nous venons de le faire pour 'aziome MT-Selectl
dans la preuve précédente, nous continuerons a sous-entendre dans la co-
lonne de gauche des preuves formelles le préfite MT- pour les références
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auz ariomes et régles de MT. Rappelons que ce préfize sert a distinguer les
axiomes communs ¢ MTF et MT A des aziomes et régles propres a MTA
qui seront introduits par le préfite MT A-.

Nous sous-entendrons & partir de maintenant la locution “Pour tous
termes .....” dans 1’énoncé des futurs métathéorémes. Nous énongons main-
tenant le théoreme de passage au contexte :

Théoréme 9 (Context) [13, p.33] Pour tout contexte C|| on a :
A=BF ClA] = O[B]

On voit facilement qu’en utilisant autant de fois que nécessaire I’axiome
Renommer on peut égaliser dans MT deux termes a-équivalents, ce qu’ex-
prime le (méta)théoréme suivant :

Théoréme 10 (Renom) [13, p.32]
Si A et B sont a-équivalents alors - A =B

Nous allons terminer ces premiers pas dans le systéme déductif de MT
par un métathéoréme tres utile et tres classique qui généralise Context. Nous
en donnerons une démonstration formelle qui sera l’occasion d’introduire
un certain nombre de conventions que nous utiliserons pour 1’écriture des
preuves formelles tout au long de cette premiere partie.

Définition 11 :

1. Soit Aly] un terme. On appellera instance de A tout terme de la forme
A[C/g] ou C est une suite de termes librement substituable ¢ § dans A. En
particulier pour C une suite donnée, on parlera d’une C-instance de A.

2. Soit Aly)] une suite de termes. Une instance de_Z est un suite A[C /7] de
termes telle que chaque A;[C/g] pour 1 <i <lg(A) est une instance de A;.
En particulier pour C une suite donnée, on parlera d’une C-instance de A.

3. Soient A = B une équation ety telle que VL(A, B) Cy. Une instance de
A = B est une équation de la forme A[C/y] = B[C/y] ou A[C/7] et Lﬂ@/y]

sont, respectivement, des instances de A et B. En particulier pour C une
suite donnée, on parlera d’une C-instance de A = B.

Remarque 12 L’instanciation du terme A pour C = Z, ot Z est une suite

de variables sans répétition, correspond d un renommage des variables libres
de A.

Théoréme 13 (Instance) Pour toute instance A[C/y] = B[C/y] de A = B,
on a A= B AlC/y] = B[C/3].
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Preuve. Soient n = lg(y) = lg(C)

. Hyp A=B
. Abstract x n (1) Ay.A = \y.B
. Applic x n (2) (\y.AC) = (\y.B O)

. (Applic-B + Trans) xn (Ay.A g) = A@/y]
. (Applic-B + Trans) xn (X\g.B C) = B[C/7]
. Trivial(3,4,5) A[C/y] = B[C/7y]

.ChC)"HkOJMb—*

Remarquons que cette preuve, qui utilise les métavariables de termes
A, B,C, n’est pas une preuve de MT. C’est la preuve d’un métathéoréme,
autrement dit un schéma de preuve qui ne devient une preuve de MT
que lorsque les métavariables A, B, C sont effectivement remplacées par des
termes.

Pour abréger nos démonstrations, nous allons mettre en place un certain
nombre de conventions qui sont déja & 'oeuvre dans la démonstration ci-
dessus :

Conventions dans 1’écriture des preuves formelles

1. Régle(iy,....,in) (resp. M étaRegle(iy, ...., 1, )) se lira Régle (resp. Métarégle)
appliquée aux équations des lignes 1, ...., .

2. Dans certains cas, nous réunirons en une seule ligne deux lignes corres-

pondant & I'application de deux regles différentes. Nous écrirons alors
Reglel + Régle2.

3. Lorsque nous utiliserons n fois la méme regle, les n lignes serons
abrégées en une seule. Les lignes 4 et 5 sont un exemple de conju-
gaison des deux conventions dont nous venons de parler.

4. Dans la ligne 4, il est possible que pour effectuer une S-réduction
correcte, il faille tout d’abord renommer quelques variables. A 1’avenir
nous supposerons toujours ce travail fait; nous travaillerons donc a
a-équivalence pres.

5. Pour les lemmes et théorémes ayant un nom spécifique (le nom situé
entre parenthéses devant ’énoncé du lemme ou du théoréme), c’est
ce nom qui sera utilisé de préférence au numéro du lemme ou du
théoréme. Par exemple on fera référence au Théoréme 2 en indiquant
Context dans la colonne de gauche. Les lemmes et théoréemes ayant un
nom spécifique seront cités dans I’'Index a la rubrique Théorémes.

6. “I'rivial” dans la colonne de gauche de la preuve signale que 1’équation
de la colonne de droite est obtenue a partir des lignes au-dessus par ap-
plications des axiomes Selectl, 2,3 , Applic-T, 3, L et des métathéorémes
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Renom, Contert et Equiv. Ainsi la preuve du Théoréme 5 pourrait
aussi se résumer en :

1. Hyp A=B
2. Trivial(1) A[C/g] = B[C/7]

1.2 Quartum Non Datur et Calcul Propositionnel

1.2.1 La regle de QND

Comme nous 'avons déja dit, on compte trois valeurs de vérité dans Map
Theory, le Vrai représenté par T, le Faux représenté par tout terme de la
forme A\z.B et 'Indéterminé représenté par L. Le fait que MT vérifie une
sorte de Quartum non datur, autrement dit qu’il n’existe que trois valeurs de
vérité, est exprimé par la régle QN D. Pour énoncer cette régle on utilise le
terme F'z =go¢ Ay.(zy) comme représentant du Faux associé & la variable
. Nous donnons tout d’abord la regle, puis nous la commenterons :

QND  Si  F A[T/«] = B[T/]
et F A[F'z/z] = B[F'z/x]
et F A[L/z] = B[L/x]
Alors FA=1B

On remarque tout d’abord que, par Instance et Context, A = B est
démontrable si et seulement si (& a-équivalence pres) A[t/z] = B[t/z] est
démontrable pour tout terme ¢.

Nous commentons maintenant la deuxiéme prémisse du QN D, & savoir
F A[F'z/x] = B[F'z/z]. Tout d’abord, il est facile de voir que pour tout
terme t on a + F't = t si et seulement si il existe un terme s tel que
F ¢ = Az.s. Maintenant, supposons qu'on ait - A[F'z/z] = B[F'z/z], et
soit Az.s une abstraction quelconque. Par Instance on a = A[F'Az.s/z] =
B[F'\z.s/z] et donc, trivialement, b A[Az.s/z] = B[Az.s/z]. On a ainsi le
résultat suivant :

“ v A[F'z/x] = B[F'z/x] si et seulement si pour toute abstraction Az.s on
a b A[Az.s/z] = B[Az.s/z] ”

La signification profonde du QN D est donc donnée par I’énoncé suivant :
“Si F A[T/z] = B[T/z] et & A[Az.s/z] = B[Az.s/z] pour toute abstraction
Az.s et = A[L/x] = B[L/x] alors & Alt/x] = B[t/z] pour tout terme t”

Le reste de cette section sera consacré a 1’étude des conséquences du
QN D, et en particulier au plongement du calcul propositionnel dans MT,
que cette régle permet.
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1.2.2 Les tautologies au sens de MT

Nous allons définir la notion de tautologie dans MT, le rapport entre
cette notion est la notion classique de tautologie sera bientot clair.

Définition 14 Soient A et B des termes ety une suite de variables telle que
VL(A,B) Cy. Une instance logique de l’équation A = B est une instance
A[C /5] = B[C/5] de A = B telle que chaque C; est soit T, soit F'y; , soit
1, c’est a dire, essentiellement, une valeur de vérité de MT.

Définition 15 Une équation A = B est dite une tautologie si toutes ses
instances logiques sont démontrables dans MT.

En raisonnant par induction sur le nombre n de variables libres dans
A = B, il est facile de montrer en utilisant QN D que :

Théoréme 16 (Tauto) Si A = B est une tautologie alors + A = B.

Une conséquence triviale de ce théoréme et du Théoréme 5 (Instance)
est que :

Théoréme 17 (InstTauto) Toute instance de tautologie est prouvable.

Nous allons bientot nous intéresser a ’interprétation du calcul proposi-
tionnel dans MT.

Pour nous faciliter la tache dans les démonstrations formelles, nous met-
trons en place dans la section 1.3.5 un outil trés utile, & savoir un “théoreme
de déduction” pour MT'. Pour énoncer ce théoréeme nous introduisons main-
tenant la notion d’implication non-monotone.

1.2.3 L’implication non-monotone

Ce qu’on appelle I'implication non-monotone est une abréviation pour
des équations ayant une certaine forme. Nous commencons par introduire
une abréviation concernant les termes :

Définition 18 :
1. A:B =gy (if AB 1)

2. Soit A une suite de termes et B un terme. Si A=( onpose A:B =def
B, sinon pour A = (Ay,..,A,),onpose A:B =g Ay :(Ag:.. :(Ay :B)..)

Remarque 19 On vérifie trivialement que =T :B = B.
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Notons que la définition de A :B differe de la définition originale donnée
en [13], définition pour laquelle le Lemme 26 (voir ci-dessous) n’est en fait
pas vrai.

Nous introduisons maintenant les abréviations d’équations définissant
I'implication non-monotone :

Notation 20
1.A— (B=C) =4 A:B=A:C
2. A— B =4y A— (B=T)
3. A— Bi;.....; By =gey A— By;...; A— B,
4. A— (B=0C) =4 {A— (Bi=Cy): 1<i<Ig(B)=1g(0)}

Dans I’équation A — (B = C) les termes Ay, ...., A, € A sont appelés
“hypotheéses internes” et I'équation B = C  “conclusion”. Bien entendu, on
ne doit pas confondre ces hypotheses avec les hypotheses d’un métathéoreme
ou d’une régle. Pour les distinguer, ces hypotheses internes seront séparées
par des virgules au lieu des points-virgules utilisés pour les hypotheses d’un
théoréeme ou d’une regle.

Remarque 21 11 suit de la définition de “” que l’équation § — (B =
C) n’est autre que l’équation B = C. De plus, il est trivial de vérifier, en
utilisant la Remarque 19, que T — B=C ssi- B =C.

Remarque 22 Toute équation de la forme A — (B = C) avec A =
(A1,...,A,) peut étre wvue comme étant de la forme Ay — (B' = (')
en prenant B' = (Ay :... (A, :B)..) et C' = (Az :... :(4, C)..).

La raison pour laquelle on parle “d’implication” nous est donnée par le
théoreme suivant qui est 1’analogue, pour l'implication non-monotone, du
Modus Ponens du calcul des propositions. Nous définirons plus loin une
“implication monotone” qui est un terme de MT (Cf Définition 34.8 p.20).
La démonstration du théoréme est ’occasion d’introduire une convention :

Convention d’écriture des preuves formelles Dans les lignes
2,3,4 de la démonstration suivante nous avons écrit plusieurs équations sur
une seule ligne en les séparant par des points-virgules. Cette convention sera
de nouveau employée chaque fois ou plusieurs équations se déduiront de la
meéme regle par les mémes lignes.

Théoréme 23 (MP) Ona A=T; A— (B=C)FB=C
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1. Hyp A=T; (A:B)=(A:0)
2. Context(1) (A:B)=
3. Rem?21 (T:B
4. Equiv(2,3) (A:B
5. Equiv(4) B=C
|
Remarque 24 Le théoréme précédent nous dit que, pour tout théoréme de
la forme A — (B = C), si on sait démontrer A =T alors on sait démontrer
B = C. Nous verrons, lorsque nous aborderons le Théoréme de Déduction,
que la réciproque, @ savoir “si A=T + B = C alors+ A — (B =C)",
est vraie si la démonstration de B = C a partir A = T n’utilise la régle
d’abstraction ou le QN D que sur des variables non libres dans A.

Nous allons voir maintenant une généralisation triviale mais importante de

MP.

Théoréme 25 (Méta)
Soient A, B,C des termes tels que VL(A,B,C) Cy. Si A — (B = C) est
un théoréeme de MT et que D est librement substituable ¢ § dans A, B,C
alors :
AD/yl =T F B[D/y]=C[D/y

Preuve.

1. Hyp — (B =
2. Hyp A[D/y] =T _
3. Instance(1) A[D/y] — B[D/3y) = C[D /%]
.4- MP(2;3)  B[D/y]=C[D/y]

C)

On remarque que Instance peut étre vu comme le cas particulier ou
A = () du théoréme précedent.

Il faut noter que ce métathéoreme a une forme particuliere; c’est une
espece de méta-métathéoréme. En effet, il affirme qu’a tout théoréme de M'T
de la forme F A — (B = C) on peut faire correspondre un métathéoréme
(une métarégle), & savoir :

“Pour toute suite de termes D on a : A[D/y| =T+ B[D/yl=C[D/y] ”
Cela nous ameéne 3 mettre en place une nouvelle convention pour I’écriture
de nos preuves :

La convention ”"Méta” : Dans la plupart des démonstrations que
nous ferons plus tard, ce n’est pas le théoréme sous sa forme initiale A —
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(B = C) dont nous aurons besoin, mais de linstance du métathéoréme
correspondant, & savoir A[D/y] = T + B[D/y] = C[D/y]. Plutot que
de multiplier les noms de théoréme nous ferons référence a 1'utilisation du

métathéoréme correspondant en faisant précéder le nom du théoréme par
Méta.

Nous allons voir maintenant que 1’ordre des hypothéses internes et leurs
éventuelles répétitions ne jouent aucun role :

Lemme 26 Les équations suivantes sont des tautologies de MT
Lz:(y:2)=(x:y):2
2. (z:y):z2=(y:2): 2
3. (z:z):y=z:y
On en déduit alors facilement le théoréme suivant :

Théoréme 27 Si ensemble des termes présents dans la suite A est le
A . 4 . —/

méme que celui des termes présents dclms la suite A" alors on a

FA— B=C sietseulement sir A — B=C

On remarque aussi que 'on peut toujours, par passage au contexte, ra-
jouter des hypotheses internes, autrement dit :

Lemme 28 (AjoutHyp) Pour toute suite Aona B=CFA—B=C

Remarque 29 Par associativité de l'opération “” (Lemme 26.1), tous les
parenthésages de expression Ay :Ag ... :A, :B qui respectent la bina-
rité de “” sont équivalents au sens ou les termes correspondants sont tous
égalisables dans MT . En particulier, pour A = (A1, ..., Ay), tout théoréme
de la forme A — (B = C) est équi-démontrable au théoréme

A— (B=0C), ot A= (A1 ... (Ap—1 :4y)..).

1.2.4 Le théoréme de déduction

Rappelons que le Théoréme de Déduction pour le calcul des prédicats
énonce que, pour un systéme déductif complet S donné et pour toutes for-
mules Gy, ...,Gy,H, 51 G1;.....; Gy Fg H,yalors pourp <n ona Gi;...;Gp g
Gp_|_1 AN..NG,= H.

Le Théoréme 31 qui va suivre est un analogue pour MT, MTA et MTF
de ce théoreéme. Il affirme (& certaines restrictions prés) que :

Si Ay =T;....;A, =TFB=C alors, pour p<n :
A = T;...;Ap =Tk Ap+1,....,An — (B = C)
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La preuve de ce théoreéme est renvoyée en Appendice B, et ceci pour deux
raisons. La premiere est qu’elle est assez longue et technique. La deuxiéme
est que pour montrer le Théoréme de Déduction dans toute sa généralité
pour MTF et MT A, nous aurions di introduire ici les regles d’Induction et
de Colnduction . De plus, il aurait fallu mentionner dans la Définition 30
ci-dessous, les affaiblissements Inductiong et Colnductiong de ces regles,
affaiblissements dont 1'utilisation est seule autorisée dans les preuves sous
hypothéses de déduction. Tout ceci aurait complexifiée inutilement notre
présentation puisque la seule utilisation que nous ferons de la régle de Coln-
duction (Cf Théoréme 324) sera indépendante de toute hypothése. Nous
nous contentons donc ici d’énoncer le Théoréme de Déduction, et de ne
parler que des affaiblissements Abstracts et QN D.

La convention MTFA

Ce que nous allons dire maintenant s’appliquant & MT, MTA et MTF,
nous écrirons MTF A | pour signifier “MT ou MTA ou MTF”.

Pour pouvoir préciser les conditions d’application du théoréme nous in-
troduisons une définition :

Définition 30 Soient B,C € A(C)<Y.

On définit la théorie MTFA(B; C) par :

- MTFA(B; C) a pour aziomes : d’une part les théorémes de MTF A (et
donc en particulier ses aziomes), d’autre part les équations B =T .

- MTFA(B; C) a les mémes régles que MTFA excepté que les regles
Astract et QN D sont remplacées par les affaiblissements suivants :

Abstracty  Si D=D
et x n’est pas libre dans C
Alors + M z.D = \z.D'

QND# Si F D[T/z] = D'[T/x]
et F D[F'z/z] = D'[F'z/x]
et F D[L/z] = D'[L/x]
et x n’est pas libre dans C
Alors =D =D’

La suite B est appelée ensemble des hypotheéses de la théorie, et la suite C
ensemble des contraintes de la théorie.

Le seul cas qui nous intéressera par la suite est celui ou ’ensemble de
contraintes est un segment final de ’ensemble des hypothéses. On remarque
de plus que MTFA(0; ) = MTFA.
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Théoréme 31 (Déduct-) Soient B,C,D des suites de termes et C = C'
une équation.

Si MTFA(B,D; C,D)F C =C" alors MTFA(B; C)+D — (C =(C").
Preuve. Voir Appendice B. =

Corollaire 32 (Déduct) Soit D une suite de termes et C = C' une équation.
Si MTFA(D; D)+ C =C" alors MTFA+D — (C =(C").

Le corollaire Déduct sera par la suite un outil précieux combiné a la
convention suivante :

La convention “hyp”

Supposons qu’a un moment donné d’une démonstration formelle on ait
4 montrer B — (C' = D). Plutét que d’écrire une preuve directe de cette
équation dans MT ou MT A nous la remplacerons par une preuve de C' = D
dans MTF A(B; B). Nous procéderons comme suit
On introduit tout d’abord des “hypothéses de déduction” de la forme B =
T, en indiquant hyp (et non Hyp) dans la colonne de gauche. A partir
de cette indication, la démonstration se poursuit dans MTFA(B; B), et a
pour but de montrer C' = D. Une fois cette équation obtenue, on conclut
B — (C = D) en utilisant le fait que Déduct nous assure de I'existence
d’une preuve directe de B — (C' = D). A partir de 13, la démonstration
initiale se poursuit de nouveau dans MTF A.

Notons que nous continuerons & citer les métathéorémes vus jusqu’a
présent pour justifier les lignes des démonstrations dans MTFA(B; B). En
effet, puisque les axiomes de MT F A sont des axiomes de MTFA(B; B), et
qu’aux affaiblissements Astmctﬁg et QN DE,E prés ces deux théories ont

les mémes régles, ces métathéorémes restent vrais dans MTFA(B; B). Une
restriction est cependant a introduire concernant 1'utilisation du métathéoréme
Context. Du fait de la restriction concernant les variables libres de B dans
I'application de Astractgj, celle-ci ne peut étre appliquer, dans le cadre

de MTFA(B; B), que pour un contexte C[] ol aucune variable libre de B
n’est liée. Nous laisserons au lecteur le soin de vérifier que cette condition
est remplie pour chaque utilisation que nous ferons de ce métathéoréme.
Remarquons aussi que nous n’utiliserons jamais la régle QN D5 5 dans
nos démonstrations sous hypotheéses de déduction. Le QN D ne sera utilisé

que pour démontrer des tautologies qui, comme leurs instances, sont des
axiomes de MTFA(B; B).

Avant de clore cette section nous tirons un corollaire important de Déduct
(et dont la démonstration utilise la convention hyp)
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Corollaire 33 Soient B,C, D des suites de termes.

Si
C=D I_MTFA(E;E) C'=D
Alors

F — (625) |_MTFA F — (C’ = DI)
Preuve. Supposons C = D FMTRAE B) c'=D

1. Hyp B — (C;=D;) pourl<i<lIig(C)
2. hyp B=T
3. MP(2,1) C; = D; pour1<i<Ig(C)
4. 3 + hypothese C' = D'
B — (C'=D")

5. Déduct(2,4)
n

1.2.5 Interprétation du calcul propositionnel dans MT
Traduction des connecteurs dans MT.

Définition 34 Pour toutes variables = et y on définit :
1. F =4y Ax.T

'z =ges (ifzTT)

bx =gey (if x F F)

3 =gef (if © F T)

TAY =gy (if = =y by)

VY =ges (if !y =y)

T3y =qef (if = =y ly)

&Y =def (if T =y )

Le constructeur = =4, AzAy.z=y est appelé implication monotone
en vertu du fait que, comme tout terme, il est interprété par une fonction
monotone dans tout modeéle de toute sémantique monotone.

Les termes A\z.z, AzAy.zAy, ATAy.zVYy, AT Ay.2=>y et Az \y.z<>y seront
appelés constructeurs propositionnels . On remarque que ces constructeurs
sont stricts, autrement dit ils rendent 1| si un de leurs argument est égal
a L (voir les axiomes de sélection). Par ailleurs, il est facile de vérifier que
ces constructeurs ont le comportement habituel des fonctions de vérité. Par
exemple, on a - TAT =T et - FAz = F pour z € {T, F} etc....On vérifie
aussi facilement que les propriétés habituelles des connecteurs logiques sont

vérifiées par les constructeurs propositionnels. Nous en donnons quelques
exemples dans le lemme suivant :

P RS O oo
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Lemme 35 Les équations suivantes sont des tautologies :
zAy = yAx

zVy = yVz

(zAy)Az = zA(yAz)

(zVy)Vz = 2V (yVz)

TEY = yST

Ol W

Ce lemme nous permettra a ’avenir de ne plus tenir compte de I’ordre des
arguments et du parenthésages dans les expressions de la forme A;A...AA,ou
A1V..VA, ou A;& Ay, puisque, par InstTauto toute les instances des tau-
tologies au-dessus sont démontrables.

Les termes A\z. = z, Az.!z, A\x.b T ne correspondent pas & des connecteurs
usuels et servent seulement a définir les constructeurs propositionnels, on les
appellera des constucteurs auziliaires. Les deux lemmes suivant expriment
que ces constructeurs s’introduisent naturellement dans le contexte de MT' :

Lemme 36 Les équations suivantes sont des tautologies :
1. (z=2z) = (z&z) =z
2. (zAz) = (azVz) ===
3. Trx=R=zx

Le lemme qui va suivre exprime que = se simplifie et commute avec tout
les constructeurs unaires que nous venons de voir :

Lemme 37 (Simplif =) Les équations suivantes sont des tautologies

l. "(mz)=rz

2. =(lz)=l(=2z) =z

3. mbbz)=b(mz)=bz
4. = (hz)="(=z)="2

Traduction du formules du calcul propositionnel dans MT.

On considére les formules du calcul des propositions construites avec les
connecteurs usuels (-, A,V,=,<) sur ’ensemble de variables proposition-
nelles VAR (I'ensemble des variables de MT).

Définition 38 On appelle ensemble des C' P-termes , et on note CP, le plus
petit sous-ensemble de A(C) qui vérifie :
CP:=VAR|~CP|!\CP|bCP|-CP|CPACP|CPVCP|CP=>CP|CP&CP

Notation 39 Pour toute formule G du calcul des propositions, on notera
G la traduction évidente de G dans MT.
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Définition 40 On appellera C P-tautologie tout terme G qui est la traduc-
tion d’une tautologie G (au sens usuel) du calcul des propositions.

Remarquons qu’une C'P-tautologie est un terme alors qu’une tautologie
au sens de MT est une équation. Nous verrons plus loin (Théoréme 51) que
toute C' P-tautologie G [7] donne lieu & une tautologie de la forme !y — G.

Détermination des C P-termes.

Définition 41 Un terme A sera dit déterminé sous hypothéses B si
F B —1A. Il sera dit déterminé si on a HA =T.

Remarque 42 I est inconsistant d’égaler un terme déterminé a L.

Dans le cours de cette premiere partie nous aurons 1’occasion d’énoncer
un certain nombre de théoremes dits “de détermination”. Le premier de ces
théorémes est un théoréme de détermination pour les C'P-termes. Il sera la
conséquence du lemme suivant :

Lemme 43 Les équations suivantes sont des tautologies :
1.l ==z

lr —!lx

lr —!bz

lr —! -z

Iz, ly —! (zAy)

lz, ly —!(zVy)

lz,ly —! (z=>y)

lz,ly —! (z&y)

o RS S e

Nous arrivons maintenant & notre premier théoreme de détermination
(remarquons que, conformément 4 la Notation 3.6, nous abrégeons ly1, ...., ly,
par !y dans la démonstration qui suit)

Théoréme 44 (DétCP) Tout CP-terme Aly] est déterminé sous hypothéses
7.
Preuve. La démonstration se fait par induction sur la complexité de A.

Nous ne donnons la démonstration que pour le cas A = BAC, les autres cas
se démontrant de fagon similaire grace au lemme précédent

1. hyp =T

2. MP(1, hyp ind) B=T;1C=T
3. Méta(Lem43.5)(2) !(BAC) =

4. Déduct(1,3) 'y —!(BAC)
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Dans le suite de notre exposé nous utiliserons essentiellement le théoreme
de détermination que nous venons de démontrer sous la forme du corollaire :

Corollaire 45 (Dét) Pour tout CP-terme A[y] et toute instance A[C/7]
de Aona !IC=THAC/y=T.

Preuve. C’est une simple application du théoréeme Méta (Théoréme 25)
au théoreme précédent. m

Plongement du calcul des propositions dans MT.

Rappelons que si G est une formule du calcul des proposition, G est sa
traduction dans MT.

Le but de cette section va étre de montrer que si G[y] est une tautologie
alors : Fly — G

La méthode que nous allons employer, pour montrer ce théoréme, consiste
a faire correspondre & toute preuve de G (dans un systéeme déductif complet
donné), une preuve de lyy, ..... 'y, — G.

Il y aurait une autre maniére de faire consistant & montrer que, pour
toute C P-tautologie G, 7 — G est une tautologie au sens de MT'. Bien
que cette seconde méthode soit plus rapide, elle est difficilement réutilisable
pour le calcul des prédicats (Section 1.3.6). De plus, une des vocations initiale
de MT étant d’étre utilisée pour la vérification des preuves mathématiques,
nous privilégions une conversion preuve pour preuve.

On commence par fixer un systéme déductif complet pour le calcul
propositionnel :

Al G=(H=G)
A2 (G=(H=K))=((G=H)= (G=K))
A3 (-H = -G)= ((-H = G)= H)
et la regle de Modus Ponens :
MP H; H=KFK

ou G, H, K parcourent les formules du calcul propositionnel construites sur
VAR et sur le systéme complet de connecteurs {=, —}.

Nous allons d’abord montrer que toute tautologie G[y] construite avec les
seuls connecteurs = et —, on a Hy — G. Ce résultat sera une conséquence
des lemmes suivants :

Lemme 46 Les équations suivantes sont des tautologies :
L lz,ly — 2= (y=x)
2. lzlylz — (2= (y=2)) = ((z=2y)=>(2=2))
3. lz,ly — (Fy=>22)S>((Fy=2)=>y)
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Il existe aussi une version du Modus Ponens pour I'implication monotone
=, que voici :

Lemme 47 (MP- ) Soient B, C des termes et A une suite de termes.
Ona: A— B; A— (B=>C) - A—C

Preuve. Le cas ot A = () est une simple application du théoréme Méta
a la tautologie z, x=>y — y. Le cas A # (), est une conséquence immédiate
du cas précedent et du Corollaire 33. m

Proposition 48 Pour toute tautologie du calcul propositionnel G [7] construite
uniquement avec " et = ona @ ly— G

Preuve. On raisonne par induction sur la preuve de G; le fait que
cette preuve existe étant garanti par la complétude du systéeme de déduction
choisi.

1. G est un axiome : Nous ne donnons la démonstration que pour le
premier schéma, les autres cas étant similaires.
Soit donc G = (H = (K = H))

1. hyp =T

2. MP(1, DétCP) \K=T;\H=T

3. Méta(Lem46.1)(2) H=>(K=H)=T
4. Déduct(1,3) Iy — H=>(K=>H)

2. H est la conclusion de l'application du Modus Ponens & partir des
hypotheses K et K = (. Le résultat est immédiat par hypothese
d’induction et M P~.

|

Pour généraliser le théoreme précedent & toute tautologie écrite avec
les connecteurs usuels, nous utiliserons les lemmes suivants dont la preuve,
facile, est laissée au lecteur :

Lemme 49 Les équations suivantes sont des tautologies de MT
zAy = S(z=y)

VY = Ty

w5y = (2=3y)A(y=>z)

Lemme 50 Soient A un CP-terme utilisant les constructeurs proposition-
nels {5, A, V,=>, &} et A sa “récriture” (attendue) avec les seuls construc-
teurs {-,=}, on a - A= A" dans MT.

Preuve. Induction sur la complexité de A en utilisant le lemme précédent.
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Théoréme 51 Pour toute tautologie G[y] du calcul propositionnel on a
Iy — G.

Preuve. Soit G’ la définition de G dans le langage {—,=}. Par la Pro-
position 48 on a 1§ —» G, et par le lemme précédent G = G'.
]

Dans le suite de notre exposé nous utiliserons souvent le théoréeme que
nous venons de démontrer sous la forme suivante :

Corollaire 52 (CalculProp) Si B est une C-instance de CP-tautologie
alors \C=T+B=T

Pour conclure la Section 1.2 nous donnons d’autres outils pratiques pour
raisonner dans MT :

1.2.6 Les métathéorémes du “calcul propositionnel”

Nous venons de voir comment un systéme formel du calcul proposi-
tionnel peut étre simulé dans M7T. Nous allons maintenant nous donner
quelques principes de déduction supplémentaires. Les deux premiers sont
les équivalents dans MT' des principes de Tertium Non Datur et de Raison-
nement par I’Absurde. Il est donc possible de “raisonner” dans MT selon
ces grands principes.

Le tertium non datur.

Nous allons voir maintenant que si on a !B = T, ce qui signifie intuiti-
vement que la valeur de vérité de B est T ou F, on peut alors raisonner par
Tertium Non Datur dans MT :

Théoréme 53 (TND)
A—'B; AB— (C=D); A,“B— (C=D)FA— (C=D)

Preuve. On montre le cas A = . Pour le cas A # (), on remarque
simplement que la démonstration du cas “vide” est aussi une démonstration
dans MTF A(A; A) (puisque qu’elle est indépendante des variables libres de
A), et ceci quelquesoit A. Le cas A # () est donc une conséquence du premier
cas et du Corollaire 33 :

1. Hyp 'B=T; B:C=B:D; -B:C =-B:D

2. InstTaut 'B— ((if B(B:C) (=B :C))=0C)

3. InstTaut B — ((if B (B :D) (=B :D)) = D)

4. MP(1,2) (if B(B:C)(=B:C))=C

5. MP(1,3) (if B(B:D) (~B:D))=D

6. Context(l)  (if B (B :C) (=B :C)) = (if B (B :D) (=B :D))
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8. Fquiv(4,5,6) C=D =

Le principe de raisonnement par ’absurde va maintenant étre une conséquence
duTND :

Le raisonnement par ’absurde.

Lemme 54 (Absurde) A —'B; A,~B—F + A— B

Preuve. On montre le cas A = (), le cas A # () étant réglé par la méme
remarque que pour le TND :

1. Hyp 'B=T; ~-B — F
2. hyp “B=T
3. Trivial(1,2) T—F
4. Trivial(3) F=T
5. Equiv(3,4) ~“B=F
6. Trivial(5) ““B=T
7. InstTauto(1,4,5) --B — B
8. MP(6,7) B=T
]

Raisonner sur les connecteurs.

Les tautologies qui suivent permettront de raisonner dans MT sur les
constructeurs propositionnels (on pourra par exemple inférer A de AAB),
on appelle ces tautologies “lois logiques”

Lemme 55 (LoiLg) Les équations suivantes sont des tautologies
Y1A....Ay, — y; pour tout i € {1,...,n}
Ylyeweny Yn — yl/\/\yn
z — (zVy =ly)

Sx — (zVy == y)

T,y — (=)
z— (z=>y==~y)

“z — (z=y =ly)
=Y, Y=>T — TEY
z — (z&y ==y)

Sz — (zSy = Sy)

© NS TN

.—~
e

Implication non-monotone et implication monotone.

On va maintenant voir deux théorémes ou sont exprimés les liens existant
entre 'implication non-monotone est I’implication monotone =. Le premier
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montre comment on peut passer de I'implication Non Monotone & ’implica-
tion Monotone (NonM +— M). Pour I’énoncer nous utiliserons 1’abréviation
suivante :

Notation 56 AA =4 (A1A...AA,)  pour A= (A, ..., Ay)
Lemme 57 (Implicnonnisir)
D —'A; D —'B; D,A— B + D — AAAB
Preuve. On montre le cas D = (), le cas D # ) étant réglé par la méme
remarque que pour le TN D. Nous allons raisonner par TND :

1. Hyp A=T
2. Hyp 'B=T
3. Hyp A B
4. Dét(1), Dét(2) INA=AB=T
5. hyp AA =T
6. Méta(LoiLg1)(5) A; =T pouri < lg(A)
7. MP(6,3) B=T
8. Méta(LoiLg2)(7) AB=T
9. Méta(LoiLg5)(4,6)  (AA=AB)=T
10. Déduct(5,9) AA — (AA=AB)
11. hyp “(AA) =T
12. Méta(LoiLg7)(4,11) (AA=AB)=T
13. Déduct(11,12) S(AA) AA=>AB)
14. TND(4,10,13) (AM=AB) =T
|

Inversement, le théoréme que nous allons voir maintenant exprime la pos-
sibilité de passer de I'implication Monotone & I'implication Non Monotone
(M +— NonM) :

Lemme 58 (ImplicprsNonis)
D — (AMM=>AB)-D,A— B

Preuve. Comme d’habitude, on ne montre que le cas D =} :

1. Hyp (AM=AB) =T
2. hyp A=T
3. Méta(LoiLg2)(1) AA=T
4. InstTauto AA ((AA=AB) = AB)
5. MP(4,5) (AA=AB) = AB
6. Equiv(1,5) AB=T
7. Méta(LoiLg1)(6) B =T
8. Déduct(2,7) A—B
]
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Le lemme qui suit exprime la transitivité de I'implication non-monotone :
Lemme 59 D,A — B; D,B— C+D,A—C

Preuve. On montre le cas D = (), le cas D # () étant, comme d’habitude,
une conséquence de ce premier cas et du Corollaire 33 :

1. Hyp A—B

2. Hyp B—C

3. hyp A=T
4.MP(31) B=T "
5. MP(3;2) C=T

6. Déduct(3,5) A — C

Le dernier lemme de cette section exprime comment passer d’une conjonc-
tion d’implications non-monotones & une implication non-monotone entre
“conjonctions” monotones :

Lemme 60 Si pour tous A; € A et B € B, on a - D, A; — B; alors :
FD,AA — AB

Preuve. . _ _
1. Hyp D, A, — B; pour tous A; € Aet B, € B
2. hyp D=AA=T
3. Méta(LoiLg1)(2) A; =T pour tous A; € A
4. MP(2,3; 1) B; =T pour tous B; € B "
5. Méta(LoiLg2)(4) AB=T
6. Déduct(2,45) D, AA— AB

Equivalences non-monotone et monotone

Nous appelons équivalence non-monotone les couples d’équations de la
forme C,A — B; C, B — A. On commence par introduire une abréviation
pour les ensembles de doubles implications non-monotones :

Notation 61 C, (A«+— B) =4y C,A— B; C,B— A

Les lemmes suivants découlent respectivement des Lemmes 57, 58, 59 et
60. Remarquons que le premier utilise aussi la LoiLg8.

Lemme 62 (Equivnonnrsn)
C —!4; C —!B; C,(A+— B) + C — (AA&AB)

Lemme 63 (Equivass Nonir)
C — (AB&AA) + C, (A+— B)
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Lemme 64 D, (A+— B); D,(B+—C) + D, (A+— C)

Le_mme_65 Si pour tous A;€AetB; € B, onalt D, (A; < B;) alors :
+ D, (AA<+— AB)

1.3 Interprétation du calcul des prédicats dans MT

Le but de cette section va étre de montrer que ’on peut “simuler” le
calcul des prédicats dans MT'. Cela suppose une traduction des quantifica-
teurs dans MT et des moyens de raisonner similaires & ceux du calcul des
prédicats.

Dans nos discussions pour introduire les axiomes et les métathéorémes,
nous nous placerons dans le modele intuitif M que nous avons décrit dans
I'introduction. Les termes du A-calcul écrits en gras désigneront I’'interprétation
des termes dans ce modele. Ainsi Ax.A désignera 'interprétation de Az.A.

1.3.1 Etre un ensemble dans M7T

La principale différence entre les quantificateurs de MT et les quanti-
ficateurs du calcul des prédicats est que les premiers ont un domaine. Ce
domaine, dans le cas qui nous occupe, est celui des “ensembles” au sens de
MT : le sous-ensemble & C M

Comme nous 'avons déja signalé on peut voir MT comme une théorie
des classes munie d’un symbole de prédicat “Etre un ensemble”. Ce symbole
¢ représente syntaxiquement la fonction caractéritique xo de “I’'univers” .
Rappelons que cette fonction est définie sur M par : xye(u) = T si et
seulement si u € ®, et xp(u) = L sinon. Le fait que la fonction xg
ne prend que les valeurs T et 1 est approché au niveau syntaxique par
I’axiome suivant :

AXIOME MT-Caract ¢x =!¢x

1.3.2 La constante ¢ et les quantificateurs dans M7T

Pour traduire les formules du calcul des prédicats par un terme, MT
utilise la constante ¢. Cette constante est le représentant syntaxique d’une
fonction de choix FEg sur @ qui joue le role de 'opérateur de Hilbert. Rap-
pelons que cette fonction est définie & partir d’une fonction de choix p de
P(M) vers M, c’est a dire une fonction telle que, pour tout ) # X C M,
on ait p(X) € X. On rappelle maintenant la définition de Eg
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1 si. Ly €ud
Eg(u) =< p(®) si u® C g
p({x € ®:ux="T}) sinon

On peut maintenant donner la traduction des quantificateurs dans MT :

Définition 66 Pour tout terme A on pose

1. ex.A =g4ey (€ Az A)
2. Jw.A =45 = Mz A ex.A) =y~ Alex. A/ 7]
3. V2. A =go; ~3x. A =yr ~ (Alez.~A/z])

Notation 67 Vz.A =def Vz1.V2,. A o0 T = (21, ...y Ty ) est une suite de
variables avec éventuellement des répétitions.

Comme nous 'avons déja signalé € est interprété par Fg dans M. On
voit facilement que :
(1)3x.A = T si et seulement si Ly ¢ AxA ® et il existe u € @ tel que
(AxAu) =T.
(2)Vx.A = T si et seulement si Ly ¢ AXA ® et pour tous u € & on a
(AxAu) =T.

1.3.3 Les axiomes de quantification

Nous introduisons maintenant les axiomes qui expriment les propriétés
de €, 3 et V dont nous aurons besoin pour simuler le calcul des prédicats
dans MT :

La propriété (2) ci-dessus implique que A[B/z] = T pour tout B € &,
ce qu’exprime l'axiome suivant :

AXIOME MT-Quantifl ¢B,Vz.A — A[B/x]

Le fait que Ep ne teste la valeur de AxA que sur les u appartenant a @
s’exprime par ’axiome suivant :

AXIOME MT-Quantif2 ex.A = ex.(pzAA)

Comme p est une fonction de choix sur M et par définition de Fg, on
a clairement Eg(AxA) € ® si et seulement si Ly ¢ AXxA @, ce qu’exprime
I'axiome :

AXIOME MT-Quantif3 ¢(ex.A) =Va.lA
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Maintenant si 3x.A = T, cela suppose que Ly ¢ AxA[®] et qu’il
existe un u dans ® tel que (AxA x) = T et donc Eg(AxA) = p({u € @ :
(AxA u) = T}) € ®. Cela nous donne I’axiome suivant :

AXIOME MT-Quantif4 3z.A — ¢(ez.A)

Le dernier axiome de quantification exprime sensiblement la méme chose
que Quantif2 (mais ne peut étre pour 'instant supprimé sans complexifier
notre exposé)

AXIOME MT-Quantif5 Vz.A=Vz.(¢z: A)

Remarque 68 La version initiale de Quantif5 dans [13] est Vr.A = Vx.(qﬁx/\A).
Il est aisé de montrer en utilisant Caract qu’on a - Vz.(¢z : A) = Vz.(dpzAA).

Les deuz versions de Quantifb sont donc équivalentes et le choiz de notre
version n’est guidé que par un souci de simplification de certaines preuves.

1.3.4 Propriétés élémentaires des quantificateurs

Nous allons voir maintenant que les quantificateurs tels qu’ils sont définis
dans MT vérifient certaines propriétés usuelles des quantificateurs.

Lemme 69 Pour tout terme B et pour toute variable x, on a :
Fex.B=¢c¢x.~ B

Preuve. ) .
1. InstTauto ¢zAB = ¢xA--B
2. Trivial ex.(pzAB) = ex.(pzA--B) =
3. Quantif2 + Trivial(2) ex.B = ex.~-B

11 est facile, & partir des définitions de J et V et en utilisant les Lemmes36
et 37 (Simplif =), de déduire du lemme précédent que :

Corollaire 70 Pour tous B,z, on a :
1.Fex.--B =¢z.B

2.+ 37.%B =3z.~ B =~ 3z.B = 3z.B
3.+ Vz.°B =Vz. ~ B =~ Vz.B = Vz.B
4. FVz.5B = ~3z.B

Corollaire 71 Pour tous B,z, on a :+ J2.B = “Vz.-B

1.3.5 Les métathéorémes de quantification

Nous allons voir maintenant les métathéorémes qui nous permettront de
plonger le calcul des prédicats dans MT.
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Notation 72 Soient A un terme et T = x1,....., Ty,
Vz.A =def V:L‘lv.’EnA

Le premier théoréme est une conséquence immédiate de Quantif1, il est
le pendant dans MT de ’axiome d’instanciation du calcul des prédicats :
Théoréme 73 (Inst,) Si B est librement substituable o T dans A :
¢B=T;VIA=T+ AB/z|=T

Le fait que la regle de généralisation du calcul des prédicats est valide

dans MT est une conséquence de Quantifb :

Théoréme 74 (Géné) Si T n’est pas libre dans C,ona :
C,¢T — AFC — VT.A _
Preuve. On remarque tout d’abord que trivialement VZ.T = T, il vient :

1. Hyp C,pxr — A

2. hyp C=T

3. MP(2,1) px:A=¢z:T

4. Trivial(3) VZ.(¢pZ : A) =VZ.(¢T:T) m
5. (Quantif5 x 2)(4) + Trivial Vz.A=VT.T

6. Trivial (5) VEA=T

7. Déduct (2, 6) C —Vz.A

Remarque 75 Il est a noter que la démonstration de Géné utilise des abs-
tractions sur T. Ceci implique des restrictions quant & l'utilisation de ce
théoréme dans le cadre d’une démonstration sous hypothéses de déduction.

En effet, les variables de T ne doivent pas apparaitre libres dans cette démonstration,
si ’on veut pouvoir conclure par Déduct.

Dans M, la méthode canonique pour montrer IxA = T est d’exhiber
un élément u de ® qui vérifie (AxA u) = T. Cette méthode est validée par
le théoreme suivant :

Théoréme 76 (Ezhib) $B =T; (3x.A) =T; A[B/z] =T+ Iz A=T

Preuve. On raisonne par ’absurde :

1. Hyp ¢B =T
2. Hyp H9z.A=T
3. Hyp AB/z] =T
4. MP(1,Quantifl) Vz."A — A[B/z]
5. Trivial(3,4) Vz.hA — =T
6. Lem70.4 4+ Trivial —(3z.A) — F
7. Absurde(2,6) W A=T
|
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Comme nous 'avons déja vu lors de la présentation des constantes, si
L & Ax.A[®] et qu’il existe u € D tel que (AxAu) =T, on a
Ep(AxA) € {u € & : (AxA u) = T}. Ceci s’exprime syntaxiquement dans
la métaregle suivante :

Théoréme 77 (Choiz) 3z.B =T+ ¢(cx.B) =T; Blex.B/z] =T

Preuve. Le fait que ¢(ex.B) = T est donné par Quantif4 et M P. Pour
montrer Blexz.B/z] =T, nous utilisons la tautologie = z — = :
1. Hyp ~ Blez.B/z] =T
2. InstT'auto = Blex.B/z| — Blez.B/z]

3. MP(1,3) Blex.B/z]=T
|

Le théoréme qui suit exprime le fait que le choix effectué par F¢ ne
dépend que des valeurs de vérité des (AxA u) pouru e ® :

Théoréme 78 (Ackermann) ¢z — ASBF ex.A=cx.B

Preuve. Nous utiliserons les tautologies (ly : T') =ly en ligne 2 et

(z: (y&2))Ay = (z: (y&2z))Az en ligne 5 :
1. Hyp (pz : ASB) = (¢pz : T)
2. InstTauto lpx : T =gz
3. (Caract + Trivial)(2) ¢z :T = ¢z
4. Trivial(1,3) (¢pz : A&B) = ¢z
5. InstTauto (¢pz : ASB)AA = (¢pz : ASB)AB
6. Trivial(5,4) dpzAA = ¢zAB
7. Context(6) ezx.(pzAA) = ex.(pzAB)
8. Quantif2 + Trivial(7) er.A=ex.B
u

On termine cette section par un théoréme de “détermination”

Lemme 79 (Déti\-j) Pour tout terme B et toute suite C de termes telle que
z ¢ VL(C), si +C,¢x —'B alors :

1) +C —Vz.!B

2) +C — ¢(ez.B)

8) +C —'3z.B

4) +C —WNz.B

Preuve. Le 1 s'obtient facilement en utilisant Déduct avec C = T
comme hypothéses de déduction et Géné. Le 2 se déduit trivialement de
1 et de 'axiome Quantif3. Le 4 découle aisémment du Lemme 43.4 et du
3. On montre le 3 :
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1. hyp C=T

2. MP(1,1 +2) Vz.!B=T; ¢(ex.B) =T
3. Insty(2) 'Blex.B/z] =T

4. Méta(Simplif =) 'Blez.B/z] =! = Blex.B/z]

5. Déf(3) + Equiv(3,4) 'Jz.B=T
|

1.3.6 Plongement du calcul des prédicats dans MT

Dans cette section on prend I’ensemble V AR des variables de MT comme
ensemble de variables d’individus pour les langages du premier ordre dont
nous parlerons.

Nous allons voir que, un langage P du 1" ordre étant donné, ainsi qu'un
systéme déductif complet S pour le calcul des prédicats sur P, il est possible,
moyennant une traduction des formules de P convenable, de simuler toute
preuve de S dans MT.

Langage du 1" ordre dans MT

Pour rester simple (et parce que cela nous suffit), nous ne parlerons ici
que des langages du 1¢" ordre sans symbole de fonction, bien qu’on puisse
étendre les résultats de cette section & tout langage. De ce fait, nous identi-
fierons le langage avec son ensemble de lettres de prédicats. Nous utilisons
tous les connecteurs et quantificateurs usuels {—, A, V,=, <V, 3}.

Soit P = {P, : n < [} donc un ensemble fini ou dénombrable de lettres
de prédicats (I < N) On rappelle que ’ensemble F'P des formules du calcul
des prédicats construites sur P est défini comme le plus petit ensemble tel
que :

FP:=(P,y)|-FP|(FP\NFP)|(FP= FP)|(FPVFP)|(FP < FP)|3z.FP |
Vz.F P

ol, dans la premiere clause, § est une suite de variables de VAR avec
éventuellement des répétitions et dont la longueur est égale a l'arité de P,.

Pour traduire les lettres de prédicats de P, on se donne une fonction 6 de
P dans A°(C) (I’ensemble des termes clos de MT). On définit maintenant
I’ensemble @(FP) des termes construits sur §(P). Cet ensemble contient
strictement I’ensemble image 6[F P] de F'P par 6, autrement dit I’ensemble
des traductions des formules de F'P, mais pour simplifier les raisonnements
par induction que nous ferons par la suite nous avons besoin d’une plus
grande généralité :
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Définition 80 Soit 6 une fonction de P dans A°(C). On définit par induc-
tion l’ensemble O(FP) des 6(F P)-termes comme le plus petit sous-ensemble
de A(C) tel que :

6(FP):= (6(P.) 7)| ~ 0(FP)|!
O(FP)=0(FP)| 6(FP)VO(FP)
Vz.0(FP)

ou, dans la premiére clause, ¥ est une suite de variables de VAR avec
éventuellement des répétitions et dont la longueur est égale a larité de P, ;
et ou, dans les deux derniéres, = est quelconque dans VAR.

YO(FP)| b6(FP)|~0(FP)|0(FP)AO(FP)|
|0(FP)&0(FP) | 3z.0(FP) |

Remarque 81 11 est clair que 8 induit canoniquement une interprétation
de toute formule G € FP par un 0(FP)-terme, que nous noterons 6(G).

Notation 82 6(G) sera notée plus simplement G lorsqu’il n’y aura pas
d’ambiguité sur 6.

Nous allons voir maintenant une condition sur la fonction 8 pour qu’elle
“force la détermination de P”. Nous verrons en Sections 1.3.6 et 1.3.7 que
cette “détermination” est suffisante pour plonger le calcul des prédicats sur
P dans MT.

Détermination des 6(FP)-termes.

Définition 83 Soit P un langage et 6 une fonction de P dans A°(C). On
dira que

1. @ force la détermination de P, ou que P est déterminé par 0, si, pour
tout P, € P, ona : F ¢y —!(6(P,)v)
ou y est une suite de variables de longueur égale a ’arité de P,

2. 0 force la détermination de F'P, ou que F'P est déterminé par 0 si,
pour tout Aly| € 0(FP) ona : F ¢y —'A

Théoréme 84 (Détd(FP)) Soient P un langage et § : P — A°(C). La fonc-
tion 6 force la détermination de P si et seulement elle force la détermination
de FP.

Preuve. L’implication gauche-droite est immédiate. Supposons donc que
0 force la détermination de P, et soit A[y] un 6(F P)-terme. On doit montrer
¢y —'A. La preuve se fait par induction sur la complexité de A :
1) Le cas A = (0(P,)y) est réglé par hypothése.
2) Les cas A ==~ B|!B|bB|-B|BAC| B=C|BVC|B&C se réglent de
fagon analogue aux cas du Théoréme 44 (DétC P) (il suffit de remplacer les
hypotheéses de déduction ' = T par les hypothéses de déduction ¢y = T).
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3) Le cas on A = Vz.B découle facilement des cas - et 3 par définition de
Vz.B. _
4) Le cas A = Jz.B est réglé par le Lemme 79 =

Un systéme pour le calcul des prédicats.

On se donne maintenant un systéme déductif S (qui étend le systeme
du calcul propositionnel de la Section 1.2.5). Ce systéme est complet pour les
formules valides construites sur {—, =, V}. Cependant, comme cette complétude
ne nous sera utile que dans la section suivante, les schémas d’axiomes et les
regles de S sont ici présentés en toute généralité pour les formules de F'P :

On se donne les schémas d’axiomes suivants, ou G, H, K sont des for-
mules quelconques de F'P :

Al G=(H=G)
A2 (G=(H=K))=((G=H)= (G=K))
A3 (-H=-G)= ((-H=G)=H)
et la régle de Modus Ponens pour toute formules H et K :
MP H; H=KFK

On ajoute maintenant les schémas d’axiomes du calcul des prédicats et
la regle de généralisation :

A4 Vz.A = Aly/z] pour toute variable y
librement substituable & = dans A
Ab Vz(A = B) = (A = VzB)

Si z n’est pas libre dans A
Généralisation AFVzA

Plongement du systéme S dans MT.

Nous verrons ici que si F'P est déterminé par 6 on peut associer a toute
démonstration d'une formule G[y| dans le systéme S une démonstration de
oy —> G dans MT. On en déduira dans la section suivante une condition
suffisante pour qu’une théorie du 1¢" ordre soit “interprétable” dans MT.

Notation 85 L’utilisation de Uhypothése “FP est déterminé par 0” sera
indiquée par (H1) dans les preuves qui vont suivre.

Satisfaction des axiomes du calcul propositionnel et du Modus
Ponens. Nous allons voir tout d’abord que ’hypothése (H1) est suffi-
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sante pour que MT satisfasse les (traductions des) axiomes du calcul des
propositions :

Lemme 86 Supposons que FP soit déterminé par 0, et soient Aly], B[y]
et C[y] des O(FP)-termes. On a :

1. F ¢y — A=(B=>A)

2. F¢y — (A=>(B=0))=>((A=>B)=>(4=0))

3. F¢y— (-B=>-A)=>((-B=>A)=>B)

Preuve. Nous donnons la démonstration pour le cas (A=>(B=A)), les

autres cas étant semblables :

1. hyp py="T

2. MP(1,(H1)) 'A=T;'B=T

3. BalculProp(2) A=(B=>A)=T

4. Déduct(1,3) ¢y — (A= (B=>A))
[ ]

Nous établissons maintenant un lemme analogue au Lemme 47 pour le
calcul des prédicats :

Lemme 87 Pour tous O(F P)-termes A[y| et B[g] on a
¢y — A; ¢y — (A=>B)F ¢y — B

Preuve. C’est un cas particulier de M P~ (Lemme 47) pour C = ¢7. m

Satisfaction des axiomes du calcul des prédicats et de la Reégle
de Généralisation. Le théoréme GénéG est I'équivalent dans MT de la
Reégle de Généralisation, voyons les axiomes :

Le lemme suivant montre que, sous I’hypothese (H1), MT vérifie les (tra-
ductions des) axiomes du calcul des prédicats du schéma A4. Sa démonstration
sera ’occasion pour nous de compléter la convention hyp par la convention
suivante. Celle-ci permet d’introduire en cours de démonstration des hy-
pothéses de déduction supplémentaires et provisoires :

La convention “hyp-+”

Supposons qu’a un moment donné d’une preuve on ait a démontrer
une équation de la forme A — (B = C). Conformément & la Conven-
tion “hyp” on introduit alors des hypotheéses de déduction A = T, puis on
continue la preuve dans MTFA(A; A). Supposons maintenant que, dans
la partie de la preuve qui s’effectue dans MTFA(A; A), on ait de nou-
veau & démontrer une équation de la forme A’ — (B’ = C"). Plutét que
d’écrire directement la preuve de A —» (B' = C') dans MTFA(A; A)
nous utiliserons le procédé suivant : On introduit par hyp+ les hypotheses
de déduction supplémentaires A =T. La preuve se poursuit alors dans
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MTFA(Z,ZI; A, ZI). Une fois I’équation B’ = C’ obtenue, on conclut,
comme cela est permis par le théoreme Déduct-, qu’il existe une démonstration
dans MT(4; A) de A — (B' = C'). On suppose cette démonstration
écrite, et la preuve se poursuit de nouveau dans MTFA(A; A).

Lemme 88 Supposons que F'P soit déterminé par 0. Soit Aly,z] un 6(FP)-
terme on a :F ¢y — Vo.A=Aly/z] pour toute variable y € § librement
substituable ¢ © dans A.

Preuve. -
1. hyp qﬁy =T
2. hyp+ V. A=T
3. Insty(1,2) Aly/z] =T
4. Déduct-(2,3) Vz.A — Aly/z]
5. MP(1,(H1)) V. A =Aly/z] =T
6. Implicnonrrsns(5,4) Vo.A=>Aly/z] =T
7. Déduct(1,6) ¢y — Vz.A=Aly/x]
]

Remarque 89 Le choix d’utiliser la Convention “hyp+7 est motivé uni-
quement par des raisons de gain de place. En effet, il est toujours possible
de se passer de la Convention “hyp+” et de n'utiliser que la Convention
“hyp”. Par exemple, on pourrait montrer le lemme précédent comme suit :
Lemme 1 : + ¢y,Vo.A — Aly/z]
Preuve : .

1. hyp ¢y=T; Ve. A=T

3. Inst\-j(l,2) Aly/z).

4. Déduct(2,3) ¢7,Vo.A — Aly/z)
Lemme 2 : - ¢y — Va.A=>Aly/z]

Preuve : _
1. hyp py="T
2. MP(1, Lemme 1) Vz.A — Aly/z]
3. MP(1, (H1)) Wi A =Aly/z] =T
4. Implicyonrisn(3,2) Vo.A=Aly/z] =T
5. Déduct(1,4) ¢y — Vz.A=Aly /]

Nous montrons maintenant que, sous la condition (H1), MT vérifie les
(traductions des) axiomes du schéma A5 :

Lemme 90 Supposons que FP soit déterminé par 0. Soient Aly] et B[y, z]
des O(F P)-termes, x ¢ VL(A). Alors :
¢7 — V1.(A=B)=(A=Vz.B)
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Preuve. On raisonne par TND :

1. hyp py=1T

2. MP(1,(H1)) IA=T

3. hyp+ A=T

4. Context(3) Vz.(A=>B)=(A=Vz.B) = Vz.(T=B)=(T=Vz.B)
5. Déf (=) + Trivial =Vz. ~ B=> ~ Vz.B
6. T'rivial + Cor70.3 = Vz.B=3Vz.B

7. Instance(Lem36.1) =Vz.B

8. MP(1,(H1)) =T

9. Déduct-(3,8) A — Vz.(A=B)=>(A=>Vz.B)

10. hyp+ “A=T

11. Méta(LoiLg7)(10) (A=B) =!B; (A=Vz.B) =\Vz.B

12. MP(1,(H1)) IB=WVz.B=T

13. Trivial (11,12) Vz.(A=B)=>(A=Vz.B) = (Vz.T=T)
14. Trivial =(T=>T)=T

15. Déduct-(10,14) “A — Vz.(A=B)=>(A=Vz.B)

16. TND(2,9,15) Vz.(A=B)=>(A=Vz.B) =T

17. Déduct(1,16) ¢y —> Vz.(A=>B)=>(A=Vz.B)

Remarque 91 1] est important de voir que dans les lignes 4 et 13, les men-
tions de Context et Trivial masquent une utilisation de la régle d’abstrac-
tion sur la variable . L’utilisation du théoréme de déduction sur la derniére
ligne de chacune des deuzr démonstrations est donc justifié par le fait que x
n’est pas libre dans A.

Remarque 92 L’utilisation du corollaire Déduct en derniére ligne d’une
démonstration se fait toujours de la méme fagon. Elle reprend des hypothéses
de déduction de la forme A =T et une conclusion intermédiaire B = C pour
donner A — (B = C). Cette utilisation étant maintenant bien comprise,
nous sous-entendrons dorénavant cette derniére ligne.

1.3.7 Théories du 1¢ ordre interprétables dans MT

Dans cette section, nous supposons toujours que 6 force la détermination
de FP pour un langage P = {P, : n < [} ou, rappelons-le, F'P est ’ensemble
de formules du calcul des prédicats construites sur P.

Nous allons définir une notion de 6-validité pour les formules de F'P et
nous montrerons que si les axiomes d’une théorie 7 sont -valides alors tous
les théoréme de la théorie le sont.
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Dans la suite, lorsque nous parlerons des “théorémes” d’une théorie du
1" ordre T, on supposera toujours que I'on s’est doté d’un systéeme complet
du calcul des prédicats, et qu’il s’agit de ’ensemble des théorémes de T dans
ce systeme.

Définition 93 Une formule G[y] de FP est 6-valide dans MT (ou plus
simplement 0-valide) si on a : + ¢y — 0(G)

Définition 94 Une théorie du 1°" ordre T C F'P est f-interprétable dans
MT (ou plus simplement O-interprétable) si tous ses théorémes sont 0-
valides.

Cas o les formules sont écrites seulement avec {—,=,V}.

On notera ici FP I'ensemble des formules du calcul des prédicats écrites
sur P contenant les seuls connecteurs et quantificateurs {—, =, V}.

Proposition 95 Une théorie T C FP est 0-interprétable dans MT si et
seulement si ses axiomes sont 0-valides dans MT.

Preuve. Le sens “seulement si” est évident puisque les axiomes sont des
théorémes. Montrons la réciproque. Soit G[g] un théoréme de 7 ; on doit
montrer que, pour la traduction G de G par 0, on a + ¢y — G. Comme
le systéme déductif S est complet pour le systéeme {—,=,V} il existe une
démonstration de G dans S a partir des axiomes de 7. La preuve se fait alors
par induction sur la longueur d’une démonstration de longueur minimale de
G dans S :

1) Si G est un axiome de 7 , le résultat est donné par hypothese.

2) Si G est un axiome du calcul des propositions le résultat est obtenu par
le Lemme 86.

3) Si G est un axiome du calcul des prédicats, on utilise le Lemme 90 ou le
Lemme 88.

4) Si G est obtenu par une application de M P on utilise alors le Lemme 87.
5) Si G est obtenu par généralisation on utilise le théoréme GénéG en pre-
nantr=z. A

Cas général Nous allons maintenant généraliser le théoréme précedent a
des théories admettant des formules construites avec les connecteurs
{=,A,V,=,<,V,3}. Pour cela nous introduisons des notations :

Notation 96 : e
1) Pour toute formule G € FP, on notera G € FP sa récriture standard
dans le systéeme {—,=,V}.
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2) Pour tout terme A € O(FP), on notera A sa traduction avec les construc-
teurs {5, =,V}.
8) Pour toute théorie T C FP, on notera T =405 {G:G €T } C FP.

Lemme 97 Pour tout O(FP)-terme A ona A=A

Preuve. La preuve se fait facilement par induction sur la complexité de
A en utilisant le Lemme 50 et le Corollaire 71. m

Corollaire 98 T C FP est O-interprétable ssi T - FP lest.

A

Preuve. Supposons que T soit f-interprétable, il est alors clair que 7
est O-interprétable, puisque les théoremes de 7 sont aussi des théorémes de
T (par définition de 7). Maintenant supposons 7~ 6-interprétable. Soit G[7]
un théoréme de 7. Par définition de 7, G est un de ses théorémes et puisque
T est O-interprétable, on a donc ¢y — G. Par le lemme précedent il vient
alors trivialement ¢ —» G. Tout théoréme de 7 est donc f-valide, d’otr le
résultat. m

Théoréme 99 Soit T wune théorie du 1°" ordre. Supposons que 0 force la
détermination du langage deT . Alors T est @-interprétable ssi ses aziomes
sont 8-valides.

Preuve. Si les axiomes de 7 sont #-valides, ceux de 7 le sont triviale-
ment par le Lemme 97. Par la Proposition 95, 7 est donc interprétable. On
conclut par le corollaire précédent. m

Corollaire 100 Si P est déterminé 0 alors, pour toute formule valide
Gyl € FP, ona : F ¢y — 0(G)

Preuve. C’est en effet un cas particulier du théoréme précédent pour

T=0. m
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Chapitre 2

Interprétation de ZF(C dans
Map Theory.

Nous montrerons dans ce chapitre qu’en définissant convenablement une
fonction 0, pour tout théoréme G[y] de ZFC, on a Fpyra ¢y — 6(G), ce
qui peut se lire :

“Si g est interprétée par une suite finie “d’ensembles” alors 6(G) = 17

Par les Théoremes 84 et 99, il suffit pour cela que fonction 6 force
la détermination du langage P =4, {=,€}, et que les axiomes de ZFC
soient f#-valides. La définition de 8 sera l'objet de la Section 2.2. Le fait
que 0 détermine P sera donné par le Théoréme 137 (Section 2.3.6). Apres
avoir montré les propriétés utiles des traductions ~ et € de “=" et “€”,
nous montrerons, en Section 2.5, la #-validité de chaque axiome de ZFC.
Nous en conclurons que ZFC est interprétable dans MT A, ainsi que cer-
tains principes de démonstration dans MT A (valable aussi pour MT'F') dits
“Métathéorémes de la “théorie des ensembles”.

Le cas de 'axiome d’antifondation AF' A sera traité & part, dans le Cha-
pitre 3.

Rappelons que nous désignons par MT D’ensemble des axiomes com-
muns & MTA et MTF (les versions respectivement Antifondée et Fondée
de Map Theory). Dans ce chapitre, certains axiomes introduits ne sont pas
des axiomes de MT, mais des axiomes de MTA. Rappelons que pour les
distinguer, le nom des axiomes sera précedé de “MT-" pour les axiomes de
MT, et de “MT A” pour les axiomes spécifiques & MT A.

Tout d’abord nous présentons I'axiomatisation de ZFC que nous avons
choisie.

43
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2.1 Les axiomes de ZFC

L’axiomatisation suivante de ZFC est tirée pour I'essentiel de P. Ac-
zel [1, p.117], nous ajoutons simplement un axiome pour l’ensemble vide et
nous modifions 'axiome de U'infini (nous dirons quelques mots sur la raison
de cette modification)

L’extensionalité :

(ZFC — Ext) YuYv((u CvAv Cu) < u="0v)
ol, pour z,y C VAR, on pose £ Cy =qef V2 (2 €Ex = 2 € y)
L’ensemble vide :

(ZFC —Vide) JzVv-(v € 2)
La paire :

(ZFC — P) VzVydz(z € z Ay € 2)
L’union :

(ZFC —-U) VYudzVaVy(zeyAy€Eu=u € z)
Les parties :

(ZFC -W) VudzVy(y Cu=y€ 2)
L’infini :

(ZFC —1) FNu((Vw-(veu)=ucz)AN(ucz=>Ty(yezAVw(w €y w=u))))

L’axiome de I'infini choisi ici est classique mais il différe de 'axiome

choisi par K.Grue [13, p.60], et de celui repris de L. Rieger par P. Aczel
en [1, p.117]; ces deux axiomes n’étant pas adaptés & lantifondation. En
effet, le premier est vérifié par tout ) solution de I’équation Q = {Q}, et le
deuxiéme par tout €' solution de I'équation Q' = {0, Q'}.

La compréhension pour toute formule G :
(ZFC — Comp) YuIzVz(zr € 2z = € u ANG) pour z non libre dans G

Le remplacement pour toute formule G :
(ZFC — R) Yu3zVy(y € 2z AJzG = Jz(z € z A G)) pour z non libre dans
G

Remarque 101 Les ariomes de paire, union, puissance et remplacement
affirment l’existence de sur-ensembles de la paire, de l'union etc....usuels. On
utilise ensuite la compréhension pour démontrer 'existence de ces ensembles.

Remarque 102 Bien que les ariomes de la paire et de l’ensemble vide ne
soient pas strictement nécessaires (voir par exemple Krivine [18] ou Kunen
[19]), nous les conservons. D’une part parce qu’ils sont usuels et d’autre part
parce que cela nous permettra d’avoir des illustrations simples de la facon
dont les axiomes de ZFC sont satisfaits dans MT.
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Le choix :
(ZFC —-C) Yu (Vz(z €u=Fv(vezx))A
VaVyVw(z E u ANy EuANw EzAw Ey=>x =1y))
= 3z(
Ve(z e u= Jv(v €z Av € 2)) A
VeVuVuw' (z EuAw ez Aw' €ExANw EzAw €2) = w=1w'))

[’axiome du choix affirme que pour toute famille u d’ensembles non-
vides et disjoints, il existe un ensemble z contenant pour chaque x € u, un
unique élément choisi dans x.

Notation 103 (ZFC et ZFC ¢ ) Dorénavant ZFC désignera l’aziomati-
sation que nous venons de donner, et ZFC™¢ celle-ci moins 'aziome d’ez-
tensionalité.

2.2 Traduction des formules de ZF(C dans MT.

Nous avons vu dans la Section 1.3.6 comment traduire le calcul des
prédicats dans MT. Dans cette section nous exhiberons les termes (abrégés
par ~ et €) qui serviront & traduire les symboles de relation = et € dans
MTA. Ces traductions différent de celles données en [13] pour MTF'. Avant
d’aller plus loin, nous allons discuter ces différences.

Dans MTF, le signe d’égalité “=" était interprété par le terme (Y ),
ou Y est le combinateur de points fixes de Curry et U le terme :

Définition 104 :
A=gef AfAudv.(if u (ifvT F) (if v F VoIy. f(uz) (vy) AVy3z. f (uz) (vy)))

Rappelons a cette occasion que Y est défini par :

Définition 105 Y =45 A f.(Az.f(zx) Az.f(zx))

On se donnait les abréviations = =45 (YA) et u=v =405 (YU)uv.

Comme T représente I’ensemble vide, et que les ”éléments” de u # T
sont les éléments de u®, 'appartenance se définissait a partir de I’égalité par
le terme € =45 Audz.(if u F 3z.(uz=z)). On se donnait aussi I'abréviation
TEU =40f EuT

Le fait que = est un point fixe de 2 permettait alors, en utilisant la
Régle d’Induction , de montrer que (la relation induite sur ® par) = était
une relation d’équivalence, et qu’elle était & valeurs dans @, c’est a dire
que F ¢u, pv — P(u=v). On en déduisait ’extentionnalité dans MTF, &
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savoir : _
du, pv — (u=vEVz.(T € uST EV))

Dans MT A, les choses sont plus complexes. En effet, il est naturel d’uti-
liser les mémes “k-pré-modéles” de MT que ceux construit en [6, p.50]
comme point de départ de la modelisation de MT A. Ces pré-modeles sont
les modeles des axiomes et regles de A-calcul et du QN D les plus simples et
les plus naturels de la sémantique x-continue. Or, ils interprétent le construc-
teur de points fixes de Curry Y par 'opérateur de plus petits points fixes de
M (noté Y en Section 4.1.9). Cela a pour conséquence que, pour tous choix
convenable de ® et pour tous les u, v non bien fondés de ®,ona u=v = L.
Ces pré-modeles ne satisfont donc pas I’équation ¢u, pv —! (u=wv) dont
nous avons besoin pour plonger le calcul des prédicats dans MT (cf Section
1.3.6, hypothese (H1)).

Pour résoudre ce probléme, plusieurs solutions peuvent étre envisagées.
La premiére, consiste & remplacer Y dans la définition de = par un autre
combinateur de points fixes. Mais cette solution ne fonctionne pas car il
semble bien que les combinateurs de points fixes soient tous interprétés
par Y dans nos k-pré-modeéles, au moins les plus naturels. La deuxiéme
solution consisterait & remplacer Y par une constante qu’on interpréte par
un opérateur de points fixes ayant les bonnes propriétés (il en existe sous-
certaines conditions). Cette solution entrainant une complexification trop
grande de la sémantique a été abandonnée. Finalement, la solution que nous
choisissons est d’introduire une constante ~ pour représenter 1’égalité, et
de poser par axiome que ~ fonctionne comme un point fixe de 2.

L’énoncé de cet axiome utilisera la notation et I’abréviation suivantes :

Notation 106 On utilisera la notation infive u~v =405 ~uv.
Définition 107 u~gv =g VaIy. (uzcvy) AVy3z. (uz~vy)
On donne maintenant ’axiome :
MTA-Fiz™ uv «— (if u ifvT F) (if v F u~gv))

Remarque 108 Par définition de +—, MT A-Fixz™ est en fait constitué de
deuz équations, et donc, stricto sensu, de deux aziomes. Nous continuerons
cependant a le considérer comme un azxiome unique.

On définit appartenance comme précédemment, et on utilise la notation
infixe :

Définition 109 : .
1) € =45 Mudz.(if u F 3z.(uzrz))
2) z€U =45 Eux
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Définition 110 La fonction 0 qui interprétera dorénavant les formules de
ZFC dans MTA est définie au niveau atomique et pour toutes variables

Z,y, par :
0(z =y) =2~y

O(z €y) = z€y

L’extension de 0 a toute formules de ZFC' s’effectuant naturellement comme
indiqué en Section 1.5.6.

Définition 111 (ZFC-Termes) On appellera désormais ZFC-terme tout
terme qui est la traduction d’une formule de ZFC. On notera A(ZFC)
lensemble des ZFC-termes (par extension, il nous arrivera de parler de
“ZFC-terme” pour un terme seulement MT A-égal a un ZFC-terme).

Nous allons maintenant introduire une certain nombre d’axiomes qui ex-
priment des propriétés de cloture de @, propriétés qui font de @ une structure
suffisamment riche pour étre un modele de ZFC™¢.

2.3 Axiomes de construction et Constructeurs en-
semblistes.

On peut voir les axiomes de ZFC~™¢ comme réclamant implicitement
qu’un univers U soit clos pour certaines opérations (éventuellement d’arité 0,
comme, par exemple, pour 'axiome de I’ensemble vide), opérations décrites
par des sous-formules qui sont contenues dans les axiomes. Par exemple,
I’axiome de la paire peut étre vu comme affirmant que U doit étre clos pour
une “opération” Paire qui, de plus, vérifie la formule (u € Paire(u,v) A
v € Paire(u,v)) pour tous u,v € U.

Un des avantages de Map Theory sur Z F'C est que ces opérations existent
au niveau syntarique et sont représentées par des termes avec lesquels on
peut, de plus, faire certains calculs. La démonstration syntaxique de la tra-
duction de chaque axiome de ZF(C~¢ passe alors par deux étapes :

1. On exhibe un terme clos C, et on montre que C est un ¢-constructeur
, autrement dit que 'on a F ¢z — ¢(CT).

2. On montre - ¢ — G[C/z,Z], ol G est la traduction de la sous-
formule G décrivant I'opération correspondant a I’axiome.

Les ¢-constructeurs vérifiant, au sens de 2, une formule de ZF'C sont ap-
pelés des constructeurs ensemblistes . 11 existe beaucoup de ¢-constructeurs
qui ne sont pas des constructeurs ensemblistes.
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Nous ne nous intéresserons ici qu’a 1’étape 1 de la démonstration syn-
taxique, la 2 sera 'objet de la Section 2.5. Nous verrons successivement

— Une présentation des Aziomes de Construction. Ces axiomes expriment
des propriétés de cloture de @ plus élémentaires que celles concer-
nant les constructeurs ensemblistes, mais dont ces derniéres sont des
conséquences. Nous ferons une mention spéciale pour ’axiome MT A-
Infini qui remplace 'axiome de construction C-Prim de K. Grue
([13, p.49].

— Une introduction des notions de ¢-constructeur et de ¢-structure.

— Une caractérisation tres utile des ¢-structures : les termes simples

— Une présentation des constructeurs ensemblistes.

— Une présentation des Z F'C-termes avec ¢-structures.

— Une démonstration a partir des Axiomes de Construction que, pour
tout constructeur ensembliste C' d’arité “naturelle” n, on a :

Foziy . pzn — (C 21....2)

Par exemple, on montrera que pour le constructeur P correspondant
a l'opération Paire on a :

= ¢z, ¢y — $(Pry)

2.3.1 Les axiomes de construction

Comme nous venons de le signaler, les constructeurs qui correspondent
aux axiomes de ZF(C~¢ peuvent étre définis dans Map Theory & partir de
constructeurs plus simples. Les axiomes de construction que nous donnons
ici exprime la cléture de ® pour ces constructeurs simples excepté celui
correspondant 3 I’axiome de I'infini, qui sera donné dans la section suivante.

Nous introduisons tout d’abord un certain nombre d’abréviations :

Définition 112 :

F =def Ax. T
App =gey Murz.(uz)
S =dey AMuAz.u

P =ge5 AMxdydz.(if z z y)
Curry =gef Aalzy.a (Pzy)

Remarquons que le constructeur S est généralement noté K en A-calcul
(S désignant alors un autre constructeur). Nous commenterons ces abréviations
en méme temps que les axiomes de construction suivants :
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AXIOMES (MT-T) ¢T =T
(MT-F)  ¢F =T
(MT-1) oL =1
(MT-p) Pz . A = pAz.9pA
AXIOMES (MT-App) bu, pz — P(uz)
(MT-P) du, pv — ¢(Puv)
(MT-Curry) ¢u — ¢(Curry u)
(MT-Diag)  ¢u — ¢pIz.((uz)x)
(MT-CInv)  ¢u, pv — dpAz.u(zv)
(MT-Comp) Vx.qﬁ(fx), pu — Az f(ur)

Remarque 113 MT-Diag, MT-CInv et MT-Comp, qui ont été introduits
par C. Berline et K. Grue en [6, p.38], remplacent les deuz aziomes initiauz
nettement plus complezes C-M1 et C-M2 [13, p.49]. Le fait que ces trois
aziomes impliquent C-M1 et C-M2 était déja implicite dans [13].

Rappelons que nous appelons “opérateurs” les interprétations des termes
de A(C) dans le modele M, et que, pour les distinguer des variables, ces
opérateurs sont écrit en gras :

MT-T : Exprime & la fois que “’ensemble vide” T et le “booléen” T (T
pour T'rue) appartient & ®.

MT-F : Exprime que la fonction constante de valeur T, notée F, est
dans ®. Les fonctions constantes sont I’équivalent dans M7 des singletons,
aussi cet axiome nous permettra de montrer le théoréme - ¢z — ¢Sz, qui
exprime la cloture de @ pour I'opération singleton. Comme, de plus, F est
le représentant canonique du booléen Faux, 'axiome exprime aussi que ce
booléen est dans ®. Cet axiome est noté MT-K' de [13, p.49].

MT-1 : Exprime que 'indéterminé est extérieur a .

MT-p : Exprime que f € ® si et seulement si ygof € .

MT-App : Comme nous I'avons déja dit, les “éléments” de u € & au
sens de (P, €p, ~g) sont les éléments de u® au sens de V. Ces “éléments”
doivent, bien siir, étre eux-mémes des “ensembles”. On devra donc avoir
u® C ¢. En d’autres termes ® doit étre clos pour I’application.

MT-P : Le terme P est le représentant syntaxique de 'opération Paire.
L’axiome exprime donc que ® est clos pour cet opération et il sera en par-
ticulier utilisé pour démontrer ’axiome de la paire.

MT-Curry : L'opérateur Curry = Aaix\y.(a (Pxy)) opére une sorte
de décurrification. Il transforme a €M, qui intentionnellement opére sur
I'objet structuré Pxy, en un opérateur & deux arguments x et y .

MT-Diag : Exprime le fait que si f € @ alors la fonction qui a x associe
f(x)(x) est dans ®. L’opérateur Af Ax.((fx)x) & pour effet de transformer une
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fonction binaire f en une fonction unaire. Bien str, en itérant 1’application
de cet opérateur on transforme une fonction d’aritée quelconque en une
fonction unaire, et ceci en identifiant tous les arguments.

MT-ClInv : Lopérateur AfAvAg.(f(gv)) est une espeéce d’opérateur de
composition-évaluation, qui pour une fonction f et un argument v donne
pour toutes fonctions g, la valeur de (f o g)(v). Combiné avec MT-Diag,
I'axiome MT-CInv permet de montrer que le constructeur ensembliste Union
est un ¢-consructeur.

MT-Comp : Exprime le fait quesif € & +— Petgec Palorsfoge @.11
a pour conséquence facile par MT-App que ® est clos par composition. Entre
autres, il joue un roéle important pour montrer que les constructeurs ensem-
blistes Compréhensionp , et Remplacementp y , sont des ¢-constructeurs.

Notation 114 A partir de maintenant la référence “Irivial” dans une démonstration
indiquera que l’équation de la colonne de droite est obtenue, d partir des

lignes au dessus, par applications des axiomes MT-T,F, 1 en plus des ariomes
habituels (Selectl,2,3; Applic-T, B3, L et des métarégles Renom, Context,

Equiv).

2.3.2 L’axiome MTA-Infini

Le remplacement de l'axiome MT-Prim de [13] par axiome MT A-
Infini mérite une petite discussion :

Les “ensembles infinis” d’un modéle M de MTA ou MTF, sont des
fonctions f telles que f[®] (respectivement f[®r]! pour MTF) est infini
(au sens de V).

Dans le cas de “I’'univers” bien-fondé ® , certaines de ces fonctions,
définies par induction, sont représentables syntaxiquement grice au constructeur :
Prim =ger AfAaXb.(Y Aghy.(if y a (f Az.(g (y (b2))))))- Par exemple, la
fonction g, définie par :

Lt si y=1lum
8w (Y) = T si y="T

Az.(g, (yT)) sinon
correspond au terme we, =decf (Prim Az.z T T). Intuitivement we, est
I'ensemble {72 : n € N}, ol 7t =45 Az1...Az,.T. On peut alors montrer
formellement dans MT'F' des propriétés de ces fonctions inductives en “rai-
sonnant” grace a la regle d’Induction . Par exemple, on pouvait déduire
Farr n€wg, = T pour tout n € N. On pouvait aussi déduire

'Rappelons que @5 est la base du modéle de ZFC + FA construit en [2], et que sa
fonction caractéristique interpréte la constante ¢ dans MTF'.
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Fyrr INFINI[wq,F] = T, ou dzINFINI[z] est I'axiome d’infini donné
par Grue en [13], et INFINT sa traduction dans MTF. I’axiome C-Prim
de MTF exprimait alors que, pour f € & +— ®r et a,b €Pp, on a
(Prim f ab) € &p (oi Prim est I'interprétation de Prim dans M).

Dans le cas de MT A, en raison du caractére non-bien-fondé de certains
éléments de @ , il n’a pas été possible de montrer (Prim f ab) € ® 4 partir
des hypotheses f € ® — @ et a,b €, et ceci méme dans le cas particu-
lier ou a =b =T (cas de g,). A défaut d’avoir, pour I'instant, trouvé une
représentation syntaxique des “ensembles infinis” qui soit a la fois dans
Pesprit “A-calcul” de Map Theory, et adaptée a 1'antifondation, nous intro-
duisons un nouvel axiome plus classique dans sa formulation :

AXIOMES (MTA-Infini) 3z.(TézAVz.(z€2=>8zéz)) =T

Cet axiome a pour conséquence immédiate, par Choix et LoiLgl, le
lemme suivant, d’ot1 on déduira en Section 2.5.6 'axiome de l'infini dans
MTA :

Définition 115 we =gcf ez.(TE2AVx.(zE2=>S1E7))
Lemme 116 + ¢wep = T€ws = Vw.(:véw@:}Swéwq,) =T

2.3.3 ¢-constructeurs et ¢-structures

Comme I'expriment les axiomes de construction, de nombreux opérateurs
pour lesquels @ est clos ne sont pas des opérateurs ensemblistes. Ces opérateurs,
autrement dit les éléments de U,<,(®" — @), seront appelés de fagon
générale des P-opérateurs. Certains de ces opérateurs ont un représentant
syntaxique, cela motive la définition suivante :

Définition 117 Un terme clos C' est un ¢-constructeur s’il existe n > 0 tel
que & ¢z1, ...z — $(C 21....25). Lentier n est alors appelé une arité de
C.

Remarque 118 Il est facile de voir que :

1. Tout ¢-constructeur d’arité n est d’arité n+ k pour tout entier k (par
MT-App).

2. Tout ¢-constructeur a une arité minimale, et ceur qui ont un sens
intuitif clair ont une “arité naturelle” qui coincide souvent avec leur
arité minimale. Comme la propriété de minimalité ne nous servira pas,
nous utiliserons plus volontiers la notion informelle d’arité naturelle.
Les ¢-constructeurs d’arité O sont intuitivement les éléments de @, et
les ¢-constructeurs d’arité n les “classes n-aires” de ®.
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Exemple 119 Par arité naturelle croissante
arité 0 : T, F (par les aziomes MT-T et MT-F)
arité 1 : ¢, Ax.dz, I =405 Az (trivialement), Curry (par MT-Curry)
arité 2 :  App (par MT-App), P (par MT-P)

Nous aurons souvent besoin de manipuler des “¢-constructeurs appliqués
a des variables”, cela motive la définition suivante :

Définition 120 Un terme t[z] est un ¢-structure si on a :
F ¢z — ¢t[Z]

Remarque 121 Comme ¢xr —> ¢x est une instance de tautologie, toute
variable est une ¢-structure.

Remarque 122 1] est clair qu’un terme t[z] est une ¢-structure si et seule-
ment si AZ.t est un ¢-constructeur d’arité lg(Z).

Notons bien la différence “ontologique” qui distingue un ¢-constructeur
d’une ¢-structure : Un ¢-constructeur représente un élément de (" — )
i.e une “classe” du point de vue de Map Theory. Cette “classe” peut étre
“propre”. Par exemple, P représente la “classe” dont les “éléments” sont les
“paires” {u, v} pour u,v € ®, mais c’est une “classe propre” puisque P ¢ ®.
Par opposition, et pourvu que ses variables libres soient interprétées par des
“ensembles”, une ¢-structure est toujours interprétée par un “ensemble”, un
élément de ®.

Nous avons choisi ce nom de “¢-structure” en référence a l'identifica-
tion “ensemble-structure” impliquée par I'axiome AF A et parce que les
¢-structures font apparaitre, dans une certaines mesure, la structure des
ensembles dans la syntaxe. Par exemple, la structure binaire de la paire est
rendue par le comportement applicatif du if (axiomes Selectl,2) dans la
définition de P.

De méme que la structure d’un ensemble, une ¢-structure peut étre com-
plexe, i.e constituée de ¢-structures “emboitées” les unes dans les autres.
Par exemple, PT(Puv) est une “paire”, elleeméme constituée de T' et de
la “paire” (Puwv). Par ailleurs, un “emboitement” de ¢-structures reste une
¢-structure. Ceci est exprimé par le lemme suivant :

Lemme 123 L’ensemble des ¢-structures est le plus petit ensemble
Z C A(C) tel que :

1)VARC Z

2) Si C est un ¢-constructeur d’arité n et que t € Z™ alors (Ct) € Z.
3) Z est clos par =prA-
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Preuve. On montre tout d’abord que I’ensemble des ¢-structures vérifie
les conditions 1,2 et 3, puis qu’il est inclus dans tout Z vérifiant cette pro-
priété :

(i) Tout variable est une ¢-structure (Remarque 121). Maintenant, si  est
une suite de ¢-structures, le fait que (C' %) soit une ¢-structure s’obtient faci-
lement par définition d’un ¢-constructeur d’arité lg(t) et par application du
théoréme M éta aux hypotheses d’inductions. Enfin le 3 est une conséquence
immédiate de Contert.

(ii) On suppose maintenant que Z C A(C) vérifie 1, 2 et 3. Soit ¢[z] une
¢-structure. On a trivialement ¢ =ps7 (AZ.t Z) et A\Z.t est un ¢-constructeur
(Remarque 122). De plus, par 1 on a z € Z™ pour n = [g(Z). On en conclut
teZpar2et3. m

2.3.4 Termes simples et Théoréme de Construction

Par la suite, nous aurons souvent besoin de montrer que certains termes
sont des ¢-structures (ou, ce qui revient au méme, que leurs clotures sont des
¢-constructeurs). Pour nous aider dans cette tiche, nous nous servirons d’un
théoréme général dit Théoreme de Construction. Ce théoreme, qui découle
des Axiomes de Construction, exprime la cléture de ® pour une large classe
d’opérateurs. Son énoncé nécessite la définition suivante :

Définition 124 Soit X C VAR, et “v” une variable n’apparaissant pas
dans X. Soit Var = {v} U X. L’ensemble ¥ des termes simples construits
sur Var est ’ensemble défini inductivement par :
Y:=yeX|T|F|(ZX)| P |42 | B1T | C[B/7] |

(B (VX)) |M2.X[Prz/v] | ey.S[T/v] | B[T/v, 2 /7] | TMT

Dans cette définition ¥ désigne une suite finie quelconque de termes simples.
Dans la clause C[X/z], C[z] est une ¢-structure. La variable z, dans la clause
Az.X[Pvz/v], doit étre non libre dans ¥ et différente de v. Dans la clause
ey.X[T/v] on doit avoir y € X. La derniere clause signifie que tout terme
MT A-équivalent & un terme simple et qui a ses variables libres dans Var
est lui-méme simple.

Remarque 125 Seules les variables de Var = X U {v} peuvent apparaitre
libres dans un terme simple construit sur Var. Par contre, comme [’égalité
dans MT contient la a-équivalence, n’importe quelle variable de VAR peut
s’y trouver liée.

Remarque 126 Par les clauses PYY, (BX) et SMT | on vérifie facilement
que si A,B et C sont des termes simples construits sur Var alors :
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My.(if y BC), (if ABC), A, ~ A, 'A, AAB, A=B, AVB et A&B
sont des termes simples construit sur Var.

Convention : Nous supposons maintenant Var = X U {v} fixé et nous
parlerons de “terme simple” pour abréger “terme simple construit sur Var”.

Nous énoncons maintenant le Théoréme de Construction. La démonstration
de ce théoréme reprend essentiellement celle du Théoreme de Totalité Unaire
[13] auquel nous renverrons pour les cas non-triviaux.

Théoréme 127 (Construction) Soit S[y] un terme, avec y C X alors :

S est un terme simple ssi S est une ¢-structure.

Preuve.
<) est une conséquence immédiate de la Remarque 121 et des clauses y € X
et C[X/Z]
=) On commence par démontrer le lemme suivant :
“Pour tout terme simple S'[v,y] sur Var on a b ¢y — ¢Iv.S"”

La preuve de ce lemme se fait par induction sur la structure de S’. Les cas
S'=X|T|F| (ZX) | PUX | ¢ |BL%| C[E/z] | découlent respec-
tivement, et en utilisant M éta, soit des Axiomes de Construction, soit de
laxiome MTA-Const™ (qui sera introduit en Section 2.4.1), soit de I’hy-
pothese sur C. Le cas M7 est trivial. Les autres sont traités dans Grue [13,
p.b5]dans le cadre du Théoréme de Totalité Unaire.

Le théoréme se déduit maintenant du lemme comme suit : On remarque
tout d’abord que comme v n’est pas libre dans S on a ¢(Av.S T) =g ¢S.
On a alors facilement + ¢7 — ¢(Av.S T') par MT-T et MT-App. On en
conclut trivialement - ¢y — ¢S. m

Remarque 128 La restriction y C X dans l’'énoncé du théoréme précédent
est purement technique. En effet, comme pour tout terme S[y] il est possible
de trouver X tel que y C X, toute ¢-structure est simple relativement a un
X C VAR suffisamment bien choisi.

2.3.5 Les constructeurs ensemblistes

Nous donnons maintenant la liste des constructeurs ensemblistes dont
nous montrerons dans la Section 2.3.7 qu’ils sont des ¢-constructeurs. Il
est & remarquer qu’aux schémas de Compréhension et de Remplacement
correspondent deux familles infinies de constructeurs indexées par le ZFC-
terme B :

Les constructeurs ensemblistes
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Vide T

Paire( , ) P

Union( ) Audz.u (21)(zF)

Parties( ) Adz.(if x T Azu(z(I” u(uz))))
avec I” =405 Audy.ez'.(uz'~y)

Choix( ) Audz.cy.(y € uz)

Compréhensiong () AZAu.(if u T (if ~3z2.Bluz/y] T Az.(if Bluz/y] uz uz)))
pour tout ZFC-terme Bly,z| tel que z ¢ T
et pour zyp = ez.Bluz/y]

Remplacementp () ATAulz.(ex.Bluz/y])
pour tout ZFC-terme By, z,Z] tel que z ¢ T

2.3.6 ZF(C-termes avec ¢-structures

Définition et simplicité.

Pour montrer que les constructeurs ensemblistes Compréhensionpy( )
et Remplacementp y ,( ) sont des ¢-constructeurs, on utilisera la simplicité
du ZFC-terme B. L’objet de cette section sera donc de montrer que tout
Z FC-terme est simple. Ce résultat sera une conséquence d’un théoréme plus
général, et qui nous sera utile par la suite, établissant la simplicité de ce que
nous appelons les ZFC-termes avec ¢-structures. Nous introduisons tout
d’abord de maniére informelle cette notion :

Comme nous I'avons déja dit, certaines opérations sur les ensembles sont
représentées syntaxiquement par ce que nous avons appellé les constructeurs
ensemblistes : P( , ), Parties( ) etc... Rappelons aussi que les axiomes
de ZF(C™° sont démontrés dans MT en exhibant un terme qui “vérifie”
(la traduction de) la formule contenue dans I’axiome. Par exemple, pour
montrer ’axiome de la paire on montrera que :

F ¢z, py — (z€EPzyAyéEPy)

Cette maniere de faire implique la manipulation de ZFC-termes ou cer-
taines variables libres sont remplacées par des ¢-structures. Ce sont ces
derniers que nous appelons Z F'C-termes avec ¢-structures. Par exemple, a
partir du ZFC-terme z€zAy€z, on obtient le ZFC-terme avec ¢-structures
z€PryAyEPzy en remplagant la variable z par Pzy. Nous donnons mainte-
nant la définition formelle des Z F'C-termes avec ¢-structures, puis on mon-
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trera que ces termes sont des ¢-structures (Corollaire 136).

Définition 129 Un terme B est un ZFC-terme avec ¢-structures si :

1) B = z~y ou B = z€y pour z,y € VAR

2) B = A[t/z] ou A[Z] un ZFC-terme avec ¢-structures, et t est une suite
de ¢-structures.

3) B a une des formes suivantes : <A, Jy.A,Vy.A, AAA', A=A, AVA', AS A
pour A, A" des ZFC-termes avec ¢-structures.

4) B =pra B' pour B' un ZFC-terme avec ¢-structures.

Notation 130 A(ZFC's) dénotera la classe des ZFC-termes avec ¢-structures.

Remarque 131 Rappelons que A(ZFC) désigne la classe des ZF C-termes.
Clairement A(ZFC) C A(ZFCs), mais de plus cette inclusion est stricte.
En effet, en conjuguant les clauses 2 et 3, on peut “quantifier” sur des
variables apparaissant dans des ¢-structures. Par exemple, en substituant
Pzy a2’ dans le ZFC-terme 2'€z (clause 2), puis en “‘quantifiant sury” en
vertu de la clause 3, on obtient le ZFC-terme avec ¢-structures ély.Pa:yéz
qui n’est pas une traduction de formule de ZFC.

Remarque 132 La clause 2 de la définition réclame que toutes les va-
riables libres de A soient remplacées par des ¢-structures. En fait, cette
clause, qui autorise le remplacement d’une variable par elle-méme (puisque
toute variable est une ¢-structure), englobe le cas ot seule une partie stricte
de VL(A) est remplacée.

Remarque 133 FEtant donné un ensemble infini X C VAR, on peut tou-
jours choisir le T de la clause 2 de la Définition 129 dans X .

Avant d’aborder la démonstration que tout ZFC-terme avec construc-
teurs est simple, nous introduisons une convention d’écriture pour les preuves
de simplicité :

Convention pour les preuves de simplicité

Nous écrirons ces preuves sur deux colonnes. Dans la colonne de gauche,
nous donnons un terme simple. Dans celle de droite, nous indiquons la raison
pour laquelle ce terme est simple sachant que les termes énoncés dans les
lignes précédentes de la démonstration sont simples. Cette raison est, le plus
souvent, une des clauses de la Définition 124 mais peut étre aussi un lemme,
lorsque le terme est simple en vertu de la clause C[X/%]. Dans ce cas nous
écrirons le nom du lemme entre parenthéses aprés avoir indiqué C[%/7]. Cer-
taines lignes seront justifiées en indiquant plusieurs clauses séparées par le
signe “+” pour signifier que le terme est simple par applications successives
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de ces clauses. Enfin, nous écrirons a-équiv au lieu de SM7T lorsque nous
voudrons préciser que le terme est simple par a-équivalence.

Lemme 134 i Bly,T] est un terme simple & variables libres dans X, alors
Jdy.B est un terme simple.

Preuve. Rappelons que Jy.B =1~ Bley.B/y], par le Remarque 126
et la clause ©M7 il suffit donc de vérifier que B[ey.B/y] est un terme simple :
B Hyp
B =B[T/v] v ¢ VL(B)
ey.B ey.X[T/v]
.B [ey.B/y]  X[T/v,%/y]

Théoréme 135 Tout ZFC-terme avec ¢-structures B[y] tel que y C X est
simple.

Preuve. La preuve se fait par induction sur la complexité de B.

— Si B est de la forme u~v pour u,v € X, le résultat est immédiat par
la clause X~X.

— Si B est de la forme u€v =40 (if v F Jy.(vy~u)) pour u,v € X

alors :
Uy U, Y u, v,y € X
(vz) (2X%)
(vz)~u YAY
Jy. (vyu) Lem134

(if v F Jy.(vy~u)) Rem126

— Si B = A[t/z] pour A[Z] un ZFC-terme avec ¢-structures et ¢ une
suite de ¢-structures alors, par la Remarque 133, on peut supposer
que T C X et donc que A[Z] est simple par I’hypotheése d’induction.
Par le Théoréme de Construction, d’une part ¢ est une suite de termes
simples, d’autre part A[T] est une ¢-structure. On conclut par la clause
C[X/z).

— Si maintenant B est un ZFC-terme complexe on utilise la Remarque
126, le Lemme 134 et le fait que par définiiton Vy.B =def —'Ely.—'|B
(Définition 66).

— Si B =pra B' pour B' un ZFC-terme avec ¢-structures, le résultat
est immédiat par la clause M7,

[ |

Corollaire 136 Pour tout ZFC-terme avec ¢-structure B[T] on a :
F ¢T — ¢B; et ainsi \T.B est un ¢-constructeur n-aire pour n = lg(T).
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Preuve. On choisit Var tel que T C X et on applique le Théoréme de
Construction et le théoréme précédent. m

Détermination des ZF(C-termes avec ¢-structures.

Avant de clore cette section sur les Z F'C-termes avec constructeurs, nous
allons donner une conséquence importante du théoreme précédent. Nous
en tirerons des corollaires pratiques, et une convention d’écriture pour nos
futures preuves formelles.

Théoréme 137 (DétZFCs) Si B[z] € A(ZFCs) alors B est une ¢-structure,
et on a - ¢T —!B.

Preuve. Par le Corollaire 136, on a ¢ — ¢B; par ailleurs ¢ B —!B
est une instance de tautologie. On conclut par transitivité de I’'implication
non-monotone. H

Nous tirons maintenant trois conséquences importantes du théoréme
précedent. Les deux derniers nous permettrons de “raisonner”, a partir de
la Section 2.5, sur les ZF C-termes avec ¢-structures en utilisant les moyens
donnés par les théorémes Calcul Préd, TN D, Implicyoniis M, EQUIVNonMs M,
Absurde, Exhib et M P-. Le premier est une conséquence immédiate de
Déty, (Lemme 79.2) et de DéLZFCs.

Corollaire 138 (Choiz’)
Pour tout B[z,y] € A(ZFCs), on a F ¢ — ¢(ey.B)

Rappelons que si G est une formule de ZFC, le terme G est sa traduction
via 6 qui est définie au niveau atomique par 6(z € y) = z€y et O(z =y) =
Y.

Corollaire 139 (FormValide) Soient G[z] une formule valide de ZFC' et
t[z] des ¢-structures, alors on a : + ¢T — G[t/Z]

Preuve. Par la Corollaire 100, on a - ¢z — G et par Instance
(Théoréme 13) + ¢t — G[t/z]. Le résultat suit alors facilement du fait
que, par définition des ¢-structures,on a - ¢T — ¢t[z] pour tout ¢ € .

]

Les faits regroupés dans la Proposition suivante découlent par DétZFC's

des théoremes TN D, Absurde, I'mplicyonpis iy, EQUivNonps i, €6 Exhib.

Proposition 140 Soient A’_BE des ZFC-termes avec ¢-structures et a
variables libres dans T. Soit D, D deux suites de termes telles que ¢T C D.
Alors :
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. A— (B=0C); “"A— (B=20C) '_MTA(ﬁ;ﬁ’) B=C

2. “A— F " A, D) A=T

3. A—B Fyupp) MSB=T
4. A= B Fypapp) ASB=T
5. $A=T; B[A/2]=T +yp 55, 32B=T

Preuve. On montre le cas du TN D, les autres étant analogues :
On remarque tout d’abord que on a - ¢ —!A par DétZ FCs. Par définition
de MTA(D; D) (Cf Définition 30), I'équation ¢z —!A est donc un axiome
de cette théorie, il vient :
1. Aziomes de MTA(D; D) ¢z =T
2. Aziomes de MT A(D; EI) ¢z —'1A

3. MP(1,2) A=T

4. Hyp A—B=C;“A—B=C
5. TND(3,4) B=C

|

La proposition que nous venons de donner justifie la convention suivante :

Convention d’écriture des preuves formelles

Dorénavant, nous montrerons souvent des résultats concernants des Z F'C-
termes avec ¢-structures et dont les démonstrations utilisent des hypotheses
de déduction de la forme ¢z = T. Nous raisonnerons alors selon les grands
principes exprimés par les théoréemes TN D, Absurde, Implicnonrtsy, M P=,
Ezhib en utilisant la proposition précédente. Mais, plutot que d’y faire
référence, nous continuerons a justifier la ligne courante par TN D, Absurde....
Par exemple, nous écrirons TN D au lieu de Prop140.1.

2.3.7 Cloture de ® par les constructeurs ensemblistes.

Rappelons que ces constructeurs sont définis en Section 2.3.5.

Nous opérerons en deux temps. Pour les cas simples nous donnerons
une démonstration directe, de fagon & nous familiariser avec les axiomes de
constructions. Pour les cas plus complexes, nous présenterons les résultats
comme des corollaires du Théoréme de Construction.

Les constructeurs Vide, Paire( , ), Singleton( ), Union().

Pour Vide et Paire( , ) le résultat est donné par les axiomes MT-
T et MT-P. Bien qu’elle nous ne sera utile qu’en Section 2.5 pour mon-
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trer ’axiome de l'infini, nous ajoutons la démontration pour le constructeur

S =def AuAz.u

Le constructeur Singleton( ) :
Théoréme 141 (Singleton) b ¢u — $(Su)

Preuve.
1. hyp du =T
2. MT-y PAzu = PAz.du
3. Context(1) = ¢ 2.T "
4. MT-F =T

Le constructeur Union() :
Rappelons que Union() =ger Aurz.u (2T)(2F).
Lemme 142 + Vz.pA\z.z(zF) =T

Preuve.
1. hyp ¢r =T
2. Méta(MT-CInv)(1, MT-F) ¢ 2.z(2F) =T . m
3. Déduct(1,2) + Géné Ve.prz.x(zF) =T

Théoréme 143 (Union) + ¢u — ¢ (Union(u))

Preuve. On pose f =g.f Az Az.2(2F), il vient :

. hyp ou =T

. Lem142 + Trivial Ve.p(fz) =T

. Méta(MT-Comp)(1,2) N f(uz') =T

. Déf(f) + Trivial (3) A Nzu (2F) =T

. MT-Cinv+ MT-T + Trivial ¢ ' zu(2'T)(2F) =T
. Méta(MT-Diag)(5) + Trivial ¢ zu(2T)(zF) =T

.ChCﬂHAOOMb—*

Les Constructeurs Parties( ), Compréhensionpy( ), Remplacementp y ()
et Choiz().

Nous abordons maintenant la démonstration du fait que Parties( ),
Choiz, Compréhensionp y( ) et Remplacementp , () sont des ¢-constructeurs.
Pour cela nous montrons que ces termes sont des termes simples qui ne
contiennent pas v, puis nous concluons par le Théoréme de Construction.
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Le constructeur Parties() :

Rappelons que Parties( ) =4ef Audz.(if z T Az.u(z (I” u (uz))))
ol I” =gep Auly.ez'.(uz'~y). Nous donnerons une présentation intuitve de
ce terme en Section 2.5.8, lorsque nous montrerons ’axiome des parties dans
MTA.
On montre tout d’abord que I” est un ¢-constructeur binaire :

Lemme 144 + ¢u, ¢y — ¢(I"uy)

Preuve.

L. hyp pu=¢y=¢z=T

2. MP(1; MT-App) d(uz) =T

3. Méta(Corl36)(1,2) dluz~y) =T

4. Tauto dr —'lz

5. MP(3; InstTauto(4)) Wuz~y)=T

6. Déduct(1,3) du, ¢y, pz —uz~y)

7. Détiv.Z(G) du, by — dez.(uz~y)
[ |

Théoréme 145 (Parties) Parties( ) est un ¢-constructeur unaire.

Preuve. Compte tenu du Théoréme de Construction, il suffit de montrer
que pour u € X le terme Parties(u) est simple :

U ueX
u(vF) E(vY)
(I” uu(vF)) C[X/Z] (Lem144)
u(vTF (I” uu(vF))) ¥ (v?)
Azu((Pvz) T F (I"uwu(PvzF))) Az.X[Pvz/v]
Azau(v F (I u(uz))) nMT
Azu(v FW) ot Z =45 (I" u(uz))
M(if yT Azu(v F Z)) PYy
My.(if yT Azu(v F Z2)) (vF)) X(vY)
(if WF)T Xz.(u(v F Z))) nMT
Mz.(if (PvzF) T Xz.(u(PvzFZ))) Az.X[Pvz/v]
Me.(if ¢ T Azu(zZ)) nMT
Partie(u) nMT

|

Le constructeur Choiz( ) :
Rappelons que Choiz( ) =gef Aulz.ey.y € (uz) :

Théoréme 146 (Choiz) Choiz( ) est un ¢-constructeur unaire.
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Preuve. Par le Théoréme de Construction, il suffit de montrer que, pour
u € X, le terme Choiz(u) est simple :

u’ y7 z u7 y7 Z E X
(u(vF)) (BEw)

(yE:I:)_ C[2/y] (Corl36)
ey-(y € z) ey.S[T/v]

ey-(y € (u(vF))) S[T/v, %)z
Az.ey.(y €u(PrzF)) Az.X[Pvz/v]
Az.ey.(y E uz) rMT

Choiz(u) »MT g

Le constructeur Compréhensionpy( ) :

Rappelons tout d’abord que :
Compréhensionpy( ) =def ATAu.(if uT (if “3z.B[uz/y] T Mz.(if Bluz/y] uz uz)))
ou zo = ez.Bluz/y|, avec z ¢ T.
Nous utiliserons le lemme suivant :

Lemme 147 Soit Bly,z] un ZFC-terme. _
Pour TU{u,z} C X, les termes B[(uz)/y|, Blu(vF)/y] et =3z.B[(uz)/y]
sont simples.

Preuve. Nous traitons les trois termes ensembles :

T, U,z T,u,z € X

(uz) (x%)

u(vF) E(v)

B(uz)/y] C[X/y] (Cor136)

Blu(vF)/y]  C[Z/7] (Corl36)

ez.B(uz)/y]  ey.E[T/v]

~3z.B[(uz)/y] Leml134 + Rem126
n

Théoréme 148 (Compréhension) Pour tout ZFC-terme Bly,Z] le terme
Compréhensionpy() est un ¢-constructeur n-aire pour n = lg(T) + 1.

Preuve. Par le Théoréme de Construction,.il nous suffit de montrer que,
pour Z U {u,z,y} C X, le terme Compréhensionp (T, u) est simple :

Soit zp =gef €2.B[(uz)/y] :

T,U,2 ) T,u,z € X
Blu(vF)/y]; -32z.B[(uz)/y]; 2o Lem147
(uzo); u(vF) (XX); E(2X)
(if Blu(vF)/y] u(vF) (uzp)) Rem126

Az.(if Blu(PvzF)/y] u(Pvz'F) (uzp)) Az.X[Pvz/v]
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Az.(if Bluz/y] uz (uz)) nMT

(if =32.B[(uz)/y] T Xz.(if B[(uz)/y] (uz) (uz0))) Rem126

(if uT (if =32.B[(uz)/y] T Az.(if B[(uz)/y] (uz) (uzp))) Rem126

Compréhensionp y (T, u) SMT 1 Déf(z0)
[

Le constructeur Remplacementp yq( ) :

Rappelons que pour B[y, z,Z] un ZFC-terme, on a :
Remplacementp y () =qef \TAu.Nz.€y.B[(uz)/x] ou z ¢ .

Théoréme 149 (Remplacement) Soit By, z,T| un ZFC-terme. Le terme
Remplacementp y () est un ¢-constructeur n-aire pour n = lg(z) + 1.

Preuve. Par le Théoréme de Construction, il suffit de montrer que pour
zU{u,y,z} C X, le terme Az.cy.B[(uz)/y] avec z ¢ T est simple :

T,u,Y,T T,u,y,xr € X

(w(wF) (5 0%))

B C[X/z] (Corl36)

ex.B ex.B[T/v]

co.BlwwF)/yl SIS/

Az.ex.B[(u(PazF))/y] Az.X[Prz/v]
.)\z.ex.B[(uz)/y] rMT

2.4 Axiomes de I’Egalité et propriétés de ~ et €.
2.4.1 Les axiomes de I’égalité

En [13]1e Principe d’Induction permettait de montrer pour MTF, d’une
part les théorémes exprimant que l’interprétation = de 1’égalité était une
relation d’équivalence (Cf p.65), d’autre part que - ¢u, pv — p(u=v)

(= est un ¢-constructeur binaire). Comme le Principe de Coinduction que
nous utilisons ici (Cf Section 3.7) ne permet pas de montrer les théorémes
correspondants dans M T A, nous introduisons quatres axiomes simples, dont
ces théoreémes seront des conséquences. Nous rappelons aussi ’axiome M T A-
Fiz™
Le premier exprime la réflexivité de ~g sur @ :

AXIOME MTA-Réflexy ¢u— (uu)

Le second exprime la symétrie de ~g sur tout M et non seulement sur .
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Cette symétrie généralisée nous est utile pour le chapitre 3 :
AXIOME MTA-Sym™ u~v=vu
Le troisiéme axiome exprime une compatibilité de ~ avec I’égalité de MT A.

Il aura plusieurs conséquences intéressantes, et en particulier le théoréme
exprimant la transitivité de ~¢ sur M

AXIOME MTA-Compat™ u~v — (uw = vw)

Pour u,v € @, on a u~gVv ou u Lgv. Puisque ~ est un interprétée par la
fonction caractéristique de ~¢ (Cf Introduction, section 0.5), on a ainsi u~v
€{T,F}. Maintenant, comme ’expriment les axiomes MT-T et MT-F, les
deux booléens T, F sont des éléments de . On a donc u~v € ®. En d’autres
termes, ~ est un ¢-constructeur binaire, ce qu’exprime l’axiome suivant :

AXIOME MTA-Const™ ¢u,dv — ¢(u~v)
Nous rappelons maintenant le dernier axiome de I’égalité, dont nous avons

vu qu’il était nécessaire pour l'extensionalité.
Pour ~g =g4¢f VzIy.(uz~vy)AVyIz.(uz~vy)

AXIOME MTA-Fiz™ u~v <— (ifu (ifvT F) (if v F usgv))
Remarque 150 Par Méta appliqué a MT A-Fiz™, pour tous termes t,s :
Fitcs=T ssit(ift (if sTF) (if s Ft~ys)=T
Par la suite nous utiliserons librement ce fait en substituant l'une a autre

les deuz équations ci-dessus dans nos preuves formelles, sans mentionner
lutilisation de MTA-Fiz"™.

2.4.2 Propriétés de ~
Les premiéres propriétés
Nous tirons maintenant quelques conséquences immédiates des trois pre-
miers axiomes de 1’égalité :
Théoréme 151 (Trans™) b ucv, u~w — viw

Preuve. Suit trivialement de MT A-Compat™ et de MP. =

Nous utiliserons MT A-Compat™, MT A-Sym™ et Trans™ sous la forme
du corollaire suivant :

Corollaire 152 (Equiv™) Soit A une suite de termes.
PouL tous termes_t,T et s ona :
1) A—tisk A — svs
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2) A—tisk A— sit
3) A—tis; A— sirE A —tir

Preuve. Les points 2 et 3 sont triviaux. Le point 1 suit facilement du
fait que par MT A-Compat™ on a t~s — (t~s = s~s).

Convention dans I’écriture des preuves formelles
Dans la suite, nous utiliserons la méme convention que pour le théoréme
Equiv (Théoréme 7). Autrement dit, 'indication Fquiv™ dans une preuve
formelle recouvrera une suite quelconque d’utilisations de 1,2 et 3.

Le corollaire suivant exprime une conséquence de la réflexivité de ~4 sur
M :la compatibilité de 1’égalité dans MT A avec ~

Corollaire 153 (CompatEgal) Pour tous termest et s on a :
tit=T; t=s F t~s=T

Preuve. Par Context et t = s on a t~s = t~t, d’ou le résultat. m

Propriétés de ~ découlant de MT A-Fiz™

Nous allons voir maintenant les propriétés de ~ qui découle de PtFix et
qui serons utiles pour montrer l'extentionnalité en Section 2.5.1.

Dans les discussions informelles qui vont suivre, ~¢ et €4 désigneront les
relations binaires sur M? qui interprétent (via leurs fonctions caractéristiques)
respectivement la constante ~ et le terme €.

Le lemme suivant exprime que T ~¢ T. C’est une conséquence facile de
la transitivité de — et de MT A-Fiz™

Lemme 154 + u, v — u~wv

Le lemme suivant est un corollaire immédiat de DétZFC's (Théoreme
137)

Lemme 155
1. F(urv) —lu
2. F (utw) —lv

Comme nous I’avions signalé, du point de vue logique le théoréme T'N D
exprime que, sur les termes dont la valeur de vérité est déterminée (i.e
# 1), on peut raisonner par tiers exclu dans MT. De par linterprétation
ensembliste de T' (“I’ensemble vide”) et du fait que les “ensembles non-
vides” sont représentés par des termes de la forme Ax.t, on peut aussi voir
le TN D comme un principe de raisonnement par cas : vide, non-vide. Par
la suite, nous aurons souvent & raisonner par TND et en particulier sur
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“I’égalité”. Les deux lemmes qui vont suivre nous serons alors précieux.
Le premier exprime que “I’ensemble vide” est unique relativement & ~. Le
second que, si un “ensemble non-vide” est égal & un autre “ensemble”, ce
dernier est lui aussi “non-vide”.

Lemme 156 F u, u~v — v

Preuve.
. hyp u="T
. hyp u~y =T

Trivial(1)  (Gifuw GfvT F) (if v Fu~o))=(GfvTF)
. Equiv(2,3) (ifvT F)=T

. Tauto (ifvT F)—w

.MP(5,6) v=T

.QCJ'!FBOOI\DD—‘

Lemme 157 F -, u~v — -w

Preuve.
. hyp Su =T
. hyp u~y =T

.Trivial(1)  (if u (if vT F) (if v F u~gv)) = (if v F usgv)
. Equiv(2,3) (if v F u~qv) =T

. Tauto (if v F u~qv) — ~w

.MP(@4,6) “w=T

.mc'ln-lkw[\.')b—*

Le lemme suivant exprime que 1’égalité entre deux “ensembles non-vides”
se définit par I’égalité entre leurs “éléments”

Lemme 158 (EgalNonVide) F “wu, ~v, (u~v +— usgv)

Preuve.
11 suffit de remarquer que ~wu, v — (if u (if v T F) (if v F usg)) =
u~ov est une tautologie. Le résultat s’obtient alors facilement par transitivité
de — (Lemme 64) et MT A-Fiz™.
[ ]

I1 est immédiat par les deux lemmes précédents que :

Corollaire 159 F S, u~v +— ugu

Lemme 160 :
A7 QZSU, ¢Ua _.'ua ;'Iua ¢y —uy = vy F A7 QZSU, ¢Ua _.'ua U — U
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Preuve. .
1. hyp A=dpu=¢v=T
2. hyp u=-w="T
3. hyp+ py=T
4. MP(1,2,3; Hyp) uy = vy
5. MT-App(1,3) dluy) =T
6. Méta(REf17)(5) (uy)~(uy) =T
7. Trivial (4, 6) (uy)~(vy) =T
8. Exhib(3,7) E.Ix.uyrbfuw = E'lx.u:(;r'vvy =T
9. Déduct-(3,8) + Géné Vydz.uy vz = VyJz.uzvy =T

10. Méta(LoiLg2)(9) + Déf(~p) u~ov =T
11. M P(2,10; Lem158)
[

ur~oy =T

2.4.3 Propriétés de €

Les lemmes suivants énoncent des propriétés qui découlent essentielle-
ment de la définition de € et qui seront utiles pour montrer I'extentionnalité
dans MT. Rappelons que t€s =45 (if s F 3z.(sz~t)) :

Lemme 161 Po_ur tous termest et s on a
s =T F t€s = Jz.(sz~1).

Remarque 162 Si s =p74 Ax.s', Uhypothése du lemme est vérifiée.

Le lemme suivant exprime que v et un “élément” de u si et seulement si
v =ux pour un x € o.

Lemme 163 (NonVide) Pour tous termest, s et on a :
1) t€s)=T F s=T; ¢zg="T; (szo~t) =T ou zy = ez.(sz~t)
2) vs=¢s=¢r=T + (sr€s)=T

Preuve.
Le 1 découle facilement de la définition de €, nous montrons 2 :

1. Hyp
2. Méta(MT-App)(1)

(
3. Méta(MTA-Réf15)(2)
4. Méta(DétZFCs)(1) + Lem161

5. Exhib(1,3,4)
|

s =¢s=¢r="T
¢(sr) =T
(srasr) = T
I(sr€s) =13z.(szsr) =T

Az.(szsr) = (sr €s) =T

Nous donnons maintenant un corollaire utile du lemme précédent, concer-
nant toutes les ¢-structures qui sont des abstractions :
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Corollaire 164 (NonVides)
Soit \z.t[y] une ¢-structure :

F ¢y, bz — (Az.t[y] 2)EXz.t[Y]

Preuve. o
- hyp by = T
- hyp Pz =
. T'rivial S(Az. t[ D

. MP(1; Déf120)  pAz.t[y]

= T
.NonVide.2(3,4,1) (\z.t[y] z)Ez.

.C)"kal\')b—*

tyl =T

Le lemme suivant exprime qu’un “ensemble” est “vide” si et seulement
siilest égal a T :
Lemme 165 (Vide) Pour tous termes s et t on a
1) s=T FVz5(z€s) =T
2) ¢ps=Vz.4(z€s8)=TF s=T

Preuve.
1) On prouve facilement en utilisant la définition de € que, sous hypothése
de déduction ¢z =T, on a —(z € s) = T. On conclut alors par Déduct puis
Géné.

2) On raisonne par ’absurde
1. Hyp ¢s =Vz.5(z€8) =T
2. InstTauto ds — s
3. MP(1;2) ls=T
4. hyp+ Ss=T
5. MT-T $T =T
6. NonVide.2(4,3) (sT€s)=T
7. Insty(5,1) S(sT€s)=T
8. Trivial(6,7) F=T
9. Déduct(4,8) s — F

10. Absurde(3,9) s=T
[

Corollaire 166 :
1) & ¢z, z +— Vz.5(z €x)
2) ¢ ¢z, 4w 2.z €x

2.5 Démonstrations des axiomes de ZFC dans MTA

Dans cette section nous allons démontrer que pour tout axiome G[y] de
ZFC ona : ¢y — G, ou G la traduction de G dans MT.
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Nous commencons la. démonstration des axiomes de ZFC dans MTA
par 'extentionnalité.

2.5.1 L’extentionnalité dans MT A
La démonstration de ’extensionalité dans MT A utilise 5 lemmes.

Le premier exprime qu’un “ensemble” v, inclus dans un “ensemble vide”
u, est lui-méme “vide” (rappelons que vCu =g4¢5 Vz (2Ev=>2€u) ) :

Lemme 167 + ¢u, pv,u,vCu — v

Preuve. On utilisera FormValide (Corollaire 139) sur la formule sui-
vante, dont le lecteur se convaincra sans peine qu’elle est valide :

Vzo(z €u) = (v Cu=Vz-(z €v))

hyp pu=pv=u="T

. hyp Vz.(z€vSzéu) =T

. MP(1; Cor166) Vz.-(zEu) =T

. FormV alide Vz.5(z Eu)=> (vCu=>Vz. 5 (2 Ev))
. MP-(3,2; 4) Vz.o(z€v) =T
.MP(1,Corl66) v=T

T

.mm..l;oomv_—t

Le deuxiéme exprime que si un “ensemble non-vide” u est inclus dans
un “ensemble” v alors celui-ci est “non-vide”

Lemme 168 + ¢u, ¢v, “u, uCv — ~w

Preuve. .
1. hyp pu=¢v=T; u=T;Vz.(z Eu=z€Ev)=T
2. Méta(MT-App) + MT-T $(uT) =T
3. NonVide2(1) + MT-T (WwIl'€u)=T
4. Inst,(2,1) (uT €u)=>uT €v) =T
5. M P~ (3,4) (uT'€v) =T
6. NonVide.1(5) w=T
[

Rappelons que uov =4ef Vz3y. (uz~vy) AVy3z. (uz<vy). Le troisiéme
lemme introduit une écriture simplifiée du terme u~yv, simplification per-
mise par MTA-Sym™.

Définition 169 C =g, AwAw' V232 (wziw'2')

Lemme 170 F u<v = (uCvAvCu)
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Preuve. Trivial en utilisant la définition de C, 'axiome MT A-Sym"™ et
le théoreme Context.
|

Le quatrieme lemme exprime que, pour les “ensembles non vides”, le
terme T est une définition alternative pour “I’inclusion” :

Lemme 171 F ¢u, ¢pv, —u, v, uCov +— ulw

Preuve.
—)
1. hyp pu=¢v="T
2. hyp —u=-w="T
3. hyp Vz.(zEuzEv) =T
4. hyp+ py=T
5. Méta(MT-App)(1,4)  P(uy) =T
6. NonVide.2(2,1,4) uy€u="T
7. Insty(5,3) + M P uy€v =T
8. Rem162(2) + Trivial(7) Jz.(vauy) =T
9. Déduct-(3,13) + Géné  VyIz.(vzcuy) =T
—)
1. hyp pu=¢v="T
2. hyp —y=-w="T
3. hyp Vyﬂw(vwwuy) =T
4. hyp+ pz=z2Eu=T
5. Rem162(2) + Trivial(4)  Jzuz~z =T
Soit : Lo =def €. (UT~2)
6. Choiz(5) dxog =T; uzo~z=T
7. Insy(6,3) ély.(vy&»umo) =T
Soit : Yo =def €Y-(vy~uzy)
8. Choiz(7) dyo =T; uzo~vyg =T
9. Equiv™(6,8) (vyo~z) =T
10. Exhib(8,9) Jy.(vy~z) =T
11. Rem162(2) + Trivial(10) z€v =T
12. Déduct-(4,11) ¢z, 2€u — zEv
13. Implicnonnrsar(12) ¢z — zEU=>zE€W
14. Géné(13) Vz.(zEu>zEv) =T
[

I1 découle du lemme précédent que la “double inclusion” est équivalente
a “I’égalité” pour les “ensembles non-vides”
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Corollaire 172 + ¢u, ¢pv, ~wu, <, (uCvAvCu) +— u v

Preuve. On a F ¢u, ¢v, ~u, ~w, (uCvAvCu) <— usgv par le Lemme
65 et définition de ~. Le resultat découle alors directement du Corollaire
159 par transitivité de <—.
|

Nous sommes maintenant préts & montrer que 1’Axiome d’extensionalité
est prouvable dans MTA
Théoréme 173 F VuVv.((uCvAvCu)Susv) =T

Preuve. Nous montrons que :
F du, pv, (uCvAvCu) +— usv,
le résultat en découlant immédiatement par EquivNonmsn et Géné :
—) On raisonne par TND :

1. hyp pu=¢v="T

2. hyp (uCvAvCu) =T
3. Méta(LoiLgl)(2) uCv=vCu=T
4. hyp+ u="T

5. MP(1,3; Leml167) wv=T

6. MP(4,5; Leml154) wucv=T

7. Déduct-(4,6) U — u~v

8. hyp+ Su =T

9. MP(1,3; Lem168) =T

10. MP(1,9,2; Corl72) uv=T

11. Déduct-(8,10) U — U

12. TND(7,11) uy =T
<) On raisonne par TND :

1. hyp u=¢v="T

2. hyp u~y =T

3. hyp+ u="T

4. MP(3,2; Lem156)  v=T

5. FormValide ¢z — (zCxAzCx)
6. MP(MT-T; Inst(5)) (TCTATCT) =T
7. Trivial(6,3,4) (uCvAvCu) =T
8. Déduct-(3,7) u — (uCvAvCu)
9. hyp+ “u=T

10. MP(9,2; Lem157) “w=T

11. MP(1,10; Corl72) (uCvAvCu) =T
12. Déduct-(9,11) “u — (uCvAvCu)
13. TND(8,12) (uCvAvCu) =T
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2.5.2 La substitutivité dans MT A

Avant de démontrer les autres axiomes de ZF'C, nous allons voir ’ana-
logue dans MT A d’une conséquence importante de l'extentionalité : la
substitivité. Il est intuitivement évident que, si deux suites d’ensembles sont
égales, on peut les substituer I'une & 'autre sans modifier la valeur de vérité
d’une formule. Cette propriété de 1’égalité intuitive est démontrable dans
Z F(C en utilisant I’Axiome d’extentionnalité, autrement dit, pour toute for-
mule G[z] de ZFC on a :

Fzre (T =7) = (G[z/7] & Gly/z))

Nous allons donner ici deux Théorémes de Substitutivité pour MT A.

Le premier étend celui de la théorie des ensembles, en prenant en compte
le fait que certains éléments de M sont “égaux” a des “ensembles” sans
étre eux-mémes des “ensembles”. Il exprime qu’une suite d’éléments de M
“égale” & une suite “d’ensembles”, lui est substituable dans tout Z F C-terme.

Le deuxiéme généralise en un certain sens le premier, puisqu’il I’étend
a une certaine classe de ZFC-termes avec ¢-structures. Cependant, dans le
méme temps, il restreint les substitutions autorisées a des substitutions entre
suites “d’ensembles”. Il exprime ainsi qu’une suite “ensembles” “égale” & une
autre suite “d’ensembles” lui est substituable dans certains ZFC-termes
avec ¢-structures, pourvu que les ¢-structures figurant dans ce terme soient
compatibles (nous verrons le sens exact de ce mot) avec ~.

Substitutivité dans les ZF(C-termes.
On se donne tout d’abord une notation :
Notation 174 Pour=ty,....,t, et t =1, ...,t, on pose
T8 =gef 1ty ey bt
Lorsqu’on écrira T~t' on supposera toujours lg(t) = lg(t").
L’objet de cette section sera de montrer le Théoréme 182 qui énonce que,
pour tout ZFC-terme B[Z,Z] on a :
F ¢z, pu, pv, u~v —> B[ﬂ/?] = B[E/E]

Remarquons que ce théoréme énonce une substitutivité plus forte que
celle exprimée par le Corollaire 8.6.4 de [13, p.66] puisque qu’elle parle
d’égalité entre termes et non plus seulement d’équivalence. Cela permet en
particulier de simplifier certaines démonstrations. De plus, sa démonstration

se faisant par induction sur la complexité de B, nous commencons par la
substitutivité dans les ZF C-termes atomiques avec ~ :
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Lemme 175 (SubstAtom1)
1) urv — (usz = vix)
2) utv — (zu = ziv)
3) urv,u A" — (uu = v
Preuve. Le point 1 n’est autre que 'axiome MT A-Compat™ et le 2 est
une conséquence facile de 1 et de MT A-Sym™, on montre 3 :
1. hyp ur~y =T
2. hyp u'~v' =T
3. MP(1,Pointl) + Sym™~ u~u' = v’ = u'Aw
4. MP(2,Pointl) + Sym™~ u'~v =v'~v = v
5. Trans(3,4) uu' = vy’
|
Nous allons aborder la démonstration de la substitutivité pour les ZF C-
termes atomiques avec €. Celle-ci utilise les deux lemmes suivants :

Lemme 176 Soit yo =4¢; ey.uz~vy on a :
F Su, ucv, g — Py
F S, ucv, pr — ux~vyg

Preuve.

1. hyp pu=¢u' =T

2. hyp —u=T

3. hyp u~y =T

4. hyp ¢pr=¢y=T

5. MP(2,3; Lem157) wu~ov =T

6. Méta(LoiLgl)(5) Vwély.(uwrbvy) =T

7. Inst,(4,6) Jy.(uzvy) =T .

8. Choiz(7) dyo = uz~vyy =T
Lemme 177 :

1) F ¢u, gu', “u, uv, u'~v', pz —! ((vz)~v')
2) b du, pu’, ~u, u~v, u' ~v' —! (v Ev)
Preuve. Pour le 2, on a tout d’abord par le 1 et le Dét, (Lemme 79) :
F u, pu’, S, usow, u' v —1 Iz (v,
Or, en utilisant les Lemmes 157 et 161, on vérifie facilement que :
F Su, uv — (vV€v = Fz.(v2~v'))
Le résultat suit alors facilement. On montre maintenant le 1 :

1. hyp du=¢u' =T
2. hyp Su =T
3. hyp u~v =u'~v' =T

4. hyp ¢pz=T
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Soit : Yo =def €Y-UY.~VZ
5. MP(2,3,4; Lem176.1) dyo = uyo~vz =T
10. Méta(SubstAtom1.3)(9,3) wuyo~u' = vz~v
11. Méta(DétZFCs)(1,38) luyorou' =T
12. T'rivial(10,11) lozew =T

|
Lemme 178 + ¢u, ¢pu', -u, u~v, u'~v', v'€u +— v'év
Preuve. Le sens «— se montre comme ci-dessous le sens —», en inter-

vertissant les roles respectifs de u, u’ et de v, v’ & partir de la ligne 7 (incluse),
et en utilisant DétZFC's au lieu du Lemme 177.2 en ligne 15.

1. hyp pu=¢u' =T
2. hyp u~y =u'~v' =T
3. hyp Su =T
4. MP(3,2; Lemlb7) “w=T
5. MP(2,3; Corlb9) u~gv =T
6. Lem170 + Trivial(5) (uCvAvCu) =T
7. Méta(LoiLgl)(6) + Déf(C) V232 uzivs' =T
8. hyp+ wéu="T
Soit : 20 =qef €2-uz~u/
9. NonVide(8) ¢zg = uzg~u' =T
10. Insty(9,7) 32 uzivd =T
Soit : 2y =def €2’ uzp~vZ
11. Choiz(10) ¢z = uzo~vzy =T
12. Equiv™ vzyrou' =T
13. Méta(SubstiAtom1.2)(2) vzfrv' =T
14. M P(4; Lem161) v'év = Fzwzi!
15. MP(1,2,3; Lem177.2) + Triv.(14) 13zwzin' =T
16. Ezhib(6,8,9) + Trivial(14) ez =v'év =T
[

Nous énonc¢ons maintenant la substitutivité pour les ZFC-termes avec € :

Lemme 179 (SubstitAtom?2)

1) ¢z, pu,u~v — u€x = v€x

2) ¢z, du,u~v — T€u = €V

3) du, pu', u~v, u'~v" — (u'Eu = v'Ev)

Preuve. Les point 1 et 2 découlent facilement du 3 en utilisant Réflexy.
On montre le 3 en raisonnant par TND :
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1. hyp pu=¢u' =T
2. hyp u~y =u' Ay =T
3. hyp+ u="T
4. MP(3,2; Lem156) v="T
5. Trivial(4) + Déf(€) weu=1v'év=ueET =veET=F
6. Déduct-(3,5) u — (u'éu =0'év)
7. hyp+ “u=T
8. MP(7,2; Lem157) =T
9. MP(1; DétZFCs) u'éu) =T
10. MP(1,2,7; Lem177.2) Wév)=T
11. MP(1,2,7; Lem161) 13z (vz) " =13y (uy)~u =T
12. EquivNonarsn(9,10,11)  (v/'Eussv’év) =T
13. Lem161(7,8) u'€u = Jzuzu'; v'év = Jzwzn
14. Tauto Rr&ErRy — (Rr=ry)
15. InstTauto(7) + Déf(3)  Fy.uy~u'SIzvzin’ — Fyuyu’ = Jz.wz ')
16. Trivial(13,15) (v Eussv’'Ev) — (u'€u =v'Ev)
17. MP(12; 16) u'€u=v'év
18. Déduct-(7,17) “u — (u'€u =v'Ev)
19. TND(6,18) (v €u = v'€v)
[

Il nous reste un dernier lemme important & voir avant de démontrer, par
induction, le premier Théoréme de Substitutivité :

Lemme 180 Soient A[Z,y] un terme et B une suite de terme ne contenant
pas y libre, on a :

1) B, ¢z, ¢y —'A; B, ¢z, ¢y — A= A" + B,¢T — ey. A = ey. A’

2) B.¢T, ¢y —'A; B, ¢z, ¢y — A=A + B, ¢z — Jy. A =y A’

Preuve. On montre 1 et 2 en méme temps :

1. Hyp B, ¢z, ¢y —'A

2. Hyp B, ¢z, ¢y — (A= A')
3. hyp B=¢z=T

4. MP(3, Déty.2(1)) pey A=T

5. MP(3,2) by — (A=A

6. Méta(4,5) Aley.A/y] = A'ley.A/y]
7. hyp+ py=T
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8. MP(3,5) A=A
9. MP(3+7, FormValide) A&A=T
10. T'rivial(8,9) ASA = ASA =
11. Déduct-(7,10) dpy — ASA
12. Ackermann(11) ey.-A =ey. A’
13. 6+Trivial(12) Aley.Aly] = A'ley.AJy] = A'ley.A[y]
14. Déf(3) + Trivial(13) Jy.A = Jy.A’
[

Remarque 181 On pourrait penser que le 1 du lemme précédent est immédiat
par Context. En fait, il n’en est rien en raison des restrictions sur ['utili-
sation de la régle MT-Abstract dans les démonstrations sous hypothéses de
déduction. Cette remarque est valable aussi pour les Corollaires 183 et 189
ci-dessous.

On énonce maintenant le Théoréeme de Substitution pour les ZFC-
termes :

Théoréme 182 (Substit) Pour tout ZFC-terme B[Z',Z] on a :
F ¢7, ¢u,u~v — (B[u/z] = B[v/z])

Preuve. On raisonne par induction sur la construction du ZFC-terme
B. Pour le cas ou B traduit une formule atomique les diverses possibilités
sont réglées par les lemmes SubstitAtom1 et 2. Pour le cas ol B traduit une
formule complexe construite avec un connecteur unaire ou binaire, le résultat
s’obtient facilement par Context & partir de I’hypothese d’induction. Par
définition de V le cas B = Vy A est réglé par les cas = et 3. Enfin le cas
B = Hy.A découle immédiatement de I’hypothése d’induction et du lemme
précédant en utilisant DétZFCs. m

Corollaire 183 Pour tout ZFC-terme Bly,z',z] on a :
b ¢7', ¢u, u~v — ey.B[u/z] = ey.B[v/Z]

Preuve. Par DétZFC's et Ajout Hyp on a - uw, ¢z, ¢y, pu —!B[u/Z].
Le corollaire est donc une simple application du Lemme 180.1. m

Substitutivité dans les ZF(C-termes avec ¢-structures.

On définit tout d’abord formellement les notions de compatibilité forte
et faible :

Définition 184 :
1) On dira que tfw,w'] € A(C) est fortement compatible avec ~ relativement
aw si
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b ow', ¢, ¢y, Y — [z /W] = tly/w],

et qu’il est faiblement compatible (ou plus simplement compatible) si :
¢w', ¢, ¢y, Ty — [z /W]~ [y /w]

2) Soit t une suite de termes, on dira que t est fortement (resp. faiblement )

compatible avec ~ relativement & w, si chaque t; € t est fortement (resp.
faiblement) compatible.bilité (faible).

Remarque 185 En utilisant AjoutHyp, on vérifie aussi que si t est com-
patible avec ~ relativement a V L(t), alors il l’est pour tout w D VL(t).

Exemple 186 Toute variable est compatible avec ~ relativement a elle-
méme.

Lemme 187 Pour tout terme t[w',w|, si b ¢w', pw — t~t alors :

Si t est fortement compatible avec ~ relativement a W alors il lest faible-
ment.

Preuve.
. Hyp W', pw — t~t
Hyp ¢mla ¢Ta ¢ya EN? — t[j/m] = t[g/m]
hyp ¢ = ¢z =¢y="T
hyp T~y =T

. Méta(1)(3) tlz/w)~t[z/w] =T
. MP(3,4; 2) t[z/w] = t[y/w]
. Trivial(5,6) tlz/w]~tly/w]| =T

.\‘lmmp_-lk_o:a_[\:)»—t

Le théoréme de substitution que nous donnons maintenant concerne les
Z FC-termes avec ¢-structures obtenus a partir des ZF C-termes en substi-
tuant des ¢-structures & des variables. Il découle essentiellement de Substit :
Théoréme 188 (Substits) Soient B[z,z'] un ZFC-terme et t[w',w] une
suite de ¢-structures. Sit est (faiblement) compatible avec ~ relativement d
w alors :
= ¢w', ¢7', ¢, ¢y, T~y — (B[i[z/w]/7] = Blt[y/w]/z])

Preuve. On notera m la longueur de ¢ et Z. Comme chaque t; € t est
une ¢-structure, on vérifie tout d’abord facilement que, pour tout i <m :
(*) - ¢w', 6T — ¢t;[z /W]

1. hyp o =¢7 =T =¢y =T
2. hyp iy =T

Pour tout 1 < m :
3. MP(1; (%)) ¢tilz/w] =T

4. MP(1,2; Compatibilité de t;) t;[T/w]~t;[y/w]) =T
5. Méta(Substit)(3,4) Blt[z/w]/z] = Blt[y/w]/z]
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|
On a un corollaire similaire au Corollaire 183 pour Substits. Il se montre
en utilisant le Lemme 180.1 et 2 :

Corollaire 189 Soit B[z,7Z',y] un ZFC-terme. Sous les mémes hypothéses
que le lemme surt :

Eow', 47, ¢z, ¢y, T~y — (ey.Bll[z/w]/z] = ey.Bt[y/w]/Z])
=o', ¢7', 9T, ¢y, T~y — (Jy.Blt[z/w]/Z] = y.Blt[y/w)/Z])
2.5.3 L’axiome de I’ensemble vide

L’axiome de I’ensemble vide est une conséquence facile du Corollaire 166 :

Théoréme 190 + JaVo.5(véx) =T

2.5.4 L’axiome de la paire

L’axiome de la paire sera une conséquence des deux lemmes suivants :
Lemme 191 + ¢z, ¢y — = € Pxy

Preuve. Rappelons que Pzy =ger A2.(if 2z z y)

1. hyp pr=¢y="T
2. Selectl (PzyT) ==z
3. Refi™e(1) zix =T
4. CompatFEgal(2,3) (Pry T)~x =T
5. Exhib(1, M-T,4) Fu.((Pzy u)~z) =T
6. Déf(€) + Trivial(5) x€Pxy="T
]

Lemme 192 + ¢z, ¢y — y EPxy

Preuve. La démontration de ce lemme s’obtient & partir de la preuve
ci-dessus en remplacant 7" par F' et 'axiome MT-T par MT-F. m

Théoréme 193 + VaVyIz.(z EzAy€2) =T

Preuve.

1. hyp bz =¢y="T

2. MP(1,Lem191) z€Pry=T

3. MP(1, Lem192) yEPzy="T

4. MétaLoiLg1(2,3) rEPryAyEPry =T

5. MP(1,MT-P) ¢(Pry) =T

6. Exhib(1,5,4) Je(x€zhyéz) =T

7. Déduct(1,6) + GénéG VaVy.Jz.(zEzAyEz) =T
[
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2.5.5 L’axiome de 1’union

Lemme 194 + ¢u, ¢z, ¢y, z €y,y €Eu —> x € Union(u)

S Ot

Preuve. Rappelons que Union(u) =qef Az.u (2T)(2F)

. hyp

. hyp
. NonVide.1(2)

Soient :

. NonVide.1(2) + Sym™
. Méta(Substit)(1,2)
. NonV'ide.1(5)

Soit :

7. NonVide.1(5)
8.

9. T'rivial

10. Méta(MT-App)(1,4,7)

Méta(MT-P)(4,7)

11. Méta(Ref13)(10)
12. CompatEgal(11,9)
13. Méta(Equiv™)(7,12)
14. Exhib(8, 13)

15. Rem162 + Trivial(14)

pu=dr=dy="T
zey=ycu="T
Sy =-u="T

V0 =def €V-(yv~x) et wy =gef ew.(uw-y)
Pvo = dwo = z~(yvo) = y~(uwo) =T
z€uwyg =T
S(uwg) =T
20 =def €2-(uwoz~1x)
bz = (uwozg)~x =T

(f)(Pwon) =T
(Union(u) Pwyzy) = vwozo
duwozg) =T

uwyzo~uwozg = 1'

(Union(u) Pwozo)~uwozo =T
(Union(u) Pwozg)~x =T
Jy.((Union(u) y)~z) =T
z€Unson(u)

Théoréme 195 F VuIVaVy.((z EyAy Eu)=>aéz) =T

B oo e wo—

Preuve.

- hyp

. hyp+

. MP(1,2; Lem194)

- Implicyonm—m(1,2,3)
. Déduct-(2) + Géné

. MP(1; Union)

. Exhib(5,4)

pu="T

bo=dy=T
z €Y,y €u— z€Union(u)

(x EyAy €Eu)=>x EUnion(u) =T

Vavy.((z € yAy & u)>zEUnion(u)) = T
¢pUnion(u) =T
F2VaVy.((z EyAy Eu)=>x €2) =T

2.5.6 L’axiome de l’infini

La démonstration de l'axiome de l'infini dans MT'A (Théoréme 199)
passe par le fait que we =gt €2.(T'€2AVz.(x€2=>S1€2)) vérifie la formule
exprimant l'infinité d’un ensemble.

On montre tout d’abord une propriété des “singletons” :
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Lemme 196 + ¢u — Yw.(wéSuss wu)

Preuve. On montre ¢u, pw, wESu +— w~~u, le résultat en découlant
par Equivyonmsir et Géné.-On utilisera librement le fait que, par la Re-
marque 162, on a k- v€Su = z.((Su)z~w).

—)
1. hyp pu=¢pv="T
2. hyp 3z.(Su)ziw =T
Soit : 20 =def €2-(Su)z~v
3. Choiz ¢z = (Su)zp~ov =T
4. Trivial (Su)zo =u
5. Trivial(3,4) u~v =T
—)
1. hyp pu=¢v="T
2. hyp u~vy =T
3. Rm Jz.(Su)z~v
4. Trivial (Su)T =u
5. T'rivial(2,4) (Su)T~v=T
6. Ezhib(MT-T,5) +3 3Jz.(Su)ziv =T
]

L’axiome de 'infini découle maintenant des deux lemmes qui vont suivre.
Le premier exprime que “l’ensemble vide” est un “élément” de we :

Lemme 197 + ¢u — (V2.5 (2 €u)Su € wg)

Preuve.
1. hyp ou=T
2. hyp+ Vzo(z€Eu) =T
3. MP(1,2; Corl66) u=T
4. Trivial (197, 3) u€we =T
5. Déduct-(2,4) Vz.5(z Eu) — u € we
6. ImplicNonrisn(5) Vz.(z Eu)=Suéwe) =T
[
Lemme 198 + du — (u€we=>y.(yEws AVw. (wEySwiu)))
Preuve.
1. hyp pu="1T
2. hyp+ u€we =T
3. Insty(1, Lem116) (uEwe=>Su€ws) =T
4. MP:'>(2, 3) Suéwcp =T
5. MP(1,Lem196) V. (wESuss wiu) =T
6. Singleton(1) ¢(Su)=T
7. Méta(LoiLog2)(4,5) (Su€weAVw.(wéSus wiu)) =T
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8. Ezhib(6,5) ély.(yéwcp/'\yw.(wéy@.w&u)) =T

9. Déduct-(2,7) u€ws — y.(yEwe AVw.(wEySwu))

10. Implicnonntsm (u€we=Ty.(yEwe AVw.(wEySw u))) =T
[

Théqrémp 199 ) )

F 32Vu.((Vz.5(z € u)Su€z)A(u€z=Ty (yE2AVw (wEySw~u)))) =T
Preuve. Suit facilement des deux lemmes précédents en utilisant Géné

et Exhib. m

On suppose le lecteur maintenant suffisamment familiarisé avec nos démonstration
formelles pour introduire deux nouvelles conventions d’écriture.

Conventions pour ’écriture des preuves formelles

1. Chaque fois que dans le cours d’une démonstration on aura posé des
hypothéses ¢7 = T et que 1’énoncé & démontrer sera de la forme
Vg.A =T on arrétera la preuve a A = T. L’utilisation de Déduct et
de GénéG pour obtenir la conclusion voulue sera alors sous-entendue.

2. Pour des termes ¢ et s, lorsque ¢t = T et ¢ps =T sont démontrés, on
sous-entendra parfois la démonstration de ¢(ts) par Méta(MT-App).

2.5.7 L’axiome de compréhension

On se donne maintenant pour le reste de cette section un ZFC-terme
Bly, ). Rappelons tout d’abord que :

Compréhensionp y( ) =gef AT u.(if u T (if ~3z.Bluz/y] T Az.(if Bluz/y] uz uz)))
ou 2y =qef €2.Bluz/y| avec u ¢ VL(B) et z ¢ T.
Comme Compréhensionp y( ) est un terme assez complexe, on introduit
des notations qui permettent d’en faire ressortir la structure :
Notation 200 Compréhensionpy() =gef A\TAu.T ot
T =ges (if u T o)
Yo =aes (if ~32.Bluz/y] T Y1)
Y1 =gef A2.(if Bluz/y] uz uz)
20 =def €2.Bluz/y] avec u ¢ VL(B) et z ¢ .
Rappelons que, par Compréhension (Théoréme 148), on a :
F ¢T, pu — ¢Y
La démonstration de I'axiome de compréhension dans MTA utilisera

deux lemmes. Le premier exprime des conséquences directes de la définition
de Y :
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Lemme 201 :
1) F Y — “w=32.Bluz/y| =T
2)  ~wu,3z.Bluz/y] — (T = T1)

Preuve. Pour le point 1, on remarque simplement que =T — —u et
ST — 32.Bluz/y] sont des instances des tautologies =(if z T y) — ~z
et 7(if z T (if ~y T z)) — y. Pour le point 2, on remarque simplement
que ~u, 3z.Bluz/y] — (T = Y1) est une instance de la tautologie ~z,y —
(ifcT(if wT2z)=2z2mn

Le deuxiéme exprime que les “éléments” de T sont exactement les “éléments”
de u qui “vérifient” B :

Lemme 202 + ¢7, ¢u, ¢z, 2 € T +— (z €uAB|z/y]))

Preuve. Rappelons que zy =qcf €2.Bluz/y] :

—)

1. hyp PrT=du=¢x="T

2. hyp zEY =T

Soit : Yo =def €Y-Ly~z

3. NonVide.1(2) =T

4. NonVide.1(2) dyo = Tyo~rx =T

5. MP(3; Lem201.1) “w = 3z.Bluz/y) =T

6. M P(5; Lem201.2) T =711 =gef A2.(if Bluz/y] uz uzp)
7. Trivial (4, 6) Tiyox =T

8. hyp+ Bl(uyo)/y] =T

9. Trivial(8) Tiyo = (if Bl(uyo)/y] (uyo) (uz0)) = (uyo)
10. T'rivial(7,9) (uyo)~z =T

11. Exhib(4,10) + Rem162(5) Jy.(uy)~z =zéu="T
12. Méta(Substit)(1,10,8) Blz/y|=T
13. Méta(LoiLg2)(11,12) (z€uABlz/y]) =T

14. Déduct-(8,13) Bl(uyo)/y] — (z €EuAB[z/y])

15. hyp+ “B[(uyo)/yl =T

16. Trivial(15) Tiyo = (if Bl(uyo)/y] (uyo) (uz0)) = (uzo)
17. T'rivial(7,16) (uzg)~x =T

18. Exhib(19,18) + Rem162(5) Jy.(uy)~z =z éu="T

19. Choiz(5) ¢z0 = Bl(uzo)/y]| =T

20. Méta(Substit)(1,17,19) Blz/y|=T

21. Méta(LoiLg2)(18,20) z€uABlz/y] =T

22. Déduct-(20, 26) S(B[(wyo)/v]) (z €EuAB[z/y])

23. TND(14,22) (x EuABlz/y]) =T
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1. hyp T =¢r=¢u=T
2. hyp+ z EuABlz/y|=T
3. Méta(LoiLg1)(2) z€u=DBz/y|=T
4. NonVide.1(3) “u=T
5. Lem161(4) + Trivial(3)  Jy.(uy)~z =T
Soit : Yo =def EY-UY~T
6. Choiz(5) dyo = (uyg)~x =T
7. Méta(Substit)(1,6,3) Bl(uyo)/y] =T
8. Ezhib(5,6) J2.B[(uz)/y] =T
9. MP(4,7; Lem201.2) T=1,
10. Trivial(9,7) Tyo = YT1yo = (if Bl(uyo)/y] (uyo) (uz20)) = (uyo)
11. Trivial(6, 10) Yyoozx =T
12. Ezhib(6,11) + Rem162(9) Jy.(Tysz) = zEX =T
[

Nous abordons maintenant le théoréme qui exprime que ’axiome de
compréhension est prouvable dans MT A.

Théoréme 203 + VzVuIVr.(z € 28 (x EuABlz/y])) =T

Preuve.
- hyp GT=¢u="T
. hyp+ ¢pr =T
. MP(1,2; Lem202) T €Y +— (z €uAB[z/y])
. Equivy onpresn(3) z€EYS(zEuABlz/y]) =T

. Déduct-(2,4) + Géné Va.(z € Y& (x EuABlz/y]) =T
. MP(1,Compréhension) ¢Y =T
. Ezhib(6,5) I2Vz.(z € 28 (2 EuABlz/y])) =T

.\I@Cﬂﬂkwwl—‘

2.5.8 L’axiome de I’ensemble des parties

Dans cette section, nous devons montrer que MT A permet de prouver
(la traduction de) 'axiome des parties, autrement dit que :
FYudaVy(yCuyéz) =T
Comme pour les autres axiomes de ZFC~¢, la démonstration passe par 1’ex-
hibition d’un terme qui “vérifie” (la traduction de) la formule contenue dans
l'axiome. Ce terme est la ¢-structure Parties(u), et il s’agit essentiellement
de montrer :
(*) F ¢u, py,yCu —> yEParties(u)

Comme la démonstration que nous abordons est assez longue, en raison de
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2

notre choix initial de formaliser les preuves au maximum “, nous en donnons

tout d’abord une présentation intuitive :

Le terme Parties(u) =gy Ax.(if © T Az.u(z(I” u(uz)))) est une légere
variation technique du terme plus simple Parties'(u) =g Az.(if z T Az.u(zz))
qui va le remplacer dans notre discussion informelle. Notons simplement
pour I'instant que cette légere variation est justifiée par le fait que Parties’ (u)
n’est pas une ¢-structure.

Comme l'indique I’équation (*), il s’agit essentiellement de montrer dans
cette section que, sous les hypotheses ¢gu = ¢y = yCu =T, on a
F yEParties'(u) = T. Par définition de € (Définition 109) et Exhib (Théoréme
76), il faut pour cela trouver un terme s tel que F ¢psc =T et
b (Parties’(u) »)~y = T. Dans le cas ou y = T, il suffit de prendre
% =gey T, comme le montrera le Lemme 213. Dans le cas ou ~y = T,
la démarche naturelle est de prendre s =45 A2.(if (uz)€y z ez.(uz€y)).
On a alors - (Parties’'(u) ) = Az.u(sz), et on peut vérifier par “extensio-
nalité” ( Théoréme 173) que F Az.u(sz)~y.

Malheureusement, on se heurte de nouveau au fait que s« n’est pas une ¢-
structure (on n’a donc pas F ¢sc = T'). Ceci nous oblige, comme c’était déja
le cas pour Parties’(u), & modifier le terme sz en utilisant le constructeur
I”. On obtient alors la définition suivante pour s (on suppose u et y fixés) :

Définition 204 3 =45 Az.(if (uz)€y (I” u(uz)) ez'.(uz'€y))

Avant de montrer (*) en suivant le plan esquissé dans notre discussion
informelle, I'utilisation de I” nous oblige & détailler le comportement de ce
constructeur, et notamment les rapports qu’il entretient avec s.

Propriétés de I” et s

L’essentiel de ce qui nous intéresse dans le comportement de
I” =45 Audy.e2’ uz'~y est donné par le résultat suivant

Lemme 205 + ¢u, pz — u(I” u(uz))~uz

*Remarquons que la démonstration “conversationnelle” donnée par K. Grue en [1]
comporte une erreur, ce qui justifie d’autant plus le soin apporté a notre preuve.
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Preuve.
1. hyp pu=¢z=T
2. MP(1; MT-App) ¢(uz =T
3. Méta(Réfly) uzruz =T
4. Exhib(1,3) 32 (uz'~uz) =T
Soit : 20 =qef €7 .(uz'~uz) = I"u(uz)
5. Choiz(4) pzg = uzp~uz =T
6. Trivial(5) u(I” u(uz))~uz =T
[

Le lemme suivant exprime une compatibilité forte de I” avec ~ :

Lemme 206 + ¢u, ¢v, pv', uv~uv' — (I" u (uwv)) = (I” u (uv'))
Preuve. Il est facile de vérifier que 'on a :

F du, dv, pv’, uv~ur', pz' — (uz'~uv)E(u ~uv')

Et donc par Ackermann :

F du, pv, v’ uviuwr’ — ez’ (uz~uv) = ez’ (uz' ~un')

Le résultat suit alors trivialement.

[ |

Nous allons bientdt voir deux lemmes concernant les rapports entre I”
et 3¢, mais avant nous montrons que s est une ¢-structure :

Lemme 207 F ¢u, ¢y — ¢

Preuve. Par le Théoréme de Construction, il nous suffit de montrer que
s est un terme simple pour u,y € X. Pour cela, on remarque tout d’abord
que par le corollaire Choiz' (Corollaire 138) on a b ¢u, py — dez.(uz€y).
Le terme Auly.cz.(uz€y) est donc un ¢-constructeurs d’arité 2. Comme,
de plus, € et I” sont aussi des ¢-constructeurs d’arité 2 (Corollaire 136 et
Lemme 144), il vient :

U, Y u,y € X

ez .(uz' Ey) C3/z]

u(vT) (B))

ez . (uz ~u(vF)) CX/z]

(I” uu(vF)) nMT

u(vT)€Ey ' ' CX/z]

(if u(wF)éy (I”uu(vF)) ez'.(uz'€y)) (PEELY)

Az.(if u(Pl/_zF)éy (I” uu(PrzF)) ez’ (uz'€y)) Az.Z[Pvz/v]
.)\z.(z'f (uz)€y (I” u(uz)) ez'.(uz'€y)) nMT

Corollaire 208 + ¢u, ¢y — ¢(Parties(u) )
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Preuve. Immédiat par Parties (Théoréme 145) et MT-App. m
Lemme 209 :
D wuz€y — sz = (I" u(uz))
2) F S(uz€y) — xz = e2'.(uz'€y)

Preuve. Le 1 est trivial. Le 2 est, a une -réduction pres, une instance
de la tautologie “z — (if xyz) = 2. =
Lemme 210 + ¢u, ¢y, pz — (3¢z) = (3(I” u (uz)))

Preuve.
L. hyp pu=gy=¢z="T
2. MP(1; MT-App) dluz) =T
3. MP(1,3; Lem144) oI u(uz) =T
4. MP(1; Lemn?205) u(l” u(uz))~uz =T
5. Méta(Substit)(1,3,4) u(I” u(uz))€y = uz€y
6. Méta(Lem?206)(1,3,4) (I”uu(l”u(uz))) = I” u(uz)
7. hyp+ uz€y =T
8. T'rivial(7,5) w(I” u(uz))€y =T
9. MP(7; Lem209.1) wz = (I" u(uz)))
10. Méta(Lem?209.1)(8) wx(I” u(uz)) = (I uu(l” u(uz)))
11. Trivial (6,9, 10) wz = x(I" u (uz))
12. Déduct-(7,11) uz€y — sz = »(I” u (uz))
13. hyp+ (uz€y) =T
14. Trivial(13,5) S(u(I” u(uz))€y) =T
15. M P(13; Lem209.2) nz = ez uz €y
16. Méta(Lem209.2)(14)  »(I” u (uz)) = ez’ .uz' €y
17. Trivial (15, 16) wz = (1" u(uz))
18. Déduct-(13,17) S(uz€y) — 2z = (1" u (uz))
19. TN D(12,18) wz = x(I” u(uz))
[

Corollaire 211 F ¢u, ¢y, pz, uz€y — u(s(I” u (uz))))~uz

.\"IChU‘HkOJN)}—*

. MP(1; Lem?210)

. M P(2; Lem?209.1)
. T'rivial(3,4)

. M P(1; Lem?205)

. Trivial (5, 6)

Preuve.
- hyp pu=¢y=¢z=T
. hyp uzey =T

x(I” u(uz))) = »z

nz = (I” u(uz))

u(se(I” u (uz))) = u(I” u(uz))
u(I” u(uz))~uz =T

u(2(I” u (uz)))~uz

On établit maintenant un dernier lemme utile :
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Lemme 212 Soit z; =g €2'.(uz'€y), on a :

F ¢U, ¢y7 _'yaygu — ¢2’1 .
F du, dy, ~y, yCu — uz1 €Y

Preuve.
1. hyp pu=¢y=T
2. hyp Ay =T
3. hyp Vo.(vEy=véu) =T
4. NonVide.2(2) + MT-T yI'ey=T
5. Méta(MT-App)(1, MT-T) ¢(yT)=T
6. M P~ (4, Insty(5,3) yTéu="T
Soit : 20 =dey €2.(uz~yT)
7. NonVide.1(6) ¢pzg = uzp~yT =T
8. Méta(Substit)(5,7,6) uzo€y =T
9. Exhib(7,8) 3 (uz'éy) =T
10. Choiz(9) ¢z =uzn€y="T
[

Déduction de ’axiome des parties dans MTA

Nous abordons maintenant la démonstration proprement dite de I’axiome
des parties dans MT A. Pour cela on utilisera librement 1’égalité
yEParties(u) =pr Jz.((Parties(u) z)~y) qui découle de la Remarque
162. On montre tout d’abord que “’ensemble vide” est un “élément” de
Parties(u) :

Lemme 213 + ¢u,y — yEParties(u)

Preuve.
1. hyp ou=T
2. hyp y=1T
3. Trivial(2) (Parties(u) T) = (Parties(u)y) =T =y
4. Méta(REfIF)(3) y~y=T
5. Trivial(4,3) (Parties(u)y)~y =T
6. Exhib(2,5) Jz.((Parties(u) z)~y) =T
]

On donne maintenant le lemme central de cette section. Il exprime que y
“non-vide” et “inclus” dans u, a les mémes “éléments” que (Parties(u) ).
Par extensionalité, on en tirera comme corollaire que (Parties(u) »)~y =T
et donc y€Parties(u).

On remarque tout d’abord que par Select2 on a (Parties(u) 3) =p7
Az.u(s(I” u(uz))). Nous utiliserons librement cette égalité par la suite.
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Lemme 214 F ¢u, y, ~y, yCu, pz, &y «— z&(Parties(u) )

Preuve. On se donne l'abréviation R =4c5 Az.u(s¢(I” u (uz)))

—)
1. hyp pu=¢y=d¢z=T
2. hyp Vo (r€y=zéu) =T
3. hyp z€y="T
4. M P~ (4; Insty(1,3)) z€u="T
Soit : 20 =def E2.UZ~T
5. NonVide.1(4) ¢pzg = uzp~xr =T
6. Méta(Substit)(1,5,3)  uzp€y =T
7. Méta(Cor211)(1,6) u(se(I” u(uzp)))~uzg =T
8. Trivial(7) (R z9)~uzg =T
9. Equiv™(5,8) (Rzg)~x =T
10. MP(1; Cor208) ¢R=T
11. Rem162 zER = 32.Rz oz
12. Méta(DétZFCs)(1,10) 'zER ='3z.Rziox =T
13. Ezhib(5,12,9) 32.Rz~z = zER=T
<—) On raisonne par TND
1. hyp pu=¢y=d¢z=T
2. hyp “y=yCu="T
4. hyp zER=T
Soit : 20 = ez.Rz~x
5. NonVide.1(4) ¢z = Rzpex =T
6. Méta(DétZFCs)(1,5) Nuzo€y) =T
7. hyp+ uzg€y =T
8. Méta(Cor211)(1,5,7) u(se(I” u (uzp)))~uzg =T
9. Trivial(8) Rzy~uzg =T
10. Equiv™(5,9) zuzg =T
11. Méta(Substit)(1,10,7) z€y =T
12. Déduct-(7,11) uzp€y — €Y
13. hyp+ “(uzo€y) =T
Soit : 21 =def €2-(uz€y)
14. M éta(Lem209.2)(13) nzy = 21
15. MP(1,2; Lem212) b2 =unéy="T
16. Méta(Lem210)(1,5) + 14  3(I” u (uzg)) = 220 = 21
17. T'rivial(16) Rz = u(s(I” u(uzp))) = uzy

18. T'rivial(5,17) uzi~x =T
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19. Méta(Substit)(1,18,15) z€y =T
20. Déduct-(13,19) S(uzo€y) — z€y
21. TN D(6, 12, 20) 2y =T

n

Corollaire 215 + ¢u, ¢y, vy, yCu — y&Parties(u)
Preuve. Soit R =g4c5 Az.u(2(I” u (uz)))

L. hyp pu=¢gy=-y=yCu=T
2. MP(1; Lem214) ¢z, z€y — TER

3. Implicyonnrs M ¢ — (z€EYy=>zER)

4. Géné(3) yCR=T

5. Réciprogquement RCy=T

6. Méta(LoiLg2)(4,5) yCRARCy =T

7. MP(1; Lem207 + Cor208) ¢»x=¢R=T

8. Insty(1,7, Thm173) (yCRARCyY)=>RAy =T

9. MP~(6,8) + Trivial (Parties(u) s)~y =T

10. Exhib(7,9) + Rem162 3z.(Parties(u) z)~y = yé&Parties(u) = T
[ ]
La “satisfaction” de I'axiome de ’ensemble des parties est maintenant

une conséquence facile du lemme précedent :
Théoréme 216 + VuIzVy(yCuyéz) =T
Preuve. En raisonnant par TN D a partir du Lemme 213 et du corollaire

précédent, on obtient - ¢u, py,yCu — yEParties(u). Le théoréme suit
alors facilement en utilisant Ezhib et Géné. m

2.5.9 L’axiome de remplacement

Dans cette section, nous montrons que MT A vérifie le schéma d’axiomes
de remplacement. Autrement dit, nous montrons que, pour toute formule
Gly,z,z| de ZFC
- VZ VudaVy. (yeurIn.G=>3z.(¢€2AQ)) = T
ot z est non libre dans G.

On fixe tout d’abord une formule G[y,z,Z| de ZFC et on montrera le
théoreme pour cette formule.

Comme pour les autres axiomes de ZFC™¢, la démonstration passe par
I’exhibition d’un terme qui “vérifie” (la traduction de) la formule contenue
dans l'axiome. Ce terme est la ¢-structure Remplacementc-;,y,w(u), qu’on
abrégera par RS. On va donc montrer que :

- ¢Z, pu — Vy.(yEuAr.G=>3z.(zERCAQR))
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Rappelons-que RS =g; Az.(e2.Gluz/y]) pour z ¢ 7.
Le théoréeme de remplacement sera une conséquence du lemme suivant :

Lemme 217 + ¢Z, u, dy, y&u, Iz.G — Iz.(ERCAQG)

Preuve.
L. hyp pr=¢u=¢y="T
2. hyp yeu =T
3. hyp J2.G=T
Soit : 20 =def €2.Uz~Y
4. NonVide.1(2) dzog =uzp~y =T
Soient : L0 =def e1.G; 11 =def ax.G[uzo/y]
5. Méta(Cor183)(1,4) xo = e2.G = ex.Guz/y] = 11
6. Choiz(3) dxo = Glzo/z] =T
7. Trivial(5,6) ¢z = Glz1/z] =T
8. T'rivial (RS 2) = =
9. NonVides(1,4) (RE %)ERS =T
10. Trivial(8,9) T1€ERS =T
11. Méta(LoiLg2)(7,10) #1ERCAG[z1/z] =T
12. Ezhib(7,11) 3z.(zERCAG)
]

Théoréme 218 + VzVuIzVy.(yEuAde.G=3r.(zE2AG)) =T

Preuve.

1. hyp PT=¢u="T

2. hyp+ oy =T

3. MP(1; Lem217) by, y€u, 32.G — E!:c(xERf/\G)

4. Implicnonnsm(3) (yéuhIz.G=3z.(ERCAQG))

5. Déduct-(2,4) + Géné  Vy.(yéuAdz.G=>3x.(zERGAG))

6. MP(1; Remplacement) ¢RS =T

7. Exhib(6,5) J2Vy. (yEuhIz.G=>3z.(2E2AG))
[

2.5.10 L’axiome du choix

Dans cette section, nous montrons que MT A vérifie 'axiome du choix.
Autrement dit, nous montrons que :
FVu  (Vz.(z€u=Tv.wér) AVaVyVu. (zEulyéuivEzAvEy=>aiy) )
=3z.(
V. (z€u=Tv.(vEzAvéz)) A
VeVuVw'.(zéuAwériw' ExAwé zAw Ez=>w ') ) )
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La démonstration de ce théoréme, bien que relativement simple en elle-
méme, va nous imposer la manipulation de termes longs et complexes. Pour
réduire ces manipulations nous allons élargir la convention hyp par I'utilisa-
tion d’hypotheses globales, du niveau de la section. En effet, jusqu’a présent,
nous n’avions utilisé des hypotheses de déduction locales, & l'intérieur de
démonstrations. Ces hypothéses étaient réintégrées dans 1’énoncé final du
théoreme par I'utilisation de Déduct ou Déduct-. Ici, nous posons une suite
de 3 hypotheses H de la forme A = T en début de section. S’en suivra un
ensemble de résultats qui seront des théorémes de MTA(A; A). A chacun
de ces théorémes B = C correspond donc un théoréme de MT A de la forme
A — B = C, mais qui ne sera pas énoncé. Les hypothéses externes A ne
seront réintégrées que dans ’énoncé du théoréme final.

Les 3 hypotheses dont nous allons nous servir sont les suivantes :

Hl:¢pu=T
H2 :Vz.(zéu=>Fv.(véx)) =T
H3 : VaVyWo.(zéuhyEuivéEsAvéy=>zy) = T
Nous allons maintenant exhiber un terme qui “vérifie” (la traduction
de) la formule contenue dans ’axiome du choix. Ce terme est, bien sir, la
¢-structure Choiz(u) =ger Az.cv.v € (uz), qui sera abrégée par Cy, et nous
allons donc montrer que :
bV (zéu=Tv.(vEzAvECD,)) A
VaVuvw' . (zEuAwésAw' EzAwéCyAw' ECy=>w )
Par la LoiLg2, il suffit pour cela de montrer séparemment :
(1) FVz.(zéus3.(vEzAvEC,))
(2) F Vavuvw' (zéurwézin' ExAwéCyAw' EC,=Sww')
On commence par un lemme exprimant une conséquence facile de 1'hy-
pothése H2 :

Lemme 219 Soit vg =g ev.(v€uz) on a :
Fa ¢z, (uz)Eu — dvg = vo€(uz) =T.

Preuve.
1. hyp pz="T
2. hyp uz€u="T
3. MP(H1,1; MT-App) ¢uz=T
4. Inst, (3, H2) uzéu=>.(véuz) =T
5. M P~ (2,4) . (vEuz) =T
Soit : V0 =gef €v.(VEUZ)
6. Choiz(5) dvg = vo€uzg =T
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Le (1) est 'objet du lemme suivant :

Lemme 220 +5 Va.(z€u=T.(vEzAvEC,)) =T

Preuve.
1. hyp pr =T
2. hyp z€u="T
Soit : 20 =def €2.UZ~T
3. NonVide.1(2) ¢pz0 = uzp~x =T
4. Méta(Substit)(H1,1,3,2) uzp€u=T
Soit : V0 =gef €v.(VEUZ)
5. Trivial (Cu 20) = v
6. Méta(Lem219)(3,4) dvg = vo€uzg =T
7. Méta(Substit)(1,3,6) vo€x =T
8. Méta(NonVides)(3) +5  (Cy 20)EC, = vo€C, =T
9. Méta(LoiLg2)(7,8) vo€xAvg€C, =T
10. Exhib(6,9) . (vExAEC,)) =T
11. Déduct(1,2,10) bz, xEU — Jv.(vETAVEC,))
12. Implicnonprsm (11) + Géné  + V:v.(wéuﬁélv.(fuéx/\vécu))
[
Le (2) est 'objet du lemme suivant :
Lemme 221 :
Fo VeV . (zéuiwézAn' ExAwECy A’ ECyZwiw') = T

Preuve. Le lemme suit par ImplicNonmsnm et Géné du théoréme :

F ¢z, pw, puw', x€u, weEx, w' Ex, wEC,, w' ECYy — wAw'

que nous montrons :

1. hyp o =dw=q¢w =T
2. hyp z€u="T
3. hyp wEx =w'€xr =T
4. hyp weEC, = w'éCy =T

Soient : 2o = €2.Cyz w21 =gef €2.Cyz~w’
5. NonVide.1(3) dzg = ¢pz1 = Cyzo~w = Cyzi~w' =T
6. Méta(MT-App)(H1,5) d(uzg) = p(uzy) =T
7. NonVide.1(2) “u =T
8. NonVide.2(7, H1,5) uzo€u = uz1€u =T

Soient : V0 =def €V.(VEUZY) V1 =def EV-(VEUZY)
9. T'rivial Cyuzg =vg Cyuzi =11
10. M éta(Lem219)(5,8) vy = pv1 = vo€uzg = v1€uzy =T
11. Trivial(5,9) vo~ow = v~w' =T

12. Méta(Substit)(1,6,11,10) w€uzy = w'€uzy =T
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(z€uAuzoEurwErAweuzy) =T
(z€uAuziEuAw'ExAw'Euzy) =T
15. Inst, (1,6, H3 (zEuAuzoEurwErAwEuzg=>z~uzy) =T
16. Inst (1,6, H3) (z€uAuz EuAw' ExAw' Euzy=>a~uz)) =T
17. M P~ (13+14,15+16) zluzy = zuz; =T

13. Méta(LoiLg2)(2,8,3,12)
14. Méta(LoiLg2)(2,8,3,12)
)

18. Equiv™(17) uzgouzy =T

19. Méta(Cor183)(6,18) v = ev.(v€uzy) = ev.(v€uz1) = 11
20. Trivial(11,19) vo~w = vo~w' =T

21. Equiv™(20) ww' =T -

Corollaire 222 :
Fg 3z (Vo.(z€u=Tv.(vExAvEz)) A
VaVuwvw' . (zEulAwEzAw' ExAwEzAw' €z=3>w~w') )
Preuve. Suit par Fxhib et LoiLg2 des Lemmes Choiz, 220 et 221. =
Théoréme 223 La traduction de l’axiome du choiz est prouvable dans MTA.

Preuve. Suit par Déduction du corollaire précédent en utilisant Implicyon s i
et Géné. m

2.6 Les métathéorémes de la “théorie des ensem-
bles”.

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer le théoréme fondamental
de ce chapitre. Il sera suivi de 2 de ses corollaires :

Théoréme 224 (ThmZFC) Pour tout théoréme G[y] de ZFC on a :
F ¢y — G

Preuve. Par DétZFC's Vinterprétation 6 (Cf Définition 110) force la
détermination du langage de ZFC. Par les Théoréemes 173, 190, 193, 195,
199, 203, 216, 218 et 223, les axiomes de ZF'C sont tous #-valides. Le résultat
est donc une application du Théoréme 99. m

On élargit maintenant facilement ThmZFC aux ZFC-termes avec ¢-
structures en utilisant Méta :

Corollaire 225 (ThmZFCs) Soit G[y,z] un théoréme de ZFC. Soit t[Z]
une suite de ¢-structures, on a : + ¢y, pz — G[t/7]

Nous utiliserons régulierement ThmZFC et ThmZ FC's dans le chapitre
suivant. Une telle utilisation suppose la démonstration du fait que la formule
G est un théoreme de ZF C. Dans la pratique, G étant toujours un théoréme
clairement évident, cette démonstration sera sous-entendue.
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Le deuxieéme corollaire de ThmZFC nécessite 'introduction de deux
notions, la premiére étant classique en théorie des ensembles, la deuxiéme
étant propre & MTFA

Définition 226 Soit G[z; z| une formule de ZFC. On dira que G est fonc-
tionnelle en T si :

Fzre GIT; 2l ANG[T; 2 = 2 =2

qu’elle est totale si de plus :

Fzrc VZ32 G[T; 2]

qu’elle est injective si de plus :

Fzre GZ; 2] NG[T'; 2] > T =T

Par abus de langage on parlera de “la fonctionnelle G” pour abréger “la
relation fonctionnelle G”.

Définition 227 Soit G[T; z] une fonctionnelle totale en T. On dira que le
terme t[y] calcule G (dans MTFA) si :

1) & ¢y, 4T — ¢(t T)
2) - ¢y, 47 — G[(t7)/7]

Remarque 228 Toute fonctionnelle totale G[T; z] est calculable par le terme
T =gdef M\.e2.G. En effet, si G est totale, on a par ThmZFC que

F ¢ — 32 G, et donc par Choiz

)¢ ¢z — pez.G

2) + ¢z — Glez.G /7]

Cependant, les termes de la forme NE.e2.G sont en général complexes et peu
intéressants, en particulier pour le calcul. La plupart du temps MTF A nous
permet d’en produire de plus simples. L’un des exemples le plus simple est ce-
lui du ¢-constructeur P, dont nous montrerons en Section 3.2.2 qu’il calcule
Pr(z,y; 2], la relation fonctionnelle en z,y qui exprime que z = {z,y}.

La proposition suivante serait vraie pour MTF (avec = & la place de ~).
Nous n’en donnons ici que la démonstration dans MTA

Proposition 229 Si G[T; 2] est fonctionnelle totale en T et si t[y] calcule
G dans MTA alors :

1) & ¢z, ¢z, 92" — G[E, ZAG[T; 2> 2~7
2) b ¢y, 9T, pz — G[T; 2]S2~(t T)

3) b ¢y, 9, 47", T2T — (¢ T)~(t T)

Et si G est injective :

4) F ¢z, 9T, TAT — (tT)~(t T')
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Preuve. Le point 1 est une conséquence immédiate de ThmZFC.
Supposons que (*) ¢ calcule G :

Point 2

L. hyp Py=¢T =z =T

2. MP(1; (*)) p(tz) =T

3. MP(1; (%)) Glz; (t7) =T

4. hyp+ GT; 2] =T

5. Méta(LoiLg2)(2,3)  GI[z; 2]AG[T; (tT)] =T
6. M P~ (5; Point 1) z2~(tT) =T

7. Déduct-(4, 6) G[T; 2] — z~(t T)

8. hyp+ 2~(tz)=T

9. MP(1,8; Substit) +3 G[z; 2] = G[z; (tx)] =T
10. Déduct-(8,9) 2~5(t T) — GI[T; 2]

11. BquivNonrrsm(7,9)  G[T; 2|25t T) =T
On montre en méme temps les points 3 et 4. On supposera simplement &
partir de la ligne 15 que G est injective, et donc par ThmZFC que :

(**) F ¢7, ¢, 6T — (G[T; 2]AG[T'; 2]>T~T)

L. hyp Py=¢T=¢7' =T
2. MP(1; (%)) P(tz) = ¢(t7") =T
3. MP(1; (%)) Glz; (tz)] = Glz'; (7)) =T
4. hyp+ T =T
5. Méta(2,1,4; Substit) G[Z'; (tT')] = G[z; (tT')]
6. Trivial(3,5) Glz; (t7)) = Glw; (%) =T
7. Méta(LoiLg2)(6) Glw; (tD)AC[E; (7)) =
8. Méta(1,2; Point 1) ((G[z; (tT)AG[ET; (tT))=>(T)~(tT)) =T
9. MP-~(7,8) tz)~(tT)=T
10. Déduct-(4,9) TAT — (tT)~(tT)
11. hyp+ (tz)~(tz)=T
12. Méta(2; Substit)  G[z'; (tT')] = G[T'; (tT)]
13. Trivial(3,12) Glz; tT)] = G[@; tT)) =T
14. Méta(LoiLg2)(13)  (G[z; (tT)AG[F'; (tT)]) =T
15. Méta( (**))(2) (G[z; (tT)|AG[E; (tT)|S>T~T)
16. M P~ (14,15) T =T
17. Déduct-(4,9) tz)~(tT) — T~T

|

Nous faisons pour la proposition précedente la méme remarque que pour
ThmZFCs. L'utilisation de cette proposition suppose la démonstration
qu’une formule G|z, z] est fonctionnelle en T et, éventuellement, qu’elle est
injective. Cette démonstration sera généralement omise étant donné que
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la fonctionnalité des formules employées ou leur injectivité sera toujours
évidente.



Chapitre 3

Prouvabilité de AFA dans
MTA

3.1 Présentation de AFA

Rappelons qu’'un graphe est un couple (a,b) d’ensembles tels que b est
une relation binaire sur a (un ensemble de couples d’éléments de a). Nous
utiliserons la définition usuelle du couple en théorie des ensembles, & savoir :

(a, b) —def {{a}a {a7 b}}

Nous rappelons tout d’abord de facon informelle ’axiome AF A, tel qu’il
est donné dans [1] :

“Tout graphe (a,b) admet une unique décoration, autrement dit il existe
une unique fonction d telle que pour tout x € a, on ait : d(x) = {d(x') :
(x,x') € b}”

Dans cet énoncé, le fait que les ensembles a et b soient réunis en un
couple (a,b) est accessoire. De plus, 'existence d’une unique décoration
dans le cas o b = () est une conséquence facile de ZF (on prend d =
pour le cas a =0, et d = {(x,0) : x € a} pour le cas a # (}). L’axiome AFA
est donc équivalent modulo ZF' 4 I’énoncé suivant :

“Pour tous ensembles a et b non-vides, si b est une relation binaire sur a
alors il existe une unique fonction d de domaine a telle que pour tout x € a,
on ait :

d(x) = {dx) : (x,x') € b}”

C’est sous la forme de cet énoncé, plus simple & montrer dans MT A, que
nous traiterons AF A. Nous en entreprenons maintenant 1’écriture formelle.
Pour cela nous commencons par introduire 4 abréviations pour les formules

97
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ZFC qui explicitent les relations :

z={x},z={x,y}, z =(x,y) et (x,y) €2,
ou x, y,z sont des ensembles (la cinquiéme abrégeant simplement une conjonc-
tion de ces formules) :

Notation 230 Pour z,z,y des variables :
1. Sgl[z; 2] =gef Yo(v € 2 & v = 1)
Pr(z,y; 2] =gef Yo(vEz & (V=2 Vv =1))
Cpllz,y; 2] =gef Yw(w € z & (Sgl[z; 2] V Prz,y; z]))
CplIn[z; z,y] =def Fv (v € 2z A Cpl[z,y; v])

AN NI

CplsInlz; z,y& 2'; ',y =qey CplIn[z; z,y] A CplIn[z'; ', y]
Les 8 abréviations suivantes concernent les formules exprimant respecti-
vement que, pour d, a, b des ensembles :

1. d est une relation binaire

2. d est fonctionnelle

3. d est une fonction

4. a est le domaine de d (vu comme une relation binaire)

5. d est une fonction de domaine a

6. Pour tout x du domaine de d on a d(x) = {d(x') : (x,x') € b}

7. d est une décoration du “graphe” a,b

. (a,b) est un graphe, autrement dit b est une relation binaire sur a

Notation 231 Pour a, b et d des variables on définit :
1. Relld] =gef V2 (2 € d = 23y Cpl[z,y; 2])
Fnl[d] =gep VeVyVy' (CplsInld; z,y & d; 2,y = y =)
Fonct[d) =4e5 Rel[d] A F'ni[d]
Doml[d,a] =gef Vz.(z € a & Jy CplIn[d; z,y])
FnDmld, a] =4c5 Fonctd] N Doml[d, a]
Dclb, d] =gef Y2Vy (CplIn(d; z,y] = Vy'(y' € y & 2’ CplsIn[b; z,z' & d; «',y']))

oo

S S o e

7. Décola, b,d] =4e5 FnDmla,d] A Dc[b,d]
8. Graphla,b] =gef Vz (2 € b= 3z’ (x € a Nz’ € a A Cpl[z,2'; 2]))

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer formellement ’axiome
AFA
(ZFC-AFA) VYaV¥b(3z(z € a) A Jz(x € b) A Graphla, b]
= 3d (Décola, b, d] ANVd'(Décola,b,d'] = d = d')))
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Cet axiome est clairement équivalent & la conjonction des deux axiomes
suivants, appelés respectivement AF Al et AF A2 par P.Aczel. Le premier
exprime l'aspect existentiel de AF A, “il existe une décoration”, le deuxiéme
exprime 'unicité de cette décoration

(ZFC-AFAl) VaVb(3z (z € a) ATz (z € b) A Graph[a,b] = Id.Déco|a, b, d))

(ZFC-AFA2) Vd¥d'Va¥b(3z(z € a) A Jz(z € b) A Graph|a,b]
ADécola,b,d] A\ Décola,b,d'] = d =d')

Nous allons aborder maintenant les démonstrations dans MT A des tra-
ductions de ZFC-AF Al et ZFC-AF A2, traductions que nous noterons res-
pectivement AF Al et AFA2 : :

F VaVh.(3z.(z€a) Adx.(2ED)AGraph[a, b|=>3d.Décold, a, b]
 VdVd'VaVb.(3z(x€a) Az (2ED)AGraph(a, b]

ADééold, a, b]/\Déc'o[d’, a, b|=>d~d"))
Pour ces deux démonstrations, nous procéderons comme suit :

1. Nous montrerons qu’il existe des représentations syntaxiques cano-
niques des couples et des fonctions dans MT.

2. Nous introduirons un ¢-constructeur Fval qui est une sorte d’opérateur
d’évaluation : appliqué a une “fonction” d et un “élément” x de son
domaine, il donne “I’'image”, notée d(z), de z par d.

3. Nous montrerons des propriétés des MT'-décorations, c’est & dire des
termes d vérifiant :

F ¢a, $b, Graphla,d] — Décola, b, d).

4. Sous l'axiome supplémentaire M'T A-Déco, nous montrerons ’existence
d’une MT-décoration Décoration(a,b), ou Décoration(, ) est un ¢-
constructeur d’arité 2 que nous définirons. Nous en déduirons AF Al.

5. Nous introduirons une régle dite de Coinduction d’ou découlera AF A2,

3.2 Représentation syntaxique des couples dans
MT

Nous introduirons tout d’abord un ¢-constructeur (, ), puis nous montre-
rons (Corollaire 239.3 p.103) que les termes de la forme (¢, s), ou s,t € A(C),
sont les représentants canoniques des couples dans la syntaxe de MT, au-
trement dit :
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F ¢z, by, 2z, y) +— Cpllz,y; 2]
ou Cpl[z; z,y] est la traduction de la formule Cpl[z,y; z] dans MTA. On
montrera aussi que (, ) est faiblement compatible avec ~ i.e que :

F gz, ¢’y by, dy', zox’ Ay~y' «— (z,y)~ (2!, y)

3.2.1 Le ¢-constructeur (, )

Conformément & la définition usuelle du couple (x, y) comme paire {{x}, {x,y}},
I’écriture du constructeur (, ) utilise les constructeurs P =405 AzAy w.(if w z y)
et S =gey Aw.z définis en Section 2.3.1 :

Définition 232 :

1. (, ) =des AzAy.(P Sz Pry)

2. (t,s) =def (, )ts pour tous termes t,s et w ¢ VL(t,s)

Nous montrons en préambule que (, ) est un ¢-constructeur d’arité 2 :
Lemme 233 (Couple) - ¢z, py — ¢(x,y)

Preuve. Découle facilement de Singleton (Lemme 141) et de I'axiome
(MT-P). m
Le corollaire trivial qui suit nous sera utile dans la prochaine section :

Corollaire 234 Pour tous termes s[g,t[y], si (sz) et (tz) sont des ¢-structures
alors : F ¢y, ¢z — P(sx,tx)

Avant de montrer d’autres propriétés du constructeur (, ) découlant es-
sentiellement des propriétés correspondantes de S et P, on introduit une
terminologie :

Définition 235 On appellera dorénavant et respectivement MT-Singletons,
MT-Paires et MT-Couples Standards les termes de la forme St, Pts et
(t,s), ou t et s sont des termes de MTA.

3.2.2 Propriétés des MT-couples standards

Cette section sera dédiée & la démonstration des points suivants qui
expriment que les ¢-constructeurs S, P et (, ) calculent les fonctionnelles
Sgl, Pr et Cpl. Autrement dit les M T-singletons, M T-paires et M T-couples
standards sont bien les interprétations canoniques des singletons, paires et
couples dans MTA

(1) F ¢z, ¢z, (2°Sz «— Sql[z; 2])
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(2) - ¢z, bz, dy, (2~ Py «— Priz,y; 2])
(3) - ¢z, ¢, py, (2~ (z,y) «— Cpl[z,y; z))
(4) - ¢z, ¢z, dy, (CplIn|z; ,y] +— (z,y)€2)

Le point (4) sera traité a part. Pour les points (1),(2) et (3), et comme les
formules Sgl[z; 2], Pr(z,y; z] et Cpl[z,y; z] sont clairement fonctionnelles, il
nous reste & montrer que S, P et (, ) calculent ces formules (Cf Proposition
229). Ce sera l'objet des trois prochains lemmes.

~ Rappelons que Sz et Pzy sont des abstractions, on a donc vEST =pT
Fu.(Szu)~v et vEPzry =pr Ju.(Pryu)~v (Remarque 162). Nous utilise-
rons librement ces égalités par la suite.

Lemme 236 + ¢z — Sgl[z; Sz]

Preuve. Rappelons que Sgl[z; Si] =def Vo.(vEST<v4z). On montre
que :
F ¢z, pv, vEST +— v~z. Le résultat en découlant immédiatement par
Equivnonm—m et Géné

_>)
1. hyp ¢pr=¢v="T
2. hyp v € Mw.z = Ju.Aw.z u)~v =T
Soit : U0 =def €u-((Aw.z u)~v)
3. Choiz(2) dug = (Aw.z ug)~v) =T
4. Triv.(3) + MTA-Sym™ z~v=vz =T
)
1. hyp pz=¢y=¢v="T
2. hyp v =T
3. Triv.(2) + MTA-Sym™~ (v~(Aw.z T)) = (Aw.z T)~v) =T
4. Exhib(MT-T,1,3) Ju.((Aw.z u)~v) =vélwas =T
]

On donne maintenant 1’équivalent du lemme précedent pour les MT-
paires standards :

Lemme 237 + ¢z, ¢y — PT[w,y; Pxy]

Preuve. Rappelons que Pr[z,y; Pzy] =def Vo.(vEPzys (vizVosy)).
On montre que - ¢z, dy, dpv, vEPxy +— (v~z Vvy), le résultat en découlant
immédiatement par Equivnonmsn €t Géné

—>) On raisonne par TN D.
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1. hyp pr=¢y=gv=T

2. hyp v€Pry = Ju.(Pzyu)~v) =T
Soit : Uy =def eu.((Pryu)~v)

3. Choiz(2) dug = ((Pzy ug)~v) =T

4. hyp+ ug =T

5. Triv.(3) + 3 ((Pzy ug)~v) = (Pry T)~v) =xz~v =T

6. MT A-Sym™(5) vor =T

7. Méta(LoiLg3)(6) (voz Voly) =Y viy) =T

8. MP(1; DétZFCs) + Trivial(7) (v~zVv~y)=T

9. Déduct-(4, 8) uy — (vz V uy)

10. hyp+ “uy =T

11. InsTauto “up — ((Pzy uo) = y)

12. M P(10; 11) (Pzy up) =y

13. Triv.(12) + 3+ MTA-Sym™~  ((Pzry ug)~v) =y~v =v~y =T
14. Triv.(13) + MP(1; DétZFC,) (v~zVo~y) =!(v~z) =T

15. Déduct-(10, 14) Suy — (v V usy)

16. TN D(3,9,15) (vxVosy) =T

<—) La démonstration utilise le ThmZF C's sur le théoréme :

(v=zVv=y)Az€EuANy€Eu)=>veEu
1. hyp pr=¢y=¢v="T
2. hyp (vzVosy) =T
3. MP(1; Lem191,192) zéPzy=yEPzy=T
4. Méta(LoiLg2)(2,3) ((vzVv~y)AzéEPzyAyEPzy) =T
5. MP(1; ThmZFCs) (((v~zVv~y)AzéPzyAyéEPxy)=>vEPry) =T
6. M P~ (4; 5) vEPzy =T
[

L’équivalent des deux lemmes précédents pour (, ) va découler facilement
du fait que (z,y) =gy (P Sz Pry) :

Lemme 238 + ¢z, ¢y — Cpl[z,y; (z,y)]

Preuve. La démonstration utilise le ThmZFCs sur le théoréme de
ZFC :

Sgllz; v'| A Priz,y; u"] A Priu’,u"; u] = Cpl[z,y; u]

1. hyp ¢z =¢y="T

2. M P(1; Singleton, Paire) ¢Sz = ¢Pry="T

3. Méta(Lem?237)(2) Pr[Sac, Pzy; (z,y)] =T

4. MP(1; Lem236,237) Sgl[av; Sz] = Pr[a:,y; Pxy|=T

5. Méta(LoiLg2)(5,6) (Sgl[z; Sz)APr[z,y; Pxy|APr[Sz, Pzy; (z,9)]) =T
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6. MP(1; ThmZFCs) (Sgl[z; Sz)APr(z,y; Pa:y]/\Pr[S:c,Pa:y; (z,y)])
=Cpllz,y; (z,y)] =T

7. MP= (6; 8) Cpllz,y; (z,y)] =T
||

En corollaire nous obtenons les points (1),(2) et (3) :

Corollaire 239 :

1) & ¢z, dpz, (z~8z «— Sgllz; 2])

2) & gz, $y, ¢z, (2~Pay < Prlz,y; z])
3) & ¢z, ¢y, bz, (z~(z,y) <— Cpllz,y; 2])

Le point (4) est maintenant ’objet du lemme suivant :
Lemme 240 + ¢w, ¢z, ¢y, CplInfw; z,y] +— (z,y)Ew

Preuve. Rappelons que CplIn[w; Z, Y] =def élz.(zéw/\C’pl[.m,y; z])
_>)

1. Hyp ¢pd=¢r = ¢y =T
2. Hyp Jz.(zEwACpl[z,y; 2]) =T

Soit : 20 =def ez.(zEwACpl[z, y; 2])
3. Choiz ¢zo = (zoéw/\C‘pl[a:,y; %)) =T
4. LoiLg1(3) 2w = Cpl[z,y; z]) =T

5. Méta(Cor239.3)(14+3,4) z~(z,y) =T
6. Méta(Substit)(143+5,4) (z,y)ew =T

)

1. Hyp ¢pd =z =¢y =T

2. Hyp (z,y)éw =T

3. MP(1; Couple) oz, y) =T

4. Méta(Equi~®)(3) (z,y)~(z,y) =T

5. Méta(Cor239.3)(1,3) Cpllz,y; (z,y)] =T

6. LoiLg2(2,5) ((z,y)EwACPl[z, y; (z,9)]) =T
7. Exhib(1,3,6) J2.(zEwACpl[z,y; 2]) =T
| ]

3.2.3 Compatibilité de ~ avec le constructeur (, ).

Comme S et (, ) calculent les fonctionnelles totales Sgl et Cpl, on a
immédiatement par la Proposition 229.3 que S et (, ) sont compatibles
avec ~. Comme il est également évident que ces fonctionnelles sont aussi
injectives, la réciproque est vraie, par la Proposition 229.4. Ce qu’exprime
le corollaire suivant :
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Corollaire 241 (Compatcy;)
1) & ¢z, ¢z, (<2’ «— Sz<Sz')
2) & bz, ¢z, ¢y, ¢y, (zal,yy’ «— (z,y)~(z,y))

Le corollaire suivant exprime que, pour des termes s[y] et t[y], si sz et tz
sont des ¢-structures compatibles avec ~ relativement & z alors c’est aussi
le cas pour la ¢-structure (sz,tz)

Corollaire 242 Soient s[y|, t[y] des termes.
Si (sz) et (tx) sont des ¢-structures et que :
F ¢y, ¢z, ¢z, xx’ — (sz)~(sz')

F ¢y, dz, ¢z, xa’ — (tx)~(tz')
Alors :

F ¢y, ¢z, ¢z, wox’ — (sz,tx)~(sz!, tz')

Preuve. Découle facilement de Méta appliqué au corollaire précédent
en utilisant les propriétés de ¢. m

3.3 Représentation syntaxique des relations binaires
et des fonctions dans MT

A la représentation canonique des couples que nous venons de donner
correspond une représentation canonique des relations binaires et des fonc-
tions dans MT, que nous introduisons :

Définition 243 Soit a une ¢-structure. On appellera

1) MT-relation (binaire) standard sur a tout terme de la forme
Tast =def A2-(s(az),t(az)), ot s,t sont des termes tels que :
(i) (sz) et (tz) sont des ¢-structures

2) MT-fonction standard de domaine a toute MT-relation standard de do-
maine a telle que :

(ii) s = Az.x et t est compatible avec ~ relativement a x
Ce terme sera alors noté fg ;.

Remarque 244 V L(r, ) = VL(a,s,t), pour toute MT-relation standard
Ta,st SUT Q.

On donne maintenant des propriétés élémentaires des M T-relations stan-
dards qui découlent essentiellement de leur définitions. Le premier lemme
exprime que si a est un “ensemble” alors la restriction de 7,5 & @ est un
“ensemble”
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Lemme 245 Pour toutes MT-relation standard rq s et § D VL(s,t)
F ¢a, gy —> Prast

Preuve. Nous montrons que 7, s est simple.

a,Y,T X

a(vF) (E(vX))

(s a(vF)) (ta(vF)) C[X/z] (Déf 243(i))

((s a(vF)), (t a(vF))) C[X/z] (Couple)

Az.((s a(PvzF)), (t (a(PvzF)))) Az.X[Pvz/v]
.)\z.(s(az), t(az)) zMT

Lemme 246 Pour toute MT-relation standard rq s ety O VL(s,t), ona :
1) F %’I‘a,st =T

2) b 2€rg st = élv.(ra,st v)~z

3) &= da, ¢y, pz — (s(az),t(az))€rq,st

Preuve. Le 1 découle directement des définitions de 7, et —. Le 2
découle de celle de €. On montre le point 3 :

1. hyp pa=¢y="T
2. hyp oz =T
3. MP(1; 245) drost =T

4. NonVide.2(Pointl, 3,2) (rqst2)€rgst =T

5. Déf(rqst) + Trivial(4)  (s(az),t(az))€rgs =T
[
Lemme 247 Pour toute MT-relation standard rq 4 ety D VL(s,t), ona :
F ¢a, ¢y, pz,x€a — (ST,1T)ETq 5t

Preuve.
1. hyp pa=d¢y=¢r =T
2. hyp z€a =T
3. MP(1; 245) $rose =T
4. MP(1,Cor234) d(sz,tz) =T
Soit : 20 =def €2-(az)~x
5. NonVide.1(2) ¢z0 = (azg) ~z =T
6. Méta(MT-App)(1,3) ¢lazp) =T
7. Méta(Cor242)(1,4,3) (s(azo),t(az0))~(z,tx) =T
8. Méta(Lem?246.3)(1,4,3) (s(azo),t(az))E¢rase =T
9. Méta(Substit)(3,4,7,8) + Triv. (sz,tzx)€¢dre s =T
u

Corollaire 248 Pour toute MT-fonction standard f,; ety O VL(t),on a :
F QZS(],, ¢ya ¢:I"7 xéa — <$7 tx>éfa,t
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Le résultat suivant est la réciproque du lemme précédent. Il exprime
que tout “couple” appartenant & une M7T-relation standard rq s est de la
forme ((szg), (tzo) ), pour un zy tel que ¢zy = T, et que si de plus a est
“non-vide”, on a aussi zg€a =T :

Lemme 249 Soient rq 4 une MT-relation standard ety O VL(s,t).
Soient vy =gef €V-(Ta,5t)v~(T,2) et xg = (avp), on a :

1) F ¢a’a ¢ya ¢'T7 ¢Z, <$a Z)E.Ta,st — ¢$0

2) F ¢a'a ¢ya ¢$a ¢Z, <"E7 Z>€:ra,st — (3 -’L'O)':V:L'

F ¢CL, ¢ga QZS.T, QSZ, <IC, Z>€Ta,st — (3 .Z‘())’;'Z
3) F ¢CI,, ;'aa ¢ya ¢$a ¢Z, <'T7 Z>éra,st — .’L'()éa,

Preuve. Pour simplifier, on montre les trois points en méme temps.
Remarquons cependant que ’hypothése -a = T' n’est utilisée que pour le 3

en ligne 10 :
1. hyp pa="a=q¢y=¢r=¢z=T
2. hyp (z,2)€rqse =T
3. M P(1; 245) H(rost) =T
4. hyp (z,2)€rqs =T
Soient : V0 =def €V-(Ta,5t)V~(z,2) et zog = (avy)
5. NonVide.l + Trivial(4) ¢vg = (s(avg), t(avy) )~(z,z) =T
6. Méta(MT-App)(1,5) ¢pro =T
7. Méta(Def243(i))(1, 6) d(szo) = d(txo) =T
8. Méta(Compatcep)(7,1,5) (szo)~zA(tzo)~z =T
9. Méta(LoiLg1)(8) (smo)~x = (txg)~z=T
10. NonVide.2(1,5) zo€a =T
]

On montre maintenant que les MT-fonctions standards sur a sont bien
les représentations syntaxiques des fonctions de domaine a dans MT (pour
a “non-vide”), autrement dit :

Théoréme 250 Pour toute MT-fonction standard fq ety O VL(t)
F ¢a, ~a, ¢y — Fan[a, farl =T

Preuve. On doit montrer que - ¢a, ¢7 — Rel[fo1]AFnl[fo]ADoma, fa4]
(Cf Notation 231). Par la LoiLg2, il suffit de vérifier séparemment - ¢a, ¢y —
Rel[fa,t], F ¢a, gy — F.’nl[[fa,t] et - ¢a, ¢ — Dom]a, fa,)- Ce sera I'objet
des trois lemmes qui suivent. m

Lemme 251 Pour toute MT-relation standard rqs on a :
 ¢a, ¢y — Rellrq,st
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Preuve.
L. hyp pa=¢y=T
2. hyp+ pv="T
3. hyp+ v€rg =T
Soit : 20 =der €2.(Ta,st 2)~v
4. NonVide.1(3) + Trivial  ¢zo = (rest20)~v =T
5. Trivial(4) (s(azp),t(azp))~v =T
6. Méta(MT-App)(1,4) ¢lazg) =T
7. Méta(Def243(i))(1, 6) #s(azy) = Pt(azg) =T
8. Méta(Lem238)(7) Cpl[s(az), t(az); (s(azo) tlaz))] =T
9. Méta(Substit)(2,7,5,8)  Cplls(azy),t(az); v] =
10. Exhib(6 + 7,9) x 2 323y.Cpl[z, y; v v =T
11. Déduct-(2 + 3,7) pv, VETg st — El:cEly Cpl[x y; v]
12. Implicnonmism + Géné  Vo. (vEr,, St:>E|wE|y Cpl[:v y; v)) =T
13. Déf(Rel[rq st]) Relfras) =T
[ |

Lemme 252 Pour toute MT-fonction standard fo1 on a :
F ¢a, ¢y — Fnl[fay]

Preuve. Notons en ligne 12 I'utilisation de la condition (ii) de la Définition

243.
L. hyp $a = ¢§ =T
2. MP(1,245) $for =
3. hyp+ pr = ¢y = ¢y’ =
4. hyp+ CplIn[fos; z,y] = CplIn[fa 2,y =T
5. Méta(Lem?240)(2,3) (z,y)€far = (2, Y )Efar =
Soient : V0 =def €V-(fa,t vV)~(T,y) et To =ges (avo)
Soient : V1 =dey €V-(fa,t V)~ <$ y') et z1 =qger (av1)
6. MP(1,3,5; Lem249.1) dxo = Ppx1 =
7. MP(1,3,5; Lem?249.2) To~x = wlf'vx =T
8. MP(1,3,5; Lem249.2) (tzo)~y = (tzy)~y' =T
9. Trans™(7) xo~ry =T
10. Méta(Déf243.(i1))(1,6,9) (tmo)~(tz) =T
11. Trans™ 4+ Sym™ (8, 10) y~y' =T
12. Déduct-(3 + 4,11) bz, dy, ¢y’ CplIn[fa 5 T,9), CplIn[fat, z,y'] — y~y
13. Implicnon i +Géné(12) VwaVy (CplsIn[fa t T, Y& for; 7,y 1>y~y) =T
14. Déf (Frifa,q) Fnllfug] =
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Lemme 253 Pour toute MT-fonction standard for on a :
F ¢aa _.'a’a ¢y — DO’I’I’L[G,, fa,t]

Preuve. On montre - ¢a, ¢y, pz, x€a +— ély.C‘plIn[fa,t; z,yl, le résultat
en découlant par Equivnonnrsny et Géné (Cf Notation 231.4). On montre
les deux sens de +— en méme temps :

1. hyp ¢a=o¢dy=¢r =T
2. hyp —a =T
3. MP(1,245) ¢(far) =T
4. Déf243.(1)(1) (tz) =T
5. hyp+ z€a =T
6. MP(1,5; Cor248) (z,tx)€fap =T
7. Méta(Lem240)(3,1,4,6) CplIn[fos o tx] =T
8. Exhib(4,7) Jy.CplIn[fos; z,y] =T
9. Déduct-(5,8) r€a — ély.C"plIn[fa,t; z, Y]
10. hyp+ élZl-('jp”n[fa_,t; z,y| =T
Soit : Yo :def'sy.CplIn[fa,t; z,y]
11. Choiz(10) dyo = Cplin[far; T, yo] =T
12. Méta(Lem240)(3,1,11) (z,y0)Efar =T
Soient : V0 =def €V-(fat v)~(T,y0) et To =qges (avo)

13. Méta(Lem249.1)(1,11,12) ¢rg =T

14. Méta(Lem249.2)(1,11,12) o~z =T

15. Méta(Lem249.3)(1,11,12,2) zo€a =T

16. Méta(Substit)(1,14,15) z€a =T

17. Déduct-(10,16) Jy.CplIn[fas; =,y] — zéa

Avant de clore cette section nous donnons une propriété des “graphes” :
Lemme 254 F ¢a, ¢b, ¢z, py, Graphla, b], CplIn[b; z,z'] — zéa; ya

Preuve. La formule Graphla,b] A CplIn[b; z,y] = (z € a Ay € a) étant
clairement un théoreme de ZFC, on a, par ThmZFC's :
- ga, ¢b, , bz, by — ((Graphla, IACPUIn[Y; @, y))=(c€ahyéa))

Le résultat découle alors facilement en utilisant la LoiLgl et Implicars Nonns-
]

3.4 Le ¢-constructeur Eval

Rappelons que le constructeur Eval est une sorte d’opérateur d’évaluation,
appliqué & une “fonction” d et & un “élément” x de son domaine, il rend



3.4 Le ¢-constructeur Eval 109

I'image d(z) de z par d. C’est essentiellement cette propriété que nous allons
montrer ici.

Définition 255 Eval —go; AdAv.d(z)
ot, pour d,x des variables, d(x) =4e5 €y-CplIn[d; z,vy]

On montre tout d’abord que Ewval est un ¢-constructeur d’arité 2 :

Lemme 256 (Eval)tb ¢d, px — ¢ d(z), et donc Eval est un ¢-constructeur
d’arité 2.
Preuve. Le résultat découle du Théoreme de Construction du fait que

le terme ey.CplIn[d; z,y] est un terme simple. Ce que nous montrons :

z,y,d X

CplIn[d; z,y]  C[Z/z] (Lem135)

ey.C’plIn[d; z,y] ey.X[T/v]
[ |

Le lemme qui suit exprime le fait que Eval évalue la valeur de d sur tout
“élément” de son “domaine” :

Lemme 257 + ¢d, ¢a, pz, FnDmla,d), zéa — CplIn[d; z,d(z)]

Preuve.
1. hyp od=da=¢x =T
2. hyp Fonct[d|ADom[a,d] =T
3. hyp z€a =T
4. Méta(LoiLgl)(2)+Déf(Dom|]) Vz.(w€assTy.CplInld; z,y)])
5. Inst,(1;4) r€as3y.CplIn[d; z,y) =T
6. MP~(3; 5) ély.C‘plIn[d; z,y| =T
7. Choiz(6) + Trivial CplIn[d; z,d{z)] =T
[

Comme d est une “fonction”, d(z) est unique en tant “qu’image” de “x
par d”, ce qu’exprime le lemme qui suit :

Lemme 258 + ¢d, ¢a,¢x,¢y,Fan[a,d],a:éa, CplIn[d; z,y] — y~d{z)

Preuve.
1. hyp c;?d:qﬁa_: ¢z :.¢y:T
2. hyp Rel[d|AFnl[d|ADom|a,d] =T
3. hyp z€a =T
4. hyp CplInld; z,y] =T
5. Méta(LoiLgl)(2)+Déf (Fnl]]) VaVyVy (CplsIn[d; =,y & d,z,y|=>y~y') =T
6. MP(1,2,3; Lem257) pd(z) = CplIn[d; z,d{z)] =T
7. Méta(LoiLg2)(4,5) CplsIn[d; z,y & d; z,d(z)] =T
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8. Inst,(1,5) CplsIn[d; z,y & d; z,d{z)]|=y~d(z) =T
9. M P~ (8; 6) y~d(z)) =T
]
On montre maintenant la compatibilité forte de Fval avec ~ relative-
ment & z (dont découle immédiatement la compatibilité faible par le Lemme
187 et REfIT) -

Lemme 259 (Compatyy)
- bd, g, ga, aoa’ —> d{z) = d(a)
- bd, g, g’ o’ —> dla)dla)

Preuve.
1. hyp ¢pr=¢x' =¢pd =T
2. hyp z~x' =T
3. hyp+ py=T
4. hyp+ C’plIn[d; z,y| =T
5. MP(1,2; Substit) CplInld; «',y] =T
6. Déduct-(4,5) CplInld; z,y] — CplIn[d; «',y]
7. Idem(4-6) CplInld; &', y] — CplIn[d; z, ]
8. EquivNonmi(6,7) C’plIn[d; x,y]@C’plIn[d; vyl =T
9. Déduct-(3,8) oy — CplIn[d; x,y]@épl]n[d; z',y]
10. Ackermann(9) 6y.C'plIn[d; z,y] = 6y.C'plIn[d; z',y]
11. Déf(d(z)) + Triv. d{z) = d(z")
[

3.5 Les MT-décorations

Définition 260 On appellera MT-décorations tout terme d vérifiant :
F ¢a, $b, Graph|a,d] — Dééola, b, d).

Comme déja signalé a la fin de la Section 3.1, nous exhiberons bient6t
un exemple de MT-décoration. Ici nous montrerons les propriétés des MT-
décorations utiles pour déduire AF A2 (Cf Section 3.7). Ces propriétés seront
essentiellement des propriétés découlant de la définition d’une décoration.
Rappelons que d est une décoration du graphe (a, b) si, pour tout x € a, on
a :

d(x) = {d(x¥') : (x,x)éb}

La premiére propriété que nous montrons utilise un théoréme de ZFC
exprimant que si d est une décoration du graphe (a, b) alors, pour tout x € a,
d(x) = 0 si et seulement si {x': CplIn[b; x,x'|} = 0. Par ThmZFCs on a
donc :
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(*) F ¢d, pa, b, gz, by —  Graphla, bjADécold, a, b|AzEaACplIn[d; ,y]
= (V2.5 (z€y)&-31".CplInlb; z,1'])

Lemme 261 : ) ) ) .
1) &= ¢d, da, ¢b, bz, Graphla, b], Dééold, a,b], x€a, (d(z) +— ~3z’.CplInb; z,'])
2) b ¢d, a, pb, ¢z, Graph[a,b], Déco[d, a,b], z€a, ( ~d(x) +— Iz’'.CplIn[b; z,z'])

Preuve. Le 2 se montre facilement en utilisant le 1 et la tautologie
&y = SrSy. On montre le 1 :

1. hyp ¢d=da=db=gx=T
2. hyp G?"a;i)h[a, b] = Déco[d, a,b] =
3. hyp z€a =T

4. Méta(LoiLg1)(2) Fan[a,_d] =T
5. MP(1,3,4; Lem257) ¢d(z) = CplIn[d; z,d(z)] =T

6. Méta(LoiLg2)(2,3,5)  Graphla,b|ADécold, a,b|AzéaACplIn[d; z,d(z)] =T
7. M Ps, (Méta(*)(1, 5) 6) Vz.u(z&d(z))e-32'CplIn[b; z,2'| =T
8. EquivarsNonn(7) Vz.5(2Ed(z)) +— ~3z'CplIn[b; =, ']
9. Méta(Cor166.1)(5) Vz.5(z€d(z)) +— d{z)
10. Trans*(10,11) d{z) «— =3z'CplIn[b; z, ']
|

Une conséquence immédiate du lemme précédent est que, pour deux
décorations d et d’ d’un méme graphe (a,b), et x € a, on a d(x) = (§ ssi
d'(x) = (. Ceci est exprimé le corollaire suivant qui découle facilement par
la transitivité <«— :

Corollaire 262 :

1) F ¢d, ¢d', pa, ¢b, ¢z, Graphla, b], Décold, a,b], Décold, a, b], z€a,
d{z) «— d'(z)

2) + ¢d, ¢d', pa, pb, px, Graph[a, b], Décold, a, b], Deco[d ,bl, z€a,
“d(z) «— ~d'(z)

La deuxiéme propriété que nous montrons utilise un théoréme de ZFC
exprimant que, si d est une décoration du graphe (a,b) et que (x,x') € b
alors d(x') € d(x). Par ThmZFC's on a donc :

(**) F ¢d. a, $b, ¢z, ', ¢y, by’ — (Formld, a, b, z,4',y, 4|5y Ey)
ot Form[d,a,b,z, z'] abrege :
Graphla, b]/\Deco[d a, BACPIUIn[b; z, z'|ACplsIn[d; z,y & d; «',y']

Lemme 263 : . )
F ¢d, pa, db, px, dz', Graphla,b], Décold, a, b], CplInlb; z,z'] — d{z')Ed(x)
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Preuve.
1. hyp ¢d=d¢a=¢b= ¢z =¢z' =T
2. hyp Graphla,b) = CplInlb; z,2'] =T
3. hyp Décold,a,b] =T
4. MP(1; Ewal) ¢d{z) = ¢pd(z') =T
5. MP(1,2; Lem254) z€a=1'€a =T
6. Méta(LoiLg1)(3) FnDmla,d] =T
7. MP(1,4,5; Lem257) CplIn[d; z,d(z)] = CplIn[d; z,d(z")] =T
8. Méta(LoiLg2)(2,3,7) Form[d,a,b,z,z',d{z),d(z")] =T
9. Méta( (**))(1,4) (Form[d, a,b,z, ', d(z), d(z')|=d(z')Ed(z)) =T
10. M P~ (8; 9) d{z")ed(z) =

Lorsque ~d(z) = T, les éléments de d(z) sont de la forme d(z)y pour
y € @, c’est ce qu'exprimait NonVide (Lemme 163). Les deux lemmes sui-
vants montrent que ces éléments sont eux-mémes de la forme d(wy), pour
wo€a = T et C’plIn[b; z,wg] = T. Le premier découle facilement de la
définition de Dc[d,a,b] (Notation 231.6) en utilisant Insy, I'mplicyprsNonm
et B quivpsNonm -

Lemme 264 : . ) .
F Dc[d, b], ¢z, ¢y, CplIn[d; z,y], ¢y, v Ey — F'.CplsInlb;z,z' & d, z',y']

Lemme 265 Soit o =ge¢ e’ .CplsIn[b; z,z' & d; ' Yyl, on a :

- ¢d, ¢a, ¢b, pz, ¢y, Graphla,
- ¢d, ga, ¢b, ¢z, ¢y, Graphla,

[a,b], Décold, a, b, z€a, ~d{x) — dwy
sraph|
t ¢d, ¢a, b, pz, dy, Graphla,
[

7 <
8], Décold, a, B, véa, ~d(z)
b], Déco[d, a,b], z€a, ~d(z) —> wOEa
b], Décold, a,b), z€a, ~d(x) — CplIn[b; x,wp]
b] [ {z) —

F ¢d, pa, pb, ¢z, ¢y, Graphla,b], Décold, a, b, r€a, ~d{x d{x)y~d(wp)
Preuve.
1. hyp q%d:¢a:¢b:¢a::¢y:T
2. hyp Graphla, b =T
3. hyp Décold, a,b] = FnDm|a,dADcld,b) =T
4. hyp ~d(z) =
5. hyp z€a=T
6. NonVide.2(4,1) d{z)y€d{z) =T
7. Méta(LoiLgl)(3) FnDmla,d) = Dc[d,b] =T
8. MP(1,5,7; Lem257) ¢d(z) = CplIn[d z,d{z)] =T
9. Méta(MT App)(8,1) $(d(z)y) =
10. NonVide.1(8,4,1) d(w)yéd(w) =T
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11. Méta(7,1,8,9; Lem264) 3z .CplsInlb; z,4' & d; o', d{z)y] = T

Soit : WO =def ex' (CplsIn[b; z, ' & d; ', d{z)y])
12. Choiz(11) pwo = CplsIn[b; z,wo & d; wo, d(z)y] =T
13. Méta(LoiLgl)(12) CplInlb; z,wo] = CplIn[d; wo,d{z)y] =T

14. Méta(Lem254)(1,12,2,13) woéa=T

(
15. M éta(Lem?258)(1,3,12,9,13) d(x)y~d(w,) =T
n

3.6 Axiome de Décoration et prouvabilité de AF Al

Rappelons que AF AL est la traduction de AFA1 dans le langage de
MTA. Dans cette section on montre que AF Al est une conséquence de
laxiome dit “de Décoration”. Cet axiome que nous donnons maintenant
utilise deux constructeurs <,z~5 et 0 que nous définirons bientot :

MTA-Déco ¢b, pz — ¢(6bx)

Comme tous les énoncés existentiels, AF Al est démontré dans MT A
en exhibant un ¢-constructeur vérifiant la (traduction de la) formule conte-
nue dans AFAl. Ce ¢-constructeur sera noté Décoration(, ). Il utilise un
constructeur 0® que nous introduirons immédiatement aprés les construc-
teurs ¢ et 6. Nous montrerons alors (Section 3.6.5) que, pour (a,b) un “gra-
phe”, Décoration(a,b) est une “décoration” de (a,b). Nous en déduirons
finalement - AF A1 = T.

3.6.1 Le constructeur ¢

Comme nous ’avons déja signalé dans I'introduction de cette thése, dans
MTA il existe des objets, qui, bien que n’étant pas des “ensembles”, sont
“égaux” & des “ensembles”. Le prédicat “étre égal & un ensemble” est ex-
primé dans la syntaxe par le constructeur ¢, son interprétation dans M sera
la fonction caractéristique (nous verrons en quel sens dans la Section 10.2.6
de la 2¢¢ Partie) de la cloture ® de ® par ~ :

Définition 266 ¢ =g.; \z.Jy.(z~y)
La premiere propriété de ([; exprime le fait que ® C & :
Lemme 267 + ¢z — <Z>:v

Preuve. Comme la formule Jy (z = y) est une conséquence triviale de
I'extensionalité, par ThmZFCs on a b ¢z — Jy.(z~y). Le résultat est
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donc immédiat.
|

On donne maintenant un constructeur auxiliaire qui joue le réle de
“I’identité au sens de ~g”, et dont les propriétés sont liées & celles de ¢~S :

Définition 268 f:def AT.€Y.T~Y
Le lemme qui suit découle trivialement des définitions de I et Choiz -

Lemme 269 -
+ %x — ¢(Ix)
F ¢z — z~(Ix)

Lemme 270 T

1)+ ¢z — ¢(Ix)

2) F ¢r — ({x)rvx s
3) F¢x — (Iz) = (I(Ix))

4) F bz, py,xy — (Iz) = (Iy).

Preuve. Le 1 et le 2 viennent immédiatement par le Lemme 267 et la
transitivité de — par le 1 et 2 du lemme précédent. Le 3 découle aisément
du 1,2 et 4. Maintenant, il est facile de montrer + ¢y, ¢/, oz, y~y' —>
(zrvy&2z~y'), le 4 est donc une conséquence d’Ackermann. =

Lemme 271 (Réfly) - br — zix

Preuve. .
1. hyp Jy.(z~y) =T

2. MP(1; Lem270.1) ¢(Iz) = (Iz)~z =T
3. Méta(Compat)(2) z~zx = (Iz)~z
4. Trivial(2,3) zrx =T

[

Corollaire 272 + ¢z — !z

Preuve. Le résultat découle aisément du lemme précédent et de ce que
Fziz — !z (Lemme 155) . m

Lemme 273 F ¢z, ¢z — d(zz)

Preuve. On raisonne par TND. B o B
Rappelons que z~(Iz) =45 V2z.3y.(z2~((I1)y))AVy.3z.(z2~((Iz)y))
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1. hyp (%1: =T

2. hyp ¢pz=T

3. MP(1; Cor272) lt =T

4. hyp+ r=T

5. Méta(Lem267)(MT-T)  ¢T =T

6. Trivial(4) + 5 p(zz) = p(T2) = ¢T =T
7. Déduct-(4,6) T — ¢(zz)

8. hyp+ =T

9. MP(1; Lem270.1) ¢(Iz) = z~(Iz) =T

10. Méta(Lem157)(8,9) ~(Iz)=T

(

11. Méta(Lem158)(8,10) xz~q(Iz)=T

12. Méta(LoiLg1)(11) Vz.3y.(z2~((I7)z))
o

)2)) =T

13. Inst,(2,12) Fy-(zz((Iz)y)) =T

Soit : Yo =def €y-(zz~((I17)y))
14. Choiz(13) ¢yo = (z2)~((Iz)yo) =T
15. Méta(MT-App)(9,14) qS((I:v)yo) =T
16. Méta(Substit)(15,14) 3y. ((I:(;)yg) Ay = Jy.xziy
17. Trivial (16) $(Iz)yo) = (x2)
18. M éta(Lem267)(15) d((Iz)yy) =T
19. Trivial(17,18) d(zz) =T
20. Déduct—(8,18)  —z — P(z2)

21. TND(3,7,19)  ¢(zz) =T
|

Le corollaire suivant découle facilement du Lemme 269 par Substit et
DétZFC's.

Corollaire 274 (DétZFCy) Pour tout ZFC-terme B[z,1] on a :
¢z, ¢z —! B[z /1]

3.6.2 Le constructeur §

Rappelons que, pour un graphe donné (a,b), on appelle feuille tout
sommet x de a qui n’a pas d’enfant, c’est & dire tel que {y : (x,y) € b} = 0.
Ceci justifie les définitions suivantes :

Définition 275 : )
1) Feuil =ge5 NbAz."3y.(z,y)€b
2) Enf =g4ef AbAz.cy.(z,y) €D

Les lemmes suivants découle essentiellement des définitions de Feuil et

Enf
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Lemme 276 (Feuil) Feuil est un ¢-constructeur d’arité 2.

Preuve. On a ¢b, ¢z, ¢y — ¢-3y.(x,y)Eb par DétZFCy (Théoréme
137). =

Lemme 277 (Enf) Enf est un ¢-constructeur d’arité 2.
Preuve. Par DétZFCs on a ¢b, px, ¢y —({z,y)€Db). Le résultat est
donc une conséquence immédiate du point 2 de Dét:, (Lemme 79). m

Lemme 278 + ¢b, ¢z, ~(Feuil bx) — (z, (Enf bz))Eb

Preuve.
1. hyp pb=dx =T
2. hyp “(Feuilbx) =T
3. Déf(Feuil) + Trivial ~~3y.(z,y)Eb="T
4. InstTauto + 3 %%ély.(x,y)éb = Ely(av, yyeb="T
5. Choiz(4) (z,(Enfbz))€b="T
]

Nous donnons maintenant la définition de § :

Définition 279 :

1) A =def MAAzAY.(if (z,y)€ED db(Iy) db(Enf bz))
2) d =gey MNbAz.(if (Feuilbz) T (A dbz))

3) 6 =4es (Y d)
Remarque 280 Pour toute variable b,x, on a : dbx =g (if (Feuilbz) T (A §bz))

Nous utiliserons librement la remarque précédente par la suite. On va
maintenant s’intéresser aux propriétés de ¢ :

Propriétés élémentaires de ¢

Les deux lemmes faciles suivants expriment des propriétés de § qui
découlent essentiellement de sa définition :

Lemme 281 :
1) - ¢b, ¢z, (0bx «— (Feuil bx))
2) F ¢b, pz, (76bx «— ~(Feuil bx))

Lemme 282 :
1) F ¢b, ¢z, ~6bz — Sbx = (A §bx)
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Le lemme qui suit décrit le comportement applicatif de dbx # T sur les
éléments de ®. Il exprime en particulier que, pour tout y € @, il existe un
z € ® tel que dbry = dbz. Autrement dit, un terme de la forme dbzy peut
toujours étre égaliser & un terme de la forme dbz :

Lemme 283 : _ B
1) & ¢b, ¢z, ¢y, (x,y)€b — dbry = ((A bx)y) = db(Iy)
2) & ¢b, bz, by, (z,y)€b — (z, (Iy))€b
3) = ¢b, ¢, dy, ~(z,y)€b — dbxy = ((A dbz)y) = db(Enf bz)

Preuve. On a trivialement ((A 6 bz)y) = (if (z,y)éb db(Iy) db(Enf bz)).
Le 1 et le 3 découlent donc facilement des tautologies
v—(ifvzz)=zet v — (if vz2') =2 en utilisant les deux lemmes
précédents. Maintenant, comme (, ) est compatible avec ~, par le théoréme
Substits, on a :
= ¢ba ¢$a ¢ya ¢Za yNz — <.’L‘, y>€b = <$, Z>€b
En instanciant z par (I~ y), on vérifie alors facilement le 2 en utilisant le
Lemme 270. =

Propriétés de § découlant de MT A-Déco

Le lemme suivant, qui découle de MT A-Déco (et du Lemme 273), donne
son équivalent pour les termes de la forme dbzry :

Lemme 284 (MTA-Déco') - ¢b, dpx, py — $(8bzy)
Les corollaires suivants expriment des propriétés des termes de la forme
dbz et dbzy qui découlent de MT A-Déco et de MT A-Déco’. Tls se montrent

aisément en utilisant respectivement les Lemmes 270, 271, et les Corollaires
272 et 274

Corollaire 285 :
1) & ¢b, gz — $(I 8bx)
b @b, pz —> Sbz(I bz)
2) b @b, ¢z, by —> $(I 8bzy); Sbay~~(I Sbxy)
Corollaire 286 (Réfls)
1) - ¢b, px — dbx~dbx
2) & @b, px, py — dbxy~dbxy
Corollaire 287 (Déts)
1) - ¢b, px —10bx
2) = ¢b, px, py —>16bxy
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Notation 288 Soient b = by,...,b, et T = Z1,....,Tp €t T = Y1, ..c, Yp, ON
pose :

1) (5% = (5()1:171, ceeey (Sbnl‘n

2} 5@ = (5[)1{171:1/1, ,an.’ljnyn

Lemme 289 (DétZFCs) Pour tout ZFC-terme B(z,u,v] on a :
- ¢, ¢b, ¢, ¢y —! (B[0be /T; by /v))

Nous donnons maintenant un corollaire immédiat du lemme précedent
qui nous sera utile pour démontrer la compatibilité de ~ avec les termes de
la forme 6b (Théoréme 296) :

Corollaire 290 + ¢b, y, dz, pu —'Tv.(6byu~dbzv)

Preuve. Par DétZFCys on a & ¢b, ¢y, ¢z, pu, pv —! dbyu~dbzv. Les
points 1 et 2 sont donc des conséquences immédiate de Dét, (Lemme 79).
]

Le dernier lemme de cette section exprime que les “éléments” de bz
sont de la forme dbzy pour y € ¢ :

Lemme 291 :
1) & ¢z, py, 2dbx — SbryEdbx

2) Soit 2y =gey €2.0bxz~y, on a :
F oz, dy, yEdbr — P2
F ¢z, dpy, yEdbr — dbx2o~y

Preuve. Le 2 est une application immédiate de NonVide.l (Lemme
163), on montre le 1 :

1. hyp Pb=¢r=¢y="T
2. hyp S6bx =T
3. T'riv. dbzyEdbr = _iiz.ébxz&ébxy
4. MP(1,2; Réfls) 0bry~dbry
5. MP(1,2; DétZFCs) + Triv.(3)  (bazyédbz) =!(Tv.dbav~dbzy) = T
6. Exhib(1,4,3)+Triv(3) Jv.0bzv by = SbryEdbs =T
]

Compatibilités de ¢ avec ~

L’objet de cette section est la démonstration du Théoréme 296 qui ex-
prime la compatibilité de dbx et dbxy avec ~ respectivement en x et en x, y.



3.6 Axiome de Décoration et prouvabilité de AF Al 119

Celle-ci va découler de la compatibilité forte des sous-termes entrants dans
la définition de §. Ce sera 'objet des deux lemmes suivants.

Le premier est une application immédiate du Substit; puisque le ¢-
constructeur (, ) est compatible avec ~ (Corollaire 241).

Lemme 292 + ¢ba ¢.T, ¢y, ¢yl, ¢xl,x"\'$,7 Yy yl — <‘Ta y>eb = <$’,yl>éb

Lemme 293 :
1) b ¢b, ¢z, ¢z’ x~x' — (Enf bx) = (Enf bz')
2) & ¢b, ¢z, pz', x~x' — (Feuil bx) = (Feuil bx')

Preuve. Une conséquence facile du lemme précédent et de Réf lg est
que :
F @b, ¢z, px’, x~x’, py — (z,y)Eb = (2',y)ED
De plus, par DetZFCs on a :
F @b, ¢z, px', x~x', dpy —! (z,y)ED
Par le Lemme 180, il vient alors :
F @b, oz, ¢px', w~x', py — ey.(z,y)Eb = ey.(z',y)EDb
b b, gz, o’ z~a!, dpy — Fy.(z,y)Eb = Jy.(z', y) ED
Les points 1 et 2 découle alors trivialement par définition de Enf et Feuil.
|

Corollaire 294 :
1) & ¢b, ¢z, ¢z’ x~x', (6bx +— dbx')
2) b ¢b, pz, px’, x~x', (-6bx +— ~bx')

Preuve. Découle immédiatement du Lemme 281 et du lemme précédent
par transitivité de <+—.
|

Le lemme suivant exprime la forte compatibilité de dbzy avec ~ relati-
vement & y, il en découlera le théoréme central de cette section :

Lemme 295 + ¢b, ¢z, ¢z’ dy, ¢y, x~2', y~y' — dbry = dbzx'y’

Preuve.
1. hyp pb=¢z=¢z' =dy=¢y' =T
2. hyp oz =y~y' =T
3. hyp+ obx =T
4. MP(1,2,3; Cor294.1) bz’ =T
5. Trivial(3,4) dbzy = dbx'y =Ty=Ty' =T
6. Déduct-(3,5) dbr —» dbxy = dbx'y
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7.
8.
9.

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.

hyp+

MP(1,2,7; Cor294.2)
MP(8; Lem?282)
MP(1,2; Lem270.2)
MP(1,2; Lem293.1)
MP(1,2; Lem?292)
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Sobr =T

~obr’' =T

obz = (A 6bx); 6ba’ = (A dba!)
(Iy) = (Iy)

(Enf bz) = (Enf ba')
(z,y)€b= (z',y')EDb

Trivial (10,11, 12) (A dbz)y) = (A sba)y)
Trivial(9,13) dbxy = obx'y’

Déduct-(7,14) ~dbx — dbxy = dbx'y’
MP(1; Déts) 16bg = T

TND(3,15,16) dbzy = dbx'y

Théoréme 296 (Compats)
1) &+ ¢b, pz, ¢z’ , x~z" — dbx~5bx’
2) F ¢b7 QS.Z‘, QS.TI, ¢y7 ¢yla LE’;'iE,, yNyI — 6b$y’\“5bxyl

== O 00 O O i W DN =
- O

el e e e e e
O ~J O O W DN

|
—
=

Preuve. Le point 2 découle immédiatement du lemme précédent, de
Réfls et du Lemme 187. Pour le point 1 on raisonne par TN D. Pour sim-
plifier les écritures, on utilise les abréviations zy =gef 0bx et 21 =ger 0bz’ :

. hyp
. hyp
. hyp+
. MP(1,2,3; Cor294.1)
. Méta(Lem154)(3,4)
. Déduct-(3, 6)
. hyp+
. MP(1,2; Cor294.2)
. hyp+
. MP(9; Réfl;)
. MP(1,2,10; Point2)

. MP(1,2,9; Cor290)

. Exhib(8,12,11)

. Déduct-(8,12) + Géné
. LO’iLg2(14) + Déf(g)(14) (Z() C Z1/\2’1 C Z()) =T
. Trivial(15, Lem170)
. Méta(Lem158)(7,8,16) zoozy =T
. Déduct-(7,17)

. TND(Déts, 6,18)

¢b= ¢z =¢x' =T
oz’ =T
zZ20 — T
Z1 = T
Z()szl == Z()f;JZ() =T
20 — 2o~z
—.|Z() =T
;|Z1 =T
pu="1T
u~y =T
(zou)~(z1u) =T
1Fu.(zou)~(z10) =13v.(z1u)~(z2qv) = T
Ju.(zou)~(21v) = Iv.(z1u)~(20v) = T

VuTv. (zou)~(210) = Yuv.(z1u)~(200) = T
zo~oz1 =T

SZp — 2p~21
2o~z =T
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3.6.3 Le ¢-constructeur ¢

Définition 297 § = A\bAz.I(dbz)

Les premiéres propriétés de § découlent facilement du Lemme 270 par

MTA-Déco :

Lemme 298 :

1)+ ¢b, px — Ppobx

2) b ¢b, px — dbx~dbx

La compatibilité de &b avec ~ découle de celle de b :
Théoréme 299 (Compat;)

F ¢b, ¢z, pa’, x~az" — dbx = oba’
F ¢b, oz, px', z~x' — dbx~dbs'!

Preuve. Le deuxiéme résultat découle immédiatement du premier par
Ré fl;. De plus, on vérifie facilement que par Compats et DétZFCyson a :
F @b, ¢z, ¢z’ 41! pu — (u~dbrSu~dbr')

Le premier résultat découle alors par Ackermann puisque dbz =g eu.u~obz.
|

Corollaire 300 + ¢b, ¢z, pz', z~a' —> (x, 6bx)~(z', 5bz')

Preuve. Découle facilement du théoreme précédent et Compatcy. m

3.6.4 Le ¢-constructeur Décoration( , )

Définition 301 Décoration( , ) =gef Aarb.Az.(az, 5b(az)))

Pour simplifier les écritures nous travaillerons a partir de maintenant
avec le f-réduit Dab =g.; Az.(az,5b(az)) de Décoration(a,b), les équations
vérifiées par ce f-réduit I'étant trivialement par Décoration(a,b). Nous al-
lons voir ici les propriétés de base de Dab, elles découlent essentiellement de
ce que :

Lemme 302 Dab est une MT-Fonction Standard de domaine a.

Preuve. On doit vérifier les conditions (i) et (ii) de la Définition 243.
Or, le (i) est donné par le Lemme 298.1, et le (ii) par le théoréme précédent.
[ |

Il vient immédiatement par les Lemmes 245, 246, le Corollaire 248 et le
Lemme 249 :

Corollaire 303 + ¢a, pb — ¢(Dab)
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Corollaire 304 :
1)FDab=T
2) - 2€Dab = Jv.(Dabwv)~z
3) & ¢a, b, ¢z — {(az),éb(az))EDab
Corollaire 305 + ¢a, b, pz,xEa — (x,6bz)EDab
Corollaire 306 Soient vg =gef €v.(Tq,5t)v~(x, 2) et xo = (avg), on a :
1) + ¢a, db, pz, ¢z, (z, z)€ Dab — dxy
2) & ¢a,db, pz, pz, (x,2)€ Dab — To~T
F da, pb, pz, pz, (x, z) € Dab — (8bxg)~z
3) & ¢a, ~a, db, px, pz, (x, 2)€ Dab — zo€a

3.6.5 Prouvabilité de AF Al
Nous montrons maintenant AF A1, autrement dit :
+ YaVb (3z(zéa) AJz(2Eb) AGraph[a, b|=3d.Décola, b, d]

ou Graph et Déco sont les traductions des formules Graph et Déco de la
théorie des ensembles (voir Notation 231 7 et 8).

Comme pour la démonstration de I’Axiome du Choix dans MT A, nous
allons poser une suite d’hypotheses H =4y A = T'. Les théorémes démontrés
a la suite de ces hypothéses seront donc des théorémes de MT A(A; A). Pour
retrouver les théorémes de MT A correspondants il suffira alors d’utiliser le
Théoréme de Déduction. Ainsi, si -, A(A; A) B = C, le théoréme de MT A
correspondant est H A — B = C. Pour simplifier, on écrira by B=C
pour ., A(A; A) B = (C. On pose maintenant les hypothéses dont nous
allons nous servir :

Hl:¢pa=T; va=T
H2:¢b=T; =b=T
H3 : Graphla,b] =T

Nous montrons que Dab est une “décoration” du “graphe (a,b)”, c’est a dire
que :

4 Déco[Dab,a,b] =T

Par LoiLg2, il suffit de montrer FnDm[a, Dab] = T puis Dc[b, Dab] = T (Cf
Notation 231.6). Comme Dab est une MT-fonction standard de domaine a,
la premiére équation est donnée par le Théoreéme 250, il reste donc & montrer
la deuxiéme équation. Nous verrons qu’elle se déduit du résultat suivant :
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(*) b oz, 9y, y'ESbs +— 3z'.CplsInlb; z, ' & Dab; ', 1]

Tout d’abord, comme b est une “relation binaire” sur a et que Dab est
une “fonction de domaine a”, il suit du Lemme 254 et du Corollaire 305 :

Lemme 307 : B
kg ¢z, ¢z, (z,2")Eb — (z, 6bx)EDab
Fg ¢z, ¢z, (z,z')Eb — (a', 6ba’) EDab

On montre maintenant le sens — de (*) :
Lemme 308 5 ¢z, ¢y',y' E0bz — 32! .CplsInb; z,z' & Dab; z',y']

Preuve. Soit zy =g €2z.(0bx)z~y', on va montrer les deux points
suivants :
(i) Fg ¢z, ¢y, y'Edbz, (z,20)ED — é!x'.C'.'plsIn[b; z,x' & Dab; ', y']
(ii) k5 ¢z, dy', y' Edbx, ~(z, 20) €D — T2’ .CplsIn[b; z,z' & Dab; ',y
Le résultat en découlant immédiatement par TND. Le (ii) se montre es-

sentiellement comme le (i) en remplagant (Izy) par (Enf bz) et le Lemme
283.1 par le Lemme 283.3, on montre (i) :

1. hyp pr=q¢y' =T

2. hyp y'ESbr =T

3. hyp (z,20)EL=T

4. NonVide.1(2) ¢zg = 6bzzg~y =T
5. Méta(Cor283.1)(1, 3,4) Sbzzg = 6b(fzo)

6. Méta(Cor283.2)(1,3,4) (z (Izo))eb =

7. Méta(Lem?269)(4) B(Iz) = Izorvzo =T
8. Trivial(4, 5) Sb(Izg)~y =T

9. Méta(Lem298)(H2,7) 5b(I20)~6b(Iz ) T
10. Trans™+Sym™(8,9) Sb(Izo)Ny =

11. Méta(Lem307)(7,6) ((Tz), 5b(Izo))éDab =T
12. MP(H1, H2; Cor303) ¢(Dab) =T

13. Méta(Lem298)(H2,8) $(6b(Iz)) =T
14. Méta(Cor239.3)(1,H1,7,6)  CplIn[b; z, (I 0)

agb(IZO)]

]
15. Méta(Cor239.3)(12,7,13,11) CplIn[Dab (Iz)
16. Méta(LoiLg2)(14,15) CplsInb; z,(Iz) & Dab; (Izo) ob(Iz)] =T
17. Méta(Substit)(H1,1,7,10,16) CplsIn[b z, (Izo)&Dab (Iz),y] =T
18. Exhib(7,17) 3z' (CplsInb; z,z' & Dab; z',y]) = T
|

On montre maintenant le sens «— de (*). Compte tenu de Choiz et
Méta, ce sens découle facilement du résultat suivant :
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Lemme 309 4 ¢z, oy, ¢’ CplIn[b; z,z"), CplIn[Dab; &', y'] — y Edbz

QU W N~

1.
2.

~N OOt AW

Preuve.

- hyp

. hyp + M P(1; Lem240)
. hyp + M P(1; Lem?240)
. Méta(Couple)(1)

. MP(1,2; Lem282)

Soient :

. MP(1,3; Cor306.1)
. MP(1,3; Cor306.2)
. Méta(Compatcp)(1,7)
. M éta(Substit)(2,4)

. Méta(Lem282)(1, 9, 8)
. Méta(Lem?269)(6)
. Méta(Compat;)(6,11)

pr=¢r' =y =T
CplInlb; z,z'] = (z,2')éb =T
CplIn|Dab; «',y'] = (&',4/)éDab =T
Hz,z"y =T
“0bx =T
V0 =def €v-(Dab)v~(z',y') et o =gey (avo)
pzo =T
zo~zx' = dbrg~y' =T
(:1:,3:')&(35,:60) =T
(m, o) €D =
((bz)zo) = 5b(Ix0)
¢(I$0) (I:II())N.'L'() =T
Sbzo = 5b(I$0)

(
(

. Méta(Lem298.2)(H2,11)  b(Izo)~db(Izo) =
(

. Triv.(12410, 13)
. Sym™~+Trans™(7,14)

Sbzo~((0bx)zg) =T
((6bz)zo)~y' =T

. Triv.(5) + DétZFCs(H2,1) 'y &6bz =! Fv.0bzvy’ =T

. Exhib(6,16,15)

Jv.dbzv oy’ =y EGbz =T

Des deux lemmes précédents, il découle immédiatement par Equivnonnrs M
et Géné que :

Corollaire 310 5 ¢z — Vy'.(y €6bz<sAz! . CplInb; z, ' & Dab; z',y])

On montre maintenant le théoréme principal de cette section :

Théoréme 311 5 Dc[b, Dab] =

Preuve. Par Implicyonms i €6 Géné il suffit de montrer :
Fg oz, Py, CplIn[Dab; z,y] — Yy .(y' Ey<3z' .CplInb; z,z' & Dab; z',y])

hyp
hyp + M P(1; Lem?240)
Soient :

. MP(1,2; Cor306)

. Méta(Cor310)(3)

. Méta(Lem?298.2)(3)

. Trans”™

. Méta(Substit)(1,3,6)

q%x =¢y="T
CplIn[Dab; z,y] = (z,y)€Dab="T
V0 =def 6v.(Dab~)v&(w,y) et o =gder (avo)
¢xg = o~z = dbro~y =T
Vy'.(yf €6bxzo3a’ .CplsIn(b; zo, &' & Dab;a',y']) =T
Sbzodbry =T
y~dbxy =
Vy'.(y Ey<s3a’ CplIn[b; z,z' & Dab; &',y']) =T



3.7 Principe de Coinduction et prouvabilité de AF Ay 125

On en arrive au théoreéme final, objet de cette section :

Théoréme 312 F VaVb.(3z.xEaAIz.zEbAGraphla, b)=>3d.Déiola, b, d]

Preuve. Par LoiLg2, Déduct et les Théoremes 250 et 311, on vérifie
facilement :

(*)  ¢a, ¢b, -a, b, Graph[a, b] — Dééola, b, Dab]

on montre maintenant le résultat :

Implicyonmrsn(8)  (3z.z€aAIz.zEbAGraphla, b))=>3d.Décola,b,d] = T

1. hyp dpa=¢b="T
2. hyp+ Jz.2EaAIz.zELAGraphla,b] = T
3. Méta(LoiLgl)(3) 3z.x€a = Iz.x€b = Graphla,b] =T
4. MP(1,3; Corl66) —a=-=-b=T
5. MP(1,3,4; (*)) Déco[Dab,a,b) =T
6. M P(1; Décoration) ¢Dab="T
7. Exzhib(5,6) 3d.Dééola,b,d] =T
8. Déduct-(2,7) Jz.2EaAIz.zEbAGraphla,b) — 3d.Dééola, b, d]
9 X )
u

3.7 Principe de Cotnduction et prouvabilité de
AF A,

L’objet de cette section est de prouver AFA2. Ce théoréme sera une
conséquence du Principe de Coinduction . Nous introduisons ici ce principe
qui, rappelons-le, est une régle de déduction. Son énoncé utilise un construc-
teur 2’ que nous définirons plus tard.

Pour tous termes A et ¢, ot u, v n’apparaissent pas libres. :
Coinduction A, pu, v, (u,v)Et — Wtuv F A, pu, v, (u,v)Et — uw
Nous introduisons tout d’abord la terminologie dont nous allons nous

servir :

Définition 313 N ous appellerons M T-bisimulation sous hypotheses A, tout
terme t tel que : + A, du, v, (u,v)Et — Wtuw

Nous verrons bientét un exemple de MT-bisimulation (Cf Définition
316). Nous donnons maintenant les grandes lignes de la démonstration de
AFA2 -

L’axiome AF A2 affirme que, pour tout graphe (a,b), si d et d’ sont des
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décorations de (a,b) alors d = d’. Démontrer AF A2 consiste donc, en par-
ticulier, & vérifier I’égalité de deux fonctions d et d’ de méme domaine a.
Cette vérification passe par celle que, pour tout x € a, on a d(x) = d'(x).
Nous procéderons donc dans ’ordre suivant :

1. Nous exhibons une MT-bisimulation B sous hypothéses A, ou A est
la suite suivante :

A =ges da, ¢b, ¢d, pd', ~a, b, Graphla, b], Décola, b, d), Décola, b, d']
2. Par application du Principe de Coinduction et du fait que B est une
MT-bisimulation, on déduira alors :
- A, ¢z, zéa — diz)~d (z)
11 nous restera a en déduire AF A2.

Pour clore cette introduction, nous présentons maintenant le terme A’ :

Définition 314 A" =4y Af Audv.(if u (if vT F) (if v F Ajfuv))
ot Ay =ges Af-Audv.(VzIy.(uz, vy)€ fAVyIz.(uz, vy) € f)

Les propriétés suivantes du constructeur 2’ sont triviales :

Lemme 315 Pour tout terme t
1) Fu,v— Atuv
2) kS, o — W'tuw = Ajtuw

3.7.1 La MT-bisimulation B

Dans cette section nous exhibons le terme B, et nous montrons que c’est
une MT-bisimulation sous les hypotheses A.

Définition 316 B =4 Av.(d(av),d (av))

Propriétés élémentaires de B

Les propriétés de B que nous donnons maintenant découlent essentielle-
ment de ce que :

Lemme 317 B est une MT-relation binaire sur a.

Preuve. Comme par MT-App on a F ¢z, ¢d — ¢(dx), le terme B
vérifie clairement la condition (i) de la Définition 243.
[ |

Il vient immédiatement par les Lemmes 245, 246, 247 et 249 :

Corollaire 318 + ¢a, ¢d, pd' — ¢B
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Corollaire 319 :
F-B=T
2) F 2€B = Jv.(Bv)~z
3) & ¢a, dd, pd', ¢z — (d{av),d {av))EB
Corollaire 320  ¢a, ¢d, ¢d', px, r€Ea — (d(z),d (z))EB
Corollaire 321 Soient vg =gef €2.(Bz)~(u,v) et xg =gef (avp), on a :
1) + ¢a,dd, ¢d', pu, ¢pv, (u,v)EB — Pz
2) + ¢a,dd, dd', pu, dv, (u,v)EB — d{xo)~u
F ¢a, ¢d, dpd', pu, dv, (u,v)EB — d'{z)~v
3) & ¢a,a, ¢d, ¢pd', pu, v, (u,v)€ B — z(€a

Le terme B est une MT-bisimulation sous hypothéses A

Pour montrer que B est une MT-bisimulation sous hypotheéses A, nous
allons travailler, comme pour ’axiome du Choix (Section 2.5.10), en posant
I’ensemble d’hypothéses H :

Hl:¢a=T; va=T

H2:¢b=T; “b=T

H3: Graphla,b] =T

H4:¢d=¢d =T

H5 : Décold,a,b] =4y FnDmla,d]ADc[b,d] =T
H6 : Décold', a,b] =45 FnDm[a,d|ADc[b,d'] =T

Tout les résultats que nous verrons & partir de maintenant seront des
théoremes de MT A(A; A). En particulier, nous montrerons :

Fa du, v, (u,v)€EB — A'Buv

Par le Corollaire 262 on sait que, pour tout z tel que z€a = T, on a
d{z) = T ssid'(z) = T et ~d(z) = T ssi ~d'(z) = T. Conjugué au fait,
exprimé par le Corollaire 321, que (u,v)€B implique u~d(z) et v~d'(z)
pour un z tel que z€a = T (puisque par H2 on a -a = T'), on en déduit :

Lemme 322 :
1) b ¢u, v, (u,v)€EB, (u +— v)
2) b5 du, ¢v, (u,v)EB, (Fu +— “w)

Preuve. Le 2 se montre de facon similaire au 1 en utilisant le Lemme
157 & la place du Lemme 156. Pour le 1, on montre 'implication v — v,
I'implication réciproque se montrant de la méme facon en remplacant les
roles respectif de u et v :
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1. hyp pu=¢v="T
2. hyp (u,v)éEB =T
3. hyp u="T
Soient : V0 =def €2-(Bz)~ (u v) et xg =def (avo)
4. MP(1,2; Cor321) bz = d{zo)~u = d'{(x0)~v = 19€a =T
5. Méta(Lem156)(3,4) w=d(zo) =T
6. Méta(Cor262)(4,6) d'(zg) =T
7. Méta(Lem156)(3,6) v =d'(zg) =T
[

On montre que si u et v sont “non-vides” alors ABuv =T :

Lemme 323 :

1) F3 du, pv, -u, -, (
2) b3 du, pv, -u, w, (
3) g du, pv, -, w, (
4) Fﬁ ¢ua ¢U7 _-'Iu’a _."U’ <

u,v)€B — VyIz.(uy,vz)EB
u,v)€B — Vz3y.(uy,vz)EB
u,v)€B — A Buv
u,v)€B — A'Buv

Preuve. Le 4 est une conséquence immédiate du 3 et du Lemme 315.
Le 3 découle de 1 et 2 par définition de 2j (Définition 314) et LoiLg2. Le 2
se montre de facon similaire au 1 en intervertissant les roles respectifs de u
et v.
On montre le 1. Soit vg =g €2.Bz~(u,v) et To =45 (avo) :

1. hyp pu=¢v="T
2. hyp Sy =-w=(u,v)€EB=T
3. MP(1,2; Cor321) o = d{mo)~u = d'{x0)~v = T9€QG =T
4. Méta(Lem157)(2,3) Sd(zo) = d' (zo) =T
5. Méta(Lem158)(2,4)+Triv.(3) d{zg)~ou = d {zo)~ov =T
6. Méta(LoiLgl)(5) + Déf(107) VyIz.d(zo)zruy =T
7. h’yp-l— ¢y =T
8. Inst,(7,6) Jz.d{zo)zouy =T
Soit : 20 =def €2.d{xq)z~uy
9. Choiz(8) ¢zo = d(zg)zo~uy =T
Soit : WO =def e:v'.C’plsIn[b; zo,x' & d; ', d(xo)20]

10. Méta(Lem265)(H,3,9,4)  dwo = wo€a = CplsIn[b; zq, wo] = d{wo)~d{xo)zo=T
11. Méta(Lem263)(H,3,10)  d'(wo)é€d'(zo) =T
12. Méta(Ewval)(H4,10,3) dd{wg) = ¢d'(wo) = d{zo) = d'(xg) =T
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13. Méta(Substit)(3,12,11) + Rem162 d'(wo)Ev = Jy.(vy)~d' (wo) =T

Soit :
14. Choiz(12)

Yo =def €Y-vy~d (wp)
dyo = vyo~d' (wo) =T

15. Trans™ + Sym™(9, 10) uy~d{wg) =T

16. Méta(MT-App)(1,7,14) d(uy) = ¢p(vyg) =T

17. Méta(Compatcp)(12,16) (uy, vyo)~{(d{wo),d (wo)) =T

18. Méta(Couple)(12,16) d{uz, vyo) = d(d{wp), d'(we)) =T
19. Méta(Lem??)(H,10)  (d{wo),d {wo))éB =T

20. Méta(Substit)(17,19)
21. MP(1,7; DétZFCs)
22. Exhib(14,21,20)

23. Déduct-(7,22) + Géné
u

(uy,vyo)€B =T
'3z.(uy,vz)éB =T
Jz.(uy,vz)€EB =T
Vy3z.(uy,vz)EB =T

Nous sommes maintenant en mesure de montrer que B est une M7T-
bisimulation d’hypothéses A et d’appliquer le principe de Coinduction :

Théoréme 324 :

1) = A, du, v, (u,v)€B — A Buw
2) & A, du, ¢v, (u,v)EB — uw

Preuve. Le 2 est une simple application du principe de Coinduction a
1. Pour montrer 1, on raisonne par TND :

- hyp

- hyp

hyp

. hyp+

. MP(2,3; Lem322.1)
. MP(4,5; Lem315.1)
. Déduct-(4, 6)

. hyp+

9. MP(2,3, Lem322.2)
10. MP(2,8,9; Lem323.4)
11. Déduct-(7,9)

12. TND(7,11)

13. Déduct(1,2,3,12)
| ]

0 N oUW N

A=T
pu=¢v="T
(u,v)€B=T
u="T

v="T

ABuv =T

u — A' Buv
—u=T
=T
A'Buv =T
Sy — A' Buw
A'Buv =T
A, pu, ¢pv, {u,v)€B — A Buw

Nous abordons maintenant la démonstration de AF A2 proprement dite :

3.7.2 Prouvabilité de AF A,

Nous devons montrer :
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AFA2: +VadVd'VaVh.(3z.x€aAIz.zEbAGraph|a, bl
Dééola, b, d]ADééola, b, d'|=d~d'))
Nous travaillons pour l'instant dans MTA(A; A), ot H =gef A =T est
I’ensemble d’hypotheses de la section précédente.
Le lemme qui suit exprime que si d et d' sont deux “décorations” dun
méme “graphe” (a,b) alors, d{x)~d'(z) pour tout z€a, il découle essentiel-
lement du Théoréme 324 :

Lemme 325 +5 ¢z, 2éa — d{z)~d'(z)

Preuve. )
1. hyp ¢pr=xz€a="T
2. MP(HA4,1; Eval) ¢d(z) = ¢d'(z) =T
3. MP(H4,2; Cor320) (d{(z),d'(z))éB=T
4. MP(H; Thm324.2) ¢u, ¢v, (u,v)€EB — uw
5. Méta(5)(3,4) d{z)~d'(z) =T
[

Avant de continuer et pour simplifier nos écritures, on se donne deux
abréviations. La premiére concerne une formule de ZF(C' exprimant que
deux fonctions d et d' ont méme valeur sur tout les éléments d’un ensemble
a. La deuxieme concerne le Z F'C-terme correspondant a la formule :
Notation 326 Pour d et d' des variables :

1) d =ggt d =gep V2VyVy'(z € a A CplsIn[d; z,y & d,z,y' ] =y =1y)
2) dpgrd =gef VaVy¥y (z€aACplsIn|d; z,y & d; =, y]'=>y~y')
On conclut maintenant du lemme précédent que si d et d' sont des

“décorations” d’un méme “graphe” (a,b) alors elles sont “extensionnelle-
ment égale” sur leur domaine a :

Lemme 327 b3 dopud =T

Preuve.
1. hyp pz=gy=¢y =T
2. hyp+ x€aACplIn|d; T,y & d; z,y'] =T
3. Méta(LoiLg1)(2) z€a = CplIn[d; z,y] = CplIn[d; z,y'] =T
4. Méta(LoiLgl)(H5, H6) FnDmla,d) = FnDm[a,d'] =T
5. MP(HA4, H1,1,4; Lem258) y~d(z) = y'~d'(z) =T
6. MP(H,1; 3) d{z)~d'(z) =T
7. Trans™ + Sym™ (5, 6) y~y' =T
8. Déduct-(2,7) c€aACplsIn|d; z,y & d; z,y'] — yy
9. NonMono(8) :véa/\(]pls[d; z,y&d; ¢,y |=y~y' =T
10. Déduct(1,9) VaVyVy' (z€aACplsIn[d; z,y & d; z,y'|=y~y')
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On va maintenant déduire du lemme précédent que sous H on a d~d'.
Pour cela, on va utiliser le théoreme ThmZFCs. En effet, comme deux
fonctions d et d’ de méme domaine a, sont égales si et seulement si pour
tout z € a on d(z) = d(z'), on a par ThmZFC's que la formule suivante est
un théoréeme de MTA :

(*) F VaVavd'.(FnDmla,dAFnDm[a, d'|Ad~pgd)=>d~d'

L’équation ci-dessus en tant que théoréme de MTA est un axiome de

MTA(H) (Cf définition 30), on en tire le lemme suivant :
Lemme 328 5 d~d =T

Preuve. . .
1. Inst,(H14+H4, (*)) (FnDmla,d/AFnDm|a,d|Ad~gyd )=>d~d'
2. Méta(LoiLgl)(H5,H6) FnDmla,d] = FnDmla,d] =T
3. Lem327 d~pnd =T
4. Méta(LoiLg2)(2,3) FnDml[a,dAFnDmla,d|Ad~gud =T
5. MPx (1, 4) d-d'
[

Nous arrivons & notre but qui est aussi le théoréme final de cette 1°7¢
Partie

Théoréme 329 - AFA2 =T

Preuve.
1. hyp ¢pd=¢d =¢pa=¢b="T
2. hyp+ Jz.xEaAIz.2ELAGTaph|a, b]
ADééola, b, d]ADécola,b,d'] =T
3. Méta(LoiLgl)(2)  3Jw.zéa =3Iw.zéb="T
4. Méta(LoiLgl)(2)  Graphla,b] = Dééola,b,d] = Décola,b,d'] =T
5. MP(3,Corl66.2) Sa=5b=T
6. Lem328(1,4,5) did =T
7. Déduct-(2,6) Jz.xEaAIz.cELAGTaphla, b]
ADécéola, b, dJADécola, b, d'] — dd'
8. Implicyonis M Jz.x€ahIz.cELAGraphla, b]

ADééola, b, d]ADécola, b, d'|=d~d
9. Déduct(1,8) + Géné AFA2=T
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Deuxieme partie

Sémantique
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Nous montrons dans cette partie que le sytéme MTA est consistant
relativement & ZFC + SI, ou ST est axiome exprimant I’existence d’un
cardinal (fortement) inaccessible. Pour cela nous partons des x-pré-modéles
construits en [6] dans le cadre de la sémantique x-continue. Rappelons que
la sémantique k-continue est une généralisation a tout cardinal régulier xk >
w de la sémantique (w-)continue de D. Scott. Nous montrons que si on
prend x > ¢ pour ¢ un inaccessible alors, dans tout x-pré-modele M de
Map Theory, on peut construire ® C M et définir une interprétation des
constantes {e, ¢, ~} relative & ® telle que M soit un modele de MT A.

Nous ferons tout d’abord une présentation détaillée de la sémantique
k-continue et des k-pré-modeles. Ensuite nous introduirons progressivement
les propriétés des pré-modeles et des ouverts qu’ils contiennent nécessaires a
la modelisation des différents groupes d’axiomes de MT A, excepté ’axiome
MT A-Déco et le Principe de Colnduction. La satisfaction de cet axiome et
de cette régle passe par la construction préalable de 'ouvert ® C M, ce
qui sera fait dans le Chapitre 9. Le dernier chapitre sera alors consacré a la
satisfaction de MT A-Déco et du Principe de Colnduction.

On travaille dans un univers V qui satisfait les axiomes de ZF'C, et toutes
les définitions topologiques et sémantiques qui vont suivre sont relatives a
V. Nous supposerons de plus, pour la construction de ®, que V satisfait
S1I. Dans la suite, sauf mention contraire, x désignera un cardinal régulier
K> Ww.

Avant de clore ce préambule, nous introduisons certaines notations générale.

Notation 330 On continuera a écrire A pour les suites de termes, mais
on utilsera aussi W pour les suites finies ou dénombrables (au sens de V)
d’ensembles.

Notation 331 Pour G,H € V, on écrira G\H le complémentaire de H
dans G.

Notation 332 Pour tout ensemble G €V etnecw eV

1) G" ={u:u C GAlg(a) =n} (oulg(a) est la longueur de la suite @)

2) G<Y = Upe,G"
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Chapitre 4

Préliminaires

4.1 La sémantique x-continue

4.1.1 Quelques rappels sur les ensembles ordonnés

Dans la suite de ce chapitre D désignera un ensemble muni d’un ordre
partiel <p et p.o abrégera “ordre partiel”

Définition 333 Soient H CD etu €D :

1) u est un majorant de H si pour tout v € H on a v <p u.

2) u est un minorant de H si pour tout v € H on a u <p v

3) La borne supérieure de H, notée sup(H), est le plus petit majorant de H
lorsqu’il existe.

4) La borne inférieure de H, notée inf(H) est le plus grand minorant de H,
s’il existe.

Remarque 334 :

1) sup( existe ssi D admet un plus petit élément.
2) inf () eziste ssi D admet un plus grand élément.

Notation 335 On notera Maj(H) l’ensemble des majorants de H dans D
et Min(H) l’ensemble de ses minorants,

Remarque 336 Si H, K C D admettant des sup. Si tout élément de H est
majoré par un élément de K, on a sup H <p sup K. En particulier, ceci est
vrai lorsque H C K

Remarque 337 Soient H C K C D alors Min(K) C Min(H). Si de plus
H et K admettent des inf alors inf K < inf H.

137
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4.1.2 k-cpos et k-continuité

On définit tout d’abord la notion “d’ordre partiel k-complet” (k-cpo).
Les k-cpos sont en particulier des ensembles partiellement ordonnés (p.o) et
non-vides. On donne tout d’abord des définitions préliminaires :

Définition 338 Soit £ un cardinal. Un ensemble sera dit é-petit s’il est non
vide et de cardinalité strictement inférieure a &.

Notation 339 On écrira dorénavant H C¢ G pour signifier que H C G et
que H est &-petit.

Définition 340 Soit k un cardinal régulier et soit (D, <p) un p.o. Un sous-
ensemble X de D est dit s-filtrant si X # 0 et si pour tout H C,, X, il existe
un magjorant de H dans X.

Remarque 341 Toute suite croissante (up)p<x est k-filtrante (car k est
régulier), par contre lorsque k > w, il est faux en général qu’une suite crois-
sante (up)p<e pour un cardinal & < Kk soit k-filtrante (dans ce cas la suite
(un)p<e est k-filtrante ssi elle admet un plus grand élément).

Remarque 342 Soit (D, <p) un p.o, et soient k et k' deuz cardinauz réguliers
tels que k < K'. Il est évident que si X C D est k'-filtrant, il est aussi k-
filtrant.

On en arrive & la définition d’un x-cpo :

Définition 343 Soit (D, <p) un ensemble partiellement ordonné. On dira
que (D, <p) est un k-cpo s’il posséde un plus petit élément, noté Lp (ou
plus simplement L), et si tous les sous-ensembles k-filtrants de D admettent
des sup.

Remarque 344 Soit (D, <p) un p.o et soient k < k' deuz cardinauz réguliers
tels que k < K. Il est évident, par la remarque précédente, que si (D, <p)
est un k-cpo, il est aussi un k'-cpo.

Notation 345 A partir de maintenant, on écrira simplement D, plutét que
(D7 S'D)

On définit maintenant une notion de k-continuité pour les fonctions entre
K-CpOS  :

Définition 346 Soient D, des k-cpos, une fonction f de D vers € est
dite k-continue si elle est monotone et si elle respecte les sup s d’ensembles
k-filtrants i.e pour tout X C D k-filtrant on a : f(sup(X)) < sup{f(u) :
u € X} (ce qui implique I’égalité par la monotonicité).
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Dans la définition précédente, l'existence du sup{f(u) : v € X} nous
est assurée par le fait que 'image d’un ensemble k-filtrant par une fonction
monotone est un ensemble k-filtrant.

Notation 347 Pour D, £ des k-cpos, H C D et f : D — &, on notera f[H|
Vimage de H par f, i.e f[H| =qey {f(x) : x € H}.

Notation 348 Pour D,E des k-cpo, on notera [D — &, lensemble des
fonctions k-continues de D wvers &.

La catégorie, notée &€, des k-cpos et des fonctions continues forme une
Catégorie Cartésienne Close (ccc). La démonstration de ce fait, que nous
ne reprennons pas ici, est une généralisation facile du cas w. C’est cette
propriété qui permet de modeliser le A-calcul. Nous renvoyons au livre de
Barendregt [3] pour la définition d’une ccc. Nous nous bornons ici & énoncer
les propriétés que nous utiliserons explicitement. En particulier, €, est close
par produit cartésien et espace de fonctions, autrement dit :

— SiD, & des k-cpo alors D x £ muni de ordre produit (ot (u,v) <pxe

(u',v") ssiu <pwv et u <gv') est lui-méme un k-cpo.
— SiD et £ sont des k-cpos alors [D — &), muni de ordre extensionnel
(out f <ipe), f'ssiVu: f(u) <g f'(u)) est lui-méme un x-cpo.

La démonstration de ces deux faits passe par le lemme suivant, que nous

utiliserons indépendamment :

Lemme 349 Soient D,E des k-cpos :

1) Soit H C D x &. Soient Hy C D sa premiére projection et Hy C & sa
deuxiéme. On a H est k-filtrant ssi Hy et Hy sont k-filtrants et, dans ce cas,
sup(H) = (sup Hy,sup Hy) = sup(H; X Ha).

2) Soit H C [D — &|. Alors H est k-filtrant ssi pour tout u € D ’ensemble
H, = {f(u): f € H} est k-filtrant et, dans ce cas, le sup de H est le sup
extensionnel, i.e la fonction [P définie par : fS"P(u) = sup(H,) pour tout
u € D.

4.1.3 k-continuité et x-topologie

Il existe une autre caractérisation des fonctions x-continues. Cette ca-
ractérisation correspond & la définition d’une topologie canonique sur les
K-cpos que nous appelerons k-topologie.

Notation 350 Soient (D,<p) un k-cpo et G C D
tG={ze€D:yedq, y<pz}
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Définition 351 Soit D un k-cpo. La k-topologie sur D est la topologie dont
les ouverts sont les ensembles O C D tels que :

1)O=t0

2) Tout ensemble k-filtrant X CD, ona :sup(X) € 0O=0NX #

Les ouverts de cette topologie sont aussi appelés k-ouverts.
Remarque 352 1p € O ssi O =1D.

On vérifie facilement que :
— Toute union d’ouverts est un ouvert.
— L’intersection d’une famille k-petite d’ouverts est un ouvert.
— Si O et O sont des ouverts des x-topologies sur les k-cpos D et £ alors
O x O est un ouvert de la k-topologie sur D x £.
La k-continuité coincide avec la continuité usuelle relativement a la k-
topologie :

Lemme 353 Soient D et £ des k-cpos et f: D — &, ona :
f €D — &)k si et seulement si, pour tout ouvert O C &, f O] est un
ouvert de D.

Notation 354 Pour f € [D — &],
dom(f) = {z € D: flu) £ L} = f 1€ — {L}]

On remarque que si f est une fonction k-continue dom(f) est un x-ouvert
car £ — {L} est un k-ouvert. Le lemme suivant, qui donne une condition
suffisante de continuité, nous sera utile plusieurs fois par la suite :

Lemme 355 Soient D et £ des k-cpos et f: D — E. Supposons que :
1) dom(f) est k-ouvert

2) Yu,v € dom(f), u <p v = f(u) = f(v)

alors f est k-continue.

Preuve. La croissance vient facilement du fait que dom(f) =1 dom(f).
Soit X C D et k-filtrant, on doit montrer f(supX) <p sup{f(u) : u €
X} SisupX ¢ dom(f) c’est évident. Si sup X € dom(f) alors il existe
u € X Ndom(f) puisque dom(f) est un k-ouvert. Or u <p sup X et donc

f(u) = f(sup X). =

4.1.4 k-sémantique du A-calcul non-typé

Soient D un k-cpo, VAR un ensemble de variables et C' un ensemble de
constantes. Nous introduisons maintenant I’ensemble A(C) des termes du
A-calcul, construits sur C' :
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Définition 356 L’ensemble A(C) est le plus petit ensemble tel que :

1) VARUC C A(C)
2) Sit,t' € A(C) alors (tt') € A(C)
3) Site A(C) et z € VAR alors Az.t € A(C)

Notation 357 On notera A(C) l’ensemble des termes clos de A(C)

Dans le cas ou C = (), ’ensemble A(C) est ’ensemble A des termes du
A-calcul pur sans constante ajoutée. L’interprétation de ces termes se fait &
Iintérieur de structures appelées “objets réflexifs”. Nous en donnons ici la
définition :

Définition 358 Un objet réflexif d'une ccc C est un triplet D = (D, A\ A)
ou, D est un objet de C, \, A des morphismes de la catégorie vérifiant :
A:[D—+D]—-D' A:D—[D—D]et Ao =idD — D]

Pour interpréter les termes de A(C) lorsque C # (), on enrichit objet
réflexif d’une fonction d’interprétation j des constantes de C' vers D. Ceci
motive la définition suivante :

Définition 359 On appellera structure interprétative de A(C) tout couple
(D, j), ou D est un objet réflexif d’une ccc et j une fonction de C vers D.

Nous en arrivons maintenant & la définition formelle de I'interprétation
des termes de A(C) dans une structure interprétative (D, j). Il existe deux
facons classiques et équivalentes de procéder. La premiére consiste & tra-
vailler avec les environnements, qui sont les fonctions de VAR dans D,
et & définir l'interprétation de chaque terme dans tout environnement. La
deuxiéme, que nous avons choisie, consiste a définir 'interprétation des
termes de A(C U D) 2, termes dits clos d paramétres dans D. De cette
interprétation, on déduit alors celle des termes de A(C' U D) et A(C).

L’interprétation | |/ des termes de A(C U D) est donnée par induction
sur la structure du terme :

. |u! = u pour u € D

le|’ = j(c) pour c € C

(¢ )P = A1) (1))
Azt = A(u — [tu/z]))

B~ W N =

Lot [D — D] est ’'objet de C qui représente 'ensemble des morphismes de D vers D
20n suppose alors CND =0
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On remarque que la troisiéme clause suppose que, pour tout terme ¢ la
fonction u — |t[u/z]|? est k-continue, ce qui se montre simultanément et
nous est assuré par le fait qu’on travaille dans une ccc.

On définit maintenant de fagon générale I'interprétation des termes de _
A(C UD) et A(C). Soit t[Z] un terme ot VL(t) C z. L’interprétation | ¢|2
de t, en fonction de I'interprétation @ de Z, est définie par |t|L = | t[u/z] |V

Notation 360 On notera simplement |t| linterprétation des termes clos
de A(C UD) qui ne contiennent pas d’occurence de constante, puisque cette
interprétation est alors indépendante de j.

Notation 361 Pour tout k-cpo réflézif D = (D, \,A)
5D =def M [P = Dl ] ={A(f) : f € [D — Dlx}

Remarque 362 De ce qui précéde, il est clair que, pour tout terme de la
forme Az.t, on a |\x.t]? € Fp.

Le lemme suivant nous sera utile :

Lemme 363 Pour tout u € D, les trois assertions suivantes sont équivalentes :

1) u € §p '
2) u=|Azx.(ux)
3) u= (F'u) ot F' =g¢f Mulz.(uz)

4.1.5 Modelisation des théories du A-calcul

Une théorie équationnelle du A-calcul pur est constituée d’'un ensemble
d’équations AX qu’on prend comme axiomes, et d’un ensemble de régles de
déduction RG qui permettent d’inférer une équation, dite conclusion, d’'un
ensemble fini d’équations appelées prémisses. En particulier, on demande
que ces axiomes et ces régles englobent 'a- et la S-équivalence (au sens ou
si deux termes ¢, ¢ sont af-équivalents alors 1’équation ¢ = ¢’ est déductible
dans la théorie).

La notion de satisfaction par une structure interprétative (D,7), avec
D = (D, )\, A), d’une équation, d'un ensemble d’équations, d’une regle et
d’une théorie Th, est définie comme suit :

Définition 364 :

1) Soient t[z] et t'[T] des termes de A(C U D). La structure interprétative
(D;j) satisfait Péquation ¢ = ¢’ si pour tout w € D<¥ on a |t[u/z]|! =
|#'[u/Z] ). On écrira DEt =1t pour “D satisfait t =t' 7. En particulier, si
t et t' sont des termes clos (4 paramétres dans D ou non) on a DEt =1
si et seulement si |[t|7 = |t |7
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2) On dira que D satisfait une suite d’équations ¢ =¥, et on écrira
DET=1, si D satisfait chacune des équations de T =1 .

3) On dira que D satisfait larégle R: =1 - s=s' et on écrira DE R, si
DET=T impligue DE s = s', autrement dit si :

VieD:DEu/z]| =1[u/z] = YueD:DE s[u/z] = s'[u/z])
Définition 365 On dira que (D, j) satisfait fortement la régle R:T=7 +
t =t si, pour tout T contenant les variables libres de T,T,s,s on a :

Vi eD: (DEt[u/z) =1 [u/z] = DF s[u/z) = s'[u/z])

Remarque 366 On vérifie facilement que si une régle est fortement satis-
faite, elle est satisfaite.

Définition 367 Soit Th = (AX, RG) une théorie. On dira qu’une structure
(D,j) est un modele de Th, ce que l’on note D E Th, si (D,j) satisfait
chaque aziome de AX et chaque régle de RG.

En particulier, on a le résultat suivant :

Lemme 368 Soient D = (D, \,A) un k-cpo réflezif et t,t' € A(C UD). Si
t et t' sont af-équivalents alors DEt =1,

4.1.6 Codage des fonctions n-aire

Notation 369 Soit D = (D, \,A) un k-cpo réflexif. Pour u,v € D, T €
D<¥, on définit uv par induction sur la longueur de v de la fagon suivante :

— uv = (uv) =gef A(u)(v) i.e la fonction A(u) appliquée & I'argument v.

— UV =gef A(u)(v).

Notons que uv est défini pour toute suite “finie” v au sens de 'univers
V dans lequel on travaille, et pas seulement pour toute suite “finie” au sens
intuitif.
Remarque 370 Soient D = (D, A\, A) un k-cpo réflexif et u € D. Pour tout
X C D et k-filtrant, on a, par le fait que A(u) est k-continue :

u(sup X) = A(u)(sup X) = sup{A(u)z : z € X} = sup{uz : z € X}

L’interprétation des constantes du langage de Map Theory utilise parfois
des codes de fonctions de [D™ — D],. Pour cette raison, nous donnons
maintenant la définition de la suite (A\"),cn des codages dans D des fonctions
n-aires :

Définition 371 On définit par induction une suite (A")necw de fonctions de
[D" — D] vers D, comme suit :
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L Al=2X
2. An-i-l(f) = A( u— >\n(’U1, veey Upy f[u7U1’ ,vn]))

On montre facilement par induction sur n et en utilisant les propriétés
des ccc que les fonctions A" sont bien définies et k-continues de [D™ — D]
vers D.

Remarque 372 Pour tousn € w, u € D" et f € [D" — D), on a
A" (f)u = f(w). En particulier, on a A\(f)u = f(u).

4.1.7 Eléments k-compacts et fonctions en escalier

Dans cette section, nous donnons tout d’abord la définition d’un k-
compact. En liaison avec cette notion de k-compacité, nous introduisons
ensuite la famille des fonctions en escalier sur les k-cpos, dont nous mon-
trons qu’elles sont k-continues. Ces fonctions seront souvent utilisées par la
suite.

Définition 373 Soit D un k-cpo. Un élément ¢ de D est dit compact si,
pour tout ensemble k-filtrant X C D tel que ¢ <p sup X, il existe v € X tel
que ¢ <p v. En particulier, I’élément Lp est k-compact en ce sens.

Notation 374 Pour D un k-cpo et H C D, on notera H, l’ensemble des
éléments compacts de H (et donc en particulier D, l’ensemble des k-compacts
de D). Pour u € D, on notera |. u l'ensemble des compacts inférieurs ou
égaus a u.

11 est clair que D, est clos par sup de sous-ensembles k-petits. De plus :

Remarque 375 Les éléments compacts d’un k-cpo D sont exactement les
éléments ¢ de D tel que T {c} est un ouvert et ainsi, pour tout H C D,
l’ensemble T H est un k-ouvert.

On va déduire de la remarque précédente un lemme qui établit la x-
continuité de certaines fonctions dites “en escalier”. L’énoncé de ce lemme
utilise la notion d’antichaine

Définition 376 Soit (D, <) un ensemble ordonné :

1) On dira que u,v € D sont compatibles si il existe w € D tel que u,v < w
et incompatibles dans le cas contraire.

2) Une antichaine est un sous-ensemble de D dont les éléments sont incom-
patibles deux a deut.
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Définition 377 Soient D et £ des k-cpos. Soit X C D, une antichaine et
soit une fonction s : X — € . On considére la fonction définie sur D par :

(u) = s(e) siu>e et e€c X
gs\t) = Llg sinon
Une telle fonction sera dite fonction en escalier,

On remarque que I'incompatibilité deux & deux des éléments de X nous
assure de la bonne définition de g;.
Lemme 378 Soient D et £ des k-cpos et X C D, une antichaine

1) Pour toute fonction s : X — &, la fonction g, est k-continue et
dom(gs) =1 X.

2) Si, de plus, X est k-petit et s|X] C &, alors la fonction gs est k-compacte
dans [D — &]x.-

Preuve.
1) La continuité est une conséquence directe du Lemme 355.

2) Pour le cas Card(X) = 1, la démonstration est analogue au cas kK = w.
Il en résulte que si X est un ensemble x-petit de x-compacts alors g est le
sup d’un ensemble x-petit de fonctions compactes et est donc compacte. m

Nous donnons maintenant quelques exemples de fonctions en escalier :
Exemple 379 Pour tout k-compact e € D et tout v € &€, on définit la
fonction ge, par :

(u) = v st u>e
Jew () = lg sinon

Les fonctions de la forme ge, sont des fonctions en escalier, en prenant
s(e) = v pour X = {e}. De plus, ge, est k-compacte dans [D — &],; ssi v
est k-compact.

Remarque 380 Pour f € [D — &, on a gey < f ssiv < f(e).
Remarque 381 Toute fonction constante peut étre vue comme la fonction
en escalier g, , ou v € £ est la valeur de la fonction. En particulier, une
telle fonction est k-compacte dans [D — ], ssi v est k-compact.

4.1.8 k-ccpos et k-domaines de Scott.

Comme nous l'avons signalé dans l'introduction, les modéles de Map

Theory qui nous intéressent font partie d’une sous-catégorie pleine? et cartésienne

3Rappelons que @' est une sous-catégorie pleine de € si Obj(¢') C Obj(C) et VA, B €
Ob](@’) Homg(A,B) = HO?TL@(A, B)
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close de celle des k-cpos, la catégorie des k-domaines de Scott. Une sous-
catégorie pleine intermédiaire est celles des x-ccpos. Nous présentons ici les
deux classes de domaines correspondant.

Définition 382 Un k-cpo D sera dit un k-ccpo si tout ensemble majoré
X C D admet un sup.

Remarque 383 Il est clair que si D est un k-ccpo, tout X C D non vide
admet un inf, c’est a dire un sup de l’ensemble de ses minorants.

Le Lemme 349.2 s’étend naturellement aux sups quelconques dans les
K-CCPOS

Lemme 384 Soient D,& des k-ccpos et X C [D — &],. Si le sup de X
existe c’est le sup extensionnel (i.e le sup point par point).

La définition des k-domaines de Scott passe par celle de la k-algébricité.
Rappelons que |, u = {e € D, : e < u} pour u € D et D un k-cpo.

Définition 385 Un k-cpo D sera dit k-algébrique si, pour tout u € D, |. u
est k-filtrant et u = sup(. u).

On peut voir aussi facilement qu'un sous-ensemble G d’un k-cpo k-
algébrique est un ouvert si et seulement §’il est “engendré” par un ensemble
de compacts, autrement dit :

Lemme 386 Pour D un k-cpo k-algébrique et G C D, les quatres énoncés
suivants sont équivalents :

1) G est un k-ouvert

2) G =1 G et pour tout u € G on a ({cu) NG #
3) G=1(GND)

4) Il existe H C D, tel que G =t H

Preuve. L’équivalence de 2, 3 et 4 est évidente. Le fait que 4 implique
1 est donné par la Remarque 375. On montre maintenant 1 = 2. Soit donc
un ouvert G. Pour montrer 2, il nous suffit de trouver, pour chaque u € G
un x-compact e, tel que e, € G et e, < u. Soit donc u € G. Puisque D est
algébrique, |. u est k-filtrant, et on a donc sup(}. u) = u € G. Comme G
est un ouvert, on a ({, u) NG # @. I suffit alors de choisir e, dans |, uNG.
|

Définition 387 Un k-domaine de Scott est un k-ccpo k-algébrique.
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4.1.9 Opérateurs de points fixes dans les k-ccpos réflexifs

Définition 388 Soit D = (D, \,A) un k-cpo réflexif :

1) Soient u,z € D. On dira que = est un point fixe de u si ux = .

2) On dira Z € D est un opérateur de points fixes sur D si, pour tout u € D,
Zu est un point fize de u.

Exemple 389 L’interprétation dans D de tout combinateur de points fizes
du A-calcul est un opérateur de points fizes.

Nous montrons maintenant I’existence d’un plus petit point fixe (pppf)
pour tout élément d’un k-ccpo réflexif. Notons que, dans la définition qui
suit, il faut tenir compte qu’une suite croissante de longueur 7 < k n’est pas
nécessairement x-filtrante lorsque x > w (Remarque 341), et n’admet donc
pas forcément un sup. Se restreindre aux k-ccpos réflexifs (au lieu des k-cpos
quelconques) permet de contourner cette difficulté, ce cadre étant d’ailleurs
largement suffisant par la suite.

Définition 390 Soient D = (D, \,A) un k-ccpo réflexif et uw € D. On
définit la suite (u")p<x par :

ul= 1

uml = u(um)

u =sup{u? : v < n} pour n limite

Lemme 391 Soient D = (D, A\, A) un k-ccpo réflexif et u € D. La suite
(uM)y<x est bien définie, croissante, et uF =g4.; sup(u”), <, est le pppf de u.

Preuve.
Pour que (u"),<, soit bien définie, on doit vérifier I'existence du sup{u” :
v < n} pour tout < k limite. Or, dans un un k-ccpo, toute suite majorée
admet un sup, il suffit donc de remarquer que {u” : v < n} est majoré par
tout point fixe de u (vérification triviale par induction sur +y); 'existence
d’un tel point fixe découlant, entre autres, de I’Exemple 389.
La croissance se montre sans probléme par induction sur 7.
Maintenant, cette croissance nous assure du fait que {u” : n < K} est k-
filtrant et il vient

u(suP(un)n<n) = Sup(u(un))rKn = SUP(un+1)n<n = SUP(un)VKn
Le sup de la suite est donc un point fixe de u et c’est le plus petit puisque,
comme déja signalé, tout élément de cette suite est majoré par n’importe
quel point fixe de u.
|

Nous allons voir maintenant que dans tout k-ccpo réflexif il existe un
opérateur de pppf. Cela découle du lemme suivant :
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Lemme 392 Soit D = (D, \,A) un k-ccpo. La fonction Fop : u— u” est
k-continue sur D.

Preuve. Tout d’abord, il est clair que, pour tous u,v € D, siu < v
on a u" < v"pour tout 7 < K. On en conclut sup(u?),<, < sup(v”),<. et
la croissance de Fj;. Maintenant, soit X C D et k-filtrant et soit s =gy
sup X. On a par définition Fpr(s) = sup(s”),<x. Or, on vérifie facilement
par induction sur 7 en utilisant le Lemme 349 et la x-filtrance de X, que
s" = sup{u : u € X}. Il vient :

Fpp(s) = sup(s)p<x
= sup{sup{u’:u € X}:n <k}
= sup{u”:u€ X, n <k} [ |

= sup{sup{u’:n < kK}:u € X}
= sup{Fpr(u):u € X}

Définition 393 SoitD = (D, \, A) un k-ccpo réflexif. On appellera opérateur
de pppf lélément X(Fps) et on le notera Yp (ou plus simplement Y) .

Corollaire 394 Pour tout r-ccpo réflexif D et u € D, (Yu) est le pppf de
u.

Remarque 395 Insistons sur le fait que Y a une définition sémantique.
Toutefois, pour les modéles de MT construits en [6, p.49], il est possible de
montrer que l'on a en fait Y =|Y|, ou Y est le combinateur de points fizes
de Curry (Cf Définition 105).

4.1.10 Fonctions k-compactes

Nous montrons maintenant que dans les k-domaines de Scott, ’image
d’une fonction x-compacte est un ensemble de xk-compacts. La démonstration
de ce fait est une généralisation facile du cas w. Nous n’en donnons qu’une
esquisse. Elle passe par la définition et le lemme suivant :

Définition 396 Soient D et & des k-domaines de Scott. Pour f € [D — &,
on pose :

8f —def {ge,d:eEDc/\degc/\de(e)}
0l ge q est la fonction en escalier k-compacte définie dans I’Exemple 379.

Lemme 397 Pour toute fonction f on a sup(gy) = f.

Lemme 398 Soit f une fonction k-compacte. Pour tout u € D, f(u) est
Kk-compact dans .
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Preuve. On vérifie facilement que f = sup(gy) = sup{supH : H C,
g} ; puis, par régularité de «, que {sup H : H C, g} est -filtrant. Par x-
compacité de f, il existe H C,; g tel que f < sup H. Comme sup(H) < f, on
a finalement f = sup(H). Soit maintenant v € D. On f(u) = sup(H)(u) =
sup{gc,a(u) : gc,qg € H} par le Lemme 384. Il ne reste plus qu’a remarquer
que, puisque H est s-petit, f(u) est le sup d’un ensemble s-petit de k-
compacts, c’est donc un x-compact. m

4.2 Les pré-modeles de Map Theory

Nous introduisons la notion de pré-modele de MT' dans la catégorie des
K-cpos, ou k-pré-modele. La définition que nous donnons ici differe donc
légérement de celle donnée en [13] qui ne concernait que les kK-domaines de
Scott. En effet, ce n’est qu’a partir du Chapitre 9 qu’il sera nécessaire de
travailler dans cette sous-catégorie.

Les k-pré-modeéles de Map Theory sont construits & partir de k-cpos
ayant une certaine forme. Pour les introduire on définit tout d’abord une
opération pour laquelle la catégorie des k-cpos, comme celle des k-domaines
de Scott, est close :

Définition 399 Soit (D, <p) un k-cpo et T, L ¢ D. On notera D &1 T le
k-cpo (D', <pr) tel que D' = DU {T,1} et u <pr v si et seulement si
u=lovu=v=T ouu<pv (u,v €D).

Nous définissons maintenant la notion de x-pré-modéle

Définition 400 (k-pré-modéle 1) Un k-pré-modele est un triplet (M, X, A)
ou M un k-cpo et :

A

—

M [M—)M]KGBJ_T

A

A, A sont deuz isomorphismes d’ordre inverses 'un de ’autre.

Pour le reste de cette section, on suppose fixé un tel k-pré-modele (M, A, fi).
Notation 401 : o
1) L =gey Lps et donc L =A(L1)
2) T =qey A(T)
3) § =def )\[[M - M]n]
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Comme X et A sont des bijections on a § = M\{L,T} et L #T.

Comme 5\,/1 sont deux isomorphismes d’ordre, ils commutent a tous
les inf s et aux sup s (ils sont donc en particulier s-continus). De plus, par
définition de (M — M|, & j_T , on voit facilement que u <4 v si et seulement
si tu=louu=v=Touu,v€F et u<p v. En particulier, on a donc
u <ap T siet seulement siu= 1 ouT, et T < wusiet seulement si u =T.
On en déduit facilement les propriétés suivantes des pré-modeles :

Lemme 402 :

1) Pour tout H C M admettant un sup :
supH=T ssi H={T} ou H={T, 1}
supH=1 ssi H=0 ou H={Ll}
supHeF ssi HCFU{L} et HNF#D

2) Pour tout H C M admettant un inf :
infH=T ssi H={T}

inffH=1 ssi LeHou(TEHetHNF#D)
infHeF ssi HCF

Du lemme précédent, on déduit facilement :

Lemme 403 :
1) § est un k-ouvert (de la k-topologie sur M).

2) Pour tout ouvert O, on a T € O si et seulement si, soit L € O et alors
O =M, soit O ={T}UO" pour O' CF un ouvert.

On définit maintenant :
A
M T M Ml
(_

A
en posant A(u) = Aw)pour u € F, A(L) =z — L et AT) =z — T;
A(f) = A(f) pour toute fonction k-continue de [M — M].
On vérifie facilement que :
Lemme 404 (M, ), A) est un k-cpo réflexif, en particulier Ao\ = idjpq_aqj,. -

Définition 405 (k-pré-modéle 2) A partir de maintenant et pour éviter
d’alourdir notre terminologie, on appellera aussi “k-pré-modele” le k-cpo
réflexif M = (M, X\, A) induit par un k-pré-modéle (M, \, A). De plus, on

écrira souvent simplement M au lieu M.
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La propriété sémantique exprimée par le lemme suivant est appelée Fort
Quartum Non-Datur (FQND). Nous verrons dans la section suivante que ce
lemme implique que tout k-pré-modele satisfait la reégle de QND de MT.

Lemme 406 (FQND) Pour tout k-pré-modéle M on a :
M={ueM:|Flul=u} U{T,L}.

Preuve. En effet, § = §y = {u € M : |F'u| = u} (Lemme 363) et,
comme on I'a déja remarqué, M =FU{T,L}. =

Remarque 407 La restriction Az de A a § et A sont deuz isomorphismes
(d’ordre) inverses entre les k-cpos § et [M — M].

Comme Az et X\ sont deux isomorphismes d’ordre, ils commutent aux
inf s et aux sup s des sous-ensembles de § et de [M — M], et préservent
la compacité. On en déduit facilement, en utilisant le Lemme 402, les trois
lemmes suivants :

Lemme 408 :

1) Soit H C [M — M. Si H admet un sup ou un inf alors {\(f): f € H}
admet un sup ou un inf et :

A(sup H) = sup{\(f) : u € H}

Ainf H) = inf{A\(f) : v € H}
2) Soit H C M. Si H admet un sup ou un inf alors {A(u) : w € H} admet
un sup ou un inf et :

A(sup H) = sup{A(u) : u € H}

A(inf H) = inf{A(u) : u € H}

Lemme 409 Soit X C M tel que sup(X) eziste et T € M<¥. Si M est un
k-cepo ou si X est k-filtrant alors sup(X)Z = sup{uZT : u € X}.

Preuve. On esquisse la démonstration du cas ou M est un k-ccpo,
I’autre cas s’obtenant en y remplacant le Lemme 384 par le Lemme 349 :
On remarque que lexistence du sup{uZ : u € X} est assuré, dans les k-
ccpos, par le fait que Pensemble {uZ : v € X} est majoré par sup(X)z. Il
suffit ensuite de faire une induction sur la longueur de T en utilisant le fait
que A commute a tous les sup et le Lemme 384. m

Lemme 410 :
1) A™(f) est k-compact dans M ssi f est k-compacte dans [M™ — M|,
2) A(u) est k-compacte dans [M — M|, ssi u est k-compact dans M.
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Preuve. Comme L et T sont k-compacts, A(L) =z — L et A(T) =
z — T sont des fonctions k-compactes (Remarque 381). Le reste du lemme
découle, dans le cas n = 1, immédiatement du fait que Az et A sont des
isomorphismes, et dans le cas général par une induction sur n. m

Nous allons voir maintenant que, sous une certaine interprétation j des
constantes if, L et T, tout pré-modéle satisfait les axiomes et régles de MT
dits “du A-calcul et du calcul des propositions”.



Chapitre 5

Satisfaction des axiomes et
regles du A-calcul et du
calcul propositionnel

On suppose dans ce chapitre que M = (M, A, A) est un k-pré-modele
au sens de la Définition 405.

Rappelons que MT A, est une théorie du A-calcul enrichi de I’ensemble
de constantes C = {L,T,if;¢e,p, ~}. L'interprétation de MT A se fait donc
dans une structure (M, 5), oli j est une fonction d’interprétation de C' dans
M.

Nous ne nous intéressons ici qu’aux interprétations naturelles des constantes
1,T et if dans les pré-modeles, autrement dit, nous fixerons j(L1) = L,
§(T) =T et j(if) = N3(IF), ou IF est la fonction définie dans le Lemme
412 plus bas, sans définir I'interprétation des autres constantes. Cependant,
comme le lecteur pourra le vérifier, les théorémes qui vont suivre sont vrais
pour une interprétation quelconque de ¢,¢, ~ dans M. Ils sont de plus
démontrés en [6] auquel nous renvoyons.

Nous introduisons maintenant une convention d’écriture :
CONVENTION :

Pour simplifier les écritures, interprétation |t dans M du terme clos t €
A(MUQC) sera simplement notée t lorsque le contexte le permettra. Ainsi,
par exemple, Uécriture t € G pour G C M, devra se lire “Uinterprétation de
t se trouve dans G”. Autre exemple : sous cette convention, “M E t =t
et “t = t'7 deviennent deuz formulations équivalentes pour dire que les
interprétations des termes clos t et t' sont égales.

153
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Comme (M, A, A) est un k-cpo réflexif on sait depuis le Lemme 368 que
M satisfait les axiomes et régles d’af3-équivalence et de passage au contexte
(Applic-B, Renommer, Trans et Abstract). Seuls les axiomes Select1,2,3,
Applic-T, Applic- L et la regle de QN D, nous intéressent donc ici. Nous les
rappelons tout d’abord :

Comportement de la constante if :
Selectl F(if TAB)=A
Select2 + (if \z.C AB) =B
Select3 +(if LAB)=_1

Comportement applicatif des constantes L et T :
Applic-T +(TB)=T
Applic-1. +(LB)=1
Le calcul propositionnel est traduit dans MT grace & la seule régle du
QND :
QND Si F A[T/z] = B[T/z]
et FA[F'z/z] = B[F'z/z]
et F A[L/z] = B[L/x]
Alors FA=1B

Nous donnons maintenant les propriétés de M d’ou découle la satisfac-
tion de ces regles et axiomes. Nous renvoyons & [6] pour les démonstrations
faciles des lemmes qui suivent.

Lemme 411 Pour toutue M onaTu=T et Llu—= 1.

En posant j(L) = L et j(T) = T, il est donc immédiat par le lemme
précedent, que M satisfait Applic-T et Applic-1.

Lemme 412 La fonction IF de M3 vers M définie par :

1L st u=_L1
IF(u,v,w)=¢ v s u=T
w s vVEF

est k-continue.

La démonstration du lemme précédent est facilitée par le fait qu’une
fonction n-aire est k-continue ssi elle 1’est en chacun de ces arguments.

En posant j(if) =ges A\3(IF), on vérifie facilement que, pour tout u, v, w €
Mona :if lvw =1, ifTvw =wv et ifuvw = wsiu € F. On en déduit que,
M satisfait les axiomes Selectl,2,3 (on utilise en particulier la Remarque
372).
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Il nous reste & voir que M satisfait la régle de QN D. Intuitivement, cette
regle affirme que, pour f, g des fonctions k-continues :
Si  f(T)=g(T)
et f(F'u) = g(F'u) pour tout u € M
et f(L)=g(L)
Alors  f(u) = g(u) pour tout u e M ie f=g
Or, le QN D aussi bien que cette implication sont trivialement vérifiés par

tout modele du A-calcul qui vérifie le FQND ; et donc par tout k-pré-modele
(Lemme 406).

Définition 413 (k-pré-modéle 3) Nous appellerons dorénavant k-pré-modele
toute structure (M,j) induite par un k-pré-modéle M et ot j est définie de
la facon que nous venons de voir pour les constantes if, L et T. Tout k-pré-
modéle satisfait donc les aziomes du A-calcul et du calcul propositionnel de
MT.

Avant de clore ce chapitre, nous donnons quelques propriétés supplémentaires
de linterprétation des termes dans les k-pré-modéles (au sens de la notation
précédente).

Lemme 414 (Quasi-extensionnalité) Pour tous u,v € §F on a :
u < v (resp. u =v) si et seulement si ux < vz (resp. ur = vz) pour tout

T e M.

Définition 415 Pour tout n € w, on définit 1 et 7 par :
1) =gef T sin=0 etn=gys \"(@e€ M"—T) sinon.
2) M =gef L sin=0 et =gy \"(t € M" — L) sinon.

11 est facile de montrer, par induction sur n € N, que 72 = | Azy.... Az, T |j
et que 7 = | Az1....A\z,.L |7. De plus, du Lemme 410 et de la Remarque 381,
on déduit facilement :

Remarque 416 :

1) La suite 7, pour n € w, est une suite croissante d’éléments k-compacts.
2) La suite n, pour n € w, est une antichaine d’éléments k-compacts et
mazimauz.

3) Onam<n ssi m<n.

Nous donnons maintenant 5 conséquences faciles et trés utiles du FQND
et de la définition de IF'. Elles portent sur les constructeurs propositionnels
et 'implication non monotone (voir Définition 34 et Notation 20 pour les
définitions de !,b, =, :, 5,A et —)
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Lemme 417 Pour tous u,v € M
I)MEU=T ssi u#1
2)MEWwWw=1 ssi u=1

Lemme 418 Pour tout u,v € M
DME-u=T ssiu€F
2)ME-~u=F ssiu=T
JME-wu=1ssiu=1

Lemme 419 Pour tout u,v € M
I)MEuA =T ssiu=T etv="T
) MEuAv =1 ssiu=_1 ouv=_1
3) MEuAv=F sinon.

Lemme 420 Pour tout u,v € M
IDMEu:v=vsiu=T
2) MEu:v= 1 sinon.

Lemme 421 Pour tout u,v € M

DMEusv=1 ssiu=1Louv=_1

2)MEu=>v=F ssiu=T etveEF

3) MEu=v =T sinon

Lemme 422 Pour toute suite de termes A de Am,c, tous termes B,C €
Anm,c et toute suite T D VL(A,B,C), les énoncés suivants sont équivalents :

1) MEA—B=C
2)Va € MY@ . (M E Au/z) =T = M E Bla/z] = C[u/T])



Chapitre 6

Satisfaction des axiomes
Claract et de Quantification.

On fixe pour ce chapitre un cardinal Kk > w et un x-pré-modele (M, 7)-

Nous nous intéressons maintenant aux interprétations des constantes e
et ¢ dans (M, j). Contrairement & celles de if, L, T, ces interpréta0tions
ne sont pas “pré-déterminées” par la donnée de M. Elles sont relatives au
sous-ensemble ® de M qu’on choisit comme “domaine de la quantification”
et & une fonction de choix p sur M. La constante ¢ est alors interprétée
par le code d’une fonction E, qui est une “fonction de choix k-continue sur
®” (voir ci-dessous, Définition 429), et ¢ est interprétée par le code de la
fonction caractéristique xo de ®.

Il est facile de voir que la fonction caractéristique yg de G C M, telle
qu’elle est définie plus bas, est k-continue ssi G est un k-ouvert. Nous intro-
duirons la notion de “fonction de choix x-continue sur G” et nous donnerons
plusieurs exemples de telles fonctions. Enfin, nous montrerons que, pour tout
® ouvert et remplissant des conditions trés simples, les Axiomes de Quanti-
fication sont satisfaits.

Remarquons d’une part, que les lemmes et théorémes de ce chapitre sont
souvent énoncés de fagon générale pour G C M, alors que cette généralité
ne sera vraiment nécessaire que pour la construction de ’ensemble ¥ | qui
engendrera ® en Section 9.4; d’autre part, qu’ils sont vrais pour une in-
terprétation quelconque de la constante ~.

Définition 423 Soit G C M. On appellera fonction caractéristique de G,
la fonction xg définie par :
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(u) = T si u€elG
XG\W' = 1 sinon

Lemme 424 Soit G C M, xg est k-continue si et seulement si G est un
ouvert.

6.1 Fonctions de choix continues

On introduit tout d’abord les notions dont nous aurons besoin :

Définition 425 On appellera “fonction racine” et on notera r la fonction
Kk-continue définie par :

1 st u=_L1
r(u)=9 F si uegF
T si u=T

Remarque 426 On vérifiera sans peine que A(r) est linterprétation du
terme

R=gef A2.(if 2T F). On peut aussi noter que r est la fonction en escalier
gs, ot s : {T, A\x.L} - M est définie par s(T) =T et s(A\z.L) =F.
Définition 427 (Prop. d’Ackermann) On dira qu’une fonction E € M — M
vérifie la propriété d’Ackermann pour G si :

Vz € G : r(uz) = r(vz)] = E(u) = E(v).

Définition 428 On appellera fonction de choix sur M toute fonction p de
P(M) vers M telle que pour tout X C M et non-vide on ait p(X) € X.

Définition 429 On appellera fonction de choix continue sur G toute fonc-
tion E € [M — M)], vérifiant la propriété d’Ackermann pour G, et telle
que, pour tout u € M
1) 8i L € uG alors E(u) = L.
2) Si L ¢ uG alors E(u) € G
2)8i L ¢uG etT € u@G alors E(u) € {x € G:uzx =T}.

Autrement dit, F choisit continfiment un élément z de G qui vérifie
uz = T 8l en existe un (et si la valeur de uz est “déterminée” pour tout

z € G).
Remarque 430 Lorsque L ¢ G on a donc que E(u) € G ssi L ¢ uG.

Définition 431 Soit p une fonction de choiz sur M. On note EY, la fonc-
tion définie sur M par :

L st L euG
El(u) =< p(G) si uGCgF

p{r € G:uz=T}) si L ¢uGT
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Par la suite, de nombreux lemmes vrais pour les sous-ensembles x-petits
de M le seront aussi pour des sous-ensembles de la forme 1 H, ou H est
k-petit. Cela justifiera la définition suivante :

Définition 432 Pour tout G C M et & un cardinal, on dira que G est
essentiellement &-petit s’ existe H C¢ M tel que H C G CT H.

On remarque que tout ensemble &-petit est essentiellement &-petit, de
plus :

Remarque 433 Pour tous H,G, si H C G C1T H alors t H =1 G.

Pour le reste de cette section on se donne G C M et p une fonction de
choix quelconque sur M. On donne maintenant le lemme central de cette
section :

Lemme 434 Si G est essentiellement k-petit et L ¢ G alors Ef. est une
fonction de choiz continue sur G.

Preuve. La seule propriété non-triviale est la s-continuité de Eg. Pour
la montrer, il suffit de vérifier que E?, vérifie les conditions du Lemme 355.
La premitre condition est que U =405 dom(E%) = {u : L ¢ uG} soit un
k-ouvert. Or supposons H C G Ct H, alors U = Mgepg{u : ux # L} =
Neer f7 M — {L}], ot f, est la fonction k-continue v + vz. Si H est k-
petit, U est alors 'intersection d’une famille k-petite d’ouverts. C’est donc
un ouvert. On vérifie maintenant la deuxiéme condition. Soient donc u < v
avec L ¢ uG. Ona L ¢ v@G, et comme T est incomparable avec les éléments
de §, on vérifie facilement que {z € G:ur =T} ={x € G : vo =T}. Le
résultat est alors évident. m

Le Lemme 436 exprimera le fait que si H C, G C1 H alors toute fonction
de choix continue sur H est aussi une fonction de choix continue sur G. Ce
résultat découlera du lemme suivant :

Lemme 435 Soit HC G Ct H etue M
1) Ll euG & 1L euH
2)8i L ¢uH alorsT € uG < T € uH
Preuve. On remarque tout d’abord que ’hypotheése implique :
uH CuG Cu(t H) CtuH
Maintenant, il est évident que 1 € uH ssi L €1 (uH), et donc que si L ¢ uH
alors T € uH ssi T €1 (uH). On en conclut facilement les points 1 et 2. m

Lemme 436 Soit E une fonction de choix continue sur H. St H C,, G Ct
H alors E est une fonction de choizx continue sur G.
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Preuve. FE est k-continue par hypothese. On montre tout d’abord qu’elle
vérifie la propriété d’Ackermann pour G. Soient donc u,v € M. Comme
H C G,siVr € G r(uz) =r(vz) alors Vz € H r(uz) = r(vz) et, comme E
vérifie la propriété d’Ackermann pour H, on a E(u) = E(v). Soit maintenant
u € M, par le lemme précédent il vient immédiatement :

1) LeuG=>1leuH=>E({u)=1

2)Sil ¢uGalors L ¢uH et E(u)e HCG

3)SiLguGet T euG alorsT € uH et E(u) € {fzr € H:ux =T} C{z €
G:ur=T} =

Corollaire 437 Si H C,, G C1 H alors, pour toute fonction de choiz p sur
M, E%, est une fonction de choiz continue sur G.

6.2 Satisfaction des axiomes Caract et de Quanti fication

Pour cette section, on fixe un k-ouvert ® C M essentiellement k-petit.
On suppose de plus que L ¢ ®. On se donne une fonction de choix continue
E sur & (dont l'existence est garantie par le Lemme 434). De plus, par le
Lemme 424, x4 est x-continue.

On pose j(e) = A(E) et j(4) = Axa)-

Ainsi on aura en particulier M F ¢u =T ssiue @, et ME pu =1L
sinon.

Nous allons voir maintenant que, sous une telle interprétation des constantes,

M satisfait les axiomes de Quantifications. On rappelle tout d’abord ces
axiomes ainsi que 'axiome Caract :

Caract oz =lox

Quantifl ¢B,Vr.A —> A[B/z]
Quantif2 ex.A =cez.(pzAA)
Quantif3 ¢ex.A = Vz.lA
Quantif4 Iz.A — gex.A
Quantif5 Vz.A=Vz.(¢z: A)

Rappelons que pour A,B € Ay,c, ona A : B =gef (if A B 1). On
vérifie facilement que, sous l'interprétation précédente de ¢, on a :

Lemme 438 Pour tout terme A € Apq,c et tout u € M

1) M E ¢uhAfu/z]) =T ssi M E ¢u : Alu/z] =T ssi u€ ® et MF
Alu/z]) =T

2) M E ¢uAAfu/z] = L ssi M E ¢u : Alujz] = L ssi u & @ ou
ME Alu/z] =L
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Preuve. ¢u ne prenant que la valeur 7' ou L, le lemme suit immédiatement
des Lemmes 419 et 420.
]

Comme on interpréte € par A(E), et que E satisfait la propriété d’ Ackermann
sur ® (Cf Définition 427), on déduit du lemme précedent que :

Corollaire 439 M F ex.A = ex.(pzAA) = ex.(¢pz : A)

Que ¢ permet de traduire adéquatement les quantificateurs (ce qu’ex-
priment les Propositions 441 et 442) découlera du résultat suivant :

Lemme 440 Pour tout u € M on a :
1) MEFu(eu) =L ssil €ud

2) MEu(eu) € § ssiud CF

3) MEu(eu) =T ssiT € ud et L ¢ ud

Preuve. Nous écrirons “Clausel,2 ou 3” pour indiquer I'utilisation des
clauses 1,2 ou 3 de la définition des fonctions de choix continues. Notons que
u(eu) = u(E(u)) et que la Remarque 430 nous donne E(u) € @ ssi 1 ¢ ud.

1) Si L ¢ u® alors E(u) € ® et donc L # u(E(u)). Inversement, soit =z € ®
tel que uz = L, il vient par Clausel :ul =u(E(u)) <uz = L.
Remarquons que par 1 on a u(E(u)) # L & L ¢ u® < E(u) € ®. Il vient :
2) Si u(E(u)) € § et que T € ud, comme | ¢ ud on a u(E(u)) =T
(Clause3), ce qui est contradictoire. Inversement, si u® C § alors E(u) € ®
par Clause2, et donc u(E(u)) € §.
3) Si L € ud alors u(F(u)) = L # T. Si maintenant 7' ¢ u® et L ¢ ud,
on a u® C § et u(eu) € §F, et donc u(E(u)) # T. L’'implication inverse est
immédiate par Clause3.
u

Pour les définitions de 3 et V nous renvoyons 3 la Définition 66 :

Proposition 441 Pourtout A € Ay tel que VL(A) C {z}, Uinterprétation
de 3x.A est égale a L, F ouT et :

1) ME3A=Tssi Vuec®ME Aju/z] # L et ue d: M E
Alu/z) =T)

2) MFIz.A=1 ssi Jue ® MF Afu/z] = L

3) MEJz.A=F ssi Yue @ ME Afu/z] €F

Proposition 442 Pourtout A € Ay ¢ tel que VL(A) C {z}, Uinterprétation
de Vx.A est égal a 1L, F ouT et :

1) MEVZ.A=T ssi Yu€® MF Alu/z] =T

2) MEVz.A=1 ssi Jue d ME Alu/z] =L
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8 MEVo.A=TFssi Vuecd®ME Afufz] # L et Iuec ®: ME
Alu/z] € §)

On en arrive maintenant au théoréme principal de ce chapitre, a savoir :

Théoréme 443 Pour que les axiomes de Quantification soient satisfaits
par un k-pré-modéle (M, j) qui interpréte ¢ et € comme précédemment a
partir d’un ® C M, il suffit que ® soit un k-ouvert essentiellement k-petit

et tel que 1L ¢ ®.

Preuve. :
Caract : Evident par définitions de ! et de xs-
Quantifl : Par le Lemme 422, on doit montrer que, pour § O VL(A, B) et
e M@ .
(M E ¢(Ba/y]) =T et M EVz.Alu/g) = T) implique M E A[B/z][a/y)] =
T
Soit v = |B[u/y]|, par hypothése on a v € ®. Le résultat découle alors
directement de la Proposition 442.1, puisque clairement | A[B/z][u/7]| =
| Alo/y)[E/7]).
Quantif2 : Voir Corollaire 439.
Quantif3 : Comme !Alu/z] = (if Alu/z] T T), on a que !Afu/z] = L ssi
Alu/z]) = L, et A[u/z] = T sinon. De méme, par définition de x¢, ¢cz.A
prend soit la valeur L, soit la valeur T'. Maintenant, ¢ex.A = T ssiex.A € ®
ssiVu € @ : (Az.A u) # L (Remarque 430) ssi Vu € & : (Azx.!A u) # L ssi
Vz.!A =T (Proposition 442).
Quantif4 : On doit montrer que pour VL(A) C T et w € MYE) on a
M E 3z.A[u/Z] = T implique M E ¢ez.A[u/Z] = T. Supposons donc
Jz.A[u/T] = T. On a donc en particulier que Yu € ® : Afu/z, /T] # L
(Proposition 441.1), et donc Yu € @ !Afu/z, w/z] = T (voir Quantif2). I
vient Vz.!A = T = ¢ez. A.
Quantifb : Vient facilement du Lemmes 438 et de la Proposition 442. m



Chapitre 7

Satisfaction des axiomes de
I’Egalité

On suppose pour ce chapitre que x > w et que (M, 7) est un k-pré-modele
au sens de la Définition 413. A partir du Lemme 466 p.168, on supposera
de plus que M est un k-ccpo. On remarquera que certains résultats de ce
chapitre utilisent ’existence d’un cardinal inaccessible ¢ < k. Ces résultats
ne seront cependant utilisés que dans le chapitre 9 et ne jouent aucun roéle
dans la satisfaction des axiomes de 1’égalité.

On s’intéresse ici & 'interprétation de la constante ~. Comme celle de
¢ et e, cette interprétation est relative au choix de ®. L’idée fondamentale
qui nous guide est d’interpréter ~ par la fonction caractéristique d’une
relation d’équivalence sur un certain sur-ensemble @1 de ®. Cette relation
sera définie comme la “bisimulation mazimale” sur ®7.

Nous définirons bient6t opération ( )™ et la notion de bisimulation. Nous
verrons aussi les conditions sur ® C M, qui permettent une interprétation
de la constante ~ satisfaisant les axiomes de 1’ Egalité.

Nous commencgons par regarder de fagon générale quelles sont les rela-
tions binaires sur les sous-ensembles de M qui sont représentables par un
élément de M.

7.1 Les relations binaires représentables

Définition 444 Soient G C M et R une relation binaire sur G. On appel-
lera fonction caractéristique de R (sur G), la fonction xr définie par :
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T si (u,v) €ER
xe(u,v) =< F si (u,v) ¢ R et (u,v) € G2
1L si (u,v) ¢ G?

Définition 445 On dira qu’une relation R sur G est représentable (dans
M) si xR est k-continue.

Lemme 446 Pour une relation R sur G les deux propriétés suivantes sont
équivalentes et elles impliquent que G est un k-ouvert :

1) R est représentable
2) R et G?\ R sont des k-ouverts.

Preuve. Il est clair que 2 implique que G? est un ouvert, et donc G est
un ouvert. On montre maintenant I’équivalence de 1 et 2 :
Soit O C M un ouvert quelconque. Si L € O, on a O = M, et donc x3'[O]
est Pouvert M. Dans le cas contraire, on a x5'[0] = x5' [ON{T, F}] et on a
les quatres possibilités suivantes : x3'[0] = 0, xz'[0] = R, xz'[0] = G*\ R
et x5 [0] = RU(G?\ R). Il est donc clair que x g est continue ssi R et G?\ R
sont des ouverts. m

Le lemme qui suit donne une caractérisation des relations d’équivalence
représentables :

Lemme 447 Soit R une relation d’équivalence sur G. Sont équivalents :

1) xR est k-continue (R est représentable)
2) G est un ouvert et Yu,v € G:u <v= (u,v) € R

Preuve.

=) Si xg est k-continue G et R sont des ouverts par le lemme précédent.
On a donc en particulier R =1 R. Puisque R est réflexive, on a (u,u) € R.
et donc finalement (u,v) € R siu < v.

<) Supposons que G soit un ouvert et que Yu,v € G : u < v = (u,v) € R.
On va montrer que yxgr est x-continue. En vertu du Lemme 355, il suf-
fit de vérifier que dom(xgr) = G? est un ouvert, et que, si (u,v) € G?
et (u,v) <pxm (u',v") alors xr(u,v) = xgr(u',v"). La premiére condi-
tion découle immédiatement du fait que G est un ouvert. Maintenant, par
définition de <pqxpm, si (u,0) <pxm (W,v").ona u <u' et v <ol Side
plus u,v € G, on a v',v" € G (puisque G =1 G), et il vient par hypothese
(u,u') € R et (v,v') € R. On vérifie alors facilement, en utilisant le fait
que R est une relation d’équivalence, que (u,v) € R ssi (u/,v') € R. D’ou le
résultat. m
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7.2 L’opération ()*

Définition 448 Pour tout GC M : G =gp {u:VT € G<¥, uz # L} .

Le suite de cette section sera utilisée pour montrer deux propriétés im-
portante de G*. La premilre est que si G est essentiellement s-petit, alors
G est un ouvert (Lemme 464). La deuxiéme suppose que M est un k-ccpo
et qu’il existe un cardinal inaccessible ¢ < k. Dans ce cas, on montrera que,
pour tout G vérifiant H C G Ct+ H avec H C, M., on a que G est un
ouvert essentiellement o-petit (Corollaire 469).

L’expression de ces propriétés nécessite I'introduction de certaines notions :

Notation 449 Pour K,G C M et K # 0, on définit pour tout n € w
K" G =gef {u€e M:Vz € K", ut € G}

On remarque que K° — G = G et on abrégera K! + G par K — G.
Remarque 450 :
1)TeK"—G ssi TeG

2)Lle K"~ G ssi LeG
3 K"l G=K— (K"—G)=K"~ (K — Q)

Le lemme trivial suivant exprime, la croissance pour l'inclusion de + en
son deuxiéme argument, et la décroissance en son premier :
Lemme 451 Soient HC H' et K CK', ona :
H~—KCH—K

Remarque 452 On vérifie facilement par induction sur n que,
si X C G+ X, alors, pour tousn >0, on a X CG" — X.

Les propriétés énoncées dans le lemme suivant sont immédiates :

Lemme 453 Soient G,H,X C M

DT eGt et L¢ Gt

2) H C G implique Gt C H

3) GT=1Gt=(tG)"

4) GT =G" — G pour tout n € w

5) i XCG—Xetl¢gXalors X CGT
6) Gt = {u’ :u € G*}.

Définition 454 On définit la relation =g sur M par :
u=gve VL€ GVY:r(uz)=r(vr)

Comme ) € G<¥, le lemme suivant est immédiat :
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Lemme 455 Soit G C M. La relation =g est une relation d’équivalence
et :

u=gv & (r(u)=r(v) et Vz€G:ur=¢guvz)
Corollaire 456 Pour tous u,v € M on a :
Du=gTssiu=T

2)u=¢g Ll ssiu=_1.

Remarque 457 Si H C G alors u =g v = u =g v.
Remarque 458 Pour tous u,v € G, onu < v =u=gv

En particulier =g est une relation d’équivalence sur Gt représentable
(par la remarque précédente). Malheureusement, elle n’est pas adéquate pour
interpréter ~. En particulier, elle n’est pas “maximale”, ce qui nous conduit
a introduire une relation plus grossiere dans la section suivante.

Le lemme et le corollaire suivants découlent facilement des points 2 et 3
du Lemme 453 :

Lemme 459 Soit K C M
1) K+ = (+ K)*
2)Vu,v € K* u=gv& u=1gv
Preuve. La vérification du point 1 (déja cité) et de 2 se fait trivialement
en utilisant le fait que § =1 § et que {T'} =1 {T}. =
Corollaire 460 Si 1t H =1 G, et en particulier si H C G Ct H, alors :
1) Ht =G*
2)Vu,v e GT u=gv&u=gv
Le lemme suivant porte sur la cardinalité de G<* pour G C M, il sera
en particulier utile pour démontrer le Lemme 464 :
Lemme 461 Pour tout cardinal & > w et régulier :
1) Si G est &-petit alors G<¥ est &-petit.
2) Si G est essentiellement &-petit alors G<% est essentiellement &-petit.
Preuve. Le 2 découle du 1 puisque si H C¢ G C1 H, on a clairement
H<Y C¢ G<¥ Ct (H<¥). Maintenant si G est &-petit, on a Card(G<¥) =
sup{Card(G),w} < & m
On tire maintenant une conséquence du lemme précédent qui nous sera
utile en Section 9.1.1

Lemme 462 Si o < k est un cardinal inaccessible et si G C M est essen-
tiellement o-petit alors : Card(G*/ =¢) < 0.
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Preuve. Soit H tel que H C, G Ct H. On a (H'/ =g) = (G"/ =¢)
par le Corollaire 460. De plus, on vérifie facilement que la fonction définie
de HY/ =g vers P(H<¥) x P(H<%) par :
iwy={z e HVY :uzg € F},{T € H¥ :ux =T})
est une injection, il vient :

Card(Gt/) =¢) < Card(P(H<¥) x P(H<¥)) = 2Card(H=*)
On conclut par inaccessibilité de o et le lemme précédent.
]

Avant d’en arriver au lemme annoncé en début de section, nous intro-

duisons une notation pour la classe de u selon =g

Notation 463 Pour toutu € M : u®={v € M: v =g u}.

Lemme 464 Si G C M est essentiellement k-petit, alors :

1) Pour tout u € GT, u% est un ouvert inclus dans GT, en particulier
u® =1 uf.

2) G* est un ouvert.

Preuve. Le 2 est découle du 1 et du Lemme 453.6, on montre 1
Rappelons que 7 est la fonction racine (Cf Définition 425). Tout d’abord,
en utilisant la continuité de 'application et la cloture de [M — M], par
composition, on vérifie facilement que, pour tout T € M=%, la fonction gz
de M vers M définie par gz(v) = r(vT) est k-continue. Maintenant, il est
évident que u® C G*. De plus :

u? = {veM:VT e G¥r(ux) = r(vT)}
= Tgeg=e Qg oU Qz =gy {v € M :7(vT) = r(uT)}

Comme 7(uT) # L, on a r(uz) € {T}, ou r(uT) € §. On vérifie alors facile-
ment que dans le premier cas Q7 =g_'[{T'}], et dans le second Q7 =g "[3].
Pour tout Z € G<¥, I’ensemble Qz est donc I'image inverse d’un ouvert par
une fonction k-continue (Lemme 403). C’est donc un ouvert. Maintenant, si
card(G) < K, on a card(G=¥) < k, et u® est donc I'intersection d’une famille
k-petite d’ouverts, il est donc lui-méme un ouvert. Enfin, si G est seulement
essentiellement x-petit, on se raméne immédiatement au cas précédent par
le Corollaire 460. m

On suppose maintenant que M est un x-ccpo et donc que tout sous-
ensemble non-vide de M admet un inf, et ’on montre des propriétés supplémentaires
de G*, modulo éventuellement une petite restriction sur G . On montrera

'"Remarquons que ces propriétés étaient vraies en [2] pour G°, mais qu'ici la
démonstration est trés différente du fait que ’on ne dispose pas d’un opérateur équivalent
a lopérateur |¢.
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en particulier que GT =t INF(G™") ou :
Notation 465 INF(G') =4 {inf(u®) : u € G}

On remarque immédiatement que, comme G+ C FU{T}, on a :
INF(G*) C §U{T} (Lemme 402.2).

Lemme 466 Pour tousu € GT etz € G, on a :
inf(u)z = inf{vr : v € u¥}

Preuve. Si v = T c’est évident. Supposons donc u¥ C § et soient
m =g4ep inf{vz : v € u®} et up = inf(u¥). Comme uy minore u® on a
clairement ugz < m. Par ailleurs, par le Lemme 409, on a ugz = sup{wz :
w € Min(u®)}, on, rappelons-le, Min(u®) est ensemble des minorants de
u®. Pour montrer m < wugz il suffit donc de trouver w € Min(u%) tel que
wr = m.
Soit g la fonction en escalier définie par :

| m si Yy>x
9(y) = { 1 sinon

La fonction g est k-continue par compacité de z (Exemple 379). Soit w =
A(g). On a immédiatement wz = m. Il nous reste & montrer que w €
Min(u%). Soit donc v € u%, on doit montrer w < v. Comme w,v € g,
il nous suffit de montrer Vy (wy < wy). Si y # =z c’est évident, puisque
wy =1.Siy>zilvient : wy =m < vz < vy.

]

Lemme 467 Si 1 G =1 H pour un H C M, alors :
1) Gt =1 INF(G)
2) Pour tout u € G, on a u® =1 {inf(u%)}

Preuve.
1) Compte tenu du Corollaire 460, on peut supposer que G C M.. Soit
G' =4eft INF(G™). On sait déja que Gt C G'. Compte tenu que L ¢ G,
pour montrer que G' C G, il suffit de vérifier que G' C G — G' (Lemme
453.5). Il faut donc montrer que si w € G' et € G alors wz € G'. Par
définition de G’ il existe u € G7 tel que inf(u®) < w. On a (uz) € G, et
donc inf((uz)¥) € G'. Maintenant, par le Lemme 455, on a {vz : v € u¥} C
(uz)Y, et ainsi inf((uz)®) < inf{vz : v € u“} (Remarque 337). En utilisant
le lemme précédent, il vient :
inf((uz)%) < inf{vz : v € u%} < inf(u¥)z < wz
Comme sous hypothése du lemme 1 (G') = G', on en conclut wz € G'.
2) Par le 1, on a inf(u®) € G et comme inf(u%) < u, il vient inf(u%) € u®
(Remarque 458). m
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Corollaire 468 Si H C G Ct H pour un H C, M, alors INF(G™) est
une antichaine d’éléments k-compacts.

Preuve. Par hypothese G est essenciellement x-petit et on a facilement
1 G =t H. Pour tout u € GT, on a donc que u% =1 {inf(u%)} est un ouvert
(Lemme 464.1). Comme 1 {v} ouvert équivaut & v compact (cf Remarque
375), on en conclut INF(G*') C M,. Maintenant, si u,v € G et u #g v
alors inf(u¥) et inf(v¥) sont incompatibles (puisque si w,w’ € Gt on a
w<w =>w=¢gu). u

Corollaire 469 S5i 0 < k est un inaccessible et si H C G C1T H pour un
H C, M, alors

1) Card(INF(G")) <o

2) Gt =t INF(GT) est un ouvert essentiellement o-petit.

Preuve. Le 2 est une conséquence immédiate du 1 et du corollaire

précédent. Pour le 1, il suffit de remarquer que le Lemme 462 nous donne
immédiatement Card(INF(G")) = Card(GT/ =¢) < o. m

Remarque 470 Si M est un k-domaine de Scott (i.e un k-ccpo algébrique),
du fait de la caractérisation des ouverts donnée par le Lemme 386, tout
ouvert G de M vérifie le Lemme 467.

7.3 Bisimulations sur les ouverts de la forme G+

On fixe pour cette section G C M. On définit maintenant une opération
O¢ de P(GT x GT) vers P(GT x GT) et la notion de ©g-bisimulation sur
Gt :

Définition 471 Soit R C G x GT on pose :
O¢(R)= {(u,v) EG" xXGT: u=0v="T
oU
utT #v et
Ve e Gy e G: (ux,vy) €E R et
Vye G3z € G: (uz,vy) € R}

Définition 472 Une relation R sur GT est une ©g-bisimulation si R C
O¢g(R).

Remarque 473 Par définition de Og(R) il est clair que pour toute Og-
bisimulation R, on a T Rv ou vRT si et seulement si v ="T.



170 Ch. 7 Satisfaction des axiomes de 'Egalité

11 est clair que O¢ est croissante pour l'inclusion et que toute union de
©¢-bisimulation est elle-méme une © -bisimulation. La version du Théoréme
de Tarski que nous allons maintenant énoncer, nous assure de ’existence
d’une ©g-bisimulation maximale :

Théoréme 474 (Tarski) Soit X un ensemble. Si © : P(X) — P(X) est
un opération croissante, alors © admet un treillis complet de points fizes et,
de plus, le plus grand point fize Vo de ©, est défini par :

Vo=U{RC X :RCO(R)}.

Corollaire 475 Il existe une Og-bisimulation mazimale sur GT, qui est le
plus grand point fize de Og.

Notation 476 A partir de maintenant nous noterons ~g la Og-bisimulation
mazimale sur G, et u ~g v pour (u,v) E~g.

Remarque 477 On vérifie facilement que les restrictions de =g et de <
a Gt sont des Og-bisimulations. Par mazimalité de ~g on a donc

(i) u=gv=ur~gv

(ii) u <v=u~gov.

Les résultats suivants expriment des propriétés simples de ~¢g :

Théoréme 478 ~¢ est une relation d’équivalence. De plus, si G est essen-
tiellement k-petit, ~q est représentable.

Preuve. On vérifie facilement que, pour toute Og-bisimulation R, les
relations : A =g {(u,u) : uw € GT}, R7' et RT™™ = {(u,v) : Jw €
G*, (u,w) € R et (w,v) € R} sont des Og-bisimulations, il résulte de la
maximalité de ~¢g que c’est une relation d’équivalence. Par ailleurs, si G
est essentiellement k-petit, G est un ouvert (Lemme 464) et on a Vu,v €
Gt (u <v = u ~g v) (remarque précédente). Donc ~¢ est représentable. m

Remarque 479 Lorsque L ¢ G (qui est le seul cas qui nous intéressera),
les relations =g et ~g sont clairement différentes. Par exemple, on a alors
Me.(if 2 T F), \e.(if ~z T F) € Gt, Ax.(if 2 T F) ~g Az.(if "z T F) et
Me.(if x T F) #¢ Ax.(if ~z T F).

Remarque 480 Il résulte de la Remarque 477 que, sur GT, chaque classe

selon ~qg est une union d’un certain nombre de classes selon =¢.
On a donc Card(G*/ ~g) < Card(G*/ =¢).

Sit H =t G, onaG" = HT' (Corollaire 460), et donc Og et Oy sont
deux opérations monotones définies sur un méme ensemble. Nous allons voir
maintenant que sous cette hypothése, on a aussi ~g=~py (rappelons que
Pon avait déja =g ==p) ; ce sera un corollaire immédiat du lemme suivant :
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Lemme 481 Soit K C M, on a ~1g=~g.

Preuve. On prouve la double inclusion ~4gC~p et ~gCrqg. Par
maximalité de ~1x et de ~g, il suffit de montrer que ~4xC O (~1k)
et ~xC Ok (~k). Soit donc u,v € (t K)© = K™ (Lemme 453.3), on va
montrer que u ~1x v = (u,v) € Og(~1k) et u ~g v = (u,v) € O (~k).
On remarque tout d’abord quesiu =T ona :u~yg vssiv=Tssiu~g v
(Remarque 473). Le résultat découle alors trivialement par définitions de © g
et ©1x. Supposons maintenant v # T # v :

1) Soit u ~4x w, il faut montrer : Vz € K Jy € K : ur ~4x vy et
Vy € K dz € K : uz ~4+x vy. Soit donc x € K. Puisque ~x est une O4x-
bisimulation il existe y €1 K tel que uz ~1x vy. Comme K Ct K il existe
y' € K tel que y' < y. On a donc vy’ < vy et donc vy ~1x vy’ (Remarque
477). On en conclut, par transitivité de ~+x que, uz ~1x vy’ pour ¢y’ € K.
Par symétrie de ~4+x on a immédiatement Vy € K dz € K : ur ~1x vy.

2) Soit u ~g wv, il faut montrer : Vx €t K Jy €t K : ux ~x vy et
Vy €t K dz €t K : ur ~g vy. Soit donc x €1 K. Puisque K Ct K il
existe ' € K tel que ' < z. On a donc uz ~g uz'. Puisque ~g est une
O k-bisimulation, il existe y € K Ct K tel que uz’ ~k vy. On en conclut,
par transitivité de ~g, ur ~x vy pour un y €1 K.

Par symétrie de ~x on a immédiatement Vy €t K dz €1 K : ux ~g vy.

[ |

Corollaire 482 Si 1t H =1 G alors ~g=~p.

7.4 Satisfaction des axiomes de ’Egalité.

Pour cette section, on fixe un ouvert ® C M essentiellement x-petit tel
que L ¢ ® 5 T. On suppose les constantes ¢, ¢ interprétées comme dans le
Chapitre 6, et donc que M satisfait les théorémes des chapitres précédents.
On suppose aussi que F' € ® (rappelons que F =45 Az.T') et que & C &7,
Nous montrerons dans le Chapitre 9 qu’un tel ¢ existe.

Comme @ est essentiellement x-petit, par le théoréme précédent, x ., est
k-continue, oil ~¢ est la ©g-bisimulation maximale sur ®*. On pose alors
() = A (Xma)-

Nous montrons maintenant que, moyennant ces hypothéses sur ® et
cette interprétation, M satisfait les axiomes d’égalité. Nous rappelons tous
d’abord ces axiomes :
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MTA-Réflexy ¢u — (uu)
MTA-Sym”~™ U~V = VY
MTA-Compat™ u~v — (uw = vow)
MTA — Const™  ¢u, pv — p(uv)
MTA-Fiz™ uw — (if u (if vT F) (if v F usg))
oll U =gef ((~u)v) et utgv =gef VoIy. (uz)~(vy) AVyIe. (uz)~(vy)

Compte tenu de linterprétation de ~ que nous avons donnée, on a
immédiatement :

Lemme 483 Pour tous u,v e M ona MEu~v =1 ou F ouT, et :
I)MEu~v=T 58 Xuy(u,v)=T ssi (u,v € DT et u ~g v)
2) MEuw =1 88 Xug(u,v) =1L ssi (ug¢g d" ouv ¢ o)
3) MEuv=F ssi Xup(u,v) =F ssi (u,v€ @ et umgv)

Théoréme 484 Si j(~) =g A(X~o), alors M satisfait les aziomes de
I’Egalité.

Preuve. La satisfaction des axiomes MT A-Réflex™~®, MT A-Sym™~M
et MT A-Compat suit du fait que ~4 est une relation d’équivalence sur &+
et que ® C ®T. La satisfaction de MT A-Const™ vient de ce que pour tous
u,v € ® C &, on a (u~v) =T ou F, et que T, F € . 1l reste & montrer
MTA-Fiz~. Compte tenu du Lemme 422, il suffit pour cela de vérifier que :
MEu~v=Tssi ME (if u(if vT F) (if v F u~gv)) =T
Cet énoncé est montré dans la Proposition 486 ci-dessous, et est une conséquence
du lemme suivant. m

Lemme 485 Pour tous u,v € M, les deux énoncés suivants sont équivalents :
1) M EVz3y.(uz)~(vy) =T
2) u,v € DT etV € @,y € & : uz ~g vy

Preuve.
M EVzIy.(uz)~(vy) =T
& (Prop442.1,441.2)
Ve e [Ty € &: ME (uz)~(vy) =T et Vye d: ME (uzr)~(vy) # 1]
& Lem483.1
Vz,y € ® [(uz), (vy) € DT et Jy € @ (uz) ~o (vy)]
& (Lem4b3.4)

u,v € P et Vx e ® Iy e d: (uy) ~o (vy)
]
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Proposition 486 Pour tous u,v € M, sont équivalents :
DMEuv=T
Q) ME(ifu(ifvT F) (if v Fu~g)) =T

Preuve. Posons u = v =g4o5 (if u (if v T F) (if v F usgv)). Des
définitions de la fonction I'F' et de ~g¢ il suit que :
eSiu=v=Talorsu~v=ucv="T
e Siu=T et v#T (oulinverse) alors u~v =u ~v=F
eSiu=_1ouwv=_1 alorsu~v=u~wv=_L (rappelons que 1 ¢ &%)

I1 reste & voir ce qui se passe dans le cas u,v € §. Or, dans ce cas on a
u & v = u~gv. En utilisant le lemme précédent, le fait que M satisfait
MTA-Sym”™ et le passage au contexte, la symétrie de ~¢, et les propriétés
de l'interprétation de A exprimées par le Lemme 419, il suit que :
MEuigv =T

ssi

u,vEPT etV e ®,Iyc ®:ur ~pvyet Vy € @,z € & : ux ~g vy

On en conclut, par définition de ~g que :

MEuopv =T ssi MEFu~v=T. n

Avant de clore cette section nous allons voir quelques propriétés de I'in-
terprétation du constructeur €. Rappelons que u€v =4 (if v F Jz.(vz)~u).
Remarquons que € induit une relation €p=gc; {(u,v) € M : uév = T},
qui est représentable.

Lemme 487 Pour tous u,v € M

1) Siv="T alors uév =F

Et siv#T alors :

2 u€v=_1 ssi u¢ d" ouv ¢ d*

3) u€v="T ssi u,v€ D" et il existe x € D tel que vr ~¢ u
4)u€v=F ssi u,v€ DT et pour tous x € ® on a v £ u.

Preuve. Rappelons que u€v =4.¢ (if v F Jz.uzv), les résultats se
vérifient alors facilement en utilisant la Proposition 441 et le Lemme 483.
[

Nous abordons maintenant la satisfaction des axiomes de construction
et de I'infini :
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Chapitre 8

Satisfaction des axiomes de

Construction et de
MT A-Infini

Nous venons de voir que lorsque £ > w, pour enrichir tout x-pré-modele
M = (M, A, A) en une structure (M, ®, j) modelisant les axiomes et regles
du A-calcul, du calcul proprositionnel, du calcul des prédicats et “de I’égalité”,
il suffit de trouver un ouvert essentiellement x-petit ® C M tel que
TeE®d>FetdCPH.

Dans ce chapitre on suppose de plus k¥ > ¢, pour ¢ un cardinal inacces-
sible.

Nous allons maintenant montrer que si I’ouvert ® remplit une condition
supplémentaire, alors (M, ®, j) satisfait tous les Aziomes de Construction
ainsi que I’ Aziome MT A-Infini. Cette condition, qui sera relative a o, sera
appelée Propriété Générale de Cloture pour I’Antifondation (abrégée par
GCPA ) en référence a la condition de Propriété Générale de Cloture (GCP
) vérifiée par le sous-ensemble & C M utilisé en [6, p.36] pour modéliser
MTF. Comme la GCPA sur @, la GCP est une condition suffisante sur
®p pour que M satisfasse tous les axiomes de Construction (moyennant les
interprétations relatives de ¢ et ¢ par EgF et xo,)- Ces axiomes expriment,
rappelons-le, des propriétés de cléture de I’ouvert ® qui en font une structure
suffisamment riche pour étre un modele de ZFC.

175
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8.1 La GCPA

Nous allons maintenant exprimer la GCPA et, & titre comparatif, la GCP
(pour un inaccessible o fixé). Pour cela nous introduisons des définitions et
notations :

Notation 488 Pour T € G¥ et n € w, on note Ty, la suite composée des n
premiers éléments de T. En particulier pour n =0, on a T, = (.
Définition 489 Soit G C M. On dira que u € M est bien fondé relative-
ment & G siu € GY, ot G° est ’ensemble défini par :

GO =def {u E M VT € G, In € w:ux, =T}

Remarque 490 G° C G+

Remarque 491 Comme l'opération ( )t, lopération ()° est décroissante
pour Uinclusion. On en déduit facilement que les opérations Q° et QF qui
associent & G respectivement G° — G et Gt — G, sont croissantes pour

Vinclusion. Autrement dit, si H C G alors HO — HC G — G et HM —
HCGt—G.

Notation 492 Pour G C M, on notera O,(G) l'ensemble des ouverts es-

sentiellement o-petits inclus dans G.

L’opération ()° joue le méme role pour & que I'opération ( )T pour &.
Pour &, on avait &p C <I'0F et donc @r C O° pour tout O € O, (®p). On
en concluait par GCP que & C & — ®p, cette inclusion signifiant, du
point de vue de la théorie des ensembles, que “tout élément d’un ensemble
est aussi un ensemble”. De méme, nous montrerons que ® C ®T et nous en
conclurons par GCPA que ® C & — ®.

Nous sommes maintenant en mesure de définir la GCP et la GCPA

Définition 493 Soit G C M, on dira que G satisfait la :
1) GCP siG=U{0"— G:0 € 0,(Q)}
2) GCPA i G=U{0O" = G:0 € 0,(G)}

On donnera en Section 9.1.4 des formulations équivalentes de la GCPA,
également utiles en pratique.

8.2 Propriétés de cloture de ® et &' et axiomes
de Construction.

On introduit tout d’abord la notion de MT A-modeéle :
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Définition 494 On appellera MT A-k-modéle , ou plus simplement MT A-
modéle, toute structure (M,@,j), ou M est un k-pré-modeéle, ® un ouvert
essentiellement k-petit vérifiant la GCPA et tel que T,F € ® et ® C O, et
j est une interprétation des constantes définie comme dans les Chapitre 5,
6et?7.

Dans cette section, on suppose l'existence d’'un MT A-modéle (M,j, D),
et on montre qu’il satisfait les axiomes de Construction, que nous rappelons :

(MT-T) T =T

(MT-F)  ¢F =T

(MT-1)  ¢L=1

(MT-y) AT A = pAz.¢A

(MT-App)  ¢u,dz — P(uz)

(MT-P) du, pv — ¢(Puv)
(MT-Curry) ¢u — ¢(Curry u)
(MT-Diag) ¢u — ¢(Az.uzx)
(MT-CInv) ¢f, pv — P z.f(zv)
(MT-Comp) Vz.¢(fz), pg — dAz.f(gx)

Lemme 495 $i ® = U{O" — ®: 0 € O,(®)} alors, pour tousn € w :
BC (D) B C I dC P s B = Bt

Preuve. On sait déja que (®" — &1) = & (Lemme 453.4). Le reste
se fait par induction sur n et se montre facilement & partir de I'hypothese
d’induction en utilisant les propriétés de ® et la contra et covariance de —
(Lemme 451). On montre le cas n = 1. On remarque tout d’abord que par
contravariance de () et de — ona Ot +— & C &+ +— & pour tout O C 9.
Ainsi ® C &' +— ® est immédiat par GCPA. Maintenant, comme ® C &7,
la, contravariance, puis la covariance de ~, nous donne &+ & C & — & C
O . m

Corollaire 496 Tout MT A-modéle (M, ®, ) satisfait les aziomes MT-T,
MT-F,MT-1, MT-App

Preuve. La satisfaction des trois premiers axiomes découle des hy-
pothéses T € &> F et L ¢ ®. Cellede MT-App de P C & +— O. m

Lemme 497 Tout MT A-modéle (M, ®, ) satisfait MT-p.

Preuve. On note tout d’abord que u € ® ssi M F ¢u =T ssi ¢u € D.
On doit montrer que, pour tout terme A € Axqc tel que VL(A) C {z},
on a A\xz.A € ® ssi \x.¢pA € ®. Par GCPA il nous suffit de montrer que
M. A € O = @ ssi Az.¢A € OF = ®. Or ceci est clair puisque, pour tout
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w € O, (ArA w) € ® ssi Alw/z] €  ssi pA[w/z] € D ssi (\z.¢A w) € D.
[ ]
Rappelons les définitions des constructeurs S, P et Curry :

Définition 498 :

S =gef Aurz.u

P =45 Mudvdz.(if z uv)
Curry =gef Aulzy.(u (Pzy))

Lemme 499 Dans tout MT A-modéle (M, ®,.j) ona :
1)SeGT— GT pour tout GC ®, et S€cd— @

2) P € (G)?— G pour tout G C ®, et P € &% = @
3) Curry € @ — @

Preuve.

1) 11 est clair que si u € GT alors Az.u € G, d’ou le premier résultat.
Maintenant, si u € ® on a Az.u € O — & pour tout O € O,(®P), et donc
Su € ® par GCPA ; d’ou le deuxiéme résultat.

2) Est clair puisque pour tout u,v € GT on a :

Puv = Xz.(if zuv) € GT — Gt C G+~ Gt = GT (Puisque G C @ et
® C &* implique G C GT). Par ailleurs, si u,v € ® on a Puv € GT — &
pour tout G C @ et donc Puv € & par GCPA.

3)Siu€ d,onaue O — & pour un O € O,(®P). Dong, si z,y € O
on a Pxy € Ot et u(Pzy) € ®. On a donc (Curryu) = AzAy.(u(Pzxy)) €
(O1)2 = & C (Ot — @) C @, les deux inclusions suivant immédiatement
dela GCPA. m

Corollaire 500 Tout MT A-modéle satisfait MT-P et MT-Curry.

Preuve. MT-P et MT-Curry ne sont que 1’expression syntaxique des
points 1) et 2) du lemme précédent (Cf Lemme 422). m

Les lemmes qui suivent utilisent les Lemmes 522 et 523. Bien que ces
derniers ne nécessitent rien de plus que ce que nous savons déja, il nous a
paru préférable de les regrouper en Section 9.1.4, lorsque nous donnerons
des caractérisations équivalentes de la GCPA .

Notation 501 :

o = AfAgAz.f(gx)

o™ = AfAv.Az. f(zv)

Lemme 502 Dans tout MT A-modéle (M,q),j) on a :
1) Mudzuzx € @ — P

2) o™ € B Dy D

3)o€d— P, D P
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Preuve.
1) Soit u € ®, par le Lemme 523 il existe O € Oy (®) tel que u € O, 0" —
®. On a alors clairement A\z.uzz € O — & C .
2) Soient f,v € ®. Soit O € O,(®) tel que f € OF — O et v € O (il
en existe par le Lemme 522). Soit maintenant z € OF, on a zv € O7 et
f(zv) € O. On en conclut A\z.f(zv) € O — O.
3) Soient f € ® — D et g € . Il existe donc O € Oy (®) tel que g € OF +— @,
Maintenant, si x € O" on a gr € ® et donc f(gz) € ®. On en conclut
fogeOt— . m

Corollaire 503 Tout MT A-modéle satisfait MT-Diag, MT-CInv et MT-
Comp.

Preuve. MT-Diag, MT-CInv et MT-Comp ne sont que les expressions
syntaxiques des points 1), 2) et 3) du lemme précédent. m

8.3 Satisfaction de ’axiome MT A-Infini

Rappelons que dans MTF D’axiome de I'infini de ZFC' était essentiel-
lement assumé par 'axiome de Construction C-Prim (Cf Section 2.3.2). Il
est montré en [6] que ce dernier est satisfait par M lorsque que ®r vérifie la
GCP. De méme, nous allons montrer ici que si ® vérifie la GCPA alors M
satisfait ’axiome MT A-Infini. Cet axiome n’est pas & proprement parler
un axiome de construction bien qu'’il ait pour conéquence ’existence d’un
“ensemble infini” appartenant & ®. Nous rappelons maintenant cet axiome :

(MTA-Infini) Jz.(T€zAVz.(xE2=>8zé2)) =T

Pour montrer que M satisfait MT A-Infini, nous allons exhiber un
élément we € ® qui vérifie M E ((T€wg)AVz.(zéwe=>Széws)) = T. Rap-
pelons tout d’abord que pour n € w on a 2 =4y T sin = 0, et & =gy
A™(w +— T') sinon (Définition 415). De plus, pour tout n € w, 7 est un
élément k-compact et maximal de M (Remarque 416).

Remarque 504 On vérifie facilement que :

1) n+1=A\z.h=_5% (induction sur n € w).

2) A~ m ssi m=m (induction sur inf(n,m) )
3)n € ®, et donc i € D, = ®N M, (induction sur n)

Notation 505 O, =45 {2 : 1 € w} =1 O,

Lemme 506 Dans tout MT A-modéle, on a :
Oy C P, et O, € Oy (D).
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Preuve. Suit trivialement de ce qui précéde.
]

On définit maintenant une fonction f,, dont la bonne définition est as-
surée par la Remarque 504 :

Définition 507 La fonction f, € M — M est définie par :
1 s u ¢ OF

folu)=<¢ 0 si u¢ OF et u~p, 7
T sinon

Lemme 508 f, est k-continue.

Preuve. Il est facile de voir que f,, est la fonction en escalier (Définition
377) obtenue en prenant X =45 INF(O}) et s : X — M définie par
s(u) = n si u ~¢ 7 et s(u) = T sinon (rappelons que X =45 INF(O})
est un antichaine de k-compacts par le Corollaire 468). On conclut par le
Lemme 378. m

Définition 509 we =4y A fw)
Corollaire 510 wg € ®

Preuve. Par le Lemme 506 et la définition de wg, on a clairement :
we € (OF — O,) C(OF — @) C @ (puisque P vérifie la GCPA). m

Corollaire 511 Pour tout u € M, u€we = T ssi il existe n € w tel que
U~ .

Preuve. Le sens < suit immédiatement des définitions de f, et ~g.
Montrons le sens =. On utilise le Lemme 487.3. Si u€we = T alors il
existe v € @ tel que wev ~3 u. Or, par définition de wg il est clair que
wev = fu(v) € 0,. =

Proposition 512 M satisfait MT A-In fini

Preuve. Par la Proposition 441 et le Corollaire 510, il suffit de montrer :
(*) Pour tout z € @ : MF (TE€zAV.(2E2=>S1E2)) # L
(**) M E (T€wsAVz.(z€ws=>ST€wWs)) =T
e On montre (*) : Soit z € ®. Par le Lemme 419, il suffit de vérifier
séparément TCz # L et
Vr.(x€2=>Sx€2) # L. Le premier énoncé se vérifie alors facilement par le
Lemme 487, et le deuxiéme en utilisant la Proposition 442, le Lemme 421.1
et le Lemme 499.1.

e On montre (**) : Il suffit de montrer séparemment (T'€ws) =T et
Vi.(x€2=>Sx€z)) = T. Le premier énoncé est une conséquence directe du
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corollaire précédent. Pour le second, par (*) et le Lemme 421.3, il suffit de
vérifier que si u € ® alors u€ws = T implique Su€wey = T. Or, par le
corollaire précédent, si u€we = T il existe n € w tel que 7 ~g u. Cela
implique (S#) ~¢ Su, et donc Su€we = T, puisque (S7) =4ef n+ 1.
[ |

Il nous reste & montrer que, sous ’hypothese de I'existence d’un cardinal
inaccessible o < k, on peut construire, dans tout x-pré-modele (au sens de
la Définition 413), un ouvert ® vérifiant 'ensemble des propriétés requises.
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Chapitre 9

Construction de o

On suppose maintenant que I'univers V' de départ contient un cardinal
inaccessible o et on se donne pour tout ce chapitre un x-pré-modeéle M=
(M, j) ou k > o (par exemple K = ot conviendrait). On suppose aussi que
M est un k-domaine de Scott (et donc un k-ccpo). On va montrer qu’on
peut enrichir ce pré-modele en un MT A-k-modele (M, ®, 5), autrement dit,
on va montrer qu’on peut construire ® C M tel que :

()T, Fed

(2) @ =1 ¥ pour un ¥ C, M, (i.e ® est un ouvert essentiellement k-petit)
(3) ® C & (et donc L ¢ @)

(4) @={0t = d:0 € 0,(®)} (i.e d vérifiela GOPA)

Rappelons que M, est I’ensemble des éléments x-compacts de M.

Nous donnons tout d’abord une présentation intuitive de la construction
de ®. Cette construction est paralléle & la hiérarchie cumulative des types.
Rappelons cette hiérarchie :

Wi = {0}
Va_|_1 == P (Va)
Va = Uy<oVy pour « limite

I1 est bien connu que (V,,€,=) est un modele de ZFC. De plus, par
induction sur a < o, il est clair que les éléments de V,, sont bien fondés et
donc que V; est un modele de F'A. De fagon paralléle, en [6] il est construit
dans M un modele @5 (qui est noté & dans [6]) de ZFC + FA. Pour cela
on prend & =41 ®L ou (®L)a<, est la suite d’ouverts définie par :

183
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o = {T}
ry = QUL =aer (L) = @1
or = U, < o@ﬁyv pour « limite

Notons que, contrairement au cas de la hiérarchie classique, on ne peut
pas prendre ®p = U(®L) 4c0n et se dispenser ainsi de I'existence de I'inacces-
sible o car, dans ce cas, I’ensemble @z ne serait pas essentiellement k-petit.
On perdrait alors la s-continuité de EfI’,F et la possibilité d’interpréter ¢.

Dans le cas de 'antifondation, les choses sont plus complexes. En effet,
pour modéliser ZFC', nous avons toujours besoin que ¢ soit clos par une
opération (que nous noterons QT) jouant le role de P. Mais cela n’est plus
suffisant. En effet, la satisfaction de I’axiome AF A suppose ’existence d’en-
sembles non bien fondés capables de “décorer?” des graphes comportant des
boucles et des chemins infinis. Pour obtenir ces ensembles nous mettrons en
évidence l’existence dans M d’un “décorateur universel pour ®,”, que nous
noterons d,, pour chaque a < ¢. Un tel décorateur est un élément de M
qui, appliqué & une “ensemble d’arétes” b € &, et un “sommet” = € P,
donne “I’ensemble” §,bx capable de décorer le “sous-graphe” de b “issu” de
z. On prendra ensuite ® =4.5 D, olt (Po)acon est la suite définie par :

= {T}
Dop1 = QN (P)U t{dabz: b,z € B,}
P, = Uy<o®, pour « limite

Remarquons que l'on prend 1 {6,bz : b,z € @4} pour définir @41, et
non seulement {é,bz : b,z € ®,}. Cela nous permet de garantir & =1 &
et que @ est un ouvert, condition nécessaire pour que g soit x-continue.
Nous pouvons aussi remarquer que ne pas s’arréter & ¢ nous ferait perdre,
non seulement I'interprétation de e, mais aussi celle de ~. De plus, on ne
pourrait alors définir d,,1 et donc finalement satisfaire MT A-Déco.

Rappelons qu'il est suffisant pour la continuité de x¢ et E4 que ® =1 T,
pour ¥ un ensemble x-petit de x-compacts. L’essentiel de ce chapitre sera
consacré a construire un tel ¥. Pour cela, nous introduisons tout d’abord une
nouvelle opération “flecche” de P(M?) vers P(M) qui a la particularité de
préserver la o-petitesse ainsi que l'inclusion dans M,. On définira ensuite,
de fagon générale pour G C, M et p une fonction de choix sur M, un
“décorateur universel pour G” noté 62. On montrera en particulier que, sous
certaines conditions sur G, si bz € M, alors dpbz € M,. Il nous restera
alors & construire ¥ et & vérifier que ® =1 V¥ a les propriétés voulues.

2Cf la section Antifondation, AFA et MT A de P’introduction de la thése
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9.1 L’opération )
On rappelle tout d’abord la notion de domaine d’un élément de M :
Définition 513 Soit u € M : dom(u) ={x € M :uz # 1}
Remarquons que dom(u) est toujours un ouvert.

Définition 514 Soient H, K C M

Ht =y K =4y {u€¢ Ht — K: dom(u) = H" et
Ve,y € HY 1z =5 y = uz = uy}

Remarque 515 Comme L ¢ HY > T, on a dom(T) = M # HT et
dom(L)=0+#HT, et donc L, T ¢ Ht —y K.

9.1.1 L’opération — () préserve la o-petitesse.

Lemme 516 Card(H" —py K) < Card(K)Card(H+/:H). En particulier :
Si H et K sont o-petits HT —y K est o-petit.

Preuve. On remarque que le cardinal de H' — 5 K est au plus égal au
cardinal de I'ensemble des fonctions de (H* /. ) vers K. Si H et K sont
o-petits alors HT/ =g est o-petit par le corollaire précédent, et on conclut
par inaccessibilité de o. m

9.1.2 L’opération () préserve I'inclusion dans M..
Lemme 517 $i H,K C M, et Card(H) < o alors Ht =y K C M,

Preuve. Rappelons tout d’abord que H* =t INF(H™) est un ouvert
essentiellement o-petit (Corollaire 469). Soit maintenant w € H™ —py K,
notons que la définition de ~x implique wz = winf(z?) si z € HT, et
wz = L sinon. De plus, 'ensemble INF(H™) est une antichaine s-petite de
k-compacts (Corollaire 468). La fonction g définie par :

(u) = winf(uf) siu € HY (i.e s'il existe v € INF(H™) tel que u > v)
IW=1 1L sinon
est donc une fonction en escalier x-continue et x-compacte (Lemme 378).

De plus, il est évident que A(g) = w. On en conclut que w est k-compact
(Lemme 410). m
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9.1.3 Rapports entre les opérations — ) et —
Lemme 518 Si H C, M. et L ¢ K alors :
H" =y K) si T¢K
HY o1 K) =t (H* —» K) = { 1 " ;
(HT =1 K) =1 (H" = K) { $(H" =y K)U{T} si TEK
Preuve. Le sens O des égalités ci-dessus est évident. Pour le sens C,
comme on a le sens D, il suffit de montrer :
t(H" =g K) si T¢ K
t(HT >y K)U{T} si TeK
Pour cela, on montre tout d’abord :
(*) (HT =t K)NF) Ct (H' =g K)
Soit donc w € ((H* —1 K) NF). On définit la fonction ¢ : (1 K) — K par
q(z) = p({y :y € K ANy < z}) ou p est une fonction de choix quelconque sur
M, et la fonction s par :
{ qwz) si u>z et z€ INF(HT)
s(u) = .
1 sinon

(H* HTK)Q{

Comme INF(H™) est une antichaine de k-compacts (Corollaire 468), s est
une fonction en escalier x-continue (Lemme 378). On vérifie alors facilement
que A\(s) € (HT =y K) et que A(s) < w. On en conclut

w €T (H+ —H K)

Maintenant, il est clair que T' € (1 K) ssi T € K. Ainsi, puisque L ¢ K Ct
K, par la Remarque 450.1 et 2, il vient (HT =1 K) CFsiT ¢ K, et

T € (HY =t K) C (FU{T}) sinon. Le résultat suit alors trivialement par
(*). =

Corollaire 519 Si G et H sont des ouverts essentiellement o-petits alors
GT +— H est un ouvert essentiellement o-petit.

Preuve. Comme G et H sont des ouverts, on a G =1 K et H =1 K'
pour K, K' C, M, (Lemme 386). Il vient :
Gt— H= (Kt =t K') =t (KT —»g K') (U{T})
11 ne reste plus qu’a remarquer que 1 (K™ —x H) (U{T}) et un ensemble
o-petit de k-compacts par les Lemmes 516 et 517. m

9.1.4 Reformulations de la GCPA

On va maintenant déduire de ce qui précede une définition équivalente
de la GCPA, ce sera l'objet du Lemme 522. On en déduira, une propriété
importante des ouverts vérifiant la GCPA (Lemme 523.3).

On commence par un lemme intermédiaire :



9.1 L’opération () 187

Lemme 520 Soient K,G C M des ouverts tels que K est essentiellement
o-petit, alors :
Kt G=U{Kt—0:0€0,(G)}

Preuve. D suit de la croissance de — en son deuxieme argument. Main-
tenant, par le Lemme 386, il existe H C, M, tel que K =1 H. Soit u €
Kt — Get X =4 INF(K™). Par le Corollaire 469, on a uK+ C (1 uX) C
G et uX est o-petit. Maintenant, comme G est un ouvert, pour tout y € uX,
on peut choisir e, € G, tel que e, < y. Soit H' = {e, : y € uX}. L'ensemble
H' est o-petit et donc + H' € O,(G). Il vient : uK™ C (1t uX) C (t H').
Onen conclut ue KT —t H'. m
Définition 521 Pour tout ouvert G C M, on définit :

1) Fi(G) =U{0* = G: 0 € 0,(G)}
2) Fo(G) =U{O" — 0:0 € 0,(G)}
3) F3(G) =U{(0)? = 0:0 € 0,(G)}

Rappelons que G C M vérifie la GCPA ssi G = F1(G) (Cf Définition
493). Le lemme suivant permet une formulation alternative de la GCPA :
Lemme 522 .7:1 = .7:2

Preuve. Soit G un ouvert. Par croissance de + en son deuxiéme ar-
gument, il est clair, que Fo(G) C Fi(G). Inversement, soit u € O — G.
Par le lemme précédent, il existe O’ € O,(G) tel que v € OT — O'. 1l
ne reste qu’a remarquer que, pour O” = O U O', on a O” € O4(G) et

ve0T O C(O")r—0". n
Lemme 523 Soit G un ouvert. Si G = F1(G) alors :
I)VK C, G,30€0,(G) : KC (0T~ 0) (C(O"—Q))
2)VH € 0,(G),30 € O,(G) : HC (0T = 0) (C (0"~ Q))
3) G = F3(G)
Preuve. On utilisera librement Fi(G) = Fa(G).
1) Soit K C, G. Comme G = F»(G), pour tout u € K, on peut choisir
Oy € O,(G) tel que u € OF — Oy. Soit O = UyecgOy C G. 1l vient :
K CUuek (O — 0,) COT = O
11 ne reste plus qu’a remarquer que, par régularité de o, on a O € O,(G).

2) Soit H € O4(G). Il existe donc K C, G tel que H =t K. Par 1 il
existe donc O € O,(G) tel que K C O" — O. Comme OF — O est ouvert
(Corollaire 519), il vient : H =t K Ct (O" — O) = (0" = O)

3) On raisonne par double inclusion. Soit H € O4,(G). On montre tout



188 Ch. 9 Construction de ®

d’abord F»(G) C F3(G). Par 2ona Ht — H C Ht — (OT — O) pour
0 € 0,(G). Soit L = HU O, il vient : I € Oy (G) et H* — H C (I+
(L* ~ L)). On montre maintenant F3(G) C F1(G). Si O € O,(G) on a
(OT = 0) C F(G) = G. On en conclut Ot — (0T — 0) C (Ot = G) C
G. m

9.2 Le décorateur universel 67,

Nous supposons maintenant G C M essentiellement s-petit, cette hy-
pothése étant nécessaire pour que (52. soit défini. Nous supposons de plus
que p est une fonction de choix p sur M. Rappelons que ~¢g est la O¢g-
bisimulation maximale sur G et qu’on a, en particulier, pour tout z,y €

Gt
c~gy Sx=y=T
ou

2 £T#yANNz€ G, 32 €G:az~gx) NNz € G, €G:z2~gx?)
Comme G est essentiellement k-petit les fonctions E'g et X~ sont K-continues
(voir Définitions 431let 423, et les Lemmes 434 et 447). Cela permet les
définitions suivantes qui seront utilisées pour celle de Jg :
Notation 524 :
1) e = MEg)
2) 6szc.A =def 8%)\.’B.A pour tout terme Ax.A
3) ~g = )‘Q(XNG)
4) uqv =geg ((~qu)v)

L’opérateur afc’; est déja connu et 'opérateur ~¢ était 'interprétation de
~ dans le Chapitre 7. Par leurs définitions on a immédiatement ef,u = E7,(u)
et uvgu = X~ (u,v) pour tous u,v € M. Insistons sur le fait que ~¢ est
une relation sur G* (au sens de 'univers V) et que ~¢ est un élément de
M. On vérifie alors facilement les lemmes et remarque suivants :

Lemme 525 Pour tout u,v € M, on a u~gv € {L,T,F} et :
1) u~gv # 1 ssi u,v e Gt
2) urgu =T ssi u,v € GT etu~gv
3) urgv=F ssi u,v € G' etufgv
De le Remarque 430 il suit :

Remarque 526 Si L ¢ uG alors ef,u € G. Si, de plus, L ¢ G alors,
réciproquement, e’éu € G implique 1 ¢ uG
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Lemme 527 Si | ¢ G alors, pour tout u e M

efu=_1 ssi L euG ssiu(efu) =1

Lemme 528 Si L ¢ G et L ¢ uG :

1) SiT € uG alors eu € {z € G:uz =T} etulehu) =T
2) Si uG CF alors efu e G et u(ehu) €F

Nous introduisons maintenant 6 opérateurs supplémentaires entrant dans
la définition de 4.

9.2.1 L’opérateur 37,

Définition 529 Soit A un terme clos a paramétres dans M et G essentiel-
lement k-petit :

Jey.-A =gey =~ (A\y.A (e, Ay.A)) , en rappelant que ~ C =g (if C T F).
Remarque 530 Eg dépend de p, mais gy.A n’en dépend pas comme le

montre le lemme suivant, qui découle facilement des deux lemmes et de la
remarque précédents.

Lemme 531 Pour tout terme Aly] € A(CUM), on a Igy.Ac {L,T,F}
et :

1) 3gy.A= 1 si et seulement si il existe z € G tel que (A\y.Az) = L.

Si Jgy.A # L, et en particulier si \y.A € GT, alors :

2) dgy. A =T si et seulement si il existe x € G tel que (A\y.Az) =T

3) Jgy.A=TF si et seulement si pour tout z € G tel que (A\y.A z) € §.

9.2.2 L’opérateur &g

Définition 532 Pour G essentiellement k-petit, on définit :

z€qy = (if y F Fgv.(yvgz)) .

Remarque 533 On vérifie facilement que €g est compatible avec ~g, au-
trement dit, que si T ~g x' et y ~gy' alors on a : z€Eqy = T'EqY’.

Lemme 534 :
1) Siz,y € G* alors z€qy # L
2)Si y#T et z€gy # L alors z,y € G

Preuve. Nous montrons d’abord : (*) Igv.(yv~gz) # L < z,y € GT :

dev.(yv~gz) # L & Yo e G:yv~gr # 1L Lemb3l.l
& YweG:yv,z € GT Lemb25.1
& y,rxeGT Lem4b3.4



190 Ch. 9 Construction de ®

1) Si z,y € GT, on a en particulier y # L, et le résultat découle donc
immédiatement de (*).

2) 1l suffit de remarquer que y # T et z€gy # L implique y € §, on a donc
z€gy =3gv.(yv~gr). On applique alors de nouveau (*). m

Proposition 535 Pour tous z,y € GT

1) x€qy=T ssi (y#T etil eristev € G tel que yv ~g T)

2) z€qy = F sinon.

Preuve. Suit facilement du Lemme 531.2 et 3 en utilisant le 1 du lemme
précédent. m

9.2.3 L’opérateur (, )

Dans cette section, on suppose seulement de fagon générale G C M.
Définition 536 Rappelons que :
1) S = Azhz.x
2) P = Xxdydz.(if zx y)
3) () =def MxAy.(P Sz Pxy)
4) (x,y) =def < ) ):z:y
Définition 537 G C M est TF-valué si L € G>T et GNF #0.
Le lemme suivant exprime la cloture de G* par les opérateurs S, Pet {, ) :
Lemme 538 Pour tous x,y -
1)z e Gt & Sz e GT.
2)Si L ¢G alors : z,ye€G" = (Pzye G" et (z,y)e GT).
3) Si G est TF-valué alors : (Pzy € GT ou (z,y)€ GT) = z,y € GT.
Preuve.
1) Est immédiat.
2) Suit de la remarque que si L ¢ G alors, pour tous z,y, on a PxyG =
{z,y}
3) Supposons que G soit T F-valué. Par définition de ( , ) et 1, il suffit de
montrer que Pzy€ GT implique z,y € G*. Supposons donc Pzye G*. On
doit montrer que, pour tout 7z € G<¥, on a zZ # L et yz # L. Or ceci suit
trivialement du fait que 2z = (Pzy T'z) et yz = (Pzy 2Z) pour tout z € §,
et que par ailleurs T € G et GNF # 0 (puisque G est TF-valué). m
Corollaire 539 5i G est essentiellement k-petit alors, pour tous
z,y,b e M
1) Si L ¢ G etz,y,be Gt alors (z,y)€cb# L.
2) 8i G est TF-valué et b£T et (z,y)Egb # L alors z,y,b € GT.
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Preuve. On rappelle tout d’abord que la définiton de € nécessite que
G soit essentiellement k-petit. Maintenant, le résultat est une conséquence
directe du lemme précédent et de la Proposition 535. m
Le lemme suivant exprime la compatibilité des opérateurs S et P avec ~¢g :
Lemme 540 Pour tout z,y,z',y € M
1) Sz ~g St' &z ~qg o
2)8i L ¢ G alors ((x ~¢ ' Ny ~q y)V(z ~¢ ¥y Ny ~q 2')) = Pzy ~¢g
Px'y
3) Si G est TF-valué alors
Pzy ~g P1'y' & ((z ~¢ o' Ny ~c ¥) V (z ~c ¥ Ny ~¢ 7'))

Preuve. Le 1 et le 2 se vérifient facilement en utilisant le lemme précedent.
Le sens < du 3 est immédiat par le 1. Supposons maintenant Pzy ~¢g Pxz'y’
et donc :

(a) Vz€G,32 €G: (Pryz) ~q (Pz'y 7)) et
(b) Vz'€ G,3z € G: (Pzxyz) ~g (Pz'y 2)

Par (a) et comme T € G, il existe 2’ tel que (Pzy T) ~¢g (Pz'y' 2'),i.e tel
que £ ~g (Pz'y’ 2'). Comme on a 2z’ = T ou 2’ € § (puisque L ¢ G), on
vérifie sans peine que :
(1) z ~gz' ouz ~gy
De méme, en choisissant z € GNF (c’est possible puisque G est T F-valué),
on montre de la méme maniére que :
(2) y~g 2 ouy~gy
Par (b) en raisonnant comme précédemment, on obtient :
(3) z ~gz' ouy~ga
(4) z~cy ouy~gy
On montre maintenant par ’absurde que :
T~gT S y~gy et quer ~gy =y~
le résultat découlant alors immédiatement par (1). On utilise librement le
fait que ~¢ est une relation d’équivalence :
A) Supposons z ~g =’ et y #¢ y'. Par (2) et (4), on a donc y ~g 7' et
z ~¢ 1. Comme par hypothése on a  ~g 7', il vient  ~g y puis y ~g v'.
Ce qui est contradictoire.
B) Supposons z ~g v’ et y #g z'. Par (2) et (3), on a donc y ~¢g ' et
z ~g o'. Comme par hypothése on a z ~¢ ¢/, il vient  ~g y puis y ~g z'.
Ce qui est contradictoire. m

Nous allons maintenant établir la compatibilité de 'opérateur (, ) avec
~¢g. Ce sera une conséquence du lemme suivant
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Lemme 541 Pour tous z,y,z € M, on a :
1) 8 1L ¢G alors x ~gz~gy= Sz~g Pxy
2) Si G est TF-valué alors Sz ~g Pxy < © ~g z ~q Yy

Preuve. On vérifie tout d’abord facilement que si L ¢ G on a, pour
tout z € G, que Sz ~g Pzz. 1l vient ensuite :
1) z~vgzovgy = (ZrgzANz~gy)V(Z~g YAz g 1))
= Pzz ~g Py (Lem540.2)
= Sz ~g Pxy
2) Le sens < est immédiat par le 1. On montre le sens =
Sz ~qg Pxy = Pzz~g Pry
= (z~gzAz~ey)V(z~gyAz~gz)) (Lemb40.1)
= 2~gTNzZ~gYy
= T ~NGEZNGY
]

Lemme 542 Pour tous z,x’,y,y’, on a :
1) 8i L ¢ G alors z ~qga' Ny ~qgy = (z,y) ~q (', y')
2) 8i G est TF-valué alors (z,y) ~c (z',y') © z~g2' Ny ~c ¢

Preuve. Suit aisément des deux lemmes précédents puisque (z,y) =
(P Sz Pzy). m

9.2.4 Les opérateurs 12, Feuill,, Enf}, et AL

Dans cette section, G désignera un sous-ensemble essentiellement k-petit
de M tel que G C G, et donc L ¢ G, et p désignera une fonction de choix
sur M (rappelons que ’hypotheése “G essentiellement k-petit” est nécessaire
a la continuité de x~ et donc a la définition de 8’& et ~¢q).

Définition 543 Pour tout G C M essentiellement k-petit :
1) Ig =def )\y.sgz.z&gy
2) Feuil?, =qe5 AbAz.~(3gy.(z,y)€ab)
3) Enfg =def /\b/\x.sgy.(x,y)égb
4) DG =der AMAbATNY.(if (2,y)€cb db(Igy) db(Enfg bz)))
Avant de donner les propriétés des opérateurs que nous venons de définir,
nous en faisons une présentation intuitive.

L’opérateur I?, est une sorte d’opérateur d’identité sur G*/ ~¢; plus
précisemment, il choisit, pour tout élément de GT, un élément de G qui lui
est “égal” au sens de ~g, lorsqu’un tel élément existe, et un élément de
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G quelconque dans le cas contraire. Les trois autres opérateurs travaillent
également & ~g pres. En particulier, ce que nous dirons ci-aprés doit se
comprendre A cette équivalence ~¢ prés.

Pour les autres opérateurs, 'idée de départ est que la variable b représente
“Pensemble des arétes” d’un “graphe” (a,b) de G, i.e un élément de M tel
que :
bG C {(z,y) : z,y € aG}

Pour un tel b et pour un “sommet” =z € aG, 'opérateur (Feuz'lg bx) va
déterminer si z est une “feuille” du graphe, i.e si {{z,y) : y € G} NbG = 0.

Maintenant si  n’est pas une “feuille” de (a,b), I'opérateur (Enf’ b)
choisit un “enfant” de z, i.e un élément de {y € G : (z,y) € bG}. Soit
maintenant (A% db) pour un d € M. L’hypothése G C G nous assurant
(z,y)€Egb # L pour tout y € G, on aura, & ~g pres :

(1) ((A% db)z)G = {dby : (z,y) € bG}

Nous verrons que ce comportement de Ag nous permettra de définir, dans la
section suivante, un “décorateur universel pour G”, c’est a dire un opérateur
capable de décorer tout “graphe” de G. Cet opérateur sera noté 52’;.

La plupart des lemmes suivants établissent formellement les propriétés
intuitives que nous venons de décrire :

Lemme 544 Pour touty € M on a :
1)IlyeGssilly# L ssiyeGT.

Etsiy e G" alors Iy € G et :

2) s’il existe z € G tel que z~gy =T, alors Igyrbgy =1T.
8) sinon Ify~qy = F.

Preuve. On utilise librement le fait que I%y = efAz.z~y.
Le 2 et le 3 découlent facilement du 1 et du Lemme 528, on montre le 1 :
Par la Remarque 526 on a immédiatement Igy € G ssi Ig.y # 1. Il reste
donc & montrer : IZy # L < y € G*. Puisque G C G7, le Lemme 525.1
nous donne pour tout z € G : z~gy # L ssiy € GT. 1l vient, par le Lemme
527

ITy # L ssi L g (Az.z2qy)[G] ssiye Gt.m
Comme ~¢ est réflexive, on a immédiatement par le 2 du lemme précédent :
Corollaire 545 Pour touty € G, on a Ify € G et ILy~qy=T.

On montre maintenant les propriétés de Feuz'lpG et En fg.

Lemme 546 Pour tout z € M, on a (Feuilp, T z) =T.



194 Ch. 9 Counstruction de ®

Preuve. Par définition de €g, on a (z,y)EgT = F pour tout z,y € M.
Par le Lemme 531.3, on a Jgy.(z,y)écT = F, et donc (Feuill, Tz) =T
(définition de ). m
Lemme 547 Pour tous b,x € M
1)8i b,z € G alors (Fewill, bz) # L et (Enflbz) # L
2)Si TeGetb#T alors :

(Feuilf, bx) # L ou (Enffbz)# L) =>bxeGT

Preuve.
1) Soient b,z € G*. Par le Corollaire 539.1, pour tout y € G C G,
on a (z,y)€gb # L. On en conclut, d’une part Igy.(z,y)Egb # L puis
(Feuil?, bz) # L (Lemme 531.1 puis définition de =), d’autre part ef.y.(z, y)Eab #
1 (Lemme 527).
2) Supposons (Feuil?, bz) # L ou (Enf bx) # L. Onadonc Igy.(z,y)Eqb #
L ouely.(z,y)€qb # L (définitions de - et Enff). Par les Lemmes 531.1 et
527, il vient donc (z,y)€gb # L pour tout y € G C GT. Soit y € G, comme
b#T,ona(z,y),b € GT (Lemme 534.2). Il reste & remarquer que comme
T € G, on a en particulier z = (z,y)TT € G* (puisque Gt = G? — GT).
[

Lemme 548 Pour tous b,z € G*, on a :
1)(Feuill, bz) =T ssi {yeG:(z,y)écb=T}=10
2) (Feuill, bx) = F sinon; et alors (z,(Enflbz))Ecb="T.

Preuve. Tout d’abord on remarque que si b,z € G alors (Feuz'lpG bx)#
1 (1 du lemme précédent). Il vient :
1) Si (Feuil?, bz) = T alors 3gy.(z,y)€gb = F (Définition de =) et {y € G :
(z,y)€gb =T} = 0 (Lemme 531.3). Supposons maintenant que, pour tout
y € G, on ait (z,y)Egb # T. Sib = T on conclut par le Lemme 546. Sib # T
alors, pour tout y € G, on a b,z,y € G* et donc L # (z,y)Egb € F (539.1).
On en conclut 3gy.(z,y)€agb = F (Lemme 531.3) et donc (Fewsll, bz) =T.
2) Si (Fewily, b z) # T, on a immédiatement (Feuil?, b z) = F (puisque
(Feuilf, b ) # 1). On a donc Jgy.(z,y)€gb = T. Par le Lemme 531.2,
il existe donc y € G tel que (z,y)€gb = T et, pour tout y € G, on a
(z,y)€gb # L . On conclut par le Lemme 528.1 puisque (Enffbz) =
eqy-(z,y)Eab.
[ |

Le lemme qui suit donne des propriétés de En fg similaires & celles
données par le Lemme 544 pour Ig, :

Lemme 549 Pour tous b,x € M, alors :
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1) (Enff bz) € G ssi (Enff bx) # L.
Et si b,z € GT alors (Enff bz) € G et :
2) S’il existe y € G tel que (z,y)€cb =T alors (z,(Enfl bx))écb="T
8) Sinon (z,(Enff, bx))égb=F.

Preuve. Le 1 est donné par la Remarque 526. De plus, si b,z € GT et
y € G C G, ona (z,y)€gb# L (Corollaire 539.1), et donc ef,y.(z,y)Egb €
G. Le 2 et le 3 découle alors facilement du Lemme 528. m

Le dernier lemme de cette section exprime certaines compatibilités fortes

des opérateurs Feuilg, Ig, En fg et A’é avec ~g. Il découle facilement de
leur définitions :

Lemme 550 Pour tout d,b,z,y,z',y' € G+

y~cy = Igy =14y

2)z~gx Ny ~gy ANb~gb = (z,y)€qb = (2, y)Egl
3) z ~g ' ANb~g Y = (Feuill, br) = (Fewly, b ')

4) x ~g 3 ANb~g b = (Enff bz) = (Enfl b a')

5) w~aa' Ny ~ay = ((AG dba)y) = (A dba')y)

9.2.5 L’opérateur o7,

Comme dans la section précédente, on suppose ici G C G et essentiel-
lement x-petit. De plus, p désigne toujours une fonction de choix sur M.
Rappelons que Y est Popérateur de plus petit point fixe de M (Définition
393).

Définition 551 (Le “‘décorateur universel sur G”)
1) df.=ges MAz.(if (Feuilf, bz) T (A7 dbzx)))
2) 5g:def (Y dlé)

Comme 5’& est un point fixe de d‘g, il est clair que, pour tous b,z € M :
6%be = (if (Feuill,bx) T (A% 6%bx))

Nous commencons par une présentation intuitive de (52, le “décorateur

universel sur G”. Rappelons qu'une décoration d’un graphe ensembliste
(a,b) est une fonction d telle que, pour tout sommet z € a, on ait :

d(z) = {d(y) : (z,y) € b}

Interprétée dans le systéme S =g (G, €, ~q) (ot z €g y ssi z€gy = T)
la notion de décoration devient : “d est une “décoration” du “graphe” (a, b)

ssi pour tout z € aG, on a :
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d(z)G = {d(y) : (z,y) € bG}®
ou d(z) est “'image de = par d”.
Supposons maintenant d € G tel que dG = {(z,00bz) : = € aG}o. il
est facile de voir que d est alors une “décoration” de (a,b). En effet, soit
z € aG et u =45 (5gbzc. Si z est une “feuille”, on a (Feuil bx) = T et
60.bz =T =4y 0. Sinon, on a u=(Af, 6% bz) et :
uG = {68by : (z,y) € bG}®

Les propriétés intuitives que nous venons de décrire serons démontrées
en Section 10.2 pour le cas particulier ou G = ®. Pour l'instant, nous
n’établissons que celles utiles & la construction de ¥ et de ®, construction
qui nécessite de pouvoir travailler avec un G C M et p, une fonction de
choix sur M, quelconques.

Le premier lemme est trivial :

Lemme 552 Soient b,x € M
1) 6%bx = L ssi (Fewsll, bz) = L
2) 6%bx =T ssi (Feuill, bz) =T
3) 6%bx =(AY, 62, bx) ssi (Feuill, bz) = F
Corollaire 553 Pour toutz € M : 60Tz =T
Preuve. Vient directement du point 2 du lemme, et du Lemme 547.2. m
La compatibilité forte de 62.b avec ~¢ découle facilement du Lemme 550 :
Lemme 554 Siz ~g 2’ et y~gy alors 6%bzy = 6%bz'y'.
On clot cette section par deux propriétés essentielles de 5% :
Lemme 555 Si b,z € G alors : dpbz # T implique (6pbz)GT C 07.0G.
Preuve. Si b,z € G, on a (Feuilf, bx) # L (Lemme 547.1). Il reste
donc deux cas :
1¢" Cas : Si (Feuill, bx) =T alors 6%bz =T.
2¢m¢ Cas : Si (Feuily, bz) = F alors 6%bz = (AL, 67,bx) et donc :
obay = (if (z,y)€ab 6Lb(ILyY) 6Lb(Enflbz)))
Siy € Gt ona (z,y)€gb # L (Corollaire 539.1). On a donc 62bzy =64b(I%y)
ou dgbry = 6Lb(Enff bx) suivant les cas (z,y)égb =T ou (z,y)éab € F.

Le résultat découle alors soit du Lemme 544.1, soit des Lemmes 547.1 et
549.1. m

Corollaire 556 Pour tout b€ GT, on a 6%.b e (G1)™.
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Preuve. Il nous suffit de montrer que, pour tout z € G*, on a é%bz €
(G*)™. Soit donc § € (G1)<¥, il faut montrer §%,bzy # L. Or, par le lemme
précédent, on vérifie facilement que soit 07.bzy = bz pour un z € G C G,
soit 0%.bxy = T. Or, par le Lemme 547.1, on a (Feuily, bx) # L, et donc
6fbz # L (Lemme 552.1). m

L’opérateur &, est égal a d7,“

On suppose seulement ici que G est essentiellement x-petit. Nous intro-
duirons des propriétés supplémentaires sur G dans la section suivante.

Rappelons que, par définition de Y3, 6% =45 (Yd) est le sup de la
suite croissante définie pour n < K par :
dg,’ =1
dg, ™ = df.(df, ™)
dg," = sup{df,” : v <n} pour n limite

Nous montrons ici que la suite (df, "),<, est stationnaire en w et que
donc 67, = d7,“. Pour simplifier on écrira A pour A?,, et d" pour df, .

Les deux premiers lemmes que nous donnons montrent des propriétés de
A. On remarque au préalable que, pour tous n < K et y € M :

(& d@ba)y) = (if (0,9)Ech dB(ILy) db(Enfsba))
I1 suit alors facilement que :

Lemme 557 Pour tous bz e M et n < k

1) si{z,y)€gb= L alors (A d"bz)y) = L

2) si (z,y)€gb=T alors (A d"bz)y) = d"b(I%y)

3) si (z,y)€ab € F alors (A d"bz)y) = d"b(Enflbz)
Lemme 558 Pour tout n < k limite, on a :

(A d"bz) =sup{(A d"bz) : v <n}

Preuve. Rappelons que sin < & la sous-suite (d”)«, n’est pas obligatoi-
rement s-filtrante (Remarque 341). On ne peut donc déduire immédiatement
du Lemme 409 que (A d") = sup{(Ad?) : v < n} et donc le résultat.
Maintenant, par croissance de la suite (d"),<, , on a immédiatement
sup{(A d"bzx) : v <n} <(A d"bz). Inversement, par la propriété de Quasi-
Extensionalité (Lemme 414), il suffit de montrer que pour tout y :

(A d"bz)y) <sup{(Ad7bz):v <nly
3Cf Définition 393 p.148
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autrement dit, par le Lemme 409, que :
((A d"bz)y) < sup{((A d"bz)y) : v <n}
On raisonne maintenant en utilisant les 3 points du lemme précédent :
(i) Si (z,y)€gb = L c’est évident par le point 1
(ii) Si (z,y)€Egb="T, on a :
(A dbz)y) = d"B(ILy) point 2
= sup{d’ : vy < n}b(Ily) Déf d"
sup{d"b(I%y) : v < n} Lem409
= sup{((A d"bx)y):vy <n} point2
(iii) Si (z, y)Egb € F, le résultat se montre de fagon similaire au cas précédent
en utilisant le point 3. m
Nous allons pouvoir maintenant aborder le résultat central de cette sec-
tion. On commence par une remarque :

Remarque 559 Il est clair que pour tout n < k on a :
d1l = XAz (if (Feuwill,bz) T (A d"bz)))

On vérifie donc facilement que, pour tous b,z € M

(i) d"bx = 1 ssi (Feuilbx) = L

(ii) d" bz =T ssi (Feuilbz) =T

(ii3) d"bx = (A d"bz) € F ssi (Feuil bx) = F
Proposition 560 67, = df,“ =g4cf sup{dp," : 7 € w}

Preuve. On doit montrer sup{d” : n < Kk} = d“. Pour cela, il suffit
clairement, par définition et croissance de la suite, que I’on ait d**! < d¥.
Par Quasi-FEztensionalité (Lemme 414), cela revient & vérifier que, pour tous
bz € M, d*Tlbz < d“bz. Soient donc b,z € M. Tout d’abord, il est clair
que d¥ =45 sup{d" : n < w} = sup{d™! : n < w}. On doit donc montrer
d“tbz < sup{d"'br : n < w}. Si (Feuil b ) = L ou (Feuil b z) =
T, c’est évident par la Remarque 559.(i) et 559.(ii). Reste donc le cas ou
(Feuil b z) = F. On doit montrer alors (A d“bz) < sup{(A d"bz) :n <
w}, ce qui est donné par le lemme précédent. m

9.2.6 Le décorateur ¢7, préserve la x-compacité

On va maintenant montrer que 52 préserve la k-compacité si G est T'F-
valué et G C, (GT). (i.e G est o-petit et G C GT N M,). Ce sera une
conséquence du lemme suivant :

Lemme 561 Si G est TF-valué et G C, (G). alors :
Side ((GT)e)? = M. on a (AL d) € ((GT))? — M..
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Preuve. Soient b,z € (GT1), et soient :
M =gef (A dbT) =ges My-(if (z,y) €Ec b db(IGy) db(Enfgbz))) et
K =gey {db(Iy) : y € GTYU{db(Enf( bx)) }
Tout d’abord, si b =T, pour tout y € M, on a (z,y) €Eg b = F (définition
de €¢). Par Quasi-extensionalité et définition de F', on a donc m = AyAz.T
qui est compact (Remarque 416.2). Supposons maintenant b # T'. Par les
Lemmes 549.1 et 544.1, il vient : (Enffbz) € G C (GT). et, pour tout
y € GT, Igy € G C (G1).. Par hypothese sur d, on a donc K C M.. Puisque
b # T et que G est TF-valué, on a clairement par le Corollaire 539 que
(z,y) Eg b= L ssiy ¢ G, et donc dom(m) = G*. Maintenant, siy € G
on a my = db(Ify) ou db(Enff bz) et donc m € Gt — K. Enfin, siy =¢ ¢/
on ay ~¢y (Remarque 477), et comme m est compatible avec ~g (Lemme
550.5), il vient my = my’. On en conclut finalement m € GT —¢ K C M,
(Lemme 517). m

Proposition 562 Si G est TF-valué et G C, (G), alors 0%, € (Mc)? —
M..

Preuve. Remarquons que si b = T on a 6%bz = T (Corollaire 553), et

quesib¢ Gt ouz ¢ G, on a §bz = L (Lemmes 552.1 et 547). Dans les
deux cas, 5gbx est k-compact.
On suppose & partir de maintenant b # T et b,z € Gt N M,. Par la Pro-
position 560 et le Lemme 409, on a 52;6:1: = sup{d"bzx : n € w}. Pour que
(5gbx soit k-compact il suffit donc que d"bzx soit k-compact, pour tout n < w
(puisque w < k) ; ce qu’on montre par induction sur 7. Le cas n = 0 étant
immédiat, osons m =4, d"1bg. Par définition de d’é ona :

m = d(d"bz =(if (Feuill,bz) T (AL d"bz)))
Le cas (Feuil?, bz) = L ou T étant immédiat, supposons (Feuil?, bz) = F.
Dans ce cas, on am =(Af, d"bz)) et le résultat découle donc immédiatement

du lemme précédent puisque, par hypothese d’induction, ona d” € ((G1).)? —
M. =

9.3 Construction de ¥

Comme déja signalé, la construction de ¥ se fera par induction ordinale.
On prendra ¥ = V¥, pour (¥,)a<os une suite croissante de sous-ensemble
de M, construite par induction sur «. Pour définir cette suite on introduit
tout d’abord deux opérations de P(M) vers P(M) (la premiere totale et la
seconde partielle).
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9.3.1 Les opérations Q' et D”
On définit tout d’abord Popération Q
Définition 563 Pour tout H C M, Q'(H)=H' +—y H

Le lemme qui suit exprime que l'opération Q' préserve la “o-petitesse”
et l'inclusion dans M.. Il découle immédiatement des Lemmes 516 et 517.

Lemme 564 Si H C, M, alors Q'(H) C, M.,.

On introduit maintenant I'opération D”. La définition de D?(G), parce
qu’elle utilise 'opérateur 5%, n’a de sens que si G C M est essentiellement
k-petit :

Définition 565 Soit p une fonction de choiz sur M. Pour tout G C M
essentiellement k-petit, on pose : DP(G) = {0f,bz : b,z € G}.
Il est clair que :

Lemme 566 Si G est essentiellement o-petit (resp. o-petit) alors DP(QG)
est essentiellement o-petit (resp. o-petit).
Lemme 567 Soit G essentiellement k-petit. Si T € G C GT alors :
1) D?(G) € (GT — D*(G))
2) DP(G) C (GT)* et L ¢ DP(G)
3) Si, de plus, G C, M, alors D?(G) C M..
Preuve. Le 1 découle aisément du Lemme 555, et le 2 du Corollaire 556
par le Lemme 453.4. Pour le 3, on distingue deux cas :
Si G = {T} alors D?(G) = {621T} = {T} C M, (Corollaire 553).
Si G # {T'}, comme | ¢ G, 'ensemble G est donc T'F-valué, et on conclut
par la Proposition 562. m

9.3.2 Construction de ¥

On fixe pour toute cette section une fonction de choix ¢ sur M. Nous
construisons maintenant ¥, puis nous verrons ses propriétés essentielles.
Notons que la définition de la suite (¥o)a<o nécessite celle, simultanée,
d’une suite de fonctions de choix (pa)a<os sur M, définies & partir de p.

Définition 568 On pose ¥ = ¥, ot (¥o)a<s est la suite croissante
définie par :

- ¥y ={T}
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- \Pa-f—l =¥, U Ql(q]a) U Dpa(\I}Ot)
ou p, est la fonction de choix sur M définie par :

(X) = o(X) Si XNT,=0
Pa | o(XN¥,) Sinon, ol v < a est minimal tel que X NT,, # (

- ¥4 = Uy<a¥y si aest un ordinal limite; en particulier ¥ = L, ., V,.

On remarque tout d’abord que la croissance de la suite (U,)<, est
évidente et qu’elle justifie la mention “ou v < o est minimal pour XNV, #
(” dans la définition de p,. D’autre part, par les Lemmes 564 et 566, il est
facile de vérifier la o-petitesse de ¥, pour tout a < o. L’opération D> est
donc définie sur ¥, et ¥, est donc bien défini pour tout o < o.

Remarque 569 On a U} = ﬂ7<a\114' pour tout a limite. En particulier,
on a Ut =NeeeUt.

Notation 570 On notera rg(u) le rang de u € VU, i.e le plus petit a < o tel
que u € ¥y. Pour H C ¥, on notera aussi rg(H) =q4e5 sup{rg(u) : u € H}.

11 est clair que 7g(u) est un ordinal successeur. De plus, si H C, ¥, on
a HCVU, pour a =rg(H) < 0.

9.3.3 Propriétés de ¥
Lemme 571 ¥ C M,

Preuve. Par définition de ¥, il suffit de montrer, par induction sur
a < o, que ¥, C M,. Cela se fait sans probleme en utilisant les Lemmes
564 et 567.3. m

Lemme 572 Pour tout 0 < a <o, onT € ¥, et U, NF # 0.

Preuve. Il est évident que 7' € ¥, pour tout «. Par croissance de la
suite, il nous suffit maintenant de montrer ¥1 N§ # L. Or, comme ¥,
est k-petit, \IJS' est un ouvert (Lemme 464.1) et sa fonction caractéristique
Xyg est k-continue (Lemme 424). On vérifie alors sans peine que A(X‘I,(J]r) €

(\I/0+ =, \I/()) C ‘111.
|

Lemme 573 Card(V) <o <k

Preuve. Comme Card(¥,) < o pour tout @ < o, on a immédiatement
Card(¥)<o.m

Comme o < k, ’ensemble ¥ = U, est essentiellement x-petit et donc :

Corollaire 574 657 et D7 (U,) sont définis.
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Nous allons maintenant aborder le Théoreme principal de cette section,
a savoir : ¥ C (U +— U) C (¥ +— ¥) C ¥T. Il sera une conséquence des
deux lemmes suivants. Remarquons que 1’énoncé du premier se limite au
cas a < o, puisque nous n’avons pas défini ¥, (ce qui par le corollaire
précédent serait possible, bien qu’inutile ici).

Lemme 575 Pour tous v < o
1) v, C \I:;r = U,qq C fo;r
+

2) ¥, C \IJEYL =¥, CU,.

Preuve. Supposons ¥., C ¥¥
1) On doit montrer (¥ =y, ¥,) C ¥ et D/ (¥,) C . La deuxieme
inclusion est donnée par le Lemme 567.2, puisque ¥, C U = i+ C Tl
Pour la premiére, on remarque simplement que, par le Lemme 451
(T =g, U,) C (VY = T,) C (T, = TF) =Tt
2) 11 suffit de montrer que, pour tout n < v, on a ¥, C \II;LH. La preuve
se fait par induction sur n < . Le cas n = 0 étant évident, et le cas 7
limite découlant immédiatement de I’hypotheése d’induction, on montre le
cas 1 + 1. Par hypothese d’induction, on a ¥, C ‘Ifﬂy'H, il reste a montrer
(Q'(¥,) UD”(¥,)) C \I’A;-l
On remarque tout d’abord que le 1 nous donne ¥, 1 C ‘I@' C \11;7" (puisque
U, C ¥,). Par ’hypothése d’induction et les Lemmes 451 et 453.4, il vient
d’une part :

(\I;;;— =y, ¥p) C (‘I’;; = Uy) C (Vg1 = ‘I’;—H) = ‘I’jy—+1
D’autre part, comme n <y, ona ¥, C ¥, C ‘I‘;; et donc, par le Lemme

567.2 : DA (0,) CUFTCUT, . w
Lemme 576 Pourtout a <o ona:¥, C (¥} — U,) et L ¢ T, C Tt

Preuve. On raisonne par induction sur «. Le cas a = 0 étant évident,
voyons les deux autres cas :

1) « est limite :

Tout d’abord on remarque que : ¥, C ¥, implique (V1 — ¥,) C (¥} —
¥,) pour tout 7 < @. On a donc, par hypothése d’induction, ¥, C (¥} —
U,) pour tout v < a, i.e ¥, C (U} +— ¥,). Supposons maintenant qu’il
existe u € ¥, tel que u ¢ L. Soit donc T € (¥,)<¥ tel que uz = L.
Soit vy = rg(T U {u}). Comme « est limite, on a clairement v < « et donc
TU{u} C T, Tlvient : u € ¥, et u ¢ UF. Ce qui contredit I'hypothese
d’induction ¥, C U¥.

2Q)a=vy+1:
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(i) On montre tout d’abord ¥, C (¥} — ¥,). Par hypothése d’induction
ona W, C (U¥ T,). Or, par croissance de la suite (Us)a<o et le Lemme
451, on a (UF = ¥,) C (Tf — T,). On en conclut ¥, U (T =y, T,) C
Ut U,. Maintenant, par le Lemme 567.1, il vient :
DPv(Uy) C (U = DP1(8)) C (T = DP1(8,)) C (Tg — Vo)
(i) On montre maintenant ¥, C ¥}. Par hypothese d’induction on a ¥, C
¥, et donc, par lemme précedent, ¥, C UF et ¥, C UF. Il vient :
(T =y, ¥,) C (T = 0,) C(Tg = TF) =TL et DP(T,) CTTH C
Ut m
Théoréme 577 ¥ C (I+ s ¥) C (¥ > ) C (U 5 TF) = T+,

Preuve. Découle facilement du du lemme précédent en prenant o = o ,
et en utilisant le Lemme 451. =
Corollaire 578 Pour tout y,a <o on a ¥, C ¥},

Preuve. En effet, par croissance de la suite ¥, et décroissance de ()7,
il vient ¥, C¥ C ¥t C U}, m
Corollaire 579 Pour tous a <o et0#n€w, ona :
Uy C(TN) 5 T, CI" 5 Ty,

Preuve. En effet, par le corollaire précédent, on a :
U, C(¥L —T,)CT— T,
La généralisation & tout n # 0 étant immédiate par la Remarque 452. =
Définition 580 Soient u € M et X C M, on définit par induction sur
neEw
uX? = {u}
uX™" = {uz:u €uX™, v e X} ={ur:7T € X"}

Corollaire 581 Pour tout u € U et tout n € w, ’ensemble u¥™ est o-petit.

9.4 Définition de &

Définition 582 & =1 ¥
Définition 583 Pour tout a« <o : Py =ges (1 ¥a)

Remarque 584 & = U(®,)a<e = P, (puisque T commute aux unions
quelconques).

Remarque 585 L’ensemble ®F = U} est un ouvert pour tout o < o
(Lemmes 573 et 464). De plus, si @ < o c’est un ouvert essentiellement
o-petit (Corollaire 469).
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Notation 586 Pour tout a <o : 0y = 5@1

Lemme 587 Pour tout a < o :
1) @4 C Q041
2) 3o C OF > B4
3) o1 = (DL = Du)U 1 {dabz : b,z € D,}
Preuve.
1) Découle immédiatement de la croissance de la suite (¥y)a<o
2) Par le Lemme 518 et le Corollaire 460, il vient :
O, =t T, CT (T = T,) =T = (1T,) =0 — B,
3) Par définition de @, et le fait que T commute aux unions, il vient :
Bas1 =1 Wl 1 (T —y, Ta)U 1 D (T,)
Or, par le Lemme 518 et le point 2, on a :
Bf = o = {TIU 1 (T —w, To) C (1 LU 1 (TF u, Ty)) C B -
q
Il reste & montrer que 1 {dybz : b,z € ®,} =1 DP>(T,), ce qui se montre

trivialement en utilisant le fait que, par définition, T DP>(¥,) =1 {d,bz :
br € ¥,}. m

Théoréme 588 :
T, Fed, L ¢
2) ® =1 VU pour ¥ C M, et k-petit
3) @ =U{0OT = ®:0 € 0,(®)}, i.e ® vérifie la GCPA.
4)2C (2t = @) C (2~ D) COF
Preuve.

1) Il est évident que 7' € @ et que L ¢ @, on montre Az.T" € ®. On sait déja
que /\(X\I,ar) € ¥, (Cf démonstration du Lemme 572). 11 est facile de vérifier

que /\(X‘I’Sr) < Az.T, et donc A\z.T € ®;.

2) Immédiat par les Lemmes 573 et 571.

3) Par le Lemme 522, il nous suffit de montrer que ® = U{O" — O : O €
O,(®)}. On raisonne par double inclusion :

C) Par le 1 du lemme précédent, on a &, C @jl' — &, pour tout a < o. 11
ne nous reste plus qu’a remarquer que @, € O, (®).

D) Soit maintenant O € O, (®). Par hypotheése, il existe donc H C, P tel
que O =1 H. Par régularité de o, il existe a < o tel que H C @, et donc
O C ®,. On en conclut, par le point 2 du lemme précédent :
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(07— 0) C(2F — 0,) C o1

4) Ona ®* = U™, et comme ¥ C ¥, il vient & C &+

Maintenant, en raisonnant commme pour le point 2 du lemme précédent, il
vient :

PC(PT—P)C(P— ) m
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Chapitre 10

Satisfaction de
I’antifondation

On se donne pour toute ce chapitre un MT A-modeéle (./\;l,q),j) de la
sémantique k-continue pour k > o, ol ¢ est un inaccessible. On suppose
toujours que M est un x-domaine de Scott, et que ® =1 ¥ est construit
comme nous venons de la faire dans le chapitre précédent pour ¢ une fonction
de choix sur M fixée.

Nous allons montrer ici que le principe de Coinduction et que ’axiome
MT A-Déco sont satisfaits par la structure (M, @, j)

10.1 Satisfaction du principe de Coinduction

Nous rappelons tout d’abord ce principe qui est une regle de déduction
et qui utilise la notation suivante :

Notation 589 (Rappel) Soient u,v € VAR et t un terme ot u,v ne sont
pas libres :

1) Wt=gey Mudv.(if u (ifvT F) (if v F Ast)) ot
2) At =ges (VzIy.(uz, vy)E€)A(VyIz.(uz, vy)EL)

La Reégle de Coinduction :

Pour toute suite de termes A,¢ € A(C) ou les variables u,v ne sont pas
libres :

Coinduction A, pu, dv, (u,v)Et — Wtuv F A, pu, v, (u, v)EL — uw

207
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Rappelons que par le Lemme 422, pour toute suite B, C, D de termes
clos a parameétres dans M, on a :

MEB—(C=D)ssi MEB=T=MEC=D
On utilisera librement ce rappel dans les démonstrations du lemme et du
théoréme suivants (dans cette section on sera toujours dans le casou D = T').

L’objet de cette section est de montrer :
Théoreme 590 M satisfait la régle de Coinduction.

La preuve de ce théoréme utilise le Lemme 592, la remarque qui suit ce
lemme justifiant la terminologie suivante :

Définition 591 Soient A[Z], t[Z] des termes de A(C). On dira que t représente
une bisimulation sous hypotheses A si :

Vi, u,v € M M E A[w/Z], pu, v, {(u,v)Et[w/z] — (A't[w/T]uv)
Eemme 592 Soitt un terme représentant une bisimulation sous hypothéses
A. Siw C M vérifie M E Alw/z] =T, alors la relation Ry w définie par :
Riw = {(u,v) € ®2: M F (u,v)ét[w/z] = T}

est une Og-bisimulation.

Preuve. Soit w C M tel que M F A[w/z] = T, on abrégera Ry par R.
Tout d’abord, on remarque que R C ®2 C (®1)2. On doit montrer ensuite
RCOs(R) :

Soient donc u,v € P tels que (u,v) € R. On rappelle tout d’abord que
u,v € ® ssi M F ¢u = ¢v = T. On a donc par hypotheése et définition de
R

ME A[W/Z] = ¢pu = ¢v = (u,v)ét[w/z) =T

Comme t représente une bisimulation, il vient ('t[w/Z]uv) = T. On dis-
tingue maintenant 2 cas :

a) Siu=T, on a (Atfw/T|uv) = (if v T F) =T. On en conclut facilement
v="T et (u,v) € Op(R).

b) Siu # T, on a (Wt[w/Zluv) = (if v F Ayt[w/z]) = T. Il est clair que
cela implique v # T et Ayt[w/T] = T'. Par le Lemme 419, on a Vz3y.(uz, vy) €[w/Z] =
T et VYy3z.(uz,vy)€t[w/T] = T. En utilisant les Lemmes 442 puis 441, il
vient :

Ve e @Iy € &, ME (uz,vy)étfw/z] =T et

Vy € @3z € &, M E (uz,vy)ét[w/z] =T

Par définition de R et le fait que u® C ® et v® C & (Théoréme 588.4) on
en conclut :
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Ve @Iy € @: (uz,vy) € R et YVye &Iz € & : (uz,vy) € R
et donc (u,v) € O¢(R). m

Remarque 593 Sit représente une bisimulation sous hypothéses A alors
Ri=U{Riw:wCM et MF Alw/z] =T} est une Og-bisimulation (en
tant qu’union de Og-bisimulations).

On donne maintenant la preuve du Théoréme 590 :
Preuve. Par définition de la satisfaction d’une régle (Définition 364.3),
on doit montrer que :
Si
(*) VW,u,v € M M E AW/Z], du, v, (u,v)Et[w/z] — (A't[wW/Z]uv)
alors
(**) VW, u,v € M M E A[W/T], $u, ¢v, (u,v)EL[W/7] — usv
Supposons (*), autrement dit que ¢ représente une bisimulation sous hy-
pothéses A. On doit montrer (**) et donc que, pour tous w,u,v € M :
Si ME AW/Z) = ¢u = ¢v = (u,v)ét[w/z] =T alors MEu~v=T
Soient donc w,u,v € M vérifiant les hypothéses de 'implication ci-dessus.
Comme M F A[w/z] = T, la relation R;z définie dans le lemme précédent
est une Og-bisimulation. De plus, comme M E ¢u = ¢v = (u,v)EL{w/T] =
T, on a clairement (u,v) € Ryyp. Par maximalité de ~g, on en conclut
(u,v) €E~p et donce M EFurv =T. m

10.2 Satisfaction de MT A-Deco

Dans cette section nous allons montrer que, sous réserve d’interpréter
e par A(EY), le MT A-modele M satisfait I'axiome MT A-Déco, que nous
rappelons :

MTA-Déco ¢b, pz — ¢(6bx)
ol ¢ = Az Juusz et § =45 (Y Mdz.(if (Feuil bz) T (A dbzx)).

Avant d’esquisser le plan de cette section, nous introduisons des abréviations

concernant les fonctions de choix continues et les opérateurs utilisés dans

la construction de ¥ (voir Définitions 431,543 et 551). Ces fonctions et
opérateurs utilisent les fonctions de choix de type p;, qui, rappelons-le, sont
définies pour chaque n < o relativement & o (la fonction de choix sur M
fixée en début de Section 9.3.2) par :

p(X):{Q(X) Si XN¥, =0

K o(X NT,) Sinon, oty <7 est minimal tel que X NV, # (
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Notation 594 Pour toutn <o
1) By =gef E@ﬂn

2) €n =dey MEp) = 6’&,"17

3) 6y =def 55,’;

4) ~n=def~¥,

Pour vérifier MT A-Déco, il suffit de montrer que, pour chaque b,z € @, il
existe un 3 < o tel que M F dgbx~dbz = T. Pour ce faire, nous préciserons,
dans un premier temps, les rapports entre les ~;, et nous montrerons qu’il
existe 8 < o tel que : dgbz ~, 0,bx. Puis, dans un deuxiéme temps, on
verra que sous ’hypotheése supplémentaire j(e) = A(E,)',ona |d |/ = §,.

La démonstration du premier point utilise des propriétés des fonctions
de type E, pour n < o (nous rappellerons leur définition). Nous verrons
en particulier une propriété justifiant Pappellation de “fonctions de choiz
dépendant” pour de telles fonctions. Nous introduirons ensuite des opérateurs
de singletons, paires et couples relatifs & o < o et notés S*, P* et (, )®. Ils
n’ont ici qu’une utilité technique. Puis nous verrons qu’il existe 8 < o tel
que pour tous u,v € ¥, 9 et pour tout 8 < o suffisamment grand, on ait :
u ~g, v < u ~y v. On en conclura, en utilisant des propriétés cardinales
des quotients ¥/ ~g et U/ ~,, que dgbz ~, d,bx.

Pour unifier les notations, ¥ sera le plus souvent noté ¥, tout au long
de cette section. Rappelons que ~,=gcs~y=~g (Corollaire 482).

10.2.1 Les fonctions de choix dépendant.

Nous fixons ici 7 < o et nous nous intéresserons aux propriétés de E;,.
Explicitons tout d’abord sa définition :

Définition 595 :
1 st L euv,
E,(u) =4 py(¥y) si ul, CF
pn{z €Uy :ux=T}) si L ¢u¥,3T

Par le Lemme 434, la fonction E,, est une fonction de choix continue sur
¥,,. On donne maintenant deux lemmes. Le premier exprime des propriétés
élémentaires de Fj, et le deuxieme montre que le choix effectué par E,
sur ¥, dépend (d’ou I'appellation de fonction de choix dépendant) de celui
effectué par la fonction E, pour tout a < 7.

!Ce qui est cohérent avec la satisfaction des axiomes de Quantifications, et plus
généralement avec tout ce qui précéde puisque Ef” est une fonction de choix continue
sur & (Corollaire 437).
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Lemme 596 Soientn <o et u €M tel que L ¢ u¥,, on a :

1) Siu¥, C§ alors equ="T

2) 8i T € u¥y, alors egu = o({z € ¥, : ux = T}), ot v < n est minimal
pour T' € u¥,,.

Preuve. Le point 2 découle facilement des définitions de &, = A(E)) et
py- On montre le 1. Si w¥, C § alors, par définition on a e, u = p,(¥,) =
o(¥, N¥,), ot y minimal pour ¥, N¥, # (). Maintenant, comme ¥y C ¥,
ce minima est 0. On a donc eyu = (¥, N {T'}) = T (puisque p est une
fonction de choix sur M). =
Lemme 597 Soient a <n <o et u eM tel que L ¢ u¥,

1) Siu¥, C§ alors equ =equ =T
2) SiT € u¥, alors egu =equ € {x € ¥y :ux =T}

Preuve. Les deux points découlent facilement du lemme précédent, en
utilisant les définitions de E; et E,, et du fait que u¥, C u¥,. =

10.2.2 Les opérateurs S%, P* et (, )

Notation 598 Pour f € [M = M|, , Blz] € A(CUM) et z € VAR, on
utilisera 'abréviation suivante :

B(f(z)/2] =des BI(M(f) z)/7]

Rappelons que, pour tout a < o, la fonction Xy est k-continue, puisque
Ut est un ouvert (Remarque 585) ; ce qui justifie les définitions suivantes :
Définition 599 Pour tout a < o
1) 8% =gef AxA2.(if xy+(2) T 7)

2) P =ges Medydz.(if (xy+(2)A2) = y)
3) (, )* =def AzAy.(P* S%z Pzy)
4) et pour tous z,y € M : (z,y)* =gdey (, )%y

Les opérateurs S, P et ( , ) (Cf Définition 112) ont pour domaines M
pour le premier, et § U {T'} pour les deux autres. Les constructeurs S¢, P
et (, )%, qui sont de domaine ¥, sont donc en quelque sorte des restrictions
de S,P et (, ) a ¥}. Cela leur permet de vérifier les propriétés suivantes :
Lemme 600 Pour tous a <o et x,y € ¥y, on a :

1) S%, PYxy € ¥qyqq
2) <xay>a € \IIOL+2
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Preuve. 1l est clair, par définition de —y,_, que 'on a S%z, P*zy €
(T} —wq ¥Uy) C Uptr. On en conclut le 1 puisle 2. =

Lemme 601 Pour tousn <o etz,y € ¥y ona :
1) Sz ~y S%x
2) Pxy ~y, P%zy
3) (:c,y) ~n <$,y>a
Preuve. Comme ¥, ¥, 5 C 111;7F (Corollaire 578), par le Lemme 538.1 et
le lemme précédent, on a en particulier {Sz , Sz, Pzy, P*zy, (z,y), (z,y)*} C
‘I',J’r . Le résultat découle alors facilement par définition de ~,. m

10.2.3 Les quotients X/ ~, sont finalement constants

Définition 602 On dira que f : (c U {o}) — V (o, rappelons-le, V est
Punivers) est constante a partir de 8 < o si, pour tout v > 8, on a f(y) =
f(B). On dira qu’elle est finalement constante s’il existe un tel (.

L’objet de cette section sera de montrer la Proposition 605 qui découle
des deux lemmes suivants :

Lemme 603 Pour tout X C, V il existe B < o tel que :

Pour tous u € X et n > 1, la fonction v — uwV ' est constante a partir de
B.

Preuve. Remarquons tout d’abord qu’il suffit de montrer que, pour
u € X et n > 1 fixés, la fonction fyn : v +— w¥ 7. En effet, si By, < o est
l'ordinal & partir duquel la fonction f, , est finalement constante, il est clair
que toutes les fonctions f, , sont constantes & partir de 8 = sup{fyn : u € X
et n > 1}, et on a < o puisque X est o-petit et que o est régulier.
Fixons donc u € X, a < o tel que u € ¥, et n € w.
Par croissance de la suite (¥,),<o, il suffit de trouver  tel que u¥" = u¥ -
Soit L* = {p({Z € ¥" : uT = w € \Ifg} Cet ensemble est o-petit, puisque
inclus dans ¥, (Corollaire 579). Par régularité de o, il existe donc § < o
tel que, pour tout T € Ly, on ait T € Vj. Par ailleurs, on a clairement

n?
u¥™ = uL? et donc u¥" =uV¥7. m

Lemme 604 Soit X C U tel que X C ¥ — X et soient v,5 < 0.
Si pour tout u € X on a u¥, = u¥g, alors XN ~y= XN ~g.

Preuve. On doit montrer R = R’ pour R =45 (X%N ~,) et R’ =4
(X?N ~g). On remarque tout d’abord que, puisque ¥ C \IIJ;O\I/E (Corollaire
578), les relations R et R’ sont bien des relations sur ‘Ili et \Ifg,' On montre
maintenant R C R, la réciproque s’obtenant en inversant les roles de -y et 3.
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Par maximalité de ~pg, il suffit de montrer que R est une Oy ,-bisimulation,
autrement dit que :
RC Oy, (R) =ges { (ww):u=v=T
Ou
u#tT #v et
Ve € Ug Jy € Ug (uz,vy) ER et
Vy € Ug dz € Uy (uz,vy) € R }
Supposons donc u ~, v pour u,v € X, il vient :
1" cas: u =T (ouwv =T) : comme ~, est une Oy, -bisimulation on a
alors u = v =T, et donc (u,v) € Oy, (R).

2°m¢ cas: u £ T et v#T : on montre Vz € Ug Jy € Uy (uz,vy) € R,
la démonstration de Vy € ¥g Iz € ¥g (uz,vy) € R s’effectuant de maniere
similaire. Soit donc = € Ug. Puisque u¥, = u¥g, il existe 2’ € ¥, tel que
ur = uz'. Comme ~, est une Oy, -bisimulation et que u ~, v, il existe
y' € ¥, tel que uz’ ~, vy'. De plus, comme v¥, = vV, il existe y € Vg tel
que vy’ = vy. On en conclut uz ~ vy. Comme X C ¥ — X, on a de plus
que uz,vy € X, et donc (uz,vy) € R. m

Proposition 605 Pour tout X C, V¥ tel que X C V¥ — X, il existe B < o
vérifiant :

1) X C g

2) Pour tous u € X et n > 1, la fonction v — ulf est constante a partir
de 5.

8) Les fonctions v — X?N ~, ety = Card(X/ ~,) sont constantes a
partir de 3.

Preuve. Le 3 découle immédiatement du 2 par le lemme précédent. De
plus, par le Lemme 603, il existe 8y < o vérifiant le 2. Maintenant, comme
X est o-petit et que o est régulier, on peut trouver 3; tel que X C Wg,. Il
suffit donc de prendre S = sup{fy, 31} =

Notation 606 Pour tout X C, ¥, on notera Bx le plus petit ordinal qui
satisfait la proposition précédente.

10.2.4 [-antichaines

L’objet de cette section est de montrer le Lemme 613. Ce résultat découle
de lexistence, pour tout X C, V¥, de “Bx-antichaines” de longueur suffi-
samment longues.

Définition 607 On dira que H C M est une [S-antichaine si () # H C ‘Ilg'
et si, pour tous u,v € H, on au~gv=>u="v
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On notera que toute S-antichaine est une antichaine au sens de la Définition
376 ; c’est une conséquence immédiate de la Remarque 477.2.

Définition 608 Soient 8 < ¢ et H une B-antichaine. On définit | a fonc-
tion Ret% sur M par :
1 si z ¢ \I/%L
Ret%(u) =< u si z~guetuecH
o(H) sinon
On remarque tout d’abord que le fait que H soit une S-antichaine nous
assure de la bonne définition de Ret'?{.

Remarque 609 :
1) Retf, € 3N (V5 — H)

2) Pour tout x € \If’?{ ona : Ret%(x) =z ssize€H

On peut noter aussi que les fonctions de type Ret% sont des rétractions,
c’est & dire qu’elle vérifient Ret’% o Ret% = Retfl.
Lemme 610 Pour toutes B3-antichaine H et H'
1) La fonction Ret’% est Kk-continue.
2) Si, de plus, H C g alors ret% =def )\(Ret%) € Vg (C \I/;)
3) ret% = ret%, ssi H=H'.

Preuve.
1) On sait déja que le dom(Ret%) = \Ilg est un ouvert. De plus, comme pour
u,v € \If; onau<v=>u~guv, il vient u <v = Ret’?{(u) = Ret%(v). On
conclut par le Lemme 355.
2) Comme pour tous u,v € ¥}, on a u =y, v = u ~g v, il est facile de
vérifier que ret% € (\Ifg' —, Ug) C Ugyg.
3) Suit immédiatement de la Remarque 609.2. m

Le lemme suivant est un corollaire immédiat de la Proposition 605 et de
la définition de SBx :

Lemme 611 §i X C, ¥ et X C ¥ — X, alors pour tous v,y > Bx et
K C X on a que K est une v antichaine ssi c’est une +'-antichaine.

Lemme 612 Soit K une 8-antichaine tel que K C ¥g.
L’ensemble K = {ret% : 0 # H C K}U{T} est une B-antichaine de
cardinalité 2C0rd(K)

Preuve. Du Lemme 610.2 on tire que K C ¥gyq C \Ifgi Le fait que

tous les éléments de K sont distincts suit du Lemme 610.3. Il en résulte
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immédiatement que la cardinalité de K est celle indiquée. Il reste & voir que
u,u' € K et u ~g v impliquent v = v'. Siw = T ou v’ = T le résultat
est immédiat. Supposons donc u = retg, u = ret% et H # H'. Sans perte
de généralité on peut supposer qu’il existe z € H\H'. Dans ce cas uz = z
et uz n'est ~g-équivalent & aucun élément de H' (puisque H U H' est une
B-antichaine). Par ailleurs u'¥g C H' (Remarque 609) et u,v € §. Il en
résulte immédiatement que u %z u'. ®

Lemme 613 Soit X C, ¥ tel que X C U — X. 51 Bx < B < o alors
Card(V/ ~g) > 200rdX/~p)

Preuve. Rappelons que 8x < o est le plus petit ordinal vérifiant la
Proposition 605. Soit K = {p({v € X : u ~g v}) : u € X} et & =4ef
Card(K) = Card(X/ ~g). Il est clair que K est une (-antichaine. Par le
Lemme 612, on sait qu’il existe une Sx antichaine de cardinalité 2¢. Comme

toute Sx-antichaine est une S-antichaine pour 8 > Sx (Proposition 605),
on a bien Card(¥/ ~5) >2¢. m

10.2.5 Bisimilarité de dgbz et d,bx.

Nous montrons ici que pour tous b,z € V¥, il existe un 8 < o tel que
dgbz ~g d5bz. Pour cela, nous verrons qu’il suffit que 3 vérifie la Proposition
605 relativement & X =gor ¥oq9, ol @ = rg({b,z}). Remarquons que,
comme V¥, 9 C U+ U,.o (Corollaire 579) et que ¥, o est o-petit, un tel
B existe.

Comme nous utiliserons souvent ’hypothése dont nous venons de parler,
nous comimenc¢ons par une abréviation :

Notation 614 H|w, ] est l'hypothése suivante sur o, :

Hlo, B] =gef (@ <0 et fx < B <o) pour X = T¥qyo.
Nous abrégerons de la maniére suivante les opérateurs introduits par les

Notations et Définitions 524, 529, 532, 543 et 551

Notation 615 Soitn <o

1) ""n —def ’;J\I/,,

2) 3y =aes 37,

3) €, =def €w,

4) Iy = I\[IJJW,,

) Feuil, =gef Feuz'l\’i,’:7

6) Enfy =def Enfgi]

7) Ay =dey Afp"n

8) Oy =des ‘5977
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Rappelons que, pour tout n < o :
dpbx = (if (Feuily bx) T (A, 6ybx))

Nous montrons maintenant que, sous ’hypothése H|w, 8], on a
dgbx ~g d,bx, pour tous b,z € ¥,. Remarquons que si b = T, le résultat est
immédiat par le Corollaire 553 et le fait que T ~¢ T', 'hypotheése H|a, (]
n’est donc pas utile dans ce cas :

Lemme 616 Pour tous 8 <o etx € M, ona :
0gTx = 6,Tx =T et dgTr ~g 6,T.

II nous reste a voir le cas T" # b € ¥,. Dans ce cas, le résultat repose
essentiellement sur le fait que si H[ «,f] est vérifié on a (Igy) = (I, v),
(Feuilg bx) = (Feuil, bx) et (Enf, bx) = (Enf, bz), pour tous b,z,y €
V,. Pour montrer ces résultats, on utilisera librement le fait que ¥, C
Voo CU = Uy,

Egalité de Ig et I, sur V.

Lemme 617 Si H[ «, 3] est vérifié alors, pour tout y € ¥,, on a :
Igy =1,y € ¥,

Preuve. Soit y € U,, et solent u =g4of Az.2~gy et u' =geof Az.2%4y.
Pour montrer Igy = I,y, il suffit clairement de vérifier egu = e,u’. Tout
d’abord, comme ¥ C ¥} N \IJZ;, ona L ¢ u[¥g] et L ¢ u'[T,] (Lemme
525.1). De plus, par réfléxivité des bisimulations ~g et ~y, on a uy = T
et u'y = T. Par le Lemme 597.2, et en prenant successivement 1 = 3 puis
n = o, il vient :

(*) epu=-¢equ et eou' =equ

Par la Proposition 605.3, pour tout z € ¥, on a z ~g y ssi z ~ y, et donc
uz = T ssi u'z = T. Par la propriété d’Ackermann des fonctions de choix
continue (Définition 428), on en conclut que e,u = g,u’. En utilisant (*), on
a donc finalement egu = g,u’ Maintenant, il ne reste plus qu’a remarquer
que egu = equ € ¥, (Lemme 527). =

Egalité de Feuilg et Feuil, sur ¥ 2.

Le fait que (Feuilg bz) = (Feuil, bxz) pour tout b,z € ¥, sera une
conséquence des trois lemmes qui suivent. Remarquons que le premier lemme
et son corollaire n’utilisent pas H|a, (].

Lemme 618 Soient a,8 < o avec B> 1 et x,y € M.
Pour tous u € Uy, siu~g (z,y) alors il existe y' € Uy tel que y ~5y'.
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Preuve. Supposons u ~g (z,y) et soit z € F N ¥g (comme S > 0, il
en existe par le Lemme 572). Par définition de ~g, on vérifie facilement
I'existence de z1,zo € ¥g tels uzi1zo ~g (z,y)zz, i.e tel que uziz2 ~5 y. En
posant y' =ger uz1z2 et comme u € U, C U2 T,, on a de plus ¢ € U,,.
[

Corollaire 619 Soient 1 < <o et z,y € M.

Pour toutb € Uy, si (z,y)€gb =T alors il existe y' € U, tel que (z,y')Epb =
T.

Preuve. Supposons (z,y)égb = T, et donc b # T. Puisque ¥g est
TF-valué, on a en particulier b,y,z € \Ifg' (Corollaire 539.2). De plus, il
existe v € Uy tel que bv ~g (z,y) (Proposition 535). Maintenant, bv € ¥,
(Corollaire 579) et donc, par le lemme précédent puis le Lemme 538.1, il
existe y' € ¥y tel que bv ~g (z,7’). Comme b,y ,z € \IIE on en conclut
(z,y")€gb =T (Proposition 535.1). m

Lemme 620 Si Hla, 5] alors, pour tous b,z,y € ¥,
(z,y)€pb=T & (z,y)€;b=T.

Preuve. On montre tout d’abord que, pour tout v € ¥,, on a bv ~g

(z,y) & bv ~, (z,)
Comme b, z,y € ¥y on abv € U, et (z,y)* € Uuto (Lemme 600). Il vient :

bv ~g (z,y) © bv~g(r,y)* Lemme 601.2
& bu~, (z,y)* Proposition 605.3
< buv~, (r,y) Lemme 601.2

Maintenant, comme par hypotheése on a b¥ g = b¥,, on vérifie que :
FveVg bvr~g(z,y) ssi eV, bvr~g (z,y) =T
Le résultat découle alors facilement de la Proposition 535. m

Lemme 621 Supposons H|a, 3] et soient b,z € U,. Les quatres énoncés
suivants sont équivalents :

1)y € Vg : (z,y)épb=T
2) Iy €Wy :(z,y)épb=T
3) Iy eV, :(x,y)€sb=T
4) Iy eV, : (z,y)€cb=T

Preuve. L’équivalence de 2 et 3 est immédiate par le lemme précédent.
Que 2=1 et que 3=4 est immédiat puisque ¥, C U3 C ¥, (Proposition
605.1). Enfin, le fait que 1=2 et que 4=3 est donné par le Corollaire 619.
[ |
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Proposition 622 Si H[a, 8] alors, pour tous b,z € ¥,
1) (Feuilg bx) = (Feuil, bx)
2) Pbx =T < 6%z =T

Preuve. Remarquons que le cas b = T est réglé par le Lemme 546,
supposons donc b # T'. Le 2 découle alors immédiatement du 1 et du Lemme
552. Le 1 suit facilement du lemme précédent par définition de Feuilg et
Feuil, et Lemme 531. m

Egalité de Enfs et Enf, sur U2

Lemme 623 Si H[a, ] alors, pour tous b,z € ¥, avecb# T :
(Enfgbz) = (Enf, bz) € ¥,

Preuve. Soient u =g¢5 Ay.(z,y)Epb et v’ =ger Ay.(z,y)€Eb. Pour mon-
trer (Enfg bx) = (Enf, bx), il suffit de vérifier que egu = e,u’. On re-
marque tout d’abord qu’on a ¥ C ¥} N \I!E Par le le Corollaire 539, on en
conclut que L ¢ u[¥g] et que L ¢ u'[¥,]. Par le Lemme 621 et le Lemme
597, on a donc :

(*) eau=cpu et equ =e u

Maintenant, par le Lemme 620, pour tout y € ¥, ona :uy =T ssiu'y =T.
Par propriété d’Ackermann des fonctions de choix continues (Définition
428), on a g,u = gqu’. Le résultat découle alors trivialement de (*). Il
reste & remarquer que, par le Lemme 549.1, on a equ € ¥,. ®

La bisimulation R, g.

Nous montrons ici le Théoréme 628 qui affirme que sous I’hypothese
Hla, (] et pour tous b,z € ¥,, on a dgbr ~, 0,bx. Par maximalité de
~y, il suflit de montrer que la relation suivante est une ©y_-bisimulation
(Corollaire 627).

Définition 624 R, g =4c; {(dgbz,0,bx) : b,z € ¥y}
Ceci découle des deux lemmes qui suivent :

Lemme 625 Soit b,z € ¥,, a < 0. Supposons § = o ou H[a, ] alors :
dy € Uy : (z,y)EpbEF

Preuve. On remarque tout d’abord que, pour tout y € ¥,, on a (z,y)Egb #
1 puisque z,y,b € \Ilg,' (Corollaire 539). Supposons maintenant que, pour
tout y € ¥y, on ait (z,y)€gb = T. Par le Corollaire 619, pour tout y € ¥,
il existe § € ¥, tel que y ~g ¢. La fonction y — § induit donc une injection
de (¥y/ ~g) — (¥o/ ~p). Ce qui contredit le Lemme 613. m
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Lemme 626 Soient b,z € ¥, ety € V,. Si dgbx #T et 6,bx # T alors :

1)Vy € ¥,y € ¥, (dgbzy, dobzy’) € Ry p
2)Vy' € ¥,y € U, (dgbzy, dsbzy’) € Rap

Preuve. On remarque tout d’abord que comme dgbx # T et d,bx # T
ona :

(5ﬂb(E = (A/j 55 bx) =def My.(if (z,y) €gb (551)(1/3:1/) 5/3b(E’)’Lfﬂ bx))

et

0obr = (Ag 05 b ) =des My-(if (7,y) €5 b 35b(Isy) d5b(Enfs b))

On montre maintenant le 1, le 2 se montrant de fagon similaire en utilisant
I’autre cas du Lemme 625 dans ce qui suit :

Soit donc y € ¥,, par définition de R, g on doit trouver z € ¥, et 3 € ¥,
tels que dgbay = dgbz et d,bzy’ = d,bz. Le cas (z,y) € b= L étant exclu
(Corollaire 539.1), il reste deux cas possibles :

e Si(zr,y) €gb€ F: on a alors dgbry = dgbz pour z =45 (Enfsg bz). De
plus, par le Lemme 549.1, on a z = (Enf, bz) € ¥,. Il ne reste plus alors
qu’a choisir ¢’ € ¥, tel que (z,y') €, b € § (c’est possible par le Lemme
625 cas 8 = o) pour avoir d,bzy’ = d,bz.

e Si(r,y) €g b =T : on a alors dgbry = dgbz pour z =g (Igy). Par
le Corollaire 619, il existe y' € ¥, tel que d’une part y ~p y', d’autre
part (z,y') €g b = T. Ainsi, d'une part, par compatiblité de Iy avec ~g
(Lemme 550.1), on a z = Igy = Igy'. D’autre part, par le Lemme 620, on a
(z,y') €5 b=T. Il reste & remarquer que, puisque Igy' = I,y € ¥, (Lemme
544.1), on a finalement §,bzy’ = d,b(I,y') = d,bz. =

Corollaire 627 R, g est une Oy, -bisimulation.

Preuve. Vérification triviale en utilisant la Proposition 622.2 et le lemme
précédent. m

Théoréme 628 Pour tous b,z € ¥, il existe B > o tel que dgbx ~¢ 65bx.

Preuve. Soit o < o tel que b,z € U,. L'existence de f < o vérifiant
les hypothéses H[a, 8] est donné par la Proposition 605. On conclut par le
Lemme 616 et le corollaire précédent (puisque ~, =~g). B

10.2.6 Satisfaction de MT A-Déco

Nous posons maintenant j(¢) = A(E,) = £,. Comme nous ’avons déja si-
gnalé (Note 10.2 p.210), ce choix est cohérent avec tout le travail précédemment
effectué.
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Nous montrons que sous cette interprétation M satisfait I'axiome MT A-
déco, autrement dit M E ¢b, pz — ¢(bzx).

Dans le reste de cette section, il est plus clair de distinguer les termes de
leurs interprétations, aussi nous écrirons |t|’ pour désigner I'interprétation
du terme t¢.

Définition 629 & = {v € M : v =T}
Rappelons que gz~5 = Av.3u.uv. Le lemme suivant découle facilement de
la Proposition 441 et du Lemme 483 :
Lemme 630 @ = {v € ®* : Ju u ~p v}
Corollaire 631 & est un ouvert contenant ®

Preuve. Le fait que ® C @ est évident. De plus q~5, qui est un terme
de A(C), est interprété dans M par le code d’une fonction k-continue (qui
prend les valeurs L, T ou F), et ® est 'image inverse de 'ouvert {T'} par
cette fonction.

[
Rappelons que :

0o =def (Ydy) € M et que
5 =aes (v d) € A(C)
do=des | \NOAz.(if (Feuil, bz) T (A, dbz))[! € M et que
d =gef MNDXz.(if (Feuil bx) T (A dbz)) € A(C)
Nous renvoyons aux Définitions 268, 275 et 279 pour les constructeurs
qui suivent :
Remarque 632 Compte tenu que j(e) = &, et que j(~) = AMX~ng) =
A(X~, ), on vérifie facilement et successivement que (M, ®, j) satisfait :
yirp=r
2) | Feuil |7 = Feuil,
3) | Enf | = Enf,
4) |A |'7 = A,
5) |d = d,
Lemme 633 M FE 4, < |6)/
Preuve. C’est une conséquence immédiate des définitions de § et d,, du

5 de la remarque précédente et du fait que M FY < |Y | puisque Y est
Popérateur de plus petits points fixes de M. =
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Théoréme 634 M satisfait MT A-Déco

Preuve. Rappelons que par le Lemme 422, M E ¢b, gz — ¢(0bz) ssi
pour tous b,x € ® on a |dbx |/ € ®. Supposons b,x € ® et soit a < o
tel que b,x € ®,. Soient b’,x" € ¥, tels que b’< b et x'< x. Maintenant
|6bx |7 > [0b'x' [/ > §,b'x’ (lemme précédent), et comme & =1 & il suffit
de montrer que d,b'x’ € ®. Soit S tel que H[a, 8] (Notation 614). Par le
Théoréme 628 on a d,b'x’ ~, dgb'x’. De plus, dgb'x’ € ¥p, 1 par définition
de ¥gyq1. On a donc dgb’x’ € @ et finalement J,b'x’ € ®, ce qu'il fallait
démontrer. m
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Chapitre 11

Conclusion

Nous avons vu dans une premiére partie assez technique comment plon-
ger toute preuve d’un théoréme de ZFC+AF A dans une preuve du théoréme
équivalent de MT A. Ceci nous permet d’affirmer que MT A est une théorie
suffisamment puissante pour fonder les mathématiques. Insistons sur le fait
que la difficulté de developper un tel plongement est liée & ’hétérogeneité
des fondements respectifs de Map Theory et ZFC, et non & la complexité
de Map Theory. En particulier, les axiomes de construction (et C-Prim ou
MT A-Infini suivant le cas fondé ou antifondé), qui sont véritablement le
noyau de la représentation des objets mathématiques dans Map Theory, sont
tres simples et naturels du point de vue A-calcul.

Dans une deuxiéme partie, nous avons montré la consistance de MTA
relativement & ZFC + SI. En particulier, nous avons montré comment
construire par induction sur un cardinal inacessible o un sous-ensemble ®
dans tout s-pré-modéle standard, pourvu qu’on ait x > o. Rappelons qu’on
peut montrer que ce sous-ensemble ® muni des relations €4 et ~g, intro-
duites dans I'Introduction et définies rigoureusement dans le Chapitre 7, est
un modele de ZFC + AF A. Remarquons encore que ce modeéle est construit
essentiellement dans le méme esprit que I'univers ®x de [6].

Du fait que Map Theory se trouve au carrefour entre les fondements des
mathématiques et de l'informatique, les futures recherches sur cette théorie
peuvent prendre plusieurs directions.

Une premiére direction consiste & s’intéresser aux aspects “théorie des
ensembles” de Map Theory. En particulier, la force exacte de MTF et MT A,
qui se situe entre ZFC et ZFC + S1, reste a définir. De plus, la construc-
tion de modeéles dans l’esprit de ceux de Map Theory pourrait ouvrir des
perspectives sur des preuves de consistance de théories ensemblistes.
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Une deuxiéme direction consiste a s’intéresser & Map Theory du point de
vue calcul et implémentation. En particulier, il serait intéressant de définir
les différentes stratégies de calcul possibles dans Map Theory et d’en étudier
les propriétés.

La troisiéme direction dont nous allons parler est liée a la seconde. Nous
avons vu dans la Section 2.3.2 que I'antifondation nous a fait perdre I’axiome
C-Prim de MTF. Cet axiome était particulierement intéressant. Il expri-
mait, d’'une part, que les définitions par induction étaient possibles dans @z,
et d’autre part que @ contient des objets “infinis” au sens de Map Theory.
Ces objets étaient représentés par des termes de la forme (Prim f a b),
dans l’esprit du A-calcul. En particulier, ces termes pouvaient étre direc-
tement utilisables dans des B-calculs. L’axiome MT A-Infini ne joue pas
entiérement le méme role. En effet, s’il est suffisant du point de vue du plon-
gement de ZFC dans MT A, il lui manque un aspect calculatoire simple. En
particulier, il ne permet pas de définir co-inductivement de maniére naturelle
des fonctions.

Pour avoir une axiomatisation plus symétrique, il serait naturel de rem-
placer MT A-Déco et MT A-Infini par un axiome C-CoPrim affirmant la
cloture de @ relativement & un terme, naturellement dual de Prim, noté
CoPrim. Cependant, montrer la consistance de I’axiome correspondant (en
combinaison avec les autres axiomes) est actuellement au deld de nos pos-
sibilités et réclamerait éventuellement de nouvelles idées sémantiques. Par
ailleurs il n’est pas évident que cet axiome ait la puissance d’expression de
MT A-déco qui permet de décorer tout graphe. En revanche il parait assez
clair que ce Co-Prim (ou ses variantes) permettrait de décorer suffisamment
de graphes pour couvrir les applications concretes en informatique théorique
de la co-induction.



Annexe A

Axiomes et Regles de Map
Theory

Les Axiomes et regles de M'T

Lambda-calcul et QND
MT-Selectl +(if TBC)=DB
MT-Select2 + (if \e. ABC)=C
MT-Select3 +(if LBC)=_1
MT-Applic-T F(TB)=T
MT-Applic-f F (Az.AB) = A[B/z] si B est librement substituable & z dans A
MT-Applic-L F(LB)=1
MT-Renommer + Az.Alz/y] = Ay.A pour z n’apparaissant pas dans A
MT-Trans A=B; A=CHB=C
MT-Abstract A=BF Ax.A=\x.B
MT-Applic A=B; C=DF (AB)=(CD)

QND Si  F A[T/z] = B[T/]

et F A[F'z/z] = B[F'z/x]
et F A[L/z] = B[1/x]
Alors FA=B
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Quantification et Caract
MT-Caract or =!¢pz
MT-Quantifl ¢B,Vz.A — A[B/x]
MT-Quantif2 ex.A = ex.(¢pzAA)
MT-Quantif3 ¢(ex.A) =Vz.lA
MT-Quantif4 3z.A — p(ez.A)
MT-Quantif5 Vz.A=Vz.(¢z: A)

Construction
(MT-T) $T =T
(MT-F)  ¢F =T
(MT-1)  ¢L=1
(MT-yp) P . A = pIx.dA
(MT-App)  ¢u,¢pz — ¢(uz)
(MT-P) du, pv — ¢(Puv)
(MT-Curry) ¢u — ¢(Curry u)
(MT-Diag) dou — pAz.((ux)z)
(MT-CInv)  ¢u, pv — dpAz.u(zv)
(MT-Comp) ‘v’:vqﬁ(fx), du — pAx. f(ux)

Axiomes et regles propres a MTF

Construction
(C — Prim) Vr.pfz, du, dv —> ¢(Prim f u v)

ot Prim =gy AfAaXb.(Y AgAy.(if y a (f Az.(g (v (b2))))))

Principe d’induction

Pour tous termes ¢ et A tels que = ¢ VL(A) et y n’apparait pas dans ¢ :
Induction : A, ¢z, xz — t; A, ¢z, %m,Vy.t[(:cy)/:c] —tF Agpr —t
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Axiomes et regles propres a MTA

Axiomes d’égalité

MTA-Réflexy ¢u — (uu)

MTA-Sym”™ UNY = VU

MTA-Compat™ u~v — (u~w = vw)

MTA-Const™  ¢u, pv — ¢p(u~v)

MTA-Fiz™ u~v — (if u ifvT F) (if v F ugv))
Axiome MTA-Infini

(MTA-Infini) 3Jz.(TEzAVz.(zE2=>SxE2)) =T

Axiome MTA-Décoration
MTA-Déco ¢b, s — ¢(6bx)

Le Principe de Colnduction
Pour tous termes t et A olt u,v ¢ VL(A) :
Colnduction : A, ¢u, ¢v, (u,v)Et — (A tuv) = A, pu, v, (u,v)Et — uv
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Annexe B

Théoreme de Déduction

Nous montrons ici le Théoréme de Déduction énoncé en Section 1.2.4.
Rappelons que MTF A abrege “MT ou M TF ou M TA”. Nous donnons
maintenant la définition complete de MTFA(B; C) :

Définition 635 Soient B,C € A(C)<“.

On définit la théorie MTFA(B; C) par :

- MTFA(B; C) a pour aziomes : d’une part les théorémes de MTFA (et
donc en particulier ses aziomes), d’autre part les équations B =T .

- MTFA(B; C) a les mémes régles que MTFA excepté que les regles
Astract, QN D, Induction ou Colnduction sont remplacées par les affaiblis-
sements suivants :

Abstracts Si D=D

et x n’est pas libre dans C
Alors F Az.D = A\z.D'
QNDg Si F D[T/z] = D'[T/x]

et + D[F'z/z] = D'[F'z/x]
et F D[Ll/z] = D'[1/x]

et x n’est pas libre dans C
Alors =D =D'

Pour tous termes t et A tels que x ¢ VL(A) et y n’apparait pas dans t :

Inductiong Si FA ¢z, —t
et F A, ¢, Sz, Vy.t(zy) /2] —
et x n’est pas libre dans C

Alors F A ¢z — t
Pour tous termes t et A tels que u,v ¢ VL(A)
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Colnductions Si F A, du, pv, {u,v)Et — (A tuv)
et x n’est pas libre dans C
Alors + A, ¢u, ¢v, (u,v)Et — uw

La suite B est appelée ensemble des hypothéses de la théorie, et la suite C
ensemble des contraintes de la théorie.

Le théoreme de déduction sera une conséquence triviale du lemme suivant :

Lemmg 636 -
Soient B,C des suites de termes, D un terme et C = C' une équation.

Si MTFA(B,D; C,D)\ C = C" alors MTFA(B; C) D — (C = (")

Preuve. On écrira plus simplement - D — (C' = C') pour MTFA(B; C) +
D — (C = (). On raisonne par induction sur la longueur minimale [ d'une
démonstration de C = C' dans MTFA(B, D; C,D)

1. I = 1. On a trois cas possibles :

— C = (' est un théoréme de MTFA. Par AjoutHyp, on a D —
(C = C'") est un théoréme de MTFA(B; C).

— C = C' est équation D =T . Par InstTautoon aque D — (D =
T) est un théoréme de MTF A et donc un axiome de MTFA(B; C).

— C =C" est dela forme A =T pour A € B. Par définition A =T
est un axiome de MTFA(B; C).

2.1 = k+1 pour kK > 0. L’équation C = C' est donc obtenue par
une régle de déduction de MTFA(B, D; C, D) & partir de prémisses.
Avant de démontrer le lemme pour chaque régle particuliére, nous
allons discuter les choses de facon générale. Les prémisses d’une regle,
notons les C = Cf;.....;C; = C], sont des équations issues de lignes
de la démonstration de C' = C". Il est clair que chaque C; = Cj, ol
1 < j <1, a une preuve de longueur minimale strictement plus courte
que celle de C = C'. L’hypothése d’induction s’applique alors et on
a donc H D — (C; = C);....;k D — (C; = (). Nous allons
voir maintenant pour chaque regle particuliere comment construire
une preuve de D — (C' = C') dans MTFA(B,C) a partir de ces
théoréemes donnés par I’hypothese d’induction. :

— Trans : soient B = C et B' = C" les prémisses de la régle. On a par
hypothése d’induction+ (D : B) = (D : C) et - (D : B') = (D : (")
et donc, par Trans, il vient - (D : C) = (D : C").

— Abstractg , : soit B = B’ la prémisse de la régle, on a donc
(C = C'), = (Az.B = Az.B'). On commence par quelques re-
marques sur la démonstration ci-dessous. Tout d’abord, pour ob-
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tenir des tautologies en ligne 2,4, on suppose z ¢ VL(B,B'). En-
suite, rappelons que dans le cadre de MTFA(B,C), 'utilisation
de Context n’est permise que lorsque aucune utilisation de la régle
d’abstraction n’est faite sur une variable libre de C (Cf la discus-
sion suivant Convention hyp en section 1.2.4). Or cette condition est
remplie en ligne 6 puisque, par définition de Abstracta p»> ON a en
particulier z ¢ VL(C).
1. Hypd'ind. (D:B)=(D:B')

2. Tauto (z: Az.B) = (z: Az.(2 : B))

3. InstTauto (D : Az.B) = (D : Az.(D : B))

4. Tauto (z:X2.B") = (2: \z.(2 : B'))

5. InstTauto (D :Az.B')= (D :\z.(D:B'))

6. Contezt(l) (D :Az.(D:B))=(D:Az.(D:B"))
7. Equiv(3,6) (D :Az.B) = (D:Az.(D: B'))

8. Equiv(7,5) (D :Az.B) = (D : Az.B')

Applic : soient B = F et F = (G les prémisses de la régle, on a donc
C=C"=(BF)=(EG).ll vient :

1. Hypd'ind. (D:B)=(D:E); (D:F)=(D:QG)

2. Tauto z:(yz)=z:((z:y)(z:2))

3. InstTauto D:(BF)=D:((D:B)(D:F))

4. InstTauto D :(E ) D:((D:E)D:Q))

5. Context(l) D:((D:B)(D:F))=D:((D:E)D:Q))
6. Equiv(3,5) D: (B ) D:((D:E)D:QG))

7. Equiv(6,4) D:(BF)=D: (EG)

QNDg , : soient C[T/z] = C'[T/z] et C[F'z/z] = C'[F'z/z] et
C[L/z] = C'[L/z] les prémisses de la régle. Par hypothese d’induc-
tionona D :C[T/z] =D :C'[T/z] et - D : C[F'z/zx] = D
C'|[F'z/z] et = D : C[L/z] = D : C'[L/z]. Du fait que z n’est
pas libre dans D (par définition de QNDg p), on a D : C[T'/z] =
(D : C)[T/z] et D : C'[T/z] = (D : C')[T/z]. De méme pour les
cas F'z/z et 1 /x. L’hypothése d’induction nous donne donc + (D :
C)[T/z]=(D:C")[T/z] et - (D :C)[F'z/z] = (D :C")[F'z/x] et
F(D:C)[L/z] = (D : C")[L1/z]. Il suffit donc d’appliquer QN D
pour avoir D : C =D : C'.
Inductiong |, :
onadonc C =C'= A, ¢x — t,on x ¢ VL(A), avec par hypothese
d’induction - D, A4, ¢z, x —> t et - D, A, gz, ~z, Vy.t[(zy) /2] — ¢
(avec y n’apparaissant pas dans t). Or, par définition de I nductiong p



232 Annexe B Théoréme de Déduction

on az ¢ VL(C,D), il suffit donc d’appliquer Inductions aux hy-
potheses d’induction pour obtenir - D, A, ¢z — t.
— Col nductiona iE
on a donc C = C' = A, du, dv, (u,v)ét — (A tuv), ol u,v ¢
V L(A), avec comme hypothese d’induction que - D, A, ¢u, ¢v, (u,v)Et —
u~v. Comme pour la régle d’ Induction, il suffit de remarquer que
par définition de CoInductiong p, on a u,v ¢ VL(C, D), et d’appli-
quer Colnductiong.

Théoréme 637 (Déduct-) Soient B,C, D des suites de termes et C = C'
une équation.

Si MTFA(B,D; C,D)+C =C" alors MTFA(B; C)+D — (C =(C").
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