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Introduction

Who, Prologue-like, your humble patience pray
Gently to hear, kindly to judge, our play.
W. Shakespeare, King Henry the Fifth.

La condensation de Bose-Einstein est un phénomene purement quantique
prédit par A. Einstein en 1924 [1, 2] suite aux travaux de S.N. Bose sur le
rayonnement du corps noir [3]. Einstein prédisait qu’a trés basse température,
lorsque la longueur d’onde thermique h/v/2nmkgT devenait de 'ordre de la
distance inter-particules!, celles-ci devaient subir une transition de phase
amenant une population macroscopique dans 1’état fondamental. Pendant
plus de dix ans, ce résultat resta du domaine de la pure spéculation théorique.
On pensait alors que ce n’était qu’un artefact du passage a la limite thermo-
dynamique réalisé par Einstein durant son raisonnement (on s’apergut ensuite
qu’aucune transition de phase - e.g. liquide/gaz, ferro-/paramagnétique etc
- n’est en fait possible en dehors de cette limite). Einstein lui-méme écrivait :
“cette théorie est belle, mais est-elle vraie?”.

Un exemple de tel condensat de Bose-Einstein existait pourtant a 1’époque :
depuis 1913 et les travaux de H. Kamerlingh-Onnes, les physiciens savaient li-
quifier I'hélium et avaient noté toute une série de comportements “aberrants”
a basse température : tout se passait en fait comme si I’hélium possédait une
phase, dite He-II, dans laquelle sa viscosité s’annulait (Kamerlingh-Onnes
avait lui-méme noté que I’hélium, a la différence des autres liquides connus,
ne bouillait pas). C’est a F. London que revient le mérite d’avoir interprété
ce comportement dit superfluide en termes de condensation de Bose-Einstein
[4]. Cette découverte marqua le début d’un intense activité visant a éclaircir

1. En 1924, la distinction entre bosons et fermions n’était pas connue. Einstein pensait
donc que son raisonnement s’appliquait & toute famille de particules. En conclusion de son
article, il propose ainsi d’observer la condensation sur des électrons dans des métaux!
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les rapports entre superfluidité et condensation de Bose-Einstein et dans la-
quelle furent impliqués quelques-uns des plus grands noms de la physique du
XX®me gigcle, tels que R.P. Feynman ou L. Landau [5, 6, 7).

Passés les premiers résultats prometteurs, en particulier I’élaboration du
modele & deux fluides [5, 8] ou bien les travaux de Bogolubov [9] permettant
de décrire le spectre d’excitation, la description ab initio des propriétés de
I’hélium liquide buta sur un obstacle de taille: dans une phase condensée,
les interactions jouent un role crucial et compliquent considérablement la
description théorique du systeme. Ainsi, alors que pour un gaz parfait on
s’attend, & température nulle, & avoir 100% des particules dans 1’état fonda-
mental, cette fraction ne s’éleve qu’a 8% dans I’hélium liquide & 7' = 0. Le
probleme de I’élaboration d’une théorie microscopique compléte de I’hélium II
reste a ce jour un probleme ouvert. A titre d’exemple, on ne sait que depuis
récemment calculer exactement la valeur de la température critique a laquelle
survient la transition superfluide dans ’hélium [10].

Ce n’est qu’en 1995, avec 'obtention des premiers condensats gazeux par
les groupes d’E.A. Cornell et C.W. Wieman a Boulder [11] et W. Ketterle
a MIT [12], saluée par le Prix Nobel 2001, que les prédictions théoriques
faites durant les décennies précédentes purent finalement étre testées avec
précision. Ces résultats résultent de la conjonction des travaux réalisés sur le
piegeage magnétique de I’hydrogene et du développement dans les années 80
des techniques de piégeage et de refroidissement par laser [13, 14, 15].

Une des manifestations les plus spectaculaires du comportement quan-
tique des condensats de Bose-Einstein se manifeste lors de I'expérience dite
du seau tournant: alors qu’un fluide classique placé dans un récipient en ro-
tation acquiert un champ de vitesse identique a celui d’un solide, la vorticité
ne peut pénetrer un condensat que sous forme de tourbillons localisés. La
quantification du moment cinétique impose alors a la circulation du champ
de vitesse autour de ces tourbillons d’étre quantifiée avec pour quantum
h/m. Bien que prévus dés les années soixantes par Feynman et Onsager, leur
étude expérimentale s’avéra difficile, la taille de leur coeur étant de ’ordre
de la distance inter-atomique. Vinen réussit a montrer la quantification de la
circulation [16] en étudiant le spectre d’oscillation d’une corde plongée dans
I'hélium et il fallut attendre 1979 et 'expérience de Packard [17] pour pouvoir
les observer directement dans 1’hélium superfluide. En effet, la taille du coeur
du vortex est, dans ce systeme, de I'ordre de la distance interatomique.

Ce mémoire rassemble un certain nombre de résultats obtenus dans notre
groupe sur les propriétés de ces vortex quantifiés. Le premier chapitre présente
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Fia. 1 — Ezpérience de Packard: des électrons sont piégés dans le ceur des
vortex puis sont imagés sur un écran phosphorescent.

quelques généralités théoriques sur les condensats de Bose-Einstein dilués:
dans ce régime, dit de champ moyen, le systeme peut étre completement
décrit par une unique fonction d’onde macroscopique solution d’une équation
de Schrodinger non linéaire, dite équation de Gross-Pitaevski.

Le chapitre suivant décrit le dispositif expérimental nous permettant, par-
tant d’une vapeur de rubidium a température ambiante, d’atteindre le régime
de dégénérescence quantique. On commence par une premiere phase de re-
froidissement Doppler dans un piege magnéto-optique. Les limites inhérentes
a ce piege dissipatif nous empéchent cependant de satisfaire le critere de
condensation de Bose-Einstein: on est donc amené a transférer les atomes
dans un piege magnétique non dissipatif, le refroidissement étant assurée par
une évaporation radio-fréquence.

Le piege de Ioffe-Pritchard contenant le condensat, étant contraint par
les équations de la magnétostatique, laisse assez peu de liberté quant aux
géométries de pieges utilisables. On trouvera au chapitre 3 une méthode
permettant de générer par des moyens optiques des potentiels quelconques:
en déplacant rapidement un faisceau laser il est en effet possible de tracer
(pratiquement) n’importe quel profil d’intensité lumineuse de fagon analogue
a un spectacle laser. Si le faisceau est tres désaccordé, il génere ainsi un
potentiel dipolaire permettant d’agir sur des atomes.

Apres une premiere démonstration des possibilités de cette technique
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(chapitres 4 et 5) dans I’étude des excitations élémentaires du condensat, nous
montrerons que celle-ci permet d’observer la nucléation de vortex quantifiés
en transposant l'expérience du seau tournant au cas d’un nuage d’atomes
froids (chapitre 6 et 7). A la différence de I’hélium II, le cceur des tourbillons
est visible par des moyens purement optiques.

Le chapitre 8 présente une caractérisation quantitative des propriétés phy-
siques des vortex. Par une expérience d’interférométrie, nous avons montré
que ceux-ci présentaient un défaut de phase en leur centre. En utilisant une
méthode analogue au pendule de Foucault, il nous a ensuite été possible de
mesurer directement le moment cinétique par particule porté par un conden-
sat de Bose-Einstein en rotation, montrant en particulier que celui-ci vaut
exactement A lorsqu’un seul vortex est présent.

Dans le dernier chapitre, nous éluciderons le mécanisme de nucléation des
tourbillons. Nous montrerons en particulier qu’il n’est pas de nature ther-
modynamique, c’est-a-dire que les vortex n’apparaissent pas nécessairement
lorsque 1’énergie des vortex devient inférieure a celle de 1’état sans vortex.
Le mécanisme dominant semble en revanche impliquer une déstabilisation
dynamique des modes de surface du condensat.
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Chapitre 1

La condensation de
Bose-Einsteln

1.1 Le gaz de Bose sans interactions

1.1.1 Condensation d’un gaz libre

De nombreux phénomeénes physiques d’importance sont régis par le com-
portement collectif (fermionique ou bosonique) des particules élémentaires.
Ainsi, le tableau périodique des éléments ou les propriétés électroniques des
cristaux sont des conséquences directes du principe d’exclusion de Pauli.

La condensation de Bose-Einstein, découverte par Einstein [1, 2] en se fon-
dant sur les travaux de Bose [3], est une conséquence spectaculaire du com-
portement bosonique, dont nous allons décrire en quelques mots les grandes
lignes (on peut trouver les détails de la démonstration dans chaque ouvrage
de base sur la physique statistique, par exemple [18]).

On considere un systeme de N bosons identiques de masse m et sans
spin, ou & défaut polarisés, placés dans un potentiel U(r). Si ces bosons
n’interagissent pas entre eux, le hamiltonien & N-corps H s'écrit simplement

F=Yh

ol /i\LZ est le hamiltonien individuel de la particule 7. Si on note respectivement
par |k) et ¢ les kets propres du hamiltonien & une particule A, on sait que les
états propres du probléme a N corps vont étre de la forme |nq, no, ..., ng, ...),
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ol ng, nombre d’atomes dans I'état |k), peut varier de 0 & N en gardant
Z ke = N.

Pour faire de la physique statistique sur ce type de systeme, on préfere
en général se placer dans ’ensemble grand canonique, c’est-a-dire laisser le
nombre d’atomes N indéterminé en introduisant un réservoir fictif de parti-
cules. A la limite thermodynamique, ceci n’a pas réellement de conséquence
physique?.

On est alors amené a introduire un potentiel chimique u, et la matrice
densité p du systeme de bosons s’écrit :

b= %e—ﬂ(H—uN)7

ot N est cette fois-ci Iopérateur nombre de particules, et [ est relié a la
température via la relation 5 = 1/kgT. La fonction de partition Z est
déterminée par la normalisation de la matrice densité Tr(p) = 1, ce qui
nous donne immédiatement Z = Tr(e=A(A-1N)),

Le nombre moyen d’atomes dans 'état |k) s’en déduit ensuite facilement,

et 'on trouve:

1
() = B (1.1)

On remarque immédiatement que (1.1) implique d’avoir un potentiel chi-
mique inférieur a I’énergie fondamentale du spectre a une particule. Dans le
cas contraire, on se retrouverait avec des nombres de particules négatifs!

La condensation de Bose-Einstein survient lorsque 1’on tente d’évaluer le
nombre total de particules dans le systeme. Celui-ci vaut simplement :

(NY = (). (1.2)

k

Limitons nous pour le moment au cas d’atomes piégés dans une boite de
volume V', que l'on fera tendre vers U'infini a la fin du calcul. Dans ce cas,
le hamiltonien & une particule peut s’écrire h = p?/2m, ou P est 'opérateur
impulsion d’une particule.

1. En revanche, quand le nombre de particule est fini, les fluctuations dans l’en-
semble grand-canonique sont anormalement grandes. Cependant, la présence d’interactions
atténue cet effet [19].



1.1. LE GAZ DE BOSE SANS INTERACTIONS 19

La somme donnant le nombre de particules peut alors étre transformée
en une intégrale sur les impulsions p, en utilisant la densité d’états uniforme
V/(2wh)3. 11 vient alors:

_ 3
<N> - /d p(271'h)3 eﬂ(p2/2m*ll) —1 )

En écrivant ensuite que 1/(1 —u) = Y >°  u™, I'expression précédente
peut se mettre sous la forme:

~ VS >
N) = 3 —nB(p*/2m—p) 1.
W)= [ o e (1.3

Le probléeme se ramene donc au calcul d’une série infinie d’intégrales gaus-
siennes que l'on réalise aisément, et ’on trouve alors:

npu

-~ V e
(V)=

th ,—1

ou ’on a introduit la longueur d’onde de de Broglie thermique

A = (2712 /mkgT)Y2.
Si on note g, la famille des polylogarithmes? définie par :

o
Zn

ga(z) = R
n=1 n®

on peut récrire le nombre d’atomes dans la boite sous la forme compacte:

v
N = —3g3/2(6ﬂu). (14)
Afn

Or, comme on I'a vu précédemment, y doit rester négatif (la borne inférieure
du spectre d'une particule libre vaut 0) et la fugacité définie par z = e°* ne

peut donc dépasser 1. Le nombre d’atome dans la boite est donc borné par:

V

2. Cette fonction est en effet une extension du logarithme, puisque l'on a g¢1(z) =
—1In(1 — z). On trouvera en annexe du chapitre 2 quelques propriétés mathématiques
de ces fonctions.
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ot (o) = Y02, n~® est la fonction zéta de Rieman, avec en particulier
((3/2) ~ 2,612. Quand on rajoute ensuite un nombre d’atomes supérieur
a N, les atomes excédentaires s’accumulent dans le niveau fondamental
du piege. C’est la condensation de Bose-Einstein. Une fagon d’expliquer ce
phénomene, est de noter que 1’on atteint le nombre d’atomes N, lorsque u
s’approche de 0 ou, plus généralement, de ¢y, énergie du fondamental. Dans ce
cas, on constate que le nombre d’atomes dans le niveau fondamental, valant
(ng) = 1/(ef0=m) — 1), diverge, traduisant bien une population macrosco-
pique de I’état fondamental.

La fraction d’atomes dans le niveau fondamental sera par la suite appelée
fraction condensée. La fraction restante est la fraction thermique. Les atomes
dans la fraction condensée possedent alors tous la méme fonction d’onde a
une particule (celle de 1’état fondamental). On parle dans ce cas d’une fonc-
tion d’onde macroscopique qui décrit completement 1’état du condensat. Le
nuage thermique est au contraire toujours décrit par un mélange statistique,
c’est-a~-dire une matrice densité nécessitant donc plus d’information pour étre
caractérisée.

On peut récrire ’équation (1.5) sous une forme un peu plus compacte, en
introduisant la densité critique n. = N./V, ce qui nous donne:

e, = ((3/2). (1.6)

Ecrit sous cette forme, le critere de condensation peut s’interpréter de
la fagon suivante: on atteint le régime de condensation lorsque la longueur
d’onde de de Broglie thermique devient de 1’ordre de la distance interato-
mique (= 1/n'/3), ou, dit autrement, lorsque les fonctions d’ondes d’atomes
voisins commencent 3 se chevaucher?3.

La quantité adimensionnée nA2, est couramment appelée densité dans
I’espace des phases. On voit qu’a la transition, celle-ci est de ’ordre de I'unité.
Pour 'augmenter, deux voies sont possibles: soit augmenter la densité, soit
diminuer la température.

Comme nous le verrons plus loin au chapitre 6, un condensat de Bose-
Einstein est un superfluide, c’est a dire un fluide sans viscosité. Dans le
cas de la phase II de I’hélium liquide (une phase dense, donc), I’hélium au
point point A (la transition superfluide) possede une densité ny, =~ 2 X

3. Remarquons que, sous cette forme, ce critere de dégénérescence quantique est assez
général: il s’applique aussi au cas des fermions, et donne dans ce cas la limite & partir de
laquelle la mer de Fermi est remplie de maniere significative.
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10*? atomes/cm3. La température de condensation prédite par la relation
(1.6) donne alors T, = 3,07 K, du méme ordre de grandeur que celle observée
expérimentalement pour la transition superlfuide, soit T ~ 2,17 K, I’écart
étant du aux interactions entre atomes, que I’on a completement oubliées ici.
Méme si cette température peut sembler basse, la température de transition
pour un gaz d’alcalin est plusieurs ordres de grandeurs plus basse en raison
des différences de densité entre I’hélium liquide (phase condensée) et les gaz
d’atomes froids (phase diluée).

1.1.2 Condensation dans un piege

Pour des raisons pratiques, les condensats d’atomes dilués sont toujours
obtenus dans des pieges, que l'on peut considérer avec une tres bonne ap-
proximation comme étant harmoniques®. Ecrivons le potentiel de piégeage
sous la forme:

Ule,y,2) = 5 (Wla” +wjy’ +wi2?),

ou (z,y,z) sont les directions propres du potentiel et wy, , les fréquences
propres associées. Connaissant le hamiltonien et ses états propres, il est a
priori possible d’appliquer la formule (1.2) en prenant pour |k) les états
propres de 'oscillateur harmonique. Cependant, le calcul résultant est trop
complexe pour étre mené analytiquement, et il est nécessaire de faire appel a
des méthodes approchées. De maniéere équivalente a la technique utilisée pour
calculer le seuil de transition dans une boite, on peut remplacer la somme
discrete sur les états par une intégrale sur ’espace des phases classique. Pour
cela, on introduit une pseudo-matrice densité a un corps définie par:

= mulk){kl-

Remarquons que cette matrice densité n’est pas normée a I'unité, mais
au nombre de moyen particules (N) dans le systéme.

A cette matrice densité, on fait ensuite correspondre sa transformée de
Wigner f(r,p) définie dans ’espace des phases de la particule par [20] :

f(r,p) = /d?’ueip'“/h (r —u/2|p1|r + u/2) (1.7)

4. La nature du piége et ses caractéristiques seront détaillées au chapitre 2.
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Le nombre moyen de particules dans le nuage s’exprime aisément a 'aide
de f, puisque que 'on a (N) = Tr(p;), soit, en représentation position :

(V) = / dr (xlBur), (18)

ce qui, en inversant 1'équation (1.7) nous donne:

) = [ rep)

Le nombre d’atomes n’est rien d’autre que l'intégrale de la distribution
de Wigner sur tout I’espace des phases.

Or, dans I'approximation quasi-classique, il suffit d’utiliser pour f sa va-
leur classique f, soit, ici:

1
r,p)-u) — 1’

fcl(r> p) = eﬁ(h(

ol cette fois-ci, h = p?/2m~+U(r) est le hamiltonien classique & une particule.
Le nombre d’atomes dans le piege s’écrit alors tout simplement :

~ dsTd?’p 1
W)= / (27h)3 efh(rp)—p) — 1" (1.9)

h étant quadratique en r et en p, le calcul est en tout point analogue au
cas du paragraphe précédent, et I’on trouve alors:

@)= (2 g,

avec @° = WyWyW,.
Le nombre d’atomes dans le piege est 1a aussi borné supérieurement par:

N, = (%)3«3) (1.10)
~ 1,202 (%)3 (1.11)

cette limite étant atteinte lorsque le potentiel chimique tend vers 0.
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fraction condensée

02 04 06 08 1 1.2 14
T/Te

F1a. 1.1 — Fraction condensée en fonction de T/T,. Cette fonction est uni-
verselle et ne dépend pas de la force du piége.

De méme que dans le cas du gaz confiné dans une boite cubique, lorsque
le nombre d’atomes dépasse V., le niveau fondamental du piege devient ma-
croscopiquement peuplé.

Jusqu’a présent, nous avons fait varier le nombre d’atomes dans le piege
a température constante. On peut également faire varier la température a
nombre d’atomes N constant. Dans ce cas, la condensation survient lorsque
T est plus bas que la température critique 7, définie par

N= (k;;fcyds). (1.12)

D’apres ce qui vient d’étre dit, quand T est plus bas que T, les atomes se
partagent en une fraction condensée Ny, et une fraction non condensée N’,
avec bien entendu N = Ny + N'. Le nombre d’atomes dans la fraction non
condensée est borné par 1.10, que I'on peut récrire, en utilisant 1.12 sous la

forme:
T 3
N =N[=—] .
(TC)

On peut alors mettre la fraction condensée x = Ny/N sous la forme (c.f.
fig. (1.1)):
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T 3
=1-(=) .
=-(7)

1.2 Validité de 'approximation quasi-classique

Pour parvenir au résultat précédent, il a fallu faire appel a une approxi-
mation quasi-classique pour décrire la fonction de Wigner du condensat. Or
celle-ci n’est valable que si kg7 >> hwys, ou wy, est la plus grande fréquence
du piege. Afin que le critere de condensation ne soit pas modifié, il est
donc nécessaire que cette inégalité soit vérifiée a la transition, a savoir pour
ksT = h@(¢(3)N)Y/3. Pour un nombre d’atomes de 1’ordre de 10°, on obtient
kT ~ 100ho. A moins de considérer des rapport d’aspect trés importants
(de fagon a avoir wys et @ tres différents), on est donc assuré de satisfaire
I'inégalité imposée par I’approximation quasi-classique.

A contrario, lorsque le rapport d’anisotropie est tres grand la température
de condensation est plus basse que fwy,, de sorte que un, ou plusieurs, degrés
de liberté sont thermiquement gelés. Dans ce cas, tout se passe comme si le
nuage était bi-, voire unidimensionnel, les degrés de liberté gelés n’intervenant
plus dans la thermodynamique [21]. Dans le cas d’un gaz piégé en dimension
D, il est alors aisé de montrer que le nombre maximum d’atomes est borné
par:

ksT\ "
Nc(D) = (%) gp(1).

Alors que dans le cas D = 2, NP est fini, la dimension 1 est singuliere
dans le sens ot N&" est infini car la série définissant 91(z) diverge quand
z tend vers 1: on s’attendrait donc a ne plus obtenir de condensation de
Bose-Einstein dans ce régime. En présence d’interactions répulsives, cette af-
firmation doit étre nuancée [25]. En effet, si le nombre de particules dans le
piege est suffisamment grand, la longueur caractéristique de fluctuation de
la phase du systeme devient plus grande que la taille du nuage lui-méme. On
récupere donc un régime de condensation. A trés basse densité, on atteint en
revanche un régime tres surprenant dans lequel les atomes bosoniques se com-
portent comme des fermions, les interactions mimant le principe d’exclusion
de Pauli. On parle alors de gaz de Tonks [22, 23, 24]. L’étude expérimentale
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énergie potentielle
A

Ny,
>

distance

FiG. 1.2 — Potentiel typique d’interaction entre deur atomes.

de ce comportement dit de dimensionnalité réduite est en cours dans certains
groupes [26, 27].

1.3 Condensat de Bose-Einstein a basse tem-
pérature

1.3.1 Role des interactions

Alors que dans le cas du gaz non condensé la densité était suffisamment
faible pour que 'on puisse négliger les interactions®, ceci n’est plus vrai au-
dela de la condensation. Le paragraphe qui suit présente une rapide descrip-
tion des interactions entre particules a tres basse température. On se limitera
en particulier au cas des collisions élastiques pour lesquelles I’état interne des
atomes ne change pas.

Le potentiel d’interaction interatomique est a prior: tres compliqué, puis-
qu’il comprend une queue Van-der-Waals a longue distance et une répulsion
de coeur dure a courte distance (fig. (1.2)). Il est donc illusoire de tenter de
I’introduire tel quel dans un éventuel modele tentant de décrire le comporte-
ment d’un condensat de Bose en interaction.

5. Celle-ci ont néanmoins un léger effet, c.f. chapitre 2.
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On peut cependant montrer qu’a faible énergie 'amplitude de diffusion
tend vers une valeur constante —a nommeée longueur de diffusion. Ce pa-
rametre unique est alors suffisant pour décrire completement les propriétés
collisionelles dans ce régime, ce qui permet de simplifier considérablement
le probleme [28]. En effet, on peut, pour décrire le condensat, remplacer le
potentiel réel par n’importe quel autre ayant méme longueur de diffusion:
les propriétés physiques doivent alors rester inchangées.

Le potentiel effectif le plus simple auquel on pourrait songer est un po-
tentiel de contact en Dirac, c’est a dire:

Verr(r) = g6(x),

avec g = 4mwh%a/m. Ce potentiel présente cependant des pathologies bien
connues. On sait bien, par exemple, qu’a trois dimensions un potentiel en ¢
ne diffuse pas. Afin de se débarrasser de ces singularités, il est possible de
recourir a un certain nombre de méthodes de régularisation: renormalisa-
tion ou encore utilisation d’un pseudo-potentiel non local quasi-identique au
précédent, mais de la forme

Vit (E)(x) = 93(x) 5 (ri(r))

Dans le cas ou la fonction 1 est réguliere en 0, le potentiel § et le pseudo-
potentiel donnent le méme résultat mais ce dernier a ’avantage de donner
un résultat fini pour des fonction divergeant comme 1/r & 1’origine.

1.3.2 Théorie de champ moyen: équation de Gross-
Pitaevski

Il existe plusieurs méthodes équivalentes permettant de décrire un conden-
sat de Bose-Einstein dilué a température nulle, toutes se résumant a décrire
le condensat par une fonction d’onde unique. Nous allons nous restreindre
ici a la méthode dite de brisure spontanée de symétrie, qui se prétera ensuite
facilement a la description des excitations du condensat.

On part de Popérateur champ ¥(r,¢) décrivant le systéme a N corps et
dont 1’évolution est décrite par le hamiltonien :

~ 2 ~ ~ AN AN
H = / h—(vqﬂ).(vq/)d?’rJr / U(r) U ud?r

2m
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+ %//Vint(r—r')@f(r')\flT(r)‘f’(r)‘f’(r')d%d%l'

Dans Dexpression précédente, U désigne le potentiel de piégeage (que
I'on considérera harmonique dans la plupart des cas) et Vi, est le potentiel
d’interaction entre atomes. On remplace celui-ci par Viseudo introduit au pa-
ragraphe précédent : si on se limite a des opérateurs champs ne présentant
pas de singularité, le pseudo-potentiel se comporte comme un potentiel § et
le hamiltonien prend la forme suivante:

H= / (%(v@f).(v@) + U)W + g@(r)@f(r)@(r)@(r)) d*r.
(1.13)

__ Enreprésentation de Heisenberg, I’équation du mouvement pour le champ
U se déduit des relations de commutation a temps égaux:

[U(r,t), U, t)] = 6(r — 1).

On trouve alors:

L 0= h?
zhallf(r,t) =

Sans le terme non-linéaire traduisant l’'interaction entre atomes, cette
équation ne poserait pas de difficulté, puisqu’il suffirait de résoudre le probleme
aux valeurs propres a une particule, puis de décomposer 'opérateur champ
sur les modes propres associés. La présence du terme cubique rend impossible
cette approche, et il est alors nécessaire de faire appel a d’autres méthodes.

Lorsque la température est tres basse devant la température critique, les
atomes sont pratiquement tous dans la fraction condensée. En s’inspirant de
la transformation de Glauber en optique quantique, introduite pour décrire
un systeme ou les photons occupent macroscopiquement un mode du champ
électromagnétique, on peut poser:

—5 VU@ + gV (0U@U(r)  (114)

T(r) = VNy(r) + 60(x),

ou %, normé a l'unité grace a la présence du facteur V'N, est & présent
un champ classique, et W représente les fluctuations quantiques du champ
bosonique. L’hypothése de condensation revient a négliger ces fluctuations.
On parle alors de brisure de symétrie car la phase du champ quantique,
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auparavant indéterminée, prend la valeur imposée par la fonction d’onde
macroscopique .

En utilisant cette approximation dans 1’équation (1.14), on trouve:

h2
(e, 1) =~ VP Uy + Nolo®) (), (L1

dite aussi équation de Gross-Pitaievskii, et introduite des les années soixante
pour décrire les propriétés de I’hélium superfluide [30, 31]. Cette équation
n’est rien d’autre qu’une équation de Schrodinger a laquelle on a ajouté un
terme non-linéaire rendant compte des interactions.

L’approximation que ’on vient de réaliser porte aussi le nom d’approxi-
mation de champ moyen, en effet elle revient a prendre comme état du
systeme a N-corps un ket de la forme:

‘N : ¢(Ta t)>a

dans lequel les N atomes piégés occupent tous le méme état décrit par une
fonction d’onde unique . Cette forme de solution n’est bien entendu valable
que lorsque 1'on peut négliger les corrélations entre particules, c’est-a-dire
lorsque les interactions sont faibles [65].

En présence d’interactions, la fraction condensée n’est pas de 100% et ce
meéme a température nulle. Ainsi, dans I’He II, les interactions sont telles que
la fraction condensée a T = 0 est de 8% seulement. Pour un gaz dilué, on
peut montrer que la fraction non condensée a température nulle varie comme
n = (na®)}/? (c.f. chapitre 5), oi1 n est la densité et a la longueur de diffusion
introduite précédemment. Ce parametre doit donc étre faible pour que la
théorie de champ moyen reste valable. Pour un condensat de rubidium 87
de longueur de diffusion a = 5,5 nm, les densités usuelles sont de I'ordre de
10%° atomes/m?, donnant un parametre 1 de 'ordre de 0,4%. Les théories de
champ moyen vont donc étre applicables dans ces systemes. Remarquons que
des expériences utilisant une résonance de Feshbach (divergence accompagnée
d’un changement de signe de la longueur de diffusion en présence d’'un champ
magnétique) du rubidium 85 et visant & étudier d’éventuels effets au-dela du
champ moyen ont été réalisées dans le groupe du JILA[29], mais se sont
avérées décevantes a ce jour...
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1.3.3 L’équation de Gross-Pitaevski stationnaire

Dans ce paragraphe nous nous limiterons aux états stationnaires de I’équation
(1.15) en cherchant des fonctions d’onde 1 de la forme:

Y(r,t) = ho(r)e /R,

Dans ce cas, on voit immédiatement que ), vérifie:

h2
piby = —%VQ% + U(r)ho + Ng|tbo|*to. (1.16)

L’énergie p introduite pour décrire 1’évolution temporelle de 9 s’identifie
au potentiel chimique du systeme, c’est-a-dire ’énergie a fournir pour aug-
menter le nombre de particules d’une unité [32]. En effet, si on remplace dans
le hamiltonien (1.13) I'opérateur champ par la fonction d’onde 1)y, I’énergie
du systeme devient explicitement une fonction du nombre N d’atomes via le
terme d’interaction, et implicitement via la dépendance de 1y en N. Formel-
lement, on écrit donc que ’énergie fondamentale du systeme a N particules
s’écrit :

E(N) = H(1o(N), ¥5(N), N).

Dans la limite ol N est grand devant un, I’énergie a fournir au systeme
pour ajouter une particule va alors simplement s’écrire :

_OHOyy  OHOy; OH
6y ON T Sy ON T ON'
En utilisant 1’équation de Gross-Pitaevskii (1.16) ainsi que la norma-

lisation de la fonction %y, on montre alors sans difficulté que ’expression
précédente se résume a:

E(N +1) — E(N)

E(N +1)— E(N) = p.

Le cadre le plus simple pour I’étude de ’équation (1.16) est le cas d’un mi-
lieu homogene, a savoir U = 0. On se restreindra de plus a g > 0. Dans ce cas,
il existe une solution uniforme triviale, telle que N||?> = 11/g. Le potentiel
chimique est alors directement proportionnel a la densité de particules.

Imaginons a présent que 1’on introduise dans le condensat un petit objet
impénétrable. A sa surface, la continuité de la fonction d’onde impose d’avoir
1 = 0, alors qu’a longue distance on retrouve la valeur uniforme /pu/Ng. Si
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I’objet est suffisamment petit, on voit qu’il n’existe qu’une échelle de longueur
associée a ce probleme et celle-ci correspond a la distance caractéristique pour
passer d’'un comportement asymptotique a I’autre. On la baptise longueur de
relaxation, que ’on note &, et elle s’exprime de la fagon suivante en fonction

des parametres du probléme:
72
x| —.
\/ mu

1.3.4 Condensat piégé : approximation de Thomas-Fermi

Dans le cas d’un potentiel harmonique U que I’on supposera pour le mo-
ment isotrope et de la forme:

1
U(r) = imuﬂr?,

on peut introduire une échelle caractéristique d’énergie hw, et une échelle
de longueur a,, = y/h/mw. Dans ce cas, 1.16 peut étre récrite sous forme
adimensionnée :

. leon 1.- S
finbo = _EW% + §T2¢0 + 4w Na/aon o] *ho, (1.17)

ot 'on a posé respectivement i = p/hw, Py = ai{f% et V = amV.

L’équation de Gross-Pitaevski se rameéne donc a un probleme aux valeurs
propres, dont les solutions ne dépendent que du parametre Na/ao, mesurant
I'importance des interactions. Suivant les valeurs de ce parametres, plusieurs
cas se présentent, :

1. |[Na/aon| < 1: les interactions sont faibles et les états propres de (1.17)
sont les états propres de l'oscillateur harmonique ;

2. Pour a < 0 (interactions effectives “attractives”), le nuage devient in-
stable pour Na/ao, =~ 1 et s’effondre sur lui-méme. L’utilisation de
résonances de Feshbach a permis d’étudier en détail le mécanisme d’ef-
fondrement dans ce régime [29];

3. Sia > 0, le nuage est toujours stable. Quand Na/aq, > 1, les interac-
tions sont essentielles et 1’on parle alors de régime de Thomas-Fermi.
Dans le cas d’'un condensat peuplé de 10° atomes de 8"Rb dans un
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piege de fréquence propre 100 Hz, chiffres typiques pour les expériences
présentées par la suite, on trouve Na/aon ~ 500. On se trouvera donc
toujours dans ce régime.

Développons le point 3, que 'on rencontre expérimentalement. Le pa-
rametre Na/a,, étant grand devant 1, le terme d’interaction devient prépon-
dérant. Les interactions étant répulsives, ceci a tendance a faire grossir le
condensat. Or, si R est la taille caractéristique du nuage exprimée en unités
de aop, les trois termes du membre de droite de 1.17 varient respectivement
comme :

Energie cinétique R R2;
Energie potentielle R R?;
Energie de champ moyen =~ Na/ao, R™3

On voit donc que dans le régime de grande interaction et de grand rayon
(R > 1), ce sont les deux derniers termes qui ’emportent. En négligeant le
terme d’énergie cinétique, I’équation de Gross-Pitaevski prend alors la forme
tres simple suivante :

o = (U(r) + Nglo|) .

Cette équation purement algébrique se résout aisément, et ’on trouve
pour la densité |1y|?> du condensat :

vt = L=,
Ng
dans la région ou p > U(r) et 1ho(r) = 0 en dehors, résultat qui se généralise
ensuite sans difficulté au cas d’un potentiel harmonique anisotrope. Les va-
riations spatiales de la densité du condensat ne sont plus gaussienne comme
dans le cas du gaz parfait, mais paraboliques.
Le potentiel chimique p se calcule facilement en imposant la normalisation

de 1y. On trouve alors:
1 2/5
p=hs (15N_“ ) .

Qoh

(1.18)

oll @* = w,wyw, dans le cas d’un potentiel harmonique anisotrope et @y est
la taille de I’état de I’état fondamental de 'oscillateur harmonique associée
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a W, soit don = y/h/m@ . Notons dans ce cas que 'on a p > fiw, car, dans le
régime de Thomas-Fermi, Na/ao, > 1.

On définit les rayons principaux du condensat en écrivant la densité sous
la forme:

./172 2 z2
[bo(0)]? = [t (0)? (1 i _) |
Les R; vérifient alors:

1
imwiZRf = p. (1.19)

Si on pose par la suite (aon); = y/Ff/mw;, on trouve:

w a 1/5
R,’ = (aoh)i_ (15N_—) .

(oh

2

On constate que la taille du condensat est comme attendu bien plus
grande que la taille de ’oscillateur harmonique.

Remarquons pour finir que ’approximation de Thomas-Fermi n’est plus
valable au bord du condensat car elle correspond a un terme d’énergie cinétique
divergent. La région sur laquelle ’approximation ne tient plus s’étend sur une

distance ¢ de 'ordre de
¢ 2/3
~R(|=>
i ( ¢

et cette région est tres petite devant la taille du condensat quand le nombre
d’atomes est important.

1.3.5 Evolution du condensat dans le régime de Tho-
mas-Fermi

Si a présent on retourne au cas général d’'un condensat évoluant dans
le temps, ’approximation de Thomas-Fermi ne se résume pas a négliger les
termes en V? dans I’équation de Gross-Pitevski (1.15). Cette approxima-
tion, rappelons-le, consistait a négliger 1’énergie cinétique introduite par les
gradients spatiaux de densité: on pouvait alors bonnement et simplement
négliger le terme en V2 de (1.15).
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x/agp

Fia. 1.3 — Profil parabolique de Thomas-Fermi (trait plein) comparé a
une distribution gaussienne (tirets): les interactions répulsives élargissent
le nuage. Pour la distribution de Thomas-Fermi, on a pris Na/ao, = 20.

Dans le cas ou le condensat évolue, ceci n’est plus possible. Considérons
le cas particulier d’une expansion balistique: I’énergie de champ moyen ac-
cumulée par le piégeage est convertie en énergie cinétique durant 1’explosion.
Il n’est donc plus question, apres I'expansion, de négliger I’énergie cinétique
devant I’énergie d’interaction.

Si on examine plus attentivement ’équation (1.15), on constate que les
termes cinétiques proviennent non seulement du gradient de la densité mais
aussi de celui de la phase de la fonction d’onde. Si on reprend I’expérience du
temps de vol, on voit aisément que ’énergie cinétique associée au gradient de
densité diminue avec le temps : cela signifie donc que toute I'énergie de champ
moyen est transformée en gradient de phase. L’approximation de Thomas-
Fermi consistera donc a négliger le gradient de densité seul.

On pose donc 1) = /ne', les nouvelles variables étant & présent la densité
n et la phase 6 (transformation dite de Madelung). Alors I’équation de Gross-
Pitaevskii se transforme en un systéeme de deux équations d’inconnues n et
f s’écrivant :

on+V (n%V@) =0 (1.20)
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o, hV/m
(VO)' + 5=t

L’équation (1.20) est une équation de continuité pour la densité de pro-
babilité n a condition de prendre j = nhiV6/m pour courant associé. Si par
analogie avec un courant de matiere on écrit j = nv, ou v est alors un champ
de vitesse, on en déduit que le champ de vitesse du condensat se met sous la
forme::

ho0 = —-U — gn —

o (1.21)

v="rgp (1.22)
m

Une conséquence fondamentale de cette relation est que 1’écoulement d’un
fluide quantique est toujours potentiel®. On introduit donc la fonction poten-
tielle @ telle que v = V®. Celle-ci s’écrit d’apres ’équation 1.22:

@zzﬁ.
m

Avec ses notations, la relation 1.21 peut s’écrire:

v? R V2/n
P+ —)=- - — 1.2
m (8,; + 5 ) [U +gn om i (1.23)

Cette équation est absolument analogue au théoreme de Bernoulli pour
un fluide inviscide (i.e. sans viscosité) en écoulement irrotationnel et évoluant
dans un potentiel extérieur U (c.f. appendice B). Le seul terme faisant in-
tervenir le gradient de la densité est le dernier du membre de droite. On le
baptise terme de pression quantique car c’est le seul a faire intervenir expli-
citement A. Il traduit en fait le principe d’incertitude de Heisenberg: plus
le systeme est confiné, plus la quantité de mouvement, et par conséquent la
pression cinétique, est grande. L’approximation de Thomas-Fermi consiste
simplement a négliger ce terme. On obtient alors le jeu suivant de deux
équations pour la densité n et le potentiel des vitesses ®:

O+ V (nV®) =0 (1.24)

6. Du moins aux points ou la phase 6 est définie, c’est & dire aux points ou la densité
est non nulle. Nous détaillerons cette condition au chapitre 7 lorsque nous étudierons la
structure des vortex.
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2
atcp+@

m
2

=—U—gn (1.25)

1.3.6 Interprétation macroscopique du régime de Tho-
mas-Fermi

Le régime de Thomas-Fermi correspond a la limite macroscopique de
I’équation de Gross-Pitaevski. Dans ce paragraphe, nous allons en effet mon-
trer que ’on peut tres facilement retrouver 1’équation d’évolution ainsi que
le profil parabolique qui lui sont caractéristiques par des arguments simples
d’hydrodynamique classique.

Considérons dans un premier temps le cas du gaz homogene, pour lequel
il n’y a pas de potentiel extérieur. Dans ce cas I’énergie interne E est une
fonction a prior: de 'entropie S, du volume V' et du nombre de particules N.
Or pour un condensat, S = 0, car les particules sont indiscernables et dans
le méme état quantique: le nombre d’états microscopiques accessibles W est
donc réduit a un, ce qui, d’apres la définition de Boltzmann de I’entropie
S = kgIn(W), donne S = 0.

E(N,V) doit ensuite étre la somme de ’énergie cinétique et de I’énergie
d’interaction. Or, on se place dans un régime ol cette derniére ’emporte sur
la premiere. L’énergie interne se limite donc a I’énergie de champ moyen et
s’écrit, en notant toujours n la densité de particules:

_9N?
=57

On calcule la pression grace a la relation dF = TdS — PdV + pdN =
—PdV + pudN, car S = 0. On en déduit alors I’équation d’état du fluide:

oF 2
p__(9B\ _go*
oV ) 2
Notons que, la pression ne dépendant ici que de la densité, le condensat

est un fluide dit barotrope.
De méme, le potentiel chimique étant défini par

_ (%€
"=\aN ),

2
E(N,V) = V%
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celui-ci vaut dans le cas présent: p = gN/V, ce qui est la relation trouvée a
partir de I’équation de Gross-Pitaevskii dans le cas homogene.

Si a présent on ajoute un champ de force extérieur Foy, dérivant d’un
potentiel U, et si I'on suppose de plus que le condensat est bien superfluide,
c’est a dire sans viscosité, son évolution obéit a 1’équation d’Euler:

Dv

Dt

ol I'on a introduit la masse volumique du fluide p = nm, et D/Dt désigne
I'opérateur de dérivation particulaire:

== _VP — ’n,FeXt,

Dv 0Ov v?
E—a‘f‘V(;)‘f‘(VXV)XV
Imaginons que le condensat soit initialement au repos. A cet instant, son
vecteur tourbillon Q =V x v/2 sera nul. Or d’apres le théoréme de Kelvin-
Helmholtz [33], la vorticité reste liée au fluide. A moins de faire apparaitre
des trous (des zéros de densité) dans le fluide, ’écoulement doit donc rester
irrotationel. Le troisieme terme de la dérivée particulaire disparait donc.
En utilisant 1’expression trouvée plus haut pour la pression, I’équation
d’Euler se récrit donc:

V(v?)
2
ce qui n’est rien d’autre que le gradient de 1’équation (1.25) - cette derniére

étant en fait une version généralisée du théoreme de Bernoulli.

Si on se limite au cas stationnaire, cette équation s’integre sans difficulté,
et ’on trouve:

m <8tv + ) =—-V(ng+U), (1.26)

ou 'on a pris par convention U(0) = 0. Cette relation est identique a
I’équation (1.18) que 'on avait trouvée au paragraphe précédent en résolvant
directement I’équation de Gross-Pitaevski.

1.4 Conclusion

Nous avons vu dans la premiere partie de ce chapitre qu’un gaz de bosons
était susceptible de subir une transition de phase a basse température: en
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dessous de la température de transition, les particules perdent leur indivi-
dualité (au sens classique du terme) et se condensent dans un méme état
quantique, état fondamental du systeme considéré.

Dans la deuxieme partie, nous avons décrit le condensat lui-méme en
prenant en compte d’éventuelles interactions entre atomes, celles-ci restant
cependant suffisamment faibles pour éviter d’éventuelles complications dues
aux corrélations entre particules. Nous avons vu que le condensat était alors
caractérisé par les trois échelles de longueur suivantes:

nom ‘ définition ‘ valeur typique ‘
Longueur de relaxation : &= /R /mp 0,1 um
Longueur de l'oscillateur harmonique: | a,, = \/ i/ mw 1,6 pm
Taille du condensat : R = \/2u/mw? 10 pm

Ces valeurs sont données pour N = 10°® atomes de rubidium 87 dans un piége
isotrope de pulsation propre w = 27 x 100 rad/s.

On a de plus dans ’approximation de Thomas-Fermi les inégalités sui-
vantes

§<<a'oh<<R7

avec de plus a?, ~ £R. Dans cette limite, le condensat se comporte comme
un fluide classique sans viscosité en écoulement irrotationnel.

Dans le chapitre qui suit, apres avoir décrit les méthodes permettant
d’atteindre le régime de condensation, nous comparerons les résultats exposés
a ceux obtenus expérimentalement.
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Chapitre 2

Vers la condensation

2.1 Piégeage magnétique et refroidissement
évaporatif

2.1.1 Les limites du pieges magnéto-optique

Meéme si le développement de la manipulation d’atomes par laser et I'in-
vention du piége magnéto-optique (PMO) ont permis d’importants progres
dans le domaine de la physique des atomes froids, le gain dans I’espace des
phases réalisé pour les alcalins en utilisant ce type de piege reste insuffisant
— et de loin — pour atteindre le régime de condensation de Bose-Einstein.
Aussi bien la température que la densité sont limitées par la diffusion conti-
nuelle de photons par les atomes placés dans ’onde laser: la température
dans un PMO ne peut descendre en dessous de 1’énergie de recul absorbée
par 'atome a chaque émission spontanée alors que la densité est limitée par
les phénomenes de diffusion multiple. Pour un atome alcalin, la densité dans
'espace des phases ne dépasse pas 107° dans un pi¢ge magnéto-optique .

Afin de gagner les cingq ordres de grandeur restants, la seule méthode
connue était jusqu’a récemment le refroidissement évaporatif dans un piege
magnétique? . Cette technique, initialement développée sur I’hydrogene, a

1. De bien meilleurs résultats ont été obtenus sur le strontium qui bénéficie d’un taux
d’émission spontané beaucoup plus faible que pour les alcalins. Une densité dans I’espace
des phases de 1072 a ainsi pu étre réalisée dans un PMO de strontium [34].

2. En 2001, le groupe de M. Chapman a GeorgiaTech a réussi la condensation d’un gaz
de rubidium par des procédés purement optiques [35] en refroidissant par évaporation dans
un piege optique tres désaccordé.



40 CHAPITRE 2. VERS LA CONDENSATION

E=uB
A Mp=+2

\/ mF=+1

mF=O

/\ mF:—l

mF=-2

Fic. 2.1 — Potentiel magnétique vu par les cing sous-niveaur Zeeman de la
multiplicité F' = 2 du rubidium 87. Il existe deur niveaur piégés, mp = +2
et mp = +1.

permis d’obtenir en 1995 des condensats de Bose-Einstein de sodium [12] et
de rubidium [11], puis plus tard de lithium [37], d’hydrogene [36] et d’hélium
métastable [38, 39]. En I'adaptant légerement, elle a permis le refroidissement
de fermions jusqu’au régime de dégénérescence et I'observation de mers® de
Fermi de lithium [40, 41] et de potassium [42].

2.1.2 Piégeage magnétique

L’un des pieges non dissipatifs les plus simples a réaliser est le piege
magnétique. En créant un gradient de champ magnétique, on peut agir sur
les atomes via I’énergie d’interaction :

Wmag =—U- B;

ol i est le moment magnétique de I’atome. Si on imagine que y reste parallele
et de méme sens que B, alors I'atome sera attiré vers les maxima de |B|. En
revanche, si p est de sens opposé a B, I'atome sera attiré vers les minima.
Il est possible de montrer que les équations de Maxwell interdisent d’avoir
dans le vide un maximum local de |B| pour un champ statique (théoreme de
Wing [43]). La seule possibilité est donc de piéger les atomes en les polarisant

3. Le nombre d’atomes dans ces systemes étant relativement faibles comparé au nombre
d’Avogadro, on parle plutét de “mare” ou de lac de Fermi.
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O Bobines Helmholtz
L 4

e ) Bobinesquadrupolaires

Atomes

Fi1G. 2.2 — Géométrie du piege magnétique utilisé dans ’expérience. Le piége
résultant est allongé selon [’axe des bobines Helmholtz. La raideur verticale
du piéege est importante pour empécher les atomes de tomber sous l’effet de
la gravité.

en sens opposé au champ magnétique. Au voisinage d’une minimum de |B|,
I’énergie d’interaction entre les atomes et le champ se met dans ce cas sous
la forme:

Winag = uB.

Pour des atomes de rubidium 87 polarisés dans |F = 2, mp = +2) (I’axe
de quantification étant choisi selon la direction du champ magnétique), p =
UB, ou up est le magnéton de Bohr.

Au voisinage d’un minimum de champ, le potentiel vu par les différents
sous-niveaux Zeeman est représenté sur la figure (2.1)*. Dans le cas du niveau
hyperfin F' = 2 du rubidium 87 qui va nous intéresser dans toute la suite, on
constate qu’il existe deux niveaux piégés (mp = +2 et mp = +1), les trois
autres étant expulsés. Le potentiel magnétique étant de plus proportionnel
au moment magnétique (et donc d’apres le théoreme de Wigner-Eckart pro-
portionnel au moment cinétique), la force du piégeage est deux fois plus faible
dans mr = +1 que dans mp = +2.

Pour réaliser un minimum de champ magnétique, plusieurs configurations
de champ sont envisageables. Nous avons opté pour une géométrie dite loffe-

4. On aura typiquement Wias/h ~ 1 MHz. Si 'on compare cette valeur a 1’écart de
structure hyperfine - 6,8 GHz dans le cas du rubidium 87 - on s’apergoit que l'on peut se
limiter aux effets linéaires en Wmag. Ceci n’est par exemple plus le cas dans les expérience
de [46].
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Pritchard® développée initialement dans 1'étude des plasmas [45] et utilisant
trois bobines quadrupolaires ainsi qu’une paire de bobines de Helmholtz per-
mettant comme on le verra ci-dessous de comprimer le piege (fig. 2.2).

Pour montrer que cette configuration réalise bien un minimum de champ
magnétique, commencons par étudier le champ au voisinage de 1’axe d’une
bobine circulaire d’axe z. On peut alors toujours écrire dans cette limite:

3x/2 — b"xz/2
B(z,y,z2) = - by/2 - b"yz/2 ,
By + Vz + V(- (2"+y%)/2)/2

cette forme étant la plus générale satisfaisant a la fois les équations de la
magnétostatique dans le vide tout en respectant la symétrie de révolution du
probléme.

En choisissant les axes (z,y,z) comme sur la figure 2.2 et l'origine au
centre du piege, la combinaison des trois bobines quadrupolaires donne un
champ s’écrivant :

- 3Vz/2 +
B(z,y,2) = — 3Vy/2 +
By + V/2(2% = (2* +97)/2)

Les paires de bobines Helmholtz permettent de modifier By sans avoir a
changer le gradient et la courbure du champ (b’ et 0”). Le développement de
I’énergie magnétique a ’ordre deux en position s’écrit alors:

2 9bl2 b" 2_|_ 2
WmagZ/j,Bo"F,LLb”%—f—M( )l‘ 23/.

4By 2

On constate que le potentiel est de symétrie cylindrique autour de ’axe
z. On peut le mettre sous la forme:

m m
Winag = 5wz’ + wh (2 4+ ¢7),

2 2

ol wy et wy sont respectivement les fréquences de piégeage transverse et
longitudinale et s’écrivent

5. L’autre type de piege magnétique est le piege TOP, acronyme de Time Orbital
Potential[44].



2.1. PIEGEAGE MAGNETIQUE ET REFROIDISSEMENT EVAPORATIFA3

2_,ubll

I T
RN Gl
Lt m\4B, 2)°

On voit dans cette formule que la fréquence de piégeage transverse est
d’autant plus importante que By est petit. Les bobines quadrupolaires créant
un champ directeur By d’une centaine de gauss, on voit tout l'intérét de la
paire de bobine Helmholtz permettant de diminuer By et ainsi d’augmenter la
fréquence de piégeage transverse. Ceci est particulierement important durant
I’évaporation. En effet, celle-ci se fonde comme on le verra plus loin sur
I’existence de collisions élastiques assurant la thermalisation du nuage. En
comprimant adiabatiquement le piege magnétique, on augmente ainsi le taux
de collision, tout en gardant constante la densité dans I’espace des phases.

Dans le cas ou By est suffisamment petit, ce qui sera en fait toujours la
cas, on pourra écrire:

On note que, dans cette limite, w; > w). Le confinement transverse est
donc beaucoup plus important que le confinement longitudinal, donnant une
forme de cigare allongé au nuage piégé. Plus quantitativement, la fréquence
longitudinale est indépendante de By et vaut:

w =27 x 11,8 rad/s.

Pour un champ B, de 0,35 G, les fréquences propres transverses du piege
valent de leur c6té (on verra au chapitre suivant la méthode utilisée pour
mesurer ces fréquences) :

wy A 21 x 200 rad/s

Notons que ces fréquences dépendent du sous-niveau Zeeman mp considéré
via u (les fréquences ci-dessus sont données pour mpr = 2). Ainsi, le niveau
mp = +1 aura une fréquence d’oscillation selon chaque axe propre v/2 fois
plus faible que celles du niveau mgz = +2.

Les valeurs de w, et w) données ci-dessus correspondent a des valeurs de
gradients de champs assez élevés, de I'ordre de 60 G/cm. Afin d’atteindre ces
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Fic. 2.3 — Evolution en fonction du temps du nombre d’atomes (a) et
température (b) d’un nuage d’atomes piégés magnétiquement. La durée de
vie a 1/e est supérieure a 400 s et le taux de chauffage moyen est de 21 nK/s.

valeurs il faut approcher au maximum les bobines du centre de la cellule ou
sont piégés les atomes au détriment de 1'acces optique. Les bobines quadru-
polaires, de formes tronconiques et percées sur leur axe (c.f. fig2.2), sont un
bon compromis entre ces deux exigences antagonistes.

Ces bobines quadrupolaires sont constituées d’un enroulement de 79 tours
de fil de cuivre de 1 mm de diametre. Elles sont parcourues par un cou-
rant de 46,6 A, courant maximum délivrable par les alimentations du piege
magnétique®. La puissance importante dissipée par ces bobines (= 1 kW)
nécessite un refroidissement continuel a eau. Le fil électrique trempant di-
rectement dans ’eau, il peut se produire une réaction d’oxydation du cuivre
au niveau des soudures. Lorsque le fil est devenu trop mince, il casse et il
faut changer la bobine. Cette effet est en fait la principale source d’usure
des bobines que 1’on essaye cependant de limiter en protégeant de vernis les
contacts”’.

Les bobines de Helmholtz sont quant a elles constituées d’un enroulement
de 21 tours de fil de cuivre creux dans lequel circule ’eau de refroidissement.

Comme nous le verrons dans le paragraphe suivant, la durée de vie des
atomes dans le piege est un parametre important pouvant, lorsqu’elle est trop

6. Nous avons en effet noté qu’utiliser les alimentations Delta Electronika de I’expérience
a leur intensité maximale permettait de réduire les fluctuations de courant.
7. Vernis Agnés B., don de Pierre Desbiolles.
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courte, empecher d’atteindre le régime de condensation. Pour des atomes
dans I'état completement polarisé |F' = 2, mp = +2), celle-ci est, a faible
densité, limitée par les collisions avec le gaz résiduel. On voit (fig. 2.3) que
la durée de vie du nuage piégé dans notre expérience est excellente (plus de
cinq minutes). Dans les autre états internes, notamment 'état piégé |F =
2, mpr = +1), il peut se produire des collisions inélastiques changeant 1’état
interne des atomes. On peut ainsi avoir :

Les niveaux Zeeman étant équidistants en champ magnétique faible, ce
type de processus conserve a la fois I’énergie et le moment cinétique et abou-
tit & la perte d’'un atome (celui dans ’état non piégé |F' = 2, mp = 0)). Cet
effet est illustré qualitativement sur la figure 2.4: a ’aide d’une impulsion
radio-fréquence, on bascule une partie des atomes de |F = 2, mp = +2) vers
|FF =2, mp = +1) et on les laisse pendant un temps variable dans le piege
magnétique. On libeére alors les atomes en ouvrant le piege: la présence de
champs magnétiques résiduels a l'extinction réalise un effet Stern-Gerlach
qui permet de séparer les différentes composantes Zeeman (la procédure
expérimentale sera décrite précisément au chapitre 8). On constate une nette
réduction de la durée de vie des atomes dans I'état |F = 2, mp = +1).

2.1.3 Influence de la gravité

L’étude précédente ne prenait en compte que le potentiel magnétique et
négligeait completement la gravité. La pesanteur se manifeste cependant par
deux effets notables, décalant le centre du piege et levant la dégénérescence
des fréquences transverses horizontale (selon z) et verticale (selon y).

Examinons pour commencer le déplacement gravitationnel. Si on note
par w(LmF ) la fréquence de piégeage transverse du niveau mpg, le déplacement
0Ym, introduit par la gravité est donné par:

9
Ymp = ———5-
()

Le déplacement gravitationnel dépend de mz via la fréquence de piégeage?® :

8. Lorsque cela n’est pas précisé, w, désignera la fréquence de piégeage pour l'état
complétement polarisé |F' = 2,mp = 2).
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F1G. 2.4 — [llustrations des collisions inélastiques dans ’état |F = 2, mp =
+1). Aprés obtention d’un condensat, on bascule & l'aide d’une impulsion
radio-fréquence une partie des atomes de I’état complétement polarisé |F =
2,mp = +2) vers |[F = 2,mp = +1) puis on mesure les populations des
états mp = +2 (a) et mp = +1 (b) en fonction du temps passé dans le piége
magnétique. On constate que la durée de vie dans U’état |F = 2, mp = +1)
est considérablement plus courte que dans |F =2, mp = +2).

les positions d’équilibre des différents sous-niveaux Zeeman sont décalées les
unes par rapport aux autres dans le piege magnétique. Ainsi le déplacement
relatif 0y, o entre les sous-niveaux mp = +1 et mp = +2 va-t’il s’écrire:

g 9 g

0Y1,2 = 5 — 5 = . (2.1)
(L) (7)) ()
Pour une fréquence de piégeage du niveau mp = +2 de w(f2) /2 =

200 Hz, ceci donne un décalage de dy; 2 = 6,2 pm. Nous mettrons cet effet a
profit au chapitre 5 lorsque nous réaliserons un interférometre atomique.

Pour ce qui est des modifications des fréquences propres du piege, le po-
tentiel n’est pas changé dans le plan horizontal (z, z) par I'ajout du potentiel
gravitationnel. Dans la direction y (on prend x = z = 0) le potentiel total
(magnétique+gravitationnel) s’écrit, :

9
Uly) = m\| Bg + 4 0%y +mgy.

Le centre du piege étant décalé, il faut pour connaitre la nouvelle fréquence
propre du piege dans la direction verticale réévaluer la courbure du potentiel
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Fic. 2.5 — Principe du refroidissement évaporatif: le piege magnétique est
tronqué par un scalpel radiofréquence a une énergie €.

au nouveau point d’équilibre. On trouve que la fréquence est déplacée en
valeur relative de

dwi 3 mg?

=———. 2.2
wy 4 pBow? (22)

Dans le cas du rubidium dans I’état mp = +2, dans les mémes conditions
que précédemment, ceci donne un écart de 1% entre les deux fréquences trans-
verses. Notons que, puisque l'on a w? oc 1/By, cette valeur est indépendante
du champ directeur B,.

2.1.4 Refroidissement évaporatif

Une fois les atomes piégés, il s’agit ensuite de les refroidir afin d’atteindre
le seuil de condensation. Une méthode tres efficace pour y parvenir est le
refroidissement évaporatif: en tronquant le piege on “évapore” les particules
les plus chaudes de fagon a diminuer 1’énergie moyenne du nuage. Il pourrait
sembler a premiere vue que cette méthode, réduisant le nombre d’atomes,
serait a priori défavorable quant a la recherche d’une densité élevée dans
I’espace des phases. On peut cependant montrer qu’en forcant I’évaporation,
c’est a dire en abaissant au cours du temps la hauteur de la coupure du piege,
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on atteint un régime dit d’emballement ol la densité dans 1’espace des phases
va augmenter indéfiniment en fonction du temps.

En pratique, on tronque le piege en utilisant un champ magnétique oscil-
lant de fréquence vy ¢. Celui-ci induit des transitions vers les sous-niveaux
Zeeman non piégés. Tous les atomes possédant une énergie supérieure a
€c = 2h(vrf — vgap) sont donc évacués du piege (vrqp €tant la fréquence
résonnante au fond du puits (fig. 2.5-a)). Les collisions élastiques entre atomes
maintiennent un quasi-équilibre thermique dans le nuage.

Si on laissait €. constant, l'efficacité du refroidissement chuterait dra-
matiquement au fur et a mesure que le nuage se refroidirait: en effet, la
température diminuant, la proportion de particules d’énergie cinétique su-
périeure a €. deviendrait de plus en plus faible. Comme on ne peut garder
les atomes dans le piege qu'un temps fini en raison des collisions avec le gaz
résiduel, on maintient le rythme de ’évaporation en abaissant progressive-
ment €.. Dans la pratique on prend une rampe d’évaporation exponentielle
s’écrivant :

vt (t) = v + vre” !/ memre,

On note trampe la durée totale de la rampe. On donne sur la fig. 2.6 les
performances de 1’évaporation en termes de taux de collisions en fonction
des deux parametres Trampe €t trampe, Yo €t 1 étant choisis de fagon a garder
1i(0) et vi(trampe) constants. Le taux de collision est évalué au centre du
piege par simple mesure de la densité optique.

En effet, le taux de collision I'¢; vaut au centre du piege:

LCeot = n(0)0eq® x N/T,

ot n(0) désigne le densité au centre du piege, v la vitesse thermique moyenne
et o.o1 est la section efficace de diffusion. On verra plus loin que la densité op-
tique n’est rien d’autre que la densité intégrée dans la direction d’observation
z, soit :

do(0) = oopt / dzn(zx =0,y =0,z) < N/T.

ou o4,y désigne la section efficace d’absorption. Les deux quantités sont donc
bien proportionnelles.

On constate que 'optimum est obtenu pour une durée de 150 s, temps bien
plus faible que le temps de vie dii aux collisions avec le gaz résiduel. Plusieurs
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FiG. 2.6 — Performances du refroidissement évaporatif en fonction de la durée
de la rampe d’évaporation. L’optimum de tauzx de collision est obtenu pour
une durée de 150 s. Au dela, I’emballement est stoppé par le chauffage et
Uapparition de collisions inélastiques provoquées par [’augmentation de la
densité.

causes sont envisageables pour expliquer cette limitation, les plus probables
étant I'existence d’un chauffage s’opposant au refroidissement évaporatif, ou
bien ’apparition de collisions a trois corps lorsque la densité devient trop
importante [47]. En pratique, on choisit Trampe = 5,9 8 €t trampe = 25 s de
facon a ne pas avoir un taux de répétition trop long sans pour autant trop
nuire a lefficacité de I’évaporation.

Il est possible de montrer qu’en régime d’évaporation forcée, le rapport
n = €./kgT est constant [48]. Nous le vérifions sur la figure 2.7 ot I'on a
représenté la température 1" en fonction de la fréquence finale d’évaporation
v La pente de 7 nK/kHz correspond & un parameétre n ~ 13. Dans les
conditions expérimentales utilisées pour réaliser cette mesure, le fond du
puits était atteint pour vy = 399 kHz. Aux températures les plus basses, le
nuage thermique, qui nous permet comme on le verra un peu plus loin au
cours de ce chapitre d’avoir acces a la température du systeme, n’est pas
visible. Les températures les plus basses ne peuvent donc étre évalués que
par extrapolation de la courbe de la figure 2.7.
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Fic. 2.7 — Dynamique de [’évaporation forcée: la température de fin

d’évaporation est proportionnelle a la radio-fréquence. La pente mesurée ici
vaut 7 nK/kHz, correspondant a une rapport n = €./kgT proche de 13. Pour
ces données, le fond du puits est atteint pour v = 399 kHz.

2.2 Séquence expérimentale

2.2.1 Chargement du piege magnétique

La séquence suivie pour obtenir un condensat de Bose-Einstein est im-
posée par deux contraintes: on a vu d’une part que I’évaporation nécessite
une durée de vie du piege magnétique relativement élevée. Ceci requiert un
vide poussé, ce qui est en contradiction avec la nécessité d’avoir une source
d’atomes, ou, par définition, le vide ne sera pas bon. On doit donc procéder
a une précapture des atomes, puis a leur transfert dans une enceinte ou
regne un vide tres bon et ou aura lieu I’évaporation. D’autre part, le piege
magnétique a une profondeur assez faible, de 'ordre de quelques centaines
de pK. 11 faut donc prérefroidir les atomes avant de les y transférer.

Ces deux conditions sont satisfaites en utilisant le dispositif a double
cellule de la figure 2.8 et décrit en détail dans [49]. L’enceinte a vide est
pompée par une pompe ionique de 25 1/s et est divisée en deux cellules. Dans
celle du haut régne une vapeur de rubidium de 10~% mbar que I’on utilise pour
charger un premier piege magnéto-optique. Ce piege est traversé en son centre
par un faisceau supplémentaire — dit faisceau pousseur — extrayant les atomes
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du piege en les poussant vers I’enceinte inférieure ot ils sont recapturés par
un second piege magnéto-optique.

Dans celle-ci, le vide est plus poussé et la pression y est inférieure a
107! mbar. Le vide différentiel entre les deux cellules est assuré par un tube
de verre de 0,5 cm de diametre et 15 cm de long.

Les deux pieges magnéto-optiques sont réalisés en utilisant des diodes
lasers asservies sur la transition fermée [5S;o, F' = 2) — |5P5)9, F' = 3)
du rubidium 87. On utilise pour cela un systéme maitre-esclave : une diode-
maitre débitant 3,3 mW est montée en cavité étendue et maintenue a la
fréquence souhaitée. On 'utilise pour injecter deux diodes esclaves (SI — 1)
et (SI — 2). La puissance en sortie de SI — 2 est de 32 mW et son faisceau
est directement envoyé vers le piege magnéto-optique inférieur.

Quant a SI — 1, une fraction de son intensité est prélevée pour injecter
une troisieme diode esclave, S| — 3. Les faisceaux issus de Sl —1 et SI—3, de
puissances respectives 13,2 mW et 21 mW, sont ensuite dirigés vers le piege
magnéto-optique supérieur.

Le faisceau pousseur de 0,4 mW est désaccordé de -27 MHz=-5,9T",; par
rapport a la transition 551/, F' = 2) — |5P3/9, F' = 3), T'opy est la largeur
radiative de 1’état excitée. Il est fourni par une deuxieme diode laser sur
réseau. Cette diode est aussi utilisée pour I'imagerie ainsi que le pompage
optique au moment du transfert vers le piege magnétique.

Pour compléter le dispositif, une troisieme diode sur réseau, asservie sur
1551/2, F = 1) — |5Py5, F' = 2) fournit aux deux pieges un faisceau de
repompage ramenant vers F' = 2 les atomes tombés sur F' = 1.

Ce systéme nous permet de charger jusqu’a 10% atomes de rubidium dans
la cellule inférieure avec un taux de chargement initial de quelques 107 par
seconde.

Une fois quelques 100 x 10® atomes transférés dans I'ultra-vide, on entame
le transfert vers le piege magnétique : on commence par une phase de 10 ms de
mélasse optique permettant d’abaisser la température des atomes a quelques
dizaines de microkelvins. Une des sources de chauffage dans le PMO est en
effet la diffusion multiple. Celle-ci se trouve donc considérablement réduite
par la diminution de la densité entrainée par la coupure des gradients de
piégeage. Il est d’ailleurs intéressant de noter que méme dans la mélasse,
les effets de densité se font sentir. Ainsi pour N = 600 x 10 atomes, la
température monte & 30 uK, alors qu’elle ne vaut que 20 K pour 20 x 108
atomes.

On poursuit par un pompage optique qui amene tous les atomes dans le
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F1G. 2.8 — Dispositif a double cellule et schéma d’injection des diodes. L’écart
de structure hyperfine du niveau fondamental vaut 6,8 GHz.

niveau piégé mpr = +2. On arrive alors au transfert dans le piege magnétique
proprement dit. Celui-ci est initialement décomprimé, avec un champ direc-
teur By de 125 G, correspondant a une fréquence de piégeage transverse de
6 Hz?, de facon & ce que la distribution de position des atomes dans le piege
magnéto-optique s’adapte a celle dans le piege magnétique. On comprime
ensuite le piege en 500 ms en branchant le courant dans les bobines de Helm-
holtz. Le champ directeur est alors amené a une valeur comprise entre 0,3 et
1 G suivant les expériences.

On commence alors I’évaporation : celle-ci débute avec une radio-fréquence
de 15 MHz et se poursuit pendant quelques 25 s comme précisé plus haut.
La condensation se produit lorsque v+ est a peu pres 30 kHz au dessus
de vpgp(~ 700 kHz pour un champ directeur de 0,5 G). Pour un piege de
fréquence transverse w,; = 27 x 200 rad/s, la température de transition me-
surée est de 500 nK. On se sert ensuite de la relation (1.10) pour calibrer le
nombre d’atomes.
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Fia. 2.9 — Systéme d’imagerie. L’observation du condensat peut se faire dans
deux directions. Le faisceau tmageur, nettoyé spatialement par passage dans
une fibre monomode transverse, est dirtgé dans ['une ou [’autre direction
grace a un miroir basculant. Les lames demi-ondes ont été omises.

2.2.2 Imagerie

Afin de sonder le nuage d’atomes condensés, nous disposons de deux
systéemes d’imagerie permettant d’observer les atomes sur une caméra CCD
dans la direction de I’axe du cigare ou perpendiculairement a celle-ci. On
passe d’une direction d’observation a 1’autre a I’aide d’un miroir mobile, que
I’on peut commander depuis I'ordinateur controlant 1’expérience. Dans les
deux cas, I'image est obtenue par un systeme optique constitué d’un doublet
achromatique et d’un ménisque conjuguant la position des atomes au plan
de la CCD. Le grossissement dans la direction longitudinale est de 5 alors
qu’il est de 1,5 dans la direction transverse.

La résolution du systeme d’imagerie est de 'ordre de 5 ym dans les deux
directions. Celle-ci a été plus soigneusement étudiée dans la direction longi-
tudinale en imageant in situ des petits condensats d’une centaine d’atomes

9. La fréquence longitudinale ne dépend pas de By comme on ’a vu précédemment,.
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obtenus en vidant presque totalement le piege grace a une impulsion de Rabi
résonnante (c.f. chapitre 6). Il n’est dans ces conditions pas envisageable de
résoudre in situ dans le piege un éventuel condensat dont la taille est de
I’ordre de quelques microns dans sa petite direction. Avant la prise d’image,
on procede donc & une expansion balistique (temps de vol) : on ouvre le piege
et on laisse tomber les atomes pendant un temps 74y pouvant aller de 1 a
30 ms suivant les cas (notons cependant qu’en imagerie longitudinale, ou le
grandissement est le plus grand, il est difficile de dépasser 30 ms car au dela
le nuage devient aussi grand que le faisceau imageur, que l’on ne peut bien
stir pas agrandir indéfiniment). On évalue alors la distribution de densité des
atomes en mesurant ’absorbtion d’un faisceau résonnant.

On acquiert trois images, séparées deux a deux de 200 ms. Dans la
premiere, on enregistre le profil du faisceau imageur en présence des atomes
et on lit 'intensité I, (z, y) sur le pixel z,y de la caméra (z étant la direction
d’observation). Cette premiére image doit étre prise rapidement, en 20 us,
de facon a ce que les atomes ne bougent pas (rappelons qu’ils sont alors en
chute libre) durant la prise de vue. La deuxiéme est une image de référence
de l'intensité Iy(z,y) du faisceau lumineux sans les atomes. Et la troisiéme
est prise obturateur fermé de facon a évaluer le bruit électronique Ief(z, y)
de la caméra.

Le temps séparant la premiere prise de vue de la seconde et nécessaire
pour lire la barrette CCD est relativement long (200 ms). Le faisceau peut
bouger dans l'intervalle et ceci explique que les défauts d’intensité - les franges
notamment - ne soient que partiellement nettoyées lors du calcul de la densité
optique.

On définit la densité optique do(z,y) comme étant :

Ia - Ire
dO(xay) =—In (ﬁ) .

Celle-ci est directement reliée a la densité atomique n par:

do(z, y) = o / n(z, y, 2)dz,

ou z est la direction d’observation et o, la section efficace d’absorption.
La densité optique est donc directement proportionnelle & la densité spatiale
intégrée dans la direction z, que I’on notera par la suite 71(z, y).

Pour un faisceau a résonance, et en faisant ’hypothése que les atomes
sont completement dépolarisés durant le temps de vol, on trouve pour oy :
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T 32
T 15 o
oll Aopt est la longueur d’onde de la transition et le facteur 7/15 provient des

coefficients de Clebsch-Gordan pour une transition F' =2 — F' = 3.

2.2.3 Exploitation des images

e Nuage non condensé :

Les interactions sont alors négligeables et si le temps de vol 7 est suffi-
samment long, on peut négliger les effets de taille initiale. La densité est donc
proportionnelle a la distribution de vitesse dans le nuage avant l'ouverture
du piege, soit :

m

(o) = (5or) [ drdaf @ mer),

ou f(r',v') est la densité dans I’espace des phases dans le piege et r = (z, y, 2)
désigne la position apres le temps de vol. Or on a vu au chapitre 1 que dans
le cas d’un gaz de bosons piégés f se mettait sous la forme:

1
fr,p) = BOrp)—1) _ 1

— go(e BRI

Le calcul d’intégrales de ce type se fait aisément en utilisant la définition
des fonctions polylogarithmes. On a en effet :

/_Z galze™ " )du = \/ggaﬂﬂ(z) (2.3)

Intégrer sur une direction de l’espace des phases revient simplement a
ajouter 1/2 a 'ordre de la fonction g,. Partant donc d’une fonction go, et en
intégrant quatre fois (trois fois sur 'espace et une fois sur I'impulsion), on
obtient finalement :

m

W (09) = pgans (e PR, (24)

On remarque que la largeur de cette distribution est indépendante de la
direction, et que ’'on a
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Fi1ac. 2.10 — Inversion de [’ellipticité d’un condensat de Bose-Finstein durant
un temps de vol.

Az? = Ay? o kgT. (2.5)

La densité atomique dans un nuage non condensé est donc isotrope quelles
que soient les fréquences de piégeage. Ceci est en fait une simple conséquence
du principe d’équipartition de I’énergie, généralisé au gaz de Bose: quelle que
soit la direction z;, ’énergie cinétique dans cette direction sera toujours:

(p)  ksT gu(2)

2m 2 g3(z)’

oll z = eP¥ est la fugacité introduite au chapitre I.

e Condensat de Bose-Einstein a température nulle:

Nous avons vu que le profil de densité dans le piege était un paraboloide
dont les rayons principaux s’écrivaient :
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F1G. 2.11 — Profil de densité en imagerie transverse : le nuage thermique (a)
est rond apres Uexpansion balistique, alors que Uellipticité du condensat (b)
est inversée.

On peut montrer (c.f. chapitre V et [50]) qu’en présence d’interactions le
condensat reste parabolique durant ’expansion balistique.

Si on note par R;(7) les rayons du paraboloide aprés un temps de vol T,
la densité intégrée prend la forme suivante pour le condensat :

22 y? 3/2
no(z,y) =no(0) [ 1 — — , 2.6
0( y) 0( ) < RI(T)Z Ry(T)Z) ( )
ou 0 si 'argument sous la puissance 3/2 est négatif.
Dans le cas d’un piege allongé dans la direction z, avec R;(0) = R,(0) =
R, le facteur d’expansion dans le plan transverse est donné par la relation :

gig; =4/1+wir2 (2.7)

Dans cette géométrie, on remarque de plus que la répulsion de champ
moyen est plus importante dans les directions transverses ou le nuage est le
plus confiné. I’ouverture du piege libérera donc plus d’énergie cinétique dans
ces directions. On montre ainsi qu’apres temps de vol Dellipticité s’inverse en
imagerie transverse par rapport a la situation initiale. De cigare, le nuage
acquiert une forme de “crépe” (fig. 2.10).

Cette différence d’ellipticité fournit donc un critere tres simple d’identi-
fication de la condensation: si apres temps de vol le nuage est elliptique en
imagerie transverse, alors on a affaire a un condensat de Bose-Einstein. Dans
le cas contraire c’est un nuage non condensé (fig. 2.11-(a,b)).

e Cas général :
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Lorsqu’on est a une température intermédiaire entre le zéro absolu et
la température critique, la profil de densité présente une double structure
correspondant respectivement a la fraction thermique et au condensat (fig.
2.12-a). La fagon la plus simple de décrire ce profil bimodal est de le modéliser
par une somme des deux expressions (2.4) et (2.6). Il s’agit donc, si on veut
extraire les différents parametres des données expérimentales, de réaliser un
ajustement & 9 parametres (le fond, la position du centre, les rayons des
deux composantes et leurs amplitudes), voire 10 quand les directions des
axes propres du condensat ne coincident pas avec les axes de la caméra, ce
qui demande de définir un angle 6.

L’ajustement se fait en trois étapes:

1. On commence par un ajustement préliminaire des 9 parametres.

2. On ajuste ensuite la fraction thermique seule en se limitant a ses ailes.
Celles-ci correspondant a des atomes énergétiques ont été peu influencés
par la présence éventuelle du condensat durant I’expansion. D’apres 2.5
ceci nous donne une valeur précise pour la température du nuage.

3. Enfin, en utilisant les valeurs trouvées pour le nuage thermique a I’étape
précédente, on réajuste les parametres du condensat.

Lorsque I'on doit caractériser ’angle 6, on procede de la facon décrite
précédemment en laissant 0 fixé, puis on réitere en augmentant a chaque fois
0 de 1°. A chaque étape, on note Dellipticité €(#) = R;/R, trouvée pour le
condensat : la valeur de l'inclinaison correspond a I’angle pour lequel € est
maximum.

La méthode que 'on vient de décrire possede deux points faibles: tout
d’abord, elle ne nous permet d’avoir acces a la température du nuage que
lorsque la fraction non condensée est visible, ce qui est loin d’étre le cas aux
températures les plus basses. En pratique, il est impossible de déterminer la
température en dessous de 100 nK.

Ensuite, le choix d’une fonction g, pour d’écrire la fraction non condensée
n’est plus réellement justifié lorsque le condensat est présent et ce principa-
lement pour deux raisons.

e D’une part, le potentiel chimique est positif en raison du champ moyen.
Or on a vu que celui-ci était limité aux valeurs négatives pour le gaz parfait.

e D’autre part, en raison de la présence du condensat, I’expansion n’est
plus du tout un vol balistique, car la fraction condensée, relativement dense,
pousse le nuage thermique au début de I’expansion.
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FiG. 2.12 — (a) Double structure d’un condensat aprés temps de vol. Les
points B correspondent & un ajustement en go + parabole. (b) Courbe de
transition de phase: fraction condensée en fonction de la température. T,
désigne la température critique attendue théoriquement.

La méthode que I’on utilise pour dépouiller les données permet cependant
de limiter partiellement ces inconvénients: en effet, en nous limitant aux
ailes de la fraction thermique, on ne s’intéresse qu’a des atomes énergétiques.
Ceux-ci, comme on I’a précisé plus haut, sont moins susceptibles de sentir les
effets du condensat tant sur le potentiel chimique que sur la dynamique de
I’expansion. La principale erreur sera sur 1’évaluation de la fraction condensée
puisqu’au centre du piege, ou les deux composantes se recouvrent, il est
difficile de départager le condensat du nuage thermique.

2.2.4 Automatisation

La méthode d’imagerie utilisée ici est destructive car a chaque observation
on est obligé d’ouvrir le piege et de détruire le condensat en I’éclairant avec un
faisceau résonnant. Si on veut, par exemple, pouvoir suivre 1’évolution tem-
porelle d’un condensat, il faut recréer un condensat a chaque pas de temps.
Il est donc nécessaire de garantir une excellente stabilité de ’expérience ac-
quisition apres acquisition. Ceci est obtenu par une automatisation totale de
la séquence expérimentale. Un ordinateur central synchronise les différentes
étapes de 'expérience et donne de plus les signaux de déclenchement a trois
ordinateurs périphériques: le premier controle le faisceau dipolaire assurant
la nucléation des vortex (voir chapitre suivant), le deuxiéme prend les images
du condensat et le troisieme les traitent en direct de facon a en tirer les pa-
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Fia. 2.13 — Stabilité de l’expérience durant trois heures d’acquisition.

rametres physiquement pertinents (cette opération nécessitant une certaine
puissance de calcul ne pouvait étre réalisée sur aucun des deux autres PCs
plus anciens).

On a représenté I’évolution du nombre d’atomes durant une série de 250
acquisitions, soit un peu moins de quatre heures d’expérience sur la figure
2.13, la rampe d’évaporation s’arrétant seulement 6 kHz au dessus de vggp.
Une des principales sources de fluctuations est la variation du champ direc-
teur By: celui-ci vaut 0,5 G et doit étre stable & quelques 1073. Or il faut
bien voir que By est en fait la soustraction de deux champs (celui des bobines
de Helmholtz et du champ quadrupdlaire) valant chacun 100 G. La stabilité
relative & atteindre est donc en fait de 107°.
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Chapitre 3

Manipuler un condensat de
Bose-Einstein

Le piege magnétique présenté au chapitre précédent présente de nom-
breuses contraintes, imposées par la structure des équations de la magnéto-
statique, qui le rendent assez peu souple quant a d’éventuels changements de
géométrie. En pratique, la seule modification que I'on puisse lui apporter est
de varier le champ directeur ou les gradients de champ, de fagon a modifier
ses fréquences propres. Il est en revanche impossible de tourner par exemple
la direction des axes propres du potentiel sans déplacer physiquement les
bobines®.

Une méthode particulierement flexible et permettant de réaliser des po-
tentiels de géométrie quelconque (voir par exemple [54, 55] ot 1'on se sert de
potentiels de forme exotique pour étudier le chaos quantique) est d’utiliser
un faisceau tres désaccordé se déplacant rapidement: si le mouvement est
suffisamment rapide, les atomes du fait de leur inertie ne verront que le po-
tentiel moyen. Exactement comme dans un spectacle laser on trace une figure
en déplacant un faisceau laser plus rapidement que le temps de réponse de
I’ceil, on peut dans notre cas “dessiner” un potentiel de forme pratiquement
quelconque, la seule limite étant la taille du pinceau, ici la taille du faisceau
laser.

1. Notons que ces contraintes sont levées dans le cas du piege TOP, qui utilise des
champs dépendant du temps [51, 52].
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F1G. 3.1 — Dispositif expérimental du faisceau cuillére : le positionnement est
fait & laide de deur modulateurs acousto-optiques (MAO). Le faisceau est
ensuite focalisé par un objectif de microscope et son foyer est imagé par un
télescope de grandissement 1:1 au centre du piege magnétique. Le col wy du
faisceau est de 20 pm au niveau des atomes.

3.0.5 Dispositif expérimental

De méme que dans un spectacle laser on peut animer des figures, le po-
tentiel que 'on va tracer avec notre systéme pourra dépendre du temps.
On distinguera donc deux échelles de temps différentes: 7, est le temps ca-
ractéristique auquel on trace la forme du potentiel, et 7; est I’échelle de temps
a laquelle varie le potentiel moyen. On a bien siir 7, < 7;.

Afin que les atomes ne ressentent effectivement que le potentiel dipolaire
moyen, il faut satisfaire la condition w7, < 1, ou w désigne la fréquence
de piégeage typique, soit quelques centaines de hertz. Nous avons choisi une
fréquence 1/7, de balayage du faisceau dipolaire variant de 10 & 100 kHz.
Plus lentement, les atomes commencent a ressentir le mouvement rapide du
laser et plus rapidement on atteint les limites en réponse de notre dispositif.
Cette fréquence relativement rapide est difficilement accessible a des moyens
mécaniques et nous avons donc opté pour une méthode de positionnement
utilisant deux modulateurs acousto-optiques (MAO) croisés, 'un assurant
le déplacement horizontal 'autre le déplacement vertical (fig. 3.1). Apres
passage dans ce systeme, le faisceau est focalisé a l'aide d’un objectif de
microscope. Son profil est gaussien. Au niveau du foyer l'intensité se met
sous la forme:

I(:L',y) — 10672(w2+y2)/w3’
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ol wy est le col du faisceau. On verra plus loin que wy ~ 20 ym. On image
enfin le plan focal au niveau des atomes a 1’aide d'un télescope de grandis-
sement 1. Le faisceau se propage le long du grand axe du piege magnétique
(direction z).

La fréquence et ’amplitude du signal de sortie des VCO (Voltage Control-
led Oscillators, Oscillateurs commandés en Tension) des deux modulateurs
acousto-optiques donnent respectivement 'amplitude de la déflexion et 1’'in-
tensité du faisceau atteignant les atomes (on utilise en effet 'ordre 1 de
chaque modulateur, les autres ordres étant bloqués). Ces deux parametres
sont commandés par ordinateur. L’ordinateur principal controle la puissance
du signal de sortie: il détermine donc 'intensité du faisceau cuillére envoyé
sur les atomes. La fréquence est quant a elle déterminée a partir d’une carte
de conversion analogique-numérique (CNA) installée sur un deuxiéme ordina-
teur et possédant deux sorties indépendantes (une pour chaque VCO) et per-
mettant de programmer n’importe quelle rampe de moins de 32.000 points. Le
signal de déclenchement de cette rampe est donné par I'ordinateur principal
et une horloge externe (générateur de fonction Stanford) détermine le temps
séparant deux points de la rampe (fig. 3.2). Notons que dans ce dispositif
on ne peut créer de rampe durant plus longtemps que Ty = 32.000 X Texs-
Dans le cas d’'une fréquence de 100 kHz, ceci correspond a Ty, = 300 ms,
ce qui est relativement court.

Le faisceau dipolaire est issu d’une diode laser de longueur d’onde 850 nm,
donc désaccordée de 70 nm dans le rouge de la raie Dy du rubidium 87 créant
ainsi un potentiel attractif.

Le faisceau est nettoyé spatialement dans une fibre monomode avant de
passer dans les modulateurs acousto-optiques. Son profil transverse a été
mesuré dans les deux directions x et y (fig. 3.3) en fonction de la distance au
foyer z. On constate qu’il présente un léger astigmatisme (il ne converge pas
au méme point dans les directions x et y) probablement di au passage dans
les deux MAOs. Sa longueur de Rayleigh est zg = 1,3 mm, bien plus grande
que la taille du condensat (100 pum dans sa direction longue), ce qui permet
de négliger la divergence du faisceau au niveau des atomes.

La puissance maximale délivrable par la diode est, a I’entrée de la cellule
ou sont piégés les atomes, P, = 18 mW. Le taux d’émission spontanée
dans le piege dipolaire peut, s’il est trop grand, étre une facteur limitant
de l'expérience. On nomme énergie de recul, notée Egr ’énergie cinétique
absorbée par un atome initialement au repos lorsqu’il diffuse un photon laser
(cycle absorption - émission spontanée). Celle-ci vaut Ex = h*k2,,/2m, ol
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Fig. 3.2 — (a) Schéma de commande des modulateurs acousto-optiques.
La fréquence de sortie des VCOs est controlée par la carte de conversion
analogique-numérique (entrée F). La cadence de répétition de cette carte est
imposée par le générateur de fonction externe. (b) Exemple de séquence uti-
lisée dans lexpérience. Les cercles (i, ii, iii) représentent les positions suc-
cessives du faisceau dans le plan transverse (x,y). Si le temps Texy entre deuz
points est suffisamment court, les atomes ne percevront qu’un potentiel ins-
tantané moyenné (iv). Le temps Tey est imposé par l’horloge externe et la
rampe contient au mazimum 32.000 points.
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F1a. 3.3 — Profil du faisceau cuillére. Les rayons dans les directions z (o) ety
(A ) ne sont pas minimaux au méme point ce qui révéle un léger astigmatisme.
Le col et la longueur de Rayleigh extraits de ces courbes valent respectivement
wo = 20 um et zg = 1,3 mm. Ces deuzr valeurs sont compatibles avec la
relation zr = mwi /A, ou A =850 nm est la longueur d’onde lumineuse.

kopt est le vecteur d’onde d’un photon résonnant. Dans notre cas, cette énergie
vaut Er = 180 nK. Elle est donc de I'ordre de la température moyenne de
notre gaz apres refroidissement par évaporation et il faut veiller a ce que
la probabilité pour que se produise une diffusion reste faible sur toute une
expérience. Or le taux de pompage optique I'y, vaut:

3
oo TP

sp T 2 2°
4ISa.t 5Opt7Tw0

Dans cette expression, 1/Tqp; est la durée de vie radiative de I’état excité,
Iy Vintensité de saturation de la transition. dqp est le désaccord a résonance
défini par dopy = wr, —wa, 01 wy,/27 est la fréquence du laser et fiw, est I’écart
en énergie entre les niveaux 5512 et 5P5/5. Avec les chiffres proposées plus
haut, on aboutit & un taux d’émission d’un photon toutes les 10 s, ce qui ne
constitue pas une contrainte expérimentale sérieuse puisque, comme nous le
verrons plus loin, toutes les expériences que nous réaliserons s’étendent sur
des échelles de temps inférieures a la seconde.
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3.0.6 Centrage du faisceau dipolaire.

Viser avec un faisceau de 20 ym un objet faisant lui méme 4 ym et flot-
tant dans le vide peut paraitre une gageure, qu’il faut néanmoins relever pour
positionner correctement le faisceau dipolaire sur le condensat. Il y a en fait
deux critéres a vérifier: le premier est le positionnement transverse. Autre-
ment dit, il faut que le faisceau touche les atomes. La précision a atteindre
est alors de I’ordre du micron. Ce réglage est assez sensible et doit étre fait
quotidiennement.

Le second critere concerne le positionnement longitudinal. Il faut que le
plan focal du laser coincide avec le plan médian du condensat, de facon a
pouvoir bénéficier d’une intensité lumineuse la plus grande possible. Cette
condition est la plus facile a vérifier puisque, comme on I’a vu, la longueur
de Rayleigh est relativement longue (1,3 mm). Les deux alignements sont
réalisées a 1’aide de la seconde lentille du télescope qui a été montée sur vis
micrométrique de fagon & assurer un positionnement soigneux.

L’alignement transverse se fait en deux étapes: tout d’abord, on utilise
I'imagerie longitudinale pour placer grossierement le faisceau dipolaire sur le
pixel de la caméra CCD occupé par les atomes lorsqu’ils sont piégés. Chaque
pixel représentant 3 um au niveau des atomes, on affine ce premier positionne-
ment, en illuminant pendant 600 us les atomes dans le piege magnétique avec
le faisceau dipolaire a pleine puissance. Si le potentiel dipolaire est décentré
par rapport au piege magnétique, alors les atomes vont se mettre a oscil-
ler. On positionne donc le faisceau de facon a minimiser 'amplitude de ces
oscillations. Bien entendu, I'immobilité du centre de masse pourrait aussi
bien signifier que le faisceau dipolaire est tres loin des atomes. Cependant,
I’ajout du nouveau potentiel change la raideur du piege et provoque une os-
cillation du rayon du nuage. On est donc siir du centrage lorsque, d’une part
le nuage est immobile apres 'impulsion lumineuse, et que d’autre part son
rayon oscille notablement. Cette technique est efficace, puisqu’elle permet de
positionner le faisceau a un micron du centre du piege, la limite étant due
aux fluctuations de pointage du faisceau lui méme.

Le positionnement du foyer du faisceau nécessite quant a lui la réalisation
d’un piege optique dans lequel on transfere les atomes apres extinction com-
plete du piege magnétique. Ceci est possible car le faisceau est désaccordé
dans le rouge de la transition et le potentiel lumineux est attractif. Notons
que pour un col de 20 ym et une puissance de 20 mW, le décalage verti-
cal du centre du piege lié au poids des atomes n’est qu’'un cinquieme du
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Fia. 3.4 — Condensat de Bose-Einstein dans un piege dipolaire. L’image est
prise 10 ms apreés extinction du piege magnétique: on voit donc encore les
atomes trop chauds pour étre piégés dans le potentiel lumineux.

col [53]. Le faisceau est donc suffisamment puissant pour contrebalancer la
gravité. La figure 3.4 est une image des atomes dans le piege optique prise
selon la direction transverse. La profondeur du potentiel est relativement
faible (6,5 pK en présence de la pesanteur). La durée de vie du conden-
sat est donc considérablement réduite dans le potentiel dipolaire: seulement
quelques centaines de millisecondes, ce qui laisse cependant suffisamment de
temps pour y réaliser d’éventuelles expériences. Celle qui nous intéresse ici
est tres simple: si le point focal n’est pas correctement centré sur les atomes,
ces derniers vont, une fois transférés dans le piege dipolaire, se mettre a oscil-
ler dans la direction longitudinale autour du foyer?. En translatant la lentille
du télescope, on fait donc en sorte que la position des atomes soit la méme
dans le piege magnétique et dans le piege dipolaire.

2. En fait, en raison d’un réseau optique créé par la réflexion du faisceau dipolaire sur
les fenétre de la cellule, le mouvement est considérablement perturbé.
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3.1 Mesure des fréquences de piégeage.

3.1.1 La cuillere a atomes

La forme du potentiel dipolaire que nous allons utiliser en pratique est tres
simple?: nous nous contentons d’un potentiel harmonique anisotrope dans
le plan transverse (z,y) du piége magnétique, dont on fait tourner les axes
propres a une pulsation 2 autour du grand axe z (fig. 3.5-a). Ce potentiel
est créé en basculant le faisceau entre deux positions séparées d’une distance
d =~ 16 pym. La rotation est ensuite imprimée en déplacant progressivement
ces deux points sur un cercle (fig. 3.5-b). Cette configuration a été aussi
utilisée dans le groupe de MIT dans leur étude des modes de surface d’un
condensat [56]. Connaissant le nombre de points par période de rotation N,
et le temps 7y séparant deux points, on en déduit la période de rotation du
potentiel T = 2N, 7cx. Une fois la rampe programmée, on peut changer la
fréquence de rotation en modifiant simplement la fréquence du synthétiseur.

Si on suppose que le faisceau issu des modulateurs acousto-optiques est
gaussien, l'intensité en X, Y va s’écrire:

I(X,Y) = 20 (2070t 208 0aDfe) - (3)

Dans I’expression précédente, on a choisi ’'origine X = Y = 0 entre les
deux taches et 'axe Y est aligné sur la droite reliant leurs centres. La direction
longitudinale Z a été omise car, comme on 1’a vu plus haut, la longueur de
Rayleigh du faisceau est beaucoup plus grande que le condensat: on peut
donc négliger toute dépendance de I'intensité dans cette direction. Précisons
que, comme le potentiel est en fait en rotation, les axes X et Y dépendent
du temps et ne doivent pas étre confondus avec les axes du référentiel du
laboratoire, que 1’on a noté z et y (fig. 3.5-a)). Le potentiel dipolaire vu par
les atomes en présence du champ laser s’écrit [57]:

e 1 IX,Y)
8 60pt / 1ﬂopt I sat

On positionne les atomes au voisinage de X = Y = 0. Comme le rayon
transverse R, d’un condensat (R; = 4 um) est petit devant les tailles

Vaip (X, Y) = (3.2)

3. Ce faisceau servant a “touiller” les atomes, on le baptise ainsi familierement faisceau
cuillere.
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F1c. 3.5 - (a) : instantané du profil transverse du potentiel cuillére. Le fais-
ceau cuillére bascule entre deuz positions symétriques par rapport a l'aze z
et distants de d ~ 16 pum. b): position du centre du faisceau en chaque
point de la rampe générée par la carte CNA. La distance entre deux points
diamétralement opposés est d = 16 um. Le temps Te pour basculer d’un
point a 'autre est imposé par le synthétiseur externe.

caractéristiques d et wy du potentiel, on peut faire un développement de
I’équation (3.1) au voisinage de 0. A 'ordre 2 en X et Y, on trouve:

—d2/2w? 2 9 2 [d? 9
I(X,Y)%I()e 0 1——2X +—2 —2—1 Y“|.
Wy Wy \ Wy
En utilisant la formule (3.2), on constate que ’on peut écrire le potentiel
sous la forme générale:

2

Viin(X, V) = Viip (0, 0) + m;‘“ (ex X%+ ey Y?). (3.3)

ol €x et €y sont proportionnels & l'intensité Iy du faisceau dipolaire, et w, /27
est la fréquence transverse du pieége magnétique?. Dans la suite, on omettra
le terme constant Vg;,(0,0) du potentiel dipolaire.

Sauf dans le cas particulier o d = 0, on a ex # €y. De plus, comme
on a pris dopy < 0, on a toujours ex > 0 et ex > ey. On réalise donc par
la technique précédente un potentiel harmonique anisotrope dans le plan
transverse.

4. Cette définition, qui fait intervenir la fréquence du piege magnétique alors que le
faisceau lumineux en est indépendant, a pourtant sa raison d’étre puisqu’elle permet de
mesurer l'intensité des deux potentiels.
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Comme on ’a vu plus haut, la durée de vie dans le piege dipolaire seul est
beaucoup plus courte que dans le piege magnétique. De plus, la longueur de
rayleigh du faisceau étant importante, le confinement longitudinal du piege
optique est tres faible. Afin de garder les atomes suffisamment longtemps,
on travaillera donc dans toutes les expériences qui suivront dans un piege
magnétique, auquel on superposera le faisceau dipolaire qui sera en général
de faible puissance. Si on néglige dans un premier temps 1’anisotropie statique
transverse due a la gravité du potentiel magnétique (chap. 2), la somme des
deux potentiels s’écrit alors:

2
mw?i

V(X,Y,Z) =

mw? 2
(X*+Y?) + T”Z2 + %(exﬁ FeyV?),  (3.4)

ce que ’on écrira aussi:

2

mw
(X2-Y?) + T”ZQ, (3.5)

—2 —2
V(X,Y,Z) = %()@ +Y2) 4 el

et ou 'on a posé

w1 = wi2+ex +ey)/2
e = (ex — 6y)ﬂ.

La fréquence @, /27 s’interprete comme la fréquence moyenne transverse
du piége en présence de la cuillére, tandis que € est le rapport d’anisotropie,
avec € > 0 par notre choix des axes X et Y.

Notons que dans la limite ou le potentiel est faiblement elliptique, € peut
aussi s’écrire :

€Ex — €y
- 3.6
5 (3.6)

Q

3.1.2 Mouvement du nuage dans un potentiel harmo-
nique

Le comportement d’un condensat de Bose-Einstein dans le potentiel donné
par ’équation (3.5) en rotation est a priori compliqué a résoudre si on doit
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prendre en compte les interactions entre atomes - ce sera en fait l'objet
du chapitre suivant. Si on limite dans un premier temps nos ambitions a
I’étude du seul mouvement de son centre de masse, le probleme se sim-
plifie considérablement: en effet, d’apres le théoreme de Kohn généralisé
[58], la dynamique du centre de masse d’un ensemble de particules placées
dans un potentiel harmonique dépendant éventuellement du temps est tota-
lement découplée de I'évolution de la forme du nuage et se ramene en fait
au probleme de mécanique classique équivalent, et ce indépendamment de
I’existence éventuelle d’interactions entre atomes.

La démonstration de se théoreme est aisée. On part d’un hamiltonien a
N-corps de la forme

H=} (2m + SR Se (1) -Ri> +35 ;vmt(m - Ry),

2

ol Sgy est une matrice symétrique dépendant éventuellement du temps
représentant le potentiel de piégeage et Vi, est le potentiel d’interaction
inter-particules.

Les équations de Heisenberg pour les opérateurs position et impulsion
s’en déduisent immédiatement et ’on trouve :

dg _ B

" m

d ~ . PR
%Pz = _Sext : Rz - Z(V‘/;nt)(Rz - R’J)

J

Introduisons les variables du centre de masse f{G et i5G définies par:

_sz{z
N

i:\)G' = Zf)la

ou N est le nombre de particule du systeme.
Si on souhaite écrire les équations du mouvement pour ces variables, on
remarque que les termes d’interaction se simplifie en vertu de (VViy)(R; —

R¢
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f{j) = —(VVint)(f{j —R,) (ce qui n’est rien d’autre que le principe de I'action
et de la réaction). Il vient donc:

d ~ P,

“R, = ¢

dt ¢ m

9B, = S R
dt G — ext G-

On trouve donc pour I'évolution de (R¢) et (Pg) un systeme fermé de
deux équations identiques aux équations classiques du mouvement pour une
particule unique dans le potentiel extérieur. Dans toute la suite de ce chapitre,
on assimilera donc le mouvement du centre de masse du nuage d’atomes
(condensé ou non) a celui d’une particule classique isolée.

3.1.3 Instabilité du mouvement du centre de masse

Nous allons & présent nous concentrer sur le mouvement du nuage dans
un potentiel de la forme (3.5) tournant & une pulsation {2 autour de 'axe
(O, Z) (on rappelle que les axes z du laboratoire et Z du référentiel tournant
coincident) en nous intéressant plus particulierement a la question de la sta-
bilité des trajectoires atomiques. Pour résoudre ce probleme, il est utile de
passer dans le référentiel tournant a la pulsation 2 par rapport au laboratoire.
On voit que le potentiel Seyy y devient constant et égal a

mo? (1 + ¢) 0 0
0 mo2(1—¢€) 0 ,
0 0 mwi

au prix de l'ajout des forces d’inertie d’entrainement et de Coriolis. Les
équations du mouvement sont alors:

mi = —Sext T+ MmO X (R X1)—2mN X I.

On voit immédiatement que la projection du mouvement sur ’axe z n’est
pas affectée par les forces d’inertie. Dans cette direction, on aura donc comme
solution une oscillation & la pulsation wy. Dans le plan (X, Y"), on obtient en
revanche le systeme de deux équations linéaires couplées suivant :

X = —-(14+e-)X +207
V = —(1—e—02)Y — 20X,
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ol, pour alléger les notations, on a pris w; = 1, Q étant alors la valeur de Q
exprimée en unités de @, soit Q2 = Q J@w, .

Ce systeme étant linéaire, on sait que ses solutions s’écrivent sous la forme
d’une somme d’exponentielles de la forme

XO rt
(%)e

et ou ’exposant de Lyapunov r est donné par 'annulation du déterminant
associé au systeme différentiel, soit, en ’occurrence,

4201+ 0 + (1 -Q%)% - =0. (3.7)

On remarque que si ’'on pose x = r2, I’équation précédente se met sous la
forme P(x) = 0, ou P est un polynéme de degré 2. Le probléme de la stabilité
du mouvement se ramene donc a I’étude du signe des racines de P : sachant
en effet que 3.7 est bicarrée, si r est racine, alors —r I'est automatiquement.
Donc, si un tel r possede une partie réelle non nulle, cela signifie qu’il existe
une instabilité (car alors r ou —r aura une partie réelle strictement positive).
On a donc un mouvement stable si et seulement si toutes les solutions de
(3.7) sont imaginaires pures, condition équivalente a ce que toutes les racines
de P soient réelles négatives.

On vérifie tout d’abord que le discriminant P est toujours positif: les
racines seront donc réelles. De plus, leur somme vaut —2(1 + 22), qui est
toujours négatif. Il y a donc toujours au moins une solution en r imaginaire.
Pour avoir une instabilité, il faut donc que les deux racines en 72 soient de
signes opposés, ce qui revient a dire que leur produit soit négatif. Le critere
d’instabilité du mouvement s’écrit donc:

(1-0%)2—-€ <0,

ou, ce qui revient au méme,

wy < Q2 < wy.

Le mouvement du centre de masse est donc instable sur une bande de
fréquence comprise entre les deux fréquences propres du pieége tournant (fig.
3.6-a). Ce résultat peut paraitre surprenant. En effet, un raisonnement un
peu rapide aurait été de dire que lorsque ) > wy, 'énergie potentielle totale
(centrifuge+piégeage, la force Coriolis ne travaillant pas) ne présente plus
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F1aG. 3.6 — (a) :Plage d’instabilité du mouvement du centre de masse en fonc-
tion du parameétre d’anisotropie €. La largeur de la plage d’instabilité est
donnée par € lorsque celui-ci est petit (eq. (3.6)).(b): Schéma de la bifur-
cation vers le régime instable. Deux solutions de ’équation 3.7 sur ’aze iR
se croisent en 0 et donnent naissance 4 deuz racines sur l’azes réel (comme
I’équation est de plus bicarrée, ces deur racines sont opposées). Lorsque €
reste petit, la valeur propre instable reste proche de 0.

de minimum en 0, ou, autrement dit, la force centrifuge ’emporte sur la
force de piégeage. On devrait donc plutot s’attendre a une plage d’instabilité
s’étendant de wy & l'infini.

L’argument précédent est cependant faux, car des considérations énergé-
tiques ne permettent de conclure quant a la stabilité d’un systéme que dans
le seul cas d’'un espace des phases de dimension 2. Dans ce cas la donnée
de I'énergie caractérise en effet completement la trajectoire suivie. Dans des
espaces de dimension D plus grande, I’énergie ne spécifie qu’une hypersurface
de dimension D — 1 sur laquelle se trouve la trajectoire.

Dans le cas qui nous intéresse, le mouvement est stabilis¢é a “haute”
fréquence (i.e. Q > wy) par la force de Coriolis: plus la particule se déplace
rapidement vers ’extérieur du piege, plus la force de Coriolis courbe la tra-
jectoire vers I'intérieur. Cet effet est bien connu en mécanique céleste, ou ’'on
montre que cette méme force de Coriolis stabilise deux des cinq points de La-
grange d’un systeme binaire. Dans le cas du systéme Soleil-Jupiter ceci assure
par exemple la stabilité de ’amas des astéroides troyens [59]. Plus proche de
nous, dans le temps et 1'espace, c’est le méme genre d’effet qui autorise la
réalisation d’un piege de Penning, ou la force de Coriolis est remplacée par
la force de Lorentz [60].

L’instabilité que ’on vient de décrire est une instabilité paramétrique bien
connue en physique non linéaire [61] et analogue au mécanisme de mise en
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mouvement d’une balancgoire ou de I’encensoir de Saint-Jacques de Compos-
telle®. On sait que ces résonances surviennent lorsque la fréquence du forcage
est double de la fréquence propre de 'oscillateur. Or, dans le cas présent, le
potentiel redevient identique a lui-méme toute les demi-périodes de rotation
comme on le voit en écrivant le potentiel tournant, puisque ’'on a:

1 ~ -
Uz,y,t) = 5(:1:2 +97) + %(332 — y%) cos(2Qt) + exy sin(20t). (3.8)
La fréquence du forgage est donc double de la fréquence de rotation de la
cuillere, et la condition de résonance s’écrit alors:

20 ~ Q(DJ_,

soit apres élimination du facteur 2:

Q%(DJ_.

On retrouve bien que ’excitation va étre résonnante autour de @, .

Si on représente a présent le mouvement de r dans le plan complexe
lorsque I’on fait varier la fréquence €2 de rotation du potentiel, on constate que
I'instabilité se produit lorsque deux solutions imaginaires pures de ’équation
(3.7) se rencontrent en 0 et passent ensuite sur I’axe réel (fig. 3.6). En par-
ticulier, si wx et wy sont proches I'un de 'autre, ce qui revient a dire que €
est petit devant 1 (ce qui sera toujours le cas expérimentalement), r reste,
dans la région instable, proche de 0. On peut alors résoudre I’équation (3.7)
de facon perturbative, et ’on trouve alors qu’au centre de la bande instable,
(i.e. @ =@, ), le taux d’instabilité vaut :

€

Tmax = EWJ_-

On trouve de plus que les vecteurs propres (X, Yy) associés & rmax vérifient
dans cette limite Xy = Yj. Le centre de masse du nuage s’échappe donc dans
une direction fixée dans le référentiel tournant, a 45° des axes propres du

5. Dans ces deux cas, on change la fréquence propre d’un pendule. Sur une balangoire,
on change la position de son centre de masse en se penchant et en se relevant, alors qu’a
Saint-Jacques, les moines tirent périodiquement sur la corde maintenant l’encensoir de
facon a varier sa longueur. Dans le cas qui nous intéresse ce sont les axes du potentiel qui
sont modulés, mais le probléme reste formellement le méme.
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F1a. 3.7 — Pour Q = 1, lorsqu’une particule se déplace sur Uaze X =Y,
la force de Coriolis est neutralisée et ne peut plus courber la trajectoire si

T = Tmax-

potentiel. Dans le référentiel du laboratoire, le mouvement devrait donc étre
une spirale logarithmique divergeant a un taux rpay.

Cette direction se justifie rapidement en se souvenant que c’est la force
de Coriolis qui empéche le développement de l'instabilité. Placons nous de
nouveau a résonance, et imaginons que la particule se déplace le long de ’axe
X =Y. On notera respectivementp = v/ X? 4+ Y? et v la distance au centre et
la vitesse de la particule (fig. 3.7). Notons F la somme des forces de piégeage
et centrifuges. Ces projections sur les axes X et Y s’écrivent :

p_l P = —(1+e-MP)X
Tl F = —-(1-e-)Y

Si Q = 1, on voit immédiatement que sa projection F, la force selon z
est piégeante, alors que sa projection F selon y est expulsante. Sur I'axe
r = y et a résonance, ces deux composantes sont de plus de méme module
em? p cos(m/4). Une simple construction géométrique (fig. 3.7) montre alors
que F et la force de Coriolis sont paralléles et de sens contraire, et qu’elles se
compensent lorsque 2Qv = ew? p, & savoir v = rya,p- La trajectoire diverge
donc vers lextérieur du piége & un taux 7y, °.

6. Notons que I’accélération longitudinale est fourni par le fait que le vrai axe propre est
légerement incliné par rapport & X =Y, il y a donc une force résiduelle dans la direction
longitudinale.
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Ces résultats nous permettent une calibration expérimentale précise des
caractéristiques de la cuillere. En effet, en mesurant le domaine d’instabilité,
on a acces aux parametres ex et €y qui caractérisent le potentiel.

On a représenté sur la fig. (3.8) quelques résultats obtenus dans un piege
magnétique de fréquence transverse égale a 200 Hz. Si on laisse le potentiel
excitateur pendant un temps 7. fixé (50 ms dans le cas présent) et que 1’on
fait varier la fréquence de rotation de la cuillere, on observe bien une insta-
bilité du mouvement du centre de masse (fig. 3.8-a). Si on se place & présent
au maximum de cette courbe et que ’on fait varier le temps d’excitation,
la trajectoire expérimentale (fig. 3.8-b) décrit bien la spirale attendue. On a
également calibré ex et €y en fonction de la puissance P du faisceau dipo-
laire (fig. 3.8-c) en repérant les bords de la plage d’instabilité pour différentes
valeurs de la puissance du faisceau cuillere. Grace a cette calibration, on ob-
tient € = 0,12P(mW), alors, qu’avec les parametres wg et d de la cuillere,
on s’attendrait & ¢ = 0,09P(mW). Ces deux expressions sont relativement
proches 'une de 'autre, la principale source d’erreur provenant de la grande
sensibilité de € vis-a-vis de wy et d, € variant comme d?/w§ exp(—d?/2w3).

Notons pour finir qu’il existe une deuxieme résonance du mouvement du
centre de masse, au voisinage de Q = @, /2, excitée par un décentrage du
faisceau cuillere. Il ne s’agit pas d’une résonance paramétrique, mais d’une
résonance linéaire analogue a celle observée lorsque I’on force périodiquement
un ressort. Elle est donc moins intéressante, car elle ne nous permet pas
d’avoir acces aux parametres de la cuillere et nous ne la détaillerons donc
pas ici.

3.1.4 Instabilité en présence d’une anisotropie statique.

Nous avons vu au chapitre précédent que la symétrie de révolution du
potentiel magnétique n’était qu’approchée, et qu’il existait une légere ani-
sotropie dans le plan transverse due a la gravité. Cette anisotropie jouant
un réle crucial dans les mécanismes de mise en rotation du condensat, il est
nécessaire de pouvoir la quantifier le plus précisément possible.

Nous avons vu que le potentiel magnétique en présence de gravité s’écrivait :

2
mw, o

2 7
oll € est I’anisotropie statique (évaluée a 1%) et (x, y, z) désignent, rappelons-
le, les axes du référentiel du laboratoire, la verticale étant choisie selon (O, y).

2
Vmag - % ((1 + 65) z? —+ ((1 — 65) y2) +
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F1G. 3.8 — Calibration du potentiel dipolaire. (a) Plage d’instabilité du mou-
vement du centre de masse en fonction de la fréquence de rotation du po-
tentiel dipolaire. Le temps d’excitation est ici de 50 ms pour une puissance
de 600 uW. (b) Trajectoire du centre de masse au centre de la plage d’in-
stabilité. (c) Calibration des paramétres ex (M) et ey (o) en fonction de la

puissance de la cuillére. ex et ey sont évalués pour une fréquence de piégeage
w /27 =200 Hz.
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F1a. 3.9 — (a) Diagramme d’instabilité en présence d’une anisotropie sta-
tique. La bande d’instabilité paramétrique se scinde en trois parties centrées
respectivement sur w, et w, (1 + €/2). (b) Mesure de linstabilité du mou-
vement du centre de masse a faible puissance cuillére dans les directions
horizontales (trait plein) et verticales (pointillés). On constate la présence de
trois pics centrés respectivement en 170,25, 171,25 et 172 Hz. Ceci fournit
une valeur pour w, de 2m x 171,25 rad/s tandis que €5 =~ 0,01, proche de la
valeur attendue.

Il semble clair que cette anisotropie statique va s’opposer au développement
de l'instabilité décrite au paragraphe précédent. En particulier, si ¢ 2 ¢, le
domaine d’instabilité risque d’étre réduit.

Le calcul du nouveau domaine d’instabilité est beaucoup plus technique
que celui présenté plus haut en ’absence d’anisotropie statique. On en trou-
vera la démonstration dans ’appendice D et les résultats y figurant ont été
confirmés par des simulations numériques du mouvement des atomes [62]. On
en retiendra simplement le résultat final qui est que la bande d’instabilité est
coupée en trois domaines lorsque € < ¢ et que les deux bandes latérales sont
centrées sur les fréquences du pieges magnétiques w, (1 +¢/2) (fig. 3.9-(a)).
Dans la bande centrale, le centre de masse est instable a la fois dans les di-
rections x et y, alors que les bandes latérales correspondent a des instabilités
respectivement dans les directions z (au voisinage de w, (1 + €/2)) et y (au
voisinage de w, (1 — €/2)).

L’observation expérimentale, en excitant avec un faisceau dipolaire de
faible puissance, de ces trois bandes permet donc une caractérisation de
'anisotropie statique. Le graphe de la figure 3.9-(b) montre une courbe de
résonance du mouvement du centre de masse. La valeur trouvée pour ¢ est
de 1%, proche de celle calculée au chapitre précédent.
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3.2 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre I’outil essentiel qui nous servira pour
manipuler nos condensats de Bose-Einstein, a savoir un faisceau dipolaire
tres désaccordé que ’on peut utiliser pour créer des potentiels de géométrie
quelconque.

Le potentiel optique que nous utiliserons dans toute la suite est relative-
ment simple: il s’agit d’un potentiel, en premiere approximation harmonique,
et anisotrope dans le plan transverse du piege magnétique. Ce potentiel est
de plus susceptible de tourner a n’importe quelle fréquence de rotation.

Comme premiere application de ce dispositif, nous avons vu qu’il per-
mettait d’exciter un certain nombre de résonances du mouvement du centre
de masse du nuage atomique. Leur position permet de calibrer aussi bien le
piege magnétique que le potentiel cuillere.

Dans des expériences futures, ces pieges optiques peuvent plus généralement
avoir l'intérét de permettre la capture de toutes les composantes de spin des
atomes, ouvrant ainsi la voie a une physique des plus riches comme ’ont déja
révélé les travaux réalisés sur ’>He dans sa phase superfluide [63].
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Chapitre 4

Excitations élémentaires d’un
condensat de Bose-Einstein

4.1 Théorie de Bogoliubov

4.1.1 Transformation de Bogoliubov

Comme I’a montré Landau [5], la structure du spectre d’excitation d’un
fluide quantique est la source de l'explication de la superfluidité. Dans ce
chapitre nous allons donc décrire des techniques assez générales introduites
pour la premiére fois par Bogoliubov [?] pour décrire un condensat homogene
puis étendues par de Gennes [64] dans le cas général, avant de les appliquer
au chapitre suivant au cas particulier du potentiel harmonique.

Considérons un condensat initialement dans son état fondamental ca-
ractérisé par une fonction d’onde macroscopique . Nous avons vu au cha-
pitre I que I’évolution de I'opérateur champ en représentation de Heisenberg
était donnée par I’équation (1.14) dont nous rappellons ici la forme générale :

2
125 (5,1) = 0T+ U@ T 4+ 07 ()T ),

ol nous avons pris x4 comme origine des énergies. Au premier chapitre nous
avions posé U = /Nty + 0¥ et nous avions développé I'équation (1.14)
a 'ordre dominant en vy. Poussons cette fois-ci le développement a 'ordre
supérieur afin de trouver I’évolution des fluctuations de I'opérateur champ:
le terme non linéaire introduisant un couplage entre ¥ son adjoint, nous
obtenons un systéme linéaire d’inconnues U et §U de la forme:
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. 5 5
zh@t ( 6\/1\!T ) :EGP ( 6{1}1- ) )

lopérateur Lgp s’écrivant
G

Lop = ( ho + 29N [o[? gNyg >
—gN(5)>  —ho — 29N |th|?
et oll nous avons par ailleurs posé hg = —h?/2mV? + U — p.

__Le systéme étant linéaire, on commence par le résoudre dans le cas ou
0V n’est pas un opérateur, mais un nombre. L’étude des modes d’excitation
du condensat se raméne donc a la recherche des vecteurs propres (ug, vg) de
Lgp et vérifiant I’équation :

Uk _ Uk
() -0 ()

L’opérateur champ s’écrira alors par la suite:
U(r,t) = Z g (r)bpe ™™ + v,:(r)?blei“’kt, (4.1)
k

le passage de T 2D étant baptisé transformation de Bogoliubov .
Si on impose aux fonctions (uy, vx) la condition de normalisation :

/ (upufy — vgv) d°r = Spp,

alors les opérateur ZL et Zk s'interpretent comme les opérateurs création et
annihilation du mode k et satisfont la relation de commutation :

[Bk,m = G

En premiere aproximation, on peut considérer ces excitations comme
étant indépendantes. En effet, si 'on développe le hamiltonien a 1'ordre 2
en dU, et qu'on le récrit en terme de b et bf, alors on trouve:

1. Notons cependant que Lgp n’étant pas hermitien, il n’est en fait pas diagonalisable.
La décomposition de Bogoliubov n’est donc pas exacte car il faut en plus prendre en
compte 'existence de modes anormaux [65].
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ﬁ = Eo + Z hw;@l@m (42)
k

ol FEjy est un simple nombre.

Le vide de ces excitations correspond au condensat a température nulle. Il
faut cependant bien noter que ) _, ! bk ne correspond pas au nombre d’atomes
en dehors du condensat. Cette dlﬁerence s’illustre aisément dans le calcul de
la déplétion quantique, c’est-a-dire la fraction condensée a température nulle
dont on a noté brievement au chapitre 1 qu’elle n’était pas de 100% en
présence d’interactions.

En effet, dans I’état fondamental le nombre total d’excitations est nul. Le
nombre d’atomes dans la fraction non condensée vaut en revanche:

SN = /qﬁ\p Zm\? (4.3)

Cette somme peut étre calculée exphcltement dans le cas du gaz homogene
(que nous traiterons ci-dessous) et I’on trouve alors [66]:

ON 8 [na®

N 3V n’
résultat auquel nous avions déja fait allusion au premier chapitre et qui donne
le critere de validité de la méthode de Bogoliubov: pour que les fluctuations
du champ restent faibles, il faut que le parametre (na®)'/? soit petit devant
12.

Il est intéressant de constater qu’a haute énergie (hwy > u), lorsque 1’on
peut négliger les termes proportionnels & g dans Lgp, le couplage entre les u
et les v disparait et on se retrouve avec une équation d’onde de particule libre,
avec en particulier v &~ 0. Dans cette limite les quasi-particules s’identifient
donc a de vraies particules.

4.1.2 Formulation hydrodynamique

Les équations d’évolution pour le champ moyen v et I'opérateur champ
¥ sont formellement les mémes, a ceci pres que dans un cas l'inconnue est

2. Notons cependant qu’a température non nulle les modes de Bogoliubov sont thermi-
quement excités: les fluctuations thermiques s’ajoutent aux donc aux fluctuations quan-
tiques de point zéro décrites par la déplétion quantique. Dans la limite ou kT > u, le
petit parametre de la théorie est (na®)'/?kgT/u [67]
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un nombre et dans 'autre un opérateur. Il est donc possible de trouver les
fonctions uy et v, de Bogoliubov en linéarisant I’équation de Gross-Pitaevski
(1.15). Or, comme on l'a vu au premier chapitre, la transformation de Ma-
delung permet d’exprimer la fonction d’onde macroscopique en fonction de
la densité n et sa phase 6. Nous pouvons chercher comment formuler ce qui
précede en termes de ces deux variables. Posons pour cela:

n = nyg+on
0 = 0+ 00.

La équations hydrodynamiques (1.24) et (1.25) linéarisées dans ’approxi-
mation de Thomas-Fermi se rameénent & une forme particulierement simple
dans le cas ou le condensat est initialement au repos (i.e. Vfy = 0) puisque
I’'on a alors:

gon = —ho,00

d7on = %V (noVén) (4.4)

On constate immédiatement que la seconde équation ressemble a une
équation d’onde (a ceci pres que ng peut éventuellement dépendre de la po-
sition).

4.1.3 Stabilité du condensat

L’étude du spectre de Bogoliubov permet d’étudier la stabilité du conden-
sat. Ceci sera particulierement utile lorsque nous discuterons plus loin le
mécanisme de nucléation des vortex. Il existe dans notre cas deux classes
d’instabilités que nous allons brievement présenter dans ce paragraphe.

Si on développe autour d’une fonction d’onde )y état stationnaire de
I’équation de Gross-Pitaevski, la non-hermiticité de Lqp fait que les wy ne
sont en général ni réels ni positifs.

La premiére cause d’instabilité consiste a avoir Im(wy) > 0 pour un certain
k. Ce mode est alors instable car ses fluctuations divergent exponentiellement.
On parle dans ce cas d’instabilité dynamique: la moindre perturbation autour
de I’état propre 1)y est amplifiée.
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F1G. 4.1 — Diagrammes de Feynman décrivant les interactions entre quasi-
particules. On associe Hi(n?’t) et a Hi(n? des diagrammes a 3 et 4 branches
respectivement.

Un second type d’instabilité peut se produire lorsqu’il existe des énergies
négatives dans le spectre de Bogoliubov. En effet, si le systeme est a I’équilibre
thermodynamique, les états de basse énergie sont favorablement peuplés. Or,
en présence d’une valeur propre négative, le spectre d’excitation du condensat
n’a plus de minimum : ces états d’énergie négative se peuplent donc thermi-
quement et déstabilisent in fine le condensat. On parle dans ce cas d’insta-
bilité thermodynamique.

Notons que I’état fondamental du systeéme est toujours stable dynamique-
ment et thermodynamiquement. Dans ce cas, le nombre d’excitations dans
chaque mode est simplement donné par la statistique de Bose-Einstein d’un
gaz parfait, car, comme on I’a vu, les excitations se comportent a I'ordre le
plus bas comme des particules sans interactions mutuelles. On a donc a la
température 7':

1
eﬁwk/kBT — 1’

(biby) =

ou () désigne la valeur moyenne thermodynamique. Notons que I'on a pris
un potentiel chimique nul pour ces excitations car leur nombre n’est pas
conserve.
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4.1.4 Durée de vie des excitations

Nous avons montré en nous limitant a un développement a ’ordre 2 du ha-
miltonien a N-corps que les excitations de Bogoliubov étaient indépendantes.
En fait, si ’on prend en compte le hamiltonien complet, celui-ci introduit des
interactions entre quasi-particules. En effet, le hamiltonien complet se met
sous la forme:

ﬁ = EO + Z hwk/b\{b\k + ?[inta
k
ou l'on reconnait le hamiltonien “libre” déja vu a ’équation (4.2), auquel on
a ajouté le terme d’interaction

~

Hi = g / (2%*5@*5@5@ + b UTETTET + 5@*5@*5@5@) dPr

On constate que Hmt possede des contributions d’ordre 3 et 4 en 5 que

I’on notera respectivement Hl(nt) et Hui) Réécrits en terme des opérateurs b

et ?)\T, on peut se les représenter comme des interactions entre quasi-particules
dont les vertex posséderaient 3 ou 4 branches (entrantes ou sortantes) (c.f.
fig. (4.1)).

Dans ce qui suit, on se restreindra a I’étude des effets introduits par Hl(nt)
uniquement. Supposons par exemple que I'on a créé dans un condensat une
forte excitation (i.e. avec de nombreux quanta) d’un mode donné wy. Deux
mécanismes distincts vont contribuer a I’amortissement linéaire de ce mode.

Le premier est ’amortissement de Beliaev [68]. C’est 'analogue de la
conversion paramétrique en optique non linéaire: un quantum d’excitation
d’énergie hw, se désintegre en deux quasi-particules d’énergies respectives
hwy et hwl (fig. 4.2-a). On représente schématiquement ce processus par
“I’équation bilan” :

o, !
Wy = Wy + ws.

Si le spectre est discret, ce processus est cohérent et 1’on observe donc
des oscillations de Rabi entre les deux états, comme cela a été observé dans
le groupe d’Oxford [69]. En revanche, si le spectre est continu, le processus
devient irréversible et ceci se traduit par une durée de vie finie de ’excitation
Wy-
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(a) W, (b) o,
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F1G. 4.2 — Représentation diagrammatique de l’amortissement de Beliaev (a)
et de Landau (b). Dans les deux cas on note wy le mode s’amortissant. Pour
le mécanisme de Landau, le mode w, est excité thermiquement.

Le second mécanisme, dit amortissement de Landau, ne se produit qu’a
température non nulle. En effet, celui-ci correspond a I’absorption de I'excita-
tion wy par une quasi-particule thermiquement excitée w; selon le processus
représenté sur la figure (4.2-b) et que 1’on peut écrire:

Wy + W1 = wo.

En pratique, les taux d’amortissement correspondant a chacun des deux
mécanismes sont calculés en utilisant simplement la Regle d’Or de Fermi [70]
et 'on montre que, suivant le domaine de température, 'un prédomine sur
'autre3. Ainsi, & basse température (plus précisément pour kT < ) c’est le
processus Beliaev qui I’emporte, puisque le nombre d’excitations thermiques
est faible. En revanche pour kgT >> u, c’est 'amortissement de Landau qui
prédomine.

Notons pour finir que lorsqu’un mode est fortement excité, il peut se
produire des transferts non-linéaires vers d’autres excitations. Ces canaux de
désexcitation non linéaires ont été étudiées par [71].

3. A la restriction que, dans un piege, d’éventuelles régles de sélection peuvent fer-
mer certains canaux de désexcitation. Ainsi, comme on ’a vu au chapitre précédent, le
mouvement du centre de masse n’est jamais amorti dans un piege harmonique.
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4.2 Exemple du condensat homogene

Le cas du condensat homogene est particulierement instructif. Il est tout
d’abord, du fait de sa simplicité, traitable exactement et fournit donc une
illustration concrete des développement précédents. Ensuite, ce modele va
pouvoir partiellement s’appliquer a la géométrie de piege que nous utili-
sons dans l’expérience car, comme nous l’avons vu au deuxiéme chapitre,
le condensat est tres allongé: on pourra donc imaginer qu’il est en fait libre
dans sa direction longue. Pour finir, nous verrons au chapitre VI que c’est la
structure du spectre du gaz homogene qui explique le caractere superfluide
de I’hélium II.

En I’absence de confinement extérieur, la densité ny au repos est uniforme
et vérifie gng = p. Si 'on cherche les vecteurs propres de Lgp sous la forme
d’ondes planes de vecteur d’onde k, on voit que ceux-ci sont solution de:

U ﬁ2k2+ U
() = (et ) (),
Vg — U _Qm_'u’ Vg

Les valeurs propres wy, s’en déduisent immédiatement et 1’on trouve :

o pk? h*k?
=—11 .
kT ( * dmp

Ce spectre, représenté sur la figure (4.3), est particulierement simple a
interpréter dans ses branches haute et basse énergie. Dans la région haute
fréquence, pour hw > i, on obtient la relation de dispersion d’une particule
libre, & savoir hwy, ~ A%k?/2m. Comme on s’y attendait, les quasi-particules
se comportent dans cette région du spectre comme des particules libres.

La région basse fréquence est la plus intéressante car, comme nous le ver-
rons plus loin, c’est elle qui détermine le caractere superfluide du condensat.
Dans le domaine fuv < p, on trouve une relation de dispersion linéaire (on
parle aussi de branche de phonon). On a en effet:

W = ﬁk‘
V m

La vitesse du son ¢ associée vérifie mc? = u. Ce comportement 3 basse
énergie s’interprete aisément dans le cadre de la description hydrodynamique
présentée a la fin du premier chapitre. On sait en effet qu’en hydrodynamique
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Fia. 4.3 — Spectre de Bogoliubov d’un condensat homogéne (trait plein). A
haute fréquence on retrouve le spectre d’une particule libre et la région basse
fréquence est caractérisée par une branche de phonons dont on a représenté
en pointillé le comportement asymptotique. £ désigne la longueur de relaxa-
tion introduite au premier chapitre.

classique, les ondes de compression se propagent a une vitesse cg,, donnée
par:

2 . 1

son — )
PoXs

ol pp est la masse volumique a I’équilibre et yg est la compressibilité isen-
tropique. En utilisant 1’équation d’état P = gp®/2m?, on trouve que x5 vaut
simplement :

C

m 1m
Xs=—%5 = ——,
apy  Po U

2 _

car 1 = gng = gpo/m. On trouve bien en définitive mcy,, = p.

4.3 Conclusion

La méthode de Bogoliubov-de-Gennes que nous avons présentée dans ce
chapitre donne acces au spectre d’excitation d’un condensat de Bose-Einstein.
Nous avons pu calculer exactement ce spectre dans le cas du condensat ho-
mogene, ol la branche basse fréquence présente une relation de dispersion
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linéaire de la forme w = ck compatible avec le résultat attendu a partir de
I’hydrodynamique classique.

Au chapitre qui va suivre, nous allons étendre ces résultats au cas d’'un
nuage piégé. Bien entendu, nous ne pourrons plus résoudre exactement le
probléme mais nous verrons que dans le cas d’un potentiel harmonique il est
néanmoins possible d’obtenir un certain nombre de résultats approchés que
nous vérifierons expérimentalement.
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Chapitre 5

Modes d’excitations d’un
condensat piégé

Les techniques développées au chapitre précédent sont tres générales et
permettent a priori de trouver dans n’importe quelle situation le spectre d’un
condensat. Bien entendu les calculs analytiques sont irréalisables dans la plu-
part des cas. Cependant, si le nuage évolue dans un pieége harmonique, le po-
tentiel est d’'une forme suffisamment simple pour que les modes d’excitation
puissent étre calculés exactement. On peut méme dépasser 'approximation
linéaire et étudier analytiquement des régimes dans lequel le condensat est
tres fortement perturbé.

5.1 Spectre d’un condensat piégé

5.1.1 Formulation hydrodynamique

On considere un condensat de Bose Einstein piégé pans un potentiel har-
monique de pulsations propres w;—, , , analogue a celui décrit au chapitre II.
On sait qu’au repos la densité ny possede un profil parabolique que I’on peut
mettre sous la forme:

.T2 yZ 22

Le condensat étant initialement au repos, on peut utiliser la formule sim-
plifiée 4.4 pour trouver le spectre de Bogolubov. Rappelons que cette equation
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s’écrit :
026m = %v (noVon) (5.1)

Si on cherche des solutions de cette équation sous la forme én = dnye™*t,
alors on doit avoir:

—widny, = %V (noVény)

La densité ng étant un polyndéme de degré 2, on constate que si on choi-
sit dn sous la forme d’un polynome de degré p alors les deux membres de
I’équation précédente sont eux aussi des polynomes de degré p. On peut
donc chercher les fonctions propres du spectre de Bogolubov sous la forme
de polynomes.

5.1.2 Cas particulier : le piege cylindrique

Dans le cas qui nous intéresse expérimentalement, on sait que le piege
utilisé est de symétrie cylindrique, la fréquence de piégeage w)/27 selon I'axe
de symétrie étant beaucoup plus faible que celle dans le plan transverse. On
peut donc a la limite considérer ce piege comme un cylindre parfait, dans
lequel les atomes seraient libres! dans la direction z (c’est-a-dire la direction
de ’axe de symétrie) et confinés dans la direction transverse par un potentiel
de fréquence propre w, /27. On posera par la suite R, = R, = R, le rayon
transverse du condensat au repos.

On peut dans ce cas chercher dny sous la forme x| (r))e"? ou r . désigne
la projection sur le plan (z,y) du vecteur position. La fonction y, vérifie
alors I'équation :

2
g aqq
—wpX L = EVJ_(”'OVJ_XJ_) — o ToXL

Si on prend comme unité de longueur le rayon transverse du conden-
sat au repos, on constate que I’équation précédente ne dépend plus d’aucun
parametre et s’écrit :

wl% 1 2 7 2
——Xe = V(1 =7r)Vixe) — 51 —7L)x (5.2)
wi 2 2

1. Remarquons que dans le cas plus réaliste d’un piégeage harmonique dans la troisieme
dimension, il est possible de calculer les modes propres de plus basse énergie [72].
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F1a. 5.1 — Modes transverses de basse énergie. (a): m, = 0, mode de res-
piration.(b): m, = +1, oscillation du centre de masse; (c): m, = +2, le
condensat est elliptique. L’ellipticité est constante et tourne avec une vitesse
angulaire Wy, —1o ; (d) : superposition linéaire des modes m, = +2. L’ellipti-
cité oscille dans le temps, mais les axes propres gardent une direction fize.

On pose wy = wg, (g), ou k; désigne les nombres quantiques relatifs au
mouvement transverse du condensat, et on commence par étudier le cas ou
g = 0. Dans ce cas, on est ramené a la recherche du spectre d’un conden-
sat bidimensionnel qui a été étudié dans [72]. L’invariance par rotation du
probléeme amene a poser

xi(ry) =e"™?R (r1),

ou m, est un nombre entier caractérisant la multipolarité de I’excitation et
r. et ¢ désignent les coordonnées polaires de r;. Si on cherche comme an-
noncé les fonctions R, sous forme polynomiale, on montre que R, (r.) =

TTL"Q 1(r1), avec @, polynéome de degré p > 0, et la fréquence propre as-
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sociée vérifie alors:

wi, (0)? = wl (2p + |m,| + 2p|m.| + 2p°),

Les modes de plus basse fréquence sont les suivants (fig. (5.1)):

e m, = +0, p = 1: mode monopdélaire. C’est le mode de “respiration” du
condensat, c’est a dire d’oscillation de son rayon. Sa pulsation propre vaut
2w, (fig. (5.1)-a).

e m, = +1, p=0: mode dipdlaire. C’est le mode d’oscillation du centre
de masse, de pulsation w, , déja amplement étudié au chapitre 3 (fig. (5.1)-b).

e m, = +2, p = 0: mode quadrupolaire, de pulsation wy,,—1o = V2w,
identiques par symétrie par renversement du temps. Ce sont les modes d’oscil-
lation de l’ellipticité. Le mode m = +2 correspond a un condensat d’ellipticité
transverse constante tournant dans le sens positif (négatif pour m, = —2). Le
facteur de phase de la fonction d’onde s’écrivant e#(29—w+2t) = i2($—wx2t/2) 5
vitesse de rotation des axes principaux du nuage vaut donc w.o/2, soit dans
le cas présent /2w, /2 (fig. (5.1)-c). Une superposition & poids égaux de ces
deux modes correspond & une ellipticité oscillant a axes fixes (fig. (5.1)-d) a
la pulsation V2w, .

e Plus généralement, notons que les modes |m,| > 2, p = 0 ont une pul-
sation propre /|m,|w,. Comme précédemment, celle-ci est identique pour

m, et —m,. La variation de densité vaut dn o T‘Lmz|. Elle est donc toujours
nulle au centre du nuage. La perturbation est donc localisée sur les bords du
condensat et I'on parle alors de mode de surface.

Pour ¢ # 0, on ne peut pas réaliser le calcul exactement. On peut ce-
pendant remarquer que lorsque ¢ est suffisamment petit, on peut traiter le
dernier terme de ’équation (5.2) en perturbation. On trouve alors, a ’ordre

le plus bas:
2 2
(0) Wy ) (qRy)
w ~w 1+« .
. (Q) b ( * (wa_ (0) 4

Dans cette expression o désigne I'intégrale de recouvrement:

- wP
LT TRl wP

avecu=r,/R,.
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F1a. 5.2 — Spectre d’excitation d’un condensat dans un piege cylindrique dans
le régime de Thomas-Fermi (a) et dans le régime du gaz parfait (b). On
a représenté les branches de plus basse énergie. En présence d’interactions
entre atomes la dégénérescence des modes monopolaire et quadrupolaire est
brisée et la branche de basse énergie m, = 0, p = 0 possede une relation de
dispersion linéaire (phonons).

En plus de ces branches se raccordant sur des fréquences non nulles a
g = 0, 'invariance du probleme par translation dans la direction z impose
I’existence de modes de Goldstone tendant vers 0 en ¢ = 0. Cette branche
est 'analogue unidimensionnel de la branche de phonons mise en évidence au
chapitre précédent. Pour calculer la relation de dispersion de cette branche,
on peut se fier & un simple argument hydrodynamique [73]: on trouve alors
que la vitesse du son s’écrit :

2
mcCy,, = gno,

ol ngy désigne la valeur moyenne de la densité dans le plan z, y. Cette branche
de phonons a été explorée expérimentalement dans le groupe du MIT [74].
L’allure du spectre complet a été représentée sur la figure (5.2), olt on le
compare a celui obtenu en ’absence d’interactions entre atomes. Les fréquences
propres de ce dernier sont bien connues puisqu’elles s’écrivent simplement
wi = (m, + 2p)w, + hg?/2m, ol p est un entier positif ou nul. La principale
différence entre les deux spectres est la forme de la relation de dispersion a
énergie nulle: celle-ci est linéaire en présence d’interactions et quadratique
dans le cas contraire, comme on ’a déja vu au chapitre précédent. On re-
marque aussi la levée de dégénérescence entre les fréquences du monopole et
du quadrupdéle en présence d’interactions: la symétrie SU (D) caractéristique
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d’'un gaz parfait dans un piége harmonique isotrope en dimension D est en
effet brisée par la présence des interactions?.

Rappelons pour finir que les relations obtenues ici ne sont valables que
dans 'approximation de Thomas-Fermi. Lorsque 1’énergie d’un mode devient
de 'ordre du potentiel chimique, celle-ci n’est plus valable et a la limite
wg > 1, on doit retrouver le spectre d’un gaz sans interactions [75].

5.1.3 Vérification expérimentale

La cuillere présentée au chapitre 3 est particulierement propice a I’étude
des modes transverses du condensat. En effet, dans la configuration a deux
taches, elle introduit a la fois une anisotropie et un changement de raideur du
potentiel. La premiére permet d’exciter le mode quadrupolaire alors que le
seconde, en changeant la taille du condensat, permet de sonder le monopole.
A cela, il faut bien entendu ajouter la possibilité d’exciter le mouvement du
centre de masse comme cela a déja été vu en détail. La longueur de Rayleigh
du faisceau étant tres grande devant la taille du condensat dans la direction
z, on pourra supposer que les modes longitudinaux ¢ # 0 ne sont pas excités.
Si on complique la forme du potentiel, il est par ailleurs possible d’exciter des
modes d’ordre supérieur, m, = 3 et m, = 4 (voir [56]). L’étude qui va suivre
est complémentaire des résultats déja obtenus sur les modes longitudinaux
dans d’autres groupes [77, 76].

La séquence expérimentale est la suivante: on prépare un condensat par
refroidissement évaporatif, puis on allume le potentiel excitateur pendant
un temps texe = 1 ms. Dans l'expérience qui nous concerne actuellement,
soulignons que les axes du potentiel dipolaire sont fizes (ceci revient a prendre
la vitesse angulaire de rotation 2 de la cuillére égale & 0). On laisse ensuite
le nuage évoluer un temps t.s. variable apres quoi on ouvre le piege pour
observer les atomes. Des images du condensat, on tire les valeurs de R, et
R,, rayons principaux du nuage. Apres plusieurs acquisitions pour des temps
tosc variables, on peut reconstruire 1’évolution de ces deux quantités.

Sur la figure (5.3), on a représenté 'évolution de R2 + R? et R2 — R?, ca-
ractéristiques du quadrupole et du monopole. Dans le cas du quadrupdle, on
excite a la fois m, = £2 car la cuillére est immobile. L’évolution de l'ellipticité
est donc analogue & celle décrite sur la figure (5.1-d). Les fréquences extraites

2. On peut également interpréter la branche de phonons comme une brisure de I’inva-
riance galiléenne imposant une relation de dispersion quadratique en impulsion: il existe
en effet un référentiel privilégié, celui ou le condensat est au repos.
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F1a. 5.3 — Evolution d’un condensat apres excitation par le potentiel cuillére
dans un potentiel magnétique de fréquence radiale w, /2m = 124 Hz. (a)
séquence de profils de densité. Deux images successives sont séparées de 1 ms.
On observe les modes m,=0 (oscillation du rayon moyen), m,=1 (oscilla-
tion du centre de masse) et m, = 2 (oscillation de Uellipticité). On a tracé
les évolutions de R, + R; (b) et Ry — R (c) caractéristiques de I’évolution
du monopdle et du quadrupoéle. Les carrés B sont les points erpérimentaur
et les lignes pointillées représentent le résultat d’ajustement par un sinus
amorti exponentiellement. On trouve expérimentalement pour les fréquences
d’oscillation Wmeno/W1 = 1,98 et Wquaa/w1 = 1,42, relativement proche des
valeurs attendues (2 et \/2 respectivement). Notons que la durée de vie du
monopdle est beaucoup plus grande que celle du quadrupdle. La température
de l’échantillon est ici de 100 nK.
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FIG. 5.4 — Evolution du tauz d’amortissement I'y,. des modes monopélaires
(a) et quadrupdlaire (b) avec la température. Le facteur de qualité du mo-
nopéle atteint a basse température une valeur de wWmono/'mono ~ 300.

des ajustements donnent respectivement wpyeno/wi = 1,98 et wquad/w 1=
1,42, valeurs tres proches de celles prédites par les équations hydrodyna-
miques, & SAVOIr Wiono/W1 = 2 €t Wauad /w1 = V2 ~1,41.

On remarque de plus que les oscillations sont amorties comme on ’a vu
au chapitre précédent. Notons que, pour les températures les plus froides,
on a u =~ kg1 de sorte que les deux mécanismes, Landau et Beliaev, sont
probablement présents. Un point remarquable est que le monopole possede
une durée de vie bien supérieure & celle du quadrupéle (fig. (5.4-b)). Cette
quasi absence d’amortissement est probablement due a la géométrie du piege.
On montre par exemple que si I’on considére un gaz bidimensionnel piégé dans
un potentiel harmonique isotrope, alors I'existence d’une symétrie d’échelle
non triviale impose au monopodle de n’étre jamais amorti, quelle que soit la
température, que sa pulsation reste constante égale a 2w, [78]. Expérimenta-
lement, le condensat évolue dans un potentiel quasi-cylindrique: on est donc
dans une situation proche du cas bidimensionnel. La longue durée de vie du
monopole pourrait donc étre un signe de cette quasi symétrie.

5.1.4 Un effet surprenant

On a vu au chapitre 3 qu’une particule isolée placée dans un potentiel
harmonique tournant a la pulsation {2 = w, subissait une instabilité pa-
ramétrique la chassant du piége dans la direction X = Y (on rappelle que les
directions X et Y désignent les axes propres du potentiel tournant). Un gaz
parfait étant une simple collection de particules indépendantes, on s’attend
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F1G. 5.5 — Evolution du rayon (a) et de Uellipticité (b) d’un nuage d’atomes
froids dans un potentiel tournant a la pulsation Q0 = w,. Dans le cas d’un
nuage non condensé (o), les interactions sont négligeables et le nuage ezx-
plose tout en devenant elliptique. En revanche, les interactions répulsives (o)
maintiennent la cohésion d’un condensat.

donc a ce que celles-ci s’échappent toutes dans cette direction, faisant ainsi
exploser le nuage. Au fur et a mesure que 'instabilité se développe, le nuage
devient de plus en plus elliptique (fig. (5.5)).

Si on rajoute a présent des interactions répulsives, on s’attendrait a
avoir une explosion encore plus rapide du condensat. Expérimentalement
on constate exactement le contraire: pour 2 = w,, le nuage garde sa forme
ronde (fig. (5.5))!

En terme d’excitations élémentaires, cette instabilité s’explique dans le
cas du gaz parfait par une excitation résonnante du mode quadrupolaire. En
effet, le potentiel cuillere transporte un moment cinétique +2A du fait de sa
symétrie. Il peut donc exciter 1’état fondamental du condensat vers le mode
quadrupolaire. De plus, on a vu que le potentiel tournant oscillait a la pul-
sation 290 (eq. 3.8). Le mode quadrupolaire ayant en I’absence d’interactions
pour fréquence 2w, la cuillere est résonnante pour {2 = w, a savoir au ni-
veau de la résonance du centre de masse. Dans le régime de Thomas-Fermi,
cette résonance est décalée au voisinage de Q ~ /2w, /2 et I'excitation non
résonnante de ce mode quadrudlaire par une cuillére tournant a w, est donc
néligeable.
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5.2 Excitations non linéaires

5.2.1 Invariance d’échelle

Lorsque la perturbation imposée au condensat est trop importante, par
exemple lorsque I'on force un mode a sa fréquence de résonance, I’approxima-
tion linéaire faite plus haut n’est plus valable. Néanmoins si I’on suppose que
I’on reste dans le cadre de "approximation du champ moyen, on peut toujours
décrire le condensat par une fonction d’onde unique. Lorsque le condensat
est libre, on retrouve alors un certain nombre de résultats analogues a ceux
obtenus en optique non-linéaire, comme le mélange a quatre ondes [79].

Dans le cas d’un condensat dans le régime de Thomas-Fermi, nous avons
vu que l’équation de Gross-Pitaevski se ramenait au systéme d’équations
hydrodynamiques (1.24) et (1.25) que 1’on rappelle ici:

2
at(I)_'"@

5 =-U — gn.

m

Ces équation non linéaires sont en général impossibles a résoudre exacte-
ment. Cependant, dans le cas ol le potentiel est harmonique (éventuellement
dépendant du temps) nous allons montrer que les solutions se déduisent par
de simples lois d’échelle, ce qui simplifie considérablement la résolution du
probléme.

Considérons un condensat initialement au repos dans un potentiel har-
monique : on sait alors que le profil de densité est parabolique, et est donc
un polynoéme de degré 2 en position. Si le potentiel se met a évoluer a ¢ > 0,
tout en restant harmonique, on voit que tous les termes des équations hy-
drodynamiques restent de degré 2, et c’est donc sous cette forme que I'on
va chercher les fonctions inconnues n et ®. C’est dans ce cas particulier que
nous nous placerons dans le reste de ce chapitre.

5.2.2 Représentation lagrangienne des équations hy-
drodynamiques

La présentation que nous avons faite des équations hydrodynamiques se
placait implicitement en représentation eulerienne : on spécifiait la vitesse et
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la densité en un point de ’espace a un instant ¢ sans savoir précisément quelle
particule fluide s’y trouvait. On sait qu’il existe une deuxieéme représentation,
dite représentation lagrangienne, pour laquelle on spécifie la position de
chaque particule fluide a I'instant ¢ en fonction de sa position a l'instant
initial. Dans le cas particulier du potentiel harmonique, le potentiel des vi-
tesse, exprimé en représentation eulerienne, est quadratique en position. On
peut donc ’écrire :

@(r):%r-lC-r,

ol K est une matrice symétrique. On pose les termes constants et linéaires
en position égaux a zéro. Les premiers ne font qu’introduire un déphasage
constant de la fonction d’onde et les seconds sont équivalents & un mouvement
du centre de masse dont on a vu qu’il était découplé des déformations du
nuage. Par définition du potentiel des vitesses, on déduit 1’expression du
champ de vitesse en prenant le gradient de 1’équation précédente, ce qui
nous donne:

v=K-r.

On en déduit que la trajectoire lagrangienne de chaque particule fluide
est donnée par ’équation différentielle :

dr

Cette équation différentielle étant linéaire, il existe une relation linéaire
entre la position r(¢) d’une particule fluide & I'instant ¢ et sa position initiale
ro. Il existe donc une matrice M(t) telle que

M(t=0) =1d

r(t) = M(t) - ro,

et cette matrice, résolvante de 1’équation (5.3), caractérise complétement
I’évolution lagrangienne du fluide.
Si on écrit le potentiel dans lequel évolue le condensat sous la forme:

Ur)=5r-8(0) -,
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ou S est une matrice symétrique dépendant éventuellement du temps, alors
on peut montrer que M vérifie I’équation d’évolution suivante [80] :

Ly
det M

Cette équation non linéaire va nous permettre d’étudier le comportement
du condensat sous 'effet d’une perturbation harmonique quelconque. Une fois
celle-ci résolue, il est bien entendu nécessaire de pouvoir remonter au profil
de densité et au champ de vitesse. On a déja vu que le potentiel des vitesses
était donnée par la matrice K définie plus haut. M étant la résolvante de
équation (5.3), on en déduit que M = K - M, ce qui nous donne:

mM = —=8(t) - M(t) + M1-5(0). (5.4)

K=M- M1

Quand au profil de densité, on sait qu’a t = 0, la frontiere du condensat est
donnée, dans I’approximation de Thomas Fermi, par 1’équation U(rq) = p.
Ecrite matriciellement, cette relation devient :

1
51'0-3(0)-1‘0 = U

A Dinstant ¢, cette condition se transforme en

r-'MS0)- M e =p.

Les lignes d’isodensité sont donc données a 'instant ¢ par la matrice Q =
M-S0) 1M = (M~1-8(0) - M~1)~". On peut alors exprimer simplement
les rayons principaux R;—; 23 du condensat en fonction des valeurs (¢;)i=1,23
de Q grace a la relation:

Rz2 = lg;. (55)

Remarquons pour finir que, quelle que soit la forme exacte du potentiel
U, on pourra toujours imaginer qu’il a été branché adiabatiquement a ¢t > 0,
tandis qu’a t < 0 le nuage était au repos dans le potentiel magnétique seul.
Dans le modele de piege cylindrique que nous avons utilisé précédemment, on
peut se limiter dans 1’étude du mouvement transverse a des matrices 2 x 2.
Dans le cas ou le piege possede la symétrie de révolution, on peut de plus
remplacer S(0) par mw? Id. La matrice Q s’écrit & présent mwi M - ‘M et
on peut récrire I’équation (5.4) en terme de K et Q, soit:
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. 9
- _0.8§-S§- __f __19K-9-K 5.6
Q Q Q+ det(g)+ Q (5.6)

Q0 = Q-K+K-Q (5.7)

ol, pour alléger les notations, on a posé m = w,; = 1, convention que 1’on
gardera dans le reste du chapitre. L’équation (5.7) permet formellement de
calculer K£(Q, Q), puis, en remplacant dans (5.6) K par cette nouvelle ex-
pression, d’obtenir une équation fermée sur Q.

5.3 Excitation quadrupolaire dans le régime
non-linéaire

5.3.1 Résolution générale

Dans le chapitre 3, nous avions entamé 1’étude du comportement d’un
condensat dans un potentiel tournant et nous nous étions alors limités a
I’étude du mouvement du centre de masse. Dans ce paragraphe, nous allons
terminer cette étude en étudiant la forme exacte du condensat en régime
stationnaire?.

On considere donc un condensat que I’on place dans un potentiel harmo-
nique tournant a la vitesse angulaire €2 autour de ’axe z. Comme précédemment,

on met ce potentiel sous la forme:

UX,Y) = % (1+eX*+(1-¢Y?),

ou on a fait abstraction du mouvement selon z et ou X et Y désignent les
coordonnées dans le référentiel tournant.

Les équations (5.6) et (5.7) étaient écrites dans le référentiel du labora-
toire, ou le potentiel U dépend du temps. Afin de les simplifier, on passe dans
le référentiel tournant. Pour une matrice A, ceci revient a faire le changement
de variable:

A— A ="Ro - A Ra.

.....

équations hydrodynamiques [81]
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Dans I'expression précédente Ry désigne la matrice de rotation d’un angle
f autour de ’axe z. Si on introduit G, générateur des rotations selon z, on a:

Re = 6_09

-(41)

Le changement de base dépendant du temps, celui-ci va aussi jouer sur
les opérations de dérivation. On aura alors:

dA R dA
dt dt
Dans cette nouvelle représentation, la matrice S’ représentant le potentiel

est diagonale et vaut:
[ 1+€e O
S = < 0 1—-¢€¢)°

De plus, si on s’intéresse au régime stationnaire, les matrices X' et Q' sont
indépendantes du temps. Par symétrie, on peut choisir les axes principaux
du condensat alignés sur ceux du piege: ceci revient a prendre Q' diagonale,

soit :
’ gx O
Q_< 0 qY>'

Enfin, K’ étant symétrique, on posera

[ a c
=)

Avec ces simplifications, les équations (5.6) et (5.7) s’écrivent :

avec

- Q[g, A"

2
Q2 ! ! ! - _ I_SI_SI_ ! 2,(:[ I'ICI 58
6,19, Q] Q Q' + Jan) + Q (5.8)

_ Q[gl’ Ql] — Ql . ICI + ICI . Ql (59)

Des équations (5.9), on trouve aisément que a = b = 0, et que ¢ s’exprime
en fonction des éléments diagonaux de Q' par:
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c= QCIX - QY‘
dx + qy
D’apres ’équation (5.5), ¢ représente donc lellipticité du nuage puisque
I’on peut aussi écrire la relation précédente sous la forme:

Ry — R
R% + R%

De plus, la forme de X' donne un potentiel des vitesses de la forme ® =
ch XY /m. Le champ de vitesse dans le référentiel du laboratoire mais projeté
sur les axes tournants se calcule en prenant simplement le gradient de @
par rapport aux coordonnées X et Y. La figure (5.6) représente la forme
du champ de vitesse. On constate graphiquement qu’il est bien irrotationnel
(i.e. sa circulation sur un contour fermé est nulle) mais également que pour
un nuage tres elliptique, il permet de simuler un mouvement solide. En effet,
le champ de vitesse s’écrit dans la base tournante :

c Y
veir(x)

Pour un condensat tres elliptique dans la direction X, on a Y = 0, de
sorte que le champ de vitesse s’écrit simplement V =~ fic/mXuy, ce qui
correspond bien au mouvement de rotation autour de (O, z) pour d’une tige
rigide infiniment mince.

En utilisant ensuite (5.8), on vérifie que ¢ est solution de ’équation du
troisieme degré suivante :

c=0 (5.10)

A +e(1—202) — e =0. (5.11)

5.3.2 Cas particulier ¢ =0

Dans le cas € = 0, on peut résoudre exactement 1’équation (5.11). Si
Q < 1/4/2, celle-ci n’admet que 0 comme solution. Pour Q > 1/v/2 on
obtient, en plus de la solution ¢ = 0, deux solutions données par:

c=+V202 — 1. (5.12)

Les différentes branches de solutions ont été représentées sur la figure
(5.7).
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Fic. 5.6 — Champ de witesse wrrotationnel du condensat dans un potentiel
tournant. Bien que [’écoulement soit de circulation nulle, celui-ci ressemble
a un champ de vitesse solide dans le cas d’un condensat tres elliptique: le
long de la ligne pleine, le champ de vitesse est orthoradial et de magnitude
proportionnelle d la distance a l'axze de rotation (ligne pointillée).

Ce résultat peut sembler paradoxal : pour € = 0, il n’y a plus de forcage.
Comment peu-il donc y avoir une ellipticité, et quel signification donner a la
fréquence de rotation €27

Pour répondre a ces questions remarquons que cette situation, vue depuis
le référentiel du laboratoire, correspond a un condensat elliptique tournant
a une vitesse angulaire {2 dans un piege isotrope (car ¢ = 0) . Ceci est a
rapprocher des modes quadrupolaires m, = +2 (fig. (5.1-c)). Lorsque ¢ est
faible, c’est a dire lorsque ellipticité du condensat est proche de zéro, (5.12)
nous donne Q = /2/2, ce qui effectivement la vitesse de rotation des axes
d’une excitation quadrupolaire dans le régime linéaire. L’équation (5.12) est
donc une généralisation au domaine des excitations non linéaire de la relation
de dispersion des modes quadrupolaire.

Introduisons ellipticité = du condensat définie par:

== (R} — R)/(Ry + R%),
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F1a. 5.7 — Solutions de ’équation (5.11) dans le cas ot € = 0. Hormis la
solution triviale c = 0, il existe deux branches supplémentaires de solutions
pour €2 > 1/\/5 Ces branches correspondent a la relation de dispersion non-
linéaire du mode quadrupolaire.

de sorte que ¢ = Q2=. On peut alors exprimer {2 en fonction de =:

_qwr 1
V2 /1T+22/2

On observe donc que la fréquence de rotation des axes du quadrupdle
dépend de l'amplitude de l'ellipticité imprimée au condensat, phénomene
bien connu pour un oscillateur non linéaire (par exemple le pendule pesant)
(82].

Q

5.3.3 Retour au cas général

On peut généraliser I'interprétation de I’équation (5.11) en terme d’os-
cillateur non-linéaire au cas € # 0. Lorsque l'on est loin de la résonance
Q = w1 /V2, ¢ est petit. A Yordre dominant, la solution de ’équation (5.11)
se met sous la forme:

_GQ
CTIe
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12

«» condensa

clw e i
| __ potentiel
L branche |
0.5+
: = Q/w,
(-a) 15
-0.5F
AL branche II
1T (Il-b)

Qr(e)

FiG. 5.8 — Solutions de I’équation 5.11 pour € = 0,05. Il existe deuzx branches
de solutions. La branche II posséde un point de rebroussement en 2 = )€
On la divise en deuz sous-branches, (II-a), traits pleins, correspondant aux
faibles valeurs de |c| et (II-b), tirets. Les ellipses représentent l’orientation
relative du potentiel et du condensat. Pour ¢ > 0, le condensat et le potentiel
ont méme ellipticité, cette situation étant inversée pour c < 0.

Cette relation est analogue a la réponse linéaire d’un oscillateur harmo-
nique autour de sa fréquence de résonance 2 = 1/ V/2, soit en unités dimen-
sionnées 2 = w, / v/2. On remarque le changement de signe de ¢ & la traversée
de la résonance, correspondant qualitativement a une inversion de ’ellipticité
du nuage. Plus précisément, si ¢ > 0 alors le condensat a une ellipticité de
meéme sens que le potentiel. Dans le cas contraire, les deux ellipticités sont
inversées 'une par rapport a autre (fig. (5.8)).

Lorsque l'on s’approche de la résonance, il faut résoudre exactement
(5.11). Ceci est théoriquement faisable, mais on se bornera a des résultats
qualitatifs. On trouvera sur la figure (5.8) un graphe représentant ses solu-
tions. Il existe deux branches de solutions différentes: la premiere est mo-
notone. Elle part de 2 = 0 et s’arréte au voisinage de 2 = 1 (branche I).
La seconde présente un point de rebroussement en €2, (¢) et son domaine de
fréquence s’étend jusqu’a l'infini (branche II). On la partage en deux sous
branches, s’arrétant toutes deux en §2.(¢). Les branches I] —a et II — b
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Fic. 5.9 — Branchement adiabatique de l'intensité du faisceau cuillére a
fréquence de rotation Q) fizée. (a) Lorsque QJw; = 0,7 < \/2/2, le systeme
suit continument la branche I qui s’étend de ¢ = 0 ¢ ¢ = 1. (b) Pour
Q/w, = 0,75, et pour € suffisamment petit, le systéme suit la branche II-
a. Au-dela d’une certaine valeur de €, cette branche disparait et le condensat
ne peut plus rester stationnaire dans le référentiel tournant. Dans les deux
cas, les ronds représentent les points expérimentauz et les courbes continues
les solutions de I’équation (5.11).

correspondent respectivement aux petites et aux grandes valeurs de |c|.

Cette multivaluation des solutions fait que la forme exacte du condensat
dépend du chemin parcouru pour atteindre I’état stationnaire.

Partant d’un condensat au repos dans le référentiel du laboratoire (Q =
e = 0), les deux manieéres les plus simples de brancher la cuillére que 1’on
puisse imaginer sont les suivantes:

e on branche adiabatiquement € a €2 fixé;

e on branche adiabatiquement €2 a ¢ fixé.

Dans le premier cas, on voit que si Q < 1 /+/2, alors on se place sur la
branche I, tandis que, dans le cas contraire on vient se placer sur la branche
[I-a. On remarque cependant que si € est compris entre 1/ V2 et Q,, alors
la branche II disparait complétement et on ne peut donc pas atteindre de
régime stationnaire (figure (5.9-a,b)).

Le second chemin (branchement adiabatique de € a e fixé) permet, si
I’on commence a €2 = 0, de suivre la branche I jusqu’a son extrémité, ou
la branche II si 'on part d’'une valeur de 2 grande devant w, et que l'on
décroit la fréquence de rotation de la cuillere. La figure (5.10) présente ces
deux expériences.

e Dans un premier cas, on augmente adiabatiquement la fréquence de
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Fic. 5.10 — Suivi adiabatique des états stationnaires d’un condensat en ro-
tation dans un piege de pulsation propre w, = 200 rad/s et de paramétre
d’anisoropie € = 0,022. Dans un premier cas (o), on augmente adiabati-
quement la fréquence de rotation de 0 a Q/2m. On constate que l’on suit la
branche I jusque Q/w, ~ 0,8. Au-deld cette branche de solution est dynami-
quement instable. Lorsque l’on décroit la fréquence de rotation de 22 4 ) (o),
on suit la branche (II-a) jusqu’a Q = €. Au-dela, cette branche de solutions
disparait et on est ramené par la dissipation vers la branche I. La courbe
en traits pleins est un ajustement des données expérimentales. La courbe en
traits pointillés est la courbe de solution pour € = 0.

rotation 0 & sa valeur finale 2/27. On constate que 'on suit la branche
I pratiquement jusqu’a son extrémité, ce qui nous permet d’atteindre des
ellipticités transverses du nuage tres importantes. Les points expérimentaux
quittent la courbe théorique pour © 2> w,. Ce résultat confirme l’existence
de l'instabilité dynamique montrée dans [83] et sur laquelle nous reviendrons
lors de 1’étude des vortex.

e Si a présent on décroit la fréquence de rotation jusqu’a /27, on
constate que ’on commence par suivre la branche II. Lorsque Q < €, (e),
celle-ci disparait. Comme précédemment, la dissipation ramene le systeme
sur la branche I.

Avant de conclure, remarquons que les données présentées ici ont été ob-
tenues apres temps de vol, alors que I’analyse théorique supposait un conden-
sat piégé. On montre dans I'appendice E que, dans le cas ou lellipticité du
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condensat dans le plan (z,y) est importante, alors celle-ci est peu affectée
par I'expansion balistique : I’analyse des données obtenues apres temps de vol
est donc légitime.

5.4 Conclusion

Pour récapituler, nous avons montré que les modes transverses du conden-
sat pouvaient étre classés selon leur moment cinétique m, selon la direction
longitudinale. On a représenté dans le tableau suivant les fréquences des
modes de plus basse énergie de chaque multiplicité.

[ nom  [m | wm |
monopdle | 0 2w,
dipole 1 W

quadrupole | 2 V2w,
“pm="_pole | my | \/Imalw

Le monopdle correspond a une oscillation du rayon du condesat, le dipdle
de son centre de masse et le quadrupdle de son ellipticité.

A haute énergie (wm, > Fw, ), on quitte le régime de Thomas-Fermi
et on retrouve le spectre d’excitation d’un gaz sans interaction, a savoir
W, = MyW].

Lorsque le condensat est excité par un potentiel harmonique tournant
a la pulsation €2, le quadrupodle répond comme un oscillateur non-linéaire
résonnant a Q = wiy = wy /V2.

Au chapitre suivant, nous allons aborder le probleme de la superfluidité
et, comme annoncé plus haut, le spectre d’excitation du condensat va y jouer
un role central.
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Chapitre 6

Vortex et superfluidité

La superfluidité se définit comme ’absence de viscosité. Dans le cas de
I’hélium, c’est a Landau que revient I'idée d’avoir interprété cet effet en
utilisant la structure du spectre d’excitation du liquide. Dans le modele a
deux fluides, il imaginait que I’hélium en dessous de la température critique
était constitué de deux fluides distincts: le superfluide, de viscosité nulle,
et le fluide normal. Ce modele, initialement purement phénoménologique
peut étre décrit en terme de condensation de Bose-Einstein: le condensat
constitue alors le superfluide, d’entropie nulle, alors que le gaz d’excitations
élémentaires joue le role du fluide normal.

6.1 La théorie de Landau

6.1.1 Critere de superfluidité

Pour mettre en évidence la superfluidité, une expérience simple consiste
a envoyer un objet avec une vitesse v dans un fluide. Alors que dans un
fluide inviscide le mobile peut rester indéfiniment en mouvement (c’est le
paradoxe de d’Alembert), ceci n’est plus vrai en présence de viscosité. En
se mouvant dans le fluide, 'objet y dissipe en effet de ’énergie en formant
des excitations élémentaires®. Imaginons donc que le mobile, de masse M,
se déplagant dans un condensat de Bose-Einstein a température nulle, y crée

1. Ceci n’est vrai que si la perturbation introduite par ’objet en mouvement est faible.
Dans le cas contraire, les mécanismes de dissipation peuvent étre plus complexes, impli-
quant par exemple I'apparition d’un sillage tourbillonaire [90, 91, 117].
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une quasi-particule de vecteur d’onde q (c.f. fig. (6.1-a)). Pour conserver a
la fois la quantité de mouvement et 1’énergie, il faut que 1’on ait :

Mv? (Mv — hq)®
= hw,+ ——
2 «t 2M

En faisant tendre la masse M vers I'infini, on voit que ’équation précédente
se réduit a:

V- q = wg.

Puisque v - q < vg (inégalité de Schwarz), I’équation précédente impose
d’avoir :

Wy
v > —. (6.1)
q
La diffusion de quasi-particules dans le condensat ne peut se faire que si
il existe un ¢ vérifiant 'inégalité (6.1). Ceci n’est donc possible que si:

V> = min2?. (6.2)
q
L’inégalité (6.2) est le critére de Landau pour la superfluidité: si 'objet
test se déplace moins vite que v, dans le condensat, alors il ne dépose aucune
énergie par viscosité et peut donc prolonger son mouvement indéfiniment.
Dans le cas d'un gaz parfait, la relation de dispersion w, est quadratique
en q. v, est alors nulle et le condensat n’est pas superfluide. En revanche, si
les atomes du condensat interagissent entre eux, on a vu au chapitre 4 que
la relation de dispersion s’écrit :

Wq = Csonq 1+ q2§2/4)

la vitesse critique est dans ce cas égale & la vitesse du son?. Deux expériences,
voisines de celle décrite précédemment, ont été réalisées respectivement a
MIT et Florence [92, 93]: dans le groupe américain, des atomes sont mis
en mouvements dans le condensat apres avoir été transféré dans un autre
état interne, alors que les membres de I’équipe du LENS préférent la solution
inverse, ou c’est le condensat qui se déplace autour de 'obstacle (un réseau
optique en l'occurrence). Dans les deux cas, on n’observe un échauffement

2. Cecin’est en fait vrai que dans le régime d’interactions faibles. Dans le cas de I’hélium,
par exemple, le critere de superfluidité est donné par les rotons.
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du nuage, signe de dissipation, que lorsque la vitesse relative du condensat
et de 'obstacle est de ’ordre de la vitesse du son.

6.1.2 Un fluide classique est-il superfluide?

Si on examine attentivement le critere de Landau, on constate que v, est
non nulle si les deux conditions suivantes sont remplies :

1) w, ne s’annule jamais pour ¢ # 0;

2) w, tend vers 0 en ¢ = 0 moins vite que q.

La premiere condition est automatiquement remplie dans le cas d’un
systeme stable thermodynamiquement. En ce qui concerne la condition 2,
rappelons que pour tout fluide réel les excitations de basse énergie sont des
phonons - des ondes acoustiques. La condition 2 est dans ce cas elle aussi
remplie. On est alors en droit de se poser la question de savoir si tout fluide
n’est pas un superfluide.

La réponse est bien entendu négative, sauf a température nulle. En effet,
a température non nulle, il existe déja des excitations dans le fluide. La
particule test peut donc céder son énergie et son impulsion & une quasi-
particule déja existante (fig. (6.1-b)), ce qui est toujours possible, au contraire
du mécanisme (6.1-a). L’argument précédent est d’ailleurs valable pour un
condensat a température non-nulle: il est bien connu qu’a 7" # 0, sa fraction
superfluide est différente de 100%.

N.B. 1l ne faut pas confondre la fraction superfluide que ’on vient de
rencontrer et la fraction condensée vue au chapitre 4. Comme on vient de le
voir, la fraction superfluide est reliée au nombre d’excitations dans le systeme.
A température nulle, celle-ci est donc strictement égale a 0. En revanche, nous
avons vu que la fraction non-condensée était non nulle méme a température
nulle car elle était conséquence des fluctuations de point zéro des modes
d’excitation du condensat.

6.2 L’expérience du seau tournant

6.2.1 Présentation

Une fagon de reprendre 'expérience précédente est de considérer que 1’ob-
jet en mouvement est le récipient du fluide. Imaginons que celui-ci soit, cylin-
drique et qu’on le mette en rotation autour de son axe a une vitesse angulaire
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(@) (b)

!
+a @?fq %& ha+a)

F1G. 6.1 — Mécanisme de dissipation dans un fluide a température nulle (a)
et non nulle (b).

2. On entretient la rotation a ’aide d’'un moteur par exemple. Dans le cas
d’un fluide visqueux, les imperfections des parois vont entrainer le fluide et
on sait qu’apres un certain régime transitoire, celui-ci va acquérir un champ
de vitesse identique a celui d'un solide tournant a la vitesse angulaire 2. On
aura alors:

v=Qxr, (6.3)

soit :

VXxv=2Q :

le vecteur tourbillon du fluide €2, = V x v/2 est donc uniforme dans le fluide.

On peut reprendre 'argumentation faite dans le cas d’'un objet en trans-
lation, en considérant cette fois-ci que les grandeurs conservées sont 1’énergie
et le moment cinétique selon ’axe z du cylindre. Si I est le moment d’iner-
tie du récipient, son moment cinétique par rapport a I’axe de rotation et son
énergie sont respectivement égaux a L, = IQ et £ = IQ?/2 = L?/21. Comme
précédemment, on suppose que le récipient fournit de 1’énergie au fluide sous
forme d’excitation élémentaires de moment cinétique m, et d’énergie Ay, .
On trouve alors, dans la limite I — oo, que le récipient dissipe de I’énergie
dans le fluide si sa vitesse angulaire est plus grande qu’'une vitesse critique
Q. égale a
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Q) = min (“m) . (6.4)

Une fois la condition 2 > €). vérifiée, le récipient peut mettre en mou-
vement le fluide. Dans le cas d’un fluide classique, son champ de vitesse
va asymptotiquement prendre la forme (6.3). En revanche, dans le cas d’un
fluide quantique, ceci n’est pas possible: en effet, comme nous ’avons vu
au chapitre 1, le champ de vitesse d’un condensat de Bose-Einstein dérive
d’un potentiel : son rotationnel est donc nul. La question est donc de savoir
vers quel état évolue le systeme une fois qu’il est entrainé par les parois du
récipient.

6.2.2 Vortex dans les fluides quantiques

On rappelle que le champ de vitesse d’un fluide quantique s’écrit :

h
v=—Vb,
m

ou 6 est la phase de la fonction d’onde macroscopique décrivant le fluide, celle-
ci n’étant définie qu’aux points ot la densité n est non nulle. La circulation
['c de ce champ de vitesse sur un contour fermé C vaut donc:

Fczﬁj{ve-dl.
mJc

Dans le cas ou la densité est différente de zéro en tout point du fluide, 6
est défini dans tout I'espace et le théoreme de Stockes implique que I'¢c = 0.
Notons & ’ensemble des points non singuliers - c’est a dire ’ensemble des
points ol la densité du fluide est non nulle et donc 6 est défini. Pour obtenir
un écoulement de circulation non nulle, il faut d’apres ce qui précede que &
ne remplisse pas tout ’espace. ['¢ reste cependant nul si & est simplement
connexe. En effet, ' est alors homotope a un point Ac. La famille de courbe
passant continument de C a Ac définit une surface S¢ s’appuyant sur C et
sur laquelle 6 est définie. On peut appliquer le théoreme de Stockes sur Sg,
montrant ainsi la nullité de ['c.

Le raisonnement précédent implique donc que, pour avoir une circulation
non nulle, il faut que &, soit multiplement connexe. En particulier, les régions
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(@) (b)

whor

' /
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S

F1G. 6.2 — Les deux géométries possibles de lignes de wvorticité. (a): ligne
de vorticité s’étendant o Uinfini. (b): anneau fermé de vorticité. Dans les
deux cas, la ligne tourbillonaire est tracée en pointillée. Les fleches pleines
indiquent le sens local de rotation du champ de vitesse.

singuliéres ne peuvent apparaitre sous forme de points isolés®. Si I'on a des
lignes singulieres, celles-ci doivent soit se refermer sur elle-méme et on parle
alors d’anneaux de vorticité (ceux-ci on été observés dans la désintégration
de solitons [94]) soit s’étendre jusqu’a l'infini. Ces lignes de singularité sont
baptisées vortex, ou tourbillons, quantifiés. Ce sont elles qui portent le vecteur
tourbillon nécessaire a I’établissement d’une circulation non nulle (figure 6.2).

Dans le cas ou I'c # 0, la circulation se calcule aisément. L’intégrand
étant un gradient, on trouve que:

re="np
m

ol Af est la variation de la phase le long de C. Or, la fonction d’onde étant
univaluée, Af doit étre un multiple entier de 2. Il vient donc:

h
I'e =2pmr—,
m

ol p est un entier appelé charge du vortex. Autrement dit, a défaut d’un
écoulement rotationnel, on peut obtenir un écoulement de circulation non
nulle, celle-ci étant quantifiée en unité de h/m [6, 7.

3. Lorsque le parametre d’ordre est un spineur cette condition n’est cependant plus
vraie.
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6.2.3 Modeéeles de vortex

Le modele de vortex le plus simple que 1’on puisse imaginer est celui
d’un tourbillon rectiligne s’étendant a 'infini le long de 'axe (O, z). Soit p la
charge du vortex. Quel que soit le contour C enserrant la ligne de singularité,
on aura donc:

h
['e =2pr—.
m

Par symétrie le champ de vitesse résultant doit étre orthoradial, de sorte
que P’on ait en coordonnées cylindrique (7, ¢, z):

V= pmrL Ugy. (6.5)

La phase # de la fonction d’onde correspondant a ce champ de vitesse est
simplement 6 = pao.

On peut particulariser cet exemple a deux situations simples. Dans le
premier cas on imagine que le condensat est dans une boite de taille arbi-
trairement grande. On sait que la fonction d’onde macroscopique décrivant
le systéme est solution de I’équation de Gross-Pitaevski (1.16). Si on cherche

les solutions sous la forme

wO(TJ-’ ¢, Z) = 1’[}/0(7]_)6%,

alors ) vérifie:

~ 1l d d ~ R~ ~ 5~
Py = ————— < 1/10) + 2 Yo + gltbo[ 1.
1

ry,—
2mor, dr Ler 2m

On a vu qu’en introduisant comme unité de longueur £ = /h2/mu, on
obtenait une équation différentielle ne dépendant plus d’aucun parametre.

~ 1 0 0 ~ 1 ~ ~ g~
Yo = o or, <Mam ¢0> + ﬂwo + [to| *bo.

Cette équation non linéaire, écrite pour la premiere fois par Pitaevski
pour décrire les vortex dans I’hélium [31], n’a pas de solution analytique. On
a représenté son graphe sur la figure (6.3). On constate qu’elle se comporte
comme 7 /€ & Porigine : le cceur du vortex s’étend donc sur une distance de
I’ordre de £.
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Fi1Gc. 6.3 — Fonction d’onde d’un vortexr dans un milieu infini. La taille ca-
ractéristique du ceeur du tourbillon est donnée par la longueur de relaxation

&= /R /mp.

Un deuxieme exemple simple consiste a placer un gaz parfait dans un
potentiel harmonique de symétrie de révolution dont on note w4 , les pulsa-
tions propre, avec w, = wy, = w,. On sait que les états propres de ce systeme
sont paramétrés par trois nombres quantiques ng, ,. L'état |¢) = (0,0, 0)
est I’état fondamental du systeme. Considérons |¢1;) défini par:

W) > _ |150a0>iz‘0:1a0>
+1 \/5 .

En représentation position, sa fonction d’onde s’écrit :

Tty

1/&1(33, Y, Z) =A exp(—(a:2 + y2)/2ai - 22/205),

ol a, et a, désignent respectivement les tailles de I’état fondamental dans
les directions transverses et longitudinales et A est une constante de norma-
lisation. En coordonnées polaires (7, ¢, z), ceci devient :

Vaa(ri,6,2) = A= exp(—rl /201 — 27/200) e,

Les états |1)41) correspondent donc a des vortex de charge +1. La taille
du ceeur est a présent donnée par a, .

On pourrait trouver de nombreuses autres illustrations de ces singularités
topologiques: on les retrouve par exemple lorsque l'on place le condensat
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dans un piege torique ou bien dans la situation de condensat spinoriel de
I'expérience de JILA [97].

6.3 Propriétés des vortex

6.3.1 Moment cinétique d’un vortex

Le moment cinétique L, par particule selon ’axe du vortex est quantifié?.
En effet, 'opérateur moment cinétique par particule selon (O, z) s’écrit :

Ez = Eia
1 00
ou L, opere sur la fonction d’onde macroscopique . Nous avons vu que pour
un vortex rectiligne de charge p, ¢ variait comme exp(ipg). On en déduit que
le moment cinétique par particule vaut ph.

Remarquons que cette quantification n’est réalisée que si ’on calcule L,
par rapport a I’axe du vortex. Ceci peut se voir simplement dans le cas du
gaz parfait piégé. Considérons en effet un état ¢ = aliy) + Bly1), avec
la|> +|B]*> = 1, superposition de I’état fondamental [¢h9) = [0,0,0) et de
I'état & un vortex [¢41). La fonction d’onde de cet état s’écrit :

Y(z) = A(a + Bz +iy)/ayr) exp(—r3 /2a° — 2°/24a2).

Si on choisit « et § réel (ce qui est toujours possible quitte a effectuer
une rotation des axes z et y), on constate que la fonction d’onde s’annule
en y = 0, z = —a/f. Une superposition cohérente de I’état fondamental et
de I’état a un vortex correspond donc a un vortex décentré d’une distance
Ty = ay|a/Bl.

Le moment cinétique selon I’axe z du piege vaut simplement (L,) = 5%,
car I’état fondamental ne porte pas de moment cinétique. Si on exprime [
en fonction de la distance x,, on trouve:

B h
C 1+aifal

4. Ceci est une conséquence de l’existence de le fonction d’onde macroscopique ca-
ractérisant le condensat. Pour un fluide normal;, c’est le moment cinétique total qui est
quantifié.

z
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Autrement dit, plus le vortex est loin du centre et plus son moment
cinétique est faible. Ce résultat peut se généraliser au cas d’un condensat
dans le régime de Thomas-Fermi. Si le vortex n’est pas trop proche du bord
du condensat, on montre alors que:

L, =h(1-a}/RY)"",

ou R, désigne le rayon du condensat [131].

6.3.2 Energie d’une ligne tourbillonaire

Il est possible de calculer 1’énergie associée a une ligne de tourbillon dans
les deux cas limites du gaz parfait et du régime de Thomas-Fermi.

Le gaz parfait

En I’absence d’interaction, nous avons vu que 1’état a un vortex corres-
pondait au premier état excité de l'oscillateur harmonique. Son énergie par

particule, mesurée par rapport au niveau fondamental, vaut donc simplement
0Fqgp = hw .

Limite de Thomas-Fermi

On peut séparer 1’énergie d’un vortex en deux termes physiquement dis-
tincts. D’un c6té 1'énergie cinétique associée au champ de vitesse du tour-
billon et de ’autre la réduction du champ moyen en son centre. Dans 1’ap-
proximation de Thomas-Fermi, le coeur du vortex a une dimension faible
comparée a la taille du nuage. On peut donc négliger la seconde contribution
pour ne garder que I’énergie cinétique. L’énergie de la ligne de vorticité s’écrit
donc dans cette limite:

0ETp = %/n(r)va d3r.

Commencons par considérer le cas simplifié d’un fluide incompressible
placé dans un récipient cylindrique de rayon R, et de longueur L. On a dans
ce cas n = 1/7R%L (car la densité n = [1)|? est normée & 1'unité). Si 'on
considére un vortex de charge un aligné selon I'axe du cylindre, sa vitesse
s’écrit d’apres (6.5) v = h/mr, et on en déduit aisément I’énergie de la ligne
tourbillonnaire, soit :
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2 Ry
0

mR? Ty
On constate que l'intégrale du membre de gauche diverge au voisinage
de r; = 0. Ceci est un artefact de I’hypothese d’incompressibilité: on sait
qu’en réalité la densité chute a une distance £ du centre du vortex, ce qui
garantit la convergence de l'intégrale. Pour régulariser 'intégrale, on coupe
donc celle-ci au voisinage de r;, = &, la divergence logarithmique garantissant
que ’on sera peu sensible a la position exacte de la coupure. On trouve en

définitive:
0Fp=——1In| —].
TF mRi é.

Cette relation reste en fait valable dans le cas d’un condensat dans un
piege harmonique [100].

Si on compare les expressions de d Err et d Egp on constate qu’elles sont,
a des facteurs numériques pres, dans un rapport

L’énergie d’une ligne tourbillonnaire est donc plus faible en présence d’in-
teraction. Nous verrons que ce résultat a son importance, puisqu’il permet la
stabilité thermodynamique des vortex (c.f. chapitre 8).

6.3.3 Interaction tourbillon-écoulement

Considérons une situation statique constituée d’un vortex, centré sur I’ori-
gine et aligné selon (O, z), dans un écoulement uniforme & I'infini. Soit v, le
champ de vitesse asymptotique. Le champ de vitesse total est alors somme
du champ de vitesse v, et de celui du vortex donné par (6.5), soit, en un
point r:

. r
V="V t+ %u@
I' désignant ici la circulation du champ de vitesse autour du tourbillon.
La situation statique que l'on vient de décrire n’est pas réalisable en
I’absence d’opérateur extérieur. En effet, d’apres le théoreme de Kelvin-

Helmholtz, le vortex devrait se déplacer avec le fluide a une vitesse v,. Il
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est donc nécessaire d’exercer depuis I'extérieur une force F, de facon a main-
tenir le vortex immobile®. En régime stationnaire, le bilan des forces sur un
volume V' enserrant le vortex s’écrit d’apres le théoréme d’Euler (appendice
B):

/ pv(v - d*S) = Fex,
av

ou F.,; désigne les forces extérieures au fluide occupant le volume V' a l'ins-
tant ¢. Ces forces se résument aux force de pression et a la force F, exercée
par l'opérateur extérieur. On a donc:

/ pv(v-d?S) =F, — / Pd*S.
ov ov

Lorsque la vitesse du fluide reste faible devant la vitesse du son, on peut
supposer le fluide incompressible de masse volumique égale a la masse volu-
mique asymptotique p.. En ’absence de potentiel extérieur, on peut écrire
d’apres le théoreme de Bernoulli (1.23):

P(r) + poov?/2 = Py + poovs /2,

ou P, est la pression a l'infini. On en tire alors la pression en tout point du
fluide, soit :

P(c) — P r poo [T )
0= B pogiv = 2 () (6.6)

Prenons pour volume V' un cylindre centré sur le vortex, de rayon R et
de longueur L. Si R > £ et que l'on choisit vy petit devant la vitesse du
son, ’écoulement reste subsonique sur la surface d’intégration. On peut donc
appliquer la relation (6.6) pour calculer la résultante des efforts de pression
sur V. On trouve alors aisément :

7 = “PooVoo X Fa

ol I'on a posé T' = T'u, - de cette facon, on a V x v = T'§6®(r,). On
constate que F, ne dépend pas de R: la force est donc localisée sur le vortex

5. On peut par exemple imaginer que cette force est exercée par un champ électrique,
en utilisant les propriétés diélectriques du fluide.
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lui méme. Si on relache F, il va donc s’exercer une force Fyy = —F,, dite
force de Magnus, sur le vortex®.

Dans le cas général ou le tourbillon lui aussi en mouvement a une vitesse
Vyx, un simple changement de référentiel galiléen nous indique que la force
de Magnus doit se mettre sous la forme:

Fy

7 = Poo(Voo — Vyx) X T

En I’absence d’action extérieure, on sait que v, = V. La force qui
s’exerce sur un vortex est donc toujours nulle. Ceci peut se réinterpréter en
disant qu’un vortex se comporte comme un objet de masse nulle; En effet,
dans la limite de Thomas-Fermi, le coeur du tourbillon voit son volume tendre
vers zéro. Le vortex ne déplace qu'une quantité infiniment faible de matiere
dans son mouvement [101].

La dynamique d’un systeme de tourbillons est donnée par cette méme
force de Magnus. En effet, imaginons deux vortex A et B caractérisés res-
pectivement par un vecteur tourbillon I'y et I'p (fig. (6.4-b)). Le vortex A
va créer au niveau de B un champ de vitesse v4_, g donné par:

FA x AB
VAP =g

Le tourbillon en B va donc ressentir une force de Magnus F,_,5/L =
pva_p X I'g. Siles axes des deux tourbillons sont paralléles, on trouve donc :

AB
FA—>B/L = pl'al'p—;

AB?’

Deux vortex de méme signe se repoussent, alors qu’ils s’attirent s’ils sont
de signe opposés. De plus, la force de Magnus devient infinie lorsque les deux
tourbillons sont proches I'un de ’autre. Si on assimile un vortex portant p > 1
quanta de circulation a p vortex de charge unité placés au méme point, on
voit que cette situation est fortement instable. On s’attend donc & ne pouvoir
obeserver que des tourbillons simplement quantifiés”.

6. Cette relation est un cas particulier du théoreme de Kutta-Jukovsky permettant,
entre autre, de calculer la portance d’une aile d’avion [104]

7. Comme pour la dimension des singularité, cette conclusion n’est plus valable dans le
cas d’un condensat spinoriel, comme cela a été observé sur ’hélium 3 [105].



126 CHAPITRE 6. VORTEX ET SUPERFLUIDITE

(@)

(b)

F1G. 6.4 — On considére un vortex placé dans un écoulement uniforme (a).
Le fluide exerce sur le cylindre pointillé une force ¥\ dite force de Ma-
gnus. (b) Deuz vortex exercent 'un sur ’autre une force de Magnus. Celle-ci
est répulsive si les tourbillons sont de méme sens, attractives dans le cas
contraire.

6.4 Conclusion

Un fluide quantique étant inviscide, il ne peut pas développer de vorti-
cité en son sein. La seule facon de le mettre en rotation est de créer des
lignes de singularités ou la densité du nuage est nulle et ol sera localisé le
vecteur tourbillon. On montre alors que, comme conséquence de l'existence
de la fonction d’onde macroscopique décrivant le condensat, la circulation
du champ de vitesse autour de ces vortex est quantifiée, le quantum de cir-
culation valant A/m. Les vortex de charge supérieure & un sont cependant
instables. En effet, la dynamique d’un systéme de vortex est donnée par la
force de Magnus, répulsive pour deux tourbillons de méme signe.

Dans le chapitre qui suit, nous allons montrer qu’il est possible de transpo-
ser I’expérience du seau tournant a nuage d’atomes froids, celle-ci aboutissant
effectivement dans le cas d’un condensat de Bose-Einstein a la formation de
tourbillons quantifiés.
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Chapitre 7

Observation des vortex

Les propriétés des tourbillons quantiques permettent d’imaginer deux
voies de nucléation. On peut tout d’abord imaginer d’imprimer au condensat
le défaut topologique de phase caractérisant les tourbillons quantifiés. Plu-
sieurs propositions théoriques ont été faites dans ce sens [95, 112], et ont
aboutit dans expérience de JILA [97]. Le systéme résultant est un conden-
sat a deux composantes: 'une des deux composantes porte le vortex, et la
seconde vient se nicher au cceur du tourbillon.

La seconde voie de nucléation s’inspire directement de 1’expérience du
seau tournant décrite au chapitre précédent. On nuclée les vortex en placant
le condensat dans un potentiel tournant. Ce potentiel est réalisé en utilisant
soit le potentiel dipolaire tournant présenté au chapitre 3 (cette méthode a
aussi été utilisé par le groupe de MIT [109]), soit en mettant en rotation un
piege TOP [52, 96].

7.1 Nucléation de vortex

Les expériences décrites dans ce paragraphe suivent toute la méme pro-
cédure expérimentale: on crée un condensat par évaporation radio-fréquence
en arrétant ’évaporation tres pres du fond du puits de fagcon a obtenir un
échantillon trés froid. On travaille typiquement avec 3 x 10° atomes & une
température inférieure & 100 nK'. On allume alors en 20 ms la cuillére, 3
fréquence de rotation /27 fixée. On “touille” ensuite le condensat pendant

1. 11 faut d’ailleurs noter que la nucléation des vortex ne peut se faire qu’a tres basse
température. Ce point sera développé au chapitre 9.
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FiG. 7.1 — Profil de densité en imagerie longitudinale pour différentes valeurs
de fréquence de rotation Q = 21 x 145 rad/s (a) et Q = 27 x 152 rad/s
(b). La fréquence transverse du piége magnétique est ici 210 Hz. Lorsque
Q < 27 x 147 rad/s, aucun vorter n’apparait. Les coupes montrent que le
contraste du tourbillon est seulement de 50%, signe d’une probable courbure
de la ligne de vorticité.

300 ms de fagon a laisser le temps au moment cinétique d’étre transféré
au nuage. L’ellipticité induite par la cuillére est en général faible (quelques
pourcents d’anisotropie suffisent). Apres extinction du faisceau cuillére on
laisse évoluer le condensat dans le piege magnétique pendant un temps #;ejax-
On libere enfin le condensat et l'on observe en imagerie longitudinale son
profil de densité : la présence éventuelle d'un vortex doit s’y manifester par
une réduction de la densité au coeur du tourbillon?.

2. Remarquons que durant le temps de vol, le coceur du vortex ne se comble pas. Si
on s’en tient au cas d’un gaz parfait, on sait en effet que la distribution en position et en
impulsion dans un potentiel harmonique sont identiques. Un éventuel trou se retrouve donc
dans les deux distributions. On peut par ailleurs montrer que ceci reste vrai en présence
d’interactions [98]
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La figure (7.1) montre deux profils de densité pour des valeurs de fréquence
de rotation valant respectivement 145 et 152 Hz. Comme on s’y attendait,
lorsque la fréquence de rotation est trop faible, aucun vortex n’entre, et
le condensat garde un écoulement irrotationnel comme décrit au chapitre
précédent. Au dessus d’une pulsation seuil s = 27 x 147 rad/s, une ligne
tourbillonaire pénetre le nuage et se stabilise au centre du condensat. Le
contraste de la dépression centrale ne dépasse pas 50%. Ceci constitue une
indication d’une possible courbure du tourbillon. A température non nulle
on peut imaginer que les modes de vibration de la ligne de vorticité, baptisés
kelvons?, soient excités thermiquement. Il peut aussi se faire [99] que Iétat
fondamental de la ligne tourbillonaire ne soit pas rectiligne.

La durée de vie du vortex est relativement longue. Comme on le constate
sur la figure (7.2), celle-ci dépasse la seconde. Elle est limitée par la friction
du tourbillon sur la fraction thermique [102]. Des études systématiques de
durée de vie des réseaux de vortex ont été récemment réalisées a MIT [103].
Ce résultat illustre une nouvelle fois la superfluidité des condensats de Bose-
Einstein : alors que dans un fluide classique, les tourbillons sont source de
dissipation et ne peuvent se maintenir sans apport d’énergie extérieure, un
condensat peut maintenir un vortex pendant des durées tres longues.

7.2 Réseau de vortex

Lorsque 'on augmente la fréquence de rotation, on ne voit pas apparaitre
un vortex de charge supérieure a un, mais plusieurs tourbillons de charge
unité* s’arrangeant selon un réseau régulier (fig. (7.3)). Ces réseaux sub-
sistent jusqu’a une fréquence de rotation {2, < w,; au dessus de laquelle on
ne crée plus de vortex, bien que le condensat soit toujours présent.

De méme que I'instabilité des tourbillons de charge supérieure a un, ’exis-
tence des réseaux de vortex est une conséquence de la force de Magnus décrite
au chapitre précédent. En effet, quand plusieurs vortex sont présents, leur
répulsion mutuelle s’oppose a la force attirant un tourbillon isolé vers le
centre du nuage (fig. 7.1). L’équilibre entre ces contraintes opposées abou-

3. Car ils ont été étudiés pour la premiére fois par Lord Kelvin [66].

4. Plus la charge d’un tourbillon est grande, plus son cceur est large. On peut donc
avoir une idée des variations de la vorticité en comparant les diametres des cceur. Aucune
variation n’a été décelée, semblant ainsi montrer que ’on ne forme que des vortex ne
portant qu’un quantum de circulation.
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F1G. 7.2 — Durée de vie d’un vortex : a chaque temps trelax 0N a pris 10 images
de condensat, et ’on a déterminé le nombre moyen de vortexr (N, )(tretax)- Les
points e et o correspondent respectivement d un condensat de Ny = (1,2 £
0,3)x10° et N, = (2,340,6) x 10° atomes, obtenus en évaporant jusqu’a 3 et
6 kHz au dessus du fond du puits. L’évolution est clairement non exponentielle
et la durée de vie du vortex est de l’ordre d’une seconde.

tit & la formation des réseaux réguliers que 1'on observe sur la figure (7.3).
L’observation d’un réseau constitue ainsi une preuve indirecte que tous les
vortex présents tournent dans la méme direction. Ces réseaux ont été pour
la premiere fois étudiés dans le cadre de la supraconductivité par Abrikosov,
ces résultats étant par la suite transposés au cas de ’hélium par Tkachenko
[106, 107]. Dans les deux cas, on montre que le réseau énergétiquement le
plus stable est un réseau triangulaire. Sa densité est imposée par le Principe
de Correspondance: lorsque le systéeme quantique est fortement excité (c’est
a dire lorsque l'on a introduit de nombreux vortex dans le nuage), on doit
retrouver les résultats de la mécanique classique [108]. Or, on a vu que cette
derniére prédisait une vorticité uniforme égale a ). Chaque vortex portant
une vorticité ~/2m, un réseau de vortex possede donc une vorticité moyenne
(la moyenne étant prise sur plusieurs vortex) égale a n,h/2m, ou n, est la
densité de vortex. Si on compare les résultats classiques et quantiques, on en
déduit donc que, dans la limite classique, la densité de vortex est uniforme
et vaut:
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Fia. 7.3 - A grande vitesse de rotation, on ne nuclée jamais de tourbillons
de charge plus grande que un. On obtient a la place des réseauzr de vorter.
Lorsque leur nombre est trop faible, la géométrie du réseau est imposée par
les conditions auz limites (a). En revanche, lorsque celui-ci est suffisamment
important, les vorter s’agencent selon un réseau la plupart du temps triangu-
laire (b), dit réseau d’Abrikosov. Dans quelques rares cas le réseau est carré

(c).

_QmQ
==

Si on suppose que € est de 'ordre de w, (ici le premier vortex apparait
aux environs de 0,7Q,) cette densité est de I'ordre de 1/a?,. La distance
caractéristique entre vortex est donc donnée par ay,.

Pour que I'image d’un réseau régulier de vortex quasi-ponctuels soit va-
lable, il faut avoir R, > a., de facon a pouvoir négliger les effets de bord
et aon > &, ce qui permet de supposer les vortex indépendants. Dans 1’ap-
proximation de Thomas-Fermi, ces deux inégalités sont vérifiés, puisque I'on
aR, >am>¢.

La figure (7.4) représente un réseau de N, = 12 vortex dans un piege de
raideur w, /2 = 103 Hz tournant & la fréquence Q/27n = 77 Hz. Le rayon
du condensat apres temps de temps de vol 7 = 25 ms vaut 80 pum, ce qui
correspond a un rayon R, @n situ valant R =~ 5um, si ’on suppose le facteur
d’expansion 4/1 + w? 72 encore valable (c.f. équation (2.7) et appendice G).
Le rapport du nombre de vortex N, obtenu comparé a celui attendu dans
I’approximation quasi-classique vaut donc:

Ny

Ny h

R 0,7
mQR?2
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F1G. 7.4 — Condensat dans un piége de raideur w, = 2m x 103 rad/s tournant
@ une fréquence /2w = 77 Hz. Le réseau compte 12 vorter. Dans le cercle
blanc on attend dans ’approrimation quasi-classique a en observer 17.

On en déduit donc que le champ de vitesse du condensat est pratiquement
celui d’un solide tournant & la méme fréquence de rotation que la cuillere.

On remarque que plus les atomes sont nombreux dans le piege plus le
rayon du nuage est important: on peut donc, a vitesse de rotation fixée, y
mettre plus de vortex. Avec un condensat de 5 x 107 atomes de sodium,
I’équipe de MIT a ainsi pu réaliser un réseau de 160 vortex (fig. 7.5 tirée de
[109]!

7.3 Conclusion

De méme que dans I’hélium superfluide, ’expérience du seau tournant
transposée a un gaz condensé d’alcalins aboutit a la formation de vortex
quantifiés, signatures de l’existence d’une fonction d’onde macroscopique
décrivant le condensat. Ces vortex sont aisément identifiable par une dé-
pression a leur cceur.

En nous fondant sur cette information purement qualitative, nous avons
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Fia. 7.5 — Réseau de vortex obtenu par l’équipe de MIT dans un condensat
de 107 atomes de sodium. Figure tirée de [109].
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Pas de réseau
vortex 0/1| 1 vortex d' Abrikoso Plus de vortex
. // . / / .
S/ a— ! A S
147 159 172 210 oo (H2)

Fic. 7.6 — Diagramme de phase d’apparition des vortex dans le cas d’un
piege de raideur w, = 210 Hz. Le domaine de nucléation est compris entre
Oy = 2m x 146 rad/s et Qy = 27 x 172 rad/s. La zone grisée représente la
région d’instabilité du mouvement du centre de masse ou aucun condensat
n’est visible.

montré que le premier tourbillon n’apparaissait qu’au dela d’une certaine
vitesse angulaire seuil €2;. Sa durée de vie est consid érable et peut atteindre
la seconde a basse température. Au-dela de €2;, on nuclée des réseaux de
vortex de charge unité (fig. 7.7). Passé un second seuil {2y < w, plus aucun
vortex n’est observable, bien que le condensat soit encore présent (fig. 7.6).

Lorsque le réseau est suffisamment étendu pour que les effets de bords
soient négligeables, sa géométrie est triangulaire. En nous fondant sur une
analogie purement classique, nous avons montré que le réseau engendrait un
champ de vitesse ressemblant au champ de vitesse d’un solide en rotation.
La vitesse de rotation effective Qeg, évaluée a 'aide de la densité de vortex,
est cependant inférieure a celle du potentiel tournant.
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Fic. 7.7 — Réseaux de vortex. Nous avons observé jusqu’a 14 tourbillons,
obtenus dans un piege de fréquence radiale 100 Hz.



136 CHAPITRE 7. OBSERVATION DES VORTEX



137

Chapitre 8

Caractérisation des vortex

Jusqu’a présent, la caractérisation des vortex s’est limitée a 1’observation
d’un trou dans le profil de densité du condensat. Afin de pouvoir réaliser une
étude quantitative des propriétés des condensats en rotation, il est nécessaire
de pouvoir mettre en ceuvre des outils supplémentaires. Nous nous proposons
dans ce chapitre d’en présenter deux.

Le premier se fonde sur le caractere quantique du condensat: par une
expérience d’interférence, nous allons mettre en évidence la variation de 27
de la phase de la fonction d’onde macroscopique lorsque I’on circule autour du
vortex. Nous montrerons ensuite comment 1’étude du spectre du condensat
rend possible la mesure de son moment cinétique. Cette seconde technique
constituera ensuite notre principal outil d’investigation des propriétés phy-
siques des vortex.

8.1 Détection interférométrique

8.1.1 Principe de l'interférometre

Comme on I’a vu au chapitre précédent, un vortex dans un condensat
de Bose-Einstein est caractérisé par une variation de la phase de la fonction
d’onde d’un multiple de 27 lorsque 'on tourne autour de son cceur. Pour
mettre ceci en évidence, la méthode la plus simple [110, 111, 112], inspirée
des travaux réalisés sur des vortex optiques [113] est d’utiliser une technique
interférométrique.

Nous avons utilisé un interférometre a division d’amplitude: on place
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le condensat dans une superposition cohérente d’états séparés spatialement
pour les faire ensuite interférer. De tels interférometres atomiques utilisant
des impulsions de Bragg ont déja été réalisés avec succes [114]. C’est une
technique homodyne, complémentaire des expériences d’hétérodynage mises
en ceuvre a Boulder pour, 1a aussi, détecter le défaut de phase associé a un
vortex. Dans 'expérience de Boulder [97], on utilise un condensat & deux
composantes (correspondant & deux états internes atomiques) que l'on fait
interférer : I'une porte un vortex et ’autre, au repos, sert de référence.

Notre systéme, trées semblable a celui développé a Florence [115], utilise
des impulsions radio-fréquence pour placer le condensat dans une superpo-
sition cohérente de deux états séparés spatialement : considérons un conden-
sat, initialement dans le sous niveau-Zeeman |my = +2) et dont le centre de
masse est au repos dans le piege magnétique. Grace a une impulsion radio-
fréquence, on peuple les autres sous-niveaux Zeeman. Tres rapidement, les
états non piégés vont étre expulsés, ne laissant que les atomes dans les états
|mp = +2) et |[mp = +1). Nous avons montré au deuxiéme chapitre que les
positions d’équilibres de ces deux sous-niveaux étaient décalés par la gravité
d’une distance Ay, ~ 6 ym I'un par rapport a I’autre. Le nouveau paquet
d’onde |mp = +1) étant créé au point d’équilibre de |mp = +2), il va se
mettre a osciller dans le piege magnétique (fig. (8.1-a,b)).

Apres cette premiere phase d’oscillation, notre objectif est partiellement
rempli: on a bien dans le piege magnétique deux paquets d’ondes cohérents
et séparés spatialement, leur distance et leur vitesse relative pouvant étre
controlées en changeant la durée t; des oscillations du paquet |mp = +1). Les
deux paquets restent cependant dans des états internes orthogonaux. Pour les
ramener dans le méme sous-niveau Zeeman on utilise une seconde impulsion
radio-fréquence : une fois que les états internes non piégés ont été expulsés,
on se retrouve donc avec quatre paquets d’onde, deux dans I'état |mpr = +1)
et deux dans l'état |mp = +2) (fig. (8.1-c)). On laisse le systeme osciller
pendant un temps t5. Enfin, pour recombiner les deux paquets d’ondes dans
mr = +2 (et mp = +1)) on éteint le piege magnétique et on laisse s’étendre
les nuages.

8.1.2 Optimisation des impulsions radio-fréquences

On s’intéresse dans un premier temps a l'effet d’une seule impulsion
radio-fréquence seule. Celle-ci est réalisée a 'aide du systéme permettant
I’évaporation. Sa fréquence est choisie égale a la fréquence de résonance au
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(b)

Fiac. 8.1 — Principe de linterférométre. Grdace a une impulsion radio-
fréquence, on bascule une partie des atomes dans l’état |mp = +1) (a). Le
centre du piege dans cette état interne étant décalé de Ayy par la gravité, le
nouveau paquet d’onde se met a osciller. On a représenté sa trajectoire dans
Pespace des phases (b). Aprés un temps ti, on réalise une seconde impulsion
pour permettre les interférences. On a alors quatre paquets d’ondes dans le
piege, que l’on laisse osciller pendant un temps ty (c).

fond du puits de potentiel magnétique.

Le champ magnétique étant inhomogene, la condition de résonance pour
une transition entre deux sous-niveaux Zeeman change d’un point a I'autre
(c’est d’ailleurs grace cette inhomogénéité que fonctionne le refroidissement
évaporatif). La largeur inhomogene est, dans le cas d’un condensat dans ’ap-
proximation de Thomas-Fermi, égal & p/h, o u est le potentiel chimique.
Pour pouvoir modifier de la méme facon le le spin d’un atome indépendamment
de sa position, il est donc nécessaire d’utiliser une radio-fréquence de fréquence
de Rabi Qg /27 notablement plus grande que p/h. Dans le cas d’un nuage de
10° atomes dans un piege de fréquence transverse ) /27 = 192 Hz, u/h est
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F1G. 8.2 — Evolution des populations des états internes du condensat pendant
une expérience d’oscillations de Rabi. On sépare les composantes de spin en
laissant le nuage évoluer 1 ms dans le piege magnétique avant de réaliser un
temps de vol de 25 ms. Deuz images successives sont séparées de 37,5 ms.
La période des oscillations de Rabi est de 150 ps, soit Qr /27w ~ T kHz.

de 'ordre de 1 kHz.

On a représenté sur la figure (8.2) un cycle complet d’oscillations de
Rabi obtenu avec Qgr/27 &~ 7 kHz. Chaque image correspond a une durée
tg diférente de I'impulsion radiofréquence (0, 35, 75...) us. Apres 'impulsion
on laisse les atomes évoluer 1 ms dans le piege magnétique de fagon a séparer
spatialement les différentes composantes de spin (ceci est analogue & une
expérience de Stern Gerlach), puis on ouvre le piege pour réaliser un temps
de vol. On constate la réversibilité de ces oscillations: alors qu’a tg=75us, le
spin est pratiquement pratiquement dans mp = —2, on retrouve un nuage
completement polarisé dans mp = +2 a tg ~ 150 us.

Dans I'expérience d’interférences proprement dite, quelles durées tg) et
tg) choisir pour les deux impulsions? Si I'on avait travaillé avec un atome a
deux niveaux internes, il aurait fallu prendre des impulsions 7/2, c’est a dire
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tg) = tg) = 7/2Q0g. Dans le cas qui nous intéresse, on est confronté a des

atomes de spin F' = 2 et comportant par conséquent 5 états internes comme
on peut le voir sur la figure (8.2). Imaginons que 1’on veuille observer la figure
d’interférence dans le canal my = +2. Pour obtenir un signal convenable, il
faut avoir un nombre suffisant d’atomes dans myr = +2 ainsi que des popu-
lations comparables dans les deux paquets mp = +2, de fagon a maximiser
le contraste des franges.

On peut montrer que, pour un atome préparé dans 1’état complétement
polarisé |F, mpr = F), la probabilité de transiter dans un état |F, m/,) apres
une impulsion de durée t vaut:

Py = Cf;m’F cos?FHme) () sin?F—me) (g), (8.1)

F
ot I'on a posé § = Qgrt/2 et les C¥ = n!/k!(n — k)! désignent les coefficients
du binéme. Supposons que 'on ait initialement /N atomes dans le condensat.
Apres les deux impulsions radio-fréquence, les populations dans les deux
paquets mr = +2 sont respectivement :

N; = Ncos®(6,)cos® ()

Ny = 16N cos®(6,) cos®(6s) sin®(6,) sin®(6s)
avec 0; = QRtg) /2, angle de précession durant la jeme impulsion. Il s’agit
donc de maximiser /N; en maintenant N; = N,. En différenciant, on trouve
qu’il faut que les deux impulsions aient la méme durée et que:

tan(f;) = tan(f,) = % (8.2)

Pour satisfaire a la fois la condition (8.2) tout en ayant une rotation du
spin homogene sur I’ensemble du condensat, il est nécessaire de prendre un
temps d’impulsion le plus court possible. Or, avec notre dispositif, il est im-
possible de générer des impulsions de durée inférieure & #5® = 13 us, ceci
correspondant au temps de réponse de 'amplificateur servant a la génération
des signaux radio-fréquence. En choisissant tg) = tlg) = %" on doit avoir
Qr /27 =~ 10 kHz. Cette fréquence de Rabi est suffisamment élevée pour ga-
rantir une excitation homogene du condensat. Dans ’expérience, on constate
que les meilleurs images sont obtenues pour Qg/2m ~ 7 kHz: en choisis-
sant une fréquence de Rabi légerement plus faible, on augnmente en effet
le nombre d’atomes, sans notablement dégrader le contraste (si N est la
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F1G. 8.3 — (a) Figure d’interférence de deux condensats initialement au repos
apres un vol balistique de tv = 25 ms. Le profil initial est supposé gaussien,
de largeur rms 0,5 um dans les deuz directions. (b) Résultat d’une expérience
d’interférence. On observe clairement les franges dans les canauzr mp = +2
et mp =41. On a choisi t; = 0,3 ms et to = 0,4 ms.

différence du nombre d’atomes entre les deux paquets m = +2, le contraste
varie comme (6N/N)?).

8.1.3 Interférences entre deux condensats au repos

Intéressons nous a présent a I’expérience d’interférence en elle-méme, en
nous limitant dans un premier temps au cas d'un condensat sans vortex.
Avant lextinction du potentiel magnétique, nous avons vu que quatre pa-
quets d’ondes évoluaient dans le piege: deux dans ’état interne mp = 42 et
deux dans mpr = +1. Il est bien entendu possible de réaliser des interférences
dans les deux canaux. Cependant, pour des raisons pratiques, on exploitera
principalement le canal mpr = +2. En effet, le taux d’expansion durant un
temps de vol ¢y, vaut en premiere approximation w&mF )tv. Le rayon avant I’ou-

3/5 (

verture du piége variant comme w, c.f. chapitre 1), toutes choses étant

égales par ailleurs, celui-ci suit apres expansion une loi en wi/ ® Comme la
fréquence propre de piégeage est d’autant plus importante que mp est grand,
le nuage d’atomes dans mp = +2 sera plus étendu, ce qui facilitera son ob-
servation.

Considérons les deux paquets d’ondes mp = +2 au moment de ’ouverture
du piege. Leur séparation spatiale et leur vitesse relative sont notées a et vy.
Supposons de plus que a soit grand devant la taille des deux nuages. On peut
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F1G. 8.4 — Evolution de Uinterfrange 6; en fonction de la séparation initiale

entre les deur paquets pour un temps de vol de 25 ms. La courbe pleine
correspond d la loi (8.3).

alors calculer la phase des nuages en expansion comme si il s’agissait d’un
gaz parfait, les interactions modifiant simplement la forme de I’enveloppe
de la figure d’interférences [50]. Considérons pour commencer le cas d’un
seul nuage dont le centre de masse est immobile: a 'ouverture du piege, la
répulsion de champ moyen fait exploser le nuage, le taux d’expansion valant
1+ w?t}. Lorsque w, ty = 3, on constate que ’expansion est pratiquement
linéaire en temps: toute 1’énergie de champ moyen a été transformée en
énergie cinétique et on peut par conséquent supposer que ’expansion est a
partir de cet instant un vol libre. Lorsque 1’on réalise I’expansion balistique
du condensat, on observe donc, pour w, ty > 3, non la distribution de vitesse
dans le piege comme c’est habituellement le cas pour un gaz sans interactions,
mais la distribution de vitesse apreées la phase d’explosion.

Lorsque les deux paquets sont présents, il faut éviter que les deux nuages
ne se superposent durant la phase d’explosion lorsque le champ moyen est
encore important. Pour cela, il faut choisir leur séparation initiale beaucoup
plus grande que leur taille.

La phase d’un nuage en expansion balistique se calcule tres simplement :
si on suppose le temps de vol ¢y, suffisamment long pour que la taille finale
soit beaucoup plus grande que la taille initiale (soit w, ty), la phase en un
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point r s’écrit :

O(r,ty) = m(r —ry)*/2nty.

Cette relation s’interprete aisément en notant que les atomes détectés en
r a 'instant ¢y avaient nécessairement une vitesse (r — rg)/ty, et donc une
énergie E = m(r — ro)?/2t%. La phase introduite par la propagation vaut
donc Et/h = m(r —1¢)?/2hty.

La différence de phase entre deux nuages initialement séparés de a vaut
donc:

m(r+a/2)®> m(r—a/2)’ mr-a
50(1‘, tv) = — = .
2ht 2ht ity
On obtient ainsi des franges d’interférences rectilignes dont l'interfrange

d; vaut:

_ hty
" ma’

0; (8.3)

Ce résultat se généralise aisément au cas au cas ou les deux nuage possedent
une vitesse relative. L’interfrange garde la forme §; = hty/ma, a condition
de prendre pour a la séparation initiale entre les deux nuages.

Pour espérer pouvoir observer ces franges, il faut prendre J; supérieur a
la résolution de notre systeme d’imagerie. Celle-ci étant limitée par la taille
de nos pixels, il font donc avoir §; > 3 pum. Pour un temps de vol ty =
25 ms et une séparation a = 2,5 pum, on obtient §; &~ 45 um ce qui est
largement dans les limites de notre systeme de détection. Notons enfin que
I'interfrange et la taille du condensat varient tous les deux linéairement avec le
temps. Le nombre de franges visibles reste donc constant durant I’expansion.
Dans les conditions usuelles, le nuage fait 100 pm de diametre apres 25 ms
d’expansion : on peut donc espérer observer jusqu’a trois franges dans le profil
de densité du condensat (fig. (8.3-a)).

Les résultats d’une expérience d’interférométrie utilisant le dispositif que
I'on vient de décrire ont été représentés sur la figure (8.3-b). Dans ce cas
particulier, la fréquence de piégeage transverse vaut 192 Hz et le temps de
vol a été pris égal a 25 ms, de facon a avoir w,ty ~ 31 et pouvoir ainsi
comparer les résultats expérimentaux au modele d’expansion balistique. On
a de plus choisi les temps ¢; et o d’oscillation dans le piége magnétique
respectivement égaux a t; = 0,3 ms et ¢, = 0,4 ms, ce qui correspond a une
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F1G. 8.5 — Le nuage d’atome (cercle sombre) est décrit comme une superpo-
sition incohérente de paquets d’ondes centrés en M;. Chaque paquet d’onde
du nuage “original” reste cohérent avec son translaté M;. En interférant, les
paquets d’ondes centrés en M; et M, créent une figure d’interférence de pas
d; = ht/ma centrée sur O;, centre du segment [M;, M]]. On a représenté en
trait plein la figure d’interférence du couple [My, M]] et en pointillé celle de
[My, M]]. Les franges subsistent apreés la superposition incohérente si tous les
points O; restent a une distance les uns des autres inférieure a l’interfrange.

Cette condition est équivalente a supposer la taille Ry du nuage inférieure a
0;.
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séparation initiale de 0,7 pm. On observe clairement les franges attendues,
aussi bien dans le canal mp = +2 que dans le canal my = +1. Il nous a été
possible de vérifier quantitativement la loi (8.3) en faisant varier les temps ¢;
et to. On constate sur la figure (8.4) que, méme pour des séparations initiales
tres faibles, on obtient un trés bon accord entre théorie et expérience.

8.1.4 Cohérence de la source

De la méme facon qu’il est possible en optique de réaliser des expériences
d’interférence a ’aide de sources incohérentes spatialement, nous allons mon-
trer qu’a condition de ne pas prendre une séparation trop importante entre
les paquets d’ondes, on aurait pu réaliser I'’expérience précédente avec un
nuage non condensé’.

Pour préciser les conditions de visibilité, considérons le cas le plus défa-
vorable d'un systéeme dont la longueur de cohérence &, est tres inférieure a
sa taille. ’opération de séparation spatiale reste néanmoins cohérente: un
paquet d’onde de largeur &, centré au point M du nuage reste cohérent avec
sa copie M'. Chaque couple (M, M') va donc créer une figure d’interférence,
centrée sur le milieu du segment [M, M'] et de pas hty /ma. Si la taille initiale
Ry du nuage est plus grande que l'interfrange, les franges issues des différents
couples (M, M') vont se brouiller. On verra donc des franges a la condition
d’avoir Ry < §; (fig. 8.5). Pour un gaz parfait a la température 7' dans un
potentiel harmonique de fréquence propre w, R% ~ kgT/mw?. La condition
de visibilité de la figure d’interférence sera donc:

h2
kaT )

On trouvera dans I’annexe F une discussion plus quantitative de ce sujet.

Remarquons qu’a des facteurs numériques pres, a,. est de ’ordre de Ay,wt,
oll Ay, est la longueur d’onde thermique. Dans les conditions expérimentales,
on a donc a. > A4y,. Ceci pourrait paraitre en contradiction avec les résultats
de I'expérience de Munich [116] : dans cette expérience, on extrait des atomes
de deux points du nuage distants de a afin de créer deux jets d’atomes. Il a
été prouvé expérimentalement que, dans le cas d’un nuage au dessus du seuil

@’ < a.(tv)” = Wty

1. Il ne nous cependant pas été possible de tester expérimentalement ce critére: en effet,
le nuage au-dessus du seuil de condensation est plus large que la séparation maximale entre
les paquets d’onde mp = +1 et mp = +2 et les figure d’interférences des deux canaux se
brouillent.
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de condensation, on n’observait pas d’interférences entre les deux jets si la
distance a était grande devant la longueur d’onde thermique.

Les deux résultats ne sont pourtant pas contradictoires: en effet, dé-
composons le nuage en paquet d’onde de largeur ., longueur de cohérence
du systeme. Si a > &, on fait interférer dans ’expérience de Munich deux
paquets d’ondes incohérents (il s’agit, comme dans les fentes d’Young, d'un
interférometre a division du front d’onde). Il est donc dans ce cas naturel d’ob-
server un brouillage des franges. Notre expérience réalise un interférometre a
division d’amplitude et est donc du méme type qu’un interférometre de Mi-
chelson: on a toujours deux paquets d’ondes interférant de fagcon cohérente,
quelle que soit la distance entre les deux nuages.

8.1.5 Mise en évidence des vortex

On peut généraliser I’étude précédente au cas ol un vortex est présent
dans le condensat 2. Considérons donc un condensat centré initialement en r
et de vitesse vy et portant en son centre un vortex de charge unité.

Apres un temps de vol t, le centre du condensat sera en r; = ry + vot. Le
vortex se déplacant avec le fluide sera centré lui aussi en rj. A un instant t,
la fonction d’onde du condensat s’écrira donc:

m(r — 1y)?
2ht ’

B(,t) = £, ) — 21 + iy — 1)) exp (

ol f est une fonction réelle caractérisant ’enveloppe du nuage. On reconnait
dans l'argument de ’exponentielle I'effet de I’expansion déja rencontré au
paragraphe précédent. Le terme (z — z; + i(y — 1)) quant a lui représente
le vortex: on remarque que, comme précisé plus haut, le coeur du vortex est
centré en (x1,%;), c’est-a-dire le centre du nuage apres temps de vol.

La figure d’interférence correspondante présente des franges séparées com-
me précédemment de §; = ht/ma. La présence des tourbillons se manifeste
par des défauts dans les franges, localisés aux points atteints par le centre des
vortex apres temps de vol. Sion note Awv la vitesse relative des deux paquets
d’ondes, leur séparation apres temps de vol s’écrit a + Awvt. D’apres ce qui
précede, il faut, pour pouvoir observer les dislocations, que cette distance

2. Une expérience équivalente a été réalisée au MIT[117] pour étudier la génération de
vortex dans le sillage d’un objet en mouvement.



148 CHAPITRE 8. CARACTERISATION DES VORTEX

FiG. 8.6 — Figure d’interférence attendue pour un vorter de charge unité. La
présence du vorter se manifeste par un défaut dans la figure d’interférence.
La phase relative des deux condensats vaut .

soit plus grande que l'interfrange ;. Comme, en pratique, on a Avt > a,
ceci revient a imposer Avt 2 §;, soit:

h
Av 2 —
ma

I

ou Av est la vitesse relative des centres de masse des deux nuages. Notons
que si cette vitesse relative est trop grande, les deux nuages vont s’éloigner
I’'un de 'autre durant ’expansion, ce qui va réduire leur recouvrement. On
choisit les temps ¢; et ¢ty d’oscillation dans le piege magnétique de fagon a
avoir Av & h/ma. Dans ce cas, les vortex sont séparés d’une interfrange,
conférant une forme de “H” a la figure d’interférence (fig. 8.6).

Pour vérifier que la singularité observée expérimentalement et décrite au
chapitre précédent est effectivement un vortex quantifié auquel est associé
une phase e, nous avons placé le condensat dans une cuillere tournante de
fréquence de rotation §2/27 variable. Pour une fréquence de piégeage trans-
verse w /27 ~ 192 Hz et une ellipticité du potentiel de ’ordre de 0,06, le seuil
de nucléation du premier vortex se situe a Q = 27 x 130 Hz. La figure (8.7)
présente des interférogrammes réalisés dans le canal myr = +2 pour trois va-
leurs de fréquence de rotation correspondant respectivement a la nucléation
de zéro (a), un (b-c) ou plusieurs vortex (d). Lorsqu’aucun tourbillon n’est
généré, on retrouve les franges rectilignes de la figure (8.3). Lorsque I'on
nuclée le premier vortex, on voit apparaitre les formes de “H” annoncées,
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Fi1a. 8.7 — Ezxpérience d’interférences obtenues en placant le condensat dans
un potentiel tournant de fréquence /2w = 125 Hz (a), 130 Hz (b) et 154 Hz
(c), correspondant & la nucléation de zéro (a), un (b-c) ou plusieurs (d)
vortex. Les temps d’oscillation sont t; =0,688 ms et ty =1,320 ms. Les images
(b) et (c) ont été prises dans les mémes conditions initiales et suggérent une
possible fluctuation de la phase relative des deux condensats durant la période
d’oscillation.

caractéristiques du défaut de phase du vortex. Remarquons que, d'une image
sur Pautre (fig. (8.7-b,c)), 'intensité de la frange centrale varie, traduisant
une fluctuation de la phase relative entre les deux condensats. Enfin, quand
plusieurs vortex pénetrent le condensat, de nombreuses dislocations appa-
raissent rendant l’analyse de la figure d’interférence plus compliquée (fig.
(8.7-d)).

8.2 Mesure du moment cinétique

8.2.1 Spectre d’un condensat en rotation

Afin de complétement décrire un condensat en rotation, il nous reste a
déterminer son moment cinétique. Nous allons montrer qu’il est possible d’y
avoir acces de facon quantitative en étudiant le spectre de Bogolubov.

Nous avons montré au chapitre 5 que, dans le cas d’un condensat sans
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t/2

m=+2
z

. _. @ ----- .-

Fi1c. 8.8 — La superposition a poids égauxr des modes m, = +2 donne un
condensat elliptique dont les axes précessent a la vitesse angulaire (wyo —

w_g)/4.

vortex, on avait wy,, = w_,,,. La présence d’un ou plusieurs tourbillon brise
cette dégénérescence, tout comme un champ magnétique dans 'effet Zeeman.
On s’attend donc en présence d’un vortex a obtenir des fréquences propres
différentes pour des excitations élémentaires de moments cinétiques opposés.

On peut calculer dans l'approximation de Thomas-Fermi® la levée de
dégénérescence introduite par 'existence d’un ou plusieurs vortex au sein
du condensat dans le cas des modes de basse énergie en utilisant soit des
méthodes perturbatives [121] soit des techniques de regle de somme [120]. 11
est intéressant de noter que 1’on peut aussi retrouver ces résultats en sup-
posant que le condensat se comporte un gaz classique en rotation rigide
(appendice G).

3. Dans le cas du gaz parfait, toutes les fréquences sont des multiples de w, . Le spectre
de Bogolubov ne fournit donc pas d’information supplémentaire.
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Fic. 8.9 — Ewvolution d’un condensat de Bose-Einstein apres exrcitation
du mode quadrupolaire aprés avoir appliqué une cuillere tournante. Les
fréquences de nucléation valent Q/2n = 114 Hz (a), et Q/2n = 120 Hz.
Le seuil d’apparition des vortex se situe a $2./2n = 115 Hz. La fréquence
de piégeage transverse vaut 171 Hz. Sur les images du profil transverse du
condensat, les lignes pointillées indiquent la direction initiale d’excitation du
quadrupole, et les lignes continues correspondent aux positios instantanées.
Deuzr images successives sont séparées de 2 ms. Les graphes représentent
Uangle ¢ que fait le grand azre du nuage avec la verticale. Les points cor-
respondent auxr données expérimentales et les droites indiquent la vitesse de
précession des axes propres du nuage.

Alors que dans le cas des modes m, = 0 et m, = £1, on montre que la
présence des vortex n’introduit pas de modification du spectre d’excitation
(pour le mode dipolaire, ceci est une conséquence du théoréeme de Kohn -
chap. 3), on a au contraire wis # w_». Plus quantitativement, si on note
(L,) le moment cinétique par particule selon 'axe de symétrie du piege, on
a dans 'approximation de Thomas-Fermi:

2(L,)
—W_g = 8.4
Wyo — W_o m(r?) (8.4)
Wiy +w?, = 4dwi. (8.5)

Ces relations sont utiles & deux niveaux: (8.4) est la plus importante : en
effet, si I’on est capable de mesurer les fréquences w.o, alors cette équation
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nous permet de remonter au moment cinétique du condensat. Hormis le cas
particulier d’'un vortex centré sur le condensat ou l’on sait que L, vaut
précisément £, il nous est impossible de mesurer directement la valeur du
moment cinétique et donc de tester la validité de I’équation (8.4) dans le cas
général. La relation (8.5) nous fournit donc un test utile de la technique de
regle de somme.

8.2.2 Vérification expérimentale

Pour avoir expérimentalement acces aux valeurs de w44, on utilise la méeme
procédure qu’au chapitre 5 en ’absence de vortex: apres avoir nucléé les
vortex pendant 900 ms dans un potentiel dipolaire tournant a une fréquence
)/2m variable, on excite pendant 0,3 ms le condensat a 1’aide d’une cuillere
statique, de facon a exciter a intensité égale les modes m, = £2. On introduit
donc une perturbation dans le profil de densité pouvant s’écrire :

op = eri(ei(w"*’”’:) + i 20mw—2t) 4 c.c.),

ou r, et ¢ désignent les coordonnées polaires dans les plans x,y orthogonal
a 'axe du vortex et ou ’on a utilisé le fait que la dépendance radiale d’une
excitation de moment cinétique m, était de la forme r‘Lmz' (c.f. 5). Apres
quelques manipulations élémentaires, on peut mettre dp sous la forme:

§p = 4er? cos ((wyg + w_o)t/2) cos (2¢ — (wyp — w_3)t/2).

Cette expression est un produit de deux termes oscillants. Le premier, en
cos ((wy2 + w_2)t/2) correspond a une inversion de l’ellipticité a une pulsation
(wya+w_2)/2. Au second est associé une précession des axes propres du profil
de densité a une vitesse angulaire (w9 — w_9)4.

On peut donner une interprétation géométrique de ces résultats grace a
I’argument suivant : les modes quadrupolaires m = +2 correspondent, comme
on I’a vu au chapitre 5, a des condensats elliptiques dont les axes tournent
autour de axe (O, z) & une vitesse angulaire +wy,_ —+2/2. Une superposition
a poids égaux de ces deux modes donne donc un condensat elliptique, dont
Dellipticité oscille & la pulsation (wis +w_3)/2 et dont les axes propres sont,
par symétrie, alignés selon la bissectrices des modes |+2) (fig. 8.8). Les axes
propres d’un condensat en rotation et excité par une perturbation statique ne
sont donc plus fixes, mais précessent a une vitesse angulaire (wo—w_2)/4. La
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mesure de cette vitesse de précession et de la fréquence d’oscillation de 1’el-
lipticité permet ensuite de remonter a wio. Si ¢ désigne 'angle de précession,
on déduit de(8.4) que L, s’exprime simplement en fonction de ¢:

L,= 2m(ri>q.5.

On a représenté sur la figure 8.9 I’évolution du profil transverse d’un
condensat apres une excitation du mode quadrupolaire. La fréquence de
piégeage transverse vaut w; = 27 x 175 Hz et le seuil de nucléation se
situe au voisinage de {2 = 27 x 115 Hz. Dans la premiere série d’images,
la fréquence de rotation est choisie en dehors de la zone de nucléation: de
méme qu’au chapitre 5, on constate que les directions principales du profil
de densité restent constantes. Dans la deuxiéme série, un vortex a été créé
dans le condensat. On observe alors, en plus des oscillations de Iellipticité,
une précession des axes du nuage avec, dans le cas présent, ¢ =5,9+0,2°/ms.

Si 'on veut obtenir le moment cinétique du condensat, il reste, une fois
mesurée la vitesse de précession, & évaluer (r?). On suppose que le facteur
d’expansion balistique /1 + w? ¢ reste valable en présence de vortex (c.f
appendice G). Le rayon transverse du condensat (c’est-a-dire la distance de
’axe pour laquelle la densité s’annule) vaut 103+6 pym apres un temps de vol
de 25 ms . Ceci correspond a un rayon 4n situ R, =3,8 um. Si on admet de
plus que le profil de densité reste parabolique (ce qui suppose en particulier de
négliger la dépression creusée par le vortex), on trouve (r?) = 2R? /7. Dans
le cas des données de la figure 8.9, ceci correspond & un moment cinétique
L,/h=1,240,1.

Lorsque 1’on fait varier la fréquence de nucléation /27, on obtient les
résultats des figures (8.10) et (8.11). On constate que les fréquences du mo-
nopole et du quadrupole (8.10-a,b) suivent les lois prédites théoriquement ce
qui, comme nous 1’avons souligné au pargaraphe précédent, constitue un test
indirect de la validité de la relation (8.4) nous servant a évaluer L,.

Les variations du moment cinétique sont représentées sur la figure (8.11).
Lorsque la fréquence de rotation de la cuillere est inférieure a 120 Hz, seuil
d’apparition du premier vortex, on constate que L, est nul. Immédiatement
au seuil, on constate un saut d’une valeur de h: ceci traduit ’apparition
du premier vortex quantifié qui vient se placer immédiatement au centre
du piege(c.f. chapitre 6). Au-dela de cette valeur, L, augmente continument
jusqu’a 2 = 27 x 145 Hz. On n’observe plus de sauts de & apres la formation
du premier vortex en raison de la formation du réseau d’Abrikosov. Comme
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F1G. 8.10 — (a) Variations de la fréquence du monopéle avec la fréquence de
nucléation Q/2m. (b) Test de la relation (8.5). On s’attend & avoir (w3, +
w?,)/4w? = 1. La région de nucléation des vortez, indiquée par la bande
grise, s’étend entre 135 et 167 Hz.

on I’a vu, un tourbillon décentré porte un moment cinétique inférieur a h.
Cette variation continue traduit donc un réarrangement progressif du réseau
de vortex lorsque 1'on varie la fréquence de nucléation. Enfin, pour €2 > 27 x
145 rad/s, le moment cinétique s’annule de nouveau, bien que le condensat
reste présent. Ceci correspond au seuil de disparition des vortex que nous
avions déja observé qualitativement au chapitre 7.

8.2.3 Approximation du fluide classique

Nous avons vu aux chapitres 6 et 7 que lorsque le condensat comportaient
de nombreux vortex, il possédait un champ de vitesse moyen analogue a ce-
lui d’un solide en rotation. Dans ce cas, on s’attend a ce que son moment
cinétique se mette sous la forme L, = m(r?)Qug, ol Qg est la vitesse angu-
laire du solide équivalent. Celle-ci s’obtient expérimentalement, a partir de
la vitesse de précession du quadrupole puisque 1’on a:

Qe = L’; = 2.
m(ri)

On a représenté sur la figure 8.12 les variations de (e avec €2: on re-
marque que la fréquence effective est toujours inférieure a la fréquence de
nucléation : le condensat “tourne” donc moins vite que la cuillere. Nous re-
viendrons sur ce point lorsque nous traiterons du mécanisme de nucléation
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F1G. 8.11 — Evolution de L, avec la fréquence de rotation de la cuillére apres
la phase de nucléation. En dessous de la fréquence d’apparition du premier
vortex, le moment cinétique est nul. Au seuil, on observe un saut de h du mo-
ment cinétique, prouvant la quantification du moment cinétique par particule
associé au vorter. La fréquence de piégeage vaut w, = 2w X 175 Hz.

des vortex au chapitre suivant.

On peut étendre cette analogie classique a d’autres propriétés du conden-
sat. Considérons un nuage en rotation rigide a la vitesse {2eg. Dans le référen-
tiel tournant a Qg le fluide est au repos : il ne s’exerce donc sur lui, en plus des
forces de piégeage et de champ moyen que la force centrifuge mQ2gr | . Tout se
passe donc comme si on avait modifié la fréquence de piégeage transverse de

2
w? A (wf)) = w? — O%;. Autrement dit, plus la fréquence de rotation effec-

tive augmente, plus le confinement est diminué®. On s’attend par conséquent
a voir grossir le nuage quand on augmente {2 & nombre d’atomes fixé.

Or, pour un condensat au repos, le rayon transverse avant temps de vol

. —3/5 . . .
varie comme w /5. On s’attend donc & ce que, pour une vitesse de rotation

effective Qegr, on trouve un rayon R, (Qef) X (wf))_:*/ 5. On peut récrire ceci

4. Remarquons que ceci implique que, pour Q = w,, le rayon transverse du condensat
devient infiniment grand. Dans ce cas, on quitte le régime de Thomas-Fermi, et on peut
montrer que le comportement des vortex est tres similaire  'effet Hall quantique [123].
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F1G. 8.12 — (a) Variations de la fréquence effective de rotation Qg /27 en
fonction de la fréquence de nucléation Q2/2mw. On a toujours Qeg < 2. (b)
"Evolution du rayon du condensat avec la fréquence effective. On a représenté
en traits pleins la courbe attendue pour un gaz en rotation rigide.

sous la forme:

On constate que dans cette expression, une fois mesurées la taille du
condensat sans vortex et la fréquence de piégeage, il n’y a plus aucun pa-
rametre libre. On compare cette prédiction a une série de résultats expérimen-
taux® (fig. (8.12-b)): on constate que I'accord est relativement bon, d’autant
que w, étant mesuré indépendamment la courbe continue est obtenue sans
aucun parametre ajustable. Lorsque le nombre de vortex est important, la
mesure du rayon du condensat permet donc une évaluation rapide du moment
cinétique du nuage [124, 125].

8.3 Conclusion
Dans ce chapitre nous avons présenté deux techniques permettant de ca-

ractérisé les propriétés des vortex. Dans un premier temps, nous avons mis
en évidence par une technique interférométrique le défaut topologique de la

5. Bien que les rayons soient mesurés apreés temps de vol, la relation (8.6) reste cependant
valable puisque comme on le montre & ’appendice G, le facteur d’expansion du nuage ne
dépend pas de sa vitesse angulaire effective.
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phase de la fonction d’onde associé a la présence du vortex. Cette méthode a
été aussi utilisée avec succés par le groupe de MIT pour mettre en évidence la
formation de vortex dans le sillage d’un objet en mouvement dans le conden-
sat [117].

Dans un second temps, nous avons montré comment I’étude du spectre du
condensat permettait de mesurer le moment cinétique associé a la présence
de vortex. Cette méthode est particulierement utile puisqu’elle permet de
fournir des informations quantitatives sur la structure du condensat: elle
nous a permis de mettre en évidence la quantification du moment cinétique
associé a un vortex et nous aidera au chapitre suivant a identifier le scénario
de nucléation. Le groupe du JILA I’a par ailleurs utilisée pour mesurer la
précession d’un vortex dans un piege TOP [122].



158 CHAPITRE 8. CARACTERISATION DES VORTEX



159

Chapitre 9

Mécanisme de nucléation

De nombreux efforts théoriques ont été fournis afin de découvrir le mé-
canisme de nucléation et la fréquence d’apparition des vortex dans le type
d’expérience décrit dans ce mémoire (e.g. [126, 127, 128, 129]. Tous se fondent
sur ’existence, en présence d’un potentiel tournant, d’une instabilité de 1’état
sans tourbillon. Nous avons vu au chapitre 4 que I’on pouvait rassembler les
mécanismes d’instabilité en deux grandes familles, & savoir les instabilités
dynamique et thermodynamique. Nous allons donc dans ce qui suit explorer
les conséquences expérimentales de ces deux voies afin d’identifier le scénario
de formation des vortex.

9.1 Voie thermodynamique

9.1.1 Stabilité et métastabilité thermodynamique

Considérons un systeme placé dans un potentiel tournant a la vitesse
angulaire €2. Le hamiltonien H dans le référentiel du laboratoire dépendant
du temps, on préfere travailler dans le référentiel tournant avec la cuillere
pour lequel le hamiltonien est indépendant du temps. A tout état |1} on fait
donc correspondre ') tel que:

W) — efifpﬂt/h|¢/>.

On montre facilement que ’évolution de |¢)) est alors donnée par le ha-
miltonien
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Fi1G. 9.1 — Domaine de stabilité thermodynamique des états sans vortex : pour
2 < (), l’état sans vortex est I’état fondamental du systeme. {2y < Q <y,
il reste minimum local de ’énergie. On parle alors de métastabilité.

H=H-LQ. (9.1)

A chaque état |1)") on peut associer dans le référentiel tournant une énergie
E'[|¢)] = (¢'|H'|4))'. Lorsque |¢') est un minimum absolu de la fonctionnelle
E’, on dira qu’il est stable thermodynamiquement. S’il est un simple mini-
mum local, on parlera plutot de métastabilité.

A I’équilibre thermodynamique on ne devrait observer que les états globa-
lement stables. Cependant il peut se produire des effets de blocage cinétique
lorsque la barriere d’énergie a franchir pour quitter un état métastable est
bien plus haute que kg7 (fig. 9.1).

Soient E, et Ej les énergies des états a un et aucun vortex. Dans le
référentiel tournant, celles-ci valent E! = E, — hQ) et Ej = E,. L’état sans
vortex sera donc stable thermodynamiquement lorsque 2 < Q, = (E,—Ey)/h
(fig. 9.2). Q, peut étre calculé de fagon approchée dans les deux cas limites
du régime de Thomas-Fermi et du gaz parfait.
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Cas du gaz parfait

Le cas le plus simple est celui-ci du gaz de de bosons sans interactions. Le
vortex est alors simplement le premier état excité du potentiel harmonique
et on a B, — Fy = hw, de sorte que

QéGP) =Ww].

Cette condition ne garantit cependant pas que ’état a un vortex soit ’état
fondamental du systeme. On montre en fait qu’au-dela de w, le spectre du
condensat n’est plus borné inférieurement, puisque 1’énergie d’un état de
moment cinétique m, vaut E], = hm,(w, — Q) < 0si Q > w,. Ceci signifie
que, pour un gaz parfait, il n’y a pas d’équilibre thermodynamique possible
dans le cas ou la fréquence de rotation du potentiel tournant dépasse la
fréquence transverse de piégeage.

Ce résultat peut paraitre contradictoire avec la discussion faite au cha-
pitre 3, ol nous avions montré que le mouvement du centre de masse du
nuage n’était instable que dans une petite région centrée sur {2 &~ w,. Dans
ce cas, nous avions montré que l’instabilité éventuelle était dynamique et
que c’était c’était la force de Coriolis qui stabilisait la trajectoire a haute
fréquence. Or, on montre! que la force de Coriolis n’intervient pas dans les
propriétés thermodynamiques du systeme. Celle-ci ne peut donc plus assu-
rer la stabilité thermodynamique pour 2 > w,. Ceci a pour conséquence
importante que, pour un gaz parfait, les vortex sont toujours thermodyna-
miquement instables.

Régime de Thomas-Fermi

Dans le régime inverse d’interactions fortes (régime de Thomas-Fermi),
nous avons montré que E, — Ey ~ (h*/mR2)In(R_/£), ou £ désigne la lon-
gueur de relaxation?. On a donc:

h R
Qe — Py (_L) |
& mR? 13

1. C’est le strict analogue du théoréme de Van Leuven montrant qu’il ne peut pas y
avoir de magnétisme en physique classique.

2. En fait le seuil d’instabilité thermodynamique est 1égérement plus bas que ), car nous
n’avons ici envisagé que des vortex rectilignes. On peut montrer que dans une certaines
gamme de vitesses de rotation, ce sont des configurations ou les lignes tourbillonaires sont
courbées qui sont thermodynamiquement stables [99].
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Fig. 9.2 — (a) Evolution de Uécart d’énergic E, — Ey entre les états avec
et sans vorter dans un référentiel tournant a la vitesse angulaire 2. On a
représenté en pointillé le cas du gaz parfait. (b) Evolution de wm,/m, et
critere de métastabilité. Les points représentent les fréquences propres des
modes m, de plus basse énergie pour 2 x 10° atomes et la courbe tiretée la
prédiction du modele de Thomas-Ferms. Le trait plein horizontal indique la
position de Q, (graphe extrait de [130]).

On note que QéTF) < w,. La fréquence seuil passe donc en dessous de
la fréquence critique w,; ou, comme on l'a vu, la force centrifuge détruit le
nuage : la plage de stabilité thermodynamique possede donc une largeur non
nulle.

Notons que le condensat reste instable thermodynamiquement en présence
d’interaction pour €2 > w, . En effet, nous avons vu au paragraphe précédent
que les modes d’énergie la plus basse étaient ceux dont le moment cinétique
était élevé. Or, lorsque |m,| > 1, la densité du condensat diminue sous
I’action de la force centrifuge et on sait que l'on quitte alors le régime de
Thomas-Fermi pour retrouver le cas du gaz sans interaction. Pour les grands
m,, les spectres avec et sans interaction sont donc identiques.

Le critere de métastabilité de 1’état sans vortex est identique au critere de
superfluidité de Landau (6.4). En effet, on peut montrer qu'un état |¢)) est
métastable si son spectre de Bogolubov est réel et positif [65]. Le spectre d’un
condensat sans vortex étant réel, il reste a vérifier que toute les fréquences wj,
dans le référentiel tournant sont positives. On déduit celles-ci du spectre dans
le référentiel du laboratoire grace a la relation 9.1, a savoir w;, = Wy, —m,,
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ou m, est le moment cinétique de I’excitation selon la direction de I’axe de
rotation. L’état |¢) est donc métastable si Q < 2, = min,,, wy,, /m,.

Dans le cas d’un condensat dans un piege cylindrique, nous connaissons
les comportements asymptotiques lorsque les fréquences propres sont tres
petites ou tres grandes devant le potentiel chimique p: pour hw,, < i, on a
Wm, = v/ |m,|wi et wy, = |m,|w, dans la limite opposée. wy,. /m, présente
donc bien un minimum non nul (fig. (9.2-b)), égal & w, dans le cas d’un gaz
parfait et de lordre de 0,5 w, pour la figure (9.2-b) correspondant & nos
conditions optimales.

La discussion précédente entre en contradiction avec les résultats expéri-
mentaux sur plusieurs points .

o Il nous est possible de garder un condensat ou un nuage thermique dans
une cuillere tournant a une fréquence {2 > w, sans noter une quelconque
déstabilisation (c.f. en particulier les résultats du chapitre 5).

e La théorie thermodynamique prédit une plage de nucléation comprise
entre €, et w;. D’apres les calculs réalisés dans [130], on trouve, dans le
cas d’un condensat de 2,5x10° atomes dans un piege de raideur w; = 27 x
175 rad/s, Qz = 0, 35w, alors que 'expérience nous livre une borne inférieure
du domaine de nucléation de ’ordre de 0, 7w, et une borne supérieure stric-
tement inférieure & w .

e Méme si on admet que le seuil d’apparition des vortex est donné la
disparition de la barriere énergétique séparant les états avec et sans vortex, on
trouve dans nos conditions une vitesse angulaire €, ~ 0, 53w, qui reste tres
inférieure au seuil observé expérimentalement. On peut néanmoins montrer
que, si 'on se restreint & des déformations quadrupolaires (comme en induit
le potentiel tournant), la barriere disparait pour Q 2 0.7w; [131], ce qui
correspond bien au seuil observé. Nous verrons un peu plus loin que ce sont
effectivement que ces excitations quadrupolaires jouent un role central dans
le mécanisme de nucléation.

Il semble donc que, dans notre situation expérimentale, les mécanismes
thermodynamiques sont considérablement inhibés durant la nucléation. Il
nous faut a présent déterminer ce qui bloque leur action, ce qui sera l'objet
du paragraphe suivant.

9.1.2 Role de la fraction non condensée

Pour pouvoir utiliser 1la thermodynamique dans le référentiel tournant, il
faut que le nuage thermique soit lui méme en rotation, le condensat étant un
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objet d’entropie nulle, donc incapable d’évoluer thermodynamiquement.

Cette éventuelle mise en rotation peut étre aisément mesurée par un
temps de vol. En effet, par effet de fronde, le nuage thermique doit exploser
plus rapidement dans la direction transverse que dans la direction longitu-
dinale. Au lieu d’étre rond, le nuage thermique devrait donc elliptique apres
expansion balistique.

Plus précisément, considérons le cas d'un nuage de bosons piégé dans
un potentiel harmonique de révolution autour de 1’axe z de rotation et a
une température supérieure a la température de transition. Dans la direc-
tion longitudinale, I’énergie cinétique est purement thermique. Si on note p
I'impulsion dans le référentiel du laboratoire, on a donc:

Ap?/m = kgT.

La composante transverse p, de I'impulsion est donnée par:

pr=mv | +mQ xr.

ou v’ et v’ désignent respectivement la vitesse et la position dans le référentiel
tournant. Ces deux grandeurs étant découplées a l’équilibre thermodyna-
mique [132], on trouve donc:

Ap? = m?Av'* + m2Q*Ar'?

En appliquant le théoreme d’équipartition de I’énergie, on montre que
mAv’f = mkgT et que le rayon transverse du nuage piégé est donné par la
combinaison de la force de piégeage et de la force centrifuge, soit m(w? —
0% Ar® = kgT.

On trouve alors:

1 Ap'
Ap? = — kT = ——P:
P 1—(22/wim b 1—-Q%/w?

La densité du nuage apres temps de vol étant donnée par sa distribution
d’impulsion, on en déduit que son elliptcité doit valoir étre égale a Ap, /Ap,,

soit :
A
L Y
Ap, 1—-0%/w?
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F1G. 9.3 — e : ellipticité d’un nuage non condensé apres un temps t.o; dans un
potentiel cuillére tournant a la vitesse angulaire 2 = 0, 7w, . o témoin obtenu

en l’absence de potentil tournant. Le systéme est constitué de 2 x 10 atomes
a une température T = 600 nK plus grande que la température de transition.

Pour €2 > 0; on devrait donc observer un nuage ellitique dans le plan
transverse.

Nous avons tenté de mesurer cette ellipticité sur un nuage thermique que
I’on avait placé durant un temps t,,; variable dans un potentiel dipolaire
tournant a la vitesse angulaire 2 = 0, 7w . Afin d’optimiser le transfert de
moment cinétique au nuage, nous avons augmenté le taux de collision en
allongeant la durée de ’évaporation a 50 s (figure 2.6). L’évolution de 1’el-
lipticité en imagerie transverse en fonction de €2 est représentée sur la figure
(9.3). Comme on peut le constater, on n’observe aucune variation significative
de Dellipticité, traduisant une absence de rotation du nuage thermique.

Pour confirmer ce résultat, nous avons tenté de mettre en évidence un
décalage de la température de condensation avec la fréquence de rotation. La
fréquence de piégeage étant diminuée par la force centrifuge, la température
critique dépend de la fréquence de rotation selon la loi:

oli ’on a utilisé 1.12 en changeant simplement w, par la fréquence de piégeage
effective \/w? — Q2. Ici aussi, les résultats se sont avérés négatifs.
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9.1.3 Influence de P’anisotropie statique

Cette absence de mise en rotation du nuage thermique par la cuillere peut
étre mise sur le compte de l'existence de I'anisotropie statique transverse
présente dans le piege magnétique et que nous avons caractérisée au chapitre
3. En effet, on peut montrer qu’il est beaucoup plus facile de dissiper du
moment cinétique que d’en transférer au nuage [133].

Considérons pour commencer un nuage initialement au repos que ’on a
placé dans un potentiel tournant d’ellipticité e. Son moment cinétique évolue
alors comme:

(d;;z)T - Y-y, (9.2)

7t

ol Ly est le moment cinétique a 1’équilibre thermodynamique et le temps
de montée 74 est donné par:

STCO1Q2
=

20,2
e*wi

oll 7. désigne le taux de collisions élastiques. Dans la situation inverse ol
un nuage mis en rotation dissipe son moment cinétique dans une ellipticité
statique €5, on a I’équation d’évolution suivante pour L, :

dL, L,
1 4

Dans le méme régime balistique w7, > 1, le temps de décroissance 7
est donné par:

= 2 Teol
(e G R
(wJ_Tcol) €

Dans la situation expérimentale, les deux effets sont présents. Dans une
modélisation simple?® on peut écrire:

() (%), 2 (20
dt dt ! dt 1 TT z TT ’71 ’

3. Dans le cas ou le moment cinétique transféré au nuage est faible les résultats qui
suivent peuvent étre démontrés analytiquement & partir des équations de [133] et ont été
vérifiés & laide de simulations Monte-Carlo [62].
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En régime stationnaire, le moment cinétique asymptotique vaut :

Lo

L,=—
? 1+TT/T¢

< Ly

Dans les conditions habituelles, w, 7., &~ 10. Dans le cas d’une ellipticité
statique de 0,5% et d’une ellipticité tournante de 5%, on obtient presque un
facteur 20 de réduction du moment cinétique asymptotique. La rotation du
nuage thermique est donc considérablement réduite par la présence de 1’ani-
sotropie statique, méme si celle-ci est tres inférieure a ’anisotropie tournante.

Avant de passer au paragraphe suivant, signalons qu’en réduisant 1’ani-
sotropie statique de leur piege TOP a 1/1000, le groupe de JILA a réussi a
observer la mise en rotation du nuage thermique, ainsi que la nucléation des
vortex dans ce systeme [125].

9.2 Instabilité dynamique

9.2.1 Role de la cuillere

A la lumiere des résultats du paragraphe précédent, il semble donc que
I'instabilité provoquant 1’apparition des vortex soit d’origine dynamique. A
la différence d’une instabilité thermodynamique qui ameéne toujours vers le
ou les états finals d’énergie minimale, le produit d’une instabilité dynamique
peut dépendre des caractéristiques de la cuillere.

Nous avons commencé par faire varier Iellipticité du potentiel tournant.
Les résultats de cette premiere série d’expériences sont présentés sur la fi-
gure (9.4). On constate que la largeur de la bande de nucléation diminue
pour les faibles valeurs d’ellipticité. Il existe cependant une valeur critique
Q). de la fréquence de rotation pour laquelle des vortex sont créés méme a
faible puissance. Cette valeur est proche de 0,7w,. La plage de nucléation
se développe de fagcon asymétrique par rapport a ()., son centre se déplacant
vers les grandes valeurs de 2.

Ces résultats suggerent un comportement résonnant au voisinage de la
fréquence de rotation {).. Nous avons vu au chapitre 5 que la cuillere pouvait
exciter fortement le mode quadrupolaire m, = +2 et que sa fréquence de
résonance se situait en Q = v/2w, /2, soit = 0, 7w, . Cette valeur est proche
de 2. suggere que les vortex sont nucléés par I'intermédiaire de I’excitation
résonnante du quadrupole .
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Fic. 9.4 — Evolution du moment cinétique final en fonction de la fréquence du
potentiel tournant pour des valeurs e = 0,01040,002 (o) et € = 0,019+0, 004
(4) de Uellipticité tournante. La fréquence transverse du potentiel de piégeage
vaut w, /1m = 172 Hz. La largeur de la bande de nucléation diminue avec
Uellipticité. 1l existe cependant une valeur Q. ~ 0,7w, de la fréquence de
rotation pour laquelle il apparait toujours du moment cinétique.

Afin de tester cette idée, nous avons pris des images du condensat a
plusieurs instants de la phase de nucléation. Comme on le constate sur
la figure (9.5), on passe bien durant les 300 premieres millisecondes de la
nucléation par une phase ou le condensat devient tres elliptique. Le profil
est alors déstabilisé par ’apparition de vortex puis reprend une forme ronde
lorsque le réseau de vortex se stabilise. On note de plus que lorsque le mo-
ment cinétique apparait, 'ellipticité du nuage décroit : ceci est parfaitement
compréhensible si ’on se souvient que la présence de vortex dans le nuage
décale les fréquences des modes de Bogolubov. La fréquence de rotation de la
cuillere qui était résonnante avec le quadrupéle en [’absence de vortex quitte
la résonance lorsque ceux-ci pénetrent dans le nuage.

Le scénario de nucléation qui semble le plus plausible est donc le suivant :
on commence par exciter le mode quadrupolaire du condensat sans vortex.
Celui-ci est instable dynamiquement et sa déstabilisation provoque un régime
turbulent et 'apparition de vortex dans le nuage. Lorsque ceux-ci entrent,
ils décalent vers le haut la fréquence du mode quadrupolaire: si la cuillere
tourne & une fréquence légérement inférieure & w, /v/2, elle se retrouve donc
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F1G. 9.5 — Evolution du profil du condensat durant la nucléation. Durant une
premiére phase durant ict 300 ms, on excite fortement le mode quadrupolaire,
créant ainsi un condensat tres elliptique. Ce profil se déstabilise et les vortex
pénetrent dans le condensat. Le réseau s’organise ensuite par friction sur le
nuage thermique.

éloignée de résonance avec le mode quadrupolaire: elle ne transfert donc
plus de moment cinétique au nuage apres I’apparition du premier vortex. En
revanche, si la fréquence de la cuillere est plus élevée que w, //2, apparition
des vortex va rapprocher la fréquence de résonance du mode quadrupolaire
de la fréquence de la cuillere, augmentant ainsi le couplage entre le potentiel
tournant et le nuage, provoquant I’apparition de vortex supplémentaires et
ce jusqu’a ce que la fréquence du quadrupoéle devienne tres supérieure a la
fréquence de rotation de la cuillere. Ce comportement, simplement du au
décalage des fréquence propres du condensat par la présence des tourbillons
quantifiés, explique donc qualitativement la forme asymétrique de I’évolution
du moment cinétique en fonction de la fréquence de rotation de la cuillére
(fig. 9.4).

Lorsque la cuillere quitte finalement la résonance, le nuage se restabilise,
aboutissant a la formation du réseau régulier de vortex que I’on a déja observé
précédemment.

Ce mécanisme de nucléation via la déstabilisation du mode quadrupolaire
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Fi1G. 9.6 — Expérience de nucléation multiple dans un piege de raideur trans-
verse w, = 21 X 192 Hz.(a) On commence par nucléer un réseau de vortex
en tournant la cuillére pendant 300 ms d la vitesse 1 = 2w x 150 rad/s.
Dans ce cas, la fréquence du quadrupole m, = +2 est déplacée de 136 a
178 Hz. Aprés 100 ms d’attente, on réapplique ensuite la cuillére tournant
cette fois-ci @ Qy = 27 x 178 rad/s pendant 100 ms. On excite ainsi de
nouveau fortement le mode quadrupolaire (b). On constate que la deuziéme
excitation a permi ’entrée de nouveaux vorter dans le nuage (c).

a été confirmé par des simulations numériques [134] et par les résultats ana-
lytiques de [83], qui démontrent I’existence d’une instabilité dynamique du
condensat en présence d’un potentiel harmonique tournant. Ces résultats, ob-
tenus a température nulle, ne rendent cependant pas compte de la formation
du réseau de vortex. Ceci implique que la stabilisation des tourbillons dans la
derniére phase de nucléation se fait par des effets au-dela du champ moyen,
que ce soit & température nulle (eg émission spontanée de phonons) ou bien a
température non-nulle (eg friction des vortex sur le nuage thermique [135])*.

9.2.2 Nucléation multiple

Il est possible de tester I'effet de décalage des fréquences du quadrupole
durant la phase de nucléation par I’expérience qui suit. En tournant a ; ~
w,y/ \/i, on commence par nucléer un réseau de vortex R; dont nous mesurons
dans une expérience annexe la fréquence 2, de résonance quadrupélaire. Une

4. Les études récentes réalisées au MIT [109] montrant que le nuage thermique ne joue
aucun role dans la formation du réseau semblent indiquer qu’i faut plutot s’orienter vers
des effets de température nulle.
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fois le réseau stabilisé, on recommence a tourner, a la fréquence €2y cette
fois-ci, de fagon a exciter le nouveau mode quadrupolaire. On a représenté
sur la figure (9.6)le profil transverse du nuage a la fin de la premieére phase
(9.6-a), durant la seconde phase d’excitation quadrupolaire (9.6-b) puis a la
fin de celle-ci (9.6-c). Bien que le réseau soit plus chahuté dans figure (9.6-c),
on constate que le nombre de vortex dans le condensat est sensiblement plus
grand apres la deuxieme phase. Quantitativement, on trouve que le moment
cinétique s’est accru d’un facteur 1,5 entre les deux images.

9.2.3 Excitations parasites

Lorsque le potentiel cuillere tourne, la différence de transmission des mo-
dulateurs acousto-optiques (MAQ) assurant les deflexions horizontale et ver-
ticale fait que I'intensité du faisceau dipolaire (et donc ’ellipticité du poten-
tiel) varie dans le temps a une fréquence 292. Cette fluctuation de I’ellipticité
peut provoquer pour certaines valeurs de la fréquence de rotation de la cuillere
une excitation du mode quadrupolaire.

La condition de résonance s’exprime de la facon suivante: dans le ré-
férentiel tournant, la pulsation du quadrupdle est, d’apres I’équation (9.1),
V2w, — 29Q. L'excitation provoquée par le déséquilibre des MAO sera donc
résonnante lorsque 2Q = 2w, — 20, soit Q = \/iwL/él, c’est-a-dire a une
fréquence de rotation moitié de celle a laquelle nous avons observé les vortex
précédemment.

Si le scénario de nucléation par déstabilisation du mode quadrupolaire est
valable, on doit donc pouvoir créer des vortex en tournant a une fréquence
proche de 0, 35w, /27, ce que nous avons pu vérifier expérimentalement (fig.
9.7).

9.2.4 Instabilités d’ordre supérieure

En changeant la géométrie de la cuillere, il doit étre possible de modifier
la plage de nucléation des vortex en excitant des modes supplémentaires.
Ceux-ci vont étre résonnants pour = w,,, /m, comme on 'a vu lorsque
nous avons énoncé le critere de Landau au chapitre 6.

En pratique, il faut utiliser les composantes non-harmoniques du potentiel
cuillére (car comme on I’a vu au chapitre 5, un potentiel harmonique ne peut
exciter que les modes monopolaire ou quadrupolaire). Si on note wy le col
du faisceau dipolaire et R, le rayon transverse du condensat, un mode de
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FiG. 9.7 — Ezcitation parasite autour de 0,35w,. (a) Les fluctuations a la
pulsation 282 de la puissance du faisceau dipolaire excitent le mode quadrupo-
laire au voisinage de Q = /2w, /4. (b) L’instabilité du mode quadrupolaire
aboutit dans ce cas a la nucléation de vortex.

moment cinétique m, sera excité avec un poids (R /w)™!. Comme R, <
wy, il sera d’autant plus difficile d’exciter un mode donné que son moment
cinétique sera élevé.

La cuillere en configuration a deux taches que nous avons utilisé jusqu’a
présent crée un potentiel pair. Elle ne peut donc exciter que des modes de
m, également pairs. Or, nous n’avons aucun indice de nucléation a d’autres
fréquences que celles associées au quadrupole, ce qui indique que les modes
de moment cinétique supérieur a quatre sont trop faiblement excités pour
pouvoir provoquer ’apparition de vortex.

Il reste donc les modes impairs. En se fondant sur la faiblesse de l'ex-
citation des modes pairs avec |m,| > 4, on en déduit qu’il ne devrait étre
possible d’observer des vortex que via des excitations octopolaires |m,| = 3.
Pour exciter celles-ci, il faut donc introduire des termes cubiques dans le po-
tentiel tournant, ce que ’on réalise simplement en éteignant une des taches
de la cuillere, ce qui leve la condition de parité des modes excité. Le po-
tentiel résultant garde les méme termes quadratiques qu’avec deux taches
(car sa courbure n’est pas modifiée). Il s’y ajoute des termes dipolaires —
qui peuvent s’avérer génants au voisinage des résonances du mouvement du
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centre de masse — ainsi que les termes cubiques qui nous intéressent et seront
excités au voisinage de w,3/3 = w, /V/3.

On a représenté sur la figure (9.8) I’évolution du moment cinétique du
condensat avec la fréquence de rotation du potentiel dans le cas d’une cuillere
a une et deux taches. On constate comme prévu que la plage de nucléation
est plus étendue dans le cas d’un potentiel a une tache, la zone de nucléation
s’élargissant autour de la résonance du mode octopolaire m, = 3.

Notons pour finir que le groupe de MIT, en utilisant un faisceau plus
fortement focalisé et un nuage de taille plus importante a réussi a nucléer
des vortex par excitation de nombreux modes de surface [124].

9.3 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons décrit le mécanisme de nucléation a ’ceuvre
dans notre expérience. A la différence des expériences de JILA, le conden-
sat sans vortex est déstabilisé par un instabilité dynamique des modes de
surfaces. En présence d’une cuillere a deux taches, le seul mode excité de
maniere significative est le mode quadrupolaire: la zone de nucléation est
donc localisée autour de la fréquence de rotation Q/+/2.

En modifiant la géométrie de la cuillere, nous avons de plus réussi a
exciter le mode octopolaire, confirmant ainsi le mécanisme de l’instabilité
dynamique.
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Fi1G. 9.8 — Moment cinétique obtenu aprés nucléation par des potentiels tour-
nant a une et deur taches. On constate que pour une seule tache, la plage
de nucléation est élargie autour de wL/\/g, fréquence de résonance du mode

octopolaire.
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Conclusion

L’objet de cette these était 1’étude de la dynamique d’un condensat de
Bose-Einstein, en particulier lors d'une expérience de mise en rotation, dite
expérience du seau tournant. Le condensat, obtenu par évaporation radio-
fréquence dans un piege magnétique de type loffe-Pritchard, est constitué a
la transition d’environ un million d’atomes a une température de quelques
centaines de nano-kelvins. Afin d’améliorer la flexibilité du dispositif, nous
avons ajouté un potentiel dipolaire créé a partir d’un faisceau laser tres
désaccordé. Le positionnement de celui-ci est assuré par deux modulateurs
acousto-optiques croisés, nous permettant ainsi de générer des potentiels de
géométrie pratiquement quelconque.

Nous avons dans un premier temps utilisé ce dispositif afin d’étudier le
spectre d’excitations transverses d’un condensat de Bose-Einstein, en nous
concentrant plus particulierement sur le cas des modes monopolaire m, = 0
et quadrupolaire m, = +2. Lors de cette étude, nous avons en particulier mis
en évidence la tres longue durée de vie du mode monopolaire dont le facteur
de qualité pouvait atteindre plusieurs centaines a tres basse température, cet
effet signalant probablement I’existence d’une symétrie caché dans le systeme.

La flexibilité du potentiel optique nous a de plus permis de transposer
I’expérience du seau tournant de I’hélium II au domaine des atomes ultra-
froids. De méme que dans I’hélium la mise en rotation du fluide se produit
via la nucléation de vortex quantifiés.

Nous avons développé plusieurs techniques permettant de caractériser les
propriétés du condensat en rotation. La premiere est une étude directe du
profil de densité du nuage, dans lequel les tourbillons se manifestent par
I’apparition d’une dépression en leur centre. A haute vitesse de rotation,
nous avons ainsi pu mettre en évidence la formation de réseaux réguliers de
vortex, dits réseauzr d’Abrikosov.

Les tourbillons dans un fluide quantique sont caractérisés par un défaut
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de phase en leur cceur. Celui-ci a pu étre observé dans une expérience d’in-
terférence par division d’amplitude : en utilisant la structure Zeeman du rubi-
dium 87, il est en effet possible de préparer le systeme dans une superposition
cohérente de deux états séparés spatialement. Apres expansion balistique, la
figure d’interférence de ces deux paquets d’ondes présente des franges sombres
et brillantes se trouvant interrompues au voisinage des coeurs des tourbillons.

Enfin, la spectroscopie du mode quadrupolaire du nuage nous donne acces
a la valeur du moment cinétique du condensat: en particulier, nous avons
pu mettre en évidence la quantification du moment cinétique sur ’axe d’un
vortex.

L’ensemble des données précédentes nous a permis de préciser le mé-
canisme de nucléation des tourbillons, invalidant en particulier le scénario
thermodynamique simple dans lequel les vortex apparaissent lorsqu’ils de-
viennent état fondamental du systéme. Nous avons montré que la formation
des tourbillons impliquait une instabilité dynamique du systeme lorsqu’un de
ses modes de surface est excité de facon résonnante. Du fait de la symétrie
de notre potentiel tournant, le mode quadrupolaire est, dans la plupart du
temps, le seul mode excité. Dans ce cas, les vortex n’apparaissent que lorsque
la fréquence de rotation du nuage est proche de 0,7 fois la fréquence de
piégeage transverse. Cependant, en modifiant la géométrie de I’excitation de
nouveaux modes peuvent étre excités, élargissant ainsi la plage de nucléation.

On peut imaginer de nombreux prolongements aux travaux présentés
dans ce mémoire. Il est tout d’abord envisageable d’étudier les propriétés
dynamiques des tourbillons, en particulier leur spectre d’excitation, que ce
soit dans le cas d’une ligne de vorticité isolée (mode de Kelvin) ou du
réseau d’Abrikosov dans son ensemble (mode de Tkachenko). Ces modes
présentent la propriété remarquable de tous posséder un moment cinétique
de signe opposé a celui du condensat. Une seconde direction, particulierement
séduisante, serait de réduire la dimensionnalité du systeme en le confinant
fortement dans une ou plusieurs directions a 'aide d'un potentiel dipolaire
par exemple. Dans le cas d'un gaz bidimensionnel s’ouvre un champ de re-
cherche particulierement riche et déja partiellement abordé par les physiciens
du solide dans leur travaux sur I’effet Hall quantique fractionnaire. On montre
que les vortex jouent un role central dans le mécanisme de dégénérescence
quantique (transition dite de Kosterlitz-Thouless [136])
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Le rubidium 87
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Masse m=1,4510"% kg
Longueur de diffusion (état [5S;/s, F' = 2, mp = 42)) | a=5,5 nm

Spin nucléaire 1=3/2

Facteur de Landé (multiplicité |55/, F' = 2)) g=1/2

Ecart hyperfin (niveau fondamental 55, /2) AHys/h = 6,8 GHz
Longueur d’onde (raie D2) Aopt = 780 nm

Largeur radiative (raie D2)

Iopt = 2mx5,9 MHz

Intensité de saturation (raie D2)

Tas = 16,2 W/m?

Schéma de niveaux:

raie D2

raie D1

F =3
F =2
F =1
F =0
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Annexe B

Rappels d’hydrodynamique

B.1 Cinématique des fluides

B.1.1 Représentation lagrangienne

Un fluide peut étre décrit a plusieurs échelles: a I’échelle microscopique,
il est constitué d’atomes en interaction. Cette premiere modélisation, bien
qu’exacte, est beaucoup trop complexe pour étre réellement utile. Un second
point de vue consiste a utiliser la physique statistique et la thermodynamique
qui permettent de décrire a grande échelle toutes les propriétés macrosco-
piques du systeme a ’aide d’un nombre restreint de grandeurs physiques
(entropie, pression...), dites grandeurs d’état. Dans le cas général, celles-ci
ne sont pas homogenes a 1’échelle de tout le systeme. On définit donc une
échelle intermédiaire, dite échelle mésoscopique: cette échelle est suffisam-
ment grande pour qu’on puisse y appliquer les lois de la thermodynamiques
tout en étant suffisamment petite pour que 'on puisse considérer les gran-
deurs d’états comme étant constantes.

On découpe a t = 0 le fluide en cellules de taille mésoscopique de volume
d3Vy, que l'on appelle particules fluides: leur volume est suffisamment petit
pour qu’on puisse les considérer comme ponctuelles a 1’échelle du systéme,
mais elles sont suffisamment grandes pour que l'on puisse les considérer
comme des milieux continus. Autrement dit, on choisit d*V; de facon & avoir
a® < d®Vy <V, ou V désigne le volume total du systéme total et a est la
distance interatomique. Chacune de ces particules peut étre repérée a t = 0
par son centre de masse ry et son état est caractérisé par un certain nombre
de grandeurs thermodynamiques notées G;(rg). Dans le cas général, ces par-
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Fic. B.1 — On suit I’évolution d’une sous-partie du fluide toujours constituée
du méme nombre d’atomes et que l’on baptise particule fluide. Cette parti-
cule est suffisamment grande pour pouvoir étre décrite par la thermodyna-
mique, mais aussi suffisamment petite devant la taille du systéme pour que
l’on puisse la supposer a l’équilibre. On repere par rq le barycentre de la par-
ticule a t = 0. On notera t"(ro,t) sa position d un instant t ultérieur. La
donnée des fonctions t — r%(rg,t) lorsque vy décrit I’ensemble du fluide a
t = 0 constitue ce qu’on appelle la description lagrangienne du mouvement.

ticules fluides sont en mouvement. A chaque instant ¢ on repére par r’(r, t)
la position de la particule fluide initialement en ry (fig. B.1). La donnée
des trajectoires de toutes les particules fluides décrit alors completement la
cinématique du fluide: on parle de représentation lagrangienne du mouve-
ment. Dans cette représentation, on met 1’évolution des grandeurs d’états
sous la forme de fonctions GF (ry, t).

B.1.2 Représentation eulerienne

Plutot que d’utiliser la représentation lagrangienne, on préfere souvent ca-
ractériser les propriétés du fluide a un instant ¢ par la donnée des parametres
d’états G; en tout point r de I'espace, sans se soucier de savoir quelle parti-
cule fluide se trouve en un point donné de I'espace. On parle dans ce cas de
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représentation eulerienne du mouvement. Le passage d’une représentation a
'autre se fait par le simple changement de variable ry <> r = r’(ry, t).

L’évolution des grandeurs d’états sont alors données par des fonctions du
temps t et de la position r a laquelle on les mesure a cet instant et que 1’on
note G¥(r,t). Les G¥ sont reliées aux G} par la relation :

G;E(rL(ro,t),t) = G’f(ro,t).

La relation précédente permet en particulier de calculer trés simplement
la dérivée lagrangienne de G; dans le systeme de coordonnées euleriennes.
En effet, en appliquant les propriétés de dérivation des fonctions composées,
on a:

a;} (ro,t) = ((%L(ro,t)) -v) GE (r" (r, 1), 1) + agt;.ﬁ (r"(ro, 1), 1),

ol V désignent le gradient par rapport aux coordonnées eulériennes. On peut
récrire cette expression de fagon plus compacte en notant que

or"
Ft(l'o, t) = V.

On a alors:

ot ot

Si on note D /Dt la dérivation par rapport au temps a ry, mais exprimée
en variable eulerienne :

+ (v-V)Gr. (B.1)

DG?3 . OG}( )
Dt ot Vot
on aura alors:
DGF OGP .

NB: dans la suite on se placera principalement en représentation eulérienne.
On omettra donc a partir de maintenant les exposant E. On gardera ce-
pendant ’exposant L pour préciser un éventuel passage en représentation
lagrangienne.
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B.2 Dynamique des fluides

B.2.1 Equation d’Euler

La dynamique d’un fluide est donnée par les lois de la mécanique newto-
nienne, a savoir que la force s’exergant sur un systeme fermé (i.e. n’échangeant
pas de matiére avec ’extérieur) est égale a la dérivée par rapport au temps de
son impulsion. Considérons donc un ensemble macroscopique de particules
fluides occupant a ¢ = 0 un volume Vj. A un instant ultérieur t, 'impulsion
totale de ces particules fluides s’écrira:

P(l) = / g0 d*ro vE(o, 1),
Vo

ou po désigne la densité en rg a t = 0. Le choix de la représentation lagran-
gienne est ici justifié puisqu’il permet de caractériser facilement un systeme
fermé. Le principe fondamental de la dynamique appliqué a ce volume s’écrit :

dP ovl
Fey = Fri /VO po d*rg W(rmt):

car D/Dt désigne la dérivation par rapport au temps a rq constant. Expri-
mons I'impulsion en terme eulérien : durant 1’évolution d’une particule fluide,
sa masse est supposée inchangée. L’élément différentiel de masse p(r,t)d’r,
qui n’est rien d’autre que la masse de la particule en r a 'instant ¢ est donc
constant durant 1’évolution. Si on note V' le volume occupé a I'instant ¢ par
les particules initialement dans le volume Vj, on trouve:

Foo = /V pdr %Z(r,t). (B.2)

On suppose que la force extérieure peut étre décomposée en un terme

de force volumique fV d?rf et d’un terme surfacique se réduisant aux forces

de pression — [, Pd*S, ol 0V désigne la surface de V, d°S est le vecteur

surface et P la pression!. En utilisant le théoréme d’Ostrogradsky, I'intégrale

de surface peut étre transformée en intégrale volumique, de sorte que l'on
puisse écrire la force extérieure sous la forme:

1. Ceci suppose en particulier de faire abstraction de la viscosité. On parle alors de
fluide inviscide.
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Fox = / (f — VP)dr.
14

En introduisant cette expression dans 1’équation (B.2), on obtient:

Dv
— P—f)dr=0.
/V<th+V >dr 0

Cette intégrale étant nulle pour tout volume V', cela signifie que son
intégrand est lui-méme partout nul. On en déduit donc [’équation d’Euler:

Dv

"Dt

Si 'on écrit explicitement 'opérateur de dérivation particulaire grace a
(B.1), I'équation (B.3) s’écrit:

— VP +f. (B.3)

ot

En utilisant la relation vectorielle (v - V)v = (V x v) x v + Vv?%/2, on
peut donner la forme suivante a ’équation d’Euler:

p(a—v—i-(v-V)v) = VP +f.

p(%—‘t/+(va)xv+V02/2)> =—-VP+f.

B.2.2 Théoréme d’Euler

Considérons a présent comme systeme le fluide contenu dans un volume
Y fixe. Ce systeme est dans le cas général ouvert, car une particule fluide n’a
pas de raison particuliere de rester confinée a un volume quelconque.

Faisons correspondre 3 chaque grandeur physique G; a quantité G; définie
par:

éi = / dngGi(I‘, t)
1%

G; n’est fonction que du temps. Puisque le volume V est fixe, on a par
conséquent, :

déz . 3 8,0Gi(r, t)
dt _/Vdr at
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En utilisant la conservation de la matiére, on montre alors sans difficulté

que 'on a:
dG; DG,
e L) dPr — G; (v - d*S).
dt /1)<th> ' /an (V )

L’intégrale de surface s’interprete comme le flux de la grandeur G; a
travers la surface 0V.

Dans le cas particulier oi G; est la vitesse v, G; n’est rien d’autre que
I’impulsion totale P du fluide contenue dans ¥ a un instant donné. On peut

donc écrire:
dP Dv\ )
E—A(th)dr /avpv(v dS).

D’apres le principe fondamental de la dynamique (B.2), I'intégrale volu-
mique du membre de droite est égale aux forces extérieures F, s’exercant
sur le fluide contenu dans V. L’équation précédente se raméne donc a:

dP
— =Fey — -d’S) .
i o [ (- 5)
En régime stationnaire, on a dP/dt = 0. On en déduit le théoréme d’Eu-
ler:

/ pv (V : d2s) = Fexta
ov

autrement dit le flux de quantité de mouvement a travers la surface dV est
égal aux forces extérieures s’exercant sur le fluide contenu dans V.

B.2.3 Théoréeme de Kelvin-Helmholtz

Considérons le cas particulier d’un fluide barotrope? s’écoulant dans un
champ de force extérieur dérivant d’un potentiel U et que ’on écrit par
conséquent f = —pVU.

Posons £ = fOP dP'/p(P"). Alors on a VP = pVL et I'"équation d’Euler
peut se récrire comme :

2. C’est-a-dire dont la pression P ne dépend que de la densité p. Cette hypothese n’est
pas restrictive dans le cas d’un condensat de Bose-Einstein car, comme on I’a vu au chapitre
1, I’entropie d’un superfluide est toujours nulle.
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C(t)

C(t+dt)

F1a. B.2 — Contour C(t) se déplacant avec le fluide. On a représenté le
contour respectivement au instants t et t + dt par des traits continu et poin-

tillé. Durant ce temps dt, chaque élément de contour dl décrit une surface
vdt x dl.

ov

E+(va)xv:—V(£+U+v2/2). (B.4)
On considére un contour fermé C(t) suivant le fluide, c’est-a-dire pas-

sant toujours par les méme particules fluides au cours de leur évolution. On

cherche a trouver 1’évolution de I'(t), circulation du champ de vitesse le long

de C(t). Par définition de la dérivée, on a bien sir:

o1

Or, on a:

F(t+dt)—F(t):/ v(r,t+dt)-dl—/ v(r,1)-dl
C(t+dt) c(t)

soit, a ’ordre le plus bas en dt,

0
L(t+dt) —T(t) = dt/ A -dl+/ v(r,t) -dl—/ v(r,t) - dl
cy O C(t+di) )
Les deux derniers termes du membre de droite peuvent étre transformés
en une intégrale de surface car les contours C(t + dt) et C(t) entourent une
surface fermée 0S(t) (surface grisée sur la figure (B.2)), soit:

/ v(r,t)-dl—/ v(r,t)-dlz/ (V x v)-d’S.
C(t+dt) c(t) 88
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Cette surface pouvant étre pavée de parallélogrammes de vecteur surface
d?S = vdt x dl, on en déduit que:

/ v(r,t)-dl—/ v(r,t)-dl:/ (V x v) - (v x dl) dt.
C(t+dt) c(t) C(t)

On trouve donc en définitive:

dr’ ov
E_L<E+(VXV)XV)dI_O

car, dans le cas qui nous intéresse, I'intégrand est un gradient d’apres I’équation
(B.4). On en déduit donc que I' est une constante du mouvement.

On baptise le vecteur Q; = V x v/2 vecteur tourbillon de ’écoulement.
D’apres le théoreme de Stockes, I' n’est rien d’autre (& un facteur 2 pres) que
le flux du vecteur tourbillon a travers une surface s’appuyant sur C.

Si, a t = 0, € était nul en tout point du fluide, il le reste donc a un
instant ultérieur, a moins de faire apparaitre des singularités dans le champ
de vitesse, auquel cas la circulation sur un contour passant par une singularité
n’est plus définie et le théoreme de Kelvin ne tient plus.

Dans le cas ou il existe de telles singularités du champ de vitesse, le
théoreme de Kelvin-Helmholtz implique que celles-ci doivent se déplacer avec
le fluide: en effet, considérons un lacet C(t) se déplacant avec le fluide et
enserrant la singularité a ¢ = 0. La conservation de la circulation du champ
de vitesse impose donc que la singularité reste constamment a 'intérieure de

C.

B.2.4 Théoréme de Bernoulli

Dans le cas ou I’écoulement est irrotationnel, le champ de vitesse dérive
d’un potentiel et I’on peut écrire v = V®. Si on admet les mémes hypotheses
qu’au paragraphe précédent (fluide barotrope et force dérivant d’un poten-
tiel), ’équation d’Euler (B.4) devient :

V(%—f+£+U+v2/2> =0.

Cette équation s’integre immédiatement, et I'on trouve:
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@
%—t+E+U—H}2/2:O,

la constante d’intégration pouvant toujours étre posée égale a zéro par redéfinition
de ®. On trouve ainsi une version généralisée du théoreme de Bernoulli, va-
lable en régime dépendant du temps.
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Annexe C

Fonctions polylogarithmes

Nous avons vu qu’apres temps de vol le profil de densité d’un gaz de Bose
faisait intervenir une fonction go que l'on doit utiliser lors du traitement des
données. Si on la remplagait par une gaussienne par exemple, on constate
que l'on aurait tendance a sous-estimer la température réelle C.1-a.

Nous avons vu que cette fonction était définie par une série qui s’écrivait :

zn
ga(z) = ﬁ’ (Cl)
n
avec ici @ = 2 Lorsque z est proche de 1 (c’est a dire proche de la limite
de condensation), la convergence est assez lente, puisqu’en 1/n2. Quel algo-
rithme peut-on donc utiliser pour accélérer ce calcul?

La série définissant g, est un développement limité autour de 0. Une idée
serait donc d’essayer de trouver un ajustement polynomial, moins bon certes
au voisinage de 'origine, mais globalement meilleur sur tout I'intervalle [0,1].
La simple observation du graphe de g, (fig. C.1-b) montre cependant que ce
programme est irréalisable : en effet au voisinage de 1, la dérivée présente une
singularité donnant un aspect pointu a la distribution apres temps de vol.

Une solution a ce probléme consiste a trouver la partie singuliére p(z) au
voisinage de 1. Dans ce cas, g — p devrait redevenir réguliere et se préter a
un ajustement polynomial.

Le probléme est donc ramené a celui de la recherche de la partie singuliere
de g9, et plus généralement d’une fonction g,, a 'extrémité de son domaine
de définition.

D’apres la définition C.1, on tire trés simplement les propriétés suivantes :
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a 4 b
() S ®
1
0,5
u X
0
-3 -2 -1 0 1 2 3 0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

Fic. C.1 — (a)distribution de densité go(e™") (pointillé) modélisée par une
fonction gaussienne e P’ (trait plein). L’ajustement donne § = 1,38. La
température donnée par l’ajustement gaussien est donc plus faible qu’en
réalité. (b) Graphe de la fonction go donnant la densité intégrée d’un nuage
bosonique a une température au dessus du seuil de condensation. La dérivée
diverge en x = 1.

Puis:

290(2) = ga1(2) (C.2)

Si on applique la relation C.2 au cas particulier o = 2, il vient simplement :

95(2) = g1(2) /7,

soit, puisque ’on connait g; explicitement :

g5(2) = —In(1 —2)/z ~ —In(1 — 2).

En intégrant le dernier équivalent, et en notant que go(1) = {(2) = 72/6
est défini, on aboutit au développement asymptotique suivant de g, au voi-
sinage de 1:

92(2) = % +(1=2)In(1—2)+...
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0.02

0.015

erreur

0.01

0.005

Fia. C.2 — Erreur commise en approchant une fonction gy en utilisant l’ajus-
tement polynomial donné dans ’éq. C.3 (tiret) et le développement en série
a Uordre 10 (trait plein).

De maniere plus générale, on peut en fait montrer que, pour tout «, on
peut écrire le développement suivant au voisinage de 1:

= {(a—p)
9alz) = D (z—1P——=+T(1—a)(1—2)*" +..
y
p=1
Pour revenir au probleme qui nous intéresse, une fois connu le développement
asymptotique de g9, on peut réaliser un ajustement polynomial. On trouve
par exemple avec un polynome d’essai de degré 3:

92(2) = (1 — 2)In(1 — 2) + 1,98z — 0,16x* — 0, 172°. (C.3)

L’écart entre la fonction réelle et son approximation est représenté sur la
fig. C.2. On voit qu'un polynéme d’ordre 3 est effectivement suffisant pour
bien approcher la fonction réelle.

Concluons cette section sur une curiosité mathématique : dans le cas a =
2, on peut intégrer formellement C.2 et on trouve alors pour tout z:

2

g2(2) + go(1 — 2) = % —In(1 - 2)In(2). (C.4)
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Dans le cas particulier z = 1/2, on obtient simplement :
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Annexe D

Domaine d’instabilité
paramétrique en présence d’une
anisotropie statique

En présence des anisotropies statique et tournante, il n’existe plus de
référentiel dans lequel le potentiel soit constant. Passer dans le référentiel
tournant avec le potentiel dipolaire n’apporte donc plus de simplification
évidente, et alourdit le calcul en introduisant les forces d’inerties. On choi-
sit donc cette fois-ci de travailler dans le référentiel du laboratoire. Comme
précédemment, le mouvement dans la direction z est toujours harmonique et
les équations du mouvement dans le plan transverse s’écrivent

{ F = (14 €)x — ecos(2Qt)z — esin(2Q)y

i = (1 —e)y+ecos(2Qt)y — esin(2Qt)x.

Ces systeme différentiel appartient a la famille des équations de Matthieu-
Hill des systémes linéaires dont les fréquences varient périodiquement dans
le temps. On sait que pour résoudre ce type d’équation, on peut utiliser la
théorie de Floquet!. Dans la limite perturbative, lorsqu’aussi bien € que ¢
sont petits devant un, on sait [61] que I'on peut chercher les solutions sous
la forme:

1. Baptisé théoreme de Bloch en matiére condensée.
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2(t) = (Xo cos(Q) + X, sin(fzt)) ert
y(t) = (YO cos(Qt) + Y sin(Qt)) e,

En injectant cette forme de solution dans le systeme différentiel et en
ne conservant que les termes de pulsation €2, on obtient un systeme linéaire
d’inconnues (X, Yy, X{, Yy). Comme toujours,  devra annuler le déterminant
associé a ce systeme. Apres un calcul un peu long mais sans difficulté, on
trouve que le déterminant en question s’écrit :

r?+ o,y 20 0 €/2
-2rQ 4o, €/2 0
~ = D.1
0 €/2 r? + o 2rQ 0 (D-1)
€/2 0 —2rQ  r’+4o 4

oll, par souci de compacité, on a noté oy y =1 — Q% + e + Ne/2.

Commencgons par noter que 1’équation (D.1) est, comme précédemment,
bicarrée en r. En effet, lorsque I'on change r en —r, la matrice est changée
en sa transposée, ce qui ne modifie pas le déterminant. On prendra donc
de nouveau comme inconnue x = r2. La condition de stabilité reste donc la
méme : il faut et il suffit que toutes les racines en x soient réelles négatives.

On peut alors imaginer deux routes vers I'instabilité (fig. D.1). La premiere
(route (I)), identique a celle décrite en I'absence d’anisotropie statique, consiste
en un x changeant de signe tout en restant sur l’axe réel. En terme de r, ceci
correspondrait a deux racines imaginaires pures et complexes conjuguées
se rencontrant en l’origine du plan complexe pour passer sur l’axe réel,
toute en restant opposée I'une de 'autre (car r racine entraine —r racine).
Mathématiquement, ce scénario se produit donc lorsque 0 devient racine de
I'équation (D.1).

Dans la seconde route (route (II)), un x quitte I'axe réel en gardant
une partie réelle négative. Comme x*, complexe conjugué de y, est aussi
racine, ceci signifie qu’une deuxiéme racine a quitté la droite réelle au méme
endroit. En termes de r, le scénario consiste en deux racines imaginaires pures
et de partie imaginaire positive se croisant pour quitter I’axe iR, le méme
événement se produisant pour leurs complexes conjugués. On montrera que
dans la limite perturbative, ’équation (D.1) se réduit & un un polynéme de
degré 2 en . La frontiere de I'instabilité correspondra donc a I’annulation
du discriminant de ce polynome.
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Route (1)
| Im (r)
A}nu)
&———>0
);e«) A Re(r)
Route (I1) Alm(x) Im (1)

>
Ref) Re(r)

FiG. D.1 — Les deuz routes possible vers linstabilité. Route (I): une racine
x de Uéquation (D.1) change de signe en restant sur l’axze réel. En terme de
r cect correspond o deux racines imaginaires pures se rencontrant en zéro et
repassant sur ’aze réel. Route (II): deux racines x se rencontrent sur l’aze
réel et le quitte en restant compleres conjuguées ['une de [’autre.

Il n’est bien entendu pas question de résoudre exactement I’équation
(D.1). On va se limiter a I’étude du cas limite oll non seulement € et €
sont petits, mais aussi ot ) reste proche de 1, puisque c’est dans ce domaine
de fréquence que se trouvait ’instabilité paramétrique décrite plus haut.

Dans le cas limite olt ¢ = € = 0 et = 1, le calcul du déterminant se
ramene a un produit de deux déterminant d’ordre 2, et ’on trouve que les
racines en x sont chacune dégénérée deux fois et valent respectivement :

{XIZO
X2 = —4

On va donc chercher x autour de ces valeurs x;=12. On posera donc x =
Xi + X, avec dx petit devant 1.

Le cas de xo est le plus simple. En effet, x restant proche de -4 ne peut
atteindre 0 dans la limite perturbative. La route I est donc coupée. Pour
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@ & (b) € (© €

&2 |0 gd2 ) -2 [0 g2 5 €42 [0 &2 55
F1G. D.2 — Bandes d’instabilité en présence d’une anisotropie statique. (a):
la route I génére deuz bandes centrées respectivement sur w, (1 £ €5/2). Ces
bandes sont initialement de largeur €/2. Celles-ci fusionnent lorsque € > €
et retrouvent la largeur € trouvée en m’absence d’ellipticité statique. (b): la
route II crée un bande d’instabilité centrée sur w, de largeur €/2. (c): Dia-
gramme d’instabilité complet. Le domaine unique trouvé en l’absence d’ellip-
ticité statique se scinde en trois lorsque € < .

ce qui est de la route II, on peut montrer (le calcul ne sera cependant pas
développé ici) qu’elle ne meéne pas non plus a une instabilité.

Concentrons nous a présent sur le cas ou x reste proche de x; = 0. Dans ce
ca, on peut confondre x et dx et ’équation (D.1) s’écrira a I’ordre dominant :

1660 — 400%€% — 86022 + € + x (325(22 —4e% + 863) +16x° = 0.

ol 'on a posé 2 =1+ 6€). Le mécanisme I se déclare lorsque x = 0 devient
racine, ce qui correspond a la condition :

160Q* — 4602 — 86022 + € = 0. (D.2)
Or cette condition peut se récrire de fagcon plus compacte:
2
€= (200 — Sl
o€

Dans la limite ol € est trés grand devant €, on retrouve que 6Q = ¢/2,
c’est & dire que la largeur de la bande d’instabilité vaut € (c.f. fig. (3.9-a).
En revanche, dans la limite ou € est petit devant €, on constate que 6$) est
centré sur +¢5/2, au lieu de 0. On a donc aux faibles valeurs de € deux bandes
d’instabilité dont on montre sans difficulté que leur largeur varie comme €/2
(fig. D.2-a). On montre enfin que les vecteurs propres (X, Yy, X, Yy) associés
A cette instabilité correspondent & une oscillation selon x pour §Q ~ €,/2 et
selon y pour 6Q &~ —e;/2.
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La frontiere pour le mécanisme d’instabilité II se calcul en annulant le
discriminant de I’équation (D.2). On trouve alors facilement que 1’on doit
alors vérifier :

€t 4 64€200? — 4e%e2 = 0.

Ceci donne une bande d’instabilité centré sur 0. Dans la limite ol € < ¢,
cette équation se résout en:

e ~ 4]69).

On aboutit donc 14 aussi & une bande d’instabilité de largeur €/2, mais &
présent centrée sur 6Q = 0 (fig. (D.2-b)).

Tous les résultats sont rassemblés sur la figure (D.2-c). La plage d’in-
stabilité paramétrique est découpée en trois bandes de largeur ¢/2 chacune
et fusionnant en € &~ ¢,. Ces bandes sont centrées respectivement en 6§} =
0, te5/2, soit en terme de fréquence de rotation Q = w, et Q = w, (1+¢5/2).



198 ANNEXE D. DOMAINE D’INSTABILITE...



199

Annexe E

Expansion balistique

Lors de I’étude du comportement résonnant du mode quadrupolaire, nous
avons effectué I’étude théorique en supposant les atomes dans le piege, alors
que toutes les données expérimentales ont été prises apres temps de vol.
L’objet de cet appendice est de calculer les variations éventuelles d’ellipticité
durant ’expansion balistique. Nous montrerons en fait que, si ellipticité est
non négligeable, celle-ci n’est quasiment, pas affectée par I’expansion en raison
de la conservation du moment cinétique. Ce calcul est complémentaire de ce-
lui présenté dans [84] : ce dernier consiste en effet en une résolution numérique
des équations hydrodynamiques a trois dimensions. Nous allons en revanche
étudier ici analytiquement le probleme restreint a deux dimensions. Cette ap-
proximation est valable tant que le temps de vol reste faible devant la période
d’oscillation longitudinale, ce qui est en général le cas expérimentalement.
Des expériences validant ces résultats ont par la suite été réalisées a Oxford
[85].

Le probleme est le suivant: on considere un condensat initialement au
repos un piege harmonique isotrope et indépendant du temps. Son rayon
d’équilibre est alors R, . At =0 on allume adiabatiquement un potentiel
tournant, de sorte que I’on suive un des états quadrupolaires tournant avec
la cuillere décrits au chapitre 5. At = t¢, on coupe le piege. L’évolution
du condensat est encore décrite par les équations (5.6,5.7), & condition de
prendre § = 0. Si on prend comme convention m = w,; = 1, on doit donc
résoudre :

) = —~ _4+92K-9-K E.1
Q det(Q)+ Q (E.1)
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QO = Q-K+K-Q (E.2)

Le probleme se ramene donc a I’étude de 1’évolution des deux matrices

et Q.

E.1 Constantes du mouvement

Afin de faciliter la résolution du probléme, commencons par noter que,
durant ’expansion, on doit avoir conservation du moment cinétique L, et de
I’énergie H du condensat.

Commencons par le moment cinétique: a l'instant ¢, L, s’écrit :

L, = /d3rp(r,t)r X V.

En effectuant le changement de variable r — ry (ol ro désigne les variables
lagrangiennes, c’est a dire les coordonnées a ¢ = 0 de la particule fluide que
'on suit), on a

L, = / d*rq p(ro, 0) (M - 19) X (M - xg),

car élément de masse d®rp(r,t) d’une particule fluide est constant durant
I’évolution.

Si on utilise le profil parabolique de Thomas-Fermi pour décrire la densité
p(ro,t), on trouve aisément que L, = mR2 L, /6, avec

L,=Tr(G-M-'M)=Tr(G-K-Q), (E.3)

oll, rappelons-le, G désigne le générateur des rotations, soit

g:(flé>.

De méme, 1’énergie totale du condensat est somme de I’énergie cinétique
et de I’énergie de champ moyen, a savoir:

2
H:/dsrp(r,t) (%+%)

En effectuant de nouveau le changement de variable r — ry et multipliée
par le jacobien du changement de variable - soit tout simplement det(M),
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car le changement de variable est linéaire - on trouve que I'énergie est pro-
portionnelle a H tel que:

A VIR VI S
H = 2Tr(/\/l M)+det(M)
Lo 1
2 1 AN 3(5)

E.2 Passage dans le référentiel tournant

Nous sommes intéressés par le profil de densité, caractérisé par la matrice
Q: ses axes propres vont donner la direction d’allongement du condensat et
ses valeurs propres donneront les rayons principaux. Sachant qu’il suffit d’une
rotation pour diagonaliser une matrice symétrique, on pourra donc écrire a
chaque instant ¢,:

Q="Ryu - Q  Ropy,

ot Ry désigne la rotation d’angle 6 dans le plan z,y et Q' est une matrice

diagonale que 'on écrira:
r [ T 0
° ( 0 a ) '

On écrit donc les équations (E.2,E.1) dans le référentiel tournant: pour
cela, il faut prendre en compte les termes d’entrainement dans le calcul des
dérivées temporelles, ce qui revient a faire le changement :

dA N dA’
dt dt
Ceci est analogue a ce que I’on avait vu au chapitre V, a ceci pres que 0

peut a présent dépendre du temps.
Si on note X' la représentation de la matrice K dans ce nouveau repere,

on peut toujours poser:
[ a c
e-(05),

car IC reste symétrique sous ’action d’une rotation.

—0[G, A".
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E.3 Equations d’échelle

L’équation (E.2) permet d’exprimer les éléments de matrice de K' en
fonction des valeurs propres de Q. En effet, on a les relations suivantes:

0@ — @) = ca+ae) (E.4)
@ = 2qa (E.5)
g2 = 2¢ob (E.6)

Avant de poursuivre plus avant, remarquons qu’en utilisant I’expression
(E.3) donnant le moment cinétique, on obtient :

L, = clg—q)
0‘(% - CI2)2

E.7
q1+ Qo (E7)

En se souvenant que les ¢; sont proportionnels aux carrés des rayons
principaux, ceci nous permet d’exprimer le moment cinétique du condensat
comme :

;o\ - 1)
z )
R? + R2
Cette expression, donnant 1’expression générale du moment cinétique d’un

condensat en écoulement irrotationnel, est identique a celle trouvée dans [88].
Dans le cas d’un solide en rotation, on aurait obtenu:

(E.8)

L, =0(R? + R).

En définissant le moment d’inertie par I = L, / 9, on constate que le mo-
ment d’inertie du condensat est inférieur d’un facteur =2 & celui du solide, ou
E = (R? — R%)/(R? + R2) est 'ellipticité du nuage. Cette réduction & comme
conséquence ’existence du mode ciseau étudié théoriquement par S. Strin-
gari et D. Guéry-Odelin, puis expérimentalement dans le groupe d’Oxford
[87, 86].

Si on revient au probleme de départ, on note que la conservation du mo-
ment cinétique combinée & ’équation E.7 permet d’exprimer  en fonction des
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¢; et du moment cinétique initial. En utilisant cette propriété et les expres-
sions (E.5,E.6,E.4) trouvées pour les éléments de matrice de K', on obtient
a l’aide de (E.1) un systéme fermé de deux équations pour les ¢;. En posant
q; = A2, ce systéme s’écrit :

. 2 - 3N+ )2
2N = — +2[%\,—22%2 L
D W S E

. 92 . 3N+ )\2
2\ = 2L%\g—1 "2
DV W PP VT

Ce systeme est équivalent aux équations du mouvement bidimensionnel
d’une particule classique évoluant dans le potentiel U (A, Ay) défini par:

2 )2 2
UM, Xo) = L &M
A 2 (A2 =A%)

Une premiere conséquence est que I’on retrouve la conservation de 1’énergie,
puisque H n’est autre que I’énergie mécanique associée 3 la particule fictive
de coordonnées (A1, A2). On a en effet :

2 2
A= % U(Ag, Ag).
2 2

Pour résoudre les équations du mouvement de la particule fictive, on passe
en coordonnées polaires dans le plan (A, A2). On pose donc A\? = \? + )2,
et ¢, désigne I'angle polaire associé (fig. (E.1)). A correspond a la taille du
condensat, tandis que ¢, représentera son ellipticité, le nuage étant rond pour
¢ = /4 et aplati pour ¢, = 0 ou 7/2.

E.3.1 Evolution de la taille

Commencons par chercher 1’évolution de A. On montre facilement que:
d?(\?)
dt?

L’énergie étant constante, cette équation s’integre sans probleme. Si on
ramene ’origine des temps au moment ol on ouvre le piege, ceci nous donne :

— 4H.

M2(t) = 2Ht? + M\%(0).
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A

1

F1G. E.1 - Coordonnées polaires dans le plan (A1, Xo). La distance au centre A
représente la taille moyenne du condensat, et [’angle ¢, mesure son ellipticité,
le condensat étant rond pour ¢, = w/4. Chaque ellipse représente lallure du
condensat dans un point du plan.

On a ici posé A(0) = 0 car on suppose le nuage stationnaire dans le
référentiel tournant au moment d’ouvrir le piege.

Ceci est une généralisation de la loi d’expansion (2.7) trouvée dans [50]
au cas ou le condensat possede un moment cinétique initial non nul.

E.3.2 Evolution de ellipticité

Pour trouver I’évolution de 1’angle polaire ¢,, on écrit les équations du
mouvement en projetant sur la direction radiale, soit :

. . oU
A=A ==+

En coordonnées polaires, le potentiel U se met sous la forme:

1

U 3) = 525 F (82),
avec :
4 L2
T = Guagy) * G2

On en déduit donc I’équation d’évolution de ¢, :
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@) (b)
50

40
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10

UZINON w8 @" @0 T4

F1G. E.2 - Graphe de F;_ et évolution de ¢5. F;_ posséde toujours un mini-
mum en ¢5'. L’équation d’évolution de ¢, force 'angle a rester entre ¢(0)
et le point de rebroussement ¢%. Si $»(0) < d% (cas (a)), alors ¢x(t) com-
mence par augmenter: ellipticité décroit donc durant 'expansion, puisque
lon s’approche de w/4. En revanche, ¢5(0) > ¢ (cas (b)), Uellipticité croit
pendant le vol balistique.

. 1 ) . 1/2
Or = :IZ)\Q—(_[;) (F; (62(0) — Fz_(oa(1))) -

(E.9)
Le signe devant la racine carrée dépend, comme nous le verrons plus bas,
des conditions initiales.

E.3.3 Discussion qualitative

On a représenté le graphe de Fj_sur la figure E.2 restreint a U'intervalle
10,7/4] (on a le comportement symétrique sur Uintervalle |7/4,7/2[). On
constate que son graphe diverge aux bornes de son domaine de définition
et présente un minimum en une valeur ¢7', dépendant de de L,. Or, d’aprés
I’équation (E.9) donnant I’évolution de ¢, , F;_(¢x(t)) ne peut jamais dépasser
F; (4x(0)), sinon I'argument de la racine carrée deviendrait négatif et ¢, se-
rait par conséquent imaginaire. Ceci contraint donc ¢, & évoluer entre ¢,(0)
et ¢y, défini par Fj_(¢}) = Fj_(4x(0)). On voit donc que deux cas peuvent
se produire: si ¢,(0) < @3 alors ¢, va augmenter, ce qui correspond a une
diminution de D’ellipticité durant le temps de vol (fig. (E.2-a)). Dans le cas
contraire (fig. (E.2-b)) Dellipticité augmente.
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On peut préciser ce critere dans le cas ou lellipticité initiale du nuage
est faible: dans ce cas, d’aprés I’équation (E.8), L, est lui-méme petit. On
montrer alors que le minimum de Fj _ est localisé au voisinage de 7/4, et que
I'on a:

m T 1 iz
ey
4 24 2

On montre de plus sans difficulté que

a1 —q
cos(2¢,) = (J1 mn qi.

En utilisant de nouveau (E.8), on obtient alors:

L, ~ 20 cos(2¢,),

ou l'on a pris g1 + g2 & 2 car le nuage est supposé peu déformé. Comme
0(0) = Q, vitesse angulaire de rotation du piege, on en déduit qu'on a &

I’ordre dominant en L, :
™ 1 [L,
$2(0) = 1 3V

La comparaison des deux expressions approchées nous fournit donc le
critére suivant :

® Si Q < 1/v/2, c’est-a dire que 1’on se trouve dans le bas de la branche T
sur le graphe (5.8), alors ¢,(0) < ¢%'. Durant I’expansion balistique, 1ellip-
ticité va donc décroitre;

e SiQ > 1/\/5, c’est-a dire que l'on se trouve dans le domaine haute
fréquence la branche II sur le graphe (5.8), alors ¢,(0) > ¢%*. Dans ce cas
’ellipticité augmente pendant le temps de vol.

Il est intéressant de constater que la frontiere entre ces deux régimes
correspond & la résonance du quadrupéle et donc au domaine de fréquence
ou l'ellipticité est la plus importante. On peut donc conjecturer a ce point
qu’aux points de grande anisotropie (le haut de la branche I notamment),
Iellipticité va étre pratiquement inchangée durant le temps de vol.

Lorsque ¢, atteind @7, $» s'annule et change de signe. La monotonie de
¢y s’inverse alors. On peut a U'instar de [84] remarquer que le nuage n’est par
conséquent jamais rond durant le temps de vol. Ceci est une conséquence de
la conservation du moment cinétique: en effet, d’apres I’équation (E.8), le
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moment cinétique est proportionnel au carré de Dellipticité. Annuler celle-ci
(en atteignant ¢, = m/4) reviendrait & annuler le moment cinétique.

E.3.4 Résolution analytique

Connaissant 'expression explicite de A(t), on peut formellement intégrer
I'équation (E.9), ce qui nous donne:

f{ - dox = 1 arctan (ﬁ t)
o VF, (020) = F5 (6:)  A(0)V2H A0) )

le signe ¢ signifiant que ’on peut éventuellement rebrousser chemin au niveau
du point tournant ¢%. L’ellipticité asymptotique ¢,(o0) est donc solution de
I’équation implicite suivante :

%%(w) 1) __T E.10
00 VL (@0) = F7(6)  A0)VsH (E-10)

La résolution exacte de (E.10) fait intervenir des fonctions elliptiques et
conduit a des expressions tres lourdes. On peut néanmoins en trouver une
expression approchée dans le cas ol l'ellipticité initiale est faible: dans ce
cas, comme on l'a vu au paragraphe précédent, ¢, reste proche de 7/4. On
pose donc ¢, = m/4+ 0¢y, avec d¢, < 1. Si on introduit comme au chapitre
5 Dellipticité = du condensat définie par:

_N-X
BRYERY,
on trouve apres quelques calculs que celle-ci varie durant ’expansion dans
un facteur:

—_
—
—

~ 25¢)\,

5(0)

2(0)

Cette relation rejoint les conclusions de la discussion qualitative du pa-
ragraphe précédent, a savoir que pour Q<1 /v/2 Dellipticité transverse du
condensat est réduite durant le temps de vol. A fréquence nulle, le facteur de
réduction vaut | cos(mv/2/2)| ~ 0,606, en accord avec le résultat [89]. En re-
vanche, pour > 1 /v/2, lellipticité croit durant le vol balistique. Nous avons

~ \/cos2(\/§7r/2) + 202 sin?(V27/2). (E.11)
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() =0 (b) =(=0)/=(0)
) 2.25
12 7 2
11 7 175
1.0 - - 15
0.9 Qlw, 125
08
- 05 1 15 2 Ol

0.7
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0.5

Fic. E.3 — Comparaison de la résolution compléte des équations (5.6,5.7)
(courbe pleine) avec la formule analytique E.11 (courbe en tirets) dans le
cas ot [’état initial du condensat se situe sur la branche I (a) ou II (b) des
solutions de I’équation (5.11). On constate que l'accord est satisfaisant dans
le cas ou Dellipticité initiale est faible, c’est a dire tout le long de la branche
II, et pour Q < 1/\/5 sur la branche 1. On remarque néanmoins que pour des
ellipticité initiales importantes (branche I), le résultat exact montre qu’il n’y
a pas de changement du rapport d’anisotropie.

comparé la formule (E.11) & la résolution numérique compléte des équations
du mouvement (5.6,5.7). On constate que 'accord est bon dans le cas ou
Dellipticité initiale est faible (fig. E.3). On constate aussi que dans les régions
ol Pellipticité initiale est importante (i.e. dans la région Q > 1/v/2 de la
branche I de solutions de 5.11), Iellipticité est pratiquement inchangée.
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Annexe F

Interférences a température
non nulle

F.1 Position du probleme

Considérons une expérience d’interférence analogue a celle décrite dans
la premiere partie du chapitre 8 dans le cas général d’un nuage a T" # 0. En
termes formels, ceci revient a étudier le cas ou la distribution d’atomes dans
le nuage n’est plus décrite par une fonction d’onde macroscopique. On sup-
posera cependant le gaz parfait, c’est a dire que I’on négligera les interactions
entre atomes.

L’expérience se déroule en deux étape: on commence par séparer de
maniere cohérente le nuage en deux parties. On écarte ces deux parties d’une
distance a puis on procede a une expansion balistique.

Imaginons une particule dans un état de vecteur d’onde [¢b). On va sup-
poser que 'étape de copie 'améne dans une nouvelle fonction d’onde ﬁ|1/;>
définie par:

1
V2
ol T:ta/g est I'opérateur de translation de +a/2 dans l'espace des positions.
Le facteur 1/ V2 suppose que les deux paquets d’ondes sont suffisamment
séparés avant le temps de vol pour que 1’on puisse négliger leur recouvrement

(on a vu au chapitre 8 que cette condition était nécessaire pour pouvoir
utiliser un modele d’expansion balistique).

D|y) (fa/Q + f—a/2) ),
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Dans le cas plus général ou le systeme est décrit initialement par une
matrice densité & un corps pg, l'opération de copie 'ameéne dans un état
décrit par:

D -5y - Dl
Si on note H = 132/2m le hamiltonien de la particule libre, 1’expansion

revient ensuite simplement & faire agir I'opérateur U = e *#*/" La matrice
densité p(t) apres une temps de vol ¢ va donc s’écrire:

5t)=U-D-p,-Dt- U1

Notons P (t) = U - Tea2 " Po - jja/Q .Ut avec ¢,¢’ = 1. p(t) peut dans
ce cas s’écrire:

~ 1 ~
p(t) = ) Z Pee (1)

La densité du nuage en un point r vaut p(r,t) = (r|p(¢)|r). En intro-
duisant la relation de fermeture [ d®r'|r')(r'| = Id, on trouve donc pour la
densité a 'instant ¢:

Pee (T, 1) = /d?’rl d*ry G(r,r1,1)G(r2, 1, 1) (r1 — €a/2|po|rs — €'a/2), (F.1)

ot G(r,r',t) = (r|U[r') désignent les éléments de matrice de I'opérateur
d’évolution. On peut récrire cette expression sous une forme plus parlante en
introduisant la transformée de Wigner fyr de la matrice densité. fy étant
définie par:

fw(r,p) = / dPu PN — u/2PIr + u/2),

on trouve en remplacant dans (F.1):

d3ry dPry &3
pée’(rat):/l—zp g(rarlat)g(rZarat)x

(27h)3 4
fw (r1+re— (e+€)a)/2,p) e p(r2—ri+(e—€)a/2)/h
(F.2)
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Dans le cas d’une particule libre, le propagateur G s’écrit [118]:

g(ra rla t) - <2 mht) " eim(r—r’)2/2ht.
e

On montre que 'on peut dans ce cas mettre p. comme le produit d’'un
facteur de phase par un coefficient de structure, soit :

(r,6) = (55
1066 ) - 27Tht
ou le facteur de structure S vaut:

See(r,t) = /d3R gile=eImaR/2t p (R — (e + €')a/2, m(r — R)/t).

At fixé, la largeur du facteur de structure donne la taille du nuage
apres temps de vol. Si on suppose que celle-ci est grande devant l'inter-
frange, on peut approcher S (r,t) par Se(g) (t) = See(0,t) au centre de l'in-
terférogramme.

Dans cette approximation, la densité apres temps de vol va s’écrire:

p(r,t) = % (%)3 (Sﬂ + S‘_OZ) 1+

S_(:)zeima-r/ht 4 S(_O_)'_efima-r/ht
59 4+ 5@
Remarquons que puisque ﬁ;‘ = f_a, SO et S(_Oi sont complexe conjugués.

De plus, si on fait ’hypothese que fiy est paire en r et p, on montre aisément
que Sﬂ)r et S sont réels et égaux. Dans ce cas, la densité s’écrit :

|S$l\ a-r
p(r,t) oc 1+ SEPJ)F cos <mﬁ> :

Le profil de densité exhibe donc un réseau de franges rectilignes de pas
ht/ma. Si on note Pmax €t Pmin les valeurs maximale et minimale de la densité,
le contraste C sera défini par:

_ Pmax — Pmin
Pmax + pmin7
C est en général différent de un et s’exprime en fonction des S. par la
relation :
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F.1.1 Cas d’un condensat

Dans le cas d’un condensat de Bose-Einstein a température nulle, on peut
décrire le systéme par une fonction d’onde macroscopique 1 (r). On fait de
plus I’hypothése que 1, est de parité donnée!. Si on pose

K(a) = /d37.1 o (ry)emritIaTL)/2nt,

alors on a:

S| =189 = |K(a).

Le contraste est donc toujours égal a un dans une expérience d’interférence
avec des condensats purs.

F.2 Approximation quasi-classique

F.2.1 Limites de ’approximation quasi-classique

Comme nous 'avons vu au premier chapitre, il est souvent utile, pour
décrire un systeme a température non nulle, d'utiliser une approximation
quasi-classique consistant a remplacer la distribution de Wigner par la densité
classique dans I’espace des phases. Or, si on construit a partir de la distribu-
tion quasi-classique la matrice densité associée, on s’apercoit que celle-ci n’a
aucune raison d’étre positive! Si 'on n’y prend garde, cette approximation
peut donc mener a des résultats absurdes, tels que des valeurs de contraste
supérieures a 1.

Pour pouvoir utiliser cette approximation, il faut pouvoir négliger la quan-
tification des niveaux d’énergie. Dans un piege harmonique isotrope de pul-
sation propre w, ceci revient a imposer

1. Si la fonction d’onde n’est ni paire ni impaire, on va faire interférer & l’origine des
paquets d’onde ayant des intensités différentes : ceci réduit nécessairement le contraste des
franges.



F.2. APPROXIMATION QUASI-CLASSIQUE 213

kT > Fw. (F.3)

On sait de plus que ’approximation quasi-classique est mauvaise dans
les ailes de la distribution. Prenons ’exemple de la distribution d’impulsion
dans un piege harmonique: on s’attend, d’apres le principe d’équipartition
de I'énergie, a avoir classiquement une distribution de la forme:

pai(p) oc e PP,

Le résultat exact est en fait [119]:

,OQ(P) x e—th(hw/ZkBT)pZ/hmw‘

Le quotient pg/pc1 vaut donc a l'ordre le plus bas en fiw/kgT :

2 . 3
P_Q ~ 6_3hpmw (Zk;T) .
pci

Lorsque p est trop grande, 'erreur relative commise devient importante.
Il faut donc se limiter a

3
p? < mhw <kB—T> .
hw

Or, I'impulsion des atomes arrivant a l’origine apres temps de vol vaut
ma/t. Il faut donc vérifier :

kgT
a < ag(t) P (F.4)
ol a.(t) = wity/h?/mkgT est la distance caractéristique introduite au cha-
pitre 8.

Remarquons que cette contrainte n’est pas difficile a vérifier: en effet,
elle est équivalente a imposer que le rayon des deux paquets d’onde apres
temps de vol soient plus grand que la distance a, de fagon a ce que 'on ait
un recouvrement, non négligeable.

Dans toute la suite de I’appendice, on supposera donc les conditions (F.3)

et (F.4) vérifiées.
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F.2.2 Gaz de Boltzmann

Considérons un gaz parfait piégé dans un potentiel harmonique isotrope
de fréquence propre w/27. La distribution quasi-classique dans I’espace des
phases vaut alors:

PRI p—
Y Z Y

ou = 1/kgT et Z est une constante de normalisation.
Le calcul des facteurs de structure se fait sans difficulté, il vient alors:

2 3/2 ma?
S_(fl — l 2mt e 202B(1+w2t?)
Z \ Bm(1 + o22)
2 3/2 mw a
g0 _ 1 2t 7 haiise
o Z \ pm(1 + w?t?)

Le contraste vaut donc finalement
C = o P 1R

Or, d’apres (F.3) on sait que Sfiw < 1. En supposant de plus que le temps
de vol est suffisamment long de fagon a avoir wt > 1, on obtient :

ma2 1

C =e B2 — =0 /27

La dépendance en a du contraste est donc gaussienne. La séparation ini-
tiale (avant temps de vol) a partir de laquelle on n’observe plus de frange est
de 'ordre de a., comme on I’a déja montré qualitativement au chapitre 8.

F.2.3 Gaz de Bose au seuil de condensation

Considérons a présent le cas d’un gaz de bosons au seuil de la condensa-
tion. Dans ce cas, le potentiel chimique est nul et la distribution dans I’espace
des phases s’écrit :

_ 1 _ —nph
fw= =2 ¢""

n>1
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C
1
0.8
0.6
0.4

0.2

2 4 6 8 10 a/ac

Fic. F.1 — Evolution du contraste C = SSFOE/C(B/Q) avec la distance entre les
deuz paquets d’onde dans le cas d’un gaz de bosons au seuil de condensation.
La courbe pleine est la courbe exacte calculée a partir des sommes (F.5) et
(F.6). L’équivalent (F.7) est représenté en tirets.

olt h = p?/2m + mw?r? /2 est le hamiltonien classique. Par linéarité, le calcul
des facteurs de structures se rameéne a une somme de termes identiques a
ceux calculés dans le cas du gaz de Boltzmann, a condition de changer 3 en
np. Dans la limite oll wt > 1, on trouve donc:

0 § 1 —a?/2na?

S-(FZ X W@ /2nag (F5)
0 I wa)? /2na2

S—(l—-)l— X Z n32¢ (Bhwa)”/2naz. (F.6)

En utilisant ’hypotheése (F.4), on constate tout d’abord que Ssroi est
constant égal & Y. 1/n%? = ((3/2). Pour le calcul de S,_, on peut dis-
tinguer deux cas:

® a4 < a.. dans ce cas, on trouve immédiatement SELOE ~ ((3/2), de sorte
que l'on a simplement :

C=1.

e a > a.. Posons x = a?/a?, avec x > 1. On a alors:



216 ANNEXE F. INTERFERENCES A TEMPERATURE NON NULLE

S0 = w2 () e

Lorsque © — o0, ceci se rameéne a une somme de Riemann. En posant
n = n/x, on obtient:

5(0) ~ L oodﬁ 1 e~ 1/27
=7 pl/2 713/2 )

En prenant pour variable 1/27 sous 'intégrale, on trouve pour finir:

S ~vara /2)% = \/QW%.

Au seuil de condensation, le contraste décroit donc en loi de puissance
avec pour a > a.:

C V2r a,

((3/2) a

On constate graphiquement que cette formule approchée est valable des
a/a. =~ 2 (fig. F.1).

(F.7)
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Annexe G

Comportement
hydrodynamique d’un
condensat en rotation

Nous avons vu aux chapitres 6 et 8 que le réseau de vortex créait un champ
de vitesse dont la moyenne spatiale sur des échelles de quelques vortex est
analogue a celui d'un fluide classique en rotation a une vitesse angulaire
), cette derniere pouvant étre mesurée a partir du spectre d’excitation du
systeme. Nous étudierons ici les propriétés dynamiques d’un fluide classique.
Deux points nous intéresserons plus particulierement : d’une part la loi d’ex-
pansion durant un vol balistique, dont nous verrons qu’elle en fait identique
a celle d’'un condensat sans vortex et d’autre part le spectre d’excitations
élémentaires dont on sait qu’il permet de mesurer le moment cinétique du
nuage.

G.1 Equations du mouvement dans le réfé-
rentiel tournant

Pour passer a la limite classique, on suppose que I’écoulement peut devenir
rotationnel. L’équation d’Euler dans le fluide s’écrit a présent (chap. 1):

m (%—‘tf + Vv?/2 4 (V x v) x v) = —V (gn + Uext) (G.1)

On imagine que, lorsqu’un réseau de vortex remplit le condensat, son



218 ANNEXE G. COMPORTEMENT HYDRODYNAMIQUE...

champ de vitesse en régime stationnaire est analogue a celui d’un solide en
rotation a la vitesse angulaire Q = (L,)/m(r?).
En posant v = Q x r dans ’équation (G.1), on trouve:

V (gn + Uexy — mQ°r7 /2) = 0.

On obtient la méme équation que pour un condensat sans vortex, a condi-
tion de rajouter I’énergie potentielle centrifuge —mQ2r? /2. Dans le cas par-
ticulier d’un potentiel de piégeage harmonique cylindrique et de fréquence
transverse w,, on retrouve donc le profil parabolique de Thomas-Fermi, a
condition de changer w? en (w(?)? = w? — Q2.

Notons
/FJ: = TJ_/RJ_
t = vt
v = wY%/R,
n = n/ng
(:)L = UJL/LUS?)

ou R, et ng désignent respectivement le rayon et la densité au centre du
condensat et vérifient gng = m(w'”)2R2 /2. Exprimée en fonction des quan-
tités tildées, la densité en régime stationnaire s’écrit alors ng = (1 — 72) et
I'équation (G.1) devient:

Dv
Dt
olt D/Di = 8; + (v - V) désigne la dérivée lagrangienne.

= —%6 (7 + @37 /2), (G.2)

G.2 Expansion balistique

Etudions pour commencer le probleme de l’expansion balistique d’un
condensat en rotation rigide. On suppose qu’a ¢ = 0, on ouvre le piege
magnétique : durant le vol balistique, on a donc a résoudre

Dv 1=
avec pour conditions initiales le profil de densité et le champ de vitesse sta-
tionnaires trouvés au paragraphe précédent.
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On remarque que l'on peut chercher les solutions de (G.3) sous la forme
d’un changement d’échelle (c.f. chap. 5). Imaginons donc une particule fluide
initialement située a une distance ry du centre du piege. On supposera qu’a
'instant ¢ elle se trouvera a une distance A(¢)ry. On montre que le parameétre
d’échelle permet de completement décrire I’évolution du systeme.

La densité s’écrit tout d’abord:

o1 72

La vitesse radiale v,, du fluide se réexprime ensuite en fonction de \:

D, A
Up = —= = —T,. G.5
T Df AT (G-5)
Pour finir, la vitesse orthoradiale 74 se calcule en utilisant le théoreme de
Kelvin-Helmholtz: la circulation du champ de vitesse autour d’un lacet C(t)
évoluant avec le fluide doit rester constante. Si on considere comme contour

initial un cercle de rayon ry centré sur le centre du piege, on a:

27 0y (F 1, 1) = 2m7gig(F0, 0) = 2272 /A2
On en déduit donc que:
By = QF L /N2 (G.6)

En exprimant dans I’équation G.3 la densité et la vitesse en terme de A
grace aux relations (G.4), (G.5) et (G.6), on obtient 1’équation d’évolution
suivante pour le parametre d’échelle :

. 1402

On integre cette relation tres facilement. En utilisant les conditions ini-
tiales A(0) = 1 et A(0) = 0, il vient finalement :

A2 =14+ 1+ Q%) =1+t

La loi d’expansion (2.7) est donc inchangée lorsque le nuage est en rotation
rigide.
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G.3 Spectre d’excitation

L’équations (G.2) permet d’étudier les modes d’oscillation du condensat
en présence d’un réseau de vortex. Considérons donc un nuage initialement
en rotation uniforme a la vitesse {2 que l'on perturbe légerement. Posons
n = ng + 0N et notons V' la vitesse dans le référentiel tournant. Ecrites
dans le référentiel tournant et développées au premier ordre en én et v/, les
équations hydrodynamiques, constituées de 1’équation d’Euler (G.2) et de
I’équation de conservation de la matiere, deviennent :

v = =20 x V' —Vén/2 (G.7)
00n = =V (RgV') (G.8)

Ce systéme étant linéaire, on en cherche des solutions variant en e @',
hw' sera alors le quantum d’énergie dans le référentiel tournant. Pour des
excitations de moment cinétique m,, la fréquence propre w dans le référentiel
du laboratoire se déduit de &' grace & la relation (chap. 9) &' = @ — m, Q.

A partir de Péquation (G.7), on trouve que:

11
240 — "

En utilisant cette expression dans I’équation de conservation de la matiere
(G.8), on aboutit & une équation fermée sur 67 :

=1

(i@’%ﬁ 420 x Wﬁ) .

21 (462 — 5207 = V (ﬁs(ia;'%ﬁ + 20 x Wﬁ)) .

Comme dans le chapitre 5, on cherche les solutions de cette équation sous
la forme f'Lm"‘R(f" 1)e™=? ot (7., ¢) désignent les coordonnées polaires de T
et R est un polynome de degré p > 0. &' vérifie alors:

20" (4Q% — &) = =20 (|Im| + 2p) — &' (Im| + 2p)? + 4Qm, + m2&". (G.9)

Cette équation se simplifie dans deux cas simples:

e Monopdle m, = 0,p = 1. L’équation aux valeurs propres (G.9) se
ramene a &2 = 4(1 + Q?) soit, en unités dimensionnées, w' = 2w, . Cette
excitation portant un moment cinétique nul, on a w’ = w. Dans le référentiel
du laboratoire, la fréquence du monopole reste constante égale a 2w .
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e Mode de surface n = 0, m, # 0. L’équation aux valeurs propres (G.9)
se rameéne & une équation de degré 2. En effet, si on pose € = m,/|m,|, &'
vérifie :

O + 200" — |m,| = 0.

Si on garde la branche de solutions positives, on obtient :

@' = —eQ + /02 + |m,|.

On en déduit ensuite les fréquence w dans le référentiel du laboratoire :

o =& +mQ = e(Im,| — 1) + /02 + m,]. (G.10)

La levée de dégénérescence entre les excitations élémentaires de moment
cinétique m, et —m, vaut donc:

Ai = 2(jmy| — 1)Q.

Or, on sait que €2 est lié au moment cinétique du nuage par la relation
(L,) = m(r%)Q. On en déduit que:

(L)
m(rt)’

Dans le cas |m,| = 1 (dipole), les deux modes restent dégénérés lorsque
(L,) # 0. En fait, ce sont les deux fréquences qui restent constantes, comme
on s’y attend d’apres le théoreme de Kohn.

Pour |m,| = 2 (quadrupdle), on retrouve la levée de dégénérescence cal-
culée par des régles de somme dans [120] et on vérifie aisément & partir de
I’équation (G.10) que l'on a aussi w?, +w?, = 4w?.

Aw = 2(|m,| — 1)
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