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Chapter 1

Introduction

1.1 Transcendance de périodes et quasi-périodes
elliptiques

Le nombre 7 est certainement le plus célebre des nombres non entiers. On peut le
définir de bien des manieres; 'une d’elles, qui n’est pas la moins naturelle, consiste
a le rattacher aux périodes de 'exponentielle complexe. Cette derniere n’est autre
que le premier exemple non trivial d’exponentielle d’un groupe algébrique commu-
tatif — plus exactement, c’est application z +— (1 : e*) qui réalise le plongement
traditionnel du quotient C/2inZ comme variété quasi-projective G,,(C) — P1(C),
mais par un léger abus de langage nous appellerons souvent “exponentielles” de
telles applications.

Si la transcendance de 7 est connue depuis Lindemann (1882), c’est bien plus
tard — dans les années 30, avec Siegel et Schneider — que l’on s’est penché sur
les périodes d’un autre type de groupes algébriques, les variétés abéliennes, a com-
mencer par leur plus simple exemple : F, courbe elliptique.

Supposant P'exponentielle expy = (1 : p : p’), ou les fonctions de Weierstrass
p et p’ remplacent 'exponentielle complexe, normalisée de sorte que celles-ci aient
tous leurs coefficients de Laurent algébriques en 0, on montra ainsi [Sch57] la tran-
scendance de toute période non nulle w du réseau des périodes A = kerexpy C
C, ainsi que le fameux “théoreme de Schneider” qui affirme, sous les hypotheses
précédentes, que le quotient 7 = % de deux périodes indépendantes sur Z n’est
algébrique que si la courbe E est a multiplication complexe.

Un autre type de périodes, cependant, méritait d’étre étudié. Les périodes w
introduites plus haut peuvent étre vues comme résultant de 'intégration, le long
de lacets dans F(C), d’une différentielle réguliere, i.e. de premiére espéce, sur
E, déduite via expy de la différentielle dz sur C. Mais il est d’autres différentielles
que l'on peut intégrer suivant des lacets ou, plus simplement, des éléments du
premier groupe d’homologie Hi(E,Z) de E : le produit de l'intégration est bien
défini des lors que tout résidu (intégrale le long d’un lacet homologue a zéro) de la
différentielle intégrée s’annule; c’est cette propriété qui caractérise les différentielles
dites de deuxieéme espéce. Dans toute la suite nous considérerons toujours, sauf
mention explicite du contraire, des différentielles algébriques (liées & la structure
de variété algébrique); sauf mention contraire elles seront supposées définies sur le
méme corps K que la courbe elliptique (ou, plus loin, variété abélienne) considérée.

Sur une courbe elliptique, ces dernieres sont obtenues comme sommes d’une
différentielle exacte et d’une combinaison linéaire des différentielles @y = dz et
ws = (—p)dz (entendre : des différentielles correspondantes sur E). A chacune
peut étre associée une primitive : Hy : z — z pour wi, Ha : z — ((z), ou ( est



la fonction zéta de Weierstrass, pour ws; les périodes de la différentielle ww; sont
alors, compte tenu de la bijection naturelle entre A et Hy(A,Z), les constantes
H;(z+w)— H;(2) (w parcourant le réseau A), qui sont indépendantes de z pourvu
que H; y soit définie. C’est ainsi que sont construites les constantes

n=_((z+w) =), n' =z +w) = ((2)

traditionnellement associées & une base (w,w’) duréseau A. Les périodes de deuxieme
espece sont parfois appelées quasi-périodes car elles sont attachées a la fonction
“quasi-périodique” (.

Notons enfin une conséquence de la relation de Legendre. Cette derniere nous
dit que, notant (w,w’) une base de A avec T = % de partie imaginaire positive, on
a nw’ —n'w = 2im; il s’ensuit en particulier que la matrice des quasi-périodes

(3 7)

,,7 ,,7/ )

obtenue en intégrant le long d’une base de Hy(FE,Z) les deux différentielles ci-dessus,
est de rang 2. Ceci peut se traduire, si I'on note H},z(E,K) = Kw; + Kws, par :

H\(E,Z)® K ~ (Hhr(E,K))",

propriété que 'on retrouvera au paragraphe 1.3.

Le principal résultat démontré par Schneider sur les quasi-périodes, qui apparait
aujourd’hui comme un simple corollaire du critere de Schneider-Lang ([Wal87],
Théoreme 1.1.1), est le suivant; ici comme dans toute la suite le corps Q des nombres
algébriques est implicitement supposé plongé dans C :

Théoréme 1.1.1 (Schneider). Soit E une courbe elliptique définie sur Q, @ une
forme différentielle de seconde espéce (également définie sur Q) non exacte sur E,
A€ Hi1(A,Z) non nul. Alors la quasi-période f/\ w est transcendante.

On en déduit, entre autres, la transcendance de 7 et du quotient .

Pour conclure ce paragraphe introductif, nous mentionnons deux séries de résul-
tats apparentés aux précédents bien qu’ils sortent légerement du cadre de cette
these. Les résultats précédents ont été par la suite considérablement renforcés par
les travaux de Baker, Coates et Masser; dans [Mas75] ce dernier a obtenu le

Théoréme 1.1.2 (Masser). Soit E une courbe elliptique définie sur Q; suivant
que E est ou non a multiplication complexe, les nombres 1 et w joints a l’ensemble
des quasi-périodes de E engendrent un Q-espace vectoriel de dimension (resp.) 4 ou

6.

Enfin, il existe quelques semblables résultats d’indépendance linéaire portant sur
les périodes de “troisieme espece”; pour ces derniers nous renvoyons & [Lau82] et
[Wiis84].

1.2 Indépendance algébrique de quasi-périodes el-
liptiques

Un pas décisif fut franchi lorsqu’au milieu des années 70, G.Chudnovsky [Chu84]
obtint une séries de résultats portant sur non plus la transcendance, mais bien
I'indépendance algébrique de nombres liés aux quasi-périodes elliptiques. Le détail
de ces résultats, ainsi que les liens logiques les unissant, figure au §3.2 ci-dessous;
ici nous n’en retenons que le



Théoréme 1.2.1 (Chudnovsky). Soit E une courbe elliptique définie sur un
corps K C C et w une différentielle de seconde espéce non exacte sur E, également
définie sur K, et admettant une période nulle :

I\ € Hy(E,7), A;Ao,/w=0.
A

Alors le corps K' engendré sur K par une quelconque période non nulle de @ a
pour degré de transcendance (sur Q) au moins 2.

En combinant la relation de Legendre (paragraphe précédent) a I'existence (voir
ci-dessous), lorsque E est & multiplication complexe, d’une différentielle de seconde
espece dont les quasi-périodes sont de la forme aZ avec a € Q, on peut déduire de
ce théoreme le

Corollaire 1.2.1. Sur une courbe elliptique E a multiplication compleze toute
période f/\ w, avec A non nul dans Hy(E,Z) et w de premiére espéce et non nulle,
est algébriquement indépendante de .

Une des conséquences les plus remarquables de ce corollaire, et donc du théoreme
de Chudnovsky, porte sur les valeurs de la fonction Gamma. On peut en effet
constater par le calcul que les courbes elliptiques admettant les modeles de Weier-
strass d’équations (resp.) y? = 42% — 4z, y? = 423 — 4, qui sont & multiplication
complexe par (resp.) Q(i), Q(j) (ici j est une racine de X2 + X + 1), ont des
périodes (de premiere espece) de la forme w = ol (i)z, resp. w = al (%)3, avec
a € m2Q; il découle donc du Corollaire 1.2.1 que chacun des nombres I’ (i) et I’ (%)
est algébriquement indépendant de 7. Plus généralement, on a (voir par exemple
l'introduction de [Gro78]) le

Théoréme 1.2.2 (Chowla-Selberg). Soit E une courbe elliptique a multiplication
compleze par le corps K de discriminant —d, d > 0; on note w le nombre d’unités
et h le nombre de classes de K, et € le caractéere de Dirichlet associé a K, i.e. le
symbole de (Legendre-Jacobi-)Kronecker x(—q) = (_—d) défini (par exemple) dans
[Coh93], §1.4.2.

e Toute période de premiére espéce sur E est de la forme

w=oa\T H F(a/d)we(“)/%

0<a<d

avec o € @,’

e il existe une différentielle de deuxiéme espéce non triviale dont les périodes
ont la forme

_ —we(a)/4h __ E
n=pvr [] T(a/d) =7

0<a<d
avec 3,7 € Q.

Grace a ceci on peut déduire du Corollaire 1.2.1, de la méme maniere que dans les
deux cas cités plus haut, I'indépendance algébrique d’avec 7 de certains “produits-
quotients” de valeurs de la fonction Gamma aux points rationnels.

Le pas suivant — degré de transcendance 3 — a été franchi tout récemment avec
le résultat suivant, di & Yu. Nesterenko. L’énoncé ci-dessous, auquel nous avons
voulu donner une forme quelque peu “intrinseque” et géométrique, fait intervenir le
disque pointé D = {q € C,0 < |g| < 1} comme “espace de modules” naturel pour
les couples formés d’une courbe elliptique F et un élément primitif (non divisible)
de H1(E,Z), via la correspondance bijective (C/(Z + Z7),1) — exp(2inT).



Théoréme 1.2.3 ([Nes96]). Soit E une courbe elliptique définie sur K, X primitif
dans H\(E,Z), ¢ € D associé au couple (E,\) et w € Hhp(E,K) non nulle
orthogonale a A; alors le corps engendré sur K par q et une période non nulle de
w a pour degré de transcendance (sur Q) au moins 3.

Une fois encore, la conséquence la plus spectaculaire de ce théoréme provient de
son application aux courbes & multiplication complexe : on trouve ainsi que chacun

des triplets
1
T 1" -
(rr (3)
(mer (3))
3

et plus généralement, avec les notations du Corollaire 1.2.1,

(W,e’“ﬁ, H F(a/d)e(a)>,

0<a<d

est formé de trois nombres algébriquement indépendants.

Mais ce théoreme est presque aussi remarquable par sa preuve, qui utilise une
méthode développée peu avant par les Stéphanois K.Barré, G.Diaz, F. Gramain
et G.Philibert [BSDGP96] pour prouver un résultat plus faible, la “conjecture de
Mahler-Manin”. Cette méthode se caractérise par ’emploi, dans la preuve de tran-
scendance, de fonctions non pas elliptiques (comme c’était le cas depuis Schneider)
mais modulaires — ou presque, voir ci-dessous.

A chaque courbe elliptique complexe FE admettant le modele de Weierstrass

d’équation y? = 42® — gox — g3 est attaché l'invariant j(E) = glg?zsgjg? si B(C) ~
C/(Z + Z) on peut écrire j(E) = j(7), et I'on a alors j(—1/7) = j(7), j(r + 1) =
j(7); de cette derniere propriété on déduit 'existence d’une fonction J, holomorphe
sur le disque pointé D (et de partie polaire % en 0) telle que j(7) = J(e2™7). Cette
fonction J, si elle ne satisfait pas de “loi d’addition” J(qig2) = f(J(q1),J(q2))
analogue a celles que ’on rencontre dans les groupes algébriques, a en revanche une
propriété presque aussi utile, & savoir 'équation modulaire ® n(J(q),J(¢V)) = 0
(Py € Q[X,Y]); cest elle qui, jointe au fait que J(q) € %Z[[q]], est au coeur de la

preuve du “théoreme stéphanois” qui affirme que pour ¢ € D, les nombres qet J(q)
ne peuvent étre simultanément algébriques.

La preuve de Nesterenko, elle, est fondée sur les propriétés différentielles de
la fonction J : si Pon définit Popérateur 6 = %d% = qd%, le corps différentiel
engendré par J sous 'action de § admet pour générateurs les fonctions P, @, R
dites “de Ramanujan” [Raml6] qui, comme J, ont des coefficients de Taylor en 0
a la fois entiers et a croissance relativement lente. Notons que si () et R ne sont,
a une normalisation pres, que les séries d’Eisenstein de poids 4 et 6 (resp.) pour le
groupe modulaire SLo(Z), la fonction P n’est pas & proprement parler modulaire
mais plutot “quasi-modulaire de poids 2” puisque, vue comme fonction de 7, elle
vérifie

61

P(—-1/7) =1*P(7) + pt

1.3 Variétés abéliennes

1.3.1 Quasi-périodes

La situation en dimension supérieure est tres sembable a celle des courbes elliptiques.
Soit A une variété abélienne de dimension g définie sur un corps K C C, que
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Pon suppose principalement polarisée (toute variété abélienne est isogéne a une
principalement polarisée); cela signifie qu’il existe une matrice carrée 7 de taille g,
symétrique et de partie imaginaire définie positive, telle que A(C) ~ C9/(Z9+7Z97).
On peut alors représenter I'exponentielle de A sur C a l'aide de © = (6,,)mez,, Ol
Z, désigne un systeme exact de représentants de 3729 /Z29 et, pour m = (m’,m”") €
(79)2, la fonction 6,, est définie par

Om(z) = Z exp [im ((n+m )T (n+m') + 2(n+m")(z + m"))]

nez9

(* dénotant la transposition); I'image dans Py(C) (N = 49 — 1) du plongement
obtenu est une sous-variété projective de Py définie sur une extension de degré
borné du corps de définition de A. Le premier groupe d’homologie de A est encore
canoniquement isomorphe au réseau A = Z9+4797; I'espace des formes différentielles
de premiere espece sur A a pour dimension g et est engendré (sur C) par dz1,...,dz,
(encore assimilées a leurs images par ©).

On peut définir de la méme maniére que sur une courbe elliptique ([GH78], p.454)
les différentielles de deuxieme espece comme celles dont tous les résidus sont nuls;
I’espace obtenu en quotientant celui des différentielles de deuxieme espece par celui
des différentielles exactes a pour dimension 2g (que 'on considere les différentielles
sur A(C) ou sur la variété algébrique A). Nous appellerons cet espace H},p(4, K),
pour spécifier que I'on s’intéresse aux différentielles définies sur K, ou simplement
H} 5 (A) lorsque K = C; notons, méme si nous n’utiliserons pas ce fait, que cette
notation se justifie par I'isomorphisme ([FW84], p.192) existant entre cet espace et
le premier espace de cohomologie de de Rham de A. Nous utiliserons, en revanche, a
plusieurs reprises le fait suivant, dont on trouvera une preuve élémentaire au Lemme
3.4.1 ci-dessous : lintégration réalise un accouplement parfait entre Hi(A4,Z) et
H})R(A); en d’autres termes, la matrice 2g X 2¢g des périodes de deuxieme espece
de A (dans n’importe quelles bases de Hi(A,Z) et H},,(A)) est non dégénérée.

Viennent ensuite les questions de rationalité. Il est commode, ici encore, de
voir les périodes de deuxieéme espece comme valeurs aux points de A de certaines
fonctions “quasi-périodiques”, intégrales de représentants d’une base de H}, (4, K).
D’apres le méme Lemme 5.1, les dérivées logarithmiques d’une (quelconque) des
fonctions 6, forment avec les fonctions coordonnées dans CY9 une base (sur C) de
H} »(A); un changement linéaire u = Pz de coordonnées dans C¥ suffit & rendre

définis sur K les g premiers éléments uq,...,u, (fonctions coordonnées) de cette
base mais, la base (01,...,0y) = (6%1, cee %) (duale de duy, .. .,dug) de Pespace

tangent en 0 de A étant fixée, les différentielles de 01 log 0.y, . .., 04 log6,, ne sont
en général pas définies sur K. Pour s’en convaincre, il suffit de considérer le cas
g =1, ou les 0, ne sont autres que les quatre fonctions 64, ..., 0, classiques : c’est
alors [Law89] la non-algébricité du quotient I du §1.1 qui est en cause. C’est en fait
d’un analogue en dimension supérieure de la fonction o de Weierstrass que l'on a
besoin; cette fonction théta particuliere, dont l'existence est assurée par [Bar70], sera
explicitement construite au paragraphe 3.5 ci-dessous, complétant ainsi ’analogie
avec la situation elliptique.

Pour en revenir & la transcendance, a peu pres tous les résultats connus sur
la transcendance des quasi-périodes et de leurs quotients sont contenus dans le
théoreme suivant :

Théoréme 1.3.1 ([(WWS85]). Soient Ay,..., Ay des variétés abéliennes définies
sur Q, deur & deuz non isogénes, de dimensions respectives ni,...,Nm, et pour
chaque j = 1...m soit \; non nul dans H1(A;,Z). Alors ’ensemble des quasi-
périodes fAj wj, ou chaque w; décrit l’ensemble des différentielles de deuxiéme

espece sur Aj, forment avec les nombres 1 et 2im une famille libre sur Q.

11



Dans le domaine de l'indépendance algébrique, le théoreme suivant, annoncé
dans [Chu84] et prouvé dans [Vas96], est un analogue partiel du théoreme 1.2.1 :

Théoréme 1.3.2. Soit A une variété abélienne définie sur Q, w,. .. , Wg+1 des
différentielles de seconde espéce sur A indépendantes dans H},p(A,Q); alors le
corps engendré par les périodes de wi,...,@wg11 a un degré de transcendance au

moins égal a 2.

1.3.2 Modules

Nous passons plus rapidement, car nous 1’'utiliserons peu, sur I’aspect “modulaire”
des variétés abéliennes.

On notera $),; I'ensemble des matrices complexes carrées de taille g de partie
imaginaire définie positive; de méme qu’en dimension 1 on montre que pour toute
variété abélienne A sur C l'isomorphisme A(C) ~ C9/(Z9 + Z97) peut étre réalisé
avec 7 d’une forme particuliere, & savoir élément du “domaine fondamental” (pour
laction de Spsy(Z)) défini dans [Igu72] V.4; de telles matrices 7 vérifient en parti-
culier [Rer;;| < 3,
que 'on peut en fait déduire d'un majorant de Sm7y, des bornes pour tous les 7;;.

2 o
Smrgg > ... > Smry > ‘/75 et (Smm;)”° < Imr;;ImTj; si bien

Notons enfin que, d’apres [Igu72] V.3 (Corollary of Theorem 4), l'application
7 +— 0O(71;0), © désignant l'application introduite plus haut dont on rappelle ici
la dépendance en 7, réalise un plongement dans Py (C) du quotient de $, par un
certain sous-groupe I'y(4, 8) de Spay4(Z); en particulier cette application est biholo-
morphe.

1.4 Résultats quantitatifs

Beaucoup de résultats de transcendance, d’indépendance linéaire ou algébrique sont
par la suite raffinés en des résultats quantitatifs — mesures de transcendance,
etc. Deux types de mesures nous intéresseront plus particulierement : mesure
d’approximation simultanée et mesure d’approximation algébrique.

Si le role d’un résultat quantitatif est généralement de préciser le résultat qual-
itatif qui ’a précédé, on peut citer au moins deux exemples récents ol, dans une
certaine mesure, ce schéma est renversé. Le premier est la remarque faite dans
[Phi98] qu’une mesure d’indépendance algébrique précisant le théoréme 1.2.1 peut
simplifier la preuve de 1.2.3 en évitant le recours a un lemme de zéros; le second
figure dans [RW97], ot 'on note que 'on peut déduire des résultats d’indépendance
algébrique de (suffisamment bonnes) mesures d’approximation simultanée :
ces derniéres minorent la distance & un point fixe de C™ d’un n-uplet dans Q", en
fonction des degré et hauteur de ce dernier.

D’autre part, dans un tout récent article [Sar00], N. Saradha reprend la méthode
de Nesterenko pour montrer non plus de I'indépendance algébrique mais une mesure
de transcendance ou, de maniere équivalente, d’approximation algébrique du
quotient 7 que nous avons rencontré au §1.1 : il s’agit de minorer, en fonction de
ses degré et hauteur, la distance a 1 d'un nombre algébrique . On disposait déja
de telles mesures, trouvées par la méthode “elliptique” traditionnelle, mais il s’avere
que la nouvelle méthode permet d’améliorer par certains aspects celle [Rey80] que
I'on connaissait jusqu’ici. Le fait que chacune ait ses bons et ses mauvais cotés —
bonne dépendance en le degré mais moins bonne en la hauteur, ou le contraire —
menait tout naturellement au probleme de trouver une mesure qui les contienne
toutes deux.
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1.5 Contenu de la thése

Elle est divisée en deux parties indépendantes.

La premiere se penche sur le probleme, évoqué a la fin du paragraphe précédent,
de trouver — ou du moins s’en rapprocher — une mesure qui contienne a la fois
celle de Reyssat et celle de Saradha. Pour ce faire nous avons repris la démarche de
cette derniere — la méthode modulaire ayant été, c’est le moins que 1’on puisse dire,
bien moins explorée que celle qui avait guidé Reyssat — en y incorporant plusieurs
améliorations. D’abord nous avons utilisé & la fois les propriétés différentielles des
fonctions mises en jeu et des analogues de ’équation modulaire; on débouche ainsi
sur des équations “quasi-modulaires”, mettant en jeu la fonction P de Ramanujan.
Nous avons alors voulu exploiter non seulement les puissances ¢” du point de départ
mais 'ensemble pg@ (1 désignant le groupe des racines de l'unité dans C) des
points ¢’ pour lesquels on connait une relation algébrique liant J(¢’) & J(q) et, plus
généralement, (P,Q, R)(¢') & (P,Q, R)(q); on découvre des propriétés galoisiennes
de ces quantités qui, méme si le gain résultant pour la mesure est minime, peuvent
étre mises a profit par une utilisation fine du lemme de Siegel.

La deuxieme partie de la theése explore les possibles extensions des théoremes
de Chudnovsky — celui que nous avons cité plus haut, mais aussi quelques autres
qui lui sont apparentés — dans deux directions distinctes. D’une part, on étudie
des mesures d’approximation simultanée pour des quantités soit algébriquement
indépendantes, soit présumées I'étre; c’est, suivant le cas, une maniere alterna-
tive de “mesurer” l’algébrique indépendance (cf. [Phi00], Théoreéme 4) ou bien un
moyen d’évaluer la “distance” qui nous sépare du résultat d’indépendance espéré.
D’autre part, on examine diverses extensions en dimension supérieure qui viennent
compléter le théoreme 1.3.2; on rencontre a cette occasion le méme probleme que
Chudnovsky : il semble difficile de donner un énoncé contenant tous les résultats a
notre portée, si bien que nous sommes contraints de donner plusieurs énoncés, simi-
laires mais différant par quelques aspects “techniques” non négligeables, prenant en
compte (notamment) 'un 1’éventualité d’un corps de définition qui ne soit pas corps
de nombres, 'autre les périodes que peuvent éventuellement partager I’ensemble des
fonctions quasi-périodiques considérées... Enfin le dernier paragraphe de cette par-
tie, relativement indépendant des précédents, étudie un possible analogue des appli-
cations mentionnées au paragraphe 1.2 du théoreme de Chudnovsky; en appliquant
le théoreme 1.3.2 aux jacobiennes des courbes de Fermat, sur lesquelles on dis-
pose d’informations trés précises ([Gro78], [Aok91]) on y exhibe quelques résultats
d’indépendance algébrique liés aux valeurs de la fonction Gamma qui semblent nou-
veaux.

Bien que tres différentes, ne serait-ce que parce que I'une aborde ’aspect mod-
ulaire et l'autre 'aspect “abélien” des choses, ces deux parties se rejoignent sur
un point technique important. Une idée due a Chudnovsky, peu exploitée depuis
son apparition dans [Chu82], a refait récemment surface [Phi99]; son principe, sim-
ple mais ingénieux, consiste a dériver les fonctions utilisées par rapport a un jeu
de parametres locaux qui fait apparaitre un comportement arithmétique partic-
ulierement intéressant des dérivées successives, a savoir la propriété dite de “G-
fonction” [And89]. Cette “G-astuce” se révele applicable non seulement aux fonc-
tions quasi-abéliennes que nous avons rencontrées au §1.3, analogues en dimension
supérieure de la fonction ¢ a laquelle Chudnovsky 'appliquait, mais également, sous
une forme différente, aux fonctions “quasi-modulaires” qui sont au centre de notre
premiere partie; il faut voir la, sans doute, une manifestation du lien étroit entre
fonctions abéliennes et modulaires, encore mal compris mais plein de promesses

([Ber00]§4, [BZ00]).
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Chapter 2

Mesure d’approximation
simultanée pour des
fonctions quasi-modulaires

2.1 Introduction

Soit
y? = 4a® — gox — g3

Péquation (affine) d’une courbe elliptique, w une période non nulle et 1 la quasi-
période associée. On sait depuis les travaux de Schneider, dans les années 30, que
si g2, g3 € Q le quotient I est transcendant. Un résultat tout récent de N. Saradha
([Sar00]), mesure de transcendance pour ce quotient, améliore dans certains cas
(lorsque le degré est grand par rapport & la hauteur) une mesure d’approximation
algébrique de cette méme quantité démontrée par E.Reyssat ([Rey80]), tout en
utilisant une méthode nouvelle et fort différente, proche de celle de [Nes96], & base
de fonctions modulaires et non plus elliptiques. Le but de ce chapitre est de raffiner
le résultat de Saradha en introduisant plusieurs modifications de la méthode, tout
en en conservant les grandes lignes.

Une de ces modifications consiste a utiliser, suivant une suggestion de Yu. Neste-
renko, la propriété de “G-fonctions” des fonctions hypergéométriques, auxquelles
sont étroitement liées les fonctions modulaires. Elle est a rapprocher de I'idée de
G.V. Chudnovsky, récemment reprise par P.Philippon ([Phi99]), d’utiliser les G-
fonctions lors des estimations arithmétiques — la différence fondamentale étant que
c’est ici a la “méthode modulaire” de [BSDGP96] et [Nes96] qu’est incorporée cette
idée. Elle rapproche également notre étude des travaux d’Y.André : travaillant
au départ sur les G-fonctions, celui-ci est amené a utiliser les formes modulaires
pour leurs meilleures propriétés analytiques, et notre démarche exactement inverse
nous amene a le “rencontrer” ainsi & mi-chemin pour prouver, avec une méthode
finalement tres similaire aux siennes, une version quantitative d’un de ses résultats

([And96], §8).

2.2 Notations et formulaire

Notre résultat principal (et sa preuve) feront intervenir les fonctions suivantes
([WW62], [Cha85], [Ber97]). Pour tout 7 dans le demi-plan de Poincaré

H={reC,Smr >0}
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on pose ¢(7) = exp(inT), puis 'on définit la fonction

— qu _ 1—1—22(]"2 _ H(l —qQ")(l +q2n—1)2’

neZ n>1 n>1

ainsi que O4(7) = 03(7 + 1) et

92:2q1/4zqn(n+1) 2q1/4H 17(] 1+q )

neN n>1

(ott ¢*/*(7) = exp(iZT)), puis

8

1+q2n
A= (=] =16¢q ,
(&) = (75)

2 3
qui est liée a la fonction modulaire j classique par j = 28%.

La fonction A de Ramanujan peut étre définie par

A = (929394) 2H 1—q*"

n>1
soit encore A = 278(\(1 — X))?63%; on pose ensuite
:—5logA*1724Z ¢ 717242 > g
n>1 m>1 d‘
oud = EE’ la notation ¢ log f désignant la dérivée logarithmique Tf

Notons la relation
A= M1 - N3

d’ou 'on déduit, compte tenu de la définition de P et A,
120logfs = P + (2\ — 1)63.

Dans ce qui suit, nous aurons en fait tres peu besoin de 65 et 64; nous utiliserons
surtout les fonctions A et P ainsi que

Notons que l'indépendance algébrique de P (ou II) et des fonctions A\, © se déduit
facilement soit de celle de P, j et A, soit du méme résultat général ([Mah69] ou
[Nis89]).

Nous supposerons implicitement, tout au long du chapitre, la cloture algébrique
Q de Q plongée dans C. Nous utiliserons les notions de hauteur logarithmique
absolue h(a) (o € Q), mesure de Mahler M (P) (P € C[X]) et longueur L(P) (P €

C[Xy, ..., Xp]) ainsi que la hauteur logarithmique absolue projective h (0 : ... : 65)

((Bg:...:05) € P*(Q)); pour toutes ces notations nous renvoyons & [Wal92]. Nous

décomposerons parfois la hauteur projective h(f : ... : 65) en la hauteur a I'infini

hoo(Bo, - .., 05), provenant des places archimédiennes, et la partie finie
hi(Oo,...,05) =h(By:...:0s) — hoo(bo,....0).
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Définition 2.2.1. e Le couple (z,y) € C? admet pour mesure d’approximation
séparante ou m.a.s. la fonction ¢ : N x Ri — Ry s%l existe C > 0 telle que
si o, B sont algébriques avec

h(a) < hi, h(B) < h2, [Q(a,8): Q] < D
et D, hy,hy > C, alors

lo — x| + B — y| > exp(=C.¢(D, h1, ha)).

o Lepoint x € C admet pour mesure d’approximation algébrique ou m.a.a.
la fonction ¢ : N x Ry — Ry s%l existe C > 0 telle que si a est algébrique
avec

h(a) < h, [Ql@): Q] <D

et D,h > C, alors
oo — z| > exp(—C.¢(D, h)).

2.3 Résultats

Le résultat principal est le

Théoréme 2.3.1. Pour tout 7 € 9, le couple (II(7), \(7)) admet pour m.a.s. la
fonction ¢ définie par

(D, h1,hy) = D*(hy + hg + log D)(hy + log D)+/log(Dhs).

Il peut se reformuler en :

Théoréme 2.3.2. Pour tout modéle de Weierstrass, d’invariants go et g3, d’une
courbe elliptique E, admettant w € C pour période primitive et 1 pour quasi-période
associée, le couple formé par

(n/w)°

93 —27g3’
g3
J(E) = 1728
() 95 — 2793

admet pour m.a.s. la fonction ¢ ci-dessus.

Equivalence des deux théorémes. Notons 7 le rapport a w d’une quelconque période
primitive o’ & Zw, et z = exp(inT); alors (voir par exemple [Lan87], Ch.18) d’une

part
2
P(r) =12 (=) 2,
2/ w

d’autre part

2J[a- 2% = (i)w (g5 —2793)

2m
n>1

qui s’écrit aussi, avec notre définition de A,

) = (5=) " (6~ 276d).

Compte tenu enfin de la relation, rappelée dans le formulaire, liant j(E) = j(7)
a A(7), on obtient des relations algébriques qui permettent de montrer grace au
lemme 2.6.1 ci-dessous I’équivalence des deux théoremes. o
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Dans I’énoncé suivant et sa preuve, nous utilisons la notation x ~ y pour indiquer
que le rapport z/y est un nombre algébrique non nul.

Corollaire 2.3.1. Chacune des quantités

(F%3>)3N 3(16;?1/3)’

(F(1/4)>2 _B(1/4,1/4) _ B(1/4,1/2)
VT VT VT

B(1/7,2)7)  B(1)7,4)7)  B(2/7,4/7)

Ve R TR
B(1/8,3/8) N B(1/8,1/8)
VT VT
(ou T, B sont les usuelles fonctions d’Euler) admet pour mesure d’approrimation
algébrique la fonction

¢' (D, h) = D?(h +log D)log®? D.

Remarque 2.3.1. En vertu des propriétés (formule des compléments) de la fonc-
tion T, les inverses de ces quantités sont (modulo Q* ) autant de valeurs supplémen-
taires de % admettant cette méme mesure d’approximation.

Preuve. Le raisonnement étant a chaque fois le méme, montrons par exemple la
troisieme assertion : soit F une courbe elliptique & multiplication complexe par
Q(+/—T7); on sait alors que j(E) est (entier) algébrique et que, d’aprés la formule de
Chowla-Selberg (cf. [Gro78]), il existe ' € 1 + Quw qui vérifie

(' /w)° (r<1/7>r<2/7>r<4/7>) ’ (B(l/z 2/7>)”
95 —27g5  \I(3/T)T'(5/7)I'(6/7) VT '
Le théoreme 2.3.2 se réduit alors a la mesure d’approximation algébrique annoncée

pour cette derniere quantité ou, de maniére équivalente, pour sa racine douzieme.

O

Le théoreme 2.3.2 et son corollaire font clairement apparaitre le lien entre notre
résultat et ceux de Saradha ([Sar00]) et Reyssat ([Rey80]). La mesure d’approximation
algébrique de ce dernier s’écrit, avec les notations usuelles,

D?log(Dh)(h + Dlog® D),
tandis que la mesure de transcendance de Saradha se traduit en la m.a.a. suivante :
D?1og?(Dh)(h + log D)2,

améliorant donc celle de Reyssat lorsque h? < Dlog D. La mesure qui se déduit
du théoreme 2.3.1,
D?(h +log D) log®? D,

améliore donc celle de Saradha pour toutes valeurs de D et h, et celle de Reyssat
dans certains cas (h < Dlogg’/2 D ou logg/2 D < logh) sans toutefois la contenir
tout a fait a cause d’un facteur y/log D indésirable.

Notons que la mesure que nous obtenons pour  lorsque go,g3 € Q permet
de retrouver que cette quantité n’est pas un nombre de Liouville, ce qui découlait
déja de la mesure d’indépendance algébrique de Chudnovsky-Philippon ([Chu82],
[Jab92] et [Phi99]) pour (L, Z), appliquée & des polynomes en 2 seul; ceci, grace a

w’?w
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la dépendance optimale en la hauteur que confere a ces deux mesures 1'utilisation
des G-fonctions. En revanche, déduire de cette derniere mesure d’indépendance une
mesure d’approximation pour I ne donne pas une bonne dépendance en le degré,
puisque 'on obtient

D3(h +log D) log® D.

Le paragraphe 2.4 rassemble diverses définitions et résultats liés aux fonctions
modulaires et “quasi-modulaires” (qui font intervenir la fonction P), difficiles &
trouver dans la littérature méme si les idées se trouvent par exemple dans [Ran77],
§6.5, et [And96], §7.4. Présentant peut-étre un intérét indépendant, ils sont ex-
posés de maniere assez détaillée, dans le cadre du sous-groupe I'(2) de SL2(Z) qui
semblait naturel en raison des liens directs entre les fonctions théta et les fonctions
hypergéométriques.

Le paragraphe 2.5 regroupe ce dont nous aurons besoin (soit trés peu de choses)
concernant les G-opérateurs; on y introduit deux (“G-") fonctions Y7 et Y3 directe-
ment liées aux fonctions quasi-modulaires, et dont les propriétés qui nous serviront
sont résumées dans la proposition 2.5.1.

Au paragraphe 2.6 sont regroupés divers lemmes qui seront utilisés dans la
preuve du théoreme 2.3.1; celle-ci occupe tout le paragraphe 2.7 et consistera en une
(longue) construction de fonction auxiliaire, puis 1’évaluation de celle-ci en certains
points, et enfin I'utilisation d’un lemme d’interpolation pour faire apparaitre une
multiplicité a lorigine incompatible avec le lemme de zéros.

En dehors des équations quasi-modulaires et des G-opérateurs, le principal élé-
ment nouveau de la preuve est 'utilisation, pour construire la fonction auxiliaire, des
propriétés galoisiennes des nombres construits grace aux équations (quasi-)modu-
laires; c’est afin de lintroduire que la démarche (construction-extrapolation) de
[BSDGP96], [Nes96] et [Sar00] a été renversée, ce qui constitue un lien supplémen-
taire avec l'article d’Y. André.

2.4 Fonctions quasi-modulaires

2.4.1 Généralités

L’objet de ce sous-paragraphe est de donner ou rappeler les définitions et premie-
res propriétés des fonctions modulaires mais aussi “quasi-modulaires”, construites
a partir des précédentes et de la fonction P.

Soit M le monoide des matrices 2 x 2 a coefficients entiers de déterminant
strictement positif et, pour tout N € N*; M(N) le sous-monoide formé des matrices
congrues modulo N & la matrice identité, et I'(N) = M(N) N SLy(Z).

Lemme 2.4.1. Soit N = 1 ou 2; toute matrice « € M(N) s’écrit de maniére

unique
a Nb
=70 4

avec vy € T(N) et des entiers a,b,d vérifianta >1,d>1,0<b<d.

Remarque 2.4.1. Le cas N = 2 ne nous servira qu’au prochain paragraphe.

_( ap b
(% &)
co

— 4 : : : _ _ deta _ ao _
et a = pged(ag, co) (forcément impair si N = 2), d = <%, a1 = ¢ et ¢; = .
Ces deux derniers entiers sont, par construction, premiers entre eux; on peut donc

Preuve. Posons
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trouver des entiers by et di tels que

o aq bl
Y1 = ( o d > € SLQ(Z)

Alors, comme a; = 1(N) et ¢; = 0(N), nécessairement d; = 1(N), et de plus on
peut choisir b = 0(N), de sorte qu’en fait v; € I'(N). D’autre part, un calcul
immédiat montre que v; '« est de la forme

a NV \.
0 d !

sin € Z est défini par la double inégalité nd < b’ < (n + 1)d, alors

1 N\" 1 Nn
’Y%(O 1> 71<0 1 >€F(N)

_1_(1Nb
Te=lo d

sont les matrices que nous cherchions; on se convainc facilement de leur unicité, par
exemple en reprenant le raisonnement qui a guidé leur construction. o

a b
a(c d>€/\/l

on note [a] la transformation conforme associée

et

Pour tout

du demi-plan de Poincaré $); on pose, pour tout 7 € 9,

vdet a

polT) =

et pour tous k € Z et f méromorphe sur §,

flra = pk(folal);

alors, pour tous «, 3 € M,

flk(aB) = (flee)lxB-

On appelle pointes de I'(M) les éléments du double quotient I'(M)\I'(1) /T’ (1),
ou (1) = << (1) 1 >> désigne le stabilisateur dans I'(1) de oo € P1(Q), la classe
de v € I'(1) étant souvent représentée par un élément de Porbite I'(M)yoo C P1(Q).

Soit f méromorphe sur § et vérifiant, pour un certain couple (M, k) € N* x Z,

Vy e D(M), fley = f-

Comme T'(M) est distingué dans I'(1), pour tout v € I'(1) la fonction f|gy est M-
1 M
0 1
sur le disque épointé {z € C,0 < |z| < 1} telle que

périodique (car € T'(M)); il existe donc une fonction f, méromorphe

VT €9, fley(r) = fy (623\7?) ;
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de plus f|xy et fy ne dépendent que de la classe de v dans le quotient T'(M)\I'(1). f
est dite méromorphe, resp. holomorphe, en la pointe de représentant v si f. 1'est sur
tout le disque unité ouvert, cette propriété de f., ne dépendant pas du représentant
~ choisi. Si f est méromorphe en chaque pointe, on dira qu’elle est modulaire de
poids k pour I'(M); on dira simplement de f que c’est une fonction modulaire
si elle Pest pour un certain poids k et un certain sous-groupe I'(M) de SLy(Z).
De plus, on dira que f est une forme modulaire (de poids k pour I'(M)) si elle
est holomorphe en chaque pointe. Ainsi, par exemple, la fonction A est une forme
modulaire de poids 12 pour I'(1) = SLy(Z) (cf. [Ser73]).

Il est & noter qu’ici, au contraire de certains ouvrages, la dénomination “fonction
modulaire” n’implique donc pas un poids égal a 0.

Une remarque importante, concernant la notation f|;«, est la suivante : si f est
modulaire de poids k pour I'(M) et si det a = N, linclusion al'(NM)a=t C T\(M)
entraine que f|r« vérifie, pour tout v € T'(NM),

(flka) |y = flow

0 d
ceci, joint au fait que f, est par hypothese méromorphe en 0, donne la condition

. I b
D’autre part, le lemme ci-dessus permet d’écrire o = v ( ., ) avec v € SLy(Z);

de méromorphie en 0 qa permet d’affirmer que f|ixa est modulaire de poids k pour
D(NM). Ceci suggere déja un allegement de notation : pour toute f modulaire de
poids k, on convient de noter simplement f, au lieu de f|ro; on a donc

Vaaﬁ S Mafaﬂ = (fa)ﬁ

11 est alors évident que si f est modulaire pour I'(M), la fonction f,, est uniquement
déterminée par la classe de a dans le quotient T'(M) \ M.
On étend ensuite cette notation a la fonction P (voir formulaire) en posant

6c

Po(7) = Ha(T)QP(a-T) - m;

ceci revient a imposer que
2P, = (0log A), = dlog(Ay)

et implique en particulier que pout tout v € SLy(Z), P, = P.

Enfin, attribuant par convention le poids 2 a la fonction P, on appelle quasi-
modulaire de poids k pour T'(M) (cf. [KZ95]) une fonction méromorphe sur $ qui
s’écrit (de maniere forcément unique) comme un polynéme en P dont les coefficients
sont des fonctions modulaires pour I'(M), le tout étant isobare de poids k au sens
ou le coefficient de P" est de poids k — 2n; c’est une forme quasi-modulaire
(de poids k pour I'(M)) si les coefficients en question sont eux-mémes des formes
modulaires. On peut alors étendre, par additivité et multiplicativité, la notation
fa aux fonctions quasi-modulaires; pour toute f quasi-modulaire et toute matrice
a € M on a alors

(fo) = (0f)a-

Notons ensuite que pour tout a € M de déterminant N, la fonction P, — P est
une forme modulaire de poids 2 pour I'(N). En effet, de la relation

Yy € T(NV), (%)V _ %OM s

on déduit par dérivation logarithmique que

(12 (Po — P)o[y] = Py — P,
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c’est-a-dire (P, — P)|2y = P, — P; enfin, la condition d’holomorphie est manifeste-
ment remplie. Il s’ensuit en particulier que P, est une forme quasi-modulaire (de
poids 2 pour I'(N)), ce qui permet de donner un sens a 1’égalité

(Pa)ﬁ = Paﬁa
valable pour tous «, 3 € M.

Lemme 2.4.2. 1. Pour tout M € N* il existe un morphisme o : v — o, de
SLo(Z) dans le groupe des permutations du quotient T'(M)\ M tel que pour
tous « € M, v € SLy(Z) et f quasi-modulaire pour T'(M) on ait

(foz)v = fa.y(a)-
2. Pour toute forme [ quasi-modulaire de poids k,
[f(7)] = O ((Smr)~F)
lorsque SmT — 0.

3. Toute fonction modulaire de poids O holomorphe et bornée sur § (en partic-
ulier, toute forme modulaire de poids 0) est constante.

Preuve. 1. Ceci résulte directement de tout ce qui précede; le morphisme o est
induit par Paction & droite (par simple multiplication) de SLo(Z) sur M.

2. Nous reprenons la démonstration de [Mum83], Remark 9.4. Supposons pour
commencer f modulaire de poids k pour un certain I'(N), et soit 7 € . On

sait (cf. [Ser73]) qu’il existe v = < (CL Z > € SLs(Z) tel que Sm(y.7) > @

et I'on a

1 Sm(vy.7) k/2
£ = 1ot 1) = (TR ) 1t
Or, lorsque 7y décrit SLy(Z) = I'(1), la fonction f.,-1 parcourt un ensemble fini,
indexé par le quotient I'(N) \ I'(1), de formes modulaires, qui par définition
sont bornées sur le domaine (Sm7r’ > @), il s’ensuit que 'on a, pour une
certaine constante

C = max max 7!
a1

Smr

oo
. . a b
Enfin, on sait que si v = ( ¢ d >,

Sm(y.7) <
Smr Jer+d2 T

max (1, (Sm7)7?);

la majoration cherchée en découle.

Reste a traiter le cas de P : on a cette fois, en reprenant toutes les notations
du cas précédent,

IP(T)] = |Poly (.7
% (|Pv1(7-7')| +% ) —a )
Sm(y.7)

2207 (1Pl + 2%)).

d’oui le résultat de méme que dans le premier cas.
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3. Pour la démonstration de ce fait classique nous renvoyons, par exemple, a la
jolie preuve de [Rad60].
O

2.4.2 [Equations quasi-modulaires pour I'(2)

Nous nous intéressons désormais au groupe I' = T'(2), dont les pointes sont 0, 1
et co. Pour tout entier impair N, le quotient par I' de 'ensemble des éléments
primitifs (dont les coefficients sont premiers entre eux dans leur ensemble) et de
déterminant N de M(2) est en bijection, d’apres le lemme 2.4.1, avec 'ensemble

QN:{( 8 de ),az 1,ad = N,0 < b < d,pged(a, b, d) = 1},

auquel nous ’assimilerons parfois.

Lemme 2.4.3. Soit f une fonction modulaire de poids O pour I', holomorphe sur
9 et auzx pointes 0 et oo mais avec un péle d’ordre n en la pointe 1. Alors f s’écrit
comme un polynome de degré n en la fonction %, a coefficients dans Uanneau Ay
engendré sur Z par les coefficients du développement de Taylor de [ (développement
en la pointe 00). B

Preuve. Rappelons (cf. [Cha85], VIL.T) que A est holomorphe sur §) et aux pointes
0 et co mais a un pole d’ordre 1 en 1, et que % A a un développement de Taylor en
z = exp(inT) & coefficients entiers et dont le premier terme est z.

On en déduit d’abord que pour tout m € N, A" a un poéle d’ordre m en 1,
et donc qu'une combinaison (C-)linéaire ad hoc de 1, ..., \" aura méme partie
polaire en 1 que f; alors leur différence sera une forme modulaire de poids 0 nulle
en au moins un point donc, d’apres le lemme 2.4.2(3), identiquement nulle. Ceci
prouve ’assertion concernant le degré du polynome.

De méme, en regardant la pointe oo cette fois, et en utilisant la propriété rappelée

ci-dessus de la fonction %, on montre par récurrence sur m € N qu’il existe une

. . e s . N . m
combinaison linéaire & coefficients dans I'anneau Af de 1, %, ey (%) dont la
différence a f s’annule au moins a ’ordre m + 1 en la pointe co; de cette remarque,
avec m = n, découle la deuxieme assertion du lemme. O

Nous introduisons maintenant la fonction ¢ : N* — N* définie par
1
Y(N)=NJ[a+-),
p
pIN
p désignant toujours un nombre premier.
Lemme 2.4.4. Pour tout entier N € N*, ¢)(N) est aussi égal a
d
Z g¢(€)
d|N

(0t ¢ est Uindicateur d’Euler et e = e(N,d) = pged(X,d)), ainsi qu’au cardinal de
l’ensemble Qn introduit plus haut et a la somme

> oud

a€QnN

(ce qui a bien un sens puisque pour o € QN la fonction po est une constante).
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Preuve. Pour voir que le cardinal de @ est égal a

> 2o,

dIN

il suffit de partitionner Q5 en regroupant les matrices ( 8 de > de méme coeffi-

> oud

a€EQnN

cient d. D’autre part, la somme

s’écrit aussi (par le méme raisonnement)
N/dd a
Z 4 o (e) = Z ;¢(€)
d|N a|N

ol e = pgcd(%,d) = pged(a,d) = pged(a, %) Enfin, I’égalité de cette expres-
sion et ¥ (V) se vérifie aisément pour N puissance d’un nombre premier, puis par
multiplicativité pour tout N € N*, O

Proposition 2.4.1. Soit N > 3 un entier impair.
1. Il existe des polynomes (uniques)
Ty, n, XN, Un, Qn € Z[X,Y]

qui vérifient

A

acQ N
on (X, )= [I (X -Aa)
N 716 - a)s
acQ N
A P,—P
aEQN
A O.
a€EQN BEQN
BFo
A P,—P
ox(x 2 =N 3 T (o
a€QN ﬁggo{v

les trois premiers d’entre eux, de degré ¥w(N) en X, ont des degrés en' Y
également majorés par Y(N).

2. Soit T € 9 fixé; pour tout o € Qn, il existe des fractions rationnelles (dépen-
dant de o et de T si ce dernier est imaginaire quadratique, mais uniquement
de N dans les autres cas) Aq, Bo € Q(X,Y) telles que

Oq4
6(7-) = AOt ()\(T)y )\O( (T))7
P,—-P
5 (7‘) = B, ()\(7')7 Ao (T))

De plus, si A(1) est algébrique, tout conjugué de Ao (1) sur le corps Q(A(T))
est de la forme Ag(T) avec B € Qn, et lon peut alors prendre

Ag = A, Bs = Ba.
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3. Il existe une constante absolue C > 0 telle que chacun des polynémes 16V T
et 16¥MN)X y ait une longueur majorée par NC¥(N),

Remarque 2.4.2. Guy Diaz a attiré notre attention sur le fait que dans [BB87],
Theorem 4.7 et exercice 7 du méme paragraphe, il est montré que la quantité
Py (X, %) ci-dessus est en fait élément de Z[X,\]. Il n'est pas clair cependant
que cette propriété, qui provient d’une “quadruple symétrie” due aux propriétés de
la fonction X\, s’étende a aucun des autres polynomes considérés ici.

Remarque 2.4.3. La derniére assertion de la proposition nous permettra de borner
la mesure de Mahler des valeurs de % et % en fonction de celles de \ aux points
T € 9 tel que \(7) € Q. Nous aurons également besoin d’une estimation de hauteur
pour les valeurs de Ay ; celle-ci, qui aurait pu étre trouvée d’une maniére similaire,
sera plus simplement (et plus précisément) donnée par [Ber97].

Preuve. 1. L’assertion sur le degré (en X) des polynomes se déduit, on I'a vu,
d’une des définitions de ¥ (N); il s’agit maintenant de prouver que les coeffi-
cients (fonctions holomorphes sur §)) des polyndmes en la variable X définis
par

Nd’(N) H (Xi %)7
aEQN

H (X - Aa)v

aEQnN

N TT (X -
acQnN

N % T x- ),

aEQN BEQN
BFo

N> P‘“(;P IT &x =29

a€QN seQN

P,—P
5)

))

sont éléments de Panneau Z[4] ~ Z[Y].

Remarquons d’abord que ces coefficients sont invariants sous 'action

(v, f) = fo[]

de I'. Ceci vient du fait que %, Ao, £ ) £ sont tous modulaires de poids 0,

de sorte que l'action de I" par composition coincide sur ces fonctions avec celle
étudiée au paragraphe précédent; il suffit donc d’invoquer le lemme 2.4.2(1).

D’autre part, les formules de transformation (cf. [Mum83] ou [Cha85])

0, = -0,
Op = —AO,
Ao =1 A,

1
Ag=1—=
A by

ou



montrent que ces mémes coefficients sont holomorphes aux pointes 0 et oo,
et méromorphes en 1 avec, pour les trois premiers de nos polynémes, un pole
d’ordre au plus ¥)(N) en vertu du lemme 2.4.4. Tous sont donc, d’apres le
lemme 2.4.3, des polynoémes en % a coefficients dans l’anneau A engendré
par les coefficients de Taylor des fonctions qu’ils représentent. Comme les
termes N ou N¥®) devant les polynémes Y n, Xy, Uy, 2y compensent les
dénominateurs introduits par les facteurs § dans I'expression des P, et O,
cet anneau est a priori contenu Z[(y], ot (i est une racine primitive Nieme de
Punité. Mais examinons de plus pres action du groupe de Galois de Q((y) sur
Q; on s’apergoit que automorphisme o, : {y — (& (r € (Z/NZ)*) se traduit

. s . 2b
encore par une permutation des différentes fonctions, car pour a = ( 8 d )

on a

or(fa) = fs

oupf = ( 8 QZT > . Ainsi les coefficients de nos polynémes restent inchangés

sous cette action; ceci montre que leurs développements sont & coefficients
entiers rationnels, donc qu'ils appartiennent bien a Z[].

. Nous détaillons la preuve dans le cas de %, l'autre étant en tout point simi-

laire.
Si 7 n’est pas imaginaire quadratique, alors (cf. [Cha85], VIL.7) A, (7) et Ag(7)
ne peuvent étre égaux pour a, 8 € QQn distincts, et par conséquent

T8 a0 40 = T al) = 2ate) 0.

Ainsi I’égalité
i) _ 8Q>N( i)%
167 90X V167 ©F

spécialisée en 7, fournit une expression pour % (7) qui prouve notre assertion.

Uy (A

Dans le cas général, notons

w5 (X) = o (x, 2T,
w3() = w0, A,

alors A\, (7), racine du polynéme ®% # 0, est également algébrique. Soit
¢ (X) son polynéme minimal sur Q(A(7)) et e, > 1 la plus grande puissance
de ¢, divisant ®7%;; alors le quotient d, de 7, par ¢! est encore dans
Q(\(7))[X], de méme que ¥, = U} /¢~~1, et la relation

(Ao (1)) = B (Ao (7)) 22 (7)

conduit au résultat escompté.

. Nous utilisons, pour évaluer ces longueurs, des idées de P. Cohen [Coh84]. On
définit, comme plus haut pour @ et ¥y,

T300) = T (x, AT,
X5, (X) = X (x, AT,

26



Lemme 2.4.5 ([Coh84], Lemma 9). Pour tout K C C contenant un seg-
ment [a,b] (a # b), il existe ¢ > 0 telle que pour tout P € C[X] de degré D
on at

— < .
log L(P) Iznea}%(|P(z)| <cD

(Le lemme reste vrai si 'on remplace le segment par un arc différentiable,
mais cet énoncé-ci nous suffira.)

Le lemme précédent s’applique en particulier a tout ouvert de C; nous pren-
drons pour K l'image par la fonction % d’un ouvert fixé 2 de §, par exemple

1

Si lon applique le lemme & chaque coefficient (dans C[Y]) de Ty, Xy €
C[Y][X], il vient alors :

log L(Y n) = log sup L(Yx) + O (N)),
TE

log L(X ) = log sup L(X}) + O(4(N).

TEQ
Ceci permet de ramener le probléme a une majoration uniforme en 7 € 2 de
la longueur des polyndmes en une variable T3, X}, ce qui est aisé. Pour
7 € () on écrit

Y0 =N T (X =0,
e Py — P
X) =N T (6 - ==

ce qui donne
log L(T}) < S1(N,7) + O((N)log N),
log L(X}y) < S2(N,7) + O(1)(N) log N)

ou

Si(N,7) = Y logmax(1,[0a(7)]),

aEQnN

So(N,71) = Z logmax(1, | P, (7))
ae@QN

(O étant minorée sur ) par une constante strictement positive). On se raméne
ainsi & majorer |04 (7)|, |Pa(7)| pour a € Qn et 7 € Q, ce que l'on fait a I’aide
du lemme 2.4.2(2). Comme Sm(at) > 5% il vient alors

S1(N,m),52(N,m) = O((N)log N);

la majoration cherchée pour les longueurs de Ty et X en résulte.
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2.5 G-opérateurs

Nous introduisons, par souci de commodité, encore une nouvelle notation, notant
Y; la fonction 6%, de sorte que © = Y{2. Le lien entre les fonctions jusqu’ici étudiées
et certaines fonctions hypergéométriques, cas particuliers de G-fonctions, repose sur
la relation, valable des lors que |A(7)| < 1 (voir par exemple [WW62], §22.3) :

11 2m\2 / A\"
Yl 2F1(§7§71aA)Z<n> (1_6> .

neN

On en déduit, notant d’un point la dérivation

d_ (4 _1;
d\  \dr dr o\’
que Y7 vérifie partout ot |A\(7)| < 1 I’équation différentielle
; .1
A= VY3 + (1= 20)¥1 = 711 =0

que satisfait manifestement la sérieoF1(1/2,1/2,1; A) introduite ci-dessus. Insistons
au passage sur l'aspect formel de la notation %, dont nous nous servirons dans
tout le chapitre, et qui désigne simplement une dérivation du corps des fonctions
méromorphes sur le demi-plan de Poincaré.

Mais il est a noter — cela nous sera fort utile — que les différentes fonctions
(A Yo, Y et Yl) qui apparaissent dans cette équation différentielle sont définies et

analytiques sur tout le demi-plan de Poincaré; ceci découle de I'expression
SIA=A1-X)0O,

jointe au fait que les fonctions ©, A et 1 — A\ ne s’annulent en aucun point de $).
Ainsi I'équation différentielle précédente, bien qu’on 'ait d’abord vérifiée dans le
domaine ou |A(7)| < 1 grace a une expression de Y7 (série hypergéométrique en \)
qui n’a pas de sens ailleurs, est en fait valable dans tout §, la dérivation par rapport
a A étant toujours entendue au sens ci-dessus. Comme A ne prend la valeur 1 en
aucun point de ), ceci nous fournit méme une expression valable en tout point pour
Yi.

Il est commode de traduire I’équation précédente en un systeme différentiel
d’ordre 1 en introduisant une deuxieme fonction Y apparentée & Y;. Nous choisis-

s .

sons Yz = 3-; voyons comment elle est reliée a Y7 : tout d’abord, par définition,

P = 6log(A(1 —NYP)

tandis que (voir formulaire)
A= M1 - \YE

il s’ensuit que

y, = 2%
! i)
dlog Y7
= Y
PO\
_ PYi Yidlog(A(1—N\))
66N 6 d\

(B,
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on trouve ensuite, en utilisant 1’équation différentielle satisfaite par Y7, que

(1—-2\)Y; — %
1 2
= By (1—20)Ys — (M =X+ 1))

Y,

En résumé, le vecteur Y =t (Y1,Ys) vérifie 'équation différentielle
- —
Y =AY

22—1 1
_ PYEEDY BYCEDY
A( R )

TEAI-XN)  BA(I—N)

La propriété fondamentale de A que nous utiliserons est celle de “G-opérateur”; elle
peut s’exprimer simplement de la manieére suivante :

Définition 2.5.1. Soit A une matrice de taille m a coefficients dans Q(X), et
définissons la suite de matrices (Ap)nen par Ao = Id et

1
Any1 = n—H(A% +AnA)

(la dérivation étant, bien sir, par rapport & la variable X ) de telle sorte que pour
—
toute solution Y =t (Y1,...,Y,) (a composantes dans une extension différentielle
— —
de Q(X)) de léquation Y' = AY et tout entier n on ait

Y (n)
N
=AY
n!
Pour tout entier n on définit également le “dénominateur commun” D,, de Ag, ..., Ay,
comme le plus petit contenu
d
C(Zpin) = pged(po, - -, pa) (Po;---,pa € Z)
i=0

d’un polynéme P € Z[X] tel que les matrices PAo, ..., PA,, aient pour coefficients
des éléments de Z[X]. Enfin, on définit la taille de A comme

— logD,
o(A) = lim,en o8

€ [0, +o0];
on dira que A est (ou représente) un G-opérateur si
o(A) < +oo.

Le fait que la matrice A considérée ici vérifie cette condition est conséquence, via
un théoréme de Chudnovsky ([DGS94], Ch.VIII), de la propriété de “G-fonction”
de la solution Y; de I’équation différentielle associée; cette notion, similaire a la
précédente, traduit le fait que les coefficients de Taylor en 0 de la série en A
précédemment associée a Y7 admettent des “dénominateurs communs” d,, & crois-
sance géométrique. On peut aussi le montrer par des moyens plus simples — voir
[DGS94], Ch.IV, Prop.8.1, ou pour une preuve “élémentaire” [BMAV83], Theorem
1.

Cette propriété est cruciale dans les estimations arithmétiques des dérivées suc-
cessives de monomes en A, Y7,Ys :
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Proposition 2.5.1. II existe une constante C' > 0 avec la propriété suivante : pour
tout Ly € N il existe une suite (d,,)nen d’entiers strictement positifs telle que pour
tous entiers positifs a, b, ¢, n avec a +b = L1 le produit

(AN — 1)L (vaveae)

" nldxn 72

s’écrive sous la forme Pppec(Y1,Y2,A), ot Pupe € Z[X1, X2, X3] est homogéne de
degré L1 en ses deux premiéres variables, de degré au plus (c+2n) en la troisiéme,
et de longueur magjorée par

CL1+c+n+1(L1 + 1)Cn-

Preuve. Etant donnée la forme de la matrice A, seule la derniere assertion est non
triviale. Notant 0,, = ;4 on peut écrire (notant, pour k € NI, k| = |ki| +

oo+ |kL1 |)
A = 1) 0 (Y'Y X°) =

a a+b
> (e v ILoa- 08 IT (0-vFer).

keNL1 1en i=1 i=a+1

i<e,|k|+l=n

On voit facilement que cette expression se récrit comme un polyndme a coeffi-
cients dans Q en (Y7, Y2, A) de longueur majorée par O " 1(L; 4 1)1 pour
une certaine constante C7; le probleme se ramene alors a trouver le plus petit
“dénominateur commun” d,, tel que pour tous e € {1,2}£1 et k € NIt avec |k| < n,
le polynome

Ly
dn(A()‘ - 1))n H aklifel
=1

soit a coefficients entiers. Reprenons la notation D,, introduite plus haut pour
désigner le “dénominateur commun” des matrices Ag,...,Ay,; c’est également un
dénominateur (au méme sens du terme) pour les Aqx, Ber (e = 1,2, k < n) dans
Q(X) tels que

OpYe = Acp Y1 + BepYa.

Le dénominateur d,, = d,,(L1) que nous cherchons est donc majoré par le p.p.c.m.
des produits
Dy, ... Dy,

avec |k| < n. Pour l'estimer, on utilise une astuce de Shidlovsky (cf.[And89], p.17).
On peut, sans perte de généralité, supposer d'une part la suite (D,,) croissante,
d’autre part le Li-uplet k ordonné de sorte que k1 > ... > kr,; compte tenu de
Ihypothese faite sur |k|, cette derniére condition implique les inégalités ik; < n,
1 <4 < Ly, soit encore
ki < 2
i

Cette simple remarque permet de majorer le dénominateur d,, par le produit des
D[Q]; notant & = 7(A) la constante définie par

i

log D,
sup ,
neN M+ 1
dont la finitude équivaut & celle de o(A), on a alors

Ly
log d, n
= ;1 (;+1) < Ly +n(1+log Ly),

ce qui acheve la preuve. O
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2.6 Résultats auxiliaires

Lemme 2.6.1. Soit (x,y) € C? admettant pour m.a.s. la fonction ¢ = ¢(D, h1, ha)
supposée veérifier, au moins pour D, hy, ho assez grands,

Vko, k1, ko > 1, ¢(koD, k1hy, kaha) < (kokika)C d(D, hy, ha)

pour une certaine constante C. Soit (x',y') € C? un autre couple, avec y algébrique
sur Q(y') et © sur Q(z',y’); alors le couple («',y’) admet pour m.a.s. la fonction
¢/(D) hl) h2) - ¢(D7 hl + h2) h2)

Remarque 2.6.1. Les m.a.s. rencontrées dans la pratique sont presque toujours
du type envisagé ici; celles qui apparaissent dans ce texte, en tout cas, le sont toutes.

Preuve. La démonstration repose, tout comme la proposition 1.3 du méme texte
dont notre lemme est trés proche, sur les lemmes 1.4 et 1.6 de [RW97] (nous verrons
plus loin un raffinement du lemme 1.6 mais il est inutile ici).

Par hypothese il existe des polynémes non nuls f € Q(y')[X] et g € Q(z', v')[X]
dont y et = (resp.) soient racines. On peut de plus les supposer séparables et &
coefficients dans Q[y'] et Q[2',y'] respectivement; on note alors f(X) = P(X,y’) et
9(X) =Q(X,2',y") ot P et @ sont des polynémes & coefficients dans Q en deux et
trois variables respectivement.

Soient o/ et 3’ algébriques de hauteurs majorées par hi et ho respectivement,
et engendrant un corps de nombres K’ de degré au plus D sur QQ; pour démontrer
la m.a.s. cherchée on doit minorer leurs distances & =’ et y’ (resp.). Dans ce qui
suit C' > 1 désigne une constante dépendant de z, y, z’, 3/, P et Q, tandis que
D, hy,ho sont supposés, comme dans la définition de la m.a.s., assez grands —
disons supérieurs a C.

On applique d’abord le lemme 1.4 de [RW97] aux polynémes f(X) = P(X,y’)
et f= P(X, ), dont les coefficients sont les valeurs en y’ (resp. ') de polynomes
en une variable Py, ..., P, (p = degy P = deg f); alors, pour ' assez proche de y’
(par exemple [y" — §'| < 1),

max |Pi(y') — P(8)] < Cly’ - B'l.

0<i<p

Il en découle en particulier que I’hypothese

P' / _P /
Qax [Fi(y) — P3| <n(f)
du lemme sera vérifiée des que |y’ — ('] est inférieur & une certaine constante
(dépendant de y’ et P), condition que l'on peut supposer remplie car le contraire
donnerait tout de suite la minoration cherchée pour " — 2’| 4+ [3" — ¢'[. Alors il
existe une (unique) racine § =g de f = P(X, (') qui vérifie

16—yl < C max |P(y') — Pi(8)| < C*ly = B'l;
0<i<p

le nombre algébrique § ainsi défini est de degré au plus p sur Q(3’), donc aussi sur
K', et sa hauteur peut étre majorée d’apres le lemme 1.6 de [RW97] par Cha.

De la méme maniere, le lemme 1.4 appliqué aux polynémes g et § = Q(X,a’, 3')
permet de définir un nombre algébrique o = & de degré au plus ¢ = degy @ sur K’,
de hauteur au plus C'(h; + h2) et vérifiant |a —z| < C?(|2' — /| + |y — '|). Alors
[Q(e, 8) : Q] < [K'(e, ) : Q] < pgD < CD et, puisque ¢ est une m.a.s. pour le
couple (z,y),

exp(—Cp(CD, C(hy + hy), Chy)) < o — x| + B — y| < 2C°(Ja/ — 2|+ |B' — ¥/]),

d’ou le résultat escompté. O
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Nous utiliserons la version suivante du lemme de Siegel, dont I’énoncé utilise la
hauteur logarithmique absolue projective définie dans [Wal92] :

Lemme 2.6.2. Tout systeme linéaire homogeéne

Za” =0 (1<i<p)

dont, pour tout v < u, les coeﬂicients ai; (1 <j <L) appartiennent d un corps de
nombres K; de degré D; et vérifient

h(a“ : ...:aiL) :hz

(hauteur logarithmique absolue projective, voir [Wal92]) admet, dés lors que L >
D = Y| D;, une solution x € ZY non nulle dont toutes les composantes sont
magorées en valeur absolue par

" —
X = <2LL© expz Dihi> .

i=1
Preuve. La preuve est toute semblable & celles des lemmes 1 de [GM83] et 1.1 de

[GMWS86]. Pour tout ¢ < pu, notons S; Uensemble des plongements de K; dans C.
On considere 'application

£: VA — R®
L
p=(o,m) — (ISiwo)l)

c€S;

Elle envoie ’ensemble (Z N [fg, %])L dans un produit de parallélépipedes P;
de cotés
LX ax, lo(aij)] (1 < p,o €85;).
Divisons chaque P; en NZ-D ¢ parallélépipedes plus petits, de volume NZ-D * fois moindre,
avec N; = 1 + [LXe"]; alors, comme H‘;l NP < (X —1)%, en vertu du principe
des tiroirs il existe z,2’ € ([-%, ] N Z) distincts dont les images par £ sont dans

un méme petit parallélépipede de cotés

1 L .
ELX max, lo(a;)| <e™™ max, lo(aij)] (¢ < p,o €5;).

Si £(z’ — x) =0, le lemme est prouvé; supposons le contraire. Il existe donc i <
tel que le nombre rationnel défini par

= 11 D_ @) —zj)a(ay)

oeS; j=1

soit non nul et tel que (par construction) ¢;r; € Z avec g; = exp(D;hy,;) (hy; est
la partie finie de la hauteur h;), tandis que r; est majoré en valeur absolue par le
produit pour o € S; des cotés ci-dessus :

< TL (7 g, bt )

oc€eS;

Il vient donc :

exp(—Dihy ;) < e Pihi max |o(a;;)| = e P exp(Dihoo i)

soit précisément, par définition de la hauteur h, I'inégalité absurde ePi"i < ePihi
d’ou le lemme. O
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Ce qui suit, combinant les lemmes 5 de [BSDGP96] et 1.6 de [RW97], nous
permettra de controler la hauteur de nombres algébriques définis comme racines de
certains polynomes.

Définition 2.6.1. On définit, pour tout polynéme non nul P € K[X] C Q[X] (K

corps de nombres), P(X) = Z?:o a; X', sa hauteur (logarithmique absolue) par

h(P) = h(P) + hoo(P)

avec hy(P) = hy(ag,...,aq) (partie finie de la hauteur projective) et

> log M(P?)

o:K—C

(M désignant la mesure de Mahler).

Lemme 2.6.3. La hauteur h vérifie les propriétés élémentaires suivantes :
1. Pour tout polynéme de degré 0, P = ag € Q on a h(ag) = 0.
2. Pour tous P,Q € Q[X] on a h(PQ) = h(P) + h(Q).

Preuve. 1. C’est la formule du produit.

2. Ceci résulte (aux places archimédiennes) de la multiplicativité de la mesure
de Mabhler et (aux places finies) du lemme de Gauss sur le “contenu” d'un
produit de polynémes.

O

Lemme 2.6.4. Soit K un corps de nombres et P € K[X], v € Q une racine de P;
alors

[K () : K]h(7) < h(P).

Preuve. Formons le produit

Q=a H pP°

o:K—C

ou le rationnel a > 0 est minimal tel que @ € Z[X]; alors loga n’est autre que

hf< H P"),
0:K—C

soit D = [K : Q] fois la partie finie h¢(P) de la hauteur h(P). Notons que si 7 est
racine de P € K[X], il en va de méme de chacun de ses conjugués vy, ..., vq sur K
(d = [K(v) : K]); ainsi la somme des multiplicités de tous les conjugués de v sur Q
est au moins égale & d dans chaque facteur P? de @, donc & dD = [K(v) : Q] dans
Q lui-méme. @ est alors divisible par le polynome minimal s, de v sur Q élevé a
la puissance %, et la multiplicativité de la mesure de Mahler des polynoémes
donne
M) ST <a T M(P)
0:K—C

d’ou, compte tenu de l'interprétation de a notée plus haut, 'assertion du lemme. O

En pratique, on évaluera la hauteur h(P) & I'aide du
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Lemme 2.6.5. Si P est obtenu par spécialisation en B1,. .., 0B, € K d’un polynome
Q € Z[Y1,...,Yn, X] avec degy, Q < d;, alors

h(P) < log L(Q) + Z d:h(B;).

Preuve. 11 suffit de remarquer que la mesure de Mahler d’'un polynéme est ma-
jorée par sa longueur, et d’utiliser les définitions de hauteur et de valeur absolue
archimédienne ou ultramétrique. O

Puis vient un lemme de zéros; nous introduisons pour ’énoncer une notation
que nous utiliserons au paragraphe 2.7.3 : pour une fonction F holomorphe et 2-
périodique sur £, on note F la fonction définie pour 0 < |z| < 1 (et, dans le cas qui
nous occupe, également prolongeable en 0) par la relation

Vr € §,E(e™) = F(7).

Lemme 2.6.6. Pour tout polynome non nul A € C[X1, Xa| de degrés au plus Ly
en X1, Ly en Xa, la fonction F = A(I, \) vérifie

ordo ' < 2L1Ly + Ly + Lo.

Preuve. Ce lemme est (aux constantes pres) une conséquence directe de [BB85],
mais nous en donnons tout de méme une preuve élémentaire. Dans ce qui suit nous
assimilerons parfois 'anneau C[II, \] & celui des polynémes en deux indéterminées
(et donc A & la fonction F), ce qui est légitime puisque ces deux fonctions sont

algébriquement indépendantes. Nous définissons d’autre part
1 d

D=—=-=X1-XN)—

O ( )d/\

qui laisse stable 'anneau Q[II, A].

e Traitons d’abord le cas ou F' est irréductible et ne divise pas DF'. On considere
alors le résultant R de ces deux polynémes par rapport a la deuxieme variable;
il est non nul d’apres les hypotheses précédentes, et

ordgF' < ordoR(II) < degR
< (Le+ 1)L+ Lo(Ly +1)=2L1Loy + Ly + Lo.

e Supposons maintenant que F, irréductible, divise DF’; on a alors
DF = (a+ b\ + cIl)F

avec a,b,c € C. Ceci se traduit sur la fonction G = @12 F par

L+ L
5G - %[P_F(Q)\—1)@]G+(a®+b)\®+cP)G
= [(a—#)@—i—(b-l—Q#))\@-l-(C-i-#)P]G-

Comme
dlogh=(1-X)0O,
dlog(l —A) =—X0,

1

2

0log® = 3 P+ (2)2-1)0],

on voit alors que, au moins sur un ouvert non vide, G s’écrit sous la forme
A%(1 — \)¥©% avec, nécessairement, (z,y,z) € Z3. Dans ce cas, F est un
polynome en A et ordgF' < Lo.
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e Enfin, si F' n’est pas irréductible, on I’écrit sous forme d’un produit
F=F" .. F

de puissances de facteurs irréductibles avec degr F; < dj, degy F; < e;; alors

ordgF = anordon < an(deej + dj + ej) < 2L1Lo + Ly + Ls.

j=1 j=1

2.7 Démonstration du résultat principal

Soit 19 € $; raisonnant par I’absurde, on suppose qu’il existe pour toute constante
co, aussi grande soit-elle, deux nombres algébriques (, £ de hauteurs majorées par
h1, he et engendrant sur Q un corps de nombres K de degré majoré par D, avec
D,hi,hy > ¢ et

¢ = I(70)[ + [§ = A(70)| < exp(=V)

V = ¢;"D?(hy + hy +log D)(hy + log D)+/log(Dhy);

la preuve consistera & montrer, en supposant toujours co “assez grande” (i.e. supé-
rieure & une certaine valeur seuil dépendant de 7, qui pourrait étre calculée ex-
plicitement), que les hypotheéses faites ménent & une contradiction.

La preuve est divisée en trois grandes étapes; a 'issue de chacune une propo-
sition résumera ce qui a été montré et les nouvelles contraintes qui sont apparues,
liant les différents parametres. Pour permettre de vérifier pas a pas ces différentes
contraintes, nous introduisons des maintenant ces parametres. Le parametre V' est
défini ci-dessus; on pose également

Ly = [§D(hs +log D)),
Ly =T = [cgD(h1 + ha +log D)),
_ ho +log D
log(Dhs) ’
¥ = [cylog(Dhy)).
On définit la fonction ¥ : N* — N* par

Y(N)= Y W(n),

n<N
n impair

et S € N* comme le plus grand des entiers N tels que ¥(N) < ¥. On a alors (en
remarquant que ¢ = o(¥))

— < > n<U(S) ST U(S) + (S +1) < 20(S5);

de ceci on retiendra d’une part une majoration de S qui nous servira en fin de
démonstration, d’autre part le fait (que nous utiliserons implicitement a plusieurs
reprises) que ¥(S) est de I'ordre de grandeur de V.
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On définit ensuite 7" € $) comme le point le plus proche de 7y tel que A\(77) = &;
pour ¢, donc V, assez grands (ce que nous supposerons implicitement tout au long
de la démonstration) on a, par le théoréme d’inversion locale,

Vv
|70 — 7| < exp(—;).

Notons qu’en particulier les caractéristiques “analytiques” (module, partie imagi-
naire) de 7/ sont (pour ¢g, donc V', assez grands) tres proches de celles de 7.

Enfin, on reprend les notations Qn (N impair) et (pour f quasi-modulaire,
a € Qn) fo du paragraphe 2.4, ainsi que Y; = 6% et Yo = % du paragraphe 2.5.

2.7.1 Construction d’une fonction auxiliaire

On veut construire une fonction auxiliaire F, polynéme (& coefficients entiers) en
A, Y7 et Y3, qui prenne de petites valeurs (de 'ordre de exp(—V)) ainsi que ses
dérivées au point a(7’) (o € Qn, N impair < S). Il suffit pour cela d’imposer
que les polynoémes définissant F' et ses dérivées s’annulent en un point “proche”
de (A(a(7)), Y1(a(r)), Ya(a(7'))). Or les équations quasi-modulaires (et le lien en-
tre (Y1,Y2) et (P,0)) permettent justement de construire un tel point & partir des
approximations algébriques de A(7), II(7) dont on a supposé 'existence au début
de cette preuve. C’est ainsi que nous obtiendrons un systeme d’équations justicia-
ble du lemme de Siegel; cependant, avant d’appliquer celui-ci, nous remarquerons
que certaines propriétés galoisiennes des approximations préalablement construites
permettent de réduire la taille du systéeme a résoudre.

Construction de nombres algébriques &,, (4

La définition de &, est simple : on pose &, = A (7'); V'équation @y (&,, 1%) = 0 (voir
proposition 2.4.1(1)) montre que &, ainsi défini est algébrique; plus exactement,
posant K, = K[,], que

[Ka : K] < 1/)(N)

Comme on l'a signalé dans la remarque suivant la proposition 2.4.1, on pourrait
en déduire également une estimation de sa mesure de Mahler, mais le lemme 2 de
[Ber97] fournit une estimation plus précise : il nous dit que

h(ja(7")) = O(h(j(7")) +log N);

compte tenu du lien rappelé au début de ce chapitre entre j et A, on en déduit
(gréace par exemple au lemme 2.6.4)

h(a) < co(h2 + logS).
On définit ensuite une approximation (, de II,(7’) par la relation
Oa O, P,—-P
@(T')Ca —(¢= (@Ha) (r") —I(7') = T(T/)-
Il résulte imédiatement de cette définition que

On, ,, Pr—P,,
ga S Q(ga 6(7— )a Ia) (T ))

donc, d’apres la proposition 2.4.1(2),
Ca € Ka.

D’autre part, la relation définissant (, permet aussi de relier sa hauteur a celles de
¢, %(7’/) et %;P(T/). C’est le point (3) de la proposition 2.4.1 qui nous permet-
tra plus tard (§2.7.1) de controler leur hauteur, en appliquant le lemme 2.6.4 aux
polynémes Y n, Xy de la proposition 2.4.1, spécialisés en Y = £.
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Construction d’un systéme linéaire : lien avec les G-fonctions

Nous nous tournons maintenant vers la construction d’un premier systéeme linéaire.
Nous voulons construire un polynéme A € Z[ X1, Xo; X3] homogene de degré L, en
(X1,X>), et de degré au plus Lo en X3, tel que les dérivées d’ordre inférieur & T'
de la fonction F(7) = A(Y1(7), Ya(7), \(7)) (produit par Y;** d’un polynéme en I
et A) “s’annulent presque” en tout point a.7’ pour a € Qu, N impair < S. Leur
annulation pure et simple pourrait s’écrire :

1 d"F
n! d\"

(VN impair < S,Va € Qn,Vn <T) (A(A —1))" (a.7") =0,
une forme qui va nous permettre d’utiliser la propriété de G-opérateur mentionnée
au paragraphe 2.5.

En effet, la fonction F est une somme de monomes de la forme Y YL\, a +
b = Ljy; on peut leur appliquer la proposition 2.5.1, qui affirme l'existence de d,
indépendant de a, b, ¢ tel que

n 1 dn a C
dn(AMA = 1)) ;ngz(}3<Y;A )

soit un polynéme P € Z[Y1, Y2, \] homogene de degré L; en ses deux premieres
variables, de degré au plus ¢ + 2n en la troisieme, et de longueur majorée par
Céq-i-Lz-HLLion.

L’annulation & ’ordre T" de la fonction

F=Y" peV" YN
b<Ly
c<Lg

en chaque point «.7’ se traduirait donc par le systeme :

(VN impair < S,Va € Qn,Vn < T) Z DoePrbe (Y1 (a.7"), Yo (a.7'), Ma.7')) = 0
TH
d’inconnues les coefficients pp.; mais en raison de I'homogénéité en (Y7,Y2) des
polynémes Py, ceci est équivalent a

(VN impair < S,Va € Qn,Vn < T) E Db Prpe(1, o (7)), A (7)) = 0
b<Lj
c<Lo

(rappelons que IT = g = Lf) Nous “approchons” ce dernier systeme par le suivant :

(VN impair < S,Vo € Qn,Yn <T) > puePabe(l, Cas€a) = 0.

b<Lj
e<Lj

Réduction du systéme : propriétés galoisiennes de &, (.

Avant d’appliquer enfin le lemme de Siegel, quelques considérations galoisiennes
vont nous permettre de réduire le nombre d’équations a résoudre. En effet, considé-
rons pour un a € Qy l'orbite de &, sous I'action de G = Gal(K/K); en vertu de
la relation (cf. Prop.2.4.1)

£

D (Lo, 16

tous les conjugués de &, = A (7') sont de la forme Ag(7'), 8 € Qn. D’autre part,
comme on I'a déja noté plus haut, pour tout tel g = A\g(7') € Gk .£, la proposition
2.4.1(2) nous dit que (g € Kz = K(£3) tandis que (, € K,; et mieux encore, qu’en

) =0,
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fait les fractions rationnelles Ag, Bg € K(X,Y) telles que (g = %@5’55) peuvent

étre pris identiques aux A,, B, qui relient de méme (, a &, &, et (. De ceci on
déduit le

Lemme 2.7.1. Les conjugués de &, (o € Qn) sous laction de Gx = Gal(K/K)
sont de la forme &g, B € Qn; de plus, tout 0 € Gk tel que

O—(éa) = gﬁ

vérifie également
U(Ca) = Cﬁ

et par conséquent, pour tous entiers n < T, b < Ly et c < Lo,

U(Pnbc(la Couga)) = Pnbc(l’ Cﬁ’gﬁ)'

Ainsi toute solution (py.) dans K, donc en particulier dans Z, de ’équation

Z pbanbc(la Cavfa) =0

b<Lq
<Ly

le sera aussi de

> prePabe(1,$5,€5) =0

b<Ly
c<Lo

des lors que &3 € Gk .£,. Ceci va nous permettre de réduire la taille du systeme a
résoudre de la manieére suivante.
On factorise dans K[X] le polynome

A7)
16

O (X) = Oy (X, );

introduit dans la preuve de la proposition 2.4.1(2), comme un produit

rN
v=Ton
=1

de polynomes ¢ p; irréductibles sur K, non nécessairement distincts; puis on choisit,
pour chaque N et chaque ¢ < ry, un élément an; de Qn tel que A, ,, soit racine
de ¢n;. On forme alors le systeme

(VN impair < S,Vi <rn,¥n < T) > poePabe(l, Canss ban:) =0

b<Lq
<Ly

dont les solutions dans Z%1%2 sont exactement celles du systéme initial.

Application du lemme de Siegel : estimations de hauteur

C’est au systeme précédent que nous appliquons enfin le lemme de Siegel 2.6.2. On
a alors, avec les notations du lemme, L = L1 Lo tandis que

IUZT Z TN,

N impair<S

les équations du systeme étant indexées par le produit

{0,...T—13x | {1....rv}

N impair<S
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Les corps de nombres “K;” ne sont autres que les K, ,, (indépendants, bien stir, de
Pordre de dérivation), de degrés D, = D[Kay,; : K] = Ddy;; la somme

D=DT Y Y dw

N impair<S i<ry

est, par construction, égale & DT¥(S). Enfin, les majorants hy; de la hauteur des
équations vérifient, d’apres ce qui précede :

dnihwi < dys [log max L) + Lih(Cay,) + (L2 + 2T)h(§am)]
b<Ly,c<Lg
S sz [2CO(L1 + LQ + TlOg Ll) + Llh(CaNi) + (LQ + 2T)Co(h2 + 10g S)]
< 2cpdpn; [Llhl + LQ(hQ + log S) + T(h2 + log(LlS))]

il [h (93“ (T')) +h (713 e =7 (T'))} .

Alors, d’apres le lemme 2.6.2, 'inégalité
LiLs > (14 p)DTY(S) > (14 p)D

implique pour notre systeme plus que la seule existence d’une solution non triviale,
a savoir ’existence d’une solution

(pbc) b<L; € VAREE:

e<Ly

avec log |pyc| majoré par

2
% [Lihy + La(ha +log S) + T(ha + log(L15))]
—1

Ay w8 i (Ce) e (B ten)]

p N impair<$ N impair<$
i<rn i<ryn

(noter la présence au dénominateur du facteur p > 1).

Il ne nous reste plus maintenant qu’a estimer le deuxieme terme de cette expres-
sion, en utilisant, comme nous I’avions annoncé plus haut (§2.7.1), la proposition
2.4.1(3) et le lemme 2.6.4. Encore une fois, nous ne détaillerons qu’un des deux
calculs, celui se rapportant & vy,,, = %(T’ ).

Pour tout a € Qn, on sait que les conjugués sous G = Gal(K/K) de &, sont
de la forme &3, 5 € Qn, et que (cf. Prop.2.4.1(2)) 0(&4) = £ implique

o(Va) = V8-

Soient Bni1 = ANy, - - -, Bnidy; € @N tels que les Mgy, . associés soient les racines du
polyndme ¢p; introduit plus haut, conjuguées de ap; sur K; ainsi G, permutant
ces racines, agit comme une permutation & de {1,...,dn;}. Alors la Gx-orbite de
Yo st formée des yg,,,, mais ceux-ci ne sont plus forcément distincts; cependant,
la transitivité de & assure que chacun est répété le méme nombre de fois, disons fy;
(fnildni). Ainsi le polynome

dni

NdNi H(X - VﬁNu)

i=1
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est la puissance (fy;)-itme d’un polynéme Ty; irréductible sur K dont 74, est
racine; le lemme 2.6.4 donne alors

dn;

INi

h(’yaz\u) < B(TNZ)

soit ~
dnih(Yay:) < BT

On somme a présent les inégalités ainsi obtenues; on obtient alors

Z dNih(fyaNi) < }_l H Tj{lljl :

i<ry i<rn

or le polynéme qui apparalt maintenant dans le membre de droite n’est autre, par
construction, que le spécialisé en Y = 1% = )‘(12) du polynéme Y y de la proposition
2.4.1. L’estimation de longueur fournie par cette méme proposition nous permet

alors d’appliquer le lemme 2.6.4 (et celui qui le suit) pour conclure

Z dNih(,yaNi) < Z dNih(,yaNi) < ¢o Z dni (h2 + 1Og S)7

iSTN iSTN iSTN

qui est la dernieére estimation qui nous manquait.

Conclusion de la construction
Le résultat final de toute notre construction peut étre résumé ainsi :

Proposition 2.7.1. Si
L1Ly > (p+ 1)DT\I/(S)7

il existe des entiers non tous nuls (ppe)v<r, de valeurs absolues inférieures a
c<Lgy

2
exp % (L1(h1 + ha +1log S) 4+ La(he +1og S) + T'(ha + log(L15)))

vérifiant le systéme

(VN impair < S,Va € Qn,¥n <T) Y prePabe(L; Carba) =0,

b< Ly
c<Lg

Py désignant le polynome fourni par la proposition 2.5.1.

2.7.2 Evaluation de la fonction auxiliaire et de ses dérivées

Il faut maintenant s’assurer que les contraintes imposées a notre fonction auxiliaire
entrainent bien qu’elle et ses dérivées prennent de petites valeurs aux points a(77).
Plus exactement, posons

G=Y{"TF =Y p 0t thmeph ()
b<Li
c<Lo

c’est pour cette fonction G que nous allons montrer la propriété en question.

Lemme 2.7.2. 1. Pour tout n € N, la dérivée itérée 6" G s’écrit sous la forme
6 "G, (0,P,\0) ou G, € Z[X,Y, Z] est homogéne de degré L1+ Lo + n, et
de longueur au plus nlcy T L(G).
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2. Pournmn<T eta € Qn, N impair < S, ce polynome G,, s’annule au point

(Oa(T), Pa(r') + € (AO)a(7"))

ou l’on a posé

e=¢O(r") — P(T).
Preuve. 1. Cela se démontre aisément par récurrence en utilisant les formules
dlogh=(1-)N)O

et
1
dlog® = §(P+(2)\71)@),

rappelées dans le formulaire, ainsi que

5P = % (PP = (N =AX+1)6?)

qui se déduit par exemple de 'expression de Y3 donnée au paragraphe 2.5.

2. Compte tenu de la définition de G et de la relation

d 1

Do

il résulte des regles usuelles de dérivation que les dérivées successives 0"G (n <
T) s’expriment comme combinaisons linéaires & coefficients dans C[Y7, Y2, A]
des 6" F', donc aussi des flian. Or par construction ces dernieres dérivées, vues
comme éléments de C(A)[Y7, Y] ~ C(X3)[X7, X2|, s’annulent aux points

(X1;X25X3) = (17<aa£a) (Oé € QNaN impa‘ir S S)

Il s’ensuit que pour tout n < T,

§"G € C[O, P,\0] ~ C[X%, X1 X5, X2 X3] C C(X3)[X1, X5

s’annule en ces mémes triplets, donc pour
Xi=1, X1X2 = (o, XiX3 =260 = Aa(7);

enfin 'homogénéité de 6"G en (O, P,A\O) permet de multiplier ce dernier
triplet par ©,(7’) pour obtenir, compte tenu de la définition de (,, le résultat
cherché.

O

Ce lemme nous permet d’estimer les valeurs ;6" G(a.7’) de la maniére suivante :
on écrit

S"Gla.t") = 67"Gn(0(a.T"), P(a.m"),\O(a.T"))

puis on utilise (enfin !) la forme particuliere des éléments de Qn en se rappelant
que pour toute f quasi-modulaire de poids 2k et toute matrice

on a par définition



comme les trois fonctions O, P, A® sont quasi-modulaires de poids 2, 'homogénéité
de G, nous permet d’écrire

(g)LﬁL”"Gn (0a(T), Pa(T') + €6,(AO) (1)) = G, (@(a.T’), Pla.7) + ge, A@(a.r’))

d’ou, en utilisant la deuxieme partie du lemme 2.7.2,

1 n /
55 G(a.m") =
67’"/

n!

Gn (O(a'), Pla.T),AO(a.7')) — G <@(m’), Plo.r) + ge, A@(a.T’))} .

On est alors ramené a estimer la différence des valeurs d’'un polynéme G, €
Z[X,Y,Z] en deux triplets distants de

d V
el < R
e Sexp( 3)

(d’apres les définitions de 7’ et ¢), et 'on peut conclure grace par exemple au lemme
5.5 de [Wal97] que pour tous n < T et € Qn, N impair < S,

<

1 n /
’56 G(a.m)

el max (co, [Pe.r)],1© ()], NS (s ) ) T max pye|

c<Lg

(les entiers pp. étant, rappelons-le, les coefficients de notre fonction auxiliaire)
soit, d’apres nos estimations concernant d’une part les coefficients p,. (paragraphe
précédent), d’autre part la croissance des fonctions P, ©, A© (§2.4) :

1
log —'5"G(a.7") <
n!

V 2
—5 +co(Li+ Ly +T)log S + % (Ly(hy + ha) + Lahg + T(hy + log Ly)) .
D’ou la
Proposition 2.7.2. Deés lors que chacune des quantités

Li(h1+h Lohs T(hg +logL
LilogS, LylogsS, TlogsS, 1P+ 2), 2 2, (ha +log L)
P P P

est majorée par C%V, la fonction
0

G — Y1L1+2L2 Z pbcylLl—b}/;JAC

b<Ly
c<Lg

vérifie, pour tous n < T et a € Qn, N impair < S :

1., , \%
log mé Gla.m)| < e
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2.7.3 Extrapolation et conclusion

Afin de simplifier la présentation de cette derniere étape, il sera commode de con-
sidérer désormais G comme une fonction holomorphe de la variable z = exp(in7);
afin d’éviter un abus de notation, nous définissons donc la fonction G, holomorphe
sur le disque épointé {z € C,0 < |z| < 1}, au moyen de I'égalité :

VT €H,G(r)=G(e");

compte tenu de la définition de G et de celles de ©, A et P, G se prolonge par
continuité en une fonction holomorphe sur tout le disque unité {z € C,|z| < 1};
enfin, par le méme procédé, on déduit de F' une fonction F holomorphe au voisinage
de V'origine.

On pose, pour tout entier k,

1 d*
O = ——
PR
et pour tout a € Qpn, N impair < S,
2o = exp (im(a.7")) .

Nous pouvons maintenant formuler un corollaire de la proposition 2.7.2, qui s’en
déduit par la formule de dérivation des fonctions composées :

Corollaire 2.7.1. Si de plus cgT'S < V, la majoration de la proposition 2.7.2
s’applique aussi aux dérivées divisées 0,G(z4) (n < T, a € Qn, N impair < 5).

Cette estimation va nous permettre d’appliquer un lemme d’interpolation pour
obtenir une minoration de 'ordre M de G en 0, de la maniere suivante.
On définit une fonction méromorphe H par

G =M ] (M)TH@

R2 =
—ZZ
a€EQ N @

N impair<$

avec R = exp(—Lil) — choisi de sorte & minimiser
—Lylog(—logR) — L1Lslog R,
qui apparaitra naturellement dans un majorant de
log|Gr = log max |G()|

— et, de méme que dans [Bar97] (lemme 6 et §4.1.2), on applique la formule des
résidus a son intégrale sur le cercle de centre O et de rayon R :

1 H(z)dz = 0mG(0) H (E)T .

2T Jiz)=r weay  \Fa
N impair<$
T
G(z) [ R?—2z2 R?—275
Z Or—1 SMTI R H R(z—z3)
a€Q N BEQN,BF#
N impair<S N impair<S

Z=2Zq

Il ne reste plus qu’a estimer les trois termes de cette égalité. Compte tenu du fait
que chaque “facteur de Blaschke”



a un module constant égal & 1 sur le cercle de rayon R, le premier de ces trois termes
est majoré par

M
ROl < exp oo (71 + (L + La)lo(L) ) | e
1 c<L;
tandis que le deuxieme a pour module

omGO) ] (%)T'

a€EQN
N impair<$

2b . .
Pour o = ( g d ) € Qn, on a log|ze| = —47m7’ = —%ﬂ%mr'; il s’ensuit
que
1 Nd
log H — = 7Sm7’ Z Z o (€) = 7Sm7’ Z Z gqb(e)
acQy [al N impair<S d|N ¢ N impair<S a|N €

N impair<$

ot e = pged(F,d) = pged(a,d) = pged(a, &). On reconnait alors dans cette
deuxieéme somme la définition de 1 (N) rappelée au paragraphe 2.4, et par conséquent
dans la premiere ce que 'on a noté ¥(S). Ainsi on obtient

T
log ] < R ) > 7Smr'TY(S) — %(5) > iT\IJ(S).

seay  \lZal 1 co
N impair<$

Or, la dérivée divisée 0psG(0) est un entier (non nul par définition de M) : en effet
G, comme les fonctions ©, A© et P qui la composent, s’écrit comme une série en z
a coefficients entiers. Ceci nous donne finalement la minoration

exp (%T\II(S))

pour le deuxieme terme dans la formule des résidus ci-dessus.

Pour majorer le troisieme, on utilise la regle de Leibniz. Les dérivées divisées
d’ordre inférieur & 7' de G en z, sont majorées en module, d’apres le corollaire ci-
dessus, par exp(—V/4); celles de 2= M+ par exp(coS(M+T)); et celles du produit
de Blaschke restant, par exp(coT SU(S)). Ce troisitme terme est donc majoré par

1%
exp (COS(M +T¥(S)) — Z)
et la formule des résidus devient finalement :

1 \% M
exp(LT0(S)) < oxp (oS + T(S) — ) e (cal 2 + Laton(L) )y e

d’ou, a fortiori,

Vv M 1
1 <exp <COS(M +TU(S)) — Z>+exp (co(L— + Lolog(Ly)) — C—T\I/(S)> max |Pbe-
1 0 Ly

c<Lg
On se rappelle alors la majoration de maxs<r; log |pp.| obtenue lors de la construc-
c<Ly

tion de la fonction auxiliaire, d’ou 'on tire pour le deuxieme terme du deuxieme
membre 'expression

1 M
exp{—aT\Il(S’) + cO(L—1 + Lolog(Ly))
+%° [Ly(h1 + ho + log S) + La(hs + log S) + T(hs + log(L15))]}.

On conclut alors :
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Proposition 2.7.3. Si
3Ly (hy + hy +log S) < pTU(S),
cyLa(hg +log S) < pT¥(S),
coLalog(Ly) < TU(S),
3T (hy +log(L18)) < pT¥(S)

alors
V M 1
1 <exp (COS(M +TY(S)) — —) +exp(co— — =—TY(9)).
4 L1 260

Or, compte tenu de I'inégalité cATSW(S) < V mais aussi et surtout de
CngLQS S V,

c3L1Ly < LiTU(S),

la conclusion de cette proposition est incompatible avec le lemme de zéros 2.6.6,
qui borne 'ordre M = ordgG = ordoF par 4L1L5. Ceci termine notre preuve par
I’absurde.
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Chapter 3

Approximation simultanée et
indépendance algébrique de
quasi-périodes abéliennes

3.1 Introduction

L’objet de ce chapitre est d’examiner diverses extensions des théoréemes de Chud-
novsky [Chu84] sur I'indépendance algébrique (degré de transcendance 2) de périodes
et quasi-périodes de courbes elliptiques.

Une premiere généralisation, formulée (sans démonstration) par Chudnovsky
lui-méme dans son livre, a pour corollaire le fait que I’ensemble de toutes les quasi-
périodes d’une variété abélienne définie sur Q engendre sur Q un corps de degré
de transcendance au moins 2; une preuve de cette généralisation a été publiée
récemment [Vas96].

D’un autre coté, Chudnovsky a donné de son théoréme initial, portant sur les
quatre quasi-périodes w, w’, n,n" d’une courbe elliptique, divers raffinements, faisant
apparaitre des points algébriques non nécessairement de torsion, ou bien relachant
I’hypothese que la courbe est définie sur Q, ou encore introduisant la fonction
périodique ((z) — Lz pour aboutir & un résultat portant seulement sur les quo-
tients 2 et .

Enfin, récemment [RW97] D. Roy et M. Waldschmidt retrouvaient par le biais
d’une mesure d’approximation simultanée le théoréeme initial de Chudnovsky; ceci
suggérait une approche semblable des autres résultats (tant elliptiques qu’abéliens)
évoqués plus haut.

Apres lhistorique (§3.2) et ’énoncé (8§3.3) des principaux résultats de ce chapitre,
suivent trois paragraphes préliminaires aux démonstrations. Le paragraphe 3.4 con-
tient de brefs rappels sur les plongements d’extensions de variétés abéliennes par
les puissances du groupe additif [FW84] et un lemme de zéro déduit de [Phi96],
adapté a ce type particulier de groupes algébriques. Le paragraphe 3.5 contient des
lois d’addition, multiplication et dérivation pour les fonctions réalisant ces plonge-
ments, dans Uesprit et le prolongement de [MW93], §3; on y construit également, &
partir des fonctions théta classiques, des “fonctions sigma” qui ne sont autres que
les fonctions théta “algébriques” dont existence est prouvée dans [Bar70]; le mo-
ment venu (paragrahe 3.8.1), on consacrera un bref paragraphe a faire le lien avec
les fonctions o de Weierstrass dans le cas de dimension 1. Le dernier (§3.6) de ces
paragraphes préliminaires développe, dans le cadre des groupes algébriques du type
décrit plus haut, la “G-astuce” de Chudnovsky [Chu82]; il est basé sur une version

47



assez générale et explicite du classique théoreme d’Eisenstein affirmant que toute
série formelle algébrique est une G-fonction (voir [PS76], VIIL.3.3 & VIIL.4.4).

Nous entreprenons ensuite (§3.8, 3.9, 3.10, 3.11) de montrer plusieurs exten-
sions soit en dimension supérieure, soit en termes de mesures d’approximation, des
résultats de Chudnovsky. Une présentation unifiée sous forme d’un résultat qui les
contiendrait toutes semble problématique, pour des raisons techniques (insuffisance
des “lemmes de Schwarz” ou d’approximation) qui seront brievement discutées dans
les remarques ainsi qu’au paragraphe 3.7; cependant nous nous sommes efforcés
d’éviter de répéter le détail d’arguments reproduits quasiment a l'identique dans
plusieurs preuves. Apres avoir donné quatre telles extensions, dans des directions
différentes, nous examinons dans un dernier paragraphe (§3.12) les applications
possibles de ces résultats a I'indépendance algébrique de valeurs de la fonction
Béta d’Euler via les jacobiennes de courbes de Fermat; la nous n’utiliserons que
les résultats qualitatifs déja prouvés dans [Vas96|, mais une étude précise de la
décomposition en facteurs simples des jacobiennes permet d’en faire une application
plus performante pour trouver quelques résultats d’indépendance (de deux nombres
parmi trois ou quatre) qui semblent nouveaux.

3.2 Historique

Nous commengons par un historique assez détaillé des théoréemes évoqués dans
Iintroduction, et d’abord par les divers théoremes prouvés par Chudnovsky au
milieu des années 1970 (voir [Chu84], Chapitre 7). Dans ce qui suit A désigne un
réseau de C et go, g3 ses invariants, définis par la formule (i = 2,3 ) :

gi(A) =) A7

AEA

A0
Le couple (w,w’) désigne une base de A, avec Sm% > 0. Au réseau A sont associées
des fonctions (dites “de Weierstrass”) o, ¢, p (voir [Sil94]); & la période w correspond
une “quasi-période” n = n(w) € C qui peut étre définie par la propriété :

V2 g A, ((z+w) =((2) +1.
De méme on notera i’ = n(w’); alors la relation de Legendre [Sil94] s’écrit
nw' —n'w = 2.

Théoréme 3.2.1 (Théorémes de Chudnovsky). On se place sous les hypothéses
ci-dessus. Chacun des ensembles cités ci-dessous contient au moins deux nombres
algébriquement indépendants : d’abord

(1) {g2,93, %, =} )

si l’on suppose en outre g2, g3 € Q :

(2){%

(3) {w,w',n.n'} B

st d’autre part u,u’ € C sont Q-linéairement indépendants et p(u), p(u') € Q :

(4) {E:¢(u) — Zuj,

(5) {u, v, ¢(u), C(u') };

et si de plus on suppose la courbe E a multiplication compleze :

(6) {u,C(w)},

(7) {m,w};

enfin dans les cas particuliers go = 0, g3 = 0 on trouve (resp.) :

(8) {n.T (1)}

(9) {m.T (1)}
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Les implications logiques entre ces assertions sont les suivantes :

(1) 4)

Il apparait donc que, si certains de ces résultats sont contenus dans un voire plusieurs
autres, il reste néanmoins trois raffinements distincts (1), (4) et (5) du théoréme
original qui n’ont pu étre combinés. Une des conjectures les plus naturelles au vu
de ce diagramme est la suivante (dans la situation générale o, bien siir, g2 et g3 ne
sont plus supposés algébriques) :

Conjecture 1. Deux au moins des nombres

n
—u
w

92,93, p(”)? ga C(U) -

sont algébriguement indépendants.

Comme nous le verrons au paragraphe 3.8, la méthode actuelle (de Chudnovsky)
ne semble pas permettre de la prouver. Notons qu’il existe sur le sujet des conjec-
tures bien plus fortes, & commencer par celle de D. Bertrand [Ber00].

Divers raffinements quantitatifs ont été démontrés pour 1’assertion (2) (et, semble-
t-il, seulement celle-14), qui sont des mesures soit d’approximation simultanée, soit
d’indépendance algébrique pour le couple (f}l E) :

’w

Définition 3.2.1. e Une mesure d’indépendance (algébrique) pour le n-
uplet (01,...,0,) € C™ est une fonction ® : N x Ry — Ry telle que pour tout
polynéme non nul P € Z[X1,...,Xy] avec degP < D, H(P) < H (somme
des valeurs absolues des coefficients) et D, H assez grands on ait

log |P(61,...,0,)| > —®(D,log H).

e Une mesure d’approximation (simultanée) pour (01,...,0,) € C" est
une fonction ¢ : N x Ry — Ry telle que pour tous (au,...,a,) € Q" avec
[Q(a,...,an) : Q] < D, h(e;) < h (hauteur logarithmique absolue) et D, h
assez grands on ait

logmax|0; — a;| > —p(D, h).
K2

On note d’abord dans [Rey80] la mesure d’approximation
¢(D,h) = CD*?(h + log D)(log(Dh))"/?,

(C désignant une constante numérique) tandis que Chudnovsky annonce la mesure
d’indépendance

(x) ®(D,log H) = CD?(log H + Dlog D)log® D,

avec une preuve hélas quelque peu obscure ([Chu82] ou [Chu84], Chapitre 8); d’on
I'intérét de la mesure

®(D,log H) = C(D + log H)**<,

49



valable pour tout € > 0, prouvée par Philibert [Phi88] : moins précise que la
précédente, elle s’accompagne du moins d’une preuve élégante et claire. Dans
[Jab92] figure, comme exemple d’application d’un critere d’indépendance algébrique
raffinant celui utilisé par Philibert, la mesure

®(D,log H) = CD?*(log H 4+ Dlog D)log®(Dlog H),

suivie d’une bréve remarque expliquant qu’il suffirait d’incorporer a la construction
de [Phi88] le raffinement de [Chu82] pour trouver exactement, avec son terme en
log® D, la mesure (*) annoncée par Chudnovsky. Cette “G-astuce” de Chudnovsky,
qui donne presque systématiquement une dépendance meilleure (voire optimale)
en la hauteur (h ou log H), sera un des ingrédients des mesures obtenues dans ce
chapitre.

Récemment, dans [Phi99], Philippon annongait une mesure encore meilleure que
celle de Chudnovskys; elle est déduite, grace a un lemme d’élimination, d’une mesure
d’approximation simultanée. Une erreur dans les estimations arithmétiques sera
corrigée dans [Bru99], donnant tout compte fait exactement le résultat (x) annoncé
par Chudnovsky. Il est intéressant de noter que la mesure d’approximation corrigée
dont on le déduit est

¢(D,h) = CD3?(h + log D)(log D)'/?,

qui ne se distingue de celle de Reyssat donnée plus haut que par la légérement
meilleure dépendance en h obtenue grace a la G-astuce de Chudnovsky.

Nous mentionnons par souci d’exhaustivité la “mesure d’approximation simul-
tanée” de [Abl89] dont la formulation, qui n’entre pas dans le cadre de la définition
donnée plus haut, la rend difficile & comparer aux autres mesures citées; on peut
simplement remarquer qu’elle s’apparente a la mesure de Philibert en ceci que degré
et hauteur n’y sont pas séparés, mais est légérement plus précise en ce sens que la
“puissance €’ est remplacée par une puissance explicite du logarithme comme dans
toutes les autres mesures ci-dessus.

Une extension de 1’assertion (3) du Théoréme 3.2.1 aux variétés abéliennes de
dimension supérieure est énoncée dans [Chu84], page 9; une preuve de ce résultat
figure dans [Vas96] :

Théoréme 3.2.2 (Chudnovsky-Vasil’ev). Soient A une variété abélienne de
dimension g définie sur Q et (y1,...,724) une base de Hy(A,Z), w@1,...,@Wgs1
indépendantes dans Hpyn(A, Q). Alors deuz au moins des périodes fw w; (1 <
1<g+1,1<j<2g) sont algébriguement indépendantes.

Enfin, il est montré dans [RW97] que l'on peut retrouver cette méme assertion
(3) (dans le cas elliptique) via une mesure d’approximation simultanée. Ce sont
ces deux derniers résultats, joints a 'importance signalée plus haut de la G-astuce
de Chudnovsky, qui sont a la base du présent travail, tentative d’étendre tout ou
partie des assertions de Chudnovsky dans la direction des variétés abéliennes de
dimension quelconque d’une part, et d’autre part de mesures d’approximation fines
incorporant notamment la G-astuce.

3.3 Résultats

Les principaux résultats de ce chapitre seront les suivants (certains de ces énoncés,
ici simplifiés, sont légérement plus faibles que ceux donnés dans le corps du texte).

Théoréme 3.3.1 (§3.8). o Sous les hypothéses du théoréme 3.2.1 (1), le quadru-

plet (g2, 93, %, T) admet pour mesure d’approximation

¢(D,h) = CD3?(h +log D)3/
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e Sous les hypothéses du théoreme 3.2.1 (4), le couple (Z,((u) — Zu) admet

pour mesure d’approximation
¢(D,h) = CD"*(log D)*?(h + D'/?log D).

Ces deux mesures permettent de retrouver les assertions correspondantes (d’indé-
pendance algébrique) du théoréme 3.2.1 grace au théoréme de Laurent-Roy ([LR99a,
Théoréme 2), avec par exemple d, = D, = n? et t, = D,h, = n>; on peut
également montrer (voir §3.8) une mesure d’approximation pour (g, g3, p(u), , ((u)—
Zu) mais celle-ci n’est pas assez bonne pour permettre d’appliquer le théoreme de
Laurent-Roy en vue de résoudre la conjecture 1.

Théoréme 3.3.2 (§3.9). Soit A une variété abélienne définie sur un corps K C C,
(w1,...,way) des représentants d’une base de H}p(A, K) et uy,...,u, Q-linéaire-
ment indépendants dans ToA(C) (espace tangent a lorigine) et tels que exp 4(u;) €
A(K). On pose p = rE

1. Si K C Q, 'ensemble des fouj w; (1 <i<2g, 1<j<r)admet pour mesure
d’approximation simultanée

d)l(D;h) = OD%-F%OogD)*l/Q(DQ/p + h)

2. Sitous les u; sont des périodes (éléments du réseau des périodes A =kerexp, ),
l’ensemble formé des fouj wi (1 <i <29, 1< 5 <7r)etdun systéme
générateur de K sur Q admet pour mesure d’approximation simultanée

¢2(D,h) = C(Dlog D)'/* (D(h +1log D) + (Dlog D)Q/p) :

Corollaire 3.3.1. Sous les hypothéses du théoréme 3.2.1(5) le quadruplet
(u, ', ¢ (u), ¢(u'))

admet pour mesure d’approximation simultanée la fonction ¢1 ci-dessus avec p = 2.

On tire du théoreme précédent, toujours grace au théoreme de Laurent-Roy,
des généralisations en dimension quelconque des assertions (5) et (3) (resp.) du
théoreme 3.2.1 :

Corollaire 3.3.2. 1. Si K C Q et r = 2g, deur au moins des fouj w; sont
algébriquement indépendants.

2. Sir > g+ 1 et les u; sont des périodes, le surcorps de K engendré par les
Uz z - z \
fo w; a un degré de transcendance (sur Q) au moins égal a 2.

L’énoncé suivant fait appel a la notion de multiplication complexe, pour laquelle
nous nous contentons de renvoyer & [ST61] car nous P'utiliserons tres peu.

Théoréme 3.3.3 (§3.10). Soit A une variété abélienne de type CM, définie sur
un corps de nombres Ko et A1, ..., \ag une base de Hi(A,Z), wi,...,ws (f <2g)
des éléments indépendants de H}p(A, K), ou Ko C K C C, et ayant en commun
p =2g — q périodes :

Aj
v@'Sf,w>q,/ wi =0
0

alors l'ensemble formé par les fo)‘j w; (1 <i<f,1<j5<q) et un systéme de
générateurs du corps K admet pour mesure d’approrimation simultanée

#(D,h) = CD(h +log D)(Dlog D)¥/?f.
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Cette mesure donne dans le cas CM, via le théoreme de Laurent-Roy, un résultat
d’indépendance algébrique qui se révele vrai dans le cas général :

Théoréme 3.3.4 (§3.11). Soit A une variété abélienne définie sur un sous-corps K
de C, M, ...,Aag une base de H1(A,Z), w1,...,ws (f <2g) des éléments indépen-
dants de H} (A, K) et ayant en commun p = 2g—q périodes, avec de plus fo)\j w; €
K pour tous i1 < f et j <2g. Si2f > q, alors degtr K > 2.

Ce dernier théoreme se présente comme une généralisation de I’assertion (1) du
Théoreme 3.2.1, ainsi que du Théoreme 3.2.2; il est fort probable qu’il puisse en
toute généralité se déduire d’une mesure d’approximation semblable & la précédente,
o 'hypothese de multiplication complexe est de nature purement “technique” (voir
les remarques du §3.10 et le paragraphe 3.7) et peu naturelle.

Les assertions du théoreme suivant, de méme nature que les assertions (8) et (9)
(toujours du méme Théoréme 3.2.1), proviennent d’une application soigneuse aux ja-
cobiennes des courbes de Fermat du théoreme 3.2.2 ou des corollaires d’indépendance
algébrique énoncés ci-dessus :

Théoréme 3.3.5 (§3.12). Pour N,x1,...,x, € N* on note

n
Zq

(21.....a0)N = _HF(N)'

Alors chacun des ensembles suivants contient au moins un nombre algébriquement
indépendant d’avec m :

{(1)s5,(2)5), {(1.3.9)13,(2.6.5)13}, {(1.7.11)19,(2.14.3)10},

{(1.7)16, (3.5)16}, {(1.1.58)¢0, (7.7.46)60},

{(1.15)32, (3.13)32, (5.11)32}, {(1.25.5)31, (2.19.10)31, (3.13.15)31 }.

3.4 Plongements et lemme de zéros

Nous commencons par décrire le type de plongements que nous serons amenés a
utiliser, pour des extensions de variétés abéliennes principalement polarisées par
des puissances du groupe additif. Soit donc A une variété abélienne principalement
polarisée, A un réseau de C tel que A(C) ~ C/A. Notons, pour i =1...g,0; = ai

zi?
et pour toute dérivation 0, dlog f = a—ff. Le lemme suivant, élémentaire mais
fondamental, fournit une base tres concrete du premier espace de cohomologie de

A.

Lemme 3.4.1. Pour toute fonction théta non dégénérée (cf. [Lan82]), 0, pour le
réseau A, les formes différentielles dz1, . ..,dz, (coordonnées dans C9) et

doy 1ogh, . ..,d0oglogd
forment une base de l’espace H}, 5 (A, C).

Preuve. 1l suffit pour cela de montrer que la matrice des périodes fzz+/\j w; (Wi = dz,
wgti = dd;logd pour i = 1...g) de ces 2g différentielles (qui sont bien de deuxieme
espece, et en nombre égal & dim H},,(A)) par rapport & une base (A1,...,\a,) de
A est non dégénérée. Pour cela on peut se ramener, comme par exemple dans
[Lan82] pp.93-94 (et ceci, sans changer le rang de la matrice en question), & une
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fonction théta de facteurs d’automorphie particulierement simples, & savoir (pour
une certaine base de Frobenius (e, ..., eq4,v1,...,v04) de A)

0(z +e;) =0(2),

0(z +v;) = 0(z) exp(ciz; + d;)

avec ¢; # 0 pour tout 7; on obtient alors une matrice de périodes triangulaire et
manifestement non dégénérée. O

Supposons le tore C9/A plongé dans un espace projectif Py au moyen dun
“plongement théta” © = (fp : ... : On). Le lemme précédent permet alors d’associer
de maniére unique & un élément w € H} (A, C) une dérivation d et une forme
linéaire L telles que l'on ait, dans H},5(A,C), w = d(8logfy) + dL. On notera O,
la représentation de ’exponentielle de I'extension de A par G, associée a w, définie
par ([FW84], II1.2) :

CIxC — P2N+1(C)
(z;t)  +— (Oo(2):...:0n(2):
000(2) + (t+ L(2))00(2) : ... : 00N (2) + (t + L(2))0n(2)).

Dans la suite nous noterons, une dérivation 9 étant fixée, 6;(z;t) = 86;(z) + (L(z) +
1)0;(z) = (0 + L(z) + t)8;(2).

Pour une famille w = (w1, ...,w;) de différentielles de deuxiéme espece indépen-
dantes modulo les exactes, associées a des dérivations 91, ...,0; et formes linéaires
Lq,...,L;, on définit de méme une application

Ou: CIxC' — Pupiyw+n-1(C)
(z;t) = (Bp(2):...:0Nn(2):
6190(2:) + (tl + Ll(z))Go(z) [ 8191\[(2’) + (tl + LZ(Z))GN(Z))

obtenue par “concaténation” des (:)wi; c’est une représentation de ’exponentielle de
'extension Gy de A par G, associée a w.

Nous pouvons maintenant énonger le lemme de zéros, cas particulier du Théoreme
9 de [Phi96], qui nous servira & plusieurs reprises.

Proposition 3.4.1 (Lemme de zéros). Pour tous g € N*, | € N il existe une
constante ¢ > 0 avec la propriété suivante. Soit G un groupe algébrique de dimension
d = g+ 1, extension d’une variété abélienne A de dimension g par une puissance
G!, du groupe additif

0-G, 5G@5 A—0,

plongé dans un espace projectif de la maniére décrite ci-dessus. Si € est une partie
de G contenant 0, si un polynome P homogeéne, de degrés partiels majorés par L,
s’annule sur d€ — d€ (ou dE désigne la somme de d termes €+ ...+ &, et la
différence d€ — d€ a un sens similaire) & Uordre T le long d’un sous-espace V de
l’espace tangent de G, sans pour autant s’annuler identiquement sur G, et en outre
donne par restriction a GY, un polynéme de degrés partiels au plus Ly, alors, pour
un certain sous-groupe algébrique G' # G, on a l'inégalité

N'TY deg G’ < cLV LY
ou N’ désigne le cardinal du quotient (E+G')/G’, d' la dimension de V+T¢')/Tqr,
I celle de L/(LNG') et enfin a’ celle de A/7(G").
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3.5 Fonctions théta et sigma

Nous rappelons ici quelques propriétés des fonctions théta “a caractéristique demi-
entiere” et de fonctions qui s’en déduisent, semblables a la fonction sigma de Weier-
strass dans la théorie des fonctions elliptiques.

Soit g un entier non nul, et fixons un élément 7 du demi-plan de Siegel ), formé
des matrices carrées complexes de taille g, symétriques et de partie imaginaire définie
positive. La fonction théta de caractéristique m = (m/,m”) € (329)* associée a 7
est définie par

O (7, 2) = Z exp [im ((n +m )T (n+m') +2(n+ m")(z + m"))] ;
nez9

le plus souvent nous omettrons de rappeler sa dépendance en 7 et la noterons
simplement 6,,(z). Nous dirons, cependant, qu'un objet (polynéme par exemple)
dépendant a priori de T en est “localement indépendant” s’il est constant sur chaque
élément d'un certain recouvrement ouvert fini de £,.

Les relations

Om(—2) = 0_1(2),
Orin(2) = exp(2imm// )0, (2) (n = (n/,n") € (79)%)

entrainent entre autres choses que ,, est paire ou impaire suivant que 2m’fm’ est
entier ou non; elles aménent également a ne s’intéresser qu’aux indices m dans un
systeme Z, de représentants de ($729)/Z39.

Une des propriétés fondamentales des fonctions théta est 'existence des “rela-
tions de Riemann” (voir [MW93], relation (3.1) et Lemma 3.2). Il est facile de
vérifier que pour toute constante ¢ € C* et tout polynéme homogene quadratique
Q € C[z], ces relations sont encore vérifiées par la famille (o, )mez, définie par

Om = emeQ;

aussi toute propriété des (6,,)mez, qui s’en déduit est encore valable pour la famille
(0m)mez,. Pour tout ce qui suit, nous supposons fixée une telle famille et noterons
O = (0;m)mez,. On déduit des résultats cités plus haut de [MW93] :

Lemme 3.5.1 (Relations de Riemann). Pour tous m,n,p,q € R?9 et z,w € CY
on a la relation

O+ W)30 (2 — W) (0)7(0) =279 S c30ut5()048()0e1 5 ()0 5(w)
BEZ2

ot cg = £1 dépend de B et de m tandis que

11 1 1
1 1 1 -1 -1

(@b,ed) =g(mnpa) | | 1 1 _y |
1 -1 -1 1

de plus pour tous m,n € Zs il existe p=m+a, g =n+« (a« € Z3) dans Zo tels
que a,b, c,d définis par la formule ci-dessus soient demi-entiers (a,b,c,d € %ZQQ)
et que 0,(0)oq(0) # 0.

On pose N + 1 = 49; c’est le nombre d’éléments de la famille Z5. On définit
T, X, X1, Xo, Y1, Y2 comme autant d’ensembles de (N 4 1) variables, toutes
indépendantes; d’autre part D € N* désignera un entier dépendant uniquement de
g et dont la valeur exacte nous importe peu; on dira qu'une fraction rationnelle en
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T est homogene de degré 0 si elle est quotient de deux polynémes en 1" homogenes
de méme degré d € N.

On définit une base de dérivations (4, ...,d,) de CY de la maniere suivante. On
suppose la famille Z5 (et, de méme, les 6,, et 0,,) numérotée de sorte que 6y(0) # 0
(6o, oo sont donc paires) et que la matrice jacobienne

1 00; )
P=——(—(0
00(0) (azj( ) 1<i,j<g
_ 9

des fonctions g—o =g (¢ =1...9) en lorigine soit inversible (les §; et 0;, i =1...g,

sont donc impaires). On pose alors

0 0

a0z, = O 0P

D’autre part, pour toutes fonctions f et g on adopte la notation (inspirée de [Dav89])
[, 9)i = 9%0:(f/9) = 90:f — [Dig.

D’apres la remarque faite ci-dessus concernant les o,,, les Lemmes 3.1 et 3.7 de
[MW93] donnent :

Proposition 3.5.1 (Masser-Wiistholz). Il existe des familles finies
(Dmni);?;qlezz ) (FH)HgMa

avec F* € Q[T, X] bi-homogéne de bi-degré (D,2) et Dpyni € Q(T)[X] bi-homogeéne
de bi-degré (0,2), qui sont localement indépendantes de T et vérifient :

1. Les polynomes obtenus a partir des F* en spécialisant T en ©(0) constituent
un systéme d’équations définissant l'image de ©; la famille de leurs différentielles
en X = 0(0) est de rang N — g + 1.

2. Pour tous m,n € Z4 et tout i = 1...g on a l’égalité (entre fonctions entiéres
sur C9)

[Umv Un]i = Dmnz(®(0), @)

3.5.1 Addition

Nous déduisons maintenant, des relations de Riemann, des lois d’addition pour le
plongement O = O,, défini au paragraphe 3.4, associé a la différentielle w = ddoy. Ici
0 désignera I'une des dérivations 9; (i = 1,...,g), le cas général d’une combinaison
linéaire de celles-ci s’en déduisant facilement. Considérons la relation de Riemann
(m,n,p,q € Z3) :

T (2 + w)on(z = w)oy(0)04(0) =279 Y 401 5(2)0045(2)0c45(w)oars(w)
BEZ2

ou 'on suppose p, g choisis en fonction de m, n comme dans le lemme 3.5.1; en
dérivant (dérivation J) cette relation par rapport au parameétre (z + w), & (z — w)
constant, on obtient :

297100, (2 + w)on (2 — w)o,(0),(0) =

ﬁé ¢8[00a+5(2)00+5(2)0ct5(W)0at8(w) + Oat5(2)00615(2)Tcrp(W)0ars(w)

+04+8(2)00+5(2)00ct5(W) 0415 (W) + Oats(2)01+5(2)Tcr5(W) 00415 (w)];
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on en déduit facilement que pour tous t,u € C,

2971+t + u)om (2 + w)on(z — w)o,(0)o,(0) =

ﬂé cgl(0b+5(0 +1)0a+5)(2)(0ct50d+p) (W) + (0a15(0 + t)op15)(2)(0ct50d+5) (W)

+(0atp0b+5)(2)(0d4+5(0 + w)oetp) (W) + (Tast50b+5)(2)(0ct(0 + u)odtp)(w)].

Par le méme raisonnement que dans la preuve du Lemme 3.3 de [MW93], cette
derniere égalité jointe au Lemme 3.5.1 donne la

Proposition 3.5.2 (Formules d’addition). Il existe des familles finies AS,, BS,
(m € 25, € € 2) d’éléments de Q[T, X1, X, Y1, Ys], localement indépendantes de T,
avec les propriétés suivantes :

e Chaque polynome Afn est multi-homogéne en (T, X1, X2,Y1,Y2) de multi-
degré (D,2,0,2,0); chaque polynéme BS, est homogéne en T de degré D,
en (X1, Xs) de degré 2, en (Y1,Y2) de degré 2, et en (Xa,Ys) de degré 1.

e Pour tous z,w € C9, t,u € C et & € =, la famille ((A?n)mezz, (Bfn)mezz)
évaluce en T = @(0), X1 = (Ui(z))ogiSN, X2 = (&i(z;t))ogigjv, Y1 =
(oi(w))o<i<n, Yo = (6:(w;u))o<i<n, constitue un systéme de coordonnées

projectives du point O(z + w;t + u) a moins d’étre identiquement nulle.

o Pour tous zg,wy € C9 il existe £ € = tel que pour tous t,u € C, z € C9 proche
de zg et w € C9 proche de wy, la famille précédente n’est pas identiquement
nulle.

La proposition précédente ne fait cependant pas apparaitre la forme simple que
prend la loi d’addition lorsque w € A, = Z9 + Z97. Pour le vérifier, nous allons
raisonner différemment. On commence par évaluer en w = %, apres dérivation par
rapport a w, la relation de Riemann

Om (2 + w)om(z — w)ai (0)=27¢ Z Cﬁam-‘rp-i-ﬁ(z)am—p-‘rﬁ(Z)U?}(w);
BEZ,

on obtient alors

p0u o+ )om (-~ 3) -om (3 3ou (- 5)] 0 -

— w
2170 3 CsOmapsa(2)m—prn(2)(05005) (5)
BEZ>

Soustrayant 2% (%) fois la relation de Riemann initiale (avec toujours n = m,
p=gq,w=1%,etnc Z choisi de sorte que 0, (%) # 0), on en déduit

oo (o4 2)om (- 5) on (e 4 2)30m (- 5) 2222 (2)n (o )om (-

- jg(g) 7% (5) 22 coomeren(2ompes(z) <Z—iag—f> (%)

BEZ
On remarque alors qu’en vertu d’une part de sa périodicité, d’autre part de sa parité

ou imparité, quel que soit 8 € Z5 la fonction f = Z—ﬁ vérifie

o (-5) - 301 (3) =501 (-5)
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ceci entraine que I'expression précédente était en fait nulle. Posant enfin z = 2z — %
on obtient, pour tout x € C9, m € Z5 tel que o, (x) # 0 et n € Z5 tel que
7 (2) 20

Oom

Z(Jﬁ_w) - H(iﬁ) = 2; (5) :

Il s’ensuit en particulier, en prenant x = 0, que pour tout p € 2, tel que o,(w) # 0
donc o, paire, on a

%(w) — 2% (f) _

Op On

Ainsi donc, on peut écrire

Oom(z +w) = % (aam(x) + am(x)%(w))
_ % (80m(z) +am(z)%(w)>

pour tout ¢ € 25 tel que o4(z) # 0. D’ou la

Proposition 3.5.3. Pour tous x € C9, w € Z9 + Z97 et t,u € C, la famille

((op(W)om (7)) mezs, (0p(W)Tm (1) + om (2)0p(w; 1)) mez, ) ,

avec p € Zy tel que 0,(0) # 0, constitue un systéme de coordonnées projectives de

Oz +w,t+u).

3.5.2 Multiplication

Nous déduisons ensuite de la loi d’addition, de maniére similaire & [Rém00], Propo-
sition 5.2, un théoreme de multiplication qui, bien que non optimal (on ne trouve
pas exactement le degré n? que prévoit J.-P. Serre au Corollaire 2, p.195 de son
appendice dans [Wal87]), suffira pour nos besoins. Notons qu’il est superflu de
considérer les soustractions ou multiplications par a < 0, en raison de la parité ou
imparité de chacune des fonctions considérées.

Proposition 3.5.4 (Formules de multiplication). Il existe une constante C > 0
(dépendant de g seulement) et des familles de polynomes
(MP >WL622,QEN* 5 (Mﬂ >WL622,QEN* B

ma ma
pEP peEP

localement indépendantes de T, avec, pour tout a, Mﬁm,M{;a € Q[T, X1, Xa] ho-
mogeénes de degré d(a) < 4a2 en (X1, X2), de degré d'(a) < D*°/3 en T, de longueur
majorée par L(a) avec log L(a) < C%‘Z, et avec de plus MP . indépendant de Xo,

ma
MP? . de degré total 1 en ces mémes variables, qui vérifient :

e Pourtousa € Nx, pe P,z € CY ett € C, la famille ((Mﬁw)mez2, (MP? )MGZQ)

évaluée en T = O(0), X1 = (0i(2))o<i<n, X2 = (6:(2;t))o<i<n, constitue un

systeme de coordonnées projectives du point O(az;at) d moins d’étre iden-
tiquement nulle.

o Pour tout zg € C9, a € N* il existe p € P tel que pour z € C9 proche de zo et
pour tout t € C, la famille précédente ne soit pas identiquement nulle.
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Preuve. Notons C' le logarithme de la longueur maximale des polynomes AS,, BS,
(¢ € ) intervenant dans la Proposition 3.5.2. On définit les fonctions d, d’ et L
par d(1) =1, d'(1) =0, L(1) = 0 et (au vu de la loi d’addition 3.5.2)

d(2a) = 4d(a), d(2a + 1) = 2d(a) + 2d(a + 1),

d' (2a) = D +4d'(a), d'(2a+1) = D + 2d'(a) + 2d'(a + 1),
L(2a) = e L(a)*, L(2a+1) = e“L(a)’L(a + 1)°.

On en déduit par récurrence les relations d’(a) = D5 et log L(a) = C%, et
tout se rameéne & majorer d(a). Or il est facile de voir d’une part que pour a = 2*
on a d(a) = 22¢ = %, d’autre part que la fonction d est croissante; pour tout a
compris entre 2¥~! et 2¥ on peut donc majorer d(a) par d(2%), d’out le résultat.
Notons que, appliquées avec soin, les formules ci-dessus livrent pour 2F~1 < a < 2%
la valeur d(a) = 2571 (3a — 2%). O

D’autre part, de la Proposition 3.5.3 on tire le

Corollaire 3.5.1. Pour tousz € C9, w € Z9 + 797, t,u € C et a € N*, la famille

((op(W)om(2))mezs, (0p(W)Tm (T3 t) + a0m ()0 (Wi u))mez,) »

avec p € Zy tel que 0,(0) # 0, constitue un systéme de coordonnées projectives de

O(z + aw,t + au).

3.5.3 Dérivation

On se tourne & présent vers la dérivation des 6;; c’est ici que va enfin intervenir la
modification faite des ; en oy, ainsi que le choix des dérivation 9 = 3°7_,(92;)9;
et forme linéaire L = Z?:1(8iL)Zi- Repartons de la formule d’addition pour &,,,
dont nous ne retenons que ce qui nous sera utile :

(A) 29716, (2 + w;it + u)on(z — w)a,(0)o,(0) =

> Cabed [0a(2)T(25 1) oc(w)og(w) + 04(2)0p(2)Fc(w; w)og(w)]
a,b,c,deZy

ou (avec de nouvelles notations) capeq €st un entier dépendant de m, n, p, ¢, a, b, ¢,
d. Dérivons-la (dérivation 9;, 1 < i < g) par rapport & w puis posons w =u =0 :
2910, (0)04(0)[Gm, om]s =

S CabedOa [(040i0c + 0:0;04) (0)6p + (04(0;0 + 0;L)o. + 00.0;04) (0)op]
a,b,c,deZ>

Pour faire disparaitre les dérivées premieres en 0 on écrit que (de par la Proposition
3.5.1(2)) pour toute fonction oy (k € 2Z2) et toute dérivation d; (j =1...g) on a,
en vertu de la parité de la fonction og,

90(0)0;0k(0) = [0k, 00]3(0) = Dro; (©(0), ©(0)).
Appliquant ceci a o, et g4, & 9; et 0, on obtient

2g+10p(0)0q(0)08 (0)[Gm,on)i =
> [Pari(©(0), ©(0))0abs + Quvi(0(0), ©(0), (925)1<j<g, i L)a0]

a,beZq

+ Z Cabchg (0)0;00:(0)c4(0)c40b

a,b,c,deZy
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ot Pupi, Qapi sont homogenes (comme fractions rationnelles) de degré 0 en leur
premier lot de variables, (comme polynomes) de degré 4 en leur second, et de plus
Qup est (polynomialement) homogene de degré 1 en ses (g + 1) dernieres variables.
11 reste donc a “faire disparaitre” les dérivées secondes 9;00.(0). Pour ce faire on
applique 9 a I'égalité
[0c, 00]i = De0i(©(0), 0)

de la Proposition 3.5.1(2) puis on spécialise en 0 le résultat, obtenant ainsi (en
utilisant encore la parité de o)

70(0)00;0.(0) — 7.(0)99;00(0) = 9 [De0:(©(0), ©)] (0);

il apparait alors au second membre une combinaison linéaire, a coefficients linéaires
en (9zj)1<j<g, de termes de la forme 04(0)00y(0) qui, aprés multiplication par
00(0), se prétent & une nouvelle application de la Proposition 3.5.1(2). Tout ceci
nous permet donc d’exprimer

(0500;0. — 000:00;00) (0)

comme un polynéme homogene de degré 3 en ©(0), a coefficients homogenes de
degré 0 dans Q(O(0)). Finalement

2910, (0)04 (0)03 (0)[Gm, onli = Y Pari(©(0),0(0))aadn+
a,beEZy
> 0a0y [Rari (©(0),0(0), (02))1<j<g, 0i L) 4+ 00(0)00;00(0)Sapi (©(0), ©(0))]
a,beEZo

ou P,p;, Rapi sont homogenes de degré 0 en leur premier lot de variables et 4 en
leur second, R,y est également linéaire (homogene de degré 1) en ((9z5)1<j<g, L),
et Sapi € Q(T)[X] est homogene de degré 0 en T et 2 en X. On peut & présent
conclure :

Proposition 3.5.5. Supposons, dans la définition de la famille (01 )mez,, le polyndme
Q choisi de sorte que toutes les dérivées secondes de oy en 0 soient nulles. Alors il
existe une famille (Empi) mnez, , localement indépendante (a0 fizé) de T, d’éléments

de 7 ‘
Q(T)[leXQa Z17 . '7Z97Z/]

homogénes de degré 0 en T, 2 en (X1,X5) et 1 en (X9, 21,...,2Z4,7Z"), telle que
pour tous m,n € Zo eti1=1,...,9 on ait

[Gms0nl; = Emni(©(0)) ((0i)o<i<n, (Gi)o<i<n, 021, . ..,0z4,0;L).

Enfin, dans le cas ou m = n on s’attend bien str a voir disparaitre les termes &;
dans [G.,, 0m]i; pour le vérifier on repart de 'équation (A) ci-dessus (avec n = m)
et on lui soustrait I’équation symétrique

291G, (2 — wit — w)op (2 + w)o,(0)o,(0) =

S Cabed [0a(2)Tb(25t)0c(W)og(w) — 04(2)0b(2)Fc(w; w)og(w))
a,b,c,deZy

obtenue en dérivant par rapport a (z —w) au lieu de (z+w) la relation de Riemann;
on trouve ainsi une expression de

29 (Gm(z+wit +u)om(z —w) — Gz — wit — wom(z +w)) opo4(0)

qui ne fait intervenir aucune terme en &;(z). On dérive alors le résultat, de méme
que plus haut (dérivation 9;), par rapport & w avant de poser w = u = 0; on obtient

291 (61, On); 004 (0) = Z Cabed0a(2)0p(2) [(O; L + 8;0)0.(0)04(0) + doc(0)0;04(0)] ;

a,b,c,deZ>
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et il ne reste plus qu’a s’occuper des dérivées en 0 comme on I’a fait plus haut pour
obtenir :

Corollaire 3.5.2. Sous les mémes hypothéses, pour m = n, les polynomes E,p;
ne dépendent pas de la variable Xs.

Dans tout le chapitre, les fonctions o; seront normalisées comme ci-
dessus, c’est-a-dire de sorte que g ait toutes ses dérivées secondes nulles
en 0.

3.5.4 Conclusion

Les résultats du paragraphe précédent permettent de préciser les plongements définis
au paragraphe 3.4 en ceux qui nous serviront tout qu long du chapitre :

Proposition 3.5.6. Pour tout T € 9, il existe une famille © = (0.,)mez, de fonc-
tions théta pour le réseau A = 79 + 797 et une base (01, ...,0,) de lespace tangent
de C9, telles que pour toutes dérivations 9V, ... 80 e Vectg (01, ...,0y) et formes

linéaires Lq,...,L; € Vectg(z1,...,24) avec C D K D Q(g—;(O),...,%—ﬁ’(O)), le

plongement ég associé au paragraphe 3.4 ¢ w1 = doMloghy + dLi, ..., w =
doW log Oy + dL; est défini sur K de méme que les dérivations 1, . .., Oy .

Remarque 3.5.1. C’est essentiellement la fonction ¥x attachée a X = Div O
dans [Bar70] que l'on retrouve en og.

3.6 Théoreme d’Eisenstein et conséquences

3.6.1 Généralités

Le résultat suivant est une version effective (cf. [DvdP92], [HS00] §E.9) d’une généralisation
(cf. [MW93], Lemma 5.3) du classique théoréme d’Eisenstein ([PS76], VIIL.3.3 &
VIII.4.4), dans le cas simple ol s’appliquerait le théoreme des fonctions implicites.

Proposition 3.6.1. Soient g et n des entiers non nuls, K = Q(61,...,0,) = Q(0)
un corps de type fini et O = Z[0] son “anneau d’entiers”, X = (X1,...,X,) et
Y = (V1,...,Ys) deur familles de variables indépendantes, (Fg)ycy une famille
de vecteurs de taille n a coefficients dans O[[X]][Y] avec Fyg homogéne de degré
denY, et =73, Fq. Posant, pour chaque indice d, Fg = (Fau,...,Fan) et
Faj = pen Fajr avec Fyyp, € 2]0, X, Y| homogéne de degré k en X, on suppose que
chacune des quantités degy Fyjr, est magorée par dod + dik, et L(Fyr) par LgL’f
(0<d<D,1<j<n, keN). On suppose que F(0,0) =0, et que le déterminant
A € O[[X]] de
F(X)Y) e (O[X])Y1 + ...+ O[[X]]Y.)"
dans la base (Y1,...,Y,) prend en X = 0 une valeur § € O non nulle. Alors
l’équation
(E): F(X,y) =0

a une unique solution y = (y1,...,yn) € (K[[X]])" qui s’annule en 0, et les

polynémes homogénes y, € K[X] (degy yjx = k) définis par y; = > ) cn- Uik
vérifient les propriétés suivantes :

1. zji = 0%k~ Yy,y appartient a O[X];

2. zji € L[]0, X] a pour degré en 0 au plus [(2k—1)n—1]do+kd: et pour longueur

au plus LéQk*l)nil(CLl)k, ot C est une constante dépendant de n.
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Remarque 3.6.1. Le fait que F ne soit pas nécessairement un polyndéme est a
rapprocher de [PS76] VIII, no.153.

Preuve. 1. La preuve repose sur une réécriture de (E) sous la forme
Fl(Xay) = 7F0(X) - ZFd(va)
d>2
ou, notant encore F7(X) la matrice associée & F;, dont A est le déterminant :

Fi(X)y = —Fo(X) =Y Fa(X,y).

d>2

Guidé par la forme de la propriété cherchée, on pose § = % et X = 652; il faut
alors montrer que § € (O[[X]])"™. On calcule 'inverse de F; (X) par la formule
Fi(X)™! = (det F1 (X)) 'com Fy(X), ot com désigne la comatrice, jointe &
Iexpression habituelle pour 'inverse d’une série formelle; on obtient ainsi

(X)) = %com Fl(X)Z( B %)T

reN

et finalement pour g 1’équation :

) + Z(Sdide(X, g)

. A(X))’“ Fo(X
d>2

(B) §=—com Fy(X)) (1 - = 5

reN

1l suffit alors de remarquer que A(X) € dO[[X]], F4(X,Y) € O[X]][Y] C
O[[X)])[Y] (d > 1) et (puisque par hypothese son terme constant est nul)
Fy(X) € 620[[X]] pour conclure grace a la formule (E), par récurrence sur k,
qu’en effet tous les z;j;, appartiennent & O[X].

2. Supposons que pour tout k' strictement inférieure & k on a (pour j =1...n)
degy zji < [(2K' — 1)n — 1]do + k'd1, et estimons le degré de z;, grace a la

formule (F). Se représentant cette derniere toute développée, on s’intéresse
au coefficient apparaissant devant le produit du terme en X% de (com F}),
celui en X' ... X" du produit (1 — %)T, celui en Xinl ... Y;, dans Fy, et
dans chaque §;,, (m =1...d) le terme en X*» avec k =a+1; + ...+ 1, +
b+ k1 + ...+ kg. Le degré total de 6 dans le produit de tous ces termes est
alors majoré par

(n — 1D)do + |a|di + 2|a| degy § + Z [ndo + |lm|d1 + (2|l| — 1) degy d]

m=1

d d
+ddo +|bldy +2[b] degy 5+ (d—2) degy 6+ D [(2lkm|—1)n—1]do+ D _ [kmldy
m=1 m=1

soit finalement, comme deg, § < ndy et
k= lal + |l + ...+ |l + [0l + [Fa] + ... + |Kal,

par (2kn —n — 1)dy + kd; comme prévu.

Il reste a étudier la longueur de z;;. Pour cela on raisonne en termes de
“majorisation”

S a Xt <> b XY = Yk, Jag| < by
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on voit ainsi, par un raisonnement similaire au précédent, que L(z;x) est

(2k—1)n—1

majorée par Ly L¥cy, o la série en une variable w = >, . cxT*

vérifie
B L n—1 Z L n . T L . +Z p .
Y=\1i-T ‘ 1—T I\1=T v
reN d>2
soit
1 n—1 1 n
_ - R d
2w+<LJJ Q_T) S u

d>0

Cette derniére relation définit une série formelle algébrique donc ([Rui93],
p.106) de rayon de convergence non nul; il existe donc C = C(n) telle que
lcx| < C*, ce qui acheve la preuve.

o

Nous donnons a part, comme nous n’en aurons aucun besoin, une estimation
explicite (peut-étre pas optimale) de la constante C :

Lemme 3.6.1. La constante C = C(n) ci-dessus peut étre prise égale d 60n.

Preuve. On utilise, comme dans [Ahl66] §8.2.2, un corollaire de la formule des
résidus qui nous dit que w, définie par une équation implicite f(w,T) = 0, peut
étre exprimée sous forme d’une intégrale w = 2m fc alf (z,T)dz sur un cercle
C. de rayon € assez petit pour séparer le point wy = 0 des autres solutions w; de
f(w;,0) = 0. En appliquant ceci a

1 n—1 1 1 n
f@ﬂwzz+(Tj?> 1_2<T??)
1

avec € = 3, on obtient

1 / 22— G (ﬁ)

— dz
; —1
247 954 (1 ! 1 \"
|z]=1 -7 T—2z \1-T
Raisonnant par “majorisation” comme ci-dessus, on trouve ensuite
1% J ,
2 1 \" 1 \"
1 3t (—14) 1/2 (—14)

TR (S T [

puis, en utilisant la majorisation

1 1
= < 5o

3
- Tk
w<<1719nT<<3+k§*(60n )

d’ot1, comme on sait par ailleurs que w n’a pas de terme constant, le résultat an-
nonce. o

Les deux lemmes (classiques) suivants nous serviront a estimer les “dénominateurs
communs” de certains développements de Taylor obtenus par intégration.

Lemme 3.6.2. I existe ¢ > 0 tel que, pour tout n € N*, ppem(1,2,...,n) < e,
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Preuwve.

1
logppem(1,2,...,n) = ; (logp) max vp(k) < ; 1ogp12§z = m(n)logn
D pan{icr p prZr:icr

ou w(n) = card {p premier < n}. Or, une forme faible du théoréme des nombres
premiers suffit & montrer que 7(n)logn = O(n), ce qui termine la preuve. O

Corollaire 3.6.1. Pour tout r € N* [’entier
dn(r) = ppem{ny ...ng |7 <7, (Vi)n; #0,n1 + ...+ ny» <n}
est magoré par (er)™, avec la méme constante ¢ qu’au lemme précédent.

Preuve. On peut supposer les entiers ny, ..., n, rangés par ordre décroissant, auquel
cas in; < n soit n; < % (1 < i <7'); le p.p.c.m. cherché est donc majoré par

T n r ' |
1,..., {—}) < I I en/i < cn(l-{-logr),
EPPCID( 11/ = € =€

i=1

d’ou le résultat annoncé. O

3.6.2 Application aux fonctions quasi-abéliennes

Nous allons maintenant tirer de la Proposition 3.6.1 quelques conséquences portant
sur des fonctions abéliennes, puis quasi-abéliennes (primitives des précédentes); nous
reprenons les notations du paragraphe 3.5.

On pose, pour ¢ = 0...N, f; = 2, puis f = (f1,..., fn). On considere le
systéme d’équations de la Proposition 3.5.1(1), que ’on déshomogénéise par rapport
a la variable X en posant G*(Zy,...,Zy) = F*(f(0);1,Z1,...,ZN). L’assertion
concernant les différentielles des F* (qui n’est autre que la propriété caractérisant un
plongement) signifie que la famille des différentielles des G* en Z = f(0) est de rang
N—g. On peut donc trouver dans ensemble indexant M une partie & N —g éléments
correspondant & des équations dont les différentielles en f(0) sont indépendantes;
on est alors en position d’appliquer la Proposition 3.6.1 : le parametre n de la
Proposition 3.6.1 est ici égal & N — g, 8 = f(0), D vaut 2 tandis que (attention) le
parameétre dy, majorant le degré en 6 des coefficients du systeme, est ici le degré D
de la Proposition 3.5.1; enfin on prend X; = Z; — f;(0) (i = 1...g), en supposant
(comme au paragraphe 3.5) que le jacobien en 0 des f; correspondantes est non nul;
le vecteur y est alors formé, si ’'on pose g; = f; — f:(0), des développements en séries
de puissances en g1, . .., gg (“g-développements”) de gg+1, - .., gn au voisinage de 0.
On en déduit donc le corollaire suivant (dans cet énoncé comme dans les suivants,
C; (i € N) désigne une constante dépendant uniquement de g) :

Corollaire 3.6.2. Au voisinage de 0, les fonctions f; = Z—(]) (G=g+1,...,N)
s’écrivent
fi=Y" fixd*
keN9
et les fix, €léments de K = Q(f1(0),..., fn(0)), vérifient

1. il existe & dans O = Z[f1(0),..., fn(0)], de degré et longueur majorés par Cy,
tel que pour tous j, k on a (5|k|fjk € O;

2. degré et longueur de ' ;. € O sont magjorés par (resp.) (1+|k|)Cy et C$k|,'

3. les polynémes (dans Z[Z1, . .., ZN]) donnant 6 et 5‘k‘fjk sont localement indé-
pendants de T € .
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Ceci nous amene & introduire la

Définition 3.6.1. On dira qu’une fonction f holomorphe au voisinage de l’origine
dans C9 est une G-fonction de type (6,C,C’,r) (6 € O, r €N, C,C’" > 0) si elle
s'éerit =3 ene frg® avec, pour tout k € N9 :

1. 5|k|d\k\(7’)fk € O, la suite (dp(r))nen= €tant celle du Corollaire 3.6.1 (on pose
dn(0) =1);

2. degré et longueur de 6! fy, sont magjorés par (resp.) C' + |k|C et C'CI.

Ainsi donc, les fonctions f; (j =1,..., N) sont de type (d, Co, Co,0).
Définissons un nouveau jeu de dérivations (01,...,0d,) sur K(A) par la formule

Or,...,05) = (Dr,...,0,)J

I =00 fi)1<i <y
notons qu’entre la formule précédente et celle définissant les 0;, la seule différence est
que la matrice de passage n’est plus la jacobienne des f; évaluée en 0, mais bien la
fonction jacobienne. L’intérét de ces dérivations est qu’elles sont, par construction,
les dérivées “par rapport aux fonctions ¢g;” (i = 1...g) : ainsi, si une fonction f

s’écrit
f=> fug*
keN9g
au voisinage de l'origine, alors pour tout i =1,...,g on a
— gk;
Oif = frki—.
keNs gi
Des g-développements des dérivées 0;f (i = 1...g) on peut donc déduire par

intégration, au terme constant pres, celui de f. D’autre part, la matrice J est
composée (d’apres la Proposition 3.5.1(2)) de polynomes en les f;; son inverse est
une matrice de méme forme divisée par le déterminant detJ, qui est encore un
polynome en les f; (i = 1...N) et qui, par définition des d;, vaut 1 en l'origine. La

formule 1
1—u - Z u”
neN

permet alors de voir que ﬁ est une G-fonction de type (4,C1,C1,0), de méme
que les coefficients de J~!. Ceci implique que si les dérivées 0; f d’une fonction f
sont toutes de type (d,C, C,0) alors les 0;f sont de type (J, CCa, CCs,0); en les
intégrant, comme on I’évoquait plus haut, pour obtenir le g-développement de f on
trouve :

Lemme 3.6.3. Si toutes les dérivées O0;f d’une fonction f nulle en 0 sont des
G-fonctions de type (6,C,C,0) alors f est de type (6,CC3,0,1).

Remarque 3.6.2. On obtient en fait par intégration des remseignements un peu

plus précis puisque le dénominateur de fj, divise 5‘k‘pgcd(l€1, sy kg).
On peut d’abord appliquer ceci aux fonctions coordonnées ui,...,u, de CY
associées aux dérivations 01, ..., 0y, puisque par définition elles vérifient d;u; = d;;

(symbole de Kronecker).

Corollaire 3.6.3. Les fonctions coordonnées uy,...,uqg de C9 définies par O;u; =
di; sont des G-fonctions de type (0,C3,0,1).
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On s’intéresse ensuite aux fonctions 6;‘7"

22, D’apres le Corollaire 3.5.2 appliqué
au cas 0 = 0;, L = 0, chaque fonction 8j§—g(z;0) = 0; 63‘50 (z) s’écrit comme un
polynéme homogene quadratique, & coefficients dans K, enles f; (j =1...N); on

peut donc appliquer encore le lemme ci-dessus pour obtenir

Corollaire 3.6.4. Chaque fonction 63—‘50 (i =1...g) est une G-fonction de type
(55 037 05 1) .

P c 12 ~ . djo
Enfin, on sera amené a considérer des monomes en les fonctions f;, u; et == 0”.

11 suffit de remarquer (la suite d,,(r) est construite expres pour cela) qu'un produit
de G-fonctions de types respectifs (3, C,C’,e1),...,(6,C,C", e,) est une G-fonction
de type (5, C4C, (C4C")",e1 + ...+ e,) pour conclure :

Corollaire 3.6.5. Tout monéme de degré Lo en les f;, u; et 633“
les uj et 19]‘(;'0, est une G-fonction de type (9, C5,C5LQ,L1).

g

, de degré Ly en

3.7 Technique : détails, difficultés, hypotheses

Les résultats démontrés aux paragraphes 3.8 a 3.11 sont tous tres proches; pourtant
il n’a pas semblé possible de donner une présentation unifiée tant des énoncés que
des preuves; nous voulons ici expliquer et justifier quelque peu cet état de choses.

Les deux premiers (§3.8, 3.9) utilisent des déterminants d’interpolation; outre
une certaine élégance, ceci semble éviter ou, du moins, diminuer (voir ci-dessous) la
nécessité d'une “hypothese technique” portant sur la répartition dans C9 des points
d’interpolation, en utilisant un lemme de Schwarz plutot qu'un lemme d’interpolation.

Ceci nécessite cependant un “bon” lemme de Schwarz pour les produits carté-
siens, structure apparaissant naturellement dans le cadre des déterminants d’interpolation.
Au paragraphe 3.8 on utilise un raffinement de celui, classique, portant sur un pro-
duit cartésien de droites complexes; I’extension de la preuve en dimension supérieure
nécessiterait donc un lemme semblable sur un produit d’espaces CY¢ de dimen-
sion quelconque, résultat qui ne semble pas connu a 'heure actuelle. Ceci exclut
Iexploitation de la périodicité, d’oti 'absence au paragraphe 3.9 de périodes com-
munes a toutes les fonctions quasi-périodiques considérées.

On retrouve cependant aux deux paragraphes suivants des hypotheses de périodi-
cité, naturelles lorsque 'on tente d’étendre les assertions (1) ou (4) du Théoreme
3.2.1, mais ceci exclut I'usage d'un déterminant d’interpolation. On doit alors soit
abandonner l’aspect quantitatif pour pouvoir utiliser (paragraphe 3.11) un simple
lemme de Schwarz soit, pour avoir acces au lemme d’interpolation [Mas78b], imposer
une hypothése purement “technique” de multiplication complexe (paragraphe 3.10).

Enfin, pour en revenir aux hypotheses plus traditionnellement appelées “tech-
niques”, celles-ci réapparaissent dans des tentatives de prouver via I’approximation
simultanée la conjecture 1 ou un résultat apparenté : 1a, il ne semble plus suffisant
de supposer les points Z-linéairement indépendants dans C ou CY9 puisqu’ils vont
eux-mémes étre approchés par d’autres qui n’auraient a priori aucune raison de
partager cette propriété. C’est ce qui explique ’hypotheése (H) des assertions (3)
aux paragraphes 3.8 et 3.9.

On peut cependant démontrer sans ces hypotheses, par essentiellement la méme
preuve, des mesures d’approximations ot les (analogues des) quantités g, g3, o(u)
dans la conjecture 1, au lieu d’étre approchées par des nombres algébriques, sont
elles-mémes supposées algébriques de degré et hauteur bornés; on obtient alors des
mesures dont ’expression est exactement la méme que si c¢’étaient des approxi-
mations algébriques, et non ces nombres eux-mémes, qui étaient ainsi controlés.
Notons que I'influence des propriétés “analytiques” du module 7 € §, de la variété
abélienne n’a été distinguée que pour mettre en évidence celle de ses propriétés
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“algébriques”; aussi s’est-on contenté, dans les quatre énoncés, d’une dépendance
non précisée des constantes en un majorant de |Smr|, qui provient essentiellement
du fait que toute fonction continue est bornée sur le compact (|Smr| < C) du
domaine fondamental de £,,.

3.8 Le cas elliptique

3.8.1 Préliminaires : fonctions théta et sigma elliptiques

Dans ce paragraphe, en guise de préliminaire au prochain, nous relions dans le cas
ou g = 1 la construction du paragraphe 3.5 aux fonctions classiques de la théorie
des fonctions elliptiques ([Law89], [Cha85]).

Dans le cas g = 1, les quatre fonctions théta a caractéristiques demi-entiéres
traditionnellement utilisées sont

O3(7,2) = 6o ,0(7,2) = Z exp [im (n*T + 2nz2)],
neL

Oa(7,2) = 05,1 (7,2) = Y _ exp {m <n2 + 2n(z + %)ﬂ :

nez

O2(7,2) =01 o(7,2) = > _exp {m ((n + %)2 +2z(n+ %))} :

nez

01(r,2) =0_1 1(7,2) = — Y exp [m <(n + %)2 +2(n+ %)(z + %))]

nez

dont on “oubliera” la dépendance en 7, écrivant simplement 61 (z) etc., le parametre
7 € 9 (demi-plan de Poincaré) étant fixé. Le lien avec les fonctions de Weierstrass
du réseau A, = Z + Z1 est fondé sur la relation

R 0/(0)
7o) = g e (—69—(0) ) 0(2),

la fonction o, étant la fonction sigma de Weierstrass de A,. La fonction o, vérifie

donc ¢..(0) =1, 627/(0) = 02(0) = 0,(0) = 0; c’est grosso modo la fonction obtenue &

partir de 81 par la “normalisation” décrite au paragraphe 3.5, a ceci pres que comme

c’est ici une fonction théta impaire que I’on normalise, c’est sa dérivée troisieme que
. 0///(0)

; ) _ 9 —

I'on a rendue nulle. Si 'on pose 307(0) = 'l on trouve

(1Og91)/(2) = C‘r(z) — Nz,

(log61)"(2) = —pr(2) — nr
ou ¢; = (logo,) et p, = —(logo,)”; la notation 7., traditionnellement réservée &
la quasi-période 2(-(3) = (- (2 + 1) — ¢-(2), est justifiée puisque la 1-périodicité de
(61)? entraine celle de (log6,)'(2) = (- (2) — 0y 2.
On associe ensuite & tout w € C* la fonction o(z) = wo, (£), fonction sigma de
Weierstrass attachée au réseau A = wA -, puis

oi(z) = exp (2 (2 01 (3)
! 2 w 9i+1 (0)
pour i = 1,2, 3; les quatre fonctions o, o1, 02, 03 définissent un plongement de C/A

dans P5(C).
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La définition des dérivations “algébriques” 0;, au paragraphe 3.5, montre que

d% en est une si 'on prend par exemple w = g—;(()). Cependant, n’importe quel w
dont le rapport & ce dernier appartient & K = Q (z—g(O), z—;‘(O)) rendra les mémes

services, et la relation de Jacobi 6] (0) = m(0260364)(0) montre que c’est en particulier
le cas de w = m03(0); c’est cette derniere normalisation qui conduit & la définition
des classiques fonctions de Jacobi, que nous serons amenés a utiliser au prochain
paragraphe.

3.8.2 Enoncé du résultat

On reprend les notations du paragraphe précédent. Soit 7 € §, que 'on supposera
pour simplifier appartenir au domaine fondamental (Sm7 > 0, |7] > 1, |Re7| < 1).
On note, en accord avec ce qui précede, w = m03(0), o, ...,03 désignant les quatre
fonctions sigma qui s’y rattachent; w’ = 7w forme avec w une base du réseau

A C C. On introduit les fonctions de Jacobi sn = =, cn = 7L, dn = 22 ainsi que

C*(2) = %;i(z), et 'on pose n = = = (*(w) de sorte que la fonction Z de Jacobi
s’écrit

o} 7
Z(z) = 2(z) — Lz
6= 26— L
Notons ([Law89] 3.6) qu'on a Z(w') = —2Z; enfin, on notera comme c’est 1'usage
k= 3—2(0)2, A=k2% j= 28%. Soient alors C' > 0 et u € C tel que u € Qu;

on supposera également pour simplifier le raisonnement (quitte & remplacer u par
|w’|
5

2u) que la distance de u & ’ensemble %, + A des poles de o3 est supérieure a
Proposition 3.8.1. Il existe Cy > 0 (absolue), C1 > 0 (dépendant d’un majorant
de Smrt), Cy > 0 (d’un majorant de SmT et de ‘% ), C3 > 0 (dépendant en outre

de la constante C, voir plus bas) avec les propriétés suivantes :

1. 8i D, hg,h1 > Cy et si j,a, 3 € Q vérifient

h(j) < ho,
max(h(a), h(5)) < h,
[Q(j,0,8): Q] < D
alors
max (’j — 7|, |la— g 1B = 22771- ) > exp(—C161(D, ho, h1))
avec

¢1(D, ho, h1) = D*?(ho + hy + log D)y/ho + log D.
2. Supposons j et sn(u) = & algébriques. Si D, ho,hy > Co et si a,f € Q

vérifient
max(h(j), h(§)) < ho,
max(h(a), h(B3)) < hq,
Q3. & e, 8): Q< D
alors
max (‘a - g 18— Z(u)|) > exp(—Cata(D, ho, hy))
avec

$5(D, ho, 1) = D7/4(log Dho)y/ho + log DL/ (\/Dho(ho +log D) + hl) :
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3. Supposons que pour tous S € N* et § € Q avec |p|,|q| < S on ait

p

u
H) log|— —=|>—-CS%logS)~2.
(1) tog | - 2| > 5”10z 5)

Si D, hg,h1 > Cy et si j,& o, B3 € Q vérifient

max(h(j), h(€)) < ho,
max(h(a), h(B)) < hi,
[(2(555703¢D :(2]521)

alors

max ([j — jl. ¢ — sn(wl,Jo = 1,18 = Z@)] ) = exp(~Cada(D. ho, ).

Remarque 3.8.1. L’assertion (3) appelle quelques commentaires. L’hypothése
“technique” (H) semble nécessaire pour appliquer le lemme de zéros, mais rien
ne garantit que son absence rende l'assertion fausse. D’autre part on voit que la
mesure d’approximation simultanée obtenue en posant hg = hi n’est pas suffisante,
comme nous le mentionnions dans lintroduction, pour prouver grace a [LR99a] la
conjecture 1.

La preuve de la proposition est divisée en cinq étapes.

3.8.3 Réduction du probleme et définition des parametres

On va démontrer en parallele les diverses parties de la proposition, dont les preuves
sont tres proches, par ’absurde en supposant trouvés, pour une valeur “assez
grande” de la constante ¢o (qui dépendra, dans chaque cas, des mémes parametres
que C; = ¢3?), des nombres algébriques contredisant la conclusion cherchée, donc
tels que (resp.)

1.
max<|jj|, a1 , 6721_7r > < exp(=V)
w w
avec
V = D32 (ho + hy)hi/?
2. & 3.
max (|j = il € = sn(w),Ja = 11,18 - Z(w)] ) < exp(~V)
avec

V = c20D7/4(log Dho) i/ 2h/* ((Dho)l/Qho + hl)
ou 'on a posé pour simplifier I'écriture g = hg + log D. On définit en outre les
parametres suivants :

e Dans le cas (1),
S = [¢3(Dho)"?),

L1 = [c§(Dho)*/?],

Ly = [¢SDY
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e Dans les cas (2) et (3),

h1/2
S = [ 2D1/4 1/4]
hO

Ly = D%/,

(Dho)/2ho +

Ly =[c§DY* I,
0 h(l)/2h(1)/4

T = [l D3/ 4R/ (Dho)'/2ho + by +h1]
B172 :
0

Pour faciliter un traitement simultané des différents cas, on va commencer par
se ramener, dans les cas (1) et (3), & une mesure d’approximation explicite en
la hauteur de j supposé algébrique. Ceci se fait grace au théoreme des fonctions
implicites (ou d’inversion locale) de la maniere suivante — dans ce qui suit, “proche”
signifie “distant d’au plus exp(— )”.

On peut trouver 7 proche de 7 tel que j(7) = j; on en déduit que & = 763(7,0)
est proche de w, &’ = 7@ proche de w’. Notant sn, Z, 7] les fonctions et quasi-période
associées a 7, on voit alors, non seulement que 2;“ est proche de 2;“ donc de (3 (cas
(1)), mais aussi, utilisant par exemple la formule ([Cha85] V(4.1)&(5.7))

w

€l

le liant a la fonction P = %E log A de Ramanujan, que le rapport < est proche

de Z donc de a. De méme, dans le cas (3), on peut trouver @ proche de u tel que
¢ = sn(@), et (B est encore proche de Z(i).

La construction précédente nous autorise manifestement & supposer que j = j
est algébrique dans le cas (1) comme dans le cas (2). Etudions de plus pres le cas
(3) : on voudrait 14 encore “remplacer” j par j, u par @, mais que deviennent alors
Ihypothese u € Qu et, a fortiori, 'hypothese (H) de 1’énoncé ? Elle se traduit par
une propriété plus faible sur 4, qui est celle que nous utiliserons :

Lemme 3.8.1. On peut supposer dans le cas (3) que j = j et £ = A /Op(u) sont
algébriques, a condition de n’utiliser que l’hypothése suivante sur u :

(H') vge@, 0 < gl <28 = pw # qu.

Preuve. 11 suffit de vérifier que @, & construits ci-dessus vérifient (H'). Supposons
que % € Q la contredise, c’est-a-dire que = = % avec |g| < 25 alors  serait proche
(au sens ci-dessus) de 2, ce qui contredirait (H) car

c2S%(log S)"2 < V.
O

On note K1 = 3—2(0), Ko = g—;‘(()), Ko = Q(k1, k2) puis K = Ko(§, @, 3) en posant
& =& =sn(u), & = cn(u), & = dn(u) avec, dans le cas (1) ot il n’a pas encore
été défini, u = —w’; cette derniere définition se justifie par la relation 2sz =7Z(-w")
rappelée plus haut. En vertu des relations algébriques liant d’une part k1 et ko a j
(via k et A, voir plus haut), d’autre part &3 et 3 & &, k1 et ko ([Mum83] p.23), par
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un raisonnement semblable & celui de [RW97] (Proposition 1.3) on peut supposer,
quitte & modifier D et ho par des constantes bornées, que [K : Q] < D et

max(h(‘%l)v h’(“2)7 h(fl), h(§2)7 h’(£3)) < hO-

On abrégera souvent (k1, k2) en k. On sera amené, de maniére a pouvoir les traiter
en parallele et avec concision, & noter p =0, p = 2, p = 2 dans les cas (1), (2), (3)
respectivement.

3.8.4 L’*“astuce de Baker-Coates-Anderson-Chudnovsky”

On sait (cela se déduit de leur équation fonctionnelle) que pour tout z € C l'une
au moins des fonctions o, 01, 02,03 est minorée (en valeur absolue) au point z par
exp(—cp|z|?); pour z = tu (t € Z) on notera ©; une telle fonction.

Lemme 3.8.2. [l existe des polynomes
Dt S Z[X13X25Y135/235/33Z1)ZQaZ3]a QTstn S Q[XlaXQaS/l)}/Q)}/é)TlaTQ]

avec les propriétés suivantes. Quels que soient les entiers r < Ly, s < Ly ett € Z
on a, pour z € C dans un voisinage de [’origine,

YErtLz (5078 (tut-2) ZQTSM 5% Z(u))sn"(z2)

n>0

03

Dy(k,&,sn(z), en(z), dn(z))L1+L2(®t

avec Dy (ﬁ, £,0,1, 1) # 0. D’autre part
degy, Qrstn < co[n+ (L1 + La)t*] (i =1,2),
degy. Qrstn < co(L1 + La2)t” (i =1,2,3),

degTi Qrstn <r (7' = 1a 2)

et
L(Qrstn) < (1 + |t|)r n+(L1+L2)t

de méme D, a tous ses degrés partiels, ainsi que le logamthme de sa longueur, ma-
jorés par cot®. Enfin on a, pour tout n € N*, d,,(r)Qrstn € Z[X1, X2, Y1, Yo, Y5, T, To],
ot dp(r) est la quantité introduite au Corollaire 3.6.1.

Preuve. La Proposition 3.5.2 (nous passons sous silence le cas (1) ou tu € A, qui
se traite d’'une maniére semblable mais bien plus simple grace au Corollaire 3.5.1)
permet d’écrire

o A(S(tu);5(2)
&, ") = Bty 5 ()
w2y B S S 5)

Ch C(E(tu); 3(2))

ol ¥ = (0,01,09,03), 2(2) = (¢/(2) — d20(2),...,05(2) — Lzo3(2)), et A,B,C
(de longueur bornée par une constante absolue bien que C' dépende de t) sont
a coefficients dans Ky — on renvoie a la proposition citée pour leurs propriétés
d’homogénéité. On utilise ensuite la formule de multiplication 3.5.4, qui nous dit
que la famille (3(tu); X(tu)) est colinéaire

(Mot (2), ..., M3¢(E), Mot(2, %), . ..., M3 (2, ) ().
Les quantités §-(tu + z), %(tu + z) deviennent donc des fractions rationnelles en

les valeurs de (3, f]) au point u d’une part, au point z d’autre part, de numérateurs
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et dénominateurs homogenes de degrés au plus cot” en les premieres et 2 en les
secondes. Déshomogénéisant par rapport & o3(z) et o3(u) & la fois, on peut donc
exprimer &-(tu + z), %tz(tu + z) comme des fractions rationnelles, & coefficients

dans Ky, en les valeurs des fonctions sn, cn, dn, (Zsn+sn’), (Zen+cn’), (Zdn+dn')
et Z c’est-a-dire, en vertu des formules de dérivation ([Cha85] VII.4)

! / !
sn’ = cn.dn, cn’ = —sn.dn, dn’ = —Asn.cn,

en les valeurs de sn, cn, dn, et Z seulement, aux points z et u. Il ne reste plus
maintenant, avant de conclure a ’aide du Corollaire 3.6.5, qu’a substituer aux
fonctions cn et dn, ainsi qu’a (logos)’ et z — 2z apparaissant dans Z, leurs g-
développements respectifs — de maniere explicite, on a d’apres des formules clas-

siques cn = v1—sn?, dn = vV1—dsn? et z = [ disn) . onfin les 3 formules de

cn.dn’
dérivation rappelées ci-dessus, dérivées puis évaluées en 0, livrent entre autres

304(0) =1+ X qui, joint & 'identité “de Riemann”

os(z +y)os(z — y) = 03 (x)03(y) + Ao*(z)o>(y),

permet de trouver de la méme maniere qu’au paragraphe 3.5.3

(logos)' = / (? + Aan) T sjijr(ll) 7

3.8.5 Construction d’une matrice algébrique inversible

On forme la matrice Mg dont les coefficients sont les

dn(Ll)Qrstn(ﬁ; §7 «, ﬁ)v

les lignes étant indexées par les couples (r,s) (r < L1, s < L) et les colonnes, par
(t,n) (t| < S, n < T); on note Iy et Jy les ensembles indexant ses lignes, resp.
colonnes.

Lemme 3.8.3. La matrice Mg est de rang maximal, soit L1Ls.

Preuve. Supposons ce rang inférieur a Lj Lo; alors il existe une combinaison linéaire
non triviale nulle de ses lignes :

Vn < T, |t| < S, Z )\TsQTstn(ﬁv §aaaﬁ) =0.

r<Lip
s<Lg

Or, on déduit facilement de la preuve du lemme 3.8.2 (cf. [Phi88], §3.1.3) que les
quantités Qrsin (s, &, o, B) ne sont autres que les coefficients du sn-développement
de

Dy(k,&,sn(z), en(z), dn(z))fr+Lz (2)L1+L28nr(tu+z) {U—é

Oy o3

ainsi 'hypothese précédente signifie que pour tout |¢| < S, la fonction
Z Ars0"oE LTS (4 2) [oh (b + 2) 4 (t8 — tZ(u) — az)os(tu + 2)]°
o

s’annule au moins a l'ordre 7" en z = 0. On définit alors G comme 'extension de

E(C) ~ C/A par le groupe additif associée & la différentielle d(logos)’, puis

P(Xo,...,X7) = Z Aps Xo X1 tlamr=s xs

r<Lji
s<Lo
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et V= (C% dans l’espace tangent de G identifié & C? via le plongement

O: C?

(z;w) —

P7(C)
(0(2):...:03(2) : 0/ (2) + (w —az)o(z) : ... 05(2) + (W — az)o3(z))

On note enfin £ I'ensemble des v, € G(K) (|t| < S), images par © des points

(ze;w) =t (u; (a — g)u +08- Z(u)) .

Alors, compte tenu des remarques précédentes, on voit que ’hypothese faite sur les
Ars se traduit par 'annulation a l'ordre T le long de V de P aux points de £.

Le groupe G est une extension non triviale de E et admet pour unique sous-
groupe algébrique propre (outre (0)) Gg; or, les inégalités

COLQ S Ta

COLlLQ S ST

que vérifient nos parametres impliquent, respectivement, que la conclusion de la
Proposition 3.4.1 ne peut étre vérifiée avec G’ = G, et qu’elle ne peut étre satisfaite
pour G’ = (0) que si card £ < 25 — 1, c’est-a-dire 8’il existe ¢ # ¢/, [¢],|t'| < S,

tels que 7y = . Mais ceci entraine que le quotient % (ou, dans le cas (3), % qui,
rappelons-le, ’a remplacé des le début de la preuve) est égal & un rationnel % avec
lg| < 2S; ceci contredit les hypotheses (resp. la propriété (H’) (Lemme 3.8.1) dans
le cas (3)). O

On peut donc extraire une sous-matrice carrée inversible M(«, ), avec
M e MatL1L2 (Z[ﬁaé] [TlvTQ]) y

de la matrice précédente en retenant Ly Lo de ses (25 — 1)T colonnes; on note J;
I’ensemble indexant ces colonnes, et A = det M, de sorte que par construction
Ay = Ao, B) € Q*. Suivant la démarche de [Wal93] (mais avec une présentation
inspirée de [LR99b]), nous allons majorer les dérivées successives [AP) (L, Z(u))|
(Ip| < %Lng) puis en déduire une majoration semblable de |A,,|, pour enfin mon-
trer que celle-ci contredit I'inégalité de Liouville.

3.8.6 Lemme de Schwarz
Soient I C Iy et J C Jp de méme cardinal m (et que 'on assimilera parfois, dans

ce qui suit, & {1,...,m}). On définit une fonction de v = (v;);es € C™ par

¢rs (U) = det (agn)wi (Uj)) i=(r,s)el

j=(t,n)eJ

ot 0. = L et (comme dans [LR9I9b]) o = Lo7, tandis que ¥ = s =
Li+Lo—r—s_r s i
o5 o"(03Z)".

—

Lemme 3.8.4. La fonction ¢r; s’annule au moins a l'ordre Q,, = m (m—_ — T)

2
en chaque point du produit cartésien (Zw)™.

Preuve. On remarque d’abord que chaque fonction ; vérifie ¢; (z+kw) = eX+(Z)qp;(2)
avec Ly (k € Z) indépendante de ; on peut donc écrire pour tout k = (k;) e

¢IJ(U + kw) = det (agn) (eij wl)(vj)) i=(r,s)€l ;

ji=(t,n)eJ
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il suffit donc de montrer que la fonction de v ainsi définie s’annule a 'ordre €,
en l'origine. Le développement de Taylor de 1; a l'origine permet ensuite, par
multilinéarité du déterminant, de se ramener au cas oll chaque ;(z) = 2% est une
puissance de z, avec des entiers I; (i € I) tous distincts; alors tous les coefficients de
la ligne ¢ s’annulent en origine & 'ordre max(l; — T, 0), donc ¢ (v + kw) s’annule
env = 0 aumoins a l'ordre Y, (,;—=T) > > (i—1-T) = W—mT =Q,. O

On applique maintenant a ¢y ; le lemme suivant, qui se déduit de [Wal93], Lemme
7.1 ou de [Gra99], “Théoreme n” :

Lemme 3.8.5. Soit £ une partie de C de cardinal S incluse dans la boule de rayon
r, Q un entier positif et R = Tr, ¢ analytique dans le polydisque D(0, R) de C™ et
s’annulant a l'ordre Q) en tout point du produit cartésien E™ C C"; alors

|¢|7‘ S e—S(2|¢|R-

On choisit ici € = Zw N B(0,r), de cardinal au moins égal & %r. Sit=(t)jes
vérifie
ti| <r/co,
max [tj] < 7/co
on obtient alors g
— 1.0,
|61 (tw)| < e =" 61| r.

Une majoration grossiere (en utilisant la formule de Cauchy pour les dérivées) donne

m
|¢IJ|R S m! (m?.X |1/J7,|R+1) S eCUm(L1+L2)r2

1
|prs(tu)| < exp (—C—er + com(Ly + L2)7“2) .
0

Supposons maintenant m > %LlLQ. Alors Q,, > L18L2

Lo <215, et 'on peut alors prendre

m; on a d’autre part L1 +

pour obtenir finalement le

Lemme 3.8.6. Pour tous I C Iy et J C Jy de méme cardinal m > L12L2, pour

L= (tj)j=(t; n;)es ON @

a0 < exp (~ (L2 La)m).
0

C’est de ceci que I'on va pouvoir déduire, comme annoncé plus haut, une majora-
tion des valeurs \Q(Tf )G(TZ)A(ZZ, Z(u))| (avec une notation similaire & 0% introduite
plus haut, 77 et To désignant toujours les deux variables du polynéme A) pour
p+q< B2

3.8.7 Fin de la preuve

Posons (de méme qu’au paragraphe 3.6.2) 9 = ﬁ = (sn’)719, et, de la méme

maniére que pour 9,, 0" = %5". Rappelons que par définition des polynomes

Qrsnta

Qrant(5,€ L, Z(w)) = 8" | Dy (1€ sn(2), en(z), dn(2)) 12 (07 F ) (tu + 2)|

z=0
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(ot ¢ = (r, s) comme précédemment). On utilise la formule de dérivation des com-
posées, soit ici

GO ﬁg(u)z o),

k<n j=1
i1t Fig=n

k
Qremn& 2. 2(w) = 37 | [[9W)= | x

O (D (s, & n(z), enz), dn2)) 772 ) (00082 (O 54520 1) i)
ki1+ko+ks=k

qui fait apparaitre le premier membre comme une combinaison linéaire des 8§k)¢i(tu)

(k<n):
Qrsnt (ﬁv é; gv Z(U)) = Z Anktagk)"/)i (tu)

k<n

Ainsi donc, les colonnes de M(Z%,Z(u)) s’écrivent comme combinaisons linéaires de
celles de la matrice

(5§")¢i(w)) i=(r,3)€l

j=(t,n)eJg

avec pour coefficients les \,x; de la formule précédente. Pour borner ces derniers,
on majore grossierement le nombre de termes dans la formule les définissant par 47,
le module |O(tu) =1 (tu)| par e%5”, tandis que les dérivations introduisent, d’apres
la formule de Cauchy, tout au plus un facteur ¢l supplémentaire; on trouve ainsi

Li+L
|Anke| < a7 (eCSSZL(Dt)cgeg D") T < g exp (2¢5(L1 + L2)S?) .

Soient & présent p,q € N de somme m’ < LiLs. Nommant £; la ligne d’indice
i dans M, on utilise la formule de dérivation (ligne & ligne) des déterminants pour
écrire

77 g5 Ti 77
a(TZZ)a(TZ)A(;’ Z(u)) = Z det (a(Tl )5(T2 )ﬁz‘(;a Z(U)))

o1t AL Ly =P
T4 AT Ly =4

)
i€l

qui fait apparaitre une somme de déterminants de matrices dont au moins (L1 Lo —
m') des (L1L2) lignes sont non dérivées donc égales aux lignes £, correspondantes.
En développant ces déterminants on voit donc apparaitre (d’apres la formule de
Laplace) une somme de mineurs de taille m = L; Ly —m’ provenant de M(Z,7Z(u)),
multipliés par leurs cofacteurs dans

(950 £:(2 2wy)

i€l

D’apres les calculs faits précédemment, les dits mineurs de M(2,Z(u)) s’expriment
eux-mémes comme combinaisons linéaires de mineurs (de méme taille m) de la forme
¢r1(tu), étudiés plus haut, tandis que leurs cofacteurs se majorent trivialement. De
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ces considérations, on peut tirer les estimations suivantes :

[eF3 Ti 77
det (a; o L2, Z(u)))

U LiL
P DAL 7, ‘ < 172 max
‘ T, YT (w’ ( )) — *0 Ul+“‘+‘:’L1L2:p
1AL Ly =1

i€ly

LiL>
Céle (glg%( dn(L1)> max |det (Qrsm(ﬁ, é, g, Z(U))) PR

<
[ (tm)es
L1L2) (04) (™) n
x max_ldet (047707 Quarn(5,€, 2, 2(w))
< m ) Soitr)<m v > w’ oGNS
L1Lo |
LiLs EnLo) o, m
< o (glg%cdn(h)) 1" max ag™ | max o (tu)]
[t|<S |I|=]J|=m

X max (deg(Tl,Tz)(QrstrJ (Qrstn) dengm)

(r,8,t,n)

Compte tenu de lestimation obtenue plus haut pour |¢;;(tu)|, il ne reste plus qu’a
utiliser la majoration ci-dessus des \,x: et ’on obtient :

‘a(P)a(Q)A 77 Z( ))‘ Lle(L Lo )'LiUTLle (che2c§(L1+L2)Sz)m

’
Ly (T+(Li+L2)S)\ ™
«(ste ) e, lors(t)
I1=]J|=m

1
< exp [2¢§L1Ly (T'log Ly + (L1 + L2)S?)] exp <C—5(L§L2)m)

0

soit, compte tenu de 5T log Ly < L?Ls et

céS S L1 S L2 :
Lemme 3.8.7. Pour tous p,q € N tels que m = L1Los — (p+q) > %LlLQ on a
1
o0 AL 20| < exp (~ aEiLaim ).

Il ne reste plus qu’a écrire la formule de Taylor a 'ordre M = [%] :

A, )= > (a— D - 2(w) 0P 0P AL, z(w))| <
pra=m'<M “ w
exp(—(M+1)V) sup |a¥?a;z>A<z1,zo>|

prq=M+1 171~ dlse”
log—Z(u)|<e—
d’ou
. 1
|[Aa, B)] < (L1L2)2 exp (—Lng mm(ﬁL%Lg, V))
LiLs
+ LiLyexp(—(M + 1)V)(L1Ls)! (SLl CU(T+(L1+L2)SP))

(le dernier terme est obtenu comme 1’a été plus haut une borne pour les “cofacteurs”)

1 1 1
|[A(a, B)] < exp <§L1L2 min(2—05LfL2, V)>+exp {Lng (26%(T + (L1 + L)S?) — §V>}
0
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11 suffit de noter que
LiLy <V

pour conclure

|A(a, B)| < exp (%(sz)%) :
0

On peut maintenant appliquer & A(a, ), obtenu en évaluant en (x,§, o, ) € Q7 un
polynoéme A € Z[X 1, Xo,Y1,Ys, Vs, T, Ts], Vinégalité de Liouville classique [RW97).
Comme )
degr, A < (L1Lo)Ly (i =1,2),
degy, A < ¢o(L1Lo)(T + (Ly + L2)S?) (i = 1,2),
degy, A < (LiLa)eo(L1 + L2)S? (i = 1,2,3)

et
L(A) < (L({“TSLleCo(T+(L1+L2)SP))L1L2 |

cette inégalité de Liouville se révele incompatible avec les inégalités
¢t D(L1 + L3)S”ho < L3 Lo,

et DT (ho +log L1) < L3 Lo,
cdDLy(hy +1logS) < L2L,
liant nos parametres. La démonstration est donc terminée.

Remarque 3.8.2. Pour appliquer la méme méthode a des variétés abéliennes de
dimension quelconque, on aurait besoin d’un lemme de Schwarz hybride entre celui
utilisé ici et la Proposition 7.4.1 de [Wal87], i.e. pour des zéros disposés suivant un
produit cartésien de réseaux de CY, ce qui ne semble pas connu a 'heure actuelle.
Notons qu’un résultat récent de D. Roy ([Roy00]) montre que ceci découlerait par
exemple d’un lemme d’interpolation “satisfaisant” pour les points d’un réseau dans
C9 — qui n'est connu (voir [Mas78a] et [Mas78b], Theorem B) que pour les réseaux
de type CM — woir §3.10.

3.9 Approximation simultanée en dimension quel-
conque

3.9.1 Enoncé du résultat

On reprend les notations du paragraphe 3.5. Soit A une variété abélienne simple
principalement polarisée de dimension g, associée a T € ), supposé étre dans le
domaine fondamental défini dans [Igu72](V.4). Elle est munie d’un plongement
O = (09,...,0n) (dont on omettra le plus souvent la dépendance en 7) de noyau
A =79 4+ Z9T; on pose

J = J, =06(0),
1 60'1'
P= 0
0(0) (8zj( )) 1<i,j<g
0 J ..
@1 00) = (5P

Z1(z) = (011ogoo(2),...,04logog(z2)),
Zo(2) = (21,...,29)'P
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(* dénotant la transposition) et Z = (Zy;Zs2), application méromorphe de C9 dans
C?9. On sera amené & considérer le groupe algébrique G, extension de A par G29
associé a dZ; il est plongé dans un espace projectif PG9+D(N+1D=1(C) de la maniere
décrite au paragraphe 3.4, a ’aide du plongement 6= ég ol w = dZ.

Soient u1,...,u, des points Q-linéairement indépendants de CY; on notera x =
. Dans tout ce qui suit, la notation ||.|| désigne la “norme Sup” dans C™ (quel que

Qs

oit n) tandis que pour z,y € Pn(C),

»n

maxo<i ;<N |Tiyj — T;Yil

maxo<;<n |i| maxo<j<n |;|°

e —yll =

D’autre part, pour tout n-uplet k = (k1,...,k,) on notera |k| = |k1| + ...+ |kn|.

Proposition 3.9.1. Il existe Cy (dépendant de g et p), C1 > 0 (dépendant de g
et d’un magorant de ISmt), Cy > 0 (de g et d’un majorant pour Smt et les |lusl,
i=1...p), C3 >0 (dépendant en outre de C) avec les propriétés suivantes :

1. Supposons J et & = O(u1),..., & = O(up) algébriques. Si D, ho,h1 > Cy et

o= (Ozij) 1155']5;;7 S Matggxp(@)

vérifient
max(h(‘])7 h(gl)a DR h(é-p)) S hOa
max(h(aij)) < ha,
0]

[Q(J,§,2): Q<D

(on note & = (&1,...,&p)) alors, notant u = (u1,...,up), 0N a
o = Z(u)|| = exp(=C262(D, ho, h1))
avec
D (hg +log D) (D(ho + logD)) *
P20 ho ) = = Dhoy) b2 l log(Dhy) ) T

2. Supposons que tous les vecteurs u; appartiennent au réseau A. Si D, hg, hy >

Cy, si J € ]P)N(@) et

o= (OLij)lSiSZg S Matggxp(Q)

1<7<p
vérifient }
h(J) < hOa
max(h(e;)) < ha,
i\
[Q(J,a): Q] <D
alors (notant u = (u1,...,up))
max (|17 = |, la = Z(w)]) = exp(~Cr1(D; ho, b))
avec

91(D, ho, 1) = D (h +log D)* (D(h1 +log D) + D (ho + log D) ) .
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3. Supposons que pour tous S € N* et ¢ = (q1,...,qp) € ZP \ {0} avec ||q|| < S
on ait |
(H) 10g||Q1U1+...+qpup|| > *CSBJFEM(lOgS)*l/Q_

Si D, ho,hy > Co, si J € Py(Q), &1,...,& € Q et
o= (Ozij) 11§<i]g_<2; S Matggxp(@)

vérifient

max(h(J), h(&1), .., h(&p)) < ho,
max(h(ai;)) < ha,

[Q(J,¢,0): QI <D
(€= (&,...,&)) alors (abrégeant (©(u1),...,0(up)) en O(u))

max (|7 = 7,1l = Ol = Z@w)) > exp(~Caea(D, ho, hv)).

Corollaire 3.9.1. Soit A une variété abélienne définie sur Q, (w1,...,way) (repré-
sentants d’)une base de H})R(AJ Q) etu,...,up Q-linéairement indépendants dans
ToA et tels que exp,(u;) € A(Q). On pose k= L.

1. L’ensemble des fouj wi (1<i<2g, 1<j<p)admet pour mesure d’approxi-
mation simultanée

¢1(D,h) = CD*t% (log D)~ '/2(D*" + ).
2. Si tous les uj sont des périodes (éléments de A), on a pour mesure

¢2(D, h) = C(Dlog D)\/* (D(h +1log D) + (Dlog D)Q/"’”) :

Preuve. 11 suffit de vérifier que 'on peut se ramener au cas d’une variété simple
et principalement polarisée. Rappelons a cet effet que toute variété abélienne est
isogene a un produit de variétés simples principalement polarisées.

e Si ¢ : B — A est une isogénie, ¢, son application tangente a l'origine, et
posons, pour j = 1...p, uj = ¢, (v;). Alors [;” w; = [;7 ¢*w;; ceci ramene
la recherche d’une mesure d’approximation pour ces quantités a celle d’une

mesure pour les fovj 7; oul 1; parcourt une base de H} r(B,Q).

e Si A = BxC est un produit de variétés abéliennes, alors H]%,R(A7 Q) est somme
directe de Hjr(B,Q) et H}x(C,Q); ainsi, si u; = (uj,u)) (i =1...p) avec
u, € TyB, uf € TyC, la famille dont on cherche une mesure d’approximation

simultanée contient celle des [ w] ont w] parcourt une base de H}, (B, Q); il
suffit donc de prouver le résultat pour la variété B, ce qui termine la preuve
du corollaire.

O

La preuve de la proposition est encore divisée en cing étapes. Elle est tres
semblable & celle du paragraphe précédent; d’autre part c’est essentiellement, dans
un cas particulier, celle de [Wal97] : seule la nécessité, pour de meilleurs résultats,
de séparer les degrés “abélien” (fonction ©) et “quasi-abélien” (fonction Z) nous
empéche d’utiliser tel quel le résultat principal de [Wal97]. Nous nous efforcerons
donc de ne pas trop nous attarder sur les aspects de cette preuve les plus semblables
aux deux sus-citées.
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3.9.2 Réduction du probleme et définition des parametres

On raisonne par I’absurde, traitant en parallele les trois assertions de la proposition,
et supposant trouvés des J, £, « avec, suivant le cas (resp.)

1. & 3. max (||j —J|IL 1€ = O], la - z<u)||) < exp(—V) avec

(G 1o+ 1)

x|

V =& DR R L2 (1og(Dhg))E -

2. max (||j —J|, lla — Z(u)||) < exp(—V) avec
V=" (Dho)/* (Dl + (DRo)")

ou 'on a posé pour simplifier I'écriture hg = hg +log D, hy = hy +log D. On définit
en outre les parametres suivants :

e dans les cas (1) et (3),

2415 11 1.7 _1_1 Dh 2
T =lco * D¥ 7hi hy'* (log(Dhg)) 37 ((m%hri-fh)],
. Dh 1/k
S=leg/" ( —m—] |,
log(Dho)
E = Dhy,
L= 2 Dho \'" [ Dho 1/2]
P00 \log(Dho) log(Dho)) "
51 1 1/k, — _ Dhy 2
Ly =[eg * D>~ ~hy "hy Y2 (log(Dhe)) /2 ((m%ho-i-fh)];

e dans le cas (2),

T = [cy"" (Dho)* =" (Dhy + (Dho) /" )],
S = [eg/" (Dho) /"),
E =1,
5
Ly = ey (Dho) /"),

Ly = (65" (Dho)™"/* (Dhy + (Dho) /" )].
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On commence par se ramener dans les cas (2) et (3), par plusieurs applica-
tions des théoremes des accroissements finis et des fonctions implicites, au cas ou
J = J et O(u) sont algébriques; dans ce qui suit, “proche” signifie “distant d’au
plus exp(f%)”. Notons que dans le cas (2) les &;, non définis dans 1’énoncé, sont
simplement égaux a ©(u;) = ©(0) = J.

Soit d = W = dim $),; on sait ([Igu72] V.4, Corollary of Theorem 4) que
pour tout T € $y on peut trouver (d + 1) composantes, disons (o, ...,0q) pour
fixer les idées, de © telles que le d-uplet (f1,..., f4) = (Z—é(()), cee Z—z(O)) constitue
un systeme de parametres locaux au voisinage de 7 dans $)4; on ne retiendra en fait
de I'hypothese faite sur J que l’existence d’une approximation pour (oq(7,0) : ... :
04(7,0)). Le théoréme des fonctions implicites permet alors de définir de maniére
unique un 7, proche de 7, tel que (Jo : ... : Jg) = (00(7,0) : ... : 04(7,0)).

On définit ensuite a1, ..., U, proches (resp.) de u1,...,u, tels que O(7,4;) =
&. Ceci provient également du théoreme des fonctions implicites, joint au fait
qu’en tout point u € CY on peut trouver (g + 1) fonctions sigma fournissant apres
déshomogénéisation, de méme que ci-dessus, un systeme de parametres locaux.
Enfin, le théoréme des accroissements finis permet de conclure que Z(ﬂ) est encore
proche de Z(u), donc de a.

Il faut encore voir ce que devient, dans le cas (3), 'hypothese (H) apres cette
réduction.

Lemme 3.9.1. Sous les hypothéses ci-dessus, u1,...,up, vérifiant U’hypothése (H),
les points Uy, ..., Up construits ci-dessus vérifient

(H") Vg=1(q1,...,qp) € Z°\ {0}, ]l¢]] <28 = qit1 + ... + gplip # 0.

Preuve. 11 suffit de remarquer que, les %; étant proches des u; au sens ci-dessus,
q1U1 + ... + gptip, = 0 impliquerait que qiu; + ... + gpu, est proche de zéro, ce qui
contredirait I'inégalité

c0S%F 3 (log§)"2 <V

que satisfont nos parametres. O

Tout ceci nous permet donc de supposer dans la suite J = J, & = O(uy)
(i = 1...p), a condition de remplacer I'hypotheése (H) par (H'); on pose alors
Ko =Q(J) et K = Ko(€, ). On sera amené, de maniére & pouvoir les traiter en
parallele et avec concision, a noter p = 2, p = 0, p = 2 dans les cas (1), (2), (3)
respectivement.

3.9.3 L’astuce de Baker-Coates-Anderson-Chudnovsky

On sait (voir [Dav91], Théoréme 3.1) que pour tout z € C 'une au moins des fonc-
tions o; (i = 0...N) est minorée (en valeur absolue) au point z par exp(—co|z||?);
pour z =tu = tius + ...+ tpu, (t € ZP) on notera O, une telle fonction.

Dans le lemme suivant X, Y, Z, T désignent des familles de (resp.) (N + 1),
p(N +1), (N+1) et (2gp) variables, toutes indépendantes. Les fonctions oy, ..., 0,
étant encore choisies comme au paragraphe 3.5 on pose f; = Z—O pour:i=1,...,g.

Lemme 3.9.2. I existe des polynomes D € Z[X], D: € Z[X,Y,Z], Qrstn €
Q[X,Y,T] avec les propriétés suivantes. Quels que soient t1,...,t, € Z et r € N?9,
s € N9 avec |r| < Ly, |s| < L2 on a, pour z € CY9 dans un voisinage de l'origine,

/o) Li+Lo o0 Li+4+Lo o1 s1 o Sg
D — — — U gt 7"
(reme) @) &) ()
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- Y Q) (55) @

neNg

avec Dy (J,f, %(0)) # 0. D’autre part
degX Qrstn < CO(|n| + (Ll + L2)|t|p)a
degy Qrstn < co(L1 + L2)[t[?,

degT Qrstn S |T’|

et
L(Qratn) < (14 [t])Irlejpl+(EatLa)lt”,

de méme Dy a tous ses degrés partiels, ainsi que le logarithme de sa longueur,
majorés par co|t|P; de plus degré et longueur de D sont bornés en fonction de g
seulement. Enfin on a, pour tout n # 0, dp(|r|)Qrstn € Z[X,Y,T], dn(|r|) étant la
quantité introduite au Corollaire 3.6.1.

Preuve. La Proposition 3.5.2 (nous omettons encore le cas (1)) permet d’écrire,
pour chaque fonction o; (i = 0...g) et chaque composante (; (j = 1...g) de Z;
(en notant pour simplifier écriture ©(z) = 6(z;0)),

o _ Ai(O(tu); ©6(2))
0, "= Cle(m)0())
G BB 6()
6, ") = C6(u):62)

ou A;, Bj,C sont a coefficients dans K. On utilise ensuite, pour exprimer O au
point tu = tju1 + ...+ t,u,, une nouvelle fois la formule d’addition (Proposition
3.5.2) ainsi que la formule de multiplication 3.5.4, qui nous dit que le vecteur ©(tzuy)
(k=1...p) est colinéaire &

(Mot, (©), ..., My, (©), Mo, (©), ..., My, (0))(ur).

Les quantités g-(tu + 2), ”'t (tu + z) deviennent donc des fractions rationnelles en

les valeurs de © aux points ux d'une part, au point z d’autre part, de numérateurs
et dénominateurs homogenes de degrés au plus colt|” en les premiéres et 2 en la
seconde. Déshomogénéisant par rapport & og(z), & (tu+2),

CJ (tquz) comme des fractions rationnelles, a coeflicients dans Ky, en les Valeurs de

@ aux points ug, et au point z, de 6—06 Cette derniere application, dont ’expression

fait intervenir d'une part les fonctions Zt, d’autre part les fonctions

dioi _ 0i Qo9 %

00 0o 0o UO

(I=1...9), peut d’apres la Proposition 3.5.1(2 ) se réécrire en fonction seulement
des ZO et 61“". Il ne reste plus maintenant qu’a substituer & ces dernieres, ainsi
qu’aux composantes de Zo dont on n’a pas encore parlé, leurs g-développements
respectifs et a invoquer le Corollaire 3.6.5 pour obtenir le résultat cherché. o
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3.9.4 Construction d’une matrice algébrique inversible

On forme la matrice Mg dont les coefficients sont les

dn(Ll)QTstn(Ja €7 CY),

les lignes étant indexées par les (3g)-uplets (r, s) (|r| < L1, |s| < L2) et les colonnes,
par (t,n) ([t|] < S, |n| < T); ici et dans la suite J et & désigneront en fait des
déshomogénéisations des points correspondants de Py (Q), par rapport aux coor-
données de plus grand module dans C. On notera Iy et Jy les ensembles indexant

les lignes, resp. colonnes de M.
Lemme 3.9.3. La matrice M est de rang mazximal, soit L3 L.

. ;. < 2 . . . . e 4.
Preuve. Supposons ce rang inférieur & L7 L3; alors il existe une combinaison linéaire
nulle non triviale de ses lignes :

n| <T, [t <S= > MiQramn(J.§ ) =0.
Irl<Ly
lsl<Ly
Le groupe algébrique G étant plongé dans un espace projectif de la maniere décrite
au paragraphe 3.4, on définit le polynome homogene

P(Xo,. ., Xogrny(v+1)-1) =

2g
Li+Lo—|r|—|s| ys1 s T
> A X Xt X T Xiiven
Ir|<Ly i=1

[s|<Lg

ainsi que

0 0
V—Vect(c (a_zl”a_zg)

dans l'espace tangent de G naturellement identifié & C9 x C29. Enfin, I’ensemble £
est formé des points v: € G(K) (|t| < S) définis comme suit. Le point v; est 'image
par O de

(zyw1, ..., waq) = t(u; o — Z(w));

Ihypothese (H') (cf. Lemme 3.9.1) ci-dessus assure que pour ¢ # t’ on a tu # t'u.

Alors, de la méme maniere qu’au paragraphe 3.8, la propriété des A, traduit
exactement I’annulation a ’ordre 7" le long de V de P sur ’ensemble £. On peut donc
appliquer la Proposition 3.4.1, dont on reprend les notations, qui affirme I’existence
d’un certain sous-groupe algébrique propre G’ de G. Or, la variété A étant supposée
simple, de tels sous-groupes se répartissent en deux catégories :

e G'CG®cCG
Alors, tout d’abord,
d=g.

D’autre part, si deux points ¢ et 7 sont congrus modulo G’ alors leurs
projections sur A sont égales, ce qui entraine (t—t')u € A; ainsi, en supposant
pour fixer les idées que uq, . . ., up, sont de torsion alors que les (p—pog) vecteurs
u; restants sont indépendants modulo A, v+ — v € G29 sera une somme (&
coefficients dans Z) des (pg) premieres colonnes de la matrice a. Or on sait
(voir la preuve du Lemme 3.4.1) que les vecteurs Z(u1), ..., Z(up, ), formés de
quasi-périodes associées a des périodes indépendantes sur 7Z, sont eux-meémes
C-linéairement indépendants; c’est encore vrai, du moins pour ¢y donc V
assez grand, de leurs approximations que sont les colonnes correspondantes
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de la matrice «. Ainsi la matrice (rectangulaire) (o) 2g est de rang

=1...pg
maximal po; le sous-groupe G’ ne peut donc pas contenir plus de (dim G’)

éléments linéairement indépendants (sur Z ou C, c’est ici équivalent) du sous-
(groupe/espace) engendré par ces py premieres colonnes de o. On en déduit,
avec les notations de la Proposition 3.4.1,

i=1...
ij=1

Spfmin(p,dim G')Tg < COL%g—dim G/Lg

soit
2—% dim G’

Sﬁ—min(m,% dimGl)T < C(l)/ng L2

ce qui meéne & une contradiction pour les valeurs 0 et min(k,2), donc aussi
toutes les autres, du quotient édim G’ — ceci, en vertu des inégalités

/9L3Ly < TS,
S < L.

G’ contient Gy, ’extension universelle de A par G¢

Alors G/G’ est isomorphe au quotient de G/Gy ~ GY par un certain sous-
groupe G* de dimension strictement inférieure & g; d’ est alors égal & (g —
dim G*), et l'on trouve

TgfdimG SN/TgfdimG SCOL?*dlmG

)

incompatible, 1a encore, avec notre choix de parametres.

On peut donc extraire une sous-matrice carrée inversible M(a), avec

M € Mat 20,5 (Z1J,€][T])

(T étant, comme plus haut, une famille de (2gp) variables indépendantes) de la
matrice précédente en retenant L = L%g L3 de ses colonnes; on note J; ’ensemble
indexant ces colonnes, et A = det M, de sorte que par construction A,, = A(a) €

Q.

3.9.5 Lemme de Schwarz

Soient I C Iy et J C Jp de méme cardinal m (et que 'on assimilera parfois, dans
ce qui suit, a {1,...,m}). On définit une fonction de v € C par

o1 (U) = det (05")1% ('Utu)) i=(r,s)el

j=(t,n)eJ
ol 0, = (%,...,a—ig) et pour tout n € N9,
1 1 o\™ o\"
n! nil.. . ng! \ 021 0zg4
tandis que

0_1 S1 o Sg

Li+L g

Vi = Pps 2001 : <_) <_> Z".
0o o]

83



Lemme 3.9.4. La fonction ¢;; s’annule au moins a l’ordre

g2

Qn=m|——m"9—29—T
m<<g+1>em g >

en lorigine.

Preuve. Le raisonnement de [Wal97] (§5(d), Premier pas et Lemme 5.2) conduit &

Al
QermTZA( ) Z( g)
<““)( -0 G- )
— A _ A
g g+1 g A+g g+1
ou 'entier A est défini par
<A+gl>§m§<A+g);
g g
_AA-Dg
(A+g)g+1)

s (7)< Gnen)

entraine % > %ml/g d’ou, notant Y = %ml/g,

il s’ensuit
Qo +mT >m

g(Y — 1) g
Qm+mszm[gY(g+1)]2m<g YZg).

On applique maintenant a ¢rs le lemme de Schwarz élémentaire suivant :

Lemme 3.9.5. Soient R > 1, Q) un entier positif, ¢ analytique dans le disque
D(0,R) C C et s’annulant & Uordre Q@ en Uorigine; alors

6(1)] < R=%|¢|r

Une majoration grossiere (utilisant la formule de Cauchy pour les dérivées) de
|¢I.]|R donne

|¢IJ|R < ml! (max |1/}i|CoSR+1)m < ecom(L1+L2)(SR)2
d’ou
[prs(tu)] < exp (—Q log R + Com(L1 + LQ)(SR)2)

Supposons maintenant m > 1L Alors Q,, 2 L $Lom; on a d’autre part L+ Lo <

2L, et I'on peut alors prendre
1Ly

R=—=1
Cos

pour obtenir finalement le

Lemme 3.9.6. Pour tous I C Iy et J C Jy de méme cardinal m > %, pour

t= (t )] (tjm;)eJ ON G
1
|1 (tu)| < exp (—(Ll/g)mlog E>
co

(voir plus haut, en début de preuve, la définition de E).
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3.9.6 Fin de la preuve

Notons (de méme qu’au paragraphe 3.6.2) 9, = 6;?1, ey O = a%g les dérivations
a5
"“)1§i§g
maniére que pour 9,, 0" = %5" pour tout n € N9. Rappelons que par définition
des polynomes Qsnt,

correspondant au systeme de parametres locaux en 0 ( fi= et, de la méme

B Ie) Li+L2 P
0 2=0
(ot i = (r,s) comme précédemment).
On utilise la formule de dérivation des composées, soit ici
g ki4...+kj
EED IV | (N N
keN9 i1,y i1 €N j=1 \l=ki+...+k;j_1+1
[k|<In]| i1t g =1
ainsi que la formule de dérivation des produits, pour finalement trouver
g ki+...+k;
Qront(J,€,Z(w) = D(I)" Y~ > 11 [T %% x
keNd Q1,00 i1 €N j=1 \I=ki+...+kj_1+1

[k|<|n| i1t =

Li+Lo>
o (Dt (1626) ) (0).08%) (07 54 (1).OL s ()
li+l2+1l3=Fk

qui fait apparaitre le premier membre comme une combinaison linéaire des 8§k)¢i(tu)
(1] < In]) :
Qront(J,€,Z(u) = D Akt i (tu).

|k|<In]
Ainsi donc, les colonnes de M(Z(u)) s’écrivent comme combinaisons linéaires de

celles de la matrice
(0 ittn)) _ere

i=(t,n)€Jg

avec pour coefficients les A\pi: de la formule précédente. Alors pour tout g € N29P
avec |g| < L, posant || = m’ et m = L —m/, on trouve exactement comme au
paragraphe 3.8.7 (le calcul étant identique) :

09 Az(w))| < (L) Lip ™ (afrhe T et EsT)

’
2 m
x (SLleco(T+(L1+L2>SP)) max [¢r(tu)|
ICIg,JCJg
|[=171=m

1
< exp [QC%L (Tlog Ly + (L1 + Lg)SQ)} exp (——(Ll/g)mlog E)
Co
soit, compte tenu de céTlog L1 < L%LQ log E et
5SS < Ly < Lo,

Lemme 3.9.7. Pour tout q € N?9P tel que m = L — |q| > %L on a

‘a(q)A(Z(u))‘ < exp< L (Ll/g)mlogE> .

Co
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Il ne reste plus qu’a écrire la formule de Taylor a 'ordre M = [%] :

Al@) = > (a—=Zw)?0DAZ(w)| <

lgl=m’<M
exp(—(M + 1)V) Z sup |0 A(z)]
lq|l=M+1 le=Z(w)||<eV
d’ott
1
|A(a)| < (L)*P exp (me(2—L1/9 log E, V)>
Co
2 P L
+ L2 exp(—(M + 1)V)L! (SLleco(T+(L1+L2)S >)
et enfin

1 1 1
|[A(a)| < exp <§L min(Q—COLl/g log E, V)>+exp {L (203(T + (L1 + L2)S?) — EV)] .
Il suffit de noter que
LY9l0g E = L2Lylog E < ¢oV
pour conclure

1
|A()] < exp <—L1+; log E> .
500

On peut maintenant appliquer & A(a), obtenu en évaluant en (J,§, a) € QN (r+1)+29p
un polynéme A € Z[X,Y,T], 'inégalité de Liouville classique [Wal92]. Comme

degr A < LLq,

degy A < ¢oL(T 4 (L1 + L3)S?),
degy A S C()L(L1 + LQ)SP
et
L(A) < (LﬁOTSLleco<T+<L1+Lz>sp>)L

)

cette inégalité de Liouville se révele incompatible avec les inégalités
coD(Ly + L2)SPho < L2Lylog E,

coDT(hg +1logL1) < L3Lylog E,
c3DLi(hy +1ogS) < LiLylog E
reliant nos parametres. La démonstration est donc terminée.

Remarque 3.9.1. Utiliser la méme méthode de démonstration pour de l’approzimation
simultanée en dimension quelconque avec périodes pose (entre autres, voir para-
graphe 3.8) un probléme au niveau du lemme de zéros; notamment, dans le cas
d’un sous-groupe obstructeur G' C G29, il peut a priori arriver que les colonnes de

la matrice a appartiennent massivement a G' sans que les vecteurs Z(uj) qu’elles
approchent ne vérifient de condition similaire, de sorte que (en gros) l’on ne peut
regagner grace a la périodicité des fonctions (en construisant la fonction auziliaire
directement sur le quotient ad hoc du groupe G de départ) ce que l'on perd au niveau
du lemme de zéros.
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3.10 Approximation simultanée avec multiplication
complexe

3.10.1 Enoncé du résultat

On reprend encore les notations du paragraphe 3.5. Soit A une variété abélienne
de dimension g simple et principalement polarisée, & multiplication complexe donc
définie sur un corps de nombres Ky, avec A(C) ~ CI/A ou A = A, = Z9 +
Z9T, T € ), étant encore supposé appartenir au domaine fondamental de [Igu72]
IV.4. La famille (duq, . . ., dug, do1 log oy, . . ., d0, log 0g), ot 9; est définie comme au
paragraphe 3.5 et les formes linéaires uy,...,uqy sur C9 vérifient d;u; = §;5, forme
une base définie sur Ko de H}, (A, C). On note également A = (A,...,\g,) une
base de H1(A,Z).

Proposition 3.10.1. Soient wi, ... ,wy linéairement indépendants dans H})R(A7 C),
de coordonnées p; = (pij)i<j<2g (1 = 1...f) dans la base ci-dessus. On suppose
que pour un certain entier ¢ < 2g on a

Aj

Alors la famille formée par les coefficients pi; (i=1...f, j=1...2g) et les quasi-

périodes n;; = fx wi i=1...f, j=1...q) admet pour mesure d’approzimation
J

simultanée la fonction

¢(D,h) = CD(h + log D)(Dlog D)%/?
ot C est une constante dépendant des paramétres (A, w;).

La preuve est assez différente des deux précédentes; en particulier elle utilise une
fonction auxiliaire et non un déterminant d’interpolation. Elle est divisée en quatre
étapes.

3.10.2 Définition des parametres

On va démontrer la proposition par ’absurde en supposant trouvés des nombres
algébriques ¢;; (i =1...f,j=1...q) et v; (i =1...f, j =1...2¢g), de hauteur
majorée par h et engendrant sur Ky (ou sur Q) une extension K de degré majoré
par D, contredisant sa conclusion pour une valeur “assez grande” de la constante
C. On suppose donc que

max([le = 7], [|x = v[]) < exp(=V)

avec
V = ;¥ Dh(Dlog(Dh))4/?7,

ou 7, € (resp. u, v) sont des matrices de taille f x ¢ (resp. f X 2g) regroupant les
quantités n;;, €;; (resp. wij, vij), h = h+log D et ¢y est une constante “assez grande”.
On posera également (nous compléterons plus tard cette liste par un parametre Lq) :

S = [c3(Dlog D)/,
S = [cg? *(Dlog D)'/?],
Lo = [cg”*(Dlog D)),

h
Ly = [CéOgH(D log D)q/Qf@]a
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h
T = [t "% (Dlog D)Q/2f@].

On définit les différentielles w1, ...,Wr comme celles ayant, dans la méme base
(dus,...,dug,dorlog oy, ...,d0glogog) que précédemment, les coordonnées (v;;) en
lieu et place des p;;. Quitte & modifier les v;;, on peut supposer qu’ils ont encore
toutes leurs quasi-périodes nulles suivant Agy1, ..., A2g; on note alors 7 la matrice
2g % q des quasi-périodes restantes, qui sont “proches” (distantes d’au plus exp(— %))
des n;; correspondantes.

Pour tout sous-espace E C K/ de codimension f’ > 0 correspondant & un
sous-groupe G’ défini sur K de G, notons N(E) le cardinal de I'image modulo F
de ¥ = €Z(5)?, ou Z(S) = {t € Z,|t| < S}. On désigne par Ey un sous-espace
minimisant la quantité N(E)l/fl, et 'on pose fo = codim Ey, Ny = N(Ep). Nous
pouvons & présent définir le dernier de nos parametres, par

1/f
L= [(2039+1N0) 0:| ,

qui est majoré par Lg (celui-ci correspondant & E = (0)).

3.10.3 Construction d’une fonction auxiliaire

On reprend les dérivations 01, ..., 5g du paragraphe 3.6.2 et I'on note, pour ¢ =
1...9, A; = Z—g Pour tout i = 1,..., f, on désigne par H; la primitive nulle en 0
de la forme différentielle, combinaison linéaire des du; et dd; log og, représentant la
classe w; € H}p(A). Pour tous entiers non nuls s € N avec |s| < Ly et r,n € N9,
t € N29 quelconques, posons

dn(L1)0™ [(ATH®) (M + 2)],_o = Qratn(J; 137);

ici la notation d, est celle du Corollaire 3.6.1, et d’autre part on désigne encore
par J la déshomogénéisation (1, Zt, ..., 2¥) du point correspondant de Py (Q). Les
principales propriétés des polynomes @, s, ainsi définis se déduisent aisément du
Corollaire 3.6.5; leur degré en les deux dernieéres familles de variables n’excéde pas
L.

Pour construire notre fonction auxiliaire F' = P(A4,..., Ay, H1,...,Hy), ou P
est un polynéme, on va résoudre le systeme

(S) : Z frsQrstn(J; V;E) =0 (‘t| < S’ |n‘ < T)

|s|<L1,|r|<L2

dont les inconnues sont les coefficients f,.s de

P(X;Y)= Y £ X"Y* € ZJ;v;€[X; Y],

|r|< Lo
[sI<Ly

de degrés partiels en J, v et € bornés par (resp.) T, L1 et Ly (noter que Ly < T).

Introduisons l'extension G' de A par G] associée & @1,...,@y; on la suppose
plongée dans un espace projectif de la maniere décrite au paragraphe 3.4. L’ensemble
£ = & sera formé des points 74, t € Z(S)9, de G(K), images par © de (resp.) :

(z;we) = (A€ — M)t

Pespace V est engendré par les dérivations % (i=1...g) dans l'espace tangent de

G identifié & C9 x C/ via l'application ©. Alors le méme raisonnement que dans

88



[PW88](§6(c)), combiné a I’astuce de [Phi96] §8, montre que, pour tout sous-groupe
algébrique propre G’ de G, le systéme (S) a, sur K, un rang majoré par

co deg(GN'TY LI~V 19~

ou N', d', I', a’ sont les quantités attachées & G, G’, & et V dans la Proposition
3.4.1. Nous utiliserons cette remarque avec, pour G’, le sous-groupe de G{: c G
associé au sous-espace Fy défini plus haut; alors N’ = Ng, d =g, a’ = g, ' = fo,
deg G’ est borné.

Apres avoir éliminé du systeme (5) les équations redondantes, développant en-
suite les f,.s comme des polyndémes en v et € on le traduit en un systeme a coefficients
dans Z, d’inconnues les coefficients des polyndmes F.4 tels que fr.s = Frs(J;v;€).
Ce faisant, on multiplie les nombres d’équations et d’inconnues par, & une con-
stante pres, la méme quantité LgQgJFQ)f TN leur rapport reste donc essentiellement
inchangé. On applique le lemme de Siegel (voir p.ex. [GMWS86], Lemme 1.1) au
systéme ainsi obtenu, qui peut s’écrire

(S/) Z FrsQrstn =0

|s|<Ly,|r|<L2

ou (n,t) décrit une certaine partie de ’ensemble indexant les équations de (S);
I'inégalité

ENTI < LI°LY
assure, en vertu des remarques faites plus haut sur une majoration du rang du

systeme (), I'existence d'une solution non triviale (F}.s)|r|<L,,|s|<L, dont la hauteur
(maximum des coefficients) est essentiellement majorée par celle du systéme, soit

exp(cO(T 10g L1 + Ll))

Reste que les polynémes F,., ainsi obtenus pourraient a prior: s’annuler tous au point
(J;v;€). Pour parer a cette éventualité, utilisant une astuce apparaissant (par ex-
emple) dans [Phi88], on définit p € NV+/(29+9) comme le plus petit (dans 'ordre

lexicographique) ordre de dérivation tel que 'une des dérivées divisées oL )Frs (on

;s ni+...+n

note, comme dans les paragraphes précédents, Gén) =1 o ) ne s’y an-
nit...Ngl 9z t...0zy

nule pas. On définit alors, pour tous r et s, F.s = ai’”Frs, dont les coefficients

admettent encore un majorant de la forme ci-dessus; les coefficients f.s sont finale-
ment définis par f,.s = Fp.s(J;v;¢€).

3.10.4 Construction d’un nombre algébrique non nul

On va maintenant appliquer le lemme de zéros (Prop.3.4.1) & G et V définis ci-dessus,
mais en prenant cette fois pour £ non plus 'ensemble £y mais celui, légerement plus
gros, des v; (méme notation que ci-dessus) avec t € Z(S’)?. Voyons ce que devient
alors 'inégalité
N'TY <L LV

du lemme de zéros. Tout d’abord, comme tous nos points 7; appartiennent en fait a
G/, la valeur de N’ ne dépendra que de la “partie linéaire” E = G’ NG/ de G’, qui
par ailleurs détermine également I’ = f' = f — dim E. D’un autre coté, la “partie
abélienne” 7(G’) obtenue par projection de G’ sur A = G//Gf détermine la valeur
a' =g —dim7(G’), qui est aussi un minorant de d’. On trouve alors

N'(BE)T* < L8 L{

ou N'(E) désigne le nombre de points ¢, t € Z(S")4, distincts modulo E.
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Notons que N'(E) ne peut étre réduit & 1. En effet, cela impliquerait que G’
contient tous les points 7;; or, du fait que pour V assez grand la matrice € est,
comme 7, de rang f, ceci équivaut & f’ = 0. Il viendrait alors T* < c¢L§ qui,
puisque

COLQ S Ta
est impossible & moins que a’ ne soit nul, mais dans ce dernier cas on aurait en fin
de compte G’ = G, ce qui est exclu.

On peut donc, toujours en vertu de I'inégalité ci-dessus entre Lo et T', conclure
a une inégalité

N'(E) < cL{
avec N'(E) > 1, ce qui signifie que les 7; engendrent dans G /FE un groupe de rang
non nul; on a alors N'(E) > %/N(E) de méme que N'(Ep) > %NO. A présent,
I'hypothése faite sur Ey donne N (E)Y/f" > Ng/f", et de l'inégalité N'(E) < cL{/ on
déduit finalement ("> N3//° < ;. Ceci est faux, d’ott I'on déduit finalement
que ’hypothese du lemme de zéros n’était pas vérifiée.

Si I'on pose

Gnt = Z fTsQrstn(J; V;G)a
|s|<L1,|r|<L2
ce qui précede nous assure que 'une des quantités Gz, S < [t| < S et |n| < T, est
non nulle. Plus précisément, on peut choisir ng et tg tels que

[ ] Gnoto 7& 0,
e pour |n| < Ty = |no|, Gnt, = 0;
e pour |t| < Sp = [to] et [n| < T, Gpy = 0.

Le nombre algébrique G, est alors de degré au plus D et (d’apres ce qui
précede) de hauteur

h(Groto) < cg[Tlog L1 + L1 (h + log S)]
donc, d’apres l'inégalité de Liouville,

log |Gyty| > —c2D[T'log D + Lyh).

3.10.5 Majorations analytiques et fin de la preuve

Rappelons que par définition des polyndémes Qsin,
Qrant(Ji ) = 0 [(ATH®) (M + 2)], g

On peut alors utiliser la formule de dérivation des composées

g ki4...+kj
o= 3 S O] TS
keNg DYy i‘k‘GNg j=1 l=ki1+...+kj_1+1

[k|<|n| i1y =n

ainsi que la formule de dérivation des produits, pour finalement trouver

ki+..+k;

Qratn(Jspin) = Y > 11 I1 0"z | | 0 (AH®) (\t)

kENY il,m,iwew j=1 l:k1+,,,+kj,1+1
[k|<|n| FERNERIESS
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qui fait apparaitre le premier membre comme une combinaison linéaire des quantités

o (ATH*) (1) ([K| < In]) :
Qramn (i) = Y A0 (ATH?) ().
|k[<|n]|
Lorsque I'on multiplie ceci par f,s puis somme sur (r,s), il vient :
ZfrsQrsm (Tiwm) = > Xax (99F) ()
[k|<|n]

. . . , T
quant aux coefficients A, ils sont majorés par cj .

D’autre part, on déduit du lemme 5.5 de [Wal97] que pour tous |n| < T et
|t] < S" on a

v
1Og|Qrstn(J;,u;77) - Qrstn(J; V;6)| < —5;

combiné & I’égalité précédente cela donne, pour |n| < T et [t] < S’ :
14 or (k)
(Gutl < exp(~) + &7 max | (90 F) (x)
4 E<n

ou k < n signifie que chaque composante du premier g-uplet est inférieure a celle
correspondante du second. En particulier, compte tenu des hypothéses faites sur
no et to, étant donné que log |Gpt,| > —c3D[T log D + L1h] et

cgD[Tlog D + L1h] <V,

on a

a§k>F(At0)’ > —2¢2D[T'log D + L1 A).

log max
k§n0

Inversement, on peut exprimer les aék)F()\t) a partir des > . frsQrstn(J;5 p5m)
et écrire

ni+...+n;
i) 93
IVFO) = Y 3 H [T 822 )| X fraQuam (s piim),
neNg DYy 1‘71‘51\’9 7j=1 l=n1+...4nj;_1+1 0 T8

n|<l|k ; L
In|<I|k| i1t =k

d’ot1 'on déduit de méme, d’apres le choix fait plus haut de ng et tg, que pour
[t] < So = |to| et |k| <T on a

log [0 F(M)| <~

On applique maintenant le lemme d’interpolation qui suit a la fonction G =
OL:+l1p ot © désigne une fonction entiere d’ordre 2 telle que les OH; et OA;
soient entieres — les H; étant combinaisons linéaires des fonctions u; et 0log o, on
peut prendre © = oy.

Lemme 3.10.1 ([Mas78a], Lemme 7). Soit A C C9 le réseau des périodes d’une
variété abélienne a multiplication complexe; il existe ¢ > 0 telle que, si R > 1 et
R’ > 2R sont deux réels, f une fonction analytique dans C9, E une partie ¢ N
éléments de A contenue dans le polydisque D(0, R), et T un entier, alors

1 NT R\ TH
|flrr < |flerr exp (_EW) + (?) max ’agn)f(S)‘
In|<T
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On prendra des rayons R et R’ égaux, a une constante pres, a Sy, T égal a
lui-méme et, pour ensemble F, ’ensemble des At avec |t| < Sp; ainsi N > %Sgg et
1_NT 1 a2
cR29-2 Z gTSO

Pour |n| < T, on a

6§")G — aén)(@L2+L1F) _ Z agnfk)®L2+Lla£k)F;

k<n
or, en sa qualité de fonction théta, © vérifie pour r > 1
log [0, < cor?
et méme, d’apres la formule de Cauchy,

log

8§"7k)®’ < cor?;

il s’ensuit, compte tenu de la majoration obtenue précédemment pour |F (k) (At)] et
du fait que 3 L2(S")? <V, que

(n)
log max ‘8Z G(s)

In|<T

ol <

Sf

D’autre part, on sait que les OH; et ©A; sont des fonctions entieres d’ordre 2;
il s’ensuit, puisque log |f,s| < 2T log D, que

10g |G|cR’ < COLQSg.

Les deux estimations précédentes, reportées dans I'inégalité du lemme, four-
nissent finalement, au vu des inégalités

1
g L2S5 < TS5,
0
2 "2
C()TSO S CoT(S) S V,
la majoration (pour |n| < T)

1
1 ‘8(7”0‘ < ——_TS2
08 |% R 227"

ainsi en particulier

1
log [0 G (Mo)| < — =TS
2c§

Enfin, un calcul semblable & celui détaillé plus haut permet de repasser de la fonction
G a F pour conclure a une majoration

1
log |[F™ (Mto)| < —=—5T52,
3¢

en contradiction avec la minoration établie plus haut, provenant de I'inégalité de
Liouville — en effet
cSDlogD < S*

et
SDLh < TS?

impliquent
1
2¢D(T'log D + Ly1h) < FTSQ.
0

La démonstration est donc terminée.
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3.11 Indépendance algébrique de quasi-périodes en
dimension quelconque

Proposition 3.11.1. Soit K un sous-corps de C, A une variété abélienne de di-
mension g définie sur K, A = (A1,...,\yg) une base de H1(A,Z), m,...,ny des
éléments indépendants dans H},p(A, K). On pose, pour 1 <i < f et 1< j<2g,
Nij = fAj n; et l'on suppose que, pour un certain entier ¢ < 2g :

e pourtousi=1...fetj=1...q, 7; € K;
o pourtousi=1...fetj=qg+1...29,n;5 =0.
Alors si 2f > q, le corps K a un degré de transcendance au moins égal a 2.

Ce résultat a pour cas particuliers non seulement le théoreme 3.2.1(1), mais
aussi (lorsque ¢ = 2¢) le raffinement suivant du théoréme 3.2.2 :

Théoréme 3.11.1. Soit A une variété abélienne de dimension g définie sur K C C;
le corps engendré sur K par l’ensemble des périodes de g + 1 quelconques de ses
différentielles de deuxieme espéce, indépendantes sur K, a un degré de transcen-
dance (sur Q) au moins égal o deu.

Preuve de la proposition. Raisonnant par I’absurde on suppose degtr K = 1, un
résultat classique ([Wal87], Corollaire 5.2.4) assurant que ce degré n’est pas nul.
On pose donc K = Q(6, ) ol 6 € C est transcendant tandis que « est entier sur
Z[0]. On note ensuite P = (P1,...,P,) une base de transcendance sur K du corps
K(A), qu’on supposera identiquement nulle en 0 (on peut, avec les notations du
paragraphe 3.5, la prendre égale a (g—;, . Z—i)) et Z = (Z1,...,Zy) les primitives
nulles en 0 d’une famille de formes différentielles de deuxieme espece représentant
(resp.) m,...,ns. Enfin on notera p = 2¢g — ¢ le nombre de périodes que partagent
les P; et Zj.

Dans ce qui suit, ¢y désigne une constante “assez grande” dépendant des données
(A, m;, \j etc.); d’autre part nous poserons, pour tout N € N assez grand,

S = N2(g+2f)
T — N4(g+2f)-2
L = N4+2f)-3

Définissons une fonction méromorphe sur C9 par F' = P(0; P;Z), P € Z[X;Y; Z]
étant un polynoéme en (1 + g + f) variables avec degy P < T, deg(y,z) P < L. On
considere le systeme d’équations

FY(EN) =0 (veN, |v| <T,keZ, |kl <9)

d’inconnues les coefficients du polynéme P, ou l'on note, pour un g-uplet v, |v| la
somme de ses composantes, pour un (2g)-uplet &, ||| la plus grande des valeurs ab-
solues de ses composantes, et enfin kw = kw1 +...4+kagwa,. Le systeme d’équations
précédent est équivalent a

() 8% [FkhA+2)],_ (v EN, v < T,k € 229, k| < 5)

ot OV = o 1 ” O ... 0y, les dérivations 0; étant celles introduites au paragraphe
g

3.6.2. Compte tenu du fait que les Z; et P; ont p périodes communes, il n’y a ici

que (QS)q(T;rg) < ¢pS9TY équations (& coefficients dans K) & résoudre. D’autre

part, par construction des Z; on a Z;(kA + 2) = Z;(2) + kimia + ... + kogni2gs
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tandis que la forme des dérivées ) en 0 des mondémes en les Z; est donnée par le
Corollaire 3.6.5. Tout ceci permet de réduire (S) & un systéme & coefficients dans
Z de c3SITI9+! équations & LI T inconnues, de coefficients majorés (en valeur
absolue) par ¢oT log N; I'inégalité

2628979 < 2¢28%/ 119 < 977
assure alors l'existence des P et F' cherchés avec de plus log L(P) < 2¢T log N, ot
L désigne la longueur (somme des modules des coefficients d'un polyndme).

Lemme 3.11.1 ([Vas96]). Si Q € C[Y; Z], de degré strictement inférieur a L, est
tel que la fonction F = Q(P;Z) s’annule a U'ordre (L+1) en tous les points kA avec
k|| < L+1, alors Q = 0.

Pour nous, ceci implique que F' ne peut s’annuler a ’ordre T en tous les points
kX, [[k]| < T, puisque
L<T;

soient donc vy et ko tels que Ty = || < T, So = ||ko|| < T et
e vo = W) [F (koA + 2)],_o # 0;
e [' g’annule a l'ordre vy au point kgA;

e pour tout k € Z?9 avec ||k|| < So, F s’annule au moins & l'ordre T' au point
EA.

On applique a présent un lemme de Schwarz standard (Prop.7.4.1 de [Wal87]) a
la fonction G = OWHHLE o © est une fonction entiere d’ordre 2, non nulle en 0,
telle que toutes les ©Z; et OP; soient également entieres. Choisissant des rayons r
et R égaux, a des constantes pres, a Sy, on obtient alors pour tout u € N9 tel que
|p| < T (utilisant la formule de Cauchy pour les dérivées)

1 1 1
log | =G (koA)| < log|G|r + coT — —T'S§ < 72—ng
! Co Co

(avec p! = pq!. .. pg!) car log|Glr < 2¢o(LSg+Tlog N) < %TS&. Comme (d’apres
la formule de dérivation des composées, i.e. de composition des séries formelles)

g 1. - 1
LD DI I SIS+ S 1 SR | PR
p=(pu1s-spng)ENI | Jig|=..=liTy =1 j=1 \l=p1+...4p;_1+1
lu1=To i1+ tiry =vo
g [ e 1%
. G(W(k A)
_ L 0
SCRECEID SR NS SR i B R [
p=(u1 ) ENS | liyl=.=ligg =1 j=1 \l=p1+...+pj_1+1 H:
|n|=Tg i1+---+'iT0:V0

on trouve donc

b

TS2.
300 0

log [vo| < *QLCOTS(% +coT + (9 + f)eoL S5 <

D’apreés le Corollaire 3.6.5 il existe D(0) € Z[f] avec t(D) < c¢oTlog N (ou
t(D) = max(deg D, log L(D))) tel que D(6)vo € Z[0, o] et que le polynéme E € Z[X]
défini par Nk qe) [D(0)v0] = E(0) vérifie t(E) < 4coT log N; finalement I'inégalité
cd(Tlog N)? < TS? < T'SZ permet d’appliquer le critere de Gel’fond [Tij71] pour
conclure & une absurdité, contredisant donc I’hypothese degtr K = 1. o

94



3.12 Application aux jacobiennes des courbes de
Fermat

Dans ce paragraphe, laissant de coté leurs raffinements quantitatifs, nous examinons
quelques applications des résultats d’indépendance algébrique (degré de transcen-
dance 2) qui sont au centre de ce chapitre. Plus précisément, nous appliquerons
le théoreme 3.2.2 aux jacobiennes des courbes de Fermat et a leurs facteurs sim-
ples; nous pouvons ainsi espérer (voir ci-dessous) obtenir des résultats nouveaux
d’indépendance algébrique de la forme

Théoréme 3.12.1 (Modele). Au moins deuz des nombres w,114, ..., I, sont algé-
briguement indépendants.

ou les I1; sont des produits ou quotients de valeurs de la fonction Gamma en des
points rationnels — le plus souvent, des valeurs de la fonction Béta.

3.12.1 Propriétés des jacobiennes des courbes de Fermat

Nous commengons par rappeler quelques propriétés de ces jacobiennes ([Gro7§],
[Lan82] Ch.II & V).

Soit F(N) C P? la courbe projective lisse d’équation X~ + YV = Z~ (on

(N-1)(N-=2)
2

supposera dans toute la suite N > 3); elle a pour genre g = . Une base

de différentielles de premieére espece sur Q est donnée par la famille
Mrs = st = @'~ y* " Nda
(owz = X/Z,y=Y/Z) indexée par
I={(r;s,t) |0<7r <N, 0<s<N,0<t<N, r+s+t=N};

elle est complétée en une base de différentielles de deuxieme espece, modulo les
différentielles exactes (et toujours sur Q), si I'on laisse l'indice varier dans

J={(r,s,t) | 0<r<N,0<s<N, 0<t<N, r+s+t=0(N)}.

(Notons que J =TU (=1))
De plus, pour tout cycle v € Hy1(F(N),Z), on a

/nrst ~ B(%, %) - FWN)F(ZN)F(t/N)

ou le signe ~ indique I’égalité a un facteur multiplicatif algébrique pres.

Enfin, convenons d’appeler deux couples (r,s,t) et (r',s',t') équivalents (re-
lation également notée ~, mais il n'y a aucun risque de confusion) s’il existe
h € (Z/NZ)* tel que (1',s',t') = ((hr),{(hs), (ht)), (x) désignant le reste de x
modulo N; alors la jacobienne J(N) de F(N) est isogéne & un produit de facteurs
(non nécessairement simples) indexés par (J/~) , et chaque facteur A¢ a pour base
de différentielles de premiere espece (resp. deuxieme, modulo les exactes) sur Q les
images réciproques 7j,.s¢ par cette isogénie des (1),st)(rs,yernc (resp. (Mrst)(rs,tec),
et les périodes associées sont encore

S

r
NTSNB_7_'
Aﬁt (N N)

Remarque 3.12.1. La classe d’équivalence de (r, s,t) dans I (resp. dans J) a pour
cardinal 3¢(N/d) (resp. ¢(N/d)), ¢ désignant Uindicateur d’Euler et d le p.g.c.d.
de (1, s,t); la variété abélienne associée Ac a donc pour dimension +¢(N/d).
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(Notons que Ac n’est autre, d isogénie prés, que la jacobienne de la courbe
définie, o équivalence birationnelle pres, dans Uespace affine A% par Uéquation

yN/d — CL‘T/d(l _ ’U,)S/d.)
Enfin, Ac admet des multiplications complexes par Z[(nq), ot Cn/a désigne une
racine primitive (N/d)® de l'unité.
3.12.2 Premiers résultats d’indépendance algébrique

Nous pouvons a présent énoncer un premier théoreme de la forme annoncée :

Théoréme 3.12.2. Soit N un entier, (r,s,t) un triplet d’entiers strictement com-
pris entre 0 et N, premiers entre eux et de somme N, et

H,st = {h € (Z/NZ)* | (hr) + (hs) + (ht) = N};
parmi les (14 @) nombres m et B( (}ZL\P, <}}\f>) — ou de maniére équivalente et plus

symétrique, T et F(<h—]\;>)F(<h—J\f>)F(<h—]\?) — ot h parcourt H,s, deux au moins sont

algébriquement indépendants.

Preuve. 11 suffit d’appliquer le théoreme 3.2.2 a l’ensemble de toutes les quasi-
périodes de la variété A associée a la classe C de (r,s,t). On obtient alors un

résultat concernant les ¢(IN) nombres B((}]L\P, (}JL\}S>), h € (Z/NZ)*; reste enfin a

remarquer que pour tout (r,s,t) € J on a

ros (—1) (—s) ros N—-—r N-—s
N ' N

) ~ T

O

Remarque 3.12.2. Notons que ce dernier phénomene — périodes et quasi-périodes
arrangées en couples dont le produit est un multiple algébrique de m — se retrouve
en fait dans toute variété abélienne a multiplication complexe ([Ber83] §8, [ShiT7]
Remark 1.8 ou [Shi79]).

Remarque 3.12.3. Le fait d’imposer que (r,s,t) soient premiers entre euzr n’est
pas vraiment une restriction, car si leur p.g.c.d. est d > 1 la variété associée Ac
est également le facteur de J(N/d) associé au triplet (r/d,s/d,t/d).

Dans le cas ou IV = p est premier, on en déduit le

Corollaire 3.12.1. Pour tout p > 3 premier, parmi les I’JQF—l nombres m et T'(1),
P

. ~1 . 7 P
i=1...55=, deuzx au moins sont algébriquement indépendants.

(On a un résultat similaire pour tout N, premier ou non, mais le cas N = p
premier les contient tous — prendre pour p un diviseur premier de N.)
Comme cas particulier de ce corollaire, on a par exemple la

Proposition 3.12.1. Les nombres

engendrent un corps de degré de transcendance au moins 2.
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Dans beaucoup de cas concrets, la famille (7,114, .. .,Hd)(N)/Q) (notation du
Théoreéme “modele” 3.12.1) apparaissant dans le Théoréme 3.12.2 obtenu se révele
engendrer, en vertu des propriétés de la fonction I', le méme groupe multiplicatif

que
(w,I(j%),“.,I(zyﬁ%l))

(celle-ci est en effet de rang 1+ @ d’apres [Yam75]). Cependant, on pourra parfois
obtenir des résultats plus précis par une application plus soigneuse du théoreme
3.2.2:

Théoréme 3.12.3. Pour tout N <3 et 0 <r,s,t <N, ([3] + 1) quelconques des

nombres F(%)FU??)F(%), h € H,s, engendrent avec m un corps de degré de

transcendance au moins 2.

Preuve. 11 suffit d’utiliser la possibilité que donne le théoreme 3.2.2 de se restreindre
a (g+1) des (2g) éléments d'une base de H} (A, Q), en choisissant ceux-ci par
paires (757, (N —r/)(N—s')(N—¢y) dont les produits des périodes sont, comme on
I’a vu plus haut, multiples algébriques de . O

3.12.3 Décomposition en facteurs simples et conséquences

Il est clair que I'on a intérét, pour réduire le nombre de quasi-périodes mises en jeu,
a appliquer notre théoréeme aux facteurs simples de la jacobienne Jy plutot qu’a

Jn toute entiere. Or, on dispose de la description suivante de ces facteurs simples
[Aok91] :

Théoréme 3.12.4. Fizons un entier N différent de :
2,3,4,6,8,9,10,12,14, 15,18, 20, 21, 22, 24, 26, 28, 30,

36,39, 40, 42, 48, 54, 60, 66, 72, 78, 84, 90, 120, 156, 180;

soit C un élément de (J/~) et Ac le facteur de J(N) associé. Alors, de cing choses
lune :

1. soit C contient un triplet (1, w, (=1 —w)) avec w? =1, w # £1 modulo N, et
w # % + 1 $i 8| N, auquel cas Ac est isogéne au carré d’une variété simple;

2. soit 4N et C contient le triplet (1,1, N —2), auquel cas Ac est encore isogéne
au carré d’une variété simple;

3. soit 8| N et C contient le triplet (1, % +1, % —2), auquel cas Ac est isogéne
a la puissance quatrieme d’une variété simple;

4. soit C contient un triplet (1,w,{(—1 — w)) avec w? +w + 1 = 0 modulo N,
auquel cas Ac est isogene au cube d’une variété simple;

5. soit enfin l'on n’est dans aucune des situations précédentes, auquel cas Ac
est simple.

Remarque 3.12.4. Dans les cas exceptionnels d’Aoki (sauf pour N < 8), les
décompositions prévues dans chaque cas ont encore lieu, seulement les facteurs qui
en résultent peuvent eux-mémes n’étre pas simples (voir plus loin).

Certains résultats ainsi obtenus sont contenus dans ceux déduits du vieux résultat
de Chudnovsky qui dit que pour une courbe elliptique a multiplication complexe

(E): y2 =4a® — g2 — g3 (92,93 € @)

97



toute période non nulle w est algébriquement indépendante de 7. Celui-ci donne
en effet, grace & la formule de Chowla-Selberg [Gro78], pour chaque discriminant
fondamental —D € —N* avec D congru a 3 modulo 4 ou bien a 4 ou 8 modulo 16,
sans autre facteur carré que (éventuellement) 4, I'indépendance algébrique de 7 et

d’un produit '
7 .
[ T(5)®

0<i<D
(i,D)=1

ou les €(i), donnés par le symbole de Kronecker/Dirichlet, valent —1 ou +1. Ainsi,
par exemple (compte tenu de la formule des compléments), en notant pour simplifier

(T1..... zp)n = []; T(%), chacune des quantités

1.3.4.5

(1.2.4)7, (1.3)s, ( )H, (1.2.4.7)15, (1.3.7.9)20, (1.5.7.11)24

est algébriquement indépendante d’avec w. Remarquons que chacune est égale,

modulo ﬂ'Z@*, a une puissance d’une valeur de la fonction B — respectivement
12 13 1 3 1 232 Ry 1 1132
B(3,%), B(3,%), B(sz,35), Bl1z:75)° Blsgr35)" Blsgr 31)™

Cette derniere approche ne peut cependant pas nous renseigner sur les valeurs

F(%) ou (—q) n’est pas discriminant d’un corps quadratique imaginaire, contraire-
ment a I’étude des jacobiennes Jy. Voyons donc sur quelques exemples ce que 'on

peut vraiment tirer de la classification d’Aoki.
Le cas (4) nous livre entre autres (a 1’aide du théoreme 3.12.3) :

Proposition 3.12.2. Chacun des ensembles

{(1.3.9)13, (2.6.5)13}, {(1.7.11)19, (2.14.3) 10}, {(1.25.5)31, (2.19.10)31, (3.13.15)3;}

engendre avec ™ un corps de degré de transcendance au moins 2.

Remarque 3.12.5. La premiére de ces paires de valeurs correspond aux deux cas
“non primitifs” mentionnés au paragraphe 8.4(1) de [STG61].

Le cas (3), ou N = 8M, est en fait contenu dans le (1) avec N’ = 4M, en vertu
de I’égalité modulo @* :

1AM +1 1 2M —1
Gar —sar )~ Blar —mr

Le cas (2) se ramene également au (1), grace a

1 1 1 2M -1
(e o)~ By —ar

Quant au cas (1), il conduit & beaucoup de résultats redondants; cependant le cas
ou N est une puissance de 2, avec (r,s,t) = (1, % -1, %), donne entre autres :

Proposition 3.12.3. Chacun des ensembles

{(1.7)16, (3.5)16}, {(1.15)30, (3.13)32, (5.11)30}

engendre avec ™ un corps de degré de transcendance au moins 2.

3.12.4 “Exceptions” aux regles d’Aoki

Pour conclure ce paragraphe, nous complétons la classification d’Aoki en en étudiant
les “exceptions”. C’est faisable, en vertu d’'un théoreme de Wolfart et Wiistholz
([WW385]), & partir des seules (quasi-)périodes (voir aussi [Wol88]) des variétés
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abéliennes correspondantes, en gardant a l'esprit qu’en tant que variété de type
CM [ST61] chaque A doit s’écrire comme une certaine puissance d’une variété
simple. En effet, il apparait dans [WW85] que toutes les relations d’isogénies entre
facteurs des Jy se traduisent en des relations B(a,b) ~ B(c,d) provenant des pro-
priétés classiques de la fonction Gamma; on peut donc facilement, avec I'aide d’un
ordinateur, faire une étude systématique des valeurs “exceptionnelles” d’Aoki par
le biais de telles relations. Parmi les valeurs (r, s,t) faisant vraiment exception aux
régles d’Aoki on retrouve bien stir celles répertoriées dans [Kob78], ou les facteurs
simples s’avéraient étre de dimension 1; les autres sont rassemblées dans la table
ci-dessous. On y donne pour chacun la valeur de N, un représentant (r,s,t) de la
classe C, la dimension dy, des facteurs simples que laisseraient prévoir les regles
générales d’Aoki et leur dimension réelle d.,..; enfin 'on indique, de deux choses
l'une : dans les quelques cas (repérés par une étoile) ou il en existe, un triplet
(r',s',t") précédemment rencontré tel que A, soit isogéne a A, s ; dans tous les
autres, le systéme H,s (voir théoreme 3.12.2) de représentants de (Z/NZ)*/{£1}
— lorsqu’il est identique pour deux facteurs A¢ différents, ceux-ci ([KR78]) sont
isogénes — suivi du groupe W4, stabilisateur de H,.s; dans (Z/NZ)*.

Avant la table elle-méme, nous donnons les principales routines PARI qui ont
servi au calcul :

[Construction de la matrice des relations entre les Gamma(i/N)]

T=sumdiv(N,d,d-1)-N\2+1+eulerphi (N)\2;
M=matrix(T,N-1,i,j,0);
lig=1;
for(i=1,N\2,
M[1lig,i]=1;
M[1lig,N-i]=M[1lig,N-i]+1;
lig=lig+1
);
fordiv(N,d,if (d-N,e=N\d;for(i=1,d-1,
for(j=0,e-1,M[1lig,i+j*d]=M[lig,i+j*d]+1);
M[lig,i*e]l=M[lig,i*e]l-1;
lig=lig+1
1)
rk0=N-1-eulerphi (N)\2

[Recherche des exceptions aux regles d’Aoki : examen d’un triplet (r,s,t)]

for (h=1,N-1,if (gcd(h,N)-1,,
hr=(h*r)%N;
hs=(h*s)%N;
ht=(h*t)%N;
if (hr+hs+ht-N, ,
M[1lig,hr]=1;
M[lig,hs]=M[lig,hs]+1;
M[lig,ht]=M[lig,ht]+1;
lig=lig+1
)
));
dth=eulerphi (N)/2;
if(r-1,,
if ((1+s+s~2)%N,
if (((s72-1)%N)&((t"2-1) %N, ,
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dth=dth/2;

if ((N%4)&! (s-1) ,dth=dthx*2) ;

if ((N%8) | (2%s-N+4) , ,dth=dth/2)
)

dth=dth/3
)
);
d=matrank (M)-rkO0;
if (dth>2*d-1,print (" ("r","s","t") :2%"d"<="dth))

[Recherche d’un facteur de J_N isogene a A_{rst} fixel

M[1lig,r=1];
M[lig,s]=M[lig,s]+1;
M[1lig,t]=M[lig,t]+1;
lig=lig+1;
trouve=0;
fordiv(N,D,E=N\D;for(r=1,D-1,for(s=r, (D-r)\2,t=D-r-s;
if ((gecd(ged(r,s),t)-1) |trouve,,
M[1lig,r*E]=1;
M[lig,s*E]=M[lig,s*E]+1;
M[1lig,t*E]=M[1lig, t*E]+1;
if ((matrank (M) -rkO) | trouve, ,
trouve=1;printl1 (" ("r","s","t")");
for(h=2,D-1,if(gcd(h,D)-1,,
hr=(h*r)%D;
hs=(h*s)%D;
ht=(h*t)%D;
if (hr+hs+ht-D, ,printl1 ("~ ("hr","hs","ht")"))
));
print ()
);
M[lig,]=vector(N-1,i,0)
)
)))

Au vu de la table ci-dessous, A; 1,58 en particulier nous fournit :

Proposition 3.12.4. Les nombres

engendrent un corps de degré de transcendance au moins 2.
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N |r| s t | dw | dre | (7, 8,8) ) Hrst, West
20 12|17 4] 2 |@11,3)"
26 |1 7 | 18 | 6 2 | (1,3,9)*
30 (16|23 4] 2 |@11,3)"
192 |42 |@113)"
42 13|36 |3 [@11,5)"
1]9(32]6]|3]|(115)"
60 [1]18] 41 | 4 | 2 |(1,1,3)
1] 1|58 ] 4| 2 |{1,7,11,13,17,19,23,29}, {1,11,19,29}
11148 | 4 | 2 |(1,1,58)"
101940 | 4 | 2 |(1,1,58)"
112030 | 4|2 |@158)"
116|538 | 4 |{1,711,13,172331,41},{1,11}
11247 | 8 | 4 |(1,6,53)
1|7 | 52| 8 | 4 |{1,7,11,13,19,29,37,43},{1,19}
11346 | 8 | 4 |{1,7,11,17,19,29,37,47},{1,11}
2| 3|55 | 8 | 4 |(1,4,15)"
35|52 8 4 | {1,7,13,29,37,41,43,49},{1,49}
66 [1]25] 40 | 10 | 5 | (1,10,22)*
(1| 7|7 |12 | 3 |{1,5,7,17,19,23,25,29, 35,37,47,67},{1,5,25,47}
84 |2 7|75 | 12| 6 |{1,5,13,17,25,37,43,53,55,61, 65,73}, {1,13}
120 |1 |12 ] 107 | 16 | 8 | {1,7,11,13,17,23,31,41,43,53,61,71,73,83,91, 101}
{1,71}
112297 16| 8 |{1,7,11,13,17,19,23,29,31,41,61,67,71,73,77,83},
1,71}
1]149| 70 | 8 | 4 | {1,7,11,13,19,23,31,37, 43,47, 49, 59, 67, 79,91, 103},
{1,13,37,49}
15861 | 4|2 |@158"
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