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Résumé. Dans le cadre d’intersections de classes non quasi-analytiques & crois-
sance modérée, J. Chaumat et A. M. Chollet ont démontré, notamment, un théoréme
d’extension de Whitney, pour des jets définis sur un compact et un théoréme de
Lojasiewicz sur la réguliere situation. Ces intersections sont contenues dans l'inter-
section des classes de Gevrey. On établit ici un théoréme d’extension dans une famille
d’intersections de classes plus vaste, en ce sens que, tout jet de Whitney appartient a
I’une des intersections considérées. Ensuite, en utilisant une méthode d’interpolation
a ’aide de polynomes de Lagrange, due a W. Pawtucki et W. Ple$niak, on établit
aussi un théoréme d’extension linéaire pour les jets définis sur des compacts ayant la
propriété de Markov. Ces extensions de jets peuvent étre choisies réelles analytiques
sur le complémentaire du compact. Ces résultats sont complétés par trois exemples
de situations pour lesquelles il n’existe pas d’opérateur d’extension linéaire continu.
Enfin, on démontre un théoréme de Lojasiewicz. Tous ces résultats sont étroitement
reliés aux théorémes classiques de la théorie des fonctions infiniment dérivables.

Mots clés : jets, fonctions ultradifférentiables, théoréme d’extension de Whitney;,
Classes de Gevrey, non quasi-analytique, propriété de Markov, opérateurs d’extension
linéaires, extensions analytiques, théoréme de Lojasiewicz, ultradistributions.

2000 Mathematics Subject Classification : 26E10, 41A10, 46E10, 46E15.



Abstract. In the case of intersections of non quasi-analytic classes of ultradif-
ferentiable functions with moderate growth, J. Chaumat and A. M. Chollet prove,
among other things, a Whitney extension theorem, for jets on a compact set and
a Lojasiewicz theorem in the regular situation. These intersections are included in
the intersection of Gevrey classes. Here we prove an extension theorem in the case of
more general intersections such that every Whitney jet belongs to one of them. Then,
by adopting a method of Lagrange interpolation polynomials due to W. Pawtucki et
W. Pleéniak, we also prove a linear extension theorem in the case of a compact set
with Markov’s property. These extensions of jets can be chosen to be real analytic
on the complementary of the compact. Those results are completed by three exam-
ples of non-existence of a linear continuous extension. Then we prove a Lojasiewicz
theorem. All the results are closely related to already know facts of the theory of
infinitely differentiable functions.

Key words : jets, ultradifferentiable functions, Whitney extension theorem,
Gevrey classes, non quasi-analytic, Markov’s property, linear extension operators,
analytic extensions, Lojasiewicz theorem, ultradistributions.

2000 Mathematics Subject Classification : 26E10, 41A10, 46E10, 46E15.



Introduction.

Une classe ultradifférentiable de fonctions est un ensemble de fonctions infiniment
dérivables, défini par une condition de croissance des dérivées. Les problémes d’équa-
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tions aux dérivées partielles conduisent a définir, pour tout (a, s) € (Ri) , la classe
de Gevrey G¢. Elle est formée des fonctions f, pour lesquelles il existe une constante
C, telle que, pour tout z € R" et tout multi-indice (py, ..., p,) de longueur p, on ait

rf(x)

———— | < COpla?p™.
oPrxy...0Pnx, | — pap

Ces classes ne sont pas stables par composition par une fonction affine. On est donc
amené a considérer, de facon naturelle, pour tout s € R, l'intersection

G, = ﬂ G
a>0
Si, pour tout a > 0, on pose ¢, (0) = 0 et, pour tout ¢ > 0, ¢, (t) = tIlna+stInt, alors,
Iintersection G est formée des fonctions f, infiniment dérivables sur R", vérifiant la
condition suivante :
pour tout a > 0, il existe une constante C, telle que, pour tout x € R™ et tout
multi-indice (p, ..., p,) de longueur p, on ait

o' f (x)

_of @) s |
oz, om| = CaPt P (90 (p)) (1)

Ces intersections, appelées les ”petits Gevrey”, ont pour généralisations les deux
familles d’intersections suivantes, qui sont connues sous le nom d’espaces de Beurling.
Soit ¢ une fonction vérifiant la condition suivante :

¢ ()

¢ est convexe sur R, et 1tlir+1r1 = +o0. (2)

A cette fonction, on associe l'intersection de A. Beurling et H. Komatsu obtenue
lorsque, pour tout a > 0, la fonction ¢, intervenant dans l'inégalité (1) est définie sur
R, par

¢, (t) =tlna+ ¢ (t).

(Voir [Ko] et le paragraphe 1.4 de ce travail o ces intersections sont notées I ,.)
Les intersections de A. Beurling et G. Bjorck sont construites en mesurant la
croissance des dérivées "du coté Fourier”, a I’aide d’un poids. Si le poids est assez
régulier, cela revient & associer a une fonction ¢ vérifiant la condition (2), I'intersection
de classes obtenue lorsque, pour tout a > 0, la fonction ¢, intervenant dans 'inégalité
(1) est définie sur R par
¢ (at)

0o () = thna+—




(Voir [Bj] et le paragraphe 1.5 de ce travail ou ces intersections sont notées I 4.)

Ces espaces de Beurling ont été étudiés par de nombreux auteurs. En particulier,
ils ont examiné la possibilité d’étendre a ces classes les théorémes classiques de Borel
ou de Whitney. Par exemple, pour les intersections de A. Beurling et H. Komatsu,
on peut citer les travaux de H. J. Petzsche [Pe] et de J. Chaumat et A. M. Chollet
[CC1]. Pour les intersections de A. Beurling et G. Bjorck, on peut citer les travaux
de R. Meise et B. A. Taylor [MT1] et de U. Franken [Frl].

Cependant, certains énoncés ”d’analyse différentielle”, comme le théoréme de di-
vision de Lojasiewicz, sont faux dans ces espaces de Beurling. Par contre, J. Chaumat
et A. M. Chollet ont démontré dans [CC3] que ce théoréme est vrai dans 'intersection
des classes de Gevrey. Plus généralement, ils ont introduit une famille d’intersections
de classes ultradifférentiables qui généralise I'intersection des classes de Gevrey. Soit
¢ une fonction vérifiant la condition (2) ainsi que la condition de croissance modérée
suivante :

il existe (a, 3) € Ri tel que, pour tout ¢t € R, on ait

o (2t) <20 (t) + at + B.

A cette fonction ¢, on associe 'intersection de classes obtenue lorsque, pour tout
a > 0, la fonction ¢, intervenant dans l'inégalité (1) est définie sur R par

Po (t) = adp (1)

(Voir [CC3] et le paragraphe 1.6 de ce travail ou ces intersections sont notées I3 4.)
Ce sont des intersections pour lesquelles "une bonne analyse différentielle” est pos-
sible avec, notamment, un théoréme d’extension de type Whitney, un théoréeme de
Lojasiewicz sur la réguliere situation, un théoréme de division de Lojasiewicz et un
théoréme de composition de Glaeser [C'C4]. Cependant, la condition de croissance
modérée implique que ces intersections sont incluses dans 'intersection des classes de
Gevrey.

Ce travail a pour but principal ’étude d’intersections de classes pour lesquelles
”une bonne analyse différentielle” est encore possible et qui généralisent les intersec-
tions de J. Chaumat et A. M. Chollet, en s’affranchissant de I’hypothése de croissance
modérée. Ces nouvelles intersections sont obtenues lorsque, pour tout a > 0, la fonc-
tion ¢, intervenant dans I'inégalité (1) est définie sur R par

o (t) = ¢ (at).

Ainsi, si ¢ est une fonction convexe sur R, telle que le quotient ﬂtﬂ ait pour limite
+o00, lorsque ¢ tend vers +oo, on définit l'intersection de classes I, formée des
fonctions f, infiniment dérivables sur R", vérifiant la condition suivante :

pour tout a > 0, il existe une constante C, telle que, pour tout x € R™ et tout
multi-indice (py, ..., pn) de longueur p, on ait

o f (x)

I I R | |
oPig,..0Prx, | — Coplexp (¢ (ap))




Dans une premiére partie, on présente en détail les quatre familles d’intersections
introduites ci dessus et on fait le point sur les théorémes d’extension de type Whitney
ou Borel correspondants. On compare ces intersections et on donne des conditions sur
la fonction ¢ caractérisant les égalités topologiques. Cela permet de voir quels sont
les résultats qui se transmettent d’une intersection & une autre. Ensuite, on donne
les énoncés des résultats obtenus dans ce travail, pour les intersections I, 4. Enfin, on
remarque que, compte tenu des propriétés de stabilité de ces derniéres intersections,
les démonstrations des théorémes de division de Lojasiewicz et de composition de
Glaeser données par J. Chaumat et A. M. Chollet dans [CC3] et [C'C4], trouvent ici
leur cadre naturel.

La deuxieme partie est consacrée a l'extension des jets. On établit un théoréeme
d’extension avec perte de régularité et on en déduit un théoréme de type Whitney
pour les intersections I, 4, sous une hypothese de non quasi-analyticité.

Dans la troisiéme partie, on s’intéresse a l’extension linéaire des jets. Comme
pour le cas de la classe C*, si E = {0} ou si le compact E est trop pointu, il n’existe
pas d’opérateur d’extension linéaire continu. Si ¢ est & croissance modérée et donc
en particulier pour U'intersection de Gevrey, en dimension 1, lorsque F = [0, 1], un tel
opérateur n’existe pas. Sur cet exemple, on constate donc une différence notoire avec
la classe C'*°. Ensuite, on utilise une méthode d’interpolation a I’aide de polynémes
de Lagrange, due a W. Pawtucki et W. Ple$niak. Elle permet d’établir que, pour
de ”grandes classes”, lorsque le jet est défini sur un compact ayant la propriété de
Markov, I'extension peut étre réalisée par un opérateur linéaire continu.

Dans la quatriéme partie, on démontre un théoréme de Lojasiewicz sur la réguliére
situation et on donne sa traduction en termes d’ultradistributions.

Ce travail est complété par trois annexes. Dans la premiére annexe, on donne les
démonstrations relatives aux comparaisons entre les classes. Dans la deuxiéme an-
nexe, en utilisant le théoréme d’extension de Borel da a H. J. Petzsche [Pe], on donne
une nouvelle preuve d’un théoréme d’extension linéaire de U. Franken [Fr1], pour les
intersections de A. Beurling et H. Komatsu, sous I’hypothése de croissance modérée.
Le résultat de H. J. Petzsche n’utilise pas '’hypothése de croissance modérée. On
ne sait pas si cette hypothése est nécessaire pour I’extension au dessus de tout com-
pact. Enfin, dans la troisiéme annexe, on donne une preuve directe d’une condition
nécessaire d’extension linéaire pour les intersections de A. Beurling et G. Bjorck.
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1 Premiére partie : intersections de classes ultra-
différentiables.

1.1 Notations.

Soit n € N*. Soit J = (j1, ..., jn) € N™ un multi-indice de N", on note |J| ou j sa

longueur, |J| = j = ji1 4+ ... + jn et J! = jil...j,!. Pour tout = (x4, ...,x,) € R", on

J _ 1 ] — 2 2
pose x7 = x7'..alr et |x| = \/af + ... + 22,

Soit f une fonction de classe C*° en x € R"; pour tout multi-indice L = (I3, ...,1,,) €
N" de longueur [, on note

fr@)=DH () = —2L (@)

- Ol O,

Dans tout ce qui suit, {2 désigne un ouvert de R" et £ un compact de R".

1.2 Classes ultradifférentiables de fonctions et de jets.

Dans tout ce chapitre, on suppose que ¢ est une fonction convexe sur R, vérifiant
la condition (H,,) suivante
-

m 2 = oo
t—+o0 t

1.2.1 Classes de fonctions ultradifférentiables.

Définition. On note {¢ (), 2} I'ensemble des fonctions de classe C* sur ) vérifiant

/()|
sup sup sup =l — |40 < +o%.
2eN P |P| 2 DL exXD (6 (D)) 171 o0y,

La classe {¢ (t),€} est un espace de Banach.

1.2.2 Classes de jets ultradifférentiables.

Définitions. Un jet F sur E est la donnée d’une suite (F d ) Jenn de fonctions con-
tinues sur F a valeurs dans R.

Soient p € N, J € N" tels que |J| < pet (¢,z) € E?. On définit le reste de Taylor
Rg’p F (x) par

1
RIF() = F (1)~ 3 (= QN FIQ).
K;|J+K|<p
On rappelle que F' est un jet de Whitney de classe C* sur E si, pour tout p € N
et tout J € N” tels que |J| < p, on a Rg’pF (x) =0 (\az — §|p_j) des que |z — (| tend

2



vers 0 avec (z,() € E%. On note C* (E) I'ensemble des jets de Whitney de classe
C* sur E.

Si £ = {0}, un jet sur E s’identifie & une suite de réels indexée par N™.
Définition. Si E est inclus dans Q et si f € C(Q) alors, (f‘%) N est un jet
LEN™

de Whitney, de classe C*° sur E. L’application Rg : f — ( fﬁf) N est appelée
LENn

Uapplication de restriction o E.
Définition. On note {¢ (t), E'} 'ensemble des jets F' définis sur E vérifiant : il existe
C > 0 tel que l'on ait

sup sup sup M <cC
peEN P;p=|P| z€E plexp (¢ (p)) ~

et, pour tout entier p, pour tout multi-indice J de longueur j < p et, pour tout
(z,¢) € E?,

[REPP (@)] < Cilexp (6 (p+ 1) ¢ — o™

En prenant pour norme |[F[[;4, z la plus petite constante C réalisant les deux
inégalités précédentes, la classe {qb( ), E'} est un espace de Banach. Les éléments de
{¢(t), E} sont bien str des jets de Whitney de classe C* sur E.

1.2.3 Remarques.

a. La fonction ¢ est convexe sur R et vérifie la condition (H,,). On pose

tg = min {¢ (t) — ¢ (0)}

teR

et, pour tout t € R, _
¢ (t) = max (¢ (t) — ¢(0),0).

La fonction ¢ ainsi définie est convexe, croissante sur R, nulle en 0 et vérifie la
condition (H,,). Pour tout ¢t € R,, on a

¢(t) =9 (0) < (1) < b (t) — o (0) — pry. (1)

Donc, en désignant par * le compact E ou 'ouvert €2, on a

{p(t),x} = {9 (), +}
et
exp (¢ (0) + 6) 1l goay.0y < M 01,01 < &P (@ (0) Ml 01,4y

b. Si l'ouvert © est borné, {¢ (t),Q} contient '’ensemble des fonctions analytiques
au voisinage de {2; ¢ mesure le "défaut d’analyticité” de la classe. Ce point de vue se
justifie par le fait que dans beaucoup de situations, c’est avec la fonction ¢ que 'on

3



obtient des controles naturels. Pour s’en convaincre, il suffit d’examiner le cas de la
composition de deux fonctions f et g de classe C'"™° sur R. On utilise la formule de
Faa di Bruno, [Ro|. Pour tout entier n et tout réel x, on a

0aq)™ n 19 (g (x)) (s) Js

p=1 JeJpn =

en posant Jp,, = {(J1,-..,Jn) € N, > o sjs=net Yy o, js=p.}. De plus les con-
stantes C,, , vérifient
> Copn=Ci.

JEJpn

f

ce sont donc des termes

Dans le calcul de %

(s)
et g qui interviennent.

c. Si F C ), application de restriction Rg : f — ( f‘ E)L N définit une application
e n
linéaire continue de {¢ (¢),Q} dans {tIn (2n) + ¢ (¢), E}.

1.2.4 Définition.
On dit que ¢ est non quasi-analytique lorsque ¢ vérifie 'hypotheése (H,,,) suivante

——— < +o00.
1 t exp (M>

t

1.2.5 Rappel.
D’apres le théoréme de Denjoy-Carleman, la classe {¢ (¢) ,R"} contient des fonctions
non nulles a support compact si et seulement si

1

=1 pexp (¢(p))

ce qui se traduit immédiatement par le fait que ¢ vérifie I'hypotheése (Hpq). De
plus, si 'on pose, pour tout p € N*,m, = exp (¢ (p) — ¢ (p — 1)) alors, ¢ vérifie la
condition (2) si et seulement si

< 400, (2)

< +o00.
p>1 Pl

1.3 Intersections de classes.

1.3.1 Définition.

Soit (¢,),~ une famille de fonctions convexes sur R;. On suppose que, pour tout
a > 0, ¢, vérifie la condition (H,,) et que, pour tous a,a’ € Ry, a < d/, il existe

4



un réel C,» tel que 'on ait ¢, < ¢, + Cow. On associe & la famille (¢,),., les

intersections de classes
() {2. (). 2}

a>0

a>0

et

({6, (). E}.

a>0

1.3.2 Remarques.

a. On pourra bien str se restreindre & une famille (¢,),_, <ay» Indexée par a € 10, ap[ ou
a une famille ((ban)n N’ indexée par n € N, lorsque (ay,),,~, est une suite décroissante
de limite nulle, de réels strictement positifs.

b. Ces intersections sont des espaces de Fréchet.

c. On considére ’hypothése (H;) suivante : pour tous C' > 0 et a > 0, il existe ' > 0
et C’ > 0 tels que, pour tout ¢ > 0, on ait

Ct + (rba’ (t) S (rba (t) + C/‘

On suppose que la famille (¢, ),., vérifie 'hypothese (H;). Alors, si E C €2, I'appli-
cation de restriction Rg : f +— ( f‘%) définit une application linéaire continue
LEN”

de MNyo0 {04 (1), Q} dans (. {0, (t),E}. De plus, ces intersections sont des al-
geébres de Fréchet. On vérifiera aisément que toutes les intersections considérées aux
paragraphes 1.4 & 1.7 vérifient I’hypothese (H).

On présente, dans la suite de cette partie, quatre familles naturelles d’intersections
de classes ultradiftérentiables de fonctions et de jets. On peut étudier si elles jouissent
des mémes propriétés que la classe C'"™°. On énonce, pour ces intersections, des versions
du théoreme d’extension de Whitney suivant.

1.3.3 Théoréme [Wh].

Soit E un compact de R"™, pour tout jet de Whitney F de classe C™ sur FE, il existe
une fonction f de classe C* sur R", a support compact, telle que, pour tout multi-
indice J de N" et tout x de E, on ait

F’(z) = [ ().

On peut formuler ce théoréme en disant que I'application de restriction Rg, de

C>*(R") dans C*(E), f — (f‘%) est surjective. Ainsi, pour énoncer les
LeNn
théorémes dans les intersections de classes, on pose les définitions suivantes.



1.3.4 Définitions.

Soit (¢,),o une famille de fonctions vérifiant les conditions de la définition 1.3.1 et
I'’hypothese (H;) de 1.3.2. On note Ry Uapplication de restriction de (., {¢, (t) , R"}

dans (.0 19, (), E}.

a. On dit que l'intersection de classes (1,0 {?. (t),E} a la propriété d’estension
(Ez) lorsque 'application de restriction Rp est surjective.

b. On dit que l'intersection de classes ()., {¢, (t),E} a la propriété d’extension
linéaire (ExL) lorsqu'il existe une application linéaire continue U, de (-, {¢, (t) , E'}
dans (,-¢ {¢. (t) ,R"} telle que RpoU = id. Ici id désigne I'application identité sur

Naso {20 (8), BT

1.4 Intersection I, , de A. Beurling et H. Komatsu.
On rappelle que dans tout ce chapitre, on suppose que ¢ est une fonction convexe
sur R, vérifiant la condition (H,,).
1.4.1 Définitions.
On définit les intersections de classes de fonctions et de jets suivantes

L (@) = {tha+¢(t),Q}

a>0

et
L (B)=(){tlna+¢(t),E}.

a>0

Ces classes ont ét¢ introduites par H. Komatsu dans [Ko].

Dans la définition qui suit, ¢’ désigne la dérivée & droite de ¢.

1.4.2 Définition.

On dit que ¢ est a croissance modérée lorsque ¢ vérifie 'une des conditions équiva-
lentes suivantes.
(1) 1l existe By € R tel que, pour tout t € R, on ait

¢ (2t) < Byt + 26 (t) — ¢ (0).
(¢7) Il existe By € R tel que, pour tout ¢t € R, on ait
t¢' () < ¢ (t) — ¢ (0) +tBo.

Dans [Ko| la condition de croissance modérée est appelée condition de stabilité par
opérateurs ultradifférentiables.



Démonstration de I’équivalence entre les conditions (i) et (ii).
Soit t € R%, on a ¢’ (t) < M donc (7) implique ¢’ (t) < M
Soit t € R%, on a % < qb (2t) et (74) implique ¢’ (2t) < ¢(2t) ¢(0) + By. On a
donc ¢ (2t) — ¢ (t) < M + Bst et donc ¢ (2t) < 2¢(t) — qb(O) + 2Bst. Cette

inégalité reste vraie lorsque ¢ = 0.

Dans la définition suivante, on utilise les notations de 1.2.5.

1.4.3 Définition.

On dit que la fonction ¢ vérifie ’hypothese de forte non quasi-analyticité (H fnqa)
lorsqu’il existe A € R tel que, pour tout p € N*, on ait

kak -

k>p My

Lorsque n = 1 et E = {0}, étude des conditions (Ex) et (FzL) a été compléte-
ment faite par H-J. Petzsche dans [Pe].

1.4.4 Théoréme ([Pe|, th. 2.1 et th. 3.4).

Si ¢ vérifie Uhypothése de non quasi-analyticité (H,q,), alors, les conditions suivantes
sont équivalentes.
(1) I, ({0}) a la propriété d’extension (Ex)
(2) I » ({0}) a la propriété d’extension linéaire (ExL)
(3) La fonction ¢ vérifie Uhypothése (H fpnqa)-

H.-J. Petzsche annoncgait que ce théoréeme se généralise lorsque n > 1. Il n’a pas
publié de démonstration dans ce cadre. Une démonstration est donnée dans I’annexe
numéro 2.

Si E est un compact quelconque de R"™, J. Chaumat et A. M. Chollet ont démontré
le théoréme suivant.

1.4.5 Théoréme [CC2].

Si ¢ est a croissance modérée et vérifie ’hypothése de non quasi-analyticité (Hyga),
alors, les conditions suivantes sont équivalentes.
(1) ¢ vérifie Uhypothése (Hppgq) -
(2) Pour tout compact E de R™, I 4 (E) a la propriété d’extension (Ex).

Ce résultat peut étre vu comme une conséquence de résultats obtenus dans le
contexte des classes de A. Beurling et G. Bjorck. Voir le théoréme 1.5.5 du paragraphe
suivant.



1.5 Intersection I, de A. Beurling et G. Bjorck.
1.5.1 Définitions.

On définit les intersections de classes de fonctions et de jets suivantes

Ly () =) {¢ (;t) a, Q}

Ly (E) =) {M +t1na,E}.

a
a>0

Des espaces formés avec un tel opérateur d’intersection ont été introduits par A.
Beurling. On trouve dans [Bj] un exposé de sa théorie. Lorsque la fonction ¢ est
associée a un poids au sens de la définition qui suit, on retrouve les intersections
de classes de A. Beurling modifiées par R. W. Braun, R. Meise, B. A. Taylor dans
[BMT].

1.5.2 Deéfinition.

Soit w : [0,400[ — [0, +o0[ une fonction continue croissante. On dit que w est un
poids lorsque w satisfait les conditions suivantes :
(1) w(2t) =0 (w(t),
(2) f el gt < 400,
(3) In(t) = o(w(t)),
(4) ¢y : [0, +o00[ — [0, 400, = w (€") est convexe.

Lorsque w est un poids, on note gbfw) la fonction conjuguée de Young de la fonction
Pw)- .Par déﬁnition,‘ pour tout ¢ > 0, ¢(,, (t) = sup,>g {az‘t — g{ﬁ(w) ()} .
On dit que la fonction ¢ est associée a un poids lorsqu’il existe un poids w tel que,
pour tout ¢ > 0, on ait ¢ (t) = ¢, (t) —tIn (¢ +1).

Remarques. a. La condition (2) sur le poids w est équivalente a la condition (H,q)
sur la fonction ¢ associée a w.

b. Dans la théorie originale de A. Beurling, a la place de la condition (1), il y avait
une condition plus forte de sous additivité.

Dans toute la suite de ce paragraphe, on suppose que ¢ est associée a un poids w.
Le théoréme suivant généralise des résultats de [MT'1].

1.5.3 Théoréme [BBMT],[Ab).

Les conditions sutvantes sont équivalentes.
(1) I, s ({0}) a la propriété d’extension (Ex).
(2) Pour tout compact E de R™, 15, (E) a la propriété d’extension (Ex).



(3) Il existe E un compact non vide de R™ tel que I, (E) ait la propriété d’exten-
sion (Ex).
(4) ¢ est fortement non quasi-analytique.

Le théoréme suivant généralise des résultats de [MT'1] et de [MT2].

1.5.4 Théoréme [Frl].

Si ¢ est fortement non quasi-analytique, les conditions suivantes sont équivalentes.
(1) I, ({0}) a la propriété d’extension linéaire (ExL).

(2) Pour tout compact E de R", Iy, (E) a la propriété d’extension linéaire (ExL).
(8) 1l existe by > 0 tel que, pour tout a > 0, il existe b > 0, Ay >0 et Ay >0, tels
que, pour tout p € N, on ait

¢ (2ap) + Ay + Asp.

Q|

1 1
7o bn) + -0 (hip) <

La nécessité de la condition () peut étre obtenue de fagon directe (voir annexe
numéro 3).
Ce théoréeme a pour corollaire le théoréme d’extension linéaire pour I 4 (E) suivant.

1.5.5 Théoréme [Frl].

Si ¢ est une fonction a croissance modérée, fortement non quasi-analytique, alors,
pour tout compact E de R", I 4 (E) a la propriété d’extension linéaire (ExL).

Ce théoréeme peut étre obtenu a ’aide d’une démonstration directe. (Voir annexe
numéro 2.)

1.5.6 Remarque.

Les intersections I 4 interviennent de fagon naturelle lorsque I’on mesure la croissance
des dérivées "du coté Fourier”. Plus précisément, on a la proposition suivante.

Proposition ([BMT], 3.4).
On suppose que E est convexe. Pour tout X > 0, on pose

n

Dy (E) = {f e C*(R"),supp(f) C E et / f(t))exp (Aw (1)) dt < —i—oo}

et
D) (E) = ﬂ Dy (E).

Soit f € C*(R"™), a support dans E. f € D, (E) si et seulement si f € I, 4 (R"™).



1.6 Intersections I3 4 de J. Chaumat et A. M. Chollet.
1.6.1 Définitions [CC3|.

On définit les intersections de classes de fonctions et de jets suivantes

I35 (Q) = () {ag (1), 2}

a>0

et
I (B) = () {as (1), Y.
a>0

Ces intersections ont été introduites par J. Chaumat et A. M. Chollet dans [CC3]
pour généraliser 'intersection des classes de Gevrey.

Si s > 0, la classe de Gevrey G (2) = [\, {tIna+stln(1+1),Q} ne jouit
pas de certaines ”"bonnes” propriétés de la classe C* et, par exemple, le théoréme
de division de Lojasiewicz et le théoréme de composition de Glaeser sont faux dans
G5 (22). J. Chaumat et A. M. Chollet ont démontré, dans [CC3| et [CC4], que ces
théorémes sont vrais dans (),., {atIn (1 +¢),Q}, I'intersection des classes de Gevrey
et, plus généralement dans I3 4 (£2), lorsque la fonction ¢ est a croissance modérée.
Ils ont également démontré un théoréme d’extension de type Whitney.

1.6.2 Définition.

On dit que ¢ est complétement non quasi-analytique lorsque ¢ vérifie 'hypothese
(Hcnga) suivante : pour tout @ > 0, on a

/+oo dt
— < +o00.
1 texp (¢(at))

t

1.6.3 Théoréme [CC3|.

On suppose que la fonction ¢ est a croissance modérée et que ¢ est complétement
non quasi-analytique. Alors, pour tout compact E de R", I3 4(E) a la propriété
d’extension (Ex).

1.6.4 Remarque.

Soit ¢ une fonction & croissance modérée. Pour tout z € R, on note ¢, la fonction
définie par ¢, (t) = ¢ (t). L’inégalité (ii) de 1.4.2 implique que, pour tout ¢t € RY,

on a
SEAOETION,

et donc




Ainsi, pour tout a > 1, on a

/at¢;(t)_¢w<t)+¢<o)dt§/axTB2dt

2
soit
(bxcfa) <zBylna+ ¢, (1) + = ; aqb (0).
Pour tout a > 1 et tout x > 0, on a donc
¢ (ax) < xBsalna+ap(x)+ (1 —a)p(0). (3)
En fixant x = 1 dans (3), pour tout a > 1, on a
¢(a) <ag (1) +(1—a)¢(0)+aBzIna. (4)

Ceci montre que I3 4 est inclus dans I'intersection des classes de Gevrey.

1.7 Intersection I, 4.

1.7.1 Deéfinitions.

On définit les intersections de classes de fonctions et de jets suivantes

I (Q) = () {o(at), 2}

a>0

et
Iy (E) = ({¢(at), E}.
a>0

Ces intersections de classes ont été introduites pour généraliser les intersections
a croissance modérée I3 4 qui, d’apres la remarque 1.6.4, sont contenues dans 'inter-
section des classes de Gevrey.

L’étude de ces intersections constitue le principal objet de ce travail. Dans ces
nouvelles intersections, on établit en particulier un théoréme d’extension de type
Whitney, sans hypothése de croissance modérée.

1.7.2 Théoréme.

Si ¢ est complétement non quasi-analytique, alors, pour tout compact E de R",
144 (E) a la propriété d’extension (Ex).

On peut aisément vérifier que, si F' est un jet de Whitney de classe C*° sur F, il
existe une fonction ¢, complétement non quasi-analytique, telle que F' appartienne a

Iis (E).
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1.8 Remarque.

Si ¢ désigne la fonction définie au a. de 1.2.3 alors, d’aprés I'inégalité (1), pour tout
i € {1,2,3,4}, on a l'égalité topologique I; , = I; 3. De plus ¢ vérifie la condition
(Hpga) (resp. (Hpnga), resp. (Henga)) sl et seulement si, ¢ vérifie la condition (H,gq)
(resp. (Hfnga), resp- (Henga))-

On pourra donc supposer, lorsque cela sera commode, que les fonctions définissant
ces intersections sont nulles en 0 et croissantes.

1.9 Comparaisons entre les intersections de classes.

Dans tout ce paragraphe on suppose que ¢ et & sont deux fonctions convexes
croissantes sur R, nulles en 0 et vérifiant la condition (H,,). Les résultats sont
démontrés dans I’annexe numéro 1.

1.9.1 Comparaison entre I3 4 et I, 4.

Proposition 1. Si I;5({0}) = 14 ({0}), avec égalité topologique, alors, il ex-
iste b,b' € R et C,C" € R tels que, pour tout t > 0, on ait

pUt)+C" < p(t) <P (0t)+ O

De plus on a les égalités topologiques Iny (E) = 1,5 (E) et 1o (1) = I, 5(€2), pour
tout compact E de R™ et pour tout ouvert €2 de R™.

Proposition 2. a. Pour toute fonction ¢, tout compact E de R" et tout ouvert
QdeR", onalyy(E) C Iz (E) et Iyy () C 154 () et les injections sont continues.
b. Si I3 4 ({0}) = 14 ({0}) alors ¢ vérifie la condition (Hz) suivante :

pour tout a € 10,1[, il existe b € |0,1] et C' > 0 tels que, pour tout t > 0, on ait
b6 (1) < 6 (at) + C.

c. St ¢ vérifie (Hy) alors, pour tout compact E de R™ et tout ouvert Q) de R™, on a
les égalités topologiques Iy 4 (E) = I34 (E) et Iy4 () = 134 ().

Remarque. La condition (Hs) est équivalente a la condition (H3) suivante :

il existe a; € |0,1], by € ]0,1[ et C; > 0 tels que, pour tout ¢ > 0, on ait
b1¢ (t) S qb (&1t) + Cl.

Elle implique la condition suivante : il existe a > 1 et Cy € R tels que, pour
tout ¢ > 1, on ait ¢ () < Cot®.

Remarques. a. Sila fonction ¢ est & croissance modérée alors ¢ vérifie la con-

dition (H3).
b. Si a > 1, la fonction ¢ définie par ¢ (t) = t* vérifie la condition (H;) et n’est pas
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a croissance modérée.
c. Lorsque ¢ est la fonction définie par ¢ (¢) = tIn(1+1¢), on a I 4 = I34 et 'on
retrouve 'intersection des classes de Gevrey.

1.9.2 Comparaison entre I 4 et I, 4.

Proposition 1. Si I, ({0}) = I ({0}), avec égalité topologique, alors il existe
b, d €]0,1] et C,C" € R tels que, pour tout t € Ry, on ait

C' +bd(a't) < ¢ (bt) < C+bp(t).

De plus on a les égalités topologiques Iny (E) = 1,5 (E) et 11 (1) = I, 5(€2), pour
tout compact E de R™ et pour tout ouvert €} de R".

Proposition 2. a. Pour toute fonction ¢, tout compact E de R" et tout ouvert
QdeR"onaly,(E) Cly(E) et Iy, () Clyy () et les injections sont continues.
b. Si 144 ({0}) = L1 ({0}), alors, ¢ vérifie la condition (Hy) suivante :

pour tout a € |0,1[, il existe b € |0,1] et C > 0 tels que, pour tout t € Ry, on
ait

o (bt) < C + b (at).

c. Si ¢ vérifie la condition (Hy), alors, pour tout compact E de R™ et tout ouvert 2
de R™, on a les égalités topologiques Iy 4 (E) = Iy 4 (E) et 144 (Q) = Iz 4 ().

Remarque. La condition (H4) implique la condition suivante : il existe a > 1,
A >0 et Cy > 0 tels que, pour tout ¢t > A\, on ait ¢ (t) > Cot®.

1.9.3 Comparaison entre les classes I, 4 et I 4.

Proposition. a. Si I, ({0}) = I ({0}), avec égalité topologique, alors, 5 est
a croissance modérée et on a l'égalité topologique I14 ({0}) = I, 5 ({0}).
b. Si ¢ est a croissance modérée, alors, pour tout compact E de R"™ et tout ouvert
Q de R", on a les égalités topologiques I 4 (E) = Io4 (E) et 114 () = Io,4 ().
1.9.4 Remarques.

On a donc toujours les inclusions topologiques suivantes :
Iy C I3,

Iyy Clag
13’¢ C ILd)’

et
Iyp C g,
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1.10 Enoncés des principaux résultats obtenus dans les in-
tersections I, 4.

Une partie de ces résultats a été publiée dans [Bel]| et [Be2)].
On rappelle que ¢ est complétement non quasi-analytique lorsque, pour tout a > 0,
on a

— <+
1 texp (—¢(?t))
Dans un premier temps, on démontre un théoréme d’extension de type Whitney :

1.10.1 Théoréme A.

On suppose que la fonction ¢ est complétement non quasi-analytique. Soit F un
jet appartenant o Iy (E). 1l existe une fonction f appartenant & Iy, & support
compact, telle que f = F au sens des jets sur E. En d’autres termes, 114 (E) a la
propriété d’extension (Ezx).

I1 est ensuite naturel d’étudier si cette extension, de I, 4 (E) dans I 4 (R"), peut
étre réalisée a I’aide d’un opérateur linéaire continu, en d’autres termes, si Iy 4 (E) a
la propriété d’extension linéaire (ExL). On établit le théoréme suivant.

1.10.2 Théoréme B.

On suppose que la fonction ¢ est complétement non quasi-analytique.
a. Si E = {0} un tel opérateur n’existe pas.
b. Soit f une fonction appartenant o I 4 (R), ayant toutes ses dérivées nulles en
0 et strictement positive sur 10,1]. On pose Ky = {(z,y) € [0, 12,0<y<f (z)}.
Alors 144 (Ky) n'a pas la propriété d’extension linéaire (ExL).
c. En dimension 1, si ¢ est a croissance modérée, 144 ([0,1]) n'a pas la propriété
d’extension linéaire (ExL).

En particulier, dans le cas de l'intersection des classes de Gevrey, il n’y a pas
d’opérateur d’extension linéaire continu.

Soit 7 un réel supérieur ou égal a 2, on dit que E vérifie la propriété de Markov
M (r) lorsqu’il existe une constante M > 0, telle que, pour tout polynoéme @ et
pour tout multi-indice J de N", on ait : HDJQHE < M (deg Q)" Q]| 5. Pour des
compacts ayant une telle "régularité” et pour de ”grandes classes”, en utilisant un
procédé d’approximation polyndémiale, on montre le théoreme suivant :

1.10.3 Théoréme C.
Si E est un compact de R™ vérifiant la propriété de Markov M (1) et si

lim M = 400
u—+oo u lnu
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alors il existe un opérateur d’extension linéaire continu, de Iy 4 (E) dans Iy 4 (R™).
L’intervalle [0,1] a la propriété de Markov. Pour d’autres exemples de compacts
ayant cette propriété, on pourra consulter [Pl3].

On peut aussi établir, a 'instar de H. Whitney dans [Wh] et de M. Valdivia dans
[Va], des théorémes d’extension avec réelle analyticité sur R™\ E. On a, par exemple :

1.10.4 Théoréme D.

On suppose que la fonction ¢ est complétement non quasi-analytique. Soit F €
Iy 4 (E), il existe une fonction f € Iy4(R™), réelle analytique sur R™\E, telle que
f = F au sens des jets sur E.

Soient F et E5 deux compacts non vides. On dit que F; et Es sont réguliérement
situés s’ils sont disjoints ou s’il existe un ouvert borné €2 de R", contenant F; U Fs
et deux constantes a > 1 et L > 0 tels que, pour tout x € €2, on ait

d(.’L‘, El) + d(.’L‘, EQ) Z Ld (Q?,El N Eg)a .

On établit un théoreme de Lojasiewicz sur la réguliére situation.

1.10.5 Théoréme E.

On suppose que la fonction ¢ est complétement non quasi-analytique. Soient E. et
Ey deux compacts de R"™. FE; et Ey sont régquliérement situés si et seulement si,
pour tout couple (Fy, Fy) appartenant & Iy s (Ev) X Iy (Eo) et vérifiant Fy = Fy sur
Ey N Ey au sens des jets, le jet F' = Fy U Fy défini par F () = Fy (x) si x € E; et
F(z) =Fy(x) st x € Ey appartient & Iy 4 (Ey U Es).

Une ¢-ultradistribution est une forme linéaire continue sur Dy = Iy 4 (R™) N
Ce (R™). (D;S) (E) désigne I'ensemble des ¢-ultradistributions dont le support est
inclus dans E. On déduit du théoréeme E le théoréme de décomposition d’ultradistri-
butions suivant.

1.10.6 Théoréme F.

On suppose que la fonction ¢ est compléetement non quasi-analytique. Soient F, et
E5 deux compacts de R™. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

a. E| et Ey sont régulierement situés.

b. Toute ¢-ultradistribution T € (D;s) (E1 U Ey) peut s’écrire T = Sy + Sy avec
Si € (D;S) (El) et Sy € (D;S) (Eg)

Enfin, on peut vérifier que les intersections de classes construites ici héritent des
propriétés obtenues par J. Chaumat et A. M. Chollet dans [CC3] et [CC4]. En effet,
dans tous leurs travaux, on peut constater qu’il apparait & chaque fois une perte
de régularité ”typique” d’une classe "¢ (at)” vers une classe "¢ (aA (t + p))” o A
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et p sont deux entiers strictement positifs. Une telle perte est donc masquée par
I'intersection. Ainsi les théorémes de division de Lojasiewicz et de composition de
Glaeser s’étendent naturellement aux classes Iy 4.

Pour s’en convaincre et a titre d’exemple, il suffit d’examiner le cas de la composi-
tion par X2, dans un anneau de séries formelles & croissance controlée. Cette situation
correspond au théoréme de composition de Glaeser au dessus d’un point. Pour tout

a > 0, on note S {¢ (at)} 'ensemble des séries formelles A (X) = ;;OS a; X7 vérifiant
su 95| < +00
jeN exp (¢ (aj))
On définit sur S{¢ (at)} une norme en posant ||A(X)||, = supen ﬁ% Si
A(X) = ;fg a; X7 est une série formelle, on note A (X?) la série formelle obtenue

par composition par X2, on a A (X?) = Zj:og a;X%. La série formelle A (X?) ap-
partient & S {¢ (at)} si et seulement si, A (X) appartient a S {¢ (2at)}. De plus, on
a

14 (x7)]], = sup — 1]

up ) = 14 0 -
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2 Deuxiéme partie : théorémes d’extension.

2.1 Extension de jets avec perte de régularité.

Le résultat principal de ce paragraphe est constitué par le théoréme 2.1.1. C’est
un théoreme d’extension de type Whitney, avec perte de régularité, dont la preuve
s’inspire de [CC1] et [C'C2]. On utilise un développement de Taylor d’ordre variable
que l'on régularise a ’aide d’une partition de I'unité.

2.1.1 Théoréme d’extension avec perte de régularité.

Sotent ¢ une fonction non quasi-analytique, E un compact de R™ et Cy > 0. Il existe
une constante Uy > 0 et une application linéaire continue T' de {¢ (t) +tln (Cs), E'}
dans {¢(t) + ¢ (t+ 1) +tln(Cyls),R"} telle que, pour tout jet F appartenant a
{6 (t) +tln(Cy),E}, onait T (F) = F au sens des jets sur E. De plus, la constante
Uy ne dépend que de E et de la fonction ¢.

On rappelle que T (F) = F au sens des jets sur F signifie que, pour tout multi-
indice J et tout x € E, on a

Sans restreindre a la généralité, dans toute la suite du paragraphe 2.1, on suppose
que ¢ est une fonction convexe, croissante sur R et nulle en 0.
2.1.2 Notations.

On rappelle que ¢ est non quasi-analytique lorsque ¢ vérifie 'hypotheése (Hyqq)

suivante
/+oo dt
—_— < H4o00.
1 texp (@)

En reprenant les notations de 1.2.5, on pose mg = 1 et, pour tout p € N*,

— _ep(e(p) ; o a dafing : f:
Mp = oom-1)) La suite (mp)p20 ainsi définie est croissante et vérifie

lim m, = +o00
p—+oo

et, pour tout p € N,
exp (¢ (p)) < (my)" .

Soit > 0, la suite (¢(p+ 1)+ pln T)pZO est décroissante puis croissante; on
désigne par N (r) le plus petit entier réalisant la borne inférieure de 1’ensemble

{6(p+1)+plnr,p e N}.
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2.1.3 Propriétés.

a. La fonction N a pour limite +oco lorsque r tend vers 0.

Si r est un réel strictement positif alors

b. N (r) est le plus petit entier p tel que m, o > %

c. Pour tout (j,q) € N?,j < ¢ < N (r) implique glnr+¢ (¢ +1) < jlnr+¢ (5 +1).
d. Pour tout (j,q) € N2, N (r) < j < g implique jInr+¢ (j +1) < glnr+¢(¢+1).
e. Pour tout j e Nyona N (r)lnr+¢(N(r)+1) <jlnr+¢(j+1).

2.1.4 Deéfinitions.

Soit F' un jet sur E. Soit L un multi-indice de N", on définit la L-iéme dérivée du
jet F' par
Ly (pJ+L
D"F = (F ) JeNn -
Soient p € N et ( € F, on définit le polynome de Taylor de F d’ordre p en posant,
pour tout x € R",

T = Y - OFF(Q).
K;|K|<p

Soient p € N et J € N™ tels que |J| < p. Pour tout ¢ € F et tout z € R™, on pose
T? (F7) () =T (D'F) ().
on a donc ‘
DY (TEF) (x) = TF (F7) (x) .

Pour tout ((,r) € E?, on a également
RIPF (x) = F/ () = TP7F/ ().

Les lemmes suivants sont classiques.

2.1.5 Lemme [CC2|, [HJ)].

+o0o
Soient ¢ une fonction non quasi-analytique et 6 > Y ﬁ. Pour tout t > 1, il existe
p=1

une fonction q; de classe C™ sur R et a support dans [—t,t] telle que 'on ait, pour
tout x € [-1,1],
q(r)=1

et, pour tout 5 € N et tout z € R,

i) <2 (;2) w6,
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2.1.6 Lemme de recouvrement de R"\E [CW].

Soit E un compact de R™; on désigne par p(x) la distance de x a E. Soit t' > 1, il
existe des constantes a,b € R,ng € N telles que 0 < a <1 < b, ng > 1 et une famille
dénombrable de boules B (xz;,1;),1 € N, vérifiant :
e R\E = U B(zi,r:) = U B (w,t'ri),
ieN i€EN
o v € B(z;,t'r;) implique ar; < p(x) <br; et ap(z) < p(z;) < bp(z),
o tout x € R"\E appartient au plus a ng boules B (z;,t'r;) .
2.1.7 Partition de unité associée.

Soit t > 1. Pour y = (y1, ..., ¥,) € R™ on pose

Qt (W) = a (y1) @ (y2) - (Yn) -

Soit {B (x;,r;),i € N} la famille de boules donnée par le lemme précédent lorsque
t' = \/nt. Pour tout ¢ > 1, on pose ¥, (z) = Q; (””’””i), puis

¢o:¢o

et, pour tout ¢ > 1,

¢1; = 1/% (1 - 1/}0) (1 - wl) (1 - 1/%'71) .
Alors (¢;),n est une partition de I'unité associée au recouvrement |J B (x5, t'r;). 11
ieEN
existe une constante C' > 1, ne dépendant que de la fonction ¢, de la dimension n,
de t et de F telle que, pour tout multi-indice J et tout z € R™\ F, on ait

|D7 ¢, (z)] < (%)Jﬂe}cp (¢(5))-

Dans tout ce qui suit, si z € R™\E, alors = désigne un point de E réalisant la
distance p ().

Si I est un jet appartenant a {¢ (t) + ¢1In (Cs) , E} on note || F'l| = [|F'l| (414 11n(cy).5
la norme introduite au paragraphe 1.2.2.

2.1.8 Proposition [CC2].

Soit F un jet appartenant a {¢ (t) +tIn (Cs), E} alors, pour tout entier p, pour tout
multi-indice J vérifiant |J| < p et pour tout (z,(y,(,) € R® x E?, on a

)DJ (Tg’lF _ Tg’zF) (x)(
< 1P (2Con2)" jlexp (¢ (p + 1)) (lz — ¢y +1¢, — GNP (5)
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2.1.9 Proposition.

Soit F un jet appartenant a {¢ (t) +tIn(Cy), E}. Si a > 4n*Cy, alors, pour tout
x € R"\E et pour tout multi-indice J, on a

D7 (1" F) ()] < 2t | Fllexp (6.() ()] (6

J

D7 (TXDE) @) - F @) < jIFlexp (0 G+ 1) a (S) p@). ()

Remarques. a. D’ (TEN (@) o ) (x) signifie que l'on a calculé la J-iéme dérivée

du polynéme TEN (@r(@) o (t) puis que 'on a évalué cette dérivée au point ¢t = z.
b. On rappelle que la fonction N a été définie au 2.1.2.

Démonstration de la proposition 2.1.9. Il s’agit simplement d’adapter la dé-
monstration de la proposition 9 de [CC2]. D’aprés la définition du polynome de
Taylor, on a

ap(zx 1 ~O— R
Q;J<Q '
|QI<N(ap(z))
q—J
p(x
> ﬁ |F|| C3qtexp (¢ (q)) -
Q;J<Q '
|QI<N(ap(x))

IN

@g‘J—)! < % < n979245! donc

JN(ap(z)) j' ||F|| q q
DT} @) < e Do OO e (o)
|QI<N (ap(x))

Or

De plus, d’apres 2.1.3,

(ap ()" exp (¢ () < (ap (2)) exp (¢ (7))

et, comme le nombre de multi-indices @ tels que |Q| = ¢ est majoré par n?, on a

. N(ap(z)) <2C2n2 ) q

DITNPD ()| < 51| F|lexp (6 (7)) (%)] 2 a

q=J

Par hypothése
202’/12

(67

<

N =
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donc ’
DTN P ()| < 21| Fllexp (6 () (2)

En reprenant ces calculs mais avec les indices @ tels que J < Q et |Q] < N (ap (z)),
on obtient (7).

Démonstration du théoréme 2.1.1. On fixe t > 1 et on pose ' = y/nt. Soient
(¢:);en 1a partition de 'unité obtenue en 2.1.7 en ne gardant que les boules dont le
rayon est strictement inférieur & 1. Soit o = 2C5n? (2 + i—é’ +1). Onpose T'(F) = f
ou f est la fonction définie par

Vo e R\E, f (z qu TN PN (1)
et,
Vo € B, f(x) = F°(x).

Remarque. f est clairement a support compact, de classe C* sur R"\ F et sur é
I'intérieur de E. De plus il existe ¢ € ]0,1[ et un entier iy € N* tels que, pour tout
z € R"\E, on ait
p(z) < e implique x € |J B (x;, 1),

iEN
p(x) > ¢ implique T'(F) (z) = o1, ¢, (x) T " F (x).

Soient # € R™\E et @ un multi-indice; évaluons D? (f — TiN(ap(x))F) (z). On
peut supposer que p(z) < 1.
Soient ¢ € N et J un multi-indice tel que J < ). On pose

E DJ (TN(O‘P(QH))F TN(ap(xz))F) (l’)

et
By =D’ (TA () o _ N “”(”’F) ().

Comme le support de ¢, est inclus dans B (z;, t'r;), on peut supposer que = appartient
aB (Ii, t,’f’l’).
i) On évalue |Ey|. Si |J| < N (ap(x;)), d’apres la proposition 2.1.8, on a

. N(ap(x;))+1 ~ ~ ~ ap(z; —j
(Bl < GHIF (2C2n2) M exp (6 (N (ap (20)) + 1) (jo = &] + [ — 7)) Ve

Comme x € B (z;,t'r;) implique ar; < p(z) < br; et ap(z) < p(z;) <bp(x), on a
weal< (L) ple) et 7 -7l < (2t 1) pta
T— Ty S| — ;) et |y —X| S| —5 - ZT;) .
a? P a®  a p
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et donc o
_ 2 I I )
|z — T + |7 — 7] < 2n202p(x1)

En remarquant que 33 > 1, on obtient

. o\ N(ap(ze)) 41 N(ap(zi))+1—j
Bl < J1IF) (20mn?) exp (0 (N (ap (2)) + 1) (530 (0

| ,

2<’L‘.>—U exp (& (N (ap (1) + 1)) (ap ()N

Donc, d’aprées 2.1.3, on a

PN oy (6 (g + 1)) (ap ()™
p (i)

et, puisque p (x;) < bp (z), il s’ensuit que

|Ey| <

[Ex| < GUIF|| (be)™ exp (¢ (g + 1)) p (). (8)

Si|J]| > N (ap(x;)) alors Ey = 0.
i) On évalue | By|. TN D F () = TN @) F (1) est un polynome de degré inférieur
ou égal a N (aap (z)) et de valuation supérieure & N (bap (x)), on a donc

1 ~ ~
B < > D’ (f-9"F @)
L;N(bap(z)H};lLL\SN(aap(:c)) )
1 s
< > Ty @) || Cllexp (6.(1).

(L—J)

LiN(bap(x))+1<|L|<N(aap(=))
J<L

On peut supposer |J| < N (bap(x)) (sinon il y a moins de termes dans les sommes
qui suivent).

S 3 (2Cn)' p ()" exp (¢ (1))

Bl S p@y
TPAL)) LiN(bap(a))+1<|LI<N (acp(x))

IN

M N(“"f))_l (202n2)l+1 pla) T exp (¢ (1+1)).
(np (%)) oana))
Or, d’apres 2.1.3, N (bap (z)) <1 < N (acp (x)) implique
exp (¢ (1+ 1)) (aap (2)) < exp (¢ (N (bap (x)) + 1)) (aap ()",
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on a donc

N(aap(z))—1

JHI|F e
| B2 < 202n2”—”jp<x> exp (¢ (N (bap (z)) + 1)) (aap (z)) VPN~ (
(np (z)) e
Or, par hypothése
202712 1
< —
ace T 2
donc (o)
N(aap -1 o !
Z (20271 ) S 9
=N@ap@) ~ %
De plus

exp (¢ (N (bap (z)) + 1)) (aap ()N
(5)™ exp (6 (N (bap () + 1)) (b ()0t
< exp(¢p(g+1)) (bap(z))".

b
On obtient donc

|B| < 4Con®! || F|| (ba) exp (¢ (¢ + 1)) (p ()" . (9)

De 1a, en utilisant la formule de Leibniz avec les estimations (8) et (9), on déduit
que

D (f =T E) (@) < @Ca| Pl Cexp (6 a) + 6 (a+ D)p @) (10)

ol O3 = 2ngba et Cy = 2n%baC. Ici C' désigne la constante de la partition de I'unité
2.1.7.
En utilisant (6) et (10), on obtient

|D? (f) (z)] < UL||F|| (CoU2) glexp (¢ (q) + ¢ (g + 1)) (11)

ol U; = 2ngba + 2 et Uy = 4n*bC (2 + i—tzl + %) La constante U ne dépendant que
de E et de la fonction ¢.

Soit zy € E\ E; on déduit de (7) et de (10) que l'on a, pour tout multi-indice @),

Jim D9 (f) (x) = F2 (a0)
:cER"{)E
D’apres le lemme d’Hesténes ([To] page 80), f est de classe C* sur R". De plus,
compte tenu de (11), Cette fonction appartient a {¢ (t) + ¢ (t + 1) + tIn (CyUs) , R™}.
Ce qui démontre le théoréeme 2.1.1.
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2.2 Extensions de jets dans les intersections de classes I, ;.
2.2.1 Théoréme d’extension de I 4 (E) dans I, 4 (R").

Soit ¢ une fonction complétement non quasi-analytique et soit F' un jet appartenant
a Iy (E). 1l existe une fonction f € Iy 4 (R™), a support compact, telle que l'on ait
f=F sur E au sens des jets.

On rappelle qu’'une fonction ¢ est complétement non quasi-analytique lorsque ¢
vérifie la condition (H pge) suivante :

pour tout a > 0,
oo dt
—— < +x. (12)
1 texp <—¢(ft)>

Sans restreindre a la généralité, on peut supposer que la fonction ¢ est nulle en 0
et croissante. On établit d’abord ’analogue de la proposition clé de [CC3].

2.2.2 Proposition.

Soit ¢ une fonction complétement non quasi-analytique nulle en 0 et croissante. Soit
(up)p20 une suite de réels. On suppose que, pour tout a > 0, il existe Cy (a) > 0 tel
que, pour tout p € N, on ait

lup| < C1 (a)exp (¢ (ap)). (13)

Alors il existe une fonction 1 convexre sur R, croissante, nulle en 0 et vérifiant :

oo dt
/ — < 400, (14)
. <expw<t>)

t

pour tout a > 0, il existe Cy (a) > 0 tel que, pour tout p € N, on ait

exp (¢ (p)) < G (a) exp (¢ (ap)) (15)
il existe A > 0, tel que, pour tout p € N, on ait
lup| < Aexp (¥ (p)) . (16)

Remarque. Notons tout d’abord que, puisque ¢ vérifie I’hypothese (H,,), la con-
dition (15) est équivalente & la condition suivante :
pour tout a > 0, il existe Cy (a) > 0 et C5(a) > 0 tels que, pour tout p € N, on ait

exp (¥ (p)) < C2 (a) (Cs (a))” exp (¢ (ap)) - (17)
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Bien sar (15) implique (17). Réciproquement, soit a > 0 et soient Co (%) et Cy (%)
les constantes données par (17) en remplacant a par §. La condition (H,,) implique

. 0(5) ) _
tl}glooexp (T = 400

Donc il existe ty € R, tel que, pour tout t > ¢y, on ait

¢ (%) a
23 5 0, (2).
Alors, pour tout t > tg, on a
at a\\?t
2))=(a(5)
o (0(3))= (o
Donc, quitte & augmenter Cs (%), pour tout p € N, on a
a ap 2 a
exp (¥ (p)) < Oy (5) (eXp <¢ (3))) < Cqy (5) exp (¢ (ap)),
ce qui démontre (15).
Remarque. Dans la démonstration qui suit, on note ¢ la dérivée a droite de ¢.

Démonstration de la proposition 2.2.2. Soit (#x),-, une suite de réels stricte-
ment croissante vérifiant les conditions suivantes :

to=0,t1 > 1et (,b/ (tl) > 0, (18)
pour tout k € N*,
1
th > tg-1, (19)

On associe & la suite (fx);, la suite de fonctions (¢;),-, définie par ¢, = ¢ et,
pour tout entier k et pour tout ¢ € [0, +o00],

1
D1 (8) = oy, (%) + ((b; (try1) — §¢; (tkTH)) (t —try1) + Op (trs1) — &4 (tkTH) ’
(20)
¢;€ étant la dérivée a droite de ¢
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Propriétés. a. Pour tout entier k, on a ¢y (tey1) = ¢ (trr1) €t dpoq (b)) =
Ok (tr1)-
b. Il eziste deuz suites de réels, (Ax);>q €t (Br)yso, telles que, pour tout entier k et
tout t € [0, 400, on ait

or, (t) = ¢ (27%t) + Ayt + By, (21)

De plus Ay > 0, pour tout entier k > 0.
c. Pour tout entier k et pour tout t € [ty, +00[, on a

At + By, > 0.
d. Pour tout entier k et pour tout t € [ty 1, +00[, on a
Gpar (1) < 0 (270D8) + ¢, (1) (22)
e. Pour tout entier k, on a
Apiitrsr + By > 270 06" (2780 + Aty + By (23)

Démonstration. Les propriétés a. et b. sont claires. La propriété c. résulte de
(20) et (21) qui impliquent

Apy1t+Byyr = Ak%"‘Bk‘i‘((b;c (th41) — %Qb;c <tk7+1)) (t = tis1)+ 0y (tri1)— (tkTH) :
D’autre part, d’apres (20) et (21), pour tout ¢ € [tg,1, +00[, on a également
Ppi1 () = ¢ (2_(k+1)t) + Agt + B+ (27%¢ (27 ) — 2~ (k) g (2_(k+1)tk+1)) (t — trg1)
+¢ (27 1) — ¢ (27F )
donc
Ger (1) < 6 (27% ) + At + B+ 27%¢" (27F¢51) (£ — tern) + ¢ (2741 -

Or
y=2"¢ (27ktk+1) (t —thpr) + ¢ (27ktk+1)

est I’équation de la tangente en t;,; de la fonction convexe t — ¢ (2”%). Pour tout
t € [tgs1, +00[, on a donc

Grin (1) < 6 (27FE) + At + B+ ¢ (27%) = ¢ (27% V1) + ¢ (1),

ce qui démontre la propriété d.
Enfin, comme ¢ ; (tx+1) = ¢y, (tet1), on a

Apirtisr + Brir = ¢ (27" 001) — ¢ (7% ™t) + Agtiyr + By
et, par convexité de la fonction ¢, on a
¢ (Q_ktkﬂ) — ¢ (2_(k+1)tk+1) > 2~ kg, ¢ (2_(k+1)tk+1) ;

ce qui démontre la propriété e.
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Lemme. Soit (o)., une suite de réels. Il existe une suite de réels (t),~, vérifiant
les conditions (18) et (19) telle que, si (¢),~q €st la suite de fonctions associée comme
précédemment a la suite (t)yy, on ait
pour tout k € N*, -

2iktk¢/ (27ktk) + Ap 1ty + Br_1 > oy, (24)

pour tout k € N*,

+oo
/ L <ot (25)
B texp (—¢(2t t))

pour tout k € N,k > 2, tout j € {0,....k — 2} et tout t € [ty, +0o0],
O < ;- (26)

Démonstration. On choisit ¢; > 1 vérifiant les conditions (18), (24) et (25).
Soit k£ € IN*, on suppose la suite construite jusqu’au rang k. Il existe ¢}, > 2t

tel que
+oo
/ dt S 2—(k+1)
t/

—(k+1)
k+1 fexp <—¢(2 n ))

2*(k+1)t;€+1¢’ (2*””1)15;#1) + Akt;ﬁl + By > g1

Soit € € ]O, ﬁ [, pour tout m € N, on a

O (t) @ (27™t). (27)

t—-+o0

et

Donc il existe ¢34 >t} tel que, pour tout j € {0,...,k — 1} et tout ¢ € [t;41, +00],
on ait

P (27t) < (1+e)g; (1) et ¢ (t) < (1+2)9 (277).
De plus, par convexité de la fonction ¢, on a

¢ (277) <27FH¢ (277¢) < %gb (277¢).

On a alors

(1+¢)°¢;(t).

N =

¢ (1) <

De méme

¢ (27"t < iqb (277t) <= (1+¢)¢;(t).

N

D’apres (22), pour tout ¢ € [tg41, +00[, on a donc

3 3

b <o ) 10 < [Bader 200 26,0. (9
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Définition de ). Pour tout £ € N*, on note C} (2”“) la constante de (13) associée
a a = 27% et on applique le lemme précédent avec la suite (o) r>1 définie par oy =
C1 (27%). Pour tout entier k et tout ¢ € [ty, t511[, on pose

P (t) =y, (1)

La fonction v ainsi définie est nulle en 0, convexe et croissante sur R,. Montrons
que 9 vérifie (14), (16) et (17).

Pour tout k € N* et tout ¢ € [ty, ti1[, on a v (t) = ¢y, (£) > ¢ (27%¢). En utilisant
(25), on a

X e dt t dt
>/ +f < 4o,
Fle o () o ()

t
En notant k 'entier vérifiant p € [tx, tg41], d’apres (24) et (23) , on a
(& (27k) < 2iktk¢/ (27ktk) + Ap_qty + Bi_1 < At + By,
et, d’apres (13)

lup] < C1 (27%) exp (¢ (27%p)) < exp (pAr+ Be+ ¢ (27%p)) = exp (v (p)).  (29)

Donc # vérifie la condition (16),
Enfin, si a > 0, il existe kg € N,27% < a. Si k > kg + 2 et p € [tg, tps1], alors,
d’apres (26) et (21), on a

¢i (p) < Gy, (p) < ¢ (ap) + pAk, + Biy-

Donc,

exp (Y (p)) = exp (¢, (p) — ¢ (ap)) exp (¢ (ap)) < exp (pAg, + Bi, + ¢ (ap)) -

Comme il n’y a qu’un nombre fini d’entiers p < ty,,,, on en déduit (17), ce qui termine
la démonstration de la proposition 2.2.2.

Démonstration du théoréme 2.2.1. Soit F' un jet appartenant a I 4 (E). D’apres
la proposition 2.2.2, il existe une fonction non quasi-analytique v telle que F' appar-
tienne & {¢ (¢), EF'}. D’apres le théoréeme 2.1.1, il existe une fonction f appartenant
a{Y(t)+¢(t+1)+tn(Uy),R"} réalisant extension du jet F. Pour tout p € N,
on a

Yp)+Y(p+1) <29 (p+1) <Y (2(p+1))

et, comme 2 (p + 1) < max {4p,2}, avec les notations de I'inégalité (15), pour tout
a >0, et tout pe N, on a

V) + 0+ 1) < 0 (2) + () <G (1) +6(2) +n (0o (§)) + 0 ap).

Il en résulte que f appartient a I 4 (R™).
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2.2.3 Remarque sur ’extension analytique.

En reprenant la méthode développée par M. Valdivia dans [V a] on obtient aisément
le théoréme suivant.

Théoréme. Soit ¢ une fonction complétement non quasi-analytique. Soit F
appartenant a Iy 4 (E), il existe une fonction f € Iy4(R"), réelle analytique sur
R™\E, telle que f = F au sens des jets sur E.

2.3 Conditions nécessaires d’extension.

Dans tout ce paragraphe, on suppose que ¢ est une fonction convexe croissante sur
R, nulle en 0 et vérifiant la condition (H,,).

2.3.1 Définition.

Soit 2 un ouvert non vide de R™. On note
Ipg (loc) () = {f € C™(Q),VK CCQ, Rk (f) € 114 (K)}. (30)

On a noté Rk (f) = (DLf|K)L€Nn et K CC () signifie que K est un compact de
Q). Lorsque 2 est un ouvert contenant le compact F, le théoréme 2.2.1 reste valide,
en remplagant I , (R™) par Iy 4 (loc) (2) .

2.3.2 Propriété.

Iy 4 (loc) () est un espace de Fréchet.

Plus précisément, soit (X;),-, une suite d’ouverts relativement compacts non vides
tels que ;o Xi = Q et X, C Xi11, pour tout entier ¢ > 1. X, désigne I’adhérence
de X;. Alors Iy 4 (loc) (Q) est un espace de Fréchet dont la topologie est définie par
la famille de semi-normes p; (f) = ||Rx; (f)H{¢(lt)Z}

2.3.3 Proposition.

Soit E un compact non vide de R". S’il existe un ouvert ) contenant E tel que
Vopérateur de restriction Rg, de 14 (loc) () dans 14, (E) soit surjectif, alors, ¢ est
complétement non quasi-analytique.

Démonstration. Soient x et yo deux éléments de E tels que |zg — yo| = diam (E).
On peut supposer que z a pour coordonnées (—03,0, ..., 0) et que yo a pour coordon-
nées (3,0, ...,0), 3> 0. Pour tout z € R", on pose z = (z/,2") € R x R*"%.
L’application de restriction Rg est une application linéaire surjective et continue
entre espaces de Fréchet; elle est donc ouverte. Donc, pour tout ¢« € N*, il existe deux
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réels a’ > 0 et € > 0, tels que, pour tout a € |0, a'[ et pour tout F' € I, 4 (E), il existe
f € 1y (loc) (2) telle que
Rp(f)=F
et
€ ||f||{¢(lt)f} < HFH{¢>(at),E}’ (31)
On choisit ¢ € N* tel que £ C X;. Pour tout p € N et pour tout (z/,z")

appartenant & R x R"™!, on pose f, ((¢/,2")) = 2'? et F, = Rg (f,). Alors F), est un
jet appartenant & I, 4 (E) et, pour tout b > 0 et tout A > 0, on a

(2A+ pB)?
F < —F 32
1Eoltoo.21 higp) (A) (32
en posant
hipp) (A) = kr;% (exp (¢ (bk) + kIn A)). (33)

On suppose qu'il existe a € ]0, a'[ telle que la fonction ¢ — ¢ (at) soit quasi-analytique.
Alors, pour tout p € N, il existe une fonction 6, appartenant a Iy 4 (loc) (€2) telle que

Rp (‘910) = Fp
et
£ 10 o203} < 1Bl gocan.o - (34)

Soit r > 0 tel que la boule fermée B (1, r) soit contenue dans X;. D’apres le théoréme
de Denjoy-Carleman, pour tout z € B (yo, ), on a 0, (z) = 2'P. D’apres (32) et (34),
pour tout p € N et tout A >0, on a

(2A + B)P

(B +r)" < sup [0, (2)] < 10l rp0e) 1 %7} < ehga) (A)°

reX;

ce qui est impossible si 'on impose 2A < 7.
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3 'Troisiéme partie : extension linéaire.

Dans cette partie, ¢ désigne une fonction convexe, croissante sur R, nulle en 0 et
vérifiant la condition (H,,).

3.1 Remarques.

Dans le théoréme 2.2.1, en général, 'extension de Iy 4 (E) dans Iy 4 (R") ne peut
pas étre réalisée a 1’aide d’un opérateur linéaire continu.

3.1.1 Premier contre-exemple si n =1 et E = {0}.

Proposition. Il n’existe pas d’application linéaire continue U : I, 4 ({0}) — I44 (R)
telle que Rypy o U = Z'd14’¢({0}).

Démonstration. On s’inspire des calculs de [Pe] et on suppose l'existence d’une
application linéaire continue U de Iy 4 ({0}) dans I, 4 (R) telle que RypyoU = idy, 0
L’application U vérifie la condition suivante

pour tout a > 0, il existe deux réels b > 0 et C' > 0 tels que, pour tout F
appartenant a Iy 4 ({0}), on ait

1T (EM ooy < C 1E o, 101y (35)

Soit p € N, on note x, = U (F,) ou F, = (Fg) o 6st le jet sur {0} défini par

A J
F7(0) = 6,4, pour tout j € N. Alors (Xp)pzo est une suite d’éléments de I, 4 (R)
telle que, pour tout (p, k) € N2, on ait

X (0) = b,

et, pour tout p € N,
C

< 36
Pollwnm) = e @) %0
Ici, 6 désigne le symbole de Kronecker.
En notant b; et C les constantes de I'inégalité (35) associées & a =1, on a
Gy
sup |x, (y)]| < . 37
yeR, P ) plexp (¢ (b1p)) o

D’apres la formule de Taylor, pour tout p € N et tout x € R, on a

(p) —1l < z (2p)
X () — 1] < i yselllglxp (v)|
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donc, en notant by et Cy les constantes de l'inégalité (35) associées a a = %1, pour
tout p € N, on a

P () — 1| < v Ca

= W o (o Gay) ) (0 O11))

On pose

[

— (p!)2 exp (¢ (bap)) ’
) 2C, (2p)lexp (¢ (bip)) |

Pour tout = € [0,7,], on a

1
XP (z) > 3
En intégrant p fois, on obtient
1 2P
5? = Xp (z)
Donc, en utilisant (37), on a
P 12
175 1 ()" exp (¢ (bop)) <, (7)) < Cy
2pl 4p!Cy (2p)!lexp (¢ (bip)) plexp (¢ (bip))
d’ou (2p)]
exp (¢ (1p) exp (6 (bp) < g dC1Cacxp (0 (up)
one (6 (b))
eXp 2D
T < 40102.

exp(¢(bap)

Cette derniére inégalité est impossible puisque N ) tend vers 400, lorsque p

tend vers +oo.

3.1.2 Deuxiéme contre-exemple : construction de compacts ”ventrus”
pour lesquels il n’existe pas d’opérateur linéaire continu d’exten-
sion.

Soit ¢ une fonction complétement non quasi-analytique croissante et nulle en 0. On
donne ici des exemples de compacts ”ventrus”, pour lesquels il n’existe pas d’opérateur
linéaire continu d’extension dans I 4. Ces exemples, inspirés par un travail de M.
Tidten [T'], complétent une situation étudiée par U. Franken dans [F'r2].

Soit a > 0, la fonction h(yq) est définie comme dans (33) en posant, pour tout
r >0,

h(¢a) (1) = inf ¥ exp (¢ (ak)) .

keN

La fonction Ay q) est continue.
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On remarque que, pour tout r > 0, hq) (1) = r* exp (¢ (ako)) o ko est le plus
petit entier k tel que ¢ (a (k+ 1)) — ¢ (ak) + Inr > 0, en particulier, si

¢ (a (ko)) — ¢ (a(ko—1)) < —Inr < é(a(ko+1)) — ¢ (ako),

on a
higa) (1) = ko exp (¢ (ako)) -

Lemme 1. Pour tout r > 0, il existe p, € Iy 4 (R) vérifiant les conditions suivantes :
supp(p,) C [=r,7], ¢, (0) = 1 et, pour tout a > 0, il existe une constante D > 0
telle que, pour tout j € N et tout x € [—r,r], on ait

, 1
() Y ;
o ()| < D jlexp (¢ (2aj)) -
| | his.a) (1)
Démonstration. D’aprés la proposition 2.2.2; il existe une fonction 1, non
quasi-analytique, croissante et nulle en 0 vérifiant :
pour tout a > 0, il existe Cy (a) > 0 tel que, pour tout p € N, on ait

exp (¥ (p)) < Cs (a) exp (¢ (ap)) - (38)

D’apreés le lemme 2.1.5, pour tout r > 0, il existe une fonction ¢, € C* (R), a support
dans [—r, 7|, telle que ¢, (0) = 1 et, pour tout 7 € N et tout = € [—r,r|, on ait

o @) < () stesp (0 )

oud =3 . %. Quitte & remplacer ¢ (t) par v () +t1n (26) et & augmenter
1

la constante Cj (a) de 'inégalité (38), on peut supposer que §' < 3. En posant

D = (5 (a), on déduit de I'inégalité (38) que, pour tout j € N et tout x € [—r,r|, on
a

W @] < D(7) stesp((ai)
1
7 xp (@ (@)

1 . .
< DWJ!GXP (¢ (2aj)) .

jlexp (¢ (2aj))

Lemme 2. Soit f une fonction appartenant o Iy s (R) ayant toutes ses dérivées
nulles en 0. Si Rjg 1) : Iss (R) — Iy ([0,1]) désigne Uapplication de restriction, pour
tout v > 0, et pour tout x € [0,1], on a

|f (z)] < hig,) (z) HR[OJ} (f)H{¢(’yt),[O,l]} ‘

33



Démonstration. Soit z € [0, 1], on a

|f(z)] < HR[OJ] (-f)H{qb(fyt),[O,l}}

et, avec les notations sur les restes de Taylor du paragraphe 1.2.2, pour tout p € N*,

[f @) = Re?™" (R () < 2 [[Rio.y (D] 0010, 5P (6 (7)) -

Donc, pour tout p € N, on a

‘f (:L’)‘ <P HR[O,H (f)H{¢(’yt),[O,1]} eXp (¢ (’Yp)) (39)

Donc
|f(@)] < hgy) (2) HR[OJ} <f)H{¢(~yt),[0,1]}’

Dans tout ce qui suit, f désigne une fonction appartenant a I 4, (R), ayant toutes
ses dérivées nulles en 0 et strictement positive sur |0, 1].
On pose Ky = {(z,y) € [0, 112,0<y<f (z)}. Ky est un compact de R? tel que

K= Kj.
Remarques et notations. 1. On peut construire une telle fonction f en modifiant

de maniére évidente la construction du lemme 1.
2. Pour tout b > 0 et tout jet F' € I, (K5), on pose

[F*R) (z,)|
I, = Sup , .
(k1 ,k2)eN2, (@) (K1 + k2)lexp (¢ (b (k1 + ko))

On peut supposer que Iy 4 (K ) est muni de la famille de normes (||.[|,)
3. Pour tout v > 0, on note [|f||., = | Rjo,1;

b>0"

(f)H{¢>(Vt)7[071}}'
4. Dans le théoréme qui suit, Rg, : Iy4 (R*) — I14 (Ky) désigne Papplication de
restriction.

Théoréme. Il n'existe pas d’application linéaire continue U de Iy 4 (K;) dans Iy, (R?)
telle que R, oU = Zd14,¢(Kf)'

Démonstration. Pour tout n € N et tout » > 0, on note F,.,, le jet sur Ky de
Papplication (z,y) — ¢, (z) L. Soit b > 0, on a

HFr,ng = sup ({gp&kl) (ZL")} ({yn 2{ ) 1

n— ko)l | (k1 + ka)lexp (¢ (b (k1 + k2)))
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Donc, en notant D la constante donnée par le lemme 1 lorsque a = %, pour tout
v>0,ona

[
n—ko
Diatexp (6 (bh1)) (ho (011111,
< sup
0<k1 et 0<ka<n h(qx%)

(r) (n = k2)! (k1 + k2)! exp (¢ (b (k1 + k2)))
kq! A 1 1 1
Or Gt = o 0 aoimmTR) < sp@oh) sw@R) 1One

. (1711, hioon (1)
Mol = Dy T ™ o (k) w

2
Supposons qu’il existe une application linéaire continue U, de I, (K;) dans
I14 (R?) telle que Ry, o U = idy, | (K;)* Alors U vérifie la condition suivante.

Pour tout a > 0, il existe deux réels b > 0 et C' > 0 tels que, pour tout F
appartenant a Iy 4 (Ky), on ait

1T ENpay m2y < CHIE - (41)
On note by et C; les constantes de I'inégalité (41) associées a a = 1.

Soit aq € }O, % [, on note by et Cy les constantes de I'inégalité (41) associées & a = as.
Pour tout r > 0, tout n € N et tout y € R, on pose g, (v) = U (F},) (0,y). On
a

n y"
gt (y) — 1] < pr} 1U (Frn) | gty m2y (2n)! €xp (¢ (2a2n))

IN

2 Ca|Frally, (20)texp (¢ (2azm).

— (l n! )
2 (2n)!exp(op(2

azn))Cg||F,«,ng2

Soit 7,

3=

, alors, pour tout y € [0,7,], on a

9 (y) — 1] <

N —

et donc
puis, par intégration,

En particulier, avec y = 7,,, on obtient

17
Em S gr,n (Tn) S CI ||Fr,n||b1
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donc

n!
1< CLEnll,. .
4 (2n)!Inlexp (¢ (2azn)) Cy HFr,ngz < C||F, ||b1
Soit .
4(2n)lexp (¢ (2aon)) = " 2 [ Evnlly, 1E5nlly, (42)

On choisit v < max (%1, %2) et on note D; (resp. Dj) la constante donnée par le

lemme 1 lorsque a = & (resp. a = &), d’aprés (40), on a
n—ka
11 (e @1)

Frally, < D12"————
£ nlly, < Py h(¢b1)(7’)n!02}3}§{n exp (6 (biks))

72

Soit (72m),,~ une suite décroissante de réels strictement positifs, de limite nulle, telle
que, pour tout n’ € N, on ait

& (br (1)) = 6 (by (' = 1)) < = In (o) (raw) 111, ) < & (br (0" + 1)) = 6 (byn).

On a donc

U

min ((huw) (ran) 1£11,) " exp (6 <b1k2>>) = (o (20) 1711,) " exp (& ()

0<ka<2n/

soit - y
(Ao 2 1F1) " (Bo ) 1511
0dbton  oxp (@ (ika))  exp (¢ (b))

Pour tout n’ € N, on a donc

1 (Ao (r2)™ AN
@) exp (6 (i)

||Fr,2n’||b1 S D122n/

D’autre part, si n’ est assez grand,

/

(o) (ra) 1111,

< 1.
0<haLon exp (¢ (b2k2))

D’apres (40), on a donc

1 1

Fr n’ S D 22""”, ‘
| Fr 2], 2 (2n’)!h(¢7b72) (T2n)
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Ainsi

1 1
4 (4n')! exp (¢ (4agn’))
n'—1 n!
b1 (B (ran)” S]] ;1 1
< C,C5D 22n ’ D 22n
ST e Glm)) T B ) ()

Soit
1 (20)!(20)! o (hom) (r20))™ I
1) oxp (6 (dag) = P2 = G o)

et, par suite,

’I’L,—2 n’
1 (Pigy (r2n)” NS
< D D 24n ’ Y .
2(47'+2) exp (¢ (4dagn’)) — 1D D, exp (¢ (byn’))

Ce qui est impossible, lorsque n’ tend vers +oo (puisque ay € }0, %1 D
On peut remarquer que la démonstration de ce théoréme s’inspire de celle de
la proposition du paragraphe 3.1.1; les fonctions g,, jouent le méme role que les

fonctions x,,.

3.1.3 Troisiéme contre-exemple : les intersections de classes a croissance
modérée.

Dans ce paragraphe, pour tout € > 0, on identifie 'ensemble des fonctions de
classe C™ sur [0,1+ ¢] dont le jet appartient & Iy 4 ([0,1 +€]) & 'ensemble des jets
I4.4 ([0,1 4+ ¢]) lui méme. Si f est un jet ou une fonction appartenant a I 4 ([0, 1 + ¢€]),
pour tout a > 0, on note

/7 (@)]
Fllroia =sup sup ——————.
17 o oaen = 508 S0 orexp (6 @)

Proposition. Soit ¢ une fonction a croissance modérée et soit € > 0. Il n’existe pas
d’application linéaire continue U : I 4 ([0,1]) — Is4([0,1+¢]) telle que Rypq) 0 U =
i, 4([o1)-

Démonstration. On rappelle que ¢’ désigne la dérivée a droite de ¢.
Soit b > 0, la fonction A4y est définie comme dans (33) en posant, pour tout
r >0,
higp) (1) = gg (exp (¢ (bk) + kInr)).

On définit également la fonction hyp en posant, pour tout r > 0,

o (r) = inf (exp (6 (b1) + tInr))

37



Pour tout » > 0, on a
higp) () = gy (1) -

Supposons qu'il existe une application linéaire continue U : I 4 ([0,1]) — I44([0,1 +€])
telle que Ry 1o U = idy, ,(0,1))- Alors pour tout a > 0, il existe b > 0 et C > 0 tels
que, pour tout F' € Iy 4 ([0, 1]) on ait

||U(F)||{¢(at),[0,1+a}} <C HF||{¢(bt)7[0,1]}‘ (43)

Dans ce qui suit a est un réel strictement positif et on note b et C' les deux réels
associés & a par (43). Si Fj est le jet sur [0,1] de la fonction z — 27, en notant
1511, = I1F5ll {4509, 10,17y » POUr tout A >0, on a

jlar (1+A)
Fil, < sup — < '
15l < ogkIg)j (j — k)kIAR exp (¢ (bk)) — higp) (A) = heyp (A)

(44)
Ainsi, pour tout entier j, on a
15, < e (4014 4) ~ uf (6 (00) + t1a 4}
< o (JA - u (0 (00) + 14} )

Si tg et A vérifient A = exp (—b¢’ (bty)), on a

17511, < exp [tobg’ (bto) — ¢ (bto) + j exp (—b¢ (bto))] -

D’autre part, en utilisant la condition de croissance modérée (ii) de 1.4.2 et I'inégalité
@' (btg) > ¢(bt°) , on a

I3, < exp | Ba + s (2200 ) (45)

Soit o > 0, pour tout j € N, on pose f; = U (F}) et || fill, = [ fill pat)j0.11c3- D’apres
(43), il existe 8 > 0 et C' (a) > 0 tels que, pour tout j € N, on ait

1fille < C(@) 1 Ell4 -

On effectue un développement de Taylor de la fonction f i , & lordre j, entre 1 et

z € [1,1+¢]. En utilisant (44) et en posant C (a) = ~& ()1) on obtient

(z ;!U (2))! exp (¢ (20)) C () | Ell 5

< (x—1) C(a)jlexp (¢ (207)) 27,

IN

£ @) = 3
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1

8(20(0) exp(é(209))) 7
j assez grand, et donc, pour tout z € [1,1+ 7],

Soit 7; = . De lim;_, 1 7; = 0, on déduit que 1 4+ 7; < 1 4 € pour

. i
f]@ (z) > 5

Comme cette inégalité est encore vraie sur [0, 1], en intégrant j fois, si j est assez
grand, on obtient

f(147) > sexp[jin(1+7))

et donc

fr( ) = Sexp [ 22] = Zex . o)
e p{ ] ’ 6 (2C (o) exp (6 (20,)) ) ’

S

Par ailleurs, f; (1+7;) < fill, < C[|F}, et, si j est assez grand,

1 1
> 1
(exp (6 (2a5)))F  20(exp (¢ (20)))7

S

16 (26 (a))

A=

(car lim;_, 4o (26’ (a)) - 1). Donc, en utilisant (45) et (46), pour j assez grand, on

¢ (bto)

1 J :
In—+ <jexp| —
20 exp <¢(2aj)) to

) + Bybto + InC. (47)

Donc, avec j = exp (¢(th ) Bsbty, l'inégalité (47) implique

J
20 exp ( (20‘]))

Si 2B5bty est assez grand, ce qui équivaut a j assez grand, on a

< In2+ 2Bsbty + In C. (48)

2ngt0 + In2 + InC S 4ngt0

Donc, en remplacant j par exp ( (bto) ) Bsbty dans I'inégalité (48), on obtient

o (qb(bto)) - S0exp [0) (2a exp ¢(t 0 ) B bt0>
to B exp ( )) Byt
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soit

ot _ & (2a32bt0 exp< (b;so)))

+ 1n 80.
to exp< (bto) )B bt

En écrivant 'inégalité (3) de 1.6.4 avec a = exp ( (bgo)) et © = 2aBybty, on a

¢ (20432()750 exp ( (bto))) & (bto) N & (20 Bybto)

< 2aB
exp( P(bto) )B bt - 2 to Bsbty
Donc
¢ (bto) ¢ (bto) | & (2aBsbty)
< In80 + 2aB .
g = meUtsaby e

Si I'on choisit a tel que 2Ba < %, cette inégalité est impossible lorsque ¢, tend vers
400, c’est-a-dire lorsque j tend vers +oo.

3.2 Extension linéaire.

Si ¢ est une fonction & croissance modérée, alors, le quotient % est borné au

voisinage de +oo. Dans le paragraphe suivant, on démontre que, pour de ”bons
compacts”, on obtient un résultat d’extension linéaire lorsque le quotient - ¢( ) a pour
limite +o00 lorsque u tend vers +oo. On utilise la méthode développée par W Plesmak
dans [PI2]. On rappelle que ¢ désigne une fonction convexe, croissante sur R, nulle

en 0 et vérifiant la condition (H,,).

3.2.1 Notations.

Pour tout entier k, P, désigne I’ensemble des polynomes de degré inférieur ou égal
aket Py ={0}. SiE est un compact de R" et si f € C(E) on pose ||f||z =
sup,ep | f (2)| et distg (f, Py) = inf{||f — Pz, P € B}

3.2.2 Proposition [PI2].

Soit P un cube compact de R", il existe une constante A ne dépendant que de P et
de n telle que, pour tout T € |0, 1] et pour toute fonction f € C* (R"), on ait

or f

p
pe Nk > "2 (k2P diste (f, P) < (—2—) (k+1)" max ||
1 &Uj P

T 1<j<n
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3.2.3 Définitions et propriétés.

i) Soit E un compact de R", pour tout a > 0, on pose

_ sup su (k +2)"distg (f, P)
A{¢(at),E} = {f € C(E) sup sup —— o o (ap))

<00},
muni de la norme ||.|| o400 5y définie par

k+ 2)P dist P
HfHA{¢(at) g} — Sup sup ( +' )" dists (f, Pr)
’ p>0 k>—1  plexp (¢ (ap))

Y

Uespace A{¢ (at),E} est un espace de Banach.
ii) On pose

A{o. By = A{o(ar) B},

a>0

muni de la famille de normes <H.||A{¢(at) E}) , Uespace A{¢,E} est un espace de
’ 0

a>
Fréchet.

3.2.4 Proposition.

1l existe une constante 6 > 0 ne dépendant que de la dimension n et du compact E
telle que, pour tout v, > 1, l’application

I'g:{¢(at)+tlnvy ,R"} = A{o(a(t+n)) +tIn(6v,),E}, f— fie

soit bien définie et continue.

Démonstration. On considére un cube compact P contenant F. Soit p € N.
i) En appliquant la proposition 3.2.2, avec 7 = % et p+ n a la place de p, pour tout
k>2n(p+n),ona

(k+2)" distp (f, Pi) < n!(447,)" (447,)" plexp (¢ (a (p + 1)) 1l (p(at) +¢1n0, R} -
ii)Si—-1<k<2n(p+n)ona
(k+2) diste (f, Pu) < (k+2)" | fl 5 < (2np +20° + 1)" || f]] .-
Or

P
(2np +2n° + 1)" = (2n%)° (% +1+ 2%#) < (2n*)" (p+2)P < e (4n%)" p!

et donc
(k +2)" distp (f, Pi) < e (40°€)" [| F || 1s(at) s £1nn, iy PLEXD (6 (@ (p + 1)) -
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Posons § = max {4n%e,4A}. Alors

feA{p(a(t+n))+tn(éy,),E}
et

||f||A{¢(a(t+n))+t1n(6’y1),E} < max {n! (447,)" e} Hf“{(f)(at)-&-tln’yl,R"} :
En remarquant que, pour tout t € Ry, on a

d(a(t+n)) < o(2at)+ ¢ (2an),

on établit :

3.2.5 Corollaire.

Notons encore I'g l'application de restriction :

Iy (R") — A{6,E}, [ — fie.

Cette application est bien définie et continue.

3.2.6 Propriété de Markov et Polyndmes d’interpolation de Lagrange.
[PP],[Pl1],[PI2].

Propriété de Markov pour un compact. Soient E un compact de R" et r un
réel supérieur ou égal a 2. On dit que E a la propriété de Markov M (1) lorsqu’il
eziste une constante M > 0 telle que, pour tout polynéme Q) et pour tout multi-indice
J de N, on ait ||D’Q||, <M (deg Q)" 1QIl5-

Cette propriété implique la propriété suivante :
Il existe une constante M > 0 telle que, pour tout polynome Q) et pour tout x € R"
tel que d(z,E) < m, on ait |Q (z)] < M|Q| 5

Polynémes d’interpolation de Lagrange [PP] et [Si]. Soit s : N* — N"
une bijection telle que pour tout j € N* on ait |2 (j)| < |s>(j + 1)|. On rappelle que
|7 (7)| désigne la longueur du multi-indice s (j). Pour tout entier j € IN* et tout
z € R*, on pose s; (z) = ). On peut vérifier que (s; (I’))1<i<(nzk) est une base de

P, , pour tout entier k. Si t*) = {t1,...,tx} est un ensemble de k points de R™, on
note

174 (t(k)) =V (t1,...,t;) = det (Sj (tl))1§j,l§k

le déterminant de Vandermonde associé a t*). Si V (t(k)) # (0 on pose

; V(tl t‘_l T,t; Ty eee tk)
k ) ) s Ly g+l ;
1 (1) = V@)

Un ensemble t*) = {t,,...,#;} de k points du compact E est appelé un systéme de
points extrémaux de Fekete sur E d’ordre k lorsque V (t(k)) >V (r(k)), pour tout
r®) = {r,..,m} C E.
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Définitions. Soit £ un compact de R", on dit que E est unisolvant si, pour tout
polynéme p, pjz = 0 implique p = 0.

On dit que E est C™ déterminant si, pour toute fonction f € C*(R"), fir = 0
implique fﬂg = 0 pour tout multi-indice J.

Propriété 1 [Pil]. Si E a la propriété de Markov, alors E est C™ déterminant et
donc unisolvant.

Propriété 2 [Si|. Si E est unisolvant alors, pour tout entier | > 0, il existe
{z1,...,21} C E tel que V (xq,...,x;) > 0.

Définition [PP] et [Si]. Soit t*) = {t,....t;} un systéme de points extrémaux de
Fekete sur E' d’ordre k et soit f € C' (F). Le polyndome

(")
Ly f (w) = > f(t;) L (2,t9).

j=1

est appelé le polynome d’interpolation de f associé a t*).
Si F a la propriété de Markov, a tout entier k& > 0 on associe un systéme t* de
points extrémaux de Fekete sur £ d’ordre k et on note Ly f () le polynome L,w) f ().

Propriété 3 [PP|. Soit E un compact de R™ unisolvant. Avec les notations précé-
dentes, si f € C(E) on a

Vk € N*, || f — Lifllgp < 2(k+1)"distg (f, Py)

et donc

3.2.7 Lemme.

Sotent E un compact de R", 1) une fonction non quasi-analytique et € un réel stricte-
ment positif. Il existe une fonction x de classe C'*° sur R™ telle que, l'on ait

e x =1 au voisinage de F,

e 0<x<1,

e supp(x) C {z € R", p(z) < ¢},

et pour tout J € N" et tout v € R",

o X ()] < (22) jlexp (¢ (§)) ot d = > ps1 M et D est une constante
qut ne dépend que de la dimension n.
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Démonstration. En utilisant le lemme 2.1.5, on construit une fonction @), de classe
C* sur R", telle que 'on ait
supp(Q) C B (0,1), Q@ >0, Joern @ () dz =1 et, pour tout J € N”,

sup |Q” (z)| < D1 (dD2)’ jlexp (¢ (5)) -

zeR?
Ici Dy et D, sont deux constantes positives qui ne dépendent que de la dimension
n. Pour tout € > 0 on note ¢, (z) = ¢ "Q (%) et a. la fonction caractéristique
de {3: eR" p(x) < %} Puis on définit la fonction x par convolution en posant
X = Qe * ..

3.2.8 Théoréme.

Soit E un compact de R™ vérifiant la propriété de Markov M (r). On suppose que ¢
vérifie la condition suivante :
¢ (u)

li = ) 4
u—1>rfooulnu oo (49)

Alors il existe une application linéaire continue L : A{¢p, E} — 14, (R") telle que
PE‘ oL = ZdA{(f),E}
Remarques. a. la condition précédente est équivalente a la condition

Va >0, lim SO (50)

t—+o00 tt

b. La condition (50) implique clairement

Va>0, im SPOOR) (51)
p——+00 p!

et la condition de compléte non quasi-analyticité (12).
Démonstration du théoréme. D’apres la proposition 2.2.2, il existe une fonction

1, non quasi-analytique, croissante et nulle en 0 vérifiant :
pour tout a > 0, il existe Cy (a) > 0 tel que, pour tout [ € N, on ait

exp (¥ (1)) < C2 (a) exp (¢ (al)) - (52)
Pour tout entier k, on note v, la fonction x obtenue en appliquant le lemme 3.2.7
avec £ = W Pour tout £ € N, v, = 1 au voisinage de F, 0 < v, < 1, et

supp(vg) C {x ceR" p(x) < W} De plus, pour tout J € N" et tout z € R", on
a

| D7y (2)] < (C'(k+1)") jlexp (4 () -
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C' est une constante qui ne dépend que de la dimension n et de la fonction 1.
Comme précédemment, & tout entier k > 0 on associe un systéme t*) de points
extrémaux de Fekete sur E d’ordre k. Soit f € A {¢, E'}, on note

Lyf (z) = Lyw f (x)

et on pose, pour tout z € R",

L(f)(z)=wv(z)L1f (2)+ ka (L1 f (x) = Lif (2)) -

k>1

Soit P un multi-indice de longueur p. Pour tout x € R™ on pose

F (x) = D [o (2) (Lisr f (2) — Lif (2))].

Alors,

sSup }Fk }
reR"

— sup 2 (]LD)DL% (@) D" (Lisrf — Lief) (x)
d(z,E) <ty |L,L<p

< ¥ @ sup | Dy (2)| M [|DPF (L f = L)
L;L<P d(@.B)< gy

< MM Y <L) (C (k+ 1)) exp (4 (1) (k + 1" M |(Lisa f — L)

L;L<P

< MM () (€ Gk 1) e (0.0) (o 1707 40 42" dists (7. )

L;L<P

< AMMplexp (¢ (p)) > (i)ol (k+2)rp+"+2(le2)2dz'stE (f, Py
L;L<P

De plus, d’apres 3.2.3, pour tout a > 0, on a
disty (f, Pe) < (k+2)" 2| £l poany.mp (P + 1+ 2)lexp (¢ (a (rp+n + 2))).

Donc, en utilisant (52), et en supposant C' > 1, on a

2 @)
< AMMQOY n 57702 @ Wfllagotan o1 ((r + Dp+n+-2)1exp (8 (a ((r+ Dp+n+2)).

Donc la série Y, -, F{f’ converge uniformément sur R". De plus, pour tout a > 0, on
a

> F (@)

k>1

sup
zeR?

< 71(a) COP I fl ago(ary,ey (r + 1) p+n+2)lexp (¢ (al(r+1)p+n+2)),
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en posant

Pour tout entier p, on a

20 (2a(r+1)p) < ¢(da(r+1)p).

Pour tout entier p > i ona

¢la((r+1)p+n+2)) ¢ (2a(r+1)p)

¢(4a(r+1)p) —¢(2a(r+1)p).

De (51), on déduit qu’il existe pg (a) € N tel que, pour tout p > po (a), on ait

0P ((r+1)p+n+2)! <1
exp(2¢ (a(r+1)p) ~ =

n+2
’ r+41

<
<

Ainsi, pour tout p > max {po (a) }, on a

2CY((r+1)p+n+2)exp(¢la((r+1)p+n+2)]) <exp(¢[da(r+1)p]).

Il en résulte que
L(f) € {6 (da(r+1)t),R"}.
De plus, si

I'(a) = max
p;p<max{po (a),:—i—f

{(2C)p((r+ Dp+n+2)exp(dla((r+ 1)p+n+2)])}
plexp (¢ (4a(r+1)p))

alors,
[ (f)“{¢(4a(r+1)t),Rn} < max{I'(a),1} 71 (a) H.fHA{¢(at),E} :
Ceci, pour tout réel a > 0, ce qui démontre le théoréme.

Corollaire. Sous les hypothéses du théoréme 3.2.8, Uapplication 'y de 144 (R™)
dans A{¢,E} est surjective.

3.2.9 Théoréme.

Soit E un compact de R™ vérifiant la propriété de Markov M (r). On suppose que
¢ wvérifie la condition (49). Alors il existe une application linéaire continue U de
Iy (E) dans I 4 (R") telle que Rp o U = idy, ,(ry- De plus les espaces 144 (E) et
A {¢, E} sont isomorphes.

Démonstration. Soit F' € I, (E), d’aprés le théoréme 2.2.1, il existe une fonc-
tion f € Iy, (R") telle que F = Rg (f). On a alors I'g (f) = F°. Donc I'application

A:lyy(E) = A{p,E}, (F"), pn — F°
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est bien définie. On a donc le diagramme suivant :

A {¢,E} & Lig (E)
Rg

I'e \\L 147¢ (Rn) /

'z = A o Rg est surjective donc A est surjective. D’apreés la propriété 1 du para-
graphe 3.2.6, F est C*° déterminant. Il en résulte que A est injective.

On note Fy4(F) = {f €l (R, (fda)JeNn = O}. Alors le théoréme 2.2.1 im-
plique

iy (E) = Ly (R") /Fuy (E).
Ainsi A est I'application quotient de I'g :

I (R™) 2 A{4,E}.
! A
Iy (B) =114 (R") [Fuy (E)

I'g est continue et, puisque F est C*° déterminant, on a

ker (Tp) = {f € Ly (R"), fizg = 0} = Fu4 (E).

Donc A est continue et, d’aprés le théoréme de 'application ouverte, A est une ap-
plication bicontinue.

Remarques. a. Si ¢ vérifie la condition (Hy) de la proposition 2 de 1.9.2; le

théoréme précédent généralise un théoréme de U. Franken ([F'r3|, théoreme 1). Ici,

contrairement a [F'r3], la démonstration donne une ”construction explicite” de Iap-

plication linéaire d’extension.

b. D’aprf(s)la propriété 1.6.4, si la fonction ¢ est a croisssance modérée alors, le
u

quotient -=5—- est borné, au voisinage de +o0c. Les classes vérifiant (49) sont donc "un

peu plus grandes” que les classes a croisssance modérée.

3.2.10 Retour sur le deuxiéme contre-exemple.

On reprend les notations de 3.1.2 et de 3.2.3.

Théoréme. Soit ¢ une fonction complétement non quasi-analytique croissante et
nulle en 0. Il n’y a pas d’isomorphisme entre les espaces Iy 4 (Ky) et A{¢p, K}
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Démonstration. Soit g la fonction définie sur Ky par g(z,y) = £ si x # 0 et
g(0,0) = 0. Il est clair que g n’appartient pas a I 4 (Ks). Montrons que g appartient
Soit k > 0, pour tout (z,y) € Ky —{(0,0)}, on a

k
_ y _ [ kﬂ} y(1—x)
=——=y |14+ (1 - e+ (1 — — .
g9(z,y) —a-o Y tl=—2)+ o+ (1) |+ =
De plus
gmﬁ):oﬁ+my—m+”ww1—mﬂ.
Donc, pour tout £ > 0, on a
1—z)" 1—z)
(z,y)€K\{(0,0)} x z€]0,1] x

Soit v > 0, on note [|f||, = HR[OJ} (f)H{¢(vt) 0]} D’aprés l'inégalité (39) de la
démonstration du lemme 2 de 3.1.2, pour tout j € N*, on a

distrc, (9, P) < sup {27 (1= 2) P, exp (6.(29)).

On note ,;, : © — 2/~ (1 — x)*, pour tout m € N* on a

(2) < mj — 1 )
SUP Xmik \ L) = Xmi - 5
z€]0,1] Ik R \mj+k—1

_ mj—1 ™! k k
- \mj+k-1 mj+k—1) "

1 mj—1 k k
distr, 070 < (7 ) (somgmg) Mhew (@), 69

Donc,

Soit p > 2, en prenant j = p + 1 et m = 1 dans I'inégalité (53), on a

dis, 0.2 = (20) (GE3) 1o ew 6o+ 1)

pleP
<
(24 k)
pleP
(2 + k)P

1f]l, exp (6 (v (P + 1))

IN

| £1I., exp (¢ (27p)) -
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Pour p = 1, en prenant j = 1 et m = 3 dans 'inégalité (53), on a

iy 0,20 = (527 (g ) 191,000 (0 3.

D’autre part, d’apres I'inégalité (39) du lemme 2 de 3.1.2, pour tout j € N*, on a

distg, (g, P-1) < sup ¥ < sup M
(zy)eKp—{(0,0} T  =z€lo,)] T

< S0 {7 £, exp (¢ (v4))

T

donc
distx, (9, P-1) < || f]l, exp (¢ (7))
Ainsi, pour tout p > 1 et tout £k > —1, on a

| oP
EE 171l exp (6 (37p))-

dist P)<4—
15 Ky (ga k) = (2+k)

Il en résulte que g € A {¢, Ks}.

3.3 Seconde remarque sur ’extension analytique.

En utilisant encore la méthode développée par M. Valdivia dans [V'a], on obtient
aisément le théoréme suivant.
Théoréme Soit E un ensemble compact non vide de R"™. Rg désigne 'opérateur de
restriction. On suppose qu’il existe une application linéaire continue U, de Iy, (E)
dans Iy, (R™) telle que RpoU = idy, ,(g)- Alors il existe une application linéaire
continue Uy, de Iy (E) dans 144 (R") vérifiant RpoUy = idy, (k) et telle que, pour
tout F € 1,4 (E), la fonction Uy (F) soit réelle analytique sur R™\ E.

3.4 Commentaires.

a. Les compacts vérifiant une propriété de Markov M (r) sont des compacts trés
réguliers. Les contre-exemples 1 et 2 donnent une certaine légitimité & cette hy-
potheése : pour qu’il y ait extension linéaire le compact F ne doit pas avoir de points
isolés ni étre trop pointu. On ne sait pas si la propriété de Markov est une hypothese
nécessaire.

b. Dans le théoreme 3.2.9, on a supposé que le quotient % a pour limite +o00
lorsque u tend vers 4+o00. Le contre-exemple 3 montre que si ¢ est a croissance mod-
érée, il n’y a pas d’extension linéaire. On ne sait pas ce qu’il en est pour une situation
intermédiaire.
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4 Quatriéme partie : théoréme de Lojasiewicz; ul-
tradistributions.

L’équivalence entre, la réguliére situation de deux compacts et une propriété de
recollement de deux jets définis sur ces compacts, a été récemment étudiée par J.
Chaumat et A. M. Chollet dans [CC3] et par V. Thilliez dans [Th]. Dans [CC3],
le théoréme de Lojasiewicz est démontré dans le cadre d’intersections de classes non
quasi-analytiques a croissance modérée. Dans [T'h|, V. Thilliez démontre I’équivalence
entre une réguliére situation raffinée et une propriété de recollement avec perte.

Dans tout ce paragraphe les compacts considérés sont inclus dans R™.

4.1 Généralités.
4.1.1 Deéfinition [Ma], [To|.

Sotent Ey et Es deux compacts non vides. On dit que Ey et Eo sont réguliérement
situés s’ils sont disjoints ou s’il existe un ouvert borné €1 de R™, contenant E; U Fy
et deux constantes a > 1 et L > 0, tels que, pour tout x € 2, on ait

d(.’L‘, El) +d(l‘, EQ) Z Ld (Q?,El mEg)a. (54)

On dira que Ey et Ey sont o situés.

Remarques. a. Il s’agit de la condition bien connue de réguliere situation de
Lojasiewicz.
b. Quitte & augmenter a on pourra supposer que « est un entier.

4.1.2 Propriété [Ma],[To).

Sotent E, et FEy deux compacts non disjoints. St Eyi et Eo sont a situés, alors,
il existe Dy € 10,1] tel que, pour tout © € E)\Es et tout ( € Es\FEy, il existe
z € Ey N Ey tel que |[x —C| > Dy|¢—2|" et |x—C(|] > Di|z—2z|". D; est une
constante ne dépendant que de E; et FEs.

4.2 Théoréme

Soit ¢ une fonction convexe croissante sur Ry. Soient a € R, a € N*, E; et

Es deux compacts o situés. Soient Fy et Fy deux jets appartenant respectivement o
{6(t),Er} et a {o(t), Ea} et vérifiant Fy = Fy sur Ey N Ey au sens des jets. Alors
le jet F défini par F(x) = Fy(z) si x € Ey et F(z) = Fy(x) si x € Ey est un jet
appartenant o {¢ (a(t+ 1)) +tln A, By U Ey}, ot A est une constante ne dépendant
que de la géométrie des compacts.
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Démonstration. On peut supposer que les compacts ne sont pas disjoints. Soit J
un multi-indice de longueur j < p. Si x € Ej\E> et ( € FEy\Fy, d’aprés la propriété
4.1.2, il existe z € EyNFEs tel que |z — (| > D1 |[¢ — 2| et |z — (| > D |z — 2|*. Pour
tout p’ > p, on a

‘RZ”’F (a;)) < )RZ”’F (x) - RI'F (:v))+)Rg”"F (z) — R F <x))+ ‘R;’”"F (a:)) . (55)
i) Estimons le deuxiéme terme du membre de droite de (55).

|Rg’P’F (x) — R¥F (g;)| —

TR () — TP IR (g;)| .

Comme TP 7 F7 () — Tf e (x) est un polynéme en x de degré inférieur ou égal a
p' — j, d’apreés la formule de Taylor on a,

K
VIR () — TV F () = ) -2 K’f )" px {Tf'*jFJ ~TYF! } (2)
K;|K|<p'—j ’
(z — Z)K K | pJp'—j Jp'—j
- > =D {sz F—R! F}(z).
K;|K|<p'—j ’

Or, pour tout K; |K| < p' —j, DX {R‘Z]’pl’jF} (z) =0, donc

K
VIR () TV F () = ) =2 Kf) (RZ*K’Z"F> (2)
K| K|<p'—j '

(x_Z)K J+K,p'
= Y S (®R)e)
K;|K|<p'—j '

On note ||F2l| = [|F2[| 4 5,y et on fixe p’ = a(p+1) — 1. Sié désigne le diametre
de E1 U Ey et 63 =sup(6,1), on a

TV (a) = T P ()]

IN

k
xr —z . /1]
> Em G e @@+ ) -
K| K|<p'—j ’

(1o -<))

e Il G+ Bt 07+ 1) (-1 )
p+1

Z (Dl—!HFQH(j+k?)!exp(¢(p’+1))|$_C‘p+1j‘

Q=

pHl—j—k
«@

(]

IN
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Puis, en utilisant les majorations classiques sur les sommes de ce type, on obtient

o . § p+1 »
179 (2) ~ T @] < dlesp (ao+ D) (200 ) Rl - G
(56)
ii) Estimons le premier terme du membre de droite de (55).
On a
Jp Jp! (z - Q" J+K
RIF (x) = RIPF ()= ) —aFO)

Kip<|J+K|<p/

ce qui implique
’RZ’pF (x) — RIP'F (a;))

< Y P IBIG R e G +h)

Kip<|J+K|<p/

< Jlexp(¢la(p+1) = 1) (a=1) Bl (2@2n)* 65z — ¢ (57)

iii) Estimons le troisiéme terme du membre de droite de (55).

(ij’F(x)) - (ij’Fl (x))
< || jlexp (¢ (0 + 1)) o — 2”7
o\ e
o /iy
< IR jtexp (6 + 1)) (D—) 2 — ("%
ce qui implique
, 1\ 7! -
R F @] < IFlen @m0 () - 6

Les estimations (55), (56), (57) et (58) démontrent le théoréme 4.2, en posant A =
D% (2n61)”. De plus on a

1Pl oy sem s < 30 (1Bl gz + 1Bl )

Remarque. Ici on ne suppose pas que la fonction ¢ est non quasi-analytique; la
preuve n'utilise pas, contrairement a [C'C3] et a [T'h], de théoréme d’extension de
type Whitney.

Par un argument similaire a celui de la fin de la démonstration du théoréeme 2.2.1
on établit le Théoréme de recollement dans I 4 suivant :
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4.3 Théoréme.

On suppose que ¢ est une fonction convexe sur Ry wvérifiant la condition (H,,).
Soit o € N* et soient Ey et Ey deur compacts a situés. Si Fy et Fy sont deux jets
appartenant respectivement o Iy s (Ey), 1y 4 (E2) et vérifiant Fy = Fy sur Ey N Ey au
sens des jets alors, le jet F', défini par F (z) = Fy (z) si x € By et F(x) = Fy(x) si
x € By, est un jet appartenant o Iy, (E1 U Es).

4.4 Théoréme réciproque.

Soient FE, et Ey deux compacts. Soit ¢ une fonction complétement non quasi-
analytique. On suppose que, pour tout couple (Fy,Fy) appartenant o Iy (Eq) X
Iy 4 (Esy) et vérifiant Fy = Fy sur E1 N Ey au sens des jets, le jet F' = Fy U Fy défini
par F (z) = Fy (z) si x € Ey et F(x) = Fy(z) si x € Ey appartient a 144 (Ey U Es).
Alors les compacts Ey et Ey sont réguliérement situés.

Démonstration. Sans restreindre a la généralité, on peut supposer que la fonction ¢
est nulle en 0 et croissante. Notons Iy 4 (E1)¢ 144 (E>) Pensemble des couples (£, Fb)
appartenant a Iy 4 (E1) X Iy 4 (Es) tels que Fy = F, sur £y N E;y au sens des jets.
Soit b > 0, d’apres le théoréme de I'application ouverte entre espaces de Fréchet, il
existe deux constantes strictement positives a et C' telles que

2
V(F, ) € Lig (B1) © Lig (B2), | Fy U Ball iy momy < C Y Fill iy - (59)
=1

Supposons que F; et Fs ne soient pas réguliérement situés. D’aprés la définition 4.1.1
il existe une suite (z;),., d’éléments de E; telle que

Vj € N,0 < d(z;, Es) < (d(w;, BN Es)) et d(z;, By Ey) < % (60)

Pour tout j € N, on pose 7; = d (z;, By N E») et on note B; la boule B (z;,%). En
utilisant la proposition 2.2.2 et le lemme 2.1.5, on établit I'existence d’une constante
A > 0 et de fonctions ¢; € {1/1 (t)+tln (%) ,R”} ,J € N telles que ¢; (z;) = 1

et supp(gbj) C Bj. Soit ®; = Rp, (qu), o, € {¢(t) +tln (‘;‘—;) ,El} ou A’ est une
constante supérieure ou égale & 1 ne dépendant que de la fonction . Donc

(I)j c 14’(15 (El)

et, de plus, en notant (5 la constante associée a a = % dans l'inégalité (15) de la
proposition 2.2.2, on a

Wb > 0, ;] <c AN o (o (B (61)
s ill{gmt),Br} = 221611131 r exp 5 .
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Soit y; un élément de Ej réalisant la distance d (x;, E»), en utilisant (60) on a
Vp € N, ‘RZ;P (@, U0) (z;)| = 1

+1
< [V 0H{¢>(at),E1uE2} exp (¢ (a(p+1))) ( )p :

En utilisant (59) et (61), on obtient, pour tout p € N

1< 0oy ((i)xp (—¢ (%))) exp (6 (a (p + 1)) 17,

Soit ko (7) un entier réalisant cette borne supérieure, pour tout p € N, on a

1s002((%')k°“)exp (<o ("52) +owmrm) e @

Si kg (7) < j a partir d’un certain rang, alors, avec p = 1, (62) implique

!/

1 <CCy <i

T

)] exp (6 (20)) 1 < CCy (A'r;) exp (6 (2a)

pour j assez grand, ce qui est absurde lorsque j tend vers +o0o. On peut donc supposer
ko (7) > 7, pour une infinité d’entiers j. On note E (t) la partie entiére de t, pour

tout t € R. En choisissant p = F (bk(’(])> 2,onaa(p+1) < bko( ) ot (62) implique

(BP9 1) (i
1 <Cexp(¢(0))Cy (A/)ko(J) rj<E< 2a ) 1) ko(])‘

bkgéj ), I'inégalité précédente est impossible

Comme

et comme kg (j)
pour j assez grand.

Pour conclure, on peut énoncer le théoréme de Lojasiewicz suivant.

4.5 Théoréme.

On suppose que la fonction ¢ est complétement non quasi-analytique. Soient Ey et
Ey deux compacts de R"™. FE; et Ey sont régquliérement situés si et seulement si,
pour tout couple (Fy, Fy) appartenant & Iy 4 (E1) X Iy (E2) et vérifiant Fy = Fy sur
Ey N Ey au sens des jets, le jet F' = Fy U Fy défini par F (x) = Fy(z) si © € Ey et
F(z) = Fy(x) st x € Ey appartient & Iy (Ey U Es).
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4.6 Interprétation en termes d’ultradistributions.
4.6.1 Notations.

Dans tout la suite de ce paragraphe, ¢ désigne une fonction complétement non
quasi-analytique. On note £ CC R"™ pour signifier que E est un compact de R".
Ce° (R™) (resp. C§° (F)) désigne l'ensemble des fonctions de classe C* sur R, a
support compact (resp. a support dans £). On pose enfin Dy = I 4 (R") N C§° (R™)
et, comme au 2.3.1, Iy 4 (loc) = {f € C*(R") ,VE CC R", Rg (f) € 114 (E)}. On

munit Iy 4 (loc) de la famille de semi-normes | ||.

a.E en posant
ECCR",a>0

o peEN P;p=|P| z€E p' exXp (¢ (a'p))
Remarquons que Iy 4 (R") s’injecte continiment dans I, , (loc) et que le théoréme
2.2.1 reste vrai si 'on remplace I 4 (R") par Iy 4 (loc).
4.6.2 Définitions.

Une forme linéaire u sur Dy est continue si et seulement si, pour tout compact £ de
R™, il existe a > 0 et C' > 0 tels que, pour tout f € D@ NCge (E), on ait

[uw (A< Clfllog-

D}, désigne le dual de Dy. Les éléments de D}, sont appelés des ¢-ultradistributions.
Le support de la ¢-ultradistribution u est ’ensemble des x € R"™ tels que, pour tout
voisinage V' de z, il existe f € D,, a support dans V, telle que u (f) # 0.

Soit F un compact de R", on note (be) (E) 'ensemble des ¢-ultradistributions dont
le support est inclus dans E.

Enfin, si F; et Fy sont deux compacts de R"™, on définit les applications 6 et w
suivantes :

6 : I47¢ (El U EQ) - 147¢ (El) @ ]4,¢ (EQ) 7F = (F|E1r1E2 ) F]ElﬁEz)
et

T dyg (B1) @ Lo (B2) — Lug (Ex N Ey), (F1, F2) — Fippy

- FQ‘ElﬁEz :

4.6.3 Proposition.

Sotent Ey et Ey deux compacts de R™. Soit ¢ une fonction complétement non quasi-
analytique. Par dualité, la suite

0= Ing (B UEy) 5 Iug (1) ® Ing (Es) 5 Ing (By N Ey) — 0 (63)
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est exacte si et seulement si la suite
™ "
0— (Dy) (Ey N Ey) & (D) (Ey) @ (D)) (B2) = (D)) (EyU Ey) — 0 (64)

est exacte.
Du théoréme 4.5 et de la proposition précédente on déduit le théoréme suivant :

4.6.4 Théoréme.

Soient Ey et Ey deux compacts de R™. Soit ¢ une fonction complétement non quasi-
analytique. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
a. Fy et Ey sont régulierement situés.
b. La suite (63) est exacte.
c. La suite (64) est exacte.

Notons que l'exactitude de la suite (64) signifie que toute ¢-ultradistribution 7',
appartenant & (Dé) (E1 U Ey), peut s’écrire T = S; + Sy avec Sy € (D;) (E1) et

Sy € (D)) (E).
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5 Cinquiéme partie : annexes.

5.1 Annexe numéro 1. Démonstrations des propositions du
paragraphe 1.8.

5.1.1 Préliminaire.

Soient (¢,),-o €t (5[1) deux familles de fonctions vérifiant les hypotheses de
a>0
la définition 1.3.1 et 'hypothése (H1). On note Iy = (\,50{d, (1), {0}} et I3 =

Naso { @ (1), {0} }.

Assertion. Si I;S s’injecte contindiment dans I, alors, pour tout a € |0,1[, il existe
bel0,1] et C > 0 tels que, pour tout p € N, on ait

&, (p) < b, (p) +InC. (65)

Démonstration. La continuité de I'injection de I;S dans /4 implique que, pour tout
a €10,1[, il existe b € ]0,1[ et C' > 0 tels que, pour tout F' € I3, on ait

||F||{¢ D0 = C||F||{¢ ®){0}} (66)

Pour tout p € N, on note Fy,) = (FJ ) le jet défini sur {0} en posant, pour tout
p (p) JeNn

J = (j1,-. Jn) € N", .
F(p) (0) = 6p,j150,j2-'-60,jn-

Ici, ¢ désigne le symbole de Kronecker. On a

1
1 ¥ o001 = srom o]
et 1
|7

(p) H{Eb(t),{o}} = D exp <gb (p)) .
Donc (66) implique (65).

On rappele que ¢ et ¢ sont deux fonctions convexes croissantes sur R, nulles en
0 et vérifiant la condition (Hyg).
5.1.2 Démonstration de la proposition 1 de 1.9.1.

55 ({0}) = I14({0}) avec égalité topologique alors l'application identité, de
I ({0}) dans I 4 ({0}) est continue donc, d’aprés l'assertion de 5.1.1, pour tout
a; € 10,1], il existe by € ]0,1[ et C; > 0 tels que, pour tout p € N, on ait

b1 (p) < ¢ (ap) +1InCh.
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De méme, pour tout by € ]0,1], il existe ax € ]0,1[ et Cy > 0 tels que, pour tout
p € N, on ait B
¢ (azp) < ba¢p (p) + In Co.

la partie entiere de ¢, alors I'une des deux inégalités

(t),
<pout <1 Onadonc

Soit t € Ry, sip=F
suivantes est vérifiée : £

biod <%) < b1 (p)+b1 (1) < ¢ (arp)+In Cy+b1 ¢ (1) < ¢ (art)+In Cy+b1g (1) . (67)

Or la convexité de la fonction % implique
~ (bt ~(t
) <y z
o(3) =0 ()

p (%) < ¢ (ast) +InCy + by (1).

donc

De méme

¢ <a72t) < ¢ (a2p) + 6 (a2) < 126 (p) + & (a2) + I Co < () + & (az) + In O,

Donc, pour tout t € R, on a

P (ﬁ) - <1n Oy + b1g~b(1)) <H(t) <o <§) + ¢ (az) +InCy.

2a4 Qs

Il en résulte que

Ly ({0}) = 1, 3 ({0}) .
Plus généralement, pour tout compact £ de R" et pour tout ouvert {2 de R", on a
les égalités topologiques Iy (E) = I, 5 (E) et Iy () = 1, 5 ().

5.1.3 Démonstration de la proposition 2 de 1.9.1.

a. La convexité de la fonction ¢ implique que, pour tout a € ]0,1[ et pour tout
te Ry, ona

¢ (at) < a(t).
Pour tout compact £ de R™ et pour tout ouvert 2 de R", on a donc les inclusions
topologiques Iy 4 (E) C I3 4 (E) et 144 (Q) C I34 ().
b. Si I3, ({0}) = 144 ({0}) alors, d’aprés le théoréme de 1'application ouverte, Iap-
plication identité de I5 4 ({0}) dans Iy 4 ({0}) est continue et la condition (Hs) résulte
de (67).
Le c. est clair.
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5.1.4 Démonstration de la remarque de 1.9.1.

Il est clair que (Hs) implique (H3). D’autre part, par récurrence, la condition (Hj)
implique que, pour tout n € N et tout £ € R, on a

Ch
1—-0

i (1) < ¢ (aft) + Cr (L +by + ... +0771) < ¢ (aft) +

Comme pout tout a € ]0, 1], il existe n € N tel que a < a, la condition (Hs) résulte
de I'inégalité précédente.
De plus, sitZletan( lnt)—i—l alors, ait <1 et donc

Ina

n G C o
¢<t> S ¢(a'1t) + 1—})1 S gb(]-)lj; 1T— ;)1 _ ¢<1) + T—b, t%l{
brll b”l% bilnal+ bl
1

Ce qui démontre la deuxiéme condition de la remarque en posant a = % et Cy
C
¢>(1)+1—,%;T
by

5.1.5 Démonstration de la proposition 1 de 1.9.2.

L’application identité, de I, ; ({0}) dans Iy 4 ({0}) est continue donc, d’apres I'asser-
tion de 5.1.1, pour tout ay G 10,1[, il existe b; € |0,1] et C; > 0 tels que, pour tout
p € N, on ait
¢ (blp)
by
De méme, pour tout by € ]0,1[, il existe ay € |0,1[ et Cy > 0 tels que, pour tout
p € N, on ait

—i—plnbl < ¢(a1p) +lnC’1

g (bzp)
¢ (azp) < by

Avec by = by, on obtient la condition suivante :
pour tout a; € 0,1[, il existe by € ]0,1[, ay € ]0,1[, Cy > 0 et C; > 0 tels que,
pour tout p € N, on ait

+ plnby + In Ch.

by (¢ (aop) — pInby — InCs) < ¢ (b1p) < by (¢ (arp) — plnby +1InCy).

De ’hypothése (H,,) on déduit qu’il existe deux constantes C] et C} telles que, pour
tout p € N, on ait

¢ (a1p) —plnby + InCy < C7 + ¢ (2a1p)

et
Co+ ¢ ((ng) < ¢ (agp) — plnb; — InCs.
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On a donc, pour tout p € N,
b (Cht0 (BF)) < D (bip) < bi (€ + 6 (2a1p))

Soit t € Ry, sip = E(t

(t), la partie entiére de ¢, alors I'une des deux inégalités
suivantes est vérifiee : = <

),
L <pouf <1 Onadonc

Pt (%) < & (bip) + & (b1) < by (CL+ & (2a1p)) + ¢ (b1) < by (2a1t) + b1 Cl + & (by) .

En posant C = b,C + 5 (b1), pour tout t € Ry, on a

¢ (bit) < big (dart) + C. (68)
On démontre de méme qu’il existe une constante C”’ telle que, pour tout ¢t € R, on
ait

C' + by (%“t) < ¢ (bit) .
Ainsi, en choisissant a; = i et en posant b = by et o’ = %, pour tout ¢t € R, on a
C' +bp(a't) < ¢ (bt) < C+bp(t).
On a donc ¢ (bt) < C + ¢ (t), ce qui implique
1,5 ({0}) C 11y ({0})

et, % + ¢ (dt) < %5 (bt) < gz(t) , ce qui implique

iy ({0}) € I, 5 ({0})
Donc

Ly ({0}) = 1, 5 ({0}) .
Plus généralement, pour tout compact £ de R™ et pour tout ouvert {2 de R", on a
les égalités topologiques Iy g (E) = I, 5 (E) et Ly (2) = I, 5 (€2).

5.1.6 Démonstration de la proposition 2 de 1.9.2.

a. D’apres la condition (H,,), pour tout b € }O, % [, il existe C’ > 0 tel que, pour tout
t € Ry, on ait —¢ (bt) < C" + t1n (2b) et donc

6 (bt) < & (2bt) — & (bt) < 2ib¢ (20) + C' + t1n (2b) .

Il s’ensuit que, pour tout compact £ de R™ et pour tout ouvert 2 de R"™, on a les
inclusions topologiques Iy 4 (E) C Lo (E) et Iy (2) C L4 ().

b. Silys ({0}) = L5 ({0}), d’apres le théoreme de 'application ouverte, les injections
sont continues et la condition (Hy) résulte de la (68).

Le c. est clair.
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5.1.7 Démonstration de la remarque de 1.9.2.

On peut supposer que a > b. Par récurrence, la condition (H,) implique que, pour
tout n € N et tout £t € R, on a

() <C(A+b+..+b0"1) +0"¢ ((—)nt)

et donc,

= 1S e ((2)'0)

Donc, pour tout n € N et tout £ € R, on a

" <(§)t) < 1o,

Soit A tel que ¢ (A) — & > 1. Soient t > A et n = E (2E22). Ona A < (g)nt ot
donc

p(A) < ¢ <(§)nt) < %th).

Il s’ensuit que b"¢ (t) > 1 et donc que biﬂiilm—l(b (t) > 1. Ainsi

1) (t) > bln(lzi?nb+1tln;l—rllzb

. , _ _In)
ce qui donne le résultat en posant o = —2b_ et Oy = blwa-1s 11,
Ina—Inb

5.1.8 Démonstration de la proposition de 1.9.3.

Si I1,4 ({0}) = I,;({0}), comme aux paragraphes précédents, on établit que, pour
tout a; € ]0, 1], il existe b; € ]0,1[ et C; > 0 tels que, pour tout p € N, on ait

b
W—I—plnblgqb(p)jtplnaljtlncl (69)
1
et que, pour tout by € ]0,1[, il existe as € ]0,1[ et Cy > 0 tels que, pour tout p € N,
on ait

(b
¢(p)+p1naz§@+plnbg+ln02 (70)
2
Comme Es(sz ) < g(p), il en résulte que
I ({0}) € 1, 3 ({0}) . (71)
De plus, (69) et (70) impliquent
(b (b
@ +plnb; — (plna; +InCh) < ¢ (p) < ¢(b2p) +plnby — plnays +1nCy
1 2
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et donc

g(blp) < 5(5229) +pln (bz 1

1
by T by b1a2>+n(0102)

En choisissant by = bl et en posant C3 = 2by In ( ‘“2) et Cy = 2byIn (C1C5), on a

5(25229) <2 (bop) + C3p + C.

Sit=p+(1—3s), (avec s € ]0,1] et p € N), on a

(2t) = G2 (p+(1-5))
= 922 (sp+(1=5)(p+1)))
< 56 (2b2p) + (1 —5) (202 (p+ 1))
< (2¢ (bop) + Cp + 04) (1) [2& (ba(p+ 1))+ C5(p+1) + 04]
< 256 (bop) +2(1—5) 6 (b2 (p+ 1)) + Csp+ 5Cs + (1 — 5) (Cs + Cy)
< 256 (bap) +2(1—5) 6 (ba (p+1)) + Csp+ Cy + Ci.
Or
o(b2(p+1) = 5(%) < 5 (6 (2bw) + 5 (20)
< 5 (20(ba) + 005 + Cut 6 (20))
< 5(62])) n pCs + 042+ ¢ (2[?2)‘
Ainsi,
3(20at) < 25 (bap) +2(1— 9 (% (bup) + EECLES (%2)>

+Csp+ Cy + Cs
S 2¢ (bgp) + 203]) + 204 + Cb (252) + Cg.

En posant Cy = @ et Cs=2C, + ¢ (2bs) + C3, pour tout t € R, on a
¢ (2t) < 26 (t) + Cst + Cg.

Il en résulte que la fonction ¢ est & croissance modérée. En effet, si ¢ > g—g alors

5(275) < 2% (t) + 2Cst. D’autre part, pour tout ¢ € }O, %ﬂ, on a

0(20) =26(t) _ 620 =6(1) _ = (,Co
e A
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Donc, en posant B; = max {205, 10) (2%@;) }, pour tout t € Ry, on a

¢ (2t) < 26 (t) + Bit,

ce qui établit la condition de croissance modérée (i) de 1.4.2.
Il reste & montrer que 1, 5 ({0}) C 11,4 ({0}).

Pour tout t > 0, on a 5 (2t) < 25 (t) + Byt et, par récurrence, pour tout n € N, on a
vt > 0,0 (2") < 2"¢ (t) + n2" Byt

soit encore B B
vt > 0,¢(t) < 2"¢ (27") + nBit.

Dans Iinégalité (69), on peut supposer que by = 27", pour un ng € N* donné. Alors
pour tout p € N, on a

¢ (p) <o (p)+pna; +InCy —pln (277°) + noBup,

ce qui implique I, ; ({0}) C I1,4 ({0}) et donc, d’aprés (71), on a

Ii; ({0}) = L ({0}) .

Le deuxieme point se démontre aisément par des arguments similaires & ceux de
la proposition 2 du paragraphe précédent.

5.2 Annexe numéro 2. Théoréme d’extension linéaire de
I, 4 (E) dans I; 4 (R").

Comme cela a été annoncé dans l'introduction, le théoreme 1.4.4 d’extension au
dessus d’un point, se généralise en dimension n quelconque. On obtient le théoréme
suivant.

5.2.1 Théoréme.

Si ¢ est une fonction a croissance modérée fortement non quasi-analytique, alors,
I s ({0}) a la propriété d’extension linéaire (ExL).

Lorsque la fonction ¢ est & croissance modérée, en utilisant ce théoréme et une
partition de I'unité adaptée, on obtient une nouvelle démonstration du théoreme 1.5.5
d’extension linéaire de I, 4 (E£) dans I; 4 (R") dont on rappelle ’énoncé.

5.2.2 Théoréme.

Si ¢ est une fonction a croissance modérée fortement non quasi-analytique, alors,
pour tout compact E de R™, I 4 (E) a la propriété d’extension linéaire (ExL).
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Notations. Pour tout y > 0, on note [|[|,, les normes [|[| ;1,1 56,51 €t 1104460 R7)-
Comme au paragraphe 1.2.5, on associe a la fonction ¢ la suite (m,,) >0 définie
par
mo — 1

et, pour tout p € N*,
my, =exp (¢ (p) — ¢ (p—1)).

La suite (mp)p>0 est croissante et vérifie lim,,_,; o m, = +oo. Par convention, lorsque
= 0, on affecte & pm,, la valeur 1.
On rappelle que ¢ est fortement non quasi-analytique lorsque ¢ vérifie 'hypothése
(H fnqqa) suivante : il existe A € R tel que, pour tout p € N*, on ait

On rappelle le lemme classique suivant :

Lemme 1 ([H0],1.3.5). Soit (a;);, une suite décroissante de réels strictement
positifs, on suppose que Zizo a; = a < 4oo. Il existe une fonction positive u, de
classe C* sur R, telle que

+oo
supp (u) C [0, a] ,/ u(z)de =1
et
2k
Vk € N, sup }u(k } < )
zeR ag...ay,

On utilisera aussi les lemmes suivants.

Lemme 2 ([Pe], corollaire 1.3.). Il existe un réel & > 0, une fonction ¢ fortement
non quasi-analytique, nulle en 0 et croissante et un réel A > 0 tels que, pour tout

p € N*, on ait
PpE

k>p p

(72)

et, en notant (mp)p20 la suite associée a la fonction ¢,

0< 1nf—<sup—<+oo
PENMp  peN My
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Lemme 3 ([Pe]). Soit ¢ est une fonction fortement non quasi-analytique. I existe
une suite de fonctions (Xp)p>0 appartenant o I 4 (R) vérifiant les deux conditions
sutvantes.

e Pour tout v > 0, il existe H () > 0 telle que, pour tout j € N, on ait

W ( jlexp (¢ (5))
) (@)] < plexp (¢ (p)) (H (7))

e Pour tout (p,j) € N2, on a
X;(yj) (0) = bjp-
Dans toute la suite de ce paragraphe, on suppose que ¢ est une fonction convexe
et croissante sur R, nulle en 0, vérifiant 'hypothése (H fpn4q)-

Démonstration du théoréme 5.2.1. Pour tout p € N et tout a = (ay, ..., a,)
appartenant & R™ tel que max;<;<, (|a;|) < 1, on définit la fonction ¥, , en posant,
pour tout = = (1, ..., 2,) € R™,

Vop (z) = X,(,j) (@121 + ... + apzy) .

Ici x, désigne la fonction donnée par le lemme 3.
Pour tout multi-indice J = (51, ..., j,) € N, on a

Uy, (2) = aJX;(aj) (@121 + ... + apnzy)

donc, si |J| = p,

\Ifip (0) = a’
et, si |J| # p,

v (0) =0.

Ainsi le développement de Taylor de U, , en 0 est ﬁ (@171 + ... + apzy)”.
De plus, pour tout v > 0, on a

1
plexp (¢ (p)) (H (v)"

On utilise maintenant un résultat de [Ca] page 85. Soit P = (p,...,p,) € N", le
polynome %xp s’écrit comme une somme de 2P termes de la forme :tz% (@121 + ... + apzy)’
avec maxj<;<n (|a;]) < 1. On en déduit qu’il existe une fonction Xp somme de 27

fonctions de la forme i%p!\I/a,p vérifiant, pour tout multi-indice J = (41, ..., jn) € N™,

[Wapll, <

X}IJ (0) - 6p1,j1"'6pn7jn

et
PP 1 (2ne)?

Plplexp (6 (0) (H M)~ plexp (6 (0) (H ()
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On peut maintenant définir un opérateur d’extension linéaire continu U, de I 4 ({0})
dans I 4, (R™), en posant

U((zp) penn) = Z zpXp.

PeN?
Ce qui termine la démonstration du théoréme 5.2.1

Le lemme suivant permet d’obtenir de bonnes partitions de I'unité.

Lemme 4. Soit ¢ une fonction fortement non quasi-analytique. Quitte a augmenter
la constante A de la condition (Hng), il existe une suite (W) . de fonctions ap-
partenant a I , (R™) vérifiant les conditions suivantes. -

(i) Pour tout p € N, supp(W,) C [—fn—f“ E] et W, =1 sur [_A Al

p’ Mp mp? mp
(17) Pour tout vy € )0, 1], il existe deux constantes I'y (y) > 0 ef) Iy () > 0 telles que,
pour tout p € N, on ait [|[W,||, < Ty (7) (T} (’y))pm (Zr)".
Démonstration du lemme 4. On s’inspire de la construction de [Pe]. D’apres le

lemme 2, on peut supposer que, pour tout p € N*, on a

£ ApE
kak = m,

k>p P

(73)

Pour tout entier p, on applique le lemme 1 a la suite (a;) >0 définie par

1
VZSP_laa/l:
pmy
et . 1N
Vizpaai: . (Z+ )
(i +1)mip D

et on note u, la fonction obtenue. Quitte & augmenter la constante A de (73), cette
fonction vérifie
A oo
supp (up) C [0, —} ,/ up (x) dr =1,
mp | ) oo
Pour tout I < p—1,
141
sulg }ug) (x)} < 2! (pm,) *
re

et, pour tout [ > p,

sup |u® (z Lpm,)P
sup ey ()] < 2 o) e B )

Soit v, la fonction définie sur R par

(14 1)lexp (¢ (14 1)) (pl+l—pp!)5
l+1) -



Assertion. Pour tout v > 0, il existe deuz constantes H (v) > 0 et H(y) > 0
telles que, pour tout j € N* et tout x € R, on ait

ol < e (GG
o @) < H ) S S ) T

Démonstration. Soient j un entier supérieur ou égal a 1 et = € R.
Si j < p, d’aprés la formule de Leibniz, on a

- l+1 A N\PH-G-D 1
o @) < Z -2 (pmy) (m_> CETECE)]

1 1
S 2lpl+1 A]H»l (j—-1) '
Z mp (p+1-(—1))
. . i—1 .
< jlexp (¢ (j))Apm]+1 mp]ZC"Jl.lglAl (j '1)p!pl+1
~ plexp(é(p) mb? = jlp+l-(-1)
exp(o(4) Iptt! (p+141)! mjp1...Mp
Car S = mimomy D€ PIUs sty < sphgony S 277 et s < L
on a donc
| Jj—1 1 j—1-1
(5-1) J: exp <¢ (j)) AP Cl l ( ) p+I+1
v T 2 = 2
Ol < e 292 3
| . Jj—1 1 j—1-1
J-€xXp (¢ (j)) (2A>p le 122l (_)
plexp (¢ (p)) — A
! ' 1\’
plexp (¢ (p)) A

Sij > 2p—+ 1, en utilisant encore la formule de Leibniz, on a

67 @)

Jj—1 . A p+Hl—(j—1)
< Ct_ 2" (pmy)” ((+Dlexp (¢ (I +1)) (zzl“‘pp!) ( (m—p)

=, p'exp (6 (p)) 1Y) (p+1=(G D)

Comme [ > p et j—p>p onaptritt < (j—p..((+1) = L et donc

phtl < pli—1) 1 " (j—1-p)!
(l+1)' < o p) s’ensuit que
|05V (2)]
jtexp (4(5)) (p(]l)%p! )6 S ot oyt D! mi~iTl gD
plexp (¢ (p)) \(j —1—p)! 7 gt mypse.my (p+1— (5 — 1)t

l=j—1—p
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J

1

jlexp (¢ (5)) pu D pl \°
< dewm)” ((j—l—p)!) Z

Jlexp(9() (V02 &
< dewGH)” ((y—l— )

jlexp (6 (7)) puh= \©
< ) (@—1—2@!) (

Sip < j < 2p, en combinant les deux cas précédents et en majorant Z

o, (

1

lorsque l'indice [ est supérieur ou égal a p, on obtient

<2

jlexp (6 (4))
plexp (¢ (p))

(2A)F <4 +

(1 + 1)lpP

j—1-1
P
) g (

1

A

)

p+l—(j—1))

j—1-1
) 92l+p+1

+1 pl
=

H(y) = (214(4:2) exp (5(4—;2)5)) .

Sij>2p+1ona

o~V ()|

M ] 2p—1 p pI1=2p 4_0_% == : l 2
= 2p'e><p(¢(p)) (24) ((j12p>!< 5 ) ) <4+A)

2jlexp (9 () ; | 1)\? P prm fasad oo ©
= Y plexp (6 (p)) | _2A(4+A) ! | (<j12p)!( ol ) )

EJ‘eXp(¢(j)) j | 1 2 _2_p 1 4+% 1o\ d-1-2
< Shewwy” [0 3) (<j12p>! (( ) p)
o 2 Jlep(e(G))Y
~ yplexp (¢ (p)) (H (7))

1
A

(4+

j—1
)=
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Ainsi, pour tout j > 1, on a

1

00 (1 Jlexp (¢ () ¥~
| @] < 2 plexp (¢ (p))

2 jlexp(4(
vplexp (¢ (p))

i)
(H ()"
Ce qui termine la démonstration de I’assertion.
Pour tout entier p, on pose
+o0
fhy = /Oo vp () dx.

A

444

5

On peut supposer que le support de u, est centré dans [0, m—p] et que

on a alors

m, my thy
A 2A 1 A
WA 1 (oA
mp Mmp Hp mp
. 24 A A 2A
m (-2 -2 ][22 ne -0
my My mp My

On pose enfin, pour tout x € R,
W, (x) = / 7, (t) dt.

La fonction W), ainsi définie est de classe C*° sur R et vérifie

24 2A
supp (W,) C {———] :

mp My
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W, =1 sur {—i, i]
mp My

et, pour tout j € N*, ‘ ‘
W = 7

D’apres assertion précédente, W, appartient a I 4 (R") et, pour tout v € ]0, 1], il
existe deux constantes I'y (y) > 0 et I'} () > 0 telles que l'on ait

[e o]

1 mp\P 1

e (A) ~10) exp (6 (p) (it ) (

Wl < T (7) (T (7)) 74)

Ce qui termine la démonstration du lemme 4.

Remarque. Soient r > 0 et W une fonction appartenant a I; 4 et vérifiant
supp (W) C [-2r,2r],

et
W =1sur [-r1].

Alors, d’apres la formule de Taylor, pour tout j € N, et pour tout v € ]0,1[, on a

1< T sup [WO) ()] <07 W), exp (6.(7) ¥

J yE(r,2r]
donc ]
W, =2 — —.
(ry)" exp (¢ (5))
Sir:mipetj:p,onadonc
1
W, = P :
(miv) exp (¢ (p))

Les estimations (74) sont donc optimales.

Notation. On note h la fonction hg 1) définie dans la démonstration de la propo-
sition 2.3.3. On a donc, pour tout r > 0,

h(r)= 2%1151 (exp (¢ (k) + klnr)).
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Propriété. Si ¢ est a croissance modérée alors, il eriste By € R, tel que les
conditions suitvantes soient vérifiées.
pour tout (j,p) € N*0 < j <p,

¢(p) <pBi+9¢(j) +¢(p—17), (75)
pour tout p € N,
mpi1 < ePimy,. (76)
et, pour tout r > 0,
h (L> < (h(r))>. (77)
eBr/) —

Démonstration. D’apres la condition (i7) de 1.4.2, il existe By € R tel que, pour
tout ¢ € R, on ait
t)+tB

Pour tout p € N, on a

p+1
b(p+1) = ¢<p>+/ oy

P ¢ (t) + tBy
t

p+1
< $(p)+ Bat f?ﬁ
p
¢(p+1)
+1

< ¢(p)+ dt

p

< ¢(p)+ B2+

et donc

pp(p+1) < (p+1)é(p)+(p+1)By < (p+1)¢(p) + 2pBo.

Pour tout p € N*, on a donc

In(mp1) —Inm, = ¢(p+1)—2¢(p) +o(p—1)

< 20 op 29+ 6o 1)
< 22 ) -0 1) +25:
< 232

Pour tout (j,p) € N30<j<p,ona

() = ¢<j>+/p¢'<t>dt
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IN

+/p¢(t) +thdt

< () Batdli /¢
»)

< (p=J) Bt (i) +—j) X

p
et, de méme,
o) < iBa+o(p—3) + 51,
Donc
¢(p) <pBa+o(p—J)+¢(). (78)

Enfin, pour tout » > 0, on a

Ham) = mplew (oW +in ()}
= exp (%11%1 {o(k)+klnr — k;BQ})

et donc, d’apres (78),

h(e%z)Sexp< min {¢(J)+jlnr+¢(k—j)+ (k—j)lnr}).

kjEN,j<k

Il s’ensuit que

h(=g) < ().

eB2
La propriété est démontrée en posant B; = max {2Bs, Inm; }.
L’inégalité (77) implique immédiatement que, pour tout b > 1, il existe B (b) > 0
telle que, pour tout r» > 0, on ait

h(B(b)r) < (h(r)". (79)

Lemme 5. Soit ¢ une fonction fortement non quasi-analytique vérifiant l'inégalité

76). Pour tout r € |0, |, il existe une fonction ¢, appartenant o I, 4 (R™) telle
mi T 7¢)
que

e supp(¢ B (0,2y/neBr) |
° 0, —lsurB(O r),
e pour tout v € 10, 1], il existe deux constantes T's (y) et T (y) telles que

16,1l < {Fz (V)W :
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La constante By est donnée par l'inégalité (76); elle ne dépend que de la fonction
¢. Les constantes 'y (7y) et T, (y) ne dépendent que de vy, de la fonction ¢ et de la
dimension n.

Démonstration. Pour tout z = (21, ...,x,) € R", on pose

Z, () = Wy (1) W (22) . W, ().

La fonction Z, ainsi définie appartient a I; 4 (R™). Son support est inclus dans la

boule B (0, ﬁi—i) et elle est égale a 1 sur la boule B <0, mip) De plus, pour tout
v >0, ona

1
exp (¢ (p)) (W)p

Sire ]0, A [ est fixé, on choisit un entier p > 0 tel que mip <ret

mi1

12l < T2 (7)

4_ > . Alors,
Mp—1

d’apres l'inégalité (76), r < eBlmAp. Soit ¢, la fonction définie sur R™ par

x
¢, (x) = Z, <e?1> -
La fonction ¢, appartient a I , (R") et vérifie

supp (¢,) C B (0,2v/ne”'r)
¢, =1sur B(0,7),

n

1
exp (¢ (1)) (W)

T (eBl'y)m P T (eBl’y)eBlm 1 P T (eBl’y)eBlé P T (eBl'y)eBl P
D’aute part, <1Tp) < < ! L < () = ().
B

Ainsi, en posant 'y (y) =Ty (e

16ll, = 1Zpl o0, < | T (€719)

17) et I'y () = W, pour tout entier p, on a

1 } "
exp (¢ (p)) (T (7) )"

et donc, compte tenu des proriétés de la fonction h,

16,1, < [m ")

ool < [T 0) 5 0
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Partition de 'unité. On suppose que ¢ vérifie les hypoyhéses du lemme 5. Soit

{B (x;,r;),i € N} la famille de boules donnée par le lemme 2.1.6, lorsque ' = y/n QQ ,

en ne gardant que les boules dont le rayon est strictement inférieur a mil. Pour tout
i > 1, on pose ¥, (z) = ¢,. (r — x;), puis

P9 = Yo

et, pour tout ¢ > 1,

¢ = P, (1 - 1/}0) (1 - wl) (1 - 1/%'71) .

Alors ), @ = Lsur V = |J B (w;,1;) et, pour tout v > 0, il existe deux constantes
iEN
strictement positives I's et I'; telles que, pour tout ¢ € N, on ait

64, < [rg (81)

Démonstration du théoréme 5.2.2. On suppose que ¢ est a croissance modérée.
Soit F € I 4(E). Dans tout ce qui suit, si z € R"\E, = désigne un point de
E réalisant la distance p(z). Pour tout ¢ appartenant au compact E, on note T¢
I'opérateur d’extension de I 4 ({C}) dans I 4, (R™) donné par le théoréme 5.2.1 puis

on note Ty (F) (x) & la place de T¢ ((FP (C))PeN") (x). Alors, pour tout, H > 0, il
existe Hy € ]0, H[ et Cy > 0 tels que, pour tout F' € I, (E) et tout ¢ € E, on ait

1Te (F)llg < Cu llF g, - (82)

On définit la fonction 7" (F') sur R™ par

vz € R\E, T (F Zfb z) T, (F) (z)

et
Vo € E,T(F)(z) = F°(z).

T (F) est clairement a support compact, de classe C* sur R™\F et sur F l'intérieur
de E.

Remarques. a. D’aprés les propriétés du recouvrement, il existe une constante
Bs > 1 telle que z € B (x;,t'r;) implique \E—@\Hl_j < Bsp(z), \x—:nl|l+1 I <
Bap () et |7 — x| < Bap (2).
b. Il existe ¢ € ]0, 1] et un entier ig € N* tels que, pour tout x € R™\ F, on ait

p(z) < e implique x € V,
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p(2) > = implique T (F) () = X212, ¢, (2) T, (F) (x).
c. Soient J un multi-indice, [ un entier et # € R™\ E. Dans ce qui suit, D’ (T% (F) (z))
(resp. D7 (TL (F)(x))) signifie que 'on a calculé la J-iéme dérivée de la fonction
t — TL(F)(t) (resp. t — T. (F)(t)) puis que I'on a évalué cette dérivée au point
t=ux.

Soit @ un multi-indice, on estime |D? [T (F) (z) — T; (F) (z)]| lorsque € V. On

DOT(F) (2) — Tz (F) (z)] = Z D [¢; (x) (Ts, (F) () — Tz (F) (x))] -

Comme le support de ¢, est inclus dans B (x;,t'r;) on peut supposer que z appartient
a B (z;,t'r;). Soit J un multi-indice tel que J < Q. Pour tout entier [ > j, on pose

By = D’ [T5, (F) (z) = Tf, (F) (2)] ,

Ey = D [Ty, (F) (2) = T3 (F) (2)],

et
E3 =D’ [TL(F) (z) = T5 (F) (z)] .
Soit H > 0.
i) La fonction t — Ty, (F) (t) —T% (F) (t) est plate en Z; jusqu’a 'ordre I. En écrivant
la formule de Taylor on obtient :

nttl |:L' _ fz‘|l+1_j

| D7 [T5, (F) (z) — T% (F) (2)]|

(K)

< - sup ) T:F (x
T+1=9)" k=41 ( ()

nttl \x _ @|l+1—j

<
= T +1—j)

H™Cy || F|l g, (1 + Dlexp (¢ (1 +1)).

Comme (l(frt)j!)! < 2t et |z — " < (Bsp (x))", en posant T, = 2B3n, on a

D7 [T5, (F) (&) — T4 (F) (@)]| < Car (p (@)™ (D) [P, stexp (61 + 1)),
ii) D’apres la proposition 2.1.8, en posant I'; = 4n®B; on a
|| < ([Pl (p (@)™ (T5H)™ jlexp (¢ (1 + 1)),
iii) Les mémes calculs que pour le i) donnent

B3| < O (p ()™ (T4H) [P, sl exp (6 (14 1))

Comme on a supposé que H; < H, on en déduit qu’il existe deux constantes ['g et
Iy telles que, pour tout entier [ > j, on ait

E = |y + By + Ey| < T (p ()" (T4H)* | Fl 1y, jlexp (6 (1 + 1))
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En posant [ = 7+ ', on a
E <Tg(p (@)™ (C6H) T | Flly, lexp (¢ (+ 1 +1)).
Or, d’apres (75), on a donc

d(j+1+1) G+ +1)Bi+¢()+o(I'+1)

G+20+2)Bi+o () +o () +o(1).

En posant Ty = ¢25+600T et T = 2P, on a

E < Tr||Fl,, (TyH) jlexp (¢ (7)) (p ()" (L) exp (6 (1) - (83)

En prenant la borne inférieure sur I, on obtient

<
<

E <T7||F|ly, (T5HY jlexp (¢ (7)) h (TyHp (x)) p(x) . (84)
Remarquons que I', > 1. Pour tout 2 € V, on a
DPIT(F)(x ) T; (F) (2)]
Y. T J 7 > D761 () DY (ToF (a) = T (F) ().

J0<I<Q ieN
Soit v > 0, avec les notations de (81) et de (84), pour tout H € ]0,v][, on a
| DT [(F) (x ) TA(F)( )|

> 163l ¥4 (g — 3)'exp (¢ (g — )

jiFeq 1@ =
7 || F|ly, (T5HY jtexp (¢ (7)) h (TyHp () p (x)

< p(@)nol'rqtexp (¢ () v 4l b (L7 Hp () [ Fll g, (Z (T7)’ n"“)

§=0
< p(x)nelzqlexp (¢ (q)) (2n°T77)" lsll, h (T7Hp (2)) | F ||, -

Soit, d’apres (81)

IN

| DT (F) () — Tz (F) ()]

< p(@)nolrgexp (6 () (20T [rs VO

m} h(HTp (2)) | F |y, -

On note B (nng) la constante de I'inégalité (79) lorsque b = nngy. On choisit H > 0
tel que H <~y et HI, < B (nng)I;. On a

h(HT%p (2)) < b (B (nno) Typ (x)) < (b (Typ (2)))™ . (85)
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et donc . o
—_— h(TLHp (x)) < 1.
e ACE
Ainsi,

|D9(T(F) (2) = Tz (F) (2))] < p(2)nol'z (2n°T77)" gl exp (¢ (a)) |, -

D’autre part

| D9 (T5 (F) ()| < Cy (Hy)" q'exp (¢ (q)) 1F g, »
et donc

|D? (T (F)) (z)| < Ts (Ty)" qlexp (¢ (@) |F|l g,

ou I's = ngl'y + Cy et Ty = 2n®T%. T'g est une constante ne dépendant que de
la dimension n, du compact F, de la fonction ¢ et de 7. I'y est une constante ne
dépendant que de la dimension n, du compact F et de la fonction ¢.

Si zg € F— E, alors, pour tout multi-indice (), on a

Jim DT (F)) () = F9 ().

zeR"—F

D’apres le lemme d’Hesténes ([Ma] page 80), T' (F) est de classe C* sur R™. De plus,
d’apres les estimations de | D? (T'(F)) (z)| obtenues précédemment, T (F) € I; 4 (R™)
et pour tout v > 0, on a ||T (F)HPgﬂ < I's|[F||,; ce qui termine la démonstration du
théoréme 5.2.2.

Remarques. a. Cette méthode, qui consiste a obtenir un théoréme de Whitney a
partir d’un théoréme de Borel, a été mise en ceuvre par J. Bruna dans [Br].

b. Dans le théoréme 5.2.2, on a supposé que la fonction ¢ est & croissance modérée.
Cette hypothése a été utilisée pour prouver les inégalités (83) et (85). En revanche,
les fonctions ¢, du lemme 5 ont été construites sous une hypothese plus faible : la
condition (76). On ne sait pas si I’hypothése croissance modérée est nécessaire pour
obtenir un théoréme d’extension linaire pour tout compact.

5.3 Annexe numéro 3. Démonstration de la nécessité de la
condition (3) du théoréme 1.5.4.

Si Ir 4 ({0}) a la propriété d’extension linéaire (ExL), alors, il existe by > 0 tel
que, pour tout a > 0, il existe b >0, Ay >0 et Ay > 0, tels que, pour tout p € N,
on ait

%qb (bp) + biqb (bip) < lgb (2ap) + Ay + Asp.
1 a

On suppose qu’il existe une application linéaire continue U de I 4 ({0}) dans
L4 (R) telle que Ry o U = idy, (0. L’application U vérifie la condition suivante :
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pour tout a > 0, il existe deux réels b > 0 et C > 0 tels que, pour tout F
appartenant a I 4 ({0}), on ait

HU(F)H{%d)(at)thlna,R} <C ||F’|{%¢(bt)+tlnb,{0}}‘ (86)

Comme au 3.1.1, on en déduit qu’il existe (Xp) une suite d’éléments I, (R),

p>0’
telle que I'on ait, pour tout (p, k) € N?,

Xz(ak) (0) = 6k7p
et, pour tout p € N,

C
HXPH{%d)(at)thlna,R} < pl exp (%(b (bp) —|—pln b) .

(87)

Soit a > 0, on note b et C' (resp. by et C1) les constantes de I'inégalité (86) associées
a a et (resp. a1).
D’apreés la formule de Taylor, pour tout p € N et tout z € R, on a

® () 1| < 2 (2p)
X (z) — 1| < o S X5 (y)]

et donc, d’aprés I'inégalité (87), on a
T ¢
~ plplexp (3¢ (bp) + plnbd

}Xép) (z) ) (2p)! exp (1¢ (2ap) 4+ 2pIn a)

On pose

o (p!)? exp (%gb(bp) +p1nb) C
P (2p)12C exp (£¢ (2ap) + 2pIna) |

Pour tout z € [0, 7,], on a

1
X\ (x) > 3
En intégrant p fois, on obtient
11
517!95” < Xp ()

Donc

2 1
11, 11 (p) exp(fi(prplnb) <X, (7).

i
2p! P 4p! C (2p)lexp (¢ (2ap) + 2plna)
Il s’ensuit que

1

1 1
2] exp (E(b(bp) +plnd — a(b (2ap) —2pln a) < Xp (Tp) -
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De plus, pour tout p € N, on a

Cy
sup [x, (4)] < —— .
yeRy plexp (b—lgb (bip) + pln bl)

On a donc

1 1 1 1
220 P (gﬁb (bp) +plnbd + b—lﬁb(blp) +plnd — E¢(2ap) —2pln a) <C;

soit

S

¢ (2ap) +In (4CCy) +p(Ind +2lna —Inb —Inb)

1 1
Eﬁb (bp) + b_1¢ (bip) <

En posant A; =1In (4CC}) et Ay =Ind+2Ilna—Inb—1nby, on a

26 (bp) + -6 (1p) < =6 (2ap) + Ay + Aup.
1 a
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7 Index des notations.

A{¢(at), B} 3.2.3
A{¢, E} 3.2.3

B (z,r) boule de centre z et de rayon r

B (z,r) boule fermée de centre x et de rayon r

Ck = p!(ﬁp)! coefficient bindmial

C(FE) ensemble des fonctions continues sur F

I'g diametre de E.

diam (F) diameétre de FE. 3.2.4,3.2.5
d(z,E) =p(x) distance de = au compact E.

D’F = (F/*L) JeNn L-iéme dérivée du jet F' 2.14

Dy =I5 (R") N C® (R 1.10.5, 4.5
Op.j symbole de Kronecker

E compact de R"

E (t) partie entiére du réel t

(Ex) propriété d’extension 1.3.4.
(ExL) propriété d’extension linéaire 1.3.4.

171l A go(any, 23 3.2.3
Hf“{¢(t),n} 1.2.1
P01 1.2.
F=(F), xn l jet 1.2.2
fL=DLf= y—agl— 1.1

171 3.2.1

fiE restiction de f & F

Fy, (E) 3.2.9
(@)oo 131

¢ dérivée a droite de la fonction convexe ¢

¢ 1.2.3,1.8
Dl conjuguée de Young de ¢, 1.5.2
{p(t),Q} 1.2.1
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nqa )
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3

Q

Q
SN—

U

J = (j1, . Jn) €N"
[Tl =37 =j1+ . +Jn

JU= iyl )
J<Q

P\ P!
(J) = J(P—J)
Ky

Lyw f (z) = Li f (x)

M

non analyticité

compléte non quasi-analyticité

forte non quasi-analyticité
non quasi-analyticité
appliction identité
intersection de classes associée a (¢,) -
intersection de A. Beurling, H. Komatsu
intersection de A. Beurling, G. Bjorck
intersection de J. Chaumat, A. M. Chollet

multi-indice
longueur de J

signifie que j; < k1, ..., 7, < kyp,
avec P € N" et J € N”

polynome d’interpolation de Lagrange

suite associée a ¢
ensemble des entiers naturels

cube compact contenant F

polynoémes de degré inférieur ou égal a k
ensemble des réels

application de restriction au compact E
reste de Taylor du jet F

distance de x au compact F

support de f

polynome de Taylor du jet F' & 'ordre p
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1.2.2
2.3.3
3.1.3
1.3.2
1.9.1
1.9.1
1.9.2
1.2

1.6.2
1.4.3
1.2.2

1.3.1
1.4.1
1.5.1
1.6.1
1.7.1
2.3.1
3.1.3
1.1

1.1

1.1

3.1.2
3.2.6
1.10, 3.2.6
3.2.6
1.10, 3.2.6
1.2.5

2.1.2
3.2.3
3.2.1

1.2.2,1.2.3
1.2.2
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Te (F) (x)

(k)

174 (t(k))

lz| = /2t + ...+ a2
) =l

T

Q

systéme de points extrémaux
de Fekete sur £ d’ordre k
déterminant de Vandermonde associé a t*)

norme euclidienne

point de E réalisant la distance p (x)

ouvert de R"
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214
0.2.2

3.2.6

3.2.6
1.1
1.1



