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Introduction






J’ai effectué 1’essentiel de mon travail de theése au Commissariat a I’Energie
Atomique (CEA) et les développements du présent mémoire sont dus, pour la plupart,
a des problemes posés par un des grands projets actuels du CEA : le Laser Méga-Joule
(LmJ).

Le LMJ doit permettre de réaliser la fusion thermonucléaire en laboratoire, par
confinement inertiel. Afin de le dimensionner, de nombreuses études, allant de la
modélisation a la simulation numérique, sont nécessaires.

L’objet de ce mémoire est la résolution numérique des problemes de fluides a
plusieurs espéces (nous dirons aussi fluides a plusieurs constituants, ou fluides multi-
constituants) eulériens, c¢’est-a-dire régis par les équations d’Euler. C’est un champ
d’étude tres vaste aux applications nombreuses.

Dans un contexte physique et numérique différent, le récent article de R. Saurel
et R. Abgrall [81] présente ’ensemble de la problématique commune aux fluides
multi-espéces : modélisation sous forme de systémes hyperboliques, méthodes et tests
numériques. En ce qui concerne les fluides multi-espéces dans le cadre du LMJ, on
peut se reporter a 'article de B. Scheurer [82].

Dans ce mémoire, nous aborderons la modélisation mathématique des problemes
de mélange et la résolution numérique des problemes ainsi construits. La modélisation
conduira a des systemes d’équations aux dérivées partielles hyperboliques mais non
forcément conservatifs. Nous nous attacherons pour la résolution numérique & mettre

au point des méthodes précises et robustes.

* K x

Les conditions particulieres des écoulements dans le LMJ (les fluides sont soumis
a des chocs tres forts, les phénomenes fluides doivent étre couplés a des phénomeénes
physiques comme la fusion...) imposent des contraintes importantes aux méthodes
numériques utilisées!.

Premierement, la présence de chocs forts, de grands gradients de densité, de
vitesse et de pression nous oblige a faire le choix d’algorithmes robustes.

Deuxiémement, il est impératif que les algorithmes de résolution soient conser-
vatifs pour toutes les variables conservatives globales : masse totale de fluide, quan-
tité de mouvement totale, énergie totale. Cela est le cas de beaucoup de méthodes
trés répandues (schémas de type Godunov, Roe...), mais rend déja problématique
l'utilisation de méthodes de suivi d’interface (I’écriture d’algorithmes de suivi d’in-
terface conservatifs est délicate). De plus, et c’est une caractéristique plus rare-

ment exigée, les méthodes proposées devront étre conservatives en la masse de

1. On trouvera une revue générale des problemes et des solutions actuellement apportées
dans [82].
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chaque constituant: le passage d’un choc trés fort peut créer une importante
erreur numérique quant a la masse d’un constituant avec une méthode non exac-
tement conservative, et cette erreur peut étre d’une importance capitale lorsque le
constituant en question entre en jeu dans une réaction nucléaire (trés sensible a la
masse des constituants présents). D’un point de vue plus général, ajoutons qu’il est
risqué d’utiliser des schémas non conservatifs pour résoudre des problemes de lois de
conservation, leur convergence étant tres problématique (voir [48], et [11]). Il existe
de nombreuses méthodes ([80], [50], [66]), qui sont seulement quasi-conservatives
pour chaque constituant. Nous ne pourrons les utiliser pour résoudre nos problemes.

Troisiemement, la perspective d’ajouter ultérieurement une modélisation et une
résolution numérique de phénomenes physiques tels que la fusion (tres sensibles, nous
le répétons, aux taux de présence de chaque constituant) nous impose la mise au
point d’un algorithme qui introduirait tres peu (voire pas du tout?) de dissipation
numeérique sur les taux de présence ou les fractions massiques des constituants, que
ce soit pour des constituants séparés (par des interfaces) ou pour des constituants
mélangés.

Il faut noter que la premiére contrainte (robustesse) et la troisieme (réduction de
la dissipation numérique) sont traditionnellement considérées comme difficilement

conciliables.

* k x

La recherche d’algorithmes non dissipatifs pour la résolution numérique des
problemes d’évolution est un enjeu du calcul numérique. Nous nous attaquons a
cette question dans la premiere partie du mémoire.

La méthode usuelle pour obtenir des résultats numériques peu dégradés par la
diffusion (ou dissipation) numérique est de choisir un schéma d’ordre élevé. En
ce sens, la méthode que nous proposons est paradoxale, car elle est basée sur un
algorithme d’ordre un; de plus, il semble de peu d’intérét, pour les problemes qui
nous concernent, de chercher a « passer » aux ordres supérieurs, car I’algorithme que
nous proposons est exempt de dissipation au sens ou il réalise I’advection exacte
des fonctions en marches d’escalier (& la projection pres de la solution exacte sur le
maillage). Nous en expliquons ici brievement le principe.

Pour les schémas de type « volumes finis » classiques, le calcul des flux réside
dans un décentrage amont des variables (schémas de Godunov). Voici un résultat
(figure 1) obtenu par cette méthode pour I’équation d’advection & vitesse unitaire

de la quantité «a(t,z)
atOé + a;):Oé =0



avec pour condition initiale

2(0,) = Ly g9 ().

Pour calculer la solution numérique, on se donne un maillage régulier de pas Ax
et un pas de temps At (ceci sera détaillé au chapitre 1 de la partie I). La solution

numérique est calculée au moyen de I'algorithme

n+1 n n n
. — h Q. — Qs
J b N . VR ik VLA

At Ax

(0%

0

ou af est 'approximation de la solution exacte dans la maille j au temps n. Nous

ne rappelons pas dans cette introduction le calcul de a?. Les nombres oz;.‘ 12 sont

appelés flux numériques et sont définis pour le schéma décentré amont par oz? 2 =

n

aj .
1 T P T T T T T T

condition initiale —e—

solution exacte ——
08 E solution numérique |
0,6 - .
0,41 _
0,2 _
04 e $ b 4 b obe0000000!
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 1,2 14 1,6 1,8 2

Fic. 1 — La dissipation numérique

La solution numérique, calculée au temps ¢ = 1 avec cent pas de temps, est
caractérisée par son étalement par rapport a la solution exacte. Ce phénomene
d’étalement est appelé diffusion numérique ou encore dissipation numérique. En voici
Pexplication (cf. [76] ou [5]). Pour toute fonction f(¢,x), on pose 7? = f(nAt,jAz).

Supposons que la solution exacte a est réguliere et effectuons des développements

de Taylor.
— artl_gn AtTo "
_ 2 2
oy =~z — 78t,taj + O(At?),
n 5"76;’_1

D0 = “x=t + BRO2 ) + O(Aa?).
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Puisque « vérifie O, + 0, = 0, il vérifie 8,%04 = 8%79604 et en additionnant les deux
équations ci-dessus on obtient
n

=n+1l n

Oéj aj a] _a?—l Aac — At—Q n A 2 A 2\
A7 t—xy T 5 3x7xaj+(’)( t*) + O(Az®) = 0.
On a donc
n+1 n n n —n+1 —n —_n __ —=n
o —aj +aj —al _ o —aj +aj —al
AN Ax AN Ax
Az — At——n
+ =) + O(AP) + O(Aa®) = 0.

Le terme %@: + O(At?) + O(Ax?) est appelé erreur de troncature et
la partie de plus haut degré, %@ (elle est de degré un, on dit que le schéma
est d’ordre un) est un opérateur de diffusion de coefficient (Ax — At)/2 qui est po-
sitif en pratique car on impose Az > At (condition de Courant-Friedrichs-Lewy).
C’est la raison pour laquelle on parle de diffusion numérique ou encore de dis-
sipation numérique. La méthode classique pour diminuer la diffusion numérique
est d’augmenter 'ordre du schéma en annulant les termes de plus haut degré dans
l'erreur de troncature. Généralement, cela revient a choisir un flux moins décentré
vers I’amont, en général une valeur comprise entre la valeur amont et la valeur aval
(obtenue par une reconstruction d’ordre deux, trois...). Mais la valeur aval est la
plupart du temps évitée (sauf parfois pour les schémas ENO, voir [85] et [86]), car
elle conduit & un schéma instable. Ces techniques de montée en ordre foisonnent
depuis les années quatre-vingt et voient 'arrivée de trés nombreux algorithmes peu
dissipatifs. Une classe importante de ces algorithmes est celle des limiteurs de flux
(ou limiteurs de pente) développée et uniformisée par Sweby, Harten, Roe, Toro...
On peut citer par exemple les limiteurs célebres Superbee ou Minmod. Nous avons
choisi une voie différente.

En nous ramenant a I’équation d’advection en dimension un (notre probléme
standard), nous écrivons sous un formalisme nouveau des conditions suffisantes
explicites de convergence d’un schéma. Le choix que nous faisons est de décentrer
les flux au maximum vers ’aval tout en veillant & vérifier les conditions
de convergence, qui sont des conditions de stabilité en normes L™ et VB. Ceci
peut étre vu comme un probleme d’optimisation sous contraintes (mais le calcul
du flux est tres simple). Cette approche conduit & un algorithme d’ordre un qui
possede d’étonnantes propriétés antidissipatives. Par exemple, nous sommes munis
avec ce schéma d’une estimation d’erreur uniforme en temps pour une classe de
conditions initiales trés grande (dense dans L!(R)); de plus, nous conjecturons la
méme estimation pour toute condition initiale. Il s’agit a notre connaissance de la

premiere estimation d’erreur uniforme en temps pour un schéma de transport.
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Les conditions de stabilité que nous avons exhibées sont équivalentes (dans un
autre formalisme) aux conditions obtenues par Sweby dans le formalisme des li-
miteurs, et il est étonnant que ce schéma n’ait pas été étudié en détail auparavant,
d’autant plus étonnant que son équivalent dans le formalisme des limiteurs est connu,
sous le nom de limiteur Ultrabee (Roe, Toro) 2. Nous pensons que le formalisme que
nous avons introduit, plus explicite, permet une autre compréhension des schémas
de type volumes finis. Les utilisations ultérieures de ce formalisme, rapportées dans
ce mémoire, en sont l’illustration.

La suite de cette premiere partie est consacrée a 'extension de cet algorithme
a des équations plus complexes: 1’équation de Burgers puis les équations d’Euler.
Ces études aboutissent a I’écriture d’un algorithme sans dissipation pour les chocs
de I’équation de Burgers, et d’un algorithme antidissipatif pour les discontinuités de
contact instationnaires des équations d’Euler.

Ces algorithmes pour I'advection et pour les équations d’Euler s’étendent facile-

ment et avec succes aux mémes équations en dimension deux grace a une décomposition

direction par direction. Nous obtenons ainsi, & part le caractere VID (diminution
de la variation totale), toutes les bonnes propriétés des schémas proposés en dimen-
sion un. En particulier, nous obtenons a nouveau pour 1’équation d’advection une
estimation de l’erreur uniforme en temps pour une classe de conditions initiales
dense dans L'(R?).

* K x

Dans la deuxieme partie du mémoire, nous nous intéressons aux équations qui
régissent le mouvement des fluides eulériens a plusieurs espeéces. Le probleme est
le suivant : si les équations d’Euler sont fermées par la donnée de la loi d’état du
fluide (cette loi permet de calculer sa pression connaissant sa densité, sa vitesse et son
énergie totale), les équations d’Euler multi-constituants ne sont pas fermées par
la donnée des lois d’état de chaque constituant, elles nécessitent I'introduction
d’équations de fermeture.

Les principales études déja effectuées sur les problemes a plusieurs especes (Ab-
grall, Saurel, Larrouturou, Karni, Osher, Fedkiw...) sont axées sur des fluides avec
interfaces. Comme les fluides y sont supposés séparés, le systeme est fermé par la
donnée de chaque loi d’état. Cependant, la diffusion numérique propre aux schémas
utilisés introduit une zone de mélange (mélange numérique, artificiel) et le calcul
de la pression ne va pas de soi dans les mailles de mélange. Deux voies (pour

Pessentiel) sont alors proposées.

2. Nous remercions Bruno Scheurer pour nous avoir signalé ’existence du limiteur Ultrabee.

HZm—xamd

0= x>
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La premiére voie (dans laquelle se rejoignent, a peu de détails pres, Abgrall,
Saurel, Karni, Osher, Fedkiw...) oublie la présence du mélange en advectant les
parametres de la loi d’état pour calculer la pression. La diffusion numérique due
a cette advection numérique se répercute donc sur la pression sans qu’un effort de
modélisation soit nécessaire. La présence du mélange est transparente.

La seconde voie, proposée par Larrouturou, Larrouturou et Fezoui, et encore
Abgrall, constate effectivement le mélange et en déduit la pression grace a une
modélisation du mélange. La modélisation choisie est la loi de Dalton.

Nous verrons en fait que ces deux voies, trés différentes conceptuellement, sont
équivalentes quant au résultat (I’advection des parametres est équivalente au modeéle
de Dalton).

L’étude que nous avons menée concerne 1’élaboration de lois de fermetures.
Elle est donc proche de la seconde voie, choisie par Larrouturou, Abgrall, etc. Ce-
pendant, nous proposons des lois de fermeture différentes de la loi de Dalton, qui par
certains cOtés est assez peu satisfaisante (elle impose I’égalité locale des températures
de tous les fluides). Nous construisons une classe de relations de fermeture sur la base
de considérations thermodynamiques. Ce sont des modeles a plusieurs températures,
plusieurs pressions, plusieurs entropies, plusieurs volumes spécifiques... Précisons
des maintenant qu’ils ne sont pas tous conservatifs. Ces modeles vérifient des pro-
priétés telles que l'existence d’une température globale, d’'une entropie physique
globale, la croissance de cette entropie globale. Parmi ceux-ci, on peut citer les
modélisations classiques: égalités des températures et des pressions, loi de Dalton.
Un autre exemple de relation de fermeture est le modeéle avec égalité des pressions
et égalité des transferts de chaleur (nous dirons « équirépartition des quantités de
chaleur »). Ce dernier par exemple n’est pas conservatif. Pour un fluide & deux
constituants de volumes spécifiques 71, T2, d’énergies internes spécifiques e1, €2, de
fractions massiques «q, as, densité totale p et de pression p, le systeme différentiel

pour ce modele est

(

Orp + div(pu) = 0,
Ot(par) + div(puay) = 0,
Ot(pa2) + div(puag) = 0,
di(pu) + div(pu® +p) =0,
0t(pe) + div(pue + pu) = 0,
a1+ aame = 1/p,
Q181 + gy =€,
p1=p2 =D,
O(per) + po(pm1) + div(puer) + pdiv(purr)
= 0i(pe2) + pdi(pr2) + div(pues) + pdiv(purts).
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Les cing premieres équations sont des équations de conservation de la masse totale,
de la masse de chaque constituant, de la quantité de mouvement et de ’énergie
totales. Les deux suivantes résultent d’hypotheses sur la nature du mélange. L’avant-
derniere équation exprime 1’égalité des pressions. La derniere équation, qui traduit
I’équirépartition des quantités de chaleur, n’est pas conservative.

Les lois de mélanges construites seront utilisées aussi bien pour des mélanges
numériques (interfaces diffusées) que pour des mélanges physiques (vraies zones de
mélange).

Apres avoir élaboré cette classe de lois de mélange, nous en faisons une sélection
sur des criteres mathématiques : symétrisabilité, hyperbolicité du systeme d’équations
aux dérivées partielles qui en découle, existence d’une entropie mathématique. Parmi
les lois de mélange proposées, certaines comportent des équations non conserva-
tives. C’est le cas par exemple de la loi avec égalité des pressions et équirépartition
des quantités de chaleur. Se pose pour elles la question de la définition de solutions
discontinues puisque ’absence de formulation conservative interdit tout recours a
une formulation faible classique. Nous apportons un début de réponse a cette ques-
tion en prouvant l’existence de solutions-ondes progressives pour le systeme isobare
avec équirépartition des quantités de chaleur (a deux constituants) régularisé au
moyen d’un opérateur parabolique de type Navier-Stokes. Cette analyse donne une
définition possible de la solution discontinue de type choc, c’est-a-dire associée a
un champ vraiment non linéaire (définition liée & opérateur parabolique choisi), en
s’appuyant sur les travaux de LeFloch et Sainsaulieu.

L’utilisation des différentes lois de mélange pour le mélange numérique (interfaces
diffusées) pose un probleme de fond. Les solutions numériques données dans ce cas
par les différents modeles de mélange seront évidemment différentes, or il est évident
que la solution exacte ne dépend d’aucune modélisation de mélange puisqu’elle ne
comporte qu’une interface séparant des composants purs. La question importante est
donc: « comment se comportent les solutions numériques données par les différents
modeles de mélange lorsque ’on fait tendre la taille des mailles vers 07 ». La réponse
est apportée par un résultat de type Lax-Wendroff. Sous des hypotheéses techniques
de stabilité et de convergence, nous montrons que la limite ne dépend pas du modele
de mélange choisi et est bien la solution avec advection de l'interface (précisons que
cette solution limite, avec interface, est solution d’un systéme conservatif, c’est ce
qui permet d’effectuer une analyse & la Lax-Wendroft).

Reste que 'analyse mathématique ne nous a pas permis de mettre en évidence
la supériorité d’un des modeles par rapport aux autres. Peut-étre pourrons-nous les

départager en observant les résultats numériques?

* K x
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La troisieme partie de ce rapport est consacrée a la résolution numérique des
systemes d’équations aux dérivées partielles étudiés dans la deuxieme partie. Cette
troisieme partie se pose naturellement comme une synthese des deux précédentes :
nous y utilisons le formalisme et les techniques de décentrage aval développés dans la
premiere partie pour approcher les inconnues advectées présentes dans les systemes
de la deuxiéme partie (les fractions massiques des différentes espeéces). Le résultat
est le transport exact, sans diffusion numérique, des interfaces (sans suivi
d’interface proprement dit, ni reconstruction d’interface), c’est-a-dire que des frac-
tions massiques initialement discontinues le restent (ce qui est le résultat attendu
en P'absence de dissipation physique). De plus, nous obtiendrons aussi le respect
parfait des bords des zones de mélange ; autrement dit, les zones de mélange
resteront circonscrites et ne s’étendront pas indéfiniment en temps infini (ce qui est
aussi le résultat attendu). La fin de cette partie, consacrée a l'extension en dimen-
sion deux de ces algorithmes par décomposition directionnelle, présente des résultats
numériques équivalents, tant pour les zones de mélange que pour les interfaces, aux
résultats obtenus en dimension un. En particulier, les résultats numériques pour les
interfaces sont équivalents a ceux donnés par des algorithmes de suivi d’interface,

avec cependant
— une complexité algorithmique bien moindre (il ne s’agit que de formules
explicites de flux);
— la conservation exacte de chaque masse partielle, de la quantité de mouve-

ment et de I’énergie totale ;

— un passage a la dimension trois beaucoup plus aisément envisageable (grace a

une nouvelle décomposition directionnelle).

On observe ci-dessous les résultats numériques de la simulation d’une instabilité de
Rayleigh-Taylor obtenus par un algorithme classique (dcentrage amont des flux) et
I’algorithme que nous proposons; la fonction représentée est la fraction massique
d’un des constituants, la couleur rouge représente la valeur 1 et la couleur verte
représente la valeur 0 (dans une version en noir et blanc, le sombre représente la
valeur 1 tandis que le clair représente la valeur 0).

Dans cette partie, nous examinons aussi le comportement des différentes lois
de mélange du point de vue numérique. Nous comparons les résultats numériques
donnés dans le cas d’interfaces pour le modele de Dalton, la loi isobare isotherme
et la loi isobare avec équirépartition des quantités de chaleur. Le schéma proposé
pour ce dernier modele de mélange présente I'avantage théorique de posséder des
propriétés entropiques. Les résultats obtenus avec la loi de Dalton et la loi isobare
isotherme sont affectés d’oscillations en vitesse et en pression a la discontinuité de

contact. Ces oscillations (« spurious oscillations ») sont classiques, signalées par
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Abgrall, Larrouturou, Croisille, Karni, Osher... En revanche, le modele isobare avec
équirépartition des quantités de chaleur ne crée pas ces oscillations a la discontinuité.
La vitesse et la pression y sont rigoureusement constantes, comme c’est le cas avec
les schémas modifiés d’Abgrall et Saurel, Osher et Fedkiw... Il est vraisemblable que

cela provient du fait que le schéma proposé pour ce modele est entropique.

interface

df'ffui’?e interface

(fraction non diffusée
Imas,s'q“e (fraction
issee) massique

discontinue)

F1G. 2 — Avec le décentrage amont (calcul | F1G. 3 — Avec les flux antidissipatifs pro-

classique). posés dans ce mémoire...
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Premiere partie

Décentrage aval
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Cette partie est consacrée a I’étude de la stabilité et de la convergence des
schémas numériques pour les lois de conservation. Nous envisagerons 1’équation
d’advection linéaire, les équations scalaires non linéaires a flux convexe (de type
« Burgers ») puis le systeme des équations d’Euler.

Nous chercherons a mettre en évidence des conditions de stabilité et de conver-
gence qui soient explicites et facilement utilisables pour la mise au point de schémas
numériques.

L’effort sera ensuite porté sur I’écriture d’algorithmes non dissipatifs, c’est-a-
dire d’algorithmes qui n’introduisent pas de diffusion numérique (dans un sens qui
sera précisé). La solution que nous proposerons est originale: elle ne fait appel ni
aux méthodes habituelles de « montée en ordre » (cf. [44], [94], [41]...), le schéma
pour l'advection sera d’ordre un, ni au raidissement artificiel de fronts (cf. [52]).
Elle est méme paradoxale puisqu’elle repose sur le décentrage vers ’aval des flux
numériques (sous contraintes de stabilité), & 'opposé des méthodes traditionnelles de
décentrage amont (schémas de type Godunov ou Roe, [77]). Les résultats principaux
seront le transport exact des discontinuités pour 1’équation d’advection, des chocs
pour ’équation de Burgers, des discontinuités de contact pour les équations d’Euler.
Pour I’équation d’advection, nous obtiendrons une estimation d’erreur uniforme
en temps pour une classe de conditions initiales dense dans les espaces usuels.

Les travaux qui concernent 1’équation d’advection et les équations d’Euler, ef-
fectués pour des équations en dimension un, seront étendus au cas d’équations en
dimension deux par décomposition directionnelle (décomposition direction par direc-
tion), et nous retrouverons ainsi en dimension deux toutes les propriétés de transport

exact et 'estimation d’erreur uniforme en temps obtenues en dimension un.
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Chapitre 1

Equation d’advection linéaire et

schéma antidissipatif

Nous présentons une étude détaillée des conditions de convergence d’un schéma
de type « volumes finis » pour ’advection linéaire en dimension un. Nous proposons
un schéma particulier dont la caractéristique est I’absence de dissipation numérique
en un sens qui sera précisé. En particulier, des résultats de convergence en temps
infini (estimations d’erreurs uniformes en temps) sont démontrés. Ils sont ensuite
illustrés par des résultats numériques.

Nous présentons ensuite une extension simple de cet algorithme a la résolution de
I’équation d’advection linéaire en dimension deux, par une décomposition direction-
nelle. Les mémes estimations d’erreurs uniformes en temps sont démontrées, elles

aussi illustrées par des résultats numériques.

1.1 Etude algorithmique en dimension un

Nous considérons I’équation d’advection linéaire a vitesse constante u strictement
positive sur R

O + ud, 0 = 0, (1.1)
ueR, u>0,

avec la condition initiale
a(0,2) = a’(z) € Lj,.(R) (1.2)

(Pespace dans lequel on choisit la condition initiale sera par la suite reprécisé).
Nous discrétisons cette équation sous une forme « volumes finis ». Pour cela, nous
définissons un maillage régulier de R de pas Ax, dont les mailles sont les intervalles

[Tj_1/2:Tj41/2)s J € Z avec Tjq1/9 = (j + 1/2)Ax, donc w41/ — ¥j_1/2 = Az. On
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se donne un pas de temps At et on pose A = At/Ax (A est le nombre de Courant).

La condition initiale discréte pour « est définie par

Tit1/2
oz? = / o (@) dx (1.3)
i 12 Az
d’otr I'utilité de I'hypothese a®(z) € L (R). L’équation discréte associée a (1.1) est
+1 —
o el s
At Az ’
soit
1
oz}” = af —uNafy —aj_y ). (1.4)

" S
j+1/2
des valeurs de a aux bords des mailles, de sorte que le réel

Les nombres o ont des flux aux interfaces, et peuvent étre considérés comme

n _n
12~ Y12
Ax

est une approximation de d,a(nAt,jAx). Le choix d’un schéma repose sur la détermination

des flux.
Définition 1
On dit que le schéma (1.4) est explicite s’il existe un entier k et une fonction réelle

g a 2k variables réelles tels que

g = (O] 1,0 pygren Q) esttfyy) Y EZ. (1.5)
|

Tous les schémas que nous considérons dans la suite sont explicites.

1.1.1 Stabilité et convergence

Nous rappelons quelques définitions (cf. [40]).

Définition 2
Un schéma de la forme (1.4), (1.5) est dit consistant s’il est explicite et si la fonction
g de la définition 1 vérifie
g(a,a,...,a) = a. (1.6)
|
Définition 3
Le schéma (1.4) est dit stable L™ s’il existe un réel C' indépendant de n et de At
tel que
r;lea%|a?| <C VneNlN. (1.7)
|
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Définition 4

La variation totale a I’étape en temps n de la solution discréte o'

J

VT = ofy —ofl. (1.8)
JEZ

est

Le schéma (1.4) est a variation totale décroissante (VTID) si pour toute donnée
(af)jez, Xjez ’0‘?:11 - O‘?H‘ < Yjezlafy —aofl. =
Définition 5

Soit f une fonction réelle & variable réelle de L} (R). La variation totale VT(f) de

loc

f est donnée par

vI() =sw{ [ f@)0/(0) dsio € GYRRI0Im <1} € R (19
|
Définition 6
L’espace VB(R) est I'espace des fonctions de L}, (R) dont la variation totale est
bornée.
VB(R) = {f € Li,(R); VT(f) < +o0} .

Pour simplifier les énoncés des théorémes de convergence dans la suite de ce

chapitre, nous définissons maintenant la notion de schéma convergent. Notons

Y =303l M e @) s nad(d), (1.10)

neN jez

les af étant donnés par le schéma (1.3), (1.4). Il s’agit de la fonction constante par
mailles en espace et en temps qui est la solution approchée de (1.1), (1.2).
Définition 7
Un schéma de la forme (1.3), (1.4) avec \ fixé est dit convergent vers a(t,z) dans
LY(R) s’il existe une suite (AZ.,)men telle que

— limy,— 00 Az, =0

— limy, 0o ||Atmdmm(t,-) —a(t,)l| 1wy = 0Vt € RY, At,, étant défini par At,, =

AT,

Ces définitions trouvent leur utilité dans le théoréme suivant (voir [40]).

Théoréme 1

Supposons que o°(x) € VB(R) (N L' (R) N L®(R).

On considére un schéma explicite de la forme (1.3), (1.4).

Supposons que ce schéma est consistant, stable L et VTD, et que ses flux sont

localement lipschitziens.
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Alors, il est convergent dans L*(R) vers la solution a(t,x) = a®(z —ut) de (1.1),
(1.2). |

Ce résultat nous incite a essayer de trouver des conditions (facilement exploi-
tables) sous lesquelles un schéma est stable L> et vTD. Décrivons la méthode que
nous utilisons. Cette méthode, présentée ici dans le cadre de I’équation d’advection
linéaire, s’est montrée aussi efficace pour les équations scalaires non linéaires ainsi
que pour certains systémes non linéaires (cf chapitres 2 et 3). Pour commencer,
nous remarquons (nous le prouverons dans la démonstration du théoreme 2) que

pour avoir la stabilité L et la décroissance de la variation totale, il suffit d’avoir

min(a;_j,a7) < a}”‘l < max(aj_j,a7), (1.11)
car alors,
n+1 n
max(o; < max(a’
nax(al ™) < max(a?),
: n+1 : n
min(o; > min(a’;
min(a}") > min(a),
ce qui implique la stabilité L°°. La décroissance de la variation totale sera démontrée
par la suite.
On rappelle que la vitesse u est supposée strictement positive. Afin de simplifier

les calculs, posons pour tout entier relatif j

- 1 (1.12)
MY 5= max(al_j,a}).

n I 3 n n
{ mi_y g, = mln(aj_l,ozj),
Dans l’encadrement (1.11), on remplace oz;”rl par son expression incrémentale (1.4)

faisant intervenir les flux,

n

n n n n
My_q9 < O — U)‘(O‘jJrl/Z - 0‘%1/2) < MJ71/2-

n

Ceci permet d’obtenir une inégalité équivalente sur le flux « faisant intervenir

j+1/2)
a?il /2 qui est nécessaire et suffisante pour avoir (1.11):
ﬁ(%‘ = M jp) gy S0y < a(%‘ —my_yp) + Ay (1.13)

Cet encadrement n’est pas constructif car les bornes dépendent du flux O‘;L—1 /20 donc

il faut avoir calculé tous les o' /o AVeC 1 < j pour connaitre les bornes de stabilité

n

pour aZ ;.

1.1.2 Conditions suffisantes de convergence

Considérons la définition 2. 1’évidence, pour qu'un schéma de type (1.4) soit
consistant, il suffit que

Mg < Gy <MLy . (1.14)
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Nous appellerons « inégalité de consistance » ou « contrainte de consistance »
I'inégalité (1.14).

Il parait intéressant de remplacer dans (1.13) af /o par max(af_,a}) pour
la borne inférieure, et par min(a}[l,a;@) pour la borne supérieure et d’imposer la

consistance des flux par l'inégalité de consistance (1.14). En effet, si

1 1
{ a0 = Mo My < 0y < (0 —miy ) iy

n n n
MGy g Sy S ML,

Pencadrement (1.13) est a fortiori vérifié. On constate que les nouvelles inégalités
proposées sont explicites (puisqu’elles ne dépendent plus du flux 04?,1 /2). Nous di-
sons qu’elles sont constructives, car elles permettent de choisir des flux assurant la
stabilité du schéma sans avoir calculé au préalable les flux dans les mailles voisines.

La question qui se pose est « est-il possible de trouver un flux qui vérifie simul-
tanément les quatre inégalités de (1.15)7 ». En d’autres termes, on se demande si

les deux intervalles donnés par (1.15) sont d’intersection non vide. Le théoréeme 2

donne une réponse positive a cette question. Il affirme de plus que le décentrage

n
J+1/2

Pour continuer, nous introduisons de nouvelles notations. Pour tout entier relatif

amont (schéma classique, avec « =af Vj) vérifie ces inégalités.

7, nous posons

_ 1
b = ox(af — Mj_yp9) + My, (1.16)
B = gx(aff =mj_2) +mj 1o
Cette définition est rendue possible par I’hypothese v > 0.
Théoreme 2
Considérons un schéma de type (1.3), (1.4) avec u > 0.
Supposons vérifiée la condition de type cFL! u\ < 1. Alors,
of € [mfyq 0, My /o] ﬂ[b?,B;-L] qui n’est pas vide.
Supposons de plus que les flux (a?Jrl/Q)jeZ vérifient (Vj € Z)
T n n
bj < aj+1/2 < Bj’ (117)
M 1)g SO0 < MY .

Alors, le schéma (1.3), (1.4) est stable L>° et vTD. Dans ce cas, le schéma est

convergent si les flux sont localement lipschitziens (théoréme 1). [ ]
Démonstration
Tout d’abord, il est évident que o € [m?+1/2’M;L+1/2] (cf. notations (1.12)). Donc

il suffit de montrer que af € [b?,B;?]. Montrons que o < B} Sous la condition CFL

1. Condition de Courant-Friedrichs-Lewy, voir [64], [41]...
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exprimée dans le théoreme, (1/(ul) —1) > 0 Vj € Z. Par définition de m;_; s,
(Oéj — mj_l/g) > 0. D’ou

(% = D(aj —mj_1/2) >0,
soit
B} = ul)\( —My_1/2) +mi_12 >
De la méme maniére, on montre que b} < of. Donc o € [b},B}] et af € [m}, | . M7, o],
donc o} € [m?+1/2,Mf+1/2]ﬂ[b’? B”]. L’ 1nterva11e [b” B} O[m j+1/2’Mj+1/2] n’est

donc pas vide et il est possible de trouver un flux o vérifiant le double enca-
drement (1.17).

La suite de la démonstration est pour I’essentiel une redite, en sens inverse, de 'ex-

j+1/2

position de la méthode ci-dessus qui a abouti aux inégalités (1.15).

Soient donc (o, /2) jez, des flux tels que

<B

< M]+1/2

V13
b} < af +1/2
MYy S Q7 S

L’encadrement étant supposé vrai pour tout j, on a

Mi_1yp < QG _1pp < Mjy 9,

et tous les a” vérifient

j+1/2
a(%‘ = M)+ Ay < afy ), < a(%‘ — MG 9) + QG o,
soit

a(%‘ - j71/2) < 0‘]+1/2 Q172 = u)\(aj _mjfl/z)'

Soit, puisque u > 0,

—MGy S uMafyy gy = Qf ) —af < —miy

qui est équivalent a

n n n n n
my gy <O —uNafyyy — Ay y) <M g,

et enfin

Il est maintenant facile de montrer que le schéma est stable L°° et vID. Par exemple,

n+1

on peut utiliser 'analyse incrémentale de Harten (cf. [45]). La valeur o™ est une

combinaison convexe de ai_; et de o, c’est-a-dire il existe K?_l /2 € [0, 1] tel que

n+l _ n n n n
T =Ry 0 + (1= Ky p)af g,
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que l'on peut écrire

ntl _ n_ pn n_ gt
o =af Djfl/Q(aj a]_l)

avec D;.Llﬂ = 1—/@?71/2. Le fait que D;'L71/2 € [0, 1] entraine que le schéma est stable
L*> et vTD d’aprés un résultat de [45]. Puis le théoreme 1 assure la convergence du

schéma sous I’hypotheése que les flux sont localement lipschitziens. [ |

Le théoréme 2 donne des conditions suffisantes de convergence d’un schéma de
type (1.3), (1.4), sous forme de bornes sur les flux (1.17). Nous nous intéresserons

désormais seulement aux flux situés entre ces bornes.

1.1.3 Décentrage aval sous les contraintes de convergence

Les conditions de convergence du théoreme 2 sont facilement utilisables car les

bornes peuvent étre calculées explicitement (elles ne dépendent que des valeurs o et

J
pas des a;»”rl). D’autre part, la condition CFL n’est pas plus stricte que la condition

habituelle pour les schémas explicites. Ce théoreme montre au passage que le schéma
n — n o

T = ozj) est stable L™ et vTD, donc convergent.
Cependant, nous sommes intéressés non pas par le schéma décentré amont (connu

standard décentré amont («

pour étre dissipatif) mais par le schéma décentré aval. C’est en effet ce schéma qui
présente les meilleures propriétés antidissipatives. L’exemple 1 ci-dessous permet
d’en saisir la raison. Mais le schéma décentré aval est instable (il ne rentre pas dans
le cadre des définitions 3 et 4). Une idée naturelle est donc de décentrer le flux « le
plus possible » vers I’aval sous les contraintes de type inégalité (1.17) pour obtenir
la stabilité. Le flux retenu peut alors étre vu comme la solution du probléeme de

minimisation sous contrainte

o n_om
minimiser ‘O‘j+1/2 o

sous la contrainte (1.17).

Exemple 1

Cet exemple permet de comprendre pourquoi le choix du flux décentré vers I’aval
peut étre judicieux. Pour cela nous considérons le cas de I’advection a vitesse constante
et égale a 1. La condition initiale est une fonction de Heavyside. Le nombre de Cou-
rant A = At/Ax vaut 1/3, de sorte que la solution exacte progresse d’un tiers de
maille vers la droite a chaque pas de temps. Représentons la condition initiale sur

son maillage.
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0 —————————+—+—

! .
J—1j

Pour le premier pas de temps, la seule maniere d’avoir la stabilité L>° dans la

maille j — 1 est de décentrer le flux a?q /o Vers I'amont, ce qui donne a':

solution exacte

1 T
: solution numérique
' 1/

0 F———————————+

partir de cette étape, on a le choix pour le flux a /5. Le choix classique est la

valeur amont 04]1 +12 = a]l =1/3 et donne

solution exacte

| solution numérique

Puis un nouveau pas de temps avec des flux amont diffuse encore plus le front :

solution exacte

\

solution numérique

_\J

@)
.
I
4
T

Si apres la premiere étape on avait choisi oz} ti2 = a} 41 = 0, on n’aurait pas
diffusé le front sur plus d’une maille et obtenu la projection de la solution exacte

sur le maillage.
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solution exacte

- solution numérique

Une étape supplémentaire avec un flux aval a] 412 = a] 11 = 0 aboutit méme a

la solution exacte.

solution exacte et
/ solution numérique

On voit qu’il suffit maintenant de répéter les opérations depuis le premier pas
de temps pour garder un front étalé sur une maille au plus avec le décentrage aval,
alors que le décentrage amont étale le front sur une maille supplémentaire a chaque
pas de temps. Ceci incite a essayer de décentrer les flux vers I’aval plutot que vers
I’amont.

Par ailleurs, nous remarquons que le décentrage vers ’aval donne un flux d’ordre
un (un flux d’ordre supérieur serait une valeur intermédiaire entre la valeur amont

et la valeur aval). [

Venons-en au c6té pragmatique du calcul des flux (qui réalisent le minimum de
laf, jo — O 1| sous la contrainte (1.17)). La contrainte (1.17) est linéaire et le flux

ne peut prendre que trois valeurs:

AL yg = max (b7 mj+1/2) si ally; < max(b} m]+1/2)
a?+1/2 = ajyy si max(b m]+1/2) <ajyy < mm(B ,Mf+1/z),
gy = min (B} M]+1/2) si min(B}, M} +1/2) gy

(1.18)

On démontre le petit lemme suivant, qui sera utilisé par la suite.

Lemme 1
La valeur prise par le flux déterminé par (1.18) (flux décentré aval sous contraintes
amont) est

O‘?+1/2 =07 siajy < by,

O‘n+1/2 =ajy, sib} <al, <B} (1.19)

B" 51B <oz]

]+1/2 +1
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Cela signifie que la contrainte de consistance (1.14) n’est pas active, seule la

contrainte de stabilité a un role.

Démonstration
Il suffit de montrer que le choix de flux (1.19) implique les inégalités de consis-
tance (1.14). Considérons un flux calculé suivant les indications du lemme 1. Suppo-

sons que = b7. Nous savons alors que a’,; < b7, et donc m’ < b7. Nous

j+1/2 j+1/2 =
nous souvenons par ailleurs du fait que b7 < Mj "1/ (Cette inégalité a été trouvée

< bj ?-1-1/2 < M]+1/

ajyq. Il est clair dans ce

lors de la démonstration du théoreme 2), donc m” 5 et

+1/2

le flux vérifie (1.14). Supposons maintenant que o e =

cas que le flux vérifie (1.14). Si enfin o = B}, on en déduit que o, > B}, et

j+1/2 =
le flux est consistant car on a aussi B} > m i1 (mégalité qui peut étre démontrée

de la méme fagon que b7 < M; +1/2) d ou M 12 2 > B} ?_H/Q > m?+1/2- u

Remarque 1.1.1

Dans la démonstration du théoréme 2, la consistance est un élément essentiel et
Pencadrement b} < o T S < B n’est pas suffisant | Ce qu’exprime le lemme 1, ¢’est
que ce dernier encadrement associé a la minimisation de |oz]+1/2 4| est suffisant.

Le fait de décentrer vers I'aval au maximum permet de rattraper la consistance. M
Le flux donné par (1.19) est solution du probléeme de minimisation

n
minimiser \oz]Jrl/z ol

n n
sous la contrainte b < a” 12 S < Bj .

Cette derniere contrainte ne dépend que des valeurs o’_; et a , qui sont des valeurs

Jj—

« amont » pour le flux o Nous dirons donc que c’est une contrainte amont, et

1/2
que le flux donné par (1.15)/68'6 le flux décentré aval sous contraintes amont.
Remarque 1.1.2
Nous pourrions choisir pour le flux n’importe quelle valeur vérifiant I'encadrement (1.17)
(qui assure la stabilité et la consistance et qui définit un intervalle non vide puis-
qu'il contient la valeur amont). Par exemple, il est possible de choisir le flux de
maniére aléatoire dans 'intervalle. Mais le décentrage aval est le choix qui donne les
meilleurs résultats. Il semble qu’il soit le seul a permettre des résultats d’advection

exacte comme les théorémes 3, 4, 5. [ |

Le schéma décentré aval sous contraintes amont (1.19) possede une autre for-
mulation simple; il peut étre écrit comme un limiteur de flux et ses propriétés de
stabilité, convergence, peuvent étre démontrées en utilisant le formalisme de Sweby

et 'analyse incrémentale de Harten ([89], [69], [45]).



1.1. ETUuDE ALGORITHMIQUE EN DIMENSION UN 31

Proposition 1
Le schéma décentré aval sous contraintes amont (1.3), (1.4), (1.19) est équivalent au

schéma avec limiteur Ultrabee (évoqué dans [91]). Le schéma Ultrabee s’écrit

uA(1 —ul)

5 (l0fin — o) — @) (0] — o))

oz;”rl =aj —uAa] —aj_) —

avec
“P;‘L+1/2 = (P(T;‘LJFI/Q?U’)‘)
our,y = (af —aj y)/(af, —af)
et
2r 2 2r 2
= 1 d _— == 0 1 — .
©(r,v) = minmod( T 1/) max (0, min( T 1/))

On rappelle que u > 0 Vj,n.

Remarquons que le schéma Ultrabee peut s’écrire sous forme d’un schéma « vo-

lumes finis » (i.e. sous la forme (1.4)) avec le flux suivant.

n A n 1—uX n n _ .n
Xl =5+ 3 SDj+1/2(0‘j+1 O‘jn) .
— An in((-L & Y1 n n
= of + max(0, min((35 — 1)0{?“70[?),1)(%»Jrl —aj).
Démonstration
Réécrivons les valeurs possibles pour le flux.
(2 3 n T
by siafyy <07,
n — n 3 (2 n n
Y172 = of,  sibf <af, < B,
n 3 n n
B; si B} < aj.
. . a’r | a—al
On en déduit les valeurs possibles pour —Z2—7
Y17
no_ on
b~ siall, ; < b7
iy —ay T
n _an ‘Zz o ‘Zz
aj+1/2 % Qi1 — Y s n n n
— - = ——- sib} <ot | < BY,
oy —of angl - 07‘? ’ ’ ’
n_ N
J J : n n
P o si B < oy,
J+ J

\
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que 'on peut encore décomposer en

n n
o <«
0 si i=1 J
et af ) <0} =af,
(1 )a;%—a;gl _{a?ﬁa?l
_ S1 n n
noo—a” n — g 51 n
anﬂ/z _an uA Oy — Oy et o) < b] =~ oy,
7 J X7 n n
70[”“_0[” = 1 Slbj <c)¢j+1<Bj7
0 si J N J . .
et Bj =] < ofyy,
n__ .n n n
(L _ )M G ) G
U a o —an? n_ % 7%1 n n
1Y et B o taj S oy
On obtient enfin sous une forme plus compacte
a—am
0 st gr—ar <0,
J J
n — o L—evd
Q12— Y N e e S ey A S B
N N - ( ) si0< S —= <
n ) a?, . —am ofy o = ud ’
Qi — & 1 j+1 J .
o, —Q
— - sil < JS—
U Q17
Pour le flux on trouve comme annoncé
n : 1 Oé? — 04?71 n n
aj+1/2 = Oé] + maX(O, mln((u— — 1)m),1)(a]+1 — Oé] )
J+ J

Nous évoquons maintenant la convergence de ’algorithme.

Proposition 2
On considére le probleme d’advection (1.1), (1.2) avec o® € L, (R), et sa version
discréte donnée par le schéma décentré aval sous contraintes amont (1.3), (1.4),

(1.19). Sous la condition CFL u)\ < 1, le schéma est convergent vers la solution
de 1.1, 1.2. [ ]

On sait que le limiteur Ultrabee est convergent (cf. [89], [45], [91]), cela démontre

la proposition 2.

1.1.4 Convergence uniforme en temps

L’étude des conditions initiales qui sont advectées de maniere exacte par un
schéma donné est classique. Par exemple, dans [78], Roe expose des schémas (de type
limiteur) qui advectent exactement des conditions initiales affines, quadratiques,

cubiques, a progression géométrique... Le schéma décentré amont advecte de maniere
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exacte les données initiales affines. En effet, si 04? =aj + b, on a avec le décentrage
amont (a? e = a}“) a} = aj + b — ula et par récurrence sur 'indice de temps,

of =a(j —nuX)+b Vje€ZneN.

n
J

a vitesse u avec pour donnée initiale la fonction qui vaut a? dans la maille j.

Donc o est la solution exacte (projetée sur le maillage fixe) de ’équation d’advection

La faiblesse de ce type de résultats réside dans le fait que les conditions ini-
tiales doivent étre globalement linéaires, ou quadratiques, ou cubiques, etc. Ces
résultats d’advection exacte ne garantissent pas le comportement des schémas pour
des données initiales quelconques.

Pour le schéma décentré aval sous contraintes amont (c’est-a-dire aussi le limiteur
Ultrabee), la classe des fonctions qui sont advectées de maniere exacte est « dense »
(au sens du lemme 2 suivant) dans I’espace V B(R) (] L*(R). Cette classe de fonctions

est exhibée dans le théoreme 3.

Théoreme 3

On considére le schéma décentré aval sous contraintes amont (1.19) (équivalent au
limiteur Ultrabee) avec u > 0.

Supposons que la fonction discréte (af);jez vérifie

k™ € [0,1] tel que Vj € Z,

mn — n
Q311 = Azj,
ag; o = K"ag; . + (1 — k")ad; 5 (hypothése de combinaison convexe).
(1.20)
Supposons vérifiée la condition CFL 0 < uX < 1.

Alors,

— si k" +uA < 1, on a pour tout j

n+l _ n+l _ n
{ Qg1 = Qg5 = Qg
ntl _  n+l, n+l _ n+ly  ntl
agiy = K" ag )+ (1 — &7 )ag

avec()gﬁ;"ﬂzli"—{—u)\gl;

— si k" +uA > 1, on a pour tout j

n+l _ n+l _ n

{ Q3o = Q3541 = 3541,
n+l _  n+l n+l _ nt+ly, n+l
oy = K" ag o + (1 — K" )agly

avec 0 < K" =g +ul—1< 1.
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En d’autres termes, aprés un pas de temps, la solution est encore du type (1.20)
avec un nouveau coeflicient de combinaison convexe, et éventuellement décalée d’une

maille & droite.

Démonstration
La démonstration se fait en trois étapes.

— Montrons que

ntl _ n
Q3541 = A3541-

3 n n 3 3 3 n —
Calculons les flux gy et g La consistance des flux implique i1 =

n

n __ n ) n — — n n — n _— n
oy = ag; . Dlautre part, m’ o = MY, o = o, donc by; 4 = By = af;
n _n - nt+l _ n
et enfin Q3 g0 = Q. Ainsi on a Qi = o

n n o
— Supposons que oy =+ oo Nous montrons alors les équivalences

K" +ur <1

0

agjtll = (K" + u)\)agjtlQ + (1= (k"4 u)\))agjrl.

TS n _ n . n+1 _ n .
Nous avons déja vu que QL g = O3je Par suite, pour que g = oy, il faut

et suffit que O‘gjq /2= agj. Il nous faut donc trouver les conditions pour que

agj71/2 = ag;. D’apres le lemme 1,

n — n
Qgi_1/2 = A3j

n n n
31 S o < ng_p

soit
n _ n
Qz; 170 = Q35
agjﬂan

3j—3/2 ag;_q—mg; 3/2
J — n n _ J — n
Y + Mgi 59 < ag; < uN T Mz -

Nous continuons la discussion en distinguant les deux éventualités afy; ; >
agi_g et ag;y < agj_o (rappelons que l'on a supposé as;_q # agj_Q). Sup-
posons que agj_l > agj_Z. Alors, mgj_?’p = agj_Z, M;j_?’/? = agj_l et
agj > agj_l > ozgj_g (car agj_l est une combinaison convexe de agj et ag‘j_g).
Donc
Qi 9 = O3j
)

n n ag' 170{g~ 2 n
] — ] —
Qg1 <oz < m + agj_o.
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Compte tenu du fait que ag; > ag;_q, cecl est équivalent &
ulag; < aiiq — Qg + uAag;_g,
et, avec ’hypothese de combinaison convexe de (1.20),
(k" +ul = Dag; < (K" +ul — D)ag;_o.

n n
Comme ay; > g o, 0na

n _ mn
Agj_1/2 = A3j

K"+ uA <1.

Z . . 7 9 p n n
Etudions maintenant les conséquences de ’hypothese ag;_ g < oo Alors,
n _ n n — mn n n n n
Mg g9 = Q35 1, M3j73/2 = ag;_o et ay; < i < ;g (car ag;_q est une
3 3 n n
combinaison convexe de af;_, et aj;).

Qg1 = O3
)
+ag;_, <oy <af; g
)
(K" +ud — Dag; < (K" +ud —1)ag;

)

K" +uA <1.

n n
Qg1 %52
u

23 A 1 n n
Pour I'instant, nous avons montré que si Qgj_q #+ Q35 9,

n+l _ n

(i
Qi = O
(i

K" +ul <1.

e . n o
De plus, dans ces conditions, puisque Qi g9 = 35 o,

n+l _ n n n _
Qzj 1 = Q31— W\(agj—1/2 - O‘3j—3/2) =
n n n
Q351 — U)‘(O‘?,j - 043;'—2)

= (k" + u)\)ag;'_lQ +(1—-(k"+ u)\))agfl.

Ceci termine la démonstration du deuxiéme point.
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— Le troisieme point & montrer consiste en les équivalences

n+l _ n+l _ n
Q351 = Q359 = A35_9

)

K" +ul>1
n+1l _ n n+1 n n+1
ag; = (K" +ul — Doagi™) + (2 — (5" + ul))og)

: ) . . . ) .
toujours sous ’hypothese a5i_q # oo Ce point peut étre démontré de
maniere similaire au deuxiéme, nous ne répétons pas les opérations.

Résumons ce que nous avons montré. Supposons que afy;_ | 7 aj;_o.

— Soit kK™ + uA < 1 et le deuxieme point indique

ntl _ nt+l _ n
Qg1 = Qg5 = Qg

n+l _  nt+l, n+l _n+1y, n+l
agiy = K" ag + (1 — K" ag;

avec 0 < K" = k" 4+ uN < 1;
— soit kK™ + uX > 1 et le troisieme point donne
agﬁlz = agfﬁ = Qgjyq,
ag}:}?) = n”“agﬁQ +(1- H”*l)a§ﬁ4
avec 0 < K" = k" +ul — E(k™ +u)) < 1 (E(.) désigne la partie entiére) ;
— soit k™ +uX =1 et les trois points démontrés impliquent

n+l _ n+l _ nt+l _ n
3543 = Qg = Q3541 = A3j-

D’autre part, dans le cas particulier ou ;g = of;_o, toutes les égalités résumées

ci-dessus sont trivialement vérifiées. Cecl termine la démonstration. [ ]

Un exemple de fonction numérique (constante par morceaux) faisant partie de

cette classe est visible sur la figure 1.1.

3 343 346 3j+9

F1a. 1.1 — Un représentant de la classe pour k = 1/2.

Nous expliquons maintenant en quel sens et dans quel espace la classe de fonction

est dense. Pour cela nous utilisons les définitions classiques 5 et 6.
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Lemme 2
Soit un réel donné k € [0,1].
Soit f € VB(R)( L'(R).

Il existe une constante réelle C' (dépendant de f) telle que pour tout maillage régulier
Az
de pas Az, il existe une fonction constante par maille f (dont la valeur dans la maille

J est f;) telle que
-Vj ez,

f3j42 = Kf3j41 + (1 = K) f3j43

{ f3i41 = [35,

Az
( f est dans la classe des fonctions définie au théoréme 3) ;

Az
—If = fllpw < CAz.

Ce qui est important est que le réel C ne dépend pas du pas du maillage. Ainsi, on
peut approcher (au sens de la norme de L'(R)) toute fonction de VB(R) () L'(R)
aussi bien que l'on veut par une fonction constante par maille et dans la classe des

fonctions du théoreme 3; il suffit de prendre un maillage assez fin.

Démonstration A

x
Nous montrons ce lemme pour k£ = 0. Alors, f est constante par groupe de trois
mailles. On rappelle que toute fonction de V B(R) () L'(R) peut étre approchée

a l'ordre un par une fonction constante par maille (ce résultat peut étre trouvé
Ax
dans [37]). Appliquant ceci a Papproximation f de f sur un maillage de pas 3Ax,

nous obtenons

Az ~
IIf = fllow < C(BAz),
qui donne bien l'estimation du lemme pour C' = 3C. [ |

Le théoreme 4 généralise le théoreme 3 pour un nombre quelconque de pas de

temps.

Théoréme 4

Considérons le probléme numérique d’advection (1.3), (1.4) a vitesse constante u > 0
ou les flux sont décentrés aval sous contraintes amont (formules (1.19) ou limiteur
Ultrabee).

Supposons que la condition initiale discréte est dans la classe des fonctions du
théoréme 3:

3k° € [0,1] tel que Vj € Z,

0 _ .0
{ Agip1 = A3y,

agj+2 = moang +(1- ﬁo)agj+3 (hypothése de combinaison convexe).
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Soit une séquence de pas de temps (At At!,... At"~1) vérifiant la condition CFL
0 < ul = uAt'/Az <1 pour tout I € (0,1,....,n — 1).
Posons

{ 2 = K0+ S0 uN

K" =2"— E(z")
(E(z) désigne la partie entiere de z). Alors,

n _n _ .0
{ A3it14+E(zn) — Y354+E(n) — X350

n _ nan _ n\,n
Az oy Bn) = K O3 1456 T (1—x )a3j+3+E(z”)

pour tout j € Z, et tout n € N. [ |

Ce résultat exprime que pour tout pas de temps, la solution numérique est de
la forme (1.20) avec un coefficient de combinaison convexe et un décalage a droite

connus explicitement.

Démonstration
Ce théoreme est une conséquence directe du théoréeme 3 et s’en déduit par récurrence.

— Pour n =1, le théoreme 4 n’est autre que le théoreme 3, donc il est vrai;

ni
J
fonctions discretes qui vérifient le théoreme 3, au décalage d’indice pres (les

— si le théoreme est vrai pour n = nq, la solution ' est dans la classe des

indices doivent étre décalés de E(z")). L’application du théoreme 3 permet

de prouver le théoreme 4 a ’étape en temps ni + 1.

[ |
Corollaire 1
Faisons les mémes hypothéses qu’au théoréeme 4.
Posons
{ 2(t) = k¥ +ut/Ax YVt € RT,
k(t) = z(t) — E(z(t)).
Pour tout j € 7Z, définissons «;(t) par
{ agj14B:w) (1) = agjrpee) ) = o, (1.21)
3124+ E(=() (1) = K(t)azjr14 B () + (1 — £(t))agjtatmz) (@)-

Alors, quelle que soit la séquence de pas de temps (AtY,At!,....At"~1) vérifiant
0 < ul = uAt /Az < 1 pour tout | € (0,1,...,n — 1), la solution numérique donnée

par le schéma décentré aval sous contraintes amont vérifie

n—1
of =a;(O At Vje.
=0
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La suite (o) ez définit donc une solution numérique continue en temps.

Démonstration

Il suffit de remarquer que la solution numérique donnée par le théoréeme 4 ne dépend

pas du nombre d’itérations mais seulement de ?;01 At!. Et, bien siir, que pour tout
n—1

t réel, il existe un entier n et une séquence de pas de temps (Atl)l:0 vérifiant la

condition CFL et telle que Z?;ol At =t. [ |

Remarque 1.1.3

Notons que le théoréme 3 prouve entre autres qu’une condition initiale de type
« créneau » est advectée de manieére exacte. Une condition initiale de type créneau est
en effet dans la classe des fonctions advectées de manicre exacte, et le coefficient de
combinaison convexe initial K vaut 0 ou 1. Le théoréme indique que la discontinuité
du créneau ne sera jamais diffusée sur plus d’une maille (ce sera le cas pour les pas
de temps ou k™ €]0,1[). Ce résultat est & comparer avec le résultat expérimental
rapporté par Arora et Roe dans [8] selon lequel la longueur d’une discontinuité

diffusée numériquement augmente avec le temps et est de l'ordre de t*/3

pour un
limiteur d’ordre deux, t'/* pour un limiteur d’ordre trois. Cette longueur est avec le

schéma décentré aval sous contraintes amont de l'ordre de t°. [ ]

Le théoréme 4 est un résultat d’advection quasi-exacte pour les fonctions discretes
auxquelles il s’applique. En effet, les paliers (agj = agj 41) sont conservés au cours
du temps (en particulier les extrema placés sur des paliers sont conservés). De
plus, ils sont déplacés & la bonne vitesse. En effet, si Y ;" Ath = t, les paliers
de la solution exacte sont déplacés de ut; d’autre part, le théoreme 4 prouve que
les paliers de la solution numérique sont déplacés d’un nombre de mailles égal a
E(z") = E(x*+ 317 ul) = B(k+ut/Ax), soit d’une longueur AzF (k" +ut/Ax).

Evaluons la différence des deux décalages.
KO+ ut/Ax —1 < B(k° 4+ ut/Ax) < k° + ut/Az,

donc
ut + (k% — DAz < AzE(k° + ut/Az) < ut + k" Az,

donc
(k% —1)Az < AzE(k° + ut/Az) — ut < k°Az.

Comme k° € [0,1], le décalage entre solution exacte et solution numérique est
inférieur & une longueur de maille (en valeur absolue). Un tel décalage est inévitable
avec un algorithme d’ordre un sur maillage fixe, car il donne une solution numérique
constante par maille (il y a donc toujours une erreur de projection). Il est impor-

tant de remarquer que le décalage est borné uniformément en temps. Le théoreme 5
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précise ceci en donnant une estimation de ’erreur qui est uniforme en temps, tou-

jours pour la méme classe de fonctions discrétes initiales.

Théoreme 5

Considérons le probléme d’advection (1.1), (1.2) a vitesse constante u > 0 et sa
version discrete (1.3), (1.4) ou les flux sont décentrés aval sous contraintes amont
(formules (1.19) ou limiteur Ultrabee).

Supposons que la condition initiale a° est telle que la condition initiale discréte est
dans la classe des fonctions des théorémes 3 et 4:

kY € [0,1] tel que Vj € Z,

0 _ 0
{ 3541 = X35
0 _ 0.0 0y.0
Qg0 = Koag; g + (1 —K7)ag; s

Supposons de plus que la condition initiale est intégrable et a variation bornée,
a® € VB(R) (N LY(R).

Notons a(t,x) la solution exacte de I’équation d’advection a vitesse constante (1.1),
(1.2) et (a(t))jez la solution numeérique continue en temps définie dans le corol-
laire 1.

Notons encore Aax(t,:v) =D ez aj(t)ﬂ[ggj_l/%xjﬂ/g[(x); c’est la fonction constante
par maille définie par la solution discréte continue en temps au temps t.

Alors, il existe un réel C' > 0 ne dépendant que de o tel que

la(t,) = @)@ < CAz VYt R.

Ce qui est notable est que C' ne dépend pas de t. Cette estimation de l'erreur est
vraie pour t aussi grand que ’on veut. notre connaissance, c¢’est un résultat nouveau

qui n’est démontré pour aucun autre schéma.

Démonstration
Pour les besoins de la preuve, nous utilisons la solution exacte du probleme d’ad-
vection (1.1) avec comme condition initiale ‘o (0,z) (¢’est-a-dire la « projection » L

de o®(x) sur le maillage). Notons a(t,r) cette fonction. Elle vérifie
A
atx) = & (0,2 — ut).
Posons maintenant

AzE(z(t)) .

u

{:
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Ce temps t vérifie z(f) = xk” + E(z(t)), donc E(z(t)) = E(z(t)). Donc x(t) = k" +
E(2(t)) — E(2(t)) = k°. De plus,

qui donne une majoration de |t — #| (majoration & retenir) :

- Az
t—t < —. 1.22
- < 2 (1.22)
Maintenant on fait une majoration de ||a(t,:) — Aozgc(t,-)H r1(w) en utilisant l'inégalité
triangulaire.
Ax _
laft,) = at)llpw < llalt:) —alt)llo e
Hialt) = 6l .
_r .\ Az :
Hla) =@ ()| )
Az~ Az

() = a )l -

Il nous reste a majorer chacun des quatre termes du membre de droite.
Majoration du terme ||a(t,) — %zm(f,-)HLl(R)
Comme a(s,z) = %zx(O,:U —us), on a a(t,r) = %zx(O,:U — E(z(t))Az). Au temps ¢,
a est décalée de F(z(t)) mailles exactement par rapport a sa valeur initiale (E(z(t))
est un entier). D’autre part, ¢ vérifie E(z(f)) = E(z(t)) et x(t) = &°. Donc, en

utilisant la définition de «;(t) donnée par les équations (1.21) du corollaire 1,

{ Q351 14+E(2(t)) = ¥3j+E(2(t)) — O‘gj’
Aoy B(:()) = Ko03j111m() T (1= £2)asj31m(:0)) = 003 + (1 — k%)ag; ..

. . A ;1. . N e e e
Ceci exprime que o est décalé de E (z(t)) mailles par rapport & sa condition initiale,

c’est-a~dire exactement comme &. Donc, ces deux fonctions sont égales au temps t.

(i) = & E) | = 0. (1:24)
Majoration du terme ||a(t,') — a(t, )| 11 (r)
Les fonctions a(t,z) et a(t,x) étant des solutions exactes de ’équation d’advec-
tion,
la(t,) —alt)lpw = [0, - —ut) — (0, - —ut)|| 1 (w)
= [la(0,) = a(0,)] 11 m)-
D’aprés un résultat de [37], comme o € VB(R) () L'(R), [[(0,-) — a@(0,)|| 11 ®) <
VT (a®)Az. Donc
l(t) — a(t,) | @y < VT(0®)Ax. (1.25)
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Majoration du terme HAam(f,-) — Aam(t,-)HU(R)

Nous avons vu que E(z(#)) = E(z(t)). Donc les paliers de ces deux solutions
numériques a des instants proches sont situés sur les mémes mailles, dont les indices
sont (35 4+ E(2(t)))jen et (35 + 1+ E(2(t)))jer. Seuls les coefficients de combinaison

convexe sont différents: x(t) et .

16 (E) - C @ = Xjezlait) — aj(D)|Ae

= ZjeZ ’O‘3j+2+E(z(t))( ) — A3j+2+E(2(t)) (1)|Az
= ez |E)azjrirmem) () + (1 — k() azjisr e ()
- /<60063j+1+E(z(t))(t) +(1 -k )a3j+3+E(Z t)) (t)|Az.
On peut encore simplifier :
Ax

[&E) = T = Syezln(tal; + (1 s(H)al
0

- Koag] (

)ag]+3|Am
= Yjen |(5(t) — &%)(ag; — af;y5)| A,

Les coefficients x(t) et x° sont dans [0,1[, donc

Ax , ~
|| (t,) — a( Nz w) <Z|043] 0‘3J+3|Am
JEZL

Or par suite des hypotheses (1.20) sur la condition initiale, 37 |agj - agj+3| est
précisément la variation totale initiale VT'° (voir I'’équation (1.8) de la définition 4).

Donc une majoration est
Az, ~ 0
|| o' (t,) — a( )HLl(R) < VT Az. (1.26)

Majoration du terme ||a(t,:) — d(f,-)HLl(R)

La fonction a(t,z) est une solution exacte, d’ou

5[(0, : _Ut) - d(Ov ) _UE)HLI(R)
5[(0,') - 6[(0, - tut — UE)HLI(R)

Or on sait que si f € VBR)L'(R), ||f(x+6) — (@)1 ®) < [6]VT(f) (résultat

rappelé dans [40], démontré dans [37]). Dans notre cas, cela donne
|a(0,r) = a(0, - +ut — ub)|| 1 gy < ult — {VT(a?).
En utilisant maintenant la majoration de |t — ¢| (1.22), nous obtenons

@(t,) — a(t,)|| gy < VT () Az (1.27)
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Nous avons terminé la majoration des quatre termes du membre de droite de
I'inégalité (1.23) : 'équation (1.24) et les inégalités (1.25), 1.26) et (1.27) permettent

d’écrire
Ax

la(t,) = at g < VT(a®)Az
+VT(a)Az
+0
+VTOAx.

Or
VI® =3 lad — 040\
= ZjeZ ’ f;f:f’/; ) dx — fi”ll/; a®(z) dx|
2 jez| fxﬁll//; (z + Az) — a’(z)) dz|

ng\a (x + Azx) — o®(z)|/Az dx.

Grace au résultat pour les fonctions de V B(R) () L!(R) rappelé ci-dessus,
/R]ao(x + Az) — a%(2)|/Azdr < VT(a°),
On obtient 'inégalité (classique)
VT <VT(a0).

En définitive,

() = & ()| @) < 3VT(a®)Ax.

Le membre de droite est le terme espéré, on obtient I'inégalité cherchée pour C =
3VT(av). [

Remarque 1.1.4

Ce résultat pour la solution numérique continue en temps est bien sur vrai pour
la solution numérique discréte (pour peu que tous les pas de temps vérifient la
condition CFL) puisqu’elle coincide avec la solution numérique continue en temps

(cf. corollaire 1). [ |

Compte tenu du fait que ’ensemble des conditions initiales considérées est dense
dans VB(R) (N L(R) (au sens du lemme 2), c’est un résultat fort. Cependant, il n’est
pas suffisant pour montrer la méme estimation avec une condition initiale quelconque
(cela vient en particulier du fait que le schéma décentré aval sous contraintes amont
n’est pas monotone).

Pourtant, au vu de nombreux résultats numériques (dont on aura un apergu
dans la prochaine section) obtenus avec des conditions initiales de tous types, nous
conjecturons que ce résultat de majoration uniforme en temps de l'erreur reste vrai

pour une condition initiale quelconque.
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Conjecture
Considérons le probléme numérique d’advection (1.3), (1.4) a vitesse constante u > 0
ou les flux sont décentrés aval sous contraintes amont (formules (1.19) ou limiteur
Ultrabee).
Soit a® une condition initiale dans V B(R) (| L} (R).
Soit une séquence de pas de temps (At At!,... At"~1) vérifiant la condition CFL
0 < ulX = uAt'/Az <1 pour tout I € (0,1,....,n — 1), et soit t = Z?:_()l At
Supposonsnaussi que VI, u\! # 1/2.
Notons ‘& () =X jez a?ﬂ[xj_l/wj+1/2} (x).

Alors, il existe un réel C' > 0 ne dépendant que de a° tel que

la(t,) = & (g < CAL VneN.

Un point curieux est la nécessité de ’hypothese ul! # 1/2 (des résultats numériques

prouvent qu’on ne peut s’en passer, il seront évoqués dans la prochaine section).

Remarque 1.1.5
Tout ce que nous avons présenté suppose que la vitesse d’advection est constante
et strictement positive. Il est évident que dans le cas ou la vitesse est constante et
strictement négative, les résultats sont identiques (mais les indices des mailles amont
et aval sont intervertis). Dans le cas ou la vitesse est nulle (c’est un cas singulier
dans la formule (1.16)), n’importe quelle valeur de flux est stable puisque ce flux est
multiplié par la vitesse (nulle) pour former Iincrément.

D’autre part, il est possible de construire un algorithme décentré aval sous
contraintes amont par la méme méthode pour I'équation d’advection non conser-

vative a vitesse non constante
Ora(t,z) + u(t,x)dpa(t,x) =0

ot u(t,r) est une donnée. Le principe de construction est exactement le méme
(premiére étape : conditions couplées de stabilité sur les flux, seconde étape : découplage
de ces conditions en ajoutant une condition de consistance). Nous ne détaillons pas
cela ici, pour plusieurs raisons :

— dans la suite de ce mémoire, nous n’utilisons la technique de décentrage aval
sous contraintes amont que pour des équations conservatives ;

— Dexistence, I'unicité des solutions, de méme que la convergence des schéma
discrets comportent des difficultés importantes qui sortent du cadre de notre
présent travail (voir par exemple [15], [14]);

— les solutions exactes de I’équation d’advection a vitesse non constante ne sont
pas triviales, et donc les résultats numériques sont plus difficiles a interpréter.
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1.1.5 Résultats numériques

L’algorithme de décentrage aval sous contraintes amont, utilisé ici, est explicite-
ment et intégralement formulé dans 'annexe A.

Le domaine spatial est le segment [0,1] périodisé, ce qui permet d’observer le
comportement de la solution en temps long. La vitesse d’advection est unitaire,
u = 1. Nous avons choisi A = 0,1. Nous présentons les résultats sur trois conditions
initiales : une fonction indicatrice (figure 1.2), une masse de Dirac (figure 1.3), et une
gaussienne (figure 1.4). Sur les graphes 1.2, 1.3 et 1.4, nous comparons les solutions
données par le schéma décentré amont (a;‘ 12 = oz?), le limiteur Superbee de Roe
et le schéma décentré aval sous contraintes amont (1.19) (ou limiteur Ultrabee). Le
limiteur Superbee s’inscrit dans le formalisme des limiteurs exposé dans la proposi-
tion 1, il est obtenu pour ¢(r) = max(0, min(2r,1), min(r,2)) (cf. [8], [89], [69] et [91]
par exemple).

On observe sur la figure 1.2 que le schéma décentré aval sous contraintes amont (1.19)
n’étale absolument pas les discontinuités de la fonction indicatrice (suivant le nombre
de pas de temps, I’étalement est de 0 ou 1 maille de chaque c6té). Ce résultat est
d’ailleurs prévu par le théoreme 4, car la fonction indicatrice fait partie de la classe
des fonctions advectées de maniere exacte.

La comparaison avec les schémas classiques est aussi frappante avec le choix d’une
masse de Dirac (toute la masse est concentrée dans une seule maille). L’algorithme
présenté ici n’étale jamais le Dirac sur plus de trois mailles.

Pour bien voir la différence entre le limiteur Superbee et le schéma que nous
avons introduit sur une condition initiale plus réguliere comme une gaussienne, nous
proposons des résultats en temps tres long. Le défaut connu de Superbee est alors
pleinement développé: la gaussienne est presque transformée en une fonction indi-
catrice. Nous avons changé 1’échelle de représentation pour mieux voir les détails et
seule une moitié de la gaussienne est figurée. La solution donnée par 'algorithme
que nous proposons est beaucoup plus satisfaisante, elle coincide tres bien avec la
solution exacte. Il faut noter que la condition initiale ne vérifie pas les hypotheses
du théoreme 3. L’apparition des marches d’escalier est caractéristique de ce schéma
qui semble lors des premiéres itérations « projeter » la condition initiale sur la classe
advectée exactement, c’est ce type de résultats qui nous incite a formuler la conjec-
ture. Le résultat serait néanmoins beaucoup plus proche de la solution exacte si
lon avait projeté la condition initiale avant le calcul. Appelons « surcompressif » un
schéma dont la tendance est au rassemblement de toute la masse dans une région
du domaine de calcul, par opposition a un schéma qui « étale » la masse (comme
par exemple le schéma décentré amont). Cet exemple de I’advection de la gaussienne

met particulierement en valeur la différence entre les caracteres surcompressif glo-
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bal de Superbee et surcompressif local du schéma que nous étudions. La gaussienne
est transformée en un seul grand « rectangle » par le limiteur Superbee (surcom-
pressif globalement) mais en une multitude de rectangles de taille bornée (de 'ordre
de quelques mailles) par le schéma décentré aval sous contraintes amont, pour le-
quel la transformation (surcompression) reste locale. Toutefois, nous signalons que
si (et seulement si) le nombre de Courant vaut 1/2 (uAt/Ax = 1/2), le schéma
décentré aval sous contraintes amont est surcompressif globalement. C’est la raison

pour laquelle nous faisons I'hypothése uX # 1/2 dans la conjecture.

1 T T . peesargest
i |
condition initiale — * 4+
décentrage aval < — | |
limiteur superbee + | |
08 décentrage amont I . ]
| |
| |
I ‘A
i |
+
06 | A | i
i |
|
1
| 1
[ I
| 1
04 | ‘ i
4
‘ I
Al |
| |
| |
02| ' | -
1 |
| |
M 4
| I
0 ’ ) o0l . '
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Fi1a. 1.2 — Condition initiale et résultats a t = 5,3 (aprés 5,3 tours).

T T T T

condition initiale ——

décentrage aval -
limiteur superbee +
décentrage amont B

1

F1a. 1.3 — Condition initiale et résultats a t = 5,3 (aprés 5,3 tours).
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T T T Tt

solution exacte ——
_décentrage aval -
limiteur superbee +

0.38 0.4 0.42 0.44 0.46 0.48 0.5

Fia. 1.4 — Solution exacte et résultats aprés 1000 tours.

1.2 Extension en dimension deux

Nous nous intéressons dans cette section a I’équation d’advection a vitesse constante

en dimension 2:

{ O + u0za + voyar = 0, (1.28)

a(0,2,y) = a®(z,y).
ol u et v sont les composantes horizontale (suivant ) et verticale (suivant y) de la

vitesse, et sont supposées constantes et positives.

1.2.1 Algorithme

On se donne un maillage régulier de R?, qui est le produit tensoriel d’un maillage
« horizontal » associé a la variable x et de pas régulier Az et d’'un maillage « vertical »
associé a la variable y et de pas régulier Ay. Les abscisses des bords verticaux des
mailles sont (z;_4 /2)j€Z et les ordonnées des bords horizontaux des mailles sont

(Yk—1/2)kez- Appelons (M; k) rez les mailles définies par ce maillage :

M =]2i_1/2,%501/20}|Yk—1/2:Yk+1/2[-

La discrétisation initiale est une projection sur le maillage.

0
0 a (m,y)
oY, = — 27 dx dy. 1.29

gk /Mk AzAy (1.29)

La résolution numérique que nous proposons utilise la technique classique de

la décomposition directionnelle. Cela consiste a résoudre alternativement les deux
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équations d’advection unidimensionnelles :
O + udya = 0

et

O + vOya = 0.

Cette discrétisation introduit donc pour chaque pas de temps une étape en temps
intermédiaire ou seule I’advection horizontale a été effectuée. Nous noterons a?’zl/ 2
cette valeur temporaire calculée entre a?k et a%‘l. Chacune des phases est une
résolution en dimension un et est effectuée au moyen d’un schéma de type volumes

finis.

nt1/2 _
{ ot =g — U)\x(a?+1/2,k - a;'tl/?,k)’ (1.30)

nt+l _  n+1/2 n+1/2 n+1/2
O =Yk T Ay( )

Yikt1/2 T Yik1/2
avec A\, = ulAt/Ax et A, = vAt/Ay. Pour chacune de ces résolutions, nous utilisons

le schéma décentré aval sous contraintes amont des paragraphes précédents.

1.2.2 Convergence uniforme en temps

Les résultats du chapitre 1.1.4 s’étendent au schéma ainsi défini en dimension
deux. Afin d’étendre ces résultats, nous aurions pu considérer la classe des fonctions
discretes tensorisées : (o 1) kez tels que o, = By V4,0 € Z avec (B;)jez et (Vk)rez
dans la classe des fonctions advectées de maniére exacte en dimension un, c¢’est-a-dire
tensoriser cette classe de fonctions. Cependant, ’ensemble des fonctions discretes qui
sont un tel produit tensoriel est petit (il n’est pas dense dans VB(R?) () L'(R?)).
Il est possible d’identifier une classe de fonctions beaucoup plus grande, dense dans
VB(R?) N L'(R?), qui sont advectées de maniere exacte. Les notations et les calculs

en sont plus compliqués, mais les résultats plus forts.

La classe de ces fonctions advectées de maniere exacte est la classe des fonctions
discretes dont chaque ligne et chaque colonne sont advectées de maniere exacte en
dimension un, avec un méme coeflicient de combinaison convexe k, pour toutes
les lignes et x, pour toutes les colonnes. Le premier résultat (lemme 3) conclut a
I'existence de telles fonctions : il pourrait en effet y avoir une incompatibilité, comme
on le voit sur la figure 1.2.2. Les « paliers » y sont représentés par des mailles de

couleur.
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QI N B
(1’355;] g g [+3

Kyt | Ryé+

T T G T AP

. (1-K,)g|(1-K,)g

I+1

k k+1 k+2 k+3 k+4

Quelle valeur de « peut-on mettre dans la maille centrale sur cette figure (pour
remplacer le point d’interrogation)? Doit-on choisir une combinaison convexe des
valeurs de gauche et droite, ou une combinaison convexe des valeurs du bas et du
haut? D’apres le lemme 3, la combinaison convexe des valeurs horizontales avec un
coeflicient k, est aussi combinaison convexe des valeurs verticales avec un coefficient
Ky, il 1’y a pas d’ambiguité. C’est grace a cette compatibilité que toute la suite en

dimension deux est possible.

Lemme 3
Soit une fonction discréte (o 1) ; kez qui vérifie
Jk, € [0,1] et Ik, € [0,1] tels que Vj,k € Z,

(

A354+1,3k+1 = A35+1,3k = 35 3k+1 = (35 3k,
Q3j12.3k = Ke@3j13k + (1 — Kg)osjis 3k
Q3j42,3k+1 = Kz03j113k+1 + (1 — Kz )33 3541 (131)
Q35 3k+2 = Kya3j3er1 + (1 — Ky)as;sres .

Q341,342 = Fy@3j41,3k+1 + (1 — Ky)azj113643

| O3j+23k+2 = Ky®3;423k+1 1 (1 - ”y)a3j+273k+3

(on choisit arbitrairement une combinaison convexe verticale pour la maille centrale).
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Alors, elle vérifie

Q3541,3k+1 = 35+1,3k = A353k+1 = 353k,
azjiok = k0341 + (1 — Kg)asjis g

Qjaky2 = Ky gkl + (1 — Ky)oj siq3
Vi,k € 7. [ |

Ce résultat montre qu’il n’y a pas conflit pour les valeurs du type asjy2 32
entre combinaison convexe horizontale et combinaison convexe verticale: les deux

sont possibles simultanément.

Démonstration

La seule chose & montrer qui ne soit pas absolument triviale est que

Q3j423k+2 = Kr03j113k+2 + (1 — Kz )33 3542

car toutes les autres égalités sont dans la définition. La définition de la fonction

numeérique nous donne

Q3j123k+2 = Ky03jp23k1 + (1 — Ky)azjpo3ks

Ky(Kzazj1136+1 + (1 — Kz )a3j33041)
+ (1 = ky)(Keazjr1,3643 + (1 — Ke)3j43,3k43)
= Ke(Fyaszjr13e+1 + (1 — Ky)asjp13643)

+ (1 = kg)(kyazjra skt + (1 — Ky)azji3 36+3)
= Rp@3j413k+2 + (1 — Kg)asj43 3540

Toute la suite de cette section concerne l’extension a la dimension deux des

résultats de convergence uniforme en temps.

Définition 8 (Définition de la classe &, (kg ky))

Soit une fonction discréte (o 1)j rez donnée.

Soient K, € [0,1] et &, € [0,1].

Soient a € {0,1,2} et b € {0,1,2} deux entiers. On dira que (j)jrez € Eap(Kasky)

si et seulement si

( Q3j4+14a,3k+14+b = A3j+14a,3k+b = O35+a,3k+14+b = X3j+a,3k+bs
Q3j424a,3k+b = KzQ3jt1+a3k+b T (1 — Kz)Q3j43 44,3640
Q3j424a3k+1+b = Fz03j111a3k+1+6 T (1 — Kz )a3j131a,3k+14b (1.32)

Q3j4q,3k+2+b = KyQ3jta,3k+1+b T (1- Hy)asj+a,3k:+3+b .

Q34 14a,3k+24b = KyQ3j4+14a3k+1+4b T (1 — Ky)O3j114a,3k+3+b

Q3 424a,3k+24b = KyQ3j424a3k+1+b + (1 — Ky)3j 124 a,3k+3+b-
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Les équations (1.32) sont les équations (1.31) & un décalage horizontal de a

mailles et un décalage vertical de b mailles pres.

Théoréme 6

On consideére le schéma en décomposition directionnelle ot la phase horizontale et la
phase verticale sont résolues grace au décentrage aval sous contraintes amont (1.19).
Supposons que les vitesses u et v sont positives: u > 0 et v > 0.

Supposons que 3k} € [0,1] et Ik € [0,1[, Ja™ € {0,1,2} et I" € {0,1,2} tels que

(QF k)jkez € Ean pn (ki Ky ).

Supposons vérifiées les conditions CFL uX; < 1 et vA, < 1.

Alors,
(a%—l)jkez € Eanﬂ’bnﬂ(,{;zﬂ’ﬁgﬂ).

n+1
Y

n+1

n , a1l et b7t sont définies par :

Les valeurs de k7", k
—si K} +ur; <1,
0< kI =k 4 ul, <1,

n+tl _ n

a a™;

—si K"+ ud; > 1,
0< kM =k 4u), —1<1,
a" = (a"+1) mod 3 ;

= si Ky vy <1,
0§/§Z+1:/{Z+v)\y§1,
bn—l—l:bn;

— sl Ky vy > 1,
+1 _
0§/~$Z —KZ+U)\y—1§1,
bl = (" +1) mod 3 ;
De plus, les valeurs « plateaux » (valeurs communes a quatre mailles voisines) sont

conservées :

anJrl
3j+1+ant1 3k+1+bnt1
_ an—i—l
T TU3j+1+antl 3k+bntl
n+1

= Qg4 gnt1 3 14bn+1

an—i—l
3j+antl 3k+bntl

= agj+a",3k+b"‘ (133)
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La fonction mod désigne 'opérateur modulo.

Démonstration

On commence par effectuer la phase horizontale du calcul, celle qui donne (a?’zl/ 2) k€L

Pour tout k fixé, la ligne (a?’;gl/ 2) jez est une fonction discréte de dimension un ad-
vectée de maniere exacte, dont le coeflicient de combinaison convexe 7 ne dépend
pas de k. Le théoreme 3 implique immédiatement que

—si K} +u <1,

+1/2
(@52 jhez € Eanvr (K kiy)

avec 0 < kML = k7 4 u) < 1, @™ = a";
—si K+ ul > 1,

+1/2
(@Y%) jkez € Eanvr (K )

avec 0 < KMl =2 +ud —1<1, 0" = (a" +1) mod 3.
Avant d’effectuer la phase verticale du calcul, on remarque que pour tout j fixé, la

1/2 . N . . , s
colonne (a?: / )kez est une fonction discrete de dimension un advectée de maniere

n

exacte, dont le coeflicient de combinaison convexe ry

ne dépend pas de j. Alors,
d’apres le théoreme 3,
— sl Ky + oA <1,

(a?jgl)jkez € Egnt1 pnt1 (KZH,,%ZH)

avecOS/iZJrl = Ky +VA <, prtl =pn
= sl Ky + oA > 1,

(agb"]gl)j’kez S gan+17bn+1 (Ii;”rl ,KZJrl)

avec 0 < kT =K+ oA —1 <1, 0" = (b" + 1) mod 3.

Le théoreme 6 est démontré. ]

Comme en dimension un, ce théoréme a pour conséquence les deux théoremes et

le corollaire suivants, dont nous ne ferons pas les démonstrations.

Théoreme 7

Considérons le probléme numérique d’advection (1.29), (1.30) ou les flux sont décentrés
aval sous contraintes amont (formules (1.18) ou limiteur Ultrabee) dans la phase ho-
rizontale et dans la phase verticale.

Supposons que les vitesses u et v sont positives: u > 0 et v > 0.

Supposons que la donnée discréte initiale vérifie 3x9 € [0,1] et Ik € [0,1], Fa® €
{0,1,2} et 3b° € {0,1,2} tels que

(a?,k)j,kez € an,bo (’{2”%2)'
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Soit une séquence de pas de temps (At? At ... At"~1) vérifiant les conditions CFL
0 <ul, =uAt/Az <1et0< v)\é = vAt!/Ax < 1 pour tout | € (0,1,...n — 1).

Posons

2y =K+ D 0“
Z;}—Ii + >0 Ov
Ky = 2y — E(27),
mZ—z;‘—E(zg)

Alors,
(a3 1)jkez € Eanpn (Kih oK) Vn €N

avec a = (a® + E(z")) mod 3 et b" = (° + E(z;)) mod 3.

De plus, les plateaux sont conservés :

n
O3j+1+a0+ E(23),3k+1+b0+B(21)
— Oén
T 3+ 14-a0+E(21),3k4+004+-E(23)
a3]+a0+E'( ),3k+1-+60+ B (2]
= a3j+a0+E(zg),3k+b0+E(zg)

0
= O3j4a0 3k+b0- (1.34)

Nous sommes comme en dimension un en mesure de définir une solution discrete
en espace continue en temps. L’expression de cette solution (malgré la plus grande
complexité d’écriture) est le pendant exact de I'expression de la solution en dimen-

sion un.

Corollaire 2

Faisons les mémes hypothéses qu’au théoréme 7. Posons

= kO 4 ut/Ax VYVt e RY,
Ky +ut/Ay VteRY,
= Z ( ) = ( z()),
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Pour tout j € Z et tout k € Z, définissons ;i (t) par

4
Q3511 +a(t),3k+146(t) () = Q3511 4a(t),3k-+b(t)

= Q35 1a(t),3k+1+b(t) (t) = Q35 1a(t),3k+b(t) (t) = agjﬂo,%%o,
Q31 24a(t),3k+b(t) (1) = Ka ()3 11 4a(t) 3k+0(t) ()
+ (1 = k2 () sy 34a(8),36+0(2) (D)
@34 2+a(t) 3k+1+0(t) (1) = K (£) 35414 a(0) 36+ 145() (B)
+ (1 = £z ()34 34a(0), 36+ 14(0) (B)
@ 3pr24b(t) (1) = Ky (t) s skp140(0) ()
\ + (1 = ky(t))aj sp13+00t) ()

(1.35)
Alors, quelle que soit la séquence de pas de temps (AtY,Atl,....At"~1) vérifiant
0 <uX, = uAt /Az < 1et0< v)\é = uAt! /Ay < 1 pour tout | € (0,1,....n — 1),
la solution numérique donnée par le schéma décentré aval sous contraintes amont
vérifie
n—1
= Oéj,k(z At VjkeZ.

=0

|

Afin d’énoncer comme en dimension un une estimation de l’erreur uniforme en
temps, nous rappelons deux définitions déja utilisées en dimension un (cf. [40]).
Définition 9
Soit f une fonction réelle de L}, (R?). La variation totale de f est le nombre VI'(f)

de RT donné par

VT(f) = sup{ /IR F(@)(0:0 + 0y8)(z) dz; ¢ € CH(R?); [|8]] oo (r2) < 1}. (1.36)

[
Définition 10
L’espace V B(R?) est I'espace des fonctions de Lj, (R?) dont la variation totale est

bornée.

VB(R?) = {f € Li(R*); VT(f) < +o0} .

Théoreme 8

Considérons le probléme d’advection (1.28) a vitesse constante avec u > 0 et v > 0
et sa version discrete (1.29), (1.30) ou les flux sont décentrés aval sous contraintes
amont (formules (1.18) ou limiteur Ultrabee).

Supposons que la condition initiale a°(x,y) est telle que la condition initiale discréte
vérifie

(O‘?,k)j,kez € gao,bo (’{2”{2)
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pour k9 € [0,1[, k) € [0,1[, a” € {0,1,2} et b° € {0,1,2}.
Supposons de plus que la condition initiale est intégrable et a variation bornée,
a® € VB(R?) (N L}(R?).
Notons a(t,x,y) la solution exacte de I'équation d’advection a vitesse constante (1.28)
et (v k(t))jkez la solution numérique définie dans le corollaire 2.
Notons encore Agcc:’chy(t,gc,y) =iz aj,k(t)ﬂ[zj71/2,xj+1/2[(x)ﬂ[yk71/27yk+1/2[(y) ; Clest
la fonction constante par maille définie par la solution discréte continue en temps
au temps t.

Alors, il existe deux réels C; > 0 et Cy > 0 ne dépendant que de a tels que

() = 6 () | me) < Colda + CyA, VEER.

1.2.3 Résultats numériques

Le domaine spatial est le carré [0,1] x [0,1] de R?, avec des conditions périodiques
en x et en y. Le vecteur vitesse choisi est le vecteur diagonal: v =1, v = 1.

Les résultats présentés sur les figures 1.6, 1.12 pour une fonction indicatrice et
une masse de Dirac sont équivalents aux résultats obtenus en dimension un : stabilité,
convergence et absence de dissipation (maillage 50 x 50).

En revanche, le résultat obtenu pour une gaussienne initiale est moins bon (fi-
gure 1.10 obtenue avec un maillage 100 x 100), il est oscillant. En effet, le schéma
décentré aval sous contraintes amont en décomposition directionnelle n’est pas vTD.

Cependant, si ’on projette initialement la gaussienne sur la classe des fonctions
advectée de maniere exacte &, j(kz,ky) (ici avec Ky = K, = 0), on obtient le résultat
prévu par le théoréme 7 d’advection exacte (figure 1.12, maillage 50 x 50).

Les résultats sont donc tres encourageant. Pour les parfaire, il faudrait trouver

des conditions a ajouter pour que le schéma devienne VTD.

F1c. 1.5 — Condition initiale (fonction in- | F1G. 1.6 — Résultat numérique aprés 5,3

dicatrice). tours.
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0.3
0.25
0.2
0.15
0.1
0.05

Fic. 1.7 — Condition initiale (masse de Fi1G. 1.8 — Résultat aprés 5,3 tours.
Dirac).

Fic. 1.10 — Résultat apres 5 tours.

coooooo000
chNGmROGN®oER

cooocooooo
chRmROGI®oR

Fic. 1.11 — Condition initiale (gaussienne Fic. 1.12 — Résultat aprés 5 tours.

projetée).

Petite conclusion (pour le chapitre 1)

Une analyse détaillée des conditions de convergence des schémas conservatifs
pour ’advection linéaire nous a conduits a trouver un intervalle explicite pour les

flux. lintérieur de cet intervalle, c’est paradoxalement le flux le plus proche de la
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valeur aval qui parait avoir les propriétés les plus intéressantes (cf. les estimations
uniformes en temps de 'erreur d’approximation).

Un point étonnant est que le schéma décentré aval sous ces contraintes amont
se trouve étre équivalent a un schéma déja étudié: le limiteur Ultrabee. Le fait que
ces propriétés soient passées inapercues est sans doute dii a la recherche exclusive
de limiteurs d’ordre supérieur a deux, considérés comme a priori plus précis que les
schémas d’ordre un (dans [91], Ultrabee est qualifié de « pire des limiteurs envisa-
geables »).

La présente formulation de ce schéma (décentrage aval sous contraintes amont)
nous parait plus exploitable que le limiteur (Ultrabee), la démarche étant construc-
tive et généralisable a des cas plus complexes.

Dans les deux prochains chapitres, nous généralisons cette idée a la résolution
des équations scalaires non linéaires (chapitre 2) puis des systémes non linéaires
(chapitre 3).

Dans la partie III de ce travail, elle sera utilisée pour construire un schéma pour

I’hydrodynamique a plusieurs especes.
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Chapitre 2

Le cas des équations non

linéaires

Dans ce chapitre, nous appliquons la méthode de construction de flux précédente
(décentrage aval sous contraintes amont pour ’équation d’advection linéaire) aux
équations non linéaires scalaires a flux strictement convexe. Ce chapitre sera illustré
par des résultats numériques sur l’équation de Burgers. Ce travail a été effectué
au Centre d’Eté Mathématiques de Recherche Avancée en Calcul Scientifique 1999
(CEMRACS, Marseille).

La forme d’une équation non linéaire est la suivante.
Ou+ 0y f(u) =0 (2.1)

ou f est une fonction scalaire de R dans R. Elle est accompagnée d’une condition
initiale
u(0,2) = u(x). (2.2)

2.1 Rappels

Nous rappelons dans cette section les principaux résultats théoriques concernant
le probleme (2.1), (2.2). Ces résultats se trouvent par exemple dans [40], [83], [53],
[58].

Les solutions de (2.1), (2.2) ne sont pas uniques et on définit la notion de « so-

lution entropique » pour obtenir un critere d’unicité.

Définition 11
On appelle entropie S de I'équation (2.1) et flux d’entropie associé G deux fonctions

de C1(R) telles que

— S est convexe;
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— @G vérifie

S'f=a.
| |

Toute fonction convexe de classe C1(R) S est une entropie pour (2.1): il suffit
de lui associer pour flux d’entropie une primitive de S’ f’.

On remarque que si u(t,x) est une solution de classe C'1([0, + oo] x R) de (2.1),
(2.2), elle vérifie

9 (S(w)) + 0:(G(w)) =85 (u)du+ G'(u)0u
= 5" (u)(Opu + f'(u)Oru
= S (u)(Opu + 0, f (u)) = 0.

Définition 12
Une solution faible de (2.1), (2.2) est dite entropique si elle vérifie I'inégalité faible

O (S(u)) + 02(G(u)) <0 (2.3)
pour tout couple entropie-flux d’entropie (S,G). [

Cette inégalité faible signifie que pour toute fonction ¢(t,z) € C§([0, + oo] x R)

positive,
/ /(S(u(t,a:))@tap(t,a:) + G(u(t,z))0r(t,x)) dx dt > 0.
o JR

Nous pouvons énoncer le principal résultat d’existence et d’unicité d’une solution

entropique.

Théoréme 9
Supposons que u® € VB(R) () L}(R) () L=(R).
Supposons que f € C1(R).
Alors, le probleme (2.1), (2.2) posséde une unique solution faible entropique
u(t,x). Elle vérifie
~ (1) € L¥(R) et |[ul-b)] | ry < |[u0(:) || ) pour presque tout t;
—u(t) € VB(R) et VT'(u(-t)) < VT(u’(-)) pour tout t > 0.

C’est un résultat da a Kruzkov (cf. [53]).

Il est parfois difficile de savoir si une solution est ou non entropique: I'inégalité
entropique (2.3) doit étre vérifiée pour toute entropie. Dans le cas d’une équation &
flux strictement convexe (f est strictement convexe), les solutions entropiques sont

caractérisées au moyen d’une seule inégalité entropique.
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Théoreme 10

Soit u une solution faible de (2.1), (2.2) de classe C'}(]0, + co[xR) par morceaux.
Supposons qu’il existe un couple entropie-flux d’entropie (S,G) tel que l'inégalité
entropique (2.3) soit vérifiée.

Alors, u est la solution entropique du probléme (2.1), (2.2). [ |

Dans toute la suite de ce chapitre, nous supposons que f est une fonction de

classe C%(R) et strictement convexe.

2.2 Etude algorithmique en dimension un

Concernant la discrétisation des équations scalaires non linéaires, nous nous
référons a [45] (pour I'analyse incrémentale et les propriétés vrp), [89] et [69] (limi-
teurs de flux), [47] (schémas d’ordre élevé, notion de nombre d’extrema de la solu-
tion), [85] and [86] (schéma essentiellement non oscillants), [23] and [24] (dimension
d’espace supérieure a un), [65] (convergence du schéma MUSCL) et [62] (conditions
d’entropie discretes).

On se donne le méme maillage que dans le cas linéaire et les notations sont les
mémes que dans le chapitre 1.

La condition initiale discrete est donnée par

0 / e % da (2.4)
Tj—1/2
(nous supposons que u’ € VB(R) (| LY(R) (N L=(R)).

L’équation (2.1) est discrétisée sous une forme volumes finis:

ntl —

U wi = AMJGaye = fitiye) (2.5)

avec A = At/Ax. Pour simplifier, nous étudierons I’algorithme sur un seul pas de
temps. Cela permet de se passer des indices de temps n. Nous considérons donc le

schéma sur un pas de temps

w5 = uj — M fjp1/2 — fi—1/2) (2.6)
Les définitions que nous avons rappelées dans le chapitre 1 s’étendent au cas non
linéaire
Définition 13

On dit que le schéma (2.6) est explicite s’il existe un entier k et une fonction réelle

g a 2k variables réelles tels que

fj+1/2 == g(Uj_k+1,Uj_k+2,...,Uj,...,Uj_’_k;) VJ € 7. (27)
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Tous les schémas que nous considérons dans la suite sont explicites.

Définition 14
Un schéma de la forme (2.6) est dit consistant s’il est explicite et si la fonction g de
la définition 13 vérifie
g(uyu,...,u) = f(u). (2.8)
|
Définition 15
Le schéma (2.6) est dit stable L™ s’il existe un réel C' indépendant de n et de At
tel que
I?EELZX|U?| <C VneNlN. (2.9)
|
Définition 16

La variation totale a I’'étape en temps n de la solution discréte u”'

J

VI™" =) |ufyy —ufl. (2.10)
JEZL

est

Le schéma (2.6) est a variation totale décroissante (VTID) si pour toute donnée

(U?)jez; ZjeZ ‘U?Ll - U?H’ < ZjeZ ‘U?—l—l - U?‘ u
Notons
At, Az
u (tx) = Z Zu?]].[xj_l/27g;j+l/2[(1’)j]-[nAt,(n+1)At[(t)- (2.11)
neN jeZ

Définition 17
Un schéma de la forme (2.4), (2.6) avec A fixé est dit convergent vers u(t,z) dans
L' (R) s’il existe une suite (Ax,,)men telle que
— limy,—oo Ay, =0
— limy, 00 ||Atmﬂmm(t,-) —u(t,)||p1 ) = 0Vt € RY, At,, étant défini par At,, =
AAZ,,.

Nous avons un théoréme équivalent au théoreme 1 (cf. [40]).

Théoréme 11

Supposons que u° € VB(R) (N L*(R) N L>=(R).

On considére un schéma explicite de la forme (2.4), (2.6).

Supposons que ce schéma soit consistant, stable L> et VID, et que ses flux fj 12
soient localement lipschitziens.

Alors, il est convergent dans L'(R) vers une solution faible de (2.1), (2.2). m

Notons que le schéma n’est pas nécessairement convergent vers la solution entropique
de (2.1), (2.2). Il faudra pour cela ajouter une condition entropique discrete (cf.

théoreme 12).
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2.2.1 Une premiére idée (naive)

Nous faisons ici le méme raisonnement que dans le cas linéaire : puisque la solu-
tion exacte est stable L et a variation totale décroissante (cf. théoréme 9), nous
imposons ces conditions de stabilité a la solution numérique.

Supposons que f’(u;) > 0. Nous posons

mj_1/2 = min(u;—1,u;),
M;_ jy = max(uj_1,u;),

¢j—1/2 = min(f(uj-1),f(u;)),
D1/ = max(f(uj-1),f(u;))-

Alors, comme dans le cas linéaire, une condition suffisante pour obtenir la stabilité

L™ et la décroissance de la variation totale est que Vj,

uj — M; 12 Uj — M5 172
%]/jtéj,l/zgfﬁmg%”

Gjv172 < fiv12 < Pjpyo

+¢j71/25 (212)

Nous posons comme dans le cas linéaire

uj — Mj 1

bj = N + P 1),
Uj —Mj_1/2

Bj = %ﬂ/ + ¢j_1/a-

La proposition suivante affirme que ces inégalités sont compatibles sous une condition

de type CFL.

Proposition 3

Supposons que f'(u;) > Ouj) > 0.

Supposons vérifiée la condition Af'(u;) <1 (condition de type CFL).
Alors,

fuj) € [¢j+1/2,<1>j+1/2] ﬂ[bj,Bj] qui n’est pas vide.

De plus, si les flux f; 1/, sont choisis dans les intervalles ci-dessus, le schéma (2.6)

est stable L°° et VTD. ]

Le schéma est donc convergent vers une solution faible du probleme (2.2), (2.1) si

les flux sont lipschitziens.

Démonstration
Cette démonstration repose sur le méme principe que dans le cas de l'advection
linéaire (théoreme 2). Comme f(u;) € [¢pj41/2,P;41/2], il reste & montrer que f(u;) €

[b;,B;]. Nous nous contentons de montrer que B; > f(u;). L’inégalité b; < f(u;) se
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montre de la méme maniere. Il nous faut distinguer deux éventualités: u; < u;_; et
Uj > Uj—1.

— Siwuj <wuj-1,0onam;_y5 =u;. Donc Bj = ¢;_1/5. D’autre part, on a supposé
f'(u;) > 0, et comme f est convexe, f est croissante sur tout l'intervalle
[uj,uj—1]. Par suite, ¢;_1/5 = f(uy;). L'inégalité B; > f(u;) est vraie car elle
se résume a f(u;) > f(u; ).

— Siuj; >wuj1, onamj_j/5=uj. L'inégalité B; > f(uj) est équivalente a

flug) = di—1/2 -1

A

Uj — Uj—1

Soit ¢;_1/2 = f(u;) et cette I'inégalité est triviale (0 < 1), soit ¢;_1/9 =

f(uj—1) et il faut montrer que

)\f(uj) — fluj-1)

u]‘ — U,j_l

<1

La convexité de f permet de conclure, car

3 J ) = flujn) <A f(u) <1
uj —u]‘_l

grace a la condition CFL.

Il reste & montrer que si tous les flux vérifient (2.12), la solution numérique est stable

L*> et vTD. Si tous les flux vérifient (2.12), on observe que

u] — Mj*l/?

A

—My—1/2

W
+ fi—12 < fiv12 < ! 3 + fi-1/2,

ce qui donne
mj_172 < uj — M fjr172 — fi—1/2) < Mj_1,

soit

mj_12 < U5 < Mj_y).

Un résultat d’analyse incrémentale de Harten permet de conclure a la stabilité L

et a la décroissance de la variation totale (cf. démonstration du théoréme 2). [ ]

La premiere idée que nous avons alors est de décentrer le flux vers l'aval sous
les contraintes de type amont (2.12). Observons le résultat numérique obtenu pour
I’équation de Burgers, f(u) = u?/2, avec des conditions de bord périodiques. Sur la
figure 2.1, nous avons représenté la condition initiale, la solution exacte entropique
(les conditions de périodicité impliquent apparition d’une onde de détente en zz = 0

qui est ensuite propagée), et la solution numérique.
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22

T
condition initiale

solution entropique exacte -----
solution numérique --+--

: ‘ "
18 ' / i Bl
/
16 C ,‘ 4
14+ i ! B
. b
12 - . ! q
i

1

I I I I
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Fia. 2.1 — Condition initiale, résultat et solution exacte a t = 0,2.

Nous constatons que la solution numérique est bien une solution faible du probléme,
mais qu’elle n’est pas la solution entropique: un « choc de détente » a été calculé.
La stabilité L et la décroissance de la variation totale ne sont pas des conditions
suffisantes pour la convergence vers la solution entropique. Il est nécessaire d’intro-
duire un nouveau critére afin de sélectionner une solution numérique qui converge

vers la solution entropique.

2.2.2 Convergence vers la solution entropique: quelques rappels

Afin de savoir si une solution numérique converge vers la solution entropique
lorsque le pas du maillage tend vers 0, on dispose du théoreme 12. Il faut définir la

notion d’inégalité entropique discrete pour I’énoncer.

Définition 18
On dit que le schéma (2.6) est consistant avec 'inégalité entropique (2.3) s’il existe
une fonction réelle continue H de 2k variables réelles telle que

— H est consistante avec G :
H(uu,...,u) = G(u); (2.13)

— H vérifie I'inégalité entropique discréte

S(ay) = S(uy)  HWjoptsypn) = Hujpo 1)
At - Az

. (2.14)

La fonction H est appelée flux d’entropie numérique.
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Les inégalités entropiques discretes permettent de sélectionner la solution numérique
qui converge vers la solution exacte entropique (unique d’apres le théoreme 9),

comme en témoigne le théoréme 12 (voir [40]).

Théoréme 12
Supposons que u® € VB(R) (N L*(R) () L=(R).
On considére un schéma explicite de la forme (2.4), (2.6).
Supposons que ce schéma soit consistant, stable L> et VTD, et que ses flux fj 1/
soient localement lipschitziens.
Supposons de plus que ce schéma soit consistant avec l'inégalité entropique (2.3)
pour tout couple entropie-flux d’entropie (S,G).

Alors, il est convergent dans L'(R) vers la solution faible entropique de (2.1),
(2.2). |

Dans le cas d’une équation & flux strictement convexe, on a un résultat plus fort.

Théoréeme 13
Supposons que u® € VB(R) (N L*(R) N L*=(R).
On considere un schéma explicite de la forme (2.4), (2.6) pour un flux f strictement
convexe.
Supposons que ce schéma soit consistant, stable L™ et VTD, et que ses flux f; /o
soient localement lipschitziens.
Supposons de plus que ce schéma soit consistant avec I'inégalité (2.3) pour un couple
entropie-flux d’entropie (S,G).

Alors, il est convergent dans L'(R) vers la solution faible entropique de (2.1),
(2.2). [ ]

Ce résultat est au théoreme 12 ce que le théoreme 10 est au théoreme 9. Tant sur
le plan numérique que sur le plan continu, une seule condition entropique suffit a
sélectionner la solution entropique lorsque le flux f est strictement convexe.

Nous utiliserons dans la suite un résultat plus explicite (cf. [22]). Pour ’énoncer,

nous définissons de nouvelles quantités.

uj/JrlEG =uj — 2)‘(fj+1/2 — f(u;)) (2.15)
Uit1/2.0 = jr1 — 2A(f(wjp1) — fi41/2)-

Ces nombres sont des valeurs de u dans les demi-mailles a gauche (uﬁl/\zg) et a

droite (Uj/HED) de @41 /o. lls vérifient pour tout j € Z

. .
o - Yitl/2G +uj—1/2.0
J 9 .

(2.16)

Ils sont a l'origine de nombreuses estimations entropiques dans [23], [24]...
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Lemme 4
On considére les notations (2.15). Supposons que le schéma (2.6) est explicite, consis-
tant et que ses flux sont des fonctions continues de leurs arguments.

Supposons de plus que

S(ui /9. S(uii1/a. uj uj
( J+1/2,G)42' (ujt1/2,0) _ S(uy) +25( j+1) < =MG(ujs1) — G(uj)). (2.17)

Alors, il est consistant avec I'inégalité entropique (2.3) (au sens de la définition 18).

Ce lemme donne une condition locale pour la convergence entropique globale, une

condition ne faisant intervenir que le flux & droite de la maille courante j.

Démonstration
La démonstration consiste a trouver un flux d’entropie numérique continu et consis-
tant avec G (équation (2.13)) et qui vérifie I'inégalité entropique discrete (2.14).

L’inégalité (2.17) se réécrit

S(ujs1/2.6) + S(wi—1y2p) S(u;) — S(u;=1/2,p) — S(ujs1) + S(ujt12p)

3 —S(uy)+ 5
< —MG(uj41) = G(uy)),
soit
S(uir1/e.a) + Sui_1/2,
(%+1/2,G) (Ug 1/2,D) ~ S(uy)
2
S(ujt1) — S(uji1/2.0) S(uj) — S(u;_1/2.p)
< “A(Glugir) = ZE IR (Guy) - S,
Or, S étant une fonction convexe, on a
S(ujri2.¢) + S(uj_12.p) Wj1/2,6 F Uj_1/2.0 _
j+1/ 5 j=1/ ZS(]/ 2]/ ):S(uj)
Posons pour tout j € Z
S(uj+1) = S(uji1/2,0)
Gjr1j2 = Glujs) — — o AL (2.18)
On a
S(ug) — S(uj) < =MGjy12 — Gj_1/2)s
soit

S(y) = S(uy) . Girije = Gjoy
At - Az ’
Si les flux fj11/2 sont explicites, continus et consistants, il existe un entier k£ et une

fonction H tels que
Gitr2 = H(Uj pq15mUjsk)
et H est continue et consistante (équation (2.13)) : H et k sont donnés par I'équation (2.18).

Ceci termine la démonstration. [}
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2.2.3 Décentrage aval et conditions entropiques

Afin de calculer la bonne solution, nous devons imposer de nouvelles conditions
sur les flux, de sorte que le schéma vérifie une inégalité entropique discrete (2.14).
Nous voulons que ces conditions soient de type inégalité pour pouvoir utiliser ensuite
la méme méthode de décentrage aval. Il faudra aussi bien str que les nouvelles
inégalités soient compatibles avec les autres. Il est méme souhaitable que le flux
décentré amont soit dans le nouvel intervalle admissible, car ce flux est connu pour
étre entropique (lorsque f’(u;) # 0). Le théoréme 14 donne une condition suffisante

de type inégalité pour la convergence vers la solution entropique.

Posons

Smjt1/2 = min (8" (u)),

[mjr1/2,Mj41)2]
Umj+1/2 = min (f'(u)),

matl/ [mjr1/2,Mj41)2]

" (2.19)

SMj+1/2 = max (8" (),

[Mmjy1/2,Mj41/2]
UMj+1/2 = max (f/(u))v

v/ [mjy1/2,Mj41)2]

puis

aji1/2 = 2ASMj41/2,

civ1y2 = S (ujr1) — S'(ug) — 2Xsarjp1 /0 (f (wjv1) + f(ug)),

dit1/2 = Glujyr) — fluje1)S (ujrn) — (Gluj) — f(uy)S (uy))
+ Asarjery2(f (u0)? + fwy)?),

(2.20)
—Cjyr1/2 — \/C§+1/2 —4daj1/2diy )
Tj+1/2 = )
Y 2a;11/2
. —Cjt1/2 T C?H/g —4dajy1/2di 1)
i+1/2 = .
Y 2a511/2
Lemme 5

On considére les notations (2.19) et (2.20).
Supposons que f'(u;) >0 et f'(ujy1) > 0.
Supposons vérifiée la condition CFL

2
)\ < 2 Smjt1/2

— 2 .
VBuMjs1/2 SMJ 1

Alors,
2
Cj+1/2 - 4aj+1/2dj+1/2 > 0.

Cela implique que 712 et R; /5 sont réels. [ |
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Démonstration

o . . . . 2 _ . )
Nous cherchons une condition sur A pour que le discriminant Ciy1/2 daji1/2dj11/2
soit positif. Pour cela, on commence par donner une expression plus simple de ce

discriminant. Pour simplifier les notations, nous notons pour tout j

fi = fluy),
S5 = 8'(uy),
Gj = g(uj).

Le discriminant s’écrit alors
Gy —Aajiaodivrge = (S — Sj = 2Asnja2(fin + £7))?
— 8Asnj1/2(Gir1 — Gj = (fi+15741 — £39))
+ Asarj1/2(fa + 7))

On commence par développer.

C§+1/2 —daji1ypdjpre = (S5 — S})Q + 4)‘23M§+1/2(fj+1 + f5)?
— 4)\3Mj+1/2(S;'+1 - S;‘)(fj-i-l + f])
—8Asnj412(Gir1 — Gj — (fj415)41 — £35)))
- 8)\23M?+1/2( 2+ 1)
Puis on regroupe les termes qui nous permettrons de faire des développements li-
mités.
Ciirye — daj1p2diiaye = (S0 — S + 4N sarf o (fiva + 1)
+ 4)\5Mj+1/2(5;‘+1 - S;‘)(fjJrl - fJ)
= 8Asmjv1/2(Gjr1 — Gy — (f41 — [)S))
- 8A25M?+1/2(fj2+1 + fj2)
— (841 — S + AAsarji1o(S)ay — S (fi1 — F5)
- 4)‘25M?+1/2(fj+1 + i)+ 16)‘25M?+1/2fj+1fj
= 8Asnjy1/2(Gi1 — Gj — (fj+1 — [3)S))-
Enfin,
Gy —Aajiapdiirys = (S = S7)? = AN sas  p(fien = )7
+4Xsarj41/2(S5 0 — 9 (fi+1 — fj) (2.21)
= 8Asarj1/2(Gi1 = Gj = (fi41 = f5)55).

On peut exploiter cette formulation en faisant des développements limités avec reste

intégral.
2 _ 4 . d _ it S// d 2 _ 4)\2 2 it !/ d 2
Cirijz — 44 2diap = (- (z) dz) sminp(| o flz)dz)
SMj+1/2 (z) dx f(@) dx

— Shsaryi1e / (G'(z) — £'(2)S}) da.

uj
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En utilisant le fait que G'(z) = f'(x)S'(z), on écrit G'(z) — f'(z)S} = f'(x) (5" (x) -

S;), et un nouveau développement limité avec reste intégral donne

Ujt1 ujt+1
oo =gy = ([ 8@~ Wil [ 1)
u] Ujt1 w1
+4)\5Mj+1/2/ S"(z) d:n/ f'(z) dx

oo
—8)\ij+1/2/ f(x)/ S"(y) dy dz.
uj uj

Nous utilisons maintenant les hypotheses f'(u;) > 0 et f/(u;41) > 0. La fonction f
étant convexe, f'(z) est compris entre f]’ et f]’ 41 pour tout x compris entre u; et
wjt1. Donc, f'(z) > 0 dans les intégrales ci-dessus. Et comme S est convexe aussi,

S"(z) > 0. Donc, avec la définition de sp;41/2 donnée en (2.19),

/uuj+1 (@) /: S"(y) dy dx < /uuj+1 f/(x)(/: sMjt1/2dy) dz,

J J J
quelles que soient les valeurs relatives de u; et w41 (ujH/Q > uj ou Ujyy/e < uj).

D’ou

2 4 d e S"(z) dx)? — AN spr2 T ) da)?
Cit1/2 — *Aj+1/20541/2 > ( (z)dz)” — 5Mj+1/2( fi(z)dz)
Uj Uj
Uj+1 z
—4)\5Mj+1/2/ f’(w)(/ SMjt1/2dy) dx.

uy J
On fait & nouveau des minorations du discriminant en remplacant les termes f’ et S”
par leur valeurs minimales ou maximales dans l'intervalle [m ;. 72, M1 /2] définies

en (2.19).

2 2. 2 2. 2 2
Ciy1/2 — daji1/0dji1/2 > (ujt1 — uy) (Smj+1/2 —4A 3Mj+1/2”Mj+1/2)
Ujp] — Uy
( 741 g
—4ASMj11/2 g SMj+1/20Mj+1 /2

Nous avons démontré que
2 2/, 2 2. 2 2
Ciy1/2 — daji1/9dii1yo > (Wjp1 — uy ) (Smj+1/2 —4A SMj4+1/2VMj11/2
2
— 2)\3Mj+1/QUMj+1/2)-
Il suffit de trouver une condition sous laquelle le terme de droite de I'inégalité ci-

dessus est positif pour avoir une condition suffisante de positivité du discriminant.

Il suffit donc de trouver une condition qui assure la positivité du terme

2 2. 2 2 2
Smijr1/e — ANTSMG 1 90M 119 = ZASM 11 9VM 1 2 (2.22)

Ce terme est une expression polynomiale du second degré en \ dont le coefficient de
degré deux est négatif. Il est positif lorsque A est compris entre ses deux racines. Le

discriminant de ce polynome est

_ 4 2 2 2 2
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Ce discriminant est positif et sa racine carrée est supérieure a la valeur absolue du
coefficient de degré un. Le polynéme possede donc une racine positive et une racine
négative. Seule la racine positive nous intéresse car nous savons que A > 0. Cette

racine, notée A\, vaut

2 A B 4 2 2 2 2
25M 41 /2VM j+1/2 2\/3Mj+1/2UMj+1/2 T ASM 1 VUM 41 j25m 110

>‘+:

— 2 2
S5 11/20M 11/

ou peut encore s’écrire

Nous cherchons a minorer A;. Posons temporairement

48,,2
+1/2
€Tr = 7] / .

2
SMj1/2
Ce nombre est positif et un développement limité de la fonction /1 + - nous assure
qu’il existe un nombre = € [0,z] tel que

\/1+$:1+%

1+

De plus, comme z < 4,on a z <4 et

Vitz>1+ 2.

En remplacant x par son expression, on trouve une majoration de la racine positive

)\+ :
2
1 28mjip

UMj+1/2 \/53M§+1/2

Ay

v

Pour conclure, nous rappelons que si 0 < A\ < Ay, 'expression (2.22) est positive et

c§+1/2 —4aji1/2d; 12 est positif aussi. Donc une condition suffisante de positivité
de ce dernier est

2
)\ < 2 Smj+1/2

— 2 .
VBUM /2 SM 11

C’est la condition CFL du lemme. [}

Théoreme 14
On considére un schéma du type (2.4), (2.6) et les notations (2.19) et (2.20).
Supposons que f'(u;) > 0 et f'(uj1) > 0. Supposons vérifiée la condition CFL
2
1 2 Smjy12 1 Umjp1/25mjt1/2

A< ———min(—=
UMj+1/2 \/BSM?+1/2’2 UM j+1/25M j+1/2
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Alors,

fuj) € [Pj11/2:Pj11/2] ﬂ[bj7Bj] ﬂ[rj+1/2,Rj+1/2] qui n’est pas vide.

De plus, si le flux fj 1o est choisi dans cet intervalle, la solution numérique donnée
par le schéma (2.6) vérifie dans la maille j une inégalité entropique discréte du
type (2.14) avec une fonction H consistante avec G. Si quel que soit j le flux f; 1/
est choisi dans cet intervalle (la condition CFL étant vérifiée pour tout j), le schéma

est stable L, VTD, et consistant avec 'inégalité entropique (2.3). u

La démonstration utilise le lemme 4

Démonstration
La condition CFL proposée ici étant plus stricte que celle de la proposition 3, nous
savons grace a cette proposition que f(u;) € [¢j11/2,®;41/2]([bj,Bj]. D’autre part,
la condition CFL est aussi plus forte que celle du lemme 5, donc les nombres 71/
et R;, /9 sont réels. Il faut démontrer que f(u;) € [rj41/2,R;41/2]- Une fois de plus,
nous montrons que R; 1,5 > f (uj) et I'autre inégalité peut se montrer de facon
identique.

Comme pour le lemme 5, nous cherchons une condition suffisante exprimée sur le
nombre de Courant A pour que R; /5 > f (uj). Ceci revient a chercher une condition

pour que

\/C§+1/2 —4aji12dj12 2 20500 2f5 + gy

soit

\/C?+1/2 —daji10dji10 > ANSsnjpayafi + Sipr — S5 = 2Xsarjq12(fi1 + f5)

ou encore

\/C?+1/2 —daji1jadiirje = Sjpr — 85— 2Xsmj412(fi+1 — i) (2:23)

On commence par montrer que le terme de droite est du méme signe que (u ;41 —u;)
sous la condition CFL du théoreme. Un développement limité donne
uj Uj41

+1
’ S"(z)dx — 2/\3Mj+1/2/ f'(z)dx.

uj

1= S = Dargapalfi = 1) = |

u;
Donc
— soit (ujp1 —uj) >0 et

;‘+1—59_2A3Mj+1/2(fj+1—fj) > (uj+1_uj)(3mj+l/2_2)‘3Mj+1/2UMj+1/2) ;
— soit (uj41 —uj) <0 et

i1 = 85— 22X 112 (Fiv1 = f5) < (W1 —w5) (Smjr1/2 — 2A80 11 /200 j11/2)-
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Il faut étudier le signe de (spj41/2 — 2)\3Mj+1/2’0]\/[j+1/2). La condition CFL implique

Umj+1/25mjt1/2 1 Smj+1/2
UMjy1/25Mj+1/2  2UMj11/2 SMj+1/2

1
A< =
-2

Ainsi

)\ < 1 Smj+1/2
T 20012 SMjs1)2

et ceci est équivalent a

(Smjt1/2 = 2XsMjt1/20Mj41/2) 2 0.

Par suite, le terme de droite dans (2.23) est du signe de (uj41 — u;). On remarque
alors que 'inéquation (2.23) est vérifiée sans condition sur A si (u;+1—u;) < 0. Nous
n’avons donc plus qu’a envisager le cas (uj11 — u;) > 0. Dans ce cas, le terme de

droite de (2.23) est positif et I'inéquation est équivalente a

Gra —4ajadiirge > (S — S = 2Asaja2(fivn — £7)*

On utilise I'expression (2.21) du terme de gauche trouvée au cours de la démonstration

du lemme 5 et on obtient

(Sjy1 — S;)2 - 4)\25M?+1/2(fj+1 — f3)?

+4)\5Mj+1/2(5;+1 - S;)(fjJrl — 15

—8Asmjr1/2(Gir1 — Gj — (fi+1 — [1)S) = (Sjp1 — 53‘)2
+ 4)\23M?+1/2(fj+1 — fj)?
—Asmjraya(fivr — i) (Siq — %)

Ceci est équivalent a

=8 sni7 o (fir1 — f5)?

+8Asnjg1/2(fi1 — £3)(Shq — S%)

—8Asnrj1/2(Git1 — Gy — (fj41 — f7)S7) = 0,
ou

—Asnjqry2 (e — £3)2 4 (e = £) S0 — (Gjp1 — G4) 2 0

(nous sommes a la recherche d’une condition sur A pour que cette inégalité soit
vérifiée). Comme dans la démonstration du lemme 5, des développements limités

donnent des inéquations équivalentes :

AL 2
— )\SMj+1/2(/ f(z) dz)
Y Uj+1

+ /u]'+1 f'(x)S§»+1 dx — / f'(x)S'(z)dx > 0,

J uj
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Ujt1 Uj1

f'(x) dx)? +/

uj

_)‘SMJ+1/2(/ f/(ﬂc)(/uj+1 S"(y) dy) dx > 0.

uj
Pour vérifier cette inégalité, il est suffisant de vérifier
2 2 it !
(i1 — ;) ASMj1/2VM 11/ +/ (@) (ujpr = @)smji12dx =0
uj

(puisque nous n’envisageons plus que le cas u;y1 > u;). Il suffit que X soit tel que

2
2 2 (ujy1 — ;)
—(UjJrl — uj) )\SM]‘+1/2’UM]~+1/2 + f’vm]‘—f—l/Qsmj—}—l/Q >0,

soit enfin
1
2
)‘SMj+1/2ij+1/2 + §Umj+1/28mj+1/2 > 0.

Cela donne naturellement la condition de type CFL

)\ < 1 Umj+1/25mj+1/2 .

T 20Mj41/2 UM j41/25M j41/2
C’est la condition annoncée dans le théoreme. Il faudrait encore montrer que sous
cette condition 7,1, < f (uj) mais nous ne le faisons pas car le raisonnement est
absolument identique.

Il nous faut maintenant montrer que le schéma vérifie I'inégalité entropique (2.14)
dans la maille j pour une fonction H consistante avec G. Pour cela, nous mon-
trons que la solution numérique vérifie I'inégalité (2.17) (suffisante) du lemme 4.
Considérons le polynéme du second degré en la variable z: P(x) = a4 /21'2 +
Cjt1/2¢ + dji1/2- Nous avons pour I'instant montré que sous les condition CFL du
théoreme, ce polynome avait deux racines réelles 7, /5 et R; 1o et que rj /5 <
fuj) < Rjyy/5 (cf. lemme 5). Le coefficient de degré deux de ce polynoéme, a;1/s,
est positif. Donc P(x) est négatif entre 7,1 /9 et R;1 /9. Soit fj 12 € [1j11/2,241/2]
fixé. Ce nombre vérifie P(f;1/2) < 0. Cela s’écrit

fj2+1/22)‘5mj+1/2
+fia172(SG 1 — 8% = 2Asmjp1y2(fit1 + f5)
+Gjt1 — fi1851 — (G = £;5))
+Asmjg1y2(fi® + f57) <0
De maniere équivalente,
—(fj4172 = 1)S; — (fit1 = Fir1/2) 41
TN i1z = Fi)smjprye + M1 — figry2)*smjpae < — (G — Gj).
En multipliant tout par A > 0, on réécrit ceci

=2X\(fjq1/2 — £5)Si + 2)‘2(fj+1/2 - fj)23Mj+1/2

2
N —2X\(fj41 = Fip1y2)Sien + 202 (fir1 — fiv1/2)?80 412

5 < =MGj1 — Gy).
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La convexité de S implique pour tout couple réel (a,b)

a)?

S(b) < S(a) + (b—a)S'(a) + (b_TmaX(S”),

[asb]
d’ou
=2Mfjs172 = 1) 85+ 202 (fivae = Fi)Psntj 2
> S(uj — 2X\(fj4172 — f5)) — S(uy)
—2XM(fj41 = Fir1/2) 81 + 202 (i1 — fiv1/2)?80541)2
> S(ujtr = 2M(fi+1 — fi41/2)) — S(uj41).
Donc, fj11/2 vérifie I'inégalité
S(uj = 2M(fi+172 — f3)) — S(u;) + S(ujr1 = sA(fj1 = fir/2)) = S(uj41)

2 2
< =MGjy1 = Gy).

On obtient en remplagant u; —2A(f;41/2— f;) par Umc et w1 —2A(fj41—fj41/2)
par Uj/HED

S(ujija.) + S(uiizn)  S(uy) + S(ujia)
2 2

< =MG(uj41) — G(uy))

qui est I'inégalité entropique (2.17) du lemme 4. Ce lemme permet donc de conclure.

Le théoreme 14 est constructif car il propose un intervalle explicite non vide
pour le flux qui garantit la convergence de la solution numérique vers la solution

entropique lorsque les pas de discrétisation tendent vers 0 (voir corollaire 3).

Remarque 2.2.1

Lorsque f'(u;) < 0 et f'(uj41) < 0, on peut obtenir un résultat équivalent. Les
conditions entropiques pour les flux sont trouvées lorsque f’ a le méme signe de part
et d’autre du bord de maille, ¢’est-a-dire loin des points soniques. Pour étre complet,
il faudrait calculer les flux au voisinage des points soniques. Nous ne ferons pas ce

travail. [}

Corollaire 3

Supposons que u® € VB(R) (N L*(R) () L=(R).

On considére un schéma explicite de la forme (2.4), (2.6).

Supposons que les flux ;15 soient localement lipschitziens de leurs arguments.
On consideére les notations (2.19) et (2.20).

Supposons que f'(u;) > 0Vj € Z.

Supposons vérifiée la condition CFL

2
A < min ;(min (L Smjt1/2 Umjt1/25mj+1/2 )
T JEL \ 2uMj11)2 VB SM?_H/2 ’UMJ+1/25Mj+1/2
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Supposons que

fit1/2 € [Dj41/2:Pj41/2] ﬂ[bjaBj] ﬂ[rjﬂ/zﬂjﬂ/ﬂ VjeZ

(cet intervalle contient f(u;)).

Alors, le schéma est convergent vers la solution faible entropique de (2.1), (2.2).

Ce corollaire est une conséquence directe des théoremes 13 et 14.

Le schéma numérique que nous proposons ici est le schéma décentré aval sous les
contraintes de convergence entropique du corollaire 3, c’est-a-dire que les flux f; /9
sont choisis le plus proche possible des valeurs dans les mailles aval, toujours dans
Iintervalle [¢;11/2,®;41/21 05,851 N[rjs1/2:R41/2]- On peut consulter 'annexe B
pour une formulation complete de 'algorithme de décentrage aval sous contraintes

amont, dans sa version débrayée ou non!.

2.3 Résultats numériques

Ce que nous avons fait ci-dessus est valable pour toute équation scalaire a flux
strictement convexe. Nous montrons des résultats numériques pour 1’équation de

Burgers, qui est I’archétype des équations non linéaires a flux strictement convexes.

L’équation de Burgers s’écrit (¢t € R, z € R)

2
Opu + am% = 0. (2.24)

Un couple entropie-flux d’entropie possible est (u?/2,u%/3). Nous présentons
deux résultats, 'un en temps court et autre en temps long (avec des conditions
périodiques sur les bords, comme dans le cas de I’advection). La condition initiale
choisie est la méme que pour la figure 2.1. Nous comparons les résultats donnés
par le schéma décentré amont (schéma de Roe) et le schéma décentré aval sous les

contraintes de convergence vers la solution entropique du théoreme 14.

1. Pour la version « débrayée », voir ci-apres.
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2 T T T T

décentrage amont —+— )222(
décentrage aval --x--

18

12

1 I I I I I
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

Fia. 2.2 — Solutions numériques a t = 0,2.

Nous constatons que le décentrage aval sous contraintes est moins dissipatif que le
décentrage amont (particulierement au voisinage du choc), tout en restant entropique
(la détente est bien calculée).

En temps long (figure 2.3), comme la « téte » de la détente avance plus vite que
le choc, I'amplitude de la solution diminue avec le temps et la diffusion numérique

due au décentrage amont se fait encore plus sentir.

1.62 T T T

décentrage amont —+—
16 F décentrage aval —-x-- 2%

1.46
1.44

1.42

1.4 I I I I I I L I I
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Fi1G. 2.3 — Solutions numériques a t = 4,7.

Le choc est bien perceptible avec le décentrage aval, mais nous ne retrouvons
pas 'exactitude qui caractérise le schéma décentré aval sous contraintes amont pour
I’advection linéaire. Cependant, on peut apporter une grande amélioration en remar-
quant que les conditions entropiques ne sont pas nécessaires lorsque la solution est
décroissante, car les endroits ot la solution est décroissante sont générateurs de chocs
pour les équations scalaires a flux convexe. Or, il y a unicité de la solution faible

pour un choc. On peut donc « débrayer » I’algorithme dans les zones décroissantes
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(uj > wujt1) en éliminant les conditions entropiques, et en ne gardant que les
conditions de stabilité (stabilité L>® et décroissance de la variation totale). Cela
se traduit par le choix du flux f;,1/2 le plus proche de f (uj41) et dans lintervalle
[9j41/2:Pj41/2) N[bj,B;] au lieu de Uintervalle [¢;11/2,%;11/2] N[0, Bs] N7 1/2:Rj41/2])-
Nous ne justifierons pas ceci rigoureusement. Nous indiquons seulement que LeFloch
et Liu utilisent ce type de débrayage et démontrent sa validité ([62]). Les résultats

du schéma débrayé sont & nouveau optimaux pour le choc (figure 2.4).

1.65

décentrage amont —+—

16 décentrage aval —-x-- X 4
i
X |
|
|
f

1.35 I I I I I I I
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Fia. 2.4 — Solutions numériques a t = 4,7.
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Chapitre 3

Un exemple de systeme non

linéaire : les équations d’Euler

L’écriture d’algorithmes non dissipatifs de résolution numérique des équations
scalaires (advection linéaire au chapitre 1 et équations scalaires & flux strictement
convexe au chapitre 2) a été basée sur la connaissance d’estimations a priori sur les
solutions exactes : stabilité L, décroissance de la variation totale, décroissance de
I’entropie mathématique. Pour les systemes non linéaires, les estimations a priori
connues sont moins évidentes. La stabilité L°° et la décroissance de la variation

totale de chaque composante ne sont pas la régle générale.

Dans certains systémes non linéaires (la dynamique des gaz compressibles par
exemple), il existe des champs « linéairement dégénérés » (cf. [41]). Ce comportement
linéaire est associé entre autres a une stabilité L™ et a une stabilité de la variation
totale, en un sens qui sera précisé. L’idée qui est a la base de ce chapitre sur les
équations d’Euler est que I'on peut décomposer la solution en une partie non linéaire
(associée aux champs vraiment non linéaires) et une partie linéaire (associée aux
champs linéairement dégénérés). Cette décomposition est effectuée dans la résolution
numérique par une décomposition d’opérateur. La partie non linéaire est résolue de
maniere classique (dissipative et entropique), tandis que la partie linéaire est résolue
a la maniere de I’équation d’advection linéaire dans le chapitre 1, c’est-a-dire en

décentrage aval sous contraintes amont.
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3.1 Le systeme des équations d’Euler

En dimension un (t € Rt z € R), la densité p(t,r), la vitesse u(t,z) et 1'énergie

totale spécifique e(t,x) d’un fluide eulérien vérifient les équations de conservation

Op + Oz (pu) =0,
By (pu) + 9z (pu® +p) =0, (3.1)
Oi(pe) + 0z (pue + pu) = 0.

Dans ce systeme, p est la pression du fluide et est donnée par la loi d’état de ce

fluide. Nous considérerons un fluide parfait, dont la loi est donnée par

p=(v—1)p(e —u®/2)

avec v > 1.

Ce systeme est un systeme hyperbolique et ses valeurs propres sont u — ¢, wu,
u+c, ¢ étant la vitesse du son donnée par ¢ = \/vp/p (cf. [41], [64] par exemple). La
partie linéairement dégénérée est une 2-onde, qui se propage a la vitesse u (deuxieme

valeur propre). C’est une discontinuité de contact.

3.2 Algorithme en dimension un

Afin d’obtenir un schéma non dissipatif pour la discontinuité de contact, nous
décomposons la résolution en

— la résolution de la partie vraiment non linéaire ;

— la résolution de la partie linéairement dégénérée.
Nous utilisons pour cela une décomposition « Lagrange + projection », c’est-a-dire
que le schéma numérique est décomposé a chaque pas de temps en deux étapes:

— une étape lagrangienne ;

— une étape de projection (ou d’advection).
Pour alléger les notations, nous supprimons les indices de temps et ne présentons le
schéma que sur un pas de temps. Les variables discretes sont surmontées d’un tilde
apres la phase lagrangienne (étape intermédiaire) et d'un chapeau apres 1'étape de

projection.

3.2.1 Etape lagrangienne

L’étape lagrangienne peut se voir comme une phase du calcul durant laquelle
seuls les efforts de pression jouent un role.
Soit 7 le volume spécifique du fluide:

T=-.

p
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Il est aisé de montrer que pour les solutions réguliéres, (3.1) est équivalent a

pD¢T — Opu = 0,
thu + 89617 =0, (3'2)
pDie + 0z (pu) =0

ou Dy est Popérateur de dérivation lagrangienne: D;- = 0; - +u0d,-. Cette forme des
équations est parfois appelée forme « pseudo-lagrangienne » des équations d’Euler.
L’étape lagrangienne du schéma numérique est une discrétisation de ces équations.

Les notations pour la solution numérique sont les mémes que dans les chapitres
précédents : indices j pour les numéros de mailles, indices j + 1/2 pour les flux aux
bords des mailles (j € Z).

Le schéma que nous choisissons pour cette phase lagrangienne est

TP T o Y2 T -1/

O
pj~JAt J + J+1/2Ax j—1/2 =0, (33)
ps ejA—tej n Pg+1/2uj+1/2A—xP]71/2%71/2 —0,

les valeurs des flux u? 1/2 et p;? 12 étant données par les formules

* .
PCit12 = \/maX(ijjZanHCjHQ) min(p;,pj+1);
*

D +DPjr1 |, PCit1/2
Pjt1j2 = 2 = 4+ J2 2 (uj — uji), (3.4)
Ujt1/e = (0j = Pj+1) + 5 (W5 +ujp)-
PCj+1/2

Rappelons que ¢ = \/’)T/p est la vitesse du son du fluide. Ce schéma est décrit avec
précision dans [30], [34], [29]. Il sera réutilisé dans la partie III de ce travail.

Nous rappelons (sans le démontrer ici, voir pour cela [30] ou [29] ou un résultat
équivalent pour le cas a plusieurs especes, partie III, proposition 14) que ce schéma

est entropique au sens du lemme 6. On note S I'entropie physique du systeme :
S =In(er?™1)

en notant € = e — u?/2 I'énergie interne spécifique du fluide.

Lemme 6

Sous une condition de type CFL,

§jZSj Vj € Z.
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Cette phase du calcul est assez classique (et apparentée & un schéma de Roe).
C’est dans la phase de projection (ou d’advection, ou de transport, ou encore de
convection) que l'originalité et le caractére antidissipatif pour les discontinuités de

contact apparaissent.

3.2.2 Etape de projection

Apres la phase lagrangienne durant laquelle seuls les efforts de pression ont été
pris en compte, cette phase de projection est en quelque sorte une phase durant
laquelle on ne tient compte que du déplacement a la vitesse-matiere u.

Le schéma proposé est

Pi — Py n Pj+1/2Wj11/2 — Pj—1/2Wj—1/2

=0
AL _Ax ’
Pt — Pit Pit1/2U+1/2U541/2 = Pj—1/2Uj-1/2tj-1/2 _ 0, (3.5)
At Az
Pt = £ | Pir1/2Biey/atiye = Dj1/s8i-1/2ti-
At Ax '

Dans ces formules, les quantités pjq/2, Uji1/2 €t €j41/2 sont les flux aux bords des
mailles, & déterminer (destinés a étre décentrés aval sous contraintes amont). On
peut vérifier que le schéma global (phase lagrangienne suivie de phase de transport)

est bien « consistant » avec le systeme (3.1):

Pj— Py I Pi+1/2%j+1/2 = Pj—1/2Uj-1/2

=0
At Az ’
Pt — piuj P]+1/2U i+1/2Wj4+1/2 — P] 1/2“; 1/2Uj—1/2 + Djt1/2 — Pj—1/2
n =0, (3.6)
o At _ Az
Pj€5 — Pj€;j n pj+1/26j+1/2u]+1/2 = Pj—1/2€j—-1/2Uj—1/2 T Pjt1/2Wj+1/2 — Pj—1/2Uj—1/2 —0
At Ax -

Remarque 3.2.1
La forme (3.6) du schéma (forme globale) montre que c’est un schéma conservatif.

Dans les références déja citées [30], [29], [34], le choix qui est fait pour les flux
Pj+1/2> Ujy1/2 €t €j4q/2 est le choix du décentrage amont. Avec ce décentrage, le

schéma est entropique sous condition CFL, au sens ol

5

Ce résultat est démontré dans [30], et nous démontrons un résultat du méme type

(gj,Sj 1) i ujp12 > 0et uj_y/9 >0,
1n(S]+1,Sj) st ujp12 <0etuj 10 <O.

VIV

min
m
pour les équations d’Euler a plusieurs constituants (partie III, proposition 18).

Nous ne faisons pas le choix ici du décentrage amont et nous perdrons cette

propriété.
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Au cours de la phase de projection, les variations des quantités discretes associées

a p, pu, pe sont consistantes avec les équations d’advection

Op + udyp = 0,
O(pu) + udy(pu) = 0, (3.7)
O(pe) + udy(pe) =0,

Pour s’en convaincre rapidement, il suffit de se rappeler que (3.6) est consistant
avec (3.1) et que (3.3) est consistant avec (3.2). Alors, (3.5), qui peut étre obtenu
par soustraction de (3.3) & (3.6), est consistant avec le résultat de la soustraction
de (3.2) a (3.1), c’est-a-dire les équations d’advection (3.7).

Les variables p, pu, pe étant solutions d’équations d’advection, il est légitime
d’imposer aux variables discrétes des contraintes de stabilité L et de décroissance
de la variation totale; nous appliquons la méthode (développée pour I'advection
linéaire au chapitre 1.1.2) de décentrage aval sous contraintes amont.

Cependant, il faut remarquer que le mode de discrétisation de ces équations
(systeme (3.5)) est un peu particulier car il couple les flux p; /2 et U; /9, ainsi que
les flux pj 1/2 et €41/ Le calcul direct des conditions de stabilité pourrait donc
étre compliqué. Nous décidons, pour simplifier tout cela, de ne faire dépendre ces
trois flux que d’un seul parametre 6~?J +1/2, qui représente le coefficient de combinaison
linéaire entre la valeur amont et la valeur aval, identique pour les trois variables.
Ce choix, qui a pour but de casser le couplage non linéaire entre les trois flux, a
une autre utilité : il permet d’obtenir un schéma non oscillant a la discontinuité de
contact (cf. lemme 4). Les flux de la phase de projection sont par définition tels que
35j+1/2 € [0,1] vérifiant

—stuji10 >0,

Pis1s2 = Ojp120; + (1 = 0541/2)pj+1,
Pir1/2Ujr1/2 = 05 172p5U5 + (1= 0541/2)pj 41541, (3.8)
ﬁj+1/2gj+l/2 = 9j+1/25j5j + (1 - 9j+1/2):5j+1€j+1?

— si U/j+1/2 S 0,

Pivije = iv172pj41 + (1 —0541/2)p;,
Piv1/2Uj11/2 = 0511720541541 + (1 — 0541/2) 0515, (3.9)
Pi+1/2€5+1/2 = 0417205416541 + (1 — 0541/2)p5€5

Cela signifie que I’'on exprime les flux de p, pu et pe comme des combinaisons linéaires
entre leurs valeurs amont et aval. En suivant toujours le méme principe de décentrage
aval sous contraintes amont, notre but est donc de choisir un 6,15 le plus proche

possible de 0 sous des contraintes de stabilité sur p, pu et pe.



84 CHAPITRE 3. EQUATIONS D’EULER

Supposons que u;y1/2 > 0 V) € Z. Les flux vérifient les équations (3.8), qui

peuvent se réécrire

Pir12 = 0j41/2(05 — Pj+1) + Pjt1,
Pit1/2Uj1/2 = O511/2(P5U5 — Pjt1tj41) + Pjt1tj41, (3.10)
Pi+1/2€5+1/2 = 0j+1/2(P5€5 — Pj+1€j41) + Pj41€j41-

On fait désormais I'hypothese que p; — pjt1 # 0, pjuj — pjr1tjr1 # 0 et pje; —

pj+1€j+1 # 0. On a donc trois expressions de ;1 /5.

6~7j+1/2 = (ﬁj+1/2 - ﬁj+1)/(5j - ﬁj+1)7
Oj+1/2 = (Pjr1/2Uj 4172 — Pi+1tj+1)/ (Pt — Pja1tjt), (3.11)

6j+1/2 = (ﬁj+1/2€j+1/2 - ﬁj+1€j+1)/(ﬁjgj - ﬁj+1gj+1)-

Maintenant, on consideére les trois équations d’advection (3.7) et leurs versions
discretes (3.5). Exactement comme dans le cas de I’advection linéaire au chapitre 1.1.2,
on trouve des conditions de stabilité sur les flux pour chacune des équations de (3.5),
et on en déduit des conditions de stabilité sur 6~?J +1/2 bour les trois équations, grace
a (3.11). Puis on peut calculer enfin les flux grace a (3.8).

Posons
777”]‘—1/2 = min(ﬁj*laﬁj)a
mj—l/Q = max(ﬁj,l,ﬁj),
MPY;_y o = min(pj_1U;—1,p;;),
MPe;_ )y = max(pj_1j_1,5;1;)
mPe 12 = Min(pj-1€j-1,0;€5),

MPpe;_y 5 = max(pj-1€-1,05€;)-

(3.12)

Nous avons fait I'hypothése uj /5 > 0 Vj € Z. Comme d’habitude, nous posons

A = At/Az. Nous posons encore

bjj = uﬁi/g,\(l) — M?;_ 1/2) + uj.:Zijq/z,
Bry = ﬁ(ﬂ —mPi_1p) + uj:;z”flvpj 1/2
bPUJ - j+i/2)\(p]uj — M7 j—1/2) uj+1;2 Mpu] 1/25 (3.13)
Bty = o ey = M)+ G m s,
Iie/j B J+1/2)\(p] j _Mp] 1/2) + j+1;sze] 1/2>
| B = qu/QA(PJ j—mPi_1ys) + uj:gm j—1/2-

Lemme 7
Supposons que ujy 15 > 0Vj € Z.

Supposons vérifiée la condition CFL r?gZ)((uj+1/2))\ <1
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Alors,

[67" Br; ]ﬂ[ ]_H/Q,MPJH/Q] qui n’est pas vide,
pjuj € [bP“ Bru ]ﬂ[mp j+1/2,MP j+1/2] qui n’est pas vide,
pj€j € [bP j,BPej] N[mee j+1/2,MP j+1/2] qui n’est pas vide.

De plus, si pour tout j € Z

S [&]’E\/P]] ﬂ[ﬁ]-l—l/Za/M;j—‘,—l/Q]
Pi+1/2Uj41/2 € [b oes] N me J+1/25 Meu 172
[bee ;, Bee;] (\[mee ]+1/2,Mp j+1/2)s

Pj+1/2€j+1/2 €

la phase de projection (3.5) est stable L et a variation totale décroissante pour

chacune des variables p, pu, pe. |

Ce lemme se démontre exactement comme le théoréeme 2 du chapitre 1: écriture
de conditions sur les flux en j+1/2 qui sont nécessaires et suffisantes pour la stabilité
et qui font intervenir les flux en j — 1/2, puis ajout de la condition de consistance
qui permet de lever la dépendance vis a vis des flux en j — 1/2. Nous ne répétons
pas ici les détails.

Grace aux formules (3.11), les trois intervalles de stabilité ci-dessus peuvent
se convertir en trois intervalles de stabilité pour 5j+1 /2. S1 on choisit §j+1 /2 dans
I'intersection de ces trois nouveaux intervalles (a supposer que leur intersection ne
soit pas vide), on sera certain de la stabilité L> de la phase de projection (3.5) et
de la décroissance de la variation totale de chaque variable.

En premier lieu, les trois conditions de consistance p; € [m J+1/2,MP]+1/2]
Pj+1/2Ujr1/2 € [Wthrl/Z,ijrl/Q] Pit1/2€j41/2 € [mPe ]+1/2,Mp j1/2] se tra-
duisent par

§j+1/2 € [0,1]

Etudions les intervalles [l;vpj,E/P 1B [bP“ B ;] et [bpe Bre j]. Rappelons que l'on a
fait l’hypothése que ﬁj — ﬁj+1 7& O, pjuj — pj+1ﬁj+1 7é 0 et pjgj — ﬁj+1€j+1 7é 0. Les
formules (3.11) permettent de trouver de nouvelles bornes pour ;1 /o. Par exemple,

la premiere ligne de (3.11) donne

b —Pg+1 BPj — Bt
Pj —Pj+1 Pj = Pj+1

[Bp i — Pj+1 V75— pit1
Pj = Pj+1 p]_pj-l-l.

si pj > pj+179j+1/2 S [

sipj < Pj+1a‘9]+1/2 €

La méme opération est possible pour chaque ligne de (3.11), et elle conduit au
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lemme 8. On définit six nouveaux réels (mais ce sont les derniers de ce chapitre).

(

b, — pi
J R
. ﬁ ﬁ 1 SL pj > Pj+1,
_ — Pj+
aliprp=9q =
BP. — 7.
J TP o~ o~
== S1pj <pPj+1,
Pi = Pitl (3.14)
BPj—pitv1 .~ ~
—~ ﬁ_ﬁ 1 SL Pj > P41,
Ar. — Pi— Pj+
Jj+1/2 bP: — s
J TP+ o~
B — il S1pj < Pj+1;
i~ Pj
( 6;25 ~ ~
j TP o~
~~———=——=— 81 pjUj > Pjt1Uj+1,
aPu g = P T Pir1ti+l
j+1/ Bpuj _ ﬁj+1aj+1 o o
Pl — Pt S Pt
R 3.15
By = Pty g m S 5w .
R ol o~ Tiad
A= Pl Pt rr
] ~ ~
O — PjiUjet oo
ﬁﬁ . ﬁ‘—}—lﬁ’-i—l SL pjuy < Pi+1Uj41,
Ui — Pi+1Y;
( ( ~ ~
P — Pj1€jn oo o o
N ~= ~ ~ S1 Pj€5 > Pj+1€541,
Fsi1s =4 DI~ DS
] ~ ~
Brj = pjm€jmt o~~~
ﬁg _ ﬁ'+lg‘+1 S1 pj€j < Pj+1€541,
0j€5 ~ Pi+165 (3.16)
B = Pi+iCin Sl p;€; > Pit1€+1
Are . 1/ = é?:evj _ﬁj+1gj+1 I AR
j+1/ bre; — pii1€;
J j+165+1 o~ ~ < 5B
ﬁg — ,’5‘4_154_1 81 pj€; Pj+1€5+1,
7€5 — Pj+1€;

Lemme 8
Supposons que uji 1/, > 0Vj € Z.
Supposons que p;j — pj+1 # 0, pju; — pj+r1ujp1 # 0 et pje; — pjr1€j41 # 0 V) € Z.
Supposons vérifiée la condition CFL maZX(ujH/Q))\ <1
j€

Alors, pour tout j € Z,
1 € [aP)112,AP)41/5] ﬂ[ﬁjﬂ/z,z‘lp”jﬂ/z] ﬂ[czb/ejJrl/QaApejJrl/ﬂ ﬂ[oal] qui n’est pas vide.

De plus, sif;1/2 € [aPj41/2,4P;41] ﬂ[ﬁjﬂ/%Ap“jH/z] n[&b/ejJrl/%ApejJrl/ZLﬂ[O,l]
Vj € Z, la phase de projection (3.5) ou les flux sont donnés en fonction de 0;, 1
par (3.8) est stable L™ et a variation totale décroissante pour les variables p, pu et

pe. [

Pour 6;1/5 =1, on retrouve le schéma décentré amont.
Nous avons trouvé un intervalle de stabilité pour le coefficient 6;, /. Le schéma

que nous choisissons est le schéma décentré le plus possible vers 'aval sous ces
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contraintes. Ceci s’effectue en choisissant le 6~?j+1 /2 le plus proche de 0 et dans l'in-
tervalle [aP; 1 o, AP 11 /o] (a1 1 /2, 4P% 11 o) [aP%5 412,471 72 N[0,1].
Remarque 3.2.2

On fait 'hypothése p; — pj11 # 0, pju; — pir1uj1 # 0 et pje; — pjr1€j41 # 0 pour
pouvoir diviser par ces quantités. En fait, si I'une de ces quantités est nulle, cela
signifie que la valeur amont et la valeur aval sont égales, et dans ce cas, le schéma
est stable pour toute valeur de §j+1/2. Cette hypothése est donc une hypothése
technique non restrictive. Cependant, dans un programme informatique, il faut tenir

compte de cette singularité (cf. annexe C par exemple). [ |

Nous montrons maintenant une propriété importante du schéma ainsi construit.
Il s’agit d’une propriété de transport exact des discontinuités de contact. Dans la
proposition 4, nous montrons que ni la pression ni la vitesse n’oscillent a la disconti-
nuité de contact. Dans le théoreme 15, nous montrons un résultat de transport exact
de la densité pour une classe de densités initiales lorsque la vitesse et la pression
sont constantes. Cette classe est la classe de fonctions numériques étudiée dans le

chapitre 1.1.4 pour ’advection linéaire en dimension un.

Proposition 4
Considérons le schéma décentré aval sous contraintes amont défini ci-dessus, pour

un gaz parfait de coefficient adiabatique . Supposons que
pi > 0 Vjez,
uj=u>0 Vje€LZL,
pj=p VjeEL.
Supposons vérifiée la condition CFL u\ < 1.
Alors, apres la phase lagrangienne,
pj=pj Vi€l
'sz =u VjEZ,

v | (3.17)
€ = €; Vj € Z,
pj=p Vj€L,
et apres la phase de projection,
uj=u VjeZ
I (3.18)
pj=p Vi€,
|

Démonstration
La phase lagrangienne (équation (3.17)) ne pose pas de probleme: les formules de

quantités de bord (3.4) donnent p; /5 = p et u; 10 = u Vj € Z. Puis I'écriture de
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la phase lagrangienne (3.3) donne
7-j =T \V/j € Z,
'sz =u VjEZ,
gj =€j VjeZ,
donc p; = p(7j,€5,u;) = p(7j,€5,u) = pj, et donc (3.17) est prouvé.
Pour montrer (3.18), on utilise I'hypothese de gaz parfait. De plus, on utilise le
fait que le coefficient de combinaison linéaire §j+1 /2 est le méme pour p, pu et pe.

Commencons par montrer que u; = u Vj € Z. La deuxieme équation de (3.5)

donne
Pty = pju — uNPjp1/2Ujp1/2 — Pj—1/2Uj—1/2);

que la premiére équation de (3.5) permet de transformer en

uj(pj — uNpjr1/2 — Pj—1/2)) = ulp; — MPjr1/2Uj41/2 — Pj—1/2Uj—1/2))-

Supposons maintenant que u > 0. Alors, d’apres les expressions (3.8),

aj(ﬂj - U)‘(ﬁj—f—l/Q - ﬁj—1/2))
= u(pj = A(Oj11/20505+ (1 =041 /2) P11~ 051 /201U -1 — (1 =0;_12) p;Uy)),
soit

aj(ﬂj - U)‘(ﬁj—f—l/Q - ﬁj—1/2))

= u(p; — A(9j+1/2pju +(1 - 9j+1/2)Pj+1U —0;_1/2pj—1u — (1- ‘9]'71/2)9]‘“))-

Ceci est équivalent a

uj(pj — U)\(ﬁj+1/2 - ﬁj71/2)) =u(pj — U)\(ﬁj+1/2 - ﬁj71/2))7
et donc
Ujpj = upj-

De plus, sous la condition CFL uX < 1, p est stable L>, donc p; > I]Ileg:l(pj) > 0,
donc on a forcément u; = u.

Montrons maintenant que p; = p Vj € Z. La premiere et la troisieme lignes
de (3.5) donnent p; et p;e;. Cela permet de calculer p; = (v — 1)p;(€; — 45/2) =
(v — 1)p; (€5 — u?/2).

p;i = (v —1(pje; —uMpjr1/2€j41/2 — Pj—1/2€j—-1/2)
—u?/2(pj — uN(Pji1/2 — Pj-1/2)))
= (v = D(pjle; —u?/2)
—uN(pPj1/2(Er1/2 — uP/2) = Pj_1/2(€51/2 — u?/2)))
=p— (v = D)ur(Djs1/2(€j41/2 — u?/2) — pj_1/2(€j_1/2 — u?/2))
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(on a utilisé de maniere intensive ’hypotheése de gaz parfait). On utilise & nouveau
I’expression de combinaison linéaire des flux. Supposons encore que v > 0. Alors,

d’apres les expressions (3.8),

pj =p—(v— 1)U>\(§j+~1/2(5j5j —u?/2) + (1~ §j+l/2)(gj+lgj+1 —u?/2)
—0;_1y2(pj1€5-1 —u?/2) — (1 — 0;_12)(pj€; — u?/2)),
soit

pj=p—(v—DuXOjy1/0p+ (1 = 0j41/2)p — 1720 — (1 = b;1/2)P) = p.
Si la vitesse et la pression sont constantes initialement, elles le restent. [ |

Théoréme 15
Considérons le schéma décentré aval sous contraintes amont défini ci-dessus, pour
un gaz parfait de coefficient adiabatique . Supposons que
p; >0 VjeZ,
uj=u>0 VjeZ,
pj=p Vj€EL.
Supposons que la fonction discréte (pj);cz vérifie
Jdk € [0,1] tel que Vj € Z,

P3j+1 = P3j; (3.19)
p3j+2 = Kkp3j+1 + (1 — K)p3jrs (hypothése de combinaison linéaire).

Supposons vérifiée la condition CFL u\ < 1.

Alors,
a) apres la phase lagrangienne,
pj=p; VjEL,
'dj =u VjeZ,

B ‘ (3.20)
ej=e; VjeEL,
pj=p Vj€Z,

b) et aprés la phase de projection,
uj=u VjeZ
A (3.21)
pj=p Vi€,

et la densité est donnée par
— si k +uX <1, pour tout j,
P3j+1 = P3j = P3j,
p3j+2 = Kp3j+1 + (1 — K)p3ji3

avec 0 <k=r+u\<1;
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— s8i k+ uX > 1, pour tout j,
P3j+2 = P3j+1 = P3j+1,
P3j+3 = Kpsj+2 + (1 — K)P3j+a

avec 0<k=r-+u\—1<1.

Démonstration
Les équations (3.20) et (3.21) découlent directement de la proposition 4. Le reste
repose sur le fait que, puisque la vitesse et la pression sont constantes, la variable

pe est une fonction affine de p:

p=(v—1pje; —u?/2),

d’ot )
U

2 '+7—1'

Un calcul simple montre qu’alors les bornes de stabilité associées a pe sont des

picj =

fonctions affines de celles associées a p,

R oy S
j—1/2 — -1/2 y—1>
— 5 —>

Wy = $M0 ok 2,

=72
—~ 9 ~
e. — u- . p
bP]_ 2bpj+'yfl’
9~
e. — u- . p
BPJ_2BPJ+'\/71'

Puisque la vitesse est constante, on a

T/n\pajfl/Q = u;ﬁ/pjfl/%

@jfl/a: Uqu/m

bpuj = ubpj,

Bpuj = U,Bpj.
Donc, pour les j + 1/2 tels que pj # pjy1, on a pju; # pj+1Uj4+1 ainsi que pje; #
pj+1€j+1. Les formules (3.14), (3.15), (3.16) sont applicables et donnent

{ a~pj+1/2 = ‘;ﬁajﬂ/z = ‘;b/ejﬂ/z,

APjiyg = AP 10 = APy,

Dans le cas ol p; = pj41, on a pjuj = pj41Uj+1 ainsi que pje; = pjyi1€j41, donc
la consistance implique que décentrage amont et décentrage aval sont équivalents.
Ainsi, dans tous les cas, la seule stabilité de la variable p suffit pour la stabilité
de p, pu et pe. Donc, les flux décentrés aval sous contraintes amont que nous choi-
sissons dans cette phase de projection sont exactement les flux décentrés aval sous
contraintes amont choisis pour I'advection linéaire a vitesse u de la quantité p. Donc,

le théoreme 3 peut étre appliqué, ce qui démontre le présent théoreme. [ |
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Bien entendu, ce résultat sur un pas de temps peut se prolonger pour un nombre
quelconque de pas de temps, comme on 'a fait dans le cas de I'advection linéaire
(théoréeme 4) ou donner une estimation uniforme en temps de l’erreur (pour la classe
de fonctions considérée) dans le cas ou la vitesse et la pression sont constantes.

D’apreés le théoréeme 15, la discontinuité de contact, caractérisée par
une discontinuité de la densité et une vitesse et une pression constantes,

est transportée de maniére exacte (diffusée sur une maille au plus).

Remarque 3.2.3

Dans tout ce chapitre, comme dans les chapitres sur I’advection linéaire, nous avons
fait I'hypothése w12 > 0 Vj € Z. Lorsque ujy 1/ < 0 Vj € Z, on trouve bien
entendu des condition similaires de stabilité (en intervertissant les valeurs amont et
aval). De plus, la notion de stabilité est locale et nous avons donc le méme résultat
de stabilité en décentrant les flux en j + 1/2 vers ’aval sous contraintes amont dans

les deux cas:
— Ujy1/2 >0 et Uj—1/2 >0;
- Uj+1/2 <0et Uj+3/2 < 0.

Dans les autres cas (qui correspondent a un changement local du sens de transport),
nous choisirons le décentrage amont, qui remplit dans tous les cas les conditions
de stabilité exigées (se reporter a l’algorithme explicite en annexe C). De maniére
semblable, un probleme pourrait se poser dans le cas ou 3j € Z tel que uj 1/ =0,
car on ne peut pas alors diviser par u;j/y (formules (3.13)). Mais dans ce cas, on
peut prendre n’importe quelle valeur de flux (pour p, pu et pe), puisque ce flux
est multiplié par uj i/, = 0. Cette hypothése est donc une hypothese technique
non restrictive. Nous tiendrons néanmoins compte de cette singularité lors de la

programmation informatique de cet algorithme (voir annexe C). [ |

3.3 Résultats numériques

Les modalités de la phase de projection en décentrage aval sous contraintes amont
sont rappelées et condensées dans ’annexe C.

Nous ne présentons qu’'un résultat numérique, résultat obtenu pour le tube a
choc de Sod (voir [87]). Ce n’est pas un cas « difficile » (les schémas numériques se
comportent pour la plupart correctement avec ces conditions initiales). Néanmoins,
comme la solution développe les trois types d’onde des équations d’Euler — une
détente, une discontinuité de contact et un choc, il permet de mettre en lumiere les

grandes caractéristiques du schéma proposé.
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Les conditions initiales sont les suivantes.

1
u(z) =0 p siz<1/2;
1

Le parametre de gaz parfait est v = 1,4.

On présente les résultats donnés au temps ¢t = 0,14 par le schéma décentré amont
dans la phase de projection et le schéma décentré aval sous contraintes amont dans
la phase de projection (les phases lagrangiennes sont identiques). Nous faisons trois
calculs: un calcul sur un maillage a cinquante mailles, un calcul sur un maillage a

cent mailles et un calcul sur un maillage a cinq cents mailles.

T T T
décentrage amont —+—
N décentrage aval —-x--

09

0.8 |

05 |
04 |
03

0.2 |

01 L L L L L L L 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Fi1G. 3.1 — Densité avec cinquante mailles.
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1

0.9

0.8

0.7

0.6

05

0.4

03

0.2

0.1

0

09

0.8

0.7

0.6

05

0.4

03

0.2

0.1

décentrage amont —+—
décentrage aval --x--

%

1 * S T T T —— T
décentrage amont —+—
X décentrage aval --x--

0.1 L L

0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1

0 0.1 0.2

Fic. 3.3 — Pression avec -cinquante

mailles.

09

0.8 |

0.7 |

T T
décentrage amont —+—
décentrage aval —-x--

01 L L L L L
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

0.6 0.7 0.8 0.9 1

F1G. 3.4 — Densité avec cent mailles.

décentrage amont —+—
décentrage aval --x--

1 T T T T T T T
% décentrage amont —+—
décentrage aval --x--

0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1

F1G. 3.5 — Vitesse avec cent mailles.

01 L L L
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

F1G. 3.6 — Pression avec cent mailles.
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l T T T A T T
décentrage amont —+—
décentrage aval ——x--
09 4
0.8 4
0.7 4
0.6 4
0.5 4
0.4 .
0.3 B
0.2 4
Ol 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Fic. 3.7 — Densité avec cing cents mailles.
1 T T T 1 T - T T
[ s [T el = |
0.8 B
0.8 4
0.7 4
07 4
06 [ B
0.6 4
05 4
05 =
04 4
04 4
03 B
02 L | 03 g
0.1 4 02+ 4
. e o e
0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Fi1c. 3.8 — Vitesse avec cing cents mailles. | F1G. 3.9 — Pression avec cing cents
mailles.

Sur ces figures pour le tube de Sod, on constate les choses suivantes.

Les solutions données par les deux schémas convergent conjointement (les pla-
teaux sont bien calculés, méme avec un maillage grossier) ;

la détente est un peu « chahutée » avec le décentrage aval sous contraintes
amont, elle n’est pas tout & fait entropique ; cependant, lorsque ’on fait tendre
le pas du maillage Az vers 0, la solution numérique semble tendre vers la
solution entropique (« convergence numérique »).

le choc est un peu moins diffusé en décentrage aval qu’en décentrage amont ;
I’essentiel de la différence est observé sur la discontinuité de contact: tres

diffuse avec le décentrage amont, elle a une largeur d’une maille seulement
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avec le décentrage aval sous contraintes amont.

Remarque 3.3.1
Le théoréme 15 n’explique pas pourquoi la discontinuité de contact apparait de
manieére correcte. En revanche, il prévoit qu’une fois que celle-ci est apparue, elle est

transportée de maniére exacte. [ ]

Remarque 3.3.2
Le schéma présenté dans ce chapitre est un schéma d’ordre un. La littérature foi-
sonne de schémas d’ordre élevés, dont le but est de conserver les discontinuités, en

particulier les discontinuités de contact. On fait référence par exemple
— aux schémas d’ordre deux et VTD (de type MUSCL, [93], [45], [44], [75], [74],
[23], [24], [65], [71]);
— aux schémas ENO ([84], [3], [85], [86]) ;
— aux schémas spectraux (de type « Galerkin dicontinu », [30], [29], [49]).

On peut comparer de nombreux schémas sur de nombreux cas-tests dans [10]. L’aug-
mentation de I'ordre d’un schéma est en effet un bon moyen de réduire la dissipation
numérique. Cependant, a notre connaissance, ces schémas ne permettent pas de si-
tuer la discontinuité de contact sur une seule maille; de plus, I'étalement de cette
discontinuité augmente avec le temps (quand il ne s’agit pas d’une discontinuité

stationnaire). |

3.4 Extension en dimension deux

Les équations d’Euler en dimension deux sont

Oup+ Bu(pu) + 0, (pv) = 0,

Ay (pu) + 0z (pu® + p) + 8y (puv) =0,

By (pv) + Oz (puv) + 9y (pv® +p) = 0,
O¢(pe) + 0z(pue + pu) + 0y (pve + pv) = 0.

(3.22)

3.4.1 Résolution numérique

Nous résolvons numériquement ces équations grace a une décomposition direc-
tionnelle (comme l’advection linéaire en dimension deux). Cela consiste a résoudre
alternativement

Op + 0z(pu) =
A (pu) + 5m(pu2 + p) =0,
Ot (pv) + Oz (puv) =
_|_

(o (3.23)
9(pe) + Oz (pue + pU) =0
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puis
Op + 0y (pv) =
O (pu) + 9y (puv )
By (pv) + 9y (pv? +p) =0,
di(pe) + 0, (pve + pv) =0

(3.24)

Chacune de ces phases est résolue en décomposition Lagrange + projection comme
dans le chapitre précédent. Pour résumer, on répete cycliquement les opérations
suivantes :

— phase lagrangienne horizontale ;

— phase de projection horizontale ;

— phase lagrangienne verticale ;

— phase de projection verticale.
Nous n’insistons pas sur la maniere d’écrire le schéma (elle se déduit facilement du
chapitre 3.1).

Les résultats de transport exact de la discontinuité de contact de dimension un
se généralisent a la dimension deux pour la classe des fonctions du théoreéme 6 de la

section 1.2.2. Nous ne détaillons pas ces résultats répétitifs.

3.4.2 Résultats numériques

Le cas que nous présentons est un tube a choc de Sod divergent. Il s’agit d’une
discontinuité des données initiales égale a la discontinuité des conditions initiales
du tube & choc de Sod en dimension un, placée sur un cercle de centre (0,0) et de
rayon 0,5.

()

p=0,125
p=0,1
u=v=0
0 ()
0 1

L’exposant adiabatique est v = 1,4.
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Le maillage choisi a cinquante mailles en x et cinquante en y, c’est un maillage a

2500 mailles carrées. Nous présentons le résultat a ¢ = 0,2 pour le décentrage amont

dans les phases de projection (horizontale et verticale), puis celui pour le décentrage

aval sous contraintes amont. On peut observer la densité sous deux angles différents,

la vitesse et la pression.

Fia. 3.12 — Densité, décentrage amont,

zoom du précédent graphe.

0.9 012202009:20 0% o
KRR ALERRIRIRR
SEEERESERSIRNR
07 S
2o o 0908 % SRS

g:g RSN
0.4 G e oo e S e ta sty

S e et e oS s e Ss e eSS
03 RIS
0.2
0.1

Fic. 3.14 -

différent, décentrage amont.

Densité sous un angle

Fi1a. 3.13 — Densité, décentrage aval, zoom

du précédent graphe.

& .
20400%05% SIS
Vrog20o0e3% SR
IR0 NN
RN
1 SRR
02 SRR
08 AREESTBERIRS
% e
08 e
0.4
0.3
0.2
0.1
0 0
171
"
Fiac. 3.15 — Densité sous un angle

différent, décentrage aval.
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ocoooo0000

chNmROGu®oER
cooocooooo

chNmROGI®oR

Fi1G. 3.16 — Vitesse, décentrage amont. Fi1G. 3.17 — Vitesse, décentrage aval.

Fi1G. 3.18 — Pression, décentrage amont. Fia. 3.19 — Pression, décentrage aval.

Les caractéristiques du schéma sont les mémes qu’en dimension un : calcul correct
des plateaux, détente pas tout a fait réguliere, choc assez raide et discontinuité de
contact parfaite. En particulier, la figure 3.13 montre une discontinuité de contact

située sur une maille dans chaque direction.

Petite conclusion (pour le chapitre 3)

Nous avons introduit un nouvel algorithme de résolution numérique des équations
d’Euler. Cet algorithme est d’ordre un. Basé sur la technique de la décomposition
Lagrange-projection, il s’apparente a de nombreux schémas qui voient le jour ac-
tuellement : voir [30], [29], [49], [13]... I présente cependant une différence essentielle
avec ces derniers: la phase de projection n’introduit pas de dissipation numérique.
Elle utilise la technique du décentrage aval sous contraintes amont développée dans
le chapitre 1 (et [32]). Le principal résultat est le transport exact des discontinuités
de contact pour les gaz parfaits (théoréme 15). Cela appelle quelques commentaires
et comparaisons avec des algorithmes connus.

Nous faisons ici référence a quatre types de schémas dont les propriétés aux
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discontinuités sont similaires. Ils s’agit de méthodes pseudo-lagrangiennes, de la
méthode des fluides fantomes, d’une méthode de déplacement-ajustement automa-
tique de maillage de Harten et Hyman, et du schéma de Glimm.

Des méthodes pseudo-lagrangiennes peuvent permettre dans certains cas un cal-
cul exact de discontinuités de contact (voir [95]). Il faut noter que ces techniques font
appel a une détection des discontinuités de contact puis a un déplacement eulérien
de la discontinuité. Ces méthodes nous paraissent moins générales.

La méthode des fluides fantomes (ghost fluids method), qui repose sur la définition
d’un fluide fictif dans chaque maille en plus du fluide réel, nécessite elle aussi la
connaissance de la discontinuité (qu’il s’agisse d’une discontinuité de contact ou
d’un choc) initiale. Cela constitue une restriction.

Une méthode intéressante de déplacement de maillage a été développée par Har-
ten et Hyman dans [46]. Les résultats qu'ils obtiennent en dimension un sont compa-
rables aux résultats présentés ici pour la discontinuité de contact et meilleurs pour
le choc, qui est lui aussi exact. Cependant, ils doivent faire face a des problemes en-
tropiques: apparition de discontinuités ou I’on attend une détente. Ce défaut peut
étre évacué grace a un ajout de viscosité, ce qui altere la qualité de la discontinuité
de contact.

Enfin, nous évoquons le schéma de Glimm ([38], [20], [21]). Ce schéma tres par-
ticulier n’est pas un schéma de type différences finies, ni volumes finis. Il exploite
de maniere systématique la connaissance de la solution exacte du probleme de Rie-
mann. En dimension un, il donne des résultats meilleurs que l'algorithme présenté
ici: méme précision pour les discontinuités de contact, et quasi-exactitude pour les
détentes et les chocs. Cependant, I’extension a la dimension deux (par décomposition
directionnelle) se révele problématique, avec 'apparition d’oscillations et d’erreurs
résiduelles qui ne convergent vers 0 qu’« en moyenne ». Pour remédier a ceci, Colella
propose dans [21] un algorithme hybride Glimm-Godunov. Celui-ci est dissipatif.

L’algorithme présenté ici de décentrage aval sous contraintes amont parait étre
le seul a ce jour a permettre la résolution parfaite des discontinuités de contact en
dimension deux en variables eulériennes et en maintenant la stabilité des chocs et
le calcul correct des détentes. Cependant, ce schéma n’est pas positif, en particulier
rien ne s’oppose a 'apparition d’une énergie interne négative. Il serait intéressant

de corriger ce défaut.
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Deuxieme partie

Modeles de mélange
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Chapitre 1

Introduction

Dans cette partie, nous construisons et étudions une classe de modeles qui
décrivent le comportement des mélanges fluides eulériens compressibles et non réactifs.
L’essentiel de cette partie (a part le chapitre 7) est tiré de [54].

Les modeles de mélange peuvent avoir deux applications différentes.

Soit ils sont utilisés pour décrire des mélanges physiques (figure 1.1), dans le cas
d’une vraie zone de mélange étendue (mais alors notre modélisation est incompléte et
doit n’étre considérée que comme un point de départ pour I’élaboration de modeles
de mélanges réellement pertinents).

Soit ils sont utilisés pour résoudre le probleme du mélange numérique (figure 1.2).
Ce probleme apparait lors de la discrétisation d’une interface qui sépare des fluides
ayant des lois d’état différentes: la zone de mélange numérique est I’ensemble des

mailles qui recouvrent 'interface.

b
a
interface
zone de mélange (a et b) zone de mélange numérique
Fia. 1.1 — Mélange physique Fia. 1.2 — Mélange numérique

Notre attention sera essentiellement portée sur les mélanges numériques, pour les-
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quels ’hypotheése de non-miscibilité (physique) apportera deux équations (la sixiéme
et la huitiétme du systeme (2.4)). Il est important de souligner que méme dans le
cas du mélange seulement numérique, nous aurons a prendre en compte la présence
en un méme lieu (en une méme maille) de plusieurs fluides. Ceci sera formalisé par
la possibilité pour les fractions massiques de prendre toutes les valeurs comprises
entre 0 et 1. Ce n’est pas en contradiction avec les équations qui découlent de I’hy-
pothese de non-miscibilité. Une maniere de voir les choses est de considérer qu’il y
a deux échelles d’observation : I’échelle physique a laquelle on observe la séparation
des fluides, et ’échelle numérique, donnée par la finesse du maillage, a laquelle un
mélange apparait.

Nous envisageons dans cette partie les mélanges sous I'angle mathématique
(aussi bien dans la phase d’élaboration que lors de leur étude). En particulier, nous
montrerons au chapitre 4 un résultat de dégénérescence des modeles pour une zone
de mélange non étendue (cas d’une interface) : cela justifie I'utilisation des modeles
dans le cas du mélange numérique.

Tous ces modeles ont pour base le modele classique des fluides compressibles
non visqueux rappelé au chapitre 2, section 2.1. Nous abordons au chapitre 2 dans
la section 2.2 le point central de ’élaboration de la classe de modeles: le postulat
de l'existence d’une température et d’'une entropie pour le fluide global, vérifiant
une équation identique a celle du modele classique. De cette équation sera dérivée
toute une classe de modeles (chapitre 3). Nous aurons « au passage » construit
une thermodynamique des systemes a plusieurs températures. Viendront ensuite le
chapitre 4 et la dégénérescence déja évoquée. Le chapitre 5 étudie des propriétés
mathématiques des modeles de la classe. Un grand nombre de modeles ayant de
bonnes propriétés, nous ne sommes pas en mesure de faire un choix pour l'instant,
il faudra attendre des résultats numériques pour déterminer les meilleures options.

Dans un dernier chapitre, nous abordons le cas des solutions non régulieres en
démontrant 'existence et 'unicité d’une solution de type « onde progressive » pour

un des modeles proposés avec une régularisation de type « Navier-Stokes ».
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Chapitre 2
Le modele générique

2.1 Les équations d’Euler

Ces équations expriment pour un fluide parfait (i.e. newtonien non visqueux) en
I’absence de forces extérieures au fluide la conservation de la masse, de la quantité de
mouvement et de énergie totale. Soit d la dimension de I’espace physique: z € R¢
(d =1, 2 ou 3); les équations sont au nombre de d + 2. Des conditions initiales sont
données a l'instant ¢ = 0 et nous ne considérerons que les temps ¢ positifs. Si nous
notons p(t,z) la densité, u(t,z) la vitesse, e(t,x) la densité d’énergie, ces inconnues
définies sur 'espace R x R? (t € RT, z € R?) vérifient :

Orp + div(pu) =0
Ot(pu) +div(pu @ u+pl) =0 (2.1)
O¢(pe) + div(pue + pu) =0

ol I est la matrice « identité » de l'espace R?. L’opérateur div est la divergence
dans R?. La vitesse u(t,z) est & valeurs dans R? et les autres fonctions le sont dans
R. Le systeme est fermé par la loi d’état du fluide considéré, qui donne la pression
en fonction des densité, vitesse et énergie: p = p(p,u,e). Des hypotheéses générales
amenent a poser que la pression est telle qu’il existe deux fonctions T et S de

e=e—u?/2 et T =1/p vérifiant :
TdS = de + pdr.

Cette équation résume les premier et deuxieme principes de la thermodynamique
pour un systéme thermodynamique subissant une transformation réversible ([9],

[17]).
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2.2 Un début de fermeture

Les équations voient leur nombre multiplié lorsque le fluide est composé de
plusieurs constituants. En effet, pour chaque espece, les densité, vitesse et énergie
représentent de nouvelles inconnues. Dans la suite du travail, on considere un fluide
a m constituants. Soient (p;)i"; les densités partielles, et (u;.e;,p;)i, les vitesse,
densité d’énergie totale et pression de chacun. Pour l’espece i, la pression p; est
fonction de la densité d’énergie e;, de la vitesse u; et de la densité réelle (et non
partielle) g; (p; # p;). Pour éclaircir les notations, nous n’utiliserons pas p; mais
le volume spécifique 7; = 1/p;. La densité du fluide global est p = 3" p; et son

L sont :

volume spécifique 7 = 1/p. Les quantités conservées
— la masse de chaque constituant ;
— la quantité de mouvement totale ;
— la densité d’énergie totale.

Les équations aux dérivées partielles associées sont :

Opi + div(pju;) =0 pouri=1,...,m
O(pu) +div(pu @ u+pl) =0 (2.2)
O(pe) + div(pue + pu) =0

ou p, « pression globale », est encore inconnue; elle n’est, a ce stade de la construc-
tion, que l'expression du tenseur des contraintes (voir [33]). Mais nous envisageons
déja d’en faire une fonction des pressions p; des constituants. Nous devons ajouter

a ce systeme les équations :

{ p=20pi (2.3)

pi = pi(Tiuie;) pouri=1,...m.

Ce systéme de [2m + d + 2] équations a pour inconnues:
= (pi)iZ1, p;
= (uwi)iZys us
= (e)iZy, €;
— (p)iZes p;
= (m)iy-
Elles sont au nombre de [(d + 4)m + d + 3].

Il s’agit donc de trouver [(d + 2)m + 1] relations de fermeture. Pour cela, il est

1. ’assimilation du fluide global & un fluide eulérien fait partie des trois « principes
métaphysiques » mis en avant par C. Truesdell puis I. Miiller et T. Ruggeri dans le cadre de la

« thermodynamique rationnelle » ([92] et [70])
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nécessaire de faire des hypothéses supplémentaires, qui conduisent & 1’élaboration
d’un modele, dont les bases sont jetées dans ce chapitre.

Nous expliquons ici les hypotheses qui permettent le choix du modele suivant :

(

Oipi +div(pju) =0 pouri=1,...,m
O(pu) + div(pu @ u+pl) =0
O¢(pe) + div(pue + pu) =0

_Nmo

pi = pi(Tiuie;) pouri=1,...,m
2211 Tipi =1

u; =u pourt=1,...,m

—_— m . .
[ e=2 5 e

assorti de relations de fermeture explicitées plus loin.
Commencons par examiner la seule hypotheése qui ait été faite sur la structure

du fluide: la non-miscibilité.

Proposition 5

L’hypothése de non-miscibilité se traduit mathématiquement par I'équation (2.5)2 :

m
ani =1. (2.5)
i=1

Démonstration

Soit w un ouvert inclus dans Pouvert © de R¢ contenant le fluide. Nous notons
V(w) le volume de cet ouvert et V;(w) le volume occupé par l'espece i dans w (ce
terme, « volume », n’a un sens que parce que les constituants ne sont pas mélangés).
Définissons encore m;(w) comme la masse de constituant i dans w. Ces notations
seront gardées dans toute la suite.

fluide fluide 7

w fluide k

2. Un point de vue différent mais avec des résultats équivalents est adopté dans [92], pour le cas

spécifique des fluides non miscibles.
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V(w) = / 1dV  ou dV est I'élément de volume.

Par définition de 7,

Vi(w) = | mdm; ou dm; est 'élément de masse de i.

£

Or m;(@) = [ pidV V& C Q. Donc

Vi) = [ npiav

On peut écrire Y ;" | Vi(w) = V(w). Ainsi

w o1 w

Ceci étant vrai pour tout w, on en déduit le résultat. [

Par la suite, nous appellerons « non miscibles » des constituants pour lesquels
on écrit (2.5)3. On peut exprimer cette égalité d’une autre maniere en utilisant les

proportions massiques (o), des constituants définies par p; = a;p. Donc,

m
Z T =T (2.6)
1=1

out=1/p.

Remarque 2.2.1
— L’équation ", p; = p de (2.3) a son équivalent sur les o; : > " o = 1.

— Il en est de méme pour les m premiéres équations de (2.2). En effet,
Opi +div(ipiu) =0 <= OJrayp + div(ajpu) =0,
soit, dans le cas ou les solutions sont réguliéres,
pOray; + pu.grade; + a;0¢p + adiv(pu) = 0.

D’autre part,
m

Orp + div(pu) = Z(@tpi + div(p;u)) =0

i=1

3. Dans l'ouvrage déja cité [92], les parameétres supplémentaires ¢;, fractions volumiques, sont
introduits, et un fluide multi-constituants non miscible est un fluide dont les équations constitutives
ne font pas intervenir ces fractions volumiques. Cette définition est équivalente, car notre définition
permet de calculer les fractions volumiques grace aux autres variables (¢; = p;7;), et nous pouvons

donc voir les équations constitutives comme dépendant des fractions volumiques.
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et ainsi

p(0ra; + u.grada;) = 0,

ce que l'on note encore

pDioy; =0 (2.7)

pour des solutions réguliéres. L’opérateur D; = 0; + u.grad est 'opérateur de
dérivation le long des lignes de courant (dérivation lagrangienne, ou encore
dérivation particulaire).

Désormais, le systeme est composé de [2m+d+3] équations, pour [(d+4)m+d+3]
inconnues.
On apporte une simplification de plus au probleme en considérant que la vitesse

est la méme pour chaque espece :

u; =u pourt=1,...,m.

Ceci fait I'apport de md équations, et il n’en manque plus que 2m.

Remarque 2.2.2

L’hypothése d’égalité des vitesses n’est pas triviale. On peut d’ores et déja noter
que ce modele n’est pas adapté a un liquide « traversé » par des bulles de gaz d’une
taille inférieure a la taille des mailles (qui sont siége de mélange numérique). C’est
une des caractéristiques qui distinguent notre modéle d’un modéle « diphasique »

(comme les modeles a plusieurs vitesses présentés dans [88]).

T vitesse du gaz

bulles de gaz vitesse
du liquide
liquide maille

Fia. 2.1 — Situation diphasique

Les prochaines hypotheéses sont d’ordre thermodynamique.

Définissons les densités d’énergie interne (e;)!",. Elles peuvent étre calculées en
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fonction des vitesses et des densités d’énergie: ; = e; — u;2/2 = e; — u?/2.
On suppose que chaque constituant 7 admet une température T; et une entropie

S; = S;i(7i,;) (densité d’entropie) telles que

T;dS; = de; + p;d;.

Pour le fluide global, posons
=1

Nous faisons ici une hypothése centrale: nous supposons qu’il existe T, a priori

fonction de toutes les variables du probléme, vérifiant :

TDtS = DtE —|—th7' (28)

pour des quantités S, € et T régulicres, ol € = e — u?/2 et p est la pression globale
utilisée dans les équations (2.2). Cette équation est supposée vraie indépendamment
du reste du systéme (par exemple pour les équations d’Euler diffusives*). Remar-
quons que pour des solutions régulieres de I’équation d’Euler, elle ne fait qu’imposer

la nullité de D.S (voir la proposition 8).

Remarque 2.2.3

Cette hypothése est tres forte. Elle assimile le fluide global a un fluide mono-
constituant, avec toutefois la différence primordiale que nous n’écrivons pas T'dS =
de + pdr ; cette écriture supposerait entre autres que S, T', et p seraient fonctions de
e et T exclusivement, ce qui est faux dans le cas général (on s’en convainc dans la

remarque 2.2.5). [ |

Nous supposons ensuite que toutes les fonctions d’état propres p;, T;, S; sont
régulieres en fonctions des variables d’état propres 7; et &;.
La derniere hypothese que nous faisons est que pour tout i, (S;)7, est strictement
concave en fonction de (7;,¢;) (fondements théoriques dans [9] et [17] par exemple).
L’énergie interne étant une variable extensive et les constituants n’étant pas

mélangés,

m
E QuE; = E.
i=1

4. Nous écrivons TD.S = D& 4+ pD.7 pour toutes les variations possibles de D.e et de D;7. Ceci
a une signification mathématique connue mais que nous décidons de ne pas exposer pour ne pas
compliquer les notations; elle suppose en effet l'introduction de formes différentielles non exactes
sur des variétés différentiables ([16] et [57])... D’ailleurs, cette précision n’est utile que lorsqu’on

étudie les solutions non régulieres et les relations de saut.
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Cette équation est obtenue par un raisonnement similaire a celui effectué pour les vo-
lumes spécifiques. En confrontant cette équation a ’hypothese d’égalité des vitesses,

on aboutit a une équation supplémentaire, sur les énergies totales:

m
E a;e; = e.
i=1

Nous avons ainsi écrit le systeéme (2.4), systéme auquel il manque [2m — 1] équations.
Mais nous avons introduit une température globale (7), pour laquelle il n’y a pas de
loi d’état, et nous I’ajoutons désormais dans les inconnues, ce qui porte le nombre

d’équations manquantes a [2m)].

Remarque 2.2.4

Les équations T =Y ;% o;T; et € = Y 1| a;&; ont été montrées grace a hypothése
de non-miscibilité. De méme, sous cette hypothése, I'entropie S définie par S =
>ty @;S; est entropie globale. Ces formules ne sont pas pertinentes dans le cas d’un
vrai mélange. Pour I’entropie, on s’en assure par exemple grace au théoréme de Gibbs
pour un mélange de gaz parfaits (lire [9]). Lorsque les constituants sont séparés,
les interactions (surfaciques) entre les différents constituants, qu’il semble logique
de considérer comme proportionnelles a la surface de contact, sont négligeables en
rapport aux interactions a lintérieur d’un méme constituant. Ceci devient faux
lorsque le fluide est un mélange, et ces actions inter-constituants donnent lieu a des

accroissements ou diminutions des variables globales T, €, S. [ ]

Cette remarque permet d’affiner 'hypothese de non-miscibilité : nous négligeons

entre autres les interactions surfaciques.

Remarque 2.2.5
En thermodynamique classique a un constituant, on écrirait S = S(t,e), T = T(t,e),
et p = p(1,e). On ne peut le faire ici car le modéle est un modéle a plusieurs

températures et plusieurs pressions. En premiere analyse,
S = 5(T1y o TimsE1s e o EmsQly -« - sl )5

et il est impossible de parler de concavité de S en fonction de (1,¢). titre de contre-
exemple, considérons le cas d’un fluide composé de deux gaz parfaits (m = 2).

Supposons que a1 = ag = 1/2. Les lois d’état sont :

€1

= — 1 _—
p1= (M )7_1
Sl = ln(ElTiYI_l)
€2

_= _ ]_ —
P2 = (72 )7_2

Sy = 111(527'272_1)
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ol y1 et o sont des réels strictement supérieurs a 1. L’entropie totale du systeme

est
— 1 -1 72—l
S = (51 +5y) = B In(ejeor' 7% ")
et on ne peut pas écrire S = S(1,€)° ot T = (11 + 72) et € = 2(e1 + €2). [ |

Les dernieres hypotheses que nous avons faites (d’ordre thermodynamique) n’ont
pas encore apporté d’équations. Il faut les interpréter ; elles conduisent a différentes

relations de fermeture, que nous allons discuter. Tout d’abord, observons que
m m m
> aTiDiSi = ai(Digi + piDimi) = Die + Y cipiDy;
i=1 i=1 i=1

car Dyoy; =0 Vi par (2.7) dans une transformation admissible (i.e. vérifiant (2.4))

du fluide. Or Dse = TD;S — pD;7, par ’hypotheése centrale, et donc,

Zizl a;T;DS; =T Zz 1 De(iS;) — PZZ 1 Di(ai) + Zz 1 QipiDyT
=T Zz 1 alDt -p Zz 1 a;Dyri + Zz 1 OészDth

On écrit finalement une relation de compatibilité entre les températures, pressions,

entropies et volumes spécifiques.

m m m m
Z OéiTiDtSi - T Z OéiDtSi = Z OéipiDtTi —p Z OciDtTi. (2.9)
=1 i=1 =1 =1

Dans la prochaine section, nous analysons différentes relations de fermeture qui
permettent de vérifier cette égalité.

Dans la suite, nous appelons « variables propres » du constituant 7 les va-
riables définies pour ce constituant, portant I’indice i : pression propre, température

propre...

5. Cependant, nous montrerons par la suite (proposition 7) que dans le cas d’un mélange isobare

et isotherme, I’entropie totale S est fonction de 7 et € seulement.
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Chapitre 3

Les relations de fermeture

possibles

L’objectif est de trouver 2m relations de fermeture qui permettent de vérifier
(2.9). Pour cela, nous procédons en proposant des conditions suffisantes. Nous faisons
une premiere hypothese simplificatrice : chacun des membres de 1’équation (2.9) est
nul. Cela a pour intérét :

— de découpler les équations sur la pression et le volume spécifique des équations
sur la température et l'entropie (en ce sens, la réduction ne parait pas trop
arbitraire) ;

— de fournir par la suite le bon nombre (2m) de relations de fermeture.

Par « équations de compatibilité », on entend désormais :

m m
Y apDiri—p Y aDiri =0 (a)
i1 =, (3.1)
Z OéZTZDtSZ -T Z OZZ'DtSi =0. (b)
i=1 i=1

3.1 Relations entre les pressions et les volumes spécifiques

Nous trouvons dans cette section des équations supplémentaires, sur les pressions
et les volumes spécifiques, au nombre de m (nous trouverons par la suite m équations
semblables sur les températures et les entropies).

L’équation de compatibilité sur la pression est par exemple vérifiée si I’on force
les égalités :

pi=p; V(i.j)-
Il s’agit alors d’un modele isobare. Mais si nous ne voulons pas faire cette hypothese,

il existe d’autres solutions. Une idée naturelle, motivée par le calcul numérique (dans
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lequel on cherche avant tout & connaitre les accroissements), est de postuler des
relations entre les dérivées lagrangiennes des différents volumes spécifiques propres.
Nous supposons donc que nous connaissons des coefficients (A;) tels que
DtTi Dt’Tj
A Aj

Vi, j. (3.2)

Par exemple, les A\; peuvent valoir 1, mais nous proposerons d’autres choix. La
relation de fermeture sur la pression permet alors d’introduire une formule pour la

pression globale. En effet, I’équation de compatibilité donne

m m
D § o; Dy = E a;p;Dy7i,
i=1 i=1

ce qui revient avec (3.2) a

= Dy = Dy
tTi tTi
p Z il = Z aipiXi——.
i=1 i=1
Ceci, par (3.2), devient
m m
PY i =) aipihi
i=1 i=1
En posant

;A
m )
Doty

on peut donc en déduire I'expression de p:

5 = (3.3)

p=>_%pi (3.4)
i=1

Remarque 3.1.1
— L’équation de compatibilité impose que si toutes les pressions p; sont égales,

leur valeur est aussi celle de p. Sur les §;, cela se traduit par:

> =1 (3.5)

En conséquence, pour des coefficients §; ne dépendant pas des pressions p;,
nous aurons toujours (3.5).

— Les \; sont définis a un facteur multiplicatif prés. C’est évident sur (3.2), par
définition. Cependant, les coefficients d;, eux ne dépendent pas de ce facteur.

On pourra dans la suite décider de normaliser les A; en imposant par exemple :

Z;Zl Oéi)\l' =1.
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Nous présentons quelques exemples de valeurs de (0;,A;) parmi les plus simples
ou cohérents. Ces exemples ne sont qu’indicatifs, et 'on peut en imaginer de tres

variés tous aussi valables sur le plan mathématique.

Relation 1

Un cas particulier est celui ou A\; = 73 pour tout 7:

Dy, D7
T _ 285 4 (3.6)

T ’7']'

Dans ce cas, §; = %% :

d; représente alors la fraction volumique du constituant i: Vj(w) = fw Tip;dV =
fw Tiaipdv = fw % dV = fw 52 dv.

Proposition 6

Pour §; = #+,

Dy =0 Vi

Cela s’interprete : les fractions volumiques n’évoluent pas le long des lignes de cou-

rant... | |
Démonstration
Sié; = %,
D;; = Dt(aj_n) = q;D¢(—) car Dya; =0
(07 Q;Ty i Q5T =
= _DtTZ 7_2 DtT = _Dth 7_2 ZO(ZDtTZ
i=1
m
« T, a7 Dy, T, D;7;
= —(Dymi = = Y D) = — (X At -z Zaz)\i%)
=1 i=
On continue grace a (3.2) :
m
(674 DtTZ‘ T
) A — By
T N (A T ;a, i)
(67 DtTZ‘ T Oéz‘)\i (67 DtTZ‘ Ti T
e a2 U] _ % A — L\ ——
T)\Z'(Z T(SZ) T)\Z‘(Z TO[ZZOCZ‘TZ‘)
a; Dy
= — N — ;) =0.
T )\z ( ! Z)
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Relation 2

Une autre idée est de poser

piDim = piDy Vi, (3.8)

i.e. de considérer que \; = 1/p; Vi. Physiquement, pD;7 est un transfert d’énergie
élémentaire sous forme de travail. L’équation (3.8) exprime donc I« équirépartition »

de travail sur les différents constituants. Effectuons un petit calcul :

m m
s
(3.1a) = ZaipiDtTi:pZ jpiDtTi
i=1 i=1 4"
m

et (38) = 1=p> =

=1 Pi
Enfin,
1 Ko
=y (3.9)
b i Db

On retrouve bien entendu ce résultat en utilisant directement I’expression (3.4) de
la pression avec I'équation (3.3), 6; = (cu/pi)/ Yoivq(cui/pi). 1l signifie que p est la
moyenne harmonique des p; pondérée par les «;.

Relation 3

Une autre possibilité est d’imposer I'égalité des variations des volumes spécifiques :

DtTi = DtTj VZ,j (310)

Nous avons ici écrit ’équation (3.2) avec A; = 1 Vi. Par (3.1.a), nous obtenons

alors

m
p= Z%‘Pz‘, (3.11)
1=1

c’est-a~dire que p est la moyenne arithmétique des p; pondérés par les «;.

Relation 4

On peut aussi vouloir écrire

Oél'DtTi = Oéth’Tj V’i,j, (312)

ce qui revient a calculer la pression comme une moyenne arithmétique des pressions

Dpi:

1 m
p= R;pl (3.13)
1=
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Relation 5
Enfin, rappelons la premiére fermeture que nous avons évoquée, le modele isobare.

Nous considérons que les pressions propres sont égales :

pi=p; Vij (3.14)

L’équation de compatibilité (3.1.a) impose alors

pi=p Vi

Remarque 3.1.2
Quel que soit le nombre de relations que nous avons postulées (équations (3.4),
(3.14)), nous avons obtenu en utilisant 1’équation de compatibilité m relations de

fermeture indépendantes. u

3.2 Relations entre les températures et les entropies

L’équation de compatibilité sur la température et I’entropie a la méme structure
que celle sur la pression et le volume spécifique (équations (3.1)). Les choix pos-
sibles de fermeture sont donc identiques aux précédents, et les calculs parfaitement
semblables, méme si leur signification physique est différente. Nous transposons telle
quelle I’étude pour la pression a la température, avec comme résultat la présentation
de cing relations de fermeture.

Pour les quatre premieres relations, les relations de fermeture que nous envisa-

geons reviennent a considérer que 1" est une moyenne des 7T; :

T=> GT; (3.15)
i=1

ou, d’une autre maniere, qu'il existe (p;)i", tels que

D:S; D.S;
i Al Vi, j (3.16)
i 14
avec
(= Qi
' 2211 Qi i
Relation 6
On montre que si §; = O"'TSZ', D:§; =0 Vi. Clest alors la proportion volumique de S;
(par rapport & S). Les relations sont
m
@;S;
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et

= =27 i

Remarquons cependant que dans le cas ot une des entropies est nulle, cette relation

doit étre réinterprétée.

Relation 7
En posant p; = 1/T; Vi, on écrit

qui signifie physiquement que la quantité de chaleur déposé sur le fluide global
est uniformément répartie sur chaque constituant. La température T° donnée par

léquation de compatibilité (3.1.b) est une moyenne harmonique :

Remarque 3.2.1

Nous remarquons (comme dans [28]) que ces relations de fermeture
T;DyS; = T;D S5 Viyg

ne font pas intervenir les températures dans le systeme car elles s’écrivent d’une
autre maniere

Dit; + p;Die; = DtTj + ijte’:‘j VZ,]

C’est le cas pour un constituant unique (équations d’Euler (2.1)). Pour avoir un
systeme similaire aux équations d’Euler a4 une espéece, on aura tendance a choisir la

relation 71. ]

Relation 8
Fixer la valeur des coefficients p; a 1, c’est forcer I’égalité des variations d’entropie

de chaque espece, soit

D.S; = DiS; Vi

Il en découle

m
T = Z ;T
=1

1. Pour une discussion détaillée de ce point de vue sur les équations d’état complétes ou in-

completes, on peut consulter [68].
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Relation 9

On peut encore écrire

OéiDtSi = OéthSj Vi,j (3.18)
et
1 m
T=—>T. (3.19)
m
i=1

Relation 10
On peut enfin écrire I'égalité de toutes les températures propres T;, qui débouche

sur les égalités :

T, =T Vi

Il s’agit alors d’un modele isotherme, ou de ce que C. Truesdell nomme une « constrai-

ned mixture » ([92]).

Nous avons trouvé les 2m relations de fermeture qui nous manquaient.

Nous achevons ce chapitre en présentant un résultat particulier au modele isobare
et isotherme?. Rappelons que I’entropie globale définie par S = ot ;S Séerit a
priori comme une fonction de tous les oy, €;, 7;. pour simplifier les écritures, nous

considérons que les «; sont des constantes.
Proposition 7
SiT; =T et p; = p Vi, Pentropie totale S est une fonction de T et ¢ seulement :
S = 8(re).
De plus, S est concave en fonction de (7,€), et on peut écrire de maniére rigoureuse

TdS = de + pdr.

Démonstration

Nous savons que pour chaque constituant, les variables (7;,&;) et (1/7;,p;/T;) sont en
bijection. L’entropie S; peut étre comprise comme fonction de 1/7T; et p; /T; (pour une
discussion complete sur les changements de variables licites en thermodynamique,

nous renvoyons a [25]). Par suite, a fractions massiques constantes,
§ =201 iSi(1/Topi/Ti) = 3235, aiSi(1/Top/T) = S(1/T.p/T)
e =2 @i/ Tipi/Ty) = 25, ciei(1/Top/T) = e(1/Typ/T)
T =2t (1 Tipi/Ti) = 3302, imi(1/Top/T) = 7(1/Top/T).

2. Ce résultat est démontré pour un mélange de gaz parfaits dans la thése de J.-P. Croisille

(voir [25]). Il sera utilisé pour montrer ’hyperbolicité du modele isobare isotherme (théoréme 18).
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On définit 'application F':

(1/Tp/T) — (7).

On sait que F est de classe C'. D’autre part,

Lp Lp’
5(5,5) i=1 5(5,5)

Les entropies S; sont par hypotheése thermodynamique concaves, ce qui signifie que

{R+*><R+* — R?

les matrices de leurs dérivées secondes (par rapport a (7;,¢;)) sont définies négatives.

1/T
o YV
p/T
(i)
sont définies négatives. Elles sont donc inversibles et leurs inverses sont définies

Autrement dit, les matrices

négatives. L’expression de leurs inverses est

'(2)
Ol 7)

La matrice VF' est ainsi une somme de matrices définies négatives. Elle est par

conséquent définie négative. Le théoreme de I'inverse local (voir par exemple [90])
étendu au convexe RT* x RT* de R? permet de conclure que I'application F est
inversible sur tout le domaine R™ x R™. On peut donc remplacer les variables

intensives (1/7,p/T') par les variables extensives (7,e) en écrivant :

S(te) = So Fl(re).

S est a nouveau notée S. Remarquons que le fait que F' soit inversible exprime

I'inversibilité du systeme :

T=3 04T
=" g
pi=p; Vi,j
T, =1T; Vij,

(3.20)

c’est-a-dire que pour (7,e) donné, il existe une unique solution ((7;),,(€;)i";) iso-
bare isotherme.

Par définition, S est strictement concave si

S(r0 4+ 67, + 0e) + S(79 — 67,e° — b¢e,) < 25(7°,e0)
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pour tous accroissements 67, d¢ non nuls et en tout (79,°).
Or pour chaque énergie interne globale, il existe des énergies internes propres

dans le mélange isobare isotherme (c’est l'inversibilité du systeme (3.20)), et ainsi:
0467 =31 ai(r? + 67;0)
0 oy = S ai(r? — 677)
eV +0e =" ai(e) + 55?)
(

0

(2

0 _\m 0_
gl —de =" ai(e;

On écrit donc pour les entropies :

E;

S(19 4+ 67,6 + 5¢) + S(° — 07,60 — d¢) = Z i Si(1) + 017 &) + 5
i=1

+Zaz 70— 617 e — 0ey).

On fait des développements limités a I'ordre 2. Il existe 2m réels (7;,&;)", tels que:

S0 + 67, + 5e) + S(7° — 57,60 — 6¢)

= ; 1 L ot

;a,( )+ VSi(2.e9) < ) 5( ) V28, (7i.8) ( 5ot ) )
0T, 1 0T, 26 (= = 0T,

+Zal< —VSi(r? )<6e >+2<6e )vsz(l,sz)<&‘_>>.

(2

Les entropies S; sont concaves en fonction de (7;,&;), ce qui signifie que les matrices

V28, sont définies négatives. De plus,

p(7)€7) »°

0 -0 f—

vsirtel) = | Tlmps) | = | 1F
T ) 70

On en déduit la majoration :

S(19 + 67,6 + 5¢) + S(7° — 07,60 — d¢)

m
< QZaiS, T €
i=1

( 7 'l)
“ O/7° otk - 0/T° ot
e 1/T Je; = 1/T Je;
Comme Y ;67,0 =Y s =T et Yoty apde =3 que; = de, le terme

entre crochets est nul. Nous avons bien I'inégalité attendue (inégalité de concavité)

en rappelant que Y ;S;(10,e9) = S(70,€Y).
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Il reste a montrer que
TdS = de + pdr,

VS = (p/T>
1/T

(gradient de S par rapport a (7,€)). On sait que ce gradient existe. On a donc ’égalité

c’est-a-dire que

dS 89S oe
de;  Oe g
Or
o “oe T
et

08 0e  0S
0= 0e 52
Donc, par identification, il vient
2s 1
de T

Le méme raisonnement avec la dérivée par rapport a 7 termine la démonstration de

cette proposition. [ |
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Chapitre 4
Dégénérescence des modeles

Nous montrons dans ce chapitre que dans le cas d’une zone de mélange non
étendue (qui peut correspondre & ’étalement numérique d’une interface), le résultat
limite pour une longueur d’étalement tendant vers 0 ne dépend pas des relations de
fermeture choisies. C’est un résultat de type « Lax-Wendroff » ([59]). Ce résultat
est important pour la résolution numérique des équations, car la taille d’une zone
de mélange provenant de la diffusion numérique d’une interface tend vers 0 lorsque
le pas du maillage tend vers 0. Les solutions numériques trouvées avec les différents
modeles convergent toutes vers la méme limite lorsque le pas de discrétisation d’es-
pace tend vers 0. Autrement dit, le comportement du modele pour un fluide & inter-
faces dégénere. Commencons par poser le probleme.

Nous considérons pour simplifier le cas physique ou il y a deux constituants en
dimension 1 seulement. L’espace de travail est R* x R (t € R* et x € R). Notons
D1 la partie de l'espace occupée par le constituant 1 et Do celle occupée par le

constituant 2. Dans les équations d’Euler (2.1), la pression p est alors définie par
p=plp, +p21p,,

Dy et Do sont séparés par une interface z(t) régie par I’équation :
Oprr(t) = u(txr(t)).

Le systeme total est donc (4.1).

Op + 0z(pu) =0

di(pu) + 9z (pu® +pI) = 0

d(pe) + 0 (pue + pu) =0 (4.1)
p=pilp, +p1p,

Opxr(t) = u(txr(t)).

La condition initiale présente des constituants séparés par une interface:
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________________ 1
-
— o
_______________ 0
D, Do
Nous notons
()
U) = | pud(a)
pe’(z)

le vecteur des valeurs initiales.
Pour simuler le mélange numérique, nous définissons un probléme « approché »

ou la condition initiale est régularisée avec un parametre e:

s

et avec les mémes valeurs initiales UY. Il faut bien siir avoir a; + g = 1 partout.
Ce probleme approché est modélisé par 'un, quelconque, des modeles de mélanges
construits précédemment. Pour la discussion qui s’annonce, nous séparons le systeme
en deux, d'un coté les équations d’Euler (4.2) et de I'autre les relations de ferme-

ture (4.3) quelles qu’elles soient :

Otp + 0z (pu) =0
di(pu) + 9z (pu® +pI) =0 (4.2)
dt(pe) + 0z (pue + pu) =0

relations
de (4.3)

fermeture.

Nous considérons donc la solution (& supposer qu’elle existe) du systéme constitué

de (4.2) et (4.3) et qui a pour condition initiale la situation régularisée. Précisons que

ce sont les fractions massiques qui sont régularisées, pas les variables p, u, e. Cette
Pe

solution est appelée Uc = | p.ue | et est définie pour tout e positif. Rappelons que

peee
la valeur initiale de U, notée U?, vérifie U? = U°.
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Théoreme 16

Supposons que pour tout € il existe une solution de (4.2), (4.3) telle que U, est
solution au sens des distributions de (4.2).

Supposons que U, € (L®(RT x R))? Ve et que JA € R3, ppin € RT* tels que

||Ue||Loo S A VG
Pe = Pmin >0 Ve

Supposons encore que U € (L (R* x R))? tel que
lin%(U6 ~U)=(0) eR® pup.

Alors, la limite U est solution au sens des distributions du systeme (4.2) avec
la condition initiale non régularisée et la loi de pression: p = py lorsque ay = 1 et
p = po lorsque ay = 1, c’est-a-dire solution du systéme (4.1).

De plus, si pour tout € > 0 U, vérifie I'inégalité entropique
O(peS(Ue)) + Oz (peueS(Ue)) = 0
(avec S(Ue) = a151(Ue) + a2S2(Ue)), la solution limite U la vérifie aussi:
9 (pS(U)) + 0 (puS(U)) = 0,

ou S(U) = S1(U)1Lp, + S2(U)Lp, (la solution limite est mise sous la forme U =
(p.pu,pe))- u

L’hypotheése de minoration uniforme de la densité est une précaution a prendre

contre 'apparition du vide, qui est ainsi exclue.

Démonstration
On note
Pelie
fU) = | peu? + pe
Pelicee

La solution au sens des distributions U, vérifie
[ [ vae+swaonedrdas+ [ v ds =0
R JR+ R

pour toute application ¢ € (C§P(RT x R))3 (¢%(x) = ¢(0,2)).
Tout d’abord, comme U? = U?,

/ergpodm:/Ungodm.
R R

11 suffit donc de prouver la convergence de la premiere intégrale. Un premier constat :

sous les hypothéeses du théoreme, le théoreme de convergence dominée de Lebesgue
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assure la convergence de fR fR+ U0y dt dx vers fR f]w UOp dt dxz. Une petite ana-

lyse est encore nécessaire pour le terme restant. On peut d’ores et déja dire que

lime_o(peue —pu) =0  p.p.

lime_o(peu? — pu?) =0 p.p.

lime_o(peucec — pue) =0 p.p.,
mais ce n’est pas suffisant : il faut savoir comment la pression réagit a ce passage a
la limite.
Appelons €(t) la longueur au temps ¢ de l'ensemble des points transportés par
Pécoulement et situés & ¢ = 0 dans la zone de mélange artificiel (e(0) = ¢). Cet
ensemble de points définit la zone de mélange, car quelles que soient les relations de

fermeture, D;a;. = 0. Cette longueur vérifie :

e(t) = /R D ion.t.0)anc (t2)0) (£:2) da.

Soit me(t) la masse de cet ensemble:

me(t) :/Rpe(t,m)]]-{ale(t,x)age(t,x);ﬁo}(tvx) da.

La premiere équation de (4.2) (conservation de la masse) implique que m(t) =
mc(0) Vt. D’autre part, ’hypotheése de non-apparition du vide implique:
me(t) meine(t) V6, Vt.

D’oll une majoration de €(t):

m(0)

Pmin

e(t) < < 400.

Comme m(0) tend vers 0 lorsque € tend vers 0, €(¢) tend vers 0 avec e. Autrement
dit, la longueur de mélange tend vers 0 pour tout ¢ (lorsque la longueur au temps
0 tend vers 0). Ainsi, p. converge presque partout vers la pression correcte, c’est-
a-dire calculée avec la bonne loi selon qu’on est dans le composé 1 ou 2. Selon les
hypothéses du théoréme, pi, et po, sont bornés dans L>®°(R™ x R) indépendamment
de € car g1, €9, T1. €t T2, le sont (toutes les lois d’état sont supposées réguliéres).
On vérifie aisément que c’est alors aussi le cas de p., quelle que soit la fermeture
choisie (égalité des pressions ou moyenne pondérée). Finalement, f(U.) est borné
en norme L* indépendamment de € et, par le théoreme de convergence dominée de
Lebesgue, [i [pr f(Ue)Oypdt dz converge vers [p [+ f(U)Orpdtdx, ce qui montre
enfin que U est solution.

L’inégalité entropique pour U, signifie que pour toute fonction ¢ € C§°(RT x R)
positive,

/ / PeS(Ue)0id + peueS(Ue)Opp dt do < 0.
R JR+
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La bornitude de la zone de mélange implique la convergence presque partout de
S(Ue) vers S(U). L’inégalité entropique pour U découle donc de la régularité S, a

nouveau par le théoreme de convergence dominée de Lebesgue. ]

Remarque 4.0.2

Les hypotheses du théoréme sont trés fortes. Dans I'état actuel des connaissances
sur les équations d’Euler, on utilise souvent ce type d’hypothéses toujours a peu pres
équivalentes a l'existence de solutions. C’est par exemple une assertion semblable
qui permet de montrer la croissance de ’entropie dans un choc par la méthode des
viscosités évanescentes (voir [41]). Dans notre cas il faut supposer de plus la densité
ne vaut jamais 0. De maniére générale, ’apparition du vide est une singularité dans
les équations d’Euler. Un tel résultat a cependant un intérét tres fort sur le plan
numérique : lors d’un calcul, on se rend compte si la solution calculée reste bornée
(inférieurement et supérieurement) ou au contraire « explose ». Si elle n’explose pas,
le théoréme de cohérence 16 nous dit que la solution numérique est proche de la
solution exacte (pour des pas de discrétisation assez petits). La régularisation de la

condition initiale a joué le role « mélangeur » de la discrétisation. [ ]
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Chapitre 5

Evaluation des relations de

fermeture

Nous cherchons désormais a éliminer des relations de fermeture, celles n’ayant
pas de bonnes propriétés. Elles vont étre jugées selon deux qualités du systeme

obtenu :

— caractere entropique ;
— hyperbolicité.

Nous allons voir qu’elles sont presque toutes correctes pour ces criteres, ce qui ne

permet pas de les départager.

5.1 Entropie pour une solution réguliere

Supposons que le systeme admette une solution réguliere, au moins de classe
C'. Pour celle-ci, les équations (2.4) peuvent s’écrire, aprés une transformation

élémentaire,

pDy1 = divu

pDia; =0 pouri=12... m—1
pDyu = —gradp

pDie = —div(pu) (5.1)
pi = pi(Ti,u,e;) pouri=1,...,m

S; = Si(mi,u,e;) pouri=1,...,m

D=1

Yo T =T,
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Proposition 8

Pour une solution réguliére, et quelles que soient les relations de fermeture,

DtS - 0

Cela signifie que I’entropie totale est constante le long des lignes de courant. [ |

Démonstration

TDtS == Dt€ + thT
= Die — uDiu + pDy1
= 7(—divpu + ugradp + pdivu) par (5.1)
=0.

Remarque 5.1.1

Nous ne pouvons rien dire sur ’entropie de chaque constituant. Pour affirmer que
D;S; =0 Vi, il faut en plus supposer que toutes les variations D;S; sont de méme
signe (et leur nullité vient alors de (3.1.b) et du fait que tous les «;, toutes les
températures T; et toutes les entropies S; sont positifs). Cela est la cas pour les
relations 6, 7, 8 et 9. n

5.2 Le systeme est-il hyperbolique?

Dans ce chapitre, nous focalisons sur une propriété mathématique importante
pour un systéme d’équations aux dérivées partielles en mécanique des fluides: ’hy-
perbolicité. Nous montrons que les modeles créés dans les pages précédentes sont,
pour une grande partie, hyperboliques. Les résultats sont consignés dans les théoremes 17
et 18 que nous avons choisi d’écrire séparément parce que les démonstrations pro-

posées en sont différentes.

Théoreme 17
Le systéme constitué par les équations de conservation (2.4) et la relation de ferme-

ture 1, 3, 4 ou 5 pour la pression :

pZ; —pi p:;aim

1 m
pZRZIPi ou p=p; Vi
1=
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et la relation 6, 7, 8 ou 9 pour la température :
m m
OCiSi 1 (674
T = —T; — = —
> T 7= T
i=1 1=1
m 1 m
T = Z oy on T=— Z T;
i=1 i=1
est hyperbolique. [ |
Théoreme 18
Le modeéle isobare isotherme :
pi=p Vi
T,=1T; Vij
est hyperbolique. [ |

Démonstration du théoréme 17

La diversité des relations de fermeture envisagées nous fait sortir du cadre des

systemes de lois de conservation, cadre exclusif dans lequel le théoreme de Godunov-

Mock — qui permet de conclure & 'hyperbolicité — est applicable (voir [41], [83]).

Pour montrer 'hyperbolicité, on essaie de mettre le systeme sous la forme pD;U =

Zgzl A0z, U ou U est le vecteur des inconnues, d,, étant 'opérateur de dérivation

par rapport & la composante ¢ de R?. La méthode choisie est une symétrisation

par rapport a la pression, qui vise a remplacer D;7 par une fonction de Dsp. Nous

débutons la démonstration avec des relations de fermeture quelconques afin de voir

comment les restrictions sur celles-ci apparaissent. Nous avons vu que les relations

de fermeture envisagées pour la pression et le volume spécifique sont de deux types:

soit p =",

soit p; = p Vi

iDis

L’analyse de ces deux situations est faite séquentiellement.

Cas d’une relation de fermeture du type p=>_", d;p;

On a
D¢p Z 0;Dupi + szDt
Oopi G 8p G
- Z 5; 872 . Dy7i + Z 5 ) D;S; + ;piDtéi
0N Op; - apz <
Z N Om g, )Di71 + 25 iDtSi + izlpz'Dt@
(out )\Z- et 0; sont reliés par la formule (3.3))
it 53\_;\i g& 9 Ui
R S L T
i=1 A\ Ti i=1
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Pour continuer ’analyse nous supposons que

D,S; = ;
{ S =0 Vi 52)

Di6; =0 Vi

Les conclusions ne seront donc valables que pour les relations de fermeture menant
aux égalités (5.2).
Nous nous permettons ainsi d’écrire
m 8N Op; m ¢y Op;
Doty N o g > iy O o |g

LDy = LDyt
mo ooy ¢ m N\ 2k
Dt Kt iz Qi

Dip =

On se souvient que les \; sont définis a une constante multiplicative pres. Nous

pouvons donc décider arbitrairement que
m
i=1

Ce choix paraissait déja naturel sur ’équation (3.3). Posons

w:iéi)\i (;—1:

i=1

Si

pour simplifier I’écriture de Dyp:
Dip = wDy,T.

Sous I’hypothese (5.2), on peut de plus remplacer les équations de fermeture sur

I’entropie et la température par
D.S; =0 Vi

En réunissant ces m équations, on obtient I’équation sur I’énergie grace aux formules
St =T, y oty aie; = € et T;DS; = Dyey + piDyi. Léquation sur 'énergie
est donc retirée du systeme (car elle y est redondante). Nous devons encore trouver
une expression facilement exploitable des relations de fermeture sur les pressions et

volumes spécifiques. Examinons les [m — 1] relations

Dy Dyt
o _ 25 g 5
A Aj
Elles ont pour conséquence
i i 1
Dy7i Dim =+ ~— D7
A AT
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soit enfin, avec la convention (5.3):

pDy1; = Nidive V.

Seules [m — 1] de ces équations sont indépendantes de I’équation sur Dy7 ou Dyp.
On ne doit donc en prendre que [m — 1] en compte. Afin de simplifier beaucoup les
écritures, supposons que d = 1 (mais le résultat reste vrai en dimension supérieure).

Dans ces conditions, le systéme est :

pDp = wdivu

pDyu = —gradp

pDy1; = Midive pouri=1,2,...,m—1
pDia; =0 pouri=12,....m—1
pDyS; =0 pouri=12,...,m

Dty =1
ST =T
pi = pi(Tisue;)
Si = Si(mi,u,e;)
p= Z?Q 0iDis

soit

en posant
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et
0 w O 0
—1 0 O 0
0 A O 0
Ao
A =
)\m—l
0
0 0 O 0

A est une matrice carrée de dimension 3m x 3m. Les valeurs propres de cette

matrice sont les racines v (complexes a priori) du polynéme :

(~0)*™ 2 (0 + )

Rappelons que w = >~ §;\; g—’T’:

x D’apres (3.3), cela implique

¢ (97-1-

w = i a2 Opi
— DY .
i=1 S;

La concavité de S;(7;,¢;) permet ainsi d’affirmer que les valeur propres sont toutes
réelles, car g—’T’: < 0 Vietdoncw < 0. D’autre part, A a une base de vecteurs
propres. En effetfiles vecteurs propres associés a la valeur propre 0 sont tous ceux dont
les deux premieéres composantes sont nulles (ils engendrent un espace de dimension
[3m —2]). Ensuite, nous notons que les deux autres valeurs propres ne sont pas nulles

et sont différentes, étant \/—w et —/—w. Les vecteurs propres associés U' = (U 2)221
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et U? = (U?){™, sont:

1 1
1 1
V= Ve
(- 2yt (- Xyt
Ul = o =1 U? = o =1
0 0
0 0

A est diagonalisable et a valeurs propres réelles. Sous les hypotheses (5.2), le systeme
est hyperbolique avec une relation de fermeture du type p = > ", d;p; pour la
pression si D;d; = DyS; = 0.

Cas de la relation de fermeture p, =p Wi

nouveau, on symétrise le systéme par rapport a la pression. Posons

ail G|,

Si

[é)
Zz 1 Z/ 81;)',1

a; =

et supposons comme précédemment (cf.(5.2)) que

D,S; =0 Vi, (5.4)

On a )", a; = 1. Par suite, puisque p =p; Vi,

m
Dip = ZaiDtpi
s (5.5)

= Z a; (9p% DtTZ + Z a, Opi

Comme Dy.S; = 0 par hypothese,

’l

m i
D =2 o

1
8 .
Z;‘il a;/ 31;2 s

La suite du calcul est la méme que dans le cas précédent. Le systeme est hyperbo-
lique.

Afin maintenant de conclure, examinons les différentes relations de fermeture pour
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déterminer lesquelles permettent d’obtenir un systéme hyperbolique. Il s’agit de
trouver les relations pour lesquelles les égalités (5.2) sont vérifiées.

L’observation de la nullité des D;S; pour toutes les relations autres que T; =T Vi

Ty
T

et §; = % Le théoreme 17 est bien une conséquence de cette analyse. |

est déja faite en remarque 5.1.1. D’autre part, on a D;d; = 0 pour §; = 0; = o

Remarque 5.2.1

La conclusion du théoréme 17 n’est qu’indicative. La conclusion la plus générale a
laquelle nous avons abouti est 'hyperbolicité des systémes tels que DyS; =0 Vi
et Di6; =0 Vi (hypothese (5.2)). |

Remarque 5.2.2
La démonstration de ce théoreme passe par le calcul d’un coefficient w tel que Dyp =

wDy7. Pour une relation de fermeture du type p =Y ;" d;ip;,

w:ia-)\z%
X v 87’@' S
i=1

et pour la relation de fermeture isobare,

1

Op;
z;n:l al/ af'i

w =

S
Pour un fluide & un seul constituant, on a I’habitude de poser

op
or

S_ T

et ¢ est alors la vitesse du son dans le fluide. L’hypothése thermodynamique de
concavité de Ientropie stipule que ¢? est un nombre positif, c’est-a-dire que ¢ est
un nombre réel. Par analogie avec le cas mono-constituant, on peut dans le cas

multi-constituants poser

Le modéle de mélange fournit alors une vitesse du son du mélange en fonction des

vitesses du son dans chaque constituant. Pour une relation de fermeture du type
p =2 0ipi,
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Démonstration du théoréme 18

Le systeme isobare isotherme s’écrit :

Ot(aip) + div(apu) =0 pouri=1,...,m—1
Orp + div(pu) =0

O(pu) +div(pu @ u+pl) =0

: (5.6)
O¢(pe) + div(pue + pu) =0
pi=p Vi
| T,=T; Vi

Il est plus facile de montrer I’hyperbolicité du systéeme exprimé sous forme lagran-
gienne. Afin d’avoir un systéme de lois de conservation, nous nous restreignons au
cas de la dimension 1 (le cas général demanderait un peu plus de travail). Nous
considérons donc les équations (5.7) suivantes. L’opérateur 0,, est l'opérateur de

dérivation par rapport a la variable de masse.

;=0 pouri=1,....m—1
T+ Opu =10

Ou+ Omp =0

Ore + O (pu) =0

pi=p Vi

T, =T; Vi,j.

Pour la correspondance entre (5.6) et (5.7), voir [41]. L’équation sur les a; vient
de I’équation eulérienne D;a; = 0. En plus de ce systeme, nous savons que l’entro-
pie S, fonction strictement concave de (7,e) (proposition 7), vérifie: 9.5 = 0 (en
coordonnées lagrangiennes). Le lemme 9 prouve que S est strictement concave en
fonction de (7,u,e) avec e = u?/2 + ¢.

Notons que le flux d’entropie ainsi que les flux des fractions massiques sont nuls.
Le lemme 10 prouve I’hyperbolicité d’un tel systeme. ]
Lemme 9
Les assertions suivantes sont équivalentes :

— la fonction S : (1,6) — S(7,e) est strictement concave ;

— Ia fonction S : (T,u,e) — S(7,e — u?/2) est strictement concave.

La preuve de ce lemme est donnée dans [41]. L’entropie S est & nouveau notée S.

Lemme 10
Soit U une application de Rt x R% dans R™ vérifiant le systéme de lois de conserva-
tion (5.8) avec le flux f(U) (f(U) € R" x R4):

8U + div(f(U)) = 0. (5.8)
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(1) < (2)

ot Uh= (UM eR (k=1...1)et fPe R x R4 (1 <n).
On notera
=), k=1...n,5=1...d;
*fj:(fkj),kZI...n;
— fo= (), k=1+1...n.

Supposons que

Supposons que le systeme (5.8) admette une entropie S strictement concave en

fonction de UY & UM fixé dont le flux soit nul, ¢’est-a-dire : 35 : R™ — R telle que
VS(U)'Vfi(U)=0€R" Vj

028 : . .
e e R" ' x R"!  est une matrice définie négative.
ouy oUy
1 2/ ki,ka=1

Alors, le systeme (5.8) est hyperbolique. ]

Preuve du lemme 10
Le théoreme de Godunov-Mock ne suffit pas car il demande la concavité stricte de
S en fonction de toutes les variables du systeme.

Soit s une fonction de U strictement concave quelconque (par exemple, S(Uh) =
22:1 Ul InU}!). On pose pour tout réel A

SA(U) = S(U) + As(U").

On commence par montrer qu’il existe un réel A (positif, assez grand) tel que S 4 est
strictement concave en fonction de U. Calculons pour cela la matrice des dérivées
secondes de S4. Nous notons V%hS , ngS les matrices de dérivées secondes de S de
par rapport aux coordonnées de U" et U?, et V%bS = VghtS les matrices de dérivées
secondes croisées (de méme, V%hSA, ngSA et V%bSA = VghtSA pour Sy, et V%hs
pour s).
2 2 2
V29, — VS +AVi,s Vi, S
Y V%S

Soit maintenant v un vecteur quelconque de R™. Ce vecteur est décomposé de

maniére naturelle en V" et V0 (V! € RY).

t t
VIVZSav =V V7, SV - AV, sVl

+ 220'V2, 50 402 Sb.
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Or on peut majorer le terme mixte grace a la continuité de I'application linéaire
V%bS: dai € R tel que

WMV, SV < ay V|V (5.9)

le symbole ||.|| désigne la norme euclidienne dans R!, R” ou R"~!. D’autre part,

Videntité (V"] —nl[v*[)* = [V*[I* +n?[W°[I — 2n[v"{|[V°]| implique

"2

h b
v VI <

+ guvbn2 W, Vi > 0. (5.10)
La continuité de I'application linéaire V%hS a pour conséquence : Jas € R tel que
VT2, SV < ag|V1 1. (5.11)

Soient ¢y et cg les constantes de coercivité de V%,s et V2 S (matrices définies

négatives). Ce sont des réels strictement négatifs tels que

t
{ VRIW2, ol < e [[Vh]|2 Wb (51

WIVZ b < cg|VP2 WP
En enchainant les majorations (5.9), (5.10), (5.11) et (5.12), nous obtenons
1
VIV2S4v < (Acs + ot a2) VM7 + (cs + a1m) V212

Comme cg < 0, on peut choisir 7 (positif et petit) de maniére a ce que (cg+ain) < 0.
Une fois ce terme fixé, ¢, étant lui aussi strictement négatif, il est possible de trouver
A (positif et grand) tel que (Acg + % + az) < 0. Ainsi posé, A définit une fonction
Sa(U) strictement concave. Remarquons que la régularité de 1’entropie S (toujours
supposée) et celle de s (imposée par choix) permet de fixer 1 puis A de maniére & ce
que S4(U) soit strictement concave dans tout un voisinage de U. C’est une propriété
locale. Or cette fonction S4 est une entropie pour le systeme, avec un flux nul, car

elle vérifie I’équation :
ORY
VSA(U)'Vf;(U) = VSU)'V £ (U) + A( Vsi) ) ) Vi)

ENAZCO RN A TR
()

Par application du théoreme de Godunov-Mock (pour lequel la propriété locale de

Pentropie suffit), il résulte que le systéme (5.8) est bien hyperbolique. ]
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Chapitre 6

Cas particuliers et modeles déja

existants

Nous allons voir dans cette partie que I'une de nos fermetures a déja été uti-
lisée, sous des formalismes tout a fait différents. Il s’agit de la fermeture isotherme
et moyenne avec fractions volumiques pour la pression: p = > 7", #fip;. Cette
fermeture est équivalente & une méthode de R. Saurel et R. Abgrall pour les « stif-
fened gas » et & une méthode de B. Larrouturou et L. Fezoui pour les gaz parfaits

(méthodes appliquées a des écoulements avec interfaces et mélanges numériques).

6.1 Une méthode de convection des parametres

Il s’agit de la méthode proposée par R. Saurel et R. Abgrall dans [80]. Le for-
malisme n’est pas explicitement multi-constituants, mais la loi d’état varie dans le
temps et 'espace, ce qui simule la présence de plusieurs fluides. La loi d’état du gaz

est donnée en tout point de ’espace par:

p=(y—1)ps —m

et les parametres v et m sont convectés a la vitesse de fluide. Le systeme résolu est :

( Op + div(pu) =0

O(pu) +div(pu @ u+pl) =0

O(pe) + div(pue + pu) =0 (6.1)
Dt’y =0
Dtﬂ' =0.

Proposition 9

Placons-nous dans le cas d’un mélange de m gaz de lois « stiffened ». On note
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(viymi)™y les coefficients de loi d’état de chaque constituant :
pi = (vi — Vei/mi —vimi Vi,

Considérons le systéme multi-constituants suivant :

m
;T
p=> b

=1
Dy Dyt . 6.2
7Dy, (6.2)
T T}
T, =T; Vij,
les températures étant convenablement choisies pour la thermodynamique, de la
forme
1 e
Ti=—ei— —;
C; C;

(les ¢; sont des constantes). La solution de ce systéme (avec ces relations de ferme-
tures particuliéres) vérifie:

Jv et ¢ réels tels que
p=(—1e/r=¢

Dyy =0
Di¢ = 0.
Elle est donc solution du systéme (6.1) avec m = (/7. |

Démonstration
Avant toute chose, trouvons une loi de température T;(7;,&;) pour chaque constituant
(c’est nécessaire afin d’utiliser ’hypothese isotherme). On demande que ces lois soient
admissibles pour la thermodynamique, c¢’est-a-dire telles qu’il existe (Vi) une entropie
S; vérifiant

1;dS; = de; + pid;,

soit :
dS; _ pi
ot i
09 1
662‘ - T@'.

En écrivant 1’égalité des dérivées secondes croisées de S;, on obtient une équation

sur la température seule :

9pi/Ti) _ 0(1/Ti)

662‘ 87'@' ’

qui se réécrit
oT; oT; Op;
- =Di —dig
oT, 3 662‘ 662‘
La loi en pression est donnée par les parameétres ~y; et ;. On vérifie que la fonction

1 .
T,= —& — 2y, (6.3)
C; i

(&)
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est solution pour n’importe quelle constante ¢;. Cette loi va nous servir dans le calcul
de Dt (’)/ — 1)

Soit la fonction du temps et de I'espace v définie par
T T
Y=l=p=-+(=
€ €

ou ( est une fonction indéterminée a dérivée lagrangienne nulle et p est donnée par
la relation de fermeture (6.2). On veut que la fonction v soit & dérivée lagrangienne
nulle, c’est-a-dire que
T T
Di(p—+¢=) = 0.
€ €
En utilisant successivement la relation de fermeture, les lois de pression de chaque

constituant et en introduisant les constantes ¢;, il vient

Dt(pg + Cg) = Dt((iil aj_Tipi + C)E)
=Dl (2 =05 ) +¢)7]
-ol(Seme Sl

Les constantes ¢; sont telles que T; = €;/¢; — m;7;/¢;. Cela permet de faire apparaitre

les températures :

DT +¢1) = D3 227 4 )T 1)

i=1

car D¢(1) = 0. Soit ¢ la moyenne pondérée des ¢;: ¢ = Y ;" oj¢;. La fermeture en
température est isotherme: 7; = T° Vi. On peut par conséquent écrire (c’est un

artifice de calcul) :
I I
T = E 20@'6@'1} = 28 — E;aiﬂ-ﬂ—i = Tz V1.
1= 1=

On vérifie que D;c = 0 car Dy¢; = 0.

m m m
T Ty _ Qi7iCi _ Qi7iCi QT T I)
DupT + 6T =P 4 (- Y R )]

i=1
_ Dt((_ > aizzq > az:m n C)g)

i=1 =1
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puisque D;(3°7", %) = 0. Le terme qui multiplie 7/ dans I'expression ci-dessus

est a dérivée lagrangienne nulle car ¢, «;, vi, ¢, ™, (o;7;)/7, ainsi que ¢ par hy-

pothese, le sont. L’équation D¢(y — 1) = 0 se résume donc a

m

C Zm: ;7 Ci Z QY 7727—2 ) —0.

=1 =1

Une condition suffisante est que

C j :al'Yz Zj :0%7—277-2
T C

i=1 =1

Le nombre ¢ vérifie alors bien D;{ = 0. Nous sommes ainsi retombés sur le modele (6.1).

Remarque 6.1.1
Nous n’avons pas eu besoin de fixer les coefficients ¢; (mais bien sir ¢ en dépend).
La fermeture isotherme permet de retrouver le modéle de R. Abgrall et R. Saurel

quelles que soient les lois en température admissibles choisies. [ |

Bien str, tout ce que l'on a fait ici s’applique a des gaz parfaits, puisqu’ils sont
le cas particulier ou 7; = 0. La relation de fermeture (6.2) est alors équivalente au

modele de gaz parfait avec convection du parametre v présenté dans [2].

6.2 Un modele utilisant la loi de Dalton

Nous faisons une rapide présentation de la méthode de B. Larrouturou et L. Fe-
zoui détaillée dans [56]. Nous n’envisageons par souci de simplicité que le cas des gaz
parfaits (premiers chapitres de la référence citée). Le fluide global est explicitement
considéré comme isotherme, de température T'. Les pressions intervenant ici sont les
pressions partielles p;, calculées non pas avec les volumes spécifiques 7; mais avec les

densités partielles a;p:

pi = (v — Dape;. (6.4)

Elles suivent donc des lois de gaz parfaits d’exposants adiabatiques ;. Et la pression

globale satisfait la loi de Dalton :

=> i (6.5)
i=1
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Cela revient & poser!

p=(y—1)pe
y = Z:il QG Cyi i
2im1 QiCoi (6.6)

m
et €= E Q,E;.
i=1

Les parametres ¢,; sont des coefficients thermodynamiques (chaleurs spécifiques a
2

avec

volume constant) permettant de calculer les énergies internes < : €; = ¢,;T. Enfin, les
équations aux dérivées partielles sont les équations classiques (6.7) : conservation de

la masse de chaque constituant, de la quantité de mouvement et de ’énergie totales.

Oipi +div(pju) =0 pouri=1,...,m
O(pu) + div(pu @ u+pI) =0 (6.7)
O¢(pe) + div(pue + pu) = 0.

Proposition 10

On considére un mélange de m gaz parfaits de parametres (v;)™, et (cy, )

{ pi = (vi — i/

E; = C'U,L'TZ"

La solution du modéle

m
o
p=)_ —pi

i=1
DtTi _ DtTj VZ,]
T T;
T, =T, Viyj.
vérifie les équations (6.6) et (6.7). [

Démonstration

Par les hypotheses sur la pression,

I
s
2
3
o
|
=
| &

== e, Ti(vi — 1).
i=1

1. Pour les calculs, nous renvoyons a l'article [56].
2. On constate que cette équation est de la forme de (6.3) avec m; = 0.
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Par I’hypothese isotherme,

T
b= ; z;aicvi(’)/i - 1)
1=

T

T m
=—(v-1 Z Qi Cy;
i=1

en ayant posé v = (310 @icy,Vi)/ Yorey @iy, qui est bien la formule de (6.6). Les
températures T; étant égales, on peut utiliser un artifice de calcul similaire a celui

de la précédente démonstration: T' = (31" aicy, T;)/ it @icy,. Alors

m
2ic iy, T

p=0-1) ~
=(y- 1)722”;%5@-
= (7—1);

Le fluide global est donc bien un gaz parfait, d’exposant adiabatique . [ ]
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Chapitre 7
Ondes progressives

Tout ce que nous avons fait jusqu’a présent en ce qui concerne les modeles de
mélange supposait la solution réguliere. Lorsque la solution n’est pas réguliere et
dans le contexte des systémes conservatifs, on peut parler de solution au sens des
distributions, cela conduit aux relations classiques de Rankine-Hugoniot qui sont
des relations entre la vitesse de propagation de la discontinuité et les états qu’elle
sépare (pour ces relations, cf. [41], [83], [64]...). Cette notion de solution faible est
suffisante pour prendre en compte les discontinuités et se passe des « solutions-ondes
progressives » (voir ci-apres, paragraphe 7.1).

Pour les systemes non conservatifs, la définition des solutions au sens des distri-
butions est inopérante (les produits non conservatifs n’ont pas de sens). La notion
de solution-onde progressive permet de donner un sens aux équations, c’est cette
notion que nous utilisons ici. De manieére générale, en ce qui concerne les solutions
discontinues de systémes non conservatifs, on peut consulter [26], [63] ou [60]. Plus
particulierement, concernant les systémes non conservatifs modélisant des fluides a

plusieurs constituants (ou assimilés), on peut lire [79], [11], [61].

7.1 Quelques rappels
Considérons en dimension 1 le systéme hyperbolique non conservatif (7.1) (U(t,z) €
R™)
U + A(U)0,U = 0. (7.1)
On le régularise au moyen d’un opérateur parabolique :
U + A(U)0,U = pox(D(U)0,U), (7.2)

ou p est un réel positif et D(U) une matrice. Nous sommes intéressés par une certaine

catégorie de solutions de ce systeme : les solutions-ondes progressives.
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Définition 19

On appelle solution-onde progressive de (7.2) une solution U (t,x) telle que

— il existe un réel o (vitesse de progression) et une fonction U (&) vérifiant

— il existe Ug € R™ (état gauche) et Up € R™ (état droit) vérifiant

( Jim U(¢) = Ug,
5hm U'(€) =0,

lm 0(¢) = 01 (7:3)
Jm (§) =Up,
lim U'(¢) = 0;
||

Sio > 0 (resp. o < 0), Ugq est Détat aprés choc (resp. avant choc) et Up est I'état
avant choc (resp. apres choc). Lorsque o = 0, la seule solution est U(f ) = Ua=Up
VE.

La fonction U(f) de la définition 19 vérifie le systeme différentiel ordinaire du

second ordre

A~

—oU' + A(U)U' = (D(U)U"Y. (7.4)

Remarquons que lorsque A dérive d’un potentiel (3f(U) tel que A(U) = 9f/oU(U)),

le systeme (7.2) peut s’écrire sous la forme conservative
U + 05 f(U) = pd(D(U)0:U).
Le systeme différentiel ordinaire est dans ce cas
ol + f(T) = (D(O)D")

et peut étre intégré entre —oo et £&. On obtient ce faisant

(U~ Ua) + f(U) - f(Ug) = DO’ — lim (D(U)T') = DO

00

Si lon integre entre —oo et +00, on obtient les relations de Rankine-Hugoniot (voir
la section 7.2 pour un peu plus de détails).
Si la matrice D(U) est inversible, d’inverse D~1(U), U vérifie le systéme différentiel

ordinaire du premier ordre

U' =D NU)(—o(U - Ug) + f(U) - f(Uc)).
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7.2 Exemples pour des modeles conservatifs

Nous donnons dans ce paragraphe deux exemples de modeles de mélanges conser-
vatifs avec leurs systémes différentiels-ondes progressives associés. Nous ne prouvons
pas l'existence de solutions a ces systeémes, réservant cette étude au cas plus difficile
des systémes non conservatifs (section 7.3).

Par exemple, parmi les modeles étudiés dans les chapitres précédents, le modele
isobare isotherme est totalement conservatif: les seules équations aux dérivées par-
tielles sont les équations de conservation des masses de chaque constituant, de la

quantité de mouvement et de ’énergie totale. En dimension 1 et en variable lagran-

gienne,
Oy — Opu = 0,
Ora; =0 pouri=1,....m—1,
Ot + Opp = 0,

0re + O (pu) = 0.
Nous rappelons que 0, est 'opérateur de dérivation par rapport a la variable de

masse (cf. [41], [83]).

On peut régulariser ce systeéme ainsi

O — Opu = 0,

Oa; =0 pouri=1,....m—1,
Oy + Omp = pdau,

0re + O (pu) = PO (U0 u)

avec i € RT*, Cest une régularisation de type « Navier-Stokes ». Dans ce cas, la
matrice de dissipation n’est pas inversible, mais on peut tout de méme obtenir un

systeme différentiel de degré un:

A A U —uqg
T=17G — )
o
d; =q;g pouri=1,....,m—1,
Iy o o (7.5)
U = —o(i—1ug) + (b — pa),
~ A~ \2 ~
N A U—"1u N N
€:€G+%+%(U—UG).

Nous n’en ferons pas la démonstration explicite, mais cela peut se montrer de la
méme maniere que le lemme 11 donné ci-dessous (lemme relatif & un modele non
conservatif). Nous renvoyons aussi a [41], [83], [28], [11]. Les relations T; = T; et
pi = pj = p Vi,j permettent de déduire de (7.5) les évolutions des variables propres
(€4,7i) et de clore le probleme.

Un autre exemple de systéme conservatif est le systéme isotherme avec Dy7; /7; =

Dy7j/7j Vi,j, systeme équivalent dans le formalisme développé ici a la loi de Dalton
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(cf. section 6.2). Ce systéme parait au premier abord non conservatif mais il possede
en fait une forme équivalente conservative (et des relations de Rankine-Hugoniot
associées). Pour l'obtenir, il suffit de remarquer que, sous ’hypothese de régularité

de la solution !,
Dy7;

Donc Dy7;/7; = Dy7j/7; <= Di(In()) = Dy(In(7;)) <= Dy(In(7/7;)) = 0. La

forme conservative suivante est donc équivalente (pour des solution régulieres) a la

= Dt(ln(T,))

forme étudiée jusqu’ici.
T

D =0
t( j) ;
ou aussi blen
T

On pourra prendre comme systeme régularisé en variable de Lagrange

(

O — Onu = 0,

Oa; =0 pouri=1,...,m—1,
Ot + Opp = o2,

Ore + O (pu) = O (udpu)
O(ri/T) =0 pouri=1,....m—1

\

avec i € R™. Ceci conduit au systéme différentiel

T=T7G — 9
Q; =ad;g pouri=1,...,m—1,

U =—o(t—1ug)+ (D —Da),
(ﬁ—ﬂg)Q ]3_0( N

E=ég+—"—+ U —uq),

. . L2 o

T3 TiG TiD .
—=—=— pouri=1,... m—1
T TG ™D

C’est encore un systeme de degré un.

7.3 Les modeles non conservatifs

La difficulté de I'étude des systémes non conservatifs provient du fait qu’on
ne peut pas a priori intégrer le systéme (7.4). Le but est de montrer malgré cela

Pexistence et I'unicité d’une solution (pour un état avant choc ou apres choc donné).

1. Si 'on suppose qu’il existe une solution-onde progressive au systéme sous forme non conser-
vative régularisé, cette solution est réguliére (voir ce qui est montré dans la suite pour un systéme

non conservatif) et les formes conservatives suivantes sont bien équivalentes.
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Parmi les systéemes que nous avons envisagés dans le chapitre de modélisation,
certains ne peuvent pas se mettre sous une forme conservative. Il en est un sur lequel
nous portons particulierement notre attention (nous avons prouvé qu’il était hyper-
bolique au chapitre 5.2), c’est le modele isobare avec équirépartition des quantités

de chaleur:

pi=p Vi,
{ T;DyS; = T;Dy S Vi, j.
Les équations T;DS; = T;D;S; ne sont pas conservatives.

C’est sur ce modele particulier non conservatif que nous centrons 1’étude des
solutions-ondes progressives qui suit. Sous quelques hypotheses techniques, nous
montrons l’existence et l'unicité d’une solution-onde progressive pour ce modele
dans le cas ou il y a deux gaz parfaits (théoreme 19).

En variables de Lagrange, le systeme isobare avec équirépartition des quantités

de chaleur & deux constituants s’écrit
(

atT - 8mu = 0,
atOél = 0,
atu + 8mp = 07

(7.6)
Ore + O (pu) = 0,

0re1 + pOyT1 = Oreg + pOiTo,
b1 = p2-

L’avant derniere ligne de (7.6) est équivalente & 0;(e1 — €2) + pdi(11 — 12) = 0.
Nous choisissons de régulariser ce systéme « a la Navier-Stokes », c’est a dire

sans dissipation de masse. Nous proposons le systéeme

Oy — Opu = 0,

Ora; = 0,

Opu + Omp = pd2,u,

e + Om(pu) = pdpm (udnu),
Oi(e1 — €2) + pOi(m1 — 12) = 0,
p1=p2 =p-

Sous la réserve que ce systéme soit fermé (ce qui sera vérifié pour des gaz parfaits,

voir la remarque 7.3.5), c’est un systeéme de la forme (7.2) avec

U= (T7a17u767(€1 - 52))T7

00 0 00O
00 0 00O
DU)=100 u 00
0 0 pwu 0 O
00 0 00O
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Avec la définition 19 et 1’équation (7.4), une solution-onde progressive U de (7.7)
est associée A une solution U du systeme différentiel ordinaire de degré deux et de

dimension cingq

P — (7.8)

\

avec les conditions aux limites

Ehm (7({) = ﬁg,
5hm U'(€) =0,

lm 0(¢) =01 (7.9)
Jm (&) = Up,
lim U'(£) =0,
| Jim ()

U étant le vecteur des variables du systéme (7.8), U = (7,01,0,6,67 — €2), et en
posant Ug = (Ta,d1a,0c.éa.E1¢ — 2¢) et Up = (7p,d1pyip,ep.€1p — €2p). 1l faut
noter que nous omettons systématiquement les équations de fermeture qui ne sont
pas des équations différentielles (telles que a17) + da7o = 7, ou p1 = po = p).

Nous supposons dans la suite que o > 0 car cela simplifie la discussion, mais ce
n’est pas restrictif quant aux résultats. L’état avant choc est donc Up et Détat apres
choc est Ug.

Nous considérons dans la suite un mélange de deux gaz parfaits. Leurs fonctions

thermodynamiques sont données par

(

pi(rer) = (m — 1),
£1 = ¢,

Si(m,e1) = In(ey" ),
p2(T2.62) = (12 — 1),
g2 = CyaT,

(7.10)

L 52(7'2,62) = 111(627';2_2),

1 et yo sont deux réels tels que v > 1 et v9 > 1, et c,1 et cyy sont deux réels tels
que cy1 > 0 et ¢y > 0.

Pour toute la suite, nous posons

(7.11)

én = max(€1¢,62a),
éTn = min(élGaé?G)a
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Ce sont des réels déterminés par la donnée apres choc.

Théoreme 19

On considére le probléme (7.8), (7.9), (7.10) (probléme d’ondes progressives pour un
mélange de deux gaz parfaits isobare avec équirépartition des quantités de chaleur)
avec o > 0.

Supposons que les fractions massiques sont toutes deux non nulles: ac; > 0, g > 0
et que les lois d’état sont différentes: v # 2.

Soit Ug un état apres choc donné tel que pg > 0, €1 > 0, €ag > 0, 71 > 0 et
Taq > 0.

On suppose de plus que les deux hypothéses suivantes sont vérifiées.

— une hypothése de type « hypothése de Lax »2 : o vérifie
o < pgta; (7.12)
— une hypothése de type « choc faible » 3 : o vérifie

~D
o> Lo
2¢m,

(7.13)

Alors, il existe un unique état avant choc Up compressif (i.e. tel que pc > pp)
tel que le probléme (7.8), (7.9) ait une solution U(€). La solution est unique & une

translation de £ prés. [ ]

Remarque 7.3.1

Les inégalités (7.12) et (7.13) ne sont pas a priori compatibles. Au cours de la
démonstration, nous verrons que l'inégalité (7.14) est une condition suffisante pour
que (7.12) et (7.13) soient compatibles.

041(7711— Dot 042(7;— 1)

28, > €2 (7.14)

Remarque 7.3.2
Les hypothéses techniques oy > 0, as > 0, 1 # 2 ne sont pas réductrices car si
elles ne sont pas vérifiées le modéle de mélange dégénére (dans chacun de ces cas)

vers un modele mono-fluide et I'on est dans le cas conservatif (connu). [ ]

Remarque 7.3.3

L’hypothése de choc faible (7.13) est une hypothése technique sans laquelle nous

n’arrivons pas au bout des calculs, mais elle ne nous parait pas fondamentale et le

théoréme 19 doit rester vrai sans elle. [ ]
2. cf. [83].

~2
3. L’encadrement QI;—C; < 0 < paéa implique (lorsqu’il est possible, i.e. sous la condition (7.14))

que o est proche de pgéa, c’est-a-dire que la vitesse de 'onde est proche de la vitesse du son apres

choc, c’est pourquoi ’on parle de choc faible.
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On trouve un résultat assez similaire & celui du théoreme 19 dans [11] & propos
des équations de Navier-Stokes a deux entropies et deux pressions. La démonstration
que nous proposons est cependant différente.

Elle se fait en cing étapes:

— lemme 11: identification du probleme a un systeme différentiel autonome de

degré un et de dimension deux (réduction du probleme) ;

— lemme 12: démonstration de I’existence d’une solution locale autour de UG

(par le théoréme de la variété centrale et grace a ’hypothese de Lax) ;
— lemme 13: prolongement sur R entier de cette solution (par le théoréeme de
Cauchy-Lipschitz et grace a 'hypothese de choc faible) ;

— lemme 15: preuve du fait que la solution ainsi trouvée a une limite (et que sa

dérivée converge vers 0) lorsque & tend vers 400 ;

— unicité a une translation de £ pres.

On note [U(€)] = U(€) — Ug ou, en omettant la variable &,

[U]=0U - Ug. (7.15)

Nous réutilisons ici des notations introduites lors de I’étude de I'hyperbolicité de

ce systeme, nous les rappelons pour le cas de deux constituants.

« ; O
al/ 617)2' S
a; = i . (7.16)
1/ 1l 4 4 / Op2
1/ 3 S, 2/ By Sy
Nous posons encore
1
v Op1 ~ 1 Op2
041r/ on g, T/ onl, (7.17)
a a
_ @l dala
T Ty
Les termes I'; ci-dessus sont les coefficients de Griineisen des constituants (cf. [68]) :
Opi
I = . 7.18
7 8SZ - ( )
Comme les deux constituants sont des gaz parfaits, on a
( FZ =% — ]-a
O .
Pi _ _ipbi pour i = 1, 2,
67'2‘ S; Ti
—p
YT am derr)
bt AU (7.19)
mn 72 R R
a1y —n n da(y2 — 7
_ _ MNcuicl V2Cu2E2
K a7y | GoTy

N 4! V2
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Lemme 11
Nous utilisons les notations (7.15), (7.16), (7.17).
Considérons la condition limite a gauche
lim U(¢) = Ug,
——

> (7.20)
Jim 07(€) = 0.

Supposons que 1 # 2, a1 # 0 et ag # 0.
Alors, le systeme (7.8),(7.20) avec les lois de gaz parfaits (7.10) est équivalent au

systéme différentiel autonome de degré un et de dimension deux

i’ = —ola] + [#],
N w . . n . N2 (7.21)
i = =2 (~ofa] + [4]) - L(~ola] + [5])
associé aux formules suivantes (7.22) pour les autres variables du systéme.
(
ap = aig,
R
@ | 7
A oA U N
5:5G+—+%[[u]],
¢ = pT — @yg - 1)
adi(y =) (7.22)
N £ —o1€1
€2 = ——~
a2
1S
f = (m _ )51,
. P
L T—oT
T = —F"".
\ 2
[ ]

Remarque 7.3.4

w et n sont des fonctions qui dépendent des variables propres du systeme (€1, €2, 71,
7, T4, Tg), donc le systéme différentiel (7.21) n’est pas découplé du systéme (7.22).
Ces fonctions w et n sont trés réguliéres tant que les variables propres sont stricte-

ment positives. [ |

Preuve du lemme 11

La premiere étape est une intégration de toutes les équations intégrables du systeme (7.8)

(c’est-a-dire des équations conservatives du systéme d’équations aux dérivées par-

tielles régulier (7.7)). L’intégration des 4 premieres équations de (7.8) donne

[a1] =0,
—ola] + [p] = [@'] = @/,
—ole] + [pa] = [ad] = .
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Ce systeme peut étre écrit de maniere plus explicite :

@ = —ofa] + [P],
| - olé] — U[[UQ—]] + [pa] = ad'.

Nous avons obtenu la premiére équation de (7.8) et les deux premieres équations
de (7.22). D’autre part, la derniére équation du systéme ci-dessus donne, en y rem-

placant 4/ par son expression donnée par la troisiéme ligne,

02 Hi H
= P gy B
g o o i+ 5

~ ~Q ~ A A A
—u+u U — PGU . A
_ G+P y4el G+u2—uuG+

2
[l | b,

soit la troisieme ligne du systéme (7.22). Pour montrer la seconde ligne de (7.8),
nous utilisons les notations (7.16), (7.17), (7.18) et nous réécrivons une expression
de p' trouvée lors de 1'étude de I'hyperbolicité de ce modele (seconde partie du

théoreme 17): a1 +az = 1 et py’ = po’, donc p' = a1p1’ + asps’, donc

0 A 15)
A/ 1 Sll—i-agﬂ To + a9y ——

0
p 1 T +a1 =—
Sl 851

= Qa E—
b ! on

T1
De méme que dans la démonstration de ’hyperbolicité du modele,

~ Op2 A A o) A )
7' +ag 52 g 72 = w(d171’ + da7y’)
2

9p1
a1 or1 S,

= w7

N At
Dans le théoreme 17, S7 et So étaient nuls. Ce n’est pas le cas ici car le systeme a

été régularisé au moyen d’un opérateur de dissipation. Nous avons
Al 1
A~/ Anl

(2

et (c’est notre choix de modele de mélange ici)
&' +pi' =& +pR’ =& +pr'.
On en déduit que

57 Opo
S1 +az 3—52

T1

0
+a1 o

! a1F1 + G,QPQ
051

So = (— —) (& +pt’) = n(E + pt’)
™ Ty b

(n est défini en (7.17)). Donc

P =w? + (@ +p). (7.23)
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On fait maintenant un calcul de &’ en reprenant (7.8). La quatriéme équation de ce
systeme donne

—oé — i + (pu) = ad" + (4')?,
soit, en remplagant 44" par 4(—o@’ + p') (troisieme ligne de (7.8)) et apres simpli-

fication,
(@)

g g

/\/\/
~ _ bu
E =

La premiere ligne de (7.8)) identifie pi’/o & —p7’, donc

En conclusion de ce calcul,

soit

o o
ce qui prouve la seconde ligne de (7.21). On a montré que la solution de (7.8),(7.9), si
elle existe, est solution de (7.21), (7.22). En reprenant les mémes arguments, on peut
montrer que la solution de (7.21), (7.22), si elle existe, est solution de (7.8),(7.9).

Ceci termine la démonstration du lemme 11. ]

Remarque 7.3.5
Au passage, nous avons vu que le systéme était fermé, puisque la donnée de 4 et de

p permet de calculer toutes les variables du systéme grace au systeme (7.22). u

Nous avons identifié notre probléme d’ondes progressives a un systeme différentiel

ordinaire d’ordre un et de dimension deux:

X'(§) = f(X(9) (7.24)

avec

. —oa] + [7] (7:2)
e ( —2(=oi] + [3]) - Z(~olil + [2])? )

Remarque 7.3.6

Comme nous en avons déja fait la remarque (remarque 7.3.4), les nombres w et n
sont eux-mémes des fonctions de et p, fonctions données par les formules (7.22) et
(7.19). Notons E I'ensemble des points (@,p) de R? tels que €1 > 0, €3 > 0, 7 > 0
et 75 > 0. Cet ensemble est I'image réciproque d’un ouvert de R* (le quadrant des

quatre coordonnées positives, que nous noterons F' dans la suite) par une application
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de classe C*°, celle qui a (4,p) associe (€1,62,71,72) grace aux formules (7.22) (cette
application sera notée I' dans la suite). Donc E est un ouvert de R?. Sur cet ouvert,
w et n sont des fonctions de classe C* de (4,p). Donc f est un champ de vecteurs

de classe C* sur E. Pour condenser les définitions introduites,

(7.26)

LB — =@
. (4,p) —  (€1,62,71,72) par les formules (7.22).

La difficulté de résolution de ce systeme différentiel vient du fait que ce n’est
pas un probleme de Cauchy : la donnée est la valeur de X en —oo qui est un point
stationnaire :

Jim  f(X() = fliag.pa) = 0.

Comme la valeur de X est donnée en un point stationnaire et, on ne sait pas a
priori si une solution peut « décoller » de cette donnée. En fait, cela est possible;
c’est la teneur du lemme 12 qui utilise un élément de la théorie de la linéarisation
des systeme différentiels au voisinage de leurs points d’équilibre: le théoreme de la
variété centrale.
Lemme 12
Supposons que I’état aprés choc donné est tel que pg > 0, €1q > 0, €2 > 0, 71 > 0,
Toq > 0, et notons wg la valeur de w en ce point apres choc.
Faisons I’hypothése sur o
o? < —w@

(hypothese de Lax (7.12)).

Alors il existe au voisinage de (i¢,pq), dans le plan (4,p), une courbe C, variété
de dimension un de classe C*°, paramétrée par s — (Cy(s),Cp(s)) (s € R) telle que

— C passe par (Ug,pc), i.e. Isg tel que (Cy(sq),Cp(sq)) = (ta,pa) ;

— C est tangente au vecteur (1, —wg/o) en (ug.pa), i.e. V(Cy,Cp)(sa) est pro-

portionnel a (1, —wg/o) ;
— C est invariante par le flot de (7.24), (7.25), i.e. si X(0) € C, X (§) € C V¢;
-5 X(0) € C, limg,_ o X(§) = X = (tg,pa)-
|

Ce lemme se montre facilement grace au théoreme de la variété centrale, que 'on

trouvera dans [7] et que nous rappelons ici.

Théoréme 20 (variété centrale)

Soit un probléme différentiel dans R™
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ot g : O x R" — R" est un champ de vecteurs de classe C"(R") (r € N).
Supposons que g(Yy) =0 (Yo € Q). Soient
— T® Despace vectoriel engendré par les vecteurs propres associés aux valeurs
propres de partie réelle strictement négative de Vg(Yy) ;
— T" lespace vectoriel engendré par les vecteurs propres associés aux valeurs
propres de partie réelle strictement positive de Vg(Yy) ;
— T° Despace vectoriel engendré par les vecteurs propres associés aux valeurs
propres de partie réelle nulle de Vg(Yp).
(OnaR"=T*oT & T°).
Alors, il existe trois variétés W*, W et W€ de classe C™T1, C™t1 et C" telles que
Y e W NWINWE;
— en Yy, W* est tangente a T®, W' est tangente a T* et W€ est tangente a T
si 3¢ tel que Y (§) € W¥, lime 0 Y (§) = Yo ;
si 3¢ tel que Y (€) € W', limg_,_ o Y (€) = Yo.

La variété W* est appelée variété stable, W' est la variété instable et W€ la variété

centrale. ]

Preuve du lemme 12
La démonstration consiste d’abord a montrer que I’on est dans le cadre d’application
du théoreme de la variété centrale. Pour cela, on commence par remarquer qu’il existe
un voisinage de (ig,pg) sur lequel le champ de vecteurs f(@,p) de (7.25) est de classe
C*: cela vient de 'hypothese de positivité stricte de toutes les variables au point
apres choc: (£16,62¢,Fia2¢) € F = (RT™)* = (ig.,pg) € E =T"1(F).
Sur ce voisinage, on peut utiliser le théoreme de la variété centrale (avec n = 2,
Q= FE et g=f). Un calcul simple donne V f(i¢,pg) :
-0 1
Vf(ic.pe) = ve e
o
Les valeurs propres de cette matrice sont 0 et (—o —wq/0), et les vecteurs propres
associés sont respectivement (1,0)7 et (1,—wg /)T Nous faisons dans toute la suite
I'hypothése que —o — wg /o > 0, soit wg < —o? (voir & ce sujet la remarque 7.3.7).
D’apres le théoreme de la variété centrale, il existe dans un voisinage de (ig,pg) une
variété centrale W€ (associée a la valeur propre 0) de dimension un de classe C'*>
tangente & (1,0) en (4g,pq), et une variété instable W (associée & la valeur propre
(=0 — wg/o) positive par hypothese) de dimension un de classe C'> tangente a
(1,—wg/0) en (ig,pa). Cette variété W, toujours d’apres le théoréme de la variété
centrale, vérifie toutes les propriétés de la variété C' du lemme 12. Donc on peut
prendre C' = W*. C est de classe C°. [ |
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Remarque 7.3.7
En reprenant ’équation intermédiaire (7.23) de la démonstration du lemme 11, on

trouve immédiatement que les nombres w et n sont tels que
P =wi' +ns.

En faisant le méme calcul pour le systéme d’équations aux dérivées partielles (non

ondes progressives) en variable d’Euler, on trouverait
Dyp = wDyt + nD,S.

Par analogie avec le cas mono-constituant, ceci nous conduit a définir la vitesse du

son ¢ dans le fluide global en écrivant (nous l’avons déja fait dans la remarque 5.2.2)

c
w=—-——.
-2
L’hypothése wg < —o? revient a
& > o',
ou encore
pGgca > O.

C’est I'inégalité (7.12), condition de type « condition de choc de Lax » (cf. [83]). m

Il est profitable de visualiser les variétés centrale et instable.

T =We
(d’équation p = pg + [4]

e I (ug,pe)

)

g

Wi

Ti

Ug (u)

Maintenant que nous sommes assurés de 'existence de cette variété C instable
de vecteur directeur (1, —w/o)” en (ig,pe), notons qu’elle n’est pas tangente a la
droite T¢ = W€ d’équation

—ola] + [p] = 0,
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car le vecteur directeur de cette droite est (1,0)7, il n’est pas colinéaire & (1,—w/o)7
sous I’hypotheése wg < —o?. D’autre part, cette variété W@ étant de classe C, elle
possede une unique branche au dessus de T¢ et une unique branche au dessous de
T° (ces deux branches se raccordant de maniere C'*°). Nous n’insisterons pas sur ce
point, mais la régularité de la variété a ici une importance (elle doit étre au minimum
de classe C1, ce qui est assuré si le champ de vecteurs est de classe C! d’apres le
théoreme de la variété centrale).
En conséquence, il existe un point (ug,p9) dans un voisinage de (u¢g,pa) tel que
(tg,po) € C et (Gy,po) ¢ TC. Ce couple (tg,po) vérifie donc

— —ofdo] + [po] # 0;

— si X(0) = (to,po), lime—. oo = (Uq,pq)-
Plus précisément, on a le choix entre (ug,po) tel que —o[ao] + [po] > 0 ou —o[uo] +
[Po] < 0 (un point de chaque c6té de la droite 7°¢). Nous choisissons un point tel que
—oao] + [po] < 0, car 'autre possibilité conduit & une solution non compressive
(telle que pe < pp) comme nous le verrons dans la remarque 7.3.8. De plus, on peut
prendre (7g,pg) aussi proche de (4g,pe) que on veut, donc on peut le prendre tel
que pg > 0, €19 > 0, €39 > 0, 719 > 0 et 759 > 0 (grace a la régularité de la solution,
et ces variables étant calculées a partir de U et pg grace aux formules (7.22)).

La prochaine étape consiste a choisir ce point compressif et a étudier le probleme
de Cauchy constitué de (7.21), (7.22) et de la donnée initiale (%(0),p(0)) = (@o,po)-

Lemme 13

Considérons le probleme différentiel (7.21), (7.22). Soit (lg,po,£10,620,710,720) tel que
— (p,po) € C (C est la courbe dont il est question dans le lemme 12) ;
— —oao] + [po] < 0;
— €10, €20, T10 €t Tag sont calculés en fonction de t et po selon les formules (7.22) ;
—Ppo>0,19>0,0>0, 719 >0, 729 >0;

Faisons de plus I’hypothése
~2
2  Pc
o~ >
26m

(hypothése de faiblesse du choc (7.13)).
Alors, le probléeme de Cauchy (7.21), (7.22) avec

((0),p(0)) = (@o,po) (7.27)
admet une solution définie sur R entier (£ € R). [ ]

Pour démontrer ce lemme, nous utilisons deux théoremes de base de la théorie

des systemes d’équations différentielles ordinaires ; le théoreme de Cauchy-Lipschitz
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([67], [90]) et le théoreme des bouts([67]). Nous les rappelons. Nous rappelons aussi
deux définitions (définitions 20 et 21) auxquelles ils font appel.

Définition 20 (solution maximale)

Soit un systéme différentiel

{ Y'(€) = g(£,Y (6)),

YO - O (7.28)

ol €ER,g:IxQCRxR— R"” I est un intervalle de R, et soit Y° € Q. Soit
Y :]a,b[— R™ une solution de (7.28).
On dit que Y est une solution maximale s’il n’existe pas de solution de (7.28)

Y :]a,b[— R™ telle que ]a,b[C]a,b| (avec inclusion stricte). [ |
Une solution maximale est une solution définie sur le plus grand intervalle possible.

Théoréme 21 (Cauchy-Lipschitz)

Considérons le probleme de Cauchy

Y'(€) = Y
(©) = (&Y ©) 729
Y(0) = Y
ouf e R, Y(£) € R", et g est une application qui va de Q dans R™, pour un ouvert
Q) de R x R™. Supposons que
— g est continue sur 2 ;

— g est localement lipschitzienne par rapport a sa seconde variable.

Alors, il existe une unique solution maximale de (7.29). |

Définition 21 (bout droit (resp. gauche))
Soit Y :]a,b|— R™ une solution du systeme différentiel (7.29). On appelle bout droit
(resp. gauche) de cette solution I’ensemble des valeurs d’adhérence de 'application

G définie par
_{mﬂ—eRxwz

§— (§Y(9))

lorsque & tend vers b (resp a). |

Le bout droit (resp. gauche) est de la forme {b} x A (resp. {a} x A), ou A est
P’ensemble des valeurs d’adhérence de Y (&) lorsque € tend vers b (resp. a). L’intervalle

Ja,b[ est un intervalle de R, on peut avoir en particulier a = —oo ou (et) b = oo.

Théoréme 22 (bouts)

Soit Y (&) une solution maximale du probléme de Cauchy

{ Y'(€) = g(&,Y (€))

Yo -1 (7.30)
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ou{ €R,Y(£) € R", et g est une application qui va de Q0 dans R™, pour un ouvert
2 de R x R™. Supposons (comme pour le théoréme de Cauchy-Lipschitz) que

— g est continue sur {2 ;

— g est localement lipschitzienne par rapport a sa seconde variable.

Alors, le bout droit et le bout gauche, s’ils ne sont pas vides, sont contenus
dans la frontiére de Q (ouvert sur lequel g est définie et vérifie les conditions de

Cauchy-Lipschitz). |
Nous utiliserons aussi le lemme suivant pour démontrer le lemme 13.

Lemme 14
Soit (G,p,€1,62,71,72) une solution du probléme de Cauchy (7.21), (7.22), (7.27), la

condition initiale étant choisie comme au lemme 13.

Elle vérifie

u' <0,
P <0,
7 >0,
78, <o, (7.31)
AQSAQI <0,

1" <0 tant que T1 >0,

»' <0 tant que Tg > 0.

[ |

Preuve du lemme 14

La condition initiale (ug,pg) est choisie telle que
[p] < olul.

Cela reste le cas pour tout £ €|a,b], car §'il existait un & tel que [p] > ofu], la
solution étant continue, il existerait £ tel que [p] = o[u], ce qui annulerait f et
rendrait la solution stationnaire pour £ > &,. Cela prouve que @’ < 0, et 7/ > 0.
D’autre part, pour tout (4,p) € E, w <0 et n > 0, donc p’ < 0.

On fait maintenant un petit calcul facile (en utilisant les relations données

par (7.8)).
Ozlflgll + Ozgfgggl =¢ +p7'

_ W@y eor  pi
a g

_ _(ﬁ/)Q + ﬁ/ﬁ O_ﬁ‘ﬁ” . r&ﬁ/
2

_ @ <o.
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(Cela signifie que T8 < 0). En utilisant maintenant 1’équation d’équirépartition des
quantités de chaleur T1§1, = T2S2/7 on en déduit que Tlgll = nggl <0.
Il ne reste & montrer que la décroissance des énergie internes propres. La loi de

gaz parfait donne pour S;

S1 = ln(z’flffylfl)

— In((y — 17 5,

EA _ ~ 65711371_1
! (v —m=t

Si 177 > 0, S est décroissant. Comme p est décroissant aussi, €1 est décroissant. 11

Donc

en est de méme pour €5 si TQ > 0. [ |
Preuve du lemme 13

La démonstration que nous proposons pour ce lemme est un peu longue mais ne
comporte aucun point difficile. Sa structure est la suivante.

— Nous montrons que sous I’hypothese (7.13), la solution (tant qu’elle existe)
reste dans un compact qui est inclus dans I'ouvert dans lequel le champ de
vecteur f est défini et vérifie les hypotheses de Cauchy-Lipschitz.

— En conséquence, grace au théoreme des bouts, nous montrons que la solution
maximale est définie sur | — co,00].

Le champ de vecteur f, donné par (7.25), ne dépend pas de . Nous sommes en
présence d'un systeme différentiel autonome. Puisque la condition initiale (g,po)
est dans E (elle est telle que €19 > 0, €39 > 0, 719 > 0 et 7oy > 0), ouvert de R? sur
lequel f est de classe C° (et vérifie donc les hypotheses du théoreme de Cauchy-
Lipschitz), le théoréme de Cauchy-Lipschitz assure 'existence d’une unique solution

maximale au probleme différentiel (7.21), (7.22) avec comme condition initiale

(@(0),p(0)) = (iio,po)-

Notons |a,b[ 'intervalle sur lequel cette solution maximale est définie. On sait que
a = —oo car la condition initiale (@g,pp) est issue du point gauche (ig,pg) (cf.
lemme 12). Il reste & montrer que b = co.

Montrons que cette solution maximale reste dans un compact contenu dans FE.

On reprend 'expression de €.

AT2 o

. . U
. 2 o -
_tana PGy~ Pa
_2([[]]+a) téa 202

o)

ba
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22
Sous I’hypothese 02 > ;é—fn, on sait qu’il existe un réel § tel que &€, > & > 0 et
~2
o2 =_Pe
2(ém —9)
En reportant cette expression de o2 dans l'inégalité sur é que 'on vient d’obtenir,
on a
E>ég—(Em—90)=¢épn+0.

Nous en déduisons que €7 reste borné par §/dj :

£ — 02252

Grace au lemme 14, on sait que €5 > 5, donc

R éM+5_d2€A2 ) 1)
£ > - > =

a1 T ap aig

(rappelons que )y = max(£15,£2¢)). On peut montrer de la méme maniére que

0

€A2 Z — .
a2@a

D’autre part, comme p’ < 0 (cf. lemme 14), p < pg, et

—1 S
A = (m _ )EL
p .
> (11— })5/041@
ygel
De méme,
> (2= Dd/dhe

ygel
De plus, on sait que la solution est telle que [p] < ofa] car la condition initiale
(tg,po) vérifie cette inégalité (elle est en dessous de la droite T¢ du lemme 12), et si
la solution ne la vérifiait pas, par continuité, il existerait un & tel que [p] = o[d],
et la solution serait stationnaire & partir de ce £, le champ de vecteur f s’annulant.

Donc [d] 1] .
A u bG
T=—<—-—=5<—=
71 o~ o2 o2
(p est positif puisque les variables propres le sont). On retiendra que

QM|§>

7T <7¢+
Cela assure les majorations

o s 9
R TG + o
;<TG APG/ ’
. dig
¢+ pa/o
lepYel

o
INA
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Nous avons obtenu les encadrements des variables propres suivants.

g
Dé/dg _ . _ io+ia/o’ (7.52)
jile} A < 1T )

< fatio/o

je] - Qo

o
A

Ces encadrements ne dépendent que des données a gauche et de o. Ils expriment
que (£1,62,71,71) (le vecteur des variables propres associées a la solution maximale
du probleme de Cauchy) reste dans un compact contenu dans le quadrant des co-
ordonnées positives de R* noté F (pour les définitions de I', E et F, on renvoie au
schéma (7.26)). Ceci achéve la premiére partie de la démonstration.

Le vecteur solution (4,p) reste lui aussi dans un compact de R?, puisque 1'on a

toujours

S S
;S
§ a

=

3>
vV IV IA A

A

pl/o + i = ac — ba/o

=33

=

Donc le vecteur (u,p) a des valeurs d’adhérence lorsque £ tend vers b. Soit V4 l'en-
semble des valeurs d’adhérence de (4,p). Le bout droit de la solution n’est pas vide,
il est {b} x V4. D’apres le théoreme des bouts, le bout droit est inclus dans le bord
de R x E. Nécessairement, ou bien b appartient au bord de R ou bien V4 est inclus
dans le bord de FE.

Nous montrons qu’il est impossible que V4 soit inclus dans le bord de E, ce
qui prouve que b appartient au bord de R. Soit (44,p4) une valeur d’adhérence, et
supposons qu’elle appartienne au bord de E. Cela signifie que (i4,p4) ¢ F et qu’il
existe une suite de E (Uy,pp)nen telle que

lim (ﬁmﬁn) == (ﬁ/AaﬁA)-

n—oo

D’une part, le fait que (44,p4) ¢ E signifie exactement (par définition de E

comme image réciproque de F' par I') que
[(@a,pa) = (€14,624,T14,724) € ['(E) = F.

D’autre part, comme l'application I', définie par les formules (7.22), qui a (u,p)

associe (£1,62,71,72) est réguliere,

Jlﬂgo(élmézmﬂnﬁén) = (£14:624,T14,724) € F.
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Donc (€1 4,624,714,724) appartient au bord de F', ce qui est impossible puisque ce
vecteur est dans un compact contenu dans F' (cf. encadrements (7.32)). La conclusion
est que V4 n’appartient pas au bord de E. Donc b appartient au bord de R. On a
nécessairement b = +o00. La solution maximale est définie sur R entier ! [ |

Nous sommes maintenant munis d’une solution définie pour tout £ € R. Il nous

reste a étudier ses propriétés en 4+oo pour vérifier que c’est une onde progressive.

Lemme 15
La solution du probléme différentiel (7.21), (7.22) dont nous avons montré 'existence

sur R entier a une limite notée (ip,pp) en & = +0oo et cette limite vérifie

f(ip,pp) = ( 8 > :

De plus, sa dérivée (par rapport a ) a une limite en £ = 400 et cette limite est

(030)' |

Preuve du lemme 15

Nous 'avons déja remarqué et utilisé dans la démonstration précédente, le vecteur
(a,p) reste dans un compact pour tout £. Il possede donc une valeur d’adhérence
que nous notons (4,p0). Supposons qu'il existe une deuxieme valeur d’adhérence,
que nous notons alors (4n,pn). Les composantes du vecteur étant monotones (cf.
lemme 14), on a nécessairement 4 > Up et 4o > U@, ainsi que po > po et
po > po. Done, i = o, et po = po?. La valeur d’adhérence est donc unique,
c’est une limite, nous la notons (4p,pp).

Nous allons maintenant montrer que (a',p") converge vers 0. Comme

et que f est continue, on a

(@' p") = f(a,p) e f(ip,pp).

Il est évident que si f(up,pp) n’était pas nul, la solution ne serait pas stationnaire
en (up,pp), c’est ce que nous précisons ci-apres. Définissons la suite (i, )nen par

Up = a(n).

Par une intégration (formelle) de ’équation différentielle sur @, on a pour tout entier

n

n+1
Upg1 — Up = / —ola] + [p] ¢,

4. O =0!
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d’ou
n+1

n+1
|an+1—an|=|/ —o[[aﬂ+[[ﬁndsr=/ | — ofa] + [5]] de

car —o[u] + [p] < 0. La convergence de —a[d] + [p] vers —o(up — tg) + Pp — P
implique que pour tout réel € > 0 il existe N € N tel que | —oa] +[p]| > | —o(ip —
Ug) + pp — Pg| — € sin > N. Pour tout n > N on a donc

|1 — Un| > | —o(Gp — Gq) + Pp — Pa| — €,

ce qui n’est compatible avec la convergence de la suite (4,) que si —o(ip — ug) +
Pp — e < €, et ceci quel que soit e. Donc, le point avant choc (a droite) vérifie

flap,pp) = 0. La solution est bien une onde progressive. |

Remarque 7.3.8

Si l'on avait choisit la branche supérieure de la variété instable W, la solution
(éventuelle) n’aurait pas pu étre compressive : elle aurait nécessairement vérifié pg <
pp- En effet, elle aurait vérifié —o[u] + [p] > 0 et &’ > 0 pour tout £ € R (inégalités
analogues a celles du lemme 14), donc [u] > 0, donc p > pg +o[u] > pa. 1l s’agirait
d’une onde progressive associée a un choc non compressif. Nous I’écartons de la

discussion. u

Nous avons réuni tous les éléments nécessaires a la démonstration du théoreme 19.
Démonstration du théoréme 19
D’apres le lemme 11, il est équivalent d’étudier le probleme (7.8) et le probleme (7.21).
Sous 'hypothese (7.12), le lemme 12 assure l'existence d’une solution locale autour
de Ug vérifiant les hypotheses du théoreme 19. Sous I'hypothese (7.13), le lemme 13
assure le prolongement sur R de cette solution. Les hypotheses (7.12) et (7.13) sont-
elles compatibles? Oui, sous I'hypothese (7.14). Montrons-le. L’hypothese (7.14), a
savoir
an =1,  d(p-1,

26, > €1a €265
a!

est équivalente a

~ a1, . Qg
26 > —PGTiG + —DaTeq
71 72

(en utilisant les lois d’état (7.10)), ou encore

~9 o

ba < bc

2é a1 - dp
m 7 G + 72 T2G

D’apres l'expression (7.19), cela revient a
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soit, selon I'expression de wg donnée dans la remarque 7.3.7,

Pe 2
G < prél.
2%, PGCa

Sous cette hypothese, il est bien possible de choisir o tel que
2 _ A2 42 .
0° < pece (hypothese (7.12))

et
P
2%,

(D’autre part, ’hypothese (7.14) qui assure cette compatibilité est possible & vérifier :

02>

(hypothese (7.13)).

il suffit par exemple que dg€1g soit proche de dsgesg, ou que 1 et ¥ soient assez
proches de 0.)

Il reste a démontrer 'unicité. Supposons qu’il existe deux solutions (t4,p,) et
(tp,pp) qui ont la méme valeur au point gauche, c’est-a-dire que

lim (dq.pa) = ggrfloo(ﬂb,ﬁb) = (4G :pa)-

£——o00

Ces deux solutions définissent donc deux variétés (peut-étre égales) de classe C'*° de
dimension un, qui sont des variétés instables pour le champ de vecteurs f au point

(4c.pc), que nous notons Wi et Wy :

{ Wi = {(iig,pa) ; € € R},
Wi = {(ipps); € € R}

Par ailleurs, tout point (@,p) d’'une de ces deux variétés vérifie

P < pa +old]

si nous écartons les solutions non compressives. Or d’apres le théoreme de la variété
centrale il n’y a qu'une telle branche instable en dessous de la droite 7' au voisinage
du point apreés choc (dg,pe). Il en résulte que Wi O = WO pour un certain
voisinage O de (ig,pa), ce qui signifie que si (14(£),pa(§)) € O et (Up(€),pp(&)) € O,
il existe £y € R tel que (U4 (§),p4(&)) = (up(€ — £0),Pp(€ — &o)). Donc la solution est
unique a une translation de la variable £ pres tant qu’elle reste dans O. Le théoréme
de Cauchy-Lipshitz (théoréme 21) assure 'unicité (a la méme translation pres) de
la solution maximale. Une conséquence évidente est que la limite en £ = +o0, au
point droit, est unique.

Le théoreme 19 est démontré. [}



170 CHAPITRE 7. ONDES PROGRESSIVES




7.3.

LES MODELES NON CONSERVATIFS 171

Conclusion partielle (pour la

partie IT)

Nous rappelons ici les principaux résultats que nous avons obtenus.

Nous avons construit un ensemble de modeéles de dynamique des fluides mélangés

a une seule vitesse basé sur des considérations thermodynamiques;

la base thermodynamique de 1’élaboration assure une cohérence avec les équations
d’Euler classiques dans le cas ou les fluides sont séparés par des interfaces
(théoréeme 16) ; afin de prendre en compte le mélange numérique qui apparait
dans cette situation, nous avons autorisé dans nos jeux d’équations des frac-
tions massiques différentes de 1 et 0;

les systémes obtenus sont constitués des équations conservatives habituelles
(masse, quantité de mouvement, énergie totale) et d’équations non conserva-
tives traduisant les échanges d’énergie ou d’entropie entre les constituants ;
tous ces systeémes ont une écriture eulérienne et une écriture lagrangienne ;

une grande partie de ces modeles se présente sous la forme de systemes hyper-
boliques (théoreme 17 et théoreme 18);

nous avons vérifié que cet ensemble inclut des modeles classiques et identifié
la loi de Dalton dans notre formalisme ;

enfin, nous nous sommes intéressés aux solutions discontinues (chocs) en étudiant
les solutions-ondes progressives d’un modele régularisé par un opérateur para-

bolique (existence et unicité d’une solution dans le théoreme 19).
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Troisieme partie

Résolution numérique des
problemes de mélange en

dimensions un et deux
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Dans cette partie, nous nous attachons a la résolution numérique des problemes
de fluides eulériens compressibles a plusieurs lois d’état. Cette partie se présente na-
turellement comme 'application des techniques d’algorithmes non dissipatifs, développées
dans la partie I, aux problemes de fluides a plusieurs especes que nous avons posés
dans la partie II.

Comme nous 'avons précisé dans I'introduction de la partie 11, les modeles décrits
peuvent étre utilisés pour des problemes de vrai mélange (mélange intime, figure 1.1)
ou des problemes d’interface (mélange numérique, figure 1.2).

La résolution numérique de ces problémes est riche de méthodes différentes. Nous
citons les trois les plus répandues:

— les méthodes de résolution directe, qui consistent a discrétiser les équations

du fluide & plusieurs constituants « brut de fonderie » (cf. [1], [4], [18], [2], [2],
[80], [81], [66], [43]...);

— les méthodes de suivi d’interface, qui reposent sur un calcul de la position de
I'interface a chaque pas de temps (voir [12], [39]...);

— les méthodes de type « level-set » ou « volume of fluid », pour lesquelles on
utilise une variable supplémentaire, advectée pour connaitre la position de
I'interface (cf. [35], [42]).

Les deux derniers types de méthodes sont utilisés pour résoudre des probléemes d’in-
terfaces seulement.

Nous choisissons pour toute la suite une méthode de résolution numérique de type
direct, parce que d’une part cette méthode permet de traiter le cas des mélanges
aussi bien que des interfaces et d’autre part elle nous parait la plus élémentaire, ne
faisant intervenir que les équations de conservation de la physique. L’inconvénient
récurrent de ce type de résolution directe est la dissipation numérique, le cas le plus
défavorable étant celui des interfaces. Mais nous avons les moyens d’éviter cette
dissipation : ils sont développés dans la partie I. L’idée d’utiliser le décentrage aval
sous contraintes (pour ses propriétés de stabilité et d’antidissipation) est tout a fait
naturelle car les fractions massiques des constituants sont régies par des équations
d’advection.

Le mode de résolution numérique choisi est une décomposition Lagrange-projection
des équations d’Euler. Nous proposons dans la phase de projection le décentrage
aval sous contraintes amont des flux des fractions massiques. Il faut noter que nous
n’avons pas tenté, comme dans le chapitre 3 de la partie I de décentrer vers I’aval les
flux des variables thermodynamiques p, pu et pe. L’enjeu, qui nous parait essentiel,

est ici d’obtenir des interfaces parfaites.



176




177

Chapitre 1

Schéma numérique pour les
équations d’Euler a plusieurs

especes

Le schéma que nous proposons est le schéma de type « Lagrange + projection »
développé dans [28]. Il sera appliqué & chacun des systemes (1.1), (1.2) et (1.3). Son
grand intérét est qu’il laisse libre le choix des flux pour la discrétisation des équations
de concentration. Nous choisirons de décentrer les flux des fractions massiques vers
l’aval sous des contraintes de stabilité du méme type qu’au théoréeme 2 (contraintes
« amont »). La prise en compte de ces contraintes est justifiée car les fractions

massiques sont solutions d’équations d’advection.

1.1 Introduction et précision du probleme

Pour simplifier le texte, nous nous restreignons au cas de deux constituants.
Nous indiquons cependant que les algorithmes peuvent étre écrits pour un nombre
quelconque de constituants avec une faible augmentation de la difficulté.

Parmi tous les modeles évoqués dans la partie I, nous avons du faire le choix de

ceux que nous allions discrétiser. Nous en avons sélectionné trois :
— le modele isobare isotherme, pour sa simplicité ;
— le modele que nous avons identifié & la loi de Dalton, pour la généralité de son
emploi;
— le modele isobare avec équirépartition des quantités de chaleur, par gott.

Nous rappelons les équations auxquelles ils correspondent.

Modeéle isobare isotherme
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Op + 0z(pu) =0,

Ot(pa) + 0z (pua) =0,

O (pag) + 0z (puay) = 0,

O¢(pu) 4 0z (pu® + p) = 0,

d1(pe) + 0 (pue + pu) = 0, (1.1)
QaT] + Ty =T,

Q€] + Qg = €,

pP1=p2 =D,

Ty =1,

les températures propres 17, 1o et les pressions propres p1, po étant calculées grace
a leur variables propres associées (71,61), (72,62). La vitesse du son du mélange est

donnée pour des gaz parfaits par

c=+vajc1? + ascs?.

Remarque 1.1.1
Les termes « isobare » et « isotherme » signifient pour nous que p1 = ps et 11 =T, en
chaque point du mélange et non que la pression et la températures sont constantes

dans tout le mélange. [ |

Modéle de Dalton

Oip + 0 (pu) = 0,

Or(pan) + Oz (puar) = 0,
Or(paz) + Oz (puas) = 0,
d(pu) + 8z (pu® +p) = 0,
O¢(pe) + 0x(pue + pu) =0, (12)
1T + QeTy =T,

Q1€1 + Qg = €,

p= “py + 22y,
(p7) + O(puzt) =0,
T =1T5.

Nous avons montré que ce modele était équivalent au modele de Dalton ([56]) ainsi

qu’a un modele de convection des parametres de pression ([80]). La vitesse du son

c=+vaic1? + ascs?.

Modele isobare avec équirépartition des quantités de chaleur

dans le mélange vaut
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Le terme « équirépartition des quantités de chaleur » signifie que les variables

propres des constituants varient de maniere a ce que

Q1 = 6Q2,

soit

11D S1 = ToDSo,

soit aussi

Die1 + p1Dym1i = Dieg + paDima,

ou Dy est 'opérateur de dérivation lagrangienne, D; = 0; + u0,.. Le modele est par

ailleurs isobare: p; = po. En définitive,

Op + 0z(pu) = 0,

d(par) + Oz (puar) =0,

di(paz) + Oz (puas) =0,

d(pu) + 8z (pu® +p) = 0,

0¢(pe) + 0 (pue + pu) =0, (1.3)
Q171 + QTy =T,

a1€1 + qipgg =€,

pP1=pP2=D

T1D:S1 = 15D Ss.

\

La formule qui donne la vitesse du son de mélange est

’7'2 ’7'12 + ’7'22
— =—a1— +as—.
c2 ! c12 2 c92
Remarque 1.1.2
Ce dernier modéle n’est pas conservatif (équation T1DyS1 = ToDySs). [ |

Remarque 1.1.3

Pour tous les modeéles de mélange, nous écrivons les deux équations

)

0
0

di(paz) + Oz (puas)

)

{ Di(pon) + Oy (puacn)

mais 'on pourrait écrire au lieu de cela

Ot(par) + 0z(puay) = 0,
a] +ag =1,

qui est équivalent, mais occulte la symétrie des équations pour les deux espéces. R
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Nous pouvons maintenant passer a la résolution numérique.

Nous avons choisi de résoudre ces systéeme au moyen d’une décomposition Lagrange-

projection. Le schéma général est développé dans [28]. Du point de vue des notations,

les schémas « Lagrange + projection » étant trés consommateurs d’indices de temps,

nous ne présentons les schémas que sur un pas de temps; les variables avant calcul

ne portent pas d’indice de temps, les variables apres la phase lagrangienne sont sur-

montées d'un tilde (), et les variables en fin de calcul, apres la phase de projection,

sont surmontées d’un chapeau (#). Afin d’améliorer la lisibilité, nous agrandissons

les tildes et les chapeaux, et nous noterons ;. 1s, @fj, y/l\J (...) au lieu de ;1 /9,

Y1, ZlAlj ()

Nous avons déja utilisé ce type de décomposition de flux dans la partie I et nous

rappelons ici les deux étapes numériques pour les variables thermodynamiques p, pu

et pe.

Phase lagrangienne

T Y2 T Y-y

j 0
PiTAL Az ’
al,j - al,ja
%: a2,ja
uj —uj Piy1/2 T Pj-1/2 0
P At Y-
&G —¢ J+1/2%5+1/2 — Pj—1/2%j-1/2
; = 0.
PiTar Az
Phase de projection
( —~ —_—
Pi = Pj  Pit1/2U%+1/2 — Pj-1/2%j-1/2 0
pja,; — pjoa,; n Pj+1/200,541/2%j+1/2 = Pj—1/20,5_1/9Uj-1/2 0
A Ar__ ’
pj02,; — P02, ; . Pj+1/292,541/2%j+1/2 7 Pj—1/292,5_1/9Uj-1/2 0
At . /A‘CI‘; —_— ,
PjUy — Pju;j n Pi+1/2%+1/2%5+1/2 = Pj—1/2U5-1/2%5-1/2 _ 0
At Am/‘v —_— ’

Pj€; — pj€; | Pi+1/2€j+1/2Wj+1/2 — Pj—1/2€j-1/2U5-1/2
" —0.
At Ax
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Schéma global

Pj—Pj | Pi+1/2%j41/2 = Pj—1/2Uj—1/2 —0
At Dz R
Pjo,; = P05 Pi+1/200, 541 94172 = Pj—1/201,5_1 %5 -1/2
+ =0,
At Ax
P02, — P2, ; n Pj+1/292,511/2%j+1/2 = Pj—1/202,5_1/9Uj-1/2 0
At Az -
Pyl — pju; L Piy2ti1/2ti 2 = P12t -1/2t 12 tPit1/2 = Pj-1/2
At o ’
Pi€i = Pi€j | Pit1/261/2U541/2 = Pi=1/26j-1/2%—1/2 F Pyr/ainnje = Pi1/2tiaje g
At Az '

Toute la spécificité du schéma réside dans le calcul des flux, en particulier des

flux de la phase de projection.

1.2 Phase lagrangienne

Dans toute la phase lagrangienne, les inconnues sont les variables surmontées
d’un tilde.

Cette phase du calcul numérique est une résolution approchée du systeme

poyT = O,

pOru = =0y,

pose = =0y (pu), (1.4)
pdray = 0,

pOraz = 0,

complété par les relations de fermeture qui expriment le modele du mélange choisi.

Pour le modele isobare isotherme, on ajoute les lois implicites

a1+ =T,

Q€] + Qogg =€,

(1.5)
p1=p2=Dp,
T =Ts.
Pour la loi de Dalton, la fermeture est
(

o1T] + QeTy =T,

Q€1 + Qipgr =€,

p=Ylp + 2272 (1.6)

pat(%) = 07
T, =1Ts.
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Et pour I’équirépartition des quantités de chaleur, les équations (1.7) complétent

le systeme.

Q171 + Ty =T,

a1e1 + apeg =€,

b1 =pP2=D,

Ose1 + p10y71 = O + p20iTo.

(1.7)

La discrétisation de ces équations repose sur la définition des quantités de bords
suivantes (cf. [28], [30], [29]), qui sont équivalentes aux valeurs de bords données par

un solveur de Riemann approché particulier.

. :
PCiy1/2 = \/maX(PjCjQ,PjHCjHQ) min(p;,0j+1),

*
i+ D PCit1/2
Pbj T Dj+1 n j+1/ (u

Pj+1/2 = 5 2 j— Ujy1), (1.8)
1 (u; +ujy1)
Ujr12 = ———(Pj — pj+1) + L 5 .
2p¢j 4172

Pour tous j,n, le nombre c; est la vitesse du son dans la maille j au pas de temps n.
Quand le fluide est un mélange de plusieurs constituants, la vitesse du son dépend
du modele de mélange choisi; ces vitesses du son ont été explicitées lors du rappel
sur les modeles. La convergence du schéma ne dépend pas de la maniere dont on
calcule cette vitesse du son dans le fluide ni de la formule qui donne le parametre
;;cj +1/2 et la formule donnée est celle qui rend la condition CFL la moins stricte
(cf. [30]), mais on peut en choisir une autre, ce qui revient sans doute a utiliser un

solveur de Riemann approché différent.

Nous posons comme d’habitude A = At/Axz. Les équations discretes associées

au systeme (1.4) sont

pi(Tj = 75) = Mujy1/2 — uj12),
Pj(uj - Uj) = —A(pj+1/2 —Pj—1/2),

pi(€j —ej) = =ADjt1/2Uj11/2 — Pi—1/2Uj—1/2); (1.9)
6[1; al,ja
Qg = Qg

Nous sommes maintenant en mesure d’écrire les équations discrétes completes

de la phase lagrangienne pour chaque modele.
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1.3 Equations discretes pour le modéele isobare isotherme

Le systéme discret pour ce modele est constitué du systeme (1.9) et de

aq 7'1 + o, 7'2 =75,

Ozl 61 +042 62 —6]', (1.10)
15\;—102,]»

T, =T,

Le systeme (1.9) est explicite et découplé des équations (1.10), qui sont elles im-
plicites et nécessitent dans le cas général I'utilisation d’un algorithme de Newton.
Cependant, dans le cas de deux gaz parfaits, on trouve une formule explicite et

exacte pour calculer les nouvelles valeurs des variables propres.

Proposition 11

Si les deux constituants sont des gaz parfaits d’exposants adiabatiques 1, 72 et de
capacités calorifiques c,1, ¢ya, le systéme isobare isotherme est équivalent au systéme
« explicite » (c’est un systéme triangulaire et on peut le résoudre directement dans

lordre ot les variables sont présentées).

( ) )‘(Uj+1/2 - Uj—1/2)7
pj(uj — u]) )‘(pj—l—l/Q - Pj—1/2)7
( ej) = )\(pj+1/2uj+1/2 - pj—l/Quj—l/Q)v
al,j - al,j7
O/[z/‘ = Q2 .,
A_,j J Cy1 ~
El,j = €55
Oél,JCvl + o, Cv2 (1.11)
ég—/ — 01)2 év
J al,val + O42,ch)2 7
— Tj
Ty T (2-1)ez,,
1,5+ 02, T
— 7']
2= o+ an, O
O e
[ |
1.4 Equations discretes pour le modele de Dalton
Nous prenons en plus du systeme (1.9) les équations
041,J7'1 + (12,]7'2,] i,
a1 &1 .+ Qg Eo . = &4,
e aac A s A (1.12)
71,1, = T2,;T2

eI
Ty, =T

J A
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Cette fois encore, les équations du mélange sont implicites. Et cette fois encore, le

calcul est explicite dans le cas de deux gaz parfaits.

Proposition 12
Avec les hypothéses et les notations de la proposition 11, le systéme associé au
modeéle de Dalton se résume au systéme triangulaire (1.13) que 'on peut résoudre

directement dans 'ordre de présentation des variables.

pi(T5 — 75) = Mujq1/2 — uj_1/2),
pi(uj —uj) = =Apjp1/2 — Pj-1/2)s
pi(€j —ej) = —ADjq1/2Uj41/2 — Pj—1/2Uj—1/2);
al,j - al,ja
Qg = Q2 ;,
J j
€1 vl €
1,; = j
T an e +az ey 7 (1.13)
= Cv2 €
2,; = =— —— s
T 1 O ce
=
— J
Tl,j - T2,
+ 2,]T1]
=
e J
] —_— —_— 1,‘7
Qg ; + Oﬂ’j_TQ,j

1.5 Equations discretes pour I’équirépartition des quan-

tités de chaleur

Le systeme (1.9) est ici complété par

0‘17]7—1 +Oé2 Tgyj Tjs
041,]51 + ag_ 82,] = &,
p1 1,j —pQ,ja (1.14)

(e1; —e1y) +pi(m; —7)
= (e2,; —€2,;) T pj(72,; — 72,5)-

Une fois de plus, on a des équations implicites. Et une fois de plus, le calcul est

explicite dans le cas de deux gaz parfaits.

Proposition 13

Avec les hypothéses et les notations de la proposition 11, le systéme ci-dessus se
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réécrit comme un systéme explicite.

(

pi (75 = 75) = Mujt1/2 — uj—1/2),

(
pi(; —uj) = =ANPjt1/2 — Pj—1/2)
(

pi(€j —ej) = =ADj1/2U541/2 = Pj-1/2U5-1/2),
ar; =0,
(i;:j :~a2’j, _ ~

_ gmong/m(E —gter;) — oz /(e —g te)
pj = = ~ : .

! o /(T — T+ 1) — ag /(T — T+ T2 ) (1.15)
&g +pi(T —m) e + 0T

i T _ o.M )

&g (T — ) f e + oy

i V2 ’

[ T2, = (2 — 1)627j/pj.
| |

1.5.1 Inégalité entropique pour le systeme isobare avec équirépartition

des quantités de chaleur

Un résultat de [28] dont nous répétons la démonstration est la proposition sui-

vante.

Proposition 14
Considérons le systeme discret constitué de (1.9) et (1.14). 1l existe un réel c tel que

sous la condition de type CFL cA <1, on a

23

Si1,> 8, Vi€,
Sg,j > 527]» V_] €.

Le nombre c est une approximation de maZX(cj) (maximum de la vitesse du son dans
j€

les mailles). |

Rappelons que les fonctions S et Sy sont les entropies physiques des constituants

(fonctions concaves). Cette proposition est un résultat entropique, résultat de stabi-

lité pour chaque constituant pour le systeme discret associé a la phase lagrangienne

du modele isobare avec équirépartition des quantités de chaleur.

Démonstration
Tous les calculs sont faits dans la maille j et nous 6tons l'indice j dans cette

démonstration. Dans un premier temps, nous supposons que les températures et
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la pression restent positives:

Ty >0,

T, >0,

p > 0.
Considérons par exemple Uentropie S7. En exprimant S; comme fonction de (71,£1),
on peut faire un développement limité au voisinage de (71,61). Il existe e [71,71]

o ~
et g1 € [e1,61] tels que

- 0S| 0S| . . _
S1—-5 = e, . (T1,61)(€1 —e1) + . . (T1,61)(T1 — 11)
1 —~ —~ (o] o ~ ~
- 5(7'1 — 11,61 — e1)V2S1(11,61)(T1 — 1,61 —e1)”
1 D
= :(81 — 61) + i(ﬁ — 7’1)
T]I T
- §(T~1 — 71,61 — e1) V281 (T1,61) (R — 1,61 —e1)T

En utilisant la loi de mélange numérique (€1 —e1)+p(71 —71) = (€2 —€2) +p(T2 — T2),

qui implique (61 —&1) +p(71 — 1) = (E—¢) +p(T —7), on a

- 1 ~ ~ (e} o) ~ ~
S1—-5 = —5( 1 — T1,E1 — €1)V2S1(T1,61) (71 — 11,61 — 1)
1 [
+:(61—€1)+£(7’1—7’1)
7£1 T
= — 5@ - ma - )V Si(na)(d - mé —e)’
1 Do
—|—:(6—5)—|—£(T—7)
7{1 11
= — (A -7 —e)VSi(rnea) (i —néa —a)’
1 ~ .
+=(E-e) — (@/2—u/2) + =(7 —7),
1 T1
soit 1
S1— 51 = —5(771—7'1,51—61)V251(791,601)(T~1—7'1,6~1—€1)T
[P (—u? _ P~
+=e—et+——7——ulu—u)) +=(r—17).
~ S =) + L)

On utilise maintenant les expressions des accroissements de 7, u et e données par (1.9).
e _ P~ 2 ~ ~ 2q (0 O/~ ~ T
p(51 — 51) = 2((u — U) — (T1 — T1,1 — 61)v 51(7'1,61)(7'1 — T1,81 — 61) )
+ ?(—(p+u+ —p-u-) +u(py — p-) + plug —u-)),
1
Uty Pty U—, p— désignant les flux en j+1/2 et j —1/2 (on a 6té les indices j). Cette
égalité peut encore se mettre sous la forme
e _ P~ 2 ~ ~ 2q (0 O/~ ~ T
p(51 — 51) = 2((u — U) — (T1 — T1,1 — 61)v 51(7'1,61)(7'1 — T1,81 — 61) )
A

+ (= p) @ u) = = p)@— ur),
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Calculons précisément (p—p_)(u—u—_) grace aux formules (1.8). Pour cela, on note

ug et pa les valeurs de la vitesse et de la pression dans la maille de gauche (d’indice
j—1).

* * * *
~patpeug+(p—peu) _ pg+pc_ug—(p— pc_U))

G-p)i-u) =@ . )i .
2pc_
= %<ﬁ+ pe_ti+ (p— pe_i) — (pc + pe_ug + (p — pe_u)))
X ——(F+ pe_ii — (F— pe_@) — (p + fe_ug — (p — pe_u))).

2pc_
On regroupe encore puis on factorise.
_ - 1 * - *
P—p)u—u-) = " (P—pa+pc_(u—ug)) + (P —p—pc_(u—u)))
pe_

x ((p — pa —l—p*c_('d— ug)) —(p—p— 50—(ﬂ— u)))

— L (—pe+fe @—ua)? = (F—p—pe_(@—u)?).

4dpc_
Ainsi,
~ ~ 1 ~ * ~ 2
Pp-—prp)w—u_)>—-———@—p—pc_(u—u)).
4dpc_

Un calcul identique aboutit & une expression comparable de (p — p4)(u — uy.),
~ ~ 1 ~ x ~ x
(P —pe)(@—ug) = ——((P—p+pes (- w)? = (b —pp — pey (@ — up))?)
PC

(up et pp étant les vitesse et pression dans la maille de droite), d’ot I'inégalité

(F—p) (@ —uy) € ——(F—p+ pe, (@ —u))?.
dpc,

On en déduit une minoration de la variation d’entropie,

p(S) — S1) > g((ﬂ —u)? — (71 — 11,61 — €1)V2S1(11,61) (71 — 71,61 —e1)T)

A1 B 1 N
— (@ —p—pe_(@—u)? + ——(F —p+ pey(@—u)?).
T1 4pc_ dpc,

De plus, comme la loi de mélange est isobare, p = pi(71,61) et p = p1(71,61). Donc

il existe (11,e7) tels que

~ dp
Pop=g| (NG -+ 5 ()G e
1

11 existe donc un réel C' (dépendant de ;;(cf, ;;c T, €7) tel que

p(S1=51) > L(@—w)’ = (7 —né —e) VSR — mé —a))
A - ~ ~
- :CH(Tl — T1,€1 — €1,U — u)HQ
1
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ou || - || désigne la norme euclidienne.

D’autre part, d’apres les hypotheses thermodynamiques faites sur le fluide (cf. par-
tie II), Sy est concave. Donc V251(791,801) est une matrice définie négative. Donc la
forme quadratique de la premiere ligne du membre de droite est positive, il existe

un réel § > 0 tel que

g((a—U)Q—(ﬂ—ﬁ,ﬁ—51)V251(TO1,€O1)(T~1—71751—81)T) > 8|[(71—m.E1—eru—u)| .
Ainsi, on obtient la minoration de la variation d’entropie

— _ _ _ by _ _ _
p(Sl — Sl) > (5”(7’1 —T1,1 — €1,U — u)]|2 — ?CH(Tl —T1,1 — €1,U — u)]|2
1
Donc la variation d’entropie est positive sous la condition
6
A< —.
- C

On trouvera dans [31] la preuve du fait que %‘5 peut étre remplacé par une approxi-
mation de I'inverse de la vitesse du son locale. Nous renvoyons au méme article pour
la vérification de la positivité de T) et de D.

Le méme raisonnement peut étre fait pour 'entropie Ss. [

1.6 Phase de projection

Durant la phase de projection, les inconnues sont les variables surmontées d’un
chapeau.

Cette phase peut étre interprétée comme une phase de projection sur le maillage
fixe apres la résolution de la phase lagrangienne, ou une phase d’advection (de

convection). Le systéme discret dans cette phase de projection est en effet une ap-

proximation du systeme d’advection

Orp + udyp = 0,

PO (u) + pudy(u) = 0,

pOi(e) + pudy(e) =0, (1.16)
PO (1) + pudy(on) = 0,

pO(az) + pudy(az) = 0,

Afin de fermer le systéme, il faut encore ajouter les équations du mélange. Pour le

modele isobare et isotherme,

a1T] + QoTe =T,
a1€1 + qipgg =€,
P1r=Dp2=Dp,

T = Ts.

(1.17)
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Pour le modele de Dalton,

a7+ =T,

Q€1 + Qe = €,

p= “Hp + 22, (1.18)
PO(TL) + puds(Z) =0,
T =1T5.

Pour le modele a quantité de chaleur équirépartie,

Q1T + T = T,
Q€1 + pgr =€,
p1=Dp2 =D, (1.19)
pOt(e1) + ppOi(11) + pudy(e1) + pupdy(m1)
= pO(e2) + pp0i(12) + pudy(e2) + pupdy(72).

La méthode que nous utilisons est issue de [28]. La forme générale pour les va-

riables p, u, e est classique. Nous supposons définis aux bords des mailles les flux des

variables a transporter, p; 1/2, Uji1/2, €j41/2, Q1541790 02,541 )00 Nous discrétisons
de maniere naturelle.

( —_—— —_——

P5 = Pj — Mujt1/20541/2 = Uj—1/2Pj-1/2);

Pty = pjiy — MWjg1/205 41205412 — Uj—1/2Pj—1/2Uj—1/2),

P65 = pi€5 — MUjq1/20541/2€j41/2 = Uj—1/205—1/2€j—1/2)5 (1.20)

pian; = pjon; — MUjs1/20541/200, 141 /9 — Uj—1/2Pj—1/201,_1 j2)5

PiQa; = pjoa; — MUji1/20541/202 511 9 = Uj—1/2Pj—1/202,_1 jo)-

\

Pour comprendre que la phase de projection est consistante avec les équations
d’advection (1.16), il faut déduire du systeme (1.20) les accroissements dus & la seule

phase lagrangienne, a savoir les quantités p; — p;, pju; — pju;...

Proposition 15

Supposons que la phase lagrangienne discréte est donnée par (1.9). Alors, le systéme (1.20)

est équivalent au systéme

(1.21)

pi(75 = 75) = =AMujs1/20541/2(Tjs1/2 — T3) — wj—120j—1/2(Tj—12 — T3)),

pj(ay — uj) = A(“j+1/2ﬂ/jr/u2(m —Uj) — Uj71/2ﬂ/j?/1/2(17j?1//2 - 1u5)),

pi(€5 — &) = =AWjt1/2pj12(€j5172 — G) — Uj_12pj—1/2(€j 12 — &),

pian; — a1 ;) = _A(uj+1/2p/j?/U2(a1vj+1/2 an;) = uj%ﬂm(aijx—l//z a1,;)),
pi(az; — 02.;) = =Mujp1/20j 172002 5y — 02) = ujoryapi—1/2(02,5 1y — G27)-
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Démonstration
Nous démontrons ici le résultat pour 'accroissement du volume spécifique. La premiére
équation de (1.21) s’écrit

—~ —~—

Pj(T] 773) = _)\(Uj+1/2/)j+1/27-j+1/2_ujfl/ijf/\I//QT/j://Q)"i‘)\ﬂ(uj+1/2pj+1/2_ujfl/ijfl/Q)a

donc elle donne

—_—~— Y~ ——~—

7/-\j(pj_)‘(uj+1/2pj+1/2_uj71/2pj71/2)) = _/\(uj+1/2pj+1/27j+1/2_ujfl/ijfl/Qijl/Z)""Pj;j7

soit

pi = Mtjs1/9pj11/2 = Uj1/2P5-1/2) = = AP (Wjp1/2 = wj1/2) + PipsTy.

En utilisant 'expression de 7; donné par la phase lagrangienne (1.9), cette équation

devient

pj—A(Uj+1/2pj+1/2_uj—1/2p/j_?/1/2) = =05 (W1 /2= uj-1/2)+05 (5T A (W1 /2= uj-1/2)),

qui se simplifie en

e~ —

pi = Mujy1/9Pj11/2 = Wj1/2Pj-1/2) = PipiTj = b

On a donc

——~—

pj—pj= —)\(Uj+1/2pj+1/2 - Ujf1/2pjf1/2)7
qui est, conformément & l’assertion de la proposition, la forme discrete (1.20) de la
phase de projection. Les égalités peuvent s’enchalner dans 'autre sens, montrant

I’équivalence des deux formulations. [ |

Ces deux écritures discretes sont formellement assez classiques. C’est le calcul des
flux qui n’est pas classique. Il comporte deux points essentiels. La premiere originalité
réside dans le fait que les flux des variables thermodynamiques p, u, e sont fonction
des flux des fractions massiques oy et as. La seconde originalité est le calcul des
flux de a; et asg, qui s’inspire bien sur des flux antidissipatifs du chapitre 1 de la
partie I. Nous reportons ce calcul des flux des fractions massiques a la section 1.10
et donnons pour 'instant expression des flux des variables thermodynamiques (en

fonction des flux des fractions massiques). Le calcul des flux des variables globales

suppose la connaissance des flux des variables propres, T1jg1/20 2541720 €Lj1/20
€2,411/2° On choisit pour ces variables un décentrage amont, a savoir

= siujyy2 20,

Tljt172 = Ty

i1y (1.22)

€lj+1/2 = €15

€2,541/2 = €2,55
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— si Ujy1/2 < 0,

TLjt1/2 = Tt

T2j41/2 = T2t (1.23)

€1=j+1/2 - 81,j+17

€2j+1/2 T 2541

Les flux des variables thermodynamiques globales sont donnés ainsi: 7,10 = Q15417971 2

Q2,541 /9T2,j11/20 €j41/2 = Q141281541 /2 + Q2,5 41/9€2,j41/2> et le flux de vitesse est
décentré vers ’amont. Ceci donne explicitement

— siujy1/2 >0,

1 1
Pi+1/2 = = — —
Ti+1/2 Q417975 Q2,541 972, Lo
Ujt1/2 = Ujs (129
. 1,
€j+1/2 = Q154179815 T @25, 92,5 + QUi
! Uj+1/2 < O,
1 1
pj+1/2 == N ——— — )
Tit1/2 Q11071 T 02,5012, (1.25)

Ujr1/2 = Uj+1,
o 1,
Cj+1/2 = O 541280 1 T Q2,541 282,540 T 5 Ui+1

Remarque 1.6.1

On pourrait étre tenté d’écrire

Pj+1/2 = O‘Lj+1/2f71 + 0‘2,j+1/2/)~j st uj/2 2 0,

Pit+1/2 = Q5o 9P+l T Q2,51 /9Pj+1 st Ujr1/2 < 0.

Mais cette discrétisation est contradictoire avec 'additivité des volumes que nous
préférons imposer pour les flux aussi bien que pour les valeurs dans les mailles. C’est
la seule fagon d’obtenir un transport exact puisque les flux exacts (de la solution

exacte) vérifient cette équation d’additivité des volumes. ]
Remarque 1.6.2
La premiére et la quatriéme équation de 1.20 entrainent la cinquiéme si

a1y T2 5410 =1 V),

al,j + Oég,j =1.

Ceci sera vérifié par la suite. [ |
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Remarque 1.6.3
1l est aisé de montrer que I'algorithme Lagrange-projection proposé est, en ce qui

concerne les variables conservées, équivalent a

—_——

Pi—Pj | Pit1/2%+1/2 — Pj—1/2%j-1/2 _ 0
Pj0,; = Pj0,;  Pi+1/200, 540 /9U5+1/2 = Pj—1/200, 51 oUj—1/2
+ =0,

At AV
Pj2,; — PjQ2,; n Pj+1/292,511/2%j+1/2 = Pj—1/292,;_1/9%j-1/2 0

At /A'%; —_— - ’
PjUj — Pjuj  Pi+1/2Uj+1/2Ui+1/2 — Pi-1/2Uj-1/2Uj—1/2 T Pj+1/2 — Pj-1/2

+ - 07
Pi — Pi% Pj+1/2€j+1/2Uj+1/2 ~ Pj—1/2€j—1/2Uj—1/2 T Pj+1/2Uj+1/2 ~ Pj—1/2Uj—1/2
\ At Am

Cette formulation est conservative, nous voyons que le schéma est conservatif en

masse totale, en quantité de mouvement, en énergie totale et en masse de chaque

constituant. ™

Nous exposons maintenant les systemes discrets pour chaque modele de mélange.

1.7 Equations discretes pour le modele isobare isotherme

Comme dans la phase lagrangienne, nous fermons le systéme discret (1.20) par

a1 . T+ Qg T, =T
1,71, + Q2,72 D
GLE +aoFa =&
1,j€1,; T Q2 ;82,; = &5,
Pl =Py

n,; =1

(1.26)

Comme dans la phase lagrangienne, ces équations peuvent étre remplacées par des

formules explicites avec des gaz parfaits.

Proposition 16
Si les deux constituants sont des gaz parfaits d’exposants adiabatiques 1, 2 et de

=0.
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capacités calorifiques c,1, ¢y, le systéme ci-dessus est équivalent au systéme explicite

P

pj=pj— )\(Uj+1/2pj+1/2 - uj—l/ij—l/Q)’

Pjty = Pty — A(“j+1/2pj+1/2uj+1/2 B uj—l/ij—l/Quj—l/Q)’
pj€; = Pjej — A(uj+1/2pj+1/26j+1/2 - uj—l/QPj—l/er—l/Q)a
P, = pjaa,; — )\(Uj+1/2pj+1/2041,j+1/2 - Uj—l/QPj—l/Qal,j_l/z)a
pPjQ2,; = Pjaz,cj - A(“j+1/2ﬂj+1/20‘27j+1/2 - uj*1/2p1*1/2a27j71/2)’
— v1 ~
€1,;, = == —&j

I an e +ag ey (1.27)
_ C’U2 o~
627j = —= — €5,

aq,;C1 + a2, ;C2

(

— Tj

'J (2D
i)
alaj + OL27]~ (“/1—1)51,j

~

1.8 Equations discrétes pour le modéle de Dalton

Nous associons au systéme discret (1.20) les équations discretes du mélange

al,jTl,j + 0‘27]'7_271‘ = Tj,

ai,e1,, + 0o Ea
a] 7)2\ a.] a.]

~ oW oW e (1.28)

Pj hl(ﬁ) = Pj ln(ﬁ) - )\(Uj+1/2/)j+1/2gj+1/2 - Uj71/2Pj71/2Cj71/2),

T, =T

= Ej?

g7

ol les (417 sont les flux décentrés amont de la variable In(ZL):

si U’j+1/2 Z 0,

~ 1,
Cit1/2 =G = 111(%),
et si U’j+1/2 < 0,
— 7'1,» 1
Cj+1/2 =(i+1 = In( 2 )-

72,541

Dans le cas de gaz parfaits, les équations se condensent & nouveau pour former

un systeme triangulaire.

Proposition 17

Sous les hypotheéses de la proposition (16), le systéme ci-dessus est équivalent au
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systeme totalement explicite

——~—

ﬁj =p; — )\(Uj+1/2pj+1/2 - uj*1/2pj*1/2)’

pjlj = pjt; — )\(Uj+1/2ﬂ7:/1/2uj+1/2 - Uj71/2pj71/2uj71/2)’
pj€j = pjej — )\(Uj+1/2pj+1/2€j+1/2 - “j71/2pj71/2ej*1/2)7

Pja,; = Pj,; — )\(Uj+1/2pj+1/2041,j+1/2 - Uj71/2pj71/2041,j,1/2)7

P

PjQ2,; = Pja2,; — A(Uj+1/2pj+1/2042,j+1/2 - Uj—1/2pj—1/2a2,j_1/2),

PAjCAj = PjCAj - )‘(uj-‘rl/Qp?:/l/?Cj-i-l/Q - Uj_1/2p7?/1/ij_1/2),

— Cvl -~ (129)
517]» = — — €5,
al,jcvl + O42,jcz)2
— Cy2 ~
627j = — — gj,
aq,;Cv1 + Q2 ;Cug
7?
_— j
Tl,j - — _5_7
aq,; + Qg e
Ty = —— =
T G tael
\ ’] ’J

Remarque 1.8.1
Nous transportons ln(:—;) au lieu de 7 (c’est bien sir équivalent pour les équations

continues) pour des raisons de symétrie de ’algorithme. ]

1.9 Equations discretes pour I’équirépartition des quan-

tités de chaleur

Les équations que nous utilisons pour la phase de projection du mélange isobare
isotherme sont celles de [28]. Elles sont moins naturelles que pour les deux précedents
modeles mais conduisent a un schéma entropique pour chaque entropie physique

spécifique du mélange (c’est un résultat de stabilité de [28]). Elle font intervenir les

flux décentrés amont des variables propres: TLjs1/20 T241/20 €L/ €2.541/2 AW
sont, nous le rappelons, décentrés vers 'amont. Les équations (1.30) sont singulieres

1,5

pour (ij = 0 et pour @ = 0. Nous supposons donc dans la suite que a;_, > 0 et
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que 072; > 0.

ST + G2 = T
BT, = P2 = Py
pi((E1; —e1y) +05(; — ;) — (B2 — €2,;) — (T2 — 72,;))
12— —~— e
= /\(uj+1/2ﬂj+1/2(#((81’ = Epage) TR~ T )
i (1.30)
254172, Py
- %((52, P 527j+1/2) +pj(7'2,j - 7'2,j+1/2)))
J
12, e
- uj71/2pj71/2(#((61,j - 51,3‘—1/2) +Pj(7'1,j - Tl,j—1/2))
/"L_/
o
- T((Q i~ 52,j_1/2) +Pj(72,j - T2,j—1/2))))-
'J

Le membre de droite de la derniére équation ci-dessus est une approximation de
At(pudy(e9 —e1) + pupdy (T2 —11)). Cette équation est donc consistante avec pdy(e1 —
€2) + pp(T1 — T2) + puds(e1 — €2) + pupdp (T — T2) = 0.

Dans le cas de gaz parfaits, les équations sont explicites. On peut résoudre ce
systeme sans utiliser d’algorithme de Newton, mais les expressions sont compliquées

et nous ne les retranscrivons pas.

1.9.1 Inégalité entropique pour le systeme isobare avec équirépartition

des quantités de chaleur
La proposition suivante (issue de [28]) fait l'intérét du systeme (1.30).

Proposition 18

Supposons les conditions suivantes vérifiées.

T, >0,
"Ly (1.31)
T27j > 0,

Al,jy1/2 > 0,

022172 > 0 (1.32)

111> 0
Al,y172 > Y5

0,
Q4170 > Y

—

ar, +az, =1, (1.33)
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pj — Amax( Ujit1/2P5+41/2;
—Uj—1/2P5-1/25 (1.34)

——~—

Wjt1/2Pj41/2 — Uj—1/2Pj—-1/2) =0,

pja1j — Amax( Uj+1/2P5+1/20, 541 /2>

—Uj—1/2Pj—1/201, 1 /9 (1.35)

Ujt1/20j4+1/200, 5179 — Uj—1/20j—1/200,5_1/2) = 0,

piQ2j — Amax(  ji1/20j41/202,541 /2

_uj71/2pj71/2042,j_1/2a (1-36)

uj+1/2ﬂj+1/2042,j+1/2 - uj71/2pj71/2042,j71/2) > 0.

Alors, on a pour tout j € Z

— si Uj+1/2 > 0et uj—l/? > 0,

Sl > mm(Sl e 1751,j)7
527]. > min(SQ,j_l,Sgﬂ.) ;

— si U/j+1/2 <O0et uj*l/? < 0,

V

51, > min(51,.51, ),
§;j > mll’l(SQ’J Sy

7]+1) ?

= siujyy2 20 et u;_1/9 <0,

{Sl >m1n(51 1,51 51734—1)

7_]’
Ss._ . >m1n(SgyJ7 SQ Sy

J? ’J+1)’

— si uj+1/2 <0et uj71/2 Z 0,

52,] > 5.

En d’autres termes, ’entropie apres la phase de projection est dans chaque maille
supérieure au minimum parmi les mailles « amont » des entropies avant la phase de
projection. C’est un résultat entropique pour chaque constituant dans la phase de
projection. Il est remarquable que ce résultat ne dépendent pas des flux choisis (les

flux des fractions massiques sont encore indéterminés).
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Remarque 1.9.1

Les conditions (1.34), (1.35) et (1.36) expriment que les masses sortantes (masse
totale, masse du constituant 1 et masse du constituant 2) sont pour chaque maille
inférieures aux masses présentes. Les conditions de validité de la proposition im-
posées sur les flux (des fractions massiques) sont nombreuses ; cependant, nous ver-
rons dans la prochaine section que ’ensemble des flux qui les vérifient est un inter-
valle non vide si le pas de temps vérifie une condition CFL du type At < Ax/u ou u

est la vitesse locale.

Toutes ces conditions seront vérifiées par le schéma final. [ |

Démonstration
Nous ne démontrons que I'inégalité pour l'entropie S; dans le cas ot uj /9 > 0 et
uj_1/2 >0 (il s’agit d’un calcul rebutant mais pas difficile). Le reste se démontre

exactement de la méme maniere. Posons

AQi, = (65— &) + B — 7))
AQ@',];UQ = ((Ez/,\] - 51',];1/2) +ﬁ](7{l,\] - Ti7j71/2))
AQi,jJrl/Z = ((Ez/,\] - 5i,j+1/2) +ﬁ](7{l,\] - Ti7j+1/2))

pour i = 1 ou 2. La loi de mélange numérique, derniére équation de (1.30), peut se

réécrire

" Myiif S
ijQLj - A(“j+1/2ﬂj+1/2?((51,j - 517]‘4—1/2) +pj(7'1,j - 7—17]‘.1_1/2))

7/]_\_/
aq,i
- uj—l/Qﬂj—l/ZT((ng - 51,j—1/2) +Pj(71,j - Tl,j—1/2))
/_\’_‘7/
a9 .
~ 7_]+1/2 —_— o~
= PjAQ2,j - A(Uj+1/2ﬂj+1/2T((52, P 52,j+1/2) +Pj(72,j - T2,j+1/2))
20
25-1/2 ,,— o
- uj71/2pj71/2T((527j - 52,]'71/2) + pj(7_27j - 7'2,];1/2))

'J
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En multipliant cette équation par 1 = &y + a2 ; (hypothese (1.33)), on obtient

~ Xjy1/2,, Y
PjAQl,j - )\(Uj+1/2pj+1/2#((€1, T 517j+1/2) +pj(71,j - Tl=j+1/2))
7/']'x/
Olj1/2,, — e
- uj71/2pj71/2#((517j - 517]'71/2) + pj(TLj - Tl,j71/2)))
7j —_
RN jy1y2 P
= aq;(pjAQ1,; — A(”j+1/2ﬂj+1/2?((51,j —€1,41/2) TP — T1j01)0))
/’A_/
Xj12,, P
- Uj—1/2Pj—1/27071\ ((El,j - 51,j-1/z) +pj(71,j - Tl,j-1/2))))

/'xi
PN O2,541/2 e
+ Oéz,j(PjAQ2,j - )‘(uj+1/2pj+1/2(57((82,j - 52,j+1/2) ‘H?j(TZ,j - T2,j+1/2))
2,

i
25172, i
- uj71/2pj71/2?((52,j - 62,3‘_1/2) + pj(7—2,j - T2,j_1/2))))'

¥

On a supposé que u;_1/5 > 0 et que u;j /5 > 0, donc le décentrage amont pour les
flux des variables propres permet de supprimer toutes les contributions en j + 1/2.

Nous ne le faisons que pour le terme de gauche, obtenant

PjAQl,j + Auj71/2pj71/2037((61,j - 51,]'71/2) +Pj(7'1,j - 7'17];1/2))
l,j
— Oljv1/2,,— P
= aq;(pjAQ1,; — )\(Uj+1/2ﬂj+1/2#((51,j —€1,541/2) TP — T1j41)0))
/’A_/
Ol 1y2,, e
- Uj—l/ij—l/Q#((El,j - 51,];1/2) +pj(m,; — 71,];1/2))))
i
— a2,541/2 P
+ Oéz,j(PjAQ2,j - )‘(uj+1/2pj+1/2#((52,j - 62,j+1/2) ‘H?j(TZ,j - T2,j+1/2))
A
25172, i
- uj71/2pj71/2#((52,j - 62,3‘_1/2) + pj(7—2,j - T2,j_1/2))))'
'

~ P P

En remplacant les termes en (7 —x;_1/2) par (T; —;_1/2) — (T; — ;) dans I'égalité
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ci-dessus et en utilisant la notation AQ;;_; /o, on trouve une équation équivalente :

~——

— 1,5 1/2 Lj-1/2
(Pj — Auj_1/2p5— 1/2%/)AQ1 + Auj 17205 1/Q%AQ1,j_1/2
7] —_ ~— /"‘L_/
— j+1/2 —~— A5 12
:a1,j((ﬂj (AU]+1/2P]+1/2W—AU] 1/2Pj— 1/2?))AQ1,]'

ai, +1 2 — X512
= Mujy1/2Pi412——— AQL]+1/2 Uj—1/2Pj—1/27 == ar AQu;- 1/2))
N '
— ’ 1/2 _ ’ 1/2
+ a2 ((p; ()\Uj+1/2pj+1/2%/ — Auj_1/2p5— 1/2]?/))AQ2U»

J 'J

—_—

j+1/2 —~ Q2,5 19
— A(u g+1/2pj+1/2]fAQ2,]+1/2 Uj_1/2P5— 1/2%AQ2V_1/2))
'

)

= (@10 + (Nujy12P5 417200, 5 41 79 — Nj_1205-17200,; 1)) AQ1,;

- Au ]+1/2Pg+1/2041,j+1/2AQ1,j+1/2 Uj—1/2Pj—1/201,5_ 1/2AQ G- 1/2)
+ (aQ,jp] ()‘uj+1/2p]+1/2a2,j+1/2 )‘ujfl/ijfl/ZOQ,jfl/z))AQQ,j
- )\(Uj+1/2Pj+1/2a2=j+1/2AQ27j+1/2 - “J’-1/29J'—1/20‘27j—1/2AQ2=J'—1/2)'
En utilisant au membre de gauche ainsi qu’au membre de droite la formule de pro-

jection discrete pour les fractions massiques (quatrieme équation de (1.20)), on a

une équation équivalente,

1j4+1/2 j—1/2

(pj )‘ug+1/2ﬂg+1/2%/)AQ1 T AUy /205 Wji/AQLJ 1/2
] ’.]

= 1,0 AQ1; — MUjt1/20j4+1/200, 141 AR, 111/

— (1.37)
- uj—1/2pj—1/20‘173‘_1/2AQ173’—1/2)

+ s ;piAQ2,; — Muj1/20541/202,5 112802541 /2
uj—l/ij—l/QOQ,jf1/2AQ27]’71/2)'

Posons
(
A= aLjijQLj + OéQ,ijAQQ,7
B= )\(Uj+1/2Pj+1/20‘1,j+1/2AQ17j+1/2

Uj71/2pjf1/2041,];1/2AQ17]'71/2)
+ )\(uj-f—l/2pj+1/2a2,j+1/2AQ27j+1/2

L - Uj—1/2Pj—1/2042,j_1/2AQ2,j_1/2)-

L’équation (1.37) est équivalente a

e~

AL5-1/2
AQ1,; — Auj_1/2pj- 1/2#AQ10»_1/2 = A— B(1.38)

J ]

i41/2
(pj — Au +1/2P]+1/2L/)

Nous allons évaluer successivement A et B grace aux formules de flux pour € et
T (1.24) et (1.25).
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Evaluation de A

A=ay;pi((E; —en;) +pi(T; —71))
+az,;p;((E2,; — €2,;) + Pi(Ta; — T27))
= pi((&5 — & +pi(7j — 7))
= (ar; —a1)Er; + D7)
- (0‘273‘ 042,]')(5/27\]‘ +@?2;))

En remplacant £7_, €1,; par € — Uy 2/2 et 51 par €; — u; 2/2, on écrit

A=pj((ej —¢& —( 12/2_% /2) + pj(7j — 75))
— (@ - o) + FD)
— (@ - an,)) (G + F7ay)
= p;i((& — & + (@ —uj)?/2 — wj(a; — 05) + p;j(Tj — 75))
—(ar; —an)(Ex; + D7)
(@ — ) + )

Nous utilisons la forme (1.21) des équations discrétes de la phase de projection pour

trouver

A= Nujiryopi1/2(E — €512 — @(@5 — Ugi1y0) + (7] — T/‘J:/W)
— (a1 —an, 0 0) (B + D7) — (02 — 0, 9) (B2 + DjT2,;)
— Auj_1/2p5-1/2(85 — €172 — Uj(U5 — wj_1/2) + Pi(Tj — Tj—1/2)
—(ar; — a1y ) (EL; +P571;) — (G — s,y 9) (B2 + DiT2,;))
Pjj~  ~
+ E(UJ — uj)”.

Evaluation de B

B = Aujy1/9pi12((6) — Ej41)2)
+ (7 — 7:1//2)
— (o1 — OZTJ_‘:FT/Q)(gl\j +p71;) — (azj — azjq1/2)(Ea; + PT2j))
= Muj1yapio12((6 = €j-172)
+55(7 = 7j-12)

— (@1j — a1 2) (€L + Pr1y) — (G2 — azjo1)0) (B2 + PTay)).

En exprimant maintenant ¢; en fonction de €;, on obtient

1 1
B = Auji1/2p541/2((€5 — oW~ T G412 T Ujt1/2
+ i (75 — Tjy1/2)
— (o1 — aujq1/2) (€1 + PTrj) — (Q2j — azjqi/2)(E2; + DT2;))

—_ o~ —~ —_—— —2

— Aujq/205-1/2((€5 — 5%’2 ~€-1/2 T 5%-1/2

2

+55(75 — Tj-172)

— (@1 — a1jT1p) (61 + Pray) — (@) — a2 m172) (825 + D72;)-
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On en déduit la valeur de A — B.

1 R . o~
A= B = S(p;(; — 0)? = Mujiajopysnyo(@y — ji172)°

Uj71/2pj71/2(@ - uj—1/2)2)-

On a supposé de plus que u;_1/5 > 0 et uj /9 > 0, donc m =uj_1 et Ujyi/0 =

u]'.

1 o~
A+B= §(Pj — Xujy1/2pj41,2) (@5 — 45)°
+ A1 jop;—12(5 — i1 /2)?
Sous I'hypothese (1.34) de la proposition, p; — )\ujJrl/zm >0, donc

A—-B>0.

L’équation (1.38) assure ainsi I'inégalité
(75 — My T VNG TP VRN yi VL NG
j— 1/2/)] 1/2 P 1, j—1/2Pj—1/2 041j L 1/2

J
D’autre part un développement limité a l'ordre deux de Sy(71,£1) concave donne

T (S, — Si,) > (1, —&1,) + B, — 71,) = AQu,, (1.39)

et, de la méme maniere,

P
—_—

TLj(SLj — S 7] 1/2) (61 17j—1/2) +@(?ﬂ — Tlvj—l/Q) = AQLj—l/Q' (1.40)

Les équations discretes (1.20) donnent
~ '] 1/2
Pj — Auj—l/ij—l/Q ar a1 (P]al,j )\Uj+1/2pj+1/2a1,j+1/2)-
¥

Donc I'hypothese (1.35) et 'hypothese (1.32) imposent

—_——

—_ b 1 2

— Auj_1/2pj— 1/27j / >0 (1.41)
7

De plus, nous avons supposé u;_y /5 > 0 et 'hypothese (1.32), donc nous avons

—_— k) 1 2
Xuj_1 oy 1/2# > 0. (1.42)
¥
En combinant les estimations (1.39), (1.40), (1.41) et(1.42), on parvient & I'inégalité

—_—
( /-\_/Oél

AU] 1/2P5—-1/2

L2\ (51, = 51,)

—_—
e~ —

+)\uj—1/2pj71/2(’117_7j 17j(Sl7j o SLjfl/?)
>
—_ b 1 2
(Pj — Auj_1/2p5— 1/2%‘/)AQ1’J'
N
01,5 1/9

+ A, 1/2/)] 12— s AQL] 1/20
j
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donc
(55 — Mj_1j2pj—1/2 —2=2)Ty (1, — Sh))
SR lfi 7 (1.43)

+)\Uj—1/2pj71/2 Lj(slvj N Slvj—l/Q) = 0.

P

Les coeflicients devant (E;—S;) et (§17\j—517j_1/2) étant positifs (cf. hypothese (1.31)),
I'inégalité (1.43) implique que ou bien (§1\] —:9?) > 0 ou bien (51 (51,5 Sl/,;\T/Q) > 0.

—~—
e~ e~

De plus, 51/;\1//2 €1,j-1 et Tlj_1/2 = Thj_1> donc Sy, 12 = Sl,]; . Donc, ou bien
(Sl,j - 51,j) > 0 ou bien (5 ; — Sl,j—l) > 0, ce qui se résume par

Si; 2 mm(Sl S1-1)s
qui est bien l'assertion de la proposition dans le cas ou u;_y/5 > 0 et w12 > 0. La

proposition est démontrée. [ |

Nous avons exprimé toutes les équations nécessaires au calcul numérique. Seuls
les flux des fonctions massiques n’ont pas encore été explicités. Ce calcul est 'objet

de la prochaine section.

1.10 Calcul de flux des fractions massiques

Il faut rappeler que le travail de discrétisation n’est pas encore terminé puisque
les flux des fractions massiques, dont dépendent explicitement les flux des variables
thermodynamiques, n’ont pas été choisis. Le choix classique serait un décentrage

amont, c’est-a-dire si u; 1/ > 0,

{ “Ljti/e T Y

a27]+1/2 = a27j’

et si Ujt1/2 < 0,

{ Aljyr/2 = Yy
Q25012 = @2,549-
Mais ce choix introduit une importante diffusion numérique des fractions massiques,
comme on le verra dans le chapitre de résultats numériques. Pour éliminer cette
diffusion numérique, nous nous inspirons du chapitre 1 de la partie I, c’est-a-dire
que nous décentrons les flux au maximum vers ’aval, sous des contraintes assurant
la stabilité des fractions massiques.

Méme si les calculs paraissent compliqués, et les formules de flux non intuitives,

le principe est rigoureusement le méme que lors du choix des flux pour ’advection

pure: il est de trouver des conditions de type inégalité sur les flux pour que la solution
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numérique vérifie des estimations satisfaites par la solution exacte (en l'occurence
la stabilité L> et la décroissance de la variation totale).
Tout d’abord, rappelons que (dans le cas régulier) les fractions massiques sont
solutions des équations
O + udyoq =0,
Oras + udyan =0,

qui sont des équations d’advection. Les solutions exactes sont donc stables L™ et
VTD.
Nous nous attachons maintenant a calculer les flux de «;. Il est bien entendu

que les flux de ay peuvent se calculer de la méme maniere.

Remarque 1.10.1
1l faut cependant faire attention au fait qu’en résolvant ainsi indépendemment les
deux équations, nous ne sommes pas assurés d’avoir en fin de phase de projection

I’égalité absolument nécessaire

ar+ag =1.

Celle-ci sera néanmoins vérifiée a la fin du chapitre, lorsque tous les calculs auront
été faits, ce qui donne un moyen beaucoup plus simple de calculer les flux de a
(mais altére la symétrie et peut étre générateur d’une plus grande erreur numérique,

nous n’opérerons pas de la sorte) ! [ |

1.10.1 Conditions de stabilité et de décroissance de la variation

totale des fractions massiques

Exactement comme dans le chapitre 1 de la partie I, nous trouvons des conditions
de type inégalité explicites sous lesquelles la solution numérique est elle aussi stable
L™ et vTD pour les fractions massiques. Nous commencons par rappeler la forme
des équations discretes pour les fractions massiques puis nous donnons un théoreme

équivalent au théoreme 2.

—_—~—

P, ; = Pja1,; — A(uj+1/2pj+1/2a1,j+1/2 - ujfl/ijfl/Qal,j_l/Q),

e~ —~—

PjQ2,; = Pja2,; — )\(Uj+1/2pj+1/2042,j+1/2 - Uj71/2pj71/2042,j,1/2)7

avec

e~ —

ﬁj =pj; — )\(Uj+1/2pj+1/2 - U’jfl/zpjfl/Z)’
1

Pi+1/2 = — — sl uj1/2 20,
Ol 541/271,5 ?‘2,]41/272,]-

pj+1/2 = ——— si Uj+1/2 < 0.
Q1121 T 02,500 /972,541
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Nous introduisons a nouveau quelques notations. Pour tout entier 7,

— e~
M1z = min(an, o ag),
M;_y)9 = max(alq_l,al,j),

bj = )\(O/E,/j = M;_1/2) + Mj_1)9, (1.44)

Pj+1/2 Yj+1/2

j = (Oél,j —mj_1/2) +mj_1/9.

Pjt1/2 Wit1/22

Les calculs seront plus fastidieux que pour ’équation d’advection du chapitre 1 de la
partie I, et afin de faire ressortir les similitudes avec ce cas simple, nous avons choisi
de couper 'analyse en deux étapes. Les résultats de la premiere étape (théoreme 23)
ont une interprétation simple en relation avec le chapitre 1 (partie I) mais ne per-

mettent pas encore un calcul effectif des flux.

Remarque 1.10.2

On rencontre ici une difficulté supplémentaire (par rapport au cas de 'advection
linéaire), c’est I'intervention non linéaire du flux de «; dans I'équation incrémentale
sur paq : il est présent dans 04?7;1//2
portante qui est liée a ’hypothése d’additivité des volumes que nous imposons pour

ainsi que dans P/]:/Uz C’est une difficulté im-

les flux. ]

Dans la seconde étape, nous parviendrons & lever cette difficulté et nous abouti-
rons aux formules pour les flux.
Nous choisissons de porter maintenant notre attention sur la fraction massique

a1 et le cas de la seconde fraction massique sera réglé plus tard.

Théoréme 23

Supposons que wuj 12 > 0 et uj_y5 > 0. Alors, sous la condition de type CFL

Pj+1/2
max(25 2 s A < 1,

~——

a1, € [bj,Bj] ﬂ[m/j:T/Q,Mj_l/Q] qui n’est pas vide.
De plus, siuji12 >0 Vj€Z et siles flux (afj\_,:p)jez vérifient (Vj € Z)

bj < A1 S Bi’x/

N (1.45)
Mjt1/2 Sy < My,
le schéma est stable L*° et vID pour la fraction massique o:. [ |

Remarque 1.10.3

L’encadrement (1.45) n’est pas explicite car le flux m qui y intervient dépend
lui-méme de ozl/,;:/? De plus, la condition CFL dépend elle aussi du flux O‘fj:T/z'
L’intérét de cette formulation est que I'on y retrouve les termes du théoréeme 2, avec
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~ —_ . Ve \ AY
en plus un facteur p;/p; . On retrouve de ce fait le théoréme 2 dans le cas ou la
i/ Pj+1/2
densité est constante. ]
Démonstration
Comme dans le théoréme 2, et par un raisonnement similaire que nous ne répétons
M
pas, on commence par montrer 'encadrement b; < 071,’]. < Bj;. La suite présente une

petite étape supplémentaire, mais reste assez semblable. Comme dans le théoreme 2,

I’encadrement implique l;; < ’BZ et m/j:l//Q < fBZ et l;; < Mj1/2- On peut trouver
des flux qui vérifient les inégalités (1.45). Ces flux vérifient

e~ —

Pj+1/2 m(al’j — Mjo1yp) + o1y
< A1,511/2
< < 7(al,j _mj—l/Q) +a1,j_1/2a

Pj+1/2 Ujt1/2A

donc
a1, — Mj_1 e~
ijf + Uj+1/2pj+1/2Mj—1/2
< Ujr1/2P541/200, 511 /2
< PiT T T W1/2P541/2M -2

car on a supposé u;, 1/ > 0. Puisque uj_1/2 > 0 on peut encore écrire

—_—

— M.

a1

12 —_— —_—

, . j_ / e~ — —_ —_
ijf + wir1205012Mj-172 + w1 2pj1/2(00, ;1 o = Mj_12)
S Ujt1/2P541/200, 5412
ar — M 19 i T
< ijf +Ujp1/2P541/2M5-1/2 + Uj—1/2pj—1/2(a1,j_1/2 - mj—1/2),

et ceci est équivalent a
Pj0717j - PAijf1/2 e~ ——
\ F Ui 172051720051 9

S Ujr1/2P541/200, 511 /2

~——
~

pPjl,; — PjMj—1/2 e~ ——
! + u,; j «
> 2 j—1/2P5—1/2 Lj—1/2
qui donne
P
PiMmj—1/2

—_—~—

< PjOTL/j - A(“j+1/2pj+1/2051,j+1/2 - uj71/2pj71/2a1,j,1/2)

—_——

< piM;_y/9,
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soit
j 1/2 < Oél < M —1/2-
Ceci implique la stabilité L ainsi que la décroissance de la variation totale. [ ]

Mais, nous 'avons dit dans la remarque 1.10.3, ce théoreme n’est d’aucune utilité
en pratique car les bornes sur le flux et la condition CFL dépendent du flux lui-méme.
Le théoréeme 24 fournit deux contraintes linéaires qui assurent la stabilité du schéma

pour «j.

Théoréeme 24

Nous posons 04;7]:1//2 =1- O‘I;T/Q- Supposons que uj 1/ >0 Vj € Z. Supposons
aussi vérifiée la condition de type CFL
1
max( [ujr12)A < 1.

jEZ  pj min (T ],Tg,])

Si les flux (ai;tl/ﬂ)jez vérifient (Vj € Z)

~——

al,j+1/2(>‘uj+1/2 4‘/&(/Mj—1/2 —@(7’; - 7/'5;))
> Pj(OTLJj - M;_ 1/2)7'2 + M;_1 9 U412,

1,11 o (M1 /2 + pj(m 7172 — a7, — 73,)) (1.46)
SPJ(&T mg;_ 1//_)\_/]+mj 1/2)\uj+1/2,

Mjt1/2 <59 < My,

le schéma est stable L> et vTD pour la fraction massique ov;. De plus, les inégalités (1.46)

sont compatibles et la valeur amont 041 les vérifie. [ |

Remarque 1.10.4

Le fait d’imposer 0‘2/7j\+/1/2 =1- al/;:ﬂ n’est qu’une maniére de simplifier le calcul
des bornes sur les flux des fractions massiques en ne faisant intervenir qu’un seul
de ces flux dans les équations. Nous verrons par la suite que cela ne brise pas la

symétrie concernant les deux fractions massiques. [ |

Démonstration

Le schéma de la démonstration est le suivant. On commence par montrer que
les inégalités (1.46) sont équivalentes aux inégalités (1.45), puis on montre que
la condition CFL du nouveau théoreme est plus stricte que celle du théoreme 23.
Montrons que la premiere des inégalités (1.46) est équivalente a la premieére des
inégalités (1.45), O‘T,]TH//Q > b;. Grace A la définition de bj, on voit que 041/]:/1/2 > b;
si et seulement si

~——

AU 117201, 511 9 = P00 11 joT1 + 02 pT2 ) (an; — M1 )0)

+ M; 1/2)\UJ+1/2
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car 1/pj+1/2 = Q14179715 + Q2,5 11/972, )¢ En tenant compte de a2,i11/0 = 1 -

Q1,511 /25 c’est équivalent a
)‘uj+1/2a17j+1/2 2 Pjal,j+1/2(5€,—]/' - ?)(571/ - Mj_1/2)
+M —1/2\Uj 412 + pi(ar; Mjf1/2)?5;,

ou encore

—~—

041,j+1/2()\uj+1/2 + Pj(Mj71/2 - AlJ])(Tl,J 72,]))

Z pj(Oél, M] 1/2) + M 1/2)\’LL]+1/2.

L’équivalence entre les autres inégalités se montre de la méme maniére. Comme les

inégalités (1.45) sont compatibles, les inégalités (1.46) le sont aussi.

Maintenant, on montre que sous ’hypothése de consistance mz < o4 /2 <
M1/,
1 Pitije
max A <1 = max U; A<1
jEZ (p] min(71,;,72,;) Ujt1/2) ]EZ( pj j+1/2)A <

(la condition CFL du théoréme 24 est plus forte que celle du théoreme 23). On utilise
pour cela le fait que 0 < 5‘1/]‘ < 1Vj € Z, d’ou par consistance 0 < 041/,;:/2 <1
Vj € Z. Bien sur,

min(7i;,72,5) < 01577+ (L= )T

donc
. 1/2A 2 > bk, 1/2A
Pj Inil’l(Tl T2, ) ]+ / ' JH1/2%
et ainsi comme prévu
max( = 1/2)A > max(pj+1/2u- 1/2)A.
jei. pjmin(r, ) 0 ser py Y

Moins simple que le théoreme 2 pour 'advection linéaire, ce théoreme est lui aussi
constructif, car il donne une condition linéaire sous laquelle le schéma est stable pour
la fraction massique a. La proposition suivante exprime la symétrie en (aq,a9) des

conditions de stabilité.
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Proposition 19
Les flux ag,;l/ﬂ définis dans le théoréme 24 par amz =1- O‘T,j:1//2 vérifient
des inégalités symétriques des inégalités (1.46) :

02,519ty + 5 (1= 55) = 03,) (72,5 = 7))
= pjlag; — (L —=mj_1p9))71; + (1 —mj_1/2)Auji1)2,
02, 1otz py (L= Myyy2) = 62.) (72 = 7)) (1.47)

< Pj(072jj - (1~ Mj71/2))7—17j +(1— Mj71/2))\uj+1/27
(1= Mjiiy2) <o qs < (L—mjpip),

et bien sur

—~— P

(L=M;_1p) = min(ca,xjjpd\i‘;%
(1 — mj_l/Q) = maX(CKQU»_l,OZQ’j).

Démonstration

L RN . z 1' A -
a premiére inégalité sur oy ;) ), est

Oé?,]:l//z()\ujﬂ/z + pi(Mj_1y9 — a1 ;)(T1; — T2,7))

> p](&I; - Mjfl/Z)?Z; + Mj71/2>\u‘7’+1/2.

Elle est équivalente a

- al,j+1/2()‘uj+1/2 + P](&E - M]—l/?)(?zg - 7/—3]/))

< —pjlan; = Mj1yo)T2; = My j2Xj 4172

et
— oy Mgy + p5(1 = Mj_19) — (L= o)) (72 — 71,5))
< —pi((L=Mj_1y2) = (1= a1 )72 + (1= Mj_1/2)Auji1/0 — Aujp/o.

Donc (1 —ay,; ) = ag,jqp vérifie

(1= a1 ) Oujpaye + pi((1 = Mj_yy0) = (1= a1 ) (7, = 71;))

< =pi((1 = Mj_yy9) = (1 — a1 ;)72 ;

+ (1= Mj_12) = (1 — a1 ;) (72,; — 71,;)
+ (1 = Mj_y2)Aujy1/2 — Mijpo + Ao,

et la deuxieme inégalité sur 2,511/ apparait :

g, ;o Ajpye + 0 (L= Mj_1y2) — ag ) (T2,; — 71,;))

< pjlag; — (L= M;_1p))71,; + (1 = Mj_1/2)Mujy1/0.
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La premiere inégalité sur az/,;:/? est déduite de facon symétrique de la deuxieme

. 7 . z -
inégalité sur Q1,511 /90

D’autre part, ’égalité o?fj» + o?ifj = 1 implique de maniére triviale la fin de la
proposition :
(1 - Mj—l/Z) = min(alj_pa\i;‘%

(1 - mj—l/Z) = maX(OQ,j_l,O/zZ;).

1.10.2 Les formules pour les flux

Nous pouvons maintenant choisir les flux pour les fractions massiques avec la
certitude que la solution numérique sera stable L*° et vTD. Nous supposons toujours
ujy172 > 0 et uj_1/ > 0. Pour le cas de vitesses négatives ou nulles ou changeant
de signe d’une maille a 'autre, voir la remarque 1.10.7.

Le choix que nous faisons est cette fois encore le décentrage maximal vers 'aval,

c’est-a-dire que nous résolvons le probleme

. . . _
minimiser (o, ; o — o144 |

sous la contrainte (1.46).

Les contraintes (1.46) définissent comme dans le cas de ’advection linéaire une borne

. 7 . _ . . . )
inférieure ;15 et une borne supérieure I'; /5, mais ce qui est nouveau, c’est que
I’expression de ces bornes dépend de I’écoulement. Nous donnons ci-dessous toutes

les expressions possibles des bornes. Posons

Sjv1/2 = MUjy1/2 +Mj71/2 - % - 7?2;)7

tiv1y2 = pilar; = Mj_12)To; + Mj_1/2Auji)9,
Vjy1/2 = M1y + pi(mi_1je — oa ;) (71, — 72,5),

Wit1/2 = Pj(al,j - mj71/2)7—2,j + mj71/2)\uj+1/2,

de sorte que les inégalités (1.46) du théoreme 24 se réécrivent

1,541 /2554+1/2 = tit1/2;

Aj1ViH1/2 S Wik1/ar

Mjt1/2 SO0 < Mjy)s.

Nous avons plusieurs cas a envisager, suivant les signes de s, 1/9 et vj11/0. Re-
marquons que si 5112 < 0, vj11/2 > 0, donc ces deux nombres ne peuvent étre

négatifs simultanément. On pourra donc finalement retenir le formulaire suivant, ou

I'on définit les valeurs 77;/1/2 et I'j11/2 qui sont les valeurs minimales et maximale

que peut prendre le flux de fraction massique.

fSism>Oetm>0,onpose
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Vitrj2 = max(tjy1/2/5541/2:M511/2);
12 = min(w;2/0541/2:Mj11/2) 5

fsisjf/l/z>06tm<0,onpose

Vittyz = max(ti1/2/5511/2:05 512/ V4 1/2:M41/2);
Fj+1/2 = Mj+1/2 )

fsi@<0,m>06‘conpose

{ Yi+1/2 = Mj41/2,
Div12 = min(thrl/Z/Sj+1/27wj+1/2/vj+1/27Mj+1/2)-

— si 57;/1/2 = 0 (resp. m = 0), la contrainte associée est automatiquement

vérifiée car t;,1/9 < 0 (resp. @;2 < 0), donc on peut poser m =Mmji1/2
(resp. Pitipg= Mj+1/2). Cela en théorie du moins, voir la remarque 1.10.5.
Comme pour I'advection linéaire, le flux ne peut prendre que trois valeurs (qui sont

fonction des valeurs de Au; /s, 7/{;, 7/'5; ).

Q10 = V12 SLOL ;0 S V12

OLjp1/2 = Oy si @ < 071,7:1 <Tji1/2,

afj\;p =Tj1170 siljiip < 071\;1
Remarque 1.10.5
Nous avons vu que lorsque s/j:/1/2 = 0 (resp. m = 0), la singularité pour le calcul
de m (resp. m) était levée du fait que la contrainte de stabilité était automa-
tiquement vérifiée. Pourtant, la résolution numérique de ce probléme est beaucoup
plus délicate (« singularités numériques ») et dans un programme informatique, il
est plus sur de choisir le décentrage amont classique, qui est toujours un facteur de

stabilité) lorsque S/j-:/l/Q (resp. m) est trés proche de zéro (cf. D). Ceci est sans

grande importance car la nullité de m ou vji /o est « exceptionnelle ». [ |

Remarque 1.10.6
On remarque que le flux calculé ici est exactement le flux calculé pour I'advection

linéaire dans le cas ou 71 ; = o, = 1/p;. |

Nous terminons ce chapitre en complétant le résultat de symétrie de la proposi-
tion 19.
Proposition 20

—_ , . —_ —_ . N
Les flux 2,511/ définis par Q2,179 = L =@, .y sont solution du probléme

. . . -
minimiser ]ag,j+1/2 - 0‘2,j+1‘

sous la contrainte (1.47).
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Démonstration

En utilisant les inégalités (1.47), on trouve sans peine 'encadrement de OE,;T/Q :

(L=Tjy1y2) S 027 < (L=7117).

=Sty < Y12 Qjyre = Vil 02540 = 1= Y et ag s =
1 —7j41/2, conformément au résultat annoncé;

sivjppSan STy gy =an; g, 1= <ag g S T=701)
et g, iy = Q2. ., ce qui est encore en accord avec la proposition ;

, - — —
st Dy S oy, angyp = Ui a2 S 1=Thinp et agypy )y =

1 —T'41/2, ceci prouve définitivement le résultat.

Remarque 1.10.7

Nous avons fait tous les calculs en supposant u;, 1/ > 0 et uj_1/5 > 0. On trouve
des formules analogues dans le cas ot ujy12 < 0 et uj_y5 < 0. Dans le cas ou
les vitesses sont de signes différents, on choisira un décentrage amont (que l’on sait
préserver dans tous les cas la stabilité L™ et la décroissance de la variation totale).
On fera le méme choix dans le cas ot uj,1/o = 0, mais dans ce cas le choix du flux

n’a pas d’importance puisque ’advection se fait a vitesse nulle. [ |

Le schéma numérique qui découle de l'analyse effectuée dans cette partie est

intégralement rappelé dans 'annexe D.



212 CHAPITRE 1. SCHEMA NUMERIQUE POUR LES MELANGES




213

Chapitre 2
Résultats numériques

Nous présentons des résultats numériques avec deux constituants. Dans un pre-
mier temps, les constituants sont séparés initialement. Ensuite, nous observons le
cas de vrais mélanges, c’est dans ce cas que le choix du modele de mélange a son
importance.

Les deux fluides sont toujours supposés gaz parfaits. Leurs pression et température
s’écrivent

{ p=m-1g,
b2 = (72 - 1)%’

T = cyr81,

T2 = Cyp2€2.
Dans tous les cas que nous présentons, le segment d’espace est [0,1]. Sauf indica-
tion différente, les calculs sont faits avec cent mailles d’espace. Pour chaque figure,

le segment en espace est représenté par ’axe des abscisses et la valeur représentée

en ordonnées est celle indiquée par la légende.

Remarque 2.0.8

Nous avons trois modéles de mélanges et deux discrétisations (décentrage amont et
décentrage aval sous contraintes) a comparer. En fait, avec des gaz parfaits, le modéle
isobare isotherme et le modéle de Dalton sont équivalents pourvu que initialisation
soit isobare isotherme, c’est-a-dire si initialement p; = py et 11 = Ty dans chaque
maille. Nous ne présentons donc de résultats que pour le modéle de Dalton et le
modeéle isobare avec équirépartition des quantités de chaleur, plus un résultat qui
montre que les solutions numériques pour le modele isobare isotherme et le modéle de
Dalton sont équivalents (méme en ce qui concerne leur version discréte). Initialement,

p1 = po et Ty = T5. Sil’on utilise alors le modéle de Dalton, on aura toujours T7 = 15
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(par définition du modéle de Dalton), et Dy(71/72) = 0. Or

Di€1 pi1cu1Th

T = = )
m—-1 m-1
P22 PacuaTy
Y2—1 -1

Ty =

Donc
T cp1 T —1 p
Dt( 1 vl 1('72 )D 1) 0.

t
20 cpala(m —1) e
Ainsi on aura toujours p; = ps, ce qui nous met dans une situation isobare isotherme.

2.1 Interface entre les constituants

2.1.1 Tube a choc de Sod

Les conditions initiales pour ce cas test sont les conditions du tube a choc de

Sod avec une interface située sur la discontinuité de la densité et de la pression.

Px) =1
0 =0
uo(m) siz<1/2;
pi(z) =1
a%(z) =1
p°(x) = 0,125
0
=0
uo (=) siz>1/2
p°(z) =0,1
a1%(z) =0

On représente les données sur les quatre figures suivantes.

1 t t t t T T T T T 1

09 4 09

0.8 [ B 08 [

07 4 07+

06 4 06

05 B 05

04 g 04

03 [ B 03

02 4 02

01 L L L L I I I I I 01

L L L L L L L L
0 01 02 03 0.4 05 0.6 0.7 08 09 1 0 01 0.2 03 04 05 0.6 0.7 0.8 0.9

Fia. 2.1 — densité initiale F1a. 2.2 — pression initiale
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06

04

08

06

0.4

02

0 01 02 0.3 0.4 05 06 0.7 0.8 09 1 0 01 0.2 03 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1

F1G. 2.3 — fraction massique oy initiale F1G. 2.4 — fraction massique as initiale

Nous regardons maintenant les résultats numériques donnés par le schéma avec
décentrage amont (classique) pour les fractions massiques et le décentrage aval sous
contraintes étudié dans le chapitre précédent. Les calculs sont fait avec la loi de
mélange de Dalton puis la loi isobare avec équirépartition des quantités de chaleur.
Les résultats sont obtenus pour un temps t = 0,14.

Nous montrons deux résultats : le premier est trouvé pour deux exposants adia-
batiques égaux, le second pour des exposants différents.

Loi de Dalton,

M ="7= 1747 Cy1 = Cyg = 1

Puisque les exposants adiabatiques sont égaux, nous avons affaire a un tube a

choc de Sod classique car la loi d’état est constante en espace. Nous présentons
en premier lieu une solution « de référence », obtenue avec le décentrage amont et
un nombre de mailles suffisamment important (dix mille) pour que les trois types
d’ondes soient clairement identifiés (de gauche a droite: détente, discontinuité de

contact et choc).

1 T T T T T T T T T 1 T T T T T T T T T

09 | 09

08
0.8 [ B

0.7 |
07 4

06
06 g
05
05 g
04
04 E
03

0% 1 02

02 1 01|

01 L L L L L L L ! ! 0 L L
0 01 0.2 03 0.4 05 06 0.7 08 09 1 0 01 0.2

F1G. 2.5 — densité a convergence F1G. 2.6 — vitesse a convergence

Nous ne représentons pas les fractions massiques et nous nous contentons de

préciser que o vaut 1 a gauche de la discontinuité de contact et 0 a droite.
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T T
décentré amont
décentré aval

T
i
NV

T T T T T T T T
i

T
décentré amont
! -

décentré aval

09 09

08
08 -

0.7
06
0.6 -
0.5 |-
05
04
03

03 -
02+

02 01 b

01 L L L
0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

Fi1G. 2.7 — densité

Fi1a. 2.8 — vitesse

T 1
i

T T
décentré amont
2 V.

T T T
e décentré amont —+—
décentré aval ;

décentré aval --x--

0.8 -

0.6 -

04|

02

o ook L L L
0.8 0.9 1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

F1a. 2.9 — fraction massique o Fia. 2.10 — fraction massique oo

Les solutions numériques avec le schéma décentré amont et le schéma décentré
aval sont confondues en ce qui concerne les variables thermodynamiques (densité,
vitesse, pression). En particulier, la diffusion numérique est importante (la discon-
tinuité de contact est a peine visible pour ce calcul fait avec cent mailles). Cette
diffusion numérique est la diffusion habituelle des schémas d’ordre un. En revanche,
on constate sur les fractions massiques que le caractere antidissipatif du schéma de
projection s’exprime de la méme fagon que pour 1’équation d’advection linéaire (cf.
partie I). L’interface numérique reste parfaitement résolue avec le décentrage aval
sous contraintes alors que le décentrage amont diffuse les fractions de la méme facon
que la discontinuité de contact.

Les résultats (non présentés) obtenus avec la loi isobare avec équirépartition
des quantités de chaleur sont identiques en tout point (c’est une autre conséquence
naturelle du fait que les deux gaz parfaits ont la méme loi d’état).

Loi de Dalton,

Nn=147%=24cpp=cp=1

Cette fois, les lois d’état des deux gaz parfaits situés de part et d’autre de la

discontinuité initiale sont différentes, et I’'on va observer que les résultats donnés par
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les deux lois de mélange différentes sont différents. La solution de référence que nous

donnons a été calculée avec dix mille mailles et un décentrage amont.

Fi1c. 2.11 — densité a convergence

09

08

07

0.6

05

04

03

02

0.1

Fi1G. 2.12 — vitesse a convergence

Nous rapportons maintenant un résultat obtenu avec cent mailles.

1 T T T T E—— T 0.9 T r T T T T T T T
décentré amont —+— décentré amont —+—
décentré aval —-x-- décentré aval ——x--
09 | ] 08
0.8 - 0.7
07 0.6 -
06 | 05 -
05 | 04
04| 03
03| 02k
02 01
01 . . . . . . . . 0 . . . . . .
[ 01 02 03 0.4 05 06 07 0.8 0.9 1 0 0.1 0.2 03 0.4 05 0.6 0.7 08 0.9
oy .
Fi1a. 2.13 — densité Fi1G. 2.14 — vitesse
1 —T— T 1 T T T
décentré amont —+— décentré amont —+—
décentré aval --x-- décentré aval ——x--
08 | ] 08
06 | ] 06 -
04 | g 04
02 ] 02k
'
|
|
i
o . . . . . L o . .
0 01 02 03 0.4 05 06 07 0.8 0.9 1 0 0.1 0.2 03 0.4 05 08 0.9

Fi1G. 2.15 — fraction massique oy

Fi1G. 2.16 — fraction massique co

Dans ce cas, la discontinuité de contact est diffusée en décentrage amont et

pas en décentrage aval. En fait, le saut de densité a la discontinuité de contact est
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entierement déterminé par les valeurs de 1, 79, ¢y1 €t ¢y9. En effet, la pression étant
égale de chaque c6té de l'interface, dans la maille de mélange numérique (unique

avec le décentrage aval), p; = p2. Donc,

(11 = DepiTi /1 = (v2 — 1)eyo T /7o,
T =T,

qui implique que

E _ (71 - 1)Cv1
T2 (72 — 1)01}2'

En faisant ensuite I'hypothese (vérifiée sur les résultats numériques) que la température
est diffusée par le schéma numérique, et que 7 est la valeur de 7 a gauche de l'in-

terface et 7 est la valeur de 7 a droite de l'interface, on en déduit que

valeur de 7 a gauche de l'interface

= -1 -1 .
valeur de 7 a droite de 'interface (n Jevr/ (72 Jev

Dans le cas que nous avons choisi, ce rapport vaut (1,4 —1)/(2,4 — 1) = 0,29. Le
résultat numérique donne 0,33, qui est tres proche. Une possibilité pour remédier a
ce défaut est d’ajuster les coefficients ¢, et ¢, pour que le rapport ci-dessus prenne
une valeur arbitraire. Cette opération est efficace mais tres artificielle et nous ne

Ieffectuerons pas.

Fermeture isobare avec équirépartition des quantités de chaleur,

= 1747 P2 = 2747 Cy1 = Cy2 = 1

0.9

T T T
décentré amont —+—
décentré aval --%--

T T T
décentré amont —+—
décentré aval --x--

09 - 08 -

0.8 - 0.7
07 0.6 -
06 | 05
05 | 04
04 03+
03| 02 F

02 01+

01 L L L L L L L L ! 0

L L L L L L
0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

Fi1G. 2.17 — densité FiG. 2.18 — vitesse
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T T T
décentré amont —+—

T T T
e décentré amont —+—
décentré aval --x ; Z

décentré aval --x-

0.8 -

0.6 -

04

02

)

0

L L L L L L L L L
0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

Fi1a. 2.19 — fraction massique oy Fi1a. 2.20 — fraction massique oo

On constate que le résultat est trés proche du résultat calculé avec la loi de
Dalton, et les deux calculs convergent vers la méme solution si 'on fait tendre les
pas de discrétisation vers 0 (on peut le vérifier pour la vitesse et la pression sur les
figures 2.21 a 2.26). Cela vient du fait qu’il n’y a pas de zone de mélange étendue et
est en accord avec le résultat de dégénérescence obtenu pour les modeles de mélange
en présence d’interfaces dans la partie II. On note cependant que la discontinuité de
contact est beaucoup plus stable. Cela tient sans doute au couplage fort qui existe
entre la discrétisation des équations du mélange et des fractions massiques, ainsi

qu’au fait que le schéma écrit pour ce modele est entropique.

Il semble en analysant les résultats du modele de Dalton et de ’équirépartition
des quantités de chaleur que deux types d’erreurs numériques sont présents a la dis-
continuité de contact. La premiere erreur est de type « wall-heating ». Elle provient
de la phase lagrangienne (c’est un phénomeéne connu dans les schémas lagrangiens,
cf. [72]). Cette erreur est gommée par la diffusion numérique de la phase de pro-
jection en décentrage amont, mais le décentrage aval ne diffuse pas et la conserve.
La deuxieme erreur provient du modele et a déja été évoquée pour le modele de
Dalton ou le saut de densité est fixé par les parametres de loi d’état. Cette erreur
est tres faible ou absente pour le modele isobare avec équirépartition des quantités

de chaleur.

Enfin, une analyse comparative des vitesses obtenues avec le modele de Dalton
et le modele isobare avec équirépartition des quantités de chaleur fait apparaitre une
légere « oscillation » pour le modele de Dalton, oscillation totalement absente pour
I’autre modele. L’oscillation de la vitesse est un phénoméne connu. Tous les schémas
(d’ordre un et d’ordre deux) étudiés dans [18] présentent ce défaut. De nombreuses
techniques ont été développées pour éliminer cette erreur. Cependant, toutes celles
que nous connaissons — voir [80], [2], [66], [36], [50], [51] — ont abouti & I’écriture

de schémas qui présentent des défauts de conservation ; au mieux, les solutions pro-
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posées conservent la masse totale, la quantité de mouvement totale et ’énergie totale,
mais pas la masse de chaque espece, ce qui est inacceptable dans certains cas. Une
étude numérique de l'erreur de conservation commise peut étre trouvée dans [27].
Or, comme nous 'avons déja noté dans la remarque 1.6.3 , tous les schémas que nous
proposons ici (quel que soit le décentrage des fractions massiques) sont conservatifs
en les masses de chaque constituant (et donc en masse totale) ainsi qu’en quantité
de mouvement et en énergie totale. L’oscillation de la vitesse créée par le modele
de Dalton est accompagnée (comme dans les référence citées) d’une oscillation de
la pression et nous présentons maintenant des résultats qui mettent en valeur les
différences : le cas-test est un tube a choc de Sod avec une interface des constituants
au méme lieu que la discontinuité initiale des variables thermodynamiques (z = 0,5).
Les exposants adiabatiques sont choisis de maniére a rendre importantes les oscil-
lations obtenues avec le modele de Dalton. L’instant d’observation est ¢ = 0,1. Les
calculs sont fait avec le décentrage aval sous contraintes amont des flux de fractions

massiques, mais les conclusions sont absolument identiques pour un choix différent.

1 = 1,06, 72 = 1,6, cy1 = Cpg =1

Avec cent mailles, on obtient

12 T T T T T T T T T T
loi de Dalton loi de Dalton
équirépatition... ——-—- équirépatition... —-—-

09 -

08

0.8 -

06

0.6

05

04

03

L 01 L L L

0.9

Fic. 2.21 — vitesse Fia. 2.22 — pression

Les résultats sont tres dissemblables, tant pour les valeurs des « plateaux » que

pour les vitesses de propagation. Avec mille mailles, on obtient
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T T
loi de Dalton
équirépatition...

0.8 -

0.6

0 L L L

T T
loi de Dalton
équirépatition..

01 L L L

0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9

F1G. 2.23 — vitesse

0 0.1 0.2 0.3

Fia. 2.24 — pression

Il est clair que le résultat donné par le modele isobare avec équirépartition des

quantités de chaleur est trés proche de la solution a convergence, et on note que les

valeurs des plateaux et la vitesse de propagation de la discontinuité étaient atteints

dans le calcul précédent avec cent mailles. Le modele de Dalton, lui, ne donne pas la

méme vitesse de propagation, ni les mémes plateaux, sa caractéristique la plus frap-

pante

étant la présence d’une discontinuité de la vitesse dans le plateau théorique.

Cette discontinuité de la vitesse est située a l'interface entre les constituants (c’est-

a~dire a la discontinuité de contact).

Nous présentons enfin un résultat obtenu

avec dix mille mailles.

T T
loi de Dalton
équirépatition...

0.8

04

02

T T
loi de Dalton
équirépatition..

01 L L L L L L L L

0 L L L

0 0.1 0.2 03 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9

F1G. 2.25 — vitesse

Ce résultat confirme

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

Fi1G. 2.26 — pression

— le meilleur comportement du modele isobare avec équirépartition des quantités

de chaleur ;

— la convergence des solutions données par les modeles différents vers des limites

égales (dans le cas de constituants séparés), qui est en accord avec le résultat

théorique de dégénérescence de type Lax-Wendroff obtenu lors de 1’étude des

modeles de mélange, théoreme 16 de la partie II.
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La ressemblance entre les oscillations en pression et vitesse que nous obtenons
avec le modele de Dalton et les résultats publiés de schémas totalement conservatifs
est une conséquence du fait que dans ces études d’interfaces, c’est un modele de
mélange équivalent au modele de Dalton est qui implicitement choisi (nous l’avons
démontré dans la partie II).

Le modele isobare avec équirépartition des quantités de chaleur parait étre mieux
adapté a la résolution des problemes d’interface. Il permet d’éviter un phénomeéne
d’oscillation de la vitesse et de la pression quel que soit le décentrage des flux de
fractions massiques (cf. figures 2.21 & 2.26) et permet une meilleure évaluation du
saut de densité a l'interface-discontinuité de contact avec le décentrage aval sous
contraintes (cf. figures 2.13 et 2.17).

2.1.2 Tube a choc fort

On étudie a nouveau le comportement d’une interface, mais cette fois, elle ne
coincide pas avec la discontinuité initiale des variables thermodynamiques, et elle

est traversée par un choc « fort » (grand saut de pression initial).

Plla) =1
u(z) =0 siz<1/2;
p°(x) = 20
p°(x) = 0,125
u(z) =0 siz>1/2.
p(x) = 0,1

La discontinuité des constituants est placée en x = 0,8.

1 T T T T 20

09 | 18

0.8 [

07

06

05

04

03 [

02

01 L L L L ! I i ! T 0

L L L L
0 01 02 03 0.4 05 06 0.7 08 09 1 0 01 0.2 03 0.4 05 0.6 07 0.8 0.9

Fia. 2.27 — densité initiale Fi1a. 2.28 — pression initiale
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0.8 [

06

04

02

Fi1G. 2.29 — fraction massique o initiale

08 [ B

06 4

Fi1G. 2.30 — fraction massique o initiale

Le temps choisi pour 'observation est ¢ = 0,07. Nous n’étudions qu’une loi de

fermeture.

Fermeture isobare avec équirépartition des quantités de chaleur,

= 1747 "2 = 2747 Cy1 = Cy2 = 1

La solution de référence (figures 2.31

et le décentrage amont.

Fi1a. 2.31 — densité a convergence

Un calcul fait avec cent mailles donne les

et 2.32) est calculée avec dix mille mailles

Fi1a. 2.32 — vitesse a convergence

résultats suivants.

1 T T T T T T T
09
08 -
07 -
06 | )?f
05

04

03 L L L L L L L L L

T T
décentré amont —+—
décentré aval --x--

0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9

Fi1G. 2.33 — densité

6 T T T T T T ———— T
décentré amont
decentré aval --x--

0 L L L L L L L L L
0 0.1 0.2 03 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9

FiG. 2.34 — vitesse
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1 1 T T T T T T T T
décentré amont —+— décentré amont —+—
décentré aval --%-- décentré aval --x--
0.8 0.8
0.6 0.6
0.4 0.4
0.2 0.2
0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0 0.1 0.2 0.3 04 05 0.6 0.7 0.8

Fi1a. 2.35 — fraction massique oy

F1a. 2.36 — fraction massique oo

Il est important de noter la résolution de 'interface pour les deux schémas, bien

visible sur un agrandissement :

! N N N décen‘lré amont J—
décentré aval --x--
0.8 - A
0.6 A
04 R
0.2 A
00.8 0.82 0.84 0.86 0.88 0.9 0.92 0.94 0.96 0.98 1
F1a. 2.37 — fraction massique o (zoom,)
Il faut faire un calcul avec mille mailles pour commencer & voir les résultats

converger en ce qui concerne la

1 T T T T T

densité et la vitesse.

T T

décentré amont
décentré aval

09 -

08 |
07 |
06 |
05 |
04
03|

02

01 L L L L L L L L L

0 0.1

Fi1G. 2.38 — densité

, .
décentré amont
décentré aval

0.1 0.2 03 0.4 0.7 0.8 0.9 1

Fi1G. 2.39 — vitesse
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Nous constatons a nouveau que linterface est parfaitement respectée avec le
décentrage aval sous contraintes amont. D’autre part, la discontinuité de contact
(discontinuité de la densité qui coincide avec l'interface, en x = 0,92 environ) est

beaucoup mieux captée, elle est plus raide, avec ce nouveau décentrage.

2.2 Constituants mélangés

Nous commencons par examiner les résultats dans un mélange homogene avec
deux modeles de mélanges différents, pour mettre en avant la différence entre ces
modeles. La situation est donc celle d’un fluide homogene et ’algorithme choisi pour
Padvection (la projection) des fractions massiques ne joue aucun role (les résultats
avec le décentrage amont et le décentrage aval sont les mémes et nous ne montrons
que ceux du décentrage aval). La condition initiale est celle d’un tube & choc de Sod

avec partout a; = ag = 1/2.

Loi de Dalton et équirépartition des quantités de chaleur,

71 = 1)47 V2 = 2747 Cy1 = Cyo = 1

T T T T
ol de Dalton —— loi de Dalton —+—
équirépartition... —-x-- équirépartition... --»--

OOO0T0SS00K

05

04

03

02

01 L L L L L L L L f 0 " L L L L L L
0 0.1 0.2 03 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

F1G. 2.40 — densité FiG. 2.41 — wvitesse

Comme prévu, les résultats ne sont pas les mémes pour des modeles de mélanges
différents lorsque le mélange est étendu. Les paliers et les vitesses de propagation

sont différents, le résultat avec mille mailles suivant le montre clairement.
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0.8

T T T
loi de Dalton loi de Dalton

équirépartition... ----- équirépartition... -----

09 -

08 -

0.7 -

0.6 -

05

04

01 L L

F1G. 2.42 — densité Fi1G. 2.43 — vitesse

Nous vérifions maintenant avec un calcul a cent mailles sur le méme état initial
(tube & choc de Sod dans un mélange homogene) que le modele isobare isotherme et
le modele de Dalton sont équivalents. Nous utilisons ici le décentrage aval (résultats

identiques avec le décentrage amont).

0.8

T T T T T T T T
loi isobare isotherme —+—

loi de Dalton ---x---
09 B

T T
loi isobare isotherme —+—
loi de Dalton ---%---

07+

08
06

0.7
05 [

0.6 [

05

03 |
04

02
03

01

01 L L L L L L L L f 0

F1G. 2.44 — densité Fi1G. 2.45 — vitesse

Les résultats sont strictement semblables.

2.2.1 Choc dans un mélange non homogene

Nous observons ici le passage d’un choc dans une zone de mélange non homogene.

Px) =1
u(z) =0 six <1/10;
P(x) =25

ud(z) = si z > 1/10.
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D’autre part, le fluide global présente deux zones pures et une zone de mélange non

homogene.
—a; =1six<2/10;

— a1 =4/3—-5/3x si 2/10 < x < 8/10;

— a1 = 0si x> 8/10.
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0.8 [

07

0.6

05

04

03 [
05

02

01 I I I I I I I I I 0 L L L L L L L L L
0 01 0.2 03 0.4 05 06 0.7 08 09 1 0 01 0.2 03 04 05 0.6 0.7 08 0.9 1

Fi1G. 2.46 — densité initiale F1G. 2.47 — pression initiale

08 08

0.6 [

06 [

04

04

02| 02}

0 0

L L L L L L L L L L L L L L L L
0 01 0.2 03 0.4 05 06 0.7 08 09 1 0 01 0.2 03 04 05 0.6 0.7 08 0.9 1

F1G. 2.48 — fraction massique o initiale | F1G. 2.49 — fraction massique ag initiale

Nous montrons le résultat avant que le choc soit sorti de la zone de mélange, a
t=0,2.

Loi isobare avec équirépartition des quantités de chaleur,

71 = 1)47 V2 = 2747 Cy1 = Cyo = 1
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0.55 T T T T T T L E—— T 18 T T T T T T T —— T
décentré amont —+— décentré amont —+—
décentré aval --x-- décentré aval --x--
05 A
0.45 4
04 B
0.35 A
03 *
0.25 *
02 A
0.15 *
0.1
0 0.8 0.9 1
Fi1a. 2.51 — vitesse
1 T T —— T 1 T T
v décentré amont —+— décentré amont —+—
X décentré aval --x-- décentré aval --x--
0.8 B 0.8 B
0.6 B 0.6 B
0.4 e 0.4 4
0.2 B 0.2 B
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.9 1 0 0.1 0.2 0.3 04 05 0.6 0.7 0.8 0.9

F1a. 2.52 — fraction massique oy

Fia. 2.53 — fraction massique oo

La différence entre les décentrages amont et aval sous contraintes est dans ce

cas tres importante, y compris sur les variables thermodynamiques. Le décentrage

aval fait apparaitre un pic en densité a la frontiere de la zone de mélange. Ce pic

est totalement absent en décentrage amont. Une analyse de la convergence montre

que c’est le schéma décentré aval qui donne le meilleur profil : il détecte une zone de

forte densité révélée par les résultats suivants, obtenus avec mille mailles, puis dix

mille mailles.

18

0.55 T T T T T T T

01 L L L L L L L L L

T T
décentré amont —+—
décentré aval --%--

16

14

12

0.8

0.6

0.4

0.2

T T
décentré amont —+—
décentré aval --x--

0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9

F1G. 2.54 — densité

-0.2

0.1 0.2 03 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9

Fi1G. 2.55 — vitesse
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0.8 -

0.6 -

04

02

0 L L L L L L L

T T
décentré amont —+—
décentré aval --x--

T T T
décentré amont —+—
décentré aval --x--

0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7

Fi1a. 2.56 — fraction massique oy

0.8

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

F1a. 2.57 — fraction massique co

Avec dix mille mailles, les deux schémas sont manifestement tres proches de la

solution a convergence.

0.55 T T T

0.5

0.45

0.4

0.35

0.3

0.25

0.2

0.15

01 1 1 1

T T T
décentré amont
décentré aval

0.4

0.5

0.6 0.7 0.8 0.9 1

F1G. 2.58 — densité

Pour des chocs plus forts (avec saut de pression initial plus important), le schéma

décentré amont détecte ce pic avec un moindre raffinement, mais sous-évalue toujours

la valeur maximale. A I'inverse, pour des chocs faibles, il peut étre extrémement diffi-

cile de détecter ce phénomene avec le décentrage amont alors qu’il est sans équivoque

mis en évidence par le décentrage aval. Le schéma décentré aval surévalue la densité

maximale dans le cas de chocs faibles, mais la convergence est toujours beaucoup
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plus rapide. Pour les valeurs du tube a choc de Sod par exemple, le décentrage amont
nécessite environ cent fois plus de mailles que le décentrage aval pour donner une
solution proche de la solution « exacte ». Il serait intéressant de calculer une solution

analytique pour ce probleme de mélange non homogene.

D’autre part, on peut faire une remarque sur le résultat pour les fractions mas-
siques. On constate un effet légerement surcompressif du décentrage aval sur les
fractions massiques (aux alentours de z = 0,45 sur les figures). Cela n’a cependant

aucune influence quant a la convergence.

Enfin, le phénomene de crénelage des fractions massiques se répercute légérement
sur la densité, induisant quelques oscillations. Il est a noter que I'amplitude de ses

oscillations reste tres faible, méme pour des choc forts.

2.2.2 Choc fort avec rebond

Notre derniére étude porte sur un choc fort qui traverse une zone de mélange
non homogene. Nous imposons des conditions de bord de type « mur » sur le bord
de droite (x = 1) et nous attendons que le choc soit réfléchi. Les conditions initiales

sont les mémes que pour le précédent choc fort, translatées vers la gauche.

Px) =1

u(x) =0 six <2/10 ;
p’(z) =20

p%(z) = 0,125

ul(z) =0 siz > 2/10.
pO(x) - 071

Les fractions massiques initiales sont continues pour simuler la présence d’un mélange

(non homogene).
—a; =1siz<4/10;
— a1 =9/5—2xsi4/10 <2 <9/10;

— a1 =0siz>9/10.
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09 4 18 i

08 4

06 [ B

05 4

0.4 4

03 4

02 g 2 1

01 L I I I I I I I I 0 L

Fic. 2.59 — densité initiale Fi1c. 2.60 — pression initiale

: N 1 N
08| ] ol ]
0s| ] os| ]
0al ] oal ]
02| ] 02l ]

0o 0‘1 0‘2 0‘3 1 00 0‘1 0‘2 0‘3 i

Fi1G. 2.61 — fraction massique o initiale | F1G. 2.62 — fraction massique as initiale

Loi isobare avec équirépartition des quantités de chaleur,

= 1747 V2 = 2747 Cy1 = Cyg = 1

La solution de référence que nous proposons est une fois de plus obtenue par un

calcul en décentrage amont avec dix mille mailles.

0.2 L L L L L L L L L 1 L L L L L L L L L

F1a. 2.63 — densité a convergence F1G. 2.64 — vitesse a convergence
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16 T T T T T T T T T 6 T T T T T T ——— T
décentré amont —— décentré amont  —+—
décentré aval ——x-- décentré aval --x--
14
12 -
1l
08 -

02 0 0‘1 0‘2 0‘3 0‘4 0‘5 0‘6 0‘7 0‘8 0‘9 1 * 0 0.‘1 0.‘2 0.‘3 O.‘4 0.‘5 0.‘6 0.‘7 0.‘8 O.‘Q 1
Fi1a. 2.65 — densité F1G. 2.66 — vitesse
1 1 T T T T T T T T
décentré amont —+— décentré amont —+—
décentré aval --x-- décentré aval --x--
0.8 - 0.8
0.6 - 0.6
04 04
02 0.2
. L .
0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
F1a. 2.67 — fraction massique oy F1a. 2.68 — fraction massique oo
On peut aussi regarder le résultat avec mille mailles au lieu de cent.
2 T T T T T T T 6 T T T T T T T

T T
décentré amont
décentré aval ----- !

02 L L L L L L L L L

T T
décentré amont
décentré aval -----

F1G. 2.69 — densité

0.1 0.2 03 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Fi1G. 2.70 — vitesse
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T T
décentré amont

T T
décentré amont
é décentré aval -----

décentré aval -----

0.8 -

0.6 -

04

02

0 L L L L L L L L L 0 L L L L L L L L
0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8

Fia. 2.71 — fraction massique oy Fi1a. 2.72 — fraction massique oo

Sur ces résultats, on voit que le schéma décentré aval détecte tres bien le pic
de densité qui apparait juste apres le rebond du choc, méme avec seulement cent

mailles. Le schéma décentré amont n’est pas aussi efficace.

Nous présentons maintenant un agrandissement permettant de comparer 'effet

des décentrages amont et aval sous contraintes avec mille ou dix mille mailles.

1 f

. I I Idécemré amclmt, 1000 maillles —

g\ décentré amont, 10000 mailles -----

\ décentré aval, 1000 mailles ——x--
0.8 .
0.6 =
04 E
0.2 =

1 1 1 1 1 1

0.86 0.88 0.9 0.92 0.94 0.96

F1G. 2.73 — fraction massique a1 (zoom)

En prenant une échelle logarithmique pour abscisse, on obtient
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T
décentré amont
décentré aval -----

0.01

0.0001

1e-06

1e-08

1e-10 1 1 1 1 ‘ 1
0.88 0.9 0.92 0.94 0.96 0.98 1

F1G. 2.74 — fraction massique oy (zoom et échelle logarithmique)

Il est clair avec cette derniere comparaison que la longueur de la zone de mélange
est bien mieux respectée avec le schéma décentré aval, sans la moindre diffusion
des bords. Une caractéristique tres importante du schéma décentré aval est que
la fraction massique peut prendre la valeur 0 ou 1 exactement, méme apres avoir
pris des valeurs intermédiaires, ceci est particulierement visible sur le résultat en
échelle logarithmique. En contrepartie, 1'effet de crénelage (antidissipation locale),

déja présent pour ’advection linéaire, réapparait.
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Chapitre 3
Extension en dimension deux

Nous nous intéressons maintenant a la résolution numérique des problemes de
fluides a plusieurs especes en dimension deux. Pour simplifier, comme en dimen-
sion un, nous considérerons des fluides a deux constituants. D’autre part, nous ne
considérerons qu'un modele de mélange, le modele isobare avec équirépartition des

quantités de chaleur.

3.1 Les équations et la méthode numérique

Il s’agit désormais de résoudre les équations

D1+ Du(pu) + 9, (pv) = 0,
9¢(par) + O (puc) + dy(pvas) =0,
9t(paz) + 0z (puaz) + 0y(pvaz) =0,

B (pu) + 9z (pu® + p) + Oy(uv) =0,

By (pv) + Oz (puv) + 9y (pv* +p) = 0,

i (pe) + du(pue + pu) + 0y (pve + pv) =0,
pP1=p2=0p,

T1D.S; = 15D, Ss.

Dans ces équations, D; est toujours 'opérateur de dérivation lagrangienne, D, =

O + ud, 4+ v0,. L’équation T1D;S1 = T5D;Ss est donc équivalente a

Oie1 + udper + Uay&“l + p(&m + udym + Uayﬁ)
= Okeg + u0ze2 + vOye2 + p(Oy2 + 0y T2 + VOYT2).
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Comme précédemment (chapitre 1.2 et 3.4 de la partie I), nous résolvons ces problemes

grace a une décomposition directionnelle. La résolution est donc composée

— d’une phase horizontale, résolution de

O¢p + 0z (pu) = 0,

Ot(pa) + 0z (pua) =0,
(

Ot(pag) + 0, (puay) = 0,
B (pu) + 9z (pu® +p) =0, (3.2)
d(pv) + O (puv) = 0,
di(pe) + Oz (pue + pu) = 0,
pP1=p2=0D,
1 + udzer + p(0ym1 + u0,T1) = Opea + u0rea + p(Oy72 + udyTa) ;

— d’une phase verticale, résolution de
( 8tp + ay(ﬂv) = 07
O(par) + Oy(pvaq) = 0,
pag) +0 (pvag) =0,

9] =0,

O (
(
515(/’”) + 8 (pv +p) =0,
9 (pe) + 0y (pve + pv) =0,
pP1=DpP2 =D,
L Oie1 + v8y51 —i—p(ﬁtn + Uayﬁ) = Oeg + Uaye’;‘z + p(aﬂg + UayTQ).

Nous résolvons chacune de ces deux phases comme nous le faisons pour les problemes
en dimension un: décomposition Lagrange-projection, avec décentrage aval sous
contraintes amont des fractions massiques dans la phase de projection. Il n’y a pas
de difficulté particuliere attachée a la dimension deux et il est inutile de s’attarder,

nous passons a la présentation des résultats !

3.2 Résultats numériques

Les résultats présentés sont de deux types : résultats pour des constituants séparés
et résultats pour des constituants mélangés. Les résultats pour des constituants
séparés sont destinés a montrer que les interfaces sont bien respectées avec le décentrage
aval sous contraintes amont. Ce qui important dans les résultats pour les constituants
mélangés, c’est que les bords de la zone de mélange soient respectés (nous voulons

éviter I’extension infinie de la taille de la zone de mélange par diffusion numérique).
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3.2.1 Constituants séparés

Dans le cas de constituants séparés (calcul d’interfaces), on dispose de plusieurs
tests de référence. Nous retenons particulierement ceux qui sont des calculs d’in-
stabilités. Nous présentons trois de ceux-ci: l'instabilité de Kelvin-Helmholtz, 'in-
stabilité de Richtmyer-Meshkov et 'instabilité de Rayleigh-Taylor. Tous les calculs
concernent des situations a deux constituants qui sont des gaz parfaits de coefficients
v1 = 72 = 1,67. Cela revient a un cas mono-constituant car les lois d’état sont les
mémes. C’est le comportement numérique de I'interface qui nous intéresse dans cette

section.

Instabilité de Kelvin-Helmholtz

Il s’agit d’une instabilité due a une discontinuité tangentielle de la vitesse initiale.
Cette instabilité, appelée parfois instabilité de couche de mélange plane, est présente
dans de nombreux domaines naturels ou industriels et son étude numérique est donc
intéressante. De nombreuses études physiques, mathématiques et numériques ont été
menées sur ce sujet, on pourra se reporter a [6], [12] par exemple.

Les conditions initiales que nous choisissons ici sont celles de [12]. Elles consistent
en la donnée de deux milieux uniformes séparés par une interface sinusoidale. Dans
les deux milieux, initialement, les pressions sont égales, les densités sont égales, et
les vitesses verticales (v) sont nulles. Les vitesses horizontales sont opposées. Les

valeurs sont données sur la figure 3.2.1.

0.5
P’ =1
=1
P’ =1
ay =0
w0 =025

h interface initiale

P’ =1

al =0
=1

ay =1

ud =-0,25
0,5 : (z)
0 0,5 1

L’interface a pour équation y = f(x) = 0,025sin(27x).
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Dans ces conditions, l'interface est une discontinuité de contact ou la vitesse
est discontinue (la composante tangente linterface est discontinue), on lappelle
« feuille de tourbillon ». Au cours du temps, "amplitude de la feuille (sinusoidale)

augmente, puis U'interface s’enroule pour former un tourbillon.

Sur les bords horizontaux (x = 0 et x = 1), nous imposons des conditions

périodiques. Nous imposons des conditions de type « mur » sur les bords verticaux.

Nous présentons les résultats au temps ¢ = 6,1, temps ou le tourbillon est bien
développé (de méme que la diffusion numérique avec le décentrage amont!). Nous
comparons les résultats obtenus (pour la fraction massique «1) avec le décentrage
amont (classique) et le décentrage aval sous contraintes amont qui a été présenté

dans ce travail. Le nombre de mailles est dix mille (grille 100 x 100).

Fi1G. 3.1 — fraction massique a1 avec le décentrage amont.
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Fi1G. 3.2 — fraction massique aq avec le décentrage aval sous contraintes amont.

Sur ces deux figures, la couleur rouge représente la valeur 1 et le vert représente
0 (respectivement le sombre et le clair dans une version en noir et blanc). Nous
constatons que le schéma avec flux décentrés aval sous contraintes amont n’introduit
une fois de plus aucune dissipation numérique. Ceci permet de suivre avec plus de
précision I'enroulement des deux constituants (enroulement fortement dégradé par
la dissipation numérique due au schéma décentré amont). Le crénelage de la courbe
interfaciale est une légere contrepartie. Le résultat obtenu avec le décentrage aval
sous contraintes amont est tout a fait comparable aux résultats que des méthodes
de suivi d’interface permettent d’obtenir (cf. [12], [19]).

Instabilité de Richtmyer-Meshkov

C’est une instabilité due au passage d’'un choc sur l'interface entre les deux
constituants.

Nous choisissons les conditions initiales du test dit de « Stony Brook ». Toutes les
valeurs initiales sont données sur la figure 3.2.1, ou 'interface initiale a pour équation
y = 0,005 cos(27x/0,036) + 0,12 (consulter [12] ou [43] pour d’autres valeurs initiales

pour le méme type d’instabilité).
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0,2

0,125
0,12
0,115

| —— interface initiale

sens de p° = 50000
propagation w0 =0
du choc W =453 | — position initiale du choc
0,09 < (choc pur)

oV =0
ay =1
0 = 6,01
p0 = 753000
uO =
v0 =555

0 0,018 0,036

Apres le passage du choc sur l'interface se développe une instabilité de type
« champignon »: il y a apparition d’'un bulbe et de tourbillons. Afin de réduire
le temps de calcul, nous ne gardons que la partie gauche (z < 0,018) du domaine
représenté par la figure 3.2.1, la partie droite étant simulée par les conditions de type
« mur » a droite (ceci est équivalent car les données sont symétriques par rapport a la
droite d’équation z = 0,018). La condition de bord & gauche est aussi une condition
de mur. Les conditions en haut et en bas sont des conditions de neutralité, obtenues
en définissant les flux du bord comme égaux aux valeurs dans les mailles de bord

associées.

Nous présentons les résultats pour les fractions massiques a1 avec le décentrage
amont et le décentrage aval sous contraintes amont sur deux maillages carrés de

résolutions différentes, pour ¢ = 0,00105.
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0,12

0,08
0 0,036 0 0,036

F1a. 3.3 — Décentrages amont a gauche | F1G. 3.4 — Décentrages amont & gauche

et aval a droite, avec 30 x 167 mailles | et aval a droite, avec 50 x 278 mailles

pour chaque moitié. pour chaque moitié.

Ici encore, le rouge représente la valeur 1 et le vert la valeur 0 (respectivement

le sombre et le clair dans une version en noir et blanc).

Instabilité de Rayleigh-Taylor

Il s’agit une fois de plus de I’évolution d’une interface initialement sinusoidale.
Cette fois, elle se déforme sous I’action d’une force volumique (gravité). L’interface
initiale sépare deux milieux de densités différentes, le fluide lourd étant situé au
dessus du fluide léger (et la gravité étant dirigée vers le bas). Nous renvoyons a [73]

pour une étude détaillée.

Les conditions initiales sont données par la figure 3.2.1.
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a?:l
a2:0
=1
u® =0
w0 =0

p° hydrostatique

200

g
2,5
interface initiale

rn~—|;><

N OO
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he)
e & °oRQ D
Il
—_
co~r~o
%

p° hydrostatique

La force volumique est donnée par F (z,y) = p(z,y)g. La pression est initialement
hydrostatique, c’est-a-dire qu’elle vérifie gradp = —pg, soit dy,p = —pg (g étant le
module de 7). De plus nous avons fixé la valeur de la pression a 1 en y = 5. Pour
déterminer la pression en tout point, on néglige la courbure de l'interface (on la

suppose plane, sans perturbation) située en y = 2,5, ce qui permet d’écrire

p(ry) =1+259+9(2,5—y)si0<y <25

Nous avons posé g = 10. Enfin, I'interface a pour équation y = 2,5 — 0,05 cos(27z).

Dans un milieu soumis a la gravité, les équations d’Euler sont modifiées par

I’ajout de termes source dans les équations de conservation de la quantité de mou-
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vement et de ’énergie totale.

Dup -+ Ds(pu) + 9, (pv) = 0,
di(par) + Oz (puar) + 9y(pvar) =0,
dt(paz) + Oz (puaz) + Oy (pvaz) =0,
A (pu) + 0x(pu® + p) + 9y (uv) = 0, (3.4)
04 (pv) + O (puv) + 9y (pv® + p) = —py, '
d(pe) + Oz (pue + pu) + 9y(pve + pv) = —pgv,

P1r=p2=0Dp,

T1D.S; = T5D;Ss.

Numériquement, l'effet de la gravité est obtenu par une décomposition supplémentaire :
nous ajoutons une phase au calcul numérique, phase qui assure l'accroissement de
v et e dii a l'attraction gravitationnelle. chaque pas de temps, le calcul est donc
composé de cing phases:

— phase lagrangienne horizontale ;

— phase de projection horizontale ;

— phase lagrangienne verticale ;

— phase de projection verticale ;

phase pour la gravitation.

Nous présentons maintenant le résultat numérique au temps ¢ = 0,7 pour le
décentrage amont et le décentrage aval sous contraintes amont des phases de pro-

jection. Le maillage est composé de 40 x 200 mailles carrées.
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Fia. 3.5 — Décentrage amont. Fic. 3.6 — Décentrage aval sous

contraintes amont.

On obtient le méme type de résultat que précédemment, sans dissipation numérique

pour les fractions massiques.

3.2.2 Constituants mélangés

Apres avoir vérifié le bon comportement de I’algorithme en dimension deux pour
des interfaces (constituants séparés), nous nous intéressons au cas d’'un mélange,

comme nous ’avons fait en dimension un.

Nous présentons un résultat, résultat d’une simulation du passage d’'un choc
cylindrique convergent dans une zone de mélange. La loi de mélange choisie est la loi
isobare assortie de ’équirépartition des quantités de chaleur. Les lois de gaz parfaits
ont pour parametres v; = 1,4, ¢cy1 = 1 et v9 = 1,6, cy9 = 1. Les conditions initiales,

radiales, sont visualisables par les figures 3.7 et 3.8. La fraction massique a1 vaut 1

sivx2+192<0,2,0si /xz2+ 32> 0,5 et est lindaire si 0,2 < /22 + 32 < 0,5.
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0,8

Fia. 3.7 — Condition initiale pour p, u et p.

0,8
0,6
0,4
0,2

Fia. 3.8 — Condition initiale pour o .

Le calcul est effectué avec dix mille mailles carrées (100 x 100). Nous donnons
le résultat a t = 0,4 pour la fraction massique a7, toujours obtenu par les deux
algorithmes : décentrage amont (figure 3.9) et décentrage aval sous contraintes amont
(figure 3.10). Le résultat est observé depuis un point du plan = y pour plus de

visibilité.
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Fi1G. 3.9 — Décentrage amont.

|

\

}!

Fic. 3.10 -

contraintes amont.

Décentrage aval sous

Un zoom permet d’observer mieux la diffusion due au décentrage amont (pollu-

tion jusqu’au centre, figure 3.11) ainsi que le respect des bords de la zone de mélange

par le décentrage aval (figure 3.12).
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F1a. 3.11 — Décentrage amont (zoom).

Fic. 312 -

contraintes amont (zoom).

Décentrage aval sous

Nous constatons que, comme en dimension un, les bords de la zone de mélange

sont respectés seulement par ’algorithme qui utilise le décentrage aval sous contraintes

amont. Cependant, des oscillations apparaissent avec la méthode non dissipative

(principalement sur la diagonale du carré). Ce défaut est exactement celui que nous

avons déja mis en évidence lors de la résolution de I’équation d’advection en dimen-

sion deux: la décomposition de dimension (telle que nous la proposons actuellement)

ne permet pas d’obtenir un schéma vVTD.
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Conclusion partielle (pour la
partie I1I)

Nous avons présenté dans cette partie une méthode de résolution des probléemes
hydrodynamiques a deux constituants en dimension un et deux, avec interfaces et
zones de mélange. Cette méthode utilise les outils développés dans les parties I et
II: la résolution non dissipative de 1’équation d’advection et la modélisation des
mélanges.

En dimension un

Concernant I’évaluation des modeles de mélange, nous retenons ceci :

— pour les vrais mélanges, la solution dépend du modele; cependant, dans les

cas testés, les différences sont assez faibles ;

— dans le cas de calculs d’interface (avec mélange numérique), d’une part les
résultats présentés ont permis de vérifier que le modele de mélange n’a pas
d’incidence sur la solution convergée (ce que prévoit le théoreme 16 de la
partie II), d’autre part le modele qui parait le mieux adapté est le modele
isobare avec équirépartition des quantités de chaleur, car on a pour celui-ci
une version discrete entropique, c’est un résultat de stabilité important sur le

plan numérique.

Concernant ’évaluation du mode de discrétisation, nous commencons par rap-

peler des propriétés générales :

— les schémas proposés (décentré amont et décentré aval sous contraintes amont)
sont par construction conservatifs en masse de chaque constituant, en masse
totale, en quantité de mouvement et en énergie totale (ces caractéristiques,
qui peuvent étre essentielles dans des conditions hydrodynamiques extrémes
(cas de chocs tres forts et convergents...), sont rarement vérifiées dans les
algorithmes classiques) ;

— les schémas proposés sont stables en fractions massiques, caractéristique im-
portante et qui n’est pas vérifiée pour tous les schémas existant (et qui est

lobjet de [55]).
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Nous nous sommes attachés a trouver un schéma numérique sans diffusion numérique
sur les fractions massiques des constituants, ce qui nous parait primordial. Pour cela,
nous avons utilisé la technique présentée dans la premiere partie pour ’advection
linéaire. Le schéma obtenu, comme pour ’advection linéaire, a pour inconvénient
de créneler les fractions massiques, mais soulignons une fois de plus que cette anti-
dissipation est locale, cet inconvénient nous parait donc faible. Le schéma, présente
comme avantages

— de proposer un algorithme unique pour les mélanges et les interfaces (évitant

d’utiliser des techniques de suivi d’interface) ;
— un respect parfait des interfaces;

— un controle de la diffusion numérique dans les zones de mélange étendues ainsi
qu’aux bords de ces zones;

— une convergence beaucoup plus rapide des variables thermodynamiques pour
le passage de chocs dans des zones de mélange non homogene (bonne détection
des augmentations de densité).

En dimension deux

L’algorithme pour les équations bidimensionnelles est obtenu par décomposition
directionnelle, comme pour 'advection (partie I). Les conclusions que I'on peut tirer
de l'analyse des résultats numériques sont analogues a celles que 'on a faites au
sujet de I’advection bidimensionnelle.

En ce qui concerne les calculs d’interfaces, I’antidissipation est retrouvée, avec
une longueur d’interface réduite & une maille (dans la direction perpendiculaire &
I'interface). L’algorithme présente le défaut de créneler Iinterface. Cependant, ce
défaut est léger car la taille des créneaux tend vers 0 avec la taille des mailles.

En ce qui concerne les calculs avec de vraies zones de mélange, nous avons fait
les mémes constatations que pour 'advection a vitesse constante: des oscillations
apparaissent sur les fractions massiques malgré la stabilité L*>° (I’algorithme n’est
pas VTD pour les fractions massiques en dimension deux). Notons tout de méme que

les bords de la zone de mélange sont bien respectés (pas d’étalement).
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Conclusion






3.2. RESULTATS NUMERIQUES 251

Le probleme initial, la résolution numérique des problemes de fluides & plusieurs
especes, comporte & notre avis deux difficultés principales.

La premiere, d’ordre physique ou théorique, concerne le comportement physique
d’un mélange, modélisé par sa loi d’état ou plus précisément par ses fonctions
pression et température. Nous n’avons pas fait d’étude physique des mélanges
(Pécriture générale de la loi d’état d’'un mélange étant problématique), mais nous
avons proposé (dans la partie IT de ce texte) une famille de lois d’état possibles
en fournissant un cadre mathématique rassurant, et en établissant des propriétés
mathématiques qui, si elles ne garantissent pas le bien fondé physique des modeles,
assurent néanmoins une certaine cohérence ou une compatibilité avec les modeles
physiques connus ; de plus elles indiquent que la résolution numérique des systemes
ainsi construits ne sera pas trop délicate (hyperbolicité, existence de solutions-ondes
progressives...).

La seconde difficulté principale concerne la résolution numérique proprement
dite, le choix d’un algorithme pourvu de bonnes propriétés. Nous avons considéré
que leffort devait étre porté sur la recherche d’un algorithme non dissipatif et
conservatif pour toutes les quantités conservées: masse de chaque consti-
tuant (et donc masse totale), quantité de mouvement totale, énergie totale. Ceci
nous a conduit a envisager la discrétisation de I’équation d’advection en dimension
un (probleme modele) sous un angle nouveau. En reconsidérant les conditions de
stabilité d’un algorithme, nous avons mis a jour des conditions explicites de stabilité
d’un algorithme de type volumes finis (partie I). Le choix du décentrage aval des
flux, sous ces conditions de stabilité, correspond a un algorithme possédant la pro-
priété que nous recherchions, il n’est pas dissipatif (estimation d’erreur uniforme en
temps pour un ensemble de conditions initiales dense dans L*(R)). Des utilisations
de ce nouveau formalisme sont proposées dans un premier temps pour les équation
de Burgers et d’Euler. Dans la troisieme partie du mémoire, nous avons utilisé le
travail sur la modélisation mathématique des modeles de mélange et le formalisme
nouveau pour les schémas de type volumes finis pour résoudre les équations d’Eu-
ler a deux especes en dimension un puis en dimension deux. Des conclusions plus
détaillées des différents parties ou chapitres ont déja été consignées (aux pages 56,
98, 171 et 247).

* k x

De nombreuses extensions de ce travail sont possibles.
Tout d’abord, le nouveau formalisme pour les schémas de volumes finis demande
a étre utilisé de maniere vraiment bidimensionnelle, ¢’est-a-dire sans décomposition

directionnelle, et sur maillage non uniforme ; ce travail est en cours de rédaction.
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D’autre part, une suite naturelle est la résolution numérique des équations
d’Euler & un nombre quelconque de constituants. L’essentiel de ceci a déja
été fait: nous avons mis au point un algorithme non dissipatif (avec toujours les
mémes propriétés) de résolution numérique de 1'équation d’advection de plusieurs
« fractions » dont la somme fait toujours 1. La difficulté était précisément de faire
en sorte que la somme des fractions reste 1, et le couplage avec les équations d’Euler
ne devrait pas étre différent d’avec deux constituants.

Le couplage avec des phénomeénes physiques supplémentaires, comme la
détonation, est en projet au CEA.

Enfin, une étude complémentaire du décentrage aval sous contraintes amont sera

nécessaire pour démontrer la conjecture de la page 43.
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Annexe A

Algorithme pour I’quation
d’advection linéaire: décentrage

aval sous contraintes amont

Al Equation exacte

Orae + udyar = 0.
A.2 Equation discrte associée

o = oy —uAajy1/2 — ¥ 1/2)

avec A = At/Aux.

A.3 Calcul des flux

On pose, pour tout 7,

{ mj_1/2 = min(aj_1,05),

M;_y /o = max(a;_1,0;).
A.3.1 Casouu>0
On pose pour tout j

{ bj = ax(@j — Mj_1/9) + Mj_1 5,
Bj = gx(aj —mj_1j9) +mj s,
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et
wjy1/2 = max(m;iq/2,b5),
Q12 = min(Mj+1/2aBj)7

et le flux a1/ est défini par

Qjp12 =Wig1/2 8L Q11 S Wiy,
Qjp1/2 = Qj41 si Wit1/2 S g1 < Qj+1/27

jr1j2 = Q12 st Q10 < ajpa.
A3.2 Casouu<0

On pose pour tout j

{ b = 5 () — Mjyyp0) + My,
B = gx(a —myji1ys) +mji,

et

Bn

J— n n
Wit1/2 = max(mj+1/2,bj+1),
]—}—1)’

Qj1/2 = min(M7,

et le flux a4/ est défini par

n —_ ~3 n
L 1jp = Wiglj2  SLOG S Wiy,
n — n ~7 n
Ay gy = 0 stwjpis < af < Qjpyp,

n — <1 n
a1 = Qiyrz st < af.

A.4 Condition CFL a respecter

At/Ax < 1/u.

A.5 Dimension deux: décomposition direction par di-

rection

Aucune difficulté particuliere.
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Annexe B

Algorithme pour les équations
scalaires a flux strictement
convexes : décentrage aval sous

contraintes amont

B.1 Equation exacte

Ou+ 0(f(u)) =0

(f est une fonction strictement convexe).

Equation d’entropie associée :

9(S(u)) + 9:(G(u)) <O0.
B.2 Equation discrte

uy = u; — M fiz1/2 — fj—1/2)
avec A = At/Ax.

B.3 Calcul des flux

On pose, pour tout 7,

{ mj_1/2 = min(“jfla“j),

M;_1 /9 = max(uj_1,u;)
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et
{ bj_1/2 = min(f (uj-1),f(u;)),
q’j71/2 = maX(f(“j—l) flu ))
B.3.1 Cas ou Je > 0 tel que f'(u;) > € Vj
On pose pour tout j

bj = 3 (o — Mj_19) + ®j_1 o,
B; = 1(oy —mj_172) + i1/

Smjt1/2 = min (8" (u)),
[mj1/2,Mj41)2]
Umitl/a = min f(u
mj+1/ [mj+1/2,Mj+1/2]( (u)),
SMj+1/2 = max (8" (u)),
mjy1/2:Mj11/2]
omjrre = max  (f'(u)),

[mj11/2,Mj41/2]
ajir1/2 = 2ASMj11/2,
civija =S (ujr1) — S'(uy) — 2Xsarjy1 /2 (f (ujs1) + fug)),
djy1/2 = G(ujs1) — fujr1)S (uje1) — (G(uy) — f(uy)S (uy))
+ Asarjirye(F(uirn)? + £u))?),
—Cit+1/2 T \/C?+1/2 —4aj11/2dj41/2

Tiy1/2 = )
Y 2041 /2

R —Cjt+1/2t+ \/C?+1/2 —4a;i1/2dj41/2
j+1/2 = )
Y 20541 /2

et

" ) max(my19,05,m41/2) sioug < g,

i+1/2 =

i+l max(m;y1/2,b5) si uj > ujyq (algorithme débrayé) ,
min( ]+1/27B]7R]+1/2) sl uj < Ujtq,

Q12 =
min(M;1/9,B;5) si uj > ujyq1 (algorithme débrayé) .

Le flux f;;1/2 est défini par

fivi2 =wjpi2 st flujpr) < wjp)e,
fivre = flujer)  siwjpye < fluje) < Qjpap0,
fivreg = Qe si Qi1 < flujp).
B.3.2 Cas ou Je > 0 tel que f'(u;) < —€ Vj
On pose pour tout j

{ b %( Mj+1/2) + q)jJrl/Z’
B %( mj+1/2) + ¢j+1/2’



B.4. CONDITION CFL A RESPECTER

([ Smjr1j2 = [mﬁlgl,i]\f}jﬂ/ﬂ(sﬁ(u))v
Umj41/2 = [mjﬂgl,il\][/lljﬂ/g](f/(u))’
SMjt1/2 = [mjﬂr/gf}g;jﬂ/ﬂ(s”(w),

_ )
| OMi12 = [mj+$%\)4(j+1/2](f (v),

aji1/2 = 2ASMj41/2
¢jyrje = 8" (uj) = S'(wjr1) = 2Asarja2(f (ug) + fuj41)),

+ >\5Mj+1/2(f(uj)2 + fuj1)?),
—Cjt1/2 — \/C§+1/2 —4aji1/2dii1/2

2a41/2

Tj+1/2 =

)

—Cjt1/2 T \/C§+1/2 —4aj12d541)2

Rjp1ye =

)

2a41/2
et

B max(mJH/Q, i1 JH/Q) st ujpr < uj,
i+1/2 =
i+1/ max(m;1/2,0541) si ujy1 > uj (algorithme débrayé) ,
(M
min (M

min(M; 12, ]+1,Rg+1/2) sl uj1 < uj,

Qjy172 =

djy1/2 = Guj) — f(uj)S (uj) — (Guji1) = f(uj1)S (wjr1))

j+1/2:Bj+1) st uji1 > uy (algorithme débrayé) .

Le flux fjy1/2 est défini par

fj+1/2 = Wj+1/2 si f(uy) < Wit1/2;
fivre=f(uj)  stwjyige < flug) < Qjpayo,
fizv12 = Qjp12 st Qjp19 < fluy).

B.4 Condition CFL a respecter

At/Ax < ; min (i Sm]+1/2 1 Umj+1/25mj+1/2

UM j+1/2 V5 SM]+1/2 2 UMJ+1/25MJ+1/2
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Annexe C

Algorithme pour les équations
d’Euler : décentrage aval sous
contraintes amont dans la phase

de projection
C.1 Systeme exact

Ay (pu) + Oz (pu® +p) =0,

{ Op + Oy (pu) = 0,
9 (pe) + Oz (pue + pu) = 0,

avec p = p(p,u,e), fonction donne. On connait aussi la vitesse du son ¢ = ¢(p,u,e).

On pose 7 = 1/p.

C.2 Systeme discret

Il est décomposé en une phase lagrangienne et une phase de projection.
C.2.1 Phase lagrangienne

?j —Tj Ujt1/2 — Uj—1/2

_ - =0
pJ~ At » Amp ’

U; — Uy j+1/2 — Pj—1/2

| =0
Pi” At x 7
;GG Pit12tis1j2 = Pio1jatio1/2
AN Ax

:0,
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avec 7; = 1/p; Vj € Z, les flux tant donnés par
(

N :
PCjv1/2 = \/maX(PjCj2,Pj+1Cj+12) min(p;,j+1),

*
Pj +Dj+1 |, PCi+1/2
Pjv172 = : %] + j2 / (uj - uj+1)7

Ujy1/2 = ——(pj —pj+1) + 5(“]‘ + ujt1),

2pCj41/2

avec p; = p(pj,ujej) et ¢j = c(pj,uje;) Vi€ Z.

C.2.2 Phase de projection

Pj — Py I Pi+1/2%j+1/2 = Pj—1/2Uj-1/2

=0
At _Azx ’
Pty — Py | Pi+1/2Uj41/2U41/2 = Pj—1/2Uj—1/2Uj-1/2
- =0,
At Az B
Pi€i — P&y pJ+1/2eJ+1/2uJ+1/2 — Pj-1/2€j-1/2%5—1/2
+ =0.
At Ax

On pose, pour tout 7,

mPj_1 /9 = min(pj_1,05),
MP;_y 5 = max(pj—1,05),
mPY_y o = min(pj-1t;-1,0;15),
Mt sy jy = max(pj_1Uj—1,0;u;),
mPe_y s = min(p;-1€;-1,0€;),

| ‘Z\4pej_1/2 = maX(ﬁjflgjflaﬁjgj)'

On se donne deux réels € > 0 et 7 > 0 (tres petits). On pose A = At/Ax.

Cas ot ujy i/ > €
* Si les quatre conditions

Uj_1/2 > €,

|05 = pjsal >,

Pyt = pj+1uj+il > m,
756 — el >,

sont vérifiées, on pose

bfj = uHi/Q,\(P — M?;_ 1/2) + uj:Zijq/z,

Bry = ﬁ(ﬂ —mP;_ 1/2) u;:;zﬂflv’)j 1/2)

bP“J - J+i/2)\(p]uj — M j_l/Q) uj+i;2 Mpu] 1/2

Bpuj_ J+1/2>‘(p‘7 J TgﬁLj 1/2) uj+1;zm i=1/2

Iie/j: a+1/2,\(Pj ]_Mp] 1/2) + j+1;szeg 1/2>
| B = UHI/QA(PJ =My s) + I mee g,

Ujt1/2
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b, — pi
j i+l .~ ~
~ Di— Pit1 SLpj > Pj+1;
ap» _= /—\-7/_ -7+
e By —pjt1 .~
— =" Sl p; < Pj+1,
Pj — Pj+1

pou . D1l

J j+1 ]—}—1 e o~ o~ ~ ~
— — = S1 U > Pj+1Uj+1,
Pi%j = Pj+1Uj+1

WP =
J+1/2 Bpu,_ﬁ. Us
J 1+l .~ ~ ~ ~

~= Sl pjUu;j < Pj+1Uj+1,
Pilj = Pj+1Uj+1
e Ry TR G TR

— T A A A CAR A

APy pg = LIS T Pir1GH

Bre. — ﬁ e
i 7+1654+1 . ~ ~ ~ ~
== == _ Sl Pj€ < Pj+1€j+1,
PjCi — Pj+1€j+1
puis on définit
Wjt1/2 = max(0,a? 42,0 j11/2,0P%j41/2),

et on pose 0;,1/5 = Wjt1/2-

* Si une des quatre conditions

Uj_1/2 > €,
1pj — pj+1l >m,
|pjuj — pjriuji1| > m,

758 — ol > .

n’est pas vérifiée, on pose 0j+1/2 =1.

On en déduit enfin les flux:
Bitije = 0j11/985 + (1 — 0141 /2)Pj41,

Pj+1/2Uj1/2 = 0517205t + (1 = 0541/2) 5411541,
Pir1/2€511/2 = 0541/205€5 + (1 — 0j412) pj+1€j415

Cas ou ujy 1y < —€

* Si les quatre conditions

Ujp3/2 < —€
1pj — Pl >,
|pju; — pjatir1] > 1,

758 — ol > .
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sont vérifiées, on pose

i1 = gran (Pt — MPyiape) + 3502 LNMP; 3,
Brji = m(/)jﬂ —mPi30) + Zji?g 7j+3/2,
by = m(/)jﬂﬂjﬂ — MPruii3) + J+1/2Mp“j+3/2,
Brtjy = g=s (Pl — Py gye) + G M g,
bPeji1 = 7uj+11/2,\(/)j+15j+1 — MPej 3/9) + uji?szpej—i—S/%

Uj+3/2

R T =
Brejin = oo (P& = mPigp) + G RmP s,

o — 5
Jj+1 [)j .~ ~
~ == Sl Pj+1 > Py,
Wjiipp =9 KHTP
BPiy1 —pj

si pj+1 < pj
Pj+1 = Pj 7

BOU - BTl

g+ = Pty o~ ~ ~ ~
_ =~ ~= Sl Pj+1Uj+1 > PjUj,
aljy gy = Pj+1tj+1 = PjU;

’ Bt —piuy ~
=~ ~ == Sl Pj+1Uj+1 < PjlUy,
Pj+1Uj+1 = PjU;

boe. o+ — BEs
g+ — P o~ ~ ~ ~
== —— 81 Pj11€541 > PjEj,
Pi+1€j+1 — PjC;j
Bre . — e
i+l TP s~ > ~ ~
= = 81 pj11€541 < Pj€j,
Pj+1€j+1 — PjC;j

e . _
akiiy/0 =

puis on définit
Wjt1/72 = max(0,aP ;1 1/9,0P" ;1 1/2,0P%j11/2),

et on pose 01 1/5 = Wj 12

* Si une des quatre conditions

Ujy3/2 < —€,

105 — Pyl > 1,

|Pj; = piriuja] >,

|0j€5 = pjri€ji| >,
n’est pas vérifiée, on pose §j+1/2 =1

On en déduit enfin les flux:

Pjt1/2 = 9]+1/2PJ+1 + (1= 011/2)55
Pjt1/2Ujq1/2 = 9g+1/2pg+1uy+1 + (1 - 9g+1/2)ﬂyug,

Pj+1/2€j+1/2 = 9]+1/2pJ+16]+1 +(1- 9J+1/2)PJ€J-
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C.3 Condition CFL a respecter

C

At/Azx < " .
r?gzx(uj—f—l/Q,pCjJrlﬂ/mln(pj’ijrl))

)

ou C', dans la pratique, doit tre de 'ordre de 0,8.

C.4 Dimension deux: décomposition direction par di-

rection

Les équations d’Euler en dimension deux sont

O + Oz (pu) + 9y(pv) = 0,

By (pu) + 9z (pu® + p) + Oy (puv) = 0,

By (pv) + Oz (puv) + 9y (pv* +p) = 0,
O¢(pe) + 0z(pue + pu) + 0y (pve + pv) = 0.

La phase horizontale est une résolution de

Op + 0y (pu) =

Ay (pu) + 0:):(/)1&2 + p) =0,

9 (pv) + O (puv) =

O(pe) + Oz (pue + pu) =0.
Elle est décomposée en une phase lagrangienne et une phase de projection. La phase
lagrangienne est la méme qu’en dimension un (pv n’y varie pas), et la phase de
projection est calquée sur la phase de projection en dimension un décrite plus haut,
avec cette fois quatre groupes de contraintes sur le coefficient §j+1 /2 au lieu de trois:
un pour p, Un pour pu, Un pour pv et un pour pe.

La phase verticale est une résolution de

Elle est effectuée comme la phase horizontale.
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Annexe D

Algorithme pour les équations
d’Euler a deux constituants:
décentrage aval sous contraintes
amont des flux des fractions
massiques dans la phase de

projection

D.1 Systeme exact

Op + 0z(pu) = 0,

9i(par) + Oz (puar) =0,

(0¢(paz) + Oz (pua) = 0,6quation redondante),
Or(pu) + 0x(pu? +p) = 0,

Du(pe) + Ou(pue + pu) =0,

T+ aeme =T =1/p,

Q1€1 + Qg = €,

et une loi de mélange (fermeture),

ou p est fonction de p; et po (fonction donnée par la loi de mélange) avec p; =
p1(71,61) et p2 = pa(72,62). De maniére générale on peut écrire p = p(a1,02,71,72,61,E2)-
On connait aussi la vitesse du son dans le mélange (donnée par la loi d’état en fonc-

tion des vitesses du son dans chacun des constituants purs): ¢ = ¢(a1,02,71,72,61,£2).
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D.2 Systeme discret

Il est décomposé en une phase lagrangienne et une phase de projection.

D.2.1 Phase lagrangienne

T Y2 T U2

. — — 0’
p]~ At Ax
p‘uj —U;  Pj+1/2 — DPj-1/2 —0

T At ) qu » ’ "

€; — €5 j+1/2Uj+1/2 — Pj—1/2Uj—-1/2

. =0
Pi At + Az ’
al,j = al,ja
6[;7; = a?,ja

avec 7; = 1/p; Vj € L.

Calcul des flux

* .
PCitvi/2 = \/maX(ijanPjHCjHQ) min(p;,0j+1);

*
C s pC.
Pj T Pj+1 i ]+1/2(

Pj+1/2 = % 5 Uj — ujy1),
Uit/ = ———(Pj = Pj1) + 5(%‘ + ujt1),
PCj+1/2
avec pj = p(alyj’a27j’7—17j’7—27j’517]"627j) et ¢; = C(O‘LjaO‘Zj’Tl,j’TZja517j’52,j) Vj € Z.

Calcul des variables propres

Les équations @7/{;-{-0/45,;7/'5; = 75, &I;EI;—F&E;EE; = ¢; et la loi de fermeture

permettent alors de connaitre 7/{;, 7/'5;, EI; ) 55; et pj.
D.2.2 Phase de projection

On pose A = At/Ax.

(

e~ —

pi = Pj — Mujy1/2pj41/2 = Uj—1/20j-1/2),

pju; = Pﬂ?j - )‘(Uj+1/2pj+1/2uj+1/2 - uj—l/ij—l/Quj—l/Q)v

Pi€i = Pi€ = Mujs1/2Pj 1265112 = Uj—1/20;-1/26-1/2);

e~ —~—

pja; = pjon ;= Mujy1/20j41/200, 111 /5 = Wj—1/20j-1/201,5_1 /2)

e~ —~——

Pja2,; = Pja2,; — )\(Uj+1/2pj+1/2042,j+1/2 - ujfl/ijfl/ZOQ,j_l/Q)'

On pose, pour tout 7,

—_~— . P
{ mj—1/2 = mln(al,j_17a1,j)7

o~

Mjfl/Z = max((m,OTl,/j).
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On se donne deux réels € > 0 et n > 0 (tres petits).

Calcul des flux dans le cas ol u; /3 > €

On pose
Tjtija = Ty
T = Ty
Elj41/2 = €L
€2,j41/2 = €2.;-
On pose
—~
Sitl/2 = AU +Mj71/2 - %ﬁ; —T2,5);

tivrje = pilar; — Mj_1y2)Ta; + Mj_1pAuji/2,
Vjy1/2 = M1y + pi(mi_1ye — o1 ;) (71, — 72,5),

Wjiy1/2 = Pj(al,j - mj71/2)7—2,j +mj 12 U112

* Si les trois conditions

Uj_1/2 > €
1Si+1/2] >,
[Vit1/2] >,

sont vérifiées,

751574:/1/2>06tm>0,0npose

Yj1/2 = max(tip1/2/8j41/2:M541/2),
L1y =min(wjy1/2/vj01/2,Mjq1/2) 3

*8187:/1/2>06t1)/j;\1//2<0,0np086

Yi+1/2 = maX(tj-i-l/Q/Sj+1/27wj+1/2/7)j+1/2amj+1/2)a
Pj+1/2 = Mj+1/2 )

781574:/1/2<0,1m>06t0npose

Yi+1/2 = Mjt1/2s
AN

Livie = min(thrl/Z/Sj+1/27wj+1/2/7)j+1/27Mj+1/2)-

Le flux a?—:ﬂ est alors défini par

A1y = Vitt/z SO < V12,

. —
Mjpr/p = Mygpr ST V172 S g S Ty,

Oljt12 = Djpip siljpp < Q1509
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* Si une des trois conditions

Uj_1/2 > €,
1541721 >,
[Vi1/2] >,

n’est pas vérifiée, on choisit le décentrage amont (par sécurité) :

a17]+1/2 = lvj'

Les flux de la fraction massique ao peuvent étre calculés au choix avec la méme
méthode (en remplagant tous les indices 1 par 2 et tous les indices 2 par 1) ou par
soustraction: ag =1 — a3.

Les flux de densité, vitesse et énergie totale sont donnés par

1 1

Pi+1/2 = B —— —— —
Tit1/2 QL1971 T Q2,50 972,;

Ujr1/2 = Uy,

S B
Cj+1/2 = O jy1/281; Q2,50 082, F U

Calcul des flux dans le cas ou u; /5 < —¢€

On pose
Tjv1/2 = Thjtr
T2541/2 T 25410
€ljy1/2 = €lLjyn
€2,541/2 = 2,541
On pose

Sj+1/2 = Mjyr/a + pj1(Mjgayo — a5 )70 = T2,50),s

—_——

tiv12 = P10, g — Myysp)To g + Mg pAugi ),

Vj1/2 = Mjy1/2 + pjr1(mypae — o1y ) (T 00 — T2,501)

Wit1/2 = Pi+1(Q1 51 = Myys/a)To 11 + M a2 U 1172
* Si les trois conditions
Ujt3/2 < —6,
|5j41/2] > n,
|07 41/2] > 1,
sont vérifiées,

fsist:/l/Q>Oetm>O,onpose

Vja1/2 = max(tjp1/2/8j41/2:M541/2),

Tji12 = min(w;1/2/0541/2:Mj11/2) 5
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fsim>0etm<0,onpose

Yi+1/2 = max(tj+1/2/5j+1/2,wj+1/2/vj+1/2amj+1/2)a

Divio=Mji1)0

75157;/1/2<0,m>06t0npose

Yi4+1/2 = Mjt1/2s
Livie = min(thrl/Z/Sj+1/27wj+1/2/7)j+1/27Mj+1/2)-

Le flux al/’;':/l/Q est alors défini par

12 = Virr/2 SLOL; < V12,

M40 = Q1 siYjp1ye S o Sy,
2 g

g2 = Diryz SiDaap S 0y
* Si une des trois conditions

Ujp3/2 > €
1Si+1/2] >,

(7172 > 7,

n’est pas vérifiée, on choisit le décentrage amont (par sécurité) :

Ljy172 = Ajgae

Les flux de la fraction massique o peuvent étre calculés au choix avec la méme
méthode (en remplagant tous les indices 1 par 2 et tous les indices 2 par 1) ou par
soustraction: ag =1 — a3.

Les flux de densité, vitesse et énergie totale sont donnés par

1 1
Pi+1/2 = =
Tit1/2  Oljp1/9Th 01 T 02,501972,541

)

Ujt1/2 = Uj+1,
—~ 1 5
€j41/2 = 0,4 1/960, 511 T Q2,51 982,541 F o Wi+l s

Calcul des variables propres

l,j

Les équations &i;@—{—@ﬁ; =T7;, (ijs +(Y;j§2—; = £; et la loi de fermeture

permettent alors de connaitre ?L\j, @, 6/1; , 6/2-; et pj.
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D.3 Condition CFL a respecter

C

At/Azx < . .
r?gzx(uj—&-l/Q,pCjJrlﬁ/mln(pj’pj+1))

)

ou C, dans la pratique, doit étre de 'ordre de 0,8.

D.4 Dimension deux: décomposition direction par di-

rection

Voir 'annexe C.
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Résumé

Ce travail concerne les fluides eulériens compressibles constitués de plusieurs
especes, qui peuvent étre mélangées ou séparées par des interfaces. Le mémoire est
composé de trois parties.

La premiere partie est consacrée a la résolution numérique de problémes modeles :
équation d’advection, équation de Burgers, équations d’Euler, en dimensions un et
deux. L’accent est mis sur la précision des méthodes (en particulier pour des données
initiales discontinues), et des algorithmes non dissipatifs sont développés. Ils sont
basés sur un décentrage aval des flux (de type volumes finis) sous des contraintes
de stabilité.

La seconde partie traite de la modélisation mathématique des mélanges de fluides.
Nous y construisons et analysons une classe de modeles entropiques, symétrisables,
hyperboliques, non forcément conservatifs. Ce sont des modeles a plusieurs températures
et plusieurs pressions.

Dans la troisiéeme partie, nous utilisons les idées introduites dans la premiere
partie (décentrage aval et schémas non dissipatifs) pour la résolution numérique
des problemes aux dérivées partielles construits dans la deuxieme partie. Nous

présentons des résultats numériques en dimensions un et deux.

Mots-clés : équation d’advection, équations d’Euler, systéme hyperbolique, systeme
non conservatif, interface, mélange, entropie, multi-températures, multi-pressions,

onde progressive, volumes finis, algorithme non dissipatif.
Abstract

This work deals with eulerian compressible multi-species fluid dynamics, the spe-
cies beeing either mixed or separated (with interfaces). The document is composed
of three parts.

The first part is devoted to the numerical resolution of model problems: advection
equation, Burgers equation, and Euler equations, in dimensions one and two. The
goal is to find a precise method, especially for discontinuous initial conditions, and we
developp non dissipative algorithms. They are based on a downwind finite-volume
discretization under some stability constraints.

The second part treats of the mathematical modelling of fluids mixtures. We
contruct and analyse a set of multi-temperature and multi-pressure models that are
entropic, symmetrizable, hyperbolic, not ever conservative.

In the third part, we apply the ideas developped in the first part (downwind
discretization) to the numerical resolution of the partial differential problems we
have constructed for fluids mixtures in the second part. We present some numerical

results in dimensions one and two.

Key-words: advection equation, Euler equation, hyperbolic system, non conser-
vative system, interface, mixture, entropy, multi-temperature, multi-pressure, tra-

velling wave, finite volume, non dissipative algorithm.



