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COMPRESSIBLES À PLUSIEURS CONSTITUANTS

Organisme d’accueil :
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après avis des rapporteurs

François BOUCHUT

Philippe LEFLOCH

devant le jury composé de

Pierre-Arnaud RAVIART – président du jury

Yvon MADAY – directeur de thèse
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1.8 Équations discrètes pour le modèle de Dalton . . . . . . . . . . . . . 193
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3.2.2 Constituants mélangés . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 244

Conclusion partielle (pour la partie III) 247

Conclusion 251
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A.1 Équation exacte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 253
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J’ai effectué l’essentiel de mon travail de thèse au Commissariat à l’Énergie

Atomique (cea) et les développements du présent mémoire sont dus, pour la plupart,

à des problèmes posés par un des grands projets actuels du cea : le Laser Méga-Joule

(lmj).

Le lmj doit permettre de réaliser la fusion thermonucléaire en laboratoire, par

confinement inertiel. Afin de le dimensionner, de nombreuses études, allant de la

modélisation à la simulation numérique, sont nécessaires.

L’objet de ce mémoire est la résolution numérique des problèmes de fluides à

plusieurs espèces (nous dirons aussi fluides à plusieurs constituants, ou fluides multi-

constituants) eulériens, c’est-à-dire régis par les équations d’Euler. C’est un champ

d’étude très vaste aux applications nombreuses.

Dans un contexte physique et numérique différent, le récent article de R. Saurel

et R. Abgrall [81] présente l’ensemble de la problématique commune aux fluides

multi-espèces : modélisation sous forme de systèmes hyperboliques, méthodes et tests

numériques. En ce qui concerne les fluides multi-espèces dans le cadre du lmj, on

peut se reporter à l’article de B. Scheurer [82].

Dans ce mémoire, nous aborderons la modélisation mathématique des problèmes

de mélange et la résolution numérique des problèmes ainsi construits. La modélisation

conduira à des systèmes d’équations aux dérivées partielles hyperboliques mais non

forcément conservatifs. Nous nous attacherons pour la résolution numérique à mettre

au point des méthodes précises et robustes.

? ? ?

Les conditions particulières des écoulements dans le lmj (les fluides sont soumis

à des chocs très forts, les phénomènes fluides doivent être couplés à des phénomènes

physiques comme la fusion...) imposent des contraintes importantes aux méthodes

numériques utilisées 1.

Premièrement, la présence de chocs forts, de grands gradients de densité, de

vitesse et de pression nous oblige à faire le choix d’algorithmes robustes.

Deuxièmement, il est impératif que les algorithmes de résolution soient conser-

vatifs pour toutes les variables conservatives globales : masse totale de fluide, quan-

tité de mouvement totale, énergie totale. Cela est le cas de beaucoup de méthodes

très répandues (schémas de type Godunov, Roe...), mais rend déjà problématique

l’utilisation de méthodes de suivi d’interface (l’écriture d’algorithmes de suivi d’in-

terface conservatifs est délicate). De plus, et c’est une caractéristique plus rare-

ment exigée, les méthodes proposées devront être conservatives en la masse de

1. On trouvera une revue générale des problèmes et des solutions actuellement apportées

dans [82].
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chaque constituant : le passage d’un choc très fort peut créer une importante

erreur numérique quant à la masse d’un constituant avec une méthode non exac-

tement conservative, et cette erreur peut être d’une importance capitale lorsque le

constituant en question entre en jeu dans une réaction nucléaire (très sensible à la

masse des constituants présents). D’un point de vue plus général, ajoutons qu’il est

risqué d’utiliser des schémas non conservatifs pour résoudre des problèmes de lois de

conservation, leur convergence étant très problématique (voir [48], et [11]). Il existe

de nombreuses méthodes ([80], [50], [66]), qui sont seulement quasi-conservatives

pour chaque constituant. Nous ne pourrons les utiliser pour résoudre nos problèmes.

Troisièmement, la perspective d’ajouter ultérieurement une modélisation et une

résolution numérique de phénomènes physiques tels que la fusion (très sensibles, nous

le répétons, aux taux de présence de chaque constituant) nous impose la mise au

point d’un algorithme qui introduirait très peu (voire pas du tout?) de dissipation

numérique sur les taux de présence ou les fractions massiques des constituants, que

ce soit pour des constituants séparés (par des interfaces) ou pour des constituants

mélangés.

Il faut noter que la première contrainte (robustesse) et la troisième (réduction de

la dissipation numérique) sont traditionnellement considérées comme difficilement

conciliables.

? ? ?

La recherche d’algorithmes non dissipatifs pour la résolution numérique desP
r
e
m
i
è
r
e

p
a
r
t
i
e

problèmes d’évolution est un enjeu du calcul numérique. Nous nous attaquons à

cette question dans la première partie du mémoire.

La méthode usuelle pour obtenir des résultats numériques peu dégradés par la

diffusion (ou dissipation) numérique est de choisir un schéma d’ordre élevé. En

ce sens, la méthode que nous proposons est paradoxale, car elle est basée sur un

algorithme d’ordre un ; de plus, il semble de peu d’intérêt, pour les problèmes qui

nous concernent, de chercher à (( passer )) aux ordres supérieurs, car l’algorithme que

nous proposons est exempt de dissipation au sens où il réalise l’advection exacte

des fonctions en marches d’escalier (à la projection près de la solution exacte sur le

maillage). Nous en expliquons ici brièvement le principe.

Pour les schémas de type (( volumes finis )) classiques, le calcul des flux réside

dans un décentrage amont des variables (schémas de Godunov). Voici un résultat

(figure 1) obtenu par cette méthode pour l’équation d’advection à vitesse unitaire

de la quantité α(t,x)

∂tα + ∂xα = 0
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avec pour condition initiale

α(0,x) = 1l[1/4,1/2](x).

Pour calculer la solution numérique, on se donne un maillage régulier de pas ∆x

et un pas de temps ∆t (ceci sera détaillé au chapitre 1 de la partie I). La solution

numérique est calculée au moyen de l’algorithme

αn+1
j − αn

j

∆t
+

αn
j+1/2 − αn

j−1/2

∆x
= 0

où αn
j est l’approximation de la solution exacte dans la maille j au temps n. Nous

ne rappelons pas dans cette introduction le calcul de α0
j . Les nombres αn

j+1/2 sont

appelés flux numériques et sont définis pour le schéma décentré amont par αn
j+1/2 =

αn
j .

0,6 0,80,2 0,4

0,2

1,61,4 1,81,21

condition initiale

1

0

solution numérique
solution exacte

0

0,4

0,6

0,8

2

Fig. 1 – La dissipation numérique

La solution numérique, calculée au temps t = 1 avec cent pas de temps, est

caractérisée par son étalement par rapport à la solution exacte. Ce phénomène

d’étalement est appelé diffusion numérique ou encore dissipation numérique. En voici

l’explication (cf. [76] ou [5]). Pour toute fonction f(t,x), on pose f
n
j = f(n∆t,j∆x).

Supposons que la solution exacte α est régulière et effectuons des développements

de Taylor. 



∂tα
n
j =

αn+1
j −αn

j

∆t − ∆t
2 ∂2

t,tα
n

j
+ O(∆t2),

∂xα
n
j =

αn
j −αn

j−1

∆x + ∆x
2 ∂2

x,xα
n

j
+ O(∆x2).
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Puisque α vérifie ∂tα + ∂xα = 0, il vérifie ∂2
t,tα = ∂2

x,xα et en additionnant les deux

équations ci-dessus on obtient

αn+1
j − αn

j

∆t
+

αn
j − αn

j−1

∆x
+

∆x − ∆t

2
∂2

x,xα
n

j
+ O(∆t2) + O(∆x2) = 0.

On a donc

αn+1
j − αn

j

∆t
+

αn
j − αn

j−1

∆x
=

αn+1
j − αn

j

∆t
+

αn
j − αn

j−1

∆x

+
∆x − ∆t

2
∂2

x,xα
n

j
+ O(∆t2) + O(∆x2) = 0.

Le terme ∆x−∆t
2 ∂2

x,xα
n

j
+ O(∆t2) + O(∆x2) est appelé erreur de troncature et

la partie de plus haut degré, ∆x−∆t
2 ∂2

x,x (elle est de degré un, on dit que le schéma

est d’ordre un) est un opérateur de diffusion de coefficient (∆x − ∆t)/2 qui est po-

sitif en pratique car on impose ∆x ≥ ∆t (condition de Courant-Friedrichs-Lewy).

C’est la raison pour laquelle on parle de diffusion numérique ou encore de dis-

sipation numérique. La méthode classique pour diminuer la diffusion numérique

est d’augmenter l’ordre du schéma en annulant les termes de plus haut degré dans

l’erreur de troncature. Généralement, cela revient à choisir un flux moins décentré

vers l’amont, en général une valeur comprise entre la valeur amont et la valeur aval

(obtenue par une reconstruction d’ordre deux, trois...). Mais la valeur aval est la

plupart du temps évitée (sauf parfois pour les schémas eno, voir [85] et [86]), car

elle conduit à un schéma instable. Ces techniques de montée en ordre foisonnent

depuis les années quatre-vingt et voient l’arrivée de très nombreux algorithmes peu

dissipatifs. Une classe importante de ces algorithmes est celle des limiteurs de flux

(ou limiteurs de pente) développée et uniformisée par Sweby, Harten, Roe, Toro...

On peut citer par exemple les limiteurs célèbres Superbee ou Minmod. Nous avons

choisi une voie différente.

En nous ramenant à l’équation d’advection en dimension un (notre problème

standard), nous écrivons sous un formalisme nouveau des conditions suffisantes

explicites de convergence d’un schéma. Le choix que nous faisons est de décentrer

les flux au maximum vers l’aval tout en veillant à vérifier les conditions

de convergence, qui sont des conditions de stabilité en normes L∞ et vb. Ceci

peut être vu comme un problème d’optimisation sous contraintes (mais le calcul

du flux est très simple). Cette approche conduit à un algorithme d’ordre un qui

possède d’étonnantes propriétés antidissipatives. Par exemple, nous sommes munis

avec ce schéma d’une estimation d’erreur uniforme en temps pour une classe de

conditions initiales très grande (dense dans L1(R)) ; de plus, nous conjecturons la

même estimation pour toute condition initiale. Il s’agit à notre connaissance de la

première estimation d’erreur uniforme en temps pour un schéma de transport.



11

Les conditions de stabilité que nous avons exhibées sont équivalentes (dans un

autre formalisme) aux conditions obtenues par Sweby dans le formalisme des li-

miteurs, et il est étonnant que ce schéma n’ait pas été étudié en détail auparavant,

d’autant plus étonnant que son équivalent dans le formalisme des limiteurs est connu,

sous le nom de limiteur Ultrabee (Roe, Toro) 2. Nous pensons que le formalisme que

nous avons introduit, plus explicite, permet une autre compréhension des schémas

de type volumes finis. Les utilisations ultérieures de ce formalisme, rapportées dans

ce mémoire, en sont l’illustration.

La suite de cette première partie est consacrée à l’extension de cet algorithme

à des équations plus complexes : l’équation de Burgers puis les équations d’Euler.

Ces études aboutissent à l’écriture d’un algorithme sans dissipation pour les chocs

de l’équation de Burgers, et d’un algorithme antidissipatif pour les discontinuités de

contact instationnaires des équations d’Euler.

Ces algorithmes pour l’advection et pour les équations d’Euler s’étendent facile-

ment et avec succès aux mêmes équations en dimension deux grâce à une décomposition

direction par direction. Nous obtenons ainsi, à part le caractère VTD (diminution

de la variation totale), toutes les bonnes propriétés des schémas proposés en dimen-

sion un. En particulier, nous obtenons à nouveau pour l’équation d’advection une

estimation de l’erreur uniforme en temps pour une classe de conditions initiales

dense dans L1(R2).

? ? ?

Dans la deuxième partie du mémoire, nous nous intéressons aux équations qui D
e
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régissent le mouvement des fluides eulériens à plusieurs espèces. Le problème est

le suivant : si les équations d’Euler sont fermées par la donnée de la loi d’état du

fluide (cette loi permet de calculer sa pression connaissant sa densité, sa vitesse et son

énergie totale), les équations d’Euler multi-constituants ne sont pas fermées par

la donnée des lois d’état de chaque constituant, elles nécessitent l’introduction

d’équations de fermeture.

Les principales études déjà effectuées sur les problèmes à plusieurs espèces (Ab-

grall, Saurel, Larrouturou, Karni, Osher, Fedkiw...) sont axées sur des fluides avec

interfaces. Comme les fluides y sont supposés séparés, le système est fermé par la

donnée de chaque loi d’état. Cependant, la diffusion numérique propre aux schémas

utilisés introduit une zone de mélange (mélange numérique, artificiel) et le calcul

de la pression ne va pas de soi dans les mailles de mélange. Deux voies (pour

l’essentiel) sont alors proposées.

2. Nous remercions Bruno Scheurer pour nous avoir signalé l’existence du limiteur Ultrabee.
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La première voie (dans laquelle se rejoignent, à peu de détails près, Abgrall,

Saurel, Karni, Osher, Fedkiw...) oublie la présence du mélange en advectant les

paramètres de la loi d’état pour calculer la pression. La diffusion numérique due

à cette advection numérique se répercute donc sur la pression sans qu’un effort de

modélisation soit nécessaire. La présence du mélange est transparente.

La seconde voie, proposée par Larrouturou, Larrouturou et Fezoui, et encore

Abgrall, constate effectivement le mélange et en déduit la pression grâce à une

modélisation du mélange. La modélisation choisie est la loi de Dalton.

Nous verrons en fait que ces deux voies, très différentes conceptuellement, sont

équivalentes quant au résultat (l’advection des paramètres est équivalente au modèle

de Dalton).

L’étude que nous avons menée concerne l’élaboration de lois de fermetures.

Elle est donc proche de la seconde voie, choisie par Larrouturou, Abgrall, etc. Ce-

pendant, nous proposons des lois de fermeture différentes de la loi de Dalton, qui par

certains côtés est assez peu satisfaisante (elle impose l’égalité locale des températures

de tous les fluides). Nous construisons une classe de relations de fermeture sur la base

de considérations thermodynamiques. Ce sont des modèles à plusieurs températures,

plusieurs pressions, plusieurs entropies, plusieurs volumes spécifiques... Précisons

dès maintenant qu’ils ne sont pas tous conservatifs. Ces modèles vérifient des pro-

priétés telles que l’existence d’une température globale, d’une entropie physique

globale, la croissance de cette entropie globale. Parmi ceux-ci, on peut citer les

modélisations classiques : égalités des températures et des pressions, loi de Dalton.

Un autre exemple de relation de fermeture est le modèle avec égalité des pressions

et égalité des transferts de chaleur (nous dirons (( équirépartition des quantités de

chaleur ))). Ce dernier par exemple n’est pas conservatif. Pour un fluide à deux

constituants de volumes spécifiques τ1, τ2, d’énergies internes spécifiques ε1, ε2, de

fractions massiques α1, α2, densité totale ρ et de pression p, le système différentiel

pour ce modèle est





∂tρ + div(ρu) = 0,

∂t(ρα1) + div(ρuα1) = 0,

∂t(ρα2) + div(ρuα2) = 0,

∂t(ρu) + div(ρu2 + p) = 0,

∂t(ρe) + div(ρue + pu) = 0,

α1τ1 + α2τ2 = 1/ρ,

α1ε1 + α2ε2 = ε,

p1 = p2 = p,

∂t(ρε1) + p∂t(ρτ1) + div(ρuε1) + pdiv(ρuτ1)

= ∂t(ρε2) + p∂t(ρτ2) + div(ρuε2) + pdiv(ρuτ2).
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Les cinq premières équations sont des équations de conservation de la masse totale,

de la masse de chaque constituant, de la quantité de mouvement et de l’énergie

totales. Les deux suivantes résultent d’hypothèses sur la nature du mélange. L’avant-

dernière équation exprime l’égalité des pressions. La dernière équation, qui traduit

l’équirépartition des quantités de chaleur, n’est pas conservative.

Les lois de mélanges construites seront utilisées aussi bien pour des mélanges

numériques (interfaces diffusées) que pour des mélanges physiques (vraies zones de

mélange).

Après avoir élaboré cette classe de lois de mélange, nous en faisons une sélection

sur des critères mathématiques : symétrisabilité, hyperbolicité du système d’équations

aux dérivées partielles qui en découle, existence d’une entropie mathématique. Parmi

les lois de mélange proposées, certaines comportent des équations non conserva-

tives. C’est le cas par exemple de la loi avec égalité des pressions et équirépartition

des quantités de chaleur. Se pose pour elles la question de la définition de solutions

discontinues puisque l’absence de formulation conservative interdit tout recours à

une formulation faible classique. Nous apportons un début de réponse à cette ques-

tion en prouvant l’existence de solutions-ondes progressives pour le système isobare

avec équirépartition des quantités de chaleur (à deux constituants) régularisé au

moyen d’un opérateur parabolique de type Navier-Stokes. Cette analyse donne une

définition possible de la solution discontinue de type choc, c’est-à-dire associée à

un champ vraiment non linéaire (définition liée à l’opérateur parabolique choisi), en

s’appuyant sur les travaux de LeFloch et Sainsaulieu.

L’utilisation des différentes lois de mélange pour le mélange numérique (interfaces

diffusées) pose un problème de fond. Les solutions numériques données dans ce cas

par les différents modèles de mélange seront évidemment différentes, or il est évident

que la solution exacte ne dépend d’aucune modélisation de mélange puisqu’elle ne

comporte qu’une interface séparant des composants purs. La question importante est

donc : (( comment se comportent les solutions numériques données par les différents

modèles de mélange lorsque l’on fait tendre la taille des mailles vers 0? )). La réponse

est apportée par un résultat de type Lax-Wendroff. Sous des hypothèses techniques

de stabilité et de convergence, nous montrons que la limite ne dépend pas du modèle

de mélange choisi et est bien la solution avec advection de l’interface (précisons que

cette solution limite, avec interface, est solution d’un système conservatif, c’est ce

qui permet d’effectuer une analyse à la Lax-Wendroff).

Reste que l’analyse mathématique ne nous a pas permis de mettre en évidence

la supériorité d’un des modèles par rapport aux autres. Peut-être pourrons-nous les

départager en observant les résultats numériques?

? ? ?
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La troisième partie de ce rapport est consacrée à la résolution numérique desT
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è
m
e

p
a
r
t
i
e

systèmes d’équations aux dérivées partielles étudiés dans la deuxième partie. Cette

troisième partie se pose naturellement comme une synthèse des deux précédentes :

nous y utilisons le formalisme et les techniques de décentrage aval développés dans la

première partie pour approcher les inconnues advectées présentes dans les systèmes

de la deuxième partie (les fractions massiques des différentes espèces). Le résultat

est le transport exact, sans diffusion numérique, des interfaces (sans suivi

d’interface proprement dit, ni reconstruction d’interface), c’est-à-dire que des frac-

tions massiques initialement discontinues le restent (ce qui est le résultat attendu

en l’absence de dissipation physique). De plus, nous obtiendrons aussi le respect

parfait des bords des zones de mélange ; autrement dit, les zones de mélange

resteront circonscrites et ne s’étendront pas indéfiniment en temps infini (ce qui est

aussi le résultat attendu). La fin de cette partie, consacrée à l’extension en dimen-

sion deux de ces algorithmes par décomposition directionnelle, présente des résultats

numériques équivalents, tant pour les zones de mélange que pour les interfaces, aux

résultats obtenus en dimension un. En particulier, les résultats numériques pour les

interfaces sont équivalents à ceux donnés par des algorithmes de suivi d’interface,

avec cependant

– une complexité algorithmique bien moindre (il ne s’agit que de formules

explicites de flux) ;

– la conservation exacte de chaque masse partielle, de la quantité de mouve-

ment et de l’énergie totale ;

– un passage à la dimension trois beaucoup plus aisément envisageable (grâce à

une nouvelle décomposition directionnelle).

On observe ci-dessous les résultats numériques de la simulation d’une instabilité de

Rayleigh-Taylor obtenus par un algorithme classique (dcentrage amont des flux) et

l’algorithme que nous proposons ; la fonction représentée est la fraction massique

d’un des constituants, la couleur rouge représente la valeur 1 et la couleur verte

représente la valeur 0 (dans une version en noir et blanc, le sombre représente la

valeur 1 tandis que le clair représente la valeur 0).

Dans cette partie, nous examinons aussi le comportement des différentes lois

de mélange du point de vue numérique. Nous comparons les résultats numériques

donnés dans le cas d’interfaces pour le modèle de Dalton, la loi isobare isotherme

et la loi isobare avec équirépartition des quantités de chaleur. Le schéma proposé

pour ce dernier modèle de mélange présente l’avantage théorique de posséder des

propriétés entropiques. Les résultats obtenus avec la loi de Dalton et la loi isobare

isotherme sont affectés d’oscillations en vitesse et en pression à la discontinuité de

contact. Ces oscillations ((( spurious oscillations ))) sont classiques, signalées par
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Abgrall, Larrouturou, Croisille, Karni, Osher... En revanche, le modèle isobare avec

équirépartition des quantités de chaleur ne crée pas ces oscillations à la discontinuité.

La vitesse et la pression y sont rigoureusement constantes, comme c’est le cas avec

les schémas modifiés d’Abgrall et Saurel, Osher et Fedkiw... Il est vraisemblable que

cela provient du fait que le schéma proposé pour ce modèle est entropique.

interface 
diffusée
(fraction 
massique 
lissée)

Fig. 2 – Avec le décentrage amont (calcul

classique).

interface
non diffusée

(fraction
massique

discontinue)

Fig. 3 – Avec les flux antidissipatifs pro-

posés dans ce mémoire...
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Première partie

Décentrage aval
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Cette partie est consacrée à l’étude de la stabilité et de la convergence des

schémas numériques pour les lois de conservation. Nous envisagerons l’équation

d’advection linéaire, les équations scalaires non linéaires à flux convexe (de type

(( Burgers ))) puis le système des équations d’Euler.

Nous chercherons à mettre en évidence des conditions de stabilité et de conver-

gence qui soient explicites et facilement utilisables pour la mise au point de schémas

numériques.

L’effort sera ensuite porté sur l’écriture d’algorithmes non dissipatifs, c’est-à-

dire d’algorithmes qui n’introduisent pas de diffusion numérique (dans un sens qui

sera précisé). La solution que nous proposerons est originale : elle ne fait appel ni

aux méthodes habituelles de (( montée en ordre )) (cf. [44], [94], [41]...), le schéma

pour l’advection sera d’ordre un, ni au raidissement artificiel de fronts (cf. [52]).

Elle est même paradoxale puisqu’elle repose sur le décentrage vers l’aval des flux

numériques (sous contraintes de stabilité), à l’opposé des méthodes traditionnelles de

décentrage amont (schémas de type Godunov ou Roe, [77]). Les résultats principaux

seront le transport exact des discontinuités pour l’équation d’advection, des chocs

pour l’équation de Burgers, des discontinuités de contact pour les équations d’Euler.

Pour l’équation d’advection, nous obtiendrons une estimation d’erreur uniforme

en temps pour une classe de conditions initiales dense dans les espaces usuels.

Les travaux qui concernent l’équation d’advection et les équations d’Euler, ef-

fectués pour des équations en dimension un, seront étendus au cas d’équations en

dimension deux par décomposition directionnelle (décomposition direction par direc-

tion), et nous retrouverons ainsi en dimension deux toutes les propriétés de transport

exact et l’estimation d’erreur uniforme en temps obtenues en dimension un.
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Chapitre 1

Équation d’advection linéaire et

schéma antidissipatif

Nous présentons une étude détaillée des conditions de convergence d’un schéma

de type (( volumes finis )) pour l’advection linéaire en dimension un. Nous proposons

un schéma particulier dont la caractéristique est l’absence de dissipation numérique

en un sens qui sera précisé. En particulier, des résultats de convergence en temps

infini (estimations d’erreurs uniformes en temps) sont démontrés. Ils sont ensuite

illustrés par des résultats numériques.

Nous présentons ensuite une extension simple de cet algorithme à la résolution de

l’équation d’advection linéaire en dimension deux, par une décomposition direction-

nelle. Les mêmes estimations d’erreurs uniformes en temps sont démontrées, elles

aussi illustrées par des résultats numériques.

1.1 Étude algorithmique en dimension un

Nous considérons l’équation d’advection linéaire à vitesse constante u strictement

positive sur R

∂tα + u∂xα = 0, (1.1)

u ∈ R, u > 0,

avec la condition initiale

α(0,x) = α0(x) ∈ L1
loc(R) (1.2)

(l’espace dans lequel on choisit la condition initiale sera par la suite reprécisé).

Nous discrétisons cette équation sous une forme (( volumes finis )). Pour cela, nous

définissons un maillage régulier de R de pas ∆x, dont les mailles sont les intervalles

[xj−1/2,xj+1/2], j ∈ Z avec xj+1/2 = (j + 1/2)∆x, donc xj+1/2 − xj−1/2 = ∆x. On
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se donne un pas de temps ∆t et on pose λ = ∆t/∆x (λ est le nombre de Courant).

La condition initiale discrète pour α est définie par

α0
j =

∫ xj+1/2

xj−1/2

α0(x)

∆x
dx (1.3)

d’où l’utilité de l’hypothèse α0(x) ∈ L1
loc(R). L’équation discrète associée à (1.1) est

αn+1
j − αn

j

∆t
+ u

αn
j+1/2 − αn

j−1/2

∆x
= 0,

soit

αn+1
j = αn

j − uλ(αn
j+1/2 − αn

j−1/2). (1.4)

Les nombres αn
j+1/2 sont des flux aux interfaces, et peuvent être considérés comme

des valeurs de α aux bords des mailles, de sorte que le réel

αn
j+1/2 − αn

j−1/2

∆x

est une approximation de ∂xα(n∆t,j∆x). Le choix d’un schéma repose sur la détermination

des flux.

Définition 1

On dit que le schéma (1.4) est explicite s’il existe un entier k et une fonction réelle

g à 2k variables réelles tels que

αn
j+1/2 = g(αn

j−k+1,α
n
j−k+2,...,α

n
j ,...,αn

j+k) ∀j ∈ Z. (1.5)

�

Tous les schémas que nous considérons dans la suite sont explicites.

1.1.1 Stabilité et convergence

Nous rappelons quelques définitions (cf. [40]).

Définition 2

Un schéma de la forme (1.4), (1.5) est dit consistant s’il est explicite et si la fonction

g de la définition 1 vérifie

g(α,α,...,α) = α. (1.6)

�

Définition 3

Le schéma (1.4) est dit stable L∞ s’il existe un réel C indépendant de n et de ∆t

tel que

max
j∈ �

|αn
j | ≤ C ∀n ∈ N. (1.7)

�



1.1. Étude algorithmique en dimension un 23

Définition 4

La variation totale à l’étape en temps n de la solution discrète αn
j est

V T n =
∑

j∈ �
|αn

j+1 − αn
j |. (1.8)

Le schéma (1.4) est à variation totale décroissante (vtd) si pour toute donnée

(αn
j )j∈ � ,

∑
j∈ � |αn+1

j+1 − αn+1
j | ≤∑j∈ � |αn

j+1 − αn
j |.

�

Définition 5

Soit f une fonction réelle à variable réelle de L1
loc(R). La variation totale V T (f) de

f est donnée par

V T (f) = sup

{∫
� f(x)φ′(x) dx;φ ∈ C1

0 (R); ||φ||L∞(
�

) ≤ 1

}
∈ R+. (1.9)

�

Définition 6

L’espace V B(R) est l’espace des fonctions de L1
loc(R) dont la variation totale est

bornée.

V B(R) =
{
f ∈ L1

loc(R);V T (f) < +∞
}

.

�

Pour simplifier les énoncés des théorèmes de convergence dans la suite de ce

chapitre, nous définissons maintenant la notion de schéma convergent. Notons

∆t,∆x
α (t,x) =

∑

n∈ �

∑

j∈ �
αn

j 1l[xj−1/2,xj+1/2[(x)1l[n∆t,(n+1)∆t[(t), (1.10)

les αn
j étant donnés par le schéma (1.3), (1.4). Il s’agit de la fonction constante par

mailles en espace et en temps qui est la solution approchée de (1.1), (1.2).

Définition 7

Un schéma de la forme (1.3), (1.4) avec λ fixé est dit convergent vers α(t,x) dans

L1(R) s’il existe une suite (∆xm)m∈ � telle que

– limm→∞ ∆xm = 0 ;

– limm→∞ ||∆tm,∆xm
α (t,·)−α(t,·)||L1(

�
) = 0 ∀t ∈ R+, ∆tm étant défini par ∆tm =

λ∆xm.
�

Ces définitions trouvent leur utilité dans le théorème suivant (voir [40]).

Théorème 1

Supposons que α0(x) ∈ V B(R)
⋂

L1(R)
⋂

L∞(R).

On considère un schéma explicite de la forme (1.3), (1.4).

Supposons que ce schéma est consistant, stable L∞ et vtd, et que ses flux sont

localement lipschitziens.
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Alors, il est convergent dans L1(R) vers la solution α(t,x) = α0(x− ut) de (1.1),

(1.2).
�

Ce résultat nous incite à essayer de trouver des conditions (facilement exploi-

tables) sous lesquelles un schéma est stable L∞ et vtd. Décrivons la méthode que

nous utilisons. Cette méthode, présentée ici dans le cadre de l’équation d’advection

linéaire, s’est montrée aussi efficace pour les équations scalaires non linéaires ainsi

que pour certains systèmes non linéaires (cf chapitres 2 et 3). Pour commencer,

nous remarquons (nous le prouverons dans la démonstration du théorème 2) que

pour avoir la stabilité L∞ et la décroissance de la variation totale, il suffit d’avoir

min(αn
j−1,α

n
j ) ≤ αn+1

j ≤ max(αn
j−1,α

n
j ), (1.11)

car alors,

max
j∈ �

(αn+1
j ) ≤ max

j∈ �
(αn

j ),

min
j∈ �

(αn+1
j ) ≥ min

j∈ �
(αn

j ),

ce qui implique la stabilité L∞. La décroissance de la variation totale sera démontrée

par la suite.

On rappelle que la vitesse u est supposée strictement positive. Afin de simplifier

les calculs, posons pour tout entier relatif j
{

mn
j−1/2 = min(αn

j−1,α
n
j ),

Mn
j−1/2 = max(αn

j−1,α
n
j ).

(1.12)

Dans l’encadrement (1.11), on remplace αn+1
j par son expression incrémentale (1.4)

faisant intervenir les flux,

mn
j−1/2 ≤ αn

j − uλ(αn
j+1/2 − αn

j−1/2) ≤ Mn
j−1/2.

Ceci permet d’obtenir une inégalité équivalente sur le flux αn
j+1/2, faisant intervenir

αn
j−1/2, qui est nécessaire et suffisante pour avoir (1.11) :

1

uλ
(αn

j − Mn
j−1/2) + αn

j−1/2 ≤ αn
j+1/2 ≤ 1

uλ
(αn

j − mn
j−1/2) + αn

j−1/2. (1.13)

Cet encadrement n’est pas constructif car les bornes dépendent du flux αn
j−1/2, donc

il faut avoir calculé tous les αn
i−1/2 avec i ≤ j pour connâıtre les bornes de stabilité

pour αn
j+1/2.

1.1.2 Conditions suffisantes de convergence

Considérons la définition 2. l’évidence, pour qu’un schéma de type (1.4) soit

consistant, il suffit que

mn
j+1/2 ≤ αn

j+1/2 ≤ Mn
j+1/2. (1.14)



1.1. Étude algorithmique en dimension un 25

Nous appellerons (( inégalité de consistance )) ou (( contrainte de consistance ))

l’inégalité (1.14).

Il parâıt intéressant de remplacer dans (1.13) αn
j−1/2 par max(αn

j−1,α
n
j ) pour

la borne inférieure, et par min(αn
j−1,α

n
j ) pour la borne supérieure et d’imposer la

consistance des flux par l’inégalité de consistance (1.14). En effet, si

{
1

uλ(αn
j − Mn

j−1/2) + Mn
j−1/2 ≤ αn

j+1/2 ≤ 1
uλ(αn

j − mn
j−1/2) + mn

j−1/2,

mn
j−1/2 ≤ αn

j−1/2 ≤ Mn
j−1/2,

(1.15)

l’encadrement (1.13) est a fortiori vérifié. On constate que les nouvelles inégalités

proposées sont explicites (puisqu’elles ne dépendent plus du flux αn
j−1/2). Nous di-

sons qu’elles sont constructives, car elles permettent de choisir des flux assurant la

stabilité du schéma sans avoir calculé au préalable les flux dans les mailles voisines.

La question qui se pose est (( est-il possible de trouver un flux qui vérifie simul-

tanément les quatre inégalités de (1.15)? )). En d’autres termes, on se demande si

les deux intervalles donnés par (1.15) sont d’intersection non vide. Le théorème 2

donne une réponse positive à cette question. Il affirme de plus que le décentrage

amont (schéma classique, avec αn
j+1/2 = αn

j ∀j) vérifie ces inégalités.

Pour continuer, nous introduisons de nouvelles notations. Pour tout entier relatif

j, nous posons {
bn
j = 1

uλ(αn
j − Mj−1/2) + Mj−1/2,

Bn
j = 1

uλ(αn
j − mj−1/2) + mj−1/2.

(1.16)

Cette définition est rendue possible par l’hypothèse u > 0.

Théorème 2

Considérons un schéma de type (1.3), (1.4) avec u > 0.

Supposons vérifiée la condition de type cfl 1 uλ ≤ 1. Alors,

αn
j ∈ [mn

j+1/2,M
n
j+1/2]

⋂
[bn

j ,Bn
j ] qui n’est pas vide.

Supposons de plus que les flux (αn
j+1/2)j∈ � vérifient (∀j ∈ Z)

bn
j ≤ αn

j+1/2 ≤ Bn
j ,

mn
j+1/2 ≤ αn

j+1/2 ≤ Mn
j+1/2.

(1.17)

Alors, le schéma (1.3), (1.4) est stable L∞ et vtd. Dans ce cas, le schéma est

convergent si les flux sont localement lipschitziens (théorème 1).
�

Démonstration

Tout d’abord, il est évident que αn
j ∈ [mn

j+1/2,M
n
j+1/2] (cf. notations (1.12)). Donc

il suffit de montrer que αn
j ∈ [bn

j ,Bn
j ]. Montrons que αn

j ≤ Bn
j . Sous la condition cfl

1. Condition de Courant-Friedrichs-Lewy, voir [64], [41]...
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exprimée dans le théorème, (1/(uλ) − 1) ≥ 0 ∀j ∈ Z. Par définition de mj−1/2,

(αj − mj−1/2) ≥ 0. D’où

(
1

uλ
− 1)(αj − mj−1/2) ≥ 0,

soit

Bn
j =

1

uλ
(αn

j − mj−1/2) + mj−1/2 ≥ αn
j .

De la même manière, on montre que bn
j ≤ αn

j . Donc αn
j ∈ [bn

j ,Bn
j ] et αn

j ∈ [mn
j+1/2,M

n
j+1/2],

donc αn
j ∈ [mn

j+1/2,M
n
j+1/2]

⋂
[bn

j ,Bn
j ]. L’intervalle [bn

j ,Bn
j ]
⋂

[mn
j+1/2,M

n
j+1/2] n’est

donc pas vide et il est possible de trouver un flux αn
j+1/2 vérifiant le double enca-

drement (1.17).

La suite de la démonstration est pour l’essentiel une redite, en sens inverse, de l’ex-

position de la méthode ci-dessus qui a abouti aux inégalités (1.15).

Soient donc (αn
j+1/2)j∈ � des flux tels que

bn
j ≤ αn

j+1/2 ≤ Bn
j ,

mn
j+1/2 ≤ αn

j+1/2 ≤ Mn
j+1/2.

L’encadrement étant supposé vrai pour tout j, on a

mn
j−1/2 ≤ αn

j−1/2 ≤ Mn
j−1/2,

et tous les αn
j+1/2 vérifient

1

uλ
(αn

j − Mn
j−1/2) + αn

j−1/2 ≤ αn
j+1/2 ≤ 1

uλ
(αn

j − mn
j−1/2) + αn

j−1/2,

soit
1

uλ
(αn

j − Mn
j−1/2) ≤ αn

j+1/2 − αn
j−1/2 ≤ 1

uλ
(αn

j − mn
j−1/2).

Soit, puisque u > 0,

−Mn
j−1/2 ≤ uλ(αn

j+1/2 − αn
j−1/2) − αn

j ≤ −mn
j−1/2

qui est équivalent à

mn
j−1/2 ≤ αn

j − uλ(αn
j+1/2 − αn

j−1/2) ≤ Mn
j−1/2,

et enfin

mn
j−1/2 ≤ αn+1

j ≤ Mn
j−1/2.

Il est maintenant facile de montrer que le schéma est stable L∞ et vtd. Par exemple,

on peut utiliser l’analyse incrémentale de Harten (cf. [45]). La valeur αn+1
j est une

combinaison convexe de αn
j−1 et de αn

j , c’est-à-dire il existe κn
j−1/2 ∈ [0, 1] tel que

αn+1
j = κn

j−1/2α
n
j + (1 − κn

j−1/2)α
n
j−1,
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que l’on peut écrire

αn+1
j = αn

j − Dn
j−1/2(α

n
j − αn

j−1)

avec Dn
j−1/2 = 1−κn

j−1/2. Le fait que Dn
j−1/2 ∈ [0, 1] entrâıne que le schéma est stable

L∞ et vtd d’après un résultat de [45]. Puis le théorème 1 assure la convergence du

schéma sous l’hypothèse que les flux sont localement lipschitziens.
�

Le théorème 2 donne des conditions suffisantes de convergence d’un schéma de

type (1.3), (1.4), sous forme de bornes sur les flux (1.17). Nous nous intéresserons

désormais seulement aux flux situés entre ces bornes.

1.1.3 Décentrage aval sous les contraintes de convergence

Les conditions de convergence du théorème 2 sont facilement utilisables car les

bornes peuvent être calculées explicitement (elles ne dépendent que des valeurs αn
j et

pas des αn+1
j ). D’autre part, la condition cfl n’est pas plus stricte que la condition

habituelle pour les schémas explicites. Ce théorème montre au passage que le schéma

standard décentré amont (αn
j+1/2 = αn

j ) est stable L∞ et vtd, donc convergent.

Cependant, nous sommes intéressés non pas par le schéma décentré amont (connu

pour être dissipatif) mais par le schéma décentré aval. C’est en effet ce schéma qui

présente les meilleures propriétés antidissipatives. L’exemple 1 ci-dessous permet

d’en saisir la raison. Mais le schéma décentré aval est instable (il ne rentre pas dans

le cadre des définitions 3 et 4). Une idée naturelle est donc de décentrer le flux (( le

plus possible )) vers l’aval sous les contraintes de type inégalité (1.17) pour obtenir

la stabilité. Le flux retenu peut alors être vu comme la solution du problème de

minimisation sous contrainte

minimiser |αn
j+1/2 − αn

j+1|
sous la contrainte (1.17).

Exemple 1

Cet exemple permet de comprendre pourquoi le choix du flux décentré vers l’aval

peut être judicieux. Pour cela nous considérons le cas de l’advection à vitesse constante

et égale à 1. La condition initiale est une fonction de Heavyside. Le nombre de Cou-

rant λ = ∆t/∆x vaut 1/3, de sorte que la solution exacte progresse d’un tiers de

maille vers la droite à chaque pas de temps. Représentons la condition initiale sur

son maillage.
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0

1

jj − 1

Pour le premier pas de temps, la seule manière d’avoir la stabilité L∞ dans la

maille j − 1 est de décentrer le flux α0
j−1/2 vers l’amont, ce qui donne α1 :

0
j − 1 j

solution numérique

solution exacte
1

partir de cette étape, on a le choix pour le flux αj+1/2. Le choix classique est la

valeur amont α1
j+1/2 = α1

j = 1/3 et donne

0
j − 1 j

solution numérique

solution exacte
1

Puis un nouveau pas de temps avec des flux amont diffuse encore plus le front :

0
j − 1 j

solution numérique

solution exacte1

Si après la première étape on avait choisi α1
j+1/2 = α1

j+1 = 0, on n’aurait pas

diffusé le front sur plus d’une maille et obtenu la projection de la solution exacte

sur le maillage.
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1

j − 1 j

solution numérique

solution exacte

0

Une étape supplémentaire avec un flux aval α2
j+1/2 = α2

j+1 = 0 aboutit même à

la solution exacte.

0

1

j − 1 j

solution numérique
solution exacte et

On voit qu’il suffit maintenant de répéter les opérations depuis le premier pas

de temps pour garder un front étalé sur une maille au plus avec le décentrage aval,

alors que le décentrage amont étale le front sur une maille supplémentaire à chaque

pas de temps. Ceci incite à essayer de décentrer les flux vers l’aval plutôt que vers

l’amont.

Par ailleurs, nous remarquons que le décentrage vers l’aval donne un flux d’ordre

un (un flux d’ordre supérieur serait une valeur intermédiaire entre la valeur amont

et la valeur aval).
�

Venons-en au côté pragmatique du calcul des flux (qui réalisent le minimum de

|αn
j+1/2 − αn

j+1| sous la contrainte (1.17)). La contrainte (1.17) est linéaire et le flux

ne peut prendre que trois valeurs :





αn
j+1/2 = max(bn

j ,mn
j+1/2) si αn

j+1 ≤ max(bn
j ,mn

j+1/2),

αn
j+1/2 = αn

j+1 si max(bn
j ,mn

j+1/2) ≤ αn
j+1 ≤ min(Bn

j ,Mn
j+1/2),

αn
j+1/2 = min(Bn

j ,Mn
j+1/2) si min(Bn

j ,Mn
j+1/2) ≤ αn

j+1.

(1.18)

On démontre le petit lemme suivant, qui sera utilisé par la suite.

Lemme 1

La valeur prise par le flux déterminé par (1.18) (flux décentré aval sous contraintes

amont) est 



αn
j+1/2 = bn

j si αn
j+1 ≤ bn

j ,

αn
j+1/2 = αn

j+1 si bn
j ≤ αn

j+1 ≤ Bn
j ,

αn
j+1/2 = Bn

j si Bn
j ≤ αn

j+1.

(1.19)
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�

Cela signifie que la contrainte de consistance (1.14) n’est pas active, seule la

contrainte de stabilité a un rôle.

Démonstration

Il suffit de montrer que le choix de flux (1.19) implique les inégalités de consis-

tance (1.14). Considérons un flux calculé suivant les indications du lemme 1. Suppo-

sons que αn
j+1/2 = bn

j . Nous savons alors que αn
j+1 ≤ bn

j , et donc mn
j+1/2 ≤ bn

j . Nous

nous souvenons par ailleurs du fait que bn
j ≤ Mn

j+1/2 (cette inégalité a été trouvée

lors de la démonstration du théorème 2), donc mn
j+1/2 ≤ bn

j = αn
j+1/2 ≤ Mn

j+1/2 et

le flux vérifie (1.14). Supposons maintenant que αn
j+1/2 = αn

j+1. Il est clair dans ce

cas que le flux vérifie (1.14). Si enfin αn
j+1/2 = Bn

j , on en déduit que αn
j+1 ≥ Bn

j , et

le flux est consistant car on a aussi Bn
j ≥ mn

j+1/2 (inégalité qui peut être démontrée

de la même façon que bn
j ≤ Mn

j+1/2), d’où Mn
j+1/2 ≥ Bn

j = αn
j+1/2 ≥ mn

j+1/2.
�

Remarque 1.1.1

Dans la démonstration du théorème 2, la consistance est un élément essentiel et

l’encadrement bn
j ≤ αn

j+1/2 ≤ Bn
j n’est pas suffisant ! Ce qu’exprime le lemme 1, c’est

que ce dernier encadrement associé à la minimisation de |αn
j+1/2−αn

j+1| est suffisant.

Le fait de décentrer vers l’aval au maximum permet de rattraper la consistance.
�

Le flux donné par (1.19) est solution du problème de minimisation

minimiser |αn
j+1/2 − αn

j+1|
sous la contrainte bn

j ≤ αn
j+1/2 ≤ Bn

j .

Cette dernière contrainte ne dépend que des valeurs αn
j−1 et αn

j , qui sont des valeurs

(( amont )) pour le flux αn
j+1/2. Nous dirons donc que c’est une contrainte amont, et

que le flux donné par (1.19) est le flux décentré aval sous contraintes amont.

Remarque 1.1.2

Nous pourrions choisir pour le flux n’importe quelle valeur vérifiant l’encadrement (1.17)

(qui assure la stabilité et la consistance et qui définit un intervalle non vide puis-

qu’il contient la valeur amont). Par exemple, il est possible de choisir le flux de

manière aléatoire dans l’intervalle. Mais le décentrage aval est le choix qui donne les

meilleurs résultats. Il semble qu’il soit le seul à permettre des résultats d’advection

exacte comme les théorèmes 3, 4, 5.
�

Le schéma décentré aval sous contraintes amont (1.19) possède une autre for-

mulation simple ; il peut être écrit comme un limiteur de flux et ses propriétés de

stabilité, convergence, peuvent être démontrées en utilisant le formalisme de Sweby

et l’analyse incrémentale de Harten ([89], [69], [45]).
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Proposition 1

Le schéma décentré aval sous contraintes amont (1.3), (1.4), (1.19) est équivalent au

schéma avec limiteur Ultrabee (évoqué dans [91]). Le schéma Ultrabee s’écrit

αn+1
j = αn

j − uλ(αn
j − αn

j−1) −
uλ(1 − uλ)

2
(ϕn

j+1/2(α
n
j+1 − αn

j ) − ϕn
j−1/2(α

n
j − αn

j−1))

avec

ϕn
j+1/2 = ϕ(rn

j+1/2,uλ)

où rn
j+1/2 = (αn

j − αn
j−1)/(α

n
j+1 − αn

j )

et

ϕ(r,ν) = minmod(
2r

ν
,

2

1 − ν
) = max(0,min(

2r

ν
,

2

1 − ν
)).

On rappelle que uλ > 0 ∀j,n.
�

Remarquons que le schéma Ultrabee peut s’écrire sous forme d’un schéma (( vo-

lumes finis )) (i.e. sous la forme (1.4)) avec le flux suivant.

αn
j+1/2 = αn

j + 1−uλ
2 ϕn

j+1/2(α
n
j+1 − αn

j )

= αn
j + max(0,min(( 1

uλ − 1)
αn

j −αn
j−1

αn
j+1−αn

j
),1)(αn

j+1 − αn
j ).

Démonstration

Réécrivons les valeurs possibles pour le flux.

αn
j+1/2 =





bn
j si αn

j+1 ≤ bn
j ,

αn
j+1 si bn

j ≤ αn
j+1 ≤ Bn

j ,

Bn
j si Bn

j ≤ αn
j+1.

On en déduit les valeurs possibles pour
αn

j+1/2
−αn

j

αn
j+1−αn

j
.

αn
j+1/2 − αn

j

αn
j+1 − αn

j

=





bn
j − αn

j

αn
j+1 − αn

j

si αn
j+1 ≤ bn

j ,

αn
j+1 − αn

j

αn
j+1 − αn

j

si bn
j ≤ αn

j+1 ≤ Bn
j ,

Bn
j − αn

j

αn
j+1 − αn

j

si Bn
j ≤ αn

j+1,
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que l’on peut encore décomposer en

αn
j+1/2 − αn

j

αn
j+1 − αn

j

=





0 si

{
αn

j−1 ≤ αn
j

et αn
j+1 ≤ bn

j = αn
j ,

(
1

uλ
− 1)

αn
j − αn

j−1

αn
j+1 − αn

j

si

{
αn

j ≤ αn
j−1

et αn
j+1 ≤ bn

j =
αn

j −αn
j−1

uλ + αn
j−1,

1 si bn
j ≤ αn

j+1 ≤ Bn
j ,

0 si

{
αn

j ≤ αn
j−1

et Bn
j = αn

j ≤ αn
j+1,

(
1

uλ
− 1)

αn
j − αn

j−1

αn
j+1 − αn

j

si

{
αn

j−1 ≤ αn
j

et Bn
j =

αn
j −αn

j−1

uλ + αn
j−1 ≤ αn

j+1.

On obtient enfin sous une forme plus compacte

αn
j+1/2 − αn

j

αn
j+1 − αn

j

=





0 si
αn

j −αn
j−1

αn
j+1−αn

j
≤ 0,

(
1

uλ
− 1)

αn
j − αn

j−1

αn
j+1 − αn

j

si 0 ≤ αn
j −αn

j−1

αn
j+1−αn

j
≤ 1

uλ − 1,

1

uλ
− 1 si 1 ≤ αn

j −αn
j−1

αn
j+1−αn

j
.

Pour le flux on trouve comme annoncé

αj+1/2 = αn
j + max(0,min((

1

uλ
− 1)

αn
j − αn

j−1

αn
j+1 − αn

j

),1)(αn
j+1 − αn

j ).

�

Nous évoquons maintenant la convergence de l’algorithme.

Proposition 2

On considère le problème d’advection (1.1), (1.2) avec α0 ∈ L1
loc(R), et sa version

discrète donnée par le schéma décentré aval sous contraintes amont (1.3), (1.4),

(1.19). Sous la condition cfl uλ ≤ 1, le schéma est convergent vers la solution

de 1.1, 1.2.
�

On sait que le limiteur Ultrabee est convergent (cf. [89], [45], [91]), cela démontre

la proposition 2.

1.1.4 Convergence uniforme en temps

L’étude des conditions initiales qui sont advectées de manière exacte par un

schéma donné est classique. Par exemple, dans [78], Roe expose des schémas (de type

limiteur) qui advectent exactement des conditions initiales affines, quadratiques,

cubiques, à progression géométrique... Le schéma décentré amont advecte de manière
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exacte les données initiales affines. En effet, si α0
j = aj + b, on a avec le décentrage

amont (αn
j+1/2 = αn

j ) α1
j = aj + b − uλa et par récurrence sur l’indice de temps,

αn
j = a(j − nuλ) + b ∀j ∈ Z,n ∈ N.

Donc αn
j est la solution exacte (projetée sur le maillage fixe) de l’équation d’advection

à vitesse u avec pour donnée initiale la fonction qui vaut α0
j dans la maille j.

La faiblesse de ce type de résultats réside dans le fait que les conditions ini-

tiales doivent être globalement linéaires, ou quadratiques, ou cubiques, etc. Ces

résultats d’advection exacte ne garantissent pas le comportement des schémas pour

des données initiales quelconques.

Pour le schéma décentré aval sous contraintes amont (c’est-à-dire aussi le limiteur

Ultrabee), la classe des fonctions qui sont advectées de manière exacte est (( dense ))

(au sens du lemme 2 suivant) dans l’espace V B(R)
⋂

L1(R). Cette classe de fonctions

est exhibée dans le théorème 3.

Théorème 3

On considère le schéma décentré aval sous contraintes amont (1.19) (équivalent au

limiteur Ultrabee) avec u > 0.

Supposons que la fonction discrète (αn
j )j∈ � vérifie

∃κn ∈ [0,1[ tel que ∀j ∈ Z,

{
αn

3j+1 = αn
3j ,

αn
3j+2 = κnαn

3j+1 + (1 − κn)αn
3j+3 (hypothèse de combinaison convexe).

(1.20)

Supposons vérifiée la condition cfl 0 < uλ ≤ 1.

Alors,

– si κn + uλ ≤ 1, on a pour tout j

{
αn+1

3j+1 = αn+1
3j = αn

3j ,

αn+1
3j+2 = κn+1αn+1

3j+1 + (1 − κn+1)αn+1
3j+3

avec 0 ≤ κn+1 = κn + uλ ≤ 1 ;

– si κn + uλ ≥ 1, on a pour tout j

{
αn+1

3j+2 = αn+1
3j+1 = αn

3j+1,

αn+1
3j+3 = κn+1αn+1

3j+2 + (1 − κn+1)αn+1
3j+4

avec 0 ≤ κn+1 = κn + uλ − 1 ≤ 1.

�
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En d’autres termes, après un pas de temps, la solution est encore du type (1.20)

avec un nouveau coefficient de combinaison convexe, et éventuellement décalée d’une

maille à droite.

Démonstration

La démonstration se fait en trois étapes.

– Montrons que

αn+1
3j+1 = αn

3j+1.

Calculons les flux αn
3j+1/2 et αn

3j+3/2. La consistance des flux implique αn
3j+1/2 =

αn
3j = αn

3j+1. D’autre part, mn
j+1/2 = Mn

j+1/2 = αn
3j , donc bn

3j+1 = Bn
3j+1 = αn

3j

et enfin αn
3j+3/2 = αn

3j . Ainsi on a αn+1
3j+1 = αn

3j .

– Supposons que αn
3j−1 6= αn

3j−2. Nous montrons alors les équivalences

αn+1
3j = αn

3j

m
κn + uλ ≤ 1

m
αn+1

3j−1 = (κn + uλ)αn+1
3j−2 + (1 − (κn + uλ))αn+1

3j .

Nous avons déjà vu que αn
3j+1/2 = αn

3j . Par suite, pour que αn+1
3j = αn

3j , il faut

et suffit que αn
3j−1/2 = αn

3j . Il nous faut donc trouver les conditions pour que

αn
3j−1/2 = αn

3j . D’après le lemme 1,

αn
3j−1/2 = αn

3j

m
bn
3j−1 ≤ αn

3j ≤ Bn
3j−1,

soit

αn
3j−1/2 = αn

3j

m
αn

3j−1−Mn
3j−3/2

uλ + Mn
3j−3/2 ≤ αn

3j ≤
αn

3j−1−mn
3j−3/2

uλ + mn
3j−3/2.

Nous continuons la discussion en distinguant les deux éventualités αn
3j−1 >

αn
3j−2 et αn

3j−1 < αn
3j−2 (rappelons que l’on a supposé αn

3j−1 6= αn
3j−2). Sup-

posons que αn
3j−1 > αn

3j−2. Alors, mn
3j−3/2 = αn

3j−2, Mn
3j−3/2 = αn

3j−1 et

αn
3j ≥ αn

3j−1 > αn
3j−2 (car αn

3j−1 est une combinaison convexe de αn
3j et αn

3j−2).

Donc

αn
3j−1/2 = αn

3j

m
αn

3j−1 ≤ αn
3j ≤

αn
3j−1−αn

3j−2

uλ + αn
3j−2.
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Compte tenu du fait que αn
3j ≥ αn

3j−1, ceci est équivalent à

uλαn
3j ≤ αn

3j−1 − αn
3j−2 + uλαn

3j−2,

et, avec l’hypothèse de combinaison convexe de (1.20),

(κn + uλ − 1)αn
3j ≤ (κn + uλ − 1)αn

3j−2.

Comme αn
3j > αn

3j−2, on a

αn
3j−1/2 = αn

3j

m
κn + uλ ≤ 1.

Étudions maintenant les conséquences de l’hypothèse αn
3j−1 < αn

3j−2. Alors,

mn
3j−3/2 = αn

3j−1, Mn
3j−3/2 = αn

3j−2 et αn
3j ≤ αn

3j−1 < αn
3j−2 (car αn

3j−1 est une

combinaison convexe de αn
3j−2 et αn

3j).

αn
3j−1/2 = αn

3j

m
αn

3j−1−αn
3j−2

uλ + αn
3j−2 ≤ αn

3j ≤ αn
3j−1

m
(κn + uλ − 1)αn

3j ≤ (κn + uλ − 1)αn
3j−2

m
κn + uλ ≤ 1.

Pour l’instant, nous avons montré que si αn
3j−1 6= αn

3j−2,

αn+1
3j = αn

3j

m
αn

3j−1/2 = αn
3j

m
κn + uλ ≤ 1.

De plus, dans ces conditions, puisque αn
3j−3/2 = αn

3j−2,

αn+1
3j−1 = αn

3j−1 − uλ(αn
3j−1/2 − αn

3j−3/2) =

αn
3j−1 − uλ(αn

3j − αn
3j−2)

= (κn + uλ)αn+1
3j−2 + (1 − (κn + uλ))αn+1

3j .

Ceci termine la démonstration du deuxième point.
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– Le troisième point à montrer consiste en les équivalences

αn+1
3j−1 = αn+1

3j−2 = αn
3j−2

m
κn + uλ ≥ 1

m
αn+1

3j = (κn + uλ − 1)αn+1
3j−1 + (2 − (κn + uλ))αn+1

3j+1,

toujours sous l’hypothèse αn
3j−1 6= αn

3j−2. Ce point peut être démontré de

manière similaire au deuxième, nous ne répétons pas les opérations.

Résumons ce que nous avons montré. Supposons que αn
3j−1 6= αn

3j−2.

– Soit κn + uλ < 1 et le deuxième point indique
{

αn+1
3j+1 = αn+1

3j = αn
3j ,

αn+1
3j−1 = κn+1αn+1

3j−2 + (1 − κn+1)αn+1
3j

avec 0 ≤ κn+1 = κn + uλ ≤ 1 ;

– soit κn + uλ > 1 et le troisième point donne
{

αn+1
3j+2 = αn+1

3j+1 = αn
3j+1,

αn+1
3j+3 = κn+1αn+1

3j+2 + (1 − κn+1)αn+1
3j+4

avec 0 ≤ κn+1 = κn + uλ − E(κn + uλ) ≤ 1 (E(.) désigne la partie entière) ;

– soit κn + uλ = 1 et les trois points démontrés impliquent

αn+1
3j+3 = αn+1

3j+2 = αn+1
3j+1 = αn

3j .

D’autre part, dans le cas particulier où αn
3j−1 = αn

3j−2, toutes les égalités résumées

ci-dessus sont trivialement vérifiées. Ceci termine la démonstration.
�

Un exemple de fonction numérique (constante par morceaux) faisant partie de

cette classe est visible sur la figure 1.1.

3j 3j+3 3j+6 3j+9

Fig. 1.1 – Un représentant de la classe pour κ = 1/2.

Nous expliquons maintenant en quel sens et dans quel espace la classe de fonction

est dense. Pour cela nous utilisons les définitions classiques 5 et 6.
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Lemme 2

Soit un réel donné κ ∈ [0,1[.

Soit f ∈ V B(R)
⋂

L1(R).

Il existe une constante réelle C (dépendant de f) telle que pour tout maillage régulier

de pas ∆x, il existe une fonction constante par maille
∆x
f (dont la valeur dans la maille

j est fj) telle que

– ∀j ∈ Z, {
f3j+1 = f3j,

f3j+2 = κf3j+1 + (1 − κ)f3j+3

(
∆x
f est dans la classe des fonctions définie au théorème 3) ;

– ||f −
∆x
f ||L1(

�
) ≤ C∆x.

�

Ce qui est important est que le réel C ne dépend pas du pas du maillage. Ainsi, on

peut approcher (au sens de la norme de L1(R)) toute fonction de V B(R)
⋂

L1(R)

aussi bien que l’on veut par une fonction constante par maille et dans la classe des

fonctions du théorème 3 ; il suffit de prendre un maillage assez fin.

Démonstration

Nous montrons ce lemme pour κ = 0. Alors,
∆x
f est constante par groupe de trois

mailles. On rappelle que toute fonction de V B(R)
⋂

L1(R) peut être approchée

à l’ordre un par une fonction constante par maille (ce résultat peut être trouvé

dans [37]). Appliquant ceci à l’approximation
∆x
f de f sur un maillage de pas 3∆x,

nous obtenons

||f −
∆x
f ||L1(

�
) ≤ C̃(3∆x),

qui donne bien l’estimation du lemme pour C = 3C̃.
�

Le théorème 4 généralise le théorème 3 pour un nombre quelconque de pas de

temps.

Théorème 4

Considérons le problème numérique d’advection (1.3), (1.4) à vitesse constante u > 0

où les flux sont décentrés aval sous contraintes amont (formules (1.19) ou limiteur

Ultrabee).

Supposons que la condition initiale discrète est dans la classe des fonctions du

théorème 3 :

∃κ0 ∈ [0,1[ tel que ∀j ∈ Z,

{
α0

3j+1 = α0
3j,

α0
3j+2 = κ0α0

3j+1 + (1 − κ0)α0
3j+3 (hypothèse de combinaison convexe).
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Soit une séquence de pas de temps (∆t0,∆t1,...,∆tn−1) vérifiant la condition cfl

0 ≤ uλl = u∆tl/∆x ≤ 1 pour tout l ∈ (0,1,...,n − 1).

Posons {
zn = κ0 +

∑n−1
l=0 uλl,

κn = zn − E(zn)

(E(z) désigne la partie entière de z). Alors,

{
αn

3j+1+E(zn) = αn
3j+E(zn) = α0

3j ,

αn
3j+2+E(zn) = κnαn

3j+1+E(zn) + (1 − κn)αn
3j+3+E(zn)

pour tout j ∈ Z, et tout n ∈ N.
�

Ce résultat exprime que pour tout pas de temps, la solution numérique est de

la forme (1.20) avec un coefficient de combinaison convexe et un décalage à droite

connus explicitement.

Démonstration

Ce théorème est une conséquence directe du théorème 3 et s’en déduit par récurrence.

– Pour n = 1, le théorème 4 n’est autre que le théorème 3, donc il est vrai ;

– si le théorème est vrai pour n = n1, la solution αn1

j est dans la classe des

fonctions discrètes qui vérifient le théorème 3, au décalage d’indice près (les

indices doivent être décalés de E(zn1)). L’application du théorème 3 permet

de prouver le théorème 4 à l’étape en temps n1 + 1.
�

Corollaire 1

Faisons les mêmes hypothèses qu’au théorème 4.

Posons {
z(t) = κ0 + ut/∆x ∀t ∈ R+,

κ(t) = z(t) − E(z(t)).

Pour tout j ∈ Z, définissons αj(t) par

{
α3j+1+E(z(t))(t) = α3j+E(z(t))(t) = α0

3j ,

α3j+2+E(z(t))(t) = κ(t)α3j+1+E(z(t))(t) + (1 − κ(t))α3j+3+E(z(t))(t).
(1.21)

Alors, quelle que soit la séquence de pas de temps (∆t0,∆t1,...,∆tn−1) vérifiant

0 ≤ uλl = u∆tl/∆x ≤ 1 pour tout l ∈ (0,1,...,n − 1), la solution numérique donnée

par le schéma décentré aval sous contraintes amont vérifie

αn
j = αj(

n−1∑

l=0

∆tl) ∀j ∈ Z.

�
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La suite (αj)j∈ � définit donc une solution numérique continue en temps.

Démonstration

Il suffit de remarquer que la solution numérique donnée par le théorème 4 ne dépend

pas du nombre d’itérations mais seulement de
∑n−1

l=0 ∆tl. Et, bien sûr, que pour tout

t réel, il existe un entier n et une séquence de pas de temps (∆tl)n−1
l=0 vérifiant la

condition cfl et telle que
∑n−1

l=0 ∆tl = t.
�

Remarque 1.1.3

Notons que le théorème 3 prouve entre autres qu’une condition initiale de type

(( créneau )) est advectée de manière exacte. Une condition initiale de type créneau est

en effet dans la classe des fonctions advectées de manière exacte, et le coefficient de

combinaison convexe initial κ0 vaut 0 ou 1. Le théorème indique que la discontinuité

du créneau ne sera jamais diffusée sur plus d’une maille (ce sera le cas pour les pas

de temps où κn ∈]0,1[). Ce résultat est à comparer avec le résultat expérimental

rapporté par Arora et Roe dans [8] selon lequel la longueur d’une discontinuité

diffusée numériquement augmente avec le temps et est de l’ordre de t1/3 pour un

limiteur d’ordre deux, t1/4 pour un limiteur d’ordre trois. Cette longueur est avec le

schéma décentré aval sous contraintes amont de l’ordre de t0.
�

Le théorème 4 est un résultat d’advection quasi-exacte pour les fonctions discrètes

auxquelles il s’applique. En effet, les paliers (α0
3j

= α0
3j+1) sont conservés au cours

du temps (en particulier les extrema placés sur des paliers sont conservés). De

plus, ils sont déplacés à la bonne vitesse. En effet, si
∑n

l=0 ∆tl = t, les paliers

de la solution exacte sont déplacés de ut ; d’autre part, le théorème 4 prouve que

les paliers de la solution numérique sont déplacés d’un nombre de mailles égal à

E(zn) = E(κ0+
∑n−1

l=0 uλl) = E(κ0+ut/∆x), soit d’une longueur ∆xE(κ0+ut/∆x).

Évaluons la différence des deux décalages.

κ0 + ut/∆x − 1 ≤ E(κ0 + ut/∆x) ≤ κ0 + ut/∆x,

donc

ut + (κ0 − 1)∆x ≤ ∆xE(κ0 + ut/∆x) ≤ ut + κ0∆x,

donc

(κ0 − 1)∆x ≤ ∆xE(κ0 + ut/∆x) − ut ≤ κ0∆x.

Comme κ0 ∈ [0,1[, le décalage entre solution exacte et solution numérique est

inférieur à une longueur de maille (en valeur absolue). Un tel décalage est inévitable

avec un algorithme d’ordre un sur maillage fixe, car il donne une solution numérique

constante par maille (il y a donc toujours une erreur de projection). Il est impor-

tant de remarquer que le décalage est borné uniformément en temps. Le théorème 5
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précise ceci en donnant une estimation de l’erreur qui est uniforme en temps, tou-

jours pour la même classe de fonctions discrètes initiales.

Théorème 5

Considérons le problème d’advection (1.1), (1.2) à vitesse constante u > 0 et sa

version discrète (1.3), (1.4) où les flux sont décentrés aval sous contraintes amont

(formules (1.19) ou limiteur Ultrabee).

Supposons que la condition initiale α0 est telle que la condition initiale discrète est

dans la classe des fonctions des théorèmes 3 et 4 :

∃κ0 ∈ [0,1[ tel que ∀j ∈ Z,

{
α0

3j+1 = α0
3j ,

α0
3j+2 = κ0α0

3j+1 + (1 − κ0)α0
3j+3.

Supposons de plus que la condition initiale est intégrable et à variation bornée,

α0 ∈ V B(R)
⋂

L1(R).

Notons α(t,x) la solution exacte de l’équation d’advection à vitesse constante (1.1),

(1.2) et (αj(t))j∈ � la solution numérique continue en temps définie dans le corol-

laire 1.

Notons encore
∆x
α (t,x) =

∑
j∈ � αj(t)1l[xj−1/2,xj+1/2[(x) ; c’est la fonction constante

par maille définie par la solution discrète continue en temps au temps t.

Alors, il existe un réel C > 0 ne dépendant que de α0 tel que

||α(t,·) − ∆x
α (t,·)||L1(

�
) ≤ C∆x ∀t ∈ R.

�

Ce qui est notable est que C ne dépend pas de t. Cette estimation de l’erreur est

vraie pour t aussi grand que l’on veut. notre connaissance, c’est un résultat nouveau

qui n’est démontré pour aucun autre schéma.

Démonstration

Pour les besoins de la preuve, nous utilisons la solution exacte du problème d’ad-

vection (1.1) avec comme condition initiale
∆x
α (0,x) (c’est-à-dire la (( projection )) L1

de α0(x) sur le maillage). Notons ᾱ(t,x) cette fonction. Elle vérifie

ᾱ(t,x) =
∆x
α (0,x − ut).

Posons maintenant

t̃ =
∆xE(z(t))

u
.
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Ce temps t̃ vérifie z(t̃) = κ0 + E(z(t)), donc E(z(t̃)) = E(z(t)). Donc κ(t̃) = κ0 +

E(z(t)) − E(z(t)) = κ0. De plus,

|t − t̃| = |∆x
u (z(t) − κ0) − ∆x

u E(z(t))|
= |∆x

u (z(t) − E(z(t)) − κ0)|
= ∆x

u |κ(t) − κ0|,

qui donne une majoration de |t − t̃| (majoration à retenir) :

|t − t̃| <
∆x

u
. (1.22)

Maintenant on fait une majoration de ||α(t,·) − ∆x
α (t,·)||L1(

�
) en utilisant l’inégalité

triangulaire.

||α(t,·) − ∆x
α (t,·)||L1(

�
) ≤ ||α(t,·) − ᾱ(t,·)||L1(

�
)

+||ᾱ(t,·) − ᾱ(t̃,·)||L1(
�

)

+||ᾱ(t̃,·) − ∆x
α (t̃,·)||L1(

�
)

+||∆x
α (t̃,·) − ∆x

α (t,·)||L1(
�

).

(1.23)

Il nous reste à majorer chacun des quatre termes du membre de droite.

Majoration du terme ||ᾱ(t̃,·) − ∆x
α (t̃,·)||L1(

�
)

Comme ᾱ(s,x) =
∆x
α (0,x − us), on a ᾱ(t̃,x) =

∆x
α (0,x − E(z(t))∆x). Au temps t̃,

ᾱ est décalée de E(z(t)) mailles exactement par rapport à sa valeur initiale (E(z(t))

est un entier). D’autre part, t̃ vérifie E(z(t̃)) = E(z(t)) et κ(t̃) = κ0. Donc, en

utilisant la définition de αj(t) donnée par les équations (1.21) du corollaire 1,

{
α3j+1+E(z(t)) = α3j+E(z(t)) = α0

3j ,

α3j+2+E(z(t)) = κ0α3j+1+E(z(t)) + (1 − κ0)α3j+3+E(z(t)) = κ0α0
3j + (1 − κ0)α0

3j+3.

Ceci exprime que
∆x
α est décalé de E(z(t)) mailles par rapport à sa condition initiale,

c’est-à-dire exactement comme ᾱ. Donc, ces deux fonctions sont égales au temps t̃.

||ᾱ(t̃,·) − ∆x
α (t̃,·)||L1(

�
) = 0. (1.24)

Majoration du terme ||α(t,·) − ᾱ(t,·)||L1(
�

)

Les fonctions α(t,x) et ᾱ(t,x) étant des solutions exactes de l’équation d’advec-

tion,

||α(t,·) − ᾱ(t,·)||L1(
�

) = ||α(0, · −ut) − ᾱ(0, · −ut)||L1(
�

)

= ||α(0,·) − ᾱ(0,·)||L1(
�

).

D’après un résultat de [37], comme α0 ∈ V B(R)
⋂

L1(R), ||α(0,·) − ᾱ(0,·)||L1(
�

) ≤
V T (α0)∆x. Donc

||α(t,·) − ᾱ(t,·)||L1(
�

) ≤ V T (α0)∆x. (1.25)
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Majoration du terme ||∆x
α (t̃,·) − ∆x

α (t,·)||L1(
�

)

Nous avons vu que E(z(t̃)) = E(z(t)). Donc les paliers de ces deux solutions

numériques à des instants proches sont situés sur les mêmes mailles, dont les indices

sont (3j +E(z(t)))j∈ � et (3j +1+E(z(t)))j∈
� . Seuls les coefficients de combinaison

convexe sont différents : κ(t) et κ0.

||∆x
α (t̃,·) − ∆x

α (t,·)||L1(
�

) =
∑

j∈ � |αj(t) − αj(t̃)|∆x

=
∑

j∈ � |α3j+2+E(z(t))(t) − α3j+2+E(z(t))(t̃)|∆x

=
∑

j∈ � |κ(t)α3j+1+E(z(t))(t) + (1 − κ(t))α3j+3+E(z(t))(t)

− κ0α3j+1+E(z(t))(t) + (1 − κ0)α3j+3+E(z(t))(t)|∆x.

On peut encore simplifier :

||∆x
α (t̃,·) − ∆x

α (t,·)||L1(
�

) =
∑

j∈ � |κ(t)α0
3j + (1 − κ(t))α0

3j+3

− κ0α0
3j + (1 − κ0)α0

3j+3|∆x

=
∑

j∈ � |(κ(t) − κ0)(α0
3j − α0

3j+3)|∆x.

Les coefficients κ(t) et κ0 sont dans [0,1[, donc

||∆x
α (t̃,·) − ∆x

α (t,·)||L1(
�

) ≤
∑

j∈ �
|α0

3j − α0
3j+3|∆x.

Or par suite des hypothèses (1.20) sur la condition initiale,
∑

j∈ � |α0
3j − α0

3j+3| est

précisément la variation totale initiale V T 0 (voir l’équation (1.8) de la définition 4).

Donc une majoration est

||∆x
α (t̃,·) − ∆x

α (t,·)||L1(
�

) ≤ V T 0∆x. (1.26)

Majoration du terme ||ᾱ(t,·) − ᾱ(t̃,·)||L1(
�

)

La fonction ᾱ(t,x) est une solution exacte, d’où

||ᾱ(t,·) − ᾱ(t̃,·)||L1(
�

) = ||ᾱ(0, · −ut) − ᾱ(0, · −ut̃)||L1(
�

)

= ||ᾱ(0,·) − ᾱ(0, · +ut − ut̃)||L1(
�

).

Or on sait que si f ∈ V B(R)
⋂

L1(R), ||f(x + δ) − f(x)||L1(
�

) ≤ |δ|V T (f) (résultat

rappelé dans [40], démontré dans [37]). Dans notre cas, cela donne

||ᾱ(0,·) − ᾱ(0, · +ut − ut̃)||L1(
�

) ≤ u|t − t̃|V T (α0).

En utilisant maintenant la majoration de |t − t̃| (1.22), nous obtenons

||ᾱ(t,·) − ᾱ(t̃,·)||L1(
�

) ≤ V T (α0)∆x. (1.27)
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Nous avons terminé la majoration des quatre termes du membre de droite de

l’inégalité (1.23) : l’équation (1.24) et les inégalités (1.25), 1.26) et (1.27) permettent

d’écrire

||α(t,·) − ∆x
α (t,·)||L1(

�
) ≤ V T (α0)∆x

+V T (α0)∆x

+0

+V T 0∆x.

Or
V T 0 =

∑
j∈ � |α0

j+1 − α0
j |

=
∑

j∈ � |
∫ xj+3/2

xj+1/2
α0(x) dx −

∫ xj+1/2

xj−1/2
α0(x) dx|

=
∑

j∈ � |
∫ xj+1/2

xj−1/2
(α0(x + ∆x) − α0(x)) dx|

≤
∫

� |α0(x + ∆x) − α0(x)|/∆x dx.

Grâce au résultat pour les fonctions de V B(R)
⋂

L1(R) rappelé ci-dessus,
∫

� |α0(x + ∆x) − α0(x)|/∆x dx ≤ V T (α0),

On obtient l’inégalité (classique)

V T 0 ≤ V T (α0).

En définitive,

||α(t,·) − ∆x
α (t,·)||L1(

�
) ≤ 3V T (α0)∆x.

Le membre de droite est le terme espéré, on obtient l’inégalité cherchée pour C =

3V T (α0).
�

Remarque 1.1.4

Ce résultat pour la solution numérique continue en temps est bien sûr vrai pour

la solution numérique discrète (pour peu que tous les pas de temps vérifient la

condition cfl) puisqu’elle cöıncide avec la solution numérique continue en temps

(cf. corollaire 1).
�

Compte tenu du fait que l’ensemble des conditions initiales considérées est dense

dans V B(R)
⋂

L1(R) (au sens du lemme 2), c’est un résultat fort. Cependant, il n’est

pas suffisant pour montrer la même estimation avec une condition initiale quelconque

(cela vient en particulier du fait que le schéma décentré aval sous contraintes amont

n’est pas monotone).

Pourtant, au vu de nombreux résultats numériques (dont on aura un aperçu

dans la prochaine section) obtenus avec des conditions initiales de tous types, nous

conjecturons que ce résultat de majoration uniforme en temps de l’erreur reste vrai

pour une condition initiale quelconque.
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Conjecture

Considérons le problème numérique d’advection (1.3), (1.4) à vitesse constante u > 0

où les flux sont décentrés aval sous contraintes amont (formules (1.19) ou limiteur

Ultrabee).

Soit α0 une condition initiale dans V B(R)
⋂

L1(R).

Soit une séquence de pas de temps (∆t0,∆t1,...,∆tn−1) vérifiant la condition cfl

0 ≤ uλl = u∆tl/∆x ≤ 1 pour tout l ∈ (0,1,...,n − 1), et soit t =
∑n−1

j=0 ∆tl.

Supposons aussi que ∀l, uλl 6= 1/2.

Notons
∆x
α

n

(x) =
∑

j∈ � αn
j1l[xj−1/2,xj+1/2](x).

Alors, il existe un réel C > 0 ne dépendant que de α0 tel que

||α(t,·) − ∆x
α

n

(·)||L1(
�

) ≤ C∆t ∀n ∈ N.

�

Un point curieux est la nécessité de l’hypothèse uλl 6= 1/2 (des résultats numériques

prouvent qu’on ne peut s’en passer, il seront évoqués dans la prochaine section).

Remarque 1.1.5

Tout ce que nous avons présenté suppose que la vitesse d’advection est constante

et strictement positive. Il est évident que dans le cas où la vitesse est constante et

strictement négative, les résultats sont identiques (mais les indices des mailles amont

et aval sont intervertis). Dans le cas où la vitesse est nulle (c’est un cas singulier

dans la formule (1.16)), n’importe quelle valeur de flux est stable puisque ce flux est

multiplié par la vitesse (nulle) pour former l’incrément.

D’autre part, il est possible de construire un algorithme décentré aval sous

contraintes amont par la même méthode pour l’équation d’advection non conser-

vative à vitesse non constante

∂tα(t,x) + u(t,x)∂xα(t,x) = 0

où u(t,x) est une donnée. Le principe de construction est exactement le même

(première étape : conditions couplées de stabilité sur les flux, seconde étape : découplage

de ces conditions en ajoutant une condition de consistance). Nous ne détaillons pas

cela ici, pour plusieurs raisons :

– dans la suite de ce mémoire, nous n’utilisons la technique de décentrage aval

sous contraintes amont que pour des équations conservatives ;

– l’existence, l’unicité des solutions, de même que la convergence des schéma

discrets comportent des difficultés importantes qui sortent du cadre de notre

présent travail (voir par exemple [15], [14]) ;

– les solutions exactes de l’équation d’advection à vitesse non constante ne sont

pas triviales, et donc les résultats numériques sont plus difficiles à interpréter.
�



1.1. Étude algorithmique en dimension un 45

1.1.5 Résultats numériques

L’algorithme de décentrage aval sous contraintes amont, utilisé ici, est explicite-

ment et intégralement formulé dans l’annexe A.

Le domaine spatial est le segment [0,1[ périodisé, ce qui permet d’observer le

comportement de la solution en temps long. La vitesse d’advection est unitaire,

u = 1. Nous avons choisi λ = 0,1. Nous présentons les résultats sur trois conditions

initiales : une fonction indicatrice (figure 1.2), une masse de Dirac (figure 1.3), et une

gaussienne (figure 1.4). Sur les graphes 1.2, 1.3 et 1.4, nous comparons les solutions

données par le schéma décentré amont (αn
j+1/2 = αn

j ), le limiteur Superbee de Roe

et le schéma décentré aval sous contraintes amont (1.19) (ou limiteur Ultrabee). Le

limiteur Superbee s’inscrit dans le formalisme des limiteurs exposé dans la proposi-

tion 1, il est obtenu pour ϕ(r) = max(0,min(2r,1),min(r,2)) (cf. [8], [89], [69] et [91]

par exemple).

On observe sur la figure 1.2 que le schéma décentré aval sous contraintes amont (1.19)

n’étale absolument pas les discontinuités de la fonction indicatrice (suivant le nombre

de pas de temps, l’étalement est de 0 ou 1 maille de chaque côté). Ce résultat est

d’ailleurs prévu par le théorème 4, car la fonction indicatrice fait partie de la classe

des fonctions advectées de manière exacte.

La comparaison avec les schémas classiques est aussi frappante avec le choix d’une

masse de Dirac (toute la masse est concentrée dans une seule maille). L’algorithme

présenté ici n’étale jamais le Dirac sur plus de trois mailles.

Pour bien voir la différence entre le limiteur Superbee et le schéma que nous

avons introduit sur une condition initiale plus régulière comme une gaussienne, nous

proposons des résultats en temps très long. Le défaut connu de Superbee est alors

pleinement développé : la gaussienne est presque transformée en une fonction indi-

catrice. Nous avons changé l’échelle de représentation pour mieux voir les détails et

seule une moitié de la gaussienne est figurée. La solution donnée par l’algorithme

que nous proposons est beaucoup plus satisfaisante, elle cöıncide très bien avec la

solution exacte. Il faut noter que la condition initiale ne vérifie pas les hypothèses

du théorème 3. L’apparition des marches d’escalier est caractéristique de ce schéma

qui semble lors des premières itérations (( projeter )) la condition initiale sur la classe

advectée exactement, c’est ce type de résultats qui nous incite à formuler la conjec-

ture. Le résultat serait néanmoins beaucoup plus proche de la solution exacte si

l’on avait projeté la condition initiale avant le calcul. Appelons (( surcompressif )) un

schéma dont la tendance est au rassemblement de toute la masse dans une région

du domaine de calcul, par opposition à un schéma qui (( étale )) la masse (comme

par exemple le schéma décentré amont). Cet exemple de l’advection de la gaussienne

met particulièrement en valeur la différence entre les caractères surcompressif glo-
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bal de Superbee et surcompressif local du schéma que nous étudions. La gaussienne

est transformée en un seul grand (( rectangle )) par le limiteur Superbee (surcom-

pressif globalement) mais en une multitude de rectangles de taille bornée (de l’ordre

de quelques mailles) par le schéma décentré aval sous contraintes amont, pour le-

quel la transformation (surcompression) reste locale. Toutefois, nous signalons que

si (et seulement si) le nombre de Courant vaut 1/2 (u∆t/∆x = 1/2), le schéma

décentré aval sous contraintes amont est surcompressif globalement. C’est la raison

pour laquelle nous faisons l’hypothèse uλ 6= 1/2 dans la conjecture.

0
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0.4
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0.8

1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

condition initiale
 décentrage aval

limiteur superbee
décentrage amont

Fig. 1.2 – Condition initiale et résultats à t = 5,3 (après 5,3 tours).

0 0.2 0.4 0.6 0.8

condition initiale
 décentrage aval

limiteur superbee
décentrage amont

Fig. 1.3 – Condition initiale et résultats à t = 5,3 (après 5,3 tours).
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0.38 0.4 0.42 0.44 0.46 0.48 0.5

solution exacte
 décentrage aval
limiteur superbee

Fig. 1.4 – Solution exacte et résultats après 1000 tours.

1.2 Extension en dimension deux

Nous nous intéressons dans cette section à l’équation d’advection à vitesse constante

en dimension 2 : {
∂tα + u∂xα + v∂yα = 0,

α(0,x,y) = α0(x,y).
(1.28)

où u et v sont les composantes horizontale (suivant x) et verticale (suivant y) de la

vitesse, et sont supposées constantes et positives.

1.2.1 Algorithme

On se donne un maillage régulier de R2, qui est le produit tensoriel d’un maillage

(( horizontal )) associé à la variable x et de pas régulier ∆x et d’un maillage (( vertical ))

associé à la variable y et de pas régulier ∆y. Les abscisses des bords verticaux des

mailles sont (xj−1/2)j∈ � et les ordonnées des bords horizontaux des mailles sont

(yk−1/2)k∈ � . Appelons (Mj,k)j,k∈ � les mailles définies par ce maillage :

Mj,k =]xj−1/2,xj+1/2[×]yk−1/2,yk+1/2[.

La discrétisation initiale est une projection sur le maillage.

α0
j,k =

∫

Mj,k

α0(x,y)

∆x∆y
dx dy. (1.29)

La résolution numérique que nous proposons utilise la technique classique de

la décomposition directionnelle. Cela consiste à résoudre alternativement les deux
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équations d’advection unidimensionnelles :

∂tα + u∂xα = 0

et

∂tα + v∂yα = 0.

Cette discrétisation introduit donc pour chaque pas de temps une étape en temps

intermédiaire où seule l’advection horizontale a été effectuée. Nous noterons α
n+1/2
j,k

cette valeur temporaire calculée entre αn
jk et αn+1

j,k . Chacune des phases est une

résolution en dimension un et est effectuée au moyen d’un schéma de type volumes

finis.
{

α
n+1/2
j,k = αn

j,k − uλx(αn
j+1/2,k − αn

j−1/2,k),

αn+1
j,k = α

n+1/2
j,k − vλy(α

n+1/2
j,k+1/2 − α

n+1/2
j,k+1/2)

(1.30)

avec λx = u∆t/∆x et λy = v∆t/∆y. Pour chacune de ces résolutions, nous utilisons

le schéma décentré aval sous contraintes amont des paragraphes précédents.

1.2.2 Convergence uniforme en temps

Les résultats du chapitre 1.1.4 s’étendent au schéma ainsi défini en dimension

deux. Afin d’étendre ces résultats, nous aurions pu considérer la classe des fonctions

discrètes tensorisées : (αj,k)j,k∈ � tels que αj,k = βjγk ∀j,l ∈ Z avec (βj)j∈ � et (γk)k∈ �

dans la classe des fonctions advectées de manière exacte en dimension un, c’est-à-dire

tensoriser cette classe de fonctions. Cependant, l’ensemble des fonctions discrètes qui

sont un tel produit tensoriel est petit (il n’est pas dense dans V B(R2)
⋂

L1(R2)).

Il est possible d’identifier une classe de fonctions beaucoup plus grande, dense dans

V B(R2)
⋂

L1(R2), qui sont advectées de manière exacte. Les notations et les calculs

en sont plus compliqués, mais les résultats plus forts.

La classe de ces fonctions advectées de manière exacte est la classe des fonctions

discrètes dont chaque ligne et chaque colonne sont advectées de manière exacte en

dimension un, avec un même coefficient de combinaison convexe κx pour toutes

les lignes et κy pour toutes les colonnes. Le premier résultat (lemme 3) conclut à

l’existence de telles fonctions : il pourrait en effet y avoir une incompatibilité, comme

on le voit sur la figure 1.2.2. Les (( paliers )) y sont représentés par des mailles de

couleur.
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Quelle valeur de α peut-on mettre dans la maille centrale sur cette figure (pour

remplacer le point d’interrogation)? Doit-on choisir une combinaison convexe des

valeurs de gauche et droite, ou une combinaison convexe des valeurs du bas et du

haut? D’après le lemme 3, la combinaison convexe des valeurs horizontales avec un

coefficient κx est aussi combinaison convexe des valeurs verticales avec un coefficient

κy, il n’y a pas d’ambigüıté. C’est grâce à cette compatibilité que toute la suite en

dimension deux est possible.

Lemme 3

Soit une fonction discrète (αj,k)j,k∈ � qui vérifie

∃κx ∈ [0,1[ et ∃κy ∈ [0,1[ tels que ∀j,k ∈ Z,





α3j+1,3k+1 = α3j+1,3k = α3j,3k+1 = α3j,3k,

α3j+2,3k = κxα3j+1,3k + (1 − κx)α3j+3,3k

α3j+2,3k+1 = κxα3j+1,3k+1 + (1 − κx)α3j+3,3k+1

α3j,3k+2 = κyα3j,3k+1 + (1 − κy)α3j,3k+3

α3j+1,3k+2 = κyα3j+1,3k+1 + (1 − κy)α3j+1,3k+3

α3j+2,3k+2 = κyα3j+2,3k+1 + (1 − κy)α3j+2,3k+3

(1.31)

(on choisit arbitrairement une combinaison convexe verticale pour la maille centrale).
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Alors, elle vérifie





α3j+1,3k+1 = α3j+1,3k = α3j,3k+1 = α3j,3k,

α3j+2,k = κxα3j+1,k + (1 − κx)α3j+3,k

αj,3k+2 = κyαj,3k+1 + (1 − κy)αj,3k+3

∀j,k ∈ Z.
�

Ce résultat montre qu’il n’y a pas conflit pour les valeurs du type α3j+2,3k+2

entre combinaison convexe horizontale et combinaison convexe verticale : les deux

sont possibles simultanément.

Démonstration

La seule chose à montrer qui ne soit pas absolument triviale est que

α3j+2,3k+2 = κxα3j+1,3k+2 + (1 − κx)α3j+3,3k+2

car toutes les autres égalités sont dans la définition. La définition de la fonction

numérique nous donne

α3j+2,3k+2 = κyα3j+2,3k+1 + (1 − κy)α3j+2,3k+3

= κy(κxα3j+1,3k+1 + (1 − κx)α3j+3,3k+1)

+ (1 − κy)(κxα3j+1,3k+3 + (1 − κx)α3j+3,3k+3)

= κx(κyα3j+1,3k+1 + (1 − κy)α3j+1,3k+3)

+ (1 − κx)(κyα3j+3,3k+1 + (1 − κy)α3j+3,3k+3)

= κxα3j+1,3k+2 + (1 − κx)α3j+3,3k+2.

�

Toute la suite de cette section concerne l’extension à la dimension deux des

résultats de convergence uniforme en temps.

Définition 8 (Définition de la classe Ea,b(κx,κy))

Soit une fonction discrète (αj,k)j,k∈ � donnée.

Soient κx ∈ [0,1[ et κy ∈ [0,1[.

Soient a ∈ {0,1,2} et b ∈ {0,1,2} deux entiers. On dira que (αj,k)j,k∈ � ∈ Ea,b(κx,κy)

si et seulement si




α3j+1+a,3k+1+b = α3j+1+a,3k+b = α3j+a,3k+1+b = α3j+a,3k+b,

α3j+2+a,3k+b = κxα3j+1+a,3k+b + (1 − κx)α3j+3+a,3k+b

α3j+2+a,3k+1+b = κxα3j+1+a,3k+1+b + (1 − κx)α3j+3+a,3k+1+b

α3j+a,3k+2+b = κyα3j+a,3k+1+b + (1 − κy)α3j+a,3k+3+b

α3j+1+a,3k+2+b = κyα3j+1+a,3k+1+b + (1 − κy)α3j+1+a,3k+3+b

α3j+2+a,3k+2+b = κyα3j+2+a,3k+1+b + (1 − κy)α3j+2+a,3k+3+b.

(1.32)

�



1.2. Extension en dimension deux 51

Les équations (1.32) sont les équations (1.31) à un décalage horizontal de a

mailles et un décalage vertical de b mailles près.

Théorème 6

On considère le schéma en décomposition directionnelle où la phase horizontale et la

phase verticale sont résolues grâce au décentrage aval sous contraintes amont (1.19).

Supposons que les vitesses u et v sont positives : u > 0 et v > 0.

Supposons que ∃κn
x ∈ [0,1[ et ∃κn

y ∈ [0,1[, ∃an ∈ {0,1,2} et ∃bn ∈ {0,1,2} tels que

(αn
j,k)j,k∈ � ∈ Ean,bn(κn

x ,κn
y ).

Supposons vérifiées les conditions cfl uλx ≤ 1 et vλy ≤ 1.

Alors,

(αn+1
j,k )j,k∈ � ∈ Ean+1,bn+1(κn+1

x ,κn+1
y ).

Les valeurs de κn+1
x , κn+1

y , an+1 et bn+1 sont définies par :

– si κn
x + uλx ≤ 1, {

0 ≤ κn+1
x = κn

x + uλx ≤ 1,

an+1 = an ;

– si κn + uλx ≥ 1, {
0 ≤ κn+1

x = κn
x + uλx − 1 ≤ 1,

an+1 = (an + 1) mod 3 ;

– si κn
y + vλy ≤ 1, {

0 ≤ κn+1
y = κn

y + vλy ≤ 1,

bn+1 = bn ;

– si κn
y + vλy ≥ 1, {

0 ≤ κn+1
y = κn

y + vλy − 1 ≤ 1,

bn+1 = (bn + 1) mod 3 ;

De plus, les valeurs (( plateaux )) (valeurs communes à quatre mailles voisines) sont

conservées :

αn+1
3j+1+an+1,3k+1+bn+1

= αn+1
3j+1+an+1,3k+bn+1

= αn+1
3j+an+1,3k+1+bn+1

= αn+1
3j+an+1,3k+bn+1

= αn
3j+an,3k+bn . (1.33)

�
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La fonction mod désigne l’opérateur modulo.

Démonstration

On commence par effectuer la phase horizontale du calcul, celle qui donne (α
n+1/2
j,k )j,k∈ � .

Pour tout k fixé, la ligne (α
n+1/2
j,k )j∈ � est une fonction discrète de dimension un ad-

vectée de manière exacte, dont le coefficient de combinaison convexe κn
x ne dépend

pas de k. Le théorème 3 implique immédiatement que

– si κn
x + uλ ≤ 1,

(α
n+1/2
j,k )j,k∈ � ∈ Ean+1,b(κ

n+1
x ,κy)

avec 0 ≤ κn+1
x = κn

x + uλ ≤ 1, an+1 = an ;

– si κn
x + uλ ≥ 1,

(α
n+1/2
j,k )j,k∈ � ∈ Ean+1,b(κ

n+1
x ,κy)

avec 0 ≤ κn+1
x = κn

x + uλ − 1 ≤ 1, an+1 = (an + 1) mod 3.

Avant d’effectuer la phase verticale du calcul, on remarque que pour tout j fixé, la

colonne (α
n+1/2
j,k )k∈ � est une fonction discrète de dimension un advectée de manière

exacte, dont le coefficient de combinaison convexe κn
y ne dépend pas de j. Alors,

d’après le théorème 3,

– si κn
y + vλ ≤ 1,

(αn+1
j,k )j,k∈ � ∈ Ean+1,bn+1(κn+1

x ,κn+1
y )

avec 0 ≤ κn+1
y = κn

y + vλ ≤ 1, bn+1 = bn ;

– si κn
y + vλ ≥ 1,

(αn+1
j,k )j,k∈ � ∈ Ean+1,bn+1(κn+1

x ,κn+1
y )

avec 0 ≤ κn+1
y = κn

y + vλ − 1 ≤ 1, bn+1 = (bn + 1) mod 3.

Le théorème 6 est démontré.
�

Comme en dimension un, ce théorème a pour conséquence les deux théorèmes et

le corollaire suivants, dont nous ne ferons pas les démonstrations.

Théorème 7

Considérons le problème numérique d’advection (1.29), (1.30) où les flux sont décentrés

aval sous contraintes amont (formules (1.18) ou limiteur Ultrabee) dans la phase ho-

rizontale et dans la phase verticale.

Supposons que les vitesses u et v sont positives : u > 0 et v > 0.

Supposons que la donnée discrète initiale vérifie ∃κ0
x ∈ [0,1[ et ∃κ0

y ∈ [0,1[, ∃a0 ∈
{0,1,2} et ∃b0 ∈ {0,1,2} tels que

(α0
j,k)j,k∈ � ∈ Ea0,b0(κ

0
x,κ0

y).
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Soit une séquence de pas de temps (∆t0,∆t1,...,∆tn−1) vérifiant les conditions cfl

0 ≤ uλl
x = u∆tl/∆x ≤ 1 et 0 ≤ vλl

y = v∆tl/∆x ≤ 1 pour tout l ∈ (0,1,...,n − 1).

Posons 



zn
x = κ0

x +
∑n−1

l=0 uλl
x,

zn
y = κ0

y +
∑n−1

l=0 vλl
y,

κn
x = zn

x − E(zn
x ),

κn
y = zn

y − E(zn
y ).

Alors,

(α0
j,k)j,k∈ � ∈ Ean,bn(κn

x,κn
y ) ∀n ∈ N

avec an = (a0 + E(zn
x )) mod 3 et bn = (b0 + E(zn

y )) mod 3.

De plus, les plateaux sont conservés :

αn
3j+1+a0+E(zn

x ),3k+1+b0+E(zn
y )

= αn
3j+1+a0+E(zn

x ),3k+b0+E(zn
y )

= αn
3j+a0+E(zn

x ),3k+1+b0+E(zn
y )

= αn
3j+a0+E(zn

x ),3k+b0+E(zn
y )

= α0
3j+a0,3k+b0 . (1.34)

�

Nous sommes comme en dimension un en mesure de définir une solution discrète

en espace continue en temps. L’expression de cette solution (malgré la plus grande

complexité d’écriture) est le pendant exact de l’expression de la solution en dimen-

sion un.

Corollaire 2

Faisons les mêmes hypothèses qu’au théorème 7. Posons





zx(t) = κ0
x + ut/∆x ∀t ∈ R+,

zy(t) = κ0
y + vt/∆y ∀t ∈ R+,

κx(t) = zx(t) − E(zx(t)),

κy(t) = zy(t) − E(zy(t)),

a(t) = (a0 + E(zx(t))) mod 3,

b(t) = (b0 + E(zy(t))) mod 3.



54 Chapitre 1. Le cas de l’advection linéaire

Pour tout j ∈ Z et tout k ∈ Z, définissons αj,k(t) par





α3j+1+a(t),3k+1+b(t)(t) = α3j+1+a(t),3k+b(t)

= α3j+a(t),3k+1+b(t)(t) = α3j+a(t),3k+b(t)(t) = α0
3j+a0,3k+b0 ,

α3j+2+a(t),3k+b(t)(t) = κx(t)α3j+1+a(t),3k+b(t)(t)

+ (1 − κx(t))α3j+3+a(t),3k+b(t)(t),

α3j+2+a(t),3k+1+b(t)(t) = κx(t)α3j+1+a(t),3k+1+b(t)(t)

+ (1 − κx(t))α3j+3+a(t),3k+1+b(t)(t),

αj,3k+2+b(t)(t) = κy(t)αj,3k+1+b(t)(t)

+ (1 − κy(t))αj,3k+3+b(t)(t)

(1.35)

Alors, quelle que soit la séquence de pas de temps (∆t0,∆t1,...,∆tn−1) vérifiant

0 ≤ uλl
x = u∆tl/∆x ≤ 1 et 0 ≤ vλl

y = u∆tl/∆y ≤ 1 pour tout l ∈ (0,1,...,n − 1),

la solution numérique donnée par le schéma décentré aval sous contraintes amont

vérifie

αn
j,k = αj,k(

n−1∑

l=0

∆tl) ∀j,k ∈ Z.

�

Afin d’énoncer comme en dimension un une estimation de l’erreur uniforme en

temps, nous rappelons deux définitions déjà utilisées en dimension un (cf. [40]).

Définition 9

Soit f une fonction réelle de L1
loc(R

2). La variation totale de f est le nombre V T (f)

de R+ donné par

V T (f) = sup

{∫
� f(x)(∂xφ + ∂yφ)(x) dx;φ ∈ C1

0 (R2); ||φ||L∞(
�

2) ≤ 1

}
. (1.36)

�

Définition 10

L’espace V B(R2) est l’espace des fonctions de L1
loc(R

2) dont la variation totale est

bornée.

V B(R2) =
{
f ∈ L1

loc(R
2);V T (f) < +∞

}
.

�

Théorème 8

Considérons le problème d’advection (1.28) à vitesse constante avec u > 0 et v > 0

et sa version discrète (1.29), (1.30) où les flux sont décentrés aval sous contraintes

amont (formules (1.18) ou limiteur Ultrabee).

Supposons que la condition initiale α0(x,y) est telle que la condition initiale discrète

vérifie

(α0
j,k)j,k∈ � ∈ Ea0,b0(κ

0
x,κ0

y)
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pour κ0
x ∈ [0,1[, κ0

y ∈ [0,1[, a0 ∈ {0,1,2} et b0 ∈ {0,1,2}.
Supposons de plus que la condition initiale est intégrable et à variation bornée,

α0 ∈ V B(R2)
⋂

L1(R2).

Notons α(t,x,y) la solution exacte de l’équation d’advection à vitesse constante (1.28)

et (αj,k(t))j,k∈ � la solution numérique définie dans le corollaire 2.

Notons encore
∆x,∆y

α (t,x,y) =
∑

j∈ � αj,k(t)1l[xj−1/2,xj+1/2[(x)1l[yk−1/2,yk+1/2[(y) ; c’est

la fonction constante par maille définie par la solution discrète continue en temps

au temps t.

Alors, il existe deux réels Cx > 0 et Cy > 0 ne dépendant que de α0 tels que

||α(t,·) − ∆x,∆y
α (t,·)||L1(

�
2) ≤ Cx∆x + Cy∆y ∀t ∈ R.

�

1.2.3 Résultats numériques

Le domaine spatial est le carré [0,1]× [0,1] de R2, avec des conditions périodiques

en x et en y. Le vecteur vitesse choisi est le vecteur diagonal : u = 1, v = 1.

Les résultats présentés sur les figures 1.6, 1.12 pour une fonction indicatrice et

une masse de Dirac sont équivalents aux résultats obtenus en dimension un : stabilité,

convergence et absence de dissipation (maillage 50 × 50).

En revanche, le résultat obtenu pour une gaussienne initiale est moins bon (fi-

gure 1.10 obtenue avec un maillage 100 × 100), il est oscillant. En effet, le schéma

décentré aval sous contraintes amont en décomposition directionnelle n’est pas vtd.

Cependant, si l’on projette initialement la gaussienne sur la classe des fonctions

advectée de manière exacte Ea,b(κx,κy) (ici avec κx = κy = 0), on obtient le résultat

prévu par le théorème 7 d’advection exacte (figure 1.12, maillage 50 × 50).

Les résultats sont donc très encourageant. Pour les parfaire, il faudrait trouver

des conditions à ajouter pour que le schéma devienne vtd.
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Fig. 1.5 – Condition initiale (fonction in-

dicatrice).
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Fig. 1.6 – Résultat numérique après 5,3

tours.
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Fig. 1.7 – Condition initiale (masse de

Dirac).
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Fig. 1.8 – Résultat après 5,3 tours.
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Fig. 1.9 – Condition initiale (gaussienne).
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Fig. 1.10 – Résultat après 5 tours.
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Fig. 1.11 – Condition initiale (gaussienne

projetée).
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Fig. 1.12 – Résultat après 5 tours.

Petite conclusion (pour le chapitre 1)

Une analyse détaillée des conditions de convergence des schémas conservatifs

pour l’advection linéaire nous a conduits à trouver un intervalle explicite pour les

flux. l’intérieur de cet intervalle, c’est paradoxalement le flux le plus proche de la
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valeur aval qui parâıt avoir les propriétés les plus intéressantes (cf. les estimations

uniformes en temps de l’erreur d’approximation).

Un point étonnant est que le schéma décentré aval sous ces contraintes amont

se trouve être équivalent à un schéma déjà étudié : le limiteur Ultrabee. Le fait que

ces propriétés soient passées inaperçues est sans doute dû à la recherche exclusive

de limiteurs d’ordre supérieur à deux, considérés comme a priori plus précis que les

schémas d’ordre un (dans [91], Ultrabee est qualifié de (( pire des limiteurs envisa-

geables ))).

La présente formulation de ce schéma (décentrage aval sous contraintes amont)

nous parâıt plus exploitable que le limiteur (Ultrabee), la démarche étant construc-

tive et généralisable à des cas plus complexes.

Dans les deux prochains chapitres, nous généralisons cette idée à la résolution

des équations scalaires non linéaires (chapitre 2) puis des systèmes non linéaires

(chapitre 3).

Dans la partie III de ce travail, elle sera utilisée pour construire un schéma pour

l’hydrodynamique à plusieurs espèces.
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Chapitre 2

Le cas des équations non

linéaires

Dans ce chapitre, nous appliquons la méthode de construction de flux précédente

(décentrage aval sous contraintes amont pour l’équation d’advection linéaire) aux

équations non linéaires scalaires à flux strictement convexe. Ce chapitre sera illustré

par des résultats numériques sur l’équation de Burgers. Ce travail a été effectué

au Centre d’Été Mathématiques de Recherche Avancée en Calcul Scientifique 1999

(CEMRACS, Marseille).

La forme d’une équation non linéaire est la suivante.

∂tu + ∂xf(u) = 0 (2.1)

où f est une fonction scalaire de R dans R. Elle est accompagnée d’une condition

initiale

u(0,x) = u0(x). (2.2)

2.1 Rappels

Nous rappelons dans cette section les principaux résultats théoriques concernant

le problème (2.1), (2.2). Ces résultats se trouvent par exemple dans [40], [83], [53],

[58].

Les solutions de (2.1), (2.2) ne sont pas uniques et on définit la notion de (( so-

lution entropique )) pour obtenir un critère d’unicité.

Définition 11

On appelle entropie S de l’équation (2.1) et flux d’entropie associé G deux fonctions

de C1(R) telles que

– S est convexe ;
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– G vérifie

S′f ′ = G′.

�

Toute fonction convexe de classe C1(R) S est une entropie pour (2.1) : il suffit

de lui associer pour flux d’entropie une primitive de S ′f ′.

On remarque que si u(t,x) est une solution de classe C 1([0, + ∞] × R) de (2.1),

(2.2), elle vérifie

∂t(S(u)) + ∂x(G(u)) = S ′(u)∂tu + G′(u)∂xu

= S′(u)(∂tu + f ′(u)∂xu

= S′(u)(∂tu + ∂xf(u)) = 0.

Définition 12

Une solution faible de (2.1), (2.2) est dite entropique si elle vérifie l’inégalité faible

∂t(S(u)) + ∂x(G(u)) ≤ 0 (2.3)

pour tout couple entropie-flux d’entropie (S,G).
�

Cette inégalité faible signifie que pour toute fonction ϕ(t,x) ∈ C∞
0 ([0, + ∞] × R)

positive, ∫ ∞

0

∫
� (S(u(t,x))∂tϕ(t,x) + G(u(t,x))∂xϕ(t,x)) dx dt ≥ 0.

Nous pouvons énoncer le principal résultat d’existence et d’unicité d’une solution

entropique.

Théorème 9

Supposons que u0 ∈ V B(R)
⋂

L1(R)
⋂

L∞(R).

Supposons que f ∈ C1(R).

Alors, le problème (2.1), (2.2) possède une unique solution faible entropique

u(t,x). Elle vérifie

– u(·,t) ∈ L∞(R) et ||u(·,t)||L∞(
�

) ≤ ||u0(·)||L∞(
�

) pour presque tout t ;

– u(·,t) ∈ V B(R) et V T (u(·,t)) ≤ V T (u0(·)) pour tout t ≥ 0.
�

C’est un résultat dû à Kruzkov (cf. [53]).

Il est parfois difficile de savoir si une solution est ou non entropique : l’inégalité

entropique (2.3) doit être vérifiée pour toute entropie. Dans le cas d’une équation à

flux strictement convexe (f est strictement convexe), les solutions entropiques sont

caractérisées au moyen d’une seule inégalité entropique.
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Théorème 10

Soit u une solution faible de (2.1), (2.2) de classe C 1([0, + ∞[×R) par morceaux.

Supposons qu’il existe un couple entropie-flux d’entropie (S,G) tel que l’inégalité

entropique (2.3) soit vérifiée.

Alors, u est la solution entropique du problème (2.1), (2.2).
�

Dans toute la suite de ce chapitre, nous supposons que f est une fonction de

classe C2(R) et strictement convexe.

2.2 Étude algorithmique en dimension un

Concernant la discrétisation des équations scalaires non linéaires, nous nous

référons à [45] (pour l’analyse incrémentale et les propriétés vtd), [89] et [69] (limi-

teurs de flux), [47] (schémas d’ordre élevé, notion de nombre d’extrema de la solu-

tion), [85] and [86] (schéma essentiellement non oscillants), [23] and [24] (dimension

d’espace supérieure à un), [65] (convergence du schéma muscl) et [62] (conditions

d’entropie discrètes).

On se donne le même maillage que dans le cas linéaire et les notations sont les

mêmes que dans le chapitre 1.

La condition initiale discrète est donnée par

u0
j =

∫ xj+1/2

xj−1/2

u0(x)

∆x
dx (2.4)

(nous supposons que u0 ∈ V B(R)
⋂

L1(R)
⋂

L∞(R)).

L’équation (2.1) est discrétisée sous une forme volumes finis :

un+1
j = un

j − λ(fn
j+1/2 − fn

j−1/2) (2.5)

avec λ = ∆t/∆x. Pour simplifier, nous étudierons l’algorithme sur un seul pas de

temps. Cela permet de se passer des indices de temps n. Nous considérons donc le

schéma sur un pas de temps

ûj = uj − λ(fj+1/2 − fj−1/2) (2.6)

Les définitions que nous avons rappelées dans le chapitre 1 s’étendent au cas non

linéaire

Définition 13

On dit que le schéma (2.6) est explicite s’il existe un entier k et une fonction réelle

g à 2k variables réelles tels que

fj+1/2 = g(uj−k+1,uj−k+2,...,uj ,...,uj+k) ∀j ∈ Z. (2.7)

�
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Tous les schémas que nous considérons dans la suite sont explicites.

Définition 14

Un schéma de la forme (2.6) est dit consistant s’il est explicite et si la fonction g de

la définition 13 vérifie

g(u,u,...,u) = f(u). (2.8)

�

Définition 15

Le schéma (2.6) est dit stable L∞ s’il existe un réel C indépendant de n et de ∆t

tel que

max
j∈ �

|un
j | ≤ C ∀n ∈ N. (2.9)

�

Définition 16

La variation totale à l’étape en temps n de la solution discrète un
j est

V T n =
∑

j∈ �
|un

j+1 − un
j |. (2.10)

Le schéma (2.6) est à variation totale décroissante (vtd) si pour toute donnée

(un
j )j∈ � ,

∑
j∈ � |un+1

j+1 − un+1
j | ≤∑j∈ � |un

j+1 − un
j |.

�

Notons

∆t,∆x
u (t,x) =

∑

n∈ �

∑

j∈ �
un

j1l[xj−1/2,xj+1/2[(x)1l[n∆t,(n+1)∆t[(t). (2.11)

Définition 17

Un schéma de la forme (2.4), (2.6) avec λ fixé est dit convergent vers u(t,x) dans

L1(R) s’il existe une suite (∆xm)m∈ � telle que

– limm→∞ ∆xm = 0 ;

– limm→∞ ||∆tm,∆xm
u (t,·)− u(t,·)||L1(

�
) = 0 ∀t ∈ R+, ∆tm étant défini par ∆tm =

λ∆xm.
�

Nous avons un théorème équivalent au théorème 1 (cf. [40]).

Théorème 11

Supposons que u0 ∈ V B(R)
⋂

L1(R)
⋂

L∞(R).

On considère un schéma explicite de la forme (2.4), (2.6).

Supposons que ce schéma soit consistant, stable L∞ et vtd, et que ses flux fj+1/2

soient localement lipschitziens.

Alors, il est convergent dans L1(R) vers une solution faible de (2.1), (2.2).
�

Notons que le schéma n’est pas nécessairement convergent vers la solution entropique

de (2.1), (2.2). Il faudra pour cela ajouter une condition entropique discrète (cf.

théorème 12).
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2.2.1 Une première idée (näıve)

Nous faisons ici le même raisonnement que dans le cas linéaire : puisque la solu-

tion exacte est stable L∞ et à variation totale décroissante (cf. théorème 9), nous

imposons ces conditions de stabilité à la solution numérique.

Supposons que f ′(uj) > 0. Nous posons





mj−1/2 = min(uj−1,uj),

Mj−1/2 = max(uj−1,uj),

φj−1/2 = min(f(uj−1),f(uj)),

Φj−1/2 = max(f(uj−1),f(uj)).

Alors, comme dans le cas linéaire, une condition suffisante pour obtenir la stabilité

L∞ et la décroissance de la variation totale est que ∀j,

uj − Mj−1/2

λ
+ Φj−1/2 ≤ fj+1/2 ≤

uj − mj−1/2

λ
+ φj−1/2,

φj+1/2 ≤ fj+1/2 ≤ Φj+1/2.
(2.12)

Nous posons comme dans le cas linéaire





bj =
uj − Mj−1/2

λ
+ Φj−1/2,

Bj =
uj − mj−1/2

λ
+ φj−1/2.

La proposition suivante affirme que ces inégalités sont compatibles sous une condition

de type cfl.

Proposition 3

Supposons que f ′(uj) > 0uj) > 0.

Supposons vérifiée la condition λf ′(uj) ≤ 1 (condition de type cfl).

Alors,

f(uj) ∈ [φj+1/2,Φj+1/2]
⋂

[bj ,Bj ] qui n’est pas vide.

De plus, si les flux fj+1/2 sont choisis dans les intervalles ci-dessus, le schéma (2.6)

est stable L∞ et vtd.
�

Le schéma est donc convergent vers une solution faible du problème (2.2), (2.1) si

les flux sont lipschitziens.

Démonstration

Cette démonstration repose sur le même principe que dans le cas de l’advection

linéaire (théorème 2). Comme f(uj) ∈ [φj+1/2,Φj+1/2], il reste à montrer que f(uj) ∈
[bj ,Bj ]. Nous nous contentons de montrer que Bj ≥ f(uj). L’inégalité bj ≤ f(uj) se
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montre de la même manière. Il nous faut distinguer deux éventualités : uj ≤ uj−1 et

uj > uj−1.

– Si uj ≤ uj−1, on a mj−1/2 = uj. Donc Bj = φj−1/2. D’autre part, on a supposé

f ′(uj) > 0, et comme f est convexe, f est croissante sur tout l’intervalle

[uj ,uj−1]. Par suite, φj−1/2 = f(uj). L’inégalité Bj ≥ f(uj) est vraie car elle

se résume à f(uj) ≥ f(uj).

– Si uj > uj−1, on a mj−1/2 = uj−1. L’inégalité Bj ≥ f(uj) est équivalente à

λ
f(uj) − φj−1/2

uj − uj−1
≤ 1.

Soit φj−1/2 = f(uj) et cette l’inégalité est triviale (0 ≤ 1), soit φj−1/2 =

f(uj−1) et il faut montrer que

λ
f(uj) − f(uj−1)

uj − uj−1
≤ 1.

La convexité de f permet de conclure, car

λ
f(uj) − f(uj−1)

uj − uj−1
≤ λf ′(uj) ≤ 1

grâce à la condition cfl.

Il reste à montrer que si tous les flux vérifient (2.12), la solution numérique est stable

L∞ et vtd. Si tous les flux vérifient (2.12), on observe que

uj − Mj−1/2

λ
+ fj−1/2 ≤ fj+1/2 ≤

uj − mj−1/2

λ
+ fj−1/2,

ce qui donne

mj−1/2 ≤ uj − λ(fj+1/2 − fj−1/2) ≤ Mj−1/2,

soit

mj−1/2 ≤ ûj ≤ Mj−1/2.

Un résultat d’analyse incrémentale de Harten permet de conclure à la stabilité L∞

et à la décroissance de la variation totale (cf. démonstration du théorème 2).
�

La première idée que nous avons alors est de décentrer le flux vers l’aval sous

les contraintes de type amont (2.12). Observons le résultat numérique obtenu pour

l’équation de Burgers, f(u) = u2/2, avec des conditions de bord périodiques. Sur la

figure 2.1, nous avons représenté la condition initiale, la solution exacte entropique

(les conditions de périodicité impliquent l’apparition d’une onde de détente en x = 0

qui est ensuite propagée), et la solution numérique.
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solution entropique exacte
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Fig. 2.1 – Condition initiale, résultat et solution exacte à t = 0,2.

Nous constatons que la solution numérique est bien une solution faible du problème,

mais qu’elle n’est pas la solution entropique : un (( choc de détente )) a été calculé.

La stabilité L∞ et la décroissance de la variation totale ne sont pas des conditions

suffisantes pour la convergence vers la solution entropique. Il est nécessaire d’intro-

duire un nouveau critère afin de sélectionner une solution numérique qui converge

vers la solution entropique.

2.2.2 Convergence vers la solution entropique : quelques rappels

Afin de savoir si une solution numérique converge vers la solution entropique

lorsque le pas du maillage tend vers 0, on dispose du théorème 12. Il faut définir la

notion d’inégalité entropique discrète pour l’énoncer.

Définition 18

On dit que le schéma (2.6) est consistant avec l’inégalité entropique (2.3) s’il existe

une fonction réelle continue H de 2k variables réelles telle que

– H est consistante avec G :

H(u,u,...,u) = G(u) ; (2.13)

– H vérifie l’inégalité entropique discrète

S(ûj) − S(uj)

∆t
≤ H(uj−k+1,...,uj+k) − H(uj−k,...,uj+k−1)

∆x
. (2.14)

�

La fonction H est appelée flux d’entropie numérique.
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Les inégalités entropiques discrètes permettent de sélectionner la solution numérique

qui converge vers la solution exacte entropique (unique d’après le théorème 9),

comme en témoigne le théorème 12 (voir [40]).

Théorème 12

Supposons que u0 ∈ V B(R)
⋂

L1(R)
⋂

L∞(R).

On considère un schéma explicite de la forme (2.4), (2.6).

Supposons que ce schéma soit consistant, stable L∞ et vtd, et que ses flux fj+1/2

soient localement lipschitziens.

Supposons de plus que ce schéma soit consistant avec l’inégalité entropique (2.3)

pour tout couple entropie-flux d’entropie (S,G).

Alors, il est convergent dans L1(R) vers la solution faible entropique de (2.1),

(2.2).
�

Dans le cas d’une équation à flux strictement convexe, on a un résultat plus fort.

Théorème 13

Supposons que u0 ∈ V B(R)
⋂

L1(R)
⋂

L∞(R).

On considère un schéma explicite de la forme (2.4), (2.6) pour un flux f strictement

convexe.

Supposons que ce schéma soit consistant, stable L∞ et vtd, et que ses flux fj+1/2

soient localement lipschitziens.

Supposons de plus que ce schéma soit consistant avec l’inégalité (2.3) pour un couple

entropie-flux d’entropie (S,G).

Alors, il est convergent dans L1(R) vers la solution faible entropique de (2.1),

(2.2).
�

Ce résultat est au théorème 12 ce que le théorème 10 est au théorème 9. Tant sur

le plan numérique que sur le plan continu, une seule condition entropique suffit à

sélectionner la solution entropique lorsque le flux f est strictement convexe.

Nous utiliserons dans la suite un résultat plus explicite (cf. [22]). Pour l’énoncer,

nous définissons de nouvelles quantités.
{

̂uj+1/2,G = uj − 2λ(fj+1/2 − f(uj))

̂uj+1/2,D = uj+1 − 2λ(f(uj+1) − fj+1/2).
(2.15)

Ces nombres sont des valeurs de u dans les demi-mailles à gauche ( ̂uj+1/2,G) et à

droite ( ̂uj+1/2,D) de xj+1/2. Ils vérifient pour tout j ∈ Z

ûj =
̂uj+1/2,G + ̂uj−1/2,D

2
. (2.16)

Ils sont à l’origine de nombreuses estimations entropiques dans [23], [24]...
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Lemme 4

On considère les notations (2.15). Supposons que le schéma (2.6) est explicite, consis-

tant et que ses flux sont des fonctions continues de leurs arguments.

Supposons de plus que

S( ̂uj+1/2,G) + S( ̂uj+1/2,D)

2
− S(uj) + S(uj+1)

2
≤ −λ(G(uj+1) − G(uj)). (2.17)

Alors, il est consistant avec l’inégalité entropique (2.3) (au sens de la définition 18).
�

Ce lemme donne une condition locale pour la convergence entropique globale, une

condition ne faisant intervenir que le flux à droite de la maille courante j.

Démonstration

La démonstration consiste à trouver un flux d’entropie numérique continu et consis-

tant avec G (équation (2.13)) et qui vérifie l’inégalité entropique discrète (2.14).

L’inégalité (2.17) se réécrit

S( ̂uj+1/2,G) + S( ̂uj−1/2,D)

2
−S(uj)+

S(uj) − S( ̂uj−1/2,D) − S(uj+1) + S( ̂uj+1/2,D)

2

≤ −λ(G(uj+1) − G(uj)),

soit

S( ̂uj+1/2,G) + S( ̂uj−1/2,D)

2
− S(uj)

≤ −λ(G(uj+1) −
S(uj+1) − S( ̂uj+1/2,D)

2λ
− (G(uj) −

S(uj) − S( ̂uj−1/2,D)

2λ
)).

Or, S étant une fonction convexe, on a

S( ̂uj+1/2,G) + S( ̂uj−1/2,D)

2
≥ S(

̂uj+1/2,G + ̂uj−1/2,D

2
) = S(ûj).

Posons pour tout j ∈ Z

Gj+1/2 = G(uj+1) −
S(uj+1) − S( ̂uj+1/2,D)

2λ
. (2.18)

On a

S(ûj) − S(uj) ≤ −λ(Gj+1/2 − Gj−1/2),

soit
S(ûj) − S(uj)

∆t
≤ −

Gj+1/2 − Gj−1/2

∆x
.

Si les flux fj+1/2 sont explicites, continus et consistants, il existe un entier k et une

fonction H tels que

Gj+1/2 = H(uj−k+1,...,uj+k)

et H est continue et consistante (équation (2.13)) : H et k sont donnés par l’équation (2.18).

Ceci termine la démonstration.
�
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2.2.3 Décentrage aval et conditions entropiques

Afin de calculer la bonne solution, nous devons imposer de nouvelles conditions

sur les flux, de sorte que le schéma vérifie une inégalité entropique discrète (2.14).

Nous voulons que ces conditions soient de type inégalité pour pouvoir utiliser ensuite

la même méthode de décentrage aval. Il faudra aussi bien sûr que les nouvelles

inégalités soient compatibles avec les autres. Il est même souhaitable que le flux

décentré amont soit dans le nouvel intervalle admissible, car ce flux est connu pour

être entropique (lorsque f ′(uj) 6= 0). Le théorème 14 donne une condition suffisante

de type inégalité pour la convergence vers la solution entropique.

Posons 



smj+1/2 = min
[mj+1/2,Mj+1/2]

(S′′(u)),

vmj+1/2 = min
[mj+1/2,Mj+1/2]

(f ′(u)),

sMj+1/2 = max
[mj+1/2,Mj+1/2]

(S′′(u)),

vMj+1/2 = max
[mj+1/2,Mj+1/2]

(f ′(u)),

(2.19)

puis





aj+1/2 = 2λsM j+1/2,

cj+1/2 = S′(uj+1) − S′(uj) − 2λsMj+1/2(f(uj+1) + f(uj)),

dj+1/2 = G(uj+1) − f(uj+1)S
′(uj+1) − (G(uj) − f(uj)S

′(uj))

+ λsMj+1/2(f(uj+1)
2 + f(uj)

2),

rj+1/2 =
−cj+1/2 −

√
c2
j+1/2 − 4aj+1/2dj+1/2

2aj+1/2
,

Rj+1/2 =
−cj+1/2 +

√
c2
j+1/2 − 4aj+1/2dj+1/2

2aj+1/2
.

(2.20)

Lemme 5

On considère les notations (2.19) et (2.20).

Supposons que f ′(uj) > 0 et f ′(uj+1) > 0.

Supposons vérifiée la condition cfl

λ ≤ 2√
5vMj+1/2

sm
2
j+1/2

sM
2
j+1/2

.

Alors,

c2
j+1/2 − 4aj+1/2dj+1/2 ≥ 0.

Cela implique que rj+1/2 et Rj+1/2 sont réels.
�
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Démonstration

Nous cherchons une condition sur λ pour que le discriminant c2
j+1/2 − 4aj+1/2dj+1/2

soit positif. Pour cela, on commence par donner une expression plus simple de ce

discriminant. Pour simplifier les notations, nous notons pour tout j




fj = f(uj),

S′
j = s′(uj),

Gj = g(uj).

Le discriminant s’écrit alors

c2
j+1/2 − 4aj+1/2dj+1/2 = (S′

j+1 − S′
j − 2λsM j+1/2(fj+1 + fj))

2

− 8λsMj+1/2(Gj+1 − Gj − (fj+1S
′
j+1 − fjS

′
j)

+ λsMj+1/2(f
2
j+1 + f2

j )).

On commence par développer.

c2
j+1/2 − 4aj+1/2dj+1/2 = (S′

j+1 − S′
j)

2 + 4λ2sM
2
j+1/2(fj+1 + fj)

2

− 4λsMj+1/2(S
′
j+1 − S′

j)(fj+1 + fj)

− 8λsMj+1/2(Gj+1 − Gj − (fj+1S
′
j+1 − fjS

′
j))

− 8λ2sM
2
j+1/2(f

2
j+1 + f2

j ).

Puis on regroupe les termes qui nous permettrons de faire des développements li-

mités.

c2
j+1/2 − 4aj+1/2dj+1/2 = (S′

j+1 − S′
j)

2 + 4λ2sM
2
j+1/2(fj+1 + fj)

2

+ 4λsMj+1/2(S
′
j+1 − S′

j)(fj+1 − fj)

− 8λsMj+1/2(Gj+1 − Gj − (fj+1 − fj)S
′
j)

− 8λ2sM
2
j+1/2(f

2
j+1 + f2

j )

= (S′
j+1 − S′

j)
2 + 4λsMj+1/2(S

′
j+1 − S′

j)(fj+1 − fj)

− 4λ2sM
2
j+1/2(fj+1 + fj)

2 + 16λ2sM
2
j+1/2fj+1fj

− 8λsMj+1/2(Gj+1 − Gj − (fj+1 − fj)S
′
j).

Enfin,

c2
j+1/2 − 4aj+1/2dj+1/2 = (S′

j+1 − S′
j)

2 − 4λ2sM
2
j+1/2(fj+1 − fj)

2

+ 4λsMj+1/2(S
′
j+1 − S′

j)(fj+1 − fj)

− 8λsMj+1/2(Gj+1 − Gj − (fj+1 − fj)S
′
j).

(2.21)

On peut exploiter cette formulation en faisant des développements limités avec reste

intégral.

c2
j+1/2 − 4aj+1/2dj+1/2 = (

∫ uj+1

uj

S′′(x) dx)2 − 4λ2sM
2
j+1/2(

∫ uj+1

uj

f ′(x) dx)2

+ 4λsMj+1/2

∫ uj+1

uj

S′′(x) dx

∫ uj+1

uj

f ′(x) dx

− 8λsMj+1/2

∫ uj+1

uj

(G′(x) − f ′(x)S′
j) dx.
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En utilisant le fait que G′(x) = f ′(x)S′(x), on écrit G′(x)− f ′(x)S′
j = f ′(x)(S′(x)−

S′
j), et un nouveau développement limité avec reste intégral donne

c2
j+1/2 − 4aj+1/2dj+1/2 = (

∫ uj+1

uj

S′′(x) dx)2 − 4λ2sM
2
j+1/2(

∫ uj+1

uj

f ′(x) dx)2

+ 4λsMj+1/2

∫ uj+1

uj

S′′(x) dx

∫ uj+1

uj

f ′(x) dx

− 8λsMj+1/2

∫ uj+1

uj

f ′(x)

∫ x

uj

S′′(y) dy dx.

Nous utilisons maintenant les hypothèses f ′(uj) > 0 et f ′(uj+1) > 0. La fonction f

étant convexe, f ′(x) est compris entre f ′
j et f ′

j+1 pour tout x compris entre uj et

uj+1. Donc, f ′(x) > 0 dans les intégrales ci-dessus. Et comme S est convexe aussi,

S′′(x) > 0. Donc, avec la définition de sMj+1/2 donnée en (2.19),
∫ uj+1

uj

f ′(x)

∫ x

uj

S′′(y) dy dx <

∫ uj+1

uj

f ′(x)(

∫ x

uj

sMj+1/2 dy) dx,

quelles que soient les valeurs relatives de uj et uj+1 (uj+1/2 > uj ou uj+1/2 ≤ uj).

D’où

c2
j+1/2 − 4aj+1/2dj+1/2 > (

∫ uj+1

uj

S′′(x) dx)2 − 4λ2sM
2
j+1/2(

∫ uj+1

uj

f ′(x) dx)2

− 4λsMj+1/2

∫ uj+1

uj

f ′(x)(

∫ x

uj

sMj+1/2 dy) dx.

On fait à nouveau des minorations du discriminant en remplaçant les termes f ′ et S′′

par leur valeurs minimales ou maximales dans l’intervalle [mj+1/2,Mj+1/2] définies

en (2.19).

c2
j+1/2 − 4aj+1/2dj+1/2 > (uj+1 − uj)

2(sm
2
j+1/2 − 4λ2sM

2
j+1/2vM

2
j+1/2)

− 4λsMj+1/2
(uj+1 − uj)

2

2
sMj+1/2vMj+1/2.

Nous avons démontré que

c2
j+1/2 − 4aj+1/2dj+1/2 > (uj+1 − uj)

2(sm
2
j+1/2 − 4λ2sM

2
j+1/2vM

2
j+1/2

− 2λsM
2
j+1/2vMj+1/2).

Il suffit de trouver une condition sous laquelle le terme de droite de l’inégalité ci-

dessus est positif pour avoir une condition suffisante de positivité du discriminant.

Il suffit donc de trouver une condition qui assure la positivité du terme

sm
2
j+1/2 − 4λ2sM

2
j+1/2vM

2
j+1/2 − 2λsM

2
j+1/2vM j+1/2. (2.22)

Ce terme est une expression polynomiale du second degré en λ dont le coefficient de

degré deux est négatif. Il est positif lorsque λ est compris entre ses deux racines. Le

discriminant de ce polynôme est

∆ = 4sM
4
j+1/2vM

2
j+1/2 + 16sM

2
j+1/2vM

2
j+1/2sm

2
j+1/2.
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Ce discriminant est positif et sa racine carrée est supérieure à la valeur absolue du

coefficient de degré un. Le polynôme possède donc une racine positive et une racine

négative. Seule la racine positive nous intéresse car nous savons que λ > 0. Cette

racine, notée λ+, vaut

λ+ =
2sM

2
j+1/2vMj+1/2 − 2

√
sM

4
j+1/2vM

2
j+1/2 + 4sM

2
j+1/2vM

2
j+1/2sm

2
j+1/2

−8sM
2
j+1/2vM

2
j+1/2

ou peut encore s’écrire

λ+ =
1

4vMj+1/2
(−1 +

√√√√1 +
4sm

2
j+1/2

sM
2
j+1/2

).

Nous cherchons à minorer λ+. Posons temporairement

x =
4sm

2
j+1/2

sM
2
j+1/2

.

Ce nombre est positif et un développement limité de la fonction
√

1 + · nous assure

qu’il existe un nombre x̃ ∈ [0,x] tel que

√
1 + x = 1 +

x

2
√

1 + x̃
.

De plus, comme x ≤ 4, on a x̃ ≤ 4 et

√
1 + x ≥ 1 +

x

2
√

5
.

En remplaçant x par son expression, on trouve une majoration de la racine positive

λ+ :

λ+ ≥ 1

vMj+1/2

2sm
2
j+1/2√

5sM
2
j+1/2

.

Pour conclure, nous rappelons que si 0 ≤ λ ≤ λ+, l’expression (2.22) est positive et

c2
j+1/2 − 4aj+1/2dj+1/2 est positif aussi. Donc une condition suffisante de positivité

de ce dernier est

λ ≤ 2√
5vMj+1/2

sm
2
j+1/2

sM
2
j+1/2

.

C’est la condition cfl du lemme.
�

Théorème 14

On considère un schéma du type (2.4), (2.6) et les notations (2.19) et (2.20).

Supposons que f ′(uj) > 0 et f ′(uj+1) > 0. Supposons vérifiée la condition cfl

λ ≤ 1

vMj+1/2
min (

2√
5

sm
2
j+1/2

sM
2
j+1/2

,
1

2

vmj+1/2smj+1/2

vMj+1/2sMj+1/2
).
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Alors,

f(uj) ∈ [φj+1/2,Φj+1/2]
⋂

[bj ,Bj]
⋂

[rj+1/2,Rj+1/2] qui n’est pas vide.

De plus, si le flux fj+1/2 est choisi dans cet intervalle, la solution numérique donnée

par le schéma (2.6) vérifie dans la maille j une inégalité entropique discrète du

type (2.14) avec une fonction H consistante avec G. Si quel que soit j le flux fj+1/2

est choisi dans cet intervalle (la condition cfl étant vérifiée pour tout j), le schéma

est stable L∞, vtd, et consistant avec l’inégalité entropique (2.3).
�

La démonstration utilise le lemme 4

Démonstration

La condition cfl proposée ici étant plus stricte que celle de la proposition 3, nous

savons grâce à cette proposition que f(uj) ∈ [φj+1/2,Φj+1/2]
⋂

[bj,Bj ]. D’autre part,

la condition cfl est aussi plus forte que celle du lemme 5, donc les nombres rj+1/2

et Rj+1/2 sont réels. Il faut démontrer que f(uj) ∈ [rj+1/2,Rj+1/2]. Une fois de plus,

nous montrons que Rj+1/2 ≥ f(uj) et l’autre inégalité peut se montrer de façon

identique.

Comme pour le lemme 5, nous cherchons une condition suffisante exprimée sur le

nombre de Courant λ pour que Rj+1/2 ≥ f(uj). Ceci revient à chercher une condition

pour que √
c2
j+1/2 − 4aj+1/2dj+1/2 ≥ 2aj+1/2fj + cj+1/2,

soit

√
c2
j+1/2 − 4aj+1/2dj+1/2 ≥ 4λsMj+1/2fj + S′

j+1 − S′
j − 2λsMj+1/2(fj+1 + fj)

ou encore

√
c2
j+1/2 − 4aj+1/2dj+1/2 ≥ S′

j+1 − S′
j − 2λsMj+1/2(fj+1 − fj). (2.23)

On commence par montrer que le terme de droite est du même signe que (uj+1−uj)

sous la condition cfl du théorème. Un développement limité donne

S′
j+1 − S′

j − 2λsMj+1/2(fj+1 − fj) =

∫ uj+1

uj

S′′(x) dx − 2λsMj+1/2

∫ uj+1

uj

f ′(x) dx.

Donc

– soit (uj+1 − uj) > 0 et

S′
j+1−S′

j−2λsMj+1/2(fj+1−fj) > (uj+1−uj)(smj+1/2−2λsMj+1/2vMj+1/2) ;

– soit (uj+1 − uj) ≤ 0 et

S′
j+1−S′

j −2λsMj+1/2(fj+1−fj) ≤ (uj+1−uj)(smj+1/2−2λsMj+1/2vMj+1/2).
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Il faut étudier le signe de (smj+1/2−2λsMj+1/2vMj+1/2). La condition cfl implique

λ ≤ 1

2

vmj+1/2smj+1/2

vMj+1/2sMj+1/2
≤ 1

2vMj+1/2

smj+1/2

sMj+1/2
.

Ainsi

λ ≤ 1

2vM j+1/2

smj+1/2

sMj+1/2
,

et ceci est équivalent à

(smj+1/2 − 2λsMj+1/2vMj+1/2) ≥ 0.

Par suite, le terme de droite dans (2.23) est du signe de (uj+1 − uj). On remarque

alors que l’inéquation (2.23) est vérifiée sans condition sur λ si (uj+1−uj) ≤ 0. Nous

n’avons donc plus qu’à envisager le cas (uj+1 − uj) > 0. Dans ce cas, le terme de

droite de (2.23) est positif et l’inéquation est équivalente à

c2
j+1/2 − 4aj+1/2dj+1/2 ≥ (S′

j+1 − S′
j − 2λsM j+1/2(fj+1 − fj))

2.

On utilise l’expression (2.21) du terme de gauche trouvée au cours de la démonstration

du lemme 5 et on obtient

(S′
j+1 − S′

j)
2 − 4λ2sM

2
j+1/2(fj+1 − fj)

2

+4λsMj+1/2(S
′
j+1 − S′

j)(fj+1 − fj)

−8λsMj+1/2(Gj+1 − Gj − (fj+1 − fj)S
′
j) ≥ (S′

j+1 − S′
j)

2

+ 4λ2sM
2
j+1/2(fj+1 − fj)

2

− 4λsMj+1/2(fj+1 − fj)(S
′
j+1 − S′

j).

Ceci est équivalent à

−8λ2sM
2
j+1/2(fj+1 − fj)

2

+8λsMj+1/2(fj+1 − fj)(S
′
j+1 − S′

j)

−8λsMj+1/2(Gj+1 − Gj − (fj+1 − fj)S
′
j) ≥ 0,

ou

−λsMj+1/2(fj+1 − fj)
2 + (fj+1 − fj)S

′
j+1 − (Gj+1 − Gj) ≥ 0

(nous sommes à la recherche d’une condition sur λ pour que cette inégalité soit

vérifiée). Comme dans la démonstration du lemme 5, des développements limités

donnent des inéquations équivalentes :

− λsMj+1/2(

∫ uj+1

uj

f ′(x) dx)2

+

∫ uj+1

uj

f ′(x)S′
j+1 dx −

∫ uj+1

uj

f ′(x)S′(x) dx ≥ 0,
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−λsMj+1/2(

∫ uj+1

uj

f ′(x) dx)2 +

∫ uj+1

uj

f ′(x)(

∫ uj+1

x
S′′(y) dy) dx ≥ 0.

Pour vérifier cette inégalité, il est suffisant de vérifier

−(uj+1 − uj)
2λsMj+1/2vM

2
j+1/2 +

∫ uj+1

uj

f ′(x)(uj+1 − x)smj+1/2 dx ≥ 0

(puisque nous n’envisageons plus que le cas uj+1 > uj). Il suffit que λ soit tel que

−(uj+1 − uj)
2λsMj+1/2vM

2
j+1/2 +

(uj+1 − uj)
2

2
vmj+1/2smj+1/2 ≥ 0,

soit enfin

λsMj+1/2vM
2
j+1/2 +

1

2
vmj+1/2smj+1/2 ≥ 0.

Cela donne naturellement la condition de type cfl

λ ≤ 1

2vMj+1/2

vmj+1/2smj+1/2

vMj+1/2sMj+1/2
.

C’est la condition annoncée dans le théorème. Il faudrait encore montrer que sous

cette condition rj+1/2 ≤ f(uj) mais nous ne le faisons pas car le raisonnement est

absolument identique.

Il nous faut maintenant montrer que le schéma vérifie l’inégalité entropique (2.14)

dans la maille j pour une fonction H consistante avec G. Pour cela, nous mon-

trons que la solution numérique vérifie l’inégalité (2.17) (suffisante) du lemme 4.

Considérons le polynôme du second degré en la variable x : P (x) = aj+1/2x
2 +

cj+1/2x + dj+1/2. Nous avons pour l’instant montré que sous les condition cfl du

théorème, ce polynôme avait deux racines réelles rj+1/2 et Rj+1/2 et que rj+1/2 ≤
f(uj) ≤ Rj+1/2 (cf. lemme 5). Le coefficient de degré deux de ce polynôme, aj+1/2,

est positif. Donc P (x) est négatif entre rj+1/2 et Rj+1/2. Soit fj+1/2 ∈ [rj+1/2,Rj+1/2]

fixé. Ce nombre vérifie P (fj+1/2) ≤ 0. Cela s’écrit

f2
j+1/22λsmj+1/2

+fj+1/2(S
′
j+1 − S′

j − 2λsMj+1/2(fj+1 + fj))

+Gj+1 − fj+1S
′
j+1 − (Gj − fjS

′
j)

+λsMj+1/2(fj+1
2 + fj

2) ≤ 0.

De manière équivalente,

−(fj+1/2 − fj)S
′
j − (fj+1 − fj+1/2)S

′
j+1

+λ(fj+1/2 − fj)
2sMj+1/2 + λ(fj+1 − fj+1/2)

2sMj+1/2 ≤ −(Gj+1 − Gj).

En multipliant tout par λ > 0, on réécrit ceci

−2λ(fj+1/2 − fj)S
′
j + 2λ2(fj+1/2 − fj)

2sMj+1/2

2

+
−2λ(fj+1 − fj+1/2)S

′
j+1 + 2λ2(fj+1 − fj+1/2)

2sMj+1/2

2
≤ −λ(Gj+1 − Gj).
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La convexité de S implique pour tout couple réel (a,b)

S(b) ≤ S(a) + (b − a)S ′(a) +
(b − a)2

2
max
[a;b]

(S′′),

d’où 



−2λ(fj+1/2 − fj)S
′
j + 2λ2(fj+1/2 − fj)

2sMj+1/2

≥ S(uj − 2λ(fj+1/2 − fj)) − S(uj)

−2λ(fj+1 − fj+1/2)S
′
j+1 + 2λ2(fj+1 − fj+1/2)

2sMj+1/2

≥ S(uj+1 − 2λ(fj+1 − fj+1/2)) − S(uj+1).

Donc, fj+1/2 vérifie l’inégalité

S(uj − 2λ(fj+1/2 − fj)) − S(uj)

2
+

S(uj+1 − sλ(fj+1 − fj+1/2)) − S(uj+1)

2
≤ −λ(Gj+1 − Gj).

On obtient en remplaçant uj−2λ(fj+1/2−fj) par ̂uj+1/2,G et uj+1−2λ(fj+1−fj+1/2)

par ̂uj+1/2,D

S( ̂uj+1/2,G) + S( ̂uj+1/2,D)

2
− S(uj) + S(uj+1)

2
≤ −λ(G(uj+1) − G(uj))

qui est l’inégalité entropique (2.17) du lemme 4. Ce lemme permet donc de conclure.
�

Le théorème 14 est constructif car il propose un intervalle explicite non vide

pour le flux qui garantit la convergence de la solution numérique vers la solution

entropique lorsque les pas de discrétisation tendent vers 0 (voir corollaire 3).

Remarque 2.2.1

Lorsque f ′(uj) < 0 et f ′(uj+1) < 0, on peut obtenir un résultat équivalent. Les

conditions entropiques pour les flux sont trouvées lorsque f ′ a le même signe de part

et d’autre du bord de maille, c’est-à-dire loin des points soniques. Pour être complet,

il faudrait calculer les flux au voisinage des points soniques. Nous ne ferons pas ce

travail.
�

Corollaire 3

Supposons que u0 ∈ V B(R)
⋂

L1(R)
⋂

L∞(R).

On considère un schéma explicite de la forme (2.4), (2.6).

Supposons que les flux fj+1/2 soient localement lipschitziens de leurs arguments.

On considère les notations (2.19) et (2.20).

Supposons que f ′(uj) > 0 ∀j ∈ Z.

Supposons vérifiée la condition cfl

λ ≤ min
j∈ �

(
1

2vM j+1/2
(min (

1√
5

sm
2
j+1/2

sM
2
j+1/2

,
vmj+1/2smj+1/2

vMj+1/2sMj+1/2
))

)
.
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Supposons que

fj+1/2 ∈ [φj+1/2,Φj+1/2]
⋂

[bj ,Bj]
⋂

[rj+1/2,Rj+1/2] ∀j ∈ Z

(cet intervalle contient f(uj)).

Alors, le schéma est convergent vers la solution faible entropique de (2.1), (2.2).
�

Ce corollaire est une conséquence directe des théorèmes 13 et 14.

Le schéma numérique que nous proposons ici est le schéma décentré aval sous les

contraintes de convergence entropique du corollaire 3, c’est-à-dire que les flux fj+1/2

sont choisis le plus proche possible des valeurs dans les mailles aval, toujours dans

l’intervalle [φj+1/2,Φj+1/2]
⋂

[bj ,Bj ]
⋂

[rj+1/2,Rj+1/2]. On peut consulter l’annexe B

pour une formulation complète de l’algorithme de décentrage aval sous contraintes

amont, dans sa version débrayée ou non 1.

2.3 Résultats numériques

Ce que nous avons fait ci-dessus est valable pour toute équation scalaire à flux

strictement convexe. Nous montrons des résultats numériques pour l’équation de

Burgers, qui est l’archétype des équations non linéaires à flux strictement convexes.

L’équation de Burgers s’écrit (t ∈ R, x ∈ R)

∂tu + ∂x
u2

2
= 0. (2.24)

Un couple entropie-flux d’entropie possible est (u2/2,u3/3). Nous présentons

deux résultats, l’un en temps court et l’autre en temps long (avec des conditions

périodiques sur les bords, comme dans le cas de l’advection). La condition initiale

choisie est la même que pour la figure 2.1. Nous comparons les résultats donnés

par le schéma décentré amont (schéma de Roe) et le schéma décentré aval sous les

contraintes de convergence vers la solution entropique du théorème 14.

1. Pour la version (( débrayée )), voir ci-après.
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1

1.2

1.4

1.6

1.8

2

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

décentrage amont
   décentrage aval

Fig. 2.2 – Solutions numériques à t = 0,2.

Nous constatons que le décentrage aval sous contraintes est moins dissipatif que le

décentrage amont (particulièrement au voisinage du choc), tout en restant entropique

(la détente est bien calculée).

En temps long (figure 2.3), comme la (( tête )) de la détente avance plus vite que

le choc, l’amplitude de la solution diminue avec le temps et la diffusion numérique

due au décentrage amont se fait encore plus sentir.
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0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

décentrage amont
décentrage aval

Fig. 2.3 – Solutions numériques à t = 4,7.

Le choc est bien perceptible avec le décentrage aval, mais nous ne retrouvons

pas l’exactitude qui caractérise le schéma décentré aval sous contraintes amont pour

l’advection linéaire. Cependant, on peut apporter une grande amélioration en remar-

quant que les conditions entropiques ne sont pas nécessaires lorsque la solution est

décroissante, car les endroits où la solution est décroissante sont générateurs de chocs

pour les équations scalaires à flux convexe. Or, il y a unicité de la solution faible

pour un choc. On peut donc (( débrayer )) l’algorithme dans les zones décroissantes
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(uj ≥ uj+1) en éliminant les conditions entropiques, et en ne gardant que les

conditions de stabilité (stabilité L∞ et décroissance de la variation totale). Cela

se traduit par le choix du flux fj+1/2 le plus proche de f(uj+1) et dans l’intervalle

[φj+1/2,Φj+1/2]
⋂

[bj ,Bj ] au lieu de l’intervalle [φj+1/2,Φj+1/2]
⋂

[bj,Bj ]
⋂

[rj+1/2,Rj+1/2].

Nous ne justifierons pas ceci rigoureusement. Nous indiquons seulement que LeFloch

et Liu utilisent ce type de débrayage et démontrent sa validité ([62]). Les résultats

du schéma débrayé sont à nouveau optimaux pour le choc (figure 2.4).
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1.45

1.5
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1.6
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0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

décentrage amont
décentrage aval

Fig. 2.4 – Solutions numériques à t = 4,7.
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Chapitre 3

Un exemple de système non

linéaire : les équations d’Euler

L’écriture d’algorithmes non dissipatifs de résolution numérique des équations

scalaires (advection linéaire au chapitre 1 et équations scalaires à flux strictement

convexe au chapitre 2) a été basée sur la connaissance d’estimations a priori sur les

solutions exactes : stabilité L∞, décroissance de la variation totale, décroissance de

l’entropie mathématique. Pour les systèmes non linéaires, les estimations a priori

connues sont moins évidentes. La stabilité L∞ et la décroissance de la variation

totale de chaque composante ne sont pas la règle générale.

Dans certains systèmes non linéaires (la dynamique des gaz compressibles par

exemple), il existe des champs (( linéairement dégénérés )) (cf. [41]). Ce comportement

linéaire est associé entre autres à une stabilité L∞ et à une stabilité de la variation

totale, en un sens qui sera précisé. L’idée qui est à la base de ce chapitre sur les

équations d’Euler est que l’on peut décomposer la solution en une partie non linéaire

(associée aux champs vraiment non linéaires) et une partie linéaire (associée aux

champs linéairement dégénérés). Cette décomposition est effectuée dans la résolution

numérique par une décomposition d’opérateur. La partie non linéaire est résolue de

manière classique (dissipative et entropique), tandis que la partie linéaire est résolue

à la manière de l’équation d’advection linéaire dans le chapitre 1, c’est-à-dire en

décentrage aval sous contraintes amont.
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3.1 Le système des équations d’Euler

En dimension un (t ∈ R+, x ∈ R), la densité ρ(t,x), la vitesse u(t,x) et l’énergie

totale spécifique e(t,x) d’un fluide eulérien vérifient les équations de conservation




∂tρ + ∂x(ρu) = 0,

∂t(ρu) + ∂x(ρu2 + p) = 0,

∂t(ρe) + ∂x(ρue + pu) = 0.

(3.1)

Dans ce système, p est la pression du fluide et est donnée par la loi d’état de ce

fluide. Nous considérerons un fluide parfait, dont la loi est donnée par

p = (γ − 1)ρ(e − u2/2)

avec γ > 1.

Ce système est un système hyperbolique et ses valeurs propres sont u − c, u,

u+c, c étant la vitesse du son donnée par c =
√

γp/ρ (cf. [41], [64] par exemple). La

partie linéairement dégénérée est une 2-onde, qui se propage à la vitesse u (deuxième

valeur propre). C’est une discontinuité de contact.

3.2 Algorithme en dimension un

Afin d’obtenir un schéma non dissipatif pour la discontinuité de contact, nous

décomposons la résolution en

– la résolution de la partie vraiment non linéaire ;

– la résolution de la partie linéairement dégénérée.

Nous utilisons pour cela une décomposition (( Lagrange + projection )), c’est-à-dire

que le schéma numérique est décomposé à chaque pas de temps en deux étapes :

– une étape lagrangienne ;

– une étape de projection (ou d’advection).

Pour alléger les notations, nous supprimons les indices de temps et ne présentons le

schéma que sur un pas de temps. Les variables discrètes sont surmontées d’un tilde

après la phase lagrangienne (étape intermédiaire) et d’un chapeau après l’étape de

projection.

3.2.1 Étape lagrangienne

L’étape lagrangienne peut se voir comme une phase du calcul durant laquelle

seuls les efforts de pression jouent un rôle.

Soit τ le volume spécifique du fluide :

τ =
1

ρ
.
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Il est aisé de montrer que pour les solutions régulières, (3.1) est équivalent à





ρDtτ − ∂xu = 0,

ρDtu + ∂xp = 0,

ρDte + ∂x(pu) = 0

(3.2)

où Dt est l’opérateur de dérivation lagrangienne : Dt· = ∂t · +u∂x·. Cette forme des

équations est parfois appelée forme (( pseudo-lagrangienne )) des équations d’Euler.

L’étape lagrangienne du schéma numérique est une discrétisation de ces équations.

Les notations pour la solution numérique sont les mêmes que dans les chapitres

précédents : indices j pour les numéros de mailles, indices j + 1/2 pour les flux aux

bords des mailles (j ∈ Z).

Le schéma que nous choisissons pour cette phase lagrangienne est





ρj
τ̃j − τj

∆t
−

uj+1/2 − uj−1/2

∆x
= 0,

ρj
ũj − uj

∆t
+

pj+1/2 − pj−1/2

∆x
= 0,

ρj
ẽj − ej

∆t
+

pj+1/2uj+1/2 − pj−1/2uj−1/2

∆x
= 0,

(3.3)

les valeurs des flux un
j+1/2 et pn

j+1/2 étant données par les formules





?
ρcj+1/2 =

√
max(ρjcj

2,ρj+1cj+1
2)min(ρj ,ρj+1),

pj+1/2 =
pj + pj+1

2
+

?
ρcj+1/2

2
(uj − uj+1),

uj+1/2 =
1

2
?
ρcj+1/2

(pj − pj+1) +
1

2
(uj + uj+1).

(3.4)

Rappelons que c =
√

γp/ρ est la vitesse du son du fluide. Ce schéma est décrit avec

précision dans [30], [34], [29]. Il sera réutilisé dans la partie III de ce travail.

Nous rappelons (sans le démontrer ici, voir pour cela [30] ou [29] ou un résultat

équivalent pour le cas à plusieurs espèces, partie III, proposition 14) que ce schéma

est entropique au sens du lemme 6. On note S l’entropie physique du système :

S = ln(ετγ−1)

en notant ε = e − u2/2 l’énergie interne spécifique du fluide.

Lemme 6

Sous une condition de type cfl,

S̃j ≥ Sj ∀j ∈ Z.

�
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Cette phase du calcul est assez classique (et apparentée à un schéma de Roe).

C’est dans la phase de projection (ou d’advection, ou de transport, ou encore de

convection) que l’originalité et le caractère antidissipatif pour les discontinuités de

contact apparaissent.

3.2.2 Étape de projection

Après la phase lagrangienne durant laquelle seuls les efforts de pression ont été

pris en compte, cette phase de projection est en quelque sorte une phase durant

laquelle on ne tient compte que du déplacement à la vitesse-matière u.

Le schéma proposé est





ρ̂j − ρj

∆t
+

ρ̃j+1/2uj+1/2 − ρ̃j−1/2uj−1/2

∆x
= 0,

ρ̂j ûj − ρj ũj

∆t
+

ρ̃j+1/2ũj+1/2uj+1/2 − ρ̃j−1/2ũj−1/2uj−1/2

∆x
= 0,

ρ̂j êj − ρj ẽj

∆t
+

ρ̃j+1/2ẽj+1/2uj+1/2 − ρ̃j−1/2ẽj−1/2uj−1/2

∆x
= 0.

(3.5)

Dans ces formules, les quantités ρ̃j+1/2, ũj+1/2 et ẽj+1/2 sont les flux aux bords des

mailles, à déterminer (destinés à être décentrés aval sous contraintes amont). On

peut vérifier que le schéma global (phase lagrangienne suivie de phase de transport)

est bien (( consistant )) avec le système (3.1) :





ρ̂j − ρj

∆t
+

ρ̃j+1/2uj+1/2 − ρ̃j−1/2uj−1/2

∆x
= 0,

ρ̂jûj − ρjuj

∆t
+

ρ̃j+1/2ũj+1/2uj+1/2 − ρ̃j−1/2ũj−1/2uj−1/2 + pj+1/2 − pj−1/2

∆x
= 0,

ρ̂j êj − ρjej

∆t
+

ρ̃j+1/2ẽj+1/2uj+1/2 − ρ̃j−1/2ẽj−1/2uj−1/2 + pj+1/2uj+1/2 − pj−1/2uj−1/2

∆x
= 0.

(3.6)

Remarque 3.2.1

La forme (3.6) du schéma (forme globale) montre que c’est un schéma conservatif.
�

Dans les références déjà citées [30], [29], [34], le choix qui est fait pour les flux

ρ̃j+1/2, ũj+1/2 et ẽj+1/2 est le choix du décentrage amont. Avec ce décentrage, le

schéma est entropique sous condition cfl, au sens où

{
Ŝj ≥ min(S̃j,S̃j−1) si uj+1/2 ≥ 0 et uj−1/2 ≥ 0,

Ŝj ≥ min(S̃j+1,S̃j) si uj+1/2 ≤ 0 et uj−1/2 ≤ 0.

Ce résultat est démontré dans [30], et nous démontrons un résultat du même type

pour les équations d’Euler à plusieurs constituants (partie III, proposition 18).

Nous ne faisons pas le choix ici du décentrage amont et nous perdrons cette

propriété.
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Au cours de la phase de projection, les variations des quantités discrètes associées

à ρ, ρu, ρe sont consistantes avec les équations d’advection





∂tρ + u∂xρ = 0,

∂t(ρu) + u∂x(ρu) = 0,

∂t(ρe) + u∂x(ρe) = 0,

(3.7)

Pour s’en convaincre rapidement, il suffit de se rappeler que (3.6) est consistant

avec (3.1) et que (3.3) est consistant avec (3.2). Alors, (3.5), qui peut être obtenu

par soustraction de (3.3) à (3.6), est consistant avec le résultat de la soustraction

de (3.2) à (3.1), c’est-à-dire les équations d’advection (3.7).

Les variables ρ, ρu, ρe étant solutions d’équations d’advection, il est légitime

d’imposer aux variables discrètes des contraintes de stabilité L∞ et de décroissance

de la variation totale ; nous appliquons la méthode (développée pour l’advection

linéaire au chapitre 1.1.2) de décentrage aval sous contraintes amont.

Cependant, il faut remarquer que le mode de discrétisation de ces équations

(système (3.5)) est un peu particulier car il couple les flux ρ̃j+1/2 et ũj+1/2, ainsi que

les flux ρ̃j+1/2 et ẽj+1/2. Le calcul direct des conditions de stabilité pourrait donc

être compliqué. Nous décidons, pour simplifier tout cela, de ne faire dépendre ces

trois flux que d’un seul paramètre θ̃j+1/2, qui représente le coefficient de combinaison

linéaire entre la valeur amont et la valeur aval, identique pour les trois variables.

Ce choix, qui a pour but de casser le couplage non linéaire entre les trois flux, a

une autre utilité : il permet d’obtenir un schéma non oscillant à la discontinuité de

contact (cf. lemme 4). Les flux de la phase de projection sont par définition tels que

∃θ̃j+1/2 ∈ [0,1] vérifiant

– si uj+1/2 ≥ 0,





ρ̃j+1/2 = θ̃j+1/2ρ̃j + (1 − θ̃j+1/2)ρ̃j+1,

ρ̃j+1/2ũj+1/2 = θ̃j+1/2ρ̃j ũj + (1 − θ̃j+1/2)ρ̃j+1ũj+1,

ρ̃j+1/2ẽj+1/2 = θ̃j+1/2ρ̃j ẽj + (1 − θ̃j+1/2)ρ̃j+1ẽj+1;

(3.8)

– si uj+1/2 ≤ 0,





ρ̃j+1/2 = θ̃j+1/2ρ̃j+1 + (1 − θ̃j+1/2)ρ̃j,

ρ̃j+1/2ũj+1/2 = θ̃j+1/2ρ̃j+1ũj+1 + (1 − θ̃j+1/2)ρ̃j ũj,

ρ̃j+1/2ẽj+1/2 = θ̃j+1/2ρ̃j+1ẽj+1 + (1 − θ̃j+1/2)ρ̃j ẽj .

(3.9)

Cela signifie que l’on exprime les flux de ρ, ρu et ρe comme des combinaisons linéaires

entre leurs valeurs amont et aval. En suivant toujours le même principe de décentrage

aval sous contraintes amont, notre but est donc de choisir un θ̃j+1/2 le plus proche

possible de 0 sous des contraintes de stabilité sur ρ, ρu et ρe.
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Supposons que uj+1/2 ≥ 0 ∀j ∈ Z. Les flux vérifient les équations (3.8), qui

peuvent se réécrire





ρ̃j+1/2 = θ̃j+1/2(ρ̃j − ρ̃j+1) + ρ̃j+1,

ρ̃j+1/2ũj+1/2 = θ̃j+1/2(ρ̃j ũj − ρ̃j+1ũj+1) + ρ̃j+1ũj+1,

ρ̃j+1/2ẽj+1/2 = θ̃j+1/2(ρ̃j ẽj − ρ̃j+1ẽj+1) + ρ̃j+1ẽj+1.

(3.10)

On fait désormais l’hypothèse que ρ̃j − ρ̃j+1 6= 0, ρ̃jũj − ρ̃j+1ũj+1 6= 0 et ρ̃j ẽj −
ρ̃j+1ẽj+1 6= 0. On a donc trois expressions de θ̃j+1/2.





θ̃j+1/2 = (ρ̃j+1/2 − ρ̃j+1)/(ρ̃j − ρ̃j+1),

θ̃j+1/2 = (ρ̃j+1/2ũj+1/2 − ρ̃j+1ũj+1)/(ρ̃j ũj − ρ̃j+1ũj+1),

θ̃j+1/2 = (ρ̃j+1/2ẽj+1/2 − ρ̃j+1ẽj+1)/(ρ̃j ẽj − ρ̃j+1ẽj+1).

(3.11)

Maintenant, on considère les trois équations d’advection (3.7) et leurs versions

discrètes (3.5). Exactement comme dans le cas de l’advection linéaire au chapitre 1.1.2,

on trouve des conditions de stabilité sur les flux pour chacune des équations de (3.5),

et on en déduit des conditions de stabilité sur θ̃j+1/2 pour les trois équations, grâce

à (3.11). Puis on peut calculer enfin les flux grâce à (3.8).

Posons 



m̃ρ
j−1/2 = min(ρ̃j−1,ρ̃j),

M̃ρ
j−1/2 = max(ρ̃j−1,ρ̃j),

m̃ρu
j−1/2 = min(ρ̃j−1ũj−1,ρ̃j ũj),

M̃ρu
j−1/2 = max(ρ̃j−1ũj−1,ρ̃j ũj),

m̃ρe
j−1/2 = min(ρ̃j−1ẽj−1,ρ̃j ẽj),

M̃ρe
j−1/2 = max(ρ̃j−1ẽj−1,ρ̃j ẽj).

(3.12)

Nous avons fait l’hypothèse uj+1/2 > 0 ∀j ∈ Z. Comme d’habitude, nous posons

λ = ∆t/∆x. Nous posons encore





b̃ρ
j = 1

uj+1/2λ(ρj − M̃ρ
j−1/2) +

uj−1/2

uj+1/2
M̃ρ

j−1/2,

B̃ρ
j = 1

uj+1/2λ(ρj − m̃ρ
j−1/2) +

uj−1/2

uj+1/2
m̃ρ

j−1/2,

b̃ρu
j = 1

uj+1/2λ(ρj ũj − M̃ρu
j−1/2) +

uj−1/2

uj+1/2
M̃ρu

j−1/2,

B̃ρu
j = 1

uj+1/2λ(ρj ũj − m̃ρu
j−1/2) +

uj−1/2

uj+1/2
m̃ρu

j−1/2,

b̃ρe
j = 1

uj+1/2λ(ρj ẽj − M̃ρe
j−1/2) +

uj−1/2

uj+1/2
M̃ρe

j−1/2,

B̃ρe
j = 1

uj+1/2λ(ρj ẽj − m̃ρe
j−1/2) +

uj−1/2

uj+1/2
m̃ρe

j−1/2.

(3.13)

Lemme 7

Supposons que uj+1/2 > 0 ∀j ∈ Z.

Supposons vérifiée la condition cfl max
j∈ �

(uj+1/2)λ ≤ 1.
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Alors,





ρ̃j ∈ [b̃ρ
j,B̃ρ

j ]
⋂

[m̃ρ
j+1/2,M̃ρ

j+1/2] qui n’est pas vide,

ρ̃j ũj ∈ [b̃ρu
j ,B̃ρu

j ]
⋂

[m̃ρu
j+1/2,M̃ρu

j+1/2] qui n’est pas vide,

ρ̃j ẽj ∈ [b̃ρe
j ,B̃ρe

j]
⋂

[m̃ρe
j+1/2,M̃ρe

j+1/2] qui n’est pas vide.

De plus, si pour tout j ∈ Z





ρ̃j ∈ [b̃ρ
j ,B̃ρ

j]
⋂

[m̃ρ
j+1/2,M̃ρ

j+1/2],

ρ̃j+1/2ũj+1/2 ∈ [b̃ρu
j,B̃ρu

j ]
⋂

[m̃ρu
j+1/2,M̃ρu

j+1/2],

ρ̃j+1/2ẽj+1/2 ∈ [b̃ρe
j ,B̃ρe

j ]
⋂

[m̃ρe
j+1/2,M̃ρe

j+1/2],

la phase de projection (3.5) est stable L∞ et à variation totale décroissante pour

chacune des variables ρ̃, ρ̃ũ, ρ̃ẽ.
�

Ce lemme se démontre exactement comme le théorème 2 du chapitre 1 : écriture

de conditions sur les flux en j+1/2 qui sont nécessaires et suffisantes pour la stabilité

et qui font intervenir les flux en j − 1/2, puis ajout de la condition de consistance

qui permet de lever la dépendance vis à vis des flux en j − 1/2. Nous ne répétons

pas ici les détails.

Grâce aux formules (3.11), les trois intervalles de stabilité ci-dessus peuvent

se convertir en trois intervalles de stabilité pour θ̃j+1/2. Si on choisit θ̃j+1/2 dans

l’intersection de ces trois nouveaux intervalles (à supposer que leur intersection ne

soit pas vide), on sera certain de la stabilité L∞ de la phase de projection (3.5) et

de la décroissance de la variation totale de chaque variable.

En premier lieu, les trois conditions de consistance ρ̃j ∈ [m̃ρ
j+1/2,M̃ρ

j+1/2],

ρ̃j+1/2ũj+1/2 ∈ [m̃ρu
j+1/2,M̃ρu

j+1/2], ρ̃j+1/2ẽj+1/2 ∈ [m̃ρe
j+1/2,M̃ρe

j+1/2] se tra-

duisent par

θ̃j+1/2 ∈ [0,1].

Étudions les intervalles [b̃ρ
j,B̃ρ

j ], [b̃ρu
j ,B̃ρu

j] et [b̃ρe
j ,B̃ρe

j ]. Rappelons que l’on a

fait l’hypothèse que ρ̃j − ρ̃j+1 6= 0, ρ̃j ũj − ρ̃j+1ũj+1 6= 0 et ρ̃j ẽj − ρ̃j+1ẽj+1 6= 0. Les

formules (3.11) permettent de trouver de nouvelles bornes pour θ̃j+1/2. Par exemple,

la première ligne de (3.11) donne

si ρ̃j > ρ̃j+1,θ̃j+1/2 ∈ [
b̃ρ

j − ρ̃j+1

ρ̃j − ρ̃j+1
,
B̃ρ

j − ρ̃j+1

ρ̃j − ρ̃j+1
],

si ρ̃j < ρ̃j+1,θ̃j+1/2 ∈ [
B̃ρ

j − ρ̃j+1

ρ̃j − ρ̃j+1
,
b̃ρ

j − ρ̃j+1

ρ̃j − ρ̃j+1
].

La même opération est possible pour chaque ligne de (3.11), et elle conduit au
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lemme 8. On définit six nouveaux réels (mais ce sont les derniers de ce chapitre).




ãρ
j+1/2 =





b̃ρ
j − ρ̃j+1

ρ̃j − ρ̃j+1
si ρ̃j > ρ̃j+1,

B̃ρ
j − ρ̃j+1

ρ̃j − ρ̃j+1
si ρ̃j < ρ̃j+1,

Ãρ
j+1/2 =





B̃ρ
j − ρ̃j+1

ρ̃j − ρ̃j+1
si ρ̃j > ρ̃j+1,

b̃ρ
j − ρ̃j+1

ρ̃j − ρ̃j+1
si ρ̃j < ρ̃j+1,

(3.14)





ãρu
j+1/2 =





b̃ρu
j − ρ̃j+1ũj+1

ρ̃jũj − ρ̃j+1ũj+1
si ρ̃jũj > ρ̃j+1ũj+1,

B̃ρu
j − ρ̃j+1ũj+1

ρ̃jũj − ρ̃j+1ũj+1
si ρ̃jũj < ρ̃j+1ũj+1,

Ãρu
j+1/2 =





B̃ρu
j − ρ̃j+1ũj+1

ρ̃jũj − ρ̃j+1ũj+1
si ρ̃j ũj > ρ̃j+1ũj+1,

b̃ρu
j − ρ̃j+1ũj+1

ρ̃jũj − ρ̃j+1ũj+1
si ρ̃j ũj < ρ̃j+1ũj+1,

(3.15)





ãρe
j+1/2 =





b̃ρe
j − ρ̃j+1ẽj+1

ρ̃j ẽj − ρ̃j+1ẽj+1
si ρ̃j ẽj > ρ̃j+1ẽj+1,

B̃ρe
j − ρ̃j+1ẽj+1

ρ̃j ẽj − ρ̃j+1ẽj+1
si ρ̃j ẽj < ρ̃j+1ẽj+1,

Ãρe
j+1/2 =





B̃ρe
j − ρ̃j+1ẽj+1

ρ̃j ẽj − ρ̃j+1ẽj+1
si ρ̃j ẽj > ρ̃j+1ẽj+1,

b̃ρe
j − ρ̃j+1ẽj+1

ρ̃j ẽj − ρ̃j+1ẽj+1
si ρ̃j ẽj < ρ̃j+1ẽj+1,

(3.16)

Lemme 8

Supposons que uj+1/2 > 0 ∀j ∈ Z.

Supposons que ρ̃j − ρ̃j+1 6= 0, ρ̃jũj − ρ̃j+1ũj+1 6= 0 et ρ̃j ẽj − ρ̃j+1ẽj+1 6= 0 ∀j ∈ Z.

Supposons vérifiée la condition cfl max
j∈ �

(uj+1/2)λ ≤ 1

Alors, pour tout j ∈ Z,

1 ∈ [ãρ
j+1/2,Ãρ

j+1/2]
⋂

[ãρu
j+1/2,Ãρu

j+1/2]
⋂

[ãρe
j+1/2,Ãρe

j+1/2]
⋂

[0,1] qui n’est pas vide.

De plus, si θ̃j+1/2 ∈ [ãρ
j+1/2,Ãρ

j+1/2]
⋂

[ãρu
j+1/2,Ãρu

j+1/2]
⋂

[ãρe
j+1/2,Ãρe

j+1/2]
⋂

[0,1]

∀j ∈ Z, la phase de projection (3.5) où les flux sont donnés en fonction de θ̃j+1/2

par (3.8) est stable L∞ et à variation totale décroissante pour les variables ρ, ρu et

ρe.
�

Pour θ̃j+1/2 = 1, on retrouve le schéma décentré amont.

Nous avons trouvé un intervalle de stabilité pour le coefficient θ̃j+1/2. Le schéma

que nous choisissons est le schéma décentré le plus possible vers l’aval sous ces
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contraintes. Ceci s’effectue en choisissant le θ̃j+1/2 le plus proche de 0 et dans l’in-

tervalle [ãρ
j+1/2,Ãρ

j+1/2]
⋂

[ãρu
j+1/2,Ãρu

j+1/2]
⋂

[ãρe
j+1/2,Ãρe

j+1/2]
⋂

[0,1].

Remarque 3.2.2

On fait l’hypothèse ρ̃j − ρ̃j+1 6= 0, ρ̃jũj − ρ̃j+1ũj+1 6= 0 et ρ̃j ẽj − ρ̃j+1ẽj+1 6= 0 pour

pouvoir diviser par ces quantités. En fait, si l’une de ces quantités est nulle, cela

signifie que la valeur amont et la valeur aval sont égales, et dans ce cas, le schéma

est stable pour toute valeur de θ̃j+1/2. Cette hypothèse est donc une hypothèse

technique non restrictive. Cependant, dans un programme informatique, il faut tenir

compte de cette singularité (cf. annexe C par exemple).
�

Nous montrons maintenant une propriété importante du schéma ainsi construit.

Il s’agit d’une propriété de transport exact des discontinuités de contact. Dans la

proposition 4, nous montrons que ni la pression ni la vitesse n’oscillent à la disconti-

nuité de contact. Dans le théorème 15, nous montrons un résultat de transport exact

de la densité pour une classe de densités initiales lorsque la vitesse et la pression

sont constantes. Cette classe est la classe de fonctions numériques étudiée dans le

chapitre 1.1.4 pour l’advection linéaire en dimension un.

Proposition 4

Considérons le schéma décentré aval sous contraintes amont défini ci-dessus, pour

un gaz parfait de coefficient adiabatique γ. Supposons que





ρj > 0 ∀j ∈ Z,

uj = u > 0 ∀j ∈ Z,

pj = p ∀j ∈ Z.

Supposons vérifiée la condition cfl uλ ≤ 1.

Alors, après la phase lagrangienne,




ρ̃j = ρj ∀j ∈ Z,

ũj = u ∀j ∈ Z,

ẽj = ej ∀j ∈ Z,

p̃j = p ∀j ∈ Z,

(3.17)

et après la phase de projection,
{

ûj = u ∀j ∈ Z,

p̂j = p ∀j ∈ Z,
(3.18)

�

Démonstration

La phase lagrangienne (équation (3.17)) ne pose pas de problème : les formules de

quantités de bord (3.4) donnent pj+1/2 = p et uj+1/2 = u ∀j ∈ Z. Puis l’écriture de
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la phase lagrangienne (3.3) donne





τ̃j = τj ∀j ∈ Z,

ũj = u ∀j ∈ Z,

ẽj = ej ∀j ∈ Z,

donc p̃j = p(τ̃j,ẽj ,ũj) = p(τj,ej ,u) = pj, et donc (3.17) est prouvé.

Pour montrer (3.18), on utilise l’hypothèse de gaz parfait. De plus, on utilise le

fait que le coefficient de combinaison linéaire θ̃j+1/2 est le même pour ρ, ρu et ρe.

Commençons par montrer que ûj = u ∀j ∈ Z. La deuxième équation de (3.5)

donne

ρ̂j ûj = ρju − uλ(ρ̃j+1/2ũj+1/2 − ρ̃j−1/2ũj−1/2),

que la première équation de (3.5) permet de transformer en

ûj(ρj − uλ(ρ̃j+1/2 − ρ̃j−1/2)) = u(ρj − λ(ρ̃j+1/2ũj+1/2 − ρ̃j−1/2ũj−1/2)).

Supposons maintenant que u > 0. Alors, d’après les expressions (3.8),

ûj(ρj − uλ(ρ̃j+1/2 − ρ̃j−1/2))

= u(ρj−λ(θ̃j+1/2ρ̃jũj +(1− θ̃j+1/2)ρ̃j+1ũj+1− θ̃j−1/2ρ̃j−1ũj−1−(1− θ̃j−1/2)ρ̃j ũj)),

soit

ûj(ρj − uλ(ρ̃j+1/2 − ρ̃j−1/2))

= u(ρj − λ(θ̃j+1/2ρju + (1 − θ̃j+1/2)ρj+1u − θ̃j−1/2ρj−1u − (1 − θ̃j−1/2)ρju)).

Ceci est équivalent à

ûj(ρj − uλ(ρ̃j+1/2 − ρ̃j−1/2)) = u(ρj − uλ(ρ̃j+1/2 − ρ̃j−1/2)),

et donc

ûjρ̃j = uρ̃j.

De plus, sous la condition cfl uλ ≤ 1, ρ est stable L∞, donc ρ̃j ≥ min
j∈ �

(ρj) > 0,

donc on a forcément ûj = u.

Montrons maintenant que p̂j = p ∀j ∈ Z. La première et la troisième lignes

de (3.5) donnent ρ̂j et ρ̂j êj . Cela permet de calculer p̂j = (γ − 1)ρ̂j(êj − û2
j/2) =

(γ − 1)ρ̂j(êj − u2/2).

p̂j = (γ − 1)(ρjej − uλ(ρ̃j+1/2ẽj+1/2 − ρ̃j−1/2ẽj−1/2)

− u2/2(ρj − uλ(ρ̃j+1/2 − ρ̃j−1/2)))

= (γ − 1)(ρj(ej − u2/2)

− uλ(ρ̃j+1/2(ẽj+1/2 − u2/2) − ρ̃j−1/2(ẽj−1/2 − u2/2)))

= p − (γ − 1)uλ(ρ̃j+1/2(ẽj+1/2 − u2/2) − ρ̃j−1/2(ẽj−1/2 − u2/2))
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(on a utilisé de manière intensive l’hypothèse de gaz parfait). On utilise à nouveau

l’expression de combinaison linéaire des flux. Supposons encore que u > 0. Alors,

d’après les expressions (3.8),

p̂j = p − (γ − 1)uλ(θ̃j+1/2(ρ̃j ẽj − u2/2) + (1 − θ̃j+1/2)(ρ̃j+1ẽj+1 − u2/2)

− θ̃j−1/2(ρ̃j−1ẽj−1 − u2/2) − (1 − θ̃j−1/2)(ρ̃j ẽj − u2/2)),

soit

p̂j = p − (γ − 1)uλ(θ̃j+1/2p + (1 − θ̃j+1/2)p − θ̃j−1/2p − (1 − θ̃j−1/2)p) = p.

Si la vitesse et la pression sont constantes initialement, elles le restent.
�

Théorème 15

Considérons le schéma décentré aval sous contraintes amont défini ci-dessus, pour

un gaz parfait de coefficient adiabatique γ. Supposons que




ρj > 0 ∀j ∈ Z,

uj = u > 0 ∀j ∈ Z,

pj = p ∀j ∈ Z.

Supposons que la fonction discrète (ρj)j∈ � vérifie

∃κ ∈ [0,1[ tel que ∀j ∈ Z,
{

ρ3j+1 = ρ3j ,

ρ3j+2 = κρ3j+1 + (1 − κ)ρ3j+3 (hypothèse de combinaison linéaire).
(3.19)

Supposons vérifiée la condition cfl uλ ≤ 1.

Alors,

a) après la phase lagrangienne,




ρ̃j = ρj ∀j ∈ Z,

ũj = u ∀j ∈ Z,

ẽj = ej ∀j ∈ Z,

p̃j = p ∀j ∈ Z,

(3.20)

b) et après la phase de projection,
{

ûj = u ∀j ∈ Z,

p̂j = p ∀j ∈ Z,
(3.21)

et la densité est donnée par

– si κ + uλ ≤ 1, pour tout j,
{

ρ̂3j+1 = ρ̂3j = ρ3j ,

ρ̂3j+2 = κ̂ρ̂3j+1 + (1 − κ̂)ρ̂3j+3

avec 0 ≤ κ̂ = κ + uλ ≤ 1 ;
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– si κ + uλ ≥ 1, pour tout j,
{

ρ̂3j+2 = ρ̂3j+1 = ρ3j+1,

ρ̂3j+3 = κ̂ρ̂3j+2 + (1 − κ̂)ρ̂3j+4

avec 0 ≤ κ̂ = κ + uλ − 1 ≤ 1.
�

Démonstration

Les équations (3.20) et (3.21) découlent directement de la proposition 4. Le reste

repose sur le fait que, puisque la vitesse et la pression sont constantes, la variable

ρe est une fonction affine de ρ :

p = (γ − 1)ρj(ej − u2/2),

d’où

ρjej =
u2

2
ρj +

p

γ − 1
.

Un calcul simple montre qu’alors les bornes de stabilité associées à ρe sont des

fonctions affines de celles associées à ρ,




m̃ρe
j−1/2 = u2

2 m̃ρ
j−1/2 + p

γ−1 ,

M̃ρe
j−1/2 = u2

2 M̃ρ
j−1/2 + p

γ−1 ,

b̃ρe
j = u2

2 b̃ρ
j + p

γ−1 ,

B̃ρe
j = u2

2 B̃ρ
j + p

γ−1 .

Puisque la vitesse est constante, on a




m̃ρu
j−1/2 = um̃ρ

j−1/2,

M̃ρu
j−1/2 = uM̃ρ

j−1/2,

b̃ρu
j = ub̃ρ

j,

B̃ρu
j = uB̃ρ

j.

Donc, pour les j + 1/2 tels que ρ̃j 6= ρ̃j+1, on a ρ̃jũj 6= ρ̃j+1ũj+1 ainsi que ρ̃j ẽj 6=
ρ̃j+1ẽj+1. Les formules (3.14), (3.15), (3.16) sont applicables et donnent

{
ãρ

j+1/2 = ãρu
j+1/2 = ãρe

j+1/2,

Ãρ
j+1/2 = Ãρu

j+1/2 = Ãρe
j+1/2,

Dans le cas où ρ̃j = ρ̃j+1, on a ρ̃j ũj = ρ̃j+1ũj+1 ainsi que ρ̃j ẽj = ρ̃j+1ẽj+1, donc

la consistance implique que décentrage amont et décentrage aval sont équivalents.

Ainsi, dans tous les cas, la seule stabilité de la variable ρ suffit pour la stabilité

de ρ, ρu et ρe. Donc, les flux décentrés aval sous contraintes amont que nous choi-

sissons dans cette phase de projection sont exactement les flux décentrés aval sous

contraintes amont choisis pour l’advection linéaire à vitesse u de la quantité ρ. Donc,

le théorème 3 peut être appliqué, ce qui démontre le présent théorème.
�
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Bien entendu, ce résultat sur un pas de temps peut se prolonger pour un nombre

quelconque de pas de temps, comme on l’a fait dans le cas de l’advection linéaire

(théorème 4) ou donner une estimation uniforme en temps de l’erreur (pour la classe

de fonctions considérée) dans le cas où la vitesse et la pression sont constantes.

D’après le théorème 15, la discontinuité de contact, caractérisée par

une discontinuité de la densité et une vitesse et une pression constantes,

est transportée de manière exacte (diffusée sur une maille au plus).

Remarque 3.2.3

Dans tout ce chapitre, comme dans les chapitres sur l’advection linéaire, nous avons

fait l’hypothèse uj+1/2 > 0 ∀j ∈ Z. Lorsque uj+1/2 < 0 ∀j ∈ Z, on trouve bien

entendu des condition similaires de stabilité (en intervertissant les valeurs amont et

aval). De plus, la notion de stabilité est locale et nous avons donc le même résultat

de stabilité en décentrant les flux en j +1/2 vers l’aval sous contraintes amont dans

les deux cas :

– uj+1/2 > 0 et uj−1/2 > 0 ;

– uj+1/2 < 0 et uj+3/2 < 0.

Dans les autres cas (qui correspondent à un changement local du sens de transport),

nous choisirons le décentrage amont, qui remplit dans tous les cas les conditions

de stabilité exigées (se reporter à l’algorithme explicite en annexe C). De manière

semblable, un problème pourrait se poser dans le cas où ∃j ∈ Z tel que uj+1/2 = 0,

car on ne peut pas alors diviser par uj+1/2 (formules (3.13)). Mais dans ce cas, on

peut prendre n’importe quelle valeur de flux (pour ρ, ρu et ρe), puisque ce flux

est multiplié par uj+1/2 = 0. Cette hypothèse est donc une hypothèse technique

non restrictive. Nous tiendrons néanmoins compte de cette singularité lors de la

programmation informatique de cet algorithme (voir annexe C).
�

3.3 Résultats numériques

Les modalités de la phase de projection en décentrage aval sous contraintes amont

sont rappelées et condensées dans l’annexe C.

Nous ne présentons qu’un résultat numérique, résultat obtenu pour le tube à

choc de Sod (voir [87]). Ce n’est pas un cas (( difficile )) (les schémas numériques se

comportent pour la plupart correctement avec ces conditions initiales). Néanmoins,

comme la solution développe les trois types d’onde des équations d’Euler – une

détente, une discontinuité de contact et un choc, il permet de mettre en lumière les

grandes caractéristiques du schéma proposé.
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Les conditions initiales sont les suivantes.

–

ρ0(x) = 1

u0(x) = 0

p0(x) = 1





si x ≤ 1/2 ;

–

ρ0(x) = 0,125

u0(x) = 0

p0(x) = 0,1





si x > 1/2.

Le paramètre de gaz parfait est γ = 1,4.

On présente les résultats donnés au temps t = 0,14 par le schéma décentré amont

dans la phase de projection et le schéma décentré aval sous contraintes amont dans

la phase de projection (les phases lagrangiennes sont identiques). Nous faisons trois

calculs : un calcul sur un maillage à cinquante mailles, un calcul sur un maillage à

cent mailles et un calcul sur un maillage à cinq cents mailles.
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Fig. 3.1 – Densité avec cinquante mailles.
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Fig. 3.2 – Vitesse avec cinquante mailles.
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Fig. 3.3 – Pression avec cinquante

mailles.

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

décentrage amont
décentrage aval

Fig. 3.4 – Densité avec cent mailles.
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Fig. 3.5 – Vitesse avec cent mailles.
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Fig. 3.6 – Pression avec cent mailles.
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Fig. 3.7 – Densité avec cinq cents mailles.
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Fig. 3.8 – Vitesse avec cinq cents mailles.
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Fig. 3.9 – Pression avec cinq cents

mailles.

Sur ces figures pour le tube de Sod, on constate les choses suivantes.

– Les solutions données par les deux schémas convergent conjointement (les pla-

teaux sont bien calculés, même avec un maillage grossier) ;

– la détente est un peu (( chahutée )) avec le décentrage aval sous contraintes

amont, elle n’est pas tout à fait entropique ; cependant, lorsque l’on fait tendre

le pas du maillage ∆x vers 0, la solution numérique semble tendre vers la

solution entropique ((( convergence numérique ))).

– le choc est un peu moins diffusé en décentrage aval qu’en décentrage amont ;

– l’essentiel de la différence est observé sur la discontinuité de contact : très

diffuse avec le décentrage amont, elle a une largeur d’une maille seulement
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avec le décentrage aval sous contraintes amont.

Remarque 3.3.1

Le théorème 15 n’explique pas pourquoi la discontinuité de contact apparâıt de

manière correcte. En revanche, il prévoit qu’une fois que celle-ci est apparue, elle est

transportée de manière exacte.
�

Remarque 3.3.2

Le schéma présenté dans ce chapitre est un schéma d’ordre un. La littérature foi-

sonne de schémas d’ordre élevés, dont le but est de conserver les discontinuités, en

particulier les discontinuités de contact. On fait référence par exemple

– aux schémas d’ordre deux et vtd (de type MUSCL, [93], [45], [44], [75], [74],

[23], [24], [65], [71]) ;

– aux schémas ENO ([84], [3], [85], [86]) ;

– aux schémas spectraux (de type (( Galerkin dicontinu )), [30], [29], [49]).

On peut comparer de nombreux schémas sur de nombreux cas-tests dans [10]. L’aug-

mentation de l’ordre d’un schéma est en effet un bon moyen de réduire la dissipation

numérique. Cependant, à notre connaissance, ces schémas ne permettent pas de si-

tuer la discontinuité de contact sur une seule maille ; de plus, l’étalement de cette

discontinuité augmente avec le temps (quand il ne s’agit pas d’une discontinuité

stationnaire).
�

3.4 Extension en dimension deux

Les équations d’Euler en dimension deux sont





∂tρ + ∂x(ρu) + ∂y(ρv) = 0,

∂t(ρu) + ∂x(ρu2 + p) + ∂y(ρuv) = 0,

∂t(ρv) + ∂x(ρuv) + ∂y(ρv2 + p) = 0,

∂t(ρe) + ∂x(ρue + pu) + ∂y(ρve + pv) = 0.

(3.22)

3.4.1 Résolution numérique

Nous résolvons numériquement ces équations grâce à une décomposition direc-

tionnelle (comme l’advection linéaire en dimension deux). Cela consiste à résoudre

alternativement 



∂tρ + ∂x(ρu) = 0,

∂t(ρu) + ∂x(ρu2 + p) = 0,

∂t(ρv) + ∂x(ρuv) = 0,

∂t(ρe) + ∂x(ρue + pu) = 0

(3.23)
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puis 



∂tρ + ∂y(ρv) = 0,

∂t(ρu) + ∂y(ρuv) = 0,

∂t(ρv) + ∂y(ρv2 + p) = 0,

∂t(ρe) + ∂y(ρve + pv) = 0

(3.24)

Chacune de ces phases est résolue en décomposition Lagrange + projection comme

dans le chapitre précédent. Pour résumer, on répète cycliquement les opérations

suivantes :

– phase lagrangienne horizontale ;

– phase de projection horizontale ;

– phase lagrangienne verticale ;

– phase de projection verticale.

Nous n’insistons pas sur la manière d’écrire le schéma (elle se déduit facilement du

chapitre 3.1).

Les résultats de transport exact de la discontinuité de contact de dimension un

se généralisent à la dimension deux pour la classe des fonctions du théorème 6 de la

section 1.2.2. Nous ne détaillons pas ces résultats répétitifs.

3.4.2 Résultats numériques

Le cas que nous présentons est un tube à choc de Sod divergent. Il s’agit d’une

discontinuité des données initiales égale à la discontinuité des conditions initiales

du tube à choc de Sod en dimension un, placée sur un cercle de centre (0,0) et de

rayon 0,5.

0

(y)

1

(x)

10

ρ = 0,125

p = 0,1

u = v = 0

ρ = 1

p = 1

u = v = 0

L’exposant adiabatique est γ = 1,4.
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Le maillage choisi a cinquante mailles en x et cinquante en y, c’est un maillage à

2500 mailles carrées. Nous présentons le résultat à t = 0,2 pour le décentrage amont

dans les phases de projection (horizontale et verticale), puis celui pour le décentrage

aval sous contraintes amont. On peut observer la densité sous deux angles différents,

la vitesse et la pression.
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Fig. 3.10 – Densité, décentrage amont.
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Fig. 3.11 – Densité, décentrage aval.
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Fig. 3.12 – Densité, décentrage amont,

zoom du précédent graphe.
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Fig. 3.13 – Densité, décentrage aval, zoom

du précédent graphe.
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Fig. 3.14 – Densité sous un angle

différent, décentrage amont.
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Fig. 3.15 – Densité sous un angle

différent, décentrage aval.
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Fig. 3.16 – Vitesse, décentrage amont.
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Fig. 3.17 – Vitesse, décentrage aval.
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Fig. 3.18 – Pression, décentrage amont.
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Fig. 3.19 – Pression, décentrage aval.

Les caractéristiques du schéma sont les mêmes qu’en dimension un : calcul correct

des plateaux, détente pas tout à fait régulière, choc assez raide et discontinuité de

contact parfaite. En particulier, la figure 3.13 montre une discontinuité de contact

située sur une maille dans chaque direction.

Petite conclusion (pour le chapitre 3)

Nous avons introduit un nouvel algorithme de résolution numérique des équations

d’Euler. Cet algorithme est d’ordre un. Basé sur la technique de la décomposition

Lagrange-projection, il s’apparente à de nombreux schémas qui voient le jour ac-

tuellement : voir [30], [29], [49], [13]... Il présente cependant une différence essentielle

avec ces derniers : la phase de projection n’introduit pas de dissipation numérique.

Elle utilise la technique du décentrage aval sous contraintes amont développée dans

le chapitre 1 (et [32]). Le principal résultat est le transport exact des discontinuités

de contact pour les gaz parfaits (théorème 15). Cela appelle quelques commentaires

et comparaisons avec des algorithmes connus.

Nous faisons ici référence à quatre types de schémas dont les propriétés aux
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discontinuités sont similaires. Ils s’agit de méthodes pseudo-lagrangiennes, de la

méthode des fluides fantômes, d’une méthode de déplacement-ajustement automa-

tique de maillage de Harten et Hyman, et du schéma de Glimm.

Des méthodes pseudo-lagrangiennes peuvent permettre dans certains cas un cal-

cul exact de discontinuités de contact (voir [95]). Il faut noter que ces techniques font

appel à une détection des discontinuités de contact puis à un déplacement eulérien

de la discontinuité. Ces méthodes nous paraissent moins générales.

La méthode des fluides fantômes (ghost fluids method), qui repose sur la définition

d’un fluide fictif dans chaque maille en plus du fluide réel, nécessite elle aussi la

connaissance de la discontinuité (qu’il s’agisse d’une discontinuité de contact ou

d’un choc) initiale. Cela constitue une restriction.

Une méthode intéressante de déplacement de maillage a été développée par Har-

ten et Hyman dans [46]. Les résultats qu’ils obtiennent en dimension un sont compa-

rables aux résultats présentés ici pour la discontinuité de contact et meilleurs pour

le choc, qui est lui aussi exact. Cependant, ils doivent faire face à des problèmes en-

tropiques : apparition de discontinuités où l’on attend une détente. Ce défaut peut

être évacué grâce à un ajout de viscosité, ce qui altère la qualité de la discontinuité

de contact.

Enfin, nous évoquons le schéma de Glimm ([38], [20], [21]). Ce schéma très par-

ticulier n’est pas un schéma de type différences finies, ni volumes finis. Il exploite

de manière systématique la connaissance de la solution exacte du problème de Rie-

mann. En dimension un, il donne des résultats meilleurs que l’algorithme présenté

ici : même précision pour les discontinuités de contact, et quasi-exactitude pour les

détentes et les chocs. Cependant, l’extension à la dimension deux (par décomposition

directionnelle) se révèle problématique, avec l’apparition d’oscillations et d’erreurs

résiduelles qui ne convergent vers 0 qu’(( en moyenne )). Pour remédier à ceci, Colella

propose dans [21] un algorithme hybride Glimm-Godunov. Celui-ci est dissipatif.

L’algorithme présenté ici de décentrage aval sous contraintes amont parâıt être

le seul à ce jour à permettre la résolution parfaite des discontinuités de contact en

dimension deux en variables eulériennes et en maintenant la stabilité des chocs et

le calcul correct des détentes. Cependant, ce schéma n’est pas positif, en particulier

rien ne s’oppose à l’apparition d’une énergie interne négative. Il serait intéressant

de corriger ce défaut.
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Deuxième partie

Modèles de mélange
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Chapitre 1

Introduction

Dans cette partie, nous construisons et étudions une classe de modèles qui

décrivent le comportement des mélanges fluides eulériens compressibles et non réactifs.

L’essentiel de cette partie (à part le chapitre 7) est tiré de [54].

Les modèles de mélange peuvent avoir deux applications différentes.

Soit ils sont utilisés pour décrire des mélanges physiques (figure 1.1), dans le cas

d’une vraie zone de mélange étendue (mais alors notre modélisation est incomplète et

doit n’être considérée que comme un point de départ pour l’élaboration de modèles

de mélanges réellement pertinents).

Soit ils sont utilisés pour résoudre le problème du mélange numérique (figure 1.2).

Ce problème apparâıt lors de la discrétisation d’une interface qui sépare des fluides

ayant des lois d’état différentes : la zone de mélange numérique est l’ensemble des

mailles qui recouvrent l’interface.

zone de mélange (a et b)

b
a

Fig. 1.1 – Mélange physique

zone de mélange numérique

interface

b

a

Fig. 1.2 – Mélange numérique

Notre attention sera essentiellement portée sur les mélanges numériques, pour les-
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quels l’hypothèse de non-miscibilité (physique) apportera deux équations (la sixième

et la huitième du système (2.4)). Il est important de souligner que même dans le

cas du mélange seulement numérique, nous aurons à prendre en compte la présence

en un même lieu (en une même maille) de plusieurs fluides. Ceci sera formalisé par

la possibilité pour les fractions massiques de prendre toutes les valeurs comprises

entre 0 et 1. Ce n’est pas en contradiction avec les équations qui découlent de l’hy-

pothèse de non-miscibilité. Une manière de voir les choses est de considérer qu’il y

a deux échelles d’observation : l’échelle physique à laquelle on observe la séparation

des fluides, et l’échelle numérique, donnée par la finesse du maillage, à laquelle un

mélange apparâıt.

Nous envisageons dans cette partie les mélanges sous l’angle mathématique

(aussi bien dans la phase d’élaboration que lors de leur étude). En particulier, nous

montrerons au chapitre 4 un résultat de dégénérescence des modèles pour une zone

de mélange non étendue (cas d’une interface) : cela justifie l’utilisation des modèles

dans le cas du mélange numérique.

Tous ces modèles ont pour base le modèle classique des fluides compressibles

non visqueux rappelé au chapitre 2, section 2.1. Nous abordons au chapitre 2 dans

la section 2.2 le point central de l’élaboration de la classe de modèles : le postulat

de l’existence d’une température et d’une entropie pour le fluide global, vérifiant

une équation identique à celle du modèle classique. De cette équation sera dérivée

toute une classe de modèles (chapitre 3). Nous aurons (( au passage )) construit

une thermodynamique des systèmes à plusieurs températures. Viendront ensuite le

chapitre 4 et la dégénérescence déjà évoquée. Le chapitre 5 étudie des propriétés

mathématiques des modèles de la classe. Un grand nombre de modèles ayant de

bonnes propriétés, nous ne sommes pas en mesure de faire un choix pour l’instant,

il faudra attendre des résultats numériques pour déterminer les meilleures options.

Dans un dernier chapitre, nous abordons le cas des solutions non régulières en

démontrant l’existence et l’unicité d’une solution de type (( onde progressive )) pour

un des modèles proposés avec une régularisation de type (( Navier-Stokes )).
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Chapitre 2

Le modèle générique

2.1 Les équations d’Euler

Ces équations expriment pour un fluide parfait (i.e. newtonien non visqueux) en

l’absence de forces extérieures au fluide la conservation de la masse, de la quantité de

mouvement et de l’énergie totale. Soit d la dimension de l’espace physique : x ∈ Rd

(d = 1, 2 ou 3) ; les équations sont au nombre de d + 2. Des conditions initiales sont

données à l’instant t = 0 et nous ne considérerons que les temps t positifs. Si nous

notons ρ(t,x) la densité, u(t,x) la vitesse, e(t,x) la densité d’énergie, ces inconnues

définies sur l’espace R+ × Rd (t ∈ R+, x ∈ Rd) vérifient :





∂tρ + div(ρu) = 0

∂t(ρu) + div(ρu ⊗ u + pI) = 0

∂t(ρe) + div(ρue + pu) = 0

(2.1)

où I est la matrice (( identité )) de l’espace Rd. L’opérateur div est la divergence

dans Rd. La vitesse u(t,x) est à valeurs dans Rd et les autres fonctions le sont dans

R. Le système est fermé par la loi d’état du fluide considéré, qui donne la pression

en fonction des densité, vitesse et énergie : p = p(ρ,u,e). Des hypothèses générales

amènent à poser que la pression est telle qu’il existe deux fonctions T et S de

ε = e − u2/2 et τ = 1/ρ vérifiant :

TdS = dε + pdτ.

Cette équation résume les premier et deuxième principes de la thermodynamique

pour un système thermodynamique subissant une transformation réversible ([9],

[17]).
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2.2 Un début de fermeture

Les équations voient leur nombre multiplié lorsque le fluide est composé de

plusieurs constituants. En effet, pour chaque espèce, les densité, vitesse et énergie

représentent de nouvelles inconnues. Dans la suite du travail, on considère un fluide

à m constituants. Soient (ρi)
m
i=1 les densités partielles, et (ui,ei,pi)

m
i=1 les vitesse,

densité d’énergie totale et pression de chacun. Pour l’espèce i, la pression pi est

fonction de la densité d’énergie ei, de la vitesse ui et de la densité réelle (et non

partielle) ρ̃i (ρ̃i 6= ρi). Pour éclaircir les notations, nous n’utiliserons pas ρ̃i mais

le volume spécifique τi = 1/ρ̃i. La densité du fluide global est ρ =
∑m

i=1 ρi et son

volume spécifique τ = 1/ρ. Les quantités conservées 1 sont :

– la masse de chaque constituant ;

– la quantité de mouvement totale ;

– la densité d’énergie totale.

Les équations aux dérivées partielles associées sont :





∂tρi + div(ρiui) = 0 pour i = 1, . . . ,m

∂t(ρu) + div(ρu ⊗ u + pI) = 0

∂t(ρe) + div(ρue + pu) = 0

(2.2)

où p, (( pression globale )), est encore inconnue ; elle n’est, à ce stade de la construc-

tion, que l’expression du tenseur des contraintes (voir [33]). Mais nous envisageons

déjà d’en faire une fonction des pressions pi des constituants. Nous devons ajouter

à ce système les équations :

{
ρ =

∑m
i=1 ρi

pi = pi(τi,ui,ei) pour i = 1, . . . ,m.
(2.3)

Ce système de [2m + d + 2] équations a pour inconnues :

– (ρi)
m
i=1, ρ ;

– (ui)
m
i=1, u ;

– (ei)
m
i=1, e ;

– (pi)
m
i=1, p ;

– (τi)
m
i=1.

Elles sont au nombre de [(d + 4)m + d + 3].

Il s’agit donc de trouver [(d + 2)m + 1] relations de fermeture. Pour cela, il est

1. L’assimilation du fluide global à un fluide eulérien fait partie des trois (( principes

métaphysiques )) mis en avant par C. Truesdell puis I. Müller et T. Ruggeri dans le cadre de la

(( thermodynamique rationnelle )) ([92] et [70])
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nécessaire de faire des hypothèses supplémentaires, qui conduisent à l’élaboration

d’un modèle, dont les bases sont jetées dans ce chapitre.

Nous expliquons ici les hypothèses qui permettent le choix du modèle suivant :





∂tρi + div(ρiu) = 0 pour i = 1, . . . ,m

∂t(ρu) + div(ρu ⊗ u + pI) = 0

∂t(ρe) + div(ρue + pu) = 0

ρ =
∑m

i=1 ρi

pi = pi(τi,ui,ei) pour i = 1, . . . ,m
∑m

i=1 τiρi = 1

ui = u pour i = 1, . . . ,m

e =
∑m

i=1 αiei

(2.4)

assorti de relations de fermeture explicitées plus loin.

Commençons par examiner la seule hypothèse qui ait été faite sur la structure

du fluide : la non-miscibilité.

Proposition 5

L’hypothèse de non-miscibilité se traduit mathématiquement par l’équation (2.5) 2 :

m∑

i=1

τiρi = 1. (2.5)

�

Démonstration

Soit ω un ouvert inclus dans l’ouvert Ω de Rd contenant le fluide. Nous notons

V (ω) le volume de cet ouvert et Vi(ω) le volume occupé par l’espèce i dans ω (ce

terme, (( volume )), n’a un sens que parce que les constituants ne sont pas mélangés).

Définissons encore mi(ω) comme la masse de constituant i dans ω. Ces notations

seront gardées dans toute la suite.

ω
fluide k

fluide j fluide i

2. Un point de vue différent mais avec des résultats équivalents est adopté dans [92], pour le cas

spécifique des fluides non miscibles.
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V (ω) =

∫

ω
1 dV où dV est l’élément de volume.

Par définition de τi,

Vi(ω) =

∫

ω
τi dmi où dmi est l’élément de masse de i.

Or mi(ω̃) =
∫
ω̃ ρi dV ∀ω̃ ⊂ Ω. Donc

Vi(ω) =

∫

ω
τiρi dV.

On peut écrire
∑m

i=1 Vi(ω) = V (ω). Ainsi

∫

ω

m∑

i=1

τiρi dV =

∫

ω
1 dV.

Ceci étant vrai pour tout ω, on en déduit le résultat.
�

Par la suite, nous appellerons (( non miscibles )) des constituants pour lesquels

on écrit (2.5) 3. On peut exprimer cette égalité d’une autre manière en utilisant les

proportions massiques (αi)
m
i=1 des constituants définies par ρi = αiρ. Donc,

m∑

i=1

αiτi = τ (2.6)

où τ = 1/ρ.

Remarque 2.2.1

– L’équation
∑m

i=1 ρi = ρ de (2.3) a son équivalent sur les αi :
∑m

i=1 αi = 1.

– Il en est de même pour les m premières équations de (2.2). En effet,

∂tρi + div(ρiu) = 0 ⇐⇒ ∂tαiρ + div(αiρu) = 0,

soit, dans le cas où les solutions sont régulières,

ρ∂tαi + ρu.gradαi + αi∂tρ + αidiv(ρu) = 0.

D’autre part,

∂tρ + div(ρu) =

m∑

i=1

(∂tρi + div(ρiu)) = 0

3. Dans l’ouvrage déjà cité [92], les paramètres supplémentaires φi, fractions volumiques, sont

introduits, et un fluide multi-constituants non miscible est un fluide dont les équations constitutives

ne font pas intervenir ces fractions volumiques. Cette définition est équivalente, car notre définition

permet de calculer les fractions volumiques grâce aux autres variables (φi = ρiτi), et nous pouvons

donc voir les équations constitutives comme dépendant des fractions volumiques.
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et ainsi

ρ(∂tαi + u.gradαi) = 0,

ce que l’on note encore

ρDtαi = 0 (2.7)

pour des solutions régulières. L’opérateur Dt = ∂t + u.grad est l’opérateur de

dérivation le long des lignes de courant (dérivation lagrangienne, ou encore

dérivation particulaire).
�

Désormais, le système est composé de [2m+d+3] équations, pour [(d+4)m+d+3]

inconnues.

On apporte une simplification de plus au problème en considérant que la vitesse

est la même pour chaque espèce :

ui = u pour i = 1, . . . ,m.

Ceci fait l’apport de md équations, et il n’en manque plus que 2m.

Remarque 2.2.2

L’hypothèse d’égalité des vitesses n’est pas triviale. On peut d’ores et déjà noter

que ce modèle n’est pas adapté à un liquide (( traversé )) par des bulles de gaz d’une

taille inférieure à la taille des mailles (qui sont siège de mélange numérique). C’est

une des caractéristiques qui distinguent notre modèle d’un modèle (( diphasique ))

(comme les modèles à plusieurs vitesses présentés dans [88]).

vitesse
du liquide

liquide maille

vitesse du gaz

bulles de gaz

Fig. 2.1 – Situation diphasique

�

Les prochaines hypothèses sont d’ordre thermodynamique.

Définissons les densités d’énergie interne (εi)
m
i=1. Elles peuvent être calculées en



110 Chapitre 2. Le modèle générique

fonction des vitesses et des densités d’énergie : εi = ei − ui
2/2 = ei − u2/2.

On suppose que chaque constituant i admet une température Ti et une entropie

Si = Si(τi,εi) (densité d’entropie) telles que

TidSi = dεi + pidτi.

Pour le fluide global, posons

S =
m∑

i=1

αiSi.

Nous faisons ici une hypothèse centrale : nous supposons qu’il existe T , a priori

fonction de toutes les variables du problème, vérifiant :

TDtS = Dtε + pDtτ (2.8)

pour des quantités S, ε et τ régulières, où ε = e − u2/2 et p est la pression globale

utilisée dans les équations (2.2). Cette équation est supposée vraie indépendamment

du reste du système (par exemple pour les équations d’Euler diffusives 4). Remar-

quons que pour des solutions régulières de l’équation d’Euler, elle ne fait qu’imposer

la nullité de DtS (voir la proposition 8).

Remarque 2.2.3

Cette hypothèse est très forte. Elle assimile le fluide global à un fluide mono-

constituant, avec toutefois la différence primordiale que nous n’écrivons pas TdS =

dε+ pdτ ; cette écriture supposerait entre autres que S, T , et p seraient fonctions de

ε et τ exclusivement, ce qui est faux dans le cas général (on s’en convainc dans la

remarque 2.2.5).
�

Nous supposons ensuite que toutes les fonctions d’état propres pi, Ti, Si sont

régulières en fonctions des variables d’état propres τi et εi.

La dernière hypothèse que nous faisons est que pour tout i, (Si)
m
i=1 est strictement

concave en fonction de (τi,εi) (fondements théoriques dans [9] et [17] par exemple).

L’énergie interne étant une variable extensive et les constituants n’étant pas

mélangés,

m∑

i=1

αiεi = ε.

4. Nous écrivons TDtS = Dtε + pDtτ pour toutes les variations possibles de Dtε et de Dtτ . Ceci

a une signification mathématique connue mais que nous décidons de ne pas exposer pour ne pas

compliquer les notations ; elle suppose en effet l’introduction de formes différentielles non exactes

sur des variétés différentiables ([16] et [57])... D’ailleurs, cette précision n’est utile que lorsqu’on

étudie les solutions non régulières et les relations de saut.
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Cette équation est obtenue par un raisonnement similaire à celui effectué pour les vo-

lumes spécifiques. En confrontant cette équation à l’hypothèse d’égalité des vitesses,

on aboutit à une équation supplémentaire, sur les énergies totales :

m∑

i=1

αiei = e.

Nous avons ainsi écrit le système (2.4), système auquel il manque [2m−1] équations.

Mais nous avons introduit une température globale (T ), pour laquelle il n’y a pas de

loi d’état, et nous l’ajoutons désormais dans les inconnues, ce qui porte le nombre

d’équations manquantes à [2m].

Remarque 2.2.4

Les équations τ =
∑m

i=1 αiτi et ε =
∑m

i=1 αiεi ont été montrées grâce à l’hypothèse

de non-miscibilité. De même, sous cette hypothèse, l’entropie S définie par S =
∑m

i=1 αiSi est l’entropie globale. Ces formules ne sont pas pertinentes dans le cas d’un

vrai mélange. Pour l’entropie, on s’en assure par exemple grâce au théorème de Gibbs

pour un mélange de gaz parfaits (lire [9]). Lorsque les constituants sont séparés,

les interactions (surfaciques) entre les différents constituants, qu’il semble logique

de considérer comme proportionnelles à la surface de contact, sont négligeables en

rapport aux interactions à l’intérieur d’un même constituant. Ceci devient faux

lorsque le fluide est un mélange, et ces actions inter-constituants donnent lieu à des

accroissements ou diminutions des variables globales τ , ε, S.
�

Cette remarque permet d’affiner l’hypothèse de non-miscibilité : nous négligeons

entre autres les interactions surfaciques.

Remarque 2.2.5

En thermodynamique classique à un constituant, on écrirait S = S(τ,ε), T = T (τ,ε),

et p = p(τ,ε). On ne peut le faire ici car le modèle est un modèle à plusieurs

températures et plusieurs pressions. En première analyse,

S = S(τ1, . . . ,τm,ε1, . . . ,εm,α1, . . . ,αm),

et il est impossible de parler de concavité de S en fonction de (τ,ε). titre de contre-

exemple, considérons le cas d’un fluide composé de deux gaz parfaits (m = 2).

Supposons que α1 = α2 = 1/2. Les lois d’état sont :





p1 = (γ1 − 1)
ε1

τ1

S1 = ln(ε1τ
γ1−1
1 )

p2 = (γ2 − 1)
ε2

τ2

S2 = ln(ε2τ
γ2−1
2 )
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où γ1 et γ2 sont des réels strictement supérieurs à 1. L’entropie totale du système

est

S =
1

2
(S1 + S2) =

1

2
ln(ε1ε2τ

γ1−1
1 τγ2−1

2 )

et on ne peut pas écrire S = S(τ,ε) 5 où τ = 1
2(τ1 + τ2) et ε = 1

2(ε1 + ε2).
�

Les dernières hypothèses que nous avons faites (d’ordre thermodynamique) n’ont

pas encore apporté d’équations. Il faut les interpréter ; elles conduisent à différentes

relations de fermeture, que nous allons discuter. Tout d’abord, observons que

m∑

i=1

αiTiDtSi =

m∑

i=1

αi(Dtεi + piDtτi) = Dtε +

m∑

i=1

αipiDtτi

car Dtαi = 0 ∀i par (2.7) dans une transformation admissible (i.e. vérifiant (2.4))

du fluide. Or Dtε = TDtS − pDtτ , par l’hypothèse centrale, et donc,

∑m
i=1 αiTiDtSi = T

∑m
i=1 Dt(αiSi) − p

∑m
i=1 Dt(αiτi) +

∑m
i=1 αipiDtτi

= T
∑m

i=1 αiDtSi − p
∑m

i=1 αiDtτi +
∑m

i=1 αipiDtτi.

On écrit finalement une relation de compatibilité entre les températures, pressions,

entropies et volumes spécifiques.

m∑

i=1

αiTiDtSi − T

m∑

i=1

αiDtSi =

m∑

i=1

αipiDtτi − p

m∑

i=1

αiDtτi. (2.9)

Dans la prochaine section, nous analysons différentes relations de fermeture qui

permettent de vérifier cette égalité.

Dans la suite, nous appelons (( variables propres )) du constituant i les va-

riables définies pour ce constituant, portant l’indice i : pression propre, température

propre...

5. Cependant, nous montrerons par la suite (proposition 7) que dans le cas d’un mélange isobare

et isotherme, l’entropie totale S est fonction de τ et ε seulement.
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Chapitre 3

Les relations de fermeture

possibles

L’objectif est de trouver 2m relations de fermeture qui permettent de vérifier

(2.9). Pour cela, nous procédons en proposant des conditions suffisantes. Nous faisons

une première hypothèse simplificatrice : chacun des membres de l’équation (2.9) est

nul. Cela a pour intérêt :

– de découpler les équations sur la pression et le volume spécifique des équations

sur la température et l’entropie (en ce sens, la réduction ne parâıt pas trop

arbitraire) ;

– de fournir par la suite le bon nombre (2m) de relations de fermeture.

Par (( équations de compatibilité )), on entend désormais :





m∑

i=1

αipiDtτi − p

m∑

i=1

αiDtτi = 0 (a)

m∑

i=1

αiTiDtSi − T

m∑

i=1

αiDtSi = 0. (b)

(3.1)

3.1 Relations entre les pressions et les volumes spécifiques

Nous trouvons dans cette section des équations supplémentaires, sur les pressions

et les volumes spécifiques, au nombre de m (nous trouverons par la suite m équations

semblables sur les températures et les entropies).

L’équation de compatibilité sur la pression est par exemple vérifiée si l’on force

les égalités :

pi = pj ∀(i,j).

Il s’agit alors d’un modèle isobare. Mais si nous ne voulons pas faire cette hypothèse,

il existe d’autres solutions. Une idée naturelle, motivée par le calcul numérique (dans
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lequel on cherche avant tout à connâıtre les accroissements), est de postuler des

relations entre les dérivées lagrangiennes des différents volumes spécifiques propres.

Nous supposons donc que nous connaissons des coefficients (λi) tels que

Dtτi

λi
=

Dtτj

λj
∀i,j. (3.2)

Par exemple, les λi peuvent valoir 1, mais nous proposerons d’autres choix. La

relation de fermeture sur la pression permet alors d’introduire une formule pour la

pression globale. En effet, l’équation de compatibilité donne

p
m∑

i=1

αiDtτi =
m∑

i=1

αipiDtτi,

ce qui revient avec (3.2) à

p

m∑

i=1

αiλi
Dtτi

λi
=

m∑

i=1

αipiλi
Dtτi

λi
.

Ceci, par (3.2), devient

p

m∑

i=1

αiλi =

m∑

i=1

αipiλi.

En posant

δi =
αiλi∑m
i=1 αiλi

, (3.3)

on peut donc en déduire l’expression de p :

p =

m∑

i=1

δipi. (3.4)

Remarque 3.1.1

– L’équation de compatibilité impose que si toutes les pressions pi sont égales,

leur valeur est aussi celle de p. Sur les δi, cela se traduit par :

m∑

i=1

δi = 1. (3.5)

En conséquence, pour des coefficients δi ne dépendant pas des pressions pi,

nous aurons toujours (3.5).

– Les λi sont définis à un facteur multiplicatif près. C’est évident sur (3.2), par

définition. Cependant, les coefficients δi, eux ne dépendent pas de ce facteur.

On pourra dans la suite décider de normaliser les λi en imposant par exemple :
∑m

i=1 αiλi = 1.
�
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Nous présentons quelques exemples de valeurs de (δi,λi) parmi les plus simples

ou cohérents. Ces exemples ne sont qu’indicatifs, et l’on peut en imaginer de très

variés tous aussi valables sur le plan mathématique.

Relation 1

Un cas particulier est celui où λi = τi pour tout i :

Dtτi

τi
=

Dtτj

τj
∀i,j. (3.6)

Dans ce cas, δi = αiτi
τ :

p =

m∑

i=1

αiτi

τ
pi. (3.7)

δi représente alors la fraction volumique du constituant i : Vi(ω) =
∫
ω τiρi dV =∫

ω τiαiρ dV =
∫
ω

τiαi
τ dV =

∫
ω δi dV .

Proposition 6

Pour δi = αiτi
τ ,

Dtδi = 0 ∀i.

Cela s’interprète : les fractions volumiques n’évoluent pas le long des lignes de cou-

rant...
�

Démonstration

Si δi = αiτi
τ ,

Dtδi = Dt(
αiτi

τ
) = αiDt(

τi

τ
) car Dtαi = 0

=
αi

τ
Dtτi −

αiτi

τ2
Dtτ =

αi

τ
Dtτi −

αiτi

τ2

m∑

i=1

αiDtτi

=
αi

τ
(Dtτi −

τi

τ

m∑

i=1

αiDtτi) =
αi

τ
(λi

Dtτi

λi
− τi

τ

m∑

i=1

αiλi
Dtτi

λi
).

On continue grâce à (3.2) :

=
αi

τ

Dtτi

λi
(λi −

τi

τ

m∑

i=1

αiλi)

=
αi

τ

Dtτi

λi
(λi −

τi

τ

αiλi

δi
) =

αi

τ

Dtτi

λi
(λi −

τi

τ
αiλi

τ

αiτi
)

=
αi

τ

Dtτi

λi
(λi − λi) = 0.

�



116 Chapitre 3. Les relations de fermeture possibles

Relation 2

Une autre idée est de poser

piDtτi = pjDtτj ∀i,j, (3.8)

i.e. de considérer que λi = 1/pi ∀i. Physiquement, pDtτ est un transfert d’énergie

élémentaire sous forme de travail. L’équation (3.8) exprime donc l’(( équirépartition ))

de travail sur les différents constituants. Effectuons un petit calcul :

(3.1.a) =⇒
m∑

i=1

αipiDtτi = p

m∑

i=1

αi

pi
piDtτi

et (3.8) =⇒ 1 = p

m∑

i=1

αi

pi
.

Enfin,

1

p
=

m∑

i=1

αi

pi
. (3.9)

On retrouve bien entendu ce résultat en utilisant directement l’expression (3.4) de

la pression avec l’équation (3.3), δi = (αi/pi)/
∑m

i=1(αi/pi). Il signifie que p est la

moyenne harmonique des pi pondérée par les αi.

Relation 3

Une autre possibilité est d’imposer l’égalité des variations des volumes spécifiques :

Dtτi = Dtτj ∀i,j. (3.10)

Nous avons ici écrit l’équation (3.2) avec λi = 1 ∀i. Par (3.1.a), nous obtenons

alors

p =

m∑

i=1

αipi, (3.11)

c’est-à-dire que p est la moyenne arithmétique des pi pondérés par les αi.

Relation 4

On peut aussi vouloir écrire

αiDtτi = αjDtτj ∀i,j, (3.12)

ce qui revient à calculer la pression comme une moyenne arithmétique des pressions

pi :

p =
1

m

m∑

i=1

pi. (3.13)
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Relation 5

Enfin, rappelons la première fermeture que nous avons évoquée, le modèle isobare.

Nous considérons que les pressions propres sont égales :

pi = pj ∀i,j. (3.14)

L’équation de compatibilité (3.1.a) impose alors

pi = p ∀i.

Remarque 3.1.2

Quel que soit le nombre de relations que nous avons postulées (équations (3.4),

(3.14)), nous avons obtenu en utilisant l’équation de compatibilité m relations de

fermeture indépendantes.
�

3.2 Relations entre les températures et les entropies

L’équation de compatibilité sur la température et l’entropie a la même structure

que celle sur la pression et le volume spécifique (équations (3.1)). Les choix pos-

sibles de fermeture sont donc identiques aux précédents, et les calculs parfaitement

semblables, même si leur signification physique est différente. Nous transposons telle

quelle l’étude pour la pression à la température, avec comme résultat la présentation

de cinq relations de fermeture.

Pour les quatre premières relations, les relations de fermeture que nous envisa-

geons reviennent à considérer que T est une moyenne des Ti :

T =

m∑

i=1

ζiTi (3.15)

ou, d’une autre manière, qu’il existe (µi)
m
i=1 tels que

DtSi

µi
=

DtSj

µj
∀i,j (3.16)

avec

ζi =
αiµi∑m
i=1 αiµi

.

Relation 6

On montre que si ζi = αiSi
S , Dtζi = 0 ∀i. C’est alors la proportion volumique de Si

(par rapport à S). Les relations sont

T =

m∑

i=1

αiSi

S
Ti
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et

DtSi

Si
=

DtSj

Sj
∀i,j.

Remarquons cependant que dans le cas où une des entropies est nulle, cette relation

doit être réinterprétée.

Relation 7

En posant µi = 1/Ti ∀i, on écrit

TiDtSi = TjDtSj ∀i,j, (3.17)

qui signifie physiquement que la quantité de chaleur déposé sur le fluide global

est uniformément répartie sur chaque constituant. La température T donnée par

l’équation de compatibilité (3.1.b) est une moyenne harmonique :

1

T
=

m∑

i=1

αi

Ti
.

Remarque 3.2.1

Nous remarquons (comme dans [28]) que ces relations de fermeture

TiDtSi = TjDtSj ∀i,j

ne font pas intervenir les températures dans le système car elles s’écrivent d’une

autre manière

Dtτi + piDtεi = Dtτj + pjDtεj ∀i,j.

C’est le cas pour un constituant unique (équations d’Euler (2.1)). Pour avoir un

système similaire aux équations d’Euler à une espèce, on aura tendance à choisir la

relation 7 1.
�

Relation 8

Fixer la valeur des coefficients µi à 1, c’est forcer l’égalité des variations d’entropie

de chaque espèce, soit

DtSi = DtSj ∀i,j.

Il en découle

T =

m∑

i=1

αiTi.

1. Pour une discussion détaillée de ce point de vue sur les équations d’état complètes ou in-

complètes, on peut consulter [68].
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Relation 9

On peut encore écrire

αiDtSi = αjDtSj ∀i,j (3.18)

et

T =
1

m

m∑

i=1

Ti. (3.19)

Relation 10

On peut enfin écrire l’égalité de toutes les températures propres Ti, qui débouche

sur les égalités :

Ti = T ∀i.

Il s’agit alors d’un modèle isotherme, ou de ce que C. Truesdell nomme une (( constrai-

ned mixture )) ([92]).

Nous avons trouvé les 2m relations de fermeture qui nous manquaient.

Nous achevons ce chapitre en présentant un résultat particulier au modèle isobare

et isotherme 2. Rappelons que l’entropie globale définie par S =
∑m

i=1 αiSi s’écrit a

priori comme une fonction de tous les αi, εi, τi. pour simplifier les écritures, nous

considérons que les αi sont des constantes.

Proposition 7

Si Ti = T et pi = p ∀i, l’entropie totale S est une fonction de τ et ε seulement :

S = S(τ,ε).

De plus, S est concave en fonction de (τ,ε), et on peut écrire de manière rigoureuse

TdS = dε + pdτ.

�

Démonstration

Nous savons que pour chaque constituant, les variables (τi,εi) et (1/Ti,pi/Ti) sont en

bijection. L’entropie Si peut être comprise comme fonction de 1/Ti et pi/Ti (pour une

discussion complète sur les changements de variables licites en thermodynamique,

nous renvoyons à [25]). Par suite, à fractions massiques constantes,





S =
∑m

i=1 αiSi(1/Ti,pi/Ti) =
∑m

i=1 αiSi(1/T,p/T ) = S(1/T,p/T )

ε =
∑m

i=1 αiεi(1/Ti,pi/Ti) =
∑m

i=1 αiεi(1/T,p/T ) = ε(1/T,p/T )

τ =
∑m

i=1 αiτi(1/Ti,pi/Ti) =
∑m

i=1 αiτi(1/T,p/T ) = τ(1/T,p/T ).

2. Ce résultat est démontré pour un mélange de gaz parfaits dans la thèse de J.-P. Croisille

(voir [25]). Il sera utilisé pour montrer l’hyperbolicité du modèle isobare isotherme (théorème 18).
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On définit l’application F :

F :

{
R+∗ × R+∗ −→ R2

(1/T,p/T ) 7−→ (τ,ε).

On sait que F est de classe C1. D’autre part,

∇F =

∂

(
τ

ε

)

∂(
1

T
,
p

T
)

=
m∑

i=1

αi

∂

(
τi

εi

)

∂(
1

T
,
p

T
)

.

Les entropies Si sont par hypothèse thermodynamique concaves, ce qui signifie que

les matrices de leurs dérivées secondes (par rapport à (τi,εi)) sont définies négatives.

Autrement dit, les matrices

∂

(
1/T

p/T

)

∂(τi,εi)

sont définies négatives. Elles sont donc inversibles et leurs inverses sont définies

négatives. L’expression de leurs inverses est

∂

(
τi

εi

)

∂(
1

T
,
p

T
)

.

La matrice ∇F est ainsi une somme de matrices définies négatives. Elle est par

conséquent définie négative. Le théorème de l’inverse local (voir par exemple [90])

étendu au convexe R+∗ × R+∗ de R2 permet de conclure que l’application F est

inversible sur tout le domaine R+∗ × R+∗. On peut donc remplacer les variables

intensives (1/T,p/T ) par les variables extensives (τ,ε) en écrivant :

S̃(τ,ε) = S ◦ F−1(τ,ε).

S̃ est à nouveau notée S. Remarquons que le fait que F soit inversible exprime

l’inversibilité du système :




τ =
∑m

i=1 αiτi

ε =
∑m

i=1 αiεi

pi = pj ∀i,j

Ti = Tj ∀i,j,

(3.20)

c’est-à-dire que pour (τ,ε) donné, il existe une unique solution ((τi)
m
i=1,(εi)

m
i=1) iso-

bare isotherme.

Par définition, S est strictement concave si

S(τ0 + δτ,ε0 + δε) + S(τ 0 − δτ,ε0 − δε,) < 2S(τ 0,ε0)
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pour tous accroissements δτ , δε non nuls et en tout (τ 0,ε0).

Or pour chaque énergie interne globale, il existe des énergies internes propres

dans le mélange isobare isotherme (c’est l’inversibilité du système (3.20)), et ainsi :




τ0 + δτ =
∑m

i=1 αi(τ
0
i + δτ+

i )

τ0 − δτ =
∑m

i=1 αi(τ
0
i − δτ−

i )

ε0 + δε =
∑m

i=1 αi(ε
0
i + δε+

i )

ε0 − δε =
∑m

i=1 αi(ε
0
i − δε−i ).

On écrit donc pour les entropies :

S(τ0 + δτ,ε0 + δε) + S(τ 0 − δτ,ε0 − δε) =
m∑

i=1

αiSi(τ
0
i + δτ+

i ,ε0
i + δε+

i )

+

m∑

i=1

αiSi(τ
0
i − δτ−

i ,ε0
i − δε−i ).

On fait des développements limités à l’ordre 2. Il existe 2m réels (τ̄i,ε̄i)
m
i=1 tels que :

S(τ0 + δτ,ε0 + δε) + S(τ 0 − δτ,ε0 − δε)

=

m∑

i=1

αi(Si(τ
0
i ,ε0

i ) + ∇Si(τ
0
i ,ε0

i )

(
δτ+

i

δε+
i

)
+

1

2

(
δτ+

i

δε+
i

)t

∇2Si(τ̄i,ε̄i)

(
δτ+

i

δε+
i

)
)

+
m∑

i=1

αi(Si(τ
0
i ,ε0

i ) −∇Si(τ
0
i ,ε0

i )

(
δτ−

i

δε−i

)
+

1

2

(
δτ−

i

δε−i

)t

∇2Si(τ̄i,ε̄i)

(
δτ−

i

δε−i

)
).

Les entropies Si sont concaves en fonction de (τi,εi), ce qui signifie que les matrices

∇2Si sont définies négatives. De plus,

∇Si(τ
0
i ,ε0

i ) =




p(τ0
i ,ε0

i )

T (τ0
i ,ε0

i )
1

T (τ0
i ,ε0

i )


 =




p0

T 0

1

T 0


 .

On en déduit la majoration :

S(τ0 + δτ,ε0 + δε) + S(τ 0 − δτ,ε0 − δε)

< 2

m∑

i=1

αiSi(τ
0
i ,ε0

i )

+ [
m∑

i=1

αi

(
p0/T 0

1/T 0

)(
δτ+

i

δε+
i

)
−

m∑

i=1

αi

(
p0/T 0

1/T 0

)(
δτ−

i

δε−i

)
].

Comme
∑m

i=1 αiδτ
+
i =

∑m
i=1 αiτ

−
i = δτ et

∑m
i=1 αiδε

+
i =

∑m
i=1 αiε

−
i = δε, le terme

entre crochets est nul. Nous avons bien l’inégalité attendue (inégalité de concavité)

en rappelant que
∑m

i=1 αiSi(τ
0
i ,ε0

i ) = S(τ0,ε0).
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Il reste à montrer que

TdS = dε + pdτ,

c’est-à-dire que

∇S =

(
p/T

1/T

)

(gradient de S par rapport à (τ,ε)). On sait que ce gradient existe. On a donc l’égalité

∂S

∂εi
=

∂S

∂ε

∂ε

∂εi
.

Or
∂S

∂εi
= αi

∂Si

∂εi
=

αi

T

et
∂S

∂ε

∂ε

∂εi
=

∂S

∂ε
αi.

Donc, par identification, il vient
∂S

∂ε
=

1

T
.

Le même raisonnement avec la dérivée par rapport à τ termine la démonstration de

cette proposition.
�
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Chapitre 4

Dégénérescence des modèles

Nous montrons dans ce chapitre que dans le cas d’une zone de mélange non

étendue (qui peut correspondre à l’étalement numérique d’une interface), le résultat

limite pour une longueur d’étalement tendant vers 0 ne dépend pas des relations de

fermeture choisies. C’est un résultat de type (( Lax-Wendroff )) ([59]). Ce résultat

est important pour la résolution numérique des équations, car la taille d’une zone

de mélange provenant de la diffusion numérique d’une interface tend vers 0 lorsque

le pas du maillage tend vers 0. Les solutions numériques trouvées avec les différents

modèles convergent toutes vers la même limite lorsque le pas de discrétisation d’es-

pace tend vers 0. Autrement dit, le comportement du modèle pour un fluide à inter-

faces dégénère. Commençons par poser le problème.

Nous considérons pour simplifier le cas physique où il y a deux constituants en

dimension 1 seulement. L’espace de travail est R+ × R (t ∈ R+ et x ∈ R). Notons

D1 la partie de l’espace occupée par le constituant 1 et D2 celle occupée par le

constituant 2. Dans les équations d’Euler (2.1), la pression p est alors définie par

p = p11lD1
+ p21lD2

,

D1 et D2 sont séparés par une interface xI(t) régie par l’équation :

∂txI(t) = u (t,xI(t)) .

Le système total est donc (4.1).




∂tρ + ∂x(ρu) = 0

∂t(ρu) + ∂x(ρu2 + pI) = 0

∂t(ρe) + ∂x(ρue + pu) = 0

p = p11lD1
+ p21lD2

∂txI(t) = u (t,xI(t)) .

(4.1)

La condition initiale présente des constituants séparés par une interface :
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1

0

α1

α2

D2D1

Nous notons

U0(x) =




ρ0(x)

ρu0(x)

ρe0(x)




le vecteur des valeurs initiales.

Pour simuler le mélange numérique, nous définissons un problème (( approché ))

où la condition initiale est régularisée avec un paramètre ε :

0

1

ε

α1

α2

et avec les mêmes valeurs initiales U 0. Il faut bien sûr avoir α1 +α2 = 1 partout.

Ce problème approché est modélisé par l’un, quelconque, des modèles de mélanges

construits précédemment. Pour la discussion qui s’annonce, nous séparons le système

en deux, d’un côté les équations d’Euler (4.2) et de l’autre les relations de ferme-

ture (4.3) quelles qu’elles soient :




∂tρ + ∂x(ρu) = 0

∂t(ρu) + ∂x(ρu2 + pI) = 0

∂t(ρe) + ∂x(ρue + pu) = 0

(4.2)





relations

de

fermeture.

(4.3)

Nous considérons donc la solution (à supposer qu’elle existe) du système constitué

de (4.2) et (4.3) et qui a pour condition initiale la situation régularisée. Précisons que

ce sont les fractions massiques qui sont régularisées, pas les variables ρ, u, e. Cette

solution est appelée Uε =




ρε

ρεuε

ρεeε


 et est définie pour tout ε positif. Rappelons que

la valeur initiale de Uε, notée U 0
ε , vérifie U 0

ε = U0.
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Théorème 16

Supposons que pour tout ε il existe une solution de (4.2), (4.3) telle que Uε est

solution au sens des distributions de (4.2).

Supposons que Uε ∈ (L∞(R+ × R))3 ∀ε et que ∃A ∈ R3, ρmin ∈ R+∗ tels que

{
‖Uε‖L∞ ≤ A ∀ε

ρε ≥ ρmin > 0 ∀ε.

Supposons encore que ∃U ∈ (L∞(R+ × R))3 tel que

lim
ε→0

(Uε − U) = (0) ∈ R3 p.p.

Alors, la limite U est solution au sens des distributions du système (4.2) avec

la condition initiale non régularisée et la loi de pression : p = p1 lorsque α1 = 1 et

p = p2 lorsque α2 = 1, c’est-à-dire solution du système (4.1).

De plus, si pour tout ε > 0 Uε vérifie l’inégalité entropique

∂t(ρεS(Uε)) + ∂x(ρεuεS(Uε)) ≥ 0

(avec S(Uε) = α1S1(Uε) + α2S2(Uε)), la solution limite U la vérifie aussi :

∂t(ρS(U)) + ∂x(ρuS(U)) ≥ 0,

où S(U) = S1(U)1lD1
+ S2(U)1lD2

(la solution limite est mise sous la forme U =

(ρ,ρu,ρe)).
�

L’hypothèse de minoration uniforme de la densité est une précaution à prendre

contre l’apparition du vide, qui est ainsi exclue.

Démonstration

On note

f(Uε) =




ρεuε

ρεu
2
ε + pε

ρεuεeε


 .

La solution au sens des distributions Uε vérifie
∫

�

∫
�

+

Uε∂tϕ + f(Uε)∂xϕdt dx +

∫
� U0

ε ϕ0 dx = 0

pour toute application ϕ ∈ (C∞
0 (R+ × R))3 (ϕ0(x) = ϕ(0,x)).

Tout d’abord, comme U 0
ε = U0,

∫
� U0

ε ϕ0 dx =

∫
� U0ϕ0 dx.

Il suffit donc de prouver la convergence de la première intégrale. Un premier constat :

sous les hypothèses du théorème, le théorème de convergence dominée de Lebesgue



126 Chapitre 4. Dégénérescence des modèles

assure la convergence de
∫

�
∫

�
+ Uε∂tϕdt dx vers

∫
�
∫

�
+ U∂tϕdt dx. Une petite ana-

lyse est encore nécessaire pour le terme restant. On peut d’ores et déjà dire que




limε→0(ρεuε − ρu) = 0 p.p.

limε→0(ρεu
2
ε − ρu2) = 0 p.p.

limε→0(ρεuεeε − ρue) = 0 p.p.,

mais ce n’est pas suffisant : il faut savoir comment la pression réagit à ce passage à

la limite.

Appelons ε(t) la longueur au temps t de l’ensemble des points transportés par

l’écoulement et situés à t = 0 dans la zone de mélange artificiel (ε(0) = ε). Cet

ensemble de points définit la zone de mélange, car quelles que soient les relations de

fermeture, Dtαiε = 0. Cette longueur vérifie :

ε(t) =

∫
� 1l{α1ε(t,x)α2ε(t,x)6=0}(t,x) dx.

Soit mε(t) la masse de cet ensemble :

mε(t) =

∫
� ρε(t,x)1l{α1ε(t,x)α2ε(t,x)6=0}(t,x) dx.

La première équation de (4.2) (conservation de la masse) implique que mε(t) =

mε(0) ∀t. D’autre part, l’hypothèse de non-apparition du vide implique :

mε(t) ≥ ρminε(t) ∀ε, ∀t.

D’où une majoration de ε(t) :

ε(t) ≤ mε(0)

ρmin
< +∞.

Comme mε(0) tend vers 0 lorsque ε tend vers 0, ε(t) tend vers 0 avec ε. Autrement

dit, la longueur de mélange tend vers 0 pour tout t (lorsque la longueur au temps

0 tend vers 0). Ainsi, pε converge presque partout vers la pression correcte, c’est-

à-dire calculée avec la bonne loi selon qu’on est dans le composé 1 ou 2. Selon les

hypothèses du théorème, p1ε et p2ε sont bornés dans L∞(R+ ×R) indépendamment

de ε car ε1ε, ε2ε, τ1ε et τ2ε le sont (toutes les lois d’état sont supposées régulières).

On vérifie aisément que c’est alors aussi le cas de pε, quelle que soit la fermeture

choisie (égalité des pressions ou moyenne pondérée). Finalement, f(Uε) est borné

en norme L∞ indépendamment de ε et, par le théorème de convergence dominée de

Lebesgue,
∫

�
∫

�
+ f(Uε)∂tϕdt dx converge vers

∫
�
∫

�
+ f(U)∂tϕdt dx, ce qui montre

enfin que U est solution.

L’inégalité entropique pour Uε signifie que pour toute fonction φ ∈ C∞
0 (R+ ×R)

positive, ∫
�

∫
�

+

ρεS(Uε)∂tφ + ρεuεS(Uε)∂xφdt dx ≤ 0.
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La bornitude de la zone de mélange implique la convergence presque partout de

S(Uε) vers S(U). L’inégalité entropique pour U découle donc de la régularité S, à

nouveau par le théorème de convergence dominée de Lebesgue.
�

Remarque 4.0.2

Les hypothèses du théorème sont très fortes. Dans l’état actuel des connaissances

sur les équations d’Euler, on utilise souvent ce type d’hypothèses toujours à peu près

équivalentes à l’existence de solutions. C’est par exemple une assertion semblable

qui permet de montrer la croissance de l’entropie dans un choc par la méthode des

viscosités évanescentes (voir [41]). Dans notre cas il faut supposer de plus la densité

ne vaut jamais 0. De manière générale, l’apparition du vide est une singularité dans

les équations d’Euler. Un tel résultat a cependant un intérêt très fort sur le plan

numérique : lors d’un calcul, on se rend compte si la solution calculée reste bornée

(inférieurement et supérieurement) ou au contraire (( explose )). Si elle n’explose pas,

le théorème de cohérence 16 nous dit que la solution numérique est proche de la

solution exacte (pour des pas de discrétisation assez petits). La régularisation de la

condition initiale a joué le rôle (( mélangeur )) de la discrétisation.
�
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Chapitre 5

Évaluation des relations de

fermeture

Nous cherchons désormais à éliminer des relations de fermeture, celles n’ayant

pas de bonnes propriétés. Elles vont être jugées selon deux qualités du système

obtenu :

– caractère entropique ;

– hyperbolicité.

Nous allons voir qu’elles sont presque toutes correctes pour ces critères, ce qui ne

permet pas de les départager.

5.1 Entropie pour une solution régulière

Supposons que le système admette une solution régulière, au moins de classe

C1. Pour celle-ci, les équations (2.4) peuvent s’écrire, après une transformation

élémentaire,





ρDtτ = divu

ρDtαi = 0 pour i = 1,2, . . . ,m − 1

ρDtu = −gradp

ρDte = −div(pu)

pi = pi(τi,u,ei) pour i = 1, . . . ,m

Si = Si(τi,u,ei) pour i = 1, . . . ,m
∑m

i=1 αi = 1
∑m

i=1 αiτi = τ.

(5.1)
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Proposition 8

Pour une solution régulière, et quelles que soient les relations de fermeture,

DtS = 0.

Cela signifie que l’entropie totale est constante le long des lignes de courant.
�

Démonstration

TDtS = Dtε + pDtτ

= Dte − uDtu + pDtτ

= τ(−divpu + ugradp + pdivu) par (5.1)

= 0.

�

Remarque 5.1.1

Nous ne pouvons rien dire sur l’entropie de chaque constituant. Pour affirmer que

DtSi = 0 ∀i, il faut en plus supposer que toutes les variations DtSi sont de même

signe (et leur nullité vient alors de (3.1.b) et du fait que tous les αi, toutes les

températures Ti et toutes les entropies Si sont positifs). Cela est la cas pour les

relations 6, 7, 8 et 9.
�

5.2 Le système est-il hyperbolique?

Dans ce chapitre, nous focalisons sur une propriété mathématique importante

pour un système d’équations aux dérivées partielles en mécanique des fluides : l’hy-

perbolicité. Nous montrons que les modèles créés dans les pages précédentes sont,

pour une grande partie, hyperboliques. Les résultats sont consignés dans les théorèmes 17

et 18 que nous avons choisi d’écrire séparément parce que les démonstrations pro-

posées en sont différentes.

Théorème 17

Le système constitué par les équations de conservation (2.4) et la relation de ferme-

ture 1, 3, 4 ou 5 pour la pression :

p =
m∑

i=1

αiτi

τ
pi, p =

m∑

i=1

αipi,

p =
1

m

m∑

i=1

pi ou p = pi ∀i
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et la relation 6, 7, 8 ou 9 pour la température :

T =
m∑

i=1

αiSi

S
Ti,

1

T
=

m∑

i=1

αi

Ti
,

T =

m∑

i=1

αiTi ou T =
1

m

m∑

i=1

Ti

est hyperbolique.
�

Théorème 18

Le modèle isobare isotherme :
{

pi = p ∀i

Ti = Tj ∀i,j

est hyperbolique.
�

Démonstration du théorème 17

La diversité des relations de fermeture envisagées nous fait sortir du cadre des

systèmes de lois de conservation, cadre exclusif dans lequel le théorème de Godunov-

Mock – qui permet de conclure à l’hyperbolicité – est applicable (voir [41], [83]).

Pour montrer l’hyperbolicité, on essaie de mettre le système sous la forme ρDtU =
∑d

`=1 A`∂x`
U où U est le vecteur des inconnues, ∂x`

étant l’opérateur de dérivation

par rapport à la composante ` de Rd. La méthode choisie est une symétrisation

par rapport à la pression, qui vise à remplacer Dtτ par une fonction de Dtp. Nous

débutons la démonstration avec des relations de fermeture quelconques afin de voir

comment les restrictions sur celles-ci apparaissent. Nous avons vu que les relations

de fermeture envisagées pour la pression et le volume spécifique sont de deux types :

soit p =
∑m

i=1 δipi,

soit pi = p ∀i.

L’analyse de ces deux situations est faite séquentiellement.

Cas d’une relation de fermeture du type p =
∑m

i=1 δipi

On a

Dtp =

m∑

i=1

δiDtpi +

m∑

i=1

piDtδi

=
m∑

i=1

δi
∂pi

∂τi

∣∣∣∣
Si

Dtτi +
m∑

i=1

δi
∂pi

∂Si

∣∣∣∣
τi

DtSi +
m∑

i=1

piDtδi

= (

m∑

i=1

δiλi

λ1

∂pi

∂τi

∣∣∣∣
Si

)Dtτ1 +

m∑

i=1

δi
∂pi

∂Si

∣∣∣∣
τi

DtSi +

m∑

i=1

piDtδi

(où λi et δi sont reliés par la formule (3.3))

=

∑m
i=1

δiλi
λ1

∂pi
∂τi

∣∣∣
Si∑m

i=1
αiλi
λ1

Dtτ +
m∑

i=1

δi
∂pi

∂Si

∣∣∣∣
τi

DtSi +
m∑

i=1

piDtδi.
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Pour continuer l’analyse nous supposons que

{
DtSi = 0 ∀i

Dtδi = 0 ∀i.
(5.2)

Les conclusions ne seront donc valables que pour les relations de fermeture menant

aux égalités (5.2).

Nous nous permettons ainsi d’écrire

Dtp =

∑m
i=1

δiλi
λ1

∂pi

∂τi

∣∣∣
Si∑m

i=1
αiλi
λ1

Dtτ =

∑m
i=1 δiλi

∂pi

∂τi

∣∣∣
Si∑m

i=1 αiλi
Dtτ.

On se souvient que les λi sont définis à une constante multiplicative près. Nous

pouvons donc décider arbitrairement que

m∑

i=1

αiλi = 1. (5.3)

Ce choix paraissait déjà naturel sur l’équation (3.3). Posons

ω =

m∑

i=1

δiλi
∂pi

∂τi

∣∣∣∣
Si

pour simplifier l’écriture de Dtp :

Dtp = ωDtτ.

Sous l’hypothèse (5.2), on peut de plus remplacer les équations de fermeture sur

l’entropie et la température par

DtSi = 0 ∀i.

En réunissant ces m équations, on obtient l’équation sur l’énergie grâce aux formules
∑m

i=1 αiτi = τ ,
∑m

i=1 αiεi = ε et TiDtSi = Dtεi + piDtτi. L’équation sur l’énergie

est donc retirée du système (car elle y est redondante). Nous devons encore trouver

une expression facilement exploitable des relations de fermeture sur les pressions et

volumes spécifiques. Examinons les [m − 1] relations

Dtτi

λi
=

Dtτj

λj
∀i,j.

Elles ont pour conséquence

Dtτi =
λi

λ1
Dtτ1 =

λi

λ1

1∑m
i=1

αiλi
λ1

Dtτ
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soit enfin, avec la convention (5.3) :

ρDtτi = λidivu ∀i.

Seules [m − 1] de ces équations sont indépendantes de l’équation sur Dtτ ou Dtp.

On ne doit donc en prendre que [m − 1] en compte. Afin de simplifier beaucoup les

écritures, supposons que d = 1 (mais le résultat reste vrai en dimension supérieure).

Dans ces conditions, le système est :





ρDtp = ωdivu

ρDtu = −gradp

ρDtτi = λidivu pour i = 1,2, . . . ,m − 1

ρDtαi = 0 pour i = 1,2, . . . ,m − 1

ρDtSi = 0 pour i = 1,2, . . . ,m

∑m
i=1 αi = 1

∑m
i=1 αiτi = τ

pi = pi(τi,u,ei)

Si = Si(τi,u,ei)

p =
∑m

i=1 δipi,

soit

ρDtU = A∂xU

en posant

U =




p

u

(τi)
m−1
i=1

(αi)
m−1
i=1

(Si)
m
i=1



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et

A =




0

λm−1

λ2

0

ω

0λ1

0

−1

0

0

0

0

00

0

0

00




.

A est une matrice carrée de dimension 3m × 3m. Les valeurs propres de cette

matrice sont les racines v (complexes a priori) du polynôme :

(−v)3m−2(v2 + ω)

Rappelons que ω =
∑m

i=1 δiλi
∂pi
∂τi

∣∣∣
Si

. D’après (3.3), cela implique

ω =

m∑

i=1

αiλ
2
i

∂pi

∂τi

∣∣∣∣
Si

.

La concavité de Si(τi,εi) permet ainsi d’affirmer que les valeur propres sont toutes

réelles, car ∂pi
∂τi

∣∣∣
Si

< 0 ∀i et donc ω < 0. D’autre part, A a une base de vecteurs

propres. En effet, les vecteurs propres associés à la valeur propre 0 sont tous ceux dont

les deux premières composantes sont nulles (ils engendrent un espace de dimension

[3m−2]). Ensuite, nous notons que les deux autres valeurs propres ne sont pas nulles

et sont différentes, étant
√−ω et −√−ω. Les vecteurs propres associés U 1 = (U1

k )3m
k=1
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et U2 = (U2
k )3m

k=1 sont :

U1 =




1

− 1√−ω

(−λi

ω
)m−1
i=1

0
...

0




U2 =




1
1√−ω

(−λi

ω
)m−1
i=1

0
...

0




.

A est diagonalisable et à valeurs propres réelles. Sous les hypothèses (5.2), le système

est hyperbolique avec une relation de fermeture du type p =
∑m

i=1 δipi pour la

pression si Dtδi = DtSi = 0.

Cas de la relation de fermeture pi = p ∀i

nouveau, on symétrise le système par rapport à la pression. Posons

ai =
αi/

∂pi

∂τi

∣∣∣
Si∑m

i=1 αi/
∂pi
∂τi

∣∣∣
Si

et supposons comme précédemment (cf.(5.2)) que

DtSi = 0 ∀i. (5.4)

On a
∑m

i=1 ai = 1. Par suite, puisque p = pi ∀i,

Dtp =

m∑

i=1

aiDtpi

=
m∑

i=1

ai
∂pi

∂τi

∣∣∣∣
Si

Dtτi +
m∑

i=1

ai
∂pi

∂Si

∣∣∣∣
τi

DtSi.

(5.5)

Comme DtSi = 0 par hypothèse,

Dtp =
m∑

i=1

ai
∂pi

∂τi

∣∣∣∣
Si

Dtτi

=

m∑

i=1

αi
∑m

i=1 αi/
∂pi

∂τi

∣∣∣
Si

Dtτi

=
1

∑m
i=1 αi/

∂pi

∂τi

∣∣∣
Si

Dtτ.

La suite du calcul est la même que dans le cas précédent. Le système est hyperbo-

lique.

Afin maintenant de conclure, examinons les différentes relations de fermeture pour
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déterminer lesquelles permettent d’obtenir un système hyperbolique. Il s’agit de

trouver les relations pour lesquelles les égalités (5.2) sont vérifiées.

L’observation de la nullité des DtSi pour toutes les relations autres que Ti = T ∀i

est déjà faite en remarque 5.1.1. D’autre part, on a Dtδi = 0 pour δi = αiτi
τ , δi = αi

et δi = 1
m . Le théorème 17 est bien une conséquence de cette analyse.

�

Remarque 5.2.1

La conclusion du théorème 17 n’est qu’indicative. La conclusion la plus générale à

laquelle nous avons abouti est l’hyperbolicité des systèmes tels que DtSi = 0 ∀i

et Dtδi = 0 ∀i (hypothèse (5.2)).
�

Remarque 5.2.2

La démonstration de ce théorème passe par le calcul d’un coefficient ω tel que Dtp =

ωDtτ . Pour une relation de fermeture du type p =
∑m

i=1 δipi,

ω =

m∑

i=1

αiλ
2
i

∂pi

∂τi

∣∣∣∣
Si

,

et pour la relation de fermeture isobare,

ω =
1

∑m
i=1 αi/

∂pi
∂τi

∣∣∣
Si

.

Pour un fluide à un seul constituant, on a l’habitude de poser

∂p

∂τ

∣∣∣∣
S

= − c2

τ2
,

et c est alors la vitesse du son dans le fluide. L’hypothèse thermodynamique de

concavité de l’entropie stipule que c2 est un nombre positif, c’est-à-dire que c est

un nombre réel. Par analogie avec le cas mono-constituant, on peut dans le cas

multi-constituants poser

ω = − c2

τ2
.

Le modèle de mélange fournit alors une vitesse du son du mélange en fonction des

vitesses du son dans chaque constituant. Pour une relation de fermeture du type

p =
∑m

i=1 δipi,

c2

τ2
=

m∑

i=1

αiλ
2
i

τ2
i

c2
i ,

et pour la relation de fermeture isobare,

τ2

c2
=

m∑

i=1

αi
τ2
i

c2
i

.

�
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Démonstration du théorème 18

Le système isobare isotherme s’écrit :




∂t(αiρ) + div(αiρu) = 0 pour i = 1, . . . ,m − 1

∂tρ + div(ρu) = 0

∂t(ρu) + div(ρu ⊗ u + pI) = 0

∂t(ρe) + div(ρue + pu) = 0

pi = p ∀i

Ti = Tj ∀i,j.

(5.6)

Il est plus facile de montrer l’hyperbolicité du système exprimé sous forme lagran-

gienne. Afin d’avoir un système de lois de conservation, nous nous restreignons au

cas de la dimension 1 (le cas général demanderait un peu plus de travail). Nous

considérons donc les équations (5.7) suivantes. L’opérateur ∂m est l’opérateur de

dérivation par rapport à la variable de masse.




∂tαi = 0 pour i = 1, . . . ,m − 1

∂tτ + ∂mu = 0

∂tu + ∂mp = 0

∂te + ∂m(pu) = 0

pi = p ∀i

Ti = Tj ∀i,j.

(5.7)

Pour la correspondance entre (5.6) et (5.7), voir [41]. L’équation sur les αi vient

de l’équation eulérienne Dtαi = 0. En plus de ce système, nous savons que l’entro-

pie S, fonction strictement concave de (τ,ε) (proposition 7), vérifie : ∂tS = 0 (en

coordonnées lagrangiennes). Le lemme 9 prouve que S est strictement concave en

fonction de (τ,u,e) avec e = u2/2 + ε.

Notons que le flux d’entropie ainsi que les flux des fractions massiques sont nuls.

Le lemme 10 prouve l’hyperbolicité d’un tel système.
�

Lemme 9

Les assertions suivantes sont équivalentes :

– la fonction S : (τ,ε) 7−→ S(τ,ε) est strictement concave ;

– la fonction S̃ : (τ,u,e) 7−→ S(τ,e − u2/2) est strictement concave.
�

La preuve de ce lemme est donnée dans [41]. L’entropie S̃ est à nouveau notée S.

Lemme 10

Soit U une application de R+ ×Rd dans Rn vérifiant le système de lois de conserva-

tion (5.8) avec le flux f(U) (f(U) ∈ Rn × Rd) :

∂tU + div(f(U)) = 0. (5.8)
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Supposons que

U =

(
Uh

U b

)
et f =

(
0

f b

)

où Uh = (Uh
k ) ∈ Rl (k = 1 . . . l) et f b ∈ Rn−l × Rd (l ≤ n).

On notera

– f = (fkj), k = 1 . . . n, j = 1 . . . d ;

– fj = (fkj), k = 1 . . . n ;

– f b
j = (fjk), k = l + 1 . . . n.

Supposons que le système (5.8) admette une entropie S strictement concave en

fonction de U b à Uh fixé dont le flux soit nul, c’est-à-dire : ∃S : Rn 7−→ R telle que





∇S(U)t∇fj(U) = 0 ∈ Rn ∀j(
∂2S

∂U b
k1

∂U b
k2

)l

k1,k2=1

∈ Rn−l × Rn−l est une matrice définie négative.

Alors, le système (5.8) est hyperbolique.
�

Preuve du lemme 10

Le théorème de Godunov-Mock ne suffit pas car il demande la concavité stricte de

S en fonction de toutes les variables du système.

Soit s une fonction de Uh strictement concave quelconque (par exemple, s(U h) =
∑l

k=1 Uh
k lnUh

k ). On pose pour tout réel A

SA(U) = S(U) + As(Uh).

On commence par montrer qu’il existe un réel A (positif, assez grand) tel que SA est

strictement concave en fonction de U . Calculons pour cela la matrice des dérivées

secondes de SA. Nous notons ∇2
hhS, ∇2

bbS les matrices de dérivées secondes de S de

par rapport aux coordonnées de U h et U b, et ∇2
hbS = ∇2

bh
t
S les matrices de dérivées

secondes croisées (de même, ∇2
hhSA, ∇2

bbSA et ∇2
hbSA = ∇2

bh
t
SA pour SA, et ∇2

hhs

pour s).

∇2SA =

(
∇2

hhS + A∇2
hhs ∇2

hbS

∇2
bhS ∇2

bbS

)
.

Soit maintenant V un vecteur quelconque de Rn. Ce vecteur est décomposé de

manière naturelle en Vh et Vb (Vh ∈ Rl).

V
t∇2SAV = V

ht∇2
hhSV

h + AV
ht∇2

hhsVh

+ 2Vht∇2
hbSV

b + V
bt∇2

bbSV
b.
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Or on peut majorer le terme mixte grâce à la continuité de l’application linéaire

∇2
hbS : ∃a1 ∈ R tel que

2Vht∇2
hbSV

b ≤ a1‖Vh‖‖Vb‖. (5.9)

le symbole ‖.‖ désigne la norme euclidienne dans Rl, Rn ou Rn−l. D’autre part,

l’identité (‖Vh‖ − η‖Vb‖)2 = ‖Vh‖2 + η2‖Vb‖2 − 2η‖Vh‖‖Vb‖ implique

‖Vh‖‖Vb‖ ≤ ‖Vh‖2

2η
+

η

2
‖Vb‖2 ∀V, ∀η > 0. (5.10)

La continuité de l’application linéaire ∇2
hhS a pour conséquence : ∃a2 ∈ R tel que

V
ht∇2

hhSV
h ≤ a2‖Vh‖2. (5.11)

Soient cs et cS les constantes de coercivité de ∇2
hhs et ∇2

bbS (matrices définies

négatives). Ce sont des réels strictement négatifs tels que

{
Vht∇2

hhsVh ≤ cs‖Vh‖2 ∀Vh

Vbt∇2
bbsV

b ≤ cS‖Vb‖2 ∀Vb.
(5.12)

En enchâınant les majorations (5.9), (5.10), (5.11) et (5.12), nous obtenons

V
t∇2SAV ≤ (Acs +

1

η
+ a2)‖Vh‖2 + (cS + a1η)‖Vb‖2.

Comme cS < 0, on peut choisir η (positif et petit) de manière à ce que (cS+a1η) < 0.

Une fois ce terme fixé, cs étant lui aussi strictement négatif, il est possible de trouver

A (positif et grand) tel que (Acs + 1
η + a2) < 0. Ainsi posé, A définit une fonction

SA(U) strictement concave. Remarquons que la régularité de l’entropie S (toujours

supposée) et celle de s (imposée par choix) permet de fixer η puis A de manière à ce

que SA(U) soit strictement concave dans tout un voisinage de U . C’est une propriété

locale. Or cette fonction SA est une entropie pour le système, avec un flux nul, car

elle vérifie l’équation :

∇SA(U)t∇fj(U) = ∇S(U)t∇fj(U) + A

(
∇s(Uh)

0

)t

∇fj(U)

= A

(
∇s(Uh)

0

)t(
0

∇f b
j

)
= 0 ∀j.

Par application du théorème de Godunov-Mock (pour lequel la propriété locale de

l’entropie suffit), il résulte que le système (5.8) est bien hyperbolique.
�
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Chapitre 6

Cas particuliers et modèles déjà

existants

Nous allons voir dans cette partie que l’une de nos fermetures a déjà été uti-

lisée, sous des formalismes tout à fait différents. Il s’agit de la fermeture isotherme

et moyenne avec fractions volumiques pour la pression : p =
∑m

i=1
αiτi

τ pi. Cette

fermeture est équivalente à une méthode de R. Saurel et R. Abgrall pour les (( stif-

fened gas )) et à une méthode de B. Larrouturou et L. Fezoui pour les gaz parfaits

(méthodes appliquées à des écoulements avec interfaces et mélanges numériques).

6.1 Une méthode de convection des paramètres

Il s’agit de la méthode proposée par R. Saurel et R. Abgrall dans [80]. Le for-

malisme n’est pas explicitement multi-constituants, mais la loi d’état varie dans le

temps et l’espace, ce qui simule la présence de plusieurs fluides. La loi d’état du gaz

est donnée en tout point de l’espace par :

p = (γ − 1)ρε − γπ

et les paramètres γ et π sont convectés à la vitesse de fluide. Le système résolu est :





∂tρ + div(ρu) = 0

∂t(ρu) + div(ρu ⊗ u + pI) = 0

∂t(ρe) + div(ρue + pu) = 0

Dtγ = 0

Dtπ = 0.

(6.1)

Proposition 9

Plaçons-nous dans le cas d’un mélange de m gaz de lois (( stiffened )). On note
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(γi,πi)
m
i=1 les coefficients de loi d’état de chaque constituant :

pi = (γi − 1)εi/τi − γiπi ∀i.

Considérons le système multi-constituants suivant :




p =

m∑

i=1

αiτi

τ
pi

Dtτi

τi
=

Dtτj

τj
∀i,j

Ti = Tj ∀i,j,

(6.2)

les températures étant convenablement choisies pour la thermodynamique, de la

forme

Ti =
1

ci
εi −

πi

ci
τi

(les ci sont des constantes). La solution de ce système (avec ces relations de ferme-

tures particulières) vérifie :

∃γ et ζ réels tels que 



p = (γ − 1)ε/τ − ζ

Dtγ = 0

Dtζ = 0.

Elle est donc solution du système (6.1) avec π = ζ/γ.
�

Démonstration

Avant toute chose, trouvons une loi de température Ti(τi,εi) pour chaque constituant

(c’est nécessaire afin d’utiliser l’hypothèse isotherme). On demande que ces lois soient

admissibles pour la thermodynamique, c’est-à-dire telles qu’il existe (∀i) une entropie

Si vérifiant

TidSi = dεi + pidτi,

soit : 



∂Si

∂τi
=

pi

Ti
∂Si

∂εi
=

1

Ti
.

En écrivant l’égalité des dérivées secondes croisées de Si, on obtient une équation

sur la température seule :
∂(pi/Ti)

∂εi
=

∂(1/Ti)

∂τi
,

qui se réécrit
∂Ti

∂τi
= pi

∂Ti

∂εi
− Ti

∂pi

∂εi
.

La loi en pression est donnée par les paramètres γi et πi. On vérifie que la fonction

Ti =
1

ci
εi −

πi

ci
τi (6.3)
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est solution pour n’importe quelle constante ci. Cette loi va nous servir dans le calcul

de Dt(γ − 1).

Soit la fonction du temps et de l’espace γ définie par

γ − 1 = p
τ

ε
+ ζ

τ

ε

où ζ est une fonction indéterminée à dérivée lagrangienne nulle et p est donnée par

la relation de fermeture (6.2). On veut que la fonction γ soit à dérivée lagrangienne

nulle, c’est-à-dire que

Dt(p
τ

ε
+ ζ

τ

ε
) = 0.

En utilisant successivement la relation de fermeture, les lois de pression de chaque

constituant et en introduisant les constantes ci, il vient

Dt(p
τ

ε
+ ζ

τ

ε
) = Dt((

m∑

i=1

αiτi

τ
pi + ζ)

τ

ε
)

= Dt[(
m∑

i=1

αiτi

τ
((γi − 1)

εi

τi
− γiπi) + ζ)τ

ε
]

= Dt[(
m∑

i=1

αiγici

τ
(
εi

ci
− πiτi

ci
) −

m∑

i=1

αiεi

τ
+ ζ)τ

ε
].

Les constantes ci sont telles que Ti = εi/ci −πiτi/ci. Cela permet de faire apparâıtre

les températures :

Dt(p
τ

ε
+ ζ

τ

ε
) = Dt((

m∑

i=1

αiγici

τ
Ti + ζ)

τ

ε
− 1)

= Dt((
m∑

i=1

αiγici

τ
Ti + ζ)

τ

ε
)

car Dt(1) = 0. Soit c la moyenne pondérée des ci : c =
∑m

i=1 αici. La fermeture en

température est isotherme : Ti = T ∀i. On peut par conséquent écrire (c’est un

artifice de calcul) :

T =
1

c

m∑

i=1

αiciTi =
1

c
ε − 1

c

m∑

i=1

αiπiτi = Ti ∀i.

On vérifie que Dtc = 0 car Dtci = 0.

Dt(p
τ

ε
+ ζ

τ

ε
) = Dt(

m∑

i=1

αiγici

c
+ (−

m∑

i=1

αiγici

τ
c

m∑

i=1

αiπiτi

c
+ ζ)

τ

ε
)

= Dt((−
m∑

i=1

αiγici

τ

m∑

i=1

αiπiτi

c
+ ζ)

τ

ε
)
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puisque Dt(
∑m

i=1
αiγici

c ) = 0. Le terme qui multiplie τ/ε dans l’expression ci-dessus

est à dérivée lagrangienne nulle car c, αi, γi, ci, πi, (αiτi)/τ , ainsi que ζ par hy-

pothèse, le sont. L’équation Dt(γ − 1) = 0 se résume donc à

(ζ −
m∑

i=1

αiγici

c

m∑

i=1

αiπiτi

τ
)Dt(

τ

ε
) = 0.

Une condition suffisante est que

ζ =

m∑

i=1

αiγici

c

m∑

i=1

αiτi

τ

πi

ci
.

Le nombre ζ vérifie alors bien Dtζ = 0. Nous sommes ainsi retombés sur le modèle (6.1).
�

Remarque 6.1.1

Nous n’avons pas eu besoin de fixer les coefficients ci (mais bien sûr ζ en dépend).

La fermeture isotherme permet de retrouver le modèle de R. Abgrall et R. Saurel

quelles que soient les lois en température admissibles choisies.
�

Bien sûr, tout ce que l’on a fait ici s’applique à des gaz parfaits, puisqu’ils sont

le cas particulier où πi = 0. La relation de fermeture (6.2) est alors équivalente au

modèle de gaz parfait avec convection du paramètre γ présenté dans [2].

6.2 Un modèle utilisant la loi de Dalton

Nous faisons une rapide présentation de la méthode de B. Larrouturou et L. Fe-

zoui détaillée dans [56]. Nous n’envisageons par souci de simplicité que le cas des gaz

parfaits (premiers chapitres de la référence citée). Le fluide global est explicitement

considéré comme isotherme, de température T . Les pressions intervenant ici sont les

pressions partielles p̃i, calculées non pas avec les volumes spécifiques τi mais avec les

densités partielles αiρ :

p̃i = (γi − 1)αiρεi. (6.4)

Elles suivent donc des lois de gaz parfaits d’exposants adiabatiques γi. Et la pression

globale satisfait la loi de Dalton :

p =
m∑

i=1

p̃i. (6.5)
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Cela revient à poser 1

p = (γ − 1)ρε

avec γ =

∑m
i=1 αicviγi∑m
i=1 αicvi

et ε =

m∑

i=1

αiεi.

(6.6)

Les paramètres cvi sont des coefficients thermodynamiques (chaleurs spécifiques à

volume constant) permettant de calculer les énergies internes 2 : εi = cviT . Enfin, les

équations aux dérivées partielles sont les équations classiques (6.7) : conservation de

la masse de chaque constituant, de la quantité de mouvement et de l’énergie totales.





∂tρi + div(ρiu) = 0 pour i = 1, . . . ,m

∂t(ρu) + div(ρu ⊗ u + pI) = 0

∂t(ρe) + div(ρue + pu) = 0.

(6.7)

Proposition 10

On considère un mélange de m gaz parfaits de paramètres (γi)
m
i=1 et (cvi)

m
i=1 :

{
pi = (γi − 1)εi/τi

εi = cviTi.

La solution du modèle 



p =

m∑

i=1

αiτi

τ
pi

Dtτi

τi
=

Dtτj

τj
∀i,j

Ti = Tj ∀i,j.

vérifie les équations (6.6) et (6.7).
�

Démonstration

Par les hypothèses sur la pression,

p =
m∑

i=1

αiτi

τ
pi

=

m∑

i=1

αiτi

τ
(γi − 1)

εi

τi

=
1

τ

m∑

i=1

αicviTi(γi − 1).

1. Pour les calculs, nous renvoyons à l’article [56].

2. On constate que cette équation est de la forme de (6.3) avec πi = 0.
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Par l’hypothèse isotherme,

p =
T

τ

m∑

i=1

αicvi(γi − 1)

=
T

τ
(γ − 1)

m∑

i=1

αicvi

en ayant posé γ = (
∑m

i=1 αicviγi)/
∑m

i=1 αicvi , qui est bien la formule de (6.6). Les

températures Ti étant égales, on peut utiliser un artifice de calcul similaire à celui

de la précédente démonstration : T = (
∑m

i=1 αicviTi)/
∑m

i=1 αicvi . Alors

p = (γ − 1)

∑m
i=1 αicviTi

τ

= (γ − 1)

∑m
i=1 αiεi

τ

= (γ − 1)
ε

τ
.

Le fluide global est donc bien un gaz parfait, d’exposant adiabatique γ.
�
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Chapitre 7

Ondes progressives

Tout ce que nous avons fait jusqu’à présent en ce qui concerne les modèles de

mélange supposait la solution régulière. Lorsque la solution n’est pas régulière et

dans le contexte des systèmes conservatifs, on peut parler de solution au sens des

distributions, cela conduit aux relations classiques de Rankine-Hugoniot qui sont

des relations entre la vitesse de propagation de la discontinuité et les états qu’elle

sépare (pour ces relations, cf. [41], [83], [64]...). Cette notion de solution faible est

suffisante pour prendre en compte les discontinuités et se passe des (( solutions-ondes

progressives )) (voir ci-après, paragraphe 7.1).

Pour les systèmes non conservatifs, la définition des solutions au sens des distri-

butions est inopérante (les produits non conservatifs n’ont pas de sens). La notion

de solution-onde progressive permet de donner un sens aux équations, c’est cette

notion que nous utilisons ici. De manière générale, en ce qui concerne les solutions

discontinues de systèmes non conservatifs, on peut consulter [26], [63] ou [60]. Plus

particulièrement, concernant les systèmes non conservatifs modélisant des fluides à

plusieurs constituants (ou assimilés), on peut lire [79], [11], [61].

7.1 Quelques rappels

Considérons en dimension 1 le système hyperbolique non conservatif (7.1) (U(t,x) ∈
Rn)

∂tU + A(U)∂xU = 0. (7.1)

On le régularise au moyen d’un opérateur parabolique :

∂tU + A(U)∂xU = µ∂x(D(U)∂xU), (7.2)

où µ est un réel positif et D(U) une matrice. Nous sommes intéressés par une certaine

catégorie de solutions de ce système : les solutions-ondes progressives.
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Définition 19

On appelle solution-onde progressive de (7.2) une solution U(t,x) telle que

– il existe un réel σ (vitesse de progression) et une fonction Û(ξ) vérifiant

U(t,x) = Û(
x − σt

µ
)

– il existe ÛG ∈ Rn (état gauche) et ÛD ∈ Rn (état droit) vérifiant





lim
ξ→−∞

Û(ξ) = ÛG,

lim
ξ→−∞

Û ′(ξ) = 0,

lim
ξ→+∞

Û(ξ) = ÛD,

lim
ξ→+∞

Û ′(ξ) = 0;

(7.3)

�

Si σ > 0 (resp. σ < 0), ÛG est l’état après choc (resp. avant choc) et ÛD est l’état

avant choc (resp. après choc). Lorsque σ = 0, la seule solution est Û(ξ) = ÛG = ÛD

∀ξ.

La fonction Û(ξ) de la définition 19 vérifie le système différentiel ordinaire du

second ordre

− σÛ ′ + A(Û)Û ′ = (D(Û )Û ′)′. (7.4)

Remarquons que lorsque A dérive d’un potentiel (∃f(U) tel que A(U) = ∂f/∂U(U)),

le système (7.2) peut s’écrire sous la forme conservative

∂tU + ∂xf(U) = µ∂x(D(U)∂xU).

Le système différentiel ordinaire est dans ce cas

−σÛ ′ + f(Û)′ = (D(Û)Û ′)′

et peut être intégré entre −∞ et ξ. On obtient ce faisant

−σ(Û − ÛG) + f(Û) − f(ÛG) = D(Û)Û ′ − lim
ξ→−∞

(D(Û )Û ′) = D(Û)Û ′.

Si l’on intègre entre −∞ et +∞, on obtient les relations de Rankine-Hugoniot (voir

la section 7.2 pour un peu plus de détails).

Si la matrice D(Û) est inversible, d’inverse D−1(Û), Û vérifie le système différentiel

ordinaire du premier ordre

Û ′ = D−1(Û )(−σ(Û − ÛG) + f(Û) − f(ÛG)).
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7.2 Exemples pour des modèles conservatifs

Nous donnons dans ce paragraphe deux exemples de modèles de mélanges conser-

vatifs avec leurs systèmes différentiels-ondes progressives associés. Nous ne prouvons

pas l’existence de solutions à ces systèmes, réservant cette étude au cas plus difficile

des systèmes non conservatifs (section 7.3).

Par exemple, parmi les modèles étudiés dans les chapitres précédents, le modèle

isobare isotherme est totalement conservatif : les seules équations aux dérivées par-

tielles sont les équations de conservation des masses de chaque constituant, de la

quantité de mouvement et de l’énergie totale. En dimension 1 et en variable lagran-

gienne, 



∂tτ − ∂mu = 0,

∂tαi = 0 pour i = 1, . . . ,m − 1,

∂tu + ∂mp = 0,

∂te + ∂m(pu) = 0.

Nous rappelons que ∂m est l’opérateur de dérivation par rapport à la variable de

masse (cf. [41], [83]).

On peut régulariser ce système ainsi





∂tτ − ∂mu = 0,

∂tαi = 0 pour i = 1, . . . ,m − 1,

∂tu + ∂mp = µ∂2
mu,

∂te + ∂m(pu) = µ∂m(u∂mu)

avec µ ∈ R+∗. C’est une régularisation de type (( Navier-Stokes )). Dans ce cas, la

matrice de dissipation n’est pas inversible, mais on peut tout de même obtenir un

système différentiel de degré un :





τ̂ = τ̂G − û − ûG

σ
,

α̂i = α̂iG pour i = 1, . . . ,m − 1,

û′ = −σ(û − ûG) + (p̂ − p̂G),

ε̂ = ε̂G +
(û − ûG)2

2
+

p̂G

σ
(û − ûG).

(7.5)

Nous n’en ferons pas la démonstration explicite, mais cela peut se montrer de la

même manière que le lemme 11 donné ci-dessous (lemme relatif à un modèle non

conservatif). Nous renvoyons aussi à [41], [83], [28], [11]. Les relations Ti = Tj et

pi = pj = p ∀i,j permettent de déduire de (7.5) les évolutions des variables propres

(εi,τi) et de clore le problème.

Un autre exemple de système conservatif est le système isotherme avec Dtτi/τi =

Dtτj/τj ∀i,j, système équivalent dans le formalisme développé ici à la loi de Dalton
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(cf. section 6.2). Ce système parâıt au premier abord non conservatif mais il possède

en fait une forme équivalente conservative (et des relations de Rankine-Hugoniot

associées). Pour l’obtenir, il suffit de remarquer que, sous l’hypothèse de régularité

de la solution 1,
Dtτi

τi
= Dt(ln(τi)).

Donc Dtτi/τi = Dtτj/τj ⇐⇒ Dt(ln(τi)) = Dt(ln(τj)) ⇐⇒ Dt(ln(τi/τj)) = 0. La

forme conservative suivante est donc équivalente (pour des solution régulières) à la

forme étudiée jusqu’ici.

Dt(
τi

τj
) = 0,

ou aussi bien

Dt(
τi

τ
) = 0.

On pourra prendre comme système régularisé en variable de Lagrange





∂tτ − ∂mu = 0,

∂tαi = 0 pour i = 1, . . . ,m − 1,

∂tu + ∂mp = µ∂2
mu,

∂te + ∂m(pu) = µ∂m(u∂mu)

∂t(τi/τ) = 0 pour i = 1, . . . ,m − 1

avec µ ∈ R+∗. Ceci conduit au système différentiel





τ̂ = τ̂G − û − ûG

σ
,

α̂i = α̂iG pour i = 1, . . . ,m − 1,

û′ = −σ(û − ûG) + (p̂ − p̂G),

ε̂ = ε̂G +
(û − ûG)2

2
+

p̂G

σ
(û − ûG),

τ̂i

τ̂
=

τ̂iG

τ̂G
=

τ̂iD

τ̂D
pour i = 1, . . . ,m − 1

C’est encore un système de degré un.

7.3 Les modèles non conservatifs

La difficulté de l’étude des systèmes non conservatifs provient du fait qu’on

ne peut pas a priori intégrer le système (7.4). Le but est de montrer malgré cela

l’existence et l’unicité d’une solution (pour un état avant choc ou après choc donné).

1. Si l’on suppose qu’il existe une solution-onde progressive au système sous forme non conser-

vative régularisé, cette solution est régulière (voir ce qui est montré dans la suite pour un système

non conservatif) et les formes conservatives suivantes sont bien équivalentes.
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Parmi les systèmes que nous avons envisagés dans le chapitre de modélisation,

certains ne peuvent pas se mettre sous une forme conservative. Il en est un sur lequel

nous portons particulièrement notre attention (nous avons prouvé qu’il était hyper-

bolique au chapitre 5.2), c’est le modèle isobare avec équirépartition des quantités

de chaleur : {
pi = p ∀i,

TiDtSi = TjDtSj ∀i,j.

Les équations TiDtSi = TjDtSj ne sont pas conservatives.

C’est sur ce modèle particulier non conservatif que nous centrons l’étude des

solutions-ondes progressives qui suit. Sous quelques hypothèses techniques, nous

montrons l’existence et l’unicité d’une solution-onde progressive pour ce modèle

dans le cas où il y a deux gaz parfaits (théorème 19).

En variables de Lagrange, le système isobare avec équirépartition des quantités

de chaleur à deux constituants s’écrit




∂tτ − ∂mu = 0,

∂tα1 = 0,

∂tu + ∂mp = 0,

∂te + ∂m(pu) = 0,

∂tε1 + p∂tτ1 = ∂tε2 + p∂tτ2,

p1 = p2.

(7.6)

L’avant dernière ligne de (7.6) est équivalente à ∂ t(ε1 − ε2) + p∂t(τ1 − τ2) = 0.

Nous choisissons de régulariser ce système (( à la Navier-Stokes )), c’est à dire

sans dissipation de masse. Nous proposons le système




∂tτ − ∂mu = 0,

∂tα1 = 0,

∂tu + ∂mp = µ∂2
mu,

∂te + ∂m(pu) = µ∂m(u∂mu),

∂t(ε1 − ε2) + p∂t(τ1 − τ2) = 0,

p1 = p2 = p.

(7.7)

Sous la réserve que ce système soit fermé (ce qui sera vérifié pour des gaz parfaits,

voir la remarque 7.3.5), c’est un système de la forme (7.2) avec

U = (τ,α1,u,e,(ε1 − ε2))
T ,

D(U) =




0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 µ 0 0

0 0 µu 0 0

0 0 0 0 0




.
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Avec la définition 19 et l’équation (7.4), une solution-onde progressive U de (7.7)

est associée à une solution Û du système différentiel ordinaire de degré deux et de

dimension cinq





−στ̂ ′ − û′ = 0,

α̂1
′ = 0,

−σû′ + p̂′ = û′′,

−σê′ + (p̂û)′ = (ûû′)′,

(ε̂1
′ − ε̂2

′) + p̂(τ̂1
′ − τ̂2

′) = 0

(7.8)

avec les conditions aux limites





lim
ξ→−∞

Û(ξ) = ÛG,

lim
ξ→−∞

Û ′(ξ) = 0,

lim
ξ→+∞

Û(ξ) = ÛD,

lim
ξ→+∞

Û ′(ξ) = 0,

(7.9)

Û étant le vecteur des variables du système (7.8), Û = (τ̂ ,α̂1,û,ê,ε̂1 − ε̂2), et en

posant ÛG = (τ̂G,α̂1G,ûG,êG,ε̂1G − ε̂2G) et ÛD = (τ̂D,α̂1D,ûD,êD,ε̂1D − ε̂2D). Il faut

noter que nous omettons systématiquement les équations de fermeture qui ne sont

pas des équations différentielles (telles que α̂1τ̂1 + α̂2τ̂2 = τ̂ , ou p̂1 = p̂2 = p̂).

Nous supposons dans la suite que σ > 0 car cela simplifie la discussion, mais ce

n’est pas restrictif quant aux résultats. L’état avant choc est donc ÛD et l’état après

choc est ÛG.

Nous considérons dans la suite un mélange de deux gaz parfaits. Leurs fonctions

thermodynamiques sont données par





p1(τ1,ε1) = (γ1 − 1) ε1

τ1
,

ε1 = cv1T1,

S1(τ1,ε1) = ln(ε1τ
γ1−1
1 ),

p2(τ2,ε2) = (γ2 − 1) ε2

τ2
,

ε2 = cv2T2,

S2(τ2,ε2) = ln(ε2τ
γ2−2
2 ),

(7.10)

γ1 et γ2 sont deux réels tels que γ1 > 1 et γ2 > 1, et cv1 et cv2 sont deux réels tels

que cv1 > 0 et cv2 > 0.

Pour toute la suite, nous posons

{
ε̂M = max(ε̂1G,ε̂2G),

ε̂m = min(ε̂1G,ε̂2G),
(7.11)
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Ce sont des réels déterminés par la donnée après choc.

Théorème 19

On considère le problème (7.8), (7.9), (7.10) (problème d’ondes progressives pour un

mélange de deux gaz parfaits isobare avec équirépartition des quantités de chaleur)

avec σ > 0.

Supposons que les fractions massiques sont toutes deux non nulles : α1 > 0, α2 > 0

et que les lois d’état sont différentes : γ1 6= γ2.

Soit ÛG un état après choc donné tel que p̂G > 0, ε̂1G > 0, ε̂2G > 0, τ̂1G > 0 et

τ̂2G > 0.

On suppose de plus que les deux hypothèses suivantes sont vérifiées.

– une hypothèse de type (( hypothèse de Lax ))
2 : σ vérifie

σ < ρ̂GĉG ; (7.12)

– une hypothèse de type (( choc faible ))
3 : σ vérifie

σ2 >
p̂2

G

2ε̂m
; (7.13)

Alors, il existe un unique état avant choc ÛD compressif (i.e. tel que p̂G > p̂D)

tel que le problème (7.8), (7.9) ait une solution Û(ξ). La solution est unique à une

translation de ξ près.
�

Remarque 7.3.1

Les inégalités (7.12) et (7.13) ne sont pas a priori compatibles. Au cours de la

démonstration, nous verrons que l’inégalité (7.14) est une condition suffisante pour

que (7.12) et (7.13) soient compatibles.

2ε̂m >
α̂1(γ1 − 1)

γ1
ε̂1G +

α̂2(γ2 − 1)

γ2
ε̂2G. (7.14)

�

Remarque 7.3.2

Les hypothèses techniques α1 > 0, α2 > 0, γ1 6= γ2 ne sont pas réductrices car si

elles ne sont pas vérifiées le modèle de mélange dégénère (dans chacun de ces cas)

vers un modèle mono-fluide et l’on est dans le cas conservatif (connu).
�

Remarque 7.3.3

L’hypothèse de choc faible (7.13) est une hypothèse technique sans laquelle nous

n’arrivons pas au bout des calculs, mais elle ne nous parâıt pas fondamentale et le

théorème 19 doit rester vrai sans elle.
�

2. cf. [83].

3. L’encadrement
p̂2

G

2ε̂m
< σ < ρ̂GĉG implique (lorsqu’il est possible, i.e. sous la condition (7.14))

que σ est proche de ρ̂GĉG, c’est-à-dire que la vitesse de l’onde est proche de la vitesse du son après

choc, c’est pourquoi l’on parle de choc faible.
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On trouve un résultat assez similaire à celui du théorème 19 dans [11] à propos

des équations de Navier-Stokes à deux entropies et deux pressions. La démonstration

que nous proposons est cependant différente.

Elle se fait en cinq étapes :

– lemme 11 : identification du problème à un système différentiel autonome de

degré un et de dimension deux (réduction du problème) ;

– lemme 12 : démonstration de l’existence d’une solution locale autour de ÛG

(par le théorème de la variété centrale et grâce à l’hypothèse de Lax) ;

– lemme 13 : prolongement sur R entier de cette solution (par le théorème de

Cauchy-Lipschitz et grâce à l’hypothèse de choc faible) ;

– lemme 15 : preuve du fait que la solution ainsi trouvée a une limite (et que sa

dérivée converge vers 0) lorsque ξ tend vers +∞ ;

– unicité à une translation de ξ près.

On note [[Û(ξ)]] = Û(ξ) − ÛG ou, en omettant la variable ξ,

[[Û ]] = Û − ÛG. (7.15)

Nous réutilisons ici des notations introduites lors de l’étude de l’hyperbolicité de

ce système, nous les rappelons pour le cas de deux constituants.

ai =
α̂i/

∂pi
∂τi

∣∣∣
Si

α̂1/
∂p1

∂τ1

∣∣∣
S1

+ α̂2/
∂p2

∂τ2

∣∣∣
S2

. (7.16)

Nous posons encore




ω =
1

α̂1/
∂p1

∂τ1

∣∣∣
S1

+ α̂2/
∂p2

∂τ2

∣∣∣
S2

,

η =
a1Γ1

T̂1

+
a2Γ2

T̂2

.

(7.17)

Les termes Γi ci-dessus sont les coefficients de Grüneisen des constituants (cf. [68]) :

Γi =
∂pi

∂Si

∣∣∣∣
τi

. (7.18)

Comme les deux constituants sont des gaz parfaits, on a




Γi = γi − 1,
∂pi

∂τi

∣∣∣∣
Si

= −γipi

τi
pour i = 1, 2,

ω =
− p̂

α̂1τ̂1

γ1
+

α̂2τ̂2

γ2

,

η =

α̂1(γ1 − 1)τ̂1

γ1cv1ε̂1
+

α̂2(γ2 − 1)τ̂2

γ2cv2ε̂2

α̂1τ̂1

γ1
+

α̂2τ̂2

γ2

.

(7.19)
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Lemme 11

Nous utilisons les notations (7.15), (7.16), (7.17).

Considérons la condition limite à gauche




lim
ξ→−∞

Û(ξ) = ÛG,

lim
ξ→−∞

Û ′(ξ) = 0.
(7.20)

Supposons que γ1 6= γ2, α1 6= 0 et α2 6= 0.

Alors, le système (7.8),(7.20) avec les lois de gaz parfaits (7.10) est équivalent au

système différentiel autonome de degré un et de dimension deux




û′ = −σ[[û]] + [[p̂]],

p̂′ = −ω

σ
(−σ[[û]] + [[p̂]]) − η

σ
(−σ[[û]] + [[p̂]])2

(7.21)

associé aux formules suivantes (7.22) pour les autres variables du système.




α̂1 = α̂1G,

τ̂ = τ̂G − [[û]]

σ
,

ε̂ = ε̂G +
[[û]]2

2
+

p̂G

σ
[[û]],

ε̂1 =
p̂τ̂ − (γ2 − 1)ε̂

α̂1(γ1 − γ2)
,

ε̂2 =
ε̂ − α̂1ε̂1

α̂2
,

τ̂1 =
(γ1 − 1)ε̂1

p̂
,

τ̂2 =
τ̂ − α̂1τ̂1

α̂2
.

(7.22)

�

Remarque 7.3.4

ω et η sont des fonctions qui dépendent des variables propres du système (ε̂1, ε̂2, τ̂1,

τ̂2, T̂1, T̂2), donc le système différentiel (7.21) n’est pas découplé du système (7.22).

Ces fonctions ω et η sont très régulières tant que les variables propres sont stricte-

ment positives.
�

Preuve du lemme 11

La première étape est une intégration de toutes les équations intégrables du système (7.8)

(c’est-à-dire des équations conservatives du système d’équations aux dérivées par-

tielles régulier (7.7)). L’intégration des 4 premières équations de (7.8) donne




−σ[[τ̂ ]] − [[û]] = 0,

[[α̂1]] = 0,

−σ[[û]] + [[p̂]] = [[û′]] = û′,

−σ[[ê]] + [[p̂û]] = [[ûû′]] = ûû′.
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Ce système peut être écrit de manière plus explicite :




τ̂ = τ̂G − [[û]]

σ
,

α̂1 = α̂1G,

û′ = −σ[[û]] + [[p̂]],

− σ[[ε̂]] − σ
[[û2]]

2
+ [[p̂û]] = ûû′.

Nous avons obtenu la première équation de (7.8) et les deux premières équations

de (7.22). D’autre part, la dernière équation du système ci-dessus donne, en y rem-

plaçant û′ par son expression donnée par la troisième ligne,

[[ε̂]] = − [[û2]]

2
+

[[p̂û]]

σ
− û(−[[û]] +

[[p̂]]

σ
)

=
−û2 + û2

G

2
+

p̂û − p̂GûG

σ
+ û2 − ûûG +

−ûp̂ + ûp̂G

σ

=
[[û]]2

2
+

p̂G

σ
[[û]],

soit la troisième ligne du système (7.22). Pour montrer la seconde ligne de (7.8),

nous utilisons les notations (7.16), (7.17), (7.18) et nous réécrivons une expression

de p̂′ trouvée lors de l’étude de l’hyperbolicité de ce modèle (seconde partie du

théorème 17) : a1 + a2 = 1 et p̂1
′ = p̂2

′, donc p̂′ = a1p̂1
′ + a2p̂2

′, donc

p̂′ = a1
∂p1

∂τ1

∣∣∣∣
S1

τ̂1
′ + a1

∂p1

∂S1

∣∣∣∣
τ1

Ŝ1
′
+ a2

∂p2

∂τ2

∣∣∣∣
S2

τ̂2
′ + a2

∂p2

∂S2

∣∣∣∣
τ2

Ŝ2
′
.

De même que dans la démonstration de l’hyperbolicité du modèle,

a1
∂p1

∂τ1

∣∣∣
S1

τ̂1
′ + a2

∂p2

∂τ2

∣∣∣
S2

τ̂2
′ = ω(α̂1τ̂1

′ + α̂2τ̂2
′)

= ωτ̂ ′.

Dans le théorème 17, Ŝ1
′
et Ŝ2

′
étaient nuls. Ce n’est pas le cas ici car le système a

été régularisé au moyen d’un opérateur de dissipation. Nous avons

Ŝi
′
=

1

T̂i

(ε̂i
′ + p̂τ̂i

′)

et (c’est notre choix de modèle de mélange ici)

ε̂1
′ + p̂τ̂1

′ = ε̂2
′ + p̂τ̂2

′ = ε̂′ + p̂τ̂ ′.

On en déduit que

+a1
∂p1

∂S1

∣∣∣∣
τ1

Ŝ1
′
+ a2

∂p2

∂S2

∣∣∣∣
τ2

Ŝ2
′
= (

a1Γ1

T̂1

+
a2Γ2

T̂2

)(ε̂′ + p̂τ̂ ′) = η(ε̂′ + p̂τ̂ ′)

(η est défini en (7.17)). Donc

p̂′ = ωτ̂ ′ + η(ε̂′ + p̂τ̂ ′). (7.23)
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On fait maintenant un calcul de ε̂′ en reprenant (7.8). La quatrième équation de ce

système donne

−σε̂′ − σûû′ + (p̂û)′ = ûû′′ + (û′)2,

soit, en remplaçant ûû′′ par û(−σû′ + p̂′) (troisième ligne de (7.8)) et après simpli-

fication,

ε̂′ =
p̂û′

σ
− (û′)2

σ
.

La première ligne de (7.8)) identifie p̂û′/σ à −p̂τ̂ ′, donc

ε̂′ + p̂τ̂ ′ = −(û′)2

σ
.

En conclusion de ce calcul,

p̂′ = ωτ̂ ′ − η

σ
(û′)2,

soit

p̂′ = −ω

σ
û′ − η

σ
(û′)2,

ce qui prouve la seconde ligne de (7.21). On a montré que la solution de (7.8),(7.9), si

elle existe, est solution de (7.21), (7.22). En reprenant les mêmes arguments, on peut

montrer que la solution de (7.21), (7.22), si elle existe, est solution de (7.8),(7.9).

Ceci termine la démonstration du lemme 11.
�

Remarque 7.3.5

Au passage, nous avons vu que le système était fermé, puisque la donnée de û et de

p̂ permet de calculer toutes les variables du système grâce au système (7.22).
�

Nous avons identifié notre problème d’ondes progressives à un système différentiel

ordinaire d’ordre un et de dimension deux :

X ′(ξ) = f(X(ξ)) (7.24)

avec





X(ξ) = (û(ξ),p̂(ξ))T ,

f(û,p̂) =

(
−σ[[û]] + [[p̂]]

−ω
σ (−σ[[û]] + [[p̂]]) − η

σ (−σ[[û]] + [[p̂]])2

)
.

(7.25)

Remarque 7.3.6

Comme nous en avons déjà fait la remarque (remarque 7.3.4), les nombres ω et η

sont eux-mêmes des fonctions de û et p̂, fonctions données par les formules (7.22) et

(7.19). Notons E l’ensemble des points (û,p̂) de R2 tels que ε̂1 > 0, ε̂2 > 0, τ̂1 > 0

et τ̂2 > 0. Cet ensemble est l’image réciproque d’un ouvert de R4 (le quadrant des

quatre coordonnées positives, que nous noterons F dans la suite) par une application
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de classe C∞, celle qui à (û,p̂) associe (ε̂1,ε̂2,τ̂1,τ̂2) grâce aux formules (7.22) (cette

application sera notée Γ dans la suite). Donc E est un ouvert de R2. Sur cet ouvert,

ω et η sont des fonctions de classe C∞ de (û,p̂). Donc f est un champ de vecteurs

de classe C∞ sur E. Pour condenser les définitions introduites,

Γ :

{
E = Γ−1(F ) −→ F = (R+∗)4,

(û,p̂) 7−→ (ε̂1,ε̂2,τ̂1,τ̂2) par les formules (7.22).
(7.26)

�

La difficulté de résolution de ce système différentiel vient du fait que ce n’est

pas un problème de Cauchy : la donnée est la valeur de X en −∞ qui est un point

stationnaire :

lim
ξ→−∞

f(X(ξ)) = f(ûG,p̂G) = 0.

Comme la valeur de X est donnée en un point stationnaire et, on ne sait pas a

priori si une solution peut (( décoller )) de cette donnée. En fait, cela est possible ;

c’est la teneur du lemme 12 qui utilise un élément de la théorie de la linéarisation

des système différentiels au voisinage de leurs points d’équilibre : le théorème de la

variété centrale.

Lemme 12

Supposons que l’état après choc donné est tel que p̂G > 0, ε̂1G > 0, ε̂2G > 0, τ̂1G > 0,

τ̂2G > 0, et notons ωG la valeur de ω en ce point après choc.

Faisons l’hypothèse sur σ

σ2 < −ωG

(hypothèse de Lax (7.12)).

Alors il existe au voisinage de (ûG,p̂G), dans le plan (û,p̂), une courbe C, variété

de dimension un de classe C∞, paramétrée par s 7−→ (Cu(s),Cp(s)) (s ∈ R) telle que

– C passe par (ûG,p̂G), i.e. ∃sG tel que (Cu(sG),Cp(sG)) = (ûG,p̂G) ;

– C est tangente au vecteur (1, − ωG/σ) en (ûG,p̂G), i.e. ∇(Cu,Cp)(sG) est pro-

portionnel à (1, − ωG/σ) ;

– C est invariante par le flot de (7.24), (7.25), i.e. si X(0) ∈ C, X(ξ) ∈ C ∀ξ ;

– si X(0) ∈ C, limξ→−∞ X(ξ) = XG = (ûG,p̂G).
�

Ce lemme se montre facilement grâce au théorème de la variété centrale, que l’on

trouvera dans [7] et que nous rappelons ici.

Théorème 20 (variété centrale)

Soit un problème différentiel dans Rn

Y ′(ξ) = g(Y (ξ))



7.3. Les modèles non conservatifs 159

où g : Ω × Rn −→ Rn est un champ de vecteurs de classe C r+1(Rn) (r ∈ N).

Supposons que g(Y0) = 0 (Y0 ∈ Ω). Soient

– T s l’espace vectoriel engendré par les vecteurs propres associés aux valeurs

propres de partie réelle strictement négative de ∇g(Y0) ;

– T i l’espace vectoriel engendré par les vecteurs propres associés aux valeurs

propres de partie réelle strictement positive de ∇g(Y0) ;

– T c l’espace vectoriel engendré par les vecteurs propres associés aux valeurs

propres de partie réelle nulle de ∇g(Y0).

(On a Rn = T s ⊕ T i ⊕ T c).

Alors, il existe trois variétés W s, W i et W c de classe Cr+1, Cr+1 et Cr telles que

– Y0 ∈ W s
⋂

W i
⋂

W c ;

– en Y0, W s est tangente à T s, W i est tangente à T i et W c est tangente à T c ;

– si ∃ξ tel que Y (ξ) ∈ W s, limξ→+∞ Y (ξ) = Y0 ;

– si ∃ξ tel que Y (ξ) ∈ W i, limξ→−∞ Y (ξ) = Y0.

La variété W s est appelée variété stable, W i est la variété instable et W c la variété

centrale.
�

Preuve du lemme 12

La démonstration consiste d’abord à montrer que l’on est dans le cadre d’application

du théorème de la variété centrale. Pour cela, on commence par remarquer qu’il existe

un voisinage de (ûG,p̂G) sur lequel le champ de vecteurs f(û,p̂) de (7.25) est de classe

C∞ : cela vient de l’hypothèse de positivité stricte de toutes les variables au point

après choc : (ε̂1G,ε̂2G,τ̂1G,τ̂2G) ∈ F = (R+∗)4 =⇒ (ûG,p̂G) ∈ E = Γ−1(F ).

Sur ce voisinage, on peut utiliser le théorème de la variété centrale (avec n = 2,

Ω = E et g = f). Un calcul simple donne ∇f(ûG,p̂G) :

∇f(ûG,p̂G) =


 − σ 1

ωG − ωG

σ


 .

Les valeurs propres de cette matrice sont 0 et (−σ − ωG/σ), et les vecteurs propres

associés sont respectivement (1,σ)T et (1,−ωG/σ)T . Nous faisons dans toute la suite

l’hypothèse que −σ − ωG/σ > 0, soit ωG < −σ2 (voir à ce sujet la remarque 7.3.7).

D’après le théorème de la variété centrale, il existe dans un voisinage de (ûG,p̂G) une

variété centrale W c (associée à la valeur propre 0) de dimension un de classe C∞

tangente à (1,σ) en (ûG,p̂G), et une variété instable W i (associée à la valeur propre

(−σ − ωG/σ) positive par hypothèse) de dimension un de classe C∞ tangente à

(1,−ωG/σ) en (ûG,p̂G). Cette variété W i, toujours d’après le théorème de la variété

centrale, vérifie toutes les propriétés de la variété C du lemme 12. Donc on peut

prendre C = W i. C est de classe C∞.
�
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Remarque 7.3.7

En reprenant l’équation intermédiaire (7.23) de la démonstration du lemme 11, on

trouve immédiatement que les nombres ω et η sont tels que

p̂′ = ωτ̂ ′ + ηŜ′.

En faisant le même calcul pour le système d’équations aux dérivées partielles (non

ondes progressives) en variable d’Euler, on trouverait

Dtp = ωDtτ + ηDtS.

Par analogie avec le cas mono-constituant, ceci nous conduit à définir la vitesse du

son c dans le fluide global en écrivant (nous l’avons déjà fait dans la remarque 5.2.2)

ω = − c2

τ2
.

L’hypothèse ωG < −σ2 revient à

c2
G > σ2τ2

G,

ou encore

ρGcG > σ.

C’est l’inégalité (7.12), condition de type (( condition de choc de Lax )) (cf. [83]).
�

Il est profitable de visualiser les variétés centrale et instable.

T c = W c

uG

pG

T i

(u)

(p)
(d’équation p = pG +

[[u]]

σ
)

(uG,pG)

W i

Maintenant que nous sommes assurés de l’existence de cette variété C instable

de vecteur directeur (1, − ω/σ)T en (ûG,p̂G), notons qu’elle n’est pas tangente à la

droite T c = W c d’équation

−σ[[û]] + [[p̂]] = 0,
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car le vecteur directeur de cette droite est (1,σ)T , il n’est pas colinéaire à (1,−ω/σ)T

sous l’hypothèse ωG < −σ2. D’autre part, cette variété W i étant de classe C∞, elle

possède une unique branche au dessus de T c et une unique branche au dessous de

T c (ces deux branches se raccordant de manière C∞). Nous n’insisterons pas sur ce

point, mais la régularité de la variété a ici une importance (elle doit être au minimum

de classe C1, ce qui est assuré si le champ de vecteurs est de classe C 1 d’après le

théorème de la variété centrale).

En conséquence, il existe un point (û0,p̂0) dans un voisinage de (ûG,p̂G) tel que

(û0,p̂0) ∈ C et (û0,p̂0) /∈ T c. Ce couple (û0,p̂0) vérifie donc

– −σ[[û0]] + [[p̂0]] 6= 0 ;

– si X(0) = (û0,p̂0), limξ→−∞ = (ûG,p̂G).

Plus précisément, on a le choix entre (û0,p̂0) tel que −σ[[û0]] + [[p̂0]] > 0 ou −σ[[û0]] +

[[p̂0]] < 0 (un point de chaque côté de la droite T c). Nous choisissons un point tel que

−σ[[û0]] + [[p̂0]] < 0, car l’autre possibilité conduit à une solution non compressive

(telle que p̂G < p̂D) comme nous le verrons dans la remarque 7.3.8. De plus, on peut

prendre (û0,p̂0) aussi proche de (ûG,p̂G) que l’on veut, donc on peut le prendre tel

que p̂0 > 0, ε̂10 > 0, ε̂20 > 0, τ̂10 > 0 et τ̂20 > 0 (grâce à la régularité de la solution,

et ces variables étant calculées à partir de ûG et p̂G grâce aux formules (7.22)).

La prochaine étape consiste à choisir ce point compressif et à étudier le problème

de Cauchy constitué de (7.21), (7.22) et de la donnée initiale (û(0),p̂(0)) = (û0,p̂0).

Lemme 13

Considérons le problème différentiel (7.21), (7.22). Soit (û0,p̂0,ε̂10,ε̂20,τ̂10,τ̂20) tel que

– (û0,p̂0) ∈ C (C est la courbe dont il est question dans le lemme 12) ;

– −σ[[û0]] + [[p̂0]] < 0 ;

– ε̂10, ε̂20, τ̂10 et τ̂20 sont calculés en fonction de û0 et p̂0 selon les formules (7.22) ;

– p̂0 > 0, ε̂10 > 0, ε̂20 > 0, τ̂10 > 0, τ̂20 > 0 ;

Faisons de plus l’hypothèse

σ2 >
p̂2

G

2ε̂m

(hypothèse de faiblesse du choc (7.13)).

Alors, le problème de Cauchy (7.21), (7.22) avec

(û(0),p̂(0)) = (û0,p̂0) (7.27)

admet une solution définie sur R entier (ξ ∈ R).
�

Pour démontrer ce lemme, nous utilisons deux théorèmes de base de la théorie

des systèmes d’équations différentielles ordinaires ; le théorème de Cauchy-Lipschitz
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([67], [90]) et le théorème des bouts([67]). Nous les rappelons. Nous rappelons aussi

deux définitions (définitions 20 et 21) auxquelles ils font appel.

Définition 20 (solution maximale)

Soit un système différentiel

{
Y ′(ξ) = g(ξ,Y (ξ)),

Y (0) = Y 0,
(7.28)

où ξ ∈ R, g : I × Ω ⊂ R × R −→ Rn, I est un intervalle de R, et soit Y 0 ∈ Ω. Soit

Y :]a,b[−→ Rn une solution de (7.28).

On dit que Y est une solution maximale s’il n’existe pas de solution de (7.28)

Ỹ :]ã,b̃[−→ Rn telle que ]a,b[⊂]ã,b̃[ (avec inclusion stricte).
�

Une solution maximale est une solution définie sur le plus grand intervalle possible.

Théorème 21 (Cauchy-Lipschitz)

Considérons le problème de Cauchy

{
Y ′(ξ) = g(ξ,Y (ξ))

Y (0) = Y0

(7.29)

où ξ ∈ R, Y (ξ) ∈ Rn, et g est une application qui va de Ω dans Rn, pour un ouvert

Ω de R × Rn. Supposons que

– g est continue sur Ω ;

– g est localement lipschitzienne par rapport à sa seconde variable.

Alors, il existe une unique solution maximale de (7.29).
�

Définition 21 (bout droit (resp. gauche))

Soit Y :]a,b[−→ Rn une solution du système différentiel (7.29). On appelle bout droit

(resp. gauche) de cette solution l’ensemble des valeurs d’adhérence de l’application

G définie par

G :

{
]a,b[−→ R × Rn,

ξ 7−→ (ξ,Y (ξ))

lorsque ξ tend vers b (resp a).
�

Le bout droit (resp. gauche) est de la forme {b} × A (resp. {a} × A), où A est

l’ensemble des valeurs d’adhérence de Y (ξ) lorsque ξ tend vers b (resp. a). L’intervalle

]a,b[ est un intervalle de R, on peut avoir en particulier a = −∞ ou (et) b = ∞.

Théorème 22 (bouts)

Soit Y (ξ) une solution maximale du problème de Cauchy

{
Y ′(ξ) = g(ξ,Y (ξ))

Y (0) = Y0

(7.30)
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où ξ ∈ R, Y (ξ) ∈ Rn, et g est une application qui va de Ω dans Rn, pour un ouvert

Ω de R × Rn. Supposons (comme pour le théorème de Cauchy-Lipschitz) que

– g est continue sur Ω ;

– g est localement lipschitzienne par rapport à sa seconde variable.

Alors, le bout droit et le bout gauche, s’ils ne sont pas vides, sont contenus

dans la frontière de Ω (ouvert sur lequel g est définie et vérifie les conditions de

Cauchy-Lipschitz).
�

Nous utiliserons aussi le lemme suivant pour démontrer le lemme 13.

Lemme 14

Soit (û,p̂,ε̂1,ε̂2,τ̂1,τ̂2) une solution du problème de Cauchy (7.21), (7.22), (7.27), la

condition initiale étant choisie comme au lemme 13.

Elle vérifie




û′ ≤ 0,

p̂′ ≤ 0,

τ̂ ′ ≥ 0,

T̂1Ŝ1
′ ≤ 0,

T̂2Ŝ2
′ ≤ 0,

ε̂1
′ ≤ 0 tant que T̂1 ≥ 0,

ε̂2
′ ≤ 0 tant que T̂2 ≥ 0.

(7.31)

�

Preuve du lemme 14

La condition initiale (û0,p̂0) est choisie telle que

[[p]] ≤ σ[[u]].

Cela reste le cas pour tout ξ ∈]a,b[, car s’il existait un ξ tel que [[p]] > σ[[u]], la

solution étant continue, il existerait ξs tel que [[p]] = σ[[u]], ce qui annulerait f et

rendrait la solution stationnaire pour ξ ≥ ξs. Cela prouve que û′ ≤ 0, et τ̂ ′ ≥ 0.

D’autre part, pour tout (û,p̂) ∈ E, ω ≤ 0 et η ≥ 0, donc p̂′ ≤ 0.

On fait maintenant un petit calcul facile (en utilisant les relations données

par (7.8)).

α̂1T̂1Ŝ1
′
+ α̂2T̂2Ŝ2

′
= ε̂′ + p̂τ̂ ′

= ê′ − ûû′ + p̂τ̂ ′

= (p̂û)′−(ûû′)′

σ − ûû′ − p̂û′

σ

= − (û′)2

σ + p̂′û−ûû′′

σ − ûû′

= − (û′)2

σ ≤ 0.
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(Cela signifie que T̂ Ŝ′ ≤ 0). En utilisant maintenant l’équation d’équirépartition des

quantités de chaleur T̂1Ŝ1
′
= T̂2Ŝ2

′
, on en déduit que T̂1Ŝ1

′
= T̂2Ŝ2

′ ≤ 0.

Il ne reste à montrer que la décroissance des énergie internes propres. La loi de

gaz parfait donne pour Ŝ1

Ŝ1 = ln(ε̂1τ̂1
γ1−1)

= ln((γ1 − 1)γ1−1ε̂1
γ1/p̂γ1−1).

Donc

ε̂1 =
γ1

√
eŜ1 p̂γ1−1

(γ1 − 1)γ1−1
.

Si T̂1 > 0, Ŝ1 est décroissant. Comme p̂ est décroissant aussi, ε̂1 est décroissant. Il

en est de même pour ε̂2 si T̂2 > 0.
�

Preuve du lemme 13

La démonstration que nous proposons pour ce lemme est un peu longue mais ne

comporte aucun point difficile. Sa structure est la suivante.

– Nous montrons que sous l’hypothèse (7.13), la solution (tant qu’elle existe)

reste dans un compact qui est inclus dans l’ouvert dans lequel le champ de

vecteur f est défini et vérifie les hypothèses de Cauchy-Lipschitz.

– En conséquence, grâce au théorème des bouts, nous montrons que la solution

maximale est définie sur ] −∞,∞[.

Le champ de vecteur f , donné par (7.25), ne dépend pas de ξ. Nous sommes en

présence d’un système différentiel autonome. Puisque la condition initiale (û0,p̂0)

est dans E (elle est telle que ε̂10 > 0, ε̂20 > 0, τ̂10 > 0 et τ̂20 > 0), ouvert de R2 sur

lequel f est de classe C∞ (et vérifie donc les hypothèses du théorème de Cauchy-

Lipschitz), le théorème de Cauchy-Lipschitz assure l’existence d’une unique solution

maximale au problème différentiel (7.21), (7.22) avec comme condition initiale

(û(0),p̂(0)) = (û0,p̂0).

Notons ]a,b[ l’intervalle sur lequel cette solution maximale est définie. On sait que

a = −∞ car la condition initiale (û0,p̂0) est issue du point gauche (ûG,p̂G) (cf.

lemme 12). Il reste à montrer que b = ∞.

Montrons que cette solution maximale reste dans un compact contenu dans E.

On reprend l’expression de ε̂.

ε̂ = ε̂G +
[[û]]2

2
+

p̂G

σ
[[u]]

=
1

2
([[û]] +

p̂G

σ
)2 + ε̂G − p̂2

G

2σ2

≥ ε̂G − p̂2
G

2σ2
.



7.3. Les modèles non conservatifs 165

Sous l’hypothèse σ2 >
p̂2

G
2ε̂m

, on sait qu’il existe un réel δ tel que ε̂m > δ > 0 et

σ2 =
p̂2

G

2(ε̂m − δ)
.

En reportant cette expression de σ2 dans l’inégalité sur ε̂ que l’on vient d’obtenir,

on a

ε̂ ≥ ε̂G − (ε̂m − δ) = ε̂M + δ.

Nous en déduisons que ε̂1 reste borné par δ/α̂1 :

ε̂1 =
ε̂ − α̂2ε̂2

α̂1

≥ ε̂M + δ − α̂2ε̂2

α̂1
.

Grâce au lemme 14, on sait que ε̂2 ≥ ε̂2G, donc

ε̂1 >
ε̂M + δ − α̂2ε̂2G

α̂1
≥ δ

α̂1
=

δ

α̂1G

(rappelons que ε̂M = max(ε̂1G,ε̂2G)). On peut montrer de la même manière que

ε̂2 ≥ δ

α̂2G
.

D’autre part, comme p̂′ ≤ 0 (cf. lemme 14), p̂ ≤ p̂G, et

τ̂1 =
(γ1 − 1)ε̂1

p̂

≥ (γ1 − 1)δ/α̂1G

p̂G
.

De même,

τ̂2 ≥ (γ2 − 1)δ/α̂2G

p̂G
.

De plus, on sait que la solution est telle que [[p̂]] ≤ σ[[û]] car la condition initiale

(û0,p̂0) vérifie cette inégalité (elle est en dessous de la droite T c du lemme 12), et si

la solution ne la vérifiait pas, par continuité, il existerait un ξ tel que [[p̂]] = σ[[û]],

et la solution serait stationnaire à partir de ce ξ, le champ de vecteur f s’annulant.

Donc

[[τ̂ ]] =
[[û]]

σ
≤ − [[p̂]]

σ2
<

p̂G

σ2

(p̂ est positif puisque les variables propres le sont). On retiendra que

τ̂ ≤ τ̂G +
p̂G

σ2
.

Cela assure les majorations




τ̂1 ≤ τ̂G + p̂G/σ2

α̂1G
,

τ̂2 ≤ τ̂G + p̂G/σ2

α̂2G
.
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Nous avons obtenu les encadrements des variables propres suivants.





δ

α̂1G
≤ ε̂1 ≤ ε̂1G,

δ

α̂2G
≤ ε̂2 ≤ ε̂2G,

(γ1 − 1)δ/α̂1G

p̂G
≤ τ̂1 ≤ τ̂G + p̂G/σ2

α̂1G
,

(γ2 − 1)δ/α̂2G

p̂G
≤ τ̂2 ≤ τ̂G + p̂G/σ2

α̂2G
.

(7.32)

Ces encadrements ne dépendent que des données à gauche et de σ. Ils expriment

que (ε̂1,ε̂2,τ̂1,τ̂1) (le vecteur des variables propres associées à la solution maximale

du problème de Cauchy) reste dans un compact contenu dans le quadrant des co-

ordonnées positives de R4 noté F (pour les définitions de Γ, E et F , on renvoie au

schéma (7.26)). Ceci achève la première partie de la démonstration.

Le vecteur solution (û,p̂) reste lui aussi dans un compact de R2, puisque l’on a

toujours 



p̂ ≤ p̂G,

û ≤ ûG,

p̂ ≥ 0,

û ≥ [[p̂]]/σ + ûG ≥ ûG − p̂G/σ.

Donc le vecteur (û,p̂) a des valeurs d’adhérence lorsque ξ tend vers b. Soit VA l’en-

semble des valeurs d’adhérence de (û,p̂). Le bout droit de la solution n’est pas vide,

il est {b} × VA. D’après le théorème des bouts, le bout droit est inclus dans le bord

de R × E. Nécessairement, ou bien b appartient au bord de R ou bien VA est inclus

dans le bord de E.

Nous montrons qu’il est impossible que VA soit inclus dans le bord de E, ce

qui prouve que b appartient au bord de R. Soit (ûA,p̂A) une valeur d’adhérence, et

supposons qu’elle appartienne au bord de E. Cela signifie que (ûA,p̂A) /∈ E et qu’il

existe une suite de E (ûn,p̂n)n∈ � telle que

lim
n→∞

(ûn,p̂n) = (ûA,p̂A).

D’une part, le fait que (ûA,p̂A) /∈ E signifie exactement (par définition de E

comme image réciproque de F par Γ) que

Γ(ûA,p̂A) = (ε̂1A,ε̂2A,τ̂1A,τ̂2A) /∈ Γ(E) = F.

D’autre part, comme l’application Γ, définie par les formules (7.22), qui à (û,p̂)

associe (ε̂1,ε̂2,τ̂1,τ̂2) est régulière,

lim
n→∞

(ε̂1n,ε̂2n,τ̂1n,τ̂2n) = (ε̂1A,ε̂2A,τ̂1A,τ̂2A) ∈ F .
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Donc (ε̂1A,ε̂2A,τ̂1A,τ̂2A) appartient au bord de F , ce qui est impossible puisque ce

vecteur est dans un compact contenu dans F (cf. encadrements (7.32)). La conclusion

est que VA n’appartient pas au bord de E. Donc b appartient au bord de R. On a

nécessairement b = +∞. La solution maximale est définie sur R entier !
�

Nous sommes maintenant munis d’une solution définie pour tout ξ ∈ R. Il nous

reste à étudier ses propriétés en +∞ pour vérifier que c’est une onde progressive.

Lemme 15

La solution du problème différentiel (7.21), (7.22) dont nous avons montré l’existence

sur R entier a une limite notée (ûD,p̂D) en ξ = +∞ et cette limite vérifie

f(ûD,p̂D) =

(
0

0

)
.

De plus, sa dérivée (par rapport à ξ) a une limite en ξ = +∞ et cette limite est

(0,0).
�

Preuve du lemme 15

Nous l’avons déjà remarqué et utilisé dans la démonstration précédente, le vecteur

(û,p̂) reste dans un compact pour tout ξ. Il possède donc une valeur d’adhérence

que nous notons (û©,p̂©). Supposons qu’il existe une deuxième valeur d’adhérence,

que nous notons alors (û2,p̂2). Les composantes du vecteur étant monotones (cf.

lemme 14), on a nécessairement û© ≥ û2 et û2 ≥ û©, ainsi que p̂© ≥ p̂2 et

p̂2 ≥ p̂©. Donc, û© = û2, et p̂© = p̂2
4. La valeur d’adhérence est donc unique,

c’est une limite, nous la notons (ûD,p̂D).

Nous allons maintenant montrer que (û′,p̂′) converge vers 0. Comme

(û,p̂) −→
ξ→+∞

(ûD,p̂D)

et que f est continue, on a

(û′,p̂′) = f(û,p̂) −→
ξ→+∞

f(ûD,p̂D).

Il est évident que si f(ûD,p̂D) n’était pas nul, la solution ne serait pas stationnaire

en (ûD,p̂D), c’est ce que nous précisons ci-après. Définissons la suite (ûn)n∈ � par

ûn = û(n).

Par une intégration (formelle) de l’équation différentielle sur û, on a pour tout entier

n

ûn+1 − ûn =

∫ n+1

n
−σ[[û]] + [[p̂]] dξ,

4.© = 2 !
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d’où

|ûn+1 − ûn| = |
∫ n+1

n
−σ[[û]] + [[p̂]] dξ| =

∫ n+1

n
| − σ[[û]] + [[p̂]]| dξ

car −σ[[û]] + [[p̂]] ≤ 0. La convergence de −σ[[û]] + [[p̂]] vers −σ(ûD − ûG) + p̂D − p̂G

implique que pour tout réel ε > 0 il existe N ∈ N tel que |−σ[[û]]+ [[p̂]]| ≥ |−σ(ûD −
ûG) + p̂D − p̂G| − ε si n ≥ N . Pour tout n ≥ N on a donc

|ûn+1 − ûn| ≥ | − σ(ûD − ûG) + p̂D − p̂G| − ε,

ce qui n’est compatible avec la convergence de la suite (ûn) que si −σ(ûD − ûG) +

p̂D − p̂G ≤ ε, et ceci quel que soit ε. Donc, le point avant choc (à droite) vérifie

f(ûD,p̂D) = 0. La solution est bien une onde progressive.
�

Remarque 7.3.8

Si l’on avait choisit la branche supérieure de la variété instable W i, la solution

(éventuelle) n’aurait pas pu être compressive : elle aurait nécessairement vérifié p̂G <

p̂D. En effet, elle aurait vérifié −σ[[û]] + [[p̂]] > 0 et û′ ≥ 0 pour tout ξ ∈ R (inégalités

analogues à celles du lemme 14), donc [[û]] > 0, donc p̂ > p̂G +σ[[û]] > p̂G. Il s’agirait

d’une onde progressive associée à un choc non compressif. Nous l’écartons de la

discussion.
�

Nous avons réuni tous les éléments nécessaires à la démonstration du théorème 19.

Démonstration du théorème 19

D’après le lemme 11, il est équivalent d’étudier le problème (7.8) et le problème (7.21).

Sous l’hypothèse (7.12), le lemme 12 assure l’existence d’une solution locale autour

de ÛG vérifiant les hypothèses du théorème 19. Sous l’hypothèse (7.13), le lemme 13

assure le prolongement sur R de cette solution. Les hypothèses (7.12) et (7.13) sont-

elles compatibles? Oui, sous l’hypothèse (7.14). Montrons-le. L’hypothèse (7.14), à

savoir

2ε̂m >
α̂1(γ1 − 1)

γ1
ε̂1G +

α̂2(γ2 − 1)

γ2
ε̂2G,

est équivalente à

2ε̂m >
α̂1

γ1
p̂Gτ̂1G +

α̂2

γ2
p̂Gτ̂2G

(en utilisant les lois d’état (7.10)), ou encore

p̂2
G

2ε̂m
<

p̂G
α̂1

γ1
τ̂1G + α̂2

γ2
τ̂2G

.

D’après l’expression (7.19), cela revient à

p̂2
G

2ε̂m
< −ωG,
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soit, selon l’expression de ωG donnée dans la remarque 7.3.7,

p̂2
G

2ε̂m
< ρ̂2

Gĉ2
G.

Sous cette hypothèse, il est bien possible de choisir σ tel que

σ2 < ρ̂2
Gĉ2

G (hypothèse (7.12))

et

σ2 >
p̂2

G

2ε̂m
(hypothèse (7.13)).

(D’autre part, l’hypothèse (7.14) qui assure cette compatibilité est possible à vérifier :

il suffit par exemple que α̂1Gε̂1G soit proche de α̂2Gε̂2G, ou que γ1 et γ2 soient assez

proches de 0.)

Il reste à démontrer l’unicité. Supposons qu’il existe deux solutions (ûa,p̂a) et

(ûb,p̂b) qui ont la même valeur au point gauche, c’est-à-dire que

lim
ξ→−∞

(ûa,p̂a) = lim
ξ→−∞

(ûb,p̂b) = (ûG,p̂G).

Ces deux solutions définissent donc deux variétés (peut-être égales) de classe C∞ de

dimension un, qui sont des variétés instables pour le champ de vecteurs f au point

(ûG,p̂G), que nous notons W i
a et W i

b :

{
W i

a = {(ûa,p̂a) ; ξ ∈ R} ,

W i
b = {(ûb,p̂b) ; ξ ∈ R} .

Par ailleurs, tout point (û,p̂) d’une de ces deux variétés vérifie

p̂ ≤ p̂G + σ[[û]]

si nous écartons les solutions non compressives. Or d’après le théorème de la variété

centrale il n’y a qu’une telle branche instable en dessous de la droite T c au voisinage

du point après choc (ûG,p̂G). Il en résulte que W i
a

⋂O = W i
b

⋂O pour un certain

voisinage O de (ûG,p̂G), ce qui signifie que si (ûa(ξ),p̂a(ξ)) ∈ O et (ûb(ξ),p̂b(ξ)) ∈ O,

il existe ξ0 ∈ R tel que (ûa(ξ),p̂a(ξ)) = (ûb(ξ − ξ0),p̂b(ξ − ξ0)). Donc la solution est

unique à une translation de la variable ξ près tant qu’elle reste dans O. Le théorème

de Cauchy-Lipshitz (théorème 21) assure l’unicité (à la même translation près) de

la solution maximale. Une conséquence évidente est que la limite en ξ = +∞, au

point droit, est unique.

Le théorème 19 est démontré.
�
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Conclusion partielle (pour la

partie II)

Nous rappelons ici les principaux résultats que nous avons obtenus.

– Nous avons construit un ensemble de modèles de dynamique des fluides mélangés

à une seule vitesse basé sur des considérations thermodynamiques ;

– la base thermodynamique de l’élaboration assure une cohérence avec les équations

d’Euler classiques dans le cas où les fluides sont séparés par des interfaces

(théorème 16) ; afin de prendre en compte le mélange numérique qui apparâıt

dans cette situation, nous avons autorisé dans nos jeux d’équations des frac-

tions massiques différentes de 1 et 0 ;

– les systèmes obtenus sont constitués des équations conservatives habituelles

(masse, quantité de mouvement, énergie totale) et d’équations non conserva-

tives traduisant les échanges d’énergie ou d’entropie entre les constituants ;

– tous ces systèmes ont une écriture eulérienne et une écriture lagrangienne ;

– une grande partie de ces modèles se présente sous la forme de systèmes hyper-

boliques (théorème 17 et théorème 18) ;

– nous avons vérifié que cet ensemble inclut des modèles classiques et identifié

la loi de Dalton dans notre formalisme ;

– enfin, nous nous sommes intéressés aux solutions discontinues (chocs) en étudiant

les solutions-ondes progressives d’un modèle régularisé par un opérateur para-

bolique (existence et unicité d’une solution dans le théorème 19).



172 Chapitre 7. Ondes progressives



173

Troisième partie

Résolution numérique des

problèmes de mélange en

dimensions un et deux
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Dans cette partie, nous nous attachons à la résolution numérique des problèmes

de fluides eulériens compressibles à plusieurs lois d’état. Cette partie se présente na-

turellement comme l’application des techniques d’algorithmes non dissipatifs, développées

dans la partie I, aux problèmes de fluides à plusieurs espèces que nous avons posés

dans la partie II.

Comme nous l’avons précisé dans l’introduction de la partie II, les modèles décrits

peuvent être utilisés pour des problèmes de vrai mélange (mélange intime, figure 1.1)

ou des problèmes d’interface (mélange numérique, figure 1.2).

La résolution numérique de ces problèmes est riche de méthodes différentes. Nous

citons les trois les plus répandues :

– les méthodes de résolution directe, qui consistent à discrétiser les équations

du fluide à plusieurs constituants (( brut de fonderie )) (cf. [1], [4], [18], [2], [2],

[80], [81], [66], [43]...) ;

– les méthodes de suivi d’interface, qui reposent sur un calcul de la position de

l’interface à chaque pas de temps (voir [12], [39]...) ;

– les méthodes de type (( level-set )) ou (( volume of fluid )), pour lesquelles on

utilise une variable supplémentaire, advectée pour connâıtre la position de

l’interface (cf. [35], [42]).

Les deux derniers types de méthodes sont utilisés pour résoudre des problèmes d’in-

terfaces seulement.

Nous choisissons pour toute la suite une méthode de résolution numérique de type

direct, parce que d’une part cette méthode permet de traiter le cas des mélanges

aussi bien que des interfaces et d’autre part elle nous parâıt la plus élémentaire, ne

faisant intervenir que les équations de conservation de la physique. L’inconvénient

récurrent de ce type de résolution directe est la dissipation numérique, le cas le plus

défavorable étant celui des interfaces. Mais nous avons les moyens d’éviter cette

dissipation : ils sont développés dans la partie I. L’idée d’utiliser le décentrage aval

sous contraintes (pour ses propriétés de stabilité et d’antidissipation) est tout à fait

naturelle car les fractions massiques des constituants sont régies par des équations

d’advection.

Le mode de résolution numérique choisi est une décomposition Lagrange-projection

des équations d’Euler. Nous proposons dans la phase de projection le décentrage

aval sous contraintes amont des flux des fractions massiques. Il faut noter que nous

n’avons pas tenté, comme dans le chapitre 3 de la partie I de décentrer vers l’aval les

flux des variables thermodynamiques ρ, ρu et ρe. L’enjeu, qui nous parâıt essentiel,

est ici d’obtenir des interfaces parfaites.
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Chapitre 1

Schéma numérique pour les

équations d’Euler à plusieurs

espèces

Le schéma que nous proposons est le schéma de type (( Lagrange + projection ))

développé dans [28]. Il sera appliqué à chacun des systèmes (1.1), (1.2) et (1.3). Son

grand intérêt est qu’il laisse libre le choix des flux pour la discrétisation des équations

de concentration. Nous choisirons de décentrer les flux des fractions massiques vers

l’aval sous des contraintes de stabilité du même type qu’au théorème 2 (contraintes

(( amont ))). La prise en compte de ces contraintes est justifiée car les fractions

massiques sont solutions d’équations d’advection.

1.1 Introduction et précision du problème

Pour simplifier le texte, nous nous restreignons au cas de deux constituants.

Nous indiquons cependant que les algorithmes peuvent être écrits pour un nombre

quelconque de constituants avec une faible augmentation de la difficulté.

Parmi tous les modèles évoqués dans la partie I, nous avons dû faire le choix de

ceux que nous allions discrétiser. Nous en avons sélectionné trois :

– le modèle isobare isotherme, pour sa simplicité ;

– le modèle que nous avons identifié à la loi de Dalton, pour la généralité de son

emploi ;

– le modèle isobare avec équirépartition des quantités de chaleur, par goût.

Nous rappelons les équations auxquelles ils correspondent.

Modèle isobare isotherme
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



∂tρ + ∂x(ρu) = 0,

∂t(ρα1) + ∂x(ρuα1) = 0,

∂t(ρα2) + ∂x(ρuα2) = 0,

∂t(ρu) + ∂x(ρu2 + p) = 0,

∂t(ρe) + ∂x(ρue + pu) = 0,

α1τ1 + α2τ2 = τ,

α1ε1 + α2ε2 = ε,

p1 = p2 = p,

T1 = T2,

(1.1)

les températures propres T1, T2 et les pressions propres p1, p2 étant calculées grâce

à leur variables propres associées (τ1,ε1), (τ2,ε2). La vitesse du son du mélange est

donnée pour des gaz parfaits par

c =
√

α1c1
2 + α2c2

2.

Remarque 1.1.1

Les termes (( isobare )) et (( isotherme )) signifient pour nous que p1 = p2 et T1 = T2 en

chaque point du mélange et non que la pression et la températures sont constantes

dans tout le mélange.
�

Modèle de Dalton





∂tρ + ∂x(ρu) = 0,

∂t(ρα1) + ∂x(ρuα1) = 0,

∂t(ρα2) + ∂x(ρuα2) = 0,

∂t(ρu) + ∂x(ρu2 + p) = 0,

∂t(ρe) + ∂x(ρue + pu) = 0,

α1τ1 + α2τ2 = τ,

α1ε1 + α2ε2 = ε,

p = α1τ1
τ p1 + α2τ2

τ p2,

∂t(ρ
τ1
τ2

) + ∂x(ρu τ1
τ2

) = 0,

T1 = T2.

(1.2)

Nous avons montré que ce modèle était équivalent au modèle de Dalton ([56]) ainsi

qu’à un modèle de convection des paramètres de pression ([80]). La vitesse du son

dans le mélange vaut

c =
√

α1c1
2 + α2c2

2.

Modèle isobare avec équirépartition des quantités de chaleur
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Le terme (( équirépartition des quantités de chaleur )) signifie que les variables

propres des constituants varient de manière à ce que

δQ1 = δQ2,

soit

T1DtS1 = T2DtS2,

soit aussi

Dtε1 + p1Dtτ1 = Dtε2 + p2Dtτ2,

où Dt est l’opérateur de dérivation lagrangienne, Dt = ∂t + u∂x. Le modèle est par

ailleurs isobare : p1 = p2. En définitive,





∂tρ + ∂x(ρu) = 0,

∂t(ρα1) + ∂x(ρuα1) = 0,

∂t(ρα2) + ∂x(ρuα2) = 0,

∂t(ρu) + ∂x(ρu2 + p) = 0,

∂t(ρe) + ∂x(ρue + pu) = 0,

α1τ1 + α2τ2 = τ,

α1ε1 + α2ε2 = ε,

p1 = p2 = p,

T1DtS1 = T2DtS2.

(1.3)

La formule qui donne la vitesse du son de mélange est

τ2

c2
= α1

τ1
2

c1
2

+ α2
τ2

2

c2
2
.

Remarque 1.1.2

Ce dernier modèle n’est pas conservatif (équation T1DtS1 = T2DtS2).
�

Remarque 1.1.3

Pour tous les modèles de mélange, nous écrivons les deux équations

{
∂t(ρα1) + ∂x(ρuα1) = 0,

∂t(ρα2) + ∂x(ρuα2) = 0,

mais l’on pourrait écrire au lieu de cela

{
∂t(ρα1) + ∂x(ρuα1) = 0,

α1 + α2 = 1,

qui est équivalent, mais occulte la symétrie des équations pour les deux espèces.
�
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Nous pouvons maintenant passer à la résolution numérique.

Nous avons choisi de résoudre ces système au moyen d’une décomposition Lagrange-

projection. Le schéma général est développé dans [28]. Du point de vue des notations,

les schémas (( Lagrange + projection )) étant très consommateurs d’indices de temps,

nous ne présentons les schémas que sur un pas de temps ; les variables avant calcul

ne portent pas d’indice de temps, les variables après la phase lagrangienne sont sur-

montées d’un tilde (x̃), et les variables en fin de calcul, après la phase de projection,

sont surmontées d’un chapeau (x̂). Afin d’améliorer la lisibilité, nous agrandissons

les tildes et les chapeaux, et nous noterons x̃j+1/2, ỹ1,j, ŷ1,j (...) au lieu de x̃j+1/2,

ỹ1j , ŷ1j (...).

Nous avons déjà utilisé ce type de décomposition de flux dans la partie I et nous

rappelons ici les deux étapes numériques pour les variables thermodynamiques ρ, ρu

et ρe.

Phase lagrangienne





ρj
τ̃j − τj

∆t
−

uj+1/2 − uj−1/2

∆x
= 0,

α̃1,j = α1,j,

α̃2,j = α2,j,

ρj
ũj − uj

∆t
+

pj+1/2 − pj−1/2

∆x
= 0,

ρj
ẽj − ej

∆t
+

pj+1/2uj+1/2 − pj−1/2uj−1/2

∆x
= 0.

Phase de projection





ρ̂j − ρj

∆t
+

ρ̃j+1/2uj+1/2 − ρ̃j−1/2uj−1/2

∆x
= 0,

ρ̂jα̂1,j − ρjα̃1,j

∆t
+

ρ̃j+1/2 ˜α1,j+1/2uj+1/2 − ρ̃j−1/2 ˜α1,j−1/2uj−1/2

∆x
= 0,

ρ̂jα̂2,j − ρjα̃2,j

∆t
+

ρ̃j+1/2 ˜α2,j+1/2uj+1/2 − ρ̃j−1/2 ˜α2,j−1/2uj−1/2

∆x
= 0,

ρ̂j ûj − ρj ũj

∆t
+

ρ̃j+1/2ũj+1/2uj+1/2 − ρ̃j−1/2ũj−1/2uj−1/2

∆x
= 0,

ρ̂j êj − ρj ẽj

∆t
+

ρ̃j+1/2ẽj+1/2uj+1/2 − ρ̃j−1/2ẽj−1/2uj−1/2

∆x
= 0.
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Schéma global





ρ̂j − ρj

∆t
+

ρ̃j+1/2uj+1/2 − ρ̃j−1/2uj−1/2

∆x
= 0,

ρ̂jα̂1,j − ρjα1,j

∆t
+

ρ̃j+1/2 ˜α1,j+1/2uj+1/2 − ρ̃j−1/2 ˜α1,j−1/2uj−1/2

∆x
= 0,

ρ̂jα̂2,j − ρjα2,j

∆t
+

ρ̃j+1/2 ˜α2,j+1/2uj+1/2 − ρ̃j−1/2 ˜α2,j−1/2uj−1/2

∆x
= 0,

ρ̂jûj − ρjuj

∆t
+

ρ̃j+1/2ũj+1/2uj+1/2 − ρ̃j−1/2ũj−1/2uj−1/2 + pj+1/2 − pj−1/2

∆x
= 0,

ρ̂j êj − ρjej

∆t
+

ρ̃j+1/2ẽj+1/2uj+1/2 − ρ̃j−1/2ẽj−1/2uj−1/2 + pj+1/2uj+1/2 − pj−1/2uj−1/2

∆x
= 0.

Toute la spécificité du schéma réside dans le calcul des flux, en particulier des

flux de la phase de projection.

1.2 Phase lagrangienne

Dans toute la phase lagrangienne, les inconnues sont les variables surmontées

d’un tilde.

Cette phase du calcul numérique est une résolution approchée du système





ρ∂tτ = ∂xu,

ρ∂tu = −∂xp,

ρ∂te = −∂x(pu),

ρ∂tα1 = 0,

ρ∂tα2 = 0,

(1.4)

complété par les relations de fermeture qui expriment le modèle du mélange choisi.

Pour le modèle isobare isotherme, on ajoute les lois implicites





α1τ1 + α2τ2 = τ,

α1ε1 + α2ε2 = ε,

p1 = p2 = p,

T1 = T2.

(1.5)

Pour la loi de Dalton, la fermeture est





α1τ1 + α2τ2 = τ,

α1ε1 + α2ε2 = ε,

p = α1τ1
τ p1 + α2τ2

τ p2,

ρ∂t(
τ1
τ2

) = 0,

T1 = T2.

(1.6)
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Et pour l’équirépartition des quantités de chaleur, les équations (1.7) complètent

le système.





α1τ1 + α2τ2 = τ,

α1ε1 + α2ε2 = ε,

p1 = p2 = p,

∂tε1 + p1∂tτ1 = ∂tε2 + p2∂tτ2.

(1.7)

La discrétisation de ces équations repose sur la définition des quantités de bords

suivantes (cf. [28], [30], [29]), qui sont équivalentes aux valeurs de bords données par

un solveur de Riemann approché particulier.





?
ρcj+1/2 =

√
max(ρjcj

2,ρj+1cj+1
2)min(ρj ,ρj+1),

pj+1/2 =
pj + pj+1

2
+

?
ρcj+1/2

2
(uj − uj+1),

uj+1/2 =
1

2
?
ρcj+1/2

(pj − pj+1) +
(uj + uj+1)

2
.

(1.8)

Pour tous j,n, le nombre cj est la vitesse du son dans la maille j au pas de temps n.

Quand le fluide est un mélange de plusieurs constituants, la vitesse du son dépend

du modèle de mélange choisi ; ces vitesses du son ont été explicitées lors du rappel

sur les modèles. La convergence du schéma ne dépend pas de la manière dont on

calcule cette vitesse du son dans le fluide ni de la formule qui donne le paramètre
?
ρcj+1/2 et la formule donnée est celle qui rend la condition cfl la moins stricte

(cf. [30]), mais on peut en choisir une autre, ce qui revient sans doute à utiliser un

solveur de Riemann approché différent.

Nous posons comme d’habitude λ = ∆t/∆x. Les équations discrètes associées

au système (1.4) sont





ρj(τ̃j − τj) = λ(uj+1/2 − uj−1/2),

ρj(ũj − uj) = −λ(pj+1/2 − pj−1/2),

ρj(ẽj − ej) = −λ(pj+1/2uj+1/2 − pj−1/2uj−1/2),

α̃1,j = α1,j,

α̃2,j = α2,j.

(1.9)

Nous sommes maintenant en mesure d’écrire les équations discrètes complètes

de la phase lagrangienne pour chaque modèle.
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1.3 Équations discrètes pour le modèle isobare isotherme

Le système discret pour ce modèle est constitué du système (1.9) et de




α̃1,j τ̃1,j + α̃2,j τ̃2,j = τ̃j ,

α̃1,j ε̃1,j + α̃2,j ε̃2,j = ε̃j ,

p̃1,j = p̃2,j ,

T̃1,j = T̃2,j .

(1.10)

Le système (1.9) est explicite et découplé des équations (1.10), qui sont elles im-

plicites et nécessitent dans le cas général l’utilisation d’un algorithme de Newton.

Cependant, dans le cas de deux gaz parfaits, on trouve une formule explicite et

exacte pour calculer les nouvelles valeurs des variables propres.

Proposition 11

Si les deux constituants sont des gaz parfaits d’exposants adiabatiques γ1, γ2 et de

capacités calorifiques cv1, cv2, le système isobare isotherme est équivalent au système

(( explicite )) (c’est un système triangulaire et on peut le résoudre directement dans

l’ordre où les variables sont présentées).




ρj(τ̃j − τj) = λ(uj+1/2 − uj−1/2),

ρj(ũj − uj) = −λ(pj+1/2 − pj−1/2),

ρj(ẽj − ej) = −λ(pj+1/2uj+1/2 − pj−1/2uj−1/2),

α̃1,j = α1,j,

α̃2,j = α2,j,

ε̃1,j =
cv1

α̃1,jcv1 + α̃2,jcv2
ε̃j ,

ε̃2,j =
cv2

α̃1,jcv1 + α̃2,jcv2
ε̃j ,

τ̃1,j =
τ̃j

α̃1,j + α̃2,j

(γ2−1) �ε2,j

(γ1−1) �ε1,j

,

τ̃2,j =
τ̃j

α̃2,j + α̃1,j

(γ1−1) �ε1,j

(γ2−1) �ε2,j

.

(1.11)

�

1.4 Équations discrètes pour le modèle de Dalton

Nous prenons en plus du système (1.9) les équations




α̃1,j τ̃1,j + α̃2,j τ̃2,j = τ̃j ,

α̃1,j ε̃1,j + α̃2,j ε̃2,j = ε̃j ,

τ̃1,jτ1,j = τ̃2,jτ2,j,

T̃1,j = T̃2,j .

(1.12)
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Cette fois encore, les équations du mélange sont implicites. Et cette fois encore, le

calcul est explicite dans le cas de deux gaz parfaits.

Proposition 12

Avec les hypothèses et les notations de la proposition 11, le système associé au

modèle de Dalton se résume au système triangulaire (1.13) que l’on peut résoudre

directement dans l’ordre de présentation des variables.





ρj(τ̃j − τj) = λ(uj+1/2 − uj−1/2),

ρj(ũj − uj) = −λ(pj+1/2 − pj−1/2),

ρj(ẽj − ej) = −λ(pj+1/2uj+1/2 − pj−1/2uj−1/2),

α̃1,j = α1,j,

α̃2,j = α2,j,

ε̃1,j =
cv1

α̃1,jcv1 + α̃2,jcv2
ε̃j ,

ε̃2,j =
cv2

α̃1,jcv1 + α̃2,jcv2
ε̃j ,

τ̃1,j =
τ̃j

α̃1,j + α̃2,j

τ2,j

τ1,j

,

τ̃2,j =
τ̃j

α̃2,j + α̃1,j

τ1,j

τ2,j

.

(1.13)

�

1.5 Équations discrètes pour l’équirépartition des quan-

tités de chaleur

Le système (1.9) est ici complété par





α̃1,j τ̃1,j + α̃2,j τ̃2,j = τ̃j,

α̃1,j ε̃1,j + α̃2,j ε̃2,j = ε̃j ,

p̃1,j = p̃2,j,

(ε̃1,j − ε1,j) + p̃j(τ̃1,j − τ1,j)

= (ε̃2,j − ε2,j) + p̃j(τ̃2,j − τ2,j).

(1.14)

Une fois de plus, on a des équations implicites. Et une fois de plus, le calcul est

explicite dans le cas de deux gaz parfaits.

Proposition 13

Avec les hypothèses et les notations de la proposition 11, le système ci-dessus se
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réécrit comme un système explicite.





ρj(τ̃j − τj) = λ(uj+1/2 − uj−1/2),

ρj(ũj − uj) = −λ(pj+1/2 − pj−1/2),

ρj(ẽj − ej) = −λ(pj+1/2uj+1/2 − pj−1/2uj−1/2),

α̃1,j = α1,j,

α̃2,j = α2,j,

p̃j =
ε̃j − α1,j/γ1(ε̃j − εj + ε1,j) − α2,j/γ2(ε̃j − εj + ε2,j)

α1,j/γ1(τ̃j − τj + τ1,j) − α2,j/γ2(τ̃j − τj + τ2,j)
,

ε̃1,j =
ε̃j − εj + p̃j(τ̃j − τj) + ε1,j + p̃jτ1,j

γ1
,

ε̃2,j =
ε̃j − εj + p̃j(τ̃j − τj) + ε2,j + p̃jτ2,j

γ2
,

τ̃1,j = (γ1 − 1)ε̃1,j/p̃j ,

τ̃2,j = (γ2 − 1)ε̃2,j/p̃j .

(1.15)

�

1.5.1 Inégalité entropique pour le système isobare avec équirépartition

des quantités de chaleur

Un résultat de [28] dont nous répétons la démonstration est la proposition sui-

vante.

Proposition 14

Considérons le système discret constitué de (1.9) et (1.14). Il existe un réel c tel que

sous la condition de type cfl cλ ≤ 1, on a

{
S̃1,j ≥ S1,j ∀j ∈ Z,

S̃2,j ≥ S2,j ∀j ∈ Z.

Le nombre c est une approximation de max
j∈ �

(cj) (maximum de la vitesse du son dans

les mailles).
�

Rappelons que les fonctions S1 et S2 sont les entropies physiques des constituants

(fonctions concaves). Cette proposition est un résultat entropique, résultat de stabi-

lité pour chaque constituant pour le système discret associé à la phase lagrangienne

du modèle isobare avec équirépartition des quantités de chaleur.

Démonstration

Tous les calculs sont faits dans la maille j et nous ôtons l’indice j dans cette

démonstration. Dans un premier temps, nous supposons que les températures et
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la pression restent positives : 



T̃1 > 0,

T̃2 > 0,

p̃ > 0.

Considérons par exemple l’entropie S1. En exprimant S1 comme fonction de (τ1,ε1),

on peut faire un développement limité au voisinage de (τ̃1,ε̃1). Il existe
◦
τ1 ∈ [τ1,τ̃1]

et
◦
ε1 ∈ [ε1,ε̃1] tels que

S̃1 − S1 =
∂S1

∂ε1

∣∣∣∣
τ1

(τ̃1,ε̃1)(ε̃1 − ε1) +
∂S1

∂τ1

∣∣∣∣
ε1

(τ̃1,ε̃1)(τ̃1 − τ1)

− 1

2
(τ̃1 − τ1,ε̃1 − ε1)∇2S1(

◦
τ1,

◦
ε1)(τ̃1 − τ1,ε̃1 − ε1)

T

=
1

T̃1

(ε̃1 − ε1) +
p̃

T̃1

(τ̃1 − τ1)

− 1

2
(τ̃1 − τ1,ε̃1 − ε1)∇2S1(

◦
τ1,

◦
ε1)(τ̃1 − τ1,ε̃1 − ε1)

T .

En utilisant la loi de mélange numérique (ε̃1−ε1)+ p̃(τ̃1−τ1) = (ε̃2−ε2)+ p̃(τ̃2−τ2),

qui implique (ε̃1 − ε1) + p̃(τ̃1 − τ1) = (ε̃ − ε) + p̃(τ̃ − τ), on a

S̃1 − S1 = − 1

2
(τ̃1 − τ1,ε̃1 − ε1)∇2S1(

◦
τ1,

◦
ε1)(τ̃1 − τ1,ε̃1 − ε1)

T

+
1

T̃1

(ε̃1 − ε1) +
p̃

T̃1

(τ̃1 − τ1)

= − 1

2
(τ̃1 − τ1,ε̃1 − ε1)∇2S1(

◦
τ1,

◦
ε1)(τ̃1 − τ1,ε̃1 − ε1)

T

+
1

T̃1

(ε̃ − ε) +
p̃

T̃1

(τ̃ − τ)

= − 1

2
(τ̃1 − τ1,ε̃1 − ε1)∇2S1(

◦
τ1,

◦
ε1)(τ̃1 − τ1,ε̃1 − ε1)

T

+
1

T̃1

((ẽ − e) − (ũ2/2 − u2/2)) +
p̃

T̃1

(τ̃ − τ),

soit

S̃1 − S1 = − 1

2
(τ̃1 − τ1,ε̃1 − ε1)∇2S1(

◦
τ1,

◦
ε1)(τ̃1 − τ1,ε̃1 − ε1)

T

+
1

T̃1

(ẽ − e +
(ũ − u)2

2
− ũ(ũ − u)) +

p̃

T̃1

(τ̃ − τ).

On utilise maintenant les expressions des accroissements de τ , u et e données par (1.9).

ρ(S̃1 − S1) =
ρ

2
((ũ − u)2 − (τ̃1 − τ1,ε̃1 − ε1)∇2S1(

◦
τ1,

◦
ε1)(τ̃1 − τ1,ε̃1 − ε1)

T )

+
λ

T̃1

(−(p+u+ − p−u−) + ũ(p+ − p−) + p̃(u+ − u−)),

u+, p+, u−, p− désignant les flux en j +1/2 et j − 1/2 (on a ôté les indices j). Cette

égalité peut encore se mettre sous la forme

ρ(S̃1 − S1) =
ρ

2
((ũ − u)2 − (τ̃1 − τ1,ε̃1 − ε1)∇2S1(

◦
τ1,

◦
ε1)(τ̃1 − τ1,ε̃1 − ε1)

T )

+
λ

T̃1

((p̃ − p−)(ũ − u−) − (p̃ − p+)(ũ − u+)).
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Calculons précisément (p̃− p−)(ũ−u−) grâce aux formules (1.8). Pour cela, on note

uG et pG les valeurs de la vitesse et de la pression dans la maille de gauche (d’indice

j − 1).

(p̃ − p−)(ũ − u−) = (p̃ − pG +
?
ρc−uG + (p − ?

ρc−u)

2
)(ũ − pG +

?
ρc−uG − (p − ?

ρc−u)

2
?
ρc−

)

=
1

2
(p̃ +

?
ρc−ũ + (p̃ − ?

ρc−ũ) − (pG +
?
ρc−uG + (p − ?

ρc−u)))

× 1

2
?
ρc−

(p̃ +
?
ρc−ũ − (p̃ − ?

ρc−ũ) − (pG +
?
ρc−uG − (p − ?

ρc−u))).

On regroupe encore puis on factorise.

(p̃ − p−)(ũ − u−) =
1

4
?
ρc−

((p̃ − pG +
?
ρc−(ũ − uG)) + (p̃ − p − ?

ρc−(ũ − u)))

× ((p̃ − pG +
?
ρc−(ũ − uG)) − (p̃ − p − ?

ρc−(ũ − u)))

=
1

4
?
ρc−

((p̃ − pG +
?
ρc−(ũ − uG))2 − (p̃ − p − ?

ρc−(ũ − u))2).

Ainsi,

(p̃ − p−)(ũ − u−) ≥ − 1

4
?
ρc−

(p̃ − p − ?
ρc−(ũ − u))2.

Un calcul identique aboutit à une expression comparable de (p̃ − p+)(ũ − u+),

(p̃ − p+)(ũ − u+) =
1

4
?
ρc+

((p̃ − p +
?
ρc+(ũ − u))2 − (p̃ − pD − ?

ρc+(ũ − uD))2)

(uD et pD étant les vitesse et pression dans la maille de droite), d’où l’inégalité

(p̃ − p+)(ũ − u+) ≤ 1

4
?
ρc+

(p̃ − p +
?
ρc+(ũ − u))2.

On en déduit une minoration de la variation d’entropie,

ρ(S̃1 − S1) ≥
ρ

2
((ũ − u)2 − (τ̃1 − τ1,ε̃1 − ε1)∇2S1(

◦
τ1,

◦
ε1)(τ̃1 − τ1,ε̃1 − ε1)

T )

− λ

T̃1

(
1

4
?
ρc−

(p̃ − p − ?
ρc−(ũ − u))2 +

1

4
?
ρc+

(p̃ − p +
?
ρc+(ũ − u))2).

De plus, comme la loi de mélange est isobare, p = p1(τ1,ε1) et p̃ = p1(τ̃1,ε̃1). Donc

il existe (τ2

1 ,ε2

1 ) tels que

p̃ − p =
∂p1

∂τ1

∣∣∣∣
ε1

(τ2

1 ,ε2

1 )(τ̃1 − τ1) +
∂p1

∂ε1

∣∣∣∣
τ1

(τ2

1 ,ε2

1 )(ε̃1 − ε1).

Il existe donc un réel C (dépendant de
?
ρc−,

?
ρc+, τ2

1 , ε2

1 ) tel que

ρ(S̃1 − S1) ≥
ρ

2
((ũ − u)2 − (τ̃1 − τ1,ε̃1 − ε1)∇2S1(

◦
τ1,

◦
ε1)(τ̃1 − τ1,ε̃1 − ε1)

T )

− λ

T̃1

C||(τ̃1 − τ1,ε̃1 − ε1,ũ − u)||2
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où || · || désigne la norme euclidienne.

D’autre part, d’après les hypothèses thermodynamiques faites sur le fluide (cf. par-

tie II), S1 est concave. Donc ∇2S1(
◦
τ1,

◦
ε1) est une matrice définie négative. Donc la

forme quadratique de la première ligne du membre de droite est positive, il existe

un réel δ > 0 tel que

ρ

2
((ũ−u)2−(τ̃1−τ1,ε̃1−ε1)∇2S1(

◦
τ1,

◦
ε1)(τ̃1−τ1,ε̃1−ε1)

T ) > δ||(τ̃1−τ1,ε̃1−ε1,ũ−u)||2.

Ainsi, on obtient la minoration de la variation d’entropie

ρ(S̃1 − S1) ≥ δ||(τ̃1 − τ1,ε̃1 − ε1,ũ − u)||2 − λ

T̃1

C||(τ̃1 − τ1,ε̃1 − ε1,ũ − u)||2.

Donc la variation d’entropie est positive sous la condition

λ ≤ T̃1δ

C
.

On trouvera dans [31] la preuve du fait que
�

T1δ
C peut être remplacé par une approxi-

mation de l’inverse de la vitesse du son locale. Nous renvoyons au même article pour

la vérification de la positivité de T̃1 et de p̃.

Le même raisonnement peut être fait pour l’entropie S2.
�

1.6 Phase de projection

Durant la phase de projection, les inconnues sont les variables surmontées d’un

chapeau.

Cette phase peut être interprétée comme une phase de projection sur le maillage

fixe après la résolution de la phase lagrangienne, ou une phase d’advection (de

convection). Le système discret dans cette phase de projection est en effet une ap-

proximation du système d’advection




∂tρ + u∂xρ = 0,

ρ∂t(u) + ρu∂x(u) = 0,

ρ∂t(e) + ρu∂x(e) = 0,

ρ∂t(α1) + ρu∂x(α1) = 0,

ρ∂t(α2) + ρu∂x(α2) = 0,

(1.16)

Afin de fermer le système, il faut encore ajouter les équations du mélange. Pour le

modèle isobare et isotherme,




α1τ1 + α2τ2 = τ,

α1ε1 + α2ε2 = ε,

p1 = p2 = p,

T1 = T2.

(1.17)
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Pour le modèle de Dalton,





α1τ1 + α2τ2 = τ,

α1ε1 + α2ε2 = ε,

p = α1τ1
τ p1 + α2τ2

τ p2,

ρ∂t(
τ1
τ2

) + ρu∂x( τ1
τ2

) = 0,

T1 = T2.

(1.18)

Pour le modèle à quantité de chaleur équirépartie,





α1τ1 + α2τ2 = τ,

α1ε1 + α2ε2 = ε,

p1 = p2 = p,

ρ∂t(ε1) + ρp∂t(τ1) + ρu∂x(ε1) + ρup∂x(τ1)

= ρ∂t(ε2) + ρp∂t(τ2) + ρu∂x(ε2) + ρup∂x(τ2).

(1.19)

La méthode que nous utilisons est issue de [28]. La forme générale pour les va-

riables ρ, u, e est classique. Nous supposons définis aux bords des mailles les flux des

variables à transporter, ρ̃j+1/2, ũj+1/2, ẽj+1/2, ˜α1,j+1/2, ˜α2,j+1/2. Nous discrétisons

de manière naturelle.





ρ̂j = ρj − λ(uj+1/2ρ̃j+1/2 − uj−1/2ρ̃j−1/2),

ρ̂j ûj = ρjũj − λ(uj+1/2ρ̃j+1/2ũj+1/2 − uj−1/2ρ̃j−1/2ũj−1/2),

ρ̂j êj = ρj ẽj − λ(uj+1/2ρ̃j+1/2ẽj+1/2 − uj−1/2ρ̃j−1/2ẽj−1/2),

ρ̂jα̂1,j = ρjα̃1,j − λ(uj+1/2ρ̃j+1/2 ˜α1,j+1/2 − uj−1/2ρ̃j−1/2 ˜α1,j−1/2),

ρ̂jα̂2,j = ρjα̃2,j − λ(uj+1/2ρ̃j+1/2 ˜α2,j+1/2 − uj−1/2ρ̃j−1/2 ˜α2,j−1/2).

(1.20)

Pour comprendre que la phase de projection est consistante avec les équations

d’advection (1.16), il faut déduire du système (1.20) les accroissements dus à la seule

phase lagrangienne, à savoir les quantités ρ̂j − ρ̃j, ρ̂jûj − ρ̃jũj ...

Proposition 15

Supposons que la phase lagrangienne discrète est donnée par (1.9). Alors, le système (1.20)

est équivalent au système





ρj(τ̂j − τ̃j) = −λ(uj+1/2ρ̃j+1/2(τ̃j+1/2 − τ̂j) − uj−1/2ρ̃j−1/2(τ̃j−1/2 − τ̂j)),

ρj(ûj − ũj) = −λ(uj+1/2ρ̃j+1/2(ũj+1/2 − ûj) − uj−1/2ρ̃j−1/2(ũj−1/2 − ûj)),

ρj(êj − ẽj) = −λ(uj+1/2ρ̃j+1/2(ẽj+1/2 − êj) − uj−1/2ρ̃j−1/2(ẽj−1/2 − êj)),

ρj(α̂1,j − α̃1,j) = −λ(uj+1/2ρ̃j+1/2( ˜α1,j+1/2 − α̂1,j) − uj−1/2ρ̃j−1/2( ˜α1,j−1/2 − α̂1,j)),

ρj(α̂2,j − α̃2,j) = −λ(uj+1/2ρ̃j+1/2( ˜α2,j+1/2 − α̂2,j) − uj−1/2ρ̃j−1/2( ˜α2,j−1/2 − α̂2,j)).

(1.21)

�
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Démonstration

Nous démontrons ici le résultat pour l’accroissement du volume spécifique. La première

équation de (1.21) s’écrit

ρj(τ̂j−τ̃j) = −λ(uj+1/2ρ̃j+1/2τ̃j+1/2−uj−1/2ρ̃j−1/2τ̃j−1/2)+λτ̂j(uj+1/2ρ̃j+1/2−uj−1/2ρ̃j−1/2),

donc elle donne

τ̂j(ρj−λ(uj+1/2ρ̃j+1/2−uj−1/2ρ̃j−1/2)) = −λ(uj+1/2ρ̃j+1/2τ̃j+1/2−uj−1/2ρ̃j−1/2τ̃j−1/2)+ρj τ̃j,

soit

ρj − λ(uj+1/2ρ̃j+1/2 − uj−1/2ρ̃j−1/2) = −λρ̂j(uj+1/2 − uj−1/2) + ρ̂jρj τ̃j.

En utilisant l’expression de τ̃j donné par la phase lagrangienne (1.9), cette équation

devient

ρj−λ(uj+1/2ρ̃j+1/2−uj−1/2ρ̃j−1/2) = −λρ̂j(uj+1/2−uj−1/2)+ρ̂j(ρjτj+λ(uj+1/2−uj−1/2)),

qui se simplifie en

ρj − λ(uj+1/2ρ̃j+1/2 − uj−1/2ρ̃j−1/2) = ρ̂jρjτj = ρ̂j .

On a donc

ρ̂j − ρj = −λ(uj+1/2ρ̃j+1/2 − uj−1/2ρ̃j−1/2),

qui est, conformément à l’assertion de la proposition, la forme discrète (1.20) de la

phase de projection. Les égalités peuvent s’enchâıner dans l’autre sens, montrant

l’équivalence des deux formulations.
�

Ces deux écritures discrètes sont formellement assez classiques. C’est le calcul des

flux qui n’est pas classique. Il comporte deux points essentiels. La première originalité

réside dans le fait que les flux des variables thermodynamiques ρ, u, e sont fonction

des flux des fractions massiques α1 et α2. La seconde originalité est le calcul des

flux de α1 et α2, qui s’inspire bien sûr des flux antidissipatifs du chapitre 1 de la

partie I. Nous reportons ce calcul des flux des fractions massiques à la section 1.10

et donnons pour l’instant l’expression des flux des variables thermodynamiques (en

fonction des flux des fractions massiques). Le calcul des flux des variables globales

suppose la connaissance des flux des variables propres, ˜τ1,j+1/2, ˜τ2,j+1/2, ˜ε1,j+1/2,

˜ε2,j+1/2. On choisit pour ces variables un décentrage amont, à savoir

– si uj+1/2 ≥ 0,





˜τ1,j+1/2 = τ̃1,j ,

˜τ2,j+1/2 = τ̃2,j ,

˜ε1,j+1/2 = ε̃1,j ,

˜ε2,j+1/2 = ε̃2,j ;

(1.22)
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– si uj+1/2 < 0,





˜τ1,j+1/2 = τ̃1,j+1,

˜τ2,j+1/2 = τ̃2,j+1,

˜ε1,j+1/2 = ε̃1,j+1,

˜ε2,j+1/2 = ε̃2,j+1.

(1.23)

Les flux des variables thermodynamiques globales sont donnés ainsi : τ̃j+1/2 = ˜α1,j+1/2 ˜τ1,j+1/2+

˜α2,j+1/2 ˜τ2,j+1/2, ε̃j+1/2 = ˜α1,j+1/2 ˜ε1,j+1/2 + ˜α2,j+1/2 ˜ε2,j+1/2, et le flux de vitesse est

décentré vers l’amont. Ceci donne explicitement

– si uj+1/2 ≥ 0,





ρ̃j+1/2 =
1

τ̃j+1/2

=
1

˜α1,j+1/2τ̃1,j + ˜α2,j+1/2τ̃2,j

,

ũj+1/2 = ũj ,

ẽj+1/2 = ˜α1,j+1/2ε̃1,j + ˜α2,j+1/2ε̃2,j +
1

2
ũj

2 ;

(1.24)

– si uj+1/2 < 0,





ρ̃j+1/2 =
1

τ̃j+1/2

=
1

˜α1,j+1/2τ̃1,j+1 + ˜α2,j+1/2τ̃2,j+1

,

ũj+1/2 = ũj+1,

ẽj+1/2 = ˜α1,j+1/2ε̃1,j+1 + ˜α2,j+1/2ε̃2,j+1 +
1

2
ũj+1

2.

(1.25)

Remarque 1.6.1

On pourrait être tenté d’écrire

{
ρ̃j+1/2 = ˜α1,j+1/2ρ̃j + ˜α2,j+1/2ρ̃j si uj+1/2 ≥ 0,

ρ̃j+1/2 = ˜α1,j+1/2ρ̃j+1 + ˜α2,j+1/2ρ̃j+1 si uj+1/2 < 0.

Mais cette discrétisation est contradictoire avec l’additivité des volumes que nous

préférons imposer pour les flux aussi bien que pour les valeurs dans les mailles. C’est

la seule façon d’obtenir un transport exact puisque les flux exacts (de la solution

exacte) vérifient cette équation d’additivité des volumes.
�

Remarque 1.6.2

La première et la quatrième équation de 1.20 entrâınent la cinquième si

{
˜α1,j+1/2 + ˜α2,j+1/2 = 1 ∀j,

α̂1,j + α̂2,j = 1.

Ceci sera vérifié par la suite.
�
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Remarque 1.6.3

Il est aisé de montrer que l’algorithme Lagrange-projection proposé est, en ce qui

concerne les variables conservées, équivalent à





ρ̂j − ρj

∆t
+

ρ̃j+1/2uj+1/2 − ρ̃j−1/2uj−1/2

∆x
= 0,

ρ̂jα̂1,j − ρjα1,j

∆t
+

ρ̃j+1/2 ˜α1,j+1/2uj+1/2 − ρ̃j−1/2 ˜α1,j−1/2uj−1/2

∆x
= 0,

ρ̂jα̂2,j − ρjα2,j

∆t
+

ρ̃j+1/2 ˜α2,j+1/2uj+1/2 − ρ̃j−1/2 ˜α2,j−1/2uj−1/2

∆x
= 0,

ρ̂j ûj − ρjuj

∆t
+

ρ̃j+1/2ũj+1/2uj+1/2 − ρ̃j−1/2ũj−1/2uj−1/2 + pj+1/2 − pj−1/2

∆x
= 0,

ρ̂j êj − ρjej

∆t
+

ρ̃j+1/2ẽj+1/2uj+1/2 − ρ̃j−1/2ẽj−1/2uj−1/2 + pj+1/2uj+1/2 − pj−1/2uj−1/2

∆x
= 0.

Cette formulation est conservative, nous voyons que le schéma est conservatif en

masse totale, en quantité de mouvement, en énergie totale et en masse de chaque

constituant.
�

Nous exposons maintenant les systèmes discrets pour chaque modèle de mélange.

1.7 Équations discrètes pour le modèle isobare isotherme

Comme dans la phase lagrangienne, nous fermons le système discret (1.20) par





α̂1,j τ̂1,j + α̂2,j τ̂2,j = τ̂j,

α̂1,j ε̂1,j + α̂2,j ε̂2,j = ε̂j ,

p̂1,j = p̂2,j ,

T̂1,j = T̂2,j.

(1.26)

Comme dans la phase lagrangienne, ces équations peuvent être remplacées par des

formules explicites avec des gaz parfaits.

Proposition 16

Si les deux constituants sont des gaz parfaits d’exposants adiabatiques γ1, γ2 et de
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capacités calorifiques cv1, cv2, le système ci-dessus est équivalent au système explicite





ρ̂j = ρj − λ(uj+1/2ρ̃j+1/2 − uj−1/2ρ̃j−1/2),

ρ̂j ûj = ρjũj − λ(uj+1/2ρ̃j+1/2ũj+1/2 − uj−1/2ρ̃j−1/2ũj−1/2),

ρ̂j êj = ρj ẽj − λ(uj+1/2ρ̃j+1/2ẽj+1/2 − uj−1/2ρ̃j−1/2ẽj−1/2),

ρ̂jα̂1,j = ρjα̃1,j − λ(uj+1/2ρ̃j+1/2 ˜α1,j+1/2 − uj−1/2ρ̃j−1/2 ˜α1,j−1/2),

ρ̂jα̂2,j = ρjα̃2,j − λ(uj+1/2ρ̃j+1/2 ˜α2,j+1/2 − uj−1/2ρ̃j−1/2 ˜α2,j−1/2),

ε̂1,j =
cv1

α̂1,jcv1 + α̂2,jcv2
ε̂j ,

ε̂2,j =
cv2

α̂1,jcv1 + α̂2,jcv2
ε̂j ,

τ̂1,j =
τ̂j

α̂1,j + α̂2,j

(γ2−1)
�

ε2,j

(γ1−1)
�

ε1,j

,

τ̂2,j =
τ̂j

α̂2,j + α̂1,j

(γ1−1)
�

ε1,j

(γ2−1)
�

ε2,j

.

(1.27)

�

1.8 Équations discrètes pour le modèle de Dalton

Nous associons au système discret (1.20) les équations discrètes du mélange





α̂1,j τ̂1,j + α̂2,j τ̂2,j = τ̂j,

α̂1,j ε̂1,j + α̂2,j ε̂2,j = ε̂j ,

ρ̂j ln(
�

τ1,j
�

τ2,j
) = ρj ln(

�τ1,j

�τ2,j
) − λ(uj+1/2ρ̃j+1/2ζ̃j+1/2 − uj−1/2ρ̃j−1/2ζ̃j−1/2),

T̂1,j = T̂2,j,

(1.28)

où les ζ̃j+1/2 sont les flux décentrés amont de la variable ln( τ1
τ2

) :

si uj+1/2 ≥ 0,

ζ̃j+1/2 = ζ̃j = ln(
τ̃1,j

τ̃2,j

),

et si uj+1/2 < 0,

ζ̃j+1/2 = ζ̃j+1 = ln(
τ̃1,j+1

τ̃2,j+1

).

Dans le cas de gaz parfaits, les équations se condensent à nouveau pour former

un système triangulaire.

Proposition 17

Sous les hypothèses de la proposition (16), le système ci-dessus est équivalent au



194 Chapitre 1. Schéma numérique pour les mélanges

système totalement explicite





ρ̂j = ρj − λ(uj+1/2ρ̃j+1/2 − uj−1/2ρ̃j−1/2),

ρ̂j ûj = ρj ũj − λ(uj+1/2ρ̃j+1/2ũj+1/2 − uj−1/2ρ̃j−1/2ũj−1/2),

ρ̂j êj = ρj ẽj − λ(uj+1/2ρ̃j+1/2ẽj+1/2 − uj−1/2ρ̃j−1/2ẽj−1/2),

ρ̂jα̂1,j = ρjα̃1,j − λ(uj+1/2ρ̃j+1/2 ˜α1,j+1/2 − uj−1/2ρ̃j−1/2 ˜α1,j−1/2),

ρ̂jα̂2,j = ρjα̃2,j − λ(uj+1/2ρ̃j+1/2 ˜α2,j+1/2 − uj−1/2ρ̃j−1/2 ˜α2,j−1/2),

ρ̂j ζ̂j = ρj ζ̂j − λ(uj+1/2ρ̃j+1/2ζ̃j+1/2 − uj−1/2ρ̃j−1/2ζ̃j−1/2),

ε̂1,j =
cv1

α̂1,jcv1 + α̂2,jcv2
ε̂j ,

ε̂2,j =
cv2

α̂1,jcv1 + α̂2,jcv2
ε̂j ,

τ̂1,j =
τ̂j

α̂1,j + α̂2,je
−

�

ζj

,

τ̂2,j =
τ̂j

α̂2,j + α̂1,je
�

ζj

.

(1.29)

�

Remarque 1.8.1

Nous transportons ln( τ1
τ2

) au lieu de τ1
τ2

(c’est bien sûr équivalent pour les équations

continues) pour des raisons de symétrie de l’algorithme.
�

1.9 Équations discrètes pour l’équirépartition des quan-

tités de chaleur

Les équations que nous utilisons pour la phase de projection du mélange isobare

isotherme sont celles de [28]. Elles sont moins naturelles que pour les deux précedents

modèles mais conduisent à un schéma entropique pour chaque entropie physique

spécifique du mélange (c’est un résultat de stabilité de [28]). Elle font intervenir les

flux décentrés amont des variables propres : ˜τ1,j+1/2, ˜τ2,j+1/2, ˜ε1,j+1/2, ˜ε2,j+1/2, qui

sont, nous le rappelons, décentrés vers l’amont. Les équations (1.30) sont singulières

pour α̂1,j = 0 et pour α̂2,j = 0. Nous supposons donc dans la suite que α̂1,j > 0 et
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que α̂2,j > 0.





α̂1,j τ̂1,j + α̂2,j τ̂2,j = τ̂j,

α̂1,j ε̂1,j + α̂2,j ε̂2,j = ε̂j ,

p̂1,j = p̂2,j = p̂j,

ρ̂j((ε̂1,j − ε̃1,j) + p̂j(τ̂1,j − τ̃1,j) − (ε̂2,j − ε̃2,j) − p̂j(τ̂2,j − τ̃2,j))

= λ(uj+1/2ρ̃j+1/2(
˜α1,j+1/2

α̂1,j

((ε̃1,j − ˜ε1,j+1/2) + p̂j(τ̃1,j − ˜τ1,j+1/2))

−
˜α2,j+1/2

α̂2,j

((ε̃2,j − ˜ε2,j+1/2) + p̂j(τ̃2,j − ˜τ2,j+1/2)))

− uj−1/2ρ̃j−1/2(
˜α1,j−1/2

α̂1,j

((ε̃1,j − ˜ε1,j−1/2) + p̂j(τ̃1,j − ˜τ1,j−1/2))

−
˜α2,j−1/2

α̂2,j

((ε̃2,j − ˜ε2,j−1/2) + p̂j(τ̃2,j − ˜τ2,j−1/2)))).

(1.30)

Le membre de droite de la dernière équation ci-dessus est une approximation de

∆t(ρu∂x(ε2−ε1)+ρup∂x(τ2−τ1)). Cette équation est donc consistante avec ρ∂t(ε1−
ε2) + ρp∂t(τ1 − τ2) + ρu∂x(ε1 − ε2) + ρup∂x(τ1 − τ2) = 0.

Dans le cas de gaz parfaits, les équations sont explicites. On peut résoudre ce

système sans utiliser d’algorithme de Newton, mais les expressions sont compliquées

et nous ne les retranscrivons pas.

1.9.1 Inégalité entropique pour le système isobare avec équirépartition

des quantités de chaleur

La proposition suivante (issue de [28]) fait l’intérêt du système (1.30).

Proposition 18

Supposons les conditions suivantes vérifiées.

{
T̂1,j > 0,

T̂2,j > 0,
(1.31)





˜α1,j±1/2 > 0,

˜α2,j±1/2 > 0,

̂α1,j±1/2 > 0,

̂α2,j±1/2 > 0,

(1.32)

α̂1,j + α̂2,j = 1, (1.33)
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ρj − λmax( uj+1/2ρ̃j+1/2,

−uj−1/2ρ̃j−1/2,

uj+1/2ρ̃j+1/2 − uj−1/2ρ̃j−1/2) ≥ 0,

(1.34)

ρjα1j − λmax( uj+1/2ρ̃j+1/2 ˜α1,j+1/2,

−uj−1/2ρ̃j−1/2 ˜α1,j−1/2,

uj+1/2ρ̃j+1/2 ˜α1,j+1/2 − uj−1/2ρ̃j−1/2 ˜α1,j−1/2) ≥ 0,

(1.35)

ρjα2j − λmax( uj+1/2ρ̃j+1/2 ˜α2,j+1/2,

−uj−1/2ρ̃j−1/2 ˜α2,j−1/2,

uj+1/2ρ̃j+1/2 ˜α2,j+1/2 − uj−1/2ρ̃j−1/2 ˜α2,j−1/2) ≥ 0.

(1.36)

Alors, on a pour tout j ∈ Z

– si uj+1/2 ≥ 0 et uj−1/2 ≥ 0,

{
Ŝ1,j ≥ min(S̃1,j−1,S̃1,j),

Ŝ2,j ≥ min(S̃2,j−1,S̃2,j) ;

– si uj+1/2 < 0 et uj−1/2 < 0,

{
Ŝ1,j ≥ min(S̃1,j,S̃1,j+1),

Ŝ2,j ≥ min(S̃2,j,S̃2,j+1) ;

– si uj+1/2 ≥ 0 et uj−1/2 < 0,

{
Ŝ1,j ≥ min(S̃1,j−1,S̃1,j,S̃1,j+1),

Ŝ2,j ≥ min(S̃2,j−1,S̃2,j,S̃2,j+1) ;

– si uj+1/2 < 0 et uj−1/2 ≥ 0,

{
Ŝ1,j ≥ S̃1,j,

Ŝ2,j ≥ S̃2,j.

�

En d’autres termes, l’entropie après la phase de projection est dans chaque maille

supérieure au minimum parmi les mailles (( amont )) des entropies avant la phase de

projection. C’est un résultat entropique pour chaque constituant dans la phase de

projection. Il est remarquable que ce résultat ne dépendent pas des flux choisis (les

flux des fractions massiques sont encore indéterminés).
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Remarque 1.9.1

Les conditions (1.34), (1.35) et (1.36) expriment que les masses sortantes (masse

totale, masse du constituant 1 et masse du constituant 2) sont pour chaque maille

inférieures aux masses présentes. Les conditions de validité de la proposition im-

posées sur les flux (des fractions massiques) sont nombreuses ; cependant, nous ver-

rons dans la prochaine section que l’ensemble des flux qui les vérifient est un inter-

valle non vide si le pas de temps vérifie une condition cfl du type ∆t ≤ ∆x/u ou u

est la vitesse locale.

Toutes ces conditions seront vérifiées par le schéma final.
�

Démonstration

Nous ne démontrons que l’inégalité pour l’entropie S1 dans le cas où uj+1/2 ≥ 0 et

uj−1/2 ≥ 0 (il s’agit d’un calcul rebutant mais pas difficile). Le reste se démontre

exactement de la même manière. Posons





∆Qi,j = ((ε̂i,j − ε̃i,j) + p̂j(τ̂i,j − τ̃i,j))

∆Qi,j−1/2 = ((ε̂i,j − ˜εi,j−1/2) + p̂j(τ̂i,j − ˜τi,j−1/2))

∆Qi,j+1/2 = ((ε̂i,j − ˜εi,j+1/2) + p̂j(τ̂i,j − ˜τi,j+1/2))

pour i = 1 ou 2. La loi de mélange numérique, dernière équation de (1.30), peut se

réécrire

ρ̂j∆Q1,j − λ(uj+1/2ρ̃j+1/2

˜α1,j+1/2

α̂1,j

((ε̃1,j − ˜ε1,j+1/2) + p̂j(τ̃1,j − ˜τ1,j+1/2))

− uj−1/2ρ̃j−1/2

˜α1,j−1/2

α̂1,j

((ε̃1,j − ˜ε1,j−1/2) + p̂j(τ̃1,j − ˜τ1,j−1/2))

= ρ̂j∆Q2,j − λ(uj+1/2ρ̃j+1/2

˜α2,j+1/2

α̂2,j

((ε̃2,j − ˜ε2,j+1/2) + p̂j(τ̃2,j − ˜τ2,j+1/2))

− uj−1/2ρ̃j−1/2

˜α2,j−1/2

α̂2,j

((ε̃2,j − ˜ε2,j−1/2) + p̂j(τ̃2,j − ˜τ2,j−1/2))
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En multipliant cette équation par 1 = α̂1,j + α̂2,j (hypothèse (1.33)), on obtient

ρ̂j∆Q1,j − λ(uj+1/2ρ̃j+1/2

˜α1,j+1/2

α̂1,j

((ε̃1,j − ˜ε1,j+1/2) + p̂j(τ̃1,j − ˜τ1,j+1/2))

− uj−1/2ρ̃j−1/2

˜α1,j−1/2

α̂1,j

((ε̃1,j − ˜ε1,j−1/2) + p̂j(τ̃1,j − ˜τ1,j−1/2)))

= α̂1,j(ρ̂j∆Q1,j − λ(uj+1/2ρ̃j+1/2

˜α1,j+1/2

α̂1,j

((ε̃1,j − ˜ε1,j+1/2) + p̂j(τ̃1,j − ˜τ1,j+1/2))

− uj−1/2ρ̃j−1/2

˜α1,j−1/2

α̂1,j

((ε̃1,j − ˜ε1,j−1/2) + p̂j(τ̃1,j − ˜τ1,j−1/2))))

+ α̂2,j(ρ̂j∆Q2,j − λ(uj+1/2ρ̃j+1/2

˜α2,j+1/2

α̂2,j

((ε̃2,j − ˜ε2,j+1/2) + p̂j(τ̃2,j − ˜τ2,j+1/2))

− uj−1/2ρ̃j−1/2

˜α2,j−1/2

α̂2,j

((ε̃2,j − ˜ε2,j−1/2) + p̂j(τ̃2,j − ˜τ2,j−1/2)))).

On a supposé que uj−1/2 ≥ 0 et que uj+1/2 ≥ 0, donc le décentrage amont pour les

flux des variables propres permet de supprimer toutes les contributions en j + 1/2.

Nous ne le faisons que pour le terme de gauche, obtenant

ρ̂j∆Q1,j + λuj−1/2ρ̃j−1/2

˜α1,j−1/2

α̂1,j

((ε̃1,j − ˜ε1,j−1/2) + p̂j(τ̃1,j − ˜τ1,j−1/2))

= α̂1,j(ρ̂j∆Q1,j − λ(uj+1/2ρ̃j+1/2

˜α1,j+1/2

α̂1,j

((ε̃1,j − ˜ε1,j+1/2) + p̂j(τ̃1,j − ˜τ1,j+1/2))

− uj−1/2ρ̃j−1/2

˜α1,j−1/2

α̂1,j

((ε̃1,j − ˜ε1,j−1/2) + p̂j(τ̃1,j − ˜τ1,j−1/2))))

+ α̂2,j(ρ̂j∆Q2,j − λ(uj+1/2ρ̃j+1/2

˜α2,j+1/2

α̂2,j

((ε̃2,j − ˜ε2,j+1/2) + p̂j(τ̃2,j − ˜τ2,j+1/2))

− uj−1/2ρ̃j−1/2

˜α2,j−1/2

α̂2,j

((ε̃2,j − ˜ε2,j−1/2) + p̂j(τ̃2,j − ˜τ2,j−1/2)))).

En remplaçant les termes en (x̃j − x̃j−1/2) par (x̂j − x̃j−1/2)− (x̂j − x̃j) dans l’égalité
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ci-dessus et en utilisant la notation ∆Qij−1/2, on trouve une équation équivalente :

(ρ̂j − λuj−1/2ρ̃j−1/2

˜α1,j−1/2

α̂1,j

)∆Q1,j + λuj−1/2ρ̃j−1/2

˜α1,j−1/2

α̂1,j

∆Q1,j−1/2

= α̂1,j((ρ̂j + (λuj+1/2ρ̃j+1/2

˜α1,j+1/2

α̂1,j

− λuj−1/2ρ̃j−1/2

˜α1,j−1/2

α̂1,j

))∆Q1,j

− λ(uj+1/2ρ̃j+1/2

˜α1,j+1/2

α̂1,j

∆Q1,j+1/2 − uj−1/2ρ̃j−1/2

˜α1,j−1/2

α̂1,j

∆Q1,j−1/2))

+ α̂2,j((ρ̂j + (λuj+1/2ρ̃j+1/2

˜α2,j+1/2

α̂2,j

− λuj−1/2ρ̃j−1/2

˜α2,j−1/2

α̂2,j

))∆Q2,j

− λ(uj+1/2ρ̃j+1/2

˜α2,j+1/2

α̂2,j

∆Q2,j+1/2 − uj−1/2ρ̃j−1/2

˜α2,j−1/2

α̂2,j

∆Q2,j−1/2))

= (α̂1,j ρ̂j + (λuj+1/2ρ̃j+1/2 ˜α1,j+1/2 − λuj−1/2ρ̃j−1/2 ˜α1,j−1/2))∆Q1,j

− λ(uj+1/2ρ̃j+1/2 ˜α1,j+1/2∆Q1,j+1/2 − uj−1/2ρ̃j−1/2 ˜α1,j−1/2∆Q1,j−1/2)

+ (α̂2,jρ̂j + (λuj+1/2ρ̃j+1/2 ˜α2,j+1/2 − λuj−1/2ρ̃j−1/2 ˜α2,j−1/2))∆Q2,j

− λ(uj+1/2ρ̃j+1/2 ˜α2,j+1/2∆Q2,j+1/2 − uj−1/2ρ̃j−1/2 ˜α2,j−1/2∆Q2,j−1/2).

En utilisant au membre de gauche ainsi qu’au membre de droite la formule de pro-

jection discrète pour les fractions massiques (quatrième équation de (1.20)), on a

une équation équivalente,

(ρj − λuj+1/2ρ̃j+1/2

˜α1,j+1/2

α1,j

)∆Q1,j + λuj−1/2ρ̃j−1/2

˜α1,j−1/2

α̂1,j

∆Q1,j−1/2

= α1,jρj∆Q1,j − λ(uj+1/2ρ̃j+1/2 ˜α1,j+1/2∆Q1,j+1/2

− uj−1/2ρ̃j−1/2 ˜α1,j−1/2∆Q1,j−1/2)

+ α2,jρj∆Q2,j − λ(uj+1/2ρ̃j+1/2 ˜α2,j+1/2∆Q2,j+1/2

− uj−1/2ρ̃j−1/2 ˜α2,j−1/2∆Q2,j−1/2).

(1.37)

Posons 



A = α1,jρj∆Q1,j + α2,jρj∆Q2,,

B = λ(uj+1/2ρ̃j+1/2 ˜α1,j+1/2∆Q1,j+1/2

− uj−1/2ρ̃j−1/2 ˜α1,j−1/2∆Q1,j−1/2)

+ λ(uj+1/2ρ̃j+1/2 ˜α2,j+1/2∆Q2,j+1/2

− uj−1/2ρ̃j−1/2 ˜α2,j−1/2∆Q2,j−1/2).

L’équation (1.37) est équivalente à

(ρj − λuj+1/2ρ̃j+1/2

˜α1,j+1/2

α1,j

)∆Q1,j − λuj−1/2ρ̃j−1/2

˜α1,j−1/2

α̂1,j

∆Q1,j−1/2 = A − B.(1.38)

Nous allons évaluer successivement A et B grâce aux formules de flux pour ε et

τ (1.24) et (1.25).
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Évaluation de A

A = α1,jρj((ε̂1,j − ε̃1,j) + p̂j(τ̂1,j − τ̃1,j))

+ α2,jρj((ε̂2,j − ε̃2,j) + p̂j(τ̂2,j − τ̃2,j))

= ρj((ε̂j − ε̃j + p̂j(τ̂j − τ̃j))

− (α̂1,j − α1,j)(ε̂1,j + p̂j τ̂1,j)

− (α̂2,j − α2,j)(ε̂2,j + p̂j τ̂2,j))

En remplaçant ε̂1,j par êj − ûj
2/2 et ε̃1,j par ẽj − ûj

2/2, on écrit

A = ρj((êj − ẽj − (ûj
2/2 − ũj

2/2) + p̂j(τ̂j − τ̃j))

− (α̂1,j − α1,j)(ε̂1,j + p̂j τ̂1,j)

− (α̂2,j − α2,j)(ε̂2,j + p̂j τ̂2,j))

= ρj((êj − ẽj + (ûj − ũj)
2/2 − ûj(ûj − ũj) + p̂j(τ̂j − τ̃j))

− (α̂1,j − α1,j)(ε̂1,j + p̂j τ̂1,j)

− (α̂2,j − α2,j)(ε̂2,j + p̂j τ̂2,j))

Nous utilisons la forme (1.21) des équations discrètes de la phase de projection pour

trouver

A = λuj+1/2ρ̃j+1/2(êj − ẽj+1/2 − ûj(ûj − ũj+1/2) + p̂j(τ̂j − τ̃j+1/2)

− (α̂1,j − ˜α1,j+1/2)(ε̂1,j + p̂j τ̂1,j) − (α̂2,j − ˜α2,j+1/2)(ε̂2,j + p̂j τ̂2,j))

− λuj−1/2ρ̃j−1/2(êj − ẽj−1/2 − ûj(ûj − ũj−1/2) + p̂j(τ̂j − τ̃j−1/2)

− (α̂1,j − ˜α1,j−1/2)(ε̂1,j + p̂j τ̂1,j) − (α̂2,j − ˜α2,j−1/2)(ε̂2,j + p̂j τ̂2,j))

+
ρj

2
(ûj − ũj)

2.

Évaluation de B

B = λuj+1/2ρ̃j+1/2((ε̂j − ε̃j+1/2)

+ p̂j(τ̂j − τ̃j+1/2)

− (α̂1j − α̃1j+1/2)(ε̂1j + p̂τ̂1j) − (α̂2j − α̃2j+1/2)(ε̂2j + p̂τ̂2j))

− λuj−1/2ρ̃j−1/2((ε̂j − ε̃j−1/2)

+ p̂j(τ̂j − τ̃j−1/2)

− (α̂1j − α̃1j−1/2)(ε̂1j + p̂τ̂1j) − (α̂2j − α̃2j−1/2)(ε̂2j + p̂τ̂2j)).

En exprimant maintenant ε̂j en fonction de êj , on obtient

B = λuj+1/2ρ̃j+1/2((êj −
1

2
ûj

2 − ẽj+1/2 +
1

2
ũj+1/2

2

+ p̂j(τ̂j − τ̃j+1/2)

− (α̂1j − α̃1j+1/2)(ε̂1j + p̂τ̂1j) − (α̂2j − α̃2j+1/2)(ε̂2j + p̂τ̂2j))

− λuj−1/2ρ̃j−1/2((êj −
1

2
ûj

2 − ẽj−1/2 +
1

2
ũj−1/2

2

+ p̂j(τ̂j − τ̃j−1/2)

− (α̂1j − α̃1j−1/2)(ε̂1j + p̂τ̂1j) − (α̂2j − α̃2j−1/2)(ε̂2j + p̂τ̂2j)).
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On en déduit la valeur de A − B.

A − B =
1

2
(ρj(ûj − ũj)

2 − λ(uj+1/2ρ̃j+1/2(ûj − ũj+1/2)
2

− uj−1/2ρ̃j−1/2(ûj − ũj−1/2)
2).

On a supposé de plus que uj−1/2 ≥ 0 et uj+1/2 ≥ 0, donc ũj−1/2 = ũj−1 et ũj+1/2 =

ũj .

A + B =
1

2
(ρj − λuj+1/2ρ̃j+1/2)(ûj − ũj)

2

+ λuj−1/2ρ̃j−1/2(ûj − ũj−1/2)
2

Sous l’hypothèse (1.34) de la proposition, ρj − λuj+1/2ρ̃j+1/2 ≥ 0, donc

A − B ≥ 0.

L’équation (1.38) assure ainsi l’inégalité

(ρ̂j − λuj−1/2ρ̃j−1/2

˜α1,j−1/2

α̂1,j

)∆Q1,j + λuj−1/2ρ̃j−1/2

˜α1,j−1/2

α̂1,j

∆Q1,j−1/2 ≥ 0.

D’autre part un développement limité à l’ordre deux de S1(τ1,ε1) concave donne

T̂1,j(Ŝ1,j − S̃1,j) ≥ (ε̂1,j − ε̃1,j) + p̃(τ̂1,j − τ̃1,j) = ∆Q1,j, (1.39)

et, de la même manière,

T̂1,j(Ŝ1,j − ˜S1,j−1/2) ≥ (ε̂1,j − ˜ε1,j−1/2) + p̃j(τ̂1,j − ˜τ1,j−1/2) = ∆Q1,j−1/2. (1.40)

Les équations discrètes (1.20) donnent

ρ̂j − λuj−1/2ρ̃j−1/2

˜α1,j−1/2

α̂1,j

=
1

α̂1,j

(ρjα1,j − λuj+1/2ρ̃j+1/2 ˜α1,j+1/2).

Donc l’hypothèse (1.35) et l’hypothèse (1.32) imposent

ρ̂j − λuj−1/2ρ̃j−1/2

˜α1,j−1/2

α̂1,j

≥ 0 (1.41)

De plus, nous avons supposé uj−1/2 ≥ 0 et l’hypothèse (1.32), donc nous avons

λuj−1/2ρ̃j−1/2

˜α1,j−1/2

α̂1,j

≥ 0. (1.42)

En combinant les estimations (1.39), (1.40), (1.41) et(1.42), on parvient à l’inégalité

(ρ̂j − λuj−1/2ρ̃j−1/2

�

α1,j−1/2
�

α1,j
)T̂1,j(Ŝ1,j − S̃1,j)

+λuj−1/2ρ̃j−1/2

�

α1,j−1/2
�

α1,j
T̂1,j(Ŝ1,j − ˜S1,j−1/2)

≥

(ρ̂j − λuj−1/2ρ̃j−1/2

˜α1,j−1/2

α̂1,j

)∆Q1,j

+ λuj−1/2ρ̃j−1/2

˜α1,j−1/2

α̂1,j

∆Q1,j−1/2,
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donc

(ρ̂j − λuj−1/2ρ̃j−1/2

�

α1,j−1/2
�

α1,j
)T̂1,j(Ŝ1,j − S̃1,j)

+λuj−1/2ρ̃j−1/2

�

α1,j−1/2
�

α1,j
T̂1,j(Ŝ1,j − ˜S1,j−1/2) ≥ 0.

(1.43)

Les coefficients devant (Ŝ1,j−S̃1,j) et (Ŝ1,j− ˜S1,j−1/2) étant positifs (cf. hypothèse (1.31)),

l’inégalité (1.43) implique que ou bien (Ŝ1,j − S̃1,j) ≥ 0 ou bien (Ŝ1,j − ˜S1,j−1/2) ≥ 0.

De plus, ˜ε1,j−1/2 = ε̃1,j−1 et ˜τ1,j−1/2 = τ̃1,j−1, donc ˜S1,j−1/2 = S̃1,j−1. Donc, ou bien

(Ŝ1,j − S̃1,j) ≥ 0 ou bien (Ŝ1,j − S̃1,j−1) ≥ 0, ce qui se résume par

Ŝ1,j ≥ min(S̃1,j,S̃1,j−1),

qui est bien l’assertion de la proposition dans le cas où uj−1/2 ≥ 0 et uj+1/2 ≥ 0. La

proposition est démontrée.
�

Nous avons exprimé toutes les équations nécessaires au calcul numérique. Seuls

les flux des fonctions massiques n’ont pas encore été explicités. Ce calcul est l’objet

de la prochaine section.

1.10 Calcul de flux des fractions massiques

Il faut rappeler que le travail de discrétisation n’est pas encore terminé puisque

les flux des fractions massiques, dont dépendent explicitement les flux des variables

thermodynamiques, n’ont pas été choisis. Le choix classique serait un décentrage

amont, c’est-à-dire si uj+1/2 ≥ 0,

{
˜α1,j+1/2 = α̃1,j,

˜α2,j+1/2 = α̃2,j,

et si uj+1/2 < 0, {
˜α1,j+1/2 = α̃1,j+1,

˜α2,j+1/2 = α̃2,j+1.

Mais ce choix introduit une importante diffusion numérique des fractions massiques,

comme on le verra dans le chapitre de résultats numériques. Pour éliminer cette

diffusion numérique, nous nous inspirons du chapitre 1 de la partie I, c’est-à-dire

que nous décentrons les flux au maximum vers l’aval, sous des contraintes assurant

la stabilité des fractions massiques.

Même si les calculs paraissent compliqués, et les formules de flux non intuitives,

le principe est rigoureusement le même que lors du choix des flux pour l’advection

pure : il est de trouver des conditions de type inégalité sur les flux pour que la solution
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numérique vérifie des estimations satisfaites par la solution exacte (en l’occurence

la stabilité L∞ et la décroissance de la variation totale).

Tout d’abord, rappelons que (dans le cas régulier) les fractions massiques sont

solutions des équations {
∂tα1 + u∂xα1 = 0,

∂tα2 + u∂xα2 = 0,

qui sont des équations d’advection. Les solutions exactes sont donc stables L∞ et

vtd.

Nous nous attachons maintenant à calculer les flux de α1. Il est bien entendu

que les flux de α2 peuvent se calculer de la même manière.

Remarque 1.10.1

Il faut cependant faire attention au fait qu’en résolvant ainsi indépendemment les

deux équations, nous ne sommes pas assurés d’avoir en fin de phase de projection

l’égalité absolument nécessaire

α̂1 + α̂2 = 1.

Celle-ci sera néanmoins vérifiée à la fin du chapitre, lorsque tous les calculs auront

été faits, ce qui donne un moyen beaucoup plus simple de calculer les flux de α2

(mais altère la symétrie et peut être générateur d’une plus grande erreur numérique,

nous n’opérerons pas de la sorte) !
�

1.10.1 Conditions de stabilité et de décroissance de la variation

totale des fractions massiques

Exactement comme dans le chapitre 1 de la partie I, nous trouvons des conditions

de type inégalité explicites sous lesquelles la solution numérique est elle aussi stable

L∞ et vtd pour les fractions massiques. Nous commençons par rappeler la forme

des équations discrètes pour les fractions massiques puis nous donnons un théorème

équivalent au théorème 2.

{
ρ̂jα̂1,j = ρjα̃1,j − λ(uj+1/2ρ̃j+1/2 ˜α1,j+1/2 − uj−1/2ρ̃j−1/2 ˜α1,j−1/2),

ρ̂jα̂2,j = ρjα̃2,j − λ(uj+1/2ρ̃j+1/2 ˜α2,j+1/2 − uj−1/2ρ̃j−1/2 ˜α2,j−1/2),

avec 



ρ̂j = ρj − λ(uj+1/2ρ̃j+1/2 − uj−1/2ρ̃j−1/2),

ρ̃j+1/2 =
1

˜α1,j+1/2τ̃1,j + ˜α2,j+1/2τ̃2,j

si uj+1/2 ≥ 0,

ρ̃j+1/2 =
1

˜α1,j+1/2τ̃1,j+1 + ˜α2,j+1/2τ̃2,j+1

si uj+1/2 < 0.
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Nous introduisons à nouveau quelques notations. Pour tout entier j,





m̃j−1/2 = min(α̃1,j−1,α̃1,j),

M̃j−1/2 = max(α̃1,j−1,α̃1,j),

b̃j =
ρj

ρ̃j+1/2

1

uj+1/2λ
(α̃1,j − M̃j−1/2) + M̃j−1/2,

B̃j =
ρj

ρ̃j+1/2

1

uj+1/2λ
(α̃1,j − m̃j−1/2) + m̃j−1/2.

(1.44)

Les calculs seront plus fastidieux que pour l’équation d’advection du chapitre 1 de la

partie I, et afin de faire ressortir les similitudes avec ce cas simple, nous avons choisi

de couper l’analyse en deux étapes. Les résultats de la première étape (théorème 23)

ont une interprétation simple en relation avec le chapitre 1 (partie I) mais ne per-

mettent pas encore un calcul effectif des flux.

Remarque 1.10.2

On rencontre ici une difficulté supplémentaire (par rapport au cas de l’advection

linéaire), c’est l’intervention non linéaire du flux de α1 dans l’équation incrémentale

sur ρα1 : il est présent dans ˜α1,j+1/2 ainsi que dans ρ̃j+1/2. C’est une difficulté im-

portante qui est liée à l’hypothèse d’additivité des volumes que nous imposons pour

les flux.
�

Dans la seconde étape, nous parviendrons à lever cette difficulté et nous abouti-

rons aux formules pour les flux.

Nous choisissons de porter maintenant notre attention sur la fraction massique

α1 et le cas de la seconde fraction massique sera réglé plus tard.

Théorème 23

Supposons que uj+1/2 > 0 et uj−1/2 > 0. Alors, sous la condition de type cfl

max
j∈ �

(

�

ρj+1/2

ρj
|uj+1/2|)λ ≤ 1,

α̃1,j ∈ [b̃j,B̃j ]
⋂

[m̃j−1/2,M̃j−1/2] qui n’est pas vide.

De plus, si uj+1/2 > 0 ∀j ∈ Z et si les flux ( ˜α1,j+1/2)j∈ � vérifient (∀j ∈ Z)

b̃j ≤ ˜α1,j+1/2 ≤ B̃j ,

m̃j+1/2 ≤ ˜α1,j+1/2 ≤ M̃j+1/2,
(1.45)

le schéma est stable L∞ et vtd pour la fraction massique α1.
�

Remarque 1.10.3

L’encadrement (1.45) n’est pas explicite car le flux ρ̃j+1/2 qui y intervient dépend

lui-même de ˜α1,j+1/2. De plus, la condition cfl dépend elle aussi du flux ˜α1,j+1/2.

L’intérêt de cette formulation est que l’on y retrouve les termes du théorème 2, avec
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en plus un facteur ρ̃j/ρ̃j+1/2. On retrouve de ce fait le théorème 2 dans le cas où la

densité est constante.
�

Démonstration

Comme dans le théorème 2, et par un raisonnement similaire que nous ne répétons

pas, on commence par montrer l’encadrement b̃j ≤ α̃1,j ≤ B̃j. La suite présente une

petite étape supplémentaire, mais reste assez semblable. Comme dans le théorème 2,

l’encadrement implique b̃j ≤ B̃j et m̃j+1/2 ≤ B̃j et b̃j ≤ M̃j+1/2. On peut trouver

des flux qui vérifient les inégalités (1.45). Ces flux vérifient

ρj

ρ̃j+1/2

1

uj+1/2λ
(α̃1,j − M̃j−1/2) + ˜α1,j−1/2

≤ ˜α1,j+1/2

≤ ρj

ρ̃j+1/2

1

uj+1/2λ
(α̃1,j − m̃j−1/2) + ˜α1,j−1/2,

donc

ρj

α̃1,j − M̃j−1/2

λ
+ uj+1/2ρ̃j+1/2M̃j−1/2

≤ uj+1/2ρ̃j+1/2 ˜α1,j+1/2

≤ ρj

α̃1,j − m̃j−1/2

λ
+ uj+1/2ρ̃j+1/2m̃j−1/2

car on a supposé uj+1/2 ≥ 0. Puisque uj−1/2 ≥ 0 on peut encore écrire

ρj

α̃1,j − M̃j−1/2

λ
+ uj+1/2ρ̃j+1/2M̃j−1/2 + uj−1/2ρ̃j−1/2( ˜α1,j−1/2 − M̃j−1/2)

≤ uj+1/2ρ̃j+1/2 ˜α1,j+1/2

≤ ρj

α̃1,j − m̃j−1/2

λ
+ uj+1/2ρ̃j+1/2m̃j−1/2 + uj−1/2ρ̃j−1/2( ˜α1,j−1/2 − m̃j−1/2),

et ceci est équivalent à

ρjα̃1,j − ρ̂jM̃j−1/2

λ
+ uj−1/2ρ̃j−1/2 ˜α1,j−1/2

≤ uj+1/2ρ̃j+1/2 ˜α1,j+1/2

≤
ρjα̃1,j − ρ̂jm̃j−1/2

λ
+ uj−1/2ρ̃j−1/2 ˜α1,j−1/2,

qui donne

ρ̂jm̃j−1/2

≤ ρjα̃1,j − λ(uj+1/2ρ̃j+1/2 ˜α1,j+1/2 − uj−1/2ρ̃j−1/2 ˜α1,j−1/2)

≤ ρ̂jM̃j−1/2,
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soit

m̃j−1/2 ≤ α̂1,j ≤ M̃j−1/2.

Ceci implique la stabilité L∞ ainsi que la décroissance de la variation totale.
�

Mais, nous l’avons dit dans la remarque 1.10.3, ce théorème n’est d’aucune utilité

en pratique car les bornes sur le flux et la condition cfl dépendent du flux lui-même.

Le théorème 24 fournit deux contraintes linéaires qui assurent la stabilité du schéma

pour α1.

Théorème 24

Nous posons ˜α2,j+1/2 = 1− ˜α1,j+1/2. Supposons que uj+1/2 > 0 ∀j ∈ Z. Supposons

aussi vérifiée la condition de type cfl

max
j∈ �

(
1

ρj min(τ̃1,j,τ̃2,j)
|uj+1/2|)λ ≤ 1.

Si les flux ( ˜α1,j+1/2)j∈ � vérifient (∀j ∈ Z)





˜α1,j+1/2(λuj+1/2 + ρj(M̃j−1/2 − α̃1,j)(τ̃1,j − τ̃2,j))

≥ ρj(α̃1,j − M̃j−1/2)τ̃2,j + M̃j−1/2λuj+1/2,

˜α1,j+1/2(λuj+1/2 + ρj(m̃j−1/2 − α̃1,j)(τ̃1,j − τ̃2,j))

≤ ρj(α̃1,j − m̃j−1/2)τ̃2,j + m̃j−1/2λuj+1/2,

m̃j+1/2 ≤ ˜α1,j+1/2 ≤ M̃j+1/2,

(1.46)

le schéma est stable L∞ et vtd pour la fraction massique α1. De plus, les inégalités (1.46)

sont compatibles et la valeur amont α̃1,j les vérifie.
�

Remarque 1.10.4

Le fait d’imposer ˜α2,j+1/2 = 1− ˜α1,j+1/2 n’est qu’une manière de simplifier le calcul

des bornes sur les flux des fractions massiques en ne faisant intervenir qu’un seul

de ces flux dans les équations. Nous verrons par la suite que cela ne brise pas la

symétrie concernant les deux fractions massiques.
�

Démonstration

Le schéma de la démonstration est le suivant. On commence par montrer que

les inégalités (1.46) sont équivalentes aux inégalités (1.45), puis on montre que

la condition cfl du nouveau théorème est plus stricte que celle du théorème 23.

Montrons que la première des inégalités (1.46) est équivalente à la première des

inégalités (1.45), ˜α1,j+1/2 ≥ b̃j. Grâce à la définition de b̃j , on voit que ˜α1,j+1/2 ≥ b̃j

si et seulement si

λuj+1/2 ˜α1,j+1/2 ≥ ρj( ˜α1,j+1/2τ̃1,j + ˜α2,j+1/2τ̃2,j)(α̃1,j − M̃j−1/2)

+ M̃j−1/2λuj+1/2
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car 1/ρ̃j+1/2 = ˜α1,j+1/2τ̃1,j + ˜α2,j+1/2τ̃2,j . En tenant compte de ˜α2,j+1/2 = 1 −
˜α1,j+1/2, c’est équivalent à

λuj+1/2 ˜α1,j+1/2 ≥ ρj ˜α1,j+1/2(τ̃1,j − τ̃2,j)(α̃1,j − M̃j−1/2)

+ M̃j−1/2λuj+1/2 + ρj(α̃1,j − M̃j−1/2)τ̃2,j,

ou encore

˜α1,j+1/2(λuj+1/2 + ρj(M̃j−1/2 − α̃1,j)(τ̃1,j − τ̃2,j))

≥ ρj(α̃1,j − M̃j−1/2)τ̃2,j + M̃j−1/2λuj+1/2.

L’équivalence entre les autres inégalités se montre de la même manière. Comme les

inégalités (1.45) sont compatibles, les inégalités (1.46) le sont aussi.

Maintenant, on montre que sous l’hypothèse de consistance m̃j+1/2 ≤ ˜α1,j+1/2 ≤
M̃j+1/2,

max
j∈ �

(
1

ρj min(τ̃1,j,τ̃2,j)
uj+1/2)λ ≤ 1 =⇒ max

j∈ �
(
ρ̃j+1/2

ρj
uj+1/2)λ ≤ 1

(la condition cfl du théorème 24 est plus forte que celle du théorème 23). On utilise

pour cela le fait que 0 ≤ α̃1,j ≤ 1 ∀j ∈ Z, d’où par consistance 0 ≤ ˜α1,j+1/2 ≤ 1

∀j ∈ Z. Bien sûr,

min(τ̃1,j ,τ̃2,j) ≤ ˜α1,j+1/2τ̃1,j + (1 − ˜α1,j+1/2)τ̃2,j ,

donc

1

ρj min(τ̃1,j ,τ̃2,j)
uj+1/2λ ≥ ρ̃j+1/2

ρj
uj+1/2λ,

et ainsi comme prévu

max
j∈ �

(
1

ρj min(τ̃1,j,τ̃2,j)
uj+1/2)λ ≥ max

j∈ �
(
ρ̃j+1/2

ρj
uj+1/2)λ.

�

Moins simple que le théorème 2 pour l’advection linéaire, ce théorème est lui aussi

constructif, car il donne une condition linéaire sous laquelle le schéma est stable pour

la fraction massique α1. La proposition suivante exprime la symétrie en (α1,α2) des

conditions de stabilité.
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Proposition 19

Les flux ˜α2,j+1/2 définis dans le théorème 24 par ˜α2,j+1/2 = 1 − ˜α1,j+1/2 vérifient

des inégalités symétriques des inégalités (1.46) :




˜α2,j+1/2(λuj+1/2 + ρj((1 − m̃j−1/2) − α̃2,j)(τ̃2,j − τ̃1,j))

≥ ρj(α̃2,j − (1 − m̃j−1/2))τ̃1,j + (1 − m̃j−1/2)λuj+1/2,

˜α2,j+1/2(λuj+1/2 + ρj((1 − M̃j−1/2) − α̃2,j)(τ̃2,j − τ̃1,j))

≤ ρj(α̃2,j − (1 − M̃j−1/2))τ̃1,j + (1 − M̃j−1/2)λuj+1/2,

(1 − M̃j+1/2) ≤ ˜α2,j+1/2 ≤ (1 − m̃j+1/2),

(1.47)

et bien sûr {
(1 − M̃j−1/2) = min(α̃2,j−1,α̃2,j),

(1 − m̃j−1/2) = max(α̃2,j−1,α̃2,j).
�

Démonstration

La première inégalité sur ˜α1,j+1/2 est

˜α1,j+1/2(λuj+1/2 + ρj(M̃j−1/2 − α̃1,j)(τ̃1,j − τ̃2,j))

≥ ρj(α̃1,j − M̃j−1/2)τ̃2,j + M̃j−1/2λuj+1/2.

Elle est équivalente à

− ˜α1,j+1/2(λuj+1/2 + ρj(α̃1,j − M̃j−1/2)(τ̃2,j − τ̃1,j))

≤ −ρj(α̃1,j − M̃j−1/2)τ̃2,j − M̃j−1/2λuj+1/2

et

− ˜α1,j+1/2(λuj+1/2 + ρj((1 − M̃j−1/2) − (1 − α̃1,j))(τ̃2,j − τ̃1,j))

≤ −ρj((1 − M̃j−1/2) − (1 − α̃1,j))τ̃2,j + (1 − M̃j−1/2)λuj+1/2 − λuj+1/2.

Donc (1 − ˜α1,j+1/2) = ˜α2,j+1/2 vérifie

(1 − ˜α1,j+1/2)(λuj+1/2 + ρj((1 − M̃j−1/2) − (1 − α̃1,j))(τ̃2,j − τ̃1,j))

≤ −ρj((1 − M̃j−1/2) − (1 − α̃1,j))τ̃2,j

+ ρj((1 − M̃j−1/2) − (1 − α̃1,j))(τ̃2,j − τ̃1,j)

+ (1 − M̃j−1/2)λuj+1/2 − λuj+1/2 + λuj+1/2,

et la deuxième inégalité sur ˜α2,j+1/2 apparâıt :

˜α2,j+1/2(λuj+1/2 + ρj((1 − M̃j−1/2) − α̃2,j)(τ̃2,j − τ̃1,j))

≤ ρj(α̃2,j − (1 − M̃j−1/2))τ̃1,j + (1 − M̃j−1/2)λuj+1/2.
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La première inégalité sur ˜α2,j+1/2 est déduite de façon symétrique de la deuxième

inégalité sur ˜α1,j+1/2.

D’autre part, l’égalité α̃1,j + α̃2,j = 1 implique de manière triviale la fin de la

proposition : {
(1 − M̃j−1/2) = min(α̃2,j−1,α̃2,j),

(1 − m̃j−1/2) = max(α̃2,j−1,α̃2,j).
�

1.10.2 Les formules pour les flux

Nous pouvons maintenant choisir les flux pour les fractions massiques avec la

certitude que la solution numérique sera stable L∞ et vtd. Nous supposons toujours

uj+1/2 > 0 et uj−1/2 > 0. Pour le cas de vitesses négatives ou nulles ou changeant

de signe d’une maille à l’autre, voir la remarque 1.10.7.

Le choix que nous faisons est cette fois encore le décentrage maximal vers l’aval,

c’est-à-dire que nous résolvons le problème

minimiser | ˜α1,j+1/2 − α1,j+1|
sous la contrainte (1.46).

Les contraintes (1.46) définissent comme dans le cas de l’advection linéaire une borne

inférieure γ̃j+1/2 et une borne supérieure Γ̃j+1/2, mais ce qui est nouveau, c’est que

l’expression de ces bornes dépend de l’écoulement. Nous donnons ci-dessous toutes

les expressions possibles des bornes. Posons





s̃j+1/2 = λuj+1/2 + ρj(M̃j−1/2 − α̃1,j)(τ̃1,j − τ̃2,j),

t̃j+1/2 = ρj(α̃1,j − M̃j−1/2)τ̃2,j + M̃j−1/2λuj+1/2,

ṽj+1/2 = λuj+1/2 + ρj(m̃j−1/2 − α̃1,j)(τ̃1,j − τ̃2,j),

w̃j+1/2 = ρj(α̃1,j − m̃j−1/2)τ̃2,j + m̃j−1/2λuj+1/2,

de sorte que les inégalités (1.46) du théorème 24 se réécrivent




˜α1,j+1/2s̃j+1/2 ≥ t̃j+1/2,

˜α1,j+1/2ṽj+1/2 ≤ w̃j+1/2,

m̃j+1/2 ≤ ˜α1,j+1/2 ≤ M̃j+1/2.

Nous avons plusieurs cas à envisager, suivant les signes de s̃j+1/2 et ṽj+1/2. Re-

marquons que si s̃j+1/2 ≤ 0, ṽj+1/2 ≥ 0, donc ces deux nombres ne peuvent être

négatifs simultanément. On pourra donc finalement retenir le formulaire suivant, où

l’on définit les valeurs γ̃j+1/2 et Γ̃j+1/2 qui sont les valeurs minimales et maximale

que peut prendre le flux de fraction massique.

– Si s̃j+1/2 > 0 et ṽj+1/2 > 0, on pose
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{
γ̃j+1/2 = max(t̃j+1/2/s̃j+1/2,m̃j+1/2),

Γ̃j+1/2 = min(w̃j+1/2/ṽj+1/2,M̃j+1/2) ;

– si s̃j+1/2 > 0 et ṽj+1/2 < 0, on pose

{
γ̃j+1/2 = max(t̃j+1/2/s̃j+1/2,w̃j+1/2/ṽj+1/2,m̃j+1/2),

Γ̃j+1/2 = M̃j+1/2 ;

– si s̃j+1/2 < 0, ṽj+1/2 > 0 et on pose

{
γ̃j+1/2 = m̃j+1/2,

Γ̃j+1/2 = min(t̃j+1/2/s̃j+1/2,w̃j+1/2/ṽj+1/2,M̃j+1/2).

– si s̃j+1/2 = 0 (resp. ṽj+1/2 = 0), la contrainte associée est automatiquement

vérifiée car t̃j+1/2 < 0 (resp. w̃j+1/2 < 0), donc on peut poser γ̃j+1/2 = m̃j+1/2

(resp. Γ̃j+1/2 = M̃j+1/2). Cela en théorie du moins, voir la remarque 1.10.5.

Comme pour l’advection linéaire, le flux ne peut prendre que trois valeurs (qui sont

fonction des valeurs de λuj+1/2, τ̃1,j , τ̃2,j ... ).

˜α1,j+1/2 = γ̃j+1/2 si α̃1,j+1 ≤ γ̃j+1/2,

˜α1,j+1/2 = α̃1,j+1 si γ̃j+1/2 ≤ α̃1,j+1 ≤ Γ̃j+1/2,

˜α1,j+1/2 = Γ̃j+1/2 si Γ̃j+1/2 ≤ α̃1,j+1.

Remarque 1.10.5

Nous avons vu que lorsque s̃j+1/2 = 0 (resp. ṽj+1/2 = 0), la singularité pour le calcul

de γ̃j+1/2 (resp. Γ̃j+1/2) était levée du fait que la contrainte de stabilité était automa-

tiquement vérifiée. Pourtant, la résolution numérique de ce problème est beaucoup

plus délicate ((( singularités numériques ))) et dans un programme informatique, il

est plus sûr de choisir le décentrage amont classique, qui est toujours un facteur de

stabilité) lorsque s̃j+1/2 (resp. ṽj+1/2) est très proche de zéro (cf. D). Ceci est sans

grande importance car la nullité de s̃j+1/2 ou ṽj+1/2 est (( exceptionnelle )).
�

Remarque 1.10.6

On remarque que le flux calculé ici est exactement le flux calculé pour l’advection

linéaire dans le cas où τ̃1,j = τ̃2,j = 1/ρj .
�

Nous terminons ce chapitre en complétant le résultat de symétrie de la proposi-

tion 19.

Proposition 20

Les flux ˜α2,j+1/2 définis par ˜α2,j+1/2 = 1 − ˜α1,j+1/2 sont solution du problème

minimiser | ˜α2,j+1/2 − α̃2,j+1|
sous la contrainte (1.47).

�
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Démonstration

En utilisant les inégalités (1.47), on trouve sans peine l’encadrement de ˜α2,j+1/2 :

(1 − Γ̃j+1/2) ≤ ˜α2,j+1/2 ≤ (1 − γ̃j+1/2).

– Si α̃1,j+1 ≤ γ̃j+1/2, ˜α1,j+1/2 = γ̃j+1/2, α̃2,j+1 ≥ 1 − γ̃j+1/2 et ˜α2,j+1/2 =

1 − γ̃j+1/2, conformément au résultat annoncé ;

– si γ̃j+1/2 ≤ α̃1,j+1 ≤ Γ̃j+1/2, ˜α1,j+1/2 = α̃1,j+1, 1−Γ̃j+1/2 ≤ α̃2,j+1 ≤ 1−γ̃j+1/2

et ˜α2,j+1/2 = α̃2,j+1, ce qui est encore en accord avec la proposition ;

– si Γ̃j+1/2 ≤ α̃1,j+1, ˜α1,j+1/2 = Γ̃j+1/2, α̃2,j+1 ≤ 1 − Γ̃j+1/2 et ˜α2,j+1/2 =

1 − Γ̃j+1/2, ceci prouve définitivement le résultat.
�

Remarque 1.10.7

Nous avons fait tous les calculs en supposant uj+1/2 > 0 et uj−1/2 > 0. On trouve

des formules analogues dans le cas où uj+1/2 < 0 et uj−1/2 < 0. Dans le cas où

les vitesses sont de signes différents, on choisira un décentrage amont (que l’on sait

préserver dans tous les cas la stabilité L∞ et la décroissance de la variation totale).

On fera le même choix dans le cas où uj+1/2 = 0, mais dans ce cas le choix du flux

n’a pas d’importance puisque l’advection se fait à vitesse nulle.
�

Le schéma numérique qui découle de l’analyse effectuée dans cette partie est

intégralement rappelé dans l’annexe D.
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Chapitre 2

Résultats numériques

Nous présentons des résultats numériques avec deux constituants. Dans un pre-

mier temps, les constituants sont séparés initialement. Ensuite, nous observons le

cas de vrais mélanges, c’est dans ce cas que le choix du modèle de mélange a son

importance.

Les deux fluides sont toujours supposés gaz parfaits. Leurs pression et température

s’écrivent {
p1 = (γ1 − 1) ε1

τ1
,

p2 = (γ2 − 1) ε2

τ2
,

{
T1 = cv1ε1,

T2 = cv2ε2.

Dans tous les cas que nous présentons, le segment d’espace est [0,1]. Sauf indica-

tion différente, les calculs sont faits avec cent mailles d’espace. Pour chaque figure,

le segment en espace est représenté par l’axe des abscisses et la valeur représentée

en ordonnées est celle indiquée par la légende.

Remarque 2.0.8

Nous avons trois modèles de mélanges et deux discrétisations (décentrage amont et

décentrage aval sous contraintes) à comparer. En fait, avec des gaz parfaits, le modèle

isobare isotherme et le modèle de Dalton sont équivalents pourvu que l’initialisation

soit isobare isotherme, c’est-à-dire si initialement p1 = p2 et T1 = T2 dans chaque

maille. Nous ne présentons donc de résultats que pour le modèle de Dalton et le

modèle isobare avec équirépartition des quantités de chaleur, plus un résultat qui

montre que les solutions numériques pour le modèle isobare isotherme et le modèle de

Dalton sont équivalents (même en ce qui concerne leur version discrète). Initialement,

p1 = p2 et T1 = T2. Si l’on utilise alors le modèle de Dalton, on aura toujours T1 = T2
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(par définition du modèle de Dalton), et Dt(τ1/τ2) = 0. Or





τ1 =
p1ε1

γ1 − 1
=

p1cv1T1

γ1 − 1
,

τ2 =
p2ε2

γ2 − 1
=

p2cv2T2

γ2 − 1
.

Donc

Dt(
τ1

τ2
) =

cv1T1(γ2 − 1)

cv2T2(γ1 − 1)
Dt(

p1

p2
) = 0.

Ainsi on aura toujours p1 = p2, ce qui nous met dans une situation isobare isotherme.
�

2.1 Interface entre les constituants

2.1.1 Tube à choc de Sod

Les conditions initiales pour ce cas test sont les conditions du tube à choc de

Sod avec une interface située sur la discontinuité de la densité et de la pression.

–

ρ0(x) = 1

u0(x) = 0

p0(x) = 1

α1
0(x) = 1





si x ≤ 1/2 ;

–

ρ0(x) = 0,125

u0(x) = 0

p0(x) = 0,1

α1
0(x) = 0





si x > 1/2.

On représente les données sur les quatre figures suivantes.
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Fig. 2.1 – densité initiale
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Fig. 2.2 – pression initiale



2.1. Interface entre les constituants 215

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Fig. 2.3 – fraction massique α1 initiale
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Fig. 2.4 – fraction massique α2 initiale

Nous regardons maintenant les résultats numériques donnés par le schéma avec

décentrage amont (classique) pour les fractions massiques et le décentrage aval sous

contraintes étudié dans le chapitre précédent. Les calculs sont fait avec la loi de

mélange de Dalton puis la loi isobare avec équirépartition des quantités de chaleur.

Les résultats sont obtenus pour un temps t = 0,14.

Nous montrons deux résultats : le premier est trouvé pour deux exposants adia-

batiques égaux, le second pour des exposants différents.

Loi de Dalton,

γ1 = γ2 = 1,4, cv1 = cv2 = 1

Puisque les exposants adiabatiques sont égaux, nous avons affaire à un tube à

choc de Sod classique car la loi d’état est constante en espace. Nous présentons

en premier lieu une solution (( de référence )), obtenue avec le décentrage amont et

un nombre de mailles suffisamment important (dix mille) pour que les trois types

d’ondes soient clairement identifiés (de gauche à droite : détente, discontinuité de

contact et choc).
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Fig. 2.5 – densité à convergence
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Fig. 2.6 – vitesse à convergence

Nous ne représentons pas les fractions massiques et nous nous contentons de

préciser que αs vaut 1 à gauche de la discontinuité de contact et 0 à droite.



216 Chapitre 2. Résultats numériques

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

décentré amont
décentré aval

Fig. 2.7 – densité
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Fig. 2.8 – vitesse
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Fig. 2.9 – fraction massique α1
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Fig. 2.10 – fraction massique α2

Les solutions numériques avec le schéma décentré amont et le schéma décentré

aval sont confondues en ce qui concerne les variables thermodynamiques (densité,

vitesse, pression). En particulier, la diffusion numérique est importante (la discon-

tinuité de contact est à peine visible pour ce calcul fait avec cent mailles). Cette

diffusion numérique est la diffusion habituelle des schémas d’ordre un. En revanche,

on constate sur les fractions massiques que le caractère antidissipatif du schéma de

projection s’exprime de la même façon que pour l’équation d’advection linéaire (cf.

partie I). L’interface numérique reste parfaitement résolue avec le décentrage aval

sous contraintes alors que le décentrage amont diffuse les fractions de la même façon

que la discontinuité de contact.

Les résultats (non présentés) obtenus avec la loi isobare avec équirépartition

des quantités de chaleur sont identiques en tout point (c’est une autre conséquence

naturelle du fait que les deux gaz parfaits ont la même loi d’état).

Loi de Dalton,

γ1 = 1,4, γ2 = 2,4, cv1 = cv2 = 1

Cette fois, les lois d’état des deux gaz parfaits situés de part et d’autre de la

discontinuité initiale sont différentes, et l’on va observer que les résultats donnés par
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les deux lois de mélange différentes sont différents. La solution de référence que nous

donnons a été calculée avec dix mille mailles et un décentrage amont.

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Fig. 2.11 – densité à convergence
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Fig. 2.12 – vitesse à convergence

Nous rapportons maintenant un résultat obtenu avec cent mailles.
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Fig. 2.13 – densité
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Fig. 2.14 – vitesse
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Fig. 2.15 – fraction massique α1
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Fig. 2.16 – fraction massique α2

Dans ce cas, la discontinuité de contact est diffusée en décentrage amont et

pas en décentrage aval. En fait, le saut de densité à la discontinuité de contact est
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entièrement déterminé par les valeurs de γ1, γ2, cv1 et cv2. En effet, la pression étant

égale de chaque côté de l’interface, dans la maille de mélange numérique (unique

avec le décentrage aval), p1 = p2. Donc,

{
(γ1 − 1)cv1T1/τ1 = (γ2 − 1)cv2T2/τ2,

T1 = T2,

qui implique que

τ1

τ2
=

(γ1 − 1)cv1

(γ2 − 1)cv2
.

En faisant ensuite l’hypothèse (vérifiée sur les résultats numériques) que la température

est diffusée par le schéma numérique, et que τ1 est la valeur de τ à gauche de l’in-

terface et τ2 est la valeur de τ à droite de l’interface, on en déduit que

valeur de τ à gauche de l’interface

valeur de τ à droite de l’interface
= (γ1 − 1)cv1/(γ2 − 1)cv2.

Dans le cas que nous avons choisi, ce rapport vaut (1,4 − 1)/(2,4 − 1) = 0,29. Le

résultat numérique donne 0,33, qui est très proche. Une possibilité pour remédier à

ce défaut est d’ajuster les coefficients cv1 et cv2 pour que le rapport ci-dessus prenne

une valeur arbitraire. Cette opération est efficace mais très artificielle et nous ne

l’effectuerons pas.

Fermeture isobare avec équirépartition des quantités de chaleur,

γ1 = 1,4, γ2 = 2,4, cv1 = cv2 = 1
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Fig. 2.17 – densité
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Fig. 2.18 – vitesse
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Fig. 2.19 – fraction massique α1
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Fig. 2.20 – fraction massique α2

On constate que le résultat est très proche du résultat calculé avec la loi de

Dalton, et les deux calculs convergent vers la même solution si l’on fait tendre les

pas de discrétisation vers 0 (on peut le vérifier pour la vitesse et la pression sur les

figures 2.21 à 2.26). Cela vient du fait qu’il n’y a pas de zone de mélange étendue et

est en accord avec le résultat de dégénérescence obtenu pour les modèles de mélange

en présence d’interfaces dans la partie II. On note cependant que la discontinuité de

contact est beaucoup plus stable. Cela tient sans doute au couplage fort qui existe

entre la discrétisation des équations du mélange et des fractions massiques, ainsi

qu’au fait que le schéma écrit pour ce modèle est entropique.

Il semble en analysant les résultats du modèle de Dalton et de l’équirépartition

des quantités de chaleur que deux types d’erreurs numériques sont présents à la dis-

continuité de contact. La première erreur est de type (( wall-heating )). Elle provient

de la phase lagrangienne (c’est un phénomène connu dans les schémas lagrangiens,

cf. [72]). Cette erreur est gommée par la diffusion numérique de la phase de pro-

jection en décentrage amont, mais le décentrage aval ne diffuse pas et la conserve.

La deuxième erreur provient du modèle et a déjà été évoquée pour le modèle de

Dalton où le saut de densité est fixé par les paramètres de loi d’état. Cette erreur

est très faible ou absente pour le modèle isobare avec équirépartition des quantités

de chaleur.

Enfin, une analyse comparative des vitesses obtenues avec le modèle de Dalton

et le modèle isobare avec équirépartition des quantités de chaleur fait apparâıtre une

légère (( oscillation )) pour le modèle de Dalton, oscillation totalement absente pour

l’autre modèle. L’oscillation de la vitesse est un phénomène connu. Tous les schémas

(d’ordre un et d’ordre deux) étudiés dans [18] présentent ce défaut. De nombreuses

techniques ont été développées pour éliminer cette erreur. Cependant, toutes celles

que nous connaissons — voir [80], [2], [66], [36], [50], [51] — ont abouti à l’écriture

de schémas qui présentent des défauts de conservation ; au mieux, les solutions pro-
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posées conservent la masse totale, la quantité de mouvement totale et l’énergie totale,

mais pas la masse de chaque espèce, ce qui est inacceptable dans certains cas. Une

étude numérique de l’erreur de conservation commise peut être trouvée dans [27].

Or, comme nous l’avons déjà noté dans la remarque 1.6.3 , tous les schémas que nous

proposons ici (quel que soit le décentrage des fractions massiques) sont conservatifs

en les masses de chaque constituant (et donc en masse totale) ainsi qu’en quantité

de mouvement et en énergie totale. L’oscillation de la vitesse créée par le modèle

de Dalton est accompagnée (comme dans les référence citées) d’une oscillation de

la pression et nous présentons maintenant des résultats qui mettent en valeur les

différences : le cas-test est un tube à choc de Sod avec une interface des constituants

au même lieu que la discontinuité initiale des variables thermodynamiques (x = 0,5).

Les exposants adiabatiques sont choisis de manière à rendre importantes les oscil-

lations obtenues avec le modèle de Dalton. L’instant d’observation est t = 0,1. Les

calculs sont fait avec le décentrage aval sous contraintes amont des flux de fractions

massiques, mais les conclusions sont absolument identiques pour un choix différent.

γ1 = 1,06, γ2 = 1,6, cv1 = cv2 = 1

Avec cent mailles, on obtient
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Fig. 2.21 – vitesse
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Fig. 2.22 – pression

Les résultats sont très dissemblables, tant pour les valeurs des (( plateaux )) que

pour les vitesses de propagation. Avec mille mailles, on obtient
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Fig. 2.23 – vitesse
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Fig. 2.24 – pression

Il est clair que le résultat donné par le modèle isobare avec équirépartition des

quantités de chaleur est très proche de la solution à convergence, et on note que les

valeurs des plateaux et la vitesse de propagation de la discontinuité étaient atteints

dans le calcul précédent avec cent mailles. Le modèle de Dalton, lui, ne donne pas la

même vitesse de propagation, ni les mêmes plateaux, sa caractéristique la plus frap-

pante étant la présence d’une discontinuité de la vitesse dans le plateau théorique.

Cette discontinuité de la vitesse est située à l’interface entre les constituants (c’est-

à-dire à la discontinuité de contact).

Nous présentons enfin un résultat obtenu avec dix mille mailles.
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Fig. 2.25 – vitesse
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Fig. 2.26 – pression

Ce résultat confirme

– le meilleur comportement du modèle isobare avec équirépartition des quantités

de chaleur ;

– la convergence des solutions données par les modèles différents vers des limites

égales (dans le cas de constituants séparés), qui est en accord avec le résultat

théorique de dégénérescence de type Lax-Wendroff obtenu lors de l’étude des

modèles de mélange, théorème 16 de la partie II.
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La ressemblance entre les oscillations en pression et vitesse que nous obtenons

avec le modèle de Dalton et les résultats publiés de schémas totalement conservatifs

est une conséquence du fait que dans ces études d’interfaces, c’est un modèle de

mélange équivalent au modèle de Dalton est qui implicitement choisi (nous l’avons

démontré dans la partie II).

Le modèle isobare avec équirépartition des quantités de chaleur parâıt être mieux

adapté à la résolution des problèmes d’interface. Il permet d’éviter un phénomène

d’oscillation de la vitesse et de la pression quel que soit le décentrage des flux de

fractions massiques (cf. figures 2.21 à 2.26) et permet une meilleure évaluation du

saut de densité à l’interface-discontinuité de contact avec le décentrage aval sous

contraintes (cf. figures 2.13 et 2.17).

2.1.2 Tube à choc fort

On étudie à nouveau le comportement d’une interface, mais cette fois, elle ne

cöıncide pas avec la discontinuité initiale des variables thermodynamiques, et elle

est traversée par un choc (( fort )) (grand saut de pression initial).

–

ρ0(x) = 1

u0(x) = 0

p0(x) = 20





si x ≤ 1/2 ;

–

ρ0(x) = 0,125

u0(x) = 0

p0(x) = 0,1





si x > 1/2.

La discontinuité des constituants est placée en x = 0,8.
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Fig. 2.27 – densité initiale
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Fig. 2.28 – pression initiale
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Fig. 2.29 – fraction massique α1 initiale
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Fig. 2.30 – fraction massique α2 initiale

Le temps choisi pour l’observation est t = 0,07. Nous n’étudions qu’une loi de

fermeture.

Fermeture isobare avec équirépartition des quantités de chaleur,

γ1 = 1,4, γ2 = 2,4, cv1 = cv2 = 1

La solution de référence (figures 2.31 et 2.32) est calculée avec dix mille mailles

et le décentrage amont.
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Fig. 2.31 – densité à convergence
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Fig. 2.32 – vitesse à convergence

Un calcul fait avec cent mailles donne les résultats suivants.
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Fig. 2.33 – densité
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Fig. 2.34 – vitesse
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Fig. 2.35 – fraction massique α1
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Fig. 2.36 – fraction massique α2

Il est important de noter la résolution de l’interface pour les deux schémas, bien

visible sur un agrandissement :
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Fig. 2.37 – fraction massique α1 (zoom)

Il faut faire un calcul avec mille mailles pour commencer à voir les résultats

converger en ce qui concerne la densité et la vitesse.
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Fig. 2.38 – densité

0

1

2

3

4

5

6

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

décentré amont
décentré aval

Fig. 2.39 – vitesse
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Nous constatons à nouveau que l’interface est parfaitement respectée avec le

décentrage aval sous contraintes amont. D’autre part, la discontinuité de contact

(discontinuité de la densité qui cöıncide avec l’interface, en x = 0,92 environ) est

beaucoup mieux captée, elle est plus raide, avec ce nouveau décentrage.

2.2 Constituants mélangés

Nous commençons par examiner les résultats dans un mélange homogène avec

deux modèles de mélanges différents, pour mettre en avant la différence entre ces

modèles. La situation est donc celle d’un fluide homogène et l’algorithme choisi pour

l’advection (la projection) des fractions massiques ne joue aucun rôle (les résultats

avec le décentrage amont et le décentrage aval sont les mêmes et nous ne montrons

que ceux du décentrage aval). La condition initiale est celle d’un tube à choc de Sod

avec partout α1 = α2 = 1/2.

Loi de Dalton et équirépartition des quantités de chaleur,

γ1 = 1,4, γ2 = 2,4, cv1 = cv2 = 1
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Fig. 2.40 – densité
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Fig. 2.41 – vitesse

Comme prévu, les résultats ne sont pas les mêmes pour des modèles de mélanges

différents lorsque le mélange est étendu. Les paliers et les vitesses de propagation

sont différents, le résultat avec mille mailles suivant le montre clairement.
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Fig. 2.42 – densité
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Fig. 2.43 – vitesse

Nous vérifions maintenant avec un calcul à cent mailles sur le même état initial

(tube à choc de Sod dans un mélange homogène) que le modèle isobare isotherme et

le modèle de Dalton sont équivalents. Nous utilisons ici le décentrage aval (résultats

identiques avec le décentrage amont).
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Fig. 2.44 – densité
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Fig. 2.45 – vitesse

Les résultats sont strictement semblables.

2.2.1 Choc dans un mélange non homogène

Nous observons ici le passage d’un choc dans une zone de mélange non homogène.

–
ρ0(x) = 1

u0(x) = 0

p0(x) = 2,5





si x ≤ 1/10 ;

–
ρ0(x) = 0,125

u0(x) = 0

p0(x) = 0,1





si x > 1/10.
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D’autre part, le fluide global présente deux zones pures et une zone de mélange non

homogène.

– α1 = 1 si x ≤ 2/10 ;

– α1 = 4/3 − 5/3x si 2/10 < x ≤ 8/10 ;

– α1 = 0 si x > 8/10.
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Fig. 2.46 – densité initiale
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Fig. 2.47 – pression initiale
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Fig. 2.48 – fraction massique α1 initiale
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Fig. 2.49 – fraction massique α2 initiale

Nous montrons le résultat avant que le choc soit sorti de la zone de mélange, à

t = 0,2.

Loi isobare avec équirépartition des quantités de chaleur,

γ1 = 1,4, γ2 = 2,4, cv1 = cv2 = 1
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Fig. 2.50 – densité
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Fig. 2.51 – vitesse
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Fig. 2.52 – fraction massique α1
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Fig. 2.53 – fraction massique α2

La différence entre les décentrages amont et aval sous contraintes est dans ce

cas très importante, y compris sur les variables thermodynamiques. Le décentrage

aval fait apparâıtre un pic en densité à la frontière de la zone de mélange. Ce pic

est totalement absent en décentrage amont. Une analyse de la convergence montre

que c’est le schéma décentré aval qui donne le meilleur profil : il détecte une zone de

forte densité révélée par les résultats suivants, obtenus avec mille mailles, puis dix

mille mailles.
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Fig. 2.54 – densité
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Fig. 2.55 – vitesse
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Fig. 2.56 – fraction massique α1
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Fig. 2.57 – fraction massique α2

Avec dix mille mailles, les deux schémas sont manifestement très proches de la

solution à convergence.
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Fig. 2.58 – densité

Pour des chocs plus forts (avec saut de pression initial plus important), le schéma

décentré amont détecte ce pic avec un moindre raffinement, mais sous-évalue toujours

la valeur maximale. À l’inverse, pour des chocs faibles, il peut être extrêmement diffi-

cile de détecter ce phénomène avec le décentrage amont alors qu’il est sans équivoque

mis en évidence par le décentrage aval. Le schéma décentré aval surévalue la densité

maximale dans le cas de chocs faibles, mais la convergence est toujours beaucoup
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plus rapide. Pour les valeurs du tube à choc de Sod par exemple, le décentrage amont

nécessite environ cent fois plus de mailles que le décentrage aval pour donner une

solution proche de la solution (( exacte )). Il serait intéressant de calculer une solution

analytique pour ce problème de mélange non homogène.

D’autre part, on peut faire une remarque sur le résultat pour les fractions mas-

siques. On constate un effet légèrement surcompressif du décentrage aval sur les

fractions massiques (aux alentours de x = 0,45 sur les figures). Cela n’a cependant

aucune influence quant à la convergence.

Enfin, le phénomène de crénelage des fractions massiques se répercute légèrement

sur la densité, induisant quelques oscillations. Il est à noter que l’amplitude de ses

oscillations reste très faible, même pour des choc forts.

2.2.2 Choc fort avec rebond

Notre dernière étude porte sur un choc fort qui traverse une zone de mélange

non homogène. Nous imposons des conditions de bord de type (( mur )) sur le bord

de droite (x = 1) et nous attendons que le choc soit réfléchi. Les conditions initiales

sont les mêmes que pour le précédent choc fort, translatées vers la gauche.

–

ρ0(x) = 1

u0(x) = 0

p0(x) = 20





si x ≤ 2/10 ;

–

ρ0(x) = 0,125

u0(x) = 0

p0(x) = 0,1





si x > 2/10.

Les fractions massiques initiales sont continues pour simuler la présence d’un mélange

(non homogène).

– α1 = 1 si x ≤ 4/10 ;

– α1 = 9/5 − 2x si 4/10 < x ≤ 9/10 ;

– α1 = 0 si x > 9/10.
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Fig. 2.59 – densité initiale
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Fig. 2.60 – pression initiale
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Fig. 2.61 – fraction massique α1 initiale
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Fig. 2.62 – fraction massique α2 initiale

Loi isobare avec équirépartition des quantités de chaleur,

γ1 = 1,4, γ2 = 2,4, cv1 = cv2 = 1

La solution de référence que nous proposons est une fois de plus obtenue par un

calcul en décentrage amont avec dix mille mailles.
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Fig. 2.63 – densité à convergence
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Fig. 2.64 – vitesse à convergence



232 Chapitre 2. Résultats numériques

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

décentré amont
décentré aval

Fig. 2.65 – densité
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Fig. 2.66 – vitesse
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Fig. 2.67 – fraction massique α1
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Fig. 2.68 – fraction massique α2

On peut aussi regarder le résultat avec mille mailles au lieu de cent.
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Fig. 2.69 – densité
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Fig. 2.70 – vitesse
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Fig. 2.71 – fraction massique α1
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Fig. 2.72 – fraction massique α2

Sur ces résultats, on voit que le schéma décentré aval détecte très bien le pic

de densité qui apparâıt juste après le rebond du choc, même avec seulement cent

mailles. Le schéma décentré amont n’est pas aussi efficace.

Nous présentons maintenant un agrandissement permettant de comparer l’effet

des décentrages amont et aval sous contraintes avec mille ou dix mille mailles.
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Fig. 2.73 – fraction massique α1 (zoom)

En prenant une échelle logarithmique pour abscisse, on obtient
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Fig. 2.74 – fraction massique α1 (zoom et échelle logarithmique)

Il est clair avec cette dernière comparaison que la longueur de la zone de mélange

est bien mieux respectée avec le schéma décentré aval, sans la moindre diffusion

des bords. Une caractéristique très importante du schéma décentré aval est que

la fraction massique peut prendre la valeur 0 ou 1 exactement, même après avoir

pris des valeurs intermédiaires, ceci est particulièrement visible sur le résultat en

échelle logarithmique. En contrepartie, l’effet de crénelage (antidissipation locale),

déjà présent pour l’advection linéaire, réapparâıt.
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Chapitre 3

Extension en dimension deux

Nous nous intéressons maintenant à la résolution numérique des problèmes de

fluides à plusieurs espèces en dimension deux. Pour simplifier, comme en dimen-

sion un, nous considérerons des fluides à deux constituants. D’autre part, nous ne

considérerons qu’un modèle de mélange, le modèle isobare avec équirépartition des

quantités de chaleur.

3.1 Les équations et la méthode numérique

Il s’agit désormais de résoudre les équations





∂tρ + ∂x(ρu) + ∂y(ρv) = 0,

∂t(ρα1) + ∂x(ρuα1) + ∂y(ρvα1) = 0,

∂t(ρα2) + ∂x(ρuα2) + ∂y(ρvα2) = 0,

∂t(ρu) + ∂x(ρu2 + p) + ∂y(uv) = 0,

∂t(ρv) + ∂x(ρuv) + ∂y(ρv2 + p) = 0,

∂t(ρe) + ∂x(ρue + pu) + ∂y(ρve + pv) = 0,

p1 = p2 = p,

T1DtS1 = T2DtS2.

(3.1)

Dans ces équations, Dt est toujours l’opérateur de dérivation lagrangienne, Dt =

∂t + u∂x + v∂y. L’équation T1DtS1 = T2DtS2 est donc équivalente à

∂tε1 + u∂xε1 + v∂yε1 + p(∂tτ1 + u∂xτ1 + v∂yτ1)

= ∂tε2 + u∂xε2 + v∂yε2 + p(∂tτ2 + u∂xτ2 + v∂yτ2).
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Comme précédemment (chapitre 1.2 et 3.4 de la partie I), nous résolvons ces problèmes

grâce à une décomposition directionnelle. La résolution est donc composée

– d’une phase horizontale, résolution de





∂tρ + ∂x(ρu) = 0,

∂t(ρα1) + ∂x(ρuα1) = 0,

∂t(ρα2) + ∂x(ρuα2) = 0,

∂t(ρu) + ∂x(ρu2 + p) = 0,

∂t(ρv) + ∂x(ρuv) = 0,

∂t(ρe) + ∂x(ρue + pu) = 0,

p1 = p2 = p,

∂tε1 + u∂xε1 + p(∂tτ1 + u∂xτ1) = ∂tε2 + u∂xε2 + p(∂tτ2 + u∂xτ2) ;

(3.2)

– d’une phase verticale, résolution de





∂tρ + ∂y(ρv) = 0,

∂t(ρα1) + ∂y(ρvα1) = 0,

∂t(ρα2) + ∂y(ρvα2) = 0,

∂t(ρu) + ∂y(uv) = 0,

∂t(ρv) + ∂y(ρv2 + p) = 0,

∂t(ρe) + ∂y(ρve + pv) = 0,

p1 = p2 = p,

∂tε1 + v∂yε1 + p(∂tτ1 + v∂yτ1) = ∂tε2 + v∂yε2 + p(∂tτ2 + v∂yτ2).

(3.3)

Nous résolvons chacune de ces deux phases comme nous le faisons pour les problèmes

en dimension un : décomposition Lagrange-projection, avec décentrage aval sous

contraintes amont des fractions massiques dans la phase de projection. Il n’y a pas

de difficulté particulière attachée à la dimension deux et il est inutile de s’attarder,

nous passons à la présentation des résultats !

3.2 Résultats numériques

Les résultats présentés sont de deux types : résultats pour des constituants séparés

et résultats pour des constituants mélangés. Les résultats pour des constituants

séparés sont destinés à montrer que les interfaces sont bien respectées avec le décentrage

aval sous contraintes amont. Ce qui important dans les résultats pour les constituants

mélangés, c’est que les bords de la zone de mélange soient respectés (nous voulons

éviter l’extension infinie de la taille de la zone de mélange par diffusion numérique).
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3.2.1 Constituants séparés

Dans le cas de constituants séparés (calcul d’interfaces), on dispose de plusieurs

tests de référence. Nous retenons particulièrement ceux qui sont des calculs d’in-

stabilités. Nous présentons trois de ceux-ci : l’instabilité de Kelvin-Helmholtz, l’in-

stabilité de Richtmyer-Meshkov et l’instabilité de Rayleigh-Taylor. Tous les calculs

concernent des situations à deux constituants qui sont des gaz parfaits de coefficients

γ1 = γ2 = 1,67. Cela revient à un cas mono-constituant car les lois d’état sont les

mêmes. C’est le comportement numérique de l’interface qui nous intéresse dans cette

section.

Instabilité de Kelvin-Helmholtz

Il s’agit d’une instabilité due à une discontinuité tangentielle de la vitesse initiale.

Cette instabilité, appelée parfois instabilité de couche de mélange plane, est présente

dans de nombreux domaines naturels ou industriels et son étude numérique est donc

intéressante. De nombreuses études physiques, mathématiques et numériques ont été

menées sur ce sujet, on pourra se reporter à [6], [12] par exemple.

Les conditions initiales que nous choisissons ici sont celles de [12]. Elles consistent

en la donnée de deux milieux uniformes séparés par une interface sinusöıdale. Dans

les deux milieux, initialement, les pressions sont égales, les densités sont égales, et

les vitesses verticales (v) sont nulles. Les vitesses horizontales sont opposées. Les

valeurs sont données sur la figure 3.2.1.

α0
2 = 0

α0
1 = 1

(y)

(x)

u0 = 0,25

ρ0 = 1

α0
2 = 1

u0 = −0,25

p0 = 1

ρ0 = 1
α0

1 = 0

p0 = 1

interface initiale

0,5

0

10,50
-0,5

L’interface a pour équation y = f(x) = 0,025 sin(2πx).
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Dans ces conditions, l’interface est une discontinuité de contact où la vitesse

est discontinue (la composante tangente l’interface est discontinue), on l’appelle

(( feuille de tourbillon )). Au cours du temps, l’amplitude de la feuille (sinusöıdale)

augmente, puis l’interface s’enroule pour former un tourbillon.

Sur les bords horizontaux (x = 0 et x = 1), nous imposons des conditions

périodiques. Nous imposons des conditions de type (( mur )) sur les bords verticaux.

Nous présentons les résultats au temps t = 6,1, temps où le tourbillon est bien

développé (de même que la diffusion numérique avec le décentrage amont !). Nous

comparons les résultats obtenus (pour la fraction massique α1) avec le décentrage

amont (classique) et le décentrage aval sous contraintes amont qui a été présenté

dans ce travail. Le nombre de mailles est dix mille (grille 100 × 100).

Fig. 3.1 – fraction massique α1 avec le décentrage amont.
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Fig. 3.2 – fraction massique α1 avec le décentrage aval sous contraintes amont.

Sur ces deux figures, la couleur rouge représente la valeur 1 et le vert représente

0 (respectivement le sombre et le clair dans une version en noir et blanc). Nous

constatons que le schéma avec flux décentrés aval sous contraintes amont n’introduit

une fois de plus aucune dissipation numérique. Ceci permet de suivre avec plus de

précision l’enroulement des deux constituants (enroulement fortement dégradé par

la dissipation numérique due au schéma décentré amont). Le crénelage de la courbe

interfaciale est une légère contrepartie. Le résultat obtenu avec le décentrage aval

sous contraintes amont est tout à fait comparable aux résultats que des méthodes

de suivi d’interface permettent d’obtenir (cf. [12], [19]).

Instabilité de Richtmyer-Meshkov

C’est une instabilité due au passage d’un choc sur l’interface entre les deux

constituants.

Nous choisissons les conditions initiales du test dit de (( Stony Brook )). Toutes les

valeurs initiales sont données sur la figure 3.2.1, où l’interface initiale a pour équation

y = 0,005 cos(2πx/0,036)+0,12 (consulter [12] ou [43] pour d’autres valeurs initiales

pour le même type d’instabilité).
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sens de
propagation

du choc position initiale du choc
(choc pur)

α0
1 = 1

α0
2 = 0

ρ0 = 2,95
p0 = 50000

u0 = 0
v0 = −453

α0
1 = 0 α0

2 = 1
ρ0 = 1,87

p0 = 50000
u0 = 0

v0 = −453

α0
1 = 0

α0
2 = 1

ρ0 = 6,01
p0 = 753000

u0 = 0
v0 = 55,5

interface initiale0,125

0,12

0,115

0 0,018 0,036
0

0,2

0,09

Après le passage du choc sur l’interface se développe une instabilité de type

(( champignon )) : il y a apparition d’un bulbe et de tourbillons. Afin de réduire

le temps de calcul, nous ne gardons que la partie gauche (x ≤ 0,018) du domaine

représenté par la figure 3.2.1, la partie droite étant simulée par les conditions de type

(( mur )) à droite (ceci est équivalent car les données sont symétriques par rapport à la

droite d’équation x = 0,018). La condition de bord à gauche est aussi une condition

de mur. Les conditions en haut et en bas sont des conditions de neutralité, obtenues

en définissant les flux du bord comme égaux aux valeurs dans les mailles de bord

associées.

Nous présentons les résultats pour les fractions massiques α1 avec le décentrage

amont et le décentrage aval sous contraintes amont sur deux maillages carrés de

résolutions différentes, pour t = 0,00105.
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0
0,08

0,12

0,036

Fig. 3.3 – Décentrages amont à gauche

et aval à droite, avec 30 × 167 mailles

pour chaque moitié.

0

0,12

0,08
0,036

Fig. 3.4 – Décentrages amont à gauche

et aval à droite, avec 50 × 278 mailles

pour chaque moitié.

Ici encore, le rouge représente la valeur 1 et le vert la valeur 0 (respectivement

le sombre et le clair dans une version en noir et blanc).

Instabilité de Rayleigh-Taylor

Il s’agit une fois de plus de l’évolution d’une interface initialement sinusöıdale.

Cette fois, elle se déforme sous l’action d’une force volumique (gravité). L’interface

initiale sépare deux milieux de densités différentes, le fluide lourd étant situé au

dessus du fluide léger (et la gravité étant dirigée vers le bas). Nous renvoyons à [73]

pour une étude détaillée.

Les conditions initiales sont données par la figure 3.2.1.



242 Chapitre 3. Extension en dimension deux

interface initiale
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T
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É

10 0,5

5

0

2,5

La force volumique est donnée par ~F (x,y) = ρ(x,y)~g. La pression est initialement

hydrostatique, c’est-à-dire qu’elle vérifie gradp = −ρ~g, soit ∂yp = −ρg (g étant le

module de ~g). De plus nous avons fixé la valeur de la pression à 1 en y = 5. Pour

déterminer la pression en tout point, on néglige la courbure de l’interface (on la

suppose plane, sans perturbation) située en y = 2,5, ce qui permet d’écrire

{
p(x,y) = 1 + g(5 − y) si 2,5 ≤ y ≤ 5,

p(x,y) = 1 + 2,5g + g(2,5 − y) si 0 ≤ y ≤ 2,5.

Nous avons posé g = 10. Enfin, l’interface a pour équation y = 2,5 − 0,05 cos(2πx).

Dans un milieu soumis à la gravité, les équations d’Euler sont modifiées par

l’ajout de termes source dans les équations de conservation de la quantité de mou-
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vement et de l’énergie totale.





∂tρ + ∂x(ρu) + ∂y(ρv) = 0,

∂t(ρα1) + ∂x(ρuα1) + ∂y(ρvα1) = 0,

∂t(ρα2) + ∂x(ρuα2) + ∂y(ρvα2) = 0,

∂t(ρu) + ∂x(ρu2 + p) + ∂y(uv) = 0,

∂t(ρv) + ∂x(ρuv) + ∂y(ρv2 + p) = −ρg,

∂t(ρe) + ∂x(ρue + pu) + ∂y(ρve + pv) = −ρgv,

p1 = p2 = p,

T1DtS1 = T2DtS2.

(3.4)

Numériquement, l’effet de la gravité est obtenu par une décomposition supplémentaire :

nous ajoutons une phase au calcul numérique, phase qui assure l’accroissement de

v et e dû à l’attraction gravitationnelle. chaque pas de temps, le calcul est donc

composé de cinq phases :

– phase lagrangienne horizontale ;

– phase de projection horizontale ;

– phase lagrangienne verticale ;

– phase de projection verticale ;

– phase pour la gravitation.

Nous présentons maintenant le résultat numérique au temps t = 0,7 pour le

décentrage amont et le décentrage aval sous contraintes amont des phases de pro-

jection. Le maillage est composé de 40 × 200 mailles carrées.
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Fig. 3.5 – Décentrage amont. Fig. 3.6 – Décentrage aval sous

contraintes amont.

On obtient le même type de résultat que précédemment, sans dissipation numérique

pour les fractions massiques.

3.2.2 Constituants mélangés

Après avoir vérifié le bon comportement de l’algorithme en dimension deux pour

des interfaces (constituants séparés), nous nous intéressons au cas d’un mélange,

comme nous l’avons fait en dimension un.

Nous présentons un résultat, résultat d’une simulation du passage d’un choc

cylindrique convergent dans une zone de mélange. La loi de mélange choisie est la loi

isobare assortie de l’équirépartition des quantités de chaleur. Les lois de gaz parfaits

ont pour paramètres γ1 = 1,4, cv1 = 1 et γ2 = 1,6, cv2 = 1. Les conditions initiales,

radiales, sont visualisables par les figures 3.7 et 3.8. La fraction massique α1 vaut 1

si
√

x2 + y2 ≤ 0,2, 0 si
√

x2 + y2 ≥ 0,5 et est linéaire si 0,2 ≤
√

x2 + y2 ≤ 0,5.
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v = 0
p = 0,1

u = 0
v = 0

0,8

0,8

p = 1

ρ = 1

u = 0
ρ = 0,125

Fig. 3.7 – Condition initiale pour ρ, u et p.
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Fig. 3.8 – Condition initiale pour α1.

Le calcul est effectué avec dix mille mailles carrées (100 × 100). Nous donnons

le résultat à t = 0,4 pour la fraction massique α1, toujours obtenu par les deux

algorithmes : décentrage amont (figure 3.9) et décentrage aval sous contraintes amont

(figure 3.10). Le résultat est observé depuis un point du plan x = y pour plus de

visibilité.
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Fig. 3.9 – Décentrage amont.
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Fig. 3.10 – Décentrage aval sous

contraintes amont.

Un zoom permet d’observer mieux la diffusion due au décentrage amont (pollu-

tion jusqu’au centre, figure 3.11) ainsi que le respect des bords de la zone de mélange

par le décentrage aval (figure 3.12).
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Fig. 3.11 – Décentrage amont (zoom).
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Fig. 3.12 – Décentrage aval sous

contraintes amont (zoom).

Nous constatons que, comme en dimension un, les bords de la zone de mélange

sont respectés seulement par l’algorithme qui utilise le décentrage aval sous contraintes

amont. Cependant, des oscillations apparaissent avec la méthode non dissipative

(principalement sur la diagonale du carré). Ce défaut est exactement celui que nous

avons déjà mis en évidence lors de la résolution de l’équation d’advection en dimen-

sion deux : la décomposition de dimension (telle que nous la proposons actuellement)

ne permet pas d’obtenir un schéma vtd.
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Conclusion partielle (pour la

partie III)

Nous avons présenté dans cette partie une méthode de résolution des problèmes

hydrodynamiques à deux constituants en dimension un et deux, avec interfaces et

zones de mélange. Cette méthode utilise les outils développés dans les parties I et

II : la résolution non dissipative de l’équation d’advection et la modélisation des

mélanges.

En dimension un

Concernant l’évaluation des modèles de mélange, nous retenons ceci :

– pour les vrais mélanges, la solution dépend du modèle ; cependant, dans les

cas testés, les différences sont assez faibles ;

– dans le cas de calculs d’interface (avec mélange numérique), d’une part les

résultats présentés ont permis de vérifier que le modèle de mélange n’a pas

d’incidence sur la solution convergée (ce que prévoit le théorème 16 de la

partie II), d’autre part le modèle qui parâıt le mieux adapté est le modèle

isobare avec équirépartition des quantités de chaleur, car on a pour celui-ci

une version discrète entropique, c’est un résultat de stabilité important sur le

plan numérique.

Concernant l’évaluation du mode de discrétisation, nous commençons par rap-

peler des propriétés générales :

– les schémas proposés (décentré amont et décentré aval sous contraintes amont)

sont par construction conservatifs en masse de chaque constituant, en masse

totale, en quantité de mouvement et en énergie totale (ces caractéristiques,

qui peuvent être essentielles dans des conditions hydrodynamiques extrêmes

(cas de chocs très forts et convergents...), sont rarement vérifiées dans les

algorithmes classiques) ;

– les schémas proposés sont stables en fractions massiques, caractéristique im-

portante et qui n’est pas vérifiée pour tous les schémas existant (et qui est

l’objet de [55]).
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Nous nous sommes attachés à trouver un schéma numérique sans diffusion numérique

sur les fractions massiques des constituants, ce qui nous parâıt primordial. Pour cela,

nous avons utilisé la technique présentée dans la première partie pour l’advection

linéaire. Le schéma obtenu, comme pour l’advection linéaire, a pour inconvénient

de créneler les fractions massiques, mais soulignons une fois de plus que cette anti-

dissipation est locale, cet inconvénient nous parâıt donc faible. Le schéma présente

comme avantages

– de proposer un algorithme unique pour les mélanges et les interfaces (évitant

d’utiliser des techniques de suivi d’interface) ;

– un respect parfait des interfaces ;

– un contrôle de la diffusion numérique dans les zones de mélange étendues ainsi

qu’aux bords de ces zones ;

– une convergence beaucoup plus rapide des variables thermodynamiques pour

le passage de chocs dans des zones de mélange non homogène (bonne détection

des augmentations de densité).

En dimension deux

L’algorithme pour les équations bidimensionnelles est obtenu par décomposition

directionnelle, comme pour l’advection (partie I). Les conclusions que l’on peut tirer

de l’analyse des résultats numériques sont analogues à celles que l’on a faites au

sujet de l’advection bidimensionnelle.

En ce qui concerne les calculs d’interfaces, l’antidissipation est retrouvée, avec

une longueur d’interface réduite à une maille (dans la direction perpendiculaire à

l’interface). L’algorithme présente le défaut de créneler l’interface. Cependant, ce

défaut est léger car la taille des créneaux tend vers 0 avec la taille des mailles.

En ce qui concerne les calculs avec de vraies zones de mélange, nous avons fait

les mêmes constatations que pour l’advection à vitesse constante : des oscillations

apparaissent sur les fractions massiques malgré la stabilité L∞ (l’algorithme n’est

pas vtd pour les fractions massiques en dimension deux). Notons tout de même que

les bords de la zone de mélange sont bien respectés (pas d’étalement).
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Conclusion
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Le problème initial, la résolution numérique des problèmes de fluides à plusieurs

espèces, comporte à notre avis deux difficultés principales.

La première, d’ordre physique ou théorique, concerne le comportement physique

d’un mélange, modélisé par sa loi d’état ou plus précisément par ses fonctions

pression et température. Nous n’avons pas fait d’étude physique des mélanges

(l’écriture générale de la loi d’état d’un mélange étant problématique), mais nous

avons proposé (dans la partie II de ce texte) une famille de lois d’état possibles

en fournissant un cadre mathématique rassurant, et en établissant des propriétés

mathématiques qui, si elles ne garantissent pas le bien fondé physique des modèles,

assurent néanmoins une certaine cohérence ou une compatibilité avec les modèles

physiques connus ; de plus elles indiquent que la résolution numérique des systèmes

ainsi construits ne sera pas trop délicate (hyperbolicité, existence de solutions-ondes

progressives...).

La seconde difficulté principale concerne la résolution numérique proprement

dite, le choix d’un algorithme pourvu de bonnes propriétés. Nous avons considéré

que l’effort devait être porté sur la recherche d’un algorithme non dissipatif et

conservatif pour toutes les quantités conservées : masse de chaque consti-

tuant (et donc masse totale), quantité de mouvement totale, énergie totale. Ceci

nous a conduit à envisager la discrétisation de l’équation d’advection en dimension

un (problème modèle) sous un angle nouveau. En reconsidérant les conditions de

stabilité d’un algorithme, nous avons mis à jour des conditions explicites de stabilité

d’un algorithme de type volumes finis (partie I). Le choix du décentrage aval des

flux, sous ces conditions de stabilité, correspond à un algorithme possédant la pro-

priété que nous recherchions, il n’est pas dissipatif (estimation d’erreur uniforme en

temps pour un ensemble de conditions initiales dense dans L1(R)). Des utilisations

de ce nouveau formalisme sont proposées dans un premier temps pour les équation

de Burgers et d’Euler. Dans la troisième partie du mémoire, nous avons utilisé le

travail sur la modélisation mathématique des modèles de mélange et le formalisme

nouveau pour les schémas de type volumes finis pour résoudre les équations d’Eu-

ler à deux espèces en dimension un puis en dimension deux. Des conclusions plus

détaillées des différents parties ou chapitres ont déjà été consignées (aux pages 56,

98, 171 et 247).

? ? ?

De nombreuses extensions de ce travail sont possibles.

Tout d’abord, le nouveau formalisme pour les schémas de volumes finis demande

à être utilisé de manière vraiment bidimensionnelle, c’est-à-dire sans décomposition

directionnelle, et sur maillage non uniforme ; ce travail est en cours de rédaction.
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D’autre part, une suite naturelle est la résolution numérique des équations

d’Euler à un nombre quelconque de constituants. L’essentiel de ceci a déjà

été fait : nous avons mis au point un algorithme non dissipatif (avec toujours les

mêmes propriétés) de résolution numérique de l’équation d’advection de plusieurs

(( fractions )) dont la somme fait toujours 1. La difficulté était précisément de faire

en sorte que la somme des fractions reste 1, et le couplage avec les équations d’Euler

ne devrait pas être différent d’avec deux constituants.

Le couplage avec des phénomènes physiques supplémentaires, comme la

détonation, est en projet au cea.

Enfin, une étude complémentaire du décentrage aval sous contraintes amont sera

nécessaire pour démontrer la conjecture de la page 43.
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Annexe A

Algorithme pour l’quation

d’advection linéaire : décentrage

aval sous contraintes amont

A.1 Équation exacte

∂tα + u∂xα = 0.

A.2 Équation discrte associée

α̃j = αj − uλ(αj+1/2 − αj−1/2)

avec λ = ∆t/∆x.

A.3 Calcul des flux

On pose, pour tout j,

{
mj−1/2 = min(αj−1,αj),

Mj−1/2 = max(αj−1,αj).

A.3.1 Cas où u > 0

On pose pour tout j

{
bj = 1

uλ(αj − Mj−1/2) + Mj−1/2,

Bj = 1
uλ(αj − mj−1/2) + mj−1/2,
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et {
ωj+1/2 = max(mj+1/2,bj),

Ωj+1/2 = min(Mj+1/2,Bj),

et le flux αj+1/2 est défini par





αj+1/2 = ωj+1/2 si αj+1 ≤ ωj+1/2,

αj+1/2 = αj+1 si ωj+1/2 ≤ αj+1 ≤ Ωj+1/2,

αj+1/2 = Ωj+1/2 si Ωj+1/2 ≤ αj+1.

A.3.2 Cas où u < 0

On pose pour tout j

{
bn
j = 1

uλ(αn
j − Mj+1/2) + Mj+1/2,

Bn
j = 1

uλ(αn
j − mj+1/2) + mj+1/2,

et {
ωj+1/2 = max(mn

j+1/2,b
n
j+1),

Ωj+1/2 = min(Mn
j+1/2,B

n
j+1),

et le flux αj+1/2 est défini par





αn
j+1/2 = ωj+1/2 si αn

j ≤ ωj+1/2,

αn
j+1/2 = αn

j si ωj+1/2 ≤ αn
j ≤ Ωj+1/2,

αn
j+1/2 = Ωj+1/2 si Ωj+1/2 ≤ αn

j .

A.4 Condition cfl à respecter

∆t/∆x ≤ 1/u.

A.5 Dimension deux : décomposition direction par di-

rection

Aucune difficulté particulière.
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Annexe B

Algorithme pour les équations

scalaires à flux strictement

convexes : décentrage aval sous

contraintes amont

B.1 Équation exacte

∂tu + ∂x(f(u)) = 0

(f est une fonction strictement convexe).

Équation d’entropie associée :

∂t(S(u)) + ∂x(G(u)) ≤ 0.

B.2 Équation discrte

ũj = uj − λ(fj+1/2 − fj−1/2)

avec λ = ∆t/∆x.

B.3 Calcul des flux

On pose, pour tout j,
{

mj−1/2 = min(uj−1,uj),

Mj−1/2 = max(uj−1,uj)
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et {
φj−1/2 = min(f(uj−1),f(uj)),

Φj−1/2 = max(f(uj−1),f(uj)).

B.3.1 Cas où ∃ε > 0 tel que f ′(uj) > ε ∀j

On pose pour tout j
{

bj = 1
λ (αj − Mj−1/2) + Φj−1/2,

Bj = 1
λ(αj − mj−1/2) + φj−1/2,





smj+1/2 = min
[mj+1/2,Mj+1/2]

(S′′(u)),

vmj+1/2 = min
[mj+1/2,Mj+1/2]

(f ′(u)),

sMj+1/2 = max
[mj+1/2,Mj+1/2]

(S′′(u)),

vMj+1/2 = max
[mj+1/2,Mj+1/2]

(f ′(u)),





aj+1/2 = 2λsMj+1/2,

cj+1/2 = S′(uj+1) − S′(uj) − 2λsMj+1/2(f(uj+1) + f(uj)),

dj+1/2 = G(uj+1) − f(uj+1)S
′(uj+1) − (G(uj) − f(uj)S

′(uj))

+ λsMj+1/2(f(uj+1)
2 + f(uj)

2),

rj+1/2 =
−cj+1/2 −

√
c2
j+1/2

− 4aj+1/2dj+1/2

2aj+1/2
,

Rj+1/2 =
−cj+1/2 +

√
c2
j+1/2 − 4aj+1/2dj+1/2

2aj+1/2
,

et




ωj+1/2 =

{
max(mj+1/2,bj ,rj+1/2) si uj ≤ uj+1,

max(mj+1/2,bj) si uj > uj+1 (algorithme débrayé) ,

Ωj+1/2 =

{
min(Mj+1/2,Bj ,Rj+1/2) si uj ≤ uj+1,

min(Mj+1/2,Bj) si uj > uj+1 (algorithme débrayé) .

Le flux fj+1/2 est défini par





fj+1/2 = ωj+1/2 si f(uj+1) ≤ ωj+1/2,

fj+1/2 = f(uj+1) si ωj+1/2 ≤ f(uj+1) ≤ Ωj+1/2,

fj+1/2 = Ωj+1/2 si Ωj+1/2 ≤ f(uj+1).

B.3.2 Cas où ∃ε > 0 tel que f ′(uj) < −ε ∀j

On pose pour tout j
{

bj = 1
λ (αj − Mj+1/2) + Φj+1/2,

Bj = 1
λ(αj − mj+1/2) + φj+1/2,
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



smj+1/2 = min
[mj+1/2,Mj+1/2]

(S′′(u)),

vmj+1/2 = min
[mj+1/2,Mj+1/2]

(f ′(u)),

sMj+1/2 = max
[mj+1/2,Mj+1/2]

(S′′(u)),

vMj+1/2 = max
[mj+1/2,Mj+1/2]

(f ′(u)),





aj+1/2 = 2λsMj+1/2,

cj+1/2 = S′(uj) − S′(uj+1) − 2λsMj+1/2(f(uj) + f(uj+1)),

dj+1/2 = G(uj) − f(uj)S
′(uj) − (G(uj+1) − f(uj+1)S

′(uj+1))

+ λsMj+1/2(f(uj)
2 + f(uj+1)

2),

rj+1/2 =
−cj+1/2 −

√
c2
j+1/2 − 4aj+1/2dj+1/2

2aj+1/2
,

Rj+1/2 =
−cj+1/2 +

√
c2
j+1/2 − 4aj+1/2dj+1/2

2aj+1/2
,

et




ωj+1/2 =

{
max(mj+1/2,bj+1,rj+1/2) si uj+1 ≤ uj,

max(mj+1/2,bj+1) si uj+1 > uj (algorithme débrayé) ,

Ωj+1/2 =

{
min(Mj+1/2,Bj+1,Rj+1/2) si uj+1 ≤ uj,

min(Mj+1/2,Bj+1) si uj+1 > uj (algorithme débrayé) .

Le flux fj+1/2 est défini par





fj+1/2 = ωj+1/2 si f(uj) ≤ ωj+1/2,

fj+1/2 = f(uj) si ωj+1/2 ≤ f(uj) ≤ Ωj+1/2,

fj+1/2 = Ωj+1/2 si Ωj+1/2 ≤ f(uj).

B.4 Condition cfl à respecter

∆t/∆x ≤ 1

vM j+1/2
min (

2√
5

sm
2
j+1/2

sM
2
j+1/2

,
1

2

vmj+1/2smj+1/2

vM j+1/2sMj+1/2
).
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Annexe C

Algorithme pour les équations

d’Euler : décentrage aval sous

contraintes amont dans la phase

de projection

C.1 Système exact





∂tρ + ∂x(ρu) = 0,

∂t(ρu) + ∂x(ρu2 + p) = 0,

∂t(ρe) + ∂x(ρue + pu) = 0,

avec p = p(ρ,u,e), fonction donne. On connâıt aussi la vitesse du son c = c(ρ,u,e).

On pose τ = 1/ρ.

C.2 Système discret

Il est décomposé en une phase lagrangienne et une phase de projection.

C.2.1 Phase lagrangienne





ρj
τ̃j − τj

∆t
− uj+1/2 − uj−1/2

∆x
= 0,

ρj
ũj − uj

∆t
+

pj+1/2 − pj−1/2

∆x
= 0,

ρj
ẽj − ej

∆t
+

pj+1/2uj+1/2 − pj−1/2uj−1/2

∆x
= 0,
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avec τj = 1/ρj ∀j ∈ Z, les flux tant donnés par




?
ρcj+1/2 =

√
max(ρjcj

2,ρj+1cj+1
2)min(ρj,ρj+1),

pj+1/2 =
pj + pj+1

2
+

?
ρcj+1/2

2
(uj − uj+1),

uj+1/2 =
1

2
?
ρcj+1/2

(pj − pj+1) +
1

2
(uj + uj+1),

avec pj = p(ρj ,uj,ej) et cj = c(ρj ,uj,ej) ∀j ∈ Z.

C.2.2 Phase de projection





ρ̂j − ρj

∆t
+

ρ̃j+1/2uj+1/2 − ρ̃j−1/2uj−1/2

∆x
= 0,

ρ̂jûj − ρjũj

∆t
+

ρ̃j+1/2ũj+1/2uj+1/2 − ρ̃j−1/2ũj−1/2uj−1/2

∆x
= 0,

ρ̂j êj − ρj ẽj

∆t
+

ρ̃j+1/2ẽj+1/2uj+1/2 − ρ̃j−1/2ẽj−1/2uj−1/2

∆x
= 0.

On pose, pour tout j,




m̃ρ
j−1/2 = min(ρ̃j−1,ρ̃j),

M̃ρ
j−1/2 = max(ρ̃j−1,ρ̃j),

m̃ρu
j−1/2 = min(ρ̃j−1ũj−1,ρ̃j ũj),

M̃ρu
j−1/2 = max(ρ̃j−1ũj−1,ρ̃j ũj),

m̃ρe
j−1/2 = min(ρ̃j−1ẽj−1,ρ̃j ẽj),

M̃ρe
j−1/2 = max(ρ̃j−1ẽj−1,ρ̃j ẽj).

On se donne deux réels ε > 0 et η > 0 (très petits). On pose λ = ∆t/∆x.

Cas où uj+1/2 > ε

? Si les quatre conditions




uj−1/2 > ε,

|ρ̃j − ρ̃j+1| > η,

|ρ̃jũj − ρ̃j+1ũj+1| > η,

|ρ̃j ẽj − ρ̃j+1ẽj+1| > η,

sont vérifiées, on pose




b̃ρ
j = 1

uj+1/2λ(ρj − M̃ρ
j−1/2) +

uj−1/2

uj+1/2
M̃ρ

j−1/2,

B̃ρ
j = 1

uj+1/2λ(ρj − m̃ρ
j−1/2) +

uj−1/2

uj+1/2
m̃ρ

j−1/2,

b̃ρu
j = 1

uj+1/2λ(ρj ũj − M̃ρu
j−1/2) +

uj−1/2

uj+1/2
M̃ρu

j−1/2,

B̃ρu
j = 1

uj+1/2λ(ρj ũj − m̃ρu
j−1/2) +

uj−1/2

uj+1/2
m̃ρu

j−1/2,

b̃ρe
j = 1

uj+1/2λ(ρj ẽj − M̃ρe
j−1/2) +

uj−1/2

uj+1/2
M̃ρe

j−1/2,

B̃ρe
j = 1

uj+1/2λ(ρj ẽj − m̃ρe
j−1/2) +

uj−1/2

uj+1/2
m̃ρe

j−1/2,
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ãρ
j+1/2 =





b̃ρ
j − ρ̃j+1

ρ̃j − ρ̃j+1
si ρ̃j > ρ̃j+1,

B̃ρ
j − ρ̃j+1

ρ̃j − ρ̃j+1
si ρ̃j < ρ̃j+1,

ãρu
j+1/2 =





b̃ρu
j − ρ̃j+1ũj+1

ρ̃j ũj − ρ̃j+1ũj+1
si ρ̃jũj > ρ̃j+1ũj+1,

B̃ρu
j − ρ̃j+1ũj+1

ρ̃j ũj − ρ̃j+1ũj+1
si ρ̃jũj < ρ̃j+1ũj+1,

ãρe
j+1/2 =





b̃ρe
j − ρ̃j+1ẽj+1

ρ̃j ẽj − ρ̃j+1ẽj+1
si ρ̃j ẽj > ρ̃j+1ẽj+1,

B̃ρe
j − ρ̃j+1ẽj+1

ρ̃j ẽj − ρ̃j+1ẽj+1
si ρ̃j ẽj < ρ̃j+1ẽj+1,

puis on définit

ω̃j+1/2 = max(0,ãρ
j+1/2,ãρu

j+1/2,ãρe
j+1/2),

et on pose θ̃j+1/2 = ω̃j+1/2.

? Si une des quatre conditions





uj−1/2 > ε,

|ρ̃j − ρ̃j+1| > η,

|ρ̃j ũj − ρ̃j+1ũj+1| > η,

|ρ̃j ẽj − ρ̃j+1ẽj+1| > η,

n’est pas vérifiée, on pose θ̃j+1/2 = 1.

On en déduit enfin les flux :





ρ̃j+1/2 = θ̃j+1/2ρ̃j + (1 − θ̃j+1/2)ρ̃j+1,

ρ̃j+1/2ũj+1/2 = θ̃j+1/2ρ̃jũj + (1 − θ̃j+1/2)ρ̃j+1ũj+1,

ρ̃j+1/2ẽj+1/2 = θ̃j+1/2ρ̃j ẽj + (1 − θ̃j+1/2)ρ̃j+1ẽj+1;

Cas où uj+1/2 < −ε

? Si les quatre conditions





uj+3/2 < −ε,

|ρ̃j − ρ̃j+1| > η,

|ρ̃j ũj − ρ̃j+1ũj+1| > η,

|ρ̃j ẽj − ρ̃j+1ẽj+1| > η,
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sont vérifiées, on pose





b̃ρ
j+1 = 1

uj+1/2λ(ρj+1 − M̃ρ
j+3/2) +

uj+3/2

uj+1/2
M̃ρ

j+3/2,

B̃ρ
j+1 = 1

uj+1/2λ (ρj+1 − m̃ρ
j+3/2) +

uj+3/2

uj+1/2
m̃ρ

j+3/2,

b̃ρu
j+1 = 1

uj+1/2λ(ρj+1ũj+1 − M̃ρu
j+3/2) +

uj+3/2

uj+1/2
M̃ρu

j+3/2,

B̃ρu
j+1 = 1

uj+1/2λ(ρj+1ũj+1 − m̃ρu
j+3/2) +

uj+3/2

uj+1/2
m̃ρu

j+3/2,

b̃ρe
j+1 = 1

uj+1/2λ(ρj+1ẽj+1 − M̃ρe
j+3/2) +

uj+3/2

uj+1/2
M̃ρe

j+3/2,

B̃ρe
j+1 = 1

uj+1/2λ(ρj+1ẽj+1 − m̃ρe
j+3/2) +

uj+3/2

uj+1/2
m̃ρe

j+3/2,

ãρ
j+1/2 =





b̃ρ
j+1 − ρ̃j

ρ̃j+1 − ρ̃j
si ρ̃j+1 > ρ̃j ,

B̃ρ
j+1 − ρ̃j

ρ̃j+1 − ρ̃j
si ρ̃j+1 < ρ̃j,

ãρu
j+1/2 =





b̃ρu
j+1 − ρ̃jũj

ρ̃j+1ũj+1 − ρ̃j ũj
si ρ̃j+1ũj+1 > ρ̃jũj ,

B̃ρu
j+1 − ρ̃jũj

ρ̃j+1ũj+1 − ρ̃j ũj
si ρ̃j+1ũj+1 < ρ̃jũj ,

ãρe
j+1/2 =





b̃ρe
j+1 − ρ̃j ẽj

ρ̃j+1ẽj+1 − ρ̃j ẽj
si ρ̃j+1ẽj+1 > ρ̃j ẽj ,

B̃ρe
j+1 − ρ̃j ẽj

ρ̃j+1ẽj+1 − ρ̃j ẽj
si ρ̃j+1ẽj+1 < ρ̃j ẽj ,

puis on définit

ω̃j+1/2 = max(0,ãρ
j+1/2,ãρu

j+1/2,ãρe
j+1/2),

et on pose θ̃j+1/2 = ω̃j+1/2.

? Si une des quatre conditions





uj+3/2 < −ε,

|ρ̃j − ρ̃j+1| > η,

|ρ̃jũj − ρ̃j+1ũj+1| > η,

|ρ̃j ẽj − ρ̃j+1ẽj+1| > η,

n’est pas vérifiée, on pose θ̃j+1/2 = 1.

On en déduit enfin les flux :





ρ̃j+1/2 = θ̃j+1/2ρ̃j+1 + (1 − θ̃j+1/2)ρ̃j ,

ρ̃j+1/2ũj+1/2 = θ̃j+1/2ρ̃j+1ũj+1 + (1 − θ̃j+1/2)ρ̃j ũj,

ρ̃j+1/2ẽj+1/2 = θ̃j+1/2ρ̃j+1ẽj+1 + (1 − θ̃j+1/2)ρ̃j ẽj .
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C.3 Condition cfl à respecter

∆t/∆x ≤ C

max
j∈ �

(uj+1/2,
?
ρcj+1/2/min(ρj ,ρj+1))

,

où C, dans la pratique, doit tre de l’ordre de 0,8.

C.4 Dimension deux : décomposition direction par di-

rection

Les équations d’Euler en dimension deux sont





∂tρ + ∂x(ρu) + ∂y(ρv) = 0,

∂t(ρu) + ∂x(ρu2 + p) + ∂y(ρuv) = 0,

∂t(ρv) + ∂x(ρuv) + ∂y(ρv2 + p) = 0,

∂t(ρe) + ∂x(ρue + pu) + ∂y(ρve + pv) = 0.

La phase horizontale est une résolution de





∂tρ + ∂x(ρu) = 0,

∂t(ρu) + ∂x(ρu2 + p) = 0,

∂t(ρv) + ∂x(ρuv) = 0,

∂t(ρe) + ∂x(ρue + pu) = 0.

Elle est décomposée en une phase lagrangienne et une phase de projection. La phase

lagrangienne est la même qu’en dimension un (ρv n’y varie pas), et la phase de

projection est calquée sur la phase de projection en dimension un décrite plus haut,

avec cette fois quatre groupes de contraintes sur le coefficient θ̃j+1/2 au lieu de trois :

un pour ρ, un pour ρu, un pour ρv et un pour ρe.

La phase verticale est une résolution de





∂tρ + ∂y(ρv) = 0,

∂t(ρu) + ∂y(ρuv) = 0,

∂t(ρv) + ∂y(ρv2 + p) = 0,

∂t(ρe) + ∂y(ρve + pv) = 0.

Elle est effectuée comme la phase horizontale.
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Annexe D

Algorithme pour les équations

d’Euler à deux constituants :

décentrage aval sous contraintes

amont des flux des fractions

massiques dans la phase de

projection

D.1 Système exact





∂tρ + ∂x(ρu) = 0,

∂t(ρα1) + ∂x(ρuα1) = 0,

(∂t(ρα2) + ∂x(ρuα2) = 0,équation redondante),

∂t(ρu) + ∂x(ρu2 + p) = 0,

∂t(ρe) + ∂x(ρue + pu) = 0,

α1τ1 + α2τ2 = τ = 1/ρ,

α1ε1 + α2ε2 = ε,

et une loi de mélange (fermeture),

où p est fonction de p1 et p2 (fonction donnée par la loi de mélange) avec p1 =

p1(τ1,ε1) et p2 = p2(τ2,ε2). De manière générale on peut écrire p = p(α1,α2,τ1,τ2,ε1,ε2).

On connâıt aussi la vitesse du son dans le mélange (donnée par la loi d’état en fonc-

tion des vitesses du son dans chacun des constituants purs) : c = c(α1,α2,τ1,τ2,ε1,ε2).
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D.2 Système discret

Il est décomposé en une phase lagrangienne et une phase de projection.

D.2.1 Phase lagrangienne





ρj
τ̃j − τj

∆t
− uj+1/2 − uj−1/2

∆x
= 0,

ρj
ũj − uj

∆t
+

pj+1/2 − pj−1/2

∆x
= 0,

ρj
ẽj − ej

∆t
+

pj+1/2uj+1/2 − pj−1/2uj−1/2

∆x
= 0,

α̃1,j = α1,j,

α̃2,j = α2,j,

avec τj = 1/ρj ∀j ∈ Z.

Calcul des flux





?
ρcj+1/2 =

√
max(ρjcj

2,ρj+1cj+1
2)min(ρj,ρj+1),

pj+1/2 =
pj + pj+1

2
+

?
ρcj+1/2

2
(uj − uj+1),

uj+1/2 =
1

2
?
ρcj+1/2

(pj − pj+1) +
1

2
(uj + uj+1),

avec pj = p(α1,j ,α2,j ,τ1,j,τ2,j ,ε1,j,ε2,j) et cj = c(α1,j ,α2,j ,τ1,j,τ2,j ,ε1,j ,ε2,j) ∀j ∈ Z.

Calcul des variables propres

Les équations α̃1,j τ̃1,j +α̃2,j τ̃2,j = τ̃j, α̃1,j ε̃1,j +α̃2,j ε̃2,j = ε̃j et la loi de fermeture

permettent alors de connâıtre τ̃1,j , τ̃2,j , ε̃1,j, ε̃2,j et p̃j.

D.2.2 Phase de projection

On pose λ = ∆t/∆x.




ρ̂j = ρj − λ(uj+1/2ρ̃j+1/2 − uj−1/2ρ̃j−1/2),

ρ̂jûj = ρjũj − λ(uj+1/2ρ̃j+1/2ũj+1/2 − uj−1/2ρ̃j−1/2ũj−1/2),

ρ̂j êj = ρj ẽj − λ(uj+1/2ρ̃j+1/2ẽj+1/2 − uj−1/2ρ̃j−1/2ẽj−1/2),

ρ̂jα̂1,j = ρjα̃1,j − λ(uj+1/2ρ̃j+1/2 ˜α1,j+1/2 − uj−1/2ρ̃j−1/2 ˜α1,j−1/2),

ρ̂jα̂2,j = ρjα̃2,j − λ(uj+1/2ρ̃j+1/2 ˜α2,j+1/2 − uj−1/2ρ̃j−1/2 ˜α2,j−1/2).

On pose, pour tout j,
{

m̃j−1/2 = min(α̃1,j−1,α̃1,j),

M̃j−1/2 = max(α̃1,j−1,α̃1,j).
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On se donne deux réels ε > 0 et η > 0 (très petits).

Calcul des flux dans le cas où uj+1/2 > ε

On pose 



˜τ1,j+1/2 = τ̃1,j,

˜τ2,j+1/2 = τ̃2,j,

˜ε1,j+1/2 = ε̃1,j ,

˜ε2,j+1/2 = ε̃2,j .

On pose





s̃j+1/2 = λuj+1/2 + ρj(M̃j−1/2 − α̃1,j)(τ̃1,j − τ̃2,j),

t̃j+1/2 = ρj(α̃1,j − M̃j−1/2)τ̃2,j + M̃j−1/2λuj+1/2,

ṽj+1/2 = λuj+1/2 + ρj(m̃j−1/2 − α̃1,j)(τ̃1,j − τ̃2,j),

w̃j+1/2 = ρj(α̃1,j − m̃j−1/2)τ̃2,j + m̃j−1/2λuj+1/2.

? Si les trois conditions





uj−1/2 > ε,

|s̃j+1/2| > η,

|ṽj+1/2| > η,

sont vérifiées,

– si s̃j+1/2 > 0 et ṽj+1/2 > 0, on pose

{
γ̃j+1/2 = max(t̃j+1/2/s̃j+1/2,m̃j+1/2),

Γ̃j+1/2 = min(w̃j+1/2/ṽj+1/2,M̃j+1/2) ;

– si s̃j+1/2 > 0 et ṽj+1/2 < 0, on pose

{
γ̃j+1/2 = max(t̃j+1/2/s̃j+1/2,w̃j+1/2/ṽj+1/2,m̃j+1/2),

Γ̃j+1/2 = M̃j+1/2 ;

– si s̃j+1/2 < 0, ṽj+1/2 > 0 et on pose

{
γ̃j+1/2 = m̃j+1/2,

Γ̃j+1/2 = min(t̃j+1/2/s̃j+1/2,w̃j+1/2/ṽj+1/2,M̃j+1/2).

Le flux ˜α1,j+1/2 est alors défini par





˜α1,j+1/2 = γ̃j+1/2 si α̃1,j+1 ≤ γ̃j+1/2,

˜α1,j+1/2 = α̃1,j+1 si γ̃j+1/2 ≤ α̃1,j+1 ≤ Γ̃j+1/2,

˜α1,j+1/2 = Γ̃j+1/2 si Γ̃j+1/2 ≤ α̃1,j+1.
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? Si une des trois conditions




uj−1/2 > ε,

|s̃j+1/2| > η,

|ṽj+1/2| > η,

n’est pas vérifiée, on choisit le décentrage amont (par sécurité) :

˜α1,j+1/2 = α̃1,j .

Les flux de la fraction massique α2 peuvent être calculés au choix avec la même

méthode (en remplaçant tous les indices 1 par 2 et tous les indices 2 par 1) ou par

soustraction : α2 = 1 − α1.

Les flux de densité, vitesse et énergie totale sont donnés par




ρ̃j+1/2 =
1

τ̃j+1/2

=
1

˜α1,j+1/2τ̃1,j + ˜α2,j+1/2τ̃2,j

,

ũj+1/2 = ũj,

ẽj+1/2 = ˜α1,j+1/2ε̃1,j + ˜α2,j+1/2ε̃2,j +
1

2
ũj

2.

Calcul des flux dans le cas où uj+1/2 < −ε

On pose 



˜τ1,j+1/2 = τ̃1,j+1,

˜τ2,j+1/2 = τ̃2,j+1,

˜ε1,j+1/2 = ε̃1,j+1,

˜ε2,j+1/2 = ε̃2,j+1.

On pose




s̃j+1/2 = λuj+1/2 + ρj+1(M̃j+3/2 − α̃1,j+1)(τ̃1,j+1 − τ̃2,j+1),

t̃j+1/2 = ρj+1(α̃1,j+1 − M̃j+3/2)τ̃2,j+1 + M̃j+3/2λuj+1/2,

ṽj+1/2 = λuj+1/2 + ρj+1(m̃j+3/2 − α̃1,j+1)(τ̃1,j+1 − τ̃2,j+1),

w̃j+1/2 = ρj+1(α̃1,j+1 − m̃j+3/2)τ̃2,j+1 + m̃j+3/2λuj+1/2.

? Si les trois conditions




uj+3/2 < −ε,

|s̃j+1/2| > η,

|ṽj+1/2| > η,

sont vérifiées,

– si s̃j+1/2 > 0 et ṽj+1/2 > 0, on pose

{
γ̃j+1/2 = max(t̃j+1/2/s̃j+1/2,m̃j+1/2),

Γ̃j+1/2 = min(w̃j+1/2/ṽj+1/2,M̃j+1/2) ;
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– si s̃j+1/2 > 0 et ṽj+1/2 < 0, on pose

{
γ̃j+1/2 = max(t̃j+1/2/s̃j+1/2,w̃j+1/2/ṽj+1/2,m̃j+1/2),

Γ̃j+1/2 = M̃j+1/2 ;

– si s̃j+1/2 < 0, ṽj+1/2 > 0 et on pose

{
γ̃j+1/2 = m̃j+1/2,

Γ̃j+1/2 = min(t̃j+1/2/s̃j+1/2,w̃j+1/2/ṽj+1/2,M̃j+1/2).

Le flux ˜α1,j+1/2 est alors défini par





˜α1,j+1/2 = γ̃j+1/2 si α̃1,j ≤ γ̃j+1/2,

˜α1,j+1/2 = α̃1,j si γ̃j+1/2 ≤ α̃1,j ≤ Γ̃j+1/2,

˜α1,j+1/2 = Γ̃j+1/2 si Γ̃j+1/2 ≤ α̃1,j.

? Si une des trois conditions





uj+3/2 > ε,

|s̃j+1/2| > η,

|ṽj+1/2| > η,

n’est pas vérifiée, on choisit le décentrage amont (par sécurité) :

˜α1,j+1/2 = α̃1,j+1.

Les flux de la fraction massique α2 peuvent être calculés au choix avec la même

méthode (en remplaçant tous les indices 1 par 2 et tous les indices 2 par 1) ou par

soustraction : α2 = 1 − α1.

Les flux de densité, vitesse et énergie totale sont donnés par





ρ̃j+1/2 =
1

τ̃j+1/2

=
1

˜α1,j+1/2τ̃1,j+1 + ˜α2,j+1/2τ̃2,j+1

,

ũj+1/2 = ũj+1,

ẽj+1/2 = ˜α1,j+1/2ε̃1,j+1 + ˜α2,j+1/2ε̃2,j+1 +
1

2
ũj+1

2 ;

Calcul des variables propres

Les équations α̂1,j τ̂1,j +α̂2,j τ̂2,j = τ̂j, α̂1,j ε̂1,j +α̂2,j ε̂2,j = ε̂j et la loi de fermeture

permettent alors de connâıtre τ̂1,j , τ̂2,j , ε̂1,j, ε̂2,j et p̂j.
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D.3 Condition cfl à respecter

∆t/∆x ≤ C

max
j∈ �

(uj+1/2,
?
ρcj+1/2/min(ρj ,ρj+1))

,

où C, dans la pratique, doit être de l’ordre de 0,8.

D.4 Dimension deux : décomposition direction par di-

rection

Voir l’annexe C.
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[28] B. Després. Construction, analyse et discrétisation d’un modèle de dynamique
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[82] B. Scheurer. Quelques méthodes pour la simulation numérique de la fusion

par confinement inertiel. Chocs, 22:18–30, 1999.
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Résumé

Ce travail concerne les fluides eulériens compressibles constitués de plusieurs

espèces, qui peuvent être mélangées ou séparées par des interfaces. Le mémoire est

composé de trois parties.

La première partie est consacrée à la résolution numérique de problèmes modèles :

équation d’advection, équation de Burgers, équations d’Euler, en dimensions un et

deux. L’accent est mis sur la précision des méthodes (en particulier pour des données

initiales discontinues), et des algorithmes non dissipatifs sont développés. Ils sont

basés sur un décentrage aval des flux (de type volumes finis) sous des contraintes

de stabilité.

La seconde partie traite de la modélisation mathématique des mélanges de fluides.

Nous y construisons et analysons une classe de modèles entropiques, symétrisables,

hyperboliques, non forcément conservatifs. Ce sont des modèles à plusieurs températures

et plusieurs pressions.

Dans la troisième partie, nous utilisons les idées introduites dans la première

partie (décentrage aval et schémas non dissipatifs) pour la résolution numérique

des problèmes aux dérivées partielles construits dans la deuxième partie. Nous

présentons des résultats numériques en dimensions un et deux.

Mots-clés : équation d’advection, équations d’Euler, système hyperbolique, système

non conservatif, interface, mélange, entropie, multi-températures, multi-pressions,

onde progressive, volumes finis, algorithme non dissipatif.

Abstract

This work deals with eulerian compressible multi-species fluid dynamics, the spe-

cies beeing either mixed or separated (with interfaces). The document is composed

of three parts.

The first part is devoted to the numerical resolution of model problems: advection

equation, Burgers equation, and Euler equations, in dimensions one and two. The

goal is to find a precise method, especially for discontinuous initial conditions, and we

developp non dissipative algorithms. They are based on a downwind finite-volume

discretization under some stability constraints.

The second part treats of the mathematical modelling of fluids mixtures. We

contruct and analyse a set of multi-temperature and multi-pressure models that are

entropic, symmetrizable, hyperbolic, not ever conservative.

In the third part, we apply the ideas developped in the first part (downwind

discretization) to the numerical resolution of the partial differential problems we

have constructed for fluids mixtures in the second part. We present some numerical

results in dimensions one and two.

Key-words: advection equation, Euler equation, hyperbolic system, non conser-

vative system, interface, mixture, entropy, multi-temperature, multi-pressure, tra-

velling wave, finite volume, non dissipative algorithm.


