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Résumeé: Cette thése porte sur I’étude d’applications statistiques de suites dépendantes et
stationnaires. Nous étudions deux classes de suites dépendantes. Nous nous intéressons d’une
part a des suites faiblement dépendantes, oti notre notion de dépendance faible est une va-
riante de la notion introduite par Doukhan & Louhichi [21], d’autre part a certains systémes
dynamiques présentant une propriété de décroissance des corrélations. Nous traitons du com-
portement asymptotique du processus empirique, fondamental en statistiques. Nous étudions
aussi un estimateur a noyau de la densité dans nos deux cadres de dépendance. Enfin, nous
nous intéressons a un probléme de rupture d’une fonction de régression en dépendance faible.
A ces fins, nous développons des idées de Rio [53] pour montrer un théoréme limite centrale
en dépendance faible, ainsi que des nouvelles inégalités de moments qui étendent celles de
Louhichi [40]. Enfin, nous illustrons certains de nos résultats par des simulations.

AMSC 2000: 37 A 50, 37 D 20, 37 M 10, 60 E 15, 60 F 05, 60 F 15, 60 F 17, 60 G
07, 60 G 10, 60 G 99, 62 G 08, 62 J 05.

Mots clés: Dépendance faible, suites stationnaires, systémes dynamiques, décroissance des
corrélations, théoréme limite centrale, théoréme de Lindeberg, densité invariante, estimation
non-paramétrique, estimation & noyau, inégalités de moments, processus empirique, loi forte
des grands nombres de Marcinkiewicz-Zygmund, rupture, fonction de régression.

Abstract: This thesis deals with the study of some statical applications of dependent and
stationary sequences. We study two classes of dependent sequences : weak dependent sequences
in a sense which is a variation on the notion introduced by Doukhan & Louhichi [21], and some
dynamical systems whose correlations decrease. We study the asymptotical behaviour of the
empirical process, which is very important in statistics. We also study standard kernel density
estimates in both frames. We finally investigate a change point estimator of some regression
function in our frame of weak dependence. The main tool to study these applications is a va-
riation on Rio’s ideas [53] to prove a Central Limit Theorem for weakly dependent sequences
as far as some new moment inequalities which extend Louhichi’s inequalities [40]. We also
make some numerical simulations concerning some of our results.

AMSC 2000: 37 A 50, 37 D 20, 37 M 10, 60 E 15, 60 F 05, 60 F 15, 60 F 17, 60 G 07,
60 G 10, 60 G 99, 62 G 08, 62 J 05.

Key words: Weak dependence, stationary sequences, dynamical systems, decay of corre-
lations, central limit Theorem, Lindeberg Theorem, invariant density, non-parametric estima-
tion, kernel estimates, moment inequalities, empirical process, Marcinkiewicz-Zygmund strong
law for large numbers, change point estimation, regression function.
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Introduction

Cette these porte sur I'étude d’applications statistiques de suites aléatoires (X, ) ez station-
naires et dépendantes. Nous étudions deux classes de suites dépendantes : des suites faiblement
dépendantes au sens de Coulon-Prieur & Doukhan [16] (variante de la notion de dépendance
introduite par Doukhan & Louhichi [21]) d’une part, et certains systémes dynamiques ergo-
diques d’autre part.

Nous traitons du comportement asymptotique du processus empirique, processus fonda-
mental en statistiques. Nous précisons aussi le comportement asymptotique d’un estimateur
a noyau de la densité dans nos deux cas de dépendance. Enfin, nous étudions un probléme de
rupture d’une fonction de régression, également a 1’aide d’un estimateur a fenétre.

A ces fins, nous développons des idées de Rio [53] conduisant au théoréme limite centrale
pour nos suites dépendantes, ainsi qu’a des inégalités de moments étendant celles de Louhichi
[40]. Ces inégalités de moments permettent de prouver la tension de la suite des fonctions de
répartition empirique recentrées et renormalisées.

Dans cette introduction, nous décrivons en détails les travaux présentés dans cette these.

DEPENDANCE FAIBLE

Depuis quelques années déja, 1’étude de la dépendance de suites de variables aléatoires
s’est beaucoup développée, car I'indépendance refléte souvent mal la réalité (par exemple en
ferromagnétisme, le modéle d’Ising fait intervenir des suites de variables aléatoires associées).
En statistiques, on sépare principalement la dépendance en deux catégories: la dépendance
faible et la dépendance forte. Rappelons ici que I'un des principaux objectifs des statistiques est
I’obtention de tests consistants, et qu’en termes probabilistes, un test est construit a I’aide d’un
théoréme limite. Partant de cette idée, nous pouvons distinguer les deux types de dépendance,
faible et forte. En effet, en dépendance faible, les théorémes limite associés aux statistiques
de Donsker et de Kolmogorov se produisent avec une normalisation en y/n et la limite est un
processus plutot irrégulier, tandis qu’en dépendance forte, le processus limite est trés régulier
et on rencontre diverses normalisations.

Nous allons considérer ici uniquement le cas de la dépendance faible. Il existe de nombreuses
notions de dépendance faible. Rappelons ici la notion de mélange qui s’exprime en termes de
coefficients de mélange entre des tribus engendrées par le passé et le futur de la suite (X, )nez:
pour p € Z, Fr = o(X;, 1 < p) et FF* = o(Xy, 1 > p). Si (Q,A,P) désigne un espace
probabilisé, on mesure la dépendance entre deux tribus U et V grace aux coefficients qui
suivent :

11
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—aUY)=sup{|P(UNV)=PWU)P(V)|; Uec U,V €V} (mélange fort, Rosenblatt [57]);

p(U.Y)=E{sup |P(V|U)— P(V)|; V € V} (Rozanov & Volkonski [60]);

p (UY) = sup{|Corr(u,v)|; u e L*U), v € L*(V)} (Kolmogorov & Rozanov [31]);

O (UY)=sup{|P(V|U)—P(V)|; UeclU,V €V} (mélange uniforme, Ibragimov [29]).

Soit alors (X) = (X,)nez une suite de variables aléatoires. On dit que que cette suite
est f—mélangeante si la suite des coefficients de f—mélange B(n) = sup, o7 3 (FEOO,F;_fg)
converge vers 0 lorsque n tend vers +oo. Les notions de a—mélange, de p—mélange ou de
®—mélange sont définies de fagon analogue.

Nous avons les relations suivantes:

— ®—mélange = p—mélange = a—mélange;

— ®—mélange = f—mélange = a—mélange.

Beaucoup de travaux portent sur les propriétés et les applications des suites mélangeantes
(voir Doukhan [18] ou encore Rio [55]). On sait montrer que certains processus sont mélan-
geants : par exemple, sous certaines conditions, les processus linéaires sont a—mélangeants. Il
en est de méme des chaines de Markov. On peut méme alors donner un ordre de grandeur
explicite pour les coefficients d’a—mélange. Cependant, ’évaluation des coefficients de mé-
lange reste souvent difficile. C’est pourquoi Doukhan & Louhichi [21] ont cherché a définir une
notion de dépendance plus générale que le mélange, ot 1’écart mesuré n’est plus celui entre
les tribus engendrées par le passé et le futur des variables aléatoires, mais 1’écart entre des
fonctions (appartenant a une classe “convenable”) du passé et du futur de la suite.

Soit £ un espace euclidien de la forme R? muni de sa norme euclidienne ||.||. On considére
une suite de variables aléatoires (X,,),ez a valeurs dans F.

Définition 1 (Doukhan & Louhichi [21]) Soient £ = USLP, oa LP = classe de fonc-
tions de EP dans R, W : L x L x N** = R, et 0 = (0,),en 0u 0, \, 0.

La suite (X, )nez est dite (6,L,V) faiblement dépendante si

Vr € N, Yu,o € N*, V(h,k) € L* x L7,

VZISZZS Szu<zu+rr§]1 S S]m

|COV (h(X“, Ce 7Xi ),k(le, Ce ,va))| S (97" \Il(h,k,u,v).

Remarquons que si une suite (X, ),z est fortement mélangeante au sens de Rosenblatt [57],
elle est (,£,¥) faiblement dépendante avec £ = L>, (4,) = (o), U(h,ku,w) = 4||h]|so||E]|co-
Ce qui importe dans la définition 1 ci-dessus, c’est le choix de la classe F de fonctions du
passé et du futur. En pratique, nous allons nous intéresser aux deux variantes suivantes de la
définition 1 (définitions 2 et 3 ci-dessous).
Commencons par définir 'ensemble L>° comme ’ensemble des fonctions numériques mesu-
rables et bornées sur un espace de la forme R?. On note ||.||s la norme usuelle sur L>. Mainte-

nant, si ¢ € N*, on munit 'ensemble F' = E? de la norme ||(z1,...,2,)||F = ||z1]| + - + |]24]]-
Soit alors h : F' = E? — R une fonction numérique sur F', son module de Lipschitz est défini
par
h(z) —h
Lin(h) — sup 1) = (0]

ery T —yllr
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Nous sommes maintenant en mesure de donner les deux définitions qui suivent, variantes de
la définition 1.
Définition 2 (s—dépendance) La suite (X,,),ez est s—faiblement dépendante s’il existe une
suite 0 = (0,),en, 0, \ 0, telle que

Vr € N, Vu € N*, Vh € L™, ||h]|e <1,

Vk e L := U;;X{{f cEP =5 R, f el ||flle <1, Lip(f) < oo},

Vis <o <y < du 1 < )

|Cov (h( X, ..., Xi,),k(X;))| < Lip(k)6,.

19 °°

Définition 3 (e—dépendance) La suite (X,)nez est a—faiblement dépendante s’il existe une
suite = (0,)ren, 0, \, 0, telle que

VreN,Vue N Vhkel:=U{f: " - R, feL®||f|le <1, Lip(f) < oo},

Vip <o Sty <y +1r <,

|Cov (h(X X0 ),k(X;))| < Lip(h)Lip(k)6,.

PEEE

Donnons maintenant quelques exemples de suites s— ou a—dépendantes.

Suites s—dépendantes:

Nous commencons par donner la définition suivante :
Définition 4 (shift) Soit (1,)nez une suite stationnaire de va réelles, et soit F' une fonction
mesurable définie sur RZ. La suite stationnaire (X, )nez définie par X, = F(0n,0n_1,7n_2, - - -)
est appelée un shift de Bernoulli causal.
Si la suite des innovations (9, )nez est identiquement distribuée indépendante (i.i.d.), si (6, ),en
désigne une suite positive et décroissant vers 0 telle que

E |F(no,n-1,m-2,...) — F(no,...,n-r,0,0,...)] <8,,

alors (X, )nez est s—faiblement dépendante (avec la suite (6,)) (voir Doukhan & Louhichi
[21]). Dot le s (comme shift) dans s—dépendance.
Donnons quelques exemples de telles situations:
— Modéle autorégressif fonctionnel a valeurs réelles
Supposons qu’il existe 0 <k < 1let T :R — R tels que |T(u) — T(u')| < k|lu — | pour
tous u, v’ € R, et (n,)nez 1.1.d. telle que E|ng| < oo,
alors la suite (X, )nez définie par X,, = T'(X,_1) + 1y, est s—faiblement dépendante avec
0, = Ck" ou C > 0.

— La chaine de Markov stationnaire, non mélangeante, & innovations binomiales i.i.d.

(M )nez, et définie par &, = (£,41 + 1,)/2 a pour loi marginale la loi uniforme sur [0,1]
et est s—dépendante avec 0, = O (27").

— Les processus linéaires X,, = Y. agfn—g, o la suite des innovations (1, )nez est 1.i.d. et
telle que E|no| < oo, sont s—faiblement dépendants avec 8, = El|no| >, |ax|. Si de plus

les innovations 7; sont centrées et dans L, nous pouvons choisir 8, = y/E[no[? Y, [ax|?.

— Le processus bilinéaire défini par la relation X,, = aX,—1 + bX,—17n-1 + Nn, 00 () nez
est 1.1.d., est également s—faiblement dépendant avec un coefficient de dépendance faible

9, =< C(ZH), ou ¢ = E |a + bng| < 1, qui décroit géométriquement.

13
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Nous renvoyons a Coulon-Prieur & Doukhan [16] et & Prieur [51] pour une liste d’exemples
plus exhaustive.

Suites a—dépendantes:

Définition 5 (association) La suite (£,),ez est associée si pour toutes h.k réelles croissantes
coordonnée par coordonnée sur R4 (A C Z, A fini) telles que E (h*(€4) + k*(€4)) < oo,
Cov (h(€4),k(€E4)) > 0.

. . . ) _ )
Les suites associées sont a—faiblement dépendantes avec 0, = sup,, Zkzr Cov (&,&4%) - Dot
le a (comme association) de a—dépendance.

Les processus gaussiens satisfont aussi la a—dépendance faible, mais avec

0, = supey, Zkzr |Cov (§,&e41)] -

Les trois premiers chapitres de cette thése présentent certaines applications statistiques
de suites s— ou a—faiblement dépendantes. Le chapitre 4 porte sur I'estimation de la densité
invariante de certains systémes dynamiques (en dimension 1) ayant une propriété dite de
décroissance des corrélations. Enfin, le dernier chapitre (chapitre 5) contient les résultats de
simulations portant sur le chapitre 4. Nous allons maintenant donner un résumé de chacun
des chapitres de cette theése.

Chapitre 1 : Théoréme Limite Centrale Triangulaire et Applications Statis-
tiques (d’apreés Coulon-Prieur & Doukhan [16]).

Dans ce chapitre, nous établissons un théoréme limite centrale pour des tableaux triangu-
laires de suites faiblement dépendantes au sens des définitions 2 et 3 précédentes.

La méthode jusqu’alors la plus usuelle pour montrer un théoréme limite centrale pour
des suites dépendantes est une décomposition en blocs de Bernstein suivie de la méthode de
Lindeberg, standard pour les suites indépendantes (voir par exemple Withers [66], Doukhan
& Louhichi [21]).

Dans ce chapitre, nous n’utilisons pas de blocs de Bernstein. Nous étendons la méthode
de Lindeberg utilisée par Rio [53, 54| dans le cadre mélangeant (ou par exemple par Louhichi
[39] dans le cadre des suites positivement dépendantes) a notre cadre de dépendance faible.

Nous montrons, pour une suite de variables aléatoires (X, ),>1 faiblement dépendantes, un
théoréme limite centrale pour des tableaux triangulaires de la forme

(X = gn,k(Xk))nngkgkn g (1)

ot pour tout n > 1, k, € N*, avec k,, — +00, et oil les g, 1 sont des fonctionnelles numériques

lipschitziennes bornées (voir Coulon-Prieur & Doukhan [16]).

Théoréme 1 Soit (X, ),>1 une suite de variables aléatoires stationnaires, @ valeurs dans un
espace R, el s—faiblement dépendantes. Soit le tableau triangulaire (X, g )n>1,1<k<, défini par

(1). On définit
Sn = n71‘|’""|’Xn,kn7 et Sk,n: n,l‘l"l’Xn,kalSkSkn (2)

14
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Nous faisons les hypothéses suivantes :

Var (S,) — o2 > 0
dng>1/ n>ng= v, := Var(Sg,) — Var (Sg—1,,) >0,V 1 < k < k,.

(3)

On définit enfin les quantités suivantes:

Ap = SUP1<k<ky, Llp(gn,k) > M, = SUP;<k<ky, Hgn,kHom (4)
Oy = SUP1<k<kn, ElX. i , A, = SUPy < k£i<ky, E[ X, 5 Xol.

Alors, si

kn kn
(b My, + K22V M 6, — 0, kg My, Y min(A,60,,A, +62) — 0, ky Y min(M,Au6,,A,) = 0,

p=1 p=1

lorsque n tend vers ['infini, nous avons :
£ 2
S, — N(0,07).
n oo

Nous avons aussi I’équivalent pour la a—dépendance.

Théoréme 2 Soit (X,,),>1 une suile de variables aléatoires stationnaires, a valeurs dans un
espace R, el a—faiblement dépendantes. Soil le tableau triangulaire (Xt )n>1,1<k<t, défini
par (1). Nous reprenons les notations (2) et (4) du théoréme 1.

Alors, sous les hypothéses (3) du théoréme 1, el si

k‘n kn
(b My, + k2P )M 6, — 0, ki My Y min(A260,,A, + 62) = 0, k, ¥ min(A26,,A,) = 0,
p=1 p=1

lorsque n tend vers l'infini, nous avons :
£ 2
S, — N(0,07).
n oo

Dans Coulon-Prieur & Doukhan [16], nous donnons deux applications de ces théorémes
limite centrale triangulaires. La premiére porte sur des tableaux linéaires (les g, 1 sont alors des
fonctions linéaires de la forme g, 1 (x) = a, x X , voir aussi Peligrad & Utev [44]). La deuxiéme
porte sur le probléme d’estimation non paramétrique d’une densité. Nous développons ci-
dessous le probléme de I’estimation de la densité marginale d’une suite stationnaire de variables
aléatoires faiblement dépendantes.

Estimation de la densité d’une suite stationnaire faiblement dépen-
dante

Nous considérons une suite stationnaire (X,),>1 faiblement dépendante. Nous supposons
que la loi marginale de cette suite (X, ),>1 admet une densité notée f. Nous voulons estimer
f par la méthode de noyau. L’estimateur de f que nous considérons est le suivant :

Fon(z) = LZK <x —b Xk) ’

nb
k=1

15
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ol (bn)n21 € (R+)N* désigne la fenétre, b, — 0, et ot K est une fonction a valeurs réelles
appelée noyau (voir par exemple Bosq & Guégan [8]).

Nous supposons que la densité marginale f est continue et que les densités jointes des
vecteurs (Xo,X,,) sont uniformément bornées. Alors, sous certaines hypothéses portant sur le
noyau K (K lipschitzien, d’intégrale 1, & support compact tel que [ K? > 0 par exemple),
nous obtenons un théoréme limite centrale, avec la normalisation /nb,, pour Iestimateur
recentré fnbn(:p) — Efmbn(:z;), a condition que nb, — 400, et que la suite des coefficients de

dépendance faible de (X, ),>1 satisfasse §, = O (r~"), a > 3 dans le cas de la s—dépendance,
ouf, =0 (r "), a >4 dans le cas de la a—dépendance. Plus précisément :
Viby (£a by (%) —Ef by, (%))
Vi) [K?
(Ya(x),.. Ya(x1)) == A (0,1} (5)

Si(xq,...,x1)/ V1 <i<Lf(x;)#0,, sl Yy(x):= , alors

(voir Coulon-Prieur & Doukhan [16] pour une formulation plus précise).

Nous en déduisons, si f > 0, la convergence des répartitions fini-dimensionnelles de la suite
de processus (Y, (z), * € R) vers les répartitions fini-dimensionnelles du bruit blanc gaussien.
La suite de processus (Y,(x), z € R) n’est donc pas tendue dans C'(R).

Ce résultat est du méme type que ceux obtenus dans les cas i.i.d. ou mélangeant (voir
par exemple Rosenblatt [58], Robinson [56]). Dans le cadre de la dépendance faible, Doukhan
& Louhichi [22] obtenait déja un tel résultat pour I'estimation de la densité, mais sous des
hypothéses plus restrictives: 8, = O (r™*), a > maz{9,2(1 4+ 67")} si b, ~ n~?% pour la
s—dépendance ou 8, = O (r=*), a > 12 pour le cas de la a—dépendance. Ces auteurs utilisaient
dans leur article des blocs de Bernstein.

L’étude du comportement du biais Efn(x) — f(z) est classique. Elle dépend de la régularité
de f et non des propriétés de dépendance de la suite (X, ),>1. Nous renvoyons a Prieur [50]
pour une étude détaillée du terme de biais.

Donnons maintenant un schéma volontairement simplifié de la méthode que nous utilisons
pour montrer un théoréme limite centrale en dépendance faible, notamment les théorémes 1
et 2 ci-dessus (voir Coulon-Prieur & Doukhan [16]), mais aussi le théoréme limite centrale
qui nous permet dans Prieur [51] d’obtenir la convergence des répartitions fini-dimensionnelles
du processus empirique (voir chapitre 2), ou encore le théoréme limite centrale pour notre
estimateur de régression linéaire locale au chapitre 3.

Soit (Z,),>1 une suite stationnaire de variables aléatoires centrées et faiblement dépen-
dantes.

Notons S, = Z1 4+ -+ Z,, Sg = 0 et 0, = y/Var5,. ¢ = lim,, 0, est supposée finie
et strictement positive. Soit n une gaussienne centrée réduite, et pour 1 < k < n, vy =
Var Sy — Var Si_1. Supposons les vy strictement positifs.

Introduisons alors une suite (Y},),>1 de gaussiennes centrées, de variance v,,, indépendantes.
Choisissons la suite (Y},),>1 indépendante de la suite de départ (Z,),>1.

Posons T}, = Z?:k-u Yi,k<n-—1,T,=0.
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Pour montrer la convergence de S, vers une gaussienne centrée de variance o2, nous mon-

trons pour une classe de fonctions f suffisamment large que la différence E { f(S,) — f(o. n)}
tend vers 0.

Méthode de Lindeberg

Nous commengons par utiliser la décomposition proposée par Lindeberg [35] dans le cas
indépendant :

E{f(Sa) = flaam)} = Yoy Ae(f)
= > E{S(Sko1 4+ Ze+ 1) — f(Sk—1 + Ye + i)}

Dans le cas indépendant, on conclut avec un développement de Taylor. Mais lorsque la suite
(Xn)n>1 n'est pas indépendante, cette décomposition ne suffit pas. C’est pourquoi nous dé-
composons a nouveau chacun des termes Ag(f):

Ax(f) = AV = AP,

AD(f)=E [(Sic1 + Zk + Ty) — E f(Spr + Th) — 5’“E £ (Sier + T, (6)
AP() =B f(Sict + Ve + T) = B [(Ses + Te) = SF [/ (Se +Th). (7)

(1)

I nous faut alors trouver de bonnes bornes de majoration pour les termes A} (f) et Agf)(f)

Pour Agf)(f), les propriétés d’indépendance de la suite (V7,),,>1 nous permettent de conclure
a I'aide d’un développement de Taylor. La méthode utilisée ensuite est inspirée de Rio [53].
La principale étape dans la preuve de Rio est I’évaluation de

\ VEk "

AL () =B f(Sior + Zi + o) =B [(Sior + T) = 5B S (Semr + 7).
Notre objectif est donc de contréler les termes Agcl)(f) pour des suites faiblement dépendantes
au sens des définitions 2 et 3. Nous faisons apparaitre des covariances que nous pouvons
majorer, soit de fagon directe en utilisant la décomposition

Cov (g(Z

TR 7Zi ),k(Z])) = Eg(ZZ 7Zi )k(Z]) - Eg(ZZ 7Ziu) Ek(Z]),

19 19

soit en nous appuyant sur I'une des inégalités de covariance intervenant dans les définitions 2
et 3:

|Cov (h(Zi A )7k(ZJ'))| < HhHOOLip(k)QT,

17 °°

ou

Cov (R(Zi,., ..., Z:.)k(Z))| < Lip(h)Lip(k)b,.

19

Le but est de trouver des majorations assez fines pour qu’en sommant les majorants de (6) et
(7) sur les k allant de 1 & k,, nous obtenions une quantité qui tende vers 0 lorsque n tend vers
I'infini (voir Coulon-Prieur & Doukhan [16], Prieur [51]).

Cette méthode fonctionne encore si nous considérons un tableau triangulaire
(Znk)n>1,1<k<k, & la place de la suite (Z,),>1. C’est le cas dans Coulon-Prieur & Doukhan
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[16] pour montrer le théoréme limite centrale triangulaire. Les sommes considérées sont alors
les sommes S, , = Z,1+ -+ Zpg, et Skn=Zna1 4+ + Zop.

Chapitre 2 : Théoréme Limite Centrale Fonctionnel Empirique (d’aprés
Prieur [51]).

L’objet de ce chapitre est I’étude du processus empirique construit a partir d’une suite
de variables aléatoires s—faiblement dépendante au sens de la définition 2. Nous obtenons
un théoréme limite centrale pour la suite des fonctions de répartition empirique recentrées et
renormalisées (théoréme 3 ci-dessous).

Considérons une suite stationnaire (X,,),>1 de variables aléatoires ayant pour fonction de
répartition commune F' supposée lipschitzienne. La suite (X,,),>1 est supposée s—faiblement
dépendante. Le processus empirique associé a la suite (X,,),>1 est défini comme suit :

3
—_

VieR, F,(t)= Ix, <t et Uy(t) = Vn(Fa(t) — F()). (8)

0

3| =

o
Il

Théoréme 3 (Théoréme limite centrale fonctionnel empirique) Soit (X,,),>1 une
suite stationnaire de variables aléatoires a valeurs réelles, ayant une fonction de répartition
commune I supposée lipschilzienne. Supposons que (X,)p>1 soit s—faiblement dépendante

avec 0, = O ((r +1)7%2 2‘”) , v > 0. Alors la suite de processus {U,(t), 1 € R}, > définie

par (8) converge en distribution, dans Uespace de Skohorod D(R), vers le processus gaussien
centré indexé par R el de covariance définie par

+o0

['(s,t) = Z Cov <1X0§8,1X|k|§t) .

k=00

La preuve de ce résultat repose essentiellement sur des nouvelles inégalités de moments (lemme
1 ci-dessous) et sur un théoréme limite centrale en dépendance faible (théoréme 4 ci-dessous).
Doukhan et Louhichi obtiennent aussi dans [21] un théoréme limite centrale fonctionnel pour le
processus empirique associé a une suite faiblement dépendante, mais la méthode employée ici
conduit a des hypothéses moins restrictives aussi bien pour la tension de la suite de processus
que pour la convergence de ses répartitions fini-dimensionnelles.

Inégalités de moments

Pour montrer nos inégalités de moments, nous adaptons la méthode proposée par Louhi-
chi [40] pour calculer les moments des sommes partielles d’une suite de variables aléatoires
(Xn)n>1 vérifiant une condition de dépendance faible que nous pouvons ainsi résumer: “la
non-corrélation entraine 1'indépendance”, décrite par 1'inégalité de covariance suivante:

|Cov (h(X;,i € A)k(X;, j € B))| < ZZ dh Ok

Ct L || J;
1€EA JEB

|Cov (X, X1,

o0

a{L'j

|
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ot A et B sont des sous-ensembles disjoints arbitraires de N* et h, k des fonctions qui ont une
différentielle bornée.

Rappelons dans un premier temps I'inégalité de Rosenthal en indépendant :
Soit X = (Xi,...,X,,) un vecteur centré de variables aléatoires réelles de variances finies.

Soit S, = X1 + -+ X,,, So = 0. Alors, si r €]2, 4+ oo[, on a
E|S,|" < C.{(Var 5,)? + nE|X,|"}.

Cette inégalité a de nombreuses applications probabilistes et statistiques, et son principal
avantage est de ramener le controle des moments d’ordres grands des sommes partielles a celui
des moments d’ordre 2. Citons par exemple Rosenthal [59], Petrov [45] pour d’autres versions
de cette inégalité, Stout [64], Bretagnolle & Huber [10] pour des applications variées.

Comme beaucoup de modéles statistiques ne font pas intervenir des suites indépendantes
de variables aléatoires, il est intéressant de rechercher des inégalités de moments en dépendance
faible. Beaucoup d’auteurs parmi lesquels Doukhan & Portal [23], Rio [52, 53], Shao [62],
ont montré des versions de 'inégalité de Rosenthal dans le cadre du mélange. En dépendance
faible, nous avons des résultats de Doukhan & Louhichi [21] concernant les moments d’ordres
entiers pairs. Dans cette thése nous montrons des inégalités de moments d’ordres r €]2, + oo
pour des suites s—faiblement dépendantes.

Lemme 1 (Inégalités de moments) Soit r € |2, + co[. Soit (X,,),>1 une suite stationnaire
et centrée de variables aléatoires s—faiblement dépendantes. Supposons de plus que la suite
(Xn)n>1 est uniformément bornée par 1. On définit, pour n > 1, S, = X; + -+ + X, el
So = Xo = 0. Alors il existe un réel positif C,. dépendant seulement de r tel que

E|S,| <0( 7“/2+MM>

oi M, :==n (l—}-l)r 29..

Outre leur intérét théorique, ces inégalités sont appliquées pour montrer la tension du
processus empirique associé a une suite de variables s—faiblement dépendantes (voir Prieur
[51]). Nous déduisons également de ces inégalités de moments une vitesse de convergence dans
une loi forte de Marcinkiewicz-Zygmund ([51]).

Théoréme Limite Centrale

Nous montrons aussi un théoréme limite centrale pour des suites de variables aléatoires
s—faiblement dépendantes.

Théoréme 4 (Théoréme limite centrale) Soit (X, ),en une suite stationnaire de
variables aléatoires centrées, s—dépendantes avec 0, = O ((r + 1)), a > 3/2.
Soit S, = Xo+ -+ X,_1. Supposons que Var (S,)/n — o2 > 0. Alors,

1

n

n—1
ZX —>NOJ)
=0
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Pour montrer ce théoréme, nous utilisons la méthode décrite dans le paragraphe Chapitre
1 a la page 16 de cette introduction. Ce théoréme permet de retrouver la convergence fini-
dimensionnelle dans le théoréme limite centrale fonctionnel empirique, avec en plus un affai-
blissement des hypotheéses.

Chapitre 3 : Probléme de rupture (travail joint avec Patrick Ango Nze).

Lorsqu’un phénomeéne se produit sur une longue période, la question de sa stabilité se
pose. Il peut effectivement se produire une altération du modeéle a partir d’un certain instant
7. Cette altération peut se traduire, lorsqu’il s’agit d’une fonction de régression, par un saut de
cette fonction, ou par une rupture de pente. De facon générale, une rupture est un changement
instantané (& I’échelle de la période d’échantillonnage) dans les parameétres du systéme étudié.
Les modéles de rupture en statistiques mathématiques connaissent un essor important. Les
applications sont nombreuses. Parmi les domaines d’application, citons la finance, les données
médicales, I’écologie, le traitement du signal ou encore 1’étude des séismes. Une rupture peut
avoir des conséquences plus ou moins importantes comme la contamination par un virus (rup-
ture du taux de certains marqueurs dans le sang), le changement de tendances a la bourse,
etc... Nous renvoyons aux theses de Couallier [15] et de Hamrouni [28] pour des exemples plus
détaillés.

Dans cette thése, nous présentons un travail joint avec Patrick Ango Nze. Nous nous
intéressons a des problémes de discontinuités dans le cadre du modéle défini ci-dessous.

Soit (X1,Y1),...,(X,,Y,) un ensemble de vecteurs aléatoires, ou la suite (X, ),>1 est une
suite stationnaire de variables aléatoires s—faiblement dépendantes au sens de la définition 2
de cette introduction. Nous supposons que cet ensemble de vecteurs est gouverné par le modéle

}/i = m(XZ) + O'(XZ')&',

ou la fonction m(-) est lisse sauf en un point 7, la fonction o(+) est continuement différentiable
et les ¢; sont des variables aléatoires 1.i.d. centrées réduites qui sont indépendantes des X;. Les
fonctions m(-) et o(-) sont inconnues. On peut supposer en toute généralité que les X; sont a
valeurs dans l'intervalle [0,1].

Nous faisons maintenant les hypothéses suivantes sur le modéle:

(1) Ee=0,E*=1,E |¢]° < cc.

(2) La densité marginale f de la suite stationnaire (X,,),>1 est strictement positive et conti-
nue.

(3) Les densités jointes des couples (Xo,X,), f.(z,y), sont uniformément bornées:
SUP,,>1 SUP, |falz,y)| < oo.

(4) Les restrictions de la fonction de régression m(z) = E(Y|X = z) aux intervalles [0,7] et
[7,1] ont toutes deux des dérivées secondes continues. On en déduit que la fonction de

régression m(-) et ses dérivées premiére et seconde ont chacune une limite & droite et
une limite & gauche au point 7.

(5) La variance conditionnelle o(z) = Var (Y| X = z) est continuement différentiable.
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(6) L’instant de saut 7 de la fonction de régression est supposé appartenir a l'intervalle
ouvert |0,1].
Les hypothéses (2) et (5) peuvent étre affaiblies (voir chapitre 3). L’hypothése (3) est classique
en dépendance faible. Les autres hypothéses sont des hypothéses techniques qui interviennent
dans les démonstrations.

Dans la suite, pour v = 0, 1, 2 nous utilisons les notations suivantes:
(i) m™(r) = lim, ~, m®(1),
(i) mY(r) = limay, mO(1),
(iii) ¥*(7) = m{(r) = m)(r).
Le but est d’estimer 'amplitude du saut v(7) = my(7) — m_(7).

Il existe différentes approches, aussi bien semi paramétriques que non paramétriques, pour
étudier les sauts d’une fonction de régression. Nous avons sélectionné I'approche de Grégoire
& Hamrouni [27]. Cette approche, non paramétrique, repose sur le lissage a droite et a gauche
par régression locale. Avant de préciser cette méthode, notons que notre choix est en particulier
motivé par les deux points qui suivent : d’une part la méthode de régression polynémiale locale
présente une propriété d’absence d’effet de bord (la fonction de régression peut étre estimée
avec la méme vitesse de convergence prés des bords que dans la partie centrale), d’autre
part cette méthode semble se comporter de facon satisfaisante pour des tailles d’échantillon
relativement modestes (voir Grégoire & Hamrouni [27] pour plus de détails).

Montrons ci-dessous comment ’estimateur de régression linéaire locale est obtenu.

Reégression Linéaire Locale

Soient K un noyau et h, une fenétre. I’estimateur de régression linéaire locale est obtenu
en résolvant le probléme de minimisation suivant :

- Xz — )(Z

min (Y; — o, — Bo(z — Xi))’K )

A, 63: i=1 hn

Sous certaines hypothéses, ce probléme de minimisation (qui correspond a un probléme des
moindres carrés pondérés dans le cas indépendant) admet une unique solution (d, ;). Les-

timateur de régression linéaire locale est alors donné par la définition 6 ci-dessous.

Définition 6 (Estimateur de régression linéaire locale) L’estimateur de régression li-
néaire locale de m(x) est défini par
" owi(2)Y;
in(e) = 6, = 2t N

> iz wilT)

o, pouri=1,...,n,

avee, pour 1 =0, 1, 2,
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Nous étudions le cas ou la rupture se produit en un seul instant 7 connu. Nous considérons
alors deux noyaux K. (-) et K_(+) tels que:
- K4 : [-1,0] = R4 continuement différentiable,
- K_:[0,1] = R4 continuement différentiable et K_(z) = K(—x).
Posons::
(i) K" = [° a'Ky(2)de, | €N,
(i) By = (K3 — K3 KF.
(i) Vy = [°(KS — 2 K2 K2 (x)dz.
Nous estimons le saut éventuel au point 7, ¥(7) = m4(7)—m_(7), en utilisant un estimateur
a droite pour m4(7) et un autre a gauche pour m_(7). Ces estimateurs m(7) et m_(7) sont
construits respectivement & partir de K, et de K_ comme dans la définition 6. Parmi les
premiers auteurs a proposer une méthode reposant sur ce principe, citons Mac Donald &

Owen [41]. Nous obtenons dans un premier temps une expression pour 'erreur quadratique
conditionnelle moyenne :

Lemme 2 (Erreur quadratique conditionnelle moyenne) On suppose que la suite (X,,)nen
est s—faiblement dépendante. Si le paramétre de fenétre vérifie h, — 0 et nh, — 400, si de

plus 0, = r=* avec a > 3, alors Uerreur quadratique conditionnelle moyenne de 3(7) est

@)(r Y202 (r)V, 4
BIG(r) -~ ()X X = [Ty |+ 220 o (4 ).

Nous montrons ensuite, en utilisant la méthode que nous avons décrite ci-dessus (page 16),
que ¥(7) = m4(7) — m_(7) est asymptotiquement normal :

Théoréme 5 (Théoréme limite centrale) On suppose que la suite (X,,)nen est
s—faiblement dépendante. Si 0, = r= avec a > 3, et si nh® — 0, nh — +oo alors

Vih (f_(r) — m_(7) , 7y (1) — my (7))

converge en loi vers la lot normale en dimension 2

N(0,(Vyo?(7)/ f(7)) I2)
ot Iy est la matrice identité en dimension 2.

Le cas ot la rupture est localisée correspond a certains cas pratiques, par exemple au cas
ol un expérimentateur produit lui-méme une discontinuité dans les parametres (en médecine:
une intervention chirurgicale, le démarrage d’un nouveau traitement, etc).

Le cas ou la rupture n’est pas localisée est traité dans le cas indépendant par Grégoire
& Hamrouni [27] par exemple, mais une adaptation de leurs résultats en dépendance faible
présente de nombreuses difficultés. En particulier, il faut résoudre le probléme de la convergence
de suites de variables aléatoires faiblement dépendantes vers un processus de Poisson composé.
Ce cas est encore a I’étude.
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Chapitre 4: Estimation de la densité invariante de systémes dynamiques
(d’apres Prieur [49, 50]).

Dans ce chapitre, nous étudions des systémes dynamiques en dimension 1 ayant une pro-
priété de décroissance des corrélations. Avant de préciser ce que nous entendons par décrois-
sance des corrélations, expliquons pourquoi nous nous intéressons aux propriétés statistiques
des systémes dynamiques.

Ce n’est pas parce qu'un systéme dynamique est simple et déterministe, qu’il ne peut pas
présenter des comportements “imprévisibles”. Il se peut en effet que, choisissant deux conditions
initiales voisines, nous obtenions aprés un temps fini deux orbites ayant un comportement
totalement différent. Cette observation motive I’étude des propriétés statistiques des systémes
dynamiques, puisqu’il n’est pas toujours possible de tirer une information intéressante de
I’observation orbite par orbite (voir par exemple Collet [14], Viana [65]). L’étude qui va suivre
porte sur le probléme de ’estimation de la densité invariante de systémes dynamiques. C’est-
a-dire que nous allons étudier la mesure invariante de certains systémes dynamiques, non pas
directement, mais a travers sa densité, lorsqu’elle existe, par rapport a une mesure de référence.
Les systémes dynamiques étudiés dans cette thése sont essentiellement uniformément dilatants,
et leurs propriétés (en termes de covariances) se rapprochent de celles de suites faiblement
dépendantes (propriété de décroissance des corrélations (12) définie page 24).

Dans la suite, T' désigne une fonction d’un intervalle fermé I C R dans lui-méme. Nous
nous placons sur I’espace probabilisé (I, B(1), Ar) ot B(I) est la tribu des boréliens de I et A;
la mesure de Lebesgue restreinte a 1.

Définition 7 (Mesure invariante) La mesure u est T—invariante si, pour toul ensemble
mesurable A, u(T~'A) = p(A).
Ceci est encore équivalent a [ foTdu = [ fduV f € L' (du).

Par exemple la mesure de Lebesgue est invariante par T'(x) = 22 mod 1.

Dans cette thése nous considérons une classe de fonctions T, notée T, qui est décrite en
détails dans Prieur [50]. Disons pour simplifier que la principale hypothése est de supposer
que T" admet une unique mesure invariante po absolument continue par rapport a la mesure

de Lebesgue. Notons f la densité de po par rapport & A;. Notre but est d’estimer f. Nous
introduisons a cette fin la suite (X,,),en définie par:

XQN/io,etXn:TnXo,\V/TLZl. (9)

Cette suite est stationnaire car Xy suit la loi invariante py.
Nous définissons maintenant un estimateur a noyau pour la densité f & partir de la suite

(Xn)nen :
A 1 =] . l‘—Xk
)= e K (57, .

avec une suite (b, )nen € (R4)N et un noyau K : R — R & support compact D tels que:

by — 0, / K(H)dAr(t) = 1,0 < / K2(1)dA (1) < oo. (11)
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Nous nous intéressons aux suites (X, ),en définies comme ci-dessus qui satisfont de plus une
hypothése de décroissance des corrélations :

Fk, 3 (dp)nen € (RY, 3372 d) < o0 tels que Vn >0,V h, k € VB,
|Cov (h(Xo),k(Xn)) < & [[E[l1]|Allvs dn- (12)

L’ensemble VB est I’ensemble des fonctions A : I — R, & variation bornée et de norme L'
finie. La norme standard sur L' est notée ||.||; et ||k]lys = V(R) + ||k||1, ou V(h) désigne la
variation de h. Nous renvoyons a Prieur [50] pour une définition plus précise de VB. Dans la
suite, nous prendrons K € V5.

Cette hypothése de décroissance des corrélations nous rappelle vaguement la notion de
dépendance faible. Le systéme oublie le passé lorsque le temps s’écoule. Certains parlent de
mélangeance du systéme dynamique, & ne pas confondre avec la notion de mélange présentée
page 12. En fait, (X,).en ne peut étre a—mélangeante (et donc ne peut étre f—, p—, ou
®—mélangeante en raison des implications de la page 12). En effet, comme o(X}) C o(Xj—1)
pour tout k dans N*, il est possible de montrer que

a(n) > supa (o(X4), o(Xy) = +.
k>0 4
La suite (X, ) en ne vérifie pas non plus en général les conditions de dépendance faible données
par les définitions 2 et 3 page 13. Nous ne pouvons donc pas utiliser directement les résultats
de Coulon-Prieur & Doukhan [16] (chapitre 1). L'objet de ce chapitre est donc d’adapter la
méthode utilisée au chapitre 1 pour estimer la densité marginale d’une suite stationnaire de
variables aléatoires faiblement dépendantes.

Dans un premier temps, nous proposons une étude directe de la convergence en moyenne
quadratique de notre estimateur (lemme 3 ci-dessous). L’ordre de grandeur que nous obtenons
pour la vitesse est plus fin que celui donné par Bosq & Guégan [8] ou plus récemment par
Maés [42]. Notre ordre nous permet ensuite d’obtenir un théoréme limite centrale (théoréme 6
ci-dessous) ainsi que des variantes de ce théoréme limite centrale prenant en compte le biais de
notre estimateur (voir Prieur [50]). Nous montrons ces théorémes en adaptant la méthode qui
nous a permis aux chapitres 1, 2 et 3 d’obtenir des théorémes limites centrales en dépendance
faible. Cette méthode est décrite dans cette introduction a la page 16.

Lemme 3 (Convergence en moyenne quadratique) Soient T € T el pg la mesure
T —invariante absolument continue par rapport a la mesure de Lebesque. Soit S le support de
to. Pour presque toul x € S, nous avons:

Var (Funn (@) = - (160 [ K20)ds 001} )

o fnbn(x) est défini par (10) et (11).

Théoréme 6 (TLC pour Pestimateur de la densité invariante) Soient T' € T el uq
la mesure T'—invariante absolument continue par rapport ¢ la mesure de Lebesque. Soit S le
support de po. On définit

Y, (z):= \/@ (fnbn(llf) — Efnbn($)> )
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ou fnbn(:ﬂ) est défini par (10) et (11). Alors, si nb, — +00, nous avons pour presque toul
(x1,...,2)) € Sl
(Ya(wr)s - Yala)) = N(0,5),

avec Y 1= (fD KQ(S)dS) X diag (f(x1),...,.f(x1)), ot diag (u1,...,u;) désigne la matrice dia-
gonale carrée de taille [ ayant les u; pour termes diagonaux.

Parmi les fonctions 7' satisfaisant nos hypotheéses, citons les fonctions “tentes” et les fonc-
tions r—adiques (voir figures ci-dessous) qui sont toutes deux des fonctions de Lasota-Yorke
(définies dans Prieur [50] ou les exemples sont également étudiés plus en détails).

Fonction "tente" Fonction r—adique

Ces fonctions dilatantes par morceaux sont utiles lorsqu’on étudie certains systémes lisses
non-uniformément hyperboliques comme les fonctions unimodales par exemple.

Les résultats obtenus (lemme 3 et théoréme 6) sont intéressants dans la mesure ot ils nous
ameénent a rapprocher les notions de dépendance faible (définitions 2 et 3) et de systémes
dynamiques, tout en soulignant les différences entre ces deux notions. En effet, nous obtenons
bien un théoréme limite centrale du méme type que le résultat de convergence (5) (voir page
16) pour l'estimateur de la densité marginale d’une suite stationnaire faiblement dépendante,
mais pour celd, nous sommes amenés a restreindre la classe de systémes dynamiques que
nous considérons. Nous pouvons expliquer pourquoi notre méthode (qui est une variante de la
méthode utilisée pour montrer le théoréme limite centrale triangulaire dans Coulon-Prieur &
Doukhan [16]) nous donne accés & une classe relativement restreinte de systémes dynamiques.
Notre hypothése de décroissance des corrélations est assez forte. Elle porte en effet sur le
controle des covariances Cov (h(Xp),k(X,)) ot h et k sont dans I’ensemble VB des fonctions a
variation bornée et de norme LL! finie. Pour élargir la classe de systémes dynamiques considérés,
il faudrait réussir a affaiblir notre hypothése de décroissance de corrélation. Il faudrait pouvoir
supposer :

Fk, 3 (dn)nen € (RYY, 522 d) < oo tels que Vi >0,V h, k € €,

|Cov (A(Xo).k(Xa))| < & [|Kll1][Pllvs dn,

ot € est un sous-ensemble de L' plus petit que VB.

En raison de ’absence de densités jointes pour les couples (Xo,X,,), nous ne pouvons consi-
dérer I’ensemble des fonctions lipschitziennes (considéré en dépendance faible, voir définitions
2 et 3) comme ensemble de référence € dans notre hypothése de décroissance des corrélations.

Cov <K (%) K (%))

en utilisant la

En effet, lorsque nous majorons les quantités
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relation Cov(X,Y) = EXY — EXEY, nous ne pouvons plus mettre en facteur b2. Le facteur
que nous mettons en évidence est de la forme b, (n,k) ot e(n,k) — 0, mais de fagon non

uniforme en k (voir Prieur [50]). Comme au chapitre 1, nous majorons aussi ces covariances en
utilisant les propriétés de dépendance de notre suite. Pour compenser la perte “ b,, ¢, ; au lieu
de b2 7, nous devons obtenir cette fois-ci des majorants qui convergent vers 0 plus vite que les
majorants obtenus au chapitre 1 dans le cadre de la dépendance faible. C’est pourquoi la classe
des fonctions lipschitziennes qui convenait au chapitre 1 ne convient plus ici. Pour des raisons
semblables, nous ne pouvons pas non plus prendre ’ensemble des fonctions a—hdldériennes a
la place de I’ensemble V5.

Rappelons que la méthode que nous utilisons est une variante de la méthode utilisée en
dépendance faible (Coulon-Prieur & Doukhan [16]). Nous cherchons donc un majorant assez
fin des termes

AL = [BS(Sir + 2+ T) = BF(Secs +Th) = SBS (Se1 +Th)

ot les Z; dépendent ici de n (comme dans Coulon-Prieur & Doukhan [16], voir chapitre 1):

1 J}—Xk
= K .
k k, nbnx< b, )

Le point essentiel dans les calculs est alors la majoration des termes de la forme:

‘Cov (K (:1; _an(J) K <:1: _ank>> ‘

Nous avons vu ci-dessus que

‘cov (1( ( - XO) K (‘bxm < Oy by (), (13)

ou Cy est une constante et ot pour chaque k, (n,k) — 0.

Avec 'hypothese de décroissance des corrélations (12) nous avons de plus:

‘Cov <K <:1;—on> K (w_ka>>‘ < Oy by, dy, (14)

ou (5 est une constante.
Nous montrons dans Prieur [49, 50] (voir chapitre 4) que les majorations (13) et (14) sont
suffisantes pour obtenir le théoréme limite centrale 6 ci-dessus.

Nous avons obtenu un théoréme de convergence pour un estimateur fmbn(l') que nous ne
pouvons pas simuler sans connaitre la mesure invariante pg. Pour les simulations, il va donc
falloir considérer un nouvel estimateur de f qui se construit cette fois-ci a partir d’une nouvelle
suite (X;L)neN non stationnaire (c’est-a-dire que X, doit pouvoir suivre une loi quelconque qui
peut étre différente de la loi invariante pg). Nous introduisons dans un premier temps un
opérateur trés utile appelé opérateur de transfert (ou encore de Perron-Frobenius) associé a
T. Cet opérateur est donné dans notre cadre par la formule explicite

Lrw(z)= Y |;”((yy>)| Y w e VB.

y, Ty=x
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Au chapitre 4, le théoréeme 6.1. décrit les propriétés de L dans le cas ou T' est une fonction
de type Lasota-Yorke (voir Liverani [36], Collet [14] ou Viana [65] par exemple). En résumé, si
p € VB, L%p se rapproche de la densité invariante f exponentiellement vite. Ceci nous permet
d’estimer f a partir, non plus de (X, ),en, mais de (X ) définie par:

Xy~ p(t)dt, X, =T"X ¥ n>1

ot p € VB est une fonction densité quelconque.
Nous obtenons alors un théoréme limite centrale ainsi que des variantes de ce théoréme
limite centrale (théorémes 6.2., 6.3. et 6.4. dans Prieur [50]) pour le nouvel estimateur

n—1 ’
A 1 (=X
Prpa () = b ZA ( b k) : (15)

k=0

Cet estimateur ne dépend plus que de paramétres connus. X, peut étre simulée a partir
de n’importe quelle fonction densité p a variation bornée. Ensuite, les X;L sont simulés en
appliquant a X, les itérées de la fonction T connue. En travaillant avec un grand nombre
d’échantillons, nous pouvons visualiser avec des simulations la convergence de notre estimateur
de la densité.

Chapitre 5 : Simulations numeériques.

Dans ce chapitre, nous réalisons des simulations concernant les résultats du chapitre 4. Les
notations sont les mémes que celles du paragraphe précédent. Rappelons juste que 'objet du
chapitre 4 est d’estimer la densité invariante, notée f, d'une dynamique T ayant de bonnes
propriétés, en particulier celle de ne posséder qu'une seule mesure invariante pg absolument
continue par rapport a la mesure de Lebesgue. L’estimateur utilisé est 'estimateur & noyau
Prp,(2) décrit par 'expression (15) ci-dessus. Au chapitre 5, nous tracons des courbes appro-
chées de la courbe théorique y = f(z) en utilisant d’une part 'estimateur p, s, (z), d’autre
part le résultat de convergence en moyenne quadratique de p,,p, () suivant:

Lemme 4 (Convergence en moyenne quadratique de p,;, (x)) Soient T € T el po la
mesure T'—invariante absolument continue par rapport a la mesure de Lebesqgue.
Soit S le support de pg. Pour presque tout x € S, nous avons:

Var (pus, () = % <f(:1;) /D K*(s)ds + 0(1)> | (16)

Nous avons trouvé intéressant d’illustrer ce lemme par des simulations, car c’est lui qui nous
a permis d’adapter la méthode de Lindeberg-Rio [54| pour montrer le résultat de convergence
en loi pour notre estimateur p,;, (z).

Expliquons dans un premier temps comment nous tracons les courbes approchées.

Nous écrivons un programme C qui permet de calculer, a partir d’'un m—échantillon de loi
p(t) dt, la variance empirique d’un vecteur

() = /b (i), (2), - 5 ()
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constitué de m copies indépendantes de \/nb, p,s, ().
Notons Var ., (P2 (x)) cette variance empirique. Nous savons, par la loi forte des grands
nombres, qu’a n fixé,

Var oy (P () == (nby) Var (pu,(2)). (17)

Nous écrivons ensuite un programme, en MATLAB, nous permettant de tracer les courbes
1

Y = 0o

J K?(s)ds

valeurs de m et de n, les courbes empiriques vont se rapprocher de la coube théorique y = f(x).

Var ey (P (2)). Grace a (16) et (17), nous espérons que pour de grandes

Nos simulations ont été faites pour la fonction 7" unimodale: T'(z) = 4z(1 — ), et pour le
noyau Ki(z) = 1[—12,1/2)(z). Comme loi initiale nous avons pris la loi uniforme sur [0,1] dans

2 e—2x
un premier temps, puis la loi de densité py(x) = 1 1jo,1().

_ 2
Nous avons considéré des fenétres de la forme b, = n~*, 0 < a < 1. Nos courbes convergent
effectivement, mais la vitesse de convergence semble limitée par la vitesse de convergence de
—In(by,)
In(n)

Remarquons maintenant que pour 1/2 < a < 1, nb, tend vers I'infini, mais pas nb?. Pour-

la fenétre b, vers 0. Plus a = est proche de 1, plus la convergence est rapide.

tant, pour ces valeurs de a, nous observons bien la convergence. Cette observation confirme

que la vitesse de convergence en moyenne quadratique de p,, (), en O <?>, obtenue
n n

par exemple dans [8], n’était pas optimale, et que, comme nous 1’énoncons au lemme 4,

. 1
Var (pnp, () = 0O <E)

Notons enfin que nous avions initialement écrit le programme C, qui calcule Var ..., (Pl (2)),
et dont nous donnons la structure au chapitre 5, en MATLAB. Le programme mettait alors un
temps tres long (plusieurs heures) a faire les calculs pour des valeurs de m et de n dépassant
1000. C’est pourquoi nous avons choisi de programmer en C. Nous avons écrit le programme
permettant de tracer les courbes a 1’aide de MATLAB, qui est agréable & utiliser en ce qui
concerne les graphes.

Dans cette thése nous donnons donc dans un premier temps diverses applications sta-
tistiques de suites faiblement dépendantes (chapitres 1 & 3). Parmi les techniques que nous
utilisons figurent plusieurs variantes d’une méthode, inspirée par Rio [53], dont nous avons
présenté un schéma simplifié dans cette introduction. Dans un second temps, nous montrons
que nous pouvons étendre 'utilisation de telles techniques au cas de certains systémes dy-
namiques (chapitre 4). Enfin, au chapitre 5, nous donnons quelques simulations numériques
relatives aux résultats théoriques du chapitre 4.
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Chapitre 1

Théoréme Limite Centrale Triangulaire et
Applications Statistiques

Dans ce chapitre, nous présentons un article publié dans Statistic & Probabi-
lity Letters, (Coulon-Prieur & Doukhan, 2000 [16]). Nous proposons un théoréme
de limite centrale triangulaire dans le cadre de la dépendance faible. Nous appli-
quons ensuite ce théoréeme a certains tableaux linéaires ainsi qu’au probléme de
I’estimation d’une densité par la méthode de noyau.
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Abstract

We use a new weak dependence condition from Doukhan and Louhichi (Stoch. Process. Appl. 1999, 84, 313-342) to
provide a central limit theorem for triangular arrays; this result applies for linear arrays (as in Peligrad and Utev, Ann.
Probab. 1997, 25(1), 443—456) and standard kernel density estimates under weak dependence. This extends on strong
mixing and includes non-mixing Markov processes and associated or Gaussian sequences. We use Lindeberg method
in Rio (Probab. Theory Related Fields 1996, 104, 255-282). (© 2000 Published by Elsevier Science B.V. All rights
reserved

MSC: 60E15; 60F05; 60F17; 60G10; 60G99
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1. Introduction

We use here a new weak dependence condition from Doukhan and Louhichi (1997,1999) in order to provide
a central limit theorem (CLT in short) for triangular arrays; this result is used both for standard kernel density
estimates and for general linear combinations of weakly dependent sequences, analogously to Peligrad and
Utev (1997).

We work here under a fundamental causality assumption in order to be in position to use the Lindeberg
method for dependent sequences developed by Rio (1995,1996).

Contrarily to previous authors, Rio does not use Bernstein blocks to prove a central limit theorem. The
standard ways of proving such limit theorems for dependent random sequences are, after a decomposition into
Bernstein blocks, to make use of the standard techniques for i.i.d. sequences; Lindeberg and Stein are the two
techniques usually used (see references e.g. in Rio, 1996).
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For example, Bernstein blocks are used with Lindeberg method in Doukhan and Louhichi (1999): the results
presented in this note clearly improve on CLTs stated in this basic paper under a more general non-causal
frame.

A CLT is obtained for the kernel density estimates. The result is analogue to the one obtained for i.i.d.
or mixing samples (see Rosenblatt, 1991; Robinson, 1983). Under our frame, it has to be noticed that we
require the same assumptions here for such a CLT than to obtain minimax second order properties of the
kernel estimates (see Doukhan and Louhichi, 1997).

Finally, the linear triangular CLT requires the same assumption as to prove the standard /n-CLT.

We now introduce our dependence frame; it is a variation on the definition in Doukhan and Louhichi
(1999). Assume that, for convenient functions / and £,

Cov(h(‘past’), k(‘future’)),

converge to 0 as the distance between the ‘past’ and the ‘future’ converges to infinity. Here ‘past’ and ‘future’
refer to the values of some time series of interest. Asymptotically, this means that independence holds if we
use a determining function class.

More precisely, £ being some Euclidean space R? endowed with its Euclidean norm || .||, we shall consider
a sequence of E-valued random variables (&), cn. We define 1°° as the set of measurable and bounded
numerical functions on some space R* and its norm is classically written ||  ||o. Moreover, let u € N* be

a positive integer we endow the set F = E* with the norm ||(xy,...,x,)||r = [Jx1]| + - + ||xu]|- Let now
h:F =E" — R be a numerical function on F, we set
h(x)—h

x#£y Hx s ”F
the Lipschitz modulus of /4. Define

2 = J{he (R, R); [|h]|o <1, Lip(h) < co}. (1)

u=1

Definition 1. The sequence (&,), ¢ n is s-weakly (resp. a-weakly) dependent, if for some sequence 0=(0,), ¢ n

decreasing to zero at infinity and any (u + 2)-tuple (iy,...,iy,/j1,j2) With ij<--- <i, <i, + r<j; <j», and
he L™ satisfies ||A]|oo <1 and k€ &,

|Cov(h(&iys- -5 i, ), k(&5 €5,))| < Lip(k )0, (2)
and, respectively, for h,ke ¥

[Cov(h(is- -, &, ), k(&) $,)) < Lip(h)Lip(k)0,. (3)

Weak dependence conditions are shown to hold in, either causal or noncausal frames in Doukhan and
Louhichi (1997a). For this, consider also v-tuples (ji,...,/,) with {1 <+ <@, <i, +r<j; < -+ <, then
such weak dependence conditions are defined for functions / and £ defined on E* and E?, respectively, through
inequalities

|Cov(h(&i,,.... &) k(&) ..., &) <uLip(k)0, (4)
if ke % and ||h]|o <1 or
|Cov(h(&i,.... &), k(& .., &) <min(u, v)Lip(h)Lip(k )0, %)

if h,k € &. Strong mixing defined by Rosenblatt (see e.g., Doukhan, 1994) is a variation of such definitions
(see Doukhan and Louhichi, 1999); however mixing refers to g-algebras rather than to random variables. For
completeness, we now recall some examples adapted from Doukhan and Louhichi (1999), where noncausal
cases are also considered:
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Definition 2. Let (1,), <z be a stationary sequence of real valued r.v’s and F' be a measurable function defined
on RN. The stationary sequence (&), cz defined by &, = F(4,, 1p—1,1n—2,-..) is called a causal Bernoulli
shift. We denote (J;)r ¢ N any nonnegative sequence such that

[E|F(’/IO’ rl*la 17*27"') - F(”IOa""n*rr 0903"')‘ <5r

Causal shifts with i.i.d. innovations (1, ); ¢ 7z satisfy (4) with 8, =26, (see Rio, 1996). Examples of such
situations follow:

e The example of the nonmixing stationary Markov chain with i.i.d. Binomial innovations (#;);cz, &, =
(&1 + n,)/2 satisfies 6, = (O(27"); its marginal distribution is uniform on [0, 1].

e The real-valued functional autoregressive model & =r(&_1)+1n;, r: R — R.If |r(u) — r(u')| <clu—1u'| for
some 0<c < 1 and for all u,u’ € R, and if the i.i.d. innovation process (1), ¢ 7 satisfies E||&|| < oo, then
s-dependence holds with 0, =, = Cc” for some constant C > 0.

e Chaotic expansions associated with the discrete chaos generated by the sequence (#,),cz. In a condensed
formulation we write, F(x) =Y .2, Fx(x), x€ RV for

oo o0 o0
— (k)
Fk(x)_ZZ"'Zajl ’’’’ WXy X, k=1,

J1=0,2=0 Jk=0

where Fi(x) denotes the kth-order chaos contribution and Fo(x):af)o) is only a centering constant. In short

we write in the vectorial notation, Fj(x)=>_ J e Nk aﬁk)xj. Processes associated with a finite number of chaos
(i.e. Fy = 0 if k > ko for some ko € N) are also called Volterra processes. A simple and general condition for
L'-convergence of this expansion, still written in a condensed notation, is > .~ {>° e Nk \qgk)|[E|£0|k } < o0.
This condition allows to define the distribution of such shift processes. A suitable bound for ¢, is then

5r:§: Z ’aﬁ-k)‘ E|l&olF p < oc.

k=0 L/ eN5[ljlloo>r

e For example, linear processes &, = >, axfla—x which include ARMA models are those with Fy(x) =0
for all £ > 1. A first choice is 0, = E|no| Y _,., |ax| for the linear process with i.i.d. innovations such that
E[1o] < oo.

For centered and L innovations, another choice is 6, = \/E[no[> >, -, ax[*-

e The simple bilinear process with the recurrence equation &, = a&,—y + b&,_11,—1 + 1,. Such processes are

associated with the chaotic representation in

oo

Jj—1
F(x)= ij H (a+ bx,), xeRZ
=1 =0
If ¢ = Ela+ b&| < 1 then d, =0, =c"(r +1)/(c — 1) has a geometric decay rate.

Definition 3 (Esary et al., 1967). The sequence (&,),cz is associated if for all coordinatewise increasing
real-valued functions 4 and k on R? (4 C Z), Cov(h(&4),k(E4)) =0, if E[R*(E4) + k2 (E4)] < oo.

Associated sequences satisty (5) with 0,=sup, c 7 > ;- [Cov(;, &1k )|. Absolute values are useless here, but
Gaussian sequences also satisfy this condition with them. Hence combinations of such independent processes
yield examples of weak dependent sequences which are neither Gaussian nor associated.

The paper is organized as follows. Our main results are stated with their applications in Section 2, and
Section 3 is devoted to prove the main results.
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2. Main results

This paper is concerned with triangular arrays (X, x k=1, for n=1,2,... defined through an E-valued
weakly dependent sequence (&, ), en by numerical Lipschitz functions g, x defined on E for k=1,...,k, and
n=1,2,..., we assume that the sequence of integers k, increases to infinity with n. We set

Xn,k = gn,k(ék) and Sn :Xn,l + - +Xn,k,,'
We assume in the following that EX, ; = 0. Now let Sy, =X,1 + - + X, x for 1<k <k,, we also suppose

that the exist constants o, > 0 such that

lim VarS,=0¢>>0 and Ukn = Var Sy, — VarSk_l,n/%, (6)

n—o0

for each k €{l,...,k,} and for any integer n.
We shall also set

Jn=sup Lip(gkn), M,= sup |gkn

|OO>

I<k<ky 1<k <k, )
O0p= sup EXp,| and 4,= sup E|Xp, Xl
1<k <k, | <kI<k,

We are now in a position to state the two main results of this paper.

Theorem 1. Assume that the E-valued sequence satisfies the s-weak dependence condition and the triangular
array (Xu. r)i1<k<k, defined as before satisfies assumption (6), then if
kn k”
(kuMy + 122 )M, 0, — 0, kuMy Y min(20p, 4,) — 0, ky Y min(M, 4,0y, 4,) — 0,
p=l p=l
as n — oo, we obtain

Sy —n—oo A0, 02) in distribution.

Theorem 2. Assume that the E-valued sequence satisfies the a-weak dependence condition and the triangular
array (X,.x)i<k<k, defined as before satisfies assumption (6), then if

ki kn
(kubyy + kWM, 0, — 0, kyM, Y min(20,,4,) — 0, k, Y min(20,, 4,) — 0,
p=1 p=1
as n — oo, we obtain
Sy —n—oe N(0,6) in distribution.

Applications of those results given in Section 3 will prove that they lead to real improvement of previous
results. They also lead to completely new results extending e.g. in Peligrad and Utev (1997).

2.1. Linear triangular arrays

The random variables & are supposed to be uniformly bounded, real valued and centered at expectation
and here

Gn, k(X) = ay, ix,

hence setting b, = sup; ;4 |an x| We obtain, ,<Cb,, M,<Ch,, 6,<Cb,, A, <Ch?, for some constant
C > 0. We deduce the following result:
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Corollary 1. Assume that the R-valued sequence satisfies either the s-weak dependence condition or the
a-weak dependence condition and assumptions (6). If moreover, k,b> — 0, as n — oo and Z;O:l 0, < oo
then

S, — A0, 0'2) in distribution, as n — oo.

Notice first that as in Peligrad and Utev (1997), we need b, — 0. Moreover, those authors also assume the
first condition in (6); the second one is however not always satisfied (as for the example of regression with
a fixed design described without proof in the latter paper).

The proof also yields the (standard) CLT n~!/? M1 & — A7(0,0%) for a stationary and bounded weakly
dependent sequence with a2 > 0 and Z;O:O 0, < oo.

2.2. Density estimation

Let u be some numerical function with integral 1, Lipschitzian and rapidly convergent to O at infinity, for
simplicity, we assume here that it is compactly supported; one classically (see e.g. Rosenblatt, 1991) defines
kernel density estimates for the marginal density of the process (&,) by setting for some fixed sequence (/,)
of positive real numbers such that # — 0 (for clarity we write % instead /,) and nh — 0 as n — oo,

/ 1 ¢ _
S = fanx) with  f ()=~ S u (x h@) .
k=1

We assume from now on, that the marginal density of X, exists and we denote it f. The study of the bias of
this estimate is purely analytical and does not depend on the dependence properties of the sequence (&,) as
it is noticed in Rosenblatt (1991). We thus restrict our attention to the centered estimation process, written as

Zu(x) 1= Zy 1y () = /by (f(x) — Ef(x)).

Let xj,...,x; €[R, if one wants to know the asymptotic behaviour in distribution of the vector (Z,(x),...,
Z,(x1)), it is sufficient to use the previous theorems with k, =n and, X, , = (1/vVnh) Z,l‘:l siu(Eg —x;/h), for
arbitrary numbers sj,...,s5; € R, to see that this example enters the frame of a general triangular array.

Corollary 2. Assume that the previous s-weak dependence (resp. a-) condition holds for the stationary

sequence (&), en With for some positive a < % (resp. a < %) 220:1 0; < oo, then the finite-dimensional

marginals (Y,(x1),...,Y.(x1)), of the process Y,(x) = Zn(x)/\/f(x) ffooo u?(¢)dt converge in distribution to
an N (0,1;) random variable if we assume moreover that f(x1) #0,..., f(x;) # 0, that &y’s marginal admits

a continuous marginal density f and the marginal densities f1(x, y) of the bivariate random variables (&g, &)
exist for any k > 0 and satisfy supy. oSup, ¢ ge.Sk(X, ¥) < 00.

Remarks

e These conditions hold, respectively, if 0, = O(r~¢) for some a > 3 (resp. a > 4).

e This result improves on a previous result in Doukhan and Louhichi (1997) (see also Isha and Prakasa,
1995 or Chanda and Ruymgart, 1990), e.g. under association we need Cov(&y, &,.)=0(r—%) for a > 5 while
the previous result was obtained assuming a > 12 and for causal shifts it was needed that 0, = O(r—¢) for
some a > max{9, %(l + 67} if h~n~?. In both cases, the result seems to be new.

e For strongly mixing sequences, the condition o, =0(n~?) for a > 1 ensures this CLT as proved by Robinson
(1983) (and also Ango Nze and Doukhan, 1996); this assumptions is of a different nature, e.g. linear
processes satisfy the mixing conditions (under additional regularity conditions; see Doukhan, 1994, Chapter
2.3) the decay rate of the coefficients are there more restrictive.
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Up to constants, we obtain 1, = l/(h\/%), M, = A,h, A, = h/n, and 5, = h/\/ﬁ Conditions (6) follow
by standard arguments from assumptions on marginal densities and from Z;C’:O 0; < oo for 3a <1 (resp. for
4a < 1) (see e.g. Doukhan and Louhichi, 1997 or Ango Nze and Doukhan, 1996). We now split the proof
in the cases considered.

2.2.1. s-dependence
Now nM?5, + n?3M,5, = 1/(v/nh) + (4h'3 /(nh)'3), so that we just need nh —,_.o oo. Let a€10,1],

l—a
o] . [e'e] 9 a /’l 1 s ) i
nM,, E mln(inep, AI‘I)< E (h—[;) (\/;) = Wh E 0}7'
p=1 p=1

p=1

We need that for some a<3, Y77, 04 < oco.

anln(An,MnA,,O )< Zmln( > ZO"h Zapl=3a,

If for some 0 < a < g, Z;o 1 05 < oo, the previous expression tends to 0 when n — oo.

2.2.2. a-dependence
Now, nM?5, = I/M — 0 as n — oo. We also consider

> 0
nManin(/lﬁ , A )me<\/7 n'/ziﬂ/z) \\/—7!},1 4a29a for a €10, 1].

p=1

So we need that there exists a<1 with > °° o1 05 <00

anm(ﬂ 0p, 4 )_\/_Zm1n<\/7 1/§h7/2> <h! 4azga

If there is some positive a < 4 L with S°°° < 00, we conclude the proof. [

plp

3. Proofs
3.1. Proof of Theorem 1

The proof is a variation of Lindeberg method after Rio (1995). Consider a bounded thrice differentiable
function /: R — R with continuous and bounded derivatives. Set C; = 1A 0, for j=0,1,2,3. Also consider
62 =VarS,. Set, for some standard Gaussian r.v. 1, 4,(h)=E(h(S,)—h(c,n)). The theorem will follow from
assumptions (6), if we prove that

lim A,(h) = 0.

Recall that v, > 0 for each k and set Y, r ~ A7(0,v, ). The sequence (Y, r)i<k<k, n>1 1s assumed to be

independent and independent of the sequence (& )i e v, and set, if 1 <k<k,, Tr,= Zk"

k1 Y, ;, empty sums
are, as usual, set equal to 0. We are in position to use Rio’s decomposition

kn
An(h) =" M) (8)

with Ay ,(h) = E(h(Sk—1,n + Xk + Tin) — W(Sk—1,n + Yok + Tin))-

36



B e R R e = Lol S €28 S ‘L,L,le,Lléu,le,LLb U 11}1}111\,60111\1110 ul/Cbl/,lDl/,lliubD

C. Coulon-Prieur, P. Doukhan | Statistics & Probability Letters 47 (2000) 61—68 67

The function x — Ay ,(x) = Eh(x+ T},) has the same derivability properties as 4, e.g. for 0<j <3, ||h§(’2||
< Cj; now, from independence of the Gaussian r.v. T}, and the process (£,), e n, We write Ak,n(h):Aw(h)—
AP (h), with

n

Uk,n
Ag(h) = Ehpn(Sk—1,0 + Xug) — Bl n(Si—1,n) — %[Eh]/c{n(skfl,n)a

Uk,
ALY = E by (St + Yos) = Ehin(Si1.0) = 5 ERL Sk

Bound of A}frz(h). Using Taylor expansion yields for some random variable valued p, € (0,1):
ALY MY=E hy o (Se—1.0) Ynk + SER (St 1.0)(Y2 ¢ = Vn 1)+ SEACN(Sk— 1.0+ P4 Y k)Y 4. From the independence
of the Gaussian sequence, |A§{2n)(h)\ <(C3/6)E|Y,.«|*, hence |A§{2,3(h)| <(2C3v,3{’/j/3\/ﬁ). Now vy, = Var X,  +
2547 Cov (X, . X k), hence vg, <M, +2 3% min(Z,M,0;, 4,). We thus need

J
k—1
kx> | Mo, +2) " min(2,M,0;, 4,) | —no0 0. )
j=1

Bound of A{!)(h). Set A\)\(h) = E&{)(h) we write, again with some random 7, €(0,1), & (h) =

3
e (Sk—1.0) Xk + %h;c’,n(Sk,l,,,)(X,f,k — U x) + %(h;c’Z(Sk,l,,, + r,,,an,k)X,ik). We analyze separately the term
in the previous expression

1 C
g ER(Sktn + T kX)X, | <2 M5, (10)
To estimate the median term, we write Cov(hy,(Sk—1..). X7 ;) = Zj:ll Cov ((h ,(Sjn) = B (Sj—1.0): X2 1)
hence
k—1
|Cov(hy, ,(S—1.), X, )| Smax(2Ca, C3)M,, Y min(4,0;, 4,). (11)
j=1
|COV(h;c,n(Si,n) - h]/c,n(Sifl,n)an,k)‘ < Cmin(M,,AHHk,,«, An) (12)
and
|Eh;c/,n(Sk_1,,,)EX,,,,-Xn,k| < Cmin(M,4,0;—;, 4,). (13)
Adding (12) and (13) and summing up the expression for all i we get
k-1 k-1
E o (Se—1.0) Xk — ERL(Sk10) Y EXiXo k| SC D min(My2,0,, Ay). (14)
i=1 p=1

We add Egs. (10), (11) and (14) to obtain

k—1
|4 ()| <max(2C5, C) [M,?én + M, > min(y0,, 4,) + > min(M, 4,0, An)} : (15)
p=1
Now we sum for all £ to conclude
ky e’} e’}
> Al <c [an,fa,, + M, > min(i,0p, 4,) + Ky Y min(M, 4,0, An)} . (16)
k=2 p=1 p=1
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3.2. Proof of Theorem 2

Only replace, respectively, Egs. (11)—(14) by

k—1
|Cov(h ,(Sk—1.1). X2 I <CM, Y " min(220;, 4,),
Jj=1

|Cov(hy,(Sin) = My p(Sim1.0)s X )| < C min(4,, 2200,

|[E h;c/,n(Sk—l,n)uEXn,an,H < C min(A,,, )viok—i)

and
k—1 k—1
E o (Sk—1.00Xn & — EAY,(Sem1.) Y EXiXo x| SC Y min(230;—;, 4,).
i=1 p=1
Then we replace (15) by
k—1 k—1
40| <C [M,fé,, + M, Y min(220,, 4,) + Y min(i20,, A,,)] .
p=1 p=1
Finally we replace (16) by
kn 0o 00
DA < ChaMPS, + kM, Y " min(i20,, 4,) + > min(i20,, 4,).
k=2 p=1 p=1
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Chapitre 2

Théoréme Limite Centrale Fonctionnel
Empirique

Dans ce chapitre, nous établissons un théoréme limite centrale fonctionnel pour
un processus empirique construit a partir d’une suite de variables aléatoires fai-
blement dépendantes. Les principales étapes dans la preuve de ce théoréme sont
I’établissement de nouvelles inégalités de moments et un théoréeme limite cen-
trale pour les sommes partielles d’une suite de variables aléatoires faiblement

dépendantes.
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An Empirical Functional Central Limit Theorem
For Weakly Dependent Sequences

C. Prieur

Préprint de I'Université de Cergy-Pontoise.

Abstract : In this paper we obtain a Functional Central Limit Theorem for the empirical pro-
cess of a stationary sequence under a new weak dependence condition introduced by Doukhan
& Louhichi [21]. This result improves on the Empirical Functional Central Limit Theorem
in Doukhan & Louhichi [21]. Our proof relies on new moment inequalities and on a Central
Limit Theorem. Techniques of proofs come respectively from Louhichi [40] and Rio [54]. We
also deduce a rate of convergence in a Marcinkiewicz-Zygmund Strong Law.

AMS Mathematics Subject Classifications (2000): 60E15; 60F05; 60F15; 60F17;
60G10.

Key words: stationary sequences, Rosenthal inequality, moment inequalities, Functional Central
Limit Theorem, empirical process, Marcinkiewicz-Zygmund Strong Law, weakly dependent sequences,
Lindeberg Theorem.

1 Introduction

In this paper we essentially give a Functional Central Limit Theorem (Theorem 1) for the empirical
process of stationary weakly dependent sequences which improves on results in Doukhan & Louhichi
[21]. Our dependence frame is described in section 1.1. The main steps to obtain our theorem are a
new moment inequality (Lemma 3) and a Central Limit Theorem (CLT) (Theorem 2).

Moment inequalities under independence have already been studied. We recall here Rosenthal
inequality:

E|S,|" < C, {(Var S) + nElel’”} : (1)

where X = (Xy,...,X,,) is a centered vector of independent and identically distributed real valued
random variables with finite variance, S,, = Xy + ---+ X,,, So = 0, and r € ]2, + oo[. Doukhan
& Louhichi [21] obtain Rosenthal inequalities under weak dependence, but exponents are restricted
to be even integers. Louhichi [40] get moment inequalities of order r € ]2, + oo[ for a class of se-
quences satisfying the property “the non correlation yields the independence.” This property is called
the (AG)—property and is satisfied by associated and Gaussian processes. In this paper, we extend
Louhichi’s moment inequalities to weakly dependent sequences (Lemma 3 stated in section 3). Weak
dependence used here is precised by the definition 1 below. Examples of such sequences are described
in section 1.2. The tightness of the empirical process is deduced from these moment inequalities.
Another application of our moment inequalities is a Marcinkiewicz-Zygmund Strong Law (MZSL) for
partial sums of bounded dependent random variables (Corollary 1).

We prove then a Central Limit Theorem from which we deduce the fi-di convergence. Its proof
relies on a variation on the Lindeberg-Rio method (Rio, 1996) and not on Bernstein’s blocks (used
e.g. by Doukhan & Louhichi, 1999, to prove the fi-di convergence).
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We relax assumptions of previous authors for both tightness and fi-di convergence.

The paper is organized as follows. Our main result is stated in Section 2. In Section 3 we state our
new moment inequalities. We also write a corollary concerning rate of convergence for a Marcinkiewicz-
Zygmund Strong Law (MZSL) for partial sums in our dependence frame. Finally sections 4, 5 and
6 are respectively devoted to the proofs of the main result, of the corollary concerning a MZSL and
of our moment inequalities. We defer the proof of the Central Limit Theorem and of some technical
lemmas respectively to Appendix A and Appendix B.

1.1 Weak dependence

Our dependence frame is a variation on the one in Doukhan & Louhichi [21]. We work here
under a causality assumption which is fundamental in the proof of our moment inequalities (see
section 6). More precisely, F being some Euclidean space R? endowed with its Euclidean norm ||.||,
we shall consider a sequence of E-valued random variables (X,,),en. We define L as the set of
measurable and bounded numerical functions on some space R™, m € N* and its norm is classically
written [|.||s. Moreover, let u € N* be a positive integer. We endow the set ' = E* with the norm
[(z1,....zu)|lF = ||z1]|| + - - - + ||2u]|- Let now A : FF = E* — R be a numerical function on F, we set

) — e 1) = B
Lip(h) = S S

the Lipschitz modulus of h. Define £ = J,—;{h € L™(E",R); Lip(h) < oo}.
Definition 1

The sequence (X,,)nen 15 s—weakly dependent (SWD) if for some sequence 8 = (8,),en decreasing
to zero at infinity, for any u-tuple (i1,...,5,), u € N*, and for any v-tuple (j1,...,ju), v € N*, with
i1 <<ty <ty tr < << gy, and h € L™, k€ L,

ICov (h(Xs,, ., Xi)) k(XG0 X3) | < vllh]|eo Lip(k) 6,. 2)

19

1.2 Examples

Before stating our results, we give examples of (SW D) sequences in this section.

Definition 2

Let (n)nez be a stationary sequence of real valued random variables and F' be a measurable function
defined on RY. The stationary sequence (Xn)nez defined by X,, = F(Nn,n-1,n-2,...) 1s called a
causal Bernoully shift.

We denote (8,),en any nonnegative and non increasing sequence such that

E|F(770777—1777—27 .- ) - F(7707 s 777—7‘70707 .. )| S 07“'

Causal shifts with independent identically distributed (i.i.d.) innovations (n;)xez satisfy (2) with
6, (see Doukhan & Louhichi, 1999).

Examples of such situations follow:

— The real-valued functional autoregressive model:
If T:R — Ris such that |T'(u) — T'(u')| < ¢lu — «/| for some 0 < ¢ < 1 and for all u, v’ € R,
and if (7,)nez is some i.i.d innovation process satisfying E|ng| < oo, (X,,)nen defined by
Xn=T(Xn-1) + 0 (3)

is s—weakly dependent with 8, = C'¢" for some constant C' > 0.
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— The non mixing stationary Markov chain with i.i.d. Bernoulli innovations (P(ny = 0) = P(no =
1) =1/2) X, = (X,—1 + 1,)/2 is s—weakly dependent with 8, = O(27"); its marginal distri-
bution is uniform on [0,1].

— Chaotic expansions associated with the discrete chaos generated by the sequence (7;):ez:

In a condensed formulation we write, F'(z) = Y7, Fr(z), 2 € RN for

Fi(z) = Z Z Z a;‘f?...,jk‘rh‘rb sy, k>

71=0 j2=0 Jk=0

where I (z) denotes the k-th order chaos contribution and Fy(z) = ago) is only a centering

constant. In short we write in the vectorial notation, Fj,(z) = 3o agk 7. Processes associated
with a finite number of chaos (i.e. F, = 0 if k > ko for some kg € N) are also called Volterra
processes. A simple and general condition for L'-convergence of this expansion, still written in

E|770|k} < oo. This condition allows to define the

. . k
a condensed notation, is >~ o {EjeNk ‘a; )

distribution of such shift processes. A suitable bound for 6, is then

0, = i . \aﬁ-k)\ E|no|* § < oo.

k=0 \ {jeNX||jllcc>r}

— If E|no| = 0 and

k
Fk(x) = Z agl,)...,jk*fjv% B TR k>1,
0< 1 <<k

then 6, = (32 @ Enp))”
en v, = 0< 1 <o de > Y1 oo o )

— Linear processes X,, = > 77 ; axfn—k which include ARMA models are those with Fj(z) =
0 for all £ > 1. A first choice is 6, = E|no| >, |ax| for the linear process with ii.d.
innovations such that E|ng| < oo. For centered and L? innovations, another choice is thus
0, = /B2 gy aa].

— The simple bilinear process with the recurrence equation Xy = aX;_1 + bXy_1m:_1 + ;.
Such processes are associated with the chaotic representation in

00 j—1
F(z) =) z;i[J(a+bz.), z € R%
7=1 s=0

If c=E|a+ b&| < 1 then §, = % has a geometric decay rate.
— ARCH(o0): The recurrence equation X; = (a—l—z;il b; X;_;)n: has the stationary solution:

Xy = az Z by by M=y Mem =it
[=0 j1--51=1
with @ > 0, b; > 0 for all j, E;’;l b; < oo and (n;)rez a sequence of i.i.d. non-negative

random variables (see e.g. Giraitis, Kokoszka and Leipus, 1998). Then we can prove that
the process (Xi):ez is s—weakly dependent (see Doukhan, 2001).
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2 The Empirical Functional Central Limit Theorem

Let (X,)nen denote a stationary sequence of real valued random variables. In this section we
investigate some properties of the empirical process constructed from the stationary sequence (X,,)ex.

We get a Functional Limit Theorem for the empirical process under the (SW D)-weak dependence
condition. We consider a stationary sequence (X,,),en of random variables with common distribution
function F. For t € R, we consider the following processes:

Fult) = 1 Y000 Ly and Un(t) = Vit (B (1) — (1))

We have the following result:

Theorem 1 Let (X,)nen be a stationary sequence of real valued random variables with common
repartition function I supposed to be Lipschitz. Suppose that (X,,) satisfies the (SW D)—dependence

condition, with 8, = O ((r + 1)_2_2\/5_”) , for some v > 0. Then the sequence of processes

{UL(t); t € R},>0 converges in distribution in the Skohorod space D(R) to the centered Gaussian

process indezed by R with covariance defined by I'(s)t) = z'ioo COU(1X0§871X|k|St)'

In fact, Theorem 1 above can be decomposed in two parts: the tightness and the fi-di convergence.

Lemma 1 (Tightness) Let (X,)nen be a stationary sequence of real valued random variables
with common distribution function I’ supposed to be Lipschitz. We assume that (X,)nen fulfils the

(SW D)—dependence condition with 8, = O ((r + 1)_2_2\/5‘”) , for some v > 0.
Then the sequence of processes {U,(t); t € R},s0 is tight in the Skohorod space D(R).

Lemma 1 above is proved in section 4. It clearly improves on Doukhan & Louhichi [21] who assume
0, = (’)(r_(5+”)), v > 0. Indeed, in order to obtain tightness, those authors calculate the moment of
order 4 of the partial sums. Here we just have to calculate some moment of order 2 + v/2 as is shown
in the proof of Lemma 1. Lemma 3 in the next section allows us indeed to calculate moment with an
order r which is not necessarily an integer.

The fi-di convergence is deduced from the following Central Limit Theorem:

Theorem 2 (Central Limit Theorem) Let (X,,),en de a stationary sequence of centered

(SWD)—weakly dependent random variables with 8, = O ((r+1)7%), for some a > 3/2. We

assume that (X,)nen is uniformly bounded. If S,, = Xo + -+ - X,,—1, we assume that
Var (Sy)

n

— 02> 0. Then

n—1
1
ZX —> N(0,0%).
TL =0
The method to prove Theorem 2 is a variation on Lindeberg-Rio method (Rio, 1996). We deduce from
this CLT the following lemma:

Lemma 2 (Fi-di convergence) Let (X,)nen be a stationary sequence of real valued random va-
riables with common distribution function F supposed to be Lipschitz. Suppose that (X, )nen satisfies
the (SW D)—dependence condition, with a sequence (0,),en = ((r+1)7%),.cr - Assume that a > 3.
Then the finidimensional marginals of the process {U,(t); t € R} ., converge in distribution to the
finidimensional marginals of the centered Gaussian process indexed by R with covariance

defined by T(s,t) = 3122 Cov (1X03571X|k|§t) .
The proofs of Theorem 2 and Lemma 2 are deferred to Appendix A. The condition
6, = O ((r+1)737%) , for some § > 0 in Lemma 2 improves the condition

6, = O (r=*) obtained by Doukhan & Louhichi [21] for fi-di convergence.
Now both tightness result and fi-di convergence result yield Theorem 1.
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3 Moment inequalities

In the statements of the main results in section 2, we consider a (SW D) sequence (X, )nen. To
prove the tightness in Lemma 1, we need moment inequalities for the partial sums of a sequence
(Y,) = (¢(X,)). We prove in section 4 that (Y,,),en is also s—weakly dependent. Therefore the goal
of the following Lemma is to give moment inequalities for (SW D) sequences. Doukhan & Louhichi
[21] prove moment inequalities for weakly dependent sequences. But the order of these inequalities is
an integer not less than 2. Recently, Louhichi [40] proves moment inequalities of order r € ]2, 4+ oo
but for sequences satisfying the (AG)—property. The following variation on Louhichi’s Lemma [40]
entails moment bounds with order r € ]2, 4 oo[ for (SW D)—sequences:

Lemma 3 Let r be a fired real number > 2. Let (X,,) be a stationary sequence of centered and (SW D)
random variables. Suppose moreover that this sequence is bounded by 1. Let S, := X1+ Xo+++ -+ X,
forn > 1 and Sg = Xog = 0. Then there exists a positive constant C,. depending only on r, such that

E[Sp[" < Cr[sh + Myl (4)

where M, , == nz;;_ol(i +1)"7260;, and s2 == My, =n) Lg..
We prove Lemma 3 in Section 6.

These moment inequalities also allow us to study the rate of convergence for a Marcinkiewicz-
Zygmund Strong Law for partial sums of bounded dependent random variables. Such results appear
for example in Lai [32] and in Berbee [7] for the mixing case and in Louhichi [38] for the associated
case.

Let us first introduce the notion of r—quick convergence as in Lai [32].

Definition 3 A sequence (Z,)nen of random variables converges to 0 r—quickly (r > 0) if
E(N,)" < oo Ve >0,
where N, :=sup{n > 1: |Z,| > ¢}.

Note that Z,, — 0 r—quickly for some r > 0 implies Z,, — 0 a.s.
The following corollary is a convergence theorem for s—weakly dependent variables.

Corollary 1 Let (X,),>1 be a stationary sequence of centered and (SW D) random variables. Let r
be a fized real number > 2. Suppose moreover that this sequence is bounded by some positive constant

M. Assume that the coefficient of (SW D) satisfies 8, = O ((q + 1)_D) with D > r — 1. Then,
- for all— <a<l, foralk< (a——) — 1, and for all e > 0, we have:

> n P(max| ;| > en”) < oo; (5)
] n
n>1 -

- foralll>a> %, forall 1 < pa < (a — %)r + 1, we have the four following assertions:

31 PP T2 P(maxj<n |S| >en®) < oo Ve > 0,

E{sup,>o([Sn| —en ) " < oo Ve > 0,
Enzl npa_QP(sup]->n S5 > ¢e) < o0 Ve > 0,
n=*S, — 0 (pa— 1) — quickly.

W o=

The proof of Corollary 1 is written in section 5.
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4 Proof of Theorem 1

This section is devoted to the proof of the main result (Theorem 1) stated in section 2. We prove
the Functional Limit Theorem (Theorem 1) in 2 steps: the tightness and the fi-di convergence.
Proof of Lemma 1
In the following, C' will denote some arbitrary constant which may vary from line to line. Let
s < t be two real numbers. We want to apply moment inequalities of Lemma 3 to the sequence

(Lstost= (O - FGDY
neN

2
So we have to prove that this sequence which we call (Y),),en satisfies a (SWD) dependence
condition. For this we have to bound C},,,, 1= Cov (h(Y;,,...,Y;, )k (Y;,,....Y;,)) forall iy <--- <

by <ty+r<j <---<j,and forall h € L™, k € L. Let ¢ > 0 such that s+ ¢ <t — . Let us
write Y,, = ¢(X,). We want to smooth the function ¢ which is not Lipschitz. For this we consider
the following Lipschitz function ¢® smoothing ¢ :

— . is equal to ¢ on | — 00,5 — €]U]s + €,t — e]U]t + £, + oo];

~fors—e<z<s+te @ (v) =55 (27 - 322 + 3(s? — )z — 5% + 3se? — 2%) - w;
~fort—e<z<t+e, ¢.(v) =55 (27 - 3ta? + 3(12 — )z — 13 + 3te? - 263) — w
We then have ||¢]|c < [l¢lloo < 5 and Lip(¢©) < g%
Then,
|Chun| < (A(Yiys oY )k (00X, 0 (XG)) = R (@0 (XG )y -2 (XG))) |
+|Cov (h(Yiy, ..., Yi,)k (@E(le)v e '7996(va))) |
< 2|[plleoLip(k) 25y Ele(X) — % (X)| + [|Al|oo Lip(k) Lip(#) 6, v
< 2[|AllocLip(k)v 2 [|¢l|oo P(Xo €]s — 55 + e]Ult — &8 +€]) 4 [|Al| oo Lip (k) Lip(¢%) 6, v

< 2||hl|cLip(k)v 2 [|¢l|o 4e Lip(F) + ||hl|cLip(k) g5 6, v

< ||AlleoLip(k)v (8 € Lip(F) + 28=).

In the following, C denotes some positive constant which may vary from line to line.
So we have

. 0,
Chunal <l Lip) v (4 2) )
Then if /8, < t_TS, we take € = /6., and we get:

Moreover |C, U| |Cov (R(Yiy, .. Y )k (Y5, .Y — k(Y',,....Y';,)) |, where we consider Y] =
©(X)) with (X]).en independent of (X,,),en such that for all n € N, X/, ~ X,.
Then, [Chasl < 2I[Al]oo Lip(h) E Xy 190X;,) — ¢(X,)| < 2 [1Blle Lip(k) v 3 2Bl 1< xpcl.
Hence,

[Chupl < C bl Lip(k) v (F(t) = F(s)). (8)

From (8) and as F is Lipschitz, we deduce that

|l < Clhlloo Lip(k) v |t = s]. (9)
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Hence, if /8, > t_TS, we get:
|Chupl < C||h]|oo Lip(k) v /6.

Hence, for all real numbers s < ¢, inequality (7) holds. We conclude with inequalities (7) and (8),

|Chul < C lhlloo Lin(k) v (F(t) — F(s)) AV/8,). (10)

So (Y )nen is (SWD) with 6. < C' ((F(t) — F(s)) AV8,). We prove the tightness by applying Lemma,
3 to (Yn)nen. In the following C, denotes some arbitrary constant depending only on r and which
may vary from line to line. Notice that % S Ye = Un(t) — Un(s).

—a

If we write 8, =r~%, a > 0, we get

E‘ka OYk‘ < CT{(ZZ:&_T“A(F(O—F(S)))g}
+C, {n% S (k1) R A (F() - F(S))]}

Hence if ¢ > 2 and if ¢ > 2(r — 1),

Z

k:

<c{ F(t) = F(s) 3+’ (F(t) - F(s) “5 ).

Now, if we chose r = 24+ /2, as F is continuous, it follows from Theorem 2.1 in Shao & Yu [63] that
the sequence {U,(t),t € R} is tight in the Skohorod space D(R) as soon as a > 2 4 2+/2. The choice
r = 2 4 +/2 minimizes the condition on the dependence coefficient a. This concludes the proof of the
tightness. O

To conclude the proof of Theorem 1 we now have to prove Lemma 2 of fi-di convergence. To prove
it, we use a Central Limit Theorem (Theorem 2) whose proof is written in Appendix A.

Now Lemmas 1 and 2 together yield both the tightness and the fi-di convergence as soon as
a > 2+ 24/2. This concludes the proof of Theorem 1.

5 Proof of Corollary 1

In this section we prove Corollary 1 stated in section 3. C'. will denote some constant depending
only on r and which may vary from line to line.
We apply the moment inequalities to the partial sums of (%) We get as D > r — 1 and r > 2,

for all n large enough:
S r . +o0 %
E‘Mn <C,n3 (;0) .

We then apply maximal inequalities in Moricz et al [43] and Bienaymé-Tchebycheff inequality to

obtain: for $ < @ < 1,fork < (o — 1)r — 1 and for all £ > 0

P( max |Si| > en®) < C, 570, (11)
1<k<n

where (. . only depends on r and e.

From (11) we deduce (5) in Corollary 1. Now, Lemma 2 in Chow & Lai [13] together with (5)
yield the four assertions 1., 2., 3. and 4. of Corollary 1.

Next section is devoted to the proof of moment inequalities stated in Lemma 3 of section 3.
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6 Proof of Lemma 3

The proof is a variation on Louhichi’s method [40] under our dependence frame. Let p > 2 be a
fixed integer. We define the function g, : Rt x R — R* as in Louhichi [40]:

go(t,2) = [ Togrgr + (@ — (2 — P 1] (12)

(p+1)!

for any > 0 and g,(t,z) = g,(t, — z). Then we decompose the proof in several tool steps.

6.1 Step 1: Main terms

Let p > 2 be a fixed integer and C,, be the class of real-valued, p times continuously differentiable
functions f such that f(0) = ---= f(»(0) = 0.
Let F,(by,bps1) be the subclass of Cpyq such that ||f?)||. < b, and |[f®TV)| < byy1, where
1 FD)|oe = sup,er | f(2)] and f) denotes the differential of order i of the function f.
We recall a result in Louhichi [40] which is a generalization of equation (4.3) in Rio [53].

Lemma 4 Let p be a fized integer, p > 2. Let ¢, € ®,,, where
®,:={¢:RT = R"; ¢ conver,p(0) = ¢'(0) = --- = qﬁ(p)(()) =0, ¢?) nondecreasing, concave}.

Suppose that lim,_ qbg)p-l_l)(.r) = 0. Then
+oo
o) = [ gty (an,

where v, s the Stieltjes measure of —gﬁép-l_l) defined by v,(dt) = —d¢§)p+1)(t).
Lemma 4 above together with Fubini’s Theorem yields

+o0
By (15]) = / Eg, (1,50 ) vy (). (13)

So we deduce the estimation of E¢,(|S,|) from that of Eg,(¢,5,). Hence the goal of this step is to

bound Ef(5,,) for a “good” set of real valued functions f containing the functions z — g,(¢,z),t > 0.
We notice that the function z — g,(¢,z) as defined by (12) belongs to the set F,(b,,bp+1), with

b, =t and b,4; = 1. Hence we give in this step an estimation of Ef(S,,), for f € F,(by,bp+1).

Let us first exhibit the main terms which appear in the proof.

We introduce the following notations:

E,m1r= E |EX i Xpmiy -+ Ximip o |3
OZZiogil S...Sip_l Sk—l

E,2r(Af) = sup Z | EX5mio Xy - Ximiy o, Ap—a k()]
OSusl gmiig iy <o <ip_a <h—1

where

Ap2k(f) = Ap_a e (fru) = [f(Sk—ip_s—1 + uXp—i,_,) = f(Sk—i,_o—1)]

1
= uXp—i,_, /0 I (Skeip_o—1 + v Xy, _,) do;
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and

Ep2i(f) = > [EXpmio Xpmiy ++ Xpmipo S (Skmiyop-1) |-
OZZiogil S...Sip_g Sk—l

Then we denote by Ap n(respectively by A, . (f), Apn(Af)) the sum >} E, ; (respectively

D k=1 Epi(f) 2kmt Ep k(A S))-

For a real valued function f that belongs to the set F,(b,,b,+1), the quantity |E(f(S,))| is evaluated
by means of the main terms E,_5 ;(f*~1) and E,_5 (A fP~1) as shows the following lemma.

Lemma 5 Let p be a fized integer, p > 2. Let (X,,) be a sequence of (SW D) random variables,
centered and bounded by 1. There exists a positive constant C), depending only on p, such that for any

f € fp(bpvbp-kl)

n—1

[E(f(Sa)) < Cp{sfl(bp/\bp-l-lsn) (bp A bpt1) Z n—1)

1=0
+ Z Ep—?,k(f(p_l)) + ZEp—Q,k(Af(p_l))} .
k=1 k=1

The covariance terms in Louhichi [40] are replaced here by bounds depending on the sequence (8, ),>¢.
Lemma 5 is proved in Appendix B.

6.2 Step 2: Evaluation of the main terms E, 5 ;(f) and E,_5 ;(Af)

The purpose of the second step is to evaluate the main terms E,_; 5 (f) and E,_3 (A f) of Lemma
5. We need first the following preparatory lemmas.

Preparatory lemmas:

Let us recall the following notations: M, ,, :==n Z?:_ol (i+1)772%0;, s2:=My,=n Z:'L:_ol 0;.
Lemma 6 [Doukhan and Louhichi [21]]

Let (X,,) be a centered sequence of (SW D) random variables. Suppose that (X,,) is uniformly bounded
by 1. Then, for any integer p > 2, there exists a positive constant C,, for which

Z Ep1x <Cpish + Mpn}.
k=1

Lemma 6 is established by Doukhan and Louhichi [21], in order to give moment inequalities with
integer order p.
The following lemma will often be used in the sequel and is proved in Appendix B.

Lemma 7 Hélder’s inequalities
For allp> 4 and m € {3,...,p— 1}, we have

My oMy < Sip/(p—Q)M}g{?n—‘l)/(p—?) <A{sP + Mp,}. (14)
Now define

n—1
My (b1,b2) i= Y (b1 Aby(i+1))(i + 1)™7%6;,
=0
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then
Si_m (bl A bQSn)Mm,n S 82(61 A b25n) + Mpm(bl,bg). (15)

Also
Sg_mMmm (bl,bg) S Sﬁ(bl A b28n) + Mpm(bl,bg). (16)

The basic lemma:

The following lemma is the basic technical lemma of this section.

Lemma 8 Let f be a real valued function of the set Fy(b1,bs). Let (X,,) be a centered sequence of
(SW D) random variables. Suppose that (X,,) is uniformly bounded by 1. Then, for any integer p > 2,
there exists a positive constant C), depending only on p, for which

Y B, ak(Af)+ D Epak(f)
k=1 k=1

p—2
g Cp {Sﬁ (bl A bQSn) + Z Mm,nMp—m,n (b17b2) + Mp,n(bth)} (17)

m=2

The right hand side term of (17) is similar to the one obtained in Lemma 5 of Louhichi [40]. However,
details of the proof are slightly different due to the kind of dependence assumed.

Proof of Lemma 8

Using induction on p > 2, we will prove that each of the terms >"_, E,_ x(Af) and Y, _; Ep_ax(f)
is bounded by the right hand side (RHS) of (17).

For p = 2, we refer to Louhichi [38]. We can also deduce the calculations for the case p = 2 from the
general case that we state just below.

Suppose now that (17) holds for the order (p — 1), we will prove it for p.

Our purpose is then to evaluate the following sums:

T

Z z |EXtmio Ximiy - Ximiy_y [ (Sheiy_p—1)| 5 (18)

k=1 OZZiogil S...Sip_g Sk—l

and
n

> > |EXpmig Xiiy - Ximip A2 i f] (19)
k=1 Oz:iogil S...Sip_QSk—l

We argue as Doukhan & Portal [23]:let 0 =: ip < i3 < ... < i,_9 < k — 1 be a fixed sequence of
increasing integers, let m be the smallest integer for which rp, := i, 41 — i = maxi<g<p—2 (tg—2g—1).
Finally let Egﬁ?mglsng%_rz denote the sums over the subdivisions 7; < ... <4, <k —1 for which
the big lag maxj<,<p—2(iq — 74—1) is reached at the index m.

We also set Eg’i?;;ﬂzilﬂmﬁip—2§k—1 for sums over the subdivisions #; < ... < 4,_5 such that the big

lag tpq1 — i = MaX <g<p—2(ig — ig—1) equals rp,.
Hence, if B denotes a subset of NP=2 and ¢ is a positive function on NP~2, then

p=3 k-1 (m),rm
Z g(ih'"vip—Q) g Z Z Z 9(217 7ip—2)- (20)
(OZZ’iosil S...Sip_gsk—l)EB m=0rm,=0 (OZZiogil S...Sip_gsk—l)EB

We mean by the notation (0 =: ig < iy < ...<1i,_o < k—1) € B that (iy,...,ip—2) € B and that
OZZiogilg...gip_ggk—l.
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Study of the bound of (18):

We note the following decomposition: for g continuous and differentiable, if g(0) = 0,

n

g(S,) = Z[g(Sk) —9(Sk-1)] = ZXk gl(Sk_l + upXg), where forall 1 <k <n,0 <up <1. (21)
k=1 k=1

Now we use calculations on the function f’ instead of f, whose expression appears thanks to Taylor’s
formula (cf. equality (21)). Let us go into further details.
First, we write

J(Sk—ipy1) = [f(Sk—ip_s—1) = F(Sk—ips—rm—1)] + F(Skeip_y—rm—1)-

The last decomposition yields:

IE(Xe X5ty + Xpmip_p f(Sk—ip_p—1))] (22)
< E(X 5k Xb—iy ++ Xbmip o [f (Sk—ip_a—1) = F(Sk=ip_y—rm—1)])|
HEXkXk—iy - Xy [ (Skmipos=rm—1))|
=: Jl(il, e 7ip_2) + Jg(il, e 7ip_2).
Evaluation of Zi1<...<ip_2 Jo(1, .. yip—2)

The relation E(XY) = Cov(X,Y) + E(X)E(Y) writes

E(XeXe—i o Xoeiy o f(Shmipyrm—1)) = Cov(XpXp—iy - Xoeip oy F(Sk—ipyrm—1))
+ E(Xp Xy Ximiy ) E(f (Sk-ip—rm—1))-
(23)
The function f belongs to the set Fi(by,b3), hence using Taylor’s formula (recall that f(0) = f/(0) =
0), we obtain

b2$2
this yields
B/ (Stmiyamrm-1))] < salbr A bss). (24)

We deduce from the last bound, Lemmas 6 and 7, that

> > [E(XeXk—iy ++ Xp—ipo ) E(f (Sk—ipo—rm—1))]

k=10<:1<...<tp_2<k-1
<Cp 1( p— 1n—|—8p 1) Sn(bl/\bgsn) <C ( pn(bl,bg)—}-sp(bl/\bg.sn)). (25)

In order to evaluate the first term of the RHS of (23), we use the following lemma whose proof is
deferred to Appendix B.

Lemma 9 Let (X,,) be a centered sequence of (SW D) random variables. Suppose that (X,) is uni-
formly bounded by 1. Then, for any integer p > 2, there exists a positive constant C), such that for
any f € fl(bhlh) :

k=1 m=0 r,n=0 0=tig <i1 <...<ip_; *E[0:1]

(X Xpmim Xkmigr Xy [ (Skeipoy o1 + uXp—i, )|

p—2
g Cp{Mp,n(bth) + Z Mm,nMp—m,n (b17b2) + 52 (bl N b25n)}-

m=2

o1
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Now, the first equality in (21) and Taylor’s formula yield :

(m)yrm
> |Cov (X Xk—iy -+ Xpmiy 1 (Skeipma—rim—1))]
0<i1<onSip_o<hk—1
(m),rm k—1
< sup [Cov(Xp - Xpoiy_o Xmip ) f'(Skmiy_1—1 + uXpmi, )],
() ip1=ip_atrm+1 €01

(26)

where (7) means 0 <43 <... < ip_g.
Remark 4 The two sums EO<21< <ips Efp__ll:ip_2+rm+1 are taken over the subdivisions 0 < 7; <
- <ip—y < k—1such that r,, (=441 — iy = maXlqup_Q(iq —1i4-1) and that i,_1 —i,_9 > rp, +1,
hence i,_1 —1,_g is the big lag of the subdivision 0 < 43 <+ < 1 < k 1. So if we sum some positive

.. p—3 k—1

quantltles, Zm:O rm_O EO<21< Lip_2 Ezp 1=tp_2+rm+1 = E Tm—O EO<21< Lip_2<ip_1 ” <

We take the sumsoverm: 0 <m < (p—3),rn: 0<r, <k—1landoverk: 1<k <mnin
(26), and we use Remark 4 and Lemma 9 to obtain :

n p—=3 k-1

I Z |Cov(XeXemi, - Ximiy_y o f (Skeip_g—rm—1))]

k=1 m=07rm=00<i1<...tp_2<k—1

p—2
S Cp{Mp,n(blvbQ) + z Mm,nMp—m,n (b17b2) + Sg(bl A bQSn)} (27)

m=2

We deduce from (23), (25) and (27) that

n p—3 k-1

YN Z 1 a(i, -+ yipes)]

k=1 m=0rm=00<i<.tp_2<k-1

p—2
S Cp{Mp,n(bth) + Z Mm,nMp—m,n(bth) + sz (bl A b25n)}- (28)
m=2
Evaluation of Eilg...sip_z Ji(1, .. ip—2)

Let us note that
IEXY| < |Cov(X,Y)|+ |EX||EY].

Using decomposition (21) and Remark 4, we then deduce

SR i vehot B X ki, - Ximi, L [F(Shoiyo1) = F(Skippmrm—1)])]
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< Zo@f? <iyoachot 1COV( Xk X Xy o Xiiy o [ (Skmiya 1) = F(Skmiyeyrm=1)])]
+ X0 Loy B(X g X )E(X i+ Xy [ (St o 1) = F(Sk=ipma—rm—1)])]
< ZZ(:Z) Tﬂ<12p SUPyeo] [Cov(Xp v oo Xpmin s Xbmiy - - Xy f (Skeipy -1 FuXpi )]

+y e i IBXe X iy o X ) B (X iy -+ Ximiyp f (Skmipp 1)
—}—|E(Xk .. -Xk—im)COV(Xk—im+1 .. 'Xk—'ip_Q 7f(Sk—ip_2—rm—1))|

—|—|E(Xk .. 'Xk—im)E(Xk—im+1 .. -Xk—ip_2)E(f(Sk—ip_Q—rm—l))H-

To give a bound for the sums over k, m and r,, of the RHS of (29), we use Lemma 9 in order to
evaluate the first term, and for the other terms we use lemmas 6 and 7 and, respectively the inductive
assumption, inequality (27) and inequality (24). We thus obtain :

n p=3 k-1

XN Z 1 (it - ip_s)]

k=1 m=0rmnm=00<i<..<ip_2<k-1

p—2
S Cp{ Z Mm,n Mp—m,n(bth) + Mp,n(bth) + 5721 (bl A bQSn)}- (30)

m=2

Inequalities (22), (28), (30) entail

Z Z |EX3 Xii, - Xp—ip_o f(Skmiy_y—1)]

k=10<i1<...<ip_p <k—1

p—2
<C, {sg(bl Abasn) + > My My o (by,b2) + Mpm(bl,bz)} :
m=2

The last inequality proves that the quantity in (18) is bounded by the RHS of (17).
Let us now give a bound for (19).

Study of the bound of (19):

We obtain, using again the fact |E(XY)| < |Cov(X,Y)| + |[EX||EY|, a Taylor expansion, the
inductive assumption and Lemma 9 :

n

E sup E EXeXioiy - Xpeip s Ap—2 i f|
k=1 OSUSl o < o<kt

p—2
g Cp {52 (bl A b25n) + Z Mm,nMp—m,n (b17b2) + Mp,n(bth)} .

m=2

This last bound proves that the quantity in (19) is bounded by the RHS of (17), for all integer p > 2.
O
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6.3 Step 3: End of the proof of Lemma 3

We are now in position to conclude. Let us first recall that the function z — g,(¢,z) belongs to
the set F,(by,bp41), with b, =t and b,41 = 1.
We note also that if f belongs to the set F,(b,,by4+1), then fe=0 ¢ Fi(by,by) with by = b, and

bg — bp+1.
Asp > 2, (A1) XI5 (n = i)8: < n SIS (A (4 1)+ 1)P720 = My o (1,1).

Hence we deduce combining Lemmas 5 and 8
p—2
Eg,(t,S,) <C, { Z My, o My (8,1) + My o (8,1) + 2 (8 A sn)} . (31)
m=2

Let ®, € ®,. Taking into account Lemma 4 and the fact ¢(P)(z) = 2 A t, we deduce that

o) = [ namyan, (32)

Inequalities (13), (31) and (32) yield :

p—2

n—1
Eé,(IS.) < cp{ My (”Z@(f’)(i T )i+ 1>p-m-20i)
2 -

n—1
+ n2¢;p)(i+1)(¢+1)p—20i+sg¢;p>(sn)}. (33)
1=0
Now, using the concavity of qb?()p ) yields :
zP ! L1 — )t
) — _ \p—14(p) (4, 2P (P)(.
on(o) = = [ = e > o) [ S
Hence we deduce that »
280 (@) < Cyo (o). (34)

We conclude, combining inequalities (33) and (34):
Edp(1Sa) < Cp {02 Mo (n 005 @i+ 1)+ 1)777260;)
03Ty dpli+ )i+ 1)+ By(sn) |
Finally, for the suitable choice of the function ¢,
¢p(a) =2, for relp,p+1],

and using inequality (14) in Lemma 7, we finish the proof of Lemma 3.

7 Appendix A

This appendix is devoted to the proofs of Theorem 2 and Lemma 2.

Theorem 6 in Doukhan & Louhichi [21] proves the fi-di convergence in another weak dependence
frame. Following their approach but replacing their dependence conditions by (SW D) sequences, we
have the following result: fi-di convergence holds if (X;) is (SWD) with §, = O (r™*) with a > 4,
which is enough to yield the Empirical Functional Central Limit Theorem (Theorem 1). However, we
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prove here a general Central Limit Theorem (Theorem 2 stated in section 2) under weak dependence

and we apply it to prove the fi-di convergence. It allows us to weaken assumption required for the fi-di
convergence to #, = O (r~*) with ¢ > 3 (Lemma 2). To prove Theorem 2 we do not use Bernstein’s

blocks as in Doukhan & Louhichi [21] but a variation on the Lindeberg-Rio method (Rio, 1996).

Proof of Theorem 2: In the following, if z € Ry, [z] denotes the integer part of z.

We define S,, = Xo+ -4+ X,_1, and S = Xo+ -+ -+ Xj_y. Let M :=sup, || Xn||c-

Let vy = Var (Si) — Var (Sg-1). (So = 0).

By assumption, 62 = W — 02> 0.
k—
We have v, = Ej_:(_(klzl) Cov (XO,XM) .

As (X,)nen is (SW D) and uniformly bounded by M, we have ‘Cov (X07X|2'|)‘ <M by

By assumption, 8, = O ((r + 1)™%) with @ > 3/2. Hence } ., 8; < oo and then
Uk k—> Zz— -, Cov (XO,X| |) < o0.

, . . Var (S, . n_ .
Césaro’s Theorem yields 02 := lim o % = lim e w = limgeo Uk

Hence there exists some positive integer kg such that

2

kgkozwkz%m.

(35)

Then set Y ~ N (0,0541), k > ko — 1. The sequence (Yk)k>k0—1 is assumed to be independent and

independent of the sequence (Xp)zen. We also set, for k > ko — 2, T, = E] k41 Yj; empty sums

are, as usual, set equal to 0.

Let n ~ N (0,1), and hg,(z) = Bh(z + Ty,) := Elyseyr, ,, where y € R. In the following, C'
will denote some arbitrary constant which may vary from line to line but which is independent from

y,k,n. We are in position to use Rio’s decomposition. We define

(5]
hkn - Z Akn hkn
k=ko—1

with Ak,n(hk,n) =E (hk,n (Sk + Xk) — hkm(Sk + Yk)) .
Then
An(hin) = E (h (S[%]+1 + T[%]m) — h (Sgy1 + Tko_m)) , where h(z) = 1,5,.

Assume that there exists a,, — 0 such that for all y,
n— oo

|An(hk7n)| < .

Setting y = v/n 2, we get for all z,

Stni; +17n
(sl T 7[5l o N p Skt t The-2m
P( N ) P( N )

Skg—1+tTkg—2,n D |
Then, as 2% 1\/—k° 2 » N (0,02),

< ay,.

Moreover

(36)

(37)

(38)

(39)
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(40) and (41) yield

St 2
A (b 5
Finally (42) yields
Sn D 2
N N (0,067) (43)

Let us now prove (38).
To bound the terms Ay, (hy ) one writes

Ak,n(hk,n) = Agclﬂ)l(hk’n) — Agji(hkm), with

ALY () = BA(Sk41 + L) = BA(S) + Tpn) =~ ER” (S + Th,n), (44)

)

Vk+1

AP (h) = Bh(Sp + Yi + Trn) — Bh(S + Thn) —

)

Eh”(Sk + Tk,n)- (45)

Study of Agj) (h):

Using a Taylor’s decomposition we get

AP (hin) = B{H,, (S Ve
tE {%hﬁé,n (St) (V7 = virr) + EhEN (S + prn¥i) Yzf’} :
where 0 < pj, < 1. Using the independence of the process (Y,),cry and the process (X,,), cxy, one

deduces that,
1
AP () = =B B (S + prae) VS

n

Hence
(2) (3) 20, (3) Ek: ’
2 3 k41 3
A < < . .
‘ b (k)| < [l lloo 3V2r ~ 1hialleo © <i:0 02) (46)

Study of AY') (h) :

Set Agi(hkm) = E(S;(Cli(hk,n), then, from Taylor’s formula again (with some random 73, €]0,1[),
we write
O (i) = X (Sk) + $h, (S1) (XE = vern) + & (AL (Sk + mn Xi) X7).

We analyze separatedely the terms in the previous expression

15300

1
SIBAL) (S + Ten Xi) XP| < MP —222 < O || oo (47)

s

We then write
1 1 1
B { X0 () + 50 (S0 - visr)

k
= B {X0h, (55)} + 5 Cov (H,(5),X7) — (BAL,,(50) 3B (XoXy). (48)

=1

We set X, =0 for all p <0 and Sy =0.
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We then have

7

9(8i) = g(0) = > (9(S;) — 9(Sj-1)) .

i=1

Hence, using (49), a Taylor’s decomposition and the independence properties of the sequence

(Yk)kzko _1 we get

k
|Cov (Y, (S1) XB)| < C |61 37 6

and

X2
Xihi, (Sk) = X Z { Si—1) + ZTlthZL(Si_l + Vk,n,iXi—l)} ,

where 0 < vp,; < 1.
Moreover using the weak dependence of (X,,),en,

2

X
‘EXk EM)L (Sic1 + vk Xi1)

Let now j :=sup(0,2: — k).
We write

EXyXiihy,(Sic) = E{hY,(S0) XX |

B { (B (Sim0) = L, (85-0)) XeXioa |

We also have, using a Taylor’s decomposition

|52 (Simt) = Bt (Si=1)] < C B oo ( — 1),
Hence,
B { (75 (Sic1) = B, (Si-1)) Xe X1 }|
<C o (k=) froinn
< C ook = i 4+ 1)1
Then, still using a Taylor’s decomposition

j—1

=1

We can verify that

L
S =i+ Y (k-i)8 <) b

=1 [=1 i=1 i:[%]—l—l i=1

Then, using inequalities (51), (52), (53), (54) and (55),

k
E (Xihh, (S6) — Y E (. (Si1) E(XiXio1)| < ClIA 1o > p 6.

57

< C A |oobhmisr-

( (S] 1) XkXZ 1)‘ <C||hkn||oozgz [

p=1

(50)

(51)

(52)

(53)
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It remains to bound

k k
{Z Eh{ ,(S;—1)E (XkXi_l)} - {Eh;’m(sk) Z E (XOXZ»)} :

We can rewrite it
k

S TE (B (Si-1) = B (Sk) B (XiXiz1) -

i=1
Using a Taylor’s decomposition and as (k—j+ 1) <2 (k-4 1),

k
ZE( e (Sim1) = Y, (Sk)) E (X Xi_1)

=1

k
<N 1o Y i 0. (57)

=1

Then, summing inequalities (47), (50), (56) and (57),

k k k
< C 1A | <1+ S0+Y 02) < C )|l (1 +3i 02) NG
=1 =1 =1
Hence using inequalities (46) and (58),
2] ) 3 2]
> Aealhen)| <C ([5]=ko+2)  sup Qe [14D00 ] (59)

#ro o-1k<(2]

‘Aﬁi(hk,n)

We now have to bound SUPL, _1<k<[2] ||h§:’2l||OO
el Y ’

—z

If &4(z) := \/LQ—WeT, we can prove with (35) that

sup 15|10 < C 0 072|070, (60)
ko—1<h<[2]

where C' is independent of y (see also Rio, 1996).
Hence
5]

3" Apnlhin)| < C T o300 (1+ 20) (61)
k=ky—1 =1

Let denote a,, the right hand side of (61). a, does not depend on y and it tends to 0 as soon as
a > 3/2. Hence, by (43), this concludes the proof of Theorem 2. O

We are now in position to prove the fi-di convergence. We prove Lemma 2 for one-dimensional
marginals. If one wants to prove it for any finidimensional marginals, it is sufficient to use the following
proof with

Zi(ty, .. t) = Zozj (Ix,<t, — F(t))),
i=1

where (1, ...,t,) € R" and for arbitrary numbers a1, ...,a,. To prove the convergence of
(Zn(t))nen = (1x,<t — F(t)), ey for some t € R, we apply Theorem 2 to the sequence (Z,(t))nen-
We first need the following proposition:

a8
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Proposition 1 Let (X, )nen be a stationary sequence with common distribution function I suppo-
sed to be Lipschitz. Suppose that (X,)nen satisfies the (SW D)—weak dependence condition, with a
sequence (0,)ren. Then the sequence (Z,(t))nen = (1x,<t — F(t)),cry which is uniformly bounded,
satisfies the (SW D)—weak dependence condition, with a sequence (8.),ex such that there exists some
positive constant D satisfying 0. < D+/8,.

Proof of Proposition 1:

In the following, C' will denote some arbitrary constant which may vary from line to line but
which is independent from wu,v,r. Let t € R. We study the sequence (7, (t)),cy - We want to prove
that this sequence satisfies a (SW D)—dependence condition. For this we have to bound C}, ., =
Cov (h(Ziy, .. Zi)k (Z;y, .., Z;,)) forall 44 < - < iy < iy +17 < jy < --- < 7, and for all
h € L>™, k € L. We write Z; for Z;(t). Let us write Z,, = ¢(X,,). We want to smooth the function ¢
which is not Lipschitz. Let € > 0. We consider the following Lipschitz function ¢* smoothing ¢ :

@e is equal to ¢ on [0,t — e]U]t + &,1] and for t — e < 2 <t + ¢,

@e(z) = 75 (23 — Bta? + 3(12 — e?)z — 3 + 3t 4 223) — P(1).

We then have [|6%lloc < [[¢loo < 1 and Lip(¢*) < 2.

Hence,

|Ch,u,v|

IN

(Cov (h(Ziy, -, Zi )k (0( Xy )5 oo 0(X5,)) — R (0°(XG), - 0907 (XG,))) |
+|Cov (h(Ziy, - - -, Zi )k (0°(X1), - 0°(X5,))) |

< 2||AllLip(R)E Y1 (X)) — ¢°(X5)| + [|Al[ Lip (k) Lip(¢°) 6, v

< 2[|AlleoLip(k) v 2|[ol|oo P (Xo €]t — &t +€]) + ||Al| o Lip (k) Lip(¢°) 6,0
< |Ihl|oLip(k)v (8eLip(F) + 26;) < C'[|h|ooLip(k)v (e + %) .

Then if we take ¢ = 1/8,,

[Chuwl < C|A][sLip(k) v /6. (62)
So (Ya)nen is (SW D) with 8. < C'\/8,. This concludes the proof of Proposition 1. O

Now, let Si(t) = S2020 Z (1) for 1 < i < m, So(t) = 0.
Let us prove that M — 0?2 >0.
Let vi(t) = Var (Sk(t)) — Var (Sp—1(t)) .
We have vy (t) — o%(t) =1 Cov (Zo(t),7;(t)) < oo as soon as 6, = O ((r + 1)=27%) with

Var(Sn(t)) — EZ:lvk(t) 5 UZ(t).

noo

& > 0. Césaro’s Theorem yields then
If ¢%(t) = 0, the convergence of S”T(t) is a simple fact. If o?(¢) > 0, thanks to Proposition 1,
we are in position to apply Theorem 2 to (Z,(t))nen to obtain the fi-di convergence as soon as

0, = O((r+1)=*) with a > 3. This concludes the proof of Lemma 2.

8 Appendix B

Proof of Lemma 5 By induction on p > 2, and using the following decomposition

n

for g(0) =0, 9(S.) = [9(5) — 9(Sk=)] = O Xug (Sion + uXy), (63)
k=1 k=1
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for some 0 < u < 1, we show that, for any f € C,_1,

E(F(5.0)] < Cp Y [Bymaal 070 4 Byas(AF0)] + 3 Ryl (64)
k=1

where
)(kp_l

(p—1)!

R, 4(f) = ‘E [f(Sk)  F(Ska) — e f(p—l)(Sk_l)] ‘ '

Let now f be a fixed function of the set F,(b,,by41).
In view of (64), Lemma 5 is proved if we suitably evaluate R, ;(f). Clearly

Ry i(f) < Rppr (f) + [Cov (XL, f P (Sioi)) [+ EXEDELS P (Sk-1) = T + Top + Lo i
Taylor’s formula and the (SW D) property yield :

]1,k < CpE (lelp(bp N bp+1|Xk|)) )

k-1 k—1

Ik < Cp [bEIXE? Abppr D 0i| < Cplby Abpsr) > 6i.
=0 =0
Finally
137k g Cp E|X£|(bp A bp_|_18n) (65)
g Cp E|X£|(bp/\bp+18’ﬂ)1|Xk|§sn —|—Cp E|X]f|(bp/\bp+18’ﬂ)1|Xk|>sn (66)
< Cp $p72(by A bpyrsa)B(XR) + Cp B (IXk[? (bp A by | Xel)) - (67)

The proof of Lemma 5 is complete by noting that, as (X,,),en is bounded by 1,

ZE (|Xk|p(bp A bp+1|Xk|)) < (bp A bp+1)n007
k=1

and Y, B(XD) < s :

Proof of Lemma 7 For all positive integer m, and all positive real numbers o and g that are
conjugate (i.e 1/a+ 1/ = 1) there holds, thanks to Hélder inequality

n—1 n—1 1/‘1 n—1 1/6
D (i+1)"7%; < (Z 02»> (Z(H 1)(m—2)69i> :

=0 1=0 =0

We obtain M,, , < Si/a (Mp,n)1/67

hence, for o = ]% and 3 = %, we obtain M,, , < si(p_m)/(p_mMZSTZ_Q)/(Z)_Z).

There holds also M,,_,, , < sim/(p_Q)Mzg?n_m_z)/(p_m.

The two last inequalities prove the first inequality in (14). Then, bounding M, ,, and s}, by the
sum M, ,, + sh, we get the second inequality of (14).
Now, we only prove (15) ((16) will hold with the same method).
Clearly

ST by Abosa) [ n DY (i 1),
(i+1)<(snAn)
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n—1
< 8P (by A bys,,)sT (n 02) < 8P (by A bysy) (68)
i=0
and -
n Z (s7™ (b1 A basy) (i 4 1)™726;) < My . (69)
it (i41)>5m
Collecting inequalities (68) and (69) we obtain (15). O

Proof of Lemma 9 We write
' (Skmiyy—1 +uXpi, ) = [f (Sk—ip_r—1 + uXpmiy_y ) — f'(Sk—ipi—1)] + ' (Sk—ip_y—1)
so the covariance quantity of Lemma 9 is decomposed into two terms:
|Cov(Xt -+ Xpmi  Xkmipgr = Xkmipy J' (Skip_i—1))] (70)

and

(Xk o X s X ki Xbmipy [ (Sk—ipy =1 + uXpmiy_y) = f(Sk—ip_ =)D (71)

— Study of the terms of type (70):
We use the following decomposition:

|Cov(Xp+* Xbeim X bmimyr = Xkmipoy [ (Skeiy_y—1))| <
|Cov (Xk Xy s Xy ** Xbmiyy [ (Sk—ip_y—1) — F'(Sk=ip_s—rm-1)])|
+|Cov (Xi -+ Xpminy s Xkmipmyr *** Xbmipor S (Skmipy—rm—1)) | -
— The (SW D) property yields
| (ki e ylpat)] ==
|Cov (Xg -+ Xp—ip s Xmipys *** Ximipy [ (Stmip_y—1) = ' (Skmiy_y—rm—-1)])]
< Cy (by ANbgry,) 6,

where 7, = imq1 — im = MaXi<g<p-2(iy — 1g—1). Thus

m)rm
I, = Z Cp (b1 Abary) B,,, < CornP ™% (by A byry) 6y,
=g <i1 <. K

Taking the sum over r,, in the last inequality, we obtain

k—1 k—1
Y L, <) Gy (b Abal) P76y
rm=0 =0

Summing up over m € {0,...,p— 2}, k € {0,...,n} in the last inequality yields

n p—2 k-1

XN Z 1T (kP it - - sipet)|

k=1 m=0rm=00<(7)<k-1
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3
Z?‘
,_.

< Cp P72 (by A bo(l+ 1)) 6, < Cp My (be,bo), (72)
k=11
where (7) denotes 0 =: 49 <43 < ... <11 <k —1.

— We now use the fact

Il
=]

Cov(X,YZ) = Cov(XY,Z) + E(XY)E(Z) — E(X)Cov(Y,Z) — E(X)E(Y)E(Z),
to get
|Cov (X -+ Xp—iy Xbminsr = Ximiy_o f (Skmip_y—rm—1))]|

<

(Xk - Xy o f (Skeiy—s—rm—1))|

+ |E(Xg -+ Ximiy VE(f'(Skmip_y—rm—1))|

+ | B(Xp - Xpmin ) Cov(Xpminy -+ Ximip_y o (Skmip_y —rm—1))|
+ | B(Xp - X ) B(Xiiny - Xpeip ) E( (Skip_y—rm—1))|

= Il(ih .. -yip—l) + 12(7:17 .. -yip—l) + 13(7:17 .. -yip—l) + 14(7:17 .. -yip—l)-

Using Lemmas 6, 7 and arguing as for inequality (24) yield

n

Z z I (Zl,.. Zp 1 —|—Z Z 14(7:17...72'73_1)
k=1 OZZiogil S"'Sip—l Sk—l k=1 O_Ziogil S"'Sip—l Sk—l
p—2
< Cpf (b Abasn) + My (b1,b2) + Y My My (b1,b) }- (73)
m=2
Let us now study Iy (i1, .. .,ip—1).
On one hand we have, using the SW D-property:
|Cov (Xp -+ Xeipy o (Skeiy_y—rm—1)) | < Cp b1 6,,,. (74)

On the other hand, using Taylor’s decomposition, we get:
|COV (Xk v 'Xk—ip—l af/(sk—ip—l—rm—l)) | (75)

= |25 et Cov(Xe - Xpsiy 1o (Skeiy) = ' (Skeip=1))|

- ZZP—"p 1+rm+1 C HZP_ZP 1 by < Zl rm+1 Cp 01 b.

Moreover we write:

|Cov (X;C o Xy, ,f'(Sk—ip_l—rm—l)) |

= |Cov (Xk ED, ,f'(Sk—ip_l—rm—l)) 116y <rmbs
+|Cov (Xk e Xpsiy ,f’(Sk—z’p_l—rm—l)) | 161> rmbs

= Cy(t1,+ yip—1,rm) + Co2(t1, -+ yip—1,7m).
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Inequalities (74) and (75) yield

n p—2 k-1 (m),rm

Z z z Z Cl(ily e 77.’p—17rm) S Cp Mp,n(blbe)-

k=1 m=0rn,=0 OZZ’iO SZI S"'Sip—l Sk—l
If now we note that:

k—1 k—1 IA(b1/b2)

> Zzp201<z Y e,

Fm=0, Tm<b1 I=rm+1 rm=0

using once more inequality (75) we also get

n p—2 k-1 (m),rm

Z z z Z CQ(ily e fip—lyrm) S Cp Mp,n(blbe)-

k=1m=0 rm=0 OZZiog’il S---Sip_l Sk—l
So,
> > LGty e yip_1) < Cp My, (b1,bg). (76)

k=141 <...<ip_1 <k—1

We still have to bound I3(iq,...,0_1).
For this we use the (SW D) property, as for the bound of I (41, ...,i,—1), and Lemmas 6
and 7. We obtain

n p—2
z Z IS(ih e 7ip—1) S Cp{Mp,n(bth) + Sﬁ(bl A b25n) + Z Mm,nMp—m,n (b17b2)}7
i m=2

which provides a bound for the sum of the terms of type (70).

— Study of the terms of type (71): () still denotes i3 < ... <i,_3 <k —1.
Let us now give a bound for (71). With Taylor,

|Cov (X Xpeis Xpmimpr = Ximip_o [ (Skmipr—1 + uXimiy ) = f'(Sk=ip_1-1)]) |
< Cp(bl A bg)grm
So,

D COV(X g i X ki X iy [ (Skipey o1+ uX ki) = f/(Skeipey —1)])]
(k),(5)

n—1
<n Gy Y P72 (by Aby(i+ 1))8; < Cp My (by A b),
=0
(77)
where (k) denotes 1 < k < n and (¢) denotes iy < ... <i,_1 <k —1.
Inequalities (72), (73), (76) and (77) yield the proof of Lemma 9. o

Acknowledgements: The author is grateful to Sana Louhichi for fruitful discussions and helpful
suggestions on this work.
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Chapitre 3

Probléme de rupture

Dans ce chapitre, nous présentons un travail réalisé en collaboration avec
Patrick Ango Nze. Nous nous intéressons a un probléme d’estimation de rupture
pour une fonction de régression dans un cadre de dépendance faible.

65



A LI I W

A

ul\JL

66



4 LUUICIHE UL fUpLuLc

Estimation d'une rupture en dépendance faible

Patrick Ango Nze! et  Clémentine Prieur?

Résumé - On se place dans un cadre de dépendance faible proposé par Doukhan et Louhichi
dans [21]. On estime le saut au point de rupture, connu, de la fonction de régression du modele
Y, = m(X,)+0(X,)e,. La suite (€,),, o est indépendante et identiquement distribuée (i.i.d.)
et indépendante de la suite faiblement dépendante (X, ), . - On énonce un théoréme de limite
centrale du saut.

Change point estimation for a weakly dependent sequence

Abstract - Let (X,,,Y,),en be a stationary sequence governed by the model Y,, = m(X,,) +
o(X,)e, where (an)nem is i.i.d. and independent from (Xn)ne]N' The latter sequence satisfy a
weak dependence condition proposed by Doukhan and Louhichi in [21]. We provide a Central
Limit Theorem for jumps in the regression function. Our method deals with linear local re-
gression described in [27]. We use a variation on Lindeberg-Rio [55].

Key words and phrases. Stationary sequences, Lindeberg Theorem, Central Limit Theo-
rem, nonparametric regression, weakly dependent sequences, local linear regression, change
point.

MSC (2000) 60 E 15, 60 F 05, 60 G 10, 60 G 99, 62 G 08, 62 J 05.

3.1 Introduction, notations

Dans cette note, nous nous intéressons au probléme d’estimation d’une rupture dans un
modele de régression: Y, = m(X,,) + o(X,)e, ot la suite (e,),en est i.i.d. et indépendante
de la suite (X, )nen. On reprend I’étude de ce modeéle par Grégoire & Hamrouni [27] dans le
cadre indépendant, mais dans un contexte de dépendance faible: la suite (X, ),en est supposée
faiblement dépendante au sens de la définition 8. La premiére partie est consacrée a la présen-
tation du modele étudié. On suppose que la fonction de régression présente un unique point de
discontinuité 7 connu. On cherche & estimer I’amplitude du saut. La méthode d’estimation re-
tenue est une méthode non paramétrique. On estime le saut au point 7, y(7) = my (1) —m_(7),
en utilisant un estimateur a droite pour m4(7) et un autre a gauche pour m_(7). Les estima-
teurs a droite et a gauche choisis sont des estimateurs de régression linéaire locale. Larticle [27]
motive 'utilisation de cette procédure en vue de résoudre des problémes de rupture. Disons
pour résumer que ce choix permet de gérer les effets de bords. En outre, sur le plan pratique,
ce type d’estimateurs se comporte relativement bien pour des tailles d’échantillon modestes.

1. Université Lille 3, UFR AES, BP 149, 59653, Villeneuve d’Ascq Cedex, France. Courriel : angonze@univ-
lille3.fr
2. Université de Cergy-Pontoise, Laboratoire de mathématiques, Batiment A4, Site Saint Martin, 95011,

Cergy-Pontoise Cedex, France. Courriel : prieur@math.u-cergy.fr
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Nous renvoyons a [27] pour des références complémentaires. Les résultats de convergence pour
I’estimateur de 'amplitude du saut sont présentés dans la deuxiéme partie. On montre en
particulier un théoréme de limite centrale (théoréme 9 et corollaire 1).

3.1.1 Hypothéses de dépendance faible

Commencons par introduire la notion de dépendance faible utilisée dans cette note. Pour
un espace mesurable et normé (F,||.||) on définit la classe IL> réunion de la famille, IL.°°(£*)
(v € IN*), des fonctions numériques mesurables et bornées sur 'ensemble E*. Ce dernier est
muni de la norme ' :

[zl = Nzl 4+ +llzall, 2= (21,.0020) € B
Le coefficient de Lipschitz d’une fonction f: F* — IR étant défini par

o) = oup ) = 10
w2y |l —ylh
on s’attache aux fonctions appartenant a la classe
L=U, o {f € L=(EY) : Lip(f) < oo, |f]le <1}
La définition de dépendance faible qui suit reprend ’article [21].
Définition 8 Une suite (7, )nen de v.a. & valeurs dans E = R” sera dite (0,£,1)-faiblement
dépendante s’il existe une suite 0 = (0, ),en décroissant vers zéro, une fonction numérique
définie pour les quadruplets (f,g,u,v) € L2xIN*?, telles que pour tout triplet (u,v,r) € (IN*)2xIN
Cov(f(Ziys -1 Zi),9(Zjy s - -, 25,)) | < 0(f.g.u,0)0,
sotl vérifiée pour toul u-uplet (i1,...0,) et tout v-uplet (ji,...,5,) déslors que i; < ... <1, <
w+r < << g
Cette définition présente une alternative intéressante a des conditions de dépendance plus
classiques (le mélange, par exemple). Parmi les choix les plus courants de ¢ ( f,g,u,v), on retient

U1 (f.g9,uw) = wLip(f) + v Lip(g), ¢¥1(f.g,u,v) = v Lip(g).

La 1y dépendance faible s’applique & des modéles markoviens généraux ainsi qu’aux schémas
de Bernoulli. La fonction ] renvoie & 'analogue causal de ;. L’article [21]| propose une revue
plus détaillée de tels modeéles applicatifs. Le lecteur intéressé pourra le consulter avec profit.

3.1.2 Hypothéses sur le modéle

Les observations forment une suite (X,,,Y,,),en de v.a. & valeurs dans IR%. Elles obéissent

au modéle
Y = m(X;) + o(Xi)e

pour une fonction m(+) réguliere partout sauf au point connu 7, une fonction o(-) contintiment
dérivable, et une suite de v.a. a valeurs réelles (e,), . i.1.d. centrée réduite. On suppose de
plus que les suites (X, )nen et (€n),o sont mutuellement indépendantes.

Les hypotheéses suivantes seront utilisées par la suite.

1. Eeo=0,E(5) = 1, E |5 < .
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2. La loi de Xy est concentée sur I'intervalle [0,1]. Elle posséde une densité f strictement
positive et continue.

3. Les lois des couples (Xo,X}) possédent des densités fi(z,y) uniformément bornées par
rapport a k:
Supkzl Supx, Y |fk(x7y>| < Q.
4. La fonction de régression m(-) = E(Yy| Xy = -) est deux fois contintiment dérivable dans

chaque intervalle [0,7] et [7,1]. En particulier m et ses deux dérivées successives possédent
des limites a gauche et a droite au point 7.

5. La variance conditionnelle a?(-) = Var (Y| Xo = -) est continiment dérivable.
6. Le point de saut 7 de la fonction m(-) est dans I'intervalle |0,1].

On définit, pour v = 0.1 ou 2,

(1),
(ii) m{(r) = limpy, mO(1),
(iii) 7 (7) = m$(r) = m (7).

(i) m(y)( ) = limy », m!

3.1.3 Estimateurs linéaires locaux

Les fonctions m et o sont inconnues. On utilise des estimateurs a noyau pour les estimer.
Les définitions qui suivent reprennent [25|. Soit K un noyau, et h, = h une fenétre. Les
paramétres réels a, et (3, sont obtenus en résolvant le probléme de minimisation de

n

Y (Y= = fule = X))’ Ki (), (1)

i=1
— X,
avec K;(z) = K (x ; ) )

Définition 9 L ’estimateur linéaire local de m(-) est

A(r) = 4, = izt @@V
m(r) = by Yo jwilz) @

wi(z) = Ki () (S3(2) = (z — Xi) 51 (2))

ow, pour [ € N,

Si(x) = (x— Xi)'K; (x).

=1

3.1.4 Estimateurs a droite et & gauche

On reprend ici des hypotheses de [27] pour faciliter la lecture du texte. On considére un
noyau K : [—1,0] = R4 continiment différentiable. On pose alors

(i) K = ffl o' Ky (z)dz, et L = f_ol 2'K2(z)dz, [ € N,
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(i) By = (K3~ KEKT,

(iii) Vi = [*[(KS — 2 K{)2K2 (2)dz.

On définit K_(z) = K4 (—x), puis les quantités K ,L; ,B_ et V_ relativement au noyau K_.
Onaalors V, =V_, By = B_ et

Vi = (KL + (K{)*L — 2K} KLY

D’autre part, il n’y a aucune perte de généralité & imposer la normalisation Ko Ko— K7 = 1. En
effet, si K est un noyau quelconque, K/y/K,Ky — K? vérifie la contrainte de normalisation.
Les noyaux K, et K_ conduisent alors a des estimateurs linéaires locaux m, et m_ définis

par la formule (2). L’article [27] motive I'utilisation de I'estimateur ¥ = m4 — m_ en vue de
résoudre des problémes de rupture.

3.2 Reésultats

On suppose vérifiées les hypothéses du paragraphe 3.1.2.

Théoréme 7 On suppose que le processus X est (0,L,11)-faiblement dépendant. Si 6, = r=°
avec a > 3, st h, — 0, et nh, — +oo, alors, pour tout I € IN, el pour tout x €]0,1]

Si(x) = nh!*tlf () Ki (1 + op(1)),

n
/

Bi(z) = 3 (= X) K (2) (m (X0) = m () = (X; —2) m ()

_ %nhH'Bm” (@) f(2) Koo (14 op(1)), a#7

n

Ti(z) = Y (v—X) K ()0 (Xi)

=1

= nhitls? () f(z)Li (14 op(1)),

n

Gz) = Y (v - Xi)'Ki(2) o(X)e:

=1

— Op (n1/2hl+(1/2)> :

n

i) = n2 ()1 + op(1)). (1)

=1

Démonstration. — On commence par poser: S;(z) =Y . Z;(x). Alors, d’aprés I'inégalité
de Bienaymé-Tchebycheff,

Si (@) = n B (Z(2)) + Op (V/Var (51 ())) 2)
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On a

Var (S;(z)) = Var

= nVar (z — Xo) Ko(z) +2 Z(n —i)Cov ((x — Xo) Ko(z), (z — X;)! Ay(x))

n—1

= nth‘Hf (2) / ule(u)du (1+o(1))+2 Z(n — 1) Ai(x)
i=1
ou Ai(z) = Cov (Z1(x),Ziz1(x)).
Grace a 'hypothese d’existence et de bornitude des densités jointes f;, il vient
A ()] < il ] 0l K ()|} = O (22).
L’hypothese de (0,L£,11) dépendance faible conduit d’autre part a

|A; (2)] < CR¥7,. (3)

Un argument de troncature des indices dit a Tran (voir [21]) conduit alors & la majoration
IS0 (0 = ) Ai(a)| < € h22600),
En équilibrant les termes de covariance avec le terme de variance, on obtient pour a > 3,
Var (S;(z)) < Cnh?+1,

Combinée avec la relation (2) cette majoration conduit au résultat annoncé pour 5;. Les termes
Ry, T et & se traitant de maniére analogue, le détail de la preuve est omis ici. Enfin, on déduit

(1) de la relation Y - w;(z) = Sa(z)So(z) — St(z).

Remarque. — Dans le cas oit A = n~% (§ €]0,1[), la condition sur le taux de dépendance
s’énonce 0, = r~% avec a > 3.

Théoréme 8 On suppose que le processus X est (0,L,.41) faiblement dépendant. Si le para-
métre de fenétre vérifie h, — 0 et nh, — +oo, st de plus 6, = r=* avec a > 3, alors Uerreur

quadratique conditionnelle moyenne de 5(7) est

@)(r 2 o?(r + 4
E[(3(r) = (7)1 X,... . Xa] = {7 2( )hiB"'] + % oor (hn * n2n> '

Démonstration. — La décomposition de ’erreur quadratique conditionnelle moyenne fait
ressortir les termes suivants :

E[(4(7) = my (7)1 X1, Xa] B (- (7) —
E[(my(r) = my (7)) (m-(7) = m_(7))[ X1, ... . Xn].
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Les deux premiers termes se traitent comme dans le cadre indépendant. On suit les dé-
compositions de [27]:

Y e () (X)) = ma(r )\
x] = ( S (r) )
S (i (r))Por(Xo)
( ?:1“";_(7_))2

= (B + V.

E [(ﬁ%(T) - m+(7))2|X17 ce

_|_

On établit une formule analogue avec m_. Par contre, on n’a plus ici I'indépendance de m(7)—
m4(7) et de m_(7) — m_(7) conditionnellement & Xy,...,X,. Cependant, remarquons que
conditionnellement & Xi,...,X,, wf (7)w; () = 0 presque stirement : c’est une conséquence
du fait que les supports de K, et de K_ sont respectivement [—1,0] et [0,1]. On a alors, grace
aux propriétés d’indépendance de la suite (&;);en,

E[(y(r) = my(r)(-(r) = m_(7)|X1,... . Xu] = BT B,
On retrouve alors le méme résultat qu’en indépendant [27].

Théoréme 9 On suppose que le processus X est (0,L,40]) faiblement dépendant. Si 6, = r=°
avec a > 3, et si nh® — 0, nh — +oo alors

Vih (- (1) = m_(7) g (1) — m (7))
converge vers la loi normale en dimension 2
N (0, (Vi () /[ (7)) I2)

ot Iy est la matrice identité en dimension 2.

’

Corollaire 1 On suppose que le processus X est (0,L,37) faiblement dépendant. Si 0, = r=°
avec a > 3, et si nh® — 0, nh — +oo alors

Vih (3(r) = (1) 23 v (025874

Remarque. — Pour montrer le théoréme 9, on utilise une technique semblable a celle déve-
loppée dans [16]. L’hypothése de causalité est essentielle en raison des termes de covariances,
non symeétriques, considérés. Le corollaire 1 découle immédiatement du théoréme 9.

Démonstration du théoréme 9. — Le contréle du terme de biais suit la ligne de démons-
tration de [27].

Vi (B (4 ()X Xo) — ma(r)) = Vah == (Tz) y;gg)- (7))
2 (2) o
= ViR 1 o)

= Op (W)
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On obtient une borne analogue pour vnh (E(m_(7)|Xy,...,X,,) —m_(7)). On déduit de la

décomposition

que si nh®> — 0, alors
Vnh (E(7(7)|X1,... . X0) — (7)) = op(1). (4)
On se propose de prouver le comportement asymptotiquement gaussien de

(74(7) =B (fis ()| Xy, - Xo) i (7) =B (R_(7)] X, ... X))

_ (ZL wi(r)o (Xi)e: 3o WI(T)U(XD&)
Z?:l w2+(7-) Z?:l wl_(T)
en étudiant la v.a.
Aup = a(my(7) —E (M ()X, .. X)) 4+ b (- (1) —E(m_(7)[X3,... . X0)),
avec a,b € IR. D’aprés le théoréme 7, comme a > 3, il vient que
Aup = sy (21 (awf (1) + bwi (7)) 0 (X)) (1 +0p(1)).
D’autre part, on a la relation
Wi (1)o (Xi) e = S5 (7)&5 (m) = ST (T)& (7).

On pose
hKF — (1 — X;) Ki) Ky (52) o (Xi) &

f(7) .
On définit la v.a. Q7 par analogie immédiate. Enfin ; = aQF + Q7. D’aprés le théoréme 7,
il vient alors

Q*:<

1 n
Agp = 2 Z Q, + 0p(n_1/2h_1/2). (5)
=1

On applique la variante de la méthode de Lindeberg-Rio décrite dans [16]. Soit une fonction
¢ : IR — IR possédant des dérivées continues et bornées jusqu’a 'ordre trois. Soit 5 une v.a.
réelle gaussienne centrée et réduite. On veut établir

An(p) =E(¢(Sn) =9 (aan)) =0 (6)

= Var (5,,) . Les v.a. §; sont centrées et décorrélées. Alors

o = #(ZVM (Qi)—|—22(n—i—l—l)Cov(Ql,Qi)) (7)

1=2

2 2 2 V+
= (a4 8) o) 51+ o(1)) ®)

koo
On définit S, = Z\}TT?{L’ avec 1 <k < n et on prend par convention Sg, = 0.
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La propriété de décorrélation décrite plus haut conduit alors a vérifier que

vk, = Var (Sg,)— Var (Si-1,)
k-1
1
= —Var () +2— Z Cov (€;,%)
-1

nh3 nh3
(a* + b?) o*(7)V4 1

- n f(r) —I_O(E)

est strictement positif pour n suffisamment grand.

Soit une suite (nkm)ne]N* L<r<,, de v.a. gaussiennes indépendantes ot la loi de 7, est centrée
et de variance vg,. On définit enfin orn(x) = Ep(x+ Ty,) avec Ty, = Z?:k_ﬂ Mim. Les
fonctions @y, ont les mémes propriétés de dérivabilité que o : sipour 0 < j < 3, ||| < C;,
alors i)l < C.

Alors il existe 0 < ¢4, < 1 tel que

MA@+ 1AL, (9)
k=1 k=1

P
3

s
IA

Uk,n
Ain(9) = Bpra (Siorn +7en) = Bpra (St-1a) = =5 By (Stora)
Uk,n
ALa(9) = Bpra (Ska) ~Bpin (Siora) = " Eel) (Sior.n)

3

vnh3
1
‘I’EES‘an(Sk ln—I'Lkn\/—)( nhS

' Q 1
= E@k,n (Sk—l,n) S + §]E99kn Sk 1 n (TL - Uk,n)

On borne A}, (¢) par

| (A —
2o | oty .
< ATknR7En _ 0 2y 10
< Sl - o (i) (10
D’on
Y |AL(p)] =0 (n7?) 0. (11)
=1

Pour étudier AQ on utilise le développement de Taylor (9).
En utilisant la proprlete d’indépendance de la suite centrée (¢;),.qy , il vient

Qp
vnh?
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D’autre part, comme les ; sont décorrélées, et en notant Q; = U, (X;)e;,

(2) 03 02
]E‘Pk,n (Sk=1n) e Vk,n = Cov (Sk 1n) —5

_ ZE@A R L
U7 (Xk)

1
k—1
Qi n 2
£ (Egokn i— ln) \/W) (E nh3 E<Ek)>7

avec S} 1n:SZ 1n—|—L2m,0<L2<1 D’ou
ESO (Sk 1 n) (% - Uk,n)
< Wl b1 (|0, (X))o W2 (X0)| + B W, (X0)es| B (W2(X,))

1/2

De plus, puisque d’une part e est indépendante de (e1,...,65-1,Vn(X1),..., W, (X%)), et
d’autre part X est indépendante de (eq,...,64-1),

Qz * Qz \I;,i X 52
Cov (992271 (Sk=1,n) 7n—ff3> = Z Cov (‘Pkn (SZ ) n) W) Ezh];) k)

— ZE(COVQ,QM( ln)\/Q—qln(;(k)|€la"'75k—1>>-

En utilisant la dépendance des X; on obtient :

_ 3 .
Cov <@<z> (S T ) < 3 Ikl Vall=Fleltip (¥) )
k,n " k3 B Vnh3 nh3

L
< Z; n312]5/2 (13)
On en tire que
n n k=1
1 (2 Q3 . [ hY/? 0;
2 5P (Se-in) (o) < € 2 2 min s g (14)

S o (h 92‘) 0 (hl_w '”) (15)
— min ( h,— | = .
B nh ‘= h? vnh
Comme nh — oo et a > 3, cette borne tend vers 0.
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Enfin,
1 Q0 .\’ U3 (X;)
“F B Se i . k k OF | Yn 3
6 ﬂm(“ T e ) \Vakp Voowo | F 1
D’ou
"1 0 Q\° 1
“F (3)<S_n+bn ’“)( ’“) - O<—>—>0 16
) e A vy AW N 1o

Ceci achéve la démonstration.

Remarque. — Si le paramétre de fenétre vérifie la condition h = n=% avec 1/5 < § < 1, alors
le théoréme de limite centrale 9 est valable pour a > 64/(1 + §).

76



Chapitre 4

Estimation de la densité invariante de

systémes dynamiques

Dans ce chapitre, nous présentons des résultats publiés aux Comptes Rendus
de I’Académie des Sciences, (Prieur, 2001 [49]), et & ESAIM P & S, (Prieur,
2001 [50]). Ce sont des résultats de convergence pour 'estimateur & noyau de la
densité invariante de certains systémes dynamiques.
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Statistique/Statistics
(Systemes dynamiques/Dynamical Systems)

Estimation de la densité invariante de systemes
dynamiques en dimensiori

Clémentine PRIEUR

Mathématiques, Université de Cergy-Pontoise, site Saint-Martin, 2, avenue Adolphek@uvin,
95302 Cergy-Pontoise cedex, France
Courriel : prieur@math.u-cergy.fr

(Recu le 22 décembre 2000, accepté le 9 février 2001)

Résumé.

Abstract.

Dans cette Note nous établissons un théoréme limite central pour les estimateurs a noyau
de la densité invariante de certains systémes dynamiques en diménsiarpreuve de

ce théoréme se fait en deux étapes essentielles : I' étude de la vitesse de convergence de
la variance de I estimateur puis I' obtention du théoréme limite central par une variante de
la méthode de Lindeberg—Rio [6]1 2001 Académie des sciences/Editions scientifiques et
médicales Elsevier SAS

Density estimation for one-dimensional dynamical systems

In this Note wenbtain a central limit theorem for standard kernel invariant density estimates
of one-dimensional dynamical systems. The two main steps in the proof of this theorem
are the following: the study of speed of convergence for the variance of the estimator and
then a variation on the Lindeberg—Rio meth6dl. O 2001 Académie des sciences/Editions
scientifiques et médicales Elsevier SAS

1. Introduction

Un probléme classique est celui de I’ estimation de la densité mardirdilene suite stationnaire
(Xn)nen de variables aléatoires dépendantes. On sait que si la(S0itg,cn satisfaitdes conditions de
mélange [7] ou de dépendance faible [3], on a le résultat suivant :

+oo

~

W o)~ E)] N (00 [ R0 ar). @

— 00

ou f,,(x) est un estimateur classique a noyau défini de la fagon suivante :

-~ 1 s l‘—Xk
o) = K () @

Note présentée par Paul BEHEUVELS.

S0764-4442(01)01909-7/FLA
0 2001 Académie des sciences/Editions scientifiqu%)et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés 761
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C. Prieur
avec une suitéb,, ),ex € (R4 )N et un noyauk : R — R, a support compacD tels que :

b, ——0, nb, —— +o0, et /K(t)dt:l, /Kz(t)dt>0.
D D

n—-+o0o n—-+oo
Dans cette Note, nous nous restreignons a la classe de systéemes dynamiques :
Vn>1, X,=T"X,, ()

ouT est une fonction dun intervallé C R danslui-méme admettant une mesure de probabilité invariante
1o absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgué,; ehe variable aléatoire de Iqig.
Notonsj ladensité de., par rapport a la mesure de Lebesgue. Le but est destfimdous travaillons sous
une hypothese de contrdle des corrélations. Avant de Iécrire, défi nissons I'ensemble de fonctions suiva

DEFRNITION 1.1.— VB est lensemble des fonctionisde I dansR a variation bornée et de nornig
fi nie (oir [8] par exemple). Si|h|vs := V(h) + ||h]|1, ou V() est la variation dé: et || - ||; la norme
standard suk.!, alors|| - ||vs est une norme éfB muni de cette norme est un espace de Banach.

Nous pouvons maintenant supposer :

+oo
3k>0, Idn)nen € (RL)Y, Y dy, < cotels quevn >0, Vh, k€ VB,
k=0

| Cov (h(Xo), k(Xn))| < kllkl1lIR]lvs dn, )

ou Cov désigne la covariance par rapport a la mesure invarjgnt€e ontréle de covariances permet de
conclure alexistence dun théoréme de type (1). Cest lobjet du théoréme 3.1 énoncé dans le paragraphe

2. Hypothéses sur le modele et exemples

Dans cette partie nous donnons les hypothéses techniques requises pour montrer le théoréme lii
central. Prenon#’ € VB. Nousconsidérons ensuite un intervalle- R, etT une application dé dans
lui-méme. Notons\ la mesure de Lebesgue,iat(7) lintérieur de I. Nous supposons :

— pour toutk dansN, pour toutz dansint (1), lim,_o- T*(x —t) =: T*(z*) etlim,_ o+ T*(x — t) =:

T* (™) existent;;
— pour toutk dansN*, posonsD* := {x € int(I), T*(2~) =z} et DX := {z € int(I), T*(xT) = z}.
SoitI; := int(I) \ Upey- (DF UDY) =:int(I) \ B. Alors \(B) =0;

— T admet au moins une mesure de probabilité invarigptgqui est absolument continue par rapport a

lamesure de Lebesgueliy = fdA;

— soit S := supp(po) le support dewg. Si I, ;= {x € S C I, f est continue en et f(z) > 0}, alors

)\(S AN IQ) =0.

X, est une variable aléatoire de l@i. Nous rappelons queX,,),cn est définie par (3). Enfin, nous
faisons Ihypothése de contrble des corrélations décrite par linégalité (4) de lintroduction.

Dans le cas ou la décroissance dans (4) est exponentielle, il existe des exemples simples (qui peu
s@étendre par conjugaison) :

— les onctions de type Lasota—YorkePour une défi nition plus précise de ces fonctions, nous renvoyon:

au chapitre 3 de Viana [8] ou a [5].
* Les fonctions «tentes wdir fi gure 1, ou le sommet est le pait, 0.75]).
* Les fonctions-adiques Yoir fi gure 2, our = 8/3).

— Les bnctions a nombre infini dénombrable d’ intervalles de monotonidite fonction de Gauss par

exemple. Elle est définie sy, 1] parT'(z) = L — [1] siz # 0 etT(0) =0.

x
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Estimation pour des systemes dynamiques

Figure 1. — Fonction «tente ». Figure 2. — Fonctiom-adique

3. Enoncé du théoréme limite central et éléments de preuve

Dans un premier temp%nonc¢ons le résultat qui fait l'objet de cette Note. Cest un théoréme limite
central portant sur le processus destimation centté, (z) := v/nb,, (fn(z) — E fu(x)), 0OU f,(z) est
défini a partir d€X,,),,cn comme dans (2).

THEOREME 3.1. — Supposons quE satisfait les lypothéses du paragrapReetque pour toutl <i </,
x; € I; N Iy. Alors les répartitions fini-dimensionnell€¥,, (z1), ..., Y, (z/)), du procssus

S _ Yn(x)
)/n(x) =
V@) [ K

convergent en loi, quand tend verstoo, versN(0, I).

Remarque3.1. — Pour/ = 1 ce théoreme est un théoreme limite centrall @rbitraire, siJ est un
intervalle compact inclus dans ce gsultat montre que la suite des procesfYs(z); = € J},,>1 nest
pas tendue dan3(J) ; ses répartitions fi ni-dimensionnelles convergent en effet vers celles du bruit blan
gaussieri’.

Pour montrer ce théoréme nous commencons par montrer un résultat de convergence en moye
quadratique pour cet estimateur.

LEMME 3.1.— Supposons qué satisfait les lypotheses du paragrapt Soitz € I; N I,. Alors il
exste une suitdz,, ) e € (R)Y qui tend vers) quandn tend vers I infini telle que

_J@) [ K3(s)ds

Var (fn(x)) b

[1+4en]

Remarque3.2. — Une premiére évaluation de la vitesse de convergengg(de (en O(1/(nb2))) est
donnée dans [2] (ou plus récemment dans [4]). Notre résultat donne lieu au théoréme limite central
fournit donc «la» vitesse de convergence.

Pour montrer un tel résultat dans un cadre de dépendance faible, il est tout a fait raisonnable de supp:
l'existence de densités jointes réguliéres pour les cou@lés X )ren- . ICi, les lois jointes sont singuliéres
et cette absence de régularité dissocie Iétude de la dépendance faible de celle des systemes dynami
Pour montrer le lemme 3.1, nous utilisons ici les deux lemmes ci-dessous :

LEMME 3.2.— Supposons quE satisfait les lypothéses du paragrapl2eSoitx € I; N I,. Alors pour
chaquek dansN*, il existe une suite(n, k) —— 0 telle que

COV<K<I _anO),K<x _ank>) = bne(n, k).
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LEMME 3.3.— Supposons quE satisfait les gpohéeses du paragraphe Soitz € I; N 1. Alors

n—1
- S kCov( (*”;_XO),K(“bX’f)) 0.
n n n n—00

Le point essentiel dans la preuve du lemme 3.2 est [étude, pout deE [ K (£5X¢) K (£3X%)]. Pour
n grand, poutk > 1 fi xé nous avons :

(a5 e o ()

CommeK esta supportD compact, nous avons

x—T*(x —tb,) ——x — TF(xF) #0, uniformémenternc D,t>0oute D,t<0.

n—-+o0o

Donc, pourk fi xé [ K (£522) K (452 )] = o(by), les terme® [ K (£522) |E[ K (2525 )] se traitent de
facon classique. Nous utilisons ensuite le lemme 3.2 ainsi quele contréle des corrélations (4) pour mon
le lemme 3.3. La fin de la preuve du théoreme 8f1%]) repose (comme dans [3]) sur une variation de la
méthode de Lindeberg—Rio.

Remarque3.3. — Létude du biais est classique, elle fait appel a la régularit¢ dei dans certains
cas [1] se déduit de celle dE. Dautre part, nous pouvons étendre nos résultats au ca&poe suit
plus forcément la loi invariantd X, ),en Nn'est alors plus stationnaire. Létude du cas non stationnaire
repose essentiellement sur les propriétés de lopérateur de Perron—Frobenius assiéfenade la fagcon
suivante :

BV — BV,

wr— Lw(x Z

Ty=z

IT’
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DENSITY ESTIMATION FOR ONE-DIMENSIONAL
DYNAMICAL SYSTEMS

CLEMENTINE PRIEUR!

Abstract. In this paper we prove a Central Limit Theorem for standard kernel estimates of the
invariant density of one-dimensional dynamical systems. The two main steps of the proof of this
theorem are the following: the study of rate of convergence for the variance of the estimator and a
variation on the Lindeberg—Rio method. We also give an extension in the case of weakly dependent
sequences in a sense introduced by Doukhan and Louhichi.
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1. INTRODUCTION

This paper considers estimation of the marginal density f of a stationary sequence (X, )nen of dependent
random variables. If (X, )nen satisfies mixing conditions, Robinson [24] obtains the following result:

+oo

Vi [fu(e) - BA )] 2 (0.5 [ R 0at), (1)

— 00

where f,(z) is a standard kernel density estimate defined as follows (see Rosenblatt [25]):

nb,,

7 ; 1 e T — Xk
f(z) = fu(z) = ZK < A ) , (1.2)
k=0 "
with a sequence (b, )nen € (R4 )N and a compact supported kernel K : R — R (we note D its support) satisfying:

by —— 0, and | K(#)dt =1, 0 < / K2(t)dt < oo, (1.3)
D

n—-+4oo D

Quote that the last assumption, [ p K 2(t)dt < oo, holds for K measurable and bounded.

Keywords and phrases: Dynamical systems, decay of correlations, invariant probability, stationary sequences, Lindeberg theorem,
Central Limit Theorem, bias, nonparametric estimation, s-weakly and a-weakly dependent.

L Université de Cergy-Pontoise, Laboratoire de Mathématiques, batiment A4, Site Saint-Martin, 95011 Cergy-Pontoise Cedex,

France; e-mail: prieur@math.u-cergy.fr
83 © EDP Sciences, SMAI 2001



LwoviiiiatiUll U fa UCHSILe diivalialivt UC SystCiiiCo Uy liallliyyuts

52 C. PRIEUR

The purpose of this paper is to prove such a result for a certain class of one-dimensional dynamical systems.
Let us introduce the class (7) of dynamical systems:

vn>1, X, =T"X, (1.4)

such that:

e T:I — Ris a function defined on a closed interval I C R;
e T admits an invariant probability measure po absolutely continuous with respect to the Lebesgue measure;
e the random variable X has the distribution pug.

Therefore (X, )nen is a stationary sequence. Let f denote the density of pg with respect to Lebesgue.

We also assume a control of the correlations. Before stating this control, let us define the set of functions BV.
We first define the variation of a function ¢ : I = [L, R] — R (L and R can be respectively set equal to —oo
and +o00) by

V() = sup sup > le(@io1) = oli)]

i=1

where the first supremum is taken over all compact subsets J = [Lj, Rj] of I = [L, R], and where the second
supremum is taken over all finite partitions Ly = 2o < x1 < - < @, = Ry, n > 1, of J (see [26]). Now BV
denotes the set of functions h : I — R with bounded variation and whose L!—norm is finite (see e.g. [27]). If
[|h||gy := V(h) + ||h||1 where V(h) is the variation of h and || - ||; is the standard norm on L!, then || - ||5y is a
norm and BY endowed with this norm is a Banach space.

We can now state the assumption on the correlations.

There exist a positive constant  and a sequence of non-negative numbers (d,, )nen satisfying ZZ:S dj, < 00
such that

Yn >0, Vh, ke BY, |Cov(h(Xo),k(Xn))|<«&lkllblsy dn, (1.5)

where Cov denotes the covariance with respect to the invariant measure po. This control yields the Theorem 1.1
(see Sect. 4).

The paper is organized as follows. In Section 2, we precise the assumptions on the class 7 of dynamical
systems. In Section 3 we study the convergence in mean squares of our density estimates. This is the purpose of
Lemma 3.1 which constitutes the tool step of this paper and improves existing results (see Bosq and Guégan [5],
Maés [19]). Section 4 is devoted to the statement and the proof of the main result: the Central Limit Theorem
(CLT) of type (1.1). Lemma 3.1, together with a variation on the Lindeberg—Rio method [22,23], yields the
central limit Theorem 4.3. Hence the rate of convergence obtained in Lemma 3.1 is “the good one”. Theorem 4.3
does not involve the bias term. However the analysis of the bias is standard (see [2,25]) and is not linked with
the dependent structure of the subjacent sequence (X, )nen but only on its marginal distribution; this yields
Theorems 4.1 and 4.2. Some examples follow in Section 5.

In Section 6 we extend the results of Sections 3 and 4 to the case where Xy does not follow the invariant
law pg. Properties of the Perron—Frobenius operator allow to conclude for Lasota—Yorke transformations T
(Lem. 6.1 and Ths. 6.2, 6.3 and 6.4). Thanks to the results of this section, we can choose a density function p
and construct a (non-stationary) sequence (X, )nen as follows:

X, has the distribution p(t)dt, X, =T"X,, n>1, (1.6)
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and we then estimate the invariant density f with
1 (z-X,
5(z) = pp(z) = — > K k 1.7
(a) mm7mgg<bn> (1.7)

where b, and K are defined as in (1.3).
Finally, the appendix is devoted to an extension to the case of weakly dependent sequences in a sense
introduced by Doukhan and Louhichi [13] (Th. A.1).

2. DEFINITION OF THE CLASS 7 OF TRANSFORMATIONS

In this part we detail the technical assumptions required for the Central Limit Theorems given in Section 4.
We first assume that the kernel K is in the set BY. We consider a closed interval I := [L,R] C R, and T a
function from I into itself. We denote A the Lebesgue measure on I and int([) the interior of I. We assume:

e for all k in N, for all z in int(1), lim,_o+ T*(x + t) = T*(z*) and lim,_o- T*(z +t) =: T*(z ™) exist;
e for all k in N*, denote D¥ := {2 € int(I), T"(z~) = 2} and D% = {z € int(I), T*(z") = x}. Let
I :=int(I) \ B, where B :=J; o (D¥ U D). We assume A(B) = 0;
e T admits at least an invariant probability measure py which is absolutely continuous with respect to
Lebesgue measure: dug = fdX;
e let S := supp(uo) be the support of ug. If Iy := SN C(f) where C(f) denotes the continuity set of f, then
A(S\ ) =0.
Recall that pg is the distribution of Xy and that (X,,)nen is defined by (1.4). Finally we assume the control
of correlations described by inequality (1.5) in the introduction (note that the absolutely continuous invariant
probability measure po is unique because of the control of correlations (1.5)).
The following “tent-map” (see Fig. 1 in Sect. 5) belongs to 7 (hence 7 # @):

1
ga: if0§x§§
fer=y 28 3 = <1

In the next sections, A(D) denotes the Lebesgue measure of the compact set D.

3. CONVERGENCE IN MEAN SQUARES IN THE STATIONARY CASE

In this section, we provide the mean squares convergence of the invariant density estimates for dynamical
systems in the class 7. Let T be in 7, then the series of correlations are summable (1.5).

Remark 3.1. In many examples (see Sect. 5) we have a stronger property: the exponential decay of correlations.
A classical way to prove it is by using the theory of transfer operators (see Collet [8]).

Recall that pg is the absolute continuous invariant probability measure for T', that f is its density with respect
to Lebesgue measure on I, and that Xy ~ pg. (Xj)ken is then a stationary process with marginal density f. We
estimate f by standard kernel estimates of the invariant density. We get the following mean squares convergence
result:

Lemma 3.1. Let T be in the class T and f(z) be defined by (1.2) and (1.3). Assume that b, —— 0. Then

n—oo
if v € I1 N I, we have

Var (f0) = - (@) [ K25 +o).
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Remark 3.2. A first evaluation, O (#) , of the rate of convergence of f,, () is given in [5] (or more recently

in [19]). Our result provides lim,_ 4o (nb,)Var (f(x)) = (C, C > 0. This accurate rate of convergence is
necessary in order to obtain the forthcoming Central Limit Theorem (Th. 4.3) from Lindeberg—Rio technique.

To prove such a result in a mixing frame, the authors (e.g. [13]) usually assume that the couples {(Xo, Xk) }ren-
have regular joint densities. Here these distributions are singular and therefore our study is quite different. We

first need the two following lemmas:

Lemma 3.2. Assume that T is in the class T and let © € I; N I5. Assume that b, —— 0. Then for each

k € N*, there exists a sequence £(n,k) —— 0 such that

n—oo

Cov <K <x ;nXO) K <x _ank>> = by, &(n, k).

Lemma 3.3. Assume that T is in the class T and let x € I; N I5. Assume that b, —— 0. Then

n—1
1 — X - X
Proof of Lemma 3.2. Recall that D denotes the support of K. Let k fixed in N*, then
T — X Tz — X R x—Tks Tr—s R r—Ss ?
Cov | K ), K = / K K f(s)ds — / K f(s)ds
bn bn L bn bn L bn

o Study of Q,, := (fLRK <xb_s> f(s)ds)2

n

x—L 2
0<Qu=02 | [, Up K)f@—tha)dt | <82 (J IK@O)] flx — th)dt)”.
b

Let 1, (t) := |K(t)| f(x—tb,). As f is continuous at point x (z € Iy implies z € C(f)), we get for allt € D :
In(t) —— |K(t)| f(x). Let € > 0. As D is compact, the convergence of f(x — tb,) to f(x) is uniform in

t € D. Hence there exists a positive integer N such that for n > N, |1, (¢)] < |K(t)| (f(x)+¢€) Vt € D.
Then, as [, |K(t)] (f(z)+e)dt < (f(z)+¢e) VAD) y/[p K?(t)dt < oo, the dominated convergence
theorem yields ([26], p. 27)

/ K(8)] £ — thy)dt —— f(x) / K ()] dt < oo,
D nee D
Hence by, ([, [K(@)] f(x — tbn)dt)2 ——— 0 and there exists e;(n) —— 0 such that Q,, = b, £1(n).
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_ Tk _
o Study of Ay = [[ K (m bT S) K (xb S) £(s)ds

n

z—L
0 sl = buf, P a0 (D) Ko
b !
< by [, |K (M) K(t)’ Fla — thy)dt.

As D is compact, tb,, — 0 uniformly in ¢ € D as n tends to infinity. Hence the existence of onesided limits
at point z implies
z—T*(x —tb,) — 2 — T*(z™~), uniformly with respect to t € D* := D NR*;
x —T*(x —tb,) — x — T*(x*), uniformly with respect to t € D* := D NR*.
Moreover, by assumption, x — T*(z~) # 0 and z — T*(2%) # 0. Let D* := D \ {0}.
From the compactness of D we exhibit some ng € N* such that
—Tk(x — tby,
n > ny = [VteD*; K(%) :0].
k£ =0 and we can write A, = bpea(n, k), with e2(n, k) = 0 for n large enough.

- X - X
Then Cov (K (x 5 O), (x k)) bplea(n, k) — e1(n)]. Hence for each k € N*, there exists
g(n, k) —— 0 such that Cov > K ( )) = by, e(n, k), which concludes the proof. O

Proof of Lemma 3.3. We have

n—1 n—1
1 - X - X 1 - X - X
WZ(n—k’)’Cov<K<xb O),K<mb ’“))‘gb— Cov(K(xb O),K<xb k))‘ (3.1)
™ k=1 n n no—1 n n

By the control (1.5) of correlations and from Lemma 3.2 and inequality (3.1), there exists a constant M > 0

such that
n—1 n—1
%Z(nk)‘Cov(K(sz(J),K( ka>)‘<Mme k), d).
nb,
k=1

n n

Let € > 0. Since Y -, d < 00, there exists k(e) € N* such that Zk:k(s) dy < 5. So for n > k(e),

n—1 k(e)—1 c
Z min (e(n, k), dg) < e(n, k) + 3
k=1 k=1
Hence there exists some ng > k(g) such that n > ng implies
k(e)—1 c c c
Z 5(n,k’)+§ <§+§:E
k=1
This entails 22;11 min (e(n, k), dr,) —— 0 and concludes the proof. O
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Remark 3.3. Using similar arguments, we can prove that for all 0 < i < j < n — 1, and for any bounded
function ¢,

_TJ _TJ _ 7 o
Cw<ﬂX@[K<£—§3@>—EKﬂLglﬁﬂ,K<£—§3@>—EK<5—529>)<bnxdmj—m

with g(n, j —i) —— 0. We make use of this remark in the next section to prove the central limit Theorem 4.3.
n—oo

We are now in position to prove Lemma 3.1.

Proof Lemma 3.1. Let Varinq f (x) denote the variance of ﬁ Z;é K (””;—XFV’“> where the 5(7@’5 are independent
copies of the X’s. We have:

F 7 2 x—X; x—X;
Var (f(x)) = Varnaf(z) + T Z Cov (K < W ) K <TJ)> . (3.2)
m 0<i<j<n—1
As x € I C int(I), we have for n large enough

2
Var ina f (z = / K?(s) f(x — sby)ds — % (/D K(s) f(x — sbn)ds> .

As f is continuous at point z, and as K is compactly supported and satisfies (1.3), apply twice the dominated
convergence theorem (see e.g. [26], p. 27) to obtain

Varinaf(z) = annfDKg(s) f(z — sb,)d (fD x—sbn)ds)2
= %IDKQ(s>ds+o(nibn>+i{ ((Jp Ks)f@)ds)* +o(1)) }

= %%}&J@@Ms+o<iz>.

Remark 3.4. Quote that Bosq and Lecoutre ([6], p. 76) ask an additional differentiability assumption on f in
order to obtain an equivalent of the bias together with this result.

Hence
o\ f@) 1 2 ' z — Xo x — Xy,
Var (f(x)> —W/L)K2(S)ds+o<n—%> ”Qb%kz:ln_ Cov( < ™ ),K( ™ ))
Then

v () = 262 [ oo (5] 22 (S (s (152) e (£524)))

Hence by Lemma 3.3,

var (7)) = b= (f(x) / K2(3>ds+o(1)) |

which concludes the proof. [l
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Remark 3.5. We may also study the MISE defined as follows
MISE (£, )i= [ B(f - £)da.

As usual (see [2]) the rate of convergence of the MISE to 0 depends on the regularity of f. If T' is Lasota—Yorke
and Markov, we can deduce the regularity of the density f from the one of T' (see [1]).

4. A CENTRAL LIMIT THEOREM IN THE STATIONARY CASE

Many versions of a Central Limit Theorem for the partial sums of dynamical systems ﬁ Z?ﬁ &(T7 (x))

have been proved in the literature. For example Liverani [18], Viana [27] prove a CLT in the case where s =1
for some piecewise expanding dynamical systems. Barbour et al. [4] prove a functional CLT with respect to s in
the case where T is some expanding map of the unit interval into itself. They use first a coupling method: they
prove that the iterates of T can be closely tied to an m—dependent process. Then they use techniques which
are derived using Stein’s method, so they obtain bounds on the rate of convergence. Here we prove a CLT for
the density estimates.

We study the following process

Un() := v/nbn(f (2) — f(2))- (4.1)

We do not use a decomposition in Bernstein blocks. Here the idea is to adapt the Lindeberg method after
Rio [23]. To be in position to use such a method, we need the mean squares convergence result stated in
Section 3 (Lem. 3.1). We then study the bias term by a Taylor’s decomposition. Let us now state the central
limit results for the invariant density estimates in the case of dynamical systems in the class 7.

We first precise the following notations. If [ € N* and if a, y1,... ,y € R, a * (¥;),<;<, denotes the vector
of R! whose coordinates are a*vyy, ... ,a*y;, and axdiag (y1, ... ,y;) denotes the diagonal matrix whose diagonal
terms are equal to a * y1, ... ,a * y;. We also define

= (/D Kg(s)ds) v diag (F(21), ..., f(@1)). (4.2)

Theorem 4.1. Let T be in the class T and f(x) be defined by (1.2) and (1.8). Assume that b, —— 0,

n—-+o0o

nb,, —+> +o00. Let | be a positive integer. For all 1 < ¢ < I, let x; € I} N Is. Let m be a positive integer.
n—-—1+0oo

Assume that for each i, 1 < i < I, there exists a meighbourhood V; of x; such that the invariant density f
is m-times continuously differentiable on V;. Also assume that fD 'K (s)ds = 0 for all integer j such that
1 <j<m—1 and that nb>™ ! converges to some non-negative constant p,, as n tends to infinity. Then

(Un(), . s Un(z)) —2 /\/<(_1)Z!‘/’m /Dsm K(s)ds*(f(m)(xi))lgig,Zl>,

n—oo

where ¥ is defined by (4.2).

Remark 4.1. For example, when m = 1 Theorem 4.1 yields

(Un(z1), -, Un(1)) %N(—@/Dsff(s)ds*(f'(xi))mq, zl).

We can also write such a theorem if the regularity of the invariant density f in terms of Holder spaces is not
necessarily an integer. Let v denote the regularity of the function f, this means that setting v = o + § with
a € Nand 0 < 8 < 1 there exists a constant A > 0 such that f is a-times continuously differentiable with
|f(@)(2) — f(@)(y)| < Az —y|? for z, y belonging to an arbitrary compact interval. We get the following result:
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Theorem 4.2. Let T be in the class T and f(z) be defined by (1.2) and (1.3). Assume that b, — 0,

n—-+oo

nb, ——— +o00o. Let | be a positive integer. For all 1 < i <1, letx; € [y NIs. Let v = a+ 0 with « € N and

n—-+4oo

0 < B < 1. Assume that for each i, 1 < i < I, there exists a neighbourhood V; of x; such that the invariant
density f has the reqularity v on V;. Also assume that fD s K (s)ds = 0 for all integer j such that 1 < j < «

and that nb>**1 ——— 0. Then
n—-+4oo

(Un(x1), ..., Un(m)) —2= N (0, 2,

n—oo

where X is defined by (4.2).

Example 4.1. In many cases, the reqularity of the invariant density f can be deduced from the one of the
dynamic T'. Let us give some examples and references.

We consider a transformation T of the interval I = [0,1]. We assume that T is Lasota-Yorke in a sense
defined in Section 5. Then there exists a countable partition (finite or not) of I, {a;}jer, such that for all j € J,
on laj,aj+1], T is expansive (see Assumpt. 5.2). For all j € J, we assume that T admits a continuous extension
to I; := [a;,aj+1]. Let us denote T (I;) the image of I; by the extension of T on I;. We assume moreover that
T is of Markov type, i.e.

1. if the partition {a;}jcs is finite, we assume that for all j € J, there exists K; C J such that T (I;) =
UkeKj I.. Now if A is a subset of I, let clos(A) denotes the closure of A. We assume in that case that
there exists a positive integer p such that for all j € J, clos(T? (Jaj,aj+1])) = I;

2. if the partition {a;};e is infinitely countable, we assume that for all j € J, T (I;) = I.

We now give easy examples of such transformations T .

1. the r-adic maps
T(x) =rx [1], wherer €N, r > 2.
1

Wehave():ao<%<-~<7'_

T
2. generalization of the r-adic maps

<a,=1;

T(x)=rz+cll], wherer >1,0<c<1, andr+ceN, ¢(r+1) e N".

te—1)—c .
e < (7 (’T ) c<ar+c:17

For these maps we can take 0 = ag < % <
3. some piecewise linear transformations.
There exists a countable partition (finite or not), {a;};cs, of I such that for all j € J, T (I;) = I,
T is linear and continuously differentiable on |aj, a;j41] and |T'(x)| > 1+ ¢ where ¢ > 0;
4. the Gauss map
1

T(x) =~ - H for x #0 and T(0) = 0.

Then for all j € J =N*, I; = [aj,a;+1] = []%, ﬂ .
For this map we know the exact form of the invariant density, f(x) = 10g1(2) (1+2)~Y, which is infinitely
continuously differentiable.

For these transformations T, we know (e.g. [1, 7, 15]) that the regularity of the invariant density f depends
on the one of T. If the partition is finite and if T is piecewise two-times continuously differentiable, then
[ is piecewise continuously differentiable. If moreover T is onto on each interval of the partition, then f is
continuously differentiable. In the case where the partition is infinitely countable, a further assumption on the
Schwarzian derivative of T is needed (see e.g. [1,10]) to conclude that f is Holder continuous.

If the regularity of f is not an integer, no equivalent of the bias seems to be known. The optimal rate is
reached but we do not get an explicit equivalent of the bias. Hence we sometimes prefer not to consider the
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bias term but rather to restrict our attention to the centered estimation process

Yo(2) i= V/nbu(f(z) — Ef(2)). (4.3)
We get the following result (see also Applications 6.1 and 6.2 in Sect. 6 for some use of this result):

Theorem 4.3. Let T be in the class T, and f(x) be defined by (1.2) and (1.3). Assume that b, P— 0,
nby, S +o00. Then if for all 1 <i <1, x; € I; N I3,

(Yo(z1), ..., Yolz)) —2— N (0, ),

n—oo

where Xy is defined by (4.2).
Remark 4.2. For [ = 1 Theorem 4.3 is a CLT. Let J C I; N Iz be a compact subinterval of I; N I5. Working
with arbitrary [ and with some f > 0 implies that the sequence of estimation processes M7 zed

v f(@) neN*

is not tight in C'(J); its limit is indeed / [}, K2(s)ds W, where W is the Gaussian white noise. Now for sake
of simplicity we develop the proof for [ = 1. The general case is similar. If one wants to know the asymptotic

behaviour in distribution of the vector (Y (z1), ..., Yu(z;)), it is sufficient to use the following proof of

Theorem 4.3 (in the case [ = 1) with \/%Tn 22:1 st($j;nXk ), for arbitrary numbers s1, ..., s; € R, instead of
1 K( r—Xg )

V/nb, bn .

We first prove Theorem 4.3 and then deduce Theorems 4.1 and 4.2 by studying the bias term defined by
BIAS,(x) = Efn(z) — f(x).

Proof of Theorem 4.3 with | = 1. Let us first notice that if f(z) = 0, then Y,,(x) tends to zero in mean squares
(Lem. 3.1), so it also converges to zero in law.

From now on, we suppose that f(z) > 0. Let g,(t) = \/iTnK(Ib—;t)? M, = |lgnlloos In = |lgnllgy and
On = llgnll1-

In the following ¢ will denote some constant independent of k and n, which may vary from line to line. We
have M, < —<—. [, < —<— and §,, < <%= where ¢ is positive. We recall that for all h, k in BY

Vnby, Vnby, Vnb,
17~ El[Bv < [|Allool|kl| By + ([l ||| BV - (4.4)
We set, for k=0, ..., n—1landn=1, 2, ...,

Zn,k = gn(ankfl) -E (gn(ankfl)) y and Sn = 4n,0 +-+ Zn7n71'

Now let Sk.n = Zno+ -+ Zni for 0 < k <n — 1. Empty sums are, as usual, set equal to 0.
Hence

n—oo

lim Var S, = f(a:)/DKQ(s)ds > 0. (4.5)

Consider now a bounded thrice differentiable function h : R — R with continuous and bounded derivatives.
Set C; = A9 || oo, for § =0, 1, 2, 3. Set 02 = Var S,,. For some standard Gaussian random variable 7, write
A, (h) = E(h(S,) — h(onn)). The theorem will follow from (4.5), if we prove that lim, ..o A,(h) = 0. Let
Uk, i= VarSip — Var Sp_1, for 1 <k <n —1.

k—1
Uk = 2 Z Cov (Znk, Zny) + EZ;,C =: a,ll,k + a2,
1=0
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with
2 f(x) 2
a;, . /DK (t)dt,

a2 independent of k, and

0<apy, <

SN

k
Zmin (e(n, 1), dp).
=1

So, as in Lemma 3.3, we show that sup0<k<n_1(na7117k) — 0 as n — oo. Then there exists n, € N* such
that for all n > n, and for all £k € N* such that 0 < k < n — 1 we have Vk.n > 0. Therefore we can consider
Yo ~ N(0,vp ) for sufficiently large n and for 0 < k <n — 1.

Let us assume that the array {Yn,k; 0<k<n-—1, n > ng} is independent and is independent of the
sequence (Xp)gen. f0 <k <n—1,set T = Z?;klﬂ Y, j, still with empty sums set equal to 0. We can now
write Rio’s decomposition

An(h) = z_: Apn(h),
k=0

with Akn(h) =E [h(Sk—l,n + ka + Tn,k) — h(sk—l,n + Yn,k + Tnk)] .
The function = +— hy,(z) = Eh(x + T, ) has the same derivability properties as h, e.g. for 0 < j

<3, [h] < C; ; now we write Ay (h) = AL (h) = AR (h), with

Vik.n 7"
AR(R) = Bhyp(Ske1m+ Zok) = Bhyn(Sko10) - —]; Ehy, ;, (Sk—1,n),
A(2) - vk’n ”
k(B = Blin(Se-1n+Yor) = Bhion(Se-10) = =Bl (Sk-1,0)-

o Bound of A (h).
Using Taylor expansion yields for some (random) p, 1 € (0, 1):

!’ ]_ 1" 1
Aﬁfi(h) = Ehy, ,(Sk—1,n) Yok + QEhk,n(Sk—l,n)(Yﬁk — Ug,n) + gEh;(f,’,)l(Sk—l,n + P Yo k) Yol g

From the independence of the Gaussian sequence (Y, x)nen, o<k<n—1 and the process (X, )nen,

2 Cs
ENGADIESS S

hence
20302
AP ()] < 2
’ 3V 2w
Now
k—1
Ok = Var Zn j +2Y_ Cov(Znj, Zni),
j=0
hence
k
Vb < AMpS, 42 20n1nd;. (4.6)
j=1
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We thus need
k
2 ]- j
n3 | — E — | ——0.
n - n n—00

As 3007, di < 00, the last assertion is always true.
e Bound of A,(clzl(h)

Set A,(:?)l(h) = Eé,(:?)l(h) We write, again with some random 7, € (0, 1),

!’ 1 1" 1
S50 (h) = Py (Sk—1.n) Zon i + §hk,n(5k—17n)(zﬁ7k ~ Ukn) + 5 (hz(jgl(sk—lm + Tn,kka)ng;k) :

We analyze separately the terms in the previous expression. We have
Cs 2
‘Eh (Sk—1.m + T ank)an‘ > (4M2)(25,). (4.7)

To estimate the middle term, write (with Rio)

Cov(hkn(Sk 1) nk) ZCOV(h;’n Sin) = hy o (Si10), ZZ,,C).

By Taylor,
Cov (B (Sin) = hie(Si-1n)s Z2.1) = Cov (Zug hEL(Sj1n + uZn) 221
for some 0 < u < 1.
We can also write

Zz,k = gi(Xn—k—l) = 2E (gn(Xn—k-1)) gn(Xn—k-1) + [E (gn(Xn—k—l))]Q )
and
Zn7j = gn(anjfl) —-E (g’l’L(X’I’ijfl)) .
From those decompositions, the dominant term of
Cov (Znj B, (Sj-1n + uZn ), 22 1)
is
Cov (gn(ang?l) h;(f,)l(sjﬂ,n +uZn ;) gZ(Xn7k71)> ;
by replacing twice Z,,; by g(X,—;—1). Hence using (4.4) and Remark 3.3 we obtain:
Cov (gn(anjfl) h](cggl(sjfl,n + UZTLJ)?grzL(ankfl)) S C3 571 2Mnlndk7j (48)

So, as it is the dominant term, we get the same bound for the other terms. Summing up yields:
k-1
)cov (hk,n(sk,m)? Zik) ‘ <43 Cy 6, 2M,ld;. (4.9)
j=0

Proceeding as for (4.9) implies:

)cov (h;m(sm) By (Sio1m), ka)) < 206 lndy_i. (4.10)
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Hence from (4.10) and from Remark 3.3:

’ ’ k — 7
’COV (hm(Si,n) — By (Sic 1), an)’ < cmin <5nlndk_i, M) : (4.11)
We also have
" k — 7
)Ehk n(Sk—1,0)EZy i Zp 1| < cmin <<5nlnol;.ﬂi7 M) . (4.12)
' n
Adding (4.11) and (4.12) and summing up the expression for all i yields:
k—1 k e(n,p)
Ehy, (Ste—1.0)Zne — Bl (Sk-10) Y EZpiZyi| < ¢ min <5nzndp, —’p> : (4.13)
’ ’ =0 p=1 "
We add equations (4.7), 3(4.9) and (4.13) to obtain:
S - e(n,p)
1 . )
AL m)| < e <M55n + 0, Mply Y dp+»  min <5nznd,,, T)) : (4.14)
p=0 p=1
We sum (4.14) for all £ to conclude:
n—1 o0 o0 E(TL )
S AP ()| <exn (Mgan + 6, Maly > dy+ ) min <5nznd,,, —p)> : (4.15)
' n
k=0 p=0 p=1
With the techniques used to prove Lemma 3.3 we can prove
lim n <§: min <5nlnd 6(n,p)>> =0.
n—oo P n
p=1
Replacing M,,, 6y, l, by their upper bounds, we easily see on (4.15) that
n—1
ST AL (h) ——o.
=0 n—oo
This concludes the proof of Theorem 4.3. |
Remark 4.3. The proof of Theorem 4.3 extends immediately to the case g,(t) = ib K (Ifb—lﬁ(t)) , where

1 : I — R is some monotone function.
Instead of BY we can also take a Banach space (B, || - ||g) whose norm satisfies:

e there exists M > 0 such that for all n in N, || K (ﬁ,—;) s < M;
o Vb || K2 (52) s —— 0.

Equation (4.9) and Lemma 3.2 still hold, thus we can prove Theorem 4.3.
Lipschitz norm does not yield the second point above. Hence we cannot replace the norm ||.||gy by the
Lipschitz norm. Therefore the class of examples is not really large. It is a real problem which is due to the

kernel density estimates whose Lipschitz norm has order O (%) P +o00.
n n—-—+oo
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Proof of Theorems 4.1 and 4.2. For sake of simplicity, we write the proof for [ = 1. We first write
fal@) = f@) = |ful@) = Bfa(@)] + [Bfa() - 1(@)] .

The behaviour of f,(z) — Ef,(z) is given by Theorem 4.3. Hence we restrict our attention to BZAS, ()
=Efn(x) — f(2).

The sequence (X, )nen is stationary because Xy follows the invariant law pg.

Hence as [, K(s)ds =1,

BZAS,( / K(s)[f(x — sby) — f(x)]ds. (4.16)

Let v denote the regularity of f on V.
Case v € N* (Th. 4.1):
As D is compact and as b, —— 0, there exists some ng € N* such that for n > ng the interval J, , :=

n—oo

[min(z — sby,x), sup(z — sby,, )] is included in V for all s € D. Hence using (4.16) and Taylor’s decomposition
on each Js ,, we get for n > ng

m— 1 ( Sbn)m

(z) + f(m)(x — Stsnbn) p ds,

m/!

BTAS,(z) = /

j=1

where for all n > no and for all s € D, t, , is some real satisfying 0 < ¢, ,, < 1.
Hence, as [, s'K(s)ds =0 for all 1 < j <m —1,

BIAS,( / K(s f<m>(x — sty nby)ds.

Then as (™ is continuous in z and as 0 < tsn < 1 for all s € D and for all n > ng, we have for each
fixed s € D : tsn5b, —— 0. Hence, proceeding as in the proof of Lemma 3.2 (study of @,,), we get, by the

n—oo

dominated convergence theorem,

m! n—oo

/ (_ﬂK(s)f(m)(x — sty pbp)ds —— f(™ (x)/ (_S)mK(s)ds.
D D

Hence, as soon as there exists p,,, € Rt such that nb2"+! —— p,,|

v nb, BZAS, (z) (—l)m'\/ﬁ f(m)(x)/ s K (s)ds.
n—oo m! D

This concludes the study of Theorem 4.1.

General case (Th. 4.2):

Here we use the integral form of Taylor’s decomposition. Let ny € N* be such that for n > ng the interval
Js := [min(x — sby, x), sup(z — sby,x)] is included in V for all s € D. Recall that v = o + § where o € N and
0<p<1.

Empty sums are set equal to 0.

For n > nyg,

BIAS,( / ai

=g n )< _
)+/0 %(14)“ L@ (2 — stby,)dt p K(s)ds.
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As fD s7K(s)ds =0 for all 1 < j < a we deduce:

a—l

BTAS,( / / (LD o so @) (5 — stbn) — F©) (2)]dtK (s)ds.

As f has the regularity v = o + 8 (in terms of Holder spaces) on V', there exists some constant A independent
of n such that:

1 AbY
< o 3.0 _ n v )
IBIAS,(z)| < /D oD b5 Ab2sP | K(s)|ds @ D /D sV | K (s)|ds

As D is compact and as [, K?(s)ds < oo, we have [, s” |K(s)|ds < co. Hence there exists some non-negative
constant C independent of n such that:

IBIAS,(z)| < C bY.
So v/nb, BIAS, (r) —— 0 as soon as nb?**! ——— 0. This concludes the proof of Theorem 4.2. O

n—oo n—oo

5. EXAMPLES OF DYNAMICAL SYSTEMS IN THE CLASS 7

Without being exhaustive we will now give some examples of dynamics 7" which satisfy all the previous
assumptions.

e Lasota—Yorke functions

Let T be some piecewise smooth expanding map of the interval [0,1]. Following Viana ([27], Chap. 3),
we introduce the following set of assumptions for 7.

Assumption 5.1. (regularity). There exists 0 = ag < ay < --- < a; = 1 such that the restriction of T to

each n; = (ai—1,a;) is of class C*, with |T'(z)| > 0 for allz €n; andi=1,..., L

Moreover, the function g,, = |T—1“ has bounded variation for i=1,..., .

If h is some function on I and if J C I, h; denotes the restriction of h to J.

Using this notation: (7},) and g,, admit continuous extensions to 17; = [a;—1, a;] for each i =1,..., L.
Since modifying the values of a map over a finite set of points does not change its statistical properties,
we may assume that T is either left-continuous or right-continuous (or both) at a;, for each i =1,... , I.

Then let PM) be some partition of I into intervals 7 such that n; C n C #; for some i and such that
(T;) is continuous.

For n > 1, P(") is the Markov partition of I: P (z) = P (y) if and only if P()(T7(z)) = PM (T (y))
for all 0 < j < n. (P(") is the largest partition on which 7™ is monotone.)

Given n € P denote g%") = ‘(Ti)/r
n

Assumption 5.2. (expansivity). There exist C1 > 0 and Ay < 1 such that sup,,, g,g")(t) < CyAY for all
nE P™ gnd all n > 1.

Assumption 5.3. (topological mizing). There is an interval I, C I = [0,1] such that T(I,) = L., every
orbit T"(x), = € (0,1), eventually enters I, and Ty, is topologically mizing: for each interval J C I,
there is n > 1 such that T™(J) = L.

Lasota and Yorke [16], Liverani [17], Viana [27] and others study such functions. It may be shown
(Viana [27]) that T" admits a unique absolutely continuous invariant probability measure po (duo = f dt
where dt is the Lebesgue measure on [0, 1]). In addition, pg is ergodic and its support coincides with I,.
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We also have that f has bounded variation on [0, 1]. This implies that f is continuous on [0, 1] except at
most for countably many points. So our assumptions in Section 1 are satisfied.

The “tent-maps” having a large enough slope and the r-adic transformations, for » > 1, of the interval
are two examples of Lasota—Yorke functions.
— “tent-map”
It has T constant and strictly larger than 1 in absolute value, in each of the monotonicity intervals
[0, ¢) and (¢, 1].
Moreover if ¢ = 1 and |T(z)| = 0 > V2 for all z # ¢, we have I, = [T?(c), T(c)).

FIGURE 1. The “tent map” for ¢ = 0.5 and T'(c) = 0.75.

— r-adic transformations (r > 1) of the interval [0, 1]. We have I, = I.

FIGURE 2. The r-adic map with r = 8/3.

e Functions with infinitely many monotonicity intervals. The precedent case extends, under appropriate
conditions, to piecewise expanding maps with countably many domains of smoothness and monotonicity
(see e.g. Broise [7], Viana [27]). For example if we consider the Gauss-map, that is the map T defined
by T(z) = 2 — [L] for  # 0 and T(0) = 0, we have summable decay of correlations and an invariant
probability measure g absolutely continuous with respect to Lebesgue on [0, 1] and whose density has
bounded variation. We have, keeping the former notation, I, = I. Furthermore the Gauss-map satisfies
the assumptions in Section 1. Therefore we have the result for the invariant density estimates in that

case.

Remark 5.1. Let T : [0,1] — [0,1] defined by T'(x) = 42(1 — z), then Theorem 4.3 still holds because this
map is obtained from a “tent map” by conjugation.

6. A NON-STATIONARY CASE

Lasota—Yorke functions 7', introduced in Section 5, have additional properties which allow us to extend the
previous results to the non-stationary case. We use the same definitions as before (e.g. (X,,) is the stationary
dynamical system). Now let p be any density function on I = [0,1] with bounded variation. We set p(t) = 0
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FiGUure 3. The Gauss-map.

FIGURE 4. T(z) = 42(1 — x).

for t ¢ I. We define a random variable X, with distribution p(t)dt and the (non-stationary) dynamical system
X, =T"X,, n>1 (as in (1.6)).
6.1. Classical results

In the case of Lasota—Yorke function 7', the invariant density f of T has bounded variation. We define the
Perron—Frobenius operator £ (for sake of simplicity we write £ for L7) as follows:

BY — BV

_ w(y)
w = Lw®@) =y, ol

The following theorem collects properties of both the Perron—Frobenius operator £ and the associated invariant
density f of the Lasota—Yorke function T'.

Theorem 6.1. (Liverani [17], Collet [8], Viana [27])

. h € BY = L™h € BY ¥n € N. Moreover sup,,cy ||[L™h||gy < . (6.1)
o If f denotes the invariant density, then there exists some v > 0 such that:

<ft) <~y foraltel. (6.2)

2l

Then % has also bounded variation.

. AR>0,30< A<, VjEN|LIp— flloo <R N. (6.3)
o The correlations decrease exponentially fast. Hence there exists k > 0 such that for any h, k € BV,

|Cov (I(Xo), k(X)) | < & [[Kll1 [[2llsv A™ Yn =0, (6.4)
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where Cov denotes the covariance with respect to the invariant probability measure py, and X is the same
as in (6.3).

Remark 6.1. The second assertion of Theorem 6.1 yields that if T" is Lasota—Yorke, we can not have f(z) = 0.

6.2. Convergence in mean squares

Let us first recall the definition (1.7) of p(x):
1= [(2-X,
h(z) = pp(x) = — K k
o =) = - S (255,

where b, and K are defined in the introduction by (1.3). The following result extends Lemma 3.1 to non-
stationary dynamical systems, I; and I being defined as in Section 2.
A(D) < oo still denotes the Lebesgue measure of the compact D.

Lemma 6.1. Let T be a Lasota—Yorke function and p,(x) be defined by (1.3, 1.6) and (1.7). Assume that
b, —— 0. Then for x € I; N I, we have

Var () = - (f(x) RS o<1>) .

Proof of Lemma 6.1. Write

. 2
(nby)Var (p(z)) = V,, + b Z Cij (6.5)
1<i<j<n
with
1 n—1 T X/ n—1 " X/ 2
_ 2 E) — Ay
k=0 k=0
and

Note that C; ; depends on n.

2 .
e Study of 7> ., <, 1 Cij:

ICij| =

IN

K (a:b; t) X <x —bz;j—it> Cipt)dt — [L K (xb; t) Lip(t)dt [} K (xb; t) f(t)dt‘

I K <x — t) Lip(t)dt [} K <xb; t) (Lip(t) — £ (1)) dt‘ =t Apij + Bnij-
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By inequality (6.2) of Theorem 6.1, f is bounded below by % > (0, so we can write:

/01 K <xb—;t) K (x _bijit> E;](gg)f(t)dt — /01 K <xb; t) E;]zg)f(t)dt/olK <xb; t) f(t)dt‘ :

We note that A, ; ; = |Cov (h(Xo), k(X;—;)) |, where h : t — K(Ib—j)ﬁ;fg) and k@t — K(&=1).
In the following ¢ will denote some constant independent of n, ¢, and j which may vary from line to line.
Quote that there exists a constant ¢ independent of n such that |[£™p||e < c¢. Indeed, ||L"p||oc < [|L™D||BY
and by assertion (6.1) in Theorem 6.1, sup,,cx ||£"p||BY < 0.

We obtain A, ;; <c b, N~ by using Theorem 6.1.
Analogously, for By, ; j, we have
1 1
—t\ .; —t
/ K (=) cipt)dt / K(Z
0 bn 0 bn

Using the bound A < 1 now yields A, ; ; + Bn,ij < c b, N0

Anyij =

B <

) (L7p(t) — f(t))|dt < b2 e M.

Remark 6.2. Using similar arguments, we can prove that given any h € BY and k € L!(dt) we have for all
0<i<ji<n-—1

[Cov (A(XD), k(X)) | < e hlsvl Kl V. (6.5)
Using Theorem 6.1 and the proof of Lemma 3.2, we get
! x—t x— T - ! x—t - ! x—t .
/ K K| ————— ) Llp(t)dt — / K Up(t)dt/ K Llp(t)dt
0 bn bn 0 bn 0 bn

< bn E(Tl,j —i),

|Ci 1

where for j — i fixed in N*| ¢(n,j —i) —— 0.

Therefore e
2 2c L n—1
% . Z Ci’j S 7 Z min ()‘j_za E(?’L,j - Z)) S c Z min ()\k, E(n’ k)) . (69)
0<i<j<n—1 0<i<j<n—1 1

The right hand side of this inequality tends to 0 as n tends to infinity.

Remark 6.3. Using similar arguments, we can prove that for all 0 < i < j < n — 1, and for any bounded
function ¢,

—TiX, —TiX, —TiX, —TiX,
Cov (M) (K (T) _EK (T» X (bi) _EK (T)) <b, elmi i)

with e(n,j —i) —— 0.

n—oo
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e Study of V,:

Using Var jnaf () introduced in formula (3.2), it is worth decomposing V;, as follows:

Vi = (nbn)Var ma f(z) + (s + 5,) 1= (nbn)Var ima f(z) + (vn — (nbn)Var ing f(a:)) : (6.10)
where
Sn :T<ZEK2< X]g)_EKQ <33—ka)>

and )

, 1 [ a;_x’)) ( (a:—Xk)>2

8y 1= —— EK k — | EK

| (e (55 ;

‘We have

Hence, using (6.3) in Theorem 6.1 we get

Rf ds"l

Z PL (6.11)

1 n—1
|Sn| S ; /D K2(S) Z ‘(‘Ckp(x - Sbn) - f({L‘ - Sbn))|ds < ————
=0

The right hand side of this inequality tends to 0 as n tends to infinity.
Let K|, = K (”3 bX ) K,=K (”” X”) . Then using the following identity

(EK})* - (EK,)" = (E (K}, - K,)) (B(K}, + Ky)),

we have by (6.1, 6.2) and (6.3) in Theorem 6.1:
S (e () et - s ac) (5 (5 (et + g0 ar)|

x (ZM@ by (sup,, [[Lapllec +7) AN(D) [, K?(s)ds.

’
[l

IN

n k=0

As 0 <A< 1landas [ p K2( 2(s)ds < oo, the right hand side of this inequality tends also to 0 as n tends to
infinity.

Hence by (6.10, 6.11) and (6.2),
Vi, ~ (nby) Var maf (@) ~ f(z) /D K2(t)dt > 0 as n tends to infinity. (6.12)
Collecting (6.5) and bounds (6.9) and (6.12) yields the result:
(b Var (5(0) —— /() [ K20

n—-+4oo
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6.3. Central Limit Theorem

Theorems 6.2, 6.3 and 6.4 below deal with the non-stationary case and are analogous to Theorems 4.1, 4.2
and 4.3 of Section 4. The setting is not really different from the stationary one. We first study the following
process

U, (x) == \/nbn(p(x) — f(2)). (6.13)

Theorem 6.2. Let T be a Lasota—Yorke function and p,(x) be defined by (1.8, 1.6) and (1.7). Assume that
b, 0, nb, 400. Let 1 be a positive integer. For all 1 <i <1, let x; € 1y N1I5. Let m be a positive

n—-+o0o n—-+4oo

integer. Assume that for each i, 1 <1i <, there exists a neighbourhood V; of x; such that the invariant density
f is m—times continuously differentiable on V;. Also assume that fD $K(s)ds =0 forall1<j<m-—1 and
that nb2™+1 converges to some non-negative constant p,, as n tends to infinity. Then

Witans ooy Unto) 2o (S [ geopas (10w0) ).

n—oo

where Xy is defined by (4.2).

Let us now consider the case where the invariant density f has a regularity v = a + § with 0 < § < 1 and
a€eN

Theorem 6.3. Let T be a Lasota—Yorke function and p(x) be defined by (1.8, 1.6) and (1.7). Assume that
b, 0, nb, +00. Let I be a positive integer. For all 1 < i <[, letx; € [ NIy. Let v =a+

n—-+o0o n—-+4oo

with 0 < 8 <1 and a € N. Assume that for each i, 1 < i <, there exists a neighbourhood V; of x; such that
the invariant density f has the reqularity v on V;. Also assume that fD s'K (s)ds = 0 for all integer j such that
1 <j < a and that nb?*** ——— 0. Then

n—-+4oo

(UL (1), ..., Uplar)) —— N (0, =),

n—oo

where Xy is defined by (4.2).

As in the stationary case, we sometimes prefer to study the centered estimation process

Y, (@) = /by (p(x) — Ep()). (6.14)
We then get:

Theorem 6.4. Let T be a Lasota—Yorke function and p(x) be defined by (1.8, 1.6) and (1.7). For all 1 <
1 <, let x; € I N I,. Assume that b, —— 0, nb, —— oo. Then the finite dimensional marginals
(Y (z1), ..., Y. (x;)) of the process
— Y’
Vi) = )
V@) [22 K20

converge in distribution to a standard N'(0, I;) random variable.

Remark 6.4. Here we have normalized the process Y,;(x) It is possible as f(x) > 0 for Lasota—Yorke functions
T (see Th. 6.1).

As in the stationary case, we first prove Theorem 6.4 and then deduce Theorems 6.2 and 6.3 by studying
the bias term. For the proof of Theorem 6.4 we develop the proof for [ = 1 for sake of simplicity. If one wants
to know the asymptotic behaviour in distribution of the vector (Y, (x1), ..., Y, (x)), it is sufficient to use the
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’
. . . l =X . .
following proof (in the case I = 1) with ﬁ > =1 8K (F5=%), for arbitrary numbers s, ..., s; € R, instead

r—X/‘

Let us first give two applications of Theorem 6.4.

Application 6.1 Let r be a positive integer. For all 1 <4 < r we define

s ()

where for all n, (X(')(i), . ,X;l_l(i)> ~ (X(/), . aX;m 1>. We assume that the sequences X @) := (Xk(z)>k .

€
for ¢ € N, are independent of each other. Hence p(o) (ac),]ﬁgll)(x), . ,p,(f)( ) are r + 1 independent copies of
Pn(x), and we can consider

1

Let assume that b, —— 0, nby, — We also assume that r depends on n, r = r(n), with T(;L) <C

n—oo

where C' is some positive constant and 7‘( )by, —— o0. For example take r(n) = n. For all ¢ and for large n,
n—oo

(i . 2 ||K||
50 () — B ()] < 2 e

and

Sy Var (50(@)) = 7 Var (pa() = ;(—2 <f(:c) /DK(s)ds+ on(l))

= (f(x) /DK(s)ds+ 1).

Hence using Bernstein’s inequality in Pollard ([20], pp. 192, 193) we get for all n > 0

P([2

- Epn(x)‘ >n> < 2€XP<QC(J‘-($) [ K2(s)ds+1)+2 nr[|Klle |

IN

The exponential term above tends to 0 as n tends to infinity. Hence, we can approach Y,; (2) by the empirical
quantity Y7, (z). The advantage of Y”,,(x) is that it can be simulated. Indeed it does not involve the knowledge

of f(x).

Application 6.2 Now let f),(})(a:) and pi) (x) be two independent copies of p,,(x). The difference

@y () = /by ({50 () = B (2)} — (2 (@) - BA2 (2)})
does not depend on Ep,(x). Indeed ®,(z) = v/nb, (A(l)(x) —pP(z )) :

Moreover, ®,(z) converges in distribution to a N'(0,2 f(x) [, K*(s)ds) random variable as n tends to infinity
as soon as b, —— 0, nb, —— oco. To estimate f(z) it can be useful to work with ®,,(z) instead of U, ()
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as f(x) only appears in the variance term of the limit of ®,,(z) and not in the quantity ®,,(x) itself. Hence to

simulate ®,,(x) we have neither to approach Ep, (x) using exponential inequalities as in Application 6.1 nor to
know f(z) (as X, has the distribution p(t) dt where p is known).

Proof of Theorem 6.4 with I = 1. We use notations g,, M,, l,, and J,, of Theorem 4.3. As in the proof of

Theorem 4.3 we obtain M,, < \/%Tn, I, < \/%Tn and 4, < \%’T"n, for some positive constant c.
Weset for k=0, ..., n—landn=1, 2, ...,

’ ’

Znk=9n(Xp 1) —E (gn(X;—k—1)> , and S;L = Z;LO +ot Z;un—l'

Now let S,;,n = Z;z,o +o Z;Lk for 0 < k <n — 1. Empty sums are, as usual, set equal to 0.
Recall that
lim Var S, = f(a:)/ K?(s)ds > 0. (6.15)
n—oo D
We still consider a bounded thrice differentiable function A : R — R with continuous and bounded derivatives,
with C; = |F9) oo, for j = 0, 1, 2, 3. As in the proof of Theorem 4.3, also consider o2 = Var S,,, and set in
that case for some standard Gaussian r.v. 7, A, (h) = E(h(S,) — h(c,n)). As in the proof of Theorem 4.3, the
theorem will follow if we prove that lim,, ., A,(h) = 0.
Let us assume {Y, x; 0 <k <n—1, n > ng} to be defined as in Section 3. T, i is also defined as before.
We are now in position to use Rio’s decomposition

M) = 3 A (),
k=0

with Agn(h) = E(h(S,_1,, + Zn s + Tok) — B(Si_1.0 + Yoo + To))-

We still use the function x — hy . (z) = Eh(z + T}, 1), which has the same derivability properties as the
function h.

We proceed as in Section 4.

Inequality (6.8) replaces inequality (1.5).

For example inequality (4.12) in the proof of Theorem 4.3 is replaced by

1" !’ ! ! . k _ 3
|Ehkn(sk—ln)EanZn k| < cmin <5nln)‘k17 M) :
Hence doing this with each inequality of the proof of Theorem 4.3 we conclude the proof of Theorem 6.4. [
Let us now prove Theorems 6.2 and 6.3.

Proof of Theorems 6.2 and 6.3. We have the following decomposition:

The term pn(z) — Ep,(z) is studied in Theorem 6.4. The term Ef,(z) — f(z) = BLAS,(x) is studied in
the proof of Theorems 4.1 and 4.2. It does not depend on the density p. So we just have to study the term
Ep,(z) — Efy(x). We have

L

x

b

—

Eﬁn(x)—Efn(x):%/m_; K(s) S [Lp(x — sba) — flo — sby)] ds. (6.16)

bn k=0
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Using inequality (6.3) in Theorem 6.1, equality (6.16) and [, K?(s)ds < co we get
" R «— R 1
Epn(2) — Ef,(z ‘ = Z (s)ds VD) < = 7= K2(s)ds \/A(D) (6.17)
k=0 B D

where 0 < A < 1. As b, — 0 and as [, K?(s)ds < oo, inequality (6.17) yields v/nb, |Ep,(z)— Ef,(z)
—— 0. It concludes the proof of Theorems 6.2 and 6.3. |

n—oo

Remark 6.5. Notice that sup,c; [£"1(t) — f(t)| tends to 0 exponentially fast, hence £"1 also appears to be
a good evaluation of f. Unfortunately explicit computations of £"1 involve a complete knowledge of iterated
preimages with respect to 7. Example given for r € N* the r—adic transformation involves r™ such preimages.

APPENDIX A. APPENDIX

Extension to weak dependent sequences
We extend here the results of this paper to weak dependent sequences. Let us first introduce our dependence

frame which is a variation on the definition in Doukhan and Louhichi [13]. Assume that, for convenient functions
h and k,

Cov (h(“past”), k(“future”))

converges to 0 as the distance between the “past” and the “future” converges to infinity. Here “past” and
“future” refer to the values of some time series of interest. Asymptotically, this means that independence holds
if we use a determining function class.

More precisely, E being some Euclidean space R? endowed with its Euclidean norm ||.||, we shall consider a
sequence of E-valued random variables (£, )nen. We define IL°° as the set of measurable and bounded numerical
functions on some space R¥, k € N* and its norm is classically written || @ ||oo-

Moreover, let u € N* be a positive integer. We endow the set F' = E* with the norm

11, wa)lle = ol 4 -+ [l

Let now h : F' = E* — R be a numerical function on F, we set

o hia) — ()
Lip(h) = s o

the Lipschitz modulus of h. Define
L= |J{heL>®(E"R); k] < 1,Lip(h) < oo} - (A1)
u=1

Definition A.1. The sequence (&,)nen is s-weakly (resp. a-weakly) dependent, if for some sequence 6§ =
(0,)ren decreasing to zero at infinity and any (u+1)-tuple (i1,... ,44,71) with 47 < ... <y < iy + 1 < j7, for
h € L™ satisfying |||l < 1 and for k € L,

|Cov (A&, - - 1 €0), k(E1,)) | < Lip(k)6:. (A.2)
and respectively for h, k € L

|Cov (h(&,, ..., &), k(&) | < Lip(h)Lip(k)6,. (A.3)
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The results presented in this appendix improve CLTs stated by Doukhan and Louhichi in a more general
non-causal frame (see [13]). We work here indeed under a fundamental causality assumption. Contrarly to
Doukhan and Louhichi [13], we do not use Bernstein blocks but a variation on the Lindeberg-Rio method. We
also relax assumptions in Coulon—Prieur and Doukhan [9]. Indeed, in [9], the authors need two points in the
future. Here we just consider one point in the future §j, .

Note that the notions of weak dependence and dynamical systems are not that much different. For example
let us define the autoregressive model by:

&n = T(gn—l) + M, (A4)

with T : R — R such that |T'(u) — T(v')] < cJu — «/| for some 0 < ¢ < 1 and for all u, v € R, and with
(Mn)nez some real valued i.i.d inovation process satisfying E|ng| < oo. This model is s-weakly dependent. A
generalization of this model is given by:
Xn+1 - F(Xnasn—i-l);
with (g;):en & sequence of independent random variables (r.v.s) and with F' a measurable function. Such Markov
chains are actually noisy dynamical systems (see Baladi et al. [3]).
We refer to [9] for further examples of weak dependent sequences.

Density estimation in the case of weak dependence
We are now going to extend Theorem 4.3.
Y, () is defined as in Section 4, that is

Y, (x) := v/nb, (f(a:) - Ef(x)) , where f,(z) = i S K (Ibg") and K is supposed to be Lipschitz.

Theorem A.1l. Assume that the previous s—weak dependence (resp a—) condition holds for the stationary real
valued sequence (&, )nen with for some positive a < 3 (resp a < 4) Zp 10y < 0o, then the finite dimensional

marginals (Yn(x1),...,Yn(x1)), of the process Yn(x) = n(x)/\/f(ac) [Z5 u2(t)dt converge in distribution to
an N(0,1;) random wvariable if we assume moreover that f(x1) # 0,..., f(z;) # 0, that & ’s marginal admits

a continuous marginal density f and the marginal densities fi(x,y) of the bivariate random variables (&o,&x)

exist for any k > 0 and satisfy sup sup fr(x,y) < co.
k>0 (z,y)€R2

Remarks.

e Here we need the existence of marginal densities fi(z,y) of the bivariate random variables (&g, &). It is
a classical assumption in that frame. We recall that in the case of dynamical systems, such densities are
singular. The strong estimate

Cov <K (xl:f) K <xb_f)> <Cw

is standard under this condition while in the dynamical case, we just use that

—TJ _ T
Cov (K <xb7TX0>7 K(xTTXO)> < Chbpe(n,j—i)

for a sequence e(n, k) — 0 for any k. We also replace the summable decay of correlations (see (1.5))

of dynamical systems in the class 7 by a weak dependence condition.
Furthermore, in the case of stationary dynamical systems, we do not have any reason to suppose that

1 x— Xg x— Xg
s —Cov | K , K
1§11§I§)n bn v ( ( bn ) ( bn ))
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tends to 0 as n tends to infinity, so using our estimates it appears to be hopeless to consider the Lipschitz
or an Holder norms as in the case of weak dependence instead of the norm || e ||z, without adding
assumptions on the sequence (by,)nen-

e The conditions hold respectively if 6, = O(r~%) for some a > 3 (resp. a > 4).
e This result improves on a previous result in Doukhan and Louhichi [14], e.g. under association we need

Cov(&p,&) = O(r~®) for a > 5 while the previous result was obtained assuming a > 12 and for causal
shifts it was needed that 6, = O(r=*) for some a > max{9,3(1+6"1)} if b, ~n=°.

e For strongly mixing sequences, the condition a,, = O(n~%) for a > 1 ensures this CLT as proved by

Robinson [24] (and also Ango—Nze and Doukhan [2]); this asumption is of a different nature, e.g. linear
processes satisfy mixing conditions (under additional regularity conditions, see Doukhan ([11], Chap. 2.3).
The decay rate of the coefficients are there more restrictive.

The proof of Theorem A.1 is a variation on the proof of Theorem 4.3. We refer to Coulon—Prieur and Doukhan
[9], where the proof is written under stronger assumptions (in terms of dimension of the “future”). The same
techniques provide some general limit theorem for triangular arrays under weak dependence (see [9]).

The author is grateful to the anonymous referees for constructive comments.
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Quelques remarques :

Nous donnons ici quelques précisions sur ’article
“Density Estimation For One-Dimensional Dynamical Systems”
présenté aux pages 83-108 de cette these.

— A la remarque 3.3. de la page 88, on peut remplacer p(Xy) par (77 Xy).

—1 - X
Posons K,(t) = K <xb ) —EK (x ; 0) . La remarque 3.3. s’écrit alors:

VO0<i<j<n-—1,V e bornée,

|Cov (T Xo) K (X;), 1, (X3)) | < ll¢llec bn e(n,j — 1), (1)
avec £(n,j —1) — 0.
Notons que e(n,j — i) ne dépend pas de . La suite (n,j — ¢) dépend uniquement de

K, T,x,netj—u.

— Précisons maintenant comment on applique la variante de la remarque 3.3. (inégalité (1)
ci-dessus) pour obtenir les inégalités (4.11) et (4.12) de la page 94.
Gréce a un développement de Taylor, on commence par écrire :

R (Sin) = b (Sicin) = by (Sicin + pinZni) Zonsi
ol p;,, est un réel strictement compris entre 0 et 1. On a alors:

/

Cov (A (i) = Bl (Sict,0): Zu

) _ Cov ((T"" Xo) Kn(Xnmict). Kn( Xncios )

nb, ’
v (Kn(T) 4 4 Ku(Tt) + pinKall
avecgo(t):hkn<x( )+ Ky )‘|',0,x()>.
’ nb,
Comme ||¢][s < Hh;c/nHOO < (C, on obtient alors avec (1):
7 7 1 .
‘COV (hk,n(Si,n)_hkn i— ln nk)‘ ﬁ”@”oobnef(n,k—l)
c (2)
< 2 E—
s e(n, i).

A Taide des inégalités (4.10) de la page 93 et (2) ci-dessus nous déduisons l'inégalité
(4.11) de la page 94.

Notons maintenant que

C
|E Ay, (Sk=10)E ZuiZng| < —f-|cov(A;(x;_F4%A;(x;_k4)n.
noy,
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En appliquant alors (1) avec la fonction ¢ constante égale a 1, nous en déduisons :

"

B (Sesn)B ZuiZos] < otk —i). )
' n

Des inégalités (1.5) de la page 84 et (3) ci-dessus, nous déduisons I'inégalité (4.12) de la
page 94.
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Chapitre 5

Simulations numériques

Dans ce chapitre, nous illustrons certains résultats du chapitre 4 par des simula-
tions numériques. Les programmes sont écrits en C et les figures tracées a l'aide

de MATLAB.
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Simulations numériques

1 Introduction

Dans ce chapitre, nous réalisons des simulations numériques relatives aux résultats du
chapitre 4. Rappelons que 1’objet du chapitre 4 est I’estimation de la densité invariante d’ap-
plications T' d’un intervalle I C R, fermé, dans lui-méme. Les applications T' considérées sont
dans une certaine classe 7. Elles ont une unique mesure invariante, pg, absolument continue
par rapport a la mesure de Lebesgue. Nous gardons les notations du chapitre 4. La densité
de po par rapport a la mesure de Lebesgue est donc notée f. Nous estimons f a ’aide d’un
estimateur a noyau construit de la facon suivante:

X(l) ~ p(t)dt , ou p est une fonction densité a variation bornée,

X =T"X, ,Vn>1,

. 1 = (- X,
p”’b“(x):ﬁzlw b k)

avec une suite (b, )nen € (RN et un noyau K : R — R a support compact D C I tels que:

b, — 0, / K(H)dAr(t) = 1,0 < / K2(1)dA (1) < oo.

Pour un tel estimateur, nous obtenons en particulier le résultat de convergence en moyenne
quadratique suivant (lemme 6.1. page 99):

Lemme 1 (Convergence en moyenne quadratique) Soient T € T el po la mesure
T —invariante absolument continue par rapport @ la mesure de Lebesgque. Soit S le support de

to- Pour presque toult x € S, nous avons :
R 1 .
Var (s 0) = - (1) [ K2 0)ds +o(1))
nbn D
Nous renvoyons au chapitre 4 pour plus de détails sur ces résultats théoriques.

Pour vérifier ce résultat numériquement, nous avons écrit un programme en langage C.
Dans un premier temps, nous calculons, pour différentes valeurs de x, et pour n et m fixés,

Pr(a) = (B0 (2),.... 0" (2)) -
Ici les ]555)(:1;), 1 <1 < m sont m copies indépendantes de p,(z).
Nous calculons ensuite pour chaque z la variance empirique du vecteur P2 (x):
1 & . 1 & ?
Varnp (P2) = 103 {ﬁﬁf)(rv) L Zﬁff)(x)} .
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Par la loi forte des grands nombres, nous savons qu’a n fixé, Var ., (P} (x)) converge presque
slirement vers Var (p,(z)) lorsque m tend vers l'infini. Plus précisément, ¥V o € [0,1/2[,

m® {Var ., (P (2)) — Var (p,(2))} tend vers 0 lorsque m tend vers l'infini (voir Baum &
Katz [6]).

Enfin, nous interpolons la courbe (nb,,) Var ., (P?(z)) en fonction de z. Nous vérifions sur
les figures que, pour de grandes valeurs de m et de n, cette courbe se rapproche de la courbe

théorique y = f(x) [ K*(s) ds.

Nous avons d’abord écrit ce programme a 1’aide de MATLAB. Pour les grandes valeurs de
m ou de n, le temps de calcul était alors trés long, de l'ordre de plusieurs heures. En effet,
le programme contient des boucles emboitées qui conviennent mal a ce logiciel. Nous avons
donc réécrit le programme en C pour pouvoir envisager de grandes valeurs de m et de n. La
vitesse de convergence de Var.,,, (P (z)) vers Var (p,(z)) étant assez lente (m™, o < 1/2)
nous savons déja que le nombre m doit étre choisi plutét grand (1000, 5000, 10000, ...).

2 Structure du programme

Nous avons choisi de faire les simulations pour la fonction unimodale définie sur [0,1] par:

1

T(z) = 42(1 — z). La densité invariante est alors connue et s’écrit: f(z) = ————— (voir

par exemple Collet [14]).
Nous avons travaillé avec le noyau suivant : Ky(x) = 1_y/2,19)().

Pour la loi initiale nous avons pris I'une des deux lois suivantes:
— la loi uniforme sur [0,1],
2 6—295

1 —e2

— la loi de densité py(z) = 1j0,49().

Ecrivons maintenant la structure du programme C pour K et pour la loi uniforme. Le
programme précis peut étre obtenu sur simple demande & 'auteur.

STRUCTURE:

/* Calcul du noyau K,

Argument :

T, réel
Renvoi:
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1 si <1/2
Kl(:z;):{ il <1/

0 sinon

/* Calcul de la fonction unimodale 7

Argument :

r, réel dans [0,1]

Renvoi:

T(x)=4z(1 — z)

/* Calcul de la variance empirique d’un vecteur

Arguments:

m, taille du vecteur et U, vecteur de R™

Renvoi :

Vim,0) = £y, {Uli] - £ S, 0}

/* Calcul de nb, multiplié par la variance empirique d’un vecteur constitué

par m copies indépendantes de p,(x)

Arguments :

r, réel dans [0,1]

n, nombre d’itérations de la fonction T

m, taille de 1’&chantillon (ﬁg”(x),..,ﬁgn%x)>
a, réel dans ]0,1[ (b, =n"")

Renvoi: est(x,n,m,a)

Au départ, U est le vecteur nul de R™.

Pour j variant de 0 a m — 1,

- le programme tire au hasard une valeur X dans [0,1] (& 1’aide de la fonction

RAND bien initialisée) ;

x :
- calcule fﬁ( ) puis le met dans U[j];

- Puisde:=1an-1,

- met 7(X) dans X;
- X
- calcule Y’zzfﬁ(ajb >;

n
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- met Y 4+ U[j] dans U[j];

A ce stade du programme, le vecteur [/ contient un m—é&chantillon (nbn)<ﬁgu(x)r..,

1
Le programme sort alors —V(m,U), c’est-a-dire (nb,)Var ., (P} (z)).
nb,

/* Corps du programme

Arguments:

s, entier > 1 nombre de points z pour lesquels on fait les calculs
n, nombre d’itérations de la fonction T

m, taille de 1’é&chantillon (ﬁ%”(x),..,ﬁﬁm(x)>

a, réel dans 0,1 (b, =n"")

Renvoi : est(s,n,m,a)
Pour s valeurs de z réparties sur [0,1], le programme calcule est(x,n,m,a).
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Pour faire les graphes, nous écrivons un programme, a ’aide de MATLAB, qui utilise en
données les valeurs calculées par le programme précédent écrit en C. Ce programme nous
permet d’interpoler la courbe est(x,n,m,a) en fonction de z.

Nous lancons ce programme pour différentes valeurs de n, m, et a. Etudions maintenant
le résultat de ces simulations.

3 Simulations

Commencons par donner le graphe de la densité invariante par rapport & T': f.

1
Rappelons que f(z) = ——— et que [ atteint son minimum 2/7 en = = 1/2.
pp que f(z) = que f / /

La ligne tracée en pointillés a la figure 1 est la droite y = 2/m.

22

Fi1Gg. 1 — Densité invariante f
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3.1 Noyau K, et loi initiale uniforme

Lancons maintenant la simulation pour m = 5000 et n = 500.
Sur la figure 2 ci-dessous, la courbe empirique est tracée en trait plein et la courbe y = f(x)
est tracée en pointillés.

a =0.16667 a = 0.33333
25 37

est
est

(0] 0.2 0.4 0.6 0.8 1

a = 0.66667

est
est

[0} 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X
a =0.83333

25

est

Fia. 2 — Convergence quadratique, m = 5000, n = 500, s = 20
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Sur la figure 2 nous voyons que pour des suites b, convergeant assez vite vers 0 (a =
—1In(b,)/In(n) > 0.5), la courbe empirique se rapproche de la courbe théorique (figure 1). Ici
la courbe théorique est celle de f car [ K{(s) ds = 1. Lors de la preuve du lemme 6.1. au
chapitre 4, nous avons vu qu’effectivement la fenétre b,, jouait un réle important. En effet, nous
montrons au chapitre 4 que le point clé dans la preuve du lemme 6.1. du chapitre 4 (lemme 1

Cov <K1 (%) K <r—bfk>>

‘Cov <K1 <$ ; Xé) K (x ; Xé)) ‘ < Cb, (e(n, k) Ady), (1)

n n

ci-dessus) est la vitesse a laquelle I’expression converge vers

Or

ou pour k fixé, la suite ¢(n, k) converge vers 0 lorsque n tend vers I'infini. Rappelons que la
suite (d, )nen, définie par la relation (1.5) a la page 84 du chapitre 4, contréle la décroissance
des corrélations du systéme dynamique généré par T

En s’intéressant aux détails de la démonstration du lemme 1 (lemme 6.1. page 99 du
chapitre 4), nous voyons qu’a k fixé, la vitesse de décroissance de la suite (g(n,k)), oy est
* vers (.
Pour la fonction unimodale T choisie ici, la décroissance de d,, est exponentielle (voir [65]).

Comme la suite b,, est choisie de la forme n~

limitée par la vitesse de convergence de la suite b, = n~
“ c’est donc bien la valeur de a qui va limiter la
vitesse de convergence vers 0 de la borne supérieure de I'expression (1) ci-dessus. Ceci explique
que pour des petites valeurs de a, il faut prendre des valeurs de n beaucoup plus grande pour
observer la convergence. C’est ce que nous remarquons sur la figure 4.

Notons enfin que pour 1/2 < a < 1, nb? ne tend pas vers l'infini, et pourtant les courbes
convergent. Nous vérifions ainsi numériquement que la convergence en moyenne quadratique
de I'estimateur py s, (7) requiert simplement I’hypothése “nb, — +00”, et non “nb2 — +oc”.

noo noo
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Sur la figure 3, nous présentons un graphe en dimension trois représentant 1’évolution des
courbes empiriques y = est(x,n,m,a) en fonction de la valeur de a pour m = 5000 et n = 500.

15

0.5

F1G. 3 — Evolution de la convergence en fonction de la valeur a = —In(b,,)/In(n)

Ce graphe confirme 1’évolution des courbes de la figure 2 en fonction de la valeur de

a=—In(b,)/In(n).
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Sur la figure 4, nous prenons a = 0.33, m = 5000 et » = 10000. Nous observons alors
effectivement que la courbe empirique (en trait plein) est plus proche de la coube théorique
(en pointillés) que pour a = 0.33, m = 5000, n = 500 (figure 2). C’est donc bien qu’en prenant
une valeur différente pour a, on change la vitesse de convergence.

(m,n,s,a)=(5000, 10000, 20, 0.33)

3.5+

25

15F

0.5

FiG. 4 — Convergence quadratique, m = 5000, n = 10000, s = 20, a = 0.33
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3.2 Noyau K, et loi initiale py

Enfin, dans ce paragraphe, nous prenons le noyau K; mais la densité initiale py(x). La
encore, nous observons des comportements similaires. Commencgons par lancer la simulation

pour m = 5000 et n = 500.

Sur la figure 5 ci-dessous, la courbe empirique est tracée en trait plein et la courbe y = f(z)

est tracée en pointillés.

a=0.16667 a = 0.33333

est
est

0] 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X
a = 0.66667

257

est
est

(] 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X
a =0.83333

est

Fia. 5 — Convergence quadratique, m = 5000, n = 500, s = 20
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Sur la figure 6, nous présentons un graphe en dimension trois représentant la variation des
courbes empiriques y = est(x,n,m,a) en fonction de la valeur de a pour m = 5000 et n = 500.

2.5 . ‘ . B L - ‘ . R ‘ “ o » ‘ i _2
1.5
g
1
0.5
F1G. 6 — Evolution de la convergence en fonction de la valeur a = —In(b,)/In(n)
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Sur la figure 7, nous prenons a = 0.33, m = 5000 et n = 10000. Nous observons encore que
la courbe empirique (en trait plein) est plus proche de la coube théorique (en pointillés) que

pour a = 0.33, m = 5000 et n = 500 (figure 5).

(m,n,s,a)=(5000, 10000, 20, 0.33)

3.5

2.5

1.5-

0.5~

Fia. 7 — Convergence quadratique, m = 5000, n = 10000, s = 20, a = 0.33
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4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons choisi de ne présenter que les simulations relatives au résultat
(lemme 1) de convergence en moyenne quadratique de Iestimateur de la densité étudié au
chapitre 4.

Nous aurions également pu présenter des simulations concernant les résultats de conver-
gence en loi. Nous aurions alors tracé la fonction de répartirion empirique de

Vb, {pn(z) — Ep,(z)}

et vérifié que la courbe obtenue pour x fixé se rapprochait bien d’une répartition gaussienne.
Nous avons préféré mettre en valeur 'ordre de grandeur de la vitesse de convergence

en moyenne quadratique de 'estimateur p,(z), en O ﬁ), car c’est lui qui nous a permis
n

au chapitre 4 d’utiliser une variation de la méthode de Lindeberg-Rio [54] pour montrer le
théoréeme limite centrale (théoréme 4.3. page 91) pour p,(z).
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