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A Solveig

Viendras-tu ?

Es-tu loin encore?

Prends ton temps.

Je sais que ton fardeau est lourd.
Je t'attends, je te I’'ai promis.

— Henrik Ibsen

Peer Gynt, Acte V, scéne 5
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Abstract

We give four contributions to the study of L-functions of modular forms. First, we
prove that the Jacobian of a modular curve has a simple quotient of great dimension
and rank 0 and a simple quotient of great dimension and great rank. In a second
contribution we prove the 1-level density conjecture for new families of modular
L-functions. Then, we study the distribution of the value at 1 of the L-function
of the symetric square of a modular form. Finally, we give, in collaboration with
F.Martin, a criteria for the determination of modular forms by the special values of
their L-functions.
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Préface

Ce travail propose quatre contributions & I’étude des fonctions L de formes mo-
dulaires. Les méthodes utilisées sont celles de la théorie analytique des nombres et
les visées sont algébriques ou géométriques.

Les deux premiers chapitres donnent un survol rapide de la théorie des formes
modulaires de poids entier et des fonctions L qui sont associées & ces formes. Ils
établissent les résultats nécessaires aux chapitres suivants et mettent en place les
problématiques.

Le troisiéme chapitre porte sur I’étude du rang des facteurs des variétés jaco-
biennes « privilégiées » dans le monde des formes modulaires, les variétés Jo(NN).
Les résultats de ce chapitre sont parus au Bulletin de la Société mathématique de
France [Roy00]. On montre qu’il existe des facteurs simples de Jo(IN) de grande
dimension, et on quantifie cette assertion. On montre qu’on peut imposer i ces
facteurs d’étre de rang nul ou égal 4 la dimension.

Le quatriéme chapitre étudie la répartition des petits zéros des fonctions L de
formes modulaires. On teste une conjecture récente de Katz et Sarnak qui relie la
répartition des petits zéros de fonctions L de formes modulaires & la répartition
des valeurs propres de matrices unitaires. On prouve un théoréme qui étaie cette
conjecture. Les résultats sont & paraitre & Acta Arithmetica [RoyO1b].

Le cinquiéme chapitre détermine les moments, positifs et négatifs d’une fonction
attachée aux formes modulaires : 1a valeur au bord de la bande critique de la fonction
L de leur carré symétrique (ce nombre est directement relié 4 la norme de Petersson
des formes modulaires). On donne des estimations précises des moments positifs.
Les résultats sont & paraitre & Mathematische Annalen [Roy0Olc].

Enfin, le dernier chapitre présente un travail effectué en collaboration avec Fran-
cois Martin [MRO1]. On détermine le nombre de valeurs qu’il suffit de connaitre de
séries L attachées & une forme modulaire pour caractériser cette forme modulaire.

On donne maintenant une présentation rapide des résultats. Si N est un entier et
k un entier pair, tous deux strictement positifs, S(k, N) est I’espace des formes para-
boliques de poids k sur le sous-groupe de congruence IH(N) = {(‘cl g) ; (a,b,¢,d) €
Z*, ad — bc = 1, N|c}. Les élements de S(k, N) sont les fonctions holomorphes sur
le demi-plan de Poincaré vérifiant,

1) f(22£2) = (cz + d)* f(2) pour toute (24) de IH(N);

2) z — (Sm 2)F/2|f(2)| est bornée.

Une telle forme admet un développement de Fourier de la forme

+oo

f(z)= Z f(n) exp(2imnz).

n=1

Si N = LM avec L et M entiers, et si f est une forme de S(k, M), la fonction
z — f(Lz) appartient & S(k, N). Cette remarque permet de distinguer les formes
nouvelles de S(k, N) comme étant celles ne « provenant pas de niveau inférieur
» par ce procédé (on définit cette notion plus précisément au §1.3). Pour chaque
entier n > 0 on définit un opérateur, dit de Hecke, de S(k, N) dans lui-méme.
On montre alors qu’il existe une base orthogonale B(NN) de l’espace des formes
nouvelles de S(k, N) composée de vecteurs propres de tous les opérateurs de Hecke
et dont le premier coefficient de Fourier est 1. A chaque forme f de B(N), on
associe une fonction L définie par L(f,s) = 375 f(n)n=s=*=1/2_Si N est sans
facteur carré, on associe aussi & f une fonction L de carré symétrique définie par
L(sym®f,s) = (M) (2s) 3127 F(n*)n=s=k+1,

n=1



Voici maintenant I’énoncé des résultats originaux présentés dans cette thése.

Chapitre 3 Pour N > 1, ayant éventuellement des facteurs carrés, soit J§V(N) la
partie nouvelle de la jacobienne de la surface de Riemann compacte Xo(N), quotient
par I3(N) du demi-plan de Poincaré complété. Comme conséquence d’un théoréme
d’équirépartition des valeurs propres d’opérateurs de Hecke, Serre a montré que la
plus grande des dimensions des facteurs Q-simples de J§°¥ (V) tend vers +oo lorsque
N tend vers +oo [Ser97, théoréme 7]. Dans un premier temps on rend effectif ce
théoréme d’équirépartition grace & un calcul de discrépance. On déduit alors une
version plus forte du résultat de Serre :

THEOREME 1

Soit p un nombre premier. Il existe une constante C}, ne dépendant que de p, strictement
positive, et un entier N, ne dépendant que de p tels que pour tout entier N > N,
non divisible par p, il existe un facteur Q-simple, X, de la variété J§°"(N) dont la
dimension vérifie la minoration suivante :

dimX > CpvInln N.

On sait, grace & Shimura, interpréter la dimension des facteurs Q-simples de J§¥ (V)
en termes de degré des corps de rationalité de formes primitives de poids 2 sur
IHh(N). En particulier la plus grande des dimensions des facteurs Q-simples est don-
née par le plus grand degré de ces corps de rationalité. Si on fixe un entier premier
p ne divisant pas N, le degré du corps de rationalité associé & une forme f primi-
tive relativement & N est minoré par le degré de I'extension sur Q engendrée par
le p-iéme coefficient de Fourier de f : Q(f(p)). Notre stratégie va donc consister
4 minorer le degré sur Q des f(p) Utilisant des techniques standard d’approxima-
tion des fonctions caractéristiques d’intervalles par des séries de Fourier, on estime
la taille minimale que doit avoir un intervalle pour contenir au moins un f(p)//p
quand f parcourt B(N). Pour cela, on a besoin d’une formule de trace, c’est-a-dire
d’une moyenne des f(p") /v/P" calculée pour tout entier n avec le poids naturel
1/cardB(N). Pour un tel poids, la formule de trace adéquate est celle d’Eichler-
Selberg qu’on exprime en s’inspirant de Brumer.

Par des calculs de discrépance de sous-suites de valeurs propres d’opérateurs de
Hecke associées & des formes primitives de poids 2 sur (V) n’annulant pas leur
fonction L au point 1/2 et en utilisant de récents développements de 1’étude de ces
fonctions L de formes modulaires, on renforce le théoréme précédent en étudiant la
dimension de facteurs Q-simples dont le rang (au sens algébrique de Mordell-Weil)
est fixé égal & 0.

THEOREME 2

Soit p un nombre premier. Il existe une constante C,, ne dépendant que de p, strictement
positive, et un entier N, ne dépendant que de p tels que pour tout entier N > Np,, non
divisible par p, il existe un facteur Q-simple, X, de la variété JJ¥(N) de rang nul et
dont la dimension vérifie la minoration suivante :

dimX > CpvInln N.

Comme précédemment, les facteurs Q-simples de J§% (V) sont caractérisés par les
corps de rationalité des formes f de B(IN). Mais, si on veut se restreindre aux
facteurs Q-simples de rang 0, on doit aussi se restreindre aux corps de rationalité
associés & des formes primitives dont la fonction L est d’ordre 0 au point 1/2. (On
utilise de récents travaux de Kolyvagin-Logachev et Gross-Zagier qui prouvent la



Xi

conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer pour les fonctions L d’ordre 0 au point
critique). La stratégie de la preuve est donc celle du théoréme 1, & la nuance prés
qu’il faut trouver une formule de trace ou la sommation ne se fait plus sur toutes
les formes de B(N) mais sur celles dont la fonction L ne s’annule pas en 1/2. Cette
formule est obtenue en insérant un facteur L ( 7 %) au poids naturel. On utilise la
positivité de L ( f, %) pour calculer une discrépance & partir de cette formule de
trace tordue calculée, quant 3 elle, en exprimant L ( 7 %) comme série rapidement
convergente, de maniére & se ramener a une formule de type Eichler-Selberg.

Enfin des calculs de discrépance de méme nature faisant intervenir la dérivée des
fonctions L de formes modulaires permettent 1’étude de facteurs Q-simples dont le
rang et la dimension sont égaux. On prouve notamment qu’inconditionnellement
il existe de tels facteurs dont le rang et la dimension deviennent simultanément
arbitrairement grands.

THEOREME 3

Soit p un nombre premier. Il existe une constante C, ne dépendant que de p, strictement
positive, et un entier N, ne dépendant que de p tels que pour tout entier N > N,
non divisible par p, il existe un facteur Q-simple, X, de la variété J§°V(N) dont la
dimension et le rang vérifient :

rang X =dim X > CpvIinln N.

Ce théoréme est de nouveau obtenu en utilisant les travaux récents de Kolyvagin-
Logachev et Gross-Zagier sur la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer vraie pour
les fonctions L d’ordre 1 au point critique. Il faut trouver une formule de trace ou
la somme se fait sur les formes de B(N) dont la fonction L est d’ordre 1 en 1/2. 1
faut donc trouver un systéme de poids détectant les fonctions L s’annulant & I'ordre
lens= % et assez sophistiqué pour étre compatible avec la formule de trace. Ceci
se fait grace & U'insertion du facteur :

w1 ™o (1- L\ YNV
(1 . +p>/<2c @) (1 p2)1 ﬁB(N)).

n
2mer

Chapitre 4 Récemment, Katz et Sarnak [KS99a] ont étudié la répartition des zéros
de certaines familles de fonctions L sur la droite critique. Ils ont tiré de cette étude
une conjecture — appelée conjecture de densité — reliant la répartition de ces
zéros & la répartition des valeurs propres de groupes de symétrie. Iwaniec, Luo et
Sarnak [ILS00] ont éprouvé la solidité de cette conjecture en montrant qu’elle est
satisfaite (en admettant ’hypothése de Riemann généralisée) pour les petits zéros
des fonctions L des formes modulaires. On montre ici que la conjecture reste valable
en considérant des sous-familles des familles considérées par Iwaniec, Luo et Sarnak
caractérisées par les valeurs propres d’opérateurs d’Atkin-Lehner. Nos résultats sont
donc un test supplémentaire renforcant la conjecture de densité.

Soit F' = (F(Q)) un ensemble d’ensembles disjoints de formes modulaires indexé
par un paramétre . A chaque forme f d’un ensemble F(Q) est associé un réel
cq appelé conducteur de f et ne dépendant que de la famille F(Q) contenant f.
Les zéros non triviaux de la fonction L d’une forme f € F(Q) sont notés 3 + ivy.
Puisqu’on admet ’hypothése de Riemann généralisée, on a v € R. On introduit un
opérateur de comptage de ces zéros

D(f,6) = ¥ 0 3 nco)
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oll ¢ est une fonction de la classe de Schwartz S (R) de transformée de Fourier & sup-
port compact. La conjecture de densité prédit, pour certaines familles F', I’existence
d’une distribution W (F) telle que

1
lim ———~
&) 2, PO J oo

La conjecture affirme de plus que cette fonction W (F') est la fonction de densité des
valeurs propres (correctement normalisées) d’un groupe de symétrie.
On fixe un entier strictement positif £ et € = (1,...,&¢) un vecteur de {—1,1}*.
Pour tout entier sans facteur carré N = p; ---p; ayant £ facteurs premiers p; <
- < pg on introduit le sous-ensemble des formes primitives de poids & et de niveau
N défini par

={feBWN); Wy, f=eif,1<i<[t}

ot Wy, est I'opérateur d’Atkin-Lehner associé & p;. L’opérateur de comptage associé
a une forme f € B€(N) est ainsi

9) = ;qs@—jr m(kw))

ol 3 + iy décrit les zéros non triviaux de L(f,s). Pour établir le lien avec ce
qui précéde, on voit que () décrit I’ensemble des entiers sans facteur carré ayant
exactement £ facteurs premiers. Pour une fonction X de B(N) dans C on définit
la, moyenne harmonique de X par

ME(X)= ) wn(H)X(S)

feB=(N)

ot wn(f) est le poids harmonique classique dans cette théorie (il est défini au
paragraphe 1.7.1). On prouve alors le

THEOREME 4

Soit k et ¢ des entiers strictement positifs fixés avec k pair. Soit k un réel vérifiant 0 <
k < 1/L. L’hypothése de Riemann est supposée vraie pour les fonctions L de Dirichlet
et pour les fonctions L associées aux formes primitives de poids k. Soit € = (e1,...,€y)
un vecteur de {—1,1}¢. Soit ¢ une fonction paire de S (R) de transformée de Fourier 3
support compact dans | — 2,2[. On considére une suite d’entiers N sans facteur carré
ayant exactement £ facteurs premiers pq, - ..,p¢ tels que N* < p; < --- < pg. Alors on

a
) M“:
lim / W (z)¢(z) dz
N—oo

ou W est définie par :

siiker -+ g0 =1 alors
sin(2mx)
w =14+ —
(rc) + 2nx
siike;---gp = —1 alors
in(2
W) = 1— SCTD) g
2nx

ol &g est la distribution de Dirac en 0.
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REMARQUE Si f € B%(N) alors i*e; - - est le signe de I’équation fonctionnelle
de L(f,s). Selon que cette valeur vaut 1 ou —1 on dit que f est paire ou impaire.
Le théoréme montre que la distribution moyenne des petits zéros n’est gouvernée
que par le signe de I’équation fonctionnelle et non par les signes des différentes
composantes d’Atkin-Lehner. Cela confirme — au moins dans le domaine ] — 2, 2[ des
petits zéros — la robustesse de la conjecture de densité.

Ce résultat généralise le résultat suivant dd a Iwaniec, Luo et Sarnak qui consi-
déraient les espaces

B*(N)={f € BIN);Wnf =1i"f}

et
B (N)={feB(N);Wnf=—i"f}

et obtenaient

THEOREME 5 (THEOREM 1.1 DE [ILS00])
Fixons ¢ € S (R) de transformée de Fourier 4 support compact dans | — 2,2[. Alors,
lorsque N parcourt les entiers sans facteur carré

. 1 ™ N
jégnoo ﬁBi(N) fEBZi(N) D(f; ¢) - ‘/_Oo ¢(Z’)W (.Z') dz
e + sin(2nx)
“ - sin(27z)
W™ (2) = 1 = ——— + do()-

Notre méthode consiste & exprimer les sommes sur B€(N) en sommes sur B(N)
grace & l'introduction de facteurs s’annulant pour les formes n’ayant pas les va-
leurs propres d’Atkin-Lehner recherchées. Aprés avoir exprimé ces valeurs propres
d’Atkin-Lehner en termes de valeurs propres de Hecke, on est ramené & évaluer des
formules de trace sur les formes primitives. Pour cela on utilise une formule de trace
sur les formes primitives (de type Petersson) due a Iwaniec, Luo et Sarnak. On
commence par montrer que la contribution des formes anciennes est négligeable si
on suppose que le plus petit facteur premier du niveau croit assez vite. L’estima-
tion de la contribution des formes nouvelles se fait par une évaluation de sommes de
sommes de Kloosterman. C’est cette estimation qui requiert I’hypothése de Riemann
des séries L de Dirichlet.

On calculera rapidement la contribution des formes anciennes (c’est le seul en-
droit ou sera nécessaire ’hypothése de Riemann pour les fonctions L de formes
primitives) puis, plus précisément celles des formes nouvelles. On pourra finalement
établir un pas vers la conjecture de densité.

Chapitre 5 Soit x un réel, 0 < x < 1 et A/ ’ensemble des entiers sans facteur carré
N de plus petit facteur premier p; (N) > N®. On étudie la variable aléatoire qui
associe & une forme f de B(N) la valeur en 1 de la fonction L associée au carré
symétrique de f, soit

L(sym?,1) : B(N) — R
f = L(sym®f,1)

lorsque N parcourt N. On montre que ces variables aléatoires admettent une va-
riable aléatoire limite L(sym?,1)s dont on calcule les moments dans le
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THEOREME 6
Soit n > 1 un entier. Soit

Mnp(N) = iB(N) Z L(Symzfa l)n_l'
feB(N)

Alors, lorsque N parcourt N il existe un réel M, tel que

lim M,(N) = M,.

N—oo

On définit pour tout b € N* ['ensemble

2

Ea®) = {de vty (2 ) 1 <i<n—1
dy - disy

puis pour tout r > 1 entier

my(r) = Z Z 1.

beN™  de&n(b)
det b=r det d=det b

On a alors
et X~ Mn(7)
M, =¢@2)" ") —
r=1

La variable aléatoire L(sym?,1) admet lorsque N parcourt N une variable aléatoire
limite L(sym?,1)s dont le moment d'ordre n — 1 est M,,. En particulier, |'espérance
de L(sym?,1) est

E[L(sym®,1)o] = ((2)?

et sa variance

¢(2)¢3)
¢(6)

Dans cet énoncé, et dans toute la suite, les lettres grasses telles que «, 3, v, b,
d... désignent des vecteurs. Leurs coordonnées seront numérotées en indice, ainsi
a = (aq,...,an). Le déterminant — noté det — d’un vecteur est le produit de ses
coordonnées, ainsi deta = @ - - - auy,- La trace — notée tr — d’un vecteur désigne la
somme de ses coordonnées, ainsi tr @ = a3 + - - - + @;,. Le produit de deux vecteurs
est le vecteur de méme dimension obtenu en multipliant entre elles les coordonnées
de méme indice, ainsi a8 = (a101,-..,@nlm). Enfin, on a fait les conventions
N = {1}, &(b) = {1} et dy---dp = 1.

La preuve utilise crucialement le fait, prouvé par Gelbart et Jacquet, que la
fonction L(sym?f, s) est la fonction L d’une forme automorphe de GL; et la théorie
de la convolution de Rankin-Selberg pour ce groupe. Par des techniques dérivées
du grand crible et utilisées par Luo et Kowalski-Michel, on exprime L(sym?2f,1)
comme un polynéme de Dirichlet court en moyenne. Ce résultat est analogue et a
été inspiré par les travaux de Luo [Luo99] dans le cas des formes de Maafi pour
SL(2,Z). En particulier, les moments sont les mémes. Luo obtenait la majoration

Var[L(sym?, 1)) = ¢(2)* [ — 1] ~ 6,908.

In M, € nlnlnn.
On obtient un encadrement plus précis dans le

THEOREME 7
Pour tout entiern > 2 on a

In M, = 3nlnlnn + O(n).
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En fait, ces techniques permettent également le calcul (inspiré par un travail
ultérieur de Luo [Luo00]) des moments négatifs.

THEOREME 8
Soit n > 1 un entier. On définit pour tout r > 1 entier

m_n(r)= Y plabicr) - planbrcn)p(br) - plba) > L

a,b,ceN™ de&, (ab)
det ab®c=r det ab=det d

Le moment négatif d’ordre —n — 1 de L(sym?,1), est donné par

_n(r)'

r

%
3

1
M=t &

Avec les conventions déja faites, cet énoncé reste valable pour n = 0.

Enfin, soit ¢ un nombre premier, les travaux de Serre déja cités prouvent que la
variable aléatoire f — Ar(g) admet une variable aléatoire limite lorsque N — oo.
On considére L9 (sym?, 1), la variable aléatoire obtenue de L(sym?,1) par division
par le g-iéme facteur eulerien et on prouve le résultat d’indépendance

PRrROPOSITION 1
Soit ¢ un nombre premier. Les variables aléatoires limites, lorsque N parcourt N en
restant premier a q, des variables aléatoires

Aq : B(N) - R
= A9

et L9 (sym?,1) sont indépendantes.

On rappelle que deux variables aléatoires sont indépendantes lorsque la fonction de
distribution cumulative du couple qu’elles forment est le produit des fonctions de
distribution cumulative de chacune d’elles.

Chapitre 6 Les résultats de ce chapitre ont été obtenus en collaboration avec
Frangois Martin. Soit I" un sous-groupe de congruence de SL(2,Z) et k un entier,
on note S(2k,I") lespace des formes modulaires paraboliques de poids 2k sur I’
(voir le §6.3.1). Si (L1, ..., L) est un ensemble de formes linéaires sur S(2k, I"), on
dit que cet ensemble caractérise la forme f € S(2k,I") si on a 'implication

Li(f) = Li(g)
Vg € S(2k,T), : = (f=9).
Lo(f) = Lalg)

Si A= (2?%) est une matrice de SL(2,Z) et f € S(2k,I"), on définit une fonction
f|a sur le demi-plan de Poincaré H en posant

la(e) = (ex + ) 7 (20).

A cette fonction, on peut associer une fonction L dont les valeurs intéressantes sont
les valeurs aux entiers de [1, 2k — 1] (voir §6.3.2). On s’intéresse dans ce chapitre aux
formes linéaires f — L(f|4,£) lorsque A parcourt un ensemble de représentants du
quotient I'\SL(2,Z). On prouve le
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THEOREME 9
Soit I un sous-groupe de congruence de SL(2,7Z) contenant —I et k un entier stricte-
ment positif. Soit f € S(2k, I'). Il existe un sous-ensemble R de SL(2,7)x{1,...,2k—
1} de cardinal

%glmUU+@@M@g2+%y@ngv+Mk=U

tel que
V(4,0) € R, Vg € Sk, T), L(f|4,£) = L(g|4,0)] = (f = g).

Dans cet énoncé, 6(k = 1) vaut 1 si k = 1 et 0 sinon. Les fonctions £g et ey sont
définies par
1 si2k=0 (mod 4);

55(2’“):{_1 si2k=2 (mod 4)

et
0 si2k=1 (mod 3);

ev(2k) =<1 si2k=0 (mod 3);
-1 si2k=-1 (mod 3).
Le nombre vo(I") est 'indice de I" dans SL(2,Z). Le nombre vy (I") (resp. v3(I")) est

le nombre de points elliptiques d’ordre 2 (resp. d’ordre 3) de I'. A titre d’exemple,
on a

0 si4|m;
vy (Io(m)) = M+ (‘T})] sinon
p|lm
et
0 si 9m;
vs(Io(m)) = M+ (‘Tf’)] sinon.
plm

[Miy89, theorem 4.2.7] Ce résultat est & comparer avec la dimension de S(2k,I),
[Miy89, theorem 2.5.2, lemma, 4.2.6, theorem 4.2.11]

wl) wnl) vl) ve)

dimS(2, I =1+ 2~ 4 T3 T3

et, si 2k > 4,

2k —1 r va(I) + v3(I)  veo(I)

dim S(2k,I") = 12 vo(I) ) 3 " o

oll Voo (I") est le nombre de pointes de I" (voir §6.3.1).
Sans restriction sur S(2k, '), on a le minorant

#R > dim S(2k, I').

D’autres grandeurs que les formes linéaires utilisées ici ont été étudiées. Si f €
S(2k,m) = S(2k, Ih(m)), on définit, pour tout caractére x, la fonction

+00
L(f @ x,8) = 3 Fm)x(mn ™,

Luo et Ramakrishnan [LR97b] ont prouvé (entre autre) que I’ensemble des valeurs
L(f ® x, k) lorsque x parcourt tous les caractéres quadratiques de module premier
a m détermine f. D’autre part, si f € S(2,m), on dit que f est associée & une
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courbe elliptique si sa fonction L coincide avec celle d’une courbe elliptique. Stark
[Sta96] a prouvé que la valeur L(f,1) caractérise la forme f. On remarque qu’on a
fait une grosse restriction sur S(2,m) puisque, si on note Ell(2, m) ’ensemble (fini)
des formes de S(2,m) associées & une courbe elliptique, on a pour tout € > 0,

$E(2,m)

< —1/24¢
dim S(2,m) = ceym

avec C(e€) une constante ne dépendant que de e [DKO0Q].

Notre méthode consiste & tirer parti des relations de Manin. A chaque forme
f on peut associer un polynéme appelé polynome de périodes (voir §6.3.1). Ce
polynome vérifie des relations que I’on peut traduire en relations linéaires sur les
valeurs L(f|4,£). Un morphisme injectif, di & Eichler et Shimura (et Skorrupa
dans la version utilisée ici) permet alors de ramener notre probléme au calcul du
rang d’un systéme linéaire (voir §6.4). Ce calcul est essentiellement un travail de
combinatoire.

On déduit une autre conséquence du monomorphisme d’Eichler-Shimura, indé-
pendante de la précédente. Pour p premier, on définit X (p) comme ’ensemble des
p — 1 caractéres modulo p et W, 'involution de Fricke (voir §6.5). On a alors la

PROPOSITION 2
Soit k un entier et p un nombre premier. Soit f et g deux formes de S(2k, It(p)). On
suppose que

vee [l,k],VXGX(p), L(Wpf®X7£)=L(ng®X7€)J

Ve € [Lk]a L(Wpfae) = L(ng,f)

et
V€€[17k]7 L(f,E)ZL(g,E)

Alors f = g.
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Notations

On donne ici quelques notations utilisées dans ce travail. Dans cette liste z, s
sont des complexes quelconques, z, a, b des réels quelconques, m, n et N des entiers
strictement positifs quelconques. Enfin, f, g et h sont des fonctions.

N est ’ensemble des entiers naturels y compris 0.

N* = N\ {0} est I’ensemble des entiers naturels non nuls.

Rt est I'ensemble des réels positifs, c’est-a-dire positifs ou nuls.

P est 'ensemble des nombres premiers.

#A est le cardinal de 'ensemble A.

|G| est ’ordre du groupe G.

p est toujours un nombre premier.

€ est toujours un nombre réel strictement positif. Il peut étre aussi petit que nécés-
saire et peut changer de ligne 4 ligne.

s = o + it : lorsque s est un complexe, 0 = Re s et t = Im s sont, respectivement,
ses parties réelle et imaginaire.

z =z + 1y : lorsque z est un complexe, £ = Re z et y = Sm 2z sont, respectivement,
ses parties réelle et imaginaire.

v = —TI"(1) est la constante d’Euler.

=00 0) =)
o) ()

¢N) est 1a fonction ¢ privée de ses facteurs eulériens liés & Ientier N

e =TJ (12 )0

ps
p|N

On ne confondra pas avec une dérivée multiple de ¢ qui n’apparait jamais ici.

e(z) = exp(2iwz).

5(a,b) = 1 sia=b;
)0 sia#b.

m|n® signifie que pour tout nombre premier p, si p divise m, alors p divise n.
m||n signifie que m divise I'entier n et que m et > sont premiers entre eux,
(m,n/m) = 1.

en(n) est la fonction caractéristique des entiers premiers & N

)1 si(n,N)=1;
EN(n)_{O si (n,N) > 1.

X~ est la fonction caractéristique des carrés premiers & N

2 (n) 1 si(n,N)=1 et n est le carré d’un entier;
n) =
XN 0 si(n,N)>1ousinn’est pas le carré d’un entier.

w est la fonction nombre de diviseurs premiers sans multiplicité

w(n) = Z 1.

pEP
pln
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T est la fonction nombre de diviseurs

T(n) = Z 1.
i

73

3(n) = #{(i, 5, k) € N* x N* x N* ; ijk = n}-
vp(n) est la valuation p-adique de n

n =] p™.

pEP

p1(n) est le plus petit facteur premier de n.
1 est la fonction de Mobius

p(n) =

(=1)#(™)  si n est sans facteur carré;
0 sinon.

A est la fonction de Von Mangoldt

Aln) = Inp s’il existe m > 0 et p € P tels que n = p™;
0 sin =1 ou si n a au moins deux diviseurs premiers.

o est la fonction d’Euler

v(n) = n};(l + %)
pin

Si (m,n) =1 alors m (mod n) désigne l'inverse de m modulo n.

S F6) =) f().

iln 1EN

Z f(laj) = Zf(%?)

ij=n in

D FG,5) =) f,9)-

ijln iln j1%

Yo = D ).
(p,N)=1 pEP
(p,N)=1

Les lettres grasses telles u, v désignent toujours des vecteurs. Leurs coordonnées
seront numeérotées en indice, ainsi u = (u1,...,uy). Le déterminant — noté det —

d’un vecteur est le produit de ses coordonnées, ainsi detu = uq ---u,,. La trace
— notée tr — d’un vecteur désigne la somme de ses coordonnées, ainsi tru = u; +
- -+ + Up, . Le produit de deux vecteurs est le vecteur de méme dimension obtenu en
multipliant entre elles les coordonnées de méme indice, ainsi uv = (uiv1, - - -, U Vm )-
ll-loo

171l igglf(fc)l-
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w(f) : si p est une mesure
u() = [ f@ dn.
R

f <ap,... g : il existe une constante C' dépendant de a,b,... telle que pour tout z
(dans un domaine indiqué ou explicite)

|f(z)| < Cy(=).

En particulier, il est sous-entendu que g ne prend pas de valeurs strictement néga-
tives. Le symbole < est appelé symbole de Vinogradov.
f=04p,.(g9) ale méme sens que f Kgp,... -
f < g+ Ogp,..(h) : il existe une fonction £ telle que
1) f—g<{;
2) £=0ap,...(h).






Chapitre 1

Formes modulaires

Dans ce premier chapitre, on rappelle les résultats connus concernant les formes
modulaires dont nous aurons besoin.

1.1 L’espace des formes modulaires
Dans tout ce rapport, # désigne le demi-plan de Poincaré
H ={z € C;Imz >0}
et s* désigne le demi plan de Poincaré complété
H = JQU {o0}.

Pour tout entier N, on note I5(N) le sous-groupe de congruence de SL(2,Z) défini
par

FO(N):{(Z Z)ESL(Q,Z);CEO (modN)}.

Ce groupe contient —I et on a Ig(1) = SL(2,Z). Le groupe I5(N)\SL(2,Z) est
fini. Son cardinal [Miy89, theorem 4.2.5] est

1
v(N) = NH<1+ —>
pIN b
et la fonction v est multiplicative.

Soit k un entier pair strictement positif. Le groupe SL(2,Z) agit sur ’espace des
fonctions holomorphes sur J# grace a 'action

f|((g g)(z):(cz+d)_kf(%)- (1.1)

On dit que f vérifie la condition de modularité sur un sous-groupe I de SL(2,7Z) si
fine = f pour toute matrice M € I'.
Soit M € SL(2,7Z), on définit

uy = inf{u € N* ; T € M~ IH(N)M}-



Si une fonction f holomorphe sur J# vérifie la condition de modularité sur Ij(N)
alors f|,, est périodique de période ups et elle admet un développement de Fourier

de la forme
fu(z) = gfz\}(n)e(%) (1.2)

convergent sur S et uniformément convergent sur tout compact de 5. On dit que
f est holomorphe auzx pointes si

fj\\/[(n) =0 pour toute M € SL(2,Z) et tout n < 0.

Une forme holomorphe sur J#, vérifiant la condition de modularité sur IH(N) et
holomorphe aux pointes est une forme modulaire de poids k et de niveau N. Une
telle forme qui vérifie la condition supplémentaire

fI\\/I(O) =0 pour toute M € SL(2,Z)

est une forme parabolique de poids k et de niveau N.

Si M € SL(2,Z) et si f est parabolique on déduit du développement (1.2) et du
fait que fjp vérifie la condition de modularité sur M~'IH(N)M qu’il existe une
constante c telle que pour tout n strictement positif on a [Miy89, corollary 2.1.6]

|Far(n)| < en®/2. (1.3)

On en déduit l'existence, pour toute M € SL(2,7Z), de constantes ¢ et yo telles que
siy > yo alors
|fas ()] < ce™ v/ (1.4)

-~

[Miy89, lemma 4.3.3]. Lorsque M € I5(N) on a up = 1 et on écrira f(m) au lieu

de fu(m).

De fagon équivalente [Miy89, theorem 2.1.5], une forme parabolique de poids k
et de niveau N est une fonction f : ## — C holomorphe sur J# qui vérifie les
conditions

1) condition de modularité : pour toute matrice (29%) € IH(IN) et tout z € H#

on a
f(‘“ ! ”) = (cz + A F(2);

cz+d
2) la fonction z — (Sm 2)*/2|f(2)| est bornée sur 2.

REMARQUE 1.1 La géométrie adaptée au traitement des régions de ##* impliquées
ici est la géomeétrie de Lobatchevski-Poincaré [Efi81].

REMARQUE 1.2 1l existe une notion de forme modulaire sur des groupes plus géné-
raux et avec des conditions de modularité moins contraignantes (voir par exemple
[MROT]).

On note S(N) 'ensemble des formes paraboliques de poids! k et de niveau N.
Cet ensemble est un espace vectoriel sur C de dimension finie vérifiant
v(N)k |

12

dim S(k,N) < |

(une preuve élémentaire est donnée dans [MR97], une formule exacte de la dimension
est donnée dans [Miy89, theorem 2.5.3] et on donnera une formule asymptotique au
corollaire 1.7.7).

On appelle domaine fondamental de I'y(N) un ouvert Do(N) de JZ tel que

1On note S(k, N) lorsque qu’on veut préciser le poids. Souvent, il sera sous-entendu.




1) pour tout z € A, il existe (2 Y) € IH(N) telle que 225 € Do(N);

2) si deux points de Do(IN) sont équivalents? modulo Ip(IN) alors ils sont égaux.

Si f et g sont deux formes de S(N), leurs développements de Fourier en I'infini
assurent la convergence de l'intégrale

o= . f@E .

La condition de modularité et Dinvariance de la mesure 923% par homographie
permettent de vérifier que cette intégrale ne dépend pas du choix du domaine fon-

damental. Elle définit un produit hermitien sur S(V) appelé produit de Petersson?.

1.2 Opérateurs de Hecke

1.2.1 Polynémes de Tchebychef de seconde espéce Les polynémes de Tche-
bychef* de seconde espéce ont une grande importance pour les opérateurs de Hecke.
On donne leurs propriétés en terme de représentations [BD85, §I1.5]. Les seuls ré-
sultats qu’on utilisera sont (1.6) qu’on peut prendre en définition et (1.7) qui se
montre aussi par des calculs aveugles.

Soit n un entier. On note E™ 1’espace des polynomes complexes homogénes de
degré n & deux variables 5. C’est un espace vectoriel de dimension n + 1. On définit
une représentation® D™ du groupe SU(2,C) dans E™ par

D" . SU@2,C - GL(E™)

(—GE g) — P(X,Y) — P(aX — bY,bX +aY).

On montre que les représentations D™ sont irréductibles et que toute représenta-
tion irréductible de SU(2,C) est équivalente & 1’'une des représentations D™. Les
caractéres irréductibles de SU(2,C) sont donc les applications

x" : SU(2,0 — C
g — trD"g.

Pour toute matrice g € SU(2,C), la valeur de x™(g) ne dépend que de la classe de
conjugaison de g et g est conjuguée a une matrice

_ ei¥ 0
9o = 0 et

avec ¢ € [0,7]. Il suffit donc de calculer x™(g,,) pour caractériser x". Pour ce faire,

on remarque qu’une base de E™ est donnée par les polynémes”
PE(X,Y) = Xn/2—kyn/2+k S O e
n( ) ) ) k 23 9 + ) 9 9

On a alors ]
D"g, (PF) = &2 Pk

2Deux points z et 2’ de J£* sont dits équivalents modulo I'o(N) s’il existe (2 5) € I'o(N) tel

que az+b
cz+d

30n notera (f, g) plutét que (f,g)n quand il n’y aura pas d’ambiguité sur le niveau.

4 Appelés ainsi en I’honneur de P.L. Tchebychef qui a introduit des polynémes semblables en
1870 dans « Sur les fonctions analogues a celles de Legendre » [Tch62].

5Ces polynémes sont appelés spineurs.

6 Appelée représentation spinorielle.

1l se peut que % et k soient demi-entiers mais

=2z

n

% — k et 3 + k sont entiers.
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o2 sin(n + 1)p
n — —2ikp _ A 1.5

C’est un polynéme en trg, = 2cosy. On note X, ce polyndome et on l’appelle
polynoéme de Tchebychef de seconde espéce. 11 est caractérisé par ’égalité

sin(n +1)¢

Xn(2cosp) = sing

(1.6)

On note SU(2,C) I’ensemble des classes de conjugaison de SU(2,C). On a une
bijection donnée par la trace

—

tr: SU(2,C) = [-2,2].
Une paramétrisation de SU(2,C) est donnée par

_ A(01702703) B(61502;03)
9(01792; 93) - (_§(01,02,63) 2(017 02703)

avec
A(61,605,03) = cosfs + isinfs cos b,

B(el, 0, 93) = sin 03 sin 65 cos 8, + i sin O3 sin G5 sin 6;
et 6, € [0,27], 65 € [0,7] et 63 € [0,7]. Pour cette paramétrisation, la mesure de
Haar de SU(2,C) est
1
HSURO = 53 sin® 6 sin 6 d6; dfs d6s.

Si f est une fonction centrale sur SU(2,C), elle définit une fonction sur S(T(\Z_,/ ©)
de sorte qu'il existe f: [—2,2] — C telle que

f(9(61,02,63)) = f(trg(01,92,03)).

On a tr g(6;,602,05) = 2cosf; donc aprés intégration sur 6; et > on trouve

/ f d#SU(z),C) =
SU(2,0)

1 trg(91,92,03)=2 - 1
- / f(tr9(91;92,93))\/1 1 tr? g(61,02,03) dtr g(61,62,63).

™ trg(91,62,93):—2

Ainsi, 'image par 'application tr de la mesure de Haar de SU(2,C) est la mesure
de Sato-Tate sur [—2,2] donnée par

1 /. 2
dpo(z) = - 1- = dz.
Les relations d’orthogonalité des caractéres irréductibles donnent
/ x"x™ dMSU(z,c) = 6(m,n)
SU(2,0)

ce qui s’exprime encore

2
/ XnXm dptoo = d(m,n). (1.7)
-2



On note que cette relation caractérise la mesure dueo. En effet on vérifie par calcul
que

Xn = xXn—l - Xn—2 (18)
de sorte que la famille (X,,),en est échelonnée par rapport au degré. Elle forme
donc une base de R[X]. Par densité de R[X] dans l’espace des fonctions continues
de [-2,2] dans R la relation (1.7) caractérise po, parmi les mesures positives de
masse 1. On déduit aussi de (1.7) que pour tout n > 0

n

X" =Y ha()X; (1.9)
=0
avec
2n+1 ™
hn (i) = / cos™ psin(i + 1) sin p dep. (1.10)
™ Jo
On déduit de (1.5) que
max |X,(z)| = X,(2)=n+1. (1.11)
z€[—2,2]

On aura besoin d’une suite de mesures p, dont po est limite, et définie pour
tout réel ¢ > 1 par

_q+1 1—x2/4
dpg = T (q2 + g 1/2)2 — 52 dz
On a, pour tout n > 0 entier
2 —n/2 H t LN
/ X, duy = q sT n est pair; (1.12)
-2 0 sinon.

1.2.2 Définition des opérateurs de Hecke On définit sur ’espace des formes
modulaires des opérateurs linéaires qui stabilisent S(NN), commutent entre eux et
sont presque tous autoadjoints pour le produit scalaire de Petersson. On verra que
ce « presque tous » est i ’origine de la théorie des formes nouvelles développée par
Atkin et Lehner.

Soit n € N, on définit 'opérateur de Hecke® T}, par

d—1
1 az+b
T, : — k .
n an > > f( 7 )
ad=n b=0
(a,N)=1

On montre [Iwa97, theorem 6.16] que si f est une forme modulaire (resp. parabo-
lique) il en est de méme pour T, f.

1.2.3 Propriétés des opérateurs de Hecke Les opérateurs de Hecke vérifient
une relation de multiplicativité donnée par

TnTh= Y d 'Thpe (1.13)
d|(m,n)
(d,N)=1

pour tous m,n > 1 [Iwa97, theorem 6.6]. Par utilisation de la relation de Mobius
on vérifie que la relation (1.13) s’inverse en

Tn =Y pd)d" ' Tp/aTyya. (1.14)
d|(m,n)
(d,N)=1

8Hecke a établi les propriétés essentielles de ces opérateurs déja utilisés par Hurwitz [Hec37].




Il en résulte que 'application arithmétique n — T, est multiplicative et que les
opérateurs T}, avec p € P suffisent & construire tous les opérateurs de Hecke. En
particulier, si (p, N) = 1 et n > 2 on déduit de (1.14) la relation

1 1 1 1

pr(k=1)/2 Tpr = ph=1)/2 Tpp(n—l)(k—l)/2 Ton—1 = p(n=2)(k=1)/2 Topn—2

ce qui prouve aprés comparaison avec la relation de récurrence (1.8) que pour tout
n>0ona

1 1
Xn <p(k—1>/z TP) - WTP" (1.15)

puisque c’est vrai pour n € {0, 1}.
L’action des opérateurs de Hecke sur les coefficients des formes paraboliques est
donnée [Iwa97, proposition 6.3] dans la

PROPOSITION 1.2.1
Si

est une forme de S(IN) alors le m-iéme coefticient de Fourier de la forme T, f est donné

par
Tofm= 3 &' (?)

d|(m,n)

(d,N)=1

Enfin, les opérateurs de Hecke sont presque tous autoadjoints [Iwa97, theorem
6.20] au sens ou, pour (n,N) =1ona

(Tnf,9) = (f,Tng) (1.16)

pour toutes f,g € S(N).

1.2.4 Valeurs propres Si t¢(n) est la valeur propre de 'opérateur T, associée
au vecteur propre f € S(N) on note

1
A(n) = —Gatr(n)-

L’équation (1.13) implique que pour tout p premier et tout entier n > 0 un vecteur
propre de T}, est vecteur propre de Tp~. Si de plus p ne divise pas N, (1.15) montre
que

X,(As(p) = 2s®"), (»,N)=1. (1.17)
(

On déduit de cette relation et de (1.9) la relation
M) =D k@A), (p,N) =1
=0

avec hy, (i) défini en (1.10). Si f est vecteur propre de tous les opérateurs T,; pour
d|mn, I'équation (1.13) donne

o) = 3 x(%): (113)

d|(m,n)
(d,N)=1



Si p|N et n > 0 on obtient
Ar(@") = As(p)" (1.19)

Les valeurs propres des opérateurs de Hecke caractérisent les coefficients de Fou-
rier des vecteurs propres. Ainsi, d’aprés la relation (1.13) et la proposition 1.2.1
avecm=1on ala

PROPOSITION 1.2.2
Soit

une forme de S(N) vecteur propre de tous les opérateurs T,, pour p appartenant 4 P
un ensemble donné de nombres premiers. On pose

T, f =ts(p)/f-

Si n est un entier dont les facteurs premiers sont dans P alors f est un vecteur propre
de T, associé a la valeur propre t;(n) et on a

-~

f(n) = )ty (n).
D’aprés (1.14) et (1.16), la famille d’opérateurs
{To, (n,N) =1}

est une famille d’opérateurs normaux qui commutent deux & deux. Pour de telles
familles, on a la®

ProOPOSITION 1.2.3

Soit £ un espace hermitien sur C et F une famille d'opérateurs normaux commutant
deux y deux. Alors il existe une base orthonormale B de £ formée de vecteurs propres
de tous les opérateurs de F.

On en déduit la

PROPOSITION 1.2.4
Il existe une base orthonormale de I'espace S(N) formée de vecteurs propres de tous
les opérateurs de Hecke T, tels que (n,N) = 1.

La majoration des valeurs propres des opérateurs de Hecke a fait ’objet de re-
cherches qui ont culminé'® avec les travaux de Deligne'! [Del74, théoréme 8.2]. 11

prouve la

ProOPOSITION 1.2.5
Soit p un nombre premier ne divisant pas N . Soit t(p) une valeur propre de I'opérateur
de Hecke T,,. Alors

lt(p)| < 2p*72.

Avec les notations du paragraphe 1.2.3 cette proposition entraine®?

As(p)] <2

9Une preuve de cette proposition se trouve dans [Gan66, théoréme 9.11].

10Ces recherches ne sont pas terminées dans le cas de formes modulaires plus générales que celles
présentées ici.

1 Dans le cas du poids 2, ce résultat est di & Eichler [Eic54], Shimura [Shi58] et Igusa [Igu59].

120n verra au paragraphe 3.1 que cette majoration est optimale.




pour (p, N) =1 et f vecteur propre de Tp. On déduit de (1.17) et (1.11) que
As(p™) <n+1.
Par multiplicativité on a alors
[Af(n)] < 7(n), (n,N)=1 (1.20)
Pour prouver la proposition 1.2.5, on montre qu’on peut écrire
Ar(0) = as(p) +a;®)7",  (N) =1

avec |as(p)| = 1. Cette équation se généralise en

as(p)itl — o —i1
M) = PO ) =1 (121)

grace & (1.18).
On utilisera aussi le théoréme sur la nature algébrique des valeurs propres de
Hecke da & Shimura [Shi71, theorem 3.48]

THEOREME 1.2.6
Soit N et n deux entiers naturels. Les valeurs propres de |'opérateur de Hecke T,
agissant sur les formes paraboliques de niveau N sont des entiers algébriques.

1.3 Formes nouvelles et primitives

tous d’écrire est ensemble, éléments

1.3.1 Formes anciennes et nouvelles La proposition (1.2.2) permet d’affirmer
que si f est vecteur propre de tous les opérateurs T),, (n, N) = 1 alors

~

fn) = Fts(m), (n,N)=1. (1.22)

Cela ne suffit pas & dire'® que f(l) # 0. On peut méme trouver des formes f vecteurs

propres de tous les opérateurs T, (n, N) = 1 telles que f(l) =0.
Soit L et M des entiers tels que LM = N. Soit f € S(M) et fr : z+— f(Lz). On
vérifie alors [Miy89, lemma 4.6.2] que pour tout n > 0 entier

fr € S(N)
Tof =ts(n)f = TnfL = ts(n)fL
fr(1) =0.

On définit 'espace des formes anciennes par rapport & N comme
S%(N) = Vect{fr; feS(M), LM|N, ,M # N}.

Cet espace est stable par tous les opérateurs T),, (n, N) = 1 [Miy89, lemma 4.6.10].
On définit Pespace des formes nouvelles par rapport & N comme ’orthogonal de
S®(N) dans S(N) :
S™(N) = S*(N)*.

Le théoréme d’Atkin-Lehner [Miy89, theorem 4.6.8] affirme

130n voudrait le dire pour construire des formes dont les coefficients sont les valeurs propres de
Hecke.



THEOREME 1.3.1
Soit f € S(N) telle que

-~

(n,N)=1= f(n) =0.
Alors
f e SN).

On en déduit, (grace a (1.22)) que si f € S™(N) et si f est vecteur propre de tous

les opérateurs de Hecke T,,, (n, N) = 1 alors f(1) # 0. Si g est une autre forme de
S™(N) de mémes valeurs propres on a

—

AW Ny =0 (nN) =
(s f(l)f>() 0, (mN)=1
et donc +(1)
g n a
g—meS(N)ﬂS(N)
de sorte que
i,
T

L’ensemble des vecteurs propres des opérateurs T,,, (n, N) = 1 associés & un systéme
de valeurs propres est donc une droite. Cela explique qu’on appelle aussi le théoréme
d’Atkin-Lehner théoréme de multiplicité 1.

PROPOSITION 1.3.2
Soit f € S®(N) avec f(1) =1 et T,,f = t(n)f pour tous (n,N) =1. Si g € S*(N)
et T,,g = t(n)g pour tous (n,N) =1 alors g € Cf.

1.3.2 Formes primitives Si f est vecteur propre de tous les opérateurs de Hecke
T, avec (n,N) =1et si f € S?(N) on pose

g
F)

L’ensemble B(N) des formes f™°" lorsque f parcourt une base orthogonale de S™(N)
de vecteurs propres de tous les T, (n,N) = 1 est appelé ensemble des formes
primitives de niveau N. Cet ensemble est une base orthogonale de S™(N). Elle est
unique au sens ot 'on a'* la

fnor —

PROPOSITION 1.3.3

Soit f € S™(N) telle que
1) V(n,N)=1,3t(n) e C; T,f =t(n)f;
2) f(1)=1

alors f € B(N).

Démonstration — On pose B(N) = {f1,..., fg}. Soit f comme dans I’énoncé. On a

g
fF=> vifi
i=1

14 Cette caractérisation prouve 1’égalité des notions de forme primitive et de forme de Hecke
normalisée.
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avec (v3)1<i<g € C9. Puisque f # 0, on fixe j tel que v; # 0. D’une part, les formes
fi étant vecteurs propres de T3, on a

g
Tof = viti(n)fi
i=1
et d’autre part, f étant aussi vecteur propre de T, on a
g
=1

On a donc égalité v;t;(n) = v;t(n) puis ¢(n) = t;(n) de sorte que par la proposi-
tion 1.3.2 on a f € Cf; puis f = f; car f(1) = f;(1) =1. 0

Enfin, la restriction (n, N) = 1 est superflue grace a la

ProroSITION 1.3.4
Soit f € B(N) alors f est vecteur propre de tous les opérateurs de Hecke et, pour tout
entiern € N* on a

~

Tnf = f(n)f

La premiére partie de cet énoncé résulte de la commutativité des opérateurs de
Hecke et de la proposition 1.3.2. La seconde partie résulte de la proposition 1.2.2.

On peut exprimer toute forme en fonction de formes primitives de niveau plus
petit, en effet par définition, on a

S(N) = Vect ¢|L}. 1.23
=, @ o Vel L} (123

1.4 Opérateurs d’Atkin-Lehner

Soit M un diviseur de N tel que M||N. On définit sur S(N) l'opérateur

ou
(aa b, d) VA
d=1 (mod N/M) (1.24)

M?ad — bN = M.

Un tel triplet existe et tous les triplets vérifiant (1.24) conduisent & la méme dé-
finition de W (M) [AL70, lemma 9]. Ces opérateurs sont multiplicatifs : si M;||M,
M2||M et (Ml,M2) =1 alors

W (M1 M,) = W (M)W (M>).

Ce sont des isométries sur S(NN) stabilisant S™(N), qui commutent avec les opéra-
teurs de Hecke T,,, (n, N) = 1 et sont autoadjointes [AL70, lemma 25]. On déduit
de la proposition 1.3.4 que si f € B(NN) alors il existe e¢(M) € C tel que

W(M)f=¢eps(M)f, aveces(M) € {—1,1}.

Si M est sans facteur carré, la valeur propre e7(M) est reliée aux valeurs propres
des opérateurs de Hecke par

~

er (M) = p(M) FM)M' =/ = (M)W M A (M). (1.25)
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Enfin R
P’|N = f(p) = 0. (1.26)

Ces faits sont développés par exemple dans [Kna92, §IX.7]. On résume dans la
proposition suivante les propriétés des coefficients de Fourier d’une forme primitive.

PROPOSITION 1.4.1
Soit f € B(N), soit m et n des entiers, soit p un nombre premier. On a

1) f(n) =ts(n) = n*=D"2\s(n);
2)
Fonfom = ¥ a17(7)
(‘fil,(ﬁ)’g
3) s'il existe p|n tel que p*|N alors f(n) =0 ;
4) sin||N, f(n) = p(n)n*2"Les(n) aveces(n) € {—1,1};
5) f(n) € QNR;
6) [As(n)| < 7(n).
second point résulte (1.13). Le troisiéme point est conséquence de quatriéme point

est (1.25). Le cinquiéme caractére autoadjoint des opérateurs Ty, (n, N) = 1. qua-
triéme points et de la majoration de Deligne (1.20).

1.5 Action de Galois

Soit f un vecteur propre de tous les opérateurs de Hecke T}, ot p décrit P, on
peut définir, grace au theoréme 1.2.6 le corps Q(f) comme le corps engendré par
toutes les valeurs propres t,(f), p € P. C’est une extension algébrique de Q de
degré fini [Shi71, theorem 3.48]. On peut alors donner la

DEFINITION 1.5.1
Soit o € Gal(Q(f)/Q) et f € B(N). On pose

+
8

~

fo(z) = o(f(n))e(nz).

3
I
=

Shimura [Shi72, proposition 1.2] a prouvé la

PROPOSITION 1.5.2
Soit f € B(N) et o € Gal(Q(f)/Q) alors f° € B(N).

On a un moyen de calculer le cardinal de I’orbite orbite(f) sous Gal(Q(f)/Q) d’une
forme primitive f grace a la

PROPOSITION 1.5.3

Soit f € B(N) alors forbite(f) = [Q(f) : Q].

Démonstration — Soit f € B(N). On a une bijection

Gal(Q(f)/Q) — orbite(f)

o — fe.

La surjectivité est évidente. Pour l'injectivité, deux morphismes de méme image
ont mémes valeurs en les coefficients de f qui engendrent Q(f) et sont donc égaux.
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On a alors forbite(f) = § Gal(Q(f)/Q) puis, grace au théoréme fondamental de la
théorie de Galois f orbite(f) = [Q(f) : Q. O

En particulier, [Q(f) : Q] < dim S™(N). D’autre part, Shimura a prouvé que Q(f)
est totalement réel [Shi72, proposition 1.3]. Autrement dit, pour tout n € N et tout
o € Gal(Q(f)/Q) on a a(fA(n)) € R. On résume ces propriétés dans le

THEOREME 1.5.4
Soit f € B(N). Le corps Q(f) engendré sur Q par les coefficients de Fourier de f est
une extension algébrique totalement réelle et de degré fini de Q. Son degré vérifie

[Q(f) : Q] = forbite(f) < dim S™(N).

1.6 Formes signées

Soit £ € N*. Si NV est un entier sans facteur carré ayant exactement ¢ facteurs
carrés on écrit

N=pi--—p;, pr<---<pe
Gréace a la proposition 1.4.1, si f € B(N) alors W(p;)f = €¢(p;)f et, en posant
6f(N):6f(p1)"'6f(pg). (1.27)
onaW(N)f=ep(N)f.

DEFINITION 1.6.1
Soit N = py---pg un entier avec p; < --- < pg premiers. On appelle signature de

f € B(N) le vecteur ey = (ef(p1),...,e5(pe)) de {—1,1}

Si on fixe € € {—1,1} on peut alors étudier les formes de signature &.

DEFINITION 1.6.2
Soit N = py ---pg un entier avec p; < --- < py premiers. Soit € € {—1,1}*. On définit
I'ensemble des formes de signature € et de niveau N par

B*(N)={f € B(N); ey = ¢}.
La fonction caractéristique de B¢(NN) est

1
2

i~

(f) = [1 + eies (pi)]-

i=1

Grace a (1.25), elle se récrit

FN=gt 0 Y I evmNE). 029

i=1 1< <-<gi<bre{ji,....ji }
On pose la

DEFINITION 1.6.3
Soit N un entier sans facteur carré. On appelle ensemble des formes paires de niveau
N l'ensemble

BY(N) = {f € B(N); i*e;(N) = +1}.

et ensemble des formes impaires de niveau N I'ensemble

B (N) = {f € B(N); i*e;(N) = —1}.



La fonction caractéristique des formes paires (resp. impaires) est

5t(7) = 2 + OOV, vy

resp.

On donne des estimations de la taille de ces ensembles au corollaire 1.7.8.

1.7 Formules de trace

1.7.1 Formule de Petersson Les formules de trace évaluent des sommes de va-
leurs propres d’opérateurs de Hecke. Elles expriment des relations « d’orthogonalité
» entre ces valeurs'®.

Petersson a établi une formule!® de ce type : celle-ci s’applique & des formes de

norme 1 et elle fait donc apparaitre un facteur de normalisation

I'k-1)
(dm)k=1(f, f)n
dés que ’on somme sur une base orthogonale!'”. Ce facteur est appelé facteur harmo-

nigque (d’ou les notions de somme harmonique, moyenne harmonique...). On choisit
H(N) une base orthogonale!® de S(N).

wn(f) =

THEOREME 1.7.1
Soit m et n des entiers strictement positifs

o N
S en ()it = Smn) + 23 SR ().

(mn)k=1)/2
FEH(N)

REMARQUE 1.3 La preuve repose sur le fait qu’on peut exprimer les coefficients de
Fourier de f en fonction du produit de Petersson de f contre des séries dites de
Poincaré qui engendrent S(N). On trouvera les détails dans [Iwa97, §3.3].

Enoncée sous cette forme, la formule n’est utilisable que pour une base orthogo-
nale de S(N). On voudrait 'utiliser pour une base orthogonale de formes nouvelles.
Lorsqu’il n’y a pas de formes anciennes, c’est immédiat : c’est par exemple le cas si
k <10 et N est premier. Un cas plus général a été donné par Iwaniec, Luo et Sar-
nak. Pour I’énoncer, on introduit 'opérateur Ay défini pour tous entiers strictement
positifs m et n par

+oo
, S(m,n,rN) 4dm\/mn
— k 3 10y
An(m,n) = §(m,n) + 2mi E —N Jr—1 (77']\7 ) (1.29)

r=1

On a alors le

15En fait, d’orthogonalité approchée. Les considérer comme de vraies relations d’orthogonalité
peut conduire & manquer des phénomeénes importants. Voir, par exemple [KMV00a].

16Les notions nécessaires concernant les sommes de Kloosterman S(m,n;c) et les fonctions de
Bessel Ji_jsont rappelées en annexe.

7En particulier, les formes primitives forment une base orthogonale du sous-espace S™(N) qui
n’est pas normeée.

180n prétera attention au fait qu’on choisit une base de toutes les formes de S(N) et pas
uniquement des formes nouvelles.
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THEOREME 1.7.2 (PROPOSITION 2.8 DE [ILS00])
Soit N un entier sans facteur carré. Soit f une forme de B(N). Soit m et n deux entiers
strictement positifs tels que (m,N) =1 et (n, N?)|N alors

> wn(AmA ) = 1 Y %Z%AM(mez,n).

fEB(N) LM=N oL

REMARQUE 1.4 A la place du poids harmonique wn(f), Iwaniec, Luo et Sarnak
utilisent un poids qu’ils notent Zn (1, f)/Z(1, f). On déduit notre proposition grace
a leurs équations'® (2.36) et (2.50) qui donnent pour f € B(N) la formule

Zn(1,f) N(k-1)

Z0.0) - 12 wn (f)- (1.30)

REMARQUE 1.5 Le point de départ de la preuve, est la décomposition (1.23). Si
N = LM est sans facteur carré, on définit pour chaque forme f € B(M) et chaque
diviseur d de L une forme

1/2
fa(z) = (#?‘l)) > %)\f(c)g(k_l)mf(éz)
cl=d

o= Tlh (2]

L’ensemble {f4, d|L} est une base orthogonale de Vect{z — f(¢z), £|L} qu’on sait
normaliser (voir le lemme 2.3.2). On en déduit le

ol

LeMME 1.7.3 (LEMMA 2.7 DE [ILS00])
Soit N un entier sans facteur carré et m et n deux entiers strictement positifs tels que
(m,n,N) =1 et (mn, N?)|N alors

m,n) = wr () Ar(m)As(n)
An(m,n) LJ\;NfeBZ(M) v(L pf(L) I/((mn,L))

REMARQUE 1.6 La encore, le poids d’[ILS00] est Zn (1, f)/Z(1, f). Mais, toujours
grace a leurs équations (2.36) et (2.50), on a pour f € B(M) la formule

Zn(L,f) _NE=-1) wu(f)

Z(1, 1) 12 v(L)ps(D)
Le théoréme 1.7.2 résulte alors du lemme 1.7.3 par inversion de Mdbius.

On déduit du théoréme 1.7.2 grace a la majoration de Weil-Estermann (A.13) les-
timation

LEMME 1.7.4 (COROLLARY 2.10 DE [ILS00])
Soit N un entier sans facteur carré et m et n deux entiers strictement positifs tels que
(m,N) =1 et (n, N?)|N alors

> an (DA ms ) = Z0m,m)

fEB(N)

+ O(k_% (mn)iN~'(n, N)~27(N)>13((m,n)) ln(2mnN)).

197,es méthodes utilisées pour prouver ces équations sont celles exposées au paragraphe 2.3.2.
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On déduit de ce lemme que

2w(N)
fe%(:N)wN(f) = 1+0(p1(N)> (1.31)

ot p1(N) est le plus petit diviseur premier de N. Si N parcourt une suite d’entiers
telle que p1(N) = 0(2*(®Y)) alors (1.31) donne un opérateur de moyenne. Kowalski
et Michel [KM99] puis Iwaniec, Luo et Sarnak [ILS00] ont montré comment enlever
ce facteur harmonique. Ils prouvent notamment la

ProprosITION 1.7.5 (PROPOSITIONS 2.11 ET 2.13 DE [ILS00])
Soit N un entier sans facteur carré et n un entier strictement positif tel que (n, N?)|N.
Alors

k-1 v(L)M Apr(m?,n)
A(@) An(m,m)
fEBZ(N) ! 12 LJ\;N v((n,L)) (m%ﬂ m

%%X% (n) + O((n, N)~'/?n! /S (kN)?/3).

Choisissant n = 1 on déduit le

COROLLAIRE 1.7.6
Si N est sans facteur carré

$B(N) = dim S"(N) = %w(zv) + O((kNY/3).

On déduit de (1.23) que
dim S(N) = Y r(L)§B(M).

LM|N
Puisque N est sans facteur carré, on a 7 * o(N) = v(IN) d’ou 'on déduit le

COROLLAIRE 1.7.7
Si N est sans facteur carré

k-1
12
k-1

= 0 v(N) + O((kN)*3N*)

dim S(N)

V(N) + O (k*32°MN) gy 15(N))

pour tout € > 0, la constante ne dépendant que de ce ¢.

Compte-tenu de (1.28), on déduit alors du lemme 1.7.4 les cardinaux des ensembles
de formes signées dans le

COROLLAIRE 1.7.8
Soit N un entier pair sans facteur carré et € € {—1,1}*(N)_ Alors

1 k-1

§B(N) = WT(’D(N) +O((K*N®)Y/9),
1B (N) = Lo (M) + O (K N)°)
et
4B~ (N) = ELo(N) + O (K N?) 19).

Les constantes sont absolues.
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Soit une application X : B(N) — C on définit la e-moyenne harmonique de X
par

Me(X) =) wn(HX().

feBs

On déduit de (1.28) que

£
ME(X) = §<M"(X) T DI DI CS | R

i=1 1< 1 << ji <

X /Bjr D M" (A (pj) - - Af(pj,-)X)> (1.32)
oll M" est la moyenne harmonique

MMX)= > wn(HX().

feB(N)

Les formules d’Iwaniec, Luo et Sarnak permettent aussi de calculer des formules
de traces sur les formes signées.

ProproSITION 1.7.9

Soit N un entier sans facteur carré. On considére la suite py < --- < py de ses diviseurs
premiers, € un vecteur de {—1,1}* et k un entier strictement positif. Alors pour tout
entier m > 2 vérifiant (m,N) =1 on a

S wn(HAr(m) < T(V)* N7 In(2N*m)m
feB=(N)

la constante impliquée ne dépendant que de k.

Démonstration — Pour un entier i tel que 0 < 4 < £, une suite j = (j1,...,J¢) telle
que 0 < jy < -+ < j; < Lon définit N;j =1sii¢=0et Nj =pj,---pj; sinon. On a
N;|N et (Nj,m) = 1. On utilise alors (1.32) pour conclure. O

La taille harmonique des ensembles de formes de poids N et de signature € est
alors donnée par le

LeMME 1.7.10
Soit N un entier sans facteur carré ayant £ facteurs premiers distincts. On considére €
un vecteur de {—1,1}* et k un entier strictement positif. Alors

_ 1 ¢(N) 7(N)?In N
f€§N) wn(f) = N T Ok (T)

ou la constante ne dépend que de k.

Démonstration — Cela résulte de (1.32) avec X = 1 & qui on applique le lemme 1.7.4
pour d’une part m = n = 1 et d’autre part m =1 et n = pj, ---p;; o p1,---,pe
sont les diviseurs premiers de N. O
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1.7.2 Formule de Selberg Il existe une formule de trace, sans facteur harmo-
nique, due & Selberg. Elle est moins utile car le terme d’erreur est plus important.
On en aura besoin lorsque k = 2 dans la forme suivante due & Brumer [Bru95b|%°.

THEOREME 1.7.11 (PROPOSITION 2.8 DE [BRU95B])
Soit la fonction multiplicative o définie sur les premiers p par

a@) =a@P?) =-1, a@®)=1leta(p")=0sir>4.
On définit les fonctions (3 et -y par

Bm) = {u(a) sim=a?;

0 sinon ;

et @
a
) =m 3 2.
d|m
Alors, pour tous entiers N, £ et m strictement positifs tels que (N,m) =1 et £||N on
a la majoration

1 N
tr T Wil sn (2,n) = EXJDV (m)5(£)7(7>
+O((m +m'2N?)7(N)*1(m) In®(4mN)).
Choisissant m = £ = 1 on obtient le

COROLLAIRE 1.7.12
Soit N un entier, on a
N)

tB(2,N) = dim S"(2,N) = (V)

ot O(N'27(N)?In®(4N)).

REMARQUE 1.7 Ce résultat est plus précis que celui du corollaire 1.7.6 mais ne le
contredit évidemment pas; en effet, si N est sans facteur carré, v(N) = ¢(N). On
en déduit en particulier que pour tout € > 0 on a

N'"¢ &, tB(2,N) < N. (1.33)

REMARQUE 1.8 Lorsque k > 2, la formule de Selberg (que nous n’utiliserons pas
ici) donne (voir [Ser97, §§4 et 5])

k-1

dim S(k, N) = =

v(N) + O(N/?+)

et
-1

avec des constantes ne dépendant que d’e et v défini au théoréme 1.7.11.

On déduit du théoréme 1.7.11 la

PRrROPOSITION 1.7.13
Pour tous entiers strictement positifs N et m on a la majoration :

Y e (NAp(m) < (m'/? + N'/2)(mN)e.
fEB(2,N)

La constante impliquée par le symbole de Vinogradov ne dépend que de ¢.

20Pour les poids supérieurs, on peut se reporter & [Ser97].
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Démonstration — Dans le cas ot m et N sont premiers entre eux la somme impliquée
dans notre proposition n’est autre que la trace de ﬁTmWN car les opérateurs
autoadjoints W et T, commutent et sont simultanément diagonalisables. Notre
démarche va donc consister & nous ramener au résultat de Brumer. On écrit m =
mimo avec

my = Hpvp(m) et mo = H p””(m). (1.34)
plm pl(m,N)
pIN

Grace 4 (1.19) on a
Ama) = T Aste)=tm.

pl(m,N)

Lorsqu’il existe p divisant m tel que p? divise N on a Ag(my) = 0 = Ag(m) grace a
la proposition 1.4.1 et la proposition 1.7.13 est prouvée. On suppose désormais que
si p|(m, N) alors p||N. Sous cette hypothése on a grace & la proposition 1.4.1

As(ma) = T (=o2e,)™". (1.35)

plIN
On a alors, grace a (1.18) et (1.35)
Ap(m) = my 2 s (m) T (—e£() ™. (1.36)
plm

pllN

On écrit N = N1N2N3 avec

M= ][p*™, No= ][] peeNs= J[ »

p|N p|N p||N
p/m plm plm
vp(m) pair vp(m) impair

Alors, puisque e¢(p) € {—1,1} on a

£7(N2N3) H er(p)™ = g5(Ny).

p||N
plm

Ainsi )
4 (N)As(m) = +my e (N1 No) A (). (1.37)

On a (my, N1 N2) = 1. Les opérateurs autoadjoints T, et Wy, n, commutent donc
et la sommation de (1.37) sur B(2, N) donne

+ Z es(N)Ag(m) = m~1/? trWNlNng1|Sn(2,N)- (1.38)
fEB(2,N)

On conclut grace au théoréme 1.7.11. O
On en déduit aussi la

PROPOSITION 1.7.14

Pour tout entier m et N et tout réel € > 0 on a la majoration :

1 - e
——tr T |sn 2,3y — £B(2, N)x§ (m)m™"/2 < (m'/? + N'/2)(mN)=.

N

La constante impliquée ne dépend que de ¢.
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Démonstration — e Si (m, N) = 1, le théoréme 1.7.11 donne

1 m~1/2 o

i M) 50,0 = "R (m) Y(N) e (4 N (Nm)* (1.39)

On obtient le résultat grace au corollaire 1.7.12.
e Si (m,N) > 1, on décompose m = mims comme en (1.34). On a alors comme
en (1.36) :
As(m) = £Ap(ma)ey (N)my

avec
N' = H p.
PN
p|m
vp(m) impair
On a alors :

1 .
—tr T(m)|5n(2,N) = m_l/z tr T(ml)WN/ |Sn (2,N)-

Jm

Puisque (m1,N) =1, N'||N et 8(N') = 0 le théoréme 1.7.11 permet de conclure. O






Chapitre 2

Fonctions L

Dans ce deuxiéme chapitre, on rappelle les résultats connus concernant les fonc-
tions L de formes modulaires dont on aura besoin.

La théorie des fonctions L permet de coder et décoder des informations de na-
ture arithmétique ou géométrique a ’aide des outils de ’analyse complexe. La liste
des résultats obtenus par cette théorie est trés longue. Citons uniquement le résul-
tat récent de Cogdell, Piatetski-Shapiro et Sarnak prouvé par des techniques fines
d’étude des fonctions L[ISO0].

THEOREME

Soit K un corps de nombres totalement réel d'anneau des entiers Ok . Soit n € Ok
sans facteur carré. Si n est assez grand et représentable partout localement comme
somme de trois carrés alors il est représentable comme somme de trois carrés de Ok .

2.1 Présentation générale

Soit w un objet de nature arithmético-géométrique! lié¢ 4 un corps de nombres
K. On suppose qu’a chaque idéal premier p de ’anneau des entiers Ok de K est lié
un objet w, issu de w. La fonction L de w est définie par le produit eulérien

L(’(Z’,S) = HL(w%S)
p

ot L(wy,s) ! est un polynoéme en N(p) %, N(p) étant la norme de p. On suppose
qu’il existe un entier d, tel que chacun de ces polynomes est de degré inférieur ou
égal & d avec égalité sauf en un nombre fini de p.

On suppose que le produit converge et définit une fonction holomorphe pour
Re s > 1. Il peut se développer en une somme sur les idéaux entiers

Liw,s) =Y Aa(m)N(n)*.

La fonction L(w,s) est donc définie par les propriétés locales de w. On espére
que ces propriétés locales sont reliées entre elles de fagon non triviale grace & une
équation fonctionnelle. Pour exprimer cette équation on introduit un facteur a la
place infinie

de
L(wooas) = H FOO(S - /“j,w)
j=1

1On pourrait aussi présenter les fonctions L de facon purement analytique. C’est la démarche
suivie dans 'axiomatique de Selberg [Sel92].
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ot les nombres {4} o }1<j<d. sont déterminés par w et la fonction I'y, est donnée

par
Too(s) = ws/Qr(g)-

On suppose que l'objet @ détermine aussi un objet (dit objet dual) @, un réel
gw appelé conducteur et un complexe de norme 1 appelé (abusivement) signe de
I’équation fonctionnelle et noté e, de sorte que

L(Weo, 8)L(w, ) = £0q2* T2 L(G00, 1 — 5) (30,1 — 5)

Enfin, on suppose disposer d’un prolongement méromorphe de L(w,s) & C. On a
alors I'inégalité de Lindelof

1
L(m 2" ”) < (1t + 1) (A + 1)ga]' /4

la constante ne dépendant que de €. On a posé

o 1/2
Ae = [Z |“j,W|2] .
=1
Pour T assez grand, on a

#{p; L(w,p) =0,0<Rep<1,0<Imp<T}

= Z—lenT +exT+0(InT) (2.1)
Iy

pour une constante ¢, . Un probléme de la théorie des nombres est ’hypothése de
Riemann généralisée.

CONJECTURE 2.1.1
Les zéros de la fonction L(weo,s)L(w, s) sont tous de partie réelle %.

Cette conjecture aux multiples conséquences est qualifiée par Iwaniec et Sarnak de
« quintessence de ce qu'une bonne conjecture devrait étre ».

2.2 Fonctions L de formes primitives

2.2.1 Définition Soit k un entier fixé dans toute la suite. Soit N > 1 un entier
et f € B(N). A tout nombre premier p on associe le facteur L(fp, s) défini par

(1=X@p *+p )" si(pN)=1;
(1= A ) " si p|N.

On prolonge & l’ensemble des nombres premiers la fonction ay (définie page 8) et
on définit la fonction By en posant

L(fp,8) = (L= a;(0)p™*) " (1= B;(p)p~°)

pour tout premier. On a donc

as(p) = Af(p) = —e;(p)p~"/? si p|N

L(fpas) = {

-1

Bf(p) — {af(p)_l si (p,N) =1;

0 si p|N.



On a alors dy = 2 et la fonction L de f est donnée par

L(f,s) = [[ L(fp:5)- (2.2)

Grace a la majoration de Deligne (1.20) ce produit converge pour Res > 1. Grace
a la relation de multiplicativité (1.18) ce produit se développe en la série

“+oo
L(f,s) = Y fm)nh=D/2p (2.3)
n=1

+oo
= Z Ar(n)n=?.
n=1

On introduit le facteur & la place infinie

L(fe,s) = Fw(s+%>ﬂx(s+%+l>

2(2m)~*=D/2(2r) 5 (s + %)

grace & la relation de Legendre. Si e s > 1, une intégration terme & terme donne

oo dv
L(foor9)L(f,8) = 2| flip™r D2 = (24a)
0
= 2/+ f(iv)vsﬂkfl)/?ﬂ
1 v
+oo 5 dv
+2ik / f|5(iv)v_s+(’“_1)/27- (2.4b)
1

Grace 4 (1.4) et (2.4b) on peut alors prolonger L( foo, s)L(f, s) —et donc L(f, s) —en
fonction entiére. D’autre part, si f est primitive, (V' Nz) ¥ f(=1/Nz) = ¢;(N) f(2)
et grace 3 (2.4a) on obtient ’équation fonctionnelle

L(foo; 5)L(f,8) = i*es(N)N T2 L(foo, 1 = 5)L(f,1 - 5) (2.5)

ou £7(N) est la valeur propre d’Atkin-Lehner associée & f. Le conducteur de f est
donc N.

REMARQUE 2.1 L’équation (2.3) définit L(f,s) pour toute forme parabolique. On
obtient encore une série convergente pour Re s > 1. On associe alors & f 'objet dual
W(N)f et le méme facteur & 'infini pour obtenir une équation fonctionnelle qui
n’est plus symétrique. Cette série ne se développe plus en produit eulerien.

2.2.2 Zéros des fonctions L de formes primitives On déduit de (2.4a)

L(f,s) = L(},5)- (2.6)

Les zéros de L(f, s) sont donc symétriques par rapport a I’axe réel. Grace a ’équa-
tion fonctionnelle (2.5), ils sont aussi symétriques par rapport a ’axe Re s = % Soit p
un nombre premier. Puisque Az (p) est réel, les racines de 1— Az (p) X + X? sont com-
plexes conjuguées et donc de norme 1. Ainsi, lorsque Re s > 0, 1 —\s(p)p~% +p~2% #
0 et grace a son développement eulérien (2.2), la fonction L(f,s) n’a pas de zéro

dans la région Res > 1. Grace & ’équation fonctionnelle (2.5), on déduit que les
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zéros dans la bande Re s < 0 sont les points —n — kT, n € N. Ces zéros sont ap-
pelés zéros triviauz. Ainsi, tous les zéros non triviaux de L(f, s) sont dans la bande
critiqgue 0 < Res < 1.

L’hypothése de Riemann permet d’évaluer des moyennes sur les nombres premiers

des coefficients d’une forme primitive. On aura besoin de la

ProOPOSITION 2.2.1
Supposons vraie I'hypothése de Riemann pour les fonctions L de formes primitives. Soit
N un entier et f € B(N). Soit Q > 2. On a

3 M\/)I_jnp < P (ENQ).
p<Q

La constante ne dépend ni de Q ni de N ni de k.

Démonstration — La fonction L'(f,s)/L(f,s) est holomorphe sur Res > 1/2. Par
dérivation logarithmique de (2.2) on a

! +oo
/ SS)) =3 bym) A~ (Res>1) (2.7)
n=1
avec
0 si A(n) =0
bp(n) = ap(P)™ + ay(p)™™ sin=p™ avec (p, N) =1et m >0;
Ar(P™) si n = p™ avec p|N et m > 0.

On évalue déja
> Ar@)Inp=">" bs(p)Ap).
p<Q p<Q

Grace a ’équation fonctionnelle et & I'inégalité de Phrigmen-Lindeldf on a, pour
o >1/2 et t > 2 'inégalité

In|L(f,0 + it)| < O(In(|t|kN)). (2.8)

Puisque la fonction w — L(f, 2+it+w)/L(f, 2+1it) est holomorphe pour |w| < 3/2 et
prend la valeur 1 en 0, on choisit F' une détermination holomorphe du logarithme de
cette fonction telle que F'(0) = 0. On a Re F(w) = In |L(f, 2+it+w)|—In |L(f, 2+it)|.
Grace au développement eulérien (2.2) et 4 la majoration de Deligne (1.20) on a

—In|L(f,2 +it)| < Zln(1+ 412) =0(1).

peEP
Ainsi, avec (2.8) on a
Re F(w) < O(In(|t|kN)).

Par le lemme de Borel-Carathéodory [Ten95, §I1.3.6, corollaire 11.1] on déduit pour
tout £ €]0,1/2[ 'inégalité

3 3
Fw) < gln(|t|kN), lw] < 5 €

On en déduit
L'(f,o +it)

1
B Sm—— —1 tlkN — < 2
Lfoti) Sz mtkN), S+e<o<
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grace a linégalité de Cauchy. Pour Q > 2, T > 2 et k = 14+ In™' Q, la seconde
formule de Perron effective [Ten95, §I1.2.2, corollaire 2.1] donne alors

_ 1 HTL(f,s) Q
nSZQbf(n)A(n)— vir | (. )Q +0(( Tln(QT))an).

Si C est le chemin formé des droites reliant les points
o 1 1 o 1 1 . .
n—zT,i—{—ln Q—zT,§+ln Q+1iT, k+:iT

le théoréme des résidus donne

> b An) = —i . LLI((J{’SS))Q 2 ds 0(( %m(QT)) In Q).

n<Q

On choisit ¢ = 1/In(kNQ). La contribution des lignes horizontales de C est en
O(QT'In(TN)In(kNQ)) et celle de la verticale en O(Q/2In(TN) In(kNQ)) d’ot,
aprés avoir choisi = T on trouve

D br(n)A(n) < QY In* (kN Q).
n<l@
Or
InQ/1In2
D bs(m)A(m) =Y bs(p)lnp+ Do D bs(p')lnp
n<Q p<@Q Jj=2 p<QV/i
d’out

Z)\f(p ) In(p be YInp < QY2 In?(kNQ).

<@ <@

On obtient le résultat énoncé par intégration par parties

> (D) [ > As(p) lnp]Q

<@ p<t

+/ 7323 " As(p) Inpdt = O(In*(kNQ)).

p<t

Soit ¢ € S(R) paire? et de transformée de Fourier

- / d(z)e(~2€) da
R

a support compact [—R, R]. On définit pour tout complexe s la fonction

:/qAS(x)e(xs dz
R

Gréce au théoréme d’inversion de Fourier, on a

Plr=¢

20n dit que ¢ est une fonction de Schwartz, ce qu’on note ¢ € S(R), si ¢ est infiniment dérivable
sur R et si, pour tous entiers n et £, 0 < n < £, z — (1 4+ 22)¢¢(")(z) est bornée sur R.
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Puisque $ est infiniment dérivable & support compact alors & est entiére et, pour
tout n entier positif on a [Rud95, théoréme 7.22] la majoration

Sm s|

()] <n (14 [s]) eI, (2.9)

Puisque @ est un prolongement de ¢, on la note ¢. Soit alors f € B(N). On note
{ps = Bf + iy} la suite des zéros non triviaux de L(f, s) répétés avec multiplicité.
On introduit 'opérateur de comptage

Z¢<< f__+17f)%)'

REMARQUE 2.2 Si 'on suppose vraie I’hypothése de Riemann pour L(f,s), cet

opérateur devient
n(k?N
Z ¢ (’Yf ) )

D’aprés (2.9) on a

2
¢<<ﬂf - % +i7f) %) < (1 |yl) ™

de sorte que

D(f,¢) < Z n2{y; €mn+ 1}k« 1
neN*

grace a (2.1), les constantes ne dépendant que de k et N.

L’évaluation de 'opérateur de comptage se fait grace & la formule de Riemann3

donnée dans la

PROPOSITION 2.2.2
Soit ¢ € S(R) paire et de transformée de Fourier 8 support compact. Elle se prolonge
en une fonction entiére toujours notée ¢. Soit f € B(k,N). On a

-3 Inp 2lnp
D(f,¢)—¢(o)+ ; N 0)9( kw))mn(m)
(p,N)=1
~(_2lnp 2lnp Inln(3N)
pezp /\f(pz)(b(ln(k?N))pln(kW) + O( In(k2N) )
(p,N)=1

REMARQUE 2.3 L’intérét de cette formule est de ramener un dénombrement des
zéros — délicat puiqu’on ne les connait pas — & une évaluation de sommes finies de
coefficients de formes primitives. Cette derniére évaluation est d’autant plus délicate
que le support de ¢ est grand.

Démonstration —* On pose

&) =¢((s— %)M)

2

3 Appelée ainsi parce que Riemann a prouvé une formule de méme type pour la fonction ¢
[Rie59].

4Une preuve d’un résultat semblable dans le cas général du paragraphe 2.1 est donnée par
Rudnick et Sarnak dans [RS96, proposition 2.1].
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On veut évaluer

¢) =Y Glpy).
Py
Grace a4 (2.9) on a
s2G(s) <pn 1 o] <3 (2.10)

et par parité de ¢ on a

G(s) =G(1 —3s).

Soit M > 2. On note Ry le rectangle dont les sommets sont les points 2 — iM,
24+iM, —-1+4+1iM et —1 — iM. On note Fps la frontiére de ce rectangle. On note

A(s) = N*P?L(foo, 8)L(f 5)-
Les zéros de cette fonction sont les zéros non triviaux de L(f, s) et, par (2.5) on a
A(s) = iFe s (N)A(L - s).

On applique la formule des résidus a G(s)4 T () pour obtenir °

Y 6= [ G2

= 2im J £, A(s)

ds.

Par symétrie s — 1 —son a

2+iM A'(s) —1+iM N(s) . [2riM A(s)
/2—iM G(s )A(s) ds _/—1—z'M G(s) A(s) ds—/2 2G(s) ds.

On montre maintenant que

lim G(s)

ds = 0. 2.11
Moo Joyin A(s) (2.11)

Par (2.10) on a

—+oo
/M

A2+ it)
A2+ it)

L(far2+it)  L(f,2+it)| dt
dt <<’“N/M ‘L(foo,2+it) T It | P

on(h)

G(2 +it)

Grace a la formule de Stirling on a

L'(feo,2 + it)

In |t
T2 i) e Il
d’ou
i [ E 2 i) | dt
Motoo Jor | L(foo, 2 +it) B
Avec (2.7) on a
L'(f,2+it) =
by( 1
T < S o <
d’ou
, L'(f,2 +it) | dt
lim TR g
M—+too Jor | L(f, 2+ it) | t2

5en notant p au lieu de pf-
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On a alors prouvé (2.11). On prouve ensuite

2+iM !
lim G52

ds =0.
M—+o0 J_14im A(s) °

La encore, par (2.10) et la majoration de Stirling il suffit de prouver

, 2| L' (f,0 +iM) do
lim — T~ T 5
L(f,0 +iM) M2

m ) =0. (2.12)

Gréace a l'expression de L(f, s) en produit de Hadamard, on a [Brii95a] ’estimation

Ll(f,U+'LM) Z 1
—_— = ——— + O(In M).
L(f,o0+iM) W_M‘<10+1M—p

D’apreés (2.1), il existe deux zéros py = 1 + i1 et p2 = B2 +ivys tels que M —1 <
<Y <M+1,|v2—m|> In~! M et aucun autre zéro n’a d’ordonnée comprise
entre 71 et v2. En remplacant M par M’ de sorte que 1 < M' < 72, on modifie M
d’au plus 2 et pour tout zéro tel que |[M' —v| < lon a |o +iM' —p| > In~' M".
Ainsi, en remplacant M par M’ (qu’on renote M) on a

L'(f,0 +iM)

In2 M.
L(f,o+ib) <™

On en déduit (2.12) puis

1 Al(s)
D(f,4) = /( , 206) 7 ds

%

Gréce au développement eulérien de L(f,s) on a

(s ' _ too . . .
//11((3)) = In(/N/20)+ 7 (s * %) -2 (Z (as (P + ﬂf(P)J)pJS) Inp

p \j=1
d’ou
D(f,¢)= Y_ H(p)
Pu{oco}
avec
—22 az(p)’ + B(p)) F(¥') Inp,
_i SVu—* ds — 1 ~ Iny
F) =57 /2 Gls)y™d JyIn(k2N) <1n(k2N)>
et
H(oo) = 2F(1) In(vN /27) + 2; /(2) 2% (w%)c:(s)ds.
On a donc
_ . In(vV/N/2n) ~ F’ 2irx k de

~ | In _i/a In
_QZZ as @) + By ))‘ﬁ(lnj(mir))p . 1n(k2pN)‘

r j=1



Par parité de ¢ on a
I'( 2inx k dz
/R T (1n(k2N) + 5) @) ez
/+0° QI ﬂ_}_ﬁ _|_£I _ﬂ_}_ﬁ d)(m)i
o \T\Im@N) " 2) 7 T\ I&EN) " 2 In(k2N)
On a, pour Re(z) > 0 et y € R la formule
r r =71 1
7@ - FW= kz(m )

(Elle se montre, pour z > 0 par utilisation du produit de Gauss de I'~! et prolon-
gement analytique.) Elle implique

r( 2ime R\ I'( 2ime K\ _ IR\ _ 0 2 )
I \In(k2N) = 2 '\ In(k2N) 2 r\2) “\k2mn*kN)
Ainsi, puisque par parité ¢(0) = 2 f ¢, on a
r'( 2rz k dz ' (k\ 40 1
/RT<1n(k2N) + §>¢( )ln(k2N) ?(5) In(k2N) +0 k2 In® (k2 N)

Or %(g) =Ink 4+ O(1) donc la contribution du facteur infini est

H(co) = ¢(0) + 0(@)

On estime enfin la contribution des facteurs L(f,,s). On a
22}):]21 ar(p)? + B1(p)! )A<lnj(k2Z))p_j/2lnngN)
> ]2; w0 + 51078 s ) i
+ 22ijf<p)$ (ln(l,ffN))p‘W e
+2 Xp:(/\f ®*) - m(p))a(lf(,lj;;) )p_l ln(IZfN)

ol Xo est la caractére trivial modulo N. On a

= ~( jlnp —j/2 Inp
ZZ(af( +Bf(p)) ( (ng)>p In(k2N)

p j=3

—3/2 1
172 <L)

puis, grace a la proposition 1.4.1 on a

Inp _1/2 Inp 1 Inp _ InIn(3N)
2 M09 <ln k2N)> mEN) < 1n(k2_7\7)Z » < TEEm)

p|N p|N
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et
~( 2Inp _; Inp 1
%Af ¢< k2N))p mEN) < )
P
Si .
dz
Li(t) = —
i(?) 9 Inzx

le théoréme des nombres premiers sous sa forme

Hp € P p <t} =Li(t) + O(e V™)

donne
2Inp Inp teo | i 1
2 %1 (m kzN)pln(kzN)‘ /2 FOLIOd+01) + 0 s
avee 2nt \ 2Int
-~ n n
1® = ¢<ln(k2N)) In(k2N)
puis
+o0
— ! —cVint A
= [ Y < s
Or

) /2 o f(t) Li(t) dt = /2 +°o f(t)lfll—i = ¢(20) + O(1n(k12N))

d’ou le résultat. O

2.2.3 Valeurs particuliéres en 3 D’aprés (2.5) si f est impaire alors L(f, ) =

0 de sorte que pour toute forme primitive f, paire ou impaire on a
& 1
(1—i*ep (V)L f,i5) =0 (2.13)

Lorsque f € B(2, N), l'annulation de la valeur L(f, 1) est liée au rang du groupe des
points rationnels d’une variété abélienne (voir le paragraphe 2.3.3). Il est donc in-
térssant d’étudier cette annulation. Grace a I’équation (2.6), L(f, z) est réel lorsque
x est réel. De plus, le développement eulérien de L(f, s) assure que L(f,z) > 0 pour
x €]1,4+00[. On en déduit, par continuité de z — L(f,z) que, si ’hypothése de
Riemann est vraie, alors L(f, %) > 0. Il est remarquable que ce résultat soit prouvé
sans recourir a l’hypothése de Riemann suite & des travaux commencés par Wald-
spurger et achevés par Guo [Guo96]. Pour insister sur le caractére remarquable de
ce résultat, on rappelle que pour un caractére de Dirichlet quadratique x on ne sait
pas prouver que L(x, %) > 0. D’autre part, si f est impaire les travaux de Gross et
Zagier [GZ86| prouvent que si L(f, 3) = 0 alors L'(f, 1) > 0. On résume ce résultat
dans le

THEOREME 2.2.3
Soit f € B(2,N) alors

et
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REMARQUE 2.4 Si f € B(k,N), la premiére partie du théoréme reste vraie.

On conjecture que, en moyenne asymptotique, L(f, 1) # 0si f est paireet L'(f, 3) #
0 si f est impaire. Autrement dit, 'ordre de L(f,s) en s = 3 ne serait gouverné que
par le signe e¢(N). Cela est prédit par la conjecture de Katz et Sarnak que nous
expliquons ici. Pour tout entier j > 1, Katz et Sarnak définissent sur R deux me-
sures® v(+, j) et v(—, j) [KS99a, proposition 7.5.5] de probabilités, supportées dans
R* et absolument continues par rapport & la mesure de Lebesgue. Si I’hypothése
de Riemann est vérifiée pour L(f,s) avec f primitive, ces zéros non triviaux sont
de la forme 1 + iy avec
0< v < vp2 <

est listé avec
et pour toute

On a listé les zéros avec multiplicité. Si f est impaire, le zéro
multiplicité moins 17. La conjecture prévoit que pour tout j >
fonction A : R — C continue & support compact on ait

) 1 In(k2N) ,
Bl Al P/ P +, 7). .
lim BEY) E h(’yfd o ) /thl/( ) (2.14)
feBE(N)

On choisit pour tout réel 0 < ¢ < 1 une fonction continue h; : R — [0, 1] & support
dans [—t,1] et telle que hy(0) = 1. On a hy > & et donc

N G L L R

feB*(N)

Lorsque N — oo puis t — 0 on déduit de (2.14)

1 1
1 + . — = =
Jm g € B 5{1g) =o}=o
De méme ) .
i _ - . ! — = =
Jm i € 5 (1.3) =o}=o
Ces faits sont exposés dans [KS99a, introduction]. Iwaniec, Luo et Sarnak ont prouvé

(en supposant ’hypothése de Riemann des fonctions L des formes primitives, mais
aussi des caractéres de Dirichlet) que

l}\g&fﬁﬁ{f € BT (N); L(f, %) ” 0} > 1% (2.15a)
. it e () 20l =B
minf 2 € ’ 3) 701> 76 '

Iwanioec et Sarnak prouvent — inconditionnellement — la minoration (2.15a) avec
> 1 au lieu de > %. Kowalski et Michel prouvent — inconditionnellement — la
minoration (2.15b) avec > % au lieu de > %. IIs montrent avec VanderKam qu’au
moins 99 % des formes primitives annulent leur fonction L en % 4 un ordre inférieur
ou égal & 4 [KMVO0O0b]. Le lecteur est invité a se reporter a la remarque 2.10 pour
des tests numériques sur cette conjecture.

Les travaux de Gross et Zagier [GZ86, corollary (1.3)] permettent aussi de prouver
que si 'ordre de la fonction L d’une forme primitive est inférieur ou égal a 1, alors

il est stable par action de Galois. Autrement dit, on a la

8Ce sont les limites, lorsque N tend vers +oo des mesures de localisation de la j¢(resp. j + 1°)
phase propre de SO(2N) (resp. SO(2N + 1)) lorsqu’on les ordonne dans [0, ].
7 Autrement dit, on ne compte que les zéros non « évidents ».
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PROPOSITION 2.2.4
Soit f € B(2,N). Alors

L (f, %) #0 siet seulement si L (f", %) #0 Vo€ Gal(Q/Q)
et

ord L(f,s) =1 sietseulementsi ord L(f7,s)=1 Vo € Gal(Q/Q).
s=1/2 s=1/2

On conjecture qu’il n’existe que deux orbites de formes primitives de tailles non
négligeables, une constituée de formes paires et ’autre de formes impaires. Est-
ce que deux formes paires (resp. impaires) appartiennent 4 la méme orbite ? Des
évaluations numeériques de Brumer [Bru95b, §§6 et 8] montrent que pour environ
88 % des nombres premiers N inférieurs & 10000, il n’y a qu’une orbite d’ordre
pair dans B(2,N). Pour les 12 % de nombres premiers restant, il semble y avoir
une orbite beaucoup plus grosse que les autres. Nos résultats (voir le chapitre 3)
montrent la

ProPOSITION 2.2.5

Soit p un nombre premier. Il existe une constante C,, strictement positive et un entier
N, tels que pour tout entier N > N, non divisible par p il existe f+ € B*(2,N) et
f~ € B7(2,N) telles que

torbite f* > CpVInln N
et

gorbite f~ > CpVInln N.

REMARQUE 2.5 Compte-tenu des dimensions de BT (2, N) et B~ (2, N) (voir le pa-
ragraphe 1.7) et des calculs de Brumer, on s’attend & pouvoir remplacer vInln N
par une puissance positive de N.

Les calculs sur les valeurs de L(f, 1) et L'(f,3) se font par leur expression en

2 2
séries courtes grace au®

LEMME 2.2.6
Soit V' et W les fonctions définies par

1 k ds
V)= ——r | Is+2)y=
W)= 2 (®) /(2) (S 2>y s

1 k ds
W = I + — s __.
) 2in T (E) /(2) (s 2) v og

Pour tout réel A > 0, ces fonctions vérifient

et

Vi)l <y™ e [Wy)|<y A

les constantes dépendant de A.
Pour f € B(N) on a

o) o £ ()

et

+oo
(1 _ ikEf(N))LI (f) %) = 2(1 — zkEf(N)) Z AfT?W(?/—%) .

=1

8Ce lemme est le point de départ de I’étude des problémes d’annulation de L(f, 1) et L'(f, 1).
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Démonstration — Soit M > 0. On note Fjs la frontiére du rectangle défini par les
angles 1 +iM, -1 +iM, -1 —4iM et 1 —iM. On note

A(s) = @m)M2PNC DAL (oo, 5)L(f, 5) /2.

Le théoréme des résidus donne alors

1 1)\ ds k 1
i, A(a) S =r(5)e(r3)
Or

—/ A(s—}——)ﬁ%—/ /1(s+—>E
—1—iM 2) s 1—iM 2) s
1+iM 1 d
= (1+ikef(N))/ A<s+—)—s
1—iM 2) s
grace & I’équation fonctionnelle (2.5). D’autre part
1+iM +00 1+4+iM —s
1 2
/ A<S+_)E:Z/\f_@)/ p(s+ﬁ><ﬂ> ds.
1-iM 2) s —1 Ve Jisim 2 VN s

Il reste & faire tendre M vers I'infini. Cela se fait par les mémes méthodes que celles
utilisées dans la preuve de la proposition 2.2.2. La majoration V (y) <« y~4 résulte
du déplacement de contour de la ligne Res = 2 vers la ligne Res = A et de la
majoration de Stirling.

Pour P’expression de L'(f, §) on considére

1 1\ ds
I=— [ Als+:)S
2im Jy (”2) 52

Comme précédemment on a

1
(L—ikep(N))I = Rés 524 (s + 5).

On multiplie par 1 (1 —¢e¢(N)) € {0,1} et on utilise (2.13) pour trouver
1 1 k 1
31— ke ()1 = (1= ke ()1 = 31 (B ) (- ites ) (1.3).

Le développement de A permet de conclure. O

On peut alors énoncer pour les formes de B(2, N) deux formules de traces tordues
respactivement par L(f,3) et L'(f,1). Pour cela, il est nécessaire d’évaluer la
somme et la dérivée de

+o0
_1_s Im
g(m,s) = E et E dX]DV (?)
=1

d|(¢,m)

pour m une puissance de premier et s = 0.

LEMME 2.2.7
Pour tout nombre premier p premier 3 N, tout entier positif ou nul n et tout complexe

s tel que Res > —1/2ona:
1 1— —2ns
() )

9(p°", s)

1\ 1— p72(n+1)s _
gt s) = (1 + —> 1 P ¢ (2 + 29).



En particulier :

n oy () 5 (1 + %) +1 sin est pair
9(",0) =2 0 - ,
5 5 sinon.

Enfin :
¢’ (2)
(M)(2)

g'(p",0) =2 g(p™,0) + e(p,n)

ot e(p,n) est définie par :

n (% + 1) sim est pair;
(n_+1)2 sinon.

e(p,n) = —¢M(2) (1 + %) lnp{

LEMME 2.2.8
Soit p un nombre premier. La fonction g(p™,s) posséde les propriétés suivantes :

1) pour Res € |-1/2,400] :

g(p™, s) ‘ {1 siRes > ¢;
<.

¢ (2 + 28) p™/?  sinon;

2) pourn >0 :

1 —-n 1 n— —(n—
(1 + —> g™, 00p "% — —mg(p" T, 0)p~ (D2
p p

1 o 1
0™ o) (1 F ) ¢ @)y (X

3) pourn >0 :

1 n 1 n (n—
(143) g0m 00072 - gt o D2
p p

1 o , 1
g GO 2 (2) (1= )y (X

@) (14 ) mk(mp

avec :
-3 si n est pair;

1
k(p,n) = { g 11’ 1 H
—otl (1 — 5) sinon.

Démonstration — Les points 2) et 3) se font par simple calcul & partir du lemme
2.2.7 et de la relation (1.12). On démontre 1). On a la majoration suivante :

n

<y opkRes (2.16)

‘ 1— p72(n+1)s
k=0

1— p—2s

Ainsi, lorsque Re s > ¢ on déduit de (2.16) :

|g(p2n+1, 8) < 1— p72(n+1)s < 2
C(2+2s)  — 1—-p=2 —1-272%




35

Lorsque e s > —1/2 on déduit de méme :

g(p*"+1,s) ptl — 1p1/2 < 4p"+1 p1/2 _ 4p(2n+1)/2.

¢(2 + 2s) p—1 - p
car pt~2¢ — 1 > p'~2¢ /4 pour ¢ assez petit. Le principe de calcul est le méme pour
2n. O

On obtient alors une formule de trace tordue par L(f,1/2) dans la

ProPoOSITION 2.2.9
Pour tout entier strictement positif N, tout nombre premier p ne divisant pas le niveau
N et tout entier positif ou nul n nous avons :

1

£B(2,N) 2 I (f’ %>’\f(pn) = (M @) f(p", 0)p~ /240, (pr o)/ N /e,

FEB(2,N)

La fonction f(p™,0) est donnée par :

1 . .
%(1+;)+1 si n est pair;

f@",0)=
( ntl (1 + %) sinon.

Démonstration — Grace au lemme 2.2.6 et aux propositions 1.7.14 et 1.7.13 on a :

> z(f5)M0m =

f€B(2,N)
2nl —1/2 -k n n(l+e)/2 a7—1
v ) 3 (Lifes(N))As (0 As ()40 (p N )
< N1/2+e feB(2,N)

Puis grace de nouveau aux propositions 1.7.14 et 1.7.13 et réintégration des £ >
N'/2%¢ qui interviennent de facon négligeable, cette quantité devient :

—n — — — Kp" n c .
B2, N)p "*> V(ertN ')t YT dxy (?) +0. <p (1+¢)/2 \3/4+ ) _
=0 d|(6:pm)

Enfin le résultat s’obtient par déformation de contour sur V vers la ligne Res =
—1/2 + ¢ et utilisation des lemmes 2.2.8 et 2.2.7. O
On a de méme une formule de trace tordue par (1 —ife;(N)) L'(f,1/2) dans la

PrOPOSITION 2.2.10
Pour tout entier strictement positif N, tout nombre premier p ne divisant pas le niveau
N et tout entier positif ou nul n on a

m S (1 ites (V) K4, 1/2)A(07) =
>*"/ feB(2,N)

2<ln VN

2meY

1,0+ f(p",O)) (V@2 40, (I ).

La fonction f(p™,0) est donnée par

z 1+l)+1 si n est pair,
2 )
f(®",0) = P

n+1 1 :
3 1+ p) sinon.
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~

La fonction f(p™,0) est donnée par

~ T I2) 1+ (D)2 sin est pair;

f(p 50) f(p 50) Ny
2¢N) (2 n+1
E(N)(g)) — —( 2 ) lnp

sinon.

Démonstration — La méthode est la méme que celle utilisée pour prouver la propo-
sition 2.2.9. O

2.3 Fonction L de carré symétrique

Dans tout ce paragraphe, M est un entier sans facteur carré.

2.3.1 Définition et équation fonctionnelle La fonction L de carré symétrique
d’une forme f € B(M) est définie pour e s > 1 par

+oo
L(sym?f,s) = (M) (2s) Z Ap(n*)n~%.
n=1

Pour Re(s) > 1, la fonction L(sym?f,s) admet le développement eulerien

L(sym?f,s) = [] L(sym?f,s)

peP

ou L(sym> f,s) est définie par

L(sym2f,s) = (1—a;(0)*p~%) " (1 — a;(0)8;0)p~°) " (1 - B;(0)*p~*) .

On définit
1 -1
= () (240 (),

Shimura a prouvé que la fonction L(sym2, f, s) L(sym?f, s) admet un prolongement
méromorphe qui est holomorphe sauf en d’éventuels poles simplesen s =0 et s =1
[Shi75, theorem 1]. D’autre part, on définit

L(f x f,5) = (M (25) >~ Ap(n)*n". (2.17)

n=1

Grace a (1.21), cette fonction a pour développement eulerien

L(f x f,8) = [T (1= as0)?p*) 7 (1= a;0)Br()p~*) ™~ (1= Br(p)?p %)
pEP
On en déduit
L(f x f,5) = (™) (s)L(sym® [, 5). (2.18)
Rankin (voir aussi le corollaire 2.3.4) a prouvé que L(f x f, s) avait un pole simple

en 1 et était holomorphe ailleurs. En particulier, (‘M) ayant un péle simple en 1,
L(sym?f, s) n’en a pas®. Li [Li75, §4] a prouvé que la fonction

(\/J\_/I

76 = [[0-5 (Y ) TG+ k= DL % £,

p|M

98i M =1, C(M)(OR = ((0) # 0 et on déduit de (2.18) que L(sym?f,s) n’a pas de pole en 0.
Mais si M # 1 alors ¢(M)(0) = 0.




vérifie I’équation fonctionnelle 1 (s) = &+ (1 —s). Grace 4 la formule de duplication
de Legendre, on peut récrire

2k—3
Pt (s) =

€(s)M°L(symZ, f, s)L(sym*f, 5)

ou

) =1 (3) .

Supposons, par Pabsurde, que L(sym?f,s) ait un pole en s = 0. Alors &t au-
rait un pole double en 0 et donc en 1 et L(sym?f,s) aurait un pole en 1; on a
vu que ce n’était pas le cas. On déduit alors de £(s) = &(1 — s) et du fait que
L(sym?,f,s)L(sym?f, s) est entiére I’équation fonctionnelle valable sur C donnée
par

L(sym?, f,s)L(sym®f,s) = (M?) " ***/2L(sym2 f,1 — s)L(sym®f,1 — s).

REMARQUE 2.6 Pourquoi ce terme « carré symétrique » 7 La réponse est donnée
par l'introduction d’une nouvelle structure qui permet de voir les fonctions L de
Dirichlet et de formes primitives comme des cas particuliers d’une méme définition
générale. On esquisse cette généralisation (voir [Gel97] et [Bum98, §§1.8 et 3.3]).
On note A 'anneau des adéles de Q, c’est le sous anneau de

I <

peEPU{c0}

formé des (z,) avec z,, € Z,, pour presque tout'® p € P. L’injection Q < Q, permet
de considérer le morphisme d’anneaux injectif

ip + Q —— A
r (xp)pEPU{oo}

puisque = € Z, pour tout p ne divisant pas le dénominateur de z. On muni A
d’une topologie en donnant & un point (z,) de A la base de voisinage constituée
des ensembles Hp 2, ot {2, est un ouvert de Q, contenant x, et, pour presque
tout p, contenu dans Z,. Pour cette topologie A est localement compact, Q est
discret dans A et A/Q est compact!! [Hum80, §4.2]. Si GL(n,Q) (resp. GL(n, A))
est ’ensemble des matrices n x n & coefficients dans Q (resp. A) de déterminant
non nul (resp. inversible dans A), 'inclusion i, permet de voir GL(n,Q) comme
un sous-groupe discret de GL(n,A). Puisque A est un groupe additif localement
compact commutatif, il a une mesure de Haar. Soit Z(A) = {al,; a € A*} ou I,
est la matrice identité de GL(n, A) et A* est le groupe des éléments inversibles de
A. On montre que Z(A)GL(n,Q)\GL(n,A) est de volume fini pour la mesure de
Haar [JL70, §10]. Soit w un caractére unitaire de A* /Q*. On définit I’espace des
formes automorphes paraboliques

L3(GL(n, Q\GL(n, A),w)

comme étant l’espace des fonctions mesurables sur GL(n, Q)\GL(n, A) telles que

1)
f(elng) = w(2)f(g), Vz€A*,VgeGL(n,Q\GL(n,A)

10Crest-a-dire tous sauf un nombre fini.
17,3 situation topologique de Q dans A est donc semblable & celle de Z dans R.
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/ F@)P dg < oo
Z(A)GL(n,Q)\GL(n,A)

/ f((% P )) dz =0, Vge GL(n,A), Vr € [1,n][.
(A/Q)T(n—r)
Cette espace est invariant par la représentation réguliére a droite

GL(n,A) —— End (Lg <GL(n, Q\GL(n, A), w))

g — (f — (¢’ — f(g’g))>

et il se décompose en somme directe infinie de sous-espaces irréductibles invariants
[Bum98, theorem 3.3.2]. Une représentation de GL(n, A) s’écrit w = Qpw, avec
wp représentation de GL(n, Q) (c’est un résultat de Gel'fand, Graev et Pyatetskii-
Shapiro, voir [Fla79]). S’il existe un cacractére w tel qu'une représentation w de
GL(n,A) soit isomorphe & la représentation réguliére a droite sur l'un des sous-
espaces invariants de L3 (GL(n,Q)\GL(n,A),w) on dit que w est une représenta-
tion automorphe paraboliqgue de GL(n,A). L’intérét, pour nous, d’introduire cette
notion est qu’il existe une application bijective entre B(N) et un sous-ensemble des
représentations automorphes paraboliques. Godement et Jacquet ont associé & une
représentation automorphe parabolique w de GL(n,A) une fonction L(w, s). Cette
fonction est donnée par

L(w,s) = H L(wp, s)

ou, sauf pour un nombre fini de premiers et co, L(wp, s) est de la forme

L(wp,s) = (1—ar(p)p™*) "'+ (1 — an(p)p™®) .

Dans le cas ot n = 2, si w correspond & la forme primitive f alors L(fy,s) =
L(w,s). Si w est une représentation de GL(2,A) et si r est un entier positif, on
conjecture qu’il existe une représentation automorphe parabolique @™ de GL(r +
1,A) dont la série L, notée L(w("),s) est donnée par

11 =@ ») " (1= ar(@) tealp)p™) "+ (1 - ax(p)p™) -

p

Dans le cas r = 2, si on note f pour f, on a (avec les notations de la page 22)

L(w,s) = [[(1 - as@)p~) " (1 - B;w)p~°) "

p

D’aprés un résultat de Jacquet, la fonction w®) est le carré symétrique sym?w de
w et, on remarque que si f est la forme primitive f, alors

L(sym®fw,s) = L(sym’w, s)

d’otu la notion du carré symétrique d’une forme primitive.
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2.3.2 La valeur particuliére L(sym?f,1) Un interét de I’étude de L(sym?f,1)
est que l'on peut relier cette valeur & la norme de Petersson de f grace au

LEMME 2.3.1
I'(k)

Soit f € B(M), on a (f, f)m ML(sym?2f,1).

T 92k—1kht1
Si N = LM et si £|L on a vu au paragraphe 1.3.1 que si f € B(M) alors f, € S(N).
Le lemme 2.3.1 est une conséquence du

LEMME 2.3.2
Soit M et L des entiers sans facteur carré et premiers entre eux. Soit {1|L et £5|L. On
pose N = LM et { = l145(4y,02)~2. Soit f € B(M), on a

rk) v(N)M

(EIEQ)k/z (ffl ) ffz)N = )‘f (Z)EI/ZV(K)_I 22k—11k+1 V(M) L(Sym2fa 1)

REMARQUE 2.7 Ce lemme est di & Abbes et Ullmo dans le cas du poids 2 et a
été généralisé par Iwaniec, Luo et Sarnak. La base de la preuve est la méthode de
déroulement de Rankin et Selberg.

Démonstration — On définit

T ={(§1):m €2}

puis la série d’Eisenstein'2

E(z,s) (Smyz)°.

Too\I'o(N)

La fonction s — E(z,s) a priori holomorphe pour fes > 1 se prolonge en une
fonction méromorphe. Sur Re s > % le seul pole est s = 1. Il est simple et de résidu

3
mv(N)

R_élsE(z,s) =

[Miy89, corollary 7.2.11 et 7.2.17]. Soit F(s) = (E(z,s)f(12), f(£22)) 5, on a

3

Rés F(s) = W(fenfez)N- (2.19)

D’autre part,

F(s) = / E(z,5) 1 (012)F(£22)y*~ dar dy
Do (N)

[T
T \Io(N) vDo(N)

aprés changement z — v~ !z et utilisation de l'invariance modulaire. Un domaine
fondamental de I', étant 0 < Rez < 1, Smz > 0, on en déduit!'?

+c 1
F(s) = / vt [ f02)F () dedy.
y=0 z=0
12Miyake étudie plutot la fonction Ej n(2,8) = (Sm2)7°E(2, s). Dans [Miy89], il définit cette
fonction (contrairement a ce qu’indique I’index) en (7.2.60) et (7.2.61) page 290.
13Cest cette méthode de calcul qu’on appelle méthode de déroulement : elle revient & « dérouler
» Do(N) dans le domaine fondamental de I'ss.
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On a, par utilisation du développement de Fourier de f, I’égalité

+oo 400

- Z Z Af(n1)Ag (1) (nyng) B/

n1=0ns=0

+oo 1
X / yith-2 exp(2m(nals + nily)y) dy/ e((n1ty — nabs)z) dz
0 0

puis

F(s) = (4m) """ 0(s + k= 1)(Lal) 7072 37 Ap(na)Ap(na) (naty) ™

ni Zl =n2€2

On définit deux entiers sans facteur carré et premiers entre eux

4 4y
= t 0" = :
1, 6) © (01, 03)

La bijection

N = {(n1,n2) € Njnyly = nyly}
n = (nd" nt)

permet d’écrire

F(s) = (4m) 771D (s + k= 1) (616) 179/ (_Mz ))‘s

(615€2
+oo
X 3 Ap(nl)Ap(nl" 0.
n=1
On pose, pour (a,b) =1,
+o0
F(a,b;s) = Z Afr(na)rg(nb)n=*
n=1

On a alors

Fla,b;s) = +Z 3y ,\f<” “b)

n=1 d|(na,nb)
(d,M)=1
= nZab
- X 2 ()
n=1
(d, M) 1

ainsi F'(a, b; s) ne dépend que du produit ab et en particulier si £ = £'¢",

F(l',{";s Z Ar(n&)As(n
En écrivant n = mr avec (m,£) =1 et 7[> on a

F(,0"%s) = > A(m)*m™" > Ap(rf)As(r)r™>.

(m,0)=1 r[e>
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Décomposant £ = p1 -+ - p,(g), On a

> A rOAp(r)r =

r[gee
+oo 11
vi+l | Vw V1 Ve V1 Ve —s
> Z M@ N 7 o )P b))

v1=0 Vi (£)= =0

puis, par multiplicativité de Ay,

+o0
FE )= Y Almptm T[S A A )

(m.£)=1 plt v=0

Gréace a (1.14) et puisque (¢, M) =1, on a pour tout p|¢,

+00 T
DA EOA T = A 0) YA () p _VS—_Z)‘f A
v=0

v=0
Puisque £ est sans facteur carré, on déduit de la multiplicativité de Ay que

-1 4o

F(e',e";s)zxf(e)n(ué) fo )*n=.

pl¢

Puis, grace a (2.18)

1 gl _ l - CM ( ) 2
F(',0";s) _Af(e)g<1+ps) 0N (23) L(sym?f, s).

On calcule alors

ke l'(k) M

Res (o) = A (L v (O (6™ ot e

On conclut 4 l'aide de (2.19). O
Au cours de la preuve ci-dessus, on a montré la

PROPOSITION 2.3.3
Soit M un entier sans facteur carré et f € B(M). On a

(47r)s+k71

T r b= (@B ), B, 9),,

L(f x f,s) =

Comme (M) (25)E(z, s) est méromorphe avec un pole unique et simple en s = 1
[Miy89, (7.2.62) et corollary 7.2.11], on a le

COROLLAIRE 2.3.4
Soit M un entier sans facteur carré et f € B(M). La fonction I'(s+k —1)L(f x f,s)
est méromorphe avec un unique péle en s = 1. Ce pble est simple.

Enfin, il est utile de controler la taille de L(sym?f,1), et, notamment grace aux
travaux de Golfeld, Hoffstein et Lieman [GHL94] on a

L(sym?f,1) + L(sym?f,1)™" <« In(kN). (2.20)
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La minoration de L(sym?f,1)~! résulte de I’absence de zéro de Siegel pour la fonc-
tion L(sym?2f,s) lorsque f n’est pas issue de GL;. C’est notamment le cas lorsque
le niveau de f est sans facteur carré, seul cas pour lequel (dans ce travail) on a défini
L(sym?f, s). Pour tout entier n > 0 et tout vecteur b € N*, on définit ’ensemble

2
£ (b) = {deN" 1 d|<ﬁ b,-+1) ,1§i§n—1}

avec les conventions N0 = {1}, & (b) = {1}, &(1) = {1} et di ---dp = 1. On a alors

L(sym*f,s)" Z P (r)

avec

o 5 x )]

a,beN" deén (b)
det a’b=r (d1,N)=---=(dn,N)=1
(ah]\]):...:(a" ’N)zl

Enfin, par comparaison des développements euleriens pour tout s tel que Res > 1,
on a

L(sym®f,s) Z Py (
avec p; (r) défini par

p;(r')p;(r") sir=r"r", "IN, (" ,N)=1

et
p(r)yr—t sir|N>;
p(abe)p(b)Af(a?b?)  si (r,N) =1 et r = ab’c® avec p(abe) #0;
0 si (r,N) =1 et r a un facteur bicarré.

On a alors, pour tout n > 0 entier

L(sym®f, s) pr "

avec, si (r, N) = 1, la définition

AN = Y mlabier) - planbacn)p(by) -+ - p(bn)
a,b,ceN™
det ab?c3=r
ar---apby by \ >
3 (et
deén (ab)

(in)( ) K r¢ avec une constante dépendant de € et n.

Pour tout r et tout € > 0, p
2.3.3 Fonction L d’une variété Soit C' une variété projective non singuliére
sur Q. Lorsque p est un nombre premier tel que la réduction modulo p de C' est une
variété non singuliére sur F, on dit que p est un bon nombre premier (ou encore que
p a bonne réduction en p). Dans le cas contraire, p est un mauvais nombre premier
(la variété a mauvaise réduction). Si p est un bon nombre premier, on note C, la
réduction de C' modulo p et N,, le nombre de points de C' & coordonnées dans Fp-
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On sait alors, d’aprés I’hypothése de Riemann pour les corps finis que si g est le
genre de C, il existe des entiers algébriques ai(p), ..., az,(p) tels que

29
Ny=1+p"=> ai(p)"
i=1

et pour tout 1 <4 < 2g, |a;(p)| = /p. On définit alors

L(C,p,8)" = (1 - 0‘17(;’)1,—5) (1 _ ang}(f’)p_s)‘

Lorsque p est un mauvais nombre premier, la définition de L(C,, s) est plus com-
pliquée. On définit la fonction L de C par

L(C,s) = [] L(Cp, ).

pEP

Les résultats de Wiles, Taylor, Diamond, Conrad et Breuil prouvent qu’il existe un
entier N et une forme primitive de poids 2 et de niveau N telle que L(E, s) = L(f, s).
Plus généralement, on sait [Roh97, §3.7] grace au travaux de Shimura [Shi71, §7.5]
que pour toute forme primitive f de poids 2 et de niveau N il existe une variété
abélienne sur Q notée A7, ne dépendant que de la classe de conjuguaison galoisienne

de f telle!* que

L(A?,S) = H L(g,S)-

g€orbite f

D’aprés les travaux de Ribet [Rib80, corollary (4.2)] ces variétés sont simples sur
Q. La dimension de A? est le cardinal de ’orbite de f

dim A = forbite f = [Q(f) : Q. (2.21)
D’aprés le théoréme de Weil, on a
A?(@) ~ A%)rs o ZrangAT‘
La conjecture (faible) de Birch et Swinnerton-Dyer affirme que

L(AFs) = A+
3211'(}2 ( f,s) rang Az

et on a alors aisément

rang Ay = Z ord L(g,s).

s§=
g€orbite f

Dans le cas précis des variétés A=, cette conjecture est partiellement démontrée
grace aux travaux de Kolyvagin, Logatchev, Gross et Zagier

THEOREME 2.3.5
Soit f € B(2,N)

1) siords—1/2 L(f,s) = 0 alors rang Az = 0;

2) siords=1/2 L(f,s) =1 alors rang A7 = forbite f = dim A5.

147] faut 1a les travaux de Carayol suivant Deligne, Thara, Langlands. Voir par exemple [Roh97,
theorem 5].
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Ainsi, on peut calculer le rang de A7 & partir de 'ordre d’annulation de L(f, s) au
point critique 1 et de la taille de 'orbite de f.

REMARQUE 2.8 Ce théoréme utilise la stabilité de I’ordre d’annulation par conju-
guaison galoisienne vue a la proposition (2.2.4).

REMARQUE 2.9 A partir des variétés A3 on définit

Jo(N)"ev = II 4
orbite f,fEB(N)

C’est la partie nouvelle de la jacobienne de Xo(N).

REMARQUE 2.10 La conjecture de Katz et Sarnak, et ses conséquences, vues au
paragraphe 2.2.3 impliquent

1
A}E&)Wﬁ{f € B¥(2,N); rang A #0} =0
et

lim

N—oo §B— (2, N)
Ainsi, en moyenne limite, le rang des facteurs simples de Jo (V)W est borné. Cela ne
dit rien sur le rang des facteurs pris individuellement comme on le verra au chapitre
3. Si on définit EIl(N) (resp. EllT(N), Ell~(N)) le sous-ensemble des formes f
de B(2,N) (resp. B*(2,N), B~(2,N)) telles que A7 est une courbe elliptique,
I’équivalent de la conjecture de Katz et Sarnak affirme qu’en moyenne asymptotique,
il n’y a pas de courbes elliptiques de grand rang (voir [RoyOlal]). Néanmoins, des
calculs numériques tendraient & montrer qu’il existe une proportion non nulle de
courbes elliptiques FE telles que 'ordre de leur fonction L en %15 dépasse 2. Les
travaux de Zagier et Kramarz [ZK87] donnent l’existence d’une famille de courbes
elliptiques FE,,, verifiant

#{f € B~(2,N) ; rang A; # dim A} = 0.

{1 <m < z;m sans cube, E,, paire, ords=1 L(Ep, 1) > 2}
{1 < m < z;m sans cube, E,, paire } -

0,2

pour'® tout z < 70000. Brumer et Mac Guiness [BM90] ont construit une famille de
310716 courbes elliptiques dont les fonctions L admettent la répartition par ordre
d’annulation en % suivante

ordre 0 1 2 3 4
% 30,04 | 46,08 | 19,80 | 3,82 | 0,26

et Fermigier, aprés Mestre, [Fer96] a donné des méthodes de construction de courbes
elliptiques dont ’ordre d’annulation de la fonction L en % est grand. Si la conjecture
de Katz et Sarnak est vérifiée, cette conclusion serait due au fait que les calculs nu-
mériques se font sur des ensembles finis de nombres. Cependant, il y a une différence
analytique entre la conjecture de Katz et Sarnak sur B(2,N) et celle sur Ell(N).
Gréce aux travaux de Brumer et Silvermann [BS96] (voir aussi [DKO0O, proposition
1]) 'ensemble Ell(N) est asymptotiquement négligeable devant B(2, N) : on a pour
tout € > 0

$EII(N)

N71/2+s
B, N) ©

la constante dépendant de .

15En fait, les calculs sont faits sur le rang des courbes. Sous la conjecture de Birch et Swinnerton-
Dyer, ce rang est aussi I’ordre d’annulation en 1/2 de la fonction L associée.
16Une courbe paire est une courbe dont la forme modulaire associée est paire.



Chapitre 3

Facteurs simples de Jy(NV)

Ce troisiéme chapitre porte sur I’étude du rang des facteurs des variétés Jo(N).
Les résultats de ce chapitre sont parus au Bulletin de la Société mathématique de
France [Roy00].

3.1 Résultats

Dans ce chapitre, on prouve le

THEOREME 3.1.1

Soit p un nombre premier, il existe C,, € RT et N,, € N ne dépendant que de p telles que
pour tous entiers N > N, il existe des facteurs Q-simples X, X° et X' de Jo(N)"eV
tels que

1) dim X > CpvInln N ;
2) dim X% > CpvInIn N et rang X° =0,
3) rang X' = dim X' > Cp,vInIn N.

En particulier, il existe des facteurs Q-simples de Jo(IN)*®V de rang arbitrairement
grand!. Ce résultat ne dit rien sur les courbes elliptiques puisqu’on a supprimé
la condition de dimension qui définit les courbes elliptiques. Le premier point du
théoréme a été obtenu de facon indépendante et par une méthode qui ne semble pas
s’adapter aux autres points par De Jong[DJ].

On sait par (2.21) que si f € B(2,N), la dimension du facteur simple A est le
degré du corps Q(f) sur Q. En particulier, le facteur de plus grande dimension est
donné par la forme de corps Q(f) de plus haut degré. En adaptant une méthode
due a Serre, on cherche, aprés avoir fixé p & maximiser le degré de Af(p) lorsque
f parcourt B(2, N). Pour le point 1), le sous-ensemble considéré est B(2,N) lui
méme. Pour les points 2) et 3), on utilise le théoréme 2.3.5. Les sous-ensembles
considérés sont alors

B°(2,N) = {f € B(2,N); L(f,%) ¢o}

et
B'(2,N) ={f € B,N); ord L(fs) =1}

On évalue la discrépance D(N) des nombres Af(p) € [—2,2] lorsque f parcourt
B(2,N) (resp. B°(2,N), B'(2,N)). On sait alors que dans chaque intervalle de

11’existence de variétés jacobiennes simples de grand rang est déja connue. Voir, par exemple
[ST99].

45
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longueur? 4/D(N) il y a une valeur Af(p). Cette remarque permet de compter le
nombre de valeurs distinctes de Ay(p),/p. Puisque les nombres A (p),/p sont des
entiers algébriques, d’aprés le théoréme 1.2.6, on en déduit une minoration de leur
degré.

Le calcul de discrépance est fait par des méthodes d’analyse de Fourier. On prouve
notamment (voir la proposition 3.3.2) la

PrROPOSITION 3.1.2
Soit p un nombre premier et ¢ > 0. Il existe N, > 0 dépendant de ¢ et p tel que si
N > N, ne divise pas p et si I est un intervalle de longueur

>

p
pp(l) > (N

alors il existe f € B(2,N) —resp. f° € B°(2,N), f' € B(2,N) — telle que
)‘f(p) €l, ’\fo(p) €1, ’\fl(p) el

Il résulte de cette proposition que I’ensemble

U {As(p), f € B(2,N)}

NeN

est dense dans [—2,2] ce qui nous a fait dire page 7 que la majoration de Deligne
était optimale.

3.2 Choix des poids

Le but de ce paragraphe est de trouver des poids sur B(2, N), c’est-a-dire des
fonctions

0% : B(2,N) - R*

qui s’annulent sur les complémentaires des ensembles B°(2, N) ou B(2, N). Ainsi,
ces poids « sélectionnent » les formes de B%(2, N) ou B'(2, N). Ils permettent de
calculer des discrépances et on les cherche de sorte que

Z QX (HN; (™) = pp(Xn) + reste.
fEB(2,N)

3.2.1 Choix d’un poids pour la formule d’Eichler-Selberg Si p est pre-
mier & N, on a x5 (p")p ™% = x2(@")p "/? = p,(X,) grace a (1.12). Ainsi, la
proposition 1.7.14 donne compte-tenu de (1.33) la

PRrROPOSITION 3.2.1
Pour tout nombre premier p ne divisant pas le niveau N, tout entier positif ou nul n,
tout réel € strictement positif on a

1

e 5 MO =m0 (67 ).

fEB(2,N)

2En fait, la longueur pour pp.
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3.2.2 Choix de poids pour L (f, 1) On effectue le méme travail pour la formule

1
de trace tordue par L(f, 5)

PROPOSITION 3.2.2
Pour tout entier strictement positif N et tout nombre premier p ne divisant pas N soit
la fonction (2%, définie sur B(2, N) par la formule suivante

L* (f,3)
> L (f,5)

feB(2,N)

o (n3) = (158 ) (55)

C’est un poids, c’est-a-dire que pour toute forme f de B(2,N) on a

% (f) =

avec

Q28(f) > 0.

De plus pour tout entier positif ou nul n la formule de trace suivante est vraie
> RN = mp(Xa) + 0. ("N (N
fEB(2,N)
1

Démonstration — La positivité est conséquence de la positivité de L ( I, 5) vue au
théoréme 2.2.3 et de la proposition 1.2.5 qui donne

A 1.1
1— f—(p) +=->=

N/
On prouve désormais la formule de trace. Si n = 0 on a grace 4 la proposition 2.2.9

i, B, ()=o), o

fEB(2,N)

(@_1)2 > 0.

Si m > 1, la relation de multiplicativité de Hecke (1.18), et la proposition 2.2.9
donnent

m >, I (f, %) Ar (") = ¢ (2) (1 - 1%) 11y (Xn)

fEB(2,N)
+ 05 <(pnN—1/2)1/2(pnN)s) .

Le report de (3.1) dans cette égalité permet de conclure. O

3.2.3 Choix d’un poids pour (1 +¢e;(N))L' (f,3) De méme qu’on a prouvé
la proposition 3.2.2 on prouve la proposition suivante qui propose un choix de poids
pour (1+e7(N))L' (f,3)-

PROPOSITION 3.2.3
Pour tout entier strictement positif N, tout nombre premier p ne divisant pas le niveau
N, soit le poids 02%.(f) sur B(2,N) défini par la formule suivante

(1+e,(V) L™ (£,3)
X (L+e(N))L?(f,3)

fEB(2,N)

% (f) =
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avec

()= (-3 (13)

Pour tout entier positif ou nul n la formule de trace suivante est vraie

S QR (DA ") = pp (Xn) +
fEB(2,N)

2,,—n/2+e
0. ((TL + 11) 1]7V + (pnN—l/Z)l/Q(pnN)e) )
n

Démonstration — La positivité est conséquence, outre de la positivité du p-éme
facteur eulérien, du théoréme 2.2.3 et de (2.13). On prouve la formule de trace. Si
n = 0 on a grace & la proposition 2.2.10

1 Yol L) ™ VN
§B(2,N) fe%zv)(l +erM)E (ﬁ 2) 2 (1 ;DZ) Oy
x (1 +0 (plflll—f;\, + pEN1/4+E)) . (3.2)

Sin > 1 on calcule

B X (reIT(£3) 307 =xMemn s P

fEB(2,N)

2N @)E(p,n) + 0. (p"HI2N- 1) (3.3)
Dans cette équation,

E(p,n) = (f(",0) = f(p" 1, 0) p~2 + (£(",0) = f("*,0) p~/* 7

et
E(p,n) = (Fm,0) - Fom,0)) o7 + (F07,0) - Fort,0)) 57727,

Ces fonctions ont été calculées et grace au lemme 2.2.8 on a

E(p,n) = (1—1%) fip(Xn) (3.4a)
E(p,n) < n’p /e (3.4b)

En reportant (3.4a) et (3.4b) dans (3.3) on obtient le résultat énoncé grace a (3.2). O

3.3 Discrépance des valeurs propres de Hecke

Dans ce paragraphe, on calcule la discrépance des valeurs A¢(p) lorsque f par-
court certains sous-ensembles de B(2, N). On a pour cela besoin de bonnes fonctions
d’approximations lisses des fonctions caractéristiques d’intervalles.

LEMME 3.3.1
Pour tout [a,b] C |—2,2[ et tout A € [0, 2] il existe une fonction infiniment dérivable
FA o sur [—2,2] ayant les propriétés suivantes

1) Faqp est constamment égale a 1 sur [a,b];
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2) FA,q est nulle sur]—oo,a — A[UTb+ A, +oo[ et sur R\ [-2,2];

3) Xiah) < Fajap:

4) |12, Faus(@) = Xan (@) da| <24,

5) il existe une suite réelle (}A?'(n))nzo telle que pour toutn > 1 et tout k > 0 on a

‘ﬁ(n)‘ < Ak 7k (3.5)

et telle que la série

converge normalement vers Fa o4 sur [—2,2].

Démonstration — On introduit la fonction cloche infiniment dérivable, définie sur R
par

0 sit<0;
9(t) = { exp(—mgie) sit € [0,1];
0 sit>1.

On construit alors la fonction Fa 4

- 1 toata bq=t
Fpop(t) = W (/_Oo g9(z) dﬂf) (/_Oo g(z) dﬂf) .

Sia— A< —2onpose Fp,p(t) = ﬁ'A,a,b(t) site[—2,2] et Faqp(t) =0 sinon. Si
b+ A > 2onpose Fagp(t) = Faap(t) sit € [—2,2] et Faqp(t) = 0 sinon. Dans
les autres cas, on pose Fa ,p = ﬁA,a,b. C’est une fonction plateau qui vérifie les
conditions 1) & 4). On pose alors

~

!

2
(n) ::/ FpopXnditso.
—2

On remarque que par changement de variable £ = 2cos ¢ on a
~ 2 ™
F(n) = — / FA o p(2cosg)sinpsin(n + 1)pdy (3.6)
T Jo

1 (7 1 (7
= = / FAqp(2cosg)cosnpdp — — / FA,q,5(2cos ) cos(n + 2)p dep.
™ Jo ™ Jo

Pour n # 0 une intégration par parties de chacune des intégrales et la majoration
absolue
1 a0l < A7F

donnent ﬁ(n) <« A~n~1. En réitérant ce processus k fois on obtient la majoration
(3.5). Puisque [|X,||,, € 7+ 1 on en déduit que la série

Y Fm)X,

n>0

converge normalement sur [—2, 2] vers une fonction F' infiniment dérivable. En uti-
lisant ’orthonormalité des polynémes X,, pour du on vérifie que

mw ~

§F(n) = / F(2cos ) sin psin(n + 1)pdep
0
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et par comparaison avec (3.6) on trouve que Fa 4,50 (2 cos) et F o (2cos) ont mémes
coefficients de Fourier. Ainsi Fa 4 et F' coincident sur [—2,2]. Ceci prouve la der-
niére assertion du lemme. [J

Les termes d’erreur impliqués par nos formules de trace (propositions 3.2.1, 3.2.2
et 3.2.3) sont tous majorés par

2,—n/2+e
0. ((n + ll)n;;)v n (pnN—1/2)1/2(pnN)s> _

PROPOSITION 3.3.2

Soit 2%.(f) un poids sur B(2,N), on suppose avoir la majoration suivante pour tout
nombre premier p, tout entier positif ou nul n et tout entier strictement positif N
premier 3 p

Y RN ") — up(Xn)

feB(2,N)
(n + 1)2p7n/2+€

nar—1/2\1/2¢, n pr\e
N + (P"NTEYEPEN)E. (3.7)

<Le

Soit p un nombre premier. Pour tout e réel strictement positif assez petit, il existe
N, dépendant de p et ¢ tel que pour tout N > N, premier a p, tout sous-intervalle
de [~2,2] de p,-longueur (In N)~"* p= contient au moins une valeur propre Ar (p)
associée a un vecteur propre f € B(2,N) vérifiant 2%.(f) # 0.

Démonstration — Soit I un intervalle ne contenant aucune valeur propre A¢(p).
On désigne par Fa,; une fonction infiniment dérivable & support compact dans
I constamment égale & 1 sur J et telle que si I; et I, sont les deux morceaux
complémentaires de J dans I, ils sont tous deux de pp-longueurs inférieures & A.

On suppose de plus que HFX“,)JH < A%, On a alors
o

2
iolD) = (D) 4yl UR) < [ Fiss g + 24, (3.8)

-2

Or I ne contient aucune valeur propre A¢(p) donc

Z 3 Fa1(As(p)) =0

fE€B(2,N)
et (3.8) devient
2
D] S R(DFas ) - [ Fasdsy +24.

FEB(2,N) -2

On obtient alors le résultat annoncé par utilisation du lemme 3.3.3 et le choix
A=(InN)""¢ et k= L?J +1.

O
LEmMME 3.3.3

Soit p un nombre premier. Soit une suite de réels positifs {Qﬁ,( f)} soit A >0etF
une fonction infiniment dérivable 4 support compact dans |—2, 2[ vérifiant ||F(k) ||oo <
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A~F pour tout entier positif ou nul k. Pour tout entier k > 2 et tout réel € € 10,1[ il
existe N, dépendant de ¢, k et p tel que pour tout N > N, premier 3 p I'hypothése
(3.7) implique

Z QR (f)F (A (p / Fdp, <pe (Inp)* 2(InN)?(Aln N)~*
FeB(2,N)

p

+1nN

(1+ (Inp)f~2(In N)?(Aln N) k) 4 N~7/36%e,

La constante impliquée par le symbole de Vinogradov ne dépend que de k et .

Démonstration — La fonction F' admet un développement > ﬁ(n)Xn avec

2
- / FX,, At (3.9)
)

Soit M > 2 & choisir. On commence par remplacer F' par la série partielle

M
Fy =Y F(n)X,
n=0

On a alors en utilisant la positivité du poids

> QR (HF (N (p) /de,,g S RHIF - Fulls

feB(2,N) f€B(2,N)

2
A R (Fu O ) / Fardpy| + / IF - Furll. dup.  (3.10)
feB(2,N) —2

Comme dans la preuve du lemme 3.3.1, on montre ‘ﬁ(n)‘ < n*A7k, De plus
| X5l <€ n de sorte que
|F — Full,, < A M2, (3.11)

Puis, utilisant p, ([-2,2]) = 1, (3.7) pour n = 0 et (3.11) on transforme (3.10) en

> R (HF (N / Fdp, < A™FM—F+2 (1+1 N>+
feB(2,N)

S () Fu (s @) /FMdpp. (3.12)

fEB(2,N)

On transforme ensuite la valeur absolue de droite

> QR (HFu (A (p) /FMdupg

fEB(2,N)

M 2
S [Fm|| X RNX s @) - [ Xud
n=0 —2

feB(2,N)
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Mais X, (As(p)) = As(p") donc, grace a (3.7) et & ‘ﬁ(n)| <1

2 e
> AN 0) - [ Fardy| < Z o @YV
FEB(2,N) —2
(3.13)

Puis reportant (3.13) dans (3.12) et choisissant M = Lé‘}—f;] on obtient le résultat
énoncé dans le lemme. O

REMARQUE 3.1 La positivité de L (f,3) et (1+7(N))L' (f,5) permet d’écrire

ST =D 2% ().

Sans cela (qui n’est pas connu en poids supérieurs & 2) il faut savoir majorer
>R £)? ce qui est plus délicat.

Le lemme suivant donne une minoration du nombre de formes primitives relative-
ment & N n’annulant pas le poids et ayant des valeurs propres de Hecke distinctes.

LEMME 3.3.4
Sous les hypothéses de la proposition 3.3.2 pour tout €, tout N > N, premier a p on a

t{\s (p) distinctes ,f € B(2,N) | QK(f)#0}> (InN)'~“p~~.
Démonstration — D’aprés la proposition 3.3.2 tout intervalle de pu,-longueur
Iy = (nN) ey

contient au moins une valeur propre Ay (p) avec 2%, (f) # 0. on fabrique une suite
d’intervalles ouverts disjoints de pp-longueur £y couvrant lintervalle |—2,2 — §[
moins un nombre fini de points (les bords de ces intervalles) avec § choisi assez
petit pour que 0 < p, (]2 —4,2[) < £n. Ce choix est résumé sur le schéma suivant
ot les longueurs sont mesurées par .

-2 2-62

L | | |

In In Iy <In

Comme la p(p)-longueur de |—2,2[ est 1,il y a

1- Hp (]2 B 57 2[)
(InN) " p

tels intervalles. On a avons vu que chacun d’eux contient au moins un Ay (p) d’ou
le résultat. O

REMARQUE 3.2 Si les polynomes caractéristiques des opérateurs de Hecke étaient
a racines simples®, on pourrait remplacer (In N)!=¢ par §B(2, N).

3Cette « conjecture » est trop brutale. Les tables de Stein [Ste98] montrent que I'opérateur T
sur S(2,487) = S™(2,487) a un polynéme caractéristique dont 0 est racine d’ordre 4. Il faudrait
en fait savoir contréler la multiplicité des valeurs propres.
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3.4 Comptage d’entiers algébriques

On note (toujours) t(p) = /pAs (p). On sait que t;(p) appartient & ’ensemble
& (2\/1_7) des entiers algébriques de conjugués tous réels et tous de norme inférieure
4 2,/p. On suppose que tous les t7(p) sont de degrés inférieurs ou égaux a d(N, p).
Ils appartiennent alors au sous-ensemble £ (2,/p, d(N, p)) des éléments de & (2,/p)
de degré au plus d(N,p). L'ensemble & (2,/p,d(N,p)) est fini : & chaque orbite
galoisienne d’un élément de £ (2\/1_), d(N, p)) on peut associer un unique polynéme
unitaire & coefficients dans Z, de degré inférieur ou égal & d(NV,p) et dont toutes les
racines sont majorées en norme par 2,/p. On note P (2,/p,d(N,p)) I'ensemble de
ces polynomes. Chaque orbite contenant au plus d(N,p) éléments, on a

t€ (2v/p, d(N,p)) < d(N,p)tP (2v/p,d(N,p)) - (3.14)

LEMME 3.4.1
Pour M > 1 et d > 2, nous notons P (M,d) I'ensemble des polynémes unitaires a
coefficients dans 7, de degré au plus d et dont toutes les racines sont majorées en norme
par M. Alors

tP (M, d) < (6M)" .
Démonstration — Si P = Y% p; X%~ € P (M,d) alors en notant yi,...,yq ses
racines, on a
pi=CD" > gy, (1<i<a).
1<j1<...<4;: <d

Chacune des racines étant majorées en norme par M on a grice & l'expression
précédente de p; la majoration

|pil < CyM°.

Un polyndéme unitaire est un choix de d valeurs de p; et il y a 1 + 2C§M ¢ valeurs
possibles de p;. On majore donc le cardinal de P (M, d) par

iP (M,d) < f[ (1+2(‘:)M") < f[:s(f)zw < (6M)%.

REMARQUE 3.3 La majoration du lemme précédent n’est pas précise. Il apparait
néanmoins impossible d’améliorer le d2 en d* avec a < 2 qui est la seule amélioration
utile pour la suite.

On utilise ce lemme pour majorer & (2,/p,d(N, p)).

LEMME 3.4.2
Pour M > 1 et d > 2 on note £ (M,d) I'ensemble des entiers algébriques totalement
réels dont tous les conjugués sont majorés en norme par M et de degré inférieur 3 d.
Alors )

8 (M, d) < (8M)" .

Démonstration — Grace a la majoration (3.14) et au lemme 3.4.1 on a

t€ (M, d) < d (6M)* < (8M)*.
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3.5 Preuve du théoréme 3.1.1

3.5.1 Noyau de la preuve On considére un poids 2%; sur B(2, N) satisfaisant
aux conditions de la proposition 3.3.2 et dont la non-nullité est stable par action
de Gal (@/ Q) — Clest-a-dire que 2%, (f) # O reste vraie si on remplace f par f7 o o
est n’importe quel élément de Gal(Q/Q). On note d(£2, N) le degré maximum des
entiers algébriques t¢(p) quand f parcourt le sous-ensemble des formes de B(2, N)
qui n’annulent pas 2%. Ce nombre est aussi le cardinal de la plus grande orbite
sous Gal(Q/Q) des A¢(p) quand 28.(f) #0

d2,N) = max #{o(As ()0 €Gal(Q/Q)}
Q% (H#0
= [ mmax  deg(As ().
Q% (H#0
On a
t{As (p),f € B(2,N), Q% (f) # 0} < #€ (2v/p, d(2, N)) . (3.15)
Gréce au lemme 3.4.2 on majore le membre de droite de (3.15)
tH{\r (0), f € B2, N), 2 (£) # 0} < (16p) . (3.16)

Mais on peut minorer le terme de gauche de (3.16) grace au lemme 3.3.4. Ce faisant
on transforme (3.16) en

(InN)' =% p== < (16,/p){PN” (3.17)
L’extraction de d(£2, N) de (3.17) en donne la minoration
2(1—¢)Inln N
,N)> | ————— — 2e.
A )—\/ nip
Si la non-annulation de £2%; est stable par action de Galois alors en écrivant

max ${f7, QX (f7) #0} > max_{{o(\s (p)),0 € Gal(Q/Q) }

feB(2,N) ~ fE€B(2,N)
23,(£)#0

on obtient la minoration suivante

- - 2(1—¢e)Inln N
fergg,cmﬁ{f ,%(f7) #0} > \/W — 2.

On résume ce qui précéde dans le

LEMME 3.5.1

Soit p un nombre premier. Soit {2 un poids sur B(2, N) qui satisfait aux conditions
de la proposition 3.3.2. On suppose de plus que la non-annulation de ce poids est stable
par action de Gal(Q/Q). On note

d(2,N)= max_t{o(\s(p),o € Gal(Q/Q)}.

fEB(2,N)
Q% (£)#0

Pour tout € strictement positif assez petit, il existe alors un entier N, dépendant de p
et ¢ tel que si N > N, est premier d p

2(1—¢)lnln N
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De plus,

21 —-¢)lnln N

In (4p) 2¢.

max ${f7, 2(f7) #0} > \/

feB(2,N)

3.5.2 Facteurs simples Si f est Porbite d’une forme primitive f de B(2,N)
sous Gal(@/ Q) on a vu que la dimension du facteur Q-simple A? est le cardinal de

f. On considére le poids défini pour f € B(2, N) par

) = o

iB(2,N)
Il ne s’annule pour aucune forme f et vérifie les conditions de la proposition 3.3.2
grace & la proposition 3.2.1. On peut donc appliquer le lemme 3.5.1 et en déduire
la proposition suivante grace a la seconde minoration du lemme.

PROPOSITION 3.5.2

Soit p un nombre premier. Pour tout réel € strictement positif assez petit, il existe
une constante Cy > 0 et un entier Ng dépendants de € et p tels que pour tout entier
N > Ny premier 3 p il existe un facteur Q-simple X de la jacobienne J§¥(N) dont la
dimension vérifie I'inégalité suivante

. 21—¢)lnln N
X >y ————— —2¢.
dim _\/ In (4p) €

3.5.3 Facteurs simples de rang nul On restreint notre étude aux facteurs Q-
simples A7 de rang 0. On sait que ces facteurs A? sont ceux associés & des formes f

telles que L (f,%) # 0 - on rappele que L (f, 1) # 0si et seulement si L (f?,%) # 0
pour tout o € Gal(Q/Q). On considére le poids défini pour f € B(2,N) par

L* (f,3)
> Lr(f,35)

feB(2,N)

25 (f) =

La non-annulation de ce poids est stable par action de Gal(Q/Q) sur B(2, N). Enfin
on a 2%(f) = 0 si et seulement si L (f,) = 0 donc 25(f) # 0 si et seulement
si rang A? = 0. Grace a la proposition 3.2.2 on sait que le poids 2%, vérifie les
conditions de la proposition 3.3.2 et que on peut lui appliquer le lemme 3.5.1 pour
en déduire la proposition suivante.

PropoOSITION 3.5.3

Soit p un nombre premier. Pour tout réel € strictement positif assez petit, il existe
une constante Cy > 0 et un entier N1 dépendants de ¢ et p tels que pour tout entier
N > N premier a p il existe un facteur Q-simple X de la jacobienne J§¢V(N) de rang
0 et dont la dimension vérifie I'inégalité suivante

2(1 —e)Inln N
&mXZVL_ﬂﬁi__%

In (4p)

3.5.4 Facteurs simples de grand rang On étudie les facteurs Q-simples A7
associé & des formes f telles que L (f, 1) =0et L' (f,1) # 0 — cette condition étant
stable par action de Gal(Q/Q) sur B(2,N). On a vu que le rang de Mordell-Weil
est donné par la formule suivante

rang Ay = Z ord L(f7,s).

=1/2
scGal (Q/Q) ’
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Ainsi, lorsque ord,—; /2 L (f,s) = 1 on sait que ords;—; /> L (f?,s) =1 et donc on a
rang A = #f = dim A?.
On considére alors le poids défini pour f € B(2,N) par

(1+e,(N)L? (f,3)
> (+e (NI (£,

fEB(2,N)

25 (f) =

Si 28.(f) = 0 alors
1) soit e¢(NN) = —1. Dans ce cas
a) soit L(f, ) # 0 et alors ord,—y /5 L(f,s) = 0;
b) soit L(f,3) =0, par (2.5) on a alors L'(f, 1) = 0 et ord,—y 2 L(f,s) > 1.

2) soit (V) = 1. Dans ce cas L'(f,1) = 0 et on a la méme conclusion.
Réciproquement, si ords—; /o L(f,s) # 1 alors

1) soit ords—y /2 L(f,s) > 1 d’ou L'(f, 1) = 0 puis 2%,(f) =0;

2) soit ords—1 /2 L(f,s) = 0 d’ott L(f, %) # 0 puis e7(N) = —1 grace & (2.13).
Finalement, 27,(f) = 0 si et seulement si ord,—1/2 L(f,s) > 1 et 2%, détecte les
formes d’ordre 1. On déduit alors de la proposition 2.2.4 que la non-annulation de
ce poids est stable par action de Gal(Q/Q). Grace a la proposition 3.2.3 on sait

que le poids 2%; (f) vérifie les conditions de la proposition 3.3.2 et qu’on peut lui
appliquer le lemme 3.5.1 pour en déduire la

PROPOSITION 3.5.4

Soit p un nombre premier. Pour tout réel € strictement positif assez petit, il existe
une constante C> > O et un entier Ny dépendants de € et p tels que pour tout entier
N > N, premier 3 p il existe un facteur Q-simple X de la jacobienne J§¢%(N) de rang
0 et dont la dimension vérifie I'inégalité suivante

2(1—¢)lnln N

%.
In (4p) ¢

rang X = dim X > \/

Conclusion

La minoration calculée, en vInln N est en deca des résultats attendus au vu de
Vexpérimentation numérique. Les calculs de A. Brumer [Bru95b] laissent prévoir
que les facteurs de J§*¥ (V) sont de taille comparable & la dimension de J§*%(N) —
au moins lorsque N est premier.

Une des pertes d’information de la méthode pourrait avoir lieu lorsqu’on majore
le degré du corps de rationnalité en ne considérant qu’un seul des coefficients qui
I’engendrent. Néanmoins Cohen m’a indiqué que ses tests numériques tendent &
montrer que la perte d’information est faible.

Une autre perte a lieu lorsqu’on « oublie » que les valeurs propres des opérateurs
de Hecke ne sont pas seulement des entiers algébriques mais que leurs conjugés sont
tous réels. Est-ce que les polyndmes de degré d & racines toutes réelles bornées par
M et a coeficients entiers sont de densité non-nulle parmi les polynomes de degré
d & racines bornées par M et & coefficients entiers ?

Sarnak m’a informé que (numériquement) la répartition des valeurs Az(p) était
de Poisson et que I’analyse de Fourier pouvait difficilement détecter les points de
telles distributions, trop rapprochés (principe d’incertitude de l’analyse de Fourier).
Finalement, une approche plus algébrique pourrait consister a appréhender ’ordre
de multiplicité des valeurs propres des opérateurs de Hecke.



Chapitre 4

Petits zéros

Ce quatriéme chapitre étudie la répartition des petits zéros des fonctions L de
formes modulaires. Les résultats sont & paraitre & Acta Arithmetica [Roy01b].

4.1 Reésultats

On a exprimé, page 31, la conjecture de Katz et Sarnak pour la statistique du
jezéro. On en donne une version pour la statistique des petits zéros. Soit F' =
(F(Q)) un ensemble d’ensembles disjoints de formes modulaires indexé par un pa-
ramétre Q. A chaque forme f d’un ensemble F(Q) est associé un réel cg appelé
conducteur de f et ne dépendant que de la famille F/(Q)) contenant f. Les zéros non
triviaux de la fonction L d’une forme f € F(Q) sont notés 1 + iv;. Si on admet

I’hypothése de Riemann généralisée, on a vy € R. On introduit un opérateur de

comptage de ces zéros
;
D(f,8) = ¥ 0 3 nco)
v

ol ¢ est une fonction la classe de Schwartz S(R) de transformée de Fourier & sup-
port compact. La conjecture de densité prédit, pour toute ensemble F' raisonnable,
Vexistence d’une distribution W (F') telle que

1 _
Jim s fg(j@) D(f, ) = / ()W (F)(t) dt.

La conjecture affirme de plus que cette fonction W (F') est la fonction de densité des
valeurs propres (correctement normalisées) d’un groupe de symétrie.

Un pas vers cette conjecture a été effectué par Iwaniec, Luo et Sarnak [ILS00]
dans le

THEOREME 4.1.1
Fixons ¢ € S(R) de transformée de Fourier  support dans | — 2,2[. Alors, lorsque N
parcourt les entiers sans facteur carré

1 # _ *° o)
NI fe%,N)D(f’ o= W O(a) ds
lim ; Z D(f,¢) = /Oo QS(;L')WSO(pair) (z) dz,
N—oo ﬁB+ (k, N) FeBT N oo
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et
i 1 = impair
Am o 2. DU = / ()W 5OGmPain) () 4y
"/ feB—(k,N) —o0
avec .
W(x) =1+ 500(a),
7 5Oteain) (g — 1 4 S0C72)
2tz
N in(2nz)
SO(impair) (,.\ _ 1 _ sin(27z)
w (2) =1 =5 +do(a).

Dans ce chapitre, on fait un pas supplémentaire vers la conjecture en considérant
les ensembles de formes modulaires plus petits que sont les ensembles de formes
signées. On prouve le

THEOREME 4.1.2

Soit k et ¢ des entiers strictement positifs fixés avec k pair. Soit k un réel vérifiant 0 <
k < 1/L. L’hypothése de Riemann est supposée vraie pour les fonctions L de Dirichlet
et pour les fonctions L associées aux formes primitives de poids k. Soit € = (€1, ...,€y)
un vecteur de {—1,1}*. Soit ¢ une fonction paire de S(R) de transformée de Fourier 3
support compact dans | — 2,2[. On considére une suite d’entiers N sans facteur carré
ayant exactement £ facteurs premiers py, - ..,p¢ tels que N* < p; < --- < pg. Alors on
a

Jm s Y D)= [ W) ds

feBe(k,N)

ou W est définie par :
siife;---gp =1 alors
W(.’L‘) — WSO(palr) (.’E)

ke, o.gp = =1 alors

Sid
W(.Z‘) — WSO(impair) (:L')

ol &g est la distribution de Dirac en 0.

Les fonctions de densité W sont reliées & la répartition des valeurs propres des
matrices aléatoires' (voir [KS99b| et [KS99a]). Soit A une matrice de U(N)[KS99a,
AD). Elle est équivalente & une matrice diag(e?(4), ... ei~(A) avec 0 < 1 (A) <
-+ < pn(A) < 27, On définit les phases propres de A par

@j+en(A) = pj(A) +2nl, 1<j< N, L€

Soit ¢ une fonction & support compact, on pose

D(A,¢) = Z¢<%<pn(A)).

nez

Jim D(A, ¢) djittane A = / JSO®ain) (1) (1) dit.
N—oo Jso@2nN) R

1On appelle ainsi les matrices de U (N). L’étude statistique de ces matrices remonte au physicien
Wigner qui cherchait & modéliser le comportement des niveaux d’énergie de grosses molécules par
le spectre de matrices de U(N) quand N est grand.
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Autrement dit, au regard de la répartition, les petits zéros de la fonction L d’une
forme paire se comportent comme les angles propres d’une matrices de SO(2N).
Pour SO(2N +1),0n a

lim D(A, ¢) dppaarA = / W SOmpain) (1) 4 (t) dt.
N—oo Jso(2N+1) R

Autrement dit, au regard de la répartition, les petits zéros de la fonction L d’une
forme impaire se comportent comme les angles propres d’une matrices de SO(2N +
1). Pour O(2N), on a

lim D(A, 6) djtrranr A = / WO 1) p(t) dt.
R

N —oo O(2N)

Autrement dit, au regard de la répartition, les petits zéros de la fonction L d’une
forme primitive se comportent comme les angles propres d’une matrices de O(2N).

Pourquoi s’interesse-t-on aux petits zéros 7 On peut avoir en téte de classifier les
formes modulaires & I’aide de grandeurs statistiques qui leur sont rattachées. On a
vu que, pour les petits zéros, les matrices aléatoires suggéraient une classification
en formes « de types SO(2N) » et formes de « de types SO(2N + 1) ». Dans
quelle mesure les zéros des séries L de formes modulaires se comportent-t-ils comme
les valeurs propres de matrices unitaires? On pourrait tenter de caractériser les
formes primitives par d’autres grandeurs statistiques des groupes de matrices, par
exemple les fonctions de corrélation ou encore les fonctions d’espacement entre zéros.
Cependant, des résultats d’existence de mesures universelles nous en empéchent?.
Par exemple, considérons une matrice A de SO(2N). Elle est équivalente 4 une
matrice

diag(eitpl(A)7 e, et¥nN (A)’ e_i‘Pl(A)’ . 7e—iq&’N(A))

avec0 < p1(A) < --- < pn(A) < 7. Considérons ensuite une matrice A de SO(2N +
1). Elle est équivalente & une matrice

diag(1, eiq’l(A), . eisoN(A)7 6—1'</91(A)7 N e_'i<PN(A))
avec 0 < p1(A) <--- < opn(A) < 7. Soit I C[0,7], on définit la fonction
ri(I) =4{j;1 <j < N,p;(4) € I}.

Alors,
long(I)

lim / r1(1)(A) dpsrraar A =
N Jany m

N—o0
pour G(N) = SO(2N) ou G(N) = SO(2N + 1). Des travaux de Rudnick et
Sarnak[RS96] prouvent que ces obstructions demeurent sur les formes primitives
(et méme pour une classe plus grande de fonctions L). Au contraire, ’étude des
petits zéros est un moyen de distinguer les formes paires ou impaires. Le théoréme
4.1.2 prouve néanmoins qu’elle ne permet pas de faire une classification plus dé-
taillée, & moins (peut-étre) d’augmenter le support de ¢. La statistique de la plus
petite valeur propre permet aussi de distinguer les différents groupes.

D’autre part, un interét des théorémes 4.1.1 et 4.1.2 est qu’ils sont prouvés pour
un support de ¢ plus grand que [—1,1]. On se souvient que f oW = f ¢W. Or

—~ 1
o —
WH(E) =do(&) + 5,
2
2(Ces résultats, s’ils ont la beauté de I'universalité sont « catastrophiques » du point de vue de
la classification.
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1

WSO (¢) = 6o (€) + 50(5)
et . 1
WSO(impair) (5) — 50(5) _ 50(&) +1
ou
1 si |§| <1;
C¢)=q3 silél=1;
0 silg]>1.

En particulier, rien ne permet de distinguer les différentes distributions sur |—1, 1] et

dans un but de classification un support de ;ﬁ plus grand que ] — 1, 1] est nécéssaire?.

3/2
[ ]
1 TV SO (impair)
—_——— + S ——
1/2 wo
TW SO (pair)
+ ................. + + + ................. +
—2 —1 0 1 2

On aura besoin des sommes de Gauss sont définies, pour tout entier m et tout
caractére modulo ¢ par

ma

Gum = ¥ xtae(™)
a (mod c)
(a,c)=1

et si m =1 on note Gy (1) = Gy. On a le lemme

LEMME 4.1.3
Pour tous entiers m,n,c on a

Z |Gx(m)Gx(n)| < p(e)?.
x (mod c¢)
Démonstration — Grace & I'inégalité de Cauchy-Schwarz, il est suffisant de prouver

I’égalité
Y G (@ = (e

x (mod c)

pour tout entier gq. Or

Y G- ¥ Y () ¥

x (mod c¢) a (mod ¢) b (mod c¢) x (mod c)
(a,c)=1 (b,c)=1

On déduit de I'orthogonalité des caractéres modulo ¢ que cette somme vaut ¢(c)?.
O

3 Agrandir le support est aussi un test supplémentaire de la conjecture. Et un défi.



61

Enfin, on utilisera la conséquence suivante de I’hypothése de Riemann sur les séries
L de Dirichlet *

LEMME 4.1.4
Supposons vraie I'hypothése de Riemann sur les séries L de Dirichlet. Soit ¢ un entier
et x un caractére modulo c. Soit x > 2 un réel alors

Zmﬁﬁzwwavm%m

ou 0, vaut 1 si x = xo est le caractére principal et O sinon.

4.2 Densité de répartition signée

Dans toute la suite de ce chapitre on supposera que les hypothéses de Riemann
pour les fonctions L de Dirichlet et des formes primitives sont vraies. Soit k et £
des entiers strictement positifs fixés® avec k pair. Soit € = (g1,...,&¢) un vecteur
de {—1,1}%. Soit ¢ une fonction paire de S(R) de transformée de Fourier & support
compact dans ] — 2, 2[. Soit 0 < k < 1/£ un réel. On considére une suite d’entiers N
sans facteur carré de facteurs premiers p; < --- < py tel que p; > N*. On définit

les fonctions
D(¢) : B(2,N) — C

f = D(f,¢)

et pour tout entier n > 1
A(n) : B(2,N) - R
f = Ar(n).
On va estimer M¢(D(¢)). Grace a la formule de Riemann (proposition 2.2.2), on

écrit cette moyenne signée sous la forme M€ (D(¢)) = My + Mo+ Mz+Oy, (IHIL“((;J)V))
ou

M = M2(1) (3(0) + 56(0))

_ ~( 2lnp 2Inp c 9
M= ¢<ln(k2N)>pln(k2N)M (@)

(p,N)=1

_ ~ Inp 2Inp c
My=- 3 ¢<1n(k2N)) (2N (@)

(p,N)=1

Le lemme suivant permet d’estimer M.

LEMME 4.2.1
Soit ¢ et k deux entiers strictement positifs, k pair. Soit N un entier sans facteur
carré ayant [ facteurs premiers p; < --- < py, € un vecteur de {—1,1}¢ et k un

entier strictement positif. Alors, pour toute fonction ¢ de S(R) a support compact
[—2 + 80,2 — (50] tel que 0 < §y < 2,

Z ~ 21np 21np s ) L a
(».N) 1¢(1n(k2N))P1n(k2N)M (A@?) <« N757%
p,IN)=

ou la constante impliquée ne dépend que de &g, £ et k.

4La preuve est semblable a celle de la proposition 2.2.1.
5En conséquence, toutes les constantes de majoration pourront dépendre de k et £ méme si cela
n’est pas précisé.
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Démonstration — Par utilisation du théoréme des nombres premiers et intégration
par partie on a, dés que a > 1l et © > 2

Z % < In(az)\/T (4.1)

ou la constante est absolue. En remarquant que ‘Z(]nz(}cggr)) = 0 pour tout premier

> (k?N)'~%/2 et en utilisant (4.1) on obtient le résultat énoncé par utilisation
de la proposition 1.7.9. O

La proposition suivante permet d’estimer le terme Ms3.

PROPOSITION 4.2.2

L’hypothése de Riemann sur les fonctions L de formes primitives est supposée vraie.
Soit k et £ des entiers strictement positifs fixés. Soit k un réel vérifiant 0 < k < 1/£.
Soit € = (e1,-..,€¢) un vecteur de {—1,1}¢. Soit ¢ une fonction paire de S(R) de
transformée de Fourier & support compact dans | — 2, 2[. On considére un entier N sans
facteur carré ayant ¢ facteurs premiers py,...,p; tels que N* < p; < --- < pg. Alors

In 21n 1 N '
Z ¢(1n k2pN )ﬁln(kI;N) M ()\(p)) = ﬁ%tkal T

(p,N)=1
Foo i Inln(3N
(B[ s ) 0, ().

Démonstration — Grace & (1.32) on écrit

4

2'My = Ms(0)+ D _(-1)" D gy Ms(d).

i=1 1< < <ji <4

Pour 0 < 4 < /£ et toute suite j de i éléments tels que 1 < j; < --- < j; <fon a
posé

In 21In
RAIR> ¢(1n k"“pN))\/ﬁln(kI;N)Mh()‘(Nj))\(P))

(p,N)=1

avec Nj = pj, ---pj;. Pour j = 0 (c’est & dire ¢ = 0) il faut prendre Ny = 1 dans
ces formules. Le théoréme 1.7.2 permet d’écrire

M3(3) == M3 (5) + M3 (5) (4.2)
avec 1 21
np np
™ 1¢<1n 7 Joml
et

~ Inp 2Inp 9
X Zﬁ ¢<ln(k2N)>\/ﬁln(k2N) A (pI7, ).

On montre que M$(j) est négligeable dans le
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LEMME 4.2.3

Les hypothéses de Riemann sur les fonctions L de Dirichlet et des formes primitives
sont supposées vraies. Soit N un entier sans facteur carré de plus petit diviseur premier
p1, ¢ un entier, 0 < i </l etj unesuitel < j; <---< j; <L Pour tout réel e tel que

0<e<®
N&‘
M3 Or.e .
G) = O (Pl)

Démonstration — Grace au lemme 1.7.3 et puisque (I, M) = (I,p) =1 on a

ANy = Y WM;f(Ll) A () Ar (P)As(N;)

LiMi=M feB(M, ) V((l2ij, L1))

Le report de cette expression dans la définition de M$(j) donne

o/ VN; Ly M,y war, (f) .
|M3 (J)' S N LL1§1:N V((NJ,L)) feBz(le) V(L1)Pf(L1) |)‘f(NJ)|

Inp 2Inp Ar(p)
T X ¢(1n k2N) )ﬁ;h(k?N) v((I2Njp, L))

(p,N)=1
La majoration de Deligne (proposition 1.2.5) donne

3 |/\f§l2)| <y 7(52) < H](D;p—+1;2) < 6o
p|L

1L 1| Lo

Puisque (p, N) =1 et (L,Ly) =1 alors v((I*N;p, L)) = v((Nj, L1)) puis
V((Nj,Ll))V((Nj,L)) = V((Nj:LLl))'
Enfin la majoration (2.20) donne

wan(f) _ In(kMy)
ps (L) < Loty

On a alors

6w (M) N
M3 () <o D A A

N, (N, L))
L#1
~( Inp \Xs(p)lnp
DIV ¢( : ) -
FEB(My) oo \REN) VP

Grace a la proposition 2.2.1, on a

~( Inp As(p)Inp )\f lnp dt
> (i) el DY P05
(ot In(k2N) VP kN R t
(p,N)l
<r In*N
2—do

R valant (k2N) et donc

6“(N) In® N /N;
M§(j) <k ——— Y. e D, (V)
N EEA=N v((Ng> LL1) FEB(M)
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On écrit N; = AB avec A|M; et (B, M) = 1. Alors, grace au 4) de la proposition

1.4.1, Ap(N;) < 2 et (Nj, LLy) = (B, LL1) = B donc

6*M)r(N)In® N
y41

M5 (§) <x 6V’ N 37— L <k
1

LLi|N
L#1

ce qui termine la preuve. O

REMARQUE 4.1 C’est ici le seul endroit ou ’on utilise 'hypothése de Riemann pour
les fonctions L de formes primitives. Elle est utilisée afin d’estimer « trivialement »
la contribution des formes anciennes. En particulier, elle est inutile en poids k¥ < 10,
k = 14 ou en niveau premier.

On estime maintenant le premier membre de M3(j), (voir (4.2)). On a

Inp 2Inp
\/_ 2 ¢(ln k2N)>¢p1n(k2N)AN(p’Nj)'

p,N)=1

On écrit, puisque (p, Nj) = 1 et grace au lemme A.3 et & la définition (1.29)

MEG) = J_Z
3 S(pNj,l;rN)Jk_1(4ﬂ;/j\@)¢( Inp ) 2Inp (4.3)

2 2
(W)=t In(k?N \/_ln (k N

On appelle L; le complémentaire de N; dans N, N = N;L;. On a (N;,L;) =1
De méme, dans le but de simplifier les sommes de Kloosterman on décompose r en
partie ayant mémes diviseurs que N; et partie premiére & Nj,

r=wvw, v|N;°, (w,N;)=1
On peut alors utiliser le lemme A.5 pour écrire
S(pN;,1;vN;wL;) = S(pNjw—LJ?, l;ij)S(pEQFj, L;wLj).
Si (v, N;) > 1 alors (pNjw—L_,-Z,v,Nj) > 1 et, d’apreés le lemme A.10
S(pNjwI;’, 1;0N;) =0,

on peut donc supposer (v, N;) = 1. Comme v|N$°, on peut supposer v = 1. On
peut alors récrire (4.3)

TIOEEAIES'S

w
(w,N;)=1

4 N\ ~
S SN g (V) 5((np ) g

Vo wN (&*N) ) /pIn(k>N)

Le lemme A.11 donne

A 4 N;\ ~
> S(pNj,l;ij)Jk_l( W;,/p—)‘?( Inp ) 2lnp

o n(k2N) ) /pIn(k2N)
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Par les majorations du lemme A.13 et (B.1) on a la majoration

VNj 1. . _
N Y. 2w ) S(Nj Lwly)x
w>12knN; Lj (p,N)=1

(w7NJ'):1
4w\ /pN; \ ~
Ty T/ PN 3 Inp 2Inp < -
wN In(k2N) ) /pIn(k*N)

REMARQUE 4.2 Si k > 4, cette troncature des grandes valeurs de w n’est pas né-
céssaire. En (4.6) on peut en effet utiliser (B.1) au lieu de (B.2).

On transforme alors (4.4) en

M3(j5) = vl N;) Y = omi Y S(eN;,LwL)x

N v
w<12kn N} L; (p,N)=1
(w,Nj)=1
47\ /pN;\ ~
Joa (TG b ) 2WP o y-s/2),
wN In(k?N) ) /pIn(k2N)

Par intégration de Stieljes par parties et utilisation du lemme A.17 on écrit

wGy =Yy Y L

N w
w<12kn N L;
(w,N,-):l
4mik °° | w(wLy) 13
4w\ /TN;\ ~ Inz —60/
d(Jk_1( wN >¢(1n(k2N)))+O(N 4 2)_

Il résulte de la condition sur le support de $ qu’on peut restreindre les variations
de la variable d’intégration & N~2%% <« z <« N?7%. On a utilisé ce fait pour
simplifier le terme d’erreur. On définit

Q= % /om O(p(wLs) In*(wN)) d(‘]“ (Mﬁ >$(ln(122”jv))>-

Par calcul de I’élément différentiel, on obtient

e _ 47Tzk 0( ( L)l 3( N))
© T e VPt
° (2n\/N; , dm\/TN;\ ~( Inz
/ (wNﬁ"“( o))

1 4m\/xN;\ -, Inz
+ zln(k2N) Jk_l( wN >¢ <1n(k2N)>> oz

Le support de $ étant [—2 + dp, 2 — o] on a la majoration

Q° < p(wLj) In®*(wN)

/R 7 (477,/;1:Nj>‘+ wN
R-1 k=1 wN 271'\/Nj$

s (47r\/azT,-> ‘}%\/ﬁj b

wN wN+/T
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47I'1/.ZNJ'

wN

ott R = (k2N)2~%, On effectue alors le changement de variable y =
obtenir

pour

z 1
Q° < p(wL;)In* (wN) / Tia @+ 712 ()] dy

ol s
4 k200
NN~/ (4.52)
et 246
4rk—=T0%
= s (4.5b)

Grace & (B.3) et (B.4) on exprime l'intégrale en combinaison de fonctions J de
Bessel

z
Q< w(ij)1n3(wN)/ [Te—2@) + [Je—1 ()| + | Tk (y)] dy. (4.6)
Grace a (B.2) on obtient alors

Q¢ < p(wL;)In®*(wN)y/Njw ! N7%/2 & [;\/N;N~%/3

puis
v/ N; 1 . 5
- N—00/4
N Z , wQ Lk
w<12krN?L;
(vaj):l
On a alors
/N; 1
DY J ) 1 — G0 /4
M) = > u0Ng) D QP O
w<12knN2L;
(w’Nj):l
avec

Qp:%/ 2u(wL )SOE ;\/_d<z]k 1(4Wﬁ)¢(ln(122‘3\7))>'

On effectue une nouvelle intégration par parties sur l'intégrale de QP et le change-

47I'\/$NJ'

wN

ment de variable y = pour obtenir

P — _9iky N (UJL) = 21n(4ﬂ%y) J dy
@ \/_tpr /¢ In(k2N) k-1(y )1n(k2N)'

Grace a (B.2), on a

N 1 z N7(Lj) m(w)
P Jr—1(y)|d T A No/2
@ <u s | M@l < ST
avec Z et z comme en (4.5). Ainsi,
V' N; 1
Z QP ————
N w>12krN?L; v NL;/Nj

et on peut réintégrer les grandes valeurs de w

M§<1)=\/F"u(N,-) > Lor+oav-13),

(w,N;)=1
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On transforme ensuite I'intégrale intervenant dans I’expression de QP. Pour cela, on
remplace ¢ par son expression en ¢ pour obtenir

- 4w/ N; Y
/0 Jk—1(y)¢’< In(k2N) >1n(k2N)

4imt
< wN \ =eZn [ aint dt
— t - Jrn_ T In(k2N) d
[ eo(4 ﬁNj) [ st Vi

Enfin, grace a (B.5) on obtient aprés avoir posé z = —ln(,:g )

J R 21ln ==L 4ﬂ\/— dy
k1)@ In(k2N) ) In(k2N)

00 dimr kE _ o,
_ /_ (k) (2”1;]/\7) (s = 2im) 4

F( + 2imx)

Si w et Lj ne sont pas premiers entre eux, alors pu(wL;)? = 0 donc on peut supposer
(w,L;) = 1 qui conduit & (w, N) = 1, p(wL;)* = p(w)? et p(wLs) = @(L;)p(w).
Ainsi, on obtient

. (w)?
M3 (j) = plw
’ (w;) | pw)
* ) o\ I(% - 2inz) _so/4
/_oo¢(wln(k N))(ij\/ﬁj) (k5 2ima) dz + O(N ).
On pose

Z p(r )2

o(r)
(r,N)=1

Cette série converge pour Res > 0. On a alors

p(N;) .

lim

(L ) e—0

2r  \ "™ (% - 2inx) 5 /4
/ #(zIn(k*N ( \/JT> [‘(z T2ine) y(4inz +€) dz + O(N~%0/4). (4.7)
2

MP() 2k

NOERI| (1+ p_s>=ﬂ(s)c<s+1)a(s)

-1
(p7N):1 p
avec 1
5) =] (1+ 25)
p|N b
et )
pf—p
a(s) = 1+
) 1}( p(p—1) >
Or,
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donc
a(s) =14+ 0(s)

uniformément pour |s| < 1 —e. De méme

p'(0) Inp
= = O(Inln(3N))
50 % p

et 8(0) = % donc

pN)

B(s) = I (1+ O(sInln(3N)))

uniformément pour |s| < 1. On a alors

= ), 0<<,0<N) In 1n<3N)>

N N (4.8)

uniformément pour |s| < ; — ¢. D’autre part, d’aprés (B.6)

& —2inz) (k) 4
Tk + 2imz) (E) (1+Ox(a)

uniformément pour |z| < % —¢& = A. Aprés changement de x en —z et par parité
de ¢ on obtient enfin

v o @(N) u(N;) .. oo \
M3 (j5) = _szTQO(Lj) 313(1) /_oo d(xIn(k°N))
A —4dine dz In ]n(gN)
* (ij\/'ZTj> € — dinz +Ok(¢p(Lj)1n(k2N))' (4.9)

REMARQUE 4.3 En toute rigueur, pour appliquer (4.8) il faut couper 'intégrale de

(4 l) en
/ +/ ‘
|z|<(4m)~1A lz|>(4m)~ 1A

Mais, la seconde intégrale est inférieure 4 une puissance de In(k?N) aussi négative
que voulue puisque ¢ € S(R). On peut donc sans souci® la soustraire de (4.7) pour
la rajouter a (4.9). Puisque ¢ détecte les petits zéros, cela n’a rien de surprenant.

2= (o) = (V")

On pose

Alors

dz

—4diTx
In(k*N —— =
/ d(zin(k"N (kL./ ) e —dinx

/ (@ In(k2N)) cos(2r In ) — %

e —dinx
dz

SEn utilisant la majoration ¢(1 + it) <4 In|t| pour [t| > A.
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Le changement de z en —z dans la premiére intégrale montre qu’elle est réelle (¢

est paire) et égale a sa partie réelle. Ainsi, en posant y = z/e¢ on a

00 4 —4diTx d
/ ¢(x1n(k2N))<kL-\7T/]T> s—éfiww -
-0 J J

2
/_Oo ¢(y€ ln(k N)) COS(Q’]T:[/& ln Q)W
—i/oo é(xIn(k*N)) sin(27z In Q)L
oo —e + dinz
et
im [ $(zIn(kN)) (47” T _de
e—0 ) ij,/Nj e —4ditx
(0 / In 2 dz
_ 9 )
4 o@)sin\ 20 10Ny ) 2w
Si N # N,
In 2 dz >
2 — | < .
sm( T (kzN)) 5| S [m |p(x)| dz

On déduit alors de (4.9) que si j # (1,...,¢) alors L; > p; et

. 1 Inln(3N) .
ng(])<<—l+m, J#@{,...,0).

On conclut si N = N; en utilisant

In 2 1
/ o(z s1n(27rx n(k2N) )ij / ¢(x) sin 27r:c) +O(ln(k2N))

qui se voit en calculant la différence des deux intégrales. O
On déduit le théoréme 4.1.2 du lemme 1.7.10 et de la proposition 4.2.2.






Chapitre 5

Statistique de L(sym?,1)

Ce cinquiéme chapitre étudie la statistique de L(sym?f,1). Les résultats sont a
paraitre & Mathematische Annalen [RoyOlc].

5.1 Résultats

Soit k un réel, 0 < kK < 1 et N I’ensemble des entiers sans facteur carré N de plus
petit facteur premier p; (V) > N*. On étudie dans cet article la variable aléatoire
qui associe & une forme f de ’ensemble B(NN) des formes primitives de niveau N la
valeur en 1 de la fonction L associée au carré symétrique de f, soit

L(sym?,1) : B(N) — R
f = L(sym?f,1)

lorsque N parcourt N. On montre que ces variables aléatoires admettent une va-
riable aléatoire limite L(sym?,1)o, dont on calcule les moments dans le

THEOREME 5.1.1
Soit n > 1 un entier. Soit

L(sym?f,1)" 1.
§B(N) feBZ(N)

Alors, lorsque N parcourt N il existe un réel M, tel que

lim Mn(N) = M,.

N—oo

On définit pour tout b € N* ['ensemble

En(b) = {d e N* 1 g (dlblib

2
,bi+1) ,1SiSn—1}
di—1

puis pour tout r > 1 entier

ma(r) = Z Z 1.

beEN™  deé, (b)
det b=r det d=det b

On a alors
et X M (1)
M, =¢@2)" ') —
r=1

71



72

La variable aléatoire L(sym?,1) admet lorsque N parcourt N une variable aléatoire
limite L(sym?,1)o dont le moment d'ordre n — 1 est M,,. En particulier, I'espérance
de L(sym?,1)o, est

E[L(sym?*, 1)) = ((2)?

et sa variance

¢(2)¢3)
¢(6)

On a fait les conventions N° = {1}, £;(b) = {1} et dy - --dp = 1.

La preuve utilise crucialement le fait, prouvé par Gelbart et Jacquet, que la
fonction L(sym?f, s) est la fonction L d’une forme automorphe de GL; et la théorie
de la convolution de Rankin-Selberg pour ce groupe. Par des techniques dérivées du
grand crible et utilisées par Luo et Kowalski-Michel on exprime L(sym?f, 1) comme
un polynéme de Dirichlet court en moyenne. Ce résultat est analogue et a été inspiré
par les travaux de Luo [Luo99] dans le cas des formes de Maaf pour SL(2,Z). En
particulier, les moments sont les mémes. On obtient un encadrement plus précis des
moments que celui obtenu par Luo dans le

Var[L(sym?, 1)) = ¢(2)* [ — 1] ~ 6,908.

THEOREME 5.1.2
Pour tout entiern > 2 on a

In M,, = 3nlnlnn + O(n).

En fait, ces techniques permettent également le calcul (inspiré par un travail
ultérieur de Luo [Luo00]) des moments négatifs.

THEOREME 5.1.3
Soit n > 1 un entier. On définit pour tout r > 1 entier

m_n(r) = Z plarbicr) - - - planbnen)pu(b) - - - pu(bn) X Z L.

a,b,ceN™ de&, (ab)
det ab?c=r det ab=det d
Le moment négatif d'ordre —m — 1 de L(sym?,1) est donné par

—n(r) _

r

1
M_n_@

%
3

r=1

REMARQUE 5.1 Avec la convention £y(1) = {1}, ce théoréme reste valable pour
n = 0. Voir la remarque 5.3.

Enfin, soit ¢ un nombre premier, on considére L(? (sym?,1), la variable aléatoire
obtenue de L(sym?,1) par division par le ¢g-iéme facteur eulerien (voir (2.3.1)) et
on prouve le résultat d’indépendance

PROPOSITION 5.1.4
Soit ¢ un nombre premier. Les variables aléatoires limites, lorsque N parcourt N en
restant premier 3 ¢, des variables aléatoires

Mg) : B(N) - R
fo= M
et L9 (sym? 1) sont indépendantes.

On rappelle que deux variables aléatoires sont indépendantes lorsque la fonction de
distribution cumulative du couple qu’elles forment est le produit des fonctions de
distribution cumulative de chacune d’elles.
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5.2 Préliminaires probabilistes

Les notions de probabilités nécéssaires & ce préliminaire sont, par exemple, don-
nées dans [Bil95]. Soit N un entier sans facteur carré. On considére la mesure définie
pour toute partie A de B(N) par

gA
Pn(A) = =
iB(N)
On étudie la variable aléatoire
L(sym?,1) : B(N) — R
f = Lisymf,1).

La fonction de répartition cumulative associée & cette variable aléatoire est définie
pour tout réel x par
1

tB(N)

Les moments de la variable L(sym?,1) sont donnés pout tout entier n par

— L 2 n—1

On a, pour tout réel a > 0 et tout entier positif n I'inégalité de Markov
1 . My41(N)
T i{f € B(N); L(sym®f,1) > a} < === (5.1)
B J

an
Notre but est de montrer qu’il existe une fonction de répartition cumulative R
qui soit limite faible des fonctions Ry lorsque N parcourt I’ensemble N'. On dit que
Ry converge faiblement vers R lorsqu’on a

A}i_r)noo Ry (z) = R(z)

Ry (z) t{f € B(N); L(sym?f,1) < z}-

en tout point de continuité x de R. On rappelle que toute fonction croissante,
continue & droite de limite nulle en —oco et 1 en +oo est la fonction de répartition
cumulative d’une variable aléatoire. On notera L(sym?, 1) la variable aléatoire de
fonction de répartition cumulative R et de mesure de probabilité p. Les moments
de cette variable sont les réels
M, = / =" dpu.
R

Pour prouver l’existence de R on utilisera le critére donné par le

LEMME 5.2.1
Soit (Rn)w une suite de fonctions de répartition cumulative de moments (M, n)n-
On suppose qu'il existe une suite (M), telle que M, n — M, lorsque N — co. On
suppose que la série

+oo

> T

n=0
a un rayon de convergence non nul. Alors il existe une fonction de répartition cumulative
R telle qu'en tout point de continuité x de R on a

lim Ry(z) = R(x).
N—oo
D’autre part la suite (M,,),, est la suite des moments de R.

REMARQUE 5.2 Ce lemme résulte du critére d’unique détermination des fonctions
de répartition cumulative par leurs moments (voir [Bil95, théoréme 30.1]), et du
théoréme de Helly (voir [Bil95, corollaire du théoréme 25.10]).
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5.3 Moments

5.3.1 Calculs On calcule les moments positifs et négatifs de la variable aléatoire
L(sym?,1). Dans toute la suite, on considére des formes primitives de poids fizé et
de niveau variable. En particulier, les majorations peuvent dépendre du poids sans
que cela soit indiqué. On donne la version du lemme 1.7.4 qu’on utilisera. Elle s’en
déduit grace au lemme 2.3.1.

PROPOSITION 5.3.1

Soit N un entier sans facteur carré et m et n des entiers tels que (m,N) = 1 et
(n, N?)|N alors

: Arlm)s(w) _ 1 m,n —1/2,4 m,n
iB(N) L(sym?2f,1) _5(2)‘5( ’ )+0(N (N)é(m,n)

+ (mn) /4 (n, N) 7 222(N)o(N) " 75 ((m, n)) 1n(2mnN)).

FEB(N)

REMARQUE 5.3 En choisissant m = n = 1, cette proposition donne le moment
d’ordre —1 de L(sym?,1) sans condition sur le plus petit facteur premier du niveau.

Pour tous entiers 7 > 1 et n > 0, on définit les entiers

my(r) = E E 1
a,bEN™  deE&n(b)
det a®’b=r det d=det b

et

m_n(r)= Y plabier) - planbucn)p(by) - p(bn) D> 1.

a,b,ceN” deén (ab)
det ab’c=r det ab=det d
On pose ensuite
+oo
Mao — 1 M (1)
SAeP I
r=1

avec

An(r)= > > L

beN™ deé&, (b)
det b=r det d=r

On a alors le

THEOREME 5.3.2

Pour tout n € 7, tout entier N > 2 sans facteur carré et tout réel 0 < & < ﬁ ona

1
B(N)

Z L(sym?f,1)" = My 11 + O(N_E + N )
FEB(N) pi(N)

La constante impliquée par O dépend de € et n.
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On énonce plusieurs lemmes dont découle la preuve du théoréme. Si n > 0 est un
paramétre fixé suffisament petit, on définit I’ensemble BT (NN;n) par

{f € B(N); L(sym®f,s) # 0,Vs =0 +it, 0 > 1—n, |t| §1n3N}

puis le complémentaire B~ (N;n) = B(N) — BT(N;n). On a le lemme suivant d
a Luo dans le cas des formes de Maaft de niveau 1 et & Kowalski-Michel [KMO01,
théoréme 1] dans le cas général

LEMME 5.3.3 (LEMMA 1, [LU099])
Il existe b > 0 tel que pour tous N > 2 sans facteur carré et 0 < 5 <
majoration

ﬁ on ala
¢B~(N;m) < N
ol la constante de majoration ne dépend que de 7).

Si 0 < a < 1 est un paramétre fixé et si x = N on définit

(&),

() y N Pp ()
wi N (z) = Z e exp(—r/z).

r=1
On a alors le

LEMME 5.3.4
Pour tout entier N > 2 sans facteur carré et tout entier n > 1; pour tous réels € et n,
0<e,n< 155 etz =N avec 0 < a < 1, pour toute forme f € B*(N;n) on a

L(sym? f,1)*" = wi™ (z) + O(N“2™"/%).
La constante impliquée par O dépend de ¢, 1, « et n.

Démonstration — Si v est le chemin reliant 1 — joo, 1 — 4 In® N, —iln® N,
iln® N, 1+iln® N et 1 + ico on a pour s € v la majoration

L(sym?f,s + 1) « N°®

grace & [Luo99, lemma 2] et [Luo00, lemma 6]. En remarquant que wfci") (x) s’écrit

n 1

gci )(a:) % / L(sym?f,s + 1)*"I'(s)z* ds
1T (1)

on conclut par le théoréme des résidus le long du contour délimité par -y et la droite

Re(s) = 1 et la majoration de Stirling. O

On déduit ensuite de la proposition 5.3.1 le

LEMME 5.3.5
Pour tout entier sans facteur carré N > 1 et tous entiersT > 1, (r,N) =1 etn > 0,
pour tout réel ¢ > 0 on a

(in)
Z (r) 1 (1) + O(N-V/2Hep1/24e),
L( sym

B ) ot Leym?f D)~ (@)

La constante impliquée par O dépend de n et €.

On a aussi le
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LEMME 5.3.6
Pour tout entier sans facteur carré N > 2 et tout entier n > 1; pour tous réels e > 0
et0<a<1/10,siz=N®% ona

(:I:n) +oo
(z) . i Min (1) . 1 BANY
fe%(:N) Lisym?f,1) ~ ((2) ; v O(N (p1(N) e )>

La constante impliquée par O dépend de a, € et n.

Démonstration — On a

Z w(in) (z) Z exp( r/:z: Z (in) (r)
2 Tleum2f 1)
P L(Sym EER e S P sym £1)
La contribution des r non premiers & IV est majorée par
(£n)
2
o reao Lisym?f,1) p1(N)
Le lemme 5.3.5 donne alors
(£n)
1 wy (x) 1 exp(—r/x)
B 2 Teun) " 2 7 el

fEB(N) (r,N)=1

NE
+0 (N_1/2+5m1/2 + —)
p1(N)
On réinsére les r non premiers & N car mi,(r) < r° et on termine grace &

= exp(—r/z) = M (r)
3 PV (1) = 3 MEnll) | O(z=1/8)

r r
r=1 r=1

qui résulte de ce que m4,(r) = 0 8’il existe un nombre premier pl||r. O
On a alors, grace & (2.20) et au lemme 5.3.3

1
tB(N)

> L(sym?f,1)*" =
fEB(N)
1 Z L(smef, 1):|:n+1

B) Ly, T O

fEB+(N;n)
puis, grace au lemme 5.3.4

1
w(:tn—i— ) z

B 2 e UT = mny 2 Tiagmen

fEB(N) feB+(N;n)

+ O(N#(Nb1=1 4 g=7/2)).

Grace 4 la majoration w f <& NF°¢ on peut de nouveau introduire les formes

de B~(N;n). On obtient alors grace au lemme 5.3.6

1 9 an 1 = Mint1(r)
iBV) f%m”sym IO = T
+O(Ne (b=t 4 pm/2 4 - (1N) ).

On a ainsi prouvé le théoréme 5.3.2.
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5.3.2 Expression combinatoire des moments positifs Soit n > 1. La fonc-
tion 7 — M, (r) est multiplicative. Le moment M,, est donc déterminé par les coef-
ficients My, (p'). On raméne ’étude de ces coefficients & un probléme combinatoire
grace & la récriture de la définition de M, (p*) dans le

LEMME 5.3.7
Soitne€N, n>1,pePetiecN. Onamy,p)=

BEN,§ e N1,
§ tr@=tréd =i,
d¢ <2min(B1 +---+Be— 01—+ —0¢—1,B041),1 <€ <n—-1

De plus, iy (p') = 6(4,0).

En particulier, 7, (p’) ne dépend pas de p et on définit
Mii = fin (p')

de sorte que

+o0
My =¢@™ " [ D mnip™. (5.2)

pEP =0

On déduit du lemme 5.3.7 une majoration des coefficients m,, ; donnée dans le

LEMME 5.3.8
Soit n > 2 et i > 0 des entiers. On a

Mni < Y (282 +1) (260 +1).
BEN"
tr B=1¢
Démonstration — 1l suffit de remarquer que, pour tout 1 <£<n—1ona0<d <
2B¢41- Ny adonc (262 +1)--- (28, + 1) choix possibles de vecteurs §. O

REMARQUE 5.5 Pour ne pas briser la symétrie du réle des coordonnées de B on
utilisera plutot la majoration (impliquée par le lemme)

Mni < D (280 + 1) (2Bn + 1). (5.3)
BEN™
tr B=1¢
Cette majoration demeure pour n = 1.

On obtient aussi une minoration dans le

LEMME 5.3.9
Il existe une entier iy tel que pour tout entier n > iy et tout entier igp < i < mn on a
My, > Ci3ilI+00/V)],

Démonstration — Soit 0 < ¢ < n. Dans la valeur de m,; donnée au lemme 5.3.7,
on regroupe les vecteurs 3 en sous-ensembles de B ayant exactement k coordonnées
nulles pour tout entier k. Grace & la condition sur tr 3, on peut se restreindre &
n—1 < k <mn—1. On obtient ainsi une partition de 'ensemble des B3 (cet ensemble
étant la projection sur N™ de l’ensemble définissant m,, ;) en sous-ensembles notés
E(n,i; k). A chaque vecteur 3 de £(n, i; k) on associe ’'ensemble F (3, 1) des vecteurs

0 associés & B3 ainsi que le vecteur B de £(n — k,4;0) formé & partir de B en
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supprimant toutes les coordonnées nulles. Chaque coordonnée §; nulle impose une
coordonnée d;—; nulle (et B; = 0 impose §; = 0), ainsi, F(/3;4) est en bijection avec
F(B;1). Pour tout entier r, on note my. ; le cardinal de

Be(N-{0}),6 e N
i+t Br =1,
d¢ <2min(B1 4+ ---+ Be =1 — - = 0p—1,Be41),1 <L <r—1
PRI N

On a alors

n—1 i

_ § : k., * _ E : T o
Mni = Cnmnfk,z' - Cnmr,z"

k=n—1 r=1

Par positivité, on a
3, %
Mp,i > Cpmy ;. (5.4)

On minore maintenant m; ;. Le seul vecteur 3 intervenant dans le calcul de mj; est
le vecteur dont toutes les coordonnées sont 1. On vérifie de plus que la condition
sur tr d et la condition

0<6; 1 <2min(By +---+Bi1 =01 —---—3di2,5)
imposent §; 1 = 2. Pour tout vecteur é et tout entier £ on note sy = £—d;—---—dg_1.
11 nous faut donc trouver 81, ...,d;_o tels que s;—1 =1 et
0 <8 <2min(se, 1), 1<L<i—2. (5.5)

On a toujours d; € {0, 1,2}. Les coordonnées §; = 0 interviennent « positivement »,
les coordonnées §; = 1 interviennent « de facon neutre », et les coordonnées d; = 2
interviennent « negativement » au sens ou ’on a les implications

6 =0 = Se41=8¢+1
6 =1 = Sp41 = S¢
6 =2 = Se41 =8¢ — 1.

On définit £; comme le plus petit entier supérieur & /i et I’entier j tel que (35+2)e; <
i—2 < (3j + 5)e;. On place les coordonnées de d sur un axe et on résume la fin de
la démonstration sur le schéma suivant.

1 i de; (Bj+2e -2
[ ] ] ] ]
[ ] I ] ]
rous muls 4 COO e = 1
g; coordonnées = 2
On choisit §; = --- = §;; = 0. On a alors s., 41 = €;+1. Puis, parmi é., 41, . .., 04¢; On

fixe €; coordonnées égales a 0, £; coordonnées égales & 1 et £; coordonnées égales & 2.
La condition (5.5) est ainsi satisfaite pour ces coordonnées. On a 84,41 = £;+1. On
fixe d4¢;41,---,07¢; de la méme fagon puis on répéte le processus jusqu’a avoir fixé
Oeiy - 0(3j41)e;- On aalors s(gjy1)e,41 = €i+1. On a alors & choisir i —2—(3j+1)e;
coordonnées dont la somme est i — 2 — 3je;. On choisit alors €; coordonnées égales
a2 et les i — 2 — (3j + 2)e; restantes égales & 1. On a ainsi construit (C5Z C5%. )7
vecteurs d satisfaisants. Or d’aprés la formule de Stirling on a

. /333 1
e ei _ V2 2
32 Caes = 2r & [H_O(ei)]




d’ott mj,; > 300/ Vil Le résultat du lemme s’obtient alors grace & la minoration
(5.4). O

5.3.3 Encadrement La majoration (5.3) de m, ; donne la majoration suivante
des moments

PROPOSITION 5.3.10
Pour tout entiern > 2 on aln M,, < 3nlnlnn + O(n).

Démonstration — On déduit de (5.3) la majoration

X M (261 +1)--- (28, + 1
PIRLTRS 3 piciRs BECUEL)

=2 =2 B€N"
tr B=1

D’autre part, my; = 0 d’ot

+oomn’i +002,3+1 n 3_’)1
273@ 7 ) -

i=0 =0

On déduit de (5.2) la majoration
n 1 +p_1) 3n
)
peEP

On conclut grace a

—1\n
H (1 +p ) < (lnn)3neO(n)

pn (1 _p—1)2n

{2553l

p>n

et

Le lemme 5.3.9 donne alors la minoration des moments suivante.

PROPOSITION 5.3.11

Pour tout entier n > 2 on a M,, > (Inn)3"e®(™

Démonstration — Grace au lemme 5.3.9 on a, pour n assez grand,

M, > ] (Hii—f?ﬁ(lwﬂ/ﬂ)))

p<vn i=io
> 390 ] (1+Z )
p<v/n =10
SEE
b
p<Vn

d’ou M, > (Inn)3"e®™, O
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5.4 Distribution

Soit I et Z des applications de N dans RT. L’inégalité de Markov (5.1) pour la
variable L(sym?2,1) donne pour tout n entier positif

1

Wﬁ{f € B(N); L(sym®f,1) > I(N)} <

Mn+1(N) i
I(N)™

Cette méme inégalité de Markov appliquée & la variable L(sym?,1)~! donne

ﬁﬁ{f € B(N); L(sym®f,1) < Z(N)} < M—p41(N) Z(N)"
soit encore
mm € B(N); L(sym*f,1) > Z(N)} > 1= M_pa (N) Z(N)".

On déduit de ces considérations la,

ProproSITION 5.4.1
Soit Z,1 : N — Rt des applications. Pour tout n entier positif, on a lorsque N parcourt

N

1 n
ﬁB(N)ﬁ{f € B(N); L(sym®f,1) > Z(N)} = 1+ O(Z(N)")

et
1 , ) 3
Wﬁ{f € B(N); L(sym”f,1) > I(N)} = O(I(N)™").

La minoration des moments positifs obtenue & la proposition 5.3.11 permet de
prouver la

PROPOSITION 5.4.2
L'ensemble {L(sym?f,1); f € B(N),N € N'} n'est pas borné.

Démonstration — On suppose par 'absurde qu’il existe une constante C' telle que
'on ait, pour tout N € N la majoration L(sym?f,1) < C. On obtiendrait alors,
pour tout entier n > 0 la majoration sur les moments M, 1 < C™. Cette majora-
tion contredirait la minoration M, 1 > (Inn)*"e®™ de la proposition 5.3.11. O

La majoration des moments positifs de la proposition 5.3.10 permet d’affirmer

que la série
+oo

Mn+1 -\
Z p (it)

n=1

a un rayon de convergence infini. Grace au lemme 5.2.1 on déduit alors la

PrOPOSITION 5.4.3
Si N parcourt N, il existe une fonction de répartition cumulative R telle qu’en tout
point de continuité x de R on a,

1
lim ———— B(N); L 2f1) <z} = .
Jim sy € BOV: Lsym®£,1) < 2} = R(@)
De plus, pour tout entier n, le moment d'ordre n de cette fonction de répartition
cumulative est M,,.

Autrement dit, la variable aléatoire L(sym?,1) converge en loi vers une variable
aléatoire L(sym?2,1)qo.
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5.5 Espérance et variance
L’espérance de la variable aléatoire L(sym?,1) est donnée dans la

PROPOSITION 5.5.1
L'espérance de la variable aléatoire L(sym?,1), est

E[L(sym®, 1)o0] = ((2)?.

Démonstration — L’espérance d’une variable aléatoire est son premier moment. On
prouve donc My = ((2)%. On a

mz(’l“) = ﬁ{(bl,bz) S N2 H biby = r, b1b2|(b1,b2)2}
{1 si r est un carré;

0 sinon
d’ou My = 4(2)2. O

L’espérance d’une variable aléatoire est la meilleure constante d’approximation
quadratique. L’erreur commise est donnée par la variance.

PROPOSITION 5.5.2
La variance de la variable aléatoire L(sym?,1), est

Var[L(sym®,1)s0] = ¢(2)* [% - 1] ~ 6,908.
Démonstration — Il faut montrer
1 +p_3
Ms=¢2)? ] ———=-
o= I gy

On commence par calculer ms ;. Grace au lemme 5.3.7 la valeur de mg; est le
cardinal de ’ensemble des (531, B2, 83,91,02) € N° satisfaisant aux conditions

Br+ B2+ B3 =i (5.6a)

61 < 2min(By, Ba)
0y < 2min(By + B2 — 1, B3) (5.6b)
o1+ 62 = 1. (5.6¢)

On a nécéssairement §; = i — 203 : en effet si §; + f2 — §; # B3 alors la condition
(5.6b) implique 6; + 62 < B1 + B2+ B3 ce qui contredit les conditions (5.6a) et (5.6¢) ;
ainsi 6; = B1 + B2 — B3 = i — 283. On déduit alors de (5.6¢) que d2 = 205. Ainsi

a-t-on
(/313182363) € N37
m3; = Br+ P2+ B3 =i
0 <i—2833 < 2min(f, f)
<

Si m3; est la contribution & mg,; des triplets (B1, B2, B3) tels que B1 = B2 et si m3;
est la contribution & mg; des triplets (81, 82, 83) tels que 81 < B2 on a

= <
ms; = mgz,; + 2m3’z-.

mi; = ﬁ{ﬁs eng <t e N}



donc

o4 4’2
puis
M3ai41 = ot
m§4i+2 = l +1
M34543 = 1+1
D’autre part,
(B1,B3) € N?;
my; =44 % —53ﬂS ﬂ1i< hs
3 <3
soit ' 8
1 )
my; = Zﬁ[§—,8, 5 [ON
BLE
et
m3<,41 i(i+1)
m3<,4z'+1 = . Zz
Mg 4542 = '(@"“ 1)
M3 a3 = i(i+1)
On en déduit
mM3,4; = 224+3i+1
m3ai+1 = 22+
m3ai+2 = 2i2+5i+3
m3ai+3 = 2i% + 3+ 1.
On calcule alors
+ _
Zoo ms; 1+p 6
i (1 _p-2)\3
S (1-p7?)
puis
1+p3 5¢(3)
My =(@2)° [ 75 = ¢(@° 2
W= ((6)
O

5.6 Dépendance avec les valeurs propres de Hecke

Si g est un nombre premier ne divisant pas N, on étudie la dépendance de
L(sym?f,1) et As(q). Pour cela, on va montrer que cette dépendance n’est due
qu’au g-iéme facteur eulerien de L(sym?2f,s). A cet effet on définit

LO(sym?*f,s) = [[ L(sym2f,s)
PF#q
L(sym?®f,s)L(symf,s)~".

Soit X : B(N) — C une application, on définit M%(X) par

h(X) = — G
VYOO =5 | 2 T
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La proposition 5.3.1 permet de voir M% comme un opérateur de moyenne puisque
ME(1) = 1+ O(N~V274(N)).
On a alors la

PROPOSITION 5.6.1
Soit q un nombre premier, deux entiers m > 0 et n > 0. Lorsque N parcourt N on a

: 1 ¢(2)
lim ———— Z 72L(Q) (sym?f,1)™X;(¢"™) = 0.
Nodes BBV | 2 Tlsymf,1)

Démonstration — On note g, la fonction caractéristique des entiers premiers & g.
On peut voir L(9 (sym?f, s) comme la fonction L de carré symétrique de la forme
parabolique f ® ¢, de poids k et de niveau N¢? (qui n’est plus sans facteur carré!).
Les coeflicients de cette forme vérifient la majoration de Deligne et la formule de
multiplicativité de Hecke. Le calcul des moments se récrit donc ligne a ligne dans
ce cas (c’est-a-dire en remplacant As(n) par 4(n)As(n) et en insérant un facteur g,
lorsque la formule de multiplicativité intervient). On obtient alors le méme résultat
en remplacant my(r) par mm ,(r) ol

Mo n(T) = ﬁ D gg(detb)i{d € En(b); ¢" det d® = det b’}

det a2b=r

Or pour que la somme soit non vide, il faut que pour chaque ¢ on ait (g, b;) = 1. Mais
si n # 0, cela implique que I’ensemble intervenant dans la définition de m, »(r) est
vide. On a alors my, »(r) =0 et

1 L@ (sym? f,1)™
lim 2 A (gt =o.
A B | 20 Ly fD)

O

On en déduit la

PROPOSITION 5.6.2
Soit q un nombre premier, m > 0 et n > 0 deux entiers. Lorsque N parcourt N on a

lim 3 #L(")(sym%l)mh(@":

co 2
NS tB(N) réain Lisym f1)
: 1 ¢(2)
lim — (qn)
Moo §B(N) 150 L(sym?2f,1)
. 1 ¢(2) 2
x lim —— Z 72L(4)(sym L™

N §B(N) P/ L(sym?f,1)

On en déduit en particulier le

COROLLAIRE 5.6.3

. . e s . Mh
Soit q un nombre premier. Dans les espaces probabilisés munis de la moyenne

N
My (1)
variables aléatoires limites, lorsque N parcourt N en restant premier 3 q, des variables
aléatoires

les

AMg) : B(N) - R
o= (g

et L9 (sym? 1) sont indépendantes.
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Démonstration — Pour tout entier n > 0 on a

Ar(@™ =D hn(i)Af(q')
=0

avec
2n+1

hn(i) =

/ cos™ @sin(i + 1)8sin6 dd
0

™

(voir, par exemple, [CDF97, lemma 3]). Ainsi, grace  la proposition 5.6.1 on obtient

. hr7(q) 2 1\m ny _ ; hrr(a) 2 1\ym
yim ML (sym®, 1)"A@)"] = hn(0) Lim My[L' (sym”, 1)™].
(N,g)=1 (N,g)=1

En prenant m = 0 dans cette derniére équation, on obtient

ha(0) = Jim MA@
(N,9)=1

ce qui permet de conclure. O

REMARQUE 5.6 Les travaux d’Iwaniec, Luo et Sarnak, et notamment une formule 4
la Eichler-Shimura [ILS00, proposition 2.13] permettent, en reprenant pas i pas les
calculs du paragraphe 5.3.1 de remplacer la moyenne M} par la moyenne naturelle
et ainsi de prouver la proposition annoncée en introduction.



Chapitre 6

Détermination des formes
modulaires par les valeurs de
fonctions L

L’ensemble de ces résultats présentés dans ce chapitre a été obtenu avec Francois
Martin. On donne une application de la théorie des périodes & la détermination des
formes modulaires, non nécéssairement primitives, par les valeurs de leurs fonctions
L.

6.1 Introduction

Soit I' un sous-groupe de congruence de SL(2,Z) et k un entier, on note S(2k, I')
Pespace des formes modulaires paraboliques de poids 2k sur I' (voir le §6.3.1).
Si (£1,...,Ly) est un ensemble de formes linéaires sur S(2k,I"), on dit que cet
ensemble caractérise la forme f € S(2k, ") si on a 'implication

Li(f) = Li(g)
ngS(Qk',F), =>(f:g)'
Ln(f) = Lalg)

Si A= (2?%) est une matrice de SL(2,Z) et f € S(2k,I'), on définit une fonction
f|a sur le demi-plan de Poincaré H en posant

fla(e) = (ex + @72 (2520).

A cette fonction, on peut associer une fonction L dont les valeurs intéressantes sont
les valeurs aux entiers de [1,2k — 1] (voir §6.3.2). On s’intéresse dans cet article aux
formes linéaires f — L(f|4,£) lorsque A parcourt un ensemble de représentants du
quotient I'\SL(2,Z). On prouve le

THEOREME 6.1.1

Soit I' un sous-groupe de congruence de SL(2,7Z) contenant —I et k un entier stricte-
ment positif. Soit f € S(2k, I). Il existe un sous-ensemble R de SL(2,7Z)x{1,...,2k—
1} de cardinal

2k -1 I/Q(F)

%l isn2.2): )+ o220 1 2z (o) D)

3

+o(k=1)
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tel que
[V(4,0) € R, Vg € S(2k,T'), L(f|a,£) = L(g|a, )] = (f = 9)-

Dans cet énoncé, 6(k = 1) vaut 1 si k = 1 et 0 sinon. Les fonctions eg et ey sont
définies par

1 i2k= 4);
cs(2K) = s% k=0 (mod4);
-1 si2k=2 (mod 4)
et
0 si2k=1 (mod 3);
ev(2k) =<1 si2k=0 (mod 3);
-1 si2k=-1 (mod 3).
Le nombre v»(I") (resp. v3(I)) est le nombre de points elliptiques d’ordre 2 (resp.
d’ordre 3) de I'. A titre d’exemple, on a

0 si4|m;
v (Io(m)) = I+ (‘T})] sinon
plm
et
0 si 9m;
vs(Io(m)) = I+ (‘Tf)] sinon.
plm

[Miy89, theorem 4.2.7] Ce résultat est & comparer avec la dimension de S(2k,I),
[Miy89, theorem 2.5.2, lemma, 4.2.6, theorem 4.2.11]

dim S(2,T) =1+ ""g) - ”’ﬁr) - "3? - ”°°2(F)

et, si 2k > 4,

=1, oy D) () vel)
12

dim S(2k, I') = i P

ol Voo (I') est le nombre de pointes de I" (voir §6.3.1).
Sans restriction sur S(2k,I"), on a le minorant

#R > dim S(2k, T).

D’autres grandeurs que les formes linéaires utilisées ici ont été étudiées. Si f €
S(2k,m) = S(2, I3(m)), elle admet un développement de Fourier

et on définit, pour tout caractére y, la fonction

L(f®X,5) Zf

Luo et Ramakrishnan [LR97b| ont prouvé (entre autre) que I’ensemble des valeurs
L(f ® x, k) lorsque x parcourt tous les caractéres quadratiques de module premier
a m détermine f. D’autre part, si f € S(2,m), on dit que f est associée & une
courbe elliptique si sa fonction L coincide avec celle d’une courbe elliptique. Stark
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[Sta96] a prouvé que la valeur L(f, 1) caractérise la forme f. On remarque qu’on a
fait une grosse restriction sur S(2,m) puisque, si on note Ell(2, m) ’ensemble (fini)
des formes de S(2,m) associées & une courbe elliptique, on a pour tout € > 0,

8EU(2,m)
dim S(2,m)

avec C'(g) une constante ne dépendant que de e [DKO00].

Notre méthode consiste & tirer parti des relations de Manin. A chaque forme
f on peut associer un polynéme appelé polynome de périodes (voir §6.3.1). Ce
polynome vérifie des relations que I'on peut traduire en relations linéaires sur les
valeurs L(f|4,£). Un morphisme injectif, di essentiellement & Eichler et Shimura
(et Skorrupa dans la version utilisée ici) permet alors de ramener notre probléme
au calcul du rang d’un systéme linéaire (voir §6.4). Ce calcul est essentiellement un
travail de combinatoire, nous établirons les résultats combinatoires nécessaires au
§6.2.

On déduit une autre conséquence de I’épimorphisme d’Eichler-Shimura, indépen-
dante de la précédente. Pour p premier, on définit X (p) comme ’ensemble des p— 1
caractéres modulo p et W, l'involution de Fricke (voir §6.5). On a alors la

< C(e)ym™Y/?*+e

PROPOSITION 6.1.2
Soit k un entier et p un nombre premier. Soit f et g deux formes de S(2k,Io(p)). On
suppose que

Ve e [L,k], Vx € X(p), L(W,f®x,¢)=L(Wyg®x,%),
\Z4 € [lak]a L(Wpfae) = L(ng,f)

et
Vee[1,k], L(f,£) = L(g,0).

Alors, f = g.

On utilise les notations
(1 0 _ {0 -1 (11 _ (0 -1 (10
=0 9)s=( )= 1)-o=( )= 1)

et si E est une expression pouvant prendre uniquement la valeur vraie ou la valeur
fausse, §(E) vaut 1 si E est vraie et 0 sinon. Enfin on fait la convention (j) = 0 si
b<Ooubd>a.

6.2 Lemmes combinatoires

On établit dans ce paragraphe des lemmes combinatoires nécessaires & la suite.

LEMME 6.2.1
Soit n > 0 un entier. Soit ¢ et t des entiers tels que 0 < £ < n et 0 <t <n. Alors

min(¢,£)

>0 -(")

Démonstration — Lorsque t < £ le résultat est conséquence de 1’égalité

oy ()(220)
- "z::: (nqje) di:'v

X=1 dX"if*U X=1
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On utilise ce cas et 1’égalité

SR (67

pour prouver le cas ¢t > £. O

LEMME 6.2.2
Soit j, £, r des entiers tels que £ > 1 et j —r ¢ [1,£ — 1]. Alors

1)

i C+t—1\[j—L—1t N C+t—1\[(j—C—t-1\] [i—-1

pors 2t 2r — 2t 2t +1 2r—2t—1 )| \  2r
2)

Ti 12+t—1 job—t=1\ (Lt (-t t=1\] _(j-1
pors 2r — 2t —1 2t+1)\ 2r—2t—-2 /)] \2r—1
3)

S Cht=1\( j=L=t ) (+t=1\(G—L=t=1\] _ (j~1
P 2t 2r —2t —1 2t +1 or—2t—-2)]  \2r—1
4)

i L+t—1\(j—L—t—1 N C+t\(j—Ct—t-1\]1 _ (ji-1

P 2t 2r — 2t 2t+1)\2r—2t—-1)] \ 2r
Démonstration — Pour prouver le point 1, on note S(£) le membre de gauche. On a
S(1) = (%) et I'égalité de Pascal implique, pour £ # j —r I'égalité S(¢+1) = S(£).

Les autres points se démontrent de facon identique. O

Pour tous entiers k > 0 et 7 > 1, on définit les polynémes PF(X) =1,

PF(X) = ‘Hk—}—r u—X)

et

P2k7"—1(X) =

Pour tout j € Z on a les relations

("7 sig<k—r;
PEG) = (MY sig>k+r; (6.1a)
0 sinon
et
() sij<k—r;
Pi_ ()= —(H sij>k+r—1; (6.1b)
0 sinon.

On déduit du lemme 6.2.2 le
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COROLLAIRE 6.2.3

Soit r > 0.
1) Sik—r>1,
r—1
-1 —-r+t k—r+t
pk _(J pk . pk .
or(J) = ( )+t:0[< 2% 1+ 1 ) or—2t—1(J) — ( % 1+ 92 ) 2r—2t—2(J)
2) sik—r>2,

P =(3 ) w0 - S0 )P0

k—r+t .

Démonstration — On se raméne aux points 1 et 2 du lemme 6.2.2 en utilisant les
égalités (6.1). En remarquant qu’il s’agit d’égalités de polynomes, on peut en effet
supposer j suffisamment grand. [J

LEMME 6.2.4
Soit £ € N,

1) sir € Z\ {0},
i t+l—r\(l=1+r—t\ [(t+l—r\(l-1+7r—1 _0
[\ 2t+1 2r — 2t —1 2t 2r — 2t -
2) sir €Z,

XT: t+l—r\(l+r—t\ [(t+l—r b+r—t _0
2t +1 2r — 2t 2t 2r—2t4+1/|

t=0

3)sireZ,

o[ (e TSI B [ G

4) sir € Z\ {0},

i (1 R G [ il B0

Démonstration — Le principe de démonstration est le méme que pour le lemme 6.2.2.
d

LEMME 6.2.5
1) Soit (b)) I'unique suite définie par

0 siv<floul<1;
by =<¢2v—1 sit=1letv>1;

b}f’_l — b}f:ll sinon.
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Soit v > 1. Alors si (m, k) € N Z,

2[@) " (k+1 — 2 )] Zb@ me) (k+?++e€— 21))]

? B {1 siv=1;
= .
= 2 siv>2.

et

2) Soit (c}) I'unique suite définie par

0 siv<foul<l;
cf =<2 sit=1;

v—1 v—1 .

¢, —c,_, sinon.

Soit v > 1. Alors si (m,k) e NxX Z,
o[(0) - ()] =) - (1)
k - 2v paet k+0—2v
Démonstration — La preuve se fait par récurrence sur v. O

LEMME 6.2.6
Soitt > 1, alors

- (t+r> (27« ) +;Zl(_1)r+l (t 2+T - 1) <2rr— 1) . <2tt>

r= 0
S () B (2567

-
2t —1
= (=1)t! )
(- (7
Démonstration — La premiére égalité résulte de

B () -Er ()

T

et

grace & [BMP86, 4.2.6.13]. La seconde égalité résulte de la premiére et de [BMPS86,
4.2.5.71]. O

6.3 Les équations de Manin

6.3.1 Périodes de formes modulaires
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Propriétés de I'

On considére I' un sous-groupe de congruence de SL(2,Z) contenant —I. On
note R(I") I'ensemble fini I'\SL(2,Z) et vo(I") son cardinal. Un élément de R(I)
obtenu par projection canonique d’une matrice M de SL(2,7) sera noté M. Si
M € SL(2,7), on note RM(I') '’ensemble des éléments de R(I") invariants par
multiplication & droite par M :

RM(I) = {AeR(I); AM = 4}.

Le cardinal de R®(I") est donné par v5(I"), le nombre de points elliptiques d’ordre
2 de I'. Le cardinal de RY(I") est donné par v3(I"), le nombre de points elliptiques
d’ordre 3 de I'. On effectue la décomposition de R(I") selon S (respectivement U) :
puisque

R(I)\R(I) ={M € R(I') ; MS # M}

on peut construire R*(I") un ensemble maximal de classes M de R(I") tels que
M # MS de sorte que si M et N sont dans R?(I") alors M # NS. On a alors la
décomposition en union disjointe

R(IN) = R*(I) URA(INSURS(T).

On a r r
ﬁRz(F) — VO( );I/z( )
De méme, on peut construire R*(I") tel que
R(I') = R¥}(IC) UR(I)U LUR*(IU? uRY(I) (6.2)

avec ” (F) . (I‘) .

3
Le groupe SL(2,Z) agit sur le demi-plan de Poincaré H = {z € C; Smz > 0}

par action homographique
a b az+b
z =
c d cz+d

et cette action s’étend en action transitive sur HUQU {oo}. L’ensemble I"\QU {oo}
est fini de cardinal v (I") et ses éléments sont appelés pointes de I

On définit une action de SL(2,Z) sur ’ensemble des fonctions F' de C x R(I)
telles que pour tout M € R(I'), limy_,oy*?F(y~', M) < oo : si h = (2Y) €
SL(2,7Z) on pose

R (I') =

C
(—cX + a)*—2F(h~' X, T1h).

h.F : CxR(I) —
M) —
Formes modulaires

Soit 2k un entier pair strictement positif et I" un sous-groupe de congruence de
SL(2,Z). Le groupe SL(2,Z) agit sur I’espace des fonctions holomorphes sur H
grace 3 l'action

2 az+b
flosy@ = e+ a2tp (250,

On dit que f vérifie la condition de modularité sur I" si pour toute matrice M € I
on a f|y = f.Soit M € SL(2,7Z), on définit

uy = inf{u € N*; T* € M~'I'M}-
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Si f vérifie la condition de modularité sur I" alors f|pr est périodique de période
uyps- Elle admet un développement de Fourier de la forme

flaele) = X Faw)exp (20" (63

neEZ M

pour Sm z assez grand et par modularité, le coefficient fj\\/[(n) ne dépend que de M.
On dit que f est holomorphe aux pointes si pour toute M € SL(2,Z) et tout n < 0
ona f;[(n) = 0. Dans ce cas, f étant holomorphe sur H, (6.3) converge normalement
sur tout compact de H. Si f est une fonction holomorphe vérifiant la condition de
modularité, holomorphe aux pointes et vérifiant de plus fg\\/[(O) = 0 pour toute sur
I''Si M € SL(2,Z) et si f est parabolique on déduit du développement (6.3) et
du fait que f|ar vérifie la condition de modularité sur M 'I'M qu’il existe une
constante ¢ telle que pour tout n strictement positif on a [Miy89, corollary 2.1.6]

| far ()| < en®. (6.4)

On en déduit I'existence, pour toute M € SL(2,7Z), de constantes ¢ et yo telles que
siy > yo alors
| flaa(iy)| < ce?mv/um (6.5)

[Miy89, lemme 4.3.3]. Lorsque M € I' on écrit f(n) au lieu de f;/[(n) On note
S(2k,T") ’espace des formes paraboliques de poids 2k sur I'. C’est un espace de
dimension finie dont la dimension a été donnée en introduction (dans le cas ot —1
est dans I).

Périodes

Si f est une forme de S(2k,I") et si M € SL(2,Z), ’équation (6.5) permet de
définir le polynéme de période de f et M par

+ioco
(D) = g [ (X =22

Ce polynome ne dépend que de la classe de M modulo I'. Si C[X]ax_2 est 'espace
des polyndmes & coefficients complexes de degré inférieur ou égal & 2k — 2, on déduit
des travaux de Skoruppa [Sko90, proposition 3] que le morphisme

p o S@km) - XY
f = v (N} azerr)
est injectif. Pour f € S(2k, ") on définit ensuite le morphisme

rg @ CxRI) — C
(X, M) = pu(f)(X).

On déduit de la relation

a 1 Moo 2k—2
M.ry(X,A) = ~@k—2) /M.O fla@z)(X = 2) dz

vraie pour toute matrice M € SL(2,Z) les relations de Manin

(I+S).Tf = 0 (6.6)
(I+U+U%or; = 0. (6.7)
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REMARQUE 6.1 Le premier auteur [Mar01, appendice] a prouvé que ces relations
« engendrent » toutes celles du méme type au sens oil ces deux relations sont
équivalentes & la propriété : pour tout

W:Z'U)MM
M

de Z[SL(2,Z)] vérifiant
> wy(M.co — M.0) =0
M

(; wMM> oy =0.

6.3.2 Fonctions L - Liens avec les périodes Soit f une forme de S(2k,m) et
M une matrice de SL(2,Z). On définit la fonction L de f|ar par la série

f|M7 ZfM

Grace a (6.4) cette série converge pour Res > k + 1. La décroissance exponentielle
(6.5) et la représentation intégrale

T\ ° +oo ~+o0
(2—) F(S)L(fIM,8)=/1 fIM(it)tS%H—l)’“/1 Flas(ityes+2k &

UpM t
(6.8)
donnent un prolongement holomorphe de L(f|ar,s) & C. Pour la suite, il est plus
aisé d’utiliser la fonction, elle aussi entiére,

2 = (52) Fgpmsy L)

On traduit les relations de Manin (6.6) et (6.7) dans la

on a

PROPOSITION 6.3.1
Soit f € S(2k,I") et M € R(I"). Pour tout entier £ tel que 1 <£ <2k —1ona

L*(flar, €) = (=1)°L*(flus, 2k — ) = 0

et

L (flat, 2k = ) - fz(% ; )L*(f|MU,j)

j=1
2k—1
1) ( )L* flauz,5) = 0.
=¢

Jj=

REMARQUE 6.2 La premiére des deux relations n’est rien d’autre qu’un cas parti-
culier de I’équation fonctionnelle de L* qu’on déduit de (6.8).

z)2k72

Démonstration — Par développement du polynéme (X — , utilisation du dé-

veloppement de Fourier (6.3) et de

+ico ) i {41
/ 2te? ™2 4y = (I —
0 2mn
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[BMP86, 2.3.3.2] on montre que pour tout M € R(I")

2k—2

pu(f)(X) = D L*(flm, 2k —1 -0 X*". (6.9)
=0
On a
Urp(X, M) = X?k=2p; (EM—U>
et

U%rp(X, M) = (X —1)*~2p; (—X__l 1,M—U2>

de sorte que I’équation (6.7) donne

X-1

P00 + X2 (1) (T ) + (X = 12 parn(1) 527 ) =0

Grace a (6.9) on a alors la seconde relation de la proposition. On obtient de méme
la premiére relation & partir de (6.6) (voir aussi la remarque ci-dessus). O

La proposition 6.3.1 affirme que {L(f|,£), M € R(I'), £ € [1,2k — 2]} est solution
du systéme

a(M,0) — (=1)*zus(2k - £) =0

(M, 2k 0) — (<1 3 P55 aap () — (-1)0 S (Y arpa () = 0

Jj=t

.
M
i

ot les équations sont répétées pour chaque M de R(I') et chaque £ de [1,2k — 2].
Le but des paragraphes suivants est d’estimer le rang de ce systéme.

6.3.3 Base du systéme de Manin

Equations provenant de S

D’aprés la proposition 6.3.1, ’équation (1+S).ry = 0 est équivalente au systéme
d’équations

{{eM}: L* (1, 0) = (=1L (f1m5, 2k — ) = 0} 3err -
1<6<2k—1

On appelle alors équations provenant de S les équations {£M} données par
e () — (-1 2arg(2k —£) =0 {eM}

Puisque S? = —I € T', on a légalité {{M} = (=1)**1{(2k — )M S}. Le systéme
précédent est donc équivalent au systéme des vo(I')k équations {£M} lorsque M
parcourt R(I") et £ parcourt [1, k]. En fait, les seules relations de dépendance entre
équations de ce nouveau systéme proviennent des équations {kM}. Le systéme des
équations {kM} lorsque M parcourt R(I") est engendré par

vo(L) — (=1)*w(I)
2

équations indépendantes : en effet, si M # MS alors {kM} = (=1)*{kMS} et
si M = MS, alors ’équation {kM} est non triviale si et seulement si (—1)F = —1.
On en déduit le
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LEMME 6.3.2
Le systéme d'équations

{{eM}; M e R(D), L€ 1,2k — 1]}
est de rang
2 Lo - (-2,

Il est équivalent au systéme d'équations indépendantes formé par la réunion des deux
systémes

{{tM}; M eR(I), Le[l,k—1]}

et
{{kM}; M € R* (') URS(I)} si k est impair,

{{kM}; M € R*(I')} si k est pair.

Equations provenant de U

D’aprés la proposition 6.3.1, Péquation (1 + U + U?).r; = 0 est équivalente au
systéme d’équations

z (k-0 - (0 S (%7 2l

j=1
2k—1 .
-0y (37 1) 2 Ulmiy =0

ot les équations sont répétées pour chaque M de R(I') et chaque £ de [1,2k — 1].
On appelle donc équations provenant de U les équations [/M] données par

¢ .
v (2k — €) — (—1)* <2k -1 - J) zpu2 ()

On considére le systéme
(x) ={[(M]; M € R(I"), L € [1,2k — 1]}.

Tl existe des relations de dépendance entre les équations de (x). On le montre dans
le

LEMME 6.3.3 o
Pour tout 1 < <2k—1ettout M € R(I") on a

2k—1

(R B C D i () [ EP1Y)

j=2k—¢

et

2k—
@k - M%) = (-1 3 () ek



Démonstration — On calcule, par interversion de sommes

2k2_1 <2kj__el_ 1) [(2k = j)M] = 2’“2_1 (2’:—_5 - 1> et

j=2k—t t=2k—¢

_gmMUz(t) 2%5 (—1y <2kj__t L 1) <2kj—_£1— 1)

j=2k—¢
2k—1 2k—1 .
B v j—1 t—1 )
ZmM(t), > (=1) (Qk—e—l 2% —j—1
t=1 j=max(2k—£,2k—t)
On conclut grace a ’égalité
2kt .
(2k—t—1 ji—1 ‘
> () ) = C1se=o
i j—1 2k—10 -1
et au lemme 6.2.1 qui donne
2’“2‘:1 (91 t—1 \ _ (2k-1-t
, %k —0—-1)\2%—j—1) (-1 )
j=max(2k—£,2k—t)

La seconde égalité se prouve de méme. [

Afin de réduire le systéme, on définit par récurrence les équations [(M]', pour
0 <20+ 1 < 2k par les formules

-1
[26M]) = [20M] + (k — 0)[2¢ — )M] = 3 [(’“ ‘2‘; * t) [(2¢ — 20) M)’

- <k2_t _ﬁ t) [(2¢ — 2t — 1)M]']

et

&~

[0+ DM = [0+ )M]+ Y [(k;t f:; t) [(2¢ — 20) MY

Il
<

_ (k—@—Ft

__ )[(% —2t— 1)M]'] .

On développe ces équations dans le

LEMME 6.3.4 o
On suppose k > 3. Soit M € R(I"). Les équations [ |' sont données par

2¢ 2¢
E—1+2—1t E—14+2—1t
—Z( 90—t )xMU2(t)+Z( 9f — )wMU(Qk—t)
t=1 t=1
2k—1
+ ) P (Dam(t) =0 [26M]
t=1
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pour 2 < k et

24+1 20+1

E—1+0-—1 k+0—t

2 2k —

t:zl ( 2+1—t )mMU )+ t:zl <2£+1—t)xMU( k=1
2k—1

+ > Ph(em(t) =0 [0+ 1)M]

pour2l+1<k.

Démonstration — Pour £ = 0 et £ = 1, on vérifie immédiatement que [1M]" et [2M]'
sont données par les formules du lemme. On suppose que [tM]" est donnée par le
lemme pour tout ¢ < 2¢ et on montre que [20M] et [(2£+ 1)M]' sont données par
le lemme. On calcule

2¢—1 2¢—1
k=240t —1+4—t
[2€M]+(k—f)l§ ( W11t );L'MUz )+ E ( W—1—t ).’L‘MU(2k—t)

t=1

2%—1 1 20— 2] ,
k=t k—1+b—j—t
+;P2z 2(H)zm(t ] ;( ) 1&:21 ( % —2j —t >$MU2(75)

k—L0+j
+§:(2J+1)

2¢—2j7 _1+£_]_ k1
+_§: ( 2% — 2j — ¢ )wMU@k t*‘E: b 2ia )
20251 ] 221 .
k=2+b-j-t k—14+0—j—t
xl t:zl (26—1_2j_t)a?MUz(t)+ t:zl <2€—1—2j—t)xMU(2k_t)

2%k—1
+ Z Pfe—zj—z(t)xM(t)]

t=1

et on doit montrer que cette expression est la méme que celle donnée pour [2¢0M]
dans le lemme. Pour 2t < 2¢ — 4, le coefficient de xpp2(2t) est

C(ke=2-1) 2k =20-1\ Q[ k=L (k=14 l——2
20— 2t 20-2t )" 4 2 20— 2j — 2t
(Rt (ko2 -2
2j+1 )\ 20-2j—2t—1
k+€—2t—1

et vaut bien —(*%/;7% ") grace au point 1 lemme 6.2.2. Pour 2t — 1 < 20 — 3, le
coefficient de x 2 (2t — 1) est

L (k+e—2t\ [ 2%k-2 +Kt k— €+] k+0—j—2t
20— 2t +1 20— 2t +1 = ) 20 —25—2t+1
(ko td (k21
2j +1 20— 25 — 2t
k+£—2t

et vaut bien —(,;"5 ") grace au point 3 du lemme 6.2.2.
Si 2t < 20 — 4, le terme zpp (25 — 2t) est

kte—26—1) LT k—C4+5\ (k—1+0—2t—
20— 2t 2j +1 20— 2t—2j—1

(k=45 (k—1+0-2t—
2j 20 — 2t — 2j

Il
<

('\.

I
<

J
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et vaut bien (*1520="

zpmu(2k — 2t + 1) est
k+0—2t +H k—C+4\ (k+€—2t—j
20-2t+1) T &\ 2j+1 20 — 2t — 2

(k=45 k+l-2—j
2j 20— 2t—2j+1

) grace au point 2 du lemme 6.2.4. Enfin, le coefficient de z(t)

) grace au point 1 du lemme 6.2.4. Si 2t —1 < 2¢— 3, le terme

k+€—2t

et vaut bien (5,757

est

1

_<2t€_—11) (k= O KZ( )PQ’“““(t)

Jj=1

£—1
k—20+j
+]Zl< 2j +1 ) 20—2j5— z(t)zpzke—1(t)

grace au corollaire 6.2.3. Tous les cas exclus sont immédiats. Le résultat pour [(2£+
1) M]' se montre de méme fagon. O
On définit les équations supplémentaires

(E)m =[(2¢+ 1)M]' +[2¢MU]’, lorsquek=3g¢+1, g€ N
Le pendant, pour U du lemme 6.3.2 obtenu pour S est le

LEMME 6.3.5
Soit k > 3. Le systéme d'équations

{[eM] ; M € R(T), £ € [1,2k — 1]}

est de rang
0 sik=2 (mod3);

% — 1 2 o
3 vo(I) + §V3(F) sik=1 (mod 3);

2
—gy;,»(l“) sik=0 (mod 3).

Il est équivalent au systéme d'équations indépendantes

{iny. e riny, 1 <0< 21

lorsque k = 2 (mod 3),

{[EM]’,HGR(F), 1<1< }U{(E)M,MGRS(F)URU(F)}

lorsque k = 1 (mod 3) puis

{[eM]' M eR(I), 1 geg?k—1}U{[%M]I,MGW(F)URS(F)U}
lorsque k =1 (mod 3).

REMARQUE 6.3 La preuve se lit plus facilement si on se contente de prouver que le
nombre d’équations indépendantes de (%) est au moins donné par le lemme.
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Démonstration — Fixons M € R(I"). On note () le systéme
(+)ar = {[EM], [MU), [EMU?]; £ € [1,26 = 1]}.

Gréace au lemme 6.3.3, le nombre d’équations indépendantes de ce systéme est infé-
rieur ou égal & 2k — 1. Par construction, quelque soit r € [1, k], le systéme engendré
par les équations [(M]', M fixé, £ parcourant [1, 7] est équivalent au systéme engen-
dré par les équations [¢M], M fixé, £ parcourant [1,7]. Soit n > 0 tel que 2n+1 < ket
M # MU. Dans les équations du lemme 6.3.4, la variable z 7 (k +n) apparait (avec
un coefficient non nul) dans [1M]'[2M],...,[2nM]" et dans aucune des équations
[(M]" avec £ > 2n. Si d’autre part n € [0, k/3[, la variable zar(k + n) n’apparait ni
dans les équations [LMUY',... ,[2nM U]’ ni dans les équations [LMU?]',... [2nMU?]'.
De méme, la variable zps(k — n) apparait dans [IM],...,[(2n+1)M] et, si d’autre
part n € [0, (k—1)/3], elle n’apparait ni dans les équations [LMUY',...,[(2n+1) MUY
ni dans les équations [IMU?]',... ,[(2n + 1)MU?]'. On en déduit que si L = |(2k —
1)/3] alors les équations [(M]'[¢(M U] ,[¢MU?]" lorsque £ parcourt [1, L] sont indé-
pendantes. Finalement, si M # MU, le nombre d’équations indépendantes de ()
appartient & [3|(2k—1)/3],2k—1]. Si M = MU, le méme raisonnement montre que
les équations [(M]', 1 < £ < |(2k — 1)/3] sont linéairement indépendantes. Notons
S Pensemble des équations linéairement indépendantes

S = {[eMY, moT, vy < < 2

1) Soit k =2 (mod 3). Si M # MU, le systéme (%) 5y est de rang 2k —1 et Sy est
un systéme ét de 2k — 1 équations indépendantes. Si M = MU, le systéme (%), est
le méme que pour un représentant M # MU mais zy; = xyy = Tpyp2- Ainsi, les
calculs formels précédents impliquent que toute équation [(M]" avec £ > |(2k—1)/3]
est combinaison linéaire des équations [tM]', [tMU)', tMU?)" avect < [(2k—1)/3],
mais [tM] = [tMU]' = [tMU?]'. La décomposition (6.2) implique alors que le
nombre d’équations indépendantes du systéme (x)ps est
2k—1 2k-1 2k — 1

o o) () = 2 )
et une base de ce systéme est [(M], M € R(I"),1 < £ < 2’“3—_1

2) Si k=1 (mod 3), on a 3|21 | = 2k — 2. Posons k = 3¢+ 1. Si M # MU,
le systéme () est engendré par les [¢(M]', [(MUY, [(MU?)', 1 < £ < |2E=1] et
éventuellement une autre équation. D’aprés le lemme 6.3.4, et les équations (6.1a)
et (6.1b), (E)am se récrit

I/3(F)

2¢+1 .
j:zl (;1;1 : i) [zm(§) + 2mu (G) + 2aro= (5))]
6g+1 .
+ Z ('7_;Z_2>[$M(J)+xMU(])+SL'MU2(])]:0 (E)M
j=4q+2

Cette équation ne comportant aucune valeur zps(j) aux points j, 2¢ + 2 < j <
4q + 1, elle n’est pas combinaison linéaire des équations de Sy, ce qui montre que
Sy U (E)ar est une base d’équations engendrant () qui est de rang 2k — 1.

Pour M = MU, l’équation (E)js est non triviale, donc les équations [(M]',
1<£<2q, (E)pm sont linéairement indépendantes et engendrent (x) .

D’aprés la décomposition (6.2) le nombre d’équations indépendantes du systéme
est
2v3(I")

3

I/()(F)—I/3(F):2k—1

(2¢ + Vv3(I') + (6 + 1) 3 3

Vo(F) +
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et une base d’équations de (x) est {[(M]', M € R(I'\m,1 < £ < 22 U{(E)y, M €
R URY(D)}.

3) Si k =0 (mod 3), posons k = 3¢. On a 3|(2k — 1)/3| = 2k — 3. Supposons
que M # MU, le systéme (*)pr est engendré par les équations [(M]', [(MU]',
[(MU?]" lorsque 1 < £ < 2g—1 et éventuellement deux autres équations. Considérons
'équation [2¢M]', grace aux valeurs des polynémes P}, cette équation s’écrit :

2 (4q2;:j ) (201 () = o102 )]
6g—1
=Y (157 ) - o) = 0. 20y

Jj=4q

Les équations [2¢M]" et [2¢MU]' ne comportent aucune variable zr(j) avec 2q +
1 < j < 4q -1, et ne sont pas multiples I'une de lautre, donc ’ensemble Sy, U
{[2¢M7', [2¢MU]'} est formé de 2k — 1 équations linéairement indépendantes, elles
forment donc une base de (). Si M # MU, I'équation [2gM]' est triviale, on en
déduit que Pensemble des équations [(M]', 1 < £ < 2¢ — 1 est une base d’équa-
tions de (x)ps. Finalement, d’aprés la décomposition (6.2) le nombre d’équations
indépendantes du systéme est

(20 = V() + (6g - ) 2 D22 2Ly 2T,

une base de (x) est donnée par {[{M]', M € R(I'),1 < ¢ < 2q — 1} U {[2¢M]’,
M € R¥(I') URS (D)UY
O

6.4 Caractérisation par les valeurs de fonctions L

Au paragraphe précédent, on a déterminé le nombre d’équations indépendantes,
ainsi qu’une base de ces équations, provenant d’une part de S, et d’autre part de
U. On va montrer maintenant que toutes ces équations sont linéairement indépen-
dantes.

On a vu qu’un ensemble générateur des équations provenant de S est donné

par les {¢{M}, lorsque £ parcourt [1,k] et M parcourt R(I"). Posons dans la suite
2k —

rE = . On a vu qu’un ensemble générateur des équations provenant de U
g

est donné par les équations [(M]' pour £ parcourant [1,74] et M parcourt R(I'),
auxquelles on ajoute les équations (E)yr, M € R3*(I) URY(I) si 3|k — 1 et les
équations [(ry + 1)M]', M € R3*(I') UR3(I)U si 3|k.

Par ’absurde, on suppose avoir une relation de dépendance

k
S > su@®len®) + () ens k-] = Y ZuM [tM)'

MER(TI) t=1 MER(I) t=1

+6B3k—-1) > om(rk +1)(B)m

MEeRS(I)URY ()

+(3]k) > walrk + D[(rk + )M (6.10)
MeRS(IURS(I)U

D’aprés le lemme 6.3.2, on suppose que

si k est pair, spr(k) = 0si M € R*(I")SURS(I) (6.11a)
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et
si k est impair, sy (k) = 0si M € R*(I')S. (6.11b)

On définit (cela sera justifié par la preuve du lemme 6.4.1) si 3|k — 1,

up (g + 1) SiMERﬁ(F);
vpmu(ry + 1) SiME'R3(F)U2;
(

+1) = -
uM(rk ) UMU2(’I"k + 1) si M (S R3 F)U,
3upm(rg +1) si M e RU(D).
On a alors
upm(re +1) =upu(ry + 1) =upyp2(ry +1) sik =1 (mod 3). (6.12a)

On définit ensuite, si 3 divise k,

2wpm(re +1) —wyo(re +1) si M € R¥(T');
2wpm(re +1) —wpp2(re +1) si M € R¥(INU;
—wpy (e +1) —wpp(ry +1) s M € R¥(IU?;
0 si M € RY(I).

1
upm(ry +1) = 3

On a alors, pour tout M € R(I'),
uM(rk + 1) + UMU(Tk + 1) + Upru2 (Tk + 1) =0sik=0 (mod 3) (612b)
6.4.1 Mise en équation du systéme

LEMME 6.4.1
On définit, pour tout j € [1,2k — 1],

am(j) = :i:/j [uM(Qt)P2kt1(j) +upu=(2t) (t;i;fgkl)
— upv(2t) (t - ;t—i__kj_ 1)]
+ (Tkt_;:/z [UM(Zt +1)P35(j) + umu2 (2t + 1) <2t -It—-J'-i ;k]:‘ 1>
sumt+ (' 0]

+ 303k — Dupr(ry +1) [(27;’“__13) + (J' — :i - 2)}
+ 6(3Ik){ (m J;kl - j) [ur (r + 1) — uno (ry +1)]

et
Bu(5) = 86(j < k)sm(§) — (=1)78(j > k)sms(2k — j).
Alors, I'équation (6.10) conduit 3 ap(j) = B (4)-

Démonstration —
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On a
ri/2 k1 rk/2 .
k—1+1t—
t=1
2k—1 /2 _
. —k—1+t+j
+ ; zpu (5) ; ( ok 42e4d )uM(Zt)
2k—1 /2
+ > am() Y Pl (um(20).
Jj=1 t=1
Ainsi
T'k/z
Yo Y um@t)eM] =
MEeR(I) t=1
2k—1 Tk/2 )
. k——l-%t——J
Z Z 'Z'M(J)Z[_< 2% — i )UMU(Qt)
MeR(I) j=1 t=1 J
~k—1+t+] _
( 2k + 2t + >“MU2 (2t) + me(a)uM(?t)] . (6.13)
Puis
(7‘)@71)/2
S w2+ D[+ )M =
t=0
2k—1 (ri—1)/2 )
. k-1 +t—7
2 2 1
.Z'TMU () Z ( %+1—j )UM( t+1)
J=1 =0
2k—1 (rie—1)/2 _
: —k+t+
. 2t +1
+jzzleU(.7) ; (—2k+1+2t+]>uM( )
2k—1 (re—1)/2
+ Z 246) Z PJ(j)unm (2t + 1).
Jj=1 t=0
Ainsi
(re—1)/2
oY um@t+ D[+ 1)M] =
MeR(I) =0
2k—1 (re—1)/2 )
; k—1+4+t—j
Yo > eml) Y [( .)uMU@t+1)
MER(I) j=1 =0 2t+1—7

—k+t+) .
2(2t+1) + P 2+ 1)|. (6.14
+(—2k+1+2t+j)uMU( 1)+ Py (fun (2t + 4 (6.14)

Si k=1 (mod 3), on a également
Z op (re + V) (E)y =
MeR3(IURY(IN)

2k—1

> > wm(uarlre +1) [(2;:“__1]) + (j T 2)] (6.15)

r
MeR(I') j=1 k
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et si k =0 (mod 3), on a

Z wM(rk =+ 1)[(T‘k + ].)M]I =
MEeR3(INURS(INU
2k—1
2rp +1—
X D wml [( * , >[UM(Tk+1)—UMU(Tk+1)]
MeR(I') j=1 k

—rp—2

+62k—j<r,+1) (] >['LI,MU2 (re +1) —upr(re + 1)] (6.16)

Tk

Finalement, les équations (6.13) & (6.16) montrent que le terme de droite de ’équa-
tion (6.10) est égal &

2k—1
S 3 au(aml): (6.17)
MeR(I) j=1

Enfin

k
Z ZSM(t)[xM(t) + (D) leys(2k —t)] =

MeR(I) t=1
2k—1

S Y w6 < Bsuli) — (—1)76( > K)sus(k — ). (6.18)
MeR(I') j=1

L’égalisation de (6.17) et (6.18) donne le résultat. O

LEMME 6.4.2
Soit j < k, on a

su(§) F (=1 spus(j) =

o] (s B (AP | D

t=1
N (r;czl)/2 Kk+t-ﬂ> + (2]11_.151__]])] unt (2t + 1)
- :Z/j [4_— (k +2tt__j1_ 1) + (k +2tt__jj_ 1)] unrv (2t)
; z () (B et
5(3)k — [(2” )uM re+1) £ (2"’“ J)uMU(rk + 1)]
(

Tk —J

+ 2000093 =) (771 ) funrre 4 1) — w1
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Démonstration — Puisque j < k, le lemme 6.4.1 conduit &

/2 t—j+k—1
(i) = 3 [u(0Ph G - w7175
t=1
(re—1)/2 .
t—Jj+k—1
+ Z [UM (2t + 1)PE(j )+UMU(2t+1)( 9% +1— >]

+ok= i) (77 T) 060 (T ) utru+ D=uanw )

On a aussi Syu(2k — j) = apu(2k — 7) et puisque 2k — § > k on en déduit

oo & t+k—j—1 _
(1) sMUsu):t;[uM@t)( y ) w0 r k- )]

(m /2 k+t—3j
_ f o
+ }: PM2#+1<%+1_j>+UMﬂ%+lﬂ%@k n]

+ 63|k — Vupu(re +1) (2k - jr_k e 2)
+ sl (2k - j;c e = 2) [uns (e + 1) — wnwr (e + 1)].

On conclut grace aux égalités (6.1). O

LEMME 6.4.3
Soit 2v < k, (b)) et (c}) les suites définies dans le lemme 6.2.5. On a

2v—1 bv )

> P s () — (~1Vsarrs ()] = 54 (20) — saws(20)

j=v
et )

'U cvv —7 . ; .
> %[SM(J) + (1) smus(G)] = sm(2v +1) — smus(2v + 1).
Jj=v+1

Démonstration — Cela résulte du lemme 6.4.2, d’une interversion des sommes et du
lemme 6.2.5. On utilise aussi (6.12a). O

6.4.2 Résolution

LEMME 6.4.4 o
Soit (anm)mer(r) et (ba)mer(ry des suites a valeurs complexes. Si pour tout M €
R(I), on a :

1) apyus =am;

2) apm = byus — bm
alors apr = 0 pour tout M € R(I').
Démonstration — Puisque I' est d’indice fini dans SL(2,Z) on peut poser vy =
inf{f e N*; M(US)!=M}.Ona

vpm—1

0=bywsym —bu = Y [barwsy+ — buwsy] = vaan
=0
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d’otapy = 0.0
De ce lemme, on déduit le

LEMME 6.4.5
Pour tout M € R(I") et tout j € [1,k—2] onasp(j) =0 et spyus(k—1) = spr(k—1).

Démonstration — On raisonne par récurrence. Pour j = 1, le lemme 6.4.2 montre
que pour tout M € R(I), spr(1) — spvs(l) = 0, et le lemme 6.4.3 montre que
SM(Q) — SMUS(Q) = [SM(l) +$MUS(1)]/2, donc SM(l) = SM(Q) — SMUS(_Q)- D’aprés
le lemme 6.4.4, on a sp(1) = 0 et donc sp(2) = spus(2) pour tout M € R(I).
Soit j < k — 2, et supposons que pour tout M € R(I'), on a spr(£) = 0 pour tout
1<l<j—1et spu(j) = smus(j). Le lemme 6.4.3 et 'hypothése de récurrence
donnent

sm(j+1) —smus(i +1) =dj[sm(j) + smus ()] = 2djsm(j)

ou d; est une constante non nulle dépendant de j. Le lemme 6.4.4 montre alors que
spm(j) = 0 pour tout M € R(I'), et que sp(j +1) = spus(j + 1), ce qui démontre
le lemme. O

LEMME 6.4.6
Si k est pair,
k=1 pk/2 ‘
wnr(1) = unvs (1) = une() +uars (1) = 37 —Esnr(G) = (1) smus ()]
j=k/2

Si k est impair,

up (1) —upvs(l) = up(1l) —upo(1)
k—1 c(k_l)/.2 .
= Z %[SM(J') + (=1)?smus(4)]-

i=(k+1)/2

Démonstration — Grace au lemme 6.4.1 pour j = k on a
up(1) = sp(k) — (_1)k3MS(k)'

Cette égalité conduit & uy; (1) = (—1)*tupg(1) et on obtient les égalités de gauche
du lemme 6.4.6. Les deux égalités de droite se démontrent en partant des termes de
somme, en utilisant le lemme 6.4.2, en intervertissant les sommes et en utilisant le
lemme 6.2.5. O

D’aprés les lemmes 6.4.5 et 6.4.4, on en déduit que
su(k—1)=0, YM e R(I) (6.19)

puis que
UM(].) = UMU,g(].). (620)

De plus, le lemme 6.4.1 pour j = k donne
sar(k) — (=1)*sp5(k) = uar(1). (6.21)

Si k est pair, on déduit de (6.21) que, pour tout M € R(I") on a up(1) = —uprs(1),
ce qui équivaut a o
upmu(l) = —umus(l), VM € R(I). (6.22)
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Par comparaison de (6.20) et (6.22) on obtient

up (1) = —upp(1), VM € R(D).
Cette équation conduit &

up(1) = —ups(1), YM € R(I)

soit, puisque U3 =1, & o
un(1) =0, VI € R(T). (6.23)

Compte-tenu de (6.23), 'équation (6.21) devient
sm(k) = sms(k), VM € R(I). (6.24)
On déduit de ’équations (6.24) reportée dans I’équation (6.11) que
su(k) =0, VM e R(I). (6.25)

Ainsi, grace au lemme 6.4.5, & (6.19) et (6.25) on a spr(¢) = 0 pour tout M € R(I)
et £ € [1,3¢ + 2]. On en déduit qu’il n’y a pas de relation de dépendance linéaire
faisant intervenir & la fois des équations provenant de S et de U. Cela achéve la
preuve du théoréme lorsque k est pair.

Si k est impair, on déduit de (6.21) I’équation

un(1) = ups(l) VM € R(I). (6.26)

Puisque S et US engendrent SL(2,Z), on déduit de (6.26) et de (6.20) qu’il existe
une constante u(1) telle que

up (1) =u(l) VM € R(I). (6.27)

Avec les notations du lemme 6.4.1, on déduit du lemme 6.4.5 et de (6.19) que
ap(j) = 0 pour tout j € [1,k — 1] Par définition, on en déduit que pour tout
j €[rk+1,2k —r, — 1]\ {k} et pour tout M € R(I'), on a

ZuM VP 1 (j) +8(3k = 1)8(j = re + Vuar(ry, + 1)

+03|k)6(j = e + Dunr(rr + 1) —upu(re +1)]
+ 5(3|k’)(5(j =2k — T — 1)[UMU2(2]€ — T — 1) - UM(Zk — T — 1)] =0. (AJ)

On suppose, en plus de k impair, que 3 ne divise pas k (ce dernier cas, légerement
différent, est traité ensuite). Pour ¢ € [1,k —rj, — 1], 'équivalence PF | (k+t) =0 &
0> 2t+1 (resp. P¥ (k—1t) =0 & £ > 2t + 2) permet de transformer I’équation
(Ak4e) (resp. (Ag—¢)) en les relations de récurrence

t 1
t+r t+r—1
—up(2t+1) =) uu( 21"—}—1)( o )—I—ZuM (2r) ( 27«—1)

r=0
(6.28)

Par récurrence, on déduit alors de (6.27) qu'il existe pour tout £ € [1,2k — 2rj, — 1]
une constante u(f) telle que

unt(6) = u(l), VM € R(I). (6.29)
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Grace au lemme 6.2.6 on vérifie par récurrence que

w@t) = (- (AT 1)u(1)

t
w@t+1) = (—1)'5(2: u(1)

(6.30)

Toujours avec les notations du lemme 6.4.1, 'égalité aar(2k — r1,) = 0 s’écrit alors
k—rp—1
rp— 1 2r =1\ (k—rp—1+r
—1)* —1)"
l( )<k—rk—1>+ Z( )( r )( 2r—1

r= . k_rk—l(_ 0 (k - er; 1+ r) (2:)] w(1) = 0,

=0

Gréace au lemme 6.2.6, cette équation se récrit

q q

[(—1)q (%) + (—1)q(2q+1)] w@)=0  sik=3¢+2;

[(—1)q(2q;1) - (—1)11(2{;1)] u(l)=0 sik=3g+1.

On a donc u(1) = 0 puis, grace a (6.30) et (6.29)
upm () =0, VM € R(T), VL € [1,r4]. (6.31)

Lorsque 3 divise k, les équations (6.28) restent vraies pour ¢t € [1,k — r; — 2].
On en déduit que (6.30) reste vraie pour ¢t € [1,k — ry — 2]. Ainsi (Ay_,, o) donne
I’existence d’une constante C telle que

’LLM(T'k + 1) - 'LLMU(T'k + 1) =C, VM € R(F)
Le choix particulier de M € RY(I") montre que C' = 0. Grace & (6.12b),
up(ry +1) =0.

L’égalité ap(2k — rp — 1) = 0 donne ensuite u(1) = 0 puis (6.31).

Finalement, si k est impair, le membre de droite de (6.10) est nul et, puisque
les équations {tM} sont linéairement indépendantes lorsque M parcourt R(I") et ¢
parcourt [1, k], on déduit que sp(t) = 0. On en déduit qu’il n’y a pas de relation
de dépendance linéaire faisant intervenir & la fois les équations provenant de S et
de U.

On déduit le théoréme 6.1.1 de ce qui précéde.

6.5 Une autre application des périodes

Cet courte section propose une application du morphisme d’Eichler-Shimura in-
dépendante de la précédente. On suppose désormais I' = I'5(p) avec p un nombre
premier et on note S(2k,p) de préférence a S(2k, Io(p)).

Si p est un nombre premier, & une forme f de S(2k,p) de développement de
Fourier

+oo
f(z) =" f(n)e(nz)
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et un caractére y modulo p, on associe

+oo

Fox(z) =" fn)x(n)e(nz).

n=1

On note W, I'involution de Fricke définie par

) =g (21,

Wofe) = 11, pz

0-1
p O
On note alors

Wef®@x=Wpf)®x.

Le but de cet courte section est de montrer comment on peut caractériser une forme
modulaire & partir des fonctions L de W, f.
Dans [Mar01], le premier auteur prouve le

LEMME 6.5.1
Soit k > 1 un entier, p un nombre premier, x un caractére modulo p et f € S(2k,p).
On a pour tout s complexe

—8

A SN
T(Y) h:1X(h) (f|((1) 711

)*)

AW, f ®X,s) siX 7 Xo;
pA(Wpf ® XO)S) - (p - 1)A(Wpf75) si X = Xo-

Par orthogonalité, on déduit le

COROLLAIRE 6.5.2
Soit k > 1 un entier, p un nombre premier et h € {1,...,p— 1}. Soit f € S(2k,p) et
s € C. Alors

psfk
p —

> x(WTERAW,f @ x,9)

x (mod p)

A(f|( )78)=

0—1
1 h
—p"FAW,f ® x0,8) + PP F AW, f, 5).

On définit X (p) comme l'ensemble des p — 1 caractéres modulo p. On déduit du
corollaire 6.5.2 la proposition 6.1.2 : on note m(h) la matrice (9 3'). D’aprés le
corollaire 6.5.2, ’hypothése de la proposition & prouver implique que L(f|,(n), %) =

L(g|m(n),£) pour tout h de [1,p—1] et £ de [1, k]. D’autre part, on déduit de ’égalité

(2m)*
que L(f|s,?) = L(g|s,¥) pour tout £ de [1,k]. Puisque I, S et les matrices m(h)
lorsque h parcourt [1,p — 1] constituent un ensemble de représentants du quotient
Io(p)\SL(2,Z), on déduit de la proposition 6.3.1 que L(f|a,¥) = L(g|m,¢) pour
tout M € R(I') et £ € [1,2k — 1]. Finalement, on a pyp(f) = pm(g) et, grace a
I’éphimorphisme de d’Eichler-Shimura on a f = g, ce qui termine la preuve.



Annexe A

Sommes de Kloosterman

Soit m,n des entiers positifs ou nuls et ¢ un entier strictement positif, on définit
la somme de Kloosterman S(m,n;c) par

Smynie)= Y. e(@)

z (mod c)
(z,c)=1

avec 2T = 1 (mod c). Cette somme ne dépend que des classes modulo ¢ de m et n.
Pour faciliter la lecture des preuves, on fera la

CONVENTION 1

Lorsqu'un symbole surligné apparait dans une somme de Kloosterman, il désigne I'in-
verse du méme symbole non surligné modulo le dernier terme de la somme. Ainsi dans
S(ar,b;c) a-t-onrT =1 (mod c).

On donne quelques propriétés individuelles des sommes de Kloosterman. On a
d’abord le lemme de commutation

LEMME A.1
Soit m,n des entiers positifs ou nuls et ¢ un entier strictement positif alors

S(m,n;c) = S(n,m;c).

Démonstration — Cela résulte du changement de variable z — T dans la définition.
O
Si m = 0 on obtient les sommes de Ramanujan,

LEMME A.2
(Sommes de Ramanujan) Soit m,n des entiers positifs ou nuls et ¢ un entier strictement
positif tel que ¢ divise m alors

Stmymic)= ) u(;ci)dw(c)g(((%”-

d|(n,c)

Démonstration — On a

S(mn;e)= Y e(%):R(n;C).

z (mod ¢)
(z,c)=1

109
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Soit d un entier premier & ¢. Un systéme de représentants modulo cd des éléments
inversibles modulo cd est

{dc+7d,1<5<d,1<y<¢,(6,d) =1,(y,¢) =1}

comme le montre la non-équivalence de chacun des termes de cet ensemble et le
calcul de son cardinal. On a donc

R(n;cd) = Z Z ( 6c+fyd)) = R(n;c)R(n; d).

v (mod ¢) § (mod d)
(v,0)=1 (4,d)=1
Ainsi, ¢ = R(n;c) est multiplicative.
On obtient la premiére égalité du lemme en utilisant le fait que la fonction de
Modbius est ’inverse de convolution de la fonction constante égale a 1

R(n;e)= Y e(%> > ubh =3 ul) 3 e(”?@)

1<z<c £|(z,c) Lc 1<y<g

ce qui, aprés évaluation de la somme intérieure se récrit

c c
R = Y ut)f = 3 w(5)d

Lc d|(n,c)

zln
aprés avoir posé d = 3.

Enfin la deuxiéme égalité est obtenue en comparant les membres de droite et

gauche lorsque ¢ est puissance d’un nombre premier et en concluant par multipli-
cativité. O

LEMME A.3
(Relation de Selberg) Sim,n,c sont des entiers strictement positifs tels que (m,n,c) =
1 alors

S(m,n;c) = S(mn,1;c).

LEMME A .4
Sim,n,a,c sont des entiers strictement positifs tels que (a,c) =1 alors

S(m,na;c) = S(ma,n;c).

Démonstration — 1l suffit d’effectuer le changement de variable z — ax dans la dé-
finition. O

LEMME A.5
(Multiplicativité croisée) Si m,n,q,r sont des entiers strictement positifs tels que
(g,r) =1 alors

S(m,n;qr) = S(mg,ng;r)S(mF,nF; q) = S(mg>,n;r)S(mF%,n;q).

LEMME A.6
(Multiplicativité croisée) Soit ¢ = Hp”P(Q) un entier strictement positif. Pour tout
plg

nombre premier p|q on note g, = %(q). Alors si m et n sont deux entiers strictement
p P

positifs
8(m,n; q) = [ S(mp, gy p @) = T] $(ma?, mp% ).

plg plg
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Démonstration — On considére trois entiers strictement positifs s, ¢, u premiers entre
eux deux & deux. Alors grace au lemme A.5

S(m,n; stu) = S(ms,ns; tu)S(mtu, ntu; s)
ot s =1 (mod tu). Or
S(ms,ns; tu) = S(mst, nst; u)S(msu, nsu; t).

D’autre part, puisque s5 = 1 (mod tu) alors s§ = 1 (mod t) et s5 = 1 (mod u)
donc on peut remplacer dans les équations précédentes s par 5 pour obtenir

S(m,n; stu) = S(mst, nst; u)S(msu,nsu;t)S (mitu, ntu; s).

Cette remarque permet d’obtenir la premiére égalité du lemme par itération. La
seconde égalité découle du lemme A.4. O

On note que si (m,n,qr) = 1 Papplication des lemmes A.5 et A.3 donne le

LEMME A.7
Sim,n,q,r sont des entiers strictement positifs tels que (¢,r) = 1 et (m,n,qr) =1
alors

S(m,n;qr) = S(mng®,1;7)S(mn7?, 1; q)

D’autre part, lorsque ¢ est une puissance d’un nombre premier on a le

LEMME A.8
Si p est un nombre premier, si m est un entier strictement positif divisible par p et si a
est un entier positif ou nul alors

S(m, 1;p%) = p(p*)
On en déduit les lemmes A.9 et A.10.

LEMME A.9
Soit q un entier supérieur ou égal 3 1 et m un entier strictement positif divisible par le
noyau de q, N(q) = I, , p. Alors

S(m,1;q) = u(q)-

Démonstration — On écrit ¢ = [] »la p?»(2) Alors, d’apreés le lemme de multiplicativité
croisée (lemme A.6) on a

S(m,1;q) = [[ S(m", 1;p@)
plg

avec qp = Le lemme A.8 donne alors

q
pvp(Q) °

S(mgp?, 1;p°9) = u(p*(?)
et la multiplicativité de p permet de conclure. O
LEMME A.10

Sim,q,r sont des entiers strictement positifs tels que (m,q,r) > 1 alors

S(m,1;qr) = 0.
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Démonstration — Soit p un diviseur premier de (m, g, 7). On écrit m = m/p®, ¢ = ¢'p®
et r = r'p® avec (m/,p) = (¢',p) = (*';p) = leta>1,b> 1,¢ > 1. Alors, grace
a la relation de multiplicativité croisée (lemme A.5), S(m,1;qr) est divisible par
S (m’WZp“, 1; p*+¢). Mais, puisque b+ ¢ > 2 et a > 1, cette derniére somme est
nulle d’aprés le lemme A.8. O

On déduit aussi des lemmes A.5 et A.8 le

LEMME A.11
Pour tous entiers strictement positifs m,n,q et r avec nlq

u(q)S(mm, 1578) i (r,n) = 1 et nllg;

S(mn,1;rq) = { .
0 sinon.
Démonstration — Si (r,n) = 1 et (n, 1) = 1, la relation de multiplicativité croisée
(lemme A.5) permet d’écrire la factorisation
q T
S(mn,1;rq) = S(mm, l;rﬁ)S(mnrﬁ ,1;m).

Le lemme A.9 permet alors de conclure. Si (r,n) # 1 on a (mn,q,r) # 1. Si
(n,L) # 1 on écrit rq = rn}t et (mn,rn, 1) # 1. Dans les deux cas le lemme
A.10 implique la nullité de S(mn,1;rq). O

LEMME A.12
Soit m,n,c trois entiers strictement positifs. Soit p un nombre premier. On suppose
que p* divise c et que p divise m. La somme S(m,n;c) est nulle dés que I'une des
conditions suivantes est vérifiée

1) p ne divise pasn ;

2) vp(m) > vy(c) > vp(n) +2;

3) 0p(e) > vy(m) +1 > vy(n) +2.

Démonstration — 1. Dans le premier cas, les lemmes A.4 et A.5 permettent de facto-
riser S(m, n; ¢) par S(mh, 1;p*»(°)) avec h = ne ¢ =pwe dd =1 (mod pvr(©)).
Cette derniére somme est alors nulle d’aprés le lemme A.8.

Dans les deuxiéme et troisiéme cas, on peut supposer que p divise n (sinon on se
rameéne au cas 1.) et on écrit

c=p"2, (p,d) = 1,7 > 0;
m = p"*’m/, (p,m') = 1,v > 0;
n=p", (p,n') =1,7>0.
Grace aux lemmes A .4 et A.5, on factorise S(m,n;c) par S(hp'+2,p™t!; p7+2) avec
h=mn'd, cd =1 (mod p'*?).
2. Dans le deuxiéme cas, on a v +2 > 7 + 2, la somme S(hp"+2, p™tL; p7+2) est une
somme de Ramanujan. Puisque p? divise %, cette somme de Ramanujan

est nulle.
3. Dans le troisiéme cas, on ay > v+ 1 et v > 1. On écrit alors

hp*tle + p"z
S(hp"*2,p"thp*?) = Y 6(71 )
z (mod p*12) er_
v+2_q h v41 =
Z e( ptle +p w)
prd p’Y+1
(ww,p)=1

p
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Par division euclidienne de 2 par p**! on écrit de facon unique z = y + p?*k avec
0<y<p*2_-1et0<k<p-—1. Les assertions (z,p) = 1 et (y,p) = 1 sont
alors équivalentes. On a alors T = y(1 — ykp**!) avec yy = 1 (mod p?’*2). Pour le
prouver, il suffit de vérifier que 27 = 1 (mod p?*?). Et si yy = 1 (mod p?*+?) alors
yy =1 (mod p?*1). On a alors

p—1 p"/+ -1 _
h v+1 7
S(hpv+2,pn+1;p7+2) — Z Z e(%)
k=0 y=0 p?
(y,p)=1

= pS(hp"t',p"p’th).

Sipn=0alorsv+12>1ety+12>2donc le lemme A.8 permet de conclure. Si
1 # 0, on réitére le processus pour obtenir

S(hp”t2,p"t prt?) = ptH S (hpt T L p .

Puisque v+1—n>1et v+ 1—n > 2, on conclut & 'aide du lemme A.8 [

Enfin, on a la majoration due & Weil et Estermann [Est61],

LEMME A.13 (MAJORATION DE WEIL-ESTERMANN)
Si m,n,c sont trois entiers strictement positifs,

|S(m,n;c)| < v/ (m,n,c)r(c)Ve.
On donne ensuite quelques propriétés de sommes de sommes de Kloosterman.

LEMME A.14
Si m,n,c sont des entiers strictement positifs alors

m( (mc,c)) w( (ncc))

S(m,na;c) = - .
z ( ) W((m,c)) ‘P((n,c))

a (mod c)
(a,c)=1

Démonstration — On ouvre la somme de Kloosterman et, aprés intervertion des
sommes finies on obtient

mx nax
Z S(m,na;c) = Z e(T) z e(T>.
a (mod c¢) z (mod ¢) a (mod ¢)
(a,e)=1 (z,c)=1 (a,c)=1
Dans la seconde somme, on effectue le changement de variable b = ax, qui est
justifié puisque (z,¢) = 1 puis, dans la premiére on effectue le changement z +— .
On obtient alors

me nb
Z S(m,na;c) = Z e<7> Z e<?>.
a (mod c) z (mod c) b (mod c)
(a,e)=1 (z,e)=1 (bye)=1
Le résultat s’obtient par évaluation des sommes de Ramanujan. O
On peut légérement généraliser ce résultat en tordant les sommes par des caractéres

de Dirichlet. On obtient alors le

LEMME A.15
Si m,n,c sont des entiers strictement positifs et si x est un caractére modulo ¢, alors

> x(@)S(m,na;c) = Gy (m)Gy(n)
a (mod c)
(a,c)=1
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ot Gy (m) est la somme de Gauss associée a m

En particulier, si (n,c) =1 on a

>~ x(@)S(m,na;c) = X(n)Gy (m)Gy
a(mod c¢)
(a,c)=1

ot G, = G4(1) est la somme de Gauss associée 3 1

Démonstration — On ouvre les sommes de Kloosterman, on intervertit les sommes
puis, aprés le changement de variable b = ax on obtient

Y x@Smnac)= 3 e(m;) 3 X(fb)e(%b)

a (mod c) z (mod ¢) b (mod c)
(a,c)=1 (z,c)=1 (b,c)=1

la multiplicativité des caractéres de Dirichlet puis le changement de variables x — T
permettent de conclure. Dans le cas particulier ot n et ¢ sont premiers entre eux,
on fait le changement de variables supplémentaires d = nb pour obtenir le résultat
énoncé.

On donne un résultat semblable lorsque x est un caractére modulo un diviseur
de c.

LEMME A.16
Soit ¢ un entier et x un caractére modulo c. Soit n. un entier alors

>~ x(@)S(an,1;en) = x(n)u(n)G;
a (mod c)
(a,c)=1

Démonstration — Si (¢,n) # 1 alors S(an,1;cn) = 0 d’aprés le lemme A.10 et
x(n) = 0 donc le résultat est vrai. On suppose maintenant (¢,n) = 1. Par les
lemmes A.5 et A.20n a

Y x(@S(an,ien) = p(n) Y x(@)S(am 1ic)
a (mod c) a (mod c)
(a,c)=1 (a,c)=1

et on obtient le résultat énoncé par utilisation du lemme A.15. O

LEMME A.17
On suppose vraie I'hypothése de Riemann des séries L associées aux caractéres de
Dirichlet. Soit £,t, N des entiers strictement positifs et x un réel strictement positif

w(wy)
()

S 801022 = () Va + 0((t) In®(t2) + Vo (t) In(N))

p<z \/15

(p,N)=1
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Démonstration — On note X'y (z; £; t) la somme de gauche du lemme. La contribution
A cette somme des p divisant ¢ est négligeable. On pose t = pt'. Grace aux lemmes
Allet A.130n a

1
S(pl,1;pt")| < |S@L,1;¢)| <« —Vtr(t
IS, L;pt')| < [S(p )l 7 (t)

d’o
> S(pﬁ,l,t)—| < Vir(t) Inln(3t).
p<z \/_
(p,N) L,p|t
Ainsi )
Yn(x;4;t) = Z S(pt, 1; t)% + O(Vtr(t) Inln(3t)).
p<z

(p,N) =(p,t)=1

On efface la condition (p, N) = 1 grace & la majoration

S( e,l,t P« Vir(t) ln—pgx/iT(t)lnN.
Z% w10 %ﬁ

Soit a tel que p = a (mod t) alors (a,t)|p et puisque (p,t) = 1 alors (a,t) = 1. Ainsi

Nz Gt = > Sl Lit) Y 1%’

a (mod t) p<z
(a,t)=1 p=a (mod t)

+ O(Vtr(t) Inn(3t) + Vir(t) In N).
Par utilisation de l’orthogonalité des caractéres modulo ¢ on a ensuite
1 1
ZN(:E;K;t):—t Z Z x(a)S(al, 1;t) Z X(p)— el
(,0( ) x (mod t) a (mod t) p<z \/_
Grace au lemme A.15 et & 'hypothése de Riemann des séries L de Dirichlet on en

déduit

In(z; 4;t) = ) D GGy (0)(20/x + O(In® tz))

x (mod t)
O (Vtr(t)Inln(3t) + Vir(t) In N).

On peut alors conclure

M)
(@ £5) = 2u(t) — 50"\ /z + O (o (t) In®(tz) + Vir(t) In N).
‘P(Tt))
O
On obtient un terme d’erreur plus précis dans le
LEMME A.18

On suppose vraie I'hypothése de Riemann des séries L associées aux caractéres de
Dirichlet. Soit N un entier , n un diviseur de N et ¢ un multiple de N . Alors pour tout
z>2

> S(rm, 1:0L = 26(nllc)u(n) (%c) vz + 0 —In*(cz)
= VP e(5)

(p,N)=1

ot §(n|lc) = 1si(n, 5) =1 et 0 sinon.
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Démonstration — On pose ¢’ = £. On commence par évaluer la somme

Z S(pn,1;¢) lnp.

p<z
(p,c'):l

Aprés avoir regroupé les p par classes de congruences et détecté ces congruences par
insertion de caractéres, on trouve

1 —
> S(pn,1;¢0)lnp = @) > Y x(@S(an,1;¢) > x(p)Inp. (A1)
p<z X (mod ¢') a (mod ¢') p<w
(pye)=1 (a,c")=1

En effet, si p = a (mod ¢') alors pn = an (mod ¢) et S(pn,1;¢) = S(an, 1;¢). L’hy-
pothése de Riemann des séries L de Dirichlet donne, pour un caractére x quelconque

modulo ¢’
> x(p)Inp = éyz + O(Va(Inc'x)?)

p<z

0, valant 1 si x est le caractére principal et 0 pour tout autre caractére. Le lemme
A.16 permet d’écrire

> x(a)S(an, 1;¢) = X(n)u(n)G.
a (mod c')
(a,c)=1

Ainsi (A.1) devient

\2
S S, 10 Inp = snlloun) ) a + 0(
p<z
(p,c)=1

Z |Gx|* vz (In c'w)2>

x (mod ¢’)

1
o(c)

Or, par développement du carré et utilisation de la relation d’orthogonalité des

caractéres on obtient
> Gk = ().

x (mod ¢')
Ainsi
. _ (<)’ ! /N2
> S(pn,1;¢)Inp = 8(nlc)u(n) )t O(p(c")Vz(Inc'x)?) (A.2)
p<z
(pacl)zl

On efface la condition (p,c') =1 en utilisant, si (n,c') =1

Z S(pn,1;¢)lnp| < Z |S(@p, 1;¢)|Inp < 7(<)Ve' In(¢') < o(c¢') In(c)

p<z p<z
plc’ plc'

la premiére inégalité résultant du lemme A.11 et la deuxiéme du A.13. Ce résultat
reste valable lorsque (n,c') # 1 car dans ce cas la somme est nulle par le lemme
A.11. Enfin, on efface la contribution des p divisant N en utilisant, si (n,c') =1

S S(m, 130)Inp| < 3 IS, 1) np < ()Y In(N) < () Ve Ine).

p<z p<z
p|N p|N

Ainsi, 'expression (A.2) est vraie en remplacant la condition (p,¢') = 1 par la
condition (p, N) = 1. Ce résultat reste valable lorsque (n,c’) # 1 car dans ce cas
la somme est nulle par le lemme A.11. Enfin, on obtient le résultat du lemme par
intégration par parties. O



Annexe B

Fonctions de Bessel

On récapitule dans cette partie les propriétés des fonctions J de Bessel dont on
aura besoin. Si k est un entier positif ou nul, la fonction de Bessel d’ordre k est

définie par s
LS L ()
Ti(2) = z ri(k +r)! (§>

r=0
pour tout z € C. Pour ¥ > 1o0n a

I (2) < 2. (B.1)

D’autre part, pour tout £ > 0 on a

Jr(2) = l/ cos(nf — zsin9) df
0

7r
d’ot on déduit, pour tout k> 0 et tout z € C
|k (2)] < 1. (B.2)
D’autre part, on a les relations de récurrence suivantes
k

22 Ju(@) = Jo1 (0) + i () (0 £ 0,k > 1) (B.3)
et
2Jp (@) = Jk—2(2) — Jp(2) (k2>2) (B.4)
Enfin, la transformée de Mellin de Ji_1 est donnée par

()
(&)

oo
/ Ji—1(z)z’ de = 2° (B.5)
0
cette égalité étant valable pour Re(s) < 3 et Re(s+k) > 0. On obtient un développe-
ment asymptotique de cette transformée de Mellin en considérant le développement
en produit de Gauss de la fonction I"

valable pour Re(z) > 0. On en déduit, pour tout 0 < £ < 1 la majoration

o) B

uniformeen a > 1let [s| <1 —e.
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Résumé

On propose quatre contributions & ’étude des fonctions L de formes modulaires.
La premiére montre que le Jacobien d’une courbe modulaire posséde un facteur
simple sur le corps des rationnels de grande dimension et de rang nul, et un facteur
simple de grande dimension et de grand rang. La seconde établit la conjecture
de densité de niveau 1 des petits zéros pour de nouvelles familles de fonctions L de
formes modulaires. La troisiéme étudie la distribution de la valeur en 1 de la fonction
L de carré symétrique d’une forme modulaire. La derniére établit, en collaboration
avec F. Martin, un critére de détermination des formes modulaires par les valeurs
spéciales de leurs fonctions L.



