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et celles qui m’ont réellement aidé dans mon travail (par exemple, je ne vois pas pourquoi
je remercierai mon boulanger, une personne pourtant remarquable, mais dont I'influence
sur ma thése est loin d’étre évidente). Or je ne vois guére que deux personnes a remercier.
D’abord Erice, dont la présence démontre chaque jour brillamment combien la vie est plus
facile lorsqu’on dispose d’une secrétaire rapide, efficace et intelligente, et dont les absences
occasionnelles démontrent de facon tout aussi éclatante le contraire. Les scientifiques, qu’ils
soient étudiants en thése ou professeurs émérites, sont des gens distraits et qui n’ont pas
toujours un sens pratique tres évolué. Il est rassurant de savoir qu’on peut se reposer
sur des gens comme Erice. Qu’elle soit donc ici remerciée comme elle le doit, c’est-a-dire
chaleureusement.

Passons maintenant a mon cher directeur de these. Isaac Newton disait : « Si j’ai vu un
peu plus loin que les autres, c’est que j’étais juché sur les épaules de géants. » Je ne suis
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pas Isaac Newton, et je n’oserai pas dire que j’ai vu plus loin que les autres (vu que je ne
suis méme pas sur d’avoir vu quoi que ce soit), mais j’étais siirement juché sur les épaules
d’un géant. Enfin peut-étre pas un vrai géant, sa modestie en soufrirait, et puis il ne faut
rien exagérer, mais disons que sans lui, je n’aurais rien vu du tout, je n’aurai pas compris
grand-chose, et je ne m’en rendrais peut-étre méme pas compte.

Alors que maintenant, si.

Il posseéde, pour ceux qui ne le connaissent pas, une qualité rare chez un scientifique :
I’ouverture d’esprit. Il n’est pas de ces sectaires que 1’on croise parfois dans les laboratoires,
qui défendent depuis 'aube des temps leur haute vision de la science comme la seule digne
d’estime en se fermant consciencieusement aux idées nouvelles. Ayant un peu touché a tout
ce qui se faisait dans notre vaste domaine, il en a gardé une certaine humilité (qui peut
prétendre détenir la vérité?), et une culture scientifique tout aussi certaine. Alors bien
stir, lorsqu’on lui pose une question, on n’est pas tout a fait certain, apres deux heures
de discussion, d’avoir recu la réponse; bien sir, il arrive que des « Dans 5 mn... » se
transforment, deux heures plus tard en un coup de téléphone désolé d’excuses. Mais je ne
me suis jamais senti livré a ces deux extremes que tout thésard redoute inconsciemment :
étre abandonné a soi-méme d’un coté, jouer les negres de 'autre. Loin de m’avoir cantonné
a un seul type de travail, si fascinant qu’il elit pu étre, Jerzy a pris soin de me proposer des
problématiques variées qui m’ont permis de construire le début de ma culture scientifique.
Mieux : il a toujours été d’une patience véritablement angélique, ne s’est jamais mis en
colére, a toujours accueilli mes suggestions avec respect, et alla méme jusqu’a nettoyer mes
codes informatiques de leurs bugs (tout en en ajoutant d’autres, fruits de sa distraction,
pour faire bonne mesure).

Ma dette a son égard sera longue & rembourser.

Pour terminer, je souhaiterai également remercier un ensemble de personnes qui ont
formé ce qu’on pourrait appeller mon environnement scientifique. Ces personnes, qui se re-
connaitront (ce qui m’évitera d’avoir a les citer nommément), avec qui je prenais mes repas,
ou avec qui je voyageai dans de lointains pays exotiques et mystérieux (tels que la Pologne)
m’ont grandement aidé a progresser. J’ai réalisé que je n’avais pas toujours les réponses aux
questions - naives et innocentes, disaient-ils - qu’ils me posaient, et ’appréhension d’étre
taxé d’incompétence me poussait a rechercher ces réponses au lieu de me reposer sur le
contentement satisfait d’un savoir superficiel. Finalement, c¢’est comme ¢a qu’on progresse.



Introduction

Il n’est pas exagéré de dire que la physique nucléaire est arrivée a un tournant de son
histoire. Les programmes de recherche des grands détecteurs de la génération Eurogam
et Euroball sont en phase de renouvellement, et diverses perspectives pour les remplacer
sont envisagées. Cette génération de détecteurs (auxquels il convient d’ajouter leur cousin
américain Gammasphere, qui lui est en pleine activité) a permis une accumulation de
données expérimentales sans équivalent portant sur nombre de propriétés des noyaux. Qui
plus est, la précision de ces dispositifs a permis de mettre en évidence des phénomenes
tres curieux et inattendus, comme la rotation magnétique, les bandes « identiques » ou
bien encore 'additivité des moments quadrupolaires. La plus mystérieuse de toutes ces
découvertes reste probablement le « staggering » (oscillation Al = 4 des énergies de
transition 7). Les développements en cours dans différents laboratoires européens sur le
« gamma tracking » laissent a penser que la prochaine génération de détecteurs permettra
d’augmenter par un facteur 10 environ la précision et la sensibilité des mesures. Ce « grand
bond en avant » rendra possible ’exploration de nouveaux territoires, tels que, entre autres,
la spectroscopie avec des faisceaux radioactifs, I’étude des noyaux aux conditions extremes :
d’isospin, de forme, d’excitation, les noyaux super-lourds, etc.

Dans ce tres bref apercu de la physique nucléaire d’aujourd’hui et de demain, quelle
est donc la place de la théorie ? Comme il vient d’étre mentionné, les années 90 ont vu la
découverte de mécanismes nouveaux dans les noyaux dont quelques-uns n’avaient été prévus
par aucune des nombreuses approches théoriques de la structure nucléaire, et dont certains
mémes, comme les oscillations Al = 4, manquent encore d’'une explication entiérement
convaincante. A contrario, les preuves expérimentales de la triaxialité (« wobbling mo-
tion »), de I'hyperdéformation, de la rotation magnétique ou de la chiralité ne sont pas
elles non plus dénuées de toute incertitude. Dans I’ensemble, on peut ainsi tracer un pa-
rallele entre la physique des particules et la physique nucléaire : on y dispose d’un « modele
standard », dont le role est joué en physique nucléaire par I’ensemble des théories de champ
moyen, ce modele standard est tres performant et assez bien connu, mais on sait qu’il faut
aller au-dela, et toutes les voies de recherches dépassant ce modele standard doivent donc
étre explorées.

Il y a naturellement plusieurs chemins pour aller « au-dela » du champ moyen. Les
modeles inspirés par la dynamique moléculaire en constituent I'un des plus récents et
semblent aujourd’hui trouver une application concréte dans les travaux portant sur 1’hy-
perdéformation : dans ces systemes tres allongés, les nucléons peuvent se répartir en deux
« molécules » juste avant que le systeme ne fissionne. Dans les noyaux légers, le modele
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dit des « clusters » est probablement 'une des avancées les plus originales parmi les ap-
proches modernes : le concept sur lequel il repose (la fonction d’onde du noyau comme une
décomposition - proprement anti-symétrisée - de fonctions d’onde de noyaux légers) est
réellement original. Des développements théoriques et des résultats expérimentaux récents
ont permis de rappeler la pertinence et la validité de ce modele. Dans un registre a peine
plus classique, I'exploration de nouvelles symétries représente également un axe possible
pour le futur. La théorie des groupes de symétrie a été abondamment utilisée et avec
un succes certain dans le contexte de la physique moléculaire pour traiter les symétries
géométriques des molécules, mais ses applications en physique nucléaire ne sont pas encore
trés nombreuses (et pourtant, nombre de situations que I’on y rencontre se préteraient bien
a de telles études). Les symétries exotiques des noyaux ont des implications fascinantes sur
les orbitales individuelles : par exemple, plusieurs prédictions théoriques, dont quelques
unes dans cette these, indiquent que dans un noyau présentant la symétrie tétraédrale, les
états individuels sont des mélanges presque parfaits d’états de parité positive et négative.
[’adaptation des techniques de la physique des hautes énergies est également un axe de
recherche prometteur, peut-étre moins en vue d’applications pratiques que sur un plan
purement théorique. Il reste beaucoup a faire pour comprendre comment « adapter »
la chromodynamique quantique a basse énergie. Dans cet esprit, les théories relativistes
du noyau représentent certainement une avancée majeure, mais elles appellent encore de
nombreux développements.

En effet, jusqu’a ce jour, les approches relativistes se sont grossiérement séparées en deux
grandes classes : les théories hadrodynamiques et les théories de champ moyen. On appelle
généralement hadrodynamique quantique (QHD) la branche de la théorie des champs qui
s’intéresse au probleme a N corps, et plus précisément au probleme de N fermions en inter-
action. De nombreux obstacles surgissent lorsqu’on cherche a appliquer les méthodes de la
théorie des champs quantiques au systeme nucléaire, le principal étant que les constantes
de couplage des champs sont trop grandes pour que les techniques perturbatives clas-
siques puissent étre appliquées. Aussi, depuis les travaux originels de Walecka, de nouvelles
méthodes ont dii étre inventées pour pouvoir faire progresser nos connaissances dans ce
domaine.

Néanmoins, les techniques de la QHD ne peuvent guere s’appliquer que dans des systemes
tres particuliers, tels que la matiere nucléaire infinie ou a la rigueur les noyaux sphériques
doublement magiques. Or de telles situations représentent des exceptions en physique
nucléaire, ou la plupart des noyaux sont déformés, ou un apport d’énergie d’excitation
se traduit par de la rotation, de la vibration, des changements de forme, etc. Ainsi, dés les
premiéres tentatives de construction d’une théorie quantique des champs appliquée a N
fermions en interaction, de nouvelles voies étaient explorées, la principale étant I’approxi-
mation de champ moyen, dans laquelle les opérateurs de champs sont remplacés par leur
valeur moyenne. Cette approximation a permis de construire des théories auto-cohérentes
qui ont été appliquées dans les calculs soit sous I’approximation de Hartree-Fock (mais
uniquement dans les noyaux sphériques doublement magiques), soit sous I’approximation
Hartree. Cette derniere approche a donné naissance a ce qui est maintenant communément
appelé la théorie du champ moyen relativiste (Relativistic Mean-Field, RMF).

La premiere partie de cette these sera tout entiere consacrée a une discussion de la
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théorie du champ moyen relativiste (RMF). Nous essaierons de présenter de la fagon la
plus compacte possible cette approche en mettant notamment 1’accent sur les différentes
hypotheses et approximations qui y sont faites. En effet, I'idée a la base de ce modele
est d’appliquer aux noyaux atomiques les méthodes de la théorie quantique des champs.
Malheureusement, en raison essentiellement de I'intensité de l'interaction forte, les traite-
ments perturbatifs sont quasiment impossibles & mettre en ceuvre, ce qui rend les équations
particulierement difficiles a résoudre. Pour passer outre ces difficultés, plusieurs approxima-
tions sont faites, et dans la perspective de développements et d’améliorations futurs, il est
important de les mentionner toutes ainsi que les justifications sur lesquelles elles reposent.

Avec les notions développées dans la présentation de la théorie RMF, il sera plus facile
de présenter les calculs sur lesquels reposent notre approche. Rappelons que le but est
de fournir une description la plus complete possible du mouvement des nucléons dans le
noyau en s’appuyant sur le formalisme relativiste centré sur 1’équation de Dirac. Nous
présenterons ainsi, dans le chapitre 2 de cette thése nos principales hypotheses et la facon
dont les potentiels sont paramétrisés. Nous examinerons a cette occasion les conséquences
de la géométrie des différents potentiels sur les niveaux individuels, en mettant notamment
I’accent sur les aspects purement relativistes. Cette analyse mettra en lumiere quelques unes
des différentes marquantes entre les théories relativistes et les théories non-relativistes.

Les résultats concernant les niveaux de particules individuelles dans les noyaux dou-
blement magiques, aussi bien pres du niveau de Fermi que dans l’ensemble du puits de
potentiel seront présentés dans le chapitre 3, ainsi que les rayons carrés moyens de ces
noyaux : ce sont ces observables qui nous ont servi a choisir les parameétres de notre ha-
miltonien. Contrairement aux arguments avancés par le groupe de Miinich, qui soutient
que les mauvaises densités de niveaux pres du niveau de Fermi obtenues par la théorie
RMF sont des conséquences de la présence de la masse effective dans les équations, nos
résultats démontrent que cet argument n’est pas recevable, puisque notre approche contient
également la masse effective, mais reproduit tres bien ces densités de niveaux. Pour vérifier
que le modele restait stable lors du passage vers la déformation, nous avons également
calculé les spins et parités des tétes de bandes rotationnelles, et comparé ces grandeurs
avec l’expérience. Les résultats, sous forme d’histogrammes, s’averent tres satisfaisants.

Ces calculs de niveaux individuels et de rayons carrés moyens n’ont été effectués que
dans les noyaux doublement magiques, donc sphériques. Le passage a la déformation via les
tétes de bandes ne renseigne que sur les aspects statiques des noyaux. Or nous souhaiterions
naturellement pouvoir faire des calculs portant sur la dynamique des noyaux, par exemple
la rotation. L’extension de notre modele pour décrire les bandes rotationnelles se fait par
I'intermédiaire de I’approximation de « cranking ». Dans le chapitre 4, nous rappellerons les
principales caractéristiques de ce modele et donnerons les résultats obtenus principalement
dans la région de masse A ~ 150 ou 'appariement est supposé étre relativement faible.
Les calculs portant sur des observables tels que le moment dynamique J® ot 'alignement
effectif inter-bandes montrent un accord avec ’expérience soit comparable en qualité aux
résultats de modeles traditionnels, soit meilleur. D’autre part, les calculs permettent de
montrer que méme sans le terme dit de « magnétisme nucléaire » (avancé comme la seule
explication des résultats moyens de I’approche RMF), 'accord avec ’expérience est tres
correct. Nous montrerons notamment que la géométrie du potentiel spin-orbite se révele
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un parametre crucial et que ’on ne peut se contenter simplement de reproduire les écarts
énergétiques entre niveaux £ =+ .

Une autre des applications possibles de notre hamiltonien réaliste est le calcul des
surfaces d’énergie totale en fonction de la déformation. [’avantage des approches semi-
empiriques dans ce contexte réside dans la (relative) simplicité des équations a résoudre,
qui permet d’inclure de trées nombreux parametres de déformation sans se heurter a des
problemes de convergence tels que ceux rencontrés dans les théories auto-cohérentes. Nous
avons donc appliqué la procédure dite « macro+micro » de calcul d’énergie totale (I’énergie
totale du noyau se décompose en une partie macroscopique, calculée avec un modele de
goutte liquide, et une partie microscopique provenant des orbitales nucléaires). Dans le
chapitre 5, nous rappelons la méthodologie de la procédure de Strutinsky pour ’énergie
microscopique ainsi que les principales formules concernant 1’énergie macroscopique. Deux
types d’applications ont été envisagées : d’une part la recherche de déformations octupo-
laires exotiques (telles que as qui caractérise la symétrie T,) dans 1’état fondamental de
certains noyaux, d’autre part les calculs relatifs aux éléments super-lourds. A ce sujet, nous
montrerons qu’il est fort possible que ces noyaux super-lourds aient de fortes déformations
exotiques dans leur état fondamental.



1. La théorie du champ moyen relativiste

La théorie du champ moyen relativiste s’inscrit dans le cadre plus général de I’hadro-
dynamique quantique, i.e. I’étude des interactions entre hadrons. Dans cette approche, les
nucléons, en tant que fermions, sont décrits par des bi-spineurs de Dirac, et interagissent
via I’échange de mésons. La description des interactions nucléon-méson se fait par le biais
de la théorie quantique des champs. On peut démontrer que les modeles construits selon
ces prescriptions sont des théories de jauge locales renormalisables [Ser86]. Cependant,
contrairement a ce qui se passe en électrodynamique quantique ou en chromodynamique
quantique a haute énergie, les constantes de couplages des champs sont trop grandes pour
que les approches perturbatives classiques puissent étre utilisées [Ser86, Rin96]. De fagon
générale d’ailleurs, toutes les tentatives pour élaborer une théorie des champs quantique
et relativiste appliquée au noyau atomique se sont heurtées a des obstacles qui, jusqu’ici,
sont restés insurmontables.

Aussi est-il nécessaire de faire certaines approximations. La principale, qui n’apparait
d’ailleurs pas seulement dans les théories relativistes, est celle dite du champ moyen. L’idée
consiste a remplacer dans le lagrangien les opérateurs de champ (quantiques) mésoniques
par des fonctions (ayant un caractére scalaire, vectoriel ou tensoriel suivant la nature
des mésons considérés et de leur interaction avec les nucléons) qui représentent la va-
leur moyenne de ces opérateurs. De cette fagon, on se ramene en partie a une théorie des
champs classiques, ce qui facilite la résolution du probleme. En partie seulement parce que
les bi-spineurs de Dirac décrivant les nucléons restent des opérateurs (au sens de la seconde
quantification).

Avec cette hypothése de champ moyen, plus quelques autres (stationnarité notamment),
la théorie devient une théorie Hartree-Fock Relativiste (RHF), telle qu’exposée par exemple
dans [Ser86, Bou87], ainsi que dans [Gre72, Mil72] bien que I’approche lagrangienne n’y
soit pas utilisée explicitement. Bien que faisables en principe, les calculs sont relativement
complexes et n’ont été effectués en pratique que dans les cas tres particuliers des noyaux
sphériques doublement magiques, voir par exemple [Bou87, Gre72, Mil72].

En physique nucléaire, de tels noyaux sont des exceptions. Si I’on peut certes beaucoup
apprendre de leur structure, on ne peut s’en contenter. Pour pouvoir utiliser ’approche re-
lativiste dans un contexte nucléaire réaliste, ou les noyaux peuvent avoir un nombre impair
de nucléons, ou ils peuvent étre déformés, en rotation ou en vibration, etc, il était donc
nécessaire de faire quelques approximations supplémentaires. La théorie dite du champ
moyen relativiste, Relativistic Mean Field (RMF) en anglais, représente ’effort le plus si-
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gnificatif pour essayer de donner une description complétement relativiste du mouvement
des nucléons dans les noyaux réalistes.

Dans cette premiere partie, nous allons donc brievement rappeler les principales hy-
potheses sur lesquelles repose cete approche, ainsi que les équations que 1’on est amené
a résoudre. Nous verrons dans un premier temps a la section 1.1 les bases de la théorie,
dans le cas des noyaux sphériques doublement magiques, ou de nombreuses simplifications
peuvent étre appliquées eu égard aux différentes symétries existant dans ces cas. La sec-
tion 1.3 traitera des extensions du modele aux cas des noyaux en rotation d’une part et du
traitement de ’appariement d’autre part. Nous ne présenterons aucun résultat, le lecteur
éventuellement intéressé pouvant aisément se référer aux nombreuses publications parues a
ce jour sur le sujet (entre autres : [Rin90] et [Lal99] pour les propriétés des états fondamen-
taux des noyaux pair-pair, [Afa96, Afa98] pour les noyaux en rotation, [Rin96] pour une
revue complete, [Rei86, Sha93, Lal93] pour les diverses paramétrisations des interactions
nucléon-méson, etc.)

1.1 LE LAGRANGIEN DE LA RMF

Cette partie s’appuie en grande partie sur les articles de revue de Serot et Walecka
pour la partie hadrodynamique quantique QHD, c’est-a-dire principalement [Ser86, Ser92],
ainsi que sur ceux de P. Reinhardt [Rei89] et P. Ring [Rin96] pour les aspects généraux
spécifiques a la théorie RMF. Il nous a semblé important de détailler, peut-étre plus qu’il
n’elt été nécessaire, certains points clefs, et notamment toutes les hypotheéses qui amenent
une simplification des équations en raison de I’existence de symétries.

1.1.1 Quelques rappels élémentaires

Le point de départ de toute théorie des champs classiques est la donnée d’un certain
nombre de champs ¢; dépendant des variables z#. A partir de ces champs, on construit une
densité de lagrangien L£(¢;, 0,¢i,t) qui dépend des champs, de leurs dérivées par rapport
aux variables z* et du temps. L’action s’obtient ensuite en intégrant la densité de lagrangien
sur le temps :

Le principe de moindre action, ou principe de Hamilton, stipule que l’action doit étre
minimale, ce qui entraine que la variation de ’action doit étre nulle :

58 =0 (1.2)
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Le calcul explicite de (1.2) conduit aux équations d’Euler-Lagrange' :

oL > L S (1.3)

On (3(%%) 9o

Ces équations sont exactement équivalentes au principe de moindre action. Une fois le
lagrangien déterminé, elles fournissent les équations du mouvement régissant 1’évolution
du systeme.

La densité de lagrangien et les champs ¢; permettent également de construire un certain
nombre d’autres grandeurs caractéristiques du systeme, dont I'intérét dépend du probleme
traité. Le tenseur d’énergie-impulsion est donné par :

oL
TH —= —g'wjﬁ + 76”()0, 1.4
200 (-4
et satisfait ’équation de continuité :
0,T" =0 (1.5)
De cette équation, il découle que le 4-moment :
P = / 457 T (1.6)

est conservé. L’énergie du systéme est la composante PP, et correspond donc & l'intégrale
sur I’espace de la densité d’Hamiltonien du systeme :

E=P = /d3FT°° = /d?’F’H (1.7)

avec donc :

oL

1.1.2 Principes de construction des lagrangiens

La construction des lagrangiens se fait en respectant un certain nombre de principes
élémentaires. Un exposé tres détaillé de cette construction dans le cadre de la physique
hadronique se trouve dans [Sch62]. On trouvera également dans [Bel90] un exposé assez
succint de divers aspects liés a I’équation de Dirac et a sa quantification, ainsi qu’aux
théories de jauge.

Le principe fondamental a respecter est que la densité de lagrangien totale du systeme
doit satisfaire la covariance relativiste, i.e. qu’il doit étre invariant par transformation de

!'Dans la suite, on utilisera toujours, sauf mention contraire, les conventions de sommation
— . .1 s s s . . 1.
d’Einstein : un indice deux fois répété sous-entend une sommation sur cet indice.



LA THEORIE DU CHAMP MOYEN RELATIVISTE 24

Lorentz. En d’autres termes : le lagrangien est un scalaire de Lorentz. De plus, ce lagrangien
se décompose de facon tres générale en :

L=Lp+Lc+ L; (1.9)

ou Lp est la densité de lagrangien décrivant les particules libres (dans notre cas, les nucléons
du noyau), L¢ le lagrangien décrivant le champ (dans le cas de la théorie RMF, c’est le
lagrangien des mésons), et L; est le lagrangien d’interaction particule-champ.

Dans le cadre de la théorie RMF, les nucléons sont représentés par des bi-spineurs de
Dirac, et le lagrangien Lp correspondant est :

Lr =D (770, —m) ¥ (1.10)

ot ¢ est un bi-spineur de Dirac, ¥ = 1!y? est son adjoint, les v* sont les matrices de
Dirac et m est la masse du nucléon. On peut vérifier facilement que cette expression est
effectivement invariante par transformation de Lorentz. A partir des bi-spineurs et des
matrices de Dirac, il est possible de construire des formes bilinéaires en 1/ et 1) dont les
propriétés de transformation de Lorentz aideront par la suite a déterminer les interactions
méson-nucléon possibles. On peut ainsi montrer que :

e 1) est un scalaire;
e )% est un pseudoscalaire;
e tyy#) est un 4-vecteur (contravariant) ;
e 1y ®yH) est un 4-pseudovecteur (contravariant)?.
De leur coté, les mésons peuvent se classifier en fonction de :
e leur masse;
e leur caracteére (pseudo)scalaire ou (pseudo)vectoriel;

e leur charge. Un méson neutre sera représenté par un scalaire dans ’espace d’isospin
(on l'appellera isoscalaire) tandis que des mésons chargés seront eux modélisés par
un multiplet d’isospin ( = un vecteur dans l'espace d’isospin, on l'appellera donc
isovectoriel).

Les champs mésoniques interviennent sous deux formes différentes dans le lagrangien total :
d’une part sous la forme d’un terme de champ libre L, qui représente la densité d’énergie
du champ en I'absence d’interaction, d’autre part sous celle d’un terme d’interaction Lj.
Avant de discuter la structure du terme d’interaction, donnons brievement les regles de
formation du terme de champ libre. Puisque ce dernier décrit la propagation d’un méson
libre, il doit également étre invariant par transformation de Lorentz, autrement dit ce doit
étre un scalaire. Deux cas sont a distinguer selon que le méson est scalaire ou vectoriel :

e s’il est scalaire, le terme de champ libre sera de la forme 0,¢ 0"¢;

2Rappelons qu’un pseudoscalaire est invariant sous I’effet des transformations de Lorentz,
mais change de signe sous ’action de 'opérateur d’inversion d’espace (parité négative). De
fagon similaire, un pseudovecteur suit les régles de transformation des vecteurs sous ’effet
des transformation de Lorentz, et au signe prés sous celui de ’inversion d’espace.
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e s’il est vectoriel, V,,, il est nécessaire de définir au préalable un tenseur de champ F},,
par :

Fo =08,V, —d,V, (1.11)

et la densité d’énergie du champ libre prendra alors la forme : F},, F#*¥. Cette construc-
tion qui peut apparaitre inutilement compliquée n’a en fait pour but que de satisfaire
la covariance relativiste en faisant intervenir un nombre minimal de termes dérivés.

Par ailleurs, pour les mésons massifs, il faut ajouter un terme scalaire proportionnel a la
masse de la forme : m¢? pour les mésons scalaires et mV, V¥ pour les mésons vectoriels.

1.1.3 lagrangiens d’interaction

La covariance relativiste impose que la densité de lagrangien finale soit invariante par
transformation de Lorentz ce qui contraint de fagon tres précise la forme des interactions
nucléon-méson. En effet, pour former un scalaire on ne peut coupler un méson neutre
scalaire ¢ qu’avec un terme nucléonique également scalaire. Le seul couplage possible est
donc de la forme :

Lr=giyé (1.12)

De méme, un méson vectoriel V,, ne peut se coupler qu’avec un terme nucléonique également
vectoriel, de sorte que le produit soit un scalaire. On ne peut donc avoir qu’un couplage de
la forme :

Lr=gby Y, (1.13)

Si de surcroit, on souhaite obtenir une théorie invariante par symétrie d’isospin (ce qui
est le cas des forces méson-nucléon), on imposera que le lagrangien soit également un isos-
calaire, i.e. un scalaire dans I’espace d’isospin. Cette condition s’obtiendra en considérant
des produits du type T - M ol M est le champ mésonique isovectoriel et 7 est 'opérateur
d’isospin.

Pour étre tout a fait précis, il existe d’autre formes de couplage méson-nucléon que
ceux mentionnés ci-dessus. Les couplages dérivatifs font intervenir les dérivées des champs
mésoniques. Par exemple :

)~ M %
9y 5 (1.14)
est un couplage dérivatif avec un champ mésonique neutre. Dans le cas d’un champ
mésonique vectoriel (par exemple les mésons w ou p, voir paragraphe suivant), le terme de
couplage comprendra des expressions du type 0¢,/0z”. Il parait donc assez naturel de faire
intervenir les quantités F*” définies par la relation (1.11). Le terme de couplage prendra
alors la forme suivante :

g o, F*Y (1.15)
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ou 0, = [Yu, Y] est le commutateur des matrices de Dirac, et I'on parlera de couplage
tenseur. L’inconvénient majeur des couplages dérivatifs vis-a-vis de la théorie des pertuba-
tions est qu’il produisent des termes divergents : en d’autre termes, une théorie quantique
des champs contenant des couplages dérivatifs n’est pas renormalisable. Pourtant, on sait
qu’il existe une partie tensorielle dans ’interaction nucléon-nucléon. Nous reviendrons sur
ce point dans la section 1.1.6.

1.1.4 Choix des mésons

Dans tous les articles de revue traitant des bases conceptuelles de la théorie RMF se
trouve une discussion plus ou moins détaillée du nombre de mésons a incorporer dans
la théorie, du role de ceux-ci ainsi que de leurs caractéristiques. En particulier, on trou-
vera dans [Rei89] et dans [Rin96] un bref descriptif des principaux mésons utilisés. Dans
[Ser86, Ser92, Ser97| sont en revanche présentés de fagon plus rigoureuse les différents
ingrédients d’une « hadrodynamique quantique » (QHD) respectant les préceptes d’une
théorie quantique des champs renormalisable, et le role des mésons nécessaires y est dis-
cuté en détail.

Dans la théorie RMF, les champs ¢; de la section 1.1.1 seront donnés d’une part par
les spineurs des nucléons v;(z*,7), ou l'index i fait référence au nucléon numéro i et 7
représente la dépendance en isospin, d’autre part par les champs des mésons. En principe,
un grand nombre de mésons est susceptible d’étre pris en compte dans la théorie, pourvu
qu’il vérifient les régles énoncées a la section précédente. Chaque méson sera caractérisé
par les nombres quantiques intrinseques (J, 7T, P) respectivement son moment angulaire
total, son isospin et sa parité. A basse énergie, on s’attend a ce que les mésons de plus bas
J et T dominent I'interaction nucléon-nucléon. Il s’ensuit que ’on va prioritairement ne
tenir compte que des mésons scalaires (J = 0) ou vectoriels (J = 1), ainsi que des mésons
isoscalaires (T = 0) et isovectoriels (T = 1) [Rei89]. Un premier choix de mésons a inclure
dans la théorie pourrait donc étre :

e w : champ vectoriel isoscalaire Q,(z*) (J =1,7T=0,P = —1);

e p : champ vectoriel isovecteur R, (z*) (J = 1,T = 1,P = +1). Le champ R, (z*)
est « doublement » vectoriel : la fleche représente le caractere vectoriel dans I’espace
d’isospin, tandis que I'indice v fait référence a la composante numéro v dans I’espace-
temps normal.

e 7 : champ vectoriel sans masse A,(z*) (J =0,7 =0, P = +1), le photon.

Jusqu’ici, il n’a pas été fait mention du pion 7 qui est certainement le méson le plus
important. Ses nombres quantiques sont J =0, T =1 et P = —1, et il est relié de facon
tres étroite aux propriétés chirales de la chromodynamique quantique. Cependant, comme il
emporte une parité négative, le champ moyen correspondant (c’est-a-dire la valeur moyenne
du champ ionique prise sur la fonction d’onde du systéme) brise la symétrie par rapport
a la parité. Or il a été vérifié, avec une trés grande précision, que le champ moyen dans
les noyaux atomiques réalistes conserve la parité. Par conséquent, les nucléons ne peuvent
interagir en échangeant un nombre impair de pions. Par contre, rien n’empeche a prior:
qu’ils échangent un nombre pair de pions, puisqu’en ce cas, la parité sera bien conservée.
Cependant, la construction d’un champ moyen a partir de paires de pions, quoique possible
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en principe, est une opération qui complique significativement le modele, et il a été jugé
préférable d’introduire & la place le méson « phénoménologique » (c¢’est-a-dire qui n’existe
pas dans la nature) o qui puisse tenir compte d’éventuelles résonances a deux pions (voir
la section 1.1.6 pour une discussion du caractere effectif de ’approche RMF).

Chacun des mésons qui sera pris en compte dans le modele final permet d’expliquer
certaines des caractéristiques de la force nucléon-nucléon. Ainsi ’attraction inter-nucléons
est-elle due a ’échange d’un méson scalaire, le méson o. De la méme facon, le méson w
(un méson vectoriel) rends compte de la répulsion que subissent deux nucléons a courte
distance I'un de 'autre, réle tenu par la composante temporelle (« time-like ») du champ
w. Le photon est naturellement indispensable pour rendre compte du potentiel coulombien.
Enfin, la dépendance en isospin de la force nucléaire sera modélisée par le méson p.

Considérer 'interaction nucléon-nucléon comme se faisant via 1’échange de quelques
mésons bien choisis représente naturellement une approximation de la réalité : d’abord
parce que 'interaction nucléon-nucléon est une conséquence de 'interaction forte qui s’exer-
ce entre les quarks, et qui est gouvernée par les regles de la chromodynamique quantique, en-
suite parce que parmi les quelques 300 mésons dont 1’existence a été prouvée expérimentale-
ment, seuls quelques uns (moins de 5!) sont utilisés pour construire la théorie.

1.1.5 lagrangien de la théorie RMF

A la section précédente, nous avons évoqué quelques aspects élémentaires de la théorie
des champs classiques, et nous avons déterminé quels étaient les principaux ingrédients
physiques de la théorie RMF. En suivant les regles rappelées a cette occasion, on peut
écrire le lagrangien de la RMF sous la forme :

ERMF:»CP+LC+£I (116)

ou chacun des trois termes s’écrit [Rin96] :

Lr = $(i7" 8 —m)v (1.17)
Lo = % (6N0 oMo — miaZ) — %FWF‘“’

1/1 1/1- =
— 5 (59“,/9“” - mi mey y) - 5 <§R“URNV - mi ﬁ“p_w> (118)

L; = —gooth— gyt — gub 7o' ¢
ey A — Uo) (119)

m est la masse du nucléon et m,, m,, m, et m, sont les masses des mésons; ¢,, g, g et
g, sont les constantes de couplage méson-nucléon (e est la charge électrique élémentaire,
qui est aussi dans ce modele la constante de couplage avec le champ électromagnétique?).
Les tenseurs de champ pour les mésons w, p et pour le photon sont donnés respectivement
par :

3Dans toute cette partie, on travaille dans le systéeme d’unités h = c = 1.
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Q = Oyw,— 0w, (1.20)
R, = 0.5, —0,8, (1.21)
F, = 0,4, —8,A, (1.22)

Comme indiqué précédemment, la fleche indique un vecteur dans I’espace d’isospin.

1.1.6 Discussion - Notion de lagrangien effectif

Si 'on examine de pres la forme du lagrangien (1.16), on s’apercoit qu’il dépend de 10
parametres libres : les quatre masses des quatre mésons pris en compte, ainsi que les quatre
constantes de couplage correspondantes, plus les deux parametres du potentiel non-linéaire.
En toute rigueur, on s’attend a ce que les masses des mésons soient égales a leur valeur
expérimentale, lorsque ces derniéres ont été déterminées (par exemple pour le méson w).
Cependant, dans 'esprit de leurs fondateurs, la théorie du champ moyen relativiste était
une théorie dite effective : en ce sens, on s’accorde une certaine liberté dans le choix de la
valeur des parametres. La motivation principale est d’obtenir une théorie la plus efficace
possible, méme si cette efficacité s’obtient au prix d’un certain manque de rigueur stricto
sensu. L’argument pourrait sembler insuffisant si 'on ne devait également remarquer que
les théories effectives interviennent presque toujours lorsque le probleme posé est tellement
complexe qu’il en devient absolument impossible a résoudre : respecter a tout prix les
contraintes de la théorie s’avererait une démarche plus stérile qu’autre chose. Par exemple,
dans les théories Hartree-Fock classiques, il est abondamment fait usage d’interactions
effectives, qui simulent l'interaction réelle nucléon-nucléon dans le milieu nucléaire. Des
calculs plus rigoureux devraient faire appel aux développements en perturbation (du type
Brueckner-Hartree-Fock), mais ces derniers sont difficiles & mettre en oeuvre et leur pouvoir
prédictif s’en trouve affaibli d’autant[Rin80].

La situation est analogue dans une théorie quantique et relativiste des champs : dans le
lagrangien (1.16), chacun des termes de champ devrait, selon les régles de la seconde quan-
tification, étre un opérateur. Malheureusement, il est impossible dans 1’état actuel de nos
connaissances de résoudre I’équation du mouvement (i.e. appliquer le principe de moindre
action et résoudre toutes les équations qui en découlent) dans ce cas, car les techniques
nécessaires font appel aux développements perturbatifs [Ser92]. Or les constantes de cou-
plage mésons-nucléons sont trop fortes pour que ces approches restent valides. Pour cette
raison, on remplace les opérateurs des divers champs mésoniques par des nombres com-
plexes, en fait des fonctions dépendant de 7 et t. Cette approximation conduit aux théorie
Hartree-Fock relativistes (RHF) [Bou87]. Dans cette approche, les champs mésoniques
sont des fonctions, mais les champs nucléoniques restent des opérateurs. Les contribu-
tions venant des termes d’échange (termes de Fock) demeurent néanmoins assez complexes
[Bro78, Bou87] : en particulier, les effets de retard des champs mésoniques entraine que les
potentiels dépendent de I’état individuel des nucléons.

Il est donc souvent procédé a des approximations supplémentaires. LL’une des plus cou-
rantes est I'hypotheése de stationnarité : la dépendance en temps des champs mésoniques est
négligée, et les bi-spineurs ont une dépendance temporelle en exp(iE,t). Cette approxima-
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tion n’a pas d’influence sur le terme Hartree (terme direct), mais est équivalente a négliger
les effets de retard dans la propagation des mésons. Par voie de conséquence, on supprime
de la sorte cette dépendance des potentiels par rapport aux états individuels.

Une autre approximation consiste a négliger I’apport des anti-particules. Il est bien
connu en effet que ’équation de Dirac admet des solutions avec énergie positive (les parti-
cules) et avec énergie négative (les anti-particules). Ces anti-particules interviennent natu-
rellement dans tous les modeles RHF, par exemple dans 'expression des bi-spineurs 1 (z*, t) :

P(z*,t) = Z fa(z*) e oty + go(xH) e’L"Efxtal:f)Z

les {b,, bl } sont les opérateurs de destruction/création de particules tandis que les {d,, d! }
sont les opérateurs équivalents pour les anti-particules. Négliger ces termes revient a tra-
vailler dans I’approximation « no-sea », i.e. que la mer de Dirac (formée par toutes les anti-
particules) est négligée. A 1'aide de ces deux approximations, il devient possible de résoudre
les équations du mouvement avec le lagrangien (1.16) selon une procédure Hartree-Fock,
mais les calculs n’ont été faits jusqu’ici de fagon intensive que dans les noyaux sphériques
doublement magiques [Mil72, Gre72, Bou87|. Quelques tentatives ont également été faites
dans les noyaux déformés légers (proches des noyaux sphériques doublement magiques)
[Zha91, Zha94].

A la lumiere de ces quelques remarques, il apparait évident que la plupart des théories
QHD ou RHF, en leur état actuel, ne peuvent pas étre appliquées dans la plupart des
problématiques actuelles de la physique nucléaire a basse énergie. La raison principale
en est ’extreme complexité des équations a résoudre, qui ne peuvent 1’étre que dans des
cas tres précis, tels que la matiere nucléaire infinie ou a la rigueur les noyaux sphériques
doublement magiques. C’est I'un des avantages certains de I’approche RMF que de proposer
un modele inspiré par les théories QHD, mais suffisamment simplifié pour qu’il puisse étre
utilisable dans de nombreuses situations concretes et cela de fagon rapide et efficace.

En effet, dans le modéle RMF, on utilise le lagrangien (1.16) en faisant les approximations
suivantes :

e les champs sont tous des champs classiques, c¢’est-a-dire des fonctions dépendant de
7 et det;

e les contributions des anti-particules aux courants baryoniques (voir plus loin, équation
(1.32)) sont négligées ;

e les bi-spineurs ont une dépendance temporelle en exp(iE,t) et les mésons ne dépendent
pas du temps (stationnarité);

e les termes d’échange sont négligés (termes de Fock) ;
e les termes d’interaction tenseur (ceux de la forme g 0,1 F*) sont négligés;

e les constantes de couplage ainsi que certaines des masses des mésons sont des pa-
rametres libres, et sont donc ajustées sur les propriétés expérimentales des noyaux
atomiques (selon une procédure sur laquelle nous reviendrons).

Pour toutes ces raisons, I’approche RMF ne peut étre considérée comme une théorie
fondamentale des noyaux atomiques, mais plutot comme une théorie effective. En d’autres
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termes, il s’agit d’un outil, pratique et efficace, possédant un fort pouvoir prédictif, et qui a
I'immense avantage de reposer sur une théorie sous-jacente relativiste. Néanmoins, il peut
étre pertinent de remarquer des maintenant quelques unes des faiblesses du modele. Si dans
la liste précédente, la plupart des approximations faites n’ont pour but que d’obtenir un
modele utilisable dans les diverses situations rencontrées en physique du noyau, ce qui est
entierement justifié, deux d’entre elles sont plus difficiles a défendre :

e négliger les termes d’échange simplifie naturellement grandement les équations a
résoudre, mais il n’y a pas véritablement de raisons autres que techniques de le faire.
Il pourrait étre intéressant d’estimer l'influence des termes d’échange sur certaines
propriétés des noyaux. Une telle comparaison a déja été faite pour quelques noyaux
statiques, sphériques, et doublement magiques [Ser86, Bou87], mais de telles études
manquent pour les noyaux déformés, par exemple.

e de la méme fagon, négliger l'interaction tensorielle ne se justifie plus vraiment (en
dehors d’arguments pratiques) puisque dans la théorie RMF, par définition, les champs
sont des champs classiques. La compatibilité avec la renormalisation n’est plus aussi
nécessaire, et 1’on peut par conséquent envisager de rajouter des couplages dérivatifs
dans le lagrangien (1.16). La principale motivation serait de reproduire la composante
tensorielle de I'interaction nucléon-nucléon libre.

1.1.7 Le terme de couplage non-linéaire

Le lecteur n’aura pas manqué de remarquer dans ’expression (1.16) la présence dans le
lagrangien d’interaction d’un terme U(o) sur lequel rien n’a encore été dit. En dehors de ce
terme, le lagrangien de la RMF ne contient que des termes linéaires en champs (que ce soit
en champs nucléoniques ou mésoniques). Dans sa version dite de « couplage minimal »,
c’est-a-dire avec uniquement un méson scalaire o et un méson vecteur w, il correspond
au lagangien du modele de Walecka originel [Ser86]. Ce modele linéaire est capable de
donner une description qualitative correcte des noyaux : en particulier, il décrit correcte-
ment la saturation nucléaire. En ajustant convenablement les constantes de couplage sur
des propriétés expérimentales telles que 1’énergie de liaison ou le rayon carré moyen, on
obtient une valeur correcte de 'intensité du couplage spin-orbite (« spin-orbit splitting »).
Cependant, des propriétés essentielles telles que 'incompressibilité de la matiere nucléaire
ou les propriétés de surface ne peuvent étre décrites correctement avec ce modele simple.
A Tinstar des théories Hartree-Fock classiques, une sorte de dépendance en densité doit
d’une fagon ou d’une autre étre incorporée dans le modele avant d’aborder la description
de noyaux atomiques réalistes. La facon la plus simple et la plus pratique de faire cela
consiste a inclure dans le lagrangien effectif un terme d’autocouplage du méson o, par
analogie avec les modeles dits en ¢3 et ¢* de la théorie quantique des champs. Ainsi le
lagrangien d’auto-interaction s’écrira :

Uo) = %9203 + 39304 (1.23)
Cette forme de lagrangien garantit que le modele adopté, dans sa version quantique, reste
renormalisable. Dans sa version champ-moyen, c’est-a dire lorsque les champs sont des
champs classiques et non des opérateurs, tenir compte du « potentiel » (1.23) améliore
grandement la capacité prédictive du modele.
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1.2 LES EQUATION DU CHAMP MOYEN RELATIVISTE

Nous avons présenté dans les paragraphes précédents la forme du lagrangien de la théorie
RMF en détaillant les divers champs mésoniques qui y sont inclus. Dans le paragraphe 1.1.6,
nous avons resitué la théorie RMF dans le cadre plus général de 'hadrodynamique quantique
et discuté les différentes approximations qui sont faites dans le but d’obtenir un modele
relativiste capable d’eétre appliqué dans les situations courantes de la physique nucléaire.
Nous allons maintenant introduire les équations qui dérivent de I’application du principe
de moindre action sur le lagrangien 1.16.

1.2.1 Equations générales

Rappelons une fois encore que nous ne nous traiterons ici que des champs classiques, i.e.
non quantifiés. Pour déduire les équations du mouvement & partir du lagrangien (1.16), il
« suffit » d’appliquer le principe de moindre action vu a la section 1.1.1. Il est inutile ici de
détailler les calculs, qui sont assez longs et ne présentent pas d’intérét en soi, contentons-
nous des résultats. L’équation de propagation des nucléons s’écrit :

{7, (0" +V*) +m+ S}ap; =0 (1.24)

Il s’agit 1a de I’équation de Dirac pour des nucléons en présence des potentiels :

S = g0 (1.25
Vvt = guwh +g,7.p" +eA” (1.26

Il va de soi que toutes ces expressions dépendent de la position 7 et du temps t.

Pour les mésons, les équations de propagation sont I’équation de Klein-Gordon pour
les mésons scalaire et pseudoscalaire, et I’équation de Proca pour les mésons vectoriels.
L’utilisation de la jauge de Lorentz pour cette derniere permet de la transformer en équation
de Klein-Gordon :

{O+mo}o = —gops — g20” — gs0°
{D + mOJ}wu = gwju
{D + mp} pr = gw;u
A" = ejt

Dans ces équations le [J signifie naturellement 'opérateur d’Alembertien. Les termes de
source, qu’il soient scalaires (les densités) ou vectoriels (les courants), s’écrivent en fonction
des bi-spineurs et des matrices de Dirac. La densité scalaire n’est autre que la densité
classique des nucléons a l'intérieur du noyau :

A
o= i (1.31)
i=1
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Le courant baryonique (vecteur isoscalaire) s’écrit :
A
3= iyt (1.32)
i=1
I'isocourant (vecteur isovecteur) est :
A
=D iy (1.33)
=1
et enfin le courant associé au champ électromagnétique a ’expression classique :

A
jfzziﬁi%(l‘i‘ﬁ)’}’”i/)i (1.34)
i=1

Il n’est peut-étre pas inutile de rappeler que, puisque la théorie RMF satisfait par
construction au principe de relativité restreinte, les vecteurs (attention, pas les isovecteurs)
dont il est question ici ou la dans le texte doivent étre entendus comme des quadrivecteurs
dans l’espace-temps de Minkowski. En particulier, le vecteur courant baryonique j* peut
s’écrire comme : B

= (,Ov;j )
ol p, est la densité normale de nucléons. Ce p, est la composante temporelle du quadri-
vecteur et ne doit pas étre confondu avec py, la densité scalaire (1.31).

1.2.2 Equations stationnaires

On peut simplifier un petit peu les équations présentées a la section précédente en

utilisant quelques approximations. Certaines ont d’ailleurs déja été présentées lors de la
discussion sur le lagrangien effectif. On supposera donc que :

e les champs de mésons sont indépendants du temps et les bi-spineurs ont une dépendance
temporelle en exp(ig;t). C’est 'hypothése de stationnarité.

e I’état fondamental des noyaux sphériques, qui nous intéresse pour 'instant conserve la
symétrie par renversement du temps : il s’ensuit que toutes les composantes spatiales
des courants s’annulent (voir paragraphe suivant);

e les états nucléoniques sont des états purs proton ou neutron (si 'on préfere : les états
individuels sont états propres de la troisieme composante de 1’opérateur d’isospin,
73, avec la valeur propre £1/2). Il s’ensuit que les isovecteurs se réduisent a leur
troisieme composante.

Dans ces conditions, et en notant p = —iﬁ, nous obtenons les équations stationnaires
de la RMF :
{A+m,}0 = —gops — g20? — g30° (1.36)
{A + mw}wo = GuPv (137)
{A+m,}p° = gups (1.38)
Ap, = epe (1.39)
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Les termes de source se simplifient grandement puisque toutes les composantes spatiales
s’annullent. On obtient donc :

A

ps = D itk (1.40)
11:41

po = > Wl (1.41)
11—41

P = 21/’37'31/% (1.42)
z[:ql 1

pe = D U5 1+ m) (1.43)
i=1

Dans ces équations, 1) = ¢T7? ot ! est le bi-spineur adjoint de /.

Dans I’équation de Dirac se trouvent deux potentiels, respectivement appelés potentiel
« vecteur » :

VO(F) = guw(7) + g5 73 05 (7) + eA°(F) (1.44)

et potentiel « scalaire » :

S(7) = go o(F) (1.45)

sur lesquels nous reviendrons plus longuement dans la deuxieme partie de cette these.
Par ailleurs, il peut étre intéressant de montrer comment passer de 1’équation de Dirac
générale (1.24) a I’équation de Dirac stationnaire (1.35) : cette démarche nous servira dans
le troisieme chapitre, pour dériver le modele de cranking dans I’approche RMF.

L’équation de Dirac générale s’écrit :
{7 G*+V*)+m+ St =0 (1.46)

Exprimons les quadri-vecteurs :

o = (8, -V) (1.47)
vE = (VOV) (1.48)
T = (B,8d) (1.49)
L’équation de Dirac se réécrit :
{w%+ﬂvo—ﬁ&-(N—V)+m+s}zp,-(7f,t):0 (1.50)

Utilisons maintenant I’hypothese de stationnarité :

Ui (7, 1) = et () (1.51)
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on en déduit :

BV, ) = il 1) (1.52)
ce qui nous conduit naturellement a :

{-B&- (¥ =V)+ BV +m+ S}s(F 1) = iB0i(7, 1) (1.53)
et on peut maintenant simplifier par exp(ie;t) puisque 'opérateur de gauche ne dépend plus
du temps. En multipliant & gauche par 3, et en utilisant a nouveau la notation p'= —iV,
on obtient :

{alpha - (7+ V) + VO + Bm + 8) } 64(7, 1) = eatn(7,1) (1.54)

Dans le cas des noyaux statiques, la symétrie de renversement du temps est conservée, ce
qui entraine que les composantes spatiales des mésons s’annullent (donc ici le terme & - ‘7)
Mais pour les noyaux en rotation, cette symétrie est brisée, et I’hamiltonien a considérer
doit donc inclure les composantes spatiales des mésons.

1.2.3 Résolution des équations de la RMF

Les équations (1.35)-(1.39) et (1.40)-(1.43) forment un ensemble d’équations différentiel-
les non-linéaires (3 cause des deux termes en o2 et o) couplées. La résolution de ces
équations se fait selon une procédure auto-cohérente (i.e. en anglais « self-consistent ») :
on part d’un choix initial pour les potentiels V' et S, ce qui permet de résoudre I’équation
de Dirac, et donc d’obtenir une premiere expression des bi-spineurs . Ceux-ci permettent
de calculer les termes de source (1.40)-(1.43), qui a leur tour permettent de résoudre les
équations de Klein-Gordon pour les mésons, ce qui fournit un deuxieme jeu de potentiels V'
et S avec lequel résoudre 1’équation de Dirac, etc. La procédure est répétée jusqu’a ce que la
convergence soit obtenue. Je ne m’étendrais pas sur les détails techniques de la résolution
d’un tel systeme d’équations, le lecteur intéressé pourra avantageusement consulter par
exemple [Rin90].

1.3 EXTENSIONS DE LA THEORIE RMF

Nous avons jusqu’ici présenté la théorie RMF dans le cadre restrictif des noyaux statiques
(qu’il soient sphériques ou déformés, pair-pair ou impair-pair), ainsi que dans ’hypothese
de champ moyen. Pour I’instant, nous ne pouvons pas appliquer ce formalisme aux noyaux
en rotation par exemple,noyaux qui sont pourtant riches en données expérimentales tres
variées, et nous ne pouvons pas plus tenir compte des corrélations d’appariement (qui
représentent la correction la plus importante au champ moyen). Il serait donc intéressant de
réfléchir a d’éventuelles extensions du modéle pour inclure la description de ces phénomenes.

La principale difficulté que 1’on rencontre alors vient de ce que la symétrie par renver-
sement du temps n’est plus conservée lorsque la fréquence de rotation w # 0. Cela a pour
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conséquence que les équations a résoudre se compliquent notablement, les composantes
spatiales des mésons devant étre prises en compte.

1.3.1 Modele CRMF - Description des noyaux en rotation

La théorie du champ moyen relativiste a été étendue au cas des noyaux tournants,
wia 'approximation de cranking, qui sera présentée plus en détail au chapitre 4.1.2. Dans
cette optique, le passage de RMF vers CRMF se fait en transformant le lagrangien effectif
(1.16) vers le référentiel accéléré lié au noyau en rotation a la vitesse 2. On suppose que
la rotation du noyau se fait autour d’'un axe Oy perpendiculaire a ’axe de symétrie du
noyau (voir la partie 4.1.2 pour une présentation générale du modele de cranking et ses
principales hypotheses). Comme le référentiel tournant n’est pas galiléen mais accéléré, la
transformation du lagrangien (1.16) nécessite de faire appel a des techniques de relativité
générale [Koeg9.

Les objets qui constituent le lagrangien et que nous devons transformer sont de plusieurs
types :

e les coordonnées z* ;

e le tenseur métrique g"”;

e les champs mésoniques w#, p#* et AH;

e les spineurs 1); ;

e les matrices de Dirac y*.

Chacun de ces objets obéit a des regles de transformations bien précises. Nous n’avons pas
I’intention ici de donner une présentation exhaustive de ces regles de transformation, le
lecteur intéressé est renvoyé a [Koe89| et aux références qui y sont mentionnées.

Le nouveau lagrangien ressemble au lagrangien (1.16) ou toutes les quantités seraient
« tildées », et la dérivée simple 0* remplacée par la dérivée covariante D* qui incorpore
la métrique du référentiel tournant. L’application du principe de moindre action sur ce
lagrangien conduit a l’ensemble d’équations (nous avons omis par souci de simplicité les
équations concernant le méson p) :

{—i&-(ﬁ—?)+v°+5(m+5)—ﬁ-f b = Eaby (1.55)
{-B4me+ (@ D?}6 = —go— 925" — 455" (156)
{—A+mw+(ﬁ-i)2}w° 7 (1.57)
{—A+mw+(Q-J‘)Q}[§ = g (1.58)

Ces équations ressemblent beaucoup a I’ensemble d’équations (1.35-(1.39), les différences
étant les suivantes :

e dans I’équation de Dirac, le terme V' qui représente en fait la somme des composantes
spatiales des mésons vecteurs ne s’annule pas car la symétrie par renversement du
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temps n’est pas conservée®.

e des termes proportionnels a la fréquence de rotation se rajoutent, a la fois dans les
équations de Klein-Gordon pour les mésons et dans I’équation de Dirac.

Les différents opérateurs de moment angulaire intervenant dans les équations de Dirac
et de Klein-Gordon n’ont pas la méme signification selon que 'on a affaire aux nucléons
(des fermions de spin 1/2) ou aux mésons (des bosons de spin entier 0,1, ...). En effet, les
représentations associées a I'opérateur individuel de moment angulaire total (incluant le
spin intrinseque donc) ont la dimension 2s + 1, ou s est le spin intrinseéque de la particule
considérée. Pour des bosons de spin 1, les matrices J= (Jz, Jy, J,,) seront donc des matrices
3 x 3, tandis que pour des spineurs, des matrices 2 x 2 (et donc 4 x 4 pour des bi-spineurs).

La théorie CRMF est présentée dans [Koe89]. Dans cet article, les auteurs ont dans
un premier temps négligé I'influence du terme & - 17, appelé magnétisme nucléaire, dans
I’équation de Dirac, et leurs résultats n’étaient pas satisfaisants. Dans [Afa96], une étude
de l'influence de cette contribution, notamment sur les moments d’inertie, a été présentée
pour la premiere fois. Les auteurs ont analysé plus particulierement la région de masse
A ~ 150, et ils ont constaté que sans ce terme de magnétisme nucléaire, les moments
dynamiques J® étaient 20 & 30 % plus faibles qu’indiqué par l’expérience. En tenant
compte de ce terme, ’accord obtenu était comparable avec les théories non-relativistes.
Dans un article récent [Afa00], I'effet microscopique du terme @-V a 6té analysé en détail :
il est montré que les valeurs moyennes individuelles des moments angulaires intrinseque
(3,), angulaire (£,) et total (j,) sont fortement influencées par la présence ou non du terme
de magnétisme nucléaire. Les auteurs concluaient que ce terme était indispensable pour
reproduire correctement les résultats expérimentaux.

Néanmoins, nous verrons au chapitre 4.1.2 que méme sans magnétisme nucléaire, il est
possible, d’atteindre un excellent accord avec ’expérience, comparable et méme souvent
meilleur que celui obtenu dans les approches non-relativistes, et cela tout en restant dans
le cadre du formalisme de Dirac.

1.3.2 Description de ’appariement dans la théorie RMF

Un autre des phénomenes importants qu’il a fallu inclure dans la théorie du champ
moyen relativiste est ’appariement. Les corrélations d’appariement ont été incluses dans
I’approche RMF de deux fagons nettement différentes.

Dans un premier temps, le modele BCs dans I'approximation dite de « gap » constant
a été utilisé ([Rin90, Rin96]). Le parametre de gap A (voir annexe D) était extrait des
différences de masse entre noyaux pairs et impairs selon la relation :

A= % ([E(N +2) — E(N +1)] = [E(N + 1) — E(N)]} (1.59)

4Peut-étre est-il judicieux de rappeler que le terme V est en fait équivalent a : V= (¢|‘7|¢)

ol ¢ est la fonction d’onde du noyau et V 1’opérateur associé aux mésons.
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et les probabilités d’occupation des niveaux individuels étaient calculées selon :

1 ek—)\
vi==11- 1.60
L) V(er — A2 + A2 (1.60)

ol les e, sont les énergies individuelles calculées en résolvant 1’équation de Dirac et A\ est
le niveau de Fermi (simplement égal & Z/2 ou N/2 ou Z est le nombre de protons, N celui
de neutrons). La prise en compte de ’appariement selon ce modele trés simplifié se ramene
en fait & introduire dans toutes les sommations sur les états individuels les nombres vj.
Par exemple, la densité scalaire s’écrira :

A A
Ps:Z#_fﬂ/h‘ —>Ps=zvz'21/_fi¢z’ (1.61)
i=1 i=1

Cette approche permettait d’inclure quelques uns des effets de I'appariement dans le for-
malisme, mais restait trés en dega des théories de 'appariement moderne (par exemple
I'approche Hartree-Fock-Bogoliubov HFB).

Aussi, dans un deuxieme temps, un modele plus évolué a été élaboré, tres similaire
dans sa formulation finale au modele HFB. Il est bien au-dela de I'objectif de ces para-
graphes d’introduction de donner une présentation exhaustive du formalisme du modele
Dirac-Hartree-Fock-Bogoliubov : le lecteur pourra se référer a [Rin96] ou sont données les
principales dérivations. Nous ne souhaitons mentionner ici que quelques points d’impor-
tance :

e quoique les équations présentées dans [Rin96| correspondent a ’approximation Hartree-
Fock-Bogoliubov (avec I’hamiltonien de Dirac comme champ moyen), le terme d’échange
est systématiquement négligé dans tous les calculs.

e la conservation du nombre de particules, qui est 'un des problemes majeurs de toute
description réaliste de ’appariement est prise en compte via la prescription de Lipkin-
Nogami. Autrement dit, il n’y a projection du nombre de particules ni avant ni apres
la variation de la fontionnelle, mais seulement une contrainte portant sur le nombre
de particule moyen (N) et son « écart type » (AN).






2. Champ moyen nucléaire de Dirac

La théorie RMF présentée dans la section précédente repose initialement sur le forma-
lisme de la théorie quantique des champs. Néanmoins, nous avons vu qu’il était nécessaire
d’effectuer un certain nombre d’approximations pour pouvoir étudier des noyaux dans des
cas généraux (i.e. des noyaux qui ne soient pas seulement doublement magiques). Les cal-
culs effectués précisément dans ces noyaux doublement magiques ont montré, par exemple
dans [Gre72, Mil72, Bou87, Ser86|, que ces approximations modifiaient de fagon impor-
tante les résultats obtenus : par rapport a la version Hartree par exemple, ’ajout du terme
d’échange (« Fock term ») modifie substantiellement, d’une part les caractéristiques des
interactions mésons-nucléons, d’autre part les résultats obtenus. Certes, ces travaux ont
également montré que, le plus souvent, on pouvait par une renormalisation judicieuse des
constantes de couplage, se contenter des versions simplifiées de type Hartree. De telles
considérations ont conduit aux théories dites de lagrangien effectif, dont la théorie RMF est
I’exemple le plus abouti.

Néanmoins, il demeure que les corrections a apporter au modele RMF pour tenir compte
des termes d’échange et des anti-particules, notamment, sont importantes. Si dans les
noyaux sphériques doublement magiques on peut se débarrasser de ces corrections (en
utilisant une approche de lagrangien effectif), rien ne garantit que cela reste vrai dans
le cas des noyaux déformés, ou bien des noyaux en rotation. Ce manque de controle sur
certaines des approximations faites est une des lacunes actuelles de cette théorie. Un in-
convénient supplémentaire, mais qui lui n’est pas lié aux bases conceptuelles du modele,
vient de la complexité des équations a résoudre. Malgré les immenses progrés de la science
informatique, les équations RMF, qui sont rappelons-le des équations aux dérivées partielles
non-linéaires couplées, restent encore difficiles a résoudre. Dans certains cas d’ailleurs, la
convergence du processus itératif ne peut étre atteinte (inconvénient rencontré par ailleurs
dans toutes les théories auto-cohérentes).

Pour ces deux principales raisons, nous souhaiterions élaborer un modele relativiste
du mouvement des nucléons mais qui, d’'une part repose sur des hypotheses clairement
identifiées et dont la validité reste sous controle, et d’autre part qui apporte une simplifica-
tion d’ordre pratique par rapport a I’approche existante. Comme par ailleurs, il n’existait
pas encore d’équivalent relativiste des méthodes semi-phénoménologiques de type Nilsson
ou Woods-Saxon, dont le succes n’est plus a démontrer, il nous a semblé tout naturel de
construire notre modele sur une paramétrisation des potentiels figurant dans I’équation de
Dirac.
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Ce chapitre présentera donc de fagon détaillée les principaux aspects d’un tel modele.
Dans la section 2.1, nous montrerons comment mettre en évidence dans I’équation de Dirac
(1.35), page 32, les différent termes du champ moyen : potentiel central et potentiel spin-
orbite, et la facon dont on peut paramétriser ces potentiels. Nous verrons que par rapport
aux approches non-relativistes, un potentiel supplémentaire apparait naturellement, qui est
linéaire en terme de 'opérateur impulsion. Ce terme n’a aucun équivalent dans les théories
non-relativistes. Dans la partie 2.2 nous discuterons en détail la géométrie de chacun de
ces potentiels et leur influence sur les niveaux individuels. Enfin, dans la section 2.3 nous
donnerons un apercu des techniques numériques de pointe mises en oeuvre dans le code
WS-0DD, qui accélérent de facon substantielle la diagonalisation de 'hamiltonien.

2.1 CHAMP MOYEN DE DIRAC

L’équation de Dirac (1.35) page 32 fait intervenir deux potentiels S(7) et V (7) respec-
tivement appelés potentiels scalaire et vecteur. Les fonctions d’onde des nucléons sont des
bi-spineurs, c’est-a-dire des objets mathématiques a quatre composantes. Dans sa forme
(1.35), ’équation de Dirac n’offre guére de ressemblances avec une équation de Schrédinger
classique. Or il est possible de mettre en évidence une telle ressemblance qui permet de
mieux comprendre tant les analogies que les différences entre les cas relativiste et non-
relativiste.

Dans cette partie nous allons présenter la forme dite de Pauli-Schrodinger de 1’équation
de Dirac. La structure de cette équation fera clairement apparaitre les potentiels central et
spin-orbite, ainsi que de nouveaux termes d’origine purement relativiste. La forme de ces
potentiels permettra de discuter la forme optimale de leur paramétrisation.

2.1.1 Formes alternatives de 1I’équation de Dirac

Rappelons la forme stationnaire de ’équation de Dirac en présence d’interactions (cha-
pitre 1, équation (1.35) page 32) pour des noyaux statiques :

{&-ﬁ+ﬁ(mo+5)+‘7}¢i=5i¢i (2.1)

Le potentiel S est appelé potentiel scalaire, et V est appelé potentiel vecteur!. Ces dénomi-
nations, couramment utilisées quoiqu’imprécises, viennent de ce que S est un scalaire de
Lorentz, et V est la composante « time-like » d’un vecteur de Lorentz. Nous pouvons intro-
duire explicitement dans ’équation (2.1) la structure en bi-spineur des fonctions d’ondes,
ainsi qu’'une représentation des matrices de Dirac en termes de matrices de Pauli. Nous

!'Nous avons quelque peu modifié les notations : le terme Vv correspond en fait & ce que
nous avions noté V° au chapitre 1. Le chapeau rappelle ici qu’il s’agit d’un opérateur au sens
de la mécanique quantique, mais il s’agit toujours de la valeur moyenne d’un opérateur de
champ quantique.
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choisissons la convention suivante :

(oG (10 ’s
o) o6 &

et les bi-spineurs s’écrivent traditionnellement sous la forme :

W = (&) (2.3)
Up

ou &; est appelée la grande composante du bi-spineur de Dirac et n; la petite composante
du bi-spineur. Les relations (2.2) et (2.3) permettent de réécrire (2.1) sous la forme :

([mo + (S + V)] 5"1? A ) <§z> _¢, (fz) (2.4)
G-p —[mo+ (S =V)]) \mi ni

Exprimons maintenant explicitement le systeme des deux équations couplées vérifiées par
les spineurs & et 7. 1l vient :

[mo+ (S+ V)& +7-Fm =& & (2.5)
G-p&—Imo+ (S—=V)ni=E&mi (2.6)
Avant de découpler ces deux équations, il est intéressant d’introduire une nouvelle fagon de
mesurer les énergies propres. Comme nous sommes intéressés par la limite basse-énergie du

probléeme (c’est-a-dire les énergies des nucléons a l'intérieur du noyau), il est plus avanta-
geux d’introduire ¢;, I’énergie du niveau numéro ¢ par rapport a I’énergie de repos, selon :

On peut maintenant réécrire ’équation (2.6) comme :
]‘ =3 —
Ui o-péi (2.8)

B 2m0+6,~+(§—17)

et en insérant cette derniére expression dans ’équation (2.6), on obtient :

2mo+¢&;+ (S —-V)

{5’-]3' ! —— 5-ﬁ+(5’+‘7)}§i=6ifz‘ (2.9)

Il est tout a fait possible de procéder au méme type de dérivation pour exprimer cette fois
le spineur 7 en fonction du spineur £ et 'on trouve :

Ay —
7

+V)

CQ>|—‘

Parvenu en ce point, quelques remarques élémentaires s’imposent :

e notons d’abord que les équations (2.9) et (2.10) sont strictement équivalentes &
I'équation de Dirac (2.1) initiale : aucune approximation particuliere n’a été faite,
seule a été exploitée la structure des matrices de Dirac choisies.

e cependant, ces deux équations font intervenir I’énergie propre €; de facon non-linéaire,
contrairement a I’équation de Dirac initiale.
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2.1.2 Potentiels nucléaires

Apres avoir montré comment 1’équation de Dirac se réécrivait pour chacun des deux
spineurs, nous allons étudier plus particulierement 1’équation du mouvement pour la grande
composante. Il est possible de décomposer le premier terme de ’hamiltonien dans (2.9) -
celui qui contient & - p’ deux fois, de maniere & ce qu’apparaissent les termes habituels,
i.e. 'énergie cinétique et le potentiel spin-orbite. Nous verrons cependant que dans le for-
malisme de 1’équation de Dirac d’autres termes apparaissent, qui n’ont pas d’équivalents
non-relativistes.

a) Linéarisation des équations de spineurs

Jusqu’ici, aucune approximation particuliere n’avait été faite. Rappelons le but : nous
souhaitons résoudre 1’équation de Dirac pour les nucléons par le biais d’une paramétrisation
des potentiels. Jusqu’ici, les seuls potentiels que nous avons rencontrés sont les potentiels
V et S. Les calculs effectués dans le cadre strict de la théorie RMF permettent d’obtenir un
ordre de grandeur des valeurs moyennes de ces opérateurs dans le noyau, qui correspondent
aux profondeurs des potentiels associés [Koe91] :

(S) ~ —400 MeV (2.11)
(V) ~ +350 MeV (2.12)

ce qui conduit aux valeurs suivantes pour les termes S+ V et S —V intervenant dans les
équations pour les spineurs £ et n (équations (2.9) et (2.10)) :

(S+V) ~ =50 MeV (2.13)
(S — V) ~ =750 MeV (2.14)

Examinons le dénominateur de (2.9) a I'aune de ces ordres de grandeur des potentiels. Le
dénominateur s’écrit :

~ ~ 1 4 ~
2m0 +&; + (S— V) =£&; + 2 |:m() -+ 5(8 — V)] =£&; +2m3(7”) (2.15)

ol nous avons noté m*(7) la quantité :

m*(7) = mo + %(5‘ V) (2.16)

Nous appellerons cette quantité masse effective. La valeur de la masse effective dans le
noyau est de 'ordre de 700 MeV (& comparer avec la masse au repos du nucléon qui
vaut environ 1000 MeV). A contrario, les énergies nucléoniques ¢; sont de I'ordre de -
5 a -10 MeV dans la région du niveau de Fermi, et peuvent aller jusqu’a environ -50
MeV pour les états profondément liés (du type 1512 ou 1pz2). La quantité e;/2m*(7") est
donc environ égale & 0.5% pour les états voisins du niveau de Fermi et vaut & peu pres
3,5% pour les états les plus profonds. Un tel ordre de grandeur, combiné au fait que ce
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terme apparait au dénominateur d’une fraction et rend les équations non-linéaires, suggere
fortement d’effectuer un développement limité :

ei+2m*(F)  2m*(F) n 2mii(F) 2m* (7") (1 " omA(F) + ) (2.17)

1 1 1 1

Compte tenu des ordres de grandeurs mentionnés plus haut, le développement limité peut
méme s’arréter & 'ordre 0 (la correction d’ordre 2 est inférieure & 10™° pour les états les
plus profonds!), et nous supposerons par conséquent que :

~

1 1
omo+ei+(S—V) 2m*(7)

(2.18)

cette approximation nous permet de simplifier grandement I’équation vérifiée par le spineur

£

2m* ()

Cette équation représente la forme approximative (& environ 107° prés) de 1’équation de
Dirac pour les nucléons d’un noyau atomique.

b) Hamiltonien de Dirac et potentiels

L’expression (2.19) n’est pas encore tres satisfaisante au regard de son interprétation
physique, en ce sens qu’elle differe significativement dans sa forme de ’équation de Schrodin-
ger classique. Pour pouvoir comparer plus facilement le formalisme relativiste avec son
équivalent non-relativiste, il faut encore faire un petit effort, et transformer une derniere
fois I’équation (2.19). L’idée consiste & développer le terme d’énergie cinétique, pour faire
apparaitre les différents potentiels qui y sont en fait cachés. On a :

50 L .5 ! G- PP+ (-9 ! 5P (2.20)
o- ———0 - = o- o- o- .
P\om-®7 ) T 2mr (@0 P Pom )7 P

Or: (¢-p)? = p? en vertu des propriétés des matrices de Pauli, et de plus :

1 1
7 = — o [2m* (7 2.21
Do)~ e 2 ) (221)
enfin, d’apres I’équation (2.16), on a :
FRm (7)) =p(S-V) (2.22)
d’ou l'on tire finalement :
I | L. 1 . 1 L e A L
g P=g—b [&-P(V —8)][ 5] (2.23)

P om (@)’



CHAMP MOYEN NUCLEAIRE DANS LE FORMALISME DE DIRAC 44

Nous allons maintenant utiliser une identité vectorielle faisant intervenir les matrices de

Pauli, valable pour tous vecteurs Aet B quelconques qui commutent avec ces matrices
[Hey90] :

—

(G-A)(G-B)y=A-B+id- (AN B) (2.24)
En appliquant cette identité aux vecteurs :

A=p(WV -28) et B=7p (2.25)

on obtient I'identité suivante :

3 gy B =T+ V) + G(7) (2.26)
L2
T = ) (2.27)
Vo) = Gep? 1PV =8) A7) (2:28)
. 1 A
(7)) = [2m*(F)]2[p(V—5)-p] (2.29)

L’opérateur T est I’analogue de 1’énergie cinétique en mécanique quantique non-relativiste,
mais remarquons qu’il contient a la place de la masse du nucléon, la masse effective qui
est une fonction de 7. De méme, V,, est le potentiel spin-orbite, qui ne differe de son
expression non-relativiste que par la présence du terme de masse effective en lieu et place de
la masse au repos du nucléon (voir [Dud78| pour I'expression du terme spin-orbite avec un
potentiel de Woods-Saxon). Il est important de noter que contrairement aux théories non-
relativistes, le potentiel spin-orbite découle naturellement des équations du mouvement.
Enfin, le troisieme terme f/p est un potentiel qui n’a pas d’équivalent non-relativiste, et qui
est linéaire par rapport a I’opérateur impulsion mais ne dépend pas du spin. L’hamiltonien
final se met donc sous la forme :

{ s+ VanlF) + Valr) + T0) 6 = i (230
avec donc :

m*(F) = mo+ %(S* V) (2.31)

Veen(7) = V45 (2.32)

Viol(T) = [2m:(f.)]2 7BV =S)Ap] (2.33)

V,(7) = [2m*1(F)]2 7V =) 7] (2.34)
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A cela s’ajoute naturellement le potentiel Coulombien pour les protons. Il s’écrit de fagon

générale :
g ]
Veou(T') = /// Ui ;Y‘f)‘l‘ (2.35)

et possede la géométrie du noyau. Ainsi, pour les noyaux sphériques, ayant une distribution
de charge homogene, 'expression (2.35) se simplifie et se ramene 2 :

1 2
§(Z —1)é? l?) — (RL) pour r < Ry
Voo (F) = ° (2.36)
Z —1)é?
% pour r > Ry

¢) Commentaires sur le potentiel spin-orbite

La résolution directe de I’équation de Pauli-Schrédinger (2.30) nécessite de connaitre les
potentiels (2.32)-(2.34). 1l est intéressant de remarquer que tous ces potentiels dépendent
exclusivement de deux termes seulement : V+35 et V—3. Par conséquent, si nous choisissons
de paramétriser ces deux termes, d’une facon qui reste encore a déterminer, nous serons en
mesure de diagonaliser 'hamiltonien de Pauli-Schrodinger. Remarquons que le terme de
potentiel central est donné par V +S. Il est connu depuis longtemps que le puits de potentiel
nucléaire a grosso modo la forme d’un potentiel de Woods-Saxon. Nous sommes donc tentés
de paramétriser V + S par une fonction de Woods-Saxon. Par ailleurs, le potentiel spin-
orbite fait lui intervenir V — S via sa dérivée. Pour clarifier un peu la situation, prenons
le cas particulier d’un systéme qui posséde la symétrie sphérique. Alors le potentiel est un
potentiel central, et 'on a :

PIV(r) = 8(r)] = —im—[V(r) = 5(r)] (2.37)

ce qui conduit a 'expression suivante pour le potentiel spin-orbite :

- 1 1d A o o
Vso=mrdr[v( r)=S|(FAp) -7 (2.38)

—

Comme on a : ¢ = 25 et £ = ¥ A p, le potentiel spin-orbite devient en fait :

1 1d -~
Wrdr[v() (r)]

A —

Vio = (-3 (2.39)
ce qui est bien I’expression « classique » du potentiel spin-orbite (en coordonnées sphériques).
Précisément, au sujet de cette expression, il est connu que le gradient du potentiel doit
étre similaire au gradient d’un potentiel de Woods-Saxon. Nous nous attendons donc a ce
que, de facon analogue, le potentiel V' — S ait la forme d’une fonction de Woods-Saxon.
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Par ailleurs, on peut également écrire le potentiel spin-orbite de fagon un peu différente
que (2.4). Notons :
n ~

Vialr) = s V() = S0 (2.40)

Introduisons également la fonction auxiliaire suivante :
1 hd — —
Bu(r) = 412 WV~ (FA2) (241)

Le calcul explicite de F,(r) donne :

Laf mo o o\ or o L a (VO =80 -
F(r) = — . — .
(1) = a9 {70 = S0 |- (54 9) = 7 ( D20 n
1 vm* o~ a1 = oa o
o {_(m*)Q(V -S)+ %V(V — S)} (PAG)
(2.42)
Utilisons maintenant le fait que la masse effective est donnée par :
1 - ~
m*(F) = mgy — §(V - 5) (2.43)
d’ou il suit que :
- 1o 4 A
Vm* = —§V(V ) (2.44)
En utilisant (2.43) et (2.44) dans (2.42), on arrive a :
1 1 1 o~ A=~ oa 5 oA oA
) (2.45)
507 =890 -8)] ()
Soit :
1 N ~
Fi(r) = ———— -S)-(pPAG 2.4
l (T) [2m* (T‘ )]QV(V S) (p A 0) ( 6)

L’équation (2.46) est exactement identique & I’équation (2.34) définissant le potentiel spin-
orbite. Par conséquent, nous avons trouvé une nouvelle expression pour le potentiel spin-
orbite qui se met sous la forme « gradient d’'une fonction x pAG ». Cette forme particuliere
nous sera utile un peu plus loin. En résumé, on peut écrire :

V() = %m%ﬁvls (FAG) (2.47)
Vis (7)) = —2_[V(r) - $(r)] (2.48)
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d) Paramétrisation des potentiels

Nous avons vu & la section précédente que le terme V;, défini par (2.34) avait bien
la structure d’un potentiel spin-orbite et, dans les modeles phénoménologiques, un tel
potentiel est souvent paramétrisé par une fonction de Woods-Saxon. Dans le méme esprit,
le terme de potentiel central est lui aussi simulé par une telle fonction. Faisons quelques
rappels sur les potentiels de Woods-Saxon. La surface du noyau peut étre décrite a ’aide
de la formule suivante :

Y R0, ) =reAYc(a) {1 + Z +Z ax, Yau(0, (p)} (2.49)

A p=—A

car ’ensemble des harmoniques sphériques Y, ,(6, ¢) forme une base. R(0, ¢) est la valeur du
rayon du noyau en un point de coordonnées sphériques (6, ¢), Ry correspond a la valeur du
rayon pour le méme noyau mais avec la symétrie sphérique et c(«) est un facteur dépendant
des parametres de déformation a,, qui permet la conservation du volume du noyau lors
du passage noyau sphérique — noyau déformé. Un potentiel de Woods-Saxon ayant la
méme symétrie que la surface (symétrie caractérisée par les parametres de déformation
@y,) s'écrira sous la forme :

Vo

Ur.0.0) = @it vy Jad]

Vo >0 (2.50)

ol disty (7, 7o) désigne la distance d’un point 7 au point de la surface?, caractérisée par ry.

Dans notre cas, nous avons deux potentiels a déterminer, qui a prior: peuvent avoir une
forme non sphérique. Nous allons donc poser :

~ ~ \ VA
V+S = — 0 : Vih>0 (251
+ 1 + exp[dists (7, ¢ ) /ag] 0 = (2:51)

N ~ V-
V_o§ = — 0 L Ve >0 (252
1 + expldistx (7, 7y ) /ag ] 0 = ( )

Pour connaitre entierement les potentiels, il nous faut déterminer deux jeux de 3 pa-
rametres, un pour chacun des potentiels. De plus, la procédure doit étre appliquée pour les
protons et les neutrons. Au total, ce sont 12 parametres qui sont a déterminer.

2.1.3 Une paramétrisation étendue

Les motivations a la base de ce travail sont multiples : d’une part, nous souhaitons
aborder le probleme d’une théorie relativiste de la structure du noyau sous un angle original
par rapport a ce que ’on peut trouver dans la littérature, et permettre de ce fait de jeter

2Par distance, il faut entendre distance d’un point & une surface au sens mathématique
du terme.
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un nouvel éclairage sur la théorie RMF. D’autre part, dans une perspective plus générale,
nous souhaitons également produire un modele fiable et utilisable par tous pour décrire
les principales propriétés des noyaux. Dans cet esprit, il est indispensable d’atteindre a
la meilleure précision possible dans les comparaisons avec les données expérimentales. Les
résultats que nous avons obtenus et que nous présenterons au chapitre 3 sont déja tres
satisfaisants sur ce point, mais est-il possible de faire encore mieux ?

Nous avons déja fait la remarque que tous les « potentiels » intervenant dans I’équation
de Dirac ne s’exprimaient qu'en fonction des termes V + S et V — S. Supposons que
nous déconnections arbitrairement la masse effective du potentiel spin-orbite. En d’autres
termes, nous décidons de poser, pour la masse effective :

m* (7) = me — %Ueff(r) (2.53)

et pour le potentiel spin-orbite :

~ ?

Vio(7) = 7 Uso(r) A D] (2.54)

P’
En toute rigueur, nous devrions avoir :
Uso(r) = Uess(r) = V(T) — 5’(7“) (2.55)

Néanmoins, introduire une différence entre les deux potentiels peut se révéler tres instructif.
D’abord, en faisant tendre U,y vers 0, nous nous ramenons a un hamiltonien non-relativiste
classique. Ce « passage a la limite » n’est pas aussi simple lorsque les deux potentiels sont
liés. Ensuite, nous introduisons également des degrés de liberté supplémentaires dans notre
procédure (trois degrés de liberté pour étre exact : la profondeur, le rayon et la diffusivité
du potentiel U,yy) : dans la perspective d’atteindre, en qualité, les limites ultimes de cette
approche de champ moyen relativiste, cette approximation peut se justifier.

Par ailleurs, nous avons mentionné dans le chapitre 1 que la théorie RMF comprenait
nombre d’approximations, dont certaines n’étaient pas suffisamment controlées. On peut
s’attendre a ce que ’approximation d’une masse effective indépendante du potentiel spin-
orbite permette de simuler des effets qui, dans I'état actuel des techniques de la RMF, sont
négligés ou mal compris. Par conséquent, nous adopterons la méthode suivante :

e dans un premier temps, nous validerons I’ensemble de la méthode en restant dans le
cadre strict de la théorie RMF, avec donc 6 parametres pour ’hamiltonien de Dirac,
trois pour le potentiel central, et trois autres pour le potentiel spin-orbite, qui sont
également ceux de la masse effective et du potentiel linéaire f/;,;

e dans un deuxieme temps, une fois la méthode validée dans son ensemble et testée,
nous pourrons envisager de passer a 9 parametres pour les applications concretes,
pourvu que les résultats avec 9 parametres ne different pas de ceux a 6 de fagon trop
drastique.

2.2 GEOMETRIES DES POTENTIELS

Nous avons montré dans les pages précédentes comment il était possible de paramétriser
les potentiels dans ’équation de Dirac. Nous avons vu que la paramétrisation « stricte »
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contient 6 parametres pour les protons (et 6 autres pour les neutrons), mais qu’il pou-
vait également étre avantageux de considérer une paramétrisation étendue contenant 9
parametres, dans laquelle la masse effective est découplée du potentiel spin-orbite. Dans
cette section, nous allons illustrer 'effet de chaque potentiel sur les niveaux individuels, en
détaillant I’action de chacun des trois parametres : la profondeur du potentiel, le rayon et
la diffusivité.

2.2.1 Le potentiel central

Commencons par analyser I’évolution des niveaux individuels en fonction de la géométrie
du potentiel central. La figure 2.1 présente les niveaux protons dans 2°Pb en fonction de la
profondeur du puits central. Les calculs ont été faits avec notre meilleure paramétrisation,
qui comporte 9 parametres, et qui est présentée au chapitre 3. On constate que les niveaux
varient presque linéairement avec V", ce qui est relativement peu surprenant : plus le
puits de potentiel est profond, plus les niveaux sont profonds. En particulier, on a a peu
pres toujours les mémes nombres magiques quel que soit V5".

~—3d5/2 |
\297/2

1
N
T

Dirac-Woods-Saxon

§1j15/2 )

209/2
“101172 |

1
(o))
T

o 3p1/2 |
e 3p3/2

10l N O\ 21572 -
101372

2712

-14F 1h9/2

——3s1/2 4
~-1h11/2
. >2d3/2 A
~2d5/2

Proton Energies [MeV]

-18}F

22|

2080, 70 74 78 82 86 90 94 98 102
821 ~126 Central Potential Depth [MeV]

F1a. 2.1 — Evolution des niveauz d’énergie en fonction de la profondeur du potentiel central
dans 28 Pb. Les traits rouges et verts en pointillés figurent la position expérimentale des
niveaur.

Les deux figures de la page 50 ont été obtenues exactement de la méme facon, mais
cette fois, ce sont respectivement le rayon r{*" et la diffusivité aj® du potentiel central qui
varient. De fagon un peu analogue avec ce qui se passe pour la profondeur V", les niveaux

varient « a peu pres » linéairement en fonction de r§*".
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Fi1a. 2.2 — Evolution des niveauzr d’énergie en fonction du rayon du potentiel central dans
28 Py, Les traits rouges et verts en pointillés figurent la position expérimentale des niveauz.

Dirac-Woods-Saxon

Proton Energies [MeV]

2080y, -6 8 _1.0' 12 14 16 18
26 Central Diffuseness Parameter [fm]

Fi1a. 2.3 — Evolution des niveauz d’énergie en fonction de la diffusivité du potentiel central
dans 28 Pb. Les traits rouges et verts en pointillés figurent la position expérimentale des
niveaux. La dispersion des positions des niveaur expérimentaur n’est pas génante, puisque
les niveaux théoriques sont peu sensibles a la diffusivité centrale (et que donc une petite
modification de aff" peut rendre bien meilleure [’accord visuel théorie/expérience).
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Par contre, la situation change significativement lorsqu’on considere la diffusivité cen-
trale. Lorsque celle-ci augmente, les niveaux acquierent une courbure différente. Il est frap-
pant de remarquer que certains niveaux tres différents ont cependant pratiquement la méme
courbure : par exemple dans la séquence 1f5/2, 1gg/2, 1g7/2, 1h11/2, 1hg/a et ligz)s (qui cor-
respond & des moments angulaires orbitaux allant de £ = 3 & £ = 6), presque tous les

niveaux varient de la méme facon en fonction de la diffusivité centrale a§™.

2.2.2 Le potentiel spin-orbite

1 ! 1 ! 1 ! 1 ! 1 ! 1 ! 1 %
—_— 4r 3pl1/2 = 2q92] 2
> i 3pl/2 18
O 0O 2f52 4%
i 3p3/2 |8
= 4 Niheiz 16
— -4ar T —2f7/2 ]
(7)) : “1i13/2
L gl _—2d3/2
o)) — 3s1/2
= - — —1g7/2 ]
o -12f -2d5/2 1
LI(—] | 1h11/2 |
-161 2p1/2 7
g - 199/2 1
= - 2p3/2
° 20 i 12
-
o -24} ifs2 i
i 1f7/27 i
-28 i 1 1 1 1 1 1 I\lf7/2 ]
20 0 5 10 15 20 25 30
8§P P126

Spin-Orbit Strength-Parameter

Fi1G. 2.4 — Evolution des niveauzr d’énergie en fonction de la profondeur du potentiel spin-
orbite dans 2°8 Pb.

Les choses deviennent un peu plus intéressantes avec le potentiel spin-orbite. Comme
pour les figures précédentes, les figures 2.4-2.5 sont obtenues en ne faisant varier qu’un
seul parametre a la fois, V° pour la figure 2.4, 7;° pour la figure 2.6 et aj° pour la figure
2.5. La figure 2.4 est relativement conforme a ce que l'on pouvait attendre : au fur et a
mesure que 'intensité du potentiel spin-orbite augmente, 1’écart entre les niveaux £+ 1/2
augmente. Ces derniers sont d’ailleurs dégénérés lorsqu’il n’y a pas de potentiel spin-orbite.
Par contre, il est un peu plus étonnant de voir, sur la figure 2.5 que les niveaux d’énergie
ne sont pratiquement pas sensibles a la diffusivité spin-orbite.

a) Cas non-relativiste

Autant la variation des niveaux d’énergie individuels en fonction de la géométrie du
puits central est indépendante de la nature relativiste ou non-relativiste de ’hamiltonien,
autant il n’en va pas de méme pour le potentiel spin-orbite. En effet, nous avons vu que
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Fia. 2.5 — Evolution des niveauzr d’énergie en fonction de la diffusivité du potentiel spin-

orbite dans ?® Pb. Les traits rouges et verts en pointillés figurent la position expérimentale
des niveauz. Voir le commentaire sur les niveaur expérimentaux de la figure 2.3.

dans le formalisme de Dirac, le potentiel spin-orbite contient la masse effective. Dans les
figures que nous avons présentées jusqu’ici, la masse effective est découplée du potentiel
spin-orbite, mais son existence demeure une grande différence par rapport a l’approche
non-relativiste. Les figures 2.6 et 2.7 peuvent servir a titre d’exemple. Sur ces figures, on
a tracé ’évolution des niveaux d’énergie individuels en fonction du rayon spin-orbite. La
figure 2.6 correspond a I’hamiltonien de Dirac a 9 parametres, la figure 2.7 4 'hamiltonien
non-relativiste de Woods-Saxon avec la paramétrisation universelle. On peut remarquer que
le mécanisme qui conduit a la levée de dégénéréscence des états j = £+ 1/2 n’est pas tout
a fait identique dans les cas relativiste et non-relativiste : dans le cas non-relativiste, pour
des valeurs élevées du rayon, les états partenaires sont de nouveau dégénérés. Par contre,
avec la masse effective, cette dégénérescence disparait définitivement. Ce mécanisme se
retrouve aisément par le calcul. Prenons pour simplifier le cas sphérique, ou le potentiel de
spin-orbite non-relativiste s’écrit :

~ 1dUs,
Vio(T') = 0= ——

ol « est une constante dépendant des unitées choisies et Us,(r) est donné par :

‘/OSO
T 1+ /e

(r) -5 (2.56)

Uso(T) (2.57)
Etudions la fonction f(r) = dUs,/dr en fonction de r et r§°. L'expression de cette fonction
est :

V.so e('rfrg")/ag”

0
= — 2.58
f(r) ay’ [1 + e(rfrg")/aﬁo}2 (2.58)
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Fi1G. 2.6 — Evolution des niveaur d’énergie en fonction du rayon du potentiel spin-orbite

dans 2 Pb (hamiltonien de Dirac avec masse effective indépendante du potentiel spin-orbite
et donc 9 paramétres).
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Fic. 2.7 — Evolution des niveauzr d’énergie en fonction du rayon du potentiel spin-orbite

dans 28 Pb pour I’hamiltonien non-relativiste de Woods-Saxon. Les traits rouges et verts en
pointillés figurent la position expérimentale des niveaur.
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Etudions les deux cas de figure r < r§° et r > ri°. Dans le premier cas :

SO

V so S0
rLry’ = f(r)~ —#6_’0 /a5 (2.59)
0

tandis que dans le deuxieme cas :
V.so er/ag0

r> = f(r) ~ ——% T o’ (2.60)
e’/ %

On voit donc sur les relations (2.59) et (2.60) que la fonction f(r) a les comportements
asymptotiques suivants :

fr) — _V_so —r§°/ag’ (2.61)
r—0 a’O

Par ailleurs on peut aisément vérifier que le maximum de cette fonction f(r) est atteint
en 7 = r3°. Autrement dit, pour un état individuel de moment angulaire ¢ # 0 donné,
la répulsion due au potentiel spln -orbite est maximum en r = r3° et tend vers 0 lorsque
|r — r§°| > 1. Il s’ensuit que si 7§° < 1, alors la répulsion due au spin-orbite sera quasi-
nulle dans tout le puits de potentlel sir§? > rge", ou r§®™ est le rayon du potentiel central,
alors les éléments de matrice du type <g0|Vso|g0) seront également tous nuls dans tout le
puits de potentiel, les fonctions d’onde étant localisées approximativement dans la région
0 < 7 < 7reen. Cela explique simplement la figure 2.7.

b) Cas relativiste

Dans le cas relativiste, les calculs sont un peu plus longs, mais tout aussi simples.
Considérons toujours le cas simplifié d’'un noyau sphérique. Le potentiel spin-orbite s’écrit
alors d’apres la formule (2.47) page 46 (appliquée dans le cas de la symétrie sphérique) :

gl

rdr

.3 (2.63)
ol 1a encore /3 est une constante dépendant des unités, et Vi;(r) s’écrit d’apres la relation
(2.48) :

~ mO

WS(F):W

ol Us,(r) a la forme (2.57). Dans la figure 2.6, la masse effective est découplée du potentiel
spin-orbite. Autrement dit, elle s’écrit :

Uso(r) (2.64)

m*(r) =mo — =Uess(7) (2.65)

avec :

(2.66)
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La encore, on va s’intéresser au comportement de la fonction g(r) = dVjs/dr. Le calcul
explicite donne :

1 Vo o elr=r§)/ay I S ERP G T Vo

0
r) = — m — . so s0
g( ) (m*)2 ago |:1 + e(?"*?‘é")/aéo]? agff 1 i e(T’r‘(e]ff)/agff]Q 1 + 6(7-_7-0 )/ao

(2.67)

On se persuade aisément que l'expression (2.67) tend vers 0 lorsque r tend vers +oc (la
masse effective m*(r) tendant alors vers la masse au repos my). Le cas le plus intéressant
est r < 7§°. En effet, dans ce cas, la relation (2.67) se simplifie (un peu) en :

1 %so e—rg"/ag" Voeff e(r—rgff)/agff %so
g(r) ~ *\2 - SO S0 s012 m* - €ff 2 ) _,,.so/aso
(m*)? | ag” [1+ e rs'/o] ag [ 4 e(r_rgff)/agff] 14 e7rd/ag
(2.68)
Supposons que 1’on se place dans le cas particulier :
r~rel(fixd) < 7 et rP > et > 1 (2.69)
Alors le premier terme de (2.68) est négligeable, et 1'on obtient :
1 Veff Viso e(rfrgff)/agff
g(r) ~ T (m*)? : eff0 (2.70)

2
ag 14 elr—re’")/as?! ]

Autrement dit, le potentiel spin-orbite avec masse effective indépendante produit une
répulsion pour toutes les valeurs du rayon spin-orbite rj° supérieures a une certaine va-
leur critique, y compris lorsque le rayon du potentiel spin-orbite est supérieure a celui du
potentiel central. Si I’on se place dans le cadre de la théorie RMF stricte, ¢’est-a-dire avec
une masse effective ayant exactement les mémes parametres que le potentiel spin-orbite,
nous nous attendons & retrouver le cas non relativiste. En effet, remplacons dans (2.70)
tous les parametres de la masse effective indépendante par ceux du potentiel spin-orbite,
nous trouvouns :

1 %so%so e(r—'rg")/aa"

m)? i’ [1 4 etr-r87)/ag]?

g(r) ~ T (2.71)

Mais pour r < r§° cette fonction g(r) tend vers 0, le maximum étant toujours atteint
pour r = ry°. Par conséquent, si ri® > rg®", alors nous nous retrouverons dans le cas
non-relativiste, a savoir que les éléments de matrice du potentiel spin-orbite sur les états

individuels seront quasi-nuls.

Par rapport au cas non-relativiste (sans masse effective du tout), il y a cependant une
petite différence due au fait que la masse effective intervient aussi dans I’énergie cinétique
(voir équation (2.27) page 44). Qualitativement, si la masse effective est plus faible que
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la masse au repos, alors 1’énergie cinétique est plus importante. Par conséquent, les états
individuels sont moins profonds. Si le rayon de masse effective est faible, r¢// < ¢ alors
dans le puits de potentiel, I’énergie cinétique correspond au cas non-relativiste (qui fait
intervenir la masse au repos). Si par contre, le rayon de masse effective est supérieur au
rayon central, alors dans le puits de potentiel, ’énergie cinétique doit étre calculée avec la
masse effective qui correspond & peu pres a 70 % de la masse au repos. Donc dans ce cas,
elle sera supérieure au cas non-relativiste, et par conséquent, les niveaux individuels seront
moins profonds. La figure 2.8 illustre toutes ces remarques.

©
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F1G. 2.8 — Evolution des niveauz d’énergie dans 2°®Pb en fonction du rayon du potentiel
de masse effective (égal au rayon du potentiel spin-orbite, hamiltonien de Dirac avec 6
parameétres).

On voit bien la dégénérescence des niveaux j = £ 4 1/2 dans les deux cas 7§° < 1 et
T3¢ > 16", et on constate que, comme prévu, les niveaux d’énergie sont plus hauts pour
des rayons (= re/f 11) élevés.

Etudions maintenant I'influence de la profondeur V;#° du potentiel spin-orbite sur les
niveaux individuels dans les cas relativistes. Le cas le plus simple (et le moins intéressant)
est celui de la masse effective indépendante, qui se ramene en fait au cas non-relativiste.
En effet, dans ce cas, augmenter V;° revient simplement a augmenter « linéairement »
I'intensité de la répulsion entre états j = £+1/2. On obtient donc une figure trés semblable
a la figure (2.4).

Par contre, le cas ou la masse effective a la méme géométrie que le potentiel spin-orbite
est beaucoup plus intéressant. En effet, augmenter V;° revient alors a augmenter également
Voef /. Silon augmente Voef ! , cela signifie que ’on diminue m* par rapport a mg, autrement
dit, que ’on augmente 1’énergie cinétique, et donc que 1’on suréleve les niveaux d’énergie.
Par conséquent, ’augmentation de V;* doit se traduire par :
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e une élévation de tous les niveaux individuels;

e une augmentation de la répulsion entre niveaux j = £+ 1/2 (qui peut donc de facto
modifier la courbure des niveaux de grand ¢ par rapport a ceux de petit £).

La figure 2.9 illustre toutes ces remarques.
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Fic. 2.9 — FEvolution des niveauzr d’énergie dans 2°*Pb en fonction de la profondeur du
potentiel de masse effective (égal a celle du potentiel spin-orbite).

Pour étre complet sur le potentiel spin-orbite, il faut également donner la figure corres-
pondant a la variation de la diffusivité de ce potentiel lorsque la masse effective a la méme
géométrie. C’est la figure 2.10. La encore, et de fagon un peu surprenante, on remarque
que la diffusivité du potentiel n’a pas une grande influence sur les positions des niveaux
individuels. Néanmoins, il faut a ce point faire une remarque importante : lorsque, dans
le chapitre 3, nous chercherons les meilleurs parametres de I’hamiltonien de Dirac, nous
devrons non seulement tenir compte des positions des niveaux individuels par rapport a
I’expérience, mais également des rayon carrés moyens. Or si la diffusivité n’a, comme on le
voit, guere d’influence sur les niveaux d’énergie, elle en a une sur les rayons carrés moyens.

2.2.3 La masse effective « indépendante »

Apres avoir étudié successivement les propriétés mathématiques et les conséquences
physiques du potentiel central et du potentiel spin-orbite dans les trois cas possibles (non-
relativiste, relativiste avec masse effective découplée du potentiel spin-orbite, relativiste
avec masse effective liée au potentiel spin-orbite), nous pouvons nous focaliser maintenant
sur la géométrie de la masse effective, indépendamment du potentiel spin-orbite?.

311 faut entendre ici que ’on fait varier seulement les paramétres de la masse effective.
Mais ce faisant, on modifie indirectement le potentiel spin-orbite puisque celui-ci dépend de
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F1G. 2.10 — Ewolution des niveaux d’énergie dans **®Pb en fonction de la
potentiel de masse effective (égal a celle du potentiel spin-orbite).
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FiG. 2.11 — Evolution des niveaur d’énergie dans >° Pb en fonction de la profondeur du
potentiel de masse effective (différente de celle du potentiel spin-orbite).

la masse effective.
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L’interprétation de la figure 2.11 ne pose pas de probleme particuliers, puisque nous
avons déja tous les outils nécessaires. L’élévation des niveaux individuels s’explique par le
fait que, Voef f augmentant, la masse effective m* diminue par rapport a my, donc I’énergie
cinétique augmente, ce qui implique que les niveaux sont moins profonds. Par ailleurs, la
diminution de la masse effective m* se traduit également par I’augmentation de I'intensité
du potentiel spin-orbite (voir relation (2.64) page 54), ce qui entraine une augmentation
de lécart entre niveaux j = £ + 1/2 (augmentation d’autant plus grande que £ est élevé).
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F1G. 2.12 — Ewvolution des niveauz d’énergie dans 2°® Pb en fonction du rayon du potentiel
de masse effective (différent de celui du potentiel spin-orbite).

De méme, I'interprétation de 'effet de ’augmentation de 7.z sur les niveaux individuels
(figure 2.12) est assez aisée : Le décalage vers le haut des niveaux d’énergie a déja été
expliqué lors de la discussion de la figure 2.8. En fait, contrairement peut-étre a ce qu’on
pourrait croire, la figure 2.12 est assez analogue a la figure 2.6 : la seule différence vient de
ce décalage des niveaux d’énergie vers le haut pour les grandes valeurs du rayon rgf 7

Rappelons néanmoins que ces interprétations sont strictement qualitatives et ne prétendent
pas a étre des démonstrations : leur but est simplement de faciliter la compréhension globale
du comportement des niveaux individuels en fonction de la variation des parametres des
potentiels. Qui plus est, une analyse un peu plus précise des différentes figures que nous
venons de présenter se devrait de mettre en évidence de facon rigoureuse les différentes
symétries qui semblent se manifester dans quelques cas (par exemple la symétrie « pseudo-
¢ », ou bien les conséquences d’un éventuel effet Landau-Zener sur les niveaux d’énergie).
Pour l'instant une telle analyse n’a pas été faite.

Il faut également remarquer combien chaque parametre de chaque potentiel a une in-
fluence importante, non-triviale et unique sur les niveaux d’énergie individuels. En particu-
lier, une variation de 20 & 30 % de la valeur d’un parametre, pour peu que cette variation ait
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lieu dans une région de forte amplitude de ce parametre, peut entrainer des conséquences
aussi importantes que la fermeture des gaps magiques (et 'ouverture simultanée de nou-
veaux gaps non physiques). Il faut donc attirer 'attention sur le danger sous-jacent & toute
théorie relativiste : la présence de la masse effective crée une certaine « instabilité » de
I’hamiltonien vis-a-vis de la géométrie de ces potentiels. En particulier, il peut étre assez
dangereux d’ajuster les parametres des potentiels (ou des constantes de couplage méson-
nucléon dans le cas de la RMF) seulement sur certaines observables comme les rayons carrés
moyens et pas sur d’autres.

2.3 IMPLEMENTATION - LE CODE WS-ODD

Nous allons dans cette section présenter brievement les caractéristiques principales du
code Ws-0ODD qui sert de pierre angulaire a tout notre travail. Ce code, initialement écrit
par J. Dobaczewski et J. Dudek, a été hautement optimisé et étendu ces deux derniéres
années (ce fut d’ailleurs I'un des aspects de mon travail de theése) pour permettre des
calculs intensifs et une compatibilité maximale avec notamment le code Hartree-Fock HF-
ODD développé par les mémes personnes.

Le code ws-0DD diagonalise un hamiltonien de type Woods-Saxon, mais I’hamiltonien
peut étre relativiste (comme celui que nous venons de présenter), ou non-relativiste. Dans
le premier cas, I'utilisateur peut choisir les parametres du champ moyen de Dirac, dans
le deuxieme cas, quatre paramétrisations différentes sont implémentées par défaut : la
paramétrisation dite universelle, celle de Rost, celle de Cepurnov, et celle dite « optimale ».

La géométrie du champ moyen est fixée par I'utilisateur, et peut comprendre n’importe
quelle déformation multipolaire jusqu’a A = 8, la seule contrainte étant la présence d’un
plan de symétrie. Le programme comprend une option qui, selon I’ordre multipolaire des
déformations présentes, détermine si la parité et la signature sont conservées (A pair) ou
si seule la symétrie de simplex est conservée (A impair). Ces symétries sont utilisées pour
accélérer la diagonalisation de 'hamiltonien en réduisant ou non la taille des matrices du
champ moyen.

Le programme est capable de calculer (au choix de 'utilisateur) : les énergies propres
et les labels cartésiens, sphériques ou cylindriques (Nilsson), les occupations individuelles
de type Bcs ('option de projection du nombre de particules est également implantée), les
densités de charge proton ou neutron, les représentations spatiales des fonctions d’onde
radiales individuelles et les moments multipolaires. Enfin, le code a naturellement été écrit
de facon a calculer les routhiens individuels en fonction de la fréquence de rotation.

2.3.1 La base cartésienne de ’oscillateur harmonique

La base utilisée dans le code ws-0ODD est dérivée de celle de 'oscillateur harmonique
cartésien. Un état individuel est caractérisé par les nombres quantiques spatiaux n,, n, et
n, et la projection de son spin s, = £1/2. La partie spatiale sera notée |n) = |ng, ny,n,)
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et la partie de spin |s,). Nous allons ici donner quelques détails sur les fonctions d’onde
spatiales.

L’hamiltonien de I'oscillateur harmonique s’écrit sous la forme :

h? 1
Hyse = 2—777»0V + 2m (w§$2 + w;yQ + w322) (272)

et les fonctions propres de cet hamiltonien ¥y, », vérifient I’équation de Schrodinger :
Hoscqlnznynz = Enmnynz q’nmnynz (273)

Le probleme est séparable en z, y et z, ce qui signifie que les fonctions propres peuvent se
décomposer comme :

Pour faciliter les calculs, on introduit les grandeurs sans dimensions :
& =buxy, U=1T,Y,2 (2.75)

ou les nombres b, sont définis par :

bu:,/% U=12,Y,2 (2.76)

On peut alors montrer que les fonctions propres a une dimension s’écrivent :

On, () = /by exp(—£2/2) H(€,) (2.77)

oun, =0,1,2,...,00 et le symbole H,(L?‘) représente le polynome d’Hermite normalisé
d’ordre n, :
HO(E) = ————H,,(&,) (2.78)
. VV/m2men,!

Ces fonctions d’onde vérifient les conditions d’orthonormalité :

+o0 +oo 0
/ (P;u (xu)ﬁon’u (zy) dzy = / E“H (fu)Hy(z;) (&) d€y = Onun, (2.79)

—00 o0

Il est bien connu que les énergies propres de l’oscillateur a une dimension se mettent
sous la forme :

1
E,, = hw, <n“ + 5) (2.80)

et donc les énergies totales s’écrivent :

1 1 1
Eronyn, = hw, (nw + 5) + oy <ny + 5) + hw, (nz + 5) (2.81)
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Dans le cas particulier de la symétrie sphérique, toutes les fréquences sont égales : w, =
wy = w, = wp et I'on peut écrire :

3
Enmnynz = th (N + 5) (2.82)

avec le nombre quantique principal :

N=nz;+n,+n, (2.83)

Les niveaux caractérisés par le nombre quantique N sont tous dégénérés (il y a plu-
sieurs combinaisons de ng, n, et n, qui peuvent conduire & une valeur N donnée), et
1é dégénérescence vaut :

1
dy = §(N +1)(N +2) (2.84)
[’ensemble des niveaux a N donné forme une couche, et deux couches sont séparées par
41
une distance A = fuw ~ 1 MeV

2.3.2 Calcul des élements de matrice - Exemple

Une fois introduites les principales caractéristiques des fonctions d’onde spatiales de la
base de l'oscillateur harmonique, on peut montrer comment le code a été optimisé pour
tirer parti des propriétés des polynémes d’Hermite, et donc accélérer significativement les
calculs. Pour mieux comprendre cette section, il est conseillé d’avoir lu au préalable ’annexe
C sur les bases de simplex utilisées dans le code. A titre d’exemple, nous allons montrer
comment calculer les éléments de matrice de I'opérateur f(z,y, z)p, ou f(x,y, z) est une
fonction quelconque.

a) Quelques rappels

Rappelons dans un premier temps quelques notations. Un état de I'oscillateur harmo-
nique est noté |n) = |ny, ny, ny). A partir de cet état, on construit la base B comme indiqué
dans les relations (C.9)-(C.10) page 185 :

B) =+l (2:8)
b) = —im™[n)[=) (2.86)

Cette base n’est autre que celle de 'oscillateur harmonique a laquelle on a rajouté le spin
(en choisissant une certaine convention de phase). A partir de cette base B, on construit
une base propre de l'opérateur de simplex, base que 1’on notera 7, selon les relations
(C.19)-(C.20) page 188 :
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i) =

Sl

: (i]b) — |by)  (2.87)
1

) = (B -iB) (289

<

Cette base est celle qui est utilisée dans le programme : elle possede un certain nombre
de propriétés particulieres qui sont rappelées dans I’annexe C. La plus importante est
la suivante : suivant les relations de commutation ou d’anti-commutation d’un opérateur
quelconque avec I'opérateur de simplex et celui de renversement du temps, la matrice de cet
opérateur dans la base 7 a une certaine structure en blocs, et il suffit de calculer certains
blocs pour définir entierement la matrice totale de ’opérateur.

Supposons par exemple que I’'on souhaite calculer les éléments de matrice de ’opérateur
o Pg- 1l est facile de se convaincre que cet opérateur commute avec I’opérateur de renverse-
ment du temps, et anti-commute avec le simplex. La conséquence est qu’il a une structure
anti-diagonale par bloc dans la base 7. Il suffit donc de calculer 'un des blocs, par exemple
(t' |og - Ps|t—), Pautre bloc se déduisant de celui-ci (tableaux C.1 page 198) :

(t'" |og - Polts) = (¢ |og - Pglt_)* (2.89)

Par ailleurs, on a la relation suivante (équations (C.68)-(C.71) page 194) :
(t} |0 - Palt-) = F(n, + ny)(n'|pe|n) (2.90)

ce qui fait qu’il ne nous reste en fait qu’a déterminer les éléments de matrice de ’opérateur
Py sur les vecteurs |ng, ny,n,). Rappelons si besoin en était que ces vecteurs sont en fait
les fonctions (2.77), et font donc intervenir les polynémes de Hermite. La encore, on va
se servir des propriétés particulieres de ces polynomes pour optimiser le temps de calcul
numeérique.

b) Calcul des éléments de matrice de f(x,y, z)py

L’opérateur p, n’agissant que sur la variable z, il nous suffit de calculer I’action de p,
sur ¢, (z). On a :

) ) Lo
N — —7h— — —7h— (0) 7551,
Patpn, (2) = —ihz—pn, (2) = =itz { Vo HY (&) e 3¢ | (2.9
Or on sait que :
9 _, 0
or  T0&
Donc :
) ;
5 — 2 0[O ¢ ) bt
puspna () = —iM)? 5o {HO(€) 4 | (2.92)
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Or les polynémes de Hermite normalisés vérifient la propriété suivante [Abr64] :

9
0ba

{e—%sg HO (§$)} = e 1 g (e,) (2.93)
ou H,%) est le polynome d’Hermite normalisé d’ordre n, + 1, qui s’écrit :

H (&) = 2n,HY) (&) = &HO (&)
On a donc :

Popn, (x) = —ihb3/2e 36 HY(€,) (2.94)

En réintroduisant explicitement la fonction d’onde complete : Wy, n. = ©n, () @n, () @n.(2),
on obtient le résultat intermédiaire suivant :

F@, Y, 2)Denonyn. (€, Y, 2) = —ihf(z,y,2) b e 25 HLD(E,)
x bY% e 36 HY(g,) (2.95)
x bY?% e=38 HO (¢,

¢) Décomposition d’un produit de polynémes d’Hermite

Nous verrons juste un peu plus loin qu’il pourra étre avantageux d’exprimer le produit
de deux polynomes d’Hermite comme une somme de polynomes individuels, c’est-a-dire
sous la forme :

, n'+d +n+d
HOOHDE) = Y Ok (d'dHO(E) (2.96)
k=0

Grace alarelation (2.96), on peut maintenant calculer explicitement les éléments de matrice
de lopérateur p,. On cherche a exprimer des termes du type :

(W' f (2,9, 2) Puln) = /d?’?*\I’Z;nfyn;(x,y,Z)f(fc,y,Z) Pr Yngnyn. (7,9, 2) (2.97)

Exprimons cet élément de matrice a 1’aide de la relation (2.95). Il vient :

(n'|f(@,y, 2) Poln) = —ih b3/ b}/ / / / dedydz f(z,y, 2)

x HY(EH (&) HY (6)HY (6) HY @aE) %)

» Se) .
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Tirons profit maintenant de la relation (2.96) et remplagons dans (2.98) tous les produits
de polynomes d’Hermite par des sommes :

!
nl4ng+1l Ny+nz nl+n,

A . .2 13/2,1/2,1/2 ko k k-
(| (,y,2) palm)y = —iR b70,°00 >0 YT Y Chr,, (01) Gy, (00) G, (00)

ke=0  ky=0 k=0

x / / / dudydz [ (z,y, ) HO (&) HY (&) HO (€.) e 8-6-€
(2.99)

Maintenant, notons W (k,, ky, k,) la quantité :

Wk by k) =020 [ [ [ acoagyae. £ (i i ?)Hé?(@) HO(,) HY (g,) e €6

(2.100)

On peut facilement montrer qu’avec cette notation, les éléments de matrice de ’opérateur
Pz s’écrivent en fin de compte :

nl+nz+1 n’ y TNz nl+n,

(n'|pgln) = —ihby > Z Z Cls it (00) Clz,, (00) W (ke iy, k)

k=0  ky=0 k,=0

(2.101)

En conclusion, cette méthode de calcul des éléments de matrice des divers opérateurs
nécessaires, qui peut sembler un peu compliquée, permet de remplacer, pour chaque élément
de matrice (a prioriil y a en a N2, ou N est la taille de la base utilisée) trois intégrations
unidimensionnelles par une sommation algébrique (les termes W (k,, ky, k,) étant calculés
au début du code). Le nombre total d’intégrations effectives a effectuer est donc substan-
tiellement réduit, et la vitesse d’exécution du programme d’autant augmentée.

d) Quelques mots sur la méthode d’intégration

Avant de conclure cette partie sur les algorithmes utilisés dans le code wWs-ODD, il
peut étre bon de mentionner brievement la méthode d’intégration utilisée. Nous employons
une méthode de Gauss-Legendre pour intégrer les polyndémes d’Hermite. Cette méthode
présente l’avantage d’étre exacte pourvu que l'ordre des polyndomes a intégrer satisfasse
certaines relations.

La relation générale de quadrature est :

/ p(x) fz)de =) Agf () (2.102)



CHAMP MOYEN NUCLEAIRE DANS LE FORMALISME DE DIRAC 66

ou p(z) est une fonction de poids, f(x) est la fonction a intégrer entre les bornes a et b (qui
peuvent étre infinies). Les nombres Ay sont appelés les poids, et les z sont les nceuds. Les
intégrales (2.100) font clairement apparaitre que la fonction de poids doit étre, dans notre

cas .

z2

pz) =e”
et que les bornes sont infinies. Pour N > 1 fixé, on peut montrer que la formule (2.102)
est ezacte pour n’importe quel polynéme P, (z) tel que n < 2N — 1 :

+o0 N
/ p(@) Pa(2)dz = 3 AgPo(zy) (2.103)
- k=1
Les nceuds de Gauss zy,k = 1,..., N sont les racine de I’équation :
HN(.Q?) =0

(Hy(z) est le polynéme d’Hermite d’ordre N) et les poids vérifient :

2NN /T

A= TH ()2

(2.104)

ou H), est la dérivée du polynome d’Hermite d’ordre N.



3. Paramétrisation du champ de Dirac

Nous avons présenté au chapitre précédent les équations vérifiées par chacun des deux
spineurs & et 7, ainsi que les différents potentiels qui intervenaient dans ces équations. 1l
est important de rappeler que les équations (2.9) et (2.10) sont totalement équivalentes
a I’équation de Dirac (1.35). Par conséquent, résoudre le systéme de ces deux équations
couplées, ou résoudre I’équation de Dirac revient exactement au méme. L’approximation
de masse effective fait certes disparaitre cette équivalente stricto sensu mais nous avons
vu que le terme d’ordre 2 (en 1/[m*(7)]?) représentait une correction inférieure & 10=°
de I’équation exacte. Il serait donc faux de prétendre que I’équation (2.30) ne représente
qu’'une équation de Schrodinger dans laquelle aurait été incorporée un phénomene de masse
effective (semblable dans 'esprit a celui existant dans les interactions effectives de Skyrme
pour les approches Hartree-Fock). L’équation (2.30) représente au contraire une équation
complétement relativiste du mouvement des nucléons (disons & 107> pres). La seule res-
triction que 1’on peut apporter est que cette équation n’est plus explicitement covariante
puisqu’elle correspond au choix d’un référentiel d’inertie donné.

Deés lors, nous pouvons envisager de résoudre cette équation par des moyens différents
de ceux employés dans ’approche RMF. En effet, nous avons mentionné au chapitre 1 les
principales hypotheéses sur lesquelles reposait cette théorie, et insisté sur le fait que certaines
de ces approximations n’étaient pas suffisamment contrélées (notamment 1’omission du
terme d’échange). En outre, le contenu physique des équations RMF est caché dans le
mécanisme d’échange des mésons. Parmi les avantages certains d’une paramétrisation de
I'hamiltonien (2.30) : la possibilité de comparer les potentiels avec ceux des méthodes
non-relativistes, la facilité accrue de résolution des équations aux valeurs propres et la
compréhension des phénomeénes microscopiques qui sont a I’oeuvre dans le noyau. De fagon
générale, nous espérons que notre choix permettra de jeter un éclairage nouveau sur certains
aspects de la théorie RMF (voir par exemple dans le chapitre 4 le paragraphe 4.3.5 page
120).

3.1 DETERMINATION DES PARAMETRES DES POTENTIELS

Rappelons la forme de ’équation (2.30) :

=y

ﬁ2 % Y r ) r = &:&5
{2m*(F) T Veen(T) + Vo) + VED(T)} & = i (3.1)
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Les différents potentiels ont les expressions (2.32)-(2.34) page 44. Il a été montré que tous
ces potentiels ne dépendent en fait que de deux termes V+SetV—3 qui s’expriment dans
le cadre de la théorie RMF comme la somme de champs mésoniques. Nous pouvons choisir de
résoudre toutes les équations de la RMF de facon auto-cohérente, ou bien de paramétriser
ces potentiels en ajustant les parametres nécessaires sur des données expérimentales a
définir. Il est important d’insister sur le fait qu’il s’agit d’un choix portant sur la méthode
de résolution d’un probléeme donné, et non sur la nature de ce probleme.

Dans les paragraphes suivants, nous allons présenter la maniere dont nous avons déter-
miné un jeu possible de parametres pour ’hamiltonien de Dirac. La méthode employée
repose sur un puissant algorithme de minimisation dont le but était de réduire le plus
possible I'incertitude portant sur les parametres des potentiels. A notre connaissance, c’est
la premiere fois qu’une telle méthodologie est utilisée dans ce contexte.

3.1.1 Position du probleme

Pour déterminer les parametres des potentiels de la fagon la plus rigoureuse et la plus
fiable possible, nous avons choisi une méthode semi-automatique reposant sur un algo-
rithme de minimisation multi-dimensionnel. Comme il a été souligné en introduction, nous
souhaitons obtenir in fine un hamiltonien capable de décrire avec une précision aussi grande
que possible les propriétés a un corps des noyaux. De plus, ce modele s’inscrit dans le cadre
général des théories de champ moyen, et doit donc pouvoir s’appliquer dans des situations
tres diverses, des noyaux légers aux noyaux lourds, des isospins faibles aux isospins forts,
des noyaux sphériques aux isomeres de forme (en particulier de formes exotiques). Cette
exigence d’« universalité » de notre hamiltonien pose des contraintes tres fortes sur la
détermination des parametres : il ne serait d’aucun intérét par exemple, d’étre capable de
décrire le spectre des niveaux individuels du plomb 208 avec une résolution de quelques
dizaines de keV, si pour des noyaux tels que le calcium 40 ou les différents isotopes de
I’étain, cette résolution devait se mesurer en MeV... Il apparait donc indispensable de trou-
ver une méthode fiable et puissante pour déterminer de fagon aussi précise que possible les
meilleurs parametres possibles pour I’hamiltonien.

Il nous est apparu nécessaire, apres quelques essais préliminaires, d’opérer une semi-
automatisation de la procédure de détermination des parametres. Le schéma général de
cette automatisation sera le suivant : pour un noyau donné, pour un type de nucléon donné
(proton ou neutron), nous allons construire une fonction F' définie positive, dépendant des
parametres des potentiels, et qui servira comme une mesure de la différence entre les
calculs théoriques et les résultats expérimentaux. Le choix de cette fonction est crucial, et
nous allons revenir au paragraphe suivant sur la facon dont nous avons procédé. Dans un
deuxieme temps, nous allons essayer de minimiser cette fonction, de sorte que les calculs
théoriques correspondent le mieux possible avec les valeurs expérimentales. Le résultat de
la minimisation nous donne, pour le noyau et le type de nucléon sélectionnés au départ, un
jeu de parametres possibles. Il s’agit ensuite de répéter la procédure pour plusieurs noyaux
différents, qui nous servent en quelque sorte d’étalons. Nous obtenons ainsi un ensemble de
jeux de parametres pour chaque noyau étalon, duquel nous pouvons ensuite extraire des
parametres « moyens », par interpolation, moyennage ou régression linéaire.
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Le probleme de la détermination d’un jeu de parameétres pour un noyau étalon est
cependant tres complexe. La « surface » dont nous cherchons a trouver les minima est
une surface dans un espace a 6 parametres. La forte non-linéarité du probleme implique
qu’il n’existe vraisemblablement pas une solution unique mais plusieurs, qui peuvent étre
tres différentes les unes des autres. Par ailleurs, il est difficile de s’appuyer sur les pa-
rametrisations existantes des hamiltoniens de Woods-Saxon non-relativistes, car la présence
de la masse effective dans presque chaque terme de ’hamiltonien de Dirac rend toute com-
paraison directe peu fiable. Par conséquent, nous n’avons a priori aucune idée précise de la
valeur que doivent prendre les parametres de nos potentiels. A cela s’ajoutent encore des
difficultés plus techniques liées a la minimisation elle-méme.

3.1.2 Quelques difficultés supplémentaires...
a) Le choix de la fonction a minimiser

Forme de la fonction a minimiser - En premier lieu, le choix de la fonction a
minimiser est primordial : c’est a travers la forme de cette fonction que se manifestent
les criteres physiques qui présideront a la détermination des parametres. Supposons par
exemple que nous exigions que notre hamiltonien soit capable de reproduire les rayons
carrés moyens des noyaux atomiques. Nous pouvons choisir comme fonction une expression
du type :

2
X ms. () = [RUG0L (0) — RGP ] (3.2)

ou p symbolise la dépendance de la fonction par rapport aux 6 parameétres des potentiels.
Nous pouvons maintenant exiger également que la fonction contienne un terme proportion-
nel au « gap »!, du type :

Xy (D) = [Gap™ (p) — Gap()]’ (3.3)

Maintenant, si nous exigeons a la fois de reproduire, avec une précision satisfaisante, et le
gap, et le rayon carré moyen, nous sommes amenés a construire une fonction composée :

X2 (P) = WemsXoms () + WaapXaap (D) (3.4)

ou W, 5. €t Wy sont des poids qui permettent de choisir quel terme doit étre prépondérant.
La fonction (3.4) est bien définie positive, et a la limite, si elle vaut 0, cela signifie que le
rayon carré moyen et le gap calculés par la théorie ont exactement la valeur expérimentale.

Les diverses observables sur lesquelles nous allons construire notre fonction seront :
e les niveaux de particules individuels;
e le rayon carré moyen R, ;

e le gap;

'Le « gap » est défini comme ’écart en énergie entre le dernier niveau occupé et le premier
niveau inoccupé. Comme les noyaux étudiés ici sont doublement magiques, cela correspond
en fait a ’écart énergétique entre deux couches N.



PARAMETRISATION DU CHAMP DE DIRAC 70

e la position du niveau de Fermi \;
e la densité de niveaux au-dessus et en dessous du niveau de Fermi;

Il est évident que si le spectre des niveaux individuels reproduit parfaitement le spectre
expérimental, alors par voie de conséquence les densités de niveaux ainsi que le gap sont
également a leurs valeurs expérimentales. Par contre rien ne nous dit que le rayon carré
moyen sera correct. Par voie de conséquence, si nous incorporons toutes les observables
mentionnées ci-dessus dans notre fonction, nous sommes certains d’obtenir a la fin les
parametres optimums. Pour des raisons de faisabilité cependant, il est important d’essayer
de trouver la forme de la fonction qui donne le plus rapidement possible des parametres
utilisables.

Au cours des calculs, il est ainsi apparu que deux grandeurs avaient une influence
essentielle sur la qualité des résultats : la position des niveaux individuels et la valeur du
rayon carré moyen. Le type de fonction que nous avons utilisée ressemblait donc le plus
souvent a :

X*(9) = WipX3p(0) + WomsXoms (2) + WoapXap (2) + Waxi (0) (3.5)

olt X2, , et Xﬁap ont les mémes expressions que dans I'exemple ci-dessus. x4 représente le
terme proportionnel a I’énergie de Fermi du noyau, c’est-a-dire en fait un terme propor-
tionnel a I’énergie de liaison du dernier nucléon :

Xi _ P\(thE) _ )\(BIP)]Q (3.6)

et Xgp le terme proportionnel a la position des niveaux individuels :

) 2
Xop =D (25 + 1) {lef — ™| — g™ — &} (3.7)
k.l

La forme (3.7) peut paraitre un peu plus compliquée qu’il ne devrait, mais la raison d’un
tel choix est la suivante : la minimisation ne va pas donner un minimum parfait, i.e. ol
tous les niveaux individuels sont a la bonne place, celle déterminée par I’expérience. Plus
probablement, certains niveaux seront tres proches de leur position expérimentale, d’autre
en seront plus éloignés. Il nous faut éviter autant que possible de nous retrouver dans le
cas ou « presque » tous les niveaux sont « presque » tous au bon endroit, excepté un
niveau qui en est tres éloigné. Dans ce cas ’algorithme de minimisation peut considérer les
parametres obtenus comme idéaux, alors que du point de vue de la description physique du
noyau, une telle solution n’est pas acceptable. La construction (3.7) sert en fait & optimiser
la position relative de tous les niveaur individuels.

Facteurs de poids - Le terme (2j + 1) se justifie de la maniere suivante : les niveaux
de grand j, tels que 413/ ou ji5/2, sont tres sensibles a une petite variation du potentiel
spin-orbite. Par ailleurs, il est trés important de positionner correctement ces niveaux dans
la perspective des applications aux noyaux en rotation : en effet, ce sont ces orbitales dite
intruses (voir le chapitre 3 consacré aux noyaux en rotation) qui déterminent en grande
partie le comportement dynamique des noyaux superdéformés. Il nous a donc paru impor-
tant d’augmenter la contrainte sur ces orbitales intruses par un facteur proportionnel a la
dégénérescence des niveaux sphériques.
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Par ailleurs, dans la plupart de nos calculs, il s’est avéré nécessaire pour accélérer la
convergence de 'algorithme de prendre des facteurs de poids W,,,, > 500 et Wy, ~ 10
tandis que Wgep ~ 1 et Wy ~ 1 étaient en général suffisants. L’importance du facteur de
poids W,,,,s vient de ce que les écarts sur la valeur du rayon carré moyen sont en général de
I'ordre de 107! (au début de la procédure), donc X2, ~ 1072. Pour que le comportement
de la fonction totale (3.7) soit influencé par le rayon carré, il est donc nécessaire d’avoir un
facteur de poids élevé.

Fiac. 3.1 — Hlustration du comportement de l’algorithme de minimisation en fonction de la
longueur du pas fait dans la direction du gradient. En bleu, un grand pas, en rouge un pas
beaucoup plus petit : alors que le point de départ est le méme, les points d’arrivée sont tres
différents.

b) Les difficultés liées & la méthode du gradient

Importance des grandeurs liées au gradient : pas, conditions initiales - Outre
le choix de la fonction & minimiser, une deuxieme difficulté vient de la procédure de mini-
misation elle-méme. L’algorithme que nous avons utilisé est une variante de la méthode du
gradient, ou le minimum d’une fonction est déterminé en suivant la direction du gradient
de la fonction. Deux inconvénients inhérents a 1'utilisation d’une telle méthode sautent aux
yeux, et sont illustrés sur les figures (3.1) et (3.2) pour des fonctions de deux variables.
La figure (3.1) illustre le comportement de ’algorithme de minimisation en fonction du
pas effectué dans la direction du gradient. Si le pas est trop grand (en bleu), Palgorithme
saute dans une vallée secondaire qui le conduit a un minimum local peu intéressant. Par
ailleurs, si le pas est trop petit, le risque existe que l'algorithme, piégé dans un minimum
secondaire, ne puisse en sortir (Figure (3.2)). De plus, selon le point de départ choisi, la
convergence peut mener vers des minima secondaires méme si le pas est « convenable ».
Cette imprécision dans la détermination du minimum de notre fonction est d’autant plus
grande que la dite fonction comprend un nombre élevé de variables.
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/) T

\

Fi1a. 3.2 — Ilustration de l'importance des conditions initiales. A partir du point de départ
S, Ualgorithme converge vers un minimum secondaire qui n’est pas le « vrai » minimum.

Résultats de la minimisation et parameétres physiques - Mais le point le plus
important est sans doute le suivant : rien ne prouve de facon indubitable que le minimum
déterminé par I’algorithme, c’est-a-dire la solution mathématique d’'un banal probleme de
minimisation d’une fonction de 6 variables soit également la solution physique, i.e. fournisse
LE jeu de parametres de notre hamiltonien de champ moyen. Par exemple, supposons que
pour un noyau donné, la profondeur du potentiel central soit estimée a -60 MeV, mais
que pour un autre noyau, la minimisation donne -80 MeV. Un tel écart peut étre justifié
analytiquement, mais pas physiquement : nous cherchons un potentiel moyen, et le moins
que I’on soit en droit d’attendre est que les parametres des potentiels ne dépendent « pas
trop » de l'isospin et de la masse du noyau. Un argument supplémentaire en faveur de
cette dichotomie entre la solution numérique et la solution physique du probleme posé
est que le modeéle qui sous-tend notre travail ne peut prétendre a fournir une description
parfaite de la structure nucléonique d’un noyau atomique. En d’autres termes, comme tous
les modeles (notamment ceux utilisés en physique nucléaire), il suppose vraies un certain
nombre d’hypotheéses qui ne le sont pas toujours, et il faut prendre garde a ne pas essayer de
I’appliquer a des cas qui ne sont pas de son ressort. Cela signifie qu’il n’existe probablement
pas de parametres capables de décrire parfaitement les niveaux individuels, ce qui implique
que nous disposons d’une certaine latitude pour choisir les parametres « optimums ».

La conséquence de ces remarques est la suivante : d’une part, il parait illusoire de
rechercher le minimum absolu de notre fonction x?, parce qu’il est tout & fait possible que
ce minimum absolu ne corresponde pas au meilleur hamiltonien possible (la qualité étant
envisagée dans la perspective d’un champ moyen). D’autre part, nous pouvons utiliser cette
petite liberté de choix pour, par exemple, choisir des parametres qui ne different pas trop
d’un noyau a l’autre, ce qui permettrait de prétendre a une telle description en terme de
champ moyen.
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Plage de variation des parametres - Concretement, nous avons donc procédé
comme suit : nous avons effectué la recherche des parameétres pour chacun des noyaux
suivants : “°Ca, “8Ca, %Ni, 90Zr, 100Gn  132Gp 146Gd et 2°°Pb. Pour les protons et pour
les neutrons, nous avons construit une fonction selon la méthode expliquée plus haut, et
avons appliqué I’algorithme de minimisation. Pour les raisons qui ont été vues plus haut
(un minimum n’est pas forcément physiquement pertinent, la minimisation est sensible
aux conditions initiales), nous avons considéré pour chaque noyau un ensemble de 250
points de départ (un point de départ = un ensemble de parametres de "hamiltonien) choi-
sis aléatoirement dans un certain intervalle, i.e. la minimisation a été répétée pour chaque
noyau 250 fois. La plage de variation pour chacun des parametres était la suivante :

60 MeV < V& <90 MeV
10< A= <30

8)
9)

pour les profondeurs de potentiel. Pour le potentiel V-3 , la profondeur était exprimée
sous la forme A~V ou V;~ = 50 MeV. Pour les rayons :

(3.
(3.

09Fm< rf <14Fm (3.10)

05 Fm< r; <14Fm (3.11)
Et pour les diffusivités :

0.8Fm< a;y <14Fm (3.12)

02Fm< a- <14Fm (3.13)

Influence des facteurs de poids - Pour les noyaux ol la convergence ne donnait
pas de résultats tres convaincants, de nouvelles minimisations étaient effectuées en variant
I'importance de certains des termes dans (3.5). Il s’est notamment avéré que la valeur du
rayon carré moyen était un parametre critique dans la recherche d’une situation physique-
ment acceptable. Il est par exemple arrivé que I’on obtienne un accord presque parfait entre
les positions des niveaux théoriques et les positions des niveaux expérimentaux, mais avec
une valeur pour le rayon carré moyen 15 ou 20% différente de la valeur expérimentale.

3.2 RESULTATS POUR LES NOYAUX SPHERIQUES DOUBLE-
MENT MAGIQUES

Nous avons présenté dans cette premiere partie les principales caractéristiques de notre
approche, les approximations sur lesquelles il repose, ainsi que les parametres des po-
tentiels figurant dans I’équation de Dirac. Par ailleurs, nous avons montré comment ces
parametres ont été déterminés, via une méthode semi-automatique de minimisation multi-
dimensionnelle. Dans la section suivante, nous allons maintenant présenter les résultats
principaux auxquels nous sommes parvenus. Ceux-ci sont essentiellement centrés sur les
propriétés individuelles des nucléons : nous nous focaliserons donc sur les niveaux d’énergie
a une particule, a la fois autour du niveau de Fermi, mais nous étudierons également les
états profonds de type 1si/2 ou 1pi/; par exemple. Une autre des observables accessibles
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par l'expérience et que nous avons utilisée est le rayon carré moyen (r. m. s.). Dans tous
les cas, des comparaisons seront faites tant avec les diverses paramétrisations de la théorie
RMF qu’avec des modeles non-relativistes (phénoménologiques de type Woods-Saxon et
Hartee-Fock auto-cohérents).

3.2.1 Niveaux d’énergie a une particule

Niveaux d’énergie individuels - Nous présentons dans cette partie les spectres de
niveaux individuels obtenus avec I’hamiltonien (2.30), ou les parameétres des potentiels ont
été déterminés selon la méthode exposée a la section précédente.

3f ] af ]
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F1G. 3.3 — Schéma de niveauz individuels pour les neutrons et les protons dans 2°®Pb.
La colonne marquée Ezxper. donne les positions des niveaur erpérimentaux. La colonne
marquée Rost correspond & un calcul de type Woods-Sazon non-relativiste [Ros68]. La co-
lonne d’extréme droite représente un calcul de type RMF avec la paramétrisation NL1 de
[Rei86], qui est considérée comme la meilleure pour le calcul des niveauz d une particule.
Enfin, la colonne marquée 6pars. correspond a notre calcul de minimisation a 6 parameétres.
Le nombre figurant en haut de la figure est [’écart type moyen entre théorie et expérience.

La figure 3.3 présente une comparaison des niveaux a une particule obtenus selon
différentes méthodes pour le plomb 208. Comme nous travaillons dans le cadre de la théorie
RMF, il semble naturel de comparer I’efficience de notre paramétrisation avec celle de calculs
auto-cohérents. La paramétrisation NL1 de [Rei86] étant considérée comme la meilleure,
c’est avec celle-ci que nous effectuons la comparaison. De plus, comme nous avons choisi une
approche semi-empirique fondée sur une paramétrisation des potentiels, il est également
logique de comparer les résultats avec d’autres approches de ce type, mais non-relativistes
celles-1a. C’est pourquoi nous avons choisi de comparer avec une ancienne (mais efficace)
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paramétrisation des potentiels de Woods-Saxon (non-relativiste) issue de [Ros68].

L’exemple du plomb permet de mettre en évidence plusieurs points importants :

e notons que si l'allure général du spectre individuel est correctement reproduite par les
calculs RMF, ceux-ci conduisent manifestement a une densité de niveaux beaucoup
trop faible autour du niveau de Fermi, autre facon de dire que la précision sur la
position des niveaux individuels n’est pas tres satisfaisante. Nous reviendrons sur
cette remarque dans la partie traitant des bandes rotationnelles (chapitre 4).

e par ailleurs, il faut également mentionner que notre approche conduit a des résultats
bien meilleurs que dans la théorie RMF. Or il a souvent été argué (par exemple dans
[Rin90]) que les différences théorie/expérience sur les niveaux individuels devaient
étre attribués a la présence de la masse effective, qui entrainerait automatiquement
une mauvaise densité de niveaux. Cet argument est manifestement faux, puisque notre
approche contient la masse effective, et fournit cependant des résultats bien meilleurs
que ceux de la RMF. De plus, certaines paramétrisations dans les théories Hartree-
Fock contiennent également un mécanisme de masse effective, et n’ont pas non plus
ce probleme de densité. Cela est illustré sur la figure 3.4, ou nous comparons nos
résultats avec ceux de la paramétrisation SLy4 de I'interaction de Skyrme [Cha95].
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FiG. 3.4 — Schéma de niveauz individuels pour les neutrons et les protons dans *°Ca.
Cette figure est un peu différente que la figure 3.3, puisque la premiére colonne présente
les résultats d’un calcul Hartree-Fock avec une force de type Skyrme et la paramétrisation
SLy4 de [Cha95]. Dans la deuziéme colonne sont marqués les résultats expérimentauz, et
la troisieme colonne donne les résultats de notre calcul. Dans la quatrieme colonne figurent
les résultats RMF avec la paramétrisation NL1 de [Rei86].

Contrairement aux arguments avancés par le groupe de Miinich, il semble donc tout a
fait possible de reproduire avec une grande qualité les niveaux individuels dans le cadre
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d’une théorie relativiste contenant une masse effective « réaliste » (c’est-a-dire de ’ordre
de 60-70% de la masse au repos des nucléons) . La méthode employée, fondée sur une
recherche semi-automatique et une grille de points aléatoires, rend assez improbable I’hy-
pothése que de meilleurs parametres existent, avec I’hamiltonien dans sa forme actuelle.
Cependant, avant précisément de discuter plus avant la structure de ’hamiltonien, nous
devons revenir sur certaines observables qui renforcent encore la fiabilité de notre approche.
Nous donnons dans les pages suivantes les niveaux individuels obtenus dans chacun des
noyaux doublement magiques étudiés. On peut voir que dans certains cas, ’accord avec
I’expérience est excellent, et bien meilleur que celui de toutes les théories concurrentes.
Par ailleurs, ’ordre des niveaux individuels n’était pas le seul critere a rentrer en ligne de
compte.

a) Rayons carrés moyens

Une autre des contraintes importantes, pour ne pas dire déterminantes, de la qualité de
nos résultats était les rayons carrés moyens. Le tableau 3.1 présente un résumé des valeurs
calculées théoriquement comparées avec les valeurs déduites de I'expérience. Hormis *°Zr
et 1%9Sn pour les protons, et 2%Pb pour les neutrons, 'accord n’excede pas 2%, ce qui est
trés raisonnable. Ces résultats sont a comparer avec ceux de la RMF qui sont de qualité un
peu moins bonne, particulierement dans les noyaux légers.

Noyau ‘ <T§alc>1/2 <Tzh>1/2 <r%2MF>1/2 ‘ <T§alc>1/2 <T?L>1/2 <T%MF>1/2

0Ca 3.43 3.39 3.47 3.47 3.49 3.33
8Ca 3.43 3.40 3.47 3.64 3.63 3.60
I\ 3.70 3.70 3.71 3.72 3.69 3.57
NZr 4.33 4.20 4.27 4.32 4.29 4.30
10080 4.49 4.46 4.46 4.40 4.37 4.31
13281 4.71 4.67 4.71 4.97 4.94 4.99
146Gd 5.02 4.93 4.99 5.03 5.00 5.04
208ph 5.47 5.45 9.51 2.74 9.59 2.73

TAB. 3.1 — Rayons carrés moyens obtenus pour chacun des noyaux sphériques doublement
magiques utilisés dans notre fit. Dans chaque partie du tableau, la colonne du milieu donne
les rayons expérimentauz (rayon de charge pour les protons), la colonne de gauche les
rayons calculés dans notre modéle, et la colonne de droite les rayons calculés dans [’approche
RMF tels que donnés dans [Lal99]. Les valeurs expérimentales sont issues de [DeV87].
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b) Rdéle des états profondément liés

Par ailleurs, 'examen approfondi de ’ensemble des spectres a une particule révele
que, contrairement aux approches semi-empiriques traditionnelles, la répartition des ni-
veaux individuels dans le puits de potentiel est relativement proche de ce qu’elle est dans
I’expérience, voir les Tables 3.2 et 3.3. En cela d’ailleurs, ce modele se rapproche plus des
modeles auto-cohérents (relativistes ou non) pour lesquels la distribution des niveaux dans
le puits de potentiel est assez bonne. Les barres d’erreur expérimentales sont cependant
assez conséquentes. Néanmoins, il semble bien assuré que les modeles qui sous-évaluent de
fagon extremement importante la profondeur du puits central ne peuvent pas donner une
distribution des états a une particule correcte.

Etat Exp Dirac  SLy4 SkM* Rei86 Univ.

Is1/p -58.7+1.2 -41.07 -40.28 -44.73 -46.90 -29.00
1p3e -35.3+0.5 -26.83 -27.47 -28.50 -30.15 -20.35

1p1/2 -22.17  -23.66 -24.80 -25.05 -17.75
1ds /o -14.27 -14.14 -14.86 -14.17 -15.22 -11.17
1ds/o -11.02 -9.63 -10.15 -10.92 -10.98 -7.44
251/2 -8.33 -8.39 -836 -8.23 -849 -5.87
1f7/2 -1.71 -239 -279 -160 -1.71 -1.79

TAB. 3.2 — FEtats individuels proton dans *°Ca. Le tableau inclut les états profondément
liés. Les positions expérimentales de ces états liés sont issues de [Nak'76].

Etat  Exp Dirac  SLy4 SkM* Rei86 Univ.

1810 -54+8 -47.04 -44.97 -40.78 -52.14 -33.39
Ip3e -43+8 -35.98 -36.32 -33.29 -41.50 -27.47

Ip1/2 -33.17  -34.17 -31.28 -39.18 -26.30
1dsp -27+8 -25.34 -26.70 -24.72 -29.89 -20.67
1ds/o -20.86 -22.28 -20.60 -25.40 -18.00
2512 -19.52  -21.20 -19.55 -23.17 -17.10
Lf7/2 -15.27 -16.61 -15.49 -18.00 -13.24

2p3p  -10.10  -9.85 -9.75 -9.03 -11.56 -8.69
1fs;2  -9.86 -9.70  -10.25 -9.33 -10.41 -8.54
2p12 -8.35 -8.07 -816 -7.32 -872 -6.84

TAB. 3.3 — Méme tableau que le tableau 8.2, mais dans *° Zr. La position expérimentale des
états liés est donnée dans [Jam69].
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3.2.2 Rayons carrés moyens et petite composante

Les résultats obtenus avec notre paramétrisation de I’hamiltonien de Dirac qui ont
été présentés a la section précédente sont fortement encourageants. Néanmoins, le fait de
négliger la petite composante 1 du bi-spineur de Dirac pourrait avoir des conséquences
importantes, et il est donc nécessaire de s’assurer que tel n’est pas le cas. Naturellement,
on voit immédiatement sur I’équation (2.4) ou sur les équations (2.9) et (2.10) que les
énergies propres sont exactement les mémes pour la grande et pour la petite composante.
Mais I'influence de la petite composante sur les résultats se fait de facon plus insidieuse :
I'un des criteres les plus importants pour accepter un ensemble de parametres est que le
rayon carré moyen du noyau étudié soit reproduit correctement. Or ce rayon carré moyen
dépend clairement de la petite composante, puisqu’il dépend directement de la fonction
d’onde. Négliger cette dernitre, c’est donc faire une erreur systématique sur (r? ), et de
ce fait, biaiser la recherche du minimum de la fonction. Il était donc important de vérifier
I'influence de la petite composante sur nos rayons carrés. Pour cela, nous avons utilisé les
résultats du groupe de théoriciens avec qui nous sommes en collaboration. Ce groupe, a
adopté une démarche analogue a la notre (paramétrisation des potentiels nucléaires plutot
que résolution auto-cohérente des équations RMF), mais au lieu de ne résoudre « que » la
partie correspondant a la grande composante, ils ont conservé dans les calculs la totalité du
bi-spineur v 2. Par conséquent, si nous utilisons leur paramétrisation des potentiels dans
nos calculs, les résultats que nous obtiendrons seront directement comparables aux leurs.
Et comme la seule différence entre les deux méthodes réside dans I’omission ou pas de la
petite composante, cela permettra précisément de voir 'influence de ce terme, notamment
sur les rayons carrés moyens. Les résultats figurent dans le tableau 3.4.

Noyau 4°Ca 480a 56N; 907p 100Gg, 132G 146Gd 208 pt,

REM 349 3.75 3.67 433 438 499 5.04 563

RS, . 346 3.68 365 4.32 4.36 496 5.02 5.61

Rep 349 3.63 3.69 429 437 494 5.00 5.59
TAB. 3.4 — Comparaison des rayons carrés moyens pour les neutrons dans différents noyauz
selon que ’on travaille avec le bi-spineur ¢ (premiére ligne) ou avec le spineur & (deuziéme
ligne).

Constatons qu’a part pour %°Ca, I’erreur faite sur le rayon carré moyen reste inférieure
1 %, ce qui est tout & fait acceptable. Par conséquent, on peut supposer que, le rayon moyen
étant correctement calculé, les parametres de I’hamiltonien sont proches des meilleurs que
I’on pourrait obtenir dans le cadre de ce modéle.

3.2.3 Parametres des potentiels

Les parametres des potentiels déterminés a 1’aide de la méthode présentée a la section
3.1.2 figurent dans les tableaux 3.5 et 3.6. Les résultats des sections 3.2.1 et 3.2.2 ont été

2Lojewski, Schunck, Dudek, & paraitre.
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obtenus a chaque fois pour ces ensembles de parametres.

_|_ — — —
Noyau Veen Viwe I ag A Iy ag

0Ca -75.8 -65.0 1.11 0.94 19.9 0.70 0.90
8Ca -75.8 -66.0 1.16 093 17.3 0.71 0.65
%Ni -78.0 -64.1 1.10 0.86 19.7 0.76 0.35
N7Zr -781 -61.5 1.13 1.27 19.8 0.62 0.58
1009y -82.5 -61.6 1.09 1.06 159 0.92 0.56
1826 -79.8 -62.2 1.19 1.13 15.3 0.83 0.39
146Gd -84.0 -60.7 1.11 1.29 18.8 0.74 0.44
208pp -84.1 -58.3 1.14 1.28 16.5 0.82 0.45

TAB. 3.5 — Tableau des paramétres de I’hamiltonien de Dirac- Woods-Sazxon pour les protons

pour chacun des noyauxr doublement magiques étudiés.

Dans le tableau 3.5, le potentiel V. correspond a :
‘/;en = Vnuc + ‘/;ou(r = 0) (314)

ol V., est le potentiel coulombien. Autrement dit, V,,,. représente la contribution purement
nucléaire du potentiel central pour les protons. Comme les noyaux considérés ici sont
des noyaux sphériques, le potentiel Coulombien est pris égal a celui créé par une sphere
uniformément chargée de rayon égale au rayon du noyau (voir relation (2.36). Donc :

1 2
E(Z —1)e? [3 - (R;) pour r < Ry
Voo (7) = ° (3.15)
Z —1)e?
% pour r > Ry

C’est cette contribution Coulombienne prise en r = 0 que I'on ajoute pour passer de V.
a Vien. Pour les noyaux déformés, le potentiel Coulombien est calculé selon la formule
générale (2.35).

Le tableau 3.6 de la page 83 présente les parametres des potentiels pour les neutrons.

3.3 PASSAGE VERS LA DEFORMATION

Jusqu’a maintenant, nous nous sommes focalisés sur les noyaux sphériques doublement
magiques, qui nous ont servi a extraire une paramétrisation du champ moyen nucléaire
a méme de reproduire avec une bonne précision les niveaux d’énergie a une particule.
Cependant, cela n’aurait guere de sens de s’arréter a 1’étude de ces noyaux particuliers. Il
est donc nécessaire d’étendre le modele aux noyaux déformés. Cette extension souléve deux
difficultés : d’abord, comment la faire ? Nous avons étudié huit noyaux magiques, et obtenu
pour chacun un jeu de 6x2 parametres. Comment faire pour trouver, pour un noyau donné
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+ + -
Noyau Ven, 13 ay A I, ag

0Ca  -80.2 1.11 1.03 152 1.14 0.60
BCa -77.0 1.03 1.00 145 0.92 0.49
%Ni  -75.6 1.13 0.99 17.5 0.81 0.33
N7Zr  -73.8 1.09 1.06 14.0 0.88 0.34
1009y 777 1.13 1.06 17.5 0.83 0.45
1328n  -69.9 1.10 0.99 152 0.87 0.34
“6Gd -71.9 1.13 098 16.4 0.84 0.35
208pp  -70.4 1.10 1.23 14.0 0.87 0.43

TAB. 3.6 — Tableau des paramétres de I’hamiltonien de Dirac- Woods-Sazon pour les neu-
trons pour chacun des noyauzr doublement magiques étudiés.

quelconque, les meilleurs parametres possibles? D’autre part, une fois ce petit probleme
résolu, il restera a vérifier la stabilité du modele. Autrement dit, peut-on garantir que le
modele est capable de décrire fidelement la structure des noyaux déformés, alors méme
qu’il a été construit a partir des noyaux sphériques ?

Nous présentons donc dans cette section, d’une part la facon dont nous avons étendu
notre paramétrisation a tout le tableau périodique, d’autre part 'un des tests qui assure
la stabilité par passage a la déformation du modele, a savoir la prédiction des spin-parité
des tétes de bande rotationnelle.

3.3.1 Dépendance en isospin des parametres

L’un des buts de ce travail est de proposer une paramétrisation du champ moyen
nucléaire qui soit valide pour n’importe quel noyau atomique du tableau périodique. Or
jusqu’ici, nous n’avons évoqué que quelques noyaux particuliers, les noyaux sphériques dou-
blement magiques, a partir desquels nous avons construit notre procédure de détermination
des parametres. Ces derniers, tels qu’ils figurent sur les tableaux 3.5 et 3.6, sont assez
différents les uns des autres. Cependant, il a déja été mentionné a la section 3.1.2 que
pour un noyau donné, il existe plusieurs candidats potentiels, plusieurs jeux de parametres
qui donneront des résultats sensiblement équivalents. En ce sens, les tableaux 3.5 et 3.6
ne donnent que les parametres que nous avons estimés étre les meilleurs eu égard aux
contraintes que nous avions choisies. Mais une variation relativement faible d’un des pa-
rametres ne va pas radicalement bouleverser la qualité des résultats.

Compte tenu, d’une part des différences entre les parametres de chacun des noyaux
magiques, d’autre part de I'idée directrice qui est « une paramétrisation ”unifiée” pour tous
les noyaux », il semble naturel d’essayer d’extraire des tableaux 3.5 et 3.6 une dépendance
en fonction de Iisospin et/ou du nombre de masse A. Nous avons donc essayé la forme
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suivante :

N-7 X,
N+Z A
ou X représente n’importe lequel des parametres des tableaux 3.5 et 3.6. Cette forme de
fonction en isospin et en nombre de masse n’a pas été choisie au hasard : il se trouve
qu'une telle expression s’est avérée trés performante pour reproduire les rayons carrés
moyens dans les théories microscopiques de type Hartree-Fock-Bogoliubov [Dob96] ou de
type RMF [Ner94|. Un programme de régression standard développé pour 1'occasion nous
a donné les résultats présentés sur les tables 3.3.1 et 3.3.1

Fit X() X1 X2 0'2

Vien 72.69 -18.00 -292.26 1.551
Ay 18.05 -13.09 -85.16 1.124
rd 118 -0.32  -3.76  0.023
rg  0.73 +0.19 11.14  0.091
af  1.09 +0.01 -4.20 0.091
a; 029 +0.06 +9.04 0.088

TAB. 3.7 — Coefficients de la régression linéaire pour les neutrons.

Fit XO X1 X2 0'2

Veen 57.55 +4.27 +340.00 1.157
Ao 1752 -6.80 +85.28 1.748
re 1.06 +0.37 +1.69 0.012
ry 088 -0.27  -7.13  0.096
af 131 +0.19 -1838 0.111
ag 031 +0.02 +17.13 0.155

TAB. 3.8 — Coefficients de la régression linéaire pour les protons.

Le terme o2 est une mesure de la qualité de la régression linéaire. Il faut reconnaitre que
ce nombre n’est pas toujours tres bon, ce qui traduit les difficultés qui ont été rencontrées
lors de la procédure de minimisation. Néanmoins, comme nous le verrons dans la suite de cet
exposé, I’extrapolation des parametres pour les noyaux déformés et superdéformés donne
quand méme des résultats remarquables. Par ailleurs, nous reviendrons dans le chapitre 4
de cette these, consacrée aux noyaux en rotation, sur les parametres des potentiels, que
nous comparerons notamment avec ceux que l’on peut déduire du formalisme RMF.

3.3.2 Densités de charge

Jusqu’ici, nous n’avons présenté que des résultats concernant les grandeurs physiques
sur lesquelles reposait la procédure de détermination des parametres. Par conséquent, il
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est relativement peu surprenant que ces résultats soient de bonne qualité. Pour tester la
prédictibilité du modele, il semblait logique d’essayer d’appliquer celui-ci dans des situations
pour lesquelles il n’avait pas été optimisé. Les densités de charge des noyaux atomiques
sont précisément I'une des observables physiques les plus abondamment utilisées, soit pour
tester les modeles théoriques, soit en tant que contraintes pour construire un modele :
c’est ainsi, par exemple, que les techniques auto-cohérentes de type Hartree-Fock avec
force effective utilisent les densités de charge pour déterminer les parametres de la force
effective. De méme, la plupart des paramétrisations utilisées dans I’approche RMF ont été
obtenues a partir des données expérimentales sur les densités de charge.

Nuclear Charge Densities
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FiGc. 3.11 — Densités de charge pour quelques moyaux sphériques calculées avec les pa-
rametres issus de la régression linéaire du tableau 3.3.1. Les données expérimentales sont

issues de [DeV87].
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Nuclear Charge Densities
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Fi1a. 3.12 — Méme type de calculs que dans la figure 3.11, mais la courbe théorique corres-
pond & un calcul Hartree-Fock avec une interaction effective de Skyrme (paramétrisation

SLY4).

La figure 3.11 compare les densités de charge obtenus dans le cadre de notre modele avec
les résultats extraits de 'expérience (cf. [DeV87| pour les détails concernant la détermination
expérimentale des densités de charge). Les résultats obtenus sont tout & fait satisfaisants,
étant donné que les densités de charge ne faisaient pas partie des contraintes de notre
procédure de minimisation. A titre de comparaison avec d’autres approches, la figure 3.12
présente les densités de charge dans les mémes noyaux, mais la courbe théorique corres-
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pond a un calcul Hartree-Fock auto-cohérent avec une interaction effective de type Skyrme
(paramétrisation SLy4).

3.3.3 Tétes de bandes rotationnelles

La procédure de « smoothing » présentée dans la section 3.3.1, qui permet d’obtenir le
« meilleur » jeu de parametres possibles pour n’importe quel noyau du tableau périodique,
visait a pouvoir étendre les calculs a des noyaux déformés, voire superdéformés. Avant de
commencer I’étude de la superdéformation, il paraissait essentiel de vérifier que les noyaux
normalement déformés seraient correctement traités dans le cadre de notre approche. L’un
des tests possibles et bien adaptés a notre méthode, consistait a vérifier les spins et parités
des tétes de bande rotationnelles pour les noyaux pair-impair (et impair-pair).

Ces tétes de bande représentent les états sur lesquels sont construits les bandes rota-
tionnelles. L’avantage des noyaux impairs (en protons ou en neutrons) est que ces tétes
de bandes permettent de tester les prédictions de spin et parité pour le niveau de Fermi
(le dernier niveau occupé, i.e. le niveau occupé par le nucléon célibataire pour les noyaux
impairs). En effet, pour ces noyaux, on a :

K=0 (3.17)

Autrement dit, la valeur de la projection du spin total du noyau sur ’axe z coincide avec
celle du spin individuel du nucléon célibataire (voir ’annexe A ou le modele « Particle+rotor
» est briévement présenté).

Nous avons donc calculé les spin et parité des niveaux de Fermi de tous les noyaux
atomiques pour lesquels existait 'information expérimentale sur les tétes de bandes. Les
résultats sont présentés sous la forme d’histogrammes tels que ceux des figures 3.14 et 3.15.
Les déformations d’équilibre ont été obtenues a partir de [Mol81].

Quelques petites remarques sur ces histogrammes peuvent s’avérer utiles. La figure 3.13
de la page 88 rappelle le principe sur lequel les histogrammes ont été construits : I'idée est
d’avoir une mesure de qualité sur la prédiction du spin et de la parité du nucléon célibataire.
A cet effet, on mesure la distance AFE séparant la position du niveau de Fermi de celle du
niveau n pour lequel on a le spin et la parité expérimentaux. La procédure est répétée
pour chaque noyau atomique, et ’on se retrouve a la fin de la procédure avec une suite de
nombre {AEy}. On peut ensuite déterminer 'occurrence de chacun de ces nombres (il a
été choisi des tranches de 250 keV), et cela nous donne les figures 3.14 et 3.15.

Une autre mesure de la qualité des résultats pourrait étre par exemple, non plus d’esti-
mer un écart énergétique, mais un écart en nombre de niveaux, autrement dit de compter
le nombre de niveaux séparant le niveau de Fermi calculé du niveau pour lequel on a le spin
et la parité expérimentaux. L’inconvénient majeur de cette méthode apparait lorsque le ni-
veau de Fermi et le niveau « réel » se trouve au milieu d’une couche, avec une forte densité
de niveaux. Dans ce cas, il peut y avoir 4 ou 5 niveaux entre les deux, mais seulement
quelques centaines de keV en terme d’énergie. Une petite modification du potentiel spin-
orbite, par exemple, changerait completement I'ordre des niveaux dans ce cas. L’approche
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Niveau n pour lequel
’/anzjexp et m=T

AE

-— _ _
“I"__ Dernier niveau occup

Fic. 3.13 — La figure illustre le principe de construction des histogrammes. Pour avoir
une mesure de qualité du spectre energétique, on « mesure » la distance AE séparant
la position du niveau de Fermi calculé du niveau n pour lequel on obtiendrait [’accord
avec l'expérience. Cette procédure est répétée pour chaque noyau. La figure suppose que
le niweau « expérimental » est au-dessus du dernier niveau occupé, mais naturellement, il
peut également se trouver en-dessous (dans ce cas AE < 0).

« nombre de niveaux » seule ne permet donc pas de tirer des conclusions satisfaisantes.

Les figures 3.14 et 3.15 montrent des histogrammes tres piqués en 0, ce qui signifie que
I’écart énergétique est relativement faible : ce test est un point positif pour notre modele,
puisqu’il signifie que, outre les noyaux sphériques, les noyaux déformés sont également
correctement traités. Qui plus est, une analyse plus détaillée des noyaux pour lesquels
Ierreur théorique est tres grande montre qu’une majorité d’entre eux fait partie :

e soit des noyaux a minimum large, c’est-a-dire des noyaux pour lesquels la déforma-
tion d’équilibre n’est pas fixée précisément, la courbe de I’énergie en fonction de la
déformation présentant un minimum large;

e soit des noyaux transitionnels, qui passent d’une déformation a 1’autre de facon tres
instable : la encore, la déformation d’équilibre n’est pas bien établie;

e soit des noyaux présentant des instabilités octupolaires dans leur état fondamental.

Enfin, un dernier argument en faveur de cette approche est que pour chaque noyau, les
parametres de 'hamiltonien de Dirac ont été déterminés a partir de la procédure présentée
a la section 3.3.1. En d’autres termes, nous n’avons pas réajusté les parametres pour trouver
le meilleur ensemble possible.

Comme notre modele se pose, d'une certaine fagon, en alternative des approches de
type Woods-Saxon non relativiste, il semble logique d’effectuer des comparaisons avec
ces modeles. Nous avons procédé au méme type de calcul des tétes de bandes avec un
hamiltonien de champ-moyen non relativiste et un potentiel de Woods-Saxon avec la pa-
ramétrisation universelle. Les résultats sont présentés dans les deux figures 3.17 et 3.16
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Fi1ac. 3.14 — La figure présente un résumé des prédictions de spin et parité pour les tétes
de bande rotationnelles. En abscisse, ’écart en énergie AE = X\ — &, entre la position
du niveau de Fermi calculée (\), et celle du niveau n (e,,) qui fournit un J™ conforme a
Pexpérience. En ordonnée, le nombre de fois (occurence) ot cette écart AE a été rencontré.

1l s’agit des protons.
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Dirac Woods-Saxon - Neutrons
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Fia. 3.15 — La figure présente un résumé des prédictions de spin et parité pour les tétes
de bande rotationnelles. En abscisse, I’écart en énergie AE entre la position du niveau de
Fermi calculée, et celle qui fournit un J™ conforme a l’expérience. En ordonnée, le nombre
de fois (occurence) ou cette écart AE a été rencontré. Il s’agit des neutrons.
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Fi1G. 3.16 — La figure présente un résumé des prédictions de spin et parité pour les tétes
de bande rotationnelles. En abscisse, I’écart en énergie AE entre la position du niveau de
Fermi calculée, et celle qui fournit un J™ conforme a l’expérience. En ordonnée, le nombre
de fois (occurence) ou cette écart AE a été rencontré. Il s’agit des neutrons.
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Fia. 3.17 — La figure présente un résumé des prédictions de spin et parité pour les tétes
de bande rotationnelles. En abscisse, I’écart en énergie AE entre la position du niveau de
Fermi calculée, et celle qui fournit un J™ conforme a l’expérience. En ordonnée, le nombre
de fois (occurence) ou cette écart AE a été rencontré. Il s’agit des protons.
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3.4 RESULTATS DE LA PARAMETRISATION AVEC MASSE EF-
FECTIVE INDEPENDANTE

Nous avons discuté au chapitre 2 une paramétrisation différente de celle issue du forma-
lisme de la théorie RMF, paramétrisation dans laquelle la masse effective varie indépendam-
ment du potentiel spin-orbite (voir page 47). Apres avoir exposé de la fagon la plus exhaus-
tive possible les résultats de notre méthode avec six parametres, il nous a semblé intéressant
de faire figurer également les calculs relatifs a la masse effective indépendante.

Nous présentons d’abord dans les tableaux 3.9 et 3.10 les parametres de ’hamiltonien
de Dirac avec masse indépendante, tels qu’ils ont été obtenus a partir de notre procédure de
minimisation. Tous les commentaires d’ordre général faits sur la méthode avec 6 parametres
restent naturellement valables a 9 parameétres. On peut mettre en évidence la relative
stabilité de la profondeur du potentiel central pour les neutrons et les protons (voir la
remarque (3.14) de la page 82 pour les protons) ainsi que le fait que ces potentiels ont a
peu pres la méme valeur pour les protons et pour les neutrons (indépendance des forces
nucléaires par rapport a I’isospin).

cen cen cen S50 50 s0 eff eff eff
Noyau Vj 6 ag A g ay’ A o ag

“0Ca -60.0 1.23 0.86 15.2 1.07 0.24 13.7 0.70 0.35
“®Ca -61.0 1.13 0.91 16.0 1.05 0.20 13.5 0.70 0.35
%Ni  -61.5 1.22 0.86 16.3 1.00 0.26 14.0 0.69 0.34
NZr -639 1.13 1.10 16.5 1.02 0.40 13.5 0.67 0.36
106y -64.0 1.20 1.01 17.1 1.00 0.33 14.1 0.65 0.32
1328n  -65.6 1.10 1.06 17.9 1.07 0.45 13.6 0.78 0.35
46Gd -65.0 1.14 1.06 183 1.04 0.42 13.6 0.71 0.35
208pp - -64.5 1.12 1.13 17.0 1.09 0.50 13.3 0.77 0.39

TAB. 3.9 — Tableau des parametres de I’hamiltonien de Dirac- Woods-Sazxon pour les neu-
trons pour chacun des noyauz doublement magiques étudiés (masse effective indépendante).

Les niveaux d’énergie individuels correspondants a ces parametres sont présentées pour
chacun des noyaux sphériques doublement magiques dans les pages 96 a 99. Les progres par
rapport a la paramétrisation a 6 parametres sont réels dans plusieurs noyaux. Par ailleurs,
toujours dans l'optique d’atteindre la meilleure qualité possible pour ’hamiltonien a une
particule, il faut porter une grande attention sur les rayons carrés moyens. Le tableau 3.11,
analogue au tableau 3.1 page 76, présente les rayons carrés moyens tels que calculés avec
I’hamiltonien a 9 parametres, comparés avec I’expérience et avec les résultats de la théorie
RMF. On peut remarquer une amélioration assez nette par rapport a la paramétrisation
initiale dans le cas des protons.
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cen

Noyau V;)cen Vnucl ré a(c)en )50 ,rgo LLSO )\eff Tgff agff

“0Ca  -75.9 -64.8 1.08 0.97 152 1.03 0.58 16.5 0.67 0.40
8Ca -75.0 -65.2 1.16 0.96 154 1.03 0.60 16.2 0.66 0.41
%Ni  -77.9 -63.9 1.09 1.00 150 1.10 0.55 16.6 0.73 0.43
N7r -80.0 -63.2 1.12 1.08 14.6 1.13 0.60 16.1 0.75 0.37
1006p  -83.0 -62.1 1.09 1.05 14.7 1.17 0.40 16.9 0.85 0.49
182G6n  -79.8 -62.1 1.18 1.13 14.0 1.19 0.50 15.9 0.78 0.39
146Gd  -844 -61.0 1.11 1.18 13.9 1.20 0.53 16.0 0.80 0.37
208pp  -87.0 -61.0 1.13 1.21 14.0 1.23 049 16.2 0.85 0.34

TAB. 3.10 — Tableau des paramétres de I’hamiltonien de Dirac- Woods-Sazon pour les pro-
tons pour chacun des noyauz doublement magiques étudiés (masse effective indépendante).

Noyau ‘ <rzalc>1/2 <Tgh>1/2 (T%%MF>1/2 ‘ <7"zalc>1/2 (ra)'/? <T%%MF>1/2

40Ca 3.38 3.39 3.47 3.44 3.49 3.33
8Ca 3.42 3.40 3.47 3.66 3.63 3.60
56Ni 3.73 3.70 3.71 3.73 3.69 3.57
N7y 4.23 4.20 4.27 4.34 4.29 4.30
100G 4.50 4.46 4.46 4.39 4.37 4.31
132Gn 4.71 4.67 4.71 4.96 4.94 4.99
146Gd 4.92 4.93 4.99 4.98 5.00 5.04
208pp 5.44 5.45 5.51 5.67 5.59 5.73

TAB. 3.11 — Rayons carrés moyens obtenus pour chacun des noyaux sphériques doublement
magiques utilisés dans notre fit. Dans chaque partie du tableau, la colonne du milieu donne
les rayons expérimentauz (rayon de charge pour les protons), la colonne de gauche les
rayons calculés dans notre modele, et la colonne de droite les rayons calculés dans [’approche
RMF tels que donnés dans [Lal99].

Comme pour ’hamiltonien avec masse effective égale au potentiel spin-orbite, nous
avons essayé d’appliquer une régression linéaire sur les ensembles de parametres obtenus
pour les noyaux magiques afin d’obtenir un jeu de parametres pour n’importe quel noyau.
Les coefficients de cette régression linéaire sont présentés dans les deux tableaux 3.13 et
3.12. Rappelons que ’on cherche a exprimer n’importe quel parametre comme une fonction
de l’isospin et de la masse selon la formule :

X:X0+X1]NV—+§+% (3.18)
Les tableaux 3.13 et 3.12 donnent les valeurs des constantes Xy, X; et X5 calculées par un
programme de régression linéaire a partir des résultats dans les noyaux sphériques, ainsi
qu'une mesure o2 de la qualité de la régression (i.e. de I’écart moyen entre la droite de
régression et les points « expérimentaux »).
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Fit X() X1 X2 02

Veer 6728 0.29  -302.17  0.367
A0 1868 0.84 -138.86 0.414
¢l 1355 028 736 0.296
rém 110 -0.02 434 0.048
rée 1.04  -0.06  0.99  0.030
réfl 0732004 -1.95  0.048
ag™ 119 -0.10 -13.92 0.056
a® 049 -0.18 -12.15 0.082
aff 036 -0.06 -0.34 0.019

TAB. 3.12 — Coefficients de la régression linéaire pour les protons.

Fit X() X1 X2 0'2

Veen 60.00 2.02 214.73  0.508
Ao 1354 044 7717 0.273
/S 16.06 -0.33  19.10  0.354
rém 114 0.04  -1.58 0.037
r 127 -0.10 -10.12 0.016
re!l 088 -0.11  -8.95  0.031
a¢® 123 -0.14 -11.73 0.040
af 046 0.07 512  0.062
af’f 038 006 1.44 0.051

TAB. 3.13 — Coefficients de la régression linéaire pour les neutrons.

I faut remarquer que les écarts type moyens o2 sont nettement plus faibles que dans
le cas de 6 parametres, ce qui signifie que ’extrapolation des parametres vers un noyau
d’isospin élevé ou de grande masse est plus fiable dans ce cas. Cette extrapolation est
importante pour tous les calculs relatifs aux éléments super-lourds par exemple.

De fagon générale, la qualité des niveaux individuels obtenus avec I’hamiltonien de
Dirac, que ce soit dans la version ou la masse effective varie comme le potentiel spin-orbite,
ou bien dans la version « masse effective indépendant » est presque toujours meilleure que
dans toutes les autres théories, qu’elles soient auto-cohérentes ou pas, relativiste ou pas.
Ainsi, la possibilité de disposer d’un hamiltonien manifestement réaliste permet d’envisager
avec une confiance assez grande toutes les applications futures. Dans le chapitre suivant,
nous présenterons les calculs relatifs aux noyaux en rotation, ol la encore, les résultats sont
d’une qualité tres satisfaisante.
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4. Rotation collective

La montée en puissance des grands détecteurs gamma (EUROGAM puis EUROBALL
en Europe, GAMMASPHERE aux Etats-Unis) au cours des années 1990 a conduit a des
progres significatifs dans la compréhension de la dynamique des noyaux a haut-spins. L’ac-
cumulation de données expérimentales a permis de confirmer avec une précision remar-
quable des propriétés pressenties depuis longtemps, par exemple la superdéformation des
noyaux. Mais la qualité des mesures qu’autorisent de tels dispositifs a également mis a
jour des phénomenes nouveaux, surprenants, et a ce jour dépourvus d’une interprétation
théorique completement satisfaisante : « staggering » Al = 4 dans les bandes rotation-
nelles, bandes identiques ([Byr90], [Bak95], ou une explication théorique est proposée),
rotation magnétique. La compréhension profonde de ces mécanismes reste un réel défi
lancé aux théoriciens.

A coté de ces nouveaux champs d’investigation ouverts ces dernieres années se trouve
I'immense masse des données accumulées sur les bandes rotationnelles. La plupart des
modeles de structure nucléaire, qu’ils soient relativistes ou non, auto-cohérents ou semi-
phénoménologiques, de champ moyen ou a N-corps sont souvent a méme de reproduire dans
les grandes lignes le comportement de grandeurs telles que les moments d’inertie des noyaux
FO et 3@ et l’alignement effectif I.;; entre deux bandes rotationnelles. Les moments qua-
drupolaires, lorsqu’ils sont connus, sont également bien reproduits. Néanmoins, on ne peut
que constater que la précision fait parfois cruellement défaut, et ce aussi bien dans les ap-
proches auto-cohérentes que dans les approches phénoménologiques [EIA00] : dans le cas de
ces derniers, on peut imputer cette imprécision a la simplicité du modele : si 'on inclut des
effets tels que le couplage aux vibrations ou bien encore un traitement réaliste de ’apparie-
ment (avec projection du nombre de particules), on parvient souvent a reproduire « assez »
bien les données expérimentales, au prix d’une complexité plus grande du modele. A contra-
rio, dans les théories auto-cohérentes Hartree-Fock (non-relativiste) ou RMF, et leurs exten-
sions Hartree-Fock-Bogoliubov-Cranking (HFBC) et Hartree-Bogoliubov-Cranking (HBC),
les problemes rencontrés sont plus difficiles a identifier puisque ces modeles reposent en
général soit sur la paramétrisation d’une interaction nucléon-nucléon effective, soit sur
celle de I'interaction méson-nucléon. Dans les deux cas, il semble assez illusoire de pouvoir
rendre compte de phénomenes aussi faibles que le staggering, du moins dans I’état actuel
de ces théories.

Par contre, d’'un point de vue théorique, on peut beaucoup apprendre des différentes
méthodes : l'interaction (sans mauvais jeu de mots) entre approches auto-cohérentes et
approches semi-phénoménologiques par exemple, est souvent féconde. Si l'interprétation
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physique concrete de ce qui se passe est souvent plus facile dans le cadre d’une théorie
empirique, la compréhension qui en nait permet de remonter jusqu’au niveau microscopique
de 'interaction nucléon-nucléon. De méme, les différences marquantes entre la théorie RMF
et les théories Hartree-Fock sont sources de progres. Cependant, jusqu’ici, il n’existait
pas de modele « empirique » fondé sur une approche relativiste, et qui pouvait jeter un
nouvel éclairage sur les mécanismes a I’ceuvre dans le noyau atomique. C’est essentiellement,
I’objet de cette partie de montrer qu’une telle théorie, que nous avons présentée dans les
deux chapitres précédents, outre les améliorations quantitatives qu’elle apporte dans la
description des données expérimentales, permet une telle comparaison et justifie 'intérét
de cette démarche.

Nous commencerons donc par présenter succintement ’approximation de cranking, qui
sert de cadre a notre travail, section 4.1, puis nous reviendrons dans la section 4.2 sur
les différentes symétries qui sont en jeu dans cette physique, et enfin, la section 4.3 sera
consacrée a la présentation de quelques-uns des résultats que nous avons obtenus. Ces
derniers seront comparés a la fois aux données expérimentales, mais aussi a ceux de la
théorie RMF.

4.1 QUELQUES ASPECTS THEORIQUES DE LA PHYSIQUE DES
HAUTS-SPINS

Il est naturellement nécessaire de rappeler quelques-uns des aspects les plus importants
de la théorie des noyaux en rotation. Nous n’avons pas cherché a donner une présentation
exhaustive de toutes les techniques utilisées dans ce domaine, mais seulement a rappeler
les quelques points qui sont nécessaires a la bonne intelligence des méthodes utilisées dans
nos calculs. Le lecteur pourra avantageusement consulter [Rin80] pour 'approche auto-
cohérente des phénomenes de rotation collective et [Voi83] pour un état des lieux des
techniques utilisées dans les méthodes semi-empiriques.

4.1.1 Introduction

De la méme fagcon qu’en mécanique classique la rotation d’'un objet se traduit par un
moment angulaire non-nul, en mécanique quantique la « rotation » se manifeste par un
moment angulaire fotal non nul (c’est-a-dire la somme du moment angulaire orbital et du
moment angulaire intrinseque, i.e. le spin). Par abus de langage, on utilisera plutét le mot
spin en lieu et place de moment angulaire total, suivant ainsi I’'usage anglo-saxon.

Les états de haut spins pour les noyaux atomiques peuvent étre dus a deux phénomenes
différents :

e soit le noyau « tourne » dans son ensemble, ce que I'on appelle de facon plus exacte
la rotation collective : tous les nucléons participent au mouvement de rotation. Dans
ce cas, le noyau est obligatoirement déformé, car selon les regles de la mécanique
quantique, un objet sphérique ne peut étre en rotation collective.

e soit une partie seulement des nucléons crée le moment angulaire du noyau. Les direc-
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tions de leurs moments angulaires deviennent similaires (« alignement des moments
angulaires ») et induisent la rotation du noyau. Il a été observé que 1’alignement des
moments angulaires de quelques nucléons seulement suffit a produire des moments
angulaires nucléaires assez importants, par exemple lorsque 'alignement est presque

complet (les directions des j sont presque identiques) et que les nucléons impliqués
dans ce mécanisme ont un spin élevé. Ce type de rotation peut se produire dans les
noyaux faiblement déformés, voire presque sphériques.

Dans la suite, nous ne nous préoccuperons que de la rotation collective. D’un point de
vue expérimental, la rotation collective se caractérise par des séquences énergétiques tres
régulieres (bandes rotationnelles) dont I’énergie est proportionnelle & I(I + 1), I étant le
moment angulaire total du noyau.

4.1.2 L’approximation de cranking

L’un des modeles microscopiques les plus abondamment employés pour décrire la ro-
tation collective des noyaux est le modele du cranking®. Ce modele ne s’applique qu’a des
noyaux déformés, les regles de la mécanique quantique interdisant a un noyau sphérique de
tourner de facon collective. La rotation du noyau peut étre a priori quelconque : la figure
4.1 représente le cas particulier ou le noyau tourne autour d’un axe perpendiculaire a son
axe de symétrie.

Fic. 4.1 — [llustration de la rotation d’un noyau déformé « prolate » autour d’un azxe Ox
perpendiculaire a son axe de symétrie Oz.

!Malgré tous mes efforts, je ne suis pas parvenu a trouver une traduction 4 la fois concise
et satisfaisante de ce terme.
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a) Equation de Schrédinger dans le référentiel tournant

Introduisons le référentiel tournant R’ lié au noyau. Le référentiel du laboratoire est
noté Ry. La fonction d’onde totale du noyau dans le référentiel du laboratoire est notée ¥y,
et dans le référentiel tournant ¥'. De méme, ’hamiltonien total sera noté respectivement
H, et H'. La fréquence de rotation est notée w, et I'on suppose que la rotation se fait
autour de 'axe OQy. L’équation de Schrodinger s’écrit? :

U
Zﬁ% = HQ\I/() (4'1)

Introduisons I'opérateur de rotation autour de I'axe Oy. La rotation est caractérisée par
I'angle oo = wt. L’opérateur correspondant s’écrit? :

A

R, = e~ (4.2)

et la fonction d’onde et I’hamiltonien se transforment respectivement selon :

Uy = R,V (4.3)
Hy = RHR

En insérant (4.3)-(4.4) dans (4.1), on arrive a :

o(Ryw) o
ih——a— = R,H'R;'R,¥' = R, H'V (4.5)

Or P'opérateur de rotation dépend du temps, et donc :

oR L ov
La dérivée de 'opérateur de rotation vaut :
OR -

et on aboutit donc a 1’équation de Schrodinger dans le référentiel tournant lié au noyau :

i = (H . hwjy> v (4.7)

2Notons que dans le raisonnement qui va suivre, rien ne spécifie la forme de ’hamiltonien
H. Dans la plupart des ouvrages, les auteurs prennent par défaut 1’hamiltonien de Schrodin-
ger, autrement dit la fonction d’onde est une simple fonction de 3 variables d’espace et d’une
de temps. Mais le raisonnement resterait tout a fait valide si les fonctions d’onde étaient des
bi-spineurs 4 4 composantes.

3Dans le cadre de la théorie de Dirac, ’opérateur jy serait en fait une représentation a 4
dimensions du moment angulaire total.
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L’hypothese fondamentale du modele du cranking est que le mouvement individuel des
nucléons n’est pas perturbé par le mouvement collectif du noyau dans son ensemble. Autre-
ment dit ’hamiltonien H’, dans le référentiel tournant et pour le noyau étudié en rotation,
est le méme que ’hamiltonien du méme noyau statique étudié dans le référentiel du labora-
toire. En d’autres termes, supposons que le noyau étudié soit caractérisé par un hamiltonien
H ou H peut étre un hamiltonien de champ moyen quelconque avec éventuellement des
corrélations a plusieurs corps, par exemple des corrélations d’appariement. Cet hamilto-
nien décrit le noyau dans le cas statique, sans rotation. L’approximation de cranking stipule
qu’en fait :

H'(7') = H(F) avec 7 = R,(t)F

b) Energies propres et routhiens

Notons ¥¥ la fonction d’onde dans le référentiel tournant : on peut réécrire I’équation
du mouvement comme :

oA\t
ot

A ~

HY = H — hwlJ, (4.9)

ih—— = H*U¥ (4.8)

Dans une premiere étape, nous n’allons pas tenir compte de I’appariement, et nous pren-
drons donc un simple hamiltonien H de champ moyen, somme d’hamiltoniens individuels
hi :

A
H=> h (4.10)
i=1

La fonction d’onde totale est donc un déterminant de Slater des fonctions d’onde nucléoniques :

(1) ... i(ra)
U(ry,...,r4) = : : (4.11)

et pour trouver une fonction d’onde individuelle v, on doit d’abord résoudre le probleme
aux valeurs propres dans le référentiel tournant (la fonction d’onde numéro v est alors
notée ¢Y¥) :

helgy) = exlvy) (4.12)
Les quantités €% sont appelées routhiens individuels. Ces quantités ne représentent pas

les énergies individuelles des nucléons du noyau. En effet, celles-ci sont données dans le
référentiel du laboratoire par :

= (¢ |hl1y) (4.13)
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Utilisons le fait que :

~ 0|,
bl = in2 2!
On a alors :
e, = (Y, | 1hoy [¢,) (4.14)

Remplagons maintenant 1), par son expression en fonction de 9% (4.8) :
ey = (V)| R, ihd, Ry |y) (4.15)

La dérivée partielle agit sur le produit f%y|1/),‘j’> et en développant, on trouve donc :

e = (5| R, (Aw) y By|v) + (W5 |R, ' Ry (ihd;) |[v2) (4.16)
= T (W] 3y 105 + (5| iRy [45) (4.17)
Or, d’aprés les équations (4.12) et (4.8), on a :
(] 0, [g) = (| he |4 = e (4.18)
D’ou le résultat final :
ey (w) = &8 + hw (V|3 1) (4.19)

Dans cette équation, les €% sont les énergies propres des nucléons dans le référentiel tour-
nant, et les e, (w) sont les énergies individuelles des nucléons dans le référentiel du labora-
toire, autrement dit celles que ’on mesurerait expérimentalement.

c¢) Moments d’« inertie »

L’un des problemes majeurs qui se pose en mécanique quantique, et en particulier en
physique nucléaire, est I'obtention de grandeurs directement ou disons facilement mesu-
rables par I'expérience. Le probleme est réel, d’'une part parce que certaines grandeurs
utilisées par les théoriciens ne sont pas des observables au sens de la mécanique quantique
(c’est le cas par exemple de la fréquence de rotation w), d’autre part parce que le monde de
la mécanique quantique est le monde microscopique, ou les mesures directes sont naturelle-
ment plus difficiles & faire. En ce sens, ce que ’on appelle communément (et abusivement)
les moments d’inertie des noyaux tournants sont d’un formidable intérét : non seulement
ils se déduisent facilement de tout modele théorique, ainsi que des données expérimentales,
mais en plus, ils apportent des contraintes tres fortes sur les dits modeles. Dans cette sec-
tion, nous allons décrire quelques-unes des grandeurs habituellement utilisées en physique
nucléaire des hauts spins.

En mécanique classique, un solide tournant autour d’'un axe A possede une énergie
cinétique :
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ou Ja est le moment d’inertie par rapport a I’axe A. Si 'on introduit le moment angulaire
£, le moment d’inertie s’écrit simplement :

=L o -t (4.20)
N w € 23A '
de sorte que la fréquence de rotation peut se définir localement comme :
dE
= — 4.21
W= (4.21)

Comme il a été mentionné plus haut, la fréquence de rotation n’est pas une observable en
mécanique quantique. On la définit, par analogie avec la relation (4.21), comme :

_dE

w(l) = =7

(4.22)

De la méme fagon, pour un noyau atomique donné, et par analogie avec (4.20), on définit
le moment dit moment cinématique par :

IO = ﬁ (4.23)

ou I est le spin (le moment angulaire total) du noyau. Attention au changement de nota-
tion : pour ne pas confondre le spin avec les moments d’inertie, nous suivons la convention
employée en physique nucléaire. Le moment angulaire total est noté I, ses composantes A
une particule j. Les valeurs propres du carré de 'opérateur moment angulaire sont de la
forme I(I+1), et une bande rotationnelle se caractérise donc par une séquence énergétique
de la forme :

BE(I) ~ I(I+1) (4.24)

Revenons maintenant a I’approximation de cranking : nous avons précisé que la rotation
ne se faisait qu’autour de I’axe Oy. Autrement dit, la fréquence de rotation w = w,, s’écrit :
dE dE
w, == — —=
boodl,  d(I)

(4.25)

Or expérimentalement, nous n’avons acces qu’a la valeur propre I du moment angulaire
total 12, et non & I, = (I,). Pour passer outre, on se sert de :

P=DR+D+1} = ()= +{I2)+({I2) (4.26)

Pour extraire la valeur moyenne (_fj) nécessaire pour déterminer la fréquence de rotation,
on fait deux hypothéses. La premiere est que le moment angulaire total du noyau est dans le
plan Oyz, ce qui veut dire que la composante (I2) est négligeable. La deuxiéme hypothese
est que :

LV=KV — (I} =K (4.27)
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En vertu de ces deux approximations, la composante ¥y du moment angulaire peut donc
4 3
s’écrire :

L) =II+1) - K2 (4.28)

Contrairement a la mécanique classique, on introduit aussi en physique nucléaire un
second moment d’« inertie », le moment dynamique, selon :

3O(1) = (‘571;7) - (4.29)

Comme on le voit, cette quantité joue un peu le role de rayon de courbure de la courbe
E = E(I) (ici, E est I’énergie totale du noyau en rotation, et I est son moment angulaire
total). C’est donc une grandeur extrémement sensible, et qui impose des contraintes tres
fortes sur les modeles théoriques. Il existe une relation entre le moment J() et le moment

3@ .
d (dE\] "' [dw\ ' dI d d3™
~2 - |2 (22 = (= = = (w3 =30 L 4.30
J [d[(d[)] <dl) o~ W) = e (4:30)

donc :

dz®

3% =30 4 o
dw

(4.31)

A la lumiere de cette expression, on comprend que J® ne doive pas étre considéré au sens
strict comme un moment d’« inertie » puisqu’il peut prendre des valeurs négatives (suivant
le signe de la dérivée de J™)). Par contre, c’est une grandeur trés sensible & une variation
de la fréquence de rotation, et qui par conséquent reflete de facon subtile les changements
de configurations individuelles dans le noyau.

4.2 SYMETRIES

Comme toujours en physique nucléaire, et plus généralement en physique, ’analyse des
symétries existant dans un systeme facilite grandement I’étude de ce systeme. En mécanique
quantique par exemple, la présence d’une symétrie se traduit a la fois par une quantité
conservée (exemple : le moment angulaire dans le cas d’'une symétrie par rotation), et par
une relation de commutation entre I’hamiltonien et I'opérateur correspondant au nombre
quantique conservé. En physique des hauts-spins, les opérations de symétrie considérées
sont le plus souvent la parité, la signature et la symétrie de simplex (la symétrie par
renversement du temps étant brisée). La brisure ou non de ces symétries est importante
tant sur le plan théorique (en permettant d’accélérer grandement les calculs entre autres)
que sur le plan expérimental (en sélectionnant les transitions 7 autorisées par exemple).
Nous rappelons dans cette section les notions relatives a ces différentes grandeurs.
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4.2.1 Parité

La section précédente nous a amené a définir certaines grandeurs utiles dans le cadre
de la description des noyaux en rotation. Les moments d’inertie 3™ et 3 sont abondam-
ment utilisés dans tous les travaux traitant des hauts spins. Pour compléter notre arsenal
théorique, il faut maintenant aborder le probleme des symétries. Comme nous ’avons vu,
un noyau ne peut tourner que si la symétrie sphérique est brisée. Dans les cas qui nous
intéressent, nous supposerons toujours qu’il existe un plan de symétrie du noyau, le plan
Ozxz. Ce choix est légerement restrictif, mais il permet néanmoins de traiter nombres de
problemes rencontrés en physique des hauts spins.

En mécanique quantique, une symétrie d’un systeme se traduit par ’existence d’un cer-
tain opérateur qui commute avec I’hamiltonien. Par voie de conséquence, les valeurs propres
de 'opérateur de symétrie sont conservées, i.e. qu’on peut étiqueter les états quantiques
du systéeme avec ces nombres. Ainsi I'opérateur de parité correspond & un renversement de
tous les axes du systéme (r — —x, y — —y et z — —z). L’opérateur de parité est noté 7 et
ses valeurs propres sont +1. Pour un noyau sphérique, la parité est évidemment conservée.
Pour les noyaux déformés, tout dépend des déformations : si les parametres de déformation
ne contiennent pas de termes impairs (par exemple asg, a3 etc.), la parité reste conservée.
Dans le cas contraire, cette symétrie est brisée.

4.2.2 Signature 7A2y

L’opérateur de signature décrit la rotation d’un angle 7 autour de I'axe Oy. 1l a donc
pour expression :

N

R, = e ™ (4.32)

Par application de lopérateur signature, on transforme (r — —x, y — +y et z = —2).
Cet opérateur agit sur la fonction d’onde totale du noyau*. Cependant, il peut facilement
s’écrire comme le produit d’opérateurs de signature individuels R, :

A A
A . ~(4) . (%) N7
Ry = e "SI Z [e i = [ £Y (4.33)
i=1 i=1
avec :
R, = ¢ v (4.34)
En utilisant la décomposition du moment angulaire j, = £, + §,, on peut facilement
démontrer que :
R} =—1 (4.35)

4La rotation s’opére sur la fonction d’onde totale, qui contient donc le spin intrinséque. En
plus de la transformation sur les coordonnées spatiales, I’action de opérateur de signature
inclut donc aussi une rotation dans I’espace de spin.



ROTATION COLLECTIVE 110

Par conséquent, les valeurs propres de ’opérateur de signature individuelle sont 4. Par
contre, pour 'opérateur de signature totale, c’est un tout petit peu plus compliqué. En
effet, la signature totale est le produit de toutes les signatures individuelles. Donc :

R = (-1 (4.36)

Y

Si A est pair la signature totale vaut +1. Si A est impair, la signature totale vaut +i. Par
ailleurs, on peut montrer [Boh69] que ’expression générale de la signature pour un noyau
ayant un moment angulaire I, dans le cadre du modele de rotateur quantique, est :

r=(-1)! (4.37)

D’ot les quatre cas possibles :

r=+1 I=0,24,...

Si A pair :
r=-1 1=1,3,5,...
1
r=—1 I:—,§,g..
o ) 2°2 2
Si A impair : 37 11
r=+i I=—,—- —.
2°2° 2

4.2.3 Simplex S,

Un troisieme opérateur de symétrie qui nous sera utile est I’opérateur de simplex Sy. Il
est défini comme I’application de I’opérateur de parité, suivie de I’application de I’opérateur
signature. Par conséquent, comme il est facile de s’en convaincre, il correspond a une
réflection dans le plan Oxz. Autrement dit, les régles de transformation sont (nonobstant
le spin) : £ — 4z, y — —y et z — +z. L’expression de 'opérateur de simplex est par
définition :

S, = R,# (4.38)

Dans la pratique, cet opérateur a une influence cruciale, puisque le code WsS-ODD que
nous avons utilisé impose la conservation du simplex. La base cartésienne utilisée pour
écrire la matrice de 'hamiltonien est en fait une base propre du simplex (Cf. Annexe C).
Puisque l'opérateur de simplex est toujours conservé, et qu’il est le produit de la parité
par la signature, cela signifie que la conservation de la parité (resp. signature) implique la
conservation de la signature (resp. parité).

La relation (4.38) se traduit d’ailleurs sur les nombres quantiques individuels de parité,
7, signature, r et simplex, s par :

S=TXT (4.39)

Autrement dit le simplex est le produit de la signature par la parité. Il est a noter que le
simplex peut étre conservé sans que la parité et la signature le soient.
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4.2.4 Renversement du temps

La derniere symétrie qui nous intéressera est la symétrie par renversement du temps.
Comme son nom l’'indique, elle correspond a ¢t — —t dans les équations. Une des diffi-
cultés est d’obtenir une représentation de cet opérateur dans ’espace des fonctions d’onde®.

On montre qu’une représentation générale de 'opérateur de renversement du temps est
([Sch62]) :

T=UK (4.40)

ou U est un opérateur unitaire et K est 'opérateur de conjugaison complexe. Pour une
particule avec un spin 1/2 (un fermion), I’expression de T' se simplifie en :

T = +io,K (4.41)

La convention de choisir un signe + est discutée plus en détail dans ’annexe C. Pour
les noyaux statiques (qui ne tournent pas), la symétrie par renversement du temps est
conservée (c’est la dégénérescence de Kramers). Par contre, pour les noyaux en rotation,
cette symétrie est brisée.

4.3 RESULTATS DANS LA REGION DE MASSE A ~ 150

Dans I’étude des noyaux en rotation, de nombreux phénomenes peuvent venir compli-
quer l'interprétation des résultats. L’un des plus importants est l'interaction d’apparie-
ment. Comme nous souhaitons ici nous concentrer uniquement sur les aspects relatifs a
la structure des orbitales individuelles dans le formalisme de Dirac, il est important de
s’affranchir du mieux possible de tels phénomenes. Pour cette raison, nous avons choisi
comme cas d’école la région de masse A ~ 150, centrée autour de 52Dy, pour laquelle il
est communément supposé que ’appariement y est tres affaibli.

Par ailleurs, le modeéle de rotation collective unidimensionnel (ot une seule fréquence
de rotation est prise en compte) n’est valable que si les spins nucléaires (les moments
angulaires totaux) sont assez élevés. La encore, la région de masse A ~ 150 se révele un
excellent laboratoire, puisque les spins atteints y sont typiquement de I'ordre de 40-50% ou
plus.

4.3.1 Routhiens dans le noyau !*?Dy

Dans les théories auto-cohérentes, comme la théorie RMF ou les théories Hartree-Fock
non relativistes, les parametres de déformation du noyau sont automatiquement calculés a
chaque étape de la convergence. Au contraire, dans les modeles semi-empiriques tels que
I’approche Woods-Saxon que nous avons utilisée, il est nécessaire de fixer la valeur de la
déformation d’équilibre a la valeur correcte. Pour cela, on peut soit procéder a des calculs

5Les opérateurs de signature et de simplex que nous avons introduits sont en fait des
ésentati d Stri dantes d r des foncti d’ond
représentations des symétries correspondantes dans ’espace des fonctions d’onde.
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de déformation d’équilibre pour chaque valeur de la fréquence de rotation w (calculs de type
« micro+macro », voir chapitre 5), soit déterminer de maniére empirique les parametres
de déformation optimums.

Pour avoir plus rapidement l'information nécessaire, nous avons adopté la seconde
solution. Nous étions guidés dans notre tache par le fait que des calculs macro+micro
avaient déja été réalisés pour plusieurs centaines de noyaux dans le cadre des modeles non-
relativistes avec un potentiel de Woods-Saxon ([EIA00, Wer95] par exemple). Pour %Dy,
ces calculs avaient conduit a choisir les déformations suivantes :

Qg = 0.61 Qa0 = 0.12

Dans le cas relativiste, il s’est avéré que les parametres de déformation les plus adéquats
étaient :
Qo = 0.64 Q0 = 0.12

Avec ces valeurs, on peut a la fois reproduire la valeur expérimentale du moment quadru-
polaire Qo9 = 18.9 (valeur qui reste remarquablement stable en fonction de w), ainsi que
les principales grandeurs caractéristiques, du type moments J(V, 3| etc, que nous allons
maintenant présenter.

Nous choisissons de commencer par les routhiens individuels pour les neutrons et les pro-
tons. Pour 172Dy, les gaps superdéformés sont Z = 66 et N = 86. Le noyau *?Dy étant sou-
vent pris comme exemple typique de noyau superdéformé, de nombreux articles existent, qui
présentent I’analyse détaillée de ses propriétés obtenue par différentes méthodes. Ainsi, on
dispose des résultats du modele dit « Cranked Nilsson » (CN), de I'approche Hartree-Fock
avec force de Skyrme (par exemple [Rig99] avec la paramétrisation SLy4 de 'interaction
de Skyrme), et plus récemment des résultats obtenus avec la théorie RMF [Afa96, Afa98|.

Dans chaque modeéle intervient, pour les neutrons, des orbitales intruses [770]1/2 (issues
du niveau sphérique ji5/), et pour les protons des orbitales, également intruses, [660]1/2
et [651]3/2. L’influence de ces orbitales intruses notamment sur ’évolution des moments
3 ou de la déformation Qo est reconnue depuis longtemps. II est donc important pour
la validité de n’importe quelle théorie, qu’elle prédise les positions énergétiques de ces
orbitales intruses de fagon correcte.

Les deux figures de la page suivante présentent les routhiens individuels protons et
neutrons tels qu’obtenus avec I’hamiltonien de Dirac des chapitre 2 et 3. Les figures 4.4 et
4.5 de la page 114 ont elles été obtenues avec ’hamiltonien non-relativiste de Woods-Saxon
(avec la paramérisation universelle [Dud78]). De facon globale, la structure est a peu pres
la méme : les orbitales intruses [770]1/2 pour les neutrons et [651]3/2 pour les protons sont
présentes, et les gaps magiques sont a leur place. En fait les configurations dans les deux
cas sont strictement identiques.
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1 ! 1 ! 1 ! 1 ! 1 ! 1 ! 1 ! 1 %
-6.0- [5,2,1]1/2+ [7,7,012/2- 19
[5,2,1]1/2- [8,6,0]1/2- |2
[7,6,1]3/2+ [6,4,011/2+ |8
% [7,6,1]3/2- %5,1,4%%2- i
-7 .0 [5.1,4]9/2+ 51,4192+ £
= 7.0 {5,1,4}9/2- B21u2- |°
— [4,0,2]5/2+ [6,5,1]1/2-
f’:) [4,0,2]5/2- [4,0,2]5/2+
< [5,2,1]3/2+ [4,0,2]5/2=
‘= -8.0- [5,2,1]3/2- [5,2,1]3/2+ =
S | e E
2 [7,7,0]1/2- 2,
E':‘ 9.0 :
[6,5,1]1/2+
o [6,5,1]1/2-
% 10.0- [4.1,315/2 s
= - bdly + -<ID
Z | sa3pse- 3
[6,4,2]5/2+
[6,4,2]5/2- -
5,3,2]3/2+ 3
-11.g- % 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 &
1527y -0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2
66 y86

Rotational frequency

Fic. 4.2 — Routhiens individuels pour les neutrons dans °?Dy. Les paramétres de
déformation sont a9y = 0.64 et ayg = 0.12, ce qui donne une valeur du moment qua-
drupolaire proton Qo = 18.9 eb. Les lignes pleines correspondent a des états de parité
positive, les lignes en pointillé a des états de parité négative. Pour chaque parité, deux

couleurs sont associées aux deur valeurs possibles de la signature, qui est indiquée a droite
du label de Nilsson.
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FiG. 4.3 — Routhiens individuels pour les protons dans 2Dy. Mémes
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Fia. 4.4 — Méme figure que la figure 4.2 mais obtenue avec I’hamiltonien non-relativiste de
Woods-Sazxon et la paramétrisation universelle.
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Fia. 4.5 — Méme figure que la figure 4.3 mais obtenue avec I’hamiltonien non-relativiste de
Woods-Sazon et la paramétrisation universelle.
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4.3.2 Moment J?

Le moment J® (parfois appelé moment dynamique), est 'une des quantités qui découle
le plus naturellement de l'expérience. En effet, si 'on note AE,(I) 'écart en énergie de
deux raies 7 (la premiére passant de I + 2 a I, la deuxiéme de I & I — 2), alors le moment,
d’inertie dynamique peut s’écrire :

4
~(2) _
I9) = (4.42)
AE,(I)
Par ailleurs, rappelons la définition (4.29) du moment J :
. E\ T dI
3 = (W) = % (4.43)
1 T T T T I
105- Dirac Woods-Saxore—e—e— _|

Woods-Saxon Universatk—i—i-
Experiment 0O O

95

85+

./ ' \v\lj\\m\
152 \With PNP pairin
75 66Dy 86 > < .

1 1 1
0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
Rotational Frequency

J2) Moment

Fic. 4.6 — Moment 3® dans '2Dy. La figure présente une comparaison entre le calcul de
type relativiste (en bleu) et le calcul de type non-relativiste (en rouge).

Dans le code Ws-0DD, le moment d’inertie dynamique est calculé a partir de la deuxieme
relation :

N dI dj
3 = _ Yy

== = 4.44
dw p dw ( )
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ou l'on note j¥ la valeur moyenne du moment angulaire total sur le routhien ¢% (voir
(4.19)) :

gy = Wiy [¥7) (4.45)

La figure 4.6 présente les résultats obtenus pour un hamiltonien de Woods-Saxon non
relativiste (avec la paramétrisation « universelle » de [Dud78, Dud79]). La surestimation
du moment J® dans ’approche Woods-Saxon non-relativiste est connue depuis longtemps,
et a été récemment discutée dans [EIA00] : les auteurs présentent de plus les mémes mo-
ments d’inertie calculés dans une théorie Hartree-Fock avec la force SkM*, et les prédictions
théoriques exceédent également de 7-8% les valeurs expérimentales. C’est la raison pour la-
quelle il avait été proposé dans cet article d’appliquer un coefficient artificiel de réduction
f =0.9 sur les grandeurs calculées pour reproduire presque parfaitement 1’expérience.

Cette surestimation (systématique, comme il est montré dans [E1A00]) des moments
dynamique dans la région de masse A ~ 150 n’existe plus dans notre approche relati-
viste. Par ailleurs la figure indique quelle devrait étre l'influence de I'appariement avec
projection du nombre de particules (effet pris dans [E1IA00]). Contrairement aux théories
non-relativistes ou l'effet d’amplification de I'appariement dégrade encore plus la qualité
des résultats, dans la théorie relativiste, ’appariement améliore la qualité. Les résultats
pour le moment d’inertie cinématique sont encore plus spectaculaires.

4.3.3 Moment JO

Le moment d’inertie cinématique est simplement défini par la relation (4.23) :
I

IO = — 4.46
IV () o) (4.46)
Dans le code ws-0DD, il a donc été calculé comme :
I jY
AN = 2 = Jv. 4.47
W= =305 (.47

ol j¥ est défini par (4.45). D un point de vue expérimental, le moment d’inertie cinématique
se calcule comme :

21 — 1
E,(I)

ou E,(I) est ’énergie du rayonnement gamma pour passer du spin / au spin I —2. On voit
sur cette derniere relation qu’il est nécessaire de connaitre le spin I d’un état excité pour
connaitre le moment J. Comme les bandes rotationnelles connectent des états ayant une
différence de spin Al = 2, il « suffit » en fait de connaitre le spin de sortie, i.e. le spin du
dernier état de la bande ( = le niveau le plus bas).

3 = (4.48)

Dans la figure 4.7, nous avons pris le spin de sortie égal a 22 h. Cette valeur nous a été
communiquée par R. Janssens. On peut remarquer encore sur cette figure I'effet attendu
de I'appariement tel qu’il est calculé dans [EIA00]. La encore, inclure correctement les
corrélations d’appariement améliore substantiellement les résultats.
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Fi1c. 4.7 — Moment 3V dans 2Dy. La figure présente le méme type de comparaison que
la figure 4.6. La valeur du spin de sortie est de 22h.

4.3.4 Interprétation des différences relativiste/non-relativiste

Il est assez suprenant de constater que malgré des configurations nucléoniques relati-
vement semblables, ce qui est illustré par les routhiens 4.2-4.5, les moments d’inertie J(*)
et 3@ calculés dans les deux approches, relativiste avec I’hamiltonien de Dirac et non-
relativiste avec la paramétrisation universelle soient si différents. Nous proposons dans les
deux paragraphes suivants des explications possibles a ces différences systématiques.

a) Fonctions d’onde radiales : une analogie classique

Commencgons par établir une analogie avec la physique classique. Nous avons vu, a la
section ¢) page 106, que le moment cinématique avait comme définition :

I
~(1) _ 4.49
J - (4.49)

s’inspirant en ce sens de la formule de physique classique. En mécanique des solides, juste-
ment, le moment d’inertie d’un solide en rotation autour d’un axe A a pour expression :

In = / / / ru(7) d*F (4.50)
sur face

ou r est la distance du point courant a l'axe, et u(7) est la masse volumique au point 7.
On voit sur cette expression que plus la matiere se répartit proche de 1’axe de rotation (r
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F(Dirac) - F(Universal) [Neutrons]
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FiG. 4.8 — Différence entre les fonctions d’onde radiales dans le cas relativiste (champ
moyen de Dirac) et non relativiste (potentiel de Woods-Sazon et paramétrisation univer-
selle) dans 2 Pb. Les états individuels sont ceur des neutrons.

petit), plus le moment d’inertie sera faible.

La figure 4.8 présente la distribution de probabilité des nucléons individuels occupant
les orbitales intruses dans ?°®Pb. Le noyau ayant la symétrie sphérique, on peut décomposer
la fonction d’onde en une partie purement radiale, et une partie purement angulaire qui
se trouve étre les harmoniques sphériques (et méme les harmoniques solides si 'on tient
compte du spin). La partie radiale donne la distribution de probabilité, i.e. la probabilité
de trouver un nucléon au point r (voir ’annexe B pour des explications plus détaillées).

Plus exactement, la figure 4.8 présente la différence entre la distribution de probabi-
lité calculée avec un hamiltonien de Dirac (relativiste) et celle calculée avec un hamil-
tonien de Woods-Saxon non relativiste. On voit que les différences sont importantes :
les états individuels ont des pics de probabilité d’environ 0.5, et donc les différences
relativiste /non-relativiste peuvent atteindre jusqu’a 30-35% des maxima (0.15/0.5). Une
autre caractéristique remarquable de cette figure est que les amplitudes de probabilité dans
le cas relativiste sont systématiquement plus grandes a I'intérieur du noyau, et plus faible
a Pextérieur. Autrement dit, la distribution des nucléons dans le cas relativiste est plus
localisée vers le centre du noyau.

Si I'on accepte I'analogie avec la physique classique, on congoit donc aisément que, les
nucléons donnant sa masse au noyau, les moments d’inertie dans le cas relativiste seront
systématiquement plus faibles que dans le cas non-relativiste. Par ailleurs, cette différence
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F(Dirac) - F(SLy4) [Neutrons]
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Fi1G. 4.9 — Méme type de figure que 4.8, mais cette fois, c’est la différence entre ’approche
Dirac et Uapproche Hartree-Fock avec force de Skyrme (paramétrisation SLyd) qui est
tllustrée.

de distribution ne doit pas surprendre, puisque le puits de potentiel central relativiste est
beaucoup plus profond que le puits non-relativiste. Les nucléons, notamment les états les
plus profonds, sont plus liés que dans le cas non-relativiste, et a cause de la diffusivité du
potentiel, sont donc plus pres du centre du noyau.

Nous avions vu a la section 3.2.1 du chapitre 3 que les positions des états profondément
liés calculées dans notre approche ou dans les théories auto-cohérentes (relativiste ou pas)
étaient assez similaires, alors que le puits de potentiel central dans le modele de Woods-
Saxon non-relativiste était manifestement sous-estimé. Il nous a donc semblé intéressant
d’effectuer le méme type de calculs que ceux illustrés sur la figure 4.8, mais en prenant
comme référence une de ces méthodes auto-cohérentes, en I'occurence ’approche Hartree-
Fock avec interaction de type Skyrme et paramétrisation SLy4. Les résultats figurent sur
la figure 4.9.

Pour faciliter la comparaison, remarquons que ’échelle de ’axe y est la méme dans
les deux cas. Par conséquent, les structures générales des fonctions d’onde dans les cas
Hartree-Fock et relativiste non auto-cohérent, notamment en termes de géométrie, sont
assez semblables, mais trés différentes de celles du modéle non-relativiste de Woods-Saxon
avec la paramétrisation universelle.
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b) L’effet Landau-Zener : une justification quantique ?

Plutot que de faire appel a des comparaisons avec la mécanique non-relativiste, on peut
essayer de trouver une explication plus « quantique » au fait que les moments d’iner-
tie dynamiques soient plus faibles dans le cas relativiste que dans le cas non-relativiste.
Une telle explication reposerait sur la regle de non croisement de Wigner-von Neumann
(appelée aussi effet Landau-Zener). Dans le cas général, cette regle est la suivante : soit
un hamiltonien iLO ayant un spectre de valeurs propres e;; on applique une perturbation
AV sur cet hamiltonien. Les niveaux d’énergie individuels e; deviennent des fonctions de A,
ei(A). La régle stipule que deux niveaux ayant les mémes symétries (i.e. les mémes nombres
quantiques, ou appartenant a la méme représentation irréductible d’un groupe de symétrie
donné) ne peuvent jamais se croiser lorsque la valeur de A\ augmente [Lan77].

Imaginons un puits de potentiel central de 30 MeV de profondeur (comme c’est & peu
pres le cas pour les protons dans le modele Woods-Saxon non-relativiste). L’hamiltonien
non perturbé est I’hamiltonien de champ moyen, et la perturbation est la rotation :

AV = —Twj, (4.51)

Sous 'effet de cette perturbation, les niveaux de méme symétrie ne pouvant se croiser vont
se repousser, ce qui explique tous les effets de courbure des routhiens en fonction de w.

Supposons maintenant que le puits a une profondeur de 45 MeV, soit 50% de plus.
Comme on étudie le méme noyau, le nombre de particules est toujours le méme, ainsi que
la position du niveau de Fermi (au moins en premiére approximation). Par conséquent,
la densité de niveaux dans le second cas devrait en moyenne étre plus faible que dans le
premier. Comme l’intensité de la répulsion de Landau-Zener entre deux niveaux est pro-
portionnelle a 1’écart énergétique entre ces niveaux, il s’ensuit que cette répulsion devrait,
toujours en moyenne, étre plus faible dans le cas d’un puit profond. Mais comme la courbure
des niveaux en fonction de w est également proportionnelle a I'intensité de la répulsion, cela
implique que les niveaux individuels seront plus « plats ». Et puisque le moment d’inertie
JM) est directement proportionnel aux dérivées de ces niveaux individuels par rapport 3 w,
on s’attend donc & ce que le moment JV soit plus faible dans le cas d’un puits profond,
donc ici dans le cas relativiste.

4.3.5 Comparaison avec la théorie RMF

Comme notre modele s’appuie sur le formalisme de la théorie du champ moyen rela-
tiviste, il semble naturel de comparer nos résultats sur les noyaux en rotation avec ceux
obtenus par la RMF (comme nous l'avons fait pour les noyaux statiques par exemple).
Cette comparaison s’avere d’autant plus nécessaire que nous avons vu, au chapitre 3 com-
bien la géométrie des différents potentiels pouvait influencer les niveaux individuels et
par voie de conséquence les propriétés a haut spin. Or il se trouve que nous disposons
d’une étude [Bar00] des différentes interactions effectives de la RMF ou l'auteur a extrait
du formalisme du champ moyen relativiste les parametres des potentiels de Woods-Saxon
« équivalents », parametres que nous pouvons comparer avec ceux de notre hamiltonien.
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Naturellement, cette comparaison entre deux modeles tres différents dans leurs méthodes
ne peut servir que de base de discussion, mais nous verrons nénamoins que les résultats
sont tres instructifs.

a) Le magnétisme nucléaire

L’un des points les plus intéressants de I’étude des noyaux en rotation vient de ce que la
symétrie par renversement du temps y est brisée. Nous avons brievement mentionné dans
la premiere partie de cette these les modifications entrainées par cette brisure de symétrie
sur ’équation de Dirac (équation (1.54) page 34). Rappelons ici cette expression :

{—z’ & (V- V)+B(m+ S)} 6:i(7, 1) = e:i(7, 1) (4.52)

Le terme supplémentaire —a - ‘7, qui ne dépend que des composantes spatiales des mésons,
est appelé magnétisme nucléaire. Par ailleurs, les équations de propagation des mésons sont
également modifiées comme il est montré au paragraphe 1.2.2 page 32, puisque des termes
en w? (w étant la fréquence de rotation) doivent étre pris en compte.

Initialement, pour simplifier les calculs, le terme —a - V dans I’équation de Dirac et
les termes en w? dans les équations de Klein-gordon ont été négligés : les résultats sur
les moments 3 et J® obtenus dans le noyau "»?Dy étaient pres de 25 & 30% inférieurs
aux valeurs expérimentales, alors méme que les configurations proton et neutron correspon-
daient aux configurations habituellement utilisées (méme nombre d’orbitales intruses, etc.).
Dans une deuxieme étape, le terme de magnétisme nucléaire fut pris en compte via une
correction semi-classique : les résultats obtenus pour le noyau de *?Dy sont présentés dans
[Koe91], et s’avérerent environ 10% supérieurs aux valeurs expérimentales. Ce n’est que
lorsque le terme de magnétisme nucléaire fut pris en compte de maniére completement auto-
cohérente qu’un accord convenable avec 1’expérience fut obtenu [Kon93, Afa96, Afa98]. La
conclusion des auteurs était donc qu’« ... il s’avere trés important de prendre en compte
[ce terme] pour une description correcte des courants, des moments magnétiques et des
moments d’inertie. » [Afa96]. Néanmoins, souvenons-nous que les calculs RMF faits dans
les noyaux sphériques avaient produit une densité de niveaux pres du niveau de Fermi
beaucoup trop faible. Par conséquent, il semblait assez logique que cette trop faible den-
sité se répercute dans les calculs a haut-spin, indépendamment de la présence ou non du
magnétisme nucléaire. En d’autres termes, on peut s’interroger sur la pertinence de 1’argu-
ment qui met en évidence ce mécanisme de magnétisme nucléaire (qui n’existe que dans les
noyaux tournants), alors méme que les résultats sur les noyaux sphériques laissaient déja
augurer les difficultés effectivement rencontrées.

b) Géométrie du potentiel Spin-orbite

Pour pouvoir comparer le plus rigoureusement possible les résultats en théorie RMF et
dans notre modele, nous avons mis a profit un article de A. Baran [Bar00]. Dans cet article,
I'auteur a extrait des calculs auto-cohérents avec deux interactions effectives différentes,
NL3 et NLSH, les parametres des potentiels de Woods-Saxon équivalents. On dispose ainsi
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d’une base de comparaison entre I’approche directe que nous avions choisie, et 1’approche
auto-cohérente. Un examen approfondi des résultats présentés dans [Bar00] a mis en lumiere
le fait que deux parametres parmi les 6 que compte le modele étaient systématiquement
tres différents : la diffusivité du potentiel central, beaucoup plus petite dans la théorie RMF
- environ 0.6 Fm - que dans notre modele - autour de 1.1 Fm, et le rayon du potentiel
spin-orbite (qui est aussi le rayon de la masse effective), qui lui est beaucoup plus grand -
1.1 dans la RMF contre 0.8.

1 ! 1 ! 1 ! 1 ! 1 ! 1 ! 1 ! 1 ! 1
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Fi1G. 4.10 — Moments d’inertie 3 dans 2Dy obtenus pour différentes géométries des
potentiels. La courbe la plus haute (en bleu) est obtenue avec des paramétres trés proches
de ceur que nous avons déterminés a partir des noyaur sphériques, celle du bas correspond
aux parametres de la RMF. En passant d’un ensemble de parameétres a l’autre, les rayons
r.m.s. restent a peu pres constants. L’unité de la diffusivité et du rayon est le Fermi.

Ces différences sont tres importantes, comme cela est illustré au chapitre 3, et il nous a
semblé intéressant de voir quelles étaient leurs conséquences sur les moments d’inertie. La
figure 4.10 présente une telle comparaison. Sur cette figure, chaque courbe correspond au
moment d’inertie dynamique dans le noyau de 92Dy, & chaque fois pour une paramétrisation
différente des potentiels. La courbe la plus basse correspond aux parametres issus de la
théorie RMF, celle la plus haute a une paramétrisation tres proche de celle que nous avons
adoptée a partir des noyaux sphériques. Les seuls parameétres qui varient en passant d’une
courbe a 'autre sont le rayon du potentiel spin-orbite r,, et la diffusivité du puits central
cen- Cette figure doit étre mise en regard avec par exemple la figure 1 dans [Afa96].

L’importance des variations des moments J® entre chacune des courbes suggere une
possible influence des orbitales intruses. Par conséquent, pour vérifier que les différences
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obtenues ne sont dues qu’a des raisons géométriques et ne sont pas un artifice di a des
configurations différentes, nous avons examiné les routhiens proton et neutron correspon-
dant a chacune de ces configurations. Les figures des deux pages suivantes présentent les
routhiens individuels protons et neutrons pour les deux cas extrémes de la figure 4.10,
c’est-a-dire pour les paramétrisations équivalentes a celle de la RMF (courbe la plus basse
dans la figure 4.10), et pour notre meilleure paramétrisation avec 6 parametres (courbe la
plus haute dans la figure 4.10).

Quelques remarques :

e dans chaque figure, nous avons essayé de faire ressortir la partie du spectre située
juste au-dessous du niveau de Fermi. On peut constater sur les figures que dans les
deux cas (paramétrisation RMF et optimale), les configurations contiennent les mémes
orbitales intruses ([770]1/2 pour les neutrons, [651)3/2 et [660]1/2 pour les protons).
Nous avons d’ailleurs vérifié que les configurations étaient les mémes pas seulement
en termes d’orbitales intruses;

e les autres niveaux caractéristiques de cette région de masse, tels que [301]1/2 et
[301]3/2 pour les protons, ou [651]1/2 pour les neutrons sont également présents ;

e les « gaps » superdéformés apparaissent presque tous;

e la seule réelle différence entre les figures présentées dans [Kon93, Afa96] et les figures
4.11 et 4.13 est le décalage vers le haut du spectre. Il y a plusieurs raisons a cela :
d’une part, pour les protons, nous n’avons pas pris exactement la profondeur du puits
central égale a celle de la RMF. La raison en était que nous souhaitions conserver des
rayons carrés moyens constants tout en changeant le moins de parametres possibles.
D’autre part, dans [Bar00], seules les interactions NL3 et NLSH ont été étudiées,
et malheureusement, les calculs dans les noyaux supedéformés se font surtout avec
I'interaction NL1. Les différences, a en juger par celles existant entre NL3 et NLSH,
peuvent ne pas étre négligeables. Enfin, I’étude de [Bar00] est statistique : pour un
noyau présentant un isospin donné (N — Z)/A, il existe de fortes variations pour
la valeur des parametres et I'article ne donne pas acces aux parametres de chaque
noyau.

La conclusion a tirer de ces résultats est qu’il est possible d’obtenir de tres fortes
différences de comportement pour les moments 3@ avec des paramétrisations de ’hamilto-
nien de Dirac assez semblables. Cette remarque découle naturellement des différentes figures
analysées au chapitre 3, ou nous avions mentionné 'importante sensibilité des niveaux in-
dividuels a la géométrie des potentiels, notamment les potentiels spin-orbite et de masse
effective. Mais cela a pour conséquence que la différence théorie-expérience observée dans
les calculs RMF de [Afa96] pourrait trés bien étre due, non pas a ’absence du magnétisme
nucléaire, mais a une « mauvaise » paramétrisation de l'interaction nucléon-méson.

Quant au magnétisme nucléaire, si sa présence dans 1’équation de Dirac semble entiérement
justifiée sur le plan théorique, il est possible qu’il soit compensé par un terme actuellement
négligé dans le formalisme. Cela pourrait ainsi expliquer 1’excellent accord obtenu avec
notre formalisme aussi bien pour les noyaux sphériques que pour les noyaux déformés et
ceux en rotation.



ROTATION COLLECTIVE

124

Neutrons

> 1 3
/ t [5.2.3]7/2+

T T
L0 s L4
[5,1,4]9/2-
'; -2.0- [7.7.0]1/2+
O [7,7,01/2-
2. 3.0
<U:) [6,5,1]1/
6,5,1]1/2+
® -4.0- [6'51]1/2-
< [6,4,2]5/2+
6,4,2]5/2-
8 -5.0- {4,1,1}1/2+
04 [4,1,1]1/2-
-6.0- [4,1,3]5/2+
g M [4,1,3]5/2-
= [5,3,2]3/2+
-7 0- [5.3.2]3/2-
8 7.0 [4,1,1]3/2+
= [4,1,1]3/2-
-8.0- [5.3.0]1/2+
[5,3,0]1/2-
[5,2,3]7/2+
-9.0- [5.2,3]7/2-
1 L
152 -0.2
66Dy 86

1 1 1
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2
Rotational frequency

1
0.0

Dirac-Woods-Saxon

B4=0.12

Bo=0.64

FI1G. 4.11 — Routhiens individuels neutrons dans *?> Dy - Paramétrisation équivalente d la

théorie RMF.
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FI1G. 4.13 — Routhiens individuels protons dans 2Dy - Paramétrisation équivalente a la

théorie RMF.
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4.4 RESULTATS AVEC LA MASSE EFFECTIVE INDEPENDANTE

Nous suivons dans ce chapitre la méme démarche qu’au chapitre 3, c’est-a-dire qu’apres
avoir validé notre méthode dans le cas cas standard, celui ou I’hamiltonien comprend 6
parametres, nous effectuons également les calculs avec une masse effective indépendante
pour vérifier si I’on ne peut de cette fagon améliorer encore la qualité des résultats obtenus.
Dans cet esprit, nous présentons de nouveau les moments J et 3® dans le noyau de *2Dy.
Il faut insister sur le fait que, contrairement aux théories non-relativistes (auto-cohérentes
ou pas) qui surestiment systématiquement le moment 3@, Tinclusion de I’appariement
dans les calculs améliorera les résultats (voir la figure 4.16).
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F1c. 4.15 - Moment 3V dans 2Dy dans lapprozimation de masse effective indépendante.

Outre les moments J(1) et J(2), I'une des observables abondamment utilisées en phy-
sique des hauts-spins est I'alignement effectif entre deux bandes. L’alignement effectif est
une observable qui a été introduite par Ragnarsson ([Rag93]) et qui permet d’étudier mi-
nutieusement les contributions des orbitales individuelles au spin total du noyau (et cela
en fonction de la fréquence de rotation). En effet, on définit I’alignement effectif entre deux
bandes A et B comme :

tefr(w) = Ip(w) — Ia(w) (4.53)

ol I4 g(w) représente le spin de la bande (A ou B) a la fréquence w. Si les deux bandes A et
B correspondent par exemple aux bandes Yrast de deux noyaux différants par un nucléon
seulement (un proton ou un neutron), alors la quantité i.s; représente le moment angulaire
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total de ce nucléon. L’inconvénient de cette approche, inconvénient déja rencontré d’ailleurs
pour les études reposant sur le moment J(I, est qu’il est nécessaire de connaitre les spins de
sortie de chacune des deux bandes. Or cette quantité est difficile d’acces expérimentalement,
et seuls quelques spins de sortie ont été mesurés.
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F1G. 4.16 — Moment 3 dans 2Dy. La figure présente le méme type de comparaison que
la figure 4.15. La valeur du spin de sortie est de 22h.

La figure de la page suivante représente l’alignement effectif entre les bandes Yrast de
plusieurs noyaux dans la région du *?’Dy. Comme il a déja été mentionné, il est nécessaire
de connaitre les spins de sortie pour tracer ce type de figure. Dans nos calculs, nous avons
utilisé les valeurs suivantes : 22/ pour 2Dy et 30.5A pour 'Tbh, ces deux valeurs nous
ayant été communiqués dans des communications privées, ainsi que 19.5% pour *!Dy, 24k
pour *Tb et 304 pour *°Gd (ces valeurs correspondent aux prédictions de [Rag93]).
On peut voir que, hormis 'alignement effectif entre 'Tb et %9Gd, les résultats sont
d’une qualité tout a fait acceptable. Cela signifie donc que la structure des niveaux a
une particule est problablement fideélement reproduite dans cette région de masse. 1l faut
d’ailleurs remarquer que dans ces calculs ne figurent pas les corrélations d’appariement. Or
il est connu [E1A00] que ces corrélations jouent un roéle important, particulierement dans
les isotopes du Gadolinium.
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Fia. 4.17 — Alignement effectif entre bandes Yrast dans la région de masse A ~ 150.



5. Déformations d'équilibre

Nous avons abordé dans la partie précédente 1’étude des bandes rotationnelles, et nous
avons vu que la rotation collective des noyaux atomiques était synonyme de déformation.
Les potentiels intervenant dans 1’équation de Dirac, qu’on paramétrise par des fonctions de
Woods-Saxon, sont naturellement sensibles a cette déformation puisqu’ils font intervenir
la distance d’un point a la surface du noyau. Celle-ci s’écrit, rappelons-le :

Amaz  +A

R(0,¢) =roAPc(a) 1+ ) Y anYau(0,¢) (5.1)

A=0 pu=-Xx

ou R(0, ) est la valeur du rayon du noyau en un point de coordonnées sphériques (6, ¢),
Ry correspond a la valeur du rayon pour le méme noyau mais avec la symétrie sphérique,
c(a) est un facteur dépendant des parameétres de déformation «, qui exprime la conser-
vation du volume du noyau, et Y),(6, ) sont les harmoniques sphériques. Mais pour un
noyau donné, quelles sont les valeurs des parametres de déformation ? Dans les approches
microscopiques auto-cohérentes (du type Hartree-Fock non relativiste ou RMF), la question
ne se pose pas car la déformation est calculée simultanément avec les fonctions d’onde et
les énergies propres'. Mais dans les modeles semi-empiriques, il faut spécifier la valeur de
chacun des parametres de déformation. Pour les noyaux dont la déformation ne change
« pas trop » avec la rotation, on peut se contenter d’ajuster les valeurs a la main, en
essayant de reproduire par exemple les moments quadrupolaires expérimentaux Q9. Mais
dans certains noyaux, la déformation évolue en fonction de la fréquence de rotation w, et
une telle solution est quasi-impossible a mettre en ceuvre.

La solution consiste évidemment a calculer ces parametres de déformation, un peu a
I'instar de ce qui est fait dans les méthodes auto-cohérentes. La procédure utilisée est la
méthode dite « macro+micro ». Le noyau atomique est vu comme une goutte liquide quan-
tique, possédant une certaine énergie macroscopique F,,q.,- Mais le noyau est également
constitué d’un certain nombre de nucléons, disposés sur des orbitales individuelles, et la
présence des couches modifie la valeur de I’énergie totale : un noyau avec toutes ses couches
pleines sera plus lié qu’un noyau similaire mais avec une couche supplémentaire a moitié
pleine. A I’énergie macroscopique s’ajoute donc une correction microscopique, dite correc-

Une petite réserve : les contraintes 4 prendre en compte dans le modéle sont laissées au
choix de l’utilisateur. Si 1’on décide par exemple d’inclure des déformations quadrupolaires et
hexadécapolaire, les valeurs g et ayo seront effectivement déterminées automatiquement.
Mais dans ce cas, les autres déformations vaudront 0.
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tion de couche, E,,;.o. L’énergie totale s’écrit donc :
)

Etotal = Emacro + Emicro (52)

Dans un premier temps, nous allons brievement rappeler comment calculer chacun des deux
termes, d’énergie macroscopique et d’énergie microscopique, puis nous appliquerons cette
procédure a la recherche de déformations octupolaires statiques. Quelques résultats sur les
éléments super-lourds seront également présentés.

5.1 MODELE DE LA GOUTTE LIQUIDE

Une premiere approche du modele de la goutte liquide se fait par I'intermédiaire de la
formule de Bethe-Weiszacker donnant 1’énergie de liaison d’un noyau atomique :

72 (N — 7)?
Az~ e +c (5.3)

B(Z,N) = a,A — a,A*® —a 1

Le premier terme (terme de volume) indique que 1’énergie de liaison est proportionnelle au
nombre de constituants du noyau. Le deuxiéme terme (terme de surface) simule les effets
de surface : les nucléons proches de la surface sont moins liés que les autres, et ce déficit se
retrouve dans 1’énergie totale. Le troisiéme terme (terme de Coulomb) rappelle qu’un noyau
est entre autres constitué de protons, qui subissent une répulsion électromagnétique. Cette
répulsion diminue d’autant I’énergie de liaison. Le quatriéme terme (terme de Wigner, ou
terme d’asymétrie) est une conséquence de la nature quantique de la goutte liquide : c’est
une juxtaposition de deux gaz de Fermi, un pour les neutrons, un pour les protons. Pour
une énergie coulombienne fixée (Z fixé), la nature tend & privilégier un nombre de neutrons
N égal a Z. Le cinquiéme terme représente I’ensemble de toutes les corrections nécessaires
pour affiner le modele.

La formule de Bethe-Weiszécker est particulierement utile pour comprendre les différentes
contributions a I’énergie totale du noyau, et elle donne un accord remarquable avec I’expéri-
ence, eu égard a sa simplicité. Cependant, avec le temps, des modeles plus fins ont été
élaborés, qui reposent tous plus ou moins sur le méme schéma (la somme des quatre termes
sus-cités, plus des corrections), mais qui s’appliquent dans un cadre plus général. En effet,
le modele de Bethe-Weiszacker n’est valable que pour des noyaux sphériques, et ne tient
pas compte des effets de déformation. Par exemple, la répulsion coulombienne devient un
peu plus délicate a calculer si le noyau a une géométrie un peu fantaisiste.

Dans ce modele, I’énergie totale est la somme de plusieurs termes, qu’il n’est pas utile
de donner ici : le lecteur intéressé est renvoyé a [Mol81]. L’important pour les applica-
tions pratiques est de connaitre les termes qui dépendent de la déformation, et ceux qui
nécessitent des calculs numériques importants. Ainsi, seuls deux termes correspondent a
cette description : ’énergie de surface dépend évidemment de la forme de cette surface.
Dans le cas général, elle est donnée par [Mol81] :

c A2/3 |7 — 7 exp(—|7—7'|/a)
FE i d dr’ -2 A4
surf. =  8m2R2a3 / T/ ’ ( ) |7 — 7| (54)
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Dans cette expression, A est le nombre de masse du noyau, Ry = oA/ est le rayon
standard du méme noyau avec une forme sphérique et a est la diffusivité de Yukawa qui
vaut environ : a = 0.68. Cette forme en e "/?/r permet de tenir compte dans le terme
de surface de la portée finie de l'interaction nucléon-nucléon (dans le modele de Yukawa
originel, via I’échange de méson 7).

Le calcul de (5.4) nécessite une intégration sur 6 variables. Le théoréme de Gauss permet
de réduire le nombre de variables d’intégration de 6 a 4 (ce qui d’un point de vue numérique
accélere considérablement le calcul) :

c A3 7=\
Esur.:_i 2_ - 2
! 87r2R37{j{{ [( a ) i
1

x ————[(F—7")-dS][(F—7') - dS'] (5.5)

R

— =/

7=

+2

eXp(—|77—f"\/a)}

Notons également que pour des noyaux a symétrie axiale, le nombre de variables d’intégration
peut encore étre réduit de quatre a trois.

L’énergie de Coulomb fait également intervenir la géométrie du noyau. Elle est constituée
d’un terme direct, qui est 'intégrale de la distribution de charge sur le noyau, et d’un terme
correctif dii au fait que la surface du noyau n’est pas franchement délimitée, mais possede
une certaine extension spatiale. La somme de ces deux termes s’écrit :

1/ 3Ze\? // drdi" // 7= 7|\ exp(—|F — 7|/ dden)
Ecou. = = - 1+ — drdr’
cout 2 <47TR3> { |7—"_’f',| 2aden |’F-’I"|

Dans cette expression, le parametre age, est pris égal a 0.99/ V2.

Dans I'expression générale de I’énergie macroscopique, seuls les deux termes, de surface
(5.4) et de Coulomb (5.6), dépendent de la géométrie du noyau.

5.2 CORRECTIONS DE COUCHE - PROCEDURE DE STRUTINSKY

La formule originelle de Bethe-Weiszacker et ses améliorations successives ne tiennent
pas compte de la structure en couche des nucléons dans le noyau. Pour pallier cette lacune,
Strutinsky a proposé une méthode qui consiste essentiellement a séparer en deux termes
distincts I'énergie totale, I'un reproduisant 1’énergie dite macroscopique qui, comme son
nom l’indique tient compte des propriétés globales du noyau dans son ensemble, 'autre,
appelée énergie microscopique, qui provient de la structure en couches des orbitales in-
dividuelles. Apres avoir fait quelques brefs rappels sur 1’énergie macroscopique dans la
section précédente, nous présentons ici la méthode de Strutinsky. Le lecteur est renvoyé
aux ouvrages [Bol72, Bra72, Rin80| et aux theéses de [Bou96, Men86] pour plus de détails.
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5.2.1 Justification de la méthode

Le modele de la goutte liquide permet de reproduire les données expérimentales qui ne
dépendent pas trop du nombre de nucléons du noyau, comme par exemple la dépendance
en A de I'énergie de liaison. A contrario, il s’avere nettement insuffisant pour toutes les
applications qui dépendent de facon critique du nombre de particules. Or il est connu que
les nucléons dans le noyau se répartissent dans des orbitales qui forment une structure
en couches, et cette structure en couche a une influence considérable sur bon nombre de
propriétés des noyaux. La méthode de Strutinsky est une « correction » a apporter a
la valeur de I'énergie de liaison déterminée par le modele de la goutte liquide, et cette
correction tient précisément compte des effets de couche. Il faut souligner que c’est cette
« correction » qui contient la plus grande part de la dynamique du systéme

Dans le cadre du modele en couches, on dispose de la séquence des états a une particule
{ex}. La somme de ces énergies jusqu’au niveau de Fermi définit 1’énergie totale du noyau
dans ce modéle. On peut décomposer cette énergie en une partie moyenne (qui varie len-
tement en fonction du nombre de particules) et une partie oscillante (qui a contrario varie
fortement en fonction du nombre de particules) :

Eshell = Esh,ell + Eoscz'l. (57)

Les corrections de couches sont représentées par la partie F,4.i;., la partie Fg,.; représentant
une contribution moyenne. Par ailleurs, puisque Fpe; est simplement la somme de toutes
les énergies individuelles jusqu’au niveau de Fermi, on a simplement :

AR
Boscit. = » _ ek — Egpen (5.8)
k=1

et le probleme revient en fait a déterminer la valeur moyenne Fp.

5.2.2 Cas des noyaux statiques
a) FExpression de I’énergie lissée

Pour résoudre ce probleme (la détermination de l’énergie « lissée » Eshe”), il est
préférable de passer a une représentation des énergies en termes de densité de niveaux.
On définit ainsi la densité de niveaux g(e) telle que g(e)de représente le nombre de ni-
veaux compris entre e et e + de (e étant ici une variable continue). Quel que soit le spectre
réellement calculé e, la densité de niveau peut toujours s’écrire :

gle) =Y d(e—ex) (5.9)

ol 6(x) est la distribution de Dirac. Toute 'idée de la procédure consiste & remplacer la
distribution (5.9) par une fonction réguliere et relativement « douce » de I’énergie. Ainsi,



DEFORMATIONS D’EQUILIBRE 133

on cherche une densité de niveaux « lissée » g(e) telle que :

+o0o

gle) = Z S(e—ex) (5.10)

k=1

ou S est une fonction qui reste a déterminer. Supposons pour 'instant que cette fonction
soit connue. Dans ce cas, on pourra écrire :

g(e) = g(e) + dg(e) (5.11)

L’énergie de la partie lissée sera alors :

~ AR
Bunen = / ¢ §(e)de (5.12)

—00

ou A représente le niveau de Fermi « lissé », c’est-a-dire le niveau de Fermi correspondant
a la densité de niveaux g(e). Il s’écrit donc :

AF

Z(ou N) = / i(e)de (5.13)

—00

Par conséquent, si nous parvenons a trouver une fonction S qui satisfasse a (5.10), nous
) 3
pourrons, au moins en principe, calculer 1’énergie lissée (5.12).

b) Détermination de la fonction de lissage

Revenons maintenant a la forme de cette fonction g(e). Pour cela, exprimons la relation
(5.9) en utilisant la décomposition de la distribution de Dirac en fonction des polynomes
d’Hermite :

§(z) = %6_12 Z cnHp(x) (5.14)

Cette série peut étre simplifiée un peu plus en utilisant les propriétés des polynomes d’Her-
mite, mais cela n’a pas un intérét immédiat. Introduisons plutot la nouvelle variable :

€ — €
Y

Up = (515)

ol 7y est un parametre dont nous discuterons la valeur un peu plus loin. Dans ce cas, on a :

5(e — ex) = O(yug) = ia(um

Et la relation (5.9) se réécrit donc :

“+00 “+o0o
1 2
gle) =) ——=e™ Y e Ho(u) (5.16)
k=1 v ﬁ m=0



DEFORMATIONS D’EQUILIBRE 134

Dans la série des polynomes d’Hermite, séparons les polynomes d’ordre élevé m > p ou p est
un entier, des premiers polynomes. On sait que I’ordre n d’un polynome d’Hermite est plus
ou moins relié au nombre d’oscillations de ce polynéme. Les fonctions Hy,,(x) sont donc
fortement oscillantes si p est assez élevé. Au contraire, les premiers polynomes d’Hermite
sont peu oscillants. On peut donc qualitativement s’attendre a ce que la fonction g(e) soit
représentée par la somme de quelques-uns des premiers polynomes d’Hermite, tandis que
dg(e) sera représenté par le reste de la série (5.16) :

—+00 4
1 2
gle) = e Uk ComH (U 5.17
+00 1 +0oo
dg(e) = ek Con H o () (5.18)
kZ:; ’)/\/7_1' mgp;f—l *

Réécrivons 1’équation (5.17) en introduisant la fonction S(z) définie par :

S(x)=—e" Y enHn() (5.19)

11 vient :

ii(e) = :2 %5 (e _76’“) - 25(6 o) (5.20)

La preuve de la derniere égalité s’obtient aisément en considérant les propriétés de la dis-
tribution de Dirac. On a donc bien déterminé la fonction S que I'on cherchait, cf. equation
(5.10). Par ailleurs, on peut réécrire une nouvelle fois la dernieére relation :

i)=Y / " (e = ex)S(e)de

=/f[i&www

k=

= /+00 g(e)S(e)de

o

S(e)de

On arrive donc au résultat :

gwwz/fwm@swwe (5.21)

Cette derniere relation est importante sur le plan théorique car elle permet d’étendre le
concept de « lissage » a des grandeurs autres que I’énergie. On peut par exemple définir une
densité de spin, et calculer de la méme facon sa valeur lissée sur les orbitales individuelles.

La résolution des équations (5.13), pour déterminer le niveau de Fermi, et de (5.12)
pour calculer I’énergie totale moyenne permettent de déterminer la correction de couches
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de Strutinsky F,s; donnée par (5.8). Nous avons vu que la procédure faisait intervenir
deux parametres libres, v et p. La valeur de v doit étre de I'ordre de la taille d’une couche
énergétique. Pour :

y=12Hhw avec hw~ 41473 MeV (5.22)
les résultats restent stables (condition de « plateau » : une petite modification de ces

constantes ne modifie pas trop le résultat). De méme, la stabilité est atteinte pour p = 6.
Les calculs que nous présenterons seront faits avec ces deux valeurs.

¢) Implémentation de la procédure

Cette section présente un résumé de la méthode utilisée pour calculer les corrections de
couche de Strutinsky dans le cas statique.

1. On commence par calculer la fonction g(e) selon la formule (5.17) :

+o0 p
1 2
gle) = e N Hipn(ug) (5.23)
expression dans laquelle :
€ — €L
U =
Y

2. On calcule ensuite la fonction :

A :N—/_ g(e)de (5.24)

ou N est le nombre de particules dans le systéme (Z dans le cas des protons). On
peut montrer que la fonction f (5.24) avec I'expression (5.23) s’écrit en fait [Abr64] :

fA) =N - Z [1+ erf(dy)] + —= Ze a Zcm (5.25)

k=0

avec

/\—ek
v

U =

3. La solution de I’équation : f(z) = 0 donne le niveau de Fermi de la distribution lissée,
A, par construction de la fonction f.

4. Une fois connu ), on peut calculer ’énergie lissée (5.12) :

~ )\F
Esh,ell = / eg(e)de (526)

—0o0
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La encore, les propriétés des polynémes d’Hermite font que 1’expression (5.26) a une
expression analytique, un peu compliquée [Abr64] :

+o0o
~2

~ 1 B Y _
Eshen = E {—ek [1+ erf(ig)] — —=e “
|2 2w

_ %e—ﬁk Z Crm nyHm(ﬂk) + ex Hppo1 (Ug) + mva_g(ak)} } (5.27)

ou la quantité u; a la méme expression qu’au point numéro 2.

5.2.3 Comment inclure appariement ?
a) Présentation de la méthode

L’une des contributions importantes a 1’énergie de couche provient des corrélations
d’appariement. La méthode que ’on va maintenant exposer brievement est développée dans
[Bol72] et [Bra72|. Elle repose sur une interaction d’appariement de type BCS monopolaire.

Commencons par définir ce que ’on appelera ’énergie des corrélations d’appariement.
Il s’agit en fait simplement de la différence entre 1’énergie du noyau dans I’état BCS et celle
que le méme noyau aurait en I’absence d’appariement :

ng
P = Epcs — Ey=Epcs — Y _ex (5.28)

oung = Z ou N et les {e;} sont les énergies individuelles. Cette corrélation d’appariement
peut, comme toute autre observable, s’écrire comme la somme d’une partie réguliére P, qui
ne varie pas beaucoup avec la déformation, et d’une partie oscillante P,,.; qui elle varie
fortement. La contribution réguliere aux corrélations d’appariement est supposée étre déja
incluse dans l'expression de l’énergie macroscopique, et il ne nous reste donc plus qu’a
calculer le terme P,.;;, selon une méthode de correction de couches tres similaire a celle
présentée au paragraphe précédent.

Pour déterminer la partie oscillante, on part de I’équation Bcs (D.24) page 207 : c’est
I’équation de gap dans le cas d’un appariement monopolaire caractérisé par une constante
G (et dans lequel on a négligé le terme en v?) :

np+ne

1 2
Z 7y -G (5.29)

a=ngp—nc

Dans cette équation, la sommation va de ng — n, a ng + n. ol ng correspond au niveau
de Fermi, et n, est le nombre de paires. La relation (5.29) correspond & un spectre discret
en énergie. Pour une distribution continue, elle devient approximativement :

/A A:Z m (5.30)
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L’énergie de coupure {2 est reliée au nombre de paires n. via :

20 = 2 (5.31)
g(A)
La densité moyenne de paires est donnée par :
S
p=39) (5.32)

On peut montrer (voir par exemple [Bol72], ou bien [Bra72]) que I’équation de gap, pour
une distribution de niveaux uniforme, s’écrit :

1 - nc nC 2
—=pln¢ — + 1+ — (5.33)
2pA 2pA

Dans ce cas, on démontre que la partie réguliere de la corrélation d’appariement?, P s’écrit :

O N

_\ 2

. 1 2pA 1« c

p=_="e 1+22) —1% + Z5pAG tan™ ( fe ) (5.34)
4 p Ne 2 2pA

A partir de cette expression, on peut en déduire facilement la correction sur la corrélation
d’appariement (le terme P,z ).

b) Implémentation de la procédure

La mise en ceuvre de la correction sur les corrélations d’appariement est en fait plus
« simple » que celle de la correction de couche. En effet :

1. on commence par calculer ’énergie totale du noyau avec appariement dans le cadre
de la théorie BCs (relation (D.15) page 205) ;

2. on calcule ensuite la corrélation d’appariement totale (5.28) :
nr
P =Epcs — Ey=FEpcs — Y _ e
k=1

3. de cette corrélation d’appariement totale, on soustrait la partie réguliere P donnée
par la relation (5.34) : le résultat est la correction sur la corrélation d’appariement.

211 s’agit ici de la partie réguliere telle que calculée a partir des énergies individuelles.
Cette partie réguliére-ci ne nous intéresse pas, puisque nous utilisons a la place le terme
ajusté sur ’expérience présent dans ’énergie macroscopique. Seule la partie oscillante nous
intéresse ici.
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5.2.4 Cas des noyaux en rotation
a) Principe de la méthode

Dans le cas des noyaux en rotation, le systeme présent un degré de liberté supplémentaire,
la fréquence de rotation w. Ici, on supposera que la rotation se fait autour de ’axe Oy, de
sorte que w = wy. Si I (= I,) est le moment angulaire total du noyau, la relation entre
I’énergie totale dans le référentiel du laboratoire E et celle dans le référentiel tournant lié
au noyau R (i.e. le routhien total) est :

E=R+uwl (5.35)

C’est en fait la relation (4.19). Notons que la fréquence de rotation dépend du spin I selon
la relation (4.22) :

_dE

w(I)—d—I

(5.36)

Placons-nous dans le référentiel tournant 1ié au noyau. L’énergie totale dans ce référentiel,
c’est-a-dire le routhien total, s’écrit naturellement, par analogie avec la relation (5.7) :

w _ pw
total — Rmacro

+ R, (5.37)

oscil

ol l’exposant w rappelle que nous sommes dans un référentiel tournant a la vitesse w
par rapport au référentiel du laboratoire. Nous reviendrons dans la section suivante sur la
méthode de calcul de RY. ., (qui differe un peu de celle présentée a la section précédente),
mais avant tout, donnons la procédure de calcul de ’énergie totale en fonction du spin ( =

du moment angulaire total du noyau) :

1. on calcule d’abord les routhiens individuels et les valeurs moyennes du moment angu-
laire pour une certaine séquence de valeurs de w. A partir des routhiens individuels,
on peut calculer I’énergie totale dans le référentiel tournant selon la formule générale
(5.37).

2. pour chaque w de cette séquence, on calcule la valeur moyenne du moment angulaire
total en faisant la somme des moments angulaires individuels jusqu’au niveau de
Fermi. Ce faisant, on obtient une séquence de valeurs pour le spin I, et donc on
dispose de la correspondance w — I (ainsi que de I — w).

3. la fréquence de rotation n’étant pas une observable, il nous faut passer a une représen-
tation en terme de spin. Suivant que le nombre de masse du noyau étudié est pair
ou impair, il nous faut des valeurs entiéres ou demi-entieres du spin. Comme rien ne
garantit que la correspondance w <> [ produise une telle séquence particuliere pour
I, on utilise une procédure d’interpolation.

4. grace a cette procédure d’interpolation, on peut alors calculer 1’énergie totale a spin
fizé selon la relation (5.35) :

Bra(I) = R0 +w(I)I (5.38)
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Cette procédure peut sembler un peu compliquée, mais c’est en réalité la seule possible :
si I’on décidait de se placer des le départ a spin I donné, il faudrait étre capable de déduire
la fréquence de rotation w telle que :

D (esligles) =1

ce qui est concretement tres difficile. Les inconvénients (traditionnels) de cette approche
viennent de ce que seul le spin est une observable, alors que la fréquence de rotation, qui
n’en est pas une, se préte beaucoup mieux aux calculs.

b) Calcul des différents termes

Maintenant que nous avons présenté la méthode générale de calcul de ’énergie totale
dans le cas des noyaux tournants, nous pouvons nous concentrer sur I’expression de chacun
des termes intervenants, Fqcro €t Espenr-

L’énergie macroscopique totale d’'une goutte liquide en rotation a la fréquence w est
simplement, :

_ 1
EY = E“Z 4 Jmacre w? (5.39)

macro macro 2

Cette quantité est exprimée dans le référentiel du laboratoire. On peut 'exprimer également,
dans le référentiel tournant 1ié au noyau, grace a la relation canonique (5.35) :

_ 1
R‘;Jnacro = R%ng - é:jmacro w2 (540)

ou il a été tenu compte du fait que, pour la goutte liquide :
I(w) = w3macro (5.41)

Dans le référentiel tournant lié au noyau, la correction de couche pour les états de la
ligne Yrast s’écrit, par analogie avec (5.8) :

AF
Rohen = Ze‘; — Ryheu (5.42)
n=1

ou les e} sont les routhiens individuels (dépendant de la fréquence de rotation naturel-
lement), et RY,,, est un « routhien total lissé ». Par un jeu d’écriture, on peut réécrire
(5.42) :

AF
w _ w w
Ropen = E :en — Rhe
n=1
)\F )\F
_ w=0 Hw=0 Pw=0 DW w w=0
- E :en - Rshell + { shell — Rshell} + § :(en — €y )
n=1 n=1

AR
_ w=0 Pw=0 Dw w w=0
= sheil + { shell — shell} + E (e —ex=)

n=1
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Or on peut montrer que le deuxieme de ces termes, pour un potentiel de type Woods-Saxon
ou « Folded-Yukawa », se ramene a :

DW= W 1~
R‘sdh_e(lJl - Rshell = _Edmacro w? (543)

Cette approximation conduit & des erreurs systématiques inférieures a 2%. Compte tenu
de (5.43), la correction de couche RY, , se réécrit :

AR
_ 1. _
Rpen = R‘:h_e(l)l + EJmacm w? + E :(eﬁ - 6‘;{‘0) (5.44)
n=1

En combinant (5.40) et (5.44), on peut réécrire le routhien total (5.37) :

AR
ol = |Reaoro + Renan) + ) (el — €270) (5.45)
n=1

et I'on voit que le deux premiers termes se raméenent tout simplement au routhien total a
w = 0, c’est-a-dire a I’énergie totale du noyau statique :

AR
it = Bl + (e — €470) (5.46)
n=1

L’expression (5.46) I'une des formes les plus simples du « théoréeme » de Strutinsky dans
le cas particulier de potentiels tournant ayant une forme de Woods-Saxon ou de Folded-
Yukawa. Une fois R, selon (5.46), ’étape 3 de notre procédure est terminée, et il nous
suffit, pour déterminer entierement ’énergie totale dans le référentiel du laboratoire a spin
fixé, de calculer :

Broa(1) = RED + w(I)1 (5.47)

5.3 RESULTATS

Les sections précédentes nous ont permis de donner I’expression des deux termes in-
tervenant dans 1’énergie totale du noyau, a savoir I’énergie macroscopique calculée selon
la formule de la goutte liquide, et 1’énergie microscopique selon la méthode des correc-
tions de couche de Strutinsky. Dans cette section, nous allons présenter les résultats que
nous avons obtenus pour les calculs d’énergie totale dans les noyaux avec cette méthode
« macro+micro » et I’hamiltonien de Dirac.

Naturellement, comme il existe plusieurs milliers de noyaux atomiques connus, il faut se
donner un champ d’investigation précis, nous avons donc centré notre étude sur deux points
principaux : d’une part la recherche d’instabilités octupolaires exotiques dans 1’état fonda-
mental, i.e. la présence de déformations «, (en particulier celles avec p # 0), d’autre part
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I'étude des noyaux super-lourds (minima d’énergie, ouverture-fermeture de gaps d’énergie,
nombres magiques, etc.). Deux outils principaux étaient & notre disposition : d’une part le
code Ws-0DD utilisé en conjonction avec des programmes graphiques permettait de tracer
des cartes géographiques de Iénergie totale en fonction de la déformation (par exemple
des cartes (§,7), et plus généralement (o, @y, )); d’autre part, nous avons adapté le
programme de minimisation utilisé pour déterminer les parametres de ’hamiltonien de Di-
rac. L’utilisation d’une telle méthodologie dans ce contexte est, & notre connaissance, une
premiere par rapport aux calculs existants. Cela revient d’une certaine facon a simuler avec
un hamiltonien phénoménologique des calculs Hartree-Fock avec contraintes (avec ’avan-
tage qu’il n’y a pas de problemes de convergence : si le minimum existe, le programme le
trouve). Nous reviendrons sur ces aspects un peu plus loin.

5.3.1 Quelques détails pratiques

Avant de présenter quelques uns des résultats obtenus avec la méthode « macro+micro »
rappelée a la section précédente, il est nécessaire de donner quelques précisions sur la
présentation des résultats. La surface nucléaire est paramétrisée par ’expression (5.1) :

R(0, ) = roAY3¢(a) {1 + f Z axy Yau(0, gp)} (5.48)

ou les ay, sont les paramétres de déformation. Il est de tradition en physique nucléaire
d’utiliser, en lieu et place de agy et age les coordonnées dites de Hill-Wheeler (5,v) qui
sont telles que :

az = [cosy (5.49)

1
«Q = —[fsin 5.50
22 \/55 Y ( )

Dans nos calculs, nous avons abondamment utilisé cette convention.

Cependant, pour des raisons purement techniques liés aux programmes utilisés, il n’était
pas trés commode de travailler directement en coordonnées (/3,y), qui sont des coordonnées
polaires, et nous avons utilisé a la place les coordonnées cartésiennes :

x = [cos(y+30) (5.51)
= [sin(y + 30) (5.52)

Outre la facilité d’utilisation, les coordonnées cartésiennes présentent I’avantage de fournir
un moyen pratique des tester les calculs. En effet le systeme est invariant par rotation de
120°. Autrement dit, le noyau a la méme forme pour v = 0°, v = 120° et v = 240°, seuls
les axes de symétrie changent [Rin80].

La figure (5.1) illustre ces différentes symétries. Une conséquence intéressante en est que,
en coordonnées cartésiennes, il y a symétrie par rapport a ’axe y. Une autre conséquence
d’un grand intérét pratique est qu’il suffit de faire les calculs pour 0 < v < 60°, tous les
autres secteurs se déduisant par symétrie de ce secteur particulier.
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y =120°

y =B sin(y + 30)

X =3 cos(y + 30)

Fia. 5.1 — Illustration des symétries existant dans le cas de déformations purement qua-
drupolaires dans le plan (8,7). La forme du noyau est la méme pour v = 0°, v = 120°
et v = 240°, seuls les azes de symétrie changent. Dans le systéme cartésien (z,y), il y a
symétrie par rapport a l’axe y.

5.3.2 Recherche de déformations octupolaires exotiques

Le mécanisme microscopique a l'origine des déformations statiques des noyaux ato-
miques provient de I’occupation seulement partielle d’'un groupe de niveaux originellement
dégénérés au voisinage du niveau de Fermi. En effet, supposons un noyau possédant la
symétrie sphérique : les niveaux sont dégénérés (2j+1) fois (en comptant la dégénérescence
de Kramers due a la conservation de la symétrie par renversement du temps). Ce nombre
(27 + 1) correspond a la dimension de la représentation irréductible associée a la symétrie,
dans le cas d’'un noyau sphérique, la symétrie sphérique. Supposons maintenant que 1’'on
enléve quelques nucléons du dernier niveau occupé. Si le noyau possede une symétrie
moindre que la symétrie sphérique, ce dernier niveau (dégénéré (25 + 1) fois, rappelons-le)
va se scinder en plusieurs niveaux : la dimension de la représentation irréductible associée a
la nouvelle symétrie est nécessairement moindre que celle associée a la symétrie sphérique.
Supposons pour simplifier que sous 'effet de la nouvelle symétrie, le dernier niveau occupé
se scinde en deux : un niveau vers le bas, un autre vers le haut. Si le niveau du bas est
tel que tous les nucléons qui restaient peuvent s’y mettre, le noyau gagne en stabilité : la
nouvelle symétrie sera favorisée.
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On congoit sur cet exemple empirique pourquoi seuls les noyaux ayant des couches j
incomplétes peuvent se déformer statiquement dans le référentiel propre du noyau : pour
un noyau ayant une couche j pleine, la levée de dégénérescence n’apporte aucun gain en
énergie, puisque si certains niveaux s’abaissent, les autres s’élevent, et ceux-ci sont occupés
par des nucléons. Cette brisure spontanée de la symétrie sphérique est I’effet Jahn-Teller?.
Je n’en ai fait qu’une présentation qualitative, mais on peut le démontrer grace aux outils
de la théorie des groupes de symétrie (et de leurs représentations), voir par exemple [Lan77].

Concretement, les déformations (A, ) sont contrdlées par 'opérateur multipolaire as-
socié @y, (pour peu que ces déformations ne soient pas trop grandes) :

A

Qxu = Sa(r)Yau(0, 9) (5.53)

L’énergie du systeme ayant la déformation (), p) fait intervenir les éléments de matrice
réduit de ’opérateur Q ap Sur les états sphériques individuels. Ainsi, pour les déformations
octupolaires (A = 3), c’est 'opérateur qu qui intervient, et cet opérateur ne peut coupler
que des états Al = 3 et Aj = 3. Les noyaux dans lesquels on peut suspecter la présence de
fortes instabilités octupolaires sont donc ceux dans lesquels 'orbitale intruse (caractérisée
par le moment orbital £) issue de la couche N + 1 interagit avec le niveau £ — 3 de la couche
N [But96]. Les nombres de particules correspondants sont 34, 56, 88 et 134.

a) Quelques rappels de la théorie des groupes de symétrie

Il y a plusieurs opérateurs de déformation octupolaire différents, et nous verrons un
peu plus loin qu’ils n’ont pas tous la méme importance dans la perspective des minima
d’énergie totale. Pour faciliter la discussion du role de chaque parametre de déformation,
il est nécessaire de faire quelques rappels sur la théorie des groupes de symétrie ponctuel.

Supposons que I’hamiltonien d’un systeme quantique posseéde une certaine symétrie
géométrique : cela signifie, d’'une part que le systéme reste invariant par certaines trans-
formations géométriques (du type réflexions, rotations, inversions, etc.), d’autre part que
I'hamiltonien commute avec les opérateurs associés a chaque symétrie (parfois appelés les
générateurs du groupe de symétrie). Supposons de plus que 1’ensemble des transformations
de symétrie forme un groupe, au sens mathématique du terme. Pour exprimer ’action des
éléments des ce groupe sur les fonctions d’onde du systeme, il est nécessaire de trouver
une ou plusieurs représentation de ce groupe, c’est-a-dire un ensemble d’opérateurs agis-
sant dans ’espace des fonctions d’onde. Ces représentations se classent en deux catégories,
les représentations réductibles et les représentations irréductibles (notées en abrégé « ir-
reps. »). Nous ne parlerons que de ces dernieres (pour un exposé plus complet de la théorie
des groupes ponctuels de symétrie en mécanique quantique, voir [Lan77]).

Il se trouve qu’il existe un lien tres profond entre les symétries d’un systeme et les
dégénérescences de ses niveaux d’énergie. En effet, on peut classer les différents niveaux

3De méme que I’évolution des routhiens en fonction de la fréquence de rotation est une
conséquence naturelle de la régle de non-croisement de Von-Neumann (aussi appelée ef-
fet Landau-Zener), de méme ’existence de déformations statiques dans les noyaux est une
conséquence de ’effet Jahn-Teller.



DEFORMATIONS D’EQUILIBRE 144

d’énergie en fonction des représentations irréductibles du groupe de symétrie auquel obéit
I’hamiltonien, et de plus, la dégénérescence d’un niveau d’énergie attaché a une certaine
irrep. est égale a la dimension de cette irrep. Par exemple, supposons un groupe de symétrie
possédant deux irreps. unidimensionnelles A1, A2, une irrep. bi-dimensionnelle E et deux
irreps. tri-dimensionnelles F'1 et F2. Alors :

e les niveaux d’énergie se répartissent en niveaux non-dégénérés, dégénérés deux fois
ou dégénérés trois fois;

e pour les niveaux non dégénérés, certains correspondent a I'irrep. A1, d’autres a l'irrep.
A2. Idem pour les niveaux dégénérés 3 fois.

Cet exemple est illusté schématiquement sur la figure 5.2

/ Irrep. 3—D numéro !

Irrep. 1-D numéro ]
- b

T Irrep. 1-D numéro :

\Irrep. 2-D

Fia. 5.2 — Illustration de la classification des mniveaux d’énergie en fonction des
représentations irréductibles d’un groupe de symétrie. Pour faciliter la compréhension, les
niveaur dégénérés ont été dessinés légérement espacés.

Cette propriété tres générale a d’importantes conséquences lorsqu’on applique au systeme
une perturbation (qui conserve la symétrie en question). En effet, deux niveaux d’énergie
appartenant & la méme représentation irréductible ne peuvent pas se croiser (c’est leffet
Landau-Zener, que nous avons déja rencontré au chapitre 4). Prenons I’exemple d’un spectre
individuel ne possédant qu’un seul groupe de symétrie n’ayant qu’une seule représentation
irréductible. Comme tous les niveaux appartiennent a la méme irrep., ils ne peuvent se croi-
ser. A mesure que l'intensité de la perturbation augmente, ’ensemble du spectre tend donc
vers une distribution de niveaux uniforme. Dans cet exemple particulier, il ne peut donc
y avoir de « gaps ». Au contraire, les gaps éventuels existant sans perturbation doivent
disparaitre lorsque celle-ci augmente.

b) Comparaison de l'influence des différentes symétries d’ordre \ = 3

A Taide des quelques outils de la théorie des groupes que nous avons brievement rappelés
au paragraphe précédent, nous pouvons maintenant étudier I'influence de chaque parametre
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de déformation octupolaire.

Pour les déformations octupolaires, et dans le cadre de la paramétrisation (5.1) de la
surface, quatre parametres différents sont & envisager : asg, a3, (3o et aigz. La question est
la suivante : s’il existe des noyaux présentant des déformations octupolaires stables dans
leur état fondamental, quel peut étre le parametre de déformation impliqué ? Pour avoir une
premiere indication du role de chacun, nous avons tracé les niveaux d’énergie individuels
en fonction de oy, pour p = 0,1,2,3, tous les autres parametres de déformation étant
fixés a 0. Les figures des deux pages suivantes présentent les résultats obtenus dans 2*Pb
pour les neutrons avec ’hamiltonien non relativiste de Woods-Saxon et la paramétrisation
universelle.

On peut faire les remarques suivantes :

e la symétrie Cs, associée a la déformation aig; ne comprend qu’une seule représentation
irréductible. Conformément a la discussion faite au paragraphe précédent, on constate
sur la figure 5.4 que les gaps disparaissent tous sans que jamais les niveaux ne se
croisent. Il apparait donc peu vraisemblable que cette déformation soit impliquée
seule dans les minima d’énergie. Tous les niveaux sont deux fois dégénérés ;

e a contrario, la déformation a3 qui correspond au groupe de symétrie T, (la symétrie
du tétragdre, autrement dit celle de la molécule NH3) est beaucoup plus riche en
représentations irréductibles, puisqu’elle contient deux irreps. bi-dimensionnelles et
une irrep. quadri-dimensionnelle. Par conséquent, les niveaux ont tous une dégénéres-
cence 2 ou une dégénérescence 4. On peut observer cette dégénérescence 4 par exemple
en haut a droite sur la figure 5.5 : les gaps 136 et 142 ne sont séparés que par deux
niveaux, I'un dégénéré 2 fois, le niveau [523]7/2, 'autre 4 fois, contenant les niveaux
[606]3/2 et [651]1/2 (chacun degénéré deux fois en raison de la dégénérescence de
Kramers). Ce regroupement des niveaux d’énergie a pour conséquence I’apparition
de nombreux gaps magiques tels que 112 ou 136 autour du Plomb.

e le groupe D3 caractéristique de la déformation ags possede seulement 3 représentations
irréductibles uni-dimensionnelles. Par conséquent, les niveaux peuvent se croiser (du
moins certains d’entre eux), et tous sont dégénérés deux fois (a cause de la dégénéres-
cence de Kramers).

Ces résultats démontrent donc qu’il est beaucoup plus avantageux de chercher des
déformations octupolaires de type azs que n’importe quelle autre. Pour accélérer les calculs,
nous avons étudié les noyaux plus légers, autour de 8Zr en calculant les surfaces d’énergie
totale correspondantes.
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F1G. 5.3 — Ewvolution des niveauz d’énergie individuels dans 2°® Pb en fonction de la
déformation octupolaire aizy pour les neutrons. Tous les autres parameétres de déformation
sont fizés a 0, et I’hamiltonien correspond au champ moyen non-relativiste de Woods-Sazon.
Les nombres indiqués a gauche des labels de Nilsson correspondent a la parité moyenne de
I’état individuel.
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Fic. 5.4 — Méme type de figure que la figure 5.3, mais cette fois en fonction de la
déformation asi. Un ceil expert peut voir la différence entre cette figure et la figure 5.3 :
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Fic. 5.5 — Evolution des niveauz d’énergie individuels dans 2°® Pb en fonction de la
déformation octupolaire aze pour les neutrons. Tous les autres parametres de déformation
sont fixés a 0. Les nombres indiqués a gauche des labels de Nilsson correspondent a la parité
moyenne de I’état individuel. Cette figure doit étre en particulier comparée a la figure 5.4.
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déformation octupolaire aizz pour les neutrons. Tous les autres parametres de déformation
sont firés a 0.
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c) Recherches de déformations octupolaires exotiques dans 8°Zr

Avant de calculer les surfaces d’énergie totale dans la région de 8Zr, nous allons montrer
la variation des niveaux individuels en fonction des différents parametres de déformation.
Nous avons vu au paragraphe précédent que la déformation ag; conduisait & une densité de
niveaux presque uniforme, nous ne reviendrons pas sur ce type de déformation. Par contre,
les autres déformations présentent toutes quelques caractéristiques intéressantes.

Les figures 5.7-5.12 des pages 149-151 présentent les niveaux d’énergie individuels neu-
trons et protons, respectivement en fonction de asgg, a3 et aiz3. Les calculs sont faits avec
I’hamiltonien de Dirac, dans la région de *°Zr. Plusieurs remarques additionnelles par rap-
port a celles du paragraphe précédent peuvent étre faites :

e a chaque page, les deux figures sont une magnifique illustration de I’invariance d’isos-
pin de la force nucléaire*. En effet, on peut remarquer que non seulement 1’allure
visuelle des figures est la méme, mais ’examen des labels de Nilsson montre que
les mémes niveaux d’énergie se retrouvent chez les protons et les neutrons, et que
la structure est globalement identique. Cette remarque n’a pas seulement un intérét
pédagogique : d’une part, elle confirme le caractere réaliste de I’hamiltonien de Dirac,
d’autre part, elle implique que les mémes gaps doivent se retrouver chez les protons
comme chez les neutrons.

e on peut également remarquer que certains gaps magiques se retrouvent pour chaque
déformation. Par exemple, le gap 40 (Z = 40 et N = 40) existe a la fois avec les
déformations asg, aiza et aszz. Par conséquent, il apparait donc nécessaire de tenir
compte dans les calculs de tous les types de déformations, et de ne pas se restreindre
aux déformations axiales, par exemple 33 = as3g.

A la lumiere des figures 5.7-5.12, il apparait clairement que 1'un des candidats les plus
sérieux pour des déformations octupolaires statiques dans son état fondamental est 8°Zr, qui
semble étre doublement magique en Z = 40 et N = 40. Aussi avons-nous effectué des calculs
de surface d’énergie totale autour de ce noyau. La figure 5.13 page 152 présente la carte
(90, ai39) de 1énergie totale du noyau 8Zr. En chaque point, I’énergie est minimisée par
rapport a agp. On voit tres clairement 'existence d’un minimum d’énergie assez profond.
Néanmoins, il faut étre sir que ce minimum existe réellement, et n’est pas un artefact
de calcul lié au fait que toutes les déformations possibles ne sont pas prises en compte.
Par exemple, une parabole présente un minimum, mais si cette parabole est en fait la
coupe a deux dimensions d’une « selle de cheval », le point qui semble étre un minimum
a deux dimensions n’en est en fait pas du tout un a trois dimensions. Pour s’assurer
que le minimum de la figure 5.13 est bien ce qu’il semble étre, nous avons procédé en
deux étapes : dans un premier temps, nous avons utilisé le programme de minimisation
présenté au chapitre 3 en laissant varier ag (déformation quadrupolaire), (aug, 42, 0t4q)
(déformation hexadécapolaire), et (asg, ag2) (déformation octupolaire) pour vérifier que ce
minimum n’implique que des déformations o, et que toutes les autres sont nulles. Les
résultats sont présentés dans le tableau 5.1 page 152.

4L’invariance d’isospin de la force nucléaire ressort ici car le nombre de protons est peu
élevé, et donc la répulsion coulombienne moins importante. Dans les noyaux plus lourds,
cette derniére perturbe beaucoup plus le spectre proton, qui difféere donc plus fortement de
celui des neutrons.
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Fic. 5.7 — Ewvolution des niveauz d’énergie individuels dans °Zr en fonction de la
déformation octupolaire azy pour les neutrons. Tous les autres parameétres de déformation
sont fixés a 0, et ’hamiltonien correspond au champ moyen de Dirac. Les nombres indiqués
a gauche des labels de Nilsson correspondent a la parité moyenne de [’état individuel.
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Fic. 5.8 — Ewolution des niveauz d’énergie individuels dans °Zr en fonction de la
déformation octupolaire azy pour les protons. Tous les autres parametres de déformation
sont firés a 0.
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Fi1G. 5.9 — Ewolution des niveauz d’énergie individuels dans *°Zr en fonction de la
déformation octupolaire aize pour les neutrons. Tous les autres parameétres de déformation
sont fixés a 0. Les nombres indiqués a gauche des labels de Nilsson correspondent a la parité
moyenne de l’état individuel.
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F1G. 5.10 — Ewvolution des niveauz d’énergie individuels dans °°Zr en fonction de la
déformation octupolaire aze pour les protons. Tous les autres parametres de déformation
sont fixés a 0.
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Fic. 5.11 — Evolution des niveauz d’énergie individuels dans °°Zr en fonction de la
déformation octupolaire azz pour les neutrons. Tous les autres parameétres de déformation
sont fixés a 0. Les nombres indiqués a gauche des labels de Nilsson correspondent a la parité
moyenne de l’état individuel.
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F1G. 5.12 — Evolution des niveauz d’énergie individuels dans °°Zr en fonction de la
déformation octupolaire aizz pour les protons. Tous les autres parametres de déformation
sont firés a 0.
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F1G. 5.13 — Surface d’énergie totale pour ® Zr avec I’hamiltonien de Dirac. Les déformations
prises en compte sont gy, 39 €t ase. Chaque point de la figure correspond da une
déformation (a9, a32) avec ag telle que I’énergie totale soit minimum.

No. 090 030 039 O Ol M Energie (MeV)
1 -0.00518 -0.00340 0.17719 0.00091 -0.00269 -0.00291 -7.21829
2 -0.00218 -0.00565 0.18145 0.00568 -0.00374 -0.00388 -7.22573
3 -0.00411 0.16412 0.03252 -0.00845 -0.00262 0.00140 -5.93670
4  -0.00694 0.17899 -0.01486 0.00900 0.00010 -0.00038 -6.01185
5 -0.00064 0.18052 -0.00088 0.00673 -0.00099 -0.00106 -6.02218
6 -0.01295 -0.02894 0.15004 0.01807 -0.00286 0.00560 -6.84227
7 -0.00214 -0.00051 0.18104 0.00323 -0.00098 -0.00332 -7.23015
8 -0.00239 0.00182 -0.18284 0.00371 -0.00256 -0.00378 -7.22793
9 -0.00162 -0.00031 0.17482 -0.00388 -0.00061 -0.00351 -7.21462

TAB. 5.1 — Résultats de la minimisation de [’énergie totale sur les déformations awog, ag
el a2, Qup, Qua et ug.

Le tableau 5.1 présente les résultats obtenus par le programme de minimisation. Rap-
pelons que le programme de minimisation génére un point de départ (i.e. un ensemble de
déformations initiales) aléatoirement, et converge ensuite vers un minimum local. Les va-
leurs du tableau 5.1 sont précisément ces minima locaux. Il est a noter que la déformation
quadrupolaire était choisie entre 0 et 0.2, les deux déformations octupolaires entre 0 et
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0.30, et les trois déformations hexadécapolaires entre -0.15 et +0.15. On constate que le
programme converge vers deux minima différents, tous deux caractérisés par :

Qo0 = Qo = Qg = g = 0.0 (5.54)

Le minima le plus profond est tel que asy ~ 0.18 et agy ~ 0, 'autre ayant asg ~ 0.18 et
a3 ~ 0. Les calculs ont été refaits plusieurs fois, en variant certains parametres tels que
le pas du gradient ou les plages de variation des parametres de déformation, mais tous les
résultats sont résumés sur le tableau 5.1.

La deuxieme phase du calcul consistait a tenir compte des déformations octupolaires
uniquement, en imposant toutes les autres égales a 0. La nécessité de cette étape est due au
tableau 5.1 : il y a clairement deux minima différents, correspondant a deux déformations
différentes. Peut-étre alors les autres déformations octupolaires rentraient-elles également
en ligne de compte ? Les figures 5.14-5.19 montrent les cartes du type (asz, oy) obtenues
avec différentes déformations. Dans chaque figure, I’énergie est minimisée par rapport aux

] ] ] ] ]
0.20F -
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0.15r -

AN

U“’ 0.10F -
0.05F -
0.00F -

F1G. 5.14 — Surface d’énergie totale (oo, ai30) pour 8°Zr. Seules les déformations a3y, sont
non-nulles. Chaque point correspond a& l’énergie minimisée par rapport ¢ (o1, azs).

autres déformations. Par exemple, sur la carte (asg, a32), chaque point tracé correspond au
minimum d’énergie par rapport a ag; et asz pour agg et azy fixés.
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F1G. 5.16 — Surface d’énergie totale (as3, asp) pour %0 Zr.
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F1G. 5.18 — Surface d’énergie totale (asg, az3) pour % Zr.
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F1G. 5.19 — Surface d’énergie totale (a1, az3) pour 8 Zr.

L’examen de ces figures montre que, contrairement a ce qu’on aurait pu penser de prime
abord, tous les parametres de déformation octupolaires jouent un role. Plus exactement, il
existe plusieurs combinaisons de déformations qui créent des minima, et ces minima sont
séparés par des barrieres relativement faibles. Autrement dit, le noyau peut facilement
passer d’une combinaison de déformations a une autre, et cela d’autant plus que la courbure
de la surface est également tres faible. Les minima apparaissent donc hautement instables.
L’inconvénient des cartes géographiques du type de celles qui viennent d’étre présentées est
que, des que le nombre de déformations devient supérieur a 2 voire 3, il est tres difficile de
se représenter graphiquement les (hyper-)surfaces correspondantes. Aussi est-il plus adapté
d’utiliser de nouveau la procédure de minimisation.

Nous donnons dans le tableau 5.2 les résultats de ce programme appliqué au noyau 8°Zr.
Les déformations octupolaires o, étaient toutes prises entre 0.0 et 0.30, et la déformation
Qo entre -0.15 et +0.15. On retrouve en fait de fagon beaucoup plus précise (et beaucoup
moins esthétique) les résultats de toutes les figures 5.14-5.19, & savoir qu’il y a mani-
festement plusieurs minima®, de profondeur peu différente, mais qui correspondent & des
combinaisons de déformation tres différentes. Le minimum le plus profond reste cependant
Qlzg ~ 0.17.

5En réalité, il ne s’agit pas des minima au sens strict mathématique, mais des points d’arrét
de la procédure de minimisation. Celle-ci stoppe lorsque la norme du gradient est inférieure
a une certaine valeur critique, ou lorsque la différence entre les valeurs des déformations a
l’itération N sont presque égales a celles a l’itération N-1.



DEFORMATIONS D’EQUILIBRE

157

No. Q90 Q3 Q31 Q39 Q33 Energie (MeV)
1 |-0.00368 0.03806 0.06999 0.14719 -0.06435 -7.17895
2 | -0.00238 0.00673 0.13811 0.00118 0.10719 -7.12827
3 1-0.00299 0.13583 -0.08055 0.06307 0.10793 -7.13159
4 |-0.00321 0.07842 0.08593 0.11619 -0.08485 -7.15022
5 1-0.00226 0.04804 0.06996 0.13783 -0.06491 -7.15355
6 |-0.00419 0.16079 0.06383 -0.00852 0.11323 -7.06689
7 |-0.00503 -0.00354 -0.01235 0.14293 -0.01010 -6.88869
8 | -0.00282 0.00253 -0.01457 0.17958 0.01077 -7.22727
9 |-0.00369 0.18202 0.02040 -0.00357 0.11177 -7.06634
10 | 0.00150 0.15913 0.06642 -0.02081 0.11389 -7.09005
11 | -0.00080 0.18071 0.03604 -0.01323 0.11743 -7.08835
12 | 0.00557 0.08743 0.06201 -0.02349 0.11739 -6.68226
13 | -0.00463 0.00159 0.04361 0.16185 -0.03077 -7.18576
14 | 0.00011 0.11648 0.10319 -0.01778 0.11358 -7.11955
15 | 0.00006 0.18442 -0.00515 -0.00018 0.11596 -7.08422
16 | -0.00302 0.02811 -0.06469 0.16459 0.04824 -7.20660
17 | -0.00083 -0.00829 0.13835 0.00363 0.10741 -7.12997
18 | -0.00060 0.06047 0.12738 -0.01656 0.11009 -7.11822
19 |-0.01224 0.08995 0.10057 -0.03055 0.09112 -7.09850
20 | 0.00288 0.15067 0.07275 -0.01747 0.11878 -7.08791
21 | -0.00580 0.09725 -0.09248 0.10967 0.09224 -7.13994
22 | -0.00238 0.00124 -0.02265 0.17781 0.01427 -7.22554
23 | -0.00133 0.04854 0.12852 -0.01225 0.10635 -7.11934
24 | -0.00886 0.15897 0.05060 0.04663 -0.09938 -6.99965
25 | 0.00058 0.16826 -0.05883 -0.01671 -0.11801 -7.08172
26 | -0.00200 0.05058 0.13409 -0.01140 0.10740 -7.12367
27 | -0.00400 0.00292 -0.02222 0.17534 0.01581 -7.22334

TAB. 5.2 — Résultats de la minimisation de l’énergie totale sur les déformations asg, asq,

a3p et azz. Le tableau donne les points d’arrét de la procédure de minimisation.

Un autre aspect intéressant de ce type de calcul est d’observer I’évolution des minima en
fonction de Z ou N. Le noyau 3°Zr est relativement proche du noyau doublement magique
907Zr, et nous avons donc produit le méme type de figures que la figure 5.13 pour les isotopes
de Zr allant de N =40 a N = 50. Les résultats sont présentés sur les figures 5.21-5.24 des
pages suivantes.
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F1G. 5.21 — Surface d’énergie totale pour 8 Zr.
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F1G. 5.22 — Surface d’énergie totale pour * Zr.
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F1G. 5.23 — Surface d’énergie totale pour 8 Zr.
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FiG. 5.24 — Surface d’énergie totale pour *° Zr.

On peut observer sur les figures précédentes la progression des isotopes de Zr vers la
forme sphérique. Les premiers isotopes 39Zr et 82Zr présentent un minimum octupolaire
prononcé autour de agzy ~ 0.16. Ce minimum se déplace vers ass ~ 0.12 (figure 5.21)
pour 3Zr cependant qu’une trés légere instabilité quadrupolaire commence & se manifester
vers agy ~ 0.12. Dans 80Zr, le minimum sphérique commence 3 se manifester, mais il
existe toujours une faible instabilité quadrupolaire. Notons également que la courbure de
la surface devient progressivement plus prononcée. Le noyau 38Zr est presque sphérique,
meéme s’il reste une trace de la petite instabilité quadrupolaire. La premiere conclusion a
tirer de ces résultats est que les déformations axiales )¢ ne suffisent généralement pas
pour étudier les diverses instabilités présentes dans les noyaux. Il est nécessaire d’inclure
d’autres déformations avec u # 0. La deuxieme conclusion est que les noyaux atomiques
peuvent également présenter la symétrie du tétraedre, qui apparait souvent dans d’autres
domaines de la physique (chimie, physique moléculaire, etc.).

Terminons par une petite difficulté d’ordre a la fois théorique et pratique : si I'on
étudie la coexistence de plusieurs déformations d’ordre multipolaire différents (par exemple
A =2 avec A = 4, etc.), alors il n’y a pas correspondance bi-univoque ay, — R(6,¢). En
d’autres termes, a une méme géométrie de la surface peuvent correspondre plusieurs valeurs
différentes des parametres de déformation. Diverses paramétrisations ont été construites de
fagon a éviter cette ambivalence [Roh96]. L’inconvénient majeur de ces approches vient de
ce qu’il n’existe pas de paramétrisation « universelle » et univoque en méme temps de la
surface. Autrement dit, & une surface ayant les degrés de liberté (aq,, a,) correspond une
certaine paramétrisation univoque, pour une surface ayant les degrés de liberté (oo, as,), la
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paramétrisation univoque sera différente (voir [But96| et les références citées). Pour éviter
ces difficultés, le code ws-ODD repose sur la paramétrisation standard (5.1), et donc certains
minima peuvent apparaitre plusieurs fois dans les cas spéciaux discutés ci-dessus. Cela ne
présente guere de difficultés tant que nous ne couplons pas des déformations différentes.

d) Brisure de parité

Nous avons vu que les déformations octupolaires avaient de curieuses conséquences
sur les niveaux individuels, avec notamment l’apparition de dégénérescences quadruples
dans le cas de agp. Mais il y a un autre point qui mérite d’étre mentionné. Toutes les
déformations de type octupolaire brisent la symétrie de parité dans le référentiel du noyau.
Par conséquent, le nombre quantique associé n’est plus conservé et les fonctions d’onde indi-
viduelles sont des mélanges de composantes a parité positive et d’autres a parité négative.
On s’attend donc a ce que la parité moyenne totale d’un état individuel soit proche de
0. Dans toutes les figures précédentes, les nombres placés a gauche des labels de Nilsson
représentent précisément la valeur moyenne en pourcentage de 'opérateur de parité sur les
états individuels correspondants, qui démontrent la remarque précédente. Les noyaux ayant
une déformation octupolaire présentent donc un mécanisme fascinant de brisure spontanée
de symétrie, en 'occurence celle de la parité.

Ce type de phénomene est, d’une certaine fagon, une caractéristique des théories de
champ moyen. Dans le cadre de cette approximation, il est nécessaire de briser des symétries
que 'on sait devoir étre présentes (invariance par rotation, par translation, conservation du
nombre de particules, parité), pour I'unique raison qu’il s’agit du seul moyen de reproduire
les données expérimentales. Par exemple, pour reproduire un grand BE2, il faut supposer
que le noyau se déforme, spontanément, et donc détruit I'invariance rotationnelle initiale.
Sur un plan strictement mathématique et conceptuel, ¢’est incontestablement une faiblesse
de ce type d’approche, mais on peut également plaider que ces brisures de symétrie aident a
mieux comprendre empiriquement ce qui se passe dans un noyau. De la méme facon qu’on
imagine souvent le spin comme associé a une toupie, ce qui est totalement faux, on peut se
représenter le noyau comme un objet déformé - ce qui permet d’expliquer les probabilités
de transition de type E2 - alors qu’en toute rigueur, le noyau est strictement sphérique.

5.3.3 De nouvelles perspectives pour les noyaux super-lourds

Les recherches sur les éléments super-lourds contituent a I’heure actuelle 'un des défis les
plus excitants posés a la communauté des physiciens nucléaires, tant sur le plan théorique
qu’expérimental. Les dernieres découvertes d’éléments super-lourds laissent espérer que la
prochaine ile de stabilité pourrait bientot étre atteinte. Sur le plan théorique, le domaine
des super-lourds (tout du moins des noyaux dont la masse est supérieure de quelques unités
aux derniers noyaux connus) est un peu une terra incognita : on ne peut guére dire a I’heure
actuelle si les prédictions théoriques fondées sur des approches de champ moyen seront cor-
rectes ou non. Cette incertitude vient de ce que ces théories reposent toutes sur un certain
nombre de parametres libres, qui sont ajustés sur les données expérimentales (que ce soit
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les parametres des interactions effectives dans les théories Hartree-Fock, les constantes de
couplage méson-nucléon dans la théorie RMF ou les parametres des potentiels dans les
théories phénoménologiques). Ainsi, tous les modeles utilisés en physique nucléaire sont
capables de prédire les gaps magiques connus, mais les résultats des calculs effectués dans
les noyaux super-lourds (qui nécessitent donc une extrapolation) different suivant les ap-
proches. Les théories auto-cohérentes Skyrme-Hartree-Fock prédisent essentiellement deux
combinaisons de nombres magiques possibles : Z = 114, N = 184 et Z = 126, N = 184.
La théorie RMF prédit elle : Z = 120, N = 172. Quant aux approches phénoménologiques
fondées sur un calcul « microscopique 4+ macroscopique », ils s’accordent en général sur
les valeurs Z = 114, N = 184 (voir [Rei00] pour une revue des résutats Hartree-Fock et
RMF, ainsi que [Sob01] pour les calculs micro+macro).

A titre d’exemple, nous présentons trois candidats possibles pour les prochains nombres
magiques, a savoir Z = 114, N = 184, Z = 120, N = 184, Z = 126, N = 184. Il semble bien
assuré que le nombre de neutrons N = 184 corresponde a un nombre magique, puisque
seuls les calculs RMF prédisent une valeur différente. Néanmoins, un certain flou demeure
quant aux valeurs correctes du nombre de protons. Les calculs micro+macro classiques avec
I’hamiltonien non-relativiste de Woods-Saxon et la paramétrisation universelle conduisent
aux résultats présentés sur les figures 5.25-5.27. Il semble que le meilleur candidat soit
I'élément Z = 114, ce qui confirme les calculs de [Sob01].

B,sin(y+30)
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F1G. 5.25 — Carte (8,7) du noyau Z = 114, N = 184 avec l’hamiltonien non-relativiste de
Woods-Sazxon. Les cercles correspondent a 5 =cste et les lignes a v = n - 60°. L’énergie est
minimisée par rapport a Cuyg.
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FiG. 5.26 — Carte (8,7) du noyau Z = 120, N = 184 avec I’hamiltonien non-relativiste de
Woods-Sazon.
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Fi1c. 5.27 — Carte (B8,7) du noyau Z = 126, N = 184 avec I’hamiltonien non-relativiste de
Woods-Sazon. Les cercles correspondent a 3 =cste et les lignes a v = n - 60°.
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Répétons-le, il est souvent attendu dans tous les calculs d’énergie totale que les noyaux
super-lourds soient sphériques. [Sob01] a certes fait des calculs de déformation (dans le
cadre d’un modele micro+macro avec un hamiltonien non relativiste de Woods-Saxon),
mais il n’a été considéré que des déformations axiales, du type a)o. Or nous avons vu
précédémment, au sujet des déformations octupolaires, que certains minima pouvaient
survenir dans des configurations ou plusieurs parametres de déformation étaient simul-
tanément non-nuls. Il nous semble donc important de prendre également en compte les
déformations non axiales. Par ailleurs, nous avons également montré que la déformation
ai39 se prétait bien a l'apparition de nouveaux gaps magiques en raison de la structure
particuliere de ses représentations irréductibles. Par conséquent, il pourrait étre envisa-
geable que des gaps magiques apparaissent dans la région des super-lourds pour de fortes
déformations octupolaires.
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Fia. 5.28 — Evolution des niveaux d’énergie individuels autour de Z = 126, N = 184 en
fonction de la déformation octupolaire aizg pour les protons. Tous les autres parameétres de
déformation sont fixés a 0. Les nombres indiqués a gauche des labels de Nilsson corres-
pondent a la parité moyenne de [’état individuel.

La figure 5.28 présente les résultats obtenus dans la région des super-lourds (le calcul
des niveaux individuels étant fait pour le noyau Z = 126, N = 184), avec I’hamiltonien
de Dirac. Comme il avait été souligné précédemment, la déformation sy, par la structure
particuliere des niveaux individuels qu’elle induit (dégénérescences 4) est trés favorable
a apparition de gaps magiques. On voit sur la figure 5.28 que certains gaps magiques,
notamment, 7 = 112 pour aszs ~ 0.25 ou Z = 126 pour azy ~ 0.15 sont plus grands
que les gaps sphériques, et ces gaps apparaissent pour des déformations importantes. Ces
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Fic. 5.29 — Evolution des niweaux d’énergie individuels autour de Z = 126, N = 184 en
fonction de la déformation octupolaire aizs pour les neutrons. Tous les autres paramétres
de déformation sont fizés a 0. Les nombres indiqués a gauche des labels de Nilsson corres-
pondent a la parité moyenne de l’état individuel.

remarques se retrouvent dans la figure 5.29, ou le gap N = 196 est, pour ags ~ 0.20,
largement plus grand que le gap sphérique N = 184. Ces figures suggerent que le noyau
322 X196 pourrait étre un excellent candidat a la présence de déformations octupolaires de
type aso dans 1'état fondamental. Naturellement, 1’évolution des niveaux individuels en
focntion de la déformation ne reflete que la modification de la structure en couches du
noyau, et ne tient pas compte de I’énergie macroscopique, qui tend plutot a s’opposer a
des surfaces de multipolarité élevée (puisque dans ce cas I’énergie de surface augmente).

Aussi avons-nous commencé 1’étude des surfaces d’énergie totale en fonction de la
déformation a3, dans la région des super-lourds. Les figures 5.30 et 5.31 ne constituent
que des résultats préliminaires, et il sera sans aucun doute nécessaire de tester et vérifier
minutieusement leur validité, mais il est néanmoins tres intéressant de remarquer a quel
point le minimum octupolaire dans 322 X195 est prononcé. Sur la figure 5.31, la barriere de
potentiel peut étre estimée & plusieurs MeV'! L’étape suivante consistera & inclure dans
le calcul I'influence d’autres déformations, par exemple en minimisant chaque point de
la figure 5.31 en fonction d’autres déformations (les auy,, les as,, etc.). Cette étape sera
nécessaire pour s’assurer de I’existence réelle d’un minimum « tétraédral ».
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F1G. 5.30 — Carte (83,7) de l’énergie totale du noyau 332 X9
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F1G. 5.31 — Carte de I’énergie totale du noyau 332 X196 en fonction de I’élongation quadru-
polaire gy et de la déformation octupolaire auso



Conclusion

Nous avons présenté dans cette these un nouvel hamiltonien réaliste apte a décrire
les propriétés de particules individuelles dans les noyaux atomiques. Cet hamiltonien se
construit a partir de la théorie du champ moyen relativiste, c’est-a-dire qu’il se situe natu-
rellement dans le cadre du formalisme de Dirac (covariance relativiste ab initio, description
naturelle du spin des nucléons, et donc du potentiel spin-orbite, etc., mais les calculs sont
ici effectués dans un référentiel particulier pour des raisons pratiques). La diagonalisation
de cet hamiltonien se fait directement et non d’apres une approche auto-cohérente, ce qui
signifie que ce sont les parametres des potentiels qui doivent étre ajustés sur les données
expérimentales, et non les constantes de couplage méson-nucléon. Comme nous souhaitions
obtenir ’hamiltonien & une particule le plus performant possible, nous avons utilisé comme
observables les niveaux d’énergie individuels dans les noyaux sphériques doublement ma-
giques, ainsi que les rayons carrés moyens. L’application du modele aux noyaux déformés
se fait via une dépendance en isospin et en masse des parametres des potentiels qui est
également proposée dans ce travail.

La détermination des parametres des potentiels s’est faite selon une procédure semi-
automatisée faisant appel a des techniques de minimisation multidimensionnelle. Les résul-
tats concernant les niveaux d’énergie individuels sont en général meilleurs que ceux obtenus
par la théorie RMF ou ceux des théories Hartree-Fock non-relativistes. L’accord sur les
rayons carrés moyens est lui aussi inférieur & 1-2%, ce qui est comparable a la précision
d’autres méthodes. Plus intéressant encore, la répartition globale des niveaux dans le puits
de potentiel nucléaire est en bien meilleur accord avec I’expérience qu’elle ne I'est dans le
cas des hamiltoniens semi-phénoménologiques de type Woods-Saxon. Le passage vers la
déformation confirme la stabilité de cette approche puisque les statistiques portant sur les
spins et parités des tétes de bandes rotationnelles sont tres satisfaisantes. L’utilisation de
cet hamiltonien dans les noyaux superdéformés de la masse A ~ 150 a permis de reproduire
avec une précision meilleure que dans les modeles traditionnels des observables telles que
le moment J® ou I’alignement effectif. Mais le point le plus satisfaisant est sans conteste
que notre approche a permis de comprendre et d’expliquer les erreurs systématiques faites
auparavant, dans les théories non-relativistes, ou I’appariement doit systématiquement étre
négligé pour que les résultats reproduisent ’expérience, comme dans la théorie RMF ou une
mauvaise description de la position des niveaux individuels se répercute sur les propriétés
a hauts-spins et doit étre compensée par le mécanisme de magnétisme nucléaire et/ou par
de fortes corrélations d’appariement.

Dans cette perspective, I’'un des apports les plus originaux de notre approche est cer-
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tainement l’explication du « fonctionnement » de I'hamiltonien a une particule dans le
cadre du formalisme de Dirac, notamment du role respectif joué par les différents poten-
tiels que sont le potentiel spin-orbite, le potentiel linéaire en p ou la masse effective. Il avait
souvent été prétendu que la présence de cette masse effective dans les théories relativistes
devait expliquer la mauvaise densité de niveaux au voisinage du niveau de Fermi (alors
meéme que les théories Hartree-Fock avec l'interaction de Skyrme contiennent également
ce mécanisme sans que cela perturbe trop cette densité de niveaux). Nous avons montré,
en construisant un modele relativiste et donc avec masse effective, qu’il était tout a fait
possible d’obtenir une densité de niveaux presque parfaite, ce qui implique que ce n’est
pas la masse effective qui est responsable de ce probleme. De la méme fagon, de nom-
breuses publications ont souligné 'importance du terme de magnétisme nucléaire dans la
théorie RMF pour toutes les applications de physique des hauts-spins. Or sans ce terme, nos
calculs de moments J et 3@ ainsi que d’alignement effectif sont tout a fait conformes
a expérience. Qui plus est, nous avons montré que la structure de ’hamiltonien, et en
particulier la forme mathématique du potentiel spin-orbite avec masse effective produisait
deux familles indépendantes de parametres capable chacune de reproduire les gaps ma-
giques dans les noyaux sphériques. En appliquant ces résultats aux noyaux en rotation,
nous avons pu reproduire les résultats de la théorie RMF. Ainsi, nous avons mis en évidence
de cette maniere qu’il pouvait exister des paramétrisations de ’hamiltonien tres différentes
les unes des autres, mais qui toutes reproduisent plus ou moins précisément les spectres
individuels. Cependant, seule la paramétrisation la plus précise permet de reproduire 1’en-
semble des propriétés des noyaux sans hypothese supplémentaire. Cette ambivalence cachée
de ’hamiltonien de Dirac était inconnue jusqu’a ce jour.

Plusieurs extensions a nos travaux sont immédiatement envisageables. Pour tester une
fois de plus la stabilité de notre paramétrisation, il pourrait étre instructif d’inclure un
couplage aux vibrations de type RPA. Les corrections attendues sont de I'ordre, au maxi-
mum, de quelques centaines de keV, ce qui ne devrait pas perturber trop la qualité de notre
hamiltonien. Les études de la superdéformation n’ont pas été exhaustives : de nombreuses
données expérimentales existent dans ce domaine, et nous pouvons envisager rapidement,
de faire quelques systématiques dans plusieurs régions de masse différentes, tant pour les
bandes Yrast que pour les bandes excitées. De la méme facon, nous n’avons pas présenté
par manque de temps et de place de calculs d’énergie totale pour les éléments super-lourds
avec I’hamiltonien de Dirac, mais ce type d’analyses est immédiatement envisageable et
déja engagé. Dans le méme ordre d’idée, il nous sera bientot possible de calculer les « sur-
faces de routhien totales ». Les programmes correspondant sont déja opérationnels et nous
n’avons présenté dans cette these que quelques-uns des résultats obtenus en choisissant de
mettre ’accent sur les points les plus importants.

A un peu plus long terme, il nous semble qu’avec un hamiltonien réaliste comme 1’est
celui que nous avons présenté, il serait possible d’étudier avec beaucoup de finesse I'appa-
riement dans les noyaux en rotation. Il est prévu a moyen terme de calculer les corrélations
d’appariement, non pas selon la théorie BCS comme actuellement, mais selon une méthode
Dirac-Bogoliubov avec projection du nombre de particules (avant variation). La combi-
naison de cette méthode performante et d’une description précise des propriétés a une
particule permettrait peut-étre de mieux comprendre l'inertie des noyaux et le role exact
des corrélations d’appariement dans les noyaux en rotation, phénomenes pour lesquels les
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interprétations théoriques divergent souvent.

Mais surtout, nous n’avons, dans le chapitre 5, fait qu’esquisser ’influence des déforma-
tions exotiques sur les états fondamentaux. Il y a des liens tres forts entre la théorie des
groupes de symétrie et les dégénérescences individuelles, ainsi qu’entre les déformations
des noyaux et leur signature expérimentale sous forme de décroissance ~. L’étude de ces
nouvelles déformations reste encore largement a faire, et des propriétés pour I'instant seule-
ment théoriques comme la dégénérescence quadruple des niveaux d’énergies ou les mélanges
de parité doivent faire I’objet de recherches en liaison avec I'expérience. Ces études auront
probalement des conséquences concretes immédiates, puisqu’il apparait déja que I’état fon-
damental des noyaux super-lourds pourraient fort bien étre, non pas sphérique comme il
est généralement supposé, mais déformé. De plus, les calculs préliminaires indiquent que
les déformations impliquées sont précisément des déformations octupolaires telles que a3
correspondant a la symétrie Ty (le groupe de symétrie du tétraédre), ou bien des combinai-
sons de diverses déformations a3, et non pas nécessairement la déformation quadrupolaire.
Par ailleurs, le mécanisme présidant a I’apparition de telles déformations est tres général,
et repose exclusivement sur les résultats de la théorie des groupes : de telles déformations
peuvent donc apparaitre ailleurs que dans la région des éléments super-lourds, et les calculs
sont actuellement en cours pour déterminer les meilleurs candidats a de telles symétries.






A. Le couplage « Particle+Rotor »

A.1 INTRODUCTION

Nous avons présenté dans le chapitre 5 des résultats tendant a prouver que de fortes
déformations octupolaires statiques peuvent exister dans I'état fondamental des noyaux.
Ces déformations présentent la particularité de briser la symétrie par parité, ce qui entraine
comme conséquence que les états individuels sont des mélanges presque parfaits d’états a
parité positive et d’états a parité négative. Cependant, expérimentalement, la parité est
conservée, et elle est méme déterminée tous les jours dans les bandes rotationnelles. La
question est donc : ces résultats sont-ils contradictoires, et sinon, comment se traduit la
brisure de parité des états individuels dans la « réalité » 7

L’une des réponses possibles trouve sa source dans le modele dit particle 4+ rotor, dans
lequel, comme le nom 'indique, le noyau est vu comme un rotateur quantique contenant des
particules dont le mouvement se couple a celui du rotateur. Cette approche a été proposée
par Bohr et Mottelson [Boh69], et elle permet de comprendre dans les grandes lignes
certaines des caractéristiques les plus marquantes des bandes rotationnelles. Nous verrons
ainsi que c’est dans le cadre de ce modele que 'on peut faire coincider le spin du dernier
niveau occupé avec la téte de bande rotationnelle. Nous essaierons également d’expliquer
brievement comment la déformation du champ moyen se répercute sur les séquences de
niveaux d’une bande rotationnelle.

A.2 HYPOTHESES GENERALES

Comme il a été dit en introduction, le modele particle + rotor décrit le couplage entre
un mouvement de rotation collective, caractérisé par un certain moment angulaire total
I, et le mouvement individuel des nucléons dans un puits de potentiel, les nucléons étant
eux caractérisés entierement par leurs énergies propres et leurs fonctions d’onde. 11 est de
coutume de diviser le noyau en deux entités distinctes : un ceeur inerte qui est en rotation
collective, et un ensemble d’un ou plusieurs nucléons qui se déplacent dans un potentiel
déformé, les particules de wvalence. 1l est d’usage de prendre comme coeur I’ensemble de
tous les nucléons occupant des couches pleines, et comme particules de valence les derniers
nucléons. Dans le cas des noyaux impairs, on considere méme souvent qu’il n’y a qu’un
seul nucléon de valence : celui qui n’est pas apparié.
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A.2.1 Hamiltonien du systeme

Suivant la distinction entre cceur et nucléons de valence, I’hamiltonien total du noyau
se décompose en la somme de deux termes :

H = Heoy + Hingr (Al)
ou :
e H.,y est le terme collectif décrivant la rotation (collective, du noyau dans son en-
semble) autour d’un axe donné :

3

R
Hcoll = Z E (AQ)
k=1

les J sont les moments d’inertie autour de chacun des axes du repere et les Rj sont
les composantes du moment angulaire collectif total dans le référentiel du laboratoire.

e H;,., est le terme « intrinseque », décrivant le mouvement d’un nucléon dans un
potentiel déformé :

Hintr = Z €; cgci + % Z Vijkl CIC}C}CC[ (A3)
i ijkl

La relation (A.3) représente la forme la plus générale possible pour un hamiltonien
de champ moyen avec des corrélations a deux corps. Dans la pratique, naturellement,
I’hamiltonien intrinseque a une forme bien déterminée, et qui peut étre différente de
(A.3) : hamiltonien auto-cohérent de Hartree-Fock, ou de Hartree en théorie RMF,
hamiltoniens phénoménologiques de Nilsson ou de Woods-Saxon, etc.

Le mouvement « total » du noyau est caractérisé par le couplage entre le mouvement
de nature collective du a la rotation et le mouvement individuel des nucléons dans le puits
de potentiel nucléaire.

A.2.2 Notations

La fonction d’onde totale du noyau caractérisé par ’hamiltonien (A.1) est le produit
d’une fonction d’onde « intrinséque » ®, par une fonction d’onde collective O, ;. Le sym-
bole a désigne tous les nombres quantiques éventuellement nécessaires pour caractériser le
systéme, qui a de plus un moment angulaire total /. On a donc :

\Ija,l = (I)aGa,I (A4)

Traditionnellement, on introduit deux référentiels, 'un fixe, celui du laboratoire, I’autre
tournant, un référentiel lié au noyau. Les coordonnées dans le référentiel du laboratoire
seront notées x, y et z, tandis qu’elles seront notées 1, x5 et x3 dans le référentiel tournant.

Le moment angulaire total I du noyau est la somme du moment angulaire de rotation
collective R, et de la somme de tous les moments angulaires des particules de valence J :

I=R+J (A.5)
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Axe de symétrie
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Fi1a. A.1 - Signification des différents nombres quantiques associés au couplage entre mou-
vement indiwiduel et rotation collective.

avec

~

valence
k

Naturellement, la quantité mesurée expérimentalement est le moment angulaire I (ou pour
étre plus précis, les valeurs propres I de T 2). On note K la projection de I sur lun des
axes du référentiel tournant, et M celle sur I'un des axes du référentiel fixe (d’habitude
Oz). Les trois opérateurs associés aux nombres quantiques I, K et M, a savoir I 2 Iyet I,
forment un ensemble complet d’observables qui commutent, et I'on peut étiqueter les états
nucléaires avec les nombres I, K et M. Le choix de ces nombres particuliers est en principe
purement arbitraire, mais nous suivons ici la convention traditionnellement adoptée. La
fonction d’onde collective s’écrira donc de fagon générale O ps. 1l s’ensuit que I'on a les
propriétés suivantes :

*10km) = I(I+1)|Orxn) (A.7)
L|®rxkm) = M|Orxn) (A.8)
LIOkm) = K|Oixum) (A.9)

Et 'on peut montrer que les fonctions d’onde collectives s’écrivent concrétement :

21 +1
Oren (W) =1/~ 5~ Disx(w) (A.10)

ou les wa, x sont les matrices de rotation de Wigner.
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A.3 BANDES ROTATIONNELLES ET SYMETRIES

Nous avons présenté au chapitre 5 des résultats montrant la forte probabilité que
des déformations octupolaires statiques importantes existent dans 1’état fondamental des
noyaux atomiques. L’une des principales caractéristiques de ces déformations est qu’elles
brisent la symétrie par parité, de sorte que les fonctions d’onde individuelles deviennent
des mélanges d’états a parité positive et d’états a parité négative. Or expérimentalement,
une grandeur comme la déformation n’est pas mesurable, on peut seulement la déduire,
notamment d’apres les propriétés des bandes rotationnelles. Le but de cette section est de
montrer rapidement la structure des bandes rotationnelles associées aux symétries les plus
fréquentes que sont la parité/signature et le simplex (présentées au chapitre 4).

A.3.1 Parité et signature

Dans un premier temps, nous ferons I’hypothese que le noyau possede un axe de symétrie
que ’on notera (O3, et qu’il reste invariant par rotation de 180° autour d’un axe perpen-
diculaire & son axe de symétrie, que ’on choisira de noter Oy (et qui sur la figure A.1 est
confondu avec I'axe Oz). Un exemple de tel noyau est illustré sur la figure A.1.

a) Nombres K et labels de Nilsson

On sait que la rotation collective d’un noyau ne peut se faire autour d’un axe de
symétrie. Par conséquent, la composante 3 de R s’annule :
ég, =0
et pour la composante 3, ’équation (A.5) se réécrit donc :

Or, Js nest autre que la somme des moments angulaires individuels des nucléons de va-
lence. Dans le cas des noyaux impairs (voir page 87), nous supposerons qu’il n’y a qu’un
seul nucléon de valence, et donc JE correspond a la composante z du moment angulaire
individuel de ce nucléon célibataire dans le référentiel tournant du noyau, noté €2 dans le
systeme des étiquettes de Nilsson. Donc la relation (A.11) devient en fait :

K=0Q (A.12)

La relation (A.12) a d’importantes conséquences pratiques. En effet, les labels de Nils-
son des particules individuelles peuvent étre calculés tres aisément dans presque tous les
modeles théoriques (donc on a acces au nombre 2). De plus, le K d’une bande rotationnelle
est une grandeur (relativement) facile & mesurer : c’est le moment angulaire de la bande
rotationnelle la plus basse en énergie (qui correspond & la fin de la rotation collective :
R = 0). En d’autres termes, les tétes de bandes rotationnelles permettent de tester la
prédiction du spin et de la parité du nucléon célibataire dans les noyaux impairs, propriété
qui a été utilisée dans le chapitre 3.
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b) Bandes K = 1/2

Une petite difficulté existe néanmoins pour les bandes construites sur des états indivi-
duels K = 1/2. En effet, on peut montrer (voir par exemple [Boh69]), que ’énergie d'une
telle bande vaut :

1 1 1
Ex—1/o(I) = eg—1y2 + % {I(I +1) — 1t a(=1)*1/2 (I + 5) } (A.13)
ou ex—1/o est 'énergie de I’état individuel, I est le moment angulaire total et a est appelé
le parametre de découplage. Son expression est :

a = (Pxorya| 1+ |Pr=12) (A.14)

Pour les valeurs usuelles de ce nombre a, 'énergie la plus basse de la bande rotationnelle
n’est pas ex -1/ mais I’expression (A.13) avec I = 1/2. L’origine de cette correction vient du
couplage entre la rotation collective et le mouvement individuel des nucléons. Ce couplage
se manifeste en introduisant la décomposition (A.5) dans I'expression (A.2) : des termes
du type I- j apparaissent qui traduisent concretement le couplage mouvement collectif-
mouvement individuel (terme de Coriolis). Ces termes sont souvent nuls ou négligeables,
sauf dans le cas K = 1/2, ou ils sont maximums.

c) Structure des bandes rotationnelles

Nous nous placons dans le cas particulier ol le noyau est invariant par rapport a une
rotation de 180° autour d’un axe perpendiculaire a son axe de symétrie. Cette rotation est
notée R. Dans le cas ou le noyau est en rotation, il faut distinguer ’opérateur R agissant
sur la partie collective de la fonction d’onde, notons-le R., de celui agissant sur la partie
intrinseque, disons R;. Le premier correspond a une rotation « dynamique », active, du
noyau dans son ensemble. Le deuxieme correspond par contre a une symétrie géométrique
de la structure du puits de potentiel. L’invariance du noyau dans la transformation R se
traduit donc, entre autres, par :

Ri=TR. (A.15)
Par ailleurs, on sait que R? = +1 pour un systéme contenant un nombre pair de fermions,
et R? = —1 pour un systéme en contenant un nombre impair. Or P’action de I'opérateur
R = R, sur la partie collective de la fonction d’onde est bien connue, elle s’écrit :

RDY, = (~1)"*¥Dl, (A1

d’ou 'on déduit :

RP=r’=(-1)" = r=(-1)' (A.17)

ou le nombre quantique r est la signature (conservée). Deux cas sont donc ici a distinguer :
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Cas K = 0- Ce cas correspond en fait aux noyaux pair-pair : la symétrie par renversement
du temps (que ’on suppose conservée ici) implique que tous les niveaux sont dégénérés deux
fois, les deux partenaires ayant des spins anti-paralleles. Par conséquent, la projection du
moment angulaire total est nul, donc 2 = K = 0. Dans ce cas, on doit avoir :

(-1 =1 (A.18)

ce qui implique les séquences suivantes :

1=0,2,4,... r=+1
(A.19)
I=1,3,5,... r=-—1

Le spin le plus bas possible est soit I = 0, soit I = 1, suivant la valeur de la signature.

Cas K # 0 - Ce cas correspond en fait a un noyau contenant un nombre impair de
nucléons. Dans ce cas, le moment angulaire total du noyau (sans rotation) est donné par
le spin du nucléon célibataire, K = €2, et I’'on a :

(-1)* = -1 (A.20)
ce qui implique :

159
I=2,2 5 1=+

2°2°2

3711 (A.21)
I=S- — .. r=-—

2 T

Le spin le plus bas possible est [ = K.

A.3.2 Simplex

Nous supposons maintenant que le noyau possede une déformation telle que la parité et
la signature ne sont pas conservées. La seule symétrie possible est la symétrie de simplex,
c’est-a-dire que le noyau possede un plan de réflexion comme seul élément de symétrie.
L’opérateur associé a cette réflexion est noté S, et le nombre quantique conservé s. De
facon générale, 'opération de simplex est le produit de la parité P par la signature S :

S=RP (A.22)

Nous ne développerons ici que le cas des noyaux pair-pair (cas K = 0). Dans ce cas, 1’état
K = 0 est dégénéré une seule fois, et peut étre caractérisé par le nombre quantique de
simplex. La relation (A.22) se traduit alors par :

T=s-(-1) (A.23)



LE COUPLAGE « PARTICLE4+ROTOR » 177

Par conséquent, deux cas sont possibles :

I"=0%,17,2%,... s=+1
(A.24)
I"=0,1",2",... s=-1

Les déformations qui brisent la symétrie par parité, par exemple toutes les déformations
octupolaires, se traduisent donc par des bandes rotationnelles tres caractéristiques qui
présentent une alternance d’états de parité positive et d’états de parité négative.

Le cas des noyaux impairs n’est pas aussi simple, car la symétrie de simplex implique
que les états intrinseques +K et —K sont dégénérés. Par conséquent, un état de spin [
ayant une parité firée contient un mélange d’états de simplex positif et de simplex négatif,
et donc correspond a deux états intrinseques différents.






B. Fonctions d'onde des nucléons

B.1 INTRODUCTION

Cette annexe présente la méthode utilisée pour calculer les amplitudes de probabilité de
Woods-Saxon et d’Hartree-Fock présentées au chapitre 3. Il a déja été mentionné a plusieurs
reprises que le code ws-0ODD utilisait la base cartésienne de 1’oscillateur harmonique pour
décomposer les fonctions d’onde de I'hamiltonien (qu’il soit relativiste ou non). Mais il
n’est pas tres facile d’exprimer des fonctions radiales dans une telle base. Aussi a-t-il été
nécessaire de calculer directement les états propres de I’hamiltonien dans la base sphérique.
Cette annexe donne les formules implémentées dans le code Ws-ODD.

B.2 POLYNOMES DE LAGUERRE GENERALISES

Relation de récurrence - Les polynomes de Laguerre généralisés vérifient les relations
de récurrence suivante :

L@ = - [ - w0 @) + o+ n) L @) (B.1)
L) (@) = L) - L) (B.2)

ou n est un entier, n € N, et a est un réel. Dans la suite, nous n’aurons besoin que de «
demi-entier. Les deux relations (B.1)-(B.2) sont équivalentes a :

LD (z) = [(z + @)L (z) — (a4 n) Lo (z)] (B.3)

SR

Les deux premiers polynomes s’obtiennent grace a :

LEVI(z) = (;él" Hon(/7) (B.4)
LD (z) = %H2n+l(\/§) (B.5)

ou H,(x) est le polynéme d’Hermite d’ordre n.
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Orthonormalité - Les polynomes de Laguerre généralisés vérifient la relation d’ortho-
normalité suivante :

F'n+a+1)

N (B.6)

+oo
/ ey L) (u)L;O,‘) (u)du = 6y
0

pour > —1 et n € N. La fonction Gamma d’Euler est, pour un entier quelconque % :

P(k+1>:1><3><...><(2k—1)r(1> (B

2 2k 2

ce qui peut se réécrire sous la forme :

r (k + %) _ ;Zf;ﬁ (%) (B.3)

avec : ['(1/2) = /7

B.3 AMPLITUDE DE PROBABILITE AU POINT 7

B.3.1 Fonctions d’onde en coordonnées sphériques

Les solutions de I’équation de Schrodinger pour un oscillateur harmonique sphérique
sont entierement caractérisées par les nombres quantiques n, £, j et m, et les fonctions
d’onde se décomposent de fagon tres générale selon :

¢n€jm(ra 0’ QO) = Rn@(r)mfjm(ga 90) (Bg)

ol R,(r) est la fonction d’onde radiale et 9y;m (6, ¢) sont les « harmoniques solides ». Les
harmoniques solides ¢, j, m correspondent en fait au couplage des harmoniques sphériques
Yim, (8, @) avec les fonctions d’onde de spin xgpm, :

Dejm (0, ¢) = Yom, (0 ¢) ® Xom,]jm (B.10)

ce que 'on peut réécrire (de fagon peut-étre plus explicite) :

mfjmwa@) = Z (bmy, s myslg m)Yémz(ga ©) X sme (B.11)

mg==%1/2
ou les symboles (¢my, s m,|j m) représentent les coefficients de Clebsch-Gordan.

La condition d’orthonormalité pour les fonctions d’onde (B.9) s’écrit :

/ d3F 1/J;§ejm(7“, (9, Qp)wn’é’j’m’ (71, ea QO) = 5nn’5€£’5jj’ mm/ (B12)
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Par ailleurs, les harmoniques solides vérifient :

[ 4 D50 0,01y 0, = G088 (B.13)

ol df) = sinfdfdy est I’angle solide, ce qui signifie que les relations d’orthonormalité se
réduisent en fait a :

+00
/ r2dr R:, (1) Rure(r) = Spr (B.14)
0

B.3.2 La partie radiale de la fonction d’onde

La fonction d’onde s’exprime en fonction des polynémes de Laguerre généralisés :

Rpe(r) = Nnee—£2/2£eLfL+1/2(€2) (B.15)

ou : £ = br (variable sans dimension) et b = \/mow/k (le systéme, i.e. 'oscillateur harmo-
nique, ayant la symétrie sphérique, toutes ses fréquences sont égales : w, = wy = w, = w).
N, est une constante de normalisation. Pour la déterminer, utilisons la condition d’ortho-
normalité (B.14), qui peut également s’écrire, pour n' =n :

+oc
/ r?dr |R(r) =1 (B.16)
0
D’ou :
“+o0o
/ r’dr N2,e €% [Lf;“/?(g?)f =1 (B.17)
0
En changeant la variables d’intégration r en £, on obtient :
N2 too 2 2
5[ Ede e LT(E)] =1 (B.18)
0

Faisons un nouveau changement de variable u = &2 (de sorte que : £d¢ = 1u'/?du), on
obtient :

N2, [T®1 u 2
b—3£/0 §u1/2du e “ut [LE2 ()] =1 (B.19)
c’est-a-dire :
Ny /+oo du e~Uytt1/2 [L”l/Q(u)]Q -1 (B.20)
203 J, " B '

et ’on reconnait sous cette forme 1’équation (B.6) pour o = £+ 1/2 et n = n’. Il s’ensuit
que la constante de normalisation N,, vaut :

n!
SN ) S — B.21
Nue \/2b T(n+ £+ 3/2 (B.21)
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B.3.3 Décomposition d’un état quelconque dans la base
sphérique

Considérons un état propre de ’hamiltonien de Woods-Saxon, ou, de fagon plus générale,
de n’importe quel hamiltonien & un corps (par exemple I’hamiltonien de champ moyen
d’Hartree-Fock). La fonction d’onde @4, (7,0, ¢) d'un tel état se décompose sur la base
de l'oscillateur harmonique sphérique selon :

(pnﬁjm(r 07 QO Z Cnfe/] m! wnlelj m! (7‘ 0, QD) (B22)

/el‘7 ml

ou les Cppjrmy sont des nombres complexes et les p iy (1,0, ¢) les fonctions d’onde
(B.9). On souhaiterait calculer la probabilité de présence au point r d’une particule avec
la fonction d’onde (B.22). Celle-ci s’écrit :

P() = [ 49 [ @us(r,.0) (B.23)
D’ou, d’apres (B.22) :

‘(Dne]m(r 9’ (p = Z Z nijm ’é’j’m"‘/J;zjm (’I”, 07 (P)'an’é’j’m’ (T, 97 90)

néjm n'l'j'm’

=Y D CrtjmCweimt Rus(r) D (6: 0) R () Do (6, 0)

néjim n'l j'm’

(B.24)

En intégrant sur 6 et ¢ et en utilisant les relations d’orthonormalité (B.13), on obtient :

/ dQ [ pgjm (r, 0, 0) ZZ  1im Ot R (1) R (7) (B.25)

nn' &jm

et donc la distribution de probabilité de présence s’écrit :

ZZ éjm wtjm e (1) R (1) (B.26)

nn' £jm

En conclusion, si I'on connait les coefficients de la décomposition d’'un état dans la base
sphérique, on peut grace a (B.26) calculer la probabilité que le nucléon se trouve a une
distance r du centre du noyau. Dans le code Ws-0DD, les coefficients Cy,¢jp, sont déterminés
dans la subroutine qui calcule les labels sphériques.



C. Bases cartésiennes

C.1 INTRODUCTION

Cette annexe a pour but d’exposer une partie des techniques qui ont été employées
dans le code ws-ODD (ainsi d’ailleurs que dans le code HF-ODD qui résout les équations
d’Hartree-Fock). La section 2.3 du chapitre 2 a donné un panorama général du code ws-
ODD, des options qui y ont été implémentées ainsi que des algorithmes de calcul des éléments
de matrice. Dans cette annexe, nous revenons sur la base cartésienne de 1’oscillateur harmo-
nique et sur les propriétés des éléments de matrices d’un opérateur quelconque dans cette
base. Une présentation générale de la méthode est donnée dans [Dob97] dans le contexte
du code HF-ODD, qui résout les équations d’Hartree-Fock.

Comme il a déja été mentionné a la section 2.3, les algorithmes de calcul que nous uti-
lisons permettent de réduire le temps CPU de fagon importante pour toutes les opérations
d’algebre linéaire (multiplication de matrice, diagonalisation, tris, etc.). C’est cette optimi-
sation poussée qui a permis la faisabilité des programmes de minimisation que nous avons
utilisés (voir chapitres 2 et chapitre 5), et d’une maniére générale de tous les programmes
reposant sur ’architecture de wWs-00D.

C.2 OPERATEUR DE RENVERSEMENT DU TEMPS

Il existe traditionnellement deux conventions pour définir 'opérateur de renversement
du temps, qui sont :

T = +io, K (C.1)

ou o, est la deuxieme matrice de Pauli et K est Popérateur de conjugaison complexe.
Lorsque le signe + est utilisé, c’est la convention de Condon-Shortley [Con35], lorsque c’est
le signe —, celle de Biedenharn-Rose [Bieb3]. Les deux conventions sont présentées dans
[Hey90]. Nous choisissons la convention suivante :

CONVENTION 1 (OPERATEUR DE RENVERSEMENT DU TEMPS)

A A

T = +ioyK
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qui est en fait la convention de Condon-Shortley [Con35].

Une fois 'opérateur de renversement du temps défini, il est maintenant possible de
calculer I’action de cet opérateur sur les états propres de spin. Notons |+) les états propres
correspondant a la valeur propre +1/2, et |—) ceux correspondant a la valeur propre -1/2.

On a:
1 0
+) = (0) et |-) = (1) (€2

La deuxieme matrice de Pauli est définie de facon classique par :

0 —1
= C.3
% (+i 0 ) (C-3)
On obtient donc :

w30+ D) 0-()

et, de facon analogue, il est immédiat de constater que :
oyl=) = [+)

On obtient par conséquent I’ensemble d’équations couplées suivant :

Tl+)=--)  (C4)
Tl-)=+4+)  (C5)

C.3 DEFINITION DE LA BASE B

L’équation de Schriodinger (ou de Dirac) avec un potentiel réaliste n’admet pas toujours
de solution analytique. Il est donc nécessaire de développer la fonction v solution de Hy =
E) sur une certaine base de fonctions d’onde :

L’ensemble des fonctions ¢, constitue la base, on les suppose connues, et les C,, sont les
coefficients de développement. Déterminer v revient alors a déterminer les coefficients C,,.

Il existe naturellement plusieurs bases de ’espace Lo des fonctions de carré sommable
(qui est l'espace des fonctions d’onde), les fonctions propres de l'oscillateur harmonique
en constituent une particuliere. Rappelons que si 'on se fixe une base donnée de fonc-
tions ¢, 'ensemble des fonctions ey, ot  est un réel quelconque, est aussi une base.
Dans le cas de l'oscillateur harmonique, il est avantageux de choisir un certain facteur de
phase : les résultats physiques sont naturellement indépendants de ce choix, mais pas les
calculs intermédiaires. La base dite base B que nous allons maintenant présenter illustre
ce principe.
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C.3.1 Notation

Les programmes WS-ODD ainsi que HF-ODD utilisent comme base de travail une base
dérivée de celle de I'oscillateur harmonique en coordonnées cartésiennes, la seule différence
résidant dans la présence d’un facteur de phase multiplicatif. Ce dernier est rajouté de facon
a simplifier les calculs ultérieurs, mais son importance est cruciale, car il apparait de fagon
plus ou moins directe dans chaque élément de matrice calculé. Notons |n, n, n,) = |n)
un état propre de 'oscillateur harmonique avec les nombres quantiques n,, n, et n,. En
termes de fonction d’onde, il est bien connu que :

Ing ny N2) = On, () n, (Y)Pn. (2) (C.6)

. A , . , (. .
ot les ¢y, (x,) sont les polynémes d’Hermite d’ordre n, pondérés par une fonction gaus-
sienne :

_ by
Pn(T4) = mf[nu (&) (C.7)
avec
Eu=0buz, et b, = % (C.8)

Les variables £ sont donc simplement des variables sans dimension introduites pour simpli-
fier le calcul, et les b, sont les « longueurs » caractéristiques de l'oscillateur dans chaque
direction. L’ensemble des vecteurs |n) forme une base de l'espace des états, et il s’ensuit
que 'on peut, par des transformations de phase, construire une infinité de bases dérivées.
En particulier :

CONVENTION 2 (BASE B) Nous appelons base B la base formée a partir des états propres
de Doscillateur harmonique selon :
b) = +i™n)|+) (C.9)
b) = —i7"n)|-) (C.10)

Dans la définition des vecteur |b) et |b), les indices n, n, et n, ont été omis pour alléger la
notation, mais en toute rigueur, il faudrait écrire : |by, p 5, ). Par ailleurs, remarquons que
cette base B inclut les états propres de spin.

C.3.2 Principale propriété

Le choix de la phase, le facteur :"¥, n’est évidemment pas innocent. En effet, considérons
l'action de 'opérateur de renversement du temps sur un vecteur |b). D’apres les relations
(C.4)-(C.5), nous avons :

T|b) = " |n)(+ioy)|[+) = =i |n)|—) = [b) (C.11)
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et 'on peut montrer facilement que T|b) = —|b) (par exemple en exploitant I’anti-unitarité
de lopérateur T'). Autrement dit :

Ty = +[b) (C.12)

Ty = —[b) (C.13)

C.4 DEFINITION DE LA BASE T

L’existence de symétries pour un systeme quantique a d’importantes conséquences.
D’une part une symétrie S se traduit par un certain opérateur S qui commute avec I'ha-
miltonien du systéme, d’autre part (mais cela revient en fait au méme), il existe un nombre
quantique conservé associé a la symétrie S. Dans la pratique, introduire des symeétries
dans les calculs présente ’avantage de simplifier grandement les équations a résoudre, et
d’accélérer leur résolution tres significativement. A contrario, ces symétries n’étant pas
forcément présentes dans la réalité constituent une limitation certaine de ’algorithme.

Dans les programmes WS-ODD et HF-ODD, il a été supposé que seul le plan Oxz était
un plan de symétrie pour les états individuels. Ce choix a d’importantes conséquences pour
les algorithmes, comme nous allons le voir dans les paragraphes suivants, et il n’est pas
trop restrictif pour permettre d’envisager nombre de cas de figures réalistes. L’existence de
ce plan de symétrie pour 'hamiltonien se traduit mathématiquement par des propriétés
liées a I'opérateur dit de simplez, que nous allons maintenant présenter.

C.4.1 L’opérateur de simplex
a) Définition

Dans le programme Ws-0ODD, le plan de symétrie est le plan Ozz perpendiculaire a
Iaxe Qy. A cette symétrie est associé un opérateur, appelé opérateur de simplex, que ’on
notera Sy. L’opérateur de simplex se traduit sur les coordonnées spatiales par r — —ux,
y — 4y et z — —z (voir paragraphe 4.2.3 page 110). Son expression mathématique est :

A

S, = e i (C.14)

ol jy est la deuxieme composante du moment angulaire total et 7 est I'opérateur de parité.
Il est possible d’utiliser les propriétés des matrices de Pauli de facon a réécrire I’opérateur
de simplex plus simplement comme :

A

S, = e ™ (—ig,)i (C.15)

Rappelons ce qui a déja été mentionné au paragraphe 4.2.3, a savoir que 'opérateur de
simplex est le produit de la signature par la parité (opération de parité suivie de celle de
signature). Si la signature et la parité sont conservées séparément, alors le simplex ’est
aussi, mais le contraire n’est pas forcément vrai.
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b) Propriétés principales

PROPRIETE 1 (ANTISYMETRIE) L’opérateur de simplex est antisymétrique, i.e. :

~

52 = -1

Y

Preuve - En utilisant la formule C.15, on a :

~

S2 = ¢ (—jo,)ie ™ (—io, )7 (C.16)

= emyii”ll’ (—ioy)(—ioy) 7%7; (C.17)
-y

=1 (C.18)

PROPRIETE 2 (INVERSE) L’inverse de l’opérateur de simplex est :

Preuve - C’est une conséquence directe de la propriété précédente.

PROPRIETE 3 (ANTI-HERMITICITE) L’opérateur de simplex n’est pas hermitique et son
conjugué hermitique est donné par :

Preuve - On sait que les matrices de Pauli ainsi que 'opérateur de parité sont des opérateurs
hermitiques. Par conséquent : 03‘; = 0y, ce qui implique que : (—ioy)T = +10,. D’autre part :
#t = #. Et enfin :

(e—iﬁ[y)T — e"'iﬂ'f{l — e—l—iwiy — e—iﬂ'iy

En combinant ces différents résultats, et en utilisant le fait que la conjugaison hermitique
est une opération associative, on obtient le résultat annoncé.

C.4.2 Propriétés de la base T
a) Définition

En général, en mécanique quantique, la géométrie du systeme étudié doit se refléter
dans la base choisie pour les fonctions d’onde. Nous allons voir comment construire une
base qui pourra étre associée au seul opérateur de symétrie dont nous disposerons toujours,
I’opérateur de simplex. Considérons les vecteurs suivants, obtenus par transformation uni-
taire a partir des vecteurs de la base B :
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) = == (19

) = ﬁaw—i@) (C-20)

Nous allons montrer que les vecteurs |t,) et [t_) sont des vecteurs propres de 'opérateur
de simplex avec, respectivement, les valeurs propres +: et —i. Les démonstrations seront
faites pour les vecteurs |t ), mais les résultats concernant [¢_) seront également donnés.

g

b) Base T et opérateur de simplex

On peut montrer, & partir des propriétés des polynémes d’Hermite et de la forme (C.7)
des fonctions d’onde, que :

S5 = —[b) (C21)
Sylb) = +|b) (C.22)
Des équations (C.19)-(C.20), nous obtenons donc :
1 1

Sylt) = 5 [18ul0) = 8,0)] = — (=il6) = 1)) = (+i) 5 (@5 — )

sw

d’ou il suit :
Sylts) = (+6)[t+) (C.23)

En utilisant la méme procédure, il est immédiat de montrer que |¢_) est vecteur propre de
I'opérateur de simplex avec la valeur propre -i. Donc :

%m = (+)lty) (C.24)
ylt-) = (=9)[t-) (C.25)

c¢) Base T et opérateur de renversement du temps

Rappelons les relations (C.12)-(C.13). Nous avions :

T|b) = +|b) (C.26)
715y = —|b) (C.27)

Appliquons maintenant 1’opérateur de renversment du temps sur un vecteur |t,). Nous

obtenons : .

1 [A -

—= |l - 710 = —=
7 (i[6)) —T'|b) \/5(
(pour bien comprendre les lignes précédentes, il faut garder a l’esprit que 1’opérateur de

renversement du temps contient 1’opérateur de conjugaison complexe). A cause de l'anti-
unitarité de 7', nous obtenons : T|t_) = —|t, ). Pour résumer :

Tlty) = —i[b) + |b)) = [t-)
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Tty =+t ) (C.28)
Tlt-) = —[t) (C.29)

C.5 BASE T ET MATRICES DE PAULI

Les nucléons étant des fermions ont un spin intrinséque 1/2. Par conséquent, les fonc-
tions d’onde des nucléons sont le produit (tensoriel) d’une partie spatiale ne dépendant
que des coordonnées z, y, et z, et d’une partie de spin (intrinséque). Les opérateurs dont
nous pouvons étre amenes a calculer les éléments de matrice agissent en général sur ces

deux parties, spatiale et de spin. Par exemple le moment angulaire total j =0+3 agit sur

la partie spatiale via le moment angulaire orbital 7 et sur la partie de spin via I’opérateur
de spin intrinseque 3.

Jusqu’ici, nous ne nous sommes préoccupés que des composantes purement spatiales
des opérateurs. Dans les paragraphes suivants, nous allons présenter les conséquences de la
structure des base B et T pour les opérateurs de spin. Le but final est d’exprimer simplement
les éléments de matrice d’un opérateur quelconque (composé d’une partie spatiale et d'une
partie de spin) dans la base T.

C.5.1 Action des matrices de Pauli sur les états propres de
spin

Le formalisme développé dans le deuxieme chapitre de cette these faisait abondamment
usage des matrices de Pauli. De fagon générale, un opérateur en mécanique quantique peut
souvent se décomposer en une partie spatiale et une partie de spin, cette derniere faisant
intervenir une ou plusieurs matrices de Pauli. Il est par conséquent indispensable d’évaluer
I’action des matrices de Pauli sur les états constituant les deux bases que nous utilisons,
les bases B et T

En utilisant les notations de (C.2), on obtient immédiatement :

oz|+) +|-) (C.30)
oz|—) +|+) (C.31)
oyl+) = +i|-) (C.32)
oyl—) —i|+) (C.33)
o.l+) = ++) (C.34)
oz =) =[=) (C.35)

Remarquons que o, est le seul opérateur qui ne « mélange » pas les états propres de spin,
ce qui est la conséquence directe du fait que (Oz) a été choisi comme axe de quantification.
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C.5.2 Action des matrices de Pauli sur la base B

Des relations (C.30)-(C.35), il est aisé de déterminer ’action des matrices de Pauli sur
les vecteurs de la base B. Détaillons par exemple le cas de la premiere matrice de Pauli
(les autres cas se traitant de fagon similaire) :

03(b) = i™ou|n)|+) = i |n)ou|+) = " |n)|=) = (=1)™i ™ |n)|-) = —(=1)"[b)

et pour les vecteurs |b), nous avons' :

aafB) = ~i "o |n)| =) = ~i " m)os| )
=~ ) +) = ~(= 1) m)|+)
= (=)™

En utilisant un raisonnement analogue pour les deux autres matrices de Pauli, nous obte-
nons le tableau suivant :

oxlb) = (=1)""'[b) (C.36)
o5lb) = (=1)™*b) (C.37)

oylb) = i(=1)""b) (C.38)
aylb) = i(=1)™[b)  (C.39)

o,b) = +[b) (C.40)
o) = —|b) (C.41)

C.5.3 Action des matrices de Pauli sur la base T

La derniere étape de notre calcul consiste a déterminer ’action des matrices de Pauli
sur les vecteurs de la base T, qui est la base utilisée dans nos programmes. Nous avons vu
que cette base a été construite a partir de la base B selon les relations (C.19)-(C.20). Grace
aux résultats obtenus dans la section précédente, il n’est donc pas tres difficile de conclure.
Comme avant, nous ne détaillerons que le calcul de 'action de o,, la généralisation aux

1On peut également, et de fagon plus rapide, se servir de o;|b) = —(—1)"v |b) pour calculer
I’action de o, sur 1’état |b) en exploitant le fait que :

ol =1
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deux autres matrices étant immédiate. Nous obtenons :

Gults) = —= [ioa|b) — oa[B)]

NS

(D)™ i[b) — (=1)™ (b))

= (-1

[i[6) — [6)]

v

2

(S

= —[t-)
= (=1)™[t-)

En procédant de fagon analogue avec les deux autres matrices de Pauli, nous obtenons
le tableau suivant :

oty = (-)Me)  (C42)
Gty = (-))  (C43)

oylts) = (=1)™Hty) (C.44)
oty = (=1)™[t-)  (C.45)

oLty = +iltl) (C.46)
o.lt-) = —ilty) (C.47)

C.6 ELEMENTS DE MATRICE DU SPIN DANS LA BASE T

Les développements précédents nous permettent maintenant de calculer tres facilement
les éléments de matrice de la plupart des opérateurs usuellement rencontrés en physique
nucléaire, a commencer par ’opérateur de spin. En effet, si I’on ordonne la base T" de la
fagon suivante : {|t)} = {|t1),[t_)}, la matrice d’un opérateur peut s’écrire en structure
de blocs :

lt4) [t-)

(t+ ‘ A A
=A=( A +‘) (C.48)

Les résultats (C.42)-(C.47) nous permettent dés lors de calculer aisément chacun des blocs
(ti|o,|te) pour chacune des matrices de Pauli o, 4 = z,y, 2. Notons respectivement X,
2, et X, les matrices de chaque composante de 'opérateur de spin dans la base T, il est
immédiat de voir que :
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_ (=m0
¥, = . (—1)"9) (C.50)
Y, = fl B’) (C.51)

En d’autres termes, toutes les matrices sont diagonales par bloc, X, étant méme totalement
diagonale. Si ’on note maintenant o, o, et o, les restrictions de chacune des matrices
précédentes a un bloc non nul, la structure de ces matrices apparait comme étant :

s,=( 0 o A L =% % (C.52)
or 0 0 oy o, 0

Nous verrons un peu plus loin que ce type de structure en bloc est assez général, et ne
dépend que des relations de commutation entre les opérateurs étudiés et ceux de simplex et
de renversement du temps. Il est également important de noter que les blocs en eux-mémes
ne représentent pas des opérateurs hermitiques, seule la matrice totale est hermitique.

C.7 ELEMENTS DE MATRICE D’'UN OPERATEUR &

Dans cette partie, nous considérons un opérateur quelconque O qui est supposé n’agir
que sur les coordonnées spatiales (i.e. pas sur les coordonnées de spin) :

O =0(z,y,2) (C.53)

Le but de cette section est de donner les regles de calcul des éléments de matrice des
opérateurs O, Oo;, Oo, et Oo, en fonction des éléments de matrice de I'opérateur O :
(n'|O|n), qui sont en fait :

w101} = [ [ dsdydz ey, @63y )i (2) O 0,2) . )m, W)n(2) (©:59

L’idée est de limiter au strict minimum le nombre de telles intégrations dans le programme.
Pour cela, on va utiliser les propriétés des bases B et 1.

C.7.1 Action de O dans la base B

Tout d’abord, ordonnons la base B comme suit : {|b)} = {|b), |b)} 2. Cette base est
orthonormale, ce qui signifie entre autres que :

(¥'[B) = (B']b) = 0 (C.55)

2Nous ommettons toujours les indices des vecteurs, mais naturellement, la base n’est
pas seulement constituée de deux vecteurs. Nous soulignons simplement la distinction des
vecteurs de cette base selon leurs propriétés vis-a-vis de I’opérateur de reversement du temps.
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Cette derniére équation vient de ’orthogonalité des fonctions propres de spin (souvenons-
nous que |b) correspond a la projection de spin « up » tandis que |b) correspond A la
projection « down »). Comme notre opérateur O est purement spatial, il ne peut pas
mélanger des états de spin « up » avec des états de spin « down ». Cela signifie donc que :

(t'|O)b) = (B'|O|b) =0 (C.56)
En effet, d’apres la convention (C.9)-(C.10), nous avons :
{'0[b) = —i" i (0'|O|n) {=|+) =0 (C.57)
=0
Une autre conséquence du fait que O est purement spatial est :
101b) = i " (n!|Oln) (+|+) = i " (0'|On) (C.58)
=1
Les résultats pour |b) sont similaires :

(B|Ofp) = "~ (n'|Oln) (~|=) = "~ (n|O|n) (C.59)
=1

Nous obtenons donc finalement :

'Oy =it (n'|On)  (C.60)
@Oy =it™ ™ (n'|On)  (C.61)

C.7.2 Action de @ sur les vecteurs de la base T

Rappelons-nous la structure en bloc de la base T définie par les relations (C.19)-(C.20).
Nous commencons par calculer les éléments de matrice de 'opérateur O dans le bloc
{t4,t,}. Il est facile de montrer que :

(#1061 = 5 (@100 + #10)

— % [ifn’y—kny +Z-n§}fnyi| <n/‘@|n>

1., p N
i [1 + (—1)—%—%)] (n'|O|n)

Notons F'(n) la fonction d’un entier n :

F(n) = 3" 1+ (~1)"] (C.62)

Alors :

(t,|Olt1) = F(ny, — ny){(n'|Oln) (C.63)
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En utilisant ce raisonnement, il n’est pas trop difficile de calculer tous les éléments de
matrice qui nous intéressent, c’est-a-dire : (¢/, O[t_), (t"_|O|t,), (t_|O|t_). Vespere que le
lecteur me fera confiance si je me permets de donner les résultats sans preuve :

(0lty) = F(nj —ny){n'|O|n) (C.64)
t,|0t-) = F(n, —n,+1)(n/|Oln) (C.65)
t_|Oty) = F(n,—mn,—1)(n'|On) (C.66)
( ) (ry (C.67)

C.8 ELEMENTS DE MATRICE DE Oo,

Nous souhaiterions maintenant étendre les résultats précédents aux cas d’opérateurs
de la forme @au, avec 4 = x,y,2. 1l est évident que dans ce cas l'opérateur O n’agira
que sur la partie spatiale tandis que o, n’agira que sur la partie dépendant du spin. Par
conséquent, les éléments de matrice peuvent s’écrire comme un produit de deux termes, et
connaissant les relations (C.42)-(C.47) ainsi que (C.64)-(C.67), il n’est pas tres difficile de
parvenir aux résultats suivants :

= F(n, + ny 4+ 1)(n'|O|n)

+‘(’)0$|t+ (

= F(n, +ny)(n|Oln)
(
(

t'|Oa,t-
t ‘OO’m|t+
" 1O, t_

= Fn + ny)(n '\@|n)

(t
(
(
(t = F(n,+ny— 1)(n'|O|n)

)
)
)
)

De fagon analogue :

(t,|00ylty) = F(nl, +n,+2)(n'|On) (C.72)
(t,|O0ylt_y = F(nl, +n,+1)(n'|On) (C.73)
t_|Ooylty) = F(nl, +ny,+1)(n'|On) (C.74)
(t_|Oaylt_)y = F(nl +ny){n'|On) (C.75)

Et :

t'|Oo,ltyy = iF(n) —ny, +1){n'|On)
t'100,lt_) = iF(n
t' |O0c,|ty) = iF
' |Oa,lt) = iF(n, —ny, +1)(n'|On)

o~ o~~~
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C.9 STRUCTURE EN BLOCS DANS LA BASE T

Les pages précédentes nous ont permis de mettre en évidence des propriétés remar-
quables des éléments de matrice d’un opérateur de la forme Oo, : ils s’expriment tous de
maniere simple en fonction des éléments de matrice de O sur la base |n) = |ng, ny, n,).
Néanmoins, nous pouvons aller beaucoup plus loin. Dans les paragraphes suivants, nous al-
lons montrer que, suivant les relations de commutation ou d’anti-commutation de ’opérateur
O avec les opérateurs de simplex et de renversement du temps, la matrice de cet opérateur
dans la base T prend une structure en bloc tres particuliere. Dans les applications pra-
tiques, cette structure de blocs permet de diminuer d’'un facteur 2 la taille des matrices
utilisées, ce qui autorise un gain en temps de calcul trés important.

C.9.1 Opérateur de simplex et base T

Il convient de mentionner pour commencer que ce que nous allons démontrer dans
les paragraphes suivants ne dépend pas du choix de systeme de coordonnées, cartésien,
sphérique ou cylindrique par exemple. Seul compte le fait que la base utilisée soit constituée
des états propres de I'opérateur de simplex. Commencons par énoncer la propriété suivante :

PROPRIETE 4 (STRUCTURE DE BLOCS) Soit O = O(z,y, z) un opérateur spatial (ne dé-
pendant pas du spin). Dans la base T :

- 51 [0, Sy] =0 alors O est diagonal par blocs;

~ 5 {0, 8,} =0 alors O est anti-diagonal par blocs.

Preuve - Nous savons que :

e Cas:[0,5,]=0.0na:

Donc : X X X X
(tL|Oft_) = (t4]S,1 O Sylt_) = (¢, |S] O Sylt—) = —(t4|O[t_)
——

H./—/ :
—ifty| i)
D’ou : (t4|O|t_) = 0. Pour compléter la démonstration, nous devrions également prouver
que : (t_|O|t;) = 0, mais la preuve s’établit de fagon similaire. Pour résumer :

|

. (t|Oft-) =0
0,8,] = 0= (C.83)
(t-|0Jty) =0
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et la matrice de I'opérateur O est alors diagonale par blocs dans la base T.

e Cas: {0, S'y} =0, alors :

S,t08,=-0 (C.84)
Donc : A X X X

(t4|Oft1) = =(t415, 1 O Sylty) = = (t,]5] O Sylt) = —(t4|O|ty)
—i(ty| —ilty)

D’otu : (t,|O|t;) = 0. La encore, nous devrions également prouver que : (t_|O|t_) =0, ce
que nous laissons le soin au lecteur de faire s’il en sent la nécessité. Pour résumer :

A (t+|0t1) =0
(0,8} =0— (C.85)
(4Ol =0

et la matrice de I'opérateur O est donc anti-diagonale par blocs dans la base T'.

C.9.2 Opérateur de renversement du temps et base T

Nous venons de voir dans la section précédente que, pourvu que la base de travail
soit une base propre de I'opérateur de simplex, ce dernier nous permettait de simplifier la
structure matricielle d’'un opérateur quelconque en fonction des relations de commutation
(ou d’anti-commutation) de cet opérateur avec l’opérateur de simplex. Dans les paragraphes
suivants, nous allons voir que les propriétés de (anti-)commutation d’un opérateur avec le
renversement du temps permettent d’obtenir des relations entre les blocs non-nuls.

a) Une propriété de I'opérateur de renversement du temps

De la fagon la plus générale possible, 'opérateur de renversement du temps s’écrit, :

T=UK (C.86)

ot U est un opérateur unitaire et K est la conjugaison complexe. Dans ces conditions, on
peut montrer que, pour deux états quelconques |¢) et |p) :

(T9|O|Ty) = (|T 0T )" (C.87)

b) Application

Rappelons les relations (C.28)-(C.29) :
Tlty) = +Jt) (C.88)
Tty = —lty) (C.89)
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Nous allons détailler le calcul dans le cas ou [O, S'y] = 0, les autres cas de figure se
démontrant de facon similaire. Si notre opérateur O commute avec 'opérateur de sim-
plex, il reste deux possibilités :

e Cas [0, T] = 0 - Dans ce cas, nous avons :
T7'O0T =+0 (C.90)

Donc : A X A X
(t|Ofty) = (¢ T P OTlty) = (Tt |OTty )" = (t_|Ot_)*

D’ou :

[0, 1] = 0= (t:|0lt;) = (t-|Oft-)" (C.91)

e Cas {O, T} = 0 - Dans ce cas :
T7lO0T=-0 (C.92)

d’ou :
|0ty = =t | T OT|ty) = (Tt |OTtL)* = —(t_|O]t_)"
Et donc :

{0,T} = 0= (1;/O|ts) = —(t-|O]t-)" (C.93)

Nous voyons donc qu’il existe des relations particulieres entre les différents blocs de la
matrice de O dans la base T, et que ces relations dépendent des relations de commutation
ou d’anti-commutation de 'opérateur O avec celui de renversement du temps. Par ailleurs,
rappelons que les résultats précédents ont été démontrés dans le cas particulier ou [O, S'y] =
0, mais ils se généralisent facilement au cas ou {O, S’y} = 0 (et dans ce cas, les blocs non-
nuls sont les blocs anti-diagonaux).

C.9.3 Résumé

Le tableau C.1 de la page 198 résume la structure en blocs d’un opérateur spatial O quel-
conque dans la base T en fonction de ses relations de commutation ou d’anti-commutation
avec les opérateurs de simplex et de renversement du temps.

C.9.4 Structure matricielle de certains opérateurs

Pour diagonaliser I’hamiltonien de Dirac dans la base T, nous avons besoin de connaitre
les éléments de matrice des potentiels (2.32)-(2.34) ainsi que ceux de l'énergie cinétique
(2.27) (voir page 44). Ces quantités font intervenir certains opérateurs particuliers, et nous
allons ici donner la structure matricielle de chacun de ces opérateurs. Le calcul des intégrales
correspondantes est expliqué a la section 2.3 page 60.
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198

0,5,] =0 {0.5,} =0
K (t,|Ot,) 0 0 (t+|Oft-)
[O’T} =0 ( 0 (t_|Oft_)* ) ( —(t_|O|t4)* 0 )
N (t,|O|t.) 0 0 {t+|Oft-)
107} =0 ( 0 IOy ) ( -0ty 0 )

TaB. C.1 — Structure d’un opérateur O dans la base T en fonction de ses relations de
commutation et d’anti-commutation avec T et S,

Opérateur quantité de mouvement - Toutes les composantes de I'opérateur quantité de mou-
vement anti-commutent avec I’opérateur de renversement du temps. La composante y de
P anti-commute avec le simplex, les deux autres commutent. Cet opérateur intervient dans
tous les potentiels et dans I'énergie cinétique, soit directement, soit associé a l'opérateur
de spin (donc aux matrices de Pauli). Nous avons donc :

(C.94)

{PuT}=0 vu

(C.95)

Matrices de Pauli - Dans les expressions (2.32)-(2.34), les matrices de Pauli interviennent
seulement dans le calcul du potentiel spin-orbite. Les matrices de Pauli anti-commutent
avec 'opérateur de renversement du temps. La matrice o, commute avec le simplex, les
autres anti-commutent. Donc :

(C.96)

{O'M,T} =0 Vu

(C.97)
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Matrice de & - p - Le code Ws-ODD a une option permettant de calculer ’hamiltonien de
Dirac selon la formule (2.19) page 43. Dans cette formule intervient le terme & - p. Cette
opérateur commute avec le renversement du temps et anti-commute avec le simplex. Donc :

[5 - ﬁ,T] -0 (C.98)

{5- 7, Sy} —0 (C.99)

Tous ces opérateurs interviennent dans le calcul des éléments de matrice du champ
moyen de Dirac dans la base T, et leurs différentes structures permettent a la fois de
simplifier et d’accélérer de fagon substantielle le calcul de ces éléments de matrice, et la
diagonalisation de cette derniere.






D. Traitement de |'appariement

Le travail qui est présenté dans cette these s’inscrit dans le cadre général des théories de
champ moyen. Dans ces approches, rappelons-le, on tire parti du fait que le libre parcours
moyen des nucléons étant tres grand a l'intérieur du noyau, on peut considérer en premiere
approximation que les nucléons se déplacent de facon indépendante dans le noyau (modéle
a particules indépendantes). Par ailleurs, il existe une « force » qui maintient les nucléons
confinés a 'intérieur du noyau : en toute rigueur, si 'on considere un nucléon donné quel-
conque, cette force qui agit sur lui est la résultante de toutes les interactions a 2, 3,..., N
corps entre ce nucléon et tous les autres. Une telle approche est dans la pratique insoluble.
Dans les théories de champ moyen, on fait I’hypothése que tous les nucléons du noyau
contribuent a créer un champ nucléaire total dans lequel chacun se meut indépendamment
des autres. Ce champ nucléaire total est appelé le champ moyen. Dans les théories micro-
scopiques du noyau, par exemple la théorie Hartree-Fock, le champ moyen est construit a
partir d’une interaction a deux corps soit phénoménologique, soit dérivée de la matrice G
de Briickner (voir [Rin80] pour une présentation générale des approches microscopiques,
[Day67] pour une présentation claire de la théorie de Briickner-Goldstone dans les noyaux).

Malgré les nombreux succes des approches de champ moyen, il est des applications dans
lesquelles cette approximation, seule, se révele insuffisante. Un exemple simple en est les
« gaps » des noyaux pair-pair : on ne peut expliquer seulement avec une hypothese de
champ moyen pourquoi la plus basse énergie d’excitation non-collective des noyaux pair-
pair est beaucoup plus grande que celle des noyaux impairs. Il est connu depuis longtemps
que cet effet est dii a la formation de paires de nucléons. Dans ce cas, il est donc nécessaire
de tenir compte des corrélations d’appariement pour parvenir a une compréhension satis-
faisante du phénomeéne. L’interaction d’appariement est une interaction a deux corps : on
pourrait également envisager de raffiner la méthode en incluant des interactions a trois
corps. Dans ce cas, on aurait le schéma suivant :

H= Hy + Vig?) + Vzg?’?
N A A
Champ moyen 9 corps 3 corps

Dans cette écriture, il est entendu que les interactions & deux et trois corps seraient traitées
comme une interaction résiduelle. Naturellement, chaque terme supplémentaire de ’hamil-
tonien, a la fois améliore la précision de la description, et complique le traitement du
probleme. Dans la pratique, il est souvent suffisant de se contenter des interactions a deux
corps, c’est-a-dire des corrélations d’appariement.
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Le but de cete annexe est de rappeler les principales caractéristiques de la plus simple
des théories de 'appariement, le modele Bardeen-Cooper-Schrieffer (dit BCs). Cette étape
est nécessaire dans l'optique du chapitre 5 qui traite des calculs d’énergie totale des noyaux
selon la méthode dite « macroscopique-microscopique ». La partie D.1.4 portera sur les
quasi-particules et leur interprétation, et dans la partie D.2, nous aborderons la projection
du nombre de particules. Ces deux derniers aspects n’ont pas été directement utilisés dans
notre travail, mais I'une des extensions possibles aux calculs du chapitre 5 est le calcul des
surfaces pour différentes excitations de quasi-particule.

D.1 THEORIE BCS

On peut distinguer plusieurs grandes classes de théories de ’appariement : les modeles
fondés sur I’approche BCs, ceux fondés sur 'approche Hartree-Fock-Bogoliubov (HFB) et
ceux qui reposent sur une diagonalisation presque exacte dans ’espace de Fock. Dans la
théorie BCS, seuls des nucléons liés par 'opération de renversement du temps peuvent
former une paire, tandis que dans ’approche HFB, plus générale, toutes les paires sont pos-
sibles. En fait, la théorie BCs est un cas particulier de la théorie HFB. Les calculs d’énergie
totale que nous avons effectués comprenaient une correction d’appariement calculée selon
la théorie BCS : il est prévu d’étendre prochainement ces calculs au cas HFB. Néanmoins,
I’approximation BCS permet déja d’obtenir les principaux effets liés a I’appariement.

Nous donnons dans cette section les principaux résultats de cette théorie. Le lecteur
pourra se référer a [Die87] et [Rin80] pour la théorie BCs proprement dite et a [Ber91]
pour la partie portant sur les quasi-particules. Le but de ce chapitre n’est pas de faire un
état des lieux des travaux portant sur I’appariement, mais de rappeler les concepts les plus
importants qui serviront dans le chapitre sur les calculs d’énergie totale des noyaux.

D.1.1 Cadre général

La théorie de Bardeen-Cooper-Schrieffer fut la premiere tentative d’une description
miscroscopique de I’appariement. Avant de détailler plus avant les points essentiels de cette
théorie, il convient de situer le cadre général. Si I'on suppose que seules les corrélations
a deux corps doivent étre prises en compte, 'hamiltonien du systéme s’écrit, en seconde
quantification :

. 1
H = Zhaﬁ CLCg + 3 Z Vapsy c};c};qq; (D.1)
ap apyé

ol ¢l est I'opérateur de création d’une particule dans 1'état «, et c, est I'opérateur de
destruction d’une particule dans I’état «, et ou :

Vaﬂ’w = <O‘ﬁ|@(1a 2)|’75>an‘cifsym. (D2)

est I’élément de matrice (anti-symétrisé) de l'interaction a deux corps. Le premier terme
dans (D.1) est 'hamiltonien de champ moyen : ce peut étre un champ moyen Hartree-Fock,
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ou bien un champ moyen phénoménologique de type Nilsson ou Woods-Saxon. Dans le cas
d’un champ Hartree-Fock, ce terme contient déja une partie des contributions a deux corps.
La partie restante, le deuxiéme terme de (D.1) représente une interaction résiduelle, qui en
I’occurence se ramene aux corrélations d’appariement.

D.1.2 La fonction d’onde BCS

La fonction d’onde d’un systéme de N fermions sans interaction! est un déterminant de
Slater N x N. Puisque nous cherchons au contraire a inclure dans la fonction d’onde totale
des corrélations d’appariement, il faut trouver une autre forme pour la fonction d’onde
totale du noyau. Notons |0) le vide de particules. Pour former a partir de ce vide un état a
une paire a5 (= un état a deux nucléons corrélés), il faut créer simultanément un nucléon
dans I’état «, et un nucléon dans I’état 5. Cette création simultanée de deux nucléons se
fera avec la probabilité p,s. Un opérateur possible pour créer une paire s’écrira donc :

P = pag chL (D.3)

oll pop représente la probabilité de créer la paire de nucléons dans I'état («, 5). Pour une
assemblée de N paires de fermions, la somme de toutes les probabilité doit bien évidemment
étre égale a 'unité :

Y Ipasl=1 (D.4)
af

L’opérateur ch}; seul ne crée pas une « vraie » paire, c¢’est-a-dire une paire de nucléons en

interaction : il crée seulement deux nucléons indépendants, I'un dans I’état o, I’autre dans
I’état 5. En fait, c’est I'introduction d’une probabilité de création d’une paire qui définit
I'interaction entre les nucléons de la paire : p,p représente la probabilité que ce soient dans

les états a et 8 que les nucléons interagissent, et pas dans d’autres états. D’ou la forme
(D.3).

Cependant, la définition (D.3) est encore relativement compliquée, puisque tous les
nucléons peuvent a priori interagir avec tous les autres : les états « et 5 sont completement
quelconques. Dans la théorie BCS, on apporte la limitation suivante : seuls les nucléons
liés par ’opération de renversement du temps interagissent. En effet, I'interaction d’appa-
riement est de courte portée. Par conséquent, cela favorise les nucléons pour lesquels le
recouvrement des fonctions d’onde est maximale, ¢’est-a-dire précisément les nucléons liés
par ’opération de renversement du temps. L’opérateur de création d’une paire, plutot que
de se mettre sous la forme (D.3), qui n’a été introduite que pour des raisons pédagogiques,
s’écrira :

P=uy,+uv,c

a

ck (D.5)

ol « est un état quelconque et [@) = T'|a) est son partenaire par I'opération de renversement
du temps. L’amplitude v, représente donc la probabilité (plus rigoureusement : c’est |v,|?)

!Sans interaction signifie ici : sans interaction & I’exception du principe d’exclusion de
Pauli.
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de créer la paire (o, @), tandis que u, représente a contrario la probabilité que cette paire
ne soit pas créée. Le noyau étant composée d'un certain nombre de paires indépendantes?,
disons NV, la fonction d’onde totale est la superposition de toutes les fonctions d’onde de
ces paires. Dans le formalisme de la seconde quantification, elle s’écrira donc :

9) = TT (e + vachek) 10) (D.6)

a>0

ou a > 0 représente les états dont la projection du moment angulaire total est par définition
positive m > 0 (pour une base sphérique ou axiale). A contrario, les états o < 0 sont les
partenaires par renversement du temps des états a > 0. Dans une base sphérique et en
représentation coordonnées, on a donc :

Va0 = UNjm>0 (D.7)

et pour les états a < 0 :
Yaco = Tas0 = (=) ™npi —m (D.8)
Les probabilités sont normalisées a I'unité :
ual® + |va|* =1 (D.9)

La fonction (D.6) contient comme inconnues les coefficients u, et v,. L’essentiel du travail
consiste donc maintenant a trouver la valeur de ces coefficients.

Une derniére remarque, trés importante : en développant le produit dans (D.6), on
se rend compte que la fonction d’onde BCS ne conserve pas le nombre de particules du
systeme. En effet :

|¢) ~ |0) + ZC*CWO) + Z cefetet|o) ... (D.10)

c’est-a-dire que la fonction (D.6) contient des termes contenant 0 opérateur de création
(correspondant au vide de particules), d’autres en contenant 2, (correspondant donc & un
systéme & 2 particules), d’autres 4 (4 particules), etc. Comme le produit dans (D.6) est en
principe infini - sur tous les éléments de la base des états a une particule, il s’ensuit que la
fonction d’onde BCS est une superposition d’états possédant chacun un nombre différent de
particules. C’est assez ennuyeux, puisque le noyau atomique possede un nombre déterminé
de particules. Si en physique du solide, dont provient la théorie BCs, le nombre de particules
impliquées est de 'ordre de 10?%, ce qui rend les fluctuations BCs négligeables, en physique
nucléaire, la violation de la conservation du nombre de particules entraine des conséquences
importantes. Il va donc étre nécessaire de développer des techniques de projection, nous en
reparlerons a la section D.2. Cependant, avant d’aller plus loin, remarquons que la fonction
(D.6) génere des états comportant toujours un nombre pair de particules. Cette remarque
aura son importance dans le paragraphe sur les quasi-particules (section D.1.4).

2Une paire est indépendante d’une autre paire, mais les nucléons d’une paire donnée ne
sont naturellement pas indépendants 1’un de 1’autre.
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D.1.3 Equations BCS

Dans I’équation (D.6), les coefficients u, et v, sont inconnus. Pour les déterminer, on
va utiliser un principe variationnel. Si le noyau est dans son état fondamental, alors son
énergie doit étre minimale. L’énergie est donnée par la fonctionnelle :

El¢] = (01 H10) (D.11)

(¢l9)

L’énergie est une fonctionnelle de la fonction d’onde ¢ (D.6). Comme I’énergie est minimale,
il « suffit » donc de minimiser E[¢| par rapport & ¢, c’est-a-dire par rapport a u, et v,.
Cependant, il faut essayer de tenir compte de la non-conservation du nombre de particules.
Pour cela, on ajoute la condition que la valeur moyenne de I’opérateur nombre de particule
sur I’état BCS doit étre égal au nombre de particules du systeme :

(6| N|g) = N (D.12)

Il est possible de résoudre les équations (D.11) et (D.12) simultanément par I'intermédiaire
de la technique des multiplicateurs de Lagrange. L’idée consiste donc a minimiser non pas
(D.11), mais I’expression suivante :

5 (<¢uf1 - AN\qs)) —0 (D.13)

‘ udavﬁ)

Le parametre A est le multiplicateur de Lagrange. Il correspond en fait a 1’énergie de
Fermi. L’indice (uq,vs) rappelle que la variation se fait concrétement par rapport a ces
deux ensembles de variables.

a) FEquations générales

Il n’est pas franchement intéressant de présenter ici la dérivation détaillée des équations
BCS, d’autant plus qu’elle est donnée dans tous les ouvrages sérieux sur le sujet, citons
entre autres sources possibles [Lan64, Rin80, Die87]. Commencons par définir I’hamiltonien
d’appariement H), :

H,=2 Z G oapp ch:'icﬁcB (D.14)
a>06>0

La notation «, 8 > 0 a la méme signification qu’au paragraphe précédent. Cette forme de
I'hamiltonien est un cas particulier de I’hamiltonien a deux corps le plus général (le second
terme dans (D.1)). Notons :

Gaﬁ = Ga@,@ﬂ_
On peut montrer que :

(6|H, — AN|g) =) 205(es — ) + > Agugvs + Yy _ Gppvp (D.15)

B>0 B>0 B>0
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avec :

Ag = ZGaﬂuava (D16)

a>0

On introduit la notation :
o = (ea — A) + GaaV? (D.17)

et en appliquant la condition de minimisation (D.13) sur (D.15), on arrive a 1’ensemble
d’équations suivant, appelées équations BCS :

1 A,
Ay = EZGagi (D.18)

N = 2) v (D.19)

ou les nombres d’occupation vérifient les relations :

1 € 1 €

2 a 2 o
uy=- |1+ ——— et v,=z|1-—F—%————= D.20
2 ( \/é§+A§> 2 ( \/é§+A§) (20

Pour résoudre compléetement le probleme, il faut donc résoudre le systéeme d’équations
couplées (D.16), (D.18)-(D.19) et (D.20). Le résultat nous donne les nombres d’occupation
des niveaux .

b) Appariement monopolaire

Un cas particulier de (D.16) est le cas G,s = G, i.e. 'interaction d’appariement est
constante pour toutes les paires. C’est ’appariement monopolaire. On I'a dit, seuls les
nucléons liés par I'opération de renversement du temps forment des paires dans la théorie
BCS), et dans l'approximation monopolaire, I'interaction entre les nucléons d’une paire est
la méme pour toutes les paires. Le « parametre de gap » A, devient indépendant de I’état
individuel :

A=G Z UaVa (D.21)

Le terme en v* dans (D.15) est souvent négligé, et 1’on introduit la quantité E, :

E, = /(eq — A2+ A2 (D.22)

Les nombres d’occupation deviennent alors :

1 e, — A 1
2 _ 2 (4 o . 2 _~ (11— D.2
Yo 2(+Ea ) Yo 2( Ea> (D-23)
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uz4
/ Sans appariement
1
)W Avec appariemer
0 Esp
Er

Fi1ac. D.1 - Cette figure illustre la facon dont I’appariement modifie [’occupation des niveauz
individuels. Sans appariement, tous les niveaur jusqu’au niveau de Fermi sont occupés,
tous les niveaur au-dessus du niveau de Fermi sont vides. En présence d’appariement,
loccupation des niveaux change légérement, principalement autour du niveau de Ferms.

La figure D.1 représente schématiquement la modification d’occupation des niveaux due a
I’appariement.

Le cas simplifié de 'appariement monopolaire met également en évidence une des fai-
blesses de la théorie BCS. En effet, les équations BCS deviennent dans cette limite :

1 2
—~Jee+Ar G
et, cette équation n’admet une solution non-triviale que si :
G 1
— > 1 D.25
2 2T (029

Il apparait donc une valeur G..; en-deca de laquelle les solutions superfluides (i.e. avec
appariement) ne peuvent exister. Cette difficulté peut étre éliminée avec 1'utilisation des
méthodes de projection.

D.1.4 Les quasi-particules

L’un des intéréts de la notion de quasi-particule est la possibilité d’explorer I'influence de
I’appariement sur les états excités du noyau de fagon tres naturelle et élégante. Rappelons
I'expression (D.5) de 'opérateur de création d’une paire dans le cadre de la théorie BCS :

P, =g+ v, clel (D.26)

a o
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Introduisons les opérateurs (q,, ¢s) selon les relations :

Ga = UaCa — UaCT; (D27)
(a = UaCq — vac‘; (D.28)

En utilisant les relations d’anti-commutation des opérateurs c,, c/,, et le fait que c,|0) = 0,
on peut montrer que I’action de 'opérateur de création d’une paire BCS, relation (D.5), sur
|0) s’écrit en fonction des (qq, ¢z) :

A 1
P[0) = ~4a 4al0) (D.29)
De la méme fagon :

e on introduit Popérateur ¢/, en prenant le conjugué hermitique des équations (D.27)-
(D.28);

e les opérateurs (qq,,q/,) vérifient les relations d’anti-commutation : ce sont donc des
opérateurs, repectivement de destruction et de création de fermions; ces fermions
sont appelés quasi-particules

e la fonction d’onde BCS correspond au vide de quasi-particules :

16) ~ [ [ t24l0)

Pour interpréter plus facilement ce a quoi correspondent les quasi-particules, nous allons
noter {u} ’ensemble des états individuels qui sont occupés (états dits de « trous »), et {n}
I'ensemble des états qui sont vides (états dits de « particule ») : cette notation n’a de sens
qu’a la limite A = 0 c’est-a-dire en I'absence d’appariement (puisque sinon, les états ne
sont ni complétement vides, ni complétement occupés). Cette restriction n’est pas génante
ici, car I'on ne se soucie que de l'interprétation physique de ce qu’est une quasi-particule.
On a les égalités suivantes :

chlg) = 0 (D.30)
culp)y = 0 (D.31)
En effet, on ne peut pas créer une particule dans un état p, puisque cet état est par
définition déja occupé, et que les nucléons sont des fermions. De méme, on ne peut pas

détruire un nucléon d’un état n puisque cet état ne contient pas de nucléons. Utilisons
maintenant le fait que la fonction d’onde BCS est le vide de quasi-particules :

Qa‘¢> =0 (D32)

D’apres (D.30)-(D.31), cette derniére relation se traduit pour les ensembles {u} et {n}
par :

Qo) =0 =u,=0 = q,=c. (D.33)
o) =0 =v,=0 = ¢, =c, (D.34)

Par conjugaison hermitique, on obtient :

g, = c (D.35)
g = d (D.36)
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Par conséquent, créer une quasi-particule revient soit & oter une particule d’un état occupé
4, soit a mettre un nucléon dans un état vide n. A l'inverse, détruire une quasi-particule
revient soit & remettre un nucléon dans un état de trou u (préalablement vidé), soit a enlever
un nucléon d’un état de particule (préalablement rempli). Les quasi-particules se présentent
donc comme des ezcitations du systeme. D’autre part, il est intéressant de remarquer qu’en
introduisant la représentation de quasi-particules, on remplace le probléme d’un gaz de N
particules en interaction par un gaz de N/2 particules sans interaction, ce qui d’un point
de vue pratique peut se révéler extremement utile.

D.1.5 Interprétation des équations BCS

Il est plus facile de comprendre le role physique joué par chacun des termes intervenant
dans les équations BCS si I’on se restreint a 1’étude du cas de I'appariement monopolaire.
Prenons donc : G, = G. Dans ce cas, I’équation (D.16) devient :

A=G Z UaVq (D.37)

L’énergie de 1’état fondamental pour un noyau ayant la fonction d’onde (D.6) est par
définition I’expression (D.15). Pour un appariement monopolaire, cette derniére expression
se transforme en :

A2
g =D 202(ea—A) — = (D.38)

Calculons maintenant 1’énergie d’un état a une quasi-particule construit a partir de 1’état
BCS. Par définition, ’énergie d’excitation de cet état est :

€0 = (dlga H ¢l|0) — (8| H|0) (D.39)

Le calcul conduit a [Die87] :

6Eu ~\/(ea — N2+ A2 = F, (D.40)

ou E, est précisément lexpression (D.22). De la méme fagon, on montre sans trop de
difficultés que [Die87] :

05 ~ Eq + Eg (D.41)

oll 6&,p est I'énergie d’excitation d’un état & deux quasi-particules (e, ). En résumé :
1. les quasi-particules représentent des excitations du noyau;

2. énergie d’excitation d’une quasi-particule faisant intervenir les états individuels
(a, @) est :

E,=(eq — N2+ A2 (D.42)
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3. I’énergie d’une excitation a deux quasi-particules est au premier ordre la somme des
énergies de chacune des deux quasi-particules.

Par ailleurs, étant donné que (a) les opérateurs de quasi-particules mélangent a la
fois les opérateurs de création et d’anihilation de particules et (b) 1’état fondamental de
BCS est une superposition d’états avec un nombre pair de particules, cela signifie qu’'un
état & une quasi-particule ¢,|¢) est une superposition d’états ayant un nombre impair
de particules. Par conséquent, on peut considérer que si 1’état fondamental d’un noyau
pair-pair correspond au vide de quasi-particules, celui d’un noyau pair-impair correspond
a ’excitation d’une quasi-particule du noyau pair-pair voisin. On peut aller encore un peu
plus loin et expliquer ainsi le « gap » des noyaux pair-pair : d'une part, I’excitation d'un
noyau pair-pair ne peut contenir qu’un nombre pair de quasi-particules; d’autre part, sur
I'expression de I', (dans le cas de 'appariement monopolaire), on voit que :

E,>A (D.43)

Cela signifie que pour les noyaux pair-pair, il existe une énergie d’excitation minimale, qui
vaut 2A (il faut au moins deux quasi-particules, chacune ayant au moins une énergie A).
Par contre, pour un noyau pair-impair, ou impair-pair, I’énergie d’excitation minimale est :

6E, = (9lda H ¢}|8) — (Blgas H a’,|0) (D.44)

oll ¢,, correspond a l’énergie de quasi-particule minimale pour le noyau pair-pair décrit
par |¢) (c’est cette énergie d’excitation minimale qui est précisément ’énergie de 1’état
fondamental du noyau impair-pair). Sur la derniére relation, on voit qu’il n’y a pas de
limite inférieure a ’énergie d’excitation pour les noyaux impairs. Celle-ci peut étre « arbi-
trairement » petite, par exemple si les énergies indivuelles e, mises en jeu sont tres proches
I'une de 'autre.

D.2 PROJECTION DU NOMBRE DE PARTICULES

Nous avons vu dans la partie précédente que les fonctions d’onde BCS ne conservaient
pas le nombre de particules. Si, dans la procédure de minimisation de I’Hamiltonien par
rapport aux parametres (uq, v, ), on rajoute la contrainte (D.12) :

(8| N |¢) = N (D.45)

seule la valeur moyenne du nombre de particules est conservée. En d’autre termes, le
nombre de particules dans le systeme fluctue selon ’état quantique de ce systeéme, autour
d’une valeur moyenne égale au nombre réel de particules. Si ces fluctuations sont faibles, on
peut espérer qu’elles n’aient pas de conséquences trop importantes pour les applications.
C’est par exemple le cas en physique du solide, ou le nombre de particules en jeu est
considérable, et ses fluctuations sont donc négligeables. Par contre, pour un systeme avec
quelques dizaines, ou au plus quelques centaines de particules, une variation de N de
plusieurs unités n’est pas négligeable.

La solution a ce probleme consiste naturellement a projeter les fonctions d’onde sur des
états qui conservent le nombre de particules. Il y a deux facons d’effectuer la projection :
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1. on projette la fonction d’onde (D.6) avant de déterminer les parameétres (uq, Vo) :
c’est la projection avant variation;

2. une fois les parametres (uq, v,) déterminés selon la méthode exposée dans la partie
précédente, on projette la fonction d’onde obtenue sur les états ayant un bon nombre
de particules : c’est la méthode (fort logiquement) appelée projection aprés variation.

Il est en général admis que la premiere méthode, la projection avant variation, donne un
résultat meilleur (au sens : plus proche de la réalité) que la seconde méthode. En effet,
appliquer d’abord la théorie BCS sur une fonction d’onde qui ne conserve pas le nombre
de particules va bien évidemment conduire & des résultats légéerement faux (voire a des
résultats completement faux). La projection des dits résultats sur I’espace des états & bon
nombre de particules ne va donc probablement pas compenser I’erreur initiale.

Il y a naturellement des différences sensibles entre la théorie BCS sans conservation
du nombre de particules, et celle avec. Il semble que ces différences soient d’autant plus
grandes que ’appariement est faible et la densité de niveaux autour du niveau de Fermi est
petite (donc par exemple pour les noyaux plutot légers) [Die87]. Deux différences remar-
quables sont d’une part qu’il existe toujours une solution non-triviale dans la solution avec
conservation du nombre de particules, d’autre part que le potentiel chimique x dépend des
états individuels. Le potentiel chimique caractérise la réaction du systeme a ’ajout ou au
retrait d’'une particule du systéme :

b= {o1H16) (D.46)

Dans une théorie ot le nombre de particules est conservé, cette grandeur dépend de 1’état
individuel dans lequel on ajoute (ou duquel ont retranche) le nucléon.

Malheureusement, dans le cas des théories auto-cohérentes, il se trouve que la méthode
de projection avant variation est plus difficile & mettre en oeuvre. La plupart du temps,
c’est la deuxiéme méthode qui est choisie. En théorie RMF, ou les calculs sont encore
plus complexes, c’est une méthode approchée qui est choisie [Rin96] : on ne fait aucune
projection, mais, en plus de la contrainte sur le nombre moyen de particules, on essaie de
limiter la fluctuation de ce nombre (AN) (prescription de Lipkin-Nogami).

D.2.1 Fonction d’onde projetée

Notons N l'opérateur du nombre de particules. En seconde quantification, son expres-
sion en termes d’opérateurs de création et d’annihilation est :

N = Z (cflca + c};c@) (D.47)

a

Si N commute avec 'hamiltonien du systéme, on a, entre autres :

[H, eV =0, Vo €R (D.48)
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Par conséquent, si |®) est une fonction d’onde du systéme (une fonction & N particules),
ayant la valeur propre F, on a :

A (eW |<1>>) —E (eW |<1>>) (D.49)

En d’autres termes, tous les états e |®) sont dégénérés par rapport a la variable . Par
ailleurs, dans I’espace des « nombres de particules », ’opérateur

Up) = "

peut étre vu comme un opérateur de rotation3. ¢ est angle de rotation, appelé angle de
jauge [Rin80]. Il est assez rapide de se convaincre que les fonctions propres de U(g) sont :

1 .
= i D.

A partir d’un ket |®) quelconque, construisons le ket [1) tel que :

%) = / "o (o) ) (D.51)

On a les propriétés suivantes :

e si |®) est une fonction propre du systéme avec la valeur propre FE, alors, |¢) est
également une fonction propre de I'hamiltonien du systéeme avec la méme valeur
propre E. En effet :

i) = [ el (1(00e) 19) = [ des(o)it (@) = By (©52)
0 0 N —
= Ee'*V|®)

e l’espace engendré par les fonctions |¢), que nous noterons &, est invariant sous ’action
de opérateur U(p). En effet, pour ¢q quelconque fixé :

. 2m o
Ulgo) i) = e / dof (9)e”"|®)
0
2w R
— [ deftp)etera)
0

- /27r dOf(0 — po)e™™ | D)
0 —
=g(0)

27 N
- / 0g(0)e"¥ |B) € €
0

3De la méme fagon que dans ’espace normal, ’opérateur de rotation autour d’un axe z

pour une particule sans spin est R, = e*#%=, o1 £, est la composante x du moment angulaire
orbital.
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En conclusion, & partir d’une fonction d’onde |®) du systéme qui ne conserve pas le nombre
de particules, il est possible de construire une fonction |¥), ayant méme valeur propre que
la fonction initiale |®), mais qui soit invariante par rotation dans l’espace « nombre de
particules ». Or, de la méme fagon qu’'un systéme invariant par rotation (dans I’espace
usuel) conserve le moment angulaire, un systéme invariant par rotation dans l'espace des
nombres de particules conserve le nombre de particules. Par conséquent, la fonction |¥)
conserve le nombre de particules.

On voit donc que, a partir d’une fonction BCS par exemple, qui ne conserve pas le
nombre de particules, on peut, par projection, construire une nouvelle fonction d’onde du
systeme, ayant les mémes énergies propres, mais qui, elle, conserve le nombre de particules.
Il nous reste maintenant a trouver comment projeter sur le bon espace, i.e. sur ’espace a N
particules. Pour cela, appliquons la régle de construction (D.51) avec non pas une fonction
f(¢) quelconque, mais une des fonctions &,(¢). Notons B, l'opérateur :

2w R
P= [ ot (D.53)
0

La relation (D.53) peut se réécrire a 'aide de (D.50) :

. 1 2m . N
Po=oo : dip N -m) (D.54)

Montrons que I'opérateur (D.54) est un projecteur sur le sous-espace a n particules. Pour
démontrer cette assertion, considérons |k «), un état avec k particules, et caractérisé par
les nombres quantiques « (ce peuvent étre par exemple N, £, j et m pour des noyaux
sphériques, ou bien les labels de Nilsson, etc.). La relation de fermeture de la base {|k «)}
s’écrit :

S |k ayk o =1 (D.55)

k,a
Réécrivons le projecteur (D.54) en utisant deux fois la décomposition (D.55). II vient :

. 1 2 R
Po= Sk a)kaly- [ de 7S gy (1

k,a ly/B — ezw(l_n)” ﬂ)

2
=SSk akalz [ g py

ka 1,8 ~
= 5ln

=33 [k a){k aldull B)( B

k.,a 1,8

=3 ") |k a){k aln B)(n B
ka B

=Y "In B)(n B|
B
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Donc :

By =) " |nB)n B (D.56)
B

et c’est bien la forme traditionnelle d’un projecteur sur le sous-espace a n particules.

D.2.2 Application a la théorie BCS

Dans la théorie BCs, il nous faut minimiser une expression du type :

El¢] = (G1H10) (D.57)

(4l9)

Dans notre cas, la fonction d’essai sera la fonction Bcs (D.6) mais comme nous voulons
maintenant conserver le nombre de particules (ce qui n’était pas le cas dans la fonction
(D.6)), nous allons d’abord projeter (D.6) sur le sous-espace a N particules. Si I’on note
|¥) la fonction d’onde projetée :

[¥) = Pylo) (D.58)

avec Py défini par la relation (D.54) dans laquelle on fait n = N, alors il nous faut
maintenant minimiser :

E[¥] = % (D.59)

Autrement dit, en fonction de la fonction d’essai BCs (D.6) :

(¢| Py H Py o)

EIOI= 2 e Pl

(D.60)

Mais comme 151%, = Py (c’est une propriété générale bien connue des projecteurs), et que
Py commute avec ’hamiltonien, conséquence de la relation (D.48), ’équation (D.60) se
ramene en fait a :

(6| Pylo)
(61P]9)

Le code ws-0DD contient I’option de projection du nombre de particules selon la procédure
qui vient d’étre présentée.

El¢] = (D.61)
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