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Motivations

L’optique géométrique étudie la propagation des rayons lumineux dans un milieu inho-
mogéne. La version infinitésimale de la loi de réfraction de Snell-Descartes raméne cette
étude a la recherche de géodésiques sur une variété riemannienne (M,g), ou encore aprés
transformation de Legendre, & ’étude d’un systéme hamiltonien sur 7*M (cf [4]). La mé-
trique g est reliée & Iindice de réfraction par la formule g = n2go (cf [9]). Dans cette méme
situation, 'optique ondulatoire étudie, elle, le probléme de Cauchy associé & I’équation des
ondes

Ofu+ Ayu =0,

version scalaire de I’équation de Maxwell, dans laquelle A, désigne le laplacien (positif)
associé a g. Ces deux formulations peuvent étre considérées comme les versions respective-
ment “classique” et “quantique” du méme probléme. D’une facon trés générale, on appellera
systéme classique, un systéme hamiltonien d’énergie H sur une variété symplectique Z et
systéme quantique un opérateur autoadjoint A sur un espace de Hilbert H. La maniére
d’associer un systéme classique (Z,H) et un systéme quantique (#H,A) est un sujet & part
entiére, et reléve des problémes de quantification, cf [71] (on trouvera notamment dans cette
référence un petit dictionnaire reliant les objets classiques et les objets quantiques corres-
pondants). Une fois que cette association est réalisée, il devient trés intéressant de relier
résultats classiques et quantiques, voire d’utiliser des résultats ou des méthodes classiques
pour démontrer des résultats “quantiques” et vice-versa.

La premiére question quantique concerne le spectre de 'opérateur A. Les moyens d’accé-
der au spectre sont multiples et reviennent souvent & étudier la trace de certaines fonctions
de D'opérateur A, par exemple:

— la résolvante (z — A)~1,

— le propagateur de ’équation des ondes (cf 3.1),

— le propagateur expitA/h de I’équation de Schrodinger :

?&u = Au,

— la solution fondamentale de I’équation de la chaleur.
L’introduction de I’article [49] détaille ces différentes approches et certains résultats qu’elles
permettent d’obtenir. Historiquement, le point de vue classique apparait le premier, la dé-
marche la plus courante consiste donc & étudier les problémes précédents a la lumiére du
probléme classique “connu”. On peut mentionner plusieurs résultats, ou méthodes qui re-
lévent de cette démarche:
— Comportement asymptotiques des valeurs propres de A, formule de Weyl, cf [19, 49].
— Développement pour les temps petits de la trace du noyau de la chaleur (la fonction
de partition), et interprétation géométrique des coefficients, cf [60, 8].
— Méthode BKW pour I’étude de I’équation de Schrédinger, développement asympto-
tique, quand A tend vers 0, des valeurs propres E, () (régles de Bohr-Sommerfeld cf
[70, 22])
— Solution de I’équation des ondes pour une donnée initiale oscillant avec une haute
fréquence, cf [55, 24].
Ces deux derniéres classes d’exemples permettent alors de donner un sens mathématique &
des phrases telles que:
— La mécanique classique est la limite de la mécanique quantique quand h tend vers 0.
— L’optique géométrique est la limite haute fréquence de l’optique ondulatoire.



Comme on peut le remarquer sur ces différents exemples, la recherche de propriétés clas-
siques dans un probléme quantique est relativement ancienne, on peut aussi noter une légére
différence d’état d’esprit entre des résultats que l'on interpréte aprés coup classiquement,
et des méthodes qui essayent, dés le début, de tirer profit de propriétés classiques. Pour
mettre en oeuvre une telle démarche, il faut disposer d’objets quantiques sur lesquels les
caractéristiques classiques sont facilement observables. A ce titre la théorie des opérateurs
intégraux de Fourier (OIF) est particuliérement intéressante. Cette théorie est construite
dans les articles [48, 26] et le livre [24] en fournit une bonne introduction. Notons que cette
théorie est largement inspirée de celle des transformations canoniques quantifiées de Maslov
(cf [57]) qui en est une version avec petit paramétre. Un des apports de la théorie des OIF
est une géométrisation de la théorie de Maslov connue sous le vocable de calcul symbolique.
Cette théorie est devenue dans les années 70 un outil incontournable de I’étude des équa-
tions aux dérivées partielles linéaires. Ces théories permettent de revisiter ou d’améliorer les
résultats mentionnés ci-dessus, ainsi larticle [49] étudie le reste de la formule de Weyl, et
les résultats de Lax peuvent &tre ré-interprétés dans le langage des OIF (cf [24], chapitre
5) dont ils sont aussi des précurseurs. Cette interprétation nécessite en particulier la notion
de front d’onde, centrale pour ce genre de problémes. On peut ainsi énoncer les théorémes
de propagation des singularités (ou propagation des fronts) qui assurent que les singularités
d’une solution de l’équation des ondes se trouvent en propageant les singularités initiales par
le flot géodésique. L’analogue classique de la propagation des singularités est donc le flot
géodésique. Techniquement, et & ’aide des OIF, cela résulte de I’application du principe de
la phase stationnaire.

Un champ d’application privilégié des idées présentées ci-dessus est ’étude de formules de
trace qui donnent des relations entre les longueurs des géodésiques périodiques du systéme
classique et les valeurs propres du systéme quantique correspondant. Il y a des variantes
dans l'écriture des formules de trace ; pour fixer les idées donnons le prototype suivant :

supp. sing (Z exp(i mt)) cL,

ol les A, sont les valeurs propres du laplacien, et L est ’ensemble des longueurs des géodé-
siques périodiques. Les premiéres formules de trace sont la formule sommatoire de Poisson
(cf [28]) et la formule de Selberg (cf [44]). Ce sont des formules exactes dues aux grandes
symétries des sytémes considérés. Leur interprétation dynamique n’a été percue que plus
tard. Des physiciens ont découvert dans les années 70 la relation entre les oscillations de la
densité spectrale d’un systéme quantique et les périodes des trajectoires classiques associées :
Balian-Bloch ([5]) pour les billards et Gutzwiller ([43]) pour 'opérateur de Schrodinger dans
la limite semi-classique. Les premiers utilisent ce qu’ils appellent un développement en ré-
flexions multiples, remis au gout du jour récemment par Zelditch ([72]). Gutzwiller utilise
Poutil plus intuitif, mais moins mathématisable, de l'intégrale de Feynman.

Les mathématiciens ont ensuire réussi & donner des versions rigoureuses de ces formules
d’abord dans le cas d’un variété riemannienne compacte sans bord: Colin de Verdiére dans
sa thése ([17]) en utilisant la fonction de partition quantique et la méthode de Balian et
Bloch ; ensuite Chazarain, puis Duistermaat-Guillemin [25, 12] ont vu comment la théorie
des OIF permettait de donner une formule de trace pour ’équation des ondes. Les formules
de trace ont alors été généralisées & bon nombre de situations: variété riemannienne & bord
[42], limite semi-classique d’opérateurs de Schrodinger (de la forme h2A + V) [11].

De par sa nature, liant les valeurs propres du laplacien aux longueurs des géodésiques
périodiques, la formule de trace s’est révélée dés le début, et comme suggéré par Balian et
Bloch, un outil précieux pour le probléme spectral inverse. Ce probléme, popularisé par 1’ar-
ticle de Kac [50], consiste & savoir dans quelle mesure la géométrie d’une variété riemannienne
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est déterminée par le spectre de son laplacien. Les singularités de la distribution intervenant
dans la formule de trace sont des invariants spectraux; leur détermination constitue donc
un travail intéressant pour étudier l'isospectralité (cf [73, 56, 61, 62, 63] pour la recherche
de tels invariants). I faut noter que 'on connait des exemples de variétés isospectrales (cf
[38]), c’est & dire ayant méme spectre du laplacien bien que non isométriques.

Notre travail s’inscrit pleinement dans la continuité des travaux évoqués ci-dessus ; plus
précisément, on s’intéresse aux extensions de la formule de trace en présence d’un point
singulier. On étudie plus particuliérement deux types de singularités:

— la présence d’un potentiel Dirac,

— la présence d’une singularité conique.

La notion de potentiel Dirac est assez populaire en physique pour diverses raisons, principa-
lement sans doute parce qu’elle sert & modéliser un systéme de plusieurs particules, de fagon
a prendre en compte des collisions éventuelles (cf [3] chapitre 7). On ne s’intéressera toute-
fois pas & ce type de potentiel Dirac, concentré sur une sous-variété, mais 4 un modéle plus
simple dans lequel le potentiel Dirac est ponctuel. Les livres (]2, 3]) fournissent une introduc-
tion assez compléte de la notion de potentiel Dirac ainsi que de leurs diverses applications
physiques. A la lecture de ces livres, il apparait aussi que la restriction au potentiel Dirac
ponctuel est une étape non dénuée d’intéret. Mentionnons deux autres motivations de cette
étude : premiérement ce type de probléme débouche sur des modéles dans lesquels tout peut
se calculer de facon plus ou moins explicite, deuxiémement, la notion de pseudo-laplacien
introduite par Colin de Verdiére dans article [16] coincide avec la notion de potentiel Dirac
ponctuel. L’établissement de la formule de trace dans ce cas-1& prolonge donc I’étude spec-
trale des pseudo-laplaciens commencés dans l’article [16]. La question principale consiste &
savoir si la présence d’un potentiel Dirac placé en un point p fait apparaitre dans la formule
de trace la contribution d’orbites “diffractives” en p, c’est-a dire de lacets géodésiques joi-
gnant p & p. Notre travail étudiera l’équation des ondes associée & un potentiel Dirac, et on
peut noter que la référence [1] s’intéresse a 1’équation de la chaleur correspondante.

Quant & I’étude de I’équation des ondes arrivant sur un point conique, les premiers résul-
tats, et notamment ’expression du propagateur remontent & Sommerfeld. Ces résultats ont
été etendus, ou retrouvés différemment par plusieurs auteurs, on peut citer [37, 65] dans la
catégorie analytique, [15] pour un cone non-nécessairement euclidien, [30] pour une construc-
tion assez “simple” sur un cone euclidien. Une des motivations principales pour considérer
la présence de points coniques est I’étude des billards polygonaux. Pour cette raison, on se
retreindra aux surfaces euclidiennes en dehors des points coniques. L’étude des billards poly-
gonaux est un sujet trés populaire, au moins du point de vue classique. On peut mentionner
par exemple les travaux de [54] sur Vergodicité, ceux de [35] sur la recherche de trajectoires
périodiques. Ici encore, il est particuliérement intéressant de savoir si les géodésiques qui
relient les points coniques contribuent a la formule de trace. De telles géodésiques sont a
rapprocher des diagonales généralisées définies par Katok dans [53]. L’équation des ondes
dans les polygones, et notamment la propagation des singularités, a été étudiée par Friedlan-
der dans ’article [32]. Ce méme auteur, dans I’article [33], mentionne, sans démonstration,
une formule de trace similaire & celle que 1’on établira ici. Notons aussi que dans le cas des
triangles, la formule de trace a été démontrée par Durso dans l’article (non-publié) [27] et
qu’elle ’utilise notamment pour montrer que le spectre du laplacien détermine un triangle.
Du coté physique, les travaux de [7] s’intéressent & la contribution d’orbites diffractives dans
un billard polygonal, mais & partir de ’étude de la résolvante.
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Plan et résultats principaux

Précisons maintenant le cadre et les résultats principaux de cette thése. On a choisi, par
commodité de séparer clairement 1’étude des potentiels Dirac et ’étude des singularités co-
niques. Les deux parties ainsi obtenues peuvent se lire indépendamment, ce qui occasionnera
quelques redites.

Potentiels Dirac

L’article [45], & paraitre, correspond & ce travail.

Cette partie débutera par quelques éléments concernant les potentiels Dirac ponctuels
et leur spectre. On montrera notamment que de tels potentiels n’existent qu’en dimension
inférieure & 3. Par la suite, seule la dimension 3 sera considérée, car c’est la situation dans
laquelle les calculs sont les plus simples. Le laplacien avec un potentiel Dirac en un point
p est une extension autoadjointe du laplacien riemannien habituel défini sur C§°(M\{p}).
Cette extension est caractérisée par son domaine, et paramétrée par § € RU {oo}; on note
Apg Dextension correspondante. Ay, est le laplacien riemannien standard (cf [8]), avec la
convention de signe telle que ses valeurs propres soient positives, c’est-a-dire qu’on a:

o2
Ap=—-) —
=T
dans le cas euclidien. Le domaine de Ag est caractérisé par:

dom(Ag) = {f € H*(M\{p}),f vérifie C’en p}.

La condition C? signifie qu’au voisinage de p, on a:
1
CP 3JA€eR| f(z) = A(% +B8) +o(1),

ou Tp désigne la distance riemannienne entre z et p (cf [16, 47] et partie 0.1).
L’équation des ondes relative & Ag s’écrit

2

0
@+AB7

et on veut écrire le noyau de (noté Eg) pour en déduire une formule de trace. La

Sin(\/Kﬁt)
VA,
comparaison 3 I’équation des ondes habituelles, ainsi que la propagation & vitesse 1 va nous

permettre de développer Eg en diffractions multiples, c’est-a-dire écrire

o0
Eg:Em+ZKn,

n=1

ou E,, désigne la solution fondamentale de 1’équation des ondes habituelle et K, est un
opérateur qui prend en compte n diffractions.

La deuxiéme partie du travail consiste & montrer qu’on peut prendre la trace (au sens des
distributions) de ces opérateurs et & localiser leurs singularités. On obtient alors le résultat
attendu (cf Théoréme 10):

Théoréme 1
supp sing(Tr(Eg)) C supp sing(Tr(Ex)) U A,
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avec

L,={L|3In>1, 3 ...9, lacet géod. joignant p a p, L = ZL%}.

Dans ce théoréme, une géodésique brisée en p s’obtient en suivant un lacet géodésique
issu de p, qui y revient (éventuellement en faisant un angle), puis en suivant un second et
ainsi de suite. Les éléments de L,, correspondent donc aux longueurs des géodésiques brisées
formées de n lacets géodésiques.

Pour calculer de plus le premier terme du développement de Tr(Eg) au voisinage de
chaque singularité, deux hypothéses supplémentaires seront nécessaires: une concernant la
géométrie de M (p n’est pas conjugué a lui méme, voir partie 0.3.2), et ’autre concernant
le nombre de maniéeres d’écrire L = ) L., voir partie 0.3.3. Dans le cas du tore, on peut
mener des calculs explicites du début & la fin et on obtient le développement total de la trace.

Singularités coniques

Le résultat principal cherché est la formule de trace pour une surface compacte eucli-
dienne & singularités coniques. On commencera cette partie par un ensemble de définitions
fixant le cadre géométrique, insistant notamment sur la définition de géodésique (éventuelle-
ment) diffractive. Rapidement (on renvoie a la définition 3 page p.54 pour plus de précision),
on appelle géodésique une application qui, localement en dehors des points coniques, est une
géodésique riemannienne, et qui en un point conique fait un angle quelconque. L’ensemble
T (M) des géodésiques de longueur T est un espace métrique dont on étudiera la géométrie
locale. On montrera notamment que la géométrie locale au voisinage d’une géodésique g
dépend d’un nombre c.(g), appelé complezité classique que I’on reliera & la suite des angles
de diffraction rencontrés le long de g. Ce nombre décrit au voisinage d’une géodésique g la
suite de points coniques possibles pour des géodésiques proches de g. Un résultat typique
représentant ces calculs est:

Proposition 1 (voir prop. 25)
Si la suite des angles de diffraction le long de g est de la forme

(607‘-7 cer LEQT 7/39,j07 T 7/39,]'176171-7 ot 7617‘-)7
————— —_———

ko kl
avec €; = x1, et By j; # €im, i = 0; 1, alors
ce(g) = (ko +1) x (k1 +1).

La deuxiéme partie étudiera essentiellement les propriétés spectrales d’une s.e.s.c.. Elle
s’attachera notamment 4 montrer que bon nombre de résultats valables sur une surface lisse
subsistent en présence de singularités coniques. On trouvera notamment dans cette partie
la définition de A, la notion d’espaces de Sobolev associés & A et les propriétés de base
concernant les opérateurs & trace.

La troisiéme partie s’intéresse plus particuliérement & la propagation des singularités.
La définition de I'r(M) nous permet de définir une relation canonique Ar de T*M dans
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T*M. Cette relation canonique généralise la notion de flot géodésique sur une surface lisse.
La propagation des singularités consiste alors & montrer le théoréme suivant

Théoréme 2 (voir th. 13)
Pour toute donnée initiale ug, et tout temps Ty, on a linclusion suivante :

WF(eiToVBug) C Ag, o WF(ug).

La preuve de ce théoréme pour les temps petits s’obtiendra & 1’aide des résultats sur
le cone établis dans [15]. Pour les temps grands, il résultera de la propriété de groupe de
I’exponentielle et de la facon “classique” dont les géodésiques se composent. On montrera
aussi dans cette partie un analogue du développement en diffractions multiples démontré
dans le cas du potentiel Dirac. Plus précisément, on introduira la notion d’opérateurs mi-
crolocalisés le long d’une géodésique g, que I'on notera K,(t). On pourra alors montrer le
théoréme suivant :

Théoréme 3 ( voir th. 14)

Soit mg € My, et Ty un temps arbitrairement grand, il existe alors un rayon r, et un
opérateur régularisant Rr, de L?(B(mo,r)) dans HX (M), et un nombre fini de géodésique
g; tels que l’égalité suivante soit vérifiée :

Yug € L2(B(m0,r)) 6iTO\/KU0 = Z ng (TO)UO + RTOUO- (].)
finie

La quatriéme partie traitera de la formule de trace proprement dite. Attendant la contri-
bution de géodésiques périodiques diffractives, on commencera par étudier ces derniéres. De

cette étude résultera la classification suivante.
Une géodésique périodique g d’une s.e.s.c. compacte orientée satisfait une des propriétés

sutvantes :

— Soit g est non-diffractive, elle appartient alors 4 une famille de géodésiques non-
diffractives de méme longueur. Cette famille a deuz bords qui sont des géodésiques

diffractives.

- Soit g est diffractive et la suite de ses angles de diffraction n’est ni (w,w---7), ni (—m,—
w---—m); g est isolée parmi les géodésiques périodiques de longueur arbitrairement
bornée.

— soit g est diffractive et la suite de ses angles de diffraction est l'une des deux précédente,
alors g est le bord d’une famille de géodésiques non-diffractives.

On notera L ’ensemble des longueurs des géodésiques périodiques. On montrera ensuite
une version faible de la formule de trace obtenue en localisant €7V2 hors d’un voisinage
fixé des points coniques. Notons que cette version tronquée est exactement celle énoncée par
Friedlander dans l'introduction de [33]. Pour obtenir la formule de trace forte, on utilisera un
principe qui nous permettra, a l’aide de la cyclicité de la trace de nous décaler du sommet
du cone (cf 110). Notant o(T) = > exp(i\,T), la formule de trace sera énoncée dans le
théoréme 16:
Théoréme 4
Sur une s.e.s.c. compacte :

WEF(o) C {(To,7) | To € L, 7 > 0}.

On terminera enfin cette étude par le calcul de la contribution principale a la formule de
trace dans les deux cas suivants:
— g est une géodésique périodique diffractive dont tous les angles de diffractions sont
différents de +,
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- (g) est une famille de géodésiques non-diffractives telle que chacune des géodésique
bordante n’a qu’un angle de diffraction.

Ces contributions sont données par les théorémes 21 et 22 que ’on regroupe ici.
Théoréme 5

— La contribution d’une géodésique périodique diffractive g, de longueur L, dont tous les
angles de diffraction sont différents de +m est donnée a ’ordre principal par :

I(s) ~p Sigcgf(L)eiiSLLO,

nimw

ot ¢y = (2m)Te ™ é, Jg et l~g étant des quantités géométriques attachées a g, et Lg

est la longueur primiiive de g.

— La contribution d’une famille de géodésiques périodiques non-diffractives g, de longueur
L, dont les orbites diffractives bordantes n’ont qu’une diffraction est donnée a l’ordre
principal par :

1L eyeist

ol |Agy| représente laire balayée par la famille.

;T
e's

Notons que le premier cas reléve de la théorie géométrique de la diffraction (cf [7]). Notre
démarche se distingue toutefois par 'utilisation autant que possible de la théorie des OIF.
On montre notamment que pour une géodésique g dont aucun des angles de diffraction ne
vaut £7 l'opérateur K, défini précédemment est un OIF, dont on précise la phase et le
symbole principal. Dans le cas de la famille, la contribution s’obtient par un calcul direct,
ce qui pour des raisons a priori purement techniques impose la restriction & un seul point
diffractif au bord. La contribution principale d’une famille de géodésiques non-diffractives
s’exprime alors en fonction de I'aire balayée exactement de la méme facon que dans le cas
d’une surface lisse. Ce résultat est cohérent avec ceux exprimés dans [7] bien qu'ils soient
obtenus de facon complétement différente.

Perspectives

Ce travail débouche naturellement sur un certain nombre de questions qu’il serait inté-
ressant de traiter. Celles-ci peuvent se regrouper en trois grands thémes : des généralisations
plus ou moins directes de ce travail, des questions relatives & la propagation des singularités,
des questions concernant plus précisément les billards polygonaux.

Généralisations

Il serait intéressant d’essayer de lever un certain nombre de restrictions imposées dans le
texte pour étudier les problémes suivants:

1. potentiel Dirac en dimension 2,

2. potentiel Dirac concentré le long d’une sous-variété de codimension plus petite,

3. contribution d’une géodésique périodique (ou d’une famille) quelconque sur une s.e.s.c.,
4. contribution d’une géodésique périodique dans un billard polygonal.

Notons que ces problémes sont de difficulté variable ; par exemple, I’étude du potentiel Dirac
en dimension 2, ou le calcul de la contribution d’une géodésique périodique dans un billard,
en se restreignant aux cas étudiés ici ne posent vraisemblablement pas de probléme majeur.
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En revanche, le potentiel Dirac sur une sous-variété semble un probléme plus ardu du fait de
la présence de rayons pouvant arriver tangentiellement & la sous-variété singuliére. La thése
[20] étudie précisément ce type de potentiel Dirac. Concernant le calcul de la contribution
d’une géodésique périodique quelconque sur une s.e.s.c., notre méthode s’applique vraisem-
blablement dans toutes les situations, mais les calculs risquent de vite devenir compliqués.
1l serait nettement plus agréable d’établir un calcul symbolique valable y compris prés des
intersections de variétés lagrangiennes. La deuxiéme direction dans laquelle on peut faire
évoluer ce travail concerne précisément ce type de question.

Propagation des ondes

Comme cela sera mentionné dans le coeur du texte, les opérateurs intégraux de Fourier
ne sont plus adaptés pour décrire précisément ce qui se passe au voisinage de l'intersection
front primaire-front diffracté. Les articles [39, 59] construisent des opérateurs associés a ce
type de géométrie. Toutefois, il n’est pas évident que le propagateur sur un coOne appartient
4 la classe construite dans ces articles, de plus il resterait alors & étudier ce qui se passe apreés
plusieurs diffractions. On peut aussi citer article [58] qui considére le type de géométrie
obtenu aprés plusieurs diffractions. Il serait intéressant de comprendre plus en détail quelle
est la “bonne” généralisation des OIF permettant de traiter ce type de géométrie des fronts
et développer ensuite un calcul symbolique. Notons que cette question est différente de celle
qui consisterait & regarder les singularités précisément au sommet du cone

De facon paralléle, il existe d’autres problémes ol apparaissent ce type d’intersection
entre plusieurs variétés lagrangiennes. L’équation intermédiaire étudiée dans [30] présente
par exemple ce type de géométrie. En effet, cette équation est hyperbolique dans un demi-
plan et elliptique dans l’autre, de plus les bicaractéristiques arrivent tangentiellement & la
frontiére. On peut alors se demander ce qui arrive quand une singularité, se propageant dans
la partie hyperbolique, arrive sur la frontiére.

On peut aussi mentionner le billard dans un stade; quand une onde arrive au point
de jonction entre une partie circulaire et une partie droite, il est probable qu’une onde
diffractée apparaisse alors. L’étude du billard dans un stade est un probléme modéle du
point de vue classique, et certaines études numériques (quantiques) ont été faites; ce qui
motive certainement 1’étude de I’équation des ondes dans ce billard. Plus généralement, notre
travail souléve quelques questions plus directement axées sur les billards polygonaux, que
I’on détaille maintenant.

Billards polygonaux

Tout d’abord, I’étude de ' (M) que l’on a présentée, est relativement succincte. Une
étude plus approfondie déterminant par exemple la géomeétrie globlale apporterait peut-étre
des éléments nouveaux. Restant dans des questions de nature plutot classique, on peut se
demander si, génériquement, la complexité classique peut prendre n’importe quelle valeur.
Le méme genre de question sur les géodésiques périodiques invite & se demander si les
géodésiques dont on calcule ici la contribution ne sont pas “génériquement” les seules.

La question du probléme spectral inverse pour les polygones est aussi une direction
intéressante dans la mesure ou il existe des exemples de polygones isospectraux (cf [38]). On
peut distinguer deux types de questions allant dans ce sens. Pour quelles orbites périodiques
est-on str qu'’il n’y a pas de compensation dans les contributions principales calculées? Ces
orbites suffisent-elles & déterminer le polygone?

Enfin, et d’un point de vue trés général, ’étude quantique des billards polygonaux ne
se termine pas avec la formule de trace, et la continuer apporterait sirement des éléments
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nouveaux. On peut par exemple mentionner le probléme de l'ergodicité quantique. L’article
[74] montre qu’un billard polygonal, dont le flot géodésique est ergodique, est ergodique
quantiquement, mais la question de l'unique ergodicité quantique reste posée: soit ¢, les
fonctions propres du laplacien dans un polygone, a-t-on

|pn|?> — 1 faiblement dans L'(M) ?

Dans le méme ordre d’idées, des travaux récents d’Eskin, Masur et Schmoll (cf [29]) étudient
le billard sur un rectangle pourvu d’une barriére. Dans cette situation, notre travail peut
étre assez facilement adapté pour étudier le versant quantique de ce probléme.



16
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Premiére partie

Formule de trace avec un potentiel
Dirac
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Comme annoncé dans l'introduction, ce travail concerne I’étude de I’équation des ondes
sur une variété de dimension 3 présentant un potentiel Dirac en un point p, et a fait I’objet
d’un article accepté & Comm. P.D.E.. Commencons par rappeler la définition d’un potentiel
Dirac, ainsi que quelques propriétés spectrales de I’opérateur ainsi obtenu.

0.1 Potentiel Dirac

0.1.1 Définition

Il y a plusieurs maniéres équivalentes de définir un potentiel Dirac ponctuel sur une
variété. Les livres d’Albeverio et al. (cf. [2, 3]) fournissent une présentation trés compléte de
ces problémes incluant notamment une motivation physique, et justifiant leur écriture sous
la forme A + ad, a l'origine du nom “potentiel Dirac”. On propose ici de suivre ’approche de
Colin de Verdiére (cf. [16]), qui étudie notamment trés en détail les propriétés spectrales de
ces opérateurs. Cette approche n’est pas la plus courante et on renvoie au livres mentionnés
ci dessus [2, 3] pour d’autres méthodes aboutissant aux mémes opérateurs.

Considérons donc une variété riemannienne M, muni de son laplacien (que l'on note
Ay), A désignera le laplacien riemannien pris au sens des distributions, et H?® ’espace de
Sobolev associé. On cherche des extensions autoadjointes de 'opérateur défini par A sur le
domaine C*°(M\{p}). On veut utiliser la théorie de Von Neumann, et on commence donc
par décrire le domaine de A*, dom(A*). Il est important de remarquer que, pour f dans le
domaine de A*, A*f — Af est une distribution H~2, supportée en {p}.

Les théorémes d’injection de Sobolev habituels montrent alors les propriétés suivantes.

1. En dimension supérieure ou égale & 4, A* f et Af sont égales, donc f appartient 3 H2.

Le laplacien défini sur C*®°(M\{p}) est alors essentiellement autoadjoint.

2. En dimension 2 ou 3, il existe C tel que

A*f =Af+ Cop.
3. En dimension 1, il existe a,b:
A*f = Af + ady + bd,,.

Une fois décrit le domaine de A*, la recherche des extensions autoadjointes se fait alors
en recherchant les sous-espaces de dom(A*) maximaux annulant la “formule de Green”:
(A*u,v) — (u,A*v). Cette formule s’exprime uniquement en fonction du comportement au
voisinage de p et on obtient le théoréme suivant (on ne donne que ’énoncé concernant la
dimension 3).

Théoréme 6

L’opérateur A défini sur le domaine C°(M\{p}) admet plusieurs extensions autoadjointes.
Celles-ci sont paramétrées par § € RU {oo} et caractérisées par leur domaine. Si on note
Ag lextension correspondant d 3, on a:

dom(Ag) = {f € HX(M\{p}),f vérifie C’en p},
ot la condition CP signifie qu’au voisinage de p, on a:

cP 3AeR|f(m):A($ép+ﬁ> +0(1),

Tp désignant la distance riemannienne entre T et p.
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Remarque : ce théoréme est compatible avec le fait que A, désigne le laplacien riemannien
habituel.

Avant de passer a ’étude des propriétés spectrales de ces opérateurs, on peut noter qu’il
y a d’autres approches pour définir ces potentiels Dirac:

— Dans [3], les auteurs généralisent la notion d’opérateurs s’écrivant A + a(¢,.)¢. Cette
écriture ne pose pas de probléme si ¢ est L2, et la difficulté est de donner un sens &
cette écriture quand ¢ est un élément de H ! ou de H~2. Dans le cas ol ¢ appartient
a H=', A+a(p,.)¢ s’interpréte bien en terme de formes quadratiques et peut se définir
via le théoréme KLMN. Dans le cas ot ¢ € H-2\H~! (e.g. en dimension 2 et 3) il
faut travailler un peu plus (cf. [3] pp32-35, et pp49 et suivantes).

— On peut aussi passer par une décomposition en coordonnées polaires qui rameéne la
recherche & une infinité de problémes sur la demi-droite. Ceux-ci sont alors tous du type
étudié dans [64] (pp 159-161) et se rameénent & la théorie des équations différentielles
4 point ou cercle limite. C’est le point de vue utilisé dans [2] (et par [15] pour la
singularité conique).

— Les potentiels Dirac peuvent aussi s’obtenir comme limite (dans une topologie conve-
nable) d’opérateurs A + V;, ou V. est un potentiel (bien choisi) lisse & support dans
la boule de centre p et de rayon € (cf. [2, 3]).

— La définition proposée offre 'avantage de montrer clairement une démarche possible
pour définir un potentiel Dirac le long d’une sous-variété.

0.1.2 Propriétés Spectrales

On rappelle que dans [16] se trouve la description précise du spectre de Ag sur une
variété compacte. Notre but est ici de montrer que les valeurs propres de Ag vérifient la
méme formule de Weyl que celles de A.

Rappelons que Ag et A, sont deux extensions autoadjointes du méme opérateur. No-
tamment, si on note H3 le complété de C>°(M\{p}) pour la norme du graphe de A, (i.e. la
norme H?), la théorie générale des extensions autoadjointes (cf. [64] pp138-143 par exemple)
nous permet d’affirmer le lemme suivant.

Lemme 1
Pour tout 8 € RU {oo}, HZ est un sous-espace de codimension 1 dans dom(Ag). De plus,

Vfe HS, Asf=AFf

Preuve : les indices de défaut de A valent ici 1. Dans ce cas, on sait alors que le domaine de
la fermeture de A est un sous-espace de codimension 1 dans le domaine de toute extension
autoadjointe. Ce qui donne le premier point. L’injection de H? dans C°(M) montre

H} = {u € H* | u(p) = 0}.
De plus, pour un 3 quelconque, d’aprés [16], on a la description :
fedom(Ap) & Jue H, Ac R | f = A(Ga(z) + B) +u,

ol G4 est telle que AGyq — 6, =r € L? (d étant la dimension).
Avec D’écriture ci-dessus, on a aussi:

Agf = Agu + Ar.
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Ainsi, sur HZ, Ag coincide avec Ay. Ce qui termine la preuve. O

On note maintenant A,(3) la n-iéme valeur propre de Ag (en les rangeant dans I’ordre
croissant). Le principe du min-max (cf. [21] section 4.5) permet alors de montrer le théoréme.

Théoréme 7
Pour tous B, ' de RU{oo}, et n > 1 linégalité suivante est vérifiée :

)\n(/B) Z )\nfl(ﬁl)'

Preuve : pour tout 3, Ag est un opérateur a résolvante compacte, borné inférieurement. Son
spectre est donc donné par le principe du min-max:

F\feF, |Ifll=1

M) =min (| _max (As1.0).

ou le minimum est pris sur les sous-espaces F', de dimension n + 1, inclus dans dom(Ag).
Soit donc F' un tel sous-espace,

selim (Bshif))> | max  (Bsf1)),

mais, sur F N HZ, Ag et Ag coincident d’ou:
(Asfif)) 2 max (A f.f))

max a
fEF |Ifll=1 feFnHg |Ifll=1

Maintenant, F' N HZ est un sous-espace du domaine de Ag, de dimension n + 1 ou n. Le
membre de droite de I'inégalité précédente est donc minoré par A,—1(8") (en appliquant le
min-max & Ag):

(Asf.f)) = An-1(B").

Le minimum sur F' donne alors le résultat. O

max
fEF |IflI=1

Le corollaire de ce théoréme nous dit alors que les asymptotiques de Weyl de tous les
opérateurs Ag sont identiques.

Corollaire 1 Soit Ng(T') = #{n | \n(B8) < T}, alors

VB, Np(T) Noo(T).

T:oo
Preuve : on fixe T', et on note N = N (T') alors:

An(00) T < Ang1(00) < Ang2(B),

donc
Nﬁ(T) < Noo(T) +1.

En échangeant les roles de 8 et oo, on montre:
Noo(T) = 1 < N5(T) < Nao(T) + 1.
Comme N, (T) tend vers U'infini, I’équivalence est prouvée. O

Remarques :
— Ce résultat est compatible avec le cas générique signalé dans [16], pour lequel les valeurs
propres sont entrelacées.
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— Le théoréme 7 s’applique dés qu’on a un couple d’opérateurs autoadjoints A, Ay qui
coincident sur un sous-espace de codimension finie dans dom(A) et dom(4y) (pour la
partie du spectre donnée par le min-max).

On peut maintenant passer & I’étude de ’équation des ondes associée & I'opérateur Ag

ainsi construit.

0.2 Développement en diffractions multiples

Dans tout cette partie, M désignera une variété riemannienne compacte, de dimension 3,
et /8 un nombre réel fixé. A désignera le laplacien riemannien pris au sens des distributions,
avec la convention de signe donnée dans l'introduction, A, sera ’extension autoadjointe &
I'espace de Sobolev H? et Ag celle correspondant a la condition C?, cf. [16], [47] et la partie
précédente.

Principe

Le principe du développement en diffractions multiples est le suivant : on part de voo (¢,z),
solution de I’équation des ondes relative & A, pour la donnée initiale u,(voir ci-dessous
systéme (2)) . Si u est & support loin de p, la solution libre est nulle en p jusqu’a un
temps tg, elle coincide donc avec la solution perturbée. Quand elle n’est plus nulle en p, la
condition C? n’est alors plus vérifiée. Il faut donc rajouter une fonction v; (t,z) pour forcer
la condition C? en p. La fonction v; doit aussi vérifier ’équation des ondes en dehors de p et
étre nulle tant que la solution libre convient. Il est donc naturel de chercher cette fonction
comme solution de ’équation des ondes inhomogéne dont le second membre est de la forme
a1(t)dz=p (voir systéme (3)).

Le fait de vérifier la condition C? va déterminer a;(t) en fonction des valeurs de la
solution libre en p. Plus précisément, a; sera solution d’une équation de Volterra dont le
second membre est v (£,p). Pour établir cette équation de Volterra, on utilise la paramétrix
d’Hadamard (cf. prop 2) qui n’est valable que pour des temps petits. Cette restriction nous
aménera 3 écrire v; comme la somme de deux fonctions wy et r1 telles que ce soit v + w1
qui vérifie C? en p, et ceci pour tout temps. Il suffira alors de montrer qu’on peut faire jouer
4 71 le role de la solution libre pour itérer le processus et faire ainsi apparaitre ce qu’on
appelle le développement en diffractions multiples.

Notations: (VA
On notera Eg(t,z,y) = %@, de sorte que Egs(t,z,y) est le noyau distribution de

lopérateur Eg caractérisé par:

4 62

(ﬁ +A)Bgu =0, dans D'(R x M\{p})
lim Egu(t,-) =0,

Vu, Egu vérifie { 0 @

. aEﬂu

lim =u,

t—0 Ot

Vt, Egu(t,) vérifie C® en p.

\

On notera de la méme maniére E,, solution fondamentale de ’équation des ondes relative
a4 A, C’est-a-dire que dans le systéme précédent la derniére condition est remplacée par:

Vt, Eou(t,) est H?,
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ot H? est I’espace de Sobolev. Cette derniére condition peut étre remplacée par :
E,u(t,) est continue en p.

On notera ¢,, une base orthonormée de fonctions propres de Ay, et A, les valeurs propres
associées.

La distance riemannienne entre x et y sera désignée par Ty, et R; sera le rayon d’injectivité
de M.

On choisit » < R;/2, et on prend deux fonctions x et p de C®(R*) telles que x + p =1, et
x(s) vaut 1si s <ret0sis>2r.

Dans la construction expliquée ci-dessus, u est la condition initiale dans C§°(M\{p}).
On note vg(t,z) = (Egu) (t,2), et voo(t,2) = (Esou) (t,).
On va rajouter v; & v, pour forcer la condition C# tout en continuant & vérifier ’équation
des ondes en dehors de p. Pour cela, on cherche v; solution du systéme suivant :

2
(% + A)v1 = a1(t)0,—p dans D'(R x M)

ol a; est & déterminer.
La solution du probléme inhomogéne précédent est reliée a la solution fondamentale par
le principe de Duhamel (cf. [24] p. 120 par exemple). On peut donc écrire:

v (t,x) = /OOO Ex(s,x,p)ai(t — s)ds.

On va tout de suite séparer ce qui se passe pour les s petits, et ce qui se passe pour les s
grands. On note donc:

wn (t2) = / () B (s,0.p)ar (¢ — s)ds, (4)

ri(t,x) = /Ooo p(8)Ex (s,z,p)a;i (t — s)ds. (5)

Remarque : on va chercher & exprimer le noyau de Eg en fonction d’expressions plus ou
moins compliquées de E,, on va donc oublier 'indice co. A partir de maintenant, E désigne
la solution fondamentale de I’équation des ondes non perturbée.

0.2.1 Un opérateur auxiliaire

Le but de cette partie est de déterminer a; en fonction de vy, (¢,x). D’aprés le principe
de construction, a; est choisie de telle maniére que w; + vy, vérifie C8 pour tout temps. En
fait seules les valeurs de v, en p sont importantes ; on va donc noter ro(t) = veo (¢,p)H (t),
ot H est la fonction de Heaviside. Du fait de la propagation & vitesse 1, v (t,p) est nulle
pour ¢ < to (ou to désigne la distance du support de u & p), et comme de plus, v appartient
a C>®(R** x M), on peut affirmer que ry est C* et nulle si t < .
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Pour relier a; a ry, il faut avoir le développement de w; (t,2) au voisinage de p. Dans la
définition de wy (cf. (4)), le noyau de 1’équation des ondes n’intervient que pour des temps
petits. On peut donc utiliser la paramétrix d’Hadamard. Celle-ci nous est donnée par la
proposition suivante déduite de [6] pp. 254-257. Avant de I’énoncer, on va rappeler quelques
notations. La fonction ©(z,y) est par définition telle que:

/ o@dvgw) = | o exp,(m)O(z, exp, (m))dm,
M T, M

pour toutes les fonctions ¢ & support dans la boule de centre z et de rayon R;. On a noté
exp, l'application exponentielle en z (qui est un difféomorphisme sur le support de ¢), dv,
la mesure riemannienne, et dm la mesure de Lebesgue euclidienne dans l’espace tangent en
z & M (noté T, M) cf. [8].

Proposition 2 Pour 7y <t <r < R;, R; rayon d’injectivité de M

N

E(t,a:,y) = UO(ny)é(@z - t2) + Z uk($,y)(@2 - tz)li_l + RN(taxay)a
k=1

R est CN([0;r[x{Zy < r}), et les u; sont C*° sur TY < R;. De plus on a:

1 _1
U = 2_6('7:7:[/) 2,
™
Remarque : si N est une variété riemannienne et ' : N — R une submersion §(F(z))

désigne la distribution F*§ (cf. [13] p. 40). Si Sy est Ihypersurface F'~1(0) et duo la mesure
riemannienne induite par N sur Sy, on a:

veee V) [ arene = [ e

En considérant le feuilletage par les hypersurfaces F(x) = a, on a aussi la décomposition
suivante de la mesure riemannienne |dz|:

[ 1@l = [ ] @FG) - o)

Ce qui donne, dans le cas qui nous intéresse, pour f, fonction C* a support dans la boule
de centre x et de rayon r;:

| s@r =i = i) ©

avec:

fltx) = /ES2 f o exp, (tw)O(z, exp, (tw))dw.

Remarque : ’expression de la paramétrix d’Hadamard est 'ingrédient principal du dévelop-
pement en diffractions multiples. On peut donc traiter le cas de la dimension 2 en prenant
la paramétrix correspondante et en suivant la méme démarche.
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On appellera E(t,z,y) = E(t,zy) — uo(2,y)0(Ty> — t2). D’aprés la proposition 2, E(t,p,p)
est bien définie et continue sur [0,7[. On peut maintenant décrire le comportement de w; au
voisinage de p.

Lemme 2 Au voisinage de x = p, on a le développement suivant :
ay (t — ﬁ) o0 ~
wi (t,z) = Uo(xap)? + x(s)E(s,p,p)ar (t — s)ds.
Tp 0
Preuve : c’est une conséquence directe de I’expression du noyau de 1’équation des ondes aux
temps petits. O

T ne reste plus qu’a écrire la condition C? pour w; + ry pour obtenir la proposition
suivante :

Théoréme 8 Etant donnée ro € C®(R x M), nulle au voisinage de t = —oo, il existe 23
distribution sur R telle que si on pose:

a; = zg * TO(‘Jp)7
alors wy définie par

oo
w(to) = [ x&EGzpa - sds

0

est telle que w1 (t,x)+710(t,xz) vérifie CP en p. De plus, z5 est unique si on impose la condition

sutvante :
(7‘020 Vt<to)=>(a1=0 Vt<t0).

La distribution zg est alors nulle pour les temps négatifs, et C*™ en dehors de 0. Au voisinage
de 0, on a le développement suivant :

zp(t) = 4mH(t) + Rs(t),
avec Rg continue, et H la fonction de Heaviside.
Preuve : on écrit ce que veut dire la condition C#. D’aprés le lemme précédent, on peut
écrire, au voisinage de p:

ws(60) + 1o(t2) = =1 (0) = a0

+ / T (&) E(spp)ar(t — s)ds +ro(t:p) + o(1),

car O(z,p) = 1+ o(@p?) (cf. [8] pp. 99-100). Pour vérifier la condition C®, on doit donc
avoir :

b0 = a0+ [ x@EGppalt = s)ds +roft) =0,

Cette équation se réécrit sous la forme:

ay(t) — Bax (t) — 4m /0 N X(8)E(s,p,p)ar (t — s)ds = dmro(t,p). (7)

11 suffit de résoudre avec 6 comme second membre, et le résultat pour un second membre
quelconque sera donné par convolution. On résout par approximations successives (le fait que
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le processus converge est un résultat classique de la théorie des équations de type Volterra
cf. [52]). La condition supplémentaire sert & fixer la constante d’intégration. On trouve donc

25(t) = 4m exp(Bt)H (1) + Ry (t),

avec Rg continu, ce qui donne le méme début de développement que celui donné dans la
proposition. O

Dans 'optique du développement en diffractions multiples, on va vouloir faire jouer & r;
le role de rg. Pour cela, on a besoin du lemme suivant :

Lemme 3 Sia; est C*(R) nulle pour t < to alors ri(t,z) définie par:

rta) = [ p(s)EGapat- s)ds,
0
est C®(R x M) et est nulle pour t < to +r.

Preuve : la nullité est obtenue en regardant les supports respectifs de p et a;. Pour la
régularité, on peut par exemple décomposer r; suivant les ¢, :

ratta) =30 ([ 06022t )5 ) 60160 5.

Les dérivations par rapport & ¢ porteront uniquement sur a1, et en intégrant par parties, il
est clair que:
VK compact en t, Vk, Vd, A € R

telle que

‘/ et */_S) Eau(t — s)ds| < AJAn| .

Par ailleurs, on a |¢,(p)| < A(1 + )\ n) car H? ginjecte continment dans C°. On voit
donc qu’uniformément localement en ¢ les coefficients décroissent plus vite que toutes les
puissances négatives de A\, ce qui donne le résultat annonceé. O

Remarque : La partie principale de I’équation pseudodifférentielle (7) ne dépend pas de 5. 1l
est donc normal que le symbole principal de zg n’en dépende pas non plus. Comme, dans la
partie 0.3, on ne calculera que le premier ordre des singularités, ces derniéres ne dépendront
pas non plus de .

0.2.2 Développement en diffractions multiples

Tout ce qui a été montré dans la partie précédente nous permet de construire les objets
suivants :

Proposition 3 Etant donnée u € C§°(M\{p}), on peut construire, pour tout n, les objets
sutvants par récurrence :

an(t) = (25 * ra(-0)) (0),
Wi (£,2) =/&@E@mm%u—@@,

- =/R@E&%M%U—@%,

Up = Wp+ T,
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avec comme condition initiale : 7o = Voo, €t 2 est donné par le théoréme 8.

Preuve : la seule chose & vérifier est que r,(s,p) peut prendre la place de r¢ dans le théoréme
8. Or, d’aprés le lemme 3, r,, est C*°, et est nulle au voisinage de —oo. O

De plus la propagation & vitesse 1 nous permet d’affirmer le corollaire suivant :

Corollaire 2 Pour tout n, v, est nulle au moins jusqu’a to + (n — 1)r, et
T Jusqu’a to + nr.

On peut maintenant énoncer le théoréme principal :

Théoréme 9 (Développement en diffractions multiples)
Awvec les notations de la proposition précédente, on a:

vp(t,2) = Voo (t,x) + Z vn(t,1).

n>1

Preuve : il faut montrer que la somme de droite vérifie les propriétés qui caractérisent vg. Il
y a donc trois choses & examiner :

e I’équation des ondes en dehors de p:
C’est clair car tous les termes de la somme la vérifient.

¢ La condition C?:
On réécrit la somme comme :

Uﬁ(t7$) = UOO(tax) + wy (t,.’L’) + Z (wn(t,a:) + 'I"n_l(t,Z')) .

Par construction, w; et les w, sont tels que v, +w; ainsi que w,, +r,_; vérifient C? en p.

e La condition initiale:

La propagation & vitesse 1 ainsi que la condition de support mise sur u nous ont permis de
montrer que, pour t < tg, tous les termes sauf vy, sont nuls. De plus, vy, vérifie la bonne
condition initiale par construction. O

Remarque : d’aprés le corollaire 2, localement en temps, la somme est toujours finie.

Dans la suite, on appellera K,, I’'opérateur qui permet de passer de u & v,,. Intuitivement,
il correspond & n diffractions au sens oul v,, a besoin des valeurs de tous les r;, ¢ < n pour
se construire.

Remarque : d’aprés la construction, K, va dépendre du choix de la fonction de troncature
p. Ce choix n’influence bien str pas vg, mais seulement la maniére de I’écrire comme une
somme. Les résultats des parties suivantes dépendront de p chaque fois qu’on traitera K,
individuellement, cette dépendance disparaitra en sommant sur n.

0.2.3 Ecriture des noyaux

Il suffit en fait d’examiner la maniére dont sont définis les a,, r,, v,. On peut noter
U(t) = E(t,p,p), ou on a noté E(t,p,p) = i*E avec i application qui & t associe (t,p,p).
Comme f est fixé, on va oublier 'indice . On note donc simplement z la fonction zg.
D’aprés la partie précédente, on a ’expression :

an =2%pU x 2% pU... % 2 ¥ 1.
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On note z, la distribution sur R définie par récurrence:

{232 ®)

Znt1 = 2 % pU * zp,.
Cette distribution auxiliaire nous est utile puisqu’on a la proposition suivante:

Proposition 4

Kn(t,w,y) = / E(Slaa"ap)zn(t — 81 — 32)E(527p7y)d31d82'
5120, 5220
Preuve : on écrit K,u pour u dans C§°(M\{p}) et on identifie ainsi le noyau. O

Jusqu’ici, on n’a construit des solutions que pour des conditions initiales C2°(M\{p}), si

on peut prolonger & L? la construction, on aura bien construit ’opérateur % (on sait

qu’il est continu par le calcul fonctionnel). Cette vérification est faite dans ’appendice A.

0.3 Singularités de la trace

0.3.1 Expression de la trace

Dans tout ce qui suit, la trace est entendue au sens des distributions. Les égalités sont
donc aussi au sens des distributions.

Avant de commencer & parler de la trace des opérateurs K, il faut montrer que cette
derniére existe. On reporte cette démonstration un peu lourde & "appendice B. Le but est
maintenant de localiser les singularités de la trace de K, . Pour cela on va d’abord exprimer
cette trace sous une forme plus simple & étudier. De fagon formelle, on peut écrire:

Tr(K,)() = /MKn(t,:c,:c)d:v

/ 2n(t — 81 — 82) [/ E(s2,p,z)E(s1,z,p)dz| dsidss.
81,8220 M

. N sin(vVA,,51) _ sin(vVA s2)
On voit alors apparaitre le noyau de A o A=

pris entre p et p. Grace au
calcul fonctionnel on peut réécrire cette distribution :

[V(Sl — 82) — V(Sl + 82)] ,

N =

N . Ao 8)—
ol on a noté V(s) = (COS(\Qim)l) (p:p).
Remarque : on a V'(t) = —U(t), ot U est définie au début de la partie 0.2.3.

On va un peu continuer ce calcul formel que ’on justifiera, par régularisation & la fin de
cette section.

1

Sp(t) = Tr(K,)(t) = 5/ o 2n(t—s1—82) [V (s1—82)—V (s1+52)] ds1dsa.
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On fait le changement de variable r = s1 + s2, s =81 — $2:

1

) = / =DV = V)] drds

% /r;o z;(t_— T) [/OT V(s)ds —rV (r)| dr,

car V est paire. On fait une intégration par parties, en posant Z,(t) = fjoo zn(r)dr, de sorte
que Z,(0) est toujours nul. On obtient finalement :

1

Sult) = 3 / _ Zft= iU r.

On veut maintenant justifier cet enchainement de calculs. Pour cela on va régulariser.
Notons Py, le projecteur sur les m premiers ¢;. Le noyau de P, K, Py, est alors:

> / Zn(t — 51 —52)5”1(}f ) #in f}f ds1ds>¢s(z)$i(p) b5 ()5 (v),

que l'on peut réécrire
/ zn(t — 81— 32)Em(517x7p)Em (827p5y)d81d325
§1,82

avec E,, = P, EP,,. Comme P,, K, P, est de rang fini, ¢’est un opérateur a trace. Comme
son noyau est C* on obtient sa trace en faisant z = y et en intégrant sur M (ici, tous
les calculs sont faits au sens des distributions en ¢, il faut donc penser qu’on a utilisé une
fonction test avant de les faire). On a donc:

Tr(P, K, P,) = / ) ( /M By (t.2,0) B (t,p,) duvy (2 )) ds dsy.

Mais maintenant tous les calculs présentés dans le début de cette section sont légitimes, et
on trouve donc :

Tr(Pp K Py) = % /  Zalt=)sUn(5)ds, ©)
o sin( s\/_
Un(s) = Bm(s,pp) = Y — ~—=¢i(j)’

i<m

On veut maintenant faire tendre m vers linfini. II faut tout d’abord s’assurer que
P, K,P,, tend vers K, dans les opérateurs & trace. C’est ce qu’implique la proposition
suivante :

Proposition 5 Dans un espace de Hilbert H, on considére (Apm)m une approximation de
lidentité, et T un opérateur a trace alors :

AnTAy, — T dans les opérateurs a trace.

Preuve : on appelle ici approximation de 'identité une suite A,, telle que:

Ve H, Apz — z (fortement).
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D’aprés le théoréme de Banach-Steinhaus, cela implique I'existence d’une constante M telle
que:
Vm,z ||Amz| < M|z

T est & trace, donc s’écrit
T z an<$m'>yn;
avec Y |an| < 00 et ||zl = |ynllz = 1. T = AT A%, s’écrit alors:
T, = Zan(Ammn,-)Amyn.
On peut donc écrire:

Twm = Ry + Sn,avec

=
3
Il

Z an<Am~77n - xn;')Amynaet‘

Sm = Zan<$n;')(Amyn_yn)-

On va montrer que cette somme converge vers 0 dans 7 :

IRallzy <) lanll Amza = zallllyall

qui tend vers 0 par convergence dominée. Le terme S,,, se traite de la méme maniére, ce qui
conclut la proposition. O

On applique cette proposition pour A4,, = P, (P, est autoadjoint).
On veut maintenant passer a la limite dans ’égalité (9) pour obtenir la proposition
suivante.

Proposition 6 La trace de K, est donnée par la formule :

1

Tr(K,)(t) = 2 />0 sU(8)Zy,(t — s)ds, (10)

avec U(s) = E(s,p,p), et Zp(s) = ffoo 2n(r)dr.
Preuve : le passage & la limite dans (9) est un peu plus délicat qu’il n’y parait, et cela a
cause de la borne de l'intégrale. Pour le faire proprement, on découpe encore une fois avec

les fonctions x et p. On réécrit donc 1’égalité (9) en deux morceaux. Pour le terme loin de
0: on choisit une fonction test f et on note

(s) = / Zo(t = 5)f(s)ds. (11)

On s’intéresse donc & la convergence de:
om= [ 5p&)En(sp)f(s)ds.
§>0

On peut dans cette intégrale faire autant d’intégrations par parties que ’on veut de sorte
qu’on obtient :

en = [ 1Bl s0)sn(s) 1) s)ds,
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ou s
E7(n_k) (87 : 7') = _/ [Em](_k+1) (817 : 7')d$1'
0

En examinant cette opération sur le développement en fonctions propres, on voit que pour
tout n, on peut trouver un k£ de sorte que

Er(r;k)(sa ) ,') - E(ik) (57 ) :') dans HH(M X M)

On choisit le n suffisant pour que le passage 4 la limite se passe bien, et on fait ensuite les
intégrations par parties dans 'autre sens.

Pour le terme avec x on est obligé de faire plus attention. Ce sera 'objet d’un calcul
ultérieur. Pour l'instant on note abusivement :

/ X B(p)Zut = s

sa limite. O

Finalement, on se rend compte que pour analyser les singularités de Tr(K,,) on a besoin
de connaitre les singularités d’une part de U(t), et d’autre part de Z,.

0.3.2 Singularités des opérateurs auxiliaires

Commencons par pU, qui sert & construire tous les autres opérateurs.

Singularités de pU

11 faut pour cela examiner E(t,x,y). On sait déja (cf. [24]) que E(¢,z,y) est un opérateur
intégral de Fourier (OIF) associé a:
AT UA,

ol
®:(ym/Inl) = (z,£/1€])
A= (taTaz.af:ya - 77) ’
&l = Inl =er
P est le flot géodésique. Dans ce qui suit, on va se placer au voisinage d’une géodésique .
La contribution de v & E peut s’écrire: IT + I~ I¢ étant un OIF associé & A® et localisé au
voisinage de «y. Lorsque z et y ne sont pas conjugués le long de v, on peut écrire:

IF = / exp[—ied(d, (zy) — t)]a-(t,x,y,0)do,
0

ot d., représente la distance comptée le long de +.
On ne va plus maintenant s’intéresser qu’a la partie principale de I¢. Grace & la para-
métrix d’Hadamard, on peut écrire (pour des temps petits) :

IF(tzy) = /0 N exp[—ieb(d, (zy) _t)]i?;ow((z,g)) a8,

car ainsi, en faisant la somme It + I, on retrouvera bien :

uo(w,9)8(7y* — 1°).
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Remarque : Dans I’égalité précédente, on n’a écrit que la partie principale de I¢, ce qui
rend l'emploi du signe = abusif. Comme on ne s’interessera qu’a la partie principale des
singularités, cet abus sera trés souvent répété.

Rappelons que ug(z,y) = %|®(m,y)|f%, et que la fonction © peut étre définie par:
O(z,y) = |det D exp, (m)| ot m est le point de T, M tel que exp,(m) =z (cf. [8]). Siz et y
ne sont pas conjugués le long de la géodésique v, on peut définir de la méme maniére

1 1
uy(2,y) = %| det D exp, (m,)|” 2,

ot m., est tel que exp, (sm,) décrive la portion de y allant de y & .
Les propriétés de transport du symbole principal nous permettent alors de dire, qu’a une
phase prés, la contribution principale de I¢ est:

< . 1 uv(w,y)
/0 expl-ieh(ds(ay) — 1)) - 7 2o

Il reste & calculer la phase, ce que l'on fait 4 ’aide du résultat de [18] : pour un OIF associé
a AT, le symbole principal est multiplié par i~™ au passage d’un point conjugué d’indice n.

Remarque : les OIF I¢ sont complexes conjugués I'un de 'autre.

Aprés un point conjugué d’indice n, on a donc ’expression :

B(tz.y) = %';:((Z;’)) [i—" /0 ~ exp(—if(d, (zy) — t)d8

i /0 ” explif(d, (zy) — £)d8)] .

Si n est pair on trouve donc:

E(try) = (1) 0 500 ) ).

2d’y($y)
Si n est impair, on trouve alors :
n=1 Uy (2,)
E = (-1 i —T — ¢
(t,a:,y) ( ) 2 dﬁ,(:cy) T (d’Y(my) )7

avec

T=-2 Irn(/OO exp(ifs)dh).
0

La distribution T est classique (cf. [36]):

T(s) = 202,
ol v.p.(1) désigne la valeur principale de 1 (cf. [36]).

Pour passer a U, il faut faire x = p = y, cela va faire apparaitre les lacets géodésiques qui
joignent p & p. Pour pouvoir utiliser les expressions données ci-dessus, il faut faire ’hypothése
suivante :

(H1) Le long de tout lacet géodésique joignant p & p, p n’est pas conjugué de lui-méme.

On va noter I' ’ensemble des lacets qui joignent p & p. On aura aussi besoin des notations
suivantes :

— L, est la longueur de v,
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— 1ty est la somme des indices des points conjugués le long de v ,
~ 6, = |detD exp, (L,7(0))|~=.

Remarque : p, est I'indice de Morse du lacet v pour le probléme du plus court chemin &
extrémités fixées. (cf. [18])

Proposition 7
WE(pU) C {(Ly,A) | v€T}

De plus, sous Uhypotheése (H1), on a, au premier ordre :

y€eT
avec :
ny 16, ) )
F,(t)=(-1)2 ——6(t—L,) si -, est pair,
4m L.,
py—1 1 9 1 : . 3
F,(t) =(-1) mL—l D (t — Lv) 8 f1y est impair,

Preuve : la premiére partie résulte d’un calcul classique de Wave-Front (car U = i*E, cf.
0.2.3), quant a la deuxiéme, elle découle du calcul précédent. O

Singularités de z,

Comme 2; et 2g sont égales, on peut supposer dans cette partie qu’on étudie 2, pour n
plus grand que 2. Un calcul de Wave-Front permet de localiser les singularités de z,41 :

n

WF(zn41) C{(LA) | L= Ly}
1

Notations:
- [v]n = (91, - - yyn) en tenant compte de l'ordre,
= Liy, = 2o Ly,
= Bl = 2iet Py
- ap, =l z::
Pour calculer maintenant la singularité principale, il suffit dans ’expression de z,, de

remplacer tous les pU par la singularité principale en L.,. Il nous faut donc examiner les
distributions qui s’écrivent :

2*xF, x2xF,...F, %2,

ot les F, sont donnés dans la proposition 7. Pour les ; qui donnent une masse de Dirac (.,
pair), la convolution ne pose pas de probléme. Il faut travailler un peu plus pour les autres.
On multiplie d’abord par une fonction g qui tronque la distribution. Plus précisément on
remplace F, (s) par F,,(s)g(s — L,,) ot g est C§° et identiquement 1 au voisinage de 0. Ceci
ne change pas la singularité.
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1
On pose Ty(s) = g(s)v.p.(;) et Tr(s) = To(s — L). Pour avoir la singularité principale

de z, on est amené 3 faire des convolutions de T, avec Tr,. Le résultat nous est donné par
le lemme suivant :

Lemme 4 Pour toutes les valeurs de Ly et Ly, on a:

Tr, *Tr,(t) = —m28 (t — (L1 + L)) .

Preuve : on va noter F la transformée de Fourier (normalisée comme dans [36]), et f la
fonction telle que: F(f) = g, c’est & dire:

/ exp(izo) f(z)dz = g(o).

Avec cette définition, on a:

|~

FO=AF

™

[V

Faxb = FaxFb,

Fab = 3=FaxFb,

FH(o) = iv.p.(%) + 70(0),

on renvoie & [36] pour ces résultats.
On note F' = f x H de sorte que F' est la primitive de f s’annulant en —oo. Notamment,
on a légalité 2H x fF = F2.
On va écrire de deux maniéres F[2m exp(—iL1z)F exp(—iL2x)F].
D’une part on a:
F2mexp(—iL1z)F exp(—iL2x)F] = Flexp(—iL1z)F] * Flexp(—iL2xz)F)
= 7126(-—Ly—Ly)—Tp, * Tp,+2inTy, 4 1,

et d’autre part, on peut écrire:
Fl2mexp(—iL1z)F exp(—iLyz)F] = F [2mexp[—i(L1 + Ly)z]F”]
= F[H «4x fF] (- — (L1 + L»))

F[H «4x fF|(o) = 4i7r.7-'[fF](U)v.p.(%) + 4m* FfF)(0)0 (o).

On vérifie & I'aide d’une intégration par partie que F[fF](0) = £¢(0)? = L. I suffit alors

d’identifier parties réelles et imaginaires pour avoir le résultat. O
On peut maintenant énoncer la proposition relative aux singularités de z,.

Proposition 8 Pour tout n > 1

n

WF(2n11) C{(L,A) | L= L},

1

de plus, au voisinage d’un point L = "1 L., la contribution apportée par [y], est:

4”(—1):@]" apy, (= L)% si fify], est pair,

n!

%(—1)%11[7]" (t—L)"Ln|t — L| si py, est impair



SINGULARITES DE LA TRACE 37

Preuve : on calcule d’abord la convolution Fi, | = F,, xF,, ... F, _, on va noter k le nombre
de ~; dont l'indice est impair, il y a alors deux formules suivant la parité de k.

Si k est pair Fi,,|(t) = Cpd(t — L) et si k est impair, F}, (t) = Civ.p.(2%), ou Cp et C;
sont des constantes & déterminer. Un calcul direct donne:

C, = (-7

i3
2
3
[a—y

= (-DTW%]",

Hlyl, —F k—
[‘7]2 1 k1

1 k=1
e ol (Z1)

Flyln =t 1
2

(4m)ra -

On fait ensuite n+ 1 convolutions avec z, ce qui revient, du point de vue de la singularité
principale, & intégrer n + 1 fois et a multiplier par (47)"*!. Ce qui donne le résultat annoncé
pour la singularité principale. O

0.3.3 Retour a la trace

Pour revenir & la trace, il faut d’abord examiner chaque S,, et ensuite sommer tous les
résultats obtenus.

Singularités de S,

Dans S,, interviennent deux types de contribution :

— celle apportée par [ sp(s)U(s)Z,(t — s)ds,

~ celle apportée par [ sx(s)U(s)Z,(t — s)ds.

La premiére expression crée des singularités aux points L = Y. ; L,,. En un tel point
L, la contribution apportée par [y], (on rappelle que ’ordre est important) est :

(sFy, (s))«xH*zxF,  *zx---xF, %z

Le fait de remplacer sF,, (s) par L,, F,, (s) ne change pas la singularité principale. On doit
donc calculer:

L F, sHxzxF,  xz%x---xF, xz.

Ce calcul est le méme que celui fait dans la partie précédente, exceptée la derniére convolution
qui est par H et non par z. Ce qui change le résultat d’un facteur 4x. La singularité principale
est donc finalement :

L n “iyln n . .

,:; (-1) 3 afyl, (t = Ly, )% si ppy), est pair,
Ly, , \Foe=t B . o
ﬂ-—:ﬂ(_l) E Ayl (t_L[v]n) Ln|t_L[’y]n| Si pi[,], est impair

Remarque : P’ordre de la singularité est le nombre de lacets géodésiques suivis.
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Il reste la singularité apportée par la borne de ’intégrale. On rappelle que ’expression
S sx(8)U(8)Z,(t — s)ds a été définie comme :

lim [ sx(s)Upm(s)Z,(t — s)ds.

moe
On calcule directement cette limite grace au lemme suivant :

Lemme 5 .

lim / 5+ X(8)Un(8)Zat = 8)ds = = Zn(2).

Preuve : on calcule d’abord la singularité principale de U,,(t) au voisinage de 0. On part de
la définition de E,, :

En(tag) = [ Bt Pn(a)ld.
On se place au voisinage de £ = p, et de t > 0 petit. On remplace alors dans I’égalité
précédente E(t,x,y) par le premier terme de la paramétrix d’Hadamard (les autres donneront

des contributions plus réguliéres). En utilisant la formule (6), on trouve donc (en écrivant
abusivement que E,, est égal & son premier terme) :

t
Bulton) =5 [ uolpte) Pu(to)0(te )
wes?

On évalue en y = p, comme E,,(t,p,p) = Un(t) doit étre impaire on trouve:

Un(t) =5 [ uoloti) Pt )0t p)ds

Maintenant, pour toute fonction f € C§° a support prés de 0, on veut la limite de:

/ 5 X (8)Unm(8) Zn(t — 5) f(£)dsdt.

(on a utilisé la notation intégrale pour ’évaluation d’une distribution).
[ x©Un(6)Zu(t = )1 (@)dsit = [ six(0)Un(s)(s)ds,

ol la définition de f est la méme qu’au (11), on a donc:

% §>0,wES2 f(s)ug(p,sw)Pm(sw,p)@(sw,p)s2dwds

/ 54x(8) U ()£ (5)

= [y Pn(@y)g(y)du,(y),

avec

) = P, () f 3.

Il faut maintenant faire tendre m vers U'infini, mais comme P,,(p,y) tend vers §(y = p) on
trouve:

[sx@U©F0) =9) = 1-F0).

Comme f(0) = [ Z,(t)f(t)dt, ceci achéve la preuve du lemme. O
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On a donc montré que [ s4x(s)U(s)Z1(t — s)ds a ses singularités au méme endroit
que 21, c’est-a-dire uniquement en t = 0. Pour n > 1, on obtient les singularités de
S 54x(8)U(8)Zp41(t — s)ds en intégrant une fois celles de 2,11 (et en divisant par 4m).
D’aprés la proposition 8, pour n > 1, la distribution [ s x(s)U(5)Z,41(t — s)ds a ses sin-
gularités aux points L qui s’écrivent Y ;- , L., et la contribution principale est :

1 Hlyln
(n+1)!(_1) ¢

ap, (= Ly )4 si i), est pair,

1 Blyln =1
()T
m(n + 1)!( )7

afy,, (t = Liyp, )" Lajt — Li,y, | si gy, est impair
Remarque : U'ordre de la singularité est le nombre de lacets géodésiques suivis plus 1. De
plus, on rappelle que la contribution que ’on vient de calculer est associée & z,41, et se
retrouve donc dans Sy41.

Finalement, pour revenir & S,, on a montré que ses singularités étaient localisées aux
7 7
. . .. . . -1 A :
points L qui s’écrivent soit Y i | L, soit >.; ;| L,,. Et on peut résumer cette partie dans
la proposition suivante :

Proposition 9 Un élément [v],, apporte une contribution d la singularité en Ly, dans Sy
mais aussi dans S,y Cette contribution est :

S T At L )T si fipyy,, est pair,
dans S, 1 Hiylp =1 .
ans Onp+1 G i 0 (-1) 2 ap1. (t = L)) + Lt — Liy. |
\ I 8t ppy, est impair
( n fiyln n . .
2;! (=1) : afy, (6= Ly, )% 81 f4[], €st pair,
dans S, § L., Byl =1 .
S (1) T g, (t = Ly, )" Lnft — Ly, |
\ i fi[y), €st impair

Singularité de la trace totale

Tout ce qui a été fait dans les parties précédentes va nous permettre d’établir le théoréme
principal concernant les singularités de S(t). Concernant la localisation de ces singularités,
on a montré qu’elles se trouvaient aux points L qui peuvent s’écrire 2?21 L,,.

Remarque : ce fait découle uniquement de considérations de Wave-Front et ’hypothése (H;)
ne sert donc pas pour ’établir ce fait. En revanche, on ne calcule la contribution dominante
que lorsque cette hypothése est vérifiée.

On va noter:
A= L,
n>1
et pour L € A on posera:
n(L) =inf{n | L € L, },

de sorte que L intervient la premiére fois comme singularité de S,,(z). De plus, d’apreés la
proposition 9 les contributions venant des Sy, pour n > n(L) sont forcément plus réguliéres.
On va rajouter une hypotheése qui permettra de calculer la singularité de L dans Sy :
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(Ha2) : pour L € A, il y a une seule maniére d’écrire L = Z"(L) L., (modulo l’ordre des
facteurs).
On pourrait utiliser ’hypothése (H3) :

(H5) : les L, sont indépendants sur 7.
Cette derniére est toutefois un peu plus forte que (Hs).

On a alors le théoréme suivant :

Théoréme 10
supp.sing(Sp(t)) C supp.sing(Sx(t)) U A.
De plus sous les hypothéses (Hi) (cf. 0.3.2) et (H2), au voisinage d’un point L de A, la

singularité principale de Sg — S est:

L vl n . .
%(—1)—2 apy, (t— L)% 81 i), est pair,

L Plyla =t
3 (—1)

afy), (t = L)"Ln|t — L|  si py), est impair,

ot on a noté n = n(L) et [y], le n-uplet tel que L = Ly, .
Preuve : il reste & sommer les contributions données dans la proposition 9. Dans cette
proposition, 'ordre est important. D’aprés ’hypothése (#Hz) il n’y a qu’une seule maniére
d’écrire L = L, si on ne tient pas compte de l'ordre. Il y a donc n! contributions &
considérer. On remarque que, dans la proposition 9, le terme qui nous intéresse dépend de
Yn- On a n choix pour le dernier lacet, et il y a (n — 1)! contributions une fois le dernier
lacet fixé. 1l suffit ensuite de faire la somme. d

Remarques :

— Comme annoncé dans la remarque p.28, la contribution principale ne dépend pas de
B. Pour voir cette dépendance, il faudrait aller aux ordres supérieurs.

— Les hypothéses (H1) et (H5) sont vraies “génériquement”. Lever ’hypothése (Hy) re-
vient & décrire la singularité de E(t,p,p) lorsque p est son propre conjugué. On peut
le faire au prix d’une complication certaine des calculs. En revanche, lever ’hypothése
(H2) semble assez difficile : sur le tore cela correspondrait & étre capable de dénombrer
les polygones dont les sommets sont sur un réseau, et dont le nombre de cotés et le
périmeétre sont fixés.

— Concernant un potentiel Dirac le long d’une sous-variété X, la démarche proposée se
généralisera a priori bien si on a une description de ’opérateur autoadjoint considéré
en terme de comportement au voisinage de X. Dans ce cas, il faut toutefois s’attendre a
ce que la fonction zg soit remplacée par un opérateur agissant dans la sous-variété; la
propagation des singularités dépendant alors de la propagation des singularités & I’in-
térieur de ¥ (caractérisée par cet opérateur). Il n’est pas a exclure qu’apparaissent
alors dans ce probléme des choses aussi compliquées que 1’étude des rayons rasants
pour 'équation des ondes habituelle sur une variété & bord.

0.4 Cas du tore de dimension 3

Dans ce cas, tout se calcule plus ou moins facilement, car la paramétrix d’Hadamard
est exacte pour tout temps, et ® = 1. On peut calculer les noyaux des K,, explicitement et
prendre la trace. Le cadre est celui d’un tore T quotient de R® euclidien par un réseau I.
On note |ab| la distance. Le point diffractant sera placé en 0. L’ensemble des longueurs des
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géodésiques qui joignent p & p s’identifie 4 I'\{0}. La premiére chose a faire est de transporter
le probléme dans R®. Quelques notations simplifiant les expressions :

— (¥)n désignera un n-uplet (y1...7v,) € I'™ tel que Vi < n — 1 ;41 # v (Lordre est
important),
-1
= Diyy (@y) =& —val + [yl + 277 [vivr — il
-1

~ Py, (@) = & = yallyl TIT [rien —7il-
On va donc relever p en 0, et considérer que tous les points v € T" diffractent avec la méme
constante. On cherche alors dans un premier temps des opérateurs K.y, qui consistent &
faire n diffractions successives aux points v; qui doivent donc étre différents.

On a alors la proposition suivante:

Proposition 10

1
K(’y)n (t,a:,y) = )1]lD(—y)n (z,y)<t eXp(IB(D(’y)n (:c,y)—t))

4w (n—1
. =Dy, (z )it
Py, (zy)

On établit cette proposition en suivant exactement la méme démarche que le cas général.
L’équation de Volterra est ici une équation différentielle ordinaire puisque la paramétrix
d’Hadamard est exacte.

Pour revenir au tore il faut d’une part périodiser les K, , et d’autre part faire la somme
sur tous les n-uplets possibles. Il reste alors & intégrer pour trouver la trace. En utilisant la
périodicité pour regrouper des termes, on se raméne & calculer les intégrales suivantes (sur
R?):

n—1

In,u(t) = Cn(’l,l/) /Ra]l|x—un|+‘$|+zn_1 Jui| <t eXp(ﬂ(|.’1: - Un| + |-7:| + Z |’U/Z| - t))

Ol e B 9 21

|dz|,
| — unl|z|
o u € I™ et les n — 1 premiers u; ne sont pas nuls. De plus on a cp(u) = [dn(n —
D!ug||ua] ... |un—1]|]~t. Les u; sont formés & partir des points diffractants, et apparaissent du

fait de la périodisation. Quand u,, est nul, Iintégrale se calcule directement par un passage
en polaire, s’il ne l'est pas un changement de variable utilisant les ellipsoides de foyer 0 et u,,
permet de calculer intégrale. Ces deux calculs différents donnent des singularités différentes
(cf. 9).

On arrive finalement & écrire la trace sous la forme suivante :

Proposition 11
supp sing S = {0} U A,

et plus précisément :

S&) =33, > [Au(0)Fuor(t — L)+ Bu(o)Ful(t — L),

LeAn>1o€0,(L)
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avec .
Ap={L| L=%"|ul}
A = UnZ]_ A?’h
on(L) = {nombre de maniéres d’écrire L =" |y;|},
U(L) = Un UR(L)a

An(o) = L(I7 i)™t , o correspond a Uécriture L =37 | |vil,

Bn(o) = (IT7 |, " o

Fo(z) = H(z) / e Py,

0
Remarques:

— Dans o,(L), on a levé la dégénérescence liée a 'ordre des facteurs, mais pour décrire
o(L), il faudrait étre capable de dénombrer les polygones 4 sommets sur un réseau et

de les regrouper en fonction de leur périmétre.

— La formule générale est compatible avec ce cas particulier car on a: F,_;(x) ~ l:ci

n
quand z — 0.

Conclusion

Pour arriver a cette formule de trace, on aurait sans doute pu opérer de maniére différente.
Comme les opérateurs considérés ont une différence a trace (de rang 1!), on pourrait se placer
dans un contexte de scattering, et chercher une formule de type Krein— Milmann. On aurait
pu aussi partir de 'expression des noyaux de la chaleur ou de Schrédinger donnée dans [1].
Toutefois, on a trouvé que 'approche “développement en diffractions multiples” était assez
naturelle, et permettait de bien voir 'influence du point singulier. Cette idée, consistant &
chercher le propagateur d’une équation des ondes perturbée comme une série dont le premier
terme est une “solution libre”; est relativement classique. Elle a par exemple été utilisée dans
le contexte des formules de trace dans la série d’articles [5].

Concernant les généralisations possibles, la méme démarche s’étend au cas de plusieurs
potentiels Dirac ponctuels sur une méme variété. Le développement en diffractions mul-
tiples fera alors apparaitre des opérateurs prenant en compte toutes les suites possibles de
diffractions aux différents points singuliers. Les lacets géodésiques joignant les différentes
singularités contribueront donc & la formule de trace. Concernant les potentiels Dirac le long
d’une sous-variété, pour pouvoir généraliser la démarche proposée, il faudrait d’abord décrire
de tels potentiels en fonction du comportement au voisinage de la sous-variété singuliére. Il
est possible qu’une approche moins constructive donne des résultats plus directement que
le passage par une paramétrix, tel qu’on le fait ici. Cela donnerait la premiére partie du
théoréme 10 concernant la localisation des singularités de la trace. Il est cependant probable
que le calcul de la singularité principale soit nettement plus compliqué ; notamment & cause
de Pexistence de rayons rasants, et au fait qu’une singularité arrivant sur ¥ pourrait a priori
y séjourner un certain temps avant d’étre réémise.
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APPENDICE A : Prolongement & L2

On fait dans cette partie des estimations de norme. Comme souvent, différentes mani-
pulations ne sont autorisées que pour des fonctions C§°, mais ’estimation finale permet de
prolonger 4 ’espace choisi.

La premiére estimation concerne la valeur d’une solution de ’équation des ondes en un
point de la variété. On va travailler avec ’exponentielle plutét que le sinus pour pouvoir
utiliser la propriété de groupe.

Lemme 6
Yoo € L*(M), [exp(itvVA)vo(p) est H (R)

loc

Preuve : grace a la propriété de groupe de ’exponentielle, il suffit de le montrer sur un
intervalle I fixé. On sait de plus (cf. [25] pp. 247-248, ou [6] pp. 251-252) que exp(itv/A)
est un O.LF. associé a la variété AT (cf. 0.3.2). On va choisir I un intervalle en temps sur
lequel on peut prendre la fonction phase:

[t — 770,

on peut donc écrire la partie principale :

exp(itVA)[z,y] = f(t — 77) / exp(i[t — 7g)0)a(z,y)g(0)0do,

ol f est un fonction de troncature qui vaut 1 au voisinage de 0 et g une fonction qui vaut
0 au jusqu'a § =1 et 1 au voisinage de +oc.
Pour vg on veut donc étudier (sur I):

At) = / £(t — 77) exp(ilt — F16)a(p.y)g(6)8uo (y)ddy.

On passe en coordonnées polaires autour de p et on pose

wo(r) = /S2 a(p,r)vo (rw)r? dw,

de sorte que:
Juﬂz/mwmw4wyu—mgmwmmww.

Pour avoir A(t) sur I il suffit d’avoir wo(r) sur I, et on peut choisir I et f de sorte que I
ne s’approche ni de 0 ni du rayon d’injectivité en p. La formule donnant A(t) en fonction de

wo est un opérateur pseudo différentiel d’ordre 1 qui envoie donc L2, (R,) dans H~"(R;).

Notamment il envoie L?(I) dans H~*(I). Comme I ne s’approche pas de 0 on a:
Yo, |lwozllz < Mllvol|2-

Cette estimation achéve la démonstration du lemme.
Ce qui nous intéresse vraiment est :

sin(v/At)

——

a(t) = Ht) | =%

(p)-
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Par rapport & ’estimation du lemme précédent, il faut donc prendre la partie réelle et
intégrer par rapport & ¢t. On a donc:

Yuvo, a € Ll200,+(Rt)'

O

Remarque : V’indice + indique que pour toute fonction dans ’ensemble considéré, il existe
un ty tel que la fonction est nulle sur | — co,to].

On doit maintenant examiner ce qui se passe quand on convole avec z,,. Comme on fait
agir un opérateur pseudodifférentiel d’ordre —n, on a immédiatement le lemme :

Lemme 7

Yn>1Vae€ Lfoc’+ Zp*a € Hlloc’+.

I reste & examiner la régularité de v(t,x) = [ E(s,z,p)a(t—s)ds lorsque a est dans H}._ | .

Proposition 12

Ya € Hlloc’+, t— /E(s,w,p)a(t — s)ds,
est continue a valeurs dans L*(M), et

sup | [ E(s,z,p)a(t — s)ds|lz < M||al| g
te

Preuve : le principe est de faire une intégration par parties. On va la faire sur le développe-
ment en fonctions propres.

= Oosin s)a(t — s s¢n(p) T
=3 [ sint/Kmatt = 5)as2 B, (o).

L’intégration par parties donne:

t 1
sm\/ s t—s a()_)\_ cos\/ s t—s
n

On peut donc écrire (modulo la partie suivant ¢y, i.e. la constante)

=) [a(t) — vn(t ¢"()¢n()

n>1

avec

vn(t) :/ cos(y/ Aps)a' (t — s)d

0

Comme (¢T)‘\(p) ) est £2 (car §(z — p) est H—2) il faut montrer que v, (t) est continue en ¢
n
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borné par rapport a n.

Un (t)

/000 cos(v/Ans)a' (t — s)ds

_ / " cos(V/an(t — ) (s)ds

—0Q0

t

cos(v/ Ans)a' (s)ds

cos(v/Ant) /

t

—sin(\/Et)/ sin(v/Ans)a’ (s)ds.

La derniére expression rend claire les propriétés que ’on cherchait. Toutes ces estimations
permettent de prolonger K, a L?(M). O

Remarque : en examinant le cas du tore, on voit qu’on ne peut pas obtenir plus de régularité
enz(ilya ﬁ en facteur, cf. prop 10). Pour la régularité en ¢, il faut examiner non seulement
la régularité des v, (ces fonctions sont H') mais aussi la croissance par rapport & n; si on
dérive vy, on fait sortir un v/A, en facteur qui empéche de conclure sur le caractére L? en
x.
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APPENDICE B: K, est a trace

Le but de cette partie est de montrer que les noyaux K, représentent des opérateurs
a trace au sens des distributions. C’est-a-dire que pour toute fonction test 1 de C§°(R),
I’opérateur défini par

/ Kn(t)(t)dt
R

est dans 7; (ensemble des opérateurs & trace). On part de I’expression :
Knlton) = [ Blsrap)an(t—si - s2)E(sa.py)dsidsa.
51,52>0

Les difficultés proviennent de deux types de singularités: la premiére, habituelle dans le
contexte des formules de trace, vient des singularités de E, et se traite classiquement par
des considérations de Wave-Front, cf. [25, 12]. La deuxiéme vient des bords de l'intégrale et
on va la traiter en utilisant la paramétrix d’Hadamard.

Soit ¥(t), C* & support compact, on cherche & estimer :

/K"(t)¢(t)dt = / E(51,2,p)Zn * (81 + $2) E(82,p,y)ds1dss.
51,3220
On appelle ¥ = %, x 9. On utilise la paramétrix d’Hadamard qui nous dit que:
XOB(tw.p) = [uo(@.p)d(E —2p%) + Y uiwp)(t* = ap)} + Bult2)] x(0),

et on a la méme expression pour x(t)E(t,p,y). L’intégrale se découpe en termes de 16 diffé-
rentes sortes qu’on examine séparément :

CCoo(zy) = /X(SI)UO (z,p)d(s7 —TP*)U(s1 + 52)8(53 — TP Juo(p,y) x(s2)ds1dss,

CCOi(z,y) = /X(SI)UO(xap)(s(s% - x_p2)‘1’(51 + 82)(33 - m_p2)fi-ui(pay)X(51)d31d327
CCzO(xay) = id en échangeant 51,52, (map)a(pay)a

CCor(z,y) = /X(SI)UO(xap)(S(S% —7p°) (51 + 52)R(s2,p,y) x(52)ds1dsz,

RR.o(z,y) = id en échangeant s1,s2, (z,p),(p,y),

CCir(zy) = /X(sl)Ui(w,p)(Sf = 7p°)} U(s1 + 52) R(s2,p,9)x(s2)ds1dso,

CCri(z,y) = id en échangeant s1,s2, (z,p),(p,y),
CCij(zy) = /X(Sl)ui(ﬂf;p)(ﬁ —zp°), U(s1 + 82) (55 — ﬁQ)iug'(p,y)x(Sz)dsldSm

RR,(z.4) = / p(51)R(s1,2.9) T (51 + 52)R(s.p.9)p(s1)dsr dss,
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CRy(zy) = / x(s1)uo(@.p)6(s? — FP) V(51 + 82)p(52) E(s2,p,y)ds1 s,

RCy(z,y) = id en échangeant s1,s2, (z,p),(p,y),

CRi() = [X(s1)us(op) 63 = T) W1 + 52)p(s2) sz p)dsads,
RC;(z,y) = id en échangeant s1,s2, (z,p),(p,y),

CR(zy) = / X(51)R(51,2.9) ¥ (31 + 82)p(52) E(52,p,y)dsrdsa,

RCT(may) = id en échangeant 51,52, (m)p)a(p)y)a

RR(zy) = / p(51)E(s1,2,0) ¥ (51 + 82)p(52) E(5,p,y) ds1dss.

On peut calculer tous ces termes de maniére & mettre en évidence le fait qu’ils repré-
sentent des opérateurs & trace. On rappelle que pour N suffisamment grand, un noyau CV
est & trace.

U (Zp +yp L
CCoo(z,y) = uO(m,p)guo (p:y)x(@P)x (¥P),
Tp.yp
avec ¥(s) € C*. On va montrer qu’un tel noyau est a trace: en effet, on peut écrire:

U(ri+12) = Y riai(ra) +ren(ri,ra),

avec les a;, et ey C*°, on fait le méme développement pour ey, mais par rapport a ro et on
trouve que U(ry + rp) s’écrit:

U(ry +1r2) = Zriai(m) +ribi(r1) + Ve ey (r1,r2).

Mais alors si on remplace 1 par Zp et ry par yp, on est de la forme "rang fini + C™ ", donc
a trace.

CCutan) = x() 22 | @+ w)(os + T r0(pax(ea)is,

qui apreés réduction se met sous la forme :

U
CCoi(z,y) = X(TP)—

23
02 S G apam,

Z

avec (& un coefficient prés)
Gj(r1,r2) =/ U(s+r1)s?ds € C™.
T2

On décompose chaque G; comme ci-dessus, et on conclut de méme. Les termes RR;o se
traitent de méme par symétrie.

CCoy = x(@)%ff’) [ #@p + s Rss)dse = %ﬁ;p)am(m).
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Gor(r1,y) est C™ par rapport & la premiére variable, et C™ par rapport a la deuxiéme (par
convergence dominée). On décompose suivant la premiére jusqu’a ce que le reste soit C™ de
z,y quand on fait r; = Tp, ce qui montre le caractére "a trace". Le terme symétrique RR,¢o
se traite de la méme fagon.

Les termes CCjj, CCyp, CCpy, et CCyyr ne présentent pas de difficultés nouvelles, et se
traitent donc en utilisant les mémes méthodes.

Pour les termes ol la troncature en x intervient, il nous faut de plus un argument de
Wave Front pour affirmer que:

/111(31 + 52)p(s1)E(s1,p,y)ds1 € C°(R x M),

ce qui, combiné avec les techniques précédentes, permet de traiter les cas RCy, RC;, et RC,.
de méme que les symétriques CRy, CR;, CR,.

Le dernier terme RR est directement C* car son Wave-Front est vide. Tout ceci nous
permet d’affirmer la proposition suivante:

Proposition 13 Pour tout n, l'opérateur représenté par K, (t,z,y) est a trace au sens des
distributions.



Deuxiéme partie

Formule de trace en présence de
singularités coniques

49






INTRODUCTION 51

Chapitre 1

Surface euclidienne a singularités
coniques

Introduction

Le but de ce chapitre est de fournir le cadre géométrique dans lequel va se dérouler
notre étude. On va donc dans un premier temps définir ce qu’est une surface euclidienne &
singularités coniques. On introduira ensuite la notion de distance et la notion de géodésique.
Cette derniére notion nous sera utile pour décrire la propagation des ondes sur une telle
surface M. Dans ce but, il est nécessaire de tenir compte des géodésiques qui passent par les
points coniques. On définira donc ’ensemble 'y (M) formé de toutes les géodésiques de M,
de longueur 7', y compris celles passant par les singularités. La fin de cette partie étudiera
plus particuliérement cet ensemble I'r (M) et notamment sa géométrie locale. Au voisinage
d’une géodésique g, la géomeétrie de T'r (M) est relié & un nombre, que I’on note c.(g) et que
lon appelle complezité classique.

1.1 Géomeétrie d’une s.e.s.c

Le cone euclidien épointé d’angle a est la surface paramétrée globalement par (R,x) €
]0,00[xR/aZ et muni de la métrique riemannienne dR? + R?dz?. On note cette surface C,
et elle est localement isométrique au plan R2. On obtient C,, le cone euclidien d’angle «
en complétant le cone épointé par un point p qu'on appelle sommet du céne. Une base de
voisinages de p est formée des ensembles {p}U]0,r[xR/aZ.

On appellera surface euclidienne & singularités coniques une surface dont la géométrie
locale est donnée soit par le plan, soit par un cone. Plus précisément, on donne la définition
suivante.

Définition 1 (s.e.s.c.)
On appelle surface euclidienne a singularités coniques (s.e.s.c), une surface M sur laquelle
on trouve un nombre fini de points p; vérifiant les propriétés suivantes :

- M\{pi} est muni d’une métrique riemannienne localement isométrique & la métrique
euclidienne de R?,

— au voisinage de chaque p;, M\{p;} est isométrique d un voisinage épointé du sommet

de Cq;.
On notera P = {p;} et My = M\P.
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Avec cette définition, le cone C, lui-méme est une s.e.s.c. Certaines constructions donnent
de maniére automatique des s.e.s.c.. Donnons en trois exemples.

1. Recoller deux copies d’un méme polygone euclidien @ le long de ses arétes donne une
surface compacte sur laquelle il y a une singularité conique par sommet de @ (I’intérieur
des arétes se recolle bien!). L’angle «; de chaque singularité est le double de 'angle du
polygone correspondant. De la méme maniére, on peut recoller deux tores euclidiens
le long d’une coupure géodésique, faisant ainsi apparaitre deux sommets d’angle 4w
(cf [29])

2. Une variante de la construction précédente (collage de polygones le long d’arétes)
permet d’associer & tout polygone “rationnel” une s.e.s.c.. On renvoie a [54] pour la
définition de “rationnel”; et pour le détail de cette construction, notons tout de méme
que, dans ce cas, tous les angles «; sont des multiples de 27.

3. Sur une surface M de genre plus grand que 1, la donnée d’une différentielle quadratique
fournit une structure de s.e.s.c. sur M (cf [69]).

Remarque: on ne travaillera qu’avec des s.e.s.c. orientées et complétes.

On pourra consulter [69] (dont on a emprunté la terminologie) pour une approche plus
détaillée. On trouvera notamment dans cet article une démonstration de la formule de Gauss-
Bonnet pour une s.e.s.c. compacte:

Zk’z = 27TX(M), ou k,’ =27 — Qy,

i

et x(M) est la caractéristique d’Euler de la surface. Une conséquence de cette formule est
que les angles d’une s.e.s.c. (orientable) en déterminent la topologie. Ils ne peuvent donc
étre fixés de facon indépendante.

On a localement au voisinage de chaque point de My une notion de distance donnée par
la métrique riemannienne. Cette distance, donnée par la définition, sera par la suite appelée
distance locale. La partie suivante est consacrée & la définition d’une distance globale sur
M, et & montrer que localement, la distance globale coincide avec la distance locale.

1.1.1 Distance sur M

Pour définir la distance entre deux points il est pratique de passer par la longueur des
courbes joignant ces deux points. Il faut donc dans un premier temps définir, sur M, une
telle longueur. Notons que pour une application continue g de [0,t] dans My, la métrique
riemannienne de M, donne un sens précis & la longueur de g, notons ¢y cette longueur.
On peut ainsi définir la longueur d’une application continue g de [0,7] dans M telle que
9(]0,T[) C My en posant :

Lg) = sup {30(9|[t1,t2])}-
[t1,t2]C]0,¢[

Par addition, £ est étendue aux applications continues g de [0,t] dans M telles que g—!(P)
est discret. Remarquons que la longueur d’une courbe peut étre infinie. Si on note C4(I,M)
I'ensemble des applications continues g d’un intervalle I dans M, telles que g~ 1(P) est
discret, on a ainsi défini une application £ de |J; C4(I,M) dans [0,00] qui est une longueur au
sens de [40]. Pour toute courbe v et g une application de C4([0,T],M) la paramétrant, £(g)
ne dépend pas du paramétrage choisi. Il est donc plus naturel de considérer que £ est définie
sur ’ensemble des courbes, et de parler de £(7y). Pour une courbe v, de longueur finie, on
notera g7 : [0,4(7)] = M une paramétrisation par longueur d’arc. Celle-ci devient unique
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dés lors qu’on choisit ’origine et ’orientation ; ce choix étant en général non-ambigu, on
parlera de la paramétrisation g”.
On peut alors définir :

dpr(m,m') = inf {€(7), v joignant m & m'} .
On a alors la proposition tautologique suivante

Proposition 14
Mumnie de dy; et de £, M est un espace de longueurs.

Preuve : on renvoie & [40] pour la définition d’un espace de longueurs. O

On a donc fait de M un espace métrique. On notera Bys(m,r) la boule ouverte de centre
m et de rayon r.

Exemple:
Sur le cone C,, on vérifie la propriété suivante ; la distance entre (R;,z1) et (Ra,22) sur Cq,
est définie par:
2 2_9 1 : <
[r{ + 75 — 2rira cos(|z1,22])]2 s |z1,22| <,
ry+ 1o si |z1,22| > T,

ou |z1,z2| désigne la distance sur le cercle R/aZ.

Notation : on notera, pour r > 0,
M, = M\ lU BM(pi,r)] :
i

Cette notation est compatible avec la notation My déja introduite.

Par définition de M, on a une structure métrique locale. Il reste & vérifier que la structure
métrique locale coincide localement avec la structure métrique globale.

Lemme 8

1. Soit mg € My, alors il existe r tel que Bar(mo,r) est isométrique a la boule de R? de
rayon r.

2. Soitp € P, et a langle correspondant. Il existe alors r tel que Bar(p,r) est isométrique
a la boule de C, centrée au sommet et de rayon r.

Preuve : on montre le premier cas, le deuxiéme se fait de facon analogue. Par définition de
M, il existe autour de m un voisinage Vg qui, muni de la distance locale, est isométrique &
Br2(0,R), m correspondant & 0. Par définition de ¢, la longueur d’une courbe incluse dans
ce voisinage est la longueur de son image dans R?. On prend r = %, et on affirme qu’il
satisfait alors les propriété du lemme. En effet, Br2(0,r) est isométrique & un voisinage V.
de m (muni de la distance locale). Soit m1,m, dans ce voisinage, et v une courbe joignant
my & ma. Si vy reste incluse dans Vg, alors, £(y) = fr2(7) et quand on prend l'inf sur ces
courbes-13, on trouve dg2(1M; ,/M2). Si 7y sort de Vg, alors £(y) > 2r (on regarde «y sur [0,T1],
ou T} est le premier temps pour lequel 7 sort de Vg et sur [T3,T], ot T est le dernier temps
pour lequel « est hors de Vg.) Comme dg2(1,M2) < 27, on a, par définition de dyr,

dM(m1 ,mg) = d]Rz(Thl ,T?LQ).
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N

Donc V, est isométrique & Bg2(0,r) (pour la distance globale). Il reste a voir que V, =
B (m,r), mais une courbe joignant m a un point extérieur & V, doit forcément quitter V.
donc sa longueur est plus grande que r. O

Ce lemme assure que la définition suivante a un sens.

Définition 2 (rayon d’injectivité ponctuel)
Soit m € M on appelle rayon d’injectivité en m le nombre défini par:

ri(mo) = sup{r | Bm(mo,r) isom. a Br2(0,r)}, si mo € My

et par
ri(p;) = sup{r | By (mg,r) isom. a Be.,, (0,r)} sinon.

Remarque: la fonction m — r;(m) est continue sur My mais pas sur M.

Pour définir un rayon d’injectivité global sur une s.e.s.c., on peut procéder de la maniére
suivante. On appelle B, (r) la boule de C,, centrée au sommet et de rayon r. On commence
par choisir un r tel qu’autour de chaque point conique, Bas(p;,r) soit isométrique By, (7).
On prend ensuite r' = inf s, {r;(m)}, et on suppose que M est telle que ' > 0 (ce qui est
le cas par exemple si M est compacte). Ce nombre 7' est alors tel que Vm € M., By (m,r')
est isométrique & Br2(0,r").

Cette construction, sur un céne d’angle a < 27, donne ' < sin(§) x 7. S’il existe sur
M des angles plus petits que 27, on ne peut donc avoir r = r’, et il faudrait chercher une
optimisation du couple (r,r').

Cette phase d’optimisation n’étant pas nécessaire pour la suite, on se contente de noter
(ro,ry) un couple vérifiant :

Vj B (pj,ro) isom. & By, (ro)

Vm € My, B (m,r|) isom. & Bgz2(0,rg).

On a vu qu’un tel couple existait dés que infar, 7; > 0. Quitte & restreindre ro et Jou g,
on peut imposer des conditions supplémentaires. On demandera les deux choses suivantes:
Vi, Bar(pj,ro + 1) isom. & By, (ro + 1g) et
Vi # i, Bu(pjro + 7‘6) N B (pi,ro + 7’6) = 0.

La distance globale sur M nous permet de définir la notion de géodésique.

1.1.2 Géodésiques de M

Hors des points coniques, on veut que la notion de géodésique coincide avec celle associée
4 la métrique riemannienne sur My ; on prend donc la définition suivante :

Définition 3
Une géodésique de longueur T' est une application g, continue de [0,T] dans M et satisfaisant
les deux propriétés suivantes :

g L (P)est discret,

Vto,t.q. g(to) € My, Je t.q.
Vt,s €]to — e,to + €[, dm(g(t),9(s)) = [t — s|. (1.1)
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Remarques:

1. La propriété (1.1) exprime qu’une géodésique minimise localement la distance (prés de
g(to)). Notamment, au voisinage d’un tel g(ty), 'image de g est un segment de droite.

2. On discutera un peu plus loin de la nécessité d’imposer la condition g(tg) € M.

3. Dans My, on dispose d’une autre notion de géodésique associée & la métrique rieman-
nienne qui est définie sur My. La condition (1.1) implique qu’au dessus de My, les
deux notions de géodésiques coincident. Notamment, sur la surface riemannienne M,
il existe un opérateur différentiel Py du second ordre, dont les solutions sont les géodé-
siques (riemanniennes) paramétrées 3 vitesse constante (cf [34]). Les géodésiques telles
qu’on vient de les définir sont donc aussi des solutions de Fjy.

4. Pour tout to tel que g(tg) € My, la condition (1.1) implique que la vitesse en ty est 1.
Comme de plus g~ (P) est discret, toute géodésique est 1 lipschitzienne :

Vt,s dm(g(t),9(s)) < [t — 5. (1.2)

L’équation différentielle Py satisfaite par les géodésiques peut se voir comme une équa-
tion du premier ordre sur T My ou T*M, (fibrés tangent et cotangent & My). On notera

G((’m0 o) (t) la solution de cette équation différentielle (dans T*(Mp)) de donnée initiale
mg,po)- On sait que les solutions sont incluses dans les sous-variétés = cste. Notam-
I p

ment, si (mg,uo) € S*(My) (fibré unitaire cotangent), G(()mo’uo)(t) reste dans S*(Mj). On
note g?mO,HO)(t) la projection de G(()mo,po)(t) sur Mp. On va maintenant montrer que, confor-
mément 3 l'intuition qu’on peut en avoir, les géodésiques de M correspondant & des solutions
maximales de Py recollées aux points coniques de maniére arbitraire.

Le théoréme général de prolongement des solutions d’une équation différentielle s’exprime
ici de la fagon suivante:

Lemme 9
Soit (mo,po) € S*(My), et soit [0, T Uintervalle mazimal pour lequel est défini G
alors :

0
(mo,po)’

— Ou bien Ty = ©
— Ou bien

. . 0 o
i | tgr%: g(mo,uo)(t) = Di-

Preuve : lalternative classique dit que si Ty # oo alors I'image de [0,7[ par G((’mo’ o) SOt
de tout compact de T*(Mjy). Comme on reste dans S*(My), c’est donc que g(om0 10) ([0,77)
sort de tout compact de My. Comme M est compléte et que g?mO’ o) est 1-lipschitzienne, on

a alors:

. . 0 .
Fi | 0 G o) (E) = i

O
Dans le deuxiéme cas, on dira que (mo,uo) pointe vers un point conique dans le temps

T . On notera aussi Q?p,- ») la paramétrisation d’une solution de Py sur ]0,T'[ tendant vers p
en t = 0 en suivant le rayon défini par x € Cq, .

Exemple: considérons un point m sur le cone d’angle o et de sommet p. En coordonées,
m = (Rm,Zm), R >0, prenons pu € T (Cy), on a alors I’alternative suivante :
— si p # —dR)y, alors g?m’u) est défini sur [0,00],

— si pp = —dR|,, alors g?m’u) est défini sur [0,R,,[, et g (m,u) = (R — t,x).
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On a ainsi toutes les géodésiques qui évitent le sommet, ou qui s’y terminent (et aussi
celles qui y commencent en inversant le temps). Maintenant, si g passe par le sommet, comme
elle ne peut y stationner, elle est formée de la juxtaposition d’une géodésique se terminant
en p et d’'une y commencant.

Une géodésique de longueur T' évitant le sommet du cone s’écrit donc {g?mO’ o) (t) }eefo, 17>
et on peut la prolonger sur R* dés que po # —dR|p,. Si g passe par le sommet du cone
sans que celui-ci ne soit une extrémité, on peut trouver 0 < Ty < T, z; et x4 dans R/aZ
tels que:

g97(t)

() =p
g”(t) (t_Tla-Td) t>1,

( —t,.’L‘i) t< 1Ty,
= (1.3)

Le rayon suivi avant 7} s’appelle rayon incident et celui suivi aprés Ty s’appelle rayon dif-
fracté. On appelle angle de diffraction de la géodésique ’élément x5 — 1. Si la géodésique
commence en p (respectivement s’achéve en p), sa description est donnée par les deux der-
niéres lignes de (1.3) avec T1 = 0 (resp. les deux premiéres et Ty = T).

Remarque: sur le cone C,, on voit alors qu’une géodésique diffractante g est localement
minimisante au voisinage de p uniquement lorsque ’angle de diffraction n’est pas compris
entre —7 et m (donc nécessairement a > 27). Comme on aura besoin de considérer tous les
angles de diffraction possibles, il est nécessaire d’imposer dans la définition des géodésiques,
la condition g(to) € M.

Cas particulier: a = 27”

Dans le cas o1 ’angle du cone est de la forme 2 =F,il y a une maniére canonique de prolon-
ger une géodésique frappant le sommet du cone en utilisant le fait que R? est un revétement
de C4. On reviendra sur ce point lors de la construction de géodésiques exceptionnelles (cf
62), notamment ce prolongement correspond & un angle de diffraction de £7 (qui correspond
au méme angle puisque a = 27”)

L’étude des géodésiques sur le cone nous permet de donner une description des géodé-
siques alternative & la définition 3.

Proposition 15 Sur M, les deux propositions suivantes sont équivalentes :
1. g est une géodésique de M de longueur T'.
2. g est une application continue de [0,T] dans M vérifiant les propriétés suivantes :
— Il existe 0 <ty < ty---<tp, <T tels que g(t;) € P.
— Sur [0,T]\{t;,1 <i < n}, g est une solution de Py parcourue d vitesse 1.

Preuve : le sens 2 = 1 est direct dans la mesure ol une solution de Py minimise localement
la distance. Dans I’autre sens, comme g~!(P) est discret, on trouve la suite de temps t;,
et la condition (1.1) impose & g d’étre une solution de Py de vitesse 1 au voisinage de tout
point o tel que g(to) € Mp. O

Les principales propriétés des géodésiques de M sont énumeérées ci-dessous (avec les
notations de la proposition précédente).

— Quand une géodésique passe par un point conique d’angle 2%, il n’est pas naturel
k

de considérer tous les angles de diffractions possibles. A partir de maintenant, les
géodésiques que 'on considére, lorsqu’elles passent par un tel point conique y feront
un angle de +.
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— Une géodésique qui ne rencontre que des points coniques de la forme 27” sera dite

non-diffractive, et diffractive dans le cas contraire. Le nombre de diffractions de g (ou
nombre de points singuliers) sera le nombre de points coniques rencontrés tels que
o # 2,

— Comme P, définit un flot sur T*(My), pour une géodésique diffractive g, le morceau
de g correspondant & [t;,t;4+1] est uniquement déterminé par (g(to),9'(to)) pour un
to €]ti,tit1[- Si par hasard on rencontre & I'une de ces extémités un point conique
d’angle 27” la maniére d’y prolonger g est unique. Pour définir sans ambiguité une
géodésique de M, il suffit donc de se donner un couple (g(to),9'(to)) par intervalle
Jti;t;[, ou les points coniques ainsi sélectionnés sont diffractants.

— La condition (1.1) est une condition locale, notamment sur [0,¢] N [t; — ro,t; + 0], ¢
s’identifie & une géodésique diffractive de C, ol « est Pangle du cone pointé en g(;).
D’aprés la description des géodésiques diffractives du cone, on peut parler de rayon
incident et de rayon diffracté en ¢;. La donnée de 1, du rayon incident en chaque point
singulier et du dernier rayon diffracté permet aussi de définir uniquement g.

— Comme M est orientée; pour chaque p € P, on a une orientation du cercle centré en
p et de rayon r < rg. Cette orientation est telle que le vecteur tangent au cercle dans
la direction positive, ﬂmo est tel que (%Vno ,ﬂmo) est une base directe de T}, M. Ceci
permet de définir sans ambiguité la différence x4 — z; entre les rayons incidents et
diffractés: c’est ’angle de diffraction de g en ce point conique.

Exemple : un angle de diffraction nul signifie que la géodésique v arrive en suivant un
rayon et en repart en suivant le méme rayon.
Notations: soit g une géodésique de longueur 7'. On pose:

— Py, le i-éme point conique diffractant rencontré,

— tg,; I'instant de la i-éme diffraction,

- ag4,; I'angle au sommet du cone de sommet pg ;, (rappelons que a,4,; n’est donc pas de

la forme 27),

— By, Vangle de diffraction en p, ;, (c’est un élément de R/ay;Z),
= Iyj = [Tg,i—70,Tg,i+10]N[0,T], de sorte que g, ; a son image incluse dans Bas(pg,i,r0)
et s’identifie donc a une géodésique de Cy ;.

Remarques:

— Conformément & ce qui a été dit, on a volontairement supprimé les points coniques
d’angle de la forme 27” en lesquels on ne choisit pas d’angle de diffraction.

— Toute géodésique de longueur T' de M est un élément de C([0,T]; M). On note, pour
toute partie O de M :

I'r(0) ={g € C([0,T]); M), géod. de long. T t.q. g(0) € O}.

— Dans le contexte des systémes dynamiques sur un telle surface (par exemple dans le cas
de ’étude du billard dans un polygone), on ne définit en général pas les géodésiques
aprés les points de diffraction. On se contente de ne pas considérer le flot dans les
directions qui arrivent sur un point singulier en temps fini (en s’assurant auparavant
qu’on ne perd qu’un ensemble de mesure nulle). On pourra toutefois comparer notre
définition & celle de diagonale généralisée de [53].

Avant d’étudier I'r(M), on termine cette partie par un lemme sur les géodésiques au

voisinage du sommet.

Lemme 10 Soit deuz nombres r < T tels que Bpyr(p;, T + 1) est isométrique & By, (T + 1),
alors, Uextrémité de toute géodésique g, de longueur T et dont l’origine se trouve dans
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B (ps,r) satisfait lVinégalité suivante :

T—r < du(9(T)pi) < T+

Preuve : Iinégalité (1.2) montre que sur [0,7], on a:

dn(9(0),9(t)) < t.

L’inégalité triangulaire donne donc:
Vi e [OaT]a dM(g(t)api) < t+r

Donc, d’une part l'inégalité de droite du lemme est satisfaite, et d’autre part la géodésique
g ne quitte pas Bas(p;,T + r). Tout se passe donc comme si on était sur le cone d’angle «;.
Sur ce dernier, on montre I’inégalité de gauche de la facon suivante. Pour les géodésiques
diffractives, le rayon diffracté mesure au moins 7' — r donc l'inégalité est bonne. Pour les
géodésiques non-diffractives, on le montre d’abord sur le cone d’angle infini, puis on quotiente
pour retrouver le cone C,;. O

Remarque: ce lemme simple est en fait essentiel. Un des buts de la construction du propa-
gateur des ondes sur M sera de montrer que 1’équivalent “quantique” est vrai: c’est & dire
qu’une solution de I’équation des ondes supportée dans Bys(p;,r), aprés avoir évolué pendant
un temps T n’a plus de singularités prés de p; (avant qu’éventuellement elle n’y revienne).

1.1.3 Etude globale de I't(M)
Cette partie est destinée & préciser la topologie de I'r (M) et & montrer la proposition :

Proposition 16 Il y a équivalence entre:
1. K est une partie compacte de M.
2. T'r(K) est une partie compacte de C([0,T]; M).

Avant de pouvoir montrer une telle proposition, il faut munir C([0,7]; M) d’une topologie.
Comme M est un espace métrique complet, il est naturel de mettre sur C([0,T]; M) la
topologie de convergence uniforme. Muni de cette topologie, C([0,T]; M) est alors un espace
métrique complet. (cf [23])

On notera Br,(ar)(g,r) la boule centrée en g et de rayon r pour cette topologie.

On a alors directement le sens (2) = (1) de la proposition 16. En effet, si I'r(K) est
compact, alors K = evo[['r(K)], ou

evg : C(0,T); M) — M
9 = 9(0).

Comme evq est continue pour les topologies employées, ce sens est prouvé.

Pour montrer l'autre sens, il faut d’abord remarquer que ’ensemble I'7(K) est équi-
continu car toute géodésique g est 1-lipschitzienne. De plus, pour g € I'r(K) et t € [0,T],
g(t) € Vr(K), ou Vr(K) désigne le voisinage tubulaire de taille T' de K. Ce dernier étant
précompact si K est compact, on peut utiliser le théoréme d’Ascoli (cf [23]). On vient donc
de montrer :

K compact = I'y(K) précompact.

Pour finir de montrer le sens (1) = (2) de la proposition 16, il suffit donc de montrer
le lemme:

Lemme 11 Si K est fermé, alors T'r(K) Uest aussi.
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Preuve : il y a deux choses & montrer :

1. Si g, — g dans C([0,T]; M), alors g est une géodésique.

2. De plus, si toutes les g, ont leur origine dans K, g a aussi son origine dans K.

Le deuxiéme point est évident puisque ¢g(0) = lim,o g,(0), et que K est fermé.

Le premier revient & dire qu’une suite de géodésiques converge vers une géodésique. On
veut utiliser la proposition 15.

On se place d’abord au voisinage d’un temps to tel que g(to) € My, alors & partir d’un
certain rang, tout se passe dans Bar(g(to),ry) qui est isométrique & la boule correspondante
de R?. Or, sur une variété riemannienne, une courbe qui est limite uniforme de géodésiques
est aussi une géodésique (cf [34]). Ainsi, de proche en proche, on définit autour de chaque
to tel que g(to) € Mo un intervalle maximal Jty;td [ sur lequel g est géodésique. Comme
Iintervalle est maximal, nécessairement, g(ta'r) est un point conique de M.

Pour pouvoir conclure que g est une géodésique, il nous suffit maintenant de montrer
premiérement que g~ !(P) est discret, et deuxiémement qu’en un point conique d’angle de la
forme 22, angle de diffraction est 7. Soit donc #o tel que g(to) = p € P. On choisit £ < 22
et n suffisamment petit pour que € + n < ro. En utilisant le caractére lipschitzien des g, et
la limite lim, g, (to) = p, on trouve ng tel que:

Vn>ng da(gn(to —e).p) <e+1n.

Les restrictions sur € et 1 associées au lemme 10, montrent que toute géodésique issue de
gn(to — €) et de longueur 2, d’une part reste dans B (p,ro) et d’autre part se termine au
moins & distance € —n de p. Notamment :

Vn > ng, duy(gn(to +€),p) > € —.

Un démonstration analogue montre que pour les mémes € et 7, on a un entier n; tel que

Vn > ny, dy(gn(to —€),p) > € —n.

Comme on peut faire tendre € vers 0, on a bien montré qu’au voisinage de to, g(to) est le seul
point conique. De plus, si par hasard ’angle au sommet de g(to) est de la forme 27”, on peut
relever la situation & R? dans lequel la suite de géodésique converge alors (sur [to —&,tg +¢]),
ce qui impose & g d’avoir un angle de diffraction égal & 7. Ce qui achéve alors de montrer le

lemme et donc la proposition. O

1.2 Complexité classique des géodésiques

Le but de cette partie est de donner des renseignements assez précis sur la géométrie
locale de T'r(M). La surface M étant fixée, on se contentera de parler de I'r. Il est naturel
dans un premier temps de partitionner I'r en regroupant ensemble les géodésiques qui ont
les mémes points de diffraction. La maniére dont ces différentes parties s’agencent les unes
par rapport aux autres peut étre relativement compliquée. Il est donc nécessaire d’éclaircir
un peu ce point.

1.2.1 Geéodésiques réguliéres

Comme annoncé dans 'introduction de cette partie, on commence par regrouper les
géodésiques suivant leurs points de diffraction. On note [p]lny = (pi, ,Pis, - - - iy ) un N-uplet
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de points coniques (en tenant compte de 'ordre). On appelle alors F[TQ]N Pensemble des

géodésiques g, de longueur 7', qui ont N points de diffractions et telles que
Vi< N pg;=pi,

(avec les notations de la page 57). De tels F[jlf]N peuvent étre vides (c’est notamment le cas

si N est trop grand par rapport & T').
Par convention, on notera I'}., 'ensemble des géodésiques non-diffractives, de longueur
T.

Définition 4 Soit g € I‘Lﬁ]N , g est réguliere s’il existe un € tel que:

Br.(g,¢) C 1“[7’3]”.
FElle est exceptionnelle dans le cas contraire.

On peut donner une caractérisation des éléments réguliers de I@]N par les suites. Celle-ci
découle principalement du lemme suivant :

Lemme 12
Soit g € T'r, alors, il existe r1 tel que tout élément g' de Br,(g,r1) vérifie les deux propriétés
sutvantes :
1. Sur chaque intervalle I, ;, g' s’identifie 4 une géodésique de C
2. En dehors de ces intervalles, g' est non diffractive.

Qg,j*

Preuve : commencons par le cas non-diffractif. Au voisinage de to tel que g(to) € My, on
peut mettre une boule isométrique & la boule de R%. Si g(ty) € P alors ’angle du point
conique est de la forme 2%, on a alors un revétement de la boule By (g(to),r0) par la boule
de R? de méme rayon. Ce revétement est ramifié d’ordre k au dessus de g(to). En prenant ¢
assez petit et en recollant les boules précédentes, on définit une application continue j entre
le rectangle de R? défini par

le.T + e[x] — e.]

et un voisinage de g, de plus j(¢,0) = ¢(t), et j est une isométrie locale sur ce méme rec-
tangle privé des points (t,,0) correspondant aux points coniques de g. Les géodésiques de M
proches de g([0,7"]) correspondent alors & 'image par j des segments inclus dans ce rectangle.
Pour tout r; < g, le lemme est alors vérifié

Si g est diffractive, considérons g’ € Br, (g,r(). Comme Bas(p;,ro + ;) est isométrique &
Be,,, (ro +rg), sur chaque intervalle I, ;, 'image de g' s’identifie & une géodésique de Cy, ;.
En dehors de 'intérieur de ces intervalles, on fait la construction précédente, ce qui fournit
un ;. En posant r; = min(rj,r}), le lemme est vérifié. O

Exemples :

1. le lemme précédent montre qu'une géodésique non-diffractive est réguliére.

2. Une géodésique se terminant sur un point conique est forcément exceptionnelle.
En effet, soit g une géodésique de longueur T et telle que g(T) € P. 1l est toujours
possible de trouver un ¢ et de définir une géodésique g sur [—¢,T] coincidant avec
g sur [0,T], et non diffractante sur [—¢,0[ (§ est unique dés que € est assez petit et
que g(0) € My). Pour €' < €, on pose g/ (t) = §(t — &') sur [0,T], alors g.» est dans
Br,.(am)(g,¢") et posséde une diffraction de moins que g. Comme ¢’ peut étre choisi
aussi petit que ’on veut, g est exceptionnelle.
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Le lemme 12 permet aussi de montrer la proposition suivante :

Proposition 17
Soit g € I‘Lﬁ]N, les deux assertions suivantes sont équivalentes :

— g est réguliére.
— Toute suite (gn)nen de I'r, tendant vers g, vérifie la propriété suivante :
dng | Vj <N Vn2>mng gn,, (1.4)
est une géodésique diffractive de C,,, ;. )

Preuve : soit g € I‘[Tp]”, et soit 71 fourni par le lemme précédent. Si g est réguliére, il existe

r < r; tel que Br,(g,r) C I‘Lﬁ]N . Comme g, tend vers g, il existe alors ng rang a partir duquel
gn est dans cette boule, et donc nécessairement diffractive en chacun des pg,;. Mais comme
r < ry, d’aprés le lemme 12, ces diffractions ont forcément lieu dans les intervalles I, ; ; ce
qui montre le point 2. Inversement, si g n’est pas réguliére, le lemme précédent fournit r;.
Pour tout n tel que = < ry, il y a un élément de Br,(g,=) qui n’est pas dans FL}’]N. On
construit donc ainsi une suite g, tendant vers g et infirmant le point 2. O

On peut définir un concept un petit peu plus précis que la seule distinction régu-
liére/exceptionnelle ; en comptant & combien de parties I‘L}’]N une géodésique g est adjacente.
On définit ainsi la complexité classique d’une géodésique.

Définition 5 (complexité classique)
Soit g € I'r, la complexité classique de g est le nombre de N-uplets [p]n (N n’étant pas fizé)
tels que :

geTy.

On notera ce nombre c.(g).

Remarques:
1. g est réguliére si et seulement si ¢(g) = 1.
2. Si Ny est le nombre de diffractions le long de g,

g€ F[%’]N,

implique N < Ny. En effet, la limite d’une suite d’éléments de 1“[7’3]” a au moins N
diffractions.

3. Les complexités de g et de g(T — -) sont égales. La complexité classique semble donc
attachée a la géodésique “physique” plutét qu’a sa paramétrisation. Toutefois, pour
une géodésique périodique, la complexité classique dépend du point de départ choisi.

4. Tl existe une notion de complexité d’une trajectoire (semi)-infinie dans un billard po-
lygonal (cf [68]). Elle n’est, a priori, pas reliée avec la complexité classique qu’on vient
de définir ici.

Le résultat principal de cette partie relie la complexité d’une géodésique a la suite des

angles de diffraction. La partie suivante est consacrée i la construction de géodésiques ex-
ceptionnelles.
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1.2.2 Construction de géodésiques exceptionnelles

Soit g une géodésique de longueur T ayant N points de diffractions. La restriction de
g a I, ; définit une géodésique de M qui s’identifie & une géodésique de Cy, ;. De plus, si
9" € Br, . (M)(g,r;), alors 9\119,1- s’'identifie aussi & une géodésique de Cq, ;. On peut, & I’aide
de la proposition 17, montrer le lemme suivant, qui relie les géodésiques exceptionnelles du
cone & celle sur M.

Lemme 13
Soit g € T'r (M),

V4, g1, , réguliere (dans C,, ;)] = g réguliére (dans M).

Preuve : prenons (g,) une suite d’éléments de I'r(M) tendant vers g, alors, pour tout j,
a partir d’un certain rang, g, ;, , s’identifie & une suite d’éléments de I';(Ca, ;) qui tend
nécessairement vers g7, .. Si cette derniére est réguliére, alors, & partir d’un certain rang,
9n|1, , est diffractive en py ;. Comme il n’y a qu’un nombre fini de points diffractifs le long de
g, on peut trouver un rang & partir duquel g,, est diffractive en chacun des pg ; (et nulle part
ailleurs en utilisant le lemme 12). La géodésique g est donc réguliére d’aprés la proposition
17. O

Remarque: la réciproque est fausse comme on le verra par la suite.
Une conséquence de ce lemme est qu’il est important de comprendre les géodésiques
exceptionnelles de C,,.

A- Sur le céne C,

On sait déja que les géodésiques non-diffractives du cone sont réguliéres. Il reste donc a
examiner les géodésiques diffractives. D’aprés ’exemple 2 page 60, on peut se contenter de
considérer une géodésique diffractive dont aucune des extrémités n’est le sommet du cone.

On va commencer par construire une classe de géodésiques exceptionnelles, et ensuite
montrer qu’on les a ainsi toutes décrites.

On rappelle que (R,z) sont des coordonnées polaires sur C,, ; R € [0,00[, z € R/aZ. Pour
m = (Rm,%m) € Cq situé a distance R, du sommet du cone, on note

g™ [O,R,] — Co
t — (Rm —t,om)

la parameétrisation du rayon issu de m.
La paramétrisation de la géodésique diffractive de longueur T'(> R,,) issue de m et
faisant un angle de diffraction 3 est alors:

g: [0T] — Ca
. N (Rpm — t,xm)  t< Ry
(t_ Ry, +5) t> Ry
Remarques:
1. g ainsi définie se prolonge & [0,00].
2. On notera g™ les deux paramétrisations correspondant & 3 = 7 (considérées sur
[0,00[). Par définition, I’angle de diffraction le long de g™ est .
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3. Si « est de la forme %’T, les images de g1 et g™~ sont confondues. Dans ce cas, du

point de vue classique, le flot géodésique se prolonge par continuité au passage d’un tel
point conique et on n’a pas besoin de définir les géodésiques diffractives en ce point.
D’un point de vue quantique, on traite la propagation des ondes par la méthode des
images.

4. Si la s.e.s.c. vient d’un polygone, la condition précédente revient & ne traiter que des
polygones dont les angles ne sont pas de la forme 7.

La figure ci-dessous représente g™+ sur le cone Cq, et éclaire la démonstration de la

proposition suivante.

a > 2T

a < 2m

Proposition 18 Pour tout m de Co\{p} et T > Rp, la restriction de g™* 4 [0,T] est une
géodésique exceptionnelle de longueur T .

Preuve : on va montrer que g™% est limite d’une suite de géodésiques de longueur T non-
diffractives. Ce qui assurera alors la conclusion.

On commence par munir R?> de coordonnées cartésiennes (u,v) et on notera (R,r) les
coordonnées polaires habituelles associées. On définit alors les secteurs angulaires :

S+ = {(R,ZI]’) |R>0,$€]_37ﬂ7%[}
= {(u,w) € R2\{0} x [0,00[},
S~ = {(Rg)|R>0,z¢€]— %32}

{(u,v) € R®\{0}x] — 00,0]}.
Les application définies par

Em™E . §E — Ca
(Rx) — (Rxm+xz—m)

sont des isométries locales, dont I'image évite le sommet. On a de plus les propriétés sui-
vantes :
1. Comme E™* sont des isométries locales, un segment de R? de longueur L, inclus dans
St (resp §7) est envoyé via E™™ (resp E™ ™) sur une géodésique de C,, de longueur
L et non-diffractive.
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2. Par E™%  les cercles de R? centrés & origine sont envoyés sur les cercles de C, centrés
au sommet. Notamment, si une suite de point de ST (ou de S~) tend vers 'origine
(dans R?), son image tend vers le sommet du cone.
E™* et E™~ coincident sur St NS~.
Les applications E™% sont injectives sur tout secteur angulaire d’ouverture < a.
Si a < 2, les applications E™ sont surjectives.
Si a > 2w, E™* sont injectives, et les images de E™% et E™~ restreintes respecti-
vement & ST\ST NS~ et ST\St NS~ sont disjointes.
7. Dans le cas ol @ > 2, on peut faire de E™* une isométrie, mais il faut alors munir
S* non pas de la distance induite par R?, mais de la distance induite par la longueur
des courbes (cf [40])
Pour £ > 0, les applications définies par §F(t) = (¢, + €) définissent des géodésiques
incluses respectivement dans S*. En appliquant E™*, on obtient donc deux familles (gsi)5>0
de géodésiques non-diffractives de C,. Grace aux propriétés de E*, on montre alors:

S o @

lim g* = ¢*
s—>0g5 9

ce qui termine la preuve de la proposition. d

On veut maintenant montrer qu’on a ainsi construit toutes les géodésiques exceptionnelles
de C%. Pour cela, on commence par montrer un lemme dans le plan.

Lemme 14 Dans R?, on fize T et [a,b] C [0,T]. I existe alors une constante C telle que:
st g1 et go sont les paramétrisations par longueur d’arc de deux segments de longueur T
linégalité suivante est satisfaite :

llg1 = g2lloo0,71 < Cllg1 = g2lloo,[a,5]>

04 ||.||co,s désigne la norme de la convergence uniforme sur lintervalle I.

Preuve : cela découle directement de ’écriture:

9(b) — g(a)

' —q x (t —a),

9(t) = g(a) +

valable pour tout segment. O

On peut maintenant montrer la proposition :

Proposition 19 Soit g une géodésique exceptionnelle de Cy de longueur T et d’origine m,
alors T > R, et g = gﬁg’}] (ou g = gﬁa}].).

Preuve : comme g est une géodésique exceptionnelle, elle est diffractive. De plus g € T%(C,).
11 existe donc une suite (g,) de géodésiques non-diffractives tendant vers g.

Au voisinage de g(0), en utilisant E™* on trouve des segments g, définis sur [0,b] et
incluses dans ST NS~. Ces segments se prolongent de proche en proche en restant, soit dans
St soit dans S~ (car les g, sont non-diffractives). Donc,

Vn, 3£ | gn = E™E(Gn).

En passant a la limite, cela a deux conséquences (on rappelle, que a n’est pas de la forme

2T”): premiérement, 3 partir d’un certain rang, il n’y a plus qu’une seule possibilité (+ ou

—), deuxiémement, g,, — g™ % (suivant I’alternative précédente). O
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Cette proposition a pour corollaire :
Corollaire 3 Soit (g,) une suite de géodésiques non diffractives de C, tendant vers g™+
(resp. g™ ), Ing | Vn > ng telle qu’on ait respectivement :

g, C S+ t.q gn = Emﬂ_(ﬁn)a

(resp. C S™).
Les deux propositions précédentes peuvent étre résumées dans le corollaire suivant :

Corollaire 4 Une géodésique g de C,, est exceptionnelle si et seulement si elle satisfait une
des deux propriétés suivantes :

1. Une des extrémités de g est le sommet du cone.

2. L’angle de diffraction le long de g est +m.

Avant de passer & une description détaillée des géodésiques exceptionnelles de M, et au
calcul de la complexité classique, on va généraliser la construction des g™+ a M.

B- Généralisation a M

Le cas du cone nous apprend que les angles de diffraction valant +7 jouent un role
particulier, on peut notamment reformuler le lemme 13, et donner une condition suffisante
de régularité.

Proposition 20 Sur M, pour une géodésique g diffractive, dont les extrémités ne sont pas
des points coniques, on a l’'implication suivante :

Vi By, # £7| => g est réguliére.

Remarque: la réciproque de cette proposition n’est pas vraie.

Pour chercher des géodésiques exceptonnelles sur M, on va partir d’un élément (mg,ug) €
S*(M,) pointant vers un point conique et construire deux géodésiques g(™o-#0):% le long
desquelles TOUS les angles de diffractions seront 7 (resp —)..

Ceci est rendu possible par la proposition suivante, qui sert aussi de définition.
Proposition 21
Soit (mo,uo) € S*(Mp) pointant vers un point conique, on peut alors définir

— une suite de temps (T;r),-zl strictement croissante, sans point d’accumulation, éven-

tuellement finie,

— une géodésique g(mo-Ho)+ de [0, + oo dans M,
telle que :

VT, gl ot € Tr(M),

et, le long de cette géodésiques, les T;r correspondent aux diffractions, et en chaque diffrac-
tion, l'angle de diffraction est m.

Preuve : comme (mg,uo) pointe vers un point conique, il existe un temps 77 et un point
diffractif p;, telle que g?mom) soit défini sur [0,T1[, et tende vers p;, en Ti. En ce point,
on prolonge la géodésique ainsi trouvée en faisant un angle de diffraction de m, on définit
ainsi g(mo:#o)t jusqu’au temps Ty + 7o, et on pose T;t = Ty. On prolonge alors cette
géodésique, indéfiniment si on ne rencontre plus de point diffractif, ou bien jusqu’au point
diffractif suivant ot on la prolonge en faisant le méme angle de 7. Par induction on a bien
la proposition. O

Remarques:
1. On notera ¢! la suite des temps le long de g correspondant & des points coniques
non-diffractifs.
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2. On a la méme proposition en faisant & chaque diffraction un angle de —m. Ce qui
fournit une suite (7"), et une géodésique g(mo+o)-—.

3. Il est commode de poser par convention TOjE =0, et, dans le cas ou la suite TijE est finie
et comporte N éléments, 7= 41 = too.

4. Par définition, les géodésiques g{™#):* se recollent en vérifiant la propriété suivante.
Soit (mo,uo) et (mi,u1) le point et la direction atteintes par g(™e#o)+ au temps
T #T;t, alors:
g(mlvﬂl)ﬂ'(t) — g(mo’“o)’+(T+ t).

5. Dans les cas ou le point de départ n’est pas ambigu, on pourra omettre de préciser
(mo,ko) (abus que ’on a d’ailleurs déja fait pour la suite des temps T:5).

On va maintenant montrer que ces géodésiques sont elles-aussi exceptionnelles (cf prop
18). La preuve de la proposition 18 consiste & trouver une isométrie locale entre un ouvert
du plan et C, dans laquelle la géodésique concernée est clairement identifiée. Pour définir
ici des ouverts jouant le méme réle que les S* sur le cone. Il faut faire attention & deux
choses, d’une part que le long de la géodésique il peut y avoir plusieurs points diffractifs,
d’autre part, entre les points diffractifs, la géodésique peut passer “assez” prés de P. Ce sont
donc des espéces de rectangles “fendus” de R?, dont on donne ci-dessous la définition, qui
vont nous étre utiles. De facon rapide, on obtient ces rectangles “fendus” en mettant bout &
bout, les rectangles construits autour d’une géodésique non-diffractive (cf lemme 12) et les
secteurs angulaires ST construits sur le cone.

On rappelle que (u,v) est un systéme de coordonnées cartésiennes sur R?.

Définition 6 Soit (T;)i1<i<n et (tj)1<j<m deuz suites croissantes de nombres strictement
positifs, et tous distincts. Pour € € R™ et T < max(Tn,tm) on définit:

RE((T) (1)) =) — T+ e[x] — e\ [UX{(Ti) | 0 < 0 <} UZY {1,]

Ces rectangles nous sont utiles grace au lemme suivant :

Lemme 15 Soit (mo,uo) pointant vers un point conique. Soit T €]T;" T; [, il existe alors
€ et une application continue E1 de

R;((T]—F)nga(tj)as) ) {Th e Tiatla e 7ti1}5

dans M vérifiant les deux propriété suivantes :
1. Et est une isométrie locale de RWTL((T;L)J-SZ-,(t?'),E) dans Mo,

2. pour t € [0,T], E*(t,0) = g(mo,uo)(t)‘

Preuve : on va montrer le lemme dans le cas ot il n’y a pas de points coniques non-diffractifs.
La présence de ceux-ci ne change rien. Au voisinage de t;, ET est alors le revétement & k
feuillets de Czx par R2.

Soit T €]T;t, T, [, et considérons la géodésique gl([ron ) °* Le lemme 12 fournit un ry

tel que le voisinage tubulaire de taille ; de chaque morceau de g(mo:#0):+ correspondant &
[T]-Jr + ro,TijH — 19] N [0,T] ne rencontre pas P (et ceci pour 0 < j < 4, avec la convention
donnée dans la remarque 3 ci-dessus). On prend € = 71/ V2, et on note

uj = R;(Tl—i_7 T 7Tz'+76) N {(U’:U) | u € [TJ+ + 70— TlaT;—_f—l —7To+ 7'1] N [OaT]}

On peut alors construire, pour chaque j, une isométrie locale de U; dans My, ayant la
propriété 2 de la proposition (la propriété 1 n’a ici pas d’objet).
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Au voisinage de chaque pg+ ; toujours, d’aprés le lemme 12, tout se passe comme si on
était dans B, (ro+rf). Comme g+ est définie en faisant un angle de diffraction de +7, on
a une isométrie locale directe de ST NBr2(0,r¢ +1() dans M vérifiant le point 1. On translate
ST NBg2(0,rg +rgy) de maniére & amener lorigine sur le point (Tj+,0), et on définit V; comme
I’intersection de cette boule fendue avec R? (T1+ oo ,Tf,s) On a alors une isométrie locale
directe vérifiant 1 et 2 définie sur V;.

Il reste & voir que sur les intersections U/; N Vj/, les deux isométries locales directes
coincident. Quitte & restreindre ¢, on peut supposer que les isométries associées aux U; et
V; sont bijectives sur de telles intersections. La fonction de transition est alors bien définie,
et c’est une isométrie locale directe. Comme elle laisse invariant un petit segment (d’apreés la

propriété 2), c’est I'identité. On a donc bien défini globalement sur R: (T}, - -+ ,T;e) une

isométrie locale directe avec les propriétés 1 et 2. Celle-ci se prolonge par continuité aux

points (T3,0). O
Remarques:

1. On a la méme proposition en mettant des exposants — partout.
2. Comme auparavant, on notera E* isométrie locale de R (T, - -+ ;T ) dans M.
3. Pour ne pas alourdir trop les notations, on parlera d’un rectangle de type Rt (resp
R™) pour un rectangle de R? avec un certain nombre de coupures “vers le haut” (resp.
“vers le bas”). De maniére générale, le nombre de coupure est donné par la suite Tf
(resp T;7), et la largeur du rectangle par le lemme 12.
Le fait que les applications E* soient des isométries locales donne tout de suite la pro-
position suivante :
Proposition 22 Soit (mo,ue) pointant vers un point conique en un temps T1, alors

VT > T, gl

sont des géodésiques exceptionnelles.

Preuve : on le prouve pour g‘([’:)1 (;]” o+ On peut supposer que T' # T; sinon, la géodésique

s’arréte en un point conique, et est donc exceptionnelle. On peut donc trouver i tel que
T;* < T < Tj.,, on construit alors le rectangle R (Ti", - - - ,T;" ¢) et E* fournis par le lemme
précédent. Dans ce rectangle, les segments [0,7] x {s}, pour —¢ < s < 0 sont des géodésiques,
et s’envoient sur des géodésiques de M. Cette famille de géodésiques non-diffractives tend

alors vers gl([:)rtgl]“o)’Jr. O

On va maintenant montrer deux propriétés utiles par la suite, et découlant de l'existence
de ces rectangles RE.

Lemme 16 Soit (mg,uo) pointant vers un point conique en un temps T, alors, pour tout
temps T > Th, il existe un n tel que toute géodésique issue de (mo,u) avec p €|ug — n,po +
n\{uo} est non-diffractive jusqu’au temps T

Preuve : il existe un 7" > T tel que T’ n’appartienne ni au (7;"), ni au (7;"). On considére
les rectangles R* associés aux géodésiques gl([ron g:fio)’i. Pour une direction p suffisamment

proche de po, la géodésique de longueur T" issue de (mg,u) sera incluse dans un de ces deux
rectangles et sera donc non diffractive. O

Ce lemme a deux corollaires intéressants :

Corollaire 5 Soit mq € My, et Ty fixé, le nombre de direction p pointant vers P en un
temps inférieur a Ty est fini.
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Preuve : Soit p une direction telle que la géodésique de longueur T issue de (mg,u) est
non-diffractive. Comme cette derniére est réguliére, on peut trouver 7, tel que, toutes les
géodésiques de longueur T issues de (mg,u’), avec |u— p'| < n, sont non-diffractives. Autour
d’une direction diffractive p avant le temps T, le lemme précédent fournit aussi un 7, tel
que parmi les directions y' telles que |’ — p| < n, il n’y a qu’une seule direction diffractive
en un temps inférieur & Ty. Comme S est compact, il suffit d’extraire un sous-recouvrement
du recouvrement par les | — 1,1 + 1, [ pour avoir le corollaire. O

Corollaire 6 Soit (mo,uo) € S*(My) pointant vers un point conique, alors, pour tout temps
T ona:

+ —_ T 0
g|[0,T] - ul_lgjgz [g(mo’“)]HO,T]'

Preuve : on fixe T, le corollaire précédent assure que pour u suffisamment proche de uo,
g?mo’u) est bien définie sur [0,7]. En utilisant ’isométrie locale au voisinage de my, il existe
un b telle que la convergence soit uniforme sur [0,b]. Le lemme 14 montre alors premiérement
que I'image de g?mO’ ) reste dans 'image de S * (suivant le signe de p— o), et deuxiémement
que la convergence est uniforme sur [0,T]. O

Le lemme précédent dit que partant d’un point de Mj les directions pointant vers un
point conique, en un temps inférieur & T sont isolées. Si on ne met pas de borne sur le temps,
on obtient alors le lemme suivant.

Lemme 17 Sur une s.e.s.c. compacte, pour tout point mg, l’ensemble des directions dans
lesquelles la géodésique issue de mq finit par arriver sur un point conique est dense.

Preuve : elle se fait par ’absurde. Supposons qu’il existe un intervalle de directions, centré
sur po sur lequel g0 est définie pour tout temps positif. La distance entre g?mo’ uo)(t) et P
tend alors vers 'infini avec ¢, ce qui n’est pas possible si M est compacte.

Le lemme 5 est encore vrai si on part d’un point conique. La démonstration est un peu
plus longue, car il faut raccorder les rectangles R* a la boule By (pi,ro + rh), mais elle est
essentiellement identique.

Lemme 18 Soit p; € P, et my un point situé a distance v de p; tel que la géodésique
prolongeant le rayon issu de p; et passant par mg est non-diffractive sur ]0,T1[ et tend vers
un point conique p; en T1. Soit T > Ty, il existe r tel que toute géodésique g de longueur T
issue de p; et telle que 0 < dpr(g(ro),mo) < r est non diffractive sur]0,T].

Preuve : soit g la direction du rayon issu de p; en myg, on considére g(mo:#0):+ (c’est possible
puisque la géodésique issue de (mo,p0) pointe vers p;, et y arrive dans le temps T1 —1rg). Soit
T > Ty Comme dans la preuve du lemme précédent, on trouve un 7" > T qui ne correspond
& aucune diffraction, ni le long de g1 ni le long de g, et on construit les rectangles R% (e)
correspondants. En recollant ’image de ces rectangles avec Bas(p;,ro + 13), on voit que le
cercle centré en p; et de rayon rg sur M, et le cercle de centre (—r,0) et de rayon ry dans
R? se correspondent par E*. Or, dans R?, considérons les segments issus d’un point de
S((—=7r0,0),r0) N B(0,r), dirigés suivant la normale extérieure a ce cercle, et de longueur 7".
Si r est assez petit, ceux-ci sont inclus dans R%, (le + ou le — étant déterminé par le signe
de V'ordonnée de départ). Une fois ce r choisi, considérons les rayons issus de p; et passant
dans Bas(mo,r). Sur lintervalle [ro,ro + 75, ils sont images par E* d’un des segments de R?
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précités. On peut donc les prolonger dans R? en restant dans un des R*. Le rayon dont on
est parti se prolonge donc de fagon non-diffractive jusqu’au temps 7. O

On a alors le corollaire :
Corollaire 7 Le corollaire 6 reste vrai en partant d’un point conique.

Le but de la partie suivante est de trouver une caractérisation des géodésiques excep-
tionnelles par la suite de ses angles de diffraction. On va en fait calculer la complexité d’une
géodésique suivant ses angles de diffractions.

1.2.3 Calcul de la complexité

On va revenir sur la caractérisation des géodésiques réguliéres par les suites. Celle-ci dit
qu’une géodésique g est réguliére dés que toute suite 'approchant a les mémes diffractions
que g & partir d’un certain rang. Plus généralement, pour une géodésique (réguliére ou non)
il est intéressant de savoir quels sont les points diffractifs “obligatoires”, c’est-a-dire les points
diffractifs par lesquels toute suite approchant g doit passer. On a donc la définition :

Définition 7 (point diffractif régulier le long d’une géodésique)

Etant donnée g une géodésique diffractive de longueur T'. Soit py ; un de ses points diffractifs
et Ty ; le temps correspondants. On dira que py ; est régulier (relativement d g) si toute suite
(9n) de T'r, tendant vers g, vérifie la propriété suivante :

dng | Vn > no gnp, (1.5)

est une géodésique diffractive de Cy,, ;. )

Si pg,; nest pas régulier, on dira qu’il est exceptionnel. On notera R(g) l'ensembles des j
pour lesquels py ; est régulier.

On commence par faire quelques remarques concernant cette définition :

1. Cette notion de point régulier est une notion attachée a la géodésique, et pas seulement
au point conique. On peut donner une version “locale” de la définition précédente en
disant que p, ; est un point régulier local dés que py ; est régulier pour la restriction
de g & un voisinage de T, ;. La régularité locale se voit alors uniquement sur le cone
et on a ’équivalence suivante :

Dyg,; Point régulier local & B, ; # +m.

2. La propriété 1.5 est & rapprocher de 1.4, et la proposition 17 revient & 1’équivalence
suivante (pour une géodésique ayant N diffractions) :

7 est réguliére <= R(vy) = {1,--- ,N}.

3. Si pg,; est exceptionnel le long de g, il existe une suite g, de géodésiques, non-
diffractives sur I, ; et tendant vers g. En restriction & cet intervalle, tout se passe
sur Cq, ; et donc d’aprés la partie précédente, 3, ; = £, mais la réciproque n’est pas

vraie (cf exemple ci-dessous).

4. Soit p, ; un point régulier de g. Prenons une suite (g,) tendant vers g, & partir d’un
certain rang g, passe nécessairement par p, ;, on peut donc définir les rayon incident
et diffracté de g,,. De plus, ces rayons tendent vers les rayons incident et diffracté de
g.
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La remarque 3 donne une condition nécessaire pour qu’un point diffractif soit exception-
nel. Le but de ’exemple suivant est de montrer que cette condition n’est pas suffisante.

Exemple : Soit ¢ une géodésique de longueur T' possédant trois points diffractifs et dont
les angles de diffraction sont +m, — @, + «. On va montrer qu’alors p,» est exceptionnel.
On commence par construire dans R? un rectangle analogue aux R% mais dont les coupures
sont situées difféeremment. On pose donc

R(e) =] —eT +e[x]—ee[ \[{(Ty1,v) 0<v<e}
U{(Ty2,v) —e<v<0}U{(Th3,v) 0<wv<e}].

On montre de la méme maniére que pour les R% que, pour £ assez petit, il existe une
isométrie locale E, de R(g) dans My, et ayant les mémes propriétés que les E*.

Supposons que pg 2 soit régulier, et considérons une suite (g,) tendant vers g, et évitant
Pg2- A partir d’un certain rang, on peut trouver une suite g, de segments de R? tendant
vers [0,T] x {0} au voisinage de T 2 — ro. Comme g,, doit tendre vers g, g, doit étre inclus
dans R(e), mais la position des coupures interdit I’existence de tels §,. Le point conique
Dg,2 est donc bien régulier.

Une démonstration analogue montre que si la suite des angles de diffraction contient une
séquence

(Zt7T,:F7T,"':F7T,:|:7T),

alors, exceptés éventuellement le premier et le dernier, tous les points coniques de cette
séquence sont réguliers.
Notamment, on a le lemme :

Lemme 19 Soit g une géodésique diffractive ayant N diffractions, R(g) = 0 implique que
la suite des diffractions est

(777"' 3Ty =Ty e ,—71')

——

k fois N—k fois

ou

(_7Ta"' y T T, Ty 771-)5

—_———— ——

k fois N—k fois
(k éventuellement nul).

Preuve : tout d’abord R(g) = § implique que tous les angles de diffractions sont =+, et
Pexemple interdit une séquence (7, —m,---, —m, m) (ou (—m, m,--- , ™ —m), ce qui assure
le lemme. u

La derniére remarque suivant la définition des points diffractifs réguliers, associée au
lemme 18 permet de montrer le lemme suivant.

Lemme 20
Soit g une géodésique, s’il existe jo,j1 deux éléments de R(g) tels que jo < j1, alors jo+1 €
R(g).

Preuve : on considére une suite g, tendant vers g (de longueur T'). A partir d’un certain
rang, gn est diffractive & la fois en p, j, et en p, ;. Notamment, g, suit un rayon issu de
Dg.jo- De plus, comme g, tend vers g & partir d’un certain rang, le rayon suivi par g, est
proche du rayon défini par g. Or le lemme 18 dit précisément que localement, le rayon suivi
par g est le seul qui rencontre un nouveau point conique (avant le temps 7T'). Comme g,
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doit étre diffractive en py j,, gn suit forcément le méme rayon que g (avec éventuellement
un petit décalage de temps), et rencontre donc forcément le point conique suivant. O

On déduit de ce lemme la proposition :
Proposition 23
Pour toute géodésique diffractive telle que R(g) # 0, il existe jo et j1 tels que:

R(g) ={j | jo <j <iji}-

Preuve : on appelle jo et j; les plus petit et plus grand éléments de R(g), et on applique le
lemme précédent j; — jo — 1 fois. O

On va maintenant caractériser jo et j; en fonction des angles de diffraction le long de ~.

Proposition 24
Soit g de longueur T, ayant N diffractions et telle que R(g) = {jo < j < j1}, on a alors les
propriétés suivantes :

J1 :]V@Bg,N#:l:Tr
1 <N = Jey ==%£1, | V) > ji, By; =€, et By, #e1m.

Remarque: les propriétés symétriques concernant jo sont également vraies :

j(]:l@ﬂ%l;é:f:ﬂ'
jo>1 = Jegg = £1, | Vi < Jo, ﬂ,y,j = goT, €t Bg,jo # goTr.

Preuve : on montre d’abord que si p, v = £m alors j; < N. En effet, §’il n’y a qu’une
diffraction, la géodésique considérée est de la forme g*. Elle est donc exceptionnelle, et son
point conique ne peut étre régulier.

S’il y a au moins deux diffractions, on construit une suite approchant g et évitant le
dernier point conique de la fagon suivante: on suit g jusqu'au N — 1 point conique, et &
partir de ce dernier, comme (4 y = %7, on peut trouver une suite de rayons donnée par le
lemme 18. D’aprés ce lemme, la suite de géodésique ainsi construite n’est pas diffractive en
Py, N €t converge vers g.

Supposons maintenant que j; # N, alors py j,+1 est exceptionnel, on peut donc trouver
une suite g, tendant vers g et évitant p, j,+1. Tous les éléments de cette suite passent
forcément par p, j, et suivent un rayon issu de ce point conique. Le lemme 18 assure alors
qu’a partir d’un certain rang, g, n’est plus diffractive aprés avoir rencontré p, ;, et que sa
limite est forcément de la forme g*, d’oti 'existence de €.

Pour montrer que f,,;, # €17, on examine l’alternative suivante:
ou bien, j; =1 et dans ce cas f,,j, # €17, sinon la géodésique est du type g°!,
ou bien j; > 1 et dans ce cas, si By, = €1, en utilisant p, j, —1 comme pivot, on peut
construire une suite tendant vers g et évitant p, j,, ce qui est contradictoire. O

Cette proposition permet de décrire assez précisément la suite des diffractions le long de
g en vue du calcul de la complexité :

Corollaire 8 Le long d’une géodésique diffractive g la suite des angles de diffraction est de
la forme :

(§07r;"' 0T, —E0T, "+ ,—5075)
ko K
(607r7 st LEeT aﬂg,jo: Tt aIBQ,J‘UElﬂ_J e ngﬂ)a
—_———— —_——

ko k1
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avec ko,k1 éventuellement nuls, et dans le deuziéme cas B, # €im, i = 0; 1. De plus, dans
le deuzieme cas, R(g9) = {jo < j <j1}.

Preuve : le premier cas inclut le cas R(g) = 0, et le deuxiéme correspond 4 la proposition
précédente. O

Calcul de la complexité, R(g) # 0

C’est le cas dés lors que la suite des angles de diffraction est sous la forme:

(60777 crLEQT 7ﬂg,j07 e 7/39,j1 , TEQT,tt , — 8077)'
~—————— —_——
ko kl

On a alors la proposition suivante :
Proposition 25 Si la suite des angles de diffraction est de la forme précédente, alors :

ce(9) = (ko +1) x (k1 +1).

Preuve : il s’agit de compter les différentes maniéres d’approcher g par une suite de géodé-
siques g,. Quelle que soit cette suite, tous les éléments doivent étre diffractifs en py j, et en
Dg.j,- La méme démonstration que le lemme 20 prouve que le long de ¢', géodésique infini-
ment proche de g, les diffractions communes & g et g’ concernent un ensemble {j) < j <ji}
d’indices. Inversement, en utilisant un rectangle fendu le long du début de la géodésique,
et un autre le long de la fin de la géodésique, on voit qu’a toute sous-séquence de ce type
pour laquelle 5§ < jo et j; > j1, on peut associer un FT[I’E]N adjacent a g. Il suffit donc de
dénombrer les sous séquences du type: {jj < j < ji}, avec j§ < jo, j1 > ji- Ce qui donne le
résultat. O

Calcul de la complexité, cas restant
Il reste & examiner le cas ou la suite des points de diffractions est de la forme:

(507‘-3 e 760717:8071-5 Tty T 6075)'

-

' v

ko kl

1. kokl =0.

Dans ce cas la géodésique est de la forme g*. On met autour le rectangle fendu R*
correspondant. On a déja vu que g était limite de géodésiques non-diffractives, il reste
donc & étudier les géodésiques diffractives proches de g. La méme démonstration que
le lemme 20 prouve que les points diffractants communs & g et & une autre géodésique
infiniment proche forment une sous séquence du type {jo < j < j1 }. Inversement, pour
toute sous-séquence de ce style, on peut trouver une géodésique infiniment proche de
g n’ayant que ces points diffractifs 14 (comme on peut le voir dans R®°). Il suffit donc
de dénombrer le nombre de sous-séquences de ce genre, et il y en a:

N(N +1)
3 .
On a donc la proposition:

Proposition 26 Soit g une géodésique du type g* comportant N point de diffractions,
on a:
N(N +1)

1.
2 +

Cc(g) =
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2. kok1 #£0

On remarque tout d’abord qu’une géodésique de ce type est limite de géodésiques non-
diffractives. En effet, on peut mettre autour de g un ouvert formé par la réunion d’un
rectangle de type Rt avec un rectangle de type R, ces deux rectangles s’intersectant
autour du segment joignant pg ko & Py ke+1. Notamment, R(g) = 0.

Il reste & voir quelles sont les géodésiques diffractives infiniment proches de g. L’exis-
tence de ce rectangle prouve aussi qu’hormis les géodésiques non diffractives dont on
vient de parler, toutes les géodésiques infiniment proches de g sont diffractives soit en
Pg,ko OU €n Py o+1- Ce fait, rapproché de I’argument précédent, montre que la suite
de diffractions d’une géodésique infiniment proche est de la forme: {jo < j < j1} avec
jo < ko +1,et j; > ko. Il reste & dénombrer ces sous-séquences, et il y en a:

k() X (kl +1)+k1 +1= (k0+1)(k1+1)
Proposition 27 Une géodésique g dont la suite de diffractions est de la forme:

(\E()Wa o 15075;:807r7 Tty T 5075)7

ko kl

avec kok1 # 0 est telle que:

cc(g9) = (ko + 1) (k1 +1).
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Chapitre 2

Laplacien sur une surface
euclidienne a singularités coniques

Le but de cette section est de fournir le matériel analytique nécessaire a I’étude de
I’équation des ondes sur une surface a singularités coniques compacte.

On a déja vu dans I’étude de la géométrie d’une s.e.s.c. qu’il était trés courant de séparer
ce qui se passe loin des points coniques et ce qui se passe au voisinage d’un tel point. On va
donc définir des fonctions tronquant soit dans My, soit au voisinage d’un point conique.

Dans la suite x; désignera un fonction C* valant 1 sur Bs(p;,ro) et 0 hors de Bas(p;,ro +
ry). Par construction de rg et 7(, x; s’identifie & une fonction de C,,, et les supports des x;
sont deux & deux disjoints. Comme M est compacte, il existe alors un nombre fini de points
mo auxquels on associe deux nombre r,, et € et une fonction x,,, vérifiant les propriétés
suivantes. Au voisinage d’un point mg la boule Bz (mo,rm, + €) est isométrique a la boule
correspondante de R?. La fonction X, est une fonction C* nulle hors de Bas(mo,rm, + €),
et valant 1 sur Bps(mg,rm,)- On obtient finalement une partition de I'unité:

]-:ZXz+ Z Xmo-
i

finie

On identifiera (abusivement sans changer de notations) une fonction sur Cy, et & support
dans By, (1o + 7§) et une fonction sur M & support dans B(p;,ro + r§). Notamment si u est
une fonction sur M, x;u pourra désigner une fonction sur M ou sur Cy. Sur By, (ro + 14),
on a des coordonnées polaires (R,z); on peut dans la définition des x; demander de plus
que cette fonction soit radiale.

Avant d’étudier ’équation des ondes sur M, il faut définir un laplacien qui refléte la
géomeétrie de M. Au voisinage d’un point ot la métrique est non-dégénérée (c’est-a-dire
sur My), on prend le laplacien euclidien A. Associée a la métrique, on a aussi la mesure
riemannienne sur My qui nous permet de définir L2(M); dans un voisinage isométrique &
R?, c’est la mesure de Lebesgue, et au voisinage d’un point conique, elle s’écrit RdRdz dans
un systéme de coordonnées polaires.On notera, en fait dm 1’élément de volume, (,) le produit
scalaire associé & ce L?, et ||.|| la norme. De sorte qu’on a:

(uw) = /Ma vdm, [Jull? = (uu)

On a donc un opérateur A défini sur dom(A) = C§°(My) C L*(M), dont on cherche
dans un premier temps des extensions autoadjointes.
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2.1 Théorie spectrale

2.1.1 Extensions autoadjointes de A

On va d’abord montrer qu’il en existe toujours. L’opérateur A tel qu’il est défini ci-dessus
est formellement autoadjoint. En effet si u,v sont dans C§° (M \ P), on peut utiliser la formule
de Green, et on a:

/A_ufu—ﬂAv:Q

De plus, toujours avec la formule de Green, on a:
Vu € dom(A), /A_u u= / |Vu|?> > 0.

On peut donc définir I’extension de Friedrichs Ap de A (cf [64]).

C’est avec cette extension que ’on va travailler, cependant il est plus pratique d’avoir
une description des éléments de dom(Af) en fonction de leur comportement prés des points
coniques.

Remarque: sur le cone d’angle a, on a aussi un opérateur A, défini sur les fonctions C* &
support compact dans le cone privé de son sommet. On peut, de la méme maniére, considérer
Ay, r Vextension de Friedrichs de A, sur C,. C’est I'extension autoadjointe utilisée dans
[15]. Cette extension peut aussi étre obtenue en utilisant une décomposition en série de
Fourier par rapport & la variable angulaire. Cette méthode permet de relier simplement
A, au laplacien dans un secteur angulaire d’angle §, avec les conditions de Dirichlet et
Neumann. En effet, on peut distinguer dans la décomposition en série de Fourier la partie
paire et la partie impaire (relativement & I’involution x — a — ) qui donnent le laplacien
sur le secteur angulaire avec les conditions de Neumann et Dirichlet (respectivement).

Le but de cette partie est de montrer que les éléments de dom(Ap) sont caractérisés
par le fait d’étre dans A, r au voisinage de p;. On va au passage montrer un résultat plus
général qui peut s’énoncer de la maniére suivante: “le choix d’une extension autoadjointe de
A,, au voisinage de p; donne une extension autoadjointe de A sur M” (cf proposition 28).

On commence par décrire dom(A*):

dom(A*) = {u € L} (M) | Au € L?},

ot A désigne le laplacien euclidien dans D'(M;) (c.a.d. au sens des distributions). Notam-
ment,
u € dom(A*) = u € H?(My).

Tl reste & examiner ce qui se passe prés des p;. Au sens des distributions, on a (pour u dans
dom(A*)):
Axiu = x;Au + 2Vx;Vu + ulAy;.
Le seul morceau a ne pas étre L? de maniére évidente est 2V x;Vu, mais comme Vy; est

a support dans My et que u est dans H 2(My), ce terme est aussi L2. Ainsi, en interprétant
Pégalité précédente dans D' (Cy,) on voit que:

u € dom(A*) = Vi, x;u € dom(A}.).

D’ou le lemme:
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Lemme 21
u e H2(M0)

u € dom(A)* & (2.1)
Vi xiu € dom(A},))

Preuve : le sens direct est fait avant ’énoncé du lemme, il reste & examiner la réciproque.
Comme u € H?(My), pour tout mo, Xm,u est dans dom(A*). Aingi, a laide de la partition
de I'unité, le second membre de (2.1) implique le premier. O

Pour décrire certaines extensions autoadjointes de A, on forme
G(u7v) = (A*u7v> - <u7A*v>7
pour u,v dans dom(A*). On a aussi:

G(uw) = lim G, (u,v),
e—0

ou G. s’obtient en prenant la méme définition que G mais en intégrant sur M. . La formule
de Green donne alors:

_0
(u,v) Z ~/S(p1,6) F i ua—yv|ds|, (2.2)

o S(p;,¢) est le cercle de centre p; et de rayon ¢, et v est la normale dirigée vers l'intérieur
de B(p;,e). Le second membre de (2.2) est bien défini car, u et v étant dans dom(A*), ces
deux fonctions sont H?(My). Pour € suffisamment petit, on peut remplacer dans chaque
terme de (2.2) u et v par x;u, x;v. Ceci nous permet d’énoncer la proposition suivante
caractérisant certaines extensions autoadjointes de A:

Proposition 28 Etant donnée une collection Aa,- d’extensions autoadjointes de A,;,
D ={ue H*(M\P) | Vi=1.N, xu € dom(A,,)},

est le domaine d’une extension autoadjointe de A.

Preuve : il faut montrer I’équivalence :
u € dom(A*) et G(uw) =0 Yo e D & ueA.

On remarque tout d’abord que le lemme 21 nous assure que A est bien inclus dans dom(A*).
Sur C,, on peut définir de la méme maniére que ci-dessus Gqo(u,v) et G4 (u,v) (pour
u,v dans dom(A%)). On a alors G, = im Gy, et la formule de Green sur le cone donne la
méme égalité que (2.2) mais avec maintenant un seul terme dans la somme. Ce qui permet
de réécrire ’égalité (2.2):
N
G (uw) = Z Gai,s (Xiu,Xiv) (2.3)

=0

Si on prend u et v dans D, par définition Xiu et x;v sont dans le domaine d’une extension
autoadjointe de A,; donc:

Go, (XiU;Xz"U) =0.



78 LAPLACIEN SUR UNE S.E.S.C

Donc, dans (2.3), tous les termes sont nuls, d’ott G(u,v) = 0. Ce qui donne une des implica-
tions de 1’équivalence cherchée. Réciproquement, supposons que

u € dom(A*) et [G(u,v) =0We f)] ,

~

et considérons x;u sur Cy,, on veut montrer que x;u est dans dom(A,,). On prend donc v

~

dans dom(A,,), en écrivant la formule de Green avec ¢ suffisamment petit, on voit que:
Ga,-,s (X,’U,U) = Ga,- £ (X'iuaXiv) = Gai,a (UJX’iv)J

Mais par hypothése, x;v € D et donc, G(u,x;v) = 0. Comme ;v (vu sur M) est nulle au
voisinage des autres points coniques,

G (u,xv) = lim G, (u,x;v) = lim Gy, - (u,X;v).
£ £

On en conclut donc que Gq, (x;u,v) = 0 mais comme ceci est vrai pour tout v et que A,

est une extension autoadjointe : y;u € dom(Ay,).
Ce calcul est valable pour tout 4, ce qui finit de démontrer I’équivalence cherchée. O

Remarques:

— La proposition précédente nous dit qu’un certain nombre d’extensions autoadjointes de
A peuvent se traiter en regardant les points coniques séparément. De plus, au voisinage
des points coniques tout se passe comme si on était sur le cone. Ceci nous incitera trés
souvent & étudier les problémes en séparant ce qui se passe a distance finie des points
coniques, et ce qui se passe sur C, dans B(2rp).

— Toutes les extensions autoadjointes de A ne s’écrivent pas de cette maniére ; seulement
celles pour lesquelles dans (2.2), tous les termes tendent vers 0. Il pourrait y avoir des
compensations entre plusieurs points coniques.

En utilisant la proposition précédente, il est maintenant naturel de regarder I’extension

obtenue si on prend pour A,, 'extension de Friedrichs. Le résultat (attendu) est donné par
le corollaire :

Corollaire 9

dom(Ar) = {u€ H?*(M\P) | Vi, xiu € dom(Ay;,r)}

{u € H*(M\P) | Vi, xiu et Vxiu € L*(Ca,)}

Preuve : 'extension de Friedrichs est la seule dont le domaine est inclus dans
Q(A) ={u| Vu e L*(M)}.

D’apreés la proposition précédente, le second membre définit bien une extension autoadjointe
(l’égalité entre les deux écritures est une conséquence de la remarque précédente). Comme
u est dans H2(M\P), Vxmou est L2(M), et comme (x;)i—o..n st une partition de 1'unité
on obtient sans difficultés que u est dans Q(A), ce qui achéve la démonstration. O

A partir de maintenant et pour éviter une surcharge de notations, on va oublier ’indice
F: A désignera donc extension de Friedrichs sur M, et A, lextension de Friedrichs sur
Cy.

Remarque: si u € dom(A), on a l'inégalité suivante :

IVul? << u,Au > . (2.4)
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Exemple: considérons une s.e.s.c. M qui est le double d’un polygone @ (cf page 52).
Cette surface est naturellement muni d’une involution ¢. Décomposant L?(M) en utilisant
les parties paires et impaires relativement & o, on obtient I'égalité L*(M) = L2(M)® L (M)
dans laquelle L'f, et L? s’identifient chacun a L?(Q). Cette décomposition fournit ainsi une
isomeétrie :

L*(M) ~ (L*(Q) ® L*(Q))-
On a alors la proposition suivante:
Proposition 29 Avec lisométrie précédente on a l’égalité :

Ay = (An,Ap),
dans laquelle Ay, p désigne le laplacien sur () avec les conditions de Neumann et Dirichlet.

Preuve : elle consiste & découper ce qui se passe prés des points coniques et loin des points
coniques. Loin des points coniques, cela revient & comparer le laplacien dans le plan par
rapport aux laplaciens de Neumann et Dirichlet dans un demi-plan. Prés des points coniques
cela revient & utiliser le lien entre secteur angulaire d’angle § et cone d’angle a (cf remarque
page 76). O

2.1.2 Diagonalisation de A

Par construction A est un opérateur autoadjoint positif. On va montrer 'existence d’une
base orthonormée de fonctions propres lorsque M est compacte. Pour cela, on commence
par montrer un théoréme de type Rellich.

Théoréme 11 (Rellich)
L’injection de dom(A) dans L?(M) est compacte dés que M est compacte.

Preuve : ce théoréme résulte de deux faits:

1. Pour a > 0 fixé, I'injection de dom(A,) dans L?(B4(a)) est compacte. (cf [15])

2. Quand M est compacte, on peut recouvrir M par un nombre fini de boules de R? et

des By, (2r9).-

On veut donc montrer que si (u,)nen est une suite de dom(A) telle que (uy,) et (Auy)
sont uniformément bornées dans L?(M ), on peut extraire de (u,,) une sous-suite convergente.

On peut recouvrir M par un nombre fini de boules (B;)i<n, ou Ny > N, B; = B(p;,2ro) Vi <
N, etles B; i > N sont des boules euclidiennes de R?. On peut alors construire une partition
de T'unité (x;)i<i<n, telle que pour i < N, x; soit la fonction déja construite.

Les suites (Xiun)nen sont uniformément bornées dans L2(B;), de plus:

Les premier et dernier terme de cette somme sont uniformément bornés dans L2 par hypo-
thése. D’aprés U'inégalité (2.4), Vx;Vu,, est aussi uniformément bornée.

Donc, pour tout i < N, Ay;u, est uniformément bornée dans L?(B;). On peut extraire
de (xi)i<n une sous-suite convergeant dans L?(B(p;,ro)) d’apres [15]

Vi< N xitpy ——— u;.
sous-suite

Pour i > N on a une suite bornée de HZ(B;) dont on peut aussi extraire une sous-suite
convergente (car I'injection de HZ(B;) dans L? est aussi compacte, cf [10]). Donc:

VYN < i < Ny Xiup ——— u;.
sous-suite
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En choisissant les sous-suites pour que toutes convergent simultanément, on voit qu’on peut
extraire une sous suite de u, convergeant, dans L?, vers uj + us + - - - + un;, , ; ce qui assure
la proposition. O

Le corollaire classique de ce théoréme est I'existence d’une base orthonormée de fonctions
propres réelles et de valeurs propres tendant vers +oo (car (I + A)~! est autoadjoint positif
et compact).

Corollaire 10 1l existe une suite de nombres positifs \; tendant vers +oo, et une suite de
fonctions ¢; a valeurs réelles de L? (M), formant une base orthonormée de L? telle que:

dom(A) = (=) aigi | Y_|Niail* < oo} (2.5)
Vl/) S dom(A), A(Z ai(ﬁz’) = Z )\,-aiqﬁi. (26)

Exemple: quand la surface M est le double d’un polygone @, la proposition 29 montre
alors que le spectre de A s’obtient en faisant la réunion des spectres de Dirichlet et de
Neumann sur Q.

Continuons & faire ’analogie avec le cas sans singularités ; il nous faut construire 1’échelle
d’espaces de Sobolev appropriée 4 ’étude de I’équation des ondes sur M ainsi que la notion
de de fonction “lisse” appropriée.

2.2 Classes d’opérateurs

2.2.1 Espaces de Sobolev, microlocalisation

L’objet de cette partie est de décrire les espaces de distributions qui vont nous étre utiles
par la suite. Pour étudier les singularités, il est naturel de généraliser la notion d’espace de
Sobolev. De plus, on cherchera toujours a découper les distributions utilisées en une partie
lisse prés des points coniques, et ayant éventuellement des singularités au sens habituel dans
D'(Mp). De cette maniére on peut éviter d’avoir a étendre la notion de front d’onde au-dessus
de P. En revanche, on ne peut se passer d’une notion de lisse au voisinage des singularités.

Remarque: il peut sembler naif d’espérer pouvoir toujours ainsi découper les problémes.
Plus précisément, considérons I’évolution d’un front issu d’une source ponctuelle, ce front
arrivera presque toujours au dessus des points coniques. Mais cela n’arrivera qu’a des temps
précis pour lesquels on ne cherchera pas & décrire le front d’onde. Un des résultats pricipaux
de [15] nous dit qu’hormis pour ces temps, la séparation des singularités est possible, et cela
nous suffira.

L’énoncé typique que 'on cherchera & obtenir sur la localisation des singularités d’une
distribution u sera donc:

1. La distribution u est lisse prés des points coniques.

2. Le front d’onde de u est donc une partie conique fermée de T™*(My) dont on peut
donner la description: ...

Pour avoir la notion de distribution lisse, on construit ’échelle de Sobolev associée & A.
Définition 8 Pour tout s > 0 on définit “V'espace de Sobolev” d’ordre s :

H3 = dom(A%).
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On rajoute par convention HQ (M) = L?(M). On peut aussi définir les espaces de Sobolev
d’ordre négatif par dualité.

On peut tout de suite donner un corollaire direct de la définition et de D’existence de la
diagonalisation.

Corollaire 11 Une fonction u de L>(M) est dans H3 si et seulement si :

u= Zaiqbi et Z)\f|ai|2 < oo.

Les H} sont emboités et on peut définir:

HY = (HA= () HA.
5>0 spToo
Les fonctions de HR® seront dites lisses. On peut aussi localiser ces notions: on dira que
u est HX au voisinage de m € M, s’il existe une fonction p, C*° et identiquement égale & 1
au voisinage de m telle que pu € H}.
On va examiner d’un peu plus prés ce que veut dire étre lisse au voisinage de m. Le cas
ol m € My est traité par le lemme suivant :

Lemme 22 Soit m € My, il y a équivalence entre :
— u est lisse au voisinage de m.
— u est C*®° au voisinage de M.

Preuve : on choisit la fonction de troncature p nulle en dehors de B(m,e), ou € est choisi pour
que cette boule s’injecte isométriquement dans le plan. Appliquer A sur M, ou le laplacien
dans le plan revient au méme et le lemme découle des injections de Sobolev dans R? (cf
[10]). O

On regarde maintenant au voisinage d’un point conique p;. On remarque tout d’abord
qu’on peut définir, de la méme maniére que précédemment les espaces H) = sur C,;. On
g

aimerait montrer que, pour une fonction & support dans B(p;,ro), étre dans HY signifie la
méme chose qu’étre dans HR .

On va se borner a le montrer pour s = 2k, k € N (cf remarque aprés le lemme).

Lemme 23 Pour k € N, il y a équivalence entre:

u € Hik, supp.(u) C B(p;,2r0)-
uwe€ HZ | supp.(u) C By, (2ro).

Preuve : pour k =1, c’est la proposition 28. On montre le reste par récurrence:

u € H3¥(M) et supp.(u) C B(piro)
o { u € H3¥2(M) et supp.(u) C B(p;,ro)
Aku € HA( )
HE® (M) et supp.(u) C Ba, (ro)
Ak U € HA ( )

(le premier point par hypothése de récurrence, et le second grace au cas k = 1). Comme le
dernier point signifie u € HR _ , supp.(u) C By, (o), le lemme est prouvé. O

Corollaire 12 u est lisse (sur M) au voisinage de p; si et seulement si u est lisse au
voisinage (sur Cy;) au voisinage du sommet.
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Preuve : on prend une fonction qui tronque dans B(p;,ro), et on applique le lemme précédent
pour tous les k € N. O

Remarques:

1. Le lemme précédent est encore vrai si on remplace 2k par un s réel quelconque. On
ne va pas le démontrer ici (on le montrera plus loin pour k = 1), juste esquisser le
raisonnement. La difficulté est que quand s ¢ 2N, le noyau de A® (respectivement
A?) n’est plus concentré sur la diagonale. Il faut donc découper entre ce qui se passe
“prés” de la diagonale et “loin” de celle-ci. On montre ensuite que la partie loin de la
diagonale est régularisante, et que “prés” de la diagonale, il se passe la méme chose sur
M et sur C,,.

Ce découpage est typique des techniques d’opérateurs pseudo-différentiels, mais on ne
veut pas ici rentrer dans I’ extension de cette théorie aux variétés avec points singuliers
(cf [67])). On renvoie aussi au lemme 3.9 de [15] que 'on peut adapter pour écrire la
preuve esquissée ci-dessus. On se servira de cet argument pour montrer le lemme 27.

2. On peut aussi caractériser H*A au voisinage des points coniques en examinant le
comportement des fonctions sous 'application successive d’opérateurs différentiel de
degré 1 (R%, % en coordonnées polaires), cf [27, 32]. Attention toutefois, on ne peut
pas prendre directement la caractérisation donnée dans ces articles ou ’opérateur
étudié est l'extension de Dirichlet du laplacien dans un secteur angulaire.

2.2.2 Opérateurs a trace

Le but de cette partie est de rappeler les définitions concernant les opérateurs & trace.
On veut entre autre relier, pour un opérateur f(A), le caratére a trace a la décroissance de
f- Beaucoup d’arguments s’expriment, simplement en terme du développement en fonctions
propres et deviennent alors similaires aux arguments développés dans le cadre non-singulier.
La formule de Weyl (cf corollaire 13 ci dessous) est un outil essentiel pour ce travail. Il est
donc important d’établir que cette formule est vraie sur une s.e.s.c.. On choisit de présenter
la méthode s’appuyant sur le développement aux temps petits du noyau de la chaleur. Bien
que cette méthode ne soit pas la plus simple pour aboutir & la formule de Weyl, il nous
a paru intéressant de la mentionner notamment parce qu’elle fournit par ailleurs d’autres
invariants spectraux que ceux donnés par la formule de trace (obtenue avec I’équation des
ondes).

Généralités
Rappelons tout d’abord la définition d’un opérateur & trace.

Définition 9 (opérateur a trace) Soit A un opérateur borné agissant de L?(M) dans lui-
méme, il est dit & trace s’il existe deux suites (ay) et (by) d’éléments de L?(M) vérifiant la

condition
3 llanllliball < oo,

et telles que:

Ap = (an,$)bn.

Exemple: si (a,) est une base orthonormée de L? et si

> llan|l < oo,
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alors A est a trace.
Remarquons aussi que d’aprés la définition, si A est & trace, alors A* ’est aussi.

On définit alors la norme trace:
Al|ly = inf Aa
1l = int 3 ll4all
et la trace (indépendante de la base orthonormée (a,) choisie) :

Tr(A) = Z (an,Aay).

L’ensemble des opérateurs & trace est alors un idéal de ’ensemble des opérateurs bornés.

On renvoie & [66] pour une étude des opérateurs & trace dans un cadre général abstrait.
Donnons ici deux propriété simple des opérateurs & trace mais qui nous sera trés utile

par la suite:

Cyclicité : si A est a trace, alors pour tout opérateur borné B, AB et BA sont a trace et

Tr(AB) = Tr(BA).

Soit A un opérateur a trace, et x et p deuzx fonctions (constantes prés des points coniques)
a support disjoint alors :
Tr(xAp) = 0. (2.7)

Le second point est une application directe du premier vu qu’alors ’opérateur de multipli-
cation par py est 0.

On peut alors, de la fagon suivante, ramener le calcul de la trace d’un opérateur sur M
4 des calculs de trace soit dans R?, soit dans C,. On commence par choisir une partition de
I’'unité p; de sorte que, pour tout i, il existe p; valant 1 sur le support de p et telle que le
support de p; soit isométrique soit & une boule de R? soit & une boule de C,. Par linéarité
de la trace, on a:

Tr(4) = 3 Tr(4py),
1

et d’apres le principe (2.7), pour tout 4,
Tr(Api) = Tr(piApi).

L’opérateur j;Ap; s’identifie alors avec un opérateur & trace, agissant sur L?(R2?) ou sur
L2(C,). De plus, avec cette identification, la trace calculée dans R? (ou C,) et celle calculée
dans M sont égales.

Formule de Weyl

Ces définitions permettent d’énoncer le développement asymptotique de la chaleur, et la
formule de Weyl. Dans ce cadre, la démonstration (que ’on ne reproduit pas ici) est due &
Cheeger [14].

Théoréme 12 Pour tout temps t > 0, lopérateur e~ 2

0 on a de plus le développement suivant :

est a trace. Pourt s’approchant de

Tr(e—tA) ~ —t_l,

47
ot S est l’aire de M.
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L’utilisation d’un théoréme taubérien (cf [60, 8]) permet alors d’énoncer la formule de
Weyl.

Corollaire 13 (formule de Weyl)
Notons N(X) = #{\; < A}. On a alors V’équivalent suivant :

S
N(A) ~ —A\
() 477)\
Remarques:

— On n’a donné que 'ordre principal du développement de la chaleur, alors que le résultat
de [14] fournit un développement asymptotique complet. Rappelons ici que les coef-
ficients de ce développement sont des invariants spectraux, entre autres le coefficient

constant (calculé dans [14]):
z 47? — o?
2400

P
— La formule de Weyl a la méme expression (au premier ordre) que dans le cas non-
singulier. Ici aussi, cette formule prouve que l'aire de M est un invariant spectral.

— Mentionnons aussi larticle [51] qui établit aussi la formule de Weyl, mais en passant
par ’équation des ondes.

— La formule de Weyl fournit directement un équivalent de A, :
An ~ —n.
"8

Le fait que la formule de Weyl soit vraie permet de lier simplement la régularité d’un
opérateur avec le caractére a trace.

Trace et régularité

De I’équivalent de A, on peut tirer le lemme suivant :

Lemme 24 Soit A un opérateur borné, et s > 1 si AA® (resp. A*A) est borné, alors A est
a trace.

Preuve : on peut se contenter de montrer que AA® borné implique A & trace, dans la
mesure ou l'autre assertion se déduit de celle-1a en passant par ’adjoint de A. Il faut donc
montrer que si AA?® est borné, alors || A¢y|| est le terme général d’une série convergente. Par
hypothése, il existe M tel que:

[AA° ¢, || < M,
d’ott 'inégalité :
AullAgnll < M,
et finalement, comme A, = O(n),
14¢nll = O(n™?).
Ce qui termine la preuve. O

Ce lemme admet les deux corollaires suivants :
Corollaire 14 Si A est régularisant alors A est d trace.
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Corollaire 15 Si f est une fonction bornée sur R telle que
FA) =0(\"?) avec s > 1,
alors Vopérateur f(A) défini par le calcul fonctionnel est a trace.

Exemple: pour toute fonction p appartenant & C2°(R), considérons la fonction f,())
définie par

L0 = / p(N) exp(int)|d].

Cette fonction est la transformée de Fourier de p et vérifie donc I’hypothése du corollaire
précédent (avec s aussi grand que 'on veut). On peut donc calculer la trace de f,(A). On
obtient ainsi une distribution ¢ définie par:

(00 = Tx( / eV p(t)|dt]),

ce qui justifie ’emploi de ’expression suivante :
etV est 4 trace au sens des distributions.

L’objectif principal de notre travail est détudier cette distribution o, et plus précisément
ses singularités. D’aprés le développement en fonctions propres, la distribution o est donnée

par:
o(t) =Y eVt

La démarche des formules de trace ([25, 12]) consiste & essayer d’exprimer cette distribution

a laide du noyau de I'opérateur €2 11 nous faut donc dans un premier temps expliquer

comment, on récupére la trace d’un opérateur A i partir de son noyau.

Trace et noyau

Le résultat principal permettant de calculer la trace d’un opérateur A a 'aide de son
noyau est la proposition suivante.

Proposition 30 Il existe N tel que pour tout opérateur A de noyau a(mi,mg). Si AAN est
borné, alors

Tr(A) = / a(m,m)|dm)|.
M
Preuve : notons 1, = A¢,. Le noyau de A a ’expression :
a(m1,mo) = Y tn(m1)d,(mo),

et

Tr(A) = ) (Yn,hn)-
Par hypothése, AAYN est continu, donc
[¢nll = O(n="),

ce qui assure que la somme définissant a converge dans L?(M)® L?(M), que 1'on peut définir
a(m,m) dans L'(M) et que

Tr(4) = / a(m.,m)|dm|.
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Ce qui termine la preuve. O
Remarques:
— Par dualité, I’énoncé précédent reste vrai si AN A est borné (en particulier si A est
régularisant).

— La conclusion du théoréme précédent est fausse si on suppose seulement que a(z,z)
est bien définie et intégrable.

— La proposition précédente est identique & celle qu’on peut érire dans le cadre non-
singulier.

Singularités de la trace

Un des aspects de la construction développée dans la prochaine partie va étre de savoir
quelles parties du propagateur de I’équation des ondes vont & terme contribuer aux singu-
larités de o. Il est donc important de savoir a priori que certains opérateurs donnent une
contribution C*°. On s’intéresse plus particuliérement aux opérateurs qui s’écrivent eitVA 4
avec A régularisant.

Proposition 31 Soit A un opérateur régularisant, alors lopérateur etVB A est o trace au
sens des distributions, et Tr(e®®V2 A) est C*°.

Preuve : on choisit un compact K de R une fonction test p(t) a support dans K. Notons o 4
la trace de e#V2 A, Pour k donné, on va montrer que aﬁfk) est dans L?(K). On évalue donc

(@ap™) = 3 [ #POA dt A )

n

Effectuant 2k intégrations par parties on doit évaluer la somme de terme général

([ oS A A 0.
Par une manipulation d’écriture, on peut réécrire ce terme:
an = { / p(t)etYE|dt|(I + A)YN AR Ag (I + A) Ny,
Comme A est régularisant, ’opérateur
(I+A)NARA

est borné. De plus, on peut estimer la norme opérateur de [ eV p(t)|dt| par :

I / eV p(1) dt]| < Crcloll2-

On obtient finalement la majoration suivante :
|an| < Cllpllz=(1 +X) 7.

Choisissant N pour que cette derniére somme converge, on a bien montré que la 2k-iéme
dérivée de o4 était L2. Les choix de k et K étant arbitraires, la distribution o4 est donc
C*™. O

Finalement, la conclusion de cette étude est que comme dans le cas sans singularités, les
singularités de o sont reliées aux singularités de etV L’objectif de la partie suivante va
étre de donner une description précise de celles-ci, en essayant de conserver l'information
géométrique véhiculée par I’équation des ondes.
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Chapitre 3

Propagation des singularités

3.1 Introduction

Etudier I’équation des ondes associée & un opérateur autoadjoint positif A consiste &
résoudre le probléme de Cauchy suivant :

}L“%“(t )0 (3.)
lim Qyu(t,.) = wuo,
-0

pour une donnée initiale ug quelconque.
Ce probléme est bien posé dés que ug est L2, et grace au calcul fonctionnel continu, la
solution du systéme précédent s’écrit :

Ce qui peut se traduire dans la base des (¢;) par:

i'

uo:za“bi — u Z smt\/_

szn(tf)

Remarque: il faut prolonger par ten z = 0.

On peut alternativement étudier une des demi-équation des ondes:

{ [ii@t-i-\/x] ut(t;m) = 0, (3.2)

limt—>0 U(t,) = U,

dont les solutions sont
u(t) = exp[£itv/Alug,

et les développements en fonctions propres associés.

La question de la propagation des singularités se présente alors en deux parties.
— Peut-on, connaissant le lieu des singularités de ug localiser celles de u(t) (ou de uL(t))?
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— Peut-on, connaissant la nature des singularités de ug, estimer celles de u(t) (ou de
u(t))?
Dans le cas le plus favorable, ou A est le laplacien riemannien sur une variété compacte
lisse sans bord, les réponses a ces questions sont liées au flot géodésique sur la variété. En
particulier,
les singularités de u(t) se trouvent a 'extrémité des géodésiques de longueur t dont l'origine
est une singularité de ug.

Ce résultat a été étendu aux variétés a bord (cf [42]) et aux cones (cf [15]). Dans ce
dernier cas, il faut aussi tenir compte des géodésiques diffractives. Le but de cette partie est
de montrer que cette propriété est encore vraie sur une s.e.s.c. M. De plus, on veut montrer
que la singularité au voisinage d’une géodésique diffractive ne dépend que des points coniques
rencontrés et des angles de diffraction le long de cette géodésique. Ce résultat n’est pas &
proprement parler nouveau ; les étapes de la preuve sont données dans [15], et il est montré
dans le cadre des polygones dans [30, 27]. L’interét de la construction que ’on présente ici
réside surtout dans la précision avec laquelle on suit les géodésiques diffractées; précision
qui permet de mettre en place un calcul symbolique dans la partie suivante.

Le cadre symplectique est naturel pour I’étude de la propagation des singularités. On va
donc commencer par étudier les propriétés symplectiques des géodésiques d’une s.e.s.c. On
rappellera ensuite les résultats principaux de [15]. Ces derniers entraineront directement la
propagation des singularités sur M pour des temps suffisamment petits. On discutera & ce
moment-la des avantages et inconvénients de travailler avec % ou avec eVA_ La fin
de ce chapitre traitera particuliérement de ’écriture du propagateur de ’équation des ondes
pour des temps arbitrairement grands. Aprés avoir examiné ce qui se passe le long d’une
géodésique ayant au plus une diffraction, on mettra en place un découpage géométrique qui
permet de “suivre” les géodésiques diffractives. Ce découpage nous permettra de donner une
description du propagateur de I’équation des ondes & 1’aide de termes faisant apparaitre les
diffractions successives.

3.2 Aspects symplectiques

La référence [24] fournit les notions concernant le comportement du front d’onde WF(u)
d’une distribution u sous ’action de diverses opérations.
Notations:

— Considérons une variété X, le point générique de T* X sera noté (z,£), et d’une maniére
générale la lettre grecque désignera la variable duale de la lettre latine correspondante
(avec la convention que 1 correspond & y). Ainsi, (z,y,£,n) désignera le point générique
de T*(X x Y). On notera wx la structure symplectique canonique de T*X, wx ® wy
fournit une forme symplectique sur 7*(X x Y).

— Lorsque X est muni d’une structure riemannienne, on a une identification naturelle
entre TX et T*X, dans cette identification, si (z,£) correspond & (z,u), on posera
¢ = (u,.) (ou l'indice z peut éventuellement étre omis.

— Pour une sous-variété lagrangienne conique A, on dira que f(x)f est une fonction
phase définissant A si Df, # 0 lorsque f(x) = 0, et si A est une des composantes de
la sous-variété conormale & f(x) = 0, plus précisément :

A= {('T:g) | f(.’L') =0,§=60Df,, 0> 0}
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On notera N (S(p;,ro)) la variété lagrangienne définie par la fonction phase [daz(.,p;) — 0] 6.
— La maniére dont un opérateur A de D'(Y) dans D'(X) transporte les singularités est

liée & une partie de 7*(X x Y") notée WF'(A) (cf [24]). Un opérateur intégral de Fourier

A agissant de C°(Y') dans D'(X) est associé & une sous-variété lagrangienne conique

A4 de T*(X x Y). Par ailleurs, pour une partie A de T*(X x Y') on définit

A= {(xayagan) | (SU,:U,E, - n) € A}’

de sorte que pour un OIF A, on a I’égalité WF'(A4) = A/;. On appelle relation cano-
nique de Y dans X, une sous-variété A de T*(X x Y) telle que A’ soit une sous variété
lagrangienne conique.

Remarque: on peut éviter le recours & A’ en disant qu’une relation canonique est une
sous variété lagrangienne conique de T7*(X x Y') muni de la structure wx © wy .
Avant d’essayer d’exprimer des résultats de propagations des singularités, il faut définir
ce qu’on entend par T*M et par WF(u) quand u appartient & HX*. On note T*(M)
I’ensemble T M, prolongé par continuité au dessus des points coniques d’angle de la forme
27”, et complété par toutes les directions possibles en un point conique autre.
Pour une distribution « de H,, on note WF(u) son front d’onde en tant que distri-
bution sur Mg, et on note

ot L(u) est ’ensemble des points coniques au voisinage desquels u est lisse.

Remarque: cette maniére d’étendre la notion de front d’onde au dessus des points co-
niques est adaptée & la propagation des ondes car une onde frappant un point conique est
réémise dans toutes les directions possibles. Si ce n’était pas le cas, il faudrait étre plus précis
au voisinage des points coniques.

Avec cette définition,

Ar o T*(Bu(pse))

désigne 'extrémité de toutes les géodésiques de longueur T issues de B/ (p,e) (dans toutes
les directions possibles). Si T, et £ sont assez petits, tout se passe sur le cone de sommet p.

Dans I’étude de I’équation des ondes sur une variété riemannienne X, un fait important
est que le flot géodésique fournit une relation canonique. Plus précisément, notant G% le flot
géodésique (dans T*X),

AY = {@yém) | (@€ = G2, (D)),

est une relation canonique de X dans X. Le but de cette partie est de montrer que, de
maniére analogue, les I'r fournissent aussi des relations canoniques. On définit donc

Arr = (m,mo,u1,p0) € T*(M x M) |
dg € I'r,
|ko| = [pul,
o(0) =mo 1o = £|uol(g'(0), e

<

(T) =m1 = £[ml{g"(T), Jm: }-

Remarques:

— Un des objectifs de cette premiére partie va étre de montrer qu’au dessus de My x Mg,
At s’obtient a I'aide de relations canoniques.
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— Avec cette définition, pour toute partie Ly incluse dans T* My, At o Lg, est formé de
Pextrémité des géodésiques de longueur T' dont Vorigine est dans Lg. Ainsi, Ap est un
bon candidat pour I’énoncé :

Soit uy (T') la solution du probléme de Cauchy (3.2+) associée a la donnée initiale ug
alors :
WF(’LL()) C Ly = WF(’LL+(T)) C A1 o Ly.

— Une condition nécessaire pour que I’énoncé précédent puisse étre vrai est que A vérifie
une propriété de composition correspondant 3 la propriété de groupe de ’exponentielle.
On montre donc le lemme.

Lemme 25
Soit Ly et Th et T,
AT2 o [ATI o LO] = AT1+T2 o LO'

Preuve : I’ensemble Ar, .1, correspond aux géodésiques de longueur 77 + T». De plus,
Aq, o Ap, revient & mettre bout & bout une géodésique de longueur T avec une de
longueur T5, sans restriction si la jonction se fait en un point conique diffractif, mais
sans faire d’angle si la jonction se fait au-dessus de My (ou au dessus d’un point conique
non-diffractif). Ces deux maniéres de juxtaposer deux géodésiques donnent bien une
géodésique de longueur 77 + T5. O

— Etant donné une partie V de I'7, on notera AY. la partie de Az correspondant aux
géodésiques de V. Pour ne pas surcharger les notations, on notera simplement A[fw’]N la
partie de At correspondant a FL}’]N.

Considérons un point (mg,mo,pu1,u0) de Ar, il existe une géodésique g joignant mg a
my et ayant pour direction initiale et finale pg et u; respectivement. D’aprés le lemme 12,
on peut mettre autour de g([0,T]) des voisinages réguliers (dans M). Etant donné V, un
voisinage régulier de ¢([0,T]) (cf p. 60), on notera V, un voisinage de g dans I'r tel que
toutes les géodésiques de V, aient leur image dans V.

On peut alors montrer la proposition suivante.

Proposition 32
Dans la situation précédente, on pose [p|n la suite des points diffractants de g. Il existe V,
tel que
Ay AR
est une relation canonique de My dans lui-méme.

Remarque: on ne suppose rien quant au caractére régulier ou exceptionnel de g, mais,
dans cette proposition, ne sont concernées que les géodésiques qui ont les mémes points
diffractant que g.

!
Preuve : on va construire une fonction phase définissant [A;};" N A[%’]N] .
— Commencons par le cas [p]y = 0.
On a construit au lemme 12 une isométrie locale j d’un voisinage du segment [0,77] x
{0} C R? dans M, telle que j(t,0) = g(t). Notons V I’image de j et V, le voisinage de
g associé. On peut alors définir sur un voisinage de (mg,m1) dans My x My la fonction
dy(.,.) par
dg (m:ml) = dgr2 (jil(m)ajil(ml))'
Les géodésiques de V, correspondent via j & des segments. La fonction phase [d, (m,m') — T 6

! ~
définit alors [A¥g N A%] comme on le vérifie en se placant dans V.
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— Soit maintenant [p]n # 0.
Le premier point conique rencontré est py,1, au temps t, 1. Pour € arbitraire, autour
de gjo,¢,,—<]> On peut définir comme précédemment une isométrie locale j entre un
rectangle de R? et un voisinage de la géodésique. Pour € suffisamment petit, Gltg1—etg1]
s’identifie & une géodésique du cone C,, , . Cette identification se recolle avec I’isométrie
locale j pour donner une isométrie locale j; entre un voisinage d’un rayon de C,, , de
longueur ¢, ; et un voisinage de gj[o,¢, ,]- Cette isométrie locale vérifie de plus

Vt <tg1, ji(tg,1 —t,0) = g(2).

Grace a cette isométrie locale, on peut définir, au voisinage de my la fonction dy (m,py,1)
par:

dg(m.py,1) = Ro ji ' (m).
De méme définissons une isométrie locale jy d’un voisinage d’un rayon de longueur
T —t4 N (dans Cq, y ), et une fonction dgy(py, n,-) au voisinage de m;. Dans un voisinage
V,, associé & un voisinage f/g de g, toute géodésique est dans I'image de j; sur [0,t,.1]
et dans I'image de jn dans [ty ~,T]. Une géodésique de V,; N FL}’]N a les mémes points
diffractants que g, elle correspond donc par j; & un rayon de C,,, au début; et par
jn & un rayon de Capg , &lafin. La fonction phase

[dg(m;]?g,l) +tgn —tg1 +dg (py,Naml) - T]e,

!
définit alors [A}? 0 A
O

Cette proposition a un corollaire permettant de décrire la géométrie de Ar au voisinage
de certains points (my,mo,p1,M40)-

Corollaire 16

Soit (m1,mo,u1,p0) un point de Ar tel que toutes les géodésiques de longueur T reliant
(mo,i0) & (my,u1) soient régulieres. Aw voisinage de ce point, A est une union finie de
relations canoniques.

Preuve : il y a un nombre fini de géodésiques reliant (mg,uo) & (mq,u1). Chacune de celles-ci
est réguliére par hypothése. L’union des morceaux construits dans la proposition précédente
(en prenant & chaque fois V, assez petit) forme ainsi A7 au voisinage du point considéré. O

Remarque: il peut arriver que deux géodésiques différentes donnent finalement le méme
morceau de A7 (lorsqu’elles ont les mémes couples (pg,1,t4,1) €t (pg,N,tg,N))-

La situation est plus compliquée au voisinage d’une géodésique g exceptionnelle. On
commence par rappeler la notion d’intersection transverse au sens de Bott (cf [25]). La
définition est restreinte & des sous-variétés lagrangiennes d’un cotangent.

Définition 10 Dans T*X, deux sous-variétés lagrangiennes coniques Ag, A1 se couperont
transversalement au sens de Bott si, en notant ¥ = Ay N Ay, on a les deux propriétés
suivantes :

Y est une sous variété
T, X =T, A0 NT,Aq.
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Les articles [59, 41] étudient ce type d’intersection lagrangienne et construisent notam-
ment une classe d’opérateurs qui leur sont asociée.

Exemple:

plagons-nous dans T*(R? x R?). On prend quatre points A,B,C,D, dans R?, alignés dans
cet ordre sur I’axe des abscisses et leurs abscisses respectives a, b, ¢, d. On choisit T' > d —a
et on définit les variétés lagrangiennes suivantes (par leur fonction phase):

fonction phase lagrangienne
([@1 = 0)* + (v - )e Ao
(d(Ml, )+d—a+d(M0,A) 0 AAD
(d(M,C )+C—a+d(M0, ) — T)9 Aac
(d(M1,C)+c—b+d(My,B)—T)6 Aap

On montre alors le lemme suivant.

Lemme 26 Les couples de variétés lagrangiennes suivants se coupent transversalement au
sens de Bott (tant qu’on ne s’approche pas des points A,B,C.D) :

— (Ao, Aup)
— (Aac, Aap)
— (ABc, Aap)

Preuve : cette propriété s’explique car en un point de ’intersection les courbures des sous-
variétés de R? intervenant (dont les A... sont les conormaux) sont différentes. On le voit
toutefois de facon plus directe en utilisant des paramétrisations.
— Premier cas:
On va paramétrer Ag, Asp et leur intersection. L’espace T*(R? x R?) est muni des

coordonnées ((x1,y1),(20,Y0),(&1,m1),(&0,10)) -
Pour Ay :

]0,00[x]0,00[ xSt x ST — T*(R? x R?)

(t cos 0+d,tsin 9),
(t78707a) N (t cos 0+d—T cos a,t sin 6—T sin ),
(—ssin a,s cos o),

(ssin a,—s cos a)

Pour Aap (en notant Tap = T —a+d, et en utilisant des coordonnées polaires autour

de A et de D):
10,T4p[*x]0,00[xSt x St — T*(R? x R?)
(t cos 01+d,tsin 61),
(t 500 01) N ((Tap —t) cos fo+a,(Tap—t) sin fo+a),

(—ssinfq1,scos 1),

(—ssinfg,scos 0p)

L’intersection de ces deux variétés lagrangiennes correspond alors 4 § = 0, & = 0 dans
la premiére paramétrisation, et & 1 = 0, 8p = 0 dans la deuxiéme, ce qui donne bien
une sous-variété. En écrivant les bases des espaces tangents que ces paramétrisations
fournissent, on vérifie la condition d’intersection transverse au sens de Bott.
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— Deuxiéme cas: on a déja la paramétrisation de A4p, celle de Agc s’obtient en y
remplacant D, (resp. d) par C, (resp c). L’intersection est obtenue dans ces deux pa-
ramétrisations en faisant 8y = 6; = 0, et on conclut comme précédemment.

— Troisiéme cas: on obtient la paramétrisation de Apc en remplacant dans celle de
Aap, d par ¢ et a par b. La aussi U'intersection s’obtient en faisant dans les deux
paramétrisations 6y = 6; = 0 et la condition sur les espaces tangents se voit en
exprimant les bases.

O

On se place maintenant dans Ay au voisinage d’un point (my,mo,u1,40) correspondant &
une géodésique exceptionnelle g. La suite des points diffractants de g est notée [p]n et [p]y
désigne une suite de points diffractants telle que

g € Adh(TP~").
On a alors la proposition.

Proposition 33
Dans la situation précédente, il existe une relation canonique A[T{’]N’ prolongeant A[;«)]N' et un

voisinage V, tel que les relations canoniques A;g N AL}’]N , Az‘,{g N AL})]N " se coupent transver-
salement au sens de Bott.

Preuve : d’aprés ’étude sur les géodésiques exceptionnelles, on peut mettre autour de g un
voisinage de type R* autour des premiéres diffractions, et un autre autour des derniéres
diffractions. On peut voir ces deux rectangles fendus autour de chacune des extrémités du
segment [0,7] x {0} de R%. On a alors une isométrie locale j définie de ces deux rectangles
dans un voisinage de g. La suite [p]y, est soit vide, soit une sous-séquence de [p|ny de la
forme

[P]Sv = (pg,iv"' 7pg,i+k)-

Dans le premier cas, I'image par j des deux rectangles fendus fournit un voisinage de g
et on prend le voisinage V, associé, dans le deuxiéme cas, on prend comme V, I’ensemble
des géodésiques telles que I'image de [0ty 1] U [ty nv,T'] soit dans I'image de j. En utilisant
I’isométrie locale j, on peut définir les applications suivantes.

— Dans le cas [p]ly, = 0, en transportant la distance induite par R?* sur 1’union des
deux rectangles fendus, on obtient une fonction dy(m,m’) définie pour (m,m’') au voi-
sinage de (mo,m1). La relation canonique associée & [dy(m,m') — T'] 6 prolonge bien
AY. On note A[;)]N " la relation canonique ainsi obtenue. Celle-ci revient & considérer
les segments de longueur T de R*, sans tenir compte des coupures.

— Dans lautre cas, on peut définir dy(.,pg,i) et dg(pg,i+k,.) respectivement au voisinage
de mg et my en transportant les coordonnées polaires dans R? de centre (tg,i,O) et

(tg,,-+k,0) respectivement. On définit alors A[;f]"” la relation canonique associée & la
fonction phase

[dg(mpg,i) + tgitk —tg,i +dg (Pg,i+kaml) - T]6.

Cette derniére prolonge bien AL}’]N' car elle contient les points correspondant aux géodé-

siques de F[;]N’ suffisamment proches de g, mais elle ne tient pas compte des coupures.
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On remarque qu’on est toujours dans le cas de 'exemple traité et du lemme 26, ce qui assure
que ces relations canoniques se coupent transversalement au sens de Bott. O

Remarque : dans la proposition précédente, ’intersection 3 des deux relations canoniques
ne dépend pas de la sous-séquence [p]y. . La géodésique g peut étre prolongée sur | —q,T+&o,
et on a

S ={(9(T +e),9(e).ulg' (T +€),7), — ulg'(e),)), le| < eo, p € R¥}.

Un des objectifs des parties suivantes va étre de montrer que le propagateur des ondes
A linstant T est associé & Ar. Dans le cas ou A est constitué d’une union de sous-variétés
lagrangiennes conique, on pourra essayer de montrer que le propagateur est dans la classe
des opérateurs intégraux de Fourier, mais cette classe sera sGrement trop petite pour étudier
les intersections lagrangiennes.

La partie suivante est consacrée a rappeler les résultats principaux de [15]

3.3 Temps petits

3.3.1 Reésultats sur le cone

Les articles [15] étudient en détail I’équation des ondes sur un cone (non-nécessairement
euclidien). On va restreindre leur champ d’application & C,. On étudie donc le probléme de
Cauchy (3.1) sur C,. Le deuxiéme article de [15] donne une expression explicite du noyau

de % °aA“). On rappelle que, pour une donnée initiale ug, on note u(t) = % °aA“)u0 , et

uy (T) = eTVAay,,
La premiére propriété est la propagation a vitesse finie.

Proposition 34 (Vitesse finie)
Soit ug une donnée initiale a support dans un compact K de C,

VT, supp.(u(T)) C {m, d¢c, (m,K) <T}.
La deuxiéme proposition concerne plus précisément la propagation des singularités.

Proposition 35 (Propagation des singularités)
Soit ug € H\* et WF(ug) = Lg. Pour tout temps T, on a alors :

WF(U(T)) C [AT o Lo] U [A,T o Lo]
WE(u4(T)) C [Ar o Lo]. (3.3)

Remarque: sur le cone At n’est formé que de deux composantes: A% et A[ﬁ]. On appelera
“front primaire” la partie correspondant aux géodésiques non-diffractives A% et front diffracté
la partie correspondant aux géodésiques diffractives.

Dans cette proposition, on a utilisé la notion de front d’onde définie page 89. C’est
le théoréme 3.10 de [15] qui justifie cette définition et qui prouve cette proposition. En
examinant la preuve de ce théoréme, on peut étre un peu plus précis sur le comportement
au sommet du cone.

Proposition 36 (Prés du sommet)

Soit ug une donnée initiale L? telle que supp.(ug) C Bo(r) alors VT > r, u(T) et uy (T) sont
lisses dans By (T — r). De plus, pour toute fonctions de troncature py et pa respectivement
dans Bo(r) et Bo(T — 1), Uopérateur py eTVB«p; est réqularisant.
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Il nous faut maintenant revenir sur M. On va tout d’abord étudier les temps petits, ainsi
que les différences entre sinus et exponentielle.

3.3.2 Retour sur M

La propagation & vitesse finie est essentielle pour permettre le passage & M. En effet,
Iextension autoadjointe A choisie est telle que les différents points coniques “s’ignorent” et
qu’au voisinage de chacun la dynamique est donnée par C,. La propagation & vitesse finie
permet donc de donner directement une expression du propagateur pour les temps petits.

Soit ug € L?(M) telle que supp.(ug) C B (pi,ro), uo s’identifie & une fonction de C,,.
Notons uq; (T, la solution du probléme de Cauchy sur C,,, de donnée initiale ug. D’aprés la
propagation & vitesse finie, tant que T' < 7, uq,; est & support dans By, (1o +17) et s’identifie
donc 4 une fonction sur M. Cette derniére vérifiant le probléme de Cauchy sur M associé &
la donnée initiale ug on a:

VT < 1), 75"1%)

De méme, au voisinage d’'un point m € M,,, on peut trouver un r et un ¢ tels que
Bas(mo,r + €) soit isométrique & la boule de R? de méme rayon. Grace a la propagation &
vitesse finie dans R?, pour toute donnée initiale dans L?(Bys(mq,r)), on a:

sin(Tv/Ao)
VA,

Ug = Ugq, (T).

u(T) =

ol % désigne le propagateur dans R? et I’égalité précédente est vraie pour T < €.

On peut extraire du recouvrement

MZUB(Pi,To) U B(mo,r)

mo€Mr,

un sous recouvrement fini. Notons (x;)i<n, une partition de I'unité associée & ce sous-
recouvrement fini, telle que x; soit & support dans B(p;,r¢) pour les premiers indices 7. On
a alors la proposition :

Proposition 37
1l existe un temps g9 tel que, pour toute donnée initiale ug, et tout temps inférieur a g :

sin( T\/— Z sin(Tv/Aq;) xitio + Z sin(Tv/Ao)

Xjuo- (34)
\/_ pi€P \/ a; j \% AO

On obtient alors le corollaire immeédiat.

Corollaire 17 (Propagation des singularités (temps petits))
Soit ug lisse prés des points coniques et Ly son front d’onde, et

sin(Tv/A)

u(T) = A uo,

alors :
VT < €9, WF(u(T)) C [Ar o Lo] U [A_7 0 L] .
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En dérivant 1’égalité (3.4), on obtient 1’égalité correspondante pour le cos:

cos(T/A)ug = Z cos(T/Aq;)xiuo + Z cos(T\/A_o)Xjuo. (3.5)

p;eP

Par la suite, on préfére travailler avec I’exponentielle plutot qu’avec le sinus (ou le cosi-
nus), car on pourra alors utiliser la propriété de groupe. On voudrait donc écrire une égalité
identique & (3.4) et (3.5), mais pour u, . Pour I’obtenir, il suffit d’appliquer iv/A 4 (3.4) et de
'ajouter & (3.5). Pour avoir ’égalité recherchée, il faut alors étre capable de comparer v/A
sur M avec les /A, sur Cq, et v/Aq sur R?. Mais aucun de ces opérateurs n’est différentiel,
notamment, méme si u est 3 support trés prés du sommet de C,, il n’y a aucune raison pour
que v/Aqu s’identifie & une fonction sur M. Le lemme suivant sert & montrer que, modulo
régularisant, c’est quand méme vrai.

Lemme 27
1. Prés d’un point comique.
Soit r et € tels que Bp(p;,r + €) soit isométrique a la boule By, (r + €). Soit x, une

fonction C*® sur Cy, valant 1 sur un voisinage de By, (r) et 0 hors de B, (r +¢). Soit
u, une fonction sur M o support dans Bar(pi,ro), et telle que:

u€ Hx, (Cay),
alors u est dans HA (M) et il existe un opérateur régularisant R tel que
VAu = x\/Aqs,u + Ru,

2. Loin des points coniques.
Soit u une fonction sur M, a support compact dans une boule B(my,r) telle qu’il existe
e et B(mg,r + €) soit isométrique a la boule de R? correspondante. Si u (vue comme
fonction sur R? ) est dans H*, alors u (vue sur M) est dans H},,

\/Zu: XmoV Dou + Ru € HZO(M),

00 Xm, st une fonction C*™ valant 1 sur un voisinage de Bpr(mo,r) et 0 hors de Bas(mo,r+
€0), Ao est le laplacien dans R?, et R est réqularisant.

Preuve : il suffit d’adapter ’argument de [15] Lemme 3.9 On part de ’égalité:

_1 cos(sVA) \/—)
e
(s

l\)\»—l

On choisit ensuite une fonction de troncature ps, (s) nulle hors de [0,s0] et valant 1 sur [0,% ]
(on ajustera le so plus tard). On définit alors sur R les fonctions continues:

A =Va | ™ pua () YN

[T g,

s2

de sorte que (A, ()\) + Bs,(A)? = V/A. Par le calcul fonctionnel continu, on peut définir
Aso(A) et B (A). Pour By, la fonction 1 — p,, dans l'intégrale tronque loin de 0. Des
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intégrations par parties montrent alors que By, (A) est régularisant. On peut de méme définir
sur C, (resp. R?) les opérateurs A, (Ay) et Bs,(Ay) (resp. id. avec Ag). Pour montrer le
point 1 du lemme, on prend alors ug dans Hi(, a support dans B, (r). Dans I’égaliteé,

1
A = Ay (Aa)2 + 245,(A0)Bs, (Aa) + Bs, (Aa)2>
les deux derniers termes sont régularisants, donc:
1
A2 = A4, (AL)? + Ry,

ou Ry est régularisant.

Dans la définition de A,,, n’intervient cos(sA,) que pour des temps inférieurs a sg. Par
ailleurs, il existe un s; < ¢ tel que x soit identiquement 1 sur By (p;,ro + $1)- En choisissant
sp < %, les singularités de

Aso (Aa)2U0;

sont dans By (p;,r + s1) d’ou:

XA% = X-AE(Aoz)2 + Rl;

ou R; est régularisant. Gréce a la troncature, cette égalité peut étre vue sur M. En utilisant
les mémes arguments, on peut écrire exactement la méme égalité en remplagant A, par A.
11 reste alors & voir que grace a ’égalité (3.5), avec so choisi comme ci-dessus,

As(Aa)2 = AE(A)za

comme opérateurs de H'(B(p;,ro) dans L2(M) ce qui finit de démontrer le point 1. Le point
2 se fait de maniére analogue. O

Remarque: ce lemme permet de montrer que le lemme 23 est valable pour s = 1, et on
peut 'adapter pour montrer le cas général.

Ce lemme, couplé aux égalités (3.4), (3.5) permet de montrer qu’au voisinage de tout
point, et pour un temps assez petit, e7VA est décrit (modulo régularisant) par e7vV230 ou

eTVAi Tes troncatures pallient le fait que eiTVA pe propage pas les singularités & vitesse
finie et font que les égalités ne sont vraies que modulo un opérateur régularisant.

Proposition 38

— Loin des points coniques.
Soit mg,r, et e tels que Bar(mo,r +2€) est isométrique a la boule de R? de méme rayon.
Soit x une fonction de troncature valant 1 sur un voisinage de Bpyr(mo,r +¢), et 0 en
dehors de By (mo,r + 2¢). Il existe alors une famille d’opérateurs Ry, régularisants de
L?(Bar(mo,r)) dans HX (M) telle que:
VT < g, Yug € L*(B(mg,r)),
eiT\/Zuo = XeiT\/TOug + Rruyg. (3.6)

— Prés d’un point conique.
On choisit € < 1}y et x; une fonction de troncature C*™ valant 1 sur un voisinage de
B (piyro + €), et 0 hors de Buyr(pi,ro + 1g). Il existe alors une famille d’opérateurs
régularisant Ry de L*(Bp(pie)) dans HX (M) telle que:

vT S To, V’LL() € L2(B(pi7€))7
6iT\/KuO = Xi eiTV Aain + Rrug. (3.7)
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Preuve : la démonstration est la méme dans les deux cas. Montrons le premier résultat.
D’apreés la propagation & vitesse finie, on a:

vT <g, VUO S LQ(B(m()aT))a

cos(T/A)ug = cos(T/Ag)uo, et (3.8)
sin(T\/K)u _ sin(T\/A_o)u
VAU VA

ol cette derniére équation a en fait lieu dans B(mg,r + €). D’aprés le lemme 27, on peut
alors écrire :

isin(TVA)ug = ixsin(Tv/Ag)uo + Rruo. (3.9)

On obtient alors ’égalité cherchée en additionant (3.8) et (3.9) (on remarque aussi que
multiplier (3.8) par la fonction de troncature x ne change rien du fait de la propagation &
vitesse finie). O

Gréce 4 une partition de I'unité, cette proposition admet le corollaire suivant, qui exprime
la propagation des singularités pour les temps petits.

Corollaire 18 Il existe g9 tel que: pour toute donnée initiale ug dans H;Zo telle que
WF(ug) = Lg, pour tout temps T < €9, on a alors:

WF('LL(T)) C [AT o Lo] @] [A,T o Lo]
WEF(u4(T)) C [Ar o Lo] . (3.10)

La partie suivante va étre consacrée a décrire eil VA pour des temps arbitrairement
grands, de fagon & pouvoir étudier la propagation des singularités.

3.4 Temps grands

Montrer la propagation des singularités sur M, c’est montrer que l’inclusion (3.3) est
valable sur M et pour un temps arbitrairement grand. Comme dans le cadre sans points
coniques, celle-ci résulte de la propagation des singularités pour des temps petits, et de la
propriété de groupe de ’éxponentielle. On peut ainsi énoncer le théoréme:

Théoréme 13 Pour toute donnée initiale ug et tout temps Ty, on a linclusion suivante :

WF(eToVAu0) C Ag, o WF(ug).

Preuve : elle se fait par induction sur le temps. Pour T' < &g, c’est le corollaire 18, et si
le lemme est vrai pour t < Tp, la propriété de groupe, le corollaire 18, et le lemme de
composition géométrique des fronts d’onde 25 assure que c’est vrai jusqu’au temps Tp + €.
O

Pour pouvoir utiliser ce théoréme de facon efficace, il est intéressant d’avoir une descrip-
tion de Ap pour des temps grands. De cette description classique résultera un développement
de eTVA _ Pour cela, on introduit la notion de propagateur microlocalisé au voisinage d’une
géodésique. On note K4(T) un tel opérateur, et on renvoie & la définition 4.10 pour plus de
précision. Ces opérateurs vérifieront la propriété suivante :

3V, Vug lisse prés de P
WF (K, (T)uo) C AY? o WF(uo), (3.11)
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(cf. page 90 pour la définition A‘;f’). Un des intéréts de ces propagateurs microlocalisés sera
de pouvoir montrer, pour le propagateur de I’équation des ondes, le développement suivant :

eiTVE _ Y K,(T) + R (R régularisant). (3.12)

finie

Un tel développement sera appelé développement en diffractions multiples car dans la défini-
tion des K, n’interviennent que les diffractions successives aux points coniques rencontrés.

La construction des propagateurs microlocalisés revient essentiellement & effectuer les
compositions évoquées dans la preuve du théoréme 13, en regroupant tous les opérateurs
régularisants ainsi crées. Dans le cadre sans points coniques, un tel développement, en fonc-
tion de propagateurs microlocalisés le long des géodésiques, s’obtient & 1’aide d’une partition
de l'unité microlocale recouvrant I’ensemble des géodésiques de longueur 7. Cela suffit car
le point de départ, la direction et la longueur déterminent alors uniquement la géodésique.
Ceci n’est plus vrai sur M, et le développement en diffractions multiples dépendra d’une
construction purement classique décrivant de fagon précise la sphére de rayon T centrée en
un point my.

3.4.1 Au voisinage microlocal d’une géodésique

Pour étre exploitable par la suite, un propagateur microlocalisé au voisinage d’une géo-
désique doit présenter les caractéristiques suivantes :

— ressembler autant que possible au propagateur de I’équation des ondes,

— vérifier la propriété (3.11),

— s’exprimer “simplement” & 1’aide des propagateurs libres ou sur un cone.
Avant de détailler la construction générale examinons ce qui se passe au voisinage d’une

géodésique non-diffractive.
Cas d’une géodésique ayant au plus une diffraction

Soit donc g une géodésique non diffractive de longueur Tp. On notera (mg,uo) (resp.
(m1,p1)) Vorigine (resp. ’extrémité) de g (dans T*(Mp)). On peut alors montrer le lemme
suivant.

Lemme 28 Pour tous voisinages microlocauz Vi, Wi de (my,u1) vérifiant :
Vin S*(Mo) EWinN S*(Mo), (3.13)

et tout opérateur de troncature microlocal 111 valant 1 sur Vi et 0 en dehors de W, il existe
Vo, Wa, et Iy vérifiant la méme chose au voisinage de (mo,uo) tels qu’on ait les deux
propriétés suivantes :

ATO oWy C Vs, (3.14)
¢ToVATL, = 11, e VATl + R(Ty), (3.15)

ot R(Ty) est régularisant.

Remarque: pour exprimer la condition donnée par I’équation (3.13), on dira que “V; est
relativement compact dans Wy”.

Preuve : en utilisant 1'isométrie avec R? (pour (3.14)) et le lemme 38 (pour (3.15)), ce lemme
est vrai si Tp est suffisamment petit pour que Bas(mo,To + €) soit isométrique a la boule
correspondante de R2.
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Pour Ty grand, d’aprés la construction d’un voisinage régulier, on peut trouver € = T/ jo
tel que,
Vi < jo, Bum(g(je),2¢) isom. & Br2((0,j¢),2¢).

Renommant momentanément V;, Wi et II; en Vj,, Wj, et Il;;, on construit par récurrence

descendante, en se placant dans By (g(je),2¢), Vj, W, et I1; tels que
Aco Wj C Vj+1,
e"E‘/KHj = Hj+1eiT°mHj +R; (e).

Ce qui donne par composition la propriété (3.14). Pour avoir (3.15), il faut encore remarquer

que dans R2,
I, €%VA0IL, _y - - I e VA0TL, ~ I, effo VAo,

en examinant les fronts d’ondes. O

Le lemme précédent reste encore vrai si g se termine en un point conique diffractif. De
facon plus précise, on a

Lemme 29 Soit g une géodésique de longueur Ty, d’origine (mo,uo) non diffractive sur
[0,To[ et telle que g(To) = p;. Pour tout € < rg, il existe Vo, Wy, g comme dans le lemme
précédent tel que

A1, o Wo C T*(Bum(pisg)), (3.16)
ez'Tox/EHO = p;i eiTO\/A_a,-HO + R(Tv), (3.17)

0l p; vaut 1 sur un voisinage de B(p;,e) et 0 hors de B(pi,ro + 14)-

Preuve : choisissons ¢’ arbitrairement petit, et notons (m1,u1) 'extrémité de gjjo,1,—<]- Sur
[To — €',To], tout se passe sur le cone C,,, on peut donc trouver Vi, Wi et II; au voisinage
microlocal de (mq,u1) tels que d’apreés le lemme 38:

AE’ o Wl cT* (BM(pZ JE))J
e'ig’\/KHI _ piei5’1 [Aa; Hl + R(SI).

Autour de gjjo, 7, ¢}, on utilise le lemme précédent, ce qui fournit Vo, Wo, Il tel qu'on a la
propriété du lemme avec (3.17) remplacée par

e TV = pyei VA I, elTo—=' VAo, 4 R,
En se placant sur le cone, dans un voisinage du rayon de longueur T, on voit alors que
pieis’\/A_aiHIez’[Tg—s’]\/A_o - piez’To\/A_aiHO’
ce qui termine la preuve. O

En choisissant € assez petit dans la lemme précédent, et en utilisant le lemme 38 prés du
point conique, on a alors le corollaire suivant :

Corollaire 19 Dans la situation du lemme précédent, pour tout temps 0 < T < 1o, pour
tous voisinages microlocauz Wi,V1 de N (S(p;,T')) et IIy comme dans les lemmes précédents,
il existe €,Vo, W, Iy tels que le lemme précédent soit vrai, et on a de plus:

AT+T0 o WO C Vl;
e’l[T—}—To]\/KHO — Hl ei[T+T0]1/A°‘i HO + R
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Preuve : application du lemme 38 donne directement :
e‘l[T—‘rT()]\/KHl — pe‘LT\/Aal pzezTO‘/Aal 1-[0 + R,

ou p tronque dans Bar(p;,ro + r4) en valant 1 sur un voisinage de Bar(pi,ro + €). L’examen
des fronts d’ondes sur C,; ainsi que la propagation des singularités sur le cone permet alors
pour tout couple Vi, W, de choisir € de telle sorte que:

AryryoWo C Vs,
et que modulo régularisant, on ait :

peiT,‘ /Aai piez’T(), /Aai HO — Hlei[T—l—Toh /Aai HO.

Ce qui termine la preuve du corollaire. O

Ces deux lemmes sont & la base de la définition du propagateur microlocalisé au voisinage
d’une géodésique. Pour le définir, on a besoin d’un certain nombre d’objets auxiliaires que
lon précise maintenant. Soit g une géodésique de longueur T issue de (mg,uo) ayant n
points diffractants, on rappelle que les py j, g j, tg,; sont les points diffractants rencontrés,
Pangle du cone correspondant, et le temps auquel intervient la diffraction (cf 57). Pour
J < m, on choisit r; < 79, et on pose t; = ty,; +r; et m; = g(t;), et p; la direction
correspondante. Par convention, on posera m, = g(7p). Pour simplifier les notations, on
notera aussi Uy(t) = eiVhea,

Définition 11 (Propagateur microlocalisé)
Soit g une géodésique de longueur Ty, issue de (mg,pg), Pour tous nombres g; < rg,, toute
collection de voisinages microlocaux de (mj,u;) : V; et W;, et tous opérateurs de troncatures
microlocauz I1; vérifiant :

— V; est relativement compact dans W,

- Atj+17tj © Wj C T*(BM(pg,j+175j+l))7

— II; vaut 1 sur V; et O en dehors de Wj,
on appelera propagateur microlocalisé au voisinage de g lopérateur K,(Ty) défini par:

Kg(TO) = HnUag,n (TO - tnfl)Hn—ang,n_l(tn—l - tn—2) Tt
MU, , (t2 — t1)g1Ua, , (t1)g0

Remarques:

— La définition n’est valable que si 'extrémité de g n’est pas un point conique. Dans le
cas contraire, il faut considérer que II,, est juste la multiplication par une fonction p
valant 1 au voisinage de ce point conique et 0 en dehors de By (p,ro + 7).

— Pour 0 < j < n —1, le morceau de géodésique compris entre m; et m;41 s’identifie &
une géodésique de C,, ;. De plus, on peut utiliser le lemme 29 et son corollaire qui
assurent alors qu’avec les choix faits:

Hj+lei[tj+1—tj]\/KHj = 11Uy, ., (tjs1 — )10 + R,

ol R est régularisant.

Pour j = 0, on a le méme résultat en remplacant ;41 —t; par 1, et pour j =n —1,
la méme démonstration fonctionne si Ty — t,, < 79 en utilisant le temps adéquat &
la place de tj11 —t;. Si g(To) est trop loin de py ,, il faut adapter la démonstration
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du corollaire du lemme 29 en passant par une troncature intermédiaire en g(tq,n + 70),
mais on montre encore :

I,elfe-t—VALL, | = 10,0,

Qg,n

(To — tn—1),—1 + R.
Finalement, on a montré 1’équivalence suivante :

K,(To) = 0aU(To — tn 1) n 1U(tn1 — tn_2) - (3.18)
HQU(tQ — tl)HlU(tl)Ho + R.

Ce qui justifie ’emploi du terme “propagateur” dans ’expression propgateur microlo-
calisé.

— L’ensemble des géodésiques telles que pour tout j, g(t;) est dans WV; forme un voisinage
V, de g. D’aprés ’expression de K, et la propagation des singularités, on a bien
Iinclusion :

%
WF(Kg(To)U()) C ATg o WF(U())

N

Ces propagateurs microlocalisés répondent donc aux exigences demandées. Il reste a
prouver que cette définition permet de montrer le développement en diffractions multiples.
Par construction, les propagateurs microlocalisés s’obtiennent en alternant des phases de
propagation et des troncatures microlocales intervenant aprés chaque diffraction. L’utilisa-
tion de l’égalité (3.18) va ramener la preuve du développement en diffractions multiples &
une question purement classique: il s’agit de savoir si on peut choisir a priori les opérateurs
de troncature de fagon & étre str de décrire toutes les géodésiques de longueur Tj issues d’un
point my.

Construction classique

Dans ce qui suit, on va fixer un point de départ mg et un temps arbitrairement grand
To- L’ensemble des géodésiques issues de mg a naturellement une structure d’arbre, que ’on
définit maintenant.

Définition 12 Soit mg € My et Ty fixé on définit un arbre orienté Tn,, 1, de la facon
sutvante :

— Un sommet (noté sg) correspond a my, les autres correspondent auz géodésiques dont
la longueur est inférieure ou égale a Ty, dont lorigine est mq, et dont l'extrémité est
un point conique ;

— Le sommet s est relié aux sommets s correspondant o des géodésiques n’ayant qu’une
diffraction. Pour les autres sommets, il y a une aréte joignant s a s' si la géodésique
correspondant a s' prolonge celle correspondant a s.

Remarque: 7,1, est un arbre fini d’aprés le corollaire 5.

Comme mg et Ty sont fixés, on ne parlera que de 'arbre 7. On a besoin d’un certain
nombre d’éléments attachés & 7.

— Pour tout sommet s de 7 différent de sg, on notera g, la géodésique correspondante,
ps Uextremité de g,, et n, le nombre tel que p; = p,, », (de sorte que p; est le ns-iéme
point diffractant de gs). Si ts # Tp, on choisit un rayon ry < min(rg,Ty — t5), et on
pose Ty = Ty —ts — rs. Pour sg, on pose t;, =0, ng, = 0.
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— On notera [s,s'] ’aréte allant de s & s'. Pour s # s¢ et chaque a = [s,s'], on notera m,
le point situé & distance rs de ps, le long du segment géodésique correspondant a a, et
to =ty —ts —7Ts.

— On notera A, 'ensemble des arétes issues du sommet s.

— Chaque aréte a de A, correspond & un sommet s tel que g, est non-diffractive sur [0,t4].
Pour cette aréte, on posera m, = mog, . la direction correspondante, et t, = ts + r;.

Rappelons que l'on cherche & construire des propagateurs microlocalisés, et que pour
cela, on a besoin de voisinages microlocaux recouvrant ’ensemble des directions possibles
aprés chaque diffraction. Considérons une géodésique g de longueur Ty issue de my.

— Si g(Tp) est un point conique, g = gs pour un certain sommet de 7. On choisit alors
€s et g > € et on pose:

Vo = T*(B(pSJ‘ES)) Wy = T*(B(ps;es))'

Dans ce cas-14, on posera aussi V; = V.

— Dans le cas contraire, on choisit V, et W, deux voisinages de extrémité de g (dans
T*Mpy) tels que V, est relativement compact dans W,.

On va étre amené & choisir un nombre fini de g tel que les V, ainsi construits recouvrent
S(mo,Tp)- Chacune des géodésiques ainsi sélectionnée prolongera une géodésique gs, on no-
tera gs ; les géodésiques ainsi regroupées (pour chaque s il y a alors un nombre fini de g ;).
Le long de gs,;, on notera (ms_j,us ;) le point correspondant au temps ¢ + rs.

On a alors la proposition suivante.

Proposition 39
Il existe un recouvrement fini de S(mg,Ty), par les Vs ; et on peut construire :

— sur chaque aréte a, deuz voisinages conique Vo, W, de (mq,ls), tels que V, est rela-
tivement compact dans W,,

— associ€ a chaque sommet s un nombre e; > 0,
— associés & chaque géodésique g ; deux voisinages microlocaux Vs ; et W ; de (Mg j,fts,5)
de telle maniére que les propriétés suivantes soient respectées, en posant

Ve= {J ValJVes

aEA, J

(pour les s pour lesquels Vs n’a pas déja été défini).

N—T—(S(psﬂ's)) CVs, (3.19)
Ai, oW, CT*(B(ps,rs) a=s,5], (3.20)
Az, 0o W5 CVy, ;- (3.21)

Preuve : on commence par traiter les sommets s tels que A; = ), puis on raisonne par ré-
currence descendante sur ng, c’est & dire qu’on commence par traiter les n-iémes diffractions
puis les n — 1-iémes et ainsi de suite jusqu’aux premiéres diffractions.

Lorsque A; = (§, ou bien Ty = 0, dans ce cas on pose gs o = gs et Vs, €5 sont déja construits,
ou bien Ty > 0. Dans ce cas, toutes les géodésiques g prolongeant g, pendant un temps
To — ts; ne sont plus diffractives. On peut donc trouver, d’aprés le lemme 28, W; voisinage
microlocal de g(ts +rs) et de sa direction, tel que Az, o W, C V,. Il suffit alors de prendre
V, relativement compact dans W, et d’extraire du recouvrement de N3 (S(ps,rs)) par les V;
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un sous recouvrement fini pour trouver les g, ;, Vg, ; et Wy ;. De plus, il existe alors €, tel
que
Ay, o T*(B(psses)) C Vs. (3.22)

Considérons maintenant a se terminant en un tel s, la constrution de V, et W, résulte
alors du lemme 29.

On fait 'hypothése de récurrence suivante:
Tous les éléments indiqués sont construits pour les sommets s tels que ngy > n, et les arétes
a telles que ng > n. De plus, €5 vérifie la condition 3.22.

On montre que I’hypothése de récurrence est vraie pour
no = max{n,, s sommet de 7 }. En eflet, prenons un s tel que ns est maximal, nécessaire-
ment A, est vide.

Supposons maintenant que ’hypothése de récurrence est satisfaite pour n, et considérons
les sommets s tels que ngy = n. Il y a deux cas, si Ay est vide, la construction est déja faite.
Si As n’est pas vide, toutes les directions (mg,u,) correspondantes ont déja été considérées
par ’hypothése de récurrence. Toutes les géodésiques prolongeant gs; et ne coincidant pas
avec un gy ne sont donc plus diffractives. Comme dans le cas A, = ), pour chacune des ces
géodésiques, on construit V. Il suffit alors de remarquer que les V, et les V; ainsi construits
recouvrent NiS(p,,r;) On en extrait un recouvrement fini et la fin de la construction est la
méme que dans le cas A; = 0. Ce qui fournit les géodésiques g; ;, les voisinages microlocaux
associés, le rayon €5 et les voisinages V, et W, pour 'aréte se terminant en s.

On répéte cette opération pour tous les sommets tels que ny = n. Ce qui termine la
récurrence. (|

On peut maintenant passer a la démonstration du le développement en diffractions mul-
tiples.

Diffractions multiples

Comme précédemment, mq et Ty sont fixés. On construit ’arbre 7 de la partie précédente
ainsi que tous les voisinages microlocaux construits dans la proposition 39. Commencons par
donner les troncatures permettant de définir les propagateurs microlocalisés

Pour chaque couple V, W, on peut construire un opérateur de troncature microlocale II
valant 1 sur V et 0 hors de W. De plus, a I’aide d’une partition de 'unité, la condition (3.19)

assure:
O, =Y I, + Y I (3.23)
a€As finie

Dans le cas ou t5 = Tp, on choisit une fonction de troncature valant 1 sur un voisinage
de B(ps,ro) et 0 hors de B(ps,ro + 74), et on appelle II,; 'opérateur de multiplication par
cette fonction.

Remarque : chaque Vs ; est associé & un voisinage V, de I’extrémité de la géodésique gs ; ;
on notera II, un opérateur de troncature microlocale dans ce voisinage.

Ces opérateurs de troncature le long de g, ; permet de définir K, ,(Tp).

On peut maintenant énoncer le théoréme décrivant le propagateur de ’équation des ondes
en fonction des différentes diffractions.
Théoréme 14 (Développement en diffractions multiples)
Soit mg € My, et Ty un temps arbitrairement grand, il existe alors un rayon r, et un opéra-
teur régularisant Rr, de L*(B(mq,r)) dans HX (M) tels que égalité suivante soit vérifiée :

Vug € L*(B(mo,r)) €70V2ug = > Ky, (To)uo + Rayuo, (3.24)

finie
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ot les géodésiques g5 ; sont données par la proposition 39.

Preuve : on définit s € T Popérateur K,(Tp) = e"Ts\/KKgs (Ty — Ts), ou le propagateur
microlocalisé K, (To — Ts) est défini avec les troncatures II rencontrées le long de g;. On
montre alors par récurrence sur n 1’égalité :

eiTO\/K’LLO = Z Kgs,j (To)'LLo + Z KSUO + R, uo, (3.25)

8€Tmg,Tg | Ns<n $€Tmg,Tg | ns=n

ou R, est régularisant. Au rang 1. On choisit r de sorte que l’on puisse écrire

Uy = Z ,uo + ansoyin.

aE.Aso

Appliquant eiToVA aux deux membres, on obtient :

VA, — Z eTOVAT 0 +ZeiT0\/KH
aE.AsO

gsoﬂ-UO.

Par définition de K,, (To) et d’aprés I'égalité 3.18,

eiTo \/ZH = Kgso,j (TO) .

En utilisant la propriété 3.20 et le corollaire du lemme 29,

9sq,i

pour a = [sg,s] ,eiTO‘/KHa = KS(TO) + R.

Ce qui prouve que ’égalité (3.25) est vraie au rang 1.
Supposons que (3.25) soit vraie au rang n.

D’aprés la décomposition 3.23 et I’inclusion 3.20:

K (To) = Y VALK, (To — T.) + Y eVALL K, (Th — T.).
a€As

D’aprés la propriété (3.21), chaque terme de la deuxiéme somme donne K, ; modulo régu-
larisant. D’apreés 'inclusion (3.20) et le corollaire du lemme 29, chaque terme de la premiére
somme donne K, 9.5 0l1 s est 'extrémité de a. Ce qui prouve I’égalité (3.25) au cran suivant
et termine donc la récurrence. O

Ce théoréme est essentiel pour la suite dans la mesure ot il raméne 1’étude du propagateur
de I’équation des ondes sur M & des compositions d’opérateurs connus. Il faut noter que
grace au opérateurs de troncature, toutes ces compositions peuvent étre considérées dans
R2. Notamment, on peut utiliser le calcul des front d’ondes au dessus de M.

Quelques remarques a posteriori sur cette construction.

— La construction refléte bien les caractéristiques annoncées notamment le fait de tron-
quer microlocalement au voisinage d’une direction pointant vers un point conique et
de choisir ensuite un temps permettant de se décaler du sommet du cone.

— Chaque propagateur microlocalisé K, ; vérifie ’alternative suivante:

— ou bien g, ;(To) € P et dans ce cas WF (K, ,(To)) C T*(B(pg)),
— ou bien K, ,(To) est régularisant prés des points coniques.
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Notamment comme la somme est finie, on peut trouver un petit £ tel que sur [T —

e, 1o + €, le développement en diffractions multiples est valable pour le temps T' avec

les troncatures associées & I’arbre 7, 1, Pour le voir, il suffit d’appliquer & ’égalité

(3.24) le lemme 38. Comme la somme 3.24 est finie, ceci permet aussi montrer que le

front d’onde de U(T") considéré comme une distribution de [Ty — €,y + e[x My x My

vérifie :

WF(U) C{ (T,ml,mg,T,T,lJ/l,T,u/o) | 1= |/J/0| :|M1|,

Jg € I'r | g(0) = mo, g(T) =ma} ’

La méme démonstration permet de montrer le développement en diffractions multiples
pour x(A)A~NeiTVA Dans ce cas, il faut changer la définition des propagateurs mi-
crolocalisés, en écrivant N = 3 N; et en remplacant Uy, , (t;) par x(Aq, ; )A;gj,\? Ua,,; (t:)
Il faut ensuite sur ’arbre 7 choisir un entier N, par sommet et utiliser la derniére
propagation libre pour assurer que chaque propagateur microlocalisé est associé &
X(A)A=NeiTVA ayec le méme N pour tous. Ceci nous permettra de travailler avec
des opérateurs continus de L? dans H avec N aussi grand que I’on veut.

(3.26)

La restriction mg € My n’en est pas vraiment une, on peut adapter la démonstration
pour autoriser le départ d’un point conique. Cela complique un petit peu les arguments
en rajoutant & chaque fois une discussion.
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Chapitre 4

Formule de trace sur une s.e.s.c

Introduction

L’étude générale des opérateurs a trace sur une s.e.s.c. implique que eiTVA et 3 trace
au sens des distributions (cf partie 2.2.2). On note o(T) la distribution Tr(e?”V2). Un
des objectifs de cette partie est de montrer la relation de Poisson qui s’énonce de la fagon
suivante:

WE(o) C {(To,7), 7>0, To €L}, (4.1)

ot I est formé des Ty tels qu’il existe une géodésique périodique de longueur Tg.

On a montré que, pour des opérateurs régularisants prés des points coniques, la trace se
calculait par les opérations de restriction & la diagonale puis d’intégration sur M. Ceci nous
permettra d’établir une version faible de la relation de Poisson dans laquelle €7V2 3 été
préalablement tronqué prés des points coniques. Cette version faible se démontre de la méme
maniére que dans le cadre non singulier (cf. [25, 12]). Pour obtenir la version forte de cette
relation, telle qu’elle est écrite ci-dessus, il faut alors examiner en détail ce qui se passe preés
des points coniques. On montrera en fait que 'on peut toujours se ramener & des calculs de
fronts d’ondes au-dessus de Mj. Ceci est une conséquence de la propriété assurant qu’une
singularité frappant un point conique est intégralement et instantanément réémise. Une fois
la relation de Poisson établie, il deviendra nécessaire d’étudier ’ensemble des géodésiques
périodiques d’une s.e.s.c. On donnera notamment une classification de ces derniéres reliant
la suite des angles de diffraction et la propriété d’étre isolée ou non.

Remarque : comme pour la propagation des singularités prouvée dans le chapitre précé-
dent, le fait que la relation de Poisson soit vraie sur une s.e.s.c. ou sur un billard polygonal
n’est pas surprenant. On peut trouver une démonstration dans [27] et le résultat énoncé
dans l'introduction de [33] (sans démonstration toutefois) correspond & ce que l’on a appelé
ici version faible. L’originalité de la démarche ici présentée est de montrer qu’on peut se
ramener & des calculs de fronts d’ondes loin des points coniques (cf théoréme 4.1.2).

Le terme générique “formule de trace”’ recouvre non seulement 1’établissement de la re-
lation de Poisson ci-dessus, mais aussi 1’étude de la singularité créée en un point T, par
les géodésiques périodiques de cette longueur. La premiére information attendue de ce type
de calcul est linclusion inverse de la formule (4.1). Dans les cas o on peut ’établir, la
formule de trace prouve alors que les longueurs des géodésiques périodiques sont détermi-
nées par le spectre du laplacien, ce qui donne une information importante dans 1’étude du
probléme spectral inverse. Plus généralement, le type de singularité en Ty est déterminé
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par le spectre du laplacien, et si on arrive & écrire un développement de cette singularité,
on obtient autant d’invariants spectraux (cf [73]). Les orbites diffractives nous intéresseront
plus particuliérement, et on cherchera avant tout la partie principale de la singularité.

Un des intéréts du développement en diffractions multiples 3.24 est que le propagateur sur
M est décrit de fagon explicite & partir du propagateur sur le cone. Pour avoir la propagation
des singularités “au premier ordre”, il faudra donc commencer par étudier le cas du cone.
L’outil de base utilisé ici est la construction du propagateur proposée par Friedlander (cf
[30, 31]). En effet, cette construction permet non seulement de traiter simplement le front
diffracté loin de 'intersection avec le front primaire (cf 3.3.1) mais donne aussi, prés de cette
derniére une expression avec laquelle on peut travailler. Suivant la terminologie physique
(cf [7]), on appelera “frontiére optique” ’endroit ou au moins deux variétés lagrangiennes
A;g se coupent (cf p. 90 pour la notation). On se raménera ainsi 4 un certain nombre
d’intégrales oscillantes modeéles qui permettent d’estimer la contribution principale d’une
orbite périodique. La fin de la partie est alors dévolue au calcul de ces intégrales oscillantes
modeéles, et & ’écriture de la singularité principale ainsi trouvée.

Signalons ici, au dela de la technique proprement dite, les quelques idées générales qu’il
faut garder en téte tout au long des calculs. La théorie des opérateurs intégraux de Fourier
fournit un cadre idéal pour mener ce type de calculs; chaque fois que cela sera possible, on
essaiera de s’y ramener. Par exemple, sur le cone, on montre que, loin de la frontiére optique,
l’onde diffractée s’obtient en faisant agir un OIF sur l'onde incidente. Tant que ’on reste
dans ce cadre général, les différentes opérations (composition, trace ...) sont bien définies et
donnent lieu & des applications directes du principe de phase stationnaire. La contribution
des orbites périodiques dont aucun des angles de diffraction ne vaut =7 peut ainsi se calculer
sans sortir de cette théorie. On montrera notamment que, pour une telle géodésique, K, (Tp)
est encore un opérateur intégral de Fourier, dont on précisera la variété lagrangienne, I’ordre
et le symbole principal (cf th. 20).

Au voisinage de la frontiére optique, l'utilisation des OIF donne une description de la
singularité, suffisamment simple pour permettre un calcul direct de la contribution d’une
orbite périodique présentant un angle de £7. Cependant, pour ce calcul on ne dispose pas
des justifications directes avec les OIF. On se ramenera donc & des intégrales oscillantes
absolument convergentes. De plus, méme si la méthode proposée se généralise vraisembla-
blement sans difficultés majeures & un nombre arbitraire d’angles de diffractions de £+, on
ne ménera intégralement les calculs que pour une orbite ne présentant qu’un seul angle de
cette sorte. On calculera ainsi la contribution principale d’une famille de géodésiques non-
diffractives pour laquelle les orbites qui la bordent n’ont qu’un point diffractant. Par souci
de lisibilité, certains calculs seront rejetés en appendice.

Avant de passer & la contribution des orbites périodiques, commencons par établir la
relation de Poisson.

4.1 Relation de Poisson

4.1.1 Relation de Poisson faible

La version faible de la relation de Poisson consiste & chercher la trace non pas de eiTVA
mais de e’T\/Kx, ou x est une fonction C*°, nulle au voisinage des points coniques.

Notation : pour une fonction y, C* sur My et constante prés des points coniques, on note

oy (T) = Tr(eTVAY).
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Cette définition peut étre étendue & des fonctions y beaucoup moins réguliéres que celles
considérées ici, mais dans la pratique, cette définition ne sera utilisée que pour des fonctions
x valant 0 ou 1 prés des points coniques et lisses sur M.

On a alors la proposition suivante:

Proposition 40 (Relation de Poisson faible)
Soit x une fonction nulle prés des points coniques, et C* sur My, alors

WE(oy) C {(To,7) | To € L, 7 > 0}.

Preuve : d’apreés ’étude générale sur la trace, on sait que
o (T) = Tr(xe™V2x),

ol ¥ est une fonction C*°(My), nulle prés des points coniques et valant 1 sur le support de
X- Maintenant qu’on a tronqué loin des points coniques, la trace est donnée par:

Tr(zeTV2 x) = mA* 3 (my)U(T,my ;mo) x(mo),

ot U est le noyau de e TVA 1. est I’image directe de la projection de R x My x My sur R,
et A est la restriction a la diagonale de R x My x My. Comme on a prouvé (cf (3.26)) que

WF(U) C { (T7m17m07T7TM17T/‘L0) | 1= |M0| = |,U/1|,
dg € T'r | g(0) =mo, g(T) =m1}’

il reste alors a faire les calculs de fronts d’ondes associés & opération m,A* pour montrer
la proposition. Ce calcul est exactement le méme que dans le cas non-singulier, cf [12]. O

Comme dans ’établissement du développement en diffractions multiples, I'utilisation du
calcul des fronts d’ondes habituel est rendu possible par le fait qu’on reste & distance des
points coniques. Ceci n’est plus vrai si on veut avoir la version forte de la formule de trace.
La partie suivante montre une fagon de passer les points coniques qui permet de se ramener
aux calculs de fronts d’ondes au dessus de My, justifiant aussi a posteriori notre choix de ne
pas étendre précisément le front d’ondes au dessus des points coniques.

4.1.2 Passage des points coniques

Le passage des singularités coniques repose sur trois points essentiels:

— la cyclicité de la trace,

— la propriété de groupe de I’exponentielle,

— le fait qu’une singularité frappant un point conique est instantanément et intégralement

réémise.

Remarquons ici que ce dernier point a déja été largement utilisé dans la construction
du développement en diffractions multiples, notamment pour assurer que chaque fois qu’on
tronque dans une couronne autour d’un point conique, le reste est un opérateur régularisant.
Le principe que 'on propose ici est relativement général et pourra étre adapté & d’autres

situations, par exemple pour évaluer, sur une variété & bord, la contribution & la formule de
trace d’une orbite périodique transversale au bord en chacune de ses réflexions.
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Principe

Fixons un point conique p, un petit temps #g, et 0 < € < ty. Soient x et p deux fonctions
vérifiant les hypothéses suivantes.
Hypotheses

— La fontion x est lisse sur My, et vaut 1 sur un voisinage de

BM(p7t0 + 5)\BM(p7t0 - 5)7

et est nulle au voisinage des points coniques.
— La fonction p est lisse sur My, vaut 1 sur un voisinage de p et 0 hors de B(p,e).
La figure suivante représente les graphes de p et x le long d’un rayon issu de p.

D’aprés I’étude sur le cone:

1- x)e"to‘/xp est régularisant, (4.2)
peitoVA (1 _ v est régularisant.

Remarque: la deuxiéme propriété est équivalente a la premiére en passant & ’adjoint et
en changeant ty en —tp.

D’un point de vue pratique, on fixe d’abord t et x, puis on choisit ensuite € et p.

On veut évaluer la trace suivante:

o,(T) = Tr(e'TV2p).
En utilisant la propiété de groupe de ’exponentielle, ceci se réécrit
0,(T) = Tr (U(to)U(T — 2to)U (to)p) ,
puis en utilisant la cyclicité de la trace:
0p(T) = Tr (U(T — 2to)U (to)pU(to)) -

Mais, d’apreés les propriétés (4.2), et (4.3), I’égalité suivante est vraie, modulo un opéra-
teur régularisant :
U(to)oU (to) = xU (t0) U (to)x-

En prenant la trace, on obtient donc, modulo une fonction C*° d’aprés la proposition 31,

0,(T) = Te(U(T — 2to)xU (to)pU (to)x) -
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11 suffit alors décrire p = 1 — (1 — p), et d’utiliser une derniére fois la propriété de groupe
de ’exponentielle pour obtenir le théoréme :

Théoréme 15 Pour toutes fonction p et x vérifiant les hypothéses précisées ci-dessus, la
trace o, est donnée, modulo une fonction C* par

— Tr(U(T — 2to)xU (to)(1 — p)U (to)x)-

Dans cette derniére égalité, toutes les fonctions de troncature valent 0 prés des points

coniques, et on est donc ramené & des calculs de fronts d’ondes au dessus de My, identiques
a ceux de la version faible. On obtient ainsi le lemme.

Lemme 30 Pour tout p, il existe une fonction p, C*, a support au voisinage de p, et valant
1 au voisinage de p telle que :

WF(o,) C {(To,7) | To € L, 7 > 0}.

On en déduit alors le théoréme:

Théoréme 16 (Relation de Poisson) Sur une s.e.s.c. compacte :

WEF(o) C {(To,7) | To € L, 7 > 0}.

Preuve : le lemme précédent fournit p, au voisinage de chaque point conique p. La fonction
X =1—)" p, vérifie les hypothéses de la formule de trace faible. Comme

o= E Op, + 0y,

Le résultat est ainsi prouvé. O

Cette fagon de passer les points coniques permet non seulement de prouver la version
forte de la formule de trace mais donne aussi une expression (cf (4.4)) utile pour le calcul
de la contribution d’une orbite diffractive en p. L’avantage de cette expression est qu’elle ne
fait pas intervenir le voisinage des points coniques et qu’elle se raménera donc & des calculs
d’intégrales oscillantes sur R2. Ce sera 'objet du chapitre suivant. Avant de passer & ce
calcul, il est intéressant d’essayer d’abord de classer les géodésiques périodiques de M en
fonction de leurs angles de diffractions.

4.2 Classification des géodésiques périodiques

Dans le cadre non-singulier (cf [25]) la contribution d’une orbite périodique g est différente
selon que g est isolée ou qu’elle fait partie d’une famille de géodésiques périodiques dépendant
d’un ou plusieurs paramétres. Notre objectif, ici est de relier cette propriété, d’appartenir
ou non 3 une famille & la suite des angles de diffraction le long de la géodésique.

Remarque : par définition, une géodésique périodique est une application de R dans M. La
convergence d’une suite de géodésiques périodiques signifie la convergence dans 't sur tout
intervalle de longueur T', ce qui revient & pouvoir fixer T' et un point de départ quelconque
sur la géodésique.
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Géodésiques périodiques non diffractives

Considérons une géodésique périodique g non diffractive. Il existe alors € tel que, pour
tout temps ¢, la boule de centre g(t) et de rayon & est isométrique & la boule de R? corres-
pondante. Il est toujours possible de définir une application continue de R dans TM qui &
t associe 7i(t) un des vecteurs orthogonaux unitaires a g¢'(t).L’application 7 ainsi définie est
périodique et, comme la variété est orientée, elle a la méme période que g (cf remarque 2
ci-dessous). En utilisant l'isométrie locale en g(t) ’expression g(t) + s7i(t) a un sens pour |s|
plus petit que €.

On a alors le lemme:

Lemme 31 Soit g une géodésique périodique non-diffractive de période Ty, il existe alors
e >0, et, avec les éléments définis ci-dessus, Uapplication g° qui a t associe g(t) + sfi(t) est
une géodésique périodique de période Ty pour |s| < e.

Preuve : le fait que ces applications soient périodiques de période Ty résulte de la périodi-
cité de 7. Quant au fait que ’on définit bien une géodésique, cela se voit localement dans
B (g(t),e). La géodésique correspondant & s revient 4 suivre g parallélement & une distance
|s]- O

Remarques :

1. La définition de g° est une construction classique en géométrie riemannienne. Le fait
qu’on obtienne ainsi une famille de géodésiques dépend de la métrique considérée, et
le fait d’étre périodique dépend de l'orientabilité d’un voisinage de la géodésique.

2. Sur une s.e.s.c. non orientable, il peut arriver qu’une géodésique non diffractive soit
isolée (lorsqu’elle est désorientante), dans ce cas, son double appartient & une famille.

3. Pour un billard polygonal, I’analogue du résultat ci-dessus assure qu’une trajectoire
périodique (qui évite les sommets) est isolée si elle fait un nombre impair de rebonds,
et appartient & une famille de trajectoires périodiques de méme longueur dans le cas
contraire (cf [68]).

Géodésiques diffractives

Rappelons la notion de point diffractif régulier déja introduite: un point diffractif p de g
est régulier si toute suite de géodésiques tendant vers g est diffractive en p (cf définition 1.5
p. 69). Le résutat principal concernant les géodésiques périodiques diffractives est le lemme
suivant.

Lemme 32 Soit g une géodésique périodique diffractive. Si g a un point diffractif régulier,
alors pour tout temps T, g est isolée dans l’ensemble des géodésiques périodiques de période
primitive inférieure a T .

Avant de démontrer ce lemme, 1’énoncé appelle deux remarques.

— Il n’est pas exclu qu’on puisse trouver une suite de géodésiques périodiques dont la
période tend vers linfini et tendant vers g.

— La notion de point régulier dépend du point de départ choisi sur g, comme on peut s’en
convaincre en considérant une géodésique périodique avec trois angles de diffractions
égaux a By, m, B=; si le point de départ de la géodésique est tel que ’angle 7 intervient
en premier ou en dernier, le point diffractif correspondant sera exceptionnel, il sera
régulier sinon. Dans le lemme précédent, il faut comprendre que si, pour un point de
départ, g a un point diffractif régulier, alors g est isolée.
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Preuve : considérons g une géodésique de période Ty, et fixons T' arbitraire. Supposons qu’il
existe une suite (g,) de géodésiques périodiques, dont la période est inférieure & T' tendant
vers g. On note T, la période de g,, et, quitte & extraire une sous-suite, on peut supposer
que T, tend vers une limite (par continuité, il existe m tel que limT;, = mT,). Comme p
est régulier, chaque g, passe par p. D’aprés le lemme 18, la direction déterminée par g en
p est localement la seule qui aboutit sur un point conique avant le temps 7. Comme g,, est
périodique, g, repasse par p avant le temps 7', et comme g,, tend vers g, la direction de g,
sortant de p tend vers celle de go. A partir d’un certain rang, g, suit donc le morceau de g
sortant de p et passe ainsi par le point conique suivant. En itérant ’argument, & partir de
ce point conique, on voit qu’a partir d’un certain rang, g, coincide avec g. O

Ce lemme recouvre le cas des géodésiques dont un des angles de diffraction est différent
de *7. Il recouvre aussi le cas des géodésiques qui ont & la fois des angles de diffractions de
+ et —m. En effet, il suffit d’étudier le cas de la suite (£7,---+ 7, F 7, - , F ) (sinon, un
des points coniques est régulier). Dans ce cas, on peut changer de point de départ de fagon
& créer un point régulier (ceci marche dés qu’il y a au moins trois diffractions), ou bien, on
peut considérer la géodésique parcourue deux fois, qui posséde au moins un point régulier.
La géodésique doublée étant alors réguliére, celle de départ I’est aussi.

Les seules géodésiques qui n’ont donc pas encore été étudiées sont celles pour lesquelles
tous les angles de diffraction sont © (ou —). Considérons donc une orbite périodique g de
longueur Tg telle que tous ses angles de diffraction soient égaux & w. Partant d’un point
de départ arbitraire, on peut mettre autour de g un rectangle fendu de type R*. On peut
considérer dans ce rectangle les segments de longueur T paralléles au segment représentant
g. Ces segments, s’ils sont “du bon c6té” ne rencontrent pas les coupures et s’identifient donc
4 des géodésiques de M. En considérant ’isométrie locale avec R? prés du point de départ,
on montre que ces géodésiques sont périodiques de période Tjp.

Ce qui prouve le lemme suivant.

Lemme 33 Soit g une géodésique périodique de période Ty, qui, en chacun de ses points
diffractants fait un angle de diffraction égal w alors g est le bord d’une famille de géodésiques
périodiques de période Ty, non-diffractives (telle qu’elle est décrite dans le lemme 31).

Il est maintenant naturel de se demander si toute famille de géodésiques périodiques non
diffractives dégénére sur une géodésique diffractive. Dans ce cas, la géodésique diffractive
limite aura nécessairement tous ses angles égaux a 7 (ou - 7). Le lemme suivant répond &
cette question.

Lemme 34 Soit g une géodésique non diffractive périodique de période To, et (9°)scr la
famille de géodésique périodique correspondante g = g°, alors I est un intervalle [—sg,s1].
Dans ce cas, g~ °° et g°* sont des géodésiques périodiques diffractives dont tous les angles
valent 7.

Preuve : prenons un point mg de g, I’ensemble des directions dans laquelle une géodésique
issue de mo va aboutir sur un point conique est dense (cf lemme 17). Il existe donc g; et go
d e part et d’autre de g, reliant mg & un point conique. Quitte & échanger g; et g2, on peut
supposer que pour s suffisament petit, g° coupe g1 si s > 0 et g2 si s < 0. La longueur de g;
fournit alors un majorant de I. La borne supérieure s; de I est donc bien définie et le statut
de g®* résulte alors de la convergence des (g°)s<s, - Le méme argument avec go fournit sg. O

Cette discussion permet donc de classer les géodésiques périodiques g (éventuellement
diffractives) de la fagon suivante.
Théoréme 17 (classification des géodésiques périodiques)
Soit g une géodésique périodique de M (orientable), elle entre alors dans une des catégories
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sutvantes :

1. g est non-diffractive, elle est alors a Uintérieur d’une famille de géodésiques mon-
diffractives de méme longueur;

2. les angles de diffraction de g valent tous © (ou tous —7), g est le bord d’une famille
décrite dans le premier cas;

3. dans tous les autres cas g est isolée.

Notre objectif est maintenant de calculer la contribution principale apportée & la formule
de trace par certains types de géodésiques diffractives. On étudiera plus particuliére-
ment celles du troisiéme type qui, de plus, ne présentent aucun angle de diffrac-
tion égal a £, et les familles pour lesquelles chacune des géodésiques bordantes
n’a qu’un point diffractant.

Remarque: il nous semble raisonnable de conjecturer que ces deux types sont “généri-
quement” les seuls.

L’outil principal pour établir la contribution principale d’une géodésique périodique va
étre les propagateurs microlocalisés déja construits (cf définition 11 p. 101). Pour étudier
leur action au premier ordre, il est donc nécessaire de commencer par ce qui se passe sur le
cone.

4.3 Propagation sur le cone: premier ordre

Notation : dans toute la suite on utilisera la symbole ~, pour exprimer la partie principale
d’une quantité. On 'emploiera notamment pour donner le symbole principal de certains OIF,
et pour donner la contribution principale des géodésiques périodiques. En général I’emploi
de ce symbole sous-entend 1’échelle employée par rapport & laquelle la partie précisée est
principale.

4.3.1 Expression générale

On s’est déjd intéressé aux résultats concernant la propagation des singularités sur un
cone, et aux conséquences qu’on a pu en déduire pour une s.e.s.c.. Pour pouvoir mener les
calculs jusqu’d la singularité principale d’une géodésique périodique, il nous faut d’abord
examiner de facon quantitative I’évolution des singularités sur le cone. Dans cette optique,
la construction du propagateur proposée par [30] est plus simple & utiliser que la construc-
tion, plus générale, de [15].

Notations: suivant [36], on note 63, et §* pour Re(\) > —1 les distributions définies

. 1 .
par les fonctions L, :

p_ [0 sio>0,
710 sinon.

s Ll sie<o,
-7 10 sinon.

Cette famille peut étre étendue méromorphiquement avec des poles aux entiers négatifs.
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Rappelons la construction de [30]. On part de la distribution G(y,z) de D'(R?), définie

. 1 . .
par la fonction L;,, suivante:

H(y+ cosz)H(m — |z]|) si y<1
G(yaz) = 1 —

™=z T+ 2z
—larctan + arctan(——— siy > 1.
lartan(5=7) (G s

Utilisant 1’égalité arctana + arctané = Zsign(a), G peut s’écrire alternativement :

G(y,z) = H(y+cosz)H(m — |z|) —

N (45)

[arctan( ) + arctan(

H(y-1) chfly chfly
i ™=z T+ Z

La figure suivante représente le support singulier de G :

Y

N=====777"7°
7
N

-7 T

Les singularités de cette distribution peuvent étre controlées en utilisant le fait que G
est solution de 1’équation au dérivées partielles (cf égalité (19) de [30]):
0? 0? 0

1— 2\ 2 R — —_— = . 4.
( y)6y2G 6z2G+yayG 0 (4.6)

Lemme 35 Les singularités de G sont données par l'inclusion :
WF(G) C [N*{y +cosz=0}N{|z| <7}JUN*{y =1}

On a aussi Uinclusion

WE(G) C {(y,zm,¢) | [¢] < Inl}-

Preuve : D’aprés lexpression de G, G est C* en dehors de {y = 1} et {y+cosz = 0}N{|z| <
m}. Il reste donc & voir qu’en un de ces points, seuls les vecteurs conormaux peuvent &tre
dans le front d’onde. Ceci est assuré par le fait que G satisfait ’équation (4.6) et le théoréme
de Hormander sur les singularités de la solution d’une équation aux dérivées partielles (cf
th. 8.3.1 de [46]). Ceci donne la premiére inclusion du lemme. La deuxiéme en découle par
un examen direct. O
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Remarque: Les deux conormaux définissant le front d’onde de G s’intersectent transver-
salement au sens de Bott aux points (y = 1,z = 7,1, = 0).

Le noyau du propagateur de ’équation des ondes sur le cone C, est alors obtenu en
faisant subir & G la suite d’opérations suivante.

— Demi-dérivation par rapport & y; on entend par 14 I’opérateur qui & u associe:
1 1
(D) =0, [ (=) ulw 2y
La raison pour laquelle cet opérateur est appelé demi-dérivation est la propriété:
1 a—1
Dzyf =coy, *,a> -1, 4.7)

avec ¢ = (. + 3) fol (1 — z)~22°t1|dz|. Cette propriété restera vraie si on multiplie
D= par une constante.
— Image réciproque par l'application :

F (t7R17$17R07x0) — (y = f(t,Rl,R()),Z =T — 370)7

2 - R~ R2

avec f(t,R1,Rq) = SR, R

L’image réciproque est bien définie car F' est une submersion dés que t # 0, ce qui sera
toujours le cas.

— Multiplication par C(RlRo)_%, ou C est une constante. On aurait pu intégrer cette
constante & la définition de la demi-dérivation, on préfére cependant garder ici cette
latitude et ajuster cette constante ultérieurement. Notons que ceci n’est possible que
parce qu’on sait a priori que cette suite d’opérations donnera bien le propagateur sur
le cone.

— Périodisation par rapport & (y,2) = (y,2 + @),

Le résultat principal de [30] est qu’on obtient alors le noyau de ’opérateur % agissant
sur L2(C,). Cette construction est résumée par la proposition suivante :
Proposition 41

Le noyau distribution E, de % VAa) est donné par légalité :

E, = AGa;

ot Gy est une distribution de D'(R x R/aZ), et A est un opérateur intégral de Fourier
agissant de C°(R x R/aZ) dans D'(R x Cy x Cy) tels que la composition AG, est bien
définie. On a de plus les descriptions suivantes.

1. La distribution G, s’obtient en périodisant la distribution G donnée par (4.5) :

Galy,2) =Y _ G(y,z + ka).

kEZ

2. L’opérateur A est associée o la variété lagrangienne

Ag= N*{(yaz) = F(t,Rl,.Z'l,Ro,fL'o)},
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et on a la représentation suivante du noyaou de A comme intégrale oscillante :
A(t;mimo,y,2) = / et o) =l giollen=20)~a 1. mo,my y.0) | dbdo],
dans laquelle le symbole complet a est donné par:

¢i_ i
a =
47T\/ 27 (R()Rl)

©l=| | =

Remarque: le fait que la distribution AG, soit bien définie consiste & remarquer que les
fronts d’ondes se composent bien. Cela résulte notamment du fait que F' est une submersion
et que

WE(G) C {[¢] < [nll}-

Preuve : il faut montrer deux choses sur la suite des opérations que ’on fait subir & G.
1. On peut intervertir la périodisation et les autres opérations et donc commencer par
celle-ci.
2. La succession de la demi-dérivation, de I’image réciproque, puis de la multiplication
par C(RoR;)? donne I'OIF A.
Pour Vinterversion de la périodisation et des autres opérations, I’appendice 4.5.2 fournit
toutes les estimations nécessaires. On s’intéresse donc & Uopérateur A qui, & une distribution
u(y,z) associe:

Au(t,my,mg) = C(RoRl)fép*Déua

dans laquelle C est une constante et D3 est défini par V’égalité (4.7) Localement, on note
(y,2,m,¢) les coordonnées de T*(R x R/aZ). L’action de la demi-dérivation sur les distribu-
tions dont le front d’onde vérifie || < ¢|n| est un opérateur pseudo-différentiel. Ce qui suffit
pour avoir le comportement prés du front diffracté d’aprés la remarque suivant le lemme
35. L’expression en intégrale oscillante de D= dépend des transformées de Fourier des dis-
tributions y¢ (cf [36]). L'image réciproque par F' est aussi un opérateur intégral de Fourier
(cf [24]). La composition des deux se passe alors bien. Comme (RoR;)™% est C*° 13 ol on
se place, le fait de multiplier par cette fonction ne change rien, et on obtient le résultat
annonceé. O

Remarques:

— Cette proposition est un peu moins forte que le résultat de [30] qui assure que ’expres-
sion ainsi obtenue est valable aussi prés du sommet du cone. Cependant, on n’a pas
défini ce qui étendrait la notion d’OIF prés du sommet du cone, la formulation de la
proposition précédente ne peut donc s’appliquer prés du sommet du cone. Cette pro-
position nous suffira dans la mesure ot on a vu que ’on pouvait toujours se “décaler”
du sommet du cone (cf 110). Elle est par ailleurs intéressante car elle ne fait intervenir
qu’un OIF explicite, et une “fonction spéciale” relativement simple.

— La description précédente permet de fixer la constante C' en regardant le front primaire.
On obtient la formule suivante prés du front primaire (en appliquant A & H (y+cos(z)) :

_ ¢
(RoR1)?

[N

S (ER1Ro) +cosan — mo)] 2,

que P’on compare avec le propagateur libre dans R?. Cela fournit alors C' = (27v/2)~,
ce qui est compatible avec larticle [30].
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Ayant choisi de travailler avec eitva plutot qu’avec , il nous faut établir I’équi-

sin(tv/A)

VA
valent de la proposition précédente pour le noyau de eitVA De plus, pour traiter les orbites
périodiques dont certains angles valent £, on sera obligé de sortir de la théorie des OIF,
il sera alors agréable de pouvoir travailler avec des intégrales oscillantes absolument conver-
gentes. Cela sera possible en utilisant u(A)A*JZe“\/K, ou x tronque loin de 0, et N est
suffisament grand. On montre donc le théoréme suivant qui découle de la proposition précé-
dente.

Théoréme 18 Le noyau Ko, de eTVAa est donné, au voisinage du front diffracté par
lexpression :
Koo = AoGa,

dans laquelle Ay est un opérateur intégral de Fourier, agissant de C°(R x R/aZ) dans
D'(R x Cy x C,) et tel que la composition AgG, est bien définie. De plus expression en
intégrale oscillante de Ay est donnée par

AO(tamlamO;yiz) =/ ew[f(t,Rl,RO)iy] 6i0[(z17w0)721a0(t7m0,m1,y,a)ldadal, (48)
>0

dans laquelle on a, au premier ordre :

Nl

o 1 it 3

( ) p ( ) (RORI)% RO Rl
Soit u(A) une fonction C*°(R) wvalant 0 prés de 0 et 1 pour A grand, pour N > 0, il existe un
opérateur intégral de Fourier Ay, vérifiant la méme chose que Ay et t(ig que la composition
AnGy est bien définie et donne le noyau distribution Ky o de u(A)A™ = etVA gy voisinage
du front diffracté. De plus, le noyau de An est donné par l'intégrale oscillante suivante :

AN (tam17m07yaz) = / eiﬂ[f(t,Rl,Ro)—y] eia[(af:l—zo)—z]aN (t7m07m17y70) |d0d0|7 (49)
>0

dans laquelle an est un symbole d’ordre % — N.

La preuve consiste d’abord & utiliser un argument de front d’ondes pour obtenir le ré-
sultat pour eitvVa 3 partir de la proposition 41. La proposition pour Ay découlera alors
. i s . _N RN
simplement du calcul des opérateurs pseudo-différentiels car u(A)A~ 2 en sera un la ot on
regardera.

Preuve : partant de la proposition 41, on obtient le noyau de cos(tv/A,) en dérivant par
rapport & t, ce qui revient a appliquer un opérateur Ay a Gy. Le noyau de cet opérateur
apparait comme une intégrale oscillante que 'on peut découper en séparant les 8 positifs et
négatifs. Ce découpage revient a séparer dans le front d’ondes du noyau de cos(tv/A,) les
parties correspondant & 7 > 0 et 7 < 0. Comme l'écriture cos(ty/Ay) = [eitVAa 4 gmitVAa]
correspond & la méme décomposition du front d’ondes (cf [15]), on trouve ainsi Ag, qui,
par construction, est donné par 'intégrale oscillante (4.8). (Remarquons ici que la différence
entre eiVBa o u(A,)eVAa est régularisante.)

Le reste résulte alors du calcul pseudo-différentiel. En effet, on ne s’approche pas du sommet
du cone, donc u(A)A_% est un opérateur pseudo-différentiel. de plus, on ne fait agir Ag que
sur une distribution vérifiant || < ¢|n|, et avec cette condition, Ay est un opérateur intégral
de Fourier. L’ordre de Ax s’obtient en considérant les ordres respectifs de u(A)A=% et de
Ap. O
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L’intérét du théoréme précédent est qu’il découpe I'étude des singularités de Ky o en
deux problémes distincts: d’abord I’étude des singularités de G, et ensuite "action de Agp.
On commence donc par étudier les singularités de G,,.

4.3.2 Singularités de G,

Le seul endroit ou il est nécessaire d’étudier G, est prés de la droite {y = 1}, qui
correspond, via F au front diffracté. D’aprés ’expression de G (cf (4.5)), il est naturel
d’attendre que G soit plus singuliére prés de z = +.

Commengons par nous placer au voisinage de (1,z), oul z # 7. Dans U'expression (4.5),
comme z # =+, la fonction H(y + cos z)H (7 — |z|) périodisée est C* au voisinage du point
considéré ; on notera H, (y,z) cette fonction périodisée. Il reste & périodiser G définie par:

-1 ht

1 c c
G1(y,2) = —;[arctan( — g) + arctan( pry g)]

On notera par 2z la variable sur R/aZ, un énoncé tel que x # 7 signifiera donc z # mmod a.
On peut alors montrer le lemme suivant :

Lemme 36 Soit G1 définie ci-dessus, on peut alors définir la fonction G1,o sur R x R/aZ
par

G1,0(y,r) = ZGlyw+ka)
kEZ

De plus au voisinage de (1,19) ot xo # £m, on a le développement suivant

Cra(y,2) ~ (y — 1)2G(y,),
2d,,

ot G est C°(R x [R/aZ\{£7}]), et G(1,2) = 2v/2

da(z) = -3 —

— 12— (¢ + ka)®

(z), avec

Ce lemme admet alors le corollaire suivant (qui est simplement une autre fagon de I’ex-
primer).

Corollaire 20 La distribution G1,, est une distribution oscillante de Fourier associée a la
sous-variété lagrangienne N*{y = 1}. Son terme principal est donné par :

G1,0(y,2) ~p 2V 2do(x Yy —1)3.

La formule sommatoire de Poisson (cf [28] p. 111, et ex. 2 page suivante) donne une
expression alternative pour dy, :

sm(2’T )

asin [Z(m — z)]sin [Z(7 + z)]

do(2) =

Cette expression correspond & L(0,z) dans le papier de Durso ([27]). Les deux propriétés
suivantes découlent aussi clairement de cette expression :

— si a est de la forme 27”, d, est constamment nulle (ce qu’il est aussi facile a voir sur le
développement),

— sinon, d, () ne s’annule pas.
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On ne va donner ici qu’une idée de la preuve du lemme précédent, dans laquelle aucune
des affirmations n’est vraiment justifiée. Toutes les estimations rendant rigoureux le raison-
nement suivant sont ’objet de ’appendice 4.5.2. On développe arctan au voisinage de 0, ce

qui donne
1 1 _ k
Gl(y7$) = Zk:ak |:(7T _ .’L')k + (ﬂ- + :L')k:| (Ch l(y)) ;

que ’on périodise ensuite terme & terme:

Gri(ya) = aral@) (ch ' ()"
k

1l reste & utiliser le développement asymptotique :

chty) =Y ely - DA,

et a regrouper les termes. La difficulté principale (levée par les estimations de I’appendice
4.5.2) est la périodisation.
L’écriture en intégrale oscillante de G'1,, donne alors le corollaire suivant :

Corollaire 21 Il existe un symbole g1,o(x,0) tel qu’on peut écrire :

Gro = / exp [i(y — 1)6] g1, (2.,0) 6],

De plus le terme principal de gy o est:

9.0(0) ~ —Z=da(o) [

Le corollaire est juste une réécriture du fait que G, est une distribution oscillante associée
a N*{y = 1}. Quant au symbole principal, il vient de l’écriture de (y — 1)_%_ sous forme
d’intégrale oscillante (cf [36]).

La preuve du lemme précédent donne aussi les estimations suivantes au voisinage de
z==m
Lemme 37 Il existe des distributions oscillantes Ry o de D'(RxR/aZ) associées 4 N*{y =

1} telles qu’au voisinage de (y = 1,x = ) (resp. (y = 1,0 = —x)), on ait les décompositions
sutvantes :
1 chly
Gl,a(yax) = Ha(y,.'L') - - arctan( ) + R-i-,a(y:m):
o m™T—X
(resp.
1 ch ™y
G1,a(y,2) = Ho(y,x) — = arct R_ ,(y,x)).
1a8) = Haly) = ~axctan(S-Y) + R a(y,2)

De plus, les restes Ry , peuvent s’écrire sous la forme:
Reo= [ explity = 16l ra.olo6)ldb],

ot T+ est un symbole dont le terme principal est O(|0|_%).

Preuve : elle consiste & prendre une fonction p tronquant au voisinage de (y = 1,z = )
et & remarquer que G1,4 est la somme de Gip et de (1 — p)G; périodisée. Cette derniére
distribution s’obtient exactement de la méme maniére que G o loin de z = %. O

Ces deux lemmes vont nous permettre, & ’aide, soit du calcul des OIF, soit d’un calcul
direct, d’estimer le noyau de V2« au voisinage du front diffracté.
On commence par se placer loin de l'intersection ¥ = Ag N Ag.
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4.3.3 Loin de X

Montrons la proposition suivante qui nous permettra ensuite d’examiner le cas des opéra-
teurs K, lorsque tous les angles de diffraction de g sont différents de =7. Une telle géodésique
sera dite localement réguliére.

Théoréme 19 (Au voisinage de Az\Y)
Aw voisinage de Ag\%, le noyau K, de €V« est un opérateur intégral de Fourier associé
a Ni{t = Ro+ Ry}. On peut le représenter comme intégrale oscillante de la fagon suivante :

Ka(t,Rl,ZlZl ,Ro,xo) = / exp [zH(t — R1 — Ro)] ka (t,Rl,xl,Ro,.’IIO ,0)|d0|
>0

Dans cette écriture, la partie principale de ko est donnée par:

& 1 da(z1 — 20)
“ P2r (RiRo):

Preuve : elle consiste & appliquer ’OIF A a la distribution oscillante G o, et & regarder
dans un voisinage d’un point de A4 N X. Celui-ci peut étre choisi ne rencontrant pas Ag.
11 faut donc estimer ’intégrale oscillante suivante (on a déja fait I’intégration sur z):

/ ew[f(t,RO,Rl)iy]a’O(taROaRl7yam1 - $0,0)G1,a(y,1}1 - -'L'O)p(y,fli'l - 3;'0)|d0d0dy|,
6>0,0,y

ou la fonction de troncature est choisie de telle maniére que:
1. des considérations de fronts d’ondes assurent que AgG1,4(1 — p) est lisse dans le voi-
sinage de Ag N ¥ choisi,
2. sur le support de p, I’écriture de G, donnée par le corollaire 21 est valable.
Cette derniére condition nous permet de remplacer G1,, par son expression en intégrale
oscillante, de plus la composition des fronts d’ondes nous permet de ne conserver que les
o > 0. Finalement, ’intégrale oscillante a traiter est :

Ko (t,R1,x1,Ro,%0) = / eI (t-Ro-B) vl g4 (¢, Ro, Ry y,1 — T0,0)
6>0,0,y

eia[y_l]gl,a(yaxl - .'170,0')/)(:1/,.'171 - $0)|d0d0'dy|

Reprenant la démonstration du théoréme de composition des OIF (cf [24] pp par exemple), on
met 0 en facteur dans la phase, et on cherche & faire une phase stationnaire par rapport aux
variables (y,0/6). La non dégénerescence de cette phase stationnaire est alors équivalente
4 la transversalité des lagrangiennes intervenant, hypothése sous laquelle le théoréme de
composition s’appliquera. De plus cette phase stationnaire donnera le symbole principal de
lopérateur résultant de cette composition.

Dans le cas qui nous intéresse, la phase s’écrit (en notant o' = ¢/0):

O[(f(t,Ro,R1) —y) + (y — 1)o’].
Les points critiques et la hessienne sont alors:

{ —14¢ =0
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On peut donc appliquer le théoréme de composition, ce qui assure que K est un OIF associé
4 la variété lagrangienne prédite par le calcul direct des fronts d’ondes, soit :

Ka (t’Rl 71 ’RO 73‘.0) ~p / eig[f(t’RO ,Tl)_lll’%a (taRl » L1 7R0 »L0 70) |d6|7
>0

de plus, le symbole & est donné, a I'ordre principal par:
I:I (Q_W)Lda(.’lfl —.'L'())t
“ P Y0 74r2  (RoR,)3
i da (IIJl - Zl?())t
21 (RoR;)%
La phase peut se simplifier en écrivant

t* —Rj—R} _ _0(t+Ro+Ri)
2ROR1 N 2R0R1

(7] [t_ (R0+R1)]7

et en faisant le changement de variable ainsi suggéré (6 «+ %7";}“). On obtient alors

Iécriture:

Ka (t,R1 21 ,R(),IL'()) ~p / eia[t_(R0+R1)]ka (t,Rl 21 ,RO ,IL'(),H) |d0| .
6>0

Le symbole principal de k se déduit alors de celui de k. Au premier ordre, le changement de

. . N T 7 2RoR .1 . A
variable revient & multiplier k¥ par TTRorE - En utilisant 1’égalité

t 1 1

— =+ [t-Ry-Rile————,
t+ Ry + Ry 2+[ 0 1]2(t+Ro+R1)

on obtient le symbole principal de k annoncé; en effet, dans cette derniére expression, le
deuxiéme terme va contribuer au symbole sous-principal. a

Remarques:

— Cette approximation correspond & ce qui est appelé “diffraction géométrique” dans
la littérature physique (cf [7]). Outre le fait de retrouver ce résultat, l'intérét de la
démarche proposée réside aussi dans I’emploi systématique des OIF qui rend les déve-
loppements asymptotiques simples & obtenir, tout en gérant de maniére assez précise
le reste.

— Comme on peut s’y attendre, le coefficient de diffraction d, explose quand on se
rapproche de la frontiére optique.

— En regardant précisément ’ordre de grandeur de K, ainsi obtenu, on retrouve le fait
que I'onde diffractée est 3—fois plus réguliére que 'onde primaire (cf [51, 7]).

En suivant la méme démarche, en utilisant cette fois ’expression de G, au voisinage

de z = 7, on obtient un développement de K, n prés de 3.

4.3.4 Au voisinage de ¥

Comme on ’a déja remarqué, pour faire les calculs prés de l'intersection ¥, on sort du
cadre habituel des OIF. On préférera donc travailler avec K, n le noyau de u(A,) A5 NeitVAa
avec N suffisamment grand, de fagon & ne manipuler que des intégrales convergentes.
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On montre alors le résultat suivant.

Proposition 42 (Au voisinage de ¥)
Au voisinage de X, le noyau de K, N se décompose en une somme de trois termes:

147 d d
KQ,N = Ka,N + Ka?N + KaTN'

On a de plus la description suivante pour chacun de ces termes:
1. Vopérateur K éf’ n correspond G la propagation libre “tronguée” :

K(lyf,N(tamlamO) = K(),N(t,mo,ml)H(Tf - (3&'1 - 370));

2. Vopérateur Kng correspond a la partie diffractive singuliére, et est représentée par
lintégrale suivante :

Kng(t,thl,Ro,xo) = f9>0,w>0 eiO[f(t,RhRo)*Ch w] aN(t,R1,R0,0)i071

7—(x1—x0)

W (n—(1—20))2 P1 (7T - (-731 - $0))p2(6h w)|dwda|,
3. Vopérateur Kng correspond a la partie diffractée réguliere. C’est un opérateur inté-
gral de Fourier, associée a la variété lagrangienne N*{t — Ry — R; = 0}. Dans une

représentation en intégrale oscillante avec o(t — Rg — R1) comme fonction phase, son
symbole principal est 0(|o|~).

Preuve : elle consiste & injecter dans la formule de K, y donnée au théoréme 18, la décom-
position donnée par le lemme 37. On obtient ainsi trois termes.

1. Le premier est donné par
Ano [Ha(y,2)] .

On le note K . Par définition de Ay, q, I'égalité suivante est vérifice:

Kno=u(A)A 2 AgH,(y,),

Comparant avec ’expression obtenue pour la propagation libre, cet opérateur se met
bien sous la forme annoncée.

ch™
2. Le deuxiéme terme est donné par l’application de Ay, & arctan (&> p(y,x).
T—x

On doit donc estimer :

i t —
KPy(tmimo) = [puq,€ o[£ (B, o) — ] an(t,R1,R0,0)
arctan (7Ch_ ) > p(y,x1 — zo)|dyde)|.

m—(z1—2z0)

On fait le changement de variable y = ch w suivi d’une intégration par parties en
w. On obtient d’une part 'opérateur noté Kng dans la proposition, d’autre part
une intégrale dans laquelle intervient la dérivée de p par rapport & y. Cette derniére
s’annulant identiquement au voisinage de y = 1, par des considérations de fronts
d’onde, ce terme donne une contribution régularisante que ’on omet donc.

3. Le troisiéme morceau s’obtient en appliquant A, na Ry o. Ce dernier opérateur étant
un OTF, on est ramené exactement au méme calcul que pour 'estimation de K, loin de
Y. Ce qui donne le résultat, en remarquant que Ay, décale de NV ordres par rapport
a Ao et que Ag,o appliqué & un symbole O(|o|~ %) donne un symbole d’ordre 0.
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O

Remarques :

— Quand on s’éloigne de z = m, les singularités de G, se séparent entre celles corres-
pondant & y +cosx = 0 et celles correspondant & y = 1. Transportant tout sur le cone,
on obtient la partie correspondant au front primaire, (qui vient se recoller sur K%), et
la partie correspondant au front diffracté, (qui vient se recoller sur la somme des deux
autres termes).

— Examinons le front d’ondes des opérateurs en présence. Celui de KgTN est contenu
dans le front diffracté. Celui de K fj,  est inclus dans AgUA; od Ay = N*{z1 —z¢ = 7}
correspond & la troncature. De méme, celui de Kng est inclus dans Ag U A;. Une des
particularités du développement proposé est d’avoir apparemment créé artificiellement
des singularités sur Ay. A cet endroit, on est str que K% 5 et K%y ont le méme ordre
de grandeur, puisqu’ils doivent se compenser exactement. Cependant, cette singularité
artificielle n’est pas trés génante dans la mesure ou la trace la fera de toutes facon
disparaitre.

— Sur Ag\X, Popérateur K, ng est un OIF : c’est celui qu’on obtient dans la partie “loin
de ¥”, a la fonction de troncature prés.

L’expression donnée dans la proposition précédente nous sera utile pour estimer la contri-
bution d’une orbite périodique située au bord d’une famille. Mais on va d’abord calculer la
contribution & la formule de trace d’une orbite localement réguliére.

4.4 Au voisinage d’une géodésique localement réguliére

Dans cette partie, on peut mener tous les calculs dans la classe des OIF. On veut calculer
la contribution & la formule de trace d’une orbite localement réguliére. On rappelle que cela
signifie que tous les angles de diffractions sont différents de 7. On peut en fait montrer un
résultat plus fort, dans la mesure ol on est capable d’estimer le propagateur K, avant de
prendre la trace, lorsqu’aucun des angles de g ne vaut +a. C’est I’objet du début de cette
partie, et la fin de cette partie consistera alors & prendre la trace.

4.4.1 Propagateur microlocalisé

On veut montrer que ’opérateur K, est alors un opérateur intégral de Fourier, dont on
calcule le symbole principal. L’opérateur K, s’exprime & partir des opérateurs K, corres-
pondant, aux points coniques rencontrés :

Kg(t) = Hneit_t" VAan ...Hleitl VAar II,. (410)

Dans cette expression, comme tous les angles de diffractions sont différents de £, les
opérateurs de troncatures ont pu étre choisis de sorte que les opérateurs II; K, II; 1 n’aient
du front d’ondes que sur le front diffracté. D’aprés la proposition 19, cet opérateur est
alors un OIF. Le résultat cherché sur K, découlera alors du calcul général des OIF. Les
compositions successives des opérateurs K,, correspondront toujours & une application du
lemme général suivant.

Lemme 38
Soient deux points Og, O1 distincts de R® et (R;,x;) les coordonnées polaires autour de
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chacun de ces points. Soient By et By deux opérateurs intégrauz de Fourier agissant respec-
tivement d’une variété Zy dans R? et de R?> dans une variété Z,, et s’écrivant :

Boy(m,zo) =/eioOWO(zo)*R“]i)o(Zo,R0,$0>90)|d90|>

B]_(Z]_,m) :/ei01[¢1(21)7R1]51(z17R17x1501)|d01|-

Notant I la distance entre Oy et Oy, C = B1 By est alors encore un opérateur intégral de
Fourier qui s’écrit :

C(21,20) =/ew[%(z(’”%(“)_l]@(zo>Z179)|d9|-

De plus, si les symboles principauz de By et By sont respectivement b;(z;,R;,x;)0% , le sym-
bole ¢ est donné a ordre principal par:

bob1 (RoR:1)>
l% R1=¢1(z1)

Ro=1—¢1(z1)

MY

1
agtar—3

c(20,21,0) ~p (2m)2e %

zg=z(q

@)=

La situation géométrique est représentée par la figure suivante :

La preuve de ce lemme ne pose pas de difficultés majeures, et consiste en une application
de la phase stationnaire. On la reporte en appendice.

Ce lemme va nous permettre d’énoncer le théoréme relatif aux opérateurs K,. Simplifions
d’abord un certain nombre de notations déja introduites au cours de ’étude des géodésiques
de M. La géodésique g étant rappelée dans la notation K, on oublie de le renoter dans
I'indexation des points coniques, des angles de diffractions etc... Ainsi, le long de g, on
rencontre n points coniques p; - - - p, d’angle respectif o , en lesquels la géodésique fait un
angle de diffraction 3; (tous les 3; sont différents de +). La longueur [; correspond au
segment joignant p; & pjy1. On peut noter (Ry,zo) des coordonnées polaires autour de p;
au voisinage de myg, et (R1,r1) des coordonnées polaires autour de p, au voisinage de m;.
Dans ces coordonnées on peut de plus choisir I'origine des angles de telle sorte que ¢y = 0
et 1 = 0 correspondent aux rayons incidents de g au point conique considéré. Le symbole
principal de K, va étre obtenu en utilisant de maniére répétée le lemme précédent, on définit
donc au voisinage des extrémités de g les deux fonctions:

dg(mOJml) = do, (b1 — 20)da, (B2) -+ * da, (1),
lg(mo,ml) = RO X ll X l2 e X ln,1 X Rl.
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On peut maintenant énoncer le théoréme donnant ’expression de K.

Théoréme 20 (Diffractions multiples)

Soit g une géodésique localement réguliére avec n diffractions. Avec les notations précédentes
et au voisinage de (Tp,mg,m1), Vopérateur K, défini en (4.10) est un opérateur intégral de
Fourier, associé a la variété lagrangienne Ay. Il admet, microlocalement, la représentation
en intégrale oscillante suivante

K, (t;mom) =/ ci0[t—(Ro+3272! 1]-+R1))]kg(t7m07m179)|d9|7
>0

le symbole k, est donné, a l'ordre principal par :

n— (=1ir  dy(mg,m _n-1
kg (£,m0,m1) ~p (ZW)T:;@_ T 9(701)19 =
(lg(mo,m1))=

Preuve : par récurrence sur n.
Pour n = 2, on applique le lemme 38 avec By (t,m1,m) = K, (t — to)Il; et Bo(m,mo) =
K,,(to),- D’apreés la proposition 19, on a alors

oy (To(m) — m0)

14 2 R R 1 1:0(”17,‘ L0760)7

bo(m,mo,00) ~

et
da, (21 — 21(M))

(Rl (m)Rl)% D1 (mlamaol)a

1
bl (t7m1 7m701) ~p %

et la composition se fait dans R? autour d’un segment de longueur [;. Les fonctions py et
p1 sont homogénes de degré 0 en 6; et rendent compte au premier ordre des opérateurs de
troncature II;. D’aprés le lemme 38, on trouve que K, s’exprime avec la phase [t — Ry — 11 —
R,16, et avec un symbole k, qui & 1’ordre principal est :

(S

1 iz _day(B1 — 20)day (21) (Bo(m)Ri(m))

; : 6~ p(mi1,mo.9),
4" (Ry(m)RoRi(m)Ra)? 1 o

3
kg ~p (2m)2

ce qui se simplifie pour donner le résultat annoncé, car la fonction de troncature p vaut
identiquement 1 au voisinage microlocal de (m1,mg,0). Pour passer de n diffractions a n+1,
il suffit d’écrire Ky, = K, ,, (t—t0)Kj;(to), ot § prend en compte les n premiéres diffractions.
On utilise I’hypothése de récurrence pour décrire K, puis le lemme 38 pour faire la nouvelle
composition. On obtient alors I’expression annoncée. O

Donnons quelques caractéristiques du développement en diffractions multiples.
— Chaque diffraction fait gagner % en régularité.
— Chaque diffraction décale la phase de ?ﬂT’T ou de —7 suivant le signe de dy(f).

Le fait que 'opérateur K, appartienne & la classe des OIF, permet de calculer la contri-
bution principale d’une orbite périodique localement réguliére de fagon analogue a ce qui se
passe sur une surface lisse.
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4.4.2 Calcul de la contribution
Loin des points coniques

Dans cette partie, on considére une géodésique g périodique, de longueur totale L, et
comportant n diffractions. Il faut prendre la trace d’opérateurs de la forme K, p. Remarquons
que la notation K p est légérement ambigiie, il faut considérer que p est associée & un point
m de la géodésique, et que cette derniére est alors paramétrée de telle sorte que g(0) = m. Le
cas le plus simple est quand pg localise au voisinage d’un point de Mj ; la fonction pg tronque
alors loin des points coniques. Il faut alors estimer la singularité de Tr(Kyp) au voisinage
de t = L. Pour cela on évalue le comportement quand s tend vers I'infini de ’expression :

I(s) =< Te(K,p).e " (1) > ,

ou f tronque prés de t = L. Cette contribution est reliée & ’expression du symbole principal
de K, donnée dans le théoréme 20. Pour I’exprimer on introduit deux nouvelles notations
attachées & une géodésique périodique.

Définition 13 Pour une géodésique périodique g localement réguliére, on note :

Jg = Hdai (Bi); et
l~g = le

Remarquons que ces deux grandeurs sont vraiment attachées & la géodésique, et non &
sa paramétrisation. On a alors le lemme suivant.

Lemme 39 Le terme principal de I(s) est donné par:

I(s) ~p §T3(2r) e T

F(L)emiet / p(g())|dul.

‘QNI | N
v

nim

On notera ¢, la constante (2m)% e~ "4

~ .
Qg

Preuve : la fonction de troncature p tronque loin des points coniques. La trace s’obtient alors
en appliquant 'opérateur m.A* & K, p. Mais K, est un opérateur intégral de Fourier dont on

connait ’expression en terme d’intégrale oscillante. L application de m, A*, puis I’évaluation
sur la fonction test donne alors lieu & I’intégrale oscillante suivante :

I(s) = /e—iSteio[t—RO(m)_Rl(m)_zlf]kg(t,m,m,Q)f(t)p(m)|dtdmd9|.

Les distances Rg(m) et R;(m) représentent alors les rayons de m dans les coordonnées
polaires autour de p; et p, respectivement. On met s en facteur dans la phase, et on prend
comme coordonnées de m, (Ro,z¢). Ce qui nous ameéne a évaluer:

I(s)=s / eisl—tH(t-R-di(Ro)=3 L)L (1 R x.50)p(R,x)R|dtdRdzd)|.

Cette intégrale s’évalue en faisant une phase stationnaire par rapport a (¢,z,0), uniforme en
R.
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On calcule les points critiques et la hessienne:

-1+6 =0 0 0 1
—00,d, =0 ; |H/={0 -23d; 0|= di'Rl,.
t—R—d; - I, =0 1 0 0
On obtient donc ’équivalent suivant :
2m\8 _in _isL d%
I(s) ~ s(?) 2e”t1e” "M f(L) | ko(L,R,0,5) AL p(R)RdAR.

Il reste alors & remplacer la partie principale de k, par son expression (cf théoréme 20)pour
trouver le résultat. O

Il reste & examiner le passage des points conique.

Prés des points coniques

D’apreés 'utilisation de la cyclicité (cf p.110), il faut évaluer la trace d’un opérateur
s’écrivant :
K5(T — 2t0)x K, (2t0) x,

ou l'opérateur K,(2tg) est défini sur le cone d’angle a par:
K,(2t) = Ka(to)pKa(to),

et p tronque prés du sommet. On a déja remarqué que la propriété de groupe de ’expo-
nentielle permettait de ramener la définition de K, & des compositions d’opérateurs loin du
sommet du cone :

Kp(ztO) = Ka(2t0) - Ka(tO) [1 - p] Ka(tO)' (411)

Dans la définition de Ky(T — 2ty) se trouvent des opérateurs de troncature microlocalisant
prés des points de g situés & distance ty de p. On peut simplifier la composition

Ka(to) [1 = p] Ka(to)

en ne gardant que la partie correspondant aux troncatures dans K, (T — 2t).

Utilisant des fonctions de troncature, on peut découper chaque morceau K, (to) en trois
parties :

— la premiére correspond au front primaire et est notée Ky,

— la deuxiéme correspond au front diffractée loin de X et est notée K, 4,

— la derniére correspond & un voisinage de ¥ et est notée K, ;.

Utilisant cette décomposition et des considérations de fronts d’ondes, on peut écrire

Ko(to) [1 — p] Ka(to) = Kolto) [1 — p] Ka,d(to)

+Ka,a(to) [1 — p] Ko(to) + R(2to), (4.12)

dans laquelle R(2¢g) est tel que la contribution & la trace de Kj(T — 2to)R(2ty) sera C*°.
Finalement, toutes les compositions se font dans la classe des OIF, et on obtient le lemme
suivant.

Lemme 40 L’opérateur Kz(T —2to)xK,(2to)x est un opérateur intégral de Fourier associé
a la méme variété lagrangienne que xK4(T)x. De plus, son symbole principal est simplement
multiplié par p(|to — Rol).
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Preuve : d’aprés la préparation précédent le lemme, il faut calculer les opérateurs de ’égalité
(4.12). Comme précisé alors, ce calcul se fait dans le cadre général des OIF. Les opérateurs
de troncature n’influent pas sur la composition des variétés lagrangiennes et interviennent
de fagon multiplicative sur le symbole principal. Ce qui implique alors que loin de X

Ka(to) [1 — p] Ka(to),

a la méme expression que K, (2t9) mais dont le symbole principal est multiplié par [1 —
p](Jto — Ro|)- Ce qui donne le résultat pour K,(2ty). On effectue alors la composition

K5t — 2to)x K, (2to)x
qui ne fait intervenir que des OIF. On obtient donc la méme expression que
K, ®)x,

excepté que le symbole principal est multiplié par p(|to — Ro|)- O

En notant I,(s) = ( TrK;(t — 2to)xK,(2to)x,e* f(t)), on montre alors le lemme sui-
vant :

Lemme 41 La quantité I,(s) a pour terme principal quand s tend vers Uinfini :

() ~p cgs % 1(Lye [ plIRNAR,
ot le coefficient c, est le méme que celui du lemme 39.

Preuve : en utilisant la propriété de multiplicativité du symbole et la preuve du lemme 39
on trouve comme contribution principale:

L~ e [  XaFo+ t))pllto = Rol)dRo
PO

11 suffit alors de poser R = ty — Ry et de remarquer que par construction le facteur avec x
vaudra identiquement 1 lorsque p(|R|) sera non-nul. O

Pour obtenir la contribution de la géodésique périodique g il faut maintenant ajouter les
contributions locales que ’on vient de calculer.

Théoréme 21 La contribution d’une orbite périodique g de période L, et de longueur pri-
mitive Lo est donnée au premier ordre par

I(s) ~p s_%cgf(L)e*"SLLo,

nimw

avec cg = (2m) 2 e "%

définition 13.

, ot m est le nombre de diffractions, et cig et l~g sont donnés par la

~ .
Qg

Preuve : la contribution de g est donnée par la somme

I(s) = ) < Te(Kypm)ie ™' f(1) >,
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ott les m; sont des points de g et ) py,,; vaut identiquement 1 au voisinage de g|j,z,]- Dans
cette somme, chacune des contributions a été calculée précédemment ; en les regroupant, on
trouve finalement :

I(s) ~p 5~ S ey f(L)e= " Y / P (9(8))|d],

ce qui donne la contribution annoncée. O

L’expression de cette contribution appelle quelques remarques.

1. Cette contribution est valable aussi bien pour une géodésique périodique primitive ou
pour ses itérées.

2. L’ordre de grandeur de cette contribution ainsi que sa phase dépendent du nombre de
diffractions (et des signes des dq, (8;) pour la phase). En ce qui concerne ordre, plus il
y a de diffractions, plus la contribution est réguliére. Les phénoménes de compensation
entre deux géodésiques de méme longueur n’ont lieu & 'ordre principal que si les deux
géodésiques ont le méme nombre de diffractions. Dans le cas contraire, la contribution
de la géodésique qui a le plus petit nombre de diffractions domine celle de I’autre.

3. Chaque diffraction fait gagner une demi unité & ’ordre de grandeur de cette contribu-
tion. La contribution la plus importante est donc obtenue par des orbites diffractives
n’ayant qu’une diffraction, et elle est déja % fois plus réguliére que la contribution
fournie, sur une variété lisse, par une orbite périodique isolée (cf [25]).

4. Cette formule permet de calculer la contribution de la hauteur d’un triangle. Plus
précisément, on considére M la surface obtenue en doublant un triangle. Chaque hau-
teur (intérieure au triangle) correspond & une géodésique de M (de longueur double).
On choisit une hauteur, issue d’'un sommet d’angle a et formant un angle 8 avec un
coté du triangle. On suppose que a n’est pas de la forme 7. Dans ce cas, la géodésique
correspondante sur M est uniquement diffractive et localement réguliére, I’angle de dif-
fraction est 243 et I’angle du cone correspondant & la diffraction est 2a. La contribution
apportée par cette géodésique est donc:

1) ~p Ve T 222D piapyeion o,
2

ou h est la longueur de la hauteur considérée. Si on a choisi la plus petite hauteur,
comme il ne peut y avoir de compensations avec une autre géodésique ou famille de
géodésique, la formule précédente montre que la longueur de la plus petite hauteur est
uniquement déterminée par la réunion des spectres de Dirichlet et de Neumann du tri-
angle (cf (29)). Pour avoir le méme résultat avec le spectre de Dirichlet uniquement (ou
Neumann), il faut quotienter encore par 'involution ( ce qui donnera la contribution
de [27]).

Passons maintenant & I’étude d’une famille de géodésiques dont les orbites limites ne

présentent qu’une seule diffraction.

4.5 Famille de géodésiques

Pour obtenir la contribution d’une famille de géodésiques périodiques (g), il faut savoir
estimer la trace de trois types d’opérateurs K p: premiérement lorsque g est une géodésique
4 lintérieur de la famille, et p tronque donc dans My, ensuite lorsque g est une géodésique
du bord de la famille, mais p tronque dans M, et enfin lorsque g est une géodésique limite,
et p tronque prés d’un point conique. Commencons par le premier cas, qui est le plus simple.
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4.5.1 A D’intérieur de la famille

On doit calculer la trace de K,p, lorsque g est une géodésique intérieure & la famille.
Dans ce cas, U'opérateur K, est donné par la propagation libre dans R?, c’est un OIF, et
la trace ne pose pas de probléme particulier. Plus précisément, le calcul est exactement le
méme que celui obtenu sur une variété lisse pour une famille & un paramétre de géodésiques
périodiques (cf [25]). La calcul est ici encore plus simple que le cadre général expliqué dans
[25], dans la mesure ou la métrique sous-jacente est euclidienne.

Rappelons qu’on a posé:

I,(s) =< Te(K,(t)p),f ()™ > .

Lemme 42 Lorsque g est & Uintérieur de la famille (g), la contribution I, est donnée au
premier ordre par :

x
e's

I(s) ~p o s%%/p(mo)dmo.

Preuve : comme la propagation est donnée par la propagation libre, on est ramené & évaluer
I’intégrale oscillante :

I,(s) = / e=ist e[ =D7me.mo)] o (1, 0) p(1mo ) |dtdmod),

ou
Ko(t;mo;m1) = / e[ =D mosmo]k, (¢.mg,m1,0)|d6)
désigne le propagateur VAo dans le plan. Notamment, on a

.
i
€ 4 1

t02

ko (t,mo,m1,0) ~p
T/ T0

(cf [6] par exemple).

Ici, D(mg,mo) = L, et le lemme résulte d’une application du principe de phase station-
naire. L'intégrale oscillante présente une sous-variété de points critiques, plus précisément,
elle est exactement du méme type que les intégrales évaluées dans l’article [25]. Technique-
ment, cela signifie qu’on applique alors la phase stationnaire par rapport a (¢,0) uniformément
en mg. Ce qui donne la contribution avancée. O

1l reste alors & étudier la contribution des orbites bordantes g+. On se contente d’étudier
g+, le calcul donnant g_ est exactement le méme.

4.5.2 Au bord de la famille

Pour le calcul de I;p quand g est orbite limite, la diffraction se fait prés de 'angle =,
lopérateur ainsi intervenant n’est donc plus un OIF. Il faut donc justifier que la trace est
obtenue en restreignant 4 la diagonale puis en intégrant sur M. On a vu que cette procédure
était valable dés que I'opérateur était continu de L? dans HYV avec N suffisamment grand.
En intégrant par parties un nombre suffisant de fois, on peut remplacer K, par Ky n (qui
est continu de L? dans H™), et donc écrire:

aN ;
Iy(s) = ( Tr(Ky,n ()p)s 7z [ F(1)])-
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uand p tronque loin des points coniques, cette expression est donnée par l’intégrale:
p q p ques, p p g

N

[ oo amanyptm) 5o 0 dmat.
Quand, p tronque prés des points coniques, on utilise de nouveau cyclicité de la trace (cf
p-110). On peut alors suivre le calcul de front d’onde sur le cone, similaire & celui pour les
géodésiques localement réguliéres (cf p.128). Ce calcul donne alors exactement le méme genre
d’opérateurs excepté que maintenant, il faut utiliser la partie du front d’onde correspondant
a K, ;. L’évaluation de I, se raméne alors & la trace de trois opérateurs (on utilise de nouveau
la cyclicité pour le dernier)

K3 N, (t — 2to) X Ko, No+ N, (2t0) X,
KN, (t = 2to)xKo,N, (to)[L — plKa,i,N, (to)X;
et K07N2 (tO)XK",M (t - 2t0)XKa,i,No (tO)[l - P]-

Dans le cas qui nous intéresse ici, la géodésique limite g n’a qu’une seule diffraction ; dans
Pécriture précédente Ky n, peut donc étre remplacé par Ky n,. De plus, grace au calcul des
OIF, chaque fois que deux opérateurs de type K se suivent on peut faire la composition.
On obtient alors de nouveau un opérateur correspondant & la propagation libre, la seule
différence vient des fonctions de troncature qui interviennent alors multiplicativement au
niveau du symbole principal. Finalement, on obtient le principe suivant :
pour obtenir la contribution de la géodésique périodique limite g, il suffit de savoir prendre
la trace d’opérateurs s’écrivant sous la forme :

Ko n(t — t0)Ka,i,n (to)p,

ot 'on observe les propriétés suivantes :
— p trongue loin des points coniques,

— K est un OIF, associé a la méme variété lagrangienne de Ky, dont le symbole principal
est celui de Ko multiplié par une fonction de troncature p,

— Ka,i,n est Uopérateur Ko, tronqué prés de Uangle de diffraction |z, — zo| = .
Finalement, en notant I(s) la trace d’un tel opérateur évalué sur une fonction test
4% [e 7 £(1)] , on a Iégalité:
dN

I, = /f(o,Nl (t— t07m07m1)Ka,i,No(t07m1,m0)p(m0)dt—N [e_mf(t)] |dtdmy dmg)|.

Développant la dérivation, I(s) a comme partie principale (is)VI(s), ou I(s) est donné par
I’expression :

I(s) = /ffo,Nl (t — to,m0,m1) Ka,i,No (to,m1,mo) p(mo)e ™" f(t)|dtdmy dmy|.

On utilise maintenant le lemme 42 pour remplacer K, ; v, par la somme

It ds dr
Ka,No + Ka,No + K yNo»

a

ce qui donne trois contributions a calculer I**, 1%, I" respectivement.
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Contribution de I*

L’intégrale donnant It s’écrit de la facon suivante:
Ilt(s) = /KO,Nl (t - to,mo,ml)Ko,No (to,ml,mo)H(W - — xo)p(mo)f(t)e*“t|dtdmodm1|.

Cette intégrale s’obtient en évaluant une phase stationnaire a bord. On est ici dans le
cas le plus simple, ou la variété critique intersecte le bord transversalement. En effet, s’il
n’y avait pas la fonction de troncature H (7w — (x; — x¢)), on aurait une intégrale oscillante
correspondant & prendre la trace de ’opérateur obtenu en composant deux propagateurs
libres aux temps t — tg et tg. A Ry fixé, les points critiques correspondant & cette opération
consistent alors & choisir un point de départ sur une géodésique de la famille (paramétré
par (Ro,zo)) et a faire la composition au point situé & la distance tg sur la géodésique de la
famille. La famille de points critiques ainsi obtenue est bien transversale au bord introduit
par la fonction de troncature. De plus, tout est uniforme par rapport a Ry ; on obtient ainsi
le lemme.

Lemme 43 Au premier ordre, lintégrale I'(s) admet léquivalent suivant :

z’l
e's 1
N S%

o2 VL Ag

Dans cette expression Ay correspond au domaine balayé par la famille de géodésique, compté
avec multiplicité. De plus le terme suivant est en sV~

1" ~p (i)™ p(mo)dmy.

1
2.,
Remarquons que cette contribution est du méme ordre que celle apportée par une géo-

désique intérieure a la famille. On montrera que ces deux types de contribution se recollent
pour donner la contribution principale de la famille.

Contribution de I9"

Cette contribution est la plus simple des trois & calculer. En effet, on a vu que Kngl
était un OIF qui au niveau des variété lagrangienne et du symbole prolonge K, loin de X.
La contribution obtenue est donc du méme ordre de grandeur que celle d’une orbite isolée
ayant un point de diffraction (cela revient a faire la méme phase stationnaire!).

Lemme 44 La contribution de I197(s) est d’ordre s=N=3.

On ne cherche pas a avoir un résultat plus précis étant donné que cette contribution est
déja 1 ordre plus réguliére que celle apportée par I*.

Remarque: on a déja noté que la contribution d’une orbite isolé avec une seule diffraction
réguliére était % fois plus réguliére que la contribution typique d’une orbite périodique isolée.
Comme la contribution d’une famille & un paramétre typique est % fois plus singuliére que
celle d’une orbite isolée, on retrouve ainsi le décalage de 1.

11 faut maintenant passer au calcul de la contribution de I%.

Contribution de I%

Ce calcul est finalement le seul qui ne se raméne pas de fagon évidente au calcul des OIF.
On va tout de méme s’y ramener, mais par une voie plus détournée.
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Esquissons la démarche avant d’énoncer puis de prouver le résultat. L’intégrale que ’on
doit calculer s’écrit :

Ids(s) — /ei91[[(t7to)2,D$ (mo,m1)]]p1 ﬁl kO,Nl (t — tO;mO;mlyel)

eia[f(t,R1 ,Ro)—ch w]aNO (t,Rl ,ROaO—)OfI
m—(z1—20)

T it epanzPL(T — (21 — @0)) p2(ch w)pofo
|dwdodmodm,dfdo|.

On dilate les variables 8 et o par s et on fait le changement de variable z = 7 — (x1 — z¢)
(en gardant x4 ). On fait ensuite une phase stationnaire par rapport a (¢,R;,x1,0,0) uniforme
en (R,w,z). L’application de cette phase stationnaire donne comme résultat le lemme:
Lemme 45 Le terme principal de 1% est donné par:

; ~ x
I%(s) ~, C(is)*Ns% / 6’[*5'/’(12’”’“”)]H(R,w,x)p(R,w,;v)wf

|dRdwdz|
w>0,R,x 2 + ;L.2 ’

avec les fonctions v, H, et p définies en appendice. Le terme suivant est en s~N-3,
Expliquons un peu d’ou viennent les éléments caractéristiques de cette égalité (la preuve
compléte est faite en appendice) :

— ¢(R,w,z) est obtenu en écrivant les points critiques de la phase, et correspond a ¢ au
point critique, vue comme fonction des paramétres.

— La fonction H est obtenu en évaluant le symbole principal au point critique, et p
regroupe ce que deviennent les troncatures en (R,w,z).

— L’ordre principal vient de la suite d’opérations suivante, la dilatation par s fait sortir
la puissance % — No+ % — Np — 1+ 2 soit —N + 3. La phase stationnaire se fait ensuite
par rapport a 5 variables oscillantes ce qui donne la puissance: —N +3— 3 = —N + 1.

Plus précisément, on obtient en fait un développement complet

Ids(s) — 37N+% Zskak’
dans lequel chaque I* a I’expression suivante :
_ i[—sY(R,w,z z
Ik(s) — /ez[ %( )]ak(R,w7Z)m|de’lﬂdZ|

Les coeflicients ay étant C* & support compact en R,w,z.
De plus, 'application de la phase stationnaire mentionnée ci-dessus prescrit ag(R,0,0) =
ty . La fonction ¢(R,w,z) vérifie

¢(R7w72’) = ¢0(R) + Q(R,UJ,Z) + ¢2(R,w,z),
ot Q(R,w,z) est la forme quadratique (en w,z2):
Ro(to—Ro) 0
Qt)(0.0) = 0 Ro(to—Ro) | *
to

On a alors besoin du lemme suivant permettant de conclure le calcul.
Lemme 46 Si la phase ¥(R,w,z) vérifie ’hypothése suivante :
Au voisinage de (w =0,z = 0), ¥ admet le développement suivant uniformément en R :

¢(R,w,z) = ¢0(R) + Q(R,w,z) + w2(Rawaz)7
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ot toutes les fonctions sont C*°, Q(R,w,z) est une forme quadratique en (w,z) définie
(positive ou négative) et y(R,w,2) vérifie:

o (R,r cos,rsinf) =r3g(R,r,0), g€ C™.

L’intégrale I, admet alors un développement complet en puissance de s et le premier
terme est donné par :

I(8) ~p P / e (Blg(R,0,0) sin(0)|Q (R, cos 6, sin §) ~3dRd.
R0

Prewve du lemme 46: elle consiste 3 faire un passage en polaire en (w,z). On obtient alors
I'intégrale :

I(S) _ /eis[¢(R,r cos 0,rsin 6)]&(R,r’0)drde9,

avec a(R,r,0) = a(R,r cosf,r sin §) sin §. L’hypothése faite sur ¢ assure qu’on peut faire une
phase stationnaire en r, uniformément non dégénérée par rapport a R,0. Le fait que 'on
n’intégre que sur r > 0 n’empéche pas ’application de la phase stationnaire. On obtient
alors le développement annoncé avec le premier terme donné. O

Revenant & 1%, le terme principal est alors d’ordre sV et s’obtient alors en examinant
le terme principal de I° donné par le lemme 46. Celui-ci est donné par l'intégrale :

/ etV Ry (t) — Ro)|~* sin(6)|ddRy|

qui donne 0. finalement, on obtient alors le principe suivant :

La contribution du bord de la famille est négligeable devant celle apportée par l'intérieur
de la famille.
Plus précisément, la contribution de I%* est au mieux comparable au premier terme correctif
de I't,

Finalement, la contribution d’une famille d’orbite périodiques dont les orbites bordante
n’ont qu’une diffraction est résumé par le théoréme suivant :

Théoréme 22 La contribution principale d’une famille d’orbites périodiques, dont chaque
orbite bordante présente une unique diffraction, est donné par l’expression :

e"% 1 1 _isL

g82 ﬁf(L)e s |.Ag|,
ol |Ag| représente Uaire balayée par la famille (comptée avec multiplicité), et L est la lon-
gueur (nécessairement primitive) de chaque géodésique de la famille.

La preuve s’obtient en recollant les contributions obtenues pour les géodésiques inté-
rieures & la famille et les contributions de type I*t. Ce recollement, comme dans le cadre des
orbites localement réguliéres est opéré par les fonctions de troncature p,,.

Remarquons que cette contribution correspond & celle du cas lisse excepté qu’ici la surface
balayée est & bord. Il est naturel d’attendre cette contribution. Le résultat principal exprimé
par ce théoréme est que la contribution du bord est négligeable devant celle ici exprimée.
Enfin, ce résultat ne peut étre valable que pour la géodésique primitive car les itérées auront
toujours plusieurs points diffractants sur le bord.
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Appendice A : Périodisation de G

Cet appendice doit finalement nous permettre de donner le comportement du propagateur
de I’équation des ondes au voisinage du front diffracté, et loin de la frontiére optique z1 —z¢ =
+7. Par des calculs de front d’onde, ce comportement ne dépend que du comportement de
G prés de {y = 1} Il nous faut donc donner les estimations justifiant la proposition 41, et le
lemme 36. Plus précisément, on veut montrer les deux points suivants :

— G est une distribution oscillante de Fourier associée & N*{y = 1}, loin des points

z==m,

— on peut périodiser G avant d’appliquer 'opérateur Ay.

On note I, Vintervalle 1 — g,1 + ¢[, et Jr, 'ensemble R\{|z & 7| < €}. Par des calculs
de front d’onde, le comportement du propagateur au voisinage d’un point du front diffracté
dépend unique ment du comportement de G dans I, x J./, une fois qu’on a choisi € et &’
assez petits. Toutes les constantes dans les estimations suivantes dépendront de ces deux
nombre ¢ et €', mais pour ne pas surcharger les notations, on oubliera de les mentionner, et
on notera simplement I x J un ensemble de la forme précédente.

Rappelons la définition de G (cf page 115)

H(y—1) ch_ly ch_ly
™

G(y,2) = H(y+cosz)H(m —|z|) - ik
Sur I x J, H(y + cosz)H(m — |z|) est C* car elle vaut constamment 1 ou 0 suivant les
composantes connexes de I x J. Pour cette méme raison, on peut la périodiser ce qui donne
une fonction C* sur I x (R/aZ\U+) ot Uy sont des voisinages de £7 respectivement.

Il est plus simple d’étudier la dérivée de G par rapport a y, on note donc:

G:I: (yVZ) =

[arctan( ) + arctan(
T™—Z T+ 2z

Ttz
(ch™(9)? + (m £ 2)?

de sorte que (modulo une fonction C*°), on a:

G.) ~ -1 [ [642) + 6w 267 - D3y, (113)

_1
Le facteur (y* — 1), ? est une distribution oscillante indépendante de z et on va montrer

que
Ttz

(ch™ ()2 + (m % 2)2
est une fonction C* sur I x J qui se périodise en une fonction C* de I x (R/aZ\Uy).
On commence par donner une expression alternative pour ch™(y):
Lemme 47 (Singularités de ch™') Il eziste une fonction c € C*(]0,2[ telle que que:

1
ch™ (y) = V2c(y)(y — 1)
La preuve est élémentaire et découle du fait qu’au voisinage de 0

t2

h(t) ~ 14+ —.

ch(?) + 5

Ce lemme assure que la fonction (ch™'(y))? se prolonge en une fonction h(y), C*° sur

]0,2[ et positive. Les fonctions G4 s’écrivent alors

Ttz

G+(y,2) = )+ L2
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et se prolongent donc en des fonctions C* de I x J (on ne change pas de notation pour ces
prolongements). Ceci assure le premier point :

Proposition 43 Au voisinage de y = 1,z # +w la distribution G s’écrit

Gy,2) = (y — 1)2C(,2),

avec

~ 1
G(].,Z) = —2\/§m

Notamment, G est une distribution oscillante associée ¢ N*{y = 1}.

Preuve : il suffit d’éffectuer V'intégration (4.13). O

Le développement asymptotique de la distribution oscillante G s’obtient en écrivant le
développement de Taylor de la fonction C*

1

(G (y,2) + G (y,2)] (y + 1)7 2,

et en intégrant terme & terme:
ng —1)th (4.14)

Chaque g;, est une combinaison linéaire des dérivées partielles de G4 par rapport & y d’ordre
inférieur ou égal a k (évaluée en y = 1). Pour pouvoir périodiser G et inverser 'ordre de
la périodisation et 'application de 'OIF Ay, il suffit de montrer que ’on peut périodiser
terme & terme le développement précédent. Ce travail passe par une estimation des dérivées
partielles de G4 pour les grandes valeurs de z

Lemme 48 Pour tous k,l € N tels que k+1 > 1, il existe deuz fonctions Py 11(y,z) po-
lynomiales par rapport a z, de degré 2(k — 1) +1+1 si k > 1 (resp. I+ 1 si k = 0) telles
que:

Py ki (y:2)
okl GL(y,2) = ki .
VA = G+ o

Preuve : elle se fait par récurrence sur k et [.

Initialisation

On dérive une fois par rapport & y, puis une fois par rapport & z la fonction G4 :

/() (7 £ 2)
8,G+ (y,2) =
) = )+ T

—2z(m £ 2) + [h(y) + (7 £ 2)?]
[h(y) + (x + 2)%)”

62Gﬂ:(y>z) =

qui ont bien la forme et les degrés annoncés.
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Récurrence

On dérive 'expression donnée dans le lemme par rapport & y et & z:

—(k+ 1+ DN (y)Peg + [W(y) + (7 £ 2)*] 8y Pa g

9L Gy (y,2) =
y +(y,2) [h(y)+(ﬂiz)2]k+l+2

—2(k+1+1)Py kg + [h(y) + (7 £ 2)?] 8. P.
8§6i+1Gi(y,z) _ ( ) +,k,l [ (y) k(;+2 2) ] 2 :I:,k,l’
[h(y) + (7w + 2)?]
qui ont bien les formes et les degrés annoncés. O

Ce lemme admet le corollaire suivant, en examinant les degrés respectifs du numérateur
et du dénominateur :

Corollaire 22 Pour tous k,l vérifiant k +1> 1, on a la majoration suivante uniforme sur
IxJ:

10,0.G+(y,2)] < C(lz| + 1)

Il reste & examiner le cas k = I = 0. Dans ce cas, on ne peut étudier séparément G mais
leur somme donne:

21h(y) + 2m(w? — 22)
(h(y) + (7 = 2)?)(h(y) + (7 + 2)?)’

G+ (yaz) +G- (yaz) =

notamment :
1G4 (y,2) + G_(y,2)| < C(l2] +1)?,

uniformément sur I x J.

Ces estimations permettent alors de périodiser terme a terme le développement (4.14).
Ce qui assure le résultat cherché, ainsi que le terme principal indiqué.
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Appendice B: Phases stationnaires

L’objectif de cet appendice est de détailler les méthodes de phase stationnaire dont on a
utilisé les résultats au cours du texte. On renvoie par exemple a [25] pp?? pour le théoréme
général de phase stationnaire utilisé. Commencons par la preuve du lemme 38

Preuve du lemme 38

L’énoncé de ce lemme se trouve page 124, ainsi que la situation géométrique associée.
On doit effectuer la composition B; By dont le noyau est représenté par l'intégrale oscil-
lante:

/ei6°[¢°(zo)7R°]BO(ZO;RO,CCO790)61.01[%(21)7}21]51(21;R1;$1;01)|d2d01d90|-

On veut appliquer le théoréme de composition des OIF ; on met donc 6y en facteur dans
la phase, et on essaie de faire une phase stationnaire par rapport aux variables restantes.
On peut de plus raisonner uniquement avec les symboles principaux . On note §; = gy, et
on prend comme coordonnées pour z les coordonnées polaires R;,x;. L’intégrale & évaluer
s’écrit donc:

/ e%o®lp b, ggotertlsei R, |dRy dxy dodby ).

La phase ® a pour expression :
® = ¢o(20) — do(Ry,x1) + 0 [p1(21) — Ri],

avec
d? = Rf + 12— 2Ryl cos ;.

Les points critiques sont donnés par le systéme:

60-‘:1) = ¢1(2'1) - R1 =0
Or,® = —7}%1_%0”1 —oc =0
0, 8=  —Mlesm =g

il existe donc un unique point critique, paramétré par (z0,21,00) : (R1 = ¢1(21),21 = 0,0 = 1).
En ce point critique, on peut calculer les dérivées secondes de dj :

2 _
Ok ki |y 0) = 1

2 —_
ORya1|(Ry0) = O

Ryl
2 _
az1z1|(R1,0) T I-R

Ce qui permet de calculer simplement la hessienne de la phase par rapport & (o,R1,21) :

0 -1 0
H = -1 0 0
0 0 _ Ryl

I— R
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La signature est donc —1 et |H| = lf}tfl. Notamment, la hessienne est no-dégénérée, ce

qui assure que le théoréme de composition s’applique et que ’on obtient pour By By ’écriture
sous forme d’intégrale oscillante suivante :

/ ifollo1(z1)+90 (o) Ul g

dans laquelle la partie principale de b est donnée par :

1
3 _;m R1dd paotai—3
k3 0 2
b ~, (27m)2e 4(bobl)|p.c._1_R§l% 0
1

_1 a0ta1—3
|pcl 2000 v

~p (27)3e7i% (boby RE RY)

qui était le résultat cherché.

Evaluation de %

1l s’agit de détailler I'application de la phase stationnaire & 1% avant l'intégration en z,w.
Pour I’application qui nous intéresse, les constantes éventuelles en facteur de la contribution
principale importent peu. Ce qui est crucial est I’ordre du terme principal, et la dépendance
vis & vis des paramétres. On part donc de I’expression :

I]d\fg (8) — ei91 [[(t—to)2_Df(mo,ml)]]plﬁl k07N1 (t — to,Mo,M1 ,01)

eia'[f(t,R1,Ro)—Ch w]aNo (t,Rl ,Ro,o‘)

m—(z1—20)

P o e BT} (m = (x1 — zg)) p2(chw) po po|dwdodmydm,dido|.

Comme précédemment, on note p(mg,m1) le produit des fonctions de troncatures concernant
mo,m1. On prend la partie principale de I$ en remplagant ko n, et an, par leur partie
principale ; la partie principale de an, de déduit simplement de celle de ag grace au calcul
symbolique pseudo-différentiel.

On fait les changements de variables suivants: dilatation des variables 0 et o, z = 7 —
T1 + Zg, on obtient donc au premier ordre :

I (8) vy C3(is) ™ 50 €H2i(0 = )] N9E N (gl ~NogE o

0
—2 = pf (t)(RoR1) dRod Ry dzy dzdbdodt.

Pour simplifier les calculs, on peut encore poser o ce qui nous raméne i devoir

évaluer 'intégrale

o
2RoR1’

J(s) = /w 3 e PI[2i(t — to)]! Mg NggTNogR N0 T pf (1) dRodR, daydedfdodt,
dans laquelle la phase est :
®(Ro,x,w,t,Ry,21,0,0) = —t + 0[(t — to)? — D?] + o[t — R3 — R? — 2Ry R, chw),
ou D? est donné par :

D% = (R1 cosxi + Ry COS((E + .’El) — L)2 + (R1 sinz1 + Ro sin(m + 1’1))2.
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Les points critiques de la phase (par rapport a ,R;,x1,0,0 sont donnés par le systéme:

® = —1+2(t—ty)0 =0
0® = (t—ty)?—-D? =0
0,® = t2—R%2— R?—-2RoRichw =0
Or,® = —00g,(D?)—20(R; + Rochw) =0
0, ® = —00,,(D?) =0.

Cet ensemble de points critiques peut étre défini de fagon équivalente en remarquant que la
derniére ligne implique que le segment joignant mg & m; est paralléle & la géodésique limite
dont on cherche la contribution. Notamment, (¢,R;,21) est défini par le systéme:

#2 — R2 — R? — 2Ry Ry chw = 0
) Ry sin(x1) + Ro sin(x + 1) =0
L(L 4ty —t)sin(x1) — Rgsin(z) = 0

On notera 9 la fonction qui & (Rg,w,x) associe la composante ¢t des solutions du systéme
précédent.
La hessienne en un point critique est :

2 2(t—to) 0 0 0
2(t — to) 0 0 0 ~0r, (D7)
H= 0 0 0 —2(R1 + Roch(w)) 0
0 0 0 —06122% (D?) —f@sinz;
0 —8121 (D%) —2(R1 + R()Ch(’w)) —0sinx, —063% (D%)

Au point critique t = L, &1 = m, Ry = to — Ro, 0 = m, 0 = 4, correspondant a la
valeur (Rg,xz = 0,w = 0) des paramétres, la hessienne se réécrit :

2(L —to) 0 0 0 —(L—t)
H= 0 0 0 —2tg 0 = 16(t3)(L — to),
t
0 0 —2(to) 25 ot
0 —(L —tg) 0 0 -z%

de plus, la signature de cette forme quadratique est —1. On peut donc appliquer la phase
stationnaire avec paramétre, et I'uniformité permet d’assurer que:

2 5 _um f( ) / [ t( )] ]
o (2mys i f(L il—st(Rw,)] f Rw,a) ———5|dRdwdz
J(S) p( S ) ¢ VL w>0,no,we (ijjx)p( Y )’11)2 +$2| |’

Dans laquelle H est une fonction C*° de (R,w,z) telle que
H(R,0,0) = t5*

En effet, cette derniére est donnée par ’évaluation de ’amplitude de J au point critique,
o e, 1 4 .
divisé par H?2, comme on a tout calculé pour (w,z) = (0,0), on a le résultat.

Finalement, on a donc montré le lemme suivant :
Lemme 49 Le terme principal de I% est donné par:

I%(s) ~, C’(z’s)_Ns% / ei[_s’/’(R’w’”)]fI(R,w,m)p(R,w,m)%|dewd:c|,
w>0,Ro,x we +x
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. = e . _N_1
avec les fonctions ¢, H, et p définies ci-dessus. Le terme suivant est en s~V 2.

1l reste & voir que ¥ (Ro,w,r) vérifie bien les hypothéses du lemme 46. Pour cela, on
calcule les dérivées secondes de ¢ & l'aide du systéme (X). On trouve que (0w%)|0,0) =

0, (029)(0,0) = 0 et

Ro(to—Ro) 0
Q)00 = ta’ Ro(to—Ro)
to

qui est bien définie positive.
Remarque: on peut voir géométriquement que 9 (R,0,0) est un minimum absolu.
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