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Introduction

Le groupe de Thompson T

Définition 1. (Groupe de Thompson: version PL)
Le groupe PLy(S!) est I’ensemble des homéomorphismes f de R/Z vérifiant les pro-

priétés suivantes:

1. f est affine par morceaux, avec un nombre fini de morceaux dans R/Z.
2. Les points de discontinuité de f sont dyadiques (c.a.d. de la forme 3 oi a et b

sont des entiers relatifs).
3. Les dérivées a gauche et a droite sont des puissances de 2 en tout point.

4. f(0) est un nombre dyadique.

Voici deux éléments de PLy(S?') donnés par leur graphe sur la figure suivante:
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FiGc. 1 — Deux éléments version PL.

Le premier élément est constitué d’un unique morceau et le second de trois mor-
ceaux. Le groupe PLy(S?) est la version linéaire par morceaux (dite PL) du groupe de

Thompson T

Définition 2. (Groupe de Thompson: version CPP)
Le groupe PPSLyZ est I'ensemble des homéomorphismes f de S* de type PSL,Z par

morceaux, a points de coupure rationnels et en nombre fini.
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F1G. 2 — Deuz éléments version CPP.

Le premier élément est constitué de quatre morceaux et le second est dans PS LoZ.
Le groupe PPSL,7Z est la version projective par morceaux et de classe C' (dite CPP)
du groupe 7'.

On définit également F' (resp. F') comme le sous-groupe de T fixant 0 (ou oo0)
(resp. le sous-groupe des éléments dont le germe en 0 (ou 0o0) est trivial). Enfin, le
relevé de T sur la droite réelle sera noté T. Il donne 'extension centrale de groupes:

0Z =TT =0

Développements sur les groupes T et F

Apparu avec le probléme des mots, le groupe de Thompson 7" est le premier exemple
de groupe infini simple, de présentation finie [McK-Tho]. L’étude des groupes T et F
a suscité un intéret constant depuis leur introduction, dans une note de R. Thomp-
son, non publiée [Tho|. Elle apparait progressivement dans des domaines variés des
mathématiques, tels que la théorie des groupes, la théorie de I’homotopie, les systémes
dynamiques et la logique. Une version plus combinatoire de ces groupes se définit en
terme de diagrammes d’arbres, provenant de la structure binaire des nombres dya-
diques.

Les représentations “PL” et “diagrammes d’arbres” seront les principales utilisées
jusqu‘a la fin des années 80. La version des diagrammes d’arbres donne des résultats
sur la structure de groupe de F et T. Dans |Can-Flo-Par|, les auteurs fournissent une
démonstration accessible de la simplicité du groupe T (résultat existant déja dans
[Tho|). La version PL permet notamment de trouver des propriétés homotopiques
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et homologiques de finitude des groupes de Thompson, comme la propriété F' Py, et
légalité H*(G;ZG) = 0 pour un tel groupe G [Bro-Geo|.

D’un point de vue dynamique, ces groupes d’homéomorphismes possédent de
bonnes propriétés. Elles sont étudiées dans |Ghy-Ser|. Par exemple, le groupe T peut
étre “lissé”, c’est a dire conjugué a un groupe de difféomorphismes du cercle de classe
C*. Dans ce méme article, la cohomologie entiére des groupes F', T et T est reliée a
celle des espaces de lacets sur la sphére S, dans le théoréme suivant:

Théoréme 1. (Théoréme IV.1)(Ghys-Sergiescu,[Ghy-Ser]) Il eziste des applications
continues

BF' ——QS?

BT —"+ AS*

BT —— [S§*

qui induisent des tsomorphismes en homologie entiére.

Les aspects 2-dimensionnels du groupe T'

Dans les années 80, une remarque de Thurston permet de voir le groupe PLy(S?)
sous un jour nouveau. Il est conjugué (par un homéomorphisme du cercle i) au groupe
des homéomorphismes PS LyZ par morceaux PPS LyZ. ’homéomorphisme 7 se définit
en prolongeant par densité une bijection naturelle (préservant ’orientation) entre I’en-
semble Q(2) des nombres dyadiques de R/Z, et I'ensemble @ des rationnels de la droite
projective réelle. Ce n’est qu’au début des années 90, que les aspects 2-dimensionnels
du groupe de Thompson sont apparus. Plusieurs travaux vont dans ce sens, notam-
ment:

1. L’étude de ’action du groupe PPS LsZ sur certains espaces d’homéomorphismes
du cercle de classe CPP et sur des espaces de bracelets: (P. Greenberg [Gre3|,|Gre4]
1992).

2. L’étude de 'action du groupe de Ptolémée G sur l’espace des tesselations (R. C.
Penner [Pen2| 1993).

3. Les connections des groupes F et T avec le groupe des tresses infini By,: (P. Green-
berg, V. Sergiescu |Gre-Ser]).

Nous n’aborderons pas ce dernier point de vue. Rappelons cependant que les au-
teurs établissent une extension acyclique A du groupe des tresses infini sur le groupe
F'. Leur méthode de construction de A est plutot géométrique et utilise une action de
F' agissant au voisinage de I'infini sur I’arbre binaire.

Nous devons quelques explications sur le vocabulaire employé. Celui-ci fournit une
idée de la méthode employée dans la thése.

a. Projectif par morceaux: Un homéomorphisme du cercle f est dit projectif par
morceaux (ou PP) si il existe une subdivision finie de S! en intervalles, telle que f
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est de type PSLyR sur chaque intervalle. Le groupe de Thompson 7" est un groupe
d’homéomorphismes PP.

b. La condition C': La nature arithmétique de PPSLyZ (PSLyZ est définie par
I'équation ad — bc = 1 dans Z*) impose de la rigidité au niveau différentiable. Les
éléments de PPSL,Z sont de classe C' (proposition 1.8).

Ainsi le groupe T se plonge dans I'espace C PP (resp. C P Py) des homéomorphismes
PP de classe C! (resp. et & points de coupure rationnels). Quel est I'interet de la
condition C'? Il tient dans l'observation suivante. Le groupe CPP agit a gauche sur
I’ensemble des horocycles du demi-plan de Poincaré (corollaire 1.1).

c. Tesselation décorée: Une tesselation décorée est une triangulation idéale du
disque de Poincaré munie d’une collection d’horocycles (la décoration) portée par I’en-
semble des sommets et d'une aréte orientée distinguée.

F1G. 3 — Tesselation décorée de Farey-Ford.

L’observation précédente nous permet de pousser la tesselation décmﬁg-gle Farey-
Ford (figure 3), notée 7., par les homéomorphismes de classe CPP. Notons T'ess I’espace
des tesselations décorées. L’aréte orientée distinguée fixe la combinatoire des tessela-
tions décorées. A chaque aréte e’ d’une tesselation décorée 7, est associée, d’une part
une aréte e de 7,, et d’autre part la “distance” des horocycles qu’elle supporte (appelée
lambda-longueur de 7 le long de ¢’. Ces deux propriétés se combinent pour donner le:

Théoréme 2. (Théoréme II.1) (Penner,[Pen2]) Il existe un plongement E de Tess
dans l’espace des parametres RY ™.

Ainsi 'espace Tess est muni d’un systéme de coordonnées affine global. Ses para-
métres sont appelés coordonnées log-lambda.

Les contributions de Greenberg

Nous nous référons aux notes [Gred| et a Pappendice de l'article [Gre3]. Ils four-
nissent ’entame d’une étude des groupes de Thompson a I’aide de la géométrie CPP.
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L’auteur étudie notamment 'action du groupe PPSLyZ par composition a droite sur
I’espace de dimension infinie suivant:

Gr = PSLyR\ { éléments de CPP a points de coupure rationnels } = PSL;R\CPPy

L’action posséde les propriétés suivantes:

1. Les orbites sont discrétes.

2. Les stabilisateurs sont cycliques finis ou conjugués a PSLyZ.
3. laction vérifie une propriété de faible discontinuité:

V f € Gr, 3V} un voisinage ouvert de f|Vy-yNV; # 0 = ~fixe f.

P.Greenberg esquisse une démonstration de la contractibilité de Gr (proposition
0.3.2.1 [Gre4]). On obtient comme corollaire que le quotient Gr/F’ est un classifiant du
groupe F'. La preuve de la contractibilité utilise un outil géométrique appelé bracelet
(un n-bracelet est une collection de n horocycles hy,---, h, tels que h; et h;;; sont
tangents Vi € Z/nZ).

L’appendice de [Gre3| fournit, sans preuve, un systéme de coordonnées de I’espace

Cn = PSLsR\ {(n + 1) — bracelets } = PSLQ]R\C/;Z

Ce sont les longueurs (une par horocycle) des segments d’horocycles délimités par les
points de tangence. Ces coordonnées “horocycliques” servent a la construction d’une
application continue

0:Gr/F — QS?
qui se reléve en une application ¢ & valeurs dans QS? vérifiant le:

Théoréme 3. (théoreme IV.5) L’application ¢ donne un isomorphisme en homologie
entiére.

L’esquisse de démonstration de Greenberg utilise la connaissance, & priori, de la
structure multiplicative de I’homologie du groupe F’, isomorphe & celle de QS3. L’ap-
plication ¢ réalise ainsi la fleche a du theoréme 1.

Le contenu de la thése

Le premier objectif de cette thése est de comprendre le preprint [Gred|, et plus
spécifiquement ses retombées sur la géométrie du groupe de Thompson PPSLs.Z. En
“poussant” la tesselation décorée de Farey-Ford 7, par les homéomorphismes C' PP, on
établit un pont entre les articles [Gre4| et [Pen2|. Notre démarche consiste a interpréter
les résultats de Greenberg dans le systéme de coordonnées de Penner (théoréme 2),
afin d’en soustraire des preuves complétes et conceptuelles des résultats principaux de
|Gred].

Notre deuxiéme objectif est de trouver une interprétation géométrique directe du
théoréme 1 dans le contexte CPP. Il s’agit en quelque sorte, d’une extension du théo-
réeme 3.
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Le plan est organisé de la facon suivante.

I — On rappelle les différents contextes géométriques utilisés dans la thése:

e La géométrie projective par morceaux, dite “CPP” et les espaces de bracelets
apparaissant dans |Gre3| et [Gre4].

e La théorie des espaces de Teichmiiller décorés de Penner [Pen2|.

On y introduit notamment ’espace Gr, certains espaces de bracelets, et le groupe
de Thompson T' = PPSLy(Z).

Le lien entre ces deux contextes est mis en évidence par la:

Proposition A. (Proposition 1.6) L’application
s: f € PSLyR\CPP — f -7 € Tess

ournit une injection continue pour la topologie C' sur C PP.
J J P polog

IT — Ce chapitre se décompose en deux parties. Dans la section II.1, on utilise le
systéme de coordonnées donné par le théoréme 2 (ci-dessus), en restriction a l’espace

Gr. Soit A = E'os et notons (R} )75 I'ensemble des suites & termes strictement positifs

stationnaires en v/2.

Théoréme B. (Théoréme I1.2) L’application A réalise un homéomorphisme de Gr sur
&)

On déduit une preuve conceptuelle de la contractibilité de Gr (proposition 0.3.2.1
dans [Gred]). Les lambda-longueurs permettent également de paramétrer ’espace des
(n + 1)-bracelets propres modulo PSLyR, noté B, (un bracelet est propre si aucun
couple d’horocycles du bracelet ne s’intersecte transversalement). Dans [Gre3|, 'auteur
montre que l'espace B, est homéomorphe au polytope de Stasheff K,,. Ainsi, I’espace
B,, est contractile. Nous donnons une nouvelle démonstration de la contractibilité de
B, al'aide des coordonnées log-lambda (théoréme I1.4).

La deuxiéme partie du chapitre II (sections I1.2 et II.3) est consacré a 1’étude
de lappendice dans [Gre3]. A l'aide d’un systéme de coordonnées “angulaires” (les

h-coordonnées définies sur 7%), on fournit une démonstration du “Résultat” A. 1.
énoncé dans [Gre3]. Soit C, 'espace des (n + 1)-bracelets modulo PSLy,R. Pour un
bracelet b = (h;)ic<1;n+1>, on note ;(b) la longueur du segment de h; délimité par ses
intersections avec h; 1 et h;y ;. On obtient ainsi un plongement

Pn b €Cph— (1i(b)icctint1> € (]Rj—)n+1

L’image de ce plongement est paramétrée comme suit:
Proposition C. (Proposition I1.3) L’application:

T (Rj_)"_2 - (Ri)nﬂ

. 1 n—2 1 1 1404 | Gi-140i41 | 140n—1
(037 aon) = (0’3 +Zj:2 0j+10j+2 + Unaa3a g3 o ' T o, y0n

est un plongement dont l’image paramétrise p,(Cy,).
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La suite d’applications (ps.on_1)n>o fournit un autre systéme de coordonnées sur
'espace Gr, a valeurs dans une limite directe de (R*?"),5o. L’interet de celui-ci est
qu’il fournit aussi une métrique, noté d® sur Gr. On verra au chapitre III qu’elle est
invariante par le groupe de Thompson.

IIT — Ce chapitre est consacré a I'action du groupe de Thompson 7" sur ’espace
contractile Gr. A 'aide de la formule de Ptolémée (proposition II1.2) décrite dans
[Penl], nous précisons le lieu de l'orbite d’un élément f de Gr dans espace des co-
ordonnées (]Ri)r/5 en fonction des coordonnées de f. On obtient, avec une méthode
nouvelle, que 'action est discréte. Plus précisément si f € Gr et A = {A(f)(e);e € 7.}
(c’est un ensemble fini), notons N(A) I’ensemble des combinaisons linéaires, a coeffi-
cients entiers positifs et non tous nuls, d’éléments de A. C’est un ensemble discret de
R’.. On définit a partir de A le sous-ensemble discret de (R’,.)7; suivant:

me:{Aemp%zwgeNm)ang
Proposition D. (proposition III.3) L’orbite de f est contenue dans (R%)s. En par-
ticulier T' agit avec orbites discrétes.

Une autre démonstration de cette proposition est donnée dans le cadre des co-
ordonnées horocycliques. Elle utilise la métrique d°. Par ailleurs, cette métrique est
adaptée a ’action du groupe de Thompson comme le montre la:

Proposition E. (proposition I11.4) Le groupe T agit isométriquement sur l’espace Gr
muni de la métrique d°.

Comme application directe de ce résultat, nous obtenons la propriété de faible
discontinuité (énoncée plus haut) de I'action du groupe 7' (proposition I11.6).

Concernant I’étude des stabilisateurs, nous reprenons essentiellement la démarche
de Greenberg, en évitant cependant 1’utilisation de la rationnalité des nombres de
rotations des éléments de T (voir [Ghy-Ser|), qui est un résultat assez délicat.

Enfin, nous étendons la construction du classifiant du groupe F' au groupe 7,
en passant au revétement universel du cercle. On obtient successivement des espaces
classifiants BT et BT. Ceux-ci forment une fibration en cercle

S! — BT — BT
dont la suite exacte d’homotopie donne I’extension centrale de T sur 7.

IV — Ce chapitre sera consacrée a I’homologie des groupes de Thompson et notam-
ment & leurs connexions avec les espaces de lacets de la sphére S3. Nous construisons
des versions géométriques des applications a b et ¢ du théoréme 1.

Aprés un rapide survol géométrique de la démonstration de [Ghy-Ser|, nous expli-
quons rapidement la méthode de Greenberg pour définir 'application ¢. Il utilise le
modéle de James JS' =[], (S")"/ ~ (oi ~ est une relation a définir) de Q2S? [Jam|
pour construire I’application ¢ & valeurs dans JS! ~ QS? qu’il reléve a QS3.
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Pour interpréter ’application b, nous développons un nouveau modéle combinatoire
de AS3, noté MS? (section IV.4). La construction de MS? se fait a partir du modéle
de Cohen de AS? [Coh], et on montre que MS? est homotopiquement équivalent a AS?
(corollaire IV.2). Ce modéle nous semble intéressant en soi, mais sa définition assez
technique ne nous permet pas de le décrire dans I’'introduction. _

Nous utilisons ce modéle pour construire une application 1 : BT — AS® (section
IV.5). Celle-ci fait intervenir la primitive § d’un 1l-cocycle nul [p] du groupe T a
valeurs dans le T-module C°(C P Py; S'). Puis, nous montrons, en utilisant la structure
multiplicative de I’homologie du groupe f, le résultat principal de ce dernier chapitre:

Théoréme F. (Théoréme IV.11) L’application 1 fournit un isomorphisme en homo-
logie entiére.

La démonstration du théoréme IV.11 utilise le fait que 1 est S'-équivariante, ce
qui équivaut, dans la construction de v, a I'invariance de # par S'. Nous n’avons su
exhiber une telle primitive #, mais nous espérons la calculer dans un proche avenir.
Nous admettrons donc la condition suivante naturelle:

e (S-INV): “Il existe une primitive de [u] invariante par 1’action du cercle”.

Puis, par le procédé de construction de Borel, on obtient I'application ¢ Xxg: id :
BT — LS? = AS3? xg1 ES'. Celle-ci donne un isomorphisme en homologie entiére
(corollaire IV.7). C’est une version géométrique de I’application c.

Enfin, dans la section IV.7, une approche quelque peu différente est développée.
Nous redémontrons le théoréme 3 en utilisant la seule connaissance de 1’homologie
de F. Cette approche repose sur l'existence d’un produit (non associatif) sur Gr/F’
rendant I’application ¢ multiplicative (JS! est muni du produit de la concaténation
des mots).
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Chapitre 1

Le contexte géométrique

Dans ce chapitre, nous introduisons les objets géométriques qui permettent d’abor-
der les aspects 2-dimensionnels du groupe de Thompson 7'.

Apres un bref rappel de géométrie hyperbolique, nous donnons deux objets impor-
tants: la triangulation de Farey 7,, et le bracelet de Ford b*". La triangulation de Farey
permet de comprendre la structure dyadique de ’ensemble des rationnels du cercle Q.
On decrit ainsi une bijection naturelle entre les rationnels et les dyadiques du cercle
i: Q — Q(2) préservant l'orientation. Nous rappelons également quelques résultats
sur les limites inductives d’espaces topologiques.

Dans la section 1.2, on définit les homéomorphismes de classe CPP et I'espace
Gr (définition 1.2.3) en suivant |Gred|. Des exemples de tels homéomorphismes, les
hyperboliques généralisés, sont donnés.

La section 1.3 décrit les bracelets, sortes d’analogues géométriques des homéomor-
phismes de classe CPP.

La section 1.4 fournit un survol rapide de I’espace des tesselations (décorés) Tess

(7/’;;9) introduit par Penner dans sa recherche d’un espace de Teichmiiller universel.
Soulignons qu’un cas particulier des hyperboliques généralisés, appelé déformation log-
lambda, apparait dans nombre de démonstrations de |Pen2|.

Dans la section 1.5, nous fournissons un lien entre la section 1.4 et les sections 1.2 et
1.3 (proposition 1.6). Il s’agit d’une injection continue de I'espace PSL,;R\CPP dans
I’espace des tesselations décorées. C’est la principale nouveauté dans le cadre de ce
chapitre.

Enfin, dans la section 1.6, nous rappelons les différentes versions du groupe de
Thompson dans les contextes étudiés auparavant. Nous donnons quelques indications
des isomorphismes entre les différentes représentations du groupe 7' qui nous serviront
dans les deux derniers chapitres de la thése.
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I.1 Combinatoire et topologie

L’objet de cette section est la mise en place des outils élémentaires que nous uti-
liserons fréequemment dans la suite du texte. Aprés un bref descriptif de la géométrie
hyperbolique du demi-plan de Poincaré, on rappelle deux objets arithmétiques et géo-
métriques important: la triangulation de Farey, et la collection des horocycles de Ford.
On introduit au passage 1’énumération de Q = Q U {oo} par les nombres de Farey.

On décrit ensuite comment construire une triangulation idéale quelconque du
disque de Poincaré. Cette construction met en lumiére la combinatoire dyadique com-
mune a ces triangulations.

Enfin, quelques propriétés des limites inductives d’espaces topologiques sont rap-
pelées. Deux topologies sur une telle limite y sont décrites.

I.1.a La géométrie hyperbolique en jeu

La géométrie du plan hyperbolique réel (géométrie uniformisant les surfaces dont
la caractéristique d’Euler est négative) posséde de nombreux modéles de description.
Nous utiliserons essentiellement les deux modéles les plus communs. Pour des consi-
dérations analytiques, nous prendrons pour modele le plan hyperbolique

H* = {2 € C|Im(z) > 0}

muni de la métrique de Poincaré ds®> = %. Le groupe des isométries de H? pré-
servant l'orientation de H? est PSLyR et agit par transformations homographiques
z — ‘Cljj:g avec ad — bc = 1. Cependant, dans la plupart des raisonnements géomé-
triques et pour les figures qui accompagnent ces raisonnements, nous adopterons le
point de vue du disque de Poincar¢ D* = {z € C | |z] < 1}.

Concernant le bord a l'infini, on note généralement

OD?* =St et OH? = R U {co}

Via la transformation de Cayley entre les modeéles H? et D?,

cp:zEH2l—>z_Z,€D2
z+1

qui est une isométrie conforme, nous parlerons, par abus de langage, de ’action de
PSL,R sur le cercle S*.

Par ailleurs, Q désignera I'ensemble des rationnels, infini compris, du cercle R U
{oo}. Ainsi, un élément de Q s’ecrira souvent sous la forme § avec a et b premiers
entre eux et b > 0 et 'infini sera dénoté %. La géométrie hyperbolique posséde d’autres
modéles, mais nous ne les décrirons pas.

Un troisitme modéle pour le cercle sera R/Z. Dans ce modéle, on utilisera ’en-
semble Q(2) = {£ € R/Z| (p, q) € Z*} des nombres dyadiques du cercle.

Par simplicité, quelque soit le modéle utilisé, on notera le bord a 'infini S* (sauf
mention expresse).
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I.1.b Triangulation de Farey - énumeration de @

Avec les notations précédentes, la tranformation de Cayley envoie les rationnels
1

%(resp. %, —1) sur —1 (resp. 1,i) dans S'. Ces trois points forment un triangle idéal
Ty de D?, c’est a dire un ouvert délimité par trois géodésiques se rencontrant deux &
deux sur le bord a 'infini.

Considérons 'orbite de 7y par PSLsZ. C’est la triangulation de Farey. Elle
décompose le disque de Poincaré en triangles idéaux. On la notera 7.

Comment peut on obtenir une triangulation idéale de D?? On construit un premier
triangle Ty il reste alors & trianguler les composantes connexes de D? \ Ty. On construit
donc un triangle dans chaque composante connexe de sorte que chaque nouveau tri-
angle a une aréte provenant de 7j. Cela donne trois nouveaux triangles 77,75, 7T5. On

recominence ce procédé par induction.

I
==

To

Fi1G. 1.1 — Triangulation de Farey partielle.

A Tétape n, on construit 3 - 2" nouveaux triangles et le nombre de sommets de
la triangulation partielle obtenue aprés ’ajout de ces 3 - 2" triangles est exactement
3 - 2" Pour obtenir une vraie triangulation de D? on doit appliquer indéfiniment
ce procédé. Remarquons que la combinatoire mise en jeu dans la construction est
indépendante des triangles choisis, & partir du moment ou 'on a construit 7; et 77.
Elle est de type dyadique.

L’ensemble QQ représente donc également ’ensemble des extrémités des géodésiques
de la triangulation de Farey. On assigne les extrémités, dont la partie imaginaire est
négative, aux rationnels positifs de la maniére suivante:

Si T est un élément de la triangulation, et deux de ses sommets sont ¢ et 7, avec
aAb=1et cAd =1, alors le troisieme sommet de 7" est assigné a la valeur $ @ ¢ = ZT*;.
On appelle Mazx(|al, [b|) I'ordre d’une fraction irréductible §. On peut alors assigner

les extrémités de 7, par recurrence sur 'ordre défini sur Q. Par exemple % s’envoye

sur —i et forme avec 2 et ¢ un triangle de la triangulation. On fait ensuite la méme
construction pour les extrémités dont la partie imaginaire est positive, ou bien on

conjugue la situation, c’est & dire que si z est assigné a ¢, on assigne z & —73.
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Nous filtrons Q par les sous ensembles (S,)nen+, définis par récurrence:

01 1
Sl_{f’ﬁ"f}

et supposons S, construit, on définit S,,; comme étant S, U A,,, ou A, est ’en-
semble des sommets des triangles dont les deux autres sommets sont dans S, \ Sp_1-

On obtient ainsi:
o1 11 2 1
SQ - {Ia 67 _Ia Ia _Ia _5}

o1 11 2 1
53 - {Iaaa_IaI;_I;_

Remarquons que cette ﬁltration fournit un ordre naturel & I’ensemble Q. On note
e 0, 1, _ 1, 1
alnSl’Ull—T,UQ—a,’Ulg— 1,’U/4—1,’U,5— 1:u6 §’u7_57...‘

Elle fournit également un ordre naturel sur 7, commangant comme suit:

0.1} _ L1\ _ o ( 10y _ (01} _
“a=\1To) 27 \p71) ST\ T11) ST\

ainsi qu’un ordre naturel sur ’ensemble des triangles de Farey Ty < 17 < Tp <13 <
La figure 1.1 montre les premiers termes de ces suites ordonnées.

I.1.c Dyadiques = Rationnels

Nous aurons besoin dans la suite d’une bijection naturelle entre les nombres dya-
diques et les nombres rationnels du cercle. Cette bijection découle de la structure
dyadique des nombres rationnels.

Posons i(3) = 0=1¢€ R/Z, i(3) = 1, i(;) = 3 et i(—1) = 3. On prolonge i sur
I'intervalle [1, 1] par récurrence sur l'ordre des rationnels:

Supposons % prolongée sur I’ensemble des rationnels d’ordre au plus n—1, de %; %]
Si g est d’ordre n, alors il est sommet d’un triangle de Farey, dont les deux autres
sommets ¢ et ¢ sont d’ordre au plus n — 1. Ainsi, on a ¢ = %f¢. On définit alors

y ¢t g b+d
i(q) = (EH @ ¢ [i(%);9(§)]. On a ainsi défini un prolongement de 7 sur I'’ensemble des

rationnels de I 1ntervalle considéré, a valeurs dans I’ensemble des dydadiques de [0; 1].
Remarquons que si § et 5 sont deux rationnels de sommets d’'un méme trlangle
de Farey, ¢ vérifie la formule suivante:

111]

(a) 4 i(e
., a c _ Z(b) Z(d) (Il)
2

Le prolongement de i se fait de la méme fagon sur les intervalles [1; ], [5; —1]
et [—1;%]. On a obtenue une bijection i Q — Q(2). On remarque que i présérve

101
Porientation du cercle.

20



I.1.d Le Bracelet de Ford

Supposons un instant qu'un bracelet est une collection d’horocycles de D? telle
que deux horocycles voisins sont tangents. Nous donnerons la définition précise d’un
bracelet dans la suite (définition 1.3.1). On construit a présent, sans en donner les
détails, une succession de bracelets (b%),cn, chaque horocycle de bY étant basé en un
point de S,,.

Soit Af' I'horocycle basé en u; passant par le centre du disque de Poincaré, pour
i € {1;2}. Alors il existe un unique horocycle ht" tangent a hi" et hl', a gauche de I’aréte
orientée (%; %) Un petit argument de symétrie montre que hi est nécessairement basé
en uz = —%.

On note by le bracelet {hy, ho, h3}. On transporte alors ces horocycles par PSLo(Z)
en remarquant que si v € PSLy(7Z) permute les points uy, us et ug, alors il permute
aussi les horocycles associés. On obtient ainsi une collection d’horocycles {hf '}, cn telle
que h,, est basé en u, € @ Cette collection est notée b et s’appelle le bracelet de
Ford. La collection b% est invariante par PSLy(Z).

hF

Fi1G. 1.2 — Bracelet de Ford partiel.

On pose X = {hf'};_1 3.9n-1 et on obtient ainsi un bracelet basé en S, défini comme
étant le bracelet de Ford d’ordre n. R

Pour ne pas créer de confusion, précisons que I'ordre naturel sur Q ne sera pas
utilisé pour le bracelet de Ford.

I.1.e Deux topologies d’une limite inductive
d’espaces métriques

Nous donnons deux topologies naturelles sur une limite inductive d’espaces mé-
triques. Ces espaces interviendront tout au long du texte.

Soit (Ey, d,)nen une suite strictement croissante d’espaces métriques (resp. topo-
logiques). C’est a dire que pour chaque n € N, il existe une isométrie (resp. un plon-
gement) i, : E, — E,.;. Ensemblistement, la limite inductive du systéme (E,,1,),
notée E est I'union disjointe des espaces E, quotientée par la relation d’équivalence
engendrée par les relations i, (x,) ~ z,. Par exemple si E,, est I’espace euclidien réel de
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dimension n, la limite inductive s’identifie & I’ensemble des suites réelles stationnaires
en 0. Il apparait alors deux topologies naturelles sur ’espace E.

La topologie faible: Elle se définit par les ouverts. Un sous-ensemble U de E est
un ouvert si et seulement si pour tout n, I’ensemble U, = F,, N U est un ouvert de F,,.
Muni de cette topologie, une suite (u,),>o converge vers u si et seulement si il existe
p € Ntel que: Vn € N, u,, € E, , u € E, et (up)n>o converge vers u dans 'espace
métrique (ou topologique) E,. Avec cette topologie, si les espaces E, sont complets,
il en est de méme pour E. Notons que cette topologie n’est pas métrisable [Die-Sch].
Cette topologie sera utilisé dans le cadre plus générale ou les applications ¢, sont des
plongements (c.a.d. continues, ouvertes et injectives).

La topologie métrique: Soit (z,y) un couple d’éléments de E et p un entier tel
que ces deux éléments sont dans F),. Puisque les 7, sont des isométries, on a

dn(z3y) = dp(x;9) sin > p

Donc le nombre d(z;y) = d,(z;y) si (z,y) € E? est bien défini et indépendant de n.
Cela définit ainsi une métrique sur 'espace E.

Afin d’éclairer les topologies des espaces que nous étudions dans cette thése, nous
donnons ici un résultat de contractibilité valable pour les deux topologies. Soit R(®)
I'ensemble des suites réelles stationnaires égales a 0. L’espace R(®) hérite de la norme
supérieure ||z|| = sup,so|T,|. L'espace R(®) est aussi la limite inductive de la suite:

it (71,0, 1) €ER" = (21, -+, 2p,0) € R*H!

et peut étre ainsi muni de la topologie faible. Les applications 7, sont des isométries
pour la norme supérieure. On a alors le résultat suivant:

Proposition I.1. L’espace R(*®) est contractile pour:
1. la topologie métrique provenant de la norme supérieure.
2. la topologie faible.

Preuve. —Ici, la topologie métrique provenant de la norme coincide avec la topologie
de la norme. On vérifie aisément que I'application (z,t) € R(® x [0;1] = (1 —t)z €
R(*) est continue pour les deux topologies et fournit une rétraction par déformation
de R sur I'origine. O

En dimension finie, enlever un point & un espace topologique ajoute de 'homotopie.
Ce n’est pas toujours vrai en dimension infinie, comme le montre la proposition suivante
qui sera utile par la suite.

Proposition I1.2. L’espace R \ {0} est contractile pour:
1. la topologie métrique provenant de la norme supérieure.
2. la topologie faible.
Preuve. — En effet, I’application

ft : (31‘1,.1‘2, < ) € R(oo) \{0} — (1 — t)(xl,.fg, .- ) +t(0,l‘1,$2, . ) € R(OO) \{0}
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fournit une homotopie entre I'identité et application f(x1,zs,- ) = (0, z1,x2,- - ).
De méme, ’application

gt (T1,29,--) € R() \ {0} — (1 —)(0, 21, z9,---) + ¢(1,0,0,---) € R(>) \ {0}

fournit une homotopie entre f et I’application constante g(z1,zs,---) = (1,0,0,---).

Ces applications sont continues pour la norme supérieure.

Pour la topologie faible, remarquons que la restriction de f (resp. g) sur R*\ {0} x I
est continue a valeurs dans R"*! \ {0} x I. Ceci assure la continuité de f et de g pour
la topologie faible. O

On rappelle enfin un résultat découlant de la définition de la topologie faible.

Proposition I.3. Soit (E;,),>0 et (F,)n>0 deux suites strictement croissantes d’espaces
meétriques, telles que E,, est homéomorphe a F,, pour tout n € N. Alors leurs limites
directes respectives E et F', munies de la topologie faible sont homéomorphes.

Dans la suite de cette thése, nous traiterons les problémes dans le cas de la topologie
faible. C’est également le cadre dans lequel P. Greenberg énonce ses résultats |Gred].
Notons que la proposition 1.3 est a priori fausse pour les topologies métriques, ce qui
complique les questions de topologie dans ce cas. Nous reviendrons cependant sur les
topologies métriques a la section 11.4.

I.2 La géométrie projective par morceaux

Nous décrivons I’espace des homéomorphismes du cercle qui sont constitués d’un
nombre fini de morceaux coincidant avec des éléments de PSL,R. On demande de
plus que ces homéomorphismes soient de classe C!. Cette condition supplémentaire
a une interprétation géométrique naturelle (proposition 1.4 et corollaire 1.1). Cette
géométrie CPP (abrégé en anglais de “C'-piecewise projective) a été introduit par
P.Greenberg dans [Gre2|.

1.2.a Définitions

Définition I1.2.1. (configuration ordonnée)
On appelle n-configuration (cycliquement) ordonnée du cercle une suite
(z:)iz1n € (SY)" vérifiant:

Vie <1l,n>30, cR|z;=e%et 0 <by<.. <0, <6 +2r
Définition I.2.2. (Homeomorphisme CPP)

Un homéomorphisme du cercle f est de classe C! projectif par morceaux (ou CPP)
s'il est de classe C! et si il existe une configuration ordonnée (x;);=1, € (S*)" telle que:

Vie< 1l;n>dh; € PSLQ(R) | hini;le] = f\[wi;$i+1]

On note
CPP = {homéomorphismes de classe CPP}
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On munit ensemble C PP de la topologie compacte-ouverte C! sur le cercle. Celle-
ci est métrisable par la métrique suivante:

depp(f3 9) = Maz{sup,egd(f (2); 9(2)); supgesi| f'(2) — ¢'(2) [} V(f, 9) € CPP*

Les germes: Pour tout z € St et f € CPP on note f. (resp. f7) le germe a gauche
(resp. a droite) c’est a dire 1’élément de PSLs(R) restriction de f a gauche (resp. a
droite) de = pour 'orientation du cercle. Le germe d’un élément de PSLyR s’identifie
a cet élément puisque PSLyR agit analytiquement sur S'.

Les points de coupure: Un point de coupure pour f est un point de S* ot

Dyf =(f1)" o fL

n’est pas l'identité. L’élément D, f est appelé décalage de I’application f en zx. Il
mesure le défaut d’étre localement PSL;R au voisinage de z. L’ensemble des points
de coupure de f est noté bk(f) = (x;)i=1,, dans la mesure ot I'on a ordonné les z;. La
notation “bk” provient de I’anglais “breaks” ou “breakpoints”.

Remarquons que C PP est stable par composition et par passage a 'inverse. C’ est
donc un sous-groupe de Hom eo™ (S?).

Par définition de C'PP, on remarque que l'application f € CPP se prolonge sur
D? privé du polygone idéal @; dont les sommets sont les points de coupures de f
(prolongement sur la partie hachurée dans la figure 1.3), par I'isométrie h; sur chaque
composante connexe de D? \ )y bordé par l'intervalle correspondant a h;.

Fi1G. 1.3 — Prolongement d’un élément de C PP.

Pourrait-on prolonger f a D?, tout du moins & D? privé d’un compact? Cela ne
semble pas envisageable de maniére immeédiate, sans faire appel & la théorie des ho-
méomorphismes quasiconformes (voir [Gar-Lak]|). Cependant on peut faire agir CPP
sur I’ensemble des horocycles de D?, y compris ceux basés en les points de coupures
des éléments de C'PP.

Un horocycle est un cercle de D? tangent & S' = dD?. On note

H = {horocycles de D?*}
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muni de la métrique suivante:
du(he; hy) = Maz{ds:i(x;y); |dz — dy|}

ol d, représente le rayon euclidien de h, pour le modéle du disque de Poincaré D?, vu
comme disque unité du plan euclidien.

Par convention, le point-base d’un horocycle h; (resp. h,) sera noté z; (resp. z). On
peut voir un horocycle h, comme orbite du sous-groupe des isométries paraboliques
fixant z. La condition C!' dans la définition 1.2.2 entraine la:

Proposition 1.4. Si f € CPP, alors I’élément D,f € PSLy(R) est un parabolique
fixant x.

Preuve. — Puisque f est de classe C° en z, on a f'(z) = f7(x). Ainsi, D, f fixe le
point . Par ailleurs, f étant de classe C! en x, D, f a pour dérivée 1 en x. C’est donc
un élément parabolique de PSLyR fixant x. U

De plus, le sous-groupe des paraboliques fixant x, fixe ensemblistement n’importe
quel horocycle h, basé en x. On en déduit I’action & gauche de C'PP sur ’ensemble
des horocycles de D?. Soit x € St et h, basé en z, alors D, f(h;) = h, par conséquent
on a légalité fi(hy) = fr(hy).

Corollaire 1.1. CPP agit a gauche sur H:
CPP x H — H

C’est une sorte de donnée géométrique supplémentaire du comportement d’un élé-
ment de C' PP que 'on utilisera systématiquement dans la suite, essentiellement en des
points de coupure des applications CPP. Il faut cependant souligner que cette action
ne porte que sur les horocycles et non sur les éléments de ceux-ci. Autrement dit, on
pensera un horocycle h, comme un point au dessus de z, et non comme une courbe
plongée dans D?. On est maintenant en mesure de définir I'espace de Greenberg Gr.
C’est ’espace central dans cette thése.

Définition I1.2.3. (L’espace Gr)
Soit Gr (C PPy dans l'introduction) 'espace suivant:

Gr = {f € CPP|bk(f) C Q}

o= {reoin(3-4)- (5

On définit de maniére analogue les espaces:

Gro={f €Gr|bk(f) C 5.}
— 01 1 01 1 —
gry, = {feng‘f<I,6,—I> = (I’ﬁ’_I)} =gr, Ngr
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L’égalité:
bk(ho f) =bk(f)V(f,h) € CPP x PSLy(R)
couplée a la 3-transitivité de PSLyR sur le cercle, montre que Gr est homéomorphe
au quotient de Gr par I'action de composition & gauche de PSLoR. Il en est de méme
pour gr, relativement & Gr,. Les espaces Gr, et Gr, seront munis de la topologie
induite de la métrique dcpp. .
On remarque que Gr (resp. Gr) est ensemblistement la limite inductive de la suite

(Grn)n>o0 (resp. (Grn)n>0). Les inclusions

in
grn C grn—}—l

sont des isométries pour la métrique dopp. On n}linira gr et é; de la topologie faible.

D’autres normalisations de ’espace PSL,R\Gr seront utiles dans le texte, notam-
ment dans les chapitres III et IV. Nous les expliciterons au moment ou nous en aurons
besoin.

I.2.b Hyperboliques généralisés-Déformations log-lambda

Dans le groupe PSLoR, il y a trois types d’homéomorphismes, classifiés par la
trace de leurs matrices associées: les éléments elliptiques dont la trace est dans 1'in-
tervalle ouvert | — 2; 2[, les éléments paraboliques dont la trace est +2, et les éléments
hyperboliques. Nous construisons ici, des exemples d’éléments de I'espace C'PP qui gé-
néralisent les éléments hyperboliques. Ces exemples sont introduits dans |[Gre4| (voir
aussi [Pen2| pour le cas n = 2).

Soit & = (x;)i—1,9n € (81)2n une configuration ordonnée du cercle ayant un nombre
pair d’éléments et ¢ > 0. On définit Papplication A% suivante:
Sur chaque intervalle de la forme |zg;; 22;41[, on définit AL comme étant la restriction
de I’élément hyperbolique d’axe la géodésique d’extrémités zo; et x9;,1, et de dérivée %
en Ty; et t en ;1. Sur les intervalles de la forme |To; 1 1; To;2[, on définit A! de maniére
analogue avec pour dérivée ¢ en 911 €t % en ry;1o. Ces applications se recollent aux
points x;,7 €< 1;2n > pour donner ainsi un élément de C'PP ayant pour ensemble de
points fixes et pour ensemble de points de coupure, la configuration ordonnée x.

Parmi ces exemples, le cas n = 2 sera un objet utilisé dans bon nombre de démons-
trations. Soit () un quadrilatére du disque de Poincaré de sommets = (z;)i=1,4. Si
e désigne la diagonale (z1;x3), alors I'exemple précédent appliqué a la configuration
x sera appelée déformation log-lambda par rapport au couple (Q,e) le long de e
et sera notée fg ... Par ailleurs, on appelera déformation log-lambda modifiée le
représentant normalisé de 0 . dans Gr.

I.3 Les espaces de bracelets

On définit ici la notion de bracelets, également introduite par P. Greenberg [Gre3|, qui
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Hyperbolique généralisé n = 4 Déformation log-lambda

Fi1G. 1.4 — Hyperboliques généralisés pour n =4 et n = 2.

est en quelque sorte la version géométrique des applications de classe CPP (voir L.5.b).
1.3.a Définition d’un bracelet

Soit (z,y) € (SY)” et hy (resp. hy) un horocycle basé en z (resp. y). Si z # y, on
note (z;y) la géodésique d’extrémités = et y et & = hy N (z5y) , § = hy N (z;y). On
définit alors dp(hy; hy) = £dme (Z;7) en convenant que cette valeur est positive si les
deux horocycles ne s’intersectent pas et négative ou nulle sinon.

Si ¢ = y, on peut encore définir le nombre dy(h;;h!) comme étant la longueur
du segment d’une géodésique tombant sur x, délimité par les intersections de cette
géodésique avec les horocycles h; et h!. On remarque sur la figure 1.5 que cette longueur
ne dépend aucunement du z choisi.

T = OQ

F1G. 1.5 — Distance de deux horocycles.

La quantité dp(hy;h,) n’est évidemment pas une distance mais elle apparaitra
naturellement dans la partie II.

Définition I1.3.1. (Bracelet)
Un n-bracelet est la donnée d’une configuration ordonnée du cercle (z;)
collection d’horocycles {hi}izl,” ol h; est basé en z; telles que:

?
i=1,n, €t d’une

Vi €< 1,n >, dh(hz,hz-f—l) =0 et dh(hn,hl) =0
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Un n-bracelet propre est un n-bracelet qui ne contient pas de couple d’horocycles
s’'intersectant transversalement.

Dans la suite du texte, on notera un bracelet b = (h;)ic<1:n>, étant entendu que
ses points-base forment une configuration ordonnée du cercle (z;)ic<1,n>. Celle-ci sera
notée bk(b).

La condition dp(hs; hi11) = 0 signifie exactement que les horocycles h; et h;;; sont
tangents. La figure 1.6 montre deux exemples de bracelets. Le premier bracelet est
propre, le deuxiéme ne ’est pas.

hl h3
hs
ha

h4 h2
h3

hy hy

Fi1G. 1.6 — Ezemples de bracelets.

On voudrait définir un espace de bracelets et le munir d’une topologie. Il semble
naturel de dire que deux bracelets b = (A, ..., h,) et b' = (hi, ..., h;) sont proches si et
seulement si pour tout %, h; est proche de h}. Cela suppose que n = p. Pour comparer
deux bracelets, il faut qu’ils aient a priori le méme nombre d’horocycles. On va utiliser
des espaces filtrés pour définir un espace de bracelet “contenant” tous les bracelets.

1.3.b Filtrations des espaces de bracelets

Définition I1.3.2. (Espaces de bracelets)
On définit les espaces suivants:

C, = {(n + 1) — bracelets} et B, = {(n + 1) — bracelets propres}
puis:
E?Z = {3 Snl bracelets} et gr\n = {3 - 2" _ bracelets propres}

et leurs normalisés par PSLyR:

C”:{(hlaahn+l)€é;z|h1:h§, hn-}-l:hfo}

— 0
CTn = {b = (hxi)i:1,3-2"*1 & CTn |£E1 = I’ Ton-141 = 6’ T3.on-1 = ——
Les normalisés B,, et Br,, sont définis de la méme maniére.
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Remarquons au passage que le bracelet de Ford bf est un élément de Br,. On
introduit maintenant des limites directes des espaces (Crp)n>1 €t (Cry)n>1. Pour cela,
on utilise une propriété d’unicité portant sur les triplets d’horocycles.

Proposition 1.5. Soit hy, hs un couple d’horocycles tangents. Alors, il existe exacte-
ment un horocycle hy & droite de l’aréte orientée (x1;x3), tangent a hy et hs.

Preuve. — Partons du point base z; de h;. En chaque point z € S!, il y a un unique
horocyle h, basé en ce point et tangent a h;. Lorsque 1'on se déplace le long de cette
famille d’horocycles en faisant varier  de x; & x5 & droite de 'aréte orientée (z1;x3),
I'horocycle h, grandit (son rayon euclidien augmente) jusqu’a ce qu’il rencontre ’horo-
cyle hs. 1l est alors tangent & h3. Continuons de nous déplacer vers 3, alors h, devient
transversale & hg. O

Cette proposition permet de définir une inclusion naturelle

o ——

in 1 Crp = Crpp,n 21

comme suit. Grace a la proposition 1.5, Vi €< 1,3-2"~! > il existe un unique horocycle
h; tangent & h; et h;y1 (hzon-1,; = hy par convention) tel que les points-base z;, z;
et z;41 forment une configuration ordonnée de S*. En particulier, I’horocycle k) est
dans le demi-disque fermé délimité par la géodésique (z;;x;11) ne contenant pas les
points-base {x;};¢(iit1}-

La collection

Zn(b) = (hla ,la Ty hi: h;a hi-l-la Ty hé’,-anl—la h3-2"—17 hé_znq)

est un élément de C/rn: L’application i, ainsi définie est compatible avec la nor-
malisation introduite plus haut. Elle passe donc aux normalisés en une application,
évidemment injective, i, : Cr, — Cr,41. On a ainsi construit deux systémes inductifs
et les limites sont notées:
Cr = limc/ﬁ et Cr=I1imCr,
n n
Concernant les bracelets propres, notons que zn(ga) C l?,; En effet, si h; et
h;1+1 sont deux horocycles voisins d’un bracelet b € Er\n, alors 'horocycle ajouté A
est tangent & h; et & h;y1. Il est de plus contenu dans le demi-disque délimité par la
géodésique (x;;z;41) ne contenant que les points-base x; et z;4;. Puisque b est propre,
ce demi-disque n’intersecte aucun horocycle de b autre que h; et h;1 1. Ceci montre que
in(b) est propre. La filtration précédente se restreint donc aux bracelets propres. On
définit donc: . L
Br =limBr, et Br=I1imBr,
in in
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I1.3.c Topologie des espaces de bracelets

Soit n € N*. L’espace des bracelets Er\n peut étre vu comme sous-ensemble de
Iespace produit H32" ' = H5 puisque card(S,) = 3 -2 1. On le munit de la trace
de la topologie produit sur #32" ™. Les inclusions

. — ——
in : Crp — Crpga

sont des plongements. Les espaces B;, EF, Br et Cr sont ainsi munis de la topologie
faible.

I.4 L’espace de Teichmiiller universel

Cette section fournit une introduction des objets “universels” définis dans [Pen2|.
Soit Fj = F une surface de genre g avec s points marqués. On suppose que la
caractéristique d’Euler de la surface x(F) = 2—2g— s est négative. On note 7T, l'espace

de Teichmiiller de la surface. Dans [Penl]|, 'auteur définit ’7';3, espace de Teichmiiller
décoré de F'. Il s’agit d’un R’ -fibré sur 77, dont la fibre correspond aux collections

d’horocycles en les points marqués de la surface F. L’espace ’?'E peut se voir comme
I'ensemble des tesselations décorées de D? invariantes par le groupe fondamental de la
surface.

A la recherche d’analogues univefs\els, R.Penner considére 1’espace de Teichmiiller
universel (resp. décoré) Tess (resp. T'ess). Celui-ci est universel au sens qu’il contient
tous les espaces de Teichmiiller (resp. décorés) 7. C’est un modéle de nature topolo-
gique. Il contient strictement 1’espace de Teichmiiller universel de Bers (plus classique):

T(1) = PSLyR\ { homéomorphismes quasi-symétriques de ]D)z} = PSLyR\QS

I.4.a Tesselations et tesselations décorées

Définition I.4.1. (Tesselation)
Une tesselation 7' est une collection dénombrable et localement finie de géodésiques,
appelées arétes de la tesselation, formant une triangulation idéale de D?. Une tessela-
tion 7 est dite marquée si elle est munie d’une aréte orientée distinguée e € 7. On
notera alors:

Tess' = {(1, ) tesselations marquées}

Dorénavant, une tesselation sera toujours munie d’une aréte orientée distinguée.
On oubliera donc le mot “marquée”. Si il n’y a pas de marquage, on parlera plutot de
triangulation.

Un exemple de tesselation est la triangulation de Farey munie de ’aréte orientée
(%; %) On la note 7,. Elle joue le role de point-base de 1’espace topologique Tess'.
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Définition I.4.2. (Tesselation décorée)
Une tesselation décorée 7 est la donnée d’une tesselation (marquée) 7 et d’un horo-
cycle en chaque sommet de 7 tels que la famille d’horocycles est localement finie dans

—~—1

D?. L’ensemble des tesselations décorées est noté Tess .

Puisque 70 = @, on peut décorer la tesselation de Farey par le bracelet de Ford
b introduit au paragraphe 1.1.d. On obtient ainsi une tesselation décorée 7., appelée
!

tesselation décorée de Farey-Ford. Elle joue le role de point base de ’espace Tess .

Fi1G. 1.7 — Tesselation décorée de Farey-Ford.

On notera 7O C S' I’ensemble des extrémités des éléments de 7 (dense dans S* par
définition) et 7(® 1’ensemble des triangles complémentaires de 7 dans D?. Distinguer
une aréte orientée de 7 revient également & distinguer une configuration ordonnée
2(7) = (2i)i=1,3 qui correspond aux sommets d’un unique triangle T € 7 tel que
(x1;9) soit 1'aréte orientée distinguée de 7. Le groupe PSLyR agit & gauche par

—~1
isométries sur Tess’ et T'ess. On prendra la normalisation suivante:

01 1
Tess = {7" € Tess' | z(T) = (I’ ik _I> }

La méme normalisation est adoptée pour I’espace Tess. L’espace T'ess (resp. 7%) est
appelé ’espace de Teichmiiller universel de Penner (resp. espace de Teichmiil-
ler universel décoré . On rappelle sans démonstration des propriétés combinatoires
des tesselations.
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I.4.b Rigidité combinatoire des tesselations

Soit (7;)ie<1,2> un couple de tesselations distinguées par les triplets (x;, yi, 2i)i=1,2,
alors les trois propriétés suivantes sont vérifiées:

1. Il existe une unique bijection:

1O 7'1(0) — 7'2(0)
(%1, Yy1,21) — (%2, Yo, 22)
(@,9,2) €7 — O (z,y,2) € 7}

2. f© induit une bijection:

fio: 1 — T

= (z;y) +— file) = (f(o)(m)Sf(O))(y))
3. Les ensembles @' et 7 sont en bijection.

Pour se convaincre de ces propriétés, il suffit de se rappeler de la combinatoire mise
en jeu dans la construction d’une triangulation & partir d’un triangle 7, (voir 1.1.b),
en commencant par trianguler le demi-disque se trouvant a gauche de 1’aréte orientée
distinguée.

I.4.c Topologies de Tess et de Tess

Reprenons la tesselation de Farey 7,. Les propriétés combinatoires précédentes
montrent que pour toute tesselatlon 7, il existe une unique leeCtIOIl entre T, ( ) et 7(0)

qui fournit une application fT Y 5 st application 7 — fT ainsi construite

fournit un plongement de Tess’ dans (Sl)T*EO) muni de la topologie compacte-ouverte.
Notons que la topologie compacte-ouverte s’identifie a la topologie produit lorsque 7'*(0)
est muni de la topologie dlscrete On prend la topologie induite pour Tess’.

Pour la topologle de Tess’ le méme raisonnement permet de plonger Tess' dans

I’espace prodult ’HT* muni de la topologie produit.

Puisque 7'*(0 Q est dense dans S', 'application fT se prolonge en un homéomor-
phisme du cercle préservant I'orientation. On peut alors formuler le théoréme suivant
di a Penner.

Théoréme 1.1 (Penner [Pen2]). Il existe un homéomorphisme
PSLy(R)-équivariant entre Homeo™ (S') et Tess' qui donne au quotient un homéo-
morphisme entre PSLy(R) \ Homeo™ (S') et Tess.
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I.5 Liens entre les différents contextes géométriques

On relie ici les homéomorphismes de classe CPP a l'espace de Teichmiiller universel
décoré. Plus précisément, I'espace PSL,R\C PP, muni de la topologie C' s’injecte
continument dans I’espace Tess (proposition 1.6). On exhibe ensuite un homéomor-
phisme entre I'espace des bracelets Cr et ’espace Gr.

I.5.a Une injection continue naturelle de Gr dans Tess

Remarquons d’abord que C' PP est un sous-espace de Homeo™ (S!). Par conséquent,
on peut plonger PSLy(R)\CPP dans Tess grace au théoréme 1.1 pour la topologie
CY sur ’espace CPP.

Notons W la projection qui consiste & oublier les décorations. On cherche une ap-
plication s tel que le diagramme suivant soit commutatif:

—_—

Tess
s g
CP 7
T
PSL,R €59

Proposition 1.6. I existe une injection continue s de PSLy(R)\CPP pour la topo-

logie de la métrique dcpp dans Tess qui est une section de ¥ au dessus de
PSLy(R)\CPP.

Preuve. — Soit ¢ € PSLy(R)\CPP, c’est a dire que g fixe point par point la
configuration (%, %, —%) On définit ¢ - 7, comme suit. Soit e € 7, dont les extrémités
sont z et y. On note g(e) la géodésique d’extrémités g(z) et g(y). D’aprés [Pen2], la
collection {g(e)}eer. forme une tesselation qui est dans T'ess car g est normalisée. Cette
collection donne la tesselation notée g - 7, (c’est I'image de g par 'homéomorphisme
réalisé dans le théoréme 1.1).

D’autre part, grace a ’action de C PP sur les horocycles, on peut définir sur g - 7,

la décoration suivante:
Vz=g(z) € (g-7) 00z € 79 on pose b’ = g(hY)

ot AL est I'horocycle basé en x du bracelet de Ford. La tesselation g -7, munie de cette

—~—

décoration fournit un élément g - 7, € Tess. L

On a ainsi défini une application s : PSLy(R)\CPP — Tess qui, par construction,
est une section de ¥ puisque g - 7, représente la tesselation décorée g - 7, a laquelle on
enléve la décoration.

Il reste & montrer que s est continue. D’aprés le lemme A.2. de [Mal-Pen]|, I’horo-
cycle f - hE est exactement I'horocycle de diamétre euclidien | f'(z)|d, dans le modéle
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de H2, ou d, est le diamétre de I'horocycle de Ford AL basé en z # oo. Lorsque x = oo,

[+ hE est Phorocycle en oo (f est normalisé) de hauteur ooy f,(loo)‘.

Par conséquent, pour tout x € @, I’application
Sy [ € PSLyR\CPP — f-h, € H

est continue. On en déduit que ’application s est continue également. Il

Puisque Gr est un sous-espace métrique de I'espace C' PP, on obtient ainsi le:

—~—

Corollaire 1.2. L’espace Gr s’injecte continument dans Tess par s.

I.5.b Un homéomorphisme entre Cr et Gr

On construit dans cette section un homéomorphisme, di & Greenberg [Gre4], entre
Cr et Gr, pour la topologie faible. Commencons par un lemme décrivant une action
partielle de C'PP sur ’ensemble des bracelets.

Lemme I.1. Si f € CPP et b = (h;)i=1,, est un bracelet tels que bk(f) C (z;)
Alors la collection f - b= (f(h;))i=1,, est encore un bracelet.

Preuve. — 11 suffit de montrer que d(h;, hi11) = d(f - hi, - hiy1) Vi € Z/nZ, puisque
le premier terme est nul. Comme il n’y a pas de point de coupure entre z; et x;.1, on
a l'égalité des germes f; = fém = f; ou f; est une isométrie. Par conséquent, on a

d(hza hi+1) =d ( ;l(h’l)a ;lci+1 (hz+1)) = d(f ) h’ia f . hi+1)' O

Le lien entre les bracelets et les applications de classe CPP apparait clairement
dans la proposition suivante.

i=1,n’

Proposition 1.7. Soient b = (hy,)iz1n €t b' = (R, )i=1,n deuz bracelets. Alors il existe
un unique f € CPP tel que:

bE(f) C bk(b) et f-b=1.

Preuve. — Par triple transitivité de 'action de PSL;R sur le cercle, pour tout
i € Z/nZ,1l existe un unique f; € PSLsR vérifiant les égalités:

fi(zi) = yi, fil®ig1) = yir1 et fi(hy,) = h;i

On définit f par morceaux de sorte que fijz.;0,,1] = (fi) [252:.4] POUT tout ¢ € Z/nZ.
L’application f est bien définie et continue puisque fj(%iy1) = yi 1 = fit1(ziz1). Elle
transforme bijectivement chaque intervalle [z;; ;1] en 'intervalle [y;; y;11]. C’est donc
un homéomorphisme du cercle projectif par morceaux.

Puisque f; est un élément de PSL,R agissant sur U'intervalle [z;; z;11] et que les
horocycles basés en ces points sont tangents, les horocycles images sont aussi tangents.
Par conséquent, les horocycles h;m et fi(hs;,,) sont deux horocycles tangents a h;¢ et
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basés au méme point y;.1. Ils sont nécessairement égaux. Ceci montre en particulier
que le décalage D, f = fz-;ll o f; est un élément parabolique fixant z;. On en déduit
que f est de classe C! en z;,; pour tout 1 € Z/nZ.

Finalement, I’application f est un élément de C' PP uniquement déterminé par la
condition f-b =10, et par construction bk(f) C bk(b), ce qui montre la proposition. [J

Ce résultat doit etre pensé comme une sorte de simple transitivité de I'action de
CPP sur les bracelets.

Corollaire 1.3. L’application:

U, : Gr, — Cr,
fo— f-b

réalise un homéomorphisme entre Gr,, et Cr,. Cet homéomorphisme se prolonge en un
homéomorphisme 1 entre Gr et Cr pour la topologie faible.

Preuve. — La bijectivité de 1, provient directement de la proposition 1.7. L’appli-
cation 1, est continue puisque f € Gr, — f-hf € H est continue pour tout z € S,,. Il
reste & montrer la continuité de v !. Puisque les espaces Gr,, et Cr,, sont métrisables,
il suffit de montrer que pour toute suite (f,),en de Gr, et pour tout f € Gry, telles
que ¥, (f,) converge vers 1, (f), alors f, converge vers f dans Gry,.

Supposons donc que la suite de bracelets (f, - b )p>0 converge vers le bracelet
f+bI'. Soient x et y deux points consécutifs de S,,. L’intervalle [z; y] contient un unique
Z € Spi1 \ Sp. Puisque les applications f, et f sont PSLyR sur l'intervalle [z;y], la
proposition 1.5 entraine que la suite d’horocycles (f, - hY),>0 converge vers ’horocycle
f-hE, ou kY est horocycle de Ford basé en z. En particulier la suite de fonction (f,),en
converge vers f sur le triplet {z;y; z}. Notons A, (resp. A) la matrice de (f,)|iz;) (resp.
fifzy1)- La proposition 4.5.4. dans [Bea] montre que la suite de matrices A, converge
vers la matrice A.

Ceci entraine que la suite f, converge pour la métrique dcpp vers f sur 'intervalle
[z; y]. Ceci permet de conclure que 1), est continue.

La proposition 1.3 entraine directement que 1 est un homéomorphisme pour la
topologie faible. 0

I.6 Le groupe de Thompson

I.6.a Historique

Le groupe PLy(S?') est défini par Richard Thompson en 1965. C’est un des premiers
exemple de groupe infini, simple, de présentation fini [Tho]. Voici la définition originale
de ce groupe. Elle interviendra notamment dans la section IV.6.b.
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Définition I1.6.1. (Groupe de Thompson: version PL)

Le groupe PLy(S') est 'ensemble des homéomorphismes f de R/Z vérifiant les pro-
priétés suivantes:

(1) f est affine par morceaux, avec un nombre fini de morceaux dans R/Z.

(2) Les points de discontinuité de f sont dyadiques (c.a.d. de la forme 5 oti a et b sont
des entiers relatifs).

(3) Les dérivées a gauche et a droite sont des puissances de 2 en tout point.

(4) f(0) est un nombre dyadique.

On définit également les sous-groupes de PLo(S?') suivants:

F = {y € PLy(S") |7(0) = 0}
F'={y € PLy(S")| le germe de 7 en 0 est trivial}

L’ensemble PLy(S') est un groupe muni de la loi de composition des applications.
Il s’agit 1a d’une définition de type géométrique. La notation F’ n’est pas fortuite,
puisque le groupe ainsi défini est aussi le sous-groupe dérivé de F'. Ce groupe apparait

alors dans divers domaines des mathématiques comme en théorie de I’homotopie ([Dyd]|
en 1977), en homologie des groupes ([Bro-Geo| en 1984), dans les systémes dynamiques
et en cohomologie des groupes (|Ghy-Ser| en 1987, |Bri| en 1997). Enfin P. Greenberg a
commencé une étude plus géométrique ([Gred| en 1992) du groupe PLy(S') a I’aide des
homéomorphismes projectifs par morceaux. Pour un historique complet des différents
groupes de Thompson, on pourra se référer a |Bri| et [Can-Flo-Par|. Dans cette thése,
on reprend I’étude géométrique du groupe de Thompson commencée par P. Greenberg.
Il s’agit donc de penser le groupe PLy(S!) comme un groupe discret agissant “convena-
blement” sur des espaces toplogiques recélant si possible des structures invariantes par
le groupe. Deux définitions du groupe de Thompson vont étre particuliérement utili-
sées dans la suite, I'une de type géométrique, et 'autre de type combinatoire. Nous
explicitons maintenant ces deux définitions.

1.6.b Définitions
Le groupe de Thompson PPSL>Z

Voici a présent la définition du groupe de Thompson 7" en contexte projectif par
morceaux.

Définition 1.6.2. (Groupe de Thompson: version CPP)

Le groupe PPSLyZ est ensemble des homéomorphismes f de St tels que: il existe
une suite finie z; < --- < x, < 1 d’éléments de Q tels que f est la restriction d’un
élément de PSLyZ, noté f; sur chaque intervalle [z;; ;1]

Proposition 1.8. PPSLyZ est un sous-groupe du groupe des difféomorphismes du
cercle de classe C*.
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Preuve. — L'invariance de PPSL,Z par composition et par passage a l'inverse
provient du fait que ’ensemble des rationnels Q est stable par PSL,Z. Pour montrer
qu'un élément f de PPSLyZ est de classe C' en z € S, on peut supposer, quitte a
conjuguer f par un élément de PSLyZ, que x = 0, puis que f fixe 0.

Notons pour i € {l;7} fi(z) = %2*% avec la condition a;d; — b;c; = 1. On a alors

c;z+d;
0= f(0) = Z—i ce qui entraine I’égalité d, = +d; = +1 puisque a;d; = 1. Puis, on a
(f8)'(0) = 25 =1 et f est bien de classe C' au voisinage de 0. O

Considérons a présent la bijection ¢ entre @ et Q(2) donnée en section I.1.c. Par
densité de @ dans RU{oo} et de Q(2) dans R/Z, l'application ¢ est prolongé en un ho-
méomorphisme de RU{co} vers R/Z, noté i aussi. On peut trouver une démonstration
du résultat suivant dans [Imb].

Proposition 1.9. Le conjugué de PPSLsZ par i est exactement le groupe de Thomp-
son PLy(SY).

Le groupe de Ptolémeée

Rappelons qu’une tesselation marquée J ou plus simplement tesselation est une
triangulation maximale du disque de Poincaré équipée d’une aréte orientée distinguée.
Une tesselation rationnelle est une tesselation dont ’ensemble des sommets est
exactement @ = 7:50)

Nous reprenons ’article de R. Penner [Pen3| pour définir le groupe de Ptolémée en
trois étapes: groupoide, monoide, et enfin groupe.

Soit 7 une tesselation et v une de ses arétes. On définit une tesselation 7, selon
deux cas:
(1) si 7y est I'aréte distinguée, on la remplace par la seconde diagonale v+ du quadrila-
tére défini par 7 et contenant -, et on oriente y* de sorte que (y;7*) forme un angle
orienté positivement.
(2) si v est différente de l'aréte distinguée, on la remplace également par y* et on
prend pour aréte orientée de 7, celle de 7.
Les autres arétes sont preservées.

Cette opération s’appelle mouvement élémentaire le long de v € 7.

Définition I.6.3. (Groupoide de Ptolémée)
Soit Pt 1a catégorie suivante:
e Objets: les tesselations marquées
e Morphismes: un morphisme de 7 & § est une suite finie 7 = 7,---,7, =9
telle que 7;11 est obtenu par mouvement élémentaire le long de v; € 7;. En passant aux

objets modulo PSLy;R, on obtient le groupoide de Ptolémée Pt.
Il y a une fagon canonique de passer d’un groupoide & un groupe, via une structure

de monoide, lorsque les objets de cette catégorie sont isomorphes. Rappelons qu’ils le
sont par les applications caractéristiques f, : 7. — 7, définies & partir de leur aréte
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distinguée. Prenons 7, pour objet base. On note M le monoide libre sur 7, (ce sont les
mots ¢, - - -¢; o les ¢; sont des éléments de 7,). Si ¢ € 7, notons ¢ - 7 la tesselation
obtenue aprés mouvement élémentaire de 7 le long de f,(¢q) € 7.

On a ainsi une action a gauche de M sur Tess' définie par

(o q) T=n (g (qu-7) ")

qui passe au quotient en une action sur ’espace T'ess.

Soit K le sous-monoide de M constitué des éléments qui agissent sur Tess’ en
préservant 7,. Le groupe de Ptolémée universel G est défini comme le quotient de
M par K. Pour montrer que GG est un groupe, il suffit de voir que K est suffisamment
grand pour pouvoir trouver un inverse a tous les éléments de M/K. Par exemple,
si « est le mouvement élémentaire le long de I'aréte distinguée de 7., o* € K. Par
conséquent le mot o est un inverse de o dans G.

Considérons alors v € G, et 7, = - 7. D’apres le théoréme I.1, il existe un unique
homéomorphisme f, associé a 7,,. Cette construction fournit un morphisme de G' dans
Homeo™ (S"). D’aprés une remarque de M.Kontsevich, on a le:

Théoréme 1.2. (Imbert [Imb]) La représentation G — Homeo™ (S') qui & vy associe
[ réalise un isomorphisme sur le groupe T'.

Nous utiliserons cette représentation du groupe de Thompson 7" dans les chapitres
III et IV.

=lo

==

Fi1G. 1.8 — Tesselation de Farey.
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Chapitre 11

Les systémes de coordonnées sur Gr et

Br

L’espace de Teichmiiller 7, d’une surface de genre g > 2 posséde de nombreux
systémes de coordonnées |Abi|. Par exemple, les coordonnées de Fenchel-Nielsen four-
nissent un homéomorphisme entre 7, et R%~¢. Ce qui prouve au passage que I’espace
7T, est contractile. Ces coordonnées permettent aussi de comprendre ’action du groupe
MC, des difféotopies de la surface sur I’espace de Teichmuller, appelé aussi “Mapping
Class Group”. Le quotient est ’espace des modules de la surface (espace des structures
conformes a difféomorphismes conformes prés).

Dans le cadre universel, ’espace de Teichmiiller universel de Bers:

T(1) = PSLyR\ { homéomorphismes quasi-symétriques de Sl} = PSLyR\QS

est plongé sur un domaine convexe holomorphe dans un espace de Banach complexe.
En particulier T'(1) est contractile [Ear-Eel.

Pour I'étude de l'espace Gr, on le plonge dans un espace de parameétres, afin de
montrer qu’il est contractile. Plus précisément dans ce chapitre, nous décrivons deux
systémes de coordonnées sur Gr:

e Les coordonnées log-lambda.

e Les coordonnées horocycliques.

Dans la section II.1, on s’in/télfsse au premier systéme. Celui-ci est défini sur ’es-
pace des tesselations décorées Tess [Pen2|. Il se restreint a ’espace PSLy;R\CPP via
le plongement de la proposition I.6. Dans ce systéme de coordonnées, I’espace Gr prend
une formulation trés simple. C’est une sorte de limite directe lim,_,, R¥?"~") (théo-
réme principal I1.2). La contractibilité de ’espace Gr (dont une esquisse de preuve est
donnée dans |Gred|) en est une conséquence immeédiate. Les techniques utilisant les
déformations log-lambda seront adaptées a I’étude de ’espace des bracelets propres
B,,. On donnera une nouvelle démonstration de la contractibilité de B, (théoréme II.4).

Dans la section II.2, on étudie le systéme des coordonnées horocycliques, a 1’ori-
gine décrit dans appendice “Géographie des bracelets” de [Gre3]. Nous donnons une
démonstration du “Résultat” A.1 de cet appendice (proposition II.3).
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Un des intérets de ce systéme, est la définition d’une métrique d°, dans la section
I1.3. Celle-ci fournit une autre topologie a 1’espace Gr. Nous verrons dans le chapitre
III que d° est invariante par le groupe de Thompson 7.

II.1 Coordonnées log-lambda

Les coordonnées log-lambda ont été introduites par Penner [Penl| en 1987. Elle
fournissent, une paramétrisation de ’espace de Teichmiiller décoré d’une surface pi-
quée. Dans |Pen2|, le méme auteur étend ces coordonnées au cas universel Tess. Elles
fournissent un systéme de coordonnées affines global de ’espace de Teichmiiller uni-
versel décoré Tess (théoréme I1.1). Dans ce systéme de coordonnées, on peut montrer

que Pespace Tess (introduit en 1.4) est connexe par arcs [Pen2|. Ce systéme de coor-
données améne des questio\r_lf intéressantes. La suivante semble la plus naturelle: Quel
est le lieu des points de Tess dans ce systéme de coordonnées?

En restriction a I'espace Gr, via le plongement s du corollaire 1.2, on donne le lieu
exact de Gr dans les coordonnées log-lambda (théoréme II.2). On en déduit alors la
contractibilité de Gr.

Enfin toujours a I'aide des coordonnées log-lambda, on redémontre la contractibilité
de lespace des (n + 1)-bracelets propres modulo PSLyR, B, (théoréme 11.4).

II.1.a Les coordonnées sur 1’espace T'ess

Soit e = (z;y) une géodésique de D? décorée, c’est & dire portant un couple d’ho-
rocycles h = (hy, hy) (la décoration) en ses extrémités.

Plus généralement, soit 1(®) un sous-ensemble du cercle décoré par une collection
d’horocycles h = (hg),er et notons IV 'ensemble des géodésiques de D? dont les
extrémités sont dans I(®. Lorsque 7 est une tesselation décorée, avec I(®) = 7'*(0), alors
I'ensemble des arétes de 7 est contenu dans I’ensemble I(1).

Définition I1.1.1. (Lambda-longueur)

La quantité:
dp(hg, h

s’appelle la lambda-longueur de 4 le long de e.

De méme, si I® C S! est décoré par h = (hy),cr, et e = (z;y) un élément de
IM | la quantité A(h;e) s’appelle la lambda-longueur de k le long de e.

Dans le cas particulier d’une tesselation décorée 7, contenant une aréte e, cette
quantité sera notée A(7;e) et appelée lambda-longueur de 7 le long de e.

Les lambda-longueurs permettent de définir ’application:

40



E: Tess: — R’
T — E;: 1, — R,
e — AT, f-(e))
ou f, est I'application caractéristique de 7, vers 7 construite au paragraphe [.4.b. On
a le théoréme suivant:

Théoréme I1.1 (Penner, [Pen2]). L’application E réalise un plongement de Tess
dans R, muni de la topologie produit.

Cela munit ainsi Tess d’un systeéme de coordonnées affines global, les coordonnées
log-lambda (ou coordonnées de Penner), portées par les arétes de la tesselation
de Farey.

Dans les coordonnées de Penner, la tesselation décorée 7, correspond a l’application
constante égale a /2. Dans le paragraphe 1.5.a, nous avons plongé Gr dans l’espace
Tess. Nous sommes en mesure & présent d’identifier 'espace Gr dans le systéme des
coordonnées de Penner. Cela nous permettra ensuite de montrer sa contractibilité.

Avant de continuer, nous citons un lemme important qui donne l’injectivité de
I’application E' dans la démonstration du théoréme II.1. Nous donnons une preuve
géométrique de ce lemme, démontré par Penner de fagon analytique.

Lemme I1.1. Soit hy, hs deuz horocycles de D? et A3, \; deuz réels strictement posi-
tifs. Alors, il existe un unique horocycle hy (basé en xs) a droite de ’aréte orientée
(x1;23) tel que les lambda-longueurs des arétes du triangle (x1;x9; x3) pour la décora-
tion (hy, ho, hy) vérifient:

A3 = )\3, A1 = )\1 (IIl)

ot A\; est la lambda-longueur de I’aréte opposée a ’horocycle h;.

Preuve. — La démonstration est similaire a celle de la proposition 1.5. Elle est
contenue dans la figure I1.1:

FiGc. I1.1 — Unicité de h,.

L’horocycle b (resp. h}) déssiné avec une ligne discontinue et basé en z; (resp. en
r3) représente le lieu des points a distance A3 de hy (resp. A; de h3). Notons (hy)zejz; sz
la famille d’horocycles définie de fagon unique par la condition que h, est tangent a
h}. Lorsque z se déplace de z; & x3, le rayon euclidien de h, augmente de sorte qu’il
existe un unique z = xo tel que h, soit tangent a h5. L’horocycle h,, est ainsi 'unique
horocycle vérifiant les conditions du lemme. O
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II.1.b Une coordonnée = Une déformation log-lambda

Soit, 7 une tesselation du disque de Poincaré et e = (z1;x3) une aréte de 7. L’aréte
e est bord de deux triangles de la tesselation dont I'union forme un quadrilatére
Q. de D?. L’ensemble des sommets du quadrilatére forme la configuration ordonnée
(21, T2, T3, x4). On note alors @,T,e la déformation log-lambda, définie au paragraphe
[.2.b, relativement au quadrilatére (), . et de rapport ¢. La figure suivante représente
une telle déformation dans le plan hyperbolique.

T T

: r3 = o0
hiibasé en z1

hae T has

hs3 basé en 3

XK

Fi1G. 11.2 — Déformation log-lambda.

La proposition suivante précise la nature des déformations log-lambda. En parti-
culier, le point 2. fournit un lien entre coordonnées log-lambda et déformations log-
lambda.

Proposition I1.1. Les déformations log-lambda vérifient les propriétés suivantes:

1. (5,5,7,@) est un sous-groupe a un parametre de CPP isomorphe a RY. Si
teR?.
T = Ty, alors ce sous-groupe de C' PP est en fait dans Gr.

2. Sie est une aréte de 7, en terme de lambda-longueurs en posant Ay(e') = A(@,T*,e-
730:5.6(€')), on a les égalités:

1. Ay(e) = tA(T,e)

2.Mi(e') = A(7,¢") Ve €T\ {e}

Preuve. —

1. Ceci résulte de la définition des déformations log-lambda.

2. Quitte a conjuguer la déformation par un élément de PSLy(R) envoyant le couple
(x1;z3) sur (0;00), on peut supposer z; =0 et x3 = occ.
L’application @;,T,e agit comme l’application z — t2z sur ’ensemble des horocycles
hy basés en x; et comme z — 7 sur I'ensemble des horocycles h3 basés en z3. Si

42



ht = @,T,e(hi) pour 7 €< 1;4 > on a:

t2a
td
d(h%, hY) = / gy = 2logt® + (loga; — logas)

a3

+2

On en déduit que:

Aye) = \/2 exp (—M) = t\/2 exp (-W) -

Par ailleurs, si ¢’ € 7\ {e} ses extrémités sont dans un intervalle sur lequel 5@7,@
agit comme PSLy(R), donc Ay(e') = A(7,e).

g

II.1.c Le théoréme principal: lambda-coordonnées sur Gr

Soit (Sp)nens la filtration de Q introduite au paragraphe L1.b. Elle définit une
filtration 7, = U,>2(7s), en posant:

(T)n = {e = (z;9) € 7| (z,y) € (Sn-1)’} Vn>2
Si A est un élément de 'espace des paramétres R ™, on note:
Supp(A) = {e € 7O | A(e) # V2} c 7@

le support de A. On définit alors les sous-espaces de R’ ™ suivants:

(R)],={AeR}"

card(Supp(A)) < oo}

(R;);) = {AeRr™

Supp(A) C (Tu)n}

L’espace (Ri)g;;" est homéomorphe a I’espace euclidien réel de dimension

card((1y)n) = 3(2"! — 1). L’espace (R} )75 est ensemblistement la limite directe des

espaces (R )E;i)

de la topologie faible.

", via les applications d’inclusion (Rj)(\;i)" C (Ri)%)"“. On le munit

Soit A : Gr — R{.™ I'application composée E o s (définies respectivement en 1.5.a
et I1.1.a) et A, sa restriction a Gr,,.

Théoréme 11.2. L’application A réalise un homéomorphisme de Gr sur (Ri):@ munis
de la topologie faible.
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Preuve. — On commence par démontrer I'égalite A(Gr) = (R%.)7, grace aux filtra-

Tx

tions respectives de Gr et (R}) 5. Montrons le:

(75 )n

Lemme I1.2. L’image de Gr, par A, est exactement (Ri)ﬁ

Preuve. — On procéde par inclusions réciproques.
e C:Sie=(z;y) € 7\ (7u)n, alors ses extrémités sont contenues dans un intervalle
[xi; x5 1] délimité par deux points consécutifs de S,,. De plus, la restriction d’un élément
f de Gr, sur cet intervalle coincide avec un élément h; de PSLsR. Par conséquent,
du(f-hL5 f-hy) = du(hi(ha F); hi(hy ) = dp(hy ; by ). TLs’en suit Uégalité A(f)(e) = V2
et celle-ci est vraie pour tout couple (f;e) € Gr, X 7 \ (7)n. Formulé autrement, on

a A(Gry) C (R;)7)".
e O : Pour I'inclusion réciproque, on définit un ordre naturel sur 7, par récurrence sur n
en partant de 'aréte distinguée et en se déplacant sur le cercle (en suivant ’orientation

du cercle a partir 0).

— Le rang 1:
(01 <o 11 <o 10
€1 = ]_’0 €2 = 07 1 €3 = 1’

— Du rang n au rang n + 1:

Supposons 'ordre construit sur (7),. L’ensemble (7.)n41 \ (7i), forme un 3 - 271
gone hyperbolique, dont ’ensemble des sommets est la configuration ordonnée S, =
(vi,---,v3.9n-1) définie par v; = 0. Les arétes de ce polygone sont les géodésiques
a; = (vi;v;41) pour 1 €< 1;3 - 2"71 > (avec la convention vsgn-1,; = v;). Ainsi
(Te)n+1 \ (7+)r, est muni de I'ordre suivant: a; < a; si et seulement si 7 < j. Pour I'ordre
sur (7.)n41, on stipule que le plus grand élément de (7,), (I’hypothése de récurrence
suppose un ordre sur (7.),) est plus petit que a;, ce qui fournit un ordre naturel a
I'ensemble (7, )p41-

Passons a la démonstration de 'inclusion réciproque.

Soit (t1v/2,---, t3(2n_1_1)\/§, v/2,--+) un élément de (Ri)(\;i)" Muni de cet ordre natu-

rel, on construit par récurrence sur 'ordre (noté k) de (7.), une suite d’applications
(fi)ie<ih> € CPP*tels que: gy = fro--- fi € Gry et A(ge) = (11V2,- -, tev/2, V2, +).

e Le rang 1: Soit ¢; le normalisé de la déformation log-lambda 6, ., .,. D’aprés I'asser-
tion 3 de la proposition IT.1, on obtient A(g1)(e1) = t1v/2 et A(g1)(e) = V2 si e # ey.
e Le passage du rang k au rang k + 1: Supposons donc avoir construit une suite d’ap-
plications (f;)ie<1.k> vérifiant 'hypothése de récurrence, on définit f; comme le nor-

malisé de la déformation log-lambda 0;, | 4. (r.).00(exs1)- POSONS gry1 = fry1 0 gi. Ainsi
on a bk(ges1) C bk(gx) Ugy ' (bk(fes1)). Par hypothése de récurrence, on a bk(gy) C Sy,
et puisque le quadrilatére associé a e a ses extrémités dans S,,, on a bk(fry1) C gr(Sn).
On en déduit que gxy1 est dans Gr,. Il reste a calculer les coordonnées log-lambda de

Gk+1-
Par définition, on a:

Algr+1)(e) = Alfirr 0 gr)(€) = A(frs1 © gx) (72); (Frr1 © gr)(€))
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D’apreés l'assertion 3. de la proposition II.1, le dernier terme est égal a:

A(gr - 7+; gi(e)) si gi(e) # gr(ers)

et
ter1A(gr - Tos gr(e)) si gr(e) = grlers1)

On obtient ainsi, par hypothése de récurrence sur les coordonnées de gy,
A(gk+1) = (tl\/§7 e 7tk\/§7 tk+1\/§a \/55 v )

ce qui montre que ’assertion est vérifiée au rang k + 1 et conclut la démonstration du
lemme. Ol

Revenons a la preuve du théoréme. Puisque (Ri)r/i est la limite directe des espaces

(]Ri)(\%)n, on en déduit la surjectivité de lapplication A. De plus, on sait déja que A
est injective. C’est donc une bijection de Gr vers (R%)7,.

Montrons que A, fournit un homéomorphisme entre Gr, et (Rﬁr)%)" Puisque

chaque composante A, (e) : f € Gr, — A(f)(e) € R, est continue pour e € (7),, I’ap-
plication A,, est également continue. Supposons maintenant que (f,)pen €t f sont des
éléments de Gr, tels que A, (f,) converge vers A, (f). Comme A(f,)(e) = v2 = A(f)(e)
pour tout e & (7,)n, A(f,) converge vers A(f) pour la topologie produit de R} ™. Par

ailleurs, I'application F : T'ess — R.™ est ouverte (théoréme II.1.a). Ce qui implique

que s( f,) converge vers s( f). De plus, 'application Tess — Tess, qui consiste en ’oubli
de la décoration est continue. On déduit alors du théoréme 1.1 que la suite de fonction
(fp) converge uniformément vers f sur le cercle. L’argument utilisant la proposition
4.5.4. dans |Beal, dans la démonstration du corollaire 1.3 entraine la convergence en
classe C!, ce qui montre que A ! est continue.

La proposition 1.3 permet de conclure que A est un homéomorphisme. O

Corollaire I1.1. L’espace Gr muni de la topologie faible est contractile.
Preuve. — Cela découle directement de la proposition I.1 et du théoréme I1.2. [

On retrouve ainsi le résultat énoncé dans |Gred| pour lequel P. Greenberg donne
seulement une esquisse de preuve. J’aimerais préciser ici que ce théoréme est en fait le
point de départ de cette thése.

II.1.d Les coordonnées sur les espaces de bracelets

Ici, nous utilisons les coordonnées log-lambda dans le cadre de la géométrie des
bracelets.

Dans |Gre3|, 'auteur relie certains espaces de bracelets aux polytopes de Stasheff
(ou associahédrons). Les associahedrons (K, )nen, ont été introduit en 1963 dans [Stal.
Ces polytopes ont été construit afin de caractériser, les espaces dont le type d’homo-
topie sont ceux d’espaces de lacets. A D'origine, le polytope K, est décrit en termes
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de parenthésages possibles de n lettres cycliquement ordonnées. De ce point vue, ce
polytope est fortement relié au manque d’associativité de la composition des lacets.
Notons enfin que le complexe de Stasheff est contractile.

Rappelons que 1/3; est l'espace des (n + 1)-bracelets propres et B, le sous-espace
de Z/S’; des bracelets b = (hy;---; hyy1) tels que hy (resp. h,y1) est I'horocycle de Ford
basé en 0 (resp. 0o). L’espace B,, est homéomorphe au quotient de l/’j’; par PSLoR.

On a le théoréme suivant:

Théoréme I1.3 (Greenberg [Gre3]). Il existe un homéomorphisme entre B,, et K,,.

En particulier, ’espace B,, est contractile.

Contractibilité de ’espace B,

Il est naturel de se demander s’il est possible de retrouver la contractibilité de
I’espace B, a ’aide d’objets tels que les déformations log-lambda, puisque celles-ci
semblent naturellement adaptées aux espaces de bracelets. C’est le but de ce para-
graphe. On exhibe ici une paramétrisation de I’espace B,, en termes de coordonnées
log-lambda.

Soit A, = [v/2,00[" 2C R* 2. 8i b= (hy;---; hny1) € By, notons \;(b) la lambda-
longueur de la collection b le long de I'aréte (x;;z;) pour i €< 3;n >. On a le:

Théoréme I1.4. L’application

R’n—Z
(Ai(D))ie<s n>

fournit un homéomorphisme sur un sous-espace contractile de A,,.

®,: B,

_>
b —

Preuve. — L’application ®,, est a valeurs dans A,, puisque les éléments de B, sont
des bracelets propres. Montrons que 'application est injective. Soit A = (A3, - -+, \,) =
@, (b') = @,(b) ot b= (hy,- -+, hpyr) (resp. V' = (h,---,h),;)) est un élément de B,.
La normalisation de B, entraine que hy = h} et hny1 = hy, ;. Puis, le résultat d’unicité
du lemme II.1, appliqué aux triplets (A1, Ay, hni1) €t (h1, B, hny1), entraine P’égalité
hn, = h;,. En appliquant toujours le lemme II.1, on montre par récurrence que b = V'
et I'application ®,, est injective.

La continuité et la continuité inverse de &, (restreinte au but) proviennent du
corollaire I.3 et du théoréme I1.2. Ainsi, ®,, est un homéomorphisme sur son image.

Démontrons que B, est contractile par récurrence sur n. B, est contractile car
il est réduit & un point. Supposons que l’espace B, est contractile et définissons le
sous-espace de B, suivant:

B, = {b € But1| A1 (b) = \/5}

Celui-ci est homéomorphe & 'espace B,. Il suffit donc de retracter par déformation
B,11 sur B),.
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Soit b € B, et #? la déformation log-lambda le long de 'aréte (z1;x,.1) relative-
ment au quadrilatére dont les sommets sont les points-base des horocycles hq, hy,, hpaa
et hy,.o associés a b. Si h? est la transformation hyperbolique coincidant avec 6? sur
I'intervalle [o0o; 0] (attention & 'orientation), on définit I’application suivante:

o [0; 1] X By — By 11
(,0) = ((hg(t,b))_l °© og(t,b)) -b

t
oua(t,b) = [ An‘f(b)] est une fonction continue sur [0; 1] x B,, 41 puisque A, 11(b) > 0 sur
1

B, +1. La figure I1.3 montre une telle déformation. La déformation modifié (hfb(t7b))_ o
0s1.p) est restreinte a I'identité sur l'intervalle [oo; 0]. Par conséquent, ce chemin est
composé de bracelets normalisés, il est bien a valeurs dans By, ;1.

L’application est continue et vérifie ’égalité A\,41(é(1;b)) = +/2 par définition de
la fonction a et d’aprés la proposition II.1. Ainsi ¢(1,b) € B!, pour tout b € B,,;;. De
plus, ¢(0,b) = b. On a prouvé que ¢ fournit une rétraction par déformation de B,
sur B),, ce qui termine la preuve. Il

Corollaire I1.2. L’espace Br est contractile pour la topologie faible.

Preuve. — Le théoréme I1.4 implique en particulier que les espaces de bracelets Br,
sont contractiles. Un analogue de la proposition 1.1 permet de conclure. O

b é(1;b)

o0 Déformation modifié le long o0
de I’aréte en pointillé pour le
quadrilatére épaissi

Fi1G. 11.3 — Déformation log-lambda modifié.

I1.2 Coordonnées horocycliques

Dans cette section, on fournit un autre systéme de coordonnées sur Gr, qui se
définit dans le modéle des bracelets. Ces coordonnées ont été introduites dans [Gre3].
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Elles sont spécifiques a la géométrie des bracelets. Nous montrons qu’elles sont liées
au coordonnées 1/()\g-—/lambda. Avant de les définir, nous rappelons un autre systéme de
coordonnées de T'ess, qui fournit le lien entre coordonnées log-lambda et coordonnées
horocycliques.

——~——

I1.2.a Les h-longueurs sur Tess

Soit § une tesselation rationnelle du disque de Poincaré (par exemple 7,), mu-
nie d’une aréte orientée distinguée. Notons €(d) ’ensemble des angles formés par les
triangles de la tesselation §. Notons

IR’ — R
I’application qui & A € ]R’jr‘; associe 'application h définie par:

_A@
VZA()A(d)

ou les arétes ¢, d, e et les angles C, D, E sont représentés sur la figure suivante:

h(E)

Fi1a. I1.4 — Triangle geodésique décore.

L’application I est injective puisque 'on a I’égalité h(C)h(D) = ﬁ L’appella-

tion h-longueur vient du lemme suivant:

Lemme I1.3. Avec les notations de la figure précédente, h(E) coincide avec la moitié
de la longueur hyperbolique du segment horocyclique sur he délimité par les arétes c et
d.

La démonstration de ce lemme se trouve dans [Penl|, par exemple. Nous ne décri-
rons ni TZ/’;};, ni Gr dans ce nouveau systéme de coordonnées. Remarquons simplement
que pour un tel systéme de coordonnées associé a la tesselation de Farey et restreint
a gr, les coordonnées sont égales a % sauf pour un nombre fini de termes.
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II.2.b Longueur horocyclique

Rappelons que C, est Pespace des (n + 1)-bracelets et C,, son normalisé défini a la
section 1.3.b. Soit b = (h;)ie<1;n+1> € Cn-

Définition I1.2.1. (Coordonnées horocycliques)

Soit I; = [;(b) la longueur hyperbolique du segment de h; délimité par les arétes
fic1 = (w13 x;) et fi = (x4 0441)- [; Sappelle la i-éme longueur horocyclique du
bracelet b.

Remarquons que les fonctions /; sont invariantes par PSL,R. On a une proposition
clef, portant sur les 3-bracelets.

Proposition I1.2. Sib = (h;)ic<1,3> est un bracelet constitué de trois horocycles, alors
ses longueurs horocycliques sont toutes égales a 1.

Preuve. — En effet, on peut supposer, quitte & appliquer une isométrie a b, se placer
dans le cas ou le point-base de hy (resp. hs, h3) est % (resp. %, %) On calcule alors la
longueur horocyclique I3(b):

dz ! . .
I3(b) = ?: de=1oul={1j+=x,2€0;1]}
I 0

Par 3-transitivité de PSLsoR, il en est de méme pour les deux autres longueurs horo-

cycliques de b. ‘ ‘
<do y>
0 1

F1G. 1.5 — Un triplet d’horocycles tangents deux & deu.

d

On remarque que la définition I1.2.1 n’a plus de sens pour des collections d’horo-
cycles quelconques. En effet, elle requiert que deux horocycles consécutifs de la collec-
tion soient tangents.

Pour obtenir les longueurs horocycliques en fonctions des lambda-longueurs, on
normalise ces derniéres. Pour 7 €< 3,n >, notons e; la géodesique d’extrémités x; et

49



x; et 0; la lambda-longueur de b le long de e; divisé par V2. Voici les formules reliant
les coordonnées horocycliques aux coordonnées log-lambda.

Lemme I1.4. 1. Sin=3, onal; :lgzo% et ly =1y = o3.

2. Pwis dans le cas généml'

_ 1
ll o + Z] =2 UJ+1UJ+2 + On

== 03

]y = 1fos

o3
- =20 e 4 n—1>

o l — 1+Un—l
n on

- ln—l—l =0n
Preuve. — On traite directement le cas général. Soit b € C,, et P le (n + 1)-gone
hyperbolique dont ’ensemble des sommets correspond a bk(b), (ensemble des points-
base de b). Les géodésiques e; décomposent P en n — 1 triangles T1,---,7, 1. Cela
donne une triangulation idéale de P, qui décompose chaque horocycle de la fagon
suivante. V(i,j) €< 1,n+1> x <1,n—1 >, on note I la longueur hyperbolique du
segment h; NTj, de sorte que [; = Z . Le lemme 113 appliqué a chaque triangle

j=1"%""
T; donne:
gl 11 1_ 1
e — 1 g %i+2 )] Oj+1
Tyl Tj+105+2” b Tj+1’ bips = Tj+2
. qn—1 n—1 _ _
- Iy —U—,ln —g’ln+1 On
et les formules demandées en découlent par sommations. O
1
T;
9j+1
Tj42
Zj+1
Fi1Gg. I1.6 — Triangle T.
Notons r, ’application suivante:
. * n—2 * n+1
T ! R — R
1 1404 |, 0i—11+0i41 | 1+0on—1
(037 ,O'n) = ((13 + Z] 2 g']+10'J+2 + a—nao'3a g3 7 ' T o, y0n

On en déduit la proposition suivante:
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Proposition 11.3. L’application:

Pn: Cop — Ry ™
b= (1(b),- -+, lnta (D))

est un plongement dont l'image est paramétrée par Tn(Ri"_Z).

Preuve. — La démonstration du théoréme I1.2 s’adapte sans difficulté (en déformant
successivement le long des arétes e; = (x1;x;) pour ¢ €< 3;n >) pour montrer que
I’application

c:belC,— (Ji(b))i6<3;n> S Rj_n_Q

est un homéomorphisme. Il suffit donc de montrer que I’application:

Th ]Ri"_Q — R’;"“
(a3a"'a0n) — (lla"'aln—H)

est un homéomorphisme sur son image.

L’application ,, est de classe C!, d’aprés les formules du lemme II1.4. Elle est injec-
tive, puisque o3 est uniquement déterminé par [, puis o4 par I3 et Iy = o3, etc.

C’est de plus une immersion. En effet, quitte & permuter cycliquement les coordon-
nées au but, par I’application

(lb Ty ln—l—l) — (127 T, ln—|—1: ll)

un calcul rapide montre que sa Jacobienne est constituée d’un bloc (n —2) x (n — 2)
triangulaire supérieur dont les éléments diagonaux sont, 1, o3 L 0;_11, et d’un bloc
(n—2) x 3.

Il reste & montrer que ’application p, est propre, c’est a dire que ’image réci-
proque d'un compact est un compact. Soit K un compact de I’espace d’arrivée et L
sa préimage. Supposons que L n’est pas compact. Il existe donc une suite définie par
o* = (0¥)ic<1.n> dans K dont l'image par r, est non bornée, c’est a dire qu’il n’existe
pas de constante A > 1 telle que la suite soit incluse dans le (n — 2)-cube [A™'; A]" 2.
On va montrer que la suite image r,(c*) est non bornée (dans le sens précédent),
contredisant ainsi la compacité de K. Soit 7 €< 3,n > le plus petit entier tel que la
suite réelle (0%)gen soit non bornée.

Deux cas se présentent quitte & considérer une sous-suite de (0%)zen:

e Cas 1: limy oo 0F =0

Si ig = 3, alors la suite % tend vers 0, ce qui implique que 7,,(c*) n’est pas bornée dans

k &
%ip—1TTig+1 k
%

R "t . Puisque of ., > 0 pour tout F,

1. Sidg > 3, considérons la suite lfo =
0
. . k Uf0,1 . . k ,
on a la minoration I > —%—, ce qui entraine que /;; tend vers +o00, car le numérateur
iQ
est minoré par une constante positive et le dénominateur tend vers 0 par hypotheése
sur 49. On en déduit que la suite r,(o*) n’est pas bornée.

e Cas 2: limy_, Ufo = +00
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Si ip = 3, alors la suite image est non bornée puisque I§ = o¥. Si 4, > 3, considérons

.. . ok _,+ok . . .
cette fois-ci la suite lfoq = % Celle-ci tend vers 400 puisque les suites afo o et
ig—1
ok _, sont majorées par hypothése sur ig. On en déduit que la suite r,(c*) n’est pas
bornée, ce qui montre que r,, est propre.
Finalement I'application 7, est une immersion injective et propre. C’est donc un

homéomorphisme sur son image. U

e Remarque: Les deux derniers résultats apparaissaient déja dans ’appendice de
|Gre3], mais sans démonstration. La méthode des log-lambda coordonnées nous a per-
mis d’en donner des preuves transparentes.

Considérons pour n > 1, ’application suivante:

Gn: Grn — (R )»
f = (lw(f'bg))wesn

ol bY est le bracelet de Ford basé en S, et I,(f - b%) la longueur horocyclique de f - bF
au point-base f(z).
Munissons P'espace (R?.)%" de la métrique supérieure:

dZ(lall) = Sup ‘lz - llx|

TESH
La démonstration du lemme I1.4 s’adapte mot pour mot pour montrer la:

Proposition I1.4. L’application g, : Gr, — (R%)%" est un plongement.

Pour l'instant, les coordonnées horocycliques ne sont définies que sur les espaces
filtrant Gr et non sur Gr tout entier, contrairement aux coordonnées log-lambda. Pour
donner un systéme sur ’espace “total” Gr, il faut donc comprendre comment se tra-
duisent les inclusions 4, : Gr, C Gr,,1 en terme des coordonnées horocycliques. Soit

n>1et j, : (R;) — (R, )+ Papplication définie par:
jn(l17 T l3-2n_1) = (ll +2,1,l+2,1,---,1,l390-1 + 2, 1)
Proposition I1.5. Le diagramme:

Gr, an

(R)™

est commutatif.
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Preuve. — 11 suffit d’appliquer la proposition I1.2 pour chaque ajout de I’image par
f d’un horocycle de Ford basé en un point de S, 11 \ Sy- O

Notons R, @ 14 limite directe lim;, (R7 ). Gréace aux propositions I1.4 et 1.3, on
obtient:

Corollaire I1.3. L’application suivante:

q: gr — Ri(@)
ngTn — Qn(f)

est définie et donne un homéomorphisme de Gr sur son image.

II.3 Une métrique sur Gr

Remarquons que les applications j, : ((R})%;d}) — ((R})+;d%,,) sont des

isométries. Par conséquent, on peut munir R} @ de 1a métrique d® définie par:
d'(;1) = dy (1)

pour (1,1') € (&} )2

La métrique pull-back de d® par I’application ¢ définit une nouvelle métrique sur
I'espace Gr, appelée métrique horocyclique. On la note aussi d°. Par définition, si
f et g sont des éléments de Gr,, on a d°(f; g) = d°(g.(f); qn(9))-

II.4 Quelques questions de topologie

Cette annexe traite succintement de problémes de topologie qui sont apparus lors de
la réalisation de ce travail. Nous allons citer six topologies apparaissant naturellement
sur ’espace Gr selon le contexte dans lequel on travaille. Nous essaierons ensuite de
les comparer. Les résultats obtenus sont trés partiels. Cependant, a ’aide de suites
bien choisies, nous sommes en mesure de distinguer la plupart de ces topologies. Nous
définissons ces topologies, en suivant notre étude sur ’espace Gr.

— La topologie en classe C': L’espace Gr a été défini comme un sous-espace de 1’en-
semble des diffécomorphismes de classe C!. Il est donc naturel de lui associer la
métrique suivante:

di(f; 9) = Maz{sup,egid(f(2); 9(x)); sup,esi|f(2) — ¢'(z)|}  V(f,9) € Gr?
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— La topologie en classe C°: On pourrait également le munir de la topologie C°
métrisée par:

do(f;9) = supd(f(z); g(z)) V(f,g) € Gr?

zeSt

Celle-ci est moins fine que la topologie C' sur 'espace des difféomorphismes
de classe C'. Une question se pose tout de méme. Qu’en est-il en restriction
a lespace Gr. En effet, la rigidité des éléments de Gr, pourrait entrainer que
la convergence en classe C° entraine celle en classe C' (comme dans le cas des
fonctions holomorphes ot la convergence uniforme sur tout compact entraine la
convergence uniforme sur tout compact de toutes les dérivées).

— La topologie faible: Par ailleurs, dans la définition 1.2.3, nous avons filtré I’espace
gr, et I’avons muni de la topologie faible. Notons JF cette topologie. C’est la plus
fine des topologies que 'on a définies sur Gr. En particulier, cette topologie
vérifie la propriété suivante qui découle de la définition. Si f € Gry et (fp)p>0
une suite de Gr convergente vers f pour la topologie faible, alors il existe py tel
que Vp > po, on a f, € Gr, et la suite (fp)p>p, converge vers f dans Gr, muni
de sa topologie.

— Les métriques d* et d*: Dans la seconde partie, sont apparus deux systémes de
coordonnées sur l'espace Gr. Plus précisément, nous avons construit les deux
applications suivantes qui sont injectives:

A:Gr—( i)z}éetq:gr—)Ri(Q)

Le pull-back de la métrique supérieure (resp. d®) sur (R} )75 (resp. Ry @) définit
une nouvelle métrique notée d* (resp. d®) sur I'espace Gr. Ces deux métriques
définissent alors deux nouvelles topologies sur Gr.

— La métrique de Teichmiiller: Enfin, ’espace Gr est également un sous-espace de
espace de Teichmiiller universel de Bers T'(1) = PSL,;R\Homeo], (S') des ho-
méomorphismes quasi-symétriques du cercle. Cet espace est muni de la métrique
de Teichmiiller dr (voir [Gar-Lak| par exemple).

I1.4.a Les hyperboliques généralisés

Pour distinguer certaines de ces topologies, nous construisons des suites dans I'es-
pace Gr a l'aide des éléments hyperboliques généralisés définis a la section 1.2.b.

Soit n > 1. On note S, = (uf)ic<1;32n-1> de sorte que uf = 0 et que u < u}
si i < j. Considérons 1’élément hyperbolique généralisé 6! € Gr,, pour n > 2 dont la
restriction & l'intervalle [u};u, ] coincide avec la transformation hyperbolique d’axe
(uf;u?, ;) et dont la dérivée au point u} est égale a ¢ si i est impair et % si 7 est pair.

L’élément 6! vérifie les propriétés suivantes qui découlent immédiatement de la
définition.

1. bk(6L) = S,
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2. V& € Sp_y, 0% (z) = t.

3.1<0(z) <t

4. Pour toute suite de nombres réels (t,)nen, la suite 6 converge uniformément
vers ’application identité du cercle.

Les trois premiers points découlent de la définition de Y. Le dernier point provient
du fait suivant: si z € [ul';ul"], alors il en est de méme pour % (z). Ainsi, pour la

distance sphérique sur le cercle, on a dgi(0% (2); 2) < dgi(uf, ;ul") = 55=. On a donc
do (0573 id) = 35

I1.4.b Leurs coordonnées
Nous donnons les formules des coordonnées (log-lambda et horocycliques) des élé-
ments construits ci-dessus.
Coordonnées log-lambda
Pour tout n > 1et ¢t > 0, on a:
2
M) = V2 si ¢ (n), et ABE) () = 2

sie € (T

Coordonnées horocycliques

Ici, les coordonnées dépendent du rang de la filtration sur lequel on se trouve. On
obtient les coordonnées suivantes:

¢2(id) = (3,1,3,1,3,1)

g3(id) = (5,1,3,1,5,1,3,1,5,1,3,1)

puis au rang mn:
gn(id)=(2n—-1,1,2n—-3,1,---,5,1,3,1)

Pour les hyperboliques généralisés, nous avons:

1 1 1
0:) = ( 3t,~,3t,~,3t, -
q2( 2) ( ’t’ 7t7 7t>

(6%) = st 2ot laeta gl !
q3\b3) = ata ata ata ata ata at

puis au rang n:

1 1 1 .1, .1
R(00) = (2n — 1)t,—, (2n —3)t,~,---, =, bt, —, 3t, -
qn(67,) ((n )t 4 (2n = 3)t, 25005, 5t t)
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I1.4.c Calcul des distances

On obtient ainsi la distance de 6! a I'identité dans chaque systéme de coordonnées.
Posons d"(f; g) = supee.. [A(f)(e) — Alg)(e)]-

1
d (0 id) = V2[1 - —|

d°(0%;id) = (2n — 1)|t — 1
1
3.2

do (Ot ; Zd) =

no
et pour finir:

) 1 1
i (0y5id) = Mo { sie= 1k - 11}

I1.4.d Les convergences

Définissons la suite (u, = 6/*),>o pour une suite a termes strictement positifs
(tn)n>2- Nous donnons des critéres de convergence de la suite (up)n>2 en fonction du
comportement de la suite (t,)n>2-

Pour toute suite (,)n>2, la suite (up)n>2 converge vers I'identité pour la métrique
d().

La suite (u,)n>2 converge vers l'identité pour la métrique d; si et seulement si la
suite (¢,)n>2 tend vers 1.

La suite (uy),>2 converge vers lidentité pour la métrique d° si et seulement si
((2n — 1)(t2 — 1))n>2 tend vers 0.

La suite (un)n>2 converge vers l'identité pour la métrique d* si et seulement si
(tn)n>2 tend vers 1.

Grace a ces critéres de convergences, on en déduit que les topologies des métriques
do, di et d® sont deux & deux distinctes. Il en est de méme pour les métriques dy, d*
et d°.

Par contre, ces exemples ne distinguent pas les topologies des métriques d* et d.
Pour ces deux métriques, nous avons le résultat suivant:

Proposition 11.6. L’application identité de Gr est continue pour la métrique d, a la
source et la métrique d au but.

Preuve. — Avant de commencer la preuve, rappelons deux résultats permettant
d’exprimer les lambda-longueurs en fonction des dérivées. Ces formules sont calculées
dans [Mal-Pen].

Soient hy (resp. hy) un horocycle de H? basé en zy € R (resp. 71 € R) et de diamétre
euclidien dy (resp. d;). Le lemme A.1. dans [Mal-Pen| donne la lambda-longueur de la
décoration h = (hg; hq) le long de Paréte e = (xg; z1):

2
A(h;e) = MMO — 14| (I1.2)
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Considérons h € PSLyR et hy basé en un point zy € R, tels que h(zq) soit dans
R. D’aprés le lemme A.2. du méme article, I’horocycle image h(hg), basé en h(zg) a
pour diamétre euclidien |h'(xzq)|dp.

Soit f € CPP tel que f(oco) = 0o et e = (z;y) une aréte dont les extrémités sont
dans R. Les deux résultats combinés, on obtient la formule suivante:

A(f(h); f(e)) _ [f(xo) — f(x1)] 1
A(hse) [zo — 71 f'(o) (1)
Venons-en a la démonstration. Fixons f € Gr et € > 0. Pour simplifier le calcul,

on se place sur l'intervalle [0;1]. On pose 70 = {e = (z;y) € 7. | (z,y) € [0;1]?}. On va
montrer qu’il existe a > 0 tel que:

(I1.3)

di(f;9) < a = sup

ect?

A( f)(e)\;ﬁA(g)(e)‘ <e Vgegr (1L.4)

Soit e = (p;q) € 70 avec p < g. D’aprés la formule I1.3, appliquée a l'aréte e décoré
par le bracelet de Ford, on a:

A(f)(e) — Alg)(e) _ [f(CZ) - f(p)} 1 [g(q) —g(p)] 1
V2 q—p f'(p)f'(q) q—p g'(p)g'(q)

Puisque f et g sont de classe C!, il existe deux réels xf et zJ . dans l'intervalle

. ! f — fa)—f(p) ! _ 9()

inégalité triangulaire, I 1negahte:

. Ce qui entrame couplé a une

ANE - A@© | | Flady) F m ‘ (@ha)  g@ha) | g
V2 ST @ VD) VI i)y
Par uniforme continuité de f’ sur [0;1] et comme |z] , — xlff,q < q — p, on peut

trouver un sous-ensemble fini A; de 70 tel que:

Vee )\ A;  [f(ah,) — fz),) <

€
2 infacE[O;l] fl(x)

(la dérivée de f ne s’annulant pas). Puisque f'(p) et f'(¢) sont supérieurs a cette borne
inférieure, on obtient la majoration du premier terme a droite de I'inégalité I1.5:

f'(z],) f'(2,)
Vi@ Viwre| -
Concernant le second membre, comme la dérivée de f est minorée par une constante

strictement positive, on peut trouver o > 0 tel que V(z, vy, z, f) € [0;1]* x By, (f; ),
on a la majoration:

g Ve € 1)\ Ay (I1.6)

g'(r)

‘\/f’(y)f'(Z) Vi)

57

<

< % (IL7)




En substituant I1.6 et I1.7 (appliquée aux réels x = zJ ., y = p et z = ¢) dans I'inégalité
I1.5, on obtient:

A(f)(e) = Alg)(e)
V2

Comme D’ensemble Ay est fini, Papplication g € Gr — (A(g))eca, € (RY)“r A1) est
continue pour la norme d; a la source. On en déduit donc, quitte & diminuer «, que
I'inégalité I1.8 est vérifiée pour tout élément de 70, ce qui montre 1’assertion I1.4.

Le méme raisonnement peut s’appliquer aux trois intervalles [1; 00|, [0o; —1] et
[—1;0]. Enfin, il reste I'aréte orientée ey = (0; 00) seule aréte de Farey dont les extré-
mités ne sont pas contenues dans un des quatre intervalles considérés. L’application
g € Gr — A(g)(eo) € R’ est continue. Finalement il existe oz > 0 tel que pour tout
(e,9) € T X By, (f; ), on a 'inégalité IL.8, ce qui montre la proposition. O

<e  V(g,e) € By, (f;0) x 72\ Ap (I11.8)
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Chapitre 111

Géomeétrie du groupe de Thompson

Ce chapitre est consacré a 1’étude de ’action du groupe de Thompson 7" sur ’espace
contractile Gr. Aprés avoir défini cette action (III.1), nous I’étudions dans le systéme
des coordonnées log-lambda (II1.2).

Les sections II1.3 et II1.4 traitent de I’étude des orbites dans les deux systémes
de coordonnées. L’action du groupe est discréte (proposition II1.3). En comparaison
a [Gred|, notre démonstration est nouvelle. Elle utilise les coordonnées log-lambda.
On donnera une autre démonstration dans le cadre des coordonnées horocycliques.
De plus, le systéme des coordonnées horocycliques fait apparaitre 7' comme groupe
d’isométries (proposition I11.4). On déduit alors une propriété de discontinuité faible
(proposition II1.6) établie differemment dans |Gre4|.

La section IIL.5 reprend I’étude des stabilisateurs de 'action, faite dans |Gred4|, par
une méthode plus directe, puisqu’elle évite de recourir au théoréme de Denjoy sur le
nombre de rotation et & un théoréme de lissage du groupe T' [Ghy-Ser|. Puis, aprés une
rapide discussion (IIL.6) sur 'analogie entre l’action de T sur Gr et celle du Mapping
Class Group sur I'espace de Teichmiiller d’une surface, nous obtenons la contractibilité
faible de Gr privé de l'orbite de l'identité (proposition IIL.8).

Nous terminons ce chapitre en donnant un classifiant du groupe 7' (corollaire I11.2).
Ceci étend la méthode de [Gred|, dans lequel un classifiant de F’ était exhibé (corollaire
IIL.1).

III.1 L’action du groupe de Thompson sur Gr et Cr

Avant de définir ’action du groupe de Thompson 7" sur I’espace Gr, nous donnons
le point-clef de ’étude de cette action.

Lemme II1.1. Le bracelet de Ford b" = (hf)xe@ est globalement invariant par l’action
de T a gauche. En d’autres termes, on a:
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Preuve. — Puisque PSLsZ fixe le bracelet de Ford, il en est de méme pour 1" =
PPSL5Z. O

Nous aurons besoin de connaitre I’ensemble des points de coupure et le décalage
de la composé de deux homéomorphismes du cercle projectifs par morceaux.

Lemme II1.2. V(z,u,v) € S' x CPP?, on a:

bk(uowv) C v 'bk(u) U bk(v)
Dy(uov) = (v7)"toDyuo (v})

T

La preuve est immédiate. En particulier, si h € PSLsR, et f € CPP, alors on a
les égalités bk(h o f) = bk(f) et bk(f o h) = h='(bk(f)) pour les points de coupure et
les égalités D,(ho f) = D, f et Dy(f o h) = h™' Dyz)h pour les décalages.

Définition ITI.1.1. (Action de T')
Le groupe T' agit librement par composition a droite sur ’espace Gr puisque:

Y(f,7) € Gr x T, bk(f o) C bk(y) Uy~ (bk(f)) € Q.

Cette action par composition passe alors en une action sur ’espace quotient Gr. De
plus, elle transite par 'homéomorphisme ' : Cr — Gr (corollaire 1.3) en une action
sur Cr, provenant de I’action & gauche de CPP sur H (corollaire I.1).

L’action étant définie dans le langage CPP, comment se traduit-elle dans les diffé-
rents systémes de coordonnées?

II1.2 L’action sur les coordonnées log-lambda

Considérons A@, I’ensemble des géodésiques du disque de Poincaré dont les extré-
mités sont dans Q Avec les notations de la section II.1, on a Ag = Q( ). Le groupe de
Thompson agit sur Ag puisqu’il fixe @ Plus précisément, cette action est donnée par
la formule:

v (z5y) = (v(2); v ()
_Soit f un élément de GT La collection d’horocycles f - b est portée par I’ensemble

F(Q). Si e € Ag, alors f(e) est un élément de f(Q®) et le nombre A(f - bF; f(e))
a été défini comme la lambda-longueur de la collection f - b le long de I'aréte f(e).

Notons A(f; e) cette lambda-longueur. On a ainsi associé un paramétre sur Gr a chaque
élément de Ag. Remarquons que ce paramétre est invariant par ’action a gauche de
PSL>R

Proposition IT1.1. Soit f € é;, v€T etee€ Ag. Alors on a l’égalité suivante des
lambda-longueurs:

A(f;v-e) =A(forse)
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Preuve. — Par définition, on a
A(firv-e)=Af- 0" f(v-e))

A(foyie) =A((foy)-b"; forle))

De plus, f(vy-e) = fovy(e) et d’aprés le lemme II1.1, on a f - b = fov-b", ce qui
entraine 1’égalité des membres de droite et la proposition. Il
Considérons & présent ’espace des tesselations rationnelles:

Tessy = {1 € Tess' |70 = Q}

Comme 7, tout élément 7 de T'essq, fournit un systéme de coordonnées sur Gr. On
le note A7. Il provient de ’application PSLy;R-invariante:

AT feGr— A (f) = (Af;€))eer €RLT

Par exemple, le systéme A™ correspond exactement au systéme A de la section
IT.1.b.

Le groupe de Thompson T agit & gauche sur Tessq. Cette action correspond, en
termes de coordonnées log-lambda, a des changements de coordonnées. Plus exacte-
ment:

Lemme IIL.3. Soit f € Gr, y €T et e € T.. On a les égalités suivantes des coordon-
nées log-lambda:

A(f-7)(e) = A™(f -7)(e) = A" (f)(7 - ¢)

Preuve. — Soit h € PSLyR tel que hofoy = f-v. Puisque A™ est PSLy;R-invariante,
on a:

A(f-v)(e) =A™ (ho foy)(e) =A™ (fo7)(e)

Par ailleurs, d’aprés la proposition III.1

A™(foy)(e) =A(forie)=A(f;v-¢€)
Le dernier terme est par définition AV™(f)(y - €), ce qui termine la preuve. O

Afin de comprendre I'intéret de cette observation, rappelons la formule de Ptolémée
portant sur les coordonnées log-lambda. Soit a, b, ¢, d les arétes d’un quadrilatére idéal
du disque de Poincaré @), tel que a et ¢ sont des cotés opposés. Notons e et f les deux
diagonales de ce quadrilatére. Supposons le quadrilatére décoré par une collection
d’horocycles notée h. Rappelons que A(h;x) est la lambda- longueur de A le long de
x, pour une aréte dont les extrémités sont des sommets de ().

Proposition II1.2. (Formule de Ptolémée [Penl]) On a l’égalité

A(h;e)A(h; ) = A(h;a)A(h; ¢) + A(h; b)A(h; d) (ITL.1)
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Muni de cette formule, nous pouvons calculer les coordonnées log-lambda de f-v en
fonction des coordonnées de f lorsque «y correspond a un petit nombre de mouvements
élémentaires dans le modéle du groupe de Ptolémée (définition 1.6.3).

Il vient une autre conséquence de I'invariance du bracelet de Ford par I'action du
groupe T'. Rappelons que Br est la limite directe des espaces de bracelets propres
(Bry)n>1 introduite en I.3. Vu comme sous-espace de Gr, il s’identifie aux éléments
f € Gr vérifiant la propriété:

V(z;y) € @ | F(hE) et f(hyF) ne s’intersectent pas transversalement. (IT1.2)

Cette propriété est conservée par ’action par composition a gauche de PSLyR.

Lemme II1.4. L’action du groupe T se restreint auz sous-espace des bracelets propres

Br.
Preuve. — Soient f € Br et v € T. Quelque soit = € @, I’horocycle de la décoration

de (foy)-7., (basé en (foy)(x)) est exactement I’horocycle f(hl,) (k% est 'horocycle
de Ford basé en 7(z)). Ainsi, si f € é;' vérifie la propriété II1.2, il en est de méme
pour f o~. Finalement f -~ est un élément de Br. O

e Attention: Signalons que le groupe de Thompson n’a aucune raison d’agir en
préservant les filtrations de Br et Gr définies a partir de la filtration de Q.

I11.3 Etude des orbites

Nous montrons dans cette partie que les orbites de ’action de T sur Gr sont dis-
crétes. On fixe dorénavant un élément g € Gr, et on étudie son orbite.

Le raisonnement consiste & trouver des conditions vérifiées par les coordonnées
log-lambda sur 'orbite de g & partir des coordonnées de g, afin de montrer que les
orbites sont discrétes. On commence par traiter le cas ¢ = id, afin d’illustrer I'idée de
la démonstration. Notons (Nf )75 le sous-espace de (R’.)7; suivant:

(NL)]; = {A € (R Ale) € N'V2}

C’est un sous-espace discret de Gr. Notons
(Ag)n = {e= (z;9) € Ag|(z,y) € Sn}

Lemme IIL.5. L’orbite de l'identité est contenue dans Uensemble (N5) 7.

Preuve. — On commence par montrer ’assertion suivante par récurrence sur 'in-
dexation de la filtration de Q.
P(n) : “Ve € (Ag), on a A(bF;e) € N*/2¢
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e Le rang 1: Par définition du bracelet de Ford, A(b¥;e) = /2, si e a ses extrémités
dans S;.

e Du rang n au rang n + 1: Supposons I’assertion vraie au rang n. Soit e = (z;y) €
(A@)n+1- On utilise la formule de Ptolémée (I11.1) dans la situation décrite par la figure
ITI.1. Les points a, b désignent les points de S,,, voisins immédiat dans S, ;; du point
x € Sp11. En particulier, le triangle (a;z;b) est un triangle de Farey. On procéde en
deux cas:

*x Cas 1: z € S;41 \ Sy et y € S,: Lorsque y € Sy, I'égalité de Ptolémée donne

AT AT f) = AT e) AT e3) + A(bT; e2) A(D"; e4)

Puisque (a;x;b) est un triangle de Farey, les lambda longueurs A(b%; f), A(b¥;e;) et
A(bF; ey) sont égales & /2. Par hypothése de récurrence, il existe deux entiers non
nuls nz et ny tels que A(b¥;e;) = n;v/2 pour i € {3;4}. On obtient donc A(b;e) =
(n3 + na) V2.

*x Cas 2: ¢ € Syp1 \ Sy et y € Spyq \ Sy Puisque a et b sont dans S,,, le cas précé-

dent entraine existence de deux entiers positifs nz et ny tels que A(b";e3) = nsv?2 et
A(b"; e4) = nyy/2. La formule de Ptolémée donne encore A(bY;e) = (nz + n4)v/2.
On a ainsi montré que pour tout e € Ag, on a A(b";e) € N*\/2. Pour conclure le

lemme, prenons e € 7, et v € T. Puisque 7(e) est une aréte rationnelle, on sait que
A(bF;v(e)) € N*y/2. D’aprés le lemme I11.3, la quantité précédente est égale &

A(f -v)(e), ce qui termine la démonstration du lemme. O
o a
,,,,, € Ty z
e3 b

Fic. II1.1 — Formule de Ptolémée.

Traitons & présent le cas général. Pour tout sous-ensemble fini A de R’ , tel que
A={ay= V2:ia - ar}, on définit le sous-ensemble de R suivant

1=0

N(A) = {Zniai | (n)ie<o> € (N)* \{0}}

Remarquons que N(A) est discret dans R’ . A partir de N(A), on définit également
I’ensemble:

(®,); = {Ae (R3] Ale) € N(4) Veer)
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Ce sous-ensemble de (R} )7, est stable pour 'addition et discret pour la topologie
faible (mais aussi pour la métrique supérieure de l’espace des paramétres).
% )T*

Attention: la notation (R})’; ne correspond pas a la notation (R})75 avec A =
{v2}.

Proposition II1.3. L’image de lorbite de g par A est inclue dans (RY)
culier T agit sur Gr avec orbites discrétes.

't En parti-

Preuve. — On utilise un argument similaire a la démonstration faite dans le cas de
I'identité.

Supposons que g € Gr,. L’ensemble des géodésiques dont les sommets sont inclus
dans S, est fini. On le note {ey; - - - ; ex} et on définit a comme étant la lambda-longueur
de T’aréte g - e, relativement a la décoration de g - 7. On note ay = /2.

On montre par récurrence 1’assertion suivante pour n > p:

P(n) " Ve € (Ag)n Alg(b");9(e)) € N(A)"

L’assertion est vraie au rang n = p, par définition des ensembles {ai;---ax} et
N(A).

Supposons la vraie au rang n > p et prenons e = (x; y) une aréte dont les extrémités
sont dans S,11. Deux cas se présentent:

e Cas 1: x € S,11 \ Sn et y € S, Reprenons la situation de la figure III.1. Puisque
g € Gr, et n > p, l'application g agit comme un élément de PSL;R sur I'intervalle
[a; b] contenant z. Ainsi, on a les égalités

Ag(®™); 9(£)) = Ag(d™); g(e1)) = A(g(d"); g(ea)) = V2

Puis, par hypothése de récurrence, il existe deux suites d’entiers positifs (n])ic<ox+1>
et (n})ic<ox+1> non tous nuls tels que:

A(g(bF);g(eg))ZZn?ai et A(g(bF);g(e4))=Zn?ai

La formule de Ptolémée entraine que A(g(b%); g(e)) = Sk, (n? + nd)a;.

eCas2:z € S,41\ Sp et y € Spyr \ Sp L'argument est le méme que dans le cas de
Porbite de I'identité. Ceci termine la récurrence.

Finalement, pour toute aréte e € Ag, on a A(g(b"); g(e)) € N(A).

Soient e € 7, et v € T. D’aprés le lemme II1.3 et par définition de A7 on a

Alg-7)(e) = Alg;v(e)) = Alg - b"; f(v(e)))

Puisque 7(e) € Ag, le dernier terme est dans N(A), ce qui prouve que A(Or(g)) C
(R )" . Finalement, le groupe T agit avec orbites discrétes car A est un homéomor-
phisme. U
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II1.4 Le groupe T est un groupe d’isométries

Ici, on étudie 'action du groupe 7' dans le systéeme des coordonnées horocycliques.
Nous allons montrer que 7" est un sous-groupe des isométries de Gr pour la métrique
horocyclique d® définie & la section I1.3. Avant cela, on introduit la notion d’extensions
de bracelets.

Soit, C,, 'espace des (n + 1)-bracelets. On définit deux types d’applications sur
I'union disjointe C= Hé;, les rotations et les extensions de bracelets.

Soit n > 2 et T,, application suivante:

~

TnZ C/;, — Cn
(hi)iez/mryz = (hiv1)iez)mr1)z

L’application T, définit un homéomorphisme de P'espace C, d’ordre n + 1. En parti-
culier, elle définit naturellement une action de Z/(n + 1)Z sur l’espace C,. C’est notre
premiére application cherchée.
Si maintenant n > 2 et i € Z/(n+ 1)Z, on définit I’application:
exp} Cn — Cri1
b= (hi)iez/mtnyz = bF = (hi;- -3 hg W5 higr; -5 hnyr)

ou h' désigne 'unique horocycle de D? tangent & h; et h;.; et basé dans l'intervalle
orienté |z;; z;41| donné par la proposition I.5. La figure II1.2 indique une rotation de
bracelet suivie d'une extension.

hs ha ha

. - 3 1

h1 h1
. Q)
hs ha ha
hs hs he
h1
b T, (b) expy, (Tn(b))

FiGc. II1.2 — Une rotation de bracelet suivie d’une extension.

Définition III.4.1. (Extension élémentaire de bracelet) Un bracelet o' est appelé
extension élémentaire du bracelet b si et seulement si il existe un couple (i, k) tel
que exp? o T (b) = b’ ou bien si TF(b) = b'.
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Définition I11.4.2. (Extension de bracelet) On dit que le bracelet b’ est une exten-
sion de b si et seulement si il existe une suite finie de bracelets b = by, - -+, by = ' telle
que pour tout 7, b;11 est une extension élémentaire de b;.

Pour chaque n > 2, on posséde sur é; la pseudo-métrique e,, définie par:
en(b; b,) - Supi€<1;n+1>|li(b) - lz(bl)‘

Celle-ci correspond & la métrique d;’, sur Cr,, lorsque n = 3-2P~1 — 1 aprés quotient
par PSLsR. Nous sommes en mesure de montrer la:

Proposition I11.4. Le groupe T agit isométriquement sur l’espace Gr muni de la
métrique d°.

Preuve. — Montrons d’abord que les extensions sont des isométries pour les pseudo-
métriques (en)n>2. Il suffit de montrer les égalités suivantes pour tout couple (b,?")
d’éléments de C/\n:

en(b;0") = e, (T,,(b); T, (V")) (II1.3)

en(b;b') = ey (expl (b); expl (V) Vie< 1;n > (II1.4)

L’égalité 111.3 est évidente puisque 7;, agit en décalant les horocycles vers la droite.
Plus exactement, on a [;(7,,(b)) = l;41(b) Vi € Z/nZ.

En vertu de la proposition II.2, les coordonnées horocycliques de exp?(b) sont:
(l1(b), - -+, 1 (b) + 1,1,1;41(b) + 1,---,1,(b)) et on obtient I’égalité II1.4. Ainsi, on en
dedult que pour toute composition d extensmns élémentaires a = a4 o - - - 0 a; partant
de Cn, et tout couple de bracelets (b, ') dans Cn, on a

ep(a(b); a(b')) = en(b; 1)

oll p est un entier tel que a((:,';) C é;,.

Considérons maintenant (f, g) € Gry,, v € T et p un entier tel que bk(y)Uvy *(S,) C
Sp. D’aprés le lemme ITL.1, v+ b} est une extension de b} par une application a. Puisque
p a été choisi pour que f oy et g oy soient dans Gr,, on en déduit que (f o7y) - bg
et (goy)- bg sont des bracelets, et qu’ils sont extensions par a des bracelets f - b, et
g - b,. On en déduit que

esor—1((fo)- bF (gon)- b ) =eson_1(f - bf;g : bf)

soit encore d’(f -v;g-7) = d°(f; g). O
Une autre propriété intéressante vérifiée par la métrique d® est la:

Proposition II1.5. Le groupe T agit avec orbites discrétes sur l’espace Gr muni de
la métrique d°.
Preuve. — Nous avons besoin de quelques notations. Si [ € R, on note

Z(1) = {61+ k| (6,k) € {0;1} x Z} C R
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et sily,-- -1, sont des réels, on notera
Z(ly-- ) = [ [ 2 ()

Remarquons que l’ensemble Z(l;---;1,) est un sous-ensemble discret de R. Donc, il
existe € > 0 tel que pour tout couple (I,I') € Z(ly;---;1,)?, linégalité |l —I'| < €
entraine que [ = ['.

Soit f un élément de Gr,. Rappelons que 'image de f par 'application ¢, : Gr, —
(R )5 est ¢n(f) = (Lo(f - bL))zes, ol b est le sous-bracelet de b*" basé en S,. Notons
Z = Z((1o(f - b¥))aes,).

Supposons que l'orbite de f n’est pas discréte. Alors il existe v € T tel que
d°(f; f-7y) < €. Prenons p suffisamment grand tel que f et f -~ sont deux éléments de
gr,.

On va montrer que si z € S, alors les longueurs horocycliques I, (f - b)) et I((f -
v) - bg ) sont deux éléments de Z. Ceci impliquera par définition de e, relativement a
Pensemble Z, les égalités I, (f - b)) = I,((f - 7) - b)) pour tout = € S,. Autrement dit,
on aura g,(f) = ¢,(f - y) puis f = f - car g, est injective.

Soit m > 0 tel que v € Gr,,. Puisque ~y préserve le bracelet de Ford b%, la collection
v+ bY est un sous-bracelet du bracelet de Ford. Etant fini, il existe p > 1 tel que
bg soit une extension de v - b . Par ailleurs, quitte & prendre m et p plus grand, on
peut supposer que bk(f) € bk(y - bl) (rappelons que pour un bracelet b, bk(b) =
{ points-base de b}). Ainsi, le bracelet f(b}) est une extension du bracelet f(v-b},) =
(f-7)- bl . Les formules d’extensions élémentaires de bracelets entrainent 'implication
suivante pour un bracelet b = (hq, - - hy):

Sili(b)e Z Vie<lyn> alors [(T,(b) € Z et lj(exp} (b)) € Z

ceci pour tout couple (i;j) €< 1;n > x < 1;n+ 1 >. Puisque f(bf) et f(vy-bE) sont
des extensions du bracelet f(bf'), on en déduit les égalités I,(f - bf) =1 ((f ) - b))
pour tout z € S, ce qui démontre la proposition. O

On déduit des deux résultats précédents la propriété suivante, qui s’apparente &
une propriété de discontinuité de ’action de 7" sur Gr dans un sens faible.

Proposition 111.6. L’action de T sur Gr posséde la propriété suivante:
V f € Gr, 3V} un voisinage ouvert de f|Vy-yNVy # 0 = 7 fize f.

Preuve. — Supposons que la propriété de I’énoncé ne soit pas réalisée pour un certain

f € Gr. La suite d’ensembles (V}, = Bg (f; %)) est une suite de voisinages ouverts
p>1

de f pour la topologie faible grace au lemme IL.4. 11 existe donc une suite (7,)pen
d’éléments de T telle que f -y, # f et V, -4, NV, # 0. Soit f, un élément de cette
intersection non vide. En appliquant l'inégalité triangulaire pour la métrique d°, on
obtient: d®(f; f - vp) < d°(f; fp) + d°(fp; f - 7p). Le premier terme est inférieur a %,
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puisque f, € V,. Le second terme est égal a d°(f, - v, !5 f) car T' agit par isométries
(proposition II1.4). Mais f, - Y ! € V, par définition de f,. Ceci entraine I'inégalité
d(f; ) < % qui contredit la proposition III.5. d

IT1.5 Etude des stabilisateurs

Pour I'étude des stabilisateurs, nous suivons la démarche de [Gre4]. On va montrer
qu’il en existe deux types. Plus exactement, en les points de ’orbite de 'identité, les
stabilisateurs sont conjugués & PSL,Z dans T'. Par contre, en dehors de cette orbite,
les stabilisateurs sont finis et on obtient méme une borne supérieure de leur cardinal.
Ce résultat nous incite a penser 7' comme un mapping-class groupe associé a ’espace
de “Teichmiiller” Gr. En effet, dans le cadre des espaces de Teichmiiller classique, le
mapping-class groupe agit sur ’espace de Teichmiiller avec stabilisateurs finis.

Pour étudier les stabilisateurs de ’action de T', on procéde par une suite de lemmes
et propositions.

Lemme II1.6. Si v € PSLsZ est d’ordre infini et five un ensemble fini A, alors A
posséde au plus deux éléments.

Preuve. — Puisque PSLsZ est un sous-groupe discret de PSLy;R; il ne contient
pas d’élément elliptique d’ordre infini. Donc, v est soit parabolique, soit hyperbolique.
Par conséquent, si x € A\ Fiz(y), alors on a vz # Pz pour tout n # p € Z. Ceci
est absurde puisque A est fixé et fini. On en déduit que A est inclus dans ’ensemble
Fiz(vy) qui contient 1 ou 2 éléments selon le type d’isométrie de . U

Lemme I11.7. Si v € PSLyZ est d’ordre infini et fize un élément f € Gr, alors cet
élément est l’identité.

Preuve. — Si f-~v = f, alors il existe h € PSLyR tel que f o~y = ho f. Puisque
v € PSLyZ, on a bk(y) = 0, ce qui fournit la suite d’égalités:

VTk(f) = bk(f o) = bk(h o f) = bk(f)

car h € PSLsR. Par conséquent, ’élément  fixe ’ensemble fini bk (f) qui contient donc
au plus deux éléments d’aprés le lemme précédent. On conclut avec la proposition I11.7
suivante. 0

Proposition II1.7. Si f est un homéomorphisme de classe CPP, alors il a au moins
4 points de coupure ot bien c’est un élément de PSLoR.

Preuve. — Un élément de C'PP ne peut avoir qu’un seul point de coupure, puisqu’il
serait alors constitué d’un seul morceau. Supposons qu’il ait deux points de coupure.
Quitte a composer a gauche et a droite par des éléments de PSLsR, on peut supposer
que ses points de coupure sont 0 et oo et qu’ils sont fixés. Chaque morceau est du type
2+ kz et a pour dérivée k en 0. La condition C! force le coéfficient k a étre le méme
pour chaque morceau. Ainsi, I’élément f est dans PSLsR.
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Enfin, supposons que cet élément f ait trois points de coupure. On peut également
supposer que ses points de coupure sont 0, oo et 1, et qu’ils sont fixés point par point.
Notons t > 0 la dérivée de f en 0. Puisque f est I’hyperbolique d’axe (0;o00) sur
Vintervalle [co; 0], sa dérivée en oo est ;. Le méme raisonnement sur Uintervalle [0; 1]
entraine que la dérivée en 1 est égale a % Puis, appliqué sur 'intervalle [1; oc], il donne
f'(00) = t. Ceci entraine que ¢t = 1. Donc f est I'identité. O

e Remarque: Cette proposition montre I'importance des déformations log-lambda.
Ce sont les éléments de C PP\ PSL,R ayant le plus petit nombre de points de coupure.

On s’intéresse a présent a élément quelconque de T, toujours d’ordre infini.

Lemme II1.8. 5% v € T est d’ordre infini et five f € Gr, alors f est dans l’orbite de
[identité.
Preuve. — Nous allons montrer que D, f € PSL,Z (le décalage de f en x) pour tout
x € St. Ceci impliquera alors 1'existence d’un élément | € PSL,R tel que [o f € T.
La démonstration se décompose en deux cas. Pour les définir, on introduit 1’en-
semble fini suivant, fixé par ~:

A= () 7"bk(f)
neZ
Soit h € PSLyR tel que ho f = fo~.

e cas 1: I’ensemble A est vide
On déduit du lemme 111.2 que D, f = (7%)~! o D, f o .. Puis par recurrence, on
trouve une suite de couples (ay, b, )nez d’éléments de PSL,Z telle que:

Vn€Z Dyf =ap0 Dyngfoby,

Soit x € S! et par hypothése n € Z tels que x ¢ v "bk(f). Grace a 1'égalité
précédente, on obtient D, f = a, ob, € PSLyZ.

e cas 2: [’ensemble A est non vide

Puisque f conjugue 7 & h, ce dernier fixe I’ensemble fini et non vide f(A). L’élément
v est d’ordre infini par hypothése. Supposons que son conjugué h soit un élément
elliptique. Etant d’ordre infini, ses orbites sont denses sur le cercle. Ceci contredit que
I'ensemble f(A) est a la fois fini et fixé par h. Par conséquent 1'élément h est soit
parabolique, soit hyperbolique. Cela implique que card(A) < 2.

Supposons card(A) = 2. Dans ce cas, h est de type hyperbolique et sa dérivée en
chacun de ses points fixes est non égale a 1. Aprés conjugaison par f qui est de classe
C!, la méme condition est vérifiée par . Les germes de v de chaque coté de ses points
fixes sont donc des éléments hyperboliques de PSLyZ. Or, un élément hyperbolique
de PSL,Z ne peut avoir pour point fixe un rationnel, ce qui contredit que A C Q.

On est ramené au cas card(A) = 1. Quitte a changer de représentant dans la classe
de f, on peut supposer que f est I'identité & gauche de x unique élément de A. Notons
alors bk(f) = (2;)iz10 avec £ =21 < 23 < ... <z, < 71 et f = f; & gauche de z; de
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sorte que f; = id. Puisque xo ¢ A, il existe ny tel que 7" - x5 ne soit pas un point de
coupure de f. Par le méme argument sur le décalage, on en déduit qu’il existe deux
éléments a,, et b,, de PSLoZ tels que D,,f = a,, o by, € PSLyZ.

L’argument se répéte alors en chaque z; puisque z; ¢ A. On obtient ainsi que
fi € PSLyZ pour tout ¢+ €< 1,n > et ce nouveau représentant est un élément du
groupe 7. U

On peut résumer la situation dans le théoréme suivant:

Théoréme II1.1. Soit f € Gr et v un élément de T fixant f. Soit v est d’ordre fini,
soit il est conjugué dans T & un élément de PSLyZ. Dans ce dernier cas, f est dans
l’orbite de l’identité.

Preuve. — Supposons que v est d’ordre infini. D’aprés le lemme IIL.8, il existe
l € PSLyR tel que g=1o f € T. Ayant de plus ho f = f oy, ol h € PSLyR, on en
déduit que gyg~! = lhi™' € PSLyRNT = PSL,Z et donc g conjugue vy dans T & un
élément de PSLsZ. Le lemme II1.8 montre que f est dans l'orbite de l'identité. U

e Remarque: Dans la démonstration du lemme III.8, nous avons introduit 1’en-
semble A afin d’éviter d’avoir recours a un résultat de Ghys et Sergiescu (utilisé dans
|Gred|) concernant le nombre de rotations d’un élément du groupe de Thompson. Dans
|Ghy-Ser]|, les auteurs montrent que le nombre de rotation d’un élément de T est tou-
jours rationnel. Ce résultat est en fait le corollaire d’un théoréme de lissage du groupe

;;;;;

résultat.

Gréace au théoréme III.1, nous savons qu’un élément de T fixant un point en dehors
de l'orbite de 'identité, est nécessairement d’ordre fini. On a mieux grace au résultat
suivant.

Théoréme II1.2. St f n'est pas dans l'orbite de l’identité, alors le stabilisateur de f
est un groupe cyclique fini, d’ordre inférieur ou égal a bk(f).

Preuve. — Montrons d’abord que les éléments de stab(f) ont un ordre borné par
bk(f). On en déduira le théoréme par un argument de densité sur le cercle.

Soit v € stab(f). D’aprés le théoréme I11.1, il est d’ordre fini égal au cardinal des
orbites du groupe cyclique < v > sur S'. Il suffit donc d’exhiber un élément x de
bk(f) dont 'orbite par < 7 > est contenue dans bk(f). Supposons qu’il n’en existe
pas. Alors, pour tout = dans bk(f), il existe k, dans Z tel que y*=(z) ¢ bk(f). Ce qui
entraine en particulier les égalités:

D)y ™" = Dy foFf 7 = id (IIL5)

(la deuxiéme égalité traduit simplement que le conjugué de v* par f est dans PSLyR).
Le lemme I11.2 donne 1’égalité:

_ Cine -1 _
Dy f = ((f l)f(z)) o Dyy* o (f 1)lf(x)

L’égalité IIL1.5 entraine alors que D, f = [D,7*]™! est un élément de PSL,Z pour tout
x € bk(f). Ce qui contredit I’hypothése que f n’est pas dans I'orbite de I'identité.
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Montrons maintenant que stab(f) est conjugué a un sous-groupe de S'. Soit v,
deux éléments de stab(f) et h,h' les deux isométries correspondantes. Ce sont les
conjugués de v et 7' par f. Par conséquent, le commutateur de h et h’ est le conjugué
par f du commutateur de v et 7'. En particulier [y, '] stabilise aussi f et donc est
d’ordre fini. Il en est de méme pour [h, A'].

On affirme que [h, h'] est I'identité. En effet, puisque h est d’ordre fini, il est ellip-
tique. Le théoréme 7.39.2 dans [Bea] montre que le commutateur d’un élément ellip-
tique avec un élément quelconque de PSLyR est soit hyperbolique, soit ’identité. On
en déduit que f conjugue stab(f) a un sous-groupe de S!, vu comme SO, (R)/{+1,}.

Les sous-groupes de S* sont denses ou finis. Or, dans le cas de stab(f), il n’y a pas
d’éléments proches de l'identité. Plus exactement, 1’ arc ouvert délimité par les angles

0et Wd?% n’intersecte pas stab(f), puisque les éléments de stab(f) sont d’ordre au

plus bk(f). On en déduit que stab(f) est un sous-groupe fini de S'. Il est cyclique fini
et d’ordre plus petit ou égal a card(bk(f)). O

ITI1.6 Analogie avec les espaces de Teichmiiller

Comme nous 'avons signalé précédemment, ’étude de 7" sur I’espace contractile Gr
fait penser a celle du mapping-class group sur ’espace de Teichmiiller d’une surface de
Riemann. Cependant, dans le cas présent, nous avons vu que les points de ’orbite de
Iidentité de Gr ont leurs stabilisateurs conjugués au groupe modulaire PSLsZ. Une
idée pour éviter ce probléme consiste a étudier ’espace Gr™~ que 'on définit comme
Vespace Gr \ Or(id). Dans |Gred|, 'auteur montre que l'espace Gr™ est faiblement
contractile. A 1’aide des coordonnées log-lambda, nous avons un résultat plus précis:

Proposition IT1.8. L’espace Gr™ est faiblement contractile pour la topologie faible.

Preuve. — Puisque 'orbite de I'identité est discréte, il suffit de montrer que I’espace
Gr* = Gr \ {id} est faiblement contractile. Le théoréme II.2, montre, modulo le chan-
gement de paramétre r +— log(%) sur chaque coordonnée, que Gr* est homéomorphe

a ’espace R(*) \ {0}, introduit au pargraphe I.1.e. Cet espace est contractile d’aprés
la proposition 1.2. O
Cette proposition et le théoréme III.1 fournissent le corollaire suivant.

Corollaire II1.1. L’espace Gr/F"' est un espace K(F',1).
Si H est un sous-groupe de T sans torsion, alors Gr~ /H est un espace K(H,1).

Preuve. — Considérons la premiére assertion. Tout d’abord, le groupe F’ ne posséde
pas d’éléments d’ordre fini. En effet, puisque les éléments de F’ sont égaux a 'iden-
tité au voisinage de oo, le groupe F' se plonge dans le groupe des homéomorphismes
croissants de R. Celui-ci est sans torsion. Il est & présent facile de montrer que F” agit
librement sur 'espace Gr. D’aprés le théoréme I11.1, et ce qui précéde, si v € F' fixe
un élément de Gr, il est nécessairement conjugué dans 7" & un élément de PSLyZ.
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Mais alors cet élément a son germe en g(oo), ou g est I’élément de T conjugant -y
dans 7', égal a l'identité. Etant dans PSLsR, cet élément est I'identité et v aussi. De
plus, F' agissant librement, la proposition I11.6 montre que cette action est propre-
ment discontinue. Puisque Gr est contractile (corollaire I1.1), I'espace quotient Gr/F’
est effectivement un espace K (F';1).

Pour la deuxiéme assertion, toujours d’apres le théoréme III.1 et par définition de
gr~, si v € H fixe un élément de Gr™, il est d’ordre fini, mais ceci est impossible
car on a supposé H sans torsion. La proposition III.8 permet de conclure la deuxiéme
assertion. O

L’analogie entre I’action du mapping-class group sur I’espace de Teichmiiller et celle
de T sur Gr entraine une question intéressante sur la métrique d°. En effet, dans le cas
classique, I'espace de Teichmuller 7; d’une surface F' = F est muni de la métrique
de Teichmiiller, notée dy, et celle-ci est invariante par ’action du mapping-class group
MC;. Dans [Roy], 'auteur montre le:

Théoréme II1.3. (Royden [Roy]) Le groupe des isométries de T, est le mapping-class
group.

Ainsi, les isométries de I’espace de Teichmiiller sont réalisées par 1’action du groupe
McCs.

Dans le cadre universel, il existe un résultat analogue que nous rappelons ici.
L’espace de Teichmiiller de Bers 7'(1) est muni d’une structure presque-complexe,
c’est a dire d’une famille lisse d’opérateurs J = (Jz):cET(l) sur les espaces tangents
(ToT (1)) gerq) telle que J2 = —Id. Un diffeomorpisme de T'(1) est un automorphisme
(presque-complexe) si et seulement si sa dérivée commute avec J. Notons que pour
f € QS (le groupe des homéomorphismes quasi-symétriques du cercle) Papplication:

pr:[hl €T(1) = [ho fleT(1)

est un automorphisme de 7'(1). Autrement dit, on a un plongement du groupe QS
dans Aut;(T(1)).

Théoréme I11.4. (Gardiner, Harvey [Gar-Har|) Le groupe QS coincide exactement
avec Auty(T(1)).

Revenons dans notre cadre du groupe de Thompson. Une question se pose alors.
e Question: Le groupe des isométries de Gr muni de d® est-il égal au groupe 77

II1.7 Un classifiant explicite pour 7.

Le corollaire III.1 fournit un classifiant explicite du groupe F’, en contexte C PP. Par
contre, Gr/T n’est pas un espace classifiant pour le groupe T'. Il faut supprimer les

stabilisateurs de I'action. Ce qui nous incite & se placer sur é; sur lequel 'action de T’
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est libre. Puisque é; a le type d’homotopie du cercle (Gr est contractile), on le déplie
dans ’espace des difféomorphismes de R.

Considérons le revétement universel du cercle p: t € R — [t] € R/Z.

Si f est un homéomorphisme de R, vérifiant I’égalité

fle+1)=f(z)+1 VzeR

alors il se projéte en un homéomorphisme du cercle f du cercle définie par f([t]) =
[F(®)]-
Définition IIL.7.1. Soit

Homeot(S) = {f:R—=R|f(z+1)=f(z)+1 VzeR}

le revétement universel de Homeo™ (S') (celui-ci a le type d’homotopie du cercle). Si

A est un sous-ensemble de Homeo™ (S'), on note A son relevé dans homeo*(S?). De

cette facon, on définit ’espace é; et le groupe T.

Cela donne la suite exacte courte de groupes 0 — Z — T — T — 0. Celleci est
utilisée pour détecter un classifiant du groupe T'. Pour trouver un tel classifiant, on
commence par le:

Lemme II1.9. L’espace é; est contractile. De plus, le groupe T agit sur é; et donne
au quotient un espace homéomorphe a l’espace Gr/T.

Preuve. — Tout d’abord la fibration
PSL,R — Gr — Gr

indique que é; est homéomorphe au produit Gr x PSLyR, puisque Gr est contractile
(corollaire II.1). Ainsi, le revétement universel de Gr est homéomorphe au produit

gr x PSLsR qui est contractile.
Pour la deuxiéme assertion du lemme, ’application composée

Gr — Gr — Gr/T
est continue et surjective et passe au quotient en une application continue
¢: fIT) € Gr/T — f[T) € Gr/T

avec les notations évidentes sur les classes d’équivalence.

Pour I'injectivité, supposons que qﬁ(f[j:]) = qﬁ(g[j:]) Il existe v € T tel que g = fory.
Soit 4 un relevé de v dans T et k € Z tel que g= ]T:;ynLk. Ayant f/gjy—kk = fo(qﬂ—k),
on en déduit que f[T] = [T}, car 7+ k € T. Ce qui finit la démonstration du lemme.
O
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La fibration en cercle
PSO5(R) =S' — Gr/T x ES' — Gr/T xg1 ES' (I11.6)

donne alors le corollaire suivant.

Corollaire I111.2. L’espace é;/T est un classifiant du groupe T.L ‘espace @/TXSLESI
est un classifiant du groupe T'.

Preuve. — Puisque T agit proprement discontinument et librement sur ’espace

contractile é;, on déduit du lemme II1.9 que é; /T est un classifiant de T. La fibration
II1.6 donne la suite exacte longue d’homotopie

= 0 — m(Gr/T xs ESY) — 0
- — 1 (Gr/T xg1 ESY) — m(SY

= om (gAr/TxEsl) S om (@/TxglEsl) S0

On en déduit que 7; (@/T Xg1 ESl) = 0 Vi > 2. Par ailleurs d’aprés ce qui précéede

T (@/T X ESI> = T. On en déduit la suite exacte courte

0 m(SY) > T—m (@/T X1 ESl) —0
qui couplée avec la suite exacte

05Z =TT —=0

donne 1’égalité m; (@/T Xg1 ESl) = T. En effet, le générateur du m; de la fibre

correspond au lacet PSO,(R) C Gr. Celui-ci se reléve dans Gr en un chemin p:10;1] —

Gr vérifiant p(s,z) = z+ s pour tout (s,z) € [0;1] x R. Ainsi, on a p(1,z) = p(0,z)oc
ouc:z € R—z+1€ R est le générateur du centre de 7', ce qui montre que le 7; de
la fibre est exactement le centre de T" et conclut la démonstration. Il
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Chapitre IV

Homologie du groupe de Thompson et
espaces de lacets

Ce dernier chapitre donne une application de la géométrie CPP, portant sur I’ho-
mologie des groupes de Thompson F', T et T. Homologiquement, les classifiants de
ces groupes sont des espaces de lacets de la sphére S3. Nous tentons de développer une
version géométrique du théoréme suivant dans le contexte CPP.

Théoréme IV.1. (Ghys-Sergiescu, [Ghy-Ser|) Il existe des applications continues

a

BF —+ QS?

BT —" . AS?

BT — S?®
qui induisent des isomorphismes en homologie entiére.

La démonstration initiale de ce théoréme se situe dans le contexte PL et utilise des
méthodes de topologie algébrique provenant de la théorie des feuilletages. Bien que de
nature géométrique, les applications a b et ¢ sont difficiles & décrire. Nous effectuerons
un survol géométrique succint de la démonstration originale de ce théoréme dans la
section IV.1.

Nous construisons ensuite des nouveaux modeéles (géométriquement transparents)
des applications continues a b et ¢, & partir de la géométrie CPP. L’idée initiale de
la construction se trouve dans [Gred| et utilise le modéle de James JS' de I’espace
des lacets pointés 0S2 L’auteur construit une application ¢ de BF' & valeurs dans
JS' qui se reléve (via la fibration de Hopf) en une application ¢ dans QS qui est un
isomorphisme en homologie. On expliquera sa démarche dans la section IV.2.

Pour adapter la construction de ¢ aux applications b et ¢, nous développons, en
section IV.4, un nouveau modéle (intéressant en soi) de AS®, noté MS? (théoréme IV.7
et corollaire IV.2) en “relevant” le modeéle de Cohen de AS? (section IV.3 et [Coh]). Ce
dernier posséde deux versions définies respectivement a 'aide des espaces de configu-
rations ordonnées de points du cercle (pour la version notée (LS?),), et d’intervalles
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disjoints deux a deux du cercle (pour la version notée LS?'). Nous définissons donc deux
espaces combinatoires, MS? et (MS?),, faiblement homotopiquement équivalents. Le
corollaire IV.2 fournit une équivalence faible d’homotopie entre MS? (le modeéle des
intervalles) et AS3.

Dans la section IV.5, nous donnons une application ¢ de @/T (classifiant de
T) a valeurs dans le modéle (MS2), (corollaire IV.3). Notre construction de 1 n’est
pas complétement explicite dans la mesure ou elle fait intervenir la primitive § d’un
cocycle nul [p] € H'(T;C%Gr;S')), que nous ne savons pas calculer. La nullité de [u]
est expliquée au corollaire IV.5 de la section IV.6.

Pour calculer ’homologie de 1, on utilise le fait que celle-ci est S L_é¢quivariante pour
les actions du cercle, par composition & gauche de PSO5(R) sur Gr et par rotation a la
source sur AS?3. L’équivariance utilise la condition (S-INV) de I'introduction portant
sur 6. Les calculs entrepris pour donner une formule de 6 et la géométrie CPP (sous-
jacente & 1) indiquent la pertinence de cette condition que nous supposerons vraie,
bien que non démontrée. B

Puis, en utilisant ’homologie de T' [Ghy-Ser|, on montre dans la section IV.6 que
donne un isomorphisme en homologie (théoréme IV.9). On a ainsi construit une version
quasiment explicite de application b du théoréme IV.1. Le procédé de construction de
Borel (section IV.5.d) appliqué a ¢ : BT — AS? (1 est S'-équivariante sous 'hypothése
précédente) donne 1 xg1id : BT — LS>. Celle-ci fournit une interprétation de c
(corollaire IV.7).

Le dernier paragraphe est consacré au cas de F’. Une autre démonstration est
donnée, ne dépendant que de la connaissance de la structure additive de ’homologie
de F' (|Bro-Geo|, [Ste]), et faisant appel & des techniques plus élémentaires que celles
utilisées dans [Ghy-Ser].

IV.1 Le théoréme de Ghys et Sergiescu

IV.1.a Les espaces de lacets

Afin d’interpreter le théoréme IV.1, nous utilisons des modéles combinatoires des
espaces de lacets. Rappelons la définition des différents types d’espaces de lacets.

On munit S! = R/Z du point-base 0 qui correspond au nombre rationnel % sur la
droite projective réelle, via la fonction tangente:

tan(m) : x € R/Z — tan(rz) € RU o0

Rappelons que ES' = lim,,_,o, S?™*! est I’espace total du S'-fibré universel (défini a
homotopie prés), de base BS' = lim,,_,o, CP™. Ce fibré est limite directe de la suite
des S'-fibrés de Hopf

St — §#mtl 5 CcpP™
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sous les inclusions S+ C S$?™+3, L’action du cercle sur ES! se fait par multiplication
scalaire en restriction aux sphéres.

Définition IV.1.1. (Espaces de lacets)
Soit (X, *) un espace topologique pointé. On définit les espaces suivants:

QX = {f :S' — X | fest continue et f(0) = *}

AX = {f:S"—= X| fest continue }

Le cercle agit par rotation a la source sur AS'. On note
LX = AX xg1 ES?

le quotient de AX x S! par I'action diagonale de S'. Ces trois espaces sont appelés
respectivement: espace des lacets pointés sur X, espace des lacets libres sur
X, et espace des lacets libres non paramétrés sur X.

On munit ces espaces de la topologie de la convergence uniforme pour QX et AX,
et de la topologie quotient sur £X.

IV.1.b Un survol géométrique de la démonstration de Ghys et
Sergiescu

Afin de mieux comprendre le théoréme IV.1, enoncé et démontré par des méthodes
quantitatives, nous allons en donner une explication géométrique, en terme de feuille-
tages. En effet, nous envisageons les groupes de Thompson F’, T et T comme groupes
discrets de diffeomorphismes du cercle.

Or, ceux-ci apparaissent naturellement dans I’étude des feuilletages de codimension
1 avec structure transverse sur les variétés différentiables. Nous rappellerons notam-
ment un feuilletage de Reeb sur la sphere S? transversalement linéaire par morceaux.
La démonstration de ’équivalence d’homologie a se décompose en deux étapes:

H,
1. BF'

2. BT

QBI'
S3

[RF 11

ou I' est un pseudo-groupe & définir, et HE (resp. WE) signifie équivalence en homologie
(resp. équivalence d’homotopie). Pour chacune, nous rappelons le résultat algébrique
quantitatif, puis une interpretation géométrique qualitative.

Faisons au préalable, un bref rappel sur les notions de feuilletage muni d’une struc-
ture transverse et de pseudo-groupe. On se place dans le cadre de la codimension
1.

Une famille I' d’homéomorphismes locaux du cercle (ou de la droite réelle) est un
pseudo-groupe si elle contient I'identité et est stable pour les opérations suivantes:

1. restriction & un ouvert de la source
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2. composition
3. passage a 'inverse
4. réunion

L’exemple type de pseudo-groupe dans notre situation est le pseudo-groupe I'(S?)
des homéomorphismes locaux de S' qui sont de la forme z — 2"z + £ par morceaux,
a points de coupure dyadiques. Un autre exemple, plus connu, est celui de tous les
difféomorphismes locaux de R de classe C*°. On le note I'*. Rappelons enfin qu’il
existe une notion d’espace classifiant associé a un pseudo-groupe. Par définition, BI'
est le classifiant du groupoide 7 des gérmes associés a I'.

Un feuilletage de codimension 1, muni d’une I'-structure sur une variété différen-
tiable M™ est une partition localement de la forme R*~! x R de M™ en sous-variétés
de codimension 1, connexes, appelées feuilles et dont les applications de transitions
sont de type I'. Nous renvoyons a [God| pour un panorama trés large sur I’étude des
feuilletages.

Premiére étape

Dans [Ghy-Ser|, les auteurs s’inspirent d’un théoréme fondamental da & Mather
[Mat|, qui établit une équivalence d’homologie entre le classifiant du groupe discret
Dif f°(R) des difftomorphismes C*® a support compact et ’espace des lacets sur le
classifiant du pseudo-groupe I'*°. Une version analogue de ce résultat existe pour les
groupes F' et T.

Théoréme IV.2. (Ghys-Sergiescu iGhy—Ser/ 1987) Il existe des équivalences d’ho-
mologie entre I'espace BF' (resp. BT ) et QBI'(SY) (resp. ABT'(SY)).

Nous décrivons I’esquisse de la construction d’une telle équivalence pour le groupe
F'. Notons que F' s’identifie & un sous-groupe discret de Homeo (]0;1[) (I'indice ¢
signifie & support compact). Le groupe Z? se plonge dans F' par I’application qui a
(1,0) (resp. (1,0)) associe ’élément u (resp. v) de F” explicité au paragraphe IV.6.b.
On a ainsi une représentation h : I1; (T) — Homeo (]0; 1[). La suspension de h est alors
'espace quotient By, = R? x [0, 1]/Z? ou Z? agit & gauche par translations et a droite par
la représentation h. Ej, posséde le feuilletage horizontal F = (R x {z})¢[0,11/Z* trivial
en dehors d'un compact. Il passe ainsi au quotient en un feuilletage sur la suspension du
tore XT?. Ce feuilletage singulier est muni d’une I'-structure puisque la suspension h est
a valeur dans PLy(S?). 1l est donc classifié par un élément de [XT?, BT'| = [BZ?, QB
([X, Y] désignant I'ensemble des classes d’homotopie d’applications continues de X
vers Y). Une construction analogue donnerait un élément de [BF', QBI'| fournissant
I’équivalence d’homologie recherchée.

Deuxiéme étape

Il s’agit d’interpreter le résultat suivant du a Greenberg.
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Théoréme IV.3. (Greenberg [Grel] 1987) Le classifiant de T’ a le type d’homotopie
de la sphére S3.

La démonstration originale de ce résultat est difficile et fait appel & une étude pous-
sée des pseudo-groupes. Cependant, nous allons en donner une interprétation géomé-
trique & I’aide de I’holonomie d’un feuilletage de Reeb sur la sphére S en s’inspirant
de [Tsul.

Soit f (resp. f_) Phomothétie de rapport 2 (resp. ) de R?. Le feuilletage horizontal
Fy de R? est laissé invariant par f, et f_. Sa restriction a ]Ri \ (0,0,0) se projéte en
un feuilletage de Reeb F (resp. F_) du tore solide R \ (0,0,0)/ < fi > (resp.
R%\(0,0,0)/ < f- >). Ces deux tores solides se recollent en leur bord pour donner un
feuilletage de codimension 1 de la sphére S® muni d’une I'-structure transverse. Il donne
lieu ainsi & un élément de [S3, BT qui fournit I’équivalence d’homotopie annoncée.

IV.2 Le cas du groupe F’

On décrit ici de facon sommaire 1’idée utilisé par P. Greenberg pour retrouver, dans le
cadre de la géométrie CPP, I’équivalence d’homologie a du théoréme 1V.1.

Dans la suite du texte, les indices des n-uplets (x1, - - -, z,) seront définis
modulo n.

IV.2.a Le modéle de James

Soit, (X, *) un espace topologique pointé supposé connexe. On note £.X la suspen-

sion réduite de X:
X x [0;1]

{x} x [0; 1 TTX x {0;1}
La projection d’un élément (x,t) € X X [0;1] sera notée = A t.
On munit [[,.; X™ de la relation d’équivalence engendrée par les relations:

YX =

(1, @ity %, T, o, Tn) ~ (T1, oo, Tim, Tigr, -+, Tp) =3 ViE€<lin >
Le modéle de James de 'espace X est par définition ’espace quotient:
JX =]]x"/~
neN

I1 est muni du quotient de la topologie faible. La classe d’un élément © = (z;)ic<1;n>
sera notée T ou [y, - -, Zy).

Théoréme IV.4. (James [Jam[ 1955) Le modéle JX est homotopiquement équivalent
a QXX lespace des lacets pointés sur la suspension réduite de X .
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Cette équivalence d’homotopie est réalisée par une application naturelle j : JX —
QXX que nous explicitons rapidement pour X = S". L’égalité ©S™ = S"*! permet de
plonger S™ dans QS™*! par I’application A\ définie par:

Az):teS"—azAteXS”

La figure IV.1 donne I'image du chemin A\(x) sur la sphére.

[l =}

N

st StxI S2=S!'x1I/ ~

Fi1G. IV.1 — Le lacet \(x).

On définit alors
G,y ap) € JS™ = Axp) o0 A(x1) € QS™H!

ou o désigne la composition des chemins. Pour que j soit continue, il faut paramétrer
A(z;) de sorte que la longueur de ce lacet devienne nulle lorsque z; tend vers le point-
base de S™ On paramétrise donc j(zi,---,zx) en stipulant que le lacet A(z;) est

parcouru en un temps E’?til ” ou t; = dgn(x;; *).
x

IV.2.b Une application ¢ : BF' — QS3

Nous définissons d’abord une application ¢ : BF' — JS! en utilisant la para-
métrisation horocyclique de Gr définie au corollaire I1.3. Soit n» > 1. Considérons
I’application

On [ €Gra = ([li(f - ba)])ie<ijzon1> € (81)3'2%1
ou l;(f - by) est la i-éme longueur horocyclique du bracelet f - b, introduite dans la
définition I1.2.1. Les prolongements au but ¢, : Gr, — JS! sont compatibles avec la

filtration Gr, & Gryn41 de Gr et définissent ainsi une application totale ¢ : Gr — JS!
invariante par F’. L’application quotient est aussi notée .

La fibration de Hopf S' — S® — S? induit la fibration des espaces de lacets
OS! — OS? — OS? dont ’espace total a le type d’homotopie du revétement universel
de QOS2
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Soit @ : Gr/F' — QS? un relevé de ¢ : Gr/F' :— QS? Dans |Gred|, P.Greenberg
donne une esquisse de démonstration du résultat suivant:

Théoréme IV.5. L’application ¢ induit un isomorphisme en homologie entiére.

e Remarques:

— Il s’agit bien d’une interprétation de 'application a, puisque Gr/F’ est un
K (F',1)-espace, d’apres le corollaire III.1.

— Greenberg utilise le point de vue des bracelets de la géométrie CPP, et notam-
ment le corollaire 1.3.

IV.3 Modéle(s) de Cohen de AXX

Nous donnons la construction du modéle de Cohen de 'espace des lacets libres
sur la suspension réduite d’un espace connexe X. Ce modéle se définit & 'aide des
configurations d’intervalles du cercle dont nous rappelons la définition. Seul le cas
X = S! (modéle AS?) sera utilisé par la suite.

IV.3.a Configurations ordonnées sur une courbe réelle

Définition IV.3.1. (Configurations ordonnées)
Une configuration ordonnée de n points du cercle (resp.de R) est une suite finie
(z:)ic<1m> de S' (resp. R) vérifiant:

T <To< -+ <Zp<ap(resp. 21 < Ty << Tp <mp+1) (IV.1)

De méme, une suite finie d’intervalles (a;)ic<1;n> non dégénérés (d’interieurs non vides)
de S' (resp. R) est dite configuration ordonnée d’intervalles si ces intervalles sont
d’intérieurs deux & deux disjoints et si 'ensemble de ses milieux (m(a;))ic<1:n> forme
une configuration ordonnée de points. On définit les ensembles suivants:

Fy(n) = {n — configurations ordonnées de points deS'}

Fy(n) = {n — configurations ordonnées de points de R}

Fy(S*, n) = {n — configurations ordonnées d’intervalles de '}

—_

Fy(St,n) = {n — configurations ordonnées d’intervalles de R}

Pour deux intervalles a et b de R, on notera a < b si anb=0etsiz < y pour tout
couple d’éléments de a x b. D’autre part, si r € R, a+r représente I'intervalle translaté
de a par . On notera aussi r + (ay,--+,a,) = (a1 +7,--a, + 1) si r € R L’espace

Fy(n) (resp. Fy(n)) est muni de la trace de la topologie produit sur (S')" (resp. R").
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Les espaces Fy(St,n) et Fy(S!,n) sont munis de la topologie compacte-ouverte, vus
comme sous-espaces respectifs de C*(]], I, S?) et de C°(]],, I, R).

~——

Le groupe Z agit sur Fy(n) (resp. Fo(S1,n)) en décalant les intervalles (resp. les
points) d’un cran vers la droite:

1-(&1,"'0:”): (ag,---,an,a1—|-1)

L’espace Fy(n) (resp. Fy(S',n)) a le type d’homotopie du cercle et son revétement

N

universel est exactement Fy(n) (resp. Fy(S',n)). Le groupe des automorphismes du
revétement correspond au sous-groupe nZ C Z de l'action précédente. Notons que
cette action donne au quotient une action de Z/nZ sur Fy(n) et Fy(S', n) qui consiste
a permuter cycliquement les n-configurations ordonnées sur le cercle.

Enfin, les espaces de configurations d’intervalles se surjectent sur ceux des points
via I'application qui consiste a prendre les milieux de ces intervalles. Si a est une
n-configuration ordonnée d’intervalles du cercle (resp. de R), on note Mil"(a) (resp.

]\//[\zﬁ(a)) la configuration des milieux associés, de sorte que I’on possede le diagramme
commutatif suivant:

o~
il

Mil
Fo(SL,n) 22 Fy(n)

Mal™
F()(Sl, n) _— F()(n)

et celui-ci est équivariant pour les actions de Z en haut et de Z/nZ en bas.

IV.3.b Le modéle de AXX
Le groupe cyclique Z/nZ agit sur le produit (X)" x Fy(S!, n) comme suit:
7 (z,0) = (27,07)
ol 27 = (144, -, 2,) (les indices étant compris modulo n). On note

(X)™ x Fy(St,n)

ot bien (X)"xz/,zFo(S',n).
R. Cohen considére 'union disjointe
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munie de la relation d’équivalence engendrée par les relations:
n G
(xya) ~ (2, a) = (T1,+ Tic1, Tit1, s Tny Q1y * i1, iy 1, - - Gp) = (2°,0")  (IV.2)

lorsque (z,a) € A? = {(z,a) € B,(X)|z; = 0}. Remarquons au passage que les en-
sembles (A?)ic<1.n> ne dépendent pas de i aprés quotient par Z/nZ. On note cet
ensemble BY(X). Le quotient de I'union disjointe est noté LX et s’appelle modéle
de Cohen (des intervalles) de I'espace X. La classe d’un élément (z,a) se note
[z, a]. Puisque seul le cas X = S! est utilisé, on notera pour simplifier B, = B,(S!) et
B = B(SY).

Théoréme IV.6. (Cohen [Coh] 1985) Soit X un espace connexe. Alors il existe une
application naturelle ¢ : LX — AYX X qui fournit une équivalence d’homotopie. Ainsi,
Pespace des lacets libres sur la sphére S? est homotopiquement équivalent au compleze

LI(SY) "%z /mzFo(St,n)/ ~.

Nous explicitons rapidement 1'application c. Soit a = (a1,---,a,) € Fo(St,n).
Notons
m(a) : St — v S

I'application qui envoie chaque intervalle a; sur le i-éme cercle du bouquet V?_;S! de
maniére affine, en préservant 1’orientation et de degré 1, et qui envoie tous les points
non contenus dans 'union des a; sur le point-base du bouquet. Considérons ensuite

en t X" Xz /mzFo (S n) = AXX

définie comme étant la composition:

ez, a]) - S1 TS v 1A 1A ¥ wx

ou a(x) a été définie en IV.2.a. Pour chaque n, on a ¢, = ¢, 1 0 W?‘A? de sorte que
Pon peut définir ¢ : LX — AXX par ¢([z,a]) = cu(x,a) si (z,a) est un représentant
de [z, a] dans B,. C’est l’application du théoréme IV.6.

Remarquons que le modéle LX posséde un analogue naturel en remplacant les
configurations d’intervalles en configurations de points. Nous noterons ainsi

(Bn)e(X) = X™ Xgz/nz Fo(n)

et (LX),, 'analogue de LX pour 'union disjointe des (B,),. Les applications
(Mil™), >0 sont compatibles avec les applications 7} et (77'). (I’analogue pour les confi-
gurations de points) et donnent a la limite M3l : LX — (LX),.. En suivant |[Coh|, on
peut montrer que ’application Mzl fournit une équivalence faible d’homotopie. Mal-
heureusement, il semble difficile d’obtenir un inverse global (4 homotopie prés) explicite
de M:il. Les deux modeles seront nécessaires. Celui des intervalles est lié aux espaces
de lacets, celui des points & la géométrie CPP.
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Pour finir, on décrit un relevé de 'application composée y : Fy(S,n) — S!, définie
par y(a) = I(m(a)(0)), ou I : V2 ;S! — S! est Papplication qui identifie chaque cercle
du bouquet isométriquement & un seul cercle, et qui identifie le point-base du bouquet
2.0. -

A chaque configuration ordonnée d’intervalles a = (ay,- - -, a,) € Fy(St, n), on note
Sq = Sup(a,) et k, le plus grand entier inferieur strictement a s,. On définit

n
ra,-

ca; — [—nky + 1 — 1; —nky + 1]

I'unique application affine bijective et croissante de a; sur [—nk, +i—1; —nk, +i]. On
définit le réel §(a) selon la position de k, par rapport a la configuration d’intervalles
a. Si k, € a;, on pose §(a) = 17, (ka). Si k, est coincé entre les intervalles a; et a;y1, on
pose §(a) = —nk, + i.

Lemme IV.1. L’application § : Fy(S',n) — R est continue et donne le diagramme
commutatif suivant:

Fo(SE, n) R
Fo(Shn) L. st

Si 7y est le générateur de laction de Z sur Fy(St,n) par décalage des intervalles d’un
cran vers la droite, on a ’égalité (v - a) = y(a) — 1.

Preuve. — Le point intéressant de la continuité se trouve lorsque s, se rapproche
supérieurement de k,. Dans ce cas, j(a) = r (k,) converge vers —nk,+n par construc-
tion de 77 . Notons a' une configuration limite de sorte que ky = k, — 1 par défini-
tion de k, et de k,. Puisque k, est coincé entre les intervalles a], — 1 et o), on a
y(a') = —nky = —nk, + n ce qui montre que g(a) tend vers g(a').

La commutativité du diagramme et la derniére égalité proviennent des faits sui-
vants: 1’application 7m(a) envoie un intervalle a; de maniére affine et de degré 1 sur
le cercle unité de sorte que les extrémités de a; sont envoyées sur 0 et 'application
Ty, envoie a; de maniere affine sur un intervalle de longueur 1 de sorte que les ex-
trémités de a; sont envoyées sur deux entiers consécutifs. On conclut en remarquant
qu’étant donné deux intervalles réels A et B, il existe une unique transformation affine
croissante envoyant bijectivement A sur B. O

IV.4 Un nouveau modéle de AS?

Dans la suite du texte, un S'-espace principal (ou succintement S'-espace) dé-
signe un espace topologique muni d’une action continue et libre du cercle. Un S*-fibré
principal E —— B (ou simplement S'-fibré, voire fibré en cercles) est un S'-espace
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principal localement trivial, ou de facon équivalente, £ —— B admet une section
locale en tout point de B. Un morphisme d’espaces principaux est par définition une
application continue S'-équivariante. Enfin, si E — B est un fibré principal et B’ = B
une application continue, le pull-back de E par c est noté E,., ou bien B’ xg E.

IV.4.a Stratégie de construction

Afin de capter entiérement I’homologie du groupe 7', nous souhaitons construire
une application de BT vers AS3. L’application de Greenberg de BF" vers QS? indique
que le modéle de Cohen appliqué & S? est mieux adapté & la géométrie des bracelets
que le modéle appliqué & S? = ¥S2%. Cependant, AS? n’est pas le revétement universel
de AS2

Notons les applications d’évaluation au point-base de S*:
ev': f € AS'+ f(0) €S' i€ {2;3}

La fibration de Hopf h : S* — S? donne lieu & 'application H : f € AS® — ho f € AS2
Ces quatre applications fournissent le diagramme commutatif suivant:

evd

AS? S3
H h
AS? — §?
ev

qui factorise en la composée

AS? %) AS? w, §3 1=K 82

ou
AS% xg2 S? = {(f,z) € AS? x S3|f(0) = h(z)} C AS? x S3

est le pullback du fibré de Hopf par ev?. Il s’agit donc d’un S'-fibré principal au
dessus de AS?, dont le revétement universel n’est autre que AS? et a pour groupe de
revétement 7Z.

Notre stratégie est donc la suivante. On détermine un modéle KS? pour I'espace
AS? xg> S3, en relevant en quelque sorte le modéle de Cohen LS! de AS2 Comme
pour ce dernier, nous développons deux versions de KS?, en utilisant configurations
ordonnées de points et d’intervalles sur R. En passant au revétement universel, on en
déduit rapidement un modéle de AS3.

L’idée de la construction de KS? repose sur les S'-fibrés (Hn)n>1 au dessus des
tores (T?"),>1, construis & partir des groupes de Heisenberg de dimension paire. Une
version combinatoire du fibré de Hopf dont nous donnons maintenant la construction,
provient du fibré ;.
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IV.4.b Du fibré de Heisenberg au fibré de Hopf

Notons (Hs,11,*) le groupe de Heisenberg réel. 1l s’agit de I'espace R* x R* x R
muni du produit:

(z,9,2) * (p,q,7) = (x+p,y+ ¢ z+7r+2-q) (IV.3)

ou x - q représente le produit scalaire des vecteurs = et ¢. Le réseau des entiers
Zopy1 = Z™ X Z™ x Z (noté de cette fagon pour ne pas faire de confusion avec le
groupe commutatif Z?"*!) est un sous-groupe discret de Ho, ;. L’espace des classes
d’équivalence a droite H,, = Hapi1/Zon+1 est la variété de Heisenberg. Remarquons
que H,, est un S'-fibré au dessus du tore T?", non trivial car

Hl(TQn X Sl) = Z2n+1 7é Z2n+1 = Hl(Hn)
L’action sur les fibres s’effectue par translation sur le facteur z.

Le modéle de Cohen utilise la suspension réduite du cercle que I’on verra maintenant

comme le quotient:
N8t =8*="T/=

ou 2 = {0} x S'[]S! x {0} est le bouquet de cercle & deux pétales plongé dans le
tore. On notera m : £ — {0} x {0} et ec : (z,y) € T — x Ay € IS lapplication
de recollement (ou écrasement, d’otl la notation) associée. Nous construisons un fibré
$S1 — ¥S 4 partir du fibré de Heisenberg H; — T? en identifiant isomorphiquement
les fibres au-dessus des génératrices de T?.

Soit (m,n) € Z%, Uy, = {m} x R? et V, = R x {n} x R de sorte que

56 = U(m,n)eZZUm uv, C R?

—_
—

est invariant par Z3 et donne au quotient Cy = He™!(=Z). Considérons I’application:

I : Co — S}
(m,y,2) €U, +— NH1(m, Yy, z) = [2]
(x,n,2) €V, +— Ia(x,n,z) = [z —nx]

Celle-ci est bien définie puisque ﬁ; et 1:[; coincident sur U, N V,,. De plus, pour tout
Y, = (m,y,2) € Up, X,y = (z,n,2) €'V, et A= (a,b,c) € Z3, on a les égalités dans
R3:

,(X,,) * A = I, (X, * A)  (a, b, ab + am)

qui entrainent la Zz-invariance de II. Notons IT : Co — S; lapplication quotient.
Considérons alors I'espace XSS! construit en recollant S§ a H; par II, c’est a dire:

o HlIIS(l) 1
1 — —_ ||
X8t = {XNH(X), X e CO} = So

I

86



On note EC : Hy — $st I'application de recollement associée. Si X et ¥ sont deux
éléments de H; ayant méme image par H alors 1ls ont méme image par m o He. Ceci
permet de définir une application quotient He : £S1 — YS! vérifiant le diagramme
commutatif:

EC —

H, $si
He I/{\e

T ¢ | yg!

Lemme IV.2. L’application He:5S1— S est la projection d’un S'-fibré principal
1somorphe au fibré de Hopf.

Preuve. — Puisque P'application IT est §1\—équivariante, I’action du cercle sur H;
passe au quotient en une action libre sur £S!. C’est donc un S'-espace principal/e\t
I’application EC est un morphisme d’espaces principaux. Il reste a montrer que XS!
est localement trivial.

Remarquons que 'application EC' est un homéomorphisme S!-équivariant en res-
triction au complémentaire de Cy, et d’image le complément/ai\re de la fibre au dessus
du point-base NV de ¥S™. Il fournit ainsi une trivialisation de XS! sur le complémentaire
de N dans XS 1l suffit donc de vérifier la trivialité au voisinage de N

Celle-ci provient d’une trivialisation locale de ?; sur un voisinage de = com-
patible avec les relations 7 et II que nous construisons maintenant. L’application
o= = (He,Il) : He™}(E) — E xS} définit une trivialisation du fibré H; au dessus de Z.
Elle vérifie de plus la relation de compatibilité avec les recollements: ¢z o [l = 7 o p=.
Soit U un voisinage ouvert de = qui se rétracte par déformation sur =, de sorte que ’on
peut prolonger o= en un homéomorphisme S'-équivariant ¢y : He ' (U) — U x S
Celui-ci est compatible avec II et 7 puisqu’il coincide avec = sur He™' () qui est exac-
tement le “support” de II. Il passe donc aux quotients pour donner un S'-isomorphisme
entre EC(U) et ec(U) x S'. C’est une trivialisation locale au voisinage du point-base
de XSt A

On en déduit que YS! est un S!-fibré. L’application ec induit un isomorphisme
entre Hy(T?) et Ho(XS'). Notons o (resp. ) le générateur de Ho(T?) (resp. Ha(XS?)).
Par naturalité de la classe d’Euler, on obtient:

e(X/JS\l),y >=<e(H1),0>=1

On en déduit que les classes d’Euler des fibrés $S1 et S? coincident. Ces deux fibrés
en cercle sont donc isomorphes. [l
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IV.4.c Le modéle de AS? xg2 S3

Dans la suite du texte, si 7 € R, on note r, = (r,7,---,r) € R".

Commencons par I’étude de AS? xg» S®. On remarque d’abord que pour chaque n,
Vespace B, = (SY)™ Xz/nz Fo(n) est inclus dans le quotient du tore (S')" x (S')" par
'action diagonale de Z/nZ. Un S'-fibré naturel et non trivial au dessus de T?" est
la variété de Heisenberg H,,. On va par conséquent construire un modeéle de AS? xg»
S? composé de morceaux ressemblant aux variétés de Heisenberg, recollés par des
applications de projections, a 'instar du modéle de Cohen.

Une sous-variété de H,, tordue par Z/nZ

Considérons a présent

—_

Hy ,=R"x Fy(n) xR

Le sous-groupe

Z:—i—Z = {(.’L‘,y,Z) S Z2n+1 |yl = y]\V/('l/,j)}

de Z,41 agit proprement discontinument et librement par multiplication a droite sur
Hj ., et donne une variété lisse au quotient.

Définition IV.4.1. On note K, le quotient de H, , par Z,,.

On posséde une action de Z/nZ sur K, qui est la suivante. Considérons 'applica-
tion:
Vo Hypy — Hypir
(z,y,2) = (z2, 20, 21), Yooy YUn, 1 + 1), 2+ 1)

Un calcul simple montre que pour X = (z,y,2) € Hy, ., et A= (p,q,7) € Z,},, on
a ’égalité:

(X % A) = (2,9, 2) % (9, ¢, 7)) = (2,9, 2) % (0, q,7) (IV.4)

ot 1 est la classe de 1 modulo n.

Ainsi, 'application -, passe au quotient en une application, toujours notée -y, de
K, dans lui-méme. La condition IV.1 implique que 7, est d’ordre au moins n. De plus,
on a l'égalité:

’YZ(.Z‘, Y, Z) = (.T, Y, Z) * (Om 1n, 0)
ce qui montre que 7, est I'identité sur ’espace K,. L’application v, fournit I’action
suivante:

Z/nZ x K, — K
@, X) = i-X=7KX)

Définition IV.4.2. On note E, le quotient de K, par l'action de Z/nZ.
Cet espace est muni de la topologie quotient.
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Recollement des sous-variétés tordues

Nous sommes en mesure de construire le modéle de AS? xg: S? en se placant sur

I'union disjointe
K =]]E.
n>1

On munit cet espace de la relation d’équivalence ~ engendrée par les relations ~P

2
définies comme suit.
Siz=(x1,,2i1,0,Z41, -+, %), et X = (z,y, 2) € E,, on pose:

(z,, 2)~0 (2%, 3, 2) =TI (X) (IV.5)

ol (ac%, Yt z) est un élément de E,,_;.

Définition IV.4.3. (Modéle combinatoire de AS? xg2 S?)
On note:

KS*=K/ ~
et p la projection de K sur KS? La classe d’équivalence de (z,y, z) € K sera notée
[z, y, z].

Notons enfin les égalités, pour X = [z,v, 2| vérifiant z; = 0,
T (- X) = oy - T (X)) si G > 2 (IV.6)

et
7 (y, - X) =TIL(X) * (0,0,—1) sii =1 (IV.7)

Cette remarque nous permet dans les calculs de quotienter et de faire agir des
permutations cycliques sans se soucier du sens dans lequel s’effectue cette double opé-
ration.

On munit K de la topologie faible et KS? de la topoﬁg&g quotient. Nous avons

ainsi défini un espace topologique combinatoire utilisant Fy(n). La méme manipula-

tion en remplacant Fy(n) par Fy(S', n) conduit & un autre espace combinatoire. Pour
distinguer ces deux modéles, les espaces et les applications relatifs au modéle des
points seront indexés par un point gras en bas. Par exemple, on note (Hy, ;)s =

R" x Fy(n) x Ret Hy, ., =R* x Fy(S!,n) x R.

Le fibré combinatoire AS? xg: S? — AS?

Soit n > 1. On posséde les projections suivantes:
pn: (7,d,2) € Hy oy — [x,a] € (SY)™ x Fy(S', n)
(pn)° : (.fC,y,Z) € (H;;H—I)O = [xay] € (Sl)n X F()(TL)
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Proposition IV.1. L’application p : KS* — LS (resp. p. : (KS?),) définie par
P(X) = pu(X) (resp. pe(X) = (pn)e(X) si X € E, (resp. X € (E,). est définie et
continue.

Prewve. - Si (X, A) € Hy, .y X Z,,, alors on a par définition de p,, de la loi x, et
Yn, les égalités p, (X * A) = pn(X) et pu(Yn - X) = Yo - Pr(X). Par conséquent, p, passe
aux quotients en une application continue p,, : F, — B,.

Les applications p, sont compatibles avec les relations d’équivalence 7¢ en bas et IT¢,
en haut. En effet, si z; = 0, on a 1’égalité p, ., (I}, (X)) = 7’ (p,(X)). L’application p est
donc bien définie. De plus, chaque application p,, est continue et puisque KS? et LS*!
sont munis de la topologie faible, I’application p est continue. Les mémes arguments
s’appliquent a p,. Il

Notons que les applications (Mil™), > fournissent le diagramme commutatif sui-
vant: o

Kz 20 (KS?),

p De
Mil
Is' — " . I8!

On relie maintenant le modéle des intervalles KS? & I’espace AS? xg:S3, via le fibré
YSL Soit X = (z,a,z2) € Hy, ., tel que k, € a; (k, a été défini a la fin de IV.3.b) et
posons

dn(X) = l% yla), —z + kq Z[ﬂﬁk -z + z_:[ﬂﬁi - -’Ek]]

+

Notons a; (resp. a; ) la borne supérieure (resp. inférieure) de l'intervalle a;. La dé-

finition de I, et la continuité de la fonction § impliquent que d,(X) converge vers

0,0, —2+ked> p 1Tk — D py xk] lorsque a; tend vers k,, mais aussi lorsque aj,,
tend vers k,. On pose donc

dn(X) = lo,o, —z+kq ixk - Za}k]
k=1 k=1

si I'entier k, est dans I'intervalle [a;"; a7 ).

Lemme IV.3. L’application d, est continue sur Hy, , et passe auz quotients suc-
cessifs par Z,’;LZ et Z/nZ. Pour tout couple (n,i) € N*x < 1;n >, on a l’égalité

dn_1 o 11" = d,,, ce qui fournit une application continue d : KS? — 5SS donnant le
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diagramme commutatif:

~

(¢, d)

KS? S0 ASS! xyq 58T P2 L TSI

P pri I—ffe

ev?

st °© . AYS! ¥S!

Preuve. — Par construction, I'application cz; est continue sauf éventuellement aux
points X = (z, a, z) vérifiant s, = Sup(a,) € Z. Le point intéressant se trouve encore
lorsque s, tend vers un entier p supérieurement. Si s, = p + € avec € positif et proche
de 0, on a k, =p € a,. On a donc

~

n(X) =

=8

T, §(a), —z + pZ[xk — o) + Z_:[xn - xk]]

Lorsque ¢ tend vers 0, I'expression de droite tend vers [0,0,—z+ (p — 1) Y p_, xkl.
Lorsque s, = p, on a k, = s, — 1 =p— 1, et dans ce cas, on a

CZ;L(X) = !ana —z+ (p_ 1)%-@9]

ce qui montre la continuité de CZ;L

En utilisant essentiellement les égalités y(a + q) = 9(a) — ng, kotrq = ko + g pour
q € Z et la projection ICIVQ, on obtient sans difficulté 'invariance de cz; par ’action de
Zt.,. De méme, légalité §(7y - a) = §(a) — 1 (ol 7 est générateur de Z/nZ) entraine
I'invariance par Z/nZ.

La relation CE: oIl = ci; provient de la définition de ﬁ; Enfin, la commutativité
des diagrammes est une conséquence de celle du diagramme énoncé au lemme IV.1. [

Corollaire IV.1. KS? est l’espace total d’un S'-fibré principal au dessus de LS.

Notons que AS? xg2 S? — AS? est isomorphe au fibré AXS? xyq1 $S1 —» AYSL
L’action de la fibre sur AS? xg2 S? (resp. sur AXLS! Xy X/?S\l) se fait uniquement sur
S? par I'action sur le fibré de Hopf (resp. sur TSt par [s] - [z,y, 2] = [z,y, 2 — s]).

Preuve. — Quitte & considérer I'action du cercle [z,y, 2] - [s] = [z, y, 2 — s] sur $S1,
on peut supposer que les applications cz; et d sont Sl-équivariantes. Elles fournissent
donc des isomorphismes en restriction aux fibres p,'(z) (resp. p~'(z)).
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Fixons n > 0. Puisque He o d,, = ¢, o p,, on a le diagramme suivant:

(pna CZ;L)

E, £S1-
pn p7“1
id
B, — B,

ou pr; est la projection sur le premier facteur. La fléche de droite est un S'-fibré et nous
souhaitons qu’il en soit de méme pour celle de gauche. Considérons une trivialisation
locale de E/]S\la. Soit U, C B, un ouvert trivialisant du fibré pull-back E/]S\la. Il
existe un homéomorphisme S'-équivariant ¢y, : pri'(U,) — U, x S’ Le diagramme
précédent couplée a la surjecivité de p, et a la S'-équivariance de ¢y, o C/l;‘pb—l(Un)

entraine que ¢y, o dy : P, Y(U,) — U, x S! est un homéomorphisme tel que pr; o (¢, ©
cz;) = p,, de sorte que c’est une trivialisation S'-équivariante de E,, au dessus de U,,.
On en déduit que E, est un S'-fibré principal au dessus de B,,.

Pour montrer que KS? est un S'-fibré principal, on procéde de maniére zln\alogue.
Il faut considérer un ouvert trivialisant U = [[ U,/ ~ du fibré (AXS* xyg1 XS1)z, tel
que chaque U, soit trivialisant pour le fibré E,,. On conclut grace a la S-équivariance
des applications de recollement IT? . Il

Le résultat suivant peut se montrer directement en utilisant les suites exactes en
homotopie associées aux fibrés KS? et AS? xg2 S3. En effet, I’application de Cohen ¢
est une équivalence d’homotopie. Le lemme du serpent permettrait de conclure que
¢ 'est également. Nous préférons cependant donner une preuve invoquant les classes
d’Euler de chacuns des deux fibrés. La motivation de cette preuve est le point 3. que
Pon utilisera pour montrer (corollaire IV.5) la nullité du cocycle p introduit dans la
proposition IV 4.

Théoréme IV.7. L’espace total du fibré en cercle KS? — LS! est faiblement homo-
topiquement équivalent a celui de AS? x5 S3 — AS2.

Preuve. — L’argument est algébrique et porte sur les classes d’Euler de ces deux
fibrés. En effet, les bases de ces deux fibrés sont homotopiquement équivalents d’aprés
le théoréme IV.6. Par ailleurs, un S'-fibré p : E — B est classifié par sa classe d’Euler
e(E) qui est un élément de H?(B;Z). 1l suffit donc de montrer que le pull-back de
e(AS? xg2 S?) par I’application ¢ coincide avec e(KS?), c’est a dire de prouver ’égalité
e(KS?) = c*e(AS? xg2 S?). Si E — B est un fibré en cercle de classe d’Euler e(FE),
on notera également e(E) : Ho(B) — Z un représentant de e(E) € H?*(B;Z), qui
consiste en une application de Z-modules. L’évaluation de e(F) sur un cycle u, est
notée < e(E),u >.

Connaissant ’homologie de AS?, on exhibe un représentant explicite de e(AS? xg»
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S?). La fibration QS? Iy AS? %% S? donne la suite exacte en homologie:

0 = Hy(QS%) = Z 3 Hy(AS?) %% H,y(S) = Z — 0 (IV.8)

N _ 2 _
ol ig(x) = (2,0) et evi(z,y) =y.
On va montrer successivement les affirmations suivantes:

Ker e(AS? xg2 S3) = H,(QS?).

Ker c*e(AS? xg2 S3) = 1™ (Ho(JS1)).
Kere(KS?) D "™ (Hy(JSY)).

c*e(AS? xg2 S3) = e(KS?).

=W =

Point 1: Puisque AS? xg.S? est le pull-back du fibré de Hopf, on a e(AS? xg:S?) =
e(S?) o ev? en tant qu’éléments de Homg(Ho(AS?),Z). De la suite exacte IV.8 On
déduit Ker[e(AS? xg2 S?)] = H,(2S?), ce qui montre le point 1.

Point 2: Le point 1. implique le point 2. de la maniére suivante. Considérons le
diagramme commutatif suivant:

Jst L. os?
Z'comb { i {
c
LS' —~ AS?
ol 7 est I'inclusion et ™ est I’application définie par:

i (z) = (z, ([ur(2); urs1(2)]) ke<on-1>)

ou u;(x) = % Il donne en homologie de degré 2 I'égalité ip 0 jo = ¢y 0 75°™.

Or ¢y est un isomorphisme de Z-modules. On en déduit que 1. implique 2.

Point 3: Pour montrer le point 3. considérons le pull-back du fibré K'S? par I’ap-
plication 7¢°™?:

I1S? = {(u, [z, q, 2]) € JS' x KS2|i®"(u) = (2], [a]) }

-comb

Remarquons que I’application % est continue & valeurs dans (S!)" x Fy(St,n),
(les intervalles [u;(u);u;y1(u)] forment une partition de [0;1]). On note a(u) cette
configuration ordonnée d’intervalles. L’application

k:(u,[z]) € JS' x St (u, [z, a(u), 2]) € IS?

est alors un morphisme de S*-fibré au dessus de JS! et admet pour réciproque
l:(u,[z,y,2]) € IS* = (u,[2]) € JS! x St
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ce qui démontre que IS? est le fibré trivial sur JS'. On a ainsi i®™" (e(KS?)) =
e(IS?%) = 0, ce qui implique que si x = 5™ (y) € Hy(JS?), alors e(KS?)(z) = e(KS?)o
i2(y) = 0, et ceci démontre le point 3.

Point 4: Pour le dernier point, on évalue la classe d’Euler de chaque fibré sur le
2-cycle non nul représentant le tore T> = S! x Fy(1) — LS! dans Hyo(LS') = Z & Z.
Notons ce cycle u = (p, q).

e Calcul de < c¢*e(AS? xg2 S%),u >:

L’application composée

LS' 5 AS?29S §?

restreinte a T? est de degré 1, puisque elle contracte les cercles S' x {0} et {0} x S! sur
le pole nord N de la sphére, et envoie le complémentaire de leur union homéomorphi-
quement sur S?\ { N}. Elle envoie donc le générateur u de Ho(LS') sur le générateur w
de Hy(S?). Par naturalité de la classe d’Euler, le diagramme commutatif de S'-fibrés:

cAS? xg2 S — AS? xg: S* —— §°

L

LS AS?2 Y, g2

donne légalité < c*e(AS? xg2 S?),u >=< e(S?),w >= 1 puisque w est générateur de
Hy(S?).

e Calcul de < e(KS?),u >:
La restriction du fibré KS? — LS' au tore S' x Fy(1) est exactement le fibré de
Heisenberg Hi = Hs/Z3. Sa classe d’Euler évaluée sur le cycle u.

Notons A = c*e(AS? xg2S3) et B = ¢(KS?) les applications de Z-modules. Il existe
(a1, a,bi,bo) € Z* tel que:

A(z,y) = a1z + axy et B(z,y) = bz + boy

Les points 2. et 3. impliquent successivement a; = 0 et b; = 0 puisque Hy(JS') = Z&0.
Puisque < A,u >= 1 =< B,u >, on obtient ay = b, donc A = B. On en déduit le
point 4. ce qui prouve le théoréme. Il

Proposition IV.2. L’espace (KS?), est un S'-fibré principal au dessus de (LS'),
faiblement homotopiquement équivalent ¢ AS? xg2 S3.

Preuve. — Montrons que I'action du cercle est libre sur (KS?),. Soit X € (KS?),
et s € R tel que X - [s] = X. Soit X,, et X,, deux représentants de X dans (E,,).
et (E,)e. Les éléments X, et X, ont nécessairement le méme nombre d’éléments z;
non nuls. Soit X* (resp. X¥) 'image de X, (resp. X,,) aprés quotients successifs par
des projections de type IT¢, ot k est le nombre communs de coordonnées x; non-nuls.
Notons Xy, = [1, , Tmy Y1, s Ym, 2] €6 Xp = [@], -, 2,91, -+, yh, 2']. Quitte &
permuter cycliquement par Z/mZ et Z/nZ, et a changer z et z', on peut supposer que
x; = . Puisque les applications I} ne change pas la composante en z, les éléments
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Xk et X¥ ne dépendent pas de 1'ordre dans lequel s’effectue les projections. De plus,
ces projections sont S'-équivariantes, ce qui implique légalité X% = XF .[s] dans
(Ex)s, et entraine (P’action est libre sur chaque (E,).) que [s] = 0. L’espace KS? est
donc un S'-espace principal.

Pour montrer que KS? est un fibré principal, il reste & montrer sa trivialité locale.
On filtre K'S2 (resp. LS,) par les sous-espaces ((Fin)e)m>0 (tesp. ((Dm)e)mso définies
par (Fip)e = 11 o(En)e/ ~m (resp. (Dm)e = [1(Bn)e/ ~m), 0l ~p, est la trace
de la relation d’équivalence ~ sur les unions finies respectives. Puis on montre, par
récurrence sur m, que (F),), est un fibré principal de base (D,,).. KS? — LS! apparait
comme la limite inductive des S'-fibrés principaux (Fy,)e — (Dp)e sous les inclusions
(Fm)e C (Fimt1)e- Le passage du rang n au rang n + 1 se traite de maniére analogue a
la preuve du lemme IV.2, en utilisant le diagramme commutatif:

(Emt1)e — (Fim)e H (E?n—{—l)' = (Fm+1)e

(IIm+1),

(Bmt1)e — (Dim)e H (B?n—f—l)' = (Dimt1)e

(7|—m+1).

et en remarquant que l'application de recollement (II™*1), est S'-équivariante et donne
au quotient 7ML,

De plus, ’application Mil fournit une équivalence faible d’homotopie entre KS? et
KS2. On conclut alors grace au théoréme IV.7. O

La démonstration précédente n’est pas complétement détaillée. Remarquons ce-
pendant que le corollaire IV.1 va dans le sens du résultat. En effet, celui-ci dit que le
pull-back de la fleche (K'S?), — (LS?). par 'application Mil (voir le diagramme aprés
la proposition IV.1) est un S*-fibré principal.

IV.4.d Le modéle de AS?

On commence par une proposition.

Proposition IV.3. II;(KS?) = I1;(AS? x5: S%) = Z
Preuve. — La premiére égalité découle du théoréme précédent. Pour la deuxiéme,
on construit un quotient de type AS?/Z homéomorphe a AS? xg S3.

Considérons l'action naturelle de Z sur AS? suivante. Soit k € Z, et f un élément
de AS3. On définit alors

k- f:exp(iz) € S' — k- f(x) = exp(ikz) f (exp(iz)) € S*

ol St est vu comme le cercle unité dans le plan complexe et S® la sphére unité de C2.
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Cette action est libre et proprement discontinue puisque l’'inégalité triangulaire
couplée aux égalités Sup,cqi|1 — exp(ikz)| = 2 pour k # 0, implique k - Boo(f;1) N
w(f;1) = 0. Comme AS? est simplement connexe, on obtient IT;(AS®/Z) = Z
Par ailleurs, I'application f € AS® — (ho f, f(0)) € AS? xg2 S? est Sl-invariante et
donne au qoutient un homéomorphisme entre AS3/Z et AS? xg2 S? ce qui entraine la
seconde égalité. U
Rappelons que z - y désigne le produit scalaire euclidien dans R". Posons

MS? = {([z,y,7],1) € KS* x R| [z - 1,] = [t]} € KS” xR
et (MS?), son analogue défini & partir de (KS?),. On a alors le corollaire suivant.

Corollaire IV.2. Les espaces MS? et (MS?), sont faiblement homotopiquement équi-
valents a l’espace AS®.

Preuve. — Par construction, ’espace M'S? est un revétement de groupe Z au dessus
de KS? Mais d’aprés la proposition 1V.3, II;(KS?) est aussi Z. On en déduit que
MS? est le revétement universel de KS2. Le théoréme IV.7 implique alors que MS?
est homotopiquement équivalent au revétement universel de AS? xg2S? qui est AS3. O

IV.5 Une application de BT dans AS3

En suivant la stratégie de P.Greenberg décrite au paragraphe IV.2, nous utilisons les
modéles de BT et de AS® que sont respectivement Gr /T et (MS ) pour construire
I’application désirée.

IV.5.a Fonctions de décalage

Soit f € Gr et z € bk(f) C Q. Rappelons que D,f = (fr)~1fL est une trans-
formation parabolique (fixant x) qui mesure le défaut pour f d’étre PSLyR au voisi-
nage de z. Puisque PSLyZ agit transitivement sur @, il existe v € PSLyZ envoyant
x sur oo. Le conjugué vD,fy ! est un parabolique en co. Il est donc de la forme
z € RU{ox} — 2+ dy(f) € RU{oo}. La partie de translation d,(f) ne dépend pas
de v € PSLyZ, car les éléments hyperboliques de PSLsZ ne fixent pas de rationnels.

Définition IV.5.1. (Fonctlons de décalage)

Soit z € Q, la fonction d, gr — R est appelée fonction de décalage en z. C’est une
fonction continue qui mesure quantitativement le défaut d’étre PSLsR au voisinage
de .

Le lemme suivant donne une formule de dérivation (déja formulée dans |Gred|)
pour cette famille de fonctions et la relie aux coordonnées horocycliques.

Lemme IV.4. Pour tout (f,7,x) € Grx T x @, on a l’égalité:
dy(f ©7) = dya(f) + du(7) (Iv.9)
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De plus, si f € 9/7; et x € S,, on a l’égalité

Enfin la fonction somme:

o feGr= Y di(f)€R

z€bk(f)
est continue et invariante par le groupe T.

Preuve. — Par définition, nous avons D,(f o) = (7%)7'D,..(f)7.. En prenant
p1 € PSLyZ tel que p; -z = oo et po = py o (74)71, on a les égalités

PiDo(fov)prt =tay(royy » P2Dra(F)Py' =ta . €t p1Ds(Y)pr" = ta(y)

ou t, désigne la translation z — z+ a. En écrivant D, (f o) = Dy (7)(74) "' Dyu ()L,
on obtient par unicité de la conjugaison par PSLsZ,

by (for) = Udyu(f) © Lda(y)

On en déduit ainsi 1’égalité IV.9.

Pour la seconde égalité, soit z € S, et notons z~ et z* les voisins immédiats
a gauche et a droite de x parmis les éléments de S,,. Considérons P € PSLyZ et
Q € PSLyR tels que P(x) = oo et Q(f(z)) = co. L’élément Qf P~ est un élément de
Gr puisque P € PSLyZ. De sorte que Do (QfP™') est bien défini et égal & PD,fP~!
puisque @ € PSLyR. Ainsi, on a Do (QfP™Y) = ta,(p)-

De plus, Qf P! fixe I'infini. 1 est donc du type z — a?z + d*a (resp. z — a?z +
d~a) sur l'intervalle [oo; P(z7)] (resp. [P(z7); 00]2 On calcule alors explicitement que
Doo(QfP™1) = tys_g, ce qui entraine d,(f) = %

Calculons les coordonnées horocycliques de f et de id en z. Puisque P est un
élément de PSLyZ, on a:

ot h est la hauteur de ’horocycle P - hE basé en I’infini. De méme, on a:

QI@) gy P(xt)—P(x~) dt —d-

lo(f - bn) :lw(Qf'bn):/Qf( v @h h R

puisque Q € PSLyR et que QfP~! transforme I’horocycle de hauteur h en I’horocycle
de hauteur a?h.

On obtient donc I, (f - b,) —1;(bn) = d”T(f). Enfin, P étant dans PSLyZ, ’horcocycle
P(hL) est de Ford. Etant basé en oo, il est & la hauteur 1 sur le demi-plan de Poincaré,
ce qui entraine le résultat.
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Concernant la fonction somme, celle-ci est continue pour la topologie faible de é;
Pour l'invariance par 7', il suffit de remarquer que o est un morphisme de groupes en
vertu de la formule IV.9, puis que cette fonction vaut 0, évaluée sur les deux générateurs
a et § de T, vus en introduction (voir |[Loc-Sch| pour une présentation de 7" ayant
pour systéme de générateurs {a; 8} et cing relations). O

IV.5.b Construction de & : Gr — (KS?).

Soit f € é; et = (x1,---,2,) une indexation de ses points de coupure. Notons
f(z) la configuration ordonnée des images par f de ses points de coupures aprés appli-
cation de la fonction [tan(r-)]~! (donnée en IV.1.a). Ainsi, f(Z) = (f(x1), -, f(zn))
est un élément de Fy(n). De méme, on note en abrégé dz(f) = (dy, f,---,ds, f) € R
et [dz(f)] son projeté sur le tore T".

Notons ¢(f) = [dz(f), f(Z)] € (Bn)e. Cette définition ne dépend pas du premier
point de coupure choisi car (B,,). est le quotient de (S')" x Fy(n) par Z/nZ. De plus,
I'ajout de faux points de coupure z’ (dans ce cas d, f = 0) ne change pas la définition de

#(f) vu comme élément de (LS'),. On a donc défini une application ¢ : Gr — (LSY),.
Lemme IV.5. ¢ est continue et invariante par T .

Preuve. — Pour la continuité, il suffit de montrer que Vn, ¢, = gb@\n est continue,
mais ceci est vrai puisque chaque fonction de coordonnée f € @; — d,f € Ret
fegr,— f(xr) € St pour x € S, est continue.

Pour la T-invariance, soit (f,v) € é; X T. On peut supposer, quitte a ajouter
de faux points de coupure, avoir bk(f o) = v (bk(f)) U bk(y) = (y1,---,yx)- Si
v & v (bk(f)), on a ny,(f oy) =ny,(y) € Z. On peut donc simplifier 'expression de
&(f), en utilisant la relation d’équivalence sur (LS!), jusqu’a obtenir

¢(f07) = [d’wil(f)"’d’yyis(f)afO’y(yil)v'"7f07(yis)]

avec Y- bk(f) = (yi,, -+, ¥i,). Aprés le changement d’indices y = v~ ! - z, on obtient
o(f o) = 8(f). O

Nous souhaitons relever cette application a (KS?),. Remarquons que I’application
¢, a card(bk(f)) = n fixé, transite par 'espace R" Xz /,zFo(n) qui a le type d’homotopie
du cercle. Un S*-fibré au dessus de cet espace est donc trivial. Par exemple le fibré

1

E, = Z/nZ\ [R" Fo(n) x R| /2,

(ot l'action de Z, est donnée par [z,y, 2] * (¢,7) = [z,y + ¢,z + 7 + ¢ 2;]) admet
pour section trivial I’application:

[x7y] € R" XZ/nZ FO(n) = [m,gj,x ) g] € E7I"L

ol 7 est un relevé de y et ol x - § désigne le produit scalaire entre x et .
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On note f(\;_) € Fy(n) un relevé a priori quelconque de f(Z). A I'aide de la remarque
précédente, on définit ’application suivante:
: Gr — (KS?).
[ 1de(f), f(2),da(f) - ()]

Cette application ne dépend pas du relevé choisi, ni méme de I'ordre d’indexation
les points de coupure de f Pour le voir, il suffit de remplacer dans ’expression de

®(f) le terme f( ) par 7y - f( ) ol 7y agit sur Fy(n) comme suit:

7'(y15"'ayn):(y2:"'aynay1+1)

On peut également ajouter des faux points de coupure, ce qui n’altére pas le produit
scalaire et est donc compatible avec les projections (II?),. Rappelons que I'action du
cercle relative au S'-fibré (K'S?), est donnée par la formule [z, v, 2] - [s] = [z,y, 2 + s].

Proposition IV.4. L’application ® est un relevé continu de ¢ et vérifie la formule
suivante:

O(fov)=a(f)  u(v)(f) (Iv.11)

ot
Z dy(7)f(vy) € S! (IV.12)

YyEbE(Y)

Preuve. — Remarquons d’abord que l'expression de u(y)(f) est bien définie sur le
cercle S! = R/Z car les nombre d,(7y) sont des entiers. La continuité de ® se traite
de méme maniére que celle de ¢, en notant que, puisque ’application ne dépend pas
des relevés choisis, on peut prendre ceux-ci de sorte qu’ils dépendent continument de
f localement. L’égalité p, o ¢ = ® est immeédiate.

Il reste & montrer la formule IV.ll/.QBitte a ajouter d/e@oints de coupure, on peut

supposer que ®(f o) = [dz(f 07), f o v(2),dz(f o) - f o v(2)] ou bk(y) Uy~ 'bk(f) =

(z1,++, 2p) = z. D’apreés la formule IV.9, on a
ds(for)-for(m)= ) dy(f) + > o)
ev—Lbk(f) 2€bk(y)
Notons J% < f@ < -+ < f(xn) un relevé de f(z) ou Z est une configuration

ordonnée des points de coupure de f, et foy(y;) < -+ < m(yn) un relevé de
(f ov)(§) ou 7 est une configuration ordonnée de I’ensemble y~1bk(f). Puisque
présérve l'orientation, il existe un entier £ tel que yy; = zx4; pour tout i € Z/nZ. On
obtient alors:

b x; si 1<i<n—k
forly =4 Alw) s s .
f@ir)+1 si n—k+1<i<n
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Revenons & ®. On peut supprimer, dans 'expression de ®(f o «y), les termes relatifs
aux points n’appartenant pas a v !bk(f), car en ces points, le décalage de f o~y est un
entier. On obtient donc, aprés projections successives par les 117, I’expression suivante:

(I)(fO’y): [ d'Yyl(f)?”'5%f)7f07(y1)7"'7f:/\’)\//@n)7 ]
231 e () £o7(W0) + 2semny) 4 () £ o (2)

e~ e~

En remplagant f o y(y;) par son expression en fonction de f(x;;), on obtient:

() ()]

—_—

S das (f) fl@) + 3p, oy (f)

Mais le premier terme du membre de droite est exactement v* - ®(f), ou 7, est le
générateur de laction de Z/nZ sur (KC,).. On en déduit la proposition. O

B(f 07) = l dowafs s dafs J@ri1), o F(@a), flog) +1,f(@e) +1,

Le défaut d’invariance de Iapplication ®, mesuré par p(y)(f) s’interpréte trés na-
turellement dans le probléme de classification des fibrés en cercles sur Gr/T. Nous
rappelons maintenant le contexte général de ce probléme.

IV.5.c Nature cohomologique du probléme de relévement de ¢

Soit p : X = X un revétement de groupe 7" agissant a droite sur X. L’espace des
applications continues de X dans S' (appelons le M) est un groupe abélien muni d’une
action & gauche de T définie par:

veos:feXs(f-y)eSt V(7)) €GrxT

Il s’agit en particulier d’un 7-module & gauche. On peut alors définir la cohomologie
du groupe 1" & coéfficients dans M. Nous prendrons le point de vue des cochaines non-
homogeénes. Par exemple, 1'espace des 1-cochaines est C*(T; M) = Map(T; M). Un
1-cocycle est une 1-cochaine vérifiant p(y172) = 71 - p(72) + p(71)- Un 1-cobord est une
1-cochaine admettant une primitive, c’est a dire une O-cochaine s € C°(T; M) = M
telle que y-s—s = u(7y). Un cobord est nécessairement un cocycle. Le premier groupe
de cohomologie H*(T; M) est I’ensemble des cocycles quotienté par les cobords.

Théoréme IV.8. Il eriste une correspondance biunivoque entre H(T; M) et l’en-
semble des S'-fibrés sur X dont le pull-back sur X est trivial.

Une maniére de construire un tel fibré a partir d’un cocycle u est de suspendre le
fibré trivial X x S!. Plus précisément, le groupe T agit sur ce produit. L’action est
donné par:

fy-(alc,s)eTx()A(:><Sl)+—>(:1:-fy,,u(*y)(ac)+s)E)A(JXS1
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Le quotient X xSt est un fibré en cercle sur X dont le pull-back par I'application de
revétement n’est autre que le produit X x S™. N

Réciproquement, si I'on se donne un tel fibré £ — X. Soit s : X — p*(E) une
section du pull-back de E (trivial par hypothése). L’application s n’est pas invariante
par T si E n’est pas trivial. Soit (y,z) € T X X. Puisque z - v et z ont méme image
par p, leurs images par s sont sur la méme fibre. Notons u(y)(z) = s(z - v) — s(x).
Cela définit un cocycle u dans H(T; M), qui ne dépend pas de la section s. On peut
montrer que ces deux constructions sont inverses I’'une de I’autre.

Revenons a notre probléme initial. Il s’agit d’un cas concret du probléme précé-
dent pour gr =X et gr/T X. L’application ® est une section du fibré pull-back
¢*((KS?),). La méthode précédente (cas général), pour construire le cocycle p corres-
pond exactement a la facon dont nous avons calculé le défaut d’invariance de ®.

Lemme IV.6. L’application p est un 1-cocycle.
Preuve. — 11 suffit de montrer que du = 0. Soit (71,72, f) € T? x Gr. Par définition

de p, on a p(y1,72)(f) = D e de(1172) fon172(x). En utilisant I'égalité IV.9 appliquée
a 71 0 9, on obtient:

PO () =D dpa(m)fomn(re-2) + Y da(32)(f 0 11) 0 72(2)
xe@ xe(@

Le premier membre de droite est égal a p(y1)(f) aprés avoir effectué le changement
de variable y = 7y, - z. Le second est exactement j(7;) évalué en f o+, ce qui démontre

que p(m72)(f) =7 - w(1)(f) + p(1)(f). On a ainsi du = 0. O

Nous allons montrer dans la section IV.6.b que ce cocycle est nul. Soit € une
primitive de pu, c’est a dire un élément du 7-module M tel que:

pN(f) =s(for) —s(f) Y(f,7)€GrxT

Considérons I'application modifice &g = & - 0 : Gr — (K'S?), définie par:

o~ —_

@y (f) = [dz(f), f(7), dz(f) - F(Z) + O(f)]

La formule IV.11 dans la proposition IV.4 entraine que pour toute primitive 6, I'ap-
plication ®4 est invariante par 7.

On a ainsi, par passage au quotient, définie une application continue de gr /T a
valeurs dans le modéle (des points) de AS? xg2 S3.

IV.5.d Procédé de construction de Borel

Si ' est un groupe topologique opérant continuement sur un espace topologique X,
on peut convertir son action en une action libre sur un espace X' homotopiquement
équivalent & X. Considérons le I'-fibré universel ET' — BT (défini & homotopie prés).
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C’est a dire que tout I'-fibré s’obtient comme pull-back de ce fibré. Le groupe I' agit
librement sur ET' pour donner au quotient BI' = ET'/T, le classifiant homotopique
du groupe I'. Soit X' = X x ET sur lequel I' agit diagonalement. L’action de I'
sur le second terme assure que I' agit librement sur ce produit, et puisque ET' est
contractile, X' est homotopiquement équivalent & X. Ce procédé s’appelle procédé
de construction de Borel et permet donc de contourner dans certaines situations les
problémes de symétries apparaissant lors de ’étude d’actions de groupes.

IV.5.e La S'-équivariance de 1

La fonction somme ¢ (lemme IV.4), permet de relever I'application ® a (MS?),
par ’application continue:

Pour calculer ’homologie de T puis celle de T & partir de celle de T, il faut quo-
tienter BT par une action de S'. Celle-ci n’étant pas libre, on applique la construction
de Borel. .

Le cercle S' = PSO,(R) C PSL,R agit sur Gr par composition a gauche. De plus,
I'application tan(w-) : * € R/Z — tan(rx) € RU {0} est Sl-équivariante pour les
actions du cercle par translation ¢t — t + s sur R/Z et par PSOy(R) sur R U {oo}.
[’action passe au quotient é; /T

S! x Gr/T — Gr/T
(Is] » f) = [sl-f=pgof
ou
cos(ms) —sin(ms)

sin(ms)  cos(ws) € PSO>(R)

Pls) =

Puisque (MS?), est homotopiquement équivalent a 1’espace des lacets de la sphére
S3, il posséde I’action naturelle du cercle suivante:

st ox  (MS?, — (MS?),
(sl (zy2lw) = (z,y+s 2+ sul,u)

Celle-ci est bien définie. En effet, si s — s =k € Z et ([z,y, 2],u) € (MS?),, on a
[SI] : ([mvy: Z]: ’U,) = ([xvy + 5,2+ SU] * (07 ka 0)7“) = [8] : ([33, Y, Z], U)
car u = Y| x; et cette derniére condition est préservée par action de S'.

Lemme IV.7. I application v : Gr — (MS?), est S'-équivariante.
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Preuve. — Celle-ci provient directement de la S'-équivariance de la fonction tan(r-)
couplée & l'invariance des fonctions de décalage pour 'action de PSLsR sur Gr par
composition a gauche. O

Concernant la version modifiée de v, on admet ’hypothése suivante sur la primitive
6 du cocycle p. On donnera une preuve de la nullité de [u] a la fin de IV.6.b (corollaire
IV.5).

e (SLINV): “Il existe une primitive  de y, invariante pour I’action du cercle”.

Corollaire IV.3. L’application 1y = (®g, o) est S'-équivariante et invariante par T.

Preuve. — L’invariance de 6 par S* couplée a la Sl—équivariggce de 1 entraine celle
de 1)y. L’invariance par T provient de celles de ® - 0 et de 0 : Gr — R. U

Muni de I'application S'-équivariante g : a/T — AS3, on définit Papplication

continue suivante:

Wp xg1id: Gr/T xsi ES' —  LS3
(f,x) = (Yo(f), )

Dans la suite du texte, on omettra l'indice 6 dans .

IV.6 L’isomorphisme en homologie entiére

Cette section est entiérement consacré a la démonstration du:

Théoréme IV.9. L’application 1 donne un isomorphisme en homologie entiére.

IV.6.a Stratégie: la connaissance des structures de H,

L’idée de démonstration est la suivante. Puisque nous savons déja que les homolo-
gies du groupe 7' et de I'espace des lacets AS?3 sont isomorphes, il suffit de trouver des
générateurs libres de H,(BT) , dont les images par v, sont les générateurs libres de
H,.(AS?). A premiére vue, cette stratégie semble quelque peu insatisfaisante puisque
elle utilise la connaissance d’un tel isomorphisme. Cependant, le but de cette partie
n’est pas tant une nouvelle démonstration du théoréme IV.1, qu’'une interprétation
géométrique, via les outils de la géométrie CPP, du résultat. Rappelons la structure

de 'homologie de AS?. Puisque AS? est homéomorphe au produit 2S® x S3, (1a sphére
S? est muni d’une structure de groupe) la formule de Kunneth donne:

H,(AS?) = H,(OS?) @ H,(S?
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Puisque 2S? est muni d’une opération produit continue, la composition des chemins
(on dit qu’il s’agit d’un H-espace), son homologie bénéficie d’une structure algébrique
supplémentaire, le produit de Pontryagin. Il s’agit de la composition des applications

H,(QS?) ® H,(0S%) 5 H,(QS? x OS?) 3 H,(QS?)

ol X désigne le produit croisé en homologie et o la composition des chemins dans
I'espace QS3.

Ainsi, via le modéle de James JS? dont la H-structure est définie par la conca-
ténation des mots, on obtient que H,(QS3) = Z[u] est anneau des polynomes a
coefficients dans Z, ayant pour générateur, I'image du générateur de Hy(S?) par ’ap-
plication S? — JS? Finalement, on obtient les groupes d’homologie de AS? (et ceux
de T):

H,(AS*7Z)=7= H,(BT;Z) Vn>1

Nous adoptons la démarche suivante.

En IV.6.b, on construit un tore T? dans l'espace Gr /T, dont la classe en homologie
o est le générateur de Hy(Gr/T).

En IV.6.c, on montre que () est le générateur de Hy((MS?),), en utilisant le
produit de Pontryagin.

En IV.6.d, on prouve, par un procédé de saturation par la fibre, pour les St-
fibrations (obtenues par le procédé de Borel) associées aux espaces Gr/T et (MS?),,
que v envoie le générateur de Hz(Gr/T) sur celui de Hz((MS?),).

En IV.6.e, on montre pour tout n que 1 envoie le générateur de Hgn(BT; Z) (resp.
Hoy,11(BT;Z)) sur celui de Ho,(AS? Z) (resp. Hony1(AS?;Z)), ce qui conclut la dé-
monstration.

IV.6.b Le générateur de Hy(BT)

Rappelons que ’espace quotient @/T est un classifiant de T (corollaire I11.2).
Nous construisons maintenant un plongement du tore T? dans @/T dont le cycle
repésentant u est un générateur de Hy (@/T)

Nous utilisons ici les normalisations pour Gr et F’ suivantes:

Gr={fegr|fi=id} et F'={yeT|v)=1;=1id}

Notons que 'action de F' C T par composition & droite sur é; fixe le nouveau nor-
malisé Gr. On obtient ainsi 'application p : Gr/F' — Gr/T qui induit au niveau des
groupes fondamentaux l'inclusion F’ C T.

Soit I = [1;2]. Considérons les arétes de Farey suivantes:

eo = (00;—2) ey =(2;00) e =(-2;-1) €} =(1;2)
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Pour s € I, on note g; = h;'o 05 r. 1, la déformation log-lambda modifiée le long
de I'aréte e;. C’est & dire que h; est le morceau hyperbolique de 0, ., ., sur l'in-
tervalle [~1;00]. On note ensuite pour (s,t) € I?, g, = I}, 0 0y g .7, g, la défor-
mation log-lambda modifiée le long de g, - €] par rapport a la tesselation g, - .
L’élément hyperbolique h/ , correspond & la restriction de 0;4,.r, g, sur Uintervalle
[95(00); 95(1)] = [o0; 1].

Notons fi(s,t) I’élément composé g;,to gs. Il s’agit d’un élément de classe CPP. L’en-
semble des points de coupure de i est contenu dans {1; %; 2;00; —2; —%; —1} d’aprés le
lemme IT1.2. C’est donc un élément de a“

D’autre part, notons g (resp. g') 'élément de T correspondant, via le théoréme
1.2, au mouvement élémentaire le long de Paréte eq (resp. e}). Il s’agit d’un élément
constitué de quatre morceaux et dont les points de coupure sont —1, —%, —2 et 00
(resp. oo, 2, g et 1). Par exemple, I’élément g envoie le quadruplet (oo, —2, —g, —1)
sur (00, —3,—2,—1).

Lemme IV.8. Dans [’espace a, on a les égalités suivantes:
i(s,2) =ji(s,1)og" [(2,t)=j(l,t)og  V(st)€I? (IV.13)

Preuve. — Nous montrons les deux faits suivants. Ces applications sont normalisées
au sens défini précédemment et leurs coordonnées log-lambda portées par la tesselation
de Farey coincident. On en déduit alors les égalités dans Gr.

Pour tout homéomorphisme du cercle, on note Supp(f) = {z € S'| f(z) # z} son
support. Par construction, les supports de fi(s,t), g et ¢’ sont:

Supp(fi(s,t)) = [-1;1]  Supp(g) = [-1;00] Supp(g) = [o0; 1]

Par conséquent, pour tout (s,t) € I?, 'applications i(s,) est normalisée. De méme,
g et ¢’ appartiennent a F’. Ainsi, les composées [i(s,t) o g et ji(s,t) o g’ sont également
normalisées. Il reste a cacluler leurs coordonnées log-lambda.

Soit e € 7. Par définition, on a A(fi(s,t))(e) = A((g},09s) - 0"; (g}, 09s) - €). Grace
au lemme II.1, appliqué a la déformation le long de g, - €/, on obtient:

A((gsz09s) 075 (gh s 0 9s) - €) = A(gs - b5 gs(e)) si gs(e) # gs(e'D)
A((gs,09s) - b5 (gh 0 95) - €) = tA(gs - 75 gs(e)) si gs(e) = gs(e'1)
Puis en 'appliquant a la déformation g, le long de ey, on obtient:
Ags b5 gs(e)) = A(b"se) sie # ey
A(gs - b5 gs(e)) = sA(b;e) sie = e

Puisque e; # €}, et que A(b¥;e) = /2 pour tout e € 7,, on en déduit les coordon-
nées log-lambda:

A(A(s, 1) (er) = svV2 A(A(s, 1)) (e]) = tv2 et A(f(s,1))(e) = V2Ve #er, )
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Passons a la composée fi(s,t) o g’. D’aprés la proposition II1.1, si e est une aréte
de Farey, on a A(fi(s,t) o g)(e) = A(fi(s,t);g(e)). Pour le calcul de ce dernier terme,
il faut distinguer les cas selon que g(e) est (ou n’est pas) une aréte de Farey. Or, par
construction de g, €} est la seule aréte de Farey dont 'image par g n’est pas une aréte
de Farey.

Pour calculer la lambda-longueur le long de cette aréte, nous appliquons la for-
mule de Ptolémée (proposition II1.2) pour le quadrilatére de sommets 1,2, 3, co. Par
définition de fi(s,t), le bracelet fi(s,t) - b a les lambda- longueurs suivantes:

A(i(s,t) - 0" (s, t) - (1;2) =tvV2 A(fi(s, t) - b7 fi(s, t) - (—1;—2)) = sV/2
A(i(s, t) - b7 fi(s, 1) - (00;1)) = V2 Ve € 7\ {(1;2); (=15 -2)}

Notons que (1;2) —g( 3) et (—1;-2) = ¢'(—1; -2).

L’image par g de l'aréte de Farey e} est larete (1;3). La formule de Ptolémée
donne A(fi(s,t)-b; i(s,t)- (1;3)) = (t+1)v/2. Finalement, le support de A(fi(s,t)og')
est égal & {el;e1;(1;2)} et ses coordonnées sur le support sont:

%) = 1v2

A(i(s ) o g)(€}) = (t+1)V2 A(f(s,t)og')(er) = sV2 A(s 1) o g)((1; 5

On en déduit pour t = 1:

A(i(s,1) 0 g')(e1) = 2v2 A(f(s, 1) 0 ¢')(er) = sv2 A(fi(s, 1) 0 ¢)((1; g)) =2
D’autre part, le calcul des coordonnées de fi(s,t) donnent en ¢ = 1 le méme résultat.
On en déduit I’égalité A(fi(s,1)og') = A(fi(s,2)). Puisque A est injective, on a ’égalité
dans Gr, puis dans é; puisque ces éléments sont normalisés.
Légalité A(i(1,t) o g) = A(u(2,t)) se traite de la méme fagon et le lemme est
démontré. O
Considérons 'application suivante:

Gr/T
fi(s, 1)

g I? -
(s,t) +—
Le lemme précédent implique le:

Corollaire IV.4. L’application fi est continue et passe au quotient en une application
w: T* — Gr/T qui transite par v : T2 — Gr/F', c’est a dire u = pov, ol p est
Papplication p : Gr/F' — Gr/T.

Pourquoi transiter par v? Pour montrer que la classe d’homologie de u(T?) est le
générateur de Hy(T). En effet, d’aprés [Ghy-Ser|, Iinclusion F' C T donne un iso-
morphisme entre les deuxiémes groupes d’homologie de F’ et de T. Cet isomorphisme
est aussi réalisé par ’application p. On va montrer que la classe d’homologie, notée
o' du tore construit dans Gr/F" est le générateur de Ho(Gr/F') ~ Hy(F"') (d’aprés le
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corollaire I11.1). Dans Hy(F"), I’élément correspondant de ce tore est le cycle (g et ¢’
commutent) o' = (g9,9") — (¢, 9)-

Pour montrer que o’ est un générateur de Ho(F"), on 1’évalue sur une classe de co-
homologie dans H?(T'), le cocycle de Gobillon-Vey discret. Nous ne faisons ici qu’imiter
la démonstration du lemme 4.7. dans I’article |[Ghy-Ser|. Ce cocycle s’exprime naturel-
lement dans le modéle linéaire par morceaux du groupe 7T, c’est a dire PLy(S') (voir
section 1.6).

Pour le définir, on a besoin de la notation suivante. Si u : S' — R est une fonction
admettant des limites latérales en tout point, on notera Au : S' — R la fonction
associée a u définie par Au(z) = u(xt) — u(x™). Si u, est la dérivée a droite d’une
fonction, on pose pour (u,v) € PLy(S?) x PLy(S?):

go(u,v) =)

resSt

logavh  logs(u o),
Alogst!, Alogs(uo ), | ) (IV.14)

Remarquons que cette somme est finie puisque les dérivées des éléments de PLy(S')
ont un nombre fini de discontinuité sur le cercle.

Théoréme IV.10. (Ghys-Sergiescu [Ghy-Ser| 1987) La fonction guv : PLo(S') x
PLy(SY) — Z est un cocycle. De plus, si o est le générateur de H*(F',Z) = Z, alors
7] = 20

11 suffit donc d’évaluer gv sur ¢’ € Hy(F') et de trouver 2. Pour cela, nous avons
indiqué sur la figure IV.2 les éléments g et ¢’ et leurs éléments correspondant u et v
dans PL,(S'). Le calcul porte sur x = % € R/Z puisque c’est le seul point commun
aux adhérences des supports de u et v. On obtient ainsi gv(o) = gv(u,v) — gv(v,u) =
1—(~1) =2.

On peut résumer ce qui précéde par la:

Proposition IV.5. Le cycle o est le générateur de HQ(@/T)-

Corollaire IV.5. Le cocycle [p] est nul.

Preuve. — D’aprés le théoréme IV.8, la nullité de [u]| équivaut & la trivialité du
fibré pull-back ®*((KS?),). Montrons la nullité de sa classe d’Euler e(®*((KS?),), en
Pévaluant sur le cycle générateur o (proposition IV.5). Puisque ® o p est a valeurs
dans JS!, et par naturalité de la classe d’Euler, il reste & voir que la restriction de
(KS?), a JS! est triviale. Ceci est une conséquence de I’affirmation 3. du théoréme
IV.7: ker e((KS?),) D "™ (Hy(JSY)). O

IV.6.c L’image du générateur est un générateur

A premiére vue, on doit effectuer le calcul ¥5(c) dans Hy((MS?),) = Z et montrer
qu’il s’agit d’un générateur. Nous allons conduire le calcul dans I’homologie de JS!
(plus exploitable), et ceci est permis puisque o vit dans Ho(F"), et que F’ a I'homologie
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Fi1G. IV.2 — Le cycle générateur de Hy(T).

de JS!. On utilise pour cela I’application ¢ définie en IV.2.b, et ceci est possible grace
a la formule IV.10 reliant les longueurs horocycliques (qui définissent ) aux fonctions
de décalage (qui définissent ). Il faut donc montrer le:

Lemme IV.9. L’image de o' par Uapplication oy (IV.2) est le générateur de Hy(JS?Y).

Preuve. — En utilisant le lemme I1.4 appliqué au cas n = 3, pour chaque déforma-
tion g, et g;,t, on obtient, en ne prenant compte que des longueurs horocycliques non

entiéres: 5 ) ) )
o(pu(s,t)) = 3+g,t,1+¥,5+t+s,3—|——,s,5+— (IV.15)
S S

I’application donnée par le membre de droite dans IV.15 est homotope a ’application

©Op - ™ - JSl
[s,t] — [—t,t,—t,t+s,—s,s,—5]

Il suffit donc de montrer que (¢y)2(T?) est le générateur de Ho(JS'). Remarquons que
Iapplication ¢, transite par le tore T":

on: T2 517 5 st

on k(s,t) = (—t,t,—t,t +s,—s,8,—5) et i’ ((0;)ic<17>) = [Bilie<1,7> € JS'.
De plus, on a I’égalité:

H2(']I‘7) = @1§i<j§7H1(Szl) ® H, (S;)
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ol S} représente la i-éme coordonnées dans le tore T, par la formule de Kunneth.
Notons u; le générateur de H;(S}). Chaque terme u; ® u; est envoyé par i sur le
générateur, notons le v de Ho(JS'). Le calcul se fait dans ’homologie de T7, et on

obtient alors:

kQ([Sa t]) = [_t: t] + [_ta _t] + [_t: t+ 8] + [_ta _8] + [_ta 8] + [_ta —S]
+ [t, —t] + [t, t+ 8] + [t, —S] + [t, 8] + [t, —S]
+ [—t,t+s] + [-t,—s] + [-t,s] + [t —s9]
+ [t+s,—s] + [t+s,8] + [t+s,—9]
+ [_87 8] + [—8,—8]
+ [Sa _5]

L’application k2 : (s,t) € T? — (—t,t) € Si x SJ envoie le cycle fondamental du tore
sur 0, puisque son image est un cercle. Il en est de méme pour les applications k%5,
k57 et k57 avec les notations évidentes.

L’application k'? : (s,t) € T? + (—t,t+s) € S;xS3 se reléve en un automorphisme
de R? de déterminant 1. Elle envoie donc le cycle fondamental du tore sur u; ® u4. En
faisant de méme pour les autres termes, on obtient finalement

kg([s,t]) =0+ 0+ U QUL — UL QUs + U QUs — UL Uy
+ 0 — uo@uy + Us @us — U2 @ Us + U @ Uy
+ + UusQ@us — ugQus + U3 Us — U3 D Uy
—+ +U4®U5—U4®U6+U4®U7
+ 0 + 0
+ 0

Mais puisque chaque u; ® u; s’envoie par i’ sur v, on a 1'égalité, aprés simplification,
©2(0") = 7, et le lemme est démontré. O

Considérons a présent le diagramme commutatif suivant:

Ho(Gr/F') 22 Hy(JSY

;comb

P2

H,(Gr/T) Y3 Hy(MS?).) 2 Hy(LSY)

ol e est 'application composée (MS?), — (KS?), — (LS?),.

Corollaire IV.6. 1y fournit un isomorphisme entre HQ(@/T) et Hy((MS?),).

Preuve. — Notons a = 1)5(0) et ap le générateur de Hy((MS?).) = Z (corollaire
IV.2), puis | € Z |a = lay. Le diagramme commutatif, oi chaque fléche allant vers le

109



bas représente une équivalence d’homotopie:

(MS?, —— (KS?), —— (LS, JS!

AS? — AS? x5S —+ AS? - 0s?

indique d’une part que § = eg() est inclus dans
Z& {0} CZ®Z = Hy(LS")

et d’autre part que Z @ {0} = Im(i™). Soit ey(a’) = (k,0). Puisque ¢y(0’) est le

générateur de Hy(JS?), le diagramme précédent implique que son image par 5™ est

(0,1). Le diagramme précédent en homologie de degré 2 donne alors ’égalité ey(ar) =
(0,1), ce qui implique que [k = 1. Ainsi, « est le générateur de Hy((MS?),). O
Passons maintenant a ’homologie en dimension 3.

IV.6.d Le générateur en dimension 3

Concernant le générateur de degré 3, I'isomorphisme
Yo« Ha(Gr/T) — Ho((MS?).)

passe au produit puis au quotient par S! (car le tore T? est normalisé) en application
suivante:

(¢ X id)s : Hy(Gr/T xg1 ESY) = Ho((MS?), x51 ESY)

On sature cette application par la fibre S' pour donner le diagramme commutatif
suivant:

Hy(Gr/T) 5+ Hy(Gr/T xg1 ES') —+ Hy(Gr/T)
(0 (¥ x id)y V3

Ho(MS?).) 25 Hy(MS?). xg1 ESY) —» Ha((MS?),)

On a effectué en homologie I'opération duale de I'intégration par la fibre en cohomo-
logie. Le composé en bas s o p, est un isomorphisme d’aprés [Ghy-Ser]) et le corollaire

IV.2. De plus le corollaire II1.2 entraine Hg(é;/T) = Z. Via le diagramme précédent,
on en déduit que 3 est un isomorphisme.
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IV.6.e En toute dimension

Pour passer a 'isomorphisme en toute dimension, on souhaiterait utiliser la struc-
ture de Hopf sur ’homologie relative a la structure de H-espace associé¢ a AS3. Malheu-
reusement, nous ne possédons pas de H-structure naturelle sur GT /T. Pour contourner
ce probléme, nous utilisons la cohomologie entiére qui coincide avec ’homologie entiére
puisque les groupes d’homologie que nous envisageons sont tous libres. La structure de
produit exterieur de la cohomologie est toujours définie et est naturellement préservée
par les applications. N

On rappelle rapidement la structure de 'anneau de cohomologie de T |Ghy-Ser].
Soit A(u) la Z-algébre extérieure engendrée par un générateur de degré impair u et I'(z)
I’anneau gradué des puissances divisées, engendré par un générateur x de degré pair,
c’est a dire ’anneau libre engendré par le systéme de générateurs (z,),>1 avec ; = z,

les autres éléments étant obtenus par récurrence grace aux égalités z,, -z, = ("T]f,) Tnip-

Rappelons que H*(T; Z) = I'la] ® A(u) ou « est de degré 2 et u de degré 3. De méme,
on notera H*((MS?);Z) =T'[8] ® A(v).

Théoréme IV.11. L’application 1) fournit un isomorphisme en homologie entiére.

Preuve. — Puisque ’homologie de T (resp. AS?) ne contient que des groupes libres
(isomorphes a Z ou nuls), elle coincide avec sa cohomologie. D’aprés ce qui précéde,
1 envoie o sur B et u sur v. Pour la dimension 2n avec n > 1, notons que la structure

d’algébre des pulssances divisées, de part et d’autre 1mphque que ‘2—? (resp ) est le

générateur de H 2”(gr/T) (resp. H*((MS?),)). Par ailleurs, I'application w présérve
la structure multiplicative des anneaux de cohomologie. Ainsi, on a " = *(a™) =
nlp* (% "), Par conséquent, 1)* (27 ) = ’i -, ce qui montre I'isomorphisme en dimension
paire. L argument est identique en dimension impaire, et ceci termine la démonstration
du théoreéme. d

Corollaire IV.7. R
¢ xid:Gr/T xs1 ES' — LS?

est une équivalence en homologie entiére.

Preuve. — 11 suffit d’appliquer le lemme des cinq sur le diagramme commutatif
résultant des suites de Gysin associées aux fibrés en cercle S! — gr/T x ES! — Gr /
T xg1 ES' et St — AS3 x ES' — LS3. O

On aura remarqué que 9 et ¥ X id fournissent des versions géométriques des ap-
plications b et ¢ du théoréme IV.1.
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IV.7 Le cas du groupe F’: une nouvelle preuve

IV.7.a Une structure multiplicative sur BF’

Nous construisons ici un produit sur ’espace Gr qui passe au quotient pour donner
un produit sur Gr/F’. On utilise une autre normalisation de Gr analogue a la nor-
malisation des bracelets introduite au paragraphe I1.1.d. Celle-ci est définie comme
suit:

gr={feCPP|bk(f) cQ et Supp(f) Cloo; 0]}
et

P = {7 € T | Supp(v) C]OO;O[}

D’une part, ce nouvel F” est isomorphe & ’ancien défini au paragraphe II1.6. D’autre
part, il agit par composition & droite sur cette version normalisé de Gr.
Pour définir un produit sur Gr, on utilise les éléments de P.SLyZ suivants:

T
2z +1

A:z e RU{0} — € RU{o0}

B:zeRU{occ}—»z+2€RU{c0}

qui sont des éléments paraboliques vérifiant

2

A0)=0  A(-3)=o0
B(o) =00  B(-2)=0

Si f € Gr, on note f4 (resp. f?) le conjugué de f par A~! (resp. B™!).

Proposition IV.6. Si f € Gr, alors f4 et fB sont des éléments de Gr wvérifiant
Supp(f4) C [~3;0] et Supp(fP) C [o0; -2].

Preuve. — Puisque A € PSL,7Z, f4 est a points de coupure rationnels. L’affirmation
évidente Supp(f4) C [—%;0] permet de conclure que f# est normalisé. Le méme
argument est valable pour f&. O

Nous sommes en mesure de définir une opération produit sur I’espace Gr.

Définition IV.7.1. (Produit) Soit x ’application suivante:

x:(f,9) €Gr’— fxg=fPogtegr

Puisque Supp(fB) N Supp(g?) = 0, le produit f x g est encore & points de coupure
rationnels. Il est aussi normalisé puisque Supp(f x g) C Supp(fZ) U Supp(g?). On a
ainsi muni Gr d’une structure de produit. Remarquons enfin que f X g;_,,_ 1= id, de
sorte que le bracelet de Ford b, est fixé par f X g.
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On montre & présent que ce produit passe au quotient par F’.

Proposition IV.7. (Passage au quotient) Si (f,g,7,7") € Gr* x F', alors il existe
~" e F' tel que
(fov) x(go)=(fxg)oy"

Preuve. — Remarquons que v € F' implique que 74 et v? sont aussi des éléments du
groupe F'. On a (fo7y) x (go7') = fBoyBogAon. Puisque Supp(v®)NSupp(g?) = 0,
les éléments v? et g4 commutent. On obtient donc I’égalité recherchée en posant
,Y// — ,YB o ,YIA‘ O

Ce produit passe donc au quotient. On le note de la méme fagon sur Gr/F’. Notons
qu’il n’est pas associatif 4 homotopie prés, puisque F’ n’est pas abélien. Or, le groupe
fondamental d’'un H-espace (espace muni d’un produit associatif & homotopie prés)
est abélien.

IV.7.b Multiplicativité de BF' — QS?

On commence par définir les sous-ensembles de S,, intervenant dans la suite. On
note S, = S, NR_ = SBUSIUSE o S2 =5,N[0;—1], SO = S,N] — 3;—2[ et
S4 =8, ﬂ[ 2; 0o]. L’homographie A~ (resp. B~1) fournit une bijection de ’ensemble
S, vers Sit, (resp. SE,).

Considérons & présent I’application ¢ : Gr — JS! définie au IV.2. Rappelons que
le modéle de James posséde la structure de H-espace induite par la concaténation des
mots.

Lemme IV.10. L’application ¢ est multiplicative.

Preuve. — Soient f et g deux éléments de Gr,. Puisque A~! (resp. B~!) envoyent
S, sur S2., (resp. SP.,), on a bk(f x g) = bk(f®) Ubk(g?*) C S,,,. Ainsi, le produit
de f et g est un élément de Gr, 2. De plus, puisque les applications A et B fixent
globalement le bracelet de Ford, on a les égalités:

Le((f X g) - bnyo

Le((f X g) * bnyo Az(g-by) V€ Sqf+2

Enfin, si z € SY,,, alors on a ! ((f 9) - buya) = ly(byyo) € Z, car f X g est &
support disjoint de l'intervalle | — 2; —%[ On obtient donc I'égalité dans JS*

) =lp(f by) VaeSP,
) =

Ons2(f x 9) = on(f) - onlg)

On en déduit le lemme. O
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IV.7.c Homologie de F’

Dans [Bro-Geol, les auteurs construisent un complexe cubique sur lequel le groupe
F" agit. L’étude de ’action de F' sur ce complexe permet de calculer I’homologie de F"

Théoréme IV.12. (Brown-Geoghegan [Bro-Geof, Stein [Ste]) Pour tout n > 0, le
groupe H,(F;7Z) est isomorphe o Z & 7.

Soit F'* le sous-groupe de F des éléments dont le germe & gauche en 1 est I'identité
et considérons les morphismes de groupes:

pr: f € F i logafi(1) € 2

or: [ € FF s logaf(0) € Z

Partant du théoréme IV.12, nous utilisons les extensions de groupes suivantes:

0 FtSF&7 50

0= F - Ft 87 50

En appliquant les suites de Wang en homologie associées a ces extensions, on obtient
le résultat suivant:

Proposition IV.8. Vk > 0, on a les égalités:

sz(Fl; Z) =7 et H2k+1(FI; Z) =0
Preuve. — Commencons par la premiére extension. Soit s une section de ¢;. La
conjugaison par s(1) dans F' présérve le sous-groupe F'' et donne naissance & un
automorphisme de F'* noté A°. L’application en homologie

A$ —idy

Hk(F+) — Hk(F+)

ne dépend pas de la section s et donne la suite exacte de Wang en homologie:

AS —i
o Hyt(F) = Hy(F) 3% Hy(FY) = Hy(F) = ---

Les morphismes Aj — idj sont nuls. En effet, prenons v un cycle en homologie
du type [fi|---|fk]- Notons zo = Sup {z €]0; 1[N(Uic<1,6>Supp(fi))}. On a clairement
g < 1 puisque les éléments f; ont leurs germes égaux a l’'identité & gauche de 1. 1l
n’est pas difficile de construire un élément gy € F' & support contenu dans l'intervalle
|zo; 1] et dont la dérivée a gauche de 1 vaut 2. L’élément gy définit alors une section s
de ¢; en posant s(1) = go. Comme Supp(go) N Supp(f;) = @ pour tout i, on en déduit
que le morphisme Aj — idj, évalué sur le cycle 7y est nul. Ce morphisme ne dépendant
pas de s, on en conclut qu’il est nul.
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Ecrivons la suite de Wang associée a 1’extension ¢;:
ZOLS H(F) S H(FNHY B 23 H_((FT) S H_y (F)---

Puisque Ker(by) = Im(0) = 0, Hi(F*) est un sous-groupe de Z @ Z. Il est donc
sans-torsion. De plus, Ker(cy) = Im(by) = Hi(F ™). Par conséquent ¢ factorise en un
isomorphisme de Z @ Z/ H,(F) vers Z. On en déduit que Hy(F™) est isomorphe a Z.
Le méme argument appliqué a la seconde extension de groupes permet de conclure
la démonstration. dJ
On en vient a la deuxiéme démonstration de ’équivalence d’homologie entre BF’

et QS3.

IV.7.d Deuxiéme démonstration

On connait & présent I’homologie de F’, mais nous n’avons a priori aucune infor-
mation sur une éventuelle structure multiplicative existante sur cette homologie. Par
contre, nous connsaissons la structure d’algebre de I’homologie de QS® dans celle de
QOS2 Si o' (resp. ) désigne le générateur de degré 2 de 'homologie de Gr/F' (resp.
JS1), on a py(0’) = d’aprés le lemme IV.9.

Pour montrer que ¢, est un isomorphisme, on utilise un diagramme commutatif
qui traduit I’associativité de “I'image” de X par ,,.

Notons X"™(fi, -+, fo) = fi X (fo X (- X fu)--+) et co™(1,- - Tp) = T1 - T -~ Tp,
la concaténation des mots. La proposition IL.2 entraine 1’égalité dans JS!:

O(Xnl(fr, -5 fa)) = @(f1) - o(f2) - - - o(fn)

Ceci se traduit par le diagramme commutatif:

n

(Gr/F')y" £s (JSY)"
xm" co

¥

Gr/F' JS!

qui donne en homologie le diagramme suivant:

P Hy(BF) 2 Hyu(BF)") L Hy(781)7)

i=1

(Xn)Qn (Con)Zn




Considérons « = @ 0, € @, Hy(BF'), ou o} est une copie de o', et o™ son
image par (X")y, o i,. En utilisant la commutativité du diagramme précédent et la
structure de Hopf sur I’homologie de JS!, on obtient successivement

pan(0") = cog, 0 (p2)" 0 in(Di2107) = [pa(0”)]"

On en déduit que ¢y, est un morphisme surjectif de Z dans Z et ’argument utilisé

dans la démonstration du corollaire IV.6 permet de conclure 'injectivité de y,.
Puisque en dimension impaire, les homologies sont triviales de part et d’autre, on

en déduit que ¢ réalise un isomorphisme en homologie entiére entre Gr/F' et QS3.

e Remarque: On en déduit directement la structure multiplicative sur I’homologie
de F'. En effet, la démonstration précédente montre également que o™ est le générateur
de Hgn (F,)

La connaissance d’un cycle générateur o' = [T?] de ’homologie de Gr/F' permet
de construire explicitement un cycle torique [T?"] (c’est un tore car fZ et g4 com-
mutent), générateur de ’homologie en degré 2n. Plus précisément, ce générateur est
une sous-variété donné comme quotient d’un 2n-cube I?® C Gr, par 2n-mouvements
élémentaires le long d’arétes de Farey a supports deux a deux disjoints.
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