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Chapitre 1

Introduction

1.1 Les systémes intégrables classiques

Nous allons commencer par une courte introduction historique sur les
systémes (ou modéles) intégrables. Plus de détails peuvent étre trouvés dans
[2] et |3] par exemple.

Les systémes intégrables classiques sont tout simplement les systémes
dont les solutions exactes s’expriment sous forme de quadratures, c’est-a-dire
par un nombre fini de calculs d’intégrales et d’autres opérations algébriques.
Au-dela de la possibilité d’obtenir la solution exacte du systéme lui-méme,
ces systémes se prétent beaucoup mieux a l’analyse qualitative et a la géné-
ralisation que des problémes ou les solutions ne peuvent étre trouvées que
par des méthodes numériques approchées ou méme des systémes possédant
une solution exacte mais qui ne s’exprime pas en quadratures (par exemple,
le célébre probléme de N corps admet une telle solution ([38]) mais elle n’est
pas d’une grande utilité en pratique). C’est pour ces raisons que les systémes
intégrables jouent un role particulier dans la mécanique classique mais aussi
la mécanique statistique et, de plus en plus, la mécanique quantique.

Bien que I'histoire de ce sujet soit aussi ancienne que la mécanique clas-
sique elle-méme — la résolution par Newton du probléme de Kepler étant
historiquement le premier exemple d’un systéme intégrable non trivial — trés
peu de modeles intégrables ont été découverts jusqu’a une époque relati-
vement récente. Le premier développement moderne déterminant dans ce
sujet fut le théoréme de Liouville qui a permis de réunir tous les exemples
de modeéles intégrables connus & 1’époque dans le cadre général d’'un sys-
téme Hamiltonien possédant le nombre maximal d’intégrales du mouvement.
Le théoréme assure aussi I'existence des variables canoniques appelées les
variables d’action-angle dans lesquelles les équations de mouvement se li-
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néarisent et peuvent donc étre immeédiatement résolues. Mais le probléme
de détermination effective de ces variables est resté un peu en marge de la
physique mathématique pendant assez longtemps ensuite.

La révolution qui a mené & la théorie moderne a commencé avec les tra-
vaux de Gardner, Green, Kruskal et Miura ([12]) sur les solutions exactes de
I’équation de Korteveg-de Vries (KdV)

4 = 6uu’ — u" (1.1)

et la découverte du formalisme des paires de Lax par Lax ([11]|), Faddeev,
Zakharov et Gardner — tous datant du dernier tiers du vingtiéme siécle.
L’article [12] a présenté un changement de variables astucieux linéarisant
I’équation (1.1) et permettant de trouver ses solutions exactes (les solitons).
Les travaux suivants ont d’abord reformulé ce résultat en termes de paires
de Lax et ensuite montré qu’il n’était pas spécifique a I’équation KdV mais
pouvait aussi s’appliquer a d’autres équations, par exemple, I’équation de
Schrédinger non-linéaire ([13])

i) = —" + 2k

On peut mentionner ici aussi que la méthode du probléeme inverse (qui
est le nom sous lequel la construction de [12] est connue) peut étre dévelop-
pée en utilisant la représentation de courbure nulle qui permet de remplacer
I’équation a résoudre par une condition de compatibilité d’un systéme d’équa-
tions auxiliaire. Il a été démontré que 1’existence d’une telle représentation
était équivalente a l'existence d’une paire de Lax mais avec I’avantage d’une
formulation plus géométrique du probléme.

Au cours de développement de ce sujet, 'importance des méthodes ha-
miltoniennes et le role central joué par I'existence de la paire de Lax ou la
représentation de courbure nulle devenaient de plus en plus claire. La combi-
naison de I'approche hamiltonienne avec des idées de la mécanique statistique
a permis & Sklyanin de généraliser la méthode du probléme inverse classique
aux modéles quantiques en 1978-1980. Une des innovations de cette méthode
du probléme inverse quantique était la matrice R quantique introduite par
Sklyanin qui a mené un peu plus tard a I'idée de la matrice r classique. Le
développement suivant dans la théorie des modéles intégrables fut la refor-
mulation de la théorie a 'aide de la matrice r qui remplaca, & son tour, la
condition d’existence d’une paire de Lax ou d’une représentation de cour-
bure nulle. Nous allons voir dans la suite en détail pourquoi ces changements
d’approche successifs ont été fructueux méme si ce sont “seulement” des for-
mulations différentes de la méme idée, mais 'on peut déja donner quelques
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indications:

1. le crochet de Poisson s’écrit sous une forme plus compacte a 'aide de
la matrice r ce qui facilite les calculs

2. de plus, sous cette forme il a une interprétation naturelle en termes des
représentations d’algébres de Lie

3. finalement, la raison probablement la plus importante est qu'une telle
formulation se généralise directement aux modeéles intégrables quan-
tiques comme on le verra dans la suite

Pour conclure cette section, remarquons que la théorie des systémes in-
tégrables ne s’applique pas seulement aux modéles continus mais aussi aux
modéles discrets ce qui explique pourquoi ces méthodes sont aussi impor-
tantes en mécanique statistique (ou les réseaux apparaissent naturellement)
et en théorie des champs qui est liée intimement a cette derniére.

1.2 Les systémes intégrables quantiques

L’histoire des modéles intégrables quantiques est bien plus bréve que celle
de la théorie classique. Comme indiqué ci-dessus, elle n’a commencé qu’en
1978 avec la synthése de deux idées qui, jusque 14, se sont développées indé-
pendamment: la méthode de I'ansatz de Bethe, datant de 1931 et du célébre
article de Hans Bethe qui I’a introduit, et la méthode du probléme inverse
classique briévement exposée ci-dessus. Le résultat fut la méthode du pro-
bléme inverse quantique qui n’a pas mis longtemps pour prouver son efficacité
car elle a rapidement permis de calculer les fonctions de corrélation pour plu-
sieurs modeéles importants. Elle a aussi eu des conséquences mathématiques
importantes car c’est a partir de 1a que la théorie des groupes quantiques a
pris son essor.

Malgré tous ces succes, cette théorie n’est pas encore aussi bien développée
que la théorie classique. Peut-étre un peu paradoxalement, on ne posséde
toujours pas la définition de 1’objet principal d’études de ce domaine, qui
est un systéme quantique complétement intégrable. En effet, ’idée évidente
d’essayer de généraliser le théoréme de Liouville au cas quantique rencontre
trés vite des problémes méme dans le cas de systémes & nombre fini de degrés
de liberté.

Heureusement, ce manque de définition n’empéche pas de travailler avec
les systémes quantiques intégrables qui, d’'un point vue pratique ne sont rien
d’autre que les systéme que 1’on sait intégrer, ¢’est-a-dire oi1 I’on peut trouver
d’une facon exacte les quantités physiques importantes comme le spectre du
systéme ou les fonctions de corrélation.
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Nous donnerons une introduction plus étendue a la méthode du probléme
inverse quantique (QISM) plus tard et nous allons alors voir comment elle
s’applique aux exemples concrets.

1.3 La motivation et le plan

Notre motivation principale est de développer des méthodes d’étude des
systémes intégrables classiques qui peuvent se généraliser au cas quantique.
En effet, méme s’il n’y a pas de méthode générale permettant de résoudre un
systéme quantique correspondant a un systéme classique donné, pour beau-
coup de modéles les constructions quantiques peuvent étre obtenues d’une
facon trés similaire & la résolution classique.

Notre méthode sera basée sur I’étude approfondie de la structure de I’al-
gébre des observables. Effectivement, on se doute bien qu’elle va étre im-
portante car méme si I’espace de phases ne “survit” pas lors du passage du
cas classique au cas quantique, ’algébre des fonctions sur cet espace s’ob-
tient par déformation a partir de celle des observables classiques. En fait, la
procédure standard de quantification consiste a déformer I’algébre des obser-
vables classiques d’une fagon qui conserve ses propriétés essentielles — et ¢’est
exactement cela que ’on propose de faire.

Le deuxiéme ingrédient principal dans notre approche sera la méthode
de la séparation des variables. Pour comprendre son importance, revenons a
la théorie des systémes intégrables classiques. En suivant [17] nous pouvons
remarquer qu’il y a trois problémes principaux auxquels on peut s’intéresser
dans ce cadre:

1. La construction des variables d’action-angle
2. La résolution des équations de mouvement
3. La séparation des variables

Le dernier probléme est le plus facile (quoiqu’il vaudrait probablement mieux
dire le moins insurmontable) des trois et c’est aussi celui auquel on s’intéresse
le plus directement car il correspond exactement au méme probléme dans le
cas quantique. Un autre avantage est que la séparation des variables est
intimement liée au modéle affine que 1’on va construire dans le cas classique
comme quantique.

Donnons maintenant le plan: comme nous allons utiliser quelques mé-
thodes de géométrie algébrique dans notre traitement des systémes inté-
grables classiques, nous allons commencer par un bref survol de quelques
résultats classiques dans le chapitre 2. Dans le chapitre suivant nous allons
revoir les systémes intégrables classique plus en détail pour montrer avec plus
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de substance I'importance des méthodes de géométrie algébrique dans ce do-
maine. Nous allons aussi parler de la méthode de la séparation de variables
basée sur les idées de Sklyanin (mise en pratique en [17] pour N = 2,3) et
donnerons déja, mais sans démonstration, notre généralisation de ses résul-
tats pour le cas de dimension N quelconque.

Aprés cette introduction étendue, nous allons présenter nos résultats dans
le chapitre 4. Nous allons faire une étude détaillée des jacobiennes affines de
courbes spectrales en utilisant un nouveau modéle affine que nous allons
construire en généralisant ainsi, de nouveau, les résultats connus précédem-
ment dans le cas hyperelliptique (IV = 2) au cas de N arbitraire. Grace a la
possibilité d’introduire la graduation sur 1’algébre des observables dans un
cas trés particulier et au théoréme de [22] qui prouve que la caractéristique
d’Euler du diviseur théta est la méme pour ce cas dégénéré et le cas général,
nous allons calculer la g-caractéristique d’Euler qui ménera a une formule
simple pour la caractéristique d’Euler habituelle. Ce sera le premier résultat
intéressant, au moins d’un point vue mathématique, que nous donnerons ici.

D’un point vue physique, il est surtout important que ’algébre des ob-
servables ait une structure trés simple: toutes les observables s’obtiennent
par ’action des polynomes en champs vectoriels hamiltoniens & partir d’un
nombre fini de fonctions. Ces fonctions sont les coefficients du groupe de co-
homologie supérieure de certaines cohomologies singuliéres. On verra I'impor-
tance de cette propriété pour les cas classiques et quantiques ultérieurement,
mais I'on peut déja dire que grace a cela, en utilisant la méthode de sépara-
tion des variables, nous pouvons — mais dans le cas hyperelliptique seulement
— exprimer les éléments matricielles de n’importe quelle observable a 1’aide
de certaines intégrales abéliennes déformées ([20]) au lieu des intégrales mul-
tiples dans lesquelles elles s’expriment naturellement. Nous discuterons aussi
la situation pour N > 2 et montrerons sur un exemple la différence de ce
cas-1a avec le cas hyperelliptique.

Aprés avoir fini notre étude du cas classique, nous allons passer au cas
quantique — c’est-a-dire, de notre point de vue, déformer ’algébre des obser-
vables A en A(q). Nous verrons que la structure d’algébre des observables
est encore la méme aprés la déformation ce qui nous permettra d’utiliser la
propriété remarquable de I’algébre classique ci-dessus aprés la quantification:
toute observable quantique s’écrit encore sous la forme

prlty, .- tg)g(br, .-, bg)pr(t1, - -, tg)

ol t; sont les hamiltoniens, b; — les coefficients de cohomologies supérieures
et pr, g et pg — des polyndmes. On comprend que grace a cela, il est facile
de calculer les fonctions de corrélation entre les vecteurs propres de ¢;.
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Finalement, la construction faite pour obtenir ce résultat révéle une re-
lation trés intéressante entre le modéle en question et le modéle dual qui lui
correspond par inversion de la constante de Planck. Ces deux modéles ont
les mémes vecteurs propres et leurs observables respectives commutent et,
en plus, les cohomologies du modéle initial correspondent aux homologies du
modéle dual et vice versa. De cette maniére, la dualité

1
h +— .
semble correspondre a la dualité entre les cohomologies et les homologies sur
la jacobienne affine.

En résumé, cette thése présentera quelques résultats trés intéressants ob-
tenus auparavant par F. Smirnov et A. Nakayashiki pour les modéles clas-
siques et quantiques dans le cas hyperelliptique pour ensuite étudier leur
généralisation au cas de NV quelconque. Nous allons trouver que la plupart de
résultats admettent une telle généralisation mais, malheureusement, a 1'ex-
ception de la conjecture sur la structure du groupe de cohomologie supérieur
qui a une structure bien plus compliquée dans le cas général, ce qui explique
pourquoi on n’a pas pu, jusque la, décrire 1’algebre des observables d’une
maniére aussi concréte que dans le cas hyperelliptique. Malgré cela on peut
formuler quelques hypothéses a son sujet qui formeront la base d’investiga-
tions ultérieures.



Chapitre 2
Rappels de géométrie algébrique

Dans ce chapitre nous allons rappeller aussi briévement que possible
quelques résultats de base de géométrie algébrique que nous utiliserons dans
la suite. On pourra consulter les livres [4] et [10] pour une introduction trés
accessible aux surfaces de Riemann et [5] pour leur étude plus systématique.
D’autres livres de référence sont [6] et [7].

2.1 Les surfaces de Riemann

Historiquement, les surfaces de Riemann ont fait leur apparition dans
le domaine de l’analyse complexe comme un moyen de travailler avec les
fonctions a valeurs multiples. L’idée de Riemann fut de remplacer le domaine
de définition de la fonction avec un recouvrement & plusieurs feuilles du plan
complexe construit de facon & avoir au-dessus de chaque point du plan autant
de feuilles qu’il y a de valeurs de la fonction en ce point. De cette maniére,
la fonction devient bien définie et ’on peut dire que sa surface de Riemann
est son domaine de définition naturel.

On peut aussi voir les surfaces de Riemann d’une fagon abstraite en ou-
bliant qu’il y a un plan complexe au-dessous. Cette approche méne a la
Définition 1. Une surface de Riemann est une variété X de dimension
(réelle) 2 munie d’une structure complexe, c’est-a-dire d’'un recouvrement
ouvert U, de X et d’une famille d’applications ¢, : U, — V C C surjectives
qui sont holomorphiquement compatibles dans le sens que ’application

$50 a1 $a(Ua NUs) = ¢5(Us N Up)

est biholomorphe.

Nous pouvons définir les fonctions holomorphes et méromorphes sur une
surface de Riemann en utilisant les définitions habituelles pour les fonctions
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complexes:

Définition 2. Une fonction f : Y — C définie sur un sous-ensemble ouvert
Y d’une surface de Riemann X est holomorphe si la fonction

foo':¢a(UsNY)—C

est holomorphe pour tout o dans le sens habituel.
Une fonction g : Y/ — Csur Y’ C Y est méromorphe si Y —Y” ne contient
que des points isolés (qui sont appelés les poles de g) et

Vpp eV =Y’ lim |g(p)| = o0
p—po

En particulier, selon cette définition les fonctions coordonnées ¢ sont,
bien siir, des fonctions holomorphes. L’algébre des fonctions holomorphes
et le corps des fonctions méromorphes sur X seront notés O(X) et M(X)
respectivement.

Par une généralisation facile de la définition précédente on peut aussi dé-
finir les fonctions holomorphes & valeurs dans une autre surface de Riemann.
Ceci nous permet, par exemple, de voir les fonctions méromorphes comme
des applications holomorphes a valeurs dans la sphére de Riemann. Finale-
ment, les résultats classiques de ’analyse complexe, tel que le théoréme de
Liouville, se généralisent aux surfaces de Riemann.

Nous n’allons pas développer ici la théorie générale des surfaces de Rie-
mann mais citerons juste, sans démonstration le
Théoréme 1. Soit X une surface de Riemann et P(T) € M(X)[T] un po-
lynome irréductible de degré n. Alors il existe une surface de Riemann'Y, un
recouvrement a n feuilles m :' Y — X et une fonction méromorphe F' sur'Y
tels que (Pom)(F) = 0. De plus, le triplet (Y, m, F) est unique a isomorphisme
btholomorphe entre recouvrements preés.

qui fait le contact avec la motivation historique expliquée ci-dessus dans
le cas X = P!. Remarquons que dans ce cas la surface Y sera compacte et
on ne s’intéressera qu’aux surfaces compactes dans la suite.

2.2 Les différentielles abéliennes

Commencgons par définir les différentielles abéliennes. Soit ¥ une surface
de Riemann compacte de genre g. Nous supposons donnée une base homolo-
gique canonique, c’est-a-dire 2g cycles oy,..., a4, 51, .., B, avec les indices
d’intersection

y 0
Bi-B; = 0 (2.1)
1)

- B = by
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Les différentielles de la premiére espéce sont les différentielles holomorphes
sur X. Elles sont (par exemple par conséquence du théoréme de Riemann-
Roch) au nombre de g: wy,...,w,. On dira qu’elles sont normalisées si la
matrice de leurs périodes a est I'identité:

j{ wj = 0ij
@

On définit la matrice de périodes  naturellement par

]{' wj = B (2.2)

Les relations bilinéaires de Riemann disent que c’est une matrice symétrique
dont la partie imaginaire est positive définie en tant que forme bilinéaire.

Les différentielles de la deuziéme espéce sont celles qui n’ont pas de poles
simples: en d’autres termes, tous leurs poles sont d’ordre supérieur ou égal a
2 ou encore, leur résidu est 0 & chacun des poéles. Pour un point P € ¥ donné
il existe toujours une différentielle du second type avec un seul pole en P.
De plus, par addition d’une combinaison linéaire de différentielles du premier
type on peut faire disparaitre toutes les périodes oo — dans ce cas on dira que
c’est une différentielle du second type normalisée. Une telle différentielle avec
un pole en P est unique a une constante additive prés, c’est-a-dire devient
unique si I’on demande en plus qu’elle s’annule en un point donné.

Finalement, les différentielles du troisieme type sont toutes les autres, a
savoir celles qui ont des pdles simples. Comme par le théoréme de Cauchy
la somme des résidus d’une différentielle méromorphe est nulle, il est naturel
d’appeler différentielles du troisiéme type élémentaires celles qui ont un pole
simple avec le résidu 1 en un point P donné et un pole simple avec le résidu
—1 en un autre point @) (fixé aussi). Comme ci-dessus, une telle différentielle
est normalisée si toutes ces périodes a sont nulles et elle est unique dés
que l'on impose la condition supplémentaire de s’annuler en un autre point
quelconque.

On utilisera les notations Q(U) et M (U) pour les 1-formes holomorphes
et méromorphes, respectivement, sur une partie ouverte U.

2.3 La variété de Jacobi

2.3.1 Les diviseurs

Un diviseur sur la courbe ¥ est une application D sur ¥ a valeurs dans
Z nulle presque partout, c¢’est-a-dire il n’existe qu’un nombre fini de points
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P; ou D(P;) = n; # 0. On peut donc écrire les diviseurs comme des sommes
formelles ). n;P;. Avec cette notation la somme et la différence de deux
diviseurs sont définies d’'une maniére évidente et I’on voit que les diviseurs
sur X forment un groupe abélien que I'on notera Div(X). On peut aussi définir
une relation d’ordre (non totale) sur Div(X) par

Y nP> 0=V n; >0

On associe un diviseur noté (f) a toute fonction méromorphe f ayant des
zéros en des points P; (avec les multiplicités n;) et des poles en des points
@; (avec les multiplicités m;) en posant

(f) = ZnZPZ _ijQj

Inversement, & un diviseur D on associe 'espace Op des fonctions méro-
morphes f telles que (f) > (—D). Une conséquence immédiate de cette
définition est ’équivalence

f holomorphe <= (f) > 0

et aussi
Oy=0

Un diviseur est dit effectif s’il existe une fonction méromorphe f telle
qu’il soit égal & (f). Deux diviseurs sont dits équivalents si et seulement si
leur différence est un diviseur effectif:

Dy~ Dy <= 3f D;—D,=(f)

Les diviseurs effectifs forment un sous-groupe Divg(X) de Div(X) car (f1) +
(f2) = (fif2) et (1/f) = —(f). Si deux diviseurs D; et D, sont équivalents,
leurs espaces associés Op, et Op, sont isomorphes: en effet, si D; — Dy = (g),
la multiplication par g établit I'isomorphisme de Op, sur Op,.

Le degré d’un diviseur est défini par

degznipi = an

et 'on notera Divy(X) le sous-groupe des diviseurs de degré 0. Comme une
fonction méromorphe a le méme nombre de poles et de zéros, on voit que
D, ~ Dy = deg D, = deg D,. La réponse a la question inverse est donnée
par le théoréme d’Abel ci-dessous.
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2.3.2 Les théorémes d’Abel et Jacobi

Pour les formuler, définissons 1'application (ou la transformation) d’Abel
avec point de base P, par

Ap,: ¥ — € (mais pas tout a fait)
P
P — fPO w + A(Po)

ou A(Fy) est un vecteur de constantes (il ne dépend que de la courbe et du
point de base) appelé la caractéristique de Riemann.

La remarque a coté de CY ci-dessus s’explique par le fait que I’application
A dans CY n’est pas bien définie car le résultat dépend de chemin d’intégra-
tion. En effet, si 'on déforme ce chemin par a; ou (3; on change la j-iéme
composante du vecteur dans la partie droite par d;; ou B;;, respectivement.
Pour que le résultat soit indépendant du choix de chemin d’intégration il
suffit de définir A comme une application de ¥ dans le tore complexe J(X)

_ @
J(E) = 7.9 + BZ9

Alors, en effet, n’'importe quelle déformation du chemin — qui se présente

comme combinaison linéaire de « et 3 — laisse invariant le point sur J(X).
Pour un diviseur de degré nul D = (P — Q;) (avec P; et Q; pas

nécessairement distincts) on étend naturellement la définition de A par

Qi
AD) = S AR) - 4Q) =X [ e

Alors on a deux théorémes fondamentaux suivants:
Théoréme d’Abel. Le diviseur D de degré 0 est effectif si et seulement si
A(D)=0

et

Théoréme de Jacobi. Pour tout £ € J(X) et un diviseur donné Dy =
7, Q; il existe un diviseur D =Y 7_, P; tel que A(D — D) = €.

Démonstration. Voir [4], paragraphes 20 et 21. O

Finalement, donnons deux derniéres définitions: on appelle groupe de Pi-
card de X le groupe abélien

Pic(X) = Div(X)/Divg(X)

et 'on appelle variété jacobienne de . (quoique ici on ne la définit que comme
un groupe abélien)

J = Picy(X) = Divo(X)/Divg(E)
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Dans ces termes on peut voir la signification des théorémes ci-dessus d’une
maniére suivante: on a vu que la transformation d’Abel définissait une ap-
plication Divy(X) — J(X). Le théoréme d’Abel affirme que le noyau de cette
application est Divg(3) N Divy(X) et done, par passage au quotient, on ob-
tient une injection J — J(X). Quant au théoréme de Jacobi (historiquement
connu aussi sous le nom du “probléme inverse de Jacobi”), il affirme que cette
application est surjective.

Ainsi les théorémes ci-dessus établissent un isomorphisme entre le tore
complexe J(X) et la variété [J et on utilisera le qualificatif “jacobienne” pour
les deux a partir de maintenant.

2.3.3 La fonction théta de Riemann

Nous supposons dans cette section que nous avons une base homologique
canonique (c¢’est-a-dire vérifiant (2.1)) donnée. Rappelons alors que la matrice
des périodes B associée définie par (2.2) est symétrique et que sa partie ima-
ginaire est positive définie par conséquence directe des relations bilinéaires
de Riemann: pour toutes les formes holomorphes w, n sur 3

g g
Sfof-Sfefom
=1 v @ A i=1 Bi (671

et pour toute forme holomorphe w

Cela assure la convergence absolue de la série dans la partie droite de la
définition de la fonction théta de Riemann:

6(&) = Z exp 271 <%tan + tng)

Nous ne prétendons pas faire I’étude de la fonction théta ici (voir le livre
[8] pour cela) et nous nous bornerons ici a donner juste quelques unes de
ses propriétés élémentaires, en particulier nous ignorerons complétement la
dépendance de 6 en B (que 'on considére comme étant fixe ici) et la théorie
des formes modulaires sous-jacente.

La premiére propriété importante est que 6 est quasi périodique: pour
tout m,n € Z9 on a

0(¢ +m + Bn) = exp [—27m' <%tan + tnf)] 0(¢)
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ce qui montre qu’elle est bien définie sur la variété jacobienne 7.

Ensuite nous citerons le théoréme fondamental de Riemann:
Théoréme 2. Pour un point de base Py € ¥ fixé, il existe un vecteur de
constantes A(Py) € C9 qui ne dépend que de Py tel que pour tout z € CY la

fonction
P+ 0(Ap,(P) — 2)

est soit identiquement nulle, soit a erxactement g zéros Qq,...,Q4 tels que

SA@) =2+ A,

Démonstration. La démonstration se fait en utilisant le théoréme de Stokes,
voir [8] pages 149-151. O

En d’autres mots, quand on plonge la courbe ¥ dans sa jacobienne par 1’ap-
plication d’Abel, soit son image est entiérement incluse dans le diviseur théta
qui est une sous-variété (en général singuliére) de J de dimension g — 1
X = 6071(0), soit elle la rencontre en exactement g points.

Le théoréme de Riemann a aussi un corollaire important que 1’on utilisera:

Corollaire 3. On posséde la caractérisation du diviseur théta suivante:
g-1 .p
0(z) =0 3P,..., Py € X tels quez=A—Z/ w
i=1 Y Fo

Donc le diviseur théta est I'image par la transformation d’Abel de divi-
seurs a g — 1 points.

2.4 Le théoréme de Riemann-Roch

C’est un des théorémes les plus importants de le théorie des surfaces de
Riemann compactes. En gros, il donne le nombre de fonctions méromorphes
linéairement indépendantes ayant certaines restrictions sur leurs poles. En
particulier, c¢’est un théoréme d’existence trés efficace.

Pour énoncer la théoréme nous avons besoin de la
Définition 3. Soit D un diviseur sur X. On rappelle que le systéeme linéaire
associé a D est ’espace vectoriel

Op ={f e ME)[(f) = -D}
D’une facon analogue on définit I’espace linéaire

Qp = {we MY(E)| (w) > -D}
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On appelle dimension de D la dimension du systéme linéaire associé:
r(D) = dim Op

et 'on appelle indice de spécialité de D
i(D) =dimQp

Avec ces notations nous pouvons formuler le

Théoréme de Riemann-Roch. Sur une surface de Riemann ¥ de genre
g la relation suivante est vérifiée:

r(D)=degD — g+ 1+i(-D) (2.3)

Il y a un cas dans lequel cette relation est particuliérement facile a com-
prendre: c’est celui d’un diviseur effectif D = (P, ..., Py). Alors, le théoréme
affirme que la différence entre le nombre de fonctions méromorphes linéaire-
ment indépendantes ayant des poles simples en P; et le nombre de différen-
tielles holomorphes indépendantes ayant des zéros en P; est & kK — g + 1.

On voit que, en général, il y a deux quantités inconnues dans une seule
équation. Mais on peut quand méme ['utiliser dans beaucoup de cas particu-
liers soit en utilisant les valeurs particuliéres de (D) ou (D), soit en obtenant
les inégalités a partir de I’égalité (2.3). Donnons quelques exemples:

— SidegD <0, alors Op = {0} et i(D) =degD —g+1

— Comme deg(w) = 2g — 2 pour toute forme méromorphe, si deg D >

2g — 2, alors i(D) =0 et donc dimOp =degD —g+1>¢g—1

— Il existe une fonction méromorphe non triviale ayant au plus g + 1

poles aux points P, ..., Py donnés: effectivement, si 'on considére le
diviseur D = > P, on a dimOp > degD +1—g =2 et doncily a
bien une fonction non constante ayant les poles en P;.
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Chapitre 3

Les systémes intégrables en
mécanique classique

Nous allons présenter dans ce chapitre la formulation de la théorie des
systémes intégrables a ’aide de la matrice r. Mais d’abord on rappellera
briévement les notions de base de la mécanique classique.

3.1 L’introduction

Les systémes auxquels on s’intéresse en mécanique classique sont décrits
par un point dans un certain espace symplectique qui s’appelle I’espace des
phases du systéme. Localement, cet espace est isomorphe & R?", ou n est le
nombre de degrés de liberté du systéme, avec les coordonnées locales ¢; (les
positions) et p; (les impulsions).

La dynamique du systéme est déterminée par la donnée d’une fonction H
sur ’espace des phases appelé hamiltonien et qui permet d’écrire les équations
du mouvement sous la forme

q'. _ O0H
L op 3.1
{pi = —Z{j ( )

Ici, le point signifie, comme d’habitude, la dérivée par rapport au temps.

L’algébre des fonctions sur I'espace des phases ({’algébre des observables)
est munie d’une forme bilinéaire antisymétrique que ’on appelle un crochet
de Poisson. Dans les coordonnées locales il s’écrit comme

" (OF 0G 0G OF
(F6) =3 (550~ on o)
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Le crochet de Poisson satisfait & une identité supplémentaire — I'identité
de Jacobi:
{FAG K} +{G {K,F}} + {K,{F,G}} =0

et il prend une forme particuliérement simple pour les variables p; et ¢; elles-

meémes:
{ {Qian} = {pivpj} =0 (3 2)
{pig;} = 0y '
Les variables vérifiant les relations (3.2) sont dites canoniquement conjuguées.
Pour n’importe quelle observable F', la dépendance par rapport au temps
est décrite par ’équation
F={HF}

et donc la valeur de F' ne change pas au cours de I’évolution du systéme si
elle commute avec le hamiltonien. En particulier, la valeur du hamiltonien
lui-méme (I’énergie totale du systéme) est toujours conservée. Ceci implique
que le mouvement du systéme est confiné a la sous variété de l’espace des
phases définie comme la surface de niveau H = const.

Apres cette introduction nous pouvons maintenant définir la notion de
systéme intégrable:

Définition 4. Un systéme défini dans un espace des phases de dimension
2n (avec les coordonnées (p;, ¢;) (1 = 1,...,n)) et un Hamiltonien H(p, q) est
intégrable dans le sens de Liouville §'il exist n fonctions I1(p, q), . .., I.(p, q)
conservées indépendantes qui sont en involution, ¢’est-a-dire commutent entre
elles:

{H,I} = 0 Vi
{Ii,_lj} == 0 V’l,]

L’intérét de cette définition devient clair grace au théoréme de Liouville
qui affirme qu’il est possible de résoudre les équations du mouvement d’un
systéme intégrable en quadratures. Plus précisement:

Théoréme de Liouville-Arnold. Etant données les n intégrales du mou-
vement I, en involution indépendantes sur [’ensemble de niveau

My = {z|Iy(z) = IV}

on a:
— La variété M; est invariante par le flot du hamiltonien H = I,

— 5% My est compacte et connexe, alors elle est difféomorphe a un tore de
dimension n

— Le mouvement du systeme sur My est quasi-périodique
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— Les équation canoniques associées & H sont intégrables en quadratures
Démonstration. Voir [1], chapitre 10. O

Donc méme s’il n’y a pas de méthode pour résoudre les équations (3.1)
d’une maniére exacte dans le cas général, pour les modéles intégrables nous
savons que, en principe, nous sommes toujours capables de trouver un chan-
gement de variables (p,q) — (I, ) tel que les équations du mouvement se
linéarisent en nouvelles coordonnées:

{1 = {H,I} =0
¢ = {H¢} = wl

ce qui permet de résoudre le probléme. Les variables (I, ¢) sont appelées les
variables d’action-angle, les ¢ étant, effectivement, les coordonnées angulaires
sur les tores My du théoréme et les I ayant la dimension d’action.
L’exemple probablement le plus simple de systéme intégrable — qui est,
bien stir, complétement trivial comme tout systéme a un degré de liberté est
intégrable simplement a cause de 'existence du hamiltonien — est celui d'un
oscillateur harmonique. Nous considérons une particule avec le hamiltonien
H= %(p2 +w?g?) ou p et ¢ sont les variables canoniques: {p, ¢} = 1. L’espace
des phases ici est donc R? et il se décompose en ellipses H = const (qui
dégénérent en un point pour H = 0) et les coordonnées qui linéarisent les
équations du mouvement
{ q _ b (3.3)

p
sont (p, ¢) définies par

p = pcos ¢, qzﬁsinqﬁ
w

Dans ces variables ’équation du mouvement s’écrit

{p = V2H
¢ = wt+ g

ou H est la valeure (constante) du hamiltonien, c’est-a-dire le mouvement de
la particule est uniforme sur la surface de niveau de H.

Le théoréme de Liouville montre que cette foliation de I’espace des phases
en tores invariants est, en fait, générale pour les systémes intégrables. De
plus, il est intéressant de remarquer, méme si ’on ne développera pas ces
idées dans cette thése, qu’elle reste encore valable pour les systémes proches
d’'un systéme intégrable. Cette assertion est connue sous le nom du théo-
réme KAM (Kolmogorov-Arnold-Moser) et constitue la base de la théorie
des perturbations.



18 CHAPITRE 3. LES SYSTEMES INTEGRABLES CLASSIQUES

3.2 Paire de Lax

Méme si le théoréme de Liouville nous montre que la structure de ’espace
des phases d’'un systéme intégrable a une structure générale assez simple et
que, quitte a faire un changement de variables, les équations du mouvement se
linéarisent, I’étude des systémes intégrables ne s’arréte pas la. En effet, il y a
deux problémes importants: premiérement, il est loin d’étre facile de trouver
le changement de variables donnant les variables action-angle en pratique,
méme si le théoréme assure son existence. Deuxiémement, les exemples de
systémes intégrables sont rares et il n’est pas clair & priori comment construire
de nouveaux exemples de tels systémes.

La découverte de la notion de la paire de Lax, qui était le premier dé-
veloppement majeur de la théorie moderne des systémes intégrables, permet
d’apporter les éléments de réponse a ces deux questions a la fois.

Définition 5. Une paire de Lax est un couple de fonctions matricielles L
et M définies sur I’espace des phases telles que les équations du mouvement
soient équivalentes & 1’équation suivante:

L=[M,Ll=ML—-LM (3.4)

Le premier avantage de pouvoir écrire les équations du mouvement sous
cette forme est que cela permet de trouver facilement les expressions conser-
vées. En effet, les solutions de (3.4) sont

Donc le polynome caractéristique de L(t) est préservé par I’évolution ce qui
implique que ses valeurs propres le sont aussi — ce sont donc les intégrales du
mouvement et ’on dit que I’équation (3.4) est isospectrale. Ceci implique que
toutes les quantités tr L* sont conservées et, bien siir, elles sont en involution
en tant que polyndomes en valeurs propres de L.

On peut construire une paire de Lax triviale pour tout systéme intégrable
a partir des variables séparées de ce systéme. Cette construction ne présente
cependant aucune utilité car, si I’on connait déja les variables séparées, en
pratique cela veut dire que I'on sait résoudre les équations du mouvement et
donc on n’a plus besoin de paire de Lax. Il est plus intéressant de remarquer
que, inversement, si ’on trouve une nouvelle paire de Lax on peut construire
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un systéme mécanique correspondant qui sera intégrable et que donc la cor-
respondance entre les systéme intégrable et les paires de Lax est a double
sens.

Pour illustrer cette correspondance sur 'exemple le plus simple possible
(et, admettons-le, pas vraiment représentatif car ce n’est siirement pas la
meilleure méthode pour résoudre un probléme aussi simple), voila une paire
de Lax (remarquons qu’elles ne sont jamais uniques) pour l'oscillateur har-
monique décrit plus haut:

(5 ) ()

wq —p w/2 0

Il est facile de vérifier que ’équation (3.4) pour ces matrices nous redonne
'équation (3.3) précédente.

Pour comprendre les autres avantages de la formulation en termes de
paires de Lax, il est nécessaire d’élargir un peu la définition et, & premiére vue,
de compliquer la situation méme davantage en introduisant un parameétre
supplémentaire que 1’on appelle le paramétre spectral. Cela revient a dire que

les matrices de la paire de Lax dépendent maintenant d’une facon analytique
d’un parameétre complexe additionnel et (3.4) se réécrit comme

L(Y) = [M(}), L(N)] (3-5)

D’un point vue (trés) pragmatique, 'introduction du parameétre A nous
permet d’avoir “plus de degrés de liberté”: dans certains cas, la paire de Lax
peut se révéler étre triviale dans le sens que les quantités tr L* s’annulent ou
simplement ne sont pas indépendantes et le hamiltonien n’apparait pas dans
cette famille. Le paramétre spectral peut étre utile pour lever cette dégéné-
rescence car (3.5) contient plus d’équations que (3.4): comme les expressions
a droite et & gauche sont analytiques en A\, on peut en déduire 1’égalité des
coefficients pour chaque puissance de A au lieu d’une seule équation (3.4)
(bien stir, toutes ces équations ne sont pas indépendantes).

D’un point vue plus global, I'intérét de cette généralisation est double.
D’abord, maintenant il devient possible d’étudier les propriétés analytique de
L et M comme fonction de . En particulier, on peut s’intéresser a la structure
polaire de M et 'on trouve que ’équation (3.5) fixe la forme possible de M
(et vice versa: la méthode de Zakharov-Shabat permet aussi de construire
une paire de Lax étant données les propriétés analytiques des matrices L et
M). Cette approche permet aussi de faire, dans certains cas particuliers, le
lien avec la théorie des groupes de Lie et, par le biais du crochet de Berezine-
Kostant-Kirillov, d’introduire une structure symplectique naturelle.



20 CHAPITRE 3. LES SYSTEMES INTEGRABLES CLASSIQUES

Deuxiémement, cela fait apparaitre aussi la structure géométrique sous-
jacente. En effet, & une paire de Lax avec un paramétre spectral 'on peut
associer une courbe spectrale définie par ’équation

det (L(A) —p) =0

Remarquons que, grace au caractére isospectral de ’équation, cette courbe
ne dépend pas du temps. C’est une surface de Riemann et ’on peut utiliser
les méthodes de la géométrie algébrique pour I’étudier. Le résultat principal
ici est que I’évolution dans le temps du diviseur des poles de L(\) est linéaire
sur la Jacobienne de la courbe spectrale ce qui implique directement que les
solutions des équations du mouvement s’expriment a 1’aide des fonctions 6
de Riemann.

Nous allons voir I'application concréte des idées du dernier paragraphe
dans la suite, mais nous allons d’abord introduire le dernier objet fondamental
de la théorie des systéme intégrables.

3.3 La matrice r classique

La matrice r classique est la derniére addition & I’arsenal des outils de la
théorie des systeémes intégrables classiques. Contrairement a la démarche ha-
bituelle selon laquelle on généralise les notions classiques au cas quantique, la
matrice r est apparue comme l’analogue classique de la matrice R quantique
qui avait été découverte auparavant. Historiquement donc, la matrice r a été
introduite aprés coup dans la méthode du probléme inverse classique, tandis
que la méthode du probléme inverse quantique a été formulée dés le début
en utilisant la matrice R.

Sachant cela, il n’est pas surprenant que I'un des avantages de la for-
mulation de la théorie classique a 1’aide de la matrice r est la possibilité de
généraliser d’'une maniére assez directe les résultats classiques aux modéles
quantiques. Mais il y en a d’autres: premiérement, d'un point de vue tech-
nique, il est beaucoup plus facile de calculer les crochets de Poisson entre
les différentes quantités en utilisant la forme matricielle abrégée qui permet
d’alléger notablement les notations. Ensuite, la formulation de la méthode a
I’aide de la matrice r explique un certain nombre de relations qui apparaissent
“magiquement” dans les calculs. Finalement, ’existence de la matrice r ca-
ractérise les structures de Poisson pour lesquelles les valeurs propres d’une
matrice de Lax sont en involution comme on le verra bientot.
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3.3.1 Matrice r abstraite

Commencgons par donner une définition d’une matrice r classique abs-
traite, c’est-a-dire sans référence aux systémes intégrables (voir [14] pour
plus de détails):

Définition 6. Soit G une algébre de Lie et » € End G. L’endomorphisme r
est une matrice r classique si et seulement si I’application [, |, définie par

(X,Y] =X, Y]+ [X,rY]

est un crochet de Lie (c’est-a-dire vérifie 'identité de Jacobi comme cette
application est évidement bilinéaire et antisymétrique).

Ainsi, d’un point vue abstrait, la matrice r se définit dans le contexte
des algebres de Lie doubles. Remarquons en passant que l'identité de Jacobi
pour le crochet [, ], méne a ’équation de Yang-Baxter classique

[rX,rY]—r(X,Y],) =0
et/ou I’équation de Yang-Baxter modifiée
rX,rY]—r(X,Y],) = —-[X,Y]

mais, malgré son importance, nous n’allons pas en parler ici.

Une matrice r de la définition 6 permet d’introduire un crochet de Pois-
son naturel dans ’algébre des observables simplement comme le crochet de
Lie-Poisson-Berezin-Kirillov-Kostant ! correspondant: pour f, g € C*(G*) et
VL € G*

{f,9} (L) = L([df (L), dg(L)]) (3.6)

Pour faire le contact avec la notation plus habituelle de la matrice r
nous devons d’abord remarquer que le crochet (3.6) peut étre étendu aux
applications linéaires arbitraires car il préserve la linéarité. Plus précisement,
pour A € Hom(G*,V) et B € Hom(G*, W) nous pouvons définir {A ® B} €
Hom(G*,V ® W). Dans le cas particulier de V=W = G* et A= B = I
nous pouvons définir

{Li,L}={L®1,10 LY ={I2I}(L)

En d’autres mots, {L1, Lo} contient tous les crochets de Poisson des dif-
férents éléments de L:

{L1, LQ}ij,lcl ={L:% LQ}ij,kl = {Lir, L}

1. Cette définition a été donnée par Lie mais est restée pratiquement inconnue jusqu‘a
sa redécouverte par Berezin d’un coté et Kirillov et Kostant de ’autre bien plus tard
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ou la convention utilisée pour les indices est la méme que pour le produit

tensoriel habituel:
(A® B)iju = AixBji

La matrice r (linéaire) est habituellement introduite dans la théorie des
systémes intégrables par la formule

{L1 % Ly} = [r, L1 + Lo

o r € G® G. Il est facile de voir que cette relation s’obtient & partir de
la définition 6 dans le cas particulier ol les deux conditions supplémentaires
suivantes sont vérifiées:

(a) Il existe une forme bilinéaire invariante non dégénérée sur G

(b) La fonction r est antisymétrique
La premiére condition implique que I'on peut identifier G et G* ce que ’on
doit pouvoire faire car pous nous r € G ® G*. Remarquons aussi que quand
ces deux conditions sont satisfaites, ’algébre de Lie double (G, [], [].) devient
une bialgebre de Lie et I'on rejoint la formulation de Drinfeld [16].

3.3.2 La matrice r et les systémes intégrables

Nous allons maintenant voir que l'on peut associer une matrice r, au
moins localement, a n'importe quel systéme intégrable classique. Pour cela
revenons aux paires de Lax: comme on I’a vu ci-dessus, les valeurs propres de
la matrice . commutent. Mais le crochet de Poisson n’apparait pas pour au-
tant explicitement dans la description basée sur les paires de Lax. Néanmoins
on connait sa forme générale grace au théoréme suivant ([15]):

Théoréme 4. Les valeurs propres d’une matrice de Lax L sont en involution
st et seulement s’il existe une fonction r telle que

{L1, Ly} = [r12, L1] — [ra1, Lo] (3.7)
Démonstration. Supposons que la matrice L puisse étre diagonalisée comme
L =PAP™!

Alors les valeurs propres de L sont les éléments diagonaux de A: Ay, ..., Ay.
Supposons d’abord qu’ils commutent entre eux: {\;,A\;} = 0. Alors dans
le développement de {L € L} le terme {A © A} disparait. Il nous reste 4
termes avec {P ¢ P} et 4 termes avec {A € P} ou {P $ A}. Introduisons les

notations: i
{ku = {P,P} PP,
q2 = P{P, A} PP
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Alors les 4 premiers termes s’écrivent comme (vérification immédiate)
[[k12a L2] ) Ll] = [[kIQa Ll] ) LZ]

Ou, aussi, vu que ko = —k19
1 1
=5 [[k12, La] , L] — 3 [[ka1, L], Lo]

D’une maniére similaire, les 4 termes non nuls restants s’écrivent comme

[(I12, Ll] - [QQla Lz]

et on obtient donc Iexpression (3.7) si 'on pose rip = g1 + % [k12, Lo].
Inversement, supposons que le crochet de Poisson ait la forme (3.7). Alors
il est clair que, grace a la commutativité de la trace, {tr L;,tr Ly} = 0 et, par
calcul direct, tr L} et tr LT' commutent encore pour tous les n et m ce qui
implique que (en fait, est équivalent ) les valeurs propres de L sont aussi en
involution. O

Bien stir, la fonction r de ’énoncé est effectivement une matrice r selon la
définition précédente modulo 'identification de G et G*. Encore une fois, la
matrice r “historique”, telle qu’elle est apparue dans la méthode du probléme
inverse classique, & savoir la matrice r de

{L1 @ Ly} = [r12, L1 + Lo

n’est qu'un cas particulier correspondant a une matrice r antisymétrique
constante. Un autre exemple d’'une matrice r bien connue et trés important
en pratique car apparaissant naturellement dans beaucoup de systémes inté-
grables est celui d'une matrice r quadratique (opposé a la matrice r linéaire
de ci-dessus):

{L19 Lo} = [, Li Lo (3.8)
I1 se met encore sous la forme (3.7) en posant

lin __

1
quad quad
T2 = 5(_L27"21 + iy Ly)
ou, pour une matrice r quadratique antisymétrique

. 1
lin quad quad
T = §(L27“12 + iy L)

Ceci explique que les cas des matrices r linéaires et quadratiques ne sont
pas fondamentalement différents et que méme si les calculs sont, en pratique,
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souvent plus difficiles dans le cas quadratique (car une matrice r quadratique
constante ne correspond pas & une matrice r linéaire constante comme on le
voit ci-dessus), néanmoins les mémes idées peuvent souvent étre appliquées
aux deux cas. Par exemple, on verra que I’exemple de la section (3.4.2) est
trés similaire au systémes considérés dans le chapitre suivant malgré le fait
que le premier est formulé & ’aide d’une matrice r quadratique tandis que
dans la suite nous utiliserons une matrice r linéaire.

Donnons un exemple trivial d’une matrice r associée a une paire de Lax
pour conclure cette section. Dans le cas de 'oscillateur harmonique la matrice

de Lax p g
{ p wqg\ _ cos sin
L_<wq —p>_p<sin¢ —cosqzﬁ)

a les valeurs propres 1 et —1 et se diagonalise a ’aide de la matrice

[ cos¢p/2  sing/2 o
P_(sin¢/2 —cosqb/?)_pl

Donc {Py, Po} = 0 et 112 = ¢12 ou, aprés un calcul facile,

w 0 1
=g (5o )er

et 'on peut vérifier que le crochet de Poisson a effectivement la forme (3.7).
Bien stir, dans un cas aussi simple on ne gagne pas grand chose & écrire le
crochet de Poisson sous la forme r-matricielle — les vrais avantages de cette
approche n’apparaitront clairement que dans les exemples non triviaux de la
section 3.4.2 et surtout tout au long du chapitre 4.

3.4 Séparation des variables

Nous allons parler ici de la séparation des variables en mécanique clas-
sique qui sera un des ingrédients principaux de notre construction du modéle
algébrique de la jacobienne affine plus tard.

3.4.1 Définition

Les variables séparées s’utilisent en mécanique classique pour résoudre
I’équation de Hamilton-Jacobi. Rappelons que I’idée de cette méthode est de
trouver la transformation canonique (c’est-a-dire préservant la forme sym-
plectique canonique) qui raméne le hamiltonien H(p, ¢) a la forme K(Q) ou
(@, P) sont les nouvelles variables. En effet, les équations du mouvement se
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résolvent sans probléme dans les nouvelles coordonnées et le théoréme de
Jacobi (voir [1]) affirme qu’une solution de I’équation de Hamilton-Jacobi est
suffisante pour intégrer le systéme en quadratures.

Il reste la partie difficile qui est de trouver une telle transformation cano-
nique. Sa fonction génératrice S satisfait I’équation de Hamilton-Jacobi qui

a la forme 59 55
@(—,...,—;ql,...,qn>20 (3.9)
q1 an

Supposons que la variable ¢; et 1la dérivée partielle par rapport a cette variable
as
@
la variable ¢; est séparée et I’on peut alors chercher la solution de (3.9) sous
la forme

n’entrent dans (3.9) que comme combinaison ¢, ‘z—f, ql) . On dit alors que

S = Sl(ql) + SI(Q2> .. aQn)
en supposant que l’on sache résoudre I’équation

! !
@'(8—5...,a—S;qg,...,qn;cl):(] (3.10)

g2 ’ qn

qui s’obtient a partir de (3.9) en remplacant ¢; (‘Z—f, lh) par une constante c;.

Donc si ’on connait la famille de solutions S’ = S'(go,. .., ¢s; 1), on obtient
les solutions de (3.9) sous la forme Si(g1,¢1)+5’, ot Sy est la solution d’une
équation différentiele ordinaire

oS
(!51 (—,Ch) =C
q1

Bien sir, pour trouver les solutions de (3.10) on peut essayer de séparer la
variable ¢y en répétant cette procédure. En particulier, il est clair que si toutes
les variables sont séparables, on pourra trouver la solution de I’équation de
Hamilton-Jacobi.

Ceci justifie la définition suivante ([17]): dans un systéme a N degrés de
liberté complétement intégrable la séparation des variables est la construction
de N couples de variables canoniques (x;, p;)

{zs,7;} = {pi,p;} =0, {74, 05} = 0y
et N fonctions ®; telles que
®; (w3, pi, Hi, ..., Hy) =0

ou H; sont les intégrales du mouvement en involution. Remarquons que l'on
ne se limite pas seulement aux changements de variables mais que la trans-
formation canonique peut trés bien agir aussi de fagcon non triviale sur les
impulsions (ce qui est rarement le cas dans les problémes classiques).
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3.4.2 Exemple générique

Nous allons considérer ici ’exemple de la chaine magnétique SL(N) clas-
sique — le méme que Sklyanin a utilisé pour présenter ses résultats dans
[17]. Au-dela de ce modéle particulier, cet exemple est générique pour bien
d’autres modéles associés & une matrice » SL(N)-invariante (par exemple,
la méme construction s’applique a la chaine de Toda [19]). On ne va donc
pas rentrer dans les détails de ce modéle particulier mais juste illustrer la
démarche générale (on pourra toujours se référer a Particle de Sklyanin qui
contient toutes les étapes de la construction).

Remarquons aussi que cette méthode se généralise aussi au cas quantique
et est en fait la base de ’Ansatz de Bethe fonctionnel [31] qui, dans les
mots de Sklyanin, peut étre décrit par la “remarque obscure” suivante: il
suffit de prendre un polynéme B(u) (o u est le paramétre spectral) dont les
coefficients commutent entre eux:

Vu,v {B(u),B(v)} =0

Alors les racines de ce polynome sont les coordonnées séparées (et les impul-
sions correspondantes s’obtiennent & partir d’eux).

Passons maintenant & notre exemple: on considére un modéle décrit en
termes de variables S((;g) one,f=1,...,Netm=1,...,Met)_, sim — .
Le crochet de Poisson est donné par

(m1) @(m2)| _ (ma) (m2)
{Sa1é1 ) Sa2§2} - 6m1m2 <Sa1ﬂlz - Sa2§1)

Le centre de ’algébre de Poisson est engendré par les valeurs propres l((xm) des
matrices S™ que I'on supposera étre fixées ce qui nous définit une variété
de dimension M N(N — 1) sur laquelle, dans le cas générique, le crochet de
Poisson est non dégénéré.

Nous pouvons former la matrice N x N suivante (la matrice de monodro-
mie):

ou Z est une certaine matrice inversible avec N valeurs propres distinctes et
0; sont des constantes numeériques.
I1 est facile de voir que le crochet de Poisson de T'(u) s’écrit sous une
forme r-matricielle avec la matrice r la plus simple possible:
1
{T1(u), Ta(v)} = [P, Ty (u) T2 ()] (3.11)

u—v

ol P est I'opérateur de permutation dans C¥ @ CV.
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Ensuite on remarque que les polynémes symétriques en valeurs propres
de T'(u)
te(u) = tr APT (u)

commutent entre eux et en comptant le nombre de leurs coefficients on trouve
qu’il est égal & %MN(N —1), c’est-a-dire la moitié de la dimension de I’espace
des phases ou exactement le nombre de degrés de liberté du systéme ce qui
prouve qu’il est complétement intégrable.

Ce qui était une conjecture dans l'article de Sklyanin devient ici la pro-
position suivante:

Proposition 5. Il existe un polynéme B et une fraction rationnelle A sur
GL(N) tels que les variables (x;, P;) définies par

B(T(z:)) =0, P =A(T(z:))
vérifient les relations suivantes:
{zi,z;} ={b, P} =0, {B,z;} =0;P (3.12)

et, de plus,
det (P, —T(x;)) =0 (3.13)

Ces variables sont donc presque les variables séparées: pour trouver ces
derniéres il suffit de définir p; par P; = exp p; et alors (x;, p;) sont canonique-
ment conjugués.

Nous verrons la preuve de cette conjecture plus tard (quoique dans un cas
légérement différent), pour 'instant nous allons juste donner des exemples.

Commencons par le cas N = 2 qui a servi de base pour la construction
générale et qui explique aussi les notations utilisées. Nous pouvons écrire la
matrice T'(u) sous la forme suivante:

T(u) = ( a(v) b(u) ) (3.14)

Le choix des notations n’est pas di au hasard: si nous définissons B(u) = b(u)
et A(u) = a(u) et x; et P; comme ci-dessus (en supposant que B(u) n’a pas
de racines multiples), la matrice T'(u) devient triangulaire pour v = z; et
donc I'élément diagonal P; est une valeur propre et vérifie donc (3.13) qui
dans ce cas prend la forme

P? — trT(z;) Py + det T(z;) = 0

(remarquons que cette équation définit une courbe spectrale hyperelliptique).
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Pour démontrer que les variables sont réellement séparées il nous faut
aussi calculer leurs crochets de Poisson. Commencons par utiliser la formule
(3.11) pour obtenir

{A(w),A(w)} = 0
{B(u),B(v)} = 0
(A(w), Br)} = AWBE) = Bwd()

u—v

La commutativité de B(u) entraine la commutativité de z;. Pour calculer
{P;,z;}, on utilise la définition implicite de z; & partir de B(xz;) = 0: pour
toute fonction F' on a

0= {F, B(x;)} = {F, B(t)}|us, + B'(z:){F, z;}
et donc

. {F, B(u)}Hu=az
B'(z;)

{F7 31‘1} =
De la méme maniére, on a
{P, F} = {A(:), F'} = {A(u), F}u=a, + A'(zi){zi, F'}

Finalement

{A(u), B(v)}Hu=gi,v=s

{P)i:xj} = {A(u)’xj}|u:$i = B'($j)

et en utilisant I’expression ci-dessus pour le crochet de A et B et en appliquant
la régle de 'Hépital on trouve {F;,z;} = §;;F;. Le crochet de P; et P; se
calcule de la méme fagon mais ceci ne sera pas fait ici puisque ’on refera ce
calcul pour N arbitraire plus tard.

Au lieu de présenter ici la construction de Sklyanin pour N = 3 (qui
fait apparaitre les fonctions B et A assez mystérieusement et n’explique pas
vraiment pourquoi les variables séparées prennent une telle forme — ce qui est
aussi une reproche que I’on peut faire a sa généralisation a N quelconque dans
[23]) comme le cas N = 3 est déja complétement générique, nous donnerons
le résultat de notre construction pour N quelconque directement. Pour cela
commencons par écrire la matrice 7'(u) sous une forme similaire & (3.14):

= (20 40

ot b(u) est maintenant un vecteur-ligne de taille N —1 et d(u) est une matrice
(N—-1)x (N -1).
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Définissons le polyndme

et la fraction rationnelle

det

det ..
b(u)d™=3(u)
3

ou ¢ est un vecteur-ligne de taille N — 1 tel que le dénominateur de A(u) ne
s’annule pas. Nous affirmons que ces deux fonctions définissent les variables
séparées exactement comme ci-dessus. Nous allons voir dans la suite pour-
quoi un tel vecteur existe et, surtout, pourquoi les variables (x;, P;) définies
avec ces expressions pour A et B sont canoniquement conjuguées. Pour l'ins-
tant on peut se contenter de remarquer que ces expressions se réduisent a
la construction pour N = 2 car trT(u) = a(u) + d(u) commute avec b(u)
et donc —d(u) a les mémes relations de commutation que a(u) dans le cas
N =2.

3.5 Meéthodes algébro-géométriques

Dans cette section nous allons définir une surface de Riemann associée a
un systéme intégrable possédant une paire de Lax avec un parameétre spectral
et nous montrerons comment 1’évolution temporelle du systéme se réduit a
un flot linéaire sur la Jacobienne de cette surface.

3.5.1 La courbe spectrale

On considére ici une paire de Lax avec un paramétre spectral (pour lequel
on utilisera la lettre z — qui dénote d’habitude la coordonnée complexe — au
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lieu de A ci-dessus), c’est-a-dire une paire de matrices L(z) et M (z) vérifiant
I’équation de Lax

L(z) = [M(2), L(2)] (3.15)
Alors on peut considérer ’équation
R(w, z) = det (L(z) + w) =0 (3.16)

qui définit une courbe algébrique ¥ dans C? que l'on supposera étre lisse.
Les points de cette courbe sont (w, z) tels que —w est une valeur propre de
la matrice L(z) (le signe moins ici s’explique par notre décision de préférer
avoir le signe plus dans (3.16)). Comme on a vu que I’équation de Lax est
isospectrale, c’est-a-dire que les valeur propres de L ne dépendent pas du
temps, la courbe (3.16) que I'on appelle la courbe spectrale n’en dépend pas
non plus. Si les matrices L et M sont d’ordre N, I’équation de ¥ s’écrit plus
explicitement sous la forme

R(w,z) =wY +t1()w™ ™ + ... +ty(2) =0

ou les coefficients t;(z) sont les polynomes en L;;(z) et, bien sir, eux non
plus ne dépendent pas du temps. Sous cette forme on voit que la courbe
en question est un revétement & N couches de la sphére de Riemann. Ses
autres propriétés — notamment le genre g et/ou le nombre de points de
branchements b — dépendent de la forme exacte de la matrice L mais nous
pouvons déja dire que la formule de Riemann-Hurwitz (voir [4] par exemple)
donne

1 1
gzN(gsphére_1)+§b+1:§b_N+1 (3.17)

ou b est le nombre de points de branchements.
Gréce a la définition ci-dessus nous avons donc pout tout (w, z) € X un
vecteur propre ¥(w, z) de L(z) pour la valeur propre —w:

(L(z) + w)(w,z) =0 (3.18)

On peut montrer (voir chapitre 5 de [2]) que pour une matrice de Lax L
générique, les espaces propres sont encore unidimensionnels méme aux points
de branchements ce qui nous permet de définir 1)(P) sans ambiguité pour
tout P = (w, z) € X. Dans la suite nous allons nous intéresser aux propriétés
analytiques de ¢ (P) comme fonction sur X.

Pour commencer, remarquons que les composantes de v (w, z) sont des
fractions rationnelles de coefficients de L(z) et sont donc des fonctions méro-
morphes sur la courbe X. De plus, si ’on considére le vecteur propre normalisé
par la condition ¢ = 1, c’est-a-dire

PO =

ses composantes seront encore des fonctions méromorphes.
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3.5.2 Le diviseur dynamique

Dans cette section nous allons introduire un diviseur spécial D(t) qui
s’appelle le diviseur dynamique car il contient toutes les variables dynamiques
du systéme: aprés le choix de la courbe spectrale (qui revient a fixer les valeurs
des intégrales du mouvement), toutes les autres quantités s’y retrouvent. De
plus, ce diviseur évolue linéairement dans le temps et donc toutes les variables
dynamiques s’en déduisent & 1’aide de I'inversion de Jacobi.

Le diviseur D(t) correspond aux zéros du vecteur propre normalisé ¥° qui
sont dynamiques, c’est-a-dire dépendent du temps, car il en aussi d’autres,
qui n’ont pas de signification physique et apparaissent en pratique comme
des conséquences des choix de jauge sur la paire de Lax. Pour justifier ces
explications un peu vagues, nous devons préciser la forme des matrices L et
M: il est clair que I'on peut diagonaliser la matrice L(zp) en un point z, en
la conjuguant par une matrice constante sans changer quoi que ce soit. Nous
supposerons donc que oo n’est pas un point de branchement et que L(co) est
diagonale. Dans ces conditions on a les deux théorémes suivants (|2]):

Théoréme 6. Le vecteur propre normalisé °(P) a g+ N — 1 poles.

Démonstration. Considérons la fonction suivante:

YW(P) () - ¥(Py)
W(z) = det : : :

YN (P) Yn(P) - R (Pw)

ou P; = (w;, z) sont les N points au-dessus le point z. La fonction W (z) est
bien définie car elle ne dépend pas de ’ordre exact de P; puisque le carré du
déterminant reste invariant si on les échange.

Elle a aussi un pole double partout ot ¥° a un podle simple et donc il
suffit de compter la multiplicité totale de ses poles et la diviser par deux pour
trouver le nombre de poles de 1/°. Et comme W est une fonction méromorphe,
le nombre de ses poles est égal au nombre de ses zéros.

Regardons donc quand W (z) peut s’annuler: comme il n’est pas possible
que le déterminant s’annule quand tous les w; sont distincts (car les vec-
teurs propres leur correspondants seraient alors linéairement dépendants) et
comme 99 lui-méme ne s’annule jamais (vu que 1° = 1) la seule possibilité
est que les zéros de W (z) soient aux points de branchement de la courbe.

Plagons-nous donc & un point de branchement FP,. Supposons d’abord
que nous sommes dans le cas général: alors I’ordre du point de branchement
est 2 et on peut donc prendre w pour paramétre local. Ainsi la projection
u : % +— C s’écrit, localement, comme

2(P) = z(Py) + Kw® 4+ O (w®)

2
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et donc le déterminant (qui s’annule en FPy) a un zéro d’ordre simple en w et
son carré un zéro d’ordre 2 ce qui revient a dire, grace a la relation ci-dessus,
que W(z) a un zéro simple en z.

Un raisonnement similaire peut aussi étre fait? pour les points de bran-
chement d’ordres supérieurs: supposons que Py soit un point de branchement
d’ordre k. Vu que I'on passe d’une branche de la courbe a I'autre par la mul-
tiplication de w par une racine (k + 1)-iéme de 1'unité, on peut se convaincre
que le déterminant s’annule alors & I'ordre k£ en w et W(z) — a 'ordre £ — 1.

11 suffit maintenant d’utiliser la formule de Riemann-Hurwitz (3.17) pour
trouver le résultat. O

Nous avons donc g+ N — 1 poéles en tout mais seulement g entre eux sont
dynamiques:

Théoréme 7. Soient Q1,...,Qn les N points (distincts par hypothése) au
dessus de z = oc. Alors pour k = 2,...,N la k-ieme composante ¥2(P) du
vecteur propre normalisé a un pole simple en Q.

Démonstration. Les vecteurs propres de L sont proportionnels aux éléments
de la base e; en @); car L(co) est diagonale par hypothése. Donc quand
z +— 00 les espaces propres de L(z) sont engendrés par les vecteurs eg(z) =
ex, + O(1/z). Pour obtenir un vecteur propre normalisé on doit diviser ex(2)
par sa premiére composante e}, (2) = 01 +O(1/z) ce qui résulte en O(z) dans
Yp(P) quand P+ Q. O

Nous voyons que N — 1 poles de 1° sont la conséquence directe du choix
de jauge qui consiste a diagonaliser L(oco): ils ne dépendent donc pas du
temps ni ne peuvent contenir d’information dynamique. A cause de cela, on
est amené a définir le diviseur dynamique D(¢) comme la somme de tous les
poles de ¥°(P) restants.

Ce diviseur suffit effectivement pour décrire complétement la dynamique
du systéme car si 'on se donne D(t) et les points (); on peut rétablir la
fonction ¥° uniquement a partir de 1a (par le théoréme de Riemann-Roch).
Et ensuite on peut reconstruire sans ambiguité la matrice L(z) a partir de
Y° et la condition de diagonalisation a ’infini ce qui prouve bien que toutes
les informations dynamiques sont encodées dans le diviseur D(t). Dans la
section suivante on s’intéressera a I’évolution dans le temps du diviseur D(t)
pour démontrer le deuxiéme résultat énoncé ci-dessus, a savoir que D(t) est
tout simplement une constante.

2. Merci & O. Babelon pour me 'avoir indiqué
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3.5.3 Les fonctions de Baker-Akhiezer

Ce sont des fonctions singuliéres sur la surface de Riemann qui appa-
raissent naturellement dans la théorie des systémes intégrables. Pour voir
comment, nous devons parler briévement de la constuction de Zakharov-
Shabat déja mentionnée dans la section 3.1. C’est une méthode qui permet
de construire des paires de Lax avec paramétre spectral a partir des propriétés
analytiques des fonctions L(z) et M(z).

Plus précisement, soit {z;} l’ensemble des poles de L(z) et M(z). On
cherche a écrire L et M sous la forme

L(z) = Lo+ Li(2)

k

M(z) = Mo+ M(z)

ou Lg et My sont des constantes et L (z) et My (z) sont les parties principales
(ou polaires) de L et M, respectivement, autour de zj:

ng
fri
lzzl (z — z)t
On utilisera aussi la notation
(f(2))_ = f(2) au voisinage de zj

pour la partie principale de la fonction f. Alors on peut montrer (voir [2])
que la matrice M en général aura une telle forme avec, en plus,

My = (PW(L,2))_ (3.19)

ot P*) sont des polyndmes en L et des fractions rationnelles en z.

Intéressons-nous maintenant aux propriétés analytiques des composantes
du vecteur propre 9, par exemple & f(w, z) = 91 (w, z). En utilisant I’équation
de Lax (3.15) et la définition de ¢ (3.18) on voit immédiatement que

(L(w, 2) + w) (¢ = M) =0

et comme ’espace propre est de dimension 1 (voir ci-dessus) on a

= (M+c) ¢ = const

Nous supposerons ici que nous avons tout simplement

f=(My) (3.20)
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car cela ne change rien dans nos considérations. En effet, la seule chose im-
portante est qu’il n’y a que deux possibilités pour les poles de f (w, z): soit
c’est un pole au-dessus d’un point z; ot M(z) a un pdle, soit c’est un pole
de .

Dans le premier cas, on se place a un point (w, z;) ou 'on peut utiliser
(3.19) pour écrire

f= ((P(k)(L, z)_ + rég.) 1/1)1 = (P(k)(w, z)_ +rég.) f

(ot “rég.” dénote les termes réguliers au voisinage de z;) car pour tout poly-
noéme P on a P(L)Y(w,z) = P(w)y(w, z). Cela montre que la fonction f/f
a des poles aux points (w, z) ot P*)(w,z)_ # 0. Comme P*) ne dépend pas
du temps, nous voyons que f a une singularité essentielle en ces points de la
forme

Flt,w, 2) = ePPwa- x 140

Regardons maintenant ce qui se passe aux poles de . D’abord, & I'infini
M (z) s’annule et donc on ne peut rien dire d’intéressant sur f. Soit, donc, u
un pole fini, c’est-a-dire un point appartenant au diviseur dynamique D().
Alors par I’analyse locale du comportement de v dans son voisinage on trouve
que
dlogf dlogz—u
d — dt

d’ott 'on voit que f(u) = 0, donc le diviseur dynamique est le diviseur des
zéros de f(t).

Tout ceci montre justement que f est une fonction de Baker-Akhiezer en
accord avec la définition générale suivante ([2]):

+ rég.

Définition 7. Soient Pi,..., P, des points sur une surface de Riemann X
de genre g et z,(P) les paramétres locaux tels que zx(FP;) = 0. Si l'on se
donne les parties principales Sg(P) = >_,_, Suz, autour de ces points et un
diviseur D sur ¥, la fonction de Baker-Akhiezer ® 54 qui leur est associée est
une fonction qui

— est méromorphe sur ¥ a 'extérieur des points P

— telle que (®p4)+D >0

— ®ps(P)e%kP)) est analytique au voisinage de Py

Le résultat fondamental sur les fonctions de Baker-Akhiezer est la for-
mule qui les exprime en fonction des fonctions théta — et qui prouve aussi
leur existence. Pour obtenir cette formule nous commencgons par définir la

différentielle abélienne de second ordre Q). C’est une différentielle norma-
lisée (avec les périodes a nuls) et les parties polaires aux points P, données
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par dSj. Soit U®) le vecteur des périodes 8 de Q9):

U,ES) — L O)
271 Jy,

Soit Py un point de base quelconque, alors I'expression suivante définit une

fonction de Baker-Akhiezer associée aux données ci-dessus:

) 0(A(P) +UB) —¢)
0(A(P) — &)

®pa(P) = const x el (3.21)

ou A est la transformation d’Abel de point de base P, définie dans la section
2.3.

Pour prouver ce résultat, il suffit de vérifier que cette fonction est bien
définie (c’est-a-dire ne dépend pas du chemin d’intégration) et posséde les
propriétés analytiques requises ce qui se fait sans difficultés. De plus, si 'on
forme le rapport de deux fonctions de Baker-Akhiezer, on obtient une fonc-
tion méromorphe avec deg D poles. La dimension de I'espace de ces fonctions
est deg D — g + 1 selon le théoréme de Riemann-Roch et donc, en particu-
lier, si deg D = g la fonction de Baker-Akhiezer est unique & une constante
multiplicative prés.

Revenons maintenant & notre fonction f: on avait déja déterminé ses zéros.
Pour trouver le diviseur complet de f(t) il suffit de remarquer que ses poles ne
dépendent pas du temps car si ¢’était le cas ils auraient les ordres différents a
gauche et a droite de I’équation (3.20). Donc, quitte a fixer la valeur f(0) = 1,
nous avons (f) = D(t) — D(0). Cela démontre que f est 'unique fonction
possédant les parties principales données par P%) correspondant au diviseur
D(0) ce qui nous donne le droit de I’écrire sous la forme (3.21):

% w00 O(A(P) +tUM) — £p0))
0(A(P) = Epo)
avec t en numérateur nécessaire pour compenser la monodromie de 1’expo-

nentielle.
Alors on voit que le diviseur de zéros de f(t, P) doit satisfaire a

flt,P)=e

A(D(1) = A(Dy) =~ = - f o0y

T Jp

et donc, comme énoncé, évolue linéairement avec le temps.
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Chapitre 4

Les jacobiennes des courbes
spectrales

4.1 Description générale

Ce chapitre constitue la partie la plus importante de cette thése. Ici nous
allons mettre ensemble tout ce dont on a parlé dans les chapitres précédents
et présenterons les résultats nouveaux que nous avons obtenus en utilisant
les approches discutées auparavant.

Mais avant de le faire, rappelons la motivation derriére I’étude des courbes
spectrales que 'on va entreprendre. Comme on I’a déja vu dans la section
3.5, il existe une relation intime entre les systémes intégrables et la variété
jacobienne de sa courbe spectrale: en bref, si I’espace des phases du systéme
M est plongé dans RV, on peut aussi considérer sa complexification M®
qui sera alors une partie de CV. L’intérét de complexifier I’espace des phases
est que maintenant on a une description particuliérement simple des surfaces
de niveau des intégrales de mouvement. Plus précisement, ces surfaces sont
isomorphes a la jacobienne affine de la courbe spectrale, c’est-a-dire la va-
riété jacobienne privée d’un certain diviseur particulier (qui est le diviseur
de la fonction @ dans les cas les plus simples). De plus, on peut revenir a
’espace réel dont on était parti RY C CV en prenant son intersection avec la
jacobienne affine: le résultat sera un tore réel. Donc & partir de ces considéra-
tions générales, on est tenté de dire que les tores de Liouvilles correspondent
exactement aux parties réelles des jacobiennes. Malheureusement, une simple
comparaison de dimensions dans des exemples particuliers simples montre
que cela ne peut étre le cas. Néanmoins, ceci est presque vrai et une de nos
premiéres taches sera de réduire proprement le modéle pour se ramener & une
telle situation.
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Ensuite nous allons nous intéresser a certaines cohomologies singuliéres
des complexes de de Rham a coefficients dans I’algébre des observables. Pour
comprendre comment on en est arrivé a considérer ces groupes cohomolo-
giques et pourquoi ils sont importants, il faut penser aux modéles intégrables
quantiques et aux résultats de [19] et [18] qui ont servi de points de départ
aux articles [21] et [27] qui forment la base de cette thése.

Finalement, quelques mots sur l'organisation de ce chapitre: méme si,
historiquement, le cas des modéles a symétrie s/(2) fut traité avant le cas
général de ;l(N ) pour N quelconque, nous allons développer les deux cas
parallélement, c’est-a-dire nous considérerons le cas général tout de suite
mais reviendrons sur les particularités du cas hyperelliptique quand nous
les rencontrerons et nous donnerons aussi les exemples principalement pour
N = 2. Nous espérons que la présentation de résultats pour N quelconque
sera ainsi plus compréhensible sans que nous ayons a tout refaire deux fois.
On pourra aussi dire que notre exposé ici est la synthése des travaux [21],
[22] et [27] ot on pourra retrouver tous les détails techniques.

4.2 La courbe spectrale

L’objet de base de notre étude est une surface de Riemann ¥ que 1’on
définira dans cette section. On a déja vu comment cette surface apparaissait
dans le contexte des systémes intégrables dans la section 3.5.1, mais ici ’'on
va adopter une approche plus abstraite car, en fait, la situation ou ’on se
place est complétement générique et est pratiquement la méme quel que soit
le systéme intégrable (ou, en d’autres mots, la paire de Lax) initial.

4.2.1 Définitions

La courbe 3 est définie par ’équation
r(w,z) = w" +t(2)wV ™+ .+ tn(2) =0 (4.1)

avec ti(z) étant des polynémes en z du degré inférieur ou égal a kn — 1 et
le degré de ty(z) exactement égal & Nn — 1. Dans le cas N = 2 et aprés un
changement de variables évident, on retrouve la forme canonique de I’équa-
tion d’'une courbe hyperelliptique

y> = f(2) (4.2)

ou f = it% — to est aussi un polynoéme en z. Ci-dessous nous utiliserons le
fait que son degré est toujours impair:

deg f(z) = max (2degt;,degty) = degty =2n — 1
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Pour vraiment définir une surface de Riemann compacte, nous avons bien
siir besoin d’ajouter les points & I'infini. Pour le faire on définit une deuxiéme
carte sur ¥ en récrivant I’équation (4.1) dans les variables

—N
g X
NZ|SN =

Par exemple, dans le cas hyperelliptique si ’on factorise f comme

i) =] - =)

on aura
2n—1

y? =27 H (1 — z2") (4.3)

Pour N quelconque on a encore I’expression de la forme

w'™N = 2’ x (polynéme en 2’ et w') (4.4)
ce qui montre que dans les deux cas il n’y a qu’un seul point & 'infini comme
2/ =0 — w' = 0. On notera ce point (2’ = 0,w’ = 0) simplement comme oo
et ’on peut aussi remarquer que c’est le seul point singulier de ¥ dans le cas
général.

Les deux équations (4.1) et (4.3) ou (4.4) raccordées sur les parties ou-
vertes z # 0 et z' # 0 de la sphére de Riemann définissent une courbe a N
feuilles au-dessus de la sphére. Les points de branchements sont les points
ou Jyr(w, z) = 0. Parmi eux il y aura toujours le point oo et leur nombre
total est N(N — 1)n. La situation est particuliérement simple dans le cas
hyperelliptique car les points de branchements a la distance finie sont alors
simplement les 2n — 1 zéros du polynéme f(z).

En utilisant la formule de Riemann-Hurwitz (3.17) on trouve immédiate-
ment le genre de X:

g=gh+1-N=_(N-1)(Nn-2) (4.5)

Le genre, c’est aussi le nombre de différentielles abéliennes du premier type,
qui est donc connu. Mais on peut méme les écrire explicitement ici comme

,wN—m—lzk

0;

avec {m = max{l|i>i(ln—-2)(1—-1)}
ko= i—g(mn—-2)(m-1)—-1
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En d’autres termes, les termes w”~""12% dans le numérateur d’une différen-
tielle abélienne doivent satisfaire a

{1 < m<N-1

0 < kE<mn-2 (4.7)

Ces conditions se trouvent en imposant le comportement régulier a I'infini. Il
suffit de les relacher pour trouver la forme des différentielle du second type:
c’est la méme que (4.6) mais sans restrictions sur m et k.

Nous rappelons que pour définir la fonction théta de Riemann sur ¥ il
faut d’abord choisir une base homologique canonique, c’est-a-dire 2¢g cycles
ai, ..., B1,..., B, avec les indices d’intersection données par (2.1) ce qui
nous permet de définir la matrice des périodes a A par

a;

et de I'utiliser pour définir les différentielles abéliennes suivantes:

9
_ -1
Wi = E :(A )ijaj
Jj=1
qui sont normalisées, c’est-a-dire vérifient

{fai wj = 0

$5.wj = Bj

Alors la fonction # est la fonction associée & la matrice symétrique et avec
la partie imaginaire définie positive B (voir 2.3.3) et nous pouvons finalement
définir le divisieur théta

X ={£]0(¢) =0}
qui est une sous-variété (peut étre singuliére) de J de dimension (g —1). La

jacobienne affine que 'on étudiera dans la suite est, par définition, la variété
non compacte J — X.

4.2.2 Les observables

Comme on I’a vu auparavant, les observables physiques du modéle sont
les fonctions méromorphes sur la jacobienne avec les singularités se trouvant
seulement sur X ou, en d’autres termes, ce sont les fonctions holomorphes
sur la jacobienne affine. On va donc s’intéresser 4 ’anneau de telles fonctions.

Il sera important pour la suite de pouvoir reconnaitre facilement les fonc-
tions de cette classe. Une méthode simple pour les décrire est encore d’utiliser
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les fonctions théta (y compris celles d’ordres supérieures) mais la description
que 'on obtient ainsi n’est pas suffisamment explicite pour nous étre utile et
nous proposons donc une caractérisation alternative.

Commencons par rappeler que la transformation d’Abel est le plongement
analytique de la courbe dans sa jacobienne définie par

Ayt X = TJ
D

p = [w+ A(po)
Do

oll pg est le point de base de I'application, fixe, que 1’on choisit de prendre égal
a oo dans notre cas, w est le vecteur composé des w; et A est la caractéristique
de Riemann. On peut étendre A au produit symétrique de g copies de X:

A% 9 - 7
g Dk
(P1,-.-,pg) l;fw—i—A(po)
=loo

Considérons maintenant un point £ € X. D’un coté, le théoréme de Rie-
mann (2) nous permet de le caractériser par I’existence de g — 1 points ¢; tels
que

9-1 g
=Y [ wtaeo
j=17%°
Donc si nous avons aussi
&= A(p1,...,pg)

alors, par le théoréme d’Abel, les deux diviseurs suivants sont équivalents:

(pla"'apg)2(q1a"'aqqulaoo) (48)

Ici le cas hyperelliptique se distingue du cas général car, grace a 1’existence
de l'involution hyperelliptique, on peut décrire 'image réciproque de X par
A*. Rappelons que cette involution est définie par

T (y,Z) = (—y,Z)

c’est-a-dire consiste a échanger les deux feuilles de la surface. Il est facile
de voir a partir de (4.8) que I'image réciproque de X est composée de deux
parties:

AN X)) =X = X Xo (4.9)

ou

Xoo = {(p1,-.-,pg) | T pi= o0}
Xo = {(p1,--»pg) [T #J pi=7(p;)}
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Donc, quoique les variétés compactes 9 et J ne soient pas isomorphes, A*
induit un isomorphisme entre la jacobienne affine et %9 — X, d’out 'on peut
trouver la forme des fonctions méromorphes sur J avec les poles sur X.

Nous ne disposons pas d’une telle description explicite dans le cas général
mais nous pouvons pourtant décrire ces fonctions. La situation la plus simple
est celle oti tous les points p; sont distincts. Alors, pour qu’il y ait une fonction
avec un poéle en £ il faut qu’il existe une fonction sur ¥ avec des poles simples
en p; ce qui est possible si et seulement si

6(p1, - - -, pg) = det (wilp;)) =0 (4.10)

ce qui nous invite & considérer les fonctions sur 39 ayant §(p;) au dénomi-
nateur.

Mais on réalise que 1’on obtiendrait alors des poles supplémentaires indé-
sirables dés qu’il y a deux points (ou plus) coincidents. La solution consiste
a les compenser en prenant des fonctions de la forme

6(p1,---,pg) _ det (@(py))
S(p1,---,pg)  O(P1s---,Dg) (4.11)

ol les @ sont des différentielles du premier ou second type. Une fonction de
type (4.11) est holomorphe sur la jacobienne affine par construction et, de
plus, les conditions ci-dessus sont nécessaires et donc toutes ces fonctions
s’obtiennent comme produit de fonctions (4.11).

4.3 Le modéle affine

Le modéle de la jacobienne affine, c’est-a-dire I'isomorphisme entre la
jacobienne et un certain espace de matrices, que l'on va construire dans
cette section, est le cceur de notre méthode. En effet, il est bien plus simple
d’étudier les fonctions définies sur les éléments matriciels que sur 9. L’idée
de le faire n’est pas vraiment nouvelle car elle était déja exploitée avec succés
par Mumford en [9], mais seulement pour le cas hyperelliptique qui est bien
plus simple que le cas général o le résultat final est, certes, presque le méme,
mais qui demande beaucoup plus d’efforts & obtenir et sa déduction pose plus
de problémes techniques en cours de route.

D’ailleurs, nous commencerons par expliquer la situation pour N = 2 qui
est trés simple et explicite. De plus, ce cas montre déja bien la relation entre la
construction de cet isomorphisme et la séparation de variables. Ensuite nous
discuterons le cas général mais sans donner tous les détails que 1’on pourra
toujours retrouver dans [27]. Nous insisterons surtout sur les différences entre
ce cas-la et le cas hyperelliptique.
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4.3.1 Le cas hyperelliptique

On considére ici la matrice 2 x 2 suivante

_ [ a(2) b(2)
m(z) = ( o) d(z) ) (4.12)
dont les éléments matriciels sont des polynomes en z de degrés donnés par

deg, m(z) = ( an Z_} ) (4.13)
Le polynéme caractéristique de m(z) a alors la forme requise par (4.1):
degtrm(z) < n — 1 et degdetm(z) = 2n — 1 pourvu que les coefficients
dominants de b(z) et ¢(z) ne s’annulent pas. En fait, nous allons considérer
I'espace de matrice m(z) dont le polynome caractéristique est le méme que
I’équation définissant 32, c’est-a-dire que I’on impose la condition

Em(z)(w) = r(w, 2) (4.14)
Ecrivons explicitement les polyndémes apparaissant dans m(z) comme

() = a®n=2 4 W) n=3 L ... 4 g(n=2)
(2) = b0zt 4 pn=2 4 ... 4 p(n=1)

c(z) = Oz0 M1 4.4 )

d(z) = dOz1 4dWzr=2 4 ... 4 gn1)

S

On fixera (pour des raisons qui deviendront claires dans la discussion du cas
général) les valeurs des coefficients dominants de b(z) et ¢(z):

b =0 =1 (4.15)

ce qui nous laisse 4n — 2 degrés de liberté dans la matrice m(z). L’équation
(4.14) écrite en composantes impose 3n — 1 conditions (aprés avoir fixé les
valeurs de b0 et ¢(® nous n’avons que 2n—1 équations venant de ’égalité des
termes libres car celle pour le coefficient dominant devient triviale). Donc la
dimension de la sous-variété M de 'espace de matrices ayant la forme (4.12),
(4.13) définie par (4.14) et (4.15) est n — 1 ce qui est exactement égal & g
obtenu a partir de (4.5).

Nous allons montrer que, en fait, cette sous-variété est isomorphe a la
jacobienne affine de Y. De plus, dans ce cas trés particulier de N = 2 il
est possible de construire explicitement I'isomorphisme d’une fagon simple:
prenons une matrice m(z) vérifiante (4.14) et (4.15). Factorisons b(z):

b(z) = [ (z - 2) (4.16)

k=1
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et posons
wi = —a(z) (4.17)

(le signe moins est ici pour les mémes raisons que celui dans les formules de
la section 3.5.1). Alors det m(z) se réduit au terme a(zx)d(zx) et il est clair
que (wg, 2x) € X car le point satisfait I’équation (4.1) et donc nous avons
construit une application M — 9.

Inversement, prenons g points (wg, 2x) € % et définissons

oe) = = wll =}

i=1 i

d(z) = ti(z) —a(z) (4.18)

Bien siir, on ne peut définir ainsi une application de 9 dans M que si les
fonctions ci-dessus sont vraiment des polynomes. Regardons donc quelles sont
les conditions pour qu’elles n’aient pas de singularités:
— b(z) est singuliére si 'un des z; est égal a oo
— a(z) est aussi singuliére si z; = oo mais également si z; = z; mais
W; 7é wy
— ¢(2) et d(z) n’ont pas d’autres poles et ’on peut vérifier que c(z) est
effectivement un polynome et non pas une fraction rationnelle
Cela revient a dire que, comme z; = z; et w; # w; implique que (z;, w;) est
I'image de (z;,w;) par 'involution hyperelliptique, que cette application est
définie partout sauf sur X, U Xy. Comme en plus il est clair que les deux
applications ci-dessus sont inverses I'une de ’autre, on a construit 1’isomor-
phisme annoncé entre M et J — X et, qui plus est, d’'une maniére absolument
explicite.
Avant de passer au cas général, quelques remarques sur la construction
que l'on vient de faire:

1. On aurait pu faire le changement de variables w — y comme au début
de la section. Alors 'équation de la courbe se réduirait a (4.2) et la
matrice m(z) serait de trace nulle: d(z) = —a(z) ce qui simplifierait
méme un peu plus la construction ci-dessus. On a décidé d’utiliser I’ap-
proche “brute” ici car ce changement de variables est particulier au cas
hyperelliptique et empécherait de voir sa similitude avec le cas général.
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2. En particulier, grace a I'isomorphisme ci-dessus, on a réussi a plonger
J — X dans C¥*2 mais aprés la réduction des degrés de liberté a cause
de trm(z) = 0 on aurait méme un plongement dans C3*'. Les deux
nombres sont de toute facon remarquables comparés a la dimension
de I'espace C*~! dans lequel on peut plonger n’importe quelle variété
abelienne selon la théorie générale: on voit que les jacobiennes sont trés
speciales car elles peuvent étre plongées dans un espace de dimension
bien plus petite.

3. On n’a pas encore parlé de la structure symplectique de M mais I'on
peut déja dire que les variables z; et w; définies par (4.16) et (4.17) sont
les variables séparées que 1’on avait décrites dans la section 3.4.2

4.3.2 Le crochet de Poisson

Nous avons vu que les coefficients de la matrice m(z) devaient avoir une
forme spécifique (4.13) et, de plus, on a di imposer la condition (4.15) pour
que l'on ait l'isomorphisme avec la jacobienne affine hyperelliptique. Dans
cette section nous allons expliquer comment on arrive a ces conditions et
décrire notre modéle pour N quelconque.

Le point de départ est le crochet de Poisson: nous en avons défini un sur
I’espace des phases et donc nous devrions avoir aussi un crochet de Poisson
matriciel. Il est naturel de considérer un crochet r-matriciel:

{m(z1) ® m(z2)} = [r12(21, 22), m(z1) @ [ + I @ m(z)] (4.19)
Nous prendrons ici la matrice r rationnelle définie par

1 1
7'12(21, 22) = (—(Zl —+ ZQ)tOO + th_+ + th+_> (420)
21 — 29 2

avec

% = Z Ei; ® Ej;

t+7 == Z Ezg ® E]Z
1<j

t_+ - Z EZ] ® E]z
1>]

ou les matrices E;; sont les éléments de la base canonique de I'espace de
matrices:
(Eij)i = birdji (4.21)
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Comme les éléments de m(z) sont des polynomes en z la question suivante
évidente est quels sont leurs degrés. Notons qu’ils doivent satisfaire plusieurs
conditions: premiérement, le polynéme caractéristique det(m(z) + w) doit
avoir les coefficients du méme degré que (4.1). Deuxiémement, il faut qu’ils
soient compatibles avec (4.19). Ces deux conditions nous ménent a la forme
suivante pour les degrés:

mij(z) = mg-))z"’1 +...+ mg-kl) sit<j (4.22)
mij(z) = mg-))z" +...+ mz(?_l)z sinon '
Effectivement, si ’on écrit
det (m(2) +w) = w + ()Wt + ... +ty(2) (4.23)

on voit que degty(z) = kn — 1 et le crochet de Poisson de deux matrices
ayant de tels degrés des coefficients a encore la méme forme.

Pour résumer, on voit que ’on arrive naturellement a considérer 1’espace
M des matrices de taille N dont les coefficients sont des polynomes en z
vérifiant (4.22) et dont le polynéme caractéristique est égal a r(w, z) ou, en
d’autres mots, définit la courbe Y. Mais, comme on a voulu le montrer avec
Pexposant T, ce n’est pas encore I’espace isomorphe a la jacobienne affine —
rappelons que déja dans le cas hyperelliptique on a di rajouter la condition
(4.15) sur les coefficients dominants. Ceci est di a l'existence d’une certaine
“symétrie de jauge” discutée dans la section suivante.

Mais avant d’y passer, quelques mots sur la structure de l'algébre de
Poisson: nous pouvons voir que tous les t,(;) — coeflicients de tx(z) définis par

th(z) = 210 4 g (4.24)
sont en involution entre eux. Cela vient de 'identité suivante:

{logdet(w + m(z1)),m(z2)} =
= trf ((w+m(z1) ® ) rie(z, 2), I ® m(z)]) (4.25)

qui se démontre sans problémes en utilisant “logdet = trlog” et en dévelop-
pant le crochet de Poisson du log par la formule de Leibnitz.

Certains des tg) appartiennent méme au centre de 1’algébre. En particu-

lier, il est clair que les coefficients t;co) . .t,(cnfl) y sont car ils sont devant des

puissances de z trop grandes pour apparaitre dans la partie droite de (4.25).
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4.3.3 Le choix de la jauge

Comme on vient de le dire, ’espace M ne peut étre le modéle affine
recherché. Il y a deux facons de voir pourquoi ce n’est pas possible. D’un
point de vue purement formel, il suffit de calculer la dimension de cet espace:
celle de ’espace des matrices avec les termes de la forme (4.19) est nN2.
L’imposition de la condition det (m(z) + w) = r(w, z) résulte en n + 2n +
-- -+ Nn équations scalaires supplémentaires et donc

1 1
dimM=nN2—§nN(N+1):§nN(N—1):g+N_1

Comme la dimension de la jacobienne affine est g, cela montre que nous
devons nous débarrasser de N — 1 degrés de liberté si nous voulons avoir un
isomorphisme.

Il y a aussi une explication simple de I'origine de cette différence entre les
dimensions: si 1’on remplace la matrice m(z) par sm(z)s ! avec une matrice s
quelconque, le polyndome caractéristique det(sm(z)s ! +w) correspond encore
a la méme courbe ¥ et donc il y une redondance dans m(z). Bien sir, la
matrice s ne peut étre complétement arbitraire non plus car il y a d’autres
conditions sur m(z).

Nous allons définir explicitement le passage de m(z) a la matrice I(z)
réduite

I(2) = sm(z)s™*

qui fixe la jauge dans le sens qu’il n’y a plus de degrés de liberté non physiques

dans I(z). La matrice s est la matrice triangulaire inférieure constante (c’est-
a-dire ne dépendante pas de z) définie par

N-1

pa (™)

M
21
ou 4~ est une matrice (strictement) triangulaire inférieure et p; est la pre-

miére ligne d’une matrice triangulaire supérieure pu. Ces deux matrices sont
définies par le comportement de m(z) quand z — oc:

m(z) = 2"~ + 2"+ 0(z"7?) quand z — 00

qui est justifié par (4.22).

Pour montrer que 1’on a effectivement éliminé les degrés de liberté indési-
rables de [(z), regardons les degrés des coefficients polyndémiaux de I(z): pour
cela écrivons d’abord la forme de [(z) quand z — oo:

1(2) = sp~ s 12"+ 0" =U"+ O(z" 1) (4.26)
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ol on a introduit la matrice

00 0 0
1 0 0 0

v=|0 1 0 0 (4.27)
0 ...... 10

Donc le degré de tous les éléments sauf ceux sur la diagonale au-dessous de
la diagonale principale de la matrice est strictement inférieur a n.
De plus, le degré des éléments de la premiére ligne est encore plus restreint:

(sus™h)1; = su(us™)y
= 511(5371)Nj

= 5Nj511
d’oll nous obtenons
b = O (j<N-1)
llN = 8112}N71 -+ O(anQ)

Et finalement les degrés des éléments de [(z) sont donnés par

(n—Q n—2 n—2 ... n—2 n-—1
n n—1 n—-1 ... n—1 n—1
n—1 n n—1 ... n—1 n-—1
deg, I(2) = : : (4.28)

o )

Pour calculer correctement la dimension de ’espace de telles matrices il est
aussi nécessaire de comprendre que certains coefficients dominants sont fixes:
ce sont ceux de ly(2),...,Ixyy_1 & cause de (4.26) et aussi celui de 1 y(2).
Ce dernier est égal au coefficient dominant de det[(z) = detm(z) et grace
a la remarque de la fin de la derniére section, on sait que ce coefficient-
14 est dans le centre de 1’algebre de Poisson. Donc c’est une constante du
mouvement fixée et non pas une variable dynamique et nous ne devons pas
le comptabiliser dans les degrés de liberté du systéme. Et si I’on compte les
vrais degrés de liberté en tenant compte de toutes ces considérations on arrive
a exactement g. Ainsi, la situation maintenant est beaucoup plus satisfaisante
car on n’a plus de symétrie “non-physique” par conjugaison de [(z) par une
matrice constante et on a un espace M de dimension correcte.
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Mais il y a aussi un prix a payer pour cette transformation de m(z)
dans [(z): le crochet de Poisson pour /(z) n’a plus tout la forme simple de
(4.20). Nous pouvons le calculer (voir la section 3.3 de |27] pour les détails)
en utilisant, encore une fois, le comportement asymptotique de [(z) quand
z — 00. Au bout du calcul on arrive encore a un crochet r-matriciel

{l(zl) 6,9 l(Zg)} = [7212(21,2’2), 1(21) ® I + I® l(Zg)]

mais avec une matrice r différente:

z .

L (Ot ) Y EpUNT I @ By
Ik

f12(21722) = s >
1 — k2

Pour conclure cette section, remarquons qu’il n’était pas, strictement par-
lant, nécessaire de faire tout cela. En effet, on aurait pu commencer par in-
troduire directement I’espace M et le crochet de Poisson associé a 7 sur M
mais il serait alors assez difficile de comprendre pourquoi on a besoin d’une
telle matrice r bizarre. En partant de la matrice r standard (4.20) on voit
que, en fait, on y arrive naturellement (quoique ceci n’explique toujours pas
pourquoi elle a une telle forme).

4.4 Les variables séparées

Nous avons déja montré sur un exemple le lien entre le modéle affine et
la séparation des variables dans la section 3.4.2. Nous allons préciser cette
idée et démontrer que la construction présentée marche pour tout N et pas
seulement dans le cas hyperelliptique.

Avant de le faire, quelques remarque sur I’histoire de ce probléme: comme
on I’a dit précédemment, I'idée de construire les variables séparées a partir
du modéle affine vient de ’article de Sklyanin [17] ou elle a été réalisée
pour les cas N = 2 et N = 3, mais ce dernier cas n’a pas été traité d’une
maniére suffisamment générique. Cet article a ainsi laissé certaines questions
sur les symétries “mystérieuses” du polyndéme B qui y a été introduit sans
réponse. Remarquons aussi que nous avons appris, aprés le développement
de notre méthode, que la construction de Sklyanin fut généralisée, toujours
en utilisant 1’approche de I’Ansatz de Bethe fonctionnel, & SL(N) avec N
quelconque dans [23]. Certainement, cette approche ne permet pas de voir
les vraies raisons pour lesquelles on arrive a construire les variables séparées
de cette facon.

D’un autre coté, ce probléme a aussi était étudié dans les travaux [24] et
|25] du point de vue purement algébro-géométrique. Mais cette approche n’a
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pas permis l'isomorphisme aussi explicitement que celui de Sklyanin ni révélé
I’existence de la graduation dans l’algébre des observables qui est tellement
importante pour nous.

Finalement, larticle [26] contient une méthode de construction des va-
riables séparées algébro-géométrique élégante et suffisamment explicite assez
proche de celle proposée ici, mais il ne décrit pas I’étape cruciale du choix de
jauge fait ci-dessus et donc ne peut étre utilisé pour arriver & la construction
de 'isomorphisme entre la jacobienne affine et un certain espace de matrices.
C’est pourquoi nous allons faire ici une construction purement algébrique et
explicite des variables séparées qui a aussi ’avantage important de se géné-
raliser assez directement au cas quantique. Mais tout d’abord, nous allons
essayer d’expliquer comment on arrive a une telle définition des variables
séparées naturellement du point de vue des systémes intégrables.

4.4.1 La fonction de Baker-Akhiezer

Rappelons que nous avons défini la fonction ¢ (w, z) dans la section 3.5.1
comme le vecteur propre de I(z) pour la valeur propre —w:

(I(z) +w)Y(w,z) =0 (4.29)

et que toute composante 1;(w, z) du vecteur normalisé ¥°(w, z) est une fonc-
tion de Baker-Akhiezer comme on I’a vu dans la section 3.5.3. De plus, on
rappelle que les poles de v; sont fixes tandis que ses zéros forment le divi-
seur dynamique qui décrit complétement la dynamique du systéme et, en
particulier, ses variables séparées. Ici, en fait, on n’utilisera pas les propriétés
analytiques des fonctions de Baker-Akhiezer mais juste la définition (4.29),
donc on ne pourra pas utiliser la description ci-dessus pour dire que les va-
riables que ’on définira sont effectivement séparées, mais I’on gardera quand
méme cette situation générale a ’esprit.

Il est donc tout a fait naturel de définir (w;, 2;) comme les g zéros de
la fonction 9, (w, z) sur ¥ et prouver que ce sont bel et bien des variables
séparées. Mais pour le faire il faut d’abord leur trouver une description plus
explicite et pour cela on va suivre la démarche du cas hyperelliptique ot ’on
pouvait écrire
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et mettons ici la matrice I(z) sous la forme

l11 (Z) b(Z)

Faisons aussi la méme chose pour v aprés ’avoir normalisé en fixant

Un(w,z) =1
et
_ 2w, 2 _ w}(w,z)
w(waz) - : - ( ’l,b(w,Z) )
1

Alors, pour tout z; on obtient par décomposition de I’équation vectorielle
(4.29) les deux équations suivantes:

A ~

b(zl)é(whzz) = 0
{d(Zi)¢(wi,Zi) = —wid(z) (4.30)

ou, en les combinant maintenant:
Cette équation méne directement a l'idée d’introduire la matrice (N —

1) x (N — 1)

Z(z) = : (4.32)

car (4.31) implique
det Z(z;) =0 Vi=1,...,g

comme Z(z)p(ws, z) = 0 et ¢ # 0 car sa derniére composante est 1.
En se rappelant la forme des degrés des éléments matriciels de [(z) donnée
par (4.28) on voit que le degré maximal de z dans det Z(z) apparait dans le
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produit de [l par la diagonale du mineur de la matrice lui correspondante
et donc

=

-2
degdet Z(z) = ) (kn—1)=g

1

ES
I

d’ott 'on voit que det Z(z) est un polynéme de degré g en z et, en plus, son
coefficient dominant est une constante, c’est-a-dire appartient au centre de
I’algébre de Poisson comme on ’avait vu ci-dessus. Comme cette constante
n’a pas de signification dynamique, on peut supposer qu’elle est égale a 1.

Finalement, on voit donc que

g

det Z(z) = H(z )

i=1

ce qui nous permet de complétement oublier le vecteur v (w, z) et les fonctions
de Baker-Akhiezer et de définir z; comme les g racines du polynome det Z(z).
On insiste sur le fait que I'on n’utilise pas du tout les propriétés de ¥ (w, 2)
et que la construction des z; (et w; ci-dessous) est purement algébrique et
que I'on a parlé des fonctions de Baker-Akhiezer juste pour expliquer d’ou
vient 'idée de définir une telle matrice Z(z).

4.4.2 La détermination de w;

On a vu dans la section précédente que 1’on pouvait définir g points z;
a partir des éléments de la matrice I(z). Nous allons montrer ici que 1’on
peut faire de méme pour w;. Pour cela, considérons la matrice N x (N — 1)
suivante:

X(w, 2) = ( d(i’)(izw ) (4.33)

S

Les relations (4.30) montrent que X (wj, 2;)9(w;, 2z;) = 0 et donc les N dé-
terminants X que I’on obtient en enlevant la k + 1-iéme (la premiére, par
convention, pour k¥ = N) ligne de la matrice X (w, z) sont nuls. Alors pour
n’importe quelle matrice A de taille (N — 1) x N on a

det <A ( d(igz_’g . )) =0 (4.34)
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Appliquons cette relation avec la matrice A particuliére suivante:

(1 0“f0 \

0 b(z)dN4(z)

\o & )

ol £ est un vecteur-ligne de taille N — 1 arbitraire. Alors, aprés la simplifi-
cation (par opérations sur les lignes) du déterminant (4.34) on obtient

det : =0 (4.35)
b(z)dN 3 (z)
§(d(z) + w;)

et nous voyons que w; peut étre défini par

det

W; = —

(4.36)

det

qui satisfait évidemment I’équation (4.35).

Mais pour pouvoir définir w; comme cela il faut trouver un & tel que le
déterminant dans le dénominateur est non nul. Il est toujours possible de
le faire mais nous allons nous restreindre au cas le plus simple quand z; est
supplémentaire est que 1'on en aurait de toute facon besoin dans la section
4.5 et donc on supposera a partir de maintenant que det Z(z) n’a que des
zéros simples.
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Avec cette hypothése il est facile de voir que la matrice

. (4.37)
b(z:)dV ()

est de rang N — 2. En effet, si tel n’était pas le cas on aurait

N—-2
> Aeb(z)d " (z) =0
k=1

et donc
N—2
Meb(2)d* 1 (2) = O (2 — %)
k=1
d’ou
N—2
> b)) = O (= — =)
k=1

mais les deux derniéres équations impliquent
det Z(2) = O ((z — z:)?)

ce qui contredit notre hypothése.

Et puisque la matrice (4.37) est de rang maximal il est possible de trouver
& qui la compléte en une matrice inversible ce qui justifie la définition de w;
ci-dessus.

Conclusion: nous avons explicitement défini g points (wj, 2;) appartenants
a la courbe (4.1) (c’est la conséquence de (4.23)) a partir des éléments ma-
triciels de I(z). La tache suivante sera de montrer que ce sont effectivement
les variables séparées dans la section suivante.

4.4.3 Le calcul du crochet de Poisson

Le but de cette section est de calculer les crochets de Poissons {z;, 2},
{w;, w;} et {w;, 2}
Les notations

Cette section est assez technique et pour simplifier les calculs que 1’on
va présenter ici au maximum nous allons introduire quelques notations abré-
gées. Tout d’abord, comme on ne travaillera ci-dessous qu’avec deux valeurs
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de z (z1 et zp) simultanément, nous omettrons les arguments de toutes les
fonctions de z et mettrons une prime sur les fonctions de zo:

~

~—
N
A

SN—r
I

f
f(Zz) = fl

Ensuite, nous utiliserons les notations de la section 3.3 pour le crochet de
Poisson:

{.’If ? xl}ij,kl = {.T ® I, I ® xl}ij,kl = {',I“ikwx‘,jl}

4o
X2

on écrira méme tout simplement

et avec les notations

z(z21)®1 = z®1
IQx(zn) = I

{z§ 2"} = {z1, 22}

Enfin, une remarque qui simplifie considérablement nos calculs: nous pou-
vons supposer que z; et w; sont définis comme dans la section précédente mais
a partir de la matrice Z(z) construite avec les éléments de m(z) et non pas
de I(2). En effet, comme cette derniére s’obtient par conjugaison par une
matrice s & partir de m(z), les différents déterminants ci-dessus ne changent
pas si I’on remplace I(z) par m(z). En d’autres mots, on va redéfinir b(z) et
d(z) comme étant les parties correspondantes de la matrice m(z):

myi(z) bz
m(z) = ( ( ) 0) ) (4.38)

au lieu de /(z) mais on gardera la définition (4.32) de la matrice Z(z) et les
définitions de z; et w;.

Finalement, on va introduire une notation spéciale a*) pour la k-iéme
ligne de la matrice Z(z):

a®(2) = b(z)d*1(2)
et on notera par e; et f; la base canonique des vecteurs lignes et colonnes

respectivement, c’est-a-dire les lignes ou colonnes ayant 1 dans la ¢-iéme
position et 0 partout ailleurs.
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Le crochet {z;, z,}

On va commencer par calculer le crochet le plus simple et montrer que
{zi,2j} =0  Vi,j
Pour cela il suffit de calculer le crochet de det Z(z) et de montrer que
{det Z(z1),det Z(z2)} =0

car si ces deux polynémes commutent, leur racines font de méme.

A partir de maintenant on utilisera les notations abrégées introduites ci-
dessus et donc le crochet précédent s’écrit comme {det Z,det Z'}. Pour le
calculer, utilisons I’identité

{det Z,det Z'} =
Odet Z ddet Z'
- Zl ZI
GZZ aZI/d { E k:l}
= det Zdet ZI(Z_I)ji(ZI_l)lk {ZZ], Z]Icl}
= detZdetZ' ((27'®@Z2'){Z2%92),.,

= det Zdet Z' (tr®tr) (2725 {21, Z>}) (4.39)

qui nous permet de ramener le calcul & celui de {Z}, Z»}. Pour le faire, nous
allons calculer les crochets entre toutes les lignes a*) de Z individuellement
et pour cela nous avons besoin des crochets {by, bo}, {b1,ds2} et {di,d2} que
I'on va trouver directement & partir du crochet de m(z) (4.19)

{my,me} = [r(z1, 22), Am(z1, 29)] (4.40)
ou l'on a introduit la notation
Am(z1,29) =mi+mo=mQI+1Qm'

Nous allons décomposer la relation (4.40) selon la décomposition de m(z)
(4.38) qui fait apparaitre b(z) et d(z) en introduisant la matrice p qui est la
méme que la matrice r mais a 'ordre N — 1 ou, explicitement:

Pijkl = Tit1j+1k+11+1 (4.41)

Alors on obtient immédiatement

{dy, da} = [p(21, 22), d1 + da]
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et, comme Am(zy,22)iju = 0 & moins que ¢ = k ou j = [ et 1y # 0
seulement si ¢ = [ et j = k nous voyons que (4.40) donne aussi

{m1 g, mll,j-i—l} = [r(z1,2), Am(z, Z2)]11,i+1j+1
= 7“(21, 22)11,k1Am(Z1, ZQ)kl,H—lj—l—l -
Am(zl, Z2)11,k17'(2’1, Z2)kl,i+1j+1
= Am(z1, 22)11,i+1j+17 (21, 22) 11,11 —
Am(zl, 22)11,j+1i+17“(21, 22)j+1i+1,i+1j—|—1
=0

d’ou
{b1,02} =0
Le seul crochet intéressant est celui entre b et d’ que I’on trouve en utilisant
la forme explicite (4.20) de la matrice r

zZ

{by,dy} = _222<Db2 — byp (4.42)

21

ol ® est formellement défini par

N
@:Zez’@fi
=1

C’est un objet qui agit sur le produit tensoriel d’'une matrice par un vec-
teur ligne et le transpose en produit d’une ligne par matrice. Explicitement,
appliqué a by = I ® b’ cela donne

(®ba)i k= il

Nous allons aussi définir la transposée *®:

N
‘P = Zfz’ ® €;
i—1

qui, elle, agit sur le produit tensoriel d’une ligne dans le premier espace par
une matrice dans le deuxiéme:

(“®b1)i gk = dikd;
et qui apparait dans le crochet de by et d; qui est symétrique par rapport a

(4.42):
{bo,di} = — @b, — byp

Z9 — 21
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Avec ces notations il est facile de voir que nous avons aussi

l

l
(bdy} = 0> & pds P+ A 2 Bbyd
=1 =1 21 — 22
k k 2
{df, b} = —bQZd‘f_lpdlf_q-l—Zd‘{_lz 1Ztc1>b1d’f—q (4.43)
e o )

et nous pouvons aussi écrire

! k
{df, dy} = (Zdz‘lpd;p) d’f+(2d§1pd’fq) dy —
g=1

p=1
l k
— df (Zdz‘lpdl;ﬂ") —dj (Z d‘f‘lpd’f‘q> (4.44)
p=1 g=1

car tous les autres termes se compensent deux par deux.
En utilisant ces deux équations nous pouvons calculer les crochets entre
que l'on cherche:

{agk),ag)} = {bidi ™ body '}
= by {by,dy 'y b {d T b}y +
+ biby {d¥ 1, d5 "} (4.45)

ok

Mais avant de continuer, encore deux nouvelles notations pour simplifier
(4.43):

aly = b Ykl dl pdi
A _ -1 p—1 d—p-1
agl) = b Zp:l dy pdy *

avec lesquelles on peut développer (4.45) en

K DAk k) ~(l
(o.a) = —afalf - o +
-1
(p) 2 (I-p) jk—1
+ ) af 21_22@% dbt 4
p=1
k—1 .
(9) I tg,(k—q) -1
+ a;’ ——"'®Pa d 4.46
q_zl 1 7 — 2 1 2 ( )

Tout ce qu’il reste a faire maintenant est de récrire (4.46) sous une forme
matricielle. Pour les deux premiers termes de (4.46), il suffit de définir la
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matrice Z,; dans le produit tensoriel dont les lignes seront &g’i) (qui sont elles-

mémes des matrices dans le premier espace et des lignes dans le deuxiéme):

N-1
T (21, 22) = Z (I ® fr) asy
k=1

5 A R . oy ~(1
et Z12(z1, 22) de la méme maniére mais en utilisant agg:

N-1

Zia(21,22) = Z (fi®I)al)

=1
Pour les deux termes restants on aura besoin d’'une matrice spéciale
Er
D(z) = €r6{(2)
erd™ ._2(,2)
qui est définie expressément pour que (4.46) soit équivalent a
{21, 2, = ~Z1Zy — ZsZhs +
L S (2, (D, ®UTZ) + 212, (U Z ® D.)(4.47)

21 — 29 s
bl

+

La matrice U qui apparait ici était définie dans (4.27) et permet juste d’écrire
la somme sur toutes les valeurs de r au lieu d’avoir de les limiter a I'intervalle
1 < r < pour I’élément matriciel ¢7, kl.

Injectons maintenant (4.47) dans (4.39). Nous allons le faire pour chacun
des quatres termes indépendamment ou, plutét, comme les deux premiers et
les deux derniers sont symétriques, juste pour le premier et le troisieme. Com-
mencons donc par le premier terme qui contient Zs1 et donne la contribution
suivante:

det Z det, Z, (tl" X tI“) (Z2_1221 (22, 21)>

La trace sur le premier espace se calcule facilement car seule la matrice p
y contribue et, en utilisant sa forme explicite (4.41) et la définition de la
matrice 7 (4.20) on trouve

121"‘22
221—22

(tr®I) p(z1, 22) =

et donc la contribution du premier terme est, a un facteur prés, tout simple-

ment try (ZQ_ 1221). Cette expression est facile a calculer car, a I'intérieur de



60 CHAPITRE 4. LES JACOBIENNES DES COURBES SPECTRALES

la trace, on peut d’abord faire disparaitre p de &g;) (en faisant la permuta-
tion cyclique de (4.46)) ce qui nous réduit Zo; a (encore a un facteur prés)
(k—1)byd5™" dans la k-iéme ligne ce qui n’est rien d’autre que la k-iéme ligne
de Z5 multipliée par £ — 1. Dans la forme matricielle la trace se récrit donc
comme

tr (KZ,25")

avec
00 0 0
1 0 0 0
K=|0 2 o0 0 (4.48)
0 ... ... N-2 0

et donc elle disparait parce que tr K = 0 et on peut finalement conclure que
la contributions du premier terme est nulle, et donc, par symétrie, celle du
deuxiéme 1’est aussi.

Il reste & voir qu’est-ce qui se passe pour celle du troisiéme: elle contient
la somme des expressions

(z7'®@27")Z, (D, U Z")

et 'on voit que les Z’ se compensent et la seule contribution dans la trace
par rapport au deuxiéme espace vient de tr U qui est nulle pour la matrice
U nilpotente. Le quatriéme terme ne donne bien siir rien non plus ce qui
prouve que 'on a effectivement {det Z,det Z'} = 0 comme énoncé au début
de cette section et donc tous les z; commutent.

Le crochet {z;, w;}

La prochaine étape est le calcul du seul crochet non trivial, celui de z avec
w. On rappelle qu’ils existent un polynéme B(z) et une fraction rationnelle

A(z) tels que B .
{wi Z = —A(ZZ)

B(z) est tout simplement det Z(z) et A(z) est définie par (4.36). On utilise
ces notations pour montrer que ce sont bien les mémes fonctions que 'on
avait déja vues dans la section 3.4.2.

Pour calculer le crochet entre z; et w; il suffit de calculer celui de B(z;) =
B et A(zj) = A’ car on rappelle que

0={B(z), wi} = {B(2), wj} |:== + B'(z) {z, w;}
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et donc

ot = 1B(2), A(zi) ez
{2, w;} B(2) (4.49)

Pour trouver {B, A’} nous allons réutiliser les résultats de la section pré-
cédente. En effet, on peut écrire

det X (2)
Alz) = ———= 4.50
(2) det Y(z) (4.50)
avec
a® o
X = : and Y = :
a(N-2) a2
€d £

et donc pour avoir le crochet de Z avec A il suffit de trouver les crochets de
Z avec X et Y qui se calculent a peu prés de la méme maniére que {Z, Z'},
avec la seule différence de la derniére ligne.

Nous commencons ’exécution de ce programme en introduisant les nota-
tions similaires a celles utilisées dans la derniére section:

~(1) ~(1)

A9y Q9
X9 = A(N'J) et Yo = A(NL2)
Qo Qo1
&ap 0

correspondent a Zs1. Et comme pour 221, ces matrices sont définies dans le
produit tensoriel et les lignes ci-dessus sont par rapport au deuxiéme espace,
a91 étant déja des matrices par rapport au premier. Xlg et ?12 sont définies
exactement de la méme fagon mais en utilisant a5 et & pour la derniére ligne
(par rapport au premier espace dans ce cas-1a) respectivement.

Le calcul de {Z,Y’'} est simple car nous connaissons déja, en fait, le
résultat: il sera le méme que précédemment pour toutes les lignes (par rapport
au deuxiéme espace) sauf la derniére pour laquelle on trouvera, bien sir, 0.
Il reste a adopter la formule (4.47) pour qu’elle soit conforme a ce résultat
ce qui nous donne

{2, Y2} = ~ 7, Yo — YaZis +
1 . )
+ > (2%, (D, 0UY") + 212, (U Z 0 ID))) +

21 — %2 ,

I

+ (U® fN—1)§2212 (4.51)
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ot I et U sont, respectivement, la matrice identité et U privées de la derniére
ligne:

1 0 0 © 0
1 0 0 0

1 B . . :

0 O ... ... 00

Remarquons, en passant, que U"Z = U"Y = U"X pour tout indice r de
toute fagon et nous utilisons U"Y au lieu de U”Z ci-dessus seulement pour
les raisons “esthétiques”.

Mais ce qui nous intéresse réellement est le crochet des déterminants de
ces matrices et donc on refait la méme chose que pour Z et injecte (4.51)
dans l'identité (4.39). La plupart des termes qui apparaissent sont encore
nuls mais il y a quand méme la contribution de la derniére ligne:

{det Z,,det Ys} = det Z; det Yatry (1® fy_1) Yy (4.52)

ou A
N2 = Eotry (Zflzm) (4.53)

La trace ci-dessus est une certaine expression compliquée que 1’on ne veut
surtout pas calculer explicitement car nous n’en avons pas besoin: nous allons
voir un peu plus tard que la méme expression apparaitra aussi dans le crochet,
de det Z et det X'.

Regardons donc ce dernier: ici nous avons encore la méme expression que
pour le crochet de Z avec lui-méme pour toutes les lignes sauf la derniére dans

laquelle on doit avoir, a & prés, {agk), dg} que I'on peut calculer aisément en

utilisant (4.43) et (4.44):

{ag’”, d2} = 2 ghdt - oyt [a@, dz} (4.54)

Z1 — k2

On en déduit une formule similaire, quoiqu’un peu plus compliquée, a celle
pour {Z,Y"}:

{Z1, Xy} = —Z1X21—X2212+
1 ~
D, X' ur J ] X
+ Zl_@;m ®((; ’ )+§ ) +
1

Zle” (UTZ®I~D;) +

21 — 22

+ (I ® fy-1)62Z12dy (4.55)
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Nous avons encore encore introduit une nouvelle notation, cette fois-ci pour
la matrice

0 --- 0

1 - 0

qui est nécessaire justement pour avoir (4.54) tandis que le dernier terme du
(4.55) assure que ’on a ce qu’il faut dans la derniére ligne.

Comme avant, nous devons maintenant calculer le crochet des détermi-
nants a partir de (4.55) et en utilisant (4.39) mais nous avons ici deux termes
que nous n’avions pas encore eu jusque la: celui contenant X1 et le dernier.
Le premier de ces deux-la est le plus difficile a traiter, commencgons donc par
lui.

Se rappelant le calcul de trlzgl, on peut voir que 'on a

A 1z + 2
’61"1X21=§1 2

(KXl + (I ® fn-1) 52)

21 — 22

ol K est juste la matrice K de (4.48) sans la derniére ligne:

(0 0 0 “.0\
1 0 0 0
N 0 2 0 0
K =

0 ... N—2 0 0

\o . .. 0 o)

Exactement comme ci-dessus, le premier terme ne contribue pas comme tr K
est encore 0. Le deuxiéme donne
1 21+ 29
2 21 — 29

tl"g (tr1X21) X2_1 tr (fN—lS(XI)_l)

que nous devons calculer. Pour le faire, on va décomposer £ dans la base
formée par les lignes de la matrice X:

N-2
£=) ™ 4+ 2ed
k=1

parce que cela nous permet d’écrire

N—-2

tr (fN—lg(X,)il) = Z )\k(XIXlil)k,N—l + )\(XIXFI)N—I,N—I
k=1
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)\a/(l) A--NdWN=2DNE
ad@WA---ANd V-2 AEd
det Y’
det X’

Revenons maintenant & la contribution du dernier terme de (4.55). Nous
n’allons pas, comme on I’a déja dit précédemment, le calculer explicitement
mais nous remarquerons juste que nous pouvons 1’écrire comme

det Z1 det thrg (I X fN—l) nngXgl

avec le méme 7, que dans (4.53).
Tous les autres termes s’annulent comme avant et donc en mettant tout
ensemble nous n’avons finalement que deux termes:

{det Zl,deth} =
1
= AT et Z det Yy +
221 — 29

+ det Zl det XQtI'Q 1® fN—l TIQdQXil 4.56
2

Ceci nous permet de continuer avec notre calcul de {B, A'}:

X
{B1, 4.} = {det Z, %}

det Yy
1
- _iA TG0z 4
21 — 292

det X2

+ [trg (1® fn_1) (772d2XQi1 - 772}/271)} det A; det Y5

Le deuxiéme terme peut, heureusement, étre simplifié en utilisant la méme
approche que pour le calcul de la trace de Xs;: on décompose 1 dans la base
des lignes de Y’

N-—2
n=Y_ ma® + pé
k=1
Donc nous avons

N-3

ndl — z /,Lkal(k+1) + ,UN_QGI(Nil) + ,ué-dl
k=1
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et

try (1@ fv 1) (eda Xyt —maY5 ) =

N—-2

> (XX ot — (Y'Y ) pvor) +
k=1

UN—1 ((XIXI?I)N—I,N—I - (YIY,*I)N—l,N—l) +
pun—2trs (I @ fn_1) o' =D x'1
pn—o(Z' X" 1N

det Z,

det X,

+ + I

UN-2

Remplacant le deuxiéme terme dans la formule précédente par cette ex-
pression et en restaurant les arguments de toutes les fonctions on arrive &

det Z(Zl)

_121 * ZQB(Zl) + (MN_Qm) B(ZQ) (457)

22’1—22

{B(21), A(22)} =

qui n’est pas sans rappeller les expressions de la section 3.4.2. Il reste main-
tenant & utiliser (4.49) avec (4.57): on voit que le crochet s’annulle toujours
comme B(z;) = B(zy) = 0 (utilisant la définition de z; comme racines de
B(z)) sauf si z; = 2 = z. Dans ce cas-1a il suffit de fixer z; et calculer la
limite simple z — z; par la régle de ’'Hopital pour obtenir exactement z;.
Donc, en général, nous avons

{zi, w;} = bijz

qui est la relation recherchée (on rappelle que les vraies variables séparées
sont w; et x; définies par z; = exp x; et ces derniéres ont donc les relations
de commutation canoniques).

Le crochet {w;, w;}

Il reste a calculer le crochet entre deux w;. C’est le calcul le plus diffi-
cile, mais notre tache sera simplifiée par les résultats précédents que I'on va
réutiliser ici.

Le plan est simple: nous allons calculer {A, A’} et montrer que le crochet
s’annulle pour z; et zo racines de B(z). Pour faire ce calcul nous utiliserons
I'expression (4.50) et nous aurons donc besoin de tous les crochets entre X
et Y. Comme les crochets de Z et X ou Y ils auront tous la méme forme que
(4.47) a Pexception de la derniére ligne.
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Commengons par calculer le crochet le plus difficile: {X, X'}. Ici nous
allons avoir I'expression suivante dans la derniére ligne:

{61d1, &ado} = &6 [p, di + dy]

et donc en répétant les étapes du calcul de {Z, X'} on arrive a

{X1, X} = —X1X21—X2X12+
1 B -
1D, X' ur J | X
+ Zl_zzgzg ®(<; s )+£ ) +
1 - -
XU J| X®ID
+ 21_22;z1((; )+§ ) ®ID +

+ (I® fy-1)&Xiady + (fy-1 @ & Xady (4.58)

Ensuite on injecte encore cette expression dans I’identité (4.39) pour ob-
tenir de la maniére similaire a celle de la section précédente

{det X7,det X5} lata (detY2 N detY1>
det X; det X5 221 — 2z \det Xy, det X;
+ tro (I ® fyvo1)Ceda X5 ) +
+ trg ((fN—l 02 I)Cllefl) (4.59)

avec ( qui remplacent 7:

{ G
G
Comme auparavant, nous n’allons pas calculer explicitement ces traces

mais les ferons apparaitre aussi dans les autres crochets pour les simplifier &
la fin. En effet, pour le crochet de X et Y on trouve de fagon analogue

tr1£2(X1_1)§12)
t1"251()(2_1){21)

{det X1, det Y3} 121+ 29 det Y]
det X, detY, 22, — zpdet X,
+ tro ((I® fol)CQY;I) +
+ try ((fvo1 ® Dkrdi X71) (4.60)

avec

K1 = trg (451?211/{1)

et aussi 'expression symétrique pour {det Y], det X5}.
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Le calcul du crochet de Y avec soi-méme est le plus simple et le résultat
est

{det Y7, det Y5}
det Y] det Y5

tI‘g ((I & fN_l)KIQY'Zil) +

+ try ((fyo1 @ DY) (4.61)

On peut maintenant rassembler les formules (4.59), (4.60) et (4.61) pour
trouver le crochet de A avec A’:
{A, A} 1zt (detY1 +detY2_detY1 _detY2>
A A, 221 — 29 \det X7 det Xy detX; detX,
+ tro(I ® fy_1) (C2d2X2_1 — Yy — kade X5t + /<62Y2_1)

+ tr(fvo1 @) (Gdi X7 = GYH — kidi XTH 4 kYY)
ce qui ne nous laisse que deux termes non nuls que I’on peut récrire comme
trl(fN—l X I) (Z/llel_l - 1/1}/71_1) + tI'Q(I X fN—l) (V2d2X2_1 - 1/2}/'2_1)

avec v = ( — K.
Pour simplifier cette expression nous allons, bien siir, encore décomposer
v dans la base formée par les lignes de Y:

N-2
V= Z )\ia(z) + )\N—lf
=1

Alors nous avons aussi
N-2
vd =Y Xa™D + Ay _i&d
i=1
La trace tr fy_; X matrice est juste ’élément N — 1, N — 1 de la matrice
et on voit que la seule contribution vient des termes en Ay_o et Ay_; car
(a®Yy Ny = Ok, n—1 pour k < N — 2 (et la méme chose pour X). Mais les
termes en Ay _; se compensent mutuellement et il ne nous reste que Ay o et
son coefficient n’est rien d’autre que det Z. Donc la formule finale est
detX1 deth i detX1 det XQ
{ det Y;’ det Ys } ~ detY; detY;

d’ou I'on voit que, effectivement

{A(z), Alz)} =0 Vi,j

(ASQ_Q det Z, + A?, det Zg)

et donc w; commutent.

En résumé, les variables z; et w; construites d’une maniére purement
algébrique a partir des éléments de la matrice I(z) ont les relations de com-
mutation canoniques.
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4.5 La reconstruction de [(z)

Dans la section 4.4 nous avons construit I’application qui associe a une
matrice [(z) g points sur la courbe ¥ ce qui est la méme chose (voir la
section 2.3) qu’un point sur la jacobienne. Ici nous allons attaquer le probléme
inverse: étant donnés les g points sur la courbe, nous voulons construire
la matrice I(z) avec les propriétés requises, c’est-a-dire ayant le polynome
caractéristique r(w, z) de (4.1) et les degrés de ses coefficients définis par
(4.28).

Nous avons vu que dans le cas hyperelliptique (considéré dans la sec-
tion 4.3.1) l'application inverse était donnée explicitemet par les équations
trés simples (4.18). Malheureusement, nous n’avons plus de telles formules
explicites pour N général. Néanmoins, nous allons trouver un systéme d’équa-
tion triangulaire pour les coefficients des polynomes l;;(z) ce qui démontrera
I’existence de la transformation inverse et méme donnera un algorithme de
construction de [(z) a partir des variables séparées.

4.5.1 Les polynomes X}

Nous allons commencer par reconstruire les polynémes X (w, z) intro-
duits dans (4.33) a partir de w; et z; donnés. On rappelle que pour k =
1,....,N—1

( (d(2) +w)h

Xi(w, z) =det | (d(2) %w)k,l
(d(2) + w)er

\ (d(z) + w)y-1 /
et
Xy (w,z) = det (d(z) + w)

ou b(z) et d(z) sont maintenant inconnues mais doivent toujours avoir les
degrés comme dans (4.28). Aussi, si la matrice [(z) est la solution recherchée,

on devrait avoir
{b(zi)¢(zz') =0
(d(z) +wi) p(zi) = 0

Comme avant, une condition nécessaire évidente que 1’on doit avoir est

Xk(wz,zz):() Vz:l,,g Vk‘zl,N
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Il est remarquable que cette condition nous permette de trouver entié-
rement les polynémes Xj. Pour le voir, il faut distinguer deux cas car le
polynome Xy est un peu différent des autres. Commencons donc par consi-
dérer Xy avec k =1,..., N —1: ces déterminants peuvent étre développés en
une somme des termes zFw! avec les coefficients que 1’on cherche  trouver et
l=0,...,N — 2. Comme les degrés de tous les éléments de b(z) sont n — 2
sauf un, le dernier, qui est de degré n — 1, il est facile de voir que si ’on fait
le développement du déterminant selon la premiére ligne, presque tous les

termes obtenus satisfont a
E<(N—-1-1)n—2 (4.62)

et que les seuls termes avec le degré supérieur en z proviennent du terme
contenant le dernier élément de la premiére ligne mais ceux-la auront le
coefficient dominant égal a celui de [1x(2) ou encore a celui de det(z) qui,
selon la discussion suivant ’équation (4.28), est une constante (c’est-a-dire
appartient au centre de I’algébre de Poisson). En d’autres mots, c’est une
constante du mouvement qui ne contient pas d’informations dynamiques et
que 'on ne peut de toute facon pas retrouver a partir des variables séparées.

La deuxiéme remarque importante est que la condition (4.62) est exacte-
ment la méme que (4.7) qui impose la restriction sur les degrés de z pouvantes
apparaitre dans le numérateur d’une différentielle abélienne du premier ordre.
Donc si I'on prend le systéme d’équations

Xy (wi,2,) =0 (1<i<y)

et déplace les rares termes qui ne satisfont pas a (4.62) dans la partie droite,
on arrive & un systéme d’équations linéaires non homogénes sur les g coeffi-
cients de X restants qui aura la forme

M=

(coeff de Xy)wr(w;, z;) = Ok (w;, 2;) (4.63)

~
Il

1

et donc en résolvant ce systéme on obtiendra la solution X sous la forme de
(4.11) qui, on le rappelle, n’a de poles que sur le diviseur théta. Donc si le
point de départ (w;, ;) appartient a la jacobienne affine, on peut résoudre le
systéme (4.63) et trouver les coefficients des polynomes Xj.

Le cas de Xy (w, z) = det(d(z) +w) se traite presque de la méme maniére
sauf qu’ici nous n’avons pas un seul terme dont le degré en z dépasse juste
de 1 le degré maximal pouvant apparaitre dans une différentielle du premier
ordre, mais il y a beaucoup de tels termes et nous avons aussi un terme en

w™¥~! qui, lui non plus, n’est pas holomorphe. Mais le raisonnement suivant
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montre que les coefficients de tous ces termes sont encore des constantes dans
le sens précédent: effectivement, par définition de d(z) comme la partie infé-
rieure droite de la matrice I(z), le coefficient du monome w'z(N~1=0"=1 dans
le développement de Xy est le méme que le coefficient de w't!z(N-1-0n-1
dans le développement de det(l(z) 4+ w). Mais ce dernier est le coefficient do-
minant du polynéme ¢y _; ; entrant dans le polynéme caractéristique et par
la remarque de la fin de la section 4.3.2 il appartient au centre de 1’algébre
de Poisson.

Donc apreés avoir déplacé ces termes non holomorphes dans la partie droite
de I’équation, on se retrouve encore avec un systéme d’équations linéaires
du méme type que (4.63), ce qui montre par le méme raisonnement que
précédemment que Xy s’exprime & 'aide des fonctions holomorphes sur la
jacobienne affine.

La premiére étape de notre construction est achevée: nous avons réussi a
reconstruire tous les polynomes X a partir du point sur la jacobienne pourvu
qu’il n’appartienne pas au diviseur théta. Maintenant nous allons exprimer
la matrice I(z) en fonction de ces polynomes.

4.5.2 La reconstruction de [(z) & partir de X}

Comme énoncé ci-dessus, nous allons montrer que les coefficients de I(z)
se trouvent, par résolution d’un systéme d’équations triangulaire & partir des
coefficients des polynomes X}, (que ’on suppose connus maintenant grace a la
section précédente) et aussi ceux du polynomes caractéristique det(I(z) + w)
connu, lui aussi, dés le début.

Nous allons regarder de plus prés la structure des éléments de la matrice
[(z). Pour cela, introduisons deux nouvelles matrices: la premiére est de taille
N x (N —1) et est définie comme

o= OO
— o O O
o O OO

—
o O 028

\O0 ... ... 1 0 )
L’intérét de cette définition est que L'(z) = O(z""!) comme nous avons
enlevé exactement les termes contenant 2".
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La deuxiéme matrice est aussi de taille N x (N — 1):

0o 0 0 ... 0
(1 0o 0 ... O\

2b(2) 0o 1 0 ... 0
L(w,z)z( d() )+w : :
o 1)

et nous définissons aussi 2N matrices de taille (N—1) x (N—1) que I’on notera
L) (%) et Li(w, z) et qui s’obtiennent de L'(z) et L(w, z) respectivement par
suppression de la (k+1)-iéme ligne (par convention, pour £ = N on supprime
la premiére ligne).

Maintenant, ces définitions ont été faites pour avoir les relations

| 2Xk(w,2) sik< N
det Li(w, z) = { Xy(w,2) sik=N (4.64)

a partir desquelles on compte retrouver les composantes de L en fonction
de celles de Xj. On ne peut certainement pas le faire directement & partir
de (4.64) et donc on va linéariser ces équations ou, ce qui revient au méme,
extraire la partie du déterminant linéaire en L'. Pour cela on définit la matrice
Vi par

Ly(w, z) = Vi (w, z) + Li(2)

c’est-a-dire

( 9
k — 1 lignes
Vi(w, 2) =

N — k — 1 lignes

(on n’a pas la premiére ligne du tout pour k = N).
Alors

det Ly (w, z) = det Vi (w, 2) (1 + tr(V,, " (w, 2) L (2)) + O(L"?))
et le déterminant de V), est facile & calculer:

det i,7) = (1) Q1 (169
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(sauf qu’il n’y a pas de facteur (—I)NZS)\), pour k = N).
Maintenant, calculons aussi la trace: d’abord, la matrice Vj est facile a
inverser a cause de peu d’éléments non nuls qu’elle a:

wiz=3n -n —2n
1 0
Vi (w,z) = I

—wz 2" —-n

O z
1N

FO)
i

ou, plus formellement:

1)i+1dqy=(i+2=4) yn(i+1-5) 1<i<k-1,2<j<i+1

1)N—1—il§(])\)[wN—1—iz—n(N—i) k<i1<N-1,5=1

1)i =i Ly —i=1 () k<i<N-1j>i+1
sinon

(—
) (=
(V’C )z'j_ (-
0

Alors la trace se calcule:

+ (1) w2 "D (L )igji

k—1

= (=1 w2 Y (L) isjera +
=0 i—j+1
N-1-k N—1—j

+ (1 wlz "N (L )i
=0 ik

et cette équation ensemble avec (4.65) nous permet d’écrire la partie de
det Ly (w, z) linéaire en L'(z) explicitement comme

det Vi (w, 2) tr(Vk_l(w, 2)L(2)) =
o 1\k-2(7! (N—2)n k-2 (N—k)n
- ok
(—=1)"*(Ly)2k-12 +w" %z +
+ .=
— ((L;C)QQ —+ (L;c)gg + ...+ (L;c)k_l,k_l)wk_?)z(N_IH—l)n +
+ (D)o + (Ly)se + -+ (L )kp—1) +
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+ (L) ks + - -+ (L) v—1,n—2 + (Li)1,y—1)wh 2V E0m
— ((Li)kszk + - -+ (L) n-1,5-3 + (L)1, o) w2V F72m &

+ ...+

+ (=)NFYLY) g™ (4.66)

Regardons attentivement maintenant ’équation que nous avons obtenue.
Dans sa partie gauche nous avons une quantité connue (voir (4.64)) tandis
que dans sa partie droite on retrouve tous les coefficients de b(z) et d(z) sans
exception: en effet, par définition de L},

zbj1 (mod 2") siti=1letk#N
(Ly)ij =14 di—1; (mod 2™) sii<kmaisi>1
di; (modz") sii>k

donc ils sont tous 1a. De plus, nous affirmons que il est possible de résoudre
ces N équations et trouver b(z) et d(z).

Pour le voir, introduisons d’abord les notations pour les coefficients de
L'(z):

n—1
LI(Z) — Z ZkLI(k)
k=0

On voit que ’équation (4.66) posséde une structure triangulaire par rapport
aux éléments de L'(z) et que donc on peut les trouver en termes des fonctions
holomorphes de la partie gauche ligne par ligne (on trouve d’abord la pre-
miére ligne en utilisant toutes les équations de proche en proche, ensuite la
deuxiéme etc.). De plus, remarquons que L' (»=1) n’aura que des poles simples
sur le diviseur théta (tout comme les polynomes X) tandis que L'»=2) pourra
avoir des poles doubles et L") en général, aura des poles d’ordre k.

La partie linéaire (4.66) ayant joué son réle, revenons maintenant au
déterminant de Li(w, z) complet que nous allons récrire comme

N-1
det Ly (w, z) = Z wPLf (2)
p=0

avec L} (z) étant des polynomes en z seulement. On peut voir, directement &
partir de la définition de L(w, z) que le degré maximal de z qui peut se trouver
dans un monome wPz? faisant partie du développement de det Li(w, z) est
(N —p—1)n— 1 comme on peut toujours trouver un mineur contenant w?
avec les [;;(z) du degré maximal — sauf si k = N et p= N — 1 dans quel cas
on n’a que le terme w”~!. Donc, normalement, deg LY = (N —p — 1)n — 1
et il est nul dans le cas particulier de ci-dessus.
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Intéressons-nous maintenant au coefficient dominant de L% (z): la descrip-
tion du mineur du déterminant dans lequel ce coefficient apparait montre qu’il
est une fonction linéaire des éléments de L'~ Effectivement, il contient
soit un certain lg(])-) (multiplié par lg,oi)ﬂ qui est une constante), soit lg(]]\), qui
lg-)) avec ¢ # j + 1. Comme on avait vu que ’on pou-
, cela implique que ’on peut aussi trouver le coefficient

est alors multiplié par
vait trouver L/(®~1)
dominant de L(z).

Maintenant regardons le coefficient de L% (z) suivant: ici, on n’aura pas
que le terme linéaire en L'~ 2) mais aussi des termes quadratiques en L'(®~ 1.
L’important est qu’il ne peut y avoir d’autres termes car ce coefficient peut
avoir un pole double, au maximum, sur le diviseur théta, ce qui exclut
toutes les autres possibilités. Et comme nous connaissons déja ces deux-1a, on
connait aussi le deuxiéme coefficient de L?(z) et, de proche en proche, tous
les autres. Ainsi, nous pouvons exprimer le polynoéme L%(z) et donc tous
les coefficients des polynémes [;;(2) qui y apparaissent en tant que fonctions
holomorphes sur la jacobienne affine.

Notre reconstruction est presque terminée, il ne reste qu’a trouver les
éléments de [(z) qui n’entrent pas dans L(w, z) et ne peuvent donc pas étre
exprimés en fonction de Xj. Ce sont les éléments de la premier colonne i (2)
et on les retrouve directement & partir du polynéme caractéristique: sa partie
linéaire en I (z) est de la forme

l11(z)wN71 + l2l(z)wN*22n +. o+ lNl(z)Z(Nfl)n

d’ou on trouve les coefficients de l1(z) en fonction de ceux de r(w, z).

Finalement, nous avons montré qu’il était possible de construire une ma-
trice [(z) d’une maniére algébrique a partir du point (w;, 2;) sur la jacobienne
affine. Par construction, cette application est inverse & celle de la section pré-
cédente qui donnait les variables séparées en fonction des éléments matriciels
de I(z). On a donc établi un isomorphisme algébrique entre 'espace des ma-
trices [(z) décrites précédemment et la jacobienne affine d’une courbe quel-
conque (pas nécessairement hyperelliptique). On utilisera ce résultat main-
tenant dans les sections suivantes pour explorer la structure de l'algébre des
observables que ’on peut maintenant voir comme des fonctions sur cet espace
de matrices au lieu de fonctions sur la jacobienne.

4.6 L’étude de I’algébre des observables

Nous allons utiliser ici I'isomorphisme construit précédemment entre la
jacobienne affine J — X et 'espace affine de dimension ¢ qui s’obtient natu-
rellement & partir de I’espace plus grand de toutes les matrices de la forme
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(4.28) en imposant la condition (4.23). Pour un choix trés particulier (et
uniquement celui-ci) de cette condition (correspondant a la courbe la plus
singuliére possible), 'anneau affine devient gradué et cela nous permet de
calculer facilement la caractéristique d’Euler de J — X (et donc de X) qui
est, en fait, indépendante du choix que I'on avait fait.

4.6.1 L’anneau affine

Le but de cette section est de calculer la caractére de 'anneau affine dans
le cas ot il devient gradué: le caractére d’un anneau gradué est défini comme
la fonction génératrice des dimensions des sous-espaces homogénes.

Ce caracteére nous sera utile ensuite pour calculer la caractéristique d’Eu-
ler.

L’anneau A

Nous allons considérer I’anneau polynémial librement engendré par les
coefficients des éléments matriciels de [(z):

—cn®
A =C[l;"]

Cet anneau admet une gradation naturelle induite par le choix d’attribuer
le degré N a z et le degré Nn — 1 & w. Les constantes doivent, bien siir,
avoir le degré 0 et donc les polyndomes unitaires l1y(2) et li11,(2) de degré
n—1etnen z (par (4.28)) ont le degré Nn et N(n— 1) respectivement dans
A. Alors, pour que les autres termes dans la décomposition du déterminant
soient homogeénes, il faut que le degré des autres éléments de I(z) soit défini
par
deglz](z) =Nn-+: —j -1

Finalement, appliquant les considérations d’homogénéité a I’expression

lij(2) = 1208 D pdeee b=t oy (o8 td)

on obtient ’expression suivante pour le degré d’un coefficient général:
deglz(;‘) =N(n—deg,li;+a)+i—j—1

Remarquons que la gradation choisie ici est différente de celle utilisée
pour le cas hyperelliptique dans [21] ou le degré de z était fixé & 1 ce qui
était plus commode dans ce cas-1a mais menait & des degrés demi-entiers qui
deviendraient des degrés en 1/N dans le cas général: notre choix d’affecter le
degré N & z permet d’éviter des degrés fractionnels.
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Comme ’anneau A est librement engendré, on peut calculer facilement
son caractére:

N—-1n—-1 n—1 1
chA = (HHl_qNa-i—N ])Hl_qNax

7j=1 a=1
N-1 N N 1
X H H 1— Na+i—j H 1— Na
=1 j=la=1 q a=1 q
J#i

Nous allons simplifier cette expression en utilisant les notations standards
pour les g-nombres:

[n] 1—q¢"
N = [1][2]...[N]

Avec ces notation le produit dans la premiére ligne devient

n—1N-1

[N —1]!
HHl—qNCH'J [Nn —1]!

a=1 j=0

tandis que le reste de 'expression s’écrit

i=1 i=1 j=la
B ﬁ N-1 i—1 1
= ai 1 _ gNatk
B N-1 [7, . 1]'
[Nn +1i—1]!

L’anneau A,

L’anneau qui nous intéresse vraiment n’est pas ’anneau A mais celui des
observables qui s’obtient en factorisant A par I'idéal engendré par les relations
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det(l(z)+w) = r(w, z). En d’autres mots, il faut prendre le quotient de A par

les relations t,(cl)(lij)(a) = tg)o ol les t; & gauche sont des polynémes dans les
coefficients des éléments de [(z) tandis que les nombres a droite proviennent
des polynomes (donnés) apparaissants dans r(w, z). Définissons maintenant
deux anneaux suivants:

_ A, A
S (i0a) T S (8 -4

Le deuxiéme est ’anneau affine auquel on s’intéresse et le premier correspond
a un cas trés spécial d’une courbe la plus singuliére possible. Ces anneaux sont
complétement différents, en particulier, ’anneau Aj est gradué mais Ay, ne
’est pas & moins que tous les coefficients soient nuls. Mais malgré cela ’article
|22] démontre que la caractéristique d’Euler que I'on va introduire ci-dessous
est la méme pour les complexes construits a partir de Ag et Ao (méme si les
cohomologie individuelles peuvent étre différentes). Ceci explique pourquoi
nous allons nous intéresser seulement a ’anneau Ay & partir de maintenant.
Commencons par calculer son caractére et introduisons pour le faire un
autre anneau [ qui est librement engendré par les coefficients des polynémes
tx(z) de (4.23). La proposition 1 de [22| montre que
ch A
chAy = e (4.67)
et donc pour calculer le caractére de Ay il suffit de calculer celui de I ce qui
est, bien sir, facile comme F est librement engendré: pour que 1’équation

det (I(2) + w) = w™ +t1(2)w™ ™t + ...+ tx(2)

soit homogéne il faut que degti(z) soit égal & (Nn — 1)k et les degrés de ses
coefficients t ) définis par (4.24) sont

degt = N(1+1) -k
d’ou

N
chF = HH N'L 1 _ ,Ni—k

k=1¢=

ou les parenthéses autour de 1 31gn1ﬁent que le facteur avec k = N et i =1
est exclu du produit (qui est alors bien défini) et donc finalement

N [k—l]' nk '
ch Ao :,H [Nn+k— 2] H)[NZ_
=1 1=(1
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4.6.2 Les groupes de cohomologie

Nous allons définir ici les espaces des k-formes différentielles C* et CF
aux coefficients dans A et Ay respectivement et la différentielle extérieure
d: C* — CF qui définit les complexes C* et Cj.

Les champs de vecteurs D;

A chaque 1-forme holomorpe

N—k—1 i—1
wir(w, z) = A

Opr(w, 2)
avec
k= 1,...,N—-1
{ 1 = 1,...,kn—1
on peut associer un opérateur différentiel D;; qui agit sur ’anneau A d’une
maniére suivante:

Dz = {t,ﬁ’“"‘i‘”,x} (4.68)

Les opérateurs D;; forment une famille des champs de vecteurs qui est com-
mutative parce que tous les coefficients tg) sont en involution et il suffit donc
d’utiliser 'identité de Jacobi pour trouver {D;i, Dy } = 0.

Considérons ’anneau D librement engendré par les D;;. La gradation de
I’anneau A induit une gradation sur cet anneau:

deg Dy, = —degwi, = (Nn — 1)k — Ni

qui est naturelle dans le sens que, comme deg{z,y} = degz + degy — degw
(si z et y ne commutent pas), on a alors

deg Dxr = deg D + degx

Le caractére de 'anneau D est de nouveau évident & calculer:
N—1nk—1

1
chD =[] [] v (4.69)

k=1 i=1

Par définition de D;; (4.68) et la commutativité de t,(f), on a Dz-jtg) =0

et donc ’action de I’anneau D passe par factorisation aussi a Ay.
Pour conclure cette section, remarquons que les opérateurs D;; peuvent
étre vus aussi comme les champs 9/07;, ou les 7, sont les temps corres-
s (kn—i—1) . ,
pondants aux intégrales de mouvement ¢, qui sont les coordonnées
sur la Jacobienne. Il est important de voir que les champs de vecteurs D;;
sont paralléles aux feuilles isomorphes & la jacobienne affine et n’ont pas de

composantes transversales ce qui est clair si on les définit a 'aide de 7.
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Les complexes des formes différentielles

On introduit maintenant les différentielles duales aux champs de vecteurs
D;;. que I'on notera dr;, et les espaces de k-formes différentielles aux coeffi-
cients dans A C* pour k = 0,..., g engendrés par

{@iy apd iy Ao Nd T, | 24,5, € A} (4.70)
Nous définissons aussi le complexe C*:
00" St ... %00

ou d est défini par

d= Zdelek (471)
1,k

et transforme une k-forme en une (k + 1)-forme: on applique d’abord Dy
aux coefficients et ensuite on fait le produit extérieur avec dr;,. La propriété
dod =0 découle de la commutativité des opérateurs D;;.
Comme les D;; agissent encore sur A, on peut définir de la méme maniére
le complexe Cj
0 d 1 d d g
0=+C)y—=Cy—--—Cy—0

ot les espaces C¥ sont les mémes que (4.70) mais avec les coefficients dans

Ag.

Si 'on donne a d7;;, le degré opposé a celui de Dy:
deg dr;;, = —deg Dy, = degw;y, (4.72)

les espaces CF et C} deviennent gradués tout comme les complexes C* et C§
car la différentielle d est alors de degré nul.

4.6.3 La g-caractéristique d’Euler

Nous pouvons définir maintenant la g-caractéristique d’Euler d’un com-
plexe gradué C' de longueur g:

Xg(C*) =chC® —ch C' £ - - - + (=1)9C"

Elle posséde toutess les propriétés habituels de la caractéristique d’Euler. En
particulier, on peut voir que dans la limite ¢ — 1 elle devient la caractéris-
tique d’Euler habituelle car lim, ,; ch C* = dim C* et donc si x,(C*) admet
une limite finie (ce qui sera le cas), elle ne peut étre que x(C*). Intuitivement,
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on ne peut pas calculer x(C*) directement car les dimensions de C* sont in-
finies, mais la g¢-caractéristique d’Euler est néanmoins bien définie et son
calcul montre que les dimensions se compensent mutuellement pour donner
une caractéristique d’Euler finie, méme si elle croit trés rapidement. Ainsi, le
fait que I’on ait une gradation sur ’anneau Ay nous permet de définir x,(C*)
et grace a cela calculer la caractéristique d’Euler habituelle — c’est surtout
remarquable si ’on considére que 'anneau Ay est 'unique cas dans lequel on
peut introduit la gradation, mais a cause des explications de la section 4.6.1
la caractéristique d’Euler est encore la méme dans le cas général.

Dans le cas hyperelliptique, on peut calculer directement le caractére de
C* et trouver la g-caractéristique d’Euler directement & partir de sa défini-
tion. Mais pour N > 3 il existe un moyen plus simple de la calculer qui se
trouve en écrivant d’abord

chC* = Z g% %8 ch A
1<i1 <+<i<g
et en utilisant ’identité
g g
[Qurem=3 % o
i=1 k=0 1<i1 <-<ip<g
pour ensuite écrire

9 9

= Z(—l)k chCF = 9 7{2 Ve 1H (14 zq®8%%) dzch A

k=0 =1

ol le contour d’intégration entoure 0 et —1. La somme sur k ci-dessus de 0
a g peut étre remplaceé par la somme jusqu’a oo car les termes de degrés
supérieurs a g + 1 ne donnent pas de résidu en 0 de toute fagon. Finalement

on a donc
1 deg dt; h A
q 2m f z+1 H T ) ¢

Compte tenu de (4.69) et de (4.72), on trouve la formule qui nous permet de
calculer effectivement la g-caractéristique d’Euler suivant (ou I’on utilise un

indice simple i = 1, ..., g pour les D, avec m, k définis par (4.7)):
h A
*\ 1 Z deg D; C 4.
xi(C7) = (-1)fg Zon SR (4.73)

Maintenant en utilisant (4.73) et (4.67) on obtient

deg D;p, k —1]!
Xq(Cs) = (=1)% i H [N7E,—|—k]—2]'
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N—-1 nk—1 Nn—1
x |1 ([(Nn — Dk J] Vi - k]2)> [T Vg (479
k=1 i=1 i=1
Nous avons le méme nombre de g-nombres au numérateur et au dénominateur

de (4.74) et donc x, a une limite finie quand ¢ — 1 qui est, comme on I’avait
déja dit, juste la caractéristique d’Euler habituelle:

N-1
* — —1(Nn —1 N—lNNn 1 |

X H (k nlk'[l Ni— ) (4.75)

Il est intéressant de remarquer, méme si nous ne connaissons pas de raison
pour cette relation, que 'on peut aussi écrire (4.75) sous une forme simple

suivante:
N—1Nn—1

T 11 Nm — (Nn — 1)k (476)

k=0 m=1 m+k

qui admet une interprétation géométrique simple en termes des tableaux de
Young (on peut vérifier facilement qu’en développant le double produit on
obtient effectivement (4.75)).

Les formule (4.75) et (4.76) représentent le premier résultat intéressant
que l'on a obtenu. Elle permettent de calculer la caractéristique d’Euler du
diviseur théta grace a la relation

x(&X) = —x(J - X) (4.77)

La fin de Iarticle [22] contient quelques exemples d’application de (4.75) qui
montrent que (4.77) donne les résultats attendus dans les cas particuliers pour
lesquels la caractéristique d’Euler du diviseur théta avait déja été calculée
auparavant.

Pour illustrer la vitesse de croissance de la caractéristique d’Euler, don-
nons quelques exemples de ses valeurs (approximatives car il n’est probable-
ment pas trés utile d’écrire précisement les nombres a 55 chiffres . . .):

N,n|1l 2 3 4 5 6
1 |1 1 1 1 1 1
2 |1 -1 2 5 14 42
4 |1 21 ~1690 225264 —-3.93107 8.12 10°
5 |-6 -97682  —1.43 10 —5.02 10 —2.85 102 —2.19 10%
6 |484 4.03101 8.69 102  7.1810%  1.2510%  3.47 10%
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4.6.4 Le lien entre les cohomologies et ’algébre des ob-
servables

Les cohomologies supérieures

On considére ici les cohomologies H*¥(C?) associées au complexe (Cg, d)
défini par (4.71). Comme degd = 0, le complexe de cohomologie est encore

gradué et 'on a
9

Ya(C7) = (1) ch HE(C) (4.78)
k=0
Bien str, le fait que la g-caractéristique d’Euler admette une limite finie ne
suffit pas pour démontrer que dim H*¥ < oo mais nous supposerons ici que
c’est effectivement le cas:

Conjecture 8. Tous les espaces H*(Cy) sont de dimension finie.

L’intérét que I'on porte a ces cohomologies s’explique par le lien remar-
quable qui existe entre le groupe HI(Cy) et I'algébre des observables A. On
peut commencer par montrer la

Proposition 9. Soient (h,) une base homogéne de H9(CY). Alors Uapplica-
tion définie sur les éléments h, par

D® HI(Cy) — A
(P(D),ha) = P(D)h,

et étendue par linéarité sur ’espace tout entier est surjective.
Démonstration. Soit x € Ay, on considére
Q=zdn AN---Ndry € Cf
qui s’écrit donc comme
Q=Qp+dQ avec Q€ HI(C) et Q € CF

Si Qy = zodm A --- AdT, cela se traduit par
g
T = X9+ Z Diaci
i=1

avec x; € Ay. Mais comme deg D; > 0, deg z; < degx et donc si 'on applique
la méme décomposition & chacun des z; on finira avec une expression de la
forme z =}, P;(D)zo; avec P;(D) des polyndmes en D; et zo,dTiA- - -AdTy €
H9(C}) au bout d’un nombre fini d’étapes. O
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Remarquons que 'expression de x sous la forme

2= Po(Di,...,Dy)hq (4.79)

n’est pas unique. Pour le voir on peut revenir a la formule (4.73) qui peut
étre récrite, a l'aide de (4.78), comme

ch Ay = chD(ch HY(C§) —ch HI™H(Cy) £ -+

Si une telle représentation était unique, alors Ay aurait le méme caractére que
le premier terme a droit, c’est-a-dire serait isomorphe & ’espace librement
engendré par HY(C}) sur D. Mais en fait il y a un second terme qui exprime
I’existence des relations linéaires entre les différents expressions de la forme
(4.79), tandis que le troisiéme terme exprime que ces expressions ne sont pas
toutes indépendantes etc.

L’application ci-dessus n’est donc pas injective. Par contre, elle reste sur-
jective méme étendue & ’anneau A tout entier: en fait, toutes les observables
s’obtiennent par ’action des D; sur un nombre fini de fonctions apparaissant
comme les coefficients des éléments de HI(Cj):

Proposition 10. La méme application que ci-dessus mais avec les poly-
nomes P(D) ayant leurs coefficients dans F est surjective sur A.

Démonstration. La démonstration se fait de nouveau par récurrence sur le
degré de x. L’équation (4.67) implique en particulier A ~ F ®¢ Ay ce qui
nous permet de décomposer x comme

$=$0+Zfil‘i
i

ou f; € Fetx; € Ay. Ici degzy = degx et degx; < degx pour 7 > 0 car
deg f; > 0. Il suffit maintenant d’appliquer la proposition 9 a xy et 'hypothése
de récurrence aux x; pour achever la démonstration. O

L’existence d’une telle correspondance entre les observables et les coho-
mologies supérieures est déja remarquable en soi car il est loin d’étre évident
a priort que ’on puisse obtenir toutes les observables par ’action des hamil-
toniens sur un nombre fini de fonctions. De plus, elle tient encore dans le
cas des systémes intégrables quantiques (voir le chapitre suivante) et non pas
seulement dans le cas classique. Cette correspondance est valable pour tout
N, mais elle est surtout efficace conjugué a la conjecture 3 de [21] qui décrit
le groupe de cohomologie supérieur en termes de fonctions holomorphes sur
J — X de la forme (4.11) comme nous allons le voir dans la section suivante.
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La comparaison du cas hyperelliptique et cas général

Quoique nous ne soyons pas encore capables de démontrer les conjectures
sur les cohomologies, on a des fortes raisons de croire qu’elles sont vraies et
I’on va discuter ici quelques unes de leurs conséquences.

Pour voir quelle est la forme des cohomologies (dans le cas hyperelliptique)
introduisons d’abord

297k dz

Y

Hr = —g9+1<k<yg

une base de H'(J — X,C) (on rappelle que y est défini par 1’équation de
la courbe hyperelliptique (4.2) dans ce cas). On peut aussi définir la forme
associée a p sur la jacobienne affine en posant

/Nj'(Plv"'an)EZ,u(Pi)

et définir les espaces W* engendrés par les formes
iy A A iy
Considérones maintenant I’application naturelle
i WrP=HNT - X,C) = H¥(Z9 — (A U X, €)

ou X ~ Xy U X selon (4.9). La proposition 5 de [21] montre que le noyau
de cette application est
Keri' = w A Wk2

ol .
w= Zﬁk Ay
k=1

La conjecture 3 du méme article consiste a supposer que 'application 7’ est
aussi surjective et que donc les cohomologies sont données par

ch

HIC) = SR

(4.80)

L’essence géométrique de cette conjecture — qui montre pourquoi elle est
non triviale — est que méme si, en général, une forme différentielle peut avoir
des singularités soit sur Aj, soit sur X, on peut éliminer le premier type
de singularités en ajoutant les formes exactes. D’une facon équivalente, on
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peut aussi formuler la conjecture sur les cycles (sur lesquels 'opération A est
définie par dualité).
La premiére conséquence de la conjecture est qu’elle permet de calculer

. . . . 2
les dimensions de cohomologies: comme dim W* = (,f) nous avons

dim H*(C*) = 1
dim H'(C*) = 2g

dim H*(C*) = Gf) - <k2_92) Vk > 2 (4.81)

En particulier, pour le groupe H9(C*) cela implique que coefficients h, ap-
paraissants dans l’expression des formes appartenantes & HY9(C*) sont tous
de la forme (4.11), c’est-a-dire se présentent comme le quotient d’un déter-
minant contenant les différentielles du premier et du second ordres par le
déterminant 6 qui ne contient que les différentielles du premier ordre. C’est
une propriété extrémement importante car elle implique que ’on peut réduite
le calcul des intégrales multidimensionnelles de g-formes sur les g-cycles sur
la Jacobienne affine (qui correspondent aux quantités physiquement intéres-
santes) aux intégrales des 1-formes apparaissantes au numérateur de (4.11)
(le dénominateur étant simplement la forme de volume).

Malheureusement, une des informations que ’on peut extraire de la for-
mule (4.75) est que cette conjecture ne tient plus dans le cas N > 3. Pour
voir cela intéressons-nous a la dépendance de x sur n:

N N 1

(nN +k —2+1)

Xn+1
Xn

I
—

il
rh
.

((nk +i—1)N — k)

£
I
—
-
Il
—

X
.E?T T

((nk + )N — k)

—1=
:?r

ES
Il
—
~
Il
—

Donc quand n — oo nous avons

Xnt1 o2 SN klogk+Nlog N
Xn

et ’on voit que x(n) croit plus vite que N% tandis que si la conjecture de
[21] était vérifiée, sa vitesse de croissance asymptotique devrait étre juste 49
comme elle aurait été, en gros, égale a C3, (les fonctions de la forme (4.11)
s’obtiennent en choisissant g différentielles parmi 2g différentielles du premier
et second ordre).
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Déja pour N = 3 nos résultats ne sont pas compatibles avec la structure
des cohomologies conjecturée pour le cas hyperelliptique ce qui nois laisse
présager une situation bien plus complexe dans le cas général. Intuitivement,
dans le cas hyperelliptique il a été possible de remplacer toutes les intégrales
multiples par des intégrales des produits extérieurs de 1-formes ayantes des
poles simplestandis que dans le cas général on voit apparaitre des formes
aux poles multiples comme on va le voir dans I’exemple suivant. En d’autres
mots, les puissances de (py,...,p,) supérieures a 1 vont apparaitre dans le
dénominateur et donc l'intégrale ne va plus se scinder en intégrales simples
comme dans le cas hyperelliptique.

Exemple non hyperelliptique

L’exemple le plus simple possible ot ’on peut voir que les fonctions de
la forme (4.11) ne suffisent pas pour générer les cohomologies est le cas de
N = 4 avec n = 1. Dans ce cas-1a on a une courbe de genre 3 décrite par
I’équation
w 0w+ (10 2+t w4 (B0 2+ 2+t w+ (B0 2+ 2Py = 0
On a ici 9 paramétres mais 3 parmi eux peuvent étre éliminés par les trans-
formations de la forme

z — z+oaw+p
w = w+y

et les deux autres — par les homothéties
z = a'z
w — d*w

donc il n’y a que 5 paramétres effectifs.
Les différentielles holomorphes ici sont données par (4.6):

wdz oo dz o zdz
Our(w,z) 2 Our(w,z) T Our(w,z)

et donc le déterminant

g1 =

dZ1 dZQ ng
Ow, T (W1, 21) Oy T (Wa, 22) Owyr (w3, 23)

5(P1:P2:P3):A(P17P27P3)

a la forme

w; w2 w3
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ou R = (U}z,ZZ)

La caractéristique d’Euler ici est égale & —6 comme on peut calculer
en utilisant la formule (4.75) — mais on peut aussi remarquer que comme le
diviseur théta dans le cas d’'une courbe non hyperelliptique de genre 3 est non
singulier, on sait aussi que sa caractéristique d’Euler doit étre égale & g! =6
par la théorie générale (voir [10]) ce qui est en accord avec nos résultats par
(4.77). Dans ce cas les dimensions de toutes les cohomologies sauf la derniére
sont faciles a calculer parce que elles ont encore la méme forme (4.80) que
dans le cas hyperelliptique et donc la méme dimension (4.81):

dimH® = 1
dmH' = Cj, =
dmH? = C}, —1=14

d’ou dim H® = 15. On voit que H? ne peut étre engendré juste par les
produits de 3 différentielles car (n’oublions pas qu’il faut quotienter par un
espace isomorphe & H') sa dimension serait alors égale a ng — 0219 = 14.
Nous avons donc une forme supplémentaire v dans H® qui ne se présente pas
sous la forme (4.11).

Mieux, dans cet exemple on peut méme décrire cette forme explicitement:
comme on a vu que les différentielles A /A ne suffisaient pas, on cherche a

écrire
A1Ay
V=
AA
avec A; étant les déterminants contenants les fonctions polynémiales ve-
nantes des numérateurs des différentielles du premier ou second ordre et A
ne contenants que des termes holomorphes.
On a ici degw = 3 et degz = 4 et donc deg A = 7 et deg awrd(i; 5 = —5.
A partir de la forme de la g-caractéristique d’Euler on peut déduire que
degv = 0 ce qui implique
deg A1 +deg Ay =2deg A 4+ 8 (4.82)
La différence entre deg A; et deg A ne peut étre qu’une combinaison linéaire
de 3 (degz) et de 4 (degz) et doit étre strictement positive. On n’a donc
donc qu’une seule solution de (4.82)
degA; = degA+14
deg Ay = degA+14

A

ce qui laisse 2 possibilités pour la forme de A;:
1 1 1 1 1 1
Aij=| 22 25 22 ouA; =| 2z 29 23
wy; w2 wsg 21W1  2W2 zZ3Ws
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et 'on a donc 3 choix possibles (toutes les deux égales au premier ou au
second déterminants ou A; égale au premier et A, égale au second).

Il se trouve que, en fait, ces choix sont équivalents car chacun de trois
s’obtiennent comme combinaison linéaire de deux autres avec les fonctions
proportionnelles & A (et qui sont donc déja comptées dans H3). Finalement,
on peut écrire v = % d’une seule facon. On voit que, comme énoncé, on
se retrouve ici avec une fonction ayant des poles doubles (a cause de A2 au
dénominateur).
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Chapitre 5

Les systémes intégrables en
mécanique quantique

Le but de ce chapitre est de donner d’abord une bréve introduction a
la méthode du probléme inverse quantique (QISM) basé sur les idées de
Sklyanin qui nous servira dans nos investigations de la structure de ’algébre
des observables plus tard. Nous ne prétendons pas du tout d’étre exhaustif
et allons laisser complétement & coté bien d’idées trés importantes qui ont
grandement contribué au développement de ce sujet, en particulier tous les
résultats venants de la théorie de groupes.

Nous allons commencer par introduire QISM dans le cas de N = 2 et
montrer comment les variables séparées apparaissent dans I’approche connue
sous le nom de I’Ansatz de Bethe fonctionnel. Ensuite nous appliquerons ces
idées a I’étude du systéme quantique correspondant au systéme classique
étudié le long de chapitre 4.

5.1 L’introduction

5.1.1 La méthode du probléme inverse (QISM)

Comme nous I’avons déja dit dans l'introduction, QISM a été crée par
Sklyanin et Faddeev dans les années 1978-1980 (|28], [29], [30]) en tant que
généralisation au cas quantique de la méthode du probléme inverse classique
(CISM). Les premiéres applications de cette méthode furent la quantification
de I’équation de Schrédinger non linéaire (1.1) et du modeéle XY Z de Heisen-
berg. Ensuite elle a été appliquée pour la quantification exacte de I’équation
de sine-Gordon et le calcul des fonctions de corrélation pour bien d’autres
modéles.
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Initialement QISM a été formulée d’un point de vue plutot analytique
mais avec le temps les aspects algébriques sous-jacents ont pris plus d’impor-
tance. En particulier, ils se sont cristallisés dans ’approche & QISM basée
sur la théorie des algébres de Hopf quasitriangulaires et de yangiens due a V.
Drinfeld. Quoique nous n’allons pas parler de cette formulation de QISM ici,
notre approche sera néanmoins essentiellement algébrique, en suivant [31].

Nous n’allons pas non plus faire plus que mentionner en passant la mé-
thode de I'ansatz de Bethe algébrique méme si, historiquement, cette méthode
était a l'origine de beaucoup de résultats et a été utilisé pour résoudre les
modeéles de sine-Gordon, les chaines X X X et X X Z et d’autres. Mais comme
I’ansatz de Bethe algébrique est basé sur I'existence d’une représentation du
plus grand poids, il ne s’applique pas & d’autres modéles intéressants tels que
sinh-Gordon ou la chaine de Toda. L’ansatz de Bethe fonctionnel ne souffre
pas de telles limitations et, étant basé, en partie, sur 'idée de la sépara-
tion des variables, arrive naturellement aprés les considérations de la section
suivante.

5.1.2 Les variables séparées

La premiére question évidente qui peut apparaitre consiste a se demander
quelle est la définition d’un systéme intégrable quantique. Malheureusement,
la réponse a cette question a déja été donnée dans 'introduction: une telle
définition n’existe pas car 'intégrabilité dans le sens de Liouville répose sur
le fait que 'existence d’une famille maximale des intégrales de mouvement
en involution permet d’intégrer les équations de mouvement en quadratures
(méme si en pratique il faut utiliser CISM ou une méthode équivalente pour le
faire). L’analogue de cette propriété dans le cas quantique serait la possibilité
de trouver les valeurs propres communes (et les vecteurs propres) d’une telle
famille d’intégrales mais son existence n’est pas d’une grande utilité pour
résoudre ce probléme.

Néanmoins, il existe un autre concept de la théorie classique qui, lui,
a un équivalent directe dans le cas quantique: c’est celui de la séparation
de variables dans I’équation de Hamilton-Jacobi dont on avait parlé dans
la section 3.4. Il y a plusieurs avantages a baser ’approche aux systémes
intégrables quantiques sur ce point de vue:

— dans le cas classique on sait que la séparabilité est plus ou moins équi-
valente a l'intégrabilité

— la définition des variables séparées se généralise directement au cas
quantique

— la propriété de séparation de variables dans un systéme quantique per-
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met de réduire un probléme multidimensionnel a un systéme d’équa-
tions unidimensionnelles (mais avec des paramétres) et donc il est clair
que cela facilite sa résolution.

5.2 Les idées de base de QISM

5.2.1 La matrice R et les algébres Tg

Dans la théorie quantique, les algébres de Lie apparaissent naturellement
comme les algébres contenant les opérateurs physiques du probléme. Par
exemple, si 'on a une famille de Hamiltoniens {I} en involution on peut
plonger I'algébre commutative engendrée par cette famille dans une algébre
de Lie plus grande telle que I'espace des états du systéme devient une repré-
sentation (d’habitude irréductible) de cette algébre. Alors on peut trouver
les valeurs propres communes & toutes les {I;} par des moyens purement
algébriques. Dans les cas habituels on peut se ramener (par factorisation, si
nécessaire) au cas d’une algébre de Lie de dimension finie.

La nouveauté de QISM consiste dans le fait que les algebres utilisées ici
ne sont pas de dimension finie ni méme des algebres de Lie. A leur place on
considére les algébres engendrées par les générateurs Tpps(u) avec 1 < o, 3 <
N avec u un parameétre complexe appelé le paramétre spectrale. L’algébre en
question n’est pas libre mais déterminées par les relations

R(u —v)T1(u)Ta(v) = To(v)T1(u) R(u — v) (5.1)

ou l'on a repris les notations de la section 3.3 avec T'(u) étant une matrice
N x N dont les éléments sont T, et R est appelée, d’'une maniére peu
surprenante, la matrice R.

La matrice R n’est pas arbitraire mais doit satisfaire & une certaine condi-
tion de compatibilité

R12 (u)ng(u -+ U)Rgg(’U) = R23 (U)R13 (U =+ ’U)ng (U)

qui n’est rien d’autre que [’équation de Yang-Bazter.

Etant donnée une solution R de I’équation de Yang-Baxter, on peut donc
définir 'algébre quadratique 7 lui associée. Ensuite, étant donnée une re-
présentation de ’algébre Tx, on peut la voir comme un systéme quantique
intégrable dont I’espace des états est ’espace de représentation de 7Ty et les
intégrales de mouvement en involution sont les éléments de la sous-algébre
commutative maximale de Tg. Dans le cas N = 2 cette sous-algébre est en-
gendrée par la famille des opérateurs (t(u))uec ol t(u) = trT'(u) et dans le
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cas de N arbitraire — par les coefficients du déterminant quantique que I’on
définira un peu plus loin. Le probléme principal de QISM est alors de trouver
le spectre commun des opérateurs de cette famille et, ensuite, les fonctions
de corrélation des quantités physiquement intéressantes.

Toujours selon Sklyanin, on peut donc dire qu’il y a quatre étapes:

1. Résoudre I’équation de Yang-Baxter et trouver la matrice R
2. Trouver une représentation de I’algébre Tg

3. Déterminer le spectre des t(u)

4. Calculer les fonctions de corrélation

Nous allons nous intéresser ici surtout a la troisiéme étape mais insistons sur
le fait que déja la premiére est non triviale. Historiquement, les premiéres
solutions de I’équation de Yang-Baxter ont été trouvées par des méthodes
empiriques. Cela a changé aprés les travaux de Drinfeld [36] qui a crée I’ap-
proche axiomatique a QISM basée sur les algébres de Hopf. De ce point
de vue, les deux premiéres étapes ne font qu'une car les matrices R corres-
pondent aux représentations des matrices Hopf quasi-triangulaires dont une
classe d’exemples importants a été construite par Drinfeld lui-méme: c’est
celle des algébres de Hopf quasi-triangulaires particuliéres Y[G] appelées les
yangiens qui forment une famille paramétrisée par les algébres de Lie simples
g.

Mais, encore une fois, nous allons supposer ici que nous avons déja une
matrice R donnée. En plus, nous allons illustrer le QISM sur ’exemple d’une
matrice R trés simple et dans le cas N = 2.

5.2.2 L’exemple de la chaine XXX

Nous allons considérer la matrice T'(u) d’ordre 2
T(u) = ( Alu) - B(u) ) (5.2)

et la matrice R définie par

u+n
R(u) =u+nP =

I <
S 3
—
ot
w
=

U+
oll P est la matrice de permutation dans le produit tensoriel C? @ C?:

Vz,y € C? Przey) =yQ«z
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Cette matrice R est un exemple d’une matrice R rationnelle et correspond
a une chaine magnétique X X X avec les opérateurs de spin S,, définis ci-
dessous. Ici, 7 est le paramétre de déformation (“constante de Planck”).

Comme indiqué dans la section précédente, R engendre ’algébre Tg.
Intéressons-nous aux représentations de cette algébre. La premiére chose a
remarquer est que, en fait, c’est une bi-algébre, c’est-a-dire il existe une opé-
ration de comultiplication sur Tg. En termes de représentations cela veut dire
que si T1(u) et To(u) sont des représentations de Tx dans les espaces V) et
V5 respectivement, alors T'(u) = T7(u)T5(u) est encore une représentation de
Tr dans 'espace V; ® V5. On a donc une possibilité de construire une famille
infinie de représentations & partir d’un jeu de représentations simples donnés
par la comultiplication. Ces représentations simples sont traditionnellement
appelés les opérateurs L en QISM et leur produit

T(u) = Ly(u)...Li(u)

est la matrice de monodromie.

Avant de passer aux exemples de représentations, introduisons un élément
important du centre de ’algébre Tz appelé le déterminant quantique. 11 sera
défini plus tard dans le cas général mais dans notre exemple il a la forme
simple suivante:

detq T(u) = A(u+n/2)D(u—n/2) - B(u+n/2)C(u—n/2)
= Alu—n/2)D(u+n/2) - Clu—n/2)B(u+n/2)

1-P
= ftr

Ti(u—n/2)Ts(u + m)

L’autre propriété importante du déterminant quantique (en plus du fait qu’il
commute avec tous les éléments de I’algébre) est qu’il respecte la comultipli-
cation:

detq T1 (U)T2 (u) = detq T1 (U,) detq T2 (U)

Le déterminant quantique se calcule facilement pour les représentations le
plus simples de Tg qui sont les représentations unidimensionnelles engendrées
par une matrice constante K telle que

Yu [R(u), K® K] =0 (5.4)
Dans ce cas on a simplement

detqy K = det K
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En fait, a cause de la forme particuliére de la matrice R, toute matrice
constante K vérifie (5.4) ce qui nous fournit donc une premiére classes de re-
présentations de Tx. La classes suivante en complexité est celle des opérateurs
L linéaires en u:

3
L(u) = u+nZSaaa
a=1
ol o sont les matrices de Pauli:
(01 (0 — (1 0
=810/ 27 i 0 ) T \o0 41

et les opérateurs S, forment la base de la représentation de sl/(2) de poids !
(de dimension 2/ + 1):

3
[Sa, Sg] = izeaﬂvsw
y=1
S?+S83+852 = I(1+1)

Il est commode d’introduire aussi les notations habituelles

Sy =51+15,
avec

[S3,54] = £S54

[S1,S5_] = 285;
et

1

dans lesquelles on a

L) = ( u+nS; NS )

NS+ u— 1S3

Pour une telle représentation on peut calculer

1 1
detyq L(u) = (u—In — 577)(u +In+ 577)

Comme la matrice R ne dépend que de la différence des paramétres spec-
traux on peut voir que le décalage du parameétre spectrale L(u) — L(u — 0)
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est un automorhisme de 7 et donc on peut aussi considérer une classe de
représentations légérement plus large.

Ainsi, & l'aide de la comultiplication, on peut construire une famille de
représentations de cette algébre de la forme

T(u) = KLy(u—06,)...Li(u—61) (5.5)

paramétrisée par une matrice constante K, le nombre n des opérateurs L
dans le produit et les nombres [, et Jy.

Pour la plupart des valeurs de d; cette représentation est irréductible.
En plus on peut prouver que cette famille contient toues les représentations
irréductibles de dimension finie du yangien Y[sl(2)] (qui s’obtiennent toutes
pour K = 1). On peut aussi voir que (de nouveau, sauf pour des valeurs
particuliéres de &) les représentations qui ne différent que par 1'ordre des
opérateurs L sont équivalentes.

5.2.3 L’ansatz de Bethe fonctionnel

La définition rigoureuse (c’est-a-dire au-dela de la remarque de la section
3.4.2) de l’ansatz de Bethe fonctionnel n’est pas facile a donner et au lieu de
le faire nous allons juste montrer comment il s’applique dans I’exemple de la
chaine X X X.

Pour cela, on part de ’expression pour la matrice de monodromie (5.5)
qui s’écrit aussi comme (5.2):

wo=( 0 50 ) =% (@ 5)

Une des conséquences des relations de commutation données par la matrice
R rationnelle (5.3) est que

Yu, v [B(u),B(v)] =0

L’idée de base de l'ansatz de Bethe fonctionnel est que, tout comme dans
le cas classique (rappelons l’exemple de la section 3.4.2), les opérateurs x
racines de B(u) sont des variables séparées.

Le premier probléme dans le cas quantique est de définir les racines du
polynome B(u) dont les coefficients sont les opérateurs. L’article [31] montre
comment on peut le faire a condition de disposer de quelques hypothéses
supplémentaires. Ici nous n’allons pas nous occuper de ce probléme et disons
juste que, en bref, le role principal est joué par les polynomes symétriques
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de racines et non pas par les racines elles-mémes et que les polynémes symé-
triques peuvent étre définis relativement sans problémes. Mais, encore une
fois, ici nous allons tout simplement nous donner les opérateurs z, tels que

B(u) = By H(u — Tg)

La tache suivante et de calculer ’expression des intégrales de mouvement
t(u) en fonction des z. Pour cela, introduisons d’abord les impulsions X
associées aux coordonnées z:

X, = inAp
p=1

XI;F = inDp
p=1

On ne peut pas écrire simplement X, = A(zy) parce que il faut d’abord
choisir I'ordre dans lequel on doit écrire z, et D, (qui ne commutent pas
entre eux). Par convention, on choisit de substituer toujours u par z par la
gauche, comme ci-dessus, ce qui donne le sens a la notation A(xy).
Directement a partir des relations de commutation (5.1) on peut trouver
que
(X, xk] = +néme X Vk,m

et
(XX =0 vk, m
XX, =0 Vk,m  k#m
XpXf = detq(zp 1) VEk

Nous pouvons maintenant voir la séparation de variables dans le probléme
spectrale: rappelons que 'on cherche a résoudre

t(u)p = 7(u)¢

Remplagons u par z; (par la gauche). On obtient alors un systéme de n
équations
T(z)(z) = A (2)$(Ey @) + Ay ¢(Ef )

ol E* sont les opérateurs de déplacement:
Ef (@1, Ty ey ) > (T, o £, )

et A sont définis par
Xi = Ay Ey
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On voit que le systéme se sépare d’une maniére évidente:

$(x1, - 2) = | [ @rlz)

et que l'on se retrouve avec n problémes 1-dimensionnels
7(2k)Qr(wr) = AF (1) Qr(zx — 1) — A Q( + 1)

Donc finalement on arrive a la méme équation de Baxter que celle qui
apparait dans ’ansatz de Bethe algébrique. Mais son sens ici est différent:
les fonctions @ n’ont pas la méme signification (ici ce sont des fonctions sur
les ensembles discrets et non pas des polynomes) et, surtout, cette équation
se résout facilement pour les petits N par récurrence tandis que dans I'autre
cas la méthode standard consiste a considérer la limite N — oo et donc on
peut dire que les deux approches sont complémentaires.

Pour conclure ce survol de ’ansatz de Bethe fonctionnel, il faut dire que,
bien évidemment, il ne s’applique pas seulement a la chaine X X X, ni seule-
ment aux algébres de rang 1 (comme Y[sl(2)]) comme on va le voir dans la
suite.

5.3 La quantification de la jacobienne affine

Dans cette section nous allons présenter un modéle quantique qui, dans
un certain sens, donne la quantification de la jacobienne affine étudiée dans
le chapitre 4. Comme d’habitude en mécanique quantique, nous décrirons
I’algébre des observables quantique au lieu de décrire la variété déformée
elle-méme. Nous verrons que cette algeébre a encore la propriété remarquable
du cas classique, a savoir que tout observable s’obtient par I’action des hamil-
toniens & partir d’'un nombre fini des observables qui sont les (déformations
de) coefficients des cohomologies supérieures.

Une conséquence immédiate de cette propriété est que les fonctions de
corrélations de toutes les observables se raménent & un nombre fini d’inté-
grales. Une autre propriété tres intéressante que I’on trouve uniquement dans
le cas quantique est ’existence d’une description duale: il existe le modéle
dual, avec la constante de Planck inverse, avec le méme spectre. En plus, la
dualité 7 <> 1/h correspond a la dualité entre les cohomologies et les homo-
logies: les cohomologies du modéle dual jouent le role des homologies pour le
probléme d’origine et vice versa.
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5.3.1 Le modéle quantique

En suivant [34] (inclus en appendice) nous considérons un modéle inté-
grable quantique décrit par un opérateur M (z) polynémial en z (de degré au
plus n) satisfaisant les relations de commutation habituelles

R(z, 2 YMy(2) My (2') = My (2" )My (2)R(z, 2") (5.6)

et nous allons supposer que, comme dans le cas classique (voir (4.22)), la
matrice des coefficients dominants de M (z) est triangulaire inférieure.
La matrice R est donnée par

R(z,2') = zRi2(q) — 2'Ra1(q) !

avec
N

Rix(q) =) "™ @¢" +(g—q7") ) Ep® By
k=1 J>k

oll ¢ = e est le paramétre de déformation noté multiplicativement (pour
retrouver la matrice R rationnelle de la section 5.2.2 il faudrait écrire z = e*
et ¢ = €2 dans la limite ¢ — 1). Les matrices E;; ont été définies dans
(4.21).

La forme de degrés de M:

M(z) =2"u+O("1)

avec
0 0 o --- 0
Mo1 Ho2 O .-+ 0
p=| M p32 paz - 0

HUN1 MN2 HN3 - HUNN

est compatible avec les relations de commutation (5.6). Nous avons fait le
choix de fixer u;; = 0 car cela correspond & un modéle particuliérement
simple étudié dans larticle [33].

Le déterminant quantique est défini dans le cas général par

~ 1 _
detq M(u) = Y (=)' [ [ Mr,ot) (zq> N0 7F)
k=1

g€Sp

ou |o| est le nombre minimal de transpositions dans la décomposition de o
(cette définition se rameéne a celle de la section 5.2.2 avec les identifications ci-
dessus). Comme dans le cas classique — et pour les mémes raisons de comptage
de degrés de liberté — les intégrales de mouvement apparaissent toutes dans
le développement de det, (M (z) + w).
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5.3.2 La réduction quantique

Toujours en suivant le cas classique, nous cherchons a remplacer la matrice
M(z) par
L(z) = SM(2)S™"

Pour cela, soit v la premiére ligne de M (z):
etM(z) = 2" tv + 0O(2"7?)

et définissons la matrice S de taille N x N correspondante a s classique (avec
la différence que les éléments de S sont maintenant des opérateurs) par

Nous pouvons montrer que nous avons 1'égalité

Su=US
avec U définie par
0 O 0 0
0 —t —tn—2 —tn—1
v=1]|0 1 0 0
0 0 1 0
ou les t; sont définis par
N N-1
H(»T —q ) = ) aN T
i=2 §=0

La seule relation non triviale a vérifier est 1’égalité des secondes lignes de Spu
et US qui s’écrit comme

N-1

Z e Ry =0 (5.7)

k=0
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Pour le prouver, on remarque deux choses: premiérement, directement a par-
tir des relations de commutation (5.6) on trouve

1" = g

Viii = MV
et, deuxiémement, I’expression u* ne contient que des termes

Hjigo MHgagsMsga = = avec jl > j2 > j3 > j4 > (58)

On peut donc faire passer tous les u;; qui apparaissent dans u* & gauche les
remplacant par ¢~ et il ne restera que des termes de la forme (5.8). A
ce moment-1a on peut remarquer que I’équation (5.7) découle de I’équation
classique correspondante pour une matrice dont les éléments commutent.
Finalement, donc, on voit que si I'on définit la matrice L(z) par

L(z) = SM(z)S”1
alors
L(z) =2"U + O(z"™)

et, en plus, comme v est la derniére ligne de S on a aussi
erL(z) = 2" tey + O(z" ?)

tout & fait comme dans le cas classique (4.28).
Nous poursuivons donc dans la méme voie en écrivant

1= (4 B9)

avec D(z) étant une matrice (N —1) x (N —1), B(z) un vecteur-ligne de taille
N — 1 etc. Leur coefficients dominants ont aussi la méme forme qu’avant:

B(z) = z"ileN_1+§(z)
D(z) = Uz"+ D(z)

ol B(z) et D(z) sont des polynomes de degre n — 2 et n — 1 respectivement
et U est une matrice (N — 1) x (N — 1) qui s’obtient & partir de U par
élimination de la premiére ligne et de la premiére colonne.

Nous considérons I’algébre A, générée par les coefficients de L(z). Comme
t,, commutent avec tous les éléments de L(z) on peut les voir en tant que les
paramétres numériques de cette algebre.
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Le probléme maintenant est de calculer les relations de commutation vé-
rifiées par L(z). En suivant [34] nous introduisons, pour le faire, une matrice
dans le produit tensoriel C¥ ® CV avec les éléments qui ne commutent pas
entre eux

N
512 = un X qE“ + Z(V ® ]) (Rm((]) (/,L ® I))N_Z(E“ ® ])
i=2
Il est possible de vérifier la validité des relations auxiliaires suivantes:

Y12(S ® I)§21 = (I® S)§12R12((I)
(SRS (T(2)®I) = Zip(2)(L(z) @ (S ® I)Ss1Ra1(q)  (5.9)

ou Yio et Z15 sont les matrices numériques définies & partir de la matrice

Co=I-En)@I+) VieU

j=1
ou
0 0O 0
0 01 0
V = Lo
00 0 0 1
000 0 O
et

Yie = ¢l —(¢—q")Cia(I - P)
Zyo(z) = I—(q— q_l)ZU2C12(EN1)1

Ensuite on peut calculer que
(012(1 — P))2 == 012(1 - P)

et que donc C12(I — P) est un projecteur ce qui montre pourquoi on obtient
une formule simple pour l'inverse de Y7s:

5 =q¢"'IT+(qg—q ")Ci(I - P)

Les relations de commutations pour L(z) se trouvent maintenant en pre-
nant (5.6) et en le multipliant par S5S15 & gauche et par (S515,;)~! a droite.
Utilisant (5.9) on arrive finalement & trouver

R(21, 20) K12(21)(L(21) ® I) K21(22) (I ® L(29)) =

= Kn(z){ @ L(z2))Ki2(21)(L(21) ® 1) R(21, 22)
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avec

R(z1,22) = 21Y12—Z2Y211

Kis(z) Y151Z12(Z)

5.3.3 Les observables quantiques
Les variables séparées

Nous avons vu dans la section précédente que nous pouvons réduire le
modéle quantique par une procédure trés similaire a celle utilisée dans le cas
classique. Nous avons toutes les raisons de croire que cette analogie peut étre
développée plus loin.

Pour commencer, nous pouvons définir les variables séparées quantiques
(wj, z;) avec

[Zi: Zj] = 0
[’LUZ', ’LU]'] =0
Wiz = q%” ZjW;

a partir de L(z) de la méme maniére. Techniquement, le calcul des relations
de commutations est bien plus difficile dans le cas quantique mais l’article |35]
contient la dérivation des relations ci-dessus pour tout N (on pourrait aussi
consulter [32| pour un exemple d’application de la procédure de séparation de
variables dans le cas N = 3 qui est beaucoup plus simple). Il est intéressant
de remarquer que dans le cas classique les variables séparées appartenaient
a la courbe spectrale, c’est-a-dire satisfaisaient & I’équation (4.1), alors que
dans le cas quantique elles satisfont & 1’équation de Baxter: par example,
dans le cas d’une équation hyperelliptique

w+w ' —1tz)=0

en représentant l'opérateur de z aprés la quantification comme la multipli-
cation par e et celui de w comme le décalage ¢ — ¢ + ih nous obtenons
I’équation de Baxter

Q¢ +ih) + Q(C —ih) —t(2)Q(¢) = 0

L’étape suivante devrait étre la démonstration que toutes les observables
quantiques peuvent étre exprimées en termes des variables séparées. C’est
une affirmation qui est loin d’étre triviale & prouver (surtout dans le cas de
N arbitraire) mais si 'on fait ’hypothése raisonnable que la structure — et
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le caractére — de 1’algébre des observables est la méme dans le cas quantique
que dans le cas classique, cela devrait étre le cas.

Dans le cas hyperelliptique (N = 2), si 'on regarde 'algébre A(q), la
déformation de I’algébre A classique, nous supposons qu’elle est engendrée,
en tant que ’espace vectoriel, par les éléments de la forme

pL(tla ey tg)g(bl, ey bg)pR(tla ce ,tg) (510)

avec les mémes notations que précédemment (¢; sont les coefficients de la
trace, b; — les coefficients de 1’élément 12 de la matrice de monodromie).
Cette formule donne bien celles des propositions 9 et 10 dans le cas classique
car symétrisation ou antisymétrisation, respectivement, de t; correspond a
la multiplication par ¢; ou I'application de dr; classiquement. Dans le cas
de N quelconque, on suppose que ’on a encore cette propriété mais avec
les éléments de I’anneau F au lieu de t; et les coefficients des cohomologies
supérieures (classiques) au lieu de b;.

L’exemple hyperelliptique

Avant de continuer avec nos investigations de l'algébre des observables,
faisons un bref détour par I’exemple particulier de [33]. Dans cet article, le
modele suivant a été considéré: les variables du modéle sont z1, ..., Tyg40 et
y avec les relations de commutation non triviales

Tixj = q2xjaci 1< ]

Yyz;

Cry Vi
Le hamiltonien du systéme est

29+2

_ -1 -1
h=gq E Lil;_q
i=1

(avec la convention zs44+3 = qyx1), qui correspond, physiquement, & une ré-
gularisation particuliérement simple d’un champ de Bose chiral sur le réseau.
Pour voir comment ce modéle est lié & celui de la section (5.3.1) il faut in-
troduire les variables auxiliaires u et v qui satisfont &

uv = quu

et en termes desquelles les variables = et y s’expriment comme

29+2

k—1
— -2 —
me=u ] [u?  y=]]w
i=1 i=1
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Si 'on définit 'opérateur [ par

alors la matrice de monodromie
2 = @)1 = (4 40

aura la forme vue précédemment.

Pour voir apparaitre la dualité A <> 1/h nous devons d’abord définir
I'opérateur de Baxter Q. Pour cela nous réalisons les opérateurs u et v dans
L(R?) comme

et, en accord avec [37], ’espace de Hilbert ou les observables agissent est celui
de fonctions de

= 5 logz
et ’on peut montrer qu’il existe Q tel qu’il commute avec ¢ et satisfait a
(1)U t(2)Q(C) = Q¢ +ih) + Q(¢ —ih) (5.11)

D’un autre coté, si ’on définit les opérateurs z; comme les racines de b(z)
et
wi = (=1)*qd(z)

(ot la substitution de z se fait toujours par la gauche), alors on peut montrer
que I’équation
2 2 _
w; —wit(g°z;) +1=10

est vérifiée. Cette relation implique, & cause des considérations généralisantes
celles de la section 5.2.3 que les équations pour la fonction d’onde correspon-
dante aux valeurs propres ti,...,t, des intégrales de mouvement (dans la
représentation () se séparent et 'on peut chercher cette fonction sous la
forme

(Cueees Gltn - 1) = Q(G) - - Q(C)

ot Q(¢) sont les valeurs propres de l'opérateur Q de I’équation (5.11).
Cette équation posséde une propriété intéressante: sa solution () satis-
fait aussi & ’équation duale

(—D)IT(2)Q(C) = Q(¢ + mi) + Q(¢ — i)
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ol
27
J=e€h

et T(Z) = tr M(Z) avec la matrice M(Z) définie de la méme maniére a
partir de Z que m(z) — a partir de z (voir [33] pour plus de précisions). En
conclusion, nous pouvons aussi définir ’algébre A(Q) avec

2.

Q:e%

agissante dans le méme espace de fonctions. On peut voir aussi que u et
v commutent avec U et V et anticommutent avec V et U, respectivement.
Finalement, la condition importante est que ¢ commute avec 7.

Nous supposons, bien siir, que 'algébre A(Q) est encore engendrée par
les éléments de la forme (5.10). Alors I’algébre A(q).A(Q) est aussi dans le
sens que pour n’importe quel élément X de cette algébre, ses coefficients
matriciels sont donnés par

Tz XE'T"y = )PR(T’)

/ 0c - / ac,h(2)H(2) [[ Q@)

ou h et H sont les antisymétrisations des polynémes g et G respectivement.
Les valeurs des polynomes en ¢; se calculent aisément sur leurs vecteurs
propres et donc, finalement, on voit que l'on peut ramener le calcul des
fonctions de corrélation a celui des intégrales simples. Remarquons que c’est
une conséquence plus ou moins directe de la proposition 10 ce qui explique
son importance pour les modéles intégrables quantiques dont on avait parlé
précédemment.

L’interprétation géométrique de la dualité

Quoique ceci n’est pas directement lié aux résultats présentés dans cette
thése, nous ne pouvons pas ne pas mentionner la signification géométrique
de la dualité g <+ @Q (ou, ce qui est la méme chose, h <+ 72/h).

Remarquons d’abord que a cause de l’existence de cette dualité, nous
n’avons pas un mais deux limites classiques du systéme quantique: h — 0
et h — oo. En analysant ces deux limites il devient claire que, grace a la
structure particuliére des intégrales donnantes les fonctions de corrélation,
les cohomologies d’une de ces limites correspondent aux homologies pour
I’autre — et vice versa, bien stir. De cette maniére, il apparait que la dualité
entre le couplage faible et le couplage fort correspond dans notre cas a la
dualité entre les homologies et les cohomologies.
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Le cas général

Revenons maintenant au cas de N quelconque. Comme indiqué a la fin
de larticle |34, formellement nous y avons presque la méme situation: nous
avons toujours la dualité h <» 72 /h et I’on peut encore introduire les variables

7 et W duales:
27 .0
Z; = exp (7@) , W, = exp (ma—cj)

qui, formellement, commutent avec z et w. Nous avons aussi I’analogue de
(5.11) qui s’écrit

> f(@®*2)Q(¢ +ikh) =0

ou les fr sont les déformations des éléments de I’anneau F du chapitre 4.

Bien siir, cela ne prouve pas encore grande chose et pour rendre tout cela
un peu moins vague il faudrait introduire ’espace de Hilbert ot les différents
opérateurs agissent et faire la méme analyse que dans le cas de la section
(5.3.3). Mais en admettant que la situation est toujours similaire & celle de
ce cas-la, on pourrait conjecturer que le produit scalaire dans l’espace de
fonctions de ¢ est donné par

F16) = [Cdo [ 4 TG G

o0 —00

x  det(fi(wy, 2;)) det(fi(Wjy, Z;))G(Ciy - -+, Cg)
ou f; sont les polynémes coefficients des formes holomorphes, c’est-a-dire

f(w,z) — ,wN—m—IZk
ou m et k satisfont a (4.7).

Cette conjecture est basée, bien str, sur la situation du cas N = 2 étudiée
dans [33] mais aussi sur le résultat analogue pour le cas classique ot le méme
déterminant apparait comme le coefficient dans la mésure de Liouville écrite
en variables séparées: la fonction d’onde ¢ est normalisée par la condition

|6* = dV

dans la limite quasi-classique, o dV est ’élément du volume de I’espace des
phases qui s’écrit comme d¢; A - - - Adp, dans les variables d’angle et donc, le
changement de variables fait par la transformation d’Abel inverse résulte en
apparition de la jacobienne de cette application qui est justement det w;(P;).
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