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Introduction générale

Les travaux de these présentés dans ce mémoire rentrent dans le cadre d’'une étude me-
née au CEA-CESTA. Cette étude a pour but d’établir une méthode efficace de résolution des
équations de Maxwell en régime harmonique, en domaine extérieur. Ces équations modélisent
la diffraction d’une onde électromagnétique par un obstacle dans ’espace aérien. Le choix de
résolution consiste a considérer une méthode d’équations intégrales. Les formulations intégrales
permettent de ramener un probleme 3D non borné a un probleme “2D” borné. Si nous consi-
dérons un observateur en un point x de ’espace autour de I'obstacle, ’écho radar en x est une
moyenne des courants électromagnétiques sur la surface de 1’obstacle, pondérée par I'interaction
entre x et la surface. Ainsi, il suffit de connaitre les courants sur la surface obtenus par la ré-
solution des équations intégrales en imposant une condition au bord de I'obstacle. Cependant,
dans certaines situations réelles, la complexité de la structure de 1'obstacle (couches minces,
composants électriques) ne permet pas de considérer une méthode d’équations intégrales avec
une condition au bord adaptée. Afin de prendre en considération cette structure complexe de
I'obstacle, la stratégie retenue consiste a coupler les équations intégrales a une méthode d’élé-
ments finis de volume a l'intérieur d’'un domaine €2 contenant 1’obstacle et une enveloppe d’air.
Les équations intégrales sont alors définies sur la surface I' du domaine €2 avec une condi-
tion d’absorption sur le bord. Concernant des notions générales sur les diverses approches des
problemes de diffraction en électromagnétisme, nous renvoyons a l'ouvrage [22].

r

Plus précisément, les applications physiques de ces travaux sont confrontées au probleme de
montée en fréquence. Au cours de cette these, nous nous sommes essentiellement intéressés
a des méthodes numériques ayant pour but de réduire les cotits de résolution des équations
intégrales. La formulation intégrale considérée dans le cadre de nos travaux est celle intro-
duite par B. Després ([40], [8], [41], [24], [78]). Cette formulation aboutit & un systeme dont
les propriétés permettent de considérer une méthode de résolution itérative basée sur des gra-
dients conjugués et offrant une bonne convergence. Les méthodes itératives ont 'avantage de
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permettre une meilleure gestion de la mémoire que les méthodes directes et une réduction du
cout de calcul. D’autre part, elles se prétent bien a différents types de méthodes de réduction
des cotits de calcul et de mémoire. De nombreuses méthodes d’accélérations des résolutions
itératives des équations intégrales ont été développées. Les formulations intégrales de 1'élec-
tromagnétisme impliquent la considération d’interactions surfaciques par le biais d’un noyau

elklx_yl
de Green, G(k, |I — y') = m

d’onde du probleme. La discrétisation du probleme aboutit a un systeme dont la taille dépend
du nombre d’onde, le nombre de degrés de liberté étant proportionnel & k2. Nous proposons
maintenant une introduction a quelques méthodes établies dans le but de réduire les cotits de
résolution des équations intégrales.

ou z et y décrivent la surface I' et k£ désigne le nombre

Nous commengons cette présentation par la célebre méthode multipoles rapide. La méthode
multipoles rapide, notée FMM, est basée sur une réduction des interactions engendrées par le
noyau de Green G/(k,.). Par un développement judicieux de ce noyau, avec un regroupement des
éléments du maillage éléments-finis dans des boites multipolaires, la méthode multipoles réduit
les interactions entre mailles a des interactions entre les boites multipolaires. Cette considération
permet de ne pas conserver la matrice du systeme et de recalculer les interactions nécessaires
a chaque produit matrice-vecteur de la résolution itérative a un cotut tres réduit. La méthode
doit son qualificatif “rapide” a sa complexité numérique; Nous désignons ici par complexité
I’ordre des cotits de calcul et de mémoire de ’algorithme numérique correspondant. En effet,
la méthode multipoles rapide permet de réduire la complexité de calcul des produits matrice-
vecteur de O(N?) & O(N*?) pour la méthode & un niveau et & O(N In(N)) pour la version
multi-niveaux.

D’autres méthodes basées sur 'accélération des produits matrice-vecteur, comme la FMM,

ont été établies :

e La méthode dite “Panel Clustering” décrite par S.A. Sauter ([73]) est basée sur un re-
groupement judicieux des degrés de liberté et un développement du noyau de Green, a la
facon de la FMM.

e D’autres auteurs préferent s’intéresser aux transformées de Fourier rapide pour accélérer
les produits matrice-vecteur. La nouvelle idée de O.P. Bruno et L.A. Kunyansky ([16],
[15]) semble prometteuse. Celle de A. Bespalov ([10]) peut étre plus efficace que la FMM
pour des géométries particulieres.

Nous pouvons aussi considérer des méthodes qui agissent directement sur la matrice, en rédui-
sant la taille du systeme ou en creusant la matrice :

e La méthode de discrétisation microlocale introduite par T. Abboud, J.-C. Nédélec et B.
Zhou dans le cas d’obstacles convexes ([2], [90]) est basée sur une estimation de la phase
de I'inconnue. Cette approximation de la phase permet d’introduire une nouvelle inconnue
moins oscillante. La discrétisation de 'inconnue se fait alors avec un nombre de degrés de
liberté de l'ordre de k?/3 au lieu de k2. Cependant cette méthode nécessite toujours une
discrétisation fine des intégrales définissant le systéeme, ce qui limite le gain au niveau du



Introduction générale 13

temps de calcul.

e A. de La Bourdonnaye et M. Tolentino ([39], [82]) ont établi une autre méthode de dis-
crétisation microlocale basée sur une discrétisation de la phase de I'inconnue suivant les
directions de la sphere unité. Si cette version n’impose pas la condition de convexité, elle
s’avere beaucoup plus délicate a gérer.

e Les bases d’ondelettes constituent aussi une voie envisagée pour réduire les cotits de
résolution des équations intégrales. W.C. Chew et al ([85]) et V. Rokhlin et al ([11], [4])
se sont intéressés aux méthodes d’ondelettes qui, par un choix judicieux des fonctions de
base, permettent de creuser la matrice. Cependant, la complexité des algorithmes induits
par ces méthodes est selon 1'étude de W.C. Chew ([85]) de 'ordre de ¢cN?, ¢ < 1 ot N est
le nombre de degrés de liberté. Cette complexité leur a valu d’étre dépréciées par rapport
aux FMM de complexité en NP, p < 2. Une étude plus récente de W.L. Golik ([47], [48])
aboutit a un algorithme performant a partir des travaux de I. Daubechies ([35]).

e ['.X. Canning a également décrit une méthode permettant de creuser la matrice a partir
d’un choix judicieux des fonctions de base et des fonctions test. Il s’agit de la méthode
dite IML (impedence matrix localization) décrite dans les papiers [17] et [18].

Ces différentes idées de minimisation des cotits de résolution présentent des avantages diffé-
rents parfois complémentaires, ainsi que des limitations variées. Il semble désormais pertinent
d’envisager des couplages de ces idées. Par exemple, J. Tausch ([80]) étudie un couplage d'une
méthode d’ondelettes avec une méthode multipoles rapide. Nous proposons dans ce mémoire
de these une idée de couplage d’'une méthode de discrétisation microlocale avec une méthode
multipodles rapide.

Ce mémoire de these se compose de trois parties.

La premiere partie a pour but de familiariser le lecteur avec les différents outils mathé-
matiques et numériques utilisés pour nos travaux. Nous proposons dans cette partie une pré-
sentation des méthodes de discrétisation microlocale et des méthodes multipoles rapides dans
un cadre simplifié. A cet effet, nous nous placons dans le cas de I’équation de Helmholtz avec
condition au bord de Dirichlet, résolue par formulation intégrale avec un potentiel de simple
couche. Toujours dans ce cadre simplifié, nous étudions des couplages des méthodes de discré-
tisation microlocale avec une méthode multipoles. Dans le cas de la méthode de discrétisation
microlocale décrite par T. Abboud, J.-C. Nédélec et B. Zhou, il s’agit tout d’abord de considérer
I’estimation de la phase de la discrétisation microlocale afin de réduire le nombre de degrés de
liberté. Ensuite, nous utilisons la FMM pour accélérer les calculs liés a la discrétisation fine
des intégrales. Nous faisons aussi ’étude de la complexité du nouvel algorithme selon que I'on
utilise une méthode multipoles a un niveau ou multi-niveaux.

Dans la deuxieme partie, le couplage proposé précédemment fait ’objet d’une validation
numérique avec une méthode multipoles a un niveau. Cette validation est effectuée dans le
cadre de I’équation de Helmholtz tridimensionnelle résolue selon la formulation intégrale de
B. Després et a fait I'objet d'une soumission au journal Journal of Computational Physics
([29]). Nous réécrivons tout d’abord la formulation intégrale en nous inspirant des travaux
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de N. Bartoli et F. Collino ([8]) dans le cas bidimensionnel. L’application de la discrétisation
microlocale dans cette nouvelle configuration nécessite quelques précisions. Les conditions au
bord de Neumann et de Robin engendrent des estimations d’erreur différentes. Les nouvelles

fonctions de base associées a une discrétisation éléments-finis P; sont également présentées.
elklx_yl

D’autre part, la formulation de B. Després sépare le noyau de Green G(k, |z —y|) = ﬁ
lx —y

sin(klz — yl)

en un terme régulier G;(k, |z — y|) = et un terme singulier G,(k, |z — y|) =

Amt|z — y|
cos(k|z — y|) . , . , .
m. Nous spécifions alors les développements de G, et G; utilisés pour I'application
de la FMM. Ensuite, une étude numérique détaillée du couplage discrétisation microlocale et
FMM a 1 niveau est proposée dans le cadre de la sphere. Ce couplage permet une résolution
basée sur un maillage avec une longueur moyenne d’aréte jusqu'a deux longueurs d’onde. Les
cas du Cetaf, objet fourni par Dassault-Aviation, et de la double-sphere fortement non convexe,
nous donnent un comportement de la nouvelle méthode pour des obstacles non convexes.

Nous étudions dans la troisieme partie, une application du couplage discrétisation micro-
locale et FMM multi-niveaux a la résolution numérique des équations intégrales de Maxwell.
Nous rappelons tout d’abord la formulation intégrale de B. Després en nous inspirant de I'article
[24]. L’application de la nouvelle méthode aux équations de Maxwell nécessite quelques adap-
tations. La discrétisation basée sur une méthode éléments-finis Raviart-Thomas fait intervenir
des fonctions de base vectorielles qui amplifient le lien entre les deux maillages de la discréti-
sation microlocale. D’autre part cette application d’une version multi-niveaux de la FMM a la
discrétisation microlocale nécessite une adaptation de la FMM dans le choix des niveaux consi-
dérés. Nous rappelons cette particularité déja évoquée dans la premiere partie. Les résultats
numériques bien que moins spectaculaires que pour I’équation de Helmholtz, sont tout de méme
tres intéressants. Nous envisageons aussi le cas d’objets convexes moins classiques.
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équation intégrale pour I’équation de
Helmholtz avec condition de Dirichlet
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Chapitre 1

Résolution par équation intégrale

1.1 Introduction

Notre travail consiste a envisager de nouvelles accélérations pour la résolution de I'équation
intégrale liée au probleme extérieur de Helmholtz avec condition de Dirichlet. Ce chapitre a pour
but de poser le probleme et de donner les motivations d’une accélération de sa résolution. Dans la
section 1.2, nous rappelons succinctement 1’équation intégrale obtenue a partir de I’équation de
Helmholtz. Ensuite, nous proposons une discrétisation du probleme ainsi obtenu et des résultats
sur les estimations d’erreurs. Pour une étude plus précise, nous renvoyons aux travaux de J.-C.
Nédélec et de J. Giroire ([66], [67], [46]). La discrétisation de I’équation intégrale aboutit a
un systeme linéaire dont la résolution devient vite tres cotiteuse. La section 1.3 présente alors
différentes méthodes d’accélération de la résolution.

1.2 Formulation intégrale et discrétisation

1.2.1 Résolution de I’équation de Helmholtz en se ramenant a une
équation intégrale

La recherche de solutions périodiques en temps pour ’équation des ondes acoustiques en
présence d’un obstacle se ramene a I’équation de Helmholtz :

Au+ku=0, dans Q¢ |

U/p:umc , sur ' |

ou i 1 N (1.1)
— —ku=o0|(—= r — 400

or r2 )’ ’

oi1 © est un ouvert borné régulier de R?, de frontiere I' et Q¢ = R\ Q. u™® est I'onde incidente.
La derniére condition correspond a la condition de radiation de Sommerfeld ou condition d’onde
sortante.
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QC

Pour une étude plus précise de 1’équation des ondes acoustiques, nous renvoyons aux cours
de J.-C. Nédélec ([66] ou [67]).
Nous orientons la normale a I' vers I'extérieur de €2, en posant alors :

ou ou

= 35 /JintQ) — F_ JextQ) - 1.2
q an/ tQ an/ tQ ( )

Nous considérons le cas oll —k? n’est pas valeur propre du probleme de Dirichlet intérieur
pour le Laplacien. Ainsi, la solution de (1.1) est donné par un potentiel de simple couche,

u(z) = / Gl |z — ) a(y) dyly) , Ve R (1.3)

q est la densité de charge sur I' et GG la fonction de Green associée a 1’équation de Helmholtz :

ezkr

G(k,r) =

A7r

Le potentiel de simple couche (1.3) est continu au passage de T, la frontiere de I'obstacle. La
charge ¢ vérifie alors la relation suivante :

/F Gk, |z — ) a(y) dy(y) = ui"*(z) , z€T. (1.4)

Notons S l'opérateur intégral défini par :
(So)(@) = [ Gl o= yhats) drw) . €T (15)

Lorsque —k? n’est pas valeur propre du probleme de Dirichlet intérieur pour le Laplacien ,
I'opérateur S est un isomorphisme de H~/2(T") sur H'/?(T").

Ainsi, g est définie comme étant 'unique solution de I’équation intégrale,
Sq = u". (1.6)

En désignant par < .,. > la dualité entre les espaces HV/2(I') et H'/%(T'), nous avons la
formulation variationnelle suivante :
Etant donné u" € H'?(T), trouver ¢ € H~Y/?(T) tel que

<q,Sqg>=<d,u" >, V¢ eH VD). (1.7)
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1.2.2 Résolution de I’équation intégrale par une méthode variation-
nelle d’éléments finis

Nous utilisons une méthode d’éléments finis pour résoudre le probleme (1.7) sous sa forme
variationnelle. Nous considérons une surface 'y, approximation polynomiale par morceaux de
degré [ de la surface I'. Nous définissons des sous-espaces de dimension finie de 'espace de
Hilbert H~/2(T;), que nous noterons Vj, et que nous considererons inclus dans L?(I',). Etant
donné la régularité des éléments de V},, le probleme (1.7) est approché par le probleme suivant :

Trouver un élément ¢, dans l'espace V), tel que :

/F / (@), | — y]) dy(@)dr(y) = / W) drly) . Y €Vi.  (18)

Iy
La quantité u{" est une approximation de la donnée u™"* dans H'/?(T;,).
Nous considérons une décomposition éléments finis de la surface I'j, que nous noterons 7;, et

dont deux éléments quelconques, des triangles courbes, ont, soit une intersection vide, soit un
sommet commun, soit une aréte commune. Nous noterons /N le nombre d’éléments.

Nous nous plagons dans le cas ot V}, est I’espace des fonctions constantes sur chaque élément,
de dimension N, et dont une base est {¢; ; ¢ =1, N} définie par :

(pi/Tj :5ij 5 VZ,]G{L,N} s
ou{T; ; j=1,N} =17, et J;; est le symbole de Kronecker.
Dans ce cas, I'espace V}, est inclus dans Uespace L*(T;), et le probleme approché (1.8) s’écrit
de la facon suivante :

N
Trouver un élément g;, = Z ajp; dans l'espace V), tel que 1 Vie {1,...,N},
j=1

| [ Sawi@nticn s - @i = [ dewpman . 09

Thoj=1
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c’est-a-dire :

Trouver un N-uplet « tel que Vi € {1,..., N},

Za] / / Gk, |z — y) dr(2)dr(y) = / W) dry) | (1.10)

ce qui équivaut a la résolution en X du systeme suivant :
AX =B, (1.11)

ol A est une matrice symétrique connue de taille N x N, B un vecteur connu, et X 'inconnue

du probleme, définis par :
;=) et anw

vi.je{l,..N} { p / ine(y) dy(y) | (1.12)
T;
Xj = Oéj .
Il reste ainsi a résoudre un systeme linéaire.
1.2.3 Traitement des intégrales
Le probleme consiste a discrétiser 1’expression
Ay = [ [ Glnle—yhdr@drty) . Vig € (1N} (1.13)
T, JT;

Nous décidons d’approcher les intégrales en se ramenant au triangle de référence en dimen-
sion 2, et en appliquant une quadrature de Gauss. Pour cela nous devons tout d’abord introduire
quelques notations.

Dans le triangle de référence, Ty = {(0,0), (1,0), (0,1)}, considérons '’ensemble des points
de Gauss {z3 , B =1,..,nbg} C R?* et I'ensemble des poids de Gauss associés {wg , [ =
1,...,mbg}, ou nbg est le nombre de points de Gauss.

Pour chaque triangle courbe T}, i € {1, ..., N}, on désignera par mes(7;) l'aire de T;, et par

iéme

T’ U) e jme sommet de 7). De méme le j sommet de Tj sera dénoté Téj ),

Notons F; I'application polynomiale de degré [ qui transforme le triangle de référence Ty en
T;, avec entre autres :
F(T(j)) TV | vje{l,..,3},
TV =(0,0), 7Y =(1,0), T§>:(o,1).
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Dans la pratique, on prend [ = 1. Les cas [ > 2 sont trop compliqués a mettre en ceuvre
numériquement. Dans la suite de ce paragraphe, on se place alors dans le cas ou [ = 1.

On obtient, tous calculs faits, I'approximation suivante pour tout i,j € {1,..., N} :
Ay Y dmes(Ty) mes(Ty) wg wa Gk, |[Fi(xg) — Fy(wg)) , siTinTy=0.  (1.14)

Pour | = 1, on peut écrire Fj(z3) de fagon plus explicite. F; est 'application affine vérifiant
F(TYY =T | vje{1,..,3}. Ainsi, pour tout xg = (25(1),25(2)) € To, on a :

2 3 1
Fi(wg) = 25(1) T +25(2) TV + (1 —25(1) —25(2) T," .
Nous noterons ;3 ce dernier point.

Si T; N'T; # 0, nous approchons 'intégrale par la méthode de traitement des singularités
établie par J. Gay du CEA/CESTA, utilisée entre autres par V. Lange dans [56], V. Lubet dans
[60] ou encore A. Lecompte dans [57] et rappelée en annexe. Nous noterons JG(T; , T;) cette
approximation.

Dans le cas [ = 1, le probleme (1.11)-(1.12) est donc approché par le systéme suivant :

AX =By | (1.15)

ou Ay, et By, sont définis par : Vi, j € {1,...,N}

( nbg
(An)i; = Z 4 mes(T;) mes(T;) wg wg G(k, |xig — zp]) si,NT; =0,
B,8'=1
—JO(T, . T)) | STAT A0, (116)
nbg
(Br)i =Y _2mes(T;) wp uj(wip)
\ p=1

1.2.4 Estimations d’erreurs liées a la méthode des éléments finis

Soient ¢ la solution du probleme (1.6) et g, celle obtenue par la résolution du probleme
(1.15)-(1.16). Soit u (respectivement uy,) la fonction définie sur R® & partir de ¢ (respectivement
qn) par la relation (1.3).
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En désignant par h, le plus grand des diametres des éléments de 7, et par 7 la projection
orthogonale de I'y, sur I', nous avons I’estimation d’erreur suivante :

la=man) 3 S C |l = wiee |y 0 +
(1.17)
3 1
W || g || gmery + A2 | g |2

m désigne le degré des polynomes de I'approximation éléments-finis et [ le degré d’approximation
de la surface. Il en découle une estimation sur L?(T") (cf [46]) :

_1 nc __ mc
g —m(q) le2y<C |72 |l u It ey +

(1.18)
W g [[gmeey + B g ez |

g est une inconnue intermédiaire permettant de calculer u. Pour obtenir les estimations sur wu,
nous avons besoin des estimations suivantes :
Sise[l,m+2],

la=m(an) o< C | B2 =g |y 0+ ™ =i s +

H3(T)

(1.19)
RS g [[gmerey + 7 g 2y ]
Si s € [0,1] , pour h suffisamment petit,
1 - .
lg=mlan) ll-sm< C | P72 [ = [y + 070 e = ai (|2 +
(1.20)
RS g ([ gmerey + R g (2 ]
Ces estimations nous conduisent aux résultats suivants sur u (cf [46]) :
V6 > 0, h assez petit, nous avons pour y € Q¢ vérifiant d(y,I") > 9,
-4 nc znc in inc
[uy) — un(y)| < Ces(y,T) [hs 2 [l u sy + ™ =i l-srry +
(1.21)

B g ey + B ey ]

[s]+2

ou s € [0,m+2] et eg(y,I) dJ

1
Cette étude aboutit au choix h ~ ’ et donc N ~ k2.
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1.3 Motivation des méthodes d’accélération

La résolution du systeme linéaire (1.15)-(1.16) présenté dans le paragraphe 1.2.3, se fait soit
par une méthode d’inversion directe tres cotiteuse, soit par I'utilisation d’'une méthode itérative
qui nécessite a chaque itération la réalisation d’'un produit matrice-vecteur dont la matrice est
Ay Ces produits nécessitent a priori d’avoir en mémoire la matrice pleine Ay, de taille N x N.
La complexité du cout de calcul, des produits matrice-vecteur est O(N?). La complexité d’une
méthode directe est O(N?) et celle d’'une méthode itérative est O(N? Niter) ot Niter est le
nombre d’itérations requis par la résolution. Nous avons choisi de nous intéresser aux méthodes
itératives.

Le nombre d’inconnues, N, peut devenir grand si une précision importante est souhaitée.
De plus, I’évaluation de h établie dans le paragraphe 1.2.4 aboutit au lien N ~ k2. D’autre
part, k est proportionnel a la fréquence qui croit sensiblement pour certaines applications phy-
siques. Il devient donc impossible de stocker la matrice A;, pour N grand. Il nous faut alors a
priori la recalculer pour chaque produit. Les méthodes présentées dans les chapitres suivants
consistent alors a accélérer le calcul des produits matrice-vecteur A,.Y pour Y vecteur donné,
par réduction de la taille du systeme (1.11)-(1.12), en creusant la matrice, ou par diminution
du nombre d’interactions.

Dans le cas d'un obstacle convexe et d'une onde incidente plane, une premiere méthode
consiste a approcher la phase de I'inconnue selon les théories géométrique et physique de la
diffraction. Cette approximation a pour conséquence de réduire les oscillations de 'inconnue ¢
du nouveau probleme. Ceci nous permet alors de considérer une discrétisation numérique avec
un nombre de degrés de liberté Ny d'un ordre nettement inférieur par rapport a la fréquence k.
En effet, dans le cas standard N, ~ k2, alors qu’apres approximation de la phase, Ny ~ k2/3.
Cependant, I'approximation de la surface I' de 'obstacle nécessite un maillage plus fin avec un
nombre de mailles en k? afin d’avoir une évaluation des différentes fonctions sur I' avec une
précision suffisante. Ainsi, I'évaluation de la matrice du systeme, de taille k%3 x k?/3, s’effectue
avec un coiit de calcul de l'ordre de k? x k2. Les auteurs de cette méthode, T. Abboud, J.-C.
Nédélec et B. Zhou ([1], [2], [90]) proposent alors une accélération de la construction de la
matrice basée sur la théorie de la phase stationnaire.

La méthode de discrétisation microlocale proposée par A. de La Bourdonnaye et M. Tolen-
tino (cf. [38], [37], [36], [39], [82]) est basée sur la méme idée de séparation de I'amplitude et de
la phase. Pour traiter des cas plus généraux que précédemment, ils proposent d’écrire la phase
comme une combinaison de phases d’ondes planes. Ils obtiennent un probléme ou le nombre
de degrés de liberté Ny est en k2, la discrétisation de espace des directions d’ondes planes se
faisant avec k points, ainsi que celle de 'obstacle. L’accélération du produit matrice-vecteur est
assurée par application de la théorie de la phase stationnaire qui permet de creuser la matrice.
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Les méthodes multipoles rapides reposent sur une autre idée. Il s’agit de développer les cal-
culs du produit A,.Y et d’effectuer un regroupement judicieux des termes de maniere a réduire
la complexité en approchant les interactions lointaines. D'un point de vue géométrique, le cal-
cul des interactions lointaines est considérablement accéléré en regroupant convenablement les
éléments de la triangulation 7. Le choix du regroupement permet de définir deux méthodes. Si
le regroupement est uniforme, on parle d'une méthode a un niveau qui aboutit a un algorithme
en O(N?*?). Ce regroupement peut étre choisi en fonction de I’éloignement des intéractions.
Dans ce cas, on parle d'une méthode multi-niveaux qui aboutit & un algorithme en O(N In? N).
Cette méthode introduite par V. Rokhlin ([23]) a été étendue par W.C. Chew ([76]), J. Rahola
([68]), E. Darve ([30]) et bien d’autres auteurs ([44], [65], ...).
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Chapitre 2

Discrétisation microlocale

Dans le chapitre précédent, nous avons rappelé la nécessité d’accélérer la résolution du sys-
teme lié a la discrétisation de I’équation intégrale pour le probleme extérieur de Helmholtz.
Nous donnons ici une description de deux méthodes d’accélération dites de discrétisation mi-
crolocale. La premiere, introduite par T. Abboud, J.-C. Nédélec et B. Zhou est basée sur une
évaluation de la phase de I'inconnue. La seconde, proposée par A. de La Bourdonnaye et M.
Tolentino est basée sur une discrétrisation de la phase de 'inconnue.

2.1 Meéthode d’approximation de la phase

Cette méthode est présentée par T. Abboud, J.-C. Nédélec et B. Zhou ([1], [2], [90]) sous
les conditions suivantes :

* () est un ouvert borné régulier convexe de R?,

* 4" est une onde incidente plane.

Sous ces conditions, l'idée consiste a exprimer 'inconnue ¢, du probleme (1.11)-(1.12) en
introduisant une approximation de la phase. Cette idée réunit deux notions, celle des méthodes
d’éléments finis et celle des méthodes asymptotiques. Ceci implique la considération des concepts
de développements asymptotiques de la phase de I'inconnue, introduits par les théories géomé-
triques et physiques de la diffraction (voir par exemple le livre [12] de D. Bouche et F. Molinet).
L’inconnue s’écrit g, = Qe ou Q) et ¢ désignent respectivement I'amplitude et la phase de
I'inconnue. Un développement asymptotique de la phase est donné par ¢;, = koo +O(k'/3) (62],
[81], [6]). Une approximation de la phase au premier degré est donc &Svh = k¢o. Quand 'obstacle
est convexe et 'onde incidente plane, de la forme u™¢(x) = e*¢% ¢y est définie par ¢o(z) = ..
En désignant par g, la nouvelle inconnue telle que g, = ge*%, on a ¢, = Qre’®»~?»). On note
de méme ¢ = ge**® la solution de I’équation intégrale (1.6). Ce changement d’inconnue vérifie
la propriété suivante :

I'q llmsmy= O), [ 7|
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En reprenant U'estimation d’erreur (1.18), on obtient alors :

la=mlan) ey <C | A% e —uire |y o+

[
hm+1/€m+2+ hlk}} , (2.1)

=C [ fulu™) + K(hk)™ + kA

ou 7 est la projection orthogonale de I'y, sur I' et h la longueur maximale des arétes de I'y,.
L’erreur relative est donc estimée par :

| ¢ —7(qn) |2
g llz2

<C [k fa(um) 4+ (Rk)™ 4+ R (2.2)

Cependant, I'estimation d’erreur par rapport a g s’écrit (cf. [90]) :

13— m@) ley <O [ Jalwin) + B ey

(2.3)
WG [ me ) 4+ kR G 2y |-
D’autre part, N
mnc uinc
Rl e pm
| q ||L2(F) | g ||L2(r)
On en déduit alors l'estimation suivante :
17=7(@) oo | A7 B (RREY kR (2.4)
| q [z

Comme dans la section 1.2, afin de borner l'erreur relative (2.2) indépendamment de la
fréquence, il suffit de prendre h ~ k~!'. De méme, pour borner l'erreur relative (2.4), nous
pourrions prendre h ~ k=3, Cependant, pour que le terme en kh! se comporte comme celui
en k'/3h, nous devrions alors considérer une approximation I'j, de la surface I' de degré [ = 3.
Ce choix s’avere trop difficile a mettre en ceuvre numériquement. La solution proposée par
les auteurs de la méthode consiste & considérer deux maillages. En effet, le terme en kh' est
lié & 'approximation géométrique, alors que le terme en hk'/? provient de la discrétisation de
I'inconnue. Pour définir I'inconnue, nous considérons donc un maillage grossier I',, noté I'y.
Nous considérons aussi un maillage fin I';, noté I'y pour I'évaluation des fonctions intervenant
dans le probleme. hy et h, désigneront respectivement les longueurs maximales des arétes des
maillages I'y et I'y. Ces deux maillages permettent d’établir une nouvelle méthode de type
éléments-finis basée sur le maillage grossier I'; pour la définition de I'inconnue et utilisant le
maillage fin I'y pour la discrétisation des intégrales. La nouvelle estimation d’erreur est donnée
par :

I g —7(an) llz2m)
1q [z

<C B g (k)™ kR (2.5)
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I’y est associé & la discrétisation de I'inconnue par le biais de termes A}". Les termes h'; confirment
la contribution de I'y dans I’approximation de la surface. Ces nouvelles estimations nous per-
mettent de considérer [ = 1 en nous imposant le choix suivant :

hg ~ kY3 et hp~ kTt

Introduisons maintenant quelques notations concernant les différents maillages. 'inconnue
est définie a partir du maillage grossier I'y, avec un nombre d’éléments N, ~ k3. T 7 désigne le
maillage fin qui approche la surface I de 'obstacle, pour la discrétisation des intégrales, avec un
nombre d’éléments N; ~ k?. En pratique, 'y devra étre un raffinement de T', : En se donnant
'y, nous considérons d’abord I';™ un raffinement de I';. Ensuite, I'y est obtenu par projection
de I';™ sur la surface I' de I'obstacle. Par la suite, nous désignerons alors par 7 la projection
orthogonale des triangles plans de I'y vers ceux de I'y. 7 vérifie : I'y = m(I';™). Nous définissons
aussi I', la projection de I'y sur I'y par 7. I'; suit la surface comme I'y le fait. Comme le suggere
la figure suivante, les ¢léments de I'; ne sont pas plans :

un élémentT;® dég

un élémentT; ddy

éléments dé ;™

Notons N; le nombre d’éléments de I'; contenus dans le ieme glément de I';. La numérota-
tion des éléments de I'y se fait alors par 'intermédiaire de I'y : Tj;, désignera le (z’o)léme élément
de I'y contenu dans le ieme glement de .

Le nouvel espace discret est défini ainsi :
Vh(rfj) = {q;b/ cﬁL - qo ﬂ-_l ) a/Tj € Pl(,'rj)} )

ou (7;); décrit 'ensemble des éléments de I',. Définissons maintenant les fonctions de base
associées a cette nouvelle discrétisation de I'inconnue. Nous noterons ¢; la fonction de base
classique associée a I’élément T; du maillage éléments-finis I'y. Introduisons aussi les fonctions
(¢;) définies par @; = J; (¢; o m1)e™ . Les fonctions (p; o 7 1), i = 1,.., N, correspondent
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aux fonctions de base associées au nouvel espace V;(I';). J; correspond au jacobien associé a
la transformation 7 localement & T, pour tout ig dans {1,...,N;}, sur T;;, : Ji(x) = Tiiy =
—1
mes(m " (Tiz,))

. L’inconnue est définie ainsi :
mes(T}i,)

Ng

Vo €Ly, gu(z) = qu(2)e™™™ =Y Goi(e).
i=1

En prenant les fonctions test (¢;);, le probleme (1.9) se rééerit :
Ny

Trouver un élément g;, = Z gip; tel que - Vie{1,..., Ny},
7=1

/F/F ;5 (x i(y)G(kJ:v—y!)d’y(x)dv(y)=/ up () i(y) dy(y) | (2.6)

c’est a dire :
Trouver un Ny-uplet ¢ dans l'espace CVo tel que : Vi € {1,...,N,},

/F / L@ 7 (2) oy 01N @) ¢ W Tl prom 1) Gk, [x — ) dy(@)dy(y)
f =1

(2.7)

= /F up(y) e W) FTi(y) o (y) dy(y) -
,

En reprenant les fonctions de base ¢; 7, = d;; , comme pour le systéme (1.11)-(1.12) établi
dans la section 1.2, avec [ = 1, nous aboutissons au systeme suivant :

AX =B, (2.8)

ou A, B et X sont définis par : Vi,j € {1,..., N, }

(

b =3y [ T e Glila = yl) 0 dn@iat)

jo=1i0=1

(2.9)

-5 [ e ity i)

i0=1

X, =3 .

\ J
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Le systeme ainsi obtenu est bien de taille k%% x k?/3 << k? x k?. Cependant pour résoudre
ce probleme, il faut précalculer la matrice A. Mais cette premiere étape nécessite un nombre
d’opérations de 'ordre de k*. La solution proposée par les auteurs de la méthode consiste a
utiliser la théorie de la phase stationnaire qui permet de réduire cette derniere complexité a
k? d'un point de vue théorique. En pratique, si cette solution parait tres efficace en dimension
deux, elle engendre, dans le cas de la dimension trois, des difficultés numériques non résolues.
Pour plus de précision sur cette étape nous renvoyons aux travaux de B. Zhou ([90]). La théorie
de la phase stationnaire est présentée dans les ouvrages suivants : [20], [52], [70], [77].

2.2 Méthode de discrétisation de la phase

Cette méthode présentée par A. de La Bourdonnaye et M. Tolentino ([38], [37], [36], [39],
[82]) s’applique dans des conditions plus générales que la méthode présentée par T. Abboud,
J.-C. Nédélec et B. Zhou :

* () est un ouvert borné régulier de R? | sans condition de convexité,

* 4 est une onde incidente quelconque.

La méthode de discrétisation microlocale qu’ils proposent consiste a prendre des fonctions de
base de la forme x —— e, (z) , ig=1,..,Ny, i=1,.., N . Cette méthode consiste a ap-

procher I'inconnue par une combinaison linéaire d’ondes planes de directions &;, , 9 = 1, .., Np.

L’étude des estimations d’erreurs sur la discrétisation de la phase les amene a choisir N ~ k
ainsi que Ny ~ k (cf. [36], [82]).

Le probleme (1.9) se réécrit alors :

N Ny
Trouver un élément ¢, = Z Z Gj jo€™0 pj tel que = Vi€ {1,..,N}, Vip € {1,...,No},
=1 jo=1
N Ny
[ [ 33 ae i@ o aiiG o — o)) dr(a)dr (o)
TndTh j=1 jo=1

(2.10)

B /p up(y)e oY, (y) dvy(y) |

Pour une discrétisation éléments finis classique, ceci nous amene au systeme

AX =B, (2.11)
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ou A, B et X sont définis par : Vi,j € {1,...., N}, Vig,jo € {1, ..., No}

;

Atiio) G jo) :/TA /T ™0t Gk, |z — yl) e oY dy(x)dy(y) |

inc —k&; . 212
Buy = [ ) e or i) | (2:12)
T;

L Xijo =Gjjo -

Ce systeme est de taille k2 x k2. La complexité d’une résolution classique de ce systéme,
O(k*), est donc la méme que celle obtenue pour la résolution de I’équation intégrale classique.
La différence provient des fonctions exponentielles du type z +—— e™*%o-® grace auxquelles la
théorie de la phase stationnaire permet de creuser la matrice et donc de réduire la complexité a
O(k?). Cependant la matrice ainsi générée est assez mal conditionnée et nécessite 1’établissement
d’un bon préconditionneur. Pour la résolution numérique, en ce qui concerne la discrétisation
des intégrales, les auteurs de cette méthode ne présentent pas d’estimations d’erreur, mais
signalent la nécessité d’un important nombre de points de discrétisation par triangle. D’autre
part les résultats obtenus présentent une précision assez limitée ([82]). Apres la considération
de la méthode introduite par T. Abboud, J.-C. Nédélec et B. Zhou, il parait naturel de penser
que la considération d’une discrétisation éléments finis basée sur un double maillage pourrait
également étre plus adaptée dans le cadre de la méthode de A. de La Bourdonnaye et M.
Tolentino.
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Chapitre 3

Méthodes multipoles rapides

Ce chapitre est consacré a une description de la méthode multipoles rapide désignée par le
sigle FMM pour Fast Multipole Method, appliquée a I’équation de Helmholtz, en 3 dimensions.

Les méthodes multipoles rapides interviennent dans certaines résolutions itératives des sys-
temes linéaires de grande taille. L’opération la plus cotiteuse dans une méthode itérative est le
produit matrice-vecteur dont la matrice est celle du systeme résolu. On appelle donc méthode
rapide une méthode permettant de stocker et d’effectuer des produits matrice-vecteur avec un
stockage mémoire et un cotit CPU strictement inférieurs & N2, cofit d’une résolution classique.

Par convention, on entendra par Fast Multipole Method (FMM), 'algorithme de résolution
rapide développé par V. Rokhlin, revu, amélioré et adapté a des cas plus complexes par d’autres
auteurs (W.C. Chew, E. Darve, ...). Cet algorithme étant assez complexe, nous présentons au
début de ce chapitre un cas simplifié d’application des méthodes multipoles en dimension 1. Ce
cas permet d’exposer la plupart des aspects essentiels de la FMM tout en restant suffisamment
élémentaire pour étre aisément accessible.

3.1 Présentation d’une méthode multipoles rapide

3.1.1 Historique

Historiquement, les méthodes multipoles ont été introduites pour le probleme a N-corps
de 'astronomie. Elles ont été ensuite étendues au probleme des équations de Laplace résolues
par des méthodes intégrales (V. Rokhlin et L. Greengard dans [49], [50] et [21]). Le cas des
équations de Helmholtz a été abordé par V. Rokhlin dans le cas 2D dans article [71] puis en
3D dans [72]. Ces algorithmes conduisent & une complexité en O(N3/2) pour la méthode a 1
niveau, qui a été améliorée par R.L. Wagner et W.C. Chew dans [84] en utilisant le concept de
propagation de rayons. La complexité est alors réduite & O(N*/3). La version multi-niveaux a
été mise au point en 2D dans [59] et étendu au cas tridimensionnel dans [75] par 'équipe de
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W.C. Chew. En France, E. Darve a présenté la FMM multi-niveaux dans le cadre des équations
de Helmholtz/Maxwell ([30], [32] et [33]). En s’inspirant des travaux de Rokhlin effectués dans
le cadre de I'équation de Helmholtz ([23], [71], [72]), il aboutit & un algorithme d’une complexité
en O(NInN). Pour des détails précis concernant les estimations d’erreurs, nous renvoyons le
lecteur a l'article de E. Darve [32]. De méme, concernant une étude numérique de la méthode,
nous renvoyons a l'article [33]. Compte tenu des intéréts de cette méthode, de nouvelles ap-
plications sont envisagées notamment pour la résolution des équations de Maxwell en régime
temporel ([45], [54]) ou les problemes inverses en scattering ([13]), mais aussi dans d’autres
domaines d’application de I’analyse numérique tels que la dynamique moléculaire ([74]) ou les
intégrales multidimensionnelles ([58]). Dans le cadre de la méthode multipdles en elle-méme, des
travaux de recherche actuellement en cours concernent la parallélisation de la méthode ([79],
[42]) ou encore, le développement du noyau de Green pour parer le probleme dit “des basses
fréquences”. Ce probleme apparait lorsque le maillage présente des raffinements locaux a cause
de détails géométriques de petite taille devant la longueur d’onde ([21], [53], [34]).

3.1.2 Un cas simple en dimension 1

Nous donnons ici une présentation élémentaire d’application de la FMM inspirée de celle de
E. Darve ([31]). Cette présentation permet d’introduire simplement le principe et les notions
fondamentales de la méthode. Pour cela, on se donne un ensemble de N points x; € R répartis
de maniere quasi uniforme dans [0; 1].

Introduisons tout d’abord la notion de découplage : Considérons une expression f(x;,z;).

Supposons que cette expression puisse étre approchée par un produit g(x;).h(z;). Etudions le
N

cout de calcul des expressions E flxi,z;).Y; , @ =1,..,N, ou Y est un vecteur donné
J=1
de RY. Pour chacun des N points z;, nous avons & effectuer une somme sur j qui nécessite

O(N) opérations. Il en résulte la complexité O(N?). Etudions maintenant le cotit de calcul
N N

de Papproximation Zg(zz)h(x])Y] Ceci peut se rééerire g(x;). Zh(a:])Y] On peut donc
j=1 j=1
effectuer le calcul en deux étapes. Tout d’abord, on évalue, indépendamment de i, I’expression

N

hy = Zh(x])YJ en O(N) opérations. Ensuite, il suffit d’effectuer pour chaque i le produit
j=1

g(x;).hy. Il en résulte un algorithme de complexité O(N).

On définit désormais la matrice M par

1

sli#J,
1 sii=j.
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Nous proposons donc d’accélérer le produit matrice-vecteur M.Y |, ou Y est un vecteur donné.
Considérons un point z;. Il s’agit d’accélérer le calcul de I'expression

N
1
> v
T; — ZE]‘
j=1
J#

Le point z; est nommé “point observateur” alors que l'appellation “points sources” est
réservée aux points x;. L’idée clef de la méthode est la séparation des variables ¢ et j, le
découplage des points x; et z;. Pour cela, nous utilisons, d'une part, un regroupement des
points, et d’autre part, le développement suivant :

1 =
—— =) p" . pel-11[. (3.2)
1- P n=0
Pour regrouper les points, nous considérons ici la partition de [0; 1] suivante : G; = {O; 1 {,

11 1
Gy = {17 3 [, Gs = {5, Z [, Gy = {; 1}. Notons Cj le centre du groupe Gy, k € {1, ...,4}.

Si on considere, par exemple, z; € G et z; € G3 U G4. Nous pouvons réécrire M,; a 'aide
de (3.2) :

— = - ) 3.3
Ty — Ty Cl—xj—(01—$i> Cl—xan:;(Cl—xj ( )
Cy — 2

Nous avons dans ce cas |C] —z;| < % Ainsi si on se donne une tolérance € > 0, il existe

—1
un nombre L, de 'ordre de n(e)’ tel que

In(2)

Le
zi—wj A (Cr—ay)™ i — 5]
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On en déduit 'approximation suivante :

1
j/ijG3UG4 j/IjEG3UG4 v J
L.
Cl - xz Y
DD JRCES I
]/z]€G3UG4 n—= 0
Le

— Z(C’l — ;) Z —(01 —

n=0 Jj/x;€G3UGY

Q

La relation (3.3) ne peut pas s’écrire pour z; € G1 U Gy. En effet dans ce cas, la condition
de convergence |Cy — x;| < |Cy — ;| n'est pas assurée. Ainsi, la FMM oblige de distinguer les
interactions proches (z; et x; appartiennent a des groupes proches que 'on dira voisins)
des interactions lointaines (z; et z; appartiennent a des groupes lointains que l'on dira

non voisins). La FMM consiste alors & accélérer le calcul des interactions lointaines, celui des
N

interactions proches restant inchangé. L’expression g

.Y est approchée par la somme

Ty — Ty
=1
J#i
des deux expressions suivantes :
. . 1
* interactions proches : E Y;
Ty — Ty
ijGlLJGQ
J#i
Le v,
* interactions lointaines : E (Cy— )" E (C'—])”H
—x
n=0 j/xj€G3UG4 1

Etudions le gain obtenu en approchant les interactions lointaines selon la FMM. On vérifie
facilement que le calcul classique s’effectue avec une complexité en O(N?). Le calcul selon la
FMM s’effectue en 2 étapes. Tout d’abord, pour chaque groupe Gy, pour chaque n € {1,..., L.}

on calcule I'expression
Y.
n __ J
ko Z (Cy, — a;)n+L
3/%5€G far (k)

ot G4 (k) est la réunion des groupes non voisins avec Gy,. Cette expression ne dépend pas de
la variable 7. Elle est la contribution lointaine commune a tous les points observateurs x; du
groupe Gy. Cette premiere étape a la complexité O(K.N.In(e™ 1)), on K désigne le nombre de
groupe (ici K = 4). Ensuite, il suffit d’effectuer, pour chaque groupe Gy, pour chaque point z;
de Gy, le calcul

Le

> (Cr— )"

n=0
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Cette étape nécessite O(N.In(e71)) opérations. La complexité du calcul approché des interac-
tions lointaines est donc O(K.N.In(e™1)).

Remarques :

* La précision e désirée est choisie de telle sorte que I'erreur multipolaire globale E,,, soit
du méme ordre que E.; celle commise par I'approximation éléments-finis. Le lien entre € et
Epp est tel que In(e™") oc In(E,}). En reprenant le paragraphe 1.2.4, nous obtenons le lien
ln(Ee_fl) o In N. Ainsi, € vérifie Uestimation In(e™!) ~ In N.

* Le choix du nombre de groupes ne se fait pas au hasard. Le coiit de calcul des interactions
proches est lié au nombre de points par groupe. Ainsi, le choix du nombre de groupes se fait de
fagon & équilibrer les interactions lointaines en O(K.N.In(e')) et les interactions proches en
O(N?/K). Ainsi, K est choisi de 'ordre de N'/2.

* La complexité de cette méthode est donc O(N*2.In N) au lieu de O(N?) dans le cas
classique.

* De facon imagée, la premiere étape peut étre vue comme un transfert d’information des
points sources x; vers le centre C}, du groupe observateur considéré. La deuxieme serait alors
un transfert du centre C), vers le point observateur considéré x;.

* Pour le découplage, nous avons considéré le centre Cj, du groupe observateur. Dans d’autres
situations, comme on le verra plus loin, nous pouvons découpler également les points Cj, et x;
en introduisant le centre des groupes sources. Ceci permet de réduire encore la complexité. Les
différentes étapes sont alors données par la figure suivante :

* Si la taille des groupes est uniforme, on parle d’'une méthode a un niveau. Mais le regroupe-
ment peut étre choisi en fonction de ’éloignement par rapport au point observateur considéré.
On parle alors d'une méthode multi-niveaux.
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3.1.3 Principe de la méthode 3 D

Une formulation intégrale classique de ’équation de Helmholtz, aboutit au systeme (1.15),
A X = By,.
Nous rappelons que Aj, est définie par : Vi, j € {1,...,N} ,

nbg
(An)i; = Z 4 mes(T;) mes(T;) ws wg G(k, |xig — zjp]) siTiNT; =0,
B8,8'=1
=JG(T;, Tj) siT,NT; #0 .

Ici, JG(.,.) désigne I'approximation numérique des intégrales introduite au paragraphe 1.2.3,
dans le cadre des singularités.

Une résolution itérative de ce systéme nécessite une complexité en O(N?), avec N ~ k2.
Cette complexité provient des produits matrice-vecteur intervenant dans la résolution et dont la
matrice est A,. La FMM consiste alors a accélérer les produits matrice-vecteur de matrice Ay,.
Le principe de la méthode consiste a découpler les points x5 et ;5 de la surface I'y, a partir
d'un développement du noyau de Green G(k, |x;3 — xa|), et d'un regroupement judicieux des
points de I'y,.

Pour simplifier I’étude de la méthode, nous nous plagons dans le cas ou nbg = 1. La matrice
Ay, se rééerit alors : Vi, j € {1,..., N} |

(An)i; = 4 mes(T;) mes(T;) G(k, |x; — z;]) siTiNT; =0,
— JG(T,, T)) STNT, £0 .

Cette restriction ne change en rien I’étude de la complexité de la FMM.

Considérons deux points x1 et x5 de I',. Notons X et X5 les centres de deux groupes C] et
C5 contenant respectivement x; et x9 et de rayons respectifs R, et Ry. Les rayons des groupes
sont définis par : R, = max{|z — X,,|, v € Cp,}.
POSOI’IS?”l :flfl—Xl,’f’Q:ZEQ—XQ, TOZXl—XQ etr:rl—m.
Alors 1 — 29 =21 — X7+ X1 — Xo+ Xo — 20 =19 +71.
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Le théoreme d’addition de Gegenbauer donne un développement du noyau de Green a ’aide
des fonctions sphériques de Bessel et de Hankel ([3]) :

ezk\zl—x2| ik

Gl —aal) = g = g B (klro+ 1)

Am|xy — xo| 47

. (3.4)
= i—z (21 +1) k\r0|) Ji(k|r|) Pi(cos(r,m))

ou hl(l) et 7; sont respectivement les fonctions sphériques de Hankel et de Bessel de degré [.
P, est le polynome de Legendre de méme degré. La convergence de la série ainsi considérée
est assurée si et seulement si r et 7o vérifient la relation |r| < |rg|. Cette contrainte oblige de
distinguer les couples de boites voisines des couples de boites non voisines, comme pour le cas
présenté en dimension 1. La relation (3.4) est une premiere étape du découplage de (r¢, 7). La
relation suivante confirme ce découplage et permet aussi celui de (r1,79) ([28]) :

2l

Ji(k|r]) Py(cos(r,mg)) = y

Py(cos(s,rq)) eF<5"> ds

(3.5)

2l

= In Py(cos(s,rq)) eF<sm> gmk<sre> gg
T

ol S est la sphere unité de R? et < .,. > désigne le produit scalaire de R3.

L’algorithme multipolaire consiste alors a tronquer la série sur [ et a discrétiser 'intégrale
sur la sphere unité S2. Par troncature nous avons ’approximation suivante :

1k

Gk, |7y — 32]) ~ W

/ €Zk<s,r1> %,ro (S) e—zk<s,r2> ds ’
S2

L
ot T ,,(s Z (20 +1) h (k:|r0\) Py(cos(s,rg)) -

=0
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71, est appelée fonction de transfert. Cette fonction correspond au transfert du centre X, du
groupe Cy vers le centre X7 du groupe Cf.

La discrétisation de la sphere unité aboutit a I’approximation multipolaire :

1k
(4m)?

G(k,|zy — za|) ~ D wp e T> T (sp) eTR<EI > (3.7)

P

Le découplage de (z1,x2) ainsi réalisé, cette approximation est la clef du gain obtenu par la
FMM.

Choix de la troncature L

Le choix du parametre L se fait en fonction de 'erreur d’approximation désirée. Il s’agit en
fait de controler la quantité suivante :

ko .
= > @4+ 1) 1" (klrol) gu(klrl) Pilcos(r, ro))
I=L+1

Considérons dans un premier temps le comportement des fonctions de Hankel hl(l) et de
Bessel j; en fonction de [. La fonction de Bessel est une fonction réelle. La fonction de Hankel
est complexe et définie par hl(l) = j; + wy, ol y; est une fonction réelle. Pour z,z, € R*,
[ — ji(x) converge tres rapidement vers 0. Asymptotiquement, on a

! x?

20+ 1)(20 —1)..3.1 (1- 2(21 + 3)

Ji(w) ~ ( +...) .

A Tinverse, | — hl(l)(xo) diverge comme

(20-1).31 . 22

yi(xg) ~ — pra (1— 20 —20) +...) .

Le comportement du produit est donc donné par

(20 + 1ji @)y o) ~ — (ﬁ)l

o \To
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Variations de jl(30) et yl(60)

0.06
0.04 i
0.02 b
0 -
-0.02 b
-0.04 - i
-0.06 .
-0.08 | — jl(30) en fonction de | i
"""""" yl(60) en fonction de | ;
_01 L 1 L 1 L | i
0 20 40 60
entier |
Variations de [jI(30)| et [jI(30)yl(60)|
10°
10" | .
—— jl(30)| en fonction de |
"""""" [il(30)yl(60)| en fonction de |
10_20 . | . | . |
0 20 40 60

entier |

[ — ji(z) converge tres rapidement vers 0 a partir de [ > z. Inversement, | — y;(z0)
diverge tres vite lorsque [ devient plus grand que x. Avec la condition x < xg, le comportement
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de décroissance rapide de j;(x) intervenant avant la divergence de y;(x¢), la convergence vers 0
du produit j;(x)y;(xo) a lieu des que [ devient plus grand que x. Cette convergence aboutit au
résultat suivant : Pour tout e, il existe L tel que

oo

> @0+ 1) bV (klro|) ji(k|r]) Pucos(r,mo))| < e . (3.8)

I=L+1

Une étude récente de E. Darve ([32], [33], [31]) aboutit a la formule semi-empirique suivante :
L = k|r| + Cln(w + k|r|) (3.9)

ol C' est une constante liée logarithmiquement au controle e désiré (C' ~ In(e~1)). Asymptoti-
quement L ~ k|r|. D’autre part, pour des raisons numériques indiquées lors de la présentation
de la version continue de la méthode multi-niveaux, nous ne pouvons prendre L > k|rg|. Ainsi,
par la suite, pour les études de complexité, nous consideérerons toujours L ~ k|r|. Une récente
étude de W.C. Chew [55] a aboutit a une nouvelle formule empirique plus fiable pour des valeurs
relativement grandes de k|r| :

L = k|r| + C(k|r])Y/3. (3.10)
Q. Carayol et F. Collino proposent de nouvelles estimations d’erreur basées sur des techniques
précises (cf. [19]). Ces nouvelles estimations permettent de mieux comprendre comment doivent
étre choisis le parametre de troncature L ainsi que le nombre de points de l'intégration sur la
sphere unité.

Discrétisation de l’intégrale sur la sphére unité

En fait, le probleme de la discrétisation de I'intégrale sur la sphere unité se ramene a trouver
des points de quadrature s, et des poids w,, qui integrent exactement les harmoniques sphériques
Yim(0, ¢). On rappelle que

204+1 (1 — !
Vi 0. ¢>:\/ - EHZ; P (cos6) e

On choisit des points s, de la forme (6;,¢;), 0 <i < I et 0 < j < J. On considere qu’il a été
établi une bijection entre {s,, p=1,....IJ -1} et {(0;,¢;), i=1,..,1 -1, j=1,....,J —1}.
Notons gl; les points de Gauss-Legendre sur [—1,1] et GL; les poids associés. Définissons 6,
sur [0, 7] par gl; = cosb; et ¢; par ¢; = 27r% avec les poids associés 27” En prenant I = 2L + 1
et J = L + 1, nous obtenons une formule d’intégration exacte pour toutes les harmoniques
sphériques de degré inférieur ou égal a 2L.

Intéressons nous maintenant & I'approximation de I'intégrant e’*<*m> Ty . (s) e=*#<%"2> par
un développement sur une base d’harmoniques sphériques. Compte tenu du développement
o
eF=sr> =N (21 + 1) (=)' ji(k|r]) Pi(cos(s,T))
1=0
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en reprenant le comportement des fonctions de Hankel et de Bessel, nous obtenons 1’approxi-
mation suivante a € pres :

L
otk <s.r> Tir ~ Tp (s Z (20 +1) ]l(l{;m) Py(cos(s,r)) . (3.11)

1=0
Rappelons le théoreme d’addition des harmoniques sphériques ([5]) :

Théoréme 1. Soient deux vecteurs de coordonnées sphériques (r,0,¢) et (r',6',¢"). Notons
I’angle entre ces deux vecteurs. Alors :

l

4
Peos) = grg D2 Y0 6)Vin(0.9)

m=—

ot cosy = cos B cos 0’ + sin Osin 0’ cos(¢p — ¢')

Compte tenu de la définition de 77 ,,(s) et de I'approximation (3.11), on en déduit que
Uintégrant e®*<#m> T (s) e *<%"2> peut étre approché & € pres par une combinaison d’har-
moniques sphériques de degré inférieur ou égal a 2L.

En conclusion, la discrétisation de l'intégrale sur la sphere unité se fait avec un nombre de
points S = (2L + 1) X (L + 1) ~ 2(k|r|)?, ou L est donné par (3.10).
Notations utilisées par la suite

Nous considérons I',, un maillage de la surface a N éléments, T;, + = 1,..., N. Notons
Cn, m=1,.. M, les différents groupes de points du maillage. Nous désignons alors par X,, et
R, le centre et le rayon du groupe C,. Un élément T;, i € {1, ..., N} peut donc étre repéré par
le numéro du groupe auquel il appartient et sa position locale dans ce groupe : T;,, désignera
le o ¥me glgment de T, appartenant au groupe Cy,.

On peut alors considérer une bijection entre les ensembles d’indices :

ie{l,..N} — (mya), me{l,...M}, ae{l,..., A},
ou A,, est le nombre d’éléments de I';, contenus dans C,,.
La notion de groupes voisins peut étre définie de la facon suivante :
C,, est proche de Cyy <= | X,y — Xow| < B(Ry + Ry)

ol [ est une constante donnée > 1.
Posons V,,, = {m’ € {1, ..., M} /C, est proche de C,,}.
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Nous pouvons désormais décomposer un produit matrice-vecteur A,.Y, ou Y est un vecteur
donné, en interactions proches et lointaines : A, = A" 4 Apear

fary 0 sim' € Vin
A = { (An)ij sim' &V,
" (3.12)
near . Ay ij sim/ € Vin
(AR = {0 sim'" ¢V,
oum' et m vérifient T; € C,, et Tj € C,y.
La FMM consiste alors a approcher le produit Ag‘".Y par l'expression suivante :
k
\Iji — Z Z 4 mes(j’vi) mes(]‘vj) }/] ﬁ pr 62k<8p77"i> %,rmm/ (sp) e—2k<8p,7“j>
m'&Vm jlx;eC p
Zk 1k <sp,ri>
= 13 mes(T;) pr e Z iy (5p)
P m’QVm
Z 6—zk<sp,rj> mes(Tj) }/J :
j/(l?]'GCm/
(3.13)

ou on a introduit les vecteurs r; = z; — X, 7; = x; — Xoy et 1y = X,y — Xy, avee x; € C,.

3.1.4 Construction géométrique des groupes C,,
Construction des groupes

Le moyen utilisé pour regrouper les éléments de ', consiste a découper I'espace contenant I'y,
en cubes. La construction se fait de facon récursive. Chaque étape de la récurrence correspond
a la définition d’un niveau de construction ot le pavage est plus fin qu’a I’étape précédente, et
les cubes plus petits. Le niveau n correspond a 'ensemble des cubes, C7', m = 1,..., M,,, de
cotés de longueur d,, et d’intersection non vide avec le maillage I',. Pour un cube C' donné,
d’un niveau donné, on désigne par X le centre de C7, et par A le nombre d’éléments de I'y,
contenus dans CJ.

Tout d’abord on initialise le premier niveau, le niveau 0. Il s’agit, ici, de construire un cube
qui contienne le domaine d’étude I'j,. Ensuite, par récurrence, supposons le niveau n construit.
Construisons le niveau (n+ 1) : Pour chaque cube C” du niveau n, on subdivise C7 en 8 cubes
de cotés de longueur d, 1 = d,,/2. Ces cubes seront appelés “les fils” de C. Inversement, C7
sera appelé “le pere” de C%“, ou C’%“ désigne un quelconque cube du niveau (n + 1) contenu
dans C],. Ensuite, les éléments de C] sont distribués a ses fils. Les cubes d’intersection vide
avec ', ne sont pas pris en compte et les autres sont numérotés. Le test permettant d’établir
I’appartenance d’un élément a un cube se fait sur le centre de gravité de cet élément.
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ST z

Niveau 0 Niveau 1 Niveau 2

Le choix du niveau final

On choisit le niveau final de la construction dénoté nivmax en fonction de M, le nombre de
groupes désirés dans le niveau le plus fin.

Dans la construction, le passage d’un niveau a 'autre se fait en divisant la longueur des
cotés des cubes par 2. Les cubes correspondant au regroupement d’éléments du maillage d’une
surface, on a le lien suivant : Pour un niveau n donné, M, ~ (4™). Il en résulte la relation

suivante :
) In M
nivmar ~ | —— | .
In4

Notion de voisinage

Dans le cas des cubes, la notion de voisinage ne concerne que des cubes de méme taille,
du méme niveau, et peut étre redéfinie a partir de la norme de la borne supérieure, tout a fait
adaptée a la situation cubique du probleme :

Deux cubes C7 et C, de centres respectifs X,, et X,, sont dits strictement voisins a
l'ordre p, p > 0, si et seulement si || X — X, ||co=p X d,.

Les cubes C7, et C", sont dits voisins a 'ordre p si et seulement si il existe p’ < p tel que
Cr et C, soient strictement voisins a l'ordre p'.

Une telle définition donnerait en 2 dimensions le résultat suivant :
Les numéros indiquent ’ordre auquel les “cubes” sont strictement voisins avec le “cube” numéroté

0.
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Nous noterons V' = {m’ € {1,.., M,,}/C", et C sont voisins a l'ordre Vmax},
ol Vmax < 2 est un parametre de l'algorithme. En général Vmax = 1.

3.2 Une méthode multipoles a 1 niveau

3.2.1 Algorithme

La méthode a un niveau consiste a considérer les groupes du niveau le plus fin. Nous omet-
tons alors les indices liés au niveau. Le choix des directions, s,, p =1, ...,5, sur la sphere unité,
se fait tel qu’il a été décrit dans le paragraphe 3.1.3, S ~ 2(kR)? ot R = v/2d.

Le calcul (3.13) se fait alors en quatre étapes :

Etape 0 : Dans un premier temps, il s’agit d’évaluer les fonctions de transfert dans les
différentes directions s,.

L
=@+ 1) o B Elr]) Pi(cos(sp, Tom)) -

=0

Cette étape doit étre effectuée pour toute direction s, et pour tout vecteur 7, .

Le nombre de vecteurs 7,y n’est pas en M?2. Le choix d'une construction en cubes de méme
taille permet de réduire la complexité de cette étape. En effet, pour M tels cubes C,,, le nombre
de vecteurs r,, = X,, — X, est majoré par 8M.

En 2 dimensions, le schéma suivant montre bien la différence entre les deux ensembles
{(m,m/); mym' =1,.... M} et {X;, — Xpw; mym' =1,.... M} :
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Etape 1 : Rassemblement de I'information, regroupement local au niveau source, calcul des
“fonctions de radiations”.

vm' e {l,...M} , Vpe{l,.., S}
Fm’(sp) _ Z 6zk<sp,Xm/—m]-> mes(Tj) )/] )
j/ijCm/

Etape 2 : Transfert de 'information des groupes sources C,, vers le groupe observateur
Ch-
Yme{l,...M} , Vpe{l,..S}

Gm(sp) = Z TL,Xm—Xm/(Sp) Fm/(sp) .
m' &Vm

Etape 3 : Passage de I'information de X, vers z;, le point observateur.
vme{l,..,M} , Vi/x; € Cp,

Zk 1k<sp,x;—Xm>
U, = 12 mes(T;) pr e =or Gm(sp) .
P
Cm‘ Xm'1
Ci Xm'2
N ——~—
ETAPE 1
Xma ————N
e Xm'1
ETAPE 3 X2



46 Chapitre 3. Méthodes multipoles rapides

3.2.2 Une écriture matricielle

Cette méthode multipoles a un niveau peut étre considérée matriciellement.

Posons : Ym,m' € {1,...,. M} , Vje{l,...N} et Vpe{l, .. S}

€Zk<3p7Xm/_xj> si Z; S Cm’ ;

_ | mes(T3)
Prs(59) = ‘ 0 siaj & Cou .

et
TL XX, (5p)  sim' & Vi,

Muna(sp) = | sim' €V, .

L’algorithme de la méthode multipoles a un niveau correspond alors au calcul suivant :

-
=13 2w P(s) M(s,) Pls,) Y- (3.14)

p=1

P(sp), p € {1, ..., 5}, sont des matrices de taille M/ x N dont le nombre d’éléments non nuls est
exactement N. Nous pouvons donc en déduire un premier terme de la complexité algorithmique
en O(N.S). De méme les matrices denses M(s,), p € {1, ..., 5}, de taille M x M, engendrent
un terme de la complexité algorithmique en O(M?2.9).

3.2.3 Complexité de la FMM 1 niveau

L’étape d’initialisation des fonctions de transfert, est une étape indépendante du vecteur Y
et du second membre du systeme (1.15). Sa complexité est : ~ 8LM S opérations et une place
mémoire de 8MS.

Les autres étapes sont dépendantes du vecteur Y. Leurs complexités sont données par :
Etape 1 : ~ NS pour les calculs et N + MS pour la place mémoire.

Etape 2 : ~ M2S pour les calculs et M S pour la place mémoire.

Etape 3 : ~ NS pour les calculs et N pour la place mémoire.

Le produit par Aﬁar nécessite donc ~ 8LM S calculs élémentaires indépendants de Y et
~ NS+ M?S + NS calculs élémentaires dépendants de Y.

Le produit par A7 nécessite O(N?/M) opérations élémentaires.

Nous avons S ~ (kR)* ~ N/M. Nous choisissons donc M dans le but de minimiser I'ex-
pression M N + N2/M. Cet algorithme est donc optimal pour M ~ N2,
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Ainsi, la FMM 1 niveau a la complexité suivante :

Calculs élémentaires en O(N3/2) et place mémoire en O(N).

3.3 Une méthode multipoles multi-niveaux

3.3.1 Considérations géométriques

Dans le cadre de la FMM multi-niveaux, le nombre de groupes choisi pour le niveau final est
M,ivmae ~ N. La longueur des cotés des cubes est v/k, ou v est une constante indépendante
de k. Le nombre moyen d’éléments du maillage contenus dans chaque cube du niveau final est
une constante indépendante de k.

La FMM multi-niveaux consiste a effectuer des regroupements de points en fonction de 1’éloi-
gnement par rapport au point observateur. Les schémas suivants, en dimension 2, indiquent les
différents groupes des différents niveaux intervenant explicitement dans la contribution mul-
tipolaire, en fonction de Vmax, par rapport a un groupe observateur O donné. Ces groupes
intervenant explicitement sont marqués d’une croix.

Cas Vmax =2 CasVmax =1

Nous considérons des cubes dans chaque niveau n de construction, n € {2,...,nivmax}.
Dans les deux niveaux les plus grossiers, les cubes sont tous voisins les uns des autres. Par ce
procédé, pour un point observateur donné, le nombre de cubes sources considérés est nettement
réduit. De ce fait, 'intérét de la méthode multi-niveaux est lié a la réduction du nombre de
transferts entre groupes lointains.

Estimons le nombre de transferts entre groupes, dans le cas d'une construction multi-
niveaux. Soit C;(n), n = 0,...,nivmaz, les groupes des différents niveaux contenant un meéme
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point observateur donné. Définissons de nouveaux ensembles de cubes :

n C", NON voisin de C7!
TL"(m) = {me{l ]\/[}/PC’nl ") voisin de PC™~ 1(m)}’ nz3

ot PC™(m) désigne le “pere” de C7,, c’est a dire le cube du niveau (n—1) contenant le cube C7..

La considération des groupes sources se fait par récurrence, de la facon suivante :
* Aucun groupe n’est considéré dans les niveaux 0 et 1.

I
,,,,,,,,,

/ i
Niveau 0 Niveau 1 ~M@

* Dans le niveau 2, nous considérons tous les cubes non voisins de Cﬁ%@)‘

2
Niveau 2 Cm@

* Supposons considéré le cas du niveau (n — 1), n > 2, dans le niveau n, I’ensemble des

cubes a considérer correspond a {C,, m' € TL"(m(n))}. Les autres sont, ou bien voisins avec

Cﬁz(n)’ ou bien déja considérés par I'intermédiaire de leur pere. Ceci amene a huit configurations

différentes (quatre en dimension 2), dont deux sont représentées par les schémas suivants dans
le cas ot Vmazr =1 :
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D Cube du niveaun—-1) Cube du niveau

B Cube observateucmn(n)

Cette considération permet d’établir nbVec, le nombre de vecteurs X! — X, a considérer
pour un niveau n donné. En effet, pour Vmaz = 1, on en déduit que nbVec < 7%m — 39m oy
dim € {2,3} est la dimension de I'espace. En prenant Vmaz = 2, nous obtenons un résultat
analogue : nbVec < 119m — 5dim,

De maniere générale, nous avons nbVec < (2(2Vmaz +1) 4+ 1)4™ — (2Vmax +1)%™. Notons
ce majorant nbT'ra. Il s’agit du nombre de vecteurs pour lesquels les fonctions de transfert
seront évaluées. Le parametre nbT'ra est une constante du probleme. Cependant sa valeur est
significative et elle intervient de maniere non négligeable dans la complexité algorithmique du
probleme. Voici quelques valeurs de nbT'ra :

dim=2 et Vmar=1 = nblra =40
dim=2 et Vmar=2 = nblra=96
dim=3 et Vmar=1 = nblra= 316
dim=3 et Vmar=2 =— nblra= 1206

3.3.2 Version “continue”

Par cette “version continue”, nous présentons la méthode sans tenir compte des problemes
liés a la discrétisation de la sphere unité. Dans cette partie, nous ne nous soucions donc pas du
choix des directions s,,.

Nous pouvons décomposer le calcul multipolaire en cinqg étapes :

Etape 0 : Dans un premier temps, il s’agit d’évaluer les fonctions de transfert.

L
Toon (s) = 20+ 1) o b (K[, |) Pi(cos(s, )

mm
=0
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ounrt =X —X],.

Cette étape doit étre effectuée pour tout vecteur r .. lorsque n décrit l'ensemble des
niveaux et pour les couples (C7,, C",) de groupes du niveau n vérifiant m’ € TL"(m).

Pour un niveau n donné, le nombre de couples (C”,C™,) & considérer n’est pas en M2. 11
n’est pas non plus de 'ordre de 8M,,. Il est en fait majoré par la constante nbTra définie dans
le paragraphe 3.3.1, et qui ne dépend que de la définition du voisinage.

Etape 1 : Regroupement local au niveau source, calcul des fonctions de radiations.
Vn € {2,..,nivmax} , VYm' € {l,...,M,} :

n (8) _ Z 6zk<s,X;L/—xj>m€8(Tj)}/j )

m’
j/(l?]'GC:Ln,

Etape 2 : Dans chaque niveau n, transfert de I'information des groupes sources C, vers le
groupe observateur C)'.
Vn € {2,..,nivmazx} , VYme {1,..,M,} :

Gn(s)= D> Toxp-xn,(s)Fnls) .

m/€TL™(m)

Etape 3 : Propagation de I'information jusqu’au niveau le plus fin.
Pour n allant de 3 a nivmaz : Ym € {1,..., M,,} :

affectation & G™ (s) de la somme G™ (s) + e <5Xn=Xn'>Gn-1(g) |
ott C"! désigne le pere de C7, le cube du niveau (n — 1) contenant le cube C7..

Etape 4 : Passage de I'information de X""*™ vers z;, le point observateur.
Vm € {17 RL Mnivmaz} ) VZ/ZL’Z € Cglivmax

.__ynivmax B
\Ijz’ — mes(ﬂ) / 6zk<s,zz X >G?nwmaz(8)ds '
S2

Premiéres remarques sur la FMM multi-niveaux

Un premier constat est lié aux interactions proches. Le nombre moyen d’éléments par cube
du niveau le plus fin est de I'ordre d’une constante. Ainsi, si la répartition des éléments du
maillage est uniforme, les interactions proches ont une complexité (CPU et stockage) en O(N).
Un maillage non uniforme pourrait considérablement augmenter cette complexité et faire perdre
tout son intérét a la FMM multi-niveaux. On en déduit une hypothese importante pour effi-
cacité de la FMM et un premier résultat :

* Le maillage I'j, doit étre uniforme.
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* Complexité (CPU et Stockage) des interactions proches en O(INV).

Ensuite, le choix du parametre v introduit dans le paragraphe 3.3.1 est soumis a une
contrainte. En effet, considérons le parametre L donné par L = kR + C'ln(w + kR) pour la
définition de 77, ,, au niveau le plus fin (3.6), avec R = Rpipmaz = vv/2/k. D’autre part, compte
tenu du comportement de la fonction de Hankel hl(o) par rapport a [, pour un choix de L > k|ry],
71..r, pPeut devenir tres grand, et engendrer des erreurs numériques d’arrondi qui deviennent si-
gnificatives pour la suite de 'algorithme. Nous rappelons que Vmax est 'ordre de voisinage
défini dans le paragraphe 3.1.4. k|ro| est minoré par (Vmaz + 1)kR. Nous devons donc choisir
L=kR+Cln(r+kR) < (Vmaz + 1)kR. Pour que cette condition soit vérifiée, il nous faut
trouver un couple (C,v) tel que

Cln(w + vv2) < (Vmaz + 1)vv2 . (3.15)

D’autre part, ce probleme limite la précision de la méthode. En effet, (3.15) influe aussi “le
choix” de C. Afin que la complexité des interactions proches ne soit pas trop grande, le nombre
d’éléments par cubes doit étre petit. Cette contrainte se traduit par le choix d’'un parametre
v non significatif devant k. La condition (3.15) impose donc que la constante C' ne soit pas
trop grande. Une étude du choix de C, par rapport a la précision désirée, a été réalisée par E.

Darve (cf. [33]). De la méme facon, lorsque le parametre L est donné par L = kR + C(kR)'/3,
la constante C' est soumise au méme type de contrainte de forme plus explicite :
C < Vmaz(vv2)?/? . (3.16)

3.3.3 Version “discrete”

Nous présentons ici les problemes liés a la discrétisation de la sphere unité. Le nombre de
points de discrétisation est en O((kR)?) ou R est le diametre des cubes concernés. Cependant,
la méthode multi-niveaux fait appel a des cubes de différentes tailles.

Reprenons I'étape 1 de la “version continue”. L’évaluation de F”, doit se faire en un nombre
de points de Pordre de (kR,)?. Or un moyen rapide d’effectuer ces évaluations consiste a utiliser
une récurrence : Considérons connues F,(s,) pour tous les cubes C, d'un niveau n donné et
pour un ensemble de S,, points s, de la sphere unité. Nous pouvons alors évaluer les fonctions
F~1(s,) selon la formule

Fr i (sp) = ST ek RN (s,
m'€SON (m,n—1)
ot SON(m,n —1) = {m//C", est un “fils” de C~'}.

Selon la description précédente, les fonctions '~ ! sont évaluées en S, points s, de la sphere
unité, avec S, = c¢(kR,)?, ¢ étant une constante indépendante de n. Cependant, les fonctions
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F™ ! sont liées au niveau n — 1 ou les cubes ont pour diametre R, ; = 2R,. A ce niveau, la
discrétisation nécessite la considération de S,,_; = c(kR,_1)? = 4S5, points. Géométriquement,
les cubes du niveau (n — 1) contiennent en moyenne quatre fois plus d’éléments de I', que ceux
du niveau n.

Afin de résoudre ce probleme, E. Darve ([33], [31]) a étudié trois méthodes d’interpolations
pour obtenir 'évaluation des fonctions F"~! en S,,_; = 4S5, points s, & partir des valeurs de ces
fonctions aux S, points s,. La premiere méthode, appelée “semi-naive”, est assez couteuse. Elle
nécessite O(S%/2) opérations élémentaires pour le passage de S & 45 points. Dans les niveaux
les plus fins, S est assez petit devant k, mais pour les niveaux les plus grossiers, S ~ k2. Une
deuxieme méthode consiste a améliorer la précédente en se ramenant a la FMM-1D due a V.
Rokhlin ([43], [88], [89]). Sa complexité est en O(SInS), mais elle est nettement plus com-
pliquée a mettre en ceuvre. La troisieme méthode dite “d’interpolation locale” est inspirée des
travaux de J. Song, C.-C. Lu et W.C. Chew ([59], [75]). Elle a une complexité en O(S), mais
elle est aussi assez compliquée a mettre en ceuvre.

Un phénomene similaire apparait dans 1’étape 3 de la “version continue”. En effet 1’addition
an(s) + ezk<s,an—X,’H1>an—11(s)

concerne deux termes dont le premier GJ,(s) est évalué en S,, points de la sphere unité et le
second en S,_1 = 45, points, le résultat devant étre évalué en S,, points. E. Darve ([33], [31])
propose la notion d’anterpolation qui consiste a déterminer une discrétisation avec S points
a partir d’'une discrétisation avec 45 points. L’algorithme de I'anterpolation est lié a celui de
I'interpolation.

En conclusion, la FMM multi-niveaux se résume ainsi :
Evaluation des fonctions de radiations au niveau le plus fin, Fvme,
Interpolations successives des fonctions de radiation pour obtenir celles des niveaux
supérieurs,
Erl(sh,) = Z e e Interp(Ey)(s,)
m/€SON (m,n—1)

ou Interp correspond a 'opérateur d’interpolation.
Calcul des transferts a tous les niveaux, G7,(s,), étape 2 de la “version continue”.

Les “contributions” des fonctions G7., sont propagées du niveau le plus grossier vers le
niveau final, pour n allant de 3 a nivmax : Ym € {1,..., M,,}

affectation a G (s,) de la somme GV (s,) + Anterp(elk"XgL_X%l>GZI_11(.))(sp) :

ou Anterp correspond a 'opérateur d’anterpolation.
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Transmission de l'information au point observateur z; € C1/omar,

Zk Snivmaz )
_ th<Sp,x;—X VML > ~nivmax
v, = 12 mes(T;) E Wy ST m G (sp)
p=1

Complexité de la FMM multi-niveaux

La complexité des étapes , , , dépend de la méthode d’interpolation choisie :

Stockage CPU
Méthode “semi-naive” O(N3/2) O(N3/?)
Méthode se ramenant & FMM-1D  O(NInN) O(N1In* N)
Méthode “d’interpolation locale” O(NInN) O(NInN)

La complexité (temps CPU + stockage) de 1'étape , indépendante de l'interpolation, est
O(nbTra NlnN).

Dans le meilleur des cas (Vmaz = 1), nbTra = 316. Cette constante est donc significative
devant N. En effet, pour des problemes de taille moyenne, nbTra peut étre du méme ordre que
N2 Ainsi, pour certaines valeurs de N, il est préférable d’utiliser la méthode d’interpolation
“semi-naive”. Il en résulte aussi que la méthode multi-niveaux est de complexité O(N3/2) pour
des valeurs de N petites ou moyennes. Cependant, méme dans ce cas, la méthode multi-niveaux
présente des avantages par rapport a la méthode a un niveau. En effet, les interactions proches
sont bien moins importantes et le regroupement est nettement plus fin. Ceci permet de traiter
le cas d’objets allongés pour lesquels le regroupement de la méthode a un niveau peut aboutir
a un ensemble de groupes trop souvent voisins. Le schéma suivant montre deux exemples de
regroupement dont le second est la subdivision directe du premier. Les cubes marqués dune
croix sont les voisins du cube numéroté 0 :

Objet allongé
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Chapitre 4

Idées de couplages

Dans le premier chapitre, nous avons établi le systeme linéaire (1.11)-(1.12) associé a la
résolution d’une équation intégrale liée au probleme extérieur de Helmholtz en trois dimensions,
avec condition de Dirichlet au bord. Dans le deuxieme et le troisieme chapitres nous avons décrit
différentes méthodes permettant d’accélérer la résolution du systeme linéaire (1.11)-(1.12). Dans
ce chapitre, nous proposons alors des idées de couplages de ces différentes méthodes, leurs
avantages et les obstacles auxquels elles sont confrontées.

4.1 Méthodes multipdles et approximation de la phase

Nous présentons dans cette section, une idée de couplage de la méthode multipoles (chapitre
3) et de approximation de la phase (section 2.1). Nous nous plagons alors dans le cadre de la
section 2.1 en reprenant les mémes notations.

* ) est un ouvert borné régulier convexe de R?, de frontiere I'.

* u'm¢ est une onde incidente plane.

w r

QC

Pour définir le probleme discret, nous rappelons que nous utilisons deux maillages. Nous
considérons un maillage grossier I'y dont le diametre des IV, éléments est en h, ~ k=13, Nous
considérons aussi un maillage fin 'y dont le diametre des N éléments est en hy ~ k™1, et leurs
intermédiaires I';™ et I'J. m désigne la projection orthogonale de I'y sur T'y.
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un élémentT° dég

un élementT; ddy

éléments dé ;™

Géométriquement, un élément du maillage I'; est la réunion d’éléments du maillage fin I'.
En pratique, I'; est un raffinement de I',. Rappelons que N; désigne le nombre d’éléments de I';
ieme

contenus dans le ¢ élément de I'y. La numérotation des éléments de I'y se fait alors par I'in-

termédiaire de Iy : T;4, désigne le (i0)1™e élément de Ty contenu dans T le i€ élément de rs.

La considération de I'approximation de la phase aboutit au systeme (2.8)-(2.9) rappelé ci-
dessous :

AnX =B, (4.1)
ou Ay, B et X sont définis par : Vi, j € {1,..., Ny}

(

Ni N
g =33 [ [ g Toa 0 Gl =) 0 )i
jo=11i9=1"Tiig Y Tjjo
) N, | (4.2)
B =) / Tiig € "W ui(y) dy(y)
io=1"Tiig
[ X = inconnue du probleme.

ou ¢y est 'approximation de la phase au premier degré, déterminée comme indiqué dans la
section 2.1.

A ce niveau, la taille du systeme est réduite, mais le coup calcul est toujours du méme ordre.
Plutot que d’utiliser la théorie de la phase stationnaire, nous proposons ici d’accélérer le calcul
de la matrice Aj selon une méthode multipoles.
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Afin d’éviter des lourdeurs inutiles dans les notations, nous étudions I'idée dans le cas d’une
discrétisation des intégrales a un point par triangle. Le systeme devient alors :

AX =B, (4.3)
avec Vi,j € {1,...,Ng}
( Ni o N
(A = D2 > Ames(r (Tu)) mes(x(T;)) e*000) Gk, frss, — 2y 5]) €000
jo=1ip=1
{ Ni
Bi - Z 2 mes(ﬂ__l(j—‘iio)) 6_2k¢0(zii0) u;lnc(xiio) 9
in=1
[ X = inconnue du probleme.
(4.4)

4.1.1 Utilisation d’une méthode multipoles a 1 niveau

Nous considérons tout d’abord le regroupement des éléments de I'; dans un pavage a M
cubes {C,,; m =1,..., M}. De méme que dans le paragraphe 3.1.3, nous définissons les centres
X, des groupes. Notons d leur diametre commun, notation introduite dans les paragraphes
3.1.4 et 3.2.1. Nous reprenons aussi la notion de voisinage V,, et la définition des matrices Aim
et Ap°“" du chapitre 3.

Rappelons maintenant I’approximation du noyau de Green (3.7) :

k
G(l{;, |x“.0 — q;jj0|> ~ 4@—>2 pr €Zk<8p77'ii0> f]’meTm/ (Sp) 6—Zk<SP,TjjO> ,

(4.5)
L
ou Tr, Z (20 +1) 7 h (k:|rm7m/\) Py(cos(s, Tmm’)) -

=0

avec les vecteurs 7, = Tiig — Xm, Tijo = Tjjo — Xms €t Ty = Xy — Xy, ot 75, € Oy, €t
Tjjo €

Ainsi, la FMM 1 niveau nous permet d’approcher la matrice Aﬁar par Af%r  définie de la
facon suivante :

Vi,je{l,...N,}
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(Afproc)is = > > Y dmes(r N (Tii,)) mes(n (T ;)

m/TEOCH#ED i0/ii9€Cm M/ EVin /TENC,£8 jo/5 50 €C

1k N N _ o y
) W § Wy €Zk¢0($z 10) ezk<sp,n i0> 7'me?ml (Sp) e 1k<8p,Tj jo > e hkdo(x; Jo)
p

k (4.6)
= LI > DL mes(r ! (Thg) e e
T m/TENCm#@ io/Tiig €Cm

Do Tir(s) Do T e ) mes(nH(T,))

m/gvm/TjSﬂCm/#Z j()/xjjoecm/

Algorithme de la nouvelle méthode de calcul du produit matrice-vecteur

Lors d’une résolution itérative du systéme linéaire associé a la matrice Aj, définie par (4.4),
le temps de calcul de la résolution a Niter itérations est de 'ordre de C'I + Niter CD ou C1 et
CD désignent les temps de calculs respectivement indépendants et dépendants de Y lors de la
réalisation d'un produit Ay, Y. Les calculs indépendants de Y correspondent ici a la construction
de la matrice A7 Ceux dépendants de Y correspondent & I’évaluation classique d’un produit

approx*
matrice-vecteur avec une matrice de taille Ny X Ng.

N
Rappelons quelques estimations : N, ~ k3, Ny ~ k? et N} ~ Ff ~ k*3. M sera choisi

g
dans le but d’optimiser la complexité de I’algorithme. Le choix des directions, s,, p =1, ...,5,
sur la sphere unité, se fait tel qu’il a été décrit dans le paragraphe 3.1.3, S ~ 2(kR)? et L ~ kR
ol R = dv2.

Etape 1 : Le calcul de la matrice A% (4.6) se fait alors en trois étapes :

Etape 1-1 : Evaluation des fonctions de transfert dans les différentes directions s,.
Vi,j €{l,...Ng}, m/TyNCr @, m' ¢V, /T;NCy #5 , Vpe{l,.,S} :

L
T (59) = D 2L+ 1) 2 b (E[rm e |) Pu(cos(sp, T )

1=0
Cette étape doit étre effectuée pour toute direction s, et pour tout vecteur r,, ,,,. Rappelons que

le nombre de vecteurs 7, ,,» n’est pas en M? mais qu’il est majoré par 8M (cf. paragraphe 3.2.1).

Etape 1-2 : Regroupement local au niveau des groupes.
Vie{l,..N;}, m/T°NC,#2 , Vpe{l, .. S} :

Fin(sp) = D eltin) ghontin > mes(n=!(Ty,)

10 /xl ig cCm
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Il est intéressant de constater que cette étape correspond a un regroupement local aussi bien
au niveau observateur qu’au niveau source. Cette remarque prendra de I'importance lors de la
considération d'un algorithme multipoles multi-niveaux.

Etape 1-3 : L’information d'un élément source de I'; désigné par j, par rapport a un
élément observateur de I'; désigné par 1.
Vi,je{l,...,Ny}

(Adppros)is = An2 Wp Z Ein(sp) Z TL X=X, (8p) Ejmr (sp) -

=1 m/TNCn#2 m' @V [TPNC 1 #2

Etape 2 : Le produit matrice-vecteur se fait ensuite de maniere classique. Par analogie avec
la méthode multipdles, nous pouvons parler de passage de I'information des sources (notées j)
vers 1'observateur (noté 7).
Vie{l,..,N,}:
NQ
U= (Al )i Y5

J=1

Complexité de la nouvelle méthode

Tout d’abord, nous pouvons faire un premier constat non négligeable. Dans ’algorithme
donné ci-dessus, seule 'étape 2 dépend du vecteur Y. Cette derniere étape correspond a un
produit matrice-vecteur classique de taille N, x N, et dont la complexité est O(N 92)

Les complexités des différentes étapes sont données dans le tableau suivant :

Calculs Mémoire
Etape 1 —1 ~ 8LMS 8MS
1-2 ~ N;S Ny + MS
1-3 ~max(M?* N7)S N;
2 ~ Ng2 N,

Le produit par A/ nécessite donc ~ 8LMS + N;S + max(M?, N, 92)5 calculs élémentaires

approx
indépendants de Y et ~ N, g2 calculs élémentaires dépendants de Y.

Le produit par AR nécessite (’)(N?/M ) opérations élémentaires indépendantes de Y,
O(N,) opérations élémentaires dépendantes de Y et une place mémoire en O(N,).

Nous avons S ~ (kR)? ~ Ny/M et L ~ S¥2. La complexité du cotit de calcul se réécrit
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alors ainsi :

Indépendant de Y Dépendant de Y
Aler ~8LNy + N}/M + Nymax(M?, N2)/M ~ N2
Apeer ~ N} /M ~ N,

De méme nous pouvons réécrire le cout en place mémoire en O(Ny + N7).

En rappelant que Ny ~ k% et que N, ~ k%3 nous pouvons maintenant faire plusieurs
constats :

* La complexité du cout en mémoire est optimale, en O(Ny).

* Le cotit des calculs dépendants de Y est le méme que dans le cas de ’approximation de la phase
classique (section 2.1). En O(N7), il est nettement inférieur & celui de la FMM 1 niveau.

* Le cout des opérations indépendantes de Y est minimal pour la valeur de M ~ N }/ 1 est

dans ce cas en O(N;’/Q).

Nous pouvons établir le tableau comparatif suivant (pour les résultats concernant la FMM
1 niveau, nous renvoyons au paragraphe 3.2.3) :

Calculs Calculs
indépendants de Y dépendants de Y Place mémoire
Discrétisation microlocale
sans phase stationnaire ~ N j% ~ ;%/ 3 ~ Ny
FMM 1 niveau
1/2 5/4 3/2
(M ~ N}/ ~ N/ ~ N}/ ~ Ny
Nouvelle méthode
1/2 3/2 2/3
(M ~ N;/%) ~ N}/ ~ N¥ ~ Ny

Nous avons
N?M + Niter X N;ﬂ = N;M + N]?/Q + (Niter —1) x NJ%/2
ij/2 + Niter x N?/g = N?p + N?/s + (Niter — 1) x N?/g

avec 5/4 > 2/3, ainsi, pour tout Niter € N* le cout de calcul de la nouvelle méthode est
inférieur a celui de la FMM 1 niveau. Il est également inférieur a celui de la méthode de discré-
tisation microlocale puisque en dimension trois 'utilisation de la théorie de la phase stationnaire
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n’a pas été mise en place.

Les constantes intervenant dans la complexité de cette nouvelle méthode correspondent a
celles introduites par la FMM 1 niveau. Ainsi, elles sont assez petites, de 'ordre de 8 (cf. section
3.2).

4.1.2 Utilisation d’une méthode multipoles multi-niveaux

Pour la méthode multipoles, nous pouvons également considérer le cas d’un regroupement
des éléments de I'y selon un pavage multi-niveaux {C; n =0,...,nivmaz; m =1,..., M, } ou
M,, désigne le nombre de groupes du ni*™€ niveau. [, est un maillage a N, éléments. Notons
nivg le niveau dont le nombre de groupes M,;,, vérifie la propriété suivante :

an’vg—l < Ng S Mnivg

Pour alléger les notations, désignons par My le nombre M;ymq, de groupes dans le niveau
final et posons M, = M,;,,. Notons aussi nivf le niveau final nivmazr. De méme que dans
le paragraphe 3.1.3, nous définissons les centres X des groupes. Notons d" leurs diametres,
notation introduite dans le paragraphe 3.1.4. Nous reprenons aussi la notion de voisinage V. du
paragraphe 3.1.4, la définition des matrices A{M et Ap°*" ainsi que les ensembles définis dans
le paragraphe 3.3.1 :

n>3

n , NON VOlSln de C7),
TL(m) = {m €{l,.., M }/ C’” L(m’) voisin de PC™*(m) } ’

ot PC™"~(m) désigne le “pere” de C , c’est a dire le cube du niveau (n—1) contenant le cube C™.

Reprenons les notations 77, = xii, — Xpp, 175 = x5, — X et rp 0 = X7 — X, pour
Zii, € Cp et x;,, € CJ,. Contrairement a une méthode multipoles multi-niveaux classique,
nous ne considererons pas ici 'ensemble des différents niveaux du pavage. Nous verrons par la
suite qu’un critere d’optimisation de la complexité algorithmique impose de ne considérer que
les niveaux n compris entre nivg et nivf. En considérant une méthode multipoles multi-niveaux

“adaptée”; la formule (4.6) se rééerit en “version continue” (cf 3.3.2) comme suit :

nivf

Agpads =1 [0S S Bl Y Ty 6 F s,
5% n=nivg m/TyNCp#@  m/eTL(m)/TiNC™, #0

(4.7)
avec  F (s) = Z mes(m T}y, )) ek®o@iio) ph<srtio>

Commencons par détailler I'algorithme de construction de la matrice. Nous expliquerons
par la suite le choix d’une telle adaptation.
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Algorithme de la nouvelle méthode

Rappelons quelques estimations : M, ~ N, ~ k*3 M; ~ Ny ~ k2. Le choix des directions,
a un niveau n donné, s,, p = 1,...,.5,, sur la sphere unité, se fait tel qu’il a été décrit dans le

paragraphe 3.1.3, S, ~ 2(kR,)? out R,, = d,v/2 et L, ~ kR, L, ~ \/Sh.
Nous décomposons le calcul en trois grandes étapes :

Etape 1 : Evaluation des fonctions de transfert.

Ly

Toon ()= @21+1) " h{V(k|r 0 )) Pi(cos(s,rl )

m,m
=0

oury =X — X

Cette ¢tape doit étre effectuée pour tout vecteur ry, ., lorsque n décrit 'ensemble des ni-
veaux de nivg a nivf et pour les couples (C C",) de groupes du niveau n vérifiant m’ €
TL"(m) si n > nivg et m" ¢ V' si n = nivg. Pour un niveau donné n > nivg, le nombre de
couples (C7 C™,) & considérer n’est pas en M2. Il n’est pas non plus de l'ordre de 8M,,. 11 est
en fait majoré par la constante nbTra définie dans le paragraphe 3.3.1, et qui ne dépend que
de la définition du voisinage.

Etape 2 : Les fonctions de radiations. 4
Regroupement local, calcul des fonctions de radiations au niveau le plus fin, F' -T;Zﬁf

. J
Vie{l,..Ng} . Ym//TenCm # @, Vpe{l, .., S}

Fil(s) = 3 mes(a ! (Ty)) el ket X

gm/

jo/zj joeC!

Interpolations successives des fonctions de radiation pour obtenir celles des niveaux
(nivf — 1) a nivg.
Pour j € {1, ..., N,}, pour n allant de niv f a nivg+1 :Vm’/]}sﬂC’gjl @, Vpe{l, .. S}
n— k<s’ , X" X2 > n
ij,l(sg,,) = Z e tm Interp(Fjs)(sy)
MESON (m/,n—1)/T?NCL #o

ot Interp est Popérateur d’interpolation et SON (m/,n — 1) = {im/C% est un “fils” de C™;'}.
Cette deuxieme étape effectue un regroupement local au niveau source ainsi qu’au niveau obser-
vateur. Les anterpolations nécessaires dans une utilisation classique de la méthode multipoles
multi-niveaux au niveau observateur ne sont plus utiles dans ce nouvel alogorithme. Elles sont
“remplacées” par les interpolations effectuées dans cette étape.
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Etape 3 : Nous considérons ensuite 1’algorithme suivant pour tout (4, 5) € {1, ..., N,}? :

Pour le niveau n = nivg, transfert de I'information des groupes sources,
Vm/TFNCMY9 £ @ Vp€{l,...,Snivg}

G (s,) = F"9(s,) Z T, xniva_ ani/vg(sp) F]?";’;ﬁg(sp) .
m/ @Vt JTSNC™ I £0

Pour n allant du niveau nivg+1 au niveau niv f, transfert de I'information des groupes
sources C7', vers le groupe observateur C7}),,
VYm/TFNCr #+@ , Vped{l,.., S}

G (sp) = Fir(sp) Z Trxp -Xnr ,(sp) I3 e (Sp) -

m'€TL™(m)/TsNCT ,#2

Approximation de I’élément matriciel (Aﬁar)ij,

nivf  Sp
far § 2 : 2 : n
(Aapprox ij — 471'2 wsp Gm(sp> .
n=nivg p=1 m/TNCR #2

Complexité de la nouvelle méthode

Donnons tout d’abord quelques estimations. Le nombre de directions sur la sphere unité,
Sp, est donné par l'estimation S, ~ Ng/M,. On en déduit : InS,, est majoré par In Ny ,

nivf
Sp X My, ~ Ny, et Y S, ~ Ny,
n=2
Les complexités des différentes étapes du calcul de la matrice Aim sont données dans le
tableau suivant :
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Etape Calculs Mémoire
nivf nivf
1 | 8My Lyivg Snivg + nbIra Z L, S, | 8M, Syivg + nbI'ra Z Sh
n=ntvg+1 n=nivg
2.1 Snivf Nf Mnivf Snivf
nivf—1 niwf—1
2.2 Z max(M,, N,) S, InS, Z max (M, N,) S,
n=nivg n=nivg
nivf
3.1 8 max(M,, N,) max(M,, Ny) Snivg > M, S,
n=nivg
nivf nivf
3.2 Z max(nbl'ra, N,;) max(M,, N,) S, Z M, S,
n=nivg+1 n=nivg
niv f
3.3 > S, M, N, N2
n=nivg

La construction de A} nécessite O(N7/My) opérations élémentaires.

Le choix de My se fait en O(Ny) comme dans le cas de la FMM multi-niveaux classique.
Le choix du niveau nivg est lié aux termes “max(M,, N,) S,” et “max(M,, N,)”. Par rapport
au premier terme, si M, > N, alors max(M,,, N,) S, = M,, S,, ~ Ny, sinon max(M,, N,) S, >
M, S, ~ N;. D’autre part, M, = N, minimise max(M,, N,). On en déduit que le choix optimal
pour M, est donné par M, ~ N,. Nous reformulons ci-dessous les complexités des différentes

étapes en considérant les relations suivantes : My ~ N, ~ N}/s, vn, SpyM, ~ Ny et L, = SYIL/?,
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%f LnSn ~ LiningSnivg ~ Ny, ni S~ Sivg ~ N2
n=nivg+1 n=nivg+1
Etape Calculs Mémoire
1 | Ng Ny + nbT'ra Ny anraN?/3+Nf
2.1 Ny Ny
2.2 Ny In®* Ny Ny
3.1 N, Ny Ny
3.2 Ny, Ny In Ny Ny
3.3 Ny NyIn Ny N}

La complexité se résume donc a O(Ny Ny, In Ny) = O(N;?/3 In Ng) pour le cout de
calcul et O(Ny) pour la place mémoire utilisée. Si nous considérons alors une résolution du
probleme intégral, le couplage de la méthode multipoles multi-niveaux avec l'approximation
de la phase permet une résolution avec un cout de calcul en O(Nj?/ ‘InN f+ N iterN;/ %) au
lieu de O(nbT'ra Ny In Ny +nbT'ra Niter Ny In N) lors d'une résolution classique avec la FMM
multi-niveaux.

D’un point de vue théorique cette nouvelle méthode semble déja plus efficace qu’une utilisa-
tion classique de la FMM multi-niveaux. En effet, étant donné une résolution en O(N iterN;/ 3),

elle est plus performante des que nbTra Niter est grand devant N }/ ? ou plutot N,. En pratique
nbT'ra ~ 316. Considérons une sous-estimation de Niter, Niter = 10. Notre méthode apparait
alors plus efficace qu'une utilisation classique de la FMM multi-niveaux pour N ;/ < 3160, c'est
& dire pour des valeurs de Ny de l'ordre de 10'°.

En pratique, les résultats sont plus modestes. Dans la partie suivante, nous considérons par
exemple le cas Ny ~ 300000 pour lequel IV, ~ 1000 et le comportement de N, par rapport a Ny
nous permet de penser que le choix de N, & 3000 permettrait de prendre N; &~ 107. Ainsi, la
condition N, ~ 3160 se traduit d’un point de vue plus réaliste, par Ny ~ 107, ce qui correspond
aux objectifs actuels dans I'industrie.

Cependant, nous pouvons espérer des améliorations pour notre nouvelle méthode. En effet,
comme le suggere ’étape 3, le calcul de la matrice peut étre assimilé a un calcul d’interactions
entre obstacles multiples ou les différents obstacles seraient représentés par les éléments 77
du maillage grossier. L’algorithme d’accélération du calcul de la matrice présenté ci-dessus est
tres proche des algorithmes utilisés lors de la considération d’obstacles multiples. Pour ces
problemes, certaines études consistent a privilégier des directions dans la discrétisation de la

sphere unité. En effet, si nous considérons deux éléments du maillage grossier, T} et T7, les
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vecteurs 1), introduits dans 1'étape 1 sont regroupés autour d'une direction privilégiée, celle

de G — G} ou G; et G; désignent les centres de gravité respectifs de T} et T7. Ce constat
permet selon certaines études de réduire le choix des directions s, sur la sphere unité et donc de
réduire la complexité de 'algorithme. P.A. Martin propose dans son article [61] une adaptation

du développement du noyau de Green au cas d’obstacles multiples, a partir des travaux de V.
Rokhlin, de W.-C. Chew ou encore de Y.-L. Xu ([86]-[87]).

4.2 L’intégrale sur la sphéere unité : une limitation pour
le couplage

La mise en ceuvre d’une méthode multipoles nécessite la discrétisation de l'intégrale sur la
sphere unité suivante :

Zl

Ji(klr|) Pi(cos(r,ro)) = - /52 Py(cos(s,mq)) e~ ds (4.8)

oul € {1,...,L} avec L ~ k|r|. Le choix du nombre S ~ L? de points de discrétisation sur la
sphere unité est donc fortement lié au nombre d’onde k£ qui commande 1'oscillation du noyau
de Green concerné par ’approximation multipolaire.

Si nous nous intéressons a 'application classique de la méthode multipoles définie dans le
chapitre 3, nous pouvons montrer en quel sens cette discrétisation de la sphere unité est une
limitation pour le couplage. Imaginons que la géométrie de I'obstacle considéré soit approchée
selon un maillage plus grossier que le maillage classique, avec un nombre de mailles d'un ordre
strictement inférieur & k2. Dans ce cas, S, le nombre de points de discrétisation sur la sphere
unité ne diminue pas. Il aurait méme tendance a augmenter. En effet, si nous considérons un
maillage plus grossier, nous pouvons supposer un nombre M de boites multipolaires plus faible.
Mais dans ce cas, la valeur de |r| est plus grande. Ainsi, L et donc le nombre S de points de
discrétisation de la sphere unité en sont plus grands. Dans tous les cas, le produit M x S est
de I'ordre de k2. Ce constat constitue une limitation & la méthode multipoles. Ainsi, avec un
maillage dont le nombre de mailles serait N ~ k, la complexité d’une application classique de
la FMM ne serait pas O(N%2) pour une version a un niveau et O(NIn N) pour une version
multi-niveaux. Elle serait méme supérieure & O(N?).

Dans le cas de notre couplage d'une méthode multipoles avec une méthode d’approximation
de la phase défini dans la section 4.1, il s’agit bien d’une application de la méthode multipoles
a des calculs basés sur un maillage classique dont le nombre de mailles est de I'ordre de k2. Les
mailles qui subissent le regroupement multipolaire sont bien celles du maillage fin correspondant
au maillage considéré pour des résolutions plus classiques. Il n’est jamais question de considérer
un regroupement multipolaire des mailles grossieres, ni méme de considérer une accélération
de type multipolaire des produits matrice-vecteur lors de la résolution itérative basée sur le
maillage grossier.
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4.3 Meéthodes multipoles et discrétisation de la phase

La remarque précédente est un préambule a la considération d’'un couplage d’une méthode
multipoles et d'une méthode de discrétisation de la phase présentée par A. de La Bourdonnaye et
M. Tolentino. En effet, la remarque concernant la limitation de la méthode multipodles relative
a lintégration sur la sphere unité (4.8) permet de comprendre de maniére quasi immédiate
la difficulté d’une application directe de la méthode multipoles dans le cadre de la méthode
de discrétisation de la phase présentée dans la section 2.2. Le systeme résolu est bien de taille
k? x k? mais il est construit a partir d’une approximation géométrique de la surface de I'obstacle
selon un maillage dont le nombre de mailles est de I'ordre de k£ au lieu de k2 pour un maillage
classique.
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Chapitre 5

Annexe : Calcul des singularités

La résolution des équations intégrales nécessite de lever les singularités liées au noyau de
Green. La méthode de J. Gay permet par changements de variables de lever les singularités des

intégrales
F(z,
IKLz/ /(7?/1057(93) dy(y),
K Jo T =yl

ou K et L désignent des triangles non disjoints. Notons X; et Y;, i = 1, ..., 3 les sommets respec-
tifs de K et de L. Trois cas se présentent en fonction du nombre de sommets communs a K et L.

e 1° cas : K et L sont confondus.

La discrétisation suivant x se fait de maniere classique. Le changement de variable concerne
uniquement la variable y. Pour = donné, on découpe le triangle K = L en trois zones concour-
rantes en x :

ou le point x est repéré par ses coordonnées barycentriques :

3 3
x:Z)\iXi avec Z)\izl et N\ €0,1]Vi=1,..,3.
i=1 i=1
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Calcul des singularités

On effectue des changements de variables différents dans chacune des trois zones. Nous donnons
ces changements de variables ainsi que leurs Jacobiens respectifs dans le tableau suivant :

‘ zone H changement de variable ‘ Jacobien ‘
1 y = (1 — p)x+ pa (1 — p2) Xo + poXs) | pudimes(K)
2 y = (1 — py)w+ pa (1 — p2) Xz + poXy) | uromes(K)
3 y=1—p)r+ pm((1 — pu2)X1 + u2Xs) | pyAsmes(K)

gieme qg « K et L ont un sommet commun.

Soit x € K et y € L. On procede au changement de variable suivant :

= (1 — /\1)X1 —|— )\1((1 — )\Q)Xg + )\2X3) avec ()\1, )\2) € [07 1]2 s
Y= (1= p1) X1 4 p((1— po) Yo+ po Y3)  avec (u, p2) €

avec le Jacobien J = J,J, = Ajpymes(K)mes(L). Posons ' = (1 — A\o)Xo + Ao X5 et ¢ =
(1 = p2)Ys + p1oYs. Ainsi,

o L UL
Sl

Le changement de variable (\; = &, ;1 = &mi) avece (&1,m) € [0,1]2, avec le Jacobien
J = &, souleve la singularité :

= o ULl

F((1—&m)Xo +&ma’, (1 - 6) X + §1y’)]
(1 =m) X1 +ma’ —y|*

X1 + )\11’ (1 — Ml)Xl + ,uly’)
)\1)X1 + M2 — 1y |a

Ay dAidpiy

1 —/Jl X1 +,u1]3 (1 - A )Xl +)\1y,)
— )X+’ — Ay

A1y d)xld,ul) mes(K) mes(L) d\y dps .

(=&)X +&a', (1= &m) Xy +&my')
[(m — )Xy + 2" —my'|*

&
&

+

m dmdél) mes(K)mes(L) d\s dps .
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3ieme a5+ K et L ont une aréte commune.

X3z Yo

X2=Y3

Soit z € K et y € L. On procede ici au premier changement de variable suivant :

= (1 — /\1)((1 — /\Q)XQ + )\2X3) + >\1X1 avec ()\1, )\2) € [O, 1]2 s
y=(1—p)((1 = p2) Yo+ p2Ys) + Y1 avec (pa, p2) € [0, 1),

avec le Jacobien J = J,J, = (1 — A\;)(1 — p1)mes(K) mes(L). Posons 2’ = (1 — A2) X + Ao X3
et y' = (1 — p2)Ya + poYs. Ainsi,

(MX1 4+ (1T =X, i Xy + (1 — 1)y') )
T = 1—A)(1 — ) drod
KL //[0 12 (/)\2 0/;12 —o  MXy = Y1+ 0. X5 + 03X 5| ( 1)( fin) dodyi

.mes(K)mes(L)d\; duy

avec (52 = (]_ — /\1)(1 — )\2) — (]_ — /,Ll)l,l/Q et (53 = (1 — )\1))\2 — (1 — ,u1)(1 — /JQ) 11 y a singularité
pour Ay =y =1 — Ao — g = 0.
L’intégration par rapport a (Mg, o) sur [0, 1]2 se fait par le découpage suivant :

)

T,

T A,

Sur la zone T7, on effectue le changement de variable suivant :

)\2:(1 w) N
pr=(1—w)(l—-u),

avec le Jacobien Jp, =1 —w,

et sur 75 :

Ao =(1—wu+w,

e = (1 —w)(1—u)+w avec le Jacobien Jp =1 —w
2 — o - )
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On obtient ainsi :

F(\X 1 -7z, X 1-— Y
]KL = //// ( ( 11 + ( 1)x7_ﬂl 1 +_( ,ul)y) (1 . )\1>(1 o Nl)(l o U))
A1 1 w,u€[0,1]4 |IMX1 — Y1 + 02 X0 + 03X5]°

zone T}

F()\le + (]. — A1>Z%,fL1X1 +~(1 — /Ll)g> (1 _ )\1)(1 _ Iul)(l _ w))
|IMXG — Y1 + 0, X + 63.X;5]@
zone T,

.mes(K)mes(L) dudw d\y du,

avec !

—w)uXs ,
5+ (1 —w)(l—u)Ys,
+

ST
I
N AN TN /N
[u—
|
N~ N~
—_
|
g
\_/\_/\_/\_/
—~
-
2
~—
~—

=(1-(1—-wu w)X2 (1 —w)u+w)Xs,
g=01-(1-w)(l-u)—w)Yo+ (1 -w)(l—u)+w)Ys,
b =(1=2)1 -1 -whu) =1 —m)l-w)(d-u),
03 =(1=A)1—w)u—(1—p)1—(1-w)(l—-u)),
Gr=(1-M)A-(1-wu—w)=1—p)((1-w)(l-u)+w),
05 = (1= A)((1 = w)u+w) = (1= m)(1 = (1 = w)(l - u) —w).

La singularité est réduite a I’ensemble des points tels que A\; = p; = w = 0. Pour lever cette
singularité, nous effectuons un dernier changement de variable décrit ci-dessous :

W
\ P3 /| ///
\\\ /: 4 P2
P, W
S K

AN —

Le domaine d’intégration [0, 1]® est découpé en trois zones pyramidales comme indiqué par le
dessin ci-dessus. Les singularités sont alors levées par les changements de variables décrits par
le tableau suivant :

‘ zone le‘Pg‘Pg,‘

M £ | &n|&C
p En | n | n¢
w §C | n¢| ¢

| Jacobien || €2 [ n* | (7|
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Accélérations de la résolution des
équations intégrales de Després pour
les problemes de Helmholtz
tridimensionnels
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Chapitre 6

L’équation intégrale de Després

6.1 Introduction

La discrétisation des équations intégrales classiques liées aux probléemes de Helmholtz abou-
tit a un systeme tres mal conditionné et dont la résolution se fait alors généralement selon la
méthode directe de Gauss tres couteuse. La nouvelle formulation intégrale introduite par B.
Després aboutit a un systeme dont les propriétés de la matrice, symétrie, définie-positivité, bon
conditionnement, permettent une résolution numérique du systeme discret basée sur le gradient
conjugué. De telles formulations ont déja été écrites pour ’équation de Maxwell en trois di-
mensions ([41], [24]) ainsi que pour I'équation de Helmholtz bidimensionnelle ([40], [8], [7]). En
nous inspirant de I'article de N. Bartoli et F. Collino [8], nous proposons donc dans ce chapitre
une telle formulation dans le cadre de I’équation de Helmholtz tridimensionnelle.

6.2 Formulation intégrale de Després

La formulation intégrale de B. Després est basée sur la minimisation d’une fonctionnelle
quadratique. Cette formulation peut étre retrouvée a partir de simples manipulations sur les
potentiels usuels. Nous proposons d’introduire la nouvelle formulation de B. Després dans le
cadre de notre probleme a partir des potentiels usuels. Pour plus d’informations sur la fonc-
tionnelle quadratique, nous renvoyons au travaux de N. Bartoli, F. Collino et B. Després ([40],
8], [7]).

La présentation se fait en deux étapes, tout d’abord dans le cadre d’une condition d’impé-
dance Z =1 au bord, puis dans le cadre d’une condition d’impédance généralisée. En considé-
rant la condition d'impédance Z = 1 au bord, 'écriture du systeme intégral est basée sur la
décomposition en partie réelle et partie imaginaire pure des opérateurs intégraux habituels. Une
premiere équation est établie en considérant 1’équation de Helmholtz sans prise en compte de
la condition au bord. Cette derniere permet d’établir la seconde équation du systeme intégral
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de B. Després. Le cas d'une condition d’'impédance généralisée est considéré en se ramenant au
cas précédent par un changement de second membre. En effet, dans la formulation intégrale de
B. Després, la prise en compte de la condition au bord se fait au niveau du second membre du
systeme.

6.2.1 Une condition d’impédance au bord

Nous cherchons ici a résoudre ’équation de Helmholtz en domaine extérieur :

Au+Ku=0, dans Q1 |

0

—u/p—i-zku/p:g, sur I,

on (6.1)

) ou
TEI—POOT (E — Zk:u) =0,

ot Q= est un ouvert borné régulier de R3, de frontiere I' et QT = R3\Q~. ¢ est une donnée liée
a I'onde incidente, et nous orientons la normale a I' vers I'extérieur de 2.

|_
Q+

Nous savons alors qu’une fonction u de C2(QF) satisfait a

Au+ku=0, dans QF |
) ou
TEI—POOT (E — Zk:u) =0,
si et seulement si 5
U
M (ku;r) — L(ﬁ_n ) = ku  dans QF (6.2)
=0 dans Q2 .

L et M sont les opérateurs de simple et double couche définis pour tout = & I' par :

Lp(x) Zk‘/FG(k‘, |z —yl)py) dy(y) et  Mq(x) Z/Fg—z(kj\x—ybfz(y)dv(y)

G k €Zk‘x_y|
avee G( 7|$—y|)—m-
L (resp. M) est prolongeable pour p € H~Y2(T) (resp. ¢ € HY/?(T)) et & valeur dans H}\

loc

().
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Notons pour z € T, (Lp)*(z) = lim Lp(z') et (Mq)*(x) = lim Mq(z).

' —z ' —x

et ' eQt

Nous avons alors pour € I' (cf. par exemple [51]) :
(Lo (@) =k [ Gl le ~ 4 ps) dr(o)
r

oG

(@) =Rk [ S o = o) pl0) 10

d(Lp)™*
on

(@) = £ 22+ [ 25 ko o) ) o)

d(Mq)* G
= k,|x — d
o @) A anxﬁny( o =yl) a(y) dy(y)
Posons q = kur et p = % sr- L’équation (6.2) implique alors :

kuyp = M(q)* — L(p)*™ ,

ou  O(Mq)"  O(Lp)”"
o R on on '

Nous obtenons ainsi les premieres équations intégrales :

0:—Q+Kq—5’p,

2
(6.3)
oz—gﬂ)q—f(’p,
c’est a dire : ;
WEE I
~-K+- S P 0
2
ol les opérateurs S, K, K’ et D sont définis par :
5()—k/G(k\ ) p(y) dv(y) D()—l 62G(k\ ) aly) dv(y)
p\x) = . 1T = Yl)pP\y)avy) qz_kpanxany’x y)a\y)any)

oG

Kow) = [ S0 le=shalndr) et Kila) = / 2 (o — ) plo) )
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En posant G(k, |z —y|) = G, (k, |z —y|) +1G;(k, |x — y|), ou G, = Re(G) et G; = Sm(G), nous

décomposons maintenant les différents opérateurs selon leurs parties réelle et imaginaire pure :
S=5.+18, K=K, +1K;, , K=K +:1K; , D=D,+:D;

ouS,, K., K., D,, S;, K;, K! et D; sont des opérateurs réels.
A ce stade, nous introduisons une nouvelle paire d’inconnues, @ = 1q et A = p. Ainsi, en posant

Dy —K - é i K]
K - ] et M - —K S y
_Kr + 5 Sr 1 1

les équations (6.3) se réécrivent

o[ omfs] - (1]

d’ou 'on obtient en multipliant par ¢ :

SHEH

Comme S, et D, sont symétriques, K est lié a son adjoint par la relation suivante :

K—K%{?_X]:H. (6.6)

Rappelons maintenant la condition au bord. Elle se réécrit
pru=g.

En la multipliant par ¢, on a
—A+q=—g.

En posant g = [ —;g } , hous obtenons

1]al2] -

En reprenant les relations (6.5) et (6.6), nous établissons le systeme suivant :

HERIHE IS 6
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Introduisons maintenant l'opérateur de champ lointain A, définie par :
Vp,q € L*(T"), V5 direction de la sphere unité S2,

(4| E]) O == [0t + dsnatnyir, (65)

p

En utilisant la propriété

Sll’l(k‘(lf B y|> _ k / ezk(:c—y).§d§ 7
Am|z —y| (4m)? Js2

ou / .d§ désigne l'intégrale sur la sphere unité, on vérifie aisément que
82

/SQAoo{ﬂ-Wdéz/lm[ﬂ).[g]dr. 69)

Il est ensuite facile de vérifier que 'opérateur adjoint de A, est donné pour tout ¢ € L?(S?)

par :
—k .
= /32 (8., )4 p(8)d3

(Ap) (y) = : (6.10)
k

v ky.5, (& ds
. /526 p(8)ds

Finalement, il est assez immédiat de montrer 1’égalité suivante :
M=A A, . (6.11)

En reprenant les équations (6.4) et (6.7), on aboutit au systeme

{X+A;OAOOX—K*Y:g, (6.12)

KX + AL ALY =0,

_ | 4q _ | |
enposantX—{p}etY—{)\]—zX.

Le probleme de point selle associé, existence et unicité des solutions
Soit v = —1AL Y. Alors (6.12) équivaut a :
X+ALAX -KY =g,

v+1AY =0, (6.13)
KX +:A%v=0,
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c’est a dire

Id+ A% Ay 0 -K X g
| -K —AL ] [0 ] Y 0

La résolution de ce systeme correspond a la recherche du point selle de la fonctionnelle de
Lagrange :

1 1 1
LXyY) =5 X 12 +5 [ A X 2 +5 17 | +Re < —KX —1A%7,Y > —Re < §, X > .
Il s’agit en fait de minimiser la fonctionnelle

1 1 1 -
T(X7) = 5 NX I 45 I AX [P 45 7 P —Re < 3, X >,

avec la contrainte
-KX —1AZ v=0, (6.14)

ce qui équivaut a trouver (X,~,Y") solution du probleme de point selle :

L£(X,7,Y) =minmax £(X,7,Y).
X5 Y
Y apparait comme multiplicateur de Lagrange associé & la contrainte (6.14).

Les résultats d’existence et d’unicité s’obtiennent par application du théoreme de Brezzi
([14]). La condition “inf-sup” ou condition Babuska-Brezzi, assure I'existence de (X,Y") et I'uni-
cité de X. L’existence de Y est assurée a un élément de ker A,, pres. Nous renvoyons aux
travaux de N. Bartoli ([7]) pour plus de précision concernant le lien entre le théoreme de Brezzi
et notre probleme. Afin d’assurer I'unicité de Y, nous introduisons la modification ci-dessous.

Une modification : Le -systeme

Pour assurer l'unicité de la solution Y du probleme (6.12), B. Després a proposé a N.
Bartoli et F. Collino (cf. [8]) la modification suivante : Puisque Y = :X, nous ne changeons pas
le probleme en introduisant les termes

BX = =Y dans la premiere équation
et BY =16X dans la deuxieme,

ou [ est un parametre strictement positif. Nous obtenons ainsi le systeme suivant :
1+08)X+ AL AKX — K'Y =g —15Y
KX + (BId+ AL Ax)Y =16X .

L’opérateur (A% As + fId) vérifie une condition de coercivité qui manquait a A% A, dans
le systeme (6.12). Cette nouvelle propriété assure I'unicité de la solution (X,Y’) du S-systeme
(6.15) et cette solution vérifie de plus la relation

Y =X . (6.16)

(6.15)
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6.2.2 Une condition d’impédance généralisée

Nous considérons dans ce paragraphe, la condition au bord
ou
%/r +ikZuy = f sur I' |

ou l'opérateur d’impédance Z est considéré a partie réelle positive. Notons R l'opérateur de
réflexion associé,
Id— 7
S Id+Z

Il est aisé de vérifier que cette condition est du type

ou

a—n/p+zku/p:g sur I' |

en exprimant g en fonction de R :

ou

g=R(—o-

r+ikur)+(1+R)f .

Ainsi, nous pouvons réécrire le systeme (6.15) avec

()L [

—(1+R)f
(1+R)f

1

En posant F' = [ 1

1 . .
} et Np =R [ . } , nous aboutissons au systeme

(14 B)X + A% A X — K'Y = NgX + F —18Y
{ICY+Oﬂd¥ﬁ;Awnﬁzwxg (6.17)
c’est a dire
Mﬁ{ﬂ:%ﬂ{ﬂ%ﬂ : (6.18)
ou
M= (HW? s Bld lizvoo } o R = Lgfd _Zgld} (6.19)

Pour |R| < 1, le probléme reste bien posé et le systéeme admet une unique solution vérifiant
toujours la relation (6.16).
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6.3 Discrétisation du systéeme intégral

Nous proposons tout d’abord une formulation variationnelle du [-systeme avec condition
d’impédance généralisée (6.17) :

X ] € (H(I"))? tel que pour tout H( ] € (H-1(I'))? :

Trouver [ v

< ((1 + 5)[(1 + A&AOO)X, X SO E-1T) — < K*K X > H(T),H-1(I)

+ <KX,V >pryE-1r) + < (B1d+ ALAL)Y, Y >H(r),H-1(T)
) ) ) (6.20)
< NRX, X >H(T),H-1(T) + < F X SHOE-LT) — < ’LﬁY, X >H(T),H-1 ()

+ <18X, {/ >H(T),H-1 (T)

ott H(T') désigne P'espace H/2(I') x H~Y/2(T"). Choisissons maintenant une discrétisation élé-
ments-finis. Considérons I'j,, une approximation de la surface I', polynomiale par morceaux
de degré [ (en général, en pratique [ = 1). Considérons une triangulation 75 de I'y, et Vj;, un
sous-espace de dimension finie de H'/?(T;). Choisissons

Vi, = Vect{¢; ; i=1,...N},

avec ¢;, i € {1,..., N} les fonctions de base P; associées & 7, et N le nombre de nceuds du
maillage éléments-finis :

Qsz‘ c ]Pl et ¢Z(N0d]) = 5z'j

ot Nod; désigne le jieme noeud du maillage éléments-finis.
Posons ; = qéz et Y n = { (S ], pour tout ¢ € {1,..., N}. Nous cherchons alors les

approximations A} et ), de X et Y de la forme

2N 2N
Xh = ZO{Z’QDZ et yh = Z'Yﬂz]z avec «;,7v; € C .
=1 1=1
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La formulation variationnelle discréte s’écrit alors :
oN 2N

Trouver X), = Zaiwi et YV = Z'mbi tels que pour tout j € {1,...,2N} :

i=1 i=1

2N
Zaz (14 B)Id+ As A )i s >v, — > % < K, 15 >y,

i=1

oN oN
= < Fy;>y, + Zai < Ngvi, ¥ >v, — Z%’ < 1By, ¥ >,

i=1 i=1
ot (6.21)

Zaz < Kb, v >v, + Z% (BId + AL A )i, ¥ >v,

ON
= Zai < 1B, Y5 >v,

=1

ou V, désigne 'espace Vj, x V.

aq
Le probleme discret consiste donc a résoudre le systeme linéaire suivant en X, = : et
QN
T
Y, = :
YaN
Xn | _ Xh F,
Mﬁ|:Yh:|_RR’6|:Yh:|+|:0:| , (6.22)
ou les matrices Mg et R s sont données par
. Dﬁ + A —’C* . NR —ZBﬁ
Mﬁ - |: K Bﬁ+A:| et RR,ﬁ = |:’LBﬁ 0 y (623)
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avec Bg, Dg, K, K*, A, N les matrices 2N x 2N et F}, le vecteur de taille 2N définis par :
(Fn); = <F;>v, ,

(Bo)ji = < Bvit;>v,

(Dp)ji = <A+ B, v >v,

(Nr)ji = < Npi, ¥ >v, , (6.24)
(K)ji = <K¢y,¢; >v, ,

(K9)ji = <K%, v >y, ,

(.A)]Z = < Aoo’(ﬂi, Aoolpj >12(82)
La condition “inf-sup” discrete ([14]) assure toujours I'existence et 1'unicité de la solution

(X, Yy). La structure éléments-finis choisie assure la convergence de la solution discrete (X, Y3)
vers la solution (X,Y’) du systeme continu (6.17) quand h — 0.

6.4 Le calcul des matrices

Le calcul du vecteur F de taille 2N ne pose aucun probleme. Les matrices B, D et N de taille
2N x 2N sont particulierement creuses. Lorsque les indices i et j font référence a des nceuds
n’appartenant pas a un méme triangle, les termes B;;, Dj; et N; sont nuls. Ainsi, I’évaluation
de ces trois matrices s’effectue avec un cotit de calcul en O(N).

En raison des opérateurs intégraux K, K* et A., 'évaluation des matrices IC, £* et A
s’effectue avec un cotit de calcul en O(N?).

Concernant les matrices K et ¥, nous sommes confrontés a des singularités. Décomposons
leur évaluation. Le probleme consiste a calculer les termes suivants :

Vi,j e {1,..,N}
L < Sibid; >u=k / / G, (K, |z — y]) é:(y) dr(y) &y(@) dr(x)

2 < Kby Sv— / / " (K, | — ) éuly) dr(y) &) dy ()
e (6.25)
3. < K., ¢; >v,= /F /F “(k, |z —yl) ¢iy) dy(y) d;(x) dy(x)

4. < Dy, ¢j >v,= /F : an k |z —y|) ¢i(y) dy(y) ¢;(x) dy(z)
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Le 4*™M€ terme se calcule exactement avec la formule suivante :

<Dty == [ [ Gelkle—yD| Ko 5@ (n, - m)
Ly JT — —_— —
—rotr, ¢i(y) - rotr, ¢;(z) | dy(y) dy(x) .
Pour plus d’informations concernant cette formule, nous renvoyons par exemple a [9], [66] et
83].
Chacun de ces termes présentent des singularités lorsque les indices 7 et j désignent des
neeuds d’'un méme triangle. Ces singularités sont levés selon les changements de variables habi-

tuels (cf. [56], [60], [57]) rappelés en annexe de la premiere partie de ce mémoire et établis par
J. Gay, un ingénieur du CEA/CESTA.

6.5 Reésolution du probléeme discret

Nous avons a résoudre le systeme suivant :

DQ—FA —’C* Xh o NR —ZBﬁ Xh Fh
[ K Bg—l—A}{Yh}_[zB@ 0 v |[Tlo | (6%
Nous proposons la méthode itérative de Jacobi relaxée :
(0)
On se donne [ X}(’O) ] :
Y,
Ensuite, on définit la suite Y}(l”) selon la récurrence
h n
(n) o(n) (n—1)
X, h X,
n = c-(n + (1 - CM) n—1 )
Yh( ) h( ) [ Yh( )
v (")
ol « est le coeflicient de relaxation de la méthode et )7?") est solution du systeme
h
Dﬁ + ./4 —K* ~}(Ln) NR —285 X}(Ln_l) Fh
K Bo+ A | v [T By 0 oy | Tl | o (620
B s 3 Y,
Posons
V o NR —ZBﬁ X}(ln_l) + Fh
Wl | s 0 v, 0
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Une itération de la méthode se ramene alors a la résolution du systeme suivant :

Trouver [ )}f } tel que

(Ds+ A)X —KY =V, (6.28)
KX+ (Bg+A)Y =W, '
c’est a dire :
X=Dz+ A (V+KY), (6.29)
K(Dsg+ AV +KDs+A)KY +(Bsg+ AY =W. ‘
Le probleme se ramene donc a la résolution en Y de I’équation suivante :
(K(Dsg+ A)7'K*+Bs + A)Y =W —K(Dg +A) V. (6.30)

Cette résolution est effectuée a I'aide de la méthode du gradient conjugué :

1/ Caleulde Z =W —K(Ds+ A)~'V :

a) Résolution de (Dg + A)Z = V selon une méthode de gradient conjugué appliquée a la
matrice (Ds + A). On dira par la suite que I'on a calculé Z = (Dg + .A) ™'V selon GC1.

B)Z=W-KZ

2/ Résolution de (K(Dg +.A)"'K* + Bs +.A)Y = Z par une méthode de gradient conjugué
appliquée & la matrice (K(Ds + A)"'K* + Bz + A). Ce travail fait apparaitre des produits
(Dg + A)~'X ou X est un vecteur donné. On les effectue selon GC1.

La convergence du double gradient conjugué est assurée par le caractere hermitien défini
positif des matrices (Dg+ A) et (K(Dg+ .A)'K* + Bs + A). La convergence de la méthode de
Jacobi relaxée est assurée sous la condition |R| < 1 ([8]). Dans le cas d’une condition |R| = 1,
nous avons convergence faible de la méthode, la convergence forte n’est plus assurée ([7]).

6.6 Cas du coefficient de réflexion nul
Dans ce cas le systeme continu est donné par (6.12) :

X+ A AKX K'Y =3,

Ajoutons alors les termes

—0BX —1B8Y =0 dans la premiere équation
et —fX +0Y =0 dansla deuxieme,

ou 3 est un parametre de |0, 1[. Nous obtenons alors le systéme suivant :

{ (1=0)X + AL AX — (K —181d)Y =g, (6.31)

(K —BId)X + (BId+ A" A)Y =0.
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Dans le cas de ce nouveau systeme, les résultats de convergence sont les mémes que pour
le f-systeme (6.15). Cependant, il présente un sérieux avantage par rapport au (-systeme. En
effet le systeme (6.31) ne nécessite pas le niveau itératif de la méthode de Jacobi relaxée. 11 se
résoud directement par un double gradient conjugué.
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Chapitre 7

Application de la nouvelle méthode

7.1 Introduction

La premiere partie de ce mémoire a abouti a une nouvelle méthode basée sur le couplage
de I'approximation de la phase introduite par T. Abboud, J.-C. Nédélec et B. Zhou, avec
une méthode multipoles. Nous proposons dans cette deuxiéme partie, une application de ce
couplage a la nouvelle formulation intégrale introduite par B. Després. Ce chapitre présente
tout d’abord l'application de 'approximation de la phase a la formulation intégrale de B.
Després. Ensuite, I'accélération de la construction de la nouvelle matrice se fait en utilisant
une méthode multipoles a un niveau. Pour cela, nous rappelons préalablement les outils de la
méthode multipoles utilisée lors de ce travail.

7.2 Discrétisation microlocale

Nous reprenons ici le principe de 'approximation de la phase introduit dans la partie 1,
chapitre 2. Nous adaptons cette idée a la formulation intégrale considérée avec des conditions
au bord plus générales. Nous reprenons d’abord les estimations d’erreur afin d’énoncer quelques
précisions relatives a la condition d’impédance au bord données dans [2].

Soit ¢ = ur 'inconnue sur la surface I'. Soit I', une approximation polynomiale par morceau
de degré [ de I'. Si 7, est la projection orthogonale de I'j, sur I, si g, est la solution du probleme
discret P,,-éléments-finis associé a I'j,, nous avons les estimations suivantes :

| ¢ —7mn(qn) |
| q ||z

H(T)

<C (hk)™t, (7.1)

ou s = 0 dans le cas de Dirichlet et s = 1/2 dans le cas de Neumann. Ces estimations impliquent
le choix h ~ k™', Aprés une approximation k¢g(z) = kz.£ de la phase du premier ordre, en
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introduisant la nouvelle inconnue ¢ telle que ¢ = ge**#°, les estimations d’erreur deviennent :

| ¢ —mn(qn) Iz
g llz2)

<C [hm + W+ (hEY3)mH 4 kbl
cas de Dirichlet,

(7.2)
L< O [ (WkM3ym ! k32BN (kh + 1) ]

| g = mn(qn) g2

1 [y

cas de Neumann et de Robin.

Nous considérons alors le double maillage déja introduit dans la partie 1, un maillage grossier
I'y pour la discrétisation de I'inconnue et un maillage fin I'; pour la discrétisation des intégrales.
Les nouvelles estimations d’erreur sont données si dessous :

¢ — mn(qn) IlL2m)
|G | L2

< C[hp + h'hiH 4 (hgk! 2™t 4 kb RG]

cas de Dirichlet,

lq— @(Qh) ||H1/2(F) <C [k‘mh;”“/z + k1/2h30+1 + (hgk,l/i%)m—i-l (7.3)
g ||H1/2(F)
+(hhg kY2 4 K2R ) (khy +1)]
cas de Neumann et de Robin.
Ceci implique le choix :
hy ~ k713 hy~ k™! (7.4)

Nous avons déja vu que ce choix nous autorisait la considération d’une approximation géomé-
trique de degré [ = 1 dans le cas de Dirichlet. Par contre, pour les cas de Neumann et de Robin,
les estimations d’erreur impliquent une nouvelle condition nécessaire : [ > 3/2 (et donc | > 2).
Cependant, les résultats numériques avec une approximation géométrique de degré [ = 1 sont,
comme nous le verrons, tres satisfaisants.

Nous rappelons maintenant les notations relatives aux différents maillages. L’inconnue est
définie sur un maillage grossier I'; avec un nombre de mailles N, = O(k*3). T ¢ désigne le
maillage fin utilisé pour la discrétisation des intégrales, avec un nombre de mailles Ny = O(k?).
Dans la partie 1, chapitre 2, nous avons aussi introduit les objets intermédiaires I',™ et I';, ainsi
que 7, la projection orthogonale des triangles plans de I'; vers ceux de I'y.
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un élémentT® dd’g

élémentsT; i, dé;

un élémentT; ddyg

éléments dé ;™

Nous considérons alors ici une discrétisation éléments-finis Py basée sur I';. Le nouvel espace
de discrétisation est défini ainsi :

V@) ={an/ @ =qon ', §ln,e P (1))},

ou (7}); décrit I'ensemble des éléments de I'y. Pour alléger les notations, h désigne hy.

)

Soit ; = { ng ], Yirn,) = [ 0 ], pour tout ¢ dans {1,..., N}, ott ;, 7 € 1,.., N, , est la

fonction de base associée au i'"® nceud du maillage I'y. Posons V), =V}, x V},. L'inconnue est
2N,

alors donnée par g, = gpe*® = E ¢ et (Gi)i=1,..2n, est la nouvelle inconnue discrete, avec
i=1

¥ = Ji (¥; 0w 1) e*¥0. Nous rappelons que 1; est définie sur I'y et évaluée seulement pour des

points des triangles plans de I'y, alors que les fonctions 1; et ¢ sont évaluées pour les points
de quadrature du maillage I'}.

Le nouveau systeme correspondant au probleme introduit dans la section 6.2 a une taille
réduite en O(N, x N,). En utilisant les fonctions test 1);, le systeme s’écrit comme (6.22)

Dﬁ + ./4 —K* Xh . NR —ZBﬁ Xh + Fh (7 5)
K Bﬁ + .A Yh N ZB@ 0 Yh 0 ’ '
avec les nouvelles définitions suivantes :
(F); = <Euy>y, = <Fpor eth > 76)

(Bg)ji = <PBiith;>y, = <Phiom l)ek®, (pom ekt >g
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et définies de la méme facon :

(K)j; = < K@Zw%’ >, (K*)i = < K*JhJj >, (7.7)
(A)]z = < Aoo{pvz'a Aoo'(Z] > 12(82)

Par exemple, la dualité < S,¢;, ¢; >y, (6.25-1.) devient
< 8.¢i, j >3, = k:/ Gk, |z —yl) 8i(y) p;(x) dy(y) dy(zx) |
51y
— k[ [ Gl - DB ED D) dr(e)
Ly JTy

=k > > XX

i/TeN Supp(p:)#@  do /TSN SUpP(p;)#@  Jo

|| Gl =u) T e 75, o TR o) )

s T
XN JJo
ott {Th bk, décrit I'ensemble des triangles de I'y qui constituent 7} de I'.

Par le choix particulier des fonctions test, le nouveau systeme (7.5) a les mémes propriétés
que le systéme initial (6.22). Ainsi, nous lui appliquons la méme résolution donnée dans la
section 6.5. Nous avons abouti & un nouveau systeme de taille O(k*/3) au lieu de O(k*). La place
mémoire nécessaire et le temps de résolution sont donc considérablement réduits. Cependant,
le cotit de calcul des matrices est en O(k*). La section suivante concerne une accélération du
calcul des matrices par application d’'une méthode multipoles a un niveau.

7.3 Les outils FMM utilisés

La méthode multipoles est considérée a la place de la théorie de la phase stationnaire.
Les produits matrice-vecteur sont effectués de maniere classique. La considération du maillage
grossier sert a la définition du nouveau systeme. Le principe de la méthode multipoles est ap-
pliqué lors de I’évaluation des intégrales discrétisées sur le maillage fin. Les boites multipolaires
correspondent alors a un regroupement des éléments du maillage fin I';.
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5 e

: Eléments del; Ao

: : d’un élémentde §

A ) dans des boites FMM
JAYAYAY VA VAN D

Fi1G. 7.1 — maillages et boites FMM

Nous avons présenté dans la partie 1 le développement multipolaire du noyau de Green.
Nous présentons ici les développements relatifs aux noyaux régulier (partie imaginaire pure) et
sigulier (partie réelle) des équations intégrales selon la formulation de B. Després. Soient z,
x9 € I'y. Soient X, X, les centres respectifs de deux boites multipolaires C; et Cy contenant
respectivement x; et xo. Alors, z1 — 2o =rg+rourg=X; — Xo,r=1r1 —rg et r; = x; — X;.

Avec || > |r|, le développement multipolaire du noyau de Green est donné comme suit :

62k|x1—z2\

Q

S
1k _
A|xy — 2 (4m)? pr e Trro(sp) € Hh<spir2>
p=1

. (7.9)

avec T, ., (s) = 2(21 + 1) hl(l)(k\roD Py(cos(s, o)) -

=0

Nous renvoyons a la partie 1 pour le choix du parametre L de troncature de la série de
Gegenbauer et pour le choix de la discrétisation de I'intégrale sur la sphere unité. Nous rappelons
la formule empirique suivante :

L =kd+ C(kd)"* (7.10)

ou d est le diametre des boites multipolaires et C' dépend seulement de la précision désirée.
Ensuite, le choix S, le nombre de directions {s,, p = 1,..,S} sur la sphere unité se fait selon
la formule suivante :

S=(L+1)2L+1). (7.11)
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Nous avons pour objectif d’utiliser la méthode multipoles pour 'accélération de la construction
de chacune des matrices IC, K* et A, définies dans la section 7.2. Nous devons alors considérer les
développements des noyaux intégraux régulier et sigulier donnés ci-dessous (cf. [25]). Nous avons
les approximations multipolaires suivantes pour le noyau intégral singulier, pour les matrices K

et K* (cf. [3], p. 440) :

cos(kl|zy — 25|) k<spiri> ik
~ 1k<sp,r T th<sp,r2>
4|y — 2o QZ% (52 €
(7.12)
avec T2, (s) = Z(Ql—i—l)z yi(k|ro]) Pi(cos(s, o)) -
1=0
La dérivée normale du noyau intégral a ’approximation suivante, pour j = 1,2 :
; S
cos(k|zy — xa|)  (—1)71k?
n; ~ < ) i) >
T —— (Amz & P = n(;) (7.13)
% ezk<sp,r1> f]‘[/?RrO( ) 6—zk<sp,r2> )

Apres dérivation, S doit étre un petit peu plus grand que précédemment, comme 1’a montré
J. Rahola dans [68]. En effet, la présence du facteur < s,,n(x;) > incrémente de un le degré
du polynéme a intégrer sur la phere unité. Comme dans le cas classique, les approximations
précédentes sont valables pour les intéractions lointaines (condition |rg| > |r]).

Nous étudions maintenant le cas de la matrice A, avec le noyau intégral régulier. Nous
considérons pour cela la relation (A);; =< M, ¢); >y,. Compte tenu de la régularité du noyau
intégral, 'approximation peut étre écrite pour tout x1, xs. Ainsi, les intéractions lointaines et
proches sont approchées de la méme maniere :

s
sin(k|z; — xo]) k<spr1> —ak
~ etk<sp,r TS th<Sp,T2>
47|y — X9 47T Z_: LTO( b€
- (7.14)
avec 'TLC‘?TO(S) = Z(Ql + 1)it ji(K|ro|) Pi(cos(s, 7)) .
1=0
La dérivée normale du noyau intégral a 'approximation suivante, pour j = 1,2 :
in(klz, — 1)L E2 B
an'sm( 1 = 22]) ~ (=D wy < sp,n(z;) >
7 Am|zy — x| (4)? ot (7.15)
X e 1k<sp,r1> Lro(sp) 6—zk<sp,r2> ,
. s
sin(k|z; — z2|) k3
Ony On ~ < Sy, > < 8y, >
1Yn2 47T|£E1 _1,2‘ (471’)2 pz:; Wp Sp n(x1> Sp n(x2) (716)

1k<sp,r1> N —1k<sp,ro>
X ez TS () € P2
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7.4 Accélération des calculs par la FMM

Nous reprenons le systeme (7.5)-(7.6)-(7.7) établi dans la section 7.2. En reprenant les mémes
notations, le systeme est défini par

Dﬁ‘f‘A —’C* Xh o NR —ZBﬁ Xh Fh
K Bg—i-A]{Yh}_{zBﬁ 0 }[Yh]JF{O]’ (7.17)
avec
(Fn)j =< F; >, =< F,(Yjor et >g (7.18)
(Bg)ji =< B, >5,=< B om e (o m)e ™ >g (7.19)
et de meme,
(Dg)ji =< (1+ B)thi, ¥y >5, » (Nr)ji=< Nrtbi, ¥ >3, (7.20)
(K)ji =< K?Zu@zj >%, (K); =< K*@ZMZJ' >F, (7.21)
(A)ji =< My, ¥ >g, (7.22)

Nous renvoyons au chapitre 7 pour la définition de QZZ Les matrices B, Dj et Ny sont calculées
de maniere classique avec un nombre d’opérations de l'ordre de O(Ny). Nous nous intéressons
ici a I’accélération du calcul des matrices IC, K* et A, par I'utilisation d’une méthode multipoles
a un niveau. Nous rappelons d’abord quelques notations : {7}, }x, est I'ensemble de triangles
de I'y qui constituent le triangle 7} de I';. Considérons la matrice M définie comme suit,
Vi,j e {l,..,Ny}:

Mij= ) >

5’/T3.Sﬂ supp(;)#@ i/T5N supp(pi)#0
 kgo(zss ) ——— dkdo(a;; ) B B
E E :ajjo e T0T Qg e o’ G, (K, ‘xjjo - xzzo‘) )
Ti50 Tiio

avec a;s , az; € C.
Cette matrice correspond a une discrétisation de (6.25-1.) avec la nouvelle définition (7.21).
Nous appliquons la méthode multipoles en séparant les interactions proches des intéractions
lointaines de la matrice et en utilisant la relation (7.12). L’approximation multipolaire des
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éléments matriciels s’écrit alors ainsi : pour tout ¢, j dans {1, ..., N,},
(M(J;Z;rox)' =

S

4_]{);2 pr Z Z Z Oé 2k¢0 JJO) €Zk<sp,r§_§_o>
T

p=1 ]/Tsﬂ supp(p; ) #D C/TSmC;,ég 50/I eC

R —— _kgo(x;; ) —k<sp,r;; >
X E E TL,rcé(Sp) E, Qs € ot e o

i/TE0 supp(p:))#2 /750G io/x;; €C

(7.23)

k2 ZO
C far from C

avec L et S définis par (7.10) et (7.11). Ainsi, lalgorithme de calcul de la matrice M7%" en
utilisant la méthode multipoles a un niveau se compose de trois étapes :

Etape 1. Fonctions de transfert : V(X¢ — Xg), C non voisin de C, Vp € {1,..., S}
L
TPesxpl) = 32+ i wlklXe — Xel) Pleos(s,, Xe — X))
1=0

Etape 2. Nouvelles fonctions de radiation : Vj € {1,..., Ny}, Vj/T; N supp(p;) # @, VC boite
multipolaire telle que T]f NC#a,¥pe{l, .., S}

X o o kgo(mss ) ik<sp, Xo—xi: >
Fio(sp) = E s € i’ e ijo” .
JO/IHO eC

Etape 3. Approximation de la matrice, Vi,j € {1, ..., Ny}

(Mgzc;;rox)ij = (4_7:{:)2 pr Z Z Fj’C(sp)

p=1 3/Tfﬂ supp(p;)#8 C/T;NC#2

> S T x(s) Balsy)

i/T20 supp(p:))#2 G /T3nC4o

C far from C

Ensuite, un produit matrice-vecteur avec la matrice M est approché par le calcul suivant :
Vie{l,..,N,}
Ng
(M Y)Z - Z((Mnear>lj (Ma;;rox> )}/J )

j=1
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ot M™" est calculée de maniere classique.

Les autres calculs discrets des matrices IC et * s’effectuent de la méme fagon, en utilisant
les relations (7.12) et (7.13). Les relations (7.14), (7.15) et (7.16) permettent d’effectuer I’ap-
proximation multipolaire de la matrice A suivant la méme technique sans nécessiter d’isoler les
interactions proches. La formulation de B. Després ne change pas la complexité de la méthode.
Ainsi, I'algorithme détaillé dans cette section a la méme complexité que celui présenté dans la

section 4.1 de la partie 1. Les matrices K, K* et A sont donc calculées avec un cout de 'ordre
de (N3/2).
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Chapitre 8

Résultats numériques - Comparaisons -
Conclusions

8.1 Introduction

Afin de valider notre nouvelle méthode, quatre codes ont été écrits par 'auteur de ce mé-
moire. Le premier noté C(IE) résoud le systeme d’équations intégrales établi par B. Despres selon
la méthode classique définie dans le chapitre 6. Le deuxieme code, C(IE4+FMM) est une variante
du précédent, utilisant l'accélération des produits matrice-vecteur par la méthode multipoles
a un niveau. Le troisieme, C(IE+MD) est une application au systeme d’équations intégrales
de I'approximation de la phase définie dans la section 7.2. Le code C(IE+MD+FMM) est une
application du couplage de I'approximation de la phase et de la méthode multipoles auquel
nous avons abouti dans la section 7.4, toujours dans le cadre de la résolution des équations
intégrales selon la formulation de B. Després. Concernant le systeme d’équations intégrales,
le parametre 3 du f-systeme (6.15) et du systeme associé au cas d'impédance Z = 1 (6.31)
est choisi égal a 0.5. Le parametre de relaxation de la méthode de Jacobi relaxée est égal a
0.7 (voir section 6.5). Concernant la méthode multipoles, le nombre de termes dans la série de
Gegenbauer est défini par L = xd + C(kd)/?, o1 d est le diametre des boites multipolaires,
avec C' = 6 (voir section 7.3). Ce choix empirique de C' assure une grande précision qui permet
de valider C(IE4+MD) avec C(IE+MD+FMM). De plus, nous désignons par JM la méthode de
Jacobi relaxée, GC1 le gradient conjugué appliqué a la matrice (Dg + A) et GC2 le deuxieme
gradient conjugué (voir section 6.5). Dans ce chapitre, nous notons aussi N f, Ng et N fmm, le
nombre de triangles de I'¢, le nombre de triangles de I'y et le nombre de boites multipolaires.
Tous les résultats sont obtenus sur un processeur EV67 d’un noceud Compaq ES40.
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TaB. 8.1 - C(IE) - CIE+FMM), cout et précision

Temps CPU (s) Cout mémoire YiX Err(AD)

Fig. 8.1 a) C(IE) 15256 682 Mo 2.31073 061071
C(IE+FMM) 6048 522 Mo 9.1107° 1.31074
Fig. 8.1 b) C(IE) 11311 682 Mo 3.8107° 0.41073
C(IE+FMM) 546 521 Mo 8.91073 1.51073
Fig. 8.1 ¢) C(IE) 17701 682 Mo 3.11073 0.51073
C(IE+FMM) 8450 522 Mo 9.41073 0.61073

8.2 Résultats obtenus sur la sphere

Nous commencons par présenter des résultats pour une sphere de diamere D = 2 m, qui per-
met de comparer les solutions numériques avec la solution exacte donnée par les séries de Mie.
Les comparaisons sont faites en considérant la SER (surface équivalente radar) bistatique. Pour
la définition des séries de Mie et de la SER, nous renvoyons a I’annexe de cette partie. Les résul-
tats sont obtenus avec les résidus 10~# et 1073 respectivement pour GC1 et GC2, et la différence
relative 107 entre deux itérés de JM. Le maillage fin 'y a une longueur d’aréte moyenne en
A/10. Nous considérons une onde incidente de direction (0,0, —1). La figure 8.1 valide C(IE)
et la contribution des multipoles dans C(IE+FMM). Concernant les cotts de calcul (temps
CPU) et de mémoire, nous pouvons donner le gain résultant de 'approximation multipolaire.
La différence de temps CPU pour la condition au bord de Robin (R = 0) provient de la non
utilisation du niveau itératif de la méthode de Jacobi relaxé (voir Section 6.5). Concernant la
précision, le tableau 8.1 montre le bon comportement de la méthode multipoles. Err(AD) dé-
signe l'erreur relative en norme [? commise sur 'amplitude de diffusion en comparaison avec la

AL
vers 0. En fait, la relation (6.16) conduit & un bon criteére de précision. Un tel critere n’existe
pas pour les formutions intégrales plus classiques ([78]).

solution donnée par les séries de Mie. Y1.X désigne 'erreur relative qui converge
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Sphere, D=2, k=8, cas de Dirichlet Sphere, D=2, k=8, cas Z=1
Nf = 5120, Nfmm = 272 Nf = 5120, Nfmm = 272
20 T T T T T T T T
+IE 20 +IE 4
x [E+FMM x |[E+FMM
Exact 10 Exact
N [aN)
€ £
[a1] m B
z k)
] ]
=] =} q
g g
s g
o) Qo
o o
L Ll 7
n n
_10 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 50 ‘ ‘ ‘ ‘
0 30 60 90 120 150 180 0 30 60 90 120 150 180
6(deg) 6(deg)
a) Cas de Dirichlet b) Cas de Robin

Sphere, D=2, k=8, cas Z=0
Nf = 5120, Nfmm = 272
20 ‘ ‘ ‘ ‘
+——+IE
XX |E+FMM
10 | Exact

SER bistatique (dB.m2)

0 30 60 90 120 150 180
0(deg)

c¢) Cas de Neumann

Fia. 8.1 - C(IE) - C(IE+FMM), pour k = 8
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TaB. 8.2 - C(IE+MD) - C(IE+MD+FMM), cotit et précision

Temps CPU (s) Mémoire YiX Err(AD)

C(IE) 15256 682 Mo 2310 ° 0610 °

Fig. 8.2 a) C(IE+MD) 1613 12Mo 121072 151073
C(IE+MD~+FMM) 183 37Mo 13102 151073

C(IE) 11311 682 Mo 38107  0.4107°

Fig. 8.2 b) C(IE+MD) 1599 12Mo 251072 531072
C(IE+MD~+FMM) 181 37Mo 26102 51102

Pour de petits cas-tests, la figure 8.2 montre que le couplage C(IE+MD+FMM) permet
d’obtenir des résultats similaires a ceux obtenus par le code basé sur la seule approximation
de la phase C(IE4+MD) avec un temps CPU nettement inférieur. Ainsi, pour des cas-tests plus
grands, nous validerons seulement le couplage C(IE+MD+FMM).

Sphere, D=2, k=8, cas de Dirichlet Sphere, D=2, k=8, cas Z=1
Nf = 5120, Ng =80 ( N 1.27), Nfmm = 272 Nf = 5120, Ng =80 ( N 1.27), Nfmm = 272
20 T T T T T T T T T T
T IE+MD 20 +IE+MD
x [E+FMM+MD x [E+FMM+MD
—— Exact w0l Exact
N N
£ 1S
o 10+ Jus}
RS z
(V] ()
=} >
g g
IS s
(%] 0
5 4| 3
x x
L L
(%] (%]
*
10 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 50 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 30 60 90 120 150 180 0 30 60 90 120 150 180
8(deg) 8(deg)
a) Cas de Dirichlet b) Cas de Robin

Fic. 8.2 - C(IE+MD) - C(IE+MD+FMM), pour k = 8

Nous pouvons aussi donner le gain résultant de 'approximation multipolaire et la précision des
différents tests dans le tableau 8.2. Les couts de C(IE), donné dans le tableau 8.1, sont rappelés
pour comparaison.
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Nous validons maintenant le code C(IE+MD+FMM) en considérant de plus hautes fré-

quences. Les figures 8.3 et 8.4 montrent les excellents résultats obtenus pour la condition au
bord de Dirichlet.

SER bistatique (dB.m2)

SER bistatique (dB.m2)

20

Sphere, D=2, k=84 (D=26 )\ cas de Dirichlet

30

20

10

-10

Sphere, D=2, k=12, cas de Dirichlet
Nf = 11520, Ng = 180 (N 1.27), Nfmm = 272

——- IE+FMM+MD
Exact

30 60 90 120 150 180
0(deqg)

a) k=12

SER bistatique (dB.m2)

20

10 -

-10

Sphere, D=2, k=24, cas de Dirichlet
Nf = 46080, Ng = 720 (N 1.24), Nfmm = 1144

— —- IE+FMM+MD
Exact

I I I
0 30 60 90 120 150 180

0(deg)
b) k= 24

Fic. 8.3 - C(IE+MD+FMM), cas de Dirichlet

Nf = 327680, Ng = 1280 (2 * ), Nfmm = 1160

——- |[E+FMM+MD
Exact

.
0 30 60 120 150 180

20
6(deg)

SER bistatique (dB.m2)

Sphere, D=2, k=84 (D=26 )\ cas de Dirichlet

30

-10

140

Nf = 327680, Ng = 1280 (2 * ), Nfmm = 1160

= |[E+FMM+MD
Exact

170
8(deg) (ZOOM)

Fic. 8.4 - C(IE4+MD+FMM), cas de Dirichlet, D = 26

Les erreurs numériques sont données dans le tableau 8.3. La figure 8.5 montre les résultats
concernant le temps CPU et la mémoire consommeée, par le biais de courbes en échelle log-
log. Les résultats de la FMM un niveau concerne des cas de fréquences trop petites pour étre
significatifs.
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TAB. 8.3 — Précision avec la condition au bord de Dirichlet

Fig.

k Nf

Ng

Y1 X

Err(AD)

8.3 a)
8.3 b)
8.4

12 11520
24 46080
84 327680

180
720
1280

6.61073
31073
1.71073

1.210°3
11073
0.91073

temps CPU (min)

temps CPU (min)

le+05 T T le+05 T T
v—VIE v—VIE
&--%IE + FMM L &--%IE + FMM ]
le+04
le+04 ¢ * — % IE + FMM + MD 3 * — % IE + FMM + MD
= 1e+03 E
1e+03 E £
£
=
> 1e+02 E
1le+02 3 O _ ¥
o le+0l o ]
=% Vo
1e+01 1 £ L
S 1e+00 £ , 4
e
//
1e+00 E| le-01 b - * ]
o
o
1e-01 . . 1e-02 . .
1e+03 1e+04 1e+05 1e+06 1e+03 1e+04 1e+05 1e+06
Nf ( A/10) Nf ( A/10)
, , .
a) Précalcul b) Résolution
1e+05 : : 1e+04 : :
v—VIE
V—VIE
_ &--%IE +FMM
&--%IE+FMM
le+04 % — % IE + FMM + MD J %7%IE+FMM+N;E
e
* L
- ]
16403 - ] _ let03 e
P e § Ve
> e ~ P e 7
2 o *
1e+02 E =
P E 5 s
- £
@ le+02 |
1e+01 4 £
1e+00 J
1e+01 E
1e-01 : : : :
1e+03 1e+04 1e+05 1e+06 1e+03 1e+04 1e+05 1e+06
Nf ( A/10) Nf ( A/10)

c¢) Temps CPU total

d) Mémoire consommée

Fia. 8.5 — temps CPU et mémoire consommée
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TAB. 8.4 — Nombres d’itérations

k 8 12 24 84
IE 11-8-19 10 - 8- 20
IE+FMM+MD 10-9-16 11-9-15 12-10-13 13-12-12

La figure 8.5 montre bien 'efficacité de notre nouvelle méthode. En considérant un maillage
fin d’aréte moyenne en A/10, nous pouvons choisir un maillage grossier d’aréte moyenne en \/Cl
ou (Y décroit quand k augmente. Le cas donné par la figure 8.4 est tres intéressant. Il concerne
une résolution basée sur un maillage grossier pour lequel C) = 0.5, c’est a dire avec une aréte
moyenne en 2 \. Les fréquences considérées restent trop faibles pour valider le comportement
Ng~ Nf /3 estimé par la théorie. Cependant, nous pouvons donner une premiere courbe du
comportement de Ng par rapport a N f (figure 8.6).

Ng comme fonction de Nf

*——* Ng(Nf)
— — - cube root

1000

Ng

100

. .
10000 100000 1000000
Nf

Fia. 8.6 - Ng(Nf)

Nous pouvons déja constater que le comportement de Ng par rapport a N f, ou bien par rapport
a la fréquence, est prometteur. Nous donnons aussi des informations sur les nombres d’itérations
lors de la résolution itérative. Dans le tableau 8.4, les nombres d’itérations sont donné sous la
forme a - b - ¢ qui sont les nombres d’itérations respectifs de GC1, GC2 et JM. Les nombres
d’itérations ne croissent pas avec le nombre d’onde k et la nouvelle méthode ne dégrade pas la
convergence des méthodes itératives. De plus, lors de 'utilisation du code C(IE+MD+FMM),
lorsque le nombre d’onde croit, erreur sur || Y}, — 1X}, ||2 donnée dans le tableau 8.3 diminue,
ce qui confirme I'amélioration avec la montée en fréquence.
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Dans le cas des conditions au bord de Neumann et de Robin, les résultats ne sont pas aussi
bons, probablement & cause de 'approximation de la surface de degré I = 1 (voir les estimations
d’erreur de la section 7.2). Ils restent tout de méme satisfaisants. Les figures 8.7 et 8.8 donnent
les résultats pour la condition au bord de Neumann et pour la condition au bord de Robin avec
I'impédance Z = 1. D’autre part, nous constatons a nouveau l’augmentation de la précision
avec la montée en fréquence. Les résultats obtenus pour le nombre d’onde k£ = 60 sont bien
meilleurs que ceux obtenus pour k£ = 12.

Sphere, D=2, k=12, cas Z=0
Nf= 11520, Ng =180 ( N 1.27), Nfmm = 272

Sphere, D=2, k=60, cas Z=0

Nf = 327680, Ng = 1280 (1.6 * ) Nfmm = 1160
20 T T T T T

30

——- IE+FMM+MD
Exact

— —- IE+FMM+MD
Exact

20

10 -

SER bistatique (dB.m2)
SER bistatique (dB.m2)

-10 +

20 I I
0

. . . 20 . . . .
30 60 90 120 150 180 0 30 60 90 120 180

20

SER bistatique (dB.m2)

0(deq)
a) k=12

Fic. 8.7 - C(IE+MD+FMM), cas

Sphere, D=2, k=12, cas Z=1

Nf = 11520, Ng = 180 (X 1.27), Nfmm = 272

——- IE+FMM+MD
Exact

SER bistatique (dB.m2)

%
0(deq)

a) k=12

60 120 150 180

6(deg)
b) k = 60

de Neumann, k£ = 12 ou 60

Sphere, D=2, k=60, cas Z=1
Nf = 327680, Ng = 1280 (1.6 * )y Nfmm = 1160

30 1 |E+FMM+MD

Exact

20

10 -

120 150

%
6(deg)

b) k = 60

60 180

Fic. 8.8 — C(IE+MD+FMM), cas de Robin, k = 12 ou 60
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TAB. 8.5 — Précision avec la condition au bord de Neumann

Fig. k Nf Ng Y. X Err(AD)
8.7 a) 12 11520 180 2.21072 3.71073
8.7 b) 60 327680 1280 1.21072 2.81073

TAB. 8.6 — Précision avec la condition au bord de Robin

Fig. k Nf Ng Y1 X Err(AD)
8.8 a) 12 11520 180 1.41072 6.5102
8.8 b) 60 327680 1280 1.81073 3.31073

Les gains concernant le temps CPU et la mémoire consommée pour les cas de Neumann et de
Robin sont du méme ordre que ceux concernant le cas de Dirichlet. Pour le cas de Neumann,
les résultats sont donnés par la figure 8.7 et la précision est donnée dans le tableaux 8.5. Pour
le cas de Robin, les résultats sont donnés par la figure 8.8 et la précision est donnée dans le
tableaux 8.6.

Dans cette section, nous avons présenté des résultats pour lesquels le maillage grossier avait
une longueur moyenne d’aréte en \/C} ou C} pouvait étre pris de plus en plus petit lorsque le
nombre d’onde k croissait. Il en résulte que le temps CPU de résolution ainsi que la place mé-
moire consommée sont inférieurs a ceux des autres méthodes. Néanmoins, le calcul de la matrice
mérite davantage d’accélération. Nous avons bon espoir que I’emploi d’'une FMM multi-niveaux
réduise davantage ce temps de calcul. L’emploi de la FMM multi-niveaux a été réservé a 1’ap-
plication du couplage pour la résolution des équations de Maxwell dans la troisieme partie de
cette these.

8.3 Résultats obtenus sur le Cetaf

Nous nous sommes également intéressés a un obstacle industriel qui nous a été fourni par
Dassault-Aviation, le Cetaf. Il s’agit d’'un objet intéressant pour les différentes difficultés qu’il
engendre. Le Cetaf est un objet plat par morceaux, sans plan de symétrie, qui présente donc
des arétes saillantes ainsi que des coins délicats par rapport aux théories de la diffraction et a
I’approximation de la phase. D’autre part, le Cetaf possede une concavité avec en son centre
une fente qui traverse I'obstacle. Cet objet ne rentre donc pas dans les hypotheses théoriques de
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convexité de notre nouvelle méthode. Lors de cette étude, une complication numérique complete
la gamme des difficultés : Le maillage le plus grossier a notre disposition possede 3594 mailles.
Cela implique des maillages fins tres vite tres importants. En raffinant une premiere fois le
maillage grossier, on obtient un premier maillage fin I'y; avec 14376 mailles. En raffinant une
deuxieme fois, on obtient un deuxieme maillage fin I' o a 57504 mailles. La fréquence est choisie
de telle sorte que le maillage fin ait une longueur d’aréte moyenne en /7. Ainsi, avec I',
le maillage grossier est un maillage en A/3.5. Dans ce cas, les résultats sont tres bons, mais
une méthode classique appliquée avec le maillage en A/3.5 aboutit a des résultats qui sont
également assez bons. Il est alors difficile de se faire une opinion de la nouvelle méthode dans ce
cas. Par contre avec le maillage fin I'fo, le maillage grossier est en A\/1.7. Les résultats ont dans
ce cas déja beaucoup plus d’intérét. Cependant ’obtention d’une solution de référence est assez
cotiteuse compte tenu de la taille du maillage fin. Elle n’est en fait envisageable que pour le cas
de Robin car le résolution numérique se fait avec deux niveaux itératifs au lieu de trois pour les
autres conditions au bord. Nous donnons donc ci-dessous une étude et un intérét du couplage
méthode multipoles et méthode microlocale dans le cadre du Cetaf avec une condition au bord
de Robin et un maillage grossier en A/1.7, méme si les résultats ne sont pas aussi remarquables
que dans le cas de la sphere. D’autre part, nous considérons une onde incidente de direction
(0, —v/2/2, —+/2/2). Cette onde incidente frappe le Cetaf avec un angle de 45° par rapport & sa,
surface. La figure 8.9 représente le maillage grossier du Cetaf et mais en évidence la concavité
signalée précédemment. Une présentation plus précise du Cetaf est donnée par E. Darve dans
son article [33] (p 233, Fig. 43). La solution de référence est calculée par C(IE+FMM) a partir
du maillage fin avec un critere d’arrét sur le résidu de 1072 pour GC1 et GC2.

Pour les premieres comparaisons, nous considérons la solution obtenue par notre couplage
C(IE+MD+FMM) et la solution calculée par C(IE+FMM) a partir du maillage grossier en
A/1.7, et nous les comparons a la solution de référence. Le tableau 8.7 montre que les cotits de
calcul et de mémoire de C(IE4+FMM+MD) sont de l'ordre de ceux du code C(IE+FMM) avec
le maillage grossier alors qu’il donne une meilleure précision que C(IE4+FMM) avec le maillage
grossier. Les courants montrés par la figure 8.10 confirment ce constat. Cependant, la précision
du couplage C(IE4+FMM+MD) n’est pas suffisante, notamment en ce qui concerne la SER
comme l'indiquent le tableau 8.7 et la figure 8.11 a). Ici, Err(AD) désigne U'erreur relative en
norme [ commise sur 'amplitude de diffusion en comparaison avec la solution de référence.

Nous proposons alors de calculer la solution avec C(IE+FMM) a partir du maillage fin, en
initialisant la résolution itérative avec la solution obtenue par C(IE4+FMM+MD). Ainsi, apres
deux itérations de GC2, apres environs 25 heures (incluant le temps de calcul de Uinitialisation
par C(IE+FMM+MD), donné dans le tableau 8.7), C(IE+FMM) donne des résultats dont la
précision est trés acceptable avec Err(AD) = 1.51072. La courbe de SER donnée par la figure
8.10 d) et les courants visibles sur 8.11 c), confirment cette précision. D’autre part, les courbes
de la figure 8.11 montrent deux pics qui peuvent étre interprétés comme E. Darve I’a fait dans
son article [33]. Le premier apparait pour § = 45°4180°. Il correspond a la région dans 'ombre.
Le second correspond a la réflection de I'onde incidente sur la surface du Cetaf. Il apparait pour
0 = 45° 4+ 180° 4+ 90°. La figure 8.10 montre aussi la période des courants déja présentés par E.
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TaB. 8.7 - C(IE+MD) - C(IE+MD+FMM), cotit et précision

Yo X Err(AD)
51077

Mémoire

Temps CPU

3164 Mo

200 h
5 h 23 min

C(IE+FMM) (\/7)
C(IE+MD-+FMM) (A/1.7)

1.7107¢
2.41071

4.1072

2.91071

1012 Mo

779 Mo

1 h 29 min

CIE+FMM) (A/1.7)

Darve dans [33].

Dans le cas du Cetaf qui ne vérifie pas toutes les hypotheses de 'approximation de la phase,
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c)IE+FMM(A /1.7) d)IE+FMM(A /7) initialisé par (a)

F1G. 8.10 — Partie réelle des courants sur le Cetaf
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Cetaf, D=0.5, k=251 (12 GHz), Z=1 Cetaf, D=0.5, k=251 (12 GHz), Z=1
Nf = 57504, Nc = 3594 (X 1.7), Nfmm = 998 Nf = 57504, Nc = 3594 ( X 1.7), Nfmm = 998
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Cetaf, D=0.5, k=251 (12 GHz), Z=1
Nf = 57504, Nc = 3594 (X 1.7), Nfmm = 998
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0 (deg)
c) IE+FMM(A /7) / IE4+FMM(A /7) avec initialisation

FiG. 8.11 — SER bistatique du Cetaf

8.4 Reésultats obtenus sur la double-sphere

Nous mettons ici en évidence les limitations de notre nouvelle méthode dans le cas d'un
obstacle fortement non convexe. Nous considérons un obstacle constitué de deux spheres de
diametre 2 A chacune et distantes de A\/10 I'une de lautre, ou A désigne toujours la longueur
d’onde. Le maillage fin est en A/10 avec 23040 mailles et le maillage grossier en \/1.25 avec
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TaB. 8.8 — Cout et précision, cas de Dirichlet

YiX Err(AD) Mémoire Temps CPU
Inc = (0,0,-1)
C(IE+FMM) (référence) 8.1073 1167 Mo 350 b
C(IE+MD+FMM) 1.1072 1.410°3 230 Mo 37 min
Tne = (0-1-1)
C(IE-+MD-+FMM) 3.61072 230 Mo 37 min
Inc = (0,-3.6,-1)
C(IE+FMM) (référence) 5.1073 1167 Mo 280 h
C(IE+MD+FMM) 1.21071 2.9107¢ 230 Mo 37 min
Inc = (0,-1,0)
C(IE+FMM) (référence) 4.1073 1167 Mo 320 h
C(IE+MD+FMM) 1510 1710 230 Mo 35 min

360 mailles, pour un nombre d’onde k = 12, c¢’est a dire pour une fréquence de 573 MHz. La
résolution itérative se fait avec un critere d’arrét sur le résidu de 1074 pour chaque niveau
itératif. Les spheres sont placées I'une au dessus de I'autre suivant 1'axe (Oz).

Pour la condition au bord de Dirichlet, avec une onde incidente de direction (0,0,-1), la ré-
flexion d’une sphere vers 'autre est asymptotiquement nulle a haute fréquence. La non-convexité
de la double-sphere influe donc peu pour une onde incidente verticale. Dans le cas d’une onde
de direction (0,-1,0), l'effet de la non-convexité est maximal. La considération de directions
intermédiaires, (0,-1,-1) et (0,-3.6,-1) (tangente aux deux spheres), permet de constater la dé-
gradation de la précision de la méthode de discrétisation microlocale. Ce comportement est
visible aussi bien au regard de l'erreur sur 'amplitude de diffusion qu’au regard du critere de
convergence propre a la formulation de B. Després, Y2.X (voir le tableau 8.8 et les figures 8.12).
Rappelons que le critere d’arrét de JM porte sur la différence entre deux itérés successifs. Les
valeurs minimales et maximales des courants sur la surface de la double-sphere confirment ce
constat (voir le tableau 8.9 et les figures 8.13-8.14).
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SER bistatique (dB.m2)

Double-sphere, D=4.05, k=12, cas de Dirichlet
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Double-sphere, D=4.05, k=12, cas de Dirichlet
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Fic. 8.12 — SER bistatique, condition de Dirichlet
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TAB. 8.9 — Valeurs Min/Max des courants, cas de Dirichlet

C(TE++FMM) C(IE+MD+FMM)
Inc = (0,0,-1) -1.08 / 1.03 -1.00 / 1.00
nc = (0,-3.6,-1) -1.03 / 1.04 -1.13 / 1.13
nc = (0,-1,0) -1.03 / 1.03 -1.14 / 1.15

a) C(IE+FMM) b) C(IE+MD-+FMM)

F1G. 8.13 — Partie réelle des courants, condition de Dirichlet, Inc = (0,-3.6,-1)
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-0.6.

-0.8

a) C(IE+FMM)

-1.1.

-0.6.

-0.8

-0.1
-0.3

-1.1.

]

b) C(IE+MD+FMM)

F1a. 8.14 — Partie réelle des courants, condition de Dirichlet, Inc = (0,-1,0)

Concernant la condition au bord de Robin d’impédance Z = 1, les résultats sont globale-
ment tres moyens indépendamment de la direction de 'onde incidente. Méme si le critere de
convergence Y1 .X et les valeurs minimales et maximales des courants ont un bon comportement,
I'erreur sur I'amplitude de diffusion est assez décevante (tableaux 8.10-8.11 et figures 8.15-8.16).
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TaB. 8.10 — Cott et précision, cas de Robin

YiX Err(AD) Mémoire Temps CPU
Inc = (0,0,-1)
C(IE+FMM) (référence) 6.1073 1164 Mo 26 h
C(IE+MD+FMM) 1.710°2 47107 230 Mo 30 min
Tnc = (0-1,-1)
C(IE+MD-+FMM) 1.81072 230 Mo 30 min
Inc = (0,-3.6,-1)
C(IE+FMM) (référence) 5.1073 1163 Mo 23 h
C(IE+MD-+FMM) 3.910? 2610~ 230 Mo 31 min
Inc = (0,-1,0)
C(IE+FMM) (référence) 4.1073 1164 Mo 23 h
C(TE+MD-+FMM) 3.9102 33107 230 Mo 30 min

TAB. 8.11 — Valeurs Min/Max des courants, cas de Robin

C(IE+FMM) C(IE-+MD+FMM)
Inc = (0,0,-1) “1.06 / 1.10 “1.07 / 1.09
Inc = (0,-3.6,-1) 111/ 1.10 -1.08 / 1.10

Inc = (0,-1,0) -1.10 / 1.10 -1.17 / 1.09
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Double-sphere, D=4.05, k=12, cas de Robin
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Fic. 8.15 — SER bistatique, condition de Robin
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a) C(IE+FMM) b) C(IE+MD+FMM)

F1a. 8.16 — Partie réelle des courants, condition de Robin, Inc = (0,-3.6,-1)

8.5 Quelques voies pour les obstacles non convexes

Concernant le traitement des obstacles non convexes, nous suggérons ici quelques idées.

e La premiere idée venant a l’esprit concerne un raffinement local du maillage grossier.

Lorsque l'obstacle est convexe, les réflexions multiples ne sont pas prises en compte par
I’approximation de la phase telle que nous ’avons définie. Dans les zones de 1’obstacle tou-
chées par ces réflexions, I'approximation de la phase de I'inconnue n’est donc pas valide.
Le choix du maillage grossier n’est plus suffisant. Une premiere proposition d’adaptation
de la méthode au cas non convexe consiste alors a considérer un raffinement local du
maillage grossier au niveau des concavités.

Une autre idée consisterait a prendre en compte les réflexions multiples dans 1’approxi-
mation de la phase. Ceci pourrait se faire par le biais d’'une décomposition de domaine
surfacique avec la considération d’un niveau itératif supplémentaire dans la résolution ité-
rative. Par exemple, dans le cas de la double-sphere, nous pourrions décomposer I’'obstacle
en deux domaines correspondant chacun a une des deux spheres. Ensuite, le calcul des
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courants sur une sphere se ferait en considérant 1’écho de ’autre sphere pris en compte
dans 'approximation de la phase.

e Nous donnons aussi une troisieme idée qui s’inspire de la discrétisation de la phase pro-
posée par A. de La Bourdonnaye et M. Tolentino. Le principal handicap de leur méthode
réside dans le choix d'un important nombre de directions. Nous pourrions envisager une
approximation de la phase basée sur la considération de plusieurs directions. Mais ces di-
rections seraient choisies en nombre limité et fonctions de I'obstacle. Elles constitueraient
un ensemble de directions caractéristiques de 1’obstacle. Il resterait ensuite a définir une
opération permettant I'approximation de la phase a partir de 'ensemble des directions
retenues.
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Chapitre 9
Annexe : Calcul de la SER

9.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous donnons les formules de calcul de la SER (surface équivalente radar)
bistatique ainsi que les séries de Mie correspondant aux solutions de références utilisées lors de
I’étude numérique de la méthode dans le cas ou 'objet est une sphere.

9.2 Amplitude de diffusion et SER bistatique

Par rapport aux applications physiques, pour un objet donné, frappé par une onde donnée, il
s’agit en fait de déterminer ’écho de cette onde émis par cet objet a un observateur quelconque
situé a une grande distance de 1'objet, et dans n’importe quelle direction notée d. Lorsque
I’objet est un avion dans le ciel et que 'observateur est un radar au sol, nous considérons que
la perception du radar correspond a une observation a 'infini. A partir d’une certaine distance,
I’évolution de I'observation devient négligeable. L’amplitude de diffusion correspond en fait a
I’observation a l'infini.

Pour établir la définition de 'amplitude de diffusion, nous devons d’abord réécrire le champ
u en y un point de l'espace, a partir de la formulation intégrale (6.2). Ensuite, par le biais d'un
développement asymptotique du noyau de Green selon |y|, par un passage a la limite quand |y|
tend vers l'infini, on établit une formule d’approximation de u pour des observateurs éloignés
dans les différentes directions de la sphere unité :

elk|y‘ Yy
Yy € Q+/|y| assez grand, u(y) = o A (W) :
Y Y

Y
|y
1

vd e 8%, A(d) = - e~ thwd [zk(d- ng)u(z) +
T

ou A (i) désigne 'amplitude de diffusion dans la direction définie par :

|y

ou
On,

@) 1)
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Des détails sur ’établissement de cette formule sont donnés dans le livre de J.-C. Nédélec ([67],
p 122) dans le cas d’un potentiel de simple couche. Pour notre formulation intégrale, la démarche
est la méme.

La SER bistatique est une transformation logarithmique de 'amplitude de diffusion per-
mettant une visualisation plus précise des signatures faibles, c’est a dire qu’elle constitue un
zoom quand A est proche de 0 :

vd € 8%, SER(d) = 201log,,(A(d)).

9.3 Séries de Mie - Cas de la sphere unité

Dans le cas ou I'objet est une sphere centrée en 0 et de rayon ry = 1, nous pouvons établir le
champ u et la SER bistatique de maniere analytique selon un développement en harmoniques
sphériques. J.-C. Nédélec donne les solutions des problemes extérieurs de Dirichlet et de Neu-
mann ([67], p 90 et p 123). Dans le cas de la condition d’impédance au bord, nous établissons
de méme les formules dans le cas d’une condition d’impédance généralisée :

0
8—Z/p+zk‘ZU/p:g , sur ' .

Le champ u admet alors le développement suivant :

0o 1 @ (e
Ve = (r0.0) . ul@) =Y 3 gty ) Yin(6.9)

1
1=0 m=—1 [k (d_hz(l)) (kro) + szhl(l)(kro)
r

wee gf' = [ 9(0) VB0
S

Nous avons déja défini les fonctions sphériques de Hankel de degré [, hl(l), et les harmoniques
sphériques Y},,,. Pour établir le développement de ’amplitude de diffusion dans une direction cz,
nous écrivons le développement précédent pour z = TCZ, puis on fait tendre r vers 'infini. On
utilise aussi les relations suivantes :

l
- 2l+1
Z )/lm(‘gmy Qbm)}/lm(eay ¢0') - 4 B(I‘ : U) 5
m=-—I T
d [
k (d—hl(”) (kro) = —hy” (kro) — Kby, (kro) |
T To

VAR
re"k’"hl(l)(k;r) — 0

quand r — 400 .
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Nous rappelons que P, est le polynome de Legendre de degré [. L’amplitude de diffusion s’écrit
ainsi :

R . 1 e
Vde 8%, A(d) = E/ g(o) ZHl(k,ro)Pl(x -o)do
§? 1=0
20+1 (=)t

avec Hy(k,ro) =

k(1 ‘
(— + zk;Z) Wi (ko) — kY, (kro)

To
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Troisieme partie

Accélérations de la résolution des
équations intégrales de Després pour le
probleme de Maxwell
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Chapitre 10

Equations intégrales de Després

10.1 Introduction

Dans la deuxieme partie, nous avons déja introduit la nouvelle formulation intégrale selon
B. Després dans le cadre du probleme extérieur de Helmholtz afin de lui appliquer le couplage
de la méthode d’approximation de la phase et de la méthode multipoles établi dans la pre-
miere partie. Nous proposons dans cette troisieme partie, une application de ce couplage a la
formulation intégrale selon B. Després dans le cadre du probleme extérieur de Maxwell. Nous
adaptons alors la nouvelle méthode a une résolution des équations intégrales de I’électromagné-
tisme. Nous considérons pour cela le code FMMAX du CEA-CESTA. Ce code correspond & une
résolution numérique des équations intégrales de Maxwell selon la formulation de B. Després
et propose une accélération de cette résolution par une application classique de la FMM multi-
niveaux. Nous présentons alors dans ce chapitre ces nouvelles équations intégrales. Le moyen
le plus simple pour les présenter consiste a s’inspirer du récent article [24] de F. Collino et B.
Després qui reformule les équations de maniere plus simple. Ensuite, nous donnons le lien entre
le systeme ainsi établi et celui résolu par le code FMMAX ([41], [64], [25]).

10.2 Formulation intégrale de Després

Comme pour le probleme de Helmholtz, nous établissons d’abord le systeme intégral pour
une condition d’'impédance Z = 1 au bord. L’écriture du systeme intégral reste basée sur la
décomposition en partie réelle et partie imaginaire pure des opérateurs intégraux habituels.
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10.2.1 Une condition d’impédance au bord

Nous cherchons ici a résoudre les équations de Maxwell en domaine extérieur :

VANET—1kZyHT =0 dans O |

VAHT +1kZ;'EY =0 | dans QF |

nA(Ef An) + Zo(Hjp A n) g, surT | (10.1)
lim || (ZOHJF/\——EJr =0,

|z| =400 ‘JI|

olt Q= est un ouvert borné régulier de R3, de frontiere I' et QT = R*\Q~. ¢ est une donnée
liée a 'onde incidente, et nous orientons la normale n a I' vers I'extérieur de 7.

Q+

La formulation intégrale consiste & résoudre le probleme en J =n A H et M = —n A E;FF
dans I'espace des champs tangents, L?(TT) = {y € (L*(T))*, ¢ -n = 0}.
Ensuite, la connaissance des champs dans ’espace est donnée par :

E*(x) =1Z,0J(x) + KM(z),
HY(z) = —KJ(z) +1Z; ' TM(z).

ott les opérateurs T et K sont définis par : V.J € L3(TT),

TJ() = 19 A (V. A / Gk, |z — y)) J(y) dr(y)

et KJ(z)=-V, /\/G(k, [z —yl) J(y) dy(y),

T

ou

_k/( (ko = 41) J(5) + 5V Glk, |2 — ) V" ())dv(y),
et KJ(z) /v G(k, |a:—y|)AJ()dv()

k|x—y|
avec G(k, |z —y|) = m et VE.J(y) est la divergence surfacique de J.
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Soient : Vx € T,

TJ(z)= lim n(x) A(TI(y) An(x)),

y—z/yeQt

et KJ(x) =limn(z) A <( /F e V,G(k, |z —y|) A J(y) dv(y)) A n(x)) .

(J =nAHj,M = -nAEj) est donc solution des équations intégrales suivantes dans

L*(TT) x L*(TT) :

0 = 120(TJ)(x) + (K M) (z) — %n(x) AM(z) |
(10.2)
0 = (KJ)(x) — %n(x) A J(z) — 12 (TM) () |
c’est a dire
SX =0

avec !

1
T K — —nA

] [a

M, JiZo M } € L*(TT) x L*(TT)

ou les opérateurs T' et K vérifient :

)=k [ [ twle =) (J0)- TG - 59000 ToT @) i)

et (KM, J) = / / (V! Gk, | — y1) A M(y) - T(a) dr () dr(e)

En posant G(k, |z —y|) = G, (k, |z —y|) +1G;(k, |x — y|), ou G, = Re(G) et G; = Sm(G), nous
décomposons maintenant les différents opérateurs selon leurs parties réelle et imaginaire pure :

T=T +,, K=K, +K,

ouT,, K,, T; et K; sont des opérateurs réels.
A ce stade, nous introduisons une nouvelle paire d’inconnues :

- (] L)

Elle vérifie Y = 1.X.
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Ainsi, en posant

1
T, K, — =nA , ,
T = 1 2 et R= |: ]7; [;Z :| s
KT — 577,/\ TT g g

les équations (10.2) se rééerivent

-TX — RY =0, (10.3)
d’ott 'on obtient en multipliant par 2 :

TY — RX =0, (10.4)

T est lié¢ a son adjoint par la relation suivante :

T-T = =11 . (10.5)

—n(x)A 0
Rappelons maintenant la condition au bord. Elle s’écrit :

nA(EfFAn)+ Zo(H An)=gm  sur T |

/T /T
ce qui équivaut a :
nAM — ZyJ = g™ |
ou encore : )
Ji—1nAM, = —in1Zy g™ . (10.6)

En multipliant (10.6) par (—wnA), on obtient (10.7) en se rappelant que n A (n A &) = —& pour
tout vecteur £ orthogonal au vecteur unitaire n :

—inAJy+ M =—-nA \/’LZO_lgmC : (10.7)

— /ZZO_lginc
—nAVIZ g

En posant g = [ ] , nous obtenons la relation suivante :

X —TY =g.
En reprenant les relations (10.4) et (10.5), nous établissons I’équation :

X+RX —-TY =3. (10.8)
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Introduisons maintenant les opérateurs de champ lointain a., et A, définis par :
V(J(x), M(x)) € T, V3 direction de la sphere unité S?,

(asoJ) (3) = L /F SA(JNAS)e ™ dy(y) .

<Aoo { ]\‘]4 } ) (5) = (ased)(8) — 18 A (asoM)(3) . (10.9)

En utilisant la propriété

Sll’l(k‘(lf — y|> _ k / ezk(x—y).§d§ ,
S2

drle —yl - (4m)?
ou / .d§ désigne I'intégrale sur la sphere unité. Il est possible de vérifier la relation suivante :
S2

R=A" A . (10.10)

Pour la démonstration de ce résultat, nous renvoyons le lecteur a 'article [24] de F. Collino et
B. Després. En reprenant les équations (10.3) et (10.8), on aboutit ainsi au systeme

X+ A AX-TY =3,

{ -TX — AL ALY =0. (10.11)

Comme dans le cas de I’équation de Helmholtz, ce dernier sytéme peut étre associé a un
probleme de point selle :

e - 1 - 1 § 1
Soit L(X,7,Y) = B | X H%Q(TF)XLQ(TF) 5 | A X H%Q(TSQ) T3 | H2L2(T52)
+ §Re < T){ — ZAZO’S/, Y >L2(TF)XL2(TF)

—Re < g, X >r2¢rryxre(rr) -

Alors, une solution (X,v,Y) du probleme de point selle £(X,~,Y) = min max [,(f(, 7,Y) est
X5 v
solution de (10.11) avec v = 14, Y. L’étude de ce probleme permet de donner les conditions

d’existence et d’unicité de la solution (X,Y) du systeme (10.11). Les résultats d’existence et
d’unicité s’obtiennent par application du théoreme de Brezzi ([14]). La condition “inf-sup” ou
condition Babuska-Brezzi, assure l'existence de (X,Y") et I'unicité de X. L’existence de Y est
assurée a un élément de ker A, pres. Nous renvoyons aux travaux de F. Collino et B. Després
([24]) pour plus de précision sur ce résultat. Afin d’assurer 1'unicité de Y, la modification ci-
dessous est proposée.
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Une modification : Le -systeme

Pour assurer 1'unicité de la solution Y du probleme (10.11), F. Collino et B. Després (cf.
[24]) proposent la modification suivante : Puisque Y = 1X, nous ne changeons pas le probléeme
en introduisant les termes

BX = =Y dans la premiere équation
et BY =16X dans la deuxieme,

ou (3 est un parametre strictement positif. Nous obtenons ainsi le systeme suivant :

{ (1+B)X + AL A X — T*Y = §—18Y (10.12)

TX + (BId+ A% Ax)Y =16X .

L’opérateur (A% A + [Id) vérifie une condition de coercivité qui manquait a A% A, dans
le systeme (10.11). Cette nouvelle propriété assure l'unicité de la solution (X,Y’) du (-systeme
(10.12) et cette solution vérifie de plus la relation

Y =X . (10.13)

Une autre solution est envisageable et plus intéressante dans le cas d'une condition d’impé-
dance Z, = 1 au bord : Ajoutons plutot les termes

—0BX —1B8Y =0 dans la premiere équation
et —fX +0Y =0 dans la deuxieme,

ou (3 est un parametre de |0, 1[. Nous obtenons ainsi le systeme :

{ (1-03)X + A A X — (T* +48Id)Y =g,

(T —181d)X + (BId + A% A)Y = 0. (10.14)

Ce systeme a les mémes propriétés que le (-systéme (6.15). Cependant, dans le cas d’une
condition d’impédance Z, = 1 au bord, il se résoud avec deux niveaux itératifs au lieu de trois
pour le -systeme (6.15) (cf. la section 10.5).

10.2.2 Une condition d’impédance généralisée

Nous considérons dans ce paragraphe, la condition au bord

nA(Ef An)+ ZoZ (Hj An) = f"¢ sur T,

ou lopérateur d’'impédance Z, vérifie < ReZ,J,J >> 0, pour tout J € D(Z,). Notons R
lopérateur de réflexion associé,

R=(Id— Z)(Id+ Z,)~" € L(L*(TT)) .
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Cette condition est du type

nA (B An)+ Zo(Hjp An) =g¢" sur

en exprimant ¢*¢ en fonction de R :
gz’nc — _Rgout 4 (Id+ R)fznc ]

Et ¢ est défini par :

9> = nA(Ej An)—Zy(H]. An)

= vV ’LZO(TL N M1 - ’LJl) .

Ainsi, nous pouvons réécrire le systeme (10.12) avec

— /ZZO_lginc ]

7= —n A m—lgmc
1 .

—/1Zy (Id+ R)f™e { —R- —1R(n A +)
En posant F' = _ , et Np = , nous
o posan —n AVIZy N(Id+ R) e BT LnAR —nARmA:) [

aboutissons au systeme
(1+08)X + AL ALX —TY + NgX +10Y = F | (10.15)
TX — 16X + (Bld+ AL Ax)Y =0. ‘

Pour || R ||zz2¢rry)< 1, le probleme reste bien posé et le systeme admet une unique solution
vérifiant toujours la relation (10.13).

10.3 Diagonalisation par blocs du systeme

Le systeme résolu par le code FMMAX du CESTA est différent de celui présenté précé-
demment (10.15). 11 provient de la formulation initiale des équations intégrales de B. Després
([41]). Nous introduisons alors dans cette section le systeme résolu par FMMAX et le lien avec
le systeme (10.15).

Nous rappelons tout d’abord le systeme établi précédemment (10.15) avec 5 =0 :

{X+AOOAOOX—TY:F—NRX, (10.16)

TX + AL ALY =0.
En effectuant le changement d’inconnues suivant :

Jy = V(M — Jh), g, = VilMy — Jo)
M, = (M + 1), M, = i(Mz + ),
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et en posant :

Fy — Fy
— FfP =

F+ F
FIEID:\/i 2+ 1

2 Y

par le biais d’'une suite de combinaisons, nous pouvons montrer ([63]) que (10.16) équivaut au
double systeme suivant :

v 1 - 8 v
(D MD 2
J! 0 0
et
M FEID ZRTL/\'—RJ
14 2 14
(11) MUD + 2
M, 0 0
avec ( )
Id T, — K, 1 1 10.17
: ! —— (T, — K, — =nA-
N > T3 5 " M)
1 T — K
—(T, — K, + = . : !
( + 2n/\ ) 5
et
Id T,+ K; 1
5 5 ——(TT+KT+§nA-)
MUD
1 1 T, + K;
AT + K. — = .
o (I + K= gn i) 2

Nous pouvons réécrire ce double systeme comme suit : Pour [ € {1,2}, en définissant (¢ par

1°e {1,21\{l},

Id 1 c
— + —25751 k?Kl l’f/ F}EID -+ Ale/
2 4k - (10.18)
avec les relations suivantes :
1 )\1 JZ,/ 2 M )\2 MZI/
xu - Jl/ 9 v ﬁ ) wry - |2}
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et les nouveaux opérateurs définis ainsi :

1 1
Klz—(TT—Kr—ﬁnA-), KQ:—(TT+KT+§nA-),
T, — K; T+ K;
518, = 4k2 R T N e
2 2
Alz_an/\-—l—R, Azzan/\-—R'
2 2
L’inconnue (AL, A2) correspond toujours & un multiplicateur de Lagrange et est lice a (x), 22)
par la relation z!, = =21k, | [ = 1,2. Les opérateurs &; et d, sont définis par :
(610)(3) = k ((ace)(8) + (=1)'T 18 A (axeJ)(8)) , 1 =1,2. (10.19)

Compte tenu de la relation entre 2!, et Al le S-systeme s’établit en ajoutant les termes

L 1 oy .

5 Bz, = —i1fkN, dans la premiere équation

et  20k2\ =fBkz!  dans la deuxieme,

pour une condition au bord d’impédance généralisée, et

1 [ l [EN ’ .

—3 Bz, —18kA, =0 dans la premiere équation
et  2Bk?A —1Bkzl =0 dans la deuxieme,

pour une condition de Leontovitch R = 0. Il prend alors les formes suivantes :
e Dans le cas d'un condition au bord d’impédance généralisée :

1 c
4—]{:251*51 k’Kl xi, F’lEID + Alxi - Zﬁk)\f/
- (10.20)

l l
KK} 28k21d + 875, | L M 1Bk,

(1+ﬁ)%+

e Dans le cas d’une condition de Leontovitch R =0 :

(=05 + o

>+ 1 ) kK, —18kId z!) FFIP

= (10.21)
_ * 2 * )\l 0
kK; —8kId 26k2Id + 676, v
10.4 Discrétisation des équations

Par le biais d’'une formulation variationnelle habituelle, en utilisant une discrétisation élé-
ments-finis Raviart-Thomas ([69]), les systemes (10.20) et (10.21) se ramenent a la résolution de
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systemes discrets linéaires. Notons I', 'approximation de I de degré [ et 7;, une triangulation
de T'j,. L’espace éléments-finis V}, est défini par Vj, = Vect{p;,i = 1,..., N} ou N est le nombre
d’arétes du maillage éléments-finis, et ¢;,7 € {1,..., N} désigne la fonction de base associée a
la 7M€ aréte du maillage définie comme suit : Soit a; une aréte du maillage I'),. Soient T: un
triangle de 7;, dont une aréte est a; et S; le sommet de T; opposé a a;. Alors pour z € T; :

x—5;

= Ol (0T |
Qmes(Tg)Sgn(a 2

@i(z)
Contrairement au cas de I’équation de Helmholtz, la discrétisation des courants sur la surface
de 'obstacle nécessite la considération de fonctions de bases vectorielles. Ces fonctions de bases
vérifient la propriété de conservation de la charge. Cette structure éléments-finis assure la
convergence de la solution discrete {(z),,, X, ), I = 1,2} vers la solution {(z,,\.), I = 1,2}
du systéme continu (10.20) ou (10.21) quand h — 0. L’existence et I'unicité de {(z,,, A, ), [ =
1,2} sont assurées par la condition “inf-sup” discrete. Les matrices intervenant dans les systémes
discrets sont du méme type que celles intervenant dans le cadre de I'équation de Helmholtz.
Désignons par h le diametre des éléments du maillage. Les estimations d’erreur, concernant
Uerreur relative notée Err, associées a cette formulation éléments-finis s’écrivent ([90]) :
Pour 0 <o < %, il existe une constante C' telle que

Err < C (W™ 7k + h'k + K™k

ou | et m désignent respectivement le degré d’approximation de la géométrie et celui des fonc-
tions de bases de l'espace éléments-finis. Numériquement, ces parametres sont pris égaux a 1.
Ainsi, le terme h™ 7k n’autoriserait plus le choix h ~ k=1, Cependant, d’'un point de vue nu-
mérique, la formule empirique h &~ A\/10 nous amene a conserver le choix h ~ k~1. Ainsi, la
taille de 'espace éléments-finis est toujours liée au carré du nombre d’onde : N ~ k2.

10.5 Reésolution du probleme discret

Le probleme discret a résoudre a les mémes caractéristiques que le systeme considéré au
chapitre 6 dans le cadre de I’équation de Helmholtz. Pour découpler les deux systemes dans le
cas d’une condition au bord d'impédance Z, # 1, c’est a dire R # 0, nous utilisons la méthode
de Jacobi relaxée déja introduite au chapitre 6. Ensuite, a chaque itération de la méthode de
Jacobi relaxée, les deux systemes sont résolus selon une méthode de double gradient conjugué.
La convergence de cette résolution itérative est assurée de la méme facon que dans le cas de
'équation de Helmholtz, sous la condition || R ||< 1. Pour le cas particulier ou R = 0, le niveau
itératif de la méthode de Jacobi relaxée n’est plus utile deés que l'on utilise la version (10.21)
discrétisée du g-systeme.
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Chapitre 11

Application de la nouvelle méthode

11.1 Introduction

La premiere partie de ce mémoire a abouti a une nouvelle méthode basée sur I'approxima-
tion de la phase introduite par T. Abboud, J.-C. Nédélec et B. Zhou, couplée a une méthode
multipoles. Dans la deuxieme partie, cette nouvelle méthode basée sur I'approximation de la
phase et la FMM a été appliquée a la formulation intégrale de B. Després pour I'équation de
Helmholtz. Nous donnons ici les difficultés relatives a ’application de cette méthode dans le
cadre des équations de Maxwell. L’aspect vectoriel complique 'utilisation de la méthode de
discrétisation de la phase et amene a considérer des variantes de la FMM. D’autre part, le
choix d'une FMM multi-niveaux nécessite une adaptation.

11.2 Discrétisation microlocale

La considération de I’approximation de la phase et de la nouvelle formulation éléments-finis
basée sur un double maillage se fait selon le méme principe que pour le probleme de Helmholtz
(voir la section 7.2). Rappelons les estimations d’erreur classiques :

Pour 0 <o < %, il existe une constante C' telle que

Err < C (K™ %k + h'k + h™/2k)

Dans le cadre de la nouvelle formulation éléments-finis a deux maillages, désignons respective-
ment par hy et hy les longueurs moyennes des arétes des maillages fin et grossier. En imposant
le choix du maillage fin par la relation hy ~ k™1, les estimations d’erreur s’écrivent :

Pour 0 <o < %, il existe une constante C' telle que

Err < C (R + ki V2) k™3 4 k)

Ces estimations ne permettent plus le choix de h, ~ k~'/3 mais comme dans le cas classique,
nous nous en contentons. Ainsi, nous conservons le choix h, ~ k=173 déja considéré dans le cadre
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de I'équation de Helmholtz. Nous rappelons maintenant les notations relatives aux différents
maillages. L’inconnue est définie sur un maillage grossier I'; avec un nombre de mailles N, =
O(K¥?). T ¢ désigne le maillage fin utilisé pour la discrétisation des intégrales, avec un nombre
de mailles Ny = O(k?). Dans la partie 1, chapitre 2, nous avons aussi introduit les objets
intermédiaires F]?” et I'J, ainsi que 7, la projection orthogonale des triangles plans de I'y vers
ceux de I'y.

Une différence notable par rapport a ’étude faite dans la section 7.2 concerne les fonctions
de base. En effet, elles sont ici vectorielles et tangentes a la surface de I'objet. Comme pour le
probleme de Helmholtz, la discrétisation de I'inconnue implique la définition des fonctions de
base a partir du maillage grossier. Le maillage fin permet d’avoir une évaluation adaptée des
fonctions oscillantes €% et G(k,.), et de la normale & la surface. Pour le probleme de Maxwell,
une nouvelle difficulté numérique est a prendre en compte. Les foctions de base sont définies a
partir du maillage grossier mais elles doivent étre portées par des vecteurs définis sur le maillage
fin. Soient a; une aréte du maillage grossier et 7; un triangle du maillage grossier dont une des

arétes est a;. La fonction de base classique ¢; sur T} est de la forme ¢; = fi(l)egl) + fi(2)e§2)
ol <e§1), 65,2)) constitue une base locale de T;. La fonction de base ¢, associée a la nouvelle

formulation éléments-finis peut alors étre définie sur le triangle plan 7} a partir de ¢; par la

relation :
i =T; <f2.(1)7r (e;(,l)) + fi(2)7r <e§2)> ) )

Le choix des fonctions test se fait selon le méme principe que pour I’équation de Helmholtz.
Le nouveau systeéme conserve les propriétés du systeme initial (10.20) ou (10.21) discrétisé, lui
permettant une résolution itérative du méme type. Le nouveau systeme est de taille O(k*/3) au
lieu de O(k*). La place mémoire nécessaire et le temps de résolution sont donc considérablement
réduits. Cependant, le coit de calcul des matrices reste en O(k?). La section suivante concerne
une accélération du calcul des matrices par application d’une méthode multipoles multi-niveaux.

11.3 Les outils FMM utilisés

11.3.1 La version FMM a quatre composantes

Considérons la matrice intervenant dans la formulation intégrale pour les équations de Max-
well. Définissons la ainsi, de taille N x N : Vi, j € {1,..., N},

My =a;a; Gk, |z —y]) i) - (z5) -

Nous avons vu que la FMM consistait a découpler z; et ;. Pour 'équation de Helmholtz,
tout le couplage réside dans le noyau de Green. Ici, le produit scalaire entre la fonction de base
; et la fonction test ¢; y contribue aussi. Pour se débarrasser de ce probleme, le moyen le plus
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immédiat est de réécrire 1’élément matriciel ainsi :

3
[ l _ [ [
Mg =MD avec MY =ma; Gk, o —yl) o (x:) - ¢ (x;)

ol gpff)(xi) [ =1,...,3 désignent les composantes scalaires de ¢, (x;). Ensuite, il suffit d’appliquer
la FMM comme pour I'équation de Helmholtz & chacune des trois matrices M® & partir des
développements données dans la section 7.3. Les équations intégrales de Maxwell font aussi
intervenir une matrice définie a partir de la divergence des fonctions de base. Cette divergence
étant scalaire, le traitement d’un produit matrice-vecteur dans le cas de cette quatrieme matrice
se fait de maniere classique. Le choix de cette stratégie engendre une version de 'application
de la FMM que l'on dit a quatre composantes. Dans le cadre du noyau régulier, il est assez
facile de considérer une version a une composante. C’est ce que nous proposons dans le chapitre
suivant.

11.3.2 Une version FMM a une composante pour le terme régulier

Les matrices associées au noyau régulier sont écrites en considérant la relation suivante ([3]) :

Sll’l(k?|ZL’ — y|) _ k / ezk(x—y).§d§ )
Art|x — y (4m)?

Nous les avons sous la forme :

Mij = (dips, Opi) sy , 4,5 €{1,..., N}

avec (voir (10.9) et (10.19))

(0p) (3 —D'eg) e dy(a)

271'\/_

ou (8,0, ¢) désigne le repere local en coordonnées sphériques sur la spheére unité. L’élément
matriciel s’écrit alors :

My= [ ([t 0+ -1 1y i)

([oto @+ 1010y ario) ) ds

u rm iscrétisation ere unité nécessiterai irections a cause du
Sous cette forme, la discrétisation de la sphere unité nécessiterait O(N) directions a cause d
caractere oscillant de e~**#% en la variable 5. Ainsi, méme si les indices i et j sont découplés,
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le cotit de calcul est en O(N?). Introduisons alors les centres C, et C, des boites multipolaires
contenant respectivement z et y :

M, = g[w/r/r (%(y)- F (1)1 ¢) e—k=Cu) ) —th(Cy—Ci) 3

(i) - B+ (=1)106) e=ke=C3) dy(y) dy(w) ds

1k(Cy—Cy).5

Ensuite nous approchons e~ par la série de Jacobi-Anger :

L
(e Z (20 + 1)d 3, (k|Cy — Cy|) Pi(cos(s,Cy — Cy)) .

=0

Les éléments ¢;(z) - (6 + (=1)"¢) et ;(y) - (8 + (—1)"1¢) étant des scalaires, nous aboutissons
ainsi a une approximation multipolaire a une composante du méme type que celles présentées
dans le cadre de 'équation de Helmholtz a deux nuances pres ([26]) :

e Les facteurs (6 + (—1)4¢) incrémentent de un le degré des polynomes & intégrer sur la
sphere unité. Ainsi, nous sommes contraints d’augmenter le nombre de points de discré-
tisation sur la sphere unité en conséquence.

e Une astuce numérique pour l'interpolation des nouvelles fonctions de radiation consiste a
multiplier la fonction a interpoler par sin# avant l'interpolation et a la diviser par sin @
apres.

11.3.3 Une version FMM a une composante pour le terme singulier

Concernant les matrices associées au terme singulier, avec la formulation intégrale de B.
Després, on peut obtenir une version a une composante au lieu de quatre. Cette version a été
établie par F. Collino et K. Mer-Nkonga ([25]). Elle est basée sur une premiere relation (11.2)
établie par F. Collino et F. Millot (]27]). Considérons la matrice T}, définie par :

@y =k [ [ Guthle =) (i) 50 ~ 5 Vosnst)- T ) dr(0) )
rJr
Considérons aussi la matrice 7}, définies par :

(To)yy = k / / G, (k. 12 — y1) @3(y) - (@) dr(y) dr(z) |

1
ou G,.(k,|x —y|) = (Idsxs + k—Vm ® V)G, (k, |z —y|) est le tenseur dyadique de Maxwell. Soit

(T,f“T )ij la contribution de deux triangles (T, T;) du maillage a (1},);5, tels que T;Nsupp(yp;) # &
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~T; T-)

et T; Nsupp(y;) # @. Définissons de méme (T, "7);;. Considérons aussi (R,"7),; tel que :

ERE = [ Gtk =y o o) Vi) 0T (o) T )

b [ Gl ), )6 ) V2 A 4T3 G0) 0T .
_ /aT. /aT' ér(k‘, |ZE - CUD(TLaTi («T)m)(na'fj (y)gpj(yn daTZ(ZE) d@TJ(y) .

o G, =G, sur T} x T;. Une intégration par partie nous donne alors la relation :

1, Ty

(T )ig = (T )i + (R (11.2)

D’autre part, nous avons aussi :

> (R, ) =0 (11.3)

A cause de la singularité en x = y, nous ne considérons (ﬁLT ol )ij que pour des couples de
triangles éloignés. Ainsi, le calcul de (7},

©13), est remplacé :
ij placé par :

o (Tg i’Tj)ij si T; et T; sont éloignés au sens multipolaire.

. ((ThTi’Tj)ij - (Rfi’Tj)U) si T; et T} sont proches.
La relation (11.3) fait le reste. A partir de cette écriture, F. Collino et F. Millot ont établi une
version a deux composantes ([26]) que nous ne développerons pas ici. Pour la version & une
composante, nous considérons directement la matrice T, + K, (ou T, — K,) intervenant dans
les systemes (10.20) et (10.21). Les matrices élémentaires sont de la forme :

o 1 1
@ =k [ [ (Ut V2@ V06, e o) + 19,6k ) A )

x;(y) - i() dy(y) dy(z) .

A partir des développements de G,. (7.12) et de ses dérivées, on obtient :

(TE,"" wi(z) - (Id — 3 ® 3) p;(y) +15 A p;(y))

S2
xeMEmC S TR, (8) e dy(y) dy(x) ds

Or, pour tous V, W vecteurs de C? :

V(W =36 W)+ AW) =V -(0+10)(W-(0+19)).
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Ainsi :

~ ~ ~

TivTj.._k_Q () - (041 () - 2
T = o [ @@t 0d)

KM T (8) MOV () () d5

(pi(z) - (B +10)) et (0;(y) - (B +16)) étant des scalaires, nous aboutissons ainsi & une version
a une composante du méme type que celle écrite pour le terme régulier.

11.4 Discrétisation microlocale et FMM multi-niveaux

Nous proposons dans cette partie ’application de notre nouvelle méthode avec 1'utilisation
d’une méthode multipoles rapide multi-niveaux. Nous rappelons ici 'adaptation liée au choix
des niveaux considérés.

Lors d’une utilisation classique de la méthode multipoles multi-niveaux, nous considérons
tous les niveaux de boites multipolaires exceptés les niveaux 0 et 1. Ainsi, lorsque nous effectuons
les transferts entre les boites sources et les boites observatrices, nous ne considérons que des
couples de boites source et observatrice, B, et B, vérifiant les propriétés suivantes :

— B, et B, ne sont pas voisines.

— Les boites du niveau précédent contenant B, et B, sont voisines.

Il s’agit des transferts définis dans le paragraphe 3.3.1, au nombre de 316 pour un ordre de
voisinage Vmax = 1.

Lorsque nous appliquons la méthode multipoles a la méthode de discrétisation microlocale,
nous sommes limités dans le choix des niveaux. Le niveau le plus grossier considéré n’est pas
forcément le niveau le plus grossier d’une utilisation classique. Dans ce cas, au niveau le plus
grossier, les transferts s’effectuent comme pour une méthode multipoles a un niveau, en considé-
rant tous les couples de boites non voisines. Nous minimisons le cout de calcul de ces transferts
comme dans le cas d’'une méthode multipoles & un niveau. Cependant, nous voyons apparaitre
ici un parametre supplémentaire, le niveau grossier. D’un point de vue numérique, il faut trou-
ver le juste milieu entre 'intérét théorique d’un nombre de niveau réduit et le cotut numérique
toujours élevé du calcul des transferts.
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Chapitre 12

Résultats numériques

12.1 Introduction

L’application du couplage dans le cadre des équations de Maxwell s’est effectuée a partir
du code FMMAX du CEA-CESTA. Ce code résoud les équations intégrales de B. Després
par une méthode itérative. Il permet une résolution classique et propose une résolution a cotts
réduits par I'utilisation classique d'une méthode multipoles multi-niveaux pour l'accélération des
produits matrice-vecteur. L’auteur de ce mémoire a donc développé une option supplémentaire
dans le code FMMAX qui permet désormais de résoudre les équations intégrales par 1’emploi
d’une discrétisation microlocale. Cette résolution se fait, au choix de I'utilisateur, avec ou sans
accélération du calcul des matrices par application d’une méthode multipoles multi-niveaux.
Nous signalons tout d’abord quelques détails concernant la mise en ceuvre informatique. Ensuite,
nous proposons une validation de la nouvelle option, une considération du probleme de la montée
en fréquence, et envisageons le cas d’un obstacle un peu moins académique, le cone-sphere.

12.2 Mise en ceuvre informatique

La mise en ceuvre informatique et l'optimisation du code nous ont amené & considérer
un nouveau parametre d'une part et a reconsidérer le choix du niveau grossier du pavage
multipolaire d’autre part.

12.2.1 Les interactions proches

La premiere considération est liée a la FMM. Considérons un maillage a Ny mailles et un
pavage multipolaire avec M, boites dans le niveau le plus fin. Le nombre d’interactions proches

No\? No\?
est donc de 'ordre de M, (ﬁo) . Dans le cas d’'une FMM multi-niveaux, <ﬁ0) est interprété
0 0

.. .. Vo .
comme une constante que ’on choisit ainsi — = 5 dans la mesure du possible. Supposons alors
0
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No . : , X : : .

I 5. Considérons maintenant, pour une autre fréquence, avec le méme objet, un maillage a
0

N
Ni mailles avec N; = 2Ny. Le choix de M; = M, nous amene a ﬁl = 10, ce qui multiplie par
1
2

supposé constant dans la théorie. Si nous choisissons de raffiner

22 = 4 le coefficient

le pavage, M, sera de l'ordre de 4Mj. Les boites seront trop petites et des calculs singuliers
pourraient étre considérés dans les interactions lointaines.

Pour remédier a ce probleme, nous proposons de multiplier la taille de la premiere boite
multipolaire, celle du niveau 0, par un coefficient dans ]1;2[. D’un point de vue pratique, pour
N; = 737280, le tableau suivant donne le nombre de boites a différents niveaux suivant la confi-
guration. Dans la deuxieme colonne, la taille de la boite initiale est égale a la taille de I'objet.
Dans la troisieme colonne, la taille de la boite initiale est égale a 1.4 fois la taille de 1’objet.

Niveau | Taille de la boite initiale | Taille de la boite initiale
= taille de 'objet = 1.4 x taille de I'objet
0 1 1
1 8 8
2 56 56
3 272 152
4 1160 608
5 4708 2508
6 18272 9548
7 69706 36488
8 248311 135446

Nous constatons que la troisieme colonne propose, au niveau 8, un nombre de boites optimal
alors que la deuxieme colonne n’autorise que 7 niveaux avec un nombre de boites pour lequel
les interactions proches seraient assez cotteuses. Nous voyons apparaitre dans ce paragraphe un
nouveau parametre qui permettra d’'importants gains en cotuit de calcul des interactions proches.

12.2.2 Le choix du niveau grossier du pavage

Comme nous 'avons vu, ce choix dépend des transferts effectués et du maillage grossier.

Nous rappelons tout d’abord que les fonctions de transfert TL””ZL . (sp) dépendent des boites
¢y, et Cp, uniquement par le biais des vecteurs r ., = X — X", Ainsi, en stockant les
fonctions de transfert, le nombre de fonctions de transfert a calculer est nettement inférieur au
nombre de transferts a effectuer :
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Niveau n Cotut des transferts Cotut de calcul
des fonctions de transfert
n # nivg, M, > N, ~ Ny Ny ~ nbTrasS,, L,
N2
n # nivg, M, < N, ~ Mg Ny ~ nbT'ra S, L,
N2
- g
n = nivg ~ Ny ~ Myivg Snivg Lniv
Mg g g g

Cependant, en pratique, I’évaluation d’une fonction de transfert est tres cotiteuse et lors d’'une
application de la FMM, le cout de calcul des fonctions de transfert peut étre prépondérant
devant celui des transferts effectifs, notamment si le niveau grossier nivg est relativement fin.
Ainsi, le choix du niveau nivg peut se porter vers un niveau bien plus grossier que prévu.
D’autre part dans la pratique, le maillage grossier n’est pas aussi lache que le prévoit la
théorie. D'un point de vue théorique, si N, et N; désignent respectivement les nombres de

triangles sur les maillages grossier et fin, alors nous avons la relation N, ~ N }/ 5, Cependant,
cette relation est valable pour les hautes fréquences asymptotiquement. Si nous tachons de
respecter cette relation pour des fréquences pas trop grandes, méme de l'ordre de 5 GHz, les
résultats obtenus ne sont pas satisfaisants. Envisageons le cas (Ny = 737280, N, = 2880).
Lors d’une résolution classique, ce cas correspond a un probleme a 1.1 million de degrés de
liberté pour une fréquence de 4.7 GHz. Dans ce cas, N, ~ 3.35]\7}/2 et N5 ~ 11Ny au lieu de
Pestimation théorique N7 ~ N?/g, c’est a dire N7 = 8.10° lorsque la théorie prévoit N7 ~ 8.10%.
Finalement, la relation M, > N, n’est plus respectée, la complexité s’en trouve alourdie par
rapport aux estimations théoriques. Les tests numériques ont méme amené a choisir systéma-
tiquement pour nivg le niveau le plus grossier possible du pavage multipolaire, nivg = 2.

12.3 Validation numérique et montée en fréquence

12.3.1 Validation numérique

Nous commencons par donner des résultats sur un petit cas qui permet de valider le code.
L’obstacle considéré est une sphere de diametre D = 2. Les résultats sont obtenues pour une
fréquence de 800 MHz. Ce cas est traité avec un maillage fin de 20480 mailles en A\/10 et un
maillage grossier de 1280 mailles en A/2.5. Pour I'approximation multipolaire, nous utilisons
systématiquement la version a une composante pour le terme singulier comme pour le terme
régulier. Tout au long de ce chapitre, nous utiliserons les notations suivantes :

— “Std” désigne les résultats obtenus sans discrétisation microlocale et sans méthode multi-

poles.

— “MD” désigne les résultats obtenus avec discrétisation microlocale et sans méthode mul-

tipoles.
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TaB. 12.1 — Cout CPU pour la fréquence 800 MHz, Z, =1

FMM MD FMD C = 2.25 FMD C =6
Temps CPU 1 h 58 min 120 min 43 min 1 h 23 min

— “FMM?” désigne les résultats obtenus sans discrétisation microlocale et avec une méthode
multipdles a une composante.
— “FMD” désigne les résultats obtenus avec discrétisation microlocale et avec une méthode
multipoles a une composante.
Rappelons aussi le parametre C' introduit par la relation (3.10) dans le chapitre de description
générale des méthodes multipoles rapides, dans le paragraphe 3.1.3 : Il intervient dans le choix de
la troncature des développements dérivant de la série de Gegenbauer et le nombre de directions
pour la discrétisation de la sphere unité. Les résultats données sur la SER bistatique valident
le code et permettent de voir 'influence du choix du parametre C' sur la précision et le cout. La
figure 12.1 montre que la solution obtenue avec notre couplage suit bien la solution exacte, avec
une résolution basée sur un maillage en /2.5 alors qu’une méthode classique avec ce méme
maillage engendre un résultat qui differe sur 'ensemble des directions 6. Le tableau 12.1 et la
figure 12.1 montrent I'influence du parametre C' de la méthode multipdles : Le temps CPU croit
assez vite avec C'. Pour les résultats suivants, le parametre C' est systématiquement choisi égal
a 2.25.

12.3.2 Montée en fréquence

Nous présentons ici le cas d’une sphere de deux metres de diametre a 1.6 GHz, 3.2 GHz et
4.7 GHz. Les maillages utilisés sont précisés dans le tableau suivant :

Fréquence (GHz) | N, | Ny

1.6 1280 | 81920
3.2 1280 | 327680
4.7 2880 | 737280

Le cas N, = 737280 mailles correspond a un cas a 1.1 million de degrés de liberté. Les résultats
des tableaux 12.2-12.3 montrent le gain en cout de calcul obtenu par le couplage. Ce gain
s’avere assez léger dans le cas d'une condition au bord de Léontovitch Z = 1, alors qu’il est
vraiment considérable dans le cas du conduteur parfait (impédance Z = 0). En effet pour une
condition au bord d’impédance Z # 1, c’est a dire R # 0, le niveau itératif de Jacobi accroit
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TAB. 12.2 — Cout CPU pour la condition Z, =1

Fréquence (GHz) 1.6 3.2 4.7
FMM 6 h 36 min 33 h 03 min ~ 50h
FMD 2 h 35 min 10 h 30 min ~ 30h

TaB. 12.3 — Cout CPU, conducteur parfait

Fréquence (GHz) 0.8 1.6 3.2 4.7
FMM >12h
FMD 1 h 15 min 3 h 20 min 13 h 00 min

fortement le cott d’une résolution classique alors que le couplage proposé est peu sensible a ce
changement puisque le cotit de résolution est faible devant le cotit de précalcul des matrices. En
ce sens, ce couplage ouvre la voie a une nouvelle génération de codes, des codes de résolution
multi-impédances qui seraient adaptés a des balayages en impédance. Concernant la précision,
elle est assez bonne dans le cas du conducteur parfait (Figure 12.2). Pour la condition au bord
de Leontovitch Z = 1, si la précision est mauvaise pour les faibles niveaux de SER, elle semble
s’améliorer lorsque la fréquence croit (Figure 12.3).

12.4 Cas d’une géométrie convexe quelconque

Tout obstacle autre que la sphere unité dont la surface n’est pas plane par morceaux, présente
une difficulté supplémentaire. En effet, nous avons besoin d'un maillage fin I'; construit par
raffinement du maillage grossier I'y et projection sur la surface de I'objet. Pour ce qui est du
raffinement de I'y, il n’y a pas de probleme particulier. Une subdivision successive des triangles
convient bien. Pour ce qui est de la projection sur la surface de ’objet, un outil a été développé
sous I-deas. Cet outil permet la projection des nceuds du maillage sur la surface de I'obstacle
en un temps acceptable lorsqu’il est utilisé en batch. Un maillage fin de 13824 mailles et 6914
noeuds est projeté sur la surface en environ 30 minutes. Ce temps peut paraitre long mais il est
acceptable dans la mesure ou il concerne une opération qu’il est nécessaire d’effectuer une seule
fois dans la vie du maillage considéré.
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Conclusion générale

Nous avons développé une méthode basée sur le couplage de deux types de méthodes ayant
pour but de réduire les cotits de mémoire et de calcul des résolutions des équations intégrales
de I'électromagnétisme. Par le biais d'une approximation de la phase de I'inconnue, la méthode
de discrétisation microlocale développée par T. Abboud, J.-C. Nédélec et B. Zhou permet de
réduire le nombre de degrés de liberté & O(k%3) au lieu du classique O(k?) ot k désigne le
nombre d’onde. Ensuite, la méthode multipoles est appliquée au calcul des matrices. Ce calcul
intégral nécessitant une discrétisation fine, une application originale de la méthode multipoles
permet de réduire sa complexité numérique de O(k?) & O(k?®) pour une méthode & un niveau
et O(k®?) pour une méthode multi-niveaux. Ainsi, nous aboutissons & un nouvel algorithme
dont la complexité globale est O(k® + Nyerk??) ou O(k¥? + Ny, k*/3) au lieu de O(Nje, k)
pour une méthode classique et O(Njie,k®) ou O(Nye k*Ink) pour une méthode multipoles,
Niter désignant le nombre d’itérations de la méthode itérative considérée. D’un point de vue
théorique, nous avons abouti a une méthode dont 'efficacité est remarquable.

D’un point de vue numérique, dans le cadre de I’équation de Helmholtz, nous avons considéré
un couplage basé sur une méthode multipoles a un niveau. La comparaison de cette version avec
la méthode multipoles a un niveau classique s’est avérée tres avantageuse pour notre nouvelle
méthode. La réduction du coit de la résolution itérative basée sur un maillage plus grossier
(jusqu’a deux longueurs d’onde par maille), engendre une forte réduction globale par rapport
a des méthodes plus classiques. Pour les équations de Maxwell, avec la considération d’une
méthode multipoles multi-niveaux, le gain apporté est moins considérable. Il reste cependant
intéressant notamment dans le cas des conditions au bord d’impédance Z, # 1, telles que le cas
conducteur parfait.

De nombreuses perspectives d’amélioration de cette nouvelle méthode sont envisageables.
Tout d’abord, en ce qui concerne les conditions au bord de Neumann et de Robin, les esti-
mations d’erreur imposent une discrétisation éléments-finis de degré 2 pour le calcul intégral.
Cette condition n’ayant pas été respectée dans la mise en ceuvre numérique de cette these, la
montée en régularité, tant pour I'approximation de la géométrie, que pour le choix des éléments
finis, constitue une premiere perspective envisagée pour la suite de nos travaux. La discréti-
sation microlocale nécessite aussi une hypothese de convexité de I'obstacle. Des améliorations
de I'approximation de la phase ont été proposées dans le chapitre 8 pour adapter la méthode
au cas non convexe. D’autre part, une amélioration de ’application de la méthode multipoles
est envisageable pour le calcul des transferts. Cette perspective repose sur les similitudes que
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présente le nouvel algorithme avec le probleme des obstacles multiples (paragraphe 4.1.2). La
parallélisation du nouvel algorithme est une perspective incontournable qui ne devrait pas
engendrer plus de difficultés que la parallélisation d’une application classique d’une méthode
multipoles. Plus généralement, il est envisagé d’adapter la méthode afin de la coupler a une
méthode éléments-finis de volume a ’aide d’une condition de transmission au bord.
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Résumé / Abstract



RESUME

La résolution des équations intégrales liées aux problemes de propagation des ondes est
confrontée aux limitations des moyens informatiques pour la considération des problemes a
hautes fréquences. Nous proposons dans ce mémoire de these, un couplage de deux types de
méthodes ayant pour but de réduire les cotits de calcul et la place mémoire consommée lors de
la résolution de ces équations intégrales par méthode itérative. La méthode de discrétisation
microlocale introduite par T. Abboud, J.-C. Nédélec et B. Zhou, permet de réduire considé-
rablement la taille du systéme par approximation de la phase de I'inconnue. Cependant, elle
nécessite un précalcul tres couiteux. Nous utilisons alors le principe des méthodes multipoles
rapides introduites par V. Rokhlin, pour accélérer ce précalcul. Cette application originale des
méthodes multipdles dans le cadre d'une discrétisation microlocale aboutit a une méthode dont
I’application a la formulation intégrale de B. Després pour I’équation de Helmholtz est tres
efficace. Son application a la résolution des équations de Maxwell bien que moins spectaculaire
est tout de méme intéressante.

MOTS CLES

Acoustique, Helmholtz, Electromagnétisme, Maxwell, Equations intégrales de Després, Elé-
ments finis, Méthode multipoles rapide, Discrétisation microlocale

ABSTRACT

We are concerned with integral equations of scattering. In order to deal with the well-known
high frequency problem, we suggest a coupling of two kind of methods that reduce the nume-
rical complexity of iterative solution of these integrals equations. The microlocal discretization
method introduced by T. Abboud, J.-C. Nédélec and B. Zhou, enables one to reduce efficiently
the size of the system considering an approximation of the phase function of the unknown. Ho-
wever, the method needs an expensive precalculation. We suggest the use of the fast multipole
method introduced by V. Rokhlin, in order to speed up the precalculation. This work is an
original application of the fast multipole method for acceleration of a microlocal discretization
method within the new integral formulation written by B. Després. Numerical results obtai-
ned for Helmholtz’s equation are very satisfying. For Maxwell’s equations, they are also quite
interesting.

KEY WORDS

Acoustic, Helmholtz, Electromagnetism, Maxwell, Després’s Integral Equations, Finite Ele-
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