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Introduction

Cette these s’inscrit dans 1’étude de la K K-théorie équivariante par rapport a un groupe
quantique [BS89]. On fait en particulier le lien avec la K-théorie des produits croisés
par un groupe quantique et on généralise la notion de K-moyennabilité a ce cadre. On
cherche ensuite & introduire des outils géométriques utiles dans ce contexte, et on associe
notamment & un groupe quantique discret et & un produit libre amalgamé de groupes
quantiques discrets des objets qui peuvent s’interpréter comme des graphes quantiques.
On étudie en particulier les opérateurs de Julg-Valette associés aux arbres des groupes
quantiques libres et on les utilise pour définir des éléments de K K-théorie. Le cas des
groupes quantiques A,(Q), qui présente plusieurs caractéristiques nouvelles par rapport au
cadre classique, fait 'objet de calculs détaillés.

K K-théorie équivariante

La K K-théorie équivariante par rapport a un groupe localement compact, introduite
au début des années 1980 par Kasparov [Kas81, Kas88|, constitue un outil trés puissant
pour I’étude de la K-théorie des C*-algébres de groupes, et plus généralement des produits
croisés de C*-algébres par un groupe localement compact. Elle a notamment permis de
nombreux progrés sur la conjecture de Baum-Connes, formulée également au début des
années 1980 [BC82, BCH94| : cf par exemple [HK01, Laf98] pour des travaux récents sur
le sujet.

Dans ce contexte, la méthode générale pour I’étude des C'*-algébres d’un groupe G est la
construction puis I'identification d’éléments de K K-théorie a ’aide d’objets géométriques
munis d’actions de GG, notamment pour obtenir des équivalences ou sous-équivalences de
K K-théorie. Parmi ces objets figurent les actions de groupes sur les arbres, dont I'utilisation
en K K-théorie remonte aux travaux de Julg et Valette [JV83]. Ces travaux étaient eux-
mémes motivés par des résultats de Pimsner, Voiculescu [PV82| et Cuntz [Cun83| sur la
K-théorie des groupes libres.

Julg et Valette établissent la K-moyennabilité, et en particulier la bijectivité de I'ap-
plication canonique A, : K«(C;(G)) — K«(Cy(G)), pour les groupes agissant sur un arbre
avec des stabilisateurs moyennables. Pour cela, ils construisent de maniére géométrique un
élément v € KK(C}(G),C) et une homotopie entre A*(y) et 1. Il s’avére en fait que =y
peut s’interpréter comme le produit de Kasparov d’éléments « Dirac » et « dual-Dirac » et
intervient & ce titre dans la preuve de la conjecture de Baum-Connes pour certains groupes
p-adiques |[KS91].

Les actions de groupes sur des arbres ont par la suite été utilisées pour obtenir des
suites exactes cycliques pour la K-théorie des produits croisés [Pim86/, et pour des résultats
d’extension pour la conjecture de Baum-Connes [Tu99, OO01]. Un des objets de cette these
est la construction et 'utilisation en K K-théorie équivariante de certains analogues dans
le cadre quantique des groupes libres et des groupes opérant sur les arbres.
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Groupes Quantiques

La théorie des groupes quantiques a été initiée par Kac [Kac61] au début des années
1960, dans le cadre de travaux sur l'extension de la dualité de Pontrjagin aux groupes
localement compacts non nécessairement abéliens. Cette théorie a été constamment enrichie
et élargie depuis, dans lesprit de la géométrie non commutative [ES73, KV73, Wor87a,
BS93, VvDO01, KVO00] : cf les sections 2.1 & 2.4 pour plus de précisions et références.

Le cadre C*-algébrique le plus général pour I’étude des groupes quantiques est celui
des C*-algébres de Hopf, c’est-a-dire des C*-algébres S munies d’un coproduit é qui est un
homomorphisme de S dans une algébre de multiplicateurs de S®.S, vérifiant la condition
de co-associativité (id®J) o d = (6®id) o §. Dans le cas ou la C*-algébre S = C(X) est
commutative, ce coproduit provient d’une loi associative continue (X x X — X)) sur I'espace
localement compact X.

La K K-théorie équivariante a été étendue au cas des C*-algébres de Hopf par Baaj
et Skandalis [BS89] : cette K K-théorie S-équivariante constitue le cadre naturel de notre
étude. On considérera plus particulierement les C'*-algébres de Hopf qui sont associées a des
unitaires multiplicatifs, avec des hypothéses naturelles sur ces derniers pour la construction
des produits croisés : cf la section 2.2. Cela inclut toutes les C'*-algébres de Hopf que
I’on peut raisonnablement qualifier de « groupe quantique », et notamment les groupes
quantiques localement compacts de Kustermans et Vaes [KV00].

Le développement de la théorie a été constamment entretenu par la découverte de nou-
veaux exemples de groupes quantiques. A la fin de cette thése on s’intéresse en particulier
aux groupes quantiques compacts libres A4,(Q) et A, (Q) [vDW96|. Ces groupes sont en un
certain sens universels parmi les groupes quantiques compacts et jouent de ce point de vue
le role de O(n) et U(n). Mais d’autre part les groupes quantiques discrets duaux de A4,(Q)
et A,(Q) présentent de nombreuses similarités avec les groupes libres F), et nous tenterons
d’appliquer & I’étude de leur K-théorie des méthodes analogues & celles de Cuntz, Julg et
Valette.

Contenu de la thése

Dans un premier temps on étend au cas des groupes quantiques quelques outils clas-
siques de la K K-théorie équivariante. Cela inclut le théoréme de stabilisation de Kasparov
pour les C*-module hilbertiens équivariants [Kas80|, la construction du morphisme de
descente [Kas88| et les isomorphismes de Green-Julg [Jul81] qui relient la K K-théorie
équivariante & la K K-théorie des produits croisés, et enfin les diverses caractérisation de la
notion de K-moyennabilité [Cun83]. On étudie au passage quelques propriétés fonctorielles
des produits croisés de C*-algébres par un groupe quantique.

On cherche ensuite & construire des exemples d’objets géométriques utilisables pour
I’étude de la K-théorie des groupes quantiques. On s’attache plus précisément & généraliser
les constructions de Julg et Valette au cas quantique, et on se place tout d’abord dans le
cas simple d’un produit libre amalgamé S = S1 %7 Sy de groupes quantiques discrets. On
est alors capable de construire un analogue de 1’élément v dans KK (S,,C) et d’établir
légalitée \*(y) = 1, lorsque Sp et Sy sont moyennables. Cela implique la K-moyennabilité
du groupe quantique discret associé a S.
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Puis on introduit les graphes classique et quantique associés a un groupe quantique
discret et, lorsque le graphe classique est un arbre, I'opérateur de Julg-Valette F' asso-
cié au graphe quantique. On doit faire face & de nombreuses difficultés spécifiques au cas
quantique, causées notamment par la non-involutivité de I'opérateur de retournement des
arétes. En particulier, F' n’est pas un général un opérateur de Fredholm. On arrive ce-
pendant a définir un élément v € KK (S,,C) dans le cas des groupes quantiques libres
Ay(Q), au prix de l'introduction d’une représentation additionnelle 7o, : S, — L(Hx) et
de calculs assez fins sur la structure des coreprésentations de A,(Q).

Donnons & présent un plan plus détaillé de cette thése, ainsi que I’énoncé des principales
définitions et théorémes qui s’y trouvent.

I Rappels et notations

La premiére partie contient essentiellement des rappels sur les groupes quantiques et
la K K-théorie équivariante par rapport & un groupe quantique. On introduit notamment
en 2.2 le cadre suivant. On appelle systéme de Kac faible un triplet (H,V,U) ou V et U
sont des unitaires sur HQH et H respectivement et vérifient les propriétés suivantes :

1. V et V sont multiplicatifs,

2. [S,,US, U] = [S,,US,U] =0,

3. S, et S, sont des C*-algébres,

4. X € M(Sx®K(H)) pour toutes les représentations de V et V.

Notons tout de suite qu’il ne s’agit pas ici d’un travail sur ’axiomatique des groupes
quantiques : on isole simplement les hypothéses dont on a besoin au chapitre 2, notamment
pour les constructions de produit croisé. En particulier ces hypothéses sont vérifiées lorsque
(H,V,U) est un systéme de Kac au sens de [BS93|, et lorsque (H,V,U) est associé a un
groupe quantique localement compact, au sens de Kustermans et Vaes [KV00].

On donne également dans la section 3.2 du premier chapitre la généralisation au cadre
quantique du théoréme de stabilisation équivariant de Kasparov, qui est souvent utile dans
les calculs de K K-théorie équivariante. Il s’énonce de la maniére suivante :

Théoréme (cf page 33) Soit (H,V,U) un systeme de Kac faible et S, sa C*-algeébre ré-
duite. Soit B une C*-algébre Sy.-équivariante et E un B-module hilbertien S,.-équivariant de
type dénombrable. Si S, est unifére, alors le B-module hilbertien équivariant E® (Hp®H)
est isomorphe & Hp®H .

IT Produits croisés par un groupe quantique et K K-théorie

Soit S, la C*-algébre réduite d’'un systéme de Kac faible. On commence le deuxiéme
chapitre par la construction des produits croisés pleins et réduits B x,, Set Bx, S , lorsque
B est une C*-algébre S,-équivariante. Puis on définit a la section 4.2 les coactions duales de
S, et S'p sur ces produits croisés, et dans le cas réduit on rappelle le théoréme de bidualité
de [BS93]. On montre & la section 4.3 que ces constructions sont fonctorielles en B, et que
le produit croisé plein est exact. En 4.4 on présente quelques propriétés supplémentaires
du cas compact, liées a la co-unité € de S et a la mesure de Haar h, de S,. On montre en
particulier que dans ce cas le produit croisé réduit par S est exact ssi S, est exacte.
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Tout ceci se fait par des manipulations sur les représentations covariantes de B, suivant
les idées indiquées dans [BS93, Baa92|. En particulier la coaction ép : B — M(B®S,)
induit une représentation de B sur K = B®H. Notons B; la C*-algébre B munie de la
coaction triviale, cette représentation est covariante lorsque le Bi-module hilbertien E est
muni de la coaction dg : bR — Va3(b®E®1). De plus B X, S est la sous-C*-algébre de
Lp(E) associée a cette représentation covariante.

A la section 5.2 on introduit une autre coaction sur FE, considéré cette fois comme B-
module hilbertien : 0% (b®¢&) = (W(£®1))2305(b)13 avec W = (U®1)V (U®1), et on montre
que les éléments de B X, S sont invariants relativement a 8% En particulier lorsque V' est
de type compact, la représentation canonique de B X, S sur (E,¢);) fournit un élément
g€ KKg, ((B mrg)l, B). On montre de plus que dans le cas compact B x .S est précisément
le sous-espace des éléments de K p(E) qui sont invariants relativement a ¢’ : cela constitue
la base de la démonstration du théoréme de Green-Julg.

Ce théoréme est énoncé et démontré en 5.3, on utilise pour cela la notion de produit
croisé d'un C*-module hilbertien par la coaction d’un groupe quantique et la construction
des morphismes de descente plein et réduit, présentées dans la section 5.1. Dans le cas
réduit par exemple, on obtient un morphisme j, : KKg (A, B) — KK(A X, S, B x, S')
lorsque A et B sont deux C'*-algébres S,-équivariantes, et on peut alors donner un énoncé
précis du théoréme de Green-Julg :

Théoréme (cf page 59) On suppose que V' est de type compact. Soit B une S,-algébre et
A une C*-algébre munie de la coaction triviale de S,. Soit py € S le support central de € et
¢:A— Ax, S = A®S U'homomorphisme donné par ¢(a) = a®pg. Soit 1 le morphisme
canonique de KK(A, B x, S) dans KKg, (A1, (B x, S)1). Alors on a des isomorphismes,
wnverses l'un de l'autre :

KK, (A B) 2 KK(A %, §,B », 9) LKK(A,B x,S) et

N . B0
KE(A, B, §) —= KK, (A1, (B #, §)1) L KK, (A,B).

On a également un énoncé « dual », dont la démonstration est beaucoup plus rapide, et
qui donne un isomorphisme entre KKg (A,B) et KK(A x,, S,B) lorsque V est de type
compact et B est munie de la coaction triviale.

On termine le chapitre 2 en introduisant la notion de K-moyennabilité pour les groupes
quantiques. Le théoréme qui suit généralise les résultats de [Cun83, JV84]|, et on choisit
dans le cas général la propriété v comme définition de la K-moyennabilité de V.

Théoréme (cf page 63) Considérons les assertions suivantes :
i. 1l existe un élément o € KK(S,,C) tel que \*(a) = [ep] € KK(S,,C).
ii. [\] € KK(Sp,Sy) est inversible.
ii. Pour toute C*-algebre A o-unifere et S,-équivariante, [A4] € KK(A Xp S, A %, S)
est inversible.
w. L’élément 1 GA KKg (C,C) est représenté par un triplet (E, 1, F) tel que la corepré-
sentation de S, sur E soit faiblement contenue dans la réguliére.

On a iv = it = i = 4. Lorsque V est de type compact on a v < il < i1 < 1.
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IIT Exemples d’arbres quantiques et K K-théorie

Dans les deux premiéres sections du troisiéme chapitre on construit et on étudie 'opé-
rateur de Julg-Valette associé & un produit libre amalgamé de groupes quantiques discrets.
Pour cela on commence par démontrer quelques propriétés des produits amalgamés qui
complétent les résultats de [Wan95]. On construit en particulier les espérances condition-
nelles P, : 1 — T, P, : Sy — T associées a des inclusions de C*-algébres de Hopf
uniféres et bisimplifiables T' C Sy, T' C S,. Puis montre que la représentation réguliére de
S = S1 *7 59 s’obtient comme produit libre des T-modules hilbertiens GNS associés & P
et P2.

On définit ensuite les espaces de Hilbert H et K| des sommets et des arétes montantes
quantiques, qui sont munis de représentations de S et d’un opérateur de Julg-Valette
F : H — K,. Dans le cas cocommutatif, on retrouve la construction de I’arbre associé a
un amalgame de groupes discrets G g G [Ser77|. Lorsque S; et So sont comoyennables,
on peut montrer que F' définit un élément de KK (S,,C) qui vérifie un des critéres de
K-moyennabilité. On obtient ainsi :

Théoréme (cf page 73) Soit Sy et Sy deux C*-algébres de Hopf uniféres et bisimplifiables.
Soit T une sous-C*-algébre de Hopf unifére et bisimplifiable commune & Sy et So. Si les
groupes quantiques discrets associés a S1 et Sy sont moyennables, alors le groupe quantique
discret associé au produit libre amalgamé Sy *7 So est K-moyennable.

Soit T' un groupe discret et A une partie finie de I' telle que 1 ¢ A et Al = A. Le
graphe associé a (I'; A) est défini par 'ensemble des sommets s, I’ensemble des arétes a,
I'application extrémités e : a — s2 et I'application de retournement 6 : a — a suivants :

s=T, a=TxA, e(g,s)=(g,95) et 0(g,5)=(gs,5").

Ce méme graphe g est donné sous forme simpliciale par s = I' et ’ensemble des arétes
{(g9,9)) | 35 € A ¢ = gs} C s> — alors I'application de retournement et I’application
extrémités coincident respectivement avec la volte X et 'injection canonique de a dans s2.

Dans le cas quantique, les deux formes de g se généralisent séparément. Rappelons qu’a
chaque coreprésentation irréductible r d’un groupe quantique compact (S, J) est associée
une représentation de la C*-algébre duale S, dont le support central est un élément p, € S,
Par ailleurs on dispose du systéme de Kac de type compact (H,V,U) associé a (S,0), on
note S, C L(H) sa C*-algébre réduite, et V = S(1@U)V(1®U)¥. On donne dans la
section 7.2 la définition suivante :

Définition (cf page 76) Soit (H,V,U) un systéme de Kac de type compact et p1 un pro-
jecteur central de S tel que UprU = p1 et pop1 = 0. Soit C la catégorie des représentations
unitaires de dimension finie de V.

1. On appelle graphe classique associé au coupleA(V,pl) le graphe g donné sous forme
simpliciale par s = Trr C et a = {(r,7') € % | §(p.)(p,@p1) # 0}.

2. On appelle graphe quantique associé au couple (V,p1) la suite (H, K, E,©) ot K =
HepiH, E =V € L(K,HoH) et © = V(1aU)|k € L(K).
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Les espaces de Hilbert H et K sont les analogues quantiques des espaces f5 des sommets
et des arétes. Ils sont munis des représentations icay €t (ican®1) de S,. L’opérateur ©
est Popérateur de retournement des arétes du graphe quantique, il commute a S, et le
sous-espace stable K, = Ker(© — id) s’interpréte comme l’espace quantique des arétes
géométriques. On dispose de plus d’opérateurs but et origine, B, O : K — H, qui vérifient
des propriétés trés proches du cas classique.

A partir de la section 7.3, on suppose que le graphe classique associé a (V,p1) est
un arbre, que 'on munit de l'origine 1¢. On peut alors définir des projecteurs p., et
Pxr € L(H) qui généralisent la projection sur le sous-espace des arétes montantes, ainsi
que des projecteurs py € L(H) sur les sous-espaces des sommets « situés a la distance k
de l'origine ». On démontre quelques propriétés élémentaires de ces opérateurs, en relation
avec O, ce qui conduit & poser p,_ = Op,,O* et p_, = Op,,OF, puis P,. = PiwPrss
Pi— = DixPx—, €tc. Enfin on introduit 'opérateur de Julg-Valette F, : H — K, associé au
graphe quantique.

Au début de la section 7.4 on donne une caractérisation géométrique simple des graphes
quantiques qu’on peut considérer comme les arbres associés aux « groupes quantiques
libres », et on étudie l'opérateur Bp, . dans ce cas : cela permet en particulier de ramener
I'étude de Im Fj a celle de p, K. Puis on établit a la section 7.5, dans le méme cadre,
un résultat d’involutivité affaiblie pour ©, qui se révéle trés utile pour I’étude de I'espace
des arétes géométriques K, et de I'opérateur de Julg-Valette F;. Contrairement a ce qui se
passe pour un graphe classique, ou méme pour le graphe quantique associé a un amalgame
de groupes quantiques discrets, on n’a pas en général ©2 = 1. On a cependant un résultat
plus faible :

Théoréme (cf page 84) Soit V un unitaire multiplicatif de type compact et p1 un projecteur
central de S tel que Up U = py et pop1 = 0. On suppose que le graphe quantique associé a
(V,p1) est un arbre strict. Alors

VneN (py+p )0 "(piy+p )= @y +tp )0 "(pry +p ).

Le candidat naturel pour une généralisation de I’élément de Julg-Valette v € KK (S,,C)
est la classe du triplet (H® Ky, 7y @7g, Fy —i—Fg*). Il est relativement simple de vérifier que
Fy est injectif, en revanche la non-involutivité de © rend la détermination de son image
délicate. A 'aide du théoréme précédent, on peut donner une condition suffisante pour que
cette image soit de codimension 1 : il s’agit de la convergence des séries (>, |[px©'pril|)
et (3 |lPk©®!pr4i]]). Cette condition de « localité » pour © est triviale dans le cas co-
commutatif, mais n’est pas vérifiée par A,(Q) et A,(Q).

Tous les graphes quantiques associés aux groupes quantiques libres sont construits a
partir de ceux de (A4,(Q),{u}) et (A,(Q),{u,u}). On s’intéresse dans le dernier chapitre
au cas de (A,(Q), {u}). Le calcul de Im F}; dans ce cas fait 'objet de la section 8.1, oit on
étudie plus en détail le résultat général suivant :

Théoréme (cf page 83) Soit V' un unitaire multiplicatif de type compact et p1 un projecteur
central de S tel que UprU = p1 et pop1 = 0. On suppose que le graphe quantique associé
(V,p1) est un arbre strict. Alors l'image de K4 par la projection orthogonale sur p, K est
donnée par

priKg={Cep K |Inep, K (id—p, 0)(n) =p, O}
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On interpréte cette expression de la maniére suivante, dans le cas de A,(Q). La partie
polaire T € L(p,_K) de p,_Op,_ définit pour tout k une isométrie de (pr®p1)p;_ K
dans (pr11®p1)p,._K, on appelle Hy, la limite inductive correspondante. Pour tout & on
dispose d’une injection canonique iy : (px®p1)py_ K — Hoo, et on note P : p, K — Hy
lopérateur non borné » ik (pr®p1). Alors il existe un opérateur S € L(p,,K,p,_K) tel
que PS : K++ — H, soit borné et Ker PS = p,  K,. De plus on a une décomposition en
sous-espaces fermés orthogonaux : H = poH @ Im F; ® B(PS)*(Hw).

Soit S, la C*-algebre réduite de A,(Q). On débute la section 8.2 en vérifiant que Fj,
commute aux actions de S, modulo les opérateurs compacts. Par conséquent le projecteur
sur Im F; définit un élément de Ext (Sr,C), qui est en fait scindé. Pour le voir, on définit
une représentation de S, sur H, par un procédé asymptotique :

Théoréme (cf page 95) Soit (H, K,V,0) le graphe quantique {2 associé a (Ay(Q),{u}).
Notons ¢, (a) =p,_(a®1)p,_ pour tout élément a de S, C L(H).

1. Soit ¢ € (pr®@p1)ps K et a € S C S,. Alors la suite (Pp,_(a)T"(), converge dans
H, vers un vecteur qui ne dépend que de i;C et que l'on note moo(a)(irC).

2. Cela définit un morphisme d’algébres involutives o : S — L(Hoo) qui s’étend par
continuité a S,.

Avec cette définition on peut alors vérifier que 'opérateur (PS)p,, commute aux actions
de S, modulo les compacts. Ainsi 'opérateur Fy + B(PS)* : K; ® Ho, — H définit un
éléement v € KK (S,,C) qui est 'analogue pour A,(Q) de I'élément de Julg-Valette associé
a l'arbre du groupe libre. La question naturelle qui se pose alors, et qui fera I’'objet d’un
travail ultérieur, est de savoir si \*(y) = 1.

Appendice

Au cours des sections 8.1 et 8.2 on doit procéder & des vérifications analytiques dans
le graphe du groupe quantique A,(Q) : caractére borné de certains opérateurs, commu-
tations modulo les compacts, ... On ne dispose pas pour l'instant de méthode générale
pour traiter ces questions, que I'on raméne & chaque fois & des calculs dans la catégorie
des coreprésentations unitaires de dimension finie de A,(Q). On a regroupé ces calculs
purement géométriques dans 'appendice — il s’agit en fait de déterminer des angles entre
sous-espaces irréductibles dans certaines coreprésentations.
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1 Généralités

Soit E un espace de Banach, l'espace des formes linéaires (resp. linéaires continues)
sur F est noté E* (resp. E’), et 'algébre de Banach des opérateurs bornés, L(E). On dit
que X C FE est un sous-ensemble total s’il engendre un sous-espace vectoriel dense de F,
lespace E est dit séparable s’il contient un sous-ensemble total dénombrable.

Soit A et B des C*-algeébres [Dix64, Bou67|. Tous les idéaux J C A que nous considé-
rerons seront bilatéres fermés, donc auto-adjoints. On appelle projecteurs les idempotents
hermitiens de A. L’algébre opposée de A sera notée A°P. On dit que A est o-unifére si elle
admet une unité approchée dénombrable. Un homomorphisme ¢ : A — B est un morphisme
d’algébres involutives, il est automatiquement continu.

Sauf précision contraire, on utilisera le produit tensoriel « min » (ou spatial) de C*-
algébres. On utilisera la notation des indices pour les produits tensoriels multiples : par
exemple si z € ARA et B est unifére, alors x13 € AQB®A, et on notera X la volte de
A®B dans B®A. On notera par ailleurs A[0, 1] = A®C([0,1]) = C([0,1], A).

Soit A une C*-algébre, on dit qu'un A-module de Banach E est de type dénombrable
8’1l contient un sous-ensemble dénombrable qui engendre un sous-A-module dense. On dit
que E est non dégénéré si I'une des propriétés équivalentes suivantes est vérifiée :

i. ensemble {ax | a € A, x € E} est total dans F,
ii. il existe une unité approchée (u;) de A telle que pour tout = € F, limu;z = x,
iii. pour toute unité approchée (u;) de A et pour tout x € E on a limu;z = x,

iv. I'ensemble {az | a € A, © € E} est égal a E.
Pour v, cf le théoréme de Cohen [HR70, th. 32.22|.

1.1 Unitarisations et constructions reliées [W093, Lan79]

Soit A une C*-algebre et J un idéal bilatére fermé de A. Si ¢ est une forme linéaire
continue sur J, elle admet un prolongement unique en une forme linéaire continue sur A
de méme norme. L’idéal J est dit essentiel s’il n’existe pas d’idéal bilatére fermé non nul
en somme directe avec J, c’est-a-dire si son annihilateur J+ = {a | aJ = 0} est nul. Une
unitarisation de A est une C'*-algébre unifére B qui contient A comme idéal essentiel. Si A
est unifére, sa seule unitarisation est A. Dans le cas commutatif, c’est-a-dire A = C(X)
avec X un espace topologique localement compact, les idéaux essentiels de A correspondent
aux ouverts denses de X et les unitarisations de A correspondent aux compactifications de
X.

Soit A = A x C muni de la multiplication (a,\)(b, 1) = (ab + \b + pa, Ap) et de Pin-
volution (a, \)* = (a*,\). L’algébre involutive A admet une unique norme de C*-algebre,
on dit que A est obtenue par adjonction d'unité A A. Si A est unifére, A ~ A@ C. Sinon, A
est la plus petite unitarisation de A et correspond dans le cas commutatif au compactifié
d’Alexandroff de X. Tout homomorphisme ¢ : A — B se prolonge de maniére unique en
un homomorphisme unifére (5 : A — B. L’application (]3 est respectivement injective et

surjective si c’est le cas de ¢.

Soit M(A) la C*-algebre des multiplicateurs de A : M (A) est la C*-algébre des doubles
centralisateurs de A, c’est-a-dire des couples (L, R) € L(A)? tels que R(a)b = aL(b) pour
tous a, b € A. Parfois il sera plus utile de considérer M(A) comme l'idéalisateur de A
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dans une représentation fidéle non dégénérée : considérant A comme sous-C*-algébre non
dégénérée de L(H) pour un espace de Hilbert (voire un C*-module hilbertien) H, on a
M(A) ={x € Lp(E) | tA+ Ax C A}. Soit J un idéal bilatére fermé de la C*-algebre A,
on pose M(A,J) ={x € M(A) | xA+ Az C J}. C'est une sous-C*-algébre de M(A) qui
s’identifie par restriction a une sous-C*-algébre de M (J) et que I'on utilisera en particulier
en relation avec les produits tensoriels.

La topologie sur M (A) engendrée par les semi-normes = +— ||az||4 et x — ||zal|4 pour
a € A est appelée topologie stricte de M (A). Les unités approchées de A sont exactement
les familles (u;) qui convergent strictement vers 1. La C*-algébre M (A) est la plus grande
unitarisation de A, elle correspond dans le cas commutatif au compactifié de Stone-Cech
de X : M(A) ~ Cp(X), et la topologie stricte de Cy(X) coincide sur les parties bornés
avec la topologie de la convergence uniforme sur les compacts.

Soit A et B deux C*-algébres, on dit qu'un homomorphisme ¢ de A dans M (B) est
non dégénéré si 'une des conditions équivalentes suivantes est vérifiée :
1. le A-module & gauche B est non dégénéré,
7. le A-module & droite B est non dégénéré,
it1. 1l existe une unité approchée (u;) de A telle que ¢(u;) — 1p strictement,
iv. pour toute unité approchée (u;) de A, ¢(u;) — 1p strictement.
Ces conditions sont en particulier vérifiées lorsque ¢ est un homomorphisme surjectif de A
sur B, et plus généralement lorsque B C ¢(A). Un homomorphisme non dégénéré ¢ : A —
M (B) se prolonge de maniére unique en un homomorphisme unifére et strictement continu
encore noté ¢ : M(A) — M(B) — et inversement un tel homomorphisme ¢ : M(A4) —
M (B) se restreint en un homomorphisme non dégénéré de A dans M (DB).

Soit A et B deux C*-algébres, on note M(A®B) := M(A®B, A®B) et M(A®A) =
M(A®A + A®A, AR A), on a alors les injections canoniques

A®B C A9QM(B) C M(A®B) C M(A®B),
A®A C M (A®A) € M(A®RA) et A®B C M(A)@M(B) C M(A®B).

Si les homomorphismes ¢ : A — M(B) et ¢’ : A’ — M(B’) sont non dégénérés, alors
PpR¢ : AQB — M (A" Y@M (B'") ¢ M(A'®B’) est non dégénéré. Si ¢ est une forme linéaire
positive sur A, (id®y) et (p®id) se prolongent en des applications linéaires continues de
M(A®A) dans A et M(A) respectivement. Lorsque C' n’est pas unifére, (z — x13) définit
un homomorphisme non dégénéré de A®B dans A9C®B C M(A®C®B) qui se prolonge
donc & M(A®B). De méme ¥ définit un isomorphisme de M(A®B) sur M (BRA).

Dans le cas commutatif B = C(Y), J C B correspond & un ouvert U de Y et les
éléments de M (B, J) sont les fonctions continues bornées sur Y et nulles hors de U, soit
encore les fonctions f continues bornées sur U telles que f(x) tend vers 0 quand = tend
vers y € Y \ U. D’autre part M(A@B) est dans ce cas isomorphe a Cp(Y, A), et si de plus
A = C(X), a l'espace des fonctions f € Cp(X x Y) telles que f(x,y) tend vers 0 quand =
tend vers 'infini, uniformément sur les parties compactes de Y.

1.2 C*-modules hilbertiens [Pas73, Rie74, Kas80, Bla98, W093, Lan95|

Soit B une C*-algébre. Un B-module hilbertien E est un B-module & droite muni d’une
application (-|-) : ExE — B sesquilinéaire définie-positive et pour laquelle E est complet.
En d’autres termes on suppose qu’on a, pour tous (, /', £, ¢’ e Eetbe B :
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— (EIC+¢) = (€l6) + (€I, (€ +€'1C) = (€1¢) + (€'19),
— (£1¢b) = (£]O)b, (€b]C) = ™ (£[<), (£16)" = (<€),

~ (€l§) € By, (£]§) = 0= ¢ =0,
alors 'application (£ — |[£]| = v/|[(€]€)]|) définit une norme sur E,

— F est complet pour la norme || - |].
Dans ce cas le B-module & droite E est automatiquement non dégénéré. Lorsque B = C
on retrouve les espaces de Hilbert, et dans le cas commutatif B = C(X), E est I'espace
des sections continues et nulles & 'infini d’'un champ continu d’espaces de Hilbert sur X.
Un autre exemple fondamental est celui du B-module B (pour la multiplication & droite)
muni de (b|b') = b*b’. Plus généralement, si e et f sont des projecteurs de M (B), alors
eBf est un fBf-module hilbertien pour l'action évidente a droite et le produit scalaire

(ebflet'f) = (ebf)*(eb'f).

Lorsque E et E’ sont deux B-modules hilbertiens, leur somme directe E & E’ est un
B-module hilbertien défini de maniére évidente. Dans le cas commutatif, cette opération
correspond & la somme de Whitney. Cette construction se généralise aux sommes infinies,
et on note Hp la somme directe sur N des B-modules hilbertiens B : ses éléments sont les
suites (b;) telles que > bfb; converge en norme dans B. On considérera dans la suite que H p
est muni de la Z/27Z-graduation donnée par la parité des indices. On pose Kp = K(Hp)
et on omet l'indice lorsque B = C. Le théoréme de stabilisation de Kasparov [Kas80,
th. 2] affirme que si E est un B-module hilbertien de type dénombrable, alors E ® H g est
isomorphe & Hp. Notons que B et Hp sont de type dénombrable ssi B est o-unifére.

Soit E et F' deux B-modules hilbertiens. Un morphisme T € Lp(E,F) est une ap-
plication B-linéaire bornée T : ¥ — F admettant un adjoint 7* — ce qui signifie que
(T¢|C) = (C|T*E) pour tous ¢ € E, & € F. On appelle opérateurs de rang 1 les mor-
phismes 95 = ¢(¢|-) € L(E,F) avec ( € E et £ € F, et on note Kp(E,F) le sous-
espace fermé de Lp(E,F) qu'ils engendrent. L'espace Lp(E) := Lp(F,E) est une C*-
algébre pour la norme d’opérateur et Kp(FE) en est un idéal bilatére fermé : on a en fait
M(Kp(FE)) = Lp(F) et la topologie stricte sur L g(F) coincide sur les parties bornées avec
la topologie *-forte.

Dans le cas d'un champ constant d’espaces de Hilbert, les morphismes correspondent
aux champs *-fortement continus d’opérateurs bornés et Kp(F) est l'espace des champs
normiquement continus et nuls & I'infini d’opérateurs compacts. Dans le cas du f B f-module
hilbertien E = eBf, ou e et f sont deux projecteurs de M (B) tels que Vect(B fB) contient
un sous-espace dense dans eBe, la C*-algébre Krps(eB f) s’identifie canoniquement a eBe
agissant & gauche. En particulier Kp(B) ~ B et Lp(B) ~ M(B).

Une représentation d’'une C*-algébre A dans le B-module hilbertien F est un homomor-
phisme 7 : A — Lp(F). Le A-module E associé a la représentation 7 est non dégénéré
ssi 'homomorphisme 7 : A — M(Kp(FE)) est non dégénéré et on dit alors que la repré-
sentation 7 est non dégénérée. En particulier si A est une sous-C*-algébre de Lp(F), on
dira que A est non dégénérée lorsque la représentation canonique 7 : A — Lp(E) est non
dégénérée.

Soit E un B-module hilbertien et E/ un B’-module hilbertien, on peut former leur
produit tensoriel externe EQE' qui est un B® B’-module hilbertien, en complétant le pro-
duit tensoriel algébrique muni du produit scalaire et de l'action donnés par les formules
suivantes, pour (, { € E, (', ¢’ €e E' et be B,V € B :

(€2e'[Cac’) = (EO)a(E'|¢), (£a€) (b)) = (£bE'Y).



22 Rappels et notations

On peut effectuer cette construction avec la norme « min » ou « max » sur BB’ :
rappelons que selon nos conventions, ® désigne le produit tensoriel minimal. Comme dans
le cas des C*-algeébres, on note ¥ la volte de EQFE’ dans E'®F. Soit maintenant E un
A-module hilbertien et F' un B-module hilbertien muni d’une représentation = de A. Alors
le produit tensoriel interne de E et F', noté EQ 4 F ou EQ,F, est le séparé-complété du
produit tensoriel algébrique de E et F, muni des opérations données par les formules
suivantes, pour (, (' € E, &, ' € Fetbe B :

(C@E)b = ¢@(8h), ((®E[¢'®E) = (lm((¢I¢))E).

C’est un B-module hilbertien dans lequel on a notamment ((a)® 4§ = (®a(7(a)§) pour
tous (e E, £ € FetacA.

Soit E un B-module hilbertien, on associe & £ € E I'élément (b — &b) de Lp(B, E),
et on notera parfois * € Lg(F, B) son adjoint. On obtient ainsi un isomorphisme entre
E et Kp(B, F), muni de I'action a droite de B ~ Kp(B) par composition et du produit
scalaire (k|k') = k*k’ € Kp(B) ~ B. L’isomorphisme M (B) ~ Lp(B) suggere alors
une généralisation de la notion de multiplicateurs au cas des C*-modules hilbertiens : on
pose M(F) = Lg(B,E), c’est canoniquement un M (B)-module hilbertien qui contient
E ~ Kp(B,E). On a également une construction analogue a celle de M(A®B) pour le
produit tensoriel externe d’'un B-module E et d'un B’-module E’ :

M(E®E') = {T € Lggp (BB ,EQF') |
(idp@Kp (E")T et T(idp@Kp (B')) C Kpgp (BRB', EQE'")}.

M(E®E') est un sous-module de M (E®QE') contenant E@M (E'), et un M (B®B')-module
hilbertien. Dans le cas commutatif, M (E) est ’espace des sections continues bornées du
champ continu d’espaces de Hilbert associé¢ a E. Lorsque B et B’ sont toutes deux com-
mutatives, M(E®E’) est dans un certain sens 'espace des sections continues bornées sur
X x X' qui tendent vers 0 en 'infini « dans une direction seulement ».

Soit A et B deux C*-algébres et ¢ une application complétement positive de A dans
M (B) telle que ¢(A)B soit total dans B. On a dans ce cadre une généralisation de la
construction GNS — qui est un cas particulier de [Kas80, th. 3] : il existe un B-module
hilbertien F, une représentation 7 de A dans E et un élément ¢ € M(E) tels que ¢(a) =
(¢|m(a)¢) pour tout a € A et w(A)(B est dense dans E. De plus si (E',7’,(’) est un
autre triplet vérifiant les mémes propriétés, il existe un unitaire u € Lp(E, E’) tel que
7’(a) = um(a)u* pour tout a € A et ¢ = u(().

1.8 Produits libres amalgamés [Ser77, Avi82, Voi85, VDN92|

Soit G1 et Gy deux groupes discrets, et H un sous-groupe commun & G et & Go : on
se donne deux morphismes injectifs 71 : H — Gy, i3 : H — G4. 1l existe alors un groupe
G1 *g G muni de deux morphismes injectifs j; : G1 — G1xg Ga, jo : Gog — G1 xg G4 tels
que ji 043 = jg o i9. De plus (G *xg Go, j1,j2) est I'unique groupe, a isomorphisme prés,
vérifiant la propriété universelle suivante : pour tout groupe G munit de deux morphismes
91 : Gi — G, ¢ : Gy — G tels que ¢1 091 = ¢ 019, il existe un unique morphisme
o1 %m @2 1 G1xg Go — G tel que (@1 %y ¢2) 041 = @1 et (P1 g P2) 0dp = ¢ — cf le
diagramme (1.1) qui traite le cas des C*-algébres. Le groupe Gy xp G est appelé produit
libre de G et G9 amalgamé suivant H. On identifie H, G et G5 a leurs images respectives
dans G1 *g Go. Soit Sy (resp. S2) un systéme de représentants, contenant 1, des classes a
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droite modulo H de G (resp. G2). Alors les éléments de G g Gy s’écrivent de maniére
unique sous forme de mots réduits g; -- - g,h avec h € H, g € S;, \ {1} pour tout k, et
(ij) el, :

I, =A{(i1,...,in) € {1,2}" | Yk g # g1}

On note G(r,1) (resp. G(r,2)) le sous-ensemble des éléments vérifiant g, ¢ G1 (resp. Ga),
en convenant d’inclure ainsi les éléments de H, c’est-a-dire le cas n = 0.

Soit A1 et Ay deux C*-algébres uniféres, et B une sous-C*-algébre unifére commune a
Aj et As : on se donne deux homomorphismes injectifs et uniféres i; : B — Aq,i9 : B — As.
Il existe alors une C*-algébre unifére A *xp Ao munie de deux homomorphismes injectifs
et uniféres j1 : Ay — Ay *g Ao, jo : Ay — Ay xp Ay tels que j; 041 = jo 0i9. De plus
(A1 *p Aa, j1, j2) est P'unique triplet vérifiant la propriété universelle suivante : pour toute
C*-algébre A munit de deux homomorphismes ¢1 : A1 — A, ¢2 : Ay — A tels que
¢1 011 = g 019, il existe un unique homomorphisme ¢1 *g ¢o : Ay *xg Ay — A tel que

(¢1%B ¢2) 0 i1 = @1 et (¢1 *B P2) 0 iz = Po.

B—" 4

‘/m le
J2

AQ —>A1 *B A2

(1.1)

N
P1xB P2
o2 RN

A

La C*-algébre Aq xp As est appelée produit libre plein de A7 et As amalgamé suivant B —
ou produit libre tout court. On identifie B, A1 et Ao & des sous-C*-algébres de A, et alors
la C*-algébre unifére A est engendrée par Ay U As.

Supposons maintenant que A; et Ao sont munies d’espérances conditionnelles P; :
Ay — B, P»: Ay — B. On note (E;,m;,n;) la construction GNS associée & P; : E; est le
B-module hilbertien obtenu par séparation et complétion de A; pour le produit scalaire
(a,b) = P;(a*b), m; est la représentation de A; sur E; induite par la multiplication a gauche
et n; est 'image de I'unité de A; dans E;. Notons E; I'orthogonal de n;B dans E;, on a
E; = 7;B ® E; et I'action de A; sur E; induit une action de B sur E;. Le produit libre
E = Fyxp Ey des B-modules E1, Fs avec vecteurs distingués 71, 12 est défini par la formule
suivante :

E=n1B® @21 Ber, (B, @8- @BE] ).

Suivant les notations de [VDN92| on note E(l,4) le sous-module de E obtenu en ne gar-
dant que les suites (i;) telles que i; # i, et on dispose alors d’isomorphismes V; : £ —
E;®pE(l,i) donnés par V;n = n;®@n et, si (i1,...,i,) € I, et i € E; pour tout k :

GR((L® - ®¢,) siip=ietn>2,
Vi(Gi® - ®@C) = ¢ G®n siip=ietn=1,
NiQ((® - ®Cy) sy # 1.

En considérant les suites (i;) € I, telles que i, # 7, on obtient de méme des sous-modules
E(r,i) de E et on dispose d’isomorphismes W, : E — E(r,1)®pFE; analogues aux V;. On
note E°, E(l,1)° et E(r,7)° les orthogonaux respectifs de Bn dans E, E(l,i) et E(r,1).
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On définit alors une représentation 7; de A; sur E en posant 7;(a) = V*(m;(a)®id)V;.
Identifions E; au sous-espace nB @ E7 de E, alors 7; stabilise E; et sa restriction s’identifie
a m;. On omettra désormais de noter le tilde de 7;. Les morphismes 71 et mo de A; et Ao
dans Lp(FE) vérifient 1'égalité m o i3 = w9 0 iz et la propriété universelle fournit donc un
homomorphisme 7 : Ay g As — Lp(F). Cet homomorphisme n’est pas nécessairement
fidéle, méme lorsque 7 et ma le sont : on note Ay *p, Az son image, produit libre réduit de
(A1, Py) et (Ag, P;) amalgamé suivant B. Lorsque 71 et 7o sont fidéles, A; et Ag peuvent
étre considérées comme des sous-C*-algebres de A; *p, As.

La projection orthogonale de E sur nB induit une espérance conditionnelle P =
P« P, : A; xp Ao — B qui prolonge P; et P, au produit libre, plein ou réduit. Les
sous-C*-algebres A; et Ay sont libres dans (A; xp Az, P) au sens suivant : soit (i;) € I,
et ar € Ker P, pour tout k, on a alors P(a; ---a,) = 0. De plus P est 'unique espérance
conditionnelle de A; xp Ay dans B qui prolonge P; et P» et pour laquelle A1 et As sont
libres. Le produit libre réduit est 'image du produit libre plein par la représentation GNS
associée a P.

2 Groupes quantiques

2.1 C*-algébres de Hopf

La premiére motivation pour l'introduction des groupes quantiques localement com-
pacts est 'extension de la dualité de Pontrjagyn des groupes localement compacts abéliens
et remonte a [Tan38, Kre63| pour le cas compact, puis [Sti59] dans le cas unimodulaire, et
enfin [Eym64, Tat65, Tat66]. Kac est le premier a proposer une catégorie contenant a la
fois les groupes localement compacts unimodulaires et leurs duaux, et naturellement munie
d’une dualité prolongeant celle de Pontrjagyn [Kac61, Kac63, Kac65]. Ces travaux ainsi
que [Tak72| aboutissent & la théorie des algébres de Kac développée indépendamment dans
[ES73, ES75, ES92| et [KV73, KV74]. Enfin on trouve dans [Val85, EV93] une reformu-
lation de cette théorie dans le cadre des C*-algébres de Hopf, cadre que nous présentons
rapidement maintenant.

Une C*-algébre de Hopf est un couple (S,0) ou S est une C*-algébre et le coproduit
§:8 — My(S®S) C M(S®S) est un homomorphisme non dégénéré tel que le diagramme
suivant commute — on notera que id®¢d : S®S — SIM(S®S) C M(S®S®S) est non
dégénéré donc se prolonge & M (S®S5), ainsi que 0®id :

4

S M(S®S)

e

M(S®S) 224 M (S2S9S)

On dit que S est bisimplifiable si (S®1)6(S) et (1®5)§(S) sont totaux dans S®S. Un
morphisme de C*-algébres de Hopf ¢ : (S,8) — (S’,9’) est un homomorphisme ¢ : S —
M (S") non dégénéré (alors ¢®@¢ est non dégénéré) tel que le diagramme suivant commute :

S [

l¢ J{¢®¢
M(S) —% M(S'® S

M(S®S)
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Soit x € S et ¢, ¥ € S’. Le coproduit § de S étant a valeurs dans MS(S®S), on peut
définir les produits de convolution zx1) = (1®id) o §(x) et p*xz = (iId®p) o §(x) qui sont
dans S, ainsi que Y*p = (YR¢) 0§ € S, et on a Yxp(x) = p(xx1h) = P(p*x). On notera
(p*) et (x¢) les applications linéaires bornées (z — @*x) et (z — xxp). Muni de x, S’
est une algébre de Banach. On dit que S est co-unifére s’il existe un caractére involutif
continu € € S, appelé co-unité, tel que exs = sxe = s pour tout s € S.

On dit que (S,0) est de type compact si S est unifére. On dit que la C*-algébre de
Hopf (S,0) est commutative lorsque c’est le cas de la C*-algébre S. On dit que (S,9) est
cocommutative si X o § = §, ce qui équivaut aussi au fait que (S’, *) est commutative.
Les C*-algébres de Hopf commutatives sont exactement les C*-algeébres C'(G) munies du
coproduit dg(f)(s,t) = f(st), ou G est un magma associatif localement compact tel que
G - G est dense dans G et les actions réguliéres sont propres [Val85]. Le magma G est
birégulier ssi (C(G),dq) est bisimplifiable, compact ssi (C(G),d¢g) est de type compact,
et lorsque ces deux conditions sont réunies, G est automatiquement un groupe.

Une nouvelle motivation pour la construction de groupes quantiques localement com-
pacts est apparue dans les années 80 avec la découverte de déformations des algébres
enveloppantes des groupes de Lie classiques [Jim85, Dri85, Dri86]. Ces idées ont conduit &
la construction de déformations de groupes de Lie compacts [Wor88, VS88, Ros90], ce qui
n’était pas possible dans le cadre des groupes compacts. Cependant ces nouveaux exemples,
ou l'antipode n’est pas involutive, ne rentrent pas dans le cadre des algébres de Kac : une
nouvelle théorie des groupes quantiques compacts, trés satisfaisante, est alors mise au point
par Woronowicz [Wor87a, Wor95].

Deux voies sont ensuite explorées pour l’extension de la théorie au cas localement
compact. D’une part, les unitaires multiplicatifs étudiés dans [BS93, Baa95, Wor96| four-
nissent une théorie trés générale qui contient tous les exemples connus et est auto-duale.
Par ailleurs le travail dans le cadre des C*- ou W*- algébres de Hopf est poursuivi [vD94,
vD96, VvDO01, MNO94| pour aboutir & la théorie des groupes quantiques localement com-
pacts [KV99, KV00]. Ces développements sont présentés dans les deux sections suivantes.

2.2 Unataires multiplicatifs

Nous décrivons ici le cadre général dans lequel se situe notre étude. Ce cadre contient &
la fois ceux de [BS93], [Baa95] et [Wor96], ainsi que celui des groupes quantiques localement
compacts de [KV00| que nous présentons rapidement a la section suivante. Le cas compact
sera décrit plus en détail a la section 2.4. On notera que 'ordre d’exposition choisi ici, du
cadre le plus général au cadre le plus particulier, ne correspond nullement au développement
historique de la théorie dont nous avons dit quelques mots au paragraphe précédent.

Soit H un espace de Hilbert et V' un unitaire de L(H®H ), on dit que V est un unitaire
multiplicatif §'il vérifie la relation pentagonale : V15V13Vasz = Va3 Vio. Soit B une C*-algébre,
E un B-module hilbertien et X un unitaire de Lg(EF®H). On dit que X est une représen-
tation de V' ¢'il vérifie la relation X192 X13V23 = Vo3X12. On note alors px (w) = (id®w)(X)
pour w € L(H),, et Sx la fermeture de px(L(H),) dans Lp(E). En particulier on pose
S, = Sy, et on note également S, la fermeture de (L(H),®id)(V) dans L(H).

Soit U un unitaire involutif de L(H), on pose V = R(ideU)V(IdeU)E et V =
Y(U®id)V(U®id)X. Les hypothéses dont nous aurons besoin pour la construction des
produits croisés sont les suivantes :
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1. Vet V sont multiplicatifs,

2. [S,,US U] = [S,,US,U] =0,

3. S, et Sr sont des C'*-algébres,

4. X € M(Sx®K(H)) pour toutes les représentations de V et V.

Remarquons que lorsque 3 est vérifiée, Sx est une C*-algebre : d’aprés [BS93, prop. A.3a|
c’est une sous-algeébre de Lp(F), par ailleurs 'identité X19X13Ve3 = Vo3.X12 montre que
Sx est la fermeture de (Id®L(H),)(X*(1®5,)X), donc c’est une C*-algebre. Lorsque 1-
4 sont vérifiées, on dira que (H,V,U) est un systéme de Kac faible. On dit de plus que
(H,V,U) est irréductible si (X(10U)V)3 est un scalaire, cela a lieu en particulier lorsque
(5, U8, = (USUUS,)" = L(H) |BS93, prop. 6.9b]. Notons que si U et V sont deux
unitaires tels que U2 = 1 et (X(1@U)V)?3 est scalaire, on a 1 = 2 [BS93, prop. 6.5].

Faisons rapidement le lien avec d’autres notions concernant les unitaires multiplicatifs.
Nous n’utiliserons pas explicitement ces notions et nous abstenons donc d’en donner les
définitions. Lorsque (H,V,U) est associé a un unitaire multiplicatif maniable au sens de
[Wor96], c’est un systéme de Kac faible. Cela est en particulier le cas lorsque (H,V,U) est
associé & un groupe quantique localement compact au sens de [KV00], et I'irréductibilité
est alors automatique : cf le paragraphe 2.3. Par ailleurs les hypothéses 3 et 4 sont vérifiées
lorsque V' est régulier [BS93| ou semi-régulier [Baa95]. On reviendra plus en détail sur ces
notions dans la section 4.2, pour I’énoncé du théoréme de bidualité des produits croisés.
Un systéme de Kac au sens de [BS93]| est un systéme de Kac faible irréductible tel que V et
V sont réguliers. Dans [Baa95], un couple (V,U) vérifiant la condition 1 est dit équilibré.

Soit (H,V,U) un systéme de Kac faible. La condition 4 montre que V(K (H)®S) =
(K(H)®S)V = K(H)®S. On peut alors reproduire la démonstration de [Baa95, cor. 3.11]
et munir S, et S, de structures de C*-algébres de Hopf, les coproduits étant donnés par
diverses formules [BS93, prop. 6.8¢| :

5r(s) = V(s@)V* = V*(10s)V = (widid)(ViaViz) si s
0-(8) = V*(1@3)V = V(501)V* = (ideidow)(VisVis) si 3

(wid)(V)
(idew) (V).

On dit que S, (resp. Sr) est la C*-algébre de Hopf réduite (resp. C*-algébre duale réduite)
de V. Lorsque (H,V,U) est un systéme de Kac faible, (H,XV*X,U) et (H,V,U) sont
également des systémes de Kac faibles. On notera que la C*-algébre réduite (resp. duale)

de V est US,U (resp. S).

D’autre part on note 5}, la C*-algébre Sx obtenue lorsque X = X, est la somme des
représentations de V' sur un espace de Hilbert suffisamment grand fixé — aussi appelée re-
présentation universelle de V. C’est une C*-algébre de Hopf bisimplifiable pour le coproduit
0p 1 ([dOW) (X)) — ([d®idew)(X,13X,23) [BS93, cor. A.6e|. Par définition, si X est une
représentation quelconque de V', px induit un homomorphisme surjectif px : S, — Sx tel
que (px®id)(X,) = X. On obtient ainsi une correspondance bijective entre représentations
de V et représentations non dégénérées fie S'p. En particulier lorsque X = 1 € M(C®S)

est la représentation triviale de V', on a S; = C et px est la co-unité de \S),, notée &,.

Enfin, on appelle coreprésentation de V' un unitaire Y € Lg(H®FE) tel que Vi2Y13Ya3 =
Ya3Vi2, ce qui équivaut au fait que (U®1)Y(U®1)X est une représentation de V. On
note Ly (w) = (w®id)(Y) pour w € L(H),, et Sy = Ly (L(H)4) : c’est une C*-algebre
et Y € M(§T®Sy). Lorsque Y = V on retrouve ainsi S, = Sy, et lorsque ¥ =Y, est la
coreprésentation universelle de V', la C*-algébre associée S}, est munie d’une structure de C*-
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algébre de Hopf bisimplifiable par le coproduit 4, : (w®id)(Y}) — (w®id®id)(Yy12Yp13).
On dit que S, est la C*-algebre de Hopf pleine associée a V.

On dit que V est commutatif si Vi3 et Vo3 commutent, ce qui équivaut au fait que S,
est commutative. Alors les conditions 3 et 4 sont automatiquement vérifiées — V' est méme
régulier. On obtient ainsi exactement les C*-algébres de Hopf (S,,d,) du type (C(G),dq)
ou G est un groupe localement compact. Inversement, soit G un groupe localement compact
et ds une mesure de Haar a droite sur GG, on associe canoniquement a G le systéme de Kac
donné par H = L?(G, ds) et

(VE) (s, t) = E(st,t) et (UE)(s) = As)'/2e(s 7). (2.1)

D’autre part la C*-algébre S, est commutative ssi S, est cocommutative. Cela équivaut
également au fait que Vi et Vi3 commutent, on dit alors que V est cocommutatif. On
obtient ainsi les C*-algebres de Hopf (C*(G),d¢) ot G est un groupe localement compact
— cf [Val85, BS93] pour plus de précisions.

2.3 Groupes quantiques localement compacts [KV00|

La théorie des groupes quantiques localement compacts admet une formulation équi-
valente, et peut-étre plus simple, en termes d’algébres de von Neumann, cependant nous
préférons rester dans le cadre des C*-algébres de Hopf que nous utiliserons tout au long
de cette thése. On appelle groupe quantique localement compact (réduit) une C*-algébre de
Hopf bisimplifiable (S, ) admettant deux poids KMS fideles ¢ et 1 invariants a gauche et
a droite respectivement :

Vs € MS(S) (idop)d(s) = p(s)1 et Vse M (S) (poid)d(s) =1p(s)1.

Avec cette définition trés simple on peut développer une théorie trés riche qui contient
celle des algebres de Kac et est auto-duale [KV00]. Notons en particulier qu’on a unicité a
un scalaire prés pour ¢ et 1, qui sont appelés poids de Haar du groupe quantique (.5, 6). On
peut affaiblir les axiomes choisis ici — bisimplifiabilité, condition KMS, invariance — sans
faire apparaitre de nouveaux objets. Une constante d’échelle v € R” est attachée a chaque
groupe quantique localement compact, elle décrit 'invariance relative de v par rapport
au groupe modulaire de ¢. Dans le cas commutatif les groupes quantiques localement
compacts correspondent bien siir aux groupes localement compacts G, les poids ¢ et ¥
proviennent alors des mesures de Haar sur G et v = 1.

Dans cette thése nous aurons besoin uniquement de quelques propriétés du systéme de
Kac faible (H,V,U) associé a un groupe quantique localement compact (S, ), que nous
introduisons maintenant. On choisit un poids de Haar & droite 1 sur (S5,0). Soit I': S — H
une construction GNS pour 1 et I': § — H la construction GNS canonique pour le poids
dual 1[1 — T et I sont densément définis. Soit J et J les conjugaisons modulaires sur H
associées. On peut montrer que la formule V(I'9I')(z®y) = (I'®T")(6(x)(1®y)) définit un
unitaire multiplicatif V € L(H®H). On pose de plus U = vi/87J, alors V est Dunitaire
multiplicatif W utilisé dans [KV00] et (H,V,U) est un systéme de Kac faible, maniable et
irréductible. On a (S(1@U)V)3 = v/81 [Vae] et (S,8) ~ (S,,8,), (S,0) ~ (S,,d,).

Les premiers exemples de groupes quantiques localement compacts non commutatifs
et non cocommutatifs ont été introduits dans [KP64, KP66]. De nombreux exemples ont
ensuite été étudiés dans le cadre des algébres de Kac [vD91, Rie92, EV96], ils rentrent
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dans le cadre de la construction du biproduit croisé développée depuis le début de la
théorie [Kac68, Maj91, BS93, VV02]|. Apparurent ensuite de nouveaux exemples obtenus
comme déformations de groupes classiques [Jim85, Wor87b, PW90, Rie93|, ainsi que les
groupes quantiques compacts libres que nous présenterons plus loin. Enfin [Wor91, Baa92|
et [Wor0O1| donnent des exemples de groupes quantiques localement compacts respective-
ment non régulier et avec v # 1.

2.4 Le cas compact ou discret [Wor87a, Wor95|

Soit S une C*-algébre de Hopf bisimplifiable et unifére. Alors S admet un état de Haar,
c’est-a-dire un état h € S’ tel que (h®id) o d(s) = (id®h) o §(s) = h(s)l. On peut de
plus montrer que h est un état KMS (formule (2.11) ci-dessous), et on dit que (5,0) est
un groupe quantique compact (non réduit). Dans ce cas on a automatiquement v = 1.
Le groupe quantique compact réduit correspondant est I'image (S;,d,) de (S,d) dans la
représentation GNS de h, qui n’est pas nécessairement fidéele.

A T'aide de h on sait décrire la théorie des coreprésentations de S, qui est analogue a
celle de Peter-Weyl : en particulier les coreprésentations irréductibles sont de dimension
finie et toutes les coreprésentations sont complétement réductibles. Soit C la catégorie
des coreprésentations de dimension finie de S. La somme directe et le produit tensoriel
des coreprésentations induisent des opérations & et ® sur C, tandis que le passage a la
coreprésentation contragrédiente induit une involution (r — 7). On note 1¢ l'objet associé
a la coreprésentation triviale de S.

Soit r € Obj(C), on note v, € L(H,)®S la coreprésentation associée de S et on choisit
une base orthonormale (el) de H,. L’objet conjugué de r est caractérisé, a isomorphisme
prés, par l'existence d’un anti-isomorphisme (( +— ¢ = j.(¢)) de H, dans H; tel que
CRE— (C€) et t, : 1 — > el®el. définissent respectivement des éléments de Mor (77, 1) et
Mor (1,77). On pose F, = j*j, € L(H,) et on peut supposer que Tr F. = Tr F,~! : ce réel
positif sera noté M,.. Alors j,. est unique & une phase prés, lorsque r est irréductible. Les
objets conjugués de 7, r®r’ et r®@r’ sont isomorphes a r, F®T’ et 7' @7 respectivement, et on
peut choisir ces isomorphismes de maniére a ce que les anti-isomorphismes de conjugaison
correspondants soient j, !, j. © j et ¥ o (j,®j). Enfin, notons (m®a) = (‘m)®a et
m®a = m®(a*) pour m@a € L(H,)®S, la coreprésentation v, est équivalente a vz mais
n’est pas unitaire en général :

b (F01)0,(F 1) = (Fol)o.(F el v, = 1.

On peut exprimer la structure de (S, ) en fonction de celle de C de la maniére suivante.
Lorsque ¢ et & sont deux vecteurs d’un espace de Hilbert H, on note wg =((|-& e L(H)
et on pose, pour s, s’ € Irr(C) :

QERC) = L, (wf) et QERERIRC) = AER)BERC) = Ly, (W) B Lu, (W5).

Soit 8¢ = (L(Hy).®id)(vs) et S = @ S*, c’est une sous-algebre involutive dense de S et
onavs = Y 0LeQ(kel) € L(Hs)®S*, ou k et | parcourent une base orthonormale de
H,. Soit ¢; € Mor (t;,s®s’) les morphismes donnant la décomposition de s®s’ en objets
irréductibles — ie ¢f¢; =id et Y ¢;¢F = id —, la structure de groupe quantique compact
de S est alors donnée par le formulaire suivant :
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QEx0) - QERC) =D AUt (e )26 ((R])), QU0 = ULRF;'(),  (2.2)

R(QUERC)) =0 sis#1, h(Qu®N)) =Au sinon, (2.3)
hQ(EaQ) Q(E'®()) = (€|€ )(FACET2Q), (2.4)
5(Q(EQ)) = Za(z@g ®Q(§®k). (2.5)

Pour (2.2) on a choisi j : (®(’ — {'®( comme conjugaison pour r®r’, on a posé (;S;k] =
ji, 0 ¢* 0L et on a identifié 5 & s de maniére & avoir jsjs = ids.

De plus on dispose d'une co-unité ¢ : S — C qui est un caractére involutif défini sur &
seulement en général, d’'une antipode k : S — S qui est linéaire et anti-multiplicative, et
de formes linéaires multiplicatives f, : & — C qui expriment les propriétés modulaires de
h. Elles vérifient les identités suivantes, ott m désigne la multiplication de S :

K(QERQ) = (ACRE)", K (QERC)) = QFTERFT (), (2.6)
e(QERQ)) = (Cl8),  f-(Q(6x0)) = (C IFZ()), (2.7)
FxQUERC) = QFFERC), QUERQ)* [, = QERF; (), (2.8)
(e®id) 0o d = (Id®e) 0§ =ids, dok = (k®K)oXo0d (2.9)
mo (k®id) 0o d =mo (id®k) 0 d = 1g®e, cok =¢, (2.10)
h(xy) = h(y (fl*x*fl))7 Jaxfor = fopa, f,: =fz fo=e (2'11)

Soit enfin Ay : S — H la construction GNS relative a h, et soit U la partie polaire
de l'opérateur fermable induit par x sur H. Alors le systéme de Kac associé a (S,9) est
(H,V,U) et on a les expressions suivantes :

Vi Ap@AL(2®y) — (AR®AL) (0(2)1®y), U o Ap(z) = Ap(fixk(x)). (2.12)

Les systémes de Kac (H,V,U) ainsi obtenus sont caractérisés par I'existence d'un vecteur
fixe non nul pour V, c’est-a-dire d’un vecteur non nul e € H tel que V(e®&) = e®¢ pour
tout £ € H. Un unitaire multiplicatif V' admettant un vecteur fixe non nul est dit de type
compact.

Intéressons-nous maintenant au groupe quantique dual de (S, 6) Les Corepresentatlons
de S, étant toutes contenues dans la réguliére, on a dans ce cas S, = S On note (S 5)
cette C*-algébre de Hopf, elle est isomorphe a la somme directe des C*-algébres L(H), ou
s décrit un systéme de représentants des coreprésentations irréductibles de S,. On notera
Q({@E ) 'image dans S de Gg € L(H;). Les poids de Haar et le coproduit sont donnés par
les formules

hi(QE®)) = M(C|F;'6),  hr(Q(6@()) = ML ((|FLE), (2.13)
0(Q(620) = 3 Q0:(€)2¢](0)), (2.14)

ou pour chaque ¢, t' € Irr(C) on a choisi des ¢; € Mor(s, t®t') tels que ¢f¢p; =id et > i}
soit la projection de H;®Hy sur son sous-espace maximal équivalent a des copies de H.
Pour finir, identifions L(H,) a L(H,), au moyen de l’application

Hg — Mrwg pour (, £ € Hy,

cela induit une bijection entre les espaces vectoriels SetS puis une identification des
espaces GNS associés respectivement & hy et h. La représentation GNS envoie alors S
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dans K (H). Soit p, 'image de id € L(H,) dans S, son image dans K(H) correspond
a la projection orthogonale sur Ap(S"). Lorsque r = 1¢, p, coincide avec le projecteur
(id®h,) (V') sur le sous-espace des vecteurs fixes de H. On le note py.

2.5 Produits libres et groupes quantiques compacts libres [Wan95, vDW96, Ban97,
Ban96|

Soit (S1,d1) et (S2,02) deux C*-algébres de Hopf uniféres et bisimplifiables, hq et ho
leurs états de Haar respectifs. Soit T" une sous-C*-algébre de Hopf unifére commune & S
et Sy et bisimplifiable : on se donne deux morphismes de C'*-algébres de Hopf uniféres et
injectifs i1 : T — 51, ig : T — S3. Alors le produit libre plein S 7 So admet un unique
coproduit d pour lequel les injections canoniques i1 : S1 — S1%7S3 et i9 1 S — S1*7Sy sont
des morphismes de C*-algébres de Hopf. De plus, si ¢1 et ¢po sont des morphismes de C*-
algebres de Hopf dans le diagramme (1.1), alors c’est également le cas de ¢ %7¢p2. On montre
alors que (Sy #7159, d) est une C*-algeébre de Hopf unifére et bisimplifiable [Wan95|. De plus,
lorsque T' = C son état de Haar n’est autre que h = hq * ho. Dans le cas cocommutatif
ces résultats se traduisent par des isomorphismes C)(G1) * Cp(G2) ~ C;(Gy * G2) et
CH(Gy) %, C(Gy) ~ CF(Gy x Ga), ou G et Go sont des groupes discrets.

Soit @ une matrice de GL,,(C), avec n > 2. Soit A, (Q) la C*-algébre unifére maximale
engendrée par n? générateurs (uij) = U et les relations qui rendent U et QU@ ™! unitaires.
On montre que la formule 6(ui;) = > up®ug; définit une structure de C*-algébre de
Hopf bisimplifiable sur A,,(Q). Le groupe quantique compact correspondant, introduit par
Wang et van Daele [Wan95, vDW96|, est appelé groupe quantique libre unitaire. 11 peut
étre considéré comme une généralisation du groupe libre F, : la C*-algebre Cp (F,) est le
quotient de A, (Q) par les relations u;; = 0 pour ¢ # j. D’un autre coté, le groupe quantique
libre unitaire peut étre considéré comme une généralisation du groupe compact U(n) : en
effet toute C*-algébre de Hopf bisimplifiable et unifére est un quotient d’un certain A, (Q).
La C*-algebre de Hopf duale de A, (Q) est notée F,(Q). Le groupe quantique discret F,(Q)
n’est pas moyennable, ie la représentation réguliére de A, (Q) n’est pas fidéle.

La C*-algebre de Hopf A, (Q) n’est pas modifiée si () est multipliée par un scalaire, on
supposera dorénavant que Tr Q*Q = Tr (Q*Q)~!. La structure de la C*-algébre de Hopf
A, (Q) a été étudiée par Banica dans [Ban97| : on peut notamment décrire la catégorie C
des coreprésentations de A,(Q) comme suit. L’ensemble Irr C est le monoide libre a deux
générateurs, notés u et u, et on peut choisir U et U comme représentants de ces objets.
Les régles de fusion sont données par les relations de récurrence

_ — / — / — / /
ru@Qur = ruur +r@r, ru@ur =ruur +rer,

/ / — o inal ——=/
ruQur = ruur, ruur = ruur,

et I'involution, par 1 = 1, 7u = @r, ru = uf. Les morphismes de conjugaison sont déter-
minés, & isomorphisme preés, par I'égalité F, = Q*(Q. Inversement tout groupe quantique
compact qui a une catégorie des représentations de cette forme est isomorphe & un des
groupes quantiques compacts libres A,(Q).

Soit A,(Q) le quotient de A, (Q) par les relations U = QUQ~!. Le coproduit passe au
quotient et on obtient une structure de C*-algébre de Hopf bisimplifiable sur A,(Q). Le
groupe quantique compact correspondant est appelé groupe quantique libre orthogonal. Sa
C*-algebre de Hopf duale est notée F,(Q), le groupe quantique discret correspondant n’est
moyennable que lorsque n = 2. On supposera toujours que la représentation fondamentale
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U est irréductible — cela équivaut au fait que Q@ est multiple de l'identité. Les classes
de coreprésentations irréductibles de A,(Q) sont alors indexées par N, et un systéme de
représentants est donné par rg = 1, r; = U et la relation

TEQT = Tg—t| + Tlk—t|+2 + * + Thyi—2 + Tkt

On a 7 = rg. Ainsi la catégorie C, munie du produit tensoriel et de la conjugaison, est
isomorphe a celle de SU(2). En fait tout groupe quantique compact qui a une catégorie des
représentations de cette forme est isomorphe & un des groupes quantiques compacts libres
As(Q). En particulier lorsque @ € GL2(C), on obtient les groupes quantiques compacts
SU,(2) [Wor87b], le cas ¢ = 1 correspondant par exemple a @ = (_01 (1))

3 K K-théorie S-équivariante

3.1 Coactions de C*-algébres de Hopf |BS89|

Soit (S,6) une C*-algebre de Hopf. Une coaction de (S,§) sur une C*-algeébre A est
un homomorphisme non dégénéré d4 : A — M(ARS) C M(A®S) tel que le diagramme

suivant commute :
dA

A M(A®S)

l&A lid@(g
6 ARid

M(A2S) 22N (A2598)

On notera ¢% le morphisme de A dans M(A®S®S) représenté ci-dessus et on dira que
A est une C*-algébre S-équivariante. On dit que A est une S-algébre si § 4 est injective et
d4(A)(1®59) est total dans A®S. Soit A une C*-algébre S-équivariante, un élément a € A
est dit invariant sion a §4(a) = a®1, la sous-C*-algébre des tels éléments est notée A°. Si B
est une autre C*-algeébre S-équivariante, un homomorphisme non dégénéré ¢ : A — M (B)
est dit équivariant si on a dp o ¢ = (¢®id) o d4. Enfin, toute C*-algébre A est munie de la
coaction triviale 61 : a — a®1 — en particulier c’est la seule coaction de S sur C.

Par ailleurs la coaction d4 s’étend en un homomorphisme de M(A) dans M(ARS),
mais en général on a M(M(A)®S) = M(M(A)®S) ¢ M(A®S) donc Iextension de &4
n’est pas une coaction de S sur M(A). Dans le cas ou S est la C*-algébre de Hopf associée
a un groupe localement compact G, les structures de S-algébre sur A correspondent aux
actions continues de G sur A par automorphismes : ces actions s’étendent a M (A) mais ne
sont alors pas nécessairement continues pour la norme de M (A).

Soit maintenant B une C*-algébre S-équivariante et £ un B-module hilbertien. Une
coaction de S sur E est une application linéaire 6 : E — M (E®S) telle que

— 05(£)0B(b) = 6(8d) et 55((¢[€)) = (0r(C)|£(£)),

~ 0p(E)(B®S) est total dans E®.S,

- ((5E®ids) 00 = (idE®5) 00g.
On peut montrer que les prolongements de (§p®idg) et (idg®Jd) qui interviennent dans
la derniére condition existent lorsque les deux premiéres sont vérifiées. Dans la premieére,
on utilise le fait que M(FE®S) est un M(B®S)-module hilbertien. Lorsque E est muni
d’une telle coaction, on dit qu’il est S-équivariant. Par exemple, la coaction de S sur la C*-
algébre B peut également étre considérée comme une coaction sur le B-module hilbertien
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B. De maniére analogue, le B-module hilbertien Hp est muni d’une coaction canonique

Oy (Rb— <®(5B(b)

On dispose comme dans le cas des C*-algébres du sous-espace des éléments invariants,
noté ES. Si 7 est une représentation d'une C*-algébre S-équivariante A sur E telle que
dr(m(a)€) = (7®id)da(a) - 0r(&) pour tous a € A et £ € E, on dit que 7 est une représen-
tation covariante de A sur (E,dg). On a d’autre part une coaction induite sur la C*-algébre
Kp(E) : considérons 0g(¢) comme un élément de Lpgs(B®S, E®S), on pose

Sk () (62) = 68(€)38(Q)* € M(Kp(E)®S) C Lpgs(ES).

On notera encore Jx () 'extension de cet homomorphisme de Lp(E) dans Lpgs(E®S),
ce n'est pas une coaction en général. Notons que si d(B)(1®5) est total dans B® S, alors
0p(E)(1®S) est automatiquement total dans E®S, ainsi que dx(g)(Kp(FE))(1®S) dans
Kp(E)®S.

De maniére équivalente, la coaction dg est donnée par un unitaire Vi de E®;,(B®.S)
dans E®S tel que pour tout § € E, (z — Vg(£®s,2)) définisse un élément de M (E®S)
— qui correspond alors & dp(§) —, et le diagramme suivant soit commutatif :

(E®s,(B®9))®sp5id(BRSRS) — (E®5, (B®S))®ides(BRS®S)

lVE®id lvE@id
(E®S)®5,8i1d(BRS®S) (E®S)®@ides(BRS®S)
~ (E®;,(B®S))®S ~ ER(S®s(S®9))
lVE®id lﬁ
E2S®S — E®S®S

On a dans ce cadre dg(g)(k) = Ve(k®s,1)V5. On dit qu'un morphisme de B-modules
hilbertiens I : E — F est équivariant si Vi(1®s,1)V} = 1®1, et on note Lz(E)® 'ensemble
des endomorphismes équivariants.

Considérons maintenant le cas o B est muni de la coaction triviale de la C*-algébre de
Hopf S. Soit E un B-module hilbertien, les unitaires Vi de E®s, (B®S) dans E®S s’iden-
tifient alors aux unitaires de M (K p(F)®S), et un tel unitaire Vg est associé a une coaction
de S sur E ssi (id®6)(Vg) = VE,12VE13. On dit alors que X = Vi est une coreprésentation
de S. Supposons de plus que S = S, est la C*-algébre de Hopf réduite d’un systéme de Kac
faible (H,V,U), alors ’équation (id®d)(X) = X12X13 qui caractérise les coreprésentations
de S équivaut & X9 X13Ve3 = Vo3X719 et on retrouve la notion de représentation de V. Soit
A une C*-algebre S,-équivariante, une représentation 7 de A sur (E, X) est alors covariante
ssi on a l'égalité suivante dans Lpgg (E®S,) : (1®id) 0 d4(a) = X (m(a)®1)X™.

3.2 Le théoréme de stabilisation

On a dans notre cadre une généralisation du théoréme de stabilisation de Kasparov
équivariant [Kas80, MP84]|, que nous démontrons grace au lemme suivant :

Lemme 3.1 Soit (H,V,U) un systéme de Kac faible et S, sa C*-algébre réduite. Soit B
une C*-algeébre S,.-équivariante, E et F' deur B-modules hilbertiens S.,-équivariants.

1. L’expression 0 g (C®E) = 01 (§)230r(¢)13 définit une coaction de S, sur EQH.
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Soit m la représentation canonique de B®S, sur BQH. Soit VEQidpgy ['unitaire de
EQs,(B®H) vers EQH induit par Vg. On note Vi = (id®U)(VE®xidpgw). On définit
dpou et Vi comme pour E.
2. Soit ¢ : E — F un morphisme de B-modules hilbertiens, alors ¥ = V[ (¢®s,1d) Vi :
E®H — FRH est équivariant.

DEMONSTRATION.

1. Le coproduit ¢, est simplifiable & droite et S, est non dégénérée dans L(H) donc
g (H)(1®S,) est dense dans H®S,. D’autre part dg(E)(B®S,) est dense dans E®S,
par définition. Ainsi dpgy(EQH)(B®S,) = 6u(H)3(0p(E)(B®S,))13 est dense dans
O (H)23(E®S,)13 donc dans F®QH®S,. Vérifions que dpgy est bien une coaction :

Spau((C®E) - b) = 81 (£)230E(Cb)13 = dpau ((®E) - d5(D),
(Oper®id)ipgu((®E) = (0 ®id)dn(£))234(((E®id)dr(())134
= (id®id®6) (6 (§)230E(¢)13) = ([d®0)dpe u ((®E),
Opon(C@)0pen(C'®E) = 0p(C)130m(€)330m(€)230m(C)13
= (€€ (06(0)10r(¢) = dr(((®E[¢'®E))

(en effet 6 (&)*dp (&) = (£*@1V*V('®1) = (€]¢)®1). Soit Vg3 : (EQH)®p(B®S,) —
E®H®S, l'unitaire qui envoie ((®&)®(b®s) sur Vp((®(b®s))13 &2, il est immédiat de
vérifier que Vg est égal & VozVeis.

2. Plagons-nous dans le cas E' = F. On aalors ¢ = (10U)d g () (6)(1®U) et S (g (V)
= Va3Xo3(d g (p)®id) (1) X23Va5 dans Lp(E®@H®H). Combinons ces deux expressions et

utilisons le fait que V4, (s)V* = 1®s, pour s € S, :

Sx(p@m)(Y) = V23U22235%<(E)(¢)E23U2V2’%
= UyY3Vas (1d®6,) 0k (1) (9)) Vo S23Us
= UsX0305 (1) (#)13823U2 = Y®1.

Ainsi 1) est bien équivariant. Pour le cas général E # F on considére E' = E @ F muni
de la coaction somme et ¢ : ((,£) — (0,¢(C)). 1l est clair que le morphisme v’ est alors
donné par ¢'(z,y) = (0,7 (x)), donc I'équivariance de v’ entraine celle de 1. [ |

REMARQUES.

1. La coaction de S, sur EQ H ~ H®cFE introduite au point 1 est un cas particulier de
coaction sur un produit tensoriel interne équivariant, cf [BS89, prop. 2.10]. En par-
ticulier cette construction est valable plus généralement pour n’importe quel espace
de Hilbert H muni d’une coaction de S;.

2. Munissons le B-module hilbertien E®H de la coaction ¢ donnée par dpq ((®E) =
(W(E®1))230E(¢)13, avec W = (UR1)V(U®1), et F®H de la coaction analogue :
alors on a un résultat analogue a 2 en prenant ¢’ = Vg(¢®s,1id)V. En particulier

quand £ = F on a ¢’ = dg (g (). O

Théoréme 3.2 Soit (H,V,U) un systéeme de Kac faible et S, sa C*-algébre réduite. Soit
B une C*-algébre S,.-équivariante. Si E est un B-module hilbertien équivariant, le B-
module hilbertien EQH est muni d’une structure équivariante si on pose d per((®E) =

(V(€®1))230E(C)13-
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1. Soit E, F' deux B-modules hilbertiens équivariants isomorphes en tant que B-modules
hilbertiens, alors EQH et FQH sont isomorphes en tant que B-modules hilbertiens
équivariants.

2. Soit E un B-module hilbertien équivariant de type dénombrable. Alors le B-module
hilbertien équivariant (E & Hp)®H est isomorphe ¢ Hp®H .

3. Si de plus S, est unifére, alors le B-module hilbertien équivariant E ® (Hp®H) est
isomorphe ¢ Hp®H .

DEMONSTRATION. Le point 1 résulte immédiatement du lemme. Comme dans le cas clas-
sique [MP84, th. 2.5|, les points 2 et 3 s’en déduisent a I’aide du théoréme de stabilisation
non équivariant. On a en effet un isomorphisme de B-modules hilbertiens £ ® Hp ~ Hp
d’ou la suite d’isomorphismes équivariants

E®H ®Hp®H ~ (E® Hp)®H ~ Hp®H. (3.1)

Par ailleurs, dans le cas compact, H contient un vecteur fixe de norme 1. Par conséquent
E est un facteur direct invariant de E®H, donc de F := Hp®H d’aprés (3.1). Ecrivons
F = E® E’ : on voit alors, en décalant les copies de E, que E ® FQH ~ F®H. Comme
ici FQH ~ F, on obtient £ & F ~ F qui est le résultat recherché. |

3.3 KK-théorie |[Kas88, BS89|

Soit S une C*-algébre de Hopf. Soit A et B deux C*-algébres S-équivariantes. On
note Eg(A, B) 'ensemble des triplets (E,m, F') ou E est un B-module hilbertien de type
dénombrable, S-équivariant et Z/2Z-gradué, m est une représentation covariante de degré
0 de A sur E, et F est un élément de Lp(FE) de degré 1 tels que

[7(A), F], w(A)(F?—1) et w(A)(F~F*) C Kp(E), (3.2)
T(A)®S (Focls — VE(F®s,1)VE) C Kpgg(E®S). '
Alors (F®cls — VE(F®s,1)VE) (m(A)®S) est également inclus dans Kpgg(E®S). On
note Dg(A, B) le sous-ensemble des triplets qui vérifient les mémes propriétés en remplagant

K(FE) et K(E®S) par {0}.

Soit ¢ : A1 — As un homomorphisme équivariant entre deux C*-algébres munies de
coactions de S. Alors (E,m, F) — (E,m o ¢, F) induit une application ¢* : Eg(As, B) —
Eg(A1, B). De méme si ¢ : By — Bj est un homomorphisme équivariant, alors (E, 7, F') —
(E®yBa, m®41, F®41) induit une application ¢, : Eg(A, B1) — Eg(A, By). En particulier,
soit g9 et €1 : B[0,1] — B les morphismes d’évaluation en 0 et en 1, on dit que deux
éléments x et y de Eg(A, B) sont homotopes s'il existe une homotopie z € Eg(A, B0, 1])
tel que €g«(2) = = et €14(2) = y. On note KKg(A, B) le quotient de Eg(A, B) par la
relation d’équivalence ainsi définie.

La somme directe des modules, représentations et opérateurs induit une loi de groupe
abélien sur K Kg(A, B). L’élément 0 € K Kg(A, B) est en particulier représenté par n’im-
porte quel triplet de Dg(A, B). De plus les applications ¢*, ¢, introduites ci-dessus in-
duisent des morphismes de groupes en K K-théorie que 'on note toujours ¢* et ¢,, et le
bifoncteur K Kg( -, -) ainsi construit est additif et invariant par homotopie équivariante.
Soit de plus ¢ : S — M(S’) un morphisme de C*-algébres de Hopf, si A et B sont munies
de coactions de S elles sont munies, en composant par (id®¢), de coactions de S’; et tout
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C*-module hilbertien S-équivariant est de méme un module S’-équivariant. On obtient
ainsi un morphisme de groupes ¢, : K Kg(A, B) — KKg (A, B).

Par ailleurs il est facile de voir comment un homomorphisme équivariant ¢ : A — B
définit, lorsque B est o-unifére, un élément de K K-théorie, a savoir la classe du triplet
(B, ¢,0), que nous noterons [¢] € KKg(A, B). Ona ¢*([¢)]) = [¢ o ¢] = 1.([¢]) lorsque cela
a un sens. Lorsque A = B, on note 1 4 I'élément de K Kg(A, A) associé a ’'homomorphisme
id4, et on a alors [¢] = ¢, (1l 4) (resp. [¢] = ¢*(14)) pour tout homomorphisme équivariant
¢ de A dans B (resp. de B dans A).

D’autres définitions de Eg(A, B) conduisent au méme objet K Kg(A, B). On peut ainsi
se limiter aux morphismes F' tels que F'? = 1 et F = F*. D’aprés le théoréme de stabili-
sation de Kasparov, on peut de plus, lorsque S est associée & un unitaire multiplicatif de
type compact, se limiter au B-module hilbertien S-équivariant £ = Hp®H et supposer
que F est dans Lp(E)®. On peut également, mais pas simultanément, se limiter aux repré-
sentations 7 non dégénérées, en particulier si on fait cette hypothése dans le cas ou A = C,
la représentation 7 est nécessairement triviale et on peut I'oublier dans la définition.

On peut construire des homotopies de K Kg(A, B) de la maniére suivante : soit une
famille de morphismes F; € Lp(E) telle que (¢ — F}) est continue en norme et chaque
F; vérifie (3.2), alors le triplet (E®C([0,1]),7®1, (F})) définit une homotopie, dite opéra-
torielle, entre (E,m, Fy) et (E, 7, F1). On peut en particulier construire une telle famille
lorsque F} est une perturbation compacte de Fy, ie w(A)(Fy — Fy) C Kp(E). On peut en fait
montrer, quand A est séparable, que K Kg(A, B) est le quotient de Eg(A, B) par Dg(A, B)
et la relation d’homotopie opératorielle [BS89, rque 5.11].

Soit A, B, D des C*-algébres S-équivariantes, lorsque A est séparable et S est o-
unifére, on sait définir une loi associative et bidistributive ® : KK g(A, D)x KKg(D,B) —
KKg(A,B). On a en particulier [¢p]|@y = ¢*(y) et 2®[¢] = ¢u(x). L'élément 14 €
KKg(A, A) est élément neutre a gauche pour cette loi lorsque D = A, et de méme a droite.
On dit que A et B sont K-équivalentes s'il existe o« € KKg(A,B) et € KKg(B, A) tels
que a®F =14 et fRa = 15.

Si A et B sont des C*-algébres S-équivariantes, le produit tensoriel externe AQ B n’a pas
en général de structure S-équivariante naturelle, lorsque S n’est pas commutative. Plagons-
nous dans le cas commutatif pour rappeler quelques constructions liées au produit tensoriel
externe en K K-théorie. Lorsque D est une C'*-algébre S-équivariante et o-unifére, le pro-
duit tensoriel externe a gauche (E,m, F) — (D®E,idp®m,idp®F) induit un morphisme
de groupes 7p : KKg(A,B) — KK(D®A, D®B). On note 7}, le morphisme analogue
induit par le produit tensoriel a droite. On a 7p([¢]) = [id®¢] et 7}, (z) = [E]@7p(x)R[X].

On peut construire a laide de 7 et 7/ un produit de Kasparov plus général, lorsque Ay
et Ao sont séparables, et toujours dans le cas ol S est commutative :

Xp : KK(A1,31®D) X KK(D®A2,B2) — KK(A1®A2,31®B2) (33)

On pose pour cela z®py = 7';‘2 (x)®7p, (y). Lorsque A et B sont K-équivalentes, ce produit
de Kasparov permet de construire des isomorphismes K Kg(C,C'®A) ~ KKg(C,C'®B)
et KKg(C®A,C") ~ KKg(C®B,(C") pour toutes C*-algebres séparables C' et C’. Le cas
S = D = C est particuliérement intéressant : le produit de Kasparov externe Q¢ est
« commutatif » ie z@cy = [X]|®@(yRcz)®[X] — cela généralise I'identité (p®id)(id®y) =
(id®1)(¢p®id). Pour finir, rappelons que le bifoncteur KK est stable : 7x est un isomor-
phisme et on a KK (A, B) ~ KK(A®K,B) ~ KK (A, BRK).
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3.4 Graphes |Bou73, Ser77|

Un graphe (combinatoire) g est la donnée d’un ensemble de sommets s, d'un ensemble
d’arétes a, d’'une application extrémités ¢ : a — s X s injective, et d’une application de
retournement 6 : a — a qui soit une involution sans point fixe telle que eo = Y oe. On
notera parfois e = (0, b) avec 0, b : a — s : origine et but. En particulier e(a) est une partie
de s x s et (s,¢e(a),ican, 2) définit un graphe isomorphe a g que nous appellerons réalisation
simpliciale de g. L’ensemble des arétes géométriques a, est le quotient de a par la relation
a ~ 6(a). On a une notion évidente de morphisme de graphe et d’action d’un groupe sur
un graphe. On dit que le groupe I' agit sans inversion sur g si on a g - a # 6(a), pour tous
geletaca.

Soit " un groupe discret et A une partie finie de I' ne contenant pas 1'unité et telle que
A = A~! Le graphe associé a (', A) est défini par les données suivantes :

s=I, a=IxA, e¢(g,s)=(g,95) et 0(g,s)=(gs,s ).

Soit n > 3, on note cir,, le graphe associé a (Z/nZ,{—1,1}) et ch,_1 son sous-graphe
obtenu en retirant les arétes (n — 1,1) et (0,—1) € a. Soit g un graphe quelconque, un
chemin (resp. un circuit) de longueur n dans g est un morphisme de ch,, (resp. cir,,) dans
g. On dit que g est connexe si toute paire de sommets de g est contenue dans I'image d’un
méme chemin. On dit que g est un arbre si de plus il ne contient aucun circuit injectif. Le
graphe associé a (I', A) est un arbre ssi I' est le groupe libre engendré par A, dans ce cas
on prendra comme origine du graphe 1'unité de I'.

Une orientation d'un graphe g = (s,a,¢,0) est la donnée d’un sous-ensemble a; C a
tel que a soit la réunion disjointe de ay et #(ay). L’ensemble a4 est alors canoniquement
en bijection avec a;. Supposons que g est un arbre et fixons une origine xg € 5. On note
x > y si y appartient & un chemin injectif reliant = a x¢, cela définit une relation d’ordre
partielle sur s. Soit ay = {a € a | b(a) > 0(a)} 'ensemble des arétes montantes du graphe,
l'orientation de g ainsi construite est dite associée au choix de xo. Etant donné un sommet
x € s distinct de Dorigine, il existe alors une unique aréte a € a, tel que b(a) = z, on
pose Fy(xz) = Xa €t Fy(Xazo) = 0, ot x5 (resp. xa) désigne la fonction caractéristique de
x € 5 (resp. @ € ay). On obtient ainsi un opérateur Fy : fo(s) — f2(a,) appelé opérateur
de Julg-Valette associé a (g,x¢). Si un groupe I' agit sans inversion sur g, 'opérateur F),
définit un élément v € K K1 (C,C) [JV84].

Soit Gy et G deux groupes discrets, et H un sous-groupe commun & G et & Gy —
on note i1 et iy les injections canoniques de H dans G1 et & GG3. On note G le produit
libre de G et G2 amalgamé suivant H. Posons s = G/G1 UG /G, ag = G/H et ¢y : a9 —
s x5, gH — (gG1,9G2). Il est facile de voir qu’il existe un unique graphe dont I’ensemble
des sommets est s, une orientation est donnée par ag, et I'application extrémités prolonge
eo- On dit que c’est le graphe associé a 'amalgame (G1,G2, H). On peut montrer que ce
graphe est un arbre. On notera que l’ensemble ag utilisé dans la construction n’est pas
Pensemble des arétes montantes relativement au choix d’une origine dans s. Choisissons
G1 comme origine dans s, alors 'aréte H € ag est montante. De plus, soit g € G\ H, 'aréte
gH € ag est montante ssi g est dans G(r,2). Ainsi on peut donner l'orientation associée
au choix de l'origine G sous la forme

ay =G/H et ey(gH) = {

La distance a 'origine G est donnée par la longueur de ’écriture réduite de g pour gG1 € s,
et par cette longueur plus 1 pour gGs € s.

(gGlagGQ) s g€ G(T’ 2)7
(9G2,9G1) sinon.
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Cadre de I’étude

Dans toute cette partie on fixe un systéme de Kac faible (H,V,U). Rappelons la dé-
finition, donnée dans la section 2.2 des rappels. V' est un unitaire de L(H®H ), U est un
unitaire involutif de L(H), et on suppose que les conditions suivantes sont vérifiées :

1. Vet V sont multiplicatifs,

2. [S,,US U] = [S,,US,U] =0,

3. S, et S, sont des C*-algébres,

4. X € M(Sx®K(H)) pour toutes les représentations de V et V.

Comme mentionné dans les rappels, les conditions 1-4 sont par exemple vérifiées lorsque
(H,V,U) est associé & un groupe quantique localement compact, ou lorsque V et V sont
maniables, réguliers ou semi-réguliers.

On utilise la condition 3 dés la définition des produits croisés (définition 4.2). Les condi-
tions 1, 2 et 4 sont entre autres nécessaires pour la construction des coactions duales sur les
produits croisés réduits (définition 4.5). On doit de plus supposer que H est séparable pour
la construction et l'utilisation du morphisme de descente (définition 5.3, théoréme 5.10,
lemme 5.13 et théoréme 5.14).

4 Produits croisés, dualité et fonctorialité

4.1 Définitions et exemples

Nous commencons par définir le produit croisé d’'une C*-algébre par un groupe quan-
tique, et en étudions quelques propriétés fonctorielles, en ayant en vue les applications a
la K K-théorie équivariante : théorémes 5.10 et 5.14. Ces produits croisés sont construits a
partir de représentations covariantes. Les deux cas nous intéressant plus particuliérement
sont celui de la représentation covariante « universelle » et celui de la représentation cova-
riante « réguliére ». Dans ce dernier cas on retrouve le produit croisé réduit présenté dans
[BS93, section 7|.

Soit A une C*-algébre S,-équivariante, B une C*-algébre munie de la coaction triviale
de S, et F un B-module hilbertien. Rappelons qu’une représentation covariante de A sur
E est un couple (m, X) ou 7 et X sont des représentations respectives de A et V sur E,
reliées par la condition X (7(a)®1)X™* = (7®id) 0 §4(a) pour tout a € A. On dit que la
représentation covariante est non dégénérée lorsque 7 est non dégénérée.

Lemme 4.1 Soit A une C*-algébre S,.-équivariante et B une C*-algébre munie de la coac-
tion triviale de Sy. Soit E' un B-module hilbertien. Si (w, X) est une représentation cova-
riante non dégénérée de A sur E, posons

A xS =Vect {r(a)s | a € A, s € Sx}.

1. L’espace A xS est une sous-C*-algébre de Lp(E).

2. Les C*-algebres w(A) et Sx sont des sous-C*-algebres non dégénérées de M(Ax,S),
et X est un élément de M((A x, S)®S,).

3. Siac A% alors w(a) commute a Sy, et la réciproque est vraie lorsque m est fidéle.
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DEMONSTRATION. Montrons que les produits px (w)m(a) sont dans A 3, S. Par définition
de px on a

(idew)(X (7(a)®1))
(idew)(X (m(a)®1)X* X)
(idew)((r®id)(04(a)) X), (4.1)

px(w)m(a)

car 7 est une représentation covariante. La C*-algébre S, étant non dégénérée dans L(H),
on peut supposer que w = w'(s-) avec s € Sy, et on a alors

px (@)m(a) = (idew) (roid)((La®s)da(a)) X).

La coaction 4 étant & valeurs dans M(A®S,, A®S,), (14®5)d4(a) est limite de sommes
finies ) a;®s; avec a; € A, s; € S,.. Cela permet de conclure car

(idew)(r®id)(a;®s;) X) = 7(a;)px (w;),
avec w; = w'(s; ).

Il est maintenant clair que A X, S -Ax, S C Ax,S et, comme Sy est une C*-
algebre, (A S)* C A xy S : cela établit le point 1. De méme (A x, S)m(a) et s(A X
S) sont dans A x, S, donc 7(a) et s sont dans M(A x, S), et de plus w(A)(A x5 S)

et (A X, S)SX contiennent respectivement m(A)w(A)Sx et m(A)SxSx qui sont totaux
dans Ax; S car A et Sy sont des C*-algebres. Ainsi m(A) et Sy sont non dégénérées
dans M (A x 7S) (point 2). De plus, comme X € M(Sx®5,), on a X((Sxm(A))®S,) C
(Sx®8S,)(r(A)®1) C (A %z S)®S,. On procéde de méme & gauche, et X est donc un
multiplicateur de (4 x, §)®S,..

Enfin, d’aprés (4.1), 7(a) commute a Sx ssi on a
(idew)((r®id)(04(a)) X) = (idew)((r(e)®id) X)

pour tout w € L(H),. Cela équivaut & (7®id)(d4(a)) X = (7(a)®id)X donc, X étant
unitaire, & (7®id)(d4(a)) = (7(a)®id) : on obtient bien le point 3. |

Définition 4.2 — c¢f [BS93, rque A.13¢/. Soit A une C*-algébre S,-équivariante. On note
Aq la C*-algébre A munie de la coaction triviale de S,.

1. La somme (W?,XI‘;‘) des représentations covariantes non dégénérées de A sur un
espace de Hilbert suffisamment grand fizé est appelée représentation covariante uni-
verselle de A. On note A x, S la C*-algebre associée introduite au lemme 4.1 et on
Uappelle produit croisé plein de A par S,.

2. Soit E le A1-module hilbertien AQH . L’homomorphisme §4, composé avec l’action
a gauche de M(A®S,) sur E, définit une représentation 72 de A sur E. Soit X =
14QV, le couple (wf,Xf‘) est appelé représentation covariante réguliére de A sur E.
On note Ax, S la C™*-algebre associée introduite au lemme 4.1 et on l'appelle produit
croisé réduit de A par S,.

EXEMPLES.

1. Lorsque V est I'unitaire multiplicatif associé & un groupe localement compact G, la
coaction de S, sur A provient d’une action continue de G sur A par automorphismes
et Ax, S, Axp,S sont les produits croisés classiques A x, G, A x, G.
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2. Lorsque la coaction de S, sur A est triviale, le fait que (7, X) soit covariante signiﬁe
que 7(A) et Sx commutent dans Lg(E). En particulier on a A x, S o A®maxSyp, et
on voit également sur la définition que A x, S ~ AQminS,. Lorsque A=C, Ax,; S
n’est autre que la C*-algebre Sx.

3. La C*-algébre S, munie de son coproduit est un exemple de S,-algébre et on peut
donc construire des produits croisés S, xS et S, %, 5. Cf 'exemple 4 de la section 4.2
pour des variations sur ce théme. O

REMARQUES.

1. Soit S une C*-algébre de Hopf, non nécessairement réduite, associée a (H,V,U), et
A une C*-algébre S-équivariante. On peut définir des produits croisés A xS a I'aide
de la coaction de S, sur A induite par 'application S — S..

2. Si A une C*-algébre S,-équivariante, on la considére comme une C' *~algébre US,U-
équivariante pour appliquer le lemme 4.1 & 'unitaire multiplicatif V. On obtient
des produits croisés, notés A x, S, & partir des représentations covariantes (7, X )
de A. I unitaire X est ici une représentation de V, cela équivaut au fait que X :=

Y(10U)X (19U)Y est une coreprésentation de V [BS93, lemme A.7b].

3. On notera que la C*-algébre Sp n’est pas nécessairement représentée de maniére fidéle
dans M (A %, S ) : en général XI‘;‘ est seulement faiblement contenue dans X,. On a
par exemple C'(GQ) x, G ~ C(G) %, G ~ K(H) pour un groupe localement compact
G. Cf 'exemple 4 de la section 4.2 pour d’autres phénoménes analogues. O

4.2 Coactions duales

On montre maintenant comment les produits croisés A <, S, A x, S peuvent étre munis
de coactions de S}, et S,. La construction de ces coactions repose essentiellement sur les
inclusions faibles de représentations covariantes introduites au lemme 4.4.

Définition 4.3 Soit A une C*-algébre S,-équivariante. Soit (mw, X) et (7', X') des repré-
sentations covariantes non dégénérées de A sur des C*-modules hilbertiens E, E' — les
C*-algebres des scalaires B et B’ étant toujours munies de la coaction triviale de S,. Soit
¢n Uhomomorphisme de A x, S dans Lg(E) défini par

on(my (a)pxa (W) = m(a)px ().

1. On dit que (7', X') est faiblement contenue dans (w, X) si le noyau de ¢ contient
celui de ¢r. On dit que (7', X') et (m,X) sont faiblement équivalentes si les noyauz
sont égaux.

2. En particulier (7., X/*) est faiblement contenue dans (m, X;;‘), onnote Aa : Ax,S —

A %, S Uhomomorphisme surjectif associé :
Ay (@)px s () = mr(a)pxa ().

Lemme 4.4 Soit A une C*-algébre S,.-équivariante. On a les équivalences faibles suivantes
entre représentations covariantes de A :

(mp @id, X5 Xp03) = (mp, X5 (mp@id, Xh3Ves) ~ (n), X 1)
(i @id, Xph3Xp ) = (m, XY (m7@id, X3 Ves) = (), X0).
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DEMONSTRATION. Commengons par noter que lorsque (7, X) est une représentation co-
variante de A et Z, une représentation de V, (7', X') = (7®1, X13Z23) est encore une repré-
sentation covariante de A. Considérons en effet X’ comme un élément de M (K (EQE')®S,),
c’est une représentation car c’est le cas de X et Z :

X19X13Vas = X13293X14Z24V34 = X13X14 723794 V34
= X13X14V34Z03 = V34 X13Z03 = Va3 X15.

L’application 7®1 est clairement une représentation de A, elle est covariante car c’est le
cas de m et Z est unitaire :

X’(T('/(a)@lsr)Xl* = X13223(W(a)@idE/(X)idH)Z;:)’XE = X13(7T(a)®idE/®idH)Xik3
= ((r®id)(da(a))13 = (m®1)®id)(d4(a)) = (v'®id)(04(a)).

Pour la premiere équivalence faible de la premiére ligne, remarquons que l'inclusion
faible (7TpA®id Xp 13Xp23) C (Wz‘?,Xz‘;‘) résulte de la définition de la représentation cova-
riante universelle de A. Mais par ailleurs, notons X est la représentation triviale de V' sur
C, alors (ﬂf@id Xp 13Xp,23) contient faiblement (ﬂ?@idc, X;:}13X0,23), qui est équivalente
N A A
a (m), X7

Pour montrer que 7 = (Wf@id,XfBXR%) et m, = (w , X 4,.) sont faiblement équi-

valentes, il suffit de construire un homomorphisme injectif A : A X, S — A xS tel
que Ao ¢, = gbﬂ Posons pour cela X, = Y(1oU)X,(10U)Y € Lg(HRE) et )\( ) =
X, 23(z@idp) X 23, bour & € A X, S C La(A®H). D’aprés [BS93, lemme A.12], X, com-
mute & S,®id, on a donc

A (@) = A0 64(a) = Kpas(0a(@)D1) X} 55 = 6a(a)®1 = 7 (@) 1.

D’autre part on a, toujours d’aprés les calculs algébriques effectués dans 'appendice de
[BS93], Xp712V13 = V13Xp723Xp712, et donc

A@id)(X) = Xp23V2u X} 03 = VauXp 31 = X7H3Xp,23.

Cela montre que A, qui est clairement injectif, vérifie I’égalité A o ¢, = ¢,. On vérifie
de méme que la représentation covariante (Wf@id,Xflngg) est faiblement équivalente a

(2, X2), avec A @ (@ Voz(x®1)V55) : on a ainsi établi les équivalences de la deuxiéme
ligne.

Il reste a établir l’équivalence faible de (7 A®1d X 13V23) et (mA, XA4). On procéde de la
méme maniére, avec 7w = (7, A®id, X, 13V23) on pose cette fois A(z) = Xﬁ*(wﬁ@id)(m)XA

pour z € Ax, S C M(A@K( ))- Comme (7p, Xf;l) est une représentation covariante on a

A (@) = X (m) @id) (34 (a)) X' = mp(a) @1
et, X}f‘ étant une représentation de V :
(A®id)(Vas) = X5 Vas X o = Xjh13Vas.

Ainsi ’homomorphisme A, qui est injectif, vérifie ’égalité A o ¢, = ¢. |
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Proposition 4.5 Soit A une C*-algébre S,-équivariante. On peut définir des coactions

0t Axy S — M((Ax, S)®Sy), 021 Ax, 8 — M((Ax,9)®8,),

0t Ax, S — M((Ax, S)®S,) et ot Ax, S — M((Ax, S)®
O3 (@)pxa (W) = (my () @1) PXA X025 (W)s

telles que 5fp oXg = (Aa®id) o 5pAp, 6;)4r oAg = (Id®A) o 3;1717 et (4.2)

0 = (Aa®id) 0 62, = (id®@X) 0 6.

Sr),

Pour toutes ces coactions, 64(A x 8)(1058) est total dans (A x S)®S, et elles font de plus
de A %, S une S,- et Spy-algebre.

DEMONSTRATION. Commengons par établir I'existence d’homomorphismes satisfaisant les
propriétés (4.2). A chaque fois qu’on a une inclusion faible (71®1, X13Z23) C (7', X’), on a
un homomorphisme 04 : A xS — L(E®F) caractérisé par la formule

SA : W’(a)px/ (w) = (W(a)@id)px13223 (w)

On définit ainsi 5pAp, 5;)47,, 5;,4p et 5A grace aux inclusions faibles données par le lemme 4.4 :
on déduit notamment de lequlvalence faible (7' ®id, X, 13V23) (mA, XA) une inclusion

faible (m A®1d X, 13V23) ( pA,X}f‘) qui fournit lhomomorphlsme 5;,47r. On vérifie ensuite
que ces homomorphlsmes sont reliés par les homomorphismes de réduction A et A4 en
calculant sur les éléments du type 7(a)px (w) et en utilisant le fait que A4 réalise 'inclusion
faible de A x, S dans A Xp S. On a ainsi par exemple

b © Aa(my (@)pxa (@) = /1y (m (@)pxp (@) = (mf (a)®1) (d@idww) (X 5Xp,23)
= (A4@id)((m} (a)®1)(id®id@w) (X;!15Xp.23))
= (Aa®id) ﬁ( (@)pxa(w)).

Notons en outre que 6‘4 et 5A sont injectifs car ils réalisent une équivalence faible. Il reste

a établir les faits suivants, pour chaque morphisme 64
1. Tespace 04(A x §)(1®S5) est un sous-espace total de (4 x S)®S,
2. on a (64®id) 0 64 = (id®d) o 64.

Commengons par 5ﬁp. Soita € A, s € Sy, w € L(H), et k € K(H). Notons kw = w( - k),
on a alors

o5 (mp(a Jrxp(kw))(1@s) = (mp(a)@1)pxa . x, ,, (kw)(1©5)
= (Id®idew)((my(a)R101) X 13 Xp 23(10s®k)).

(S,®8,) : comme S, K (H) est total dans K (H),

On utilise alors le fait que X,( )=
Sp@K(H)), et on a donc

K S, @3S,
on en déduit que X, (S,®@K (H)) = (

Vect 07 (A %, ) (1®85,) = Vect (id@id@L(H).)(mp(A)®101) X 5(10.S,0 K (H))

= Vect (Wp(A)S'X;\)@S = (A x, 5)®S,.



44 Produits croisés par un groupe quantique et K K-théorie

Cela établit le point 1. Pour le point 2, on écrit la définition de la coaction duale sous la
forme (5£p®id)((7rp(a)®1)X§1) = (Wp(a)®1®1)Xp 13Xp.23, et on utilise I'identité §,(X,) =
Xp13Xp23
(b5 @id@id) (6, ®1d) ((mp(a)21) X)) = (mp(@) @11 1) X 14 Xp 24X 34
— (1068, @id)((mp (@) ©11) X b3 X 20)
= (id®4,®id) (85 ®id)((my(a)@1) X;}).

En appliquant (id®id®id®L(H).) a cette égalité on obtient l'identité du point 2 sur un
sous-espace total de A x, S, ce qui est suffisant.

On passe alors aux autres coproduits a 1’aide des homomorphismes de réduction et des
relations (4.2). Par exemple, ’homomorphisme A4 étant surjectif on a

Vect 622 (A x, S)(1®5,) = Vect (Aa®id) (02, (A x, §)(18S,))
= (Aa®id)((A x, 8)®8,) = (A %, S)®S,, et d’autre part
(02 ®id) 0 071 0 A4 = (A 4®id®id) o (62 ®id) 0 67
= (Ma@id®id) o (id®4,) 0 64, = ([d®J,) 0 62 o A4,

ce qui entraine le point 2 pour 5 » grace a la surjectivité de Aa. |

REMARQUE. En utilisant la derniére equivalence faible du lemme 4.4 on obtient de méme
un homomorphisme injectif &’ WA X, S — M((Ax » S)®S,), qui nest pas a proprement
parler une coaction mais est néanmoins relié aux coactions duales. On a plus précisément
le lemme suivant, qui nous servira aux sections 4.4 et 5.4 et qui se démontre exactement
comme la proposition 4.5 : O

Lemme 4.6 Soit 4 une ~C*—algébv:e Sr:équivarmnte. On dispose d’un homomorphisme non
dégénéré &y : Ax, S — M((Axy,S)®S,) qui vérifie &4, = =0 0 Mg et (Aa®id) 0 &y = 5A
1l est injectif et §'(A x, S)(10S5,) est total dans (A x, S)®S,..

EXEMPLE 4 (BIDUALITE). La C*-algébre A x, S est ainsi une S,-algébre et on peut
former son produit croisé avec V, en la considérant comme une U S,U- algébre : posons

0 g0 5(@) = (1@U)d(z)(1U).

Soit (0,Y’) une représentation covariante non dégénérée de A %, S. L’unitaire Y est une
représentation de V', et o est induite par une représentation covariante non dégénérée (m, X)
de A — en particulier X’ := X XY est une coreprésentation de V' [BS93, lemme A.7b| sur
le méme espace que Y. La covariance de (o,Y") s’exprime de la maniére suivante :
(0%id) 0 8, g(m(@pxa (@) = Y (U(W}?(G)PX;;*( W)@id) Y™, avec
(o®id) 08, 5(m) (a)pxa(w)) = (0@id®w)(Us(m) (a)©id@id) X153V Un)
= (id®idew)((r(a) ®1d®1d)X13U2V23U2) et (4.3)
Y (o(m) (@)pxa(@))@id) Y =Y (n(a)px (w)®id) Y
= (1d®1d®w)(le(w(a)®1d®id)X13Y1’§). (44)

La représentation 7 étant non dégénérée on en déduit I'identité X 13UsVagUs = Y12 X13Y75
qui s’écrit aussi Yag X15 = X15Vi3Yo3 : on dit que (Y, X') est une représentation covariante de
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I'unitaire multiplicatif V. De plus, 'égalité entre (4.3) et (4.4) montre, lorsqu’on y réinjecte
lidentité X13U2Va3Us = Y12 X13Y75, que 7(a)®1 commute a Y pour tout a.

Ainsi les représentations covariantes de A x, S sont données par des représentations ,
XetY de A, VetV telles que (m,X) et (Y, X') sont covariantes, et m(A)®1 commute &
Y. En particulier les représentations covariantes de 1% correspondent aux représentations
non dégénérées de Sp Xp S — et en fait également aux représentations non dégénérées de
S, p S, comme on va le voir maintenant.

Reprenons l'identité X;3UsVa3Us = Y12 X13Y(5 @ en utilisant le fait que X est une
représentation de V' on obtient X3 = Z7,Va37Z12 ot Z = X(1®U)Y . En particulier X est
faiblement équivalente & V. On peut alors mener le calcul suivant, en utilisant I’équivalence
faible de X et V et la commutation entre m(a)®1 et Y :

Z(0(n(@)px s (@))@Id)Z* = Z(n(a)@id)Z* (d@py ()
= X (n(a)®id) X* (i[d®py ()
— (r®id) (54(a)(18py ())).

Ainsi o se factorise & travers l'application quotient A : A %, S — Ax, S et on a
(Ax,8) %, 8 ~ (A x,8) x,S. Le méme raisonnement s’applique dans le cas ou (o,Y)
est la représentation covariante réguliére et on obtient (A x, S) x, S ~ (A %, S) x,. S. Par
contre on n’a pas en général (A %, S) %, S ~ (A %, S) %, S, méme quand A = C [BSV02].

Dans le cas A = C on a S, %, S ~ Vect (US,U)S, : en effet (10U)5,(3)(10U)(10s) =
W*(1eUsUs)W, ou W = (1QU)V (1®U). D’aprés [BS93, prop. 6.3 et 6.9], lorsque cette
C*-algebre est égale a K(H), la C*-algebre C(V) := Vect (id®@L(H).)(ZV) est elle aussi
égale & K (H) — et la réciproque est vraie dans le cas irréductible. On dit que V est régulier

A A

lorsque C(V') = K(H), semi-régulier lorsque C(V) D K(H).

Supposons que V soit régulier et irréductible : alors le théoréme de bidualité [BS93,
th. 7.5] affirme que pour toute S,-algébre A, la S,-algébre A X, S %, S est isomorphe &
A®K(H) munie de la coaction § ggp () : a®k +— Vazda(a)13(10k®1)Vy5. L'isomorphisme
de AQK(H) dans A x, S %, S est donné par

(100U)84(a)(108)(10U)(10s) — Us(64(a)®1)(104(5))Us(101®s).

Rappelons que lorsque V est associé & un groupe quantique compact ou a une algébre de
Kac, V et V sont automatiquement réguliers et irréductibles [BS93, exples 3.4], donc le
théoréme de bidualité s’applique. O

4.3 Fonctorialité

Dans ce paragraphe on montre que la construction du produit croisé réduit ou plein
est fonctorielle, et que le foncteur associé est exact dans le cas plein. On donnera & la
section 4.4 une caractérisation de l’exactitude du produit croisé réduit par un groupe
quantique discret.

Rappelons qu'un homomorphisme non dégénéré ¢ : A — M (B) entre deux C*-algébres
Spy-équivariantes est équivariant ssi on a (¢®id) o 4 = dp o ¢. Dans le cas général, on dit
que ¢ est équivariant si on a (¢p®id)(d4(a)(1®s)) = dp(¢(a))(1®s) pour tous a € A, s € S,
— dans le cas non dégénéré on retrouve la notion précédemment introduite. De méme, soit
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m: A — Lp(F) une représentation éventuellement dégénérée et X une représentation de V'
dans E, on dit que (7, X) est covariante sion a X (7m(a)®1)X*(1®s) = (7®id)(da(a)(1®s))
pour tous a € A, s € S,.

Proposition 4.7 (Fonctorialité)
Soit A et B deux C*-algébres S,.-équivariantes. Un homomorphisme équivariant ¢ de
A dans M(B) induit des homomorphismes uniques

¢xpid: Ax, S — M(Bx,5), ¢x,id: Ax,S — M(Bx,8) tels que
(¢ %, id)(m (@)pxa W) = 77 (d(a)) pxp (W), (4.5)
(¢ 4 id) (' () pxcp (@) =, (d(a))pxp (). (4.6)

p

On a alors A o (¢ Xpid) = (¢ X, id) o Aag. Si ¢ est a valeurs dans B (resp. est non
dégénéré), ces homomorphismes prennent leurs valeurs dans B X, S et B Xp S (resp. sont
non dégénérés). Si ¢ est injectif, ¢ 1, id l’est également.

Le passage de ¢ a ¢ %, id (resp. ¢ xp,id) est fonctoriel, au sens suivant. Soit ¢ : A —
M(B), ¢ : B — M(C) et x : A — M(C) des homomorphismes tels que x(a)(b) =
Y(p(a)b) pour tous a € A, b € B : on dit que x est une composée de ¢ et 1. Alors x X, id
(resp. x Xy id) est une composée de ¢ x, id et 1 X, id (resp. ¢ xpid et P 3, 1d).

(
(

DEMONSTRATION. Soit (7, X') une représentation covariante de A sur un C*-module hil-
bertien E, éventuellement dégénérée, et soit A xS le sous-espace fermé de L(E) engendré
par les produits m(a)px (w), comme au lemme 4.1. Alors ce sous-espace est une C*-algébre,
et on dispose d'un homomorphisme surjectif ¢ : A x,, S — A xS tel que

Yy (@pxa(W)) = m(a)px (W) et Y(pxa(w)m) (@) = px(w)m(a). (4.7)

En effet, quitte & tensoriser a droite par une représentation hilbertienne fidéle et non
dégénérée de la C*-algébre des scalaires de E, on peut supposer que F est un espace de
Hilbert. Décomposons E en une somme directe orthogonale E’ @ E”, ou E’ est le sous-
espace fermé engendré par m(A)E. Alors E'®QH est stable par X : pour ( € E, £ € H |
ac€Aetse S, ona

X((m(@)Q)@(s€)) = (r2id)(04(a)(105)) X (C2€) € E'@H.

On peut donc écrire m = diag (7/,0) et X = diag (X', X”) : alors (7, X') est une re-
présentation covariante non dégénérée de A, on dispose donc d’un homomorphisme non
dégénéré g : A x,, S — L(FE') tel que (¢o®id)(X;;‘) = X'et g0 771;4 = 7r'.AEn particulier
1o vérifie les propriétés analogues a (4.7) pour 7’ et son image est A X, S. L’homomor-
phisme recherché est 1o @0 : A %, S — Ax, S = diag (A X S, 0), ses propriétés résultent
immeédiatement de celles de .

Considérons X comme un élément de M ((B x, 5)®8,) et 75 comme un homomor-
phisme non dégénéré de B dans M (B x, S). Comme (w2, X[) est une représentation
covariante non dégénérée et ¢, un homomorphisme équivariant, il est facile de voir que
(m, X) = (771]53 o ¢, Xf ) est une représentation covariante de A dans B >4p5', éventuellement

dégénérée :
XP(xf (¢(a)@1) X1 (1®s) = (7] @id)(65(6(a))(10s)) = (7, ¢ ®id)(64(a)(1©s)).

Le paragraphe précédent donne alors un homomorphisme ¢ x,id : A %, S = Ax. S8 C

N

L(B x,S) = M(B %, S) qui vérifie (4.7), donc en particulier (4.6). Dans le cas réduit on
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obtient de méme un homomorphisme ) : A x,, S—M (A %, S ) tel que
o (@)m()) = pxa(@)TA(@) = (19py ())3p(d(a)), don

Vs €S dlpxalwm (a))(10s) = (¢@id)(10pv (w))6a(a)(105)) et
VezeAx,S, s (x)(10s) = (¢2id)(Aa(z)(10s)).

)
)

Comme S, est une sous-C*-algébre non dégénérée de L(H ), on en déduit

b(@)]| = Supyjs<1 [[¥(2)(1@s)[| < Supjg<;1 [[Aa@)(A@s)[| = [[Aa(2)]]-

Ainsi ¢ se factorise a travers A4 et on obtient (¢ x, id) : A x,. S — M(A x,. S). De plus,
lorsque ¢ est injectif, 'inégalité ci-dessus est une égalité, ce qui montre que (¢ %, id) est
injectif.

L’unicité des homomorphismes ¢ x, id et ¢ %, id est évidente. La relation avec les
morphismes de réduction A4 et A\p résultent des relations (4.5) et (4.6). Si ¢ est a valeurs
dans B, les mémes équations montrent que ¢ X, id et ¢ X, id sont a valeurs dans B x,. id
et B X, id respectivement. Supposons que ¢ est non dégénéré et montrons que ¢ x, id est
non dégénérée — le cas réduit s’en déduit facilement. On utilise le fait que S xp et Wf(B)

sont non dégénérées dans B x, S pour écrire

)

Vect (¢ x,id)(A x,, S) (B x, S) = Vect
= Vect
= Vect
= Vect 7

@m © W

S by Eﬁm

Finissons par la fonctorialité, que nous démontrons dans le cas plein — a nouveau,
le cas réduit s’en déduit. Soit x € A x, S et y € B %, S. D’aprés la démonstration du
lemme 4.1 on peut supposer que

T =pPxa (W)WpA(a) et y= Wf(bbl)/)xg ().
On a alors, en appliquant (4.7) & ¢ x, id :
(1599 10)((6 49 1) () 4) = (1 1) (pxp ()2 () mf () B ()
— (6 5 1) (pxp @)7E ($(a)b) 7B )pxn ()

Comme ¢(a)b est un élément de B, px s (w)B (4(a)b) est dans B x,,S et on peut appliquer

la multiplicativité de 'homomorphisme () x, id), puis les propriétés (4.7) :

(¥ %, 1d) (¢ 2 id)(2) y) = (¥ % id) (px 5 (W) x8 (B(@)D)) (4, id) () (W )pxcp (W)
= e (@) (BB(@h) T WBH))pxe ().
On utilise alors I'hypothése, puis on regroupe en utilisant les propriétés (4.7) pour (x % ,id)
et (1 xpid) :
(¥ % 1) (¢ 2 1d) (@) y) = pxp(W)my (x(@) (b)) (L () pxcs (&)
= pxe (W) (x(a) 7 ($(OV))pxe (W)
= (x Xpid)(x) (¢ >, id)(y). u
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Proposition 4.8 Considérons une suite exacte de C*-algébres S,-équivariantes, ot les
fleches sont des morphismes équivariants :

A—2-B 0.

i

0 J
Alors les produits croisés pleins forment une suite exacte :

0—= T, § 225 A5, § 28 B, §——0.

DEMONSTRATION. Par définition, I'image de p x,id contient les produits ﬂf(b)é € B x, S
donc est dense. Par conséquent p X, id est surjectif. Soit 7 une représentation covariante
non dégénérée de J sur un C*-module hilbertien £ muni d’une coreprésentation X de S,..
Soit 7 'unique prolongement de 7 & A, il est également covariant : en effet, soit (u,) une
unité approchée de J, les homomorphismes 7 et (7®id)d s sont non dégénérés donc

X (m(a)®1) X" = lim X (7(ua)7(a)®1) X™* = lim X (7(uqa)®1) X"
= lim (7®id)d4(uqa) = lim (7®id)d;(uq) (7®id)da(a) = (7®id)da(a),

ou les limites sont a comprendre au sens de la topologie stricte sur M (K (E)®S,). Soit
alors II la représentation de A x,, S induite par 7, on vérifie facilement a l'aide de (4.7)
que I o (i x,id) est la représentation II de J x,, S induite par w. Lorsque II est fidéle, on
obtient en particulier 'injectivité de ¢ X, id.

Examinons maintenant l'exactitude en A X, S. L homomorphisme canonique A —
M(J) induit un homomorphisme de A x, S dans M(J %, S) qui s'identifie a I'action par
multlphcatlon a gauche sur J x,, S, AlIlSl lorsqu’on 1dent1ﬁe J Xy S & une sous-C"* -algébre
de A %, S, ¢’est un idéal bllatere fermé. Cet idéal est inclus dans le noyau de p x, id par
fonctorialité du produit croisé plein et grace a ’hypothése p o ¢ = 0. Il reste & voir que le
morphisme induit ¢ : (A 3, S)/(J x, S) — B x, S est injectif, et pour cela, comme plus
haut, que toute representatlon non degeneree Il de (A %, S)/(J x, S) s’écrit I o ¢ pour
une certaine représentation II de B x p S.

Considérons IT comme une représentation non dégénérée de A x, S, nulle sur J » S.
La représentation covariante de A associée, m, est alors nulle sur J C M(J %, S). Elle se
factorise donc en une représentation @ de B : m = 7 o p. La covariance de 7 et I’équivariance
de p entrainent immédiatement la covariance de 7 : soit en effet b = p(a) € B, on a

X(@B)RDX* = X(r(a)®1)X* = (7®id)d4(a)
= (7@id)(pRid)d4(a) = (7®id)dz(p(a)) = (7@id)ds(b).

Soit I la représentation de B x,, S associée. Soit  un élément de A x P S et 7 sa classe
dans (Ax,S)/(J %, S), par définition on a ¢(z) = (p xpid)(z) et II(Z) est 'image de = par
la représentation de A x, S associée a (7, X'). Montrons que II o ¢ =II, ce qui achévera la
preuve :

pour & = mA(@)pxa (@), [oq(@) = (xE (p(a))pxp (@)
= 7(p(a))px (W) = 7(a)px (w) = TI(Z). u
REMARQUE. Dans le cas réduit, la surjectivité de p X, id est tout aussi évidente que dans

le cas plein et U'injectivité de i %, id résulte du lemme 4.7. Lorsque le produit croisé réduit
par un groupe quantique localement compact est exact, on dit que ce groupe quantique
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est exact : cette notion a été introduite et étudiée par Kirchberg et Wasserman dans le
cas des groupes localement compacts [KW99a, KW99b|. Dans le cas discret, cette notion
est équivalente a l'exactitude de la C*-algébre réduite du groupe : ce résultat est encore
valable dans le cas quantique, cf la section suivante. En particulier I'exactitude en A . S
n’a pas lieu en général, comme le montrent des exemples récents dans le cadre des groupes
discrets [Gro00]. Notons enfin que la notion d’exactitude est reliée a celle de moyennabilité
des actions [ADR00, ADOO]. O

4.4 Cas compact

Lorsque le groupe quantique en considération est compact, les C'*-algébres de Hopf
associées sont pourvues d’une structure plus riche dont héritent les produits croisés. On
dispose notamment du projecteur pg sur le sous-espace des vecteurs fixes de V', qui est
donné par la formule py = (id®h)(V) et appartient a la C*-algébre duale S,.

Lemme 4.9 On suppose que V est de type compact, soit e € H un vecteur unitaire et pg
le projecteur sur le sous-espace des vecteurs fizes de H.

1. L’état w¢ induit une co-unité &, sur Sy.

2. On a spg = pps = ér(s)po pour tout s € S'r.

DEMONSTRATION. Le fait que e soit fixe signifie que pour tout £ € H on a V(e®¢) = e®¢&.

En conséquence, pour tous ¢, ¢/, £ dans H on a (¢'®¢|V(e®€)) = (('®(le®€)). Les wg

formant un sous-ensemble total de L(H)., on en déduit que py(w)e = w(id)e pour tout
w € L(H),. Cela montre que Ce est invariante par 5}, pour tout e dans Im pg : ainsi il
existe un caractére involutif &, de S'r tel que spy = pos = €,(s)po pour tout s € S'r, et ce
caractére est égal a w¢ si on choisit e de norme 1. Il reste & montrer que €, est une co-unité
a droite et a gauche :

or(pv (w))(e®§) = ((id@id®w)(Vi3Va3)) (e®€)
= (([d@idew)(V23)) (e®§)
=e®py(w)(§), et d’autre part

Or(pv (w))(e2€) = e ((£,®id) o &, 0 py(w))E,
donc (£,®id) o 6, = id. De méme (id®é,) o 4, = id. |

Lemme 4.10 Soit S une C*-algébre de Hopf co-unifére, & sa co-unité et A une C*-algebre
S-équivariante. Si d4(A)(1RS) est total dans A®S, alors

(idA(X)[-f) 004 =1idy4.
DEMONSTRATION. Soit a € A et s € S, on a d’une part

(ida®é®idg) o (64®id)((14®s)da(a)) = (1a®s) x ([da®ERIdg) o (Ida®dg) 0 da(a)
= (14®s)da(a)

car € est la co-unité de 5‘, et d’autre part par une simple réécriture :
(Ida®é®idg) o (64®id)((14®s)da(a)) = ((Id®E) 0 §4)®id ((1a®s)da(a)),

donc (id®é) o §4 = id par densité de Vect (105)04(A) dans A®S. [
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Lemme 4.11 On suppose que V' est de type compact, soit e € H un vecteur fize de norme
1. La lettre m désigne la représentation covariante réguliére ou pleine de A

1. La restriction de w¢ a S, coincide avec la mesure de Haar h, de S;.

2. La formule suivante définit une espérance conditionnelle complétement positive hf
sur A X S, a valeurs dans A :

hy (m(a)s) = hr(A(s))a = hy (sm(a)).
3. On a h;f‘ oAy = h}‘;‘ et la propriété d’invariance suivante :
(id®hy) 0 67, = m o hZ. (4.8)

DEMONSTRATION.
1. Soit h, = w¢, il suffit de vérifier que cela définit bien 1’état de Haar, unique, de S, :

(h,®id)6, (Ly (w)) = (w@h,®id)(V12Vi3) = (w®id)((po®1)V)

= (w®id)(po®1) = (W&hy)(V)1 = hy(Ly (w))1 et
(id®h,)d, (Ly (w)) = (w@id®h,)(Vi2Viz) = (w®id)(V (po®1))

= (w®id)(po®1) = (W@ )(V)1 = hy(Ly (w))1.

2. Soit T, le morphisme de A-modules hilbertiens de A dans A® H donné par T,(a) =
a®e. Posons, pour & € A %, 8 C Ly(A®H) : hiA(z) = T*zT,, c’est a priori un élément
de Ly(A) = M(A). C’est clairement une application complétement positive, de plus elle
vérifie (4.8) d’aprés le lemme 4.9 :

hy! (w7 (a)s) = ((1®€)[0(a)(1®5) (10€)) pa@ )
5a(a”)(1®e)|(1®se)) v acm)
(id®e,)(0a(a”)) (10e)|(1©se)) pawm)

(
= (
((idwé

— afelse) = a hn(s),

1

et de méme avec sm(a). Il est clair sur ces formules que k7 est une espérance condition-
nelle & valeurs dans A. On pose alors h;‘ = hf o0 Aa, les propriétés de hﬁ se déduisent
immédiatement de celles de A et du fait que )\A(Wz‘?(a)s) =1 (a)A(s).

3. Pour la propriété d’invariance, le cas réduit se déduit du cas plein, que nous étudions

maintenant. On a successivement

A
Tp

(id@h,@w)(( )
(id@h,@w)((r)}(a)@1@1) X 15 Ves X;o)

(idows) () (a)@1) X7 (1epp (W) X5).

(idehe) o 67, (n} (@)p () a)@1@1) X5 Vo)

Remarquons maintenant que comme e est invariant par S,, pour tout X € M (K (E)®5'r)
et tout s € L(H), on a idRwi(X*(1®s)X) = idows(X*(1@ws(s)1)X) = ws(s)idg. On

obtient donc

(idhe) o 67, (1 @0 () = T (@he (pp (@) = 7 o (M @pga @) m
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REMARQUE.

1. On peut retrouver a partir de ce lemme P'existence de I’homomorphisme ¢’ introduit
au lemme 4.6. Il s’agit en effet de vérifier que 6;,47r se factorise a travers A 4. Pour cela on
observe que la propriété d’invariance du lemme 4.11 montre que (id®h,.) o 5;% (x*x)
est nul si ha(z*z) est nul, ce qui a bien lieu lorsque )\A(ac x) = 0. De l'égalité
(Aa®id) o 5;‘,,, = 5f‘ o A4 on déduit que (Aa®id) o &’y = 02, et en particulier I'in-
jectivité de 5fr entraine celle de ¢;.

7

2. Dans le cas compact S, est unifére, en particulier A s’envoie dans A %, S et (5;)47,, &y et
5;,‘}7, sont a valeurs dans (Ax,S)®S,. On va maintenant en déduire une caractérisation
de I'exactitude du produit croisé réduit. Notons que lorsque le produit croisé réduit
est exact, 5, est nécessairement exacte : si on munit une suite exacte quelconque des
coactions triviales de S'T, la suite des produits croisés coincide avec celle des produits

tensoriels par S,. Dans le cas compact, la réciproque est vraie : O

Proposition 4.12 On suppose que V est de type compact. Considérons une suite exacte
de C*-algébres Sy-équivariantes, ot les fleches sont des morphismes équivariants :

] p

0 J A B 0.

Si la C*-algebre S, est exacte, les produits croisés réduits forment une suite eracte :

Ax, ST B 5 — .

i X,-1d

0—J %, S——

DEMONSTRATION. On considére le diagramme suivant :

iXid pXrid

Ax,. S B, S8 0
la; (4.9a) la;, (4.9b) lag (4.9)
00— (J %, 8)@S, —= (A %, $)®S, —= (B %, 8)®S5, —=0

0——J %, 8

L’homomorphisme I qui fait commuter le carré (4.9a) est (ix,id)®id. En effet on a, d’aprés
(4.7), son analogue dans le cas réduit, et les définitions de ¢’y et ¢ :

5y 0 (i %y id) (x] (@)pg () = Sp(mA(1(2))pyp (@) = (R ()@, 15, ()
= (i D)D) ((57 (©)N)pgs g5, ()
= (i , 1d)®id) 0 &) (! (2)pg ().

De méme, le carré (4.9b) est commutatif si on prend P = (p %, id)®id. Ainsi la deuxiéme
ligne de (4.9) est exacte, grace a la proposition 4.8 et a 'exactitude de S,. Soit alors
z € Ker (p x,id) C A %, S, par commutativité de (4.9b) on a P o d’y(z) = 0, donc
8y (z) € (J %, S)®S,. Soit (uy) une unité approchée de J x,.S, comme ¢’ est non dégénéré
8y (uqx) converge vers ¢’y (x) en norme. L’homomorphisme ¢’y étant injectif, cela implique
que uqT converge vers r en norme, et comme les u, sont dans I'idéal J xS, c’est également
le cas de x. Finalement on a Ker (px,id) C J x,id, et I'inclusion réciproque résulte, comme
dans le cas plein, de la fonctorialité du produit croisé. |
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5 Produits croisés et K K-théorie

5.1 Morphismes de descente

Pour expliciter I'isomorphisme du théoréme 5.10 « de Green-Julg » nous aurons besoin
du morphisme de descente, cf [Kas88, th. 3.11] dans le cas classique et [BS89, th. 6.19]
dans le cas dual. Ce morphisme de descente est également relié, dans le cas discret, &
I’isomorphisme de Green-Julg « dual » de la proposition 5.11 : cf le lemme 5.13. On présente
dans cette section la construction du morphisme de descente dans le cadre quantique, qui
repose en premier lieu sur une construction de produit croisé pour les modules hilbertiens,
puis sur l'utilisation des constructions fonctorielles de la section 4.3. Les constructions et
démonstrations s’appliquent aussi bien au cas « plein » qu’au cas « réduit ».

Définition 5.1 Soit B une C*-algébre S,.-équivariante et E un B-module hilbertien S,-
équivariant. Soit E X, S le produit tensoriel interne EQ g(B X, 5'), ¢’est un B X, S-module
hilbertien appelé produit croisé réduit de E par S,. Soit E x,, S le produit tensoriel interne
E®p(B %, S), c’est un B X, S-module hilbertien appelé produit croisé plein de E par S,.

Lemme 5.2 Soit B une C*-algébre S,.-équivariante et E un B-module hilbertien S,.- équi—
variant. On prendra dans ce qui suit 1 = p ou r. Les plongements de E ~ Kp(B,E) e
B ~ Kp(B) dans Kg(B ® E) induisent un plongement de E xS dans Kg(B ® E) x S
La sous-C*-algebre Kp(E) % S agissant & gauche s’identifie alors a Kp, g(Ex )

DEMONSTRATION. On considérera dans cette démonstration les éléments de B et E comme
des éléments de Kp(B) et Kp(B,E) C Kp(B @ E) respectivement — on a alors (*¢' =
(¢|¢" g pour ¢, ¢’ € E. Soit C = Kg(B® E) x5, i I'inclusion de Lp(B& E) dans M(C)
et j Iinclusion de M (B, S) dans M (C). On plonge canoniquement B et Sx dans B xS,
alors i(b) = j(b) et 'espace de Banach C' est engendré par les produits i(k)j($).

Soit e et f € Lp(B® E) les projections respectives sur E et B. Elles sont S,-invariantes
donc i(e) et i(f) commutent a j(S) d’apres le lemme 4.1. On a donc i(f)Ci(f) ~ Kp(B)x
S ~ B xS et i(e)Ci(e) ~ Kg(E) 3. S. De plus, par définition de K(B @ E) on a
Vect Kg(BO E)fKp(B® E)=Kg(B® E), donc

Vect Ci(f)C = Vect j(Sx) i(Kp(B® E)fKp(B @ E)) j(5x)
= Vect j(Sx) i(Kp(B@ E)) j(Sx) = C.

Comme on I’a vu dans les rappels, on peut donc considérer E' = i(e)Ci(f) comme un

B x, S-module hilbertien et on a Kp, ¢(E') ~ Kp(E) xx S.

Grace a lidentité i(b) = j(b), on définit un morphisme W : E X S — C en posant
pour ( € E, 2 =bs€ Bx,S: W({(®rz) =1i(¢)j(x) =1i(Cb)j(8). L’'image de W est

i(eKp(B® E)f) - j(Sx) = i(e) - i(Kp(B® E)) -i(f) - j(Sx) =
car i(f) commute & j(Sx). De plus W est isométrique :
(W (@)W (('®ra")) g = 5()"i(C) (") (") = 5 () i((CI¢") 1) (a)
J ( (CK )E$) J((C®ﬂ$|c QrT )EXI S)

N N

(B xr 8) ~ Ky, o(E') ~ Kp(E) % 8. n

On a donc bien KBxTrS
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Proposition 5.3 — cf [BS93, rque 7.7b]. Soit A et B deux C*—algébres Sy-équivariantes.
Soit (E,n,F) € Eg, (A, B), modulo lidentification M(Kp(E) %, S) ~ L B, §(E Xy S) le
triplet

(E S, X, id, F®id)

définit un élément de E(A %, S, B x, 5‘), et Uapplication ainsi définie induit par passage au
quotient un morphisme j, : KKg, (A, B) — KK (A x, 8, B %, 5). De méme on obtient en
considérant le triplet (E x, S, x,id, F®id) un morphisme j, : K Ks, (A, B) — KK (A,
S, B Xp 5‘) Ces morphismes sont appelés morphismes de descente.

DEMONSTRATION. Donnons la démonstration du cas « plein », dont la traduction au
cas « réduit » est immédiate. On note i (resp. j) linclusion de Lp(E) (resp. S,) dans
M(Kg(E),S) — ce ne sont pas tout-a-fait les homomorphismes utilisés dans la démons-
tration précédente. Alors (m %, id)(A x, S) est engendrée par les produits j(5)i(m(a)) et
F®id s’identifie a i(F) dans l'isomorphisme du lemme 5.2. On a

3(8)i(m(a)) (i(F) — i(F)") = j(3) i(m(a)(F — F7))
C j(8) i(Kp(E)) C Kp(E) %, S,

et de méme (7 X, id)(A x, §)(F®s,id)? — 1) C Kp. (B S). D’autre part

[i(F),i(m(a))j(3)] = i([F, m(a)])i(8) + i(m(a))[i(F), 5 (3)]-

Le premier terme est dans i(Kg(E))j(S,) et le deuxiéme est nul si F est invariant, car
i(F') commute alors & j (S ) d’apreés le lemme 4.1. On peut en particulier supposer que c’est
le cas si V est de type compact, et alors on a bien défini un élément de E(A x,, S B ~,
S) — notons que le B X, S-module hilbertien E x p S est de type denombrable grace a
I’hypothése de séparabilité de H. L’application ainsi définie au niveau des triplets (E, , F)
est compatible avec les applications de restriction e¢, lorsque B = By[0, 1], et on obtient
donc une application en K K-théorie.

Dans le cas général, posons (Ey, 7o, Fo) = (E®H, 7®id, 6 (g) (F)) € Es, (A K (H), B),
ot E®H est muni de la coaction (®& — (W (£®1))230E(¢)13 avec W = (U1)V(U®1).
A la différence de F', le morphisme Fjy est alors invariant d’aprés le lemme 3.1. Ainsi i(Fj)
commute & 'image de 7y x,, id mod K (Ep) %, S, et nous allons en déduire le fait que i(F)
commute & 'image de 7 x,, id mod K (E) x, S, comme dans [BS89, 6.13 — 6.16], grace a
Iisomorphisme E ~ (A®H)®A®K(H)E0

Notons i I'application canonique de Lp(E) dans M(Kg(E) %, S), et ig (resp. i, i)
lapplication analogue pour Lp(Ey, E) (resp. Lp(E, Ey), Lp(Ey, Ey)) — on pourra pen-
ser & ces applications comme a diverses restrictions de 'homomorphisme canonique de
Lp(E @ Ep) dans M(Kp(E @ Ey) x, S). Notons T¢ : Eg — E le produit tensoriel relatif
a gauche par ¢ € AQH. Comme les éléments de la forme Temo(a )Tg engendrent un sous-
espace dense de m(A), 'image de (7 <, id) est elle-méme engendrée par les éléments de la
forme

i0(To) (o 2, id) (be)i® (1)

avec (, £ € A®H, b, ¢ € AQK(H) et x € (A®K(H)) %, S. Montrons que ces éléments
commutent & i(F) modulo Kg(FE) x,, S.

On meéne le calcul modulo K g(E) xS en utilisant le fait que i (K g (Ep))(m xpid)(x) €
Kg(Ey) x, S : en effet on peut supposer que z = 8z’ et on a alors i)(k)(mo 1, id)(z) =
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i§(k)j(8)(m0 2, 1d)(2'), or (mo xp id)(a") € M(Kp(Eo) %, 5) et i§(k)j(3) € Kp(Eo) »p 5.

On a pour commencer :

i(F) io(Te) (w0 xp id) (bae) (T

Supposons que ¢ = a®(™* € AQH et soit n@n € Ey = E®H. Alors T;(n®n') s'identifie a
(¢'In')m(a)n dans E et FT¢(n@n') = ({'|n')Fr(a)n. D’autre part T¢(F®1)(n®n') s'identifie
a (¢'In")m(a)Fn dans E. On utilise alors le fait que [F,7(A)] =0 mod Kpg(FE) :

_ ip(TL(F&1)) (mo 30 id) (bec) O(TY)

= io(T¢) ig((F®1)mo (b)) (o xp id)(we) i°(T¢)
On remarque que (F®1 — dg ) (F))(m(A)@K(H)) C KB( J®K (H) : par hypothese cela
est vrai si on remplace K (H) par S,, mais on a K(H)S, = K(H).
i0(T¢) 19Ok (my(F)mo(D)) (10 xp id)(xc) °(TF)
in(T¢) i (Ox (m) (F)) (70 %, id) (bwe) i°(T¢).

On applique alors le cas « F' invariant », comme expliqué plus haut :
= io(T) (mo xp id)(bxe) ig(dx (i) (F)) °(T§).-
Puis on applique a nouveau les arguments utilisés au début du calcul :

in(T¢) (mo »tp id)(bae) i°((F®1) Tf)
= io(T¢) (mo xp id)(bxe) iO(T7) i(F).

) = io(FTy) (mo »p id)(bae) P0(T%).

Cela conclut la preuve dans le cas général. |

EXEMPLES.

1. Dans le cas ou S, est commutative ou cocommutative, on retrouve les constructions de
|[Kas88| et [BS89]. Lorsque A, B et E sont munis des coactions triviales, 'action de j,
sur la classe d'un triplet (E, 7, F') € Eg, (A, B) coincide avec celle du produit tensoriel

a droite Té, , composée par le foncteur d’oubli des structures S,-équivariantes.
T

2. Lorsque E = B, il est clair que le B X, S-module hilbertien E %, S n'est autre que
B x; 8. Dans ce cas l'identification K, o(Exy S) ~ Kp(E) x5 S est donc triviale,
et on voit ainsi que j,([¢]) = [¢ X, 1d] et Jp([@]) = [¢ xpid] pour ¢ : A — B. En
particulier on a j,(1a) =1, g et jp(1a) = NS O

Lemme 5.4 Soit A, B et D des C*-algébres S,.-équivariantes. On prendra dans ce qui suit
q=p our. Soit 11 € KKg, (A, D) et x2 € KKg, (D, B), on a jq(z1®@72) = jq(21)®jq(22)
dans KK (A x, S, B x,5).

DEMONSTRATION. Soit (E1, 71, F1) et (Ea, ma, Fy) des représentants respectifs de 1 et zo.
Soit E = E1®pEq et m = m@pl : A — Lg(E). Soit y = x1®x5 : par définition du produit
de Kasparov, il existe un morphisme F' € Lp(FE) tel que

- (E,TF,F) € EST(AaB)a

— F est une Fy-connection [CS84, BS89,

— Pour tout a € A, I'image de 7(a)[F1®1, F]r(a*) dans Lp(E)/Kp(E) est positive.
La notation & désigne le produit tensoriel gradué relatif, au-dessus de D ou D x S. Soit
(Ef, 7, F!) (vesp. (E',n’,F")) le représentant de j,(x;) (resp. jr(y)) obtenu par produ1t

17 'R
croisé comme a la proposition 5.3. Grace aux propriétés du produit tensoriel relatif, il est
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facile de voir qu’on a un isomorphisme naturel
E/ = (E1®DE2) Xyq S' ~ (El Nyq S)®D>QQS’(E2 Nyq S) = E£®D>4q§Eé' (51)

Pour conclure il suffit de montrer que F’ vérifie les trois conditions ci-dessus, relativement
a F| et FJ.

D’aprés la proposition 5.3, (E', 7', F') est bien un élément de E(A x, S, B x4 S). Soit
i et j les homomorphismes canoniques de Kp(E) et S, dans M(Kp(E) x, S) ~ L(E') :
on a alors F' = i(F) et, modulo l'isomorphisme (5.1), F/®1 = i(F;®1). L’image de
7' Ax,S — M(K(E')) est engendrée par les produits j(3)i(r(a)) pour a € A, 3 € S,. Par
hypothése il existe un élément positif G € L(E) tel que m(a)[F1®1, F]r(a*) € G+Kp(E),
on a alors

J(8)i(w(a)) [Fi@1, F']i(w(a"))j(57) = j(8) i(m(a)[F1®1, Flx(a")) j(57)
€ J(8)Gj(57) + j(8)i(Kp(E))j(5")
€J(8)Gi(3") + Kp,, 5(E).

Comme j(8)Gj(8*) est dans L(E"), le morphisme F’ vérifie bien la condition de positivité.
D’autre part, soit £ = (Rpv € B} = F1®p(D x4 S) et Te : By — E', n— £@n. Alors T
s'identifie a i(T; )7} (v) dans L(E' @ Eb) ~ M(Kp(E @ Ey) x4 S). Supposons par exemple
que ¢, donc également &, est homogéne de degré pair. On a

F'Te = i(FTe)m (v) = i(Te)m (0)i(F) + i(FTe — TeFa)m (v) +i(To)[i(Fa), ) (v)].

Or k= FT; —T¢F> € Kp(E», E) car F est une Fh-connection, et cela implique, comme
a la démonstration précédente, que le produit i(FT; — T Fo)my(v) = i(k)(m Xgid)(v) est
dans K (FE}, E'). D’autre part on a [i(Fz), 7] (v)] € K(F)) d’aprés la proposition 5.3. Ainsi
F'Te = TeF;y mod K(Ej, E'), et on vérifie de méme que Ty F' = FyT7 mod K(E', Ej).
Ainsi F' est une Fj-connection. [ |

REMARQUE — cf [BS93, rque 7.7b]. On peut aussi montrer que E x, S est, comme
B %, S, naturellement muni d’une coaction de S,. Le passage du triplet (E,m, F') au triplet
(E %, S, 7 X, id, F®id) définit en fait un morphisme

Jr KKg.(A,B) = KKg (Ax, S, B x, 9),

et j. est la composée de J, par le foncteur d’oubli. On peut alors voir, si (H,V,U) est
birégulier et irréductible, et si A et B sont des S,-algébres, que les morphismes J,. et
J, KKST(A x, S, B NTS) — KKg, (A X, 9 %, S, Bx, S X, S) sont inverses I'un de l'autre
modulo les équivalences de Morita équivariantes données par le théoréme de bidualité pour
les produits croisés. ]

5.2 Produits croisés et points fixes

Soit B une C*-algébre S,-équivariante et £ = B®H. Le Bi-module hilbertien E est
muni de la coaction dg : bRE — bR (E) associée & la coreprésentation X, = 1p®V,
qu’on a déja utilisée pour définir le produit croisé réduit : rappelons que B X, S est le sous-
espace fermé de Lg(B®H) engendré par les produits 6 5(b)(1Qs) avec b € Bet s € S,. Mais
d’autre part, le B-module hilbertien E est muni d’une coaction §% : b@& — 8% (€)2305(b)13
ol 0% est la coaction de S sur H associée a l'unitaire W = (U®1)V (U®1). On montre au
lemme 5.5 que ces deux coactions commutent : c’est une reformulation du lemme 3.1.
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Lemme 5.5 Soit B une C*-algébre S,-équivariante. On pose W = (U1)V(U®1), E =
B®H. La formule §%(b®¢) = (W ({®1))230p(b)13 définit une coaction de S, sur le B-
module hilbertien E, et on a

Bx, S c Lg(E).

DEMONSTRATION. W définit une coreprésentation de S sur H car U est involutif et V,
multiplicatif :

WiaWi3Vaz = Ui V12 V13U Vag = Uy VazVigUp = VosWis.

Par conséquent 0% est bien une coaction car c’est le « produit tensoriel » de deux coactions
au sens du lemme 3.1. Identifions F®;,(B®S) & B H®S au moyen de (b@()RQs, (c®s) —
dp(0)13(c®(®s), I'unitaire V}, associé & cette coaction s’identifie alors a 'unitaire Waz de
Lp(BRH®S).

Soit € S, et | = idp®3 € Lp(E), alors (I85,idggg) s'identifie dans Lp(BoH®S) a
(idp®s®ids). Or W € M(USU®S) et § commute a USU, donc

W23(1d3®§®ids)W;3 = idp®s®idg = I®1.

Soit maintenant b € B et [ : (¢c®§ — dp(b)(c®€)) € Lp(E). Soit ¢ I'élément de Lp(B)
donné par la multiplication & gauche par b, alors on a | = 5K(B)(¢) via ’action a gauche de
M(B®S,) sur E = BQH. Ainsi on a | = 1 avec les notations de la remarque suivant le
lemme 3.1. D’aprés ce méme lemme, [ est donc équivariant. Cela signifie que V4 (I®1)VE =
I®1 et on a bien B x, S C Lp(E)5. [ |

Dans le cas oit V' est de type compact, l'inclusion du lemme 5.5 devient B X, S c
Kp(E)% car S, ¢ K(H). On montre au lemme 5.7 que cette inclusion est en fait une
égalité — ce qui constitue essentiellement la base du théoréme de Green-Julg « quantique »
démontré au paragraphe suivant. La démonstration du lemme 5.7 repose sur 'application
du théoréeme de bidualité au résultat du lemme 5.6 qui caractérise, par un procédé de
« moyenne », 'espace des points fixes d’un produit croisé.

Lemme 5.6 On suppose que V est de type compact. Soit C une C*-algébre S, -équivariante
et B =C %, S le produit croisé correspondant, muni de la coaction de S, introduite a la
définition 4.5. On a alors U’égalité entre sous-C*-algébres de Lo(C®H) :

B =#%(0).

DEMONSTRATION. On notera S = S, pour cette démonstration. La C*-algébre S est unifére
donc 7€ (C') est une sous-C*-algébre de B, et il est clair sur la définition de la coaction duale
dp qu’elle est invariante. Pour I'inclusion opposée on considére ’application complétement
positive ¢ = (id®h) o 0 définie sur B. Cette application vaut clairement 'identité sur B 5

C(C). En effet Im ¢ est le sous-espace engendré par les éléments

or elle est & valeurs dans 7,

suivants :
(ideh) 0 5p(7f (c)s) = (id@h)((#F ()@1)(8(s))) = 7 (c)h(s). u

Lemme 5.7 On suppose que V' est de type compact. Soit B une Sy-algébre et E = BQH
lespace de la représentation covariante réguliere de B. On considére E comme un B-
module hilbertien S,-équivariant relativement a la coaction 6%. On a alors ’égalité entre
sous-C*-algébres de Lpg(E) :

Bx, S5 =Kg(E)%. (5.2)
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Soit £ = EQH muni de la coaction produit de S, (5.2) induit un isomorphisme canonique
qui fait se correspondre les idéaux des opérateurs compacts :

P LB(‘(;)ST - LBNTS(HBNTS)‘ (5:3)

DEMONSTRATION. On note toujours S = S,.. La premiére assertion se déduit du lemme 5.6
grace au théoréme de bidualité : on a un isomorphisme de S-algébres entre BRK (H) et
B x, 8 %, S donné par

>i(100)05(5:) (108,) (10U)(10s:) = 3,(65(b:)©1)Us (198(3:))Us (191@s;),

ot on considére B x, § X, S comme une sous-algebre de L(B®H®H). Les sous-algébres
stables s’identifient donc aussi. Il s’agit au membre de droite des termes tels que Vi s; = 1,
d’aprés le lemme 5.6. On en déduit au membre de gauche que la sous-algébre de BQ K (H)
stable sous la coaction (b@k) +— Va3dp(b)13(10k®1)Vyy est (10U)(B x, S)(1oU). La
coaction induite par 0% sur Kp(F) = BQK (H) s’obtient en conjuguant par (1QU) et la
sous-algébre stable correspondante est donc B X, S.

En tensorisant ce premier résultat par K(H), on voit que la sous-C*-algébre non dé-
générée KR(B x, S) de Kp(€) ~ K@Kp(BoH) est égale a Kg(£)°. En passant aux
multiplicateurs on obtient un isomorphisme entre L o(Hp, ¢) et M(Kp (£)%). 1 est
clair que Lg(€)% est inclus dans M (Kp(£)®). Inversement, soit [ un élément de Lp(E)
vérifiant [ - Kp(€)S ¢ Kp(€)®. Pour tout k € Kg(£)% on a Ve(lk®@l)VE = (Ik®1), et
comme Kp(€)° est non dégénérée on obtient Ve(I®1)VE = I®1 en faisant tendre k vers id
strictement. Ainsi [ € Lp(€), ce qui achéve la démonstration. [

5.3 Théoréme de Green-Julg

On démontre maintenant les versions « quantiques » du théoréme de Green-Julg et
du théoréme de Green-Julg « dual ». L’isomorphisme de Green-Julg correspond essentiel-
lement a la bijection (5.3) du lemme 5.7. On peut cependant en donner une expression
plus fonctorielle grace au morphisme de descente réduit, on utilise pour cela le calcul d’un
sous-module hilbertien au lemme 5.9.

Dans le cas compact, le résultat du lemme 5.5, ot E = B®H est muni de la coaction 6%,
sécrit B x, S C Kp (E)S*. Remarquons que cette inclusion peut s’interpréter comme une
représentation covariante de B x, S, munie de la coaction triviale, sur le B-module équi-
variant (E,0%). On obtient ainsi un élément de K K-théorie équivariante (définition 5.8)
qui permet de donner une expression de 'inverse de I'isomorphisme de Green-Julg.

Définition 5.8 On suppose que V' est de type compact. Soit B une S,-algébre et A une
C*-algébre munie de la coaction triviale de S,
1. On appelle 8 Uélément de KKg,((B 5’)1,3) défini par le triplet (E,m,,0) ou
E = BQH est muni de la coaction 0’ de S, et ot m, est la représentation canonique
de B X, S dans E.
2. On note pgy le support central de &, (lemme 4.9), c’est un élément de S,. Soit 10)
Uhomomorphisme de A dans A x, S = A®S, donné par ¢(a) = a®py.

3. Si C et D sont des C*-algeébres et (E,m, F) est un élément de E(C, D), en munis-
sant E de la coaction triviale de S, on peut considérer ce triplet comme un élément
de Eg.(Cy, D). On note ¢ le morphisme de KK(C,D) dans KKg,(C1,D1) ainsi
obtenu.
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Lemme 5.9 On suppose que V est de type compact. Soit B une C*-algébre S, -équivariante
et B un B-module hilbertien S,-équivariant. On munit EQH de la coaction

Spsm : COE — (W(E®1))2308(C)13-

Soit P le projecteur de L((E®QH) %, S) associé d py € Sy. On identifie (EQH) x, S a
(E %, S)®H et on considére V. comme un élément de M (K (E x, S)®S,). Alors on a

P((E Ay S)®H) = V((E Aoy S1)®pO}I)'

DEMONSTRATION. Pour tout C-module S,-équivariant F', on note jr I’homomorphisme
canonique de S, dans L(F %, S ) — en particulier lorsque F' = C, ’homomorphisme jc est
a valeurs dans M(C x,.5). Rappelons que pg = (id®h)(V), on a donc P = (jper®h)(V) €
L((E®H) x, S). Le point principal de la démonstration est de donner une expression de
(jrer®id)(V) dans Iisomorphisme ((EQH) x, S)®@S, ~ (E x, S)@H®S,.

N

Soit F'un B-module hilbertien S,-équivariant et K = Kp(B® F'). On considére F' x,. S
comme le sous-espace de K x,.S engendré par les éléments i(Tx)jx(8) avecx € Fet § € S,
— 4 est ici 'homomorphisme canonique de K dans M (K x, S) et Tz est le morphisme
compact (b — zb). Quand on plonge K x, S dans Lg(K®H), les homomorphismes i et
Ji s’identifient respectivement a dx et (§ — 1®3§), donc

(j@id)(V) (i(Tz)jx (8)®1)

(ideideh) ((deV)(0k (Tr)®1)(105@1))
(1d®6,)ox (Tx)(10V)(10521)

(0 ®id)dg (Tx)(1V)(1es®1)
(i®id)(6x (T'z)) (jxk®id)(V (5&1)).

N

On a 0k (Tx) = (T®id)dp(z), en revenant a la définition F x, S = F®s,(B %, S) on
obtient donc ’expression suivante :

(Fr@id)(V) (2®55y)®1s) = (0F (2) Qspeia (13@1d)(V)(y@1)).

On applique maintenant cette expression de (jp®id)(V) a F = EQH, puis F = E,
pour obtenir une expression de (jper®id)(V)) en fonction de W et (jr ® id)(V). Soit
reFE (e Hetye Bx,S, on atout d’abord

(JEen®id)(V) ((2©0)®55y)@Ls) = (W(C@1))2308(2)13) Pspeia ((182id)(V)(y®1)),
ce qui donne dans l'identification (EQH) x, S ~ (E x, S)®H :

(JEen®id)(V) ((2®s,y)@(@15) = (W((®1))23 (0p(2)@speid(jp®id)(V)(y@1))13
= (W(¢®1))23 ((jE®id)(V)((z®s5y)®1s))13
= (Jp®id®id)(W23V13) (r®s,y)@(®1g).

On a donc P = (jp®id®@h)(Wa3Vis) € Lp((E x, $)@H). Considérons (jp®id)(V) comme
un automorphisme de (E %, S)®H. La relation Vi5WasVis = WasVyh et le fait que
(id®h)(W) = (id®h)(V) = pp montrent que

(JE®@id)(V)" o P = (jp®id®@h)(WasVi3) = (id®po) o (jp®id)(V)".

Ainsi P((E %, S)®@H) = (jp®id)(V) ((E x, S)®poH). |
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Théoréme 5.10 On suppose que V' est de type compact. Soit B une S,.-algébre et A une
C*-algébre munie de la coaction triviale de S,.. Alors le morphisme

*

Py KKST(A,B)LKK(A x, S, B NTS’)LKK(A,B 1, S) (5.4)
est un isomorphisme, et son inverse est donné par

. ®
Oy: KK(A,B %, S) LKKST(AM(B s S)1) "9 KK (A B).

DEMONSTRATION. Soit x un élément de K Kg, (A, B) et (€, 7, F') un triplet représentant z.
Grace au théoréme de stabilisation 3.2, on peut supposer que £ est le B-module hilbertien
B®H®H, muni de la méme coaction ¢z qu’au lemme 5.7. Comme A est munie de la
coaction triviale, 7 est un homomorphisme de degré 0 de A dans Lpz(€)° . Enfin, comme
Sy est unifére on peut également supposer, quitte & moyenner, que F' est dans Lp(E )ST.

L'élément y = ¢* o j.(z) de KK (A, B %, S) est représenté par le triplet (P(€ %, 9),
P(7 %, id)P, P(F®s,id)P), ou P est I'élément de L(E %, S) ~ M(Kp(E) %, §) associé a
po € S,. On va maintenant donner un représentant plus simple de y. D’aprés le lemme 5.9,
Hpy g~ (B X, S)@poH®H est isomorphe a P(€ 1, S) C (B x, S)@ HQH via

(5B(b)(1®§))®6®c — VQg((éB(b)(1®§>)®e®<). .

Soit Fy un élément de K B(S)S : d’aprés le lemme 5.7, on peut supposer que Fjy =

(6p(b)(1®3))®k agissant a gauche sur B H®H. Par conséquent, dans l'identification

(BOHOH)®5,(B %, S) ~ (B %, S)@H®H, I'action de Fy®s,id sur le membre de gauche

correspond a celle de (5%(b)®1d) (1®1®5®k) sur le membre de droite. Maintenant, on peut
lire P(Fy®s,id)P comme un endomorphisme de (B x, S)®@poH®H, grace a (5.5) :

Vs P(Fo®5,id) PVas = Vi (6% (b)®id) (191050k) Vas (101@p@id)
= (6p(b)®id®id)(104(35)®id)(1018pyok)
= (0p(b)®id®id)(125pRk).
Ainsi P(Fy®;,1d) P s'identifie a I'endomorphisme (65 (b)(103))@k de Hy,, g, c'est-a-dire
a ®(Fp) avec les notations du lemme 5.7.
On a finalement la situation suivante :

— Eg,. (A, B) peut étre considéré comme l’ensemble des triplets (€, 7, F') ot 7 est un
homomorphisme de degré 0 de A dans Lp(E)%", et F est un élément de Ly (€)% de
degré 1 tel que F? =1, F = F* et [r(A), F] C Kp(£).

~ E(A, B x,. S) peut étre considéré comme I’ensemble des triplets (Hpy, g mF)oum
est un homomorphisme de degré 0 de A dans Ly, - ¢(H B, g) et I est un élément de

LBmS‘(HBmS‘) tel que F?2 =1, F = F* et [7(A), F] C KBNTS(HBX]TSA’)'
~ le morphisme ¢* o j, est induit par (€, 7, F) — (Hp, g ®om ®(F)) de Eg, (A, B)
vers E(A, B ., 5‘), qui est une bijection d’aprés le lemme 5.7.

De méme en appliquant (5.3) & B[0,1] on obtient une bijection entre Eg, (A, B[0,1]) et
E(A, B x, S [0,1]). Ces bijections sont clairement compatibles avec les applications de res-
triction ¢4 et €14 et envoient les triplets dégénérés sur des triplets dégénérés. L’application
induite en K-théorie, ¢* o j,, est donc une bijection.
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Pour vérifier que la bijection réciproque de ¢* o j,. est donnée par l'expression de
I’énoncé, considérons a nouveau un triplet (HBmS” 7, F) de E(A, B %, 5‘) Son image par
1 est représentée par le méme triplet muni de la structure S,-équivariante triviale. Soit m,.
la représentation de B X, S par action a gauche sur BQH, le produit de Kasparov de notre
triplet par (3 est donc représenté par (HBMTS@’WT (BRH), 7®,.1, F®, id). On dispose d'un
isomorphisme évident entre H B, 5@ (BRH) et BRH®H, et dans cet isomorphisme un
élément Fy®r,id avec Iy € Kp, o(Hp, ¢) = (B x, S)QK (H) agit sur B H®H via la
représentation m,®id. Ainsi le triplet considéré est isomorphe & (£, ® 1 o, ®~1(F)). De
plus la structure équivariante sur £ provient de celle de B H = E. Par définition de 3 il
s’agit donc bien de J%. [ |

REMARQUE. L’essentiel de la démonstration a consisté a vérifier que ®1 et ®o coincident
effectivement avec l'isomorphisme de K K-théorie induit par la bijection ® du lemme 5.7,
et avec son inverse. De plus, la vérification est beaucoup plus facile pour ®5. Donnons
maintenant une méthode directe pour montrer que @1 est I'inverse de ®5. Soit y = ®1Po(z),
d’aprés le lemme 5.4 on a

y = "3 (Y(2)@P) = ¢*(Grh(2)@7r(8)) = (¢74r(2))©4r (B)-

Or I’étude de 'exemple 1, page 54, montre qu’'on a j,1) = T,S,T, et il est facile également
de voir, grace a la forme trés particuliere de ’homomorphisme ¢, que ¢* o 7/ g = P
Finalement on a donc y = ¢.(z)®j.(8) = z®¢*j.(8). 1l suffit ainsi de vérifier que
¢*jr(B) = 1 pour obtenir I'égalité ®; o &5 = id. Cela se fait par les mémes calculs que
pour l'étude de ®;, avec maintenant A = (B X, 5‘)1, cependant 3 est représenté par le
triplet (BQH, (B X, S)l, 0), plus simple qu'un triplet « générique » (Hp®H, 7, F) — en
particulier on n’a besoin que du cas £ = B du lemme 5.9. O

Proposition 5.11 Soit A une C*-algebre Sy,-équivariante et B une C*-algébre munie de
la coaction triviale de Sy,. On a alors un morphisme canonique

V: KKy (A B) — KK(Ax, S,B)

qui est un isomorphisme lorsque V' est de type compact.

DEMONSTRATION. Soit (E, 7, F') un élément de EST(A, B), la représentation covariante
induit une représentation I de A x,, S sur E et il est tout-a-fait immédiat de vérifier que
(E,II, F) € E(Ax,S, B). L’application ¢ ainsi définie est compatible avec la somme directe
et, lorsque B = B’[0, 1], avec les applications de restriction £¢s et £1.. On obtient donc un
morphisme en K K-théorie.

Supposons maintenant que S, est de type discret et construisons 'application réci-
proque de ¢. Soit (E,IL, F) € E(A %, S, B), la représentation II est induite par une re-

présentation covariante (7, X) de A sur E. Ici S¢ est unifére, ainsi 7(A4) C II(A S)
et (E,m, F) € E(A, B). D’autre part X munit E d’un structure de B-module hilbertien

Sr-équivariant, montrons que F' est alors quasi-équivariant. On a par hypothése
7(a) (px (W)F — Fpg(w)) = 7(a)pg (w)F — Fr(a)pg(w) € Kp(E) =0 mod Kp(E),
dot Ywe K(H) idow <(W(A)®§r)(X(F®1) - (F®1)X)) c Kg(E). (5.6)

~

D’autre part, S étant unifére, X est un élément de ]\;I(SX@)ST) = M(S4;®S5S;), donc
(195,)X C Lp(E)®S, et ainsi

(r(A)25,) (X (Fol) — (F®1)X) C Lp(E)®5,. (5.7)
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La C*-algébre S, est incluse dans K (H) — donc en particulier exacte —, ainsi on peut
combiner (5.6) et (5.7) pour obtenir

(m(A)@8,) (X (F®1) — (F1)X) € Kg(E)®S,, dou
(m(A)25,) (X (Fe1)X* — (F®1)) C Kp(E)

®5,
On a donc bien (E,7,F) € EgT(A,B), et il est clair que (E,II, F) — (E,n, F) est la
réciproque de ¢. |

5.4 K-moyennabilité

Rappelons quelques propriétés équivalentes caractérisant la moyennabilité d’un groupe
localement compact [Gre69, Eym75] :
i. il existe une moyenne invariante sur L>°(G),
i1. la représentation réguliére de GG admet presque des vecteurs invariants,
i14. la représentation triviale de G est faiblement contenue dans la réguliére,
iv. C}(Q) est co-unifere,
v. A est un isomorphisme de Cj(G) vers C;(G),
vi. pour toute C*-algébre G-équivariante A, A x, G ~ A x, G,
De plus ces propriétés impliquent la nucléarité de C¥(G), mais la réciproque n’est vraie que
dans le cas discret. Dans le cadre quantique, on pose la définition suivante [Voi77, ES86,
BS93, Blag6] :

Définition 5.12 On dit que V oou S, est moyennable si l'une des propriétés équivalentes
suivantes est vérifiée :

1. la représentation triviale de S, est faiblement contenue dans la régulicre,
wy. Sy est co-unifere,

Ug. A est un isomorphisme de S, vers Sy,

vig. pour toute C*-algébre S, -équivariante A, A XpS~Ax,.S.

Citons également la propriété équivalente suivante, qui peut étre rapprochée de i : il existe
une famille filtrante de vecteurs unitaires &, € H telle que ||V (£,®n) — £,®n|| — 0 pour
tout 7 € H. On peut par ailleurs montrer que 744, — vi, impliquent une propriété analogue
a i : lexistence d’un poids non normal invariant sur S/ [DQVO01]. La réciproque n’est
connue que dans le cas discret et unimodulaire, et dans ce cas on a aussi ’équivalence avec
la nucléarité de S, [Rua96].

La C*-algébre de Hopf C(G) est toujours co-unifére, ainsi les duaux des groupes lo-
calement compacts sont moyennables : cela généralise la moyennabilité des groupes abé-
liens. Le dual du groupe quantique SU,(n) de Woronowicz est également moyennable, cf
[Nag93, BMTO1], et plus généralement c’est le cas des duaux des déformations des groupes
Sp(2n), Spin(n) [Ban99|. D’autre part les groupes quantiques compacts sont moyennables
d’aprés le lemme 4.9, comme dans le cas non quantique.

Dans [Cun83|, Cuntz a introduit une notion de K-moyennabilité pour les groupes dis-
crets qui est caractérisée par des assertions analogues a 411 — vi en K-théorie :
iiig. Vélément 1 de K K (C,C) est représenté par un triplet (E, 1, F') tel que la représen-
tation de G sur E soit faiblement contenue dans la réguliére,
ivg. il existe un élément o € KK(C}(G),C) tel que X*(a) = [€p],
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vk. [A] € KK(Cy(G), Cr(G)) est inversible,
vig. pour toute C*-algébre G-équivariante A, [As] € KK(A x, G, A %, G) est inversible.
Le cas localement compact a ensuite été étudié par Julg et Valette [JV84]|, dans ce cas on

a iy = ViK = Vg = k. Les relations entre des assertions analogues pour les groupes
quantiques sont étudiées au théoréme 5.14.

Notons que dans le cas de la moyennabilité, la démonstration de iz = vi est basée sur le
fait que le produit tensoriel d’une représentation covariante par la représentation réguliére
est faiblement contenu dans la représentation covariante réguliére. Cela équivaut en fait
a Dlexistence de 'homomorphisme ¢’; introduit au lemme 4.6. La preuve de assertion
analogue a #i = wvi en K-théorie et pour les groupes quantiques repose également sur
I’existence de cet homomorphisme.

Lemme 5.13 Soit (E, 1, F) un représentant d’un élément (3 € KKg (C,C), et 7 la repré-

sentation de S, associée a la coaction de S, sur E. Alors on a les représentants explicites
de classes de K K -théorie :

Jpo1a(B) 3 (A xp, S)QE, (ide7) o 62, id@F) et

pp’

JroTa(B) 3 (A%, S)®E, (ider) o §i, id®F).

rp)

DEMONSTRATION. Par définition, I’élément j, o 74(5) de KK (AX S, Ax,S) est représenté
par le triplet ((A®FE) %, S, (id®1) x, id, (id®F)®1), ou (id®1) est I'action par multipli-
cation de A sur le premier facteur de A®E. Mais (AQFE) x, S = (AQE)®4(A xp S)
s’identifie canoniquement a (A %, S)®E. Examinons comment se lit I'action de A x, § —
KA(A®FE) x, S dans cette identification.

Soit £ = A®FE, on reprend les notations de la démonstration du lemme 5.2 : i et j sont
les morphismes naturels de Ls(A®E’) et M(Ax,S) dans K4 (A& E') x,,S respectivement,
et f et e sont les projections respectives sur le premier et le second facteur de A @ E’. Soit
¢ € E', T¢ Vélément correspondant de Ko(A,E') C Ly(A@ E'), et x € A %, S. Par
définition, laction d’un élément ﬂp(k)pf(p (w) € KA(E'") xp S sur un vecteur i(7€)j(x) de
i(e)Ci(f) s’exprime de la maniére suivante :

k), (@) - i(T€)j(2) = (idew) (((Re1) (2id)(X,) (TS (j2)@1))
= (idew) ((Theid)sp () (jid)(X,(@21)),

car le morphisme 7 est covariant et dx(agp)(T§) = (T'®id)dp/(§). L'identification entre
i(e)Ci(f) et E' %, S = E'®@4(A %, S) est donnée par i(T€)j(z) — {®az, on peut donc
exprimer 'action de ﬂ'p(k‘)pXP (w) € KA(E') %, S sur E' %, S comme suit :

Ty (ko (@) - (€@a7) = (idew) (k@121) 05 (€15 (X (z901))as )

Maintenant on prend £ = 1®( dans E' = AQE et k =a € A C K4(A®E). On obtient
l'action de A %, S sur (AQFE) %, S :

W,ﬁ‘(a)px; (W) - (I®Q)®ar) = (idow) ((a®6E(C))124 (X;“(m®1))34) :
On identifie enfin (AQE) %, S & (A %, S)®E au moyen de (b@n)®ay — w71 (b)y®n :
Wﬁ(a)P;zg(W) (2@() = (Idow) ((77;;4(@)®1®1)XE23X§13) (z®()
= (id®m) o 5;7“17(%“(&)%; (w)) (2®Q),
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ou 7 est la représentation de S, sur E induite par Xg. Ainsi l'action de A x, S sur
(A %, S)®E qui provient de l'identification (A®FE) x, S ~ (A x, S)®F est (id®m) o (%).
De méme on peut lire ’action de F' dans cette identification :

([d@F)®4id) - (€®az) = ((IdRF)§)@az dou ((JdRF)®4id) - (z®(¢) = (z@F(),

et finalement j, o 74(/3) est représenté par le triplet ((A %, S)QFE, (id®m) o 51‘;41), id®F). Le

cas réduit se traite de maniére analogue. |

Théoréme 5.14 Considérons les assertions suivantes :
i. 1l existe un élément a € KK (S,,C) tel que X\*(a) = [gp] € KK (S,,C).
ii. [\ € KK(Sp,Sy) est inversible.
iii. Pour toute C*-algebre A a-unifere et Sp-équivariante, [\ a] € KK(A %, S, A %, S)
est inversible.
w. L’élément 1 GAKKS} (C,C) est représenté par un triplet (E, 1, F) tel que la corepré-
sentation de S, sur E soit faiblement contenue dans la réguliére.

On a iv = it = 4 = i. Lorsque V est de type compact on a w & il < 1 < 0.

DEMONSTRATION. Les implications 4% = 4 = ¢ sont évidentes. Démontrons iv = iii.
Avec les notations du lemme 5.13, j, o T4(1l) est représenté par le triplet ((A x, S)QFE,
(iden) o 51‘,4’1), id®F'). Or, par hypothese, 7 : S, — L(E) se factorise a travers .S, : on peut
écrire m = 7’ o \, et alors

(ideom) 0 67 = (iden’) 0 57 = (id®n') 0 &4 0 Aa

d’apres la proposition 4.5 et le lemme 4.6. Soit u la classe de ((A x, S)®QFE, (id®7n') o ¢y,
id®F) dans KK(A %, S,A x, S), on a donc [A|®@u = j,o74(ll) = Lax,s. De 'autre
cOté, u®[A 4] est représenté par le triplet ((A x, S)QF, (id®m) o 5fp, id®F) car

(Aa@') 0 8y = (id®7') 0 6. = (id®T) 0 622

Ainsi, d’apres le lemme 5.13, u®[Aa] = jr 0 Ta(1l) = L 4%, 5 donc p est un inverse de [\ 4]
et la propriété i est vérifiée.

Démontrons enfin 7 = 7v dans le cas compact. On a ¥(ll¢) = [g,] ot ¥ est le mor-
phisme de la proposition 5.11 : en effet la représentation triviale de V' sur C correspond a
I’homomorphisme ¢, : S, — C. Par ailleurs, si (E, 7, F') est un représentant d’un élément
a € KK(S,C), notons 3 I'élément de KKg (C,C) représenté par (E,1,F), out E est
muni de la représentation (W@id)(V). Cette représentation est faiblement contenue dans la
réguliére et correspond & ’homomorphisme 7o X : S, — Lp(FE), ainsi on a V() = X\*(«).
Par conséquent, si « est I’élément de l'assertion 4, on a ¥(3) = ¥(ll¢). Or dans le cas

compact ¥ est un isomorphisme, donc 8 = l¢, ce qui achéve la démonstration. |

REMARQUE. Donnons une démonstration directe de ¢ = ¢ dans le cas compact, comme
dans [Cun83|. Dans le cas discret, le lemme 5.13 peut s’écrire ainsi :
JpoTa = 6y oTan,s0¥ 1 KKg (C,C)— KK(Axp,S, AxpS).

D’autre part on a vu dans la démonstration de i = i qu'on a ¥(1) = A*(a), d’ou

JpoTa(ll) = (5;?1,* 0 TAx,s 0 A () = (5;* 0 TAx,s(a) = Ay o 8o TAx,s().
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Posons alors p = 6'f 0 Tax,5(a) = [0)]®s,0 € KK(A %, S, A, S) et montrons que c’est
I'inverse de [A4], en travaillant uniquement au niveau des éléments de K K-théorie. On a

p@Aa] = [04]@Tax,s(a) D[4
= [04]2[Z]@ (a®c[Aa]) = [04]@ ([Aa]@ca)
= [04]@7g, ([Ma])®Tax,s(a),

par commutativité du produit de Kasparov au-dessus de C. Or 7g ([A4]) est I'élément de
KK((Ax,S)®S;, (A%, S)®S,) qui correspond a A4®id : (A %, S)®S, — (A %, S)®S,.
Comme (Ag®id) o &y = 5f}r = (id®A\) o 6;,‘}]), on a donc

pR[Aal = [(5;471?]@7',4er([A])@TAxrs(a), donc par hypotheése :
n@Aal = [67,]@Tax, s((ep))-

Tous les éléments du membre de droite proviennent maintenant d’homomorphismes, 5;‘711,
et id®e, respectivement. Or d’apreés le lemme 4.9 (id®e,) o 5,‘%, = id, donc p®[A4] vaut 1
dans KK (A %, S, A %, S). On procéde de méme pour montrer que yu est inverse a gauche
de [A4], sans avoir besoin cette fois de la commutativité de ®c. D’aprés les lemmes 4.3 et
4.6, 0"y o Ay = 64, = (Id®A) o 621 donc

Aal@p = [Aal®[0%]@Tax,s(a)

= [5ﬁp]®7}4>4p5([)\])@TAXPS((X), donc par hypotheése

Aal®n = (6,1 0Tax,s((ep)-

On conclut comme plus haut en remarquant que (id®ep) o (5;3]) = id, toujours d’apreés le
lemme 4.9. ]

Définition 5.15 Soit S, la C*-algébre de Hopf réduite duale d’un unitaire multiplicatif
régulier et irréductible. On dit que V ou S, est K-moyennable lorsque l’assertion v du
théoreme 5.14 est vérifiée.

REMARQUES.

1. Vélément o € KK (S,,C) est une généralisation de ’homomorphisme ¢, : S, — C
lorsque S, n’est pas co-unifére.

2. Lorsque S, est moyennable, elle est bien stir K-moyennable. Le groupe libre a 2 gé-
nérateurs fournit un exemple de C'*-algébre de Hopf (commutative) non moyennable
mais K-moyennable [Cun83, JV83|. O
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Présentation

Dans cette partie on cherche & généraliser la construction de 'opérateur de Julg-Valette
pour les groupes agissant sur un arbre [JV83, JV84, JV85|. On s’intéresse en particulier
au cas des groupes quantiques compacts libres A, (Q) et A,(Q) : en effet ils peuvent étre
considérés a certains égards comme des analogues quantiques des groupes libres F),, et
la construction de Julg et Valette fournit entre autres une preuve conceptuelle de la K-
moyennabilité des F),. Ce résultat est d’ailleurs a 'origine de la notion de K-moyennabilité
[Cun83| et permet de ramener le calcul de la K-théorie de C}(F},), effectué initialement dans
[PV82], & celui de la K-théorie de C(F7,), effectué de maniére beaucoup plus élémentaire
dans [Cun82].

On commence par étudier I'exemple simple de 'opérateur de Julg-Valette associé a
un produit libre amalgamé de groupes quantiques discrets, et on en déduit qu'un produit
amalgamé de groupes quantiques discrets et moyennables est K-moyennable. Puis on une
donne une définition des graphes classique et quantique associés & un groupe quantique
discret, et on introduit 'opérateur de Julg-Valette correspondant lorsque le graphe classique
est un arbre. Son étude s’avére plus complexe que dans le cas commutatif & cause de la non-
involutivité de 'opérateur de retournement : on méne en particulier les calculs jusqu'au

bout dans le cas de A,(Q).

6 Amalgames de groupes quantiques discrets moyennables

6.1 Compléments sur les produits libres amalgamés

On commence par quelques compléments sur les sous-groupes de groupes quantiques
discrets et les produits libres amalgamés de groupes quantiques discrets, cf [Wan95] et la
section 2.5. En particulier le lemme 6.4 généralise au cas amalgamé 'égalité h = hy * ho
pour I'état de Haar d’un produit libre de groupes quantiques discrets. Le lemme 6.4 et
la proposition 6.2 montrent notamment que la C*-algébre de Hopf réduite d’un produit
amalgamé S 7 So s’identifie & un produit amalgamé réduit.

Proposition 6.1 Soit (S,0) une C*-algebre de Hopf bisimplifiable unifere, C la catégorie
de ses coreprésentations de dimension finie et (S,9) la C*-algébre de Hopf duale. On a
alors une bijection entre :

1. les sous-C™-algébres de Hopf bisimplifiables T C S contenant 1g,
ii. les sous-catégories pleines D C C telles que 1¢ € D, DD C D et D =D,

Etant donnée une sous-catégorie D C C, la C*-algebre T correspondante est le sous-espace
fermé de S engendré par les coefficients des coreprésentations r € D.

DEMONSTRATION. Soit 1" une sous-C*-algébre de Hopf bisimplifiable de S contenant 1g
et D la catégorie de ses coreprésentations de dimension finie. Par unicité, sa mesure de
Haar hp est la restriction de hg. Soit v € L(H)®T, v' € L(H')®T deux coreprésentations
de dimension finie de T et x, X’ € T leurs caractéres : modulo I'inclusion canonique de
T dans S, v et v/ sont aussi des coreprésentations de S de caractéres x et x’. Si v et v/
sont irréductibles et non équivalentes pour T, on a hg(x*x) = hr(x*x) = 1 et hs(x* /) =
hr(x*x') = 0, donc v et v' sont irréductibles et non équivalentes pour S [Wor87a, th 5.8|.
On en déduit un foncteur injectif et additif de D dans C qui induit l'identité, modulo
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Iinclusion T C S, au niveau des coreprésentations et morphismes d’entrelacement. Il est
clair que le produit tensoriel (resp. la conjugaison, l'unité) de D coincide avec celui de C
— en effet ces notions sont définies au niveau des coreprésentations. Ainsi D vérifie ii car
T est une sous-C*-algébre de S contenant 1g. Remarquons que la condition 1¢ € D résulte
des deux autres.

Inversement, soit D C C vérifiant i et T' le sous-espace fermé de S engendré par les
coefficients des coreprésentations qui sont dans D. D’apreés les expressions (2.2) du produit
et de I'involution de S en fonction du produit tensoriel et de la conjugaison de C, les
conditions D = D et DD C D assurent que T est une sous-C*-algébre de S. Elle contient
1g car 1¢ € D. Le coproduit § envoie T dans T®T d’aprés son expression (2.5). Enfin, T
est bisimplifiable car elle est engendrée par les coefficients de représentations unitaires : cf
[Wor87a, th. 4.9]. [ ]

Proposition 6.2 Soit (S,0) une C*-algébre de Hopf bisimplifiable unifére. On suppose que
S est réduite, c’est-a-dire que sa représentation réguliere est fidele. Soit T C S wvérifiant
la condition i de la proposition 6.1, alors T est également réduite et il existe une unique
espérance conditionnelle P : S — T telle que (id®@P) 0 0 = (P®id) o d = d o P. L’état de
Haar hr est la restriction de hg et on a hg = hp o P.

DEMONSTRATION. Soit s ¢ D, t € D et r un sous-objet irréductible de s®t : on a alors
s C r®t donc r ne peut pas étre dans D. De méme si r est un sous-objet irréductible de t®s
on a7 C 5®t, donc § C 7®t et par conséquent (s ¢ Dett € D) = T ¢ D, ce qui équivaut a
r ¢ D. Enfin il est clair que s ¢ D = 5 ¢ D. Soit S° (resp. 7) le sous-espace de S engendré
par les coefficients des coreprésentations r ¢ D (resp. r € D), et S° sa fermeture. La somme
T + S° est directe et dense dans S. Les remarques précédentes sur les coreprésentations
de S se traduisent par les inclusions S°T" C §°, T'S° C S° et §°* C S°. On en déduit en
particulier que Ap(7) et Ap(S°) sont orthogonaux dans la construction GNS de (S, hg) :
en effet pour x € S° et y € 7 on a x*y € §° donc hg(z*y) = 0.

Comme on I’a déja remarqué dans la démonstration précédente, I'unicité de hp montre
que la restriction de hg & T est hy. Soit y € T un élément du noyau de la représentation
réguliére de T. Soit x € S que l'on écrit comme limite de sommes y, + z, avec y, € T
et z, € §°, pour tout n on a hg(yy,) = hr(yy,) = 0 par hypothése sur y et h(yz,) =0
car yz, € S° donc h(yx) = 0. Par conséquent, pour tous z, ' € S on a hg(z*yx’) =
hs(y ' (fixx*x f1)) = 0, donc y = 0 par hypothése sur S. Ainsi T est réduite.

Identifions S et T' & leur image par la représentation réguliére de S dans L(H). Soit p la
projection orthogonale sur I'adhérence de Ay (7)) : d’apres le début de la démonstration c’est
donc la projection de H sur 'adhérence de Ap(7) parallélement & 'adhérence de Aj(S°),
par conséquent on a pSp = pT'p. De plus (y — pyp) est un homomorphisme bijectif de T
sur pT'p car T est réduite, c’est donc un isomorphisme. L’application (P : s — psp) est
I’espérance conditionnelle recherchée.

Soit ¢ la projection orthogonale sur CAp(1), on a gp = pg = q donc hg(s)Ax(1) =
qsq = qpspq = hr(psp)Ap(1), ainsi on a bien hg = hp o P. D’autre part il est immédiat de
vérifier I'identité (P®id) od = (id®P) o d = 6 o P sur chacun des sous-espaces 7 et S°.
Pour finir, montrons en vue du lemme 6.3 que Ker P = S°. Il est clair que S° est contenu
dans Ker P, inversement écrivons un élément x € Ker P comme limite de sommes y,, + 2,
avec y, € T et z, € §°, on a P(y, + 2z,) = yn — 0, donc x est dans S°.

On va maintenant montrer un résultat légérement plus fort que l'unicité de P. On ne
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suppose plus que S est réduite. Soit A : § — S, sa représentation réguliére gauche, 9, le
coproduit de S,, qui se restreint a T, = \(T'), et P : S, — T, lespérance conditionnelle
introduite plus haut. Soit P’ une application linéaire continue de S dans T telle que P’ T =
Aet (PP@N)od = (A®P')od = §,0P'. Alors P/ = P o \. En effet, sur T cette égalité
résulte immédiatement des égalités P’ 7 = A et Py, = id. Il reste alors a montrer que
P’z =0 pour z € 8°. Comme P’z est dans T, et §,(T}) C T,&T, on a (id®P)d,.(P'z) =
5, (P'z). Mais d’autre part (id®P)d,(P'z) = (P'®@PA)d(x) = 0 car 6(z) est dans S°RS°
et P est nul sur Sy. Ainsi §,(P'z) = 0, donc P’z = 0. |

Lemme 6.3 On reprend les hypothéses et notations de la proposition 6.2 et on note E le
T-module hilbertien de la représentation GNS de S associée a P.

1. La relation sur Irr C définie par r ~ v’ < (3t € D t C 7Qr') est une relation
d’équivalence, on note (Irr C)/D le quotient correspondant.

2. Soit 8" le sous-espace de S engendré par les coefficients d’une coreprésentation r € C.
Pour o € (Irr C)/D on note S* =3, ., S", soit S° la fermeture de 3_, ,; S“. Alors
on a Ker P = 5°.

3. Notons E“ et E" les fermetures respectives de Ap(S®) et Ap(S") dans E. Soitr € «,
alors le sous-T-module hilbertien fermé de E engendré par E” est E“. De plus E est
la somme directe orthogonale des E<.

DEMONSTRATION.

1. Le premier point repose essentiellement sur les équivalences t C 7®r’ & 7 C tQ7 <
r C r'®t, déja utilisées dans la démonstration précédente. Comme D = D on a donc en
particulier r ~ ' < r C r'®D. Avec cette expression il est clair que les hypothéses 1¢ € D
et DD C D entrainent la réflexivité et la transitivité de ~, tandis que la condition D = D
et la définition de la relation ~ montrent qu’elle est symétrique.

2. Il est clair sur la définition que la classe de 1¢ dans (Irr C)/D est Irr D. Ainsi 'espace
S° défini ici coincide avec celui qu’on a utilisé dans la démonstration de la proposition 6.2,
et on a déja vu que sa fermeture est le noyau de P.

3. Soit 7 et 7’ deux éléments de a € (Irr C)/D : il existe t € D tel que ' C r®t. Soit
alors y € 8™, ¢’est un coefficient de la coreprésentation r®t, donc un élément de Vect S77.
En sommant sur 7’ on obtient 'inclusion 8¢ C Vect S"7. Inversement, un produit d'un
élément de S™ et d’un élément de S! C 7 est combinaison linéaire de coefficients de
sous-coreprésentations de r®t. Par définition, ces sous-coreprésentations sont dans «, donc
ST C 8% Ainsi E¢ est bien le sous-T-module fermé engendré par E”.

De méme, soit a et § deux éléments distincts de (Irr C)/D et z € 8%, y € S” des
coefficients respectifs de représentations r € «, s € 3. On a par définition (A p(z), Ap(y)) =
P(z*y). Comme « et (3 sont distincts, les sous-objets de 7®s ne sont pas dans D, donc z*y
est un élément de S° et son image par P est nulle. Ainsi E® et E®, qui sont respectivement
engendrés par les vecteurs Ap(z) et Ap(y) de la forme considérée, sont orthogonaux. Il est
clair par ailleurs que la somme des E“ est dense dans le T-module hilbertien FE. |

Soit § = S1 7 S9 un produit libre amalgamé de C*-algébres de Hopf bisimplifiables
et uniféres. Soit A : S — S, C L(H) la représentation réguliére de S. D’aprés la proposi-
tion 6.2, appliquée a I'inclusion S; C 5, la restriction de A & S7 coincide avec la représen-
tation réguliere de Si. En particulier A se factorise a travers le produit libre amalgamé S’
des C*-algebres réduites Sy, et Sz, relativement a T, et S = S,. La proposition 6.2 et le
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lemme suivant montrent que la mesure de Haar de S’ est hy o (P *7. P). Par conséquent
Sy = S). s’identifie au produit libre amalgamé réduit de (S1,, P1) et (Sa., P2).

Lemme 6.4 Soit S1, Sy deuxr C*-algébres de Hopf bisimplifiables, uniféres et réduites.
Soit T' une sous-C*-algébre de Hopf unifére commune a Sy et So et bisimplifiable. On note
S = Sy *xp So, et A0 S — S, la représentation réguliére gauche de S. Soit Py : S; —
T, P,: S, —» T etP: S, —» T les espérances conditionnelles canoniques. Alors on a
P1 * P2 =Po\.

DEMONSTRATION. Notons P’ = P; 7 P. Par hypothése on a T' = T, donc la restriction
de A : S — S, a T s’identifie & idy. Par définition, P’ coincide avec P; sur S; C S, et P,
coincide sur T' C S; avec idy. Donc P’ coincide avec A sur 1. D’aprés la démonstration
de la proposition 6.2, il suffit maintenant d’établir les égalités d’invariance (P'®\) o d =
(A®P') o =0,0P.

La C*-algébre S est un quotient du produit libre Sy *¢ S, donc les éléments de la forme
51+ sy avec s € S;, et (i;) € I, engendrent 'espace vectoriel normé S. On en déduit, en
utilisant les décompositions S; = 7 @ S; et une récurrence immédiate, que S est également
engendré par les éléments de 7 et les éléments de la forme s1---s, avec s € Sp - Sur les
éléments de 7T, les égalités d’'invariance & démontrer résultent immédiatement de I'identité
P,|T — A.

Il reste donc & considérer les éléments s = s1---s, avec s € SZ?’]c et (i;) € I. Pour
un tel élément on a P'(s) = 0, car S; et Sy sont libres dans (S, P’) et S = Ker P,.
Mais d’autre part d;, (si) s’écrit comme une somme ), sk7l®s§§7l avec S, s}u € ka, car
0;(8P) C S7®SY. Ainsi 0(s) = 0;,(s1) - - - 04, (Sn) s’écrit comme une somme Y, 5;®s; ou les
s; et les s) sont tous dans Ker P’, toujours par liberté de Si et S2. On a donc également
(P'®@X) 0 d(s) = (A®P’) 0 §(s) = 0. [ |

6.2 K-moyennabilité

Soit GGy et G2 deux groupes discrets, H un sous-groupe commun & G et Go, et G =
G1 g Go. Alors T' = C}(H) s’identifie & une sous-C*-algébre de Hopf commune a C}(G1),
CF(Gy) et C(G). On dispose d’espérances conditionnelles canoniques Py : C}(Gy) — T,
P, : CiGe) » T, P:CiG) - T. Soit Ey, Es et E les T-modules hilbertien associés
munis de leurs vecteurs distingués 1y, 10 et 1, d’aprés le lemme 6.4 on a E = E; 7 Es.

Rappelons que I'espace des arétes montantes du graphe associé a 'amalgame (G1, Gy, H)
peut étre identifié & I'ensemble ay = G/H si on choisit une application extrémités appro-
priée, I'espace fo correspondant est alors F®.C, ou € est la co-unité de T. D’autre part
lespace des sommets s = G/G1 LI G/G est canoniquement en bijection avec G(r,1)/H U
G(r,2)/H, donc 'espace {2 correspondant s’identifie & E(r,1)®.C & E(r,2)®.C. On note
(n2®1) la copie de (n®1) dans le premier sous-espace, et (7;®1) celle du second.

L’action & gauche de G sur ay se traduit au niveau des espaces £5 par la représenta-
tion naturelle de C(G) sur E®.C. Décrivons maintenant la représentation de C(G) sur
E(r,1)®.C® E(r,2)®.C induite par I'action & gauche de G sur G/G; UG/G2. D’une part
laction de G2 sur G/G1 induit une action de C(G2) sur le premier facteur E(r,1)®.C
qui est la restriction de I'action naturelle de Cj;(G2) sur E®.C. D’autre part I'action de
G1 sur G/G induit la représentation triviale de C(G1) sur C(n2®1), et la restriction de
Iaction naturelle de C(G1) sur E(r, 1)°®.C.
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On a déja précisé dans les rappels ce qu’on entend par « application extrémités appro-
priée » de ay dans s x s, lorsque G1 est choisi comme origine dans s. On peut vérifier que
lopérateur but induit au niveau des espaces {2, de E®.C dans E(r,1)®.C @& E(r,2)®.C,
envoie (n®1) sur (n2®1), et les sous-espaces de E(r,1)°®.C et E(r,2)°®.C de l'espace de
départ sur les mémes sous-espaces de l'espace d’arrivée. L’opérateur de Julg-Valette est
alors ’adjoint de cet opérateur but.

Définition 6.5 Soit S = Si %7 Sy un produit libre amalgamé de C*-algébres de Hopf
bisimplifiables et uniféres. On suppose S1 et Sy moyennables, alors T [’est aussi et on
note € sa co-unité. Soit (E1,m) et (Ea,m2) les T-modules hilbertiens avec vecteur distingué
associés aur espérances conditionnelles canoniques de S1 et Sy sur T.

1. Soit (E,n) le produit libre de (E1,m1) et (E2,n2) amalgamé suivant T. Lorsque n est
considéré comme un vecteur de E(r,1) (resp. E(r,2)), on le note na (resp. n1).

2. Soit Kpy = E et Hp = E(r,1) @ E(r,2). Les espaces de Hilbert K, = Kr®.C
et H = Hr®.C sont respectivement appelés espaces €y des arétes montantes et des
sommets du graphe quantique associé a l’amalgame (S1,52,T).

3. L’espace de Hilbert Ky est muni de la représentation naturelle de S. En particu-
lier S; C S stabilise E(r,2)®:C et E(r,1)°®:C. En faisant agir Sy trivialement
sur (n2®1), on obtient une représentation de Sy sur H. On obtient de méme une
représentation de Sz, et finalement de S, sur H.

4. L’opérateur de Julg-Valette associé au triplet (S1,52,T) est F' = Fr®.id, ou Fr €
Lr(Hr, K7 y) est défini par les formules

E(r,1)® E(r,2) — E,
Fr:g m—=mn, m—0,
E(r,i)° % E(r,i)° C E.

Proposition 6.6 On reprend les hypothéses et notations de la définition 6.5. Alors les re-
présentations de S sur H et K1 sont faiblement contenues dans sa représentation réguliére.

DEMONSTRATION. Comme T est moyennable, € est faiblement contenue dans la représen-
tation GNS de hr, donc la représentation naturelle de S sur K, = F®.C est faiblement
contenue dans sa représentation naturelle sur £®y,,C, c’est-a-dire dans la réguliére. On
va montrer de méme que la représentation de S sur H = E(r,1)®.C @ E(r,2)®:C est
faiblement contenue dans E®jp,,.C : traitons par exemple le cas de E(r,1)®.C.

Il est clair que (72®1) est un vecteur cyclique pour cette représentation, calculons la
forme positive sur S associée. On rappelle que I'espace vectoriel normé S est engendré par
les éléments de T et les éléments de la forme s7 - - - s, — on sous-entend dans cette écriture
que chaque s est dans ka pour un certain n-uplet (i;) € I,,. Si s = s1---s, avec 'un
au moins des s; dans S5, alors s(n2®1) est dans E(r,1)°®.C. D’autre part si s € Sy, par
définition on a s(n2®1) = e1(s)(n2®1) ot €7 est la co-unité de S;. Ainsi

0 S1§ =518, avec i, ou 1,1 = 2,

(n2®1s(np@1)) = { ei1(s) siseS.

(6.1)

D’autre part, soit t € S7 et ( = Ap,(t) € E; le vecteur correspondant dans la construction
GNS associée a l'espérance conditionnelle P;. On note h (resp. hy, hy) I'état de Haar de
S (resp. Sy, St) et P lespérance conditionnelle canonique de S, = A(S) sur 7. Calculons
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I’état vectoriel sur S associ¢ au vecteur (®1 € E®y,C. De la méme fagon que plus haut
on trouve, en utilisant le fait que hy est la restriction de h = hp o Po X :

0 Si§ =815y avec iy OU ip_1 = 2,

cotsca) ={ ) ey 025 6:2)

Maintenant, on peut exprimer I’hypothése de moyennabilité de S; par le fait que 'état
€1 est limite faible de combinaisons linéaires d’états associés a la représentation réguliére
de Sy, c’est-a-dire d’états de la forme hq(t* - t) avec t € Sq. On en déduit immédiatement
que l'état (6.1) est limite faible de combinaisons linéaires d’états de la forme (6.2) : ainsi,
la représentation de S sur E(r,1)®.C est faiblement contenue dans la représentation sur
E®p,C. Finalement cette derniére est équivalente a la représentation réguliére de S d’apres
le lemme 6.4. |

Proposition 6.7 On reprend les hypothéses et notations de la définition 6.5. Alors 'opé-
rateur de Julg-Valette F' : H — K est un opérateur de Fredholm qui commute modulo
les opérateurs compacts aux représentations de S. En particulier il définit un élément de

KK(S,C) et KK(S,,C).

DEMONSTRATION. Il est évident sur la définition que F' est surjectif et que son noyau est
de dimension 1, c’est donc un opérateur de Fredholm. La C*-algébre S étant engendrée
par S7 et So, il suffit de vérifier que F' commute & 'action des éléments de S; U Sy modulo
les opérateurs compacts. Soit x € S7, on peut supposer que x est un coefficient d’une
coreprésentation r de Si. Soit « la classe de 7 dans (Irr Cy)/D.

Soit y un élément de Slﬁ avec 3 # « : supposons par exemple que y est un coefficient
d’une coreprésentation s € (. Alors xy est combinaison linéaire de coefficients de sous-
coreprésentations de r®s, qui ne sont pas dans D car § # «. Au niveau des T-modules
hilbertiens, cela signifie que CL‘EIB C E7. On en déduit que l'action naturelle de z sur £
envoie (Ef)Y N E(r,2)° dans E(r,2)°. Or l'action de = sur E(r,2)°, considéré comme
sous-espace de 'espace de départ ou de l'espace d’arrivée de Fp, provient de cette action
naturelle. Comme de plus Fr coincide avec 'identité sur ces sous-espaces, il s’ensuit que
[z, Fr] est nul sur (E{)*NE(r,2)°. Par ailleurs x stabilise E(r,1)°, pour les mémes raisons
[, Fr] est donc nul sur ce sous-espace.

D’aprés le lemme 6.3, E{®.C est de dimension finie — inférieure a celles des S” pour
tout 7 € a. On a montré que [z, Fr] est nul sur 'orthogonal de C(ny®1)®C (1 ®1)DE{®.C,
il est donc de rang fini et en particulier compact. On procéde de méme pour un élément x

de SQ. |

Proposition 6.8 On reprend les hypothéses et notations de la définition 6.5. Alors I’élé-
ment a € KK(S,C) associé a l'opérateur de Julg-Valette F : H — K est égal a ’élément
[es] € KK(S,C) associé a la co-unité de S.

DEMONSTRATION. Soit FT lopérateur de Hr dans K74 @ T qui se restreint a 'identité
sur les sous-espaces E(r,1)° et E(r,2)° de Hr et Kr 4, et qui envoie 7y (resp. 1) sur
17 (resp. m). Soit 7 la représentation de S sur K @ C donnée par la définition 6.5 et
la représentation triviale eg sur C, et p la représentation de la définition 6.5 sur H. Soit
x € E(S,C) le triplet associé a F = Fre.id, 7 et p. 1l est clair que F est une perturbation
compacte de F'+0: H — K, @ C, donc la classe de x dans KK (S,C) est égale a o — 1.
Nous allons montrer par ailleurs que x est homotope & un triplet dégénéré.
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Il est clair sur la définition que F est unitaire, de plus on vérifie facilement qu’il commute
aux actions de Sy C S. En revanche il ne commute pas aux actions de S7. Plus pre(nsement
pour s € S; on a comme dans la démonstration précédente Fp(s)(¢) = n(s)F(¢) pour
¢ e (E(r,1)°+ E{ N E(r,2)°)®.C C H, mais

= F(Ap(s)®1) = (Ap(s)®1) et
(s)lc = e(s)1c,

= e(s)F(©1) = e(s)(n®1) et
= m(s)(n®1) = (Ap(s)®1).

De méme, si (7 est dans EY C E(r,2) C Hyp on peut écrire s¢; = tn; + (f avec t € T et
¢} € EY, et on a alors

(Fp()(G1@1) = e(t)lc + ((191) et (n(s)F)(Q®1) = e(t)(n@1) + ((1@1).

Cela s’exprime encore sous la forme suivante : F*7(s)F = u*p(s)u, ot u € L(H) se restreint
a l'identité sur E(r,1)°®@7C et E(r,2)°®7C et échange (1 ®@71) et (n2®71).

Il est facile de vérifier que u est unitaire, auto-adjoint et commute a p(7"), par conséquent
la formule u; = cost + iusint définit une famille d’unitaires (u;) qui commutent a p(7T).
On pose pi(s) = uyp(s)ur pour s € Sy et pi(s) = p(s) pour s € Sy, comme u; commute &
p(T') pour tout ¢ on obtient ainsi une famille de représentations (p;) de S = Sy *7 Sy sur
H. On pose de plus 7; = 7 et F; = F, cela définit une famille d’éléments (z;) de E(S, C)
qui établit une homotopie entre x¢y = x et x1, qui est dégénéré. |

Les propositions 6.6, 6.7 et 6.8 permettent alors d’énoncer le résultat suivant :

Théoréme 6.9 Soit Sy et Sy deux C*-algébres de Hopf uniféres et bisimplifiables. Soit T
une sous-C*-algébre de Hopf unifére et bisimplifiable commune a S1 et Sa. Si les groupes
quantiques discrets associés a Sy et Sy sont moyennables, alors le groupe quantique discret
associé au produit libre amalgamé Sy x1 So est K-moyennable. |

REMARQUE 1. Ce théoréme étend au cas quantique le résultat obtenu par Julg et Va-
lette [JV84, cor. 4.1] comme corollaire du résultat plus général sur les groupes localement
compacts agissant sur un arbre. Cependant la construction de I’homotopie de la proposi-
tion 6.8 est plus proche de celle utilisée par Cuntz dans [Cun83| pour I’étude d’un produit
libre G % Z. En effet la construction de la fonction de type négatif sur I’arbre associé a un
amalgame (G1,Go, H), utilisée dans [JV84] pour obtenir I'homotopie entre « et 1, semble
plus compliquée dans le cas quantique.

Le résultat de [Cun83|, dans le cas non amalgamé, est en fait plus fort : on obtient
la K-moyennabilité pour un produit libre de groupes discrets K-moyennables — cf aussi
[Ger96], qui étudie la K-théorie des produits libres réduits et pleins de C'*-algébres munies
d’un état. Ce résultat est généralisé au cas d’un produit libre amalgamé de groupes discrets
dans [Pim86|. O

REMARQUE 2. La structure d’« arbre quantique », suggérée par le vocabulaire de la
définition 6.5, n’est pas utilisée explicitement dans les démonstrations qui suivent cette
définition. Nous donnons maintenant un apercu plus complet de cette structure, qui est
I’analogue au niveau des espaces 5 des objets s, a, 8, 0 et b intervenant dans la définition
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d’un graphe classique. Cette description et le résultat du théoréme 6.9 seront une motiva-
tion pour la construction des graphes associés & un groupe quantique discret, & la section
suivante.

On peut définir un espace total des arétes K, « contenant » les arétes montantes et
descendantes, en partant de 'espace des sommets : on a Hp = E(r,1) @ E(r,2), on pose
Kpr = E(r,1)@rE, @ E(r,2)@7FE2 et K = Kp®.C. L’espace K est muni d'un opérateur
de retournement des arétes @ = O7®id donné par

o (@1 € E(r,1)@7E] — Wi ((®C)®n2 € E(r,2)°Q@7n2,
"\ C@m € E(r,1)°@rm — Wl € E(r,2)Q7ES, na®m — niQn

et les formules analogues sur E(r,2)®@71 Es. Il est clair que ©7 est un isomorphisme involutif,
etona Kr = Ky, ®O(Kr ) si K1 est le sous-espace E(r, 1)@ E} @ E(r,2)@ ES &1y @9
de K. Notons que I~(T7+ s’identifie & I'espace K74 de la définition 6.5 au moyen de
I’isomorphisme

W Wi
®p: E(r,1)®@pE} — E(r,2)°, E(r,2)®pE5 — E(r,1)°, m®n, — 1.

On peut munir K7 d’une représentation de S de la maniére suivante. La C*-algébre
Sy agit sur E(r,1)®@pFE; par mo®1. De méme, S; agit sur E(r,1)°®@pFE; par m®1, et
sur 7a®@F7 par 1®m;. Les représentations de Sy et So sur E(r,1)®rE; ainsi définies sont
compatibles avec les inclusions de T' et on obtient donc une représentation de S. On fait agir
S de maniére analogue sur le deuxiéme sous-espace E(r,2)®@rFE,; C Kp. On peut vérifier
que O7 commute alors a I’action de .S, en revanche ce n’est pas le cas de 'isomorphisme
entre I~(T7+ et K7 4 lorsque ce dernier espace est muni de la représentation introduite a la
définition 6.5 — le sous-espace I~(T7+ n’est d’ailleurs pas stable sous l'action de S.

Soit W la projection orthogonale de K7 sur Kt 4 = Ker(©7 —id) — on peut également
considérer Uy comme 'application quotient de K7 dans Kp/Im(Op — id). La restriction
de ¥ a IN(T,JF est un (multiple d'un) isomorphisme. Comme O7 commute a l'action de S
sur K, le sous-module K74 est stable sous cette action et on peut vérifier que W7 o ®p :
K7 — K74 commute aux actions de S. Ainsi I'action de S sur K ~ K, provient plutot
de I'espace des arétes géométriques K, tandis que 'opérateur but B = F* : K| ~ K, — H
provient plutdt de l'espace des arétes montantes K .

Pour finir, soit £ I’ensemble des mots de la forme m = a1 - - - o, avec oy, € (Irr C;,) /D
et (i;) € I,, — on inclut le mot vide () dans £. On note £(r, 7) le sous-ensemble des mots tels
que i, # i, y compris ). Soit s = E(r,1) U E(r,2), I'arbre classique g associé a amalgame
(S1,52,T) est le graphe dont s est 'ensemble des sommets et dans lequel

— (1 est relié a 0o,

— m est relié & ma pour tout mot m et toute lettre a.

Soit m = a1 -y, € 5, posons E™ = E31®T---®TE31", DM =F sim¢cé& et D™ = B,
sim € &. On dit que E™ est 'espace au-dessus du sommet classique m, et D™, I'espace
des directions en m, on a en effet

Hr = @meEEm et Kp= @meSEm(X)TDm.

Le sous-espace ;7" C D™ correspond aux arétes descendantes, tandis que E; C D™
correspond aux arétes montantes : par exemple © envoie une aréte descendante partant de
m sur une aréte montante partant du prédécesseur de m dans g.
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Dans la section suivante on s’intéresse & la notion de graphe quantique associé a un
groupe quantique discret : on rencontrera des objets analogues a H, K, ©, F, K,, K, et
une description « géométrique » au-dessus d’un graphe classique. Cependant 'opérateur
de retournement © ne sera plus involutif, ce qui sera & 'origine de sérieuses difficultés pour
I'utilisation de 'opérateur de Julg-Valette F' en K-théorie. (|

7 Arbres associés aux groupes quantiques libres

7.1 Motivations

Soit I' un groupe discret et A une partie finie de I' ne contenant pas l'unité et telle
que A = AL Soit g = (s,a,¢,0) le graphe associé a (I, A), cf la section 3.4 des rappels.
Suivant la démarche générale de la géométrie non commutative, on va exprimer la structure
de graphe de g au niveau des espaces de fonctions H = l5(s), K = l5(a) pour généraliser
ensuite sa construction au cas quantique.

Soit V' T'unitaire multiplicatif cocommutatif associé a I' : les C'*-algébres réduites as-
sociées sont S = C(I") et S, = C(T"). Soit (€2,) la base canonique de S, alors Ay (£2,) €
H = l5(I") correspond & la fonction caractéristique x, de {g}, et V est donc donné par

4 (X(gvs)) =V (Xg®Xs) = Xg®Xgs = Xe(g,s) = E (X(gvs)) :

Onaa=IxA CI xTI, on peut donc considérer K comme un sous-espace de HQH, et le
calcul ci-dessus montre que l'isométrie E : K — H®H induite par I'application extrémités
¢ n’est autre que la restriction de V' a K. On dit que E est I’opérateur extrémités du graphe
associé a (I', A).

De méme, l'application 6 induit un opérateur de retournement © € L(K) unitaire, qui
vérifie la relation © = E*XFE. On en déduit l'expression suivante, grace au lemme 7.1
ci-dessous :

O =V3V=XVPV =%XVV.
L’identité VVV = (U®1)% donne alors © = (1&U)V*. Par ailleurs il est clair que ©2 = id,

on a donc aussi © = ©* = V(1®U). Enfin 'espace des arétes géométriques fo(a,) =
K/Im(© —id) est isomorphe au sous-espace Ker(0© —id) de K.

Lemme 7.1 Soit (H,V,U) un systéme de Kac faible et VP = XV*%. Si V = VP (resp.
V =V°P) alors V est commutatif (resp. cocommutatif ). Inversement, si (H,V,U) est le

systeme de Kac commutatif (resp. cocommutatif) associé a un groupe localement compact,
onaV =VP (resp. V.=V°P).

DEMONSTRATION. On a V = VP & V = (1oU)V*(1@U). Supposons que ces égalités
sont vérifices et soit * = Ly (w) un élément de S,. On a alors @ = ULy« (w)U, donc
x € US,U. En particulier, x commute a S, donc S, est commutative. Inversement, si V'
est commutatif on obtient 1’égalité recherchée par un calcul dans L?(G) ot G est le groupe
localement compact sous-jacent :

(1U)VARU)f)(r,s) = A(s)/A(V(1U) f)(r,s™)
() /2((1@U) f)(rs ™" s7h)
() 2A(s™ )2 f(rs™! s) = (VX ) (1, 9).

e
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Les assertions concernant le cas cocommutatif s’en déduisent en remplacant V par V. B

Dans la section suivante on définit le graphe quantique associé & un groupe quantique
discret en prenant © = V(1®U) comme opérateur de retournement des arétes, sur un
certain sous-espace stable K = H®ppH qui jouera le role de (" x A). En particulier
V(1®U) commute a la représentation naturelle idg, ®1 de S, sur K. On pourrait s’attendre
a avoir également une version simpliciale de (K, ©), c’est-a-dire un opérateur extrémités
FE de K dans un sous-espace de HQ®H, isométrique, et tel que EOE* = Y. Cela n’a pas
lieu dans le cas quantique : alors ¥ ne commute pas & la représentation naturelle ¢, de S,
sur H®H. De plus ‘7(1®U) n’est plus involutif, comme on le voit & la proposition 7.2 ci-
dessous. En fait dans le cas quantique la construction simpliciale du graphe associé a (I', A)
se généralise séparément de la construction non simpliciale et donne un graphe classique,
qui n’est pas muni de représentations de .S, mais sera néanmoins utile pour comprendre la
structure du graphe quantique.

Proposition 7.2 Reprenons les notations de la définition 7.3 et supposons que D engendre
C. L’opérateur de retournement © est involutif ssi V' est cocommutatif.

DEMONSTRATION. Il est clair que © est involutif dans le cas cocommutatif. Inversement
si © est involutif, (1QU)V (1®U) et V* coincident sur K. Par conséquent pour tout w €
L(H), les opérateurs & = L. (w) et y = ULy (w)U coincident sur @,cpH®. En particulier
lorsque x est dans une sous-algébre St~ L(Hy) avec t € D, les supports de z et y sont
des sous-espaces de ©;cpH?® donc £ = y. On a donc = € USU, donc  commute a S. Cela
implique que t est de dimension 1, et comme D engendre C on en déduit que toutes les
représentations de V' sont de dimension 1, donc S est commutative. |

7.2 Graphes associés a un groupe quantique discret

Rappelons que si V' est un unitaire multiplicatif de type compact, on note C la catégorie
de ses représentations de dimension finie, et Irr C un systéme de représentants des classes
de représentations irréductibles. Pour r € Irr C, on note 7 I’élément de Irr C équivalent a la
contragrédiente de r. On a donc 7 = r et on peut supposer que jrjr = £1. Pour s € Irr C
on note ps le support central de la représentation de S associée a s, c’est un élément de S
et tous les projecteurs centraux de S sont de la forme > {pa | d € D} pour une certaine
partie finie D C Irr C.

Définition 7.3 Soit V un unitaire multiplicatif de type compact et pp un projecteur central
de S tel que UppU = pp et popp = 0. On note C la catégorie des représentations de
dimension finie de V et Irr C un systéeme de représentants des classes de représentations
wrréductibles.

1. On appelle graphe classique associé au couple (V,pp) le graphe g donné sous forme
simpliciale par s = Irr C et a = {(r,r') € s* | 6(p)(p,®pp) # 0}.

2. On appelle graphe quantique associé au couple (V,pp) la suite (H, K,E,@) ou H est
Vespace de Hilbert de V, K = H@ppH, E = Vg € L(K,H®H) et © = V(10U) | €
L(K). On pose Ky = Ker (© —id).

3. Soit € la forme linéaire définie sur ppH par Ap(x) — e(x). Soit O = (id®e) et
B = 000, ces applications de K dans H sont respectivement appelées opérateur
origine et opérateur but du graphe quantique associé o (V,pp).
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REMARQUES.

1. Les projecteurs centraux pp vérifiant les conditions de la définition sont associés
aux parties finies D de Irr C telles que D = D et 1¢ ¢ D. Les éléments de a sont
alors les couples (r,7’) pour lesquels il existe s € D tel que ' C r®s. Notons que
a est symétrique, grace a 'équivalence r’ C r®s < r C r'®35. Le graphe (s, a) n’est
pas combinatoire en général : on peut avoir (r,r) € a pour un certain sommet 7 —
cependant cela n’aura pas lieu dans les exemples qui nous intéresseront. En particulier
lorsqu’on demande que (s, a) soit un arbre on exclut cette possibilité.

2. Dans le cas cocommutatif Irr C = T est un groupe discret, A = D vérifie les conditions
A7l = Aet1¢ A Alors (s,a) et (H,K,E,0) correspondent respectivement aux
versions simpliciale et non simpliciale du graphe associé a (I', A).

3. Le graphe quantique associé a (V, pp) nous sera plus utile que le graphe classique, car
il est muni d’une coreprésentation naturelle du groupe quantique discret (5', 5) s en
effet la C*-algebre S, agit sur K par idg, ®1, et © € M(US,U®S,)(1&U) commute
a cette représentation. En particulier idg, ®1 induit une représentation de .S, sur K.

4. L’identité ‘A/V‘Z' = (U®1)X donne une autre expression dont nous nous servirons
aussi : © = (XVV)*. Par ailleurs I'identité V* = (J®J)V(J®J), ot J est la conju-
gaison modulaire de S, montre que (J®J)O(J®J) = 0* = O~ O

Lemme 7.4 Soit z, y € Sy, on a O o (Ay@A)(z®y) = (AL®Ap) o (Id®k)((z®1)4(y)).

DEMONSTRATION. On a 0 o (A,®Ap)(z®y) = (z®id) 0 © o (A,®A)(1®y), il suffit donc
de considérer le cas = 1. On utilise les expressions (2.12) de U et V' :

© o (Ap@AR)(1®y) = S(ARU)V(1QU) o (Ap@As)(fixk(y)®1)
=X(1oU) o (Ap®@Ap) 0 0(fixk(y))-

On vérifie facilement que 6(f,*a) = (Id®(f.*))(0(a)), ce qui donne :

O o (Ap®@Ay)(10y) = X(1aU) o (Ap@Ap)(d®(f1%))(0(k(y))
= X(1eU) o (Ap®@Ap) (k@ (f1%)K)E6(y).

On reconnait alors (1@U)? qui se simplifie

© o (Ap®@Ap)(z®yY) = X o (Ap®A) o (k®id)Xd(y)
= (Ap®Ap) o (id®k)d(y). [

Proposition 7.5 Soit € la forme linéaire sur Ap(S) définie par Ap(z) — e(x). On a les
identités suivantes :

1. O=(1d®e) o V et B = (e®id) o V sur K N (Ap@AR)(S®S),
2. Bo (Ah®AR)(z®y) = Ap(zy) pour x@y € S®S, et Bo© = O.

DEMONSTRATION. On raisonne dans § : € étant multiplicative, on a pour x et y dans S
(id®e)(d(x)(10y)) = e(y)(id®e) o §(z) = e(y)z = (id®e)(z®y),
d’ott O = (id®e) o V. De méme on a € o k = ¢, d’on

(idse) (1dor)(¢21)d(y)) = (doe) (201)(y)) = vy = (cid) (5(z)(10y)).
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Ainsi on obtient les identités B o Ap(x®y) = Ap(zy) et B = (e®id) oV, grace a la
définition de B et & l'expression de © donnée au lemme 7.4. On en déduit, en notant
m: S®S — S la multiplication de S, et d’apres (2.10) :

B o0 o (A@Ay)(z®y) = Ap(z (m(id®k)d(y)))
= e(y) An(z) = O o (A®AL) (z®Y). [

Proposition 7.6 On note 4 I’homomorphisme de S dans L(K) défini par la formule
Fa(x@yRy' @) = (zy)(U'UQUY'U), et &' = 74 0 (101®0). On a les relations de com-
mutation suivantes, pour § € S :

1. © 0 (501) = §(5) 0 O,

2. ©o (1®8) = (1®UsU) o O,

3. ©0d(3) = (UsU®1) o O.

4. Bod(3)=450B,
Ainsi © entrelace les représentations 7y o (id®id®d) et 74 o (60id®id) de S®S®S sur K.
En particulier © commute & 7ty 0 6°.

DEMONSTRATION. La premiére formule résulte de I'identité 6(3) = V(5@1)V*. En écrivant
B = 00071 avec O = (id®¢) on en déduit la derniére. On peut également en déduire
la troisiéme, en remarquant que lorsqu’on remplace le coproduit de S, par le coproduit
Opposé, S est changée en U SU et 8, en &' o Ad(U). Ou bien on procéde directement, en
utilisant la formule © = (SVV)* et le fait que V commute a USU®] :

A

(UsU®1)0 = (USUR1)V*V*E = V¥ (UsUR1)V*E
= VVHURU)V(301)V(UU)L

WV
= VVHURU)S(3)(UQU)E = VV*RH (5) = 0§ (3).

Enfin la deuxiéme relation de I’énoncé s’obtient en remarquant que V est Eians M(USU ®5‘),
donc commute 1®@U SU. En particulier on a © o 774 o (id®id®d) = 74 o (§®id®id). En com-
posant a droite par 6% : S — S®S®S, on obtient bien le fait que © commute & 74 0 6>. W

7.3 Orientation et opérateur de Julg- Valette

Dans le cas d'un arbre classique, 'orientation a, C a associée au choix d’une origine
définit un sous-espace K, de K. On donne ci-dessous une généralisation de ce sous-espace
dans le cas quantique, sous la forme d’un sous-espace K, C K. On suppose pour ce faire
que le graphe classique (s,a) est un arbre et on choisit comme origine la représentation
triviale 1¢. On définit ensuite 'opérateur de Julg-Valette & partir de I’adjoint de 'opérateur
but restreint et de la projection de K, sur K, — cette derniére est un multiple d'un
isomorphisme dans le cas cocommutatif. L’opérateur de Julg-Valette est noté Iy, on espére
que cela ne provoquera pas de confusion avec les applications linéaires F, = j¥j, € L(H,) :
ces derniéres ne sont utilisées que dans I’appendice, ou F; n’intervient pas.

Définition 7.7 Soit V un unitaire multiplicatif de type compact et pp un projecteur central
de S tel que UppU = pp et popp = 0. On suppose que le graphe classique associé a (V,pp)
est un arbre, on note d la distance sur cet arbre.

1. Soit N opérateur distance a I'origine Y d(1¢,r) py, densément définit sur H. On note
pn € Z(S,) son projecteur spectral associé a la valeur propre n et g, = 4 0 6>(pan).
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2. On pose pyey = > (Pa®P1) (Pny1), Pix = 2 (Pn®@p1) ' (Pny1). On pose p., =
PxiPix €t Ky =p (HRH).

3. On appelle opérateur de Julg-Valette la composée Fy € L(H,K,) dep,,B* : H — K,
avec la projection orthogonale de K, sur K.

REMARQUES.

1. Ona d(r,le) =1« (1¢,r) €Ea< Is€Dr C 1®s, et done p; = pp. En particulier
Im py,, Im p,, et K_, sont bien des sous-espaces de K. Le sous-espace K, est
intéressant car il est fortement relié au graphe classique associé a (V, pp), cf les points
suivants. En particulier il s’exprime dans la décomposition K = > (p,®p1) K.

2. Soit r € Irr C tel que d(r,1¢) =n+1. On a d(p,) = 3. d(p,)(p:®p}) oit on somme
sur les couples (¢,1') tels que r C t®t, donc §(p,)(Pn®@p1) = 6(pr) (P @p1) ol 7/ est
le sommet précédant r dans g. Par conséquent on a l’expression suivante de p, ., en
fonction de 'orientation a4 de g :

Per = > V(pr®p,)V(idop:).
(r',r)€ayt

En particulier, dans le cas cocommutatif, le projecteur p,, correspond & l'inclusion
a4 C a, modulo ’équivalence entre les visions simpliciale et non simpliciale du graphe
qui est donnée par F = V.

3. Spit J (resp. J ) }a conjugaison modulaire sur H associée a l'involution de Sy (resp.
S).OnaU = JJ, [J,pr] = 0 et (JRJ)I(pn)(JRJ) = £I(pn)E. On en déduit la

relation suivante entre p_ 4 et py. :
Pix = (SO )y (JBJ).

Ainsi p_, et p,, proviennent d’'un méme projecteur de M (§®§) que l'on fait agir
a gauche ou a droite sur K. Cela revient également & dire que lorsqu’on remplace le
coproduit de S, par le coproduit opposé, p,, est transformé en p, . U

Proposition 7.8 On reprend les hypothéses et notations de la définition 7.7. Soit p,_ =
1—pus et o =1—Dip. On a alors py_ = Op,,OF et p_, = O%py,O. Plus précisément,

OPsx(Prn®p1) = (Prt1®P1)Px-0O et Op_, (Pn®Pp1) = (Pn—1®P1)P%+ 0.

DEMONSTRATION. On note o = Ad(X) et u = Ad(D). On a vu dans les rappels que
V(pr®1)V* = 6(p,). Par ailleurs la formule V*(1®p, )V = 0(p,) et le fait que p, commute
a U entraine

V¥ (p,@1)V = (UD)SV*S(Up,U1)LVE(UR1)
— (@ )o(V*(18p)V) = (u1)od(p,).
On en déduit 'identité suivante — (1®p;) commute a tous les autres termes :

Op % (Pn®p1)O* = f/(pn®p1)(u®1)05(pn+1)V*
= (18p1)d(pn)V (@@1) 30 (prs1)V* = 6(0n) (Pry18p1)-

Pour montrer que le membre de droite vaut py_ (pn+1®p1), il reste a vérifier qu’on obtient

Px_ en sommant sur n. Or (p,®p1)d(p,) est nul dés que n’ # n + 1, on a donc

> Pa11®p1)0(Pn) + Par = > ((Pnr1®p1)d(Pn) + (Pn®p1)d(Pnt1))
- (Z(Pn@ﬁl)) ( Zg(pn’)) = (1®p1) = Pa— + Dxs- |
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Proposition 7.9 On reprend les hypothéses et notations de la définition 7.7.
1. Ona Bp,_ =Bp_,. =0.

2. On a ppB = B(pn-1®p1)p++ + B(Pny1®p1)p-—.
3. On a F* = Bp,, = limy_, e/ V"D B(e~N @id).

DEMONSTRATION. D’aprés le dernier point de la proposition 7.5, on a ppB(p®p1) =

Bé(pr)(m®p1). En particulier B(p,®p1)pxs = Pnt1BPys, et de méme B(p,@p1)py- =
Pn—1Bpys_. D’autre part on a d’aprés les propositions 7.5 et 7.8

B(pn®p1)p7* = O@(pn®p1)p,* = O(pn71®p1)p*+®
= Pn-10pxs© = pp_1Bp_y, et de méme

B(pn®@p1)Dix = Pnt1Bpin-

Finalement B(p,®p1)p_, = pp+1Bp_. = pn—1Bp_,, donc B(p,®p1)p_, est nul, et de
méme B(p,®p1)p,._ = 0. Par conséquent on a p,B = p, B(p,. + p__), le deuxiéme point
de I’énoncé résulte alors des identités B(pn+1®p1)Pxsr = PnBPxs et B(Drn—10p1)px- =
PrnBPs-

~

Par ailleurs on obtient, en appliquant a nouveau I’égalité py B(p;®@p1) = Bo(pr)(mi®p1) :
pre' VY Be N (p@py) = e'ED Bo () (pi@p1). (7.1)

Or S(pk)(pz@ml) est nul dés que k est différent de [+ 1 et [ — 1, et lorsque k =1 —1 la
quantité (7.1) tend vers 0 lorsque ¢ tend vers +o0o. En sommant sur k£ = [+ 1 on reconnait
bien l'opérateur Bp, ., qui est égal & Bp,, d’aprés le premier point. |

Donnons maintenant une description de p,, et p., comme opérateurs d’entrelacement
entre certaines représentations de S28®S. 11 est évident sur la définition que Py et pu_
(resp. iy €t p_y) commutent a 74 o (§@id®id) (resp. 74 o (Id®id®4)). En particulier ils
commutent & 74 o 53, comme O. Notons que les sous-espaces p,H sont irréductibles pour
la représentation 7ty : S®S — L(H), 2@z’ — z(Uz'U), et respectivement isomorphes a
H,®Hz muni de la représentation naturelle de S®S. De méme les sous-espaces irréduc-
tibles de 74 sont les (p,®ps)(K) ~ H,.QH;QHz®QH,, avec r € Irr C et s € D. Dans ces
isomorphismes, le fait que p,, commute avec 'image de (5®id®id) signifie que c’est un
endomorphisme d’entrelacement pour la représentation de S®8®S associée aux trois co-
représentations r®s, § et 7. Par conséquent c¢’est un projecteur sur H;Q HsQ Hz, o H; est
un certain sous-espace stable de H,QH,.

Lemme 7.10 Soit r € Irr C et s € D. Soit py (resp. p—) la projection de H,QHs sur
la somme des sous-objets de r®s supérieurs (resp. inférieurs) a r. Alors, dans un iso-
morphisme d’entrelacement X, s : HLQH;QH;QHrz — (p,®ps)K, les projecteurs py,
DPx—;s Dix €L D_y correspondent respectivement a (p4+®id®id), (p—®id®id), (id®id®pi) et
(id®id®pj7), ot on note p! = jpj~! et j = N(5,®7s).

DEMONSTRATION. Le projecteur p,, est un élément de M(S‘@S‘), on le fait agir sur les
espaces des représentations de dimension finie comme H,®H,. Par définition de X, ; on
a Puy 0 Xpg = Xy 0 (P ®1d®id). Or pyy (pr®ps) = d(pe) D (pr®ps), OU on somme sur
les sous-objets t C r®s supérieurs a r. Enfin, d’aprés I'expression (2.13) de 4 donnée dans
les rappels, 0(p¢)(pr@ps) est Vélément de (p,@ps)(S®S) ~ L(H,®H,) qui s'identifie a la
projection de r®s sur la somme de ses sous-objets isomorphes & .
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D’autre part on a p,, = #4(101®p), avec p = S (P1@pPn)d(Pni1) € M(S®S). En par-
ticulier on a p,4 0 X, s = X5 0 (id®id®p). Par définition on a p(ps®@pr) = 3. (ps@pr)d(2)
ol on somme sur les sous-objets t C r®s tels que d(¢,1¢) = d(7,1¢) + 1. D’apres le
lemme 7.11 ci-dessous, il s’agit également des sous-objets t C r®s tels que t > r. Comme
précédemment, p(ps®@pr) est donc la projection de S®7 sur ses sous-objets t tels que t > r,
c’est-a-dire pﬂ. |

Lemme 7.11 Soit g = (s,a) le graphe classique associé & une paire (V,pp), comme a la
définition 7.3. Alors pour tout r € Irr C = s, on a d(r,1¢) = d(7, 1¢).

DEMONSTRATION. Comme D = D, il suffit d’établir la propriété suivante : on a d(r,1¢) <
n ssi il existe des éléments sq1, ..., s, € D tels que r C $1® - - - ®s,. On procéde par récur-
rence : pour n = 0 la propriété est vérifiée car r C 1¢ < r = 1¢. Si la propriété est vérifiée au
rang n et d(r,1¢) = n+1, par définition de g il existe 7’ € s et s € D tels que d(r',1¢) =n
et r C r®s. L’hypothése de récurrence donne alors une inclusion r C s1® - ®s,®s de
la forme voulue. Inversement si on a r C $1® -+ - ®Sp41, soit (¢x) une famille orthogonale
maximale de sous-objets irréductibles de $1® -+ ®s,. On a r C S(tx®sy+1), et r est irré-
ductible il existe k tel que r C t;®sy,41. Par hypothése de récurrence on a d(tx, 1¢) < n
pour tout k, donc d(r,1¢) < n+ 1 par définition de g. |

7.4 Arbres associés aux groupes quantiques libres

On aimerait maintenant montrer que 'opérateur de Julg-Valette quantique est un opé-
rateur de Fredholm et qu’il commute aux actions de S, modulo les opérateurs compacts,
comme dans le cas classique. Cette étude se décompose en deux étapes, matérialisées dés
la, définition de Fy :

projection

pysB” orthogonale
Fy:H K_, K,.

1. L’adjoint de 'opérateur but p,,B* : H — K_,. Dans le cas classique, il est évident
que c’est un opérateur de Fredholm : il est surjectif et son noyau correspond a ’origine
du graphe. Nous étendons cette propriété au cas quantique a la proposition 7.14. Par
ailleurs, dans le cas classique, p,, B* commute & I'action des éléments du groupe, a
des opérateurs de rang fini prés. On montrera a la section 8.2 que cela est encore le
cas pour le graphe associé a A,(Q).

2. La projection de K., sur K,. Dans le cas classique il s’agit d’'un multiple d'un
isomorphisme : seule la premiére partie de I’étude est intéressante. Dans le cas quan-
tique, il est toujours évident que cette projection commute a l'action de S, car c’est
un projecteur spectral de ©. En revanche ce n’est plus un isomorphisme : 'espace
K, = Ker (O —1id) est « trop petit ». A la section 7.6 on donne un premier apercu
du probléme, que l'on étudie en détail dans le cas de A,(Q) a la section 8.

Nous introduisons maintenant le cadre précis dans lequel se fait cette étude : il s’agit
de ’analogue quantique des groupes libres et des arbres associés. On suppose toujours que
le graphe classique associé a (V, pp) est un arbre et on note alors (r®s) (resp. (r®s)_) la
somme des sous-objets de (r®s) supérieurs (resp. inférieurs) a r, pour tous r € Irr C, s € D.
On impose alors les conditions de non-multiplicité indiquées dans la définition suivante.



82 Exemples d’arbres quantiques et K K-théorie

Définition 7.12 Soit V' un unitaire multiplicatif de type compact et pp un projecteur
central de S tel que UppU = pp et popp = 0. On dit que le graphe classique associé a
(V,pp) est un arbre strict si les conditions suivantes sont vérifiées :

— Le graphe classique associé a (V,pp) est un arbre,

— pour tous 7 € Irr C et s € D, (r®s)4 est irréductible ou nul,

~ pour tousr € Irr C et s #s' € D, (r@s)y et (ras’)y sont non équivalents ou nuls.

REMARQUES.

1. On peut donner une interprétation plus géométrique de la définition 7.12, en munis-
sant le graphe classique associé & (V,pp) d’une structure plus riche. Soit g’ le graphe,
non combinatoire et coloré par D, défini de la maniére suivante : I’ensemble des som-
mets de g’ est égal a Irr C, et étant donnée une inclusion r’ C r®s de multiplicité k,
avec s € D, les sommets 7 et 1’ sont reliés par k arétes (r,r,4) de couleur s. Alors
les hypothéses introduites plus haut sur la catégorie C signifient que g’ est un arbre
et que la coloration des arétes montantes issues d’'un sommet donné est injective.

2. Notons que si t est un sous-objet irréductible de r®s, alors r est un sous-objet de
t®s, avec la méme multiplicité. On en déduit que si le graphe classique associé a
(V,pp) est un arbre strict, alors (r®s)_ est irréductible ou nul pour tout r € Irr C
et tout s € D. De méme, (r®s)_ est non nul pour exactement une direction s € D,
lorsque r est fixé et différent de 1¢. Plus précisément, écrivons r = (r'®s’) 1, alors le
sommet précédant r est v’ par conséquent si (r®s)_ est non nul on a r’ C r®s donc
rcr’®sets=35.

3. Soit u la coreprésentation fondamentale de A,(Q) (resp. A,(Q)), avec QQ € Cid
(resp. @ inversible). Il est facile de voir que les graphes classiques associé a (A4,(Q), {u})
et (A, (Q),{u,u}) sont des arbres stricts. Plus généralement le graphe quantique as-
socié & (S, D) est un arbre lorsque S est un produit libre de groupes quantiques des
deux types précédents, et D est la réunion des coreprésentations fondamentales de
ces groupes quantiques et de leurs conjuguées, considérées comme coreprésentations
de S. La proposition suivante montre que ce sont les seuls exemples, et les objets que
nous allons étudier & partir de maintenant sont donc les analogues quantiques des
arbres associés aux groupes libres. O

Proposition 7.13 Soit V' un unitaire multiplicatif de type compact et pp un projecteur
central de S tel que UppU = pp et popp = 0. On suppose que le graphe classique associé
a (V,pp) est un arbre strict. Alors V' est l'unitaire multiplicatif d’un produit libre fini de
groupes quantiques A,(Q;) et Au(QQ) avec Q;Q; € Cid, et D est un ensemble fondamental
de représentations de V.

DEMONSTRATION. On a besoin du résultat préliminaire suivant, que I’on démontre par
récurrence sur la distance & l'origine : si 7 est un successeur de ¢ dans le graphe classique,
alors dim r > dim ¢. En effet, supposons cette inégalité vérifiée, et soit r € Irr C, s € D
tels que (r®s)+ # 0. On a r®s =t + (r®s)4+ ou r®s = (r®s)4. Dans le premier cas on
a nécessairement dim s > 1 : sinon l'inclusion r C t®§ montre que dim r = dim ¢, donc
(r@s)+ = 0. On a donc dim (r®s)+ > 2dim r — dim ¢ > dim 7. Dans le deuxiéme cas on
a dim (r®s); = dim r®s > dim r. Cela montre en particulier que le sous-objet (r®s)
ne peut pas étre nul lorsque dim s > 1.

Comme le graphe classique g est un arbre, ’ensemble Irr C de ses sommets est en
bijection avec ’ensemble des chemins sans aller-retour partant de I'origine 1. Grace aux
hypotheses additionnelles de la définition 7.12, un chemin est caractérisé par la suite finie
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(s;) des directions empruntées. D’apreés la remarque 2 qui suit la définition 7.12 et le résultat
préliminaire établi au début de la démonstration, les suites finies d’éléments de D qui sont
ainsi associées & un chemin sans aller-retour sont exactement celles qui vérifient s;11 # 5;
ou dim s;41 > 1 pour tout <.

Pour chaque paire {s,§} C D avec s = § (resp. s # 5), la propriété universelle de
Ay(Q) (reps. Ay(Q)) donne un homomorphisme surjectif de C*-algébres de Hopf de A,(Q)
(reps. A, (Q)) dans S. On obtient ainsi un homomorphisme de C*-algébres de Hopf surjectif
¢: F— S, ou F est un certain produit libre réduit de groupes quantiques 4,(Q) et A, (Q).
Les remarques effectuées plus haut sur la structure de g montrent que Irr C est le monoide
libre engendré par D et quotienté par les relations ss = §s = 1 lorsque dim s = 1. Il est
donc en bijection avec un systéme de représentants Irr F des coreprésentations irréductibles
de F : cf [Wan95, Ban96, Ban97| pour la description de Irr F — lorsque dim @ = 1, A,(Q)
et A,(Q) sont respectivement isomorphes a C*(Z/27Z) et C*(Z).

De plus, pour chaque facteur A,(Q), A,(Q) de F, id®¢ envoie la coreprésentation
fondamentale et sa conjuguée sur une paire {s, 5§} de D, par définition de . Cela montre que
id®y réalise, & équivalence prés, la bijection entre Irr F et Irr C. En particulier id®¢ envoie
deux coreprésentations irréductibles et non équivalentes de F' sur deux coreprésentations
irréductibles et non équivalentes de S. Cela prouve que ¢ est injectif, grace a [Wor88|. W

Démontrons tout de suite que dans ce cadre 'opérateur but se comporte comme dans
le cas classique. Il restera alors a étudier le noyau et I'image de la projection de K, sur
K, pour déterminer si 'opérateur de Julg-Valette est un opérateur de Fredholm.

Proposition 7.14 Soit V' un unitaire multiplicatif de type compact et pp un projecteur
central de S tel que UppU = pp et popp = 0. On suppose que le graphe classique associé
a (V,pp) est un arbre strict. Alors la restriction de B a K est injective et son image est

(1—po)H.

DEMONSTRATION. D’apreés la proposition 7.5, B entrelace les représentations id et §de S
sur H et K respectivement. Quand on remplace la coaction de S, par la coaction opposée,
B n’est pas modifié car il dépend uniquement de la multiplication de S, (proposition 7.5).
Par conséquent B entrelace également les représentations Ad(U) et 8 de S. Finalement B
entrelace 7y et 74 o (d®0).

Soit 7 € Irr C et s € D tels que p,,(p,®ps) soit non nul. D’aprés le lemme 7.10,
P4y (pr®ps) K est isomorphe, en tant que représentation de S8, al espace de la représen-
tation associée a (r®@s)®(r®s),, qui est irréductible par hypotheése. Ainsi Bp., . (pr®ps)
est multiple d’une isométrie. De plus, soit x, (resp. xs) le caractére de r (resp. s), on a

B(Ah(Xr)®Ah(Xs)) = Ah(XTXS) = Ah(X(T(X)s),) + Ah(X(r®5)+)' Par conséquent

Bpy+ (A®AR) (Xr@Xs) = B 8(D(rgs), ) (An@AR) (Xr @Xs)
= Piras). BIAR®AR) (Xr@Xs) = An(X(r@s) 4 )-

Comme la norme dans H d’un caractére d’une représentation irréductible vaut 1 [Wor87a,
th. 5.8] on peut donc minorer la norme de Bp, ,(p,®ps) :

AR (X res) )]
[P+ (An@AR) (Xr@xs)

||Ah( X(r®s)+ )|| _
N H(Ah®Ah)(XT‘®XS)H a

||Bp++(pr®ps)|| =




84 Exemples d’arbres quantiques et K K-théorie

On conclut en remarquant que Bp, , envoie les sous-espaces orthogonaux p, , (p,®ps) sur
les sous-espaces P(r®s) L H, qui sont différents deux-a-deux par hypothése, donc orthogo-
naux, et dont la somme vaut bien (1 — pg)H. L’opérateur B est donc injectif et d’image
dense dans (1 — po)H, or cette image est fermée d’apres (7.2). ]

7.5 Involutivité affaiblie

On a déja remarqué que © n’est pas involutif dans le cas quantique, et que 1’égalité
©~! = O est remplacée en général par la relation © ' = (J®.J)O(J®.J). Nous allons main-
tenant démontrer au théoréme 7.15 une propriété d’« involutivité affaiblie » plus utile que
la relation @71 = (j QJ )G(j QJ ). En particulier, elle est reliée au graphe classique associé
a (V,pp), via les projecteurs p,, et p__. Nous l'utiliserons & de nombreuses reprises par
la suite, et notamment pour la démonstration de la proposition 7.18 et du théoréme 7.19.

Théoréme 7.15 Soit V' un unitaire multiplicatif de type compact et pp un projecteur
central de S tel que UppU = pp et popp = 0. On suppose que le graphe classique associé
a (V,pp) est un arbre strict. Alors

VneN (py+p )0"(piy+p) =Py +p- )0 "(piy +p_). (7.3)

DEMONSTRATION. On démontre un résultat plus fort au lemme 7.16 ci-dessous. En effet,
en intercalant id = p., + p._ + p_, + p__ entre les occurrences de ©F! dans ©F" et en
développant, (7.3) devient une égalité entre sommes de termes du type

+1 +1 +1 +1
pe,se pel,e’1@ -0 pek,e;ﬁe De -

Ces termes sont en fait deux-a-deux égaux d’aprés le lemme 7.16. |

Lemme 7.16 On reprend les hypothéses du théoréme 7.15. Soit €, €, €, €, € {+,—}, avec
i €[1,n]. Alors on a

pe,egpel,e’lg T @pen,eg@pe/,e’ = pe,e@_lpe/l,el 6_1 e 9_1pe;l,en®_1pe’,e/- (74)

DEMONSTRATION. On proceéde par récurrence sur n > —1, en convenant d’appeler « rang
—1 » I'égalité triviale pe cper ¢ = peePer - Le rang 0 s’écrit alors p, (Ope o = pevg@*lpez,e/.
Soit m > 0. Sl existe [ € [1,n] tel que €, = €}, on peut conclure en utilisant deux fois
I’hypothése de récurrence : on applique
~lerangl—1lavece=¢€ € =¢, ¢ =¢ et €, =€, pour i € [1,1 — 1],
—lerangn—lavece=¢, € =€, ¢, =€ et € =€, pouri € [l +1,n].

On suppose maintenant que €; # €, pour tout ¢, alors les deux membres de (7.4) sont
non nuls ssi € = —e et (¢;,€;) = (—e, —€) pour tout i : en effet d’aprés la proposition 7.8
on doit avoir €1 = —¢, €41 = —¢, et € = —¢),. De plus le cas e = —1 se déduit du cas e = 1
par passage a l’adjoint. Ainsi il reste & prouver 1’égalité

p++Op_,©---Op_.Op_ _ = p++@_1p+—®_1 e @_1p+,@_1p,,,

qui s’écrit plus simplement p,, O™ lp_ _ = p++®*("+1)p__ d’aprés la proposition 7.8. Il
est équivalent de démontrer les égalités suivantes, pour tout k € N :

(PE@P1)P+ 0" D (Phinr1®p1) = E@P1)P+ O~ " p_ (prini1@p1). (7.5)
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Pour cela on applique 'opérateur but, qui est injectif sur K, ., aux deux membres. D’aprés
la proposition 7.9, on a

B(Pk®P1)P++9n+1P——(Pk+n+1 ®p1) = pr+1B(id — P——)@n+1p—— (Pk4nt+1®Dp1)
= pr1BO" M (prini1®p1)

(7.6)
— B(pr20p1)p—- 0" p__(prini1®p1),

et une expression analogue en remplacant © par © . Il suffit donc de montrer que (7.6)
est inchangé lorsqu’on remplace © par © L. Pour le premier terme, cela résulte clairement
de la proposition 7.5. On a d’autre part, grace a la proposition 7.8 :

(Pry2@p1)p- O™ P (D1t 1®P1) = (Pk420P1)D-—OP & (Pk419P1)O"D__ (Dt s1€P1)
= (Pr+20p1)p—— Oy (Pr+1®p1)O" P (Ptn+1®P1),

et une expression analogue en remplacant © par ©~'. On applique alors 'hypothése de

récurrence, sous la forme de I'équation (7.5), aux rangs 0 et n — 1 : cela montre que le

deuxiéme terme de (7.6) est inchangé lorsqu’on remplace © par © ~!. Finalement les deux
membres de (7.5) sont bien égaux. |

Corollaire 7.17 Lorsque les hypothéses du théoréme 7.15 sont vérifiées, il existe un unique
unitaire W : K, — K_ tel que

VEeN W(p+7@)kp++ = (p7+@_1)kp++'
De plus on a Wp,_ © =p_ 07 ' W etp__ O =p__07'W sur K, _.

DEMONSTRATION. Soit X (resp. X') lopérateur de K, ®¢3(N) dans K, _ (resp. K_,)
définit par X (£®ey) = 27%(p,_0)*¢ (resp. X'(E@ey) = 27%(p_, O~ 1)kE). Grace aux coef-
ficients 27%, les opérateurs X et X’ sont bornés, et il est facile de voir que leurs adjoints
sont donnés par

X* = ZQikap++(®71p+,)k et X" = Z 27 p. (Op_ ),

ot on pose Ty (&) = £Rey, pour £ € K. Soit  un élément de Ker X*, pour tout & et tout
non a p, (0 p, ) (p,@p1)¢ = 0. En particulier (0 'p, _)™(p,®p1)¢ est nul, car c’est
un élément de (po®p1)K, qui est inclus dans K, ,. On a alors, pour tout k € [0,n — 1] :

O 'p ) (Pa@p1)C = Py (070 ) ¥ (prep1)¢ + 00 p, )it (pa@p1)¢ =0,

par récurrence descendante finie sur k. En particulier, pour k£ = 0, on obtient (p,,®p1)¢ = 0.
Ainsi X* est injectif, donc X est d’image dense. De méme, X' est d’image dense. Pour
obtenir I'existence et I'unicité de W, qui est caractérisé par 'identité WX = X', il reste
a montrer que || Xn|| = || X'n|| pour tout n € K,,®¢3(N), c’est-a-dire que X*X = X" X',
Il suffit d’établir cette identité sur chaque sous-espace K, ®ey, et on est donc amené a
démontrer pour tous k, [ I'égalité

p++(971p+—)l(p+—@)kp++ = p++(9p—+)l(p—+®71)kp++> (7.7)
qui s’écrit aussi

PO Tpy - -p+_@_1(1 —p--)Opi_ - pOpy, =
=psOp_ - p_O(1 - p,,)@_lp,+ e -p,+@_1p++.
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Pour cela on procéde par récurrence sur k + [ : quand on distribue (1 — p__) & droite
et a gauche, les termes provenant de 1 sont égaux par hypothése de récurrence, et les
termes provenant de p__ sont égaux grice au lemme 7.16. L’initialisation de la récurrence
se fait lorsque k ou [ est nul : alors les deux membres de (7.7) sont nuls, lorsque k # [, ou
trivialement égaux, lorsque k =1 = 0.

Comme X est d’image dense, il suffit de vérifier les égalités Wp,_ O = p_, O W et
p__O =p__O7 W sur 'image de (p._0O)Fp, ., pour tout k. Pour la premiére, cela résulte
directement de la définition de W : on a

(Wp,_©) (p+—@)kp++ = W(p+—@)k+1p++ = (P—+@_1)k+1p++ et
(p7+@71W) (p+7@)kp++ = p7+@71(p7+@71)kp++ = (p7+@71)k+1p++'

Pour la seconde, on utilise de plus le lemme 7.16 :

(pii@_lI/V) (p+f@)kp++ = p77@_1(p7+@_1)kp++ =(p--9) (p+f@)kp++' |

7.6 Image et noyau de U'opérateur de Julg-Valette

On donne maintenant un premier apergu sur les problémes qui se posent pour I’étude
de I'image et du noyau de la projection de K, sur K, — qui sont essentiellement ceux
de lopérateur de Julg-Valette d’aprés la proposition 7.14. L’opérateur © étant unitaire,
on alm (0 —id) = Im (©* —id), ainsi KgL = Im (© —id). En particulier pour étendre le
résultat du cas cocommutatif, c’est-a-dire pour montrer que la projection orthogonale de
K., sur K, est inversible, il faut montrer que K, @& Im (6 — id) = K. Notons que dans
le cas classique on a ©% = id, donc Im (© — id) est égal & Ker (© +id), et en particulier
c’est un sous-espace fermé.

Proposition 7.18 Soit V' un unitaire multiplicatif de type compact et pp un projecteur
central de S tel que UppU = pp et popp = 0. On suppose que le graphe classique associé a
(V,pp) est un arbre strict. Alors K., et Im(© —id) sont en somme directe et engendrent
un sous-espace dense de K.

DEMONSTRATION. Soit p<p = D> -, (Pr®p1). Nous allons montrer par récurrence sur n
que p<p(K) C K, +Im(© — id). 1l est clair sur la définition que p<o(K) C K., : en
effet pour tout y € s tel que (1¢,y) € aon a (1¢,y) € ay, donc p<p = p, 4 p<p. Soit n > 1
et ¢ € (pp®p1)(K). Si ¢ € py(K), il n’y a rien & montrer. Si maintenant ( € p_,(K),
d’aprés la proposition 7.8 on a ©¢ € (p,—1®p1)(K), donc

¢ = (id— ©)(¢) + ©(¢) € Im(O — id) + K< n_1).-

Enfin, si ¢ est un élément de p,_K, on procéde de méme avec © ! pour utiliser le fait que
O s (Pn®p1) = (Pr_1®p1)p++©, et en remarquant que Im(0©~! —id) = Im(© —id) :

(=({d—0"H()+07(¢) € Im(© —id) + K<(;_1).

Par linéarité, on a ainsi prouvé que K<, C K<(,—1) + K, +Im(© —id), et par récurrence
il s’ensuit que K, + Im(© —id) est dense dans K.

Il reste & montrer que la somme est directe. Pour cette démonstration, on notera pZ’e/
le projecteur (pr®p1)pee, pour tous €, € € {+,—,*}. Soit ( € K et £ € K, tels que
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O()—¢(=¢ Ona®p* =prt 0 et O pF =p* 07!, donc cette relation se traduit
« en coordonnées » par

VkeN p&=p Op ¢ —piC, (7.8)

0=p, 0P T ¢ —pp ¢, (7.9)

0= Op{*iC— pt <. (7.10)

On a alors, d’aprés (7.10) aurang k+1:p, "¢ = p,j+@—1p,j;1g, donc en reportant dans (7.8)

puis en utilisant le résultat du théoréme 7.15 au rang 1 :
i€ = P (O 316 — 07 P 0) = pitOp ¢ — e T ¢
Montrons par récurrence sur n qu’on a en fait

€ =pi O P ¢ — O ¢ (7.11)

On a d’aprés (7.9) au rang k +n : p.{ ¢ = p,;j_n@p,;_’:nﬂg, et d’aprés (7.10) au rang
k 4+ n + 1, comme précédemment : p/. ¢ = p;;n@*lp;;nﬂg. On reporte ces égalités
dans (7.11) :

— —_ — 1 +* —
Peé =Py O "D, O 16 — PO TP, 0T P €

— pk+®n+1pk+n+1< _ pk+@ (n+1) pk+n+1<? (7'12)

car pk@"p,;tn@pk_mﬂ = pr©"ppiny1 d’aprés la proposition 7.8 — et de méme avec
©~!. On obtient bien (7.11) au rang (n + 1) en appliquant le résultat du théoréme 7.15
dans (7.12). En faisant tendre n vers 4+oo dans (7.11) on obtient pipé = 0. Ainsi K, et
Im(© — id) sont en somme directe. |

Ce résultat montre que la projection de K, ; sur K, est d’image dense, mais ne donne
pas de renseignement sur son noyau lorsque Im (O —id) n’est pas fermée. On peut chercher
a étendre la preuve a Im (O — id) en considérant une suite de vecteurs ¢, € K telle que
€a = O((a) — Co converge vers {n, € K. En reproduisant les calculs de la démonstration,
on obtient par récurrence

Py €a = PO P Ca — PO D G
n+1
DDA ZPZ*QIPW (7.13)
=1

Si on suppose que pour tout k les séries (3, |[pkO'prril|) et (32, |[pk© 'pr1]|) convergent,
léquation (7.13) permet de voir que & est nul : choisir o de maniére a ce que p, "¢, et
pk =&, soient suffisamment petits pour tout m, puis faire tendre n vers +oo. On obtient
alors l'égalité K, NIm (© —id) = {0}, et donc le fait que le noyau de Fy est égal a poH.

Cette hypotheése est triviale dans le cas classique, mais n’est pas vérifiée dans le cas de
Au(F) et Ao(F) (proposition 8.3) : on verra a la section 8.1 qu’alors K, NIm (O —id), et
donc le noyau de F;, sont de dimension infinie. De plus il se pourrait que I'image de F; ne
soit pas fermée. On verra & la section 8.1 que ce n’est pas le cas, et on expliquera ensuite
comment remédier a la non-injectivité de Fy pour construire des éléments de K K-théorie.
Démontrons maintenant un résultat qui permettra de déterminer le conoyau de Fy, : d’aprés
la proposition 7.14, c’est 'image par B du conoyau de la projection orthogonale de K
sur K, qui est lui-méme égal a la fermeture de p, | K.
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Théoréme 7.19 Soit V un unitaire multiplicatif de type compact et pp un projecteur
central de S tel que UppU = pp et popp = 0. On suppose que le graphe classique associé
a (V,pp) est un arbre strict. Alors l'image de Ky par la projection orthogonale sur K.
peut s’exprimer sous la forme suivante :

P Kg={Ce K, [Ine K, (id-p, O)n) =p,_OC}

DEMONSTRATION. Si & est dans Ky, on a ©§ = & et en particulier p, { = p, _O§ =
pye_Op,_E+p,_Op, £ Sionpose ( =p, . §etn=p,._E celasécrit aussi (id — p,_O)n =
p.-©OC. Ainsi on a l'inclusion p, K, C{( € K,, |Ine K,  (id—p,_0)(n) =p,._OC}.
Inversement, soit ¢ € K., et n € K,_ tels que (id — p,_0)(n) = p,_O¢. On pose § =
C+n+Wn+p__O(C+mn), et on va montrer que O = &, ce qui prouvera que ¢ = p, &
est dans p,, K,. L'égalité ©(&) = £ équivaut a py € = Op, & et p_ & = O 1p, &, donc
également au systéme suivant :

p-§=p._Op, {+p._Op,._§ ( )
p-_{=p__Op, {+p__Op, ¢ (7.15)
poE=p__ O 'p . E+p O p_£ (7.16)
P& = p_+@71p++§ +p_+@71p_+§. ( )

Récrivons ce systéme en tenant compte de la définition de & :

n=p._OC+p,._On (7.14)
__O(¢+n)=p__0¢+p__0On (7.157)
_O(¢+n) =p__0 'C+p__07TWp (7.16")

Wn=p_,0 ' ¢+p_, 0 Wn. (7.17)
)

On remarque alors que (7.14”) est équivalente a I'hypothése faite sur ¢ et 7, tandis que (7.15’

est triviale. Le théoréme 7.15 et le corollaire 7.17 montrent que (7.16’) est toujours véri-
fiée. Enfin pour (7.17") on applique I'hypothése sur ¢ et n pour écrire Wn = Wp,_O( +
Wp,_0Omn, et on conclut grace au corollaire 7.17. |

8 Opérateur de Julg-Valette pour A,(Q)

Soit n > 2 et Q € GL,(C) telle que QQ € CI,, et Tr Q*Q = Tr (Q*Q)!. Dans cette
section on étudie l'arbre quantique associé au groupe quantique compact libre A,(Q),
muni de sa coreprésentation r{ — c’est-a-dire qu’on se place dans le cas ot D a un seul
élément. Rappelons [Ban96| que les classes de coreprésentations irréductibles de A,(Q)
sont indexées par N et qu’on note (r) un systéme de représentants, en particulier rq est
la coreprésentation fondamentale de A,(Q). On a 7 = ri et 7,®r) ~ rp_1 O rE4q, ainsi le
graphe classique associé & (A,(Q),71) est donné par s =N, a = {(k,k+1) | k € N}, et on
a (ry®ry)_ =rg_q et (re®r1)4 = rgsq -

On utilisera pour 'étude détaillée de l'opérateur de Julg-Valette de (A,(Q),r1) des
calculs explicites dans la catégorie C des coreprésentations de dimension finie de A4,(Q) :
ces calculs sont regroupés en appendice, page 99 et suivantes. On notera en particulier Hy,
I’espace de la coreprésentation 7. Les résultats de I'appendice sont exprimés en fonction des
réels my = Tr F}, qui sont solutions de la récurrence linéaire mg1 — mimg + mg—1 = 0,
avec mg = 1 et mp = Tr Q*Q. On notera en particulier 0 < b < 1 < a les racines de
I'équation 22 — miz +1 =0, et s = b> = a~2. On convient de poser m_; = 0.
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8.1 Conoyau de lopérateur de Julg-Valette

Dans cette section on considére en fait I’adjoint de 'opérateur de Julg-Valette, dont on
cherche & déterminer I'image. Par définition, F; est la composée de la projection de K sur
K., et de la restriction de 'opérateur but B & K. La proposition 7.18 montre que Fy
est injectif, de plus on a vu a la proposition 7.14 que B induit une bijection entre K, et
(1 —po)H. Nous allons donc porter notre attention sur la projection p,, : Kg — K, et
en particulier sur son image, dont une premiére expression a été donnée au théoréme 7.19.

" y B
Fy o Ky© K, . — (1 —po)H.

Pour cela on a besoin de renseignements quantitatifs sur les opérateurs du type p,_Op, _,
déja rencontrés a la fin de la section précédente. Ces renseignements sont donnés par le
lemme 8.2, qui repose sur les calculs de 'appendice. On voit en particulier que p,_Op, _
agit comme un opérateur de translation a droite sur K,_ = @(pp®p1)K,_, modulo les
compacts. On introduit alors la limite inductive associée, H,, et on montre & la proposi-
tion 8.6 que p,, K, est le noyau d'un opérateur naturel R : K., — Hy,. Autrement dit, le
conoyau de F}; coincide avec Im BR*.

Lemme 8.1 Soit L = HyQH 1 ®Hyq et I < k. On note
- G le sous-espace de Hy _1®@Hy1 C L isomorphe a 1y,
— G le sous-espace de Hp®@Hy.o C L isomorphe a ro;.

Alors le carré de la norme de la projection de Gy sur Go vaut 1 — —27=L

MMy’

DEMONSTRATION. Cf le lemme A.7, page 105. |

Lemme 8.2 Soit © ['opérateur de retournement du graphe quantique associé au couple
(Ao(Q),{r1}). On pose, pour k>1et0<1<k:

R mymi—1 - <2
Skl '_’/7mkmk71 et cpgi=4/1 Skl

Sur chacun des sous-espaces qi(pr®@p1)p4+_K, Uopérateur p,_Op,_ est un multiple d’une
isométrie et sa norme vaut cyy1,. Plus généralement, soit €1, €], €, €5 € {£1}, on a les
résultats analogues suivants pour pe, o Ope, ¢ . Soit k > max(0,€1,€)) et I < k. On a, en
posant k' = max(k,k + €1) :

0 si ey =€,
||p62,6/2@p61,e’1 (pk®p1)QI|| = Skl 8% 6,2 7£ €1 et 616/1 7£ 626,2;
Crra Si€Ey # €1 et €1€) = €€l

DEMONSTRATION. On a |[|p, _Op, _(p®@p1)al| = [[(©"p1x©) Px— (@pix(Pr®p1))]|. Or
le sous-espace p,4(pr®p1)K est irréductible pour la représentation 74 o (id®id®dJ) de
S®S®S et s'identifie & Hy@H ®Hyy1, d’aprés le lemme 7.10. Examinons comment py _,
O*p. O et q; agissent dans cette identification.
— D’aprés le lemme 7.10, p,_ agit dans cet isomorphisme comme p_®id, si p_ est la
projection de Hp®H; sur son sous-espace isomorphe & rp_q.
~ Onap,, =y o0 (00ideid)(10p), avec p = 3 8(pni1)(P1Op,). D’apres le lemme 7.6
on a donc O*p, 4 (pr+1®p1)O = 740 (id®id®5)(1®p), qui agit sur le sous-espace
irréductible Hk®H1®Hk+1 comme la projection id®p4 sur HyQHyyo.
— Enfin ¢y =74 0 53 (pa;) correspond & la projection de Hk®H1®Hk+1 sur la somme de
ses sous-espaces isomorphes a 797, dans la représentation 5 de S.
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Ainsi la norme recherchée est le cosinus de ’angle entre les sous-espaces irréductibles de
p—(Hy@H,)®Hy 11 et Hy®py (H1®@Hy 1) isomorphes a ry;. Le lemme 8.1 donne alors le ré-
sultat de I’énoncé pour ||p,_Op,_(pr®p1)q||. On en déduit la norme de p,_Op, , (pr®p1)q
en remarquant que la somme des carrés des deux normes vaut 1, et on obtient de méme
les autres cas. |

On déduit de ce lemme deux résultats qui éclairent les constructions de la section 7. La
proposition 8.3 montre que la proposition 7.18 ne permet pas d’obtenir de renseignement
sur l'image de Fg* dans le cas de A,(Q). D’autre part, la proposition 8.4 montre que
Popérateur W du corollaire 7.17 est déterminé dans le cas de A,(Q) par la seule relation
Wp,_Op,.. =p_,0"p,.. En outre, on voit comme au corollaire 7.17 qu’on peut étendre
W a K_, grace a la relation Wp_.Op__ = p,_O7'p__. Si on pose de plus Wp,, =
pir et Wp__ = p__, on peut alors montrer que la propriété d’involutivité affaiblie du
théoréme 7.15 s’exprime de maniére plus générale sous la forme WOW* = @~ L.

Proposition 8.3 La suite (||(pr®p1)0 (pry1®@p1)||); est minorée par un réel strictement
positif, pour tout k.

DEMONSTRATION. Rappelons le fait suivant de la théorie générale : (pr®p;)0' (prr1®@p1) =
(pr@p1)O(p_Op_ ) 20(pry®p1). Ainsi la norme de (pp@p1)O (pryi®p1) est minorée
par celle de (p_+®p_+)l*2(pk+l,1®p1), qui d’aprés le lemme précédent est elle-méme mi-

norée par
k+1-1

(- 0p_ ) 2 (rriaepD)arl| = ] (8.1)

i=k+2
Or il est facile de vérifier que la série des s; 1 est convergente, donc le produit infini des
¢i1, pour i > 1, est strictement positif. Comme il minore (8.1), on obtient bien le résultat
annonce. |

Proposition 8.4 Les images des opérateurs p,._Op_,, et p_,Op__ sont denses dans K _
et K_, respectivement.

DEMONSTRATION. D’aprés le lemme 8.2 l'opérateur p,_Op.,(pr®p1)q est un multiple
d’une isométrie et a pour norme sy 1. Ce coefficient n’est nul que si [ = 0, cas qui n’inter-
vient pas ici car p,_qq est nul : en effet dans I'isomorphisme p, _(pp®p1)K ~ Hp 1@ Hy_1,
le projecteur ¢; correspond & la projection sur le sous-espace de Hy1®H}y_1 isomorphe a
ro;. Ainsi 'image de p, _Op, , (pr®p1)q est p,_(pr+1®p1)q K, ce qui montre que I'image
de p,_Op,, est dense dans K, _. De méme, p_. Op__(pp®p1)q; a pour norme s, qui est
non nul lorsque [ # 0, donc son image est p_, (px—1®p1)q; en entier. |

On part maintenant de l'expression de p,, K, donnée au théoréme 7.19, et qui fait
intervenir p,_Op,_ et p,_Op,.. D’aprés le lemme 8.2, la norme de p,_Op,_(ppr®p1)q
est cp41,, qui tend vers 1 lorsque k tend vers +o00. Ainsi, sur chaque sous-espace ¢ K, _,
Popérateur p,._Op,_ est égal a sa partie polaire modulo un opérateur compact. De plus
cette partie polaire envoie (pp®p1)K _ dans (prr1®p1)K,_ et on la considére comme un
opérateur de translation & droite sur K, _. On est donc amené a poser la définition suivante.
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Définition 8.5 On se place dans le graphe quantique associé a (Ay(Q),{r1}). On note
K. _ la somme directe algébrique des (pp®p1)K, _

1. Soit T la partie polaire de p,_Op,_. On appelle Hy, la limite inductive du systéme
((pr®@p1)K._,T). On note iy lisométrie canonique de (pp®p1)K,_ dans Hy, et
P =3 ix(pr®p1) : Koo — Hoo

2. Soit upy =[] 4q cig pour 0 <1 < k. On pose G =Y up (pp®p1)q € L(K,_) et
S=Go(p-Op,y) € LK, K, ).

REMARQUES.

1. La représentation 74 063 de S sur K, commute a (pr®p1) et O, il existe donc
une unique représentation w1 de S sur Hoo telle que 7y, soit pour tout k£ un opéra-
teur d’entrelacement. On note en particulier §; = 71(pg) : on a donc ixq = ik
pour tous k, I. Remarquons que ¢;(pr®p1)K,_ correspond au sous-espace irréduc-
tible de (px®p1)K,_ ~ Hp_1®H1 isomorphe a Hy. Comme (pgi1®p1)K _ est
la somme directe orthogonale de T'(pr®p1)K,_ et qxi1(pr+1®p1) K, _, espace de
Hilbert H, est la somme directe orthogonale des sous-espaces irréductibles §;H,
11q1(p®p1) K, _ ~ Hy. Notons que ig = 0 et §oHo = {0}.

2. On peut transporter la définition de H., dans H au moyen d’une isométrie C' de

dans H commutant aux représentations 74 o (3@5) et y de SQUSU — une

telle isométrie est unique & des choix de phases prés. L'image de cette isométrie est

(1 —qo)H, si on note gp I'image de pg par la représentation 75 o §de S. L’ opérateur

CTC* envoie chaque sous-espace (1 — qo)prH dans (1 — qo)pr+1H, on 'étend a

H entier en envoyant la droite qoprH sur qoprr1H, de maniére isométrique. On

peut alors former la limite inductive H.  des sous-espaces prH, et H, s’identifie de
maniére naturelle au sous-espace (1 — qo)HL,.

3. On suppose que Tr Q*Q > 2 : alors on a my, = (a**' — b**1)/(a —b), ot a > b
sont les solutions de I'équation z2 — mixz + 1 = 0. Rappelons qu’on pose également
s =b> =a"2. On a alors les encadrements suivants, lorsque 1 <1 < k :

o= -1 okl (1- 51+1)(1 - 51) donc
T mymg_ (1 — sk+1)(1 — sF)
0<(1—s)?s" ! <, <sM! et 1- §2=D < ch <1 (8.2)

Ainsi pour tous k, [ tel que 0 <[l < konal< H;O:1(1 — %) <y < 1. En par-
ticulier G est inversible. D’aprés le lemme 8.2 on a |[p,_Op, _(pr®p1)al|| = cht11 =
||G™ITG (pr®p1)ql], donc p,_Op,_ = G~ITG. Ainsi le théoréme 7.19 s’énonce éga-
lement de la maniére suivante :

P Kg={§€ K, [I¢e K, (1-T)(=SE} 0

Proposition 8.6 On suppose que Tr Q*Q > 2. Alors l'opérateur R = PS : K, — Hy,
est borné, son adjoint R* est injectif et a une image fermée. De plus on a

Ker R={¢€K,, |3¢eK, (1-T)=5¢t}

DEMONSTRATION. La définition S = G(p,_Op, ) peut aussi s’écrire S = (p,_Op,,)G’, ou
G’ est un certain opérateur inversible de L(K, ) analogue & G. On a en particulier Ker R =
G'~Y(Ker Pp,_Op,_), et on voit ainsi qu’on peut supposer pour cette démonstration que
G’ =id, c’est-a-dire S = p,_Op, _.
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Soit ¢ € K., on pose & = ip(pr®p1)@S¢. D’aprés le lemme 8.2 on a &) =
Sk, 1 (Pr®@p1)qi¢. On en déduit que la famille () est sommable dans Ho, en utilisant les
encadrements (8.2) et I'inégalité de Cauchy-Schwartz :

o0 o0

1
§ 1€kl = E skallq(pr®p1)¢|| < ——=—= ||@i¢]|, donc
f—1 li—l V1—s?

o
1
I &l =D 11D &rall® < 2 1117 < oo
k.l I k=l

Notons R¢ = > &k, les calculs précédents montrent que cela définit un opérateur borné
de K,  dans Hy, et il est clair qu’il coincide avec la composée P o .S sur le domaine de
cette derniére.

Soit [ > 1 et ¢ € q(p®p1)K,_, on pose R*(i;¢) = Zp>0 S*TPC. L’application R* :
H,, — K_, ainsi définie envoie les sous-espaces orthogonaux §;H., sur des sous-espaces
orthogonaux de K. De plus on a ||S*TP(|| = sp4;; d’aprés le lemme 8.2, donc

IR ()P =3 spp0a [ICIP = 1iCl1P (X s 400)-

On en déduit, grace a l'encadrement (8.2), que la norme de R*§; est comprise entre
(1—35)2/V/1— 5% et 1//1 — 52, et en particulier 'image de R* est fermée. Vérifions que
R* est 'adjoint de R :

(R*(i1Q)In) = X psi (ST In) = (T¢I (pe@p1)arSn)
= >_(iClix(pr@p1)@Sn) = (i1¢|Rn).

D’apreés le théoréme 7.19, le projeté de K, sur K, est égal a I'ensemble des vecteurs
¢ € K., pour lesquels il existe ( € K,_ tel que S¢ = (1 — T)¢. En particulier on a
(po®p1)¢ = 0, (p1®p1)¢ = (p1®p1)SE et, par une récurrence immédiate, (pr®p1)¢ =
Zle TFI(p;@p1)SE. Ainsi i (pr®p1)¢ = 22?21 ij(pj®p1)SE, donc i (pr®@p1)¢ tend vers
R¢ dans Hoo. Mais par ailleurs ||ig (pr®p1)C|| = ||(pr®p1)¢|| tend vers 0. Donc € € Ker R.

Inversement, supposons que R = 0 : pour tous 0 <[ < £ on peut alors poser ¢4 =
— Z‘;i,ﬂ_l ij(pj®p1)qSE. Montrons que la famille orthogonale ((j;) est sommable dans
K__, comme plus haut :

k+1-1

. S
€kl = 11 355k 1185,0(Pi@p1) @il < N |lg:€]|, donc

2(p+1) 2
IS Gl = ST 11Gal? < 32222 37 flaiel? < s 116l
k,l l l

k>l p>0

On peut donc bien poser ( = > (x, et par définition on a alors iy 1 (pr+1®p1)q(T¢—() =

ik 1(TChyi — Grr1,1) = — ik 1(Pr41®@p1)qSE, done (1 —T)¢ = SE, ce qui assure que § est
dans le projeté de K, sur K .. |

REMARQUES.

1. Lorsque Tr @*Q = 2 le groupe quantique A,(Q) est isomorphe a SU(2) ou SU_1(2).
Dans ce cas on a sg; = [({4+1)/k(k+1), pour tout [ la série (D, ~; sk,1) est convergente
et sa somme vaut S; = [ + 1. Contrairement a ce qui se passe dans le cas Tr Q*Q >
2, cette suite n’est pas bornée. Cela implique notamment que l'opérateur R de la
proposition 8.6 n’est pas borné.
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2. L’opérateur R peut également étre introduit de la maniére suivante. On considére
le systéme inductif ((pr®@p1)K, (Pr+19p1)O(Pr®p1)), on note HY, sa limite et 7}
I'application canonique de (py®p1)K dans H/,. On a alors i{p_, = 0 et i/p,, =
i +1P+-Op, . Ainsi il suffit de considérer ingr_, dont la restriction a chaque sous-
espace qp_ (pr®p1)K est un multiple d’'une isométrie, de norme uy ;. On en déduit

qu’il existe un isomorphisme entre Ho et H, dans lequel on a i{p, = i,Gp,_. Alors
R s’identifie a la restriction a K, de I'application canonique P” =" i} (pr®p1) de
K dans H

3. Les résultats du théoréme 7.19 et de la proposition 8.6 se résument de la maniére
suivante : les images de Fy et BR* sont fermées, orthogonales, et leur somme est
(1 —po)H. O

8.2 Extension associée a l’opérateur de Julg-Valette et élément ~

On indique maintenant comment construire des éléments de K K-théorie a l'aide de
Popérateur de Julg-Valette pour A,(Q) et de l'opérateur R, qu’on a étudiés en détail dans
les sections précédentes. On note S, la C*-algébre réduite de A,(Q), représentée dans
L(H).

Lemme 8.7 Soit L = Hi1®QH,L.®QH;. On note

- G le sous-espace de Hy,_1®@H1 C L isomorphe a 1y,

- G le sous-espace de Hi@Hy 1 C L isomorphe a 7.
Alors l'angle entre G1 et Go tend vers 0 quand k tend vers +o0o. Plus précisément, soit
p1 et po les projections respectives de L sur G1 et Gs. Il existe alors un réel C > 0, ne
dépendant que de my, tel que ||py — pa|| soit majoré pour tout k par C's*/* lorsque my > 2,

ou par C/\k + 1 lorsque m; = 2.
DEMONSTRATION. Cf le lemme A.8, page 105. |

Lemme 8.8 Soit T' et G les opérateurs introduits a la définition 8.5, on les considérera
comme des éléments de L(K) en composant au départ et a l'arrivée par p,_. Soita € S C
Sr. On suppose que Tr Q*Q > 2. Alors il existe un réel C > 0 ne dépendant que de Q et
a, tel qu’on ait pour tout k les majorations

~ [I[e®1, pai)(pr@pr)|| < CsH4,

~ [la®1,p. Op, J(pr@p1)|| < OsM4,

- [I[e®1, T)(pr@p1)|| < CsM4,

- H[a@l G] pk®p1)H < CSk/4

DEMONSTRATION. Par hypothése on a a € EBigpSi pour un certain entier p. On considére
alors 'application linéaire bornée B’ = (e®id)oV : (®;<ppiH) ® H — H. On a les
propriétés suivantes, analogues a celles de B et tout aussi immédiates :
= B'(Ap(z)®@An(y)) = An(zy) pour z, y € S,
~ 8B’ = B'4(5) pour § € S.
En particulier, soit T, : K — ptH®K,  — Ap(a)®(, on a
[a®@1, pyi] = (B'©id) (id@pxi ) Ta — pas (B'@id) T,
= (B'®id)(id®@psy — (5®id)(p*+))Ta donc
1[a®1, pas [ (pr@p1)l| < Vh(a*a) [|B]| x
X ||((6®id) (pys ) — id@py ) (p1@PL@p1)||-
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On doit donc majorer la norme de ((d®id)(py. ) —id®py. ) dans la représentation naturelle
de S®S5®S sur L = Hi®H,®H,. Dans cette représentation, (§®id)(py,) s’identifie a la
projection sur la somme des sous-espaces Hy C Hy_1®H) C L et Hy1o C Hyp1®H) C L,
tandis que id®p, . correspond & la projection sur le sous-espace H1®Hy1 C L.

En particulier, I'unique copie de Hyo dans L est contenue dans 'image de chacun de
ces projecteurs : leurs restrictions a& Hy o sont donc toutes deux égales a I'identité. D’autre
part, sur le sous-espace H ,#_2 C L, Vapplication (5®id) (px+) coincide avec la projection sur
le sous-espace Hy C Hy_1®H; C L, tandis que (id®py ) coincide avec la projection sur le
sous-espace Hy C Hi®Hy 1 C L. Le résultat annoncé découle donc du lemme 8.7. De ce
premier résultat on déduit une majoration du méme type pour p,_, puis en conjuguant par
O, pour p,,. Par ailleurs a®1 commute & © : on peut donc finalement majorer la norme
de [a®1, |p,_Op._|*](pr®p1) par Cs*/4, quitte & modifier C.

On utilise alors le développement en série entiére de f(z) = 1/4/1+ x. Posons A =
Ip._Op,_|?> — id, d’aprés le lemme 8.2 et les encadrements (8.2) on a Sp |p,_Op,_|?> C
[1 —s2,1], donc ||A|| < s < 1. Pour tout n on applique n fois la majoration en norme de
[a®1, |p,_Op,_|?](pr®p1) et on obtient

[lps—(a@1)p,—, A" (pppy)|| < Cs*/* nf| A"

Comme les coefficients du développement de (z — —f/(—x)) sont tous positifs, on obtient
en sommant sur 7 la majoration ||[p,_(a®1)p, _, f(A)](pe@p1)|| < —Cs*/* f/(—||A]]), soit
encore

1 CSk/4
|lp+—[a®1, |p1-Opy |~ Ipy— (p@p1)]| < 21— 22 (8.3)
L'égalité T = (p,_Op,_)|p._Op,_|~' donne alors une majoration convenable pour la

norme de [a®1,T](pr®@p1).

Enfin pour tout ¢ € (pr®p1)K,_ on a G¢ =lim T*"(p,_Op,_)™ d’aprés le lemme 8.2.
Or les résultats précédents donnent la majoration suivante :

n C'sk/4
n k+p)/4
[[a®1, (p+-Op, )" (Pe®p1)|| < CZS( P/ < 1_o/4

p=1

De méme on majore |[[a®L, T} (pr+n@p1)|| = [|(Prtn®p1)]a* @1, T (pr—1@p14Pr+1@p1) ||
par Cs*/4/(1 — s*/*). En additionnant puis en faisant tendre n vers +oo, on obtient bien
[[a®1, G](pr®@p1)|] < Cs*/* pour tout k, quitte & modifier une derniére fois la constante
C, de maniére indépendante de k. |

Proposition 8.9 L’opérateur de Julg-Valette F, associé a (Ao(Q),{r1}) commute aux
actions de S, modulo les opérateurs compacts. En particulier, le projecteur sur Im F;CcH
définit un élément de Ext(S,,C).

DEMONSTRATION. L’opérateur de Julg-Valette est la composée de B*, p, ., et la projec-
tion orthogonale sur K,. L’opérateur B* : H — K commute aux actions de .S, d’aprés
Pexpression B o (Ap,®Ap)(z®y) = Ap(zy). Le lemme 8.8 montre que a®1 commute a p, ,
modulo les compacts, pour a € S! : en effet les images de (pr®p1)K et (p;@p1)K par
[a®1,p, ] sont orthogonales dés que |k —[| > 2. Enfin, la projection orthogonale sur K|
est un projecteur spectral de © donc commute a S, ®1. [ |
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On veut maintenant montrer que l'extension de S, définie par le projecteur sur Im Fy
est scindée. Pour cela, on va définir une représentation de S, sur Hy, : rappelons que BR*
envoie Hyo sur le supplémentaire orthogonal de Im F dans (1—pp)H. Donnons une idée de
la construction dans le cas de H._, vu comme limite inductive des sous-espaces pyH. Soit
a € S, pour tout k > 0, la restriction de a donne une application linéaire de piH dans H,
puis dans H._ par composition avec P’ : H — H_. Si la famille d’applications obtenue en
faisant varier k commutait avec les isométries T : pp H — pj11 H, on obtiendrait ainsi une
application 7 (a) € L(H.,) et une représentation 7o, de S, dans H. . Malheureusement,
ces commutations n’ont pas lieu :

T

CepH e prrH o s 1Y
!
| | l |
H H S H ()
|- L :
€€ H., . ... = H!, = H!, - . ... = ?

Ainsi en partant d’un élément ¢ € p;H et en lui appliquant les applications P o a o T+~
pour k > [, on obtient une suite dans H/_ (ligne du bas du diagramme) qui n’est pas
constante. On va voir cependant que cette suite converge dans H. et qu'on obtient de
cette maniére une représentation de S, dans H/_ . Dans le cas de H.,, obtenu comme
limite inductive des (pp®p1)K,_, on doit considérer a la place de a 'opérateur ¢, _(a) =
pi_(a®@)p,_. Onap(a*) = p(a)*, et p(ba) = ¢(b)p(a) mod K (K ,_) d’apres le lemme 8.8.

Théoréme 8.10 Soit (H,K,V,0) le graphe quantique {2 associé a (Ay(Q),{r1}). On re-
prend les notations de la définition 8.5. Notons de plus p,_(a) = p,_(a®1)p,_ pour tout
élément a de S, C L(H).

1. Soit ¢ € (pr@p1)K,_ et a € S C S,. Alors la suite (Pp,_(a)T"(), converge dans
H, vers un vecteur qui ne dépend que de i;C et que l'on note moo(a)(irC).

2. Cela définit un morphisme d’algébres involutives o : S — L(Hso) qui s’étend par
continuité a S,.

DEMONSTRATION. Soit a € § : on a a € D;<, S* pour un certain entier p. Pour montrer
que la suite (Py,_(a)T"(), converge dans H ., il suffit d’étudier la série de terme général

Py, (a)T"¢ = Pp, (a)T" ¢ = Plp, (a), TIT"C.

Or le vecteur [¢, _(a), T]T" !¢ est dans @?jf:]f_p(pi®p1)K+,, donc on a

1Pl (a), TIT"1¢|| < (2p + D|lp—(a), TIT" (.
Comme T" (¢ est dans (pgin_1®p1)K,_, le lemme 8.8 montre donc que la série étudiée

converge. Si ix¢ = i (', les suites (Py,_(a)T"() et (P, _(a)T™(’) sont égales modulo un
décalage des indices, donc leurs limites dans H,, sont égales.

Remarquons que le lemme 8.8 permet de donner la majoration suivante de la vitesse
de convergence de Py, _(a)T"( vers mso(a) : il existe un réel C ne dépendant que de @ et
a tel que

oo (@) (i) = P (a)T7¢]| < (2p + 1)OsETH|C]], - don (8.4)
1m0 (@) (@)1 < (2p + 1)(Jfall + Cs*+HM)]I¢]].
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Cela montre en particulier que m(a) est borné. En prenant n = 0 dans (8.4), et en faisant
tendre n vers +oo dans (8.5), on obtient de plus les estimations suivantes, pour une nouvelle
constante C' ne dépendant que de @ et de a :

[(moo(@) o P = P o, (a))(px®p1)|| < Cs™* et (8.6)
oo (a)[] < (2p + 1)l|al].

Grace a (8.6) et au fait que (¢, _(a'a) — p,_(a')p,_(a)) est compact, il est facile de
voir que (Too(@'a) — oo (@') oo (@) P(pr®p1) tend vers 0 en norme, lorsque k tend vers +oo.
Cela montre que 7o, est un morphisme d’algebres, car les sous-espaces P(pr®p1) K, _ avec
k > ko engendrent un sous-espace dense de H.,, pour tout ky € N. Par ailleurs, il suffit
d’établir I'égalité mo(a*) = Too(a)* pour a € St Soit ¢, £ € Hy, on peut supposer que
¢ =1, € =ip¢ avec !, £ € pi,H pour un certain entier k. On utilise alors la définition
de T :

(moo(a)C1€) = lim (P, _(a")T"C'lE)
= lim (p,— (a")T"¢|T™E) + lim (o, (") T[T 1¢)
= lim (T (@)T"1¢) 4+ lim (T ()T '¢)
=l (T"" ', (a)T"¢") +lim (T4, (a)T"¢)
=l ((|P,— ()T"€) = ((Imac(@)8).

Appliquons maintenant (8.7) & a™, qui est dans D;<p, S' : comme 7, est un morphisme
d’algeébres, on obtient ||moo(a)|| < (2np + 1)||a]|™. Cela montre que si la norme de a dans
Sy est strictement inférieure & 1, la série () ||moo(a)™||) converge, et donc le rayon spectral
de moo(a) est inférieur ou égal & 1. Si de plus a est hermitien, 7 (a) l'est aussi car 7, est
un morphisme d’algébres involutives, et on a donc ||re(a)|| < 1. Ainsi 7o : S — L(Hwo)
est continue lorsque S est munie de la norme de S,.. |

Proposition 8.11 Soit R l'opérateur de K., dans Ho, introduit a la proposition 8.6.
Alors Rp,. commute auz actions de S, modulo les opérateurs compacts. En particulier le
projecteur sur Im BR* C H définit un élément de Ext(S,,C). Comme H = Im BR* +
Im Fj +poH, cette extension ainsi que celle du corollaire 8.9 sont scindées.

DEMONSTRATION. Soit a € S§. D’aprés le lemme 8.8, il existe une constante C' > 0 telle que
[[(Sp.s(a®1) — o _(a)Sp.y ) (pr@p1)|| < Cs*/* pour tout k. D’aprés équation (8.6) de la
démonstration du théoréme 8.10, on a de plus ||(meo(a)P — Py, _(a))(pp®p1)|| < CsF/4,
quitte & changer de constante C'. On a donc ||(7eo (@) Rp, . — Rp, 4 (a®1))(pr@p1)|| < 2CsF/*
pour tout k. Soit alors { € K tel que p;¢ =0 pour I <k, on a

|[(Too (@) Rp+ — Rp. i (a®1))C]| <
20 gk/4

< ; (oo (a) Bps. = Bp-s (a@1)) (pe®p1) ] [IC]] < T— 777 1IC]
Cette derniére inégalité montre que (moo(a)Rp,, — Rp,,(a®1)) est compact. [ |

Définition 8.12 L’opérateur F; + BR* : Ky ® Hy, — H commute auzr actions de S,
modulo les compacts, il est injectif et son image est de codimension 1. On appelle v I’élément

de KK(S,,C) associé.
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PROBLEME. A-t-on A\*(y) = 1 dans KK (A4,(Q),C)? O

REMARQUE. Dans le cadre général de la section 7.4, les mémes méthodes devraient
s’appliquer pour I'étude de 'opérateur de Julg-Valette et la construction de 1’élément - :
en effet on a dans le cas de A,(Q) des résultats analogues a ceux de I'appendice et des
lemmes 8.2 et 8.8. Plus précisément, rappelons que les coreprésentations irréductibles de
A, (Q) sont indexées par les mots en u et . Soit r une coreprésentation irréductible et
s = u ou u sa « derniére lettre », on peut alors vérifier que la suite de coreprésentations
irréductibles (ry) donnée par

rTOo=7rT, TL=17TS, T2Q=785 ..., Top =785 8, Toy1 =TSS58, ...,

présente une géométrie comparable & celle de la suite des coreprésentations irréductibles
(ri) de A,(Q). Il reste néanmoins possible que les cas ot Tr Q*@Q = 2 posent probléme —
dans le cas des groupes A,(Q) il s’agit de SU(2) et SU_1(2), qui sont moyennables, mais
pour lesquels on a vu que la construction de 'opérateur R ne s’applique pas. ([l
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Appendice A

Compléments sur le groupe
quantique A,(Q)

Cet appendice contient les résultats quantitatifs sur la catégorie des coreprésentations
de A,(Q) qu'on a utilisés dans la section 8 pour I’étude du graphe quantique associé a
(Ao(Q),{r1}). 1l s’agit plus précisément de calculs d’angles entre sous-espaces irréduc-
tibles dans certaines coreprésentations de A,(Q) : on énonce a nouveau et on démontre les
lemmes 8.1 et 8.7, cf les lemmes A.7 et A.8. Au passage, on donnera la construction pré-
cise d’'un systéme (ry) de représentants des coreprésentations irréductibles de A,(Q), et on
étudiera un morphisme de r;,_1®r,y_1 dans 7,&7, qui permet de décrire explicitement l'iso-
morphisme qui intervient dans les régles de fusion @1y >~ rj,_ | S Tp_p12 S DTy

A.1 Préliminaires

Soit n > 2 et Q € GL,(C) telle que QQ € CI,, et Tr Q*Q = Tr (Q*Q)™' — ce
qui implique QQ = +1,,. On rappelle que les classes de coreprésentations irréductibles de
A,(Q) sont indexées par N. On construit des coreprésentations explicites ry = (Hg, vk, jk)
de la maniére suivante. On pose Hy = C, vp = 1c®1g et H; = C", v1 = ) €;;Qu;j, ol u;j
est le systéme de générateurs de A,(Q). On prend pour jy la conjugaison de C. On fixe
I'anti-isomorphisme j; par ji(e;) = > Qije; — on peut alors vérifier, grace aux relations
qui définissent A,(Q), que I'application linéaire ¢; associée est bien dans Mor(1,r;®77).
On notera 7 le vecteur unitaire de H; qui est un multiple positif de ¢1(1). On notera par
ailleurs +1 le signe qui apparait dans I'égalité QQ = +1,,, et F1 = —(=£1).

On définit par récurrence la conjugaison de r?k en posant jrg = % o (4,®7.). Il existe
une unique sous-coreprésentation de T?k qui est équivalente & 7, on 'appelle v et on note
H;. le sous-espace correspondant. Ce dernier est caractérisé par le lemme A.1 ci-dessous,
que nous utiliserons sans cesse dans les calculs sans y faire nécessairement référence. En
particulier Hy, est stable par la conjugaison de r?k car X(j1®y41)(7) = 7, on appelle j la
restriction correspondante. On pose Fj, = j; ji et my = Tr Fy, — en particulier F; = Q*Q.
Par la suite on désignera toutes les applications de conjugaison par la méme lettre j pour
alléger les notations. Notons que lorsque n = 2, la famille des A,(Q) coincide avec celle
des SU,(2) pour g € [-1,1] \ {0}, et on a alors m1 = || + |¢|~! [Ban97].
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Il reste a décrire les régles de fusion 7, &1y > 1), _p| ST |p_p|42 D BTy, Cest-a-dire
a donner pour tout ¢ un morphisme isométrique de H .,y _o, dans H,®H,,. Lorsque ¢ = 0,
I'inclusion canonique H,y C H,®H, des sous-espaces de H ?p 7" convient. Le passage
du cas ¢ au cas g + 1 fait I'objet de la section A.2 : on y définit un morphisme « naturel »
de H,®H, dans H, 1®H, 1 et on calcule sa partie polaire.

Lemme A.1 Le sous-espace Hy de Hi@k est égal a lintersection des noyaux des (k — 1)
applications
ider*®id : H?k — H?kfz

En particulier pour tout z € Hy et tous x € H?l, Y € H?k_l_Q on a (zlz®@T®Y) = 0.

DEMONSTRATION. On a Hi@H; = Hy @ Cr, donc Hy = 7. Pour k > 2, on a r,_1Qr ~
T D Tp_o >~ r1Q®rip_1, et comme Hp_1®H, et HH®H)_1 sont deux sous-espaces distincts
de H?k on en déduit que Hy = Hp_1®H1 N H1®H_1. Le lemme suit par une récurrence
immédiate. |

Lemme A.2 Soit a et b les racines de 22 —miz+1 =0, avec 0 <b<1<a < my. On

notera s = b*> = a~2.

1. On a my > dim ry, avec égalité ssi Fy, est semblable a idy.

2. Onamg=1 et mpy1 —mimp+mp_1 =0. Lorsque my =2 onamy =k+1, et
lorsque my > 2, my, = (a*T1 — b¥+1) /(a — b).

3. On a||t1]| = /m1 et (TRz|y®7T) = (2@7|TQY) = +(x|y)/m1, pour z, y € Hy.

DEMONSTRATION. Soit d = dim 7. La minoration de my résulte facilement de I'inégalité
des moyennes : soit A1, ..., Ag, les valeurs propres de Fj, A leur moyenne arithmétique
et H leur moyenne harmonique, on a Tr Fj, = Tr F,;l S A=H ' 'doum, => N\ =
dxA = dp\/AJ/H > di, avec égalité ssi les A; sont toutes égales, et elles doivent alors
étre égales a 1. L’équation de récurrence pour (my) résulte clairement de la décomposition
r1®ry = rg4+1 Prr—1. Les expressions explicites de my s’obtiennent alors par les techniques
classiques d’étude des récurrences linéaires.

Calculons maintenant la norme de t1(1) = > e;®j1(e;), ou (e;) est une BON de H; :

[ (I =D Il (e)l? = D _(iisieilei) = m1,  done

(T®zlyeT) = mil > (erly)(Grerlen) (]jrer) = mil S (enly) Gredler) (eliiz)
N mi1 > (ely)(Gidizler) = % > (exly)(zler) = %ly)

A.2 L’inclusion v, @ ry C rpy1 @ Ty

Soit M, = CPHP'+1g(CP®CP"), muni de la coreprésentation triviale de 4,(Q). On no-
tera ey, et e;®ey les vecteurs de la base canonique de M, s, avec k € [0,p + p'], 1 € [0,p — 1]
et ' € [p+1,p+ p']. On définit un morphisme d’entrelacement ®,, v : (H,QHy )QM, ,y —

/
Hi@pﬂ’ *2 de la maniére suivante. Pour z = 21®20® - - - Qzpyp € HP@HII)’ on note zj...; =
2i®2zi41® - - - ®zj, et on pose
P, (2®ek) = 21 kT2t 1o ptp's
(I)I,’p/(,z@(el@el/)) = (T’Zp®zp+1) 21 QTRZ141..p-1@2p1 2./ ATRZY {1..ptp/ -



Appendice A. Compléments sur le groupe quantique A,(Q) 101

Le dernier point du lemme A.2 permet en particulier d’obtenir le résultat suivant, en
remarquant que le vecteur 7 est en position (k + 1,k + 2) dans ®(z2®ey) :

(7711 ,40(2)®ep—2) sik>i+2

N O(7F . (2)®ey sik<i—2
TivLia(P(e@er)) = ii/zmlf( oo sik=i—1loui+l (A1)
z si k=1.

En particulier lorsque z est dans Hyy on a7/ ;. o(®(2®e;)) =0sik <i—2ouk >i+2.
Notons également qu’on a j o ®, v = +®, , o (j®Jar), si Jyr est application antilinéaire
de M, ,» dans M, ,, définie par Jys(er) = epyp—k €t Jnr(err) = eppp/—1ptrp/—i-

A T’aide de 'application ®,, v on peut donner une expression du plongement de r,;,/, et
plus généralement de r,®r,, dans r,1®ry 41 : c’est 'objet des trois lemmes qui suivent.
Au lemme A.3 on définit un morphisme ¥, ., de H,®H, dans H, 1®Hy 1, et on en
donne quelques propriétés élémentaires au lemme A.4. Puis on calcule sa décomposition
polaire au lemme A.5.

Lemme A.3 Soitp, p’ > 1. On pose ay, = (F1)*my. Onnote A =" Apep+>. A (e®ey)
Pexpression d’un vecteur A dans la base canonique de M, ,y. A une constante pres, il existe
un unique vecteur A € My, v tel que @y, (Hy@Hy)®A) C Hpy1®@Hpy 1. 1l est donné par

[87]8% i

_ (@0 Qp—1 Qpl—1 ag _ [Gp+p'—1

(AO,...,Ap+p/)—(ap,..., o ,1, a, ,...,a/) et Al7l/—im17.
PP

p
DEMONSTRATION. On cherche un vecteur A € My, tel que 7/, ;1 o(®p 1 (2®A)) = 0 pour
tout z € H,®H,y et tout ¢ € [0,p—1]U[p+1,p+p’]. On note & = @, ,». Supposons dans
un premier temps que z € H,,/, on a alors ijk+17j+2(z) = 0 pour tout j. On a d’aprés (A.1)

0 sik>i+2ouk<i—2
Ti1ire(P(z®er)) = Fz/m1 sik=i—1loui+1 (A.2)
z si k=1,

tandis que les vecteurs ®(2®(e;®ep)) sont nuls. On a donc ®(2®A) € Hp1®H,y 41 pour
tout z ssi (Ag)y vérifie la relation A; + (A;4+1 + A;—1)/m1 = 0 pour tout i < p — 1 et tout
i >p+1,enposant A_y = Ay, 1 = 0. La suite (A;) de I’énoncé vérifie bien ces relations,
grace a la relation de récurrence pour (m;) établie au lemme A.2; et c’est la seule a une
constante pres.

Considérons maintenant le cas général z € H,®H,s,. On cherche A sous la forme A0
Al ou AY est le vecteur obtenu précédemment et A/,lC = 0 pour tout k. On s’intéresse
a la condition ®(2®A4) € H,y 1 @H®P'*! cest-a-dire T 1ir2(Ppp (2@A)) = 0 pour tout
i € [0,p — 1] : on va voir que cela détermine A' entiérement, et on obtient le méme
résultat en considérant la condition ®(2®A) € HPM 1@ H,, 1, d’aprés l'identité j o @,y =
+®, 0 (j®Jn) et les propriétés de symétrie de A.

Dans le cas général, on n’a plus nécessairement 7, ,,.1(2) = 0 et des termes correctifs
apparaissent dans la premiére ligne de (A.2), lorsque i = p—1 et k > p+ 1. On a ainsi
7211’i+2(<1>(z®A0)) =0 pour i < p—2, mais pour i =p — 1 on a d’aprés (A.1) :

T (@(ERA%) = > AD(r 1 (2)Dep). (A.3)
k>p+1
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Soit ¢ < p — 1. Par définition de ®, on a dans ®(2®(e;®ey)) deux vecteurs 7 en positions
(141,14 2) et (I'+1,I' 4+ 2). On a donc, de la méme maniére que pour (A.2) et grace au
lemme A.2 :

0 sil<i—2oul>17+2
T2 (P(20(e@ey)) = . (1, ,11(2)®er)/m1 sil=1i—T1oui+1 (A4)
‘I)(T;,erl(Z)@el/) sil =1q.

D’aprés ce qui précéde, on recherche un vecteur A' tel que Ti’erHZ((I)(z@Al)) = 0 pour
i < p—2et 7 (B(RAY) + 7 (B(20A4°) = 0, pour tout z € H,@Hy. Les
expressions (A.3) et (A.4) donnent la décomposition des termes Tl-ﬁrLHQ((I)(z@Al)) et
7 11(®(2®A°)) suivant les applications linéaires (z — ® (7, 1(2)®er)), qui forment une

famille libre lorsque !’ varie. Ainsi les conditions sur A! s’écrivent, en posant A£1 p=0:
Vi S pP— 2, v ll A,}Jl + (A’Ll—l,l/ + A,}_’_l’l/)/ml = O, (A5)
VI + AL /mi+ AL+ A =0 (A.6)

Ces équations se résolvent en procédant comme pour A9 :

(Aé,l’ . ’Ajl)—l,l/) = ( Q0 2 . y 1)A]1)—1,l/ d’aprés (A5) (A?)

ap_1 5 ap—1 PERIEE

Al
p=2,l 1 — Op—2 1 _ ap 1
= =+ mi + Ap—l,l’ = (1 + )Ap—l,l/ = :leap—l Ap—l,l’

miop_1
o 1 _ 0 N
= :lea’;ilAprl, = —A) d’aprés (A.6)
Qp_1 /1
= A]17—1 = imlp—% (AS)
’ ayp Oy

Le vecteur A' recherché est caractérisé par (A.7) et (A.8), ainsi A + Al correspond bien
au vecteur A de I’énoncé. [ |

Lemme A.4 Soit A € M,y le vecteur introduit au lemme précédent, on note ¥, =
q)p,p’( . ®A) . Hp®Hp/ — p+1®Hp’+1'
1. Pour tout z € Hy®Hy on a ||¥py(2)]|? = (V) (2)|®pp (22ep)).
2. On a CID;J)/ =xd,y,.
5. Soit ¢ € Mor(rpy1,1p®11) et ¢' € Mor(ry 41,7y @r1) les inclusions canoniques, alors
Y = (¢*®@¢"7*) o (Id®@T®id) € Mor(rp®ry, rp41@ry 1) est égal & U,y .
4. Soit z € HyQH,y, 2’ € H,_1®Hy_1 deuzx vecteurs unitaires tels que V,_1 y_1(2) et
z soient colinéaires. Alors

171 = [1¥p_1pr—1(Z)]]-

DEMONSTRATION. Par définition de A, on a @, ,/(2’®A) € Hp11®Hpy 41 donc le produit
scalaire (@, (7 ®A)|®,(2'Qf)) est nul pour f = e avec k # p ou f = ey avec [,
" quelconques. Cela démontre le premier point de I’énoncé. Le deuxiéme résulte de la
formule jo ®,,, = £®, , 0 (j®Jyr) et des propriétés de symétrie du vecteur A. Soit G
un sous-espace irréductible fixé de H,®H,,, alors les restrictions de ¢ et ¥, a G sont
proportionnelles : il existe A € C tel que ¥(z) = A ¥, () pour tout z € G. On a alors

(\I/p,p’(z)‘w('z» _ (\I’p,p/(z)‘(id®7®id)(z)) B ((I)p,p’(z®f4)’q)p7p/(z®ep))

A= — -
Wy (2)]2 W (2)] 12 1@y (20 A)|[?

=1.
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Or H,®H, s’écrit comme somme directe orthogonale de sous-espaces irréductibles qui sont
deux-a-deux non équivalents : en particulier leurs images par ) et ¥, sont également
orthogonales, donc ’égalité 1) = ¥, ., qui a lieu sur chaque sous-espace est également vraie
sur H,®H, en entier. Cela établit le troisiéme point de 1’énoncé, dont le quatriéme est
une conséquence immédiate. |

Lemme A.5 Soit z un élément d'un sous-espace Hy, i,y o, C H,®Hy — on a donc
0<gq<min(p,p). Sig<pona

M1, — Mpy—g—11MN —
10 (2)]|2 = —22HL P LT )12, (A.9)
mlmpmp/

Le résultat reste valable pour ¢ = p si on pose m_1 = 0.

DEMONSTRATION. Notons ® = ®,, ;. On part de I'expression du lemme A.4: ||, ,(2)||*> =
(®(2@A)|®(2®ep)). Supposons tout d’abord que p et p’ ne sont pas nuls. On observe que
les composantes de ®(z®A) qui ne sont pas orthogonales & ®(z®e,) correspondent aux
coordonnées A,_1, Ay, Api1 et Ap_1py1 de A:eneffet ®(2®e)p) est dans H,Q H1QH 1@ H,y.
On a donc plus précisément :

Ay 1P(2®ep-1) + ApP(2®e,)+
U (2|2 = P p p P P(z®e A.10
150 (21 < Ap1@(2®ep1) + Ap1,p11P(2®(ep—1®ep11)) ( ») ( )
= (R 41 S 2 oy 2 (020 1 D) D0y ).

On a utilisé le lemme A.2 pour calculer les produits scalaires (®(z®e,—1)|P(2®ep)) et
(P(2®ep41)|P(2®ep)). On procéde de méme pour A = (P(2®(ep—1®ep+1))|P(2®ep)) :

A= (%@2p1|7) (21 p1OTOTQ2p 12 pyp! [21-pOTOZp 4 1.ty )
= +(%®2p11|7) (21 p-10T@2p 12 prp[2) /11 = j:HT;,erl(Z)W/mla donc
! _ Qp—10Q,7_
1y (I = (FEpas + 1 22 l2l? + =022 1 (211 (A.11)

mioyp mio, OpOpy

Lorsque ¢ = 0, ie z € Hj, 1, le dernier terme de (A.11) est nul et on peut vérifier qu’on
obtient bien la norme annoncée dans I’énoncé : en effet
ap_1 -1 mp—1 Myl 41
(im‘ia +1+ m’i%/) = (——mlpmp + —mfn:rp/ ). (A.12)
Sip =0 oup =0, et toujours ¢ = 0, les termes de (A.10) faisant intervenir (p — 1) ou
(p + 1) respectivement n’apparaissent pas : cela revient a poser a_; = 0 dans (A.12). On

pose donc m_j1 = 0, ’équation de récurrence mym; = m;_1 + m;y1 est alors valable dés le
rang 0.

Supposons maintenant que ¢ > 0 et ||z|| = 1. Alors z est dans I'image de W,,_; ,y_1, soit
Z' un vecteur unitaire de Hp,_1®H,_; tel que ¥,,_; v est colinéaire & z. En remplagant
a; par (F1)'m; dans (A.11) et en utilisant le lemme A.4 on obtient

||‘I’p,p’(2)||2 — (mp/+1 _ mp—1)+ mp— 1mp/_1||\1,p L 1( )||2 (A.13)

mimgy mimp MpMy

mimgy

Posons R(p,p',q) = |[¥p(2)|[*—

R(p,p’,0) = 1 — (mp_1my )/(mpmp +1). Comme 2’ est dans le sous-espace Hpipy_2; =

: en particulier le cas ¢ = 0 traité plus haut donne
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Hp 14 pr—1)-2(g—1) de Hp—1®@Hy 1, (A.13) donne I’équation de récurrence suivante :

L Rp,plq) = (it — m2l)y 4 2L Rip—1,p' —1,g—1) <«

mimgy mimgy mimy mimy
~ mpmp'-i-l(R(p?p,’q) - 1) = mpflmp’(R(p - 1ap, - 1,q - 1) - ]')

Avec cette derniére expression, la résolution de la récurrence est immédiate : on obtient

mpmy 1 (R(p,p',q) = 1) = mp—qmy —g41(R(p — ¢.p' — ¢,0) = 1) = —mp_q_1myy_q, avec
toujours la convention m_; = 0. Cela donne bien le résultat annoncé dans I’énoncé :

2 Myl / My Mp_gq—1M/_
10 (2 = FEEL R(p,pq) = J2et (1 - Toneiles ) n
REMARQUE. A premiére vue, la quantité (mpmpyy1 — mp—q_1my—q)/(mimymy) qui
intervient dans (A.9) n’est pas symétrique en (p,p’). C’est cependant le cas, grace a la
relation de récurrence vérifiée par (my). On peut le voir plus simplement en notant que la
formule est symétrique dans le cas ¢ = 0 (A.12), et que la relation de récurrence (A.13)

qui permet de passer au cas général est elle aussi symétrique. Ainsi on a également, pour
2€ Hyypr0q C HQHp :

Mp 1My’ — Mp—qMlp'—g—1

1950 (2)II* = 12112 (A.14)

mlmpmp/

O

Lemme A.6 [] existe deux constantes strictement positives C' et C', ne dépendant que de
myq, telles que
VzeH@Hy Cll2l| < [Ty (2) < 2l

Lorsque m1 = 2 la meilleure constante C possible est 0.

DEMONSTRATION. Ce lemme résulte du précédent par des calculs élémentaires d’encadre-
ments. On écrit my = c(a¥T! — b¥¥+1) avec 0 < b < 1 < a et ab = 1, ce qui donne en
particulier 'encadrement c(a — b)ak < my < ca®*t1. On en déduit dans un premier temps
I’encadrement suivant :

— , 2
e I A5 N (A.15)
m mimy — mi(a —D)
Par ailleurs on a, en utilisant la relation ab =1 et 'inégalité 0 < b < 1:
1>1- Moa=1Mp'=q _ | _ 12g+2 (1= p*P=0)(1 — p2@'—atD)
- MMy 41 (1-— b2(p+1))(1 — b2(p’+2)) (A.16)

(1 —b2P)(1 — b2 1))

2
(1 — B2 HD)(1 — p2'+2)) z 1=

>1-—b°

En multipliant (A.15) et (A.16), on obtient un encadrement de ||V, /(2)||/||z||, pour z €
H, iy —2g C Hy®H,y, qui est de la forme voulue avec C' = b(a—b)?/my et C' = a*/my(a—Db).
Comme ces constantes ne dépendent pas de g et que le morphisme d’entrelacement W, ,
envoie les sous-espaces orthogonaux Hy, C H,®H, sur des sous-espaces orthogonaux,
car irréductibles et non équivalents, de Hp 1®H, 1, 'encadrement obtenu s’applique a
n’importe quel vecteur z € H,®H,,. Pour obtenir I'assertion du cas m; = 2, prendre ¢ = 0
et p=p’ : alors
P+DP+2)-pp+1) 1

U ()2 2 _ = .
()P 21 = e PSP = g =0 .
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A.3 Quelques angles entre sous-espaces irréductibles

On considére maintenant des angles entre sous-espaces irréductibles dans certaines
coreprésentations de A,(Q) : les résultats obtenus permettent notamment de démon-
trer la commutativité « a l'infini » de certains diagrammes de morphismes d’entrelace-
ments, qui apparaissent naturellement lors de I’étude de la représentation réguliére et
de la représentation mo, de A,(Q)) menée a la section 8.2. On utilise les morphismes
U, HQHy — Hy 1®H, 1 construits a la section précédente.

Lemme A.7 Soit L = HyQH 1 ®Hy4q et I < k. On note
- G le sous-espace de Hy _1®@Hy1 C L isomorphe a 1y,
— G le sous-espace de Hy&@Hy1o C L isomorphe a ro;.

Alors le carré de la norme de la projection de Gy sur Go vaut 1 — —27=L

MEMi41 "

DEMONSTRATION. Soit x un vecteur du sous-espace de Hy_1® Hy 1 isomorphe a ry;. Alors
ona V¥ 1o(x) € Gy et Wy x41(x) € Go. Par conséquent la norme de la projection de Gy
sur G9 vaut

|(V—10(®)[Ve-1pr1(@)] V-1 k+1(2)]|

k-1 0@)[1Ph—1 1@ [Th—1,0(2)]]
d’aprés le premier point du lemme A.4. On obtient la valeur de ce rapport grice au
lemme A.5 : on applique (A.14) avec (p,p’,q) = (k—1,k+1,k—1) et (p,p’,q) = (k—1,0,0).
Cela donne bien le résultat annoncé :

Wk 11 (@)P _ mggmpes — my—imyg mymy—y 1

[¥r—1,0(2)|[? M1k my, MM y1 u

mpmip—

Lemme A.8 Soit L = HHQH,®H;. On note

— G1 le sous-espace de Hp_1®@Hy C L isomorphe a 1y,

— G le sous-espace de Hi@Hy 11 C L isomorphe a ry,.
Alors l'angle entre G1 et Go tend vers 0 quand k tend vers +o0o. Plus précisément, soit
p1 et po les projections respectives de L sur G1 et Ga. Il existe alors un réel C > 0, ne
dépendant que de mq, tel que ||p1 — pa|| soit majoré pour tout k par C's*/* lorsque my > 2,
ou par C/\k + 1 lorsque my = 2.

DEMONSTRATION. On utilise les morphismes W et (Vg _1®id) de Hy dans G et Ga
respectivement. Comme Wy ;. est & valeurs dans H1®Hj 1, on a

(Pok(@)|(Pop—1®id)(z)) (Yo (2)[r@T)
1Wor (@) [[Wo—1@id(@)|| — [[Pox(@)]|[[¥ox-1@id(z)]]
_ [1%o,(2)II?
1o k(@) [ Wop—1®id ()]
_ H\IJO,k(x)H _ Mg —1Mk+1 ||$||
H\I/07k,1®id(a?)’| my, '

ME—1Mk+41 Mg _1Mg41 ot

Ainsi on a [[pips|[* = =T ot [[(1 = pu)po* = [|(1 = pa)p[* = 1 = =555

b2 = 1l = [1(p2 = 212l = 10 = pr)p + (L= o) € 2 | /1 — P,
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En reportant les valeurs explicites de my_1, my et mg,1 on obtient facilement les majora-
tions annoncées :

(1-— sk)(l — sk+2)

. ME—1Mkg4+1
simy > 2 1_T%_1_ (1= Iy
_ stk 1
(1 _ Sk+1)2 - (1 _ 3)2
Mp—1M 41 /{?(k + 2) 1

img =2 1— DAl g - .
S1 My mi (]{?+1)2 (]{?+1)2 m
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KK-théorie équivariante et opérateur de Julg-Valette
pour les groupes quantiques

Roland VERGNIOUX

Résumé : Cette thése s’inscrit dans I'étude de la KK-théorie équivariante par rapport a
un groupe quantique localement compact. On généralise notamment certaines notions et
certains résultats connus dans le cas des groupes : théoréme de stabilisation, morphisme de
descente, théoréme de Green-Julg, K-moyennabilité. On cherche ensuite & introduire des
outils géométriques utiles dans ce contexte, et on associe notamment & un groupe quan-
tique discret et & un produit libre amalgamé de groupes quantiques discrets des objets
qui peuvent s’interpréter comme des arbres quantiques. On étudie en particulier les opé-
rateurs de Julg-Valette associés aux groupes quantiques libres de Wang-Banica : ce cas
présente de nombreuses nouveautés par rapport au cadre classique, la principale étant la
non-involutivité de 'opérateur de retournement des arétes qui rend nécessaire la construc-
tion d’une représentation additionnelle du groupe quantique discret pour obtenir un élé-
ment de KK-théorie.

Abstract: This thesis deals with the study of the equivariant KK-theory with respect to
locally compact quantum groups. We generalize well-known notions and results of the clas-
sical case: stabilisation theorem, descent morphisms, Green-Julg theorem, K-amenability.
Then, we try to introduce useful geometric tools in this setting. In particular, we asso-
ciate to any discrete quantum group, and to any amalgamated free product of discrete
quantum groups, objects that can be interpreted as quantum trees. We study in detail
the Julg-Valette operators that are associated to the Wang-Banica free quantum groups:
they present many new features characteristic of the quantum frame, the most important
one being the non-involutivity of the direction reversing operator on the space of oriented
edges. It makes necessary the introduction of a new representation of the discrete quantum
group in order to obtain a KK-theory element.
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