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Chapitrel

Introduction

1.1 Le probleme

Considérons le probleme de bifurcation donné par I’équation différentielle ordinaire

& =v(z,A), zeR™ AeER (1.1)

ou ) est le paramétre de bifurcation. Si (¢ est un groupe de Lie compact agissant sur R*, d’apres le
Théoréme 4.4.3 de [7], on supposera sans perte de généralité que G est un sous-groupe de O(4).

Définition 1.1. Le champ vectoriel (1.1) est équivariant par rapport a I’action de GG (ou G-équi-
variant) si

g'v(‘r7A):U(g'$7A)7 V‘rERn7 Vge G, VAeR. (12)

Si A = 0 est la valeur critique on supposera que la bifurcation se produit pour A petit, posi-
tif (bifurcation super-critique). Il existe des cas ou la bifurcation produit des points d’équilibre,
&, &, ..., &, qui sont connectés entre eux par des lignes intégrales du champ de vecteurs (1.1).
Si I’on a les connexions

&1 — &, & — &, ... & — & (1.3)

on dit qu’on est en présence d’un cycle hétérocline. On dira que le cycle est homocline si
tous les points d’équilibre appartiennent & une méme G-orbite. Comme on pourrait s’y attendre
ces cycles se présentent génériqguement sous une forme instable. Le réle clef joué par les cycles
dans la compréhension de la dynamique des systémes symétriques (plus exactement équivariants,
voir la Définition 1.1) apparait clairement dans les années quatre-vingt. La présence de symétries
garantit la robustesse du cycle ; ce qui signifie que le cycle persiste aprés une petite perturbation
du champ de vecteurs, compatible avec les symétries (stabilité structurelle dans I’ensemble des
champs G-équivariants). Le premier cycle homocline symétrique a été étudié par J. Guckenheimer
et P. Holmes [13]. Il s’agit du cycle simple (cf. Définition 3.14) de R? avec trois points d’équilibre

7



8 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

et groupe de symétries (7 fini (8§ 3.4.2). Dans I’article on donne les équations polynomiales de degré
trois qui engendrent le cycle et les conditions de stabilité dynamique : il s’agit plus exactement
de conditions de stabilité asymptotique, dans le sens que toute orbite qui passe “assez proche”
du cycle s’y approche indéfiniment. Ce cycle apparait dans I’étude de la convection de Rayleigh-
Bénard en rotation (cf. [4]) et dans certains modéles de la dynamique des populations (cf. [17]). Le
cas d’un groupe de symétrie G d’ordre infini (qui ne sera pas abordé dans cette thése) est apparu
dans les mémes années. En particulier dans [1] le cas G = O(2) avec interaction des modes
m = 1 et m = 2 est étudié (cf. aussi [18]). L’analyse de J. Guckenheimer et P. Holmes de 1988 a
été généralisée au cas R* par M. Field et J. Swift en 1991 (cf. [11] et [10]). Pour ce qui concerne
la stabilité dynamique les résultats meilleurs sont donnés dans [16]. La classification des cycles en
types A, B et C (Définition 3.3), qui sera utilisée tout au long de cette thése, a été introduite dans
I’article [3] sur le bifurcation transverse.
L’existence des cycles est parfois montrée a I’aide d’une méthode dite des sphéres invariantes (cf.
e.g. [7]). En particulier si on étudie les cycles d’un champs vectoriel équivariant de R® on observe
souvent I’apparition d’une famille de spheres invariantes par rapport au flot ; ce qui nous amene a
étudier le probléme de la stabilité sur une variété de dimension 2. Ce probléme a été traité par G. L.
Dos Reis [8]. Par contre nos démonstrations de I’existence des cycles s’appuient sur un résultat de
P. Ashwin et J. Montaldi (Théoréme 3.13). En général on peut affirmer que la théorie des cycles a
permit d’éclaircir la dynamique de plusieurs phénoménes d’intermittence. Pour une bibliographie
compléte on renvoie a [7].
Dans le cas R* avec groupe de symétrie fini, certains cycles sont bien connus (cf. [7]). Dans cette
these on présente une classification des possibles cycles homoclines sur la base du nombre n de
points d’équilibre. Plus précisément on se propose de :
— montrer que pour tout n pair il existe un cycle homocline qui posséde » points d’équilibre;
— montrer que le seul cycle avec un nombre impair de points est le cycle “classique” a trois
points (§ 3.4);
— pour tout cycle fournir les générateurs du groupe de symétrie minimale ainsi qu’une présen-
tation et son ordre ;
— écrire explicitement les équations de champs de vecteurs polynomiaux qui produisent les
cycles homoclines les plus simples;;
— Vérifier numériquement I’existence de ces cycles polynomiaux;
— étudier la topologie de ces cycles sur S3.
On va maintenant définir exactement ces objets. Dans la suite, si aucune autre hypothese n’est faite
sur 7, on le supposera fini et agissant sur R*.

1.2 Les systemes dynamiques équivariants

La présence de symétries a des conséquences importantes pour la géométrie du champ de
vecteurs X'. Pour les décrire on introduit les notations suivantes :

— G C O(4) estun groupe de symétrie fini ;

— &, oubien &y, &, ..., sont des points d’équilibre;

— P, oubien P, P, ..., sont des plans invariants par rapport au flot *;

— H (H;) est le groupe d’isotropie de £ (&;) i.e. le sous-groupe de G qui fixe le point £ (&;) :

!De fagon équivalente les vecteurs du champ sont tangents & P en tout point de P.
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H={geG|g-£=¢} (1.4)

- si K C G fixe un point ¢, Fiz(K) est I’ensemble des points de R* qui sont fixés par K :

Fiz(K)={zeR*|g-z=2,Yge K}. (1.5)

La proposition suivante est fondamentale dans I’étude des systemes symétriques :

Proposition 1.2. Fiz(K) est un sous-espace de R* invariant par rapport au flot de tout champ
de vecteurs (G-équivariant.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate de (1.2) et (1.5). O

Définition 1.3. Soit & un point singulier du champ de vecteur X et X la partie linéaire de X en
&. On dit que I’équilibre £ est hyperbolique si toutes les valeurs propres de X; ont partie réelle
non nulle.

On arrive finalement a la définition de cycle homocline :

Définition 1.4. Soit X un champ de vecteurs GG-équivariant de R* et soit & # 0 un col hyperbo-
lique avec variété instable de dimension un. S’il existe un élément v € G tel que :

—y~1¢ estun col dans le plan P = Fiz(K),

— £ estun puits dans P,

—il'y a une connexion col-puits dans 7 connectant y~'¢ a ¢ ;

alors I’ensemble de points 47¢, avec leurs variétés instables, forme un cycle homocline robuste
X. La transformation v s’appelle twist et G le groupe de symétrie du cycle.

On remarque que le cycle X', comme il a été défini dans la Définition 1.4, est effectivement
robuste :
le plan P reste invariant par rapport a n’importe quelle perturbation équivariante du champ (cf.
Proposition 1.2). Le probleme de stabilité se réduit donc a un probléme de stabilité dans le plan.
Les points d’équilibre sont hyperboliques donc ils ne disparaissent pas par une petite perturbation
et ils restent hyperboliques. Les variétés stables (de €) et instables (de v~1£) se coupent transver-
salement donc I’intersection résiste aux petites perturbations.
On remarquera aussi que I’intersection entre 4 ~'(P) et P donne une droite invariante : on peut
obtenir les points d’équilibre par une bifurcation dans un espace de dimension un. La “robustesse”
des cycles homoclines permet donc de les voir apparaitre génériquement par bifurcation d’une
famille de champs de vecteurs & un seul paramétre.
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Chapitre 2

Preliminaires algebriques

Dans cette these on utilise une approche légerement différente de celle utilisée dans la littéra-
ture ; certaines techniques de démonstration s’appuient sur des résultats classiques de théorie des
corps. Dans ce paragraphe on se bornera & une exposition sommaire de ces résultats sans aucun
souci d’exhaustivité. On renvoi le lecteur intéressé aux ouvrages [14], [20] et [27].

2.1 Lavaluation p-adique

SoitK = Q(em/”) le n-ieme corps cyclotomique et O I’anneau des entiers algébriques de K.

Définition 2.1. ([20] § 5.7) Une valuation de Q est une application de Q dans Z U {cc} munie
de la relation d’ordre de Z élargie de la facon suivante : co > @, Va € Z.
Cette application doit vérifier les propriétés suivantes :

v(z)=oc0o<=2z=0 (2.1)
v(zy) =v(z)+o(y), Yz,yeQ (2.2)
v(z +y) = min (v(z),v(y)), V,yeQ (2.3)

Dans la suite on utilisera seulement la valuation p-adique (p premier). Sur @ la définition est
la suivante : si a et b sont premiers avec p, v,(p°¢) = s.
Un des résultats classiques de la théorie de la valuation ([20] § 5.9) assure I’existence d’une ex-
tension de v, (qu’on notera encore v,) a K, v, : K — Z U {co}.
Deplusonala:

Proposition 2.2. Siz,y € Ketv(z) < v(y) alors
o(@) =v(-z); vz +y) =ov(a).

11



12 CHAPITRE 2. PRELIMINAIRES ALGEBRIQUES

Démonstration. v(—1) = 0 donc v(—a) = v(—1 x a) = v(—1) + v(a) = v(a). Pour démontrer
la seconde affirmation on suppose v(z) < v(y), ce qui donne immédiatement v(z + y) > v(z).
Mais v(z) = v(z +y — y) > min(v(z + y), v(—y)) donc v(z) > v(z + y) parce qu’on ne peut
pas avoir v(z) > v(y). O

Lemme 2.3. Soit p un nombre premier; on a

2w 2mim

w1 = e 7 = (1 - ) (2.4)

pour tout entier positif 7 premier avec p.

Démonstration. Supposons il existe &, le plus petit entier positif premier avec p, tel que

27s 2mik
vp(l—e? ) >u,(1—e? ). (2.5)
D’apreés la Proposition 2.2
2mi 2mik 2mik
vp(l—er” —14e? )=uv,(l—€e? ) (2.6)
c.a.d.
2me 2mik 2mik
vp(—e¥ + €T ) =u (1) 27)
et donc
2mi(k—1 2mik 2mi
vp(1—e ):vp(l—e2prk) <vp(1—ez;r) (2.8)

ce qui donne une contradiction. On doit donc conclure que

2w 2mim

o1 - e 7)< (1 - ) (2.9)

pour tout entier m premier avec p. De la méme fagon on montre que

27 2mim

vp(l—er ) >u,(l—e? ). (2.10)

Lemme 2.4. Soit ®,,(X) le n-ieme polynéme cyclotomique. On a
- ®,(1) = psin = p*, p premier;
- &, (1) = 1 sin n’est pas une puissance d’un nombre premier.
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Démonstration. Par définition on a

X*—1=[]euX) (2.11)
d|n
et on peut donc diviser par X — 1 :
T+ X 4.4 X = T @a(X) (2.12)
d|n
b

Si I’on pose 1 a la place de X et si on suppose que n = p*, on arrive a

PE=@,(1) x D2 (1) x -+ x (1) 5 (2.13)

formule qui doit étre vraie pour tout & et qui donne donc @, (1) = p pour tout 4.

Si n n’est pas une puissance d’un nombre premier il suffit de rappeler que tous les polynémes
cyclotomiques sont des polyndmes a coefficients entiers ([20] Théoréme. 3.8.6) et que n est produit
des ®4(1) avec d puissance d’un nombre premier, d|n. O

On peut finalement démontrer la

Proposition 2.5. Soit  une r.p.u. * d’ordre r :
- si r n’est pas une puissance d’un nombre premier, (1 — u) est un élément unitaire de O ;

—sir=pF, k>0, ppremier, v,(1 - u) = -

Démonstration. Supposons r = p*. Daprés le Lemme 2.4, v,(®,x(1)) = 1 pour tout A. Si on
appelle y* I’ensemble des r.p.u. d’ordre d on peut écrire

o(1)= [ (1-0 (2.14)
Ceny,
et par évaluation
1= 5(1-¢ (2.15)
CEnT

et le Lemme 2.3 nous permet de conclure.
Si r n’est pas une puissance d’un nombre premier la these est une conséquence du Lemme 2.4. [

Proposition 2.6. Si z est un élément inversible de O, v(z) = 0.

'Racine primitive de I’unité.
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Démonstration. D’aprés (2.2) il suffit de montrer que v(z) > 0. Soit P(X) le polyndme unitaire
minimal de z :

PX)= X"+ X" "4+ Fa,, a; € L. (2.16)
On peut écrire
v(z”) = v(az" "+ 4 a,) > min (v(ar) 4+ (n — 1)v(2),...,v(a,)) (2.17)
et donc
no(z) > min ((n — Dv(z),...,v(a,)) >0 (2.18)
puisque v(a,) > 0. O

2.2 Les extensions galoisiennes

On fixe un corps commutatif K de caractéristique O et un sous-corps E C K. On appelle I'(E)
I’ensemble des o € Aut(K) telsque z” = 2 pour tout z appartenanta E ; ['(E) est un sous-groupe
de Aut(K). On rappelle la définition suivante :

Définition 2.7. Le groupe I'(E) est appelé groupe de Galois de K sur E. On le notera aussi
Gal(K/E).

Si G est un sous-groupe de Aut(K) on notera ®(G) I’ensemble des z € K tels que 27 = =
pour tout o € G. ®(G) est un sous-corps de K.

Définition 2.8. Le corps ® (') est appelé corps des invariants de GG dans K.

Proposition 2.9. Si G C Aut(K), les conditions suivantes sont équivalentes :
() '(@(G)) = G.
(ii) Il existe un sous-corps E de K tel que G = I'(E).

S’il en est ainsi, on dit que ' est un sous-groupe stationnaire de Aut(K).

On a facilement le résultat suivant :

Proposition 2.10. Les conditions suivantes sont équivalentes :
-®(I'(E)) =E
— Il existe G € Aut(K) tel que E = &(G).

Et finalement la définition qui nous intéresse le plus :

Définition 2.11. Si les conditions de la Proposition 2.10 sont vérifiées on dit que E est un sous-
corps stationnaire de K ou que K est une extension galoisienne de E.
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En d’autres termes K est une extension galoisienne de E si et seulement si pour tout z € K\ E
il existe o € Aut(K) tel que 27 # z. Le prochain résultat donne le lien entre le degré d’une
extension de corps et I’indice des groupes de Galois :

Proposition 2.12. On suppose que I’extension E C K soit de degré fini n. Alors I'(K) estd’indice
finidans I'(E) et (I'(E) : I'(K)) < n.
Démonstration. Le cas n = 1 est clair. Supposons » > 1, et raisonnons par récurrence.
— Supposons qu’il existe L strictement compris entre E et K. Onan > max{[L : E|, [K, L]}.
D’apreés I’hypothese de récurrence, il vient :

(N(E):TL) <[L:E, (I(L):[(K) < [K:L].

— Supposons le cas précédent exclu. Soient ¢ € K\ E, P le polyndme minimal de « sur E.
OnaK = E(a), d°(P) = n. Soit R I’ensemble des racines de P. Soient o, 7 € ['(E). lls
fixent les coefficients de P, donc a”, a™ € R. D’autre part :

—1
a’ =d <= d "=a<= T_thE(a) = 1) 7' € I'(K).

L’application I'(E) — R, @ —» a7, induit donc, par passage au quotient, une injection (I'(E)/
I'(K)), — R.D’ou (I'(E)/I'(K)) < card(R) < n.
]

Corollaire 2.13. Si E C K est une extension de degré fini », le groupe Gal(K/E) est fini et
card(Gal(K/E)) < n.

Proposition 2.14. Soient G et H deux sous-groupes de Aut(K) vérifiant H C G, (G : H) =
n € N.Alors [®(H) : &(G)] < n.

Démonstration. Notons S = {H = C,C5, ... ,C},} les classes a gauche de G suivant H.
SoientC € S, a,8 € C, z € ®(H). Alors z* = z?, donc {z” | v € C} est réduit a un
pointnoté a(z, ). Siy € G, il vient (a(z,C))Y = a(z,C7).
Supposons [®(H) : ®(G)] > n. Il existe alors 4, ... ,z,41 € ®(H) linéairement indépen-
dants sur ®(G). De n + 1 > n on déduit I’existence de A = (Ay,..., A\41) € K*H1 N\ {0}
vérifiant :

AMa(z1,Ci) + ..o+ Aprra(zpy, C) =0, 1< <n.

Fixons un tel A de sorte que le plus grand nombre possible de A; soient nuls. A réindexation des
x; Prés, on peut supposer que les a; non nuls sont les » premiers. Enfin, quitte a changer A; en
MATY onseraméne a Ay = 1.

Comme Cy = H, la premiére ligne du systéme précédent s’écrit :

T+ Xzo+ .o+ Apg12pqr = 0.

Les z; étant indépendantssur ¢(G'), on a, par exemple, z; ¢ ®(G). Soito € G Vérifiant A] # Aq.
Alors :

Aa(z,CT)+ ...+ A a(2,41,CF) =0, 1<i<n.



16 CHAPITRE 2. PRELIMINAIRES ALGEBRIQUES

Or, (C],...,C?7) se déduit de (C4,...,C,) par une permutation. On voit donc que A — A” est
une solution de systéeme précédent. Elle est non nulle, car A # A,. D’autre part, A7 = 1 = A, et
A7 = A; pour i > r. Ceci contredit le choix de A. O

Lemme 2.15. Soient E C F C K des extensions de E. Si I’extension E C K est galoisienne et
[F: E] =n € N, alors I’extension F C K est aussi galoisienne et (I'(E) : ['(F)) = n.

Démonstration. Ona [®(I'(F)) : ®(['(E))] < (I'(

etE = &(I'(E)) (cf. Proposition 2.10). D’ou [®(I'(F)) : E] < (I'(E) : ['(F)) < n.

Or,F C ®(v(F)), donc [®(['(F)) : E] > [F: E] = n. En particulier, F = ®(I'(F)), et I’extension
F C K est galoisienne. 0

E) : I'(F)) < = (cf. Propositions 2.12 et 2.14),
F

Ce résultat se prouve comme le Lemme 2.15 :

Proposition 2.16. Soient GG et H deux sous-groupes de Aut(K) telsque H C G, et (G : H) =
n € N. On suppose que H est stationnaire (Proposition 2.9). Alors [®(H ) : ®(G)] = n et G est
stationnaire.

Ce théoréme établi la relation entre les sous-groupes d’un groupe de Galois et certains sous-
corps :

Corollaire 2.17. (i) Soit L. C K une extension de degré fini. Alors tout sous-groupe de G'al(K/L)
est stationnaire.
(i) Si K est de degré fini sur son sous-corps premier, tout sous-corps de Aut(K) est stationnaire.

Théoreme 2.18. Soient E C K une extension galoisienne de degré fini et G = Gal(K/ E).

(i) L’application @ définit une bijection de I’ensemble des sous-groupes de G sur I’ensemble
des sous-corps de K contenant E.

(ii) Pour tout sous-groupe H de G, ona H = Gal(K/®(H)), [K : ®(H)] = card(H), et
(G:H)=[®(H):E].

Démonstration. L’assertion (i) résulte du Lemme 2.15 et du Corollaire 2.17. Prouvons (ii). Com-
me H est stationnaire (Corollaire 2.17), on a H = ['(®(H)) = Gal(K/®(H)). D’autre part,
(G:H)=[®(H) : E] (Lemme 2.15) et [K : &(H )] = card(H ) (Proposition 2.16).

U

Théoreme 2.19. Soient E C K une extension de degré n et ¢ = Gal(K/E). Les conditions
suivantes sont équivalentes :

(i) card(G) =

(i) L’extension E C K est galoisienne.

Démonstration. L’implication (ii) = (i) résulte du Théoreme 2.18. Prouvons (i) = (ii). D apres
la Proposition 2.16 et le Corollaire 2.17 (avec H = ), il vient [K : ®(G)] = n. Or, E C ®(G),
et [K : E] = n. D’oUE = ®(G), et I’extension E C K est galoisienne. O
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Une propriété intéressante des extensions galoisiennes est la suivante :

Proposition 2.20. Soit E C K une extension galoisienne, P € E[X] un polyndme irréductible
de coefficient dominant A, «; € K une racine de P, et a1, ...«, les transformés deux a deux
distinctsde oy par G = Gal(K/E). Alors P(X) = AM(X — aq) ... (X — o).

Démonstration. Soit R(X) = AMX — ay)...(X — a,) € K[X]. Tout o € G permute les «;,
donc laisse R invariant. Les coefficients de R appartiennent donc a E puisque I’extension est
galoisienne. Ainsi R € E[X]. Les X — «; divisent P et sont premiers entre eux deux & deux. Par
conséquent, i divise °. Comme P est irréductible dans E[X], ona R = P. O

On rappelle aussi un résultat qui caractérise les extensions galoisiennes :

Théoréme 2.21. Soit E C K une extension de degré fini. Cette extension est galoisienne si et
seulement si K est le corps de décomposition d’un polynéme de E [ X].

Démonstration. Si [K : E] est fini, il existe ay,...,a, € Kavec K = E(aq,...,a,). Soit
P; le polynéme minimal de «; sur E. On peut supposer Py, ..., P deux a deux distincts, et
{P,...,P;} ={P,...,P.}.Posons Q = P, - - - P;. Les «; sont des racines de Q.

(i) = (ii) Supposons K galoisienne sur E. Alors K est un corps de décomposition de @), et
Py, ..., P;n’ont que de racines simples (Proposition 2.20).

(if) = (i) Soient @ € E[X], n’ayant que des racines simples (Proposition 2.20), et K est le corps
de décomposition de ). Posons n = [K : E], G = Gal(K/E). Il faut prouver que n = card(G)
(Théoréme 2.19). Sin = 1 ona K = E et le résultat est clair.

Raisonnons par récurrence sur n.

Soient P € E[X], irréductible, de degré » > 1, divisant @, et uq, ..., u, € K les racines deux a
deux distinctes de P. Pour 1 < ¢ < r, il existe un isomorphisme «; : E(a;) — E(«;) tel que
a;(uy) = u;, et ay(z) = z pour z € E. Le corps K est le corps de décomposition de ¢ sur E(u, )
et sur E(u; ). Donc «; se prolonge en §; € Aut(K). Ona §;(u1) = u;, et Bilp = @iy = .
Posons s = [K : E(u;)]. Alors n = rs. Il existe v4, ... ,vs € Aut(K), deux a deux distincts, et
tels que v;(z) = a pour z € E(uy) car r > 1 (hypothése de récurrence). Pour 1 < i < r, 1 <
Jj < s, 80it §;; = B; oy; € G. Il suffit de montrer que les &;; sont deux a deux distincts. Or,
8i;(u1) = Bi(ur) = u;. D00 &;; # bpq Si 2 # p. D’autre part, ; # v, pour j # q. O

\oila le théoréme fondamental sur les sous-extensions galoisiennes

Théoreme 2.22. Soient L C E C K des extensions de corps, G = Gal(K/L), G' = Gal(K/E),
et H = Gal(E/L). On suppose que K est une extension galoisienne de degré fini de L. Alors :
(i) Les conditions suivantes sont équivalentes :

1. L’extension I. C E est galoisienne.
2. (' est un sous-groupe distingué de G.
3. 7(E) = E pour touty € G.

(ii) Supposons ces conditions verifiées. L'application v — . définit un morphisme surjectif
G — H,de noyau G, et un isomorphisme G/G’ ~ H.
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Démonstration. Soient o, 3 € G. Dire que z® = ()" pour tout z € E signifie que a~'Ba €
G’ s0it 3 € aG'a™t.

3) = 2) C’est clair d’apres ce qui précede.

2) = 3) Soita € (G. D’aprés Lemme 2.15, les extensions E C K et «(E) C K sont galoisiennes,
donc E = ®((G'), a(E) = ®(aG'a™!), et le résultat est immédiat.

1) = 3) Si 1) est vraie, E est le corps de décompositionde P € L [X] dont les racines u, . . .u,
sontsimples (cf. Théoreme 2.21). Pour v € G, les u sontdes racines de P dans K, donc {u, ... ,
u} ={uj,...,u/}.D'OUE = L(uy,...,u) =v(E).

3) = 1) Supposons v(E) = E pour touty € G. Soit

0:G — H

YO Ve

Alors 6 est un morphisme de noyau G’. Il en résulte card(H) > (G : G') = [E : L] (cf. Théoréme
2.18). Or, [E : L] > card(H) (cf. Corollaire 2.13). D’oU card(H) = [E : L]. Par suite, E est une
extension galoisienne de L (cf. Théoréme 2.19) et @ est surjectif. O

2.3 Lanorme

Soit E C K une extension de degré fini n, z € K et u, le E-endomorphisme de K défini par
y—r2y.

Définition 2.23. On définit la norme de z (relativement a E) comme le nombre
Ng/g(z) = det(u,). (2.19)
Pour z,y € K et A € E les propriétés suivantes sont immediates :

N(zy) = N(z)N(y), N(Az) = A"N(z), N(X) = A", (2.20)

Proposition 2.24. Soit P(X) = X" + a,_1 X! 4+ ...+ aq le polyndme minimal de z sur E.
Alors :

n n/r
ZeN;  Nigsle) = (1) (2.21)

Démonstration. Si s = [K : E(z)], on a n = rs. D’ou le premier point. Soit {ej,...,es}
une base de K sur E(z). Alors {z'e; | ¢ € N_;, j € N} est une base de K sur E. Posant
E; =E(z)ej, u; = {2'e; | 1 € N'_,} estune base de £; et, comme E-espaces vectoriels, K est
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la somme directe des F;. Enfin, il estimmeédiat que, dans la base {u;}, la matrice de (u.)  est

J

la matrice partenaire? x(P) de P. Les résultats sont alors clairs.
O

Proposition 2.25. Soit E C K une extension galoisienne de degré fini, z € K, et G = Gal(K/E).
Alors :

Ngse(z) = ] = (2.22)
oceG

Démonstration. Posonsn = [K : K|, r = [E(z) : E|, s = [K: E(z)], etsoit H = Gal(K/E(z)).
Onacard(H) = s (Lemme 2.15). Il existe donc un systéme de représentants de classes a gauche
de G modulo H formé de r éléments oy = 1x, 03, ...,0,.. Pour o, 7 € G, il vient :

e T

7 =17 = T_lahﬁ(m) =iy < 7 o€ H < oeTH.

Les transformés deux a deux distincts de z par G sontdonc vy = z = o1(z),us = 02(2), ...,
u, = o,(z). Alors:

r r

[Te@=T]I]oir@) =J(oi(=)* = (wa,. .., u2)". (2.23)

c€eG i=17€H =1

Le polynébme minimal de = sur L est (X — uq)...(X — u,.) (Proposition 2.20). D’ou le résultat
d’apreés la Proposition 2.24. O

2.4 Equations goniométriques a angles rationnels

Dans les années soixante Ron Graham proposa le probléme suivant (cf. [23]) : trouver toutes
les solutions rationnelles de I’équation

sinwzsinwry = % (2.24)

La réponse a été donnée par Morris Newman [21] qui a fourni toutes les solutions rationnelles
(z,y,r) de I’équation

2Si A est un anneau commutatif nonnul et P(X) = X™ 4 a1 X™ 7' 4 ... + oo € A[X] il existe des matrices
telles que le polyndéme caractéristique x4 = P. C’est le cas de la matrice suivante, appelée matrice partenaire ou
matrice compagnonde P :

0 0 O 0 —ag
1 0 0 —a
o1 oo 0 —as
Kk(P) = .
0 0 0 0 —am-—2
0 0 0 1 —am-1
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sin rx sin Ty = r. (2.25)

Newman [22] a étudié aussi les équations

sinwxy...sin7wx, =1; r e Q. (2.26)
Pour ce qui est de notre travail le résultat suivant suffira :

Théoréme 2.26. Les seulesvaleurs rationnellesde z ety, 0 < z < y < 1/2, telles que le produit
sin 7z sin 7y est un rationnel positif, sont présentées dans le tableau suivant :

x| 12| 13| 4] 16| 1/10 | 1/12
y | 12| 1/3]1/4] 1/6 | 3/10 | 5/12

Démonstration. Voir [21]. O

Un algorithme plus puissant pour résoudre les équations du type (2.26) est donné dans [19].
Cet algorithme permet de résoudre complétement les cas avec n < 4. Pour n > 4 les calculs,
méme a I’aide d’ordinateurs puissants, ne semblent pas possibles. Voila un résultat obtenu avec
cet algorithme :

Théoreme 2.27. Pour tout ¢ on a

sin = sin ¢ = sin ¢ sin (z - ?) . (2.27)
6 2 2 2

Toutes les autres solutions rationnelles de

sin wxq 8in w9 = sin wx3s8in Ty (2.28)

avec 0 < z1 < 23 < x4 < z9 < 1/2 sont données dans le tableau suivant :
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T T2 T3 Ta
1/21 | 8/21 | 1/14 | 3/14
1/14 | 5/14 | 2/21 | 5/21
4/21 | 10/21 | 3/14 | 5/14
1/20 | 9/20 | 1/15 | 4/15
2/15 | 7/15 | 3/20 | 7/20
1/30 | 3/10 | 1/15 | 2/15
1/15 | 7/15 | 1/10 | 7/30
1/10 | 13/30 | 2/15 | 4/15
4/15 | 7/15 | 3/10 | 11/30
1/30 | 11/30 | 1/10 | 1/10
7/30 | 13/30 | 3/10 | 3/10
1/15 | 4/15 | 1/10 | 1/6
2/15 | 7/15 | 1/6 | 3/10
1/12 | 5/12 | 1/10 | 3/10
1/10 | 3/10 | 1/6 | 1/6

Démonstration. Cf. Théoréme 4 de [19]. O

2.5 Quaternions et rotations

On rappelle un résultat classique concernant la relation entre le corps des quaternions unitaires
et les rotations de R*. Pour plus de détails sur ce paragraphe on pourra se rapporter a [9].
Si

q:=(w,z,y,2); q = (v, 2"y, ) (2.29)

les opérations d’addition et multiplication sont définies ainsi :

q+q = (w+w e+, y+y, z+7) (2.30)

qq’ = ('w'w’ A~ yy' — zz’, wz' + zw' + yz' — zy’, wy' —z2 + y'w' + zx', (2.31)
w2’ + zy’ — yz' + zw) '

avec

0:=(0,0,0,0); 1:=(1,0,0,0).

La norme d’un quaternion q = (w, z, y, z) est le produit de g et de son conjugué q := (w, —z,
—y,—2z)

qq = (w,z,y, 2)(w,—z, -y, —z) = ('102 + 22+ y2 + 2’2, 0,0,0)
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qu’on identifie au nombre réel w? + 2% 4 y? + 22. On appelle Q le corps des quaternions unitaires.
On parlera de facon équivalente des éléments de Q et des vecteurs unitaires de R*. On rappelle
gue tout quaternion q € Q peut s’écrire sous la forme

q = (cos#,sin §7) (2.32)

ou 7 est un vecteur unitaire de R3. Les opérations (2.30) et (2.31) peuvent s’écrire :

($1,?)+($2,W):($1—|—$2,T>—|—w) (233)
(.’fl, T})(Jfg, ﬁ) = (;ﬂl.’fg — T} . ﬁ, mlﬁ + ;:CQT} + T} A E}) (234)

ou “.” et “A” représentent, respectivement, les produits scalaire et vectoriel de R?.
On rappelle le résultat suivant dont la démonstration est une consequence immédiate de I’équation
(2.34):

Remarque 2.28. Si le quaternion unitaire (2.32) est périodique (q” = 1 avec un n > 0), I’angle
6 est rationnel.

Un résultat trés connu est I’existence de I’homomorphisme

OxQ — SO4) (2.35)
(p,r) — Uy, (2.36)

définit de la fagon suivante

Ypr:iq — pqr >

Le noyau de ce morphisme est {1, —1}.



Chapitre 3

La theorie des cycles homoclines
robustes

3.1 Premieres propriétés
Pour simplifier la formulation des résultats & suivre on introduit la

Définition 3.1. On appelle groupe minimal admissible (GMA) un sous-groupe fini G de O(4) tel
que :

— (& est le groupe de symétrie d’un cycle homocline robuste X' (Définition 1.4),

— aucun sous-groupe de G ne peut étre le groupe de symétrie de X'.

Dans I’ensemble des classes de conjugaison des sous-groupes d’isotropie de ' on peut définir
une structure d’ordre partielle :

Hi < Hy<—=dgeG:H Cg_ngg. (3.2)

Si K est un sous-groupe d’isotropie de (, on peut écrire R* comme somme de sous-espaces
K-irréductibles :

R‘=VI -V, (3.2)

la décomposition n’étant pas unique. On peut aussi regrouper les espaces V; K-isomorphes, c’est
a dire les espaces qui portent les mémes représentations de K. On obtient alors la decomposition
isotypique de R* par rapport a K . Cette décomposition est unique.

Considérons maintenant le plan P = Fiz(K) de la Définition 1.4 et la décomposition isotypique
associée & K. Deux cas sont possibles :

R{=P@p W, @ Wy; dim(Wy) = dim(W3) = 1, (3.3)
ou bien

23
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R'=PaP; dim(P)=2. (3.4)

On rappelle aussi que les différentes composantes isotypiques sont orthogonales (cf. Théoréme
4.4.8 et Lemme 4.4.9 de [7]). Si & est un point d’équilibre appartenant a P alors la partie linéaire
L du champ au point§, L = (dX )¢, commute avec K. Puisque les représentations de G dans les
différentes composantes isotypiques ne sont pas isomorphes, on doit avoir L(W) C W pour tout
composante isotypique W et donc chaque vecteur propre de 1. doit appartenir & une composante
isotypique. Puisque on a dim(W™"(£)) = 1 la direction instable appartient & une composante
isotypique différente de P. On a donc obtenu une propriété intéressante :

Remarque 3.2. Dans un cycle homocline de twist +, deux plans successifs invariants par rapport
au flot, P et v(P), sont orthogonaux.

La décomposition isotypique (3.3) suggére une autre remarque : il existe un élément &, de
K qui agit comme I’identité (+1) sur W; et comme moins I’identité (-1) sur WW,. Pour obtenir
Fiz(K) = P il faut aussi que I’élément k; € K (k agit comme I’identité (+1) sur W et
comme moins I’identité (-1) sur W) ; par conséquent les hyperplans P & W, et P & W, sont
invariants par rapport au flot. Il nous semble donc justifié d’étudier séparément les cycles qui ont
une décomposition du type (3.3) et ceux du type (3.4). Dans le cas (3.3) on peut encore distinguer
les cycles qui sont completement contenus dans P & W, (cycles tridimensionnels). On résume ces
remarques dans la définition suivante (cf. [6]) :

Définition 3.3. Soit X" un cycle de twist ~ et de groupe de symétrie G&. Si I’hyperplan @ = P +
v(P) est invariant par rapport a tout flot G-équivariant, on dit que le cycle estde type Csi X' ¢ @
et de type B si X' C () . Dans tout autre cas on parle de cycle de type A.

La décomposition isotypique par rapport au groupe d’isotropie de &, H, a toujours la forme

RYf=Wi Wy, @ Wy W, (3.5)

ou

Wi =Pn~y(P), W,=WdansP, Ws=W;idansy(P), W= (P+~(P))*.

On va maintenant construire une base orthonormée 5 = {ey, e, e3, e4} adaptée a la géométrie
du cycle. Dans la suite, si rien n’est dit, les matrices et les vecteurs seront écrits dans cette base.
On appelle P, un des plans invariants et P4, le plan v(F;) ; le plan P4, étant orthogonal & ;.
L’hyperplan P,_; + P; sera noté ();. On peut choisir B de telle fagon que I’action de v soit la
suivante :

P = (e1,e2) — P, = (ez,e3) — P53 = (cos(t) ez +sin(t) es, cos(s) e; + sin(s) e4)
(3.6)
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avec I’introduction de deux angles s et ¢ dont I’interprétation géométrique est immédiate : ¢ est
I’angle entre deux points d’équilibre successifs sur le plan invariant alors que s est I’angle de
rotation des hyperplans @; sous I’action de ~.

Définition 3.4. On appelle angle de connexion I’angle ¢ et angle tilt des hyperplans I’angle s.
Ce sont les angles de structure du cycle.

On note A la matrice représentative du twist v dans la base orthonormée directe B (quitte a
remplacer quelques e; avec —e;). D’aprés (3.6) on a

0 0 O( | cos(s) —sin(s)
asin(t) cos(t 0 0
A= —accos(t) sin(t) 0 0 ; o=+l 37)
0 0 sin(s)  cos(s)

etdet(A) = a.
Considérons le groupe K tel que P, = Fiz(K,) et un élément k£ € K ; il doit vérifier les
conditions suivantes :

k(el) = €3,
k(ez) = €3,
k(e3) ::l:e3,
keO).

Une conséquence immédiate est la suivante :
Remarque 3.5. La matrice S = diag(1,1,—1,—1) appartientd K, et (4,5) C G.

Le fait que la matrice S € G a des conséquences importantes. Premiérement la matrice
ASA™! = diag(—1,1,1,—1) appartient aussi a GG (il s’agit de la matrice qui fixe ) et son
action sur P est la symétrie par rapport & I’axe e.. Elle appartient donc & N (K), le normalisa-
teur de K; en GG. De méme la restriction de A=1S A (qui fixe le plan P,) a P, donne la symétrie
par rapport & une direction invariante de P, qui forme un angle ¢ avec ez. Donc N (K7) est le
groupe diédral Dy ot k = 7/t € N.

Deuxiémement on remarque que changer le signe de ¢ revient a consideérer le cycle symétrique par
rapport & I’axe (ez) alors que changer le signe de s revient a considérer le cycle symétrique par
rapport & I’hyperplan (e;, ez, eg). On arrive a la conclusion suivante :

Remarque 3.6. Sans perte de généralité on peut limiter I’étude aux seuls cycles X’ tels que :
—I’angle de connexiont estégal a 7 /k, k = 1,2,3,...;
- I’angle tilt s € [0, 7].

3.2 Le probléeme de la stabilité dynamique
Ce probleme a eté étudié par beaucoup d’auteurs; ici on expose brievement une condition

nécessaire et suffisante de stabilité. Pour plus de détails on renvoie a I’article [16] de M. Krupa
et I. Melbourne ou cette condition est démontrée. Dans I’article cité les cycles hétéroclines sont
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étudiés donc ce résultat est présenté sous une forme plus générale. Le cas ou G n’est pas fini est
aussi abordé.

On introduit d’abord les notations. Soit (dX )¢, la partie linéaire du champ X a I’équilibre &; et
on considere ses valeurs propres. On rappelle que chaque vecteur propre doit appartenir a une
composante isotypique (cf. discussion page 24).

La valeur propre associée a la direction invariante P, N P, est appelée radiale et notée —r-.
La valeur propre restante associée & une direction de P, est appelée contractante et notée
—C.

La valeur propre d’expansion est celle qui a la plus grande valeur. Elle est notée e.

La derniere est appelée transversale et notee ¢.

D’apreés la Définition 1.4 r, c et e sont positifs. Voila un premier résultat de stabilité :

Proposition 3.7. Supposons que le cycle X’ soit contenu dans un sous-espace ).
(a) X est (asymptotiquement) stable si et seulement si X" est (asymptotiquement) stable dans ().
(b) X est instable si et seulement si X’ est instable dans @).

Démonstration. Cf. Proposition 3.9 de [16]. 0

Dans la suite on utilisera ce critére de stabilité :

Théoréme 3.8. Supposons que ¢ > e et ¢ < 0. Alors génériguement le cycle homocline X est
asymptotiquement stable. Si¢ > 0 alors X" est instable.

Démonstration. Cf. Théoreme 5.1 de [16]. 0

Un résultat plus précis est donné dans la Proposition suivante :

Proposition 3.9. Si X’ est un cycle de type A ou B, alors génériquement le cycle est asymptotique-
ment stable si et seulement si ¢ > e ett < 0. Si X est de type C, alors génériquement le cycle est
asymptotiquement stable si et seulementsic — ¢ > eett < 0.

Démonstration. Cf. Proposition 2.5 de [6]. 0

3.3 Le Théoréme de Ashwin-Montaldi

La démonstration de I’existence d’un cycle homocline est souvent traitée a I’aide du théo-
réeme de la sphere invariante (cf. [7]). Dans notre cas la connaissance directe des groupes H et K
(cf. page 9) et leur forme particulierement simple rende facile I’utilisation du Théoreme 3.13 qui
donne des conditions suffisantes d’existence d’une RHT (relative homoclinic trajectory). On
remarquera que dans notre cas I’existence d’une connexion est suffisante pour assurer I’existence
du cycle tout entier; les autres connexions étant images de la premiére par une transformation
orthogonale. Ces résultats, tout comme la discussion qui suit, sont tirés de [2].

On commence par la définition suivante :

Définition 3.10. Une RHT est une trajectoire dont I’image sur R*/G est une trajectoire homo-
cline.
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On rappelle que les points d’une RHT ont tous groupes isotropie K ; de méme type; le résultat

suivant donne une premiére condition nécessaire de “robustesse” :*

Proposition 3.11. Supposons que £ soit une RHT et que K soit son type d’isotropie. On appelle
7 le twist et H I’isotropie de w(~y). Alors:

()yH" ' N Ng(K) =0,
(i) K < H™ N H.

Démonstration. Pour montrer (i) on suppose qu’il existe un élément g € v H7™' Ng(K)eton
montre que la connexion ne peut étre stable. £, «(L) etw(L£) appartiennenttousa P = Fiz (K).
On considere donc le flot sur P, équivariant par rapport a I’action de N (K)/K. Cette action est
libre en tout pointde £. On pose £ = w(L).

Onag-(W*(g~1&)NP) = W5(&)N P etdonc dim(W?(g=1&) N P) = dim(W*(£) N P). Puisque
dim(W*(&) N P) + dim(W“(¢g~'¢) n P) < dim(P) chague intersection transversale doit étre
triviale ; ce qui prouve (i).

Pour montrer (ii) on remarque que £ € P entrainey -£ € y(P)etdonc € Fiz(K"). D’aprés (i)
K # K7 etdonc H contient (strictement) soit K que K". O

Une conséquence intéressante de la Proposition 3.11 est qu’on ne peut pas avoir de RHT si
le groupe G est abélien (cf. Corollaire 2.5 de [2]) ou si GG est le groupe diédral I,, avec n non
multiple de quatre (cf. Proposition 3.4 de [2]). On introduit la définition suivante :

Définition 3.12. Soit G est un groupe, v € G et H, K deux sous-groupes de G. On dit que
(K, g, H) est une triplette homocline pour ¢ si les conditions suivantes sont vérifiées :

(i)yH" N Ng(K) =0,
(i) K < HY' N H etdim(Fiz(K)) = 2.2

Pour montrer I’existence d’un cycle homocline le théoreme suivant est trés utile :

Théoréme 3.13 (Ashwin—-Montaldi). Soit G un groupe, H et K deux sous-groupes d’isotropie
pour cette action et (K, v, H) une triplette homocline pour GG. Supposons les conditions suivantes
vérifiées :

(iii) H < Ng(K")N Ng(K),

(iv) il y a un point £ avec isotropy H et une courbe continue de points avec isotropy K qui
jointy=1¢ € Fiz(HY ') AL,
Alors il existe un ensemble ouvert non vide de champs vectoriels équivariants sur R* avec une
RHT d’isotropie K qui jointy~1¢ a¢&.

Démonstration. Si K est un sous-groupe d’isotropie K7™ I’est aussi. Etant (K,~, H) une tri-

- - sy—1 . . - - - -
plette homocline, K et K7 = sont distincts tout comme leurs espaces de points fixes. Soit X;
I’ensemble ouvert des champs de vecteurs équivariants de R* qui ont un équilibre hyperbolique

La notation K dénote le groupe conjugué de K, vK =", Le normalisateur de K sera noté Ng(K).
2 a condition dimFiz:(K) = 2 n’est pas nécessaire pour la démonstration du Théoréme 3.13. Toutefois on s’en
servira car elle ne représente pas une restriction dans I’étude des cycles homoclines (cf. Définition 1.4).
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en y~1¢. X contient le sous-ensemble ouvert X, des champs de vecteur tels que leurs partie li-
néaire au point v ~'¢ posséde une seule valeur propre réelle positive .. On considére maintenant
le sous-ensemble X3 de X tel que I’image du vecteur propre associé a A. par le twist v n’appar-
tient pas a Fiz(K). X3 n’est pas vide car P = Fiz(K) # Fiz(K”) et il est clairement ouvert.
Les membres de X3 vérifient donc la condition

dim (W*(y~'¢) N P) +dim (W*(¢) N P) > 2,

car - (W*(y71€) N Fia(K7™) ) = W*(§) N P.
Considérons une courbe £ continue de longueur finie et d’isotropie K joignant y~1¢ a ¢ dans P.
Soit V un voisinage tubulaire de £ tel que v(N) N N = (. Il existe un sous-ensemble non vide
X, de X3 tel que W*(y~1€) coupe W*(€) dans N.
Puisque dim (W™ (y~'¢) N P)+dim (W*(£) N P) > 2+1 = 3, il existe un sous-ensemble ouvert
X5 C X4 de flots tels que cette intersection est transversale; i.e. la connexion est robuste. O

3.4 Lesexemples classiques

On va presenter des exemples de cycles qui sont facilement repérables dans la littérature. Dans
le § 3.4.2 on propose une exposition rapide d’un probléme physique qui a conduit a leur étude.
Une analyse plus détaillée de ces phénoménes est disponible, par exemple, dans le Chapitre 9 de
[7].

Dans R* on rencontre des cycles qui sont entierement contenus dans un hyperplan. Bien entendu
ce sont les cycles les plus simples de R* : on commencera donc par montrer ces exemples, les
cycles de R3.

3.4.1 Le cycle a deux points

Soit GG le groupe d’ordre 8 engendré par les matrices

0 0 1 10 0
A=(0 -1 0]; s=(0o 1 0]. (3.8)
1 0 0 00 —1

Le plan P, = (z1,22) = Fiz({I,S}) donc il est invariant par rapport au flot (cf. Proposition
1.2); de méme le plan P, = AP, = (z3, z3). On remarque aussi que I’intersection de deux sous-
espaces invariants donne un sous-espace invariant, donc I’axe x4 est aussi invariant. Il est facile
de Vérifier qu’il n’y a pas d’autre axes invariants dans les deux plans (z1, z2) et (x5, z3). On peut
choisir une unité de mesure telle que le point d’équilibre &; qui se produit par bifurcation sur I’axe
x4 (et donc tous les autre points d’équilibre du cycle) appartient a la sphere unitaire.

D’apreés les définitions précédentes on a :

0 0
&S=1|1]; S=AL=|-1]; (3.9)
0 0

et, par un calcul direct,
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Hy = {I7 diag(_lv 17 _1)7 déag(_17 17 1)7 d‘iag(lv 17 _1)}; K, = {I7 S} (310)

Le normalisateur N (/) est constitué des quatre matrices diagonales de GG. Pour montrer I’exis-
tence de la connexion entre &, et & on utilise le Théoréme 3.13 (la vérification est immédiate) :
() AHA N Na(Ky) = AHy N Ng(Ky) =0;
(II) K< HynNnHy;
(|||) H, < NG(I(Q) N NG(I(l) )
(iv) & aisotropie Hy et les points de I’arc de géodésique minimal de la sphere unitaire qui
joint&; a & ontisotropy Kj.
On a donc démontreé I’existence du cycle homocline a deux points, X';.

Un exemple de champ de vecteur qui produit ce cycle est le suivant :

£ = Az —arixg — cxy (2 + 235 4 2d) (3.11)
T2 = vy Fb(al - 23) - eaafa] + 25 +23) (3.12)
T3 = Ar3+azows — caz(xd + 23+ ). (3.13)

L’angle de connexionest t = .

3.4.2 Les cycles a trois et six points

Le probleme d’instabilité de Kiipper-Lortz. On se propose d’étudier les mouvements convec-
tifs des particules d’un fluide placé entre deux plaques horizontales représentées (idéalement) par
deux plans paralleles. La température de chaque plague est constante et uniforme mais différente
de celle de I’autre plague. On introduit aussi une rotation des plaques €2 > 0 autour d’un axe
vertical. Les possibles paramétres de bifurcation sont €2 et R, le nombre de Rayleigh, qui est di-
rectement proportionnel a la différence de température entre les plaques. Si €2 devient trop grand
on assiste a la creation de systémes de “rouleaux”; ces systemes peuvent étre observés pendant
guelques instants, avant qu’ils ne se déforment pour se reformer avec une orientation différente.
Les nouveaux rouleaux ressemblent aux vieux tournés d’un angle de 60° environs. Aprés quelques
instants le processus recommence.

La modélisation de ce phénomeéne est due & F. H. Busse et K. E. Heikes [4] mais seulement
I’analyse rigoureuse de Guckenheimer et P. Holmes [13], a permit de donner une interprétation
mathématique satisfaisante de ce phénomeéne d’intermittence.

Soit (&5 le groupe d’ordre 24 engendré par les matrices®

00 1 10 0
A=|(10 0]; s=(0o 1 0}]. (3.14)
010 00 —1

On procede comme dans le § 3.4.1 :

3Ce groupe est souvent noté T,
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;o &= A% = : (3.15)

o O
o O =

SL=1]; S =A =
0
et encore

Hy = {Iv d‘iag(_lv 17 _1)7diag(_17 17 1)7diag(17 17 _1)}; K, = {Iv S} (316)

Le normalisateur N(K) est constitué des huit matrices diagonales de . Pour montrer I’exis-
tence de la connexion entre &5 et & on utilise toujours le Théoréme 3.13 :

(i) AH{" N Na(K,) = AHsN Ng(K;) =0;

(II) Ky < HsNH;;

(|||) H, < ]VG(I(Q) N ]VG(I(l) )

(iv) & aisotropy H, et les points de I’arc de géodésique minimal de la sphére unitaire qui joint
&3 a &y ontisotropy K.
On a donc démontré I’existence du cycle homocline a trois points, X5. L’angle de connexion est
t=m/2.

Si on pense que les plans coordonnées sont des plans de symétrie, on se rend compte immedia-
tement que les six points d’intersection de la sphere unitaire avec les axes coordonnées sont des
points d’équilibre et qu’ils sont connectés entre eux. La question de savoir s’il existe un cycle ho-
mocline, X'g, avec ces six points s’impose. La réponse a cette question est affirmative, G¢ = G5
et le twist concerné est I’élément

00 —1
A=|(10 o0 ]. (3.17)
01 0

L’angle de connexion est encore 7 /2. On pourrait dire que le cycle X'3 est un sous-cycle de Xg.
On verra d’autres exemples de ce phénomene.

La forme générale du champ de vecteurs équivariant par rapport a I’action de GG3 a I’ordre trois
est:

7 = Az + axl(m% + .rg + x%) + b;rl.rg + cmlmg (3.18)
To = Azg+ axg(ﬁ + 22+ x%) + bxox? 4 cxox? (3.19)
Tz = Az3+ a.rg(m% + .r% + m%) + b$3$% + C$3$% (3.20)

ou A est le parametre de bifurcation.

3.4.3 Les cycles a quatre et huit points

Les cycles a quatre et huit points sont les équivalents, en R*, des cycles a trois et six points.
On peut imaginer les huit points d’équilibre comme les intersections des axes coordonnés avec
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la sphére unitaire de R* et le cycle a quatre points comme un sous-cycle du cycle a huit points
(comme on avait déja vu au § 3.4.2). Les générateurs du groupe i3 et les angles de structure sont

1
T

S =diag(1,1,-1,-1); t=s= 5 (3.21)

o = OO
- o O

0 .
0 Y
0

oo = O

L’ordre de GF est 32 et G C SO(4). Pour obtenir le cycle a quatre points il suffit de choisir le
twist suivant

0 00 —1
~100 0 7

A=10 To ol t=e=g (3.22)
0 01 0

La démonstration de I’existence de ces cycles est analogue a celle des cycles analysés ci-dessus.
Il'y a néanmoins deux différences entre le cas R® et R*. D’abord le groupe G/, a aussi ordre
32 mais G; ¢ SO(4) donc G # Gi. De plus les deux groupes ne sont pas isomorphes. La
deuxieme conséquence concerne les connexions dans les plans coordonnés. Dans R? chaque plan
coordonné contient quatre points d’équilibre connectes entre eux ; ceci n’est pas toujours vrai dans
R*. En effet les directions (1,0, 1,0) et (0, 1,0, 1) sont invariantes.

Il est facile de vérifier que dans tous les exemples de cycle qu’on a rencontrés jusqu’ici les
symetries étaient assez simples; les plans et les axes invariants étant des plans et des axes coor-
données. Dans cette situation I’angle de connexion doit forcement étre un multiple de = /2. Ceci
justifie la définition suivante :

Définition 3.14. On appelle simple un cycle ou I’'un au moins des angles de structure (Définition
3.4) est un multiple de 7 /2.

On pourrait remarquer que dans les exemples qui précédent il en est de méme pour le deuxieme
angle de structure. Cette propriété sera demontrée par la suite (cf. Théoréme 6.2).
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Chapitre4

Les cycles homoclines de type C

Dans la base B (cf. page 24) la décomposition isotypique par rapport au sous-groupe K a la
forme

R = (e1,e2) @ (e3) & (ea) (4.1)

ou P, = (eq, ez) contient la connexion &, — &;. La direction contractante en &,, ne peut pas
étre e3 car, dans ce cas, le cycle serait contenu dans I’hyperplan Q1 = P, + P,. On arrive a la
conclusion que @,, = (e1, ez, e4).

Remarque 4.1. Dans un cycle de type C et de twist -, deux hyperplans successifs invariants par
rapport au flot, (); et v(Q;), sont orthogonaux (s = 7 /2).

L’action de ~ est la suivante :

P = (e1,e3) — P, = (ea,e3) —» P3 = (cos(t) ez +sin(t)es,eq) 4.2)

et le twist v s’écrit

0 0 0 -1
| asin(t) cos(t) 0 0 _
A=1_4 cos(t) sin(t) 0 0 |’ o=+l (43)
0 0 1 0

Lemme 4.2. Soit A la matrice (4.3) avec « = 1. Pour avoir A™ = I avec unn > 0, ¢ doit étre
un multiple de 7 /2.

Démonstration. Soientz, 1/z, w, 1/w les valeurs propres de A, racines de I’unité d’apres I’équa-
tion A™ = I. Le polynbme caractéristique de A étant

x(z) = 2* — cos(t) 2° — cos(t) z 4+ 1 (4.4

33
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ona:

1 1
cos(t) =z+ —+w+ — (4.5)
z w

o= %(1+22)(1+w2). (4.6)
SoitK = Q(em/”) le n-iéme corps cyclotomique et O I’anneau des entiers algébriques de K.
D’aprés (4.6), (1 + 22) et (1 + w?) ne peuvent pas étre a la fois inversibles dans O. On va donc
analyser les deux cas suivants :
() un des deux, (disons (1 + 22)), est inversible alors que I’autre ne I’est pas;
(b) les deux ne sont pas inversibles.

Dans le cas (a), d’aprés la Proposition 2.5, —w? doit étre une r.p.u. d’ordre p®, une puissance d’un
nombre premier ; on déduit de (4.6), par valuation p-adique, v,(2) = 0 + 0 + v, (1 + w?) (cf.
Proposition 2.6). Ceci donne

1
KA T

cad. s =1, p=2 Maisalors —w? = —1 et donc sin(¢) = 0.

(4.7)

Dans le cas (b) on va montrer que —z2 et —w? sont des r.p.u. d’ordre une puissance de 2. Sup-
posons que I’une des deux, disons —z2, soit une r.p.u. d’ordre p* avec p # 2. D’aprés (4.6) on
aurait :

1 1
p~lp—1) p~lp—1)

ce qui est impossible (I’inégalité est une conséquence de (2.3)). On arrive a la conclusion que — 2
et —w? sont des r.p.u. d’ordres respectifs 2° et 2° :

0=0+v,(1+ 2% +v,(1+ w?) = + o, (1 + w?) > (4.8)

1 1

+ 5t (4.9)

= 25—1

etdoncque s =t = 2. z et w sontalors des r.p.u. d’ordre 8, z +1/2 = £v/2 et w + 1 /w = +v/2.
De plus d’apres (4.6) z + 1/z et w + 1/w n’ont pas le méme signe et alors (4.5) nous permet de
conclure que cos(t) = 0. O

Il est facile maintenant de préciser I’affirmation suivante tirée de [6] :

Let & > 1 be the least positive integer such that v*¢ = £. [...] If X is of type C,
there is an even number of equilibria v7¢ in the cycle, so k is even.
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Théoréme 4.3. Un cycle de type C a quatre ou huit points d’équilibre.

Démonstration. Supposons d’abord que det(A) = 1. Soit (4.3) avec « = 1 le twist du cycle.
L’angle de connexion ¢ ne peut pas étre égal a = car, dans ce cas, n = 2 et le cycle est de type
B. D’aprés les Remarques 3.6 et 4.1 et le Lemme 4.2 on doit avoir t = s = «/2 : on Vérifie
directement que n = 8.

Soit maintenant det(A) = —1. Si I’on note 5}” pour la composante 5 de &; on a

5513) = cos?(t) sin(t), gég) = —cos(t) sin®(¢) (4.10)

donc si t €]0, 7 /2] la connexion &, —» &5 traverse I’hyperplan z3 = 0. Or, cet hyperplan n’est
rien d’autre que @, = A~1Q; et il est donc invariant par rapport au flot. Pour éviter une contra-
diction il faut poser ¢t = s = 7 /2, ce qui donne n = 4. O

Corollaire 4.4. Tous les cycles de type C sont simples.t

Démonstration. Ce résultat est contenu dans la démonstration du Théoréme 4.3. O

Dans les cycles de type B et C I’angle s est forcement un multiple de /2. Contrairement aux cycles de type A, on
pourrait dire qu’un seul angle ¢ caractérise ces cycles. Bien entendu quand on dit qu’un de ces cycles est simple on veut
dire que cet angle ¢ est un multiple de = /2.
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Chapitre5

Les cycles homoclines de type B

Comme dans le cas des cycles de type C, la décomposition isotypique de R* par rapporta K7,
a la forme suivante dans la base B :

R* = (e1,ez2) @ (e3) @ (ea). (5.1)

Pour que le cycle soit de type B il doit étre contenu dans I’hyperplan @), et la direction (e4) ne
joue aucun rdle. On va étudier ces cycles dans R3. L’action du twist « sur les plans invariants est
la suivante :

P = (e1,e3) — P, = (ea,e3) — P3 = (cos(t) ez +sin(t)es, eq) (5.2)

Les matrices A (cf. (3.7)) et S (cf. Remarque 3.5) s’écrivent alors

0 0 1
A= ( asin(t) cos(t) 0) : S = diag(1,1,-1). (5.3)
—acos(t) sin(t) 0

Lemme 5.1. Tous les cycles de type B sont simples.

Démonstration. La matrice ASA~! = diag(—1, 1, 1) appartient & G quel que soit le signe de a.
Donc les deux matrices

0 0 1 0 0 1
sin(t) cos(t) 0]; —sin(t) cos(t) 0 (5.4)
—cos(t) sin(t) 0 cos(t) sin(t) 0
appartiennent & . Les parties réelles des valeurs propres complexes conjuguées de ces matrices
doivent étre égale aux cosinus de deux angles rationnels :

1 1 1
—cos(t) — 3= cos(a); —cos(t) +

5 5 = cos(b) (5.5)

DN —
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ou a et b sont deux angles rationnels. Les équations (5.5) entrainent

sin (a;b>sin (“;b) :% (5.6)

et la thése découle du Théoréme 2.26. O

Théoréme 5.2. Les cycles de type B ont deu, trois ou six points d’équilibre.

Démonstration. Les seules valeurs possible pout ¢ sont 7 et 7 /2 d’aprés le Lemme 5.1. Sit = 7 on
obtient le cycle a deux points. Si¢ = 7/2onan = 3sidet(A) = letn = 6sidet(A) = -1. O

On aura remarque que tous les cycles rencontrés jusqu’ici (exemples classiques, cycles de ty-
pe B et C) sont simples et, de plus, leurs angles de structure sont des multiples de = /2. Dans ce
cas, comme il est facile de vérifier, les points d’équilibre sont situés sur les axes coordonnés et les
plans (éventuellement les hyperplans) invariants sont aussi les plans (hyperplans) coordonnes. Il
est temps maintenant de s’occuper de ces deux questions :

1) ces propriétés sont-elles vérifiées par tout cycle simple ?
2) existe-t-il des cycles non simples?

Les réponses, affirmatives, seront données dans le paragraphe 6.1 pour la premiére question,

et dans les paragraphes 6.3 et 6.4 pour la deuxieme.



Chapitre 6

Les cycles homoclines de type A

Dans les cycles de type A la décomposition isotypique par rapport & Ky s’écrit, dans la base
B:

R* = (e1,e2) @ (e3, e4). (6.1)

Il n’y a pas d’hyperplans invariants et le cycle n’est contenu dans aucun hyperplan de R*. Dans
ces conditions le GMA (cf. Définition 3.1) est engendré par les matrices A et .S. On aborde I’étude
de cycles de type A par les cycles simples.

6.1 Une caractérisation des cycles simples

On veut montrer que dans un cycle simple les angles de structure sont des multiples de 7 /2;
il s’agit donc des cycles deja vusavec n = 2, 3, 4, 6 ou 8.

Lemme 6.1. Supposons que a etb = a/(a — 1) soient deux nombres complexes. Si a et b sont les
parties réelles de deux racines de I’unité, alorsa = —1, 0 ou 1/2.

Démonstration. Soit z une r.p.u. d’ordre n eta = R(z).Ona

L (z —1)2
a—1= 22 (6.2)
et donc (cf. Proposition 2.25)
(N(1-2)*
N(a—1)=—-1; n=2 (6.4)

ol ®(n) = [K : Q] est la fonction d’Euler. La norme de 1 — =z peut étre évaluée en remplagant 1
dans le polyndme minimal de z, W,,. En appliquant le Lemme 2.4 on obtient
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2

N(a—1)= 2§(n) (6.5)

si n est une puissance d’un nombre premier p, ou alors

1

N(a-1)= 580" (6.6)
On va montrer que ces normes ne sont pas compatibles avec la condition
(a—1b-1)=1 (6.7)

sauf dans lescas « = —1, 0, 1/2. D’apres (6.7) les normes de (a — 1) et (b — 1) ne peuvent pas
étre toutes les deux de la forme (6.6). Supposons que N (a — 1) soit de la forme (6.5) et donc que
n S0it une puissance d’un nombre premier p. Si p est plus grand que 5,

2 2
P P

Nfa=1) = 555y < 31

< 1. (6.8)

Il est facile de vérifier, par le calcul direct, que les seuls cas qui nous restent a examiner sont les
casn — 1, 2, 3, 4 et 5. On utilisera maintenant la norme absolue

N(z) = |Ng g(z)[/*™ (6.9)

car cette valeur est indépendante de I’extension K qui contient z. Les valeurs de la norme qui nous
intéressent sont
n |1]2] 3 |4] 5
N@-1)]0|2]3/2]1]V5/2°

On analyse chaque cas :
— n =1,a = 1, incompatible avec I’équation (6.7) ;
-n=2a=—-1,etb=1/2;
- n=3,a=—1/2,etdoncb = 1/3, quin’est pas la partie réelle d’une racine de I’unité;
-n=4,a=0;
-n=>5ua=(/5+1)/4d00b= —1/y/50ub=—2—+/5, enaucun cas la partie réelle
d’une racine de Iunité.
Le probleme étant symétrique en a et b, il y a aussi la solutionb = —1 eta = 1/2. O

On est maintenant a méme de montrer que dans un cycle simple les points d’équilibre appar-
tiennent aux axes coordonnés.

Théoréme 6.2. Si le cycle X" est simple les angles de structure sont des multiples de = /2.

Démonstration. D’aprés la Définition 3.14 on a quatre cas a traiter : cos(t) = —1, cos(s) =
+1, cos(s) = 0 etcos(t) = 0.
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e cos(t) = —1.y(&) = —¢& donc le cycle posséde deux points d’equilibre.

e cos(s) = +1. A(eq) = te4 donc le cycle est tridimensionnel. Les cycles homoclines robustes
de R? sont les cycles de type B et ils ont n = 2, 3 ou 6 (cf. Chapitre 5).

e cos(s) =0.Sivy € SO(4) le résultat est une conséquence du Lemme 4.2.
Siy ¢ SO(4) la partie réelle d’une valeur propre de A est cos(t)/2. Donc

2hm 1 2hw 1
t) =2 ; ——< < -, .
cos(t) COS(N), 2_COS(N)_2 (6.10)
On va montrer que le seules possibilités sont cos(2h7/N) = —1/2, 0 ou 1/2. Les parties

réelles des valeurs propres de A%S (on rappelle que G = (A, S)) sont

% cos®(t) + i cos(t)y/8 + cos?(t) (6.11)

d’ou on tire
a = cos?(2hm/N) + cos(2hm/N)/2 + cos?(2ht /N) (6.12)
b = cos’(2hm/N) — cos(2hr/N)+\/2 4 cos?(2h7/N) (6.13)

avec a et b deux parties réelles de deux racines de I’unité. Ceci donne

1

2h
a+b= -2 cos? ( Vﬂ) = ab. (6.14)

Les hypothéses du Lemme 6.1 sont vérifiées, donc a = —1, 0 ou 1/2 ce qui donne cos(t) =
0ou+1.

e cos(t) =0.Siy € SO(4)

x(z) = 2 — cos(s) z® — cos(s) z + 1 (6.15)

est le polynéme caracteéristique de A. La démonstration du Lemme 4.2 permet de conclure
que s doit étre un multiple de = /2. Si v ¢ SO(4) la démonstration est la méme que dans le
cas cos(s) = 0.

O

Entre les cycles simples on trouve aussi, comme on a vu au Chapitre 5, les cycles tridimen-
sionnels. On peut les caractériser algébriquement de la fagon suivantes :

Théoréme 6.3. Soit X’ un cycle homocline de twist ~.

—Siy € SO(4) alors X est tridimensionnel si et seulement si v a une valeur propre réelle.

- Sivy ¢ SO(4) et toutes les valeurs propres de ~ sont réelles, alors X’ est le cycle tridimen-
sionnel simple avec deux points d’équilibre.
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Démonstration. Supposons d’abord que v € SO(4). Les parties imaginaires d’un couple de va-
leurs propres complexes conjuguées de ~ sont :

1
/\Z'::I:Z\/QUQ—QO' 0?2 +8—8r—8—87 (6.16)

ol o = cos(t) 4 cos(s) et T = cos(t) cos(s). On vérifie par le calcul direct que :

Ai =0 <= (cos(t) — 1)(cos(t) + 1)(cos(s) — 1)(cos(s) + 1) = 0. (6.17)

Donc A; = O revientat = w, s = 0 ou s = «. Dans les trois cas le cycle est contenu dans un
hyperplan. La démonstration pour I’autre couple de valeurs propres est la méme.

Supposons maintenant que v ¢ SO(4). Les parties imaginaires du couple de valeurs propres
non réelles sont

A = j:% o2 4. (6.18)

Si A; =0, cos(t) + cos(s) = 2 d’aprés la Remarque 3.6 etdonct = s = . O

6.2 Un résultat avec n impair

On se propose, dans ce paragraphe, d’étudier les cycles qui possédent un nombre impair de
points d’équilibre. La conclusion de cette analyse est que un seul cycle vérifie cette condition;
il s’agit, bien entendu, du cycle simple a trois points contenu dans un hyperplan de R*. Pour
démontrer ce résultat d’inexistence on utilisera des résultats classiques de la théorie de Galois.
Pour commencer on démontre un résultat technique.

Lemme 6.4. Soient et ¢> deux nombres de I’intervalle ]0, «[. Il existe un entier positif % tel que!

cos?(256) + cos?(28¢) < 1. (6.19)

Démonstration. Soit (s;);cy la suite de sous-ensembles du carré D =]0, =[* définis de la fagon
suivante :

Une fagon équivalente d’ écrire cette propriété est la suivante :
Si P = (=, y) estun point de ]0, 1[* et ® I’application

T 252 —1
® <y> B <2y2 - 1) ’
il existe un entier naturel n tel que ®™(P) appartient a I'intérieur du cercle unitaire. L’application z — 22% — 1
n’est rien d’autre que la fonction logistique (modulo un changement de coordonnées). Cette application est chaotique
sur [—1, 1]. Une suite logistique peut aussi étre engendrée a I’aide d’une application d’un cercle. On considere un point

associé a un angle « et la suite de points associées aux angles 2«, 4«, 8a, ... ; les abscisses de cette suite de points
donnent la suite logistique cherchée.
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2 | I
I ] k] A

F1G. 6.1 — Les ensembles s, (gauche), s; (centre) et s, (droite).

Y z LY N

F1G. 6.2 — Les ensembles .Sy (gauche), Sy (centre) et S; (droite).

si={(z,y) € D | cos?(2'z) + cos?(2'y) < 1}; t € N. (6.20)

On définit la suite monotone

Si = s (6.21)
k=0
La thése découle du fait que S; , D. (Les trois premiers termes des suites (s;) et (S;) sont
esquissés dans les Figures 6.1 et 6.2. On remarquera qu’il est facile de construire une suite de
rectangles (R;):en, R; C S;, qui converge, elle aussi,a D.)
]

Théoreme 6.5. 1l n’y a pas de cycles homoclines avec un nombre impair n de points d’équilibre
sin > 3.

Démonstration. Soit n un entier impair plus grand que trois. On remarque que v = 7d donc que
v € SO(4). La partie réelle des valeurs propres de A doit étre de la forme

R(\;) = cos (%—”) . R(\) = cos (%T’r) . pged(h,n, k) = 1. (6.22)

n

La moitié de la somme des quatre valeurs propres de A.S sera notée P :

P =+/62+8+ 8, § = cos(t) — cos(s), T = cos(t) cos(s). (6.23)
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On peut Vérifier facilement que

2k
P = \/c032 (Qh—ﬁ) + cos? (—ﬂ) -1, PeR. (6.24)
n n

De plus P, par sa définition, doit appartenir a K, le sous-corps de C engendré par toutes les racines
de Iunité.

On va montrer que P ¢ K. Si P € K, P doit appartenir a K,,, le m-ieme corps cyclotomique,
pour un m convenable. K,, est une extension galoisienne de Q (cf. Théoréme 2.21) ; son groupe
de Galois est abélien (cf. [14] § 4.7) et tous ses sous-corps sont des extensions galoisiennes de Q
(cf. Théoreme 2.22).

I suffit donc de montrer que Q( ) ne peut pas étre une extension galoisienne de Q. On supposera,
par contradiction, que cette extension est galoisienne. De méme Q C Q(P, ¢>™/™) doit étre une
extension galoisienne (Théoreme 2.21). Le Théoréme 2.22 nous assure que

$(QP) =QP), Vo€ Gal QP Q). (6.25)

Il nous reste a trouver un automorphisme ¢ en contradiction avec (6.25). Soit « un entier premier
avec n et ®, I’automorphisme associé & a dans K, . L’extensionQ C Q(P, 62’”/”) est galoisienne
donc on peut élargir ®, a un automorphisme de Q(P, ¢27/) (Théoréme 2.22). L’image de P par
b, est

2h 2k
P = ¢, (P) = \/cos2 ( “”) + cos? ( “”) ~1. (6.26)
n n
On arrive a une contradiction si on trouve un « tel que
2h 2k
cos? ( (m) + cos? ( (m) - 1<0. (6.27)
n n

Si n est un nombre impair plus grand que trois le cycle n’est pas simple donc

Py= (Qh—” 2’“—”) (6.28)

appartient au carré ouvert D. Le Lemme 6.4 permet de conclure avec a = 2* pour une valeur de
k. O

6.3 Les cycles avec groupe de symétrie contenu dans SO(4)

Il s’agit d’étudier les cycles homoclines avec groupe de symétrie G = (A, S) C SO(4). Le
twist v a, dans la base 5 (cf. page 24), la forme suivante :
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0( | 0( | coso(s) — siél(s)

sin(f)  cos(t

A=1_ cos(t) sin(t) 0 0 (629)
0 0 sin(s)  cos(s)

alors que S = diag(1,1,—1,—1). D’aprés le Théoréme 6.2 la recherche des cycles simple est
immédiate. Voila la liste complete :

Tableau des cycles simples de type A avec groupe de symétrie contenu dans SO(4)

n | t (connexion) | s(tilt) | | G|
2 T 0 8

3 /2 0 24
6 /2 m 24
8 /2 /2 32

Considérons maintenant I’homomorphisme ¥ introduit au paragraphe 2.5 définit sur @ x Q
a valeurs sur SO(4); ici Q est le corps des quaternions unitaires. Le noyaux de ¥ est I’ensemble
{1, —1}. Une des deux images réciproques de A est ((p1, q1,71,51), (P1,Q1, R1,51)) ou

2 s+t 2 . +1
rlz—plzgcos( 5 ); qlzslz—gsm (82 ) (6.30)
et
2 —t V2 . —t
RlzPlz—gcos(SQ ); —leSlzésm (82 ) (6.31)

2. +t 2 +t
7“2:—])2:—§SH1 (82 ) ; q2252:—§cos (82 ) (6.32)
et
2 —t 2 t
Rgng—gﬁn (52 ) N _QQISQI§COS(82 ) (633)

Le lemme suivant est immédiat

Lemme 6.6. Les angles s et ¢ vérifient les conditions suivantes :

cos (5 : t) — V3 cos(pr);  cos (5 - t) — V3 cos(gr) (6.34)
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sin (S ! t) — VB cos(rn);  sin (ST_t) — /3 cos(ur) (6.35)

ou p, ¢, r, et u sont des nombres rationnels.
Démonstration. Le résultat découle du Lemme 4.2 et des equations (6.30), (6.31), (6.32) et (6.33).
[l

On arrive finalement au théoréme qui va nous permettre de classer tous les cycles homoclines :

Théoréme 6.7. Les angles de structure d’un cycle homocline de type A avec groupe de symétrie
contenu dans SO(4) sont des multiple de 7 /4.

Démonstration. Le Lemme 6.6 donne

cos? (pr) + cos? (rm) = % (6.36)
et donc
cos(2pm) + cos(2rm) = -1 = cos((p+r)m)cos((p—r)m) = —%. (6.37)
On arrive alors a I’équation
. 1 . 1 1
sin ((p—}— r— —)ﬂ') sin ((—p—}— r+ —)ﬂ') == (6.38)
2 2 2
et le résultat découle du Théoreme 2.26. O

D’aprés la Remarque 3.6 ils nous restent a étudier deux cas :

at=s=mn/4

b)t =n/4ets=3r/4.
Dans les deux cas le groupe engendré par A et S est le méme ; on le notera G;. On peut montrer
que

G2+4 ~{a,s | ¥ = (a°s)% = [a,s]* = 1}. (6.39)

Théoréme 6.8. La solution s = ¢t = = /4 donne un cycle homocline avec 24 points d’équilibre
noté .
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Démonstration. Le twist A a la forme

0 0 V2 -2
1 v2 V2 o0 0
0 0 V2 V2

et le groupe G; = (A, S) a ordre 192. On peut verifier, par le calcul direct, que les points

A7¢y, 5 =0,1,...23 sont distincts. Pour prouver I’existence du cycle il suffira de montrer qu’il
existe, dans £, la connexion hétérocline

0 V2/2 0
a1 2/2 1
§og=A ! ol = \/;/ — 1= 0 (6.41)
0 0 0
Il est facile de vérifier que
Hyy = {I, A™'SA, A diag(—1,1,1,-1)A, A diag(-1,1,—1,1)A} (6.42)

et K1 = {I,S}. Les directions invariantes par rapport au flot de P, = (e, e2) sont les directions
coordonnées et e; = +e,.

D’apres ces calculs K est effectivement un groupe d’isotropie; on peut donc appliquer le Théo-
reme 3.13 qui donné des conditions suffisantes pour I’existence d’une connexion hétérocline :

() A ¢ Nog, (K1),

ASA™1 ¢ Ky car ASA™! = diag(—1,1,1,-1).

(i) Le sous-groupe d’isotropie Hy4 contient K, et A~1 K A,

Par construction.

(|||) Hoy C I GL (I(l) N NG;;I (A_lf(lA).

C’est clair car AHy,A~! envoie P sur Py et P, = (ea, e3) sur P;.

(iv) Il 'y a une courbe continue de points avec isométrie K qui joint&y4 € Fiz(Haq) C Fiz(Ky)
ag € Fiz(AK A7),

Ceci est equivalent a I’absence d’obstructions topologiques a la connexion £&;,4 — & qui peut

étre vérifié par le calcul des plans invariants.
O

On a aussi le résultat suivant :

Théoréme 6.9. Lasolutiont = =/4, s = 3w /4 donne un cycle homocline avec 12 points d’équi-
libre, A%,
Démonstration. Comme pour le Théoréme 6.8. O

La projection du cycle X% sur le plan (eq, es) est esquissée dans la Figure 6.3. Pour le cycle
X3 se reporter & la Figure 6.4.
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y '
051 i’ L4

041

FIG. 6.3 — Le cycle “bonbon” A, ; projection sur le plan (eq, ez).

6.3.1 Forme explicite du champs vectoriel X,

Il se pose le probléme de construire explicitement un champ vectoriel G2+4-équivariant (ou
plus exactement son développement limité a I’origine) et de vérifier I’apparition du cycle X, avec
Dstool, le programme de Kim et Guckenheimer qui permet de visualiser les courbes intégrales
d’un systeme d’équations différentielles. On va calculer les générateurs de I’anneau des polynémes
invariants de degré inférieur ou égal a cing, R s, et les générateurs de I’'R-algébre des applications
équivariantes &s. Pour obtenir ces résultats on a utilisé le package Maple Symmetry développé
par K. Gatermann and F. Guyard (cf. [12]). Dans le cas du groupe G; I’ordre cing n’est pas
suffisant pour obtenir un champ hyperbolique mais les calculs deviennent assez compliqués a
I’ordre sept (il n’y a pas d’équivariants non triviaux de degré six). De plus le cycle est déja visible
a I’ordre cing.

Le seul générateur de R 5 est

¢2 =2 +y* 4+ 2 + w?

alors que les générateurs de &5 sont

X1 =

SEES NI

et
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08

-08
-0.8 08
X

FIG. 6.4 — Projection du cycle X}, sur le plan (ey, e2).

3z° + 2y3zw + 2yzw3 + Tz3w? + 62322 4+ 2zw* 4 3zt + 493y4 + 5m3y2
2232w + 2x2%w + 4m4y + 7y3z2 + 6y3w2 + 3yw4 + 2yz4 + 3ym2w2
2:C'w3y + 233y3'w + 3ztz + 2y4z + 5z3w? 4+ 7y223 + 6y22'102
22y2> + 223yz + 224w + 3ytw + 6wiy? + 62%2%w + 922y w

X5 +

9z22w? + 3zy?2? + 6zy’w? — 4y2iw
6x%yz? + 522y2 4 9y2?w? 4 3y° — 4xzw’
9$2y2z + 322zw? 4+ 62223 + 4zwt + 32° — 4x3yw
722w + 522w + 424w + 3w’ + 3wy222 — 4.ry32

_I_

Le champs vectoriel G2+4-équivariant au degré cing, a la forme

X5 = (a4 bdy + co3)x1 + dys.

La Figure 6.4 montre la projection du cycle X, sur le plan (e;, e2) obtenu avec les valeurs de
coefficients e = 10, b = —20, ¢ = 0 et d = —4 avec Dstool.
6.4 Les cycles avec groupe de symétrie non contenu dans SO(4)

Dans ce chapitre le groupe de symétrie G = (A, S) ¢ SO(4). Le twist v a, dans la base B (cf.
page 24), la forme suivante :
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,0 0 cos(s) —sin(s)
A= ZZISES) 2?58 8 8 ;o det(4) = -1 (6.43)
0 0 sin(s)  cos(s)

Comme dans le Chapitre 6.3 on commence & montrer les cycles simples :

Tableau des cycles simples de type A avec groupe de symétrie G ¢ SO(4)

n | t (connexion) | s(tilt) | | G|
2 T 0 8

4 /2 /2 32
6 /2 0 48

D’apreés la Remarque 3.6 on sait que I’angle de connexion ¢ est un angle rationnel. Bien qu’il
semble probable qu’une telle propriété soit vraie pour s aussi, sa justification ne semble pas évi-
dente. On va procéder autrement.

On consideére les équations caractéristiques associée & A et AS :

z* — [cos(s) + cos(t)]z® 4 [cos(s) + cos(t)]z — 1 =0 (6.44)
z* 4 [cos(s) — cos(t)]z® — [cos(s) — cos(t)]z — 1 =10 (6.45)
qui entrainent
cos(t) 4 cos(s) = 2cos(ar), 0 <a < ; (6.46)
cos(t) — cos(s) =—2sin(br), —% <b< é (6.47)

avec « et b rationnels. Ceci donne

cos(t) — cos(am) = —sin(bn) (6.48)

et finalement I’équation a angles rationnels

t —
sin ( + mr) sin (t mr) =sin bﬂ'SiH% (6.49)

2 2

On peut maintenant établir un résultat qui se révélera fondamental dans la classification des cycles
homoclines :
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Théoréme 6.10. Les angles de structure d’un cycle non simple vérifient une des deux relations
suivantes :

at=s

b)yt+s=m.

Démonstration. On considére I’équation (6.49) et on applique le Théoréme 2.27. De I’équation

sin (% - %) sin (—g) = sin(—¢) sin (%) (6.50)

ontirea =1/2etdonct +s=n.Sil’onposet —ar =b=00nas =t.
Ils apparaissent aussi des solutions autres que celles ci-dessus. De telles solutions ne sont pas
acceptables car elles n’engendrent pas un groupe G fini. On le montre avec une de telles solutions :

cos(t) = %—}— ?, sin(t) = i\/ 10 — 2v/5, cos(s) = Z — ?, sin(s) = %\/2 + 6V/5.

Les matrices A et AS sont forcément périodiques (A% = I, (AS)'° = I) mais G n’est pas un
groupe fini. 11 suffira de montrer que la matrice A2S n’est pas périodique. On appelle p(z) son
polyndme caractéristique et A; ses valeurs propres. On a

oees(i D)o (1 D)s(t D)ens e

et

1
J:/\1+/\2—/\3—/\4:—5\/46—10\/5. (6.52)

Par définition .J doitappartenir & K (le sous-corps de C engendré par toutes les racines de I’unité) et
donc & un corps cyclotomique K,,, pour un m convenable. Le groupe Gal(K,, /Q) estabélien donc
Q C Q(J) est aussi une extension normale (Théoréme 2.22). Si ¢(z) est un polyndme irréductible
de Q[z] tel que ¢(.J) = 0, alors Q(.J) est le corps de décomposition de ¢(z) (Théoreme 2.21) donc
le groupe de Galois de ¢(z) doit étre abélien (en effet un sous-groupe distingué de Gal(K,, /Q)).
Dans le cas présent

q(z) = 2* — 2322 + 101 (6.53)
et son groupe de Galois est isomorphe au sous-groupe de .S engendré par (13) et (1234). Onen

conclut que .J n’appartient pas a K et A2S n’est pas périodique.
Les autres solutions se traitent de la méme fagon. O

Le cas b) du Théoréme 6.10 est vite étudié :

Proposition 6.11. Sis+t=n, t = n/k, k > 1, I’ordre du twist est quatre.
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Démonstration. Le polyndme caractéristique de A est z* — 1. O

Remarque 6.12. Il existe une famille infinie de cycles homoclines a quatre points. Le twist a la
forme (6.43)avec s+t =7, t =n/k, k > 1.

On analyse les cycles les plus intéressants avec s = ¢. D’aprés la Remarque 3.6 on pose
t = s = 2w /k avec k pair.

Les groupes de symétrie sont isomorphes aux groupes H,, étudies dans I’Annexe D :

Lemme 6.13. Soitn = 2m > 0 un entier pair. Le groupe (G engendré par

(0 . (0/ | cos(2m/n) —sin(OQﬂ'/n)

—sin(27/n) cos(27/n 0

A= cos(2mw/n)  sin(27/n) 0 0 (6:54)
0 0 sin(27/n)  cos(27/n)

et S = diag(1,1,—1,—1) estisomorphe & H,, et son ordre est 2n2. De plus les éléments de G,
s’écrivent sous I’une de deux formes suivantes

A'S AT A'SATS. (6.55)

Démonstration. On peut vérifier par le calcul direct que

D’aprés la Proposition D.3 chaque élément de (7, peut étre écrit sous I’'une des deux formes
(6.55). Pour compléter la démonstration il faudra montrer que ces 2n2 éléments sont distincts.

On commence avec ces implications immédiates

I[A,S]|=2 = SAS = ASA™'SA, |AS|=4 = SAS = A"'SA"'SA™' (6.57)

et, en calculant les inverses,

SAT1S = ATTSASA™! = ASASA. (6.58)

Ces équations donnent SAS = A2S5AS A? et donc

SAS = A*SASA%*,  SAS = AFLGATLG kL (6.59)

De (6.59) ona SA%*S = ASA~2k5 A1 et donc, si p est un entier,



6.4. LES CYCLES AVEC GROUPE DE SYMETRIE NON CONTENU DANS SO (4) 53

SAMS = APSATIEG AP (6.60)

(+ si p est pair et — si p est impair). De la méme fagon on obtient

SAFLG = APGATCEH) G AP, (6.61)

D’abord, s’il y a identité entre deux éléments de la deuxieme forme (cf. (6.55)), ceci ce réduit a
une identité entre éléments de la premiére. De plus on ne peut pas avoir identité entre un élément
de la premiére forme et un de la deuxiéme car

A'S AT = APS ARS
donne
A'SAT = AP ATIG ARG AT

grace aux equations (6.60) et (6.61). Ceci entraine que .S est une puissance de A, qui n’est pas
compatible avec les équations (6.57). Il nous reste a examiner le seul cas

AISAT = ATS AT i1, 5 #

qui peut s’écrire sous la forme

SAhS = Ak, 0< k<

NS

De plus A ne peut pas étre impair ou, d’apres (6.61),
AR = §AMS = ASAThSA = AATFA = A%H
et £ = 1. Avec cette valeur de k&

[A,5] = A"/,

ce qui est impossible comme on peut vérifier directement.
Supposons alors que A est pair :

AF = ASAT'SAT = AATFAT = AP =T = k=n/2

et la méme chose doit valoir pour i : h = n/2. Avec ces valeurs de h et k&

SAM? _ AM2S = . (6.62)

L’équation (6.62) est une relation indépendante et compatible avec les (6.57) mais (A™/2S—
SA™?),3 = 2 sin est un multiple de 4 ou 1 — cos(27/n) autrement, donc G; ~ H,, avec
m=n/2. O
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Cette famille infinie de groupes H,, a été étudiée dans I’Annexe D.
On poursuit en montrant que, si G, n pair, est le GMA (cf. Définition 3.1) d’un cycle homocline
X, celui-ci doit avoir n points d’équilibre :

Lemme 6.14. Soit A le twist (6.54) et &, = (0, 1,0,0). Les n points

5]—1—1214]517 ].20717...771—1
sont distincts.

Démonstration. Pour faciliter les calculs on introduit une nouvelle base B ; la matrice qui garantit
le passage de la base B (cf. page 24) a B sera noté P :

—y/1—cos(2r/n) +/1+4cos(2r/n) /1—cos(2m/n) +/1+ cos(2w/n)
P 1 [ —y/1+cos(2r/n) —+/1—cos(2r/n) +/1+cos(2r/n) —4/1— cos(2r/n)
2

V2 0 V2 0
0 V2 0 V2
(6.63)
On appelle A = [a@;;] la matrice représentant le twist y dans la nouvelle base :
1 0 0 0
— T 0 0
A=PAPT = 0 0 cos(2r/n) —sin(27/n) (6.:64)
0 0 sin(2r/n) cos(27/n)
et &, le “premier” point d’équilibre :
0 1+ cos(27/n)
= 1 1| —y/1—=cos(2r/n)
= P = P = —
&1="rh 0 2 0
0 V2
Il nous reste & montrer que ZZEI £&sii=1,...,n—1.
Supposons que A'E, = &,. L’égalité des quatriéme composantes des vecteurs ci-dessus donne
cos(2mi/n) = 1, c’estadire i = 0 [n]. O

D’aprés le Lemme 6.13, plus grand est n et plus grand sera I’ordre de &;;. L’ensemble des
sous-groupes de &, correspondent aux sous-espaces de R* invariants par rapport au flot (Propo-
sition 1.2). Ces sous-espaces invariants ne peuvent pas étre traversés par une ligne intégrale; si,
par exemple, un hyperplan invariant sépare un points d’équilibre &; du suivant &;,1, la connexion
entre les deux points est impossible. On parle alors d’une obstruction topologique. Le nombre de
ces obstructions augmente donc avec n. On pourrait penser que si n est tres grand I’existence des
cycles devient impossible. 1l faut toutefois remarquer que si n est trés grand I’angle de connexion
est trés petit (¢ = 27 /n) donc le cycle est, pour ainsi dire, moins exposé aux obstructions topolo-
giques :
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Lemme 6.15. 1l n’y a pas d’obstructions topologiques aux connexions §; — &;4+1 quel que soit
n pair.

Démonstration. Bien entendu on peut se borner a vérifier I’existence d’une seule connexion, par
exemple dans le plan invariant P, = (e1,ez) on peut analyser la connexion &, — & (cf.
Définition 1.4). Avec un calcul direct on obtient

cos(w/2+ 2n /n)

A-lg =g, = sin(n’/Q(;l— 27 /n)
0
Supposons que
cos(f)
sooy — | sin(6)
vie) = | ™
0

soit une direction invariante de P . Il nous reste a vérifier que 8 ¢ |7 /2, /2 + 2x /n[. D’aprés la
Proposition 1.2, la direction V' (6) doit étre fixée par au moins un élément de G, qui n’appartient
pas a K. Les eléments de GG, ont éte partages en deux classes dans le Lemme 6.13 :

By = A'SAT,  Chp = APSARS.
L’action sur P, de B;; et C;; est la méme donc il suffira de considérer les éléments B;;.

1°" cas : 7 et j pairs. La restrictionde B;; a P, est

1 ( cos(2im/n) 4 cos(2jm/n)  sin(2in/n) + sin(2j7r/n)> .

2 \ —sin(2in/n) —sin(2j7/n) cos(2ir/n) + cos(2j7/n)

Si (cos 8, sin #) est un direction invariante on doit avoir

cos (0 - Ql—ﬂ) + cos (0 - Q‘Y—F) = 2cosf (6.65)
n n

sin (0 - QZ—F) + sin (0 - 2]_7r) = 2siné. (6.66)
n n

En prenant la somme des carrés des termes a gauche et a droite on trouve

cos (LJ _ Z)ﬂ) =1 = LJ — )T = 2km
n n

d’ol j = ¢ + kn. D’aprés (6.65) et (6.66) i = j = 0 [r] donc B;; € K.
2° cas : 7 pair et j impair. Les équations précedentes deviennent

— cos (0 + M) + cos (—0 + 2]_71') = 2 cosf (6.67)
n n

sin (0 + M) — sin (—0 + Q‘Y—F) = 2sind (6.68)
n

n
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et la somme des carrées
cos (u+20) s 2 DT e ok
n n
d’ou

(1—i+j)r

- —|—g—|—k7r.

La premiére valeur de § > 7 /2 est 7/2 4 2x /n.
Les cas ¢, 7 impairs et « impair, j pair se traitent de la méme fagon. 0

Lemme 6.16. Le groupe (&;,, n pair, ne contient aucune matrice diagonale avec déterminant -1.

Démonstration. D’apres la Proposition D.6 les matrices d’ordre deux et de déterminant -1 dans
G, n’existent que si m = n/2 est impair et ce sont :

AYSA™S, AT™SAYS, 0<j<m (6.69)

soit 2m = n matrices différentes. L’ensemble D des matrices diagonales de (&, forme un groupe
commutatif puisque le corps de base Z, est abélien. Or, S est dans DD mais on vérifie sans mal
(avec les formules du Lemme D.1) que S ne commute pas avec les matrices (3.12). Donc aucune
des ces matrices n’est diagonale. O

Théoréme 6.17. Soit » un entier pair. Il existe un cycle homocline X, qui connecte n points
d’équilibre ; son GMA est G, .

Démonstration. Considérons le twist (6.54) et le groupe de symétries GG, = (A, S). D’aprés le
Lemme 6.13 I’ordre de (&, est 2 n? et ses éléments s’écrivent sous I’une des formes suivantes :

AIS AT AISATS. (6.70)

De plus les points A*¢;, k= 0,...,n—1 sontdistincts (cf. Lemme 6.14). Il ne reste qu’a montrer
I’existence de la connexion

0 cos(m/2+ 2x /n) 0

.| 1] | sin(w/24 27 /n) |1
G=a"1]= : —  a=|,
0 0 0

D’aprés la formule (3.5) les matrices de H; sont diagonales et le Lemme 6.16 nous permet de
conclure que

Hy=A{1, S, diag(—-1,1,1,-1), diag(—-1,1,-1,1)}

etdonc Ky = {I,S}. K étant un groupe d’isotropie on peut appliquer le Théoréme 3.13:
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(i) A ¢ Ng-(K1).

ASA™Y = diag(—1,1,1,-1) ¢ K;.

(i) Le sous-groupe d’isotropie H,, contient K; et A=K A.

Par construction.

(iii) H, C N (K1) N N (ATT K1 A).

C’est clair car AH,, A~ envoie P, sur P, et P, sur P,.

(iv) 1l y a une courbe continue de points avec isométrie Ky qui joint&,, € Fiz(H,) C Fiz(Ky)
to & € Fiz(AK; A1),

Cf. Lemme 6.15. O

On va résumer la discussion qui précéde sur I’existence des cycles homoclines avec v ¢
SO4):

— n = 2, un cycle simple;

— n = 4, une famille infinie de cycles (dont un simple) ;

— n = 6, deux cycles (dont un simple) ;

— n > 6 pair, un cycle (non simple).

6.4.1 Forme explicite du champs vectoriel X

On va maintenant montrer, comme dans le paragraphe 6.3.1, la forme explicite des dévelop-
pements limités & I’origines des champs vectoriels qui engendrent les cycles X et X3 . A I’aide
de ces développements on obtiendra les projections des cycles sur le plan P;. Le développement
limite est beaucoup plus simple dans le cas A" donc c’est ce cycle qu’on étudiera en détail.

On note A; la valeur propre dans la direction (e;) du champs X au point&; = e,. La condi-
tion de stabilité énoncée dans le Théoreme 3.8 s’écrit

Ay <0, Az > 0, Mg <0, AL+ A3 < 0. (671)

Ces conditions ne sont pas vérifiees a I’ordre 3 ou 4 car, dans ces cas, Ay + A3 = 0. Les générateurs
de R5 sont

pr=2"+y* + 2% + v

et

b4 = 25222 + 622 w? + 6:623/2 + 6y232 + 2y2w2 + 8zyzw + 3y4 + 3z + 3w? + 324 + 622w?.

Ceux de &5 sont

X1 =

2 o e 8



58 CHAPITRE 6. LES CYCLES HOMOCLINES DE TYPE A

323 + 3:Cy2 + 222 4 2yzw + 3zw?
3yz2 + 3:62y + yw2 + 3y3 +2zzw |
3zw? + 32° 4+ 222 + 2zyw + 3y?z |’
y2w + 32%w + 2xyz + 3w + 3wz?

X3 =

—3zw + ac?’y — 3$y3 + 3z2zw + 3y22w + 333yw2 + 3myz2 + 23w
3z2w? + 3$2y2 — 3y222 —at 4 2t - 322w
3zw® — 23w + 3y3z — 32%yz — 3z2%w — 3zy*w — Jyw? — y2?
2023 — 2232 — 62%yw + 6y w

X4 =

3

60yzw3 + 100yz3w + 300m2yzw + 105my4 + 25224 + 105zw* + 1012°
(1 303 w? + 210y°22 + 60z zw> 4+ 100z 23w + 150y 22w? + 1502%yw? + 9022y 2>
X5~ = 502222 + 25242 + 19023w? 4 1012° + 1052w* + 300zyz2w + 105y
99w® + 2102%w> + 2102w + 952%w + 1002y 2> + 9022 22w + 150y 22w

+90z22w? + 6033 2w + 19023y? + 19023w? + 90zy?2? + 1502y>w? + 502322
180zy2zw 4 100232zw + 99y° + 9521y 4+ 21022y + 15yw* 4 95y2*
60zyw> + 150y%2w? + 190y22° + 60zy>w + 10023yw + 902%2w? 4 90z22y? 2
60zy>z 4+ 10023y 2 + 15022y w + 180zyzw? + 30y2w? + 15y*w + 95wz

et

S84yzw? — dyzPw — 122%yzw — 9zy* — 22 + 392w + 19 * 2° + 12622%w?
(2) —6y°w? — 18y32? + 84z 2w — 4223w — 6y22w? — 622yw? — 1822y2?
X5 = —22223 — 242 — 2223w2 4+ 1925 4+ 392wt — 12my22w — 9y4z + 84:cy'w3
9w® + 782%w> + 7822w — 11z%w — 4:Ey23 + 126222%w — 6y2z2w

_I_

—12y3 2w 4 12223y% — 22322 — 2223w? — 182y%2? — 6ay’w?
—362y?2w — 4232w + 33y° + 612ty — 182293 + 21yw* + 61yz2*
—6y%zw? + 122y%2° — 12z2y°w — 423yw + 12622 2w? — 182%y%2

—122y32 — 423yz — 622y%w + 252zyzw? + 42y%w? — 3ytw — 11wz?

+

On pose

Xs=(a+bos+cds+dos)xi+ (e+f¢z)><3+y><4+hxél)+ixé2)

Si h = 0 le cycle apparait, sous une forme stable, a la suite d’une bifurcation super-critique pour
a = 0. Si I’on pose

A =3e+b, B =3f4c+ 3d+ 331, C=2b+6e+9f

la stabilité est atteinte pour des petites valeurs de « et

a>0, A<0, B>0, C<0, A>—4B>0, ¢g>0, i>0, e>0.

En intégrant ces équations a I’aide du logiciel Dstool on a obtenu les Figures 6.5.
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FiG. 6.5 — Le cycle X projeté sur le plan P; : a gauche le cycle “bouchon de champagne”
engendré par A. Au milieu le cycle a quatre points engendré par AS. A droite I’ensemble complet
des connexions, dit aussi “ensemble hétérocline”

6.4.2 Forme explicite du champ vectoriel Xg

Comme dans le paragraphe 2.1 on se bornera au degré 5. Les générateurs de R 5 sont

¢o =2+’ + 22+
et

¢4 = 8xyzw + 3y4 + 622w? + 3zt + 3wt + 324 + 6;r2y2 + 22222 + 622w? + 2y2'w2 + 6y222.

Les générateurs de &5 sont

X1 =

SERSENS.

22+ 2yzw + 3zw? + 3:Cy2 + 3z°
yw? 4+ 2zzw + 3yz? + 3y° + 32%y
323 + 2xyw + 3y2z + 222 + 3zw?
2zyz + y?w + 32%w + 3w + 322w

X3 =
et

12x2yzw + 22t — 3zwt + 1823w? + 22322 + 2:C3y2 + 13$y4 + 4z3wy + 5z®

B 12zy? 2w + 222> + 181322 + 213w? + yw?* — 3yz* + 5y° + 1324y + 622y2?

X5 = 52° + 223w? + 132wt + 12$y22w + 22223 4 2tz 4+ 18y223 — 3y4z + 4$3yw
222w3 + y4'w + 132%w + bw® + 12myzw2 — 3z%w + 1822w3 + 2y2‘w3

_I_

—12y3 2w — 182y%2% + 62y*w? 4 3022%w? + 20y2w3

—1223zw — 18:62y'102 + dzzw? + 2023w + 303/,22'102

+6y2zw? + 3022y% 2 — 1822 2w? — 12zyw?® 4 20zy>w
30z2y%w + 2023yz — 18y 22w + 622 22w — 12zy2° 4 42y32
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La forme génerale du champs (75 -équivariant a I’ordre 5 est

X5 = (a+ by + cd3 + dos)x1 + (e + Foa)xa + gxs-

Ce champs vectoriel ne peut pas donner de cycles stable car A; + A3 = 0 (cf. Théoreme 3.8). On
a pu vérifier I’apparition d’un cycle stable a I’ordre 7 mais la forme du champ vectoriel devient
assez encombrante.



Chapitre 7

La topologie des cycles homoclines sur
S3

La définition de cycle homocline ne permet pas d’apercevoir directement la topologie de ces
cycles sur la sphére S3; plus précisément la question qu’on se pose est de savoir s’il s’agit de
courbes “nouées”. La connaissance de leurs angles de structure ou les images de leurs projections
sur des plans (ex. Figure 6.4) ne nous permettent pas, sauf dans les cas les plus simples, de ré-
pondre. On va montrer que la topologie des cycles est toujours “triviale”.

On peut représenter S dans C? :

S3={(z,w) € C* : |z* + |w|* = 1}.

On considére deux nombres naturels » et m et le nceud K (n, m) définit ainsi :

(z,w) = (? exp(imt), \/75 e.rp(int)) , t €[0,27x], pged(n, m) = 1.
La propriété suivante est immédiate :
Remarque 7.1. Sim = 1oun = 1 le nceud K (m, n) est isotope & une circonférence sur S°.
Dans la suite on utilisera le résultat suivant :

Proposition 7.2. Soit C' une courbe continue sur S* C R* et V un plan vectoriel de R*. Si
C, projection orthogonale de C' sur V', n’a pas d’auto-intersections, alors C' est isotope a une
circonférence sur S°.

Démonstration. Supposons que le plan soit w = 0 et que C soit une courbe simple fermee.
Supposons que /(t) soit une isotopie dans V' telle que /(0) = C' et I(1) est la circonférence
|2]? = 1/2. Cette isotopie se reléve en une isotopie de C sur S* de la fagon suivante :

I(t) = (2(t),y(t) A (2(0),y(0),u,v) € C => I(t) := (x(t), y(t), ku, kv)
ol & est choisit de telle sorte a avoir 1 (¢) € S3. Evidemmentona /(0) = C et I(1) est une courbe
isotope & C' appartenant au tore
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T = {(z,0) € C : |22 = |w|? = %}.

Puisque la projection de (1) sur V est (1), I(1) est isotope, sur 7', & K (n, 1), ol n est le degré
de la projection de /(1) sur le deuxiéme facteur de 7". Alors (1), et donc ', forment des nceuds
triviaux. O

On peut maintenant déterminer la topologie de la famille infinie de cycles dont I’existence a
été montrée dans le Théoreme 6.17 :

Théoréme 7.3. Les cycles X, n pair, ont une topologie triviale sur S3,

Démonstration. On procéde comme dans la démonstration du Lemme 6.14. Dans la base B =
{€1,€2,€3,€4} le twist du cycle X, s’écrit

1 0 0 0
T 10 -1 0 0
10 0 cos(2r/n) —sin(27/n)
0 0 sin(2r/n) cos(27/n)
et le premier équilibre
1+ cos(27/n)
£ _ 1| —=/1—cos(27/n)
172 0
-2
La projection orthogonale sur le plan (€3, €4) est une courbe simple et la conclusion suit de la
Proposition 7.2. O

La méme démonstration ne s’applique pas dans le cas SO(4) car le twist n’a pas de valeur
propres réelles sauf dans le cas d’un cycle de type B (cf. Théoreme 6.3). Par contre on remarquera
que dans le cas d’un cycle de type A il n’y a que deux cas a traiter : X} et X;f; (cf. les Théorémes
6.8 et 6.9).

Théoréme 7.4. Les cycles X% et i, ont une topologie triviale sur S2.

Démonstration. Pour le premier cycle le résultat est encore une fois une conséquence de la Pro-
position 7.2 d’aprés la projection du cycle sur le plan (eq, e2) (cf. Figure 6.3).

Pour ce qui concerne le cycle X} sa projection sur le plan (eq, e2) n’est pas une courbe simple
(cf. Figure 6.4) mais sa projection stéréographique sur R® est une courbe clairement non nouée
(cf. Figure 7.1), donc isotopique & une circonférence. La projection stéréographique permet de
“transporter” cette isotopie sur 5=, O

!Bien entendu si on considére la projection comme un ensemble (courbe non paramétrée) alors toute courbe
K(n,m), n,m > 1, donne un “contre-exemple” & la Proposition 7.2.
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FIG. 7.1 - La projection stéréographique du cycle X}, sur R3. La courbe est clairement non nouée.
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Chapitre 8

Deux problemes ouverts

On présentera, dans ce chapitre, deux directions de recherche qui se dégagent de ce travail et
qui ont retenu notre attention. A notre connaissance ces problémes n’ont pas encore été traités de
fagon satisfaisante.

Le probléme des groupes continus. On remarque d’abord que la Définition 1.4 s’adapte aussi
au cas d’un groupe de symeétrie (G continu. Il suffit d’interpréter les points d’équilibre £ comme
des équilibres relatifs, c’est a dire que ¢ se projette sur un point dans I’espace quotient R*/G.
L exemple qui suit a été étudié dans [1] et [5].

On identifie R* a C? et on considére I’action suivante du groupe O(2) :

re:(z1,22) —  (€921,6¥%%), Voes! (8.1)
s:(z,22) — (21, 22). (8.2)

Sizy = a1 4+ iy; et zp = z9 + iyg, le plan P = (zy,22) est invariant par rapport au flot.
Une connexion hétérocline dans P existe génériquement entre deux points d’équilibre &; et &; =
rx2(61). Les deux points appartiennent a la droite de /7 d’équation z; = 0. On obtient ainsi un
cycle hétérocline entre &; et &, car la méme transformation r ., envoie & sur &;. Par I’action de
O(2) on a le cycle homocline comme orbite de cycles hétéroclines.

Ce cycle est asymptotiquement stable pour un ensemble ouvert de valeurs des paramétres. Dans
[5] on étudie I’effet d’une perturbation qui ne conserve pas “toutes” les symétries du systéme;
par exemple si elle conserve les symétries SO(2) le cycle produit, par bifurcation, un flot quasi-
périodique sur un 2-tore.

Le cas hamiltonien. Pour pouvoir introduire la définition de cycle homocline dans ce cadre
on rappelle qu’un espace hamiltonien a une structure d’espace symplectique et a donc dimension
paire. La Définition 1.4 ne peut pas s’appliquer telle quelle car elle entraine I’existence de droites
invariantes, c’est a dire d’espaces symplectiques de dimension impaire. De plus, d’apres le Théo-
réeme de Liouville, un champ de vecteurs hamiltonien ne possede pas des puits; il faudra donc se
contenter de connexions col — col.

Dans le plan on a un cycle homocline qui connecte n points quel qu’il soit le nombre n > 2.

1 1
n=2; H2:§(p2+q2)—1q4, A=-1d, G=(A)=Z,.
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Dans le plan (g, p) les points d’équilibre sont & = (1,0) et &; = A(&) = (—1,0) et on montre
facilement I’existence des connexions & — &; et&s —— &;. Onadonc un cycle homocline.
Pour n > 2 on identifie le plan (¢, p) avec C et on note z pour ¢ + ip :

n235 Hy =l + R, A= (T ), G= ()~ Z..
Ces cycles peuvent étre plongés facilement dans R* en ajoutant (p3 + ¢5)/2 a H,, néanmoins ces
cycles ne sont pas trés intéressants car les points d’équilibre et les connexions appartiennent au
plan invariant (q1, p1).
Une premiére étude devrait déterminer les cycles qui ne sont pas complétement contenus dans un
plan. Un exemple est donné par la célébre fonction hamiltonienne de Hénon-Heiles :

1 1
H=spi+p+a+a)+tae- 360,
qui posséde un groupe de symétries G = (A, 1) ~ Zs - Z3 :
-1 —v3 0 0 -1 0 0 0
1[(v3 -1 0 0 0 1 0 0
44:— 7 T:
210 0 -1 -3 0 0 -1 0
0 0 V3 -1 0 0 0 1

Le cycle homocline qui connecte les trois points d’équilibre (en coordonnées (p, q))

51 = (070’0’ 1)7 52 = A(gl) = (0707 _£7 _l> ) 53 = A(f?) = (0707 @ _l>

2 2 27 2

n’est pas contenu dans le plan (0, 0, ¢1, ¢2).
Une question intéressante est de savoir s’ils existent des cycles homoclines avec » > 3 points
d’équilibre non coplanaires. Déja le cas n = 4 ne semble pas trivial.

Ces problémes n’ont jamais fait I’objet de publications ou d’études approfondies et systéma-
tiques; leur solution pourrait éclaircir la dynamique qualitative de certains systemes hamiltoniens
symetriques.



Annexe A

L article “Sur la classification des cycles
homoclines”

67



68 ANNEXEA. L’ARTICLE “SUR LA CLASSIFICATION DES CYCLES HOMOCLINES”

Résumé

Structurally stables homoclinic cycles are “natural” invariant sets for vector fields equi-

variants under the action of a symmetry group in R”, n > 3. For the particular case of
n = 4, such homoclinic cycles have been classified as of type A, B and C on the basis of
the action of the symmetry group. It has been also suggested that type C cycles have an even
number of equilibrium points.
In this paper we investigate the number of equilibrium points for type B and C cycles, using
direct calculation in a given basis to find algebraic or topological obstructions. We demons-
trate that the number of equilibrium points for type C cycles can only be 4 or 8. For type B
cycles the number of equilibrium points is either 2, 3 or 6. A classification of type A cycles
remains an open problem.

Les cycles homoclines structuralement stables sont des invariants “naturels” par I’action
d’un groupe de symétrie dans R™, n > 3. Dans le cas particulier n=4, ces cycles homoclines
ont été classés en type A, B et C sur la base de I’action du groupe de symétrie. L’idée que
dans les cycles de type C les points d’équilibre sont en nombre pair a été avancée.

Dans cet article on étudie le nombre de points d’équilibre dans les cycles de type B et C par
le calcul direct dans une base choisie. On démontre que le nombre de ces points est 4 ou 8
dans le cas C et 2, 3 ou 6 dans le cas B. La classification des cycles de type A est encore un
probléme ouvert.

A.1 Introduction

Supposons que I" soit un sous-groupe fini de O(4) et considérons un champ de vecteurs X’ T'-
équivariant. Si £ est un col hyperbolique avec variété instable 17*(¢) de dimension 1, on supposera
que W* (&) C P,ou P = Fiz(X) est un plan de points fixés par I’action du sous-groupe ¥ de
I'. Rappelons que I’équivariance de X’ entraine que Fiz(X) est invariant par le flot de X" (quel
que soit > C I'). On appelle Fiz(X) un sous-espace de symétrie. De plus soit v un élément de I"
tel que v¢ € P soit un puits dans P et supposons qu’il existe une connexion hétérocline entre £
et v£. Si n est le plus petit entier positif tel que ¢ = &, les points €, v&, ...,y L&, ainsi que
leurs variétés instables, forment un cycle homocline. On posera (Q = P + y~! P. Par construction
P n~~1P estun axe invariant qui contient &, donc dim(Q)=3.

Définition A.1. Un cycle X est de type A si () n’est pas un sous-espace de symétrie ; si Q est un
sous-espace de symétrie X estde type Bsi X C Q etdetypeCsi X ¢ Q.

Notons que si X est un cycle de type Bou C, Q@ = Fiz(r) ol det(r) = —1 et 72 = Id.
Rappelons aussi que la décomposition isotypique de R* par rapport a I’action de X est P & W,
dim (W) = 2, pour les cycles de type A et P @ Wy & Ws, dim(Wy) = dim(W3) = 1, pour les
cycles de type B et C. Les différentes composantes isotypiques sont orthogonales ([7] ch. 4.4).

A.2 Lescycles de type B

Théoréme A.2. Un cycle de type B a toujours 2, 3 ou 6 points d’équilibre.
Remarque A.3. Le théoréeme permet de classifier les cycles homoclines dans R3.
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Remarque A.4. Par inspection on vérifie que les seuls groupes capables d’engendrer un cycle
homocline dans R® sont D et 7. 1

Démonstration. Des exemples de cycles de type B avec 2, 3 et 6 points d’équilibre sont facilement
repérables dans la littérature. Il nous suffira donc de montrer qu’il n’y en a pas d’autres. Les cycle
de type B sont contenus dans un hyperplan invariant. On va choisir un repére de tel facon que cet
hyperplan soit z4 = 0. On se restreindra donc a I’espace tridimensionnel (z1, z3, z3) muni d’une
base orthonormée B = {eq, es, e3} telle que :

7_1P =F =<ej,e;> P=P =<ez,e3> vP =P, =<cos¢pes +sinpes,e; > .
La matrice A de la restriction de ~ a cet espace tridimensionnel dans cette base sera :

0 0 §
A= | asing [cecosgp 0
—acos¢ fBsing 0

avec o, 3,6 = £1. Onposera &; = (0,1,0) et &1 = A& 1l faut remarquer aussi que changer
le signe de sin ¢ revient a faire une symétrie par rapport a I’axe y donc on se bornera aux cas ou
sin ¢ > 0. On traitera d’abord le cas det(A) = 1 et ensuite det(A) = —1.

1¢" cas : det(A) = 1. On suppose & = 3 = v = 1 (les autres cas se traitent de la méme
fagon). Les valeurs propres de A sont

1 1 ) 1 1 )
1, §cosqb—§+%\/—c052¢+2c05¢—|—3, §COS¢—§—%\/—COSQ¢—|—2COS¢—|—3.

L’action de A correspond a une rotation d’un angle avec cosinus égale a (cos¢ — 1)/2 autour
du vecteur [sin ¢, 1 4 cos ¢, sin ¢]. Les points d’équilibre appartiennent donc & la circonférence
intersection de la sphére unitaire et du plan orthogonal a [sin ¢, 1+ cos ¢, sin ¢] qui passe par ;.
Il s’agit d’une rotation d’un angle plus grand au égal & /2. Les seuls cas possiblessont = /2, 27 /3
et w qui correspondent a cos ¢ = 1, 0 et —1. Dans le premier et le troisiéme casona 42 & = &;,
dans le deuxiéme A3 & = &;.

2¢ cas : det(A) = —1. On va effectuer la démonstration avec o« = —1, = § = 1 (les autres
cas se traitent de la méme fagon). Les valeurs propres sont alors

1 1 ; 1 1 ;
-1, —COS(b—|——+i\/—C082¢—2COS¢—|—3, —COS¢—|———1\/—C082¢—2COS¢—|—3.
2 2 2 2 2 2
Avec un changement de base on peut réduire A a la forme
-1 0 0
A= 0 cos (2—”) —sin (2—”)

avec cos ¢ = —1 + 2cos(2km/n) et 0 < cos(2kw/n). Les points d’équilibre sont distribués sur
deux cercles paralleles. Les points &, et &,, doivent appartenir au méme cercle sinon la connexion

'Daa ~ 7o x 73 est le groupe engendré par (z1, w2, 73) — (23, —z2,71) et la symétrie par rapport au plan
r1 = 0.
Ty ~ 75 x 75 estengendré par (=1, x2, 73) — (22, ¥, £1) et la symétrie par rapport au plan z; = 0.
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&, — &,41 couperais le plan invariant Fy. Donc n doit étre un multiple de 2. On Vérifie que, si
n = 2m, m pair, et en notant 5](1“) pour la k-ieme composante de ;,

(3) 2 Sin Qb (3)
gm—}-l = = _gm )
cos¢p+3
ce qui raméne I’étude au seul cas sin = 0 otion a A%¢; = &;. Finalement si n = 2m avec m
impair on a A™ = —1I donc le plan z; = 0 est aussi invariant. On vérifie encore que 5(,5) =
2

—5& ce qui réduit I’étude au seul cas cos ¢ = 0 qui donne un cycle avec 6 points.
2
[l

A.3 Lescyclesdetype C

Théoréme A.5. Un cycle de type C a toujours 4 ou 8 points d’équilibre.
Remarque A.6. Le seul groupe capable d’engendrer un cycle de type C est le groupe isomorphe
a Z4 x Z35 dont les générateurs sont la symétrie par rapport a I’hyperplan z; = 0 ainsi que
(z1, 22,23, 24) — (22,23, T4, 21).
Démonstration. Pour démontrer ce résultat on se place dans une base orthonormée B = {e;, ez,
es,eq} telle que:

Py=<ej,es >, P =< ej,e3 >, P, =< cosgpes+singpes,eq > .

Soit A = [a;;] la matrice de v dans la base B :

0 0 0 4

A —asing fcecos¢p 0 0
acos¢p  fBsing 0 0

0 0 e 0

avec o, f3, ¢, 6 = £1. On partagera la démonstration en deux, selon que le déterminant de A est
+1 ou-1.

1°" cas : det(A) = 1. On va effectuer la démonstration avec o = 3 = ¢ = § = 1 (les autres
cas se traitent de la méme facon).
Soient z, 1/z, w, 1/w les valeurs propres de A, racines de I’unité d’apres I’équation A™ = I. Le
polynéme caractéristique de A étant

x(z) =2* —cospa® —cospz + 1
ona:
1 1
cosp—=z+—+w+ — (A1)
z w
o= a2t (A2)
po . :

Soit K = Q(e?™/™) le n-iéme corps cyclotomique et O I’anneau des entiers algébrigues de K.
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Définition A.7. ([20] § 5.7) Une valuation de Q est une application de Q dans Z U {cc} muni de
la relation d’ordre naturelle, qui vérifie les propriétés suivantes :

v(z)=c0o<=2z=0 (A.3)
v(zy) = v(z) +o(y), Yo,yeQ (A.4)
oz +y) > min(o(e),v(y), Yo,y € Q (AS5)

Dans la suite on utilisera seulement la valuation p-adique (p premier). Sur Q la définition est : si
a et b sont premiers avec p, v, (p°3) = s. Un des résultats classiques de la théorie de la valuation
([20] & 5.9) assure I’existence d’une extension de v, (qu’on notera encore v,) a K, v, : K —
QU {co}. Deplusonala:

Proposition A.8. Soit  une r.p.u. (racine primitive de I’unité) d’ordre r :
— si r n’est pas une puissance d’un nombre premier, (1 — u) est un élément unitaire de O ;

—sir =p® s> 0, ppremier, v,(1 — u) = m.

D’apres (A.2), (1 + z?) et (1 + w?) ne peuvent pas étre a la fois inversibles dans O. On va
donc analyser les deux cas suivants :
() un des deux, (disons (1 + 22)), est inversible alors que I’autre ne I’est pas;
(b) les deux ne sont pas inversibles.

Dans le cas (a), si —w? est une r.p.u. d’ordre p*, on déduit de (A.2), par valuation p-adique,
v,(2) = 04 0+ v, (1 + w?).2 Ceci donne

1
v,(2) = ———
»(2) P p—1)
cad. s =1, p=2. Maisalors —w? = —1 et donc sin ¢ = 0.

Dans le cas (b) on va montrer que —z% et —w? sont des r.p.u. d’ordre une puissance de 2.
Supposons que I’une des deux, disons —z2, soit une r.p.u. d’ordre p* avec p # 2. D’apreés (A.2)
on aurait :

— 4 v, (1 +w?) > -
pip-1)  F “ - 1)

ce qui est impossible. On arrive a la conclusion que —z2 et —w? sont des r.p.u. d’ordres respectifs
25 et 20 :

0 :0—I—vp(1—|—22) —|—vp(1—|—'w2) =

1 1

1= 9s—1 + 9t—1

etdoncque s =t = 2. z et w sontalors desr.p.u. d’ordre 8, 2+ 1/2 = £v/2 etw + 1 /w = +v/2.
De plus d’aprés (A.2) z + 1/z et w + 1/w n’ont pas le méme signe et alors (A.1) nous permet de
conclure que cos ¢ = 0.

20n utilise ici le fait que si = € O est inversible alors v, (x) = 0. Pour le vérifier il suffit de se rappeler que = est
racine d’un polyndme unitaire a coefficients entiers et utiliser (A.5) pour obtenir v,(z) > 0
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I nous reste donc a analyser les cas sin ¢ = 0 et cos¢ = 0. Dans le premier cas la droite
< eg > estinvariante par rapport a 4. Le cycle possede deux points d’équilibre seulement, £ et
=&, il estcontenudans @ = P + P, etil n’est donc pas un cycle de type C.

Dans le cas cos¢p =0 ona A% = I,

2¢cas:det(A) = —1.0npose « = —1, 3 =¢ =6 = 1dans A et on s’intéresse d’abord
au cas cos ¢ # 0, sin ¢ # 0. Les valeurs propres deviennent :

1 ) 1 )
1, -1, §cos¢+%\/4—c052 , §cosq§—%\/4—c052¢.
et on peut donc conclure que

2k 1 2k 1
cos ¢ =2 COS(T) avec — 5 < COS(T) < 3
et k& entier. A la différence du cas 1 on a ici un nombre infini de solutions de A™ = I et il faudra
alors examiner les contraintes topologiques liées a I’existence d’hyperplans invariants.
Si I’on change de signe a sin ¢, cela revient a faire une symétrie par rapport a I’axe y. On peut
donc se borneraux casou 0 < ¢ < w/2etw/2 < ¢ < .
En posant toujours &; = (0,1,0,0), &4 = A& ona:

5:())4) = sin ¢, 5514) =sin ¢ cos ¢

donc, si /2 < ¢ < =, laconnexion &, — &3 traverse I’hyperplan z4 = 0; ce qui est impossible.
On a aussi

54(13) = cos? ¢ sin ¢, 5§;°’) = —cos¢ sin® ¢

ce qui permet de Vérifier que, si 0 < ¢ < 7/2, laconnexion £, —» &5 traverse I’hyperplan z; = 0
qui est également invariant.
On a réduit le probléme a étudier les cas ¢ = « et ¢ = 7 /2. Le premier donne un cycle avec deux
points qui n’est donc pas de type C, le deuxiéme donne un cycle avec 4 points.

[l
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Abstract

The conditions of existence of robust homoclinic cycles for G-equivariant vector fields in
R*with G afinite group are investigated. Depending on the action of &, such cycles are either
of type A, B, or C. We first introduce a notion of minimal admissible group. The existence of
robust homoclinic cycles for vector fields which are equivariant by such a group is generic.
Then we show that for type A cycles, the number n of equilibria is either even or equal to
three. In the case of type B cycles, n can only be equal to two, three, or six. Finally, for those
of type C, n is either four or eight. Moreover, we provide expressions for the generators of the
minimal admissible groups for each of the above mentioned cycles and we show the explicit
form of vector fields generating three type A homoclinic cycles with 6, 8 and 24 equilibria
respectively.

B.1 Introduction

Robust homoclinic cycles were introduced in the study of systems with symmetries. In some
of these systems an intermittence behavior has been observed; the system reaches a steady state,
after a while this configuration vanishes, and later on the system reappears in another steady state
configuration, related to the previous one by a symmetry shift. Some classical examples like
the Kipper-Lortz instability and the Bénard problem can be found in [7]. These situations are
described mathematically by means of families of homoclinic connections between equilibria,
whose members are related by symmetry shifts. each of these connections being an image of a
“first” connection by one element of the symmetry group. Some cycles can easily be found in the
literature, either in R or in R*. In these cycles the equilibria are on the coordinate axes and the
flow-invariant planes and hyperplanes are the coordinate ones. Such well-known cycles are called
simple cycles in this paper. It is easy to show that the number of equilibria for a homoclinic simple
cycle inR*can only be 2, 3, 6, 4, and §; the first three cycles being in dimension 3 (but of course
they can be embedded in R%). A first classification has been made in [6] between type A, B, and
C cycles and the number of equilibria for cycles of type B and C has already been studied in [24].
Such results are inserted here for completeness.

In this Section we define a homoclinic cycle in R*. We skip any general discussion on the
existence, bifurcation and stability of homoclinic cycles referring the interested reader to [7], [15]
and references therein. We will focus our attention on the problem of the determination of the
possible number of equilibria in such cycles and the associated symmetry groups. Some other
definitions are given and a basis of the space is defined according to the geometrical structure of
the cycle. This basis will be used all along the paper to simplify the computations. In § B.2 an
example of a simple homoclinic cycle is given whereas some general geometrical properties of
homoclinic cycles are shown in § B.3.

Our approach is quite different from the usual one: a cycle is identified with a couple of
angles, its structure angles, and some of its properties are obtained using some simple results in
field theory. We follow the classification of homoclinic cycles in R* given in [6] into types A, B,
or C cycles. In § B.4 and B.5 we present a general description of cycles of type A and in Sections
B.6 and B.7 we consider the simpler problem of cycles of types B and C respectively. Finally, in
Section B.8 we give an explicit form for the equivariant vector fields admitting homoclinic cycles
of type A.

The following definition can be found in [6]: let X be a vector field on R", equivariant with



B.1. INTRODUCTION 75

respect to the linear action of a finite group . Without loss of generality we can assume that ¢
acts faithfully and orthogonally, i.e. G C O(4). Let £ # 0 be a hyperbolic saddle point with a
one-dimensional unstable manifold 1¥* (&) and suppose that W*(£) C P = Fiz(K), where P is
a two-dimensional fixed-point subspace corresponding to an isotropy subgroup K C G.

Definition B.1. If there is an element v € G (twist) such that v £ is a sink in P and there is a
saddle-sink connection in P connecting & to v &, then the collection of points v7¢, j € N, together
with their unstable manifolds, forms what we call a robust homoclinic cycle.

Definition B.2. We call minimal admissible group (MAG) a finite subgroup GG of O(4) such that:
— (& is the symmetry group of a robust homoclinic cycle X,
— no proper subgroup of G can be the symmetry group of X.

In practice, the first condition is checked using Theorem 4.1 in [2] which guarantees it holds

provided that:

i)y H'™ N Ng(K) = 0 (Na(K) is the normalizer of K in G),

iyK < H'nH,

iii) H < Ng(K") N Ng(K),

iv) there is a point £ with isotropy H and a continuous path of points with isotropy K that joins
v=1¢ € Fiz(H ') to&.

The second condition will be satisfied if & is generated by the twist v and the elements fixing
the flow-invariant planes and hyperplanes (see Definition B.14); in any case G must contain the
subgroup generated, in a given basis, by a matrix A and S = diag(1,1,—-1,—1) (Lemma B.6).
In the sequel it will be clear that all the open problems in the classification of homoclinic cycles
concern type A cycles (Definition B.14) and in this case a MAG must be of the form (A4, S). We
will focus on the search of finite groups generated by A and S.

Remark B.3. In the language of [2], a triple (K, v, H) verifying i) and ii) is called a homoclinic
triple.

We choose an orthonormal basis B’ = {e;, ez, e, e4} of R* in the following way: let P, be
an invariant plane and {ey, ez} an orthonormal basis of P such thate; = P, Ny (). Let e be
orthogonal to P, and such that P, = v(F;) = (e2, es). Finally we complete with e4 to obtain a
direct orthonormal basis. The action of v on such planes is as follows:

Py = (e1,e2) — P, = (ez2,e3) —> P53 = (cos(t) ez + sin(t) es, cos(s) e +sin(s) eq)

for some s and ¢. If A is the matrix representing + in the basis 5’ we can replace some e; with
—e; to obtain a direct basis B in which

0 0 0( | cos(s) —sin(s)
asin(t)  cos(t 0 0
A= —accos(t) sin(t) 0 0 (B1)
0 0 sin(s)  cos(s)

with oo = +1. Itis easy to show that det(A) = «. The equilibriaare {;41 = Al€ where & = es.
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Definition B.4. The angle ¢ between two consecutive equilibria & and &;,41 = A¢&; in the flow-
invariant plane P, is called connecting angle. The angle s between the hyperplanes @; =
P14+ P, and Q;41 = AQ; is called hyperplanes tilt angle. We will refer to s and ¢ as the
structure angles of the cycle X.

Definition B.5. The cycles where at least one of the structure angles is a multiple of 7 /2 are
called simple cycles.

B.2 Asimple cycle

The instability problem of Kiipper-Lortz. We study the convective movements of fluid parti-
cles convected by a temperature gradient maintained across a planar horizontal layer which rotates
uniformly around a vertical axis. The bifurcation parameter is the angular speed €2 > 0 with the
usual assumption that the system is well approximated by a layer with infinite horizontal extension.
If €2 becomes too big the steady configuration of rolls bifurcates supercritically into a new system
of rolls and, after a while, it deforms again and reappears in a new system of rolls rotated by 60°.
This process repeats itself in an almost periodic manner. The homoclinic cycle describing such a
situation is the following:

Let (& be the group of order 24 generated by the matrices (this group is usually called T ;)

0 0 1 10 0
A=1|1 0 0}; S=10 1 0
010 0 0 -1
The equilibria are:
0 0 1
SG=11]; S2=A&=10]; =A% =10],
0 1 0
The general form of the equivariant vector field up to order three is:
1 = Azyp+az (2] 423+ 23) 4 bryas + cxyal
Ty = Azg+azy(2] 4 23+ 23) 4 bayxli + cxga]
Z3 = Ars+azz(e}+ 23+ 23) + bxza] + cazrd

where A is the bifurcation parameter. The existence and stability of the heteroclinic connection
& — &, can be checked using the invariant sphere theorem (see § 6.1 in [7]) in one of these two
cases

(1)b<0,a< —c<0; (2)e<0,a<—-b<0.

This is the simple cycle with three equilibria X's. Remark now that the coordinate planes are
symmetry planes hence the equivariant vector field has six equilibria (you can think of the inter-
sections of the unitary sphere with the axes). Now, a natural problem to study is the existence of a
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homoclinic cycle with all the six equilibria. Such a cycle exist and its twist is

0 0 -1
A=1(1 0 0 |.
01 0

In asense X3 is a sub-cycle of X'g. We will encounter other examples of such a situation.
These cycles have been introduced by Guckenheimer and Holmes (see [13]).

B.3 The geometrical structure

LemmaB.6. a) If P, = (ey,eq) = Fiz(K;) then {I,S} C K, where S = diag(1,1,—1,—-1).
b) If H, is the isotropy subgroup of ¢&; = (0, 1, 0,0),

{I,S,diag(—-1,1,1,-1),diag(—-1,1,—-1,1)} C H;.

Proof. It is a direct consequence of the hypothesis dim (W *(£)) = 1 for each equilibrium point
3 O

Remark B.7. In the sequel we will look for &, the smallest group which is admissible for a
homoclinic cycle as defined above. Therefore we set G = (A, S), except where we need invariant
hyperplanes. S is the matrix fixing the plane P, and A is the twist, the matrix “generating” the
cycle: A& = &4+1. We recall that in any case G O (A, S).

LemmaB.8. Let e and b = a/(a — 1) be two complex numbers. If @ and b are the real parts of
two roots of unity, thena = —1, 0 or 1/2.

Proof. If « = R(z) and z is a primitive nth root of unity, « — 1 = (2 — 1)2/(2z). The norm from
K=Q(z)toQofa —1is?
(N(1 - 2))?

2%(n)

where ®(n) = [K : Q] is the Euler function; the only exception in the case n = 2 where N (z) =
—1. Now, N (1 — z) may be evaluated by substituting 1 into the minimal polynomial of = which is
V,,, the n-nth cyclotomic polynomial. It is known that ¥,,(1) = 1 unless n is a power of a prime
p, inwhich case ¥,,(1) = p. Thus

N(a-1)=

2

N(a=1) = 550 (B:2)

N recall that if Gal(K, Q)= {m =1,m2,...,n,} and u € KK then ([14] § 4.15)

n

N(u) = H ni(u)

=1
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if n is a power of a prime p,

1

N(a-1)= 5500 (B.3)
otherwise. We will show that these norms are inconsistent with the condition

(a—1b-1)=1 (B.4)
except in the cases « = —1, 0, 1/2. From (4) the norms of @ and b cannot be both of the form

(3). Let N(a — 1) be of the form (2) and then n be a power of a prime p. Observe that N (a — 1) is
not larger than p? /2P~! and this is less than 1 when p is at least 7. A straightforward calculation
shows that the only exceptionsto N (a — 1) < 1 are given by the cases n = 1,2, 3,4, 5.

We will now work with the absolute norm

N(z) = |Neygla)| ™

since this value is independent of the field K in which the algebraic number z lies. The values
of N(1 — a) are 0, 2, 3/2, 1 and v/5/2 for n equal, respectively, to 1, 2, 3, 4, 5. We examine
directly the following cases:

e n=1,a =1, and equality (4) does not hold;
en=2a=-1,andb=1/2;

e n=3,a=—1/2,and hence b = 1/3, not the real part of a root of unity;
e n—=4a=0;

e n=>5a=(vV5+1)/4makingb = —1/v/50rb= —2 — /5, in neither case the real part
of a root of unity.

The problem is clearly symmetric in « and b hence the solution ¥ = —1 and ¢ = 1/2 also
exists. 0

Lemma B.9. Let B be the following matrix:

0 0 0 -1
B_ sin¢g cos¢p 0 0
—cos¢p sing 0 0
0 0 1 0

In order to have B” = I with some n > 0, ¢ must be a multiple of 7 /2.2

Proof. Let z, w, 1/zand 1/w be the eigenvalues of B and

x(z) =2* —cospa® —cospz + 1

2A more detailed proof can be found in [24].
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the characteristic polynomial. We easily obtain

cos<b:z—}—l—|—'w—|—l (B.5)
z w

L4221+ w?). (B.6)

—9 -
Zw

Let K = Q(e?™/™) be the n-nth cyclotomic field and O the ring of integers of K. From (6), 1 + 22
and 1 + w? cannot be both units in O, hence we have two cases to examine:

(a) one of them, say 1 + 22, is a unit;

(b) none of them is a unit.

In the case (a), —w? is a primitive root of unity (p.r.u.) of order p*, p prime number, and from (6)
1
U,(2) = ————
(2) Pt p—1)
therefore s = 1 and p = 2. This give —w? = —1 and sin ¢ = 0.

In the case (b), —z? and —w? must be p.r.u. of orders powers of 2. Indeed if one of them, say
—2z?, wasap.r.u. of order p°*, p # 2:

1 1
0=0+v 1—1—22 +v 1—|—‘w2 = — 4w 1—|—'u)2 > —
P( ) p( ) ps_l(p_ 1) P( ) ps_l(p_ 1)
which is impossible. If the orders are 2¢ and 2! we have
1 1
= 951 + 9t—1

and hence s = t = 2. z and w are then p.r.u. of order 8, z + 1/2 = +v/2 and w + 1/w = +v/2.
From (6) z + 1/z and w + 1/w have opposite signs thereby (5) gives cos ¢ = 0. O

The following theorem gives a geometrical characterization of the simple cycles:

Theorem B.10. If X isa simple cycle the structure angles are multiples of 7 /2, the flow-invariant
planes are the coordinate planes and the equilibria are on the coordinate axes.

Proof. We examine the different cases: one of the two cosines must be 0, 1 or —1.

(1) cos(t) = £1. A& = £ & hence we do not have a cycle or it has 2 equilibria.

(2) cos(s) = £1. Aey = +e4 and therefore we obtain a cycle in R The robust homoclinic
cycles of R? are the well-known cycles with 2, 3 or 6 equilibria (see § 5).

(3) cos(s) = 0. If det(A) = 1 the statement is a consequence of Lemma B.9.

If det(A) = —1 the real part of an eigenvalue of A is cos(t)/2, hence cos(t) = 2 cos(2hnw/N)
with —1/2 < cos(2hn/N) < 1/2. We now show that the only possibilities are cos(2h7/N) =
—1/2,00r1/2.

The real parts of the eigenvalues of A%S (Remark B.7) are

E cos®(t) + % cos(t)y/8 + cos?(t)

4
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then we obtain

cos?(2hm/N) + cos(2hm /N)+/2 + cos?(2hn /N) = a
cos®(2hw /N) — cos(2hw /N)/2 + cos?(2hn /N) = b

where « and b are real parts of roots of unity. This gives immediately

—2 cos? (%Tﬂ-) = ab

—92 cos? (%Tﬁ) =a+b.

The hypotheses of Lemma B.8 hold for « and b and we can deduce « = —1, 0 or 1/2 which give
cos(t) =0or £1.
(4) cos(t) = 0. If det(A) =1,

x(z) = 2* — cos(s) 2° — cos(s) z + 1
is the characteristic polynomial of A. Lemma B.9 gives that, in order to have A™ = I, s must be a
multiple of 7 /2. If det(A) = —1 the proof is the same as in the case cos(s) = 0. O

The set of homoclinic cycles in R* obviously includes the 3-dimensional cycles; by which |
mean cycles completely contained in a hyperplane of R*. Of course for these cycles the hyperplane
tilt angle is a multiple of 7. The following theorem provides an algebraic property of these cycles:

Theorem B.11. Let X be a homoclinic cycle with twist . We analyze the following two cases:
if v € SO(4) then X is 3-dimensional if and only if v has a real eigenvalue;
ify ¢ SO(4) then X is 3-dimensional if all the eigenvalues of ~ are reals.

Proof. a) The imaginary parts of a couple of conjugate eigenvalues of A are

1
/\Z'I:f:Z\/QUQ—QU\/UZ—I—8—8T—8—8T

where o = cos(s) + cos(t) and 7 = cos(s) cos(t). The equation A; = 0 is the same as (cos(t) —
1)(cos(t) + 1)(cos(s) — 1)(cos(s) + 1) = 0. If cos(s) = +1 we have nothing to prove; if
cos(t) = —1, n = 2 and the cycle is contained in a hyperplane. The proof for the other couple of
conjugate eigenvalues is the same.

b) The imaginary part of the non-real eigenvalues is

A ::l:%\/(f? —4

and hencet = s = . O

Next we prove the following lemma:
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Lemma B.12. Let # and ¢ be two arbitrary angles in the interval (0, 7). Then there is a natural
integer & such that

cos?(280) + cos?(2%¢) < 1. (B.7)
Proof. Lets;, i = 0,1,2... be the set of points (z, y) inside the square D = (0, 7)? such that
cos?(2z) + cos?(2'y) < 1. (B.8)

The sequence S; = U};ZO sy, fills asymptotically the square D (for instance you can consider the
larger rectangle T; inscribable in S; and with sides parallel to the coordinate axes and notice that
these 7; also fill D asymptotically).

]

Theorem B.13. There are no homoclinic cycles with n equilibria if » is an odd number greater
then 3.

Proof. We have to show it only in the case of a cycle with twist A C SO(4) because A" = I and
n is odd. The real parts of the eigenvalues of A are

R(M) :cos(QhT”) L RO :cos(%T”) . (b k)= 1. (B.9)

Given that a half of the sum of the four eigenvalues of AS is P = /2 + 8+ 87, with § =
cos(t) — cos(s), itis easy to verify that

P= \/cos2 (Qh—ﬂ> + cos? (%—ﬁ) -1, PeR.
n n

Moreover, P must be in K, the subfield of C generated by the roots of unity.

We now show that PP ¢ K.

If Q(P) C K, Q(P) C K,,, the m-nth cyclotomic field for a given m. K,, is a normal extension
of Q, its Galois group is abelian (see [14] § 4.7) and all its subfields are normal extensions of Q
(see [14] § 4.5).

We prove by contradiction that Q(£) is not a normal extension of Q.
Set Q C Q(P) and suppose that this extension is normal. As a direct consequence the same is true
for the extension Q C Q(P, e2™/") (see [14] § 4.5). A well-known result in Galois theory gives

6(QP)=QP) Yo eGal QP Q). (B.10)
Therefore, we have to find an automorphism ¢ in contradiction with (10). Let « be an integer prime

with n and &, be the automorphism associated to « in the nth cyclotomic field. The extension
Q C Q(P,e?mi/) is normal hence we can extend @, to an automorphism of Q(P, ¢2™*/"). The

image of P by &, is
P'=¢,(P) = \/cos2 (thr) + cos? (kar) -1
n n
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and we have a contradiction if we find such an a which give

9 (thr) 9 <2ka7r)
Ccos + cos —1<0.
n n

If n > 3 the cycle is not simple hence the point

Py = (%_ﬂ%_ﬁ)

n n

lie inside the square D and Lemma B.12 give this result with « = 2* for a given £. O
We recall the following definition from [6]:

Definition B.14. The cycle X is of type A if Q = P + P is not a fixed-point subspace; of type
B if @ is a fixed-point subspace and X C ); and of type C if @) is a fixed-point subspace and

/Xr ¢ Q.
Now we can refine Lemma B.6 for type A cycles:

Proposition B.15. Let X be a type A cycle.
a) If P = <e1,e2> = F?:iC(I(l) then K, = {I, S}
b) If Hy is the isotropy subgroup of £&; = (0, 1, 0, 0) then

Hy ={1,S,diag(-1,1,1,-1),diag(-1,1,-1,1) }.

Proof. a) is a consequence of the hypothesis dim (W*(£)) = 1 and of Definitions B.2 and B.14.
In b) suppose 7" belongs to Hy; we have T'(ez) = e and T'(e3) = es (if not, we compose with
9).

This element belongs to K, the isotropy group of the plane P, = (ez,es), then A=1TA ¢
K. [l

B.4 Type A cycles with symmetry group in SO(4)

We have found type A cycles with symmetry group in SO(4) and with 2, 3, 6, 8, 12, and
24 equilibria. These cycles correspond to finite groups of type (A, S) up to order 24. At present
we don’t know if this list is complete. The method we used in Theorem B.13 do not apply here
because the powers of two are not prime with n if n is even. The first 4 cycles are the simple
well-known cycles with n = 2, 3, 6, 8. The cycle with » = 12 is only “a half” of the 24 points
cycle in the sense that it is included in it and the symmetry group is the same in the two cycles
(but the twist, of course, is not). We found the same situation for the 3 — 6 points simple cycles
and the 4 — 8 ones. We present now the cycle with 24 points, the more interesting one, and resume
the data of the other cycles in a table (structure angles and order of ().

Theorem B.16. There existsa MAG G C SO(4) for a type A homoclinic cycle X with 24 equi-
libria. Its structure angles are equal to = /4.
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Proof. Assume that the structure angles are equal to /4. From (1), the twist of X is

0 0 V2 =2
Al vz vz 0o o0
“2l-v2 V2 0 0
0 0 V2 V2
and the group G' = (A, S) has order 192. As we can easily verify, the equilibria A*¢;, k =
0,...,23 are distinct. To show the existence of the cycle it is enough to show the existence of a
robust heteroclinic connection between
0 V2/2 0
I R N RVSY) 1
§aa=A ol = 0 and & = 0
0 0 0

Let H4 be the isotropy group of &4 and K'; be the subgroup of all ¢ € G fixing all vectors in
P = (el,e2>. We have

Hoy = {I, A7'SA, A diag(—1,1,1,-1)A, A" diag(—1,1,—1,1)A}

and Ky = {I,S}. The flow-invariant directions in P, are the coordinate axes and e; = +e,.
(These directions are obtained by intersection between P, and the other flow-invariant planes.)

As a consequence K is an isotropy group. We are now in a position to apply Theorem 4.1 in [2]
which gives the following sufficient conditions for the existence of a robust homoclinic trajectory:

() A ¢ Na(K).
ASA™! ¢ K, because ASA™! = diag(—1,1,1,-1).

(ii) The isotropy subgroup H4 contains both K; and A=1 K A.
By construction.

(iii) Hys C Ng(K1) N Na(AT1K A)
This is clear because AHy,A~! maps P, on Py and P, = (e3, e3) on P;.

(iv) There is a continuous path of points with isotropy Ky that joins £o4 € Fiz(Hga) C Fiz(Ky)
t0& € Fiz(AK A7),

This is equivalent of the absence of topological obstructions to the connection {34, — &; which
can be verified by computation of the invariant planes. O

Remark B.17. More generally we can verify directly that, in a type A cycle,
({1,5}, A, {I,S,diag(-1,1,-1,1), diag(—1,1,1,-1)})

is a homoclinic triple (see Remark B.3).

The following proposition give a partial answer to the problem of the possible number of
equilibria in a cycle with symmetry group in SO (4):
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Proposition B.18. If X is a non-simple homoclinic cycle with twist in SO(4), the number » of
equilibria is a multiple of 4.

Proof. As in the proof of Theorem B.13 we have to show that

P= \/cos2 (Qh—ﬁ) + cos? (Qk—ﬂ) -1
n n

cannotbe inRN K if n = 2 m and m is odd. Indeed we have

P = \/cos2 (h—ﬂ) + cos? (k—ﬂ) -1
m m

and the proof is the same as in Theorem B.13. O

We give now a method to investigate the existence of a cycle with a given number n of equi-
libria. Using this method we have shown that no homoclinic cycle with G C SO(4) exist if
n = 4, 16, 20 (see the table below). This analysis can be pursued further on.

Let H = cos(2hn/n) and K = cos(2kw/n) be the real parts of the eigenvalues of A. The
relationship between H, K and the structure angles is given by

cos(t) 4+ cos(s) = 2(H 4+ K), cos(t)cos(s) =14+ 2HK; 0<H<1, -1< K <D0.
(B.11)

The conditions should be H > 0 and K < 0 but we can study only non-simple cycles.
Moreover n is the order of A and (h, k,n) = 1. Itis easy to show that if n» = 4 the conditions
(11) are never satisfied thereby a cycle with n = 4 is impossible. Take n = 16. The first
possibility is A = 1, k = 5, n = 16. Now let A, A;, Ag, X, be the eigenvalues of AS.
J= (A1 + A — Ay — Ay)/2mustbe in KN R:

J=+vVK2+H?2+3+4HK.

J=1/4-V2.

If JisinK, J isin K, for a given m; Gal(K,,, Q) is abelian hence Q C Q(.J) is a normal
extension too. If ¢(z) € Q[z] is an irreducible polynomial such that ¢(/) = 0, Q(J) is the
splitting field of ¢ and the Galois group of ¢ must be abelian (indeed a quotient of Gal(K,,, Q)).
The polynomial

In the present case

q(z) = z* — 82? + 14

is irreducible in Q[z], .J is one of its roots but its Galois group is isomorph to the subgroup of S
generated by (1 3) and (1 2 3 4), then it is not abelian. The other cases can be treated in the same
way using J or P (see Theorem B.13). The cycle with 16 equilibria doesn’t exist.

The same method applies for n = 20.

The following table show the results up to order 24.
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Table of type A cycles with symmetry group in SO(4)

n | t (connection) | s (tilt) | | G|
2 ™ 0 8
3 /2 0 24
4 X X X
6 /2 m 24
8 /2 /2 32
12 /4 3n/4 | 192
16 X X X
20 X X X
24 /4 m/4 | 192

The symbol X means that the cycle do not exist. The cycles with » odd are already been
discussed in Theorem B.13 and the non-simple cycles with n even and not a multiple of 4 in
Proposition B.18.

B.5 Type A cycles with symmetry group not included in SO(4)

We now set @« = —1 in A. The main result of this chapter is the proof of the existence of a
homoclinic cycle for each even n. We also give the structure of its symmetry group GG,,. To prove
this result we need some lemmas. All along this Section » will be an even integer.

Lemma B.19. Let H,, be the group defined by
H, = (a,s]| a", 5% (as)*[a, s]*);
i.e. H, is the quotient of the free group with two generators, @ and s, by the normal subgroup
generated by a”, s?, (as)* and [a, s]?.
Its elements can be written in one of the following forms:
aisaj s aisajs.
Proof. The following implications are straightforward

a,s| |=2 = sas= asa_lsa, as|=4 = sas = a " 'sa"'sa
Y

and by taking the inverses:
1

sa”'s = a7 'sasa™' = asasa.
From these equations we have sas = a%sasa? and therefore

sas = a**sasa® (B.12)

sas = a***1sq " sa® !, (B.13)
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From (B.12) sa**s = asa=?*sa~" then, for an integer m,

sa*ts = a™sat P sa™™ (B.14)

(+ if m iseven and — if m is odd). In the same way we can obtain
Sa2k+1

s = a"saT Pt gqm (B.15)

From equations (B.14) and (B.15) each element of H,, can be written in one of the forms

aisaj s (LiSLljS.
O
Lemma B.20. The group G, generated by
0 0 cos(2mw/n) —sin(27/n)
| —sin(27/n) cos(27w/n) 0 0
cos(2m/n)  sin(27/n) 0 0
0 0 sin(2w/n)  cos(27/n)
and S = diag(1,1,—1,—1) is isomorphic to H,, and its order is 2n?.
Proof. By direct computation it is easy to verify that

From Lemma B.19 each element of (&,, can be written in one of the forms
A'SAT, A'SA’S.
To complete the proof we show these 2n2 elements are distinct.

First of all if we have an identity between two elements of the second form, this reduces to an
identity between elements of the first one. In addition an identity between an element of the first
form and an element of the second one is impossible because

A'S AT = AhS ARS

give ) ) . .
A'S AT = AP ATI G ATRG AT

because of (14) or (15). This means that S is a power of A, which is not compatible with (16). In
conclusion we have to examine only the case

A'SAT = ATsAT, i+ 1,54,
which can be written in the form

SAhS = Ak o<k < g
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Now A cannot be odd or, from (15),
AF = SA"S = ASAThSA = AATFA = AR
and £ = 1. With this value
[A, 8] = A2,

which is impossible as we can verify directly.
Let now A be even.

AF = ASAT'SAT = AATFATY = AP =] = k=n/2
and the same is true for ~: h = n/2. With these values
SA™M? — A" = . (B.17)

Finally (17) is an independent relation compatible with (16) but (A”/QS - SA”/2)13 =2ifnisa
multiple of 4 and 1 — cos(27/n) otherwise, and therefore | G,, |= 2n?. O

We introduce now the symbol N x, H for the semi-direct product of the groups N and H.
Here o € Hom(H, Aut(N)).

Proposition B.21. The following relations hold:
1) If » is a power of 2, then

Zn/2 Xo by,

Gn ~ T Xﬁ ZQ X,y Z4
2

2) If n = 2%p, p > 1 0dd, then

Gn > (Zy X ZLy) X5 G

n/p
with Gy ~ D4 and o, 3, 7, and & defined below.

Proof. 1) Let B = (A2S,[A, S]) be a subgroup of (,,. We start by noticing that B is normal in
G ,,. Indeed:
A(A%S)A™ = A%S[A, ST

S(A%9)S =[A,S](A%S)71 A, S];
A[A, S1AT = [A%S,[A, S]] (A%S) 72 (A, S];
S[A, 818 = [A, S].

B is a subgroup of SO(4) hence B # G,, and AS and (AS)? don’t belong to B. This point
provides the decomposition
G~ (A%S,[A, S]) x, (AS)

with v (AS) defined by

A%S  — (A2S)7'[A,S] (B.18)
[A,S] — A2?S[A,S](A%S). (B.19)
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Now we have to analyze B. First of all notice that A* is in B:
At = (A%S)?[A, S] A%S[A, S]
and
C = (A%S, AY).
As before we show that C' is normal in B and obtain the decomposition
G = (A28, A%) x5 ([A, 5])) %, (AS)
where 3([A, S]) is the homomorphism generated by

A?S — ATZS (B.20)
At — AT (B.21)

The problem is now to split C' but this subgroup cannot be seen as a semi-direct product.
By induction we can show that
[A%,5]F = [A%*, 5]

hence
[A?, S](A?S) = (A?S)[A?, S]‘l.

The subgroup ([A2, S]) in normal in C but the intersection is not trivial:
([A%,S]) N (AS) = ((A%5)"/?),

which has order 2. The result follows with a( A%S) the inverse homomorphism z — 1/x.

2) (A?") and (S A?"S) are cyclic commuting subgroups of G.,; their direct product is a sub-
group too, it is normal and its order is p?; the quotient group has order 229+, The 2-Sylows of
G, have this order and their intersection with the normal subgroup is trivial. We have only to find
a 2-Sylow of G&,,. For instance (A”, S) is a 2-Sylow and it is isomorphic to G For ~(A?) we
obtain this expression

n/p:

AT A% (B.22)
SAYS — SA™YS (B.23)
and for v (9)
A 5 §5AYS (B.24)
SA¥S — A%, (B.25)
0

Remark B.22. According to Lemma B.19, the element AS has order 4 for no matter what value
of n is. Moreover, AS transforms the plane (e1, ez) as A doesand (AS)7&;, # & forj = 1,2, 3.
It follows that in any of these cases there exists a homoclinic cycle connecting only four equilibria.
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Lemma B.23. The cycle generated by A for a (G,-equivariant vector field, if it exists, has n
equilibria.

Proof. We use this matrix P to change the basis B in another basis, say B:

—y/1—cos(2m/n) +/1+cos(2r/n) +/1—cos(2r/n) /14 cos(27/n)
P 1 [ —=y/14cos(2r/n) —+/1—cos(2m/n) +/1+cos(2m/n) —4/1— cos(27/n)
2

V2 0 V2 0
0 -2 0 V2
(B.26)
We call A = [@;;] the matrix A in this new basis:
1 0 0 0
o o= 0 0
A=PAp = 0 0 cos(2n/n) —sin(2n/n)
0 0 sin(27/n) cos(27/n)
and &, the first equilibrium point:
0 1+ cos(27/n)
r3 _ | _ 1 [ —=4/1—cos(2m/n)
& =P&=P ol =3 0
0 V2
We have to_showthatZZE1 £&ifi=1,...,n— 1.
Suppose A€, = &,. The fourth component gives cos(27i/n) = 1 theni = 0 [x]. O

Lemma B.24. There are no topological obstructions to the connections§; — &;41.

Proof. Of course we can prove the statement of the theorem only for the connection in the invariant
plane (e;, ez), i.e. the connection between A~1¢; and &;. As we can compute directly

cos(m/2+ 2n /n)

1e o _ |sin(x/2+27/n)
A 151 - gn - 0
0
Let

cos(#)
oo | sin(8)

V(o) = 0

0

be an invariant direction; we have to verify that # can not belong to the interval (= /2, 7 /2427 /n).
We start the proof with an element B;; of GG, of the form A*S A7, 7 and j even. The restriction of
B;; to the plane P is

1 ( cos(2im/n) 4 cos(2jm/n)  sin(2im/n) + sin(2j7r/n))
2 \ —sin(2in/n) —sin(2j7/n) cos(2iw/n) + cos(2j7/n)



90 ANNEXE B. L’ARTICLE “ROBUST HOMOCLINIC CYCLES IN R*”

If (cos 6, sin #) is an invariant direction we must have

21 27

cos (0 - ﬂ) + cos (0 - ﬂ) = 2cosf (B.27)
n n
21 27

sin (0 - ﬂ) + sin <0 - ﬁ) = 2siné (B.28)
n n

and taking the sum of the squares

COS(M>:1 — M:Qkﬂ'
n n

and therefore j = ¢ + kn. From (B.27) and (B.28) : = j = 0[n] and we can deduce that, if a
matrix of the form A*S' A7, 7 and j even, fixe a direction in P, it fixes the whole plane.
Let now 7 be even and 5 odd. The previous equations become:

201 -1 27
— cos (H—I—M) 4+ cos (—H—I—ﬁ) =2 cosf
n n

27— 1 27
sin (0—1— u) — sin (—H—I—ﬁ) = 2 sin 6.
n n

The sum of the squares gives

20—1—-3 20-1-7
Cos(u_|_29) =1 = u+20:7r—|—2k7r

n n

and 1t
0= w + g + k.

The smallest value of 6 > 7 /2 is /2 + 27 /n.

The other cases and the proof with the elements of the form A*S A7 S are similar. O

We can finally prove the

Theorem B.25. For every even n there is a MAG for a type A homoclinic cycle X with n equilib-
ria. The twisty ¢ SO(4) and its structure angles are equal to 27 /n.

Proof. Lemmas B.19 and B'.ZO give us some information about G,,. Its order is 2n? and its
elements are of the form A*SA7 or A'SA’S. If & = (0,1,0,0), the equilibria A*¢;, & =

0,...,n — 1aredistinct (Lemma B.23). To show the existence of the cycle it suffices to show the
existence of a robust heteroclinic connection between
0 cos(m/2 + 27 /n) 0
I sin(w/2+ 2x/n) 1
_ -1 _ _
Go=AT | = 0 and a=1,
0 0 0

Let H,, be the isotropy group of £,, and Ky be the subgroup of all ¢ € G, fixing all vectors in P;.
Itis
H,={I, A7'SA, A diag(-1,1,1,-1)A, A" diag(—1,1,-1,1)A}
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and Ky = {I,S}. As a consequence of Lemma B.24, K is an isotropy group. \We are now
in a position to apply Theorem 4.1 in [2] which gives the following sufficient conditions for the
existence of a robust homoclinic trajectory:

() A ¢ Ng, (K1)

See Remark B.17.

(i) The isotropy subgroup H,, contains both K; and A= K A.

See Remark B.17.

(iii) H, C Ng, (K1) N Ng, (A7 K1 A)

This is clear because AH, A~ maps P, on P, and P; on P,.

(iv) There is a continuous path of points with isotropy K that joins &, € Fiz(H,) C Fiz(Ky)
t0 & € Fiz(AK; A™Y).

Proof as in lemma 8. O

B.6 Type B cycles

The results of this chapter and the following one are proved in [24]. To see explicitly the form
of bifurcation equations for type B cycles, see [7] example 9.2.12. Of course the next theorem also
gives the classification of homoclinic cycles in R3,

Theorem B.26. A type B cycle has 2, 3 or 6 equilibria.

Proof. The cycle X is included in a hyperplane, say 2, = 0, and we can restrict our analysis to
this hyperplane. As in § 1, we can chose a basis 5 such that the action of the twist v become:

Py = (e1,ez), v(P1) = P, = (eg,e3), 7P = P3 = (cos(t) ez +sin(t) e3, eq).

0 0 1
A= (asin(t) cos(t) 0)

—acos(t) sin(t) 0
witha = +1anddet(A) = a. (Inthiscase itis not very interesting to discuss if A € SO(4) or not

because the cycle is completely contained in the hyperplane (eq, ez, e3). It makes no difference
if A ey = :l:e4).

1) det(A) = 1. The eigenvalues of A are

1 1 1 2
1, §cos( ———I—Q\/ cos?(t) + 2cos(t) + 3, §COS(t)—§—% —cos?(t) + 2cos(t) + 3.

The action of A is a rotation of an angle with cosine equal to (cos(t) — 1)/2 around the direction
[sin(t), 14-cos(t), sin(t)]. The equilibria belong to a geodesic of the unit sphere; the only possible
rotations are equal to /2, 2 /3 or 7, which means cos(¢) = 41 or 0. In the first case A? &; = &,
in the second 43 & = &;.

2) det(A) = —1. With a change of basis

-1 0 0
A= ( 0 cos(2kn/N) sin(?lmr/N)) .
0 sin(2k7/N) cos(2kn/N)



92 ANNEXE B. L’ARTICLE “ROBUST HOMOCLINIC CYCLES IN R*”

with cos(t) = —1 + 2 cos(2kw/N) and 0 < cos(2k7w/N). The equilibria belong to two parallel
circles. & and £x must belong to the same circle or the connection &5 — &1 cuts the flow-
invariant plane P, = (&1, &3); then N iseven. If N = 2m and m is also even, writing g](’“) for the
k-nth component of £;,

(3) QSin(t) __®
gm-}-l - COS(t)—}-S - gm )

and we obtain sin(t) = 0 and A%¢; = &. Finally if N = 2m and m is odd A™ = —TI and the
plane z; = 0 is also flow-invariant. But 5& = —5%__3 which give cos(t) = 0 and a cycle with
6 equilibria. ’ ’ O
B.7 Type C cycles

To see explicitly the form of bifurcation equations for type C cycles see [7] example 9.2.13.

Theorem B.27. Atype C cycle has 4 or 8 equilibria.
Proof. As usually we choose a basis B such that
Py = (e, eq), P, = (eq, e3), Ps = (cos(t) ez + sin(t) es, eq)

and ~ in the basis 5 become

0 0 0 1
—asin(t) cos(t) 0 0
A= .
acos(t) sin(t) 0 0
0 0 10

with det(A4) = a.

1) A € SO(4) (i.e. @ = 1). Lemma 3 assure that £ must be a multiple of 7 /2. If t = = the
cycle has two equilibria, it is included in Q, = P, + P, then itis not a type C cycle. If ¢t = 7 /2
the cycle has 8 equilibria.

2) A ¢ SO(4) (i.e. @ = —1). In changing ¢ with —¢ we obtain a symmetry with respect to the
y axes thereby we can take 0 < ¢ < 7. If & = (0,1,0,0), §41 = A7 & we have :

5:(34) = sin(t), 5514) = sin(t) cos(t)

then, if 7 /2 < ¢t < , the connection &3 — &, cuts the flow-invariant hyperplane z4 = 0 which
is impossible. We also have

€£3) = cos?(t) sin(t), 5§;°’) = —cos(t) sin®(¢)

which blocks the connection £, — &5 if 0 < ¢t < 7/2 (23 = 0 is also flow-invariant).
The only possibility is ¢ = 7 /2 which gives a cycle with 4 equilibria. 0
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B.8 Examples of vector fields admitting non-simple cycles

We now give three examples of polynomial equivariant vector fields admitting type A, non-
simple homoclinic cycles. In the first two examples, the symmetry group is not included in SO (4),
while it is in the third example. We computed the corresponding equations by using the software
package Symmetry developed by K. Gatermann and F. Guyard (see [12]).

In the following R, and &; denote the ring of invariant polynomials and the R-algebra of
equivariant polynomial maps respectively, of degree less or equal to d. Of course we look for
equivariants which are not radial vector fields (i.e. not of the form f(z, y, z, w) r where f is an
invariant function and r is the radial vector). Moreover, for homoclinic cycles to exist, a necessary
condition is that the vector field does not derive from a potential. We shall therefore need terms
which are not the gradients of equivariant polynomials. The first example is much easier to carry
out than the two others, and we will give a set of sufficient conditions for the asymptotic stability
of the homoclinic cycle. For the two other examples, stability requires terms of order higher than
5 and the computations become tedious. Nevertheless we have been able to produce observable
homoclinic cycles with a suitable choice of coefficients in both cases.

B.8.1 Gg-equivariantvector field

In this case the homoclinic cycle have 6 equilibria and the structure angles are equal to = /3.
The first non trivial equivariant can be obtained at degree 3 but the stability® of the cycle cannot
be guaranteed for a homoclinic cycle generated by X3, the general GGg-equivariant vector field at
degree 3, because in this case A\ + A3 = 0. The same thing is true for X.

The generators of R are
pr=2"+y* + 2% + v

and
b4 = 22222 + 622w? + 63323/2 + 6y222 + 2y2w2 + 8zyzw + 3y4 + 32t + 3wt + 324 + 622w?.

The generators of &5 are

X1 =

B n e 8

323 + 33@3/2 + 22+ 2yzw + 3zw?
3yz? + 322y + yw? + 3y + 222w )
3zw? + 322 + 222 + 2eyw + 3y?z |’
wa + 32%w + 2xyz + 3w + 3wz?

X3 =

3In [16] it is shown that, for type A cycles, if A; is the eigenvalue at &; in the direction e; and
A1 <0, )\2<07 A3 >0, )\4<07
the necessary and sufficient condition for the asymptotic stability of the cycle is

A4+ A3 <O0.
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—3zw + ac?’y — 3;ry3 + 3z2zw + 3y22w + 333yw2 + 3myz2 + 23w

B 3z2w? + 3$2y2 — 3y222 —at 4 2t - 322w ]
Xa = 3rw® — 23w + 3y32 — 32%yz — 322%w — 3xyPw — 3yw? —y2® |’
2023 — 2232 — 62%yw + 6y w
60yzw> + 100yz>w + 300x%yzw + 105zy* + 2522* + 105zw* + 1012°
1 ,
-

30y3w? 4 210y°22 4+ 60z 2w + 100z 23w + 150y22w? + 15022yw? + 9022y 22
502223 + 25242 + 1902%w? + 1012° + 105zw* + 300zy 22w + 105y* =
99w> + 2102%w> + 21022w® 4+ 952*w + 1002y 2> + 9022 2%w + 1501222

w
+90z22w? 4+ 60y3 2w + 19023y? + 19023w? + 902y 2% + 1502yw? + 502322
180zy?zw + 100232w + 99y° + 9524y 4+ 2102%y> + 15yw? + 95y2*

60zyw> + 150y%2w? + 190y%23 4 602y>w + 100z3yw + 90z22w? 4+ 902%y? 2
60zy32 + 10023y 2z 4+ 15022y w + 1802y zw? + 30y%w? + 15y*w + 95wz*
and

S4yzw® — dyz3w — 122%yzw — 9zy? — 22 + 39zw? + 19 % 2° 4 126222 w?
—6yPw? — 18y32% 4 84z 2w — 4223w — 6yz?w? — 622yw? — 1822y2?
_92253 _ pds

2tz — 2223w? 4+ 192° 4 392w? — 122y22w — 9ytz + S4zyw> +

9w’ 4+ 782%w> + 7822w — 11z*w — 4xy23 +1262%2%w — 6y2z2w
—12y32w 4 12223y% — 22322 — 2223w? — 182y%2? — 6ay’w?
—362y?2w — 4232w + 33y° + 612ty — 182293 + 21yw* + 61yz2*
—6y%zw? + 122y%2° — 1223w — 423yw + 12622 2w? — 182%y%2
—122y32 — 423yz — 622y w + 252zyzw? + 42y%w? — 3ytw — 11wz?
Let now

+

Xs=(a+boy+cod+dos)yi+ (e+ f2)xs+gxa+hxd) +ind
If » = 0 the homoclinic cycle appear in a stable form as a supercritical bifurcationat @ = 0. If we
put

A=3e+b, B =3f+c+ 3d+ 331, C=2b+6e+9f
the stability can be checked for small a and

a>0, A<0, B>0, C<0, A?—4B>0, ¢>0, i>0, e>0.

Using Kim and Guckenheimer’s package Dstool we have visualized the projection of one of these
cycles on the plane (z, y) (see Figure B.8.1).

B.8.2 Gg-equivariant vector field

In this case the homoclinic cycles have 8 equilibria and the structure angles are equal to 7 /4
The generators of R are

¢y = 2" +y* + 2 + w?
and

¢4 = 8zyzw + 3y4 + 622 w? + 3z + 3w? + 324 + 6;162y2 + 25222 + 622 w? + Qwa2 + 63/222
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Figure B.1: Left: the cycle generated by A connecting six equilibria. Center: the cycle generated
by AS connecting four equilibria. Right: the complete orbit of connections generated by the

group.

The generators of &5 are

X1 =

SRS

22 + 2yzw + 3zw? + 3:Cy2 + 323
yw? + 2zzw + 3yz% 4 3y° + 322y
323+ 2xyw + 3y2z + 222 4 3zw?
2xyz + wa + 32%w + 3w + 322w

X3 =

and

12;r2yzw + 22t — 3zwt + 1823w? + 22322 + 2:C3y2 + 13.ry4 + 4z3wy + Hz®

12zy? 2w + 222> + 181322 + 213w? + yw?* — 3yz* + 5y° + 1324y + 622y2?

52° + 223w? + 132wt + 12$y22w + 22223 4+ 2tz 4 18y223 — 3y4z + 4$3yw
222w + y4'w + 132%w + 5w + 12myzw2 — 3z%w + 1822w + 2y2‘w3

+

X5

—12y3zw — 182y?22 + 6zy’w? + 3022%w? 4 20yzw?

—1223zw — 183@2yw2 +4zzw® + 2022w + 303/,22102

+6y2zw? + 3022y% 2 — 1822 2w? — 12zyw?® 4 2023w
302%y%w + 2023yz — 18y?2%w + 622 22w — 122y2° + 4zy>z

The general G'g-equivariant vector field at degree 5 is

X5 = (a+bpy + C¢§ +doa)x1+ (e+ fo2)xs + gxs.

This vector field does not give any stable homoclinic cycle because A; + A3 = 0. A stable example
can be obtained adding an equivariant of degree seven. A similar picture as in the (G case can be
observed in this case.
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B.8.3 \ector field equivariant under the MAG in SO(4) generating a 12—-24 points
homoclinic cycle

The connecting angles are now equal to 7 /4. The first non trivial equivariant can be done at
degree 5.
The generator of R5 is
¢2:x2+y2—}—z2—|—w2

and the generators of & are

X1 =

SRS ]

and

3x° + 2y3zw + 2yzw3 + 7z3w? + 62322 + 2zw* + 3zt + 4:Cy4 + 53:33/2
223 zw 4 2223w + 4334y + 7y322 + 6@/3'11)2 + 3y'w4 + 2yz4 + 3y:62'w2
2:c'w3y + 2:Uy3'w + 3242 + 2y4z + 5z3w? + 7y223 + 6yzzw2
2:Uy23 + 2m3yz + 2z%w 4+ 3y4w + 6'w3y2 + 6z222w + 9m2y2'w

X5 +

9z22w? + 3zy?2? + 6zy?w? — 4y2Pw
622yz? + 522y + 9y2?w? 4 3y° — 4z 2w’
9332y2z + 322zw?% + 62223 + 4zw* + 32° — 4:63y'w
722w + 522w + 424w + 3w® + 3wy222 — 4my32

+

The general equivariant field up to degree five is
X5 = (a+bpy + C¢%)X1 + dxs.

The hyperbolism condition is not satisfy at degree five because A\, = 0. Figure 2 shows the
projection onthe (z, y) plane of the homoclinic cycle for coefficient values a = 10, b = —20, ¢ =
0and d = —4.
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Résumé
Des cycles homoclines avec groupe de symétrie contenu dans SO(4) sont déja parus dans
la littérature. Ces cycles ont 2, 3, 6, 8, 12 ou 24 points d’équilibre. Dans cette note on montre
que cette classification est compléte en utilisant un résultat sur les équations diophantines a
angles rationnels.

Abstract

Some homoclinic cycles in R* with symmetry group contained in SO(4) have already
appeared in the literature. These cycles have 2, 3, 6, 8, 12, or 24 equilibria. In this note we
show that this classification is complete using a result in diophantine trigonometric equations
with rational angles.

Version abrégée en francgais

Les cycles homoclines robustes (CHR) apparaissent dans I’étude des champs de vecteurs équi-
variants. Dans le cas d’un groupe de symétrie GG fini ils ont été classés, sur la base de I’action de
G, en cycles de type A, B et C (cf. [6]). La question de savoir quelles sont les valeurs possibles
pour n, nombre de points d’équilibre du cycle, a été étudiée dans [24] pour les cycle de type B (n
=2,30u6)etC (n=4ou8) et dans [25] pour les cycles de type A avec groupe de symétrie non
contenu dans SO(4) (n pair ou n = 3). Dans cette note on compleéte la classification dans le cas
G C SO(4).

On peut imaginer un CHR comme une suite finie de plans P, invariants par rapport au flot
qui sont, chacun, I’image du précédent par I’action d’un élément v € G : y(FP;) = P;4+:. Chaque
plan contient deux points d’équilibre connectés entre eux par une ligne intégrale. Pour classer
les cycle on se sert de la notion d’angle de structure du cycle. Le premier angle de structure est
noté ¢ et représente I’angle entre deux points d’équilibre consécutifs sur le plan invariant (angle
de connexion). Pour définir le deuxieme angle de structure on considere la suite d’hyperplans Q;
sommes vectorielles de deux plans invariants consécutifs : ¢); = F,_; + P;. L’angle entre deux
hyperplans consécutifs est noté s (angle *“tilt”” des hyperplans). Si les angles de structure sont des
multiples de = /2 on dit que le cycle est simple. La liste compléte des cycles simple est donnée
dans le tableau a la section C.4.

Pour limiter la recherche de cycles non simples on utilise I’nomomorphisme bien connu de
Qx QsurSO(4),ou Q est le corps des quaternions unitaires. Ceci permet d’obtenir les conditions
(C.12) et (C.13) sur les angles de structure. A I’aide d’un résultat sur les solutions rationnelles
d’une équation trigonométrique (cf. [21]) on conclut que les angles de structure doivent étre des
multiples de 7 /4. On retrouve donc les cycles a 12 (t = /4, s = 3w /4) et 24 points d’équilibre
(t = s = m/4) déja connus (cf. [25]). La classification est compléte.

C.1 Introduction

Homoclinic cycles naturally appear in the study of bifurcations in symmetric systems. The
presence of symmetries is necessary for these cycles to be robust i.e. stable with respect to per-
turbations compatible with the symmetries of the system. In this note we focus our attention on
the case where the symmetry group ( is finite, and its action on R* is linear and faithful. We can
suppose, without loss of generality, that G C O(4). These cycles has been classified into type A,
B, and C depending of the action of & (see [6]). A problem arises concerning the possible number
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n of equilibria for a homoclinic cycle. The answer to this problem has been given in [24] for type
B and C cycles and in [25] for type A cycles with symmetry group not included in SO(4). For
type B cycles the number of equilibria can only be 2, 3, or 6; for type C, n is 4 or 8 and for type A
cycleswith G ¢ SO(4) n iseven or n = 3. In this note we investigate the case of type A cycles
withG C SO(4).

C.2 Rotations and quaternions

Let Q be the noncommutative division algebra of unitary quaternions. In the sequel we identify
the element (z, y, 2, w) of R* with the quaternion z + y? + 27 +w k', which we will frequently
write as (z, ©), with & a 3-dimensional vector. The operations defined in the algebra of qua-
ternions are

('rh?)—l_(‘r%ﬁ):('rl—l_'r%?—l_ﬁ) (Cl)

(:cl,?)(xg,ﬁ):(‘rlxg—ﬁﬁ, $1ﬁ+$2?+7/\ﬁ) (CZ)

where - and A denote the usual scalar and cross products (see [9] § 14).
The elements of Q can be written in the form

q = (cosh, sinf @), €S, ¥ecR? || 7| =1. (C.3)
Remark C.1. If the unitary quaternion
q = (cosb, sinf ) (C4)
is periodic (9" = 1 for a given integer n > 0), the angle @ is rational.

It is a well-known result that we have an homomorphism ¥ from @ x Q on SO(4) whose kernel
is{1,—1}. The action of (p, q) € Q x Q on the quaternion x is

x — pxq L (C.5)

C.3 The homoclinic cycles

The following definition can be found in [6]: let X be a vector field on R", equivariant with
respect to the linear action of a finite group G. Let & # 0 be a hyperbolic saddle point with a
one-dimensional unstable manifold 1¥* (&) and suppose that W*(£) C P = Fiz(K), where P is
a two-dimensional fixed-point subspace corresponding to an isotropy subgroup K C G.

Definition C.2. If there is an element v €  (twist) such that v £ is a sink in P and there is a
saddle-sink connection in P connecting & to v &, then the collection of points v7¢, j € N, together
with their unstable manifolds, forms what we call a robust homoclinic cycle.
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We choose an orthonormal basis B’ = {ej, ez, e3, e4} of R* in the following way: let P, be an
invariant plane and {e;, ez} an orthonormal basis of P, such thates = P, Ny (F;). Letes be a
vector orthogonal to P, and such that P, = v(P;) = (ez, es). Finally, we complete the basis B’
with e4 to obtain a direct orthonormal basis. The action of v on the planes used to construct B’ is
as follows:

P = (e1,e2) — P, = (ez,e3) — P53 = (cos(t) ez +sin(t) es, cos(s) eg + sin(s) e4)

for some s and ¢. If A is the matrix representing -y in the basis B’ we can replace some e; with
—e; to obtain a direct basis B in which

O( | O( ) coso(s) — si(;l(s)

sin(f)  cos(t

A=1_ cos(t) sin(t) 0 0 (C6)
0 0 sin(s)  cos(s)

It is easy to show that det(A) = 1. The equilibria are &;,; = A€, where & = e,. The matrix
fixing the first invariant plane P, = (e1, e3) is S = diag(1,1,—-1,—1)and G = (A, S).

Definition C.3. The angle ¢ between two consecutive equilibria &; and &;41 = A¢&; in the flow-
invariant plane P4, is called connecting angle. The angle s between the hyperplanes @; =
P,_1 + P, and Q;41 = AQ); is called hyperplanes tilt angle. We will refer to s and ¢ as the
structure angles of the cycle X. The cycles where at least one of the structure angles is a multiple
of = /2 are called simple cycles.

LemmaC.4. a)If P, = (e1,e2) = Fiz(K,) then {I,S} C K, where S = diag(1,1,-1,—1).

b) If H, is the isotropy subgroup of &; = (0, 1, 0,0),
{I,S,diag(—-1,1,1,-1),diag(—-1,1,—-1,1)} C H;.

Proof. It is a direct consequence of the hypothesis dim(W"(£)) = 1 for each equilibrium point

£ 0

Finally we need the following

Definition C.5. The cycle X is of type A if Q = P+~ P is not a fixed-point subspace; of type B if
@ is a fixed-point subspace and X C @; and of type C if () is a fixed-point subspace and X ¢ Q.

The following lemma will be useful in determining the possible values of ».
Lemma C.6. In the case of a non-simple cycle the structure angles satisfy the inequalities
0<t<m/2; 0<s<m. (C.7)

Proof. By changing the sign of s we obtain a symmetric cycle with respect to the hyperplane
<e17 €2, e3>-

We can of course change ¢ in —¢ obtaining a symmetry with respect to the axis e so we can
suppose t € [0,x]. Furthermore, let Ky be the subgroup of G fixing the plane P,. Because of
Lemma C.4 the group N (K1), acting on P, contains the symmetries with respect to all directions
obtained from &; with a rotation by an angle equal to ¢. These directions being flow-invariant if
7 /2 < t < w the connection in P; must go through an invariant direction which is impossible.
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C.4 The simple cycles

We start from a result from [25] which gives the fundamental property characterizing a simple
cycle.
Theorem C.7. The structure angles of a simple homoclinic cycle are multiples of = /2.

Using this theorem it is easy to find all possible type A simple cycles. Here is the complete list:

Table of type A simple cycles with symmetry group in SO(4)

n | t(connection) | s(tilt) | | G |
2 s 0 8
3 /2 0 24
6 /2 T 24
8 /2 /2 32

We now look for non-simple homoclinic cycles using the quaternion homomorphism to character-
ize the finite groups generated by A and S..

C.5 The non-simple cycles

Consider the homomorphism ¥ : Q@ x Q@ — SO(4) introduced in section C.2. One of the
two inverse images of A is the element ((p1, ¢1, 71, s1), (P, @1, R1, 51)) where

r1:—p1:£cos (S+t) ; qlzslz—ésin (S—I_t) (C.8)

2 2 2 2
and
\/5 s—1 \/5 . s—1
Rl_Pl_—Tcos( 5 ), —Ql_Sl_Tsm( 5 ) (C.9
In the case of AS one of the inverse images is ((pz, g2, 72, s2), (P2, @2, R2, S2)) with
2 t 2
rz——p2——§sm (S+ ) ; 92—82=—§COS (S+t> (C.10)
and
\/5 . s—1 \/5 s—1
RQIPQITSHI( 5 ); —Q22.92:7COS( 5 ) (C.11)
We can now state the following lemma:
Lemma C.8. The angles s and ¢ satisfy the following conditions:
cos (S —2|- t) =2 cos(pm) ; cos (S ; t) =2 cos(qm) (C.12)
t —
sin (8—2}_ ) = /2 cos(rm); sin (S 5 t) = /2 cos(un) (C.13)

where p, ¢, r, and » are rational numbers.
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Proof. It is a simple consequence of Remark C.1 and equations (C.8), (C.9), (C.10), and (C.11).
O

We recall the following Theorem from [21] (for a more general result see [19]):

Theorem C.9. All rational values of = and y such that sin 7z sin 7y is a positive rational, nor-
malized sothat 0 < = < y < 1/2, are given by

x| 12| 13| 1/4] 16| 1/10 | 1/12
y| 12| 13| 14]1/6|3/10 | 5/12

We can now state the Theorem:

Theorem C.10. The structure angles of a type A homoclinic cycle in R*, with symmetry group
included in SO(4), are multiples of 7 /4.

Proof. From Lemma C.8 we obtain
1
cos?(pr) 4 cos? (rm) = 2 (C.14)

and then

cos(2pm) + cos(2rm) = —1 = cos((p+r)m)cos((p—r)m) = —%. (C.15)

We can finally write down the desired equation
. 1 . 1
sin ((p—}— r— 5)77) sin ((—p—}— r+ 5)77) =3 (C.16)

and the statement follows from Theorem C.9. O

A consequence of Lemma C.6 is that the only possible non-simple cycles can be obtained with
at=s=mw/4
b)t =n/4and s = 37 /4.
It has been shown in [25] that these two cases give two homoclinic cycles with 24 and 12 equilibria
respectively. The symmetry group is the same in the two cases and its order is 192. The projection
of the 24-equilibria cycle on the plane (ey, e3) is shown in the left hand side of Figure C.1. From
this projection it is not so easy to guess the topology of the original curve on the sphere S3. A
simple question is about this curve to be a (non-trivial) knot or not. The answer is negative, such a
curve being isotopic to a circle on .S? as it can be seen plotting its stereographic projection on R?
(see Figure C.1, right hand side).
To complete the classification we have to add the following two cycles to the table in section C.4:

n | t(connection) | s(tilt) | | G|
12 /4 3r/4 | 192
24 /4 /4 192
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—0.5
e
—1.5
21

Figure C.1: The 24 equilibria homoclinic cycle. Left: the projection on the plane (eq, e2). Right:
the stereographic projection on R3: this curve is clearly unknotted.
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Nous allons caractériser la famille de groupes définie par la présentation suivante pout tout
m € N*:

H,, ={a,s | @’ = 5% = (as)4 = la, 5]2 =1}

Nous allons en premier lieu caractériser les éléments de H,,, en déterminant les formules qui
permettront d’effectuer la composition des éléments dans le groupe.

D.1 Formules de calcul et dénombrement

Lemme D.1. Dans le groupe H,, les formules suivantes sont toujours vérifiées quel que soient ¢
ety :

sa¥sa¥ = a¥sa¥s (D.1)
sa2tlsql — g 2gg2tlg (D.2)
saligqlitl —  2itlg,—2ig (D.3)

sa2tlgq2itl  — (2041 g, —(2i41) ¢ (D.4)

Démonstration. Remarquons que I’ordre de a est 2 pair, donc tous les entiers de la classe de @
(mod 2m) ont la méme parité, ce qui donne un sens a la séparation des formules selon la parité
des exposants de a.

Partons des deux relations (as)* = 1 et [a, s]* = 1 pour obtenir :

1 1

alas)*=a"' = sasa=a"'sa"'s (D.5)

1

[a, s]*sasa™" = sasa™' = sasa”' = asa”ls. (D.6)

Montrons par récurrence sur j les formules (D.1) a (D.4) :
j=0:(D.1) et (D.2) sont trivialement vérifiées, (D.3) et (D.4) deviennent :

sa¥sa = asa” s (D.7)

sa’?tlsq = o 'sa~ (3D (D.8)

Montrons tout d’abord ces deux formules (D.7) et (D.8) par récurrence sur i :
1 =0:(D.7) est évidente, (D.8) n’est autre que (D.5).
Supposons (D.7) et (D.8) vraies pour ¢ > 0,

sa®*t?sa = sas-sa**lsa
= sas-a 'sa~ (g par hypothése de récurrence(D.8)
= asa's-sa~(F*s d’aprés (D.6)
= asa~ (¥t
sa**3sa = sas-sa?t?sa
= sas-asa (212 qui vient juste d’étre montré
= a'sa7's-sa~ (35 d’apres (D.5)

= a lsa~(2+3)g
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donc par récurrence (D.7) et (D.8) sont vraies quel que soit z > 0.
Terminons la récurrence sur j ; supposons les formules (D.1) a (D.4) vraies pour j > 0 :

SCLQiSsz—I—Z = Sazi802j+1 - a
= a¥tsa %s.a par hypothése de récurrence (D.3)
= a¥*! . asa’s d’apres (D.7)
= a¥t2sa%s
sa2itleq2it?  —  gq2itlgg2itl .4

a=2t)sq=(2*)s. 4 par hypothése de récurrence(D.4)
a—(2i41) . g=1gq2i+1g d’apres (D.8)
a—(2042) gg2i+1 g

sa?sa?it3 = sq%¥sa?it? . g
= a¥*%54%s - q montré avec le 1°" cas ci-dessus
= a¥*?. qsa¥s d’aprés (D.7)
— a2j+38a—2i8
Sa2i+18a2j+3 — Sa2i+18a2j+2 .a
= q (2it2)gq2iH1g. ¢ montré avec le 2¢ cas ci-dessus
= o @+2) . ¢=15q= (D5 dapres (D.8)
= - (2543) gy (2i+1)
donc par récurrence les formules (D.1) & (D.4) sont vraies quels que soient 7, j > 0. O

Ainsi, quand un élément s’écrit avec plus de quatre lettres, les formules permettent de ramener
son expression a quatre lettres au plus, la premiere étant la lettre .

Proposition D.2. L’application ¢ : H,, — Z définie sur les générateurs par :

est un morphisme de groupes dont le noyau est :

kero = {a'sa’s | 0 <i< 2m, 0 < j < 2m]}.

Démonstration. Il faut vérifier que o conserve les relations de H,,, :

o(a®™) = 2mo(a) = 0 (mod 2)
o(s?) = 20(s) = 0 (mod 2)
o((as)?) = 4(o(a)+o(s)) = 0 (mod 2)
o(la,s]") = 20([a,s]) = 0 (mod 2)

et donc o est bien un morphisme H,, — Zo.

Remarquons que o(z) compte (mod 2) le nombre d’apparition de la lettre s dans la formulation
de z. ker o est donc I’ensemble des éléments de H,,, composés d’un nombre pair de s, c’est donc
{a'sa’s | 0 < i< 2m, 0<j<2m}. O
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Proposition D.3. H,, comporte 8m? éléments qui s’écrivent de maniére unique sous I’une des
deux formes suivantes :

a‘sa’s (€ kero), a‘sa’; 0<i<2m, 0<j<2m

Démonstration. Les éléments de H,, sont de I’une des deux formes : a‘sa’ s ou a*sa’
Les termes ainsi cités sont tous distincts car si deux termes sont identiques, ils sont :
— soitdans kero :

d'sa’s = afsals = " Fsal7ls =1
— soit dans le complémentaire de ker o :
a'sa’ = d¥sdd = @ Fsalls=1.

dans les deux cas, cela rajoute une relation a la présentation de H,,, sauf si i = k mod (2m) et
j =1 mod (2m), auquel cas les deux éléments de départ sont le méme élément.

Nous pouvons maintenant dénombrer les éléments (tous distincts) de H,,.

Comme 0 < i < 2met0 < j < 2m,ona2m x 2m = 4m? éléments dans ker o, et un total de
2 x 4m? = 8m? éléments dans H,,,. O

Nous pouvons alors dénombrer les éléments de H,, selon leur ordre. Nous commencerons par
nous débarrasser des calculs fastidieux en les regroupant dans un lemme de calcul :

Lemme D.4. Formules donnant les puissances successives des éléments de H,, :
(a¥sa?is)F = a®Fisa?is

o2k (2i+1)
a(Zh+1)(2i41) g2 o

(a2i+18a2]’5)2k
(a2i+18a2j8)2k+1

(a2i5a2j+15)2 =1
(a2i+18a2j+15)2 = 1
(a%sa%)% = q2k(+1) g2k (i+) g

(a2 sa2i)2k+1 2k (i+3)+2i g 2k(i+7)+2]

a22—2]+18a22+2]+18

=1

(a2i+1sa2j)2
(a2i+15a2j)4

(a225a2]+1)2 a?z—?]—lsa—Qz—Qj—ls

(a2i8a2j+1)4 - 1
(a2i+15a2j+1)2k = q2k(i+i+1) g —2k(i45+1) g
(a2i+18a2j+1)2k+1 = q2kA1)iH2k (1) 41 g 2k (i4+1)+2(A+1) 541

Démonstration. Montrons d’abord les formules avec exposant 2 ou 4 :
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(a2i802j+15)2

(a2i+18a2j+18)2

(azi-}-ls

a2j)2

(a2i+18a2j)4

(a2i8a2j+1)2

(a%sa?+1)4

Montrons maintenant les formules d’exposant & par récurrence sur k.
Vrai pour k£ = 0. Supposons vrai pour k :

(a2i8a2j8)k+1

(a2i+15a2j8)2k+2
(a2i+15a2j8)2k+3
2i 2j)2k+2

(a*'sa

(a2i802j)2k+3

(a2i+1802j+1)2k+2

(a2i+18a2j+1)2k+3

111
a2t . 2igg2itl g
a*a=%sq= (2041 5502041 5 formule (D .4)
1
Q2+ g2t g . it g 20+
a2t . q= i) 5q= (20t 5 . 5q2t s formule (D.4)
1
a2itlgq2i . g2i+1 gq2i
a?tl . =2 g2 H 2+ formule (D.2)
2201 g 2i+2i+1
1 formule ci-dessus
a?igq?itl . g2igq2itl
a?i . q=(2041) 5= (2i42i+1) g formule (D.4)
02i-2i-1) gq—(2i42541) ¢
1 formule ci-dessus
a**sa?%s . a¥sa¥ s hyp. récur.
a?ft . q%s . q®is.5a% s formule (D.1)
G2(k+1)ig . o 2(k+1)i g
a(2k+1)(22+1)sa218 a¥*lsaq¥ s hyp. récur.
aPRHDRiH1) L 2415025 . sq%Is  formule (D.3)
o (2k+2)(2i41)
a(2F2)(2i41) | 420+ 420 ¢
o (2k43)(2i41) g 2i
a2k(iH)+2i g 2k(47) 427 L 20420 hyp. récur.
a?kHi) T2 20 5q2k(i+0) 427420 formule (D.1)
a2(RH1)(i+7) g 2(k+1) (i47) g
a2k (i+5) g (k+1)( +i)g . q2igq2?
a?H0)(47) L 2502+ 5 . 5027 formule (D.1)
a2(k+1)(i+j)+225a (k+1)(2+1)+21
2B+ 1)i42h(+1)+1 g 2k (i+1)+2(k+1)j+1 | (2041 g, 2541
Q2D 2RGHD T | 2541 g, —2(k+1)(i+1)=2(k+1)j
Q21 (i541) g g =2 (R+1) (i4i+1) g
2B+ (i441) g =20+ 1) (i4541) g . 2141 20 +1
2D H541) | 2041 g 2R+ 1) (45 41) g . gg20+1
G2 2)i2(k1) (j4+1) 41 g 2(k+1) (1) +2(k+2)+1
]

Donc par récurrence les formules sont prouvées.
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Pour déterminer I’ordre des éléments de H,,, nous aurons encore besoin d’un lemme pour
résoudre les équations dans I’anneau Z,,,.

Lemme D.5. Dans I’anneau Z,,,, I’équation de la variable z :

axz=0 (modm)

admet les solutions :

=0 (mod L) .
pged(m, a)

Démonstration. Soitd = pgcd(m,a),onaa = d X o’ et m = d x m/, avec pged(m/,a’) = 1.
L’equation devient :

dxad xz = kixdxm
' xx = kxm
z = kyxm car &’ est inversible dans Z,,,
p — m
= k2 X iy ou encore
_ m
z = 0 (mod pigcd(m,a))

Proposition D.6. Ordre des éléments de H,, :

214,27 ) m m_
a*'sa*’s estd’ordre ppcm (pgcd(m,i)7 pgcd(m,j))
2i+1_,,2j ) 2m
a”'t sa s est d’ordre poed(m 3 F T
a?'sa®*t1s estd’ordre Zm

) ] pged(m,25+1)
a?*tlsq?+ls estd’ordre 2

a?sa? estd’ordre —22
) ] pgcd(m,i+7)
a?*t1sq? estd’ordre 4
a®sa?*1 estd’ordre 4

2i4+1 2541 , 2m
a sa est d’ordre P7edlm A1)

Démonstration. C’est I’application des Lemmes D.4 et D.5. Par exemple :

(a*sa%s)F = a®™sa®s =1 < 2ki=0 (mod 2m) A 2kj=0 (mod 2m),

c’est a dire que k est multiple de —"*— etde —— donc £ est le ppcm de ces deux quantités.

) J 7 pged(my) pged(m,j) i )
Pour qu’une puissance de a‘sa’ soit 1 = a%saYs, il faut que la lettre s apparaisse un nombre pair
de fois, et donc I’ordre de a*sa’ est toujours pair. O

Corollaire D.7. Sim est impair, il y a m? éléments dans H,,, d’ordre impair. Ce sont : {a?'sa® s,
0<i,j<m}

Sim = 2%, r impair # 1, il y a r? éléments dans H,, d’ordre impair. Ce sont : {a2*" isa2""'is,
0<i,j<r}
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Démonstration. La premiére assertion est le cas particulier de la seconde pour ¢ = 0. Prouvons la
seconde assertion :

D’aprés la Proposition D.6, pged(m, z) est un diviseur de m donc pgj(immg) est toujours pair
a cause du coefficient 2 au numérateur. Les seuls cas ol I’ordre est impair sont a?'sa?'s avec
1 = j = 29 et leurs puissances. O

D.2 Etude de H,,, cas ol m n’est pas une puissance de 2

Pour tout m on peut poser m = 29r avec r impair et 0 < ¢. Dans cette section, nous nous
limiterons aux cas m non puissance de 2, ¢’est a dire r impair > 1.
L’ordre de H,, estalors 8(27r)? = 224+3r2 et H,, admet la présentation :

{a,s | a7 = 5% = (as)* = [a,5)* = 1}

Proposition D.8. Soit K le sous-groupe de Hsa, engendré par {a2""", sa2*"' s} alors :

K. =7%Z,%7Z,, K, < Haap, qur/f(r ~ Hya.

; ; +1 +1 +1 A H
Démonstration. Remarquons que : Sa2q s = (I)s(a2q ) et aQq ont le méme ordre T, ils en-

. . R , R +1
gendrent des sous-groupes cycliques isomorphes & Z,.. D’aprés la formule (D.1) : (sa?*" s) -
29+1 29+1 29+1 - 29+1 29+1
a®’ =a”  -(sa®  s)cequimontrequea commute avec sa®  s.
. . +1 .
Comme les puissances successives de a?*" ne contiennent pas la lettre s, alors que celles de
+1 - +1 +1 -
sa?""" s la contiennent, on a (a®"" )y N (sa**" s) = {1} etdonc K, ~ Z, B Z,.

Montrons maintenant que K, est distingué dans Hagq, :

a- (@) a7t = @27 €K,
s-(a2).s = sa®'s €K,

a- (Sa2 ! s) a”' = sa”*"'s e K, d'aprés laformule (D.3)
s-(sa2™'s) s = " €K,

etdonc K, <<Hgq,. SOitm : Hya, — Haa, /K, canonique, Hqq, /K, estengendré par {m(a), 7 (s)}.
Puisque a>""' € K,, 7(a)?""" = 7(a®""") = 1, les autres relations de H., sont transportées sans
changement par 7 dans le quotient. En posant & = 7 (a) et § = =(s) le quotient admet alors la
présentation :

{a,f | " =" = (aB)" = [, )" = 1} ~ Ho
ce qui montre que Haqe, /K, =~ Haa. O
Proposition D.9. Si r est impair > 1 alors:

Hyy = (Z, ® Z,) *y Hoa = (<a2q+1> D <sa2q+ls>) K, (a7, 8)

avec u : Hya — Aut(Z, & Z,) défini de la facon suivante :
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+1 +1 +1 +1
w(a") = a* s a® u(s) = a* 50?5
— +1 _9g+1 ) —
sa2q S — sa 2¢ S 802q+18 — 02q+1
C’est a dire que Hqq, admet la présentation :

q+1
ro__ 2’2 1

{z,y,2,t | 2" =y = :t2:17y$:$yy AT =TZ, Y=Y
ty=zat, (2)* =1, [2,t]* =1}

z, te = yt,

(D.9)

Démonstration. Le quotient est isomorphe a H», d’ordre 227+3 qui est précisément I’ordre des
2-Sylow de H,q,.. Comme K, est d’ordre impair, il est d’intersection triviale avec tout 2-Sylow, et
donc Hyaq, Se scinde en un produit semi-direct de K. par un 2-Sylow. 1l reste a déterminer I’'un de
ces 2-Sylow.

Soit S le sous-groupe de Hyq, engendré par {a”, s}.

a” est d’ordre 291! et s d’ordre 2, évaluons :

(a"s)* = a"sa"sa"sa”s
= a"-a""sa""s-sa"s formule (D.4)
=1

[a",s]> = a"sa"sa"sa”"s
= a"-a""sa"s-sa”"s formule (D.4)
=1

En posant o = " et 3 = s, le sous-groupe .S admet la présentation :

{a, | ®' =3 = (aB)' = [0, B2 = 1} ~ Hy
dont I’ordre est 2293, c’est donc un 2-Sylow de Hyq,.. Le morphisme
w:{a", sy — Aut (<a2q+1> ® <Sa2q+1s>)

est la restriction & .S des automorphismes intérieurs de Hoq, :

q+1 q+1 — q+1
N a* =a (@) aTm = d?
u(a”) = sa2’* 274 VL = a2

‘s a - (sa?s) - a
u(s) = s (@) s =sa?s
B sa> s 5 5 (sa2™s) - s = a2

Corollaire D.10. Pour m non puissance de 2, voici les premiers groupes H,,, les u; étant expli-
cités dans la Proposition D.9 :
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1=20 H, = Dy

2 =21 Hy

3=2°%x3 Hz = (Z3® Z3) *y, Dy
4 =22 Hy

5=20%x5 Hs = (Zs® ZLs) *y, Dy
6=2'x3 Hg = (Z3®ZLs)*, Ho
7T=2x7 H; = (Z:DZ%r) %y, Dy
8 =23 Hg

9=2%3%2 Hyg = (Zo® Zg) *u, D4

10:21><5 H10

(Zs & Zs) *y,, Ho
11=2°%x11 Hy; = ---

Démonstration. Hormis pour Hy, c’est I’application de la Proposition D.9.
Considérons maintenant H; :

Hy ={a,s | a*=5*=(as)* = [a,s] = 1}

Si I’on pose o = as, on a la relation de commutation :
OAB'SI(ZS(ZS(ZS'S:(L'CLSCLS:S'(LS:S'OA

compte tenu de la formule (D.1) et du fait que «* = 1. Finalement on obtient la présentation :
Hy={a,s | a*=5*=1, sa = a’s} =~ Dy

H; est le groupe diédral d’ordre 8. O

Nous venons d’exprimer H,, en fonction de Hyq ou 2 est la plus grande puissance de 2 divisant
m. Il nous reste maintenant a étudier les H,, ou m est une puissance de 2.
D.3 Etude de H,, , cas ol m est une puissance de 2
Lemme D.11. L’application 7 : Hye — Z4 définie sur les générateurs par :
T(a)=1letr(s) =2

est un morphisme de groupes.

Démonstration. Il faut vérifier que 7 conserve les relations de Hy. :

(@) = 27 x 1(a) =0 (mod 4) cargq > 1
7(s*) = 2x7(s) = 2x2 =0 (mod4)

7((as)) = 4x(r(a)+7(s)) = 0 (mod 4)

r([a,s]’) = 2xT(asa™'s) = 2x0 =0 (mod4)

et donc 7 est bien un morphisme Hyq — Z4. O
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Proposition D.12. Soit B le sous-groupe de H,q engendré par {a?s, [a, s]} ; alors :

a’s s (a?s)™1 [a, s] )
a,s]— (a*s) - [a,s] - (a?s)

Démonstration. Montrons tout d’abord que B est distingué dans Hsq

B < Hys, Hji= Bx,(as), wv(as)= ( [

a-(a?s)-a”! = a®sa™!
= (a%s)-[a,s]" €EB
s-(a’s)-s = sa’
e o] = o4 (a®s)~"-[a,s] €B
= (a?s)-[a,s]-(a’s) €B
s+[s,a]-s = asa”l's
= Ja,s] €B

et donc B < Hys.

Remarquons que s = [a, s] - (as)? - (a?s)~! donc s € (B, as) et par conséquent ¢ = (as) - s €
(B, as) > c’estadire Hye = (B, as).

D’autre part, nous avons :

T(a?s) = 2r(a)+7(s) = 2.1+2 = 0 (mod4)
7([a,s]) = t(asa™ls) = 7(a)+71(s)—71(a)+7(s) = 0 (mod4)
r(as) = Tt(a)+71(s) = 1+ 2= 3générateurdeZ,

donc B C ker 7, alorsque 7 |(,4): (@s) — Z4estunisomorphisme, ce qui montre que B N{as) =
{1}. On en conclut que H,4 se décompose en produit semi-direct :

ng =B *y Z4 — <0257 [a7 S]> *v <CLS>

avec v comme indiqué dans la proposition; en conséquence 7 est la projection canonique Hyq —
Z4 ~ HQq/B. O

Nous aurons besoin de connaitre les puissances successives des deux termes [a?, s] et de (a%s),
qui vont étre les générateurs d’un sous-groupe de B.

Lemme D.13. Dans H,, les puissances successives de [a?, s] et de (a®s) vérifient: Vn € N,

[a%,s]" = [a®, 3] I’ordre de [a?, s] est 2¢
(a?s)?" = a’"sa®"s et (a’s)?"t! = a?"t25¢** I’ordre de a?s est 297!

Démonstration. Montrons [a?, s]” = [a?, s] par récurrence.
Vrai de maniére évidente pour » = 0. Supposons vrai pour » :
"t = [a?, 5] [a?, 5] hypothése de récurrence
a’"sa" s -a’sa’s

a’™ - a’sa™*s-sa"%s formule (D.1)
a2n+28a—2n—25

= [a¥1), 5]

[a?, s
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[a%,s]" = a?"sa=?"s = 1 si et seulement si 2n = —2n = 0 (mod 27+1) c’est a dire n = 2¢.

L’ordre de [a?, s] est donc 27
Le Lemme D.4 pour a*s = a®sa® nous donne ses puissances successives, la Proposition D.6 nous

donne son ordre ; — 22— — 9y = 29+1, m
pged(m,1)

Proposition D.14. Soit C, le sous-groupe de Hyqs engendré par {[a?, s], a*s} alors :

C,CB, C,<aB, B=CC,%,(a,s])

w([avs]) = < [0275] ” [‘1275]:1 2 )—1 )

avec

a’s s [a%, 8] - (a®s
Demonstration. Appliquons 7 sur les genérateurs de C; :
m([e%,s]) = 2x7(a)+7(s)—2x7(a)+7(s) =0
T(a?s) = 2x7(a)+7(s)=2x14+2=0 (mod 4)

etdoncCy, C kerr = B

On constate que si ¢ > 2 alors €', n’est pas distingué dans /.. Montrons par contre que V¢ > 1,
(', est distingué dans B :

(@5) - [, 5] (%9)"" e,
(a%s) - (a?s) - (a?s)™! = a®s ey
[a,s]-[a?, 8] [a,s] = asa='s-a’sa=?s-asa"'s
= a-a?sa—1s-sa”?-asa”'s-s formules (D.2) et (D.4)
= a'sa7%sa™!
= a7 '-a'sa’s formule (D.3)
= [a%s]7 €C,
[a,s] (a?s)-[a,s] = asa"'s-a?s-asa™'s
= a-a?sa”'s-sasa”'s formule (D.2)
= a7?s
= a?sa’s-sa—2
[a2, 5] - (a%s)~! ey

et donc C, < B.

Par construction (C, [a, s]) = (a*s, [a, s]) = B

Comme [a, s] ¢ C, et que [a, s] est d’ordre 2, C, N ([a, s]) = {1}. Et donc B se décompose en
produit semi-direct :

Cy *y ([a, s]) avec w([a, s]) = P, 00 Oy = Oy

Mmﬁz(WﬂHMﬂﬁﬂﬂMﬂiWﬂ‘. w)
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Il nous reste maintenant a décomposer C',. On constate que €', ne se décompose pas en produit
semi-direct dés que ¢ > 3, car bien que ([a?, s]) soit un sous-groupe distingué dans C',, on ne sait
pas trouver de sous-groupe K C C, tel que C, = (K, [a?, s]) et K N {[a?, s]) = 1. Nous allons
malgré tout pouvoir exprimer ', sous la forme d’un quotient oduit semi-direct.

Proposition D.15. Dans C, = ([a?, s], a*s) on a ([a?, s]) <1 C,

29—1

(la, sy N (a2s) = ([a®, 5] ) = ((a*)*"") = (a*"50"s) = Zs.

Sig>3:
C, = % r(8) = (= a™1);

Sig=2:
Cy = (a2s) #, (a),  s(a*) = (as — (a%s)®)

Sig=1:

Démonstration. On calcule d’abord

2 2 4 -1

(a?s) - [a*,s] - (a*s)™! = a*s(a?sa™s)s = [a
et donc ([a?, s]) < C,.

Un élément commun & ([a2, s]) et & (a2s) sécrit [a2,s]' = a2sa=2s, mais aussi (a%s)% =
a® sa® s ; il faut et il suffit que :

5] = [a,]

2t = 25 (mod27*t!) et -2¢ = 25 (mod 2¢*!)
i = —i (mod 27) et j = i (mod 27)
2t = 0 (mod 27) et j = i (mod 27)
i = 0 (mod277') et Jj = ¢ (mod 27)
qui n’admet que i = j = 29~ comme solution non triviale. Posons a = [a?, s] et 3 = a®s, nous
avons la relation o2’ = [a2, 5]2q_1 =a?"sa*"s = (a%s)* = p%".

Recherchons maintenant la formule de commutation de « avec (5 :

Ba = a’s-[a%, 5]

a’s-a’sa%s
a’-a?sa’s-s  formule (D.2)

sa2

sa?-sa~?-a%-s

[s,a?] - a®s
[aQ,s]_l - (a?s)

= 05_1/@

2

et C; admet la présentation :
a,f; o = 2qul:l, a=a"lp, 2 = a2
Y Y

Sig=1,a*=1donca™? = a? et [a?, s] = a’sa’s = (a’s)?



D.3. ETUDE DE Hy , CAS OU M EST UNE PUISSANCE DE 2 119

donc C; = {[a?, 5], a%s) = (a’s) ~ 7,4

Sig=2,d®=1eta* = (a2s) - [a?,s]"" - (a%s) € Cy d’oUlon tire :

[a%, s] = (a%s) - a=*(a%s) et donc {a’s, a*} engendre C,. D’autre part (?s) est distingué dans
Cy parce que a* - a%s - a™* = absa* = (a?s)® € (a?s)

C’est a dire que, comme indiqué dans la proposition, lorsque ¢ = 2, C5 se décompose en produit
semi-direct en choisissant differemment les générateurs. Malheureusement, ce n’est plus vrai dés
que ¢ > 3, en effet (a*s) n’est alors, entre autre, méme pas distingué dans C,. O

Corollaire D.16. Explicitons la décomposition de Ha.
Sig=1,

T > m_ly
HQ— (Z4@Zz) * Z4, ’U(p) = ( yH.ﬂQy

de présentation :

{z,y,2z | t=yi=2t=1ly 2=y z-2=2"1y-z z-y:mz-y-z}.
Sig =2,

Hy = ((Zs *s ZQ) *ap ZQ) kg Lig

avec

v 25y r—= Tz
s(y) = (mr—>x5), w(z):( ), o(t)=| y— 2ty
y=y =2

2 x4y

de présentation

{z,y,2,t | P =yl=z

Sig >3,
qu *7‘ ZQq-I-l
HQ‘Z — (( <$2q—1y2q> ) u}ZQ) *y Z4
avec
1 z =zt x|—>y_2
W =ma), = (200 L) =y
Yy=x Ty
Zxz

de présentation :
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q q+1 — q—1 —
{m,y,z,t|$2 :y2 :Z2:t4:17y'$:$1'y7y2q:$2 ,Z'$:$1-Z

zry=zx -y -z,t-$:y_2-t, t-y:y“l-z-t, t-z=x-z-t}.

Démonstration. C’est I’application des propositions D.12, D.14 et D.15. O

D.4 Le groupe dérivé D(H,,)
Lemme D.17. Dans H,, lescommutateursentre les puissances des générateurs vérifient: V& > 0

[a%,s] = [aQ,s]k [%, s] d’ordre m

415 = (a2)% - [a, 9

Démonstration. Nous allons prouver ce lemme par récurrence sur k.
Vrai de maniére évidente pour k£ = 0.
Supposons vrai pour k

[a?, 5]

a°,s 2

= [a%, 5] -[a?, 5] par hypothése de récurrence
a**sa=*s - a’sa”%s
a?* - a’sa=*s . sa7?s formule (D.1)

a2k+28a—2k—28
[a*F+D) o]
(a2s5)2+1) L [a,s] = (a?s)? - [a?Ft!, 4] par hypothése de récurrence

(ZQS(ZQS . a2k+18a—2k—18
2k—1

a? - a?*tlgq=25 . sa~
g 2k+3 g —2k=3

= a3,

s formule (D.3)

donc par récurrence, les formules sont prouvées.
Pour que a?*sa=%*s = 1 il faut et il suffit que 2k = 0 (mod 2m), c’estadire k = 0 (mod m) et
donc [a?, s] est d’ordre m. O

Lemme D.18. Le sous-groupe dérivé de H,, est engendré par {[a, s], a*, a®sa®s}, en particulier
s ¢ D(H,,) eton a les régles de commutation :

(a*) - (a’sa’s) = (a?sa®s)- (a*)
[a,s] (a*sa’s) = (a%sa?s)™!-]a,s]
[a,5]- (a*) = (a*)7"
Démonstration. Le sous-groupe dérivé d’un groupe de type fini est engendré par les commutateurs
entre les puissances successives de ses génerateurs.
Comme H,, estengendré par {a, s} etque a*™ = s* = 1, D(H,,) estengendré par {[a, s], [a?, s],
-, [a*™=1, s]}. Le lemme D.17 permet de réduire cette liste & {[a, s], [@?, s], (¢*sa?s)}. Consi-
dérons alors la formule :
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[a®,s] = a*sa™?s = a* - a"?sa™ s = a* - (a®sa®s) ™.
Elle permet de choisir la famille génératrice {[a, s, a*, a®sa?s} comme indiqué dans la proposi-
tion.
Reprenons le morphisme ¢ : H,, — Z défini dans la Proposition D.2, qui compte (mod 2) le
nombre de fois ou la lettre s apparait dans I’expression des éléments de H,,. L’image par o des
générateurs de D(H,,) est 0 etdonc D(H,,) C kero,or s € kero doncs ¢ D(H,,).
Prouvons maintenant les formules de commutation :

(a*sa?s) - (a*) = a*sa’s-a
2

a
a? - a*sa’s formule (D.1)

[l
—~~~
)

i
SN—
o~
RN

[\]
V)
=)

[\]
V)

SN—

2s formule (D.2)

1
Q Q
m@
=)
RN
Q
@
@
=)
@

=% .asa’s-sa~'s formule (D.3)

I
22 2

B
>,
—~~~
2
i
S—
Il
2
»n
=
»
2

~a~tsa"ls formule (D.2)

Proposition D.19. Si m est impair, le sous-groupe déerivé de H,, est :

D(H,) = (<a4> @ <a28a28>) s ([a,8]) = (Zp @ L) *r Ls

. e zz!
our:Zy — Aut(Zy,, & Z,,) est défini par ( Yy ) .

D(H,,) admet la présentation :

{z,y,2 | 2" =y™ = 2= Liyz =2y, za = 33_127 U y_lz}

Démonstration. Considérons D le sous-groupe de D(H,,,) engendré par {a*, a?sa*s}. Le Lemme
D.18 montre que D est commutatif et que D < D(H,,).

Ensuite (a) et (a?sa?s) sont disjoints parce que les puissances successives de (a?sa®s) contien-
nent la lettre s, alors que celles de («*) ne la contiennent pas.

Par le Lemme D.4 on sait que (¢*sa?s) est d’ordre m et comme m est impair «* est d’ordre
m = m.Onendéduit: D~ Z,, H Z,,.

Enfin [a, s] ¢ D car les éléments de D ont tous des puissances paires sur a, alors que dans [a, s]
elles sont impaires. Finalement on obtient D(H,,) et r comme indiqués dans la proposition.

Sim:H,, - H,/D(H,), le quotient est engendré par {r(a), 7(s)}. D’aprés le Lemme D.18,
s ¢ D(H,,) donc m(s) est d’ordre 2.
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1

m étant impair, (m + 1)/2 est un entier et (a*)™5~ = a?>™*2 = 42 € D(H,,) donc (a) est
d’ordre 2. Finalement 7(D(H,,)) =~ Zy & Z, O

Proposition D.20. Si m est pair, le sous-groupe dérive de H,, est :
D(Hp) = ((a') @ (a®sa’s)) #, ([a,s]) = (Zyj2 @ L) - Ly

N e szt
olr:Zy— Aut(Z,, /o ® Z,,) est défini par ( Yy )

D(H,,) admet la présentation :

{z,y,z | g =yt = =1 yz =y, zx =2 'z, zy =y~ 'z}

Démonstration. La méme démonstration que pour la Proposition D.19 montre que D, engendré
par {a*, a?sa®s} est commutatif et distingué dans H.,, que (a?) et (a*sa?s) sont disjoints, et que
D est disjoint de ([a, s]).

La différence avec la Proposition D.19 arrive parce que, m étant pair, a* est d’ordre 2m /4 = m/2.
Et donc

D = (<a4> @ <a28028>) *p <[a7 SD ~ (Zm/Z @ Zm) *p ZQ
ou r est comme indiqueé dans la proposition.

Soit maintenant = : H,, — H,,/D(H,,), le quotient est engendré par {7 (a), 7(s)}. Comme
s & D(H,,), =(s) estd’ordre 2, comme a* € D(H,,), 7(a*) = 1 mais «®> ¢ D(H,,) donc 7 (a)
estd’ordre 4. H,,/D(H,,) = Z4 & Zs. O

D.5 Lecentre Z(H,,)

Pour I’étude du centre nous aurons besoin de définir la famille des groupes H/,, m > 2:

m7

Ym pair, H, = {a,s | *" = s* = (as)* = [a,5]* = (a™s)* =1}

obtenue a partir de la présentation de H,, en ajoutant la relation (a™s)* = 1.
Proposition D.21. Si m est pair, on a
(a™sa™s)y C Z(Hp,),

L’ordre de H/, est 4m?.
Démonstration. Montrons que ¢™ra™ s commute avec les générateurs de H.

Msa™sa

a
a™ -asa”™s formule (D.3) m étant pair
a-(amsa™s) cara”™ =a™
s-(a™sa™s) = (a™sa™s)-s formule (D.1)

(a™sa™s)-a =
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et donc (a™sa™s) C Z(H,,) en particulier (¢ sa™s) < H,,. Par définition de H,,, on ajoute
aux relations de H,, la relation (¢™s)? = 1, donc H/, est bien le quotient H,, /{a™sa™s). Enfin
a™sa™s étant d’ordre 2 dans H,,, I’ordre de H/, est 8m?/2 = 4m?. O

Proposition D.22. Le Centre de H,,,, m > 1, vérifie :

Z(H,) = { {1} si-m estimpair # 1,
’ (a™sa™s) = Zy Sim = 1o0uestpair.
Démonstration. V z € Z(H,,), z est de I’'une des formes : a‘sa’, a'sa®*!, a'sa®.
Si z estde laforme z = a'sa?, a - 2 = a't'sa’ = z - a = a'sa’t!
D’aprés I’unicité de la décomposition des éléments dans H,,, i = ¢ + 1 (mod 2m). Ce qui est
impossible, un des membres de I’équation est pair et I’autre pas.
Si z est de la forme z = a‘sa2it1g,

2-a = a‘sa?tls.q
a'-a'sam?~1s formule (D.4)
ai-leg—2i-1g

a-z = CLH_lS(LQj—I—lS
d’otontire:i4+1=1:—1 (mod 2m) c’estadire 2 = 0 (mod 2m) impossible, sauf si m = 1
et dans ce cas Hy ~ D, dont le centre est (asas) = Z,
Si z est de la forme z = a*sa?’ s,

z-a = a'sa¥s-a
= d' -asa"%s formule (D.3)
= a'tlsa%s

a-z = atlsa¥s

d’otontire:2j = —2j (mod 2m) c’estadire4j = 0 (mod 2m) quin’ade solution non triviale
que si m est pair.

Sim est impair, j = 0, z = o’ etdonc z - s = a's = s - z = sa’ qui n’a qu’une solution i = 0 et
alors z = 1.

Sim est pair, 2j = m et z = a'sa™s. Discutons alors selon la parité de la puissance du premier a
dans z :

Siz = a¥*'sa™s
sz = sa®tsa™s
= a "msa**ls.s formule (D.2) m est pair
- g™ qaZi—}—l
z-5s = qa*tlsg™
d’ou on tire 2: + 1 = —m (mod 2m) ce qui est impossible, la partie gauche de I’égalité est

impaire alors que la droite est paire.
Si z = a*sa™s
s-z = sa*sa™s

a™sa’s-s formule (D.1)
2%

asa

a?zsam

w
@
[l
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d’ot ontire 2i = m (mod 2m) et z = a™sa™ s d’ordre 2. Si m est pair Z(H,,) C (a"sa™s).
Réciproquement la Proposition D.21 a montré que si m est pair > 2, a™sa™ s est dans le centre
Z(Hpm). O
D.6 Une autre décomposition des groupes H,,

Une autre décomposition des H,,, qui emploie les groupes diédraux est possible. Les cas m
pair et m impair donnent lieu & des décompositions semblables :

Proposition D.23. Si m est impair on a

H,, =~ (D, xDy,) *, Zy (D.10)
Si m est pair, —I € D,,,etona
D,, x D,
H, ~ =22 7, (D.11)
Ziy

0UZy= ((—1I,-1)).
Démonstration. Supposons d’abord m impair. D’apres la Proposition D.9 et le Corollaire D.10,
comme m est impair, ¢ = 0 et on a la décomposition :

Hp, = (Zy X L) %4, Dy

gu’on exprime avec les éléments de H,, :

H,, = ({(a®) x (sa®s)) x, (a, s)

avec

a? — a? a? — sa’s
u(a™) = ( sa?s — sa"%s )’ u(s) = sa?s — a2 )

Ce qui donne la présentation suivante de H,,, (m impair)

<$7y727t | " =y = 2=t = 1, ['r7y] = [m,z] =1, zy = y_127 (Zt)4 = [Z7t]2 =1,
tr = yt, ty = zt).

Posons p = tzt = ®,(z), donc p a méme ordre que z : p? = 1. Regardons les commutations
de p avec les autres générateurs (cf. (D.4)) :

pr = tzix =tzylt = ty_lzt =a Yzt = m_lp

py = tzty =tzxt =txzt = yltzt = yp
pz = tztz = ztzt = zp.
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On en déduit que :

(z,p) = (z,p|2™ =p* =1,pz =27 "p)

isomorphe a D, ;

<y7z> = <y7Z|ym =zt = 1,zy = y_1Z>

isomorphe a D, et (z, p) commute avec (y, z).

Il reste & montrer que (z, p) et (y, z) sont disjoints, en tant que sous groupes de H,,. Or les
éléments de (z, p) s’écrivent de maniére unique dans H,,, sous la forme :
ztoubienz! -p =2’ -tzt, 0 < i< m.

Les éléments de (y, z) s’écrivent de maniére unique dans H,,

yioubienyl -z, 0 <= j < m.

IIs n”ont donc aucun élément en commun sauf 1 = 2% = y/°.

Donc H,,, admet le sous-groupe (z, p) x (y, z) isomorphe a D,,, x D, et contient 4 x m? éléments,
est d’indice 2 dans H,,, donc distingué dans H,, (un sous-groupe d’indice le plus petit entier
premier divisant I’ordre du groupe est distingué).

Le méme argument que ci-dessus montre que ¢ n’appartient pas a (z, p) x (y, z) car sinon cela
ajouterait une relation dans la présentation de H,,,. Donc

H,, = (D XDy, %y Zy = ({z,p) X (y,2)) %y (t)

avec

Ty
pti
Yy
zrt

v(t) =

c’est & dire que I’action de ¢ consiste & permuter les facteurs directs (z, p) et (y, z) parz +— y
etp «— ¢
Si on reprends la présentation de H, initiale avec les lettres a et s, on a I’isomorphisme :

¢(z) = d (D.12)
¢(p) = sa™s (D.13)
¢y) = sa’s (D.14)
¢(z) = a” (D.15)
p(t) = s (D.16)

d’ou
H,, = ({a* 5a™s) x (a™, 5a’s)) *, (s).

Remarquons qu’il existe aussi un autre isomorphisme :
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Y(z) = a’sa’s (D.17)
b(p) = a'sa (D.18)
b(y) = a"%sa’s (D.19)
) = s (D.20)
P(t) = sa™s (D.21)

et donc

Supposons maintenant m pair. On vérifie, comme dans le cas m impair, que ((a?s)?, a~'sa) et
([a=2, s], s) sont des sous-groupes isomorphes a D,,, et qu’ils commutent entre eux. A la différence
du cas impair les deux sous-groupes ne sont pas disjoints :

{(a*s)?,a'sa)y N ([a™?, 5], 8) = ((a™s)?) ~ Zy.

Le sous-groupe ((a™s)?) est le centre de H,, (cf. Proposition D.22) donc il est isomorphe au
sous-groupe (—Id) centre de D,,,. On a

D, x D,

L= <(025)27 a_lsav [0_27 5]7 S>
Ly

OUZy= ((—I,-1I))etL @G,
Il nous reste a trouver un sous-groupe W d’ordre 4 = |H,,|/|L| tel que H,,/L =~ . On montre
que (as) =~ Z, fait I’affaire. Considérons le morphisme

T:Gn—Zy; T(a)=1, T(s)=1.

T envoie les générateurs de L en 0 (mod 4) mais pas (as) et (as)? donc L est dans le noyau de
T. L et (as) sont disjointset H,,, ~ L x,, (as) avec

(a%s)? = [a™%, 5]
w(as) = a”lsa s
| [a7?, 8] = (a?s)?
s+ (a*s)?-atsa

as - a*sa’s - (as)™' = asa’s-a = sa™%sa - a = [a™%, 5]~ (formule D.3);

as-a"'sa- (as)7! = s;

2

as-[a™%s] - (as)™' = a-sa"%sa-as-(as)”! = a*sa’s = (a’s)? (formule D.3);

sa ™t =da?- a7 tsa7l =a? - a7lsa7ls- s =a?s-a’s-asas = (a?s) - a-

~asa”'s-a = (a?s)? - a~'sa (formule D.4).
g



D.7. LES SOUS-GROUPES DISTINGUES DANS Hy 127

D.7 Les sous-groupes distingués dans H,,

La démonstration de la Proposition D.8 peut s’appliquer pratiquement tel quel pour tout entier
h diviseur de m.

Proposition D.24. Soit 4 un diviseur de m et K}, le sous-groupe de H,, engendré par {a®"/",
sa?™/" s} alors :

Ky =7y & Zy, Ky < H,,, Hm/f(h ~ Hm/h-

On a la suite exacte :

1= K< Hy =5 Hy o — 1.

Démonstration. Remarquons que 2m./h est pair puisque % est un diviseur de m, ainsi que sa?”/" s
= ®,(a?™/") et a*/" ont le méme ordre , ils engendrent des sous-groupes cycliques isomorphes
AZp,.

D’aprés la formule (D.1) : (sa®"/*s) - a®™/* = a?™/* . (sa?™/"s) ce qui montre que a>™/"
commute avec sa>™/"s.

Comme les puissances successives de a2™/" ne contiennent pas la lettre s, alors que celles de
sa®"/% s la contiennent, on a (a?™/*) N (sa?™/"s) = {1} etdonc K, = Z;, @& Zj, qui est donc
d’ordre A2

Montrons maintenant que K, est distingué dans H,,, :

a-(a?mhy . q=t = a?m/h € Ky,

s-(a?h).s = sa¥hs € Ky,
a-(sa?/hs) =t = sa=?m/hs formule (D.3)

= (sa¥hs)"1 € K,

s (sa?™hs).s = ¥k € K,

etdonc K, < H,,. Soit p : H,, — H,,/K} canonique, H,,/ K} est engendré par {p(a), p(s)}.
Puisque a?™/" € K}, p(a)?™/" = p(a?™/") = 1, les autres relations de H,, sont transportées
sans changement par p dans le quotient. En posant @ = p(a) et s = p(s) le quotient admet alors
la présentation :

{a,5 | a®/" =5 = (@s5)" = [a,5]* = 1} = H, 3,

ce qui montre que H,, /Ky, ~ H,, ;, d’ol la suite exacte comme indiquée dans la proposition. [

Proposition D.25. Si A divise k qui divise m alors :

K <1 Ky,
I(]C/I(h = Zk/h D Zk/h et
Ky /Ky = Ky, dans le quotient H,, /,.

Démonstration. Puisque % divise k qui divise m, a>”/" = (a?"/*)5/" gt le morphisme :

a?m/h — (a2m/k)k/h
( Sa?m/hs — (Sa2m/k8)k/h )
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est I’injection canonique K < K, c’estadire K, C K. Comme Ky < H,,, ona Kp, <1 K.
p(K) est engendré par :

{p(a®m/¥), p(sa®m1%s) }

Comme a2/ = (a?™/F)kIk | p(a?™/%) et p(sa®™/*s) sont tout deux d’ordre k/A. Enfin (a?"/*)
N (sa?™/*s) = {1} indique qu’il en est de méme pour leur image par p et donc :

p(K) = (p(a®™ /%)) @ (p(s)p(a®/H)p(s)) = Zepny ® Ziapn

Cela montre aussi que Ky /Kp, = p(Ky) = Ky, dans H,,, /5. O

Nous avons ainsi montré que pour chaque A diviseur de m, les groupes K, d’ordre h? sont
tous distingués dans H,,,. Nous avons aussi montré que le quotient H,,/ K}, est H,, ;, groupe de
la famille H,,, et que dans le passage au quotient, les sous-groupes K s’envoient par p dans
les groupes K, /, du quotient. Lorsque m /A est pair, nous allons aussi exhiber des sous-groupes
distingués d’ordre 2A2.

Proposition D.26. Soit ~ un diviseur de m tel que m/h soit pair, et K} le sous-groupe de H,,
engendré par {a>"/" o™/ sa/" s}, h # m alors:

&~ Zy @ Zop, 'ordre de K est 2h7.
Ky <HpetHy/Kj ~H] ,.
Ky < K et K} /Ky = Zs.

Démonstration. D’aprés la Proposition D.6, I’ordre de a™/"sa™/"s est — 2%~ = 2h. |l
pged(m,m/h)

engendre un sous-groupe cyclique isomorphe a Zsj, et hous avions déja vu que <a2m/h) ~ Ty,
Puisque m /h est pair, les puissances successives de a™/"sa™/"s contiennent la lettre s, alors
que celles de a®™/" ne la contiennent pas. Les deux sous-groupes cycliques sont donc disjoints.
D’autre part :

(am™/hsamls) . (a2m/hy = amlh . g2mlhggmihg formule (D.1)
— (QQm/h) . (am/hsam/hs)

montre que les générateurs de /’; commutent entre eux.
Finalement si m/h est pair, K; ~ Zj, & Zoy, qui est donc d’ordre 2h2.
Montrons maintenant que K; est distingue dans H,,.

a-(a™hsamhs) qmt = @M g sqmm R formule (D.3)
a2mlh . g—m/hgg—m/hg

(azm/h) . (am/hsam/hs)_l € K},

s (a"tsamhs) . s = a™hsamhs € K;, formule (D.1)
a- (a2m/h) a~l = g2m/h c I(;L

a—2m/h . a2m/h8(12m/hs

(a2m/h)—1 . (am/hsam/hS)Z = I(;b

5 (an/h) -5

Onabien K} < H,,.Soitp": H,, — H,, /K canonique, H,, /K estengendré par {p’(a), p’(s)}.
Comme o/ ¢ K!, p'(a) est d’ordre 2m/h, les relations de H,, sont transportées dans le
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quotient, et comme (a™/"s)? € K!, on obtient la relation supplémentaire : (p’(a)™/"p'(s))? = 1.
Enposanta = p’(a) et s = p’(s), le quotient admet la présentation :
Hy,/K} =A{a,s | @' =& = (as)* = [a,8] = (a™/"5)* = 1} = H], ;.
La relation :
Sa?m/hs — (a2m/h)—1 . (am/hsam/hS)Q

montre que K, C K. Comme K est commutatif, K, < K, et la relation ci-dessus transportée
dans le quotient K7; / K, montre que celui-ci est d’ordre 2, donc isomorphe a Z. O

Proposition D.27. Si A divise k qui divise m alors :
K} <« K,
I(]/C/I(;l =] Z(k/h) b Z(k/h)

Sien plus k/h est pair :
K./Ky = K,’C/h dans H,, /.

Démonstration. Si 4 divise k£, comme m /k est pair il en est de méme de m/h, K7 est bien défini.
a?mlh = (a?mIRykIR qmlhsqmihs = (a/*sq™ /% s)k/" et donc le morphisme :

2m 2m  k
ah = (ak)n
m m m m k
arsahs v+ (aksaks)h
est I’injection canonique K; — K, c’estadire K; C K;.Comme K} < H,, ona K; < K.
p' (K estengendre par :

{p’(a%m), p’(a%sa%)} :
Laencore a™/"sa™/"s = (a™/*sa™/*s)k/" et a?/* = (a?™/F)k/" montre que p/(ak sa’® s) et
p'(aF") sont tout deux d’ordre k /h. Enfin (a2™/%) 1 (a™/*sa™/*s) = {1} indique qu’il en est de
méme pour leur image par p’ et donc :

P(K}) = (0 (aF)) @ (o (a%)p! ()0 (%) /() = Zogusny & Logasny-

Reprenons la projection canonique p : H,, — H,,;,. Comme maintenant &/ est pair, le sous-
groupe K}C/h est defini dans H,,, ,. Considérons p(K;,) engendré par :

{p(®), plaFsa¥s)}
En posant encore @ = p(a) et 5 = p(s), a estd’ordre k/h pair, et

m 2k 2m 2m _2m 2m

52k/h ks)h =ansars=(ar) (sanrs)=1

= pla*sa

donc s est d’ordre 2k/h d’ol on tire p(K}) = Zny D Zag/n) et p(K}) est K,’C/h dans le
quotient H,, /. O
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Avec les Propositions D.24 et D.25, nous avons montré que au cours du quotientage de H,,, par
K3, les sous-groupes de type K dans H,, s’envoient dans des sous-groupes de méme type Kp,
dans le quotient H,, ;. Avec les Propositions D.26 et D.27, moyennant des conditions de parité
sur les indices, nous avons prouvé la méme chose avec les sous-groupes de type K .
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