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Introduction

Le sujet de cette these est la structure en amas de la phase supercritique
d’un fluide simple et ses possibles manifestations physiques. Les problémes
que nous allons aborder concernent a la fois la physique statistique et la
physique des fluides classiques.

Le terme générique de fluide simple recouvre une tres large variété de
systemes physiques allant des gaz nobles a la matiere nucléaire en passant par
les fluides binaires. Ces systémes ont un point commun : I'interaction entre
leurs constituants élémentaires, dont on néglige la structure interne, peut étre
modélisée par un potentiel attractif a courte portée et un coeur dur répulsif.
Les propriétés thermodynamiques qui découlent d’'un tel potentiel ont fait
I’objet d’un nombre considérable de travaux et sont bien connues aujour-
d’hui. Le diagramme de phase des fluides simples a notamment été déterminé
et I'on sait qu’au-dessus d’une certaine température, appelée “température
critique”, le fluide est sous la forme d’une phase unique : la phase supercri-
tique!. L’homogénéité de la densité suggére, au premier abord, que la phase
supercritique n’est constituée que de monomeres, c’est-a-dire d’amas a une
particule. C’est sans doute le cas a tres haute température ; cependant, a des
températures suffisamment basses mais supérieures a la température critique,
I’attraction entre les particules favorise la formation d’amas. L’un des buts de
cette these est précisément de mettre en évidence, dans le cadre d’un modele
de fluide réaliste, la présence d’amas dans la phase supercritique et d’établir
une correspondance entre les grandeurs thermodynamiques et les propriétés
géométriques qui caractérisent ces amas.

La connaissance de la morphologie d’un fluide en termes d’amas, pour des
conditions thermodynamiques données, présente un intéréet tant sur le plan de
la recherche fondamentale que pour les nombreuses applications industrielles
qui utilisent les fluides supercritiques.

La principale difficulté pour établir une correspondance entre les gran-
deurs géométriques et les propriétés thermodynamiques d’un fluide est de
choisir une “bonne” définition des amas. Cette définition n’est évidemment

1Ou “phase hypercritique .
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pas universelle mais dépend du contexte physique, comme on peut le consta-
ter dans les exemples qui suivent. Des travaux fondateurs ont cherché a
interpréter la condensation comme l’apparition d’'un amas macroscopique.
C’est le cas notamment du formalisme développé par J.E. Mayer (1937) pour
écrire la fonction de partition du fluide en termes d’amas indépendants de
particules; ces amas sont des objets mathématiques dépourvus de significa-
tion physique. Les amas introduits par M.E. Fisher (1967) dans le cadre de
son modele phénoménologique de la condensation présentent par construction
un comportement singulier le long de la courbe de coexistence liquide-gaz.
Uniquement au point critique thermodynamique, les “gouttelettes” de Fisher
adoptent un comportement critique géométrique marqué par une distribu-
tion en taille des amas en loi de puissance. Cette description géométrique du
point, critique a suscité beaucoup d’intérét et motivé de nombreux travaux
ultérieurs.

D’autres définitions d’amas ont été proposées dans le cadre du modele
de gaz sur réseau (modele d’Ising) afin d’obtenir un comportement critique
géométrique des amas au point critique thermodynamique. A. Coniglio et W.
Klein (1980) ont, dans ce but, défini des amas qui vérifient bien cette pro-
priété ; ces amas, qui n’ont pas de signification physique évidente, engendrent
une ligne de percolation qui part du point critique thermodynamique et se
prolonge dans la phase supercritique du fluide. Le long de cette ligne, se
forme un amas percolant qui joint les cotés opposés du réseau (pour une
courte introduction a la percolation, on consultera I’annexe A). Ce compor-
tement critique géométrique dans une région monophasique du diagramme
de phase n’implique pas la présence de singularités thermodynamiques qui
sont interdites par les théoremes de Lee et Yang; pourtant, la ligne de per-
colation a été interprétée comme une pathologie des amas de Coniglio-Klein
et considérée comme non physique. Par la suite, X. Campi et H. Krivine
(1997) ont remarqué que ces amas étaient énergétiquement stables. Cette
interprétation physique des amas de Coniglio-Klein suggere donc que des
amas stables donneraient naissance a une ligne de percolation dans la phase
supercritique d’un fluide.

A ce stade, une question naturelle était de se demander si cette prédiction
théorique, issue du modele schématique de gaz sur réseau, se généraliserait
au cas des fluides réels. Notre démarche a donc été de considérer un fluide
de Lennard-Jones dont la thermodynamique est générique des fluides simples
et d’étudier ses propriétés morphologiques en termes d’amas définis par des
criteres de stabilité énergétique, a I'aide de simulations numériques de type
Dynamique Moléculaire et Monte-Carlo.

A ce jour, on n’a pas encore observé directement une ligne de percolation
dans un fluide simple, mais des résultats expérimentaux suggerent son exis-
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tence. Des lignes de percolation ont en revanche été mises en évidence dans
des systémes physiques différents comme les gels [1] et les microémulsions
d’eau dans I’huile [2].

Ce mémoire de these s’organise de la maniere suivante. Au premier cha-
pitre, nous reviendrons sur les différentes définitions d’amas proposées pour
donner une interprétation géométrique de la condensation et du point critique
thermodynamique. Nous détaillerons en particulier le modele de Fisher et les
définitions d’amas introduites dans le cadre du modele de gaz sur réseau. Ce
chapitre s’achevera par une partie consacrée aux définitions d’amas basées
sur des critéres de stabilité énergétique. Ce sont ces amas, que nous appele-
rons dans la suite “amas stables”, qui ont été étudiés dans cette these. Le lien
entre les amas stables et les amas de Coniglio-Klein sera également présenté.

Au deuxieme chapitre nous établirons la correspondance entre le dia-
gramme de phase et les distributions en taille des amas stables. Les résultats,
obtenus dans un systéme de I’ordre de 10* particules, seront considérés comme
représentatifs de la limite thermodynamique. Nous montrerons comment une
ligne de percolation peut étre localisée et identifiée dans le diagramme de
phase. Nous nous pencherons ensuite sur le comportement des amas stables
le long de la courbe de coexistence liquide-gaz. Nous terminerons ce chapitre
par le cas particulier des systémes de petites tailles (N=125 particules) en
vue d’une discussion sur la fragmentation des noyaux et agrégats atomiques
que nous présenterons au chapitre 4.

Le troisieme chapitre est consacré a 1’étude des propriétés morphologiques
et énergétiques des amas stables. Nous vérifierons en particulier que les amas
définis par un critere énergétique sont bien stables par émission de particules.
La durée de vie moyenne des amas sera évaluée et comparée, pour différents
points du diagramme de phase, au temps caractéristique du fluide.

Au quatrieme chapitre, nous discuterons des expériences cherchant a
mettre en évidence nos prédictions théoriques et notamment 'existence de
la ligne critique de percolation. Comme dans le deuxieme chapitre, nous dis-
tinguerons les cas selon la taille du systeme considéré.

Nous conclurons ce manuscrit par un résumé des principaux résultats
de cette these; des perspectives de prolongement de nos travaux seront
également proposées.

Dans les annexes, nous avons regroupé des résultats plus techniques et
des rappels de formalisme connus mais nécessaires a la compréhension de
cette these. L’annexe F présente les parametres utilisés dans nos simulations
pour réaliser ce travail.






Chapitre 1

Histoires d’amas

1.1 Introduction

La thermodynamique d’un fluide simple est bien connue depuis long-
temps, mais 1’étude de sa morphologie en termes d’amas physiques est un
probléeme encore ouvert. Apres avoir défini un fluide simple et rappelé le
cadre thermodynamique, nous présenterons dans ce chapitre des définitions
d’amas introduites dans I’étude des fluides simples.

1.1.1 Définition d’un fluide simple

On appelle fluide simple ! un ensemble classique de N particules de masse
m, sans structure interne, qui interagissent par un potentiel a deux corps
u(rij) qui ne dépend que de la distance r;; entre les particules i et j [3].
Le potentiel d’interaction comporte un coeur dur répulsif et une attraction a
courte portée qui tend vers 0 avec la distance plus rapidement que —%;,j [4].
Le potentiel de Lennard-Jones, par exemple, répond a ces deux criteres :

u(ry) = 4(-5)* — ()] (1)
T'ij Tij
ol € et o sont deux constantes qui fixent respectivement les échelles d’énergie
et de longueur [3]. L’hamiltonien H qui décrit le fluide est la somme d’un
terme d’énergie cinétique de translation et d’'un terme d’énergie potentielle
d’interaction :

LA trés basse température et/ou a haute densité un tel systéme est sous forme cristal-
line. Dans la suite, nous ne considérerons que les phases fluides.

13
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N —

H({7} (7)) = 3 5+ D ulry) (1.2

i=1 i<j

ou 7; et p; sont respectivement les coordonnées et les impulsions de la parti-

cule 7 et 7;; est égale a |7; —7;|. Dans I’ensemble canonique, pour N particules
N

contenues dans un volume V' (a une densité p = {7), & une température 7T,

la fonction de partition Qy (7, V) du fluide s’écrit :

]_ . 5. —_ — — —
On(1,V) = <5 / e PHATH PN g7, | diydp, . .. dpy

ou B = kLT, k est la constante de Boltzmann et h la constante de Planck.
L’intégration sur les impulsions des particules est immédiate et permet de
réécrire la fonction de partition :

1
Qn(T,V) = WZN(T: V) (1.3)

ou L
A= — (1.4)

2mmkT
et
Zn(T,V) = / [ e P c9dr, ... diy (1.5)
Vi<j

L’étude thermodynamique du fluide revient donc a calculer I'intégrale de
configuration Zy (T, V).

1.1.2 De la thermodynamique a la morphologie d’un
fluide simple

L’étude de la fonction de partition a la limite thermodynamique permet
de déterminer I’équation d’état P(T,V) ou P est la pression, ainsi que le
diagramme de phase du fluide [5, 6] dont les projections sur les plans P — T
et T — p sont représentées sur la figure 1.1. Dans le diagramme P — T, les
trois courbes de séparation de phase se coupent au point triple et la courbe
de coexistence liquide-gaz s’arréte au point critique thermodynamique noté
C. La traversée de cette courbe représente une transition de phase du premier
ordre 2 qui se manifeste par ’existence d’une chaleur latente et la coexistence
d’une phase a basse densité, le gaz, et d’'une phase a haute densité, le liquide.
Dans le plan T"— p, la courbe de coexistence liquide-gaz se présente en forme

2Les dérivées premieres de 1’énergie libre F = —kT'In QN (T, V) sont discontinues.
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S-0 \

T P

FiG. 1.1 — Diagramme de phase schématique d’un fluide simple dans le plan P — T (a
gauche) et T—p (a droite). Les phases solide, liquide et gazeuse sont respectivement notées
s, l et g. Le point critique est en C. La courbe en pointillés représente un chemin dans le
diagramme de phase qui ne rencontre pas de singularités de la fonction de partition.

de cloche sous laquelle apparaissent les deux phases de densités différentes.
Au-dessus de la courbe de coexistence il n’existe plus de phases distinctes.
En toute rigueur, on ne peut distinguer les phases liquide et gazeuse que
lorsqu’elles coexistent, mais l'usage est d’appeler “liquide” le fluide a haute
densité et “gaz” le fluide a basse densité a des températures inférieures a
la température critique. Si le chemin qui décrit les changements d’états
du fluide dans le diagramme de phase passe par le point critique, le fluide
subit une transition de phase continue * marquée par la divergence de la
compressibilité et de la chaleur spécifique. Mais si ’on contourne le point
critique en suivant le chemin en pointillés de la figure 1.1, le fluide passe
continiiment de la phase gazeuse a la phase liquide sans que la fonction de
partition ne présente de singularités.

Dans la phase supercritique ® (ie pour des températures supérieures a
la température critique) le fluide est homogene. Mais 'interaction attrac-
tive devrait contribuer a regrouper des particules et a former localement des
structures morphologiques. Deux questions se posent alors : existerait-il des
amas de particules dans une phase homogene 7 Et d’abord, comment définir
un amas ?

Le cadre de la thermodynamique n’est pas suffisant pour répondre a
ces questions. La fonction de partition pour une température et un volume
donnés ne dépend en effet que de ’énergie potentielle d’interaction entre tous

3Bien siir, cette terminologie est arbitraire, puisqu’d part au point critique, il n’y a
aucune singularité de la fonction de partition sur l’isotherme critique.

4Les dérivées premieres de I’énergie libre sont continues, et les dérivées secondes di-
vergent.

5La phase supercritique de ’eau a été découverte en 1822 par le Baron Cagniard de La
Tour [7].
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les couples de particules, que celles-ci forment des amas ou pas. Autrement
dit, on pourrait partitionner arbitrairement les particules en amas, la fonc-
tion de partition, et donc toutes les quantités thermodynamiques, ne seraient
pas modifiées : pour étudier la morphologie d’un fluide, il faut se donner ex-
plicitement une définition d’amas, en plus de I’outil thermodynamique. Nous
verrons que le choix de cette définition n’est pas unique mais dépend du
phénomene étudié.

La suite de ce chapitre présente quelques théories qui se sont succédées
pour essayer de comprendre le lien entre la thermodynamique et la description
morphologique d’un fluide.

1.2 Amas et Condensation

Historiquement, la motivation pour étudier la morphologie d’un fluide a
d’abord été d’interpréter la transition de phase thermodynamique liquide-
gaz en termes d’amas. En comprimant un gaz a une température constante
T inférieure a la température critique 7,, une premiere goutte de liquide se
forme lorsque, dans le diagramme de phase, on atteint la courbe de coexis-
tence liquide-gaz a la densité p = peona(7). C’est le phénomene de condensa-
tion.

Dans le cadre de la théorie de la condensation proposée par J.E. Mayer
[8] (1937), lapparition de la phase liquide est interprétée comme la for-
mation d’un amas de taille macroscopique. L’auteur suggere également que
I’isotherme décrivant la phase gazeuse présente une singularité au point de
condensation ©. En 1952, C.N. Yang et T.D. Lee démontrent qu’il y a effecti-
vement une singularité de la fonction de partition au point de condensation
a la limite thermodynamique, mais qu’elle ne peut pas étre mise en évidence
par la théorie de Mayer [5, 6]. Motivés par les travaux de J.E. Mayer, J.
Frenkel [11] et W. Band [12] proposent indépendamment en 1939 une théorie
phénoménologique de la condensation basée sur I’hypothese d’un gaz parfait
d’amas 7. Et c’est finalement le modele de M.E. Fisher [10] qui permettra en

6 Avec I’équation d’état de Van der Waals (champ moyen), Iisotherme décrivant la phase
gazeuse ne présente pas de singularités en traversant la courbe de coexistence puisque
celle-ci n’est définie qu’a posteriori par la construction de Maxwell. L’isotherme peut
ainsi se prolonger au-dela et étre interprétée comme un retard a la condensation d’une
“vapeur sursaturée”. Il s’agit d’un état métastable qui évolue brusquement vers l’état
d’équilibre de coexistence liquide-gaz. Mais I’état métastable n’est pas un état d’équilibre
thermodynamique complet et ne peut d’ailleurs pas étre déduit d’un calcul de la fonction
de partition en mécanique statistique [9, 10].

"A. Bijl [13] avait présenté dans sa these des résultats analogues en 1938, mais il ne les
a pas publiés.
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1967, d’identifier le comportement d’une isotherme au point de condensation
a une singularité essentielle et de proposer une interprétation morphologique
du point critique thermodynamique en termes d’amas.

Mais pour rechercher ’apparition d’'un amas macroscopique et associer
aux grandeurs thermodynamiques des quantités géométriques, il fallait com-
mencer par définir des amas.

1.2.1 Amas de Mayer

La théorie de J.E. Mayer est abondamment décrite dans de nombreux ou-
vrages de physique statistique. Nous recommendons en particulier les références
[9, 15] et les travaux originaux de J.E. Mayer et al. [8]. Nous nous bornerons
ici a tracer les grandes lignes de cette théorie et a rappeler la définition des
amas de Mayer.

Le formalisme proposé par J.E. Mayer (1937) permet d’exprimer I’équation
d’état d’un fluide réel sous la forme d’un développement en série de la densité.
Ce calcul repose sur une réécriture de Qn(7,V) en une somme sur toutes
les partitions possibles des particules en amas mathématiques indépendants.
L’idée essentielle est de choisir comme petit parametre la fonction suivante :

fij = e7Pura) — 1

A la différence du potentiel u(r;;), la fonction f;; reste bornée en tout point et
tend vers 0 quand r;; devient grand par rapport a la portée de 'interaction.
A T’aide de cette fonction, on peut exprimer 'intégrale de configuration (1.5)
comme un développement diagrammatique ® en associant a chacun de ses
termes un graphe constitué de sites et de liens : a chaque particule on associe
un site et a chaque fonction f;; un lien entre les sites 7 et j qui représente
I'interaction entre les particules correspondantes. Les sites reliés entre eux,
deux a deux, forment un amas de Mayer et chaque graphe est caractérisé par
une distribution en taille d’amas, c’est-a-dire le nombre d’amas constitués
d’un nombre donné de particules.

En regroupant les termes du développement qui ont une méme distribu-
tion en taille, on obtient une nouvelle expression de la fonction de partition
qui se simplifie en passant dans I’ensemble grand canonique. A la limite ther-
modynamique, la pression et la densité s’expriment finalement comme des
développements en série de la fugacité z = e, ot u est le potentiel chi-

8C’est historiquement la premieére représentation graphique d’'un développement en
série de perturbation en physique [15].
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mique des particules :

P 1 &,
1 & -~ s
p = FE sbs(T)z

ou A est la longueur d’onde thermique d’une particule (¢f équation (1.4)).
Les coefficients b, (T'), appelés “intégrales d’amas”, caractérisent les amas de
Mayer de taille s. L’équation d’état du fluide peut étre obtenue en éliminant

z par son développement en fonction de p dans I’expression de la pression.
Pour localiser le point de condensation, c’est-a-dire la densité a laquelle
apparait un amas macroscopique, il faut d’abord calculer la distribution en
taille des amas en tout point du diagramme de phase®. En approximant la
fonction de partition par son terme le plus grand, on peut montrer que la
distribution en taille des amas de Mayer s’exprime en fonction des coefficients

bs(T) : . :
L(V’ A _ b ()2 (1.7)

D’apres 1’équation (1.6) on a :

PV >
= 1.
k1 8221% (18)

L’équation d’état (1.8) montre clairement que le fluide réel peut étre considéré
comme un gaz parfait d’amas de Mayer de toutes tailles, mais, dans certaines
conditions, b, (T') et donc ng peuvent étre négatifs ce qui interdit toute com-
paraison avec des amas physiques.

L’existence d’'un amas macroscopique a une température donnée dépend,
d’aprés I’équation (1.7), du comportement des coefficients b, (") pour s >> 1.
J.E. Mayer montre qu’il existe une valeur p.,,q de la densité, telle que pour
P > Peonds d’'une part ng(7T, p) devient trés grand (pour s >> 1), signalant
la présence d’'un amas macroscopique et d’autre part la pression devient
indépendante de la densité. L’auteur identifie donc p..,q & la densité du
point de condensation et conclut que son modele montre bien I'existence
d’une singularité des isothermes sur la courbe de coexistence.

Mais C.N. Yang et T.D. Lee [5] démontrent que le passage a la limite
thermodynamique effectué par J.E. Mayer n’est valable que dans la région
monophasique pour p < peong- La théorie de la condensation de Mayer ne

9Dans la suite, nous appellerons “distribution en taille des amas”, le nombre moyen
d’amas d’une taille donnée.
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permet donc pas de mettre en évidence une singularité en p = peonq €t de
traiter correctement la phase liquide.

Par définition, les amas de Mayer forment un gaz parfait d’amas qui
résultent d’arrangements combinatoires destinés a des calculs thermodyna-
miques. Une interprétation physique de ces amas semble exclue [9, 10].

1.2.2 Amas de Frenkel

Le point de départ du modele de Frenkel [11] (1939)'° est de considérer
le fluide comme un gaz parfait d’amas a ’équilibre thermodynamique : les
amas n’interagissent pas entre eux et n’ont pas de volume propre !. Cest
également le cas des amas de Mayer qui sont construits a partir des par-
ticules du fluide. Dans ce formalisme de gaz parfait d’amas présenté dans
I’annexe C, il n’est pas nécessaire de définir explicitement les amas comme
un ensemble de particules du fluide. Il suffit de supposer que les amas de
taille s sont une espece de potentiel chimique ug, décrit par la fonction de
partition ¢s(7’, V). En passant dans ’ensemble grand canonique, on montre
facilement (cf 1’annexe C) que la pression, la densité et la distribution en
taille des amas s’écrivent en fonction de la fugacité!? :

- e (19

kv - vt '
1 o0

p = = 8¢ (1.10)
Vs:l

ns = ¢s2° (1.11)

La détermination de I’équation d’état et de la distribution en taille revient
donc a exprimer la fonction de partition des amas de taille s en fonction des
hypotheses choisies pour étudier un phénomene physique 3. Comme nous
allons le voir, c’est la fagcon d’écrire ¢,(V,T) qui distingue les modeles de
Frenkel et de Fisher que nous décrirons a la section 1.2.3.

10Le modeéle proposé par W. Band [12] étant essentiellement basé sur les mémes hy-
potheses que celui de J. Frenkel, nous ne ’aborderons pas dans cette these.

Te volume propre des amas sera pris en compte par la suite dans le méme formalisme
[14, 16], mais Pattraction entre les amas reste négligée.

12Bien que la théorie de J.E. Mayer soit trés différente de I’approche phénoménologique
du modele de Frenkel, I'indépendance des amas mathématiques de Mayer conduit aux
meémes expressions que celles obtenues dans le formalisme du gaz parfait d’amas en rem-
plagant dans les équations (1.9), (1.10) et (1.11) la fonction de partition ¢5/V par le
coefficient bs/A3.

13Ce formalisme a été appliqué ultérieurement 3 1’étude d’amas de gaz rares [17, 18] et
au calcul du troisieme coefficient du viriel dans un fluide simple [19].
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En négligeant les degrés de liberté associés aux atomes, J. Frenkel suppose
que les amas de taille s sont des entités compactes de masse sm, dont ’énergie
potentielle interne Ep, s’écrit, pour s suffisamment grand, comme la somme
d’un terme de volume et de surface :

Eps(T) = —e,s + €a8§ pour s>>1

ou e, et e, sont les énergies potentielles respectivement de volume et de
surface. L’auteur ne tient pas compte de I’entropie d’'un amas et en déduit
la fonction de partition en intégrant sur les seules position et impulsion du
centre de masse de I'amas :

V |4 2
qs(T, V) = Fsge—ﬂEps = Fsge,@(evs—easii)
ol A est la longueur d’onde thermique d’une particule (c¢f équation (1.4)).
D’apres ’équation (1.11), la distribution en taille des amas de Frenkel est :

nS(T7 Z) _ S% ysxs%

= (1.12)

avec
y(T, z) = zeP® et z(T) = e Pea

La fonction y dépend de la température et de la densité a travers z. La fonc-
tion z est indépendante de la densité et, quelle que soit la température, est
inférieure a 1. Pour une température 1" donnée, x est fixée, la distribution en
taille ne dépend plus que de la densité par y(7T’, z). Pour y < 1, n, décroit ex-
ponentiellement : le fluide dans la phase gazeuse est constitué de monomeres
et d’amas de petites tailles. Pour y > 1, ny décroit tant que s est inférieure
a une certaine taille, puis croit exponentiellement signalant la présence d’un
amas macroscopique. La densité du point de condensation a la température
T est donc p = peona(T) telle que ¥y = Yeona = 1.

Les résultats obtenus par le modele phénoménologique de Frenkel sont
essentiellement les mémes que ceux de la théorie de la condensation de Mayer.
Mais les amas de Frenkel n’ont pas la pathologie des amas de Mayer : la
distribution en taille (1.12) est positive quelle que soit la température et la
densité.

1.2.3 Amas de Fisher

La théorie des gouttelettes proposée par M. E. Fisher [10] (1967) est
également fondée sur '’hypothese du gaz parfait d’amas, mais I’expression
de la fonction de partition des amas de taille s repose sur trois hypotheses
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supplémentaires : I’entropie des amas est prise en compte, les amas ne sont
pas supposés compacts et un terme correctif en Ins est ajouté a 1’énergie
libre des amas de taille s en plus des termes de volume et de surface.

Le calcul de ¢5(T, V') que nous présentons est plus direct que celui proposé
par ML.E. Fisher dans la référence [10]. Exprimons 1’énergie libre des amas
de taille s a l'aide des trois hypotheses énoncées précédemment. L’énergie
moyenne interne et I’entropie d’un amas de taille s suffisamment grande et
de surface moyenne A, sont écrites sous la forme d’un terme de volume et
d’un terme de surface :

U5 = —uys+usAs
S SpS + S A,

ou u, > 0 et s, sont respectivement 1’énergie et ’entropie de volume, et
uq > 0 et s,, 'énergie et 'entropie de surface. Pour ne pas contraindre les
amas a étre compacts, M.E. Fisher introduit un premier parametre o qui peut
dépendre de la température et suppose que la surface moyenne des amas de
taille s varie comme :

As(T) = ao(T)s° avec 0<o<l1

La surface d’un amas dans un espace a 3 dimensions est a priori comprise

entre celle d'un objet compact (0 = 2) et celle d’une chaine (o = 1). Les

valeurs de o inférieures a % sont interi)rétées par 'auteur comme une prise
en compte effective des interactions entre les amas.

D’une manieére purement heuristique, 'auteur ajoute a 1’énergie libre un
terme correctif en In s dont le poids est donné par un second parametre 7.
Nous verrons dans la suite que c’est I'introduction de ce terme qui permet
d’obtenir des distributions en taille en loi de puissance au point critique

thermodynamique. L’énergie libre F (7, V') d’un amas de taille s s’écrit donc :
—BF(T,V) = Bty + $,T)s — Bag(ug — $,T)s° — Tlns + IncyV

Le terme en In V' provient de I'intégration sur la position du centre de masse
de I'amas et ¢y est une constante. On en déduit la fonction de partition
¢s(T, V) d’'un amas de taille s :

qs(T, V) — e—ﬂFs(T,V) — COVS—Teﬂ(Uv-I—SvT)S—ﬂao(ua—SaT)S‘T

D’apres le formalisme du gaz parfait d’amas développé dans 'annexe C, les
expressions de la pression, de la densité et de la distribution en taille sont
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respectivement :

P 1 & > o

i (T, z) = v Y g2 =Y ylrT s (1.13)

-1 -1
tE L a
F=v > sq2® =co > sy’z s (1.14)
s=1 =

% = q—‘;zs = coy’z* 5" (1.15)

ol

y(T,z) = zefltsd
,’E(T) — e*,b’ao(uafsaT)

Le point de condensation est déterminé par ’apparition d'un amas de taille
s >> 1. Deux cas sont possibles selon la valeur de z : si z < 1, comme
dans le modele de Frenkel, la densité p.,,q du point de condensation est
donnée par y = Yeona = 1, S0it Zeong = € P@+5vT) - par contre, si z > 1, la
distribution en taille devient croissante lorsque y > 1 et les séries (1.13) et
(1.14) qui donnent le comportement de la pression et de la densité divergent.
Le phénomene de condensation n’est donc possible que pour = < 1, c’est-a-
dire pour 7" < T, = %2, Cette limite supérieure de la température du point
de condensation est mterpretee par 'auteur comme la température critique
du fluide. On en déduit également que le modele des gouttelettes n’est plus
valable au-dela du point critique, ie pour T > T, et p > p. (x > 1 et y > 1).

Le comportement d’une isotherme sous-critique au point de condensation
est donné par la série 7(7T, z) (équation (1.13)) en z = z¢onq. Puisque pour y =
Yeona 1€ Tayon de convergence de cette série vaut 1 et que ses coefficients sont
positifs, I'isotherme présente une singularité réelle au point de condensation.
La conjecture de J.E. Mayer est bien vérifiée par le modele des gouttelettes.

Pour caractériser cette singularité, voyons a présent le comportement au
point de condensation des dérivées 7(™) (T, z) définies par :

7™"(T, 2) = (aa)() (T, 2) —COZyaj "7
2

s=1

Les expressions de la densité, de la compressibilité et de la chaleur spécifique
sont données en fonction de 7(™ (T, z) dans I'annexe C. Au point de conden-
sation, nous avons :

7T, Zeond) = Co Z sV

s=1
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Puisque 0 > 0, les séries 7™ (T, zeong) convergent pour toute valeur de n
si x < 1 et la compressibilité, par exemple, reste finie sur la courbe de co-
existence pour 7' < T,.. Le point de condensation est donc une singularité
essentielle qui est difficile a mettre en évidence puisque les grandeurs ther-
modynamiques ne présentent pas de divergence en ce point.

Malgré le domaine de validité de ce modele, restreint par hypothese au
cas des faibles densités et températures, M.E. Fisher propose une étude du
point critique thermodynamique. Au point critique, ¥y = x = 1, la densité
critique est donnée par :

Pec = 7"-(1)(7jw zcond) = Cy Z 5177
s=1

La convergence de cette série impose 7 > 2. Le comportement des grandeurs
thermodynamiques autour de la température critique est obtenu en passant
a la limite continue. La série 7(™ (T, 2) se réécrit pour z = Zeong :

o0

7-‘-(”) (T7 Zcond) = ¢ Z S’I’L—sza' ~ CO/ sn—Te—asUdS
s=1 0
ot § =Ing~" = %% (T, —T). En faisant le changement de variable t = 0s”
on obtient :
T—n— - ]_ T—n—
7T, 2eona) ~ 207 lp(u) ~ (T, — T)=5"
o o

On en déduit, selon la valeur de n, le comportement au voisinage du point
critique de la chaleur spécifique C, (n = 0), de la densité (n = 1), de la
compressibilité x (n = 2) et de la pression (n = 0) (¢f annexe C) :

-1
C, ~ (I.—-T)°" avec or =2 — T
o
-2
pe—p ~ (T.=T)°" avec BT:T
o
g, (1.16)
~ (T.-T)* avec Yr =
o
1
PC - P [ad e — or 6 =

Le modele de Fisher permet d’exprimer les exposants critiques thermody-
namiques ar, Br, yr et ér en fonction des deux parametres o et 7, et de
démontrer les deux relations entre exposants critiques qui ont fait la re-
nommée de ce modele :

O!T—f—?ﬁT—f—’YT =2 (1.17)
,BT(éT — 1) =T (118)
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Voyons a présent le lien entre la thermodynamique et la description géométri-
que du fluide au point critique. D’apres I’équation (1.15), la distribution en
taille des amas de Fisher s’écrit en x =y =1:

v =cos "

Le terme en In s ajouté par 'auteur dans I’expression de I'énergie libre joue
donc un role essentiel au point critique puisque c’est lui qui permet d’obtenir
une distribution en taille des amas en loi de puissance'*. Notons également
que ce terme est indispensable au calcul des équations (1.17) et (1.18). Ainsi,
les deux exposants de Fisher, 7 et o, caractérisent tous les deux la géométrie
du fluide et s’expriment en fonction des exposants critiques thermodyna-
miques en inversant les équations (1.16) :

11
Bror  Br +r

1 Br
T = 24 —=24+——
or Br + yr

Afin de respecter le comportement critique des quantités thermodynamiques,
les exposants définis par les équations (1.16) doivent étre positifs, ce qui
impose une restriction sur les valeurs des deux exposants géométriques :
2 < 7 < 3et o > 0.5. Pour étre plus précis, le point d’inflexion ' de
I'isotherme critique implique 67 > 2 et donc 2 < 7 < 2.5 [21]. Les valeurs
de 7 et o obtenues & partir des exposants critiques thermodynamiques (cf
tableau B.1 de I’annexe B) sont données dans le tableau 1.1.

Champ moyen | Ising 2d | Ising 3d
o 0.66 0.53 0.64
T 2.33 2.07 2.21

TAB. 1.1 — Valeurs des exposants de Fisher o et 7, au point critique ther-
modynamique, en champ moyen et dans les classes d’universalité du modele
d’Ising a 2 et 3 dimensions.

Le lien entre des amas dont la distribution en taille est en loi de puissance et le
phénomene d’opalescence critique n’est pas clair. Notons que ce phénomene, lié 4 la di-
vergence des fluctuations de densité, est expliqué par la thermodynamique [20] sans avoir
recours & une description morphologique du fluide.

15 Au voisinage du point critique, d’une part P.—P ~ (p.—p)°T et d’autre part la dérivée
seconde de la pression par rapport & la densité doit s’annuler soit %271; ~ (pe—p)®T72 =0.
On en déduit que é7 > 2.
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Le lien entre la thermodynamique et la description géométrique du fluide
réside dans ’hypothese du gaz parfait d’amas. Ainsi, les équations (C.5),
(C.6) et (C.7) de 'annexe C montrent que les moments d’ordre 0, 1 et 2 de
la distribution en taille se comportent respectivement comme la pression, la
densité et la compressibilité. Le modele des gouttelettes montre donc qu’au
point critique, le moment d’ordre 2 de la distribution en taille des amas de
Fisher diverge comme la compressibilité.

Il semble que peu d’études aient cherché a valider I'interprétation mor-
phologique du modele des gouttelettes en se livrant a des comparaisons avec
I’expérience. Il est néanmoins possible d’évaluer indirectement I'exposant 7

P

a I'aide du facteur de compressibilité ;7 mesuré au point critique [21]. En

effet, dans le modele de Fisher on a :
P YEsT

o= 5 (1.19)

Pour une large gamme de fluides considérés, la valeur de 7 déduite de ’équa-
tion (1.19) est de 'ordre de 2.2, en tres bon accord avec la valeur calculée &
partir des exposants thermodynamiques (cf tableau 1.1).

Il faut pourtant remarquer que le modele de Fisher présente des insuffi-
sances importantes [22] 6 :

— Les gouttelettes de Fisher sont des “amas effectifs” qui forment un gaz

parfait d’amas.

— L’équation d’état présente des singularités dans la phase supercritique
qui n’ont pas de sens physique et contredisent les théoremes de Lee et
Yang [5].

— Le modele ne décrit pas la phase liquide au-dela de la courbe de conden-
sation pour p > pPeond-

Pour conclure, le modele phénoménologique de Fisher apporte une pre-
miere interprétation morphologique du point critique en termes d’amas ainsi
qu’une étude thermodynamique de la courbe de condensation basée sur des
considérations géométriques. Malgré les insuffisances de ce modele, les gout-
telettes de Fisher vont dans la suite servir de référence pour définir des
amas physiques au point critique thermodynamique. Avec les modeles basés
sur '’hypothese du gaz parfait d’amas, les amas ne sont pas nécessairement,
définis microscopiquement. Pour confronter le modeéle de Fisher a I'expérience
ou aux simulations numériques, il est pourtant indispensable d’identifier les
particules qui appartiennent a un amas .

®En ajoutant & D’expression de D’énergie libre des termes correctifs qui n’ont pas
nécessairement de justification physique, il est possible d’éliminer les singularités super-
critiques [23, 24] et de tenir compte du volume propre des amas [23, 25] sans changer les
principaux résultats du modele original.
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La distribution en taille en loi de puissance des amas de Fisher obtenue
au point critique rappelle une transition de phase de type percolation '"(cf
annexe A). Les travaux qui ont suivi ceux de M.E. Fisher vont chercher a
définir des amas tels que le point critique thermodynamique soit un point
critique géométrique, c’est-a-dire que les amas recherchés doivent respecter
les quatre critéres suivants [26, 27, 28, 29] :

1. La distribution en taille des amas est de la forme ny, ~ s 7.

2. Un amas percolant apparait et sa taille varie comme la différence de
densité entre le liquide et le gaz (I’aimantation) avec I’exposant (.

3. La taille moyenne des amas de taille finie diverge avec le méme exposant
critique ¥ que la compressibilité (susceptibilité).

4. Le rayon moyen des amas diverge avec le méme exposant critique vp
que la longueur de corrélation.

1.3 Amas et lignes de percolation

Pour définir et identifier des amas parmi un ensemble de particules, le
plus simple est de choisir un critere de proximité [12] : deux particules sont
liées si la distance qui les sépare est inférieure a une distance de coupure b.
Un amas est alors un ensemble de particules liées deux a deux '® (cf figure
1.2). Dans la suite, ces amas seront appelés “amas géométriques”.

Reste a choisir la valeur de la distance de coupure. A trés basse densité,
I’identification des amas en dépend peu. Mais a des densités plus élevées, cette
définition devient tres sensible au choix de b [16, 18, 31, 32|. Par exemple,
sur la figure 1.2, si on double le rayon des cercles, toutes les particules ap-
partiennent au méme amas.

Pour appliquer le formalisme du gaz parfait d’amas a un fluide simple,
on pourrait choisir b ~ constante X Tmin, OU Tmin €st la distance a laquelle
le potentiel est minimal [31]. Mais avec un potentiel réaliste, 'interaction at-
tractive entre particules n’est jamais nulle et il n’y a pas de coupure naturelle
b pour définir les amas.

Le modele de gaz sur réseau est, par sa simplicité, un cadre approprié
pour étudier les amas géométriques au point critique et tester les quatre

7L’idée d’associer une transition de phase de type percolation & la condensation avait
été proposée par F. H. Stillinger en 1963 [16]. Mais dans son article original [10], M.E.
Fisher n’évoque pas la percolation.

18Un critere alternatif est de définir un amas comme un ensemble de particules contenues
dans une sphere centrée sur le centre de masse de ces particules et dont le rayon est choisi
arbitrairement [18, 30]. Mais cette définition est trés controversée [31].



1.3. AMAS ET LIGNES DE PERCOLATION 27
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Fi1G. 1.2 — Le rayon des disques centrés sur les positions des particules marquées par des
points, est égal a la demi-distance de coupure g. Les amas géométriques sont définis par
recouvrement de ces cercles. Sur cette figure il y a deur monomeéres, trois dimeéres et un
amas de taille cing.

56

G

criteres des gouttelettes de Fisher. Si ’on ne considére que les interactions
entre plus proches voisins, le pas du réseau offre une distance de coupure qui
semble naturelle [31, 33, 34].

1.3.1 Amas d’Ising

Commencons par rappeler la définition du modele de gaz sur réseau. Les
M sites d’un réseau sont vides ou occupés par une des N particules, les
particules qui occupent des sites plus proches voisins interagissent avec une
énergie —e < 0 et ’hamiltonien est donné par :

Mo 2
H:;ni% —€ Z n;n;

<i,J>

ou n; est le nombre d’occupation du site 7 qui vaut O si le site est vide et 1
s’il est occupé par une particule. La conservation de la masse implique :

M
i=1

Cet hamiltonien peut étre vu comme une simplification de I’hamiltonien du
fluide simple (1.2). L’équivalence du modele de gaz sur réseau et du modele
d’Ising offre la possibilité d’utiliser la formulation plus simple de ce dernier
[6]. A chaque particule est associé un spin up et l'interaction entre spins up
plus proches voisins est J = €/4 (cf annexe B).

Dans le cadre du modele d’Ising, les amas géométriques sont des ensembles
de sites plus proches voisins occupés par un spin up, qui seront appelés dans
la suite “amas d’Ising”. Pour une configuration donnée de spins, la partition
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des amas d’Ising est déterminée de fagon unique (cf figure 1.3) et a tout
point du diagramme de phase correspond une distribution en taille d’amas
d’Ising.

T T

]

|
|
= F -

+7
4 - - |

F1G. 1.3 — Amas d’Ising o 2d sur un réseau carré dans le modéle d’Ising. Selon l'usage,
il n’y a pas de liens (diagonaux) entre les sites seconds voisins occupés par un spin up.

Les amas d’Ising n’interagissent pas entre eux, puisque par définition la
distance minimale qui les sépare est supérieure a la portée de l'interaction.
Par contre, il est important de remarquer que ces amas ont un volume propre
que l'on ne peut pas négliger a haute densité. Les amas d’Ising ne forment
donc pas un gaz parfait d’amas *°.

La dimension d de ’espace joue un role primordial dans I’étude des tran-
sitions de phase thermodynamiques. Le comportement des amas d’Ising au
point critique (T' = T, p. = 0.5, H = 0)?° et la validation éventuelle des
quatre criteres de Fisher doit donc étre considérée selon la valeur de d.

e A deux dimensions :

A. Coniglio et al. [35] démontrent que, sur un réseau plan, un amas infini
se forme au point critique thermodynamique. La distribution en taille, es-
timée numériquement sur un réseau carré, est bien une loi de puissance avec
un exposant 7 = 2.1 £ 0.1 en accord avec le modele de Fisher [34]. Un calcul
de 'exposant v par le groupe de renormalisation sur un réseau triangulaire
montre par ailleurs que le rayon moyen des amas d’Ising diverge bien comme
la longueur de corrélation, ie v = vr [36]. Les premier et quatriéme critéres
des amas de Fisher sont donc respectés.

Les exposants 7 et 8 qui donnent respectivement le comportement critique
de la taille moyenne des amas et de la taille de I’amas le plus grand n’ont pas,
en revanche, les valeurs attendues des exposants thermodynamiques. D’apres

9 Au début des années soixante-dix, on pensait que les amas d’Ising se comportaient
néanmoins comme les gouttelettes de Fisher.

20Par symétrie spin up/spin down, la densité critique du modele d’Ising vaut 0.5 quelque
soit le réseau.
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un développement en série a basse température sur un réseau triangulaire,
v=1,9140.01 [37] (alors que vz = 1,75). Et une simulation numérique sur
un réseau carré confirme ce désaccord : v = 1.83 £ 0.1 et 8 = 0.052 4+ 0.03
[38] (alors que fr = 0.125). Les deuxiéme et troisiéme critéres de Fisher
n’étant pas vérifiés, les amas d’Ising ne se comportent donc pas comme des
gouttelettes de Fisher a deux dimensions.

Par ailleurs, une ligne critique de percolation?', mise en évidence numéri-
quement sur un réseau carré [39], passe par le point critique et sépare le
diagramme de phase en une région non percolante a basse densité et une
région percolante & haute densité (cf figure 1.4). Dans la limite 7" — oo,
cette ligne tend vers la densité critique ¢, de la percolation de sites du réseau
considéré (cf annexe A). En effet, & haute température I'interaction entre
les spins devient négligeable devant 1’agitation thermique et les spins up sont
distribués aléatoirement avec une probabilité égale a la densité et on retrouve
le cas particulier de la percolation de sites non corrélés.

Les exposants critiques qui caractérisent les moments de la distribution
en taille au voisinage de la ligne critique semblent étre les exposants de la
percolation 2. Un calcul par le groupe de renormalisation sur un réseau
triangulaire montre ainsi que le rayon des amas diverge avec l’exposant v,
[36] sur la ligne de percolation. Et par des simulations numériques, on trouve
g = 0.145 £+ 0.027 [39] (B, = 0.139).

)
1
1
TITc I T/Tc
1
1
1

’

0.5 o 0.5 p

F1G. 1.4 — Diagramme de phase schématique du modéle de gaz sur réseau. La courbe de
coexistence est en trait plein, et les lignes de percolation des amas d’Ising sont représentées
en tirets : a gauche pour un réseau carré (q. = 0.59) et a droite pour un réseau cubique
(gc = 0.31). Pour un réseau triangulaire, g. = 0.5 : la ligne de percolation des amas suit
lisochore p = 0.5.

e A trois dimensions :

21En 1963, F.H. Stillinger Jr. [16] avait suggéré la présence de lignes de percolation dans
la région supercritique du diagramme de phase 7' — p.

22Dans la suite, les exposants de la percolation seront indicés par la lettre p pour les
distinguer des exposants thermodynamiques.
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Aucun des quatre criteres des gouttelettes de Fisher n’est vérifié par les
amas d’Ising. Le long de la courbe de coexistence (H = 0), un amas per-
colant apparait a une température inférieure a la température critique : a
T ~ 0,947, et p ~ 0,25 dans un réseau cubique d’apres des simulations
numériques [40, 41] et & p ~ 0,1 dans un réseau cubique face centrée d’apres
un calcul analytique [37]. Une ligne de percolation des amas d’Ising part de
la courbe de coexistence et tend, pour 7' — oo, vers la densité critique de
percolation de sites g. du réseau considéré®® [35] (cf figure 1.4).

En conclusion, les amas d’Ising ne se comportent pas comme les goutte-
lettes de Fisher au point critique thermodynamique ; de plus, les amas d’Ising
donnent naissance 3 une ligne de percolation dans la phase supercritique 24.
Cette ligne critique de percolation suit pratiquement une isochore. La pente
positive dans le diagramme 7" — p montre en outre que l'attraction a courte
portée favorise, a basse température, la formation d’amas par rapport a la

situation sans corrélation de la percolation de sites a T' = oc.

Puisque les amas d’Ising sont trop grands pour ressembler a des goutte-
lettes de Fisher et que leurs tailles divergent a des densités inférieures a la
densité critique a trois dimensions, il faut définir des amas plus petits [29].

1.3.2 Amas de Coniglio-Klein

La théorie de C. M. Fortuin et P. W. Kasteleyn [43] permet d’associer
des quantités géométriques aux grandeurs thermodynamiques a 1’aide d’un
formalisme basé sur la théorie des graphes (cf annexe E). En choisissant
convenablement la probabilité que deux spins up plus proches voisins soient
liés, le point critique thermodynamique est exactement un point critique
géométrique caractérisé par les exposants du modele d’Ising.

En utilisant un formalisme hamiltonien de la percolation qui repose sur
la limite lorsque ¢ tend vers 1 du modele de Potts a ¢ états [44], A. Coniglio
et W. Klein [45] (1980) aboutissent aux mémes résultats et définissent les
amas, appelés par la suite “amas de Coniglio-Klein” (CK) : deux sites plus
proches voisins occupés par un spin up sont connectés par un lien avec la

Z3A. Coniglio [42] a démontré que sur un réseau de Bethe infini, (comme dans le cas 3
3d) la ligne de percolation des amas d’Ising ne passe pas par le point critique thermody-
namique.

2413 présence d’un amas percolant dans la phase supercritique était considérée comme
non physique puisque, d’apres le modele de Fisher, elle impliquerait des singularités ther-
modynamiques dans la région monophasique [23, 31, 33].
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probabilité 25 :
pck(kiT) =1—¢ nr (1.20)

Un amas de C K est par définition un ensemble de spins up connectés par un
chemin de liens 26?7, Remarquons que la probabilité (1.20) est indépendante
de la dimension de ’espace.

7 -
- - O
B - -

B - - O

F1G. 1.5 — Une configuration d’amas de Coniglio-Klein d 2d sur un réseau carré obtenue
a partir des amas d’Ising de la figure 1.3. Les liens absents entre spins up plus proches
v0181ns sont représentés par des tirets.

La figure 1.5 représente une configuration d’amas de C'K définie a partir
des amas d’Ising de la figure 1.3. Notons que les amas de C'K ne forment
pas un gaz parfait d’amas : il peut y avoir des spins up plus proches voi-
sins appartenant & deux amas différents (absence de lien). Les amas de CK
vérifient néanmoins les criteres des gouttelettes de Fischer au point critique
thermodynamique [45].

Des simulations numériques confirment ces propriétés des amas de CK et
donnent, pour H = 0 et 7' = T, des valeurs d’exposants géométriques égales
a celles des exposants thermodynamiques : a deux dimensions sur un réseau
carré, v = 1.77 + 0.03 ~ vr et § ~ 0.125 = Sr [49, 38]; a trois dimensions
on trouve 7 ~ 2.25 [50, 51] et v ~ 1.2 [52].

Les amas de CK donnent naissance dans le diagramme de phase a une
nouvelle ligne critique de percolation appelée indifféremmemt “ligne de
Coniglio-Klein” ou “ligne de Kertész” [45] (cf figure 1.6). Cette ligne, quelle
que soit la dimension de l’espace, part du point critique thermodynamique
(p=0.5, H=0) et se termine au point (p = 1, H = c0) de température T,

25Nous avons choisi d’exprimer p., en fonction des variables du modele de gaz sur réseau.
Dans le modele d’Ising on aurait p. = 1 — e .

26D’autres définitions d’amas donnant les mémes propriétés que les amas de CK ont été
proposées [46, 47].

2"Pour une étude des amas de CK sous la courbe de coexistence en champ moyen, on
consultera la référence [48].
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donnée par I’équation 1 — e *Tec = p, , oll py, est la probabilité critique de

percolation de liens du réseau étudié. En effet, en p = 1, tous les sites sont
occupés par un spin up et on retrouve le cas de la percolation de liens. Le
diagramme de phase est ainsi divisé en une région non percolante a haute
température et basse densité et une région percolante a basse température
et haute densité. Sur la ligne de Kertész, les exposants géométriques sont
égaux a ceux de la percolation [45]. Les exposants passent donc discontinu-
ment des exposants thermodynamiques au point critique (7" = T, H = 0),
aux exposants de la percolation sur la ligne critique pour T' > T, et H > 0.

site percolation (Ising clusters)

bond percolation (C.K. clusters)

0 0.25 0.50 0.75 1

P

F1G. 1.6 — Projection du diagramme de phase du modéle de gaz sur réseau sur le plan
T — p, calculé numériquement pour un réseau cubique d’aprés [53]. La ligne de coexistence
est marquée en trait plein (le point critique est noté C.P.). La ligne de percolation des
amas d’Ising (en tirets) se termine au seuil de percolation de sites lorsque T — oc. La
ligne de percolation des amas de CK (en pointillés), appelée également “ligne de Kertész”,
se termine au seuil de percolation de liens en p = 1.

Remarquons que lorsque 1’on tient compte des interactions avec les se-
conds voisins, le point critique thermodynamique reste un point critique
géométrique pour les amas de CK [38] 2. Ce résultat suggeére qu’en pas-

28Par contre, les amas d’Ising & deux dimensions divergent dans ce cas & une densité
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sant a la limite continue et en considérant un potentiel plus réaliste, le point
critique thermodynamique reste un point critique géométrique ?°. La ques-
tion de 'existence d’une ligne de percolation dans un fluide réel sera 1’objet
du deuxieme chapitre de cette these.

1.3.3 Amas de Swendsen-Wang

Les amas de Coniglio-Klein se comportent bien comme les gouttelettes
de Fisher au point critique (H = 0), mais la mise en évidence d’une ligne
de percolation dans la phase supercritique (pour H > 0) a été interprétée
comme une manifestation non physique de ces amas. Le but recherché était
en effet de définir des amas dont le comportement critique de percolation
corresponde aux singularités thermodynamiques. Puisqu’il n’y pas de singu-
larités de la fonction de partition dans la phase supercritique, il fallait trouver
une définition d’amas qui élimine la ligne critique de percolation [27, 28, 55].

Pour satisfaire ce critere, A. Coniglio et al. [55] et J. Wang [56] (1989)
proposent une nouvelle définition d’amas en s’appuyant sur les travaux de
C. M. Fortuin et P. W. Kasteleyn [43] et de R. H. Swendsen et J. Wang
[57] 39. Ces “amas de Swendsen-Wang” (SW) sont définis comme les amas
de CK mais, en présence d’'un champ magnétique H positif (négatif) les
spins up (down) sont connectés & un site “fantéme” occupé par un spin up
(down) avec la probabilité 1 —e~ ", ot h = 22 Ainsi, des que H est différent
de 0, un amas percolant qui contient le site “fantome” est présent dans le
systéme quelque soit la température (cf annexe E). Les amas finis de SW se
comportent comme on le souhaitait : ils réalisent les criteres des gouttelettes
de Fisher au point critique thermodynamique et leurs tailles ne divergent pas
dans la phase supercritique : la ligne de percolation est supprimée.

J. Wang [56] a étudié numériquement la forme des distributions en taille
ns" des amas de SW. Selon la position du point du diagramme de phase par
rapport a la ligne de Kertész, il a trouvé pour s >> 1 :

— au-dessus de la ligne : n3? ~ e-c1s~lhls

— sur la ligne : n% ~ s 7e " Ihis

2
— en-dessous de la ligne : n’% ~ e=c25%~/hls

ou les coefficients c; et ¢y dépendent de la température. Les distributions en

inférieure & la densité critique.

29La théorie de C. M. Fortuin et P. W. Kasteleyn a été généralisée au cas d’un potentiel
a courte portée dans ’espace continu [54].

30 algorithme de Swendsen-Wang [57, 58], qui permet de réduire le phénomene de
“slowing down” au point critique thermodynamique, est essentiellement basé sur la théorie
de C.M. Fortuin et P.W. Kasteleyn [43].
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taille des amas de CK sont obtenues ' & partir des formules ci-dessus, en

tout point du diagramme de phase, dans le cas particulier A = 0.

Pour toute température supercritique, la distribution en taille des amas
de SW est exponentiellement décroissante et la ligne de Kertész n’est plus
une ligne de percolation dont les divergences seraient incompatibles avec le
comportement analytique de la fonction de partition. De plus, J. Kertész
[27, 28] suggere que la disparition du terme de surface dans l’expression de
ns¥ le long de la ligne signalerait une singularité faible dans 1’énergie libre des
amas®?. Nous pensons néanmoins que cet argument repose sur I’hypothése
du gaz parfait d’amas pour lequel n, = e #5512 ot qu’il n’est pas évident
que cette expression de la distribution en taille subsiste en général. D’autre
part, il n’existe pas a notre connaissance d’interprétation physique des amas
de SW et notamment du role joué par le spin “fantome”.

Les définitions d’amas évoquées jusqu’a présent ont été proposées pour
donner une interprétation géométrique des transitions de phase thermody-
namiques. En décrivant le fluide comme un gaz parfait d’amas et en expri-
mant phénoménologiquement leurs fonctions de partition, I’équation d’état
du systeme s’écrit en fonction des grandeurs géométriques. La taille de ces
amas varie comme la compressibilité et ne doit donc diverger qu’au point cri-
tique thermodynamique. C’est bien le cas par construction des gouttelettes
de Fisher, mais ces dernieres ne sont pas définies microscopiquement. En
se placant dans le cadre du modele de gaz sur réseau, le probleme revient a
trouver une définition mathématique d’amas qui présentent un point critique
géométrique uniquement au point critique thermodynamique. Contrairement
aux amas d’Ising définis par un critere de proximité, les amas de CK di-
vergent au point critique, mais la ligne de percolation qui leur est associée
devrait étre supprimée pour éviter toute divergence dans la phase supercri-
tique. C’est dans ce but que les amas finis de SW sont introduits : leur taille
ne diverge qu’au point critique thermodynamique mais leur signification en
termes d’amas physiques n’est pas claire.

Le choix de la définition des amas dépend du point de vue que ’on porte
sur un systeme. Les amas d’Ising, par exemple, ne sont pas de bons candidats
pour étre des gouttelettes de Fisher, mais ils seraient adaptés aux situations
dans lesquelles les amas physiques sont des ensembles de particules proches

31Dans I’annexe E, on montre que ns* = 2ntke~1hs [56].

32D’apres J. Kertész, la contribution de 1’énergie libre de ’amas percolant & ’énergie
libre totale annulerait cette singularité faible et la fonction de partition du fluide serait
bien analytique [28].
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dans I’espace de configuration, comme dans I’étude des propriétés de conduc-
tion électronique [39].

1.4 Amas énergétiquement stables

Nous allons a présent nous intéresser a des situations physiques ou le
critere de définition des amas est leur stabilité. Les définitions d’amas et les
criteres de stabilité introduits dans la suite seront utilisés dans les prochains
chapitres.

Si ’on souhaite étudier un ensemble de particules qui restent proches les
unes des autres au cours du temps, une définition d’amas basée uniquement
sur un critere de proximité n’est en général pas appropriée. En effet, une telle
définition ne tient pas compte du mouvement relatif des particules. A haute
température, deux particules qui interagissent fortement sont tres proches a
un instant donné, mais peuvent s’éloigner rapidement 'une de ’autre. Une
définition qui tiendrait compte de la stabilité des amas pourrait corriger,
au moins partiellement, cette insuffisance. Une telle définition serait parti-
culierement adaptée a 1’étude de phénomenes ou d’expériences dans lesquelles
des ensembles de particules formeraient, dans un fluide, des structures mor-
phologiques qui seraient stables si on les isolait. C’est par exemple le cas
de la fragmentation : les fragments que 1'on observe a l'issue d’un tel pro-
cessus pourraient pré-exister sous la forme d’amas interagissant avant que
le systeme ne se fragmente. Une expérience d’effusion d’un fluide a travers
un trou pourrait éventuellement mettre en évidence des amas stables formés
dans le systeme. Nous reviendrons plus en détail au chapitre 4 sur des situa-
tions physiques qui font intervenir de tels amas.

Dans un premier temps, nous préciserons ce que nous entendons par la sta-
bilité d’un amas isolé a I’aide de deux criteres énergétiques. Nous présenterons
ensuite deux définitions qui permettent d’identifier des amas énergétiquement
stables a un instant donné dans un fluide, connaissant les positions et les vi-
tesses des particules. La premiere est basée sur un critere local de création de
liens entre particules et la seconde sur une condition globale d’optimisation.

1.4.1 Criteres de stabilité des amas
e Stabilité absolue

Si un amas C de taille s et d’énergie interne Ug, n’est pas stable, il se
fragmente en une partition P d’amas plus petits. ’amas C; est stable si
Uc, est inférieure a 1’énergie U(P) de toute partition P en amas infiniment

8
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éloignés les uns des autres et de vitesses nulles®, soit :
Ueg, < mgn UP)<0 (1.21)

La condition la moins stricte, Us, < 0, assure seulement que le systéme ne
se réduit pas en ses constituants élémentaires (d’énergie interne nulle). Dans
le cas s = 2, le critére (1.21) s’applique simplement : un dimeére est stable si
Uc, < 0. Mais le nombre de partitions augmente tres rapidement avec s et
le critere de stabilité absolue ne peut plus étre appliqué en pratique.

e Stabilité par émission de monomeres

Les partitions les plus probables d’un amas de taille s sont celles constituées
de m monomeres et d’'un amas de taille s — n. Un second critere de stabilité
moins strict que le précédent est donc de vérifier qu'un amas est stable par
émission de monomeres : ’énergie de libération ¢; de chaque particule ¢ de
I’amas, définie comme ’énergie de la particule calculée dans le référentiel du
centre de masse de ’amas, doit étre négative. Autrement dit, un amas C; de
taille s est stable par émission de monomeres si pour toute particule 7 € Cj :

eZCS =K+ Z u(ri;) <0

jeCsetj#i

ou K est I’énergie cinétique de la particule ¢ calculée dans le centre de masse

de ’amas C, : m
K* = 5(@ — V%)

2

et VO = %Zz‘ecs U; est la vitesse du centre de masse de 'amas C;. Connais-
sant les positions et les vitesses des particules d'un amas, ce critére a I’avan-

tage d’étre simple a appliquer.
g

1.4.2 Amas localement stables
e Amas de Hill

Le critere suivant de création de liens entre particules a été proposé par
T.L. Hill [59] 3 (1955) : & un instant donné, deux particules 7 et j, de vitesses

33Puisque les amas infiniment éloignés les uns des autres n’interagissent pas et qu’ils
n’ont pas d’énergie cinétique, l'énergie U(P) est égale & la somme des énergies internes
des amas.

34Dans ce méme article, ’auteur développe une méthode exacte pour exprimer les distri-
butions en taille d’amas sous la forme d’un développement en série de la densité en tenant
compte des interactions entre amas. Ce formalisme peut étre appliqué a toute définition
d’amas.
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respectives ¥; et ¥; mesurées dans le référentiel du laboratoire, sont liées si
leur énergie cinétique relative K, est inférieure a 'opposé de leur potentiel
d’interaction wu(r;;).

K, = —(v; — 17j)2 < —u(ri;) = 1 et j sont liées (1.22)

Autrement dit, deux particules sont liées si elles sont suffisamment proches
dans ’espace des phases et non pas dans I’espace de configuration. Un amas
de Hill est par définition un ensemble de particules connectées par un chemin
de liens. Le critere déterministe de Hill assure donc une stabilité énergétique
locale, lien par lien.

e Amas de Hill probabilistes et amas de Coniglio-Klein

Si l'on s’intéresse a des grandeurs moyennes, il n’est pas nécessaire d’ap-
pliquer le critere (1.22); on peut adopter une formulation probabiliste et
rechercher la probabilité pour qu’il y ait un lien de Hill entre deux parti-
cules.

Dans un fluide a la température T, les composantes des vitesses des par-
ticules sont distribuées sur une gaussienne de variance 1/8m. D’autre part,
le mouvement relatif de deux particules ¢ et j de méme masse m est as-
socié & une particule fictive de masse réduite u = m/2 et de vitesse relative
U, = U; — U;. Les composantes de la vitesse relative étant distribuées sur une
gaussienne de variance 2/fm, on en déduit que les composantes de la vitesse
de la particule fictive sont distribuées sur la méme gaussienne.

La probabilité pgyu(r, 8) qu’il y ait un lien de Hill entre deux particules
séparées par une distance r est donc la probabilité de tirer une vitesse relative

inférieure a —2@ sur une distribution maxwellienne de variance 1/8u.
Soit :

N AU paeat gy
JoC x2e~*"dx
Notons que l'on retrouve 'expression de la fonction F(r,3) introduite par
T.L. Hill pour calculer les fonctions de partition des amas (c¢f annexe D).
Avec cette formulation probabiliste, la définition d’un lien ne dépend plus des

vitesses des particules mais de la température et les liens sont indépendants
les uns des autres comme dans un processus de percolation.

pra(r, B) = Pr(K, < —u(r)) =

(1.23)

Pour étudier la probabilité (1.23), on peut se placer dans le cadre du
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modele de gaz sur réseau. L’interaction est limitée aux plus proches voisins
et vaut —e = —4J (cf annexe B). La probabilité de création d’un lien de Hill
entre deux particules placées sur des sites plus proches voisins est donnée
par :

4 Ve _,
prin(fe) = ﬁ/o e % rldx

4 o0 2
1-— —/ xle T dx
ﬁ \/ Be

Cette probabilité de création de liens a récemment été proposée par X. Campi
et H. Krivine [53]. En développant cette expression en polynémes de La-
guerre, ces auteurs ont montré que :

pra(Be) = 1—0.911e~% —0.177(1 — Be)e™ % + ...
= per(Be) — 0.088(1 — 2.018e)e™ 7 + ... (1.24)

ol pe(Pe) = 1 — e=% est la probabilité de création de liens de Coniglio-
Klein (cf équation (1.20)). L’équation (1.24) et la figure 1.7 montrent que
les probabilités p.x et pgy; sont pratiquement identiques dans la région su-
percritique d’un réseau cubique®. Les amas de Coniglio-Klein qui ont été
introduits mathématiquement pour présenter un point critique géométrique
au point critique thermodynamique ont donc une interprétation énergétique.

D’autre part, des simulations numériques ont montré que 1’énergie du
systéme était pratiquement conservée le long de la ligne de Kertész [61].

Le critere de création de liens de Hill ne garantit pas la stabilité des amas,
mais X. Campi et H. Krivine ont montré que les amas de Hill probabilistes
étaient stables en moyenne par émission de particules [53]. Pour démontrer ce
résultat, il faut évaluer le signe des énergies de libération des particules d’un
amas. Dans le cas d'un amas suffisamment grand pour que la vitesse de son
centre de masse soit négligeable, I’énergie cinétique relative d’une particule
est égale & Zv?, ot v; est tirée sur une distribution maxwellienne de variance
1/6m.

— Considérons d’abord le cas d'une particule liée a ’amas qui n’interagit
qu’avec une seule autre particule, son énergie de libération est donnée
par :

m o

€ = U] —€
2 2

Par définition de la probabilité de création d'un lien de Hill : ¢; < 0.

35]. Pan et S. Das Gupta avaient remarqué numériquement cette relation [60].
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Fic. 1.7 — Probabilités pru et per en fonction de 1/Be dans le domaine qui mous
intéresse.

— Considérons maintenant le cas ou une particule interagit avec deux
autres particules de 'amas. L’énergie de libération de la particule de-
vient :

2
€ = —vU; — 2€
2 7

La probabilité que ¢; soit négative est Pr(%Zv? < 2¢) = pyu(20¢). Par
ailleurs, en percolation de parametre pg;;(5¢) la probabilité pour que
le site (la particule) soit relié & 'amas est 2pg(8¢) — pyu(B€), pour
éviter le double comptage. La cohérence de la définition probabiliste
des amas de Hill implique que :

2pnin(Be) — Pigan(Be) = Prin(2B€)

Cette relation, exacte pour p., grace a sa forme exponentielle, devient
une trés bonne approximation pour pg;. On en déduit que, si une parti-
cule appartient a un amas de Hill probabiliste, son énergie de libération
est négative.

La généralisation a plus de liens est évidente.

La quasi-identité entre les amas de C K et les amas de Hill définis par un
critere énergétique de création de liens, ouvre des perspectives intéressantes.
Les résultats que nous avons présentés montrent en effet que, dans un modele
de gaz sur réseau, il existe des amas énergétiquement stables dans la phase
supercritique dont la taille diverge le long d’une ligne de percolation qui part
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du point critique thermodynamique. Bien stir, ces prédictions pourraient étre
un artefact du modele de gaz sur réseau qui ne résisteraient pas au passage a
la limite continue et a l’utilisation d’un potentiel d’interaction plus réaliste.
Ce point fera ’objet principal des chapitres 2 et 3.

1.4.3 Amas globalement stables

Une autre facon de définir des amas énergétiquement stables a un instant
donné est d’identifier la partition en amas la plus liée, 7e qui minimise la
somme des énergies internes des amas. Ce probléme revient donc a chercher
la partition en amas qui minimise :

UP)=> Uc (1.25)

ol U¢ est I'énergie interne de ’amas C'. Ce probleme de minimisation a une
solution exacte, mais pas nécessairement unique, que 1’on peut déterminer
si le nombre de particules est suffisamment faible pour considérer toutes les
partitions en amas possibles. Dans le cas contraire, on peut utiliser deux
méthodes pour rechercher une solution optimale.

La premiere a été proposée par C. Dorso et J. Randrup [62] et repose sur
une procédure d’optimisation de type “recuit simulé” (“Simulated Annea-
ling”) [63, 64] que nous noterons (SA) dans la suite : partant d’une partition
en amas arbitraire A, une particule choisie au hasard est transférée d’un
amas C a un amas C’; on obtient ainsi une nouvelle partition B. La varia-
tion d’énergie interne entre les deux partitions est :

AU =U(B) = U(A) = U, + Uy — U — Ue

ou U}, et U/, sont respectivement les énergies internes des amas C et C'
apres le transfert de la particule. Si AU < 0, la partition B est acceptée; si
AU > 0, la partition B est acceptée avec la probabilité eI o T, est un
parametre de controle. Pour chaque valeur de ce parametre, on effectue un
certain nombre de transferts de particules et on diminue progressivement la
valeur de 7, jusqu’a ce qu’il n’y ait pas de changement dans la partition en
amas sur un nombre donné d’essais. Comme toutes les méthodes basées sur un
algorithme de Metropolis, la partition finalement obtenue peut correspondre
a un minimum local de I’énergie.

Une seconde méthode, appelée BFM (“Binary Fusion Method”), a été
developpée par A. Puente [65] : au départ, on considére une distribution
en taille de multiplicité maximale, ie my = N (toutes les particules sont
des monomeres) ; ensuite, a chaque itération, on réunit les deux amas qui
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permettent d’obtenir la partition dont I’énergie interne (1.25) est la plus
basse possible et la multiplicité diminue d’une unité. A la premiere itération,
on construit donc un dimere, a la seconde un autre dimere ou un trimere et
ainsi de suite. La construction s’arréte lorsque 1’énergie interne (1.25) ne peut
plus étre diminuée. Cette méthode déterministe suit une certaine trajectoire
dans I'espace des partitions en amas qui ne conduit pas nécessairement a la
partition optimale, alors que la méthode SA explore davantage cet espace
avec une procédure probabiliste qui dépend de parametres choisis.

Dans le chapitre suivant, nous montrerons que ces trois définitions d’amas
énergétiquement stables donnent des résultats équivalents.






Chapitre 2

Ligne de percolation des amas
stables

”A cluster is [...] a fairly definite physical concept so that all
physically reasonable definitions should lead to rather similar pre-
dictions of the cluster size distribution.” (T.L. Hill) [59]

2.1 Introduction

Dans le premier chapitre, nous avons montré que, dans le cadre du modele
de gaz sur réseau, les amas de Coniglio-Klein sont des amas stables par
émission de particules. Nous allons a présent appliquer cette définition d’amas
énergétiquement stables au cas des fluides réels. La correspondance entre le
comportement thermodynamique d’un fluide simple et ses propriétés géomé-
triques en termes d’amas sera présentée. Nous montrerons pour cela comment
la distribution en taille des amas définis par un critere de stabilité énergétique
évolue selon la région du diagramme de phase que 1’on consideére!.

Le modele de fluide que nous considérons est un ensemble de N < 11664
particules, confinées dans une boite cubique, qui interagissent par un poten-
tiel de Lennard-Jones :

)] (2.1)

Q
= Q

ou r est la distance entre deux particules, et € et ¢ sont deux constantes
qui fixent respectivement les échelles d’énergie et de longueur du fluide. Le
potentiel est coupé a la distance 3o.

1Une partie de ce travail réalisé en collaboration avec X. Campi et H. Krivine a été
publiée dans la référence [66].

43
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Selon l'usage, la densité p, la température 7', la pression P et ’énergie
totale E seront exprimées a l’aide de grandeurs sans dimension, dans les
unités “réduites” du systeme :

po® = p
kT
— =
€
P3
L
€
E_>E
Ne N

Le diagramme de phase? de ce fluide est représenté sur la figure 2.2. La forme
du diagramme de phase et les propriétés des amas que nous allons présenter
dans la suite sont peu sensibles au choix particulier du potentiel d’interac-
tion a courte portée et peuvent donc étre considérées comme génériques aux
fluides simples.

Les amas sont définis a 1’aide du critére de Hill (¢f chapitre 1) mais nous
montrerons dans la section 2.3 que les résultats présentés dans ce chapitre
dépendent peu du choix particulier de la définition des amas énergétiquement
stables. Selon les propriétés des amas que nous souhaitions étudier, nous
avons utilisé I'un des deux algorithmes suivants décrits plus en détail dans
I’annexe F :

— Quand nous nous intéressons a des grandeurs a 1’équilibre et a la limite
thermodynamique, nous avons utilisé un algorithme de type Monte-
Carlo (MC) dans I’ensemble canonique avec des conditions aux limites
périodiques. Mais cette méthode ne permet pas d’étudier des quantités
en fonction du temps ni de calculer les vitesses des particules. Le fluide
est supposé a 1’équilibre thermodynamique lorsque 1'énergie potentielle
moyenne du systéme se stabilise.

— Pour étudier les propriétés énergétiques et dynamiques des amas (cf
chapitre 3) et pour prendre en compte les effets de taille finie et de
surface d’un systéme isolé de petite taille (cf section 2.6 de ce chapitre),
nous avons effectué des calculs de Dynamique Moléculaire (DM) dans
I’ensemble microcanonique. Dans ce cas, les particules subissent des
réflexions élastiques sur les parois de la boite. Le fluide est considéré a
I’équilibre thermodynamique lorsque la moyenne sur 1’énergie cinétique
des particules commence a osciller autour d’une valeur constante. La
température du fluide est définie & partir de cette valeur moyenne (cf
annexe F).

2Les courbes de coexistence liquide-gaz et liquide-solide proviennent respectivement
des références [67] et [68].
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Nous avons contrélé avec un calcul de Dynamique Moléculaire que les dis-
tributions en taille des amas de Hill étaient inchangées en moyenne lorsque
'on remplace les vitesses données par le calcul de (DM) par des vitesses tirées
aléatoirement sur une distribution de Maxwell caractérisée par la température
du systeme. Les distributions en taille sont donc calculées en (MC) en affec-
tant a chaque particule une vitesse tirée sur la distribution de Maxwell.

Pour une configuration donnée des particules (positions et vitesses), les
quantités géométriques sont calculées a 1’aide de I’algorithme de reconnais-
sance d’amas suivant : deux particules sont liées si elles vérifient le critere de
Hill : Z(7; — ¥;)*> < —u(r;;). On ne considére que les couples de particules
séparées par une distance inférieure a 30 qui est la portée du potentiel choi-
sie dans ces simulations numériques. Nous avons utilisé cet algorithme pour
établir la correspondance entre le diagramme de phase et les distributions en
taille des amas présentée dans ce chapitre.

2.2 Etude de la ligne de percolation

2.2.1 Localisation dans le diagramme de phase

Pour mettre en évidence ’apparition d’un amas macroscopique dans la
région supercritique, nous avons déterminé, pour différentes densités, la taille
moyenne de ’amas de plus grande taille < S,,,,, > en fonction de la tempéra-
ture. Sur la figure 2.1, le comportement de < S,,,, > montre qu'un amas
macroscopique se forme en-dessous d’une certaine température a une densité
donnée. Il existe donc deux régions dans la phase supercritique : une a basse
température et haute densité dans laquelle on observe un amas macrosco-
pique et une autre a haute température et basse densité dans laquelle seuls
des amas de petites tailles subsistent.

Afin de déterminer plus précisément la température de transition entre
ces deux régions, nous avons calculé pour ces mémes densités,

mome
2=

mi

en fonction de la température, ou my = ) skn; est le moment d’ordre £ de la
distribution en taille des amas n, obtenue en 6tant la contribution de la taille
du plus grand amas, événement par événement [26]. La quantité v, — 1 est
égale & la largeur réduite de la distribution en taille n, (cf annexe A) [69].
Dans un processus de percolation aléatoire, v, et les moments my pour £ > 2
divergent au seuil de percolation a la limite thermodynamique. Comme on le
constate sur la figure 2.1, 'apparition d’'un amas macroscopique correspond
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a un maximum de 7, a une densité donnée. La ligne T),(p) est définie comme
le lieu des points pour lesquels v, présente un maximum. Nous montrerons
dans la section 2.2.2 que cette température marque une transition de type
percolation.

Y

12 14 16 18 20 22 24 26

F1G. 2.1 — Taille moyenne de l’amas le plus grand < Spmaz > /N (en haut) et v2 (en
bas) en fonction de la température pour différentes densités. On remarque que le pic de 7y,
correspond & un point d’inflexion de < Spqey > /N.

Notons que les effets de taille finie qui sont d’autant plus importants que
la densité est grande, sont responsables de la diminution de la valeur du
pic et de I’élargissement de la fonction ~,(T) lorsque la densité augmente?.
L’estimation de T,(p) est donc moins précise & haute densité. Nous avons
vérifié que my et mg avaient le méme comportement que ¥, en fonction de la
température, mais leur maximum est, dans les deux cas, a des températures
légerement différentes a cause de la taille finie du systeme. La figure 2.2
représente la ligne de percolation 7,(p) dans le diagramme de phase 7' — p du
fluide de Lennard-Jones. Les barres d’erreurs sur 7,(p) incluent les valeurs
des températures des maxima de my et mg. On trouvera une représentation

3Ces effets sont également visibles sur la forme de < Spqr > /N & haute densité.
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du diagramme de phase et de la ligne de percolation dans le diagramme P—T
sur la figure 2.3.

2.5
1.9 |
T
1.3 | (e
G,/
i /
0.7
0.0

F1G. 2.2 — Diagramme de phase projeté dans le plan T — p du fluide de Lennard-Jones.
Les phases solide (S), liquide (L) et gazeuse sont séparées par les courbes de coexistence
[67, 68] dessinées en tirets; la ligne de percolation des amas énergétiquement stables est
représentée en trait plein. Les distributions en taille des amas correspondant aux points
(a), (b), (c), (d) et (e) du diagramme de phase sont représentées sur la figure 2.4.

Aux imprécisions numériques pres dues au phénomene de ralentissement
critique (“critical slowing down”), la ligne de percolation part du point cri-
tique thermodynamique* (p. ~ 0.32, T, ~ 1.19). A la densité critique nous
avons trouvé T,(p = 0.32) = 1.23 + 0.08.

Les distributions en taille des amas de Hill calculées aux points (a), (b),
(¢), (d) et (e) du diagramme de phase de la figure 2.2 sont représentées
sur la figure 2.4. Nous commenterons dans la section 2.4 la forme de n, au

“Dans le cadre d’un calcul en champ moyen (équation d’état de Van der Waals) le
point critique ne coincide pas avec un point de percolation : la ligne de percolation coupe
la courbe de coexistence en p ~ 0.55p. [70, 71].
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F1G. 2.3 — Diagramme de phase projeté dans le plan P — T du fluide de Lennard-Jones.
Les phases liquide (L), gazeuse (G) et solide (S) sont séparées par les courbes de coexistence
[68] dessinées en tirets. La phase gazeuse est située en-dessous de la courbe de coexistence
liquide-gaz a trés faible pression. La ligne de percolation des amas énergétiquement stables
est représentée en trait plein. Les positions des points (a), (b), (c), (d) et (e) de la figure
2.1 sont également indiquées dans ce diagramme. On remarque que les points (e) et (d)
sont pratiqguement confondus dans cette représentation.

point (e). Au point (c), a basse densité et haute température, la distribution
en taille décroit exponentiellement. Au point (d), & haute densité et basse
température, le pic en s ~ 8000 de n, signale la présence d’'un amas percolant
dans le fluide.

Le long de la ligne de percolation, la distribution en taille reste la méme,
comme on le voit sur la figure 2.4 pour les points (a) et (b), et peut étre
ajustée par une loi de puissance (pour s > 3) :

ng ~ 8" avec 7=2.20+0.05

Cette valeur de 7 est trées proche de celle (1, = 2.18) qui caractérise la
distribution en taille des amas au seuil de percolation dans un processus de
percolation aléatoire & 3 dimensions (cf annexe A).
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Fi1G. 2.4 — Distribution en taille n, auz points (a), (b), (c), (d) et (e) du diagramme
de phase de la figure 2.2. La distribution en taille du point (a) est multipliée par 10 pour
la distinguer de celle du point (b). Remarquons que la distribution en taille du point (d)
présente un pic en s ~ 8000.

2.2.2 Détermination des exposants critiques

Pour prouver que la ligne T, (p) est bien une ligne de percolation aléatoire,
nous présentons a présent 1’évaluation des autres exposants qui caractérisent
le comportement de la distribution en taille au voisinage de la ligne.

Une premiere méthode consiste a mesurer directement les exposants : la
taille moyenne de ’amas le plus grand < Sy, /N >, my/N et mg/ms varient
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en fonction de la différence de température | 7,(p) — 7" | de la fagon suivante :

< Snaz >

SRS~ (G(p) - 1)
mo _
N Tp(p) =T| "
ms3 _1
— ~ |T —T| %
e~ ) =T

La figure 2.5 illustre une détermination directe de I’exposant 8 qui caractérise
< Spaz > /N au voisinage de la ligne de percolation. Le défaut de cette
méthode est que la valeur des exposants dépend sensiblement de I'intervalle
en température que 'on consideére et de la valeur de T),(p).

1.0

0.1

1.0

01
T,(P)-T

FIG. 2.5 — < Sz > /N en fonction de (Tp(p)—T) pour la densité p = 0.7 (T,(0.7) = 2.2
correspond au point (b) du diagramme de phase de la figure 2.2). La pente de la droite est
B=0.4+0.1.

Comme on le constate dans le tableau 2.1, les valeurs des exposants,
déterminées pour la densité p = 0.7, sont en accord avec les valeurs de la
classe d’universalité de la percolation a trois dimensions.

Une seconde méthode, moins ambigiie, permet d’estimer des rapports
entre les exposants critiques en utilisant les propriétés de loi d’échelle en
taille ("finite size scaling’). Le long de la ligne de percolation, les grandeurs
géométriques s’expriment en fonction de la taille du systéme (N le nombre
de particules) :

_B
< Spmaz > ~ N'7w
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Percolation | Ce travail

3 0.41 04+ .1

¥ 1.80 1.6+ .3
o 0.45 0.44 &+ .05
T 2.18 2.20 + .05
BJv 0.47 0.48 + .02
v/v 2.05 2.00 £ .05
1/ov 2.53 2.60 .05

TAB. 2.1 — Exposants critiques associés a la distribution en taille, en percola-
tion & trois dimensions [26], calculés au voisinage du point (b) du diagramme
de phase.

me ~ Nt

ms ., N

mo
ou v est 'exposant associé a la longueur de corrélation [26]. Ces quantités,
calculées au point (b) du diagramme de phase, sont représentées en fonction
de N sur la figure 2.6. Pour des tailles supérieures a N ~ 50, on observe le
comportement en loi de puissance attendu.

Les valeurs des rapports d’exposants sont données dans le tableau 2.1.
On constate a nouveau un bon accord avec la percolation a trois dimensions.
Les relations d’hyperscaling entre les exposants sont également bien vérifiées
[26]. Par exemple :

Y498 9064 006~d=3
v v

Sur la figure 2.6, on montre également que les fluctuations de la taille de
I’amas le plus grand varient comme Nms, vérifiant ainsi une conjecture pro-
posée par D. Stauffer [72] en 1980 :

< 82> — < Spag >~ Nmy ~ N'a

mazx

Ces résultats suggerent fortement que des amas définis par un critere
de stabilité énergétique engendrent une ligne critique de percola-
tion caractérisée par les exposants de la classe d’universalité de la
percolation aléatoire a trois dimensions. Cette prédiction est un des
principaux résultats de cette these.
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F1G. 2.6 — Comportement en loi d’échelle de < Spmaz >, Nm2, T2 et 0° =< Sy, >
— < Sz >2 en fonction de N pour le point (b) du diagramme de phase. Les droites cor-
respondent aux meilleurs ajustements dans Uintervalle 50 < N < 11664. Les fluctuations
de Spaz sont multipliées par un facteur 10 pour les distinguer de Nms.

A cause du ralentissement critique évoqué plus haut, nous n’avons pas pu
calculer précisément les exposants géométriques au point critique thermo-
dynamique. En extrapolant les résultats obtenus avec le modele de gaz sur
réseau, on s’attend néanmoins a ce que les exposants géométriques aient en ce
point (et seulement en ce point) les valeurs des exposants qui correspondent
a la classe d’universalité du modele d’Ising.

2.2.3 Conservation de I’énergie le long de la ligne de
percolation

Nous avons constaté que le long de la ligne de percolation, I’énergie to-
tale du systeme était pratiquement constante. On retrouve ainsi la méme
propriété que dans le cas du gaz sur réseau avec les amas de Coniglio-Klein.
Afin d’estimer cette conservation de I’énergie, nous avons représenté sur la
figure 2.7 I’énergie en différents points de la ligne et les variations d’énergie en
fonction de la température pour une densité donnée : pour une méme varia-
tion de température, les variations d’énergie le long de la ligne de percolation
sont 20 fois plus faibles que sur une isochore. Remarquons que la conservation
de I’énergie implique que la ligne de percolation présente une pente nulle au
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point critique thermodynamique dans le diagramme 7" — p. En effet, ’énergie
étant constante, dE' = %—dep + g—?dT = 0, or la chaleur spécifique C, = g—?

diverge au point critique ce qui implique que d7' est nulle.

O |
] 0.40
1 p=0.35
—-0.5
Z |
]
1 o4
—154 0.60 0.80
{050 070
T T I T T ‘ T ‘ T
1.5 2 2.5

F1G. 2.7 — Energie du systéme (par particule) le long de la ligne critique de percolation
en fonction de la température. Les lignes correspondent auz isochores p = cte et les cercles
noirs avec les doubles barres d’erreur sont des points de la ligne de percolation.

Nous montrerons au chapitre suivant (cf section 3.3.4) que cette conser-
vation de ’énergie du systeme, dont l'origine n’est pas comprise, résulte de
la compensation de deux termes associés aux énergies des amas.

2.3 Comparaison avec les amas globalement
stables

L’existence et la localisation de la ligne de percolation ont été déterminées
en définissant les amas a 1’aide du critere de stabilité local de Hill. Pour
vérifier que ces résultats ne dépendent pas de la définition particuliere des
amas énergétiquement stables, nous avons comparé les distributions en taille
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des amas de Hill a celles des amas globalement stables présentés dans le
chapitre 1.

Rappelons que les algorithmes d’optimisation de “recuit simulé” (SA)
et “Binary Fusion method” (BFM) cherchent la partition en amas dont la
somme des énergies internes des amas est minimale en valeur algébrique. Le
principal inconvénient de ces méthodes est le temps de calcul qui augmente
quadratiquement avec le nombre de particules, alors que le temps de calcul de
notre algorithme de reconnaissance d’amas de Hill ne varie que linéairement
avec N. Par exemple, pour le systeme de N = 1000 particules que nous avons
considéré, notre algorithme est 300 fois plus rapide que I'algorithme de recuit
simulé.

Les distributions en taille des amas de Hill, BEFM et SA sont représentées
sur la figure 2.8 pour un systeme de N = 1000 particules a la densité p = 0.5
pour trois températures différentes obtenues par des calculs de Dynamique
Moléculaire. Pour des températures supérieures ou égales a celles de la ligne
de percolation (7" = 2.8 et 1.8 sur la figure 2.8), les distributions en taille
correspondant aux trois définitions d’amas sont parfaitement équivalentes.
Ce n’est plus le cas dans la région percolante (7' = 1.5).

En conclusion, en dehors de la région percolante, les résultats présentés
jusqu’ici concernant l'existence et la localisation de la ligne de percolation
des amas énergétiquement stables sont indépendants du critere de stabilité
choisi pour définir les amas.
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F1G. 2.8 — Distributions en taille des amas de Hill (en trait plein), BFM (en tirets) et
SA (en pointillés) pour N = 1000, p = 0.5 a trois températures différentes.
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2.4 Distribution en taille des amas stables sur
la courbe de coexistence liquide-gaz

Pour des densités p < p. ou des températures T < T, nous n’avons pas ob-
servé de comportement critique de percolation. Les distributions en taille n;
décroissent plus rapidement que s~%2 et ne sont clairement pas en loi de puis-
sance. Par contre, un amas macroscopique apparait lorsque ’on passe sous
la courbe de coexistence de phase liquide-gaz. La figure 2.4 représente deux
distributions en taille d’amas calculées autour du point (e) du diagramme de
phase (cf figure 2.2) a la densité p = 0.1 : la premiere calculée a 7" = 1.10 est
décroissante et la seconde & 1" = 1.05 présente une bosse pour s ~ 200. Ce
changement radical de ng, pour une tres faible variation de la température
coincide parfaitement avec le passage de la courbe de coexistence déterminée
par N. Wilding [67]. Ce résultat renforce 'idée que les amas énergétiquement
stables sont des amas physiques. Ce signal géométrique clair, donné par la
distribution en taille des amas stables, peut étre utilisé comme une méthode
simple et précise pour déterminer la courbe de coexistence pour p < p.. Il
faut d’ailleurs remarquer que les amas géométriques (définis par un critére de
proximité) ne présentent pas un tel signal le long de la courbe de coexistence®.

Nous insistons sur le fait que la ligne de coexistence liquide-gaz n’est pas
une ligne critique de percolation. Au point de condensation, il y a bien forma-
tion d’'un amas macroscopique, mais il n’est pas percolant et la distribution

en taille des amas n’est pas en loi de puissance®.

2.5 Autres lignes dans la phase supercritique

Des travaux théoriques, parfois confirmés par une mise en evidence expé-
rimentale, ont défini d’autres lignes dans la phase supercritique d’un fluide.
Nous en donnons ici quelques exemples.

e Lignes de percolation des amas géométriques

Dans la section 1.3 du premier chapitre, nous avons défini des amas géomé-
triques dans un fluide continu de la fagon suivante : deux particules sont liées
si la distance qui les sépare est inférieure a une distance de coupure b. Ces
amas donnent également lieu & une ligne critique de percolation [73, 74, 75],
mais sa localisation dans le diagramme de phase est tres sensible au choix
de la valeur de b, comme on peut le voir sur la figure 2.9 extraite de la

5Sauf 3 tres faible densité ou ces amas deviennent identiques aux amas stables.
6La taille moyenne de ’amas le plus grand est < Spar >~ 250 au point (e) du dia-
gramme de phase et < Spq, >~ 2000 aux points (a) et (b).
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référence [74]. Ces lignes de percolation sont pratiquement indépendantes de
la température ”.

F1G. 2.9 — Lignes de percolation des amas géométriques représentées dans le diagramme
de phase T — p d’un fluide de Lennard-Jones. Chaque ligne est annotée par la valeur de
la distance de coupure b correspondante. Les points noirs correspondent d des systémes de
taille N = 108 et les points cerclés ¢ un systéme de taille N = 500 [74].

D’apres les théoréemes de Lee et Yang [5], la fonction de partition d’un
fluide ne présente pas de singularités dans la phase supercritique. Il est
néanmoins possible de définir des lignes le long desquelles des grandeurs
thermodynamiques changent de comportement en restant analytiques. Nous
présentons dans la suite deux exemples de ces lignes qui n’ont a priori rien a
voir avec une description géométrique du fluide.

e Ligne de Fisher-Widom

Dans le cas d’'un potentiel a courte portée, la forme asymptotique de la
fonction de corrélation & deux points g(r) présente deux types de comporte-
ments pour les grandes valeurs de r dans la phase supercritique : dans une
région a basse densité, g(r) décroit exponentiellement comme dans un gaz,
et dans une région a haute densité, la décroissance de g(r) présente des os-
cillations amorties comme dans un liquide. Le lieu des points du diagramme
de phase qui marque la transition entre ces deux régions est appelé “ligne

"On retrouve le comportement des lignes de percolation des amas d’Ising évoquées a la
section 1.3 du chapitre 1.
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de Fisher-Widom” [76, 77, 78]. Ce changement de comportement de g(r) n’a
jamais été observé expérimentalement. Comme on le voit sur la figure 2.10
extraite de la référence [77], la ligne de Fisher-Widom semble proche® d’une
ligne de percolation des amas géométriques pour une certaine valeur de b.

F1G. 2.10 — Ligne de Fisher-Widom représentée dans le diagramme de phase T — p d’un
fluide de Lennard-Jones [77].

e Ligne du maximum de la compressibilité

La compressibilité d’un fluide ne diverge qu’au point critique thermodyna-
mique mais présente un maximum le long d’une ligne ® que ’on peut observer
expérimentalement en mesurant la vitesse d’ultrasons dans I’argon [80] ou par
diffusion de rayons X [81, 82]. Cette ligne se termine & une température de
I’ordre de 1.27,, au-dessus de laquelle la compressibilité ne présente plus de
maximum.

La figure 2.11 représente cette ligne déterminée analytiquement a 1’aide
de I’équation d’état de Van der Waals.

8 A notre connaissance cette remarque n’a jamais été signalée auparavant.
911 existe également une ligne qui décrit le maximum de la chaleur spécifique & volume
constant dans la phase supercritique [79].
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Fic. 2.11 — Ligne du mazimum de la
compressibilité dans le diagramme de phase 12|
T — p déterminée analytiquement o [laide
de léquation d’état de Van der Waals. La
température et la densité sont divisées par

. . TITC
leurs valeurs au point critique.

10 | . X

0.8
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2.6 Applications aux systemes de petites tailles

Jusqu’a présent, nous nous sommes intéressés a des systemes de grandes
tailles afin d’en déduire les propriétés morphologiques du fluide a la limite
thermodynamique. Nous avons montré que :

1. Des amas stables existent dans la phase supercritique des fluides simples.

2. Une ligne critique de percolation qui part du point critique thermody-
namique sépare la phase supercritique en deux régions.

3. Au passage de la courbe de coexistence liquide-gaz (pour p < p.),
la distribution en taille des amas change radicalement de forme sans
présenter de comportement critique de percolation (ie, ns est différente
d’une loi de puissance).

4. La ligne critique de percolation est (pratiquement) iso-énergétique.

Dans I'introduction de cette these, nous avons évoqué la possibilité d’établir
une correspondance entre les propriétés thermodynamiques et la descrip-
tion en termes d’amas stables d’un petit systéeme. Nous allons voir a présent
ce que deviennent les quatre propriétés énoncées plus haut dans le cas des
systémes de petites tailles!?. Deux expériences de fragmentation d’agrégats
et de noyaux atomiques seront analysées au chapitre 4.

Nous avons effectué des calculs de Dynamique Moléculaire avec un systeme
de N = 125 particules confinées dans une boite cubique dont les parois sont
parfaitement réfléchissantes. Dans les petits systemes il n’y a plus a pro-
prement parler de diagramme de phase. Nous continuerons néanmoins a em-
ployer ce terme en précisant comment nous avons défini la “courbe de coexis-

10Une partie de ce travail réalisé en collaboration avec X. Campi et H. Krivine va paraitre
dans la référence [83].
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tence” : elle a été localisée, pour des densités inférieures a p = 0.3, a l'aide
de la chaleur spécifique & volume constant (0E/0T),, avec une précision
de l'ordre de 10%. Des résultats trés proches ont été obtenus en utilisant
la méthode de Lebowitz-Percus-Verlet [84] qui permet de calculer la cha-
leur spécifique dans ’ensemble microcanonique a partir des fluctuations de
I’énergie cinétique des particules. Le diagramme de phase de ce systeme est
représenté sur la figure 2.12. La courbe de coexistence a été prolongée, pour
les densités supérieures a p = 0.3, en s’inspirant de la courbe obtenue dans
le grand systéme [67] représentée sur la figure 2.2. Le “point critique” est
situé en p. = 0.35 £ 0.05 et T, = 1.10 & 0.05. Cette baisse de la température
critique par rapport a celle du grand systéme (7, ~ 1.20) est due aux effets
de surface.

06 I I I I I I I 06 I I I I I I I
0 0.1 02 03 04 05 06 _07 08 0 01 02 03 04 05 06 07 0.8

F1G. 2.12 — Diagramme de phase T —p d’'un  FI1G. 2.13 — Diagramme de phase et courbes
fluide de Lennard-Jones de N = 125 particules  de niveauz de v —1 dont quelques valeurs sont
confinées dans une boite. La courbe de coeris-  indiquées (voir texte).

tence est représentée par les points. Les lignes

1s0-énergétiques sont annotées par la valeur de

Vénergie par particule E/N.

Comme dans le cas des grands systémes, des amas définis par un criteére
de stabilité énergétique sont présents dans la phase supercritique (point 1).
Les courbes de niveaux de 7, — 1 (ie la largeur réduite de la distribution en
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taille sans la contribution de S,.,) sont représentées dans le diagramme de
phase 7" — p sur la figure 2.13. Une ligne, ou plus exactement une “bande”,
sur laquelle v, présente un maximum, sépare la phase supercritique en deux
régions et passe par le point critique (point 2). Mais alors que dans un grand
systéme, le comportement critique (de percolation) disparait pour p < p.
et T' < T, l'intensité maximale de 5 diminue progressivement le long de
la courbe de coexistence liquide-gaz. Dans cette région du diagramme de
phase, la forme exponentielle de la distribution en taille (voir n, au point
(e), figure 2.4) peut étre confondue avec une loi de puissance a cause de la
faible gamme en taille des amas, comme on peut le constater sur la figure
2.14. 1l est pourtant incorrect d’interpréter cette distribution en taille comme
un signal d’un comportement critique de percolation.

— T=0.91
10" | -——- T=0.97

Il
100

F1G. 2.14 — Distributions en taille n, au voisinage de la courbe de coexistence en p = 0.1
pour un systéme de N = 125 particules.

La figure 2.14 représente deux distributions en taille d’amas a la densité
p = 0.1 pour des températures situées de part et d’autre de la courbe de co-
existence. Comme dans le cas des grands systemes, la forme de la distribution
en taille change brusquement, pour une faible variation de la température,
lorsque le systéme pénetre dans la région biphasique (point 3).

En comparant les figures 2.12 et 2.13, on constate que dans la phase
supercritique, les lignes iso-énergétiques correspondent a une valeur donnée
de 9. Nous avons vérifié qu’il en était de méme pour les trois premiers
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moments de n,. La ligne de percolation est donc bien iso-énergétique (point
4). D’apres la figure 2.15, les distributions en taille le long de la ligne de
percolation (maximum de 7y, et iso-énergétique critique) sont pratiquement
identiques et peuvent étre ajustées par une loi de puissance (7 = 2.4 £+ 0.1)
malgré les effets de taille finie responsables de la bosse observée en s =~
50. A cause de ces mémes effets, la distribution en taille au point critique
thermodynamique est la méme que sur la ligne de percolation. Par contre,
en-dessous de la courbe de coexistence, la forme de n, change le long d’une
ligne iso-énergétique (cf figure 2.15).

Cette valeur de I’exposant 7 est trés proche de celle obtenue en percolation
dans une approche de champ moyen (7 = 2.5). En effet, lorsque la taille du
systeme est de ’ordre de la portée de I’'interaction, chaque particule peut étre
liée directement a toutes les autres. En utilisant un potentiel de Lennard-
Jones modifié, dont le terme attractif tend plus rapidement vers 0 que 1/7°,
la portée du potentiel diminue et 1’on retrouve un exposant d’environ 2.2
pour cette méme taille de systeme.

En conclusion, le lieu des points de la phase supercritique qui ont
une méme distribution en taille est une ligne iso-énergétique. Cela
signifie que la seule connaissance de la distribution en taille ne permet pas
de déterminer la température et la densité du systéme (la réciproque est
néanmoins vraie).
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§ —— p=0.80T=1.55
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F1G. 2.15 — Distributions en taille n, le long de la ligne iso-énergétique critique (E./N ~
—0.6) qui est également le lieu des points du mazimum de 2, pour un systéeme de N = 125
particules. De haut en bas, les trois premiéres courbes (en trait plein) correspondent a des
points de la ligne de percolation, la quatriéme (en pointillés) est évaluée au point critique
thermodynamique et la cinquiéme (en tirets) est la distribution en taille d’un point situé
sous la courbe de coexistence a la méme énergie. Les cing courbes sont multipliées par des
valeurs différentes pour les distinguer les unes des autres.






Chapitre 3

Propriétés des amas stables

3.1 Introduction

Dans le chapitre 2, nous avons montré que, sur la courbe de condensation,
il existe une correspondance entre les changements des grandeurs thermody-
namiques et la forme des distributions en taille des amas énergétiquement
stables (apparition d’un amas macroscopique sur la courbe de coexistence
liquide-gaz pour p < p. et distribution en loi de puissance au point critique
thermodynamique). Ceci suggere fortement que ces amas sont des objets
physiques qui pourraient étre observés expérimentalement, notamment au
voisinage de la ligne de percolation qui part du point critique thermodyna-
mique. Il est donc intéressant d’en préciser les caractéristiques.

Dans ce chapitre nous présentons une étude des propriétés des amas de
Hill dans la phase supercritique et en particulier au voisinage de la ligne
de percolation. Dans une premiere partie, la morphologie des amas sera
étudiée a ’aide de leur rayon de giration. Nous examinerons ensuite les pro-
priétés énergétiques des amas et montrerons dans quelle mesure ils vérifient
les criteres de stabilité énergétique énoncés au chapitre 1. Une derniére partie
sera consacrée a une évaluation de la durée de vie moyenne des amas dans le
fluide et lorsqu’ils sont isolés dans le vide.

Les résultats présentés dans les deux premieres parties de ce chapitre ont
été obtenus par des calculs de Dynamique Moléculaire pour un systeme de
N = 10648 particules sans conditions aux limites périodiques '. Les différents
parametres de ces simulations sont décrits dans I’annexe F.

lPar conséquent, le diagramme de phase et la localisation de la ligne de percolation
sont 1égerement différents de ceux déterminés dans le chapitre 2.

65
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3.2 Morphologie des amas

La définition de la surface d’un amas dans un espace continu est ambigiie.
Pour extraire une information sur la forme des amas, nous allons utiliser le
rayon de giration d’un amas de taille s défini par [26] :

1571 K]

By = 522 s(sii 1)

i=1 j=i

ou r;; est la distance entre deux particules ¢ et j de 'amas. La distance
moyenne au carré entre deux particules d'un amas de taille s est donc
< 4R? >. La variation du rayon de giration moyen en fonction de s permet
de caractérisler la compacité des amas. En effet, pour s suffisamment grand,

< Ry >~ sP7, ou Dy est la dimension fractale des amas et la moyenne est
prise sur tous les amas de taille s. Dans le cas d’objets compacts, Dy est
égale & la dimension de I’espace (D; = 3).

p=0.7 T=2.8 p=0.7 T=1.6

10 |

1 10 100 1000 1 10 100 1000 1 10 100 1000

S S S

F1G. 3.1 — Rayon de giration moyen (en unité o) des amas en fonction de s pour des
points situés au-dessus (4 gauche), sur (auw milieu) et en-dessous (& droite) de la ligne
de percolation. Sur la figure du milieu, le rayon de giration en p = 0.5 et T = 1.6 a été
multiplié par 0.66. Les dimensions fractales évaluées a partir des pentes de ces trois courbes
sont respectivement Dy = 2.4 £0.1, 2.55 £ 0.05, 3.0+ 0.1.
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Comme on le constate sur la figure 3.1, la dimension fractale des amas
dépend de la région du diagramme de phase que ’on considere :

— le long de la ligne de percolation (figure du milieu pour p = 0.5 et

p = 0.7), le rayon de giration des amas de taille s est invariant. L’ajus-
tement de < R, > donne une dimension fractale Dy = 2.55 £ .05
compatible avec la valeur que ’on peut déduire de I'exposant 7 ~ 2.2
par Dy = d/(t — 1) = 2.5 [26]. Nous vérifions ainsi que le long de la
ligne de percolation la structure interne des amas de Hill est conservée.
Le voisinage de la ligne de percolation est caractérisé par la présence
d’amas de toutes tailles, la valeur de Dy peut donc y étre donnée avec
précision. En dehors de cette région, il n’y a que des amas de petites
tailles (et éventuellement un amas percolant), I’évaluation de la dimen-
sion fractale, si elle existe, est donc difficile.

— Dans la région non percolante, il faut distinguer les cas selon la valeur
de la température. A haute température, la dimension fractale des amas
est inférieure & 2.5 (cf figure de gauche)?. Par contre, & température et
densité suffisamment basses, les amas sont compacts comme I’indique la
dimension fractale Dy = 3 évaluée par ailleurs en p = 0.05 et 7' = 1.1.

— Dans la région percolante, les amas de tailles finies (10 < s < 500) sont
également compacts (cf figure de droite)>.

La longueur moyenne des liens de Hill donnent également une information
sur la structure des amas. Nous montrons sur la figure 3.2 que la distribution
de la longueur des liens change peu selon le point du diagramme de phase et
présente un maximum en r ~ 1.12 correspondant au minimum du potentiel
de Lennard-Jones (¢f équation (2.1)). Ainsi, la structure des amas de petites
tailles (s < 10) dépend peu de la densité et de la température, le rayon
de giration met également en évidence cette propriété des petits amas (voir
figure 3.1). Notons qu’a cause de la courte portée du potentiel, la probabilité
qu’un lien soit plus long que 2.50 est négligeable .

Les formes fractales des amas de Hill au voisinage de la ligne de per-
colation ne semblent a priori pas compatibles avec I'idée de stabilité. On
imagine en effet plus volontiers un amas stable comme un ensemble compact
de particules. Nous allons discuter ce point dans la suite de ce chapitre.

2Rappelons que, dans un processus de percolation sur réseau, en-dessous du seuil de
percolation la dimension fractale des amas vaut 2.

30n note sur les figures du milieu et de droite (cf figure 3.1) que le rayon de giration
de 'amas percolant est limité par la taille du systeme.

4Ceci justifie a posteriori le choix de la distance de coupure du potentiel en r = 30 que
nous avons utilisée dans nos simulations (cf annexe F).
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F1G. 3.2 — Distribution de la longueur r;; (en unité o) des liens de Hill en trois points
du diagramme de phase.

3.3 Stabilité énergétique des amas

Les amas de Hill étant définis par un critere énergétique local, c’est-a-dire
lien par lien, il convient de mettre a I’épreuve leur stabilité énergétique globale
a un instant donné. Pour commencer, nous introduirons une température ef-
fective interne des amas et montrerons que les amas de grandes tailles se com-
portent comme des gouttelettes de liquide. Ensuite, nous nous intéresserons
a leur énergie interne et a leur stabilité par émission de particules.

3.3.1 Températures effectives

La construction des amas de Hill revient a regrouper des particules dont
les positions et les vitesses sont relativement proches. Par rapport a des amas
géométriques définis comme des ensembles de particules proches dans I'espace
de configuration, les particules des amas énergétiquement stables sont donc
sélectionnées en plus par leur vitesse. Les vitesses des particules du fluide
ont une distribution maxwellienne, mais la sélection sur les vitesses modifie
les distributions des vitesses des particules appartenant a un méme amas.
Ainsi, un monomere de Hill est une particule dont la vitesse est beaucoup
plus grande que celle de ses voisines.

La vitesse ¥; calculée dans le référentiel du laboratoire de chaque particule
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1 d’'un amas Cy se décompose de la fagon suivante :
7 =T+ Vg, (3.1)

ou ‘7(;3 est la vitesse du centre de masse de I'amas C; et ¥ la vitesse de
la particule ¢ calculée dans le référentiel du centre de masse de ’amas Cj.
La distribution P(v}) de la projection v} selon I'axe Oz des vitesses des
particules appartenant a des amas de tailles données est représentée sur la
figure 3.3, a la densité p = 0.5 et a la température 7' = 1.6.

0.12

0.08

0.04

F1G. 3.3 — Distribution des vitesses P(v:) en p = 0.5 et T = 1.6 pour différentes tailles
d’amas. La distribution gaussienne des vitesses des particules du fluide ¢ T = 1.6 est
représentée a titre de comparaison (les échelles sont différentes sur les figures de gauche
et de droite). La distribution gaussienne a la température effective T* = 0.88 est également
représentée sur la figure de droite.

Les distributions des vitesses des amas de petites tailles (s = 2,3 et 10),
ne peuvent pas étre ajustées par une distribution gaussienne et changent
brusquement avec la taille des amas. Par contre, lorsque la taille des amas
augmente et dépasse s ~ 50, les distributions tendent vers la méme gaus-
sienne caractérisée par une “température” de (.88 en ce point du diagramme
de phase. Bien que l'observation d’une distribution de Maxwell-Boltzman
n’implique pas pour autant ’équilibre thermodynamique d’un systéeme, nous

0.06

0.04

0.02
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allons introduire deux températures effectives associées aux amas pour fa-
ciliter une discussion qualitative des propriétés du fluide en tant que gaz
d’amas.

Pour cela, décomposons 1’énergie cinétique Ké?sb d’'un amas C; calculée
dans le référentiel du laboratoire a l'aide de I’équation (3.1). On obtient
facilement :

1 1
Kgh = 5sVé+5 X o
iECszl
= K+,

ou Kg" et K¢ sont respectivement ’énergie cinétique du centre de masse et
I’énergie cinétique interne de ’amas Cs. Le mouvement d’un amas de taille
s est décrit par 3s degrés de liberté : 3 degrés de liberté sont associés au
mouvement de translation du centre de masse et 3(s — 1) aux mouvements
internes. On peut donc définir une température effective interne 7*(s) et une
température effective T7°™(s) des centres de masse des amas de taille s de la
facon suivante :

T'(s) = ——— <K;
&) = 3o <He

cm _ 2 cm
TM(s) = 3 < K¢ >
ou les valeurs moyennes sont prises sur tous les amas de taille s. Les deux
températures effectives T*(s) et T“™(s) sont représentées sur la figure 3.4
en fonction de la taille des amas en p = 0.50 et T = 1.6. L’allure de ces
courbes est en fait assez générale et varie peu selon le point du diagramme
de phase que 'on considére®. Les fluctuations de 7™ (s) sont dues au manque
de statistique car pour une taille donnée, il y a ns contributions a 7°"(s) alors
qu’il y en a sng pour T*(s).
D’apres la figure 3.4, on a quelque soit s :

T (s) <T < T(s)

Puisque T°"(s) caractérise le mouvement de translation des amas de taille s
et T*(s) leurs mouvements internes, cette inégalité suggere que le fluide peut
étre considéré comme un gaz “chaud” d’amas “froids”®.

5Le choix de ce point particulier du diagramme de phase est simplement motivé par la
présence d’amas de toutes tailles.

60n peut également définir une température effective T du gaz d’amas associée aux
mouvements des centres de masse des mo amas par %mokT’ = > ,nsKg"(s). Cette
température est trés proche de la température 7" (s = 1) des monomeres qui forment
une fraction importante des amas.
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FiG. 3.4 — Températures effectives T*(s) et T°™(s) en fonction de la taille des amas
(1 <5<300)en p=0.50 et T = 1.6. La température du systéme est indiquée a titre de
comparaison.

Comme nous I’avons remarqué en étudiant la forme des distributions des
vitesses des particules en fonction de la taille des amas, la température interne
T*(s) devient pratiquement indépendante de la taille & partir de s = 50
environ et tend vers une valeur limite 7" = 0.88. Non seulement cette taille
de saturation est peu sensible a la densité et a la température comme on
le voit sur la figure 3.5, mais elle est également indépendante de la taille
N du systeme comme nous le montrerons plus loin. Cette saturation de la
température interne des amas est donc une propriété intrinseque aux amas
de Hill.

D’apres la figure 3.5, la valeur limite de la température interne pour
s >> 1 ne dépend pratiquement pas de la température du fluide a une densité
donnée (figure de gauche) et augmente peu avec la densité passant de 0.7 en
p=0.05,a 1.1 en p=0.80 (figure de droite). La forme de T*(s) en fonction
de s, ainsi que la valeur de la température limite inférieure a la température
critique T, ~ 1.2 quelque soit la densité, montrent finalement que les petits
amas ressemblent a des cristaux alors que les grands se comportent comme
des gouttelettes de liquide.

Le nombre moyen de liens de Hill par particule dans un amas présente le
méme comportement que 7*(s) en fonction de s pour un systéeme de N =
1000 particules (cf figure 3.6). On constate que la taille de saturation est la
méme que celle de T*(s) et qu’elle ne dépend pas de la taille N du systéme
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F1G. 3.5 — T*(s) en fonction de s. A gauche, a la densité p = 0.7 pour trois températures
différentes ; a droite, pour trois densités (et températures) différentes. Remarquons que les
deuz points auz densités p = 0.5 et p = 0.8 sont sur la ligne de percolation.

Niiens(8)>/5

1.0 |

p=0.5 T=1.6, pour N=1000

10
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Fi1G. 3.6 — Nombre moyen de liens par particule dans un amas en fonction de s pour
p=0.50 et T ~ 1.6 pour un systéme de N = 1000 particules (ce point du diagramme de
phase est sur la ligne de percolation). On remarque que la taille de saturation (s ~ 50) est

la méme que dans le cas de N = 10648 particules.

comme nous l’avions indiqué plus haut. La valeur limite du nombre moyen
de liens par particule vaut environ 1.2 en ce point du diagramme de phase
ce qui renforce I'idée de la nature fractale des amas.

Remarquons que les températures internes des amas géométriques (définis
par un critére de proximité dans l’espace de configuration) et probabilistes
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(définis par création de liens avec une probabilité donnée) sont égales & la
température du fluide puisque ces amas ne sont pas contruits a 1’aide des
vitesses des particules.

3.3.2 Energie interne

Nous allons montrer a présent comment les amas de Hill vérifient les
criteres de stabilité introduits a la section 1.4.1 du premier chapitre. Le critere
de stabilité absolue n’est pas applicable en pratique, mais le signe de 1’énergie
interne des amas donne une condition nécessaire a la stabilité des amas.
L’énergie interne Ug, d’un amas C; de taille s est égale a la somme de ’énergie
cinétique interne K¢, et de 'énergie potentielle interne Epc,.

Le cas des dimeres est évident” : Ug, < 0. Les dimeéres sont effectivement
construits pour vérifier exactement ce critere de stabilité.

Dans le cas s > 2, le critere de Hill ne donne une information que sur les
couples de particules connectées par un lien, mais des couples de particules
qui ne sont pas reliées directement interagissent et contribuent a I’énergie po-
tentielle interne de ’amas. Sur la figure 3.7, la contribution des deux termes
de I’énergie interne moyenne est donnée en fonction de la taille des amas au
point p = 0.5 et 7' = 1.6. L’énergie cinétique des amas de petites tailles aug-
mente plus rapidement que leur énergie potentielle ne diminue. Il en résulte
un maximum de I’énergie interne autour de s = 20.

Les énergies internes moyennes des amas en fonction de leur taille sont
reproduites sur la figure 3.8 pour différents points du diagramme de phase. A
basse densité et basse température, I’énergie interne des amas par particule
est une fonction décroissante et négative de la taille des amas (cf figure de
droite). Lorsque la température et/ou la densité augmentent,
< Ug, > /s présente un maximum pour une taille d’amas autour de s = 20.
Si la densité ou la température dépasse une certaine valeur, I’énergie interne
des amas de taille intermédiaire devient positive. Ces amas sont donc in-
stables; c’est par exemple le cas pour 7" > 2 a la densité p = 0.7 (cf figure
de gauche). L’ensemble des amas de Hill est donc susceptible d’exister qu’en-
dessous d’une température limite qui diminue avec la densité. Par exemple,
le long de la ligne de percolation, pour p < 0.6 (7" = 1.8), U,, est négative
pour toutes les tailles d’amas.

Nous avons vérifié par ailleurs que les amas géométriques et probabilistes
ont une énergie interne moyenne qui est positive quelque soit leur taille ou le

"Les deux particules i et j qui constituent un dimeére vérifient le critére de Hill : i(f;’i -
¥;)* < —u(r;;). Les énergies cinétiques calculées dans le centre de masse sont égales

et valent : K; = K7 = §(7 — 7;)?. On en déduit le signe de I'énergie interne Ug, =
Kz* + K; -I-u(r,-j) S 0.
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F1G. 3.7 — Energie interne < Ug, > /s, énergie cinétique interne < K¢ > /s et énergie
potentielle interne < Epc, > [s des amas en fonction de s en p=0.50 et T = 1.6.
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F1G. 3.8 — Energie interne < Uc, > /s en fonction de s. A gauche, a la densité p =
0.7 pour trois températures différentes; a droite, pour trois densités (et températures)
différentes. Remarquons que les deux points aux densités p = 0.50 et p = 0.60 sont sur la
ligne de percolation.

point du diagramme de phase de la région supercritique que 1’on considere.

3.3.3 Stabilité par émission de monomeres

Nous avons vu que les amas de Hill étaient “plus froids” que le fluide et
qu’a des températures suffisamment basses, leur énergie interne était négative,
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mais cette condition n’implique pas la stabilité par émission de monomeres.
Une particule appartenant a un amas d’énergie interne négative peut en effet
avoir suffisamment d’énergie pour quitter cet amas. Nous rappelons qu'un
amas C; de taille s est stable par émission de monomeres si 1’énergie de
libération ¢; de toute particule ¢ € Cy est négative. Soit :

" =K+ Y ulry) <0
JECsetji
ou K est I’énergie cinétique de la particule 7 calculée dans le centre de masse
de I'amas C.

Voyons a présent dans quelle mesure les amas de Hill sont stables par
émission de monomeres. Par construction les dimeres vérifient ce critere de
stabilité 8.

Les amas de tailles supérieures a 2 ne sont, eux, pas nécessairement stables
par émission de monomeres. Le pourcentage de particules du fluide dont
I’énergie de libération ¢; est positive augmente avec la température et la
densité du fluide passant de 0.9% en p=0.05et T =1.1, 4 9.5% en p = 0.7
et 17" = 2.1. Toutefois, une grande partie des particules sont des monomeres
(qui vérifient ce critere de stabilité par définition), il est donc plus pertinent
d’exprimer ce pourcentage en fonction de la taille des amas.

05
«T=2.8 | — p=0.60 (T=1.8)
04 - aT=21 [ = e p=0.05 (T=1.1)
’ «T=16 |
03 | -
P(e>0)
02t -
01t -
- ﬁ \
00 | | ol Lo | T | |
1 10 100 1000 1 10 100 1000 10000
s s

F1G. 3.9 — Pourcentage de particules dont l’énergie de libération est positive en fonction
de la taille des amas pour les mémes points du diagramme de phase que ceux de la fig. 3.8.

La forme des courbes donnant le pourcentage de particules dont I’énergie
de libération est positive en fonction de la taille des amas (cf figure 3.9),

8En effet, pour toute particule i appartenant & un dimere : €;(s = 2) = £(7; — 7;)? +
u(rz-j) < —u(gﬁ) < 0.
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rappelle pour s > 10 celle de I’énergie interne par particule (cf figure 3.8).
Ainsi, un amas qui a plus de 22% environ de particules dont la vitesse de
libération est positive se réduit sous forme de ses constituants élémentaires.
D’apres la partie droite de la figure 3.9), les amas de taille s ~ 20, qui
sont les moins stables, émettent environ 2 particules a basse densité et basse
température (le point a la densité p = 0.05) et 4 sur la ligne de percolation
(les points aux densités p = 0.5 et 0.6).

En résumé, les amas de Hill, bien que construits lien par lien avec un
critere de stabilité énergétique locale, vérifient les criteres de stabilité glo-
bale a suffisamment basse température et notamment le long de la ligne de
percolation pour des températures inférieures a 1.8 environ.

3.3.4 Bilan d’énergie le long de la ligne de percolation

Pour terminer cette partie consacrée aux propriétés énergétiques des amas
de Hill, nous allons revenir sur la conservation de 1’énergie, le long de la ligne
de percolation, que nous avons évoquée au chapitre 2.

L’énergie totale £ du systéme constitué d’une partition d’amas s’écrit? :

c,c’

oll ) est une somme sur tous les amas du systéme, N¢, Ug et Vi sont
respectivement le nombre de particules, ’énergie interne et la vitesse du
centre de masse de 'amas C. L’énergie d’interaction entre deux amas C' et

C' est :
V;nt C C z z T’L]

'LEC ]EC

Sur la figure 3.10, les trois termes de I’équation (3.2) sont représentés en
fonction de la température pour différents points de la ligne de percolation.

Le long de la ligne de percolation, I’énergie interne des amas varie tres peu
alors que ’énergie cinétique des centres de masse des amas compense 1’énergie
d’interaction entre amas. L’origine de cette invariance n’est pas comprise.

Dans le premier chapitre, nous avons présenté des définitions d’amas
basées sur le formalisme du gaz parfait d’amas. Nous allons voir a présent
quelle est I'importance de I’énergie d’interaction entre les amas de Hill.
L’énergie potentielle totale Ep du systeme peut se décomposer en un terme
d’énergie potentielle interne et un terme d’énergie d’interaction :

Ep=>Y_ > wulry)+ Y Viu(C,C")

C i<jeC c,c'
9Cette expression est valable quelque soit la définition des amas choisie.
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F1G. 3.10 — Energies (par particule) le long de la ligne de percolation en fonction de la
température : énergie totale du systéme E/N (+), énergie interne des amas (x ), énergie
cinétique des centres de masse des amas (®) et énergie d’interaction entre amas (O).

0

F1G. 3.11 — Energies potentielles (par particule) le long de la ligne de percolation en
fonction de la température : I’énergie potentielle totale du systéme (+ ), ’énergie potentielle
interne des amas (X ), et Uénergie potentielle d’interaction entre amas (O).

Comme on le constate sur la figure 3.11, ’énergie potentielle interne est
pratiquement conservée le long de la ligne de percolation. Ce résultat était
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prévisible puisque 1’étude du rayon de giration nous a montré que la struc-
ture des amas restait inchangée sur la ligne de percolation. La contribution
des interactions a I’énergie potentielle totale varie de 70% a 80% lorsque la
température passe de T’ = 1.35 (p = 0.35) a T' = 2.25 (p = 0.8). Nous avons
trouvé par ailleurs le méme poids relatif des interactions sur la courbe de
coexistence liquide-gaz de p = 0.05 a p = 0.3. Finalement, les figures 3.10 et
3.11 montrent que ’énergie d’interaction entre les amas est élevée par rap-
port aux autres énergies qui caractérisent le systeme. Méme a faible densité
(p = 0.05) les amas de Hill ne peuvent pas étre considérés comme un gaz
parfait d’amas.

Il nous semble intéressant de signaler que les distributions en taille des
amas de Hill peuvent étre ajustées par une fonction de s qui a la méme forme
que celle proposée par M.E. Fisher (cf chapitre 1). Il n’y a, par contre, aucune
raison pour que l'énergie libre des amas soit liée a la distribution en taille par
—BF; = Inng; — slnz comme c’est le cas dans le formalisme du gaz parfait
d’amas.

3.4 Durée de vie des amas

D’apres les résultats de la section 3.3, si chaque amas défini & un instant
donné était isolé, on pourrait prévoir son évolution : des monomeres dont
I’énergie de libération est positive seraient émis mais les autres particules
resteraient liées au cours du temps. La durée de vie des dimeres de Hill se-
rait méme infinie. Toutefois les amas ne sont pas isolés et la partition des
particules est modifiée en fonction du temps par les interactions importantes
entre les amas. Dans un premier temps, nous présenterons une évaluation de
la durée de vie des amas de Hill dans le fluide. C’est une information essen-
tielle si I’on cherche & mettre en évidence expérimentalement ces structures.
Une expérience numérique sera ensuite proposée afin d’étudier I’évolution des
amas lorsqu’on les extrait du fluide pour les isoler dans le vide.

Afin de gagner du temps de calcul et de ’espace mémoire pour étudier les
grandeurs physiques sur des temps suffisamment longs, le systeme considéré
ici (en Dynamique Moléculaire) est constitué de N = 1000 particules. Les

résultats sont présentés en fonction du temps exprimé en unité ¢ty = ’ZT”: qui
dépend du fluide étudié (c¢f annexe F). Dans le cas de I’argon par exemple,
to = 3.1073s. L origine des temps a été choisie une fois le systéme thermalisé.

Le but de cette étude étant davantage de donner des ordres de grandeurs
que de se livrer a une étude exhaustive du fluide, nous avons concentré notre
attention sur deux points du diagramme de phase, I'un a basse densité noté
B et l'autre a haute densité noté H. La localisation de ces points dans le
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diagramme de phase est donnée dans le tableau 3.1 et les distributions en
taille des amas correspondantes sont représentées sur la figure 3.12. Le point
H a été choisi sur la ligne de percolation a la densité p = 0.5, mais ce n’est
pas essentiel dans ce qui suit °.

3

10

— H: p=0.50 T=1.6
—-——- B: p=0.05T=1.2

1 10 100 1000

F1G. 3.12 — Distribution en taille des amas en B et en H pour un systéme de N = 1000
particules. La distribution en taille en loi de puissance indique que le point H appartient
a la ligne de percolation.

p_ | T || D[o*/t] | 1o [to]
H | 05016 0.06 1
B | 0.05 1.2 0.37 12

TAB. 3.1 — La densité, la température, le coefficient de diffusion D et le temps
caractéristique 7y correspondant aux points B et H du diagramme de phase.
Dans le diagramme de phase de la figure 2.2, le point H est confondu avec
le point (a) et le point B est pratiquement sur I’axe p = 0 compte tenu de
I’échelle de la densité sur cette figure.

Avant d’aborder la question de la durée de vie des amas, il convient de
préciser le temps caractéristique du mouvement des particules en ces deux
points du diagramme de phase.

190n remarque que la ligne de percolation passe par le méme point du diagramme de
phase dans le systéme de taille N = 10648 que dans celui de N = 1000 particules. Ce
résultat suggere qu’en ce qui concerne la position de la ligne, la limite thermodynamique
est atteinte.
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Fi1c. 3.13 — < v,(0)v,(t) > en fonction du temps (to) pour les deuzx points B et H du
diagramme de phase.

La fonction d’autocorrélation des vitesses < v,(0)v,(t) >, ol la moyenne
est effectuée sur toutes les particules du fluide a I'instant ¢, va nous permettre
d’évaluer un temps caractéristique 75 du mouvement des particules. Pour les
temps courts, cette fonction décroit exponentiellement avec une constante de
temps que 'on peut identifier & 7y (¢f figure 3.13), puis elle oscille autour de
zéro. On trouve 79 = 12 & 1¢g en B et 79 = 1.0 £ 0.1y en H. Dans le cas de
largon, 70 = 3.6 x 10725 en B et 7 = 3.0 x 107'®s en H.

Bien que ce qui suit ne soit pas essentiel a la suite de ce chapitre, nous
proposons a présent une évaluation du coefficient de diffusion du fluide su-
percritique. Une méthode pour calculer le coefficient de diffusion consiste
a déterminer la distance moyenne < 72(t) > qui sépare la position d’une
particule a l'instant ¢ de sa position a ¢ = 0. Comme on le constate sur la
figure 3.14, < r?(t) > présente une variation linéaire propre au mouvement
brownien [85] :

< 7r(t) >= 6Dt
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Fic. 3.14 — < r2(t) > en fonction du temps (to) pour les deuz points B et H du
diagramme de phase.

D’apres la figure 3.14, les valeurs des coefficients de diffusion sont D ~
0.37 en B et D ~ 0.06 en H (en unité %) Dans le cas de ’argon, ces
valeurs deviennent 1.4 x 1073¢m?/s en B et 2.3 X 107*¢m?/s en H. L’ordre
de grandeur de ces coefficients de diffusion est caractéristique des fluides
supercritiques [86]. A titre de comparaison, D est de l’ordre de 10~'cm?/s

dans un gaz & température ambiante et de 107°cm?/s dans un liquide.

3.4.1 Dans le fluide

Puisque les amas de Hill sont définis par un ensemble de liens entre par-
ticules, une premiere fagcon d’estimer la durée de vie des amas est d’étudier
la fonction d’autocorrélation des liens :

P(t) =< m(0)mi(t) > / < m(0)mi(0) >

ou ny(t) = 1 si le lien [ existe a l'instant ¢ et 0 dans le cas contraire. La
moyenne est calculée sur tous les liens entre particules a un instant donné.
Cette fonction est donc la probabilité qu’un lien existe a ¢ = 0 le soit a
I'instant ¢.

D’apres la figure 3.15, la probabilité P;(t) décroit exponentiellement pour
les temps courts, quelque soit le point du diagramme de phase considéré. La
mesure de la constante de temps correspondante 7; permet d’évaluer la durée
de vie moyenne des liens. De B en H, celle-ci varie d’'un facteur 10 passant
de 5.2ty a 0.5t. En ces deux points, on note que 7, ~ 79/2.
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F1G. 3.15 — Probabilité qu’un lien présent a t = 0 le soit a linstant t (en unité to) pour

les amas de Hill (trait plein) et les amas géométriques (en tirets) aux points B (4 gauche)
et H (d droite). Les échelles de temps sont différentes dans les deuz cas.
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F1G. 3.16 — Probabilité qu’une particule reste dans un dimére en fonction du temps pour

les amas de Hill (trait plein) et les amas géométriques (en tirets) aux points B (4 gauche)
et H (4 droite). Les échelles de temps sont différentes dans les deuz cas.

Afin d’estimer le role des corrélations des vitesses dans la définition des
amas, nous avons également étudié la durée de vie des amas géométriques. En
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chacun des points B et H, la distance de coupure b, en-dessous de laquelle
deux particules sont liées, est choisie de facon a obtenir pratiquement la
meéme distribution en taille que celle des amas de Hill. Rappelons que ng est
tres sensible au choix de b a haute densité. Les distances de coupure choisies
sont b = 1.15 en B et b = 1.12 en H. La durée de vie moyenne des liens
géométriques passe de 0.8%y a 0.5y de B en H. Cette faible dépendance en
fonction de la densité ainsi que cet ordre de grandeur de la durée de vie des
liens géométriques a déja été signalé dans la référence [87]. On remarque qu’en
H, la valeur de 7; est la méme pour les liens de Hill et les liens géométriques,
ce qui suggere que le role des vitesses devient négligeable a haute densité en
ce qui concerne la durée de vie des amas.

Les autres quantités, caractérisant les amas et dont nous avons étudiée
I’évolution, varient quantitativement de la méme facon que la probabilité
P,(t) en fonction du temps. C’est, par exemple, le cas de la probabilité P, (t)
qu’une particule appartenant a un dimeére a ¢ = 0 appartienne encore a un
dimere (mais pas nécessairement le méme) a 'instant ¢ (cf figure 3.16).

B H
8 300
6 L
1 200
4
5 4 100
| I
: o :

F1G. 3.17 — Taille de ’amas de Hill qui contient une particule donnée en fonction du
temps au point B (4 gauche) et H (a droite). Dans les deux cas, a t = 0 la particule
appartient a un amas de taille 4. Contrairement auz échelles de taille, celles de temps
sont les mémes.

Pour illustrer I’évolution de la partition des amas, nous avons suivi en
fonction du temps une particule donnée 7 du fluide et représenté sur la figure
3.17 la taille de I’amas de Hill qui la contient a I'instant ¢. Les changements de
taille observés peuvent aussi bien étre dus a un saut de la particule d’'un amas
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a un autre, qu’a une perte (ou un gain) de particules de 'amas qui contient
i. Au point H, les pics signalent les breves appartenances de la particule ¢ a
I’amas percolant.

3.4.2 Dans le vide

Dans le chapitre 4, nous discuterons des expériences visant a mettre en
évidence les amas énergétiquement stables dans la phase supercritique. La
principale difficulté est de trouver un moyen expérimental d’identifier les
amas dans le fluide. Une fagon de contourner ce probleme est de laisser les
amas sortir du récipient qui contient le fluide en percant un trou suffisamment
petit pour ne pas perturber ’équilibre thermodynamique. Pour le moment,
nous proposons les résultats préliminaires d’une expérience numérique qui
peut étre considérée comme une idéalisation de cette expérience d’effusion
(cf section 4.2).

Le systeme étudié par des calculs de Dynamique Moléculaire est constitué
de N = 1000 particules confinées dans une boite. Apres avoir atteint ’équilibre
thermodynamique, les amas, définis par le critere de Hill, sont prélevés dans
le récipient et isolés les uns des autres. Chacun de ces ensembles de particules
formant un amas a t = 0 évolue et éventuellement se fragmente en amas plus
petits. Dans un premier temps, nous avons controlé que les dimeres de Hill
étaient bien stables ''. En ce qui concerne les amas de tailles s > 2, des
résultats préliminaires indiquent une évolution dans le vide en deux étapes :
des monomeres et éventuellement quelques dimeres sont émis dans un pre-
mier temps, puis les particules restantes continuent a former un amas jusqu’a
la fin de la simulation, soit sur une durée de 10%,.

U'En revanche, les dimeres définis par un critere de proximité dans la boite se détruisent
trés rapidement apres leur libération.



Chapitre 4

Mise en évidence expérimentale
de la ligne de percolation des
amas stables

4.1 Introduction

Les résultats présentés dans les chapitres précédents ont été obtenus
dans le cadre d’'un modele réaliste de fluide simple. Le comportement de
la distribution en taille au voisinage de la courbe de coexistence liquide-
gaz et les propriétés énergétiques des amas stables suggerent fortement que
ces amas sont des objets physiques. Dans ce chapitre, nous allons discu-
ter de la possibilité de mettre en évidence expérimentalement la principale
prédiction de cette these, c’est-a-dire I’existence d’une ligne de percolation
d’amas énergétiquement stables dans la phase supercritique. Comme au cha-
pitre 2, nous distinguerons les cas selon la taille du systéme considéré : dans
une premiere partie, nous nous intéresserons au cas des systémes macrosco-
piques; nous envisagerons dans une seconde partie le cas des petits systemes
constitués d’au plus quelques dizaines ou centaines de particules, comme les
noyaux et les agrégats atomiques.

4.2 Expériences dans des systemes macrosco-
piques
La premiere question qui vient a I’esprit est : pourquoi cette ligne critique,

qui apparait si clairement dans les simulations numériques, n’a-t-elle jamais
été observée expérimentalement dans un systéme de taille macroscopique ?

85



86 CHAPITRE 4. MISE EN EVIDENCE EXPERIMENTALE

Il y a plusieurs raisons. D’abord, il est tres difficile de trouver une méthode
expérimentale pour observer directement les amas stables dans un fluide a
haute densité. On peut penser aux techniques de diffusion de la lumiere,
de rayons X ou de neutrons, mais ces expériences donnent une information
sur les fluctuations de densité du fluide qui ne sont pas nécessairement liées
a l'existence d’amas stables. En effet, pour mettre en évidence des amas
stables, il faudrait obtenir une information sur ’espace des phases entier et
pas seulement sur l'espace de configuration. De plus, le temps d’observa-
tion doit étre inférieur a la durée de vie des amas. Ensuite, en 'absence de
prédiction théorique de 'existence de la ligne de percolation et qui plus est de
sa localisation précise, il y avait tres peu de chances de la mettre en évidence
par hasard. Il faut en effet se rappeler qu’a la limite thermodynamique les si-
gnaux d’'un comportement critique (thermodynamique et géométrique) ne se
produisent que sur des domaines de températures et de densités extréemement
réduits.

S’il est délicat d’observer directement les amas stables interagissant dans
le fluide, il est néanmoins possible d’envisager des expériences qui tentent de
les mettre en évidence indirectement. De nombreuses expériences ont été ef-
fectuées sur le comportement critique des fluides binaires (qui appartiennent
a la classe d’universalité du modele d’Ising & 3 dimensions) [88]. Les fluc-
tuations de concentration dans un mélange d’acide isobutyrique et d’eau ont
ainsi été observées au voisinage du point critique (c¢f figure 4.1). La dimension
fractale d’amas définis a partir des fluctuations de densité a été détérminée
et vaut Dy = 2.8+0.1 [89]. Mais la relation entre ces amas et les amas stables
n’est pas claire.

F1G. 4.1 — Photographie des fluctuations de concentration dans un fluide binaire d’acide
isobutyrique et d’eau au voisinage du point critiqgue (T — T, = 1mK) [89].

La mobilité des ions H™ dans le méme mélange binaire a également été
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étudiée récemment a ’aide de mesures combinées de pH et de conductivité
[90]. La décroissance rapide de la mobilité des ions observée pour T" > T,
lorsque la concentration critique est atteinte, a été associée a l’apparition
d’une ligne de percolation d’amas dynamiques. Cependant, la position de
cette ligne dans le diagramme de phase, parallele a ’axe des températures
et passant par le point critique, suggere davantage la formation d’amas
géométriques dont la distance de coupure est telle que la ligne passe par
le point critique.

Effusion d’un fluide a travers un orifice microscopique

L’expérience qui nous semble la plus apte a mettre en évidence la ligne
de percolation est basée sur ’effusion d’un fluide a travers un orifice micro-
scopique [91]. Ce type d’expérience a été utilisé des la fin du XIX™ siecle
pour mesurer la distribution des vitesses des particules d’un fluide a tres
basse densité contenu dans un récipient. Si le diametre de l'orifice est petit
par rapport au libre parcours moyen des amas et si I’épaisseur de la paroi est
faible comparée a leurs tailles, alors des amas stables s’échappent “un a un”.

Une premiere méthode consiste a mesurer la diminution de la pression
dans le récipient, due a la perte de matiere au cours de 'effusion, en fonction
du temps. Considérons, pour simplifier le probléeme, un gaz parfait d’amas.

Le nombre d’amas de taille s qui s’échappent du récipient de volume V par

unité de temps a travers 'orifice de surface A est %nsﬂs, ou U5 = % est
la vitesse moyenne des amas de taille s et de masse sm et ng la distribution
en taille des amas. Nous avons montré que la pression P du fluide décroit en

fonction du temps comme :

P(t) = kTZnsefﬁ v

s=1

Selon que la distribution en taille dans la boite est exponentiellement décrois-
sante ou en loi de puissance, la courbe représentant la pression en fonction
du temps sera différente.

Une seconde expérience, plus sophistiquée que la précédente, permet de
mesurer la distribution en taille des amas connaissant les distributions des
vitesses de leur centre de masse. A la sortie du récipient, la direction de la
vitesse des amas est sélectionnée par un collimateur et les amas se déposent,
sur la paroi intérieure d’un cylindre percé de rayon R, en rotation a la vitesse
w (cf figure 4.2). Selon sa vitesse, un amas met plus ou moins de temps
pour traverser le cylindre et atteint un point différent de la paroi repéré par
I’angle 6.
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F1G. 4.2 — Montage schématique d’une expérience d’effusion.

En supposant que les vitesses des centres de masse des amas soient dis-
tribuées sur des gaussiennes caractérisées par la méme température! T, le
nombre d’amas N (s, #)df de taille s déposés par unité de temps sur la paroi
du cylindre a un angle compris entre 6 et # + df est donné par :

4 2 2
N(s,0)d0 = Cny(—)3 e~ 165 do
TRAE

ou C est un coefficient qui ne dépend que de la géométrie du probleme (et de
la masse m des particules). Pour un angle 6 donné, I’épaisseur Iy du dépot
sur la paroi du cylindre est proportionnelle a la masse des amas déposés :
R w4 s 1 3 5 st2w2
Ipdf o md_ sN(s,0)dd = C’mﬁde Z(k—T)isinse_ k162
s=1

s=1

La distribution en taille se déduit de Iy a I’aide d’une transformée de Laplace
inverse. Cette expérience permettrait donc de localiser le passage de la ligne
de percolation.

Des expériences d’effusion de fluides alcalins 2 & trés basse densité ont
montré la présence inattendue d’amas stables (dimeéres et trimeéres) [92], mais
la région de la ligne de percolation n’a pas été explorée.

LEn réalité, pour les amas de petites tailles, les distributions des vitesses ne sont pas
tout & fait gaussiennes et les températures T°™(s) associées au mouvement du centre de
magsse des amas varient avec leur taille, comme on I’a montré au chapitre 3. Néanmoins,
le principe du calcul reste le méme.

2Les fluides alcalins ne peuvent pas étre modélisés par un potentiel & deux corps comme
les fluides simples, a cause de la délocalisation des électrons de valence.
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4.3 Expériences et simulations dans de petits
systemes

Une gouttelette microscopique de fluide peut se désintégrer en amas
énergétiquement stables, sous I’effet d'un apport soudain d’énergie. C’est le
cas, par exemple, du choc avec un projectile. Le scénario d’un tel processus
est le suivant : aprés I'impact, la gouttelette est excitée (thermalisée?) et
subit une phase d’expansion. A une certaine densité, dite de “freezout”, les
amas cessent d’interagir par la force a courte portée et la distribution en taille
ne varie pratiquement plus jusqu’a la fin du processus . Ce type d’expérience
est réalisée couramment a ’aide de collisions entre noyaux ou agrégats ato-
miques. Nous montrerons que la fragmentation de ces systemes de petites
tailles, que I'on peut modéliser par un fluide simple, offre un moyen indirect
de mettre en évidence 'existence de la ligne de percolation. La question qui
se pose naturellement est de savoir si les fragments que l'on observe dans
les détecteurs a l’issue du processus de fragmentation pré-existent sous la
forme d’amas stables interagissant au sein du fluide. Dans un premier temps,
nous étudierons cette question a l’aide d’une simulation numérique de 1'ex-
pansion d’une gouttelette de fluide. Nous présenterons ensuite une analyse
d’expérience de fragmentation de noyaux d’or.

4.3.1 Simulation numérique de I’expansion d’une gout-
telette

Le terme de gouttelette représente ici un petit ensemble de particules
confinées dans un volume et ne doit pas étre confondu avec la notion d’amas.
En simulant, par des calculs de Dynamique Moléculaire, des collisions cen-
trales d’agrégats de type Lennard-Jones, V.R. Pandharipande et al. [93]. ont
montré (en étudiant les distributions des vitesses des fragments et leurs dis-
tributions en taille) qu’il était possible de décrire ces processus comme la
fragmentation d’un unique systeéme a I’équilibre, de masse égale a la masse
totale des deux agrégats et d’énergie égale a celle calculée dans le centre
de masse de la collision. Tout récemment, V.N. Kondratyev et al. [94] ont
montré, également par des simulations numériques, que dans certaines condi-
tions thermodynamiques, la distribution en taille des fragments issus de 1’ex-
pansion d’'une gouttelette de fluide simple était en loi de puissance. Dans
ces travaux, les fragments sont définis comme des amas géométriques avec
une distance de coupure choisie arbitrairement. Lorsque les fragments sont

3Dans le cas d’un systeme constitué de charges de méme signe, les fragments sont, de
plus, accélérés par la répulsion coulombienne.
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suffisamment éloignés les uns des autres, a la fin de ’expansion, leurs tailles
et leurs propriétés ne dépendent pas du choix de la définition des amas et
on retrouve I’équivalence entre les amas géométriques et les amas stables ob-
servée a tres faible densité. Ce n’est pas le cas au début de 'expansion ol
les propriétés des amas géométriques sont tres sensibles au choix de la dis-
tance de coupure. Pour s’affranchir de cette ambiguité et suivre I’évolution
des amas depuis le début de 'expansion, il est plus pertinent de définir les
amas avec un critere énergétique (critere de Hill).

* o . 4 .
S . N
trde ¥ ;':.-'-'a- LA s
S e » v & -
‘ O .. o o . 8
a) b) ) * ¢)

F1G. 4.3 — Représentation schématique (a 2d) de ’expansion d’une gouttelette de fluide :
en a) les particules sont contenues dans la boite et le systéme est thermalisé, en b) les
parois de la boite ont été enlevées et en c) les fragments sont isolés les uns des autres.

A Taide de calculs de Dynamique Moléculaire, nous avons ainsi étudié
I’expansion d’un systeme de N = 216 particules contenues initialement dans
une boite cubique aux parois parfaitement réfléchissantes. Une fois le systéeme
thermalisé, on enleve les parois et on laisse le systeme évoluer : 1’énergie
cinétique (potentielle) moyenne diminue (augmente) puis se stabilise autour
d’une certaine valeur (cf figure 4.4).

A partir de ce moment, la distribution en taille des fragments, définis
comme des amas de Hill, n’évolue pratiquement plus. La figure 4.5 (figure
de gauche) représente les distributions en taille des amas de Hill calculées
dans la boite et celles des fragments a la fin de ’expansion. La différence
entre ces deux distributions peut s’expliquer ainsi : juste apres l'ouverture
de la boite, les monomeres les plus rapides qui sont en surface s’échappent.
L’augmentation (en valeur algébrique) de I’énergie potentielle moyenne du
systeme implique alors une diminution de 1’énergie cinétique moyenne et le
reste du systéeme se “refroidit” (détente de type Joule-Thomson). Ce change-
ment des conditions thermodynamiques entraine alors une réorganisation de
la partition des particules en amas et la distribution en taille des fragments
semble provenir d’un systéme a une densité et une température plus faibles
que celles de la boite a 'origine. Plus I’énergie du systeme est élevée, plus
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F1G. 4.4 — Energies (par particule) au cours de ’expansion d’un systéme de N = 216
particules initialement 6 p = 0.9 et T = 2.2 : énergie totale du systéme (+), énergie
cinétique (O) et énergie potentielle (®). Le temps est donné en unité to (cf annexe F).
L’instant de Uouverture de la boite est indiqué par la fléche.

I’expansion est rapide et les distributions en taille des amas de Hill, calculées
dans la boite, coincident avec celles des fragments a la fin de I’expansion.

Comme le montre la figure 4.5 (figure de droite), il existe une température
dans la boite, supérieure a la température correspondant a la ligne de per-
colation, qui permet d’obtenir une distribution en taille des fragments en loi
de puissance a la fin de ’expansion. D’autre part, les propriétés énergétiques
des fragments présentent les mémes comportements que ceux des amas de
Hill dans la boite (c¢f chapitre 3). En particulier, la température effective in-
terne 7™ des fragments tend vers une valeur limite, inférieure a celle des amas
de Hill dans la boite a cause du refroidissement du systeme. Ces résultats
suggerent que les amas de Hill se comportent comme les précurseurs des
fragments obtenus a ’issue d’un processus de fragmentation.

4.3.2 Analyse d’une expérience de fragmentation de
noyaux d’or
Nous proposons dans la suite de ce chapitre I'analyse d’une expérience

de fragmentation de noyaux atomiques d’or. Dans un premier temps, voyons
dans quelle mesure la matiére nucléaire peut étre modélisée par un fluide
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F1G. 4.5 — Distributions en taille des amas de Hill calculées dans la boite en p = 0.90 et
T = 2.4 (trait plein) et a la fin de Uexpansion (traits pointillés) en partant d’un systéme
équilibré de N = 216 particules d la méme densité et a la méme température (4 gauche)
et a T = 2.7 (a droite). La distribution en taille calculée dans la boite (trait plein) est
(quasiment) en loi de puissance avec un exposant T ~ 2.4 (cf section 2.6).

simple.

La matiere nucléaire est un systeme idéal, constitué d’un nombre infini de
protons et neutrons qui interagissent uniquement par les forces nucléaires. En
premiere approximation, un noyau atomique est un petit morceau de cette
matiere?. L’interaction nucléaire peut étre modélisée par un potentiel & deux
corps avec une attraction a courte portée et un cceur dur répulsif. Par ailleurs,
les effets quantiques sont négligeables aux températures supérieures a la
température critique. Une estimation des effets quantiques peut étre obtenue
en utilisant une interaction effective entre nucléons (force de Skyrme) dans
une approche de type champ moyen [95]. Un développement de 1’équation
d’état a haute température donne :

2% 2 3
P=pT(1+—=+...)+ap”+b 4.1
Pr+ NG )+ ap” +bp (4.1)
ou les coefficients a et b ne dépendent que des parametres de l'interaction
effective. On remarque que ’équation d’état (4.1) ressemble a celle de Van
der Waals. Le terme qui dépend de la longueur d’onde thermique A est la
correction quantique a la pression p7" d’un gaz parfait classique. Au voisinage

“Dans un noyau, 1’énergie d’interaction coulombienne entre les protons représente en
effet moins de 15% de ’énergie potentielle nucléaire.
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du point critique, ce terme (~ 0.12) est petit. Aux températures supercri-
tiques, les effets quantiques peuvent donc étre négligés et la matiere nucléaire
se comporte comme un fluide simple classique.

Une question se pose alors [96] : est-ce que les phases et transitions présen-
tes dans les fluides simples peuvent étre observées dans un noyau atomique ?
Depuis plus de vingt ans, les physiciens nucléaires recherchent un signal
mettant en évidence les réminiscences d’une transition de phase dans un
petit systeme comme le noyau. Et cette question reste aujourd’hui d’actua-
lité. Une observation directe d’un tel signal est tres difficile. D’abord parce
qu’il est impossible de préparer de la matiere nucléaire a 1’équilibre, a une
température et une densité données. La mesure méme des quantités thermo-
dynamiques dans un tel systeme peut étre remise en question. Ensuite, parce
que ’analyse d'une expérience de fragmentation d’un systeme de petite taille
est particulierement délicate a cause des effets de surface et de taille finie
qui amoindrissent les signaux critiques (c¢f fin du chapitre 2). En laboratoire,
un noyau est excité en y déposant de I’énergie par collision avec d’autres
noyaux et seules les charges et vitesses des fragments issus de cette fragmen-
tation peuvent étre mesurées. Connaissant expérimentalement la distribution
en taille des fragments, il serait donc tres intéressant de pouvoir en déduire
les propriétés thermodynamiques du noyau atomique®.

L’interprétation morphologique des transitions de phase d’un fluide simple,
que nous proposons dans cette these, est donc particulierement bien adaptée
pour étudier ce probleme de physique nucléaire. Nous avons montré dans le
chapitre 2 que les distributions en taille des amas énergétiquement stables
étaient de la méme forme que celles obtenues a partir d’un processus de perco-
lation sur réseau. Nous proposons donc, dans 'article qui suit (page 95 & page
100), I'analyse d’une expérience de fragmentation de noyaux d’or, a l'aide
d’un simple modele de percolation de liens sur réseau sans parametre libre :
en faisant varier le parametre de controle, qui caractérise la violence de la
collision, on constate que le systéeme présente un comportement géométrique
qui peut étre interprété comme la traversée de la ligne de percolation.

Il peut sembler surprenant d’utiliser des noyaux atomiques comme exemple
de systemes se comportant comme un fluide simple. La raison principale est
qu’il est plus facile expérimentalement de détecter des fragments chargés
que des neutres. Les expériences de fragmentation en physique nucléaire per-
mettent ainsi une analyse exclusive, événement par événement, ce qui n’est
pas le cas dans d’autres domaines de la physique.

5Lorsque pour la premiere fois des distributions en taille des fragments en loi de puis-
sance ont été mesurées, en 1982, le groupe de 1'Université de Purdue [97] a eu l'idée
d’appliquer la théorie de Fisher pour interpréter cette observation comme la signature du
point critique thermodynamique.
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Tout récemment, les premieres expériences exclusives de fragmentation
d’agrégats atomiques d’hydrogene ont néanmoins mis en évidence un com-
portement de type percolation dans ces systémes a priori treés différents d’un
noyau atomique [98, 99]. Mais, dans ces travaux, la comparaison des données
avec un systeme de percolation de taille largement supérieure a celle des
agrégats (125 au lieu de 25) ne permet pas de conclure clairement.

D’apres les résultats présentés dans le chapitre 2, ’observation d’une cer-
taine distribution en taille correspond a une énergie donnée, mais ne permet
pas de localiser I’état thermodynamique du systeme dans le diagramme de
phase. Avec cette seule information, il n’est donc pas possible de déterminer
le diagramme de phase du noyau et d’en déduire la localisation de la ligne
de percolation. En particulier, I’observation d’une distribution en loi de puis-
sance n’est pas nécessairement une manifestation du point critique thermo-
dynamique.
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Abstract. We show that the size distributions of fragments created by high energy nuclear collisions are
remarkably well reproduced within the framework of a parameter free percolation model. We discuss two
possible scenarios to explain this agreement and suggest that percolation could be an universal mechanism
to explain the fragmentation of simple fluids. Experiments with atomic clusters would help to confirm this

hypothesis.
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1 Introduction

Fragmentation phenomena concern a wide diversity of ob-
jects in nature, at many scales of distance and time. A
natural question is to ask what is generic and what is spe-
cific in these phenomena. Most theoretical efforts made
to understand fragmentation apply only to specific ob-
jects or, on the contrary, concern simple models with few
links with reality [1]. Moreover, experimental data [2-5]
are rather sparse and often the experimental conditions
are ill defined. As a consequence, the question of the pos-
sible existence of universal fragmentation mechanisms re-
mains an open problem [6].

The arguments in favour of the existence of universal
mechanisms are of various orders. For instance, in aggrega-
tion phenomena, which can be considered as the opposite
of fragmentation, it is possible to define universal classes
[7,8] (diffusion limited aggregation, clustering of clus-
ters...) in terms of the initial conditions (number of seeds)
and the motion of the aggregating particles (ballistic,
Brownian). The fractal structure (dimension) of the aggre-
gation cluster is the fingerprint of these universal classes.
In many fragmentation processes the experimental obser-
vation, over many orders of magnitude, of power law (scale
invariant) fragment size distributions is another possible
indication of universal classes. In this case, the value of
the power law exponent would be the corresponding fin-
gerprint [2,6].

Collision induced fragmentation of small fluid drops
(atomic nuclei [9], atomic aggregates [10,11], liquid
droplets [12]) is a field of experimental research partic-
ularly active because it offers the best possibilities of

® e-mail: campi@ipno.in2p3.fr

® UMR 8626, CNRS Université de Paris XI

complete identification of the fragmentation products. We
present in this paper an analysis of the fragmentation of
atomic nuclei in high energy collisions. We show that ran-
dom percolation theory accounts for experimental data
without any adjustable parameter and we discuss two pos-
sible explanations for this agreement, depending if one as-
sumes or not that thermal equilibrium is reached before
fragmentation occurs. It is then suggested that this per-
colation type fragmentation mechanism could be universal
for simple fluids, i.e. fluids made of structureless particles
interacting with short range potentials.

The main aim of this paper is to draw the attention of
the atomic cluster community to the possible universality
of fragmentation processes. In this respect, the availability
of fragmentation data from atomic clusters made of noble
atoms would help to test the validity of this hypothesis.

The structure of the paper is the following. In
Section 2, a brief description of a fragmentation exper-
iment with atomic nuclei precedes the analysis of data.
Section 3 is devoted to the interpretation of the results.
Some final remarks and conclusions are in Section 4.

2 Analysis of fragmentation data

A proper identification of this percolation type fragmen-
tation mechanism demands a detailed examination of the
data. In particular (see below), one needs an identifica-
tion of the fragments event by event. To our knowledge, no
such data is available for the fragmentation of atomic clus-
ters®. In order to illustrate with real data these processes

L With the exception of the data on the fragmentation of
hydrogen clusters of Farizon et al. [11]. See the comment in
Section 3. )
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Fig. 1. Experimental fragment size dis-
tributions n(z) at four values of the con-
trol parameter Zpouna (see text). The
lines correspond to the percolation cal-
culation. A log-log representation has
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(the identification of this mechanism), we discuss the
analysis of a fragmentation experiments performed with
atomic nuclei.

2.1 The experiment

The experiment was performed by the Aladin collab-
oration at Gesellschaft fiir Schwerionenschung (G.S.1.),
Darmstadt [13]. Beams of gold ions (Au, Z = 79) at
600 and 1000 MeV /nucleon incident energies were used
to bombard targets made of thin copper foils. Data for
more than 3 x 10° events were collected. At these high en-
ergies?, the commonly admitted scenario of the collision is
the following: the part of the projectile that does not ge-
ometrically overlap with the target at the point of closest
approach is thought to decouple from the rest and form
a sub-system called the projectile spectator (PS). The size
of this system and its excitation energy E* are therefore
dependent on the impact parameter. The overlapping part
of the system is completely vaporized and therefore does
not contribute to the formation of fragments with nuclear
charge (z) greater than one.

In the present experiment, the Aladin device detected
with very high efficiency all spectator fragments (those re-
sulting from the decay of the unstable PS) with nuclear
charge z > 1. Neither hydrogen isotopes nor neutrons were
detected, event by event, with any significant efficiency.
The initial size of the spectator system (Zpg) is not ex-
perimentally measured and can only be inferred from the

2 High energies compared with the 8 MeV/nucleon binding
energies or the 35 MeV /nucleon Fermi energies of nuclei.

been chosen to emphasize the power law
behaviour at Zyouna = 48.

comparison with a nuclear reaction model. Empirically,
this size can be estimated, on average, from the following
relation [14]:

<Zps> =254+ Zhound — 0'004Z§ound (1)
where Zpound is equal to the sum of all the charges of prod-
ucts with 2 > 2. In all the studies of these experiments,
the parameter Z,ounq is used as control parameter. Notice
that Zyound, which is closely related to the impact param-
eter, decreases when the violence of the collision increases.

2.2 Analysis of data

To analyze the Aladin data, the following very simple
procedure has been used. For a given value of Zhound
the size of the PS was deduced from equation (1) and
percolation calculations on a lattice of corresponding size
were performed by varying the bond breaking parameter
{random-bond percolation). Only those events with the
Proper Zyound were kept and the fragment size distribu-
tion of these compared to the corresponding experimental
data. In this manner the comparison is parameter free. No-
tice that by fixing a value of Zpoung, the maximum value
Zmax Of 2 is also constrained by this value.

Figure 1 shows, for Zyouna values of 20, 48, 60 and
70, the experimental fragment size distributions. One ob-
serves three different regimes of fragmentation. For large
Zpound, large impact parameter and low excitation energy,
only a heavy residue and light particles are produced. This
is the “evaporation” regime. For small Zpoung (most vi-
olent collisions) only small fragments are produced and
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Fig. 2. Test of the scaling assumption (Eq. (2)), that requires
that all the ratios n(z)/nc(z) follow the same curve.

no heavy residue is left. The distribution of this “vapor-
ization” regime decreases exponentially. Remarkably, at
Zhouna around 48 an intermediate regime exists, for which
the distribution can be fitted by a power law n(z) ~ z~22.
The mean excitation energies per particle can be estimated
for the fragmenting systems as a function of Zpound [14]:
they correspond to about (E*) =~ 14,6, 3,1 MeV per par-
ticle for Zpouna = 20,48, 60, 70 respectively.

The full lines in Figure 1 represent the corresponding
distributions obtained from the percolation calculation.
The calculation reproduces quantitatively, and over sev-
eral orders of magnitude, the data in the three regimes®.
We are naturally led to associate the experimental power
law behaviour at Zpouna =~ 48 to the percolation critical
behaviour.

Close to the critical regime, percolation theory predicts
typical scaling properties of the cluster size distributions
[15]. The size distributions can be reduced to an universal
function, f(z/Z), by the following formula:

n(z) = ne(2)1(3) (2)
where n.(z) is the size distribution at the critical point,
taken here as the size distribution observed for Zyouna =
48. The “characteristic size” Z is defined by:

Z=m,/msy 3)
with my, = 3 o, 2%n/(2), where n/(z) is the mean frag-
ment size distribution obtained excluding by event, the
largest fragment. One observes in Figure 2 that, within
the scattering of the data, this rule is rather well satisfied,
keeping in mind that this corresponds to the ratio of two
quantities varying over more than three orders of magni-
tude. Similar study has been performed on Au+ C data
at 1 AGeV [16].

The size of the largest fragment plays in percolation
theory the role of the order parameter. For an infinite

3 A close inspection of the data for Zpouna = 70 shows an ex-
cess of fragments produced around z = 30 due to the presence
of fission events. This is understandably beyond the scope of
percolation theory.
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system, it is of infinite size in the percolating phase and
finite in the non-percolating one. In a finite system, this
transition is smooth, as illustrated in Figure 3. This figure
on the left compares, again as a function of Zpouna, the
experimental measured size of the heaviest fragment zyax
to the one obtained from the percolation calculations. The
figure on the right shows the fluctuations of zpax,

_ <Zr2na.x> - <ZmaX>2
i = (Zmax) ‘

Tmax (4)
As expected [17], these functions show a maximum around
the “critical” value of Zpouna- In Figure 4, the full distri-
butions of P(zmax) are shown and compared to the calcu-
lation. As recommended by the Aladin collaboration, data
for Zpouna > 70 have not been considered for this anal-
ysis as they are contaminated by experimental triggering
problems [18].

By any standard, the agreement observed in Figures 1
to 4, between the experiment and the calculations is very
good. In the analysis presented here, as already stressed,
no adjustable parameters are used.

3 Interpretation of the results

The choice of percolation theory to analyze the experi-
mental results is motivated by the following reasoning. A
fully microscopic description of nuclear fragmentation is,
a priori, out of scope of theory. Atomic nuclei behave in
their ground state as small drops of Fermi liquids com-
posed by particles strongly interacting mainly with a two-
body, short range force. This interaction is ill defined at
short distances and the techniques used to solve this com-
plicated many body problem are not fully under control.
The description of collisions, using transport equations for
example, is even more difficult. In view of the above re-
marks and with the stated goal of understanding the uni-
versal features of the data, we believe that a more fruitful
point of view is to tackle the problem with the minimum
number of assumptions.

The simplest hypothesis would be to assume the
equiprobability of all partitions of the integer number
Z = T9. This is equivalent to a “maximum entropy prin-
ciple” [19,20]. However, the resulting n(z) are always ex-
ponentially decaying functions, in contradiction with ex-
periments.

A step further is to consider topological constraints,
by considering fragments in a 3-dimensional space. Among
the infinity of models one can imagine to make fragments,
random-bond percolation seems a good candidate because
despite its simplicity it retains the essential constraints.
For example, the shape of the fragments is not assumed
a priori. It turns out that, as shown in Section 2, it suffices
to reproduce very well the experimental data. How does
one understand this agreement? One can imagine at least
two scenarios.

In the first scenario, one idealizes the nuclear fluid as
an ensemble of particles connected by bonds. The bond be-
tween a pair of particles is active as long as the magnitude
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of their potential energy is greater than the relative kinetic
energy. During the collision some of these bonds break be-
cause of the change in the position and/or the velocity of
the particles. The simplest assumption is that bonds are
broken randomly, which corresponds to the usual uncor-
related bond percolation model [15]. Particles connected
by unbroken bonds form the fragments. These fragments
separate rapidly, pushed away by the long range Coulomb
force between protons.

In a second scenario, one assumes that after the colli-
sion phase, equilibrium thermodynamics applies: the Sys-
tem expands until a “freezout” density is reached, at which
the fragments cease to interact by the strong nuclear
attractive force and their size distribution is “frozen”.

the percolation calculation.

Then, the Coulomb force accelerates the fragments, as
before. In order to calculate its distribution, we have to
define first what a “fragment” is. In the present context,
it seems natural to call “fragment” a self-bound ensem-
ble of particles [21,22]*. With these definitions, one finds
in the p — T diagram a percolation line (sometimes called
the Kertész line [26]) that separates a percolating and a
non-percolating phases. The line joins the thermodynam-
ical critical point to the random bond percolation critical

4 Another possibility is to impose the stability by monomer
evaporation only [23]. At the present level of accuracy, both
definitions are operationally very similar. Definition [23] is
equivalent to the ones proposed by Hill [24] and by Coniglio
and Klein [25].
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point. On it the fragment size distribution is a power law
n(z) ~ 277, with 7 =~ 2.2 (see Figs. 1 and 2 of Ref. (23]). In
a small system like an atomic nucleus, rather than a sharp
critical line, one finds a “critical zone” on which the n(z)
approaches this behaviour (see Fig. 4 of Ref. [27]). The
agreement of these calculated n(z) with the experimental
ones shown in Figure 1 is also very good. Therefore, by
inspection of the n(z) alone, it is not possible to disen-
tangle between these two scenarios. However, one could
hope that extra information on, for example the fragment
kinetic energies, could indicate if thermalization is present
or not.

More generally, the main difficulty in analyzing nuclear
fragmentation data is due to the very small size of the
system, which fundamentally limits the extraction of the
universal critical exponents. Indeed, a proper characteriza-
tion of the physical process requires, apart from the 7 ex-
ponent, the determination of the other critical exponents
[15] associated with the moments my of the fragment size
distribution. Such measurements are, in principle, possible
for simple fluid systems (i.e. made of structureless parti-
cles subject to short range forces) of larger sizes such as
atomic aggregates or macroscopic pieces of matter, such
as liquid drops [12].

We consider as very plausible the possibility to ob-
serve this percolation type fragmentation in simple fluids.
Indeed, the arguments that we have developed to explain
the success of percolation theory should apply without
restriction to any system of structureless particles inter-
acting with a short range potential. In fact, attempts have
been made to show experimentally this behaviour in the
fragmentation of hydrogen aggregates [11]. In these exper-
iments, the multiplicity of fragments my is used as control
parameter. As a function of mg the mass of the largest
fragment and its fluctuation, evolve qualitatively as ex-
pected in percolation theory. However, in reference [11],
the data are compared with a percolation system of im-
proper size and no definite conclusions can be drawn.

Other experiments on the fragmentation of noble met-
als have been performed, for example the fragmentation
of gold aggregates by high energy collisions with xenon
ions [28] or the production of copper and silver clusters in
sputtering sources [29]. In both cases one observes frag-
ment size distributions of power law type (with odd-even
and shell effects superposed on it) with a decay exponent
compatible with the prediction of percolation theory. Un-
fortunately this is not conclusive because no selection was
made on the different classes of fragmentation events.

On the theoretical side, we are performing large scale
classical molecular dynamics simulations of a Lennard-
Jones fluid, for both the sudden disassembly of an equili-
brated system and for the collisions of drops. We clearly
find in these calculations the fragment size distributions
predicted by percolation theory [30].

In fact, a close examination of earlier calculations of
the fragmentation of equilibrated Lennard-Jones droplets
shows qualitatively this percolation type behavior. For ex-
ample, Pandharipande and collaborators considered the
fragmentation of equilibrated droplets [31,32] made of a
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few tens to a few hundreds of particles. The parameters
of the potential are adjusted to describe the interaction
between argon atoms. One clearly sees in Figures 10-
15 of reference [32] an evolution of the n(s) of percola-
tion type. The same behaviours are found in references
[21,22,33]. Pandharipande et al. also considered the frag-
mentation of colliding droplets [32] and showed (by look-
ing at the velocity distributions of the fragments and at
their size distributions) that it is possible to describe this
process as the fragmentation of a single equilibrated sys-
tem of the same total mass and of excitation energy corre-
sponding to the center of mass collision energy. The best
equilibrated systems are obtained with the collision of two
nearly equal mass droplets. It is also important to notice
that the above mentioned fragment size distributions are
the asymptotic ones, i.e. calculated once the fragments
have evacuated their internal excitation energy by par-
ticle evaporation. These asymptotic fragments are cold,
otherwise they would not be stable by particle evapora-
tion.

These remarks are interesting, in view of the possible
experimental observation of the percolation line in colli-
sions between atomic clusters of noble atoms. For these
clusters, at the high excitation energies considered here,
the classical molecular dynamics with a Lennard-Jones po-
tential is a reliable guide to define the optimal experimen-
tal conditions.

Some other calculations of the fragmentation of
Lennard-Jones droplets seem to contradict our claim on
the existence of a percolation line in the supercritical
phase. The reasons of this apparent discrepancy are of
various orders. (a) The calculations do not explore the
correct points of the phase diagram, i.e. close enough to
the Kertész line [34-36]. (b) The initial conditions are ex-
tremely out of equilibrium [37] and do not correspond to a
realistic physical situation (see the above remark concern-
ing the collision of argon droplets). (¢) Clusters are sim-
ply defined as ensembles of particles close enough in space
[36,37], without any energetic consideration. Serious er-
rors are then introduced if the analysis of the cluster dis-
tribution is made at a too earlier stage during the expan-
sion of the system. (d) Artificial boundary conditions are
introduced, evolving with the expansion of the system and
allowing for a partial re-equilibration [35,36].

4 Final remarks

Other experiments of nuclear fragmentation at high bom-
barding energies have been successfully interpreted with
percolation theory [38-41]. However, at lower bombard-
ing energies (30-50 MeV /nucleon) the agreement is less
satisfactory [42,43]. The shape of the n(z) evolves quali-
tatively as in Figure 1, but a closer examination shows a
systematic over-production of intermediate size fragments.
The origin of these discrepancies is still unclear. Different
explanations can be considered:

(a) the identification of the source of the fragments is
more difficult at lower collisionnal energies where



100

238

the separation between the projectile, the target, or
the fused system is not as clear as in the case of high
energy collisions, leading thus to possible contamina-
tions between these different sub-systems;

(b) different fragmentation mechanisms could result from
the smaller relative velocities between projectile and
target, particularly in the case of fusion at small im-
pact parameter, inducing possible compression effects.

These discrepancies, more generally, could just signal
the fact that the assumption that fragmenting nuclei be-
have as “simple fluids” breaks down at these lower incident
energies.

Nuclear fragmentation experiments are often analyzed
with the so-called Statistical Multifragmentation Models
[44,45]. In brief, these models deal with the equilibrium
thermodynamics of ensembles of spherical drops of nu-
clear matter confined in a “freezout” volume. Drops inter-
act with each other only by the long range Coulomb force
and their internal partition function is taken from em-
pirical mass formulas or from experiment. These models?
are successful in describing the above mentioned low bom-
barding energy experiments when fixing the size, the den-
sity and the excitation energy of the fragmenting source.
For the high energy Aladin data similar analysis have been
performed but with a larger set of input parameters [39].

The use of percolation theory concepts is however more
comprehensive while much easier to handle. It provides an
excellent agreement with the data without requiring any
adjustable parameter.

We hope that the present results will encourage both
theoretical and experimental studies of the fragmentation
of simple fluids. The fragmentation by collisions of very
large aggregates seems particularly promising, because it
combines the experimental possibility to detect fragments
together with a reduction of finite size and surface correc-
tions effects. Systems that could be studied could range
from hydrogen aggregates (as in [11]) to those of noble
metals. In view of the analysis that we proposed, the data
of each fragmentation event should be characterized by
the size of the individual fragments and possibly by their
individual kinetic energy. The total excitation energy of
the system should range from the regime of evaporation
of monomers to the regime of total vaporization. This is
certainly a difficult but rewarding challenge.

We thank the Aladin collaboration at G.S.1. for allowing us to
use their experimental data.
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Résumé et perspectives

L’objet principal de cette thése est la description morphologique de la
phase supercritique d’un fluide simple en termes d’amas définis par un critere
de stabilité énergétique. Dans ce but, nous avons étudié, a I'aide de simula-
tions numériques de type Dynamique Moléculaire et Monte-Carlo, un systeme
constitué de particules interagissant par un potentiel de Lennard-Jones. Ce
modele de fluide réaliste peut étre considéré comme générique des fluides
simples. Nos principaux résultats sont les suivants :

— Les amas engendrent une ligne critique de percolation caractérisée par
les exposants de la percolation aléatoire a trois dimensions. Cette ligne,
qui part (aux incertitudes numériques pres) du point critique thermo-
dynamique, sépare la région supercritique du diagramme de phase en
deux régions : 'une a basse température et haute densité ou il y a un
amas percolant, ’autre a haute température et basse densité dans la-
quelle ne subsistent que des amas de petites tailles. Le long de la ligne
de percolation, I’énergie totale du fluide est pratiquement constante.

— Au passage de la courbe de coexistence liquide-gaz, pour des densités
inférieures a la densité critique, la distribution en taille des amas change
brusquement de forme, signalant la formation d’'un amas macrosco-
pique dans la région biphasique. Cette manifestation géométrique de
la condensation renforce 1’idée que ces amas sont des objets physiques.
Par ailleurs, la température effective des amas est inférieure a celle du
fluide.

— Le cas des systemes de petites tailles a été considéré afin de discuter
des expériences de fragmentation de noyaux et agrégats atomiques. Bien
que les comportements critiques soient atténués, les propriétés des amas
-et notamment ’existence de la ligne de percolation- restent valables
dans ces petits systemes. Nous avons également montré que le long
des lignes iso-énergétiques de la phase supercritique, la distribution en
taille des amas était invariante, généralisant ainsi le cas particulier de
la ligne de percolation.
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— La simulation de ’expansion d’une gouttelette de fluide a montré que
les amas définis initialement dans le milieu dense sont les précurseurs
des fragments qui résultent du processus de fragmentation.

Certaines questions restent ouvertes. En particulier, nous ne comprenons
pas la compensation subtile des termes d’énergie d’interaction et d’énergie
cinétique des amas, compensation qui assure la constance de 1’énergie le long
de la ligne de percolation. Par ailleurs, il reste a étudier plus précisément le
voisinage du point critique thermodynamique et a comprendre quel est le lien
entre les amas et les fluctuations de densité. En dehors du point critique, les
quantités thermodynamiques (a I’équilibre) varient continiment et de fagon
monotone en traversant la ligne de percolation. Il serait intéressant d’étudier
le comportement des propriétés dynamiques, comme la viscosité du fluide qui
pourrait augmenter brusquement lors de la formation de I’amas percolant.

Au-dela de leurs roles opératoires pour décrire les transitions de phase
liquide-gaz et la fragmentation de gouttelettes de fluide, les propriétés des
amas nous conduisent naturellement a suggérer des expériences pour les
mettre en évidence. Dans le chapitre 4, nous avons montré comment la
fragmentation d’un noyau atomique pouvait étre exploitée pour mettre en
évidence la ligne de percolation. Une étape supplémentaire serait franchie si
dans l'avenir, I’analyse d’expériences de fragmentation d’agrégats d’argon, ou
d’un autre gaz noble, constitués de quelques milliers d’atomes, présentait le
meéme comportement de type percolation. Les fluides binaires et les systémes
colloidaux, qui font déja ’objet de nombreuses expériences, pourraient eux
aussi permettre de mettre en évidence les amas dans des systemes macro-
scopiques. Un autre moyen d’observer les manifestations liées a la ligne de
percolation serait de réaliser les expériences d’effusion que nous proposons.

Les amas que nous avons étudiés peuvent également apporter un éclairage
nouveau a la compréhension théorique des propriétés de solubilité des fluides
supercritiques. Un fluide supercritique est a la fois peu visqueux comme un
gaz, facilitant ainsi la diffusion du soluté, et dense comme un liquide ce qui
favorise sa dissolution. De plus, la compressibilité élevée, en particulier au
voisinage du point critique, permet a l’aide de faibles variations de pres-
sion de couvrir une large gamme de densités et de sélectionner la solubi-
lité du fluide supercritique en fonction du soluté que ’on souhaite extraire
d’un mélange [86]. Grace a ces propriétés, les fluides supercritiques sont de
plus en plus utilisés dans 'industrie a la place des solvants organiques [100].
Pourtant, la compréhension de leurs propriétés physico-chimiques n’est que
qualitative [101]. Les propriétés de solubilité pourraient étre mieux comprises
en interprétant ces processus par la formation d’amas de solvant autour de
molécules de soluté [102].
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Depuis les travaux fondateurs de J.E. Mayer en 1937, plusieurs définitions
d’amas ont été proposées pour comprendre le comportement morphologique
d’un fluide, notamment lorsqu’il subit une transition de phase liquide-gaz.
Ces amas sont des outils performants pour déterminer les propriétés thermo-
dynamiques d’un fluide mais ils n’ont pas d’interprétation physique évidente.
Notre démarche a été différente. En partant d’une définition “raisonnable”
d’amas physiques dans un milieu dense, nous avons a la fois retrouvé les ma-
nifestations morphologiques associées aux transitions de phase liquide-gaz et
prédit 'existence d’une ligne de percolation dans la phase supercritique d’un
fluide.






Annexe A

Percolation

Un modele de percolation est constitué par un ensemble de sites et par
une reégle de connexion définissant des liens entre paires de sites [26]. Un site
est occupé avec une probabilité g et vide sinon; un lien entre deux sites est
présent avec une probabilité p et coupé avec une probabilité 1 — p. Selon que
p=1,qg =1 ou que p et ¢ sont différents de 1, on parle respectivement de
percolation de sites, de liens ou de sites-liens.

Un ensemble de sites occupés connectés entre eux par des liens forme un
amas d’une certaine taille s. Pour une valeur donnée de p et ¢, il y a un
nombre moyen d’amas de taille s donnée, n,. Nous allons a présent décrire le
cas particulier de la percolation de liens dans un réseau infini (la percolation
de sites présente en effet le méme comportement).

I

[ J
9

—eo I—c ° I °

o o —e —4e o—o
Fi1G. A.1 — Percolation de liens sur un réseau carré : p < p. (& gauche), p = p. (au
milieu) et p > p. (4 droite).

Lorsque p est proche de zéro, la plupart des sites sont isolés ou forment
de petits amas. A l'inverse, si p est proche de 1, pratiquement tous les sites
appartiennent au méme amas appelé “amas percolant”. Dans les systemes de
taille infinie, il existe un seuil de percolation a une valeur critique de la pro-
babilité p., telle que pour p < p. il n’y a pas d’amas percolant et pour p > p.
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n(s) n(s) n(s)

NN

S S S

F1G. A.2 — Distributions en taille schématiques des amas en échelle log-log pour p < p,
(¢ gauche), p=p. (au miliew) et p > p. (4 droite).

il y a un amas percolant (infini). Le passage du seuil de percolation est ac-
compagné d’un comportement critique des grandeurs géométriques associées
a la distribution en taille des amas :
— La fraction moyenne de sites appartenant a ’amas le plus grand P,
est le parametre d’ordre de cette transition de phase géométrique et se
comporte au voisinage du seuil de percolation comme :

Pma:c ~ (p - pc)ﬂ pour D > D
— La distribution en taille est en loi de puissance :
ns(p) = s " fl(p — pc)s’] pour s — 00

ol f est une fonction d’échelle telle que f(0) = 1. Le moment d’ordre
k de la distribution en taille n,, obtenue en 6tant la contribution de
I’amas de plus grande taille, s’exprime comme :

my = Zskns N| D — e |(T—1—k)/0’
S
En particulier, la taille moyenne des amas peut s’écrire :

<S>~my~p—p |V~ p—p. |7

Les exposants critiques 3, 7, o et v sont universels pour une dimension
donnée de l’espace (cf tableau A.1).
La largeur au carré de la distribution en taille n’s peut étre définie par :

)2

La taille moyenne des amas peut également étre définie comme! :

02:@—(
mo mo

my

< S*>= m

mo
'En effet, cette grandeur peut étre définie comme la taille moyenne de I’amas qui
contient un site occupé choisi aléatoirement, on obtient alors < S >= ma/m; ; ou bien
comme la taille moyenne d’un amas choisi aléatoirement, on a alors < S* >= my/myq [26].
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On a donc :
o .
<Sr>2 12T
ou
Moy
Y2 = D)
my

Le rapport des moments 7, est une quantité sans dimension qui diverge au
seuil de percolation comme mqy [69].

Exposant | Percolation Champ moyen | Percolation 2d | Percolation 3d
B 1 0.139 0.41
y 1 2.39 1.80
o 0.5 0.39 0.45
T 2.5 2.05 2.18

TAB. A.1 — Valeurs des exposants critiques de percolation [26].






Annexe B

Modele de gaz sur réseau

Le modele de gaz sur réseau est défini de la fagon suivante : les A sites
d’un réseau sont vides ou occupés par I'une des N particules. Les particules
qui occupent des sites plus proches voisins interagissent avec une énergie
—e < 0. L’hamiltonien est donné par :

A

p?
H:Zni% —€ 2 o

i=1 <ig>

ou n; est le nombre d’occupation du site 7 qui vaut O si le site est vide et 1
s’il est occupé par une particule. La conservation de la masse implique :

Cette conservation du nombre de particules est assurée en moyenne seulement
en se placant dans ’ensemble Grand Canonique dans lequel le volume V' (ie
le nombre de sites), le potentiel chimique p et la température 7" sont fixés.

e Correspondance avec le modele d’Ising

C.N. Yang et T.D. Lee [6] ont démontré que la fonction de partition dans
I’ensemble canonique du modele d’Ising était proportionnelle a la grande
fonction de partition du modele de gaz sur réseau. L’hamiltonien du modele
d’Ising est :

A
Hi=-J > SiS;+B>_S
<iyj> i=1
ou S; = 1. Les spins up (par exemple) sont identifiés aux sites occupés, et
les spins down aux vides. Plus précisément, on fait le changement de variable
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suivant :

On a donc en moyenne :
m=2p—1 (B.2)

ou m est 'aimantation par site et p la densité. Ainsi, pour garder < N >
constant, il faut garder < m > constant dans le modele d’Ising a ’aide d’un
champ magnétique B. La correspondance (a la limite thermodynamique) est
finalement obtenue en écrivant :

< —
=R
N IR

et
A
H:HI—qJ(5+M)+BM

ou ¢ est la coordinance du réseau (ie le nombre de plus proches voisins) et
M = Zle S; est 'aimantation.

Lorsque B tend vers zéro, le modele d’Ising présente une transition de
phase continue en 7' = T,. En ce point, 'aimantation (spontanée) tend vers
0 comme (T,—T)? (pour T < T,). Au voisinage de ce méme point, la suscepti-
bilité magnétique, la chaleur spécifique et la longueur de corrélation divergent
en |T — T,|™%, ou x s’écrit respectivement yr, ar et vr (cf tableau B.1).

Exposant | Champ moyen | Ising 2d | Ising 3d
Br 0.5 0.125 0.325
Vo 1 1.75 1.24
ar 0 0 0.12
vr 0.5 1 0.64
op 3 15 4.8

TAB. B.1 — Valeurs des exposants critiques du modéle d’Ising [103].

Dans le langage du modele de gaz sur réseau ces propriétés du modele
d’Ising se traduisent a I'aide des relations (B.1) et (B.2) : la divergence de la
susceptibilité magnétique est proportionnelle a la compressibilité isotherme
et correspond a la divergence des fluctuations de densité :

oM <m?>—<m>> AN
=— =N = 2> — 2
X= 9B T <P >—<p>)
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Pour B égale 0, on a yu = p. = —qe/2. Pour cette valeur critique du potentiel
chimique, la densité peut étre faible (m < 0) ou élevée (m > 0) et ces deux
états sont a la méme énergie d’Ising mais pas a la méme énergie de gaz sur
réseau. En conséquence, pour T < T, il existe une chaleur latente et donc
une transition de phase du premier ordre (qui n’existe pas dans le modele
d’Ising). La phase de basse densité p, correspond au gaz et celle de haute
densité p; au liquide. Le parametre d’ordre m du modele d’Ising devient donc
pi — pg dans le cas du modele de gaz sur réseau et s’annule au point critique.






Annexe C

Formalisme du gaz parfait
d’amas

L’hypothese du gaz parfait d’amas sert de base aux modeles de Frenkel et
de Fisher. On considere un ensemble d’amas de toutes tailles sans interaction
et dont on néglige les volumes propres. Les n; amas indiscernables de taille s
constituent une espece de masse ms, de potentiel chimique p; et sont décrits
par la fonction de partition ¢5(7, V). La condition d’équilibre chimique entre
les amas de différentes tailles implique ! :

s = Sib pour s=1,2,...,N (C.1)
La fugacité z; d’un amas de taille s est donc donnée par :
2z = ePus — oPus
La fonction de partition du systéme pour une répartition N = {n1,ng,....,ny}
des particules en amas s’écrit :
N

Qz(T,V) = I — ¢ (C2)

s—1 Ms-

En tenant compte de la contrainte Zévzl sns = N qui assure la conservation
du nombre de particules, la grande fonction de partition Z(z, T, V') s’écrit en
fonction de la fugacité z :

N N 1
E(T,V) = Y NI Qu(TV) = Y 2™ [[ —q

N>0 § $ N>0 s=1 s

'En effet, dans l’ensemble canonique & température et volume constant on a, dF =
> usdng et Y. sns = N donc Y sdns = 0. Et la minimisation de ’énergie libre par la
méthode des multiplicateurs de Lagrange donne ps = sp.
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N N 1

= 2 II="11 ,q?s—ZH ((2°0,)"

N>0s=1 s=1 s N>0s=1 !
Le produit sur les tailles peut étre remplacé par une somme sur toutes les
distributions en taille possibles et on obtient :

[ olEe o)

ETV) = [[ Y 22 qu Heqsz

s=1ngs=0

= eZszl qsz

La grande fonction de partition Z(z,7,V) permet de calculer le grand po-
tentiel thermodynamique 2 = —kTInZ(2,7,V) ou Q = F — uN. Comme
Q = —PV (cf § 24 de la référence [104]), on en déduit la pression et la
densité a la limite thermodynamique :

P . 1 o 1 oo ,

T = ‘}glgo(vlnu)—vlgrgo(vsglqs(T,V)z) (C.3)
_ zdlnE 1 & ,

p = Jim(—7=) = lim (373 sa,(T,V)") (C.4)

s=1

Pour un volume suffisamment grand, % (gv devient indépendant de V. Dans
le domaine de convergence des séries (C.3) et (C.4), on peut permuter la
limite lorsque V' — oo et la somme sur s. Les expressions de la pression et
de la densité sont donc :

Il est pratique d’exprimer les grandeurs thermodynamiques en fonction de la
série 7(T, z) [10] :

[e o] T
m(T,z) = § 7%( ’V)zs
s=1 V
0
(T 2) = (2=—)™x(T
(T, z) (25.)" (T, 2)

On en déduit les expressions de la pression, la densité, la compressibilité et
la chaleur spécifique a volume constant :

P

= — T
kT 7T( 7’2)
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p = 7(T,z)
10p 10p0z 1

= _ - = (2) T
XT pOP  pdzdP kTp27T (T, 2)
oS 0*Q 0*n (T, z)
= T— =-T— =kT*’v—2"~
¢ aTV 6T2 Vi v 8T2 Vi

Calculons a présent la distribution en taille des amas. Le nombre moyen
d’amas de taille s se déduit de la grande fonction de partition par :

Oln=
Ng = Zg———
S S 623
D’apres 1’équation (C.1) on a :
ng = QSeﬂus = qseﬂus = QSZS

Soit m,, le moment d’ordre n de la distribution en taille défini par :
o
my, = Z s"ng
s=1

Dans ce formalisme, les grandeurs thermodynamiques sont associées aux mo-
ments de la distribution en taille n,. En effet,

1 o
w120 = 5y
_ 1 & . _ mn(Ta Z)
v SZ::IS Ty
On a donc :
P mo (T, Z)
— C.5
kT V (C5)
ma (T, Z) N
= — C.6
Vv V (€6)
my (Ta Z)
X KTV 72 (C.7)
82m0 (T Z)
C, = kT*~—— =%
0172 Vi
On peut également montrer la relation suivante? :
Mmoo

2

Px = ="
mi

Remarquons que cette derniere relation n’est valable que dans la phase non
percolante car les moments m,, incluent la taille de I’amas le plus grand S;,4;.

2Dans le cas d’un gaz parfait de particules : il n’y a que des monomeres donc mg =
m1=m2=Neth%.






Annexe D

Formalisme et amas de Hill

Nous présentons dans cette annexe le formalisme introduit par T.L. Hill
[59] en 1955. Cette méthode exacte et générale peut étre appliquée a n’im-
porte quelle définition d’amas et permet éventuellement de prendre en compte
Iinteraction entre les amas.

D.1 Formalisme

Dans I’ensemble grand canonique, la grande fonction de partition du fluide

est donnée par :
B(z,V,T) = NQn(T, V) = 3 2NQn(T,V) (D.1)
N>0 N>0
ou p est le potentiel chimique des particules, z la fugacité et Qn(7,V) la
fonction de partition dans ’ensemble canonique (1.3).

L’auteur considere le fluide comme un ensemble d’amas a I’équilibre sans
les définir explicitement dans un premier temps : on suppose simplement
qu’ils existent. En affectant aux n, amas de taille s un potentiel chimique
s et une fugacité z; = eP#s on peut réécrire la grande fonction de partition

[9] :
()}, V,T) = 3 Y PELimnd)Q (T, V)

= ¥ YI)s(T ) (0.2)

ol Q5 (T, V) est la fonction de partition' associée a une distribution en taille
d’amas N = {ni,ns,...,nn} et 35 est une somme sur toutes les partitions

!Dans le cas d’un gaz parfait d’amas on a vu que cette fonction de partition pouvait
s’écrire comme le produit des fonctions de partition des amas (¢f équation (C.2)).
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de N telles queX-Y , s.n, = N. La fonction de partition Q@ , qui dépend de
la définition d’amas choisie, est proportionnelle & la probabilité d’observer la
distribution en taille N.

Les amas étant a 1’équilibre, on a 2, = 2§ pour s = 1,2,..., N. Les
expressions (D.1) et (D.2) de la grande fonction de partition se rapportant
au méme systeme, elles sont égales. On en déduit que z = 2; et :

Qn(T,V) = ZQN(T, V) (D.3)

On recherche donc toutes les distributions en taille compatibles avec la conser-
vation du nombre de particules. Par exemple, pour N =1,2,3 et 4 :

Q1 = Qooo...

Q2 = Q200... T Qoroo...

Q@3 = Qs3000... + Q1100... + Qoo1o...

Qs = Quooo... T Q2100... T Qo200... T Q1010... + Qooor...

ou, par exemple, (Q2100... €st la fonction de partition de quatre particules
réparties en deux monomeres et un dimere. C’est la définition des amas qui
doit donner la maniere de diviser I’espace des phases selon toutes les distri-
butions en taille possibles pour un nombre de particules donné. Par exemple
dans le cas N = 2, une région correspond a n; = 2 et no = 0 et l'autre a
ny = 0 et No = 1.
La distribution en taille des amas considérés se déduit de la fonction de

partition (D.2) par :

O0ln=
* 0z,

Finalement, la distribution en taille peut s’écrire sous la forme d’un développe-
ment en série selon p dont les coefficients s’expriment a ’aide des fonctions
Q5 [59]. Les expressions obtenues jusqu’a présent sont trés générales et ne
dépendent de la définition des amas choisie qu’a travers les expressions des
fonctions Q5.

(D.4)

Ng = 2

D.2 Amas de Hill

En utilisant le critére de Hill (¢f équation (1.22)), nous allons calculer en
détail Q99 et Qo1, les fonctions de partition respectives de deux monomeres
et d'un dimere, puis montrer comment T.L. Hill a généralisé le calcul en
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introduisant deux potentiels effectifs : I’'un entre particules liées et I'autre
entre particules non liées.
Exprimons la fonction de partition ()2 de deux particules dans un volume

V ala température T = ﬁ :
1
_ —BH
Q:= 55 / ¢~ P drdRdpdP (D.5)
avec
2 p2
H=-—+2
i + o + u(r)

ou R et P sont respectivement la position et I'impulsion du centre de masse.
Les quantités r et p caractérisent le mouvement relatif des deux particules.
L’intégration sur P, p et R est immédiate, soit :

V —pulr
Q2= 535 [ el

Comme le dimeére n’existe que si le critere (1.22) est vérifié, le calcul de
Qo1 pour les particules liées se déduit de celui de )2 en réduisant I’espace
d’intégration dans l'expression (D.5) a :

u(r) <0 et %2 < —u(r) (D.6)

Donc :
V2

- h3)\3 u(r)<0

Multiplions et divisons par :

Qo1

e P dr /2 e P dp
B <—u(r)

/e‘ﬁ%dp
il reste : v
Qo1 = G /u(r)<0 e PO 4mr? F(r, B)dr (D.7)
ol ,
Fir, p) = Jnco 77D T[5, —pu(r)

fe_ﬁsn_zdp B F(E)

[[n, z| est la fonction I' incompléte définie par :

[[n, z| =/ e "t
0
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F(r, ) est la probabilité pour que deux particules séparées par une distance
r soient liées au sens du critere (D.6). La fonction de partition des deux
monomeres (g est calculée de la méme fagon a partir de l'intégrale (D.5)
avec la restriction :

u(r) >0
u(r) <0 et o< —u(r)

La fonction Qo s’écrit donc comme la somme d’un premier terme qui résulte
d’une intégration sur toutes les valeurs possibles des impulsions et d’un se-
cond terme qui dépend de la fonction F(r, f) :

= 2)\6{/ "arridr

+ . eiﬁ“(r)élm" [1— F(r,8)]dr} (D.8)
u(r)<0

Sous cette forme, les équations (D.7) et (D.8) ne sont pas pratiques a mani-
puler. Il est donc intéressant d’introduire des potentiels effectifs pour réécrire
ces expressions.

— Soit ut le potentiel effectif entre particules liées d’apres (D.7) :

+00 u(r) >0
ut(r) = (D.9)
u(r) — kT In F(r, B) u(r) <0

— Soit u* le potentiel effectif entre particules non liées d’apres (D.8) :
u(r) u(r) >0
u*(r) = (D.10)
u(r) — kTIn[1 — F(r, 5)] u(r) <0

En utilisant ces potentiels effectifs, on obtient finalement :

Vv
QOI = 2—/\6/6_’3u1(r)471'7'2d7' (Dl]_)
v
V .
Q2 = —2/\6/ e P D dgr?dy (D.12)
v

ce qui justifie le terme de potentiel effectif. D’apres (D.9) et (D.10), on a :

o Bulr) — g—But(r) 4+ e Pu(r) (D.13)
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Ceci permet de donner une méthode générale pour construire les amas et
calculer les fonctions Q5 : en remplagant e~ (i) pour chaque couple (4, 7)
de particules par la relation (D.13) dans la fonction de partition (1.3), on
obtient la décomposition (D.3) et les expressions des Q5. Pour N = 2, on
retrouve immédiatement Qy (D.11) et Qg (D.12) que lon représente de
facon diagrammatique par :

R = OO0
Qo = 00

oll un trait plein représente une interaction effective u! entre particules liées,
et un trait en pointillés une interaction effective u* entre particules non liées.
Les amas sont donc représentés par des ensembles de particules liées par des
traits pleins. Dans le cas de trois particules, on obtient :

Q
Q0 = G0
Qi = G- f@*@j? +®3®
Qoor = O +®&9+®E\® + @/E%
Avec par exemple :
3

— i * * — — —
Q110 = /V e~ iz tuia ua) 4 diry iy

3100
ol le facteur 3 au numérateur tient compte des trois possibilités pour placer
le lien en trait plein.

Les potentiels effectifs dépendent explicitement de la fonction F'(r, 5) que
nous avons introduite dans le cas des amas de Hill pour rendre compte du
critére (1.22), mais on peut tout & fait utiliser ce formalisme pour d’autres
définitions d’amas en choisissant la fonction F'(r, 3) correspondante [59, 70].






Annexe E

Percolation en gaz sur réseau

Le travail fondateur qui va établir un lien rigoureux entre transitions de
phase thermodynamique et de type percolation est celui de P.W. Kasteleyn
et C.M. Fortuin [43]. Le point de départ est un modele de Potts & I’équilibre
thermodynamique [44]. Ce modele est une généralisation du modele d’Ising :
chaque site v du réseau possede x couleurs (au lieu de deux, spin up ou down
seulement). Son hamiltonien s’écrit :

BH == Ki(o,— 1),

leL

ou L est ’ensemble de liens [ = {v, v’} entre sites plus proches voisins; o, = 1
si les sites terminaux du lien sont de méme couleur (o, = o) et 0 sinon'.
Le résultat principal est que la fonction de partition thermodynamique Z de
ce modele peut s’exprimer comme la moyenne suivante : on effectue sur les
N sites et L liens de ce réseau une percolation de liens avec la probabilité p;
qu’un lien [ soit actif, ou :
p=1—e?M

On calcule la multiplicité my des amas de percolation ainsi obtenus, puis la
moyenne statistique z™°. Elle est égale a la fonction de partition :

Z =<x™;G >

ol G caractérise le réseau de percolation. Cette formule permet aussi bien
une évaluation numérique de Z que, dans certains cas, un calcul théorique
simple comme le montre I’exemple suivant.

Exemple : Modéle de Potts sur [’arbre de Bethe. Prenons K; = 3J, Vl. Soit N
le nombre de sites si R est le nombre de liens pour une réalisation donnée, on a

'Nous avons repris ici les notations de Kasteleyn-Fortuin. Il ne faut pas confondre les
spins de site o, qui ont 2 couleurs avec les spins de lien o; qui valent O ou 1.
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clairement mog = N — R. On en déduit que :
N-1

Z=<a™ >=3 Cy .¢"(1-g" "1V,
R=0

done :
Z=zlg+ (1 - gz "

A la limite thermodynamique on en tire ’énergie libre par site :

kT
f=- Jim —=logZ = —kTlog[l + e Pz —1)].

N—oo

En utilisant notamment des prolongements analytiques de ce résultat
quand ¢ — 1 ou 0, les auteurs ont décrit de facon unifiée un grand nombre de
probléemes de physique statistique qui paraissaient différents (la percolation,
le modele de Potts, le réseau de résistance et la coloration de graphes).

Nous nous limiterons dans ce qui suit au cas du modele d’Ising, x = 2.
Considérons les ensembles formés de spins plus proches voisins de méme cou-
leur (amas d’Ising). En effectuant une percolation de liens avec la probabilité
py sur ces amas on définit de nouveaux amas qu’on appellera les “amas de
Kasteleyn-Fortuin” (K F). On montre alors que :

_ g

ol Y est la susceptibilité magnétique et my la moyenne statistique du second
moment de la distribution en tailles des amas de K F'.

Dans le cadre du modele de gaz sur réseau, les amas de Coniglio-Klein
(CK) sont les amas de K I constitués de spins up. La relation (E.1) montre
que la compressibilité du gaz est proportionnelle a la largeur de la distribution
en tailles des amas de C'K ; ce qui implique qu’au point critique thermody-
namique, et a ce point seulement, leur largeur diverge.

e Avec champ magnétique.
L’hamiltonien peut s’écrire :

N

BH = — ZKZ(JI — 1) — ZﬂHv(O'v — 1)

leL v=1

o N est le nombre de sites et H, le champ magnétique au site v (dans la
suite H, = H, V v). Pour exprimer, comme précédemment, cet hamiltonien
comme un hamiltonien associé a un graphe, on va ajouter un site fictif o
occupé par un spin fictif (“ghost spin” ou spin “fantéme”) o, = 1 dans le cas
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H > 0. A Pensemble L des liens | = {v,v'} précédemment défini on ajoute
I'ensemble Ly des N liens {o,v}. Soit G* le graphe défini par ’ensemble de
liens L* = LU Ly et des N + 1 sites. Clairement :

IBH(O', o9 = 1,0*) = — Z Kl(al - ].)
leLx
avec K =pJsile Let K;=H sil € Ly. Dans le cas H > 0, la majorité
des spins vaut +1, et, méme si le champ est faible une fraction macroscopique
(1—e~%PH ~ 28H) de spins up est reliée au spin “fantome” (cf figure E.1). Si
H #0,ily a donc toujours un amas percolant [27, 105]. Ces amas s’appellent
“amas de Swendsen-Wang” (SW). A la limite thermodynamique tout amas
contenant le spin “fantome” est infini et réciproquement ; cet amas est unique.

F1G. E.1 — Seuls les spins up sont représentés sur ce réseau plan. Les liens entre spins up
sont actifs avec la probabilité 1 —e 287 (trait gras) et les liens entre les spins up et le spin
“fantome” sont actifs avec la probabilité 1 — e 28" . On voit que des spins non connectés
sur le réseau réel appartiennent au méme amas par Uintermédiaire du spin “fantéme”.

En conclusion, dans le diagramme {p — T}, & part la singularité au point
critique thermodynamique ou les amas de SW coincident avec ceux de CK
(puisque H = 0), il n’y a pas de passage d’une phase percolante a une phase
non percolante pour les amas de SW. Ils remplissent donc les criteres des
gouttelettes de Fisher énumérés a la fin de la section 1.2.3.

La fonction de partition est encore donnée par :

7 =< 2™ G* >,

ol G* est le réseau de N + 1 sites et L + N liens, mais my(R) est le nombre
d’amas finis qui ne contiennent pas le spin “fantome”. En effet, les amas
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liés au spin “fantome” n’introduisent pas de facteur 2 dans la fonction de
partition puisque leur spin vaut nécessairement —+1.

Nous présentons pour clore cette annexe les relations entre les distribu-
tions en taille des amas de CK et SW [56]. D’une fagon générale posons
ns = Ngp + ng_, OU Nz et n,_ sont respectivement le nombre d’amas de
spins up et de spins down de taille s. On se limite dans ce qui suit auz amas
ne contenant pas le spin “fantéme”, ce qui est le cas de tous les amas de K F,
de CK, des amas de SW de spins down et de la fraction e 27 des amas
SW de spins up. En effet la probabilité qu’un spin up ne soit pas connecté au
ghost spin est e72%H et pour s spins elle est de (e=2°%), puisqu’il s’agit de
probabilités indépendantes de percolation. Par définition n* = nf{ Comme

. , . ~ k
aucun spin down n’est connecté au spin “fantome”, nj¥ = nsf . Donc :

ns? = nkl 4kl e=2Hs (E.2)

Par ailleurs le poids de Boltzmann implique que :

LPES _ eQ,BHs (E3)

Des équations (E.2) et (E.3) on déduit que :

sw __ kf
ng = 2ng.

et que :
sw __ ck —2BHs
= 2ng’e

L

Ainsi, méme si nck; ~ s 7 avec 7 < 3 la largeur de ni" sera toujours finie
(si H > 0).
La table suivante résume les différentes définitions d’amas.

‘ amas de H Définition ‘
Ising Sites plus proches voisins de méme couleur
KF Sites d’Ising liés par p = 1 — exp (—25J)

CK Sites de KF' de couleur oy
SW Sites de CK + sites liés par ¢ = 1 — exp (—25H)

TAB. E.1 — Définition des amas dans le cas du modéle de Ising avec champ
magnétique. La couleur oy est celle du spin “fantome”.

Dans le contexte du gaz sur réseau, nous avons donné une interprétation
physique des amas de Coniglio-Klein, interprétation qui se maintient pour
toute valeur de H, ou encore du potentiel chimique ou de la densité moyenne.
Nous n’en voyons aucune pour les amas de Swendsen-Wang.



Annexe F

Parametres des simulations
numériques

F.1 Algorithme de Monte-Carlo

Pour un nombre de particules IV, une densité p et une température 7T’
donnés, un programme de Monte-Carlo Canonique (algorithme de Metropo-
lis) permet de déterminer les positions et ’énergie potentielle du systéme
[106].

Nous avons utilisé cette méthode pour calculer les distributions en taille
des amas d’un systeme a I’équilibre de N = 11664 particules contenues dans
une boite cubique avec des conditions périodiques (cf chapitre 2). Le poten-
tiel utilisé dans cette simulation est un potentiel de Lennard-Jones coupé en
r. = 30. Le déplacement maximal autorisé d’une particule a chaque itération
est fixé pour obtenir un taux d’acceptation entre 40% et 70%. L’équilibre
thermodynamique du fluide est supposé atteint lorsque I’énergie potentielle
moyenne du systeme se stabilise. Le nombre d’itérations nécessaires pour
thermaliser le systeme dépend évidemment du point du diagramme de phase
que l'on consideére. Au-dessus de la courbe de coexistence!, quelques milliers
d’itérations suffisent pour observer une variation relative de 1’énergie poten-
tielle inférieure & 1%. Les grandeurs moyennes sont alors calculées sur 1000
itérations. Le temps mis pour effectuer une itération est de ’ordre de 10 se-
condes sur un PC équipé d’un processeur pentium IIT de 450 MHz, ce qui
représente environ 12 heures de calcul pour obtenir les propriétés du systéme
en un point du diagramme de phase.

1 est par contre trés délicat d’étudier la région sous la courbe de coexistence et le
point critique thermodynamique ou l’on est confronté au phénomene de ralentissement
critique.
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F.2 Dynamique Moléculaire

Nous avons utilisé un programme de Dynamique Moléculaire Microcano-
nique (nombre de particules N, densité p et énergie E donnés) pour étudier
les propriétés énergétiques des amas dans le fluide a 1’équilibre thermodyna-
mique constitué de N = 10648 particules (cf chapitre 3) et pour déterminer
le diagramme de phase d’un systéme de N = 125 particules (cf section 2.6).
L’algorithme de Dynamique Moléculaire a ’avantage de fournir les vitesses
des particules a chaque itération. Cette méthode a donc permis d’étudier les
propriétés dynamiques des amas avec un systeme de N = 1000 particules
(cf section 3.4) et I'expansion d’une gouttelette de N = 216 particules (c¢f
section 4.3.1).

Notre programme de Dynamique Moléculaire est basé sur un algorithme
de Verlet [107]. On consideére un ensemble de N particules, confinées dans
une boite cubique, interagissant par un potentiel de Lennard-Jones coupé a
une distance r. = 30 et translaté de fagon a annuler continiment le potentiel
enr=rg:

c

) — { 4[(2)% — (5]~ 4(2)” — (2)] si r <.
0 si r>r,

Les particules subissent sur les parois de la boite des collisions élastiques qui

assurent, la conservation de I’énergie et de 'impulsion du systeme. L’énergie

du systeme est fixée en choisissant la distance moyenne entre les parti-

cules placées initialement aux nceuds d’un réseau cubique a une composante

aléatoire pres. Les vitesses initiales des particules sont nulles. Ensuite, les

équations du mouvement sont intégrées par itération avec un pas de temps
0t = hty, ou ty = \/% est 'unité de temps du systéme et A une constante
que nous avons fixée & h ~ 0.01. Pour I'argon ¢, = 3.1072 secondes, un pas
de temps vaut donc 3.107! secondes. Nous avons vérifié que ce pas de temps
était suffisamment faible pour conserver I'impulsion et I’énergie du systeme.
Les variations relatives de cette dernieére sont de ’ordre de 0.05%

On considere que I’équilibre thermodynamique est atteint lorsque la tempé-
rature, calculée a partir de 1’énergie cinétique moyenne des particules, devient,
constante en moyenne. Par exemple : pour N = 10648 particules, a la densité
p = 0.5, le systeme est thermalisé en environ 8000 itérations. A basse densité,
pour p = 0.05, il faut 10 fois plus d’itérations. Les grandeurs moyennes sont
ensuite calculées sur 10000 itérations. La durée d’une itération est d’environ
0.5 secondes ce qui représente environ 10 heures de calcul.
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