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Introduction

L’objet de ce travail a été I’étude d’équations aux dérivées partielles faisant intervenir
I’opérateur p-Laplacien défini par

Ayu = div(|VulP2Vu) avec p > 1.

Cet opérateur sous forme divergence est elliptique dégénéré lorsque p # 2 et est équivalent
a lopérateur Laplacien A usuel lorsque p = 2.

Il apparait aussi bien en mathématiques fondamentales, par exemple dans les pro-
blémes de courbure, qu’en mathématiques appliquées. En effet, il intervient dans de nom-
breux domaines en sciences expérimentales : problémes de réaction-diffusion non linéaires,
dynamique des populations, écoulements de fluides non-newtoniens, etc. En particulier,
dans sa thése de doctorat en 1975 [35], M.C. Pélissier modélise I’écoulement des glaciers
de montagne par des équations aux dérivées partielles faisant apparaitre le p-Laplacien.
Elle explique sa présence par le fait que la glace peut-étre considérée comme un fluide
pseudo-plastique et satisfait une loi de déformation non linéaire.

La littérature sur I’étude théorique de telles équations est trés vaste a I’heure actuelle,
elle a réellement commencé il y a une vingtaine d’années. M. Otani |33] en dimension un
puis F. de Thélin [39] en dimension N ont obtenu en 1984 les premiers résultats sur une
équation de la forme —A,u = M\u”~!. Indépendamment, F. de Thélin [39] et W.M. Ni J.
Serrin [32] ont prouvé I'unicité de la solution pour des solutions radiales dans RY et M.
Otani [34] 'a généralisé a des ouverts quelconques. En 1987, F. de Thélin [40] a étendu
ces résultats pour I’équation Ayu = g(x,u) ol g peut étre contrdlée par des fonctions
polynémiales. Citons aussi, parmi les précurseurs, G. Barles [4], S. Sakaguchi [36] et A.
Anane [2] qui obtiennent des résultats d’unicité pour des problémes aux valeurs propres
de la forme

—Ayu = Au[f"*u  dans Q (domaine borné).

Par ailleurs, P. Lindqvist [30] a établi en 1990 différents résultats sur ce type d’équation
qui font suite a Particle de A. Anane |2]|. D’autres théorémes d’unicité ont été énoncés
par J.I. Diaz et J.E. Saa dés 1987 pour une équation du type —A,u = f(z,u) sous la
condition r +— % est décroissante. On peut citer aussi les travaux de R.F. Manéasevich
et M.A. del Pino [31] sur la bifurcation depuis la premiére valeur propre et ceux de A.
Anane et J.P. Gossez [3] sur les problémes de non résonance associés au p-Laplacien. Dans
tout ce qui précede, les auteurs ont étudié des équations aux dérivées partielles dans des

domaines bornés; en ce qui concerne le cas des ouverts non bornés tels que RY | il a été
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abordé par P. Drabek [17], P. Drabek X.Y. Huang [18] et A. Bechah, K. Chaib, F. de
Thélin [7]. Ces articles répondent aux questions sur 'existence et 1'unicité aussi bien pour
des problémes de valeurs propres que pour des problémes non-linéaires.

Les travaux sur les systémes de p-Laplaciens ont été initiés par F. de Thélin [41] et
P. Felmer, R.F. Manésevich et F. de Thélin [20]. Dans le premier article, il est montré
I’existence et 'unicité de la premiére valeur propre d’un systéme du type

—Ayu = Au|*tulv/f+!  dans Q
—Av = AMul*Tv|?~ly  dans Q

avec "‘Tfl + % = 1. Dans le second, les auteurs étudient l’existence et 1’unicité de la
solution positive d’un systéme variationnel (ou dérivant d’un potentiel)

—Apu = (3, u,v) dans Q

—Ag =28(z,u,v) dans
généralisant ainsi au cas des systémes les résultats de J.I. Diaz et J.E. Saa [16]. Puis,
F. de Thélin, J. Vélin [42] et J. Chabrowski [11] ont poursuivi I’étude de tels problémes
variationnels et ont commencé une approche du cas non variationnel en faisant des hypo-
théses sur la croissance des non-linéarités. Tous ces travaux concernant le cas variationnel
ont été généralisés pour le cas de domaines non bornés tels que RY par J. Fleckinger,
R.F. Manésevich, N.M. Stavrakakis et F. de Thélin [22] et A. Bechah, K. Chaib et F.
de Thélin [7]. L’étude des systémes de p-Laplaciens dans RY a été inspirée par celle faite
pour des systémes de Laplaciens classiques par M.F. Bidaut-Véron [8|. Il faut aussi noter
que l'existence de solutions pour des systémes de p-Laplaciens purement non variation-
nels a été abordée par Ph. Clément, J. Fleckinger, E. Mitidieri et F. de Thélin [12] et Ph.
Clément, R.F. Manéasevich et E. Mitidieri [13] pour des domaines bornés. Et ce n’est que
récemment que ces résultats ont été complétés par A. Bechah [5] [6] dans le cas non borné.

Actuellement, de nombreuses recherches sont en cours, en particulier sur le principe de
I'antimaximum de Ph. Clément et L.A. Peletier [14] comme ’article en préparation de T.
Godoy, J.P. Gossez et S. Paczka [24] dans lequel ils complétent les résultats déja obtenus
par N.M. Stavrakakis, F. de Thélin [38] et J. Fleckinger, P. Takac [23]. Evidemment,
I’historique que nous venons de tracer ci-dessus est loin d’étre exhaustif, néanmoins il est
a la base de notre travail dans cette thése.
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Avant d’aller plus loin, décrivons un probléme aux valeurs propres de la forme
~Apu = Ag(z)|u[’"*u dans R

qui peut étre résolu de facon explicite. En effet, on peut trouver la fonction propre positive
correspondant a la premiére valeur propre.
Cela revient a résoudre un probléme de la forme :

—([u'[P72u") = Ag(z)|u[P~?u  dans R

(€)

]im|$|_>oo ’U,(.T) =0

D’aprés les résultats de K.J. Brown, C. Cosner et J. Fleckinger [10] pour p = 2 et
de X.Y. Huang [29] pour p > 1, la fonction poids g doit changer de signe dans R pour
avoir l’espoir de trouver une telle solution positive. Nous verrons par la suite que ces
deux résultats ainsi que le fait que la fonction propre principale pour un poids positif est
unique, pourrons étre démontrés de facon rapide grace au résultat du chapitre 2. De fait,
nous allons choisir la fonction poids g changeant de signe une fois :

+]. Si T € [—TQ,T()]
—1 si ‘.’L‘| > Ty

ou T sera déterminé plus tard. Maintenant, nous séparons R en deux parties [T, Tp] et
[—To, Ty]¢ et examinons chacun des sous problémes.

Commencons par étudier cette solution sur [Ty, Tp]¢. En choisissant u(z) = e~®/ sur
[—To, Ty]¢ on constate aisément que u vérifie bien I’équation avec A = p — 1 et bien sir les
conditions aux limites.

Ensuite, sur I'intervalle [—Tp, Tp] I’équation devient :
(&) —([w'[P~*u)" = Ag(@)uf~?u sur [-To, To]
avec pour conditions initiales et au bord :
u(Ty) = u(-Ty) =e T
(&)
—u/(Tp) = u'(=Tp) = e To,

Pour trouver une fonction qui satisfait I’équation (&,;) nous nous inspirons de l’article de
M. Del Pino, P. Drabek et R. Manasevich [19]. Ils définissent une fonction sin, (et un réel
mp) solution du probléme :

(&o)
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Pour notre étude choisissons comme solution une fonction de la forme u(z) = a:sin,(t+ )
ou sin, est définie sur [0, m,/2] par la donnée de sa fonction réciproque arcsin, :

ot /t ds
arcsingt = | ——.
" o (1- 81’)%

Des raisons de symétrie par rapport a I’axe des ordonnées imposent que § = m,/2.

Il est & noter que 'on retrouve une certaine analogie au cas p = 2. En effet, dans le
cas p = 2, nous aurions pris une solution de la forme acost qui n’est rien d’autre que
asin(t 4+ 7/2). Par contre, acos,t := (asin, t)’ n’est pas solution de (&) ce qui souligne
la particularité du cas p = 2.

A présent, il ne reste plus qu’a vérifier les égalités (€.) qui nous donneront un raccor-
dement C' avec la solution sur [—Tp, Ty]¢. La définition de la fonction sin, nous donne
déja

sing (t + 7, /2) = siny(m,/2 — 1) et sin,(t 4+ m,/2) = —siny(m,/2 — t).
Pour le reste, il faut déterminer les valeurs de « et 1, adéquates :

asing(m,/2 — Ty) = e 10

asing (m,/2 — Tp) = e~ 0.

Comme sin,, est croissante bijective de [0,m,/2] dans [0, 1] et sin; est décroissante bi-
jective de [0,7,/2] dans [0, 1], il existe une valeur m telle que sin, 7y = sin;, my. Choisissons
Ty € (0,7,/2) tel que m,/2 — Ty = my et on arrive a

e71'0—71'1,,/2

o=——.
siny (7o)
De plus, on a sinb mo + sin,”my = 1 et sin, 7y = sin,'m, donc sin, mp = 2-1/p,
Ainsi, la fonction propre positive associée & p — 1 et au poids ¢ est définie par :

2t/Pemo=mo/2gin (7, /2 + x) six € [my — Tp/2, Tp/2 — T

u(z) =
e~ si x| > m,/2 —m
2 . /2‘”’” ds
avecm, = —————~ et wg = _—
" psin(n/p) o (1-s?)r

Voici quelques représentations graphiques des fonctions propres associées a p—1 et au
poids g selon les valeurs du paramétre p :



Fi1G. 1 — Fonction propre pour p=5/4

F1G. 2 — Fonction propre pour p = 3/2

F1G. 3 — Fonction propre pour p =2

1X



F1G. 4 — Fonction propre pour p =25




Présentation

Cette thése a été motivée par le fait que certains résultats sur les systémes de p-
Laplaciens dans des ouverts non bornés méritaient d’étre complétés. Nous nous sommes
attachés a établir pour le cas non borné lorsque ce fut possible des théorémes d’existence et
d’unicité. Cette démarche est périlleuse car nous perdons l'injection compacte de WP (£2)
dans LP(2) ce qui nous oblige & introduire des fonctions poids dans nos problémes. De
plus, certains outils classiques dans les domaines bornés n’ont pas leur équivalent dans les
domaines non bornés. Le deuxiéme objectif était de généraliser a un systéme d’équations
faisant intervenir le p-Laplacien certains résultats obtenus pour une équation. Ici, la prin-
cipale difficulté était de faire apparaitre une certaine symétrie pour résoudre ces problémes.

CHAPITRE 1

Dans [9], H. Brézis et L. Oswald étudient I’existence et I'unicité de la solution positive de
—Au = f(z,u) dans Q ou Q est un domaine borné de RY. Ils ont montré I'unicité sous
la condition de stricte décroissance de la fonction u — @ et I'existence a été prouvée
sous la condition nécessaire et suffisante A\j(—A — ag) < 0 et A\j(—A — ax) > 0 avec
ap = limjy0 @ et oo = limyy| 0 @ Par la suite, J.I. Diaz et J.E. Saa ont étendu
ce résultat pour I’équation —Ayu = f(z,u) dans Q. Dans ce chapitre, notre propos a été
de généraliser ce type de résultat pour la méme équation dans le cas ou €2 est un domaine
non borné tel que RY. Nous ne pouvons pas utiliser, comme 1'ont fait J.I. Diaz et J.E.
Saa, I'inégalité du méme nom (inégalité de Diaz-Saa) :

YA Az
/ (— o7 ;_f)<sz—zs)dxzo 1)

21 29

avec pour i # j,i,7 = 1,2 j—; € L>(9Q).
Mais, nous employons une méthode locale comme dans 'article de J. Fleckinger, R.F.
Manésevich, N.M. Stavrakakis et F. de Thélin ([22]) pour prouver 'unicité. En ce qui
concerne la condition nécessaire nous adaptons les démonstrations de [22] et [9].

Dans la seconde partie de ce chapitre, nous obtenons le méme type de résultat pour
le systéme variationel :

—Apu = (z,u,v) zeRY

~Ag =% (z,u,v) zeRN

im0 w(2) = 0 = limyz) 00 v(2).

xi
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Il est & noter que pour le cas borné ce systéme a été étudié par P. Felmer, R.F. Manéa-
sevich et F. de Thélin [20].

CHAPITRE 2

Comme nous I’avons vu dans le chapitre précédent l'inégalité de Diaz-Saa (1) ne peut
pas étre appliquée en ’état lorsque nous avons affaire & des domaines non bornés. En
effet, dans le cas borné, le principe du maximum de Hopf permet de vérifier I’hypothése
j—;’, € L>(Q); cette propriété est fausse en général lorsque Q2 = R". Notre propos dans
ce chapitre 2 sera d’étendre & des ouverts non bornés tels que RY cette inégalité grace a
'identité de Picone présentée par W. Allegretto et X. Y. Huang [1]. Elle est un outil essen-
tiel dans I’étude du p-Laplacien. En particulier, elle est utilisée dans les démonstrations
d’unicité de la premiére valeur propre comme 'ont fait A. Anane [2| et J.I. Diaz, J.E. Saa
[16] dans le cas borné. La généralisation de ces résultats d’isolation et de simplicité pour
un systéme de p-Laplacien a fait ’objet de la seconde partie de ce chapitre. On compléte
ainsi les résultats de J. Fleckinger, R.F. Manésevich, N.M. Stavrakakis et F. de Thélin
[22] ot un systéme légérement différent est considéré.

CHAPITRE 3 ET 4
La présentation de ces chapitres 3 et 4 peut se faire en paralléle car les résultats obtenus
sont identiques. Nous établissons dans ces chapitres des conditions nécessaires et suffi-
santes pour ’existence de solution. Ces conditions portent sur le paramétre p intervenant
dans ces systémes :

—Apu = pf(z,u,v) RN
Ay = pg(z,u,v) T €RY

lim g 00 u(2) = 0 = limyz) 00 v(2).

La différence essentielle entre ces deux chapitres est que le premier utilise les propriétés
des systémes variationnels tandis que le second utilise celles des systémes hamiltoniens.
En effet, on étudie ici des systémes de p-Laplaciens non linéaires dans R dont les non
linéarités sont encadrées par des fonctions polyndomiales. Ces fonctions polyndomiales ont
un caractére variationnel pour le systéme du chapitre 3 et ont un caractére hamiltonien
pour le systéme du chapitre 4.

Pour la condition suffisante, nous utilisons la méthode des sous,sur-solutions présentée
dans [15] et [28] par J.I. Diaz et J. Hernandez. Nous remarquons que (0,0) est sous-
solution de ces systémes et nous trouvons la sur-solution par le lemme du col. En ce qui
concerne la condition nécessaire, notre étude fait suite & un résultat de R. Shivaji [37] ou
il étudie le cas semi-linéaire (p = 2). Nous verrons ici une nouvelle application de l'identité
de Picone pour étendre le résultat de R. Shivaji au cas des systémes de p-Laplaciens.

En appendice, nous montrerons des propriétés de régularité de la solution pour le cas
non borné, mais nous décrirons aussi comment les résultats ci-dessus peuvent étre obtenus
plus simplement dans le cas borné.

CHAPITRE b
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Dans le chapitre 5, nous étudions le comportement de la solution d’un systéme de la

forme :
—Ayu = pf(u,v) dans (2

—A,v = pg(u,v) dans Q

u=v=0 sur 0.

Ce travail fait suite aux travaux de Z. M. Guo |26] [27] [25] ot il examine le cas d’une seule
équation. Les principales hypothéses sur les fonctions f et g sont leur comportement a
I'infini et & 'origine. Le résultat que nous obtenons est que le comportement de la solution,
lorsque p tend vers I'infini dépend essentiellement du comportement de f et ¢ a l'infini.
Il est & noter qu’un des arguments récurrents dans la preuve est le lemme de Hopf. Ceci
nous empéche d’espérer étendre ce résultat au cas non borné, car il est difficile d’imaginer
un équivalent a ce lemme de Hopf dans le cas Q = RV



xiv



Bibliographie

[1] W. ALLEGRETTO X. Y. HUANG. A Picone’s identity for the p-Laplacian and appli-
cations. Nonlinear Analysis, Theory, Methods & Applications, 32(7) :819-830, 1998.

|2] A. ANANE. Simplicité et isolation de la premiére valeur propre du p-Laplacien avec
poids. C. R. Acad. Sci. Paris Sér. I Math., 305(16) : 725-728, 1987.

[3] A. ANANE J.P. GOSSEzZ. Strongly nonlinear elliptic problems near resonance : a
variational approach. Comm. Partial Differential Equations, 15(8) : 1141-1159, 1990.

[4] G. BARLES. Remarks on uniqueness results of the first eigenvalue of the p-Laplacian.
Ann. Fac. Sci. Toulouse Math., 9(1) : 65-75, 1988.

[5] A. BECHAH. Nontrivial positive solutions for systems with the p-Laplacian in RY
involving critical exponents. Rostock. Math. Kollog., 55 : 73-88, 2001.

[6] A. BECHAH. Positive solutions for a nonvariational quasilinear elliptic system in R".
Rev. R. Acad. Cienc. Ezactas Fis. Nat., 94(1) : 1-7, 2000.

|7] A. BEcHAH K. CHAIB F. DE THELIN. Existence and uniqueness of positive solution
for subhomogeneous elliptic problems in RY. Rev. Mat. Apl., 21(1-2) : 1-17, 2000.

[8] M.F. BIDAUT-VERON. Local behavior of the solutions of a class of nonlinear elliptic
systems. Adv. Differential Equations, 5(1-3) : 147-192, 2000.

[9] H. BREzIS L. OSWALD. Remarks on sublinear elliptic equation. Nonlinear Anal.
TMA, 10(1) :55-64, 1986.

[10] K.J. BROWN C. COSNER J. FLECKINGER. Principal eigenvalues for problems with
indefinite weight function on RY. Proc. Amer. Math. Soc., 109(1) :147-155, 1990.
[11] J. CHABROWSKI. On multiple solutions for nonhomogeneous system of elliptic equa-

tions. Rev. Mat. Univ. Complut. Madrid, 9(1) : 207-234, 1996.

[12] PH. CLEMENT J. FLECKINGER R.F. MANASEVICH F. DE THELIN. Existence of
positive solutions for a nonvariational quasilinear elliptic system. J. Differential Equa-
tions, 166(2) : 455-477, 2000.

[13] PH. CLEMENT R.F. MANASEVICH E. MITIDIERI. Positive solutions for a quasilinear
system via blow up. Comm. Partial Differential Equations, 18(12) : 2071-2106, 1993.

[14] Pu. CLEMENT L. PELETIER. An antimaximum principle for second order elliptic
operators. J. Differential Equations, 34 : 218-229, 1979.

[15] J. I. Diaz J. HERNANDEZ. Free boundary problems for some stationary reaction-
diffusion systems. In Res. Notes in Math, number 89 in Contributions to nonlinear

partial differential equations (Madrid, 1981), pages 176-182, Pitman, Boston, Mass.-
London, 1983.

XV



xvi BIBLIOGRAPHIE

[16] J.I. Diaz J.E. SAA. Existence et unicité de solutions positives pour certaines équ-
taions elliptiques quasilinéaires. C. R. Acad. Sci. Paris, 305 Série I : 521-524, 1987.

[17] P. DRABEK. Nonlinear eigenvalue problem for p-Laplacian in RY. Math. Nachr.,
173 : 131-139, 1995.

[18] P. DRABEK Y.X. HUANG. Bifurcation problems for the p-Laplacian in RY. Trans.
Amer. Math. Soc., 349(1) : 171-188, 1997.

[19] P. DRABEK R.F. MANASEVICH M.A. DEL PINO. The Fredholm alternative at

the first eigenvalue for the one-dimensional p-Laplacian. J. Differential Equations,
151(2) :386-419, 1999.

[20] P. FELMER R.F. MANASEVICH F. DE THELIN. Existence and uniqueness of positive

solutions for certain quasilinear elliptic systems. Comm. Partial Differential Equations,
17(11-12) : 2013-2029, 1992.

[21] J. FLECKINGER J.P. GOSSEZ P. TAKAC F. DE THELIN. Nonexistence of solutions
and an antimaximum principle for cooperative systems with the p-Laplacian. Math.
Nachr., 194 : 49-78, 1998.

[22] J. FLECKINGER R.F. MANASEVICH N.M. STAVRAKAKIS F. DE THELIN. Principal

eigenvalues for some quasilinear elliptic equations on RY . Adv. Differential Equations,
2(6) : 981-1003, 1997.

[23] J. FLECKINGER P. TAKAC. Maximum and antimaximum principles for some elliptic

problems. Advances in differential equations and mathematical phisics, 217 : 19-32,
1998.

[24] T. Gopoy J.P. GOssEZ S. PACZKA. On the antimaximum principle for the p-
Laplacian with indefinite weight. To appear.

[25] Z. M. Guo. Some existence and multiplicity results for a class of quasilinear elliptic ei-
genvalue problems. Nonlinear Analysis, Theory, Methods & Applications, 18(10) :957—
971, 1992.

[26] Z. M. Guo. On the number of positive solutions for quasilinear elliptic eigenvalue
problems. Nonlinear Analysis, Theory & Applications, 27(2) :229-247, 1996.

[27] Z. M. Guo J. R. L. WEBB. Uniqueness of positive solutions for quasilinear elliptic

equations when a parameter is large. Proceedings of Royal Society of Edinburgh,
124A :189-198, 1994.

[28] J. HERNANDEZ. Positive solutions for the logistic equation with unbounded weights.
In Lecture Notes in Pure and Applied Mathematics, number 194 in Reaction diffusion
systems (Trieste, 1995), pages 183-197, Dekker, New York, 1998.

[29] Y.X. HUANG. Eigenvalues of the p-Laplacian in RY with indefinite weight. Comment.
Math. Univ. Carolin., 36(3) :519-527, 1995.

[30] P. LINDQVIST. On the equation div(|Vu[P~2Vu) + A|ulP~?u = 0. Proc. Amer. Math.
Soc., 109(1) : 157-164, 1990.

[31] R.F. MANASEVICH M.A. DEL PINO. Global bifurcation from the eigenvalues of the
p-Laplacian. J. Differential Equations, 92(2) : 226-251, 1991.



BIBLIOGRAPHIE xvii

[32] W.M. N1 J. SERRIN. Existence and nonexistence theorems for ground states of

quasilinear partial differential equations of the anomalous case. Acad. Naz. Lincei,
77 : 231-287, 1986.

[33] M. OTANL On certain second order ordinary differential equations associated with
Sobolev-Poincaré-type inequalities. Nonlinear Anal., 8(11) : 1255-1270, 1984.

[34] M. OTANL Existence and nonexistence of nontrivial solution of some nonlinear
degenerate elliptic equations. J. Funct. Anal., 76(1) : 140-159, 1988.

[35] M.C. PELISSIER. Sur quelques problémes nonlinéaires en glaciologie. Thése de
doctorat de I’Université Paris XI. Publication mathématiques d’Orsay, 1975.

[36] S. SAkKAGUCHIL. Concavity properties of solutions to some degenerate quasilinear
elliptic Dirichlet problems. Ann. Scuola Norm. Sup. Pisa Cl. Sci., 14(4) : 403-421,
1987.

[37] C. MAYA R. SHIVAJI. Multiple positive solutions for a class of semilinear ellip-

tic boundary value problems. Nonlinear Analysis, Theory, Methods & Applications,
38 :497-504, 1999.

[38] N.M. STAVRAKAKIS F. DE THELIN. Principal eigenvalues and antimaximum prin-
ciple for some quasilinear elliptic equations on RY. Math. Nachr., 212 : 155-171,
2000.

[39] F. DE THELIN. Quelques résultats d’existence et de nonexistence pour une EDP
elliptique nonlinéaire. C. R. Acad. Sci. Paris, 229 Série I, 18 : 839-844, 1984.

[40] F. DE THELIN. Résultats d’existence et de non existence pour la solution positive et
bornée d’'une EDP. Ann. Fac. Sci. Toulouse, 3 : 375-389, 1987.

[41] F. DE THELIN. Premiére valeur propre d’un systéme elliptique non linéaire. Reuv.
Mat. Apl., 13(1) : 1-8, 1992.

[42] F. DE THELIN J. VELIN. Existence and nonexistence of nontrivial solutions for some
nonlinear elliptic systems. Rev. Mat. Univ. Complut. Madrid, 6(1) : 153-194, 1993.



xviii BIBLIOGRAPHIE



Table des matiéres

Probléme sous-homogéne

1.1 Introduction. . . . . . . . . . . ...

1.2 Etude de 'équation (£). . . . . . . . .
1.2.1 Existence de la solution de I’équation. . . . . . . . . . ... ... ..
1.2.2  Unicité de la solution de I’équation. . . . . . . . .. . ... ... ..
1.2.3 Condition nécessaire d’existence. . . . . .. ... . ... ... ...

1.3 Etude dusystéme (S). . . . . . . .. ...
1.3.1 Existence de la solution du systéme. . . . . ... .. ... ... ..
1.3.2  Unicité de la solution du systéme. . . . . . . .. ... ... ... ..

1.4 Appendice. . . . . .

Inégalité de Diaz-Saa dans RY
2.1 Inégalité de Diaz-Saa . . . . . . . . . . .. .
2.2 Premiére valeur propre d’un systéme de p-Laplaciens . . . ... ... ...

Existence dans le cas variationnel

3.1 Condition suffisante d’existence . . . . . . . . . ... ... ... ...
3.2 Condition nécessaire d’existence . . . . . . . . . .. ... .o
3.3 Appendice 1 : Condition de Palais-Smale . . . . . . ... .. .. ... ...
3.4 Appendice 2: Casborné . . . . .. . .. ... ...

Existence dans le cas hamiltonien

4.1 Condition suffisante d’existence . . . . . . . . . .. ... .. ... ..
4.2 Condition nécessaire d’existence . . . . . . . . . .. ... oo
4.3 Appendice 1 : Résultat de régularité. . . . . . . . . ... ...
4.4 Appendice 2: Casborné . . . . . . . ..o

Comportement asymptotique

Xix

33
34
39

47
49
95
o7
60

67
69
74
76
81

85



XX

TABLE DES MATIERES



Chapitre 1

Existence et unicité de la solution pour
un probléme de p-Laplacien
sous-homogeéne sur RV,

1.1 Introduction.

Notre étude s’inscrit dans la suite des nombreuses publications qui ont pour origine
'article de H. Brézis, L. Oswald [6].
Dans ce papier de H. Brézis, L. Oswald, il est question de I’existence et 1'unicité de la
solution faible positive de 1’équation

—Au = f(z,u) dans Q

u = 0 sur 0f2

ot  est un domaine borné de RY .
L’unicité de la solution positive a été obtenue grace a la stricte décroissance de la fonction

f(z,u)

U — , tandis que I'existence a été vérifiée sous la condition nécessaire et suffisante

)\1(—A - a()) <0 et )\1(—A — aoo) >0

- f(z,u) :
avec qg = lim et a, = lim
|u|—0 U |u|—+o00 U

fla,u)

Ce résultat a été généralisé par J. I. Diaz et J. E. Saa [8] pour une équation faisant
intervenir 'opérateur p-Laplacien

—Ayu = f(z,u) dans 2
u = 0 sur 092

ot 1 < p < N et Ayu = div(|VuP~?Vu).
Bien que leur démonstration de l'existence utilise un argument variationnel classique,

1
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celles de I'unicité de la solution et de la condition nécessaire d’existence sont basées sur
I'inégalité suivante

1 1
—A, w? —A, w?
/ L L+ L2 ) (w—wy) >0 (1.1)
Q wlp ,wzp

pour tout (:jj’—;) € L*(Q) ou i # j,i,7 = 1,2. Cette inégalité qui traduit la monotonie de

_prl/p

— =, a elle-méme été fréquemment utilisée par la suite.

w P

I'opérateur w —

Ici, nous présentons quelques résultats concernant ce type d’équation mais dans des
domaines non bornés tels que RY . Tout d’abord, nous étudions ’existence et I'unicité de
la solution pour le probléme suivant :

—Apu = f(z,u) z€RY
(€)

lim wu(x)=0.
|z|—=+o0

Définissons D'?P(RY) I'adhérence de C§°(RY) (I’ensemble des fonctions infiniment diffé-
rentiables a4 support compact dans R") par rapport a la norme

||ul| pro@ay = [|Vul| o). (1.2)

Nous dirons que u est une solution faible de (£) si u est une fonction non triviale dans
DUP(RY) vérifiant (£) au sens faible. Nous procéderons comme dans les articles [8], [6]
pour montrer 'unicité de la solution positive et nous adapterons les démonstrations de
[9], [6] pour prouver la condition nécessaire d’existence.

Il est & noter que 'inégalité de Diaz-Saa (1.1) ne peut pas étre appliquée en ’état car
nous ne pouvons pas affirmer que le quotient de deux solutions de (£) est borné dans RY .

Dans la seconde partie de ce travail nous étendrons nos résultats & un systéme de p et
g Laplaciens dérivant d’un potentiel

( OH
—Ayu = %(w,u,v) reRY

(S) 4 —Av = aa—lj(x,u,v) reRY

lim u(z)=0= Ilim wv(x
 |z|>+o0 ( ) |z|—+o00 ( )

Nous généraliserons ainsi les résultats de P. Felmer, R. F. Manésevich et F. de Thélin
([10]) qui étudient ce type de systéme dans des domaines bornés.
En ce qui concerne 'unicité de la solution du systéme (S), nous utiliserons comme

dans [10] et [11] la stricte concavité de la fonction (r,s) — H(z, rr%, s%)

Ce travail a été publié en 2000 dans la revue chilienne Revista de Matematicas Apli-
cadas |7|
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1.2 Etude de I’équation (&).

Dans cette partie, nous allons montrer sous quelles conditions nous pouvons affirmer
I'existence et I'unicité d’une solution faible dans D?(RY) du probléme (£). Nous déter-
minerons aussi la condition nécessaire pour 'existence d’une telle solution.

Faisons quelques hypothéses sur la fonction f :

(H.1) Pour presque tout z € RY la fonction » — f(z,r) est continue sur [0, +o0) et
x +— f(z,r) est mesurable (i.e. f est une fonction de Carathéodory). Nous prolongeons
cette fonction par f(z,0) pour les valeurs négatives de 7 ;

(He2) N existe A € LP*(RN) N L°(RY) et B € L%(RN) N L®(RY) telles que pour tout
u >0 et tout z € RY
|f(z,u)| < A(z)u™" + B(z)u"™
N N .
ou 1 < pg <Petp1=Wa,,p)a
. existe by € 7 (RV) N L®(RY) telle que
(#.3) 11 bo€ L3 ( q

e
u—s0+ uP~l

(He4) T existe by, € L%(RN) N L®(RY) telle que

u—+oo uP—1

> by(x) uniformément ;

= beo(2) uniformément ;

f(z,r)

rp—1

(H.5) Pour presque tout x € RY, la fonction r — est strictement décroissante

sur [0, +00).

Nous considérons aussi la fonction F' donnée par F(z,u) = [ f(z,s)ds pour tout
u > 0.

Remarque 1.1 Sous les hypothéses (H.l) — (He4), on peut expliciter des propriétés
supplémentaires sur la fonction F. En effet,

] 1 1 1
Fad) = [ f@oiz = [ Zfastopstons

ol 0N a POSE z = Sfl’¢
Ainsi, par le lemme de Fatou et les hypothéses (He2) et (He3), on a

F(z, ¢)

lim inf
¢—0t

Et de méme, par les hypothéses (H.2) et (Hed), on a

1 !
> Ebo (). (He3)

lim sup Flz.9) < 1bOO (z). (H.4)
¢p——+00 p
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1.2.1 Existence de la solution de I’équation.

Avant d’énoncer le résultat d’existence, nous étudions un probléme de valeur propre
dont nous aurons besoin dans le théoréme suivant.

Définition 1.1 Soient1 < p < N,a € L» (RY) N L=®(RY), b€ L» (RV) N L®(RY) et
a> 0.
Nous définissons A (b, a) comme la premiére valeur propre du probléme
Trouver u € DYP(RY), wu # 0 telle que
(V)

—Apu — b(z)[uP?u = Aa(x)|u|P2u sur RN,

En résolvant ce probléme de valeur propre, nous obtenons
A1(b,a) = inf {||u||%1’p(RN) — / b(x)|u|de}
A RN

ou A = {u € DYP(RY) tels que / a(x)|ulPdr = 1}
RN
. N . - .
Lemme 1.1 Soit a € L» (RY)N L®(RY) strictement positive et vérifiant

VR >0 dug >0 tel que iélfaZ,MR>0.
R

Alors pour tout b € L%(RN) N L®(RN), A\ (b, a) existe.

Preuve du lemme 1.1

Nous définissons les fonctionnelles A et B par

Aw) = [llyspgesy = [ Walurds et Bw) = [ alo)uPds,

D’abord, nous allons montrer les quatre assertions suivantes :
(i) A est faiblement semi-continue inférieurement ;
(ii) A= {u € D'P(RY) tels que B(u) = 1} est faiblement fermé;
(iii) A est coercive sur 'ensemble A ;
(iv) Si B(u) = 0 alors u = 0.
Ensuite, le reste de la preuve de ce lemme est simplement une application du théoréme

6.3.2 de M. S. Berger [4].

(i) (ii) La démonstration de la faible semi-continuité inférieure de A et de la fermeture
faible de A est classique.
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(iii) Gréce a l'inégalité de Holder et I'inégalité de Sobolev, nous avons
Aw) = [l - /R b s
= ||u||%1,p(RN) —/B b(x)\u\l’da:—/c b(x)|u|Pdx
R R

> gy = Wl | e = Collbl .

ol By est la boule centrée en 0, de rayon R, BS son complémentaire dans RY et C; la
constante de Sobolev.

Choisissons R de telle sorte que C’s||b||L ¥ <

1 . . . NN
I ce qui est possible puisque b € L» (RY).
R

Par conséquent

~ 1
Aw) > Sl — Bllmien) [ .
2 Bg

Comme B(u) = 1, il vient que

uR/ |ulPdz S/ a(x)|ulPdr <1
Bg Br

~ 1
Alu) 2 ”u”Dlp @) = Il

donc

Ainsi, hm”“”pl,p(RN)—wo A(u) = +00.

(iv) Nous avons B'(u)u =
B'(u) = 0.

%B( ), ce qui montre que u = 0 est I'unique solution de

¢

Théoréme 1.1 On considére que les hypothéses (Ho1)—(H.4) sont satisfaites. S’il existe
une fonction poids a € L%(]RN) N L>®(RY) strictement positive telle que Ai(boo,a) > 0 et
A1(bo, @) < 0 alors le probleme (€) admet une solution non triviale dans DP(RY).

De plus, si (H.5) est vérifiée et f(x,0) > 0 sur RN alors le probléeme (£) admet une
solution strictement positive dans D?(RV) N CL*(RY) (0 < o < 1).

loc

Remarque 1.2 Dans le théoréeme 1.1, on peut choisir indépendamment deux fonctions
N N

poids as € L» (RV)NL®(RY) et ag € L» (RV)NL®(RY) toutes deuz strictement positives

telles que Ai(boo, o) > 0 et Ay(bo, ag) < 0, mais pour simplifier I’écriture nous noterons

a4 =0y = Qgp-

Remarque 1.3 Dans la deuziéme partie de ce théoreme, on peut remplacer ’hypothése

f(z,r)

p—1

(Heb) par la décroissance au sens large de la fonction r —
RV,

sur [0, 400) p. p. sur
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Preuve du théoreme 1.1

Pour v € DY?(RY), on pose J(u) = %Hu”%LP(RN) - /RN F(z,u)dz. Nous montrerons
que :
(i) J est faiblement semi-continue inférieurement ;
(ii) J est coercive;
(iii) Il existe ¢ € DYP(RY) telle que J(¢) < 0.

(i) La fonction u — |Jul[}),, @) est convexe continue (car p > 1) donc elle est fai-
blement sci. Ainsi, il ne reste plus qu’a voir que u — — [pn F(x,u)dz est faiblement sci.

Soient (uy,)peny C DYP(RY) convergeant faiblement vers u, on a

/RN (F(x,uy) — F(x,u))dx

g/c |F(x,un)—F(x,u)|dx+/B Pz, ) — F(o,u)| dz.

~ /
J
-~ v~

:Il I2

Nous montrons d’abord, que /; tend vers 0 quand R tend vers I'infini indépendamment
de n. Gréce a la propriété (H.2), 'inégalité de Holder et le théoréme d’injection de Sobolev
on obtient

Lo < C |l Al (|l + 1l

1Bl (il +Huw;1,,,(m))]
Np (N=ppo 1 N
car p; = et + — = 1. Comme A € [P*(R"Y) et B €
' Np—po(N —p) Np a1 (&)

L (RY), on peut choisir rendre I; aussi petit que I'on veut pour R > Ry en choisissant
Ry assez grand.

D’autre part, nous montrons que pour Ry fixé, I, tend vers 0 quand n tend vers ’infini.
En effet, nous définissons D'?(Bg,) comme I’ensemble des éléments de D'?(RY) restreints
a la boule Bpg,, par suite D'P(Bg,) = W"P(Bpg,). Nous en déduisons que D“?(Bpg,)
s'injecte de fagon compacte dans LP(Bpg,). (uyn)nen converge faiblement dans D'?(Bg,)
alors il existe une sous-suite encore notée (u,)nen qui converge fortement vers u dans
LP(Bg,)- Donc (uy)nen converge vers u presque partout sur By, et utilisant le fait que F'
est continue, on a F(z, u,) qui converge vers F'(z,u) presque partout sur Bg,.

De plus, sachant que (uy,,)nen converge vers u dans LP(Bpg,), il existe & € L"(Bg,) avec
1 <r < p telle que |u|, |u,| < @ presque partout dans Bg, au moins pour une sous-suite
(voir [5]). TI en résulte que F(x,u,) < C(A(z)|a|P° + B(z)|aP) € L'(Bg,). Ainsi par le
théoréme de la convergence dominée de Lebesgue, on trouve que I; tend vers 0 quand n
tend vers l'infini.
Ce qui assure que J est faiblement semi-continue inférieurement.
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(ii) On suppose qu'il existe (uy)nen C D'P(RY) telle que ||un||prr@ry) tend vers 400
et J(u,) < C.

1
Soit t, = [|uy|[},, nous définissons u, = tfa, ainsi ||iy|/p1s = 1 donc (tn)nen est
bornée dans DVP(RY) et il existe une sous-suite encore notée (i, )nen telle que (i )nen
converge faiblement vers @ dans D'P(R") et (i,),en converge fortement vers @ dans
LP(Bg).

Pour la suite de la démonstration de ce point, nous utiliserons le résultat suivant :
Lemme 1.2 Sous les hypothéses (Hel), (He2) et (He4) on a

1

F(z,tpay, 1 _
lim sup/ Mdm < —/ boo(z)UPdx (1.3)
RN t (@>0}

n—o0 n

ou U, et u sont définis ci-dessus.

Preuve du lemme 1.2

Nous définissons
:{a:ERN telsqueﬂﬁOetﬂn>0} , QQZ{xERN telsqueﬂRSO}

etQ?,:{xERN telsqueﬂ>0etan>0}.
Comme dans larticle de H. Brézis et L. Oswald [6], on écrit

1 1 1 1

F(z,t} 1, F(x, thn, F(z, th i F(z,tnt,
/ Fla, tiin) )dx:/ Fla, thn) )dx+/ Fla, thin) )d:v+/ Fla, thin) )d:r (1.4)
RN 1 (92 t Q3 t

tTL n n n

et nous allons estimer séparément les trois intégrales précédentes.
Tout d’abord,

1

F(z,thi 11/
/ Mdm = — | - f(a: sptnun)sptnu”dsda:
(971 tn
< 1 / / Pl + Bla)stal ] dsde
Q
by 1
< ' [ A@)a,redr+ L / B(x)iiy Pdz.
Po pPJo,
1
F(zx,tha
donc / Mdm tend vers 0. (1.5)
Ql tn
En effet, [y A(x)|@,[P°dz étant bornée et py < p on a bien tn fQ \un|p°d$ qui

tend vers 0. De plus, nous avons vu dans le (i) de la preuve du theoreme 1.1 qu’a une
sous-suite prés (@, )nen converge presque partout vers @ et que [y B(x)|@,|Pdz converge
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vers [on B(z)|@[Pdz. Or sur Qy, @ < 0 donc (@n)nen converge vers 0 presque partout sur
Q et de fait on a [, B(z)|in[Pdz qui tend vers 0.

Ensuite, on prolonge la fonction r — F(z,r) par rf(z,0) sur (—oc, 0], ainsi d’aprés
(He2)

1
F(z, tn iin)

; dx = 0 pour tout n € N (1.6)

sipp>1 f(z,0)=0, donc /
Qo

1 1

F(x, thin th L i
et sipp =1 / de < / f(z,0) Un ) g <th ' |A(2) | dz .
Qs ty Qs t

n [\ 92 2
tend‘\:ers 0
Enfin, d’aprés (#H.4), nous avons

F 1

lim sup (z,¢) < —boo ()
p—00 ¢p p

et donc par le lemme de Fatou
1
F(x,thu 1
lim sup / u’if;f"%gd@« < - / boo ()07 d (1.8)
n—oo  JQa Inln P Jas

1
car tj i, — oo presque partout dans (2.

Ainsi, en utilisant (1.5), (1.6), (1.7) et (1.8) dans (1.4), on achéve la démonstration du
lemme.

¢
Comme J(u,) < C on a
1 P
_||un||D1,p(RN)_ F(l',un)dl‘ < C
p RN
1
1 F(z,thiy,) C
— ||t [P — il ke 74 =
donc pHU/nHDl,p(RN) /RN . dr < = (1.9)

Nous avons défini 4, de telle facon que ||@y,||p1» = 1, en passant a la limite inférieure
dans (1.9) nous obtenons par I'inégalité (1.3) du lemme 1.2

1 c 1
- < lim — + —/ boo (z)UP dx:

donc 1§/ boo (z)UPd. (1.10)
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3 p _ p
Or A (buo, @) = 11A1f{uu\|Dl,p(RN) /RN beo ()1 dm}

ou A = {u € D'?(RY) tels que / a(z)|uPdr = 1}.
RN

En particulier pour 4% on obtient

M (boo, @) ( /R Na(ac)ﬂ+pdx) < 1 By — /R (@)t

< il = [ blo)i s

1-— / boo () Pdx < 0
RN

donc A (boo,a) (/ a(ac)ﬂﬂ’dx) < 0.
RN

Comme A (b, @) > 0 et a > 0 on obtient finalement que 4™ = 0 presque partout sur
RY, ce qui contredit (1.10). Nous avons, ainsi, démontré que J est coercive.

IA

(iii) Par hypothése, nous avons \;(by,a) < 0. Alors il existe ¢ € DYP(RY) (on peut
supposer que ¢ > 0) et € > 0 tels que

61y = [ la)ds < .
{¢>0}
De plus, en utilisant (#H.3) et le lemme de Fatou on obtient

1 F(x,tr
—/ bo(z)pPdx < hmlnf/ Mdm.
P Jig>0} o0 Jiproy 1

Donc, pour ¢ suffisamment petit (¢ > 0) on arrive a

t 1 t
—/ bo(z)pPdr < / F(z,tr¢)dx + =
{#>0} p

b RN

Il en résulte que J(t%qﬁ) < 0.

Finalement, en appliquant un résultat classique d’optimisation, on peut conclure qu’il
existe bien une fonction ug # 0 dans D' (R") telle que
J(ug) = inf  J(u).
(o) = _Jof oy 7 (@)
Et d’aprés 'hypothése (H.1) on a J qui est C*'(DVP(RY),R), ainsi J'(ug) = 0 ce qui
correspond exactement & la formulation variationnelle de (£).

En ce qui concerne la démonstration de la seconde partie du théoréme, considérons
ug = max(ug,0) ol uy est une solution de (£) définie comme précédemment. On peut

alors écrire

1
J(ug) — J(uo) = / (——|Vuo\p + F(a:,uo)) dx.
{ug<0} p
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D’aprés 'hypothése (He1), nous avons F(z,u) = f(x,0)u pour tout u < 0, donc
J(ug) — J(up) < / f(x, 0)updz.
{uo<0}

Or f(z,0) > 0 sur RY et par conséquent
J(ug) < J(u).

Cela signifie que ug est aussi un minimisant de la fonction d’énergie J, autrement dit ug
est solution de (£).

Ainsi, nous avons prouvé I’existence d’une solution positive (au sens large) non triviale
du probléme (€), appelons u cette solution (u > 0).

Dans 'article de A. Bechah [3], il est prouvé, par une méthode de “bootstrap” que

u € L™(RY) pour tout 7 € [NN—_’;),

Serrin [12] et le théoréme de régularité de P. Tolksdorf [14], nous obtenons que pour tout
r>0,ue€CH(B,)ona=a(r)>0.

+00). De plus, en utilisant les inégalités de type J.

Comme u < [Ju|| pooryy sur RY nous avons, d’aprés (He5)

f(z,u) S f(@ ||ull o))

T = =)
ur [[ull7 ) ’
donc f(z,u) > —MuP~t avec M = ||bs||cc + 1 > 0. Nous obtenons, en fait, au sens des

distributions, I'inégalité suivante
—Apu + MuP~' > 0 sur RV,

ce qui nous permet finalement d’appliquer le Principe du Maximum Fort de Vazquez
(Théoréme 5 [15]). Ceci achéve la preuve de ce théoréme car nous obtenons une solution
réguliére de (€) strictement positive sur tout RY.

¢

1.2.2 Unicité de la solution de I’équation.

Nous avons vu dans la sous-section précédente I’existence de solution positive de (&)
sous certaines hypothéses, étudions maintenant ce qu’il en est de I'unicité.

Théoréme 1.2 Supposons que les hypothéses (Hel) et (HeH) sont satisfaites. Si uq,
uy € DYP(RY) N CL*RY) (o > 0) sont deuz solutions de (€) strictement positives sur

loc
RY alors uy = us.

Preuve du théoréme 1.2
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Soit u € C;*(R") une solution strictement positive de (£). Si on pose v = u?, on peut

écrire que v est une solution strictement positive de

—Apv% = f(:v,v%) dans RY
(&)
lim wv(z)=0
|z|—+o00

Pour tout ¢ € C°(RY), notons w = %%v% qui est dans D'?(R™) puisque v > 0 sur R".
En choisissant w comme fonction test, nous obtenons pour tout ¢ € C§°(RY)
1 1
—/ —Apvigvidac =— f(a:,v%)gv%dx. (1.11)
D JrN v D JrN v

Counsidérons la fonctionnelle

1 1
Jv:—/ ‘VUE
(v) p Jox

qui est définie sur I’ensemble ouvert

p 1
dx—/ F(z,vr)dx
RN

V= {w : RY — (0, 00) tels que wr € DY (RM) N CO(RN)} .
Nous pouvons ré-écrire I'égalité (1.11) ainsi
J'(v)¢ =0 pour tout ¢ € C(RY).

De plus grace a ’hypothése (H.5) et au lemme 1 de Diaz-Saa dans [8] (voir aussi 'ap-
pendice dans |11]), la fonctionnelle J est strictement convexe et posséde au plus un point

o
critique qui fait le minimum de J sur V,. Ce qui signifie que le probléme (£’) et par
conséquent (£) posséde au plus une solution.

¢

1.2.3 Condition nécessaire d’existence.

Pour préciser un peu plus le théoréme d’existence, énoncons le résultat suivant tra-
duisant le fait que les conditions A;(bs,a) > 0 et Ai(by,a) < 0 sont nécessaires pour
'existence de la solution de (£).

—Apu= f(z,u) zeRY
(€)

lim wu(x)=0.
|z|—>+00

Nous détaillerons suffisamment les preuves pour rendre cette partie plus indépendante.

Théoréme 1.3 On suppose que les hypothéses (Hel) — (Heb) sont satisfaites. Si le pro-
bleme (£) admet une solution strictement positive dans D'*(RNYNCL*(RY) (0 < a < 1),

loc

alors il existe une fonction poids a telle que Ai(bs,a) > 0 et A (bo,a) < 0.
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Avant d’aborder la démonstration de ce théoréme, définissons I’ensemble €2, avec k > 0,
= {z € RY tel que u(z) < ko(z)}

et les fonctions O, (:)k, B et Bk.

—1
Or(R) = /B . {kp|V(/§|p +(p—-1) (k—f>p \VulP — pkPV ¢V u|VulP~? (%)P }daj,
(1.12)

oum) = [ m{wp +o- ¢) Vo - puvelver? ¢)}d (113)

k) = | - o vup2ieas . Aw = [ - s IVolr250as, (L1a)
Ok(R) = Ok(R) + Ok(R) et Bi(R) = Br(R) + Br(R). (1.15)

Lemme 1.3 On suppose que u € D'P(RY) est solution de (£) (ou de (V,) ).

Alors pour k fixé

lim u|Vu|p_28—udS = 0.
on

R=+00 J3Brna,

Preuve du lemme 1.3

Nous allons procéder a une démonstration par ’absurde, supposons qu’il existe une
suite (R,)nen qui tend vers U'infini telle que

lim u|VulP~ 26—ud5’ L #0,

Rp—+00 6BR7,, nﬂk

prenons par exemple L > 0. C’est-a-dire qu’il existe un € > 0 et ng assez grand tel que
nous ayons pour tout n > ng

0
/ u|Vu|p_2—udS > e.
BBanQk an
Comme

/ u|Vu\p_28—udS§/ dS</
aBRnﬁQk an 8BRank 6BRn

par 'inégalité de Holder nous obtenons pour tout n > ng

0<e< ( 1p/ |u|pdS) (Rn/ \Vu\ﬂdS)
R? JoBg, 0Br,,

ou

p—2
u|Vul o

u|Vu\p_2@

d
on 5
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/ ulPdS < (/ \u\févppd5> (/ 1dS>
8BRn BBRn aBRn
(N-1)p T_p
< KR-F / | #5ds
8Bn,
Donc N

1 " ™
p/ ulfdS < K (Rn/ ‘U|N——Pd5>
R? JoBr, dBr,,

N -1 - N
car( N )p+pN —gzo.Ainsi,

N—p

0< < < Rn/ lu| 25 dS Rn/ IVulrdS | .
K 3BRn aBRn

Par suite, on peut affirmer qu’il existe n,n' > 0 tel que pour tout n > ng

Rn/ lu|¥7dS >n ou Rn/ IVulPdS > 7. (1.16)
3BRn aBRn

N
D’autre part, Vu appartenant & (LP(RY))Y et u appartenant a L¥-7 (RY) implique
que

2R, Np
lim / (|vu\1’ + \U\N——p> dSdr = 0
R, JoBg,

Ryp—+o00

ce qui contredit les inégalités (1.16). En effet, d’aprés (1.16) et le théoréme de la moyenne
du calcul intégral, nous avons pour tout n > ny

2Ry, N
/ / (\Vu|” + |u|N——p) dSdr > min(n,n") > 0.
R. JoBg,

Finalement, nous avons montré que L = 0.

¢

Lemme 1.4 On suppose que u € DYP(RY) N CH*(RY) solution strictement positive de
(&) et ¢ € DYP(RN) N CY*(RY) solution strictement positive de (V,). Alors pour tout
R >0 et k fizé, O est non décroissante et satisfait O (R) > 0.

De plus, si limpg_, 1 Ok(R) = 0 alors u = k¢ sur Q.

Preuve du lemme 1.4

Rappelons tout d’abord ce qu’est Oy :

p p—1
om = [ {kp|V¢V’+(p—1) (2 wulr — prewovuvur-2 (2) }dx.
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De fagon évidente nous pouvons écrire
ko \ Pt A
Y (k) Vu|Vul~? (f) < |V (k)| |Vu~! (g) . (1.17)

En utilisant I'inégalité de Young on obtient

PV (k) VulVup? (%) < [VooP+p-nval () )

On constate ainsi que I'intégrande de ©(R) est positive ou nulle, il s’en suit que ©y est
croissante et Ox(R) > 0.

Supposons maintenant que limg_,o, Ox(R) = 0, ©4 étant croissante on a pour tout
R>0

/BRmk ('V(k¢) P =(p—1)Vulf (@)P — pV(k¢)Vu|VuP~? (k_f)”l) dr = 0.

u

Donc presque partout sur {2, on a

o - o-1ver () pvavuvnr (%) 20 g

et par (1.17) on obtient presque partout sur )

o - o-niwur () —peweywar (1) o

k
On définit N := {ac € Qy tels que —¢|Vu\ = 0} C Q.
u
Il est clair que presque partout sur N
k
;QSVU = V(k¢) = 0. (1.20)

ko

D’autre part, presque partout sur N¢ on a |V (k¢)| = —|Vu| et en introduisant ceci
u

dans (1.19) on arrive a

k
—QSVU = V(k¢) presque partout sur N°. (1.21)
u

k
Ainsi par (1.20) et (1.21) on obtient —¢Vu = V(k¢) presque partout sur {2 ce qui signifie
u

k
que V <—¢) = 0 presque partout sur .
U

Finalement, il existe C; sur chaque composante connexe )’ de ), telle que v = C;¢.
Mais, comme sur le bord de €2, nous avons u = k¢ et les fonctions u et ¢ sont continues
sur RY alors tous les C; = k, c’est-a-dire u = k¢ sur tout €.
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¢

Remarque 1.4 Le lemme reste vrai pour (:),c et la démonstration est identique a celle
faite pour ©.

Remarque 1.5 La preuve du lemme précédent sera reprise de facon un peu plus fine
dans la démonstration de l’identité de Picone du chapitre suivant.

Lemme 1.5 On suppose que ¢ € DVP(RY) et ¢(x) > 0 sur RN . Alors pour tout Ry > 0
fixé on a

/+OO Lp, =400 ou Hg(r) :/ #(S)PdS.
Ry (Hk(r))T OBRrNQy,

Preuve du lemme 1.5
On utilise I'inégalité de Holder pour obtenir

Hy(r) = /6 RCCE /6 oSy

([, o) ™ (1)

(N-1)p N—p

< KroFIp)

IA

on I(r) = [ ¢(S)"dS.
9B,
Donc

/
p

R = R
d 1 P p (N-1 (v —
/ > (—) / N 1) dr (1.22)
r Hy(r)y  \E/ Jm

Nous allons minorer le second membre de I'inégalité ci-dessus. Par Hélder on a

log(ﬁ%) - /R T%I(r)ﬁ(r)“sdr

< ( /R R I(r)5q'dr> ’ ( /R R r_qI(T)_Jqdr); :

(N=1)p _ N-p
NG-1) €0 0= oy,

R R qi' R _p(N-1) _ o' (N-p) %
log| — | < I(r)dr rT N I(r)” N odr| . (1.23)
Rl Ry Ry

Finalement grace a (1.22) et (1.23) on conclut

On choisit g = = % et on arrive a

+o0o d R d R
/ 4 o= lim r > K' lim log— = +o0.
Bi  Hy(r)r %I m Hy(r)» Roo "Iy
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Nous pouvons a présent aborder la preuve du théoréme principal de cette sous-section.

Preuve du théoréme 1.3

Dans tout ce qui suit on notera u une solution strictement positive dans D (RY) N
C’llo’g (RY) de (€) et ¢ une fonction propre associée a la premiére valeur propre A;(buo, @)
Commencons par montrer que, sous les hypothéses du théoréme, A;(by,a) < 0. Pour
cela, nous considérons u, une solution strictement positive de (£) sur R" ; par définition

de A;(bg, @) nous avons

A (bo, a) / a(@)dz < Julll v, — / by (2) 0" da. (1.24)
RN RN

f(z,r)

o1 est strictement décroissante

T, U
Or by(z) = lim f(@,u) et comme l'application r —
u—0t uP~1 r
pour r > 0, (H.5), nous obtenons que

f(z,u) < by(z)uP~ ! p. p. sur RY. (1.25)

De plus, u est solution de (£) et par les inégalités (1.24) et (1.25) nous arrivons a

A1(bo, a)/ a(z)uPdr < f(z,u)udx — bo(z)uPdx < 0.
RN

RN RN

La fonction poids a étant strictement positive p. p. sur RY, nous en déduisons que
)\1(1)0, CL) < 0.

Maintenant, nous montrons que A;(by,a) > 0. Pour cela choisissons comme fonctions

P _ [P P _ kP
upi_lqﬁp dans P’équation (€) et ¢ = W — krgp dans (V) puis en intégrant sur

test n = (k)

Bgr N €, nous arrivons a

uP — kPP uP — kPP
/Bn (‘A”“ i TR ) o

B w— kPP o, UP — kPGP
= [ (@0 o)+ Mt Pk ) e

On intégre par parties et on obtient,

b, uP — kPP b, uP — kPP
/B » (|w| 27V (71”1 ) IV (k) P2V (k)Y (7@ e )) du

= fopgng (T 0m (0= 55 ) 900260 (G — b))
_ /B . (f @) () + M (b, a)a(x))) (WP — k) dx.

up~1

Posons

Ak = /B . (f () (@) + A (b a)a(a:))) (WP — kPP) da
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et regardons ce que deviennent les termes de gauche. Comme

v(w) - Vu—pkpip:1V¢+( —1)vukp¢p

uP — kPgP\ up™? kV puP
B S D1

la premiére intégrale vaut ©(R) d’aprés nos notations (1.12) et (1.13). Reste a voir
maintenant ce que valent les termes résiduels sur le bord de Br N (2.

_ kP¢P _ uP

OBRrNQ ur OBRrNQg Qﬁp
k 8
+ f (f)l Fufp22 dS+/ 2 |vgpr ¢dS
BrnoQ, U BrNoQYy, P
_ Vufr- 2u@ds WIver o) ¢dS
on
OBRrN Qg O0BRrN Qg
- / Va2 las - k”|V¢\p’2¢—¢dS
BrNoQy, on BrNOQ on

On reconnait dans les intégrales ci-dessus le terme B (R) + Gk (R) = B (R) (1.14). De plus,
sur le bord de €2 on a u = k¢ donc

/ kO 2P g5 — / w2 2%ds = 0
Brnoq, UP on BrNoQy, on
<15 o 09
et VP2 dS — / kEP|Vop|P~*¢p—dS = 0.

/;Rﬂaﬂk ¢p 1| ‘ BrNoy, | | an

Aprés ces calculs on obtient,
Ok(R) + Bi(R) —/ u\Vu|p_28—udS — kPp|V p|P—2 ¢dS Ak (1.26)
O0BRrN an OBRrNy,

Nous choisissons aussi k de telle sorte que pour tout R > 0 on ait Q2 N Bg| # 0

Dans la suite de cette démonstration nous étudions ce qui se passe pour le membre de
gauche de (1.26) suivant le signe de A%,

Premiérement, si on suppose que pour tout k > 0 il existe R > 0 tel que A% > 0 ce
qui se traduit par :

Vk>0 Fzo€ Bgr et R €(0,R) tel que

(ft(;’_?) — (boo + Al(boo,a)a)) (uP — kKP¢P) > 0 p. p. sur B(zg, R') N
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avec B(xg, R') N Q; de mesure non nulle. Donc,

f(z,u)
upP— 1

— (boo + M (boo,a)a) <0 p. p.sur B(zg, R') N Q

et A1 (boo, @) > 0 car byouP ! < f(z,u) et a > 0 p. p. sur RY.
Ainsi, dans ce cas A (b, @) > 0; il reste a voir ce qui se passe dans l'autre cas.

Si on suppose qu'il existe k£ > 0 tel que pour tout R > Ry A% < 0, ce qui signifie :

dk > 0 tel que pour tout R > Ry

~ ou

Ou(R) + Bu(R) — / Va2 s — / kP 6|V | 2‘%
8BRNY, on dBRrNQy,

dS < 0. (1.27)

On déduit directement du lemme 1.4 que ©(R) a une limite dans R* U {4+00} quand
R tend vers linfini. D’aprés 1'égalité (1.26) et l'inégalité (1.27), on peut dire que G (R)
posséde une limite dans R~ U {—o0}

e Supposons que —oo < limg 00 Bx(R) < 0.

En utilisant (1.27) et le lemme 1.3 on a limp_,o O (R) < co. Par I'inégalité de Young on

obtient

o (%)
1 B ko »
,upf> (p Dl?;mm ( ” > |VulPdz .

p—1
pour tout p>1 VuVe|Vel|P? (%) < —|V P+
et

p—1
pour tout > 1 V(kqﬁ)vu\vmi”_z (%)

IA

» b
p |V (ko) +

Par conséquent, pour tout p > 1

R + (7 —1) [ wVopds > (1 -

BrNQy J
=ri(R)
De méme, pour tout y > 1
. 1 u\?
0ur)+ =y [ wurae> (1- L) o-v [ (%) vopar
BRﬂQk /“l'p ¥BRan ¢ -,
=I'(R)

A

En posant I'y(R) = T'x(R) + T'x(R) on a

O1(R) + (4 — 1) ( / O / \Vu\pdx) > (1 - ,j,)) (p — )TR(R).
(1.28)
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Donc 'y (R) est convergente car I, est croissante et bornée. Ainsi on peut trouver 7 € (0,1)
et R; assez grand tels que

T (R) < —f,(R) pour tout R > R;.
e Supposons que limg_,o fx(R) = —oc.
Grace a l'inégalité (1.27) on a
Ok(R) < —Bu(R) + Cte

et d’aprés I'inégalité (1.28) nous avons pour tout p > 1

(p—1) ( /jp) [w(R) < O(R) + (1" — 1) ( /B - IV (k) |Pdz + /B - |Vu|”xd) .

Ainsi, nous arrivons au méme résultat que précédemment : on peut trouver 7 € (0,1) et
R, assez grand tels que

7T%(R) < —Bx(R) pour tout R > R;. (1.29)

D’autre part,

~Fr(R)

IN

(k¢)p p—1 p—1
/8 s, W] (Vu|P~1dS + /a oo B I\W\ ds
» ko
ko)Pd Pd
</63erk( ?) S) (/33erk ( u ) Vel S)
p g u p
* </63erku dS) (/BBerk (¢> \Vu| dS)

< kHu(R)*Ty(R)# + H(R)> ()7
< (k+ ) Hy(R)»Ty(R)»

IN

Y=

Y
>

U=

avee Hy(R) = / (k9)?dS, Bu(R) = [ o w?dS et Fy(R) = Hy(R) + Hy(R). T
OBRrNy,

est & noter aussi que I’application r — I'(r) est croissante et donc pour tout R > 0 I'(R)
est positif; il en est de méme pour I''(R) et I''(R).
Par (1.29), on obtient que pour R; assez grand, on peut trouver 7 € (0,1) tel que

B > (1) D

en intégrant sur (R, R) on trouve

R
] 1’ _ 1/ +K/ ~d7"p,§0‘
IR Dy(Ro)7 Ry Hy(r)”
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En passant a la limite dans l'inégalité ci-dessus on aboutit & une contradiction du lemme
1.5. Donc limg_y o0 Bk (R) = 0, ce qui implique par (1.27) et le lemme 1.3 que limg_, o Ok (R) =
0. Et finalement, au vu de la deuxiéme partie du lemme 1.4 on conclut que u = k¢ donc

—Apu = boo (2)uP™" + A1 (boo, @)auP™"  pour x € Q.

De plus, —Apyu = f(x,u) sur RY, by(z)uP™! < f(z,u) et a > 0 p. p. sur RV alors
)\l(bom CL) > 0.

¢

1.3 Etude du systéme (S).

Dans cette partie, nous allons nous intéresser a ’existence et I'unicité de la solution
non triviale du systéme suivant

( H
—Ayu = %—u(x,u,v) zeRY

(S) < —Av = %—Ij(x,u,v) reRY

lim u(z)=0= lim v(z)
L |z|—=+o0 |z| —+o0
avec 1 <p < Netl<qg< N, quiest une généralisation de ’étude qui a été faite dans
la premiére partie.

Affirmer que le systéme (S) admet une solution revient a dire qu’il existe un couple
de fonctions, non triviales, (u,v) dans DYP(RY) x D4(R") satisfaisant au sens faible le
systéme (S).

Pour cela, nous allons faire les hypothéses sur la fonction H qui sont une adaptation
de celles énoncées pour I’équation (E).

(#s1) On suppose que la fonction H appartient & C1(RY x [0, +00) x [0, +00)) et on
prolonge H(z,-,-) de la maniére suivante :

H(z,u,v) = H(zx,u,0) pour v <0 » pour presque tout z € R";

H(z,0,0) =0
(Hs2) Nexiste A € LP1(RY)NL®(RY), B € LP2(RV)NL=®(RY) et C € LP*(RY)NL>®(RY)
Np N e Ng tell
avec p; = ,Pp=———— et p3 = elles que
PN (N =) P T a2 T T Ng— (N =)
aH -1 a, f+1
%(x, u,v)| < A(z)uP*™" 4+ B(z)u®v” ™ pour tout u,v > 0,
oH go—1 atl, B
%(x,u,v) < C(z)v™~" + B(z)u* " v” pour tout u,v > 0,
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a+1 +1
L1

ou 1<py<p, 1<q <y, =1, a>0, >0 et a+f+2<N.

Nous définissons la fonction

10H 11 10H
—(z,tru tqv)tpu—i- —8—($ try tqv)tqv :

t h(t
— h(t,z,u,v) = 7 12750 . o0

(H,3) 1l existe by € LP2(RY) N L®(RY) telle que

lim h(t, z,u,v)

Jim — B > bo(x) uniformément pour tout u,v > 0;

(Hs4) Tl existe by, € LP2(RY) N L= (RY) telle que

lim h(t, z,u,v)

] syl boo () uniformément pour tout u, v > 0;
—00 U v

(Hs5) La fonction H vérifie :

H(x7 un7 Un)

lim sup g Fs! < bo(2);
ustloy

(un,vn)—(00,00)

(Hs6) Nous supposons que la fonction (r, s) — H(z, r%, s%) est strictement concave.

Remarque 1.6 Dire que la fonction g : (r,s) — H(x,r%, s%) est strictement concave
J(Hs6), cela signifie que pour tout (r1,s1) # (12, $2) dans RF X RF on a

(Vg(r1,81) — Vg(ry, s2), (r1,81) — (r2, 52)) <0

1(9H 1 1
o —(x,r? sq)/r »

avec Vg(r,s) = 1OH L1 e
PRI

z,T?,51)[s ¢
c’est a dire que pour tout (r1,s1) # (re, $2) dans Rf x RF

1 (0H L 1 el 9H 11 p-t
(Gt shinT = Gt )/ ) ru =
1(0H, 1 i et QH, 1 1 et
(81} (z,77,5)/5,° —%(ac,rﬁ,s;)/sf ) (s1 —s2) <0. (1.30)
1.3.1 Existence de la solution du systéme.

Comme dans [10], nous définissons le probléme de valeurs propres correspondant au
systéme (S).
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Définition 1.2 Nous notons (b, a,c) la premiére valeur propre du probléme

—Apu — (@ + 1)b(z)|ul* tulv]? v = Xa(z)|uP~2u sur RY
(SV»)
—Av — (B + 1)b()|ul* ulv|P~lv = Ae(x)|v]T 20 sur RY

ota€ Ly (RY)NL®RY), a>0,

ce Lv(RY)NL®[RY), ¢>0etbe L= (RY)NL®RY).

De plus, les indices vérifient 1 <p < N, 1 <g< N,a>0,8>0,a+8+2< N et
a+1+5+1_1

p q
Nous obtenons, en résolvant ce probléme de valeur propre (voir appendice),

Ai(b,a,c) = inf{ ||u||D1p(RN ||U||D1q(RN) / b(x)‘u|a+1|v‘ﬂ+1da€}
A RN

1 1
ou A = {(u,v) € DY (RY) x DM(RYN) tels que —/ a(z)|ulPdx + —/ c(x)|v|%dx = 1} :
P Jry q Jry

Théoréme 1.4 Supposons que les hypothéses (Hs1) — (Hs5) sont satisfaites. S’il existe
deuz fonctions poids a € L» (R¥Y N L®(RN) et ¢ € L%(RN) N L®(RY) strictement
positives telles que Ai(boo,a,c) > 0 et M\i(by,a,c) < 0. Alors le systéme (S) admet une
solution non triviale dans DYP(RY) x DM(RN).

De plus, si (Hs6) est vérifiée alors le probleme (8) admet une solution strictement positive
dans D?(RY) x DY(RY) N CLT(RY) x CL2(RN).

loc

Preuve du théoréeme 1.4

Nous définissons la fonctionnelle J (1, v) = - [ull}.m + ||u||D1q o) / H(z,u,v)dx
et nous montrons que : P o
(i) J est faiblement semi-continue inférieurement;
(ii) J est coercive;
(iii) Tl existe ¢ € DYP(RY) x DY(RY) telle que J(¢) < 0.

(i) La fonction (u,v) — Jllull}upmny + 50l est convexe continue, elle est
donc faiblement sci. Et nous montrons que (u,v) — — [onx H(z,u,v)dz est faiblement

sci en considérant une suite (u,, vy )neny C DYP(RY) x DM(RY) faiblement convergente
vers (u,v) et en écrivant

< / |H(x, Uy, v,) — H(z,u,v)|dx
RN

/]RN (H(z,un,v,) — H(z,u,v))dz

S/ |H (2, up,vn) — H(z,u,v)|dz + / |H(x, up, vy,) — H(z,u,v)|dx.
c Br

R
~ vl
~ /

=1 =I3
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Ainsi, on utilise le méme raisonnement que dans le cas d’'une équation pour conclure
que J est faiblement sci. En effet, il résulte de (H;1), (Hs2), de 'inégalité de Holder et de
I'inégalité de Sobolev que

I < C(I|A||Lm(Bc (lunllprony + el Dro@ny) + 1C1LrsBg) (lonllBra@ny + 101 D10 n)
+ 1 Bllra(ag) lluall S em 1onl oy + lell s 1ol 1e RN)))

Comme (U, Uy )nen est bornée dans DYP(RY) x DY(RYN), A € LP*(RY), B € LP?(RV) et
C € LP3(RY), on peut choisir un R, assez grand pour rendre I; aussi petit que 1’on veut
pour tout R > Ry.

De plus, en vertu de la compacité de I'injection de Sobolev, il existe une sous-suite encore
notée (Up, vn)nen €t un couple (4, v) € LP(Bg,) x LI(Bg,) tels que, pour Ry fixé,

(Un, Un)nen converge vers (u,v) dans LP(Bg,) x LY(Bg,)

|ul, |un| < @ presque partout sur Bg,
|vl, |vn| < 0 presque partout sur Bpg,.
Pour plus de détails le lecteur peut se référer au livre de H. Brézis [5|. Ce qui implique,
par (H;1), (Hs2)
H (2, up, vy) < ¢ (A(z)a? + B(z)a*M ot + O (z)o)

ou le majorant est dans L'(Bpg,). En appliquant le théoréme de la convergence dominée,
on obtient la semi-continuité faible de J.

(ii) Nous supposons qu'il existe (uy, Vp)nen dans DVP(RY) x DVI(RYN) telle que

| (tr, v0) || Drose pria = +00 €t J(up, v,) < C.
1 1
Notons ¢, = max {||[us||%):,, ||val|%:. } €t définissons u, = t21, et v, = tid,, il est clair
que la suite (T, U, )nen est bornée dans D (RN ) x DL4(RY). Tl existe donc une sous-suite
encore notée (i, Uy )neny dans DWP(RY) x DH(RY) telle que

il, converge faiblement @ dans D"P(R") | @i, converge fortement @ dans LP(Bg),
, converge faiblement o dans D" (RY) | U, converge fortement © dans L(Bp).

Comme J(uy,v,) < C on a

1 1
ey + plonllraesy = [ Ao umo)da <€
1 1
1, . 1, H (z, 12 i, t4 ) C
_ p - q . ) ) v~
et p”“n”Dl,p(RN) + q“vn”Dl,q(RN) v t dr < P

Pour la suite de la démonstration, nous avons besoin le résultat intermédiaire suivant :



24 CHAPITRE 1. PROBLEME SOUS-HOMOGENE

Lemme 1.6 Sous les hypothéses (Hs1), (Hs2) et (HsD) on a

H(x,thty,, thv
limsup/ (=, th i, b n)dx S/ boo (x) T 0P da
RN {2>0,0>0}

n—oo t’IL

ou u et U, sont définis ci-dessus.

Preuve du lemme 1.6

Nous définissons comme dans ’article de P. Felmer, R.F. Manésevich et F. de Thélin
[10]
= {z € R" tels que (& < 0 oud <0), (i, >0 et v, >0)}
= {x e RY tels que @, < O} Q3 = {x e RY tels que @, > 0,9, < O}
Q= {z € R" tels que @ > 0,7 > 0,7, > 0,7, >0}

et nous écrivons

1 1 1 1

/ H(w,tn”an,t;ﬂvn Z H(x tnu"’tnvn)dx.
RN ln
11
Posons J := /Q H(m’tiﬂn’tﬁﬁ")dz pour i = 1..4. D’aprés (H,1), (H,2),
i n

Po

a0 _
JP < t? 1/ A(z)abedx + t C(m)ﬂ%"dm%—/ B(z)a® P dx (1.31)
1971

n
Ql Q1

donc lim J' =0.

n—oo

En effet, il faut d’une part constater que les suites /
Ql 1
bornés et pg < p, ¢o < ¢. Donc les deux premiers termes de (1.31) tendent vers 0.

D’autre part, la convergence presque partout dans RY de (%, ¥, )nen vers (@, ¥) implique
la convergence presque partout sur €y de (i, Uy )nen vers (0,0). De plus, par ’hypothése
de prolongement de la fonction H par 0 pour les valeurs négatives de u et v (H;1), nous
déduisons, grace a (H,2)

A(z)ubedx et/ C(z)aP°dx sont
Q

20
Jm<ti [ C@)ivds (1.32)
Qo
donc lim J3 =0.
n—oo
De méme lim J3 = 0. (1.33)
n—0o0

Enfin, d’aprés (#,5), nous avons

H(z,$,1)
(¢11/1;ms<l>lopoo) |plotL]ep|F+1 < bo(a)
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et par le lemme de Fatou

1 1

H(x, 8 iy, thd
lim sup / ( e ")ag“ﬁg“dx < / boo i1 0P da (1.34)
n—o00 Q4 tnU%_HUn Q4

1 1
car tp i, et tiv, — oo presque partout dans 2.
Ce qui, en utilisant les résultats (1.31),(1.32),(1.33) et (1.34), démontre le lemme 1.6.

¢

Comme les applications u — [|ul|",,, T ||v||qD1,q(RN) sont faiblement sci, en
passant a la limite inférieure (lemme 1.6), on obtient

1, - -
||u||D1,,(RN ST a—— / b G < 0, (1.35)
q {@>0,6>0}

Par définition de A (b, a,c) on a

1 1
M (boo, @, €) (‘/ a(ﬂf)ﬁ“’dx-i-—/ c(a:)f)*qu)

P Jry q JrN
_||U+||D1,, —||v+||D1q_/ boo (@)L (57) P+ Lz (1.36)
p q RN

En mettant bout a bout les inégalités (1.35) et (1.36) on arrive a

1 1
A (boo, G, €) (—/ a(z)iPdx + —/ c(x)ﬁqu) <0.
P Jia>o0} 9 J{s>0}

Comme A (bso,a,c) > 0, a > 0 et ¢ > 0 on obtient finalement que a* = 0,07 = 0
presque partout sur RY. C’est-a-dire ,par (1.35), que @ = 0 et © = 0 ce qui contredit le
fait que max {||@||pr.», ||?||pre} = 1. Donc J est coercive .

(iii) Comme A, (by, a,¢) < 0, il existe (¢, 1)) € DYP(RY) x DY(RY) (on peut supposer
que ¢ et ¥ > 0) et € > 0 tels que

—||¢||D1,, ||¢||D1q - / bo ()¢ dr < —e. (1.37)
{#>0,9>0}

De plus, on a

ds

H(z,tré,tagh) /1 h(st,z,, 1)
t¢a+1¢’3+1 - ¢a+1¢ﬂ+1

ce qui permet de dire, grace aux hypothéses (Hs1) — (Hs3) et au lemme de Fatou que

v

lim inf
t—0t

1 1
H(z, tr g, ta
ie. / bo(2)¢® P dz < liminf / (z,626,t09) ;.
{¢>0,9>0} t=0% J{4>0,9>0} ¢

H(xat;t(pa t%w) b0($)¢a+1'l/1'8+1
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Donc, pour ¢ suffisamment petit (¢ > 0) on a

t/ bo ()P dx < H(z,tr ¢, tar) + et (1.38)
{¢>0,9>0}

RN
Il en résulte de (1.37) et (1.38) que J(téqﬁ,t%w) < 0.

Finalement, par un résultat classique d’optimisation, on conclut qu’il existe un couple
de fonctions (ug,vo) non triviales dans D'?(RY) x DM4(RY) tel que

J(ug,v9) = inf J(u,v).

DLP(RN)x D1.a(RN)

Et d’aprés Phypothése (H1) on a J qui est C1(DVP(RY) x DY(RY), R), ainsi J'(ug, vp) =
0 qui est exactement 1’écriture variationnelle du probléme (S) .

Pour la preuve de la seconde partie du théoréme, considérons ud = max(0,ug) et
vy = max(0, vy).
+ 1 1
J(ug,vg)—J (ug, vp) = —— |Vug|Pdr—- |V |Pdx+ H(z,ug,vo)dz
P J{ug<0} q J {ve<0} {u0<0,v0<0}

comme H (z,ug, v9) = 0 sur {ug < 0,v9 < 0}
J(ug,vg) < J(ug,vo)-

Done, (ug,vy) est aussi un minimisant de J, notons cette solution de (S) : (u,v).

Grace a une méthode proche de celle utilisée dans le cas d’une équation, nous obtenons
un résultat de régularité pour les solutions du systéme (S) ([2], [12], [14], [13]) : pour tout
r>0,ueC(B,)etveC(B,)oua=a(r)>0etB=pa(r)>0.Et pour conclure &
la stricte positivité des solutions (u,v), on peut appliquer le Principe du Maximum Fort
de Vazquez [15] car

—Apu + MyuPt >0
{ —Agv+ My?~t >0

O0H
En effet, de (Hs6), on en déduit que les fonctions u +— a—(x,u, v)/uP"t et v
u

oH .
—(z,u,v)/v? " sont décroissantes sur [0, +0c) et par conséquent, nous obtenons deux

ov

constantes positives M, et M, telles que

OH 0OH
a—(x,u,v) > —MyuP ™t et a—(x,u,v) > —M,v? ! pour tout u et v > 0.
u v

Ce qui achéve la démonstration de ce théoréme. ¢

Remarque 1.7 Dans la démonstration de lexistence de solutions de (S) , on peut sup-
poser que H(-,0,0) € L*(RY) au lieu de H(x,0,0) = 0, mais il faut ezaminer de plus pres
le caspg =1 et go =1 comme ce qui a €té fait dans la premiére partie pour [’équation.
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1.3.2 Unicité de la solution du systéme.

Théoréme 1.5 On suppose que Uhypothése (H6) est satisfaite. Si (uq1,v1), (u2,ve) €
DY (RY)x DL (RV)NCLY (RN ) x CL? (RN ) sont deuz solutions du systeme (S) strictement

loc
positives sur RY alors (u1,v1) = (ug,vy).

Preuve du théoréme 1.5

Notons

P p—1
O(R) = / Vsl + (p— 1) Vurl? — pVuvu (Va2 (22) Lag
Br U Uqp
q—1
+ / {‘VU2|q (q - 1) ( ) ‘VU1|q - qvv2vvl|vvl|q 2 ( ) } dz
Bg V1 (%]

p (9u q 81}
p—2 1 q—2 1
ﬂ(R)_/a |V 1] n —dS + /(9 - 1|V 1| 8ndS'

Bpg ul

et

De la méme facon, on obtient les fonctions @ et 3 en permutant les roles de (u1,v1)
et (ug, v7). Définissons aussi O(R) = 1@(R) ( ) et B(R) = %ﬂ(R) + éﬂ(R).

Comme dans le cas d’une équation, nous choisissons, d’une part la fonction test

1U1—Ug 11}3_1}3 N PN 9 3
n= P e pour le probléme associé a (u1,v;) et, d’autre part la fonction
P uy q vy

luf —uf log—w : :
test ( = ( 2 L 2 1) pour le probléme associé a (us, v2), puis on intégre sur

—1 ? q_

Bg. En additionnant les deux équations ainsi obtenues nous arrivons a

- 1
O(R) — —/ <u1\Vu1\p_2% — g | Viug|P™ 28“2) ds
OBRr

p on 0
1 ovy o .
- 2771 _ q—2902
p /6BR (m\VUl\ an V| Vg 8n> dS + B(R)
“ oo <8u (@) = T v 1 ) ()~ uB)da

+ 1/ (aa[j(m wn, vn) Jud” —%—Ij(g; g, va) Jul )(ug—ug)dx. (1.39)

Finalement, d’aprés 'inégalité (1.30) de la remarque 1.6 sur la stricte concavité, nous
obtenons

~ 1 ouq ou
S YulP~ 2 _ p—2Y U2
@(R) /;BR (’U,1| U1| an ’UQ‘ V’UQ‘ on )

1
— —/ <U1|VU1‘q %—Ug‘vvﬂq 2 )‘}‘B( ) (140)
q OBRr an
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La méthode que nous utilisons ici pour montrer I'unicité est similaire a celle que nous
avons utilisée pour une équation. En effet, nous appliquons les lemmes suivants, qui sont
une réplique, adaptée au cas du systéme, de ceux énoncés précédemment et dont les
démonstrations utilisent les mémes arguments.

Lemme 1.7 Si (u,v) € DY?(RY) x DY(RY) est une solution de (S) alors

lim u\Vu|p_2a—udS =0= lim U\Vv\q_Qa—UdS.
R—+o00 9Bp an R—+4o0 O8Bg an

Lemme 1.8 i (uy,v;) et (ug,vy) dans DY?(RY) x DY(RN) N (CL%(RY))? sont deuz

loc
solutions strictement positives de (S) alors © et © sont croissantes sur RY et satisfont

O(R) > 0,0(R) >0 pour tout R > 0.
De plus, silimg_, .o O(R) = 0 alors il existe deux constantes C' et C' telles que u; = Cug
et v; = C'vg.

Lemme 1.9 Si (u,v) € DY?(RY) x DY (RY) et (u,v) sont strictement positives alors
pour tout Ry > 0 fixé, on a

/+°° LT
m(H(r)” o (#()

YN

ou H(r) = [, uPdS et H(r) = Jop, v1dS .

On déduit directement du lemme 1.7 que ©(R) a une limite dans Rt U {+o00} quand
R tend vers l'infini. De plus, d’aprés 1'égalité (1.39) et 'inégalité (1.40), on peut dire que
5(R) posséde une limite dans R~ U{—o0}. Ainsi, en procédant par I’absurde comme nous
I’avons fait dans la preuve du théoréme 1.3, on aboutit & limp_,q B(R) = 0 et encore
par (1.40) on obtient limp_,o ©(R) = 0 ce qui signifie par le lemme 1.8 qu’il existe deux
constantes C et C' telles que u; = Cuy et v1 = C'vy ce qui achéve la preuve du théoréme
1.5. En effet, si (uy,v1), (ug, v2) sont solutions de (S) et (uy,v1) = (Cug, C'vy) alors nous
avons

0H 1 OH

%(aj,ubvz)/u’; ‘= %(aj, Cug, C'vg) /(Cug)P™?
0H . OH , g
%(x,uz,vz)/vg 1= —U(:c, Cug, C'vy) [ (C'ug) T L.

Ce qui contredit (Hs6) (plus précisément I'inégalité (1.30) de la remarque 1.6) sauf si
C =C" =1, cest-a-dire (uy,v1) = (ug, ve).

¢

1.4 Appendice.

Dans cette partie, nous allons vérifier que le probléme (SV,) posséde bien une solution
pour certaines fonctions poids a et c.
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—Apu — (@ + 1)b(z) |ul® tulv| Lo = Xa(z)|uP?u sur RY
(SVp)
—Av — (B + 1)b(x)|ul*tulv]P~tv = Ae(x)|v]7 20 sur RY

Théoréme 1.6 Si a, ¢ sont deux fonctions strictement positives, appartenant respecti-
N N
vement auz espaces L» (RY) N L®RY), Le (RY) N L=®(RY) vérifiant

VR >0 dug,vg > 0 tels que infa > pug et infc > vp.
Br Br

Alors pour tout b € La¥pee (R¥)N L (RY) il existe une valeur propre , M\ (a, ¢, b), associée
au probléme (SVp).

Preuve du théoréme 1.6

Nous définissons

Au,v) = IIuIIDIP(RN ||v||D1qRN —/RN b(x) u|** o] da,

et

- 1 1
B(u,v) = —/ a(z)|ulPdx + —/ c(x)|v|%dx.
RN q JRrN

p

Nous allons montrer sous les hypothéses décrites dans le théoréme les quatre points
suivants :

(i) A est faiblement semi-continue inférieurement.
(ii) A = {(u,v) € D**(RY) x DY(RY) tels que B(u,v) = 1} est faiblement fermé
(iii) A est coercive sur 'ensemble A ;

(iv) Si B'(u,v) = 0 alors (u,v) = 0.
(i) (ii) La démonstration de la faible semi-continuité inférieure de A et de la fermeture
faible de A est classique.

(iii) Nous avons

[ @t ol e = [ b(a) ol da
Y o (1.41)
-l-/ b(x)|u|* v |PHds.
R

Grace a I'inégalité de Sobolev et 'inégalité de Young, nous obtenons

1
/ () [ul ol da < cl[bl]zoa o)l oy 101 e
% (1.42)

< cllblluraag [l + cllBllioa gy ol agn-
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1 1
Choisissons R > 0 de telle facon que cl|b]|Lr2(ps) < min{z—, 2—}, alors
P 29

. 1 1
/C b(a) | ol < oty + 5 ol (1.43)
R

D’un autre coté, comme B(u,v) = 1, alors

1 1
—/ alulPdx + —/ clv|fdz < 1
p Br q Bpr
donc X2 luPdx + 'R lv|%dz < 1.

Bg Bg

Ce qui implique qu’il existe ¢ > 0, tel que

max{/ |u|Pdz, / |v|qu} < max{i, i} <ec.
Br Br MR VR

De I'inégalité de Young, nous déduisons

/ b(x)|u|* P ldr < ¢ [/ lulPdzx —l—/ |v|qu} </c. (1.44)
Br Br Br
Il résulte de (1.43), (1.44) que

- 1
Aw,0) 2 ool + gl ragery = (1.45)
Par conséquent, lim fl(u, v) = +00, ce qui traduit la coercivité de A.

I(w0)ll p1,p y p1.g —>+00

(iv) Enfin, nous avons,

ce qui montre que (u,v) = (0,0) est I'unique solution de B'(u,v) = 0.

Grace aux assertions ci-dessus, on peut appliquer le théoréme 6.3.2 de M.S. Berger [4],
ce qui achéve la démonstration du théoréme 1.6.

¢
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Chapitre 2

Extension de I'inégalité de Diaz-Saa
dans RY.

Dans la premiére partie de ce chapitre, notre propos sera d’utiliser I’identité de Picone
présentée par W. Allegretto et X. Y. Huang dans |2| pour étendre a des ouverts non bornés
I'inégalité de Diaz-Saa. Cette identité pour p > 1 se présente sous la forme :

Apzr  Apz
/Q <_ ot ppf) (2 — 20)dz > 0.

<1 %

Elle a été démontrée par J. I. Diaz et J. E. Saa dans [8] avec les hypothéses suivantes :
Pour i = 1,2, z; € L®(Q) N W1P(Q) telles que z; > 0 p. p. sur Q et A,z; € L®(Q);
Pour i # j,i,j = 1,2 & € L™(Q).

Cette inégalité permet d’obtenir des résultats d’unicité et de condition nécessaire
d’existence comme ceux obtenus par H. Brézis et L. Oswald (|6]) dans le cas du Laplacien
usuel (p=2). Dans leur démonstration, ils utilisent en particulier le caractére autoadjoint
du Laplacien (A), ce qui n’est pas possible pour le p-Laplacien (A,). Ainsi, une fagon
de contourner ce problléme est d’utiliser 'inégalité ci-dessus qui traduit la monotonie de
—Apw?P

p—1 -
w P

Dans le cas borné, le principe du maximum de Hopf permet de vérifier I’hypothése j—; €

I'opérateur w +—

L*>(Q) qui est nécessaire dans la démonstration originale de ce résultat. Mais lorsque nous
travaillons dans des domaines non bornés tel que RY cette condition n’est pas satisfaite
en général.

Ici, sous des hypothéses adaptées aux solutions de problémes elliptiques, nous éta-
blissons une inégalité de type Diaz-Saa valide sur tout RY. Lorsque nous disons que les
hypothéses sont bien adaptées, cela signifie que ce sont celles qui apparaissent naturelle-
ment dans les problémes de p-Laplacien avec poids sur RY .

Dans une seconde partie, nous appliquerons cette inégalité de type Diaz-Saa pour

obtenir un résultat d’unicité de la premiére valeur propre d’un systéme de p-Laplaciens
dans RV.

33
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(—Apu = Xb(@)[ul*[v]fv  zeRY
(Sy) < —Av = )\b(ﬂf)|u|°‘|v|’3u r eRN

lim u(z)=0= lim o(z).
\ |z[—=+0o0 |z| =00

Ce travail fait suite a 'article de A. Anane [3]| ou il étudie le cas d’une seule équation
et a celui de J. Fleckinger, R. F. Manéasevich, N. M. Stavrakakis et F. de Thélin |9
ol un systéme légérement différent est considéré. Dans ce dernier, une méthode locale
est présentée afin d’éviter I’éventuelle explosion du quotient £ dans RY . Seulement, lors
de l'intégration par parties, des intégrales sur le bord apparalssent ce qui alourdit la
démonstration.

Enfin, dans la continuité de l’article de A. Anane [3|, nous cloturerons cet article
en démontrant l'isolation de la premiére valeur propre du systéme (S,). Comme dans
cet article, nous utiliserons le théoréme d’Egorov. Cette propriété d’isolation n’a pas été
montrée dans larticle |9], d’ailleurs il semble que la technique utilisée ici ne peut pas I'étre
pour leur systéme car intuitivement le signe de u doit dépendre du signe de v et vice versa.

Ce travail a été accepté pour publication dans la revue espagnole Publicacions Ma-
temdtiques de Barcelona.

2.1 Inégalité de Diaz-Saa

Les résultats suivants sont des conséquences des théorémes principaux qui seront énon-
cés plus loin.

Proposition 2.1 (Inégalité de Diaz - Saa dans le cas 1 <p <N ) Pouri = 1,2,
soient z; € DYP(RY) telles que z; > 0 (£ 0) et différentiables. Alors on a

Az1 AZQ
/N <_z’f_1 * zpp_1>(2f_zg)d:r20
R 1 2

si l’'on suppose que - L% [ (RN) N L>®(RY) pouri=1,2.

St on a égalité alors zl ezxiste une constante C' telle que z; = Czy.

Proposition 2.2 (Inégalité de Diaz - Saa dans le cas p > N) Pouri = 1,2, soient
z; € WYP(RYN) telles que z; > 0 (Z 0) et différentiables. Alors les assertions ci-dessus

A,z
restent vraies si [’on suppose que pour N = p, il existe s > 1 tel que pp_f e L)(RV)n
z

%

Apz
L®R"Y) ou pour N < p,

i

RY) N L®(RY) aveci=1,2.

La démonstration des théorémes que nous présenterons fait appel a I'identité de Pi-
cone pour le p-Laplacien décrite par exemple dans [2| par W. Allegretto X. Y. Huang. Le
résultat de Picone est une égalité valide presque partout ce qui évite certains problémes
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d’intégration lorsqu’on travaille sur des ouverts non bornés. Enoncons a présent une iden-
tité de Picone pour le p-Laplacien un peu plus générale que celle de [2] car on n’impose
une condition de signe que sur 'une des deux fonctions.

Proposition 2.3 (Identité de Picone généralisée pour le p-Laplacien) Soient u,
v différentiables et v > 0 p. p. sur Q un sous-ensemble de RN . Notons

|ul? ulP~?u >
L(u,v) = |Vul’+ (p— 1)—\Vv\p - pFVU -V |Vu|P~* p. p. sur Q
R(u,v) = |Vulf -V (J}u\ ) \Vu[P~2Vu p. p. sur L.

Alors L(u,v) = R(u,v) > 0.
De plus, L(u,v) =0 p. p. sur  si et seulement si V (%) =0 p. p. sur Q.

Preuve de la proposition 2.3

Par simple développement de R(u,v), on montre que R(u,v) = L(u,v), car

wlP ulP"2uVu ulPVou
(i) <yl e, e

pp-1 pp—1 VP

Pour prouver la positivité, on observe que

p— 2 p—1
|“| UVu - V| Volp? < ‘ | el (2.1)
et d’apres 'inégalité de Young
jufp~ p=1 (fup ol
cvopval < P (B wr ) s v
p p
-1
< 2tPig ey Dgyp
p P p
| | - p—1 |u|P p p
donc  p——[Vu[7 |Vu| < (p—l)F|Vv\ + |Vul (2.2)

Les inégalités (2.1) et (2.2) impliquent

| \H

P
|Vul? + (p — 1)|UU—JJ|VU\” — Vu - Vo|VoP~ = L(u,v) > 0.

De plus, si L(u,v) = 0 alors d’aprés (2.1) et (2.2)

H*l

p
\VulP + (p — 1)‘:—1‘)|VU|” — p——|Vo[P!|Vu| =0 p. p. sur Q. (2.3)

On définit N := {x € (2 tels que u\VU| = 0} C Q.
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Sur N, on a grace a I’équation (2.3)

|ul

7|VU|:|VU\:0p.p.surN = %Vv:Vup.p.surN.

et donc u
—Vv =Vu=0 presque partout sur V. (2.4)
v

[V

Sur N€ on pose Q =
Volly

et en substituant dans (2.3) on obtient
Q®* —pQ+p—1=0 quia pour unique solution @Q =1 carp > 1.

Ainsi, |Vu| = M\Vu\ p. p. sur N°. (2.5)
v

En utilisant (2.5) dans L(u,v) = 0, on arrive a

p|Vul? — pVu - VUE\VUP’Q = 0p. p.sur N°
v
donc p|Vul* — pVu - Vol = 0 p. p. sur N°¢
v

et Vu- (Vu— VU%) = 0 p. p.sur N°¢

u U
donc  —Vov =Vup.p.sur N® car |[Vu| = u\VU\. (2.6)
v v
En effet Vv ne peut pas étre orthogonal a Vv — Vu car ¢a reviendrait a dire que Vu est
I'hypoténuse d’un triangle rectangle de cotés 7 Vv et +Vv — Vu, ce qui n’est pas possible
car ¥|Vo| = [Vul.

Par (2.4) et (2.6) on a %Vu = Vu p. p. sur ) et finalement,

V(g) =0 p. p. sur 2.

v

¢

I1 est facile de constater que dans I’identité de Picone, I’ensemble €2 peut étre pris tout
a fait quelconque, par exemple non connexe et non borné. Maintenant, nous sommes en
mesure d’établir le théoréme suivant dont la démonstration a pour argument principal
I'identité citée ci-dessus.

Théoréme 2.1 Pour 1 < p < N. Soient ® dans D'"P(RY) et z > 0 (£ 0) dans
DYP(RY) toutes deux différentiables.

Alors on a A
IVOPdz > —20% ) g Py,
RN RN Zp_l
Apz

s L» (RY) N L®(RY).

De plus, si on a éqgalité alors il existe C telle que z = C® sur RV .

st l’on suppose que
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Preuve du théoréme 2.1
Tout d’abord remarquons que z € D'?(R") est une solution non triviale du probléme

_ [ =Dz p—1
—Apv = ( = ) v

p—1

dans RYV.
v>0

Comme zAp’izl € L°°(R"), on peut appliquer le Principe du Maximum Fort de Vazquez

(|15]) pour prouver que z > 0 sur RY. De plus, on utilise le théoréme de régularité de P.
Tolksdorf ([14]) pour montrer que pour tout r > 0, il existe a(r) > 0 tel que z € CH*(B,).
Et en particulier pour € un domaine borné de RY | il existe ag > 0 tel que z € CH*0 ().

Soit (®,,)nen une suite de fonctions C§(RY) telle que (®,)nen converge vers ® dans
DY (RM). On applique I'identité de Picone aux fonctions ®, et z

0 < / L(@n,z)d:vg/ R(®,, z)dx
RN RN

/ |V<I>n|pdx—/ \% (| /" >|Vz|p *Vzdz.
RN RN 2P
n

A,
og/ |Vd>n|pdx+/ =02 \p,[Pdz.
RN RN

Comme (®,),en converge vers ® dans D'P(RY), on a (1) nen qui converge vers ¢ dans
L (RY) et (|®,|P)nen qui converge vers |®[P dans L7 (RN) Ainsi

[ 25 (= o) do

RN 2P Pl

IN

Or &, € CX(RY)

parties on arrive a

Bp2

1@l = 9P 2 - (27

N
LP (RN)

-

~-
tend vers 0

A
og/ VP + / —’j|<1>|pdx
RN RN 2

A,
d’ou le résultat / VO |Pde > / ( Z> |®|Pdz. (2.8)
RN RN

zp—1

Donc

Considérons le cas de 1’égalité

A,
/ |V<I>|pd3::/ ( = Z>|(I>|pdx
RN RN

Soit g un domaine borné de RY et (®y)nen définie comme précédemment.

0 < /L(@n,z)dng L(®,, z)dzx
% RN

A
< / |vq>n|de+/ o?
RN RN 2P~
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Or [, L(®n,z)dz converge vers [, L(®,z)dz car Qy est borné et z € C1*0(§). Donc
L(®,z) = 0 p. p. sur Qp, Pensemble 2 étant pris de fagon arbitraire dans RY on peut
donc conclure que L(®, z) = 0 p. p. sur RY. Et d’aprés I'identité de Picone, il existe C' > 0
tel que ® = C'z.

¢

Théoréme 2.2 Pour p > N. Soient ® dans W"P(RY) et 2 >0 (% 0) dans W'P(RY)
toutes deux différentiables.

Alors on a
IVOPdz > ~297 ) |y,
RN RN Zp_l

Ayz
st ’on suppose que pour p = N, il existe s > 1 tel que % € L*(RY) N L=(RY) ou pour
z

Ayz 1N o0 (TN
1 € L'(RY) N L*®RY).

De plus, si ’intégrale ci-dessus est nulle alors il existe C telle que z = C® sur RY.

p>N,

La démonstration de ce théoréme est presque la méme que celle du premier théoréme.
On résout le probléme de la convergence dans (2.7) grace aux injections particuliéres de
'espace W1P(RY) dans le cas p > N (voir [5]) :

sip= N, WH(RY) s'injecte continiment dans LY(RY) ou ¢ € [p, +0);
sip> N, W'2(RY) s’injecte contintiment dans L>®(RY).

Des résultats d’existence de solution dans W' (R") pour le p-Laplacien quand p > N
ont été établis par W. Allegretto et X. Y. Huang dans [1].

Preuve des propositions 2.1 et 2.2 (Inégalité de Diaz-Saa)

Il suffit d’appliquer les théorémes précédents au couple de fonctions (21, 22) et on a

—A
/R i IV |Pdz > /R N( prf2>z{’dx

A A
donc / (— pp_zll + If’_zf ) 22dx > 0.
RN %)

<1

Puis en faisant de méme pour le couple de fonctions (29, 2;) et en additionnant les deux
inégalités ainsi obtenues on arrive au résultat escompté. A remarquer que dans I'inégalité
de Diaz-Saa on suppose que les fonctions sont positives ce qui nous économise 1’emploi
des valeurs absolues comme dans les théorémes.

Suite & une discussion avec P. Takac, il apparait que l'inégalité de Diaz-Saa dans
RV ainsi que les deux théorémes précédents peuvent étre prouvés en utilisant de facon
plus fine la méthode de J. I. Diaz et J. E. Saa. Pour ceci, il faut remarquer d’abord
que si cette inégalité est vérifiée pour des fonctions ® positives elle ’est aussi pour des
fonctions ® changeant de signe (“Chain rule” Lemme 7.6 dans [11]). Ensuite, il suffit de



2.2. PREMIERE VALEUR PROPRE D’UN SYSTEME DE P-LAPLACIENS 39

prouver la convexité de I'application w — |Vwr% [P et calculer la dérivée directionnelle de
1
J(w) = [, [Vw? |Pdz qui vaut formellement, :

1 1 1 1
J(w)v = —/ \Vw? [P 2Vws V(wr ™ v)dz.
PJa

Pour en savoir plus sur cette méthode voir I'article de J. Fleckinger, P. Takac et F. de
Thélin [10]. Contrairement a la démonstration que nous avons détaillée dans cette partie,
celle de [10] fait appel a des notions assez fines et une attention particuliére est de mise
lors des calculs car ils font intervenir des termes & définir correctement. Par exemple, il
faut donner un sens a la dérivée de J.

2.2 Propriétés de la premiére valeur propre d’un sys-
téme de p-Laplaciens

Dans cette seconde partie, nous étudions différentes propriétés de la premiére valeur
propre d’un systéme de p-Laplaciens dérivant d’un potentiel :

[ —Apu = \b(z)|u|®|v|fv zeRY

(S) ¢ —Agv=(@)[ul*lv)’u  zeRY

Iim w(z)=0= lim o(x).
\ [z]—=+o0 ( ) |z| =400 ( )

Considérons les conditions suivantes sur les exposants et la fonction poids :
(H1)
N>p>1, N>qg>1, a>0, pB>0,
a+1 +1
Lo
p q

(H2) be C%(RY) avec v € (0,1), be Lawsm (RY) N LORY) et b > 0.

loc

1 et a+B+2<N.

Dans un premier temps, nous établissons I'existence de la premiére valeur propre de
(S)) et la régularité des fonctions propres associées.

Théoréme 2.3 On suppose que les hypothéses (H1) et (H2) sont vérifiées.

(i) Le systéme (S)) admet une premiére valeur propre positive Ay définie par

1 1
A= inf{a + / |Vul|Pdr + ﬁi/ |Vv|qu}
r D Jry q Jry

ou ' = {x € RN tels que / b(z)|u|*|v|Puvde = 1} ;
RN

(ii) Si (u,v) est un couple de fonctions propres associées & Ay solution de (Sy,) alors pour
toutr >0, ueCY(B,) etveCY(B,) oup=p(r)>0ety=7(r)>0;
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(iii) 11 existe un couple de fonctions propres de (Sy,) strictement positives sur RY .
(iv) Siu >0 alors on av > 0 et vice-versa.

La preuve des trois premiers points de ce théoréme est sensiblement la méme que celle
faite par J. Fleckinger, R. F. Manasevich, N. M. Stavrakakis et F. de Thélin dans [9] pour

le systéme :
—Ayu = Mb(2)|u|* tulv/ftt e RN

—Aw = Ab(z)[ul*Tvf~lv T eRN

L’approche qui en est faite dans [9] est classique car leur probléme comme (S,) est varia-
tionnel.

Pour le point (iv), il s’agit simplement d’une application du principe du maximum pour
le p-Laplacien. Cette propriété est spécifique au systéme (S,) que nous étudions ici.

Citons a présent un résultat d’unicité et d’isolation de la premiére valeur propre. Grace
a ’étude faite dans la premiére partie nous démontrerons les deux premiéres assertions.
La démarche en est simplifiée par rapport a |9] par l'utilisation du théoréme 2.1 ce qui
représente une application intéressante de ce théoréme.

Théoréme 2.4 On suppose que les hypothéses (H1) et (H2) sont vérifiées.

(i) L’espace propre correspondant & la valeur propre principale Ay est de dimension 1
dans ’ensemble des fonctions continues ;

(ii) A est la seule valeur propre de (Sy,) a laquelle il correspond un vecteur propre de
signe constant ;

(iii) A1 est isolée i. e. il existe € > 0 tel que pour tout X\ € (A1, \ + €] le systéme (S)) n’a
pas de solution.

Preuve du théoréeme 2.4
(i)-(ii) Soient (u,v) une solution positive de (Sy) et (¢, 1) une solution de (Sy,). D’aprés
la définition de Aq, il est clair que A; < A. On applique le théoréme 2.1 aux fonctions

(6,u) et (. v),
A
[ ivoras > [ (—W{?) 9[Pda (2.9)

Aq
/RN Ve|ldz > /RN (—qui) lp|4dz. (2.10)

D’autre part, d’aprés la définition de (4, ) on a

a+1 +1
1= [ wepas + BEL [ wupae = [ s@)lol ol v
P JrN g JrN RN
< [ bl v
RN
gl
< )\/RN b(z) Jarigpi U Pl
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Par I'inégalité de Young, on obtient

1o 1|2
J < )\/ b(x)u Pt (OHL 9] + BH1lv )d
RN P uP qg v1

1 B+1 a+l,,8
< 22f / b(o) " gz + AT / br)
p RN uP= q RN

1 —A 1 —A
ot / ) g 4 P11 / V) | jrd.
p Jrw \ vl q Jry \ v771

Donc, d’aprés (2.9) et (2.10) on arrive a

1 1 —A
L[ vords+ 2L [ vipas = 58 [ (200 opas
+1 Agv
+ ﬁq /RN<’Uq1>|¢|qd$

VAN

Encore par (2.9) et (2.10) on obtient

[worae= [ () iopaser [ voras= [ (Z5) i

41

Et appliquant le deuxiéme résultat du théoréme 2.1 on conclut I'existence de deux
constantes c et ¢ telles que u = c¢ et v = ¢ip. Grace a la forme du probléme étudié et au
principe du maximum on peut dire que si ¢ > 0 alors ¢ > 0 et ¢? = ¢?. Autrement dit, les

fonctions d’un couple de solutions de signe constant sont de méme signe.

En ce qui concerne I'unicité de la valeur propre a laquelle correspond un vecteur propre

de signe constant, on suppose ¢ > 0, ¥ > 0 et on écrit

1
ot / Vulrdz + P21 / Voltds = A/ b()ulv Puvdz
p q N RN

done Ay [ s@lellulovds = A [ ba)lol vl ovds

et finalement A = .

(iii) Soit (ug, vo) un vecteur propre correspondant a \g (Ao > A; > 0) associé au probléme
(Sx,) tel que [ blug|*|vo|Pugue = 1. Nous venons de voir que les solutions ug et vy changent

de signe car Ay # A1, ainsi on note :

Uy = {z € RN tels que ug(x) < 0} et Vo = {z € RY tels que vy(z) < 0}.

En multipliant la premiére équation par u, = max(0, —ug), la seconde par v, =

max (0, —vp) et en intégrant sur RY on obtient

[ vurds = o [ bl o Pugvida — o [ ba)lug o Pug g da
RN RN RN
[ wsstas = 20 [ b@luglles Pugvide = o [ b(o)lu|?fug P v de
RN RN RN
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ol ug = ug —uy, vy =uvy —vy,donc
[ upds < o [ ble)g v Pugsda
RN RN
/ Vg [7dx < /\0/ b(x) [ug |*|vg |Pug vy de.
RN RN

Ainsi, en utilisant les inégalités de Holder et de Sobolev, on a :

—|P a—|—1 /3
[y A AN 17 o SN 1) o
_ _ a+1 _ B+1
donc  [|ug ”DI’P(RN) < ()‘OCS) ||b||p_+6+_(U - [|ug ||Dp1,p(RN)||U0 ”Dﬁ,q(u@v)
1 1
et Tuglbwn, < CoCOTPTIITT gl

LatB+2(Uy nVg)

1 1 a+1
r = = — —
N TS

. De facon analogue

1

q(a+1) —1le
o0 ey < GoCHTTITT gl sgany

Ce qui permet d’écrire en mettant les inégalités bout a bout, qu’il existe une constante
C > 0 (indépendante de ||u, || pre@yy et ||vg || pre@ny) telle que :

C
> — 2.11
N (2.11)

On suppose que A\; n’est pas isolée i.e. il existe une suite (A, Un, U )nen OU (Up, Uy,) est
le couple de fonctions propres associées a la valeur propre \,, telle que (A,)neny converge
vers A;. On peut supposer, sans perte de généralité, que [ b(@)|un|®|vn|Punvade =1 et
que (un, Uy )nen converge faiblement vers (i, 7) dans DY?(RY)x DY(RY ) et 201 > A, > A\
pour tout n € N.

On note

U, = {z €R" tels que u,(z) <0} , V, ={zeR" tels que v,(z) <0},

= {z € RY tels que u,(z) >0} et V' ={zeR" tels que v,(z) >0}.

D’aprés (2.11), il existe une constante C' indépendante de n telle que

C C
b > — > — 2.12
I HLa_JrJlgﬂ(U;mV An T 2N >0 (2:12)
Soit K tel que Hb|| . (52) < 4— on en déduit que ||b\|L T (B W) 4§1

Or

a+pB+2
N

N a+ﬂ+2
(/ b(x)a+b’+2dx) < |[b]| gy |Bx N U, OV, | N
BgNU, NV,
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donc
N
B B C aFat2
|BxNU, NV, | > (KHbHLm(RN)) =Cy (2.13)
1
ou Cj est indépendant de N. On montrerait de méme que :
Bk NU NV, > Co (2.14)

Dans la suite, on choisit K de telle sorte que (2.13) soit vérifiée et nous laisserons au
lecteur le soin d’extraire les sous-suites quand ce sera nécessaire.

D’abord, on observe que pour tout (®,¥) € (LP(RN))N X (LP(RN))N
/ (|®P~2® — [T P2W)(® — ¥)dr = / (|®P + [T — @20 — |U|P 2T D)dx
RN RN

> [ (ep+urys— ([ (opdnd ([ wraa ([ 1opans( [ wpan?

= ([ orans ([ wrans| ([ erant - ([ jerant) 20 @)

A T’aide de (2.15) nous obtenons

[ VP = ([ Vi) ][ urao - (] 9uPa?]

o
IA

< / (|VUun|P 2V, — [Vt P2 Vug ) (Vi, — Vi, )dz
< / (|Vun\p+|Vum\p)dx—/ |Vun\p2VunVumdx—/ (V[P 2V Vi, dx
RN N RN
< n/ () [t | “tin |Un [P nd + A / () [t | “th [V | PO d
RN RN
- / b(x) |t |t | V| vnd:r—)\m/ () [ | ¥t | U | PO i
RN RN
< b(@) (An |t |* [Vn] V5 = Ao |t * [ 01| P070) (i = t7n) dz

Bgr

A / (b)) (ot )+ / (bt Pt — 1)

c
R

e e W N TP | P P
@ B+

Bl s g 2 gl bl gl )
a /3

Ml s g 2, ol Pl )

Les deuxiéme et troisiéme termes peuvent étre pris aussi petits que I'on veut et indé-
N
pendamment de n & condition de choisir R assez grand car b € La+5%2 (RN) et (un, vy )nen

est borné dans L¥-7 (RY) x L™ (RY) . Pour R ainsi fixé, le premier terme tend vers 0 car
(tn)nen converge dans LP(Bg) et (|t |*|vy |0, )nen converge dans L (Bg) (%4—% = ’%1)
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d’aprés l'injection compacte de DY?(Bg) dans LP(Bg). 1l en résulte que Vu, et Vv, sont
des suites de Cauchy respectivement de (LP(RY ))N et de (LI(RY ))N

En effectuant le méme travail pour (v, )nen, on arrive a la conclusion que (Vuy,, Vu, Jnen
converge en norme (LP(RN))N X (Lq(RN))N vers (Va, Vo) et comme (Vug,, Vug)nen
converge faiblement vers (Vi, V) dans (LP(RN))N X (Lq(RN))N, on en déduit que
(Vtn, Vg )nen converge fortement vers (Vi, Vo) dans (LP(RN))N X (Lq(RN))N A une
sous-suite preés.

On peut donc passer a la limite dans le systéme (S,,) et on obtient que (&, ¥) est solution
de (Sy,)-

Comme )\; est simple et (@, 7) est un vecteur propre associé a la valeur propre \; avec
Jew b]@|*|5|Pavdz = 1 (en effet (un, vy)nen converge vers (4, ) dans D'P(RY) x DM4(RY)
et DYP(RY) x Db(RY) s’injecte continiiment dans L™ (RY) x L™ (RY) ), cela im-
plique que (u,?) = (—u1, —v1) ou (4, ?) = (u, v1).

e Supposons que (i, V) = (u1,v1).

Par conséquent, en considérant la convergence de (uy,, vy, )nen vers (u1,v;) dans DYP(RY) x
DY(RY), on a aussi (Uy, Uy )nen qui converge fortement vers (uy, v;) dans LP(Bg) x L(Bg)
(2 une sous-suite prés) ou R est fixé de telle sorte que (2.13) soit vérifiée. Et par le théoréme
d’Egorov (uy, vp)nen converge uniformément vers (uq,v;) sur By sauf sur un ensemble
de mesure arbitrairement petite. Ce qui signifie que pour n assez grand, u, et v, sont
strictement positives sur Bg sauf sur un ensemble de mesure arbitrairement petite : ce
qui contredit 1’assertion (2.13).

e Supposons que (4, 0) = (—uy, —v1)
On suit le méme cheminement en remplagant les ensembles U, et V- par U, et V' et
on contredit l'inégalité (2.14).

Ainsi, par 'absurde on conclut que la premiére valeur propre principale A\; est isolée.

¢
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Chapitre 3

Condition nécessaire et suffisante
d’existence : cas de systémes de p et
g-Laplaciens comparables a des
systémes variationnels.

Dans ce chapitre, on se propose d’étudier I’existence de solution pour un systéme non
linéaire de la forme :

—Apu = pf(z,u,v) dans Q
(P)s —Agw=pg(r,u,v) dans

u=v=0 sur Jf

avec 1 <p < N,1<qg< N et un domaine de R".
Rappelons que, lorsque = RY, la condition u = v = 0 sur 95 se traduit par
lim u(z) =0= lim v(x).

Nous allons en fait établir une condition nécessaire et une condition suffisante sur le para-
meétre p pour I'existence de solution d’un tel probléme. Les hypothéses que nous ferons sur
les fonctions f et g sont d’une part des hypotheéses sur leur régularité et d’autre part des
hypothéses sur leur croissance. En effet, nous supposons que f et g peuvent étre controlées
par des fonctions polynomiales en u et v. Dans cette partie de la thése, nous supposerons
que ces fonctions polynomiales majorantes et minorantes ont un caractére variationnel.
Contrairement & ce qui sera fait dans le chapitre suivant oil nous supposerons que ces
fonctions ont un caractére plutdt hamiltonien.

Ainsi pour prouver l'existence de solution positive, nous utilisons la méthode des
sous,sur-solutions (voir par exemple J.I. Diaz - J. Hernandez [6], J. Hernandez [11]).
Et évidemment, les propriétés des fonctions polynomiales contrélant f et g nous y aident
beaucoup.
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48 CHAPITRE 3. EXISTENCE DANS LE CAS VARIATIONNEL

Dans la démonstration de la condition nécessaire d’existence, nous généralisons un
résultat di a R. Shivaji [16]. Il étudie le cas semilinéaire (p = 2), et dans sa démarche
le fait que le Laplacien (A = A,) soit autoadjoint est essentiel. Pour palier I'absence de
cette propriété pour le p-Laplacien A,, nous utilisons, dans le cas borné, I'inégalité de
Diaz-Saa (|8]). Mais si 2 = R", nous ne pouvons plus appliquer ce résultat en I’état. Par
conséquent, nous utilisons une méthode basée sur I'identité de Picone présentée par W.
Allegretto et X. Y. Huang [1] pour obtenir un résultat identique.

Dans ce qui suit, nous nous bornerons a ’étude du cas non borné = RY. En ce qui
concerne le cas borné qui est plus simple, nous indiquerons les étapes de la démonstration
en appendice (Appendice 2).

Avant d’énoncer les hypothéses faites sur les fonctions f et g, voici quelques notations
et conditions sur les exposants qui interviendront dans les hypothéses de croissance faites
sur f et g:

_ Np
o

*

b 9 =~

1 od+1 p+1
—=— S+ P <
8 p q
o +1 "+1
N
p q
a+1 +1
+ P .
p q
(H1) On suppose que les fonctions (r, s) —> f(z,r, s) et (r, s) —> g(z, r, s) sont continues
sur [0, +00) X [0, +00) pour presque tout z € RY et que x — f(z,7,s) et x — g(z,7,s)
sont mesurables (i. e. f et g sont des fonctions de Carathéodory);

(H2) 1l existe des fonctions a, b, ¢, d, e et des exposants p < p; < p*, ¢ < ¢1 < ¢* tels
que pour tout u,v > 0

1
— >1
r

1=

o B'+1

0 < f(z,u,v) a(x)u®v? ! 4 b(x)uP " + ¢(z) presque partout sur RY

0 < g(z,u,v)

IAINA

a(z)u® TP 4 d(x)v® ! + e(z) presque partout sur RY
ou

a€ LPRM)NLE(RY), be L»RY)NLE(RY), de L%RY)NLE(RY),

loc loc loc

ce I»R")YNLERY), eec L™ (RY)NLYE(RY),

loc loc

avec

s 5 = Np 5 — Nq
Np—pi(N-p)” ™ Ng—aq(N-q)

___Np ___Nge |

 Np—N+p’ /Yq_Nq—N—i-q’

Yp
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(H3) La fonction x — f(x,0,0) + g(z,0,0) est non identiquement nulle ;
N
(H4) 1l existe A € Lats+2(RY) N L2 (RY) telle que pour tout u,v > 0

loc
fz,u,v) > A(z)u®v?™ p. p. sur RY

g(z,u,v) > A(z)u*v? p. p. sur RY
aveca,ﬁzﬂ,p,q>1eta7“+%:1.

3.1 Condition suffisante d’existence

Avant d’énoncer le premier résultat de ce chapitre donnant une condition suffisante
d’existence pour les solutions de (P), insistons sur le caractére variationnel de la minora-
tion dans (#4) ce qui ne sera pas le cas dans le chapitre suivant.

Théoréme 3.1 Soit QO = RY, sous les hypothéses (H1) — (H3), il existe une constante
w* dépendant des exposants N,p,q,p1,q1 et des fonctions a,b,c,d,e telle que pour tout
p € (0, %) le probléeme (P) admette une solution positive non triviale dans D'P(RY) x
DM (RN).

Preuve du théoreme 3.1

Pour prouver I’existence de solution positive, nous allons appliquer le théoréme de Leray-
Schauder aprés avoir montré ’existence d’un couple de sous,sur-solution dont voici la
définition.

Définition 3.1 (ug,vo) — (u®,v°) est sous,sur-solution de (P) si ces fonctions vérifient :
(S1) (ug,vo) € D¥P(RY) x DH(RN) et (u®,v°) € DMP(RY) x DH4(RY)

(S2) ug < u® et vy < 0°

(S8) —A,uo — puf (x,ug,v) <0< —=Apu® — pf(z,u’v) Yo € [vg,v°]

(54) _APUO - ug(xv U, UO) <0< _APUO - ,U’g(xa u, UO) Vu € [U’O’ UO]

Remarque 3.1 Modulo une condition de croissance sur les fonctions f et g, on peut
rapprocher cette définition de celle introduite par J. I. Diaz - J. Herndndez [6].

Tout d’abord, I’hypothése (H2) nous donne (0,0) comme sous-solution ; mais (0, 0)
n’est pas solution d’aprés (#H3). Donc il ne reste plus qu’a trouver une sur-solution, c’est-
a-dire une solution de

—Ayu = p (a(z)u® v? T + b(z)uPr ! + c(z)) sur Q
(VP)
—Ag = p(a()u® TP + d(z)v1~! + e(z)) sur Q

Dans ce qui suit nous nous intéressons a l’existence de solutions positives, pour cela

nous appliquons le théoréme du col a une fonctionnelle choisie a cet effet :

"+1
J(u,v) = a;— / |Vul|Pdz + / |Volldr — ,u,/ H(z,u,v)dz
RN RN RN

- u/ hu(x,u)da:—,u/ hy(z,v)dz
RN RN

p+1




90 CHAPITRE 3. EXISTENCE DANS LE CAS VARIATIONNEL

ou
H(z,u,v) = a(z)u® 1 of T siuetv >0
A 0 sinon ’
ha(z, 1) = (o + 1)(%5(‘%)”171 +c(x)u) siu>0
e 0 sinon

et hy(z,v) = { (8 + 1)(%d(x2)vqls;§flx)u) siv>0

DY (RN ) x DM4(RY) est un espace de Banach réflexif, J € C'(D'?(RY ) x DY(RY), R)
et satisfait la condition de Palais-Smale (voir I’appendice de ce chapitre). Il reste a voir
que J a bien une géométrie de col, c’est-a-dire qu’elle vérifie les deux points suivants :

1. Il existe R > 0 et ¢ > 0 tel que
[ul|pre@yy + |[v][pra@yy = R implique J(u,v) > ¢
2. Il existe (ug,v) dans DYP(RY) x DY4(RYN) tel que
l|uol| pre@yy + [|vol| pra@yy > R et J(ug, vo) < c.

1. Prenons (u,v) tel que ||u||pLews) + ||v|[pra@yy = 1 on aura aussi

o +1 B +1 o +1 [ +1
HU'HDIp(RN) 7“”||qu (RN) >m1n(p7’ﬁ)
ﬂ' +1 < o'+1 g +1
Do (RN) p [|v]|Ds, A(RN) = max( n @ ).
o +1 g +1
Tw o) = 0l + 0l
- u H(z,u,v)dx — u/ hy(z,u)dz — ,u/ hy(z,v)dz.
RN RN RN

Nous utilisons les inégalités de Holder et de Sobolev pour estimer chacun des termes
ci-dessus

H(z,u,v)dz < / a(z)|u|® | da
RN RN
< lal oy [wll5E oy 0] of ey
< allrs@y)C(N, )a+1||u||aD1+§RN)C(N ) T |Arie
< Jlal|gs ]RN)C( p)® HC(Na Q)’BIH
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"+1
/ ho(zwds < 2T / b(z)|ulPdz + (o + 1) / o(2)|uldx
RN RN

D1 RN
o +1

IN

11611 o vy | [ul 7 vy + (@ + Dl lel | pow [l 1o ey

o +1

IN

C(N,p)™

1611 80 vy 1] 1.0 vy

+ C(N,p)(a’ + 1)|lc||Lwmmy | [ul| pregny

(11'BI+1

et/ hy(z,v)dz < C(N,q)
RN
+ C(N,q)(B"+ 1)lel|rra@m)l[v]] progy)

Hd| |L‘5q(RN ||U| DLa(RN)

Donc,

o' +1 g +1

o g )~ HOW.D) O, 9" lal s (3.1)

J(u,v) > min(

o+1 p'+1
T, )10/ o vy + 11l L0 @)

— WO, p) + C(N, g)) max(e’ + 1, 8+ 1)(|lel| v + [lell o)) =

— w(C(N,p)”* + C(N,q)™) max(

On choisit p* tel que pour tout p < p* on ait ¢ > 0 ou c¢ est donné dans (3.1). Par
conséquent, dés que p < p*, J satisfait la premiére condition avec R = 1.

2. Soient (w, z) € C(RY) positif fixé tel que a(x)wz > 0 sur une boule de RY et k une
constante positive vérifiant

! 1 ! 1
J(k3w, kiz) = K2 / |Vw|pdx+k6+ / |V 2|%dz
RN q RN
- k“i1+ﬂilu/ a(x)|w\a’+1|z\ﬁ’+l—k?u/ b(z)w? dx
RN RN

- kq?l,u/ d(x)qudx—kr%,u/ c(x)wda:—k%,u/ e(x)zdz.
RN RN

RN

o +1 "+1
N

p
k tend vers + oo ce qui permet de satisfaire le deuxiéme point.

Comme > 1, % > 1 et % > 1, J(k%w,kéz) tend vers — oo quand

Finalement, grace au théoréme du col, on prouve l’existence d’une solution positive
du probléme (VP), notée (u®,v®), qui est aussi une sur-solution du probléme (P). Main-
tenant que nous avons fait cette étude préliminaire, nous sommes en mesure d’appliquer
les résultats dis & la méthode des sous,sur-solutions. En effet, (0,0) — (u®, v®) est bien un
couple de sous,sur-solution pour le probléme (P) :
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(S1) (uf,v®) € DY (RN) x DY¢(RY)
(S2) u®* >0etv® >0
(S3) D’aprés (H4) on a

—uf(z,0,v) <0 pour tout v € [0, v°].

De plus, d’aprés (H2)

A’ — puf(z,uv) = (a(ac)usalvsﬂ’+1 +b(z)u T + c(ac))
— uf(z,u’,v) >0 pour tout v € [0,v°].
(S4) De fagon identique on obtient
0  pour tout u € [0, u’]

—pg(z,u,0) <
et — AW —pug(z,u,v’) > 0 pour tout u € [0, u’]

Pour utiliser le théoréme du point fixe de Leray-Schauder on a besoin de définir un
opérateur T : K — F avec E = LP"(RY) x LY (RY) et K = [ug, u°] X [vg,v°] = K, x K, C
E. Pour tout (u,7) € K, (w,z) = T(u, 0) est "'unique solution du systéme découplé (Sy)

—Apw + Mky(z)|wP~?w = pf(z,a,v) + Mk,(z)u?*~"' dans RY
(Sa)
—Ayz+ Mky(2)|2|77%2 = pg(z, 4, 9) + Mky(z)v2~" dans RY
oil on a choisi les fonctions k, et k, telles que k, € L% (RN ) N L (RY), k, € L% (RY) N
L (RY) et pour tout R > 0 il existe € > 0 tel que infg, k,(z) > € et infp, k,(z) > € .
Dans ce systéme on considére que M est une constante strictement positive quelconque.

L’opérateur 7" posséde un point fixe dans K si les quatre assertions suivantes sont
satisfaites :
(LS1) K est convexe, borné et fermé dans E.
(LS2) T est bien défini sur K.
(LS3) K est stable par T"i.e. T(K) C K.
(LS4) T est un opérateur compact.

(LS1) 1l est facile de vérifier ce premier point car ug, u® sont dans DP(RY) et vy, v sont
dans DY(RY) qui sont des espaces de Banach réflexifs.

(LS2) Pour montrer que 7" est bien défini il suffit de montrer que le probléme (S;) admet
une unique solution pour tout (%, ) dans K. Comme nous considérons un systéme décou-
plé, nous avons seulement a étudier ’existence et 'unicité de chacune des équations prises
séparément, qui s’obtient simplement par minimisation d’une fonction convexe s.c.i. (voir
par exemple O. Kavian [13]).
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(LS3) Pour prouver la stabilité de K par 'opérateur T, nous allons montrer que w > ug,
pour les autres inégalités on procéderait de la méme maniére.
Le couple (ug, vg) est une sous-solution du probléme (P) et satisfait

—Apug — pf(z,u0,v) <0 Vo € [y, 0"

(3.2)
Ay — pg(T,u,v9) <0 Yu € [ug, u’].
Le couple (w, z) est défini par (w, z) = T(@,?) ou (u,v) € K et satisfait
—Apw + Mky(2)w? ™! = pf (z,4,0) + Mky(z)a" !
(3.3)
—Ayz 4+ Mky ()22t = pg(z, 4,0) + Mk, (z)o0 1,
Dés que (4, v) est dans K nous avons
—Ayw + Mky(z)wP ' > puf(x,d,0) + Mk, (z)ub ™
(3.4)

—Ngz + Mky(2)202 71 > pg(z,8,7) + Mk, (z)vd .

On suppose que (ug — w); # 0. Nous multiplions les premiéres équations de (3.2) et
(3.4) par (up —w); = maz(0,ug — w), nous intégrons sur RV et soustrayons les inégalités
ainsi obtenues :

0 > /RN(—Apuo + Apw)(ug — w)+d:r+/ (u(f(z,a,v) — f(z,up, D))

RN
+ My (2)(uf ™! —wP )] (up — w), da.

Puisque k,(z)(uh' ™" — wP ") (ug — w); # 0, on peut choisic M tel que la seconde
intégrale soit positive. Donc

/ (—Apug + Apw)(ug — w)1dx < 0
RN

ce qui contredit la monotonie de I'opérateur —A,; par conséquent (up — w)y = 0 i.e.
up < w. On a prouvé que K est stable par 7.

(LS4) Maintenant, nous devons démontrer que 7" est continu de K dans K et que l'image
par T de tout borné de K est relativement compact dans K. Nous allons voir en détails
la preuve du second point ; quant & la continuité, la démonstration utilise les mémes ar-
guments.

Soit (Zn,Un)nen une suite dans K convergeant faiblement vers (@,7) pour la norme
de LP"(RY) x LT (RY). Grace a la stabilité de T, on peut dire que (T (&, Tn))nen =
(Wn, 2n)nen C K. Par exemple, nous montrerons qu’il existe une sous-suite de (w,),en qui
converge fortement dans K, pour la norme de LP*(RY); pour la convergence dans K, de
lautre sous-suite de (z,)nen la méthode est la méme.
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D’abord, nous déduisons de la majoration du terme I,, que (wy,)nen €st borné dans K,
pour la norme de D"(R") :

I, ::/ |Vw,[Pdx + M kp(z)whidz.
RN

RN

I, = u f(z, by, Up)wydx + M ky(z)at 'w, dx

RN RN

< f(z, by, 0p)uldz + M ky(z)u®" dx
RN RN

< ,u/ a(z)u®™ BT P ,u/ b(x)u®" dz + u/ c(x)u’ds + M ky(2)u®" dx
RN RN RN RN

< O M) [[[all ooy 1801 55ty 10155 vy

+ (||bHL6p(RN) + ||kaL5P(RN)> |75 ®v) T ||c||L7P(RN)‘u0HLP*(RN)] :

Ora € L°(RY),b,k, € L (RY),c € L»(RY),u’, 2" € LP*(RY), donc il existe C > 0
tel que

/ |\Vw, [Pdx < C.
RN

On peut extraire une sous-suite encore noté (wy)nen convergeant faiblement dans
D?(RY). Alors (wy)nen converge fortement dans L™ (Bpg) pour tout R > 0 et tout m < p*,
elle converge donc presque partout et est dominée par la sur-solution u® € L?"(RY). Par
conséquent, elle converge dans K, pour la norme de LF" (RY).

Nous faisons le méme travail pour (z,)nen €t nous prouvons que lopérateur 7 : K —
K CE=LF(RY) x LT (RY) est compact.

Aprés ces résultats, nous pouvons appliquer le théoréme du point fixe de Leray-
Schauder pour cet opérateur 7. Donc, il existe (u,v) dans K tel que (u,v) = T(u,v).
Cela signifie que (u,v) est une solution positive de (P).

De plus, par le principe du maximum fort et des résultats de régularité, nous prouvons
dire que cette solution (u,v) est strictement positive. Nous avons simplement utilisé le
Principe du Maximum Fort de Véazquez. En effet dés que u > 0 et (H3) est satisfaite,
on a —Ayu > 0 et —Ayv > 0. Le Principe du Maximum Fort de Vazquez dit que si le
probléme admet une solution réguliére (C.;2(RY)) non triviale satisfaisant u > 0,v > 0
sur RY alors cette solution est strictement positive : u > 0,v > 0 sur RY. La régularité
des solutions nécessaire pour l'application du Principe du Maximum Fort s’obtient grace
aux estimations L* de type J. Serrin (voir J. Serrin [18] et A. Bechah [3]) et aux résultats
de P. Tolksdorf [19].

¢
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3.2 Condition nécessaire d’existence

Dans cette section, nous établissons une condition nécessaire sur le paramétre p pour
I’existence de solution du systéme

([ —Ayu= pf(x,u,v) dans RY
(P){ —Agv = pg(z,u,v) dans RY

lim u(z) =0= lim v(z)
\ |z|—=o0 |z|—o00

Nous considérons aussi le probléme de valeur propre

—Ayp = M A(z)p*pP T dans RY

(Vp)
~ A = M A(x)p* P dans RY

avec A € Latsrs (RY) N L2 (RY).

loc
Nous utiliserons 'identité de Picone pour généraliser le résultat de R. Shivaji [16]. Une
présentation de cette identité a été faite dans le chapitre précédent (Proposition 2.3).

Proposition 3.1 (Identité de Picone généralisée pour le p-Laplacien) Soient u,
v différentiables et v > 0 p. p. sur Q) un sous-ensemble de RY. Notons
\UI P2y

P
L(u,v) = |Vu\p+(p—1)M\Vv\p P Ty Vo |VulP2 p. p. sur Q

R(u,v) = |Vulf -V (quu| )\VUP’ Vv p. p. sur Q.

Alors L(u,v) = R(u,v) > 0.
De plus, L(u,v) =0 p. p. sur Q si et seulement si V (%) =0 p. p. sur €.

Théoréme 3.2 Soit Q@ = RY, on suppose que les hypothéses (H1) et (H4) sont sa-
tisfaites. Si (u,v) est une solution positive (u > 0 et v > 0) du probléme (P) dans
DY (RN) x DY(RN) N CH/(RY) x CY(RY) alors < Ay

Preuve du théoréme 3.2

On considére deux suites (¢n)nen €t (¥n)nen strictement positives dans C$°(RY) qui
convergent respectivement vers ¢ et ¢ solutions de (V). Appliquons I'inégalité de Picone
aux fonctions ¢, u et 1, v qui sont strictement positives et différentiables respectivement
dans DY (RY) et DM(RY).

1
0 < O‘; / L(gn, )dx+ﬁi/ L(thy, v)d (3.5)
RN
1
< of / Veon ( )|Vu|p 2Vuds (3.6)
p RN
+ %/ |V, |1dx — / ( >|Vv|q *Vvdz
RN
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P
et Uqflq‘l sont admissibles puisque u, v > 0 et ¢y, ¥, € CF(RY).

Les fonctions tests

En intégrant par parties on obtient

1
0 < 2F / Ve \pd:c+ﬁ+ / V|0
]RN

p
PNy TN +ﬁ+1 Un A ds
p Jryur? q Jryv?t
1
< 27 / Ve |pdx+5+ / V| 9dz
p RN N
a+1 74 B+1 Pl
— M( ;. /RNup_lf(x,u,v)daH— 0 fon v 1g(acuv)da:)

Or d’aprés ’hypothése (H4) on a f(x,u,v) > A(z)u®Pt! et g(x,u,v) > A(z)u*v?
donc

1 1
0<2 - / \Vou|Pdx + —— fri / Vb, |%dx — <a i A(z)pPuTPyP gy
RN q N p

p RN
1
ﬁ;/ A(x)wgvaﬂvﬂﬂ_qu).
q RN
en passant a la limite on obtient donc
+1 +1
a / |VolPdz + —— b / \Vllde = )\1/ A(x)cp”‘+11/ﬂ3+1dx (3.7)
p q N RN
1
> pu (a * / A(z)u* T PyP Py
p RY
1
+ ﬁi/ A(x)ua+1v’3+1_q¢qd$> :
q RN
1-— 1 2
Eneffet,puisquea+ p+ﬁ+ +£+%:10na
p* P N
+1—p, B+1 a+1- ﬂ+1
[ A g - ) < A o G e 12— 215
tend‘;ers 0

car (¢n)nen converge vers ¢ dans LP (RV). Et de méme pour le second terme.

D’apres I'inégalité de Holder-Young on a

a+1 ﬁ+

Aetiphtl < — B pour tout A, B > 0.
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atl_ 1 B+1 atl B41_
Si on pose A =u » lvpgoetB:uqv "4 on arrive a
a+l uoti=pyftige 4 2 2 f+1 uo B =0 > (pa+1wﬂ+1( atl lv%)aﬂ(u"‘%lvﬂi ),6’+1
p q
Oro‘Tle—lz 5;1 et%—l-—‘”l donc
1\ (e+1)(B+1) 1\ (e+D)(B+1)
at+l_ ¢ B+1 vp a+l B+1_ uq
(u P 11) P )a—|—1 = (—1> et (U 9 v 4 I)B_H = (_1)
u? VP
a+l B+1 a+1 +1
ce qui signifie (u » ‘v # )T (u @ v )P =1
Ainsi on obtient
a+1 +1 _
. uoe-l—l*pvﬂ-l—l(pp_i_ 6 p ua—{—lvb’-f-l q,(//,q > (pa+1’¢’3+1, (38)

Finalement, en utilisant (3.8) dans (3.7) on conclut que

)\1/ A($)g0a+1w’8+1dl‘ > N/ A(I)(pa—l—lwﬂ—kldx
RN RN

1. e. /\1 Z,LL

3.3 Appendice 1 : Condition de Palais-Smale

Pour compléter la démonstration de Pexistence de solution du systéme (VP), on se
propose de vérifier la condition de Palais-Smale pour la fonctionnelle .J :

"+1 "+1
J(u,v) = iy / \Vu\pdx+5+ / \Vo|ldx
p RN q RN

- U H(x,u,v)da;—,u/

RN RN

hy(z,u)dz — ,u/ hy(z,v)dz

RN
ou les fonctions H, h, et h, sont définies dans la preuve du théoréme 3.1.
Définition 3.2 Dire que J dans C'(D'P(RY) x DY(RY),R) wvérifie la condition de
Palais-Smale signifie que toute suite (Un, vy)nen de DVP(RY) x DYYRN) qui vérifie :

1. | (up,vp)| < C;

2. J' (un,vy,) tend vers 0 dans (D'P(RY) x DM4(RY))
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admet une sous-suite convergente dans DYP(RY) x DM4(RY).
Proposition 3.2 J vérifie la condition de Palais-Smale.

Preuve de la proposition 3.2

Considérons une suite (Uy, vy )nen de DYP(RYN) x DY(RYN) vérifiant les deux assertions 1.
et 2. de la définition 3.2. Tout d’abord, nous montrons que cette suite est bornée dans
DYP(RY) x DY(RN).

Puisque J'(uy,v,) tend vers 0 dans (D'?(RY) x DY(RY))’, on peut donc dire qu’il
existe une suite (€,)nen décroissante tendant vers 0 telle que

|J'(un,un) (0,%)| < &l|(@,¥)||proxpre pour tout (¢,1)) € Dl’p(RN) X Dl’q(RN)-

En particulier, en prenant ¢ = >uy et 1) = Lv, on obtient

o +1 "+1
€n||(tn, vn)||D1oxpra > — / |V, |Pdx — P / |V, |%dx (3.9)
b RN q RN
! 1 ! 1 of 1
+ N (O[ + + ,B + ) / a(x)u;'; +1’U;L|—B +1d$
p q RN
o +1

+ n

! 1 q1
/ b(x)ut"" d + ,uﬂ i / d(x)vt" dz
p RN q RN

"+1 "+1
+ ua + c(x)undx+uﬁ * / e(x)vpdz.
p RN q RN

De plus, |J(up,v,)| < C donc

! 1 ! 1 of ’
o / \Vu,|Pdz + g / |V, |?dz — ,u/ a(z)ut HU:ﬂ " dz (3.10)
RN q RN

p
_ ua +1/ b(m)u:mdx_ B+1/ ()_|_111dCC
Y41 RN 1 RN
< C+,u(o/+1)/ c(z)utdr + p(B +1) / Jutdz
RN
< C’—i—u(a'—i—l)/ ()undx-i—uﬁ-l—l/ T)v,dz.
]RN
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Multiplions la premiére inégalité (3.9) par un coefficient p que nous déterminerons
plus tard et additionnons la avec la seconde (3.10), on arrive a

o +1 B +1

(1 —p)/ Vunrde + 210 —p)/ Vo, |1ds
p RN RV

"+1 "+1 / /
+ ,u(,o (O‘ 1l )—1)/ a(2) |t |2 v [P+
p q RN

e 40 (2= L) [ s v 0 (2= 1) [ a@jmas

C + penl|(tn, va)|[proxpra

+ ol £ 1) (g _ 1) /RN o(@)ndz + p(f + 1) (g - 1) /RN e(z)vnda.

o o +1 "+1
En choisissant p tel que max(ﬁ, g, ( + b
p q

> ) < p <1, on arrive a
p1 @

o +1 g +1 p
(1—p>( a1 + ||vn||D1q) < ule+1) (1—— OV, p)lell oo llunl [ 1o
p q p
p
© o8 +1) (1 - 5) C(N, g)lellrel [oal e

o +1 g +1
; c+e'n( Lo + 2 anupm).

Les exposants p et ¢ étant strictement supérieurs a 1, on obtient finalement que
(tn, Vn)nen est bornée dans DVP(RY) x DLH(RY).

Par la suite nous nous contenterons de vérifier la relative compacité de la suite (uy)nen
dans DYP(RY) en ce qui concerne (v,)nen le travail est tout a fait identique. Pour cela,
montrons que (uy,)nen est une suite de Cauchy. Premiérement, on peut observer que pour

tout (p,v) € (L”(]RN))N X (Lq(]RN))N on a

U=

L el = 1wp20) (o =)z = [ (0P +10P —loP 200 - |97 20p) do
> [ Gorsiwman- ([ |<p|ﬁdx) ([ wrac)” = ([ iobas)” ([ 1oras)”
- [(/ '*"'%)T—( [ o) ”( olds) ;—<AN\¢|pdx>;

> 0. (3.11)
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|

Ainsi, a l’aide de (3.11) nous obtenons

o < |(f, 1wt = ([ Wunan) ™| [ 19earan
RN RN RN
< / (IVun P2 Vun — [Vum P> Vum) (Vg — Vug) do
RN

1
o +1

o g+ o L'+
+ ,u/ a(z) (u;: v =t vt ) (Un — um)dz
RN

+ u/ b(z) (u;:pl_l - u;p1_1> (U, — Up,)dx + /L/ c(z) (un — um)dzx
RN RN

S
Sl

- ([ | IVunPda

IN

(J (Un, vr) — I (Umy V) (U, — Uy, 0)

1
< o +1 (" (s Vi) = J' (tms V) (thn — tm, 0)
o B'+1 o B'+1

+ pllalles (|t vl =l ok ' Bn) tun — Ul | Lr(BR)

—1 —1
+ ] [b]| oo (Br) ITARE T 15 (Ba) ||tn = tm||Lo(BR)
+  pllell e Byl ltn — tml|Lo(BR)
+ u||a’HL5(B§2)Hu”H%P*(RN)H’Un"iqir(l]RN) ([unl o @y + ||t |20 gey)
+ :U'HG‘|L5(B§)|‘um"%P*(RN)HUW“iqt(IRN) (I1tn || 2o @y + || thm] | 2o )
b 0l (1155 vy + 55y ) (il vy + 5 )
+  pllellwesg) ([unll Lo @ay + |[tml] o @y) -

Les quatre derniers termes peuvent étre pris aussi petit que ’on veut indépendamment
de n en choisissant R assez grand car a € L°(RY), b € L (RY) et ¢ € L»(RY). Pour
un R ainsi fixé, le premier terme tend vers 0 quand n tend vers l'infini d’aprés la dé-
finition de (Un, Vp)nen; les deuxiéme, troisiéme et quatriéme termes tendent aussi vers
0 car (un)nen converge dans LP(Bg), (ur* v ™ nen et (ui™ " )nen sont bornées dans
L' (Bg) d’aprés 'injection compacte de D'P(Bg) dans L?(Bg) avec 1 < v < p*. Il s’en-
suit que (Vup)zen et de méme (Vv,)nen sont des suites de Cauchy dans (LP(RY ))N et

(LY(RY ))Nrespectivement ie.:

(Un, Un)nen converge fortement dans DP(RY) x DY(RY) (a une sous-suite prés).

3.4 Appendice 2 : Cas borné

Dans cet appendice, nous étudions ’existence de solution pour le systéme (P) dans le
cas ol {2 est un domaine borné de RV .
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_Apu = ,Ll;f(l', u, U) dans €2
(P) —Auw = pg(x,u,v) dans Q

u=v=0 sur o)
(Hp1) On suppose que les fonctions f et g sont des fonctions de Carathéodory ;

(Hp2) 11 existe des fonctions a, b, c,d, e et des exposants p < p; < p*, ¢ < 1 < ¢* tels que
pour tout u,v > 0

0< f(z,u,v) < a(z)u®v? ™ +b(z)uP ™" + c¢(z) presque partout sur Q
0<g(z,u,v) < a(@)u® " +bz)v? ' 4 e(zx) presque partout sur Q
"+1 "+1 "+1 "+1
ot abedee o), XL T gl AL
p q p* q*

(Hp3) La fonction z — f(z,0,0) + g(x,0,0) est non identiquement nulle;

(Hp4) 1l existe A € L*®(Q) telle que pour tout u,v > 0

f(z,u,v) > A(z)u®v*!  presque partout sur
g(z,u,v) > A(z)uvP  presque partout sur Q
a+1 +1
avec o, 3 >0, p,q > 1 et +ﬁ =1.

b q

Théoréme 3.3 Soit Q un domaine borné de RY, sous les hypotheses (Hpl)-(Hp3), il
existe une constante u* dépendant des erposants N,p,q,p1,q et des fonctions a,b,c,d, e

telle que pour tout p € (0,u*) le probleme (P) admette une solution non triviale dans
W () x Wy (9.

Preuve du théoréme 5.3
Comme dans le cas non borné, nous prouvons I’existence d’un couple de sous,sur-solution

(0,0) — (u®,v*) ot (u®,v®) est solution dans W, 7 (Q) x W,4(Q) de

—Apu = p (a(z)u®v? T + b(z)uP 7! + c(z)) sur Q
(VP)
—Agv = p(a(z)u® P + d(z)v2 ! + e(z)) sur Q

Pour appliquer le théoréme de point fixe de Leray-Schauder a ce couple de sous,sur-
solution, nous définissons un opérateur 7 : K — E = LP(Q) x LI(Q) et K = [ug, u’] X
[vg,1°] = K, x K, = E. Pour tout (4,7) € K (w,z) = T(@,v) est Punique solution du
systéme découplé (S,)

—Apw + M|w|P* 2w = pf(x,u,v) + MuP* ! dans Q

(Sa)
Az + M|z|" %2 = pg(z,4,0) + Mo ! dans Q
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ou M est une constante positive.

Nous montrons comme dans la preuve du théoréme 3.1 que :
K est convexe, borné et fermé dans E;
T est bien défini sur K ;
K est stable par T';
T est un opérateur compact.

Un argument essentiel dans la démonstration du dernier point est l'injection com-
pacte de W ?(€2) dans LP(Q2). Ainsi, nous appliquons le théoréme de point fixe de Leray-
Schauder a Popérateur T pour obtenir Iexistence de (u, v) dans W, *(€2) x W, () solution
de (P).

Maintenant, cherchons une condition nécessaire d’existence ; pour cela considérons le
probléme de valeur propre suivant

) — Ay = MA(z) Pt dans Q
(V)
—Agh = M A(z)p* P dans Q

avec A € L>(Q).

Théoréme 3.4 Soit Q un domaine borné de RY , on suppose que les hypothéses (Hpl)
et (Hpd) sont satisfaites. Si (u,v) est une solution positive (u > 0,v > 0) du probléeme
(P) dans W, P (Q) x Wy?(Q2) N CH(Q) x C9(Q) alors p < ).

Preuve du théoréeme 3.4
Puisque nous sommes dans le cas {2 borné, nous pouvons appliquer I'inégalité de Diaz-Saa
aux solutions (u,v) de (P) et (¢,9) de (V,). Tout d’abord remarquons que si le couple

(¢, 1) est solution de (V,), pour tout k > 0 le couple (k%go, khﬁ) lest aussi. Ainsi on peut
choisir un couple de fonctions propres de telle sorte que ¢ > u et ¥ > v. On applique
I'inégalité de Diaz-Saa aux fonctions u, ¢ puis v, ¥ et aprés avoir multiplié respectivement

par a;fl et ﬂ“ les deux inégalités, nous les additionnons :

1 A A 1 A A
o+ / (_ p¥ i Plf) (¢” — uP) dx + ﬁ; / <_ qﬁ’ + qv> (¥? —v)dz > 0.
I upP Q vat

p rt q e
Donc
0 < ot! / (AlA(a:)w"“‘pW“ - uif(x’fb{v)) (P — uP) da
P Ja up
+ pri ;_ ! / (AlA(a:)SOQHWH_q - 79(2;?{1))) (¢? —v?) dz.
Q
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D’aprés (Hy4) on obtient

0 < a; : / (MA() PP — pA(z)ut PP (P — uP) da
Q

+ 2 : 1 / (M A(@) YT — pA()u o) (4 — o) do
Q

et en développant, on arrive a

a—+1 41
/(/,I,A(l‘)ua-l-lvﬁ-l-l_|_)\1S0a+1wﬂ+1) > /\1/ <T§0a+1_p¢ﬂ+1up+ Bq (‘Da—l—lwﬂ—i—l—qvq)
Q Q

+ ,u/ <a_+1ua+1—pvﬂ+1¢p_|_ &uaﬂvﬂﬂ—qdjq) .
Q p q
En utilisant la relation (3.8) on a

R N Y
Q

A(z)u* P dr + ,u/ A(z)p* B + 1dz
0

Q

donc
(u— A1) / A(z) (u*ToPtt — oot lypftl) dz > 0.
0

Comme ¢ > u et ¢b > v on conclut que p < Aq.
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Chapitre 4

Condition nécessaire et suffisante
d’existence : cas de systémes de
p-Laplaciens comparables a des
systémes hamiltoniens.

Dans ce travail, nous étudions le systéme elliptique non linéaire et non variationnel
suivant :

—Apu = pf(z,u,v) dans Q
(P){ —Apv=pg(z,u,v) dans

u=v=0 dans 0f)

avec certaines hypothéses de régularité et de croissance sur les fonctions f et g . En
effet, nous supposerons que les fonctions f et g sont controlées par des fonctions polyno-
miales. Contrairement a ce qui a été fait précédemment ces fonctions ne sont pas supposées
avoir un caractére variationnel, mais plutét un caractére hamiltonien.

Rappelons que, lorsque = RY | la condition u = v = 0 sur 952 se traduit par

lim u(z) =0= lim v(z).
|x|—00 |z|—o00

Le résultat que nous allons présenter dans ce travail est un résultat d’existence. En
effet, nous établissons une condition nécessaire et une condition suffisante pour I’existence
d’une solution positive du probléme (P) :

- il existe p* € Rf tel que pe€ (0,p*) = (P) admet une solution positive ;
- il existe u, € RS tel que (P) admet une solution positive = p € (0, ).

De plus, ces réels p* et p, dépendent des fonctions poids introduites dans le probléme.
Ainsi en choisissant ces fonctions poids de fagon particuliére, on obtient méme une condi-
tion nécessaire et suffisante : il existe py € R tel que (P) admet une solution positive si

67
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et seulement si p € (0, pp). Pour aborder un tel sujet nous avons employé deux méthodes
tout & fait distinctes pour montrer la condition suffisante et la condition nécessaire.

Dans la démonstration de 1’existence de solution positive, nous utilisons la méthode
des sous,sur-solutions (voir par exemple J. I. Diaz - J. Hernandez [6], J. Hernandez [11]).
Par le théoréme du col, on montre I’existence d’une sur-solution et grace a des estimations
de type J. Serrin (|18|), on peut appliquer le Principe du Maximum Fort de Véazquez (|20])
pour établir la positivité de la solution ainsi obtenue.

En ce qui concerne la condition nécessaire, cette étude fait suite a un résultat dia a R.
Shivaji ([16]) pour le cas semilinéaire p = 2. Dans sa démarche le caractére autoadjoint
du Laplacien A est essentiel. Pour palier 'absence de cette propriété pour le p-Laplacien
A,, nous utilisons, dans le cas borné, 'inégalité de Diaz-Saa ([8]). Mais si Q@ = RY, nous
ne pouvons plus appliquer ce résultat. Par conséquent, nous utilisons une méthode basée
sur l'identité de Picone présentée par W. Allegretto et X. Y. Huang [1] pour obtenir un
résultat identique.

Nous donnerons des indications de la preuve du résultat obtenu dans le cas borné en
appendice (Appendice 2).

Les hypothéses sur les fonctions f et g sont :

(H1) f et g sont des fonctions de Carathéodory i.e. : les fonctions (r,s) — f(z,r,s)
et (r,s) — g(x,r,s) sont continues sur [0,+0c) x [0,+00) pour presque tout z € RV,
x> f(z,r,s) et z — g(z,r, s) sont mesurables .

(H2) Pour tout u,v > 0 il existe deux fonctions réguliéres A, B € L» (RV) N L®(RY) et
A, B > 0 telles que

flz,u,v) > A(z)v” ! p. p. sur RY
g(x,u,v) > B(z)uP~! p. p.sur RY.
(#3) Pour tout u,v > 0 il existe quatre fonctions réguliéres a,c € L°(RY) N L>®(RY) et
b,d € L'(RY) N L*®°(RY) telles que
1
0< f(z,u,v) < 5@(:16)(21‘171 + v 4 b(z) p. p. sur RY
1
0<g(z,u,v) < ic(ar;)(uq_1 +v97 ) +d(z) p. p. sur RY

ou

§ =Np(Np—q(N—p))~', v=Np(Np—N+p)™
p<qg<p'etl<p<N;
a,c> 0 et a,c> 0 sur des ensembles de mesure non nulle notés respectivement A", C™;
b,d > 0 et b,d non identiquement nulle.

(H4) L’ensemble supp f(z,0,0) Usupp g(z,0,0) est de mesure non nulle.

En regardant de plus prés les hypothéses (H2) et (H3), on remarque que les majora-
tions et les minorations n’ont pas un caractére variationnel comme c’était le cas dans le
chapitre 3. De plus, il apparait que les minorations ont plutdt un caractére hamiltonien.
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4.1 Condition suffisante d’existence

Dans toute la suite, on peut considérer sans perte de généralité que a =cet b=d .
Théoréme 4.1 Soit Q = RY sous les hypothéses (H1), (H3) et (HA), si p vérifie

. p -1
0 << Ly, OB ) )
alors le probléme (P) admet une solution positive non triviale dans (Dl”’(RN))Z.
De plus, grice a ’hypothése (H3), si (u,v) est une solution positive de (P) alors pour tout
r >0, il eziste o, 8 € (0,1) tels que (u,v) € CV*(B,) x C*?(B,) et u > 0,v > 0 sur RV.

Preuve du théoréme 4.1

Pour montrer I’existence de solution pour ce probléme (P), il faut d’abord prouver
I’existence d’un couple de sous,sur-solution dont la définition a été donnée au chapitre
précédent (Définition 3.1).

Pour commencer, il est clair que (0,0) est une sous-solution de (P) (hypothése (#H3)).
Mais (0,0) n’est pas solution de ce probléme grace a ’hypothése (#4). Ainsi, il ne reste
plus qu’a montrer 'existence d’une sur-solution positive de (P). D’aprés (#3), cela revient
a chercher une solution positive du probléme

—Apu = p(za(x)(lul? ?u+ |v|?%v) + b(z)) dans RY

—Apv = p(za(z)(Jul?™?u + [v|7"?v) + b(z)) dans RV.
Le systéme précédent étant parfaitement symétrique, nous pouvons chercher les solu-
tions dans les couples de la forme (u,v) = (w,w) ou w est elle-méme solution de

(P%) - Ayw = p(a(x)|w|??w + b(z)) dans RY.

Pour Dexistence d’une solution de (P°), nous allons appliquer le théoréme du col de
la montagne (voir par exemple P. H. Rabinovitz [17]) & la fonctionnelle d’énergie

J(w) = 1/RN VwpPdz — g/RN o) [w|"dz — u/ b(z)wis.

p RN

Montrer que D'P(RY) est un espace de Banach (réflexif) et que J € C'(D'?(R"Y), R)
vérifie la condition de Palais-Smale sont des résultats classiques (voir [17], [13]). II reste &
prouver les deux points suivants pour que la fonctionnelle J ait une géométrie de col :
(C1) Il existe R > 0 et a > 0 tels que |[u||prrwy) = R implique J(u) > a;

(C2) 11 existe ug € DMP(RY) tel que ||uo|| progny > R et J(ug) < a.

(C1) Soit € = [pn [Vw|P <1

Jw) =< -1 / () w]%dz — p / b(a)wdz.
p q JrN RN
D’aprés I'inégalité de Holder et I'injection de Sobolev, on arrive a

€
Tw) 2 £ = B O )l al sy = nCN I 1y
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ou C(N,p) est la constante de Sobolev. On peut choisir € assez petit de telle sorte que

C(N,p)Y|a||Ls@m)
q

et < C(N,p)|[b]] 1+ (mm)€,

. 1
ainsi J(w) > el = 20N, )|l

Finalement, lorsque p < (2pC(N,p)||b||m(RN))_1, si on choisit R = € > 0 et a =

1
€ <— —2uC (N, p)||b]|+(rvy | > 0 la fonctionnelle J vérifie la premiére condition.
p

(C2) Soit w € CP(RY) fixé tel que w > 0 sur AT et w > 0 sur RY .

p
J(kw) = il /RN \Vw|Pdr — gkq /RN a(z)|w|ldx — uk/ b(z)wdz pour tout k£ > 0.

p RN

Comme a > 0 sur A" et ¢ > p > 1, on obtient un polyndéme dont le coefficient du mon6éme
de plus haut degré est strictement négatif. Ce qui signifie que

J(kw) — —oo lorsque k — +o0.

Autrement dit, il existe un k assez grand de telle sorte que, en posant w® = kw, on ait
[w®|| prewny > R et J(w®) < a ce qui traduit exactement (C2).

On obtient ainsi Pexistence d’une solution non triviale pour le probléme (P?). Avant
d’affirmer que cette solution va nous donner la sur-solution de (P), il reste & montrer
qu’elle est positive au sens large c’est-a-dire supérieure a la sous-solution.

Soit w € DY (RY) solution de (P°)

—Apw = p(a(z)|w]|"w + b(x)) dans RV,

Notons par w~ = maz(0, —w) la fonction valeur négative de w. On suppose que w~ % 0.
On multiplie 'équation (P°) par w~ et on intégre sur RV

/ \Vw|P?’VwVw dz = ,u/ a(x)\w\q_wa_dx+u/ b(z)w™ dx
RN RN

RN

ce qui signifie / \Vw~™|Pdz = u/ a(z)|w™|ldx — ,u/ b(z)w™dz.
RN RN RN
Orb>0
/ \Vw™[Pdr < u/ a(x)|w™|%dz.
RN RN

1

On peut supposer sans perte de généralité que —/ a(z)|lw™|9%dx = 1 car w~ # 0 et
q JrN

a % 0. Introduisons le probléme non homogéne

(Vo) — Ap¢ = pga()[6*7%¢ dans RY.
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On détermine p, de la facon suivante

1
e 3 _ Y H|P
fe ;ggq{pAN\ ! dm}

oul, := {(/5 € D'P(RY) tel que ¢ # 0 et 1/ a(x)|o|idz = 1}
q Jry

Pour plus de détails sur les propriétés de p, voir les travaux de X. Y. Huang [12]. Choi-
sissons 1 suffisamment petit de telle sorte que p < £pq (w™ #0); ainsi

/ \Vw™ [Pdz < ppg. (4.1)
RN

Or d’apreés la définition de p,

1
pour tout ¢ €T’y p, < —/ \Vo|Pdz.
D Jry

Comme w~ € I'y, on aboutit a une contradiction avec 'inégalité (4.1). Par conséquent
w > 0.

Par la suite, ayant obtenu (0,0) — (w, w) comme couple de sous,sur-solution de (P)
nous allons utiliser le théoréme de point fixe de Leray-Schauder pour montrer I’existence
d’une solution positive au probléme (P).

Notons E = (LP*(RY))? et K = [ug, u°] x [vy, v°] = K, x K, et définissons I'opérateur
T:K — FE par:

V(a,7) € K (w,z) =T(a,v) est I'unique solution du systéme découplé (S;).

—A,w + ME(x)|w|*?w = pf(z,4,7) + Mk(x)a? ! dans RY

(Sa)
—Apz+ Mk(z)|2|7%2 = pg(z,a, ) + Mk(z)v9™ dans RY

avec k € LY(RV) N L®(RY) et VR > 0 Jeg tel que infg, k(z) > ep. Comme dans le
chapitre précédent, on considére une constante M strictement positive quelconque.

L’opérateur 1" posséde un point fixe dans K si les quatre assertions suivantes sont
vérifiées :
(LS1) K est un ensemble convexe fermé borné dans F.
(LS2) T est bien défini sur K.
(LS3) K est stable par T"i.e. T(K) C K.
(LS4) T est un opérateur compact.

(LS1) Tl est simple de vérifier ce premier point puisque ug, u°, vy et v° sont dans D'?(RY)
qui est un Banach réflexif.

(LS2) Montrer que T est bien défini revient & montrer que le probléme (S;) admet une so-
lution unique pour tout (%, ?) dans K. Comme nous avons affaire a un systéme découplé,
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il suffit d’étudier I’existence et 'unicité de la solution pour chacune des équations séparé-
ment, qui s’obtient par minimisation de fonctions convexe continue (voir par exemple O.
Kavian [13]).

(LS3) Pour montrer que K est stable par 7" nous allons montrer uniquement que w > ug
car pour les autres inégalités la méthode est identique.
Le couple (ug,vq) est sous-solution du probléme (P) et vérifie

—Apug — pf (z,u0,0) <0 Vo € [vg,0°]

(4.2)
—Apvg — pg(x,u,v9) <0 Vu € [ug, u’)
Le couple (w, z) est défini par (w, z) = T(@,?) ou (u,v) € K et vérifie
—Apw + MEk(x)w? ' = puf(z,u,v) + Mk(z)u? !
(4.3)
—ANpz+ Mk(z)29 = pg(z, u,v) + Mk(z)v?*.
Dés que (4, v) est dans K, nous avons
—Ayw + ME(z)w?™" > pf(z,@,75) + Mk(z)ud™
(4.4)

—A,z + ME(x)29" > pg(z,a,0) + ME(z)vl ™"

On multiplie les premiéres équations de (4.2) et (4.4) par (ug — w)+ = maz(0,uy — w),
on intégre sur RY et on fait la différence des inégalités ainsi obtenues. On suppose que
(uop — w); Z 0 et on va essayer d’aboutir & une contradiction.

0 > /RN(_APUO + Apw)(ug — w)dz + - u(f(x,a,v) — f(x,u,0))
+ Mk(x)(ug_l — wq_l)} (uo — w)dz.

Comme ME(x)(ul™" — wi™")(ug — w)4 Z 0, on peut choisir M de telle facon que la
deuxiéme intégrale soit strictement positive. Donc

/ (—Apug + Apw)(ug — w)4dz <0
RN
ce qui contredit la monotonie de 'opérateur —A,, et par suite (ug — w); = 0 i.e. uy < w.

Nous avons donc prouvé que K est stable par 7.

(LS4) Montrer que T : K — K est compact revient & montrer que 7" est continue de
K dans K et que I'image de tout borné de K par T est compact. Nous détaillerons ce
deuxiéme point ; en ce qui concerne la continuité, la démonstration utilise des arguments
semblables.

Donnons nous une suite (y, Uy )neny C K convergeant faiblement vers (u, v) pour la norme
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de LP*(RY). Grace au point précédent, nous pouvons déja affirmer que (7' (tn, Up))nen =
(Wn, zn)nen C K. Montrons par exemple qu’il existe une sous-suite de (wy, )nen qui converge
fortement dans K, pour la norme de LP*(R"); pour la convergence dans K, de I'autre
suite (2, )nen la démarche est analogue.

Tout d’abord, nous montrons que la suite (w,)nen est bornée dans K, pour la norme

de D'?(RN).

/ \Vw, |Pdx + M k(z)wlde = p f(x, Uy, Up)wpde + M k(x)al ' w,dx

IN

1 f(z, iy, Op)uldz + M k(z)u® dx
RN RN

g/RN a(x) (uoq + qu_luo) dx

+ ,u/ b(x)uldz + M k(z)u® dx
RN

RN

IA

< (o, M) [[lallgsgamy (1160112 gy + 1101y

°ll

116l gy [y + 1l 11 vy -

Comme a € L°(RY),b € L"(RY), k € LO(RY),u®,v° € LP*(RY), il existe C' > 0

/ |Vw,[Pdx + M k(x)wildr < C
RN

RN
donc / \Vw,[Pdz < C
RN

Ensuite, on peut extraire une sous-suite encore notée (wy)nen convergeant faiblement
dans D'(RY). Par suite (wy)nen converge fortement dans LY(Bg) pour tout R > 0 et
tout ¢ < p* donc converge presque partout et est dominée par la sur-solution u°. Par
conséquent, elle converge en norme LP" (R") dans K, fermé.

On utilise le méme argument pour (z,),en €t on démontre ainsi que l'opérateur
T:K — K CE = (LP*(R"))? est compact.

A présent, nous sommes en mesure d’appliquer le théoréme de point fixe de Leray
Schauder a cet opérateur 7' :

Pour tout (u,v) € K tel que (u,v) =T(u,v)

ce qui signifie que (u,v) est une solution positive pour (P).

De plus, grace au principe du maximum et & des résultats de régularité (voir annexe),
on peut méme montrer que la solution positive (u,v) est strictement positive. Il suffit
d’utiliser le Principe du Maximum Fort de Vazquez. En effet par p > 0, (H3), on a
—Ayu > 0 et —=Ayv > 0. Ainsi, le PMF de Vazquez affirme que si le probleme admet
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une solution réguliére (C1?(RY)) vérifiant u > 0,v > 0 sur RY alors cette solution est

strictement positive : u > 0,v > 0 sur RV.

¢

4.2 Condition nécessaire d’existence
Rappelons le probléme que nous sommes en train d’étudier dans ce travail
—Apu = pf(z,u,v) dans RY
(P) —Ayv = pg(z,u,v) dans RY

im0 u(2) = 0 = limy 00 v()

Nous considérons aussi le probléme de valeur propre

(V,) —A,6=MC(x)¢"" " dans RN
avec C € L%(RN) N LOO(RN), C#0et A(:L') > C’(x) >0 p. p. sur RN

Théoréme 4.2 Soit Q = RN, on suppose que les hypothéses (H1) et (H2) sont sa-
tisfaites. Si (u,v) est une solution strictement positive dans (Dl’f"(]RN))2 NCLe(RY) x
CLYRY)  (a,y € (0,1)) de (P) alors pu < Ay.

loc

Preuve du théoreme 4.2

Lorsque nous étudions (P) sur un domaine borné 2 et seulement dans ce cas, on peut
appliquer I'inégalité de Diaz - Saa pour des solutions positives dans D'*(Q) N C19(£2)
(6 € (0,1)). Par contre, si Q = RY il est possible d’utiliser une méthode introduite par
J. Fleckinger, R. F. Méanasevich, N. M. Stavrakakis, F. de Thélin (]|9]) et reprise par A.
Bechah, K. Chaib, F. de Thélin (|5]). Ici, nous préférerons un procédé plus simple car
nous n’aurons besoin que de l'identité de Picone dont certaines de ses applications sont
présentée par W. Allegretto et X. Y. Huang dans [1].

Proposition 4.1 (Identité de Picone généralisée pour le p-Laplacien) Soient u,
v différentiables et v > 0 p. p. sur Q un sous-ensemble de RN . Notons

p p—2
L(u,v) = |Vul’+ (p— 1)%\V1}|p —p‘uv‘p_luVu Vo |VolP~? p. p. sur Q
p
R(u,v) = |Vulf -V (%) (Vu[P2Vu p. p. sur .

Alors L(u,v) = R(u,v) > 0.
De plus, L(u,v) =0 p. p. sur Q si et seulement si V (%) =0 p. p. sur .
La preuve de cette proposition a été faite dans le chapitre 2 (Proposition 2.3).

Considérons une suite de fonctions positives (¢y,)nen dans C°(RY) convergeant vers
¢ solution de (V,) pour la norme de D'?(RY). Une telle suite existe car C§°(RY) est
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dense dans D'P(RY). Si (u,v) est une solution strictement positive de (P), on applique
Iidentité de Picone aux fonctions ¢,, u puis ¢,, v et on somme les inégalités

0 < / L(¢n,u)d$+/ L(¢n,v)dz
RN

RN

< / R(¢n,u)dx+/ R(pn,v)dx
RN RN

< Vo, |[Pdx —

< [ 196

[
+ /RN \v¢n|pdx—/RNv< i ) |Vv|P~*Vudz.

pp—1

O > \Vul[P~?Vudx

yp~1

o o

Les fonctions test — 7 et —=7 sont admissibles car ¢, € CP(RY), u > 0 et v > 0. On
— o

U
peut donc utiliser le théoréme de la divergence

0 < 2/ |V¢n|”dx+/ o ApudaH—/ o Apvdz
RN RN R

up—! ~ vP~1
o o
< 2/RN Vb, [Pz — M/RN up_lf(u,v)dx - M/IRN Up_lg(u,v)dgg.

D’aprés ’hypothése (H2), f(u,v) > A(z)v? ! et g(u,v) > A(z)u? ! donc

0 = 2/ |V¢"‘pdm_“/ A(x)ﬁvp_ldx—,u/ A(m)—qbglul’—ldm_
RN RN RN P~

up~1

uP~t Pt ..
> 2 ainsi

0 < 2 [/ \V¢n|pdx—,u/ A(ac)qﬁﬁdx] .
RN RN

On passe a la limite quand n — oo dans la derniére inégalité. En effet, comme ¢,
converge vers ¢ dans D'P(RY) on a ¢, qui converge vers ¢ dans LP"(RY) et ¢P qui

or ——

VP uP

converge vers ¢? dans L7 (RY)

p_ —_— *
done [ A(e) (87— ) dx <1141y 167 = sz, 0 quand n = 00

donc/ |ng|pd:v2u/ A(z)pPdz.
RN RN

Maintenant, en utilisant le fait que ¢ est une fonction propre positive associée a la valeur
propre Aq, on arrive au résultat escompté :

/,LS)\l
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Remarque 4.1 Sur la condition nécessaire et suffisante

po tel que  (P) admet une solution positive < 0 < p < pyg
En fait, dans ce papier on a montré :
- Si p < min (B,uq, (2pC(N, p)||bHL7(RN))1) alors (P) admet une solution positive.
q

- Si (P) admet une solution positive alors p < ;.

Choisissons la fonction b telle que ||b||pv@ny soit suffisamment petite pour que :
min (%an (2pC (N, p)Hme(RN))_l) = 2yiq dans la premiére assertion.

Pour la seconde, notons ¢4 la solution associée & pq dans (Vy) on a

[ ogrds=Pu, [ oot
RN q RN

De plus, comme Ay est la premiére valeur propre de (V,), on a aussi

/ Vo [Pdz > A / C(2) |6, Pdz.
RN RN

En choisissant a telle que [on a()|dg|%dx < [on C(z)|¢q[Pdx on obtient que \; < T
Ainsi en prenant py = %uq, on obtient le résultat concernant la condition nécessaire et
suffisante.

4.3 Appendice 1 : Résultat de régularité

En nous inspirant d’un travail effectué par A. Bechah dans [3|, nous prouvons la
régularité locale des solutions du systéme (P’). Le systéme traité par A. Bechah est plus
général que celui-ci, ainsi la démonstration s’en trouve simplifiée.

—Ayu = pf(z,u,v) dans RY
(P —A,v = pg(x,u,v) dans RY

u>0etv>0p.p. sur RY
avec 1 < p < g < p*etp< N. Sous les hypothéses de croissance sur f et g :

fz,u,v) < =a(x)(ut™" + 077" + b(z)

N — Do

g(z,u,v) < za(x) (W' +v1) + b(2)

ot a € LL(RV)NL2RV)NCYI(RY) et b e LY (RV) N L2(RY) N CYY(RY).
_ Np _ Np
~ Np—q(N —p) ~ Np—N+p

Dans ce qui suit, nous montrons des propriétés de régularité pour les solutions du
probléme (P’).

0 §'
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Théoréme 4.3 Sous les hypothéses décrites ci-dessus. Si (u,v) € (Dl’p(]RN))2 est solu-
tion de (P) alors pour tout r > 0 il existe a(r) et B(r) dans (0, 1) tels que :

u € CH(B,) et v e CYP(B,).
PREUVE
Soit 2 € RY et R > 0. Pour tout y € Byr(z) et toute fonction h définie sur Bog(x), on
pose h(t) = h(z) o t = ¥5*.
Comme (u,v) € (D"P(RY))? est solution de (P’), (1, 1) satisfait

( —A,u < pRP [%a(x)(aq—l + 077 + B(x)] dans RV

(P")8 —A,6 < uRP [%&(m) (@01 + 901y + B(x)] dans RV

\ u>0etwv>0sur RY

Par le théoréme d’injection de Sobolev, pour toute boule B C By(0) il existe 7 =
Ni_p > 1 tel que

lw||zrr(8y < Sp||Vwl||ze(s) pour tout w € Wol’p(B).
Construisons les suites suivantes

pr = pT" et my, = p(7* — 1) pour tout k > 0,

k-1 oo
1 i . _i 1 1
p0:2et,0k:2——§ 7 ¢ pour tout £k > 1ot o= T Vet -+—=1
7= i=0 PV

Considérons une fonction 7 € C§°(RY) telle que :
0<n=<1;
n=1sur Dyy1 =B, ;

supp 1) C Dy;

Vn(t)] < Krv pour tout ¢ € Dy.

En multipliant par 4™ 7P et intégrant sur Dy, la premiére inégalité de (P") on a

(1+mk)/ |Vﬁ|pﬁmk77pdx+p/ \VaP2VavVna™ nPdy
Dy, Dy,

T 1>

1
< uRp/ [Eé(x)(ﬂm”q + 9t 4 bﬁm”l} nPdz.
Dy,

-’

Définissons les ensembles U et V' de la maniére suivante

U:={z € R" tels que 4(z) > o(z)} et V :={z € RY tels que 9(z) > d(z)}.
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Donc
TAT, < ul? [ (ala)a™ @i pdosnB? [ (aa)om b @)om i da
DNU DNV
mp+1
mp+

~ ~ mp+p P -
Or / b(z)a™pPdr < ( b(x)#ﬁmkﬂ’dx) VOl(Dk)("I;Ic—iP)
Dy Dy,

mk+1

+ mp+p
a4 TPy

< |1b(@) | ooy Vol (Dy) (/D

car Vol(Dg) > 1 et Dy C Dy. Donc

k

mk+1

~ mp+p
/ b(z)a™H pPde < c( / ﬁmk+pdx) o
Dk: Dk

Mmpta

Al N A . . mp+p¥ pIEtP”
Et a(z)a™ ipPdr < ¢ W™ P dr car P mrte < P
Dk Dk

De méme pour v
mg+1

mp+p
/ )i pPdr < ¢ (/ f)m’“ﬂ’dx) ’
Dy, Dy,

b(z
mg+aq
« mp+p*
et / a(z)d™ inPdr < c (/ PmetP npd:v) :
Dy, Dy,

Ainsi, on obtient,

mp+1 mg+4q
o + mktP ~ +p* mp+p*
T'+T, < cuRP "™ Pl +cuRP u™ TP nPdx
Dy, Dy,
N -~ - N -~ -
Ts Ty
my+1 mgta
" mp+p 1 mp+p*
+ cuR? 0" TP dy +cuRP "R P dr .
Dk Dy,
N ~ - N ~ g
T5 T6

Oublions volontairement les termes 75 et Ts. Nous verrons, lorsque nous travaillerons sur
la seconde équation de (P"), que ces mémes termes apparaitront de nouveau et nous

pourrons les traiter ensemble.

VnVa|ValP~2am™ P~ de

Dy,

< p / VP Va0 dg car 14 my = (p — 1)(F — 1) + 7.
Dy,

Ty = p

Par I'inégalité de Young on a pour tout s > 0

Ty < (p—1) sP |VaPnPu™ dz + |Vn|Pa™ Pdx.
p Dy SP(P_I) Dy

p
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On choisit s suffisamment petit de telle sorte que (p —1)s? < 3, de plus comme ka“’ <
1

k v .
my+1et |[Vn < K¢ = K (ka“’> " sur Dy, on arrive a

T,
Ty < = + c/ AP g,
2 Dy

Donc

Ty <2cuRP(T3+T,) + c/ LR

Dy,

D’autre part, grace a I'inégalité de Sobolev on a

Amk+p Amkﬂi
2™ ([or gy < SpllVmE™ )isn,)
L MmEte L Mmptp p
< Sp/ \Vnu—» |+ [nVu » || dx.
Dy,

Or (a+b)? < 27 '(a” +b”) pour tout a,b > 0 et donc

my+ [ my+ miy+
1005 Wy < 275, | [ 1OnaS ek [ 1gvapas
L Dk Dk
r p
< ol / \vn|pam+pdx+(mkp+p ) / np\va\%m’cdx]
L Dk Dk
[ p—1 p—1
< olg, K(mk+p> / amk+pdx+<w) T,
p Dy, p

_m +p\?!
< 215, (%Y [ [ mora 1]
p Dy,

p—1
< (mk —|—p> (c/ W™ Pdx 4+ 2PcpS,RP (15 + T4))
p Dy,
_mytp +p\"! )
It b ||€pT(Dk) < (mkp p) (c/D @™ Pdx + 2PcpS, RP (T +T4)> : (4.5)
k

A présent, faisons des estimations sur le terme T3

mk+1

mp+1

X i+ P
Ty, =c (/D umk+p) < C||U||ka(’g:) (4.6)
k
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et des estimations sur le terme 7}

mg+q

" mp+p*
T, = c(/ QTP n”dm) )
Dy,

mk+p+p(7'—1)

Ormp+p* = p(r=1)+mp+p et — =1
Pr+1 p
1 Tp A IE T
= T, < ¢ / P gty P e dy
Dy,
mp+p mg+q
T—1) Mk pk mp +p*
= Ty < CHUHL(p (D)ﬂ)%kﬂ) (/ apk+1,r]7'Pd:L-> kL TR
D
_ ) mk+q g my+q
A mr+
S T< clall o il ()
avec
~ p(T—l),,;nkkg* N p('r—l)
||U/||Lp*(Dk) < (1 + |4l ze=(py)) < Cste.

Maintenant, en utilisant les inégalités précédentes (4.5), (4.6) et (4.7) on arrive a

mp+1 mg+q
~ k u— ~ m m *
087 By < 707 (il + syl (ellaliiss + clina 2465 ) )
mk+q

ok L ket
™ (e (pyy — 2PpS,RPTPY i ||L21’°}5’;) < erte- <||U| Lok (D) +Rp||u||Lp;T(’§:)>-

De plus, si 'on tient compte des termes en v on obtient finalement

k k(p—1 k++q mk:q
A~ — ~ m * m *
7 By = e, Rer e (a5 + ™ 75705 )
k(p—1) % N pk%ki_zla
< 07 (Jallhgn, + 1 (11015500 + 10125553 ) )
De méme pour v
ktae kta
||77UT HLIJT(Dk) - CQPMSpRka(p_l) (H i ||LZer+;k + [|nd” HLZrk(JS)k>
| PET P
< |9 |ka(Dk + R ||u||L1’k(Dk +||U||ka (Dy) .
Posons
Orer = max {07 2prpys 1197 ar ) |
By = max {||al[zoe(ny), |10l 1oe(py) §

mk+q

mp+1
Opy1 — 2P uS, RPTFP=DQ M ™ < orh(p=1) (Eik + RPE," mw) .

k+1



4.4. APPENDICE 2 : CAS BORNE 81

On peut supposer sans perte de généralité que Oy et Ej sont supérieurs a 1.
De plus, pour k fixé, il existe Rq > 0 tel que pour tout R < Ry

chuSpRka(p_l) <

N |~

k

%1, on obtient

et comme Oy > E

EPY, < 2er*®(1 4 RP)EL
k(p—1)

= B < 7 % [c(1+ RP)]% Ep

Ainsi, par récurrence on trouve
k

B < =1 Y [e(1+ RP)]Zi:I > E,. (4.8)

Ici, nous n’avons pas besoin de prendre une autre suite et refaire le travail pour arriver
a l'infini. Nous pouvons directement passer a la limite dans I'inégalité (4.8) puisque les
series convergent.

Donc,

Eo < c(1+ Rp)E?il ,,%7.(17—1)2211 ,,%EO

Et finalement, 4,0 € L°°(D%) ce qui signifie que u, v € Lm(B%(x)) pour tout z € RY.
Maintenant, le fait que la solution du probléme (P’) soit localement bornée, nous
permet de conclure, grace au résultat de P. Tolksdorf (|19]), que pour tout r > 0 il existe
a, B € (0,1) tels que
u€ CH(B,) et veCY(B,).

4.4 Appendice 2 : Cas borné

Ici, nous étudions 'existence de solution pour le systéme (P) dans le cas ou 2 est un
domaine borné de RV .

—Ayu = pf(zr,u,v) dans
(P){ —Apv=pg(z,u,v) dans Q

u=v=0 dans 0f)

(Hp1) On suppose que les fonctions f et g sont des fonctions de Carathéodory ;

(Hp2) Pour tout u,v > 0 il existe deux fonctions réguliéres A, B € L*(Q2) et A,B > 0
telles que

A(z)v*™!  presque partout sur

=N

8

£

<
ALY,

A(z)uP™'  presque partout sur
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(H3) Pour tout u,v > 0, il existe des fonctions a, b, ¢, d telles que

0 < f(z,u,v) < Za(z) (W™ +v7") +b(z) p.p;sur

DO | — o =

0 < g(z,u,0) <

c(z) (u™' + vt +d(z) p.p;sur

oup<qg<petl<p<N;
a,c > 0 et a,c > 0 sur un ensemble de mesure non nulle;
b,d > 0 et b,d non identiquement nulle.
(Hp4) L’ensemble supp f(z,0,0) U supp g(z,0,0) est de mesure non nulle.

Théoréme 4.4 Soit Q un domaine borné de RY , sous les hypothéses (Hyl), (Hp3) et
(Hpd), il existe pu* dépendant des exposants p, q et des fonctions a, b telle que siéu € (0, u*)
alors le probleme (P) admet une solution positive non triviale dans (W'?(Q))".

Preuve du théoréme 4.4

Comme dans la preuve du théoréme 3.3, on montre I’existence d’une sur-solution du pro-
bléme (P) et par I'hypothése (H;3), on constate que (0,0) est sous-solution. Ensuite, on
applique le théoréme de point fixe de Leray-Schauder pour prouver I'existence d’une so-
lution de (P).

Pour déterminer une condition nécessaire d’existence pour la solution de (P), consi-
dérons le probléme de valeur propre suivant

(f}p) —A,® =\C(2)® dans Q

avec C € L*(Q),C #, A(z) > C(z) > 0 p. p. sur .

Théoréme 4.5 Soit Q un domaine borné de RY , on suppose que les hypothéses (Hpl)
et (Hp2) sont satisfaites. Si (u,v) est une solution strictement positive de (P) dans
(WLP(Q))” alors p < .

Preuve du théoréme 4.5
Nous appliquons I'inégalité de Diaz-Saa aux fonctions u, ® puis v, ¢ et on arrive a

AR Apu AR Ay
/Q <_ Pr—1 + upl> (&% = u") da +/Q <_<DP—1 + pp—1 (2% —vP)dz > 0.
Donc

/Q (Alc(x) —H (%)IH) (®F — wP)dz + /Q (Alc(:c) —u (%)H) (& — vP)dz > 0.

D’aprés 'hypothése (#,2) on obtient

D p /Upil ’U,pil Y4 p
2A1/QA(x)(c1> — )z > ”/Q (upl + Upl) (@ — uP)da

c’est a dire A\; > p.




Bibliographie

[1] W. ALLEGRETTO X. Y. HUANG. A Picone’s identity for the p-Laplacian and appli-
cations. Nonlinear Analysis, Theory, Methods & Applications, 32(7) :819-830, 1998.

[2] W. ALLEGRETTO X. Y. HUANG. Principal eigenvalues and Sturm compari-
son via Picone’s identity. Journal of Differential Equations, 156 :427-438, 1999.
doi :10.1006/jdeq.1998.3596.

[3] A. BECHAH. Local and global estimates of solutions of systems involving p-Laplacian
in unbounded domain. Electronic Journal of Differential Equations, 19 :1-14, 2001.

[4] K. CHATB. Extension of Diaz-Saa inequality in R™ and applications to a system of
p-Laplacian. Submitted.

[5] K. CHAIB A. BECHAH and F. DE THELIN. Existence and uniqueness of positive solu-
tion for subhomogeneous elliptic problems in R". Revista de Matemdticas aplicadas,
21(1-2) :1-18, 2000.

[6] J. I. Diaz J. HERNANDEZ. Free boundary problems for some stationary reaction-
diffusion systems. In Res. Notes in Math, number 89 in Contributions to nonlinear
partial differential equations (Madrid, 1981), pages 176-182, Pitman, Boston, Mass.-
London, 1983.

[7] J. I. DiazZ and M. A. HERRERO. Estimates on the support of the solutions of some
nonlinear elliptic and parabolic problems. Proceedings of the Royal Society of Edin-
burgh Sect. A, 89(3-4) :249-258, 1981.

[8] J. I. Diaz J. E. SAA. Existence et unicité de solutions positives pour certaines
equations elliptiques quasilinéaires. C. R. Acad. Sci. Paris, Sér. Math. 1(305) :521-
524, 1987.

[9] J. FLECKINGER R. F. MANASEVICH N. M. STAVRAKAKIS F. DE THELIN. Principal
eigenvalues for some quasilinear elliptic equations on R”. Adv. Differential Equations,
2(6) :981-1003, 1997.

[10] P. FELMER R. F. MANASEVICH F. DE THELIN. Existence and uniqueness of po-
sitive solutions for certains quasilinear elliptic systems. Comm. Partial Differential
FEquations, 17(11/12) :2013-2029, 1992.

[11] J. HERNANDEZ. Positive solutions for the logistic equation with unbounded weights.
In Lecture Notes in Pure and Applied Mathematics, number 194 in Reaction diffusion
systems (Trieste, 1995), pages 183-197, Dekker, New York, 1998.

[12] X. Y. HUANG. A note on asymptotic behavior of positive solution for some elliptic
equation. Nonlinear Analysis, Theory, Methods & Applications, 29(5) :533-537, 1997.

83



84

[13]
[14]

[15]

[16]

[17]
[18]
[19]

[20]

BIBLIOGRAPHIE

O. KAvIAN. Introduction & la théorie des points critiques. Springer Verlag, 1993.

O. A. LADYZHENSKAYA N. N. URALTSEVA. Linear and quasilinear elliptic equations.
Academic Press, New-York, 1968.

G. M. LIEBERMAN. Boundary regularity for solutions of degenerate elliptic equations.
Nonlinear Analysis, Theory, Methods € Applications, 12(11) :1203-1219, 1988.

C. MAYA R. SHIVAJI. Multiple positive solutions for a class of semilinear elliptic
boundary value problems. Nonlinear Analysis, Theory, Methods & Applications,
38 :497-504, 1999.

P. H. RABINOVITZ. Minimax method in critical point theory |[...]. Conf. Board of the
Math. Sciences, AMS, 65, 1984.

J. SERRIN. Local behavior of solutions of quasilinear equations. Acta Mathematica,
111 :247-302, 1964.

P. TOLKSDORF. Regularity for a more general class of quasilinear elliptic equations.
J. Differential Equations, 51(1) :126-150, 1984.

J. L. VAZQUEZ. A strong maximum principle for some quasilinear elliptic equations.
Appl. Math. Optim., 12(3) :191-202, 1984.



Chapitre 5

Comportement asymptotique pour la
solution d’un systéme de p-Laplaciens.

Nous étudions le comportement de la solution du systéme de p-Laplaciens suivant
lorsque le paramétre ( > 0 ) tend vers l'infini.

—Ayu = pf(u,v) dans Q
(P)<¢ —Ayv = pg(u,v) dans Q

u = v = 0 sur 0f).

Nous allons dans ce papier appliquer des résultats diis & Zong Ming Guo, établis dans
le cas d’une seule équation ([3]). Pour cela nous ferons des hypothéses sur le comportement
autour de l'origine et a I'infini sur les fonctions f et g. Le résultat de cette étude montrera
que le comportement & I'infini des termes non homogénes détermine le comportement de
la solution quand p tend vers l'infini. Les méthodes de Zong Ming Guo font appel a des
notions n’ayant un sens que dans le cas oul €2 est un domaine borné régulier. En effet
on va utiliser des résultats du type “Boundary Point Lemma” de Hopf qui n’ont pas leur
équivalent dans le cas Q = RV.

On suppose que les termes non linéaires f et g apparaissant dans (P) ont les propriétés
de régularité et de croissance suivantes :

. . o, . 2
(H1) Les fonctions f et g sont strictement positives sur R?, .

(H2) Les applications s — f(s,t) et s +— g(s,t) ( respectivement ¢ — f(s,t) et t — g(s, 1)
) sont croissantes pour tout ¢t > 0 ( respectivement s > 0 ).

(H3) 11 existe o' et 5" deux réels positifs vérifiant

O{,+ I+1
p—1

85
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tels que pour tout u,v > 1 on a

f(tu, tv)

tal+ﬁl+1ualvﬁl+1

g(tu, tv)
tal+ﬁl+1ual+lvﬁl

=K,>1 et lim sup

t—400

lim sup =K, >1

t—+4o00

(H4) On peut trouver a et B deux réels positifs vérifiant o < o et § < ' et deux
constantes Cy et Cy indépendantes de u et v tels que

) |

llmt1_1)10f+ P S Py > (> 0 pour tout u,v € (0,1];
tu, tv

lim inf 9( ) > C, > 0 pour tout u,v € (0, 1].

10+ tatBt+lyatlyp

On posera pour simplifier les résultats K = min(K,, K,) et C = min(C}, Cy). Dans
ce qui suit, on notera aussi d(x) la distance de x au bord de Q ( 9Q ) et s(z) le point de
00 le plus proche de z (2 étant suffisament régulier). Ce point 1a est unique a condition
de prendre z suffisamment prés du bord. On définit I’ensemble €25 comme suit :

Qs ={z € Q tels que 0 < d(z) < 6}.

Rappelons le lemme de Hopf pour le p-Laplacien qui sera un outil essentiel dans ce
travail.

Lemme 5.1 (Lemme de Hopf)
Soient Q domaine borné de RY (N > 2) a bord régulier O) et u satisfaisant

—Ay,u > 0 dans Q

u>0 dans Q, u =0 sur 0f.

Alors 2% (z) < 0 sur 092

Nous utiliserons aussi le lemme suivant dont une démonstration a été faite par Z. M.
Guo et J. R. L. Webb dans [4] et qui est une conséquence du lemme de Hopf.

Lemme 5.2 Soient p >0, p 2 0 dans Q. Si u € CH() est l'unique solution positive de
—Ayu = p(z) dans

u =0 sur 00
Alors il existe I,k > 0 tels que kd(z) < u(z) < ld(z) dans Q.

Remarque 5.1 Grice a ce lemme on peut comparer sur des ouverts bornés des solutions
d’équations du type —A,u = p(z) dans ; w = 0 sur 0Q dont le second membre est
positif non identiquement nul.

Lemme 5.3 (Principe de comparaison faible)
Soient Q un domaine borné de RN (N > 2) a bord régulier 0Q et wy,ws € WP(Q)
satisfaisant
—A,w; < —kA,ws dans 2 au sens faible

ot k est un réel strictement positif. St wy < kzﬁwg sur 002 alors wy < kﬁwg dans ).
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Corollaire 5.1 Soient Q un domaine borné de RY (N > 2) a bord régulier 0S) et
wy, we € WHP(Q) satisfaisant

—A,w; = fi(z) dans Q

w; = 0 sur 02

pour 1 =1,2.
1
Si f1 > Cfy avec C une constante positive alors wy > C'r=Tws.

Enoncons le résultat principal de ce chapitre sur le comportement asymptotique de la
solution de (P).

Théoréme 5.1 On suppose que les hypothéses (H1) — (H4) sont satisfaites. Si (uy,v,)
est une solution positive du probléme (P) alors elle vérifie

B S oA = . .
uu@ D tend vers  CF V"4 dans C5(Q) lorsque u tend vers Uinfini.
— =L =D - = . .
v, u@ DD tend vers  C* V"4 dans Cy(Q) lorsque p tend vers Uinfini.
ot (1,0) est solution de
—Api = 497+ dans Q

—AyH = 4%+ dans Q (5.1)

u(z) = v(x) = 0 sur ON.
Les constantes C, et C, sont données par

B'+1 B’ +1 o' 41 1_ o+l

1— _
Cu = Ku p(p—1) Kg)(p—l)’ Cv = qu(p—l)Kv p(p—l).

Ezxzemple
Pour avoir une vision plus concréte du résultat obtenu, nous allons prendre un exemple
de fonctions f et g vérifiant les hypothéses (H1) — (H4) :

Flu,v) = Kuu®oP+ 4 Cuu® v+ 4 bt 4

g(u,v) = Ku® 0P + Cou® 1P 4 uP? 4 v,

Les constantes K,, K,, C,, C, et les exposants o', ' sont ceux apparaissant dans le
théoréme. En ce qui concerne les exposants «”, 8", p1, p2, ¢1 et go (tous positifs) nous
imposons les conditions suivantes :

" /

[0 < «
,B” < ,BI
o +pB+2 < p

o +08'4+1 > py=max(p1,pe, @1, )

Ainsi, on peut choisir deux réels positifs «, 5 de telle sorte que I'hypothése (H4) soit
satisfaite ; 'hypothése (H3) I’étant grace aux conditions ci-dessus. En effet, nous allons
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le vérifier pour la fonction f en prenant o = « et 5” = 3. Pour (H3) on a pour tout
u,v > 1

f(tu, tv)

tal+/3,+1ualvﬂ’+1

Ku + Cfta”+ﬂ”_(a,+’8’)ua”_a"Uﬁ”_’g'

-

P
tend vers K, quand t tend vers oo

+ zpl—(a’+,3'+1)up1—a'v—(,3'+1)

-’

~
tend vers 0 quand ¢ tend vers co

+ éch—(a'+ﬂ'+1)u—a'vth—(ﬂ'+1)

P

tend vers 0 qu:a;ld t tend vers oo
Et enfin pour (#4) on obtient pour tout (u,v) € (0,1]?

f(tu, tv)

fatBtigayptl K> 7Dy ey 0 4 ¢
u=v ~ 7

-~

tend vers Cy  quand ¢ tend vers ot

+ épl—(a+ﬂ+1)upl—av—(/3+1) + ta—(atB+1), —a, a1 —(B+1)

v

>0

Il est clair que les hypothéses (H1) et (H2) sont vérifiées grice a la positivité des constantes
et des exposants intervenant dans f et g.
Preuve du théoréme 5.1

Par la suite, nous noterons (u, v) le couple solution de (P) au lieu de (u,v,), tout en
gardant a ’esprit qu’il dépend du paramétre .
Le lemme suivant est la clé de la démonstration du théoréme 5.1. Nous verrons dans sa
preuve que ce résultat est spécifique aux domaines bornés et qu’il est difficile d’imaginer
un équivalent pour le cas non borné.

Lemme 5.4 (Principe de balayage)

Soient p > 1 et Q un domaine borné régulier dans RN . En supposant que les fonctions
f et g satisfont les hypothéses (H1) et (H2), on considére une famille de sous-solutions
positives du probléme (P) qui vérifient :

a Pour tout t € [a,b], (g, ) € (03(9))2

—Appr — puf (g1, Y1) < 0 dans Q

—Apty — pg(ps, ) < 0 dans Q.

b Pour tout t € [a,b], v, =1y =0, % <0 et % < 0 sur 0S).
¢ L’application t € [a,b] — (¢4, 1) € C1(Q,R?) est continue pour || - |1

Si (u,v) € (CL())? est une solution positive de (P) et s’il existe ty € [a,b] tel que
u(z) > i (x) et v(x) > Py, (z) dans Q alors pour tout t € [a,b] u(z) > ¢i(x) et v(z) >
Y(x) dans Q.
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Preuve du lemme 5./

Soit F := {t € [a,b], u > ¢; et v > 1)y dans Q}. Nous montrons dans ce qui suit que F
est ouvert et fermé dans [a, b].

E EST OUVERT

Prenons ¢; € E et (u,v) solution de (P); par a on a

_APU’ + APQDh 2 M (f(u’ U) - f((ptu wtl)) dans (2

Ao+ Ayt > 1 (9(, ) — glgn, ) dans Q.
Or d’aprés ’hypothése (#H2)
f(u,v) - f(@tlawtl) = f(u’ U) - f(gotlﬁv) + f(SOtuU) - f(SDtlaQPn) > 0.
Et de méme g(u,v) — g(py,, %, ) > 0. Donc

—Apu+ Ay, > 0 dans
—Apv + Aptpy, > 0 dans €.

On utilise le lemme de Hopf pour montrer qu’il existe w dans (0, 4+00) et § dans (0, &)
tels que

ou ov
_ _ 0
Frince (z) < —w, Frince (z) < —w sur Qy,
O z) < —w, %(ac) < —w sur Q.
8713(35) 8ns($)
Donc, pour tout 7 € [0, 1]
TBS:;) () + (1 — T);nLS(T;)(:U) < —w sur {y,
7'65:;) () + (1 — T);RLSZ;)(:U) < —w sur . (5.2)

On sait construire en utilisant le théoréme de la moyenne deux opérateurs L; et Ly
définis comme suit

o [, 0 o [, 0
Liw = E o, [alj(x)a—xjw] et Low = E o, [azj(x)a—xjw]
1,) 3y

19
ou ab(z) = /O gz [TDu+ (1 —7)Depy, | dT |
j

19 i
ay’ (z) = g—z [TDv + (1 —7)Dyy]dr et a'(¢) = [¢[P%G.
o 96

De plus, grace au résultat précédent (5.2), on en déduit que ces deux opérateurs sont
uniformément elliptiques sur {25 et ils satisfont le systéme suivant



90 CHAPITRE 5. COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE

{ _Ll(u - 90151) = _APU’ + Apgotl

_LQ(U - ¢t1) = _APU + Ap’l/)tr

Ainsi, nous avons

—Li(u — ¢y,) > 0 dans Qs —Lo(v — 1y,) > 0 dans
u > @y, dans (25 et v > 1y, dans (2
u — g, = 0 sur 0Q(C 0) v — 1y, = 0 sur OS).

Par le lemme du point au bord (D. Gilbarg N.S. Trudinger [1]), on obtient

0

0
on. (v — 1y, ) < 0 sur 09.

on

(u—y) <0 et

Par conséquent, on écrit

u(z) — @y (z) = /0 W(Tx + (1 —7)s(z))dr

— i) /0 a(gn;;;l)(x—i-Cd(x)S(ﬂ?))dC,

et de méme pour v — 9y, . Alors il existe 8’ > 0 tel que

u(x) > @ (z) +0'd(z) et wv(z) > oYy, (x) + 0'd(z) pour z € Q.
Or Q\ Qs est compact et t; € E donc il existe § > 0 tel que

u(z) > @y () +0d(z) et v(z) > Yy () + 0d(x) pour z € €. (5.3)

Ensuite, de la méme fagon

olo) —pue) = [ PO ot (1= st

= (o) [ Ao o s
donc |gu(z) - pu (@) < d(x) / (Vr — Vipn ) (@ + Cd(x)s(x)) d.

De plus I'application ¢ — ¢, est continue pour la norme || - ||; i. e. il existe §; > 0 tel que

1
/ [(Vor = Vi, ) (& + Cd(x)s(x))]dC < g des que [t — 1] < &
0

donc il existe d; > 0 tel que |pi(z) — ¢y, (z)| < gd(:v) dans Q dés que [t — #1] < d;

et de méme |y (z) — ¢y, (2)| < gd(x) dans Q dés que |t — 1] < ;.
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Par conséquent il existe §; > 0 tel que pour tout [t —¢;| < d§; on a

o) < pua) + 2d(x) et Gilx) < b o)+ od@) dans Q. (5.4)

En superposant les inégalités (5.3) et (5.4) on trouve qu’il existe d; > 0 tel que pour
tout [t —¢;| < 01 on a

u(z) > o) + gd(x) dans Q et wv(z) > Y(x) + gd(x) dans €.
Donc il existe §; > 0 tel que pour tout |t —¢;| < d; on a
u(z) > p(z) dans Q et v(x) > Y(z) dans Q.
Ce qui signifie que E est ouvert.

E FERME

Nous allons procéder par contradiction pour prouver que toute suite convergente de E
converge dans E. Prenons ¢ ¢ E et supposons qu’il existe une suite (tn)nen de E qui
converge vers ce t. Comme (tn)nen C E, u > ¢y, et v > 1y, dans 2 et par continuité
u > p; et v > o dans Q. Ainsi, si £ ¢ E alors il existe 2,y € Q tels que u(z') = ¢;(2')
ou v(y') = Yg(y').

Nous affirmons qu’il existe § > 0 tel que =’ € Q5 ou 3y’ € Q.
En effet, sinon u > ¢; et v > 1; dans Qs; on choisit & C Q tel que 9y C Q5 et
o',y € Q. Alors il existe 7 > 0 tel que u > ¢; + 7 et v > ; + n sur 9.
En posant ¢ = ¢; +n et ¥ = 1; + n, on arrive a
—Apu+ Ap@ > 1 (f(u,v) — floz,¢;)) dans €
—A,v+ AP@E > u(g(u,v) — g(ps, ;) dans
u>Q o, vziﬁsuraﬁl.
On utilise I’hypothése (H2) pour obtenir
—Apu+ Ay > 0 dans
—Apv + Aytp > 0 dans €
u>Q o, vzlﬁsuraﬁl.

D’apres le lemme de comparaison faible (lemme 5.3) appliqué a chacune des équations,
on obtient : u > ¢ et v > 1 dans {2 i.e.

u>p;+n et v>1;+ndans Q.
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Ceci contredit le fait qu'il existe a/,y" € Q; tels que u(z') = ;(z') ou v(y') = ¥;i(y').
Dongc, il existe z’ € Q5 tel que (u — ¢;)(2") =0 ou y' € Q5 tel que (v — ;) (y') = 0.

Comme précédemment, on introduit les opérateurs uniformément elliptiques L, et Lo

—Li(u — ¢;) > 0 dans Q5 —Lo(v — ;) > 0 dans
u > ; dans € ou v > 1; dans €
u(z') = gi(2') v(y') = vi(y')

u = ; sur 0f) v = 9 sur OS2

En appliquant le principe du maximum faible on arrive & u = ¢; ou v = v; dans €y, ce
qui contredit a. En effet, par exemple si u = ¢; on a

—App; — pf (03 %) < 0 dans Q5(C Q)
= —Apu—pf(u,y;) < 0dans Q

= W (f(ua ’U) - f(ua QZJE)) < 0 dans Q(s.

Mais v > 9; et d’aprés (H2), f(u,-) est croissante.
Donc pour tout ¢ € F, il n’existe pas de suite de E convergeant vers t, c’est-a-dire que F
est fermé.

Finalement, F est ouvert et fermé dans [a, b], s’il est non vide alors E = [a, b].

Preuve du théoréme 5.1 (suite)

ETAPE 1

Soit (¢, 1) le couple de fonctions positives vérifiant le probléme variationnel :
([ —Ayp = TP dans Q
—Ayp = Tt 1P dans Q

>0, 1 >0dans

¢ =1 = 0 sur 0.

7 est choisi de telle sorte que sup {max (¢(z),¥(z)), =z € Q} = 1.Gracea’hypothése
(H4), on peut choisir 1 > v > 0 tel que pour tout ¢ € (0,7] et (u,v) € (0,1]> on a

\

f(tu, tv) > CtoHPHyP et g(tu, tv) > CtoHFHya 1yl (5.5)

Cette propriété est uniforme sur (0, 1]? ce qui permet de I’appliquer aux fonctions ¢ et v
sur tout 2. Donc pour ¢ € (0,7] et pour tout € 2 on a

flto(@), t(z)) > CtoTP p(2)p(a)"
g(te(z), t(z)) > Ct*FPly(2)" ey (a)’.
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Ainsi pour ¢ € (0,7], le couple (tp, t3)) est sous-solution de (P) sur Q dés que p > 5.

On considére la boule B de telle sorte que B CC €2. Nous voulons montrer qu’il existe
une constante positive indépendante de la solution (u,,v,) de (P) telle que u, > k,v, > &
sur B ; mais pour cela il faut utiliser la généralisation du lemme de balayage da a J. Serrin
(lemme 5.4).

Comme les quatre fonctions u, v, ¢ et 1 sont strictement positives dans {2 et que
leurs dérivées normales sont strictement négatives sur 0€2, on peut trouver € > 0 tel que
u(z) > ep(z) et v(z) > e(x) pour tout z € Q. Il est & noter que € dépend bien sir de u
et v, mais la constante 7 qui a été introduite dans (5.5) est indépendante de u et v. Ainsi
on applique le principe de balayage a la famille de sous-solutions (tp,ty) avec t € [e, 7]
sur €.

Donc
-

s (69)

pour tout z € Q  u(z) > yp(z) et v(z)>yp(x) dés que p >
Notons K; = inf {min (¢(z),v¢(x)); z € B} >0, donc
u(z) > vK; et wv(r)>~yK; dans B(CC ) pour pu > %

On définit 75 := inf {min (f(s,t), 9(s,t)), s>~vK;, t>yK;}; daprés les hypothéses
(H1) et (H2) on a 7 > 0.

Par conséquent, si u > 7 alors pf(u,v) > uroxp et ug(u,v) > pmxp dans Q. Grace
au principe de comparaison (lemme 5.3) on obtient

u(z) > (MTQ)?II’J)(.T) et wv(z)> (;MQ)P%MIJ(J:) dans 2
ol w est solution de
—A,w = xp dans Q

w(x) = 0 sur 0N.

Gréace au lemme 5.2, on peut aussi comparer les fonctions @ et (u,0) ou (u,?) est
solution du probléme sous linéaire (5.1) donné dans le théoréme. Il existe K, tel que
w(z) > Kyu(x) dans Q et w(z) > Kyv(z) dans Q.

Finalement, si p > & alors

u(z) > (,U,Tg)ﬁKQ’&(.f) et v(x)> (uTz)ﬁKZﬁ(aﬁ) pour tout z € €
ce qu’on note par
u(x) > ,ufﬁM&(x) et v(z)> ,uﬁMf)(:v) pour tout z € €. (5.7)

ETAPE 2
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Soit (u1,v;) solution de

—Ayuy = fi(z) dans
—A,v; = g1(z) dans (5.8)

uq(z) = v1(z) = 0 sur 09

. 0 (2)9% 1 (z) dans Q\ Q 4T (2)98 (z) dans Q\ Q
ot fi(z) ::{ (z) Od(arzs Qs \ 2, et g1(z) ::{ ( )Od(arzs 04 \ s,

Par la suite, nous allons utiliser I’hypothése (#3), ainsi pour tout € > 0 il existe ¢, > 0
tel que si t > ¢, alors pour tout (,n>1

f(tC,tn) > (K _ 6)ta’+,3’+1<a’77,3’+1 et g(tC,tn) > (K _ e)ta’+,3'+1£oe’+1n,3’-

D’aprés le résultat (5.7) obtenu lors de 'ETAPE 1, on peut prendre y assez grand pour

que u(z) > t. et v(z) > t. pour tout x € Q\ Q5 car 4,0 sont strictement positives sur
1

2\ Qs, compact. En effet, dans (5.7) on a montré que u(z) > pur-1Mu(z) et v(z) >

1 ~ . . . ~ . ~ .
pur-1 Mo(x) pour tout x € €2; si on note My := min {m1n9\951 i, ming\ g, v} et si on pose

Ay = max{ (M_lMglte)p_l} on a

ok
si > Ag alors u(x) > t. et v(z) > t. pour tout z € Q\ Qp,.

U(w) v(w)

Alinsi, pour pu > Ay on obtient en prenant ( = et n =

flu(z),v(z)) > (K—€)u(z)® v(z)? et g(u(z),v(z)) > (K—e)u(z)* v(z)? dans Q\Qj,.

Grace & (5.7) on arrive, pour pu > Ag, a

Fluw) > (K —ep T e HB ALl B

o' +8'+1

et glu,v) > (K —e)p »-1 M52 +155 dans Q\ Q,

qui par définition de f; et g; donnent pour p > Ag

1+0¢ +B +1

M +,3’+1f (z)
M +8+1g, (z)  dans Q.

pf (u,v)
et pg(u,v) > (K—e€p

\Y

=
|

o
=

1+0¢ +B +1

Par le principe de comparaison faible (lemme 5.3), dés que p > Ay

1+o¢+5’+

1
. > [(K—em MW’“} "

1

M +5'+1:| - (]

a+,6’+1

et v

v

I

[(K —eu
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ou le couple (u1,v1) est encore solution de (5.8). Or par le lemme 5.2, on peut trouver
une constante positive M; telle que ui(x) > Mia(z) et vi(z) > Mi9(x) pour tout z dans
Q. Ainsi, dés que u > Ay
(K — o)1 00 55) p 25

1 (qpe48' 41 a'+p’
et v > (K- e)zﬁurl (1+ p1 )M :—1+1M1ﬁ dans €.

Y4

u

0/—|—ﬂ'—|—1

> 1 (< 1) et pour y > Aq on arrive a

Maintenant en posant n =

(K — €)1 prt M" M,
(K — €)7 T et M"Myo dans (5.9)

u

v

et v

v

Ensuite, on réitére le procédé. Pour que u(z) > t. et v(z) > t. pour tout z € Q \ Qj,,
1

o

) p-1
il suffit de prendre p > |(K — e)_pTlM_”MflMglte] B
précédentes soient vérifiées on a aussi besoin de u > Ay. Donc, dés que p > max{A, A}
on arrive a

=: Ay, mais pour que les étapes

wf(u,v) > (K —e)pu®v? ' et pg(u,v) > (K — e)pu® 0% dans Q \ Q.

Grace a (5.9), si u > max{Ag, A;} on obtient

o' +4' 41 o +4'+1 1y g 14
(K — 6)1+ p ,u1+ p1 (Fm) g (e’ +8 +1)M1a +8 +1f1(:13)

pf (u,v)

Ot’ BI al BI , , ’ f
et pg(u,v) > (K—e)'t :71+1u1+ s () (el + HOMEHFH g (z)  dans Q.

v

Par le lemme 5.3 et le lemme 5.2 on obtient dés que p > max{Ay, A;}

u (K — e)ﬁ(1+n)wﬁ(l+n+n?)M1}2 M"q
etv > (K —€)r 1M i GHts) ym® prng - dang w.

v

En faisant un raisonnement par récurrence, on trouve que si p > max{Ag, A1, -, An}

ou =1
(521 Zio’)

A= |(K = e (BB T

n—1

Mt

alors

n—1

1 -1 3 1 ]
u> (K — €)1 20 T =1 Zima At Ayt g
1 =14 1 _§on i n n—1
et v > (K —€)p12im0 T 1 Zi=o™ Arm" A5 dans Q.
Les suites mises en évidence ci-dessus sont toutes convergentes car n < 1 :

(p—1)(1-n)
A, converge vers Ay, := [(K - 6)71’—1)1(1—77) M 't,
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Par conséquent, si p > max{Ag, A1, , A} alors
1 1
u > pe-DHa-m (K — 6) D) {}
1 1
et v > p@-DI-n (K —¢e)@D0-n¢ dans €. (5.10)
ETAPE 3
On écrit

f(s,t) = K,s¥tP*r(s,t)
g(s,t) = K,s* T4 r'(s,1).

Les fonctions r et 7' ainsi définies sont bornées d’aprés (H4) et lim( o0 7(s,t) =
limg )00 7'(s,t) = 1 d’apres (H3).
1 1
(u,v) étant solution de (P), soient u = (Cyp) ®=DT=nwy, et v = (Cy,p) P01 v ; (u),, v},)
sera noté simplement (u',v') et vérifie le systéme suivant

( 1 o LS Ny FE R 841
—(Cup) 1 Apu’ = pK,Ci~ " O~V pe=na=n o/ v T (u, v) dans

!

< = T GBS L o
—(Cop) =1 A" = pK,Cy™ 0P GV e D0y Ty ! (u, v) dans
L u'(x) = v'(z) = 0 sur 09.
o +5 +1 1 o o
Or 1+ —(p 1)ﬁ(1 ) =1+ 1 i m =7 , ainsi, on peut simplifier par p dans les
- - - /)

deux équations du systéme. Nous allons prendre

1- B+l B'+1

C _Ku p(p—l)Kg(p—l)
w =

o +1 1 o' +1

Cv — Kd)(p—l)Kv_p(p—l).

(5.11)

Il en résulte que C, et C, satisfont la relation

'+1

1 of B8 +
- —1)(1— —n(-
Ci = Kuc’u(,p ) n)CvU(p )(1=n)

1 o/ +1 8’
- —1(1- —1)(1—
Cv n _ chép )( n)Cv(p )( n)'

Alors le systéme vérifié par (u',v") est équivalent a

/

—Apu' = W Pty ((C’uﬂ)mu', (Cv,u)mv’> dans Q

=AW =y ((cu#)mu', (Cvu)mv') dans Q

u'(x) = v'(x) = 0 sur 09.
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Ainsi, on peut établir les estimations suivantes
/ \Vu'|Pdz + / V' |Pdz = / W@ Ty [7‘ ((Cu,u) D=y, (Copt) T DI v')
Q Q Q
+ 7 ((C’uu) =D=M o, (Cyp) (p—l)l(l—n)v')} dz.
Gréce aux hypothéses sur les exposants o' et 8’ on peut trouver un réel p € (1, p) tel que

o+1 pB+1
— + —
p p

= 1. Donc, sachant que r et ' sont bornées,

o/41 41
/\Vu'\pdx—i-/ Vo' [Pdz < C (/ u'ﬁdaﬁ) ’ (/ v'pda:)
Q Q Q 0

ot C est indépendante de . Par les injections de Sobolev on arrive a

! ! 1
AR CAlas

/|vu'\de+/ Vo' Pds < Gl
Q Q

Puisque les exposants vérifient o/ + ' + 1 < p, il existe une constante C; indépendante
de v’ et v’ telle que

1p Tt ||UI|

||| 1p < C1.

Si1l<p< N, Wy?(Q) s’injecte continiment dans Lv5 () alors v’ € LP" (Q) et v' €
L¥"(Q). Par le théoréme 7.1 de Ladyzenskaya-Uraltseva [5], il existe une constante C telle
que

sup {|[v'(z)|, |v'(z)| tels que z € Q} < C. (5.12)

Si p > N, on obtient (5.12) grace au théoréme d’injection de Sobolev. Puis, en utilisant
le théoréme 1.1 de Ladyzenskaya-Uraltseva [5], on trouve une constante Cj telle que

[|u'|ca + [[V']|ca < Cs 0<a<l).
Et enfin, le théoréme 3.7 de Tolksdorf [6] prouve 'existence d’une constante C; telle que
[W]lcre +[[V'][cre < Cy.
Toutes les constantes C; (i = 1,...,4) introduites dans les estimations ci-dessus sont
indépendantes de ', v' et donc de p. Ainsi, comme Cy**(Q) s’injecte de fagon compacte

dans C}(Q), on peut extraire de toute suite (\,)nen tendant vers I'infini, une sous-suite
encore notée (A, )nen telle que

u), converge vers @ et v} converge vers ¥ dans Cj(Q).
Le résultat de TETAPE 2, (5.10) permet de dire qu’il existe 7 > 0 tel que

u(z) > 7i(x) et v(z) > 79(z) pour tout = dans .
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Or lims 400 7(8, 1) = lim(s 400 7'(5, ) = 1, il s’en suit que (u,v) est solution de
Ay + %57+ = 0 dans Q
Apv +a¥*+1p? = 0 dans Q
@ =9 = 0 sur 0f).
La solution d’un tel probléme étant unique, on a @ = 4, v = v et finalement

(u';v")  converge vers (i, %) dans C;(Q)

-1 —1 1 1 B
donc (up® D0 yu®e-DI-") converge vers (Ci¥ V"4, P V" 3) dans Cy(Q)

ou C, et C, sont déterminés dans (5.11).
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