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X
❋●✢

R
■ ❄❆✾❅❀❏■ ✢◆❁❯✢◆✛❇✺☞✾❱❄❆❁✷❂✭❀◆✾✯✺✻✢❲✾❱❄❆✛❇✺✻✢◆✛✭❀✽✛❇✺☞❳✱✾❅❄❆❁✷❁❯✢❨❂✳❄❩❈❬✛❇✺❭❋❫❪❊❀✭✾✹✾✣✼✽❁❴✼✽■ ❀✣✺❉❈ ❄❆✛ ◗❛❵ ✼●❈❜❂●❄✳✸❝✸❞▲✫❋●✢ ◗❋●✢✥❂✽■❊✼✣✸ ◗ ✼✽✛✣✢❃✸❝❄❆✼✣✸ ❍ ❀✽■ ❑✳▲◆▼✭❖P✢❡❈❬✛❇❢✣❄❆■❣✼❇✺❉❈ ❢✣✢❃❋●✢❃✸❞✢✫✾❱✺❉❈ ❄❆✛✣✸❤✾❅❄❆✛❇✺❉❈❊✛✽✼✣✢✹✸ Q ⊂

❱
0(X,A)

✺✻✢◆■❊■ ✢ ❵ ✼✣✢✱✐❥ ❈❧❦
Q0

✢❅✸❞✺❭❋●✢◆✛✣✸❞✢❲❋✽❀✽✛✣✸
A0 ♠❥ ❈❣❈♥❦♦❈❊■❜✢✯♣❏❈❚✸✻✺✻✢♦✼✽✛✣✢✱❀❏❂✽❂✽■♥❈❧✾✹❀❇✺❉❈❚❄❩✛rqs✾✭❖t❄❆✾✣✿✣✢❅✺❅✉✈▼●❈❬■❣❈❊✛✣✇✫❀●❈❬❖t✢

Q × Q
{ .,.}

>
❱

0(X,A) ❵ ✼●❈ ◗ ❂✳❄❆✼✽❖✑✺✻❄❆✼❇✺
~ ∈ X ◗ ❂✭❀✣✸❝✸❞✢❴❀❏✼ ❵ ✼✣❄✳✺❉❈❚✢✭✛❇✺❭✢✭✛ Q~ ×Q~

{ .,.}
~
>

~ ◗ ✺✻✢◆■❣■ ✢ ❵ ✼✣✢✱✐① ❂●❄❩✼✽❖ ~ = 0
✐

{Q,Q}0 ⊂ Q0,

① ❂●❄❩✼✽❖ ~ 6= 0
✐

{f, f ′}
~

=
1

ı~
(f ∗ f ′ − f ′ ∗ f)~.

✚✜✛✣✢♦✤✧✦✩★✫✪✭✬✯✮✱✰✳✲②✴✍✪✭✶③✤⑤④ ⑥❩✶⑧⑦❴⑨✭✰✳✬✯✴✍✦❱✲☛✦❲✤✧⑦✷⑩❶✪✭✴t❷✂❷❇✪✭✶ ◗ (M, { ., .}M) ◗ ✢✹✸✻✺❸✼✽✛✣✢❴❋●✇❅❹✩❄✽❖✍❁❺❀✣✺❉❈ ❄❆✛ (A,Q)
✺✻✢◆■❊■ ✢

❵ ✼✣✢ A0

✸❞❄❩❈ ✺✎❈❚✸❞❄❆❁❯❄✽❖✍❂✽✿✣✢❼❻ ❱
0(M) ◗ ❋●✢✑✸❝❄✽❖❙✺✻✢ ❵ ✼✣✢☞■ ✢❅✸❽✇◆■ ✇✭❁❺✢✭✛❇✺✻✸⑤❋●✢ Q0

✾❱❄✽❖✍❖P✢❅✸❱❂✳❄❆✛✭❋●✢◆✛❇✺❾❻❭❋●✢✹✸❾❹✩❄❆✛✭✾✯✺❉❈❚❄❆✛✣✸
❋●✢✷✾✭■ ❀✭✸❞✸❝✢ ❱ 1 ✸❱✼✽❖ M ◗ ✢❱✺ ❵ ✼✣✢✱✐

{f0, f
′
0}0 = {f0, f

′
0}M .

✬ ❚❘❬❪❭●❚➇❖➊❯❳❋❵❈●❏✥❚❱❯➱❋❋❊➩❖✮P✲❍✚❯➨◆■P❈▲✘■❜❊❪❏❑❨✲❊●❨❿❊●P❿▲➠❚❱❍➱❍❳❚❡●➩P❿❋■❖⑧❞➩P❉■➱❍✚P✜☞➠❏✬❩➢P❑❍à❯ ❲ ✎ ❲ ❊●❋❵■➱P➳❊❩❭✮❏❑◆❒❚❱❍➱❍➱❋▼❬➎❭●P✿❚➇❭✮❬➎❭➠❚➇❖ ❲❯❳❋▼❬➎❭●P✠◗
✄✆☎✞✝✠✟☛✡☞✟✍✌✎✟☛✏✑✡❿✒✕✔✖✒✕✔✵➀➁✘ ✚✜✛✣✢❨➂✹⑥❫✰✳✶✠✲②✴ ➃❭➄➅✰✳✲②✴✍✪✭✶❨❋●✢❲■❚❀✷❋●✇❅❹✩❄✽❖✍❁❺❀❇✺❉❈❚❄❆✛

(A,Q)
✢❅✸❞✺❶✼✽✛✣✢➆✸❞✢✫✾✯✺❉❈❚❄❆✛

T
❋●✢

■❚❀✱❂◆❖t❄✂➇☛✢✫✾❱✺❉❈ ❄❆✛
Q >> Q0 ◗ ■❣❈❊✛✣✇✫❀●❈❬❖P✢ ◗ ✢❅✺ ❵ ✼●❈❫✾❱❄❆❁✷❁❴✼❇✺✻✢✷❀❇❢✣✢✫✾❡■❬❪➈❈❬✛❇❢✣❄❆■❣✼❇✺❉❈❚❄❆✛✧➉

❱ P✲❯✚❯❳P✿❖✘❊➩❭❛❞➇P❑◆▼◆■P❿❊●❨②❈➠❖●❋▼❯➱❋❋❊➩❖✮P✲❍✚❯✰☞➠P❑❖ ✇ ❚➇❋▼❯✰☞é❋▼❖➎❯➱P✛■✚❙✔❨✲❊●❋❒❚➇❋❵■➱P❈P❑❖➊❯ ■✚P ◆▼P❑❍ ❊●❨②❈➠❖●❋ ❯❳❋❋❊➇❖●❍ P②⑩é❋■❍à❯➫❚➇❖➊❯➱P❑❍✰☞➠❊❩P
❾ ❋■P✌✺❜P❑◆❩P✲❯ ✬ ❚➇❖●❊●❍✚❙ ❚➇❖✙✴➊❍◗❊➩❖ ❋■❖➊❯❳❨❉■ ❁ ❯ P✲❍➱❍➱P✲❖➊❯❳❋■P✲◆❝■✚❨❑❍✚❋■❊●P➨❊➠❚➇❖❩❍ ◆▼P❿✇ ❚➇❋▼❯♣❬➎❭✗❩➢P❑◆▼◆■P➨❚➇❊❩❙✔P❵❯♣❭●❖●P➨❯ ■❳❚❱❊●❭●❏✲❯➱❋❋❊➩❖
❊●❋❵■➱P❑❏❵❯❳P✌P✲❖☛❯❳P✛■✚❙✔P✲❍❿❊●P✿●❅■◗❊➩❭●▲✢❊✬❘ ❊●P✲❍ ❄s➊ ❋■❖❩❍➱❋✪❚❱▲●▲➠❚✬■➱❚◆➋■❯↔◆❒❚❂❖✘❊➇❯➱❋❋❊➩❖✧☞❜❏✲P❑❖➊❯ ■➱❚➇◆■P✌❊➠❚❱❖●❍❿❏❑P❵❯➱❯❳P❘❯➱❲✘❳❑❍✚P✜☞②❊❩P
➌ ✬❉✪✭⑥✣➍✠✪✭➎②✤✧⑦✥✤✧⑦✥✤✧✦✩★✫✪✭✬❱✮✱✰✳✲②✴✍✪✭✶ ❬➎❭●❋ P✲❍✚❯✿❭●❖✻❏➫❲●❚➇❙✔▲✻❊❩P✂●❅■❜❊➇❭●▲❝❊❡❘ ❊●P✲❍

G =
⊔

~∈X

G~

❬➎❭●❋✪P✲❖✘●➩P✲❖●❊✘■➱P✌❭❩❖
❏➫❲➠❚➇❙ ▲①❏✛❊➩❖➊❯❳❋▼❖➎❭①❊❩P ❱ ∗ ❲ ❚➇◆❋●✬❳✛❨✘■✚P❿▲❝❊➩❍✚❍➱❨✲❊➠❚➇❖➊❯✦☞➬◆■❭❩❋ ❲ ❙ ❁ ❙ P✜☞➎❭●❖❩P ❍à❯ ■✚❭●❏✲❯➱❭✘■➱P ❊●P✿❊●❨❉✇✮❊✬■➱❙✔❚❱❯❳❋❵❊➩❖ ❄

✚ ❩ ❨❵❯➫❚✬❨❩◆■❋■❍❿P✲❖●❍➱❭❩❋▼❯❳P ❭●❖ ■➱❨✲❍➱❭●◆ ❯➫❚❱❯▲●➩❨✲❖●❨✛■➱❚➇◆❯➏➙❯➱❲●❨✛❊❅■◗❳❑❙ P ◆✔❄ ◆✷❄ ⑦●➐ ❬➎❭●❋♣❊✘❊➇❖●❖●P✠❭●❖●P ❏✛❊➩❖❩❊●❋▼❯➱❋❋❊➩❖✝❍➱❭❩➑ ❲❍❳❚❱❖➎❯➱P❈❍✚❭✘■ ◆■P❑❍♦●❅■◗❊➩❭●▲✢❊✬❘ ❊❩P❑❍♣❖✘❊➩❖ ❖●❨❑❏✲P❑❍✚❍❳❚➇❋❵■➱P❑❙ P❑❖➊❯✘❊●P▲✬ ❋▼P✜☞➊❙✔❚➇❋■❍ ❏❉❊➩❖➊❯❳P✲❖❪❭❩❍✘❊➠❚➇❖❩❍➤❭●❖❩P ❞❱❚✬■✚❋■❨✲❯➱❨✜☞➩▲✢❊➩❭✘■
❬➎❭✗❩➢❋■◆■❍➤❍❜❊➩❋▼P❑❖➊❯✎❊❩P❑❍❍●❅■◗❊➩❭●▲✢❊✬❘ ❊●P✲❍✘❊●P↔❊●❨❉✇✮❊❅■✚❙ ❚❇❯❳❋❋❊➇❖✙✴✦❩❉❩❴❊❅❨❩❯➱❋■P✲❖●❍✎❚➇❭✮▲●❚➇❍➱❍➱❚✬●➩P➳❭●❖❩P➳❏✥❚✬■➱❚➇❏✲❯➱❨✛■✚❋■❍❳❚❇❯❳❋❋❊➇❖ ❊●P✲❍
●❅■◗❊➩❭●▲✢❊✬❘ ❊●P✲❍➨❊●P★❊❩❨❉✇✮❊❅■✚❙ ❚❱❯➱❋❋❊➩❖✮❊❩P ✬➄❋■P ❄t⑨ ❭●❋■❍✳❩✚P✿❍➱▲ ❨❑❏❑❋■❚➇◆■❋▼❍➱P❿❙④❊➩❖①❨✲❯❳❭❩❊●P✶❚❱❭❞❏✥❚❱❍✴❬➎❭●❋ ❙ ❩ ❋▼❖➎❯➱❨✛■✚P❑❍➱❍✚P✛■➱❚
▲➠❚✬■ ◆■❚❘❍➱❭●❋ ❯❳P✖☞➠❏❑P❑◆▼❭●❋②❊●P✲❍①●❅■❜❊➩❭❩▲❝❊✬❘ ❊●P❑❍➨❊●P❿❊❩❨❉✇✮❊❅■✚❙ ❚❱❯➱❋❋❊➩❖✮❨❵❯➫❚➇◆▼P❑❍✷➏ ❯❳❲●❨❉❊❅■❜❳✲❙✔P ◆✔❄❯❚❛❄❆❃✣➐ ☞✔❞❅❊➩❋❵■➱P❿❊●P✲❍❈❍◗❊➩❭●❍ ❲
●❅■◗❊➩❭●▲✢❊✬❘ ❊●P✲❍ ❊✗❩➢❭●❖ ●❅■❜❊➩❭❩▲❝❊✬❘ ❊●P➳▲✘■◗❊é❊❩❭●❋▼❯ ❏❉■❜❊➩❋▼❍➱❨➳❊❩P ◆✹❩ ❚❱❏✲❯❳❋❵❊➩❖❂❊✗❩➢❭●❖ ●❅■◗❊➩❭●▲ P❿❊●❋■❍✚❏✛■➱P❵❯➨❍➱❭✘■ ❭❩❖●P ❞➇❚❡■➱❋■❨❵❯❳❨
➏➙❯➱❲●❨✛❊✬■❜❳❑❙ P ◆✔❄❯❚❛❄❖✉●➐②❄

⑨ ❊➩❭❛■ ❬➎❭➠❚❱❖➎❯➱❋❵❈➠P❉■ ❭●❖●P❍❞❱❚✬■➱❋▼❨✲❯➱❨✎❊●P ⑨ ❊➩❋▼❍➱❍◗❊➩❖
M

▲➠❚❡■☎●❅■❜❊➩❭❩▲❝❊✬❘ ❊●P❑❍ ❨❵❯➫❚➇◆▼P❑❍✌☞➩❋■◆✷✇ ❚➇❭❩❯♣▲✢❊➩❭❛❞❅❊➇❋❋■ ❨✲❯❳❚✬❨●◆▼❋❋■
❭●❖❂❋▼❍❜❊➩❙④❊❅■✚▲●❲●❋■❍✚❙✔P✷➒❇❋■❖➊❯❳❨❉■➱P❑❍✚❍❳❚➇❖➊❯✂➓✮P✲❖➊❯ ■➱P❈◆❒❚ ❱ ∗ ❲ ❚➇◆❵●❅❳✛❨✘■✚P➨❏✛❊➩❙ ❙❘❭❩❯❳❚❱❯❳❋❆❞➩P ❱

0(M)
☞éP❵❯✎◆■❚ ❱ ∗ ❲ ❚❱◆❋●❅❳❉❨✘■➱P❊✗❩➢❭●❖ ●❅■❜❊➇❭●▲❝❊❡❘ ❊●P❘❨❵❯➫❚➇◆▼P

G0
❄✌❇ ❚➇❖❩❍❿◆■P❘❏❑❚➇❍ ❊●➔

M
P❑❍à❯★❙✶❭●❖●❋■P★❊●P✌◆⑤❩ ❚➇❏❵❯❳❋❋❊➇❖☛❊✗❩➢❭●❖ ●❅■❜❊➩❭❩▲❜P❘❏❉❊➩❙ ▲➠❚➇❏✲❯



❏✛❊➇❙✔❙❘❭é❯➫❚❱❯➱❋❵✇✁�✾☞ ❩✚P✘❏❉❊➩❖●❍✚❯❜■➱❭●❋▼❍ ❭●❖★❯❳P❑◆✷●❅■◗❊➩❭●▲✢❊✬❘ ❊●P ❨✲❯❳❚➇◆■P✖☞❱❬➎❭●❋❪P❑❖✂✇ ❚❱❋▼❯ ❖✗❩➢P❑❍✚❯✒■➱❋■P✲❖✶❊✗❩ ❚➇❭❩❯❜■➱P✎❬➎❭✗❩➢❭●❖✌❍◗❊➩❭●❍ ❲
●❅■◗❊➩❭●▲✢❊✬❘ ❊●P❈❊●P M�✂ ⋊

�̂✿☞é◆■P☛●❅■❜❊➩❭❩▲❝❊✬❘ ❊●P✴❊●P➳◆⑤❩ ❚➇❏❵❯❳❋❋❊➇❖✔❯ ■✚❋❵❞❪❋❒❚❱◆■P➨❍➱❭✘■ M�✂
❊❩P �̂✿☞é◆▼P❺●❅■◗❊➩❭●▲ P↔❊●❭➠❚❱◆á❊●P✄� ❄

✚ ❩❴❊❅❨❩❯❳❋▼P❑❖●❍✎❚➇◆❋❊❅■✚❍✘❭●❖✮❋▼❍❜❊➩❙④❊❅■✚▲●❲●❋■❍✚❙✔P➨P✲❖➎❯❜■➱P ❱
0(M)

P❵❯ ❱ ∗(G0)
▲➠❚✬■➤❭●❖●P❿❍◗❊❅■✚❯➱P➳❊●P↔❯❜■❳❚➇❖●❍ ✇✮❊❅■➱❙✔❚❱❯➱❋❋❊➩❖

❊●P ★✽❊➩❭✘■✚❋■P✛■ ❲ P P❑◆✹❩❴✇ ❚➇❖❩❊❂▲➠❚✬■à❯❳❋■P✲◆■◆▼P↔▲✢❊❅■✚❯❳❚➇❖➊❯➨❍➱❭✘■➨◆❒❚✂❞❱❚✬■✚❋❒❚✬❨●◆▼P↔❊➠❚❱❖●❍ �̂✆➏ ▲✘■◗❊➩▲✢❊➩❍➱❋ ❯❳❋❋❊➇❖ ◆✔❄❯❫❛❄❖✉✽➐❶❄
❱ P❏■✚❨❑❍✚❭●◆▼❯❳❚❱❯➨▲❜P❉■➱❙ P✲❯✴❊✗❩ ❚✬❨✢❊➩❭❩❯❳❋❵■ ❚➇❭✒❯❳❲●❨❉❊❅■❜❳✲❙✔P ◆✔❄❖❙✔❄❴❫ ➏♠■➱P✲❍➱▲ ❄ ✎✠◆❒❚❘▲✘■◗❊➩▲✢❊➩❍➱❋ ❯❳❋❋❊➇❖ ◆✔❄ ❙✷❄ ❙●➐ ☞➠❬➎❭●❋➄P❑❍à❯

◆■P ■➱❨✲❍➱❭●◆ ❯➫❚❱❯ ▲✘■✚❋■❖●❏✲❋■▲➠❚❱◆ ❊❩P❈❏✲P✲❯➱❯➱P❈❯➱❲✘❳❑❍✚P ❄❑❈ ❖❂P ✺áP❵❯✘❏✲P❈❯➱❲●❨✛❊❅■◗❳❑❙ P✥➏✮■➱P❑❍✚▲ ❄ ❏❑P✲❯✚❯❳P❈▲✘■❜❊➩▲✢❊➩❍✚❋▼❯❳❋❵❊➩❖ ➐ ✇✮❊➩❭❛■➱❖●❋ ❯✦☞
❍❜❊➇❭●❍❿❏❑P❉■✚❯➫❚❱❋■❖●P✲❍❿❲❯✡❪▲✢❊➇❯❳❲❛❳❑❍➱P✲❍✰☞➄❊●P✲❍ ●❅■❜❊➇❭●▲❝❊❡❘ ❊●P✲❍➳❊●P✌❊●❨②✇✮❊❅■➱❙✔❚❱❯❳❋❵❊➩❖ ➏✮■➱P✲❍➱▲ ❄ ❊❩P❑❍❿❬➎❭➠❚➇❖➊❯❳❋❆❈➠❏✥❚❇❯❳❋❋❊➇❖●❍➳▲➠❚✬■
❊●❨②✇✮❊❅■➱❙✔❚❱❯❳❋❵❊➩❖✝❚➇❭✷❍➱P❑❖❩❍★❊●P ❾ ❋■P✌✺❜P❑◆ ➐ ▲❝❊➇❭✘■✿❭●❖●P ◆❒❚✬■◗●➩P✌❏❑◆■❚➇❍➱❍✚P✔❊●P✺❞❱❚✬■➱❋▼❨✲❯➱❨❑❍✿❊●P ⑨ ❊➩❋▼❍➱❍❜❊➇❖✷❙❘❭❩❖●❋■P✲❍ ❊❩P
◆⑤❩ ❚➇❏❵❯❳❋❋❊➇❖❆❊✗❩➢❭●❖✜❯ ❊✬■➱P☎� ❄✹❈ ❖⑥P ✺áP❵❯✦☞ ❊❽❩ ❚➇▲❛■❜❳❑❍✶◆❒❚❶❯❜■❳❚➇❖●❍ ✇✮❊❅■➱❙✔❚❱❯➱❋❋❊➩❖✓❊●P ★✽❊➩❭✘■✚❋■P❉■ ❲ P P❑◆✹❩❴✇ ❚❱❖●❊✷❏❉❊➩❖●❍à❯ ■➱❭❩❋▼❯❳P
▲✘■✚❨❑❏❑❨✲❊●P❑❙ ❙ P❑❖➊❯✦☞➠❍✚❋✆�✔P✲❍✚❯➨❭●❖✮❯ ❊✬■➱P✜☞●❚➇◆❋❊❅■✚❍ �̂ P❑❍✚❯✴❭●❖ ■✚❨❑❍➱P❑❚➇❭✒❊➠❚➇❖●❍

Rn
☞éP✲❯➨◆■❚❘❊✘❊➩❖●❖●❨✲P❿❊✗❩➢❭●❖●P ❚➇❏✲❯➱❋❋❊➩❖

❊●P
Rn

❍✚❭✘■✌❭●❖⑥P❑❍✚▲➠❚➇❏❑P✒❏❉❊➩❖➊❯❳P❑❖●❚➇❖➊❯ M�✂
▲ P✛■➱❙ P✲❯❘❊●P✮❊●❨❉✇✮❊✬■➱❙ P✛■❘◆✹❩ ❚➇❏❵❯❳❋❵❊➩❖❆❯ ■✚❋❵❞❪❋❒❚❱◆■P ❊●P �̂✓❍✚❭✘■ M�✂❊●P❿❍◗❊❅■✚❯➱P➳❬➎❭●P✿◆⑤❩❴❊➩❖✳❊❅❨❩❯➱❋■P✲❖➎❯✰☞❩❙④❊✮✡➩P❑❖❩❖➠❚➇❖➊❯➨❭●❖✒❏❑P❉■✚❯➫❚❱❋■❖✮❖✘❊➩❙ ❨✘■➱P➳❊❽❩ ❲✢✡❪▲❝❊❱❯❳❲✘❳✲❍➱P❑❍➨❯❳P✲❏➫❲●❖●❋▼❬❪❭❩P❑❍ ✰✽✤✞✝✠✪❇➄ ☞

❭●❖ ❏➫❲➠❚➇❙ ▲ ❊●P ●✬■❜❊➩❭●▲✢❊✬❘ ❊●P❑❍❂❬➎❭●❋↔❍➱P ■➱❨②❞✷❳❑◆■P ❁ ❯ ■✚P✻❭●❖ ●❅■❜❊➇❭●▲❝❊❡❘ ❊●P☛❊❩P✻❊●❨❉✇✮❊❅■✚❙ ❚❇❯❳❋❋❊➇❖✍☞♣❊✗❩ ❚❱▲✘■❜❳✲❍✮◆■P❑❍
❯❳❲❩❨✛❊❅■◗❳❑❙ P❑❍①●➩❨❑❖❩❨✛■❳❚❱❭✔⑩①❨✲❯❳❚✬❨●◆■❋▼❍✎▲✘■✚❨❑❏❑❨✲❊●P❑❙ ❙ P❑❖➊❯ ❄

✬ ❚✒❊❩P❑❭✔⑩é❋❋❳✲❙✔P✠▲➠❚❡■✚❯❳❋▼P❘❍✛❩ ❚➇❏➫❲✘❳②❞➩P✔▲➠❚✬■❿❊●P✲❍★P❶⑩❩P✲❙✔▲❩◆■P❑❍❿❊❽❩ ❚➇▲❩▲●◆■❋▼❏✥❚❱❯➱❋❋❊➩❖●❍↔❊●❋❋■✚P❑❏✲❯➱P❑❍✠✟ ❏❡❩ P✲❍✚❯ ❲ ✎ ❲ ❊❩❋❋■➱P❬➎❭✗❩➢❋■◆á❍✚❭❆➑✠❯ ❊●P❺❞➇❨✛■✚❋❵❈➠P❉■✎◆■P✲❍✎❲✢✡é▲✢❊➇❯➱❲✘❳❑❍✚P❑❍ ❯❳P✲❏➫❲●❖●❋■❬➎❭●P✲❍ ❍➱❭●❍ ❲ ❙ P❑❖➊❯❳❋❵❊➩❖●❨✲P❑❍✡✟ ❙✔❚➇❋▼❍➤❋▼❙✔▲✢❊❅■✚❯❳❚➇❖➊❯❳P✲❍✘❏➫❲➠❚ ❲❏❑❭❩❖●P✜☞➊❊●❭✠❯❳❲❩❨✛❊❅■◗❳❑❙ P ◆✔❄ ❙✷❄❯❫ ◗❅❊➩❖✺■✚P✲❯ ■◗❊➩❭❛❞➇P❈❚❱❋■❖●❍✚❋●◆■P✲❍☎■➱❨❑❍✚❭●◆▼❯❳❚❱❯❳❍ ❊❩P✟✤➤P❑◆■◆▼❋■❍✚❍❳❚✬■✚❊❘P✲❯ ❊ ❋ ❯➱❯❜❊➇❯❆✑✱✤ ❊ ▼✜✣ ✕➠❍➱❭❛■
Cn,

P✲❯✴❊●P ❾ ❋■P✌✺❜P❑◆✛✑ ❾ ❋■P ▼✬❚ ✕ ❍➱❭✘■✴◆■P✲❍ ❯ ❊❅■✚P❑❍✴❖✘❊➩❖❞❏❉❊➩❙ ❙❘❭❩❯➫❚❇❯❳❋❵✇➙❍ ❄❑❈ ❖❛❈➠❖❬❊➩❖ ❊✬❨❩❯❳❋▼P❑❖➊❯➳❚❱❭●❍➱❍✚❋ ❊❩P❑❍ ■➱❨❑❍✚❭●◆ ❲❯➫❚❇❯❳❍❿❍➱❭❛■❿◆⑤❩➢P②⑩éP❑❙ ▲●◆■P✶❊●P❑❍✿❍➱▲❩❲✘❳✛■✚P❑❍
S4

θ

❖❛❊➩❖✻❏✛❊➩❙ ❙❘❭❩❯❳❚❱❯❳❋❆❞➩P✲❍➳❋■❖➊❯ ■◗❊é❊❩❭●❋▼❯➱P❑❍✝■✚❨❑❏❑P✲❙✔❙ P❑❖➊❯✿▲➠❚❡■ ❱ ❊➩❖●❖●P✲❍
P✲❯✲✬ ❚➇❖●❊●❋✹✑ ❱ ✬ ✣❛❃ ✕✫☞P✎✶❍❳❚❪❞✬❊➩❋❋■ ❬➎❭●P➳❏❑P✲❍✎❍➱▲❩❲✘❳✛■✚P❑❍❿✇✮❊➩❭✘■✚❖●❋■❍✚❍➱P✲❖➎❯✘❭●❖●P➳❬➎❭➠❚❱❖➎❯➱❋❵❈➠❏❑❚❱❯❳❋❵❊➩❖ ❍à❯ ■✚❋■❏✲❯➱P↔▲➠❚❡■➤❊●❨②✇✮❊❅■ ❲❙✔❚❱❯❳❋❵❊➩❖✮❚➇❭✒❍➱P✲❖●❍✴❊●P ❾ ❋▼P✌✺❜P❑◆✫☞é▲➠❚✬■❍●❅■◗❊➩❭●▲✢❊✬❘ ❊❩P❑❍✰☞✔❞➩P✛■✚❍❈❭❩❖●P✿❍✚❯ ■✚❭●❏✲❯➱❭✘■➱P✿❊●P ⑨ ❊➩❋■❍✚❍❜❊➩❖①▲➠❚✬■à❯❳❋■❏✲❭●◆■❋❵❳✛■✚P↔❍➱❭❛■
S4 ❬➎❭●P ❩✚P↔❏✥❚❱◆■❏❑❭❩◆■P➨P②⑩é▲●◆▼❋■❏❑❋ ❯❳P✲❙✔P✲❖➎❯✍✴✷❊➇❖✻■➱P❵❯ ■◗❊➩❭❛❞➩P↔❚➇❋■❖❩❍➱❋➬❊●P❑❍ ■➱❨❑❍✚❭●◆▼❯❳❚❱❯❳❍ ■➱❨✲❏❑P✲❖➎❯➱❍✎❊●P ❊ ❚✬■➱❋▼◆■◆ ✡ ✑ ❊ ❚❡■ ✣❛❃ ✕ ❄
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➟➩➈ ➝➥➈✎✂➥➋❳➉ ➟➊➋➨➔➫➋❳➉➥➉➌➋✴➉➥➼➎➽➫➝➌➋✙✞❱➈➊➒ ➋➫➝➥➉♣➈➊➍✔➏➊➜➌➆✥➑→➆✥➍➊ì✬➋❳➵✿➋❳➍❇➉✎➟➊➋➨➑➙↕ ➦❑➜➥➉➥➒→➔❳➑→➋✛✚Ùë✖✜✔✢➲➯✤✣❜➋❳➉ ➟➊➋➫➝ ➜➌➞➫➝➥➈➊➑➓➉à➦❑➉➌➝➤➍➎➆✥➍✠➏➊➈➊➐➊➑➓➒→➞➫➝
✞❱➈➬↕ ➒➓➑ ➵✠↕ ➦✔➋✆☎➇➏●➆➲➝➌➞➫➝➧äá➋❳➍❞➏❪➦❑➜➥➉➥➒→➔❳➈➊➑➓➒→➋❳➜➧äá➔à➼➎➋✦✥❘➑➓➈➊➒✪➣✔Ó ➆✥➈➊➑→➆✥➈➎➝➌➋✌➋❳➉↔➑→➆✥➜➌➝➳➟➊➋ ➍➎➆➲➝❈➜➌➋❳➍➎➔➫➆✥➍❇➉➥➜➌➋➫➝ ➋❳➍❞➔➫➆✥➍➊ì➲➜➌➽➫➝➧ä②➋❳➉
✂➥➋ ➉➥➒→➋❳➍➎➝❿➣✔➑➙↕Ù➋❳➍☛➜➌➋❳➵✿➋❳➜➌➔❳➒→➋❳➜➧ä ➦❑➒➓➍➎➝➥➒✧✞❱➈➎➋✛✜ ➦❑➑→➋❳➜➥➒→➆✮Ó ➆✥➑→➋➫➟➎➦❑➍➎➆★✞❱➈➊➒➙äá➦❑➈✻➟➊➞❳➉➌➆✥➈➊➜❿➟➠↕ ➈➊➍➎➋❘➔➫➆✥➍❇➛✬➋❳➜➌➝à➦❑➉➥➒→➆✥➍✝➝➥➈➊➜➳➑ ➦
➏➊➑ ➦❑ì✬➋ ➟➊➋♣➑➙↕✪✩ ➍➎➝➥➉➥➒➓➉➥➈➊➉✪➅➇➔❳➒→➋❳➍❇➉➥➒✬✫✭✞❱➈➎➋➤➟➊➋➤Û✪➦❑➜➥ì✬➽➫➝à➋➲ä❱➦➨➦❑➉➥➉➥➒➓➜➌➞ ➵✿➆✥➍❘➦❑➉➥➉➌➋❳➍❇➉➥➒→➆✥➍❘➝➥➈➊➜➄➑→➋➫➝ ➛➲➦❑➜➥➒→➞❳➉➌➞➫➝ ➉➌➆✥➜➥➒✮✞❱➈➎➋➫➝➧➪✓✯✔➋❳➜➌➔❳➒
➋❳➍✝✫➎➍ ➣✄✰✎➜➌➆✥➈➊➵❽Ó✱✥❵➦❑➍➎➋❳➛●ä➎ë ➒➓➜à➦❑➍❇➉ ❰ ➦❑➵ ➦✏✥❵➦❑➍✠➋❳➉♣➚✬➆➲➝➌➋❳➏➊➼✲✜ ➦❑➜➥➒➓➑➓➑➓Ú✳✞❇➈➊➒●➵✠↕Ù➆✥➍❱➉➤➦❑➏➊➏❩➆✥➜➥➉➌➞✎➑→➋❳➈➊➜ ➦❑➒→➟➊➋ ➋❳➍✌➑➓➒→➝✚➦❑➍❇➉
➦❑➉➥➉➌➋❳➍❇➉➥➒➓➛✬➋❳➵✿➋❳➍❱➉✪➵ ➦✎➉➥➼➎➽➫➝➌➋✌☞➲➑→➋❳➈➊➜➌➝ ➜➌➋❳➵ ➦❑➜✴✞❇➈➎➋➫➝➧ä❱➝➥➈➊➜➄➑ ➦✵✑ ➆✥➜➥➵✿➋➲ä➲➑→➋✶✑ ➆✥➍➎➟✿➆✥➈✿➑ ➦✎➐➊➒➓➐➊➑➓➒→➆✥ì➲➜à➦❑➏➊➼➊➒→➋➤➵✠↕Ù➆✥➍❇➉ ➞❳➉➌➞ ➉➥➜➌➽➫➝
➏➊➜➌➞➫➔❳➒→➋❳➈➎➝➌➋➫➝➧➪

✯ ➋➫➝ ➜➌➋❳➵✿➋❳➜➌➔❳➒→➋❳➵✿➋❳➍❇➉➌➝↔➛✬➆✥➍❱➉❈➦❑➈➎➝➌➝➥➒ ➦✲✰✎➑ ➦➲➦✥➝✷✠ ➦❑➍➎➟➊➝➥➵ ➦❑➍①➋❳➉➧ä❜➣✶➍➎➆✥➈➊➛✬➋➧➦❑➈➬ä❜➣✌➚✬➋➧➦❑➍❶ë ➋❳➑➓➑➓➒→➝à➝à➦❑➜➌➟✸✞❱➈➊➒ ➆✥➍❇➉
➦✥➔➫➔➫➋❳➏➊➉➌➞➳➟➊➋➨➑➓➒➓➜➌➋❈➵ ➦✿➉➥➼➎➽➫➝à➋❈➋❳➉✘➟➠↕Ù➋❳➍✺✹❳➉➥➜➌➋❈➜à➦❑➏➊➏❩➆✥➜➥➉➌➋❳➈➊➜➧➪●➚✬➋❈➜➌➋❳➵✿➋❳➜➌➔❳➒→➋➳➞❳ì❇➦❑➑→➋❳➵✿➋❳➍❇➉✴Û ➑ ➦❑➒➓➜➌➋↔Ø ➍❪➦❑➍❱➉➥➼❪➦❑➜à➦❑➵ ➦❑➍➬ä
➻ ➦❑➍➊➒→➋❳➑➠➅❱➉➌➋❳➜➥➍➊➼➎➋❳➒➓➵✿➋❳➜➧ä➩➋❳➉✪➣ ➍➎➆✥➈➊➛✬➋➧➦❑➈❘➚✬➋➧➦❑➍✶ë✪➋❳➑➓➑➓➒→➝➌➝✚➦❑➜➌➟ ➋❳➉✪å ➋➫➆✥➜➥ì✬➋➫➝✪➅✓✒➲➦❑➍➎➟➎➦❑➑➓➒→➝✶✞❇➈➊➒➎➵✿➋✻✑ ➆✥➍❇➉ ➑➙↕ ➼➎➆✥➍➊➍➎➋❳➈➊➜ ➟➊➋
✑➙➦❑➒➓➜➌➋✎➏❪➦❑➜➥➉➥➒→➋✴➟➩➈✄✂ ➈➊➜➥Ú✶➟➊➋ ➵ ➦↔➉➥➼➎➽➫➝à➋➲➪

Û ➋ ➉➥➜à➦➧➛✥➦❑➒➓➑ ➍➬↕ ➦❑➈➊➜à➦❑➒➓➉ ➏❪➦✥➝♣➞❳➉➌➞ ➵✿➋❳➍➎➞❈➣➳➉➌➋❳➜➥➵✿➋➨➝à➦❑➍➎➝ ➑➙↕ ➦✥➔➫➔❳➈➎➋❳➒➓➑á➋✆☎➩➔➫➋❳➏➊➉➥➒→➆✥➍➊➍➎➋❳➑➙ä❪➼❇➈➊➵ ➦❑➒➓➍ ➋❳➉♣➝➌➔❳➒→➋❳➍❇➉➥➒✬✫✭✞❱➈➎➋➲ä
➟➊➋ ➑➙↕Ù➞✼✞❇➈➊➒➓➏●➋ ➟➩➈❿➟➊➞❳➏❪➦❑➜➥➉➌➋❳➵✿➋❳➍❱➉ ➟➊➋ ➵ ➦❑➉➥➼➎➞❳➵ ➦❑➉➥➒✮✞❱➈➎➋➫➝ ➟➊➋ ➑➙↕ ➈➊➍➊➒➓➛✬➋❳➜➌➝➥➒➓➉➌➞✪➟➠↕➢➡➤➜➥➑→➞➧➦❑➍➎➝➧➪✎✯✔➋➫➝❜➜➌➋❳➵✿➋❳➜➌➔❳➒→➋❳➵✿➋❳➍❇➉➌➝ ➛✬➆✥➍❇➉
➏➊➑➓➈➎➝➬➏❪➦❑➜➥➉➥➒→➔❳➈➊➑➓➒→➽❳➜➌➋❳➵✿➋❳➍❱➉ ➣ Û ➑ ➦❑➒➓➜➌➋ Ø➤➍❪➦❑➍❇➉➥➼❪➦❑➜à➦❑➵ ➦❑➍➬ä✎✠ ➦❑➈➊➜➌➋❳➍❱➉áë✪➆✥➈➎➟➩➒➓➍➬ä✏✽➊➜à➦❑➍✿✾➫➆✥➒→➝➄Û ➆✥➵✴➐●➋➫➝➧ä❑Û ➑ ➦❑➒➓➜➌➋ ➻ ➋❳➐●➆✥➜➌➟➠ä
❀ ➛✬➋➫➝ ➻ ➋❳➍➊➒❁✥➧➋➧➦❑➈➬ä✥Õ➄➼➊➒➓➑➓➒➓➏➊➏●➋✪➚❇➦❑➵❿➒➓➍➊ì➎ä➲➅❱➉➌➞❳➏➊➼❪➦❑➍➊➒→➋✧✠ ➞❳ì✬➋❳➜➧ä✥➦➧➛✬➋➫➔ ➈➊➍➎➋ ➵✿➋❳➍❇➉➥➒→➆✥➍❿➝➥➏●➞➫➔❳➒ ➦❑➑→➋ ➏❩➆✥➈➊➜➄Û ➼➊➜➥➒→➝➥➉➌➋❳➑➓➑→➋✶✯✔➆✏❂
➜➥➒➓➑➓➑→➆✥➍ ➋❳➉ Ø➤➍➊➍➎➋✙✠➠➒➓ì✬➋❳➜ ➏❩➆✥➈➊➜♣➑→➋❳➈➊➜➤➟➩Ú❱➍❪➦❑➵❿➒→➝➥➵✿➋✴➋❳➉♣➑→➋❳➈➊➜♣➐●➆✥➍➊➍➎➋ ➼❇➈➊➵✿➋❳➈➊➜➧➪é➚✬➋➨➝➥➈➊➒→➝♣➞❳ì❇➦❑➑→➋❳➵✿➋❳➍❱➉ ➜➌➋➫➟➊➋❳➛➲➦❑➐➊➑→➋❈➣
➑➙↕Ù➞✼✞❱➈➊➒➓➏❩➋❿➟➠↕ ➦❑➑➓ì✬➽❳➐➊➜➌➋✿➟➠↕Ù➆✥➏●➞❳➜à➦❑➉➌➋❳➈➊➜➌➝✴➟➊➋➳➑➙↕✪✩ ➍➎➝➥➉➥➒➓➉➥➈➊➉❃✯❂➦❑➉➥➼➎➞❳➵ ➦❑➉➥➒✮✞❱➈➎➋✿➟➊➋❿➚➲➈➎➝➌➝➥➒→➋❳➈➬ä❄✞❱➈➊➒➄➵✠↕ ➦✶ì✬➞❳➍➎➞❳➜➌➋❳➈➎➝➌➋❳➵✿➋❳➍❱➉
➦✥➔➫➔❳➈➎➋❳➒➓➑➓➑➓➒➎➟➠↕ ➦❑➐●➆✥➜➌➟➳➣✘➚➲➈➎➝à➝➥➒→➋❳➈➬ä❑➏➊➈➊➒→➝ ➣✎Û ➼➎➋❳➛➲➦❑➑→➋❳➜➌➋❳➉✱☞✥➵✿➋❳➜➌➔❳➒➎➣ ✁ ➉➥➒→➋❳➍➊➍➎➋ ë ➑ ➦❑➍➎➔➌➼❪➦❑➜➌➟➠ä❅✯✔➒→➔➌➼➎➋❳➑ ✁ ➍➎➆➇➔✴✒●ä ✁ ➵❿➵ ➦✤❂
➍❇➈➎➋❳➑➄å✎➋❳➜➥➵ ➦❑➒➓➍➬ä❆✜➤➒➓➍➎➔➫➋❳➍❱➉✵✠ ➦✤❇➠➆✥➜➥ì➲➈➎➋➲ä❪➚❇➋➧➦❑➍✝❂❈✯ ➒→➔à➼➎➋❳➑❉✜ ➦❑➑➓➑➓➒➓➍ ➋❳➉✘➦❑➈✝☎ ➦❑➈➊➉➥➜➌➋➫➝➧➪ ✁ ➍✝✫➎➍✔➔➫➋✴➉➥➜à➦➫➛➲➦❑➒➓➑②➦➳➐●➞❳➍➎➞✆✫❪➔❳➒→➞
➟➊➋➤➑➙↕Ù➋✆☎➩➔➫➋❳➑➓➑→➋❳➍❱➉➌➋✘➆✥➜➥ì❇➦❑➍➊➒→➝✚➦❑➉➥➒→➆✥➍❘➟➩➈✠å✘➜➌➆✥➈➊➏●➋➤➟➊➋ ❰ ➋➫➔à➼➎➋❳➜➌➔➌➼➎➋ ✃ å✎➟ ❰ ❮ ➋❳➍✌➦❑➑➓ì✬➽❳➐➊➜➌➋➫➝✪➟➠↕Ù➆✥➏❩➞❳➜à➦❑➉➌➋❳➈➊➜➌➝➧ä➊➦❑➈➎➝➌➝➌➒❪➐➊➒→➋❳➍
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A
✃ ➜➌➋➫➝➌➏➬➪➎➝➥➈➊➜ ➈➊➍✲✫➎➐➊➜➌➞➨➟➊➋➨➐❪➦✥➝➌➋

A
❮➱ä❅✂ ➋✎➍➎➆✥➉➌➋

A|B = { f |B || f ∈ A} .➅❱➒
A

➋❳➉
B

➝➌➆✥➍❇➉ ➟➊➋❳➈✝☎❘➏❪➦❑➜➥➉➥➒→➋➫➝ ➟➠↕ ➈➊➍✔➋❳➍➎➝➌➋❳➵✴➐➊➑→➋➲ä▼✂ ➋✎➍➎➆✥➉➌➋
A − B = {x || x ∈ A

➋❳➉
x /∈ B } .

✖ ✍✘✗✚✙✛☞✎✜✢✟✣✒ ✠ ↕Ù➋❳➍➎➝à➋❳➵✴➐➊➑→➋♣➟➊➋➫➝➄➍➎➆✥➵❈➐➊➜➌➋➫➝➄➜➌➞➫➋❳➑→➝ ✃ ➜➌➋➫➝➥➏➬➪➲➔➫➆✥➵❿➏➊➑→➋✆☎➊➋➫➝✚❮á➋➫➝➥➉②➍➎➆✥➉➌➞
R ✃ ➜➌➋➫➝➥➏➬➪ C ❮➱➪➲➚❇➋ ➍➎➆✥➉➌➋

ı =
√
−1

✤ i
➝à➦❑➍➎➝➳➏●➆✥➒➓➍❇➉ ✤ ➑→➋❘➍➎➆✥➵✴➐➊➜➌➋ ➔➫➆✥➵❿➏➊➑→➋✆☎➩➋✠➟➊➋❘➔➧➦❑➜➥➜➌➞✳❂à➺➲➪❑✠➬➋❘➉➌➆✥➜➌➋✌➟➊➋✌➟➩➒➓➵✿➋❳➍➎➝➌➒→➆✥➍ ➺❘➋➫➝➥➉❿➒→➟➊➋❳➍❇➉➥➒✬✫❪➞ ➦❑➈✝☎

➍➎➆✥➵✴➐➊➜➌➋➫➝✘➔➫➆✥➵❿➏➊➑→➋✆☎➊➋➫➝♣➟➊➋ ➵✿➆➇➟➩➈➊➑→➋✿➺❿➾

T =
{

z = eıθ ∈ C
∣∣∣| |z| = 1

}
.

✠ ➦✴➟➩➈❪➦❑➑➓➒➓➉➌➞ ➋❳➍❇➉➥➜➌➋ ➈➊➍ ì➲➜➌➆✥➈➊➏●➋♣➑→➆➇➔➧➦❑➑→➋❳➵✿➋❳➍❇➉✪➔➫➆✥➵❿➏❪➦✥➔❳➉✦✥↔➋❳➉ ➝➌➆✥➍★➟➩➈❪➦❑➑ ✥̂➎ä❱➋❳➉ ➋❳➍ ➏❪➦❑➜➥➉➥➒→➔❳➈➊➑➓➒→➋❳➜ ➋❳➍❇➉➥➜➌➋➤➈➊➍ ➋➫➝➥➏❪➦✥➔➫➋
➛✬➋➫➔❳➉➌➆✥➜➥➒→➋❳➑

V
➋❳➉♣➝➌➆✥➍ ➟➩➈❪➦❑➑

V ∗ ä➎➋➫➝➥➉ ➍➎➆✥➉➌➞➫➋
✥̂ × ✥

> T

(χ, g) > 〈χ||g 〉 ,

✧✩★✎✪✫★ ✍ ★ ✗✭✬✮✟✯✒➀➻ ➦❑➍➎➝❘➔➫➋✺✞❇➈➊➒✎➝➥➈➊➒➓➉➧ä ➵ ✹❳➵✿➋✔➝➌➒✘➔➫➋❳➑ ➦❶➍➬↕Ù➋➫➝➥➉✶➏❪➦✥➝✶➏➊➜➌➞➫➔❳➒→➝➌➞✔➋❳➉✌➝à➦❑➈✝✑➨➒➓➍➎➟➩➒→➔➧➦❑➉➥➒→➆✥➍⑥➔➫➆✥➍❱➉➥➜à➦❑➒➓➜➌➋➲ä
➑→➋➫➝ ➋➫➝➌➏❪➦✥➔➫➋➫➝ ➉➌➆✥➏●➆✥➑→➆✥ì➲➒✮✞❇➈➎➋➫➝➤➔➫➆✥➍➎➝➥➒→➟➊➞❳➜➌➞➫➝➧ä❪➏❪➦❑➜➤➋✆☎➊➋❳➵❿➏➊➑→➋➨➑→➋➫➝♣➛➲➦❑➜➥➒→➞❳➉➌➞➫➝➧äé➝➌➋❳➜➌➆✥➍❇➉✱✰✳✲✵✴✛✶✸✷✳✲✹✰ ✃✻✺ ➦❑➈➎➝➌➟➊➆✥➜●❇ ❮➱➪➎Ø➤➒➓➍➎➝➥➒➙ä
➏❪➦❑➜✴➋✆☎➊➋❳➵❿➏➊➑→➋➲ä➠➈➊➍①➋➫➝➥➏❪➦✥➔➫➋ ➋➫➝➥➉✴➔➫➆✥➵❿➏❪➦✥➔❳➉ ✃ ➜➌➋➫➝➌➏➬➪●➑→➆❱➔➧➦❑➑→➋❳➵✿➋❳➍❱➉↔➔➫➆✥➵❿➏❪➦✥➔❳➉❿❮✘➝➥➒ ➋❳➉✴➝➌➋❳➈➊➑→➋❳➵✿➋❳➍❱➉❈➝➧↕ ➒➓➑ ➛➩➞❳➜➥➒✬✫❪➋❿➑ ➦
➏➊➜➌➆✥➏➊➜➥➒→➞❳➉➌➞✪➟➊➋ ë✪➆✥➜➌➋❳➑✬❂❈✠➬➋❳➐●➋➫➝➥ì➲➈➎➋✪➏●➆✥➈➊➜❜➑→➋➫➝❜➜➌➋➫➔➫➆✥➈➊➛➇➜➌➋❳➵✿➋❳➍❇➉➌➝ ➆✥➈➊➛✬➋❳➜➥➉➌➝ ✃ ➜➌➋➫➝➥➏➬➪✲➉➌➆✥➈➊➉á➏❩➆✥➒➓➍❱➉➄➦✥➟➩➵✿➋❳➉②➈➊➍↔➛✬➆✥➒→➝➥➒➓➍❪➦❑ì✬➋
✞❱➈➊➒➠➛➇➞❳➜➥➒✬✫❪➋➨➔➫➋❳➉➥➉➌➋➨➏➊➜➌➆✥➏➊➜➥➒→➞❳➉➌➞❵❮➱➪

➚✬➋✘➟➩➒→➝✧✞❇➈➬↕ ➈➊➍➎➋✎➦❑➏➊➏➊➑➓➒→➔➧➦❑➉➥➒→➆✥➍✌➋❳➍❇➉➥➜➌➋✘➟➊➋❳➈✝☎★➋➫➝➥➏❪➦✥➔➫➋➫➝ ➉➌➆✥➏❩➆✥➑→➆✥ì➲➒✮✞❱➈➎➋➫➝
X

f
> Y

➋➫➝➌➉ ➆✥➈➊➛✬➋❳➜➥➉➌➋✘➋❳➍★➈➊➍★➏❩➆✥➒➓➍❱➉
y ∈ f(X)

ä➎➝➥➒➠➉➌➆✥➈➊➉ ➛✬➆✥➒→➝➥➒➓➍❪➦❑ì✬➋❈➟➠↕ ➈➊➍✠➏❩➆✥➒➓➍❱➉ ➟➊➋
f−1 {y} ➋➫➝➥➉♣➋❳➍❇➛✬➆❵Ú➇➞✴➏❪➦❑➜

f
➝➥➈➊➜ ➈➊➍✠➛✬➆✥➒→➝➥➒➓➍❪➦❑ì✬➋✴➟➊➋

y
➪

➅❱➒
X

➋➫➝➥➉ ➈➊➍❘➋➫➝➥➏❪➦✥➔➫➋➤➉➌➆✥➏❩➆✥➑→➆✥ì➲➒✮✞❱➈➎➋✎➋❳➉
Y

➈➊➍➎➋➤➏❪➦❑➜➥➉➥➒→➋➲ä✡✂➥➋➤➍➎➆✥➉➌➋
Y

➝➌➆✥➍✌➦✥➟➩➼➎➞❳➜➌➋❳➍➎➔➫➋➲ä➩➋❳➉ ◦
Y

➝à➆✥➍★➒➓➍❱➉➌➞❳➜➥➒→➋❳➈➊➜➧➪
➅❱➒

X
f

> C
➋➫➝➥➉ ➈➊➍➎➋✔✑❒➆✥➍➎➔❳➉➥➒→➆✥➍ ➝➌➈➊➜

X
ä✎✂➥➋✎➍➎➆✥➉➌➋➨➝➌➆✥➍✠➝➥➈➊➏➊➏●➆✥➜➥➉

➅❱➈➊➏➊➏
f = {x ∈ X || f(x) 6= 0}.

➅❱➒
X

➋➫➝➌➉✶➈➊➍⑥➋➫➝➌➏❪➦✥➔➫➋❂➉➌➆✥➏❩➆✥➑→➆✥ì➲➒✮✞❱➈➎➋ ✃ ➜➌➋➫➝➥➏➬➪✪➑→➆➇➔➧➦❑➑→➋❳➵✿➋❳➍❇➉ ➔➫➆✥➵❿➏❪➦✥➔❳➉✚❮➱ä❑✂➥➋✮➟➊➞➫➝➥➒➓ì➲➍➎➋❂➏❪➦❑➜✔Û
(X)

✃ ➜➌➋➫➝➌➏➬➪Û✦✼
(X),

Û
0(X)

❮❜➑→➋➫➝❉✑❒➆✥➍➎➔❳➉➥➒→➆✥➍➎➝ ➔➫➆✥➍❇➉➥➒➓➍❇➈➎➋➫➝ ➝➥➈➊➜
X

➋❳➉ ➣➤➛✥➦❑➑→➋❳➈➊➜➌➝➄➔➫➆✥➵❿➏➊➑→➋✆☎➊➋➫➝ ✃ ➜➌➋➫➝➥➏➬➪✥➔➫➆✥➍❇➉➥➒➓➍❱➈➎➋➫➝ ➋❳➉ ➣✘➝➥➈➊➏➊➏●➆✥➜➥➉
➔➫➆✥➵❿➏❪➦✥➔❳➉➧ä➎➜➌➋➫➝➌➏➬➪➊➔➫➆✥➍❇➉➥➒➓➍❇➈➎➋➫➝✘➋❳➉✻✞❱➈➊➒➠➉➌➋❳➍➎➟➊➋❳➍❇➉➤➛✬➋❳➜➌➝ ➯✿➣↔➑➙↕ ➒➓➍✝✫➎➍➊➒▼❮➱➪
✽✿✾ ★ ✡ ✾☛❀ ✜✸✬❁✟❂✒ Õá➦❑➜✪➝➌➆✥➈➎➝●❂➙➛➲➦❑➜➥➒→➞❳➉➌➞➲ä✤✂❳↕Ù➋❳➍❱➉➌➋❳➍➎➟➊➝ ➒→➔❳➒❩➈➊➍➎➋✘➝➌➆✥➈➎➝●❂➙➛➲➦❑➜➥➒→➞❳➉➌➞✘➦❑➈❘➝➌➋❳➍➎➝ ➟➊➋✷✚Ùë✪➆✥➈ ✜②Ø ❰ ä❄❃✹❅✴➍❇❆❉❈✱❅➩➪❊❈➩➪ ➭
➏➬➪✝❖✑❈✤✣ ä✫❋❍●❏■❉●é➈➊➍➎➋➨➝➌➆✥➈➎➝●❂➙➛➲➦❑➜➥➒→➞❳➉➌➞✎➏➊➑→➆✥➍➊ì✬➞➫➋➲➪

➚✬➋✶➟➊➞➫➝➥➒➓ì➲➍➎➋ ➏❪➦❑➜❿Û ∞(M)
✃ ➜➌➋➫➝➥➏➬➪②Û ∞✼ (M)

ä❜➜➌➋➫➝➥➏➬➪➄Û ∞
0 (M)

❮ ➑➙↕Ù➋➫➝➥➏❪➦✥➔➫➋★➟➊➋➫➝❃✑ ➆✥➍➎➔❳➉➥➒→➆✥➍➎➝↔➔➫➆✥➵❿➏➊➑→➋✆☎➊➋➫➝➳➟➊➋
➔❳➑ ➦✥➝➌➝➌➋ Û ∞ ✃ ➜➌➋➫➝➥➏➬➪✥➟➊➋ ➔❳➑ ➦✥➝à➝➌➋♣Û ∞ ➣✘➝➥➈➊➏➊➏●➆✥➜➥➉á➔➫➆✥➵❿➏❪➦✥➔❳➉➧ä✥➜➌➋➫➝➌➏➬➪❑➟➊➋✪➔❳➑ ➦✥➝➌➝à➋✪Û ∞ ✞❇➈➊➒➩➉➌➋❳➍➎➟➊➋❳➍❱➉➄➛✬➋❳➜➌➝ ➯➤➣➤➑➙↕ ➒➓➍✝✫➎➍➊➒▼❮
➝➥➈➊➜ ➈➊➍➎➋ ➛➲➦❑➜➥➒→➞❳➉➌➞

M
✃✮❑ ●❏▲❉●➬➾➊➔➫➋➫➝ ➍➎➆✥➉à➦❑➉➥➒→➆✥➍➎➝✘➝➌➆✥➍❱➉♣➞❳➉➌➋❳➍➎➟➩➈➎➋✴➟➎➦❑➍➎➝ ➑→➋ ➉➌➋✆☎➩➉➌➋➨➣❿➟➊➋➫➝ ➏❪➦❑➜➥➉➥➒→➋➫➝

A
➟➊➋

M
❮➱➪



� ✁✄✂✄☎✆☎✞✝✆✟✡✠☛✝✄☞✍✌✏✎✑☞✒✂✓☞✕✔✖✎✗✌✑✠✘✠✕✙✕✁✚✟✛✝✜✠✣✢✤✁✥✎✦✙✡☎✄✎✗✧✩★✪✝✜✠ ❈

✫ � ✁✭✬✦✬❏✞✌✆✟☞ ✞❽✑ ✁ ✄✒✑✔✁☎✑✔✓✠✄ ✁ ☞ ☞❖✆☛✖✎✆ ✞✌☞✯✮☎✖❑✄✛✆✰✬ ✄✤✱✦✠☛✞✌☞
✰✳✲♠✰ ❣✐❤ q✒✚✫✭✮✜✤✭♠✥✢✚ ✸✂✾✢❤ ✚ ❤ ✣ ✲✘✶♠✵✷✸
✴✶✵✆✷✹✸✻✺✽✼✖✾❀✿❁✸❃❂✛✵✞✷❄✵✡❅❇❆❉❈❋❊●✵✡❍✆❊❏■❀❑✕✸✭▲

▼❖◆◗P❉❘❚❙❯❘❲❱✡❘❚❳✆❙❩❨❭❬❲❨❭❬❪❨❴❫ ❵✆❛❝❜✪❞❢❡❤❣❪✐❝❥✖❡❤✐❁❣❦❜✑❧❁❜♥♠ ✷♣♦rq✢✴s♦rt✈✉✑■ ❞✇✐❁❣✆✐✻❛♥❜①❛✽❞②❜①③♥④❁⑤ ❜
G
❜✖❞❢❡⑥⑤ ⑦♥❧❁⑧s❛❁❛❝⑨✇❜

⑩ ❧✒❶✹✐❁❛❝❜♥⑤ ⑧❸❷r❧❁❜✓❥✇⑧s③♥❹①⑧①❞✖❷ ❡❀❷ ⑧s❛✥❷❺❛✽❡✩❜①❣❲❛❝❜①❻❼⑦✻❹❁❹r❜①⑤ ⑨✇❜♥③✰✐❁⑤ ❡❀❷❺❹❁⑤❽❷ ❥✽⑦✽❡❾❷ ⑧s❛❯⑧s✐✪❥✇⑧s③✰❹r⑧①❞✖❷ ❡❾❷ ⑧s❛✻❻✻❧❁⑨❤❿◗❛r❷ ❜✰❹➀⑦❋❣❄❡❾❷ ❜①⑤➁⑤ ❜①③✄❜①❛✽❡✭➂

G × G ⊃ G(2) m
> G

(γ, δ) > γδ,

⑩ ❧✒❶✹✐❁❛❝❜✏❷❺❛✇➃➀⑧s⑤➁✐❝❡❀❷ ⑧s❛❁❻❉⑦❁❹✻❹①❜①⑤ ⑨✇❜✏❷➄❛✽➃➀❜①❣❄❞②❜①❻✒❧❁⑨❤❿◗❛r❷ ❜✪❞✇✐✻❣ G ❡♣⑧s✐✽❡✗❜①❛❝❡❀❷ ❜①❣

G
i

> G

γ > γ−1,
➅ ✐r❷❼➃➀⑨①❣➆❷ ❿s❜①❛✽❡⑥⑤ ❜✖❞✑❹❋❣❦⑧s❹❋❣➆❷ ⑨✖❡♣⑨✖❞✭❞✇✐r❷ ➃❋⑦❁❛❝❡✩❜✖❞✥➂
⑩ ⑦❝❞❢❞②⑧❸❥❋❷ ⑦❝❡❀❷ ➃❁❷ ❡♣⑨✰➂s❞✖❷➇⑤ ❜✖❞✪❹➀❣➈⑧❼❧❏✐❁❷ ❡✩❞ γδ

❜✖❡
δε
❜❾➉✻❷ ❞❢❡✩❜①❛❝❡✗⑦✻⑤ ⑧❁❣❦❞

(γδ)ε, γ(δε)
⑦✻✐✽❞❢❞✖❷❼❜✖❡✄❷➄⑤ ❞✜❞②⑧s❛✽❡✤⑨✖➊✻⑦✻✐✖➉❸➋

⑩ ❞✖❷❺③✰❹❁⑤➁❷ ❿❏❥✽⑦✽❡❾❷ ⑧s❛✑❧❁❜✖❞✑✐✻❛r❷ ❡♣⑨✖❞✥➂◗⑤ ❜✖❞✭❧❁❜①✐✖➉✶⑨①⑤ ⑨①③⑥❜①❛✽❡✩❞ γ
❜✖❡

γ−1 ❞②⑧s❛✽❡✜❡♣⑧s✐❚➌✩⑧s✐❁❣❄❞❯❥✇⑧s③♥❹r⑧①❞❀⑦❁④❁⑤ ❜✖❞✑➍ ❋ ●✏■✢●
(γ, γ−1) ∈ G(2) ➎ ❻❉❜✖❡✜❞✖❷ γ ❜✖❡ δ

⑤ ❜✄❞②⑧s❛❝❡✤⑦✻✐✽❞❢❞✖❷➄❻✒⑧s❛✦⑦➏➂

γ−1(γδ) = δ.
➐ ❡✗❧❁❜➑③⑥⑦✻❛r❷ ➒①❣❦❜✥⑦❁❛❋⑦❁⑤ ⑧①➊❏✐❝❜✥⑧s❛✦⑦➏➂

(δγ)γ−1 = δ.

➡➤➍✠➏●➋❳➈➊➉ ➦❑➑→➆✥➜➌➝ ➟➊➞✆✫➎➍➊➒➓➜ ➑→➋➫➝♣➆✥➐✝✂ ➋❳➉➌➝ ➝➥➈➊➒➓➛✥➦❑➍❱➉➌➝✴➾
➓ ✠ ↕Ù➋❳➍➎➝➌➋❳➵✴➐➊➑→➋

G(0) =
{

u = γγ−1
∣∣| γ ∈ G

} ➋➫➝➥➉ ➦❑➏➊➏●➋❳➑→➞ ■✹✰❍✴✛✶✻➔ ■✏✉✑■✹✰✥q ❑ ❋✈→✵✲✹✰ ➟➩➈✌ì➲➜➌➆✥➈➊➏❩➆✎✍➙➟➊➋➲➪
➓ ✠ ➋➫➝♣➟➊➋❳➈✝☎ ➦❑➏➊➏➊➑➓➒→➔➧➦❑➉➥➒→➆✥➍➎➝ ➝➥➈➊➜ ✂➥➋➫➔❳➉➥➒➓➛✬➋➫➝

G >

b,s
> G(0)

➦❑➏➊➏●➋❳➑→➞➫➋➫➝ ▲❤qs→ ä
b
ä➊➋❳➉ ✰✖♦rq☛✷❢➔ ■❳ä

s
➟➊➞✆✫➎➍➊➒→➋➫➝ ➏❪➦❑➜✴➾

b(γ) = γγ−1 s(γ) = γ−1γ.

➓ ✠ ↕ ➒➓➍✎✂ ➋➫➔❳➉➥➒→➆✥➍
G(0) ⊂

j
> G

➪
✁ ➉➤➆✥➍ ➦

G(2) =
{

(γ, δ) ∈ G2
∣∣| s(γ) = b(δ)

}
.➡➤➍✠➏●➋❳➈➊➉♣➝➌➔à➼➎➞❳➵ ➦❑➉➥➒→➝➌➋❳➜ ➑ ➦↔➵❈➈➊➑➓➉➥➒➓➏➊➑➓➒→➔➧➦❑➉➥➒→➆✥➍ ➝➥➈➊➜ ➈➊➍✌ì➲➜à➦❑➏➊➼➎➋✿➾

s(γ) = b(δ)

✠�
�

�
�

�
γ

■❅
❅

❅
❅

❅

δ

b(γ) <

ε = γδ
s(δ)
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➻ ➆✥➍➊➍➎➆✥➍➎➝✻✞❱➈➎➋❳➑✮✞❱➈➎➋➫➝♣➋✆☎➩➋❳➵❿➏➊➑→➋➫➝ ➈➎➝➥➈➎➋❳➑→➝♣➟➊➋ ì➲➜➌➆✥➈➊➏●➆✎✍➙➟➊➋➫➝✴➾
�✂✁☎✄✝✆✟✞✡✠☛✄✌☞✒❬
✃ ➯✬❮✠➅❱➉➥➜➥➈➎➔❳➉➥➈➊➜➌➋ ➟➊➋ ♠ ✷❢♦①q❉✴s♦①t➆✉✑■✤→✻✷ ❋✎✍❉❋✻✶✑✏✪➝➥➈➊➜➠➈➊➍✴➋❳➍➎➝à➋❳➵✴➐➊➑→➋

X
➪❑➡➤➍➨➏➊➜➌➋❳➍➎➟

G = X
ä➧➋❳➉

G(2) ➋➫➝➌➉➠➑ ➦ ➟➩➒ ➦❑ì✬➆✥➍❪➦❑➑→➋➟➊➋
X × X

➦➧➛✬➋➫➔ ➑→➋ ➏➊➜➌➆➇➟➩➈➊➒➓➉ ➟➊➞✆✫➎➍➊➒➬➏❪➦❑➜
γ.γ = γ

➋❳➉ ➑➙↕ ➒➓➍❇➛✬➋❳➜➌➝➌➋
γ−1 = γ

☞❪➦❑➑→➆✥➜➌➝
G(0) = X

➪
✃ ➺❵❮❘Ó❜➆✥➈➊➉❈ì➲➜➌➆✥➈➊➏●➋ ✥❂➋➫➝➥➉✴➈➊➍①ì➲➜➌➆✥➈➊➏●➆✎✍➙➟➊➋➲äá➦➧➛✬➋➫➔

G =
✥❪ä

G(2) =
✥ × ✥éä

G(0) = {1} ➪✱✠➬➋ ➏➊➜➌➆❱➟➩➈➊➒➓➉➳➋❳➉
➑➙↕ ➒➓➍❱➛✬➋❳➜➌➝➌➋✴➝à➆✥➍❇➉ ➔➫➋❳➈✝☎✌➟➊➋ ✥❪➪

✃ ➸✬❮✳✠ ➋ ♠ ✷❢♦①q✢✴❏♦①t✈✉☛■➑✉✑■✹✰ ✴✛✶✠❋✏✷ ■✹✰ ➝➥➈➊➜ ➈➊➍ ➋❳➍➎➝à➋❳➵✴➐➊➑→➋
X

➪
Û✘↕Ù➋➫➝➌➉♣➑→➋✎ì➲➜➌➆✥➈➊➏❩➆✎✍➙➟➊➋

G = X × X
➵✴➈➊➍➊➒á➟➩➈✠➏➊➜➌➆❱➟➩➈➊➒➓➉♣➋❳➉➤➟➊➋✎➑➙↕ ➒➓➍❇➛✬➋❳➜➌➝➌➋❈➟➊➞✆✫➎➍➊➒→➝♣➏❪➦❑➜✴➾

(x, y)(y, z) = (x, z), (x, y)−1 = (y, x),

❋❍●✏■✢●
(x, y)

➋❳➉
(y′, z)

➝➌➆✥➍❱➉➳➔➫➆✥➵❿➏●➆➲➝à➦❑➐➊➑→➋➫➝❿➝➥➒✪➋❳➉❿➝➌➋❳➈➊➑→➋❳➵✿➋❳➍❇➉✿➝➌➒
y = y′

➪❑✠➬➋➫➝✿➦❑➏➊➏➊➑➓➒→➔➧➦❑➉➥➒→➆✥➍➎➝❿➐➊➈➊➉❿➋❳➉
➝à➆✥➈➊➜➌➔➫➋➨➝➌➆✥➍❇➉✘➦❑➑→➆✥➜➌➝

b(x, y) = (x, x), s(x, y) = (y, y).
✁ ➉♣➑➙↕Ù➋➫➝➥➏❪➦✥➔➫➋➨➟➊➋➫➝ ➈➊➍➊➒➓➉➌➞➫➝➤➝➧↕ ➒→➟➊➋❳➍❇➉➥➒✬✫❪➋✴➍❪➦❑➉➥➈➊➜➌➋❳➑➓➑→➋❳➵✿➋❳➍❇➉ ➦➫➛✬➋➫➔

X
➏❪➦❑➜✴➾

G(0)
> X

(x, x) > x.

✃ ➭✬❮✳✠ ➋ ♠ ✷❢♦①q✢✴❏♦①t✈✉☛■➑✉✑■✂✏✓✒ ✶❁➔✇→✻❋➆♦ ❑ ✉✔✒ q ❑ ♠ ✷❢♦①q✢✴✭■✱✰❾q ✷✥q ❑ ■ ❑ ✰✢■✖✕ ▲✖✏ ■↔➪
➅❱➒ ➈➊➍✌ì➲➜➌➆✥➈➊➏❩➋ ✥✶➦❑ì➲➒➓➉➤➣↔ì❇➦❑➈➎➔➌➼➎➋❈➝➥➈➊➜ ➈➊➍ ➋❳➍➎➝➌➋❳➵❈➐➊➑→➋

X
➏❪➦❑➜

X × ✥
> X

(x, g) > g.x,

➆✥➍ ➏➊➜➌➋❳➍➎➟
G = X × ✥✻☞

G(2) ➋➫➝➥➉ ➟➊➞✆✫➎➍➊➒➬➏❪➦❑➜ ➑ ➦❿➟➊➆✥➍➊➍➎➞➫➋✴➟➊➋➫➝ ➦❑➏➊➏➊➑➓➒→➔➧➦❑➉➥➒→➆✥➍➎➝ ➐➊➈➊➉➤➋❳➉♣➝➌➆✥➈➊➜➌➔➫➋
b(x, g) = g.x ; s(x, g) = x.

✁ ➉ ➆✥➍✔➦↔➑→➋✎➏➊➜➌➆➇➟➩➈➊➒➓➉ ➋❳➉♣➑➙↕ ➒➓➍❇➛✬➋❳➜➌➝à➋
(y, h)(x, g) = (x, hg),

➝➥➒
y = g.x ; (x, g)−1 = (g.x, g−1).

✠ ➋✪ì➲➜➌➆✥➈➊➏❩➆✎✍➙➟➊➋
G

➋➫➝➥➉②➍➎➆✥➉➌➞
X ⋊

✥❪➪✬➡➤➍❿➏●➋❳➈➊➉➄➦❑➈➎➝à➝➥➒➩➑→➋✪➛✬➆✥➒➓➜②➟➊➋✪➑ ➦➤➵ ➦❑➍➊➒→➽❳➜➌➋ ➏➊➑➓➈➎➝②➍❪➦❑➉➥➈➊➜➌➋❳➑➓➑→➋ ➝➥➈➊➒➓➛✥➦❑➍❱➉➌➋ ➾
G = {(y, g, x) ∈ X × ✥ × X || y = g.x} ,

➵❈➈➊➍➊➒❜➟➊➋✎➑ ➦➳➵❈➈➊➑➓➉➥➒➓➏➊➑➓➒→➔➧➦❑➉➥➒→➆✥➍➬äé➟➊➋➨➑➙↕ ➒➓➍❇➛✬➋❳➜➌➝➌➋➨➋❳➉➤➟➊➋➫➝ ➦❑➏➊➏➊➑➓➒→➔➧➦❑➉➥➒→➆✥➍➎➝ ➐➊➈➊➉♣➋❳➉➤➝➌➆✥➈➊➜➌➔➫➋ ➝➥➈➊➒➓➛➲➦❑➍❇➉➌➝✴➾
(z, h, y)(y, g, x) = (z, hg, x), (y, g, x)−1 = (x, g−1, y),

b((y, g, x)) = (y, 1, y), s((y, g, x)) = (x, 1, x).➡➤➍❶➜➌➋❳➵ ➦❑➜✴✞❇➈➎➋❳➜à➦ ✞❱➈➎➋➲ä ➟➎➦❑➍➎➝❈➑→➋ ➔➧➦✥➝↔➆✑✗①➑➙↕ ➦✥➔❳➉➥➒→➆✥➍☛➋➫➝➥➉➨➑➓➒➓➐➊➜➌➋➲ä✦❋ ●✏■✢●á➉➌➋❳➑➓➑→➋✛✞❇➈➎➋ ✥ × X
➝➧↕ ➒➓➍✎✂ ➋➫➔❳➉➌➋★➟➎➦❑➍➎➝

X × X
➏❪➦❑➜➤➑➙↕ ➦❑➏➊➏➊➑➓➒→➔➧➦❑➉➥➒→➆✥➍

(g, x) 7→ (x, g.x)
ä➠➦❑➑→➆✥➜➌➝

X ⋊
✥❘➝➧↕ ➒→➟➊➋❳➍❇➉➥➒✬✫❪➋✿➦➧➛✬➋➫➔❈➈➊➍❂➝➌➆✥➈➎➝●❂➙ì➲➜➌➆✥➈➊➏●➆✎✍➙➟➊➋

➟➩➈ ì➲➜➌➆✥➈➊➏❩➆✎✍➙➟➊➋
X × X

➟➊➋➫➝ ➏❪➦❑➒➓➜➌➋➫➝♣➝➥➈➊➜
X

➪
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� ❈❋❊●✵✡❍✆❊✒■❀❑✡✸❼✺♥✼✽❊●❍✆❊✂✁ ❊●❆✂✄ ❂✛✵❭✸❼✺✆☎ ✺✞✝✛✺✇✼✠✟☛✡✣✸✻✺✶❑✕✸✌☞✎✍✏✍❏❈
➡➤➍ ➞❳➉➌➋❳➍➎➟✠➍❪➦❑➉➥➈➊➜➌➋❳➑➓➑→➋❳➵✿➋❳➍❇➉✘➑ ➦➳➟➊➞✆✫➎➍➊➒➓➉➥➒→➆✥➍✔➟➊➋➫➝ ì➲➜➌➆✥➈➊➏●➋➫➝♣➉➌➆✥➏●➆✥➑→➆✥ì➲➒✮✞❇➈➎➋➫➝❈➾

▼❖◆◗P❉❘❚❙❯❘❲❱✡❘❚❳✆❙ ❨❭❬❪❨❭❬✒✑✍❫ ✓✪❛✰⑦✻❹❁❹r❜①⑤➁⑤ ❜✪♠ ✷❢♦①q❉✴s♦①t➆✉✑■✦→❪♦✹✴s♦✑✏✹♦ ♠ ❋✒✔✖q✭■ ✐❁❛✑➊❏❣❦⑧s✐❁❹r⑧✖✕ ❧❁❜
G
③♥✐❁❛r❷❼❧✒❶✹✐❁❛❝❜✪❡♣⑧s❹①⑧s⑤ ⑧①➊s❷ ❜

❥✇⑧s③✰❹❋⑦✽❡❾❷➄④❁⑤ ❜✰⑦✽➃➀❜✇❥ ⑤ ❜✖❞✥⑤ ⑧❸❷ ❞❯❧❏✐✏➊❏❣❦⑧s✐❁❹r⑧✖✕ ❧❁❜ ❋❍●❏■✢● ❡✩❜①⑤➄⑤ ❜ ➅ ✐➀❜ ⑤ ❜✖❞✄⑦❁❹✻❹❁⑤❽❷ ❥✽⑦✽❡❾❷ ⑧s❛✽❞✥❷➄❛✇➃➀❜①❣❦❞②❜①❻❭❹❋❣❦⑧❼❧✒✐r❷ ❡✑➍❪❜✖❡❯❧❁⑧s❛➀❥ ④❁✐❝❡❯❜✖❡
❞②⑧s✐❁❣❦❥✇❜ ➎

G(2) m
> G

i
> G

b,s
>
> G(0)

❞②⑧❸❷ ❜①❛❝❡✆❥✇⑧s❛✽❡❀❷❺❛❁✐❝❜✖❞✇❻❏⑧✘✗
G(2) ❜✖❞❢❡❯③✰✐❁❛❁❷✻❧❁❜✰⑤ ⑦✪❡♣⑧s❹①⑧s⑤ ⑧①➊s❷ ❜✥❷➄❛❝❧❏✐❁❷ ❡♣❜✰❹➀⑦❋❣ G×G

❻❏❜✖❡
G(0) ❧❁❜✦⑤ ⑦⑥❡✩⑧s❹r⑧s⑤ ⑧①➊s❷ ❜✑❷❺❛❝❧❏✐r❷ ❡✩❜❹➀⑦❋❣

G
➋

� ✁ ✄✝✆ ✞✔✠☛✄ ❬ ✤ ➅➇➆✥➒➓➉↔➈➊➍①ì➲➜➌➆✥➈➊➏●➋✿➉➌➆✥➏●➆✥➑→➆✥ì➲➒✮✞❇➈➎➋ ✥❂➦❑ì➲➒→➝à➝à➦❑➍❇➉↔➔➫➆✥➍❇➉➥➒➓➍✏✙➊➵✿➋❳➍❇➉✿➝➌➈➊➜➨➈➊➍❶➋➫➝➥➏❪➦✥➔➫➋ ➉➌➆✥➏❩➆✥➑→➆✥ì➲➒✮✞❱➈➎➋
X

➪➇Ø ➑→➆✥➜➌➝ ➑→➋➤ì➲➜➌➆✥➈➊➏❩➆✎✍➙➟➊➋
X ⋊

✥➳➋➫➝➥➉ ➈➊➍★ì➲➜➌➆✥➈➊➏●➆✎✍➙➟➊➋ ➉➌➆✥➏●➆✥➑→➆✥ì➲➒✮✞❱➈➎➋✘➝➌➒é➆✥➍✶➑→➋♣➵✴➈➊➍➊➒➓➉ ➟➊➋➤➑ ➦ ➉➌➆✥➏●➆✥➑→➆✥ì➲➒→➋✘➒➓➍➎➟➩➈➊➒➓➉➌➋
➏❪➦❑➜

X × ✥❪➪éÛ✘↕Ù➋➫➝➥➉ ➉➌➆✥➈✎✂➥➆✥➈➊➜➌➝ ➔➫➋❳➉➥➉➌➋➨➉➌➆✥➏❩➆✥➑→➆✥ì➲➒→➋✙✞❱➈➎➋✎➑➙↕Ù➆✥➍ ➔➫➆✥➍➎➝➥➒→➟➊➞❳➜➌➋❳➜à➦✿➏❪➦❑➜ ➑ ➦❿➝➥➈➊➒➓➉➌➋➲➪
✠ ➦↔➍➎➆✥➉➥➒→➆✥➍ ➦❑➍❪➦❑➑→➆✥ì➲➈➎➋❈➣❈➔➫➋❳➑➓➑→➋ ➟➊➋✘➵✿➋➫➝➥➈➊➜➌➋ ➟➊➋ ✺ ➦➲➦❑➜ ➝➥➈➊➜✪➈➊➍✌ì➲➜➌➆✥➈➊➏❩➋✎➏➊➜➌➋❳➍➎➟❘➑ ➦❃✑ ➆✥➜➥➵✿➋ ➝➥➈➊➒➓➛➲➦❑➍❇➉➌➋ ➝➥➈➊➜✪➑→➋➫➝

ì➲➜➌➆✥➈➊➏●➆✎✍➙➟➊➋➫➝✴➾
▼❖◆◗P❉❘❚❙❯❘❲❱✡❘❚❳✆❙ ❨❭❬❲❨❭❬✛✚ ❫ ✜●❷

G
❜✖❞❢❡ ✐❁❛✤➊❏❣❦⑧s✐✻❹①⑧✖✕✈❧❁❜✗❡✩⑧s❹r⑧s⑤ ⑧①➊s❷ ➅ ✐❝❜①❻❋⑧s❛✭⑦✻❹❁❹r❜①⑤➁⑤ ❜ ✰✣✢ ✰✖→✥✤✖✕ ■✭✉✑■✧✦ ✶✎✶✠✷ ➍✥★✗➊✻⑦❁✐❝❥✪✩➀❜ ➎✐❁❛❝❜✬✫❪⑦❁③✰❷➄⑤➁⑤ ❜

(µu)u∈G(0)

❧❁❜♥③✄❜✖❞✇✐✻❣❦❜✖❞❯④r⑧❁❣❦⑨①⑤➁❷ ❜①❛❁❛➀❜✖❞✜❥✇⑧s③✰❹✻⑤ ❜❾➉❋❜✖❞✇❻ ➅ ✐r❷❁❧✻⑦✻❛✽❞✄⑤ ❜✖❞✞❥✽⑦❝❞✜⑨✖❡❤✐❝❧s❷ ⑨✖❞✓❷ ❥❋❷①❞②❜①❣❦⑧s❛✽❡✭❹r⑧①❞✖❷ ❡❾❷ ➃❋❜✖❞
❣❦⑨✇❜①⑤➄⑤ ❜✖❞✇❻s❞✇✐❁❣✆⑤ ❜✖❞✜❿◗④❋❣❦❜✖❞✓❧❁❜✏⑤➄❶➁⑦❁❹❁❹✻⑤❽❷ ❥✽⑦❝❡❾❷ ⑧s❛✶④❁✐❝❡⑥➂

Gu = {γ ∈ G || b(γ) = u} , u ∈ G(0),

➅ ✐r❷s❜✖❞❢❡✓❷❺❛✇➃❋⑦❋❣➆❷ ⑦❁❛❝❡✩❜✏❹➀⑦❋❣✡❡❾❣ ⑦❁❛✽❞✇⑤ ⑦✽❡❾❷ ⑧s❛❝❞⑥➍✥★✰➊✻⑦✻✐❝❥✪✩❝❜ ➎ ❋❍●✏■✢● ❞✖❷ f ∈ Û ✼
(G)

❜✖❡
γ ∈ G

⑦❁⑤ ⑧❁❣❄❞
∫

Gs(γ)
f(γδ)µs(γ)(δ) =

∫

Gb(γ)
f(ε)µb(γ)(ε).

❵✆❛❃❞✮✭❝❞❢❡✩➒①③⑥❜☛❧❁❜✰✯✕⑦❋⑦❋❣✓❞②❜①❣ ⑦❃❧s❷ ❡ ➔②♦ ❑ →✻❋ ❑ q ⑤ ⑧✻❣❄❞ ➅ ✐❝❜①❻✭❹r⑧s✐❁❣✄❡✩⑧s✐✽❡♣❜✱✫✈⑧s❛➀❥✖❡❀❷ ⑧s❛
f
❧❼⑦❁❛✽❞ Û✦✼

(G)
❻❯⑤➁❶➁⑦✻❹❁❹❁⑤➁❷ ❥✽⑦❝❡❀❷ ⑧s❛

❞✇✐r❷ ➃❋⑦❁❛❝❡✩❜✑❜✖❞❢❡✤❥✇⑧s❛✽❡❾❷➄❛❁✐❝❜ ➂
u ∈ G(0) 7→

∫

Gu

fµu.

❵✆❛✰❞✮✭❝❞❢❡✩➒①③⑥❜✪❧❁❜✲✯ ⑦➀⑦❋❣✡❞②❜①❣➈⑦✰❧❏❷ ❡ ✴ ✏ ■ ❋ ❑ ❞✖❷s❥✪✩➀⑦ ➅ ✐❝❜➑③✄❜✖❞✇✐✻❣❦❜ µu ⑦✶❹r⑧s✐❁❣✡❞✇✐❁❹❁❹r⑧❁❣❦❡ Gu ➋

➡➤➍✜➟➊➞✆✫➎➍➊➒➓➉✌➟➊➋ ➵ ✹❳➵✿➋✔➈➊➍❆➝➌Ú➇➝➥➉➌➽❳➵✿➋✔➟➊➋ ✺ ➦➲➦❑➜✰✳✍✉✠✷♣♦✸❋ →✵■ ✃ ➜➌➋➫➝➥➏➬➪ ➔➫➆✥➍❇➉➥➒➓➍❱➈é❮✶➔➫➆✥➵❿➵✿➋ ➈➊➍➎➋ ✑ ➦❑➵❿➒➓➑➓➑→➋❂➟➊➋
➵✿➋➫➝➥➈➊➜➌➋➫➝

(µu)u∈G(0)

➝➥➈➊➜❈➑→➋➫➝✷✫➎➐➊➜➌➋➫➝
Gu = {γ ∈ G || s(γ) = u} ➟➊➋★➑➙↕ ➦❑➏➊➏➊➑➓➒→➔➧➦❑➉➥➒→➆✥➍✝➝➌➆✥➈➊➜➌➔➫➋➲äá➒➓➍❇➛➲➦❑➜➥➒ ➦❑➍❇➉➌➋

➏❪➦❑➜♣➉➥➜à➦❑➍➎➝➥➑ ➦❑➉➥➒→➆✥➍➎➝✘➣➳➟➩➜➌➆✥➒➓➉➌➋✿❋❍●❏■✢●

∫

Gb(δ)

f(γδ)µb(δ)(γ) =

∫

Gs(δ)

f(ε)µs(δ)(ε),

➝➥➒
f ∈ Û ✼

(G)
➋❳➉

δ ∈ G
✃ ➜➌➋➫➝➥➏➬➪➎➋❳➉ ➔➫➆✥➍❱➉➥➒➓➍❇➈é❮➱➪

✁ ➍❞➏❪➦❑➜➥➉➥➒→➔❳➈➊➑➓➒→➋❳➜➳➉➌➆✥➈➊➉❈➝➥Ú➩➝➥➉➌➽❳➵✿➋★➟➊➋ ✺ ➦➲➦❑➜➳➣✠ì❇➦❑➈➎➔➌➼➎➋★➒➓➍➎➟➩➈➊➒➓➉❈➈➊➍☛➝➥Ú➩➝➥➉➌➽❳➵✿➋✿➟➊➋ ✺ ➦➲➦❑➜➳➣✠➟➩➜➌➆✥➒➓➉➌➋➲ä❜➏❪➦❑➜❈➑ ➦
✑ ➆✥➜➥➵✴➈➊➑→➋✿➾

∫

Gu

f(γ)µu(γ) =

∫

Gu

f(β−1)µu(β),
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Õá➆✥➈➊➜ ➑→➋➫➝ ì➲➜➌➆✥➈➊➏❩➋➫➝✪➑→➆➇➔➧➦❑➑→➋❳➵✿➋❳➍❇➉♣➔➫➆✥➵❿➏❪➦✥➔❳➉➌➝♣➆✥➍✌➦❈➈➊➍❘➜➌➞➫➝➥➈➊➑➓➉à➦❑➉ ➟➠↕Ù➋✆☎➇➒→➝➥➉➌➋❳➍➎➔➫➋✎➋❳➉ ➟➠↕ ➈➊➍➊➒→➔❳➒➓➉➌➞➲ä➎➣✴➈➊➍✛✑➙➦✥➔❳➉➌➋❳➈➊➜
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➔➧➦❑➉➥➒→➆✥➍✠➐➊➈➊➉

b
✃ ➜➌➋➫➝➥➏➬➪➎➝à➆✥➈➊➜➌➔➫➋

s
❮ ➋➫➝➥➉➤➆✥➈➊➛✬➋❳➜➥➉➌➋➲➪

✁ ➍❂➏❪➦❑➜➥➉➥➒→➔❳➈➊➑➓➒→➋❳➜➧ä➠➈➊➍✮➝➌➆✥➈➎➝ ❂➙ì➲➜➌➆✥➈➊➏❩➆✎✍➙➟➊➋➳➟➠↕ ➈➊➍❂ì➲➜➌➆✥➈➊➏❩➆✎✍➙➟➊➋ ✞❱➈➊➒②➏❩➆➲➝à➝➌➽➫➟➊➋✴➈➊➍✮➝➥Ú➩➝➥➉➌➽❳➵✿➋↔➟➊➋ ✺ ➦➲➦❑➜ ➔➫➆✥➍❇➉➥➒➓➍❱➈
➍➬↕Ù➋❳➍ ➏●➆➲➝➌➝➌➽➫➟➊➋➲ä➎➑➓➈➊➒➙ä➎➏❪➦✥➝❍✑ ➆✥➜➌➔➫➞❳➵✿➋❳➍❇➉➧➪●Õ②➦❑➜✘➦❑➒➓➑➓➑→➋❳➈➊➜➌➝➤➑ ➦❿➜➌➞➫➔❳➒➓➏➊➜➌➆■✞❇➈➎➋❈➟➊➋✴➔➫➋❳➉➥➉➌➋✴➏➊➜➌➆✥➏❩➆➲➝➥➒➓➉➥➒→➆✥➍ ➋➫➝➥➉❍✑➙➦❑➈➎➝➌➝➌➋➲ä➎➝✚➦❑➈✝✑
➟➎➦❑➍➎➝♣➔➫➋❳➜➥➉à➦❑➒➓➍➎➋➫➝✘➔❳➑ ➦✥➝➌➝➌➋➫➝ ➟➊➋ ì➲➜➌➆✥➈➊➏●➆✎✍➙➟➊➋➫➝♣➏❪➦❑➜➥➉➥➒→➔❳➈➊➑➓➒→➽❳➜➌➋➫➝✵✞❱➈➎➋✎➑➙↕Ù➆✥➍✠➛✬➋❳➜➥➜à➦➳➏➊➑➓➈➎➝ ➑→➆✥➒➓➍➬➪
� ❈❋❊●✵✡❍✆❊✒■❀❑✡✸❼✺✦❑✕✸✝✆✧✄➈✸

➡➤➍✠ì✬➞❳➍➎➞❳➜à➦❑➑➓➒→➝à➋ ➑ ➦❿➟➊➞✆✫➎➍➊➒➓➉➥➒→➆✥➍ ➟➊➋➫➝ ì➲➜➌➆✥➈➊➏❩➋➫➝♣➟➊➋❃✠➠➒→➋✿➾
▼❖◆◗P❉❘❚❙❯❘❲❱✡❘❚❳✆❙ ❨❭❬❪❨❭❬✟✞ ❫ ✓✪❛ ⑦❁❹✻❹①❜①⑤➄⑤ ❜✘♠ ✷❢♦①q❉✴s♦①t➆✉✑■ ✉✑■✡✠ ❋❍■ ✐❁❛❃➊❏❣➈⑧s✐❁❹r⑧✖✕ ❧❁❜ ③♥✐❁❛r❷ ❧❏❶✹✐❁❛❝❜❃❞❢❡❾❣❲✐❝❥✖❡❾✐✻❣❦❜ ❧❁❜
➃❋⑦❋❣➆❷ ⑨✖❡✩⑨✑❧✻❜✥❥①⑤ ⑦❝❞❢❞②❜ Û ∞ ❥✇⑧s③✰❹➀⑦❝❡❀❷❺④❁⑤ ❜✥⑦✽➃➀❜✇❥➑⑤ ❜✖❞✪⑤ ⑧❸❷ ❞✭❧❏✐♥➊❏❣❦⑧s✐❁❹r⑧✖✕ ❧❁❜✰❥①❶❽❜✖❞❢❡☞☛ ★✌☛❲❧s❷➄❣➈❜➑➂
⑩✎✍ ❶➁⑦✻❹❁❹❁⑤➁❷ ❥✽⑦❝❡❀❷ ⑧s❛➑❷➄❛✇➃❋❜①❣❄❞②❜ G

i
> G

❜✖❞❢❡✜❧❁❜✥❥①⑤ ⑦✽❞❢❞②❜ Û ∞ ➋
⑩✎✍ ❜✖❞➏✐❁❛r❷ ❡♣⑨✖❞ G(0) ✫✈⑧✻❣❪③✄❜①❛❝❡➑✐❁❛❝❜➏❞②⑧s✐✽❞✏☛➆➃❋⑦❋❣➆❷ ⑨✖❡✩⑨➏❧❁❜

G
➋ ✍ ❜✖❞✦⑦✻❹❁❹❁⑤❽❷ ❥✽⑦✽❡❾❷ ⑧s❛❝❞✶④❁✐✽❡✰❜✖❡✪❞②⑧s✐❁❣➈❥✇❜ G

b,s
>
> G(0)❞②⑧s❛❝❡✗❧❁❜✖❞✭❞✇✐✻④❁③✄❜①❣❄❞✖❷ ⑧s❛✽❞✽➋

⑩✎✍ ❶➁⑦✻❹❁❹❁⑤➁❷ ❥✽⑦❝❡❀❷ ⑧s❛ ❹➀❣❦⑧❸❧❏✐r❷ ❡ G(2) m
> G

❜✖❞❢❡✦❧❁❜☛❥①⑤ ⑦❝❞❢❞②❜ Û ∞ ❻ ⑧✘✗ G(2) ❜✖❞❢❡ ④r❷ ❜①❛ ✐❁❛❝❜☛❞②⑧s✐❝❞✏☛➆➃❋⑦❋❣➆❷ ⑨✖❡♣⑨☛❧❁❜
G × G

❧❏❶➁⑦✻❹➀❣❦➒✖❞✰⑤ ❜✖❞ ✩✞✭✻❹r⑧①❡✣✩❝➒✖❞②❜✖❞❯❞✇✐❁❣
s
❜✖❡

b
➋
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H ⊂ > G

✍✄☞✛✤✰✙✣✏✓✩✱✍✄✦✛✤★✍✱❂✓✵✶✙✣✜✲✕✫❂✓✵❃✿ ☛✱❄✓✦✎✹✭☞✰✒❅✍✥✵✶✧✪☛✫❆✣✦★☛✱✳✴✳❇✍❈✕✼✙✣✳✴✳✷✏✶✤✘☛❁✤✎✧❅❉✢☞✛✏✓✧✔✩❁☛✫✜✚✤✻❊

G
bG

>>

sG

>> G(0)

H
∪

∧

bH
>>

sH

>> H(0),

∪

∧

✒✔✍✄☞❋☛✱❄✓❄✓✒✔✧✔✕✄☛❁✤★✧❅✙✣✜✲☞
bH
✍✼✤
sH

❂✓●✚✏✓✧✯☞✎✙✱✜✚✤❋✒❅✍✥✺✓✏✓✤✌✍✼✤✌✒✪☛❇☞✎✙✱✏✲✦★✕✑✍❍✵✶✍
H
❂✓☞✛✙✣✜✣✤❋✙✣✏✓✩✱✍✄✦✛✤★✍✄☞✄✾ ■❑❏✟▲◆▼



� ✁✄✂✄☎✆☎✞✝✆✟✡✠☛✝✄☞✍✌✏✎✑☞✒✂✓☞✕✔✖✎✗✌✑✠✘✠✕✙✕✁✚✟✛✝✜✠✣✢✤✁✥✎✦✙✡☎✄✎✗✧✩★✪✝✜✠ ➺➧➭

✁ ➉ ➏❩➆✥➈➊➜ ➑→➋➫➝✟✞❱➈➎➆✥➉➥➒→➋❳➍❇➉➌➝✘➟➊➋✎ì➲➜➌➆✥➈➊➏●➆✎✍➙➟➊➋➫➝✴➾
�✂✁ ❳ ✞✕❳ ☞r❘❚❱❭❘✩❳✆❙ ❨✡❬❪❨❭❬❲❨✛❨ ❫ ➅➇➆✥➒→➋❳➍❱➉

G
➋➫➝➥➉✿➈➊➍✓ì➲➜➌➆✥➈➊➏●➆✎✍➙➟➊➋✔➉➌➆✥➏❩➆✥➑→➆✥ì➲➒✮✞❱➈➎➋ ➋❳➉

H
➈➊➍❆➝➌➆✥➈➎➝●❂➙ì➲➜➌➆✥➈➊➏●➆✎✍➙➟➊➋

➍➎➆✥➜➥➵ ➦❑➑➙➪ ➡➤➍❶➵❈➈➊➍➊➒➓➉ G�
H

➟➊➋★➑ ➦✌➉➌➆✥➏●➆✥➑→➆✥ì➲➒→➋✳✞❇➈➎➆✥➉➥➒→➋❳➍❱➉➧ä②➔➲↕Ù➋➫➝➥➉●❂ ➣✤❂ ➟➩➒➓➜➌➋✶➑ ➦✠➉➌➆✥➏●➆✥➑→➆✥ì➲➒→➋✶➑ ➦✌➏➊➑➓➈➎➝✷✫➎➍➎➋ ➜➌➋❳➍➎➟➎➦❑➍❱➉
G

π
>>

G�
H

➔➫➆✥➍❇➉➥➒➓➍❱➈➎➋➲➪➎➅❱➒➎➑➙↕ ➦❑➏➊➏➊➑➓➒→➔➧➦❑➉➥➒→➆✥➍
π
➋➫➝➥➉ ➏➊➜➌➆✥➏➊➜➌➋❃✚Ùë✪➆✥➈➎Ó å✿ä✬➔➌➼❪➦❑➏➬➪✓✩✚ä✛❃❵➺➧➯➩ä❇➍❇❆✬➺➲ä✬➟➊➞✆✑➥➪➎➺ ➏➬➪➩ê✥➸✤✣ ä❱➦❑➑→➆✥➜➌➝

G�
H

➋➫➝➌➉ ➈➊➍✠ì➲➜➌➆✥➈➊➏❩➆✎✍➙➟➊➋➨➉➌➆✥➏❩➆✥➑→➆✥ì➲➒✮✞❱➈➎➋✴➋❳➉♣➑→➋➫➝➤➦❑➏➊➏➊➑➓➒→➔➧➦❑➉➥➒→➆✥➍➎➝ ➐➊➈➊➉ ➋❳➉♣➝à➆✥➈➊➜➌➔➫➋
b, s

➟➊➋ G�
H

➝➌➆✥➍❇➉ ➏➊➜➌➆✥➏➊➜➌➋➫➝➧➪❩➅❱➒
➟➊➋✘➏➊➑➓➈➎➝

G
➋➫➝➥➉✪➑→➆❱➔➧➦❑➑→➋❳➵✿➋❳➍❱➉ ➔➫➆✥➵❿➏❪➦✥➔❳➉➤➣❈➐❪➦✥➝➌➋✎➟➊➞❳➍➎➆✥➵✴➐➊➜à➦❑➐➊➑→➋❈➟➠↕Ù➆✥➈➊➛✬➋❳➜➥➉➌➝➧ä➩➒➓➑➠➋❳➍✠➋➫➝➥➉ ➟➊➋✘➵ ✹❳➵✿➋ ➟➊➋ G�

H

➪ ✁ ➍
➆✥➈➊➉➥➜➌➋➨➝➥➒➠➑→➋➫➝➤➦❑➏➊➏➊➑➓➒→➔➧➦❑➉➥➒→➆✥➍➎➝ ➐➊➈➊➉ ➋❳➉♣➝à➆✥➈➊➜➌➔➫➋

bG, sG

➟➊➋
G

➝➌➆✥➍❱➉ ➆✥➈➊➛✬➋❳➜➥➉➌➋➫➝➧ä❪➦❑➑→➆✥➜➌➝
b
➋❳➉

s
➝➌➆✥➍❇➉➤➆✥➈➊➛✬➋❳➜➥➉➌➋➫➝➧➪

� ■✖✕ ✶✠✷ ✔✖q✭■✹✰✳● ✤➺➲➪✟✩ ➑➊➋✆☎➇➒→➝➌➉➌➋ ➔➫➋❳➏●➋❳➍➎➟➎➦❑➍❇➉ ➟➊➋➫➝✌✞❇➈➎➆✥➉➥➒→➋❳➍❱➉➌➝ ➟➊➋✪ì➲➜➌➆✥➈➊➏❩➆✎✍➙➟➊➋➫➝ ✞❇➈➊➒■✑ ➆✥➜➥➵✿➋❳➍❇➉➄➈➊➍❿ì➲➜➌➆✥➈➊➏●➆✎✍➙➟➊➋✪➉➌➆✥➏❩➆✥➑→➆✥ì➲➒✮✞❱➈➎➋ ➝à➦❑➍➎➝
➏●➆✥➈➊➜➤➦❑➈➊➉à➦❑➍❱➉✻✞❇➈➎➋➨➑➙↕ ➦❑➏➊➏➊➑➓➒→➔➧➦❑➉➥➒→➆✥➍

π
➝➌➆✥➒➓➉♣➏➊➜➌➆✥➏➊➜➌➋➲ä➊➏❪➦❑➜➤➋✆☎➩➋❳➵❿➏➊➑→➋✴➦➧➛✬➋➫➔

G = R
➋❳➉

H = Z
➪

➸➩➪✟✠❜➦ ➔➫➆✥➍➎➟➩➒➓➉➥➒→➆✥➍
π

➏➊➜➌➆✥➏➊➜➌➋↔➋➫➝➥➉ ➞✼✞❱➈➊➒➓➛✥➦❑➑→➋❳➍❱➉➌➋↔➣
bH

➋❳➉
sH

➉➌➆✥➈➊➉➌➋➫➝➤➑→➋➫➝➤➟➊➋❳➈✝☎✠➏➊➜➌➆✥➏➊➜➌➋➫➝❵ä❪➔➫➋❃✞❱➈➊➒❜➋➫➝➌➉ ➏➊➑➓➈➎➝
✑ ➆✥➜➥➉✻✞❱➈➎➋

H
✰✖♦①q☛✰✄✂ ♠ ✷❢♦①q✢✴❏♦①t✈✉☛■ ✴✚✷❢♦✹✴✚✷ ■❉➟➊➋

G
ä✫❋❍●✏■✢●é➑➙↕ ➦❑➏➊➏➊➑➓➒→➔➧➦❑➉➥➒→➆✥➍

H × H
bH×sH

> H(0) × H(0) ➋➫➝➥➉
➏➊➜➌➆✥➏➊➜➌➋➲➪

✠ ✲✖✕✶♦ ❑ ✰❤→✻✷ ✶r→✻❋➆♦ ❑ ●
✡✯✍✄☞✰✦✂✁✄☞✎✏✓✒❅✤★☛❁✤✘☞❋✵✶✍❍✤✎✙✣❄ ✙✣✒❅✙✣❆✱✧✔✍❈✕✑✧ ✤✂✁✄☞✰✧✪✕✼✧❃❄✲✦✎✙❁✩◆✧✔✍✑✜✓✜✓✍✄✜✚✤✰✵✶✍☎✄ ✙✣✏✓✦✎✺ ☛✝✆◆✧✟✞ ✄ ✙✱✏✡✠☞☛✍✌✁✾

✎ G�
H ✏✒✑✒✓✕✔✗✖✙✘✝✚✜✛✝✔✣✢✤✛✝✥✧✦★✏✩✓✪✛✂✢✫✛✭✬✮✛✂✘✝✯✧✰✱✔✫✏✳✲✴ ✒✽☞✎✏✗✵✴✤❈✵✶✍❇✳✴✙✱✜✚✤✎✦★✍✑✦❍●✚✏✓✍ ✒✔✍✷❄✲✦✎✙✶✵✶✏✓✧❅✤

m
✍✑✤ ✒✁✿ ✧✔✜◆✩✱✍✄✦★☞✎✍

i
☞✎✙✱✜✚✤❍✕✑✙✱✜✚✤✎✧✔✜◆✏✓✍✄☞✄✾✡✶✖✜ ✍✸✷ ✍✼✤✭❂ ✙✱✜ ☛ ✒❅✍✭☞ ✵✓✧✔☛✱❆✱✦✘☛✫✳✴✳✴✍✄☞

✕✑✙✱✳✴✳✷✏✓✤★☛❁✤★✧ ❉ ☞❋☞✎✏✓✧✔✩❁☛✫✜✚✤★☞❈❊

G(2) mG
> G G

iG
> G

❅
❅

❅
❅❘

❅
❅

❅
❅❘

G�
H

(2)

π(2)

∨
∨

m
>

G�
H

π

∨
∨

G�
H

π

∨
∨

i
>

G�
H

π

∨
∨

✹ ✙✣✳✴✳❇✍ ✒✔☛✥✳ ✏✓✒❅✤✎✧✔❄✓✒❅✧✪✕✑☛✫✤✎✧✔✙✱✜
mG ✺ ✦★✍✄☞✎❄❃✾✣✒✝✿ ✧❅✜◆✩✣✍✑✦✘☞✛✍ iG ✻ ✵✓✍ G ✍✄☞✛✤ ✕✑✙✱✜✚✤✎✧✔✜◆✏✓✍✱❂✣✧❅✒ ✍✑✜ ✍✭☞✮✤ ✵✓✍ ✳✽✼✑✳✴✍ ✵✶✍ π ◦mG =

m ◦ π(2) ✺ ✦★✍✄☞✎❄❃✾ π ◦ iG = i ◦ π ✻ ✾✾✢☛✱✦✖☛✫✧✔✒❅✒✔✍✑✏✲✦★☞✄❂✱✕✼✙✣✳✴✳❇✍❋✏✲✜ ❄✓✦★✙◆✵✓✏✓✧ ✤ ✵ ✿ ☛✱❄✓❄✓✒✔✧✔✕✄☛❁✤★✧❅✙✣✜✲☞✢❄✓✦★✙✱❄✓✦★✍✄☞✽✍✭☞✮✤ ❄✓✦✎✙✣❄✓✦★✍ ✺ ✕✘✗✲☛✫❄✯✾★✴✸❂✤✿✣❀❂❁✲❂✫✜✤❃★❀✣❂✱❄✓✦★✙✱❄✯✾✝❄✻❄❃✾✗❅✝❆ ✻ ❂✧✔✒ ☞✑✿ ✍✑✜✲☞✎✏✓✧❅✤ ●✚✏✓✍
π×π ✍✄☞✛✤ ❄✓✦★✙✱❄✲✦✎✍✣❂✣✵✶✙✣✜✲✕❋❉ ✍✄✦✎✳✽✁✑✍✣❂✣❄✲✏✓✧✔☞★●✚✏✓✍✌✤★✙✱✏✶✤★✍ ☛✱❄✓❄✓✒✔✧✔✕✄☛❁✤✎✧✔✙✱✜ ❄✲✦✎✙✣❄✓✦✎✍ ✍✄☞✛✤✖❉ ✍✑✦★✳✽✁✑✍ ✺ ✕✘✗✲☛✱❄❃✾❇✴✸❂✿✣❀❂❁✲❂✫✜ ❃ ❀✱❂✱❄✲✦✎✙✣❄❃✾✫❀✌❄✯✾❈❅✝❆ ✻ ✾✗❉ ✦✖✒✔✍✄☞✖☛✱❄✓❄✓✒✔✧✔✕✄☛❁✤★✧❅✙✣✜✲☞ b ✍✑✤ s ☞✎✙✱✜✚✤ ✕✑✙✱✜✚✤✎✧✔✜◆✏✓✍✄☞✄❂✣✵✓✙✱✜✲✕ G(2) ✍✭☞✮✤✖❉ ✍✑✦★✳❊✁❍✵✓☛✫✜ ☞ G×G ❋☛✱✧❅✜ ☞✛✧✁❂✲✕✼✙✣✳✴✳❇✍✥✒✪☛ ✦★✍✄☞✛✤✎✦★✧✔✕✼✤✎✧✔✙✱✜ ✵ ✿ ✏✓✜✓✍✷☛✱❄✓❄✓✒✔✧✔✕✄☛❁✤✎✧✔✙✱✜ ❄✓✦★✙✱❄✲✦✎✍❍●✴✏✓✜ ❉ ✍✄✦✎✳✽✁✻✍✭☞✮✤❋❉ ✍✄✦✎✳✽✁✑✍ ✺ ✕✘✗✲☛✱❄❃✾✤✴✸❂■✿✣❀❂❁✲❂✓✜✤❃★❀✻✕✑✙✱✦✭✾❀❈❄❃✾❏❅❑❄ ✻ ❂ π(2) ✍✭☞✮✤✰❉ ✍✑✦★✳✽✁✑✍✣✾✹ ✙✣✳✴✳❇✍

m ◦ π(2) ✺ ✦★✍✄☞✎❄❃✾ i ◦ π ✻ ✍✄☞✛✤ ✕✼✙✣✜✚✤✎✧✔✜✚✏✲✍✌✍✼✤❋●✚✏✓✍ π(2) ✺ ✦✎✍✭☞✛❄❃✾ π ✻ ✍✄☞✛✤ ☞✎✏✓✦ ❀✮✍✭✕✸✤★✧❅✩✣✍✌❉ ✍✑✦★✳✽✁✑✍✣❂✣✙✣✜ ✵✗✁✄✵✶✏✲✧ ✤❋●✚✏✓✍
m ✺ ✦✎✍✭☞✛❄✯✾ i ✻ ✍✭☞✮✤ ✕✑✙✱✜✚✤✎✧✔✜◆✏✓✍✱❂✶❄✲✏✓✧✔☞★●✚✏✓✍❈✒✝✿ ✧✔✳✴☛✱❆✱✍❈✦✂✁✄✕✼✧✔❄✓✦★✙✶●✣✏✲✍❍✵✶✍❈✤★✙✱✏✶✤❋❉ ✍✄✦✎✳✽✁ F ✵✓✍

G
✍✭☞✮✤✰❉ ✍✑✦★✳✽✁✑✍✣❂✲✵ ✿ ☛✫❄✓✦★✹✄☞❍❊

m−1(F ) = π(2)((m ◦ π(2))−1(F )).

(
✦★✍✄☞✎❄❃✾

i−1(F ) = π((i ◦ π)−1(F )) ).

✎▼▲ ✏❖◆✱✔✗✓P✏✱✓P✬✮◗✽✑✱✛✭✔✗✚✂❘✂✏❊✦★✏ G�
H ✑✱✛✭✖✡✓❙✢❏✚✜✛✂✢❏✚✜✏✒✑❯❚❱✚✜✏✸✑❲✢❙❳❨✛✝✔✗❩❑✏✱✚✒✓❱✏✸✑❱❬❭✲
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G�

H

❆
❆
❆
❆
❆

bG, sG
❯❯ ☛☛✁

✁
✁
✁
✁

b, s

G(0).✹ ✙✣✳✴✳❇✍
π
✍✭☞✮✤ ☞✎✏✓✦✝❀✮✍✄✕✸✤★✧❅✩✣✍✥✍✼✤ ✕✑✙✱✜✚✤✎✧✔✜◆✏✓✍✱❂✓✍✑✤ ●✚✏✓✍✻✒✔✍✄☞✌☛✱❄✓❄✓✒✔✧✔✕✄☛❁✤✎✧✔✙✱✜ ☞

bG = b ◦ π ✍✼✤ sG = s ◦ π ☞✛✙✣✜✣✤✌❄✲✦✎✙✣❄✓✦✎✍✭☞
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π
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G�
H

✍✭☞✮✤❋❄✓✦★✙✱❄✓✦★✍ ❋ ✙✱✦ ✒❅✍✥●✚✏✓✙✱✤✎✧✔✍✑✜✚✤✰✵❃✿ ✏✓✜ ✍✄☞✎❄✲☛✣✕✼✍✒✔✙✶✕✑☛✱✒❅✍✄✳❇✍✄✜✚✤ ✕✼✙✣✳❇❄ ☛✱✕✸✤ ✍✄☞✛✤ ✒✔✙◆✕✄☛✫✒✔✍✑✳✴✍✑✜✚✤ ✕✑✙✱✳✴❄✲☛✣✕✸✤❍✵✓✹✄☞ ●✚✏✓✍ ✒✔☛ ❄✓✦✎✙✱❀✮✍✄✕✼✤✎✧✔✙✱✜ ✕✑☛✱✜✓✙✱✜✲✧✔●✚✏✓✍✻✍✭☞✮✤❍❄✓✦★✙✱❄✓✦★✍ ✺ ✕✘✗✲☛✱❄❃✾ ✴✸❂✿✣❀❂❁✲❂✫✜✤❃✱❄ ❂✱❄✓✦★✙✱❄✯✾☛✡✥❄❃✾✤❅✄☞ ✻ ❋ ✵✶✙✣✜✲✕ G�
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✍✄☞✛✤ ✒✔✙◆✕✄☛✫✒✔✍✑✳✴✍✑✜✚✤✖✕✑✙✱✳✴❄✲☛✱✕✼✤✄✾✚✡❃✍ ✕✄☛✫✦✘☛✱✕✸✤★✹✑✦★✍✰✗✤✁✑✦✂✁✄✵✶✧❅✤★☛✱✧❅✦★✍✱❂✣❄✲☛✫✦ ●✣✏✲✙✫✤✎✧✔✍✑✜✚✤✭❂
✵✓✍❍✒✁✿ ✍✍✌✶✧✔☞✛✤✎✍✄✜✲✕✼✍✻✵❃✿ ✏✓✜✲✍✥✺✲☛✱☞✎✍✥✵✗✁✑✜✓✙✣✳✷✺✓✦✘☛✫✺✲✒❅✍❈✵ ✿ ✙✱✏✓✩✣✍✑✦✎✤★☞ ✍✄☞✛✤✌✧❅✳✴✳✽✁✄✵✓✧✔☛✫✤✄✾ ■❑❏✟▲◆▼

✰✳✲❵❢ ✎ ✣✦✥✢★ ✴ ✥✽❀❁✧ ✵✷✸✺❤ ✜ ✲✽✶✮✵✔✸
➡➤➍✠ì✬➞❳➍➎➞❳➜à➦❑➑➓➒→➝à➋ ➑ ➦➳➍➎➆✥➉➥➒→➆✥➍ ➟➊➋✎ì➲➜➌➆✥➈➊➏●➋➨➟➩➒→➝➌➔❳➜➌➋❳➉➧➪

✏ ★ ❀✍✑❄❀ ✬ ★ ☎ ✝ ✒ ➅❱➒
S

➋❳➉
T

➝➌➆✥➍❱➉ ➟➊➋❳➈✝☎❘➏❪➦❑➜➥➉➥➒→➋➫➝ ➟➠↕ ➈➊➍✠ì➲➜➌➆✥➈➊➏●➆✎✍➙➟➊➋✴➆✥➍✌➍➎➆✥➉➌➋❳➜à➦

ST =
{

r |
∣∣∣ ∃(s, t) ∈ (S × T ) ∩ G(2), r = st

} ➋❳➉
S−1 =

{
s−1

∣∣| s ∈ S
}

.

▼❖◆◗P❉❘❚❙❯❘❲❱✡❘❚❳✆❙ ❨❭❬✒✑✕❬❪❨ ❫ ✓✑❛ ⑦✻❹❁❹r❜①⑤➁⑤ ❜ ▲ ❋ ✰✹✰✳■❢➔✇→✻❋➆♦ ❑ ❧❏❶✹✐✻❛ ➊❏❣❦⑧s✐❁❹r⑧✖✕ ❧❁❜❖❡♣⑧s✐✽❡♣❜ ❹❋⑦❋❣❄❡❀❷ ❜
S
❞✇✐❁❣✏⑤ ⑦ ➅ ✐❝❜①⑤➄⑤ ❜ ⑤ ❜✖❞

⑦✻❹❁❹❁⑤❽❷ ❥✽⑦✽❡❾❷ ⑧s❛❝❞⑥④✻✐✽❡✭❜✖❡✜❞②⑧s✐❁❣➈❥✇❜✪❞②⑧s❛✽❡✓❷❺❛❚➌✩❜✇❥✖❡❀❷ ➃➀❜✖❞✽➋ ✓✪❛✏⑦♥⑦✻⑤ ⑧✻❣❄❞✑⑤ ❜✪❧s❷ ⑦✽➊❏❣➈⑦✻③✰③⑥❜✑❥✇⑧s③✰③♥✐✽❡♣⑦❝❡❾❷ ✫❭❞✇✐r❷ ➃❋⑦✻❛✽❡⑥➂

S

☛✁
✁
✁
✁
✁

b|S
❆
❆
❆
❆
❆

s|S

❯
b(S)

∼
> s(S).

▼❖◆◗P❉❘❚❙❯❘❲❱✡❘❚❳✆❙❩❨❭❬✒✑✕❬ ✑ ❫ ✓✪❛♥⑦✻❹❁❹r❜①⑤➁⑤ ❜ ✰✳■✖✕ ❋✁✂ ♠ ✷❢♦①q❉✴❇■✿✶✑✍ ■②➔✕❋ ❑ ✍✠■ ✷ ✰✢■ ✐❁❛✦❜①❛✽❞②❜①③✰④✻⑤ ❜
⑩ ③♥✐❁❛r❷s❧❏❶✹✐❁❛❝❜➑⑤ ⑧❸❷❼❧❁❜✥❥✇⑧s③♥❹r⑧①❞✖❷ ❡❾❷ ⑧s❛✦❷➄❛✽❡♣❜①❣❪❛❝❜✏➍❢❹❋❣❦⑧❸❧❏✐r❷ ❡ ➎ ❡♣⑧s✐❚➌✩⑧s✐❁❣❄❞❯❧✻⑨❤❿➇❛r❷ ❜✥❜✖❡✗⑦❝❞❢❞②⑧❸❥❋❷ ⑦❝❡❀❷ ➃➀❜
⑩ ③♥✐❁❛r❷s❧❏❶✹✐❁❛❝❜✏❷❺❛✇➃➀⑧s⑤➄✐✽❡❀❷ ⑧s❛✶➍♣❷➄❛✽➃➀❜①❣❄❞②❜ ➎ ➅ ✐r❷❏⑦❁❛❝❡❀❷ ❥✇⑧s③✰③✰✐❝❡✩❜✥⑦✽➃➀❜✇❥➑⑤ ❜♥❹❋❣❦⑧❸❧❏✐r❷ ❡✄➍ ❋❍●❏■❉● (ST )−1 = T−1S−1 ➎
⑩ ⑧s❛✜❞✇✐❁❹❁❹r⑧①❞②❜✆❧❁❜❯❹❁⑤➁✐✽❞ ➅ ✐❝❜❯⑤ ❜✖❞◗⑨①⑤ ⑨①③✄❜①❛✽❡✩❞✛❧❁❜✭⑤ ⑦ ✫➆⑧❁❣❲③✄❜ S−1S

⑧s✐
SS−1 ❞②⑧s❛✽❡◗❧❁❜✖❞✆✐✻❛r❷ ❡♣⑨✖❞ ➍ ❋ ●✏■✢● (SS−1)S =

S(S−1S) = S ➎ ➋

�✂✁☎✄✝✆✟✞✡✠☛✄✌☞✒❬
➺➲➪➤➅➇➆✥➒➓➉

G
➈➊➍✒➋❳➍➎➝à➋❳➵✴➐➊➑→➋✌☞➠➑➙↕Ù➋➫➝➥➏❪➦✥➔➫➋

bij(G)
➟➊➋➫➝✎➐➊➒ ✂ ➋➫➔❳➉➥➒→➆✥➍➎➝✴➋❳➍❇➉➥➜➌➋✿➟➊➋❳➈✝☎❂➏❪➦❑➜➥➉➥➒→➋➫➝➨➟➊➋

G
➋➫➝➥➉ ➈➊➍✒➝➌➋❳➵❿➒✬❂

ì➲➜➌➆✥➈➊➏●➋✿➦➫➛✬➋➫➔✿➒➓➍❇➛✬➋❳➜➌➝➌➋➲➪✱✠ ➋➳➏➊➜➌➆❱➟➩➈➊➒➓➉➨➋➫➝➥➉ ➑ ➦✶➔➫➆✥➵❿➏●➆➲➝➥➒➓➉➥➒→➆✥➍①➟➊➋➫➝✵✑ ➆✥➍➎➔❳➉➥➒→➆✥➍➎➝✴➦➫➛✬➋➫➔✿➜➌➋➫➝➥➉➥➜➥➒→➔❳➉➥➒→➆✥➍①➟➊➋➫➝ ➟➊➆✏❂
➵ ➦❑➒➓➍➎➋➫➝❵ä➊➑➙↕ ➒➓➍❇➛✬➋❳➜➌➝➌➋❈➟➠↕ ➈➊➍➎➋✕✑ ➆✥➍➎➔❳➉➥➒→➆✥➍ ➋➫➝➥➉♣➝à➦↔➜➌➞➫➔❳➒➓➏➊➜➌➆■✞❇➈➎➋➲➪



� ✁✄✂✄☎✆☎✞✝✆✟✡✠☛✝✄☞✍✌✏✎✑☞✒✂✓☞✕✔✖✎✗✌✑✠✘✠✕✙✕✁✚✟✛✝✜✠✣✢✤✁✥✎✦✙✡☎✄✎✗✧✩★✪✝✜✠ ➺✢❅

➸➩➪✟✩ ➑➊➋❳➍❿➋➫➝➥➉á➟➊➋ ➵ ✹❳➵✿➋ ➟➊➋ ➑➙↕Ù➋➫➝➥➏❪➦✥➔➫➋
bij(G)0

➟➊➋➫➝②➼➎➆✥➵✿➞➫➆✥➵✿➆✥➜➥➏➊➼➊➒→➝➥➵✿➋➫➝ ➋❳➍❱➉➥➜➌➋ ➟➊➋❳➈✝☎❈➏❪➦❑➜➥➉➥➒→➋➫➝➄➟➠↕ ➈➊➍❿➋➫➝➥➏❪➦✥➔➫➋
➉➌➆✥➏●➆✥➑→➆✥ì➲➒✮✞❱➈➎➋

G
➪

➭➩➪➤➅❱➒
G

➋➫➝➥➉ ➈➊➍✶ì➲➜➌➆✥➈➊➏●➆✎✍➙➟➊➋➲ä➇➑➙↕Ù➋❳➍➎➝➌➋❳➵✴➐➊➑→➋ ➟➊➋➫➝✪➐➊➒→➝à➝➌➋➫➔❳➉➥➒→➆✥➍➎➝✪➋➫➝➥➉ ➈➊➍✌➝➌➋❳➵❿➒✬❂➙ì➲➜➌➆✥➈➊➏●➋ ➦➫➛✬➋➫➔✘➒➓➍❇➛✬➋❳➜➌➝à➋✎➏❩➆✥➈➊➜ ➑→➋➫➝
➑→➆✥➒→➝❈➾

(S, T ) > ST
➋❳➉

S > S−1.

❖➎➪➤➅❱➒
G

➋➫➝➥➉➤➈➊➍✠ì➲➜➌➆✥➈➊➏●➆✎✍➙➟➊➋✴➉➌➆✥➏●➆✥➑→➆✥ì➲➒✮✞❇➈➎➋➲äé➑➙↕Ù➋❳➍➎➝➌➋❳➵❈➐➊➑→➋❈➟➊➋❈➝➌➋➫➝♣➐➊➒→➝➌➝à➋➫➔❳➉➥➒→➆✥➍➎➝✦♦①q ✍ ■ ✷✖→✵■✹✰➤➦➧➛✬➋➫➔✴➑→➋➫➝ ➵ ✹❳➵✿➋➫➝
➑→➆✥➒→➝ ❑ ✒ ■✹✰✖→☛✴✛✶ ✰➱ä✲➋❳➍❈ì✬➞❳➍➎➞❳➜à➦❑➑➙ä✲➈➊➍➳➝➌➋❳➵❿➒✬❂➙ì➲➜➌➆✥➈➊➏❩➋✪➦➫➛✬➋➫➔ ➒➓➍❇➛✬➋❳➜➌➝à➋➲ä✲➔➧➦❑➜á➑→➋ ➏➊➜➌➆➇➟➩➈➊➒➓➉á➟➊➋ ➟➊➋❳➈✝☎➨➐➊➒→➝➌➝➌➋➫➔❳➉➥➒→➆✥➍➎➝á➆✥➈✝❂
➛✬➋❳➜➥➉➌➋➫➝ ➍➬↕Ù➋➫➝➥➉ ➏❪➦✥➝ ✑ ➆✥➜➌➔➫➞❳➵✿➋❳➍❇➉ ➆✥➈➊➛✬➋❳➜➥➉➧➪ Ô ➞➧➦❑➍➊➵✿➆✥➒➓➍➎➝➧ä❱➝➌➒❪➑→➋♣➏➊➜➌➆➇➟➩➈➊➒➓➉

m
➋➫➝➥➉ ➈➊➍➎➋✎➦❑➏➊➏➊➑➓➒→➔➧➦❑➉➥➒→➆✥➍✌➆✥➈➊➛✬➋❳➜➥➉➌➋➲ä

➆✥➍✔➆✥➐➊➉➥➒→➋❳➍❇➉ ➈➊➍✠➝à➋❳➵❿➒✬❂➙ì➲➜➌➆✥➈➊➏❩➋↔➦➫➛✬➋➫➔ ➒➓➍❱➛✬➋❳➜➌➝➌➋➲➪
➻ ➞❳➵✿➆✥➍❇➉➥➜➌➆✥➍➎➝✻✞❇➈➎➋➤➑→➋➫➝ ➋✆☎➊➋❳➵❿➏➊➑→➋➫➝♣➭➩ä➇➋❳➉✖❖❿➦➫➛✬➋➫➔

m
➆✥➈➊➛✬➋❳➜➥➉➌➋➲ä✓✑ ➆✥➈➊➜➥➍➊➒→➝➌➝➌➋❳➍❇➉✪➐➊➒→➋❳➍❘➟➊➋➫➝✪➝➌➋❳➵❿➒✬❂➙ì➲➜➌➆✥➈➊➏❩➋➫➝♣➦➧➛✬➋➫➔

➒➓➍❇➛✬➋❳➜➌➝à➋✿➾
✠ ✲✖✕✶♦ ❑ ✰❤→✻✷ ✶r→✻❋➆♦ ❑ ●

✎▼▲ ✏P✢❏✚✜✛✣✦✭✔✗✯ ✓☞✦★✏❊✦★✏✱✔✁� ◆✱✯ ✑ ✑✱✏✂❘✱✓❲✯✧✛✭✖✤✑✩✏✸✑✒✓✕✔✗✖❏✏❖◆✱✯ ✑✂✑✱✏ ❘✱✓ ✯✧✛✝✖ ✲✂ ✙✱✧✔✍✑✜✚✤
S
✍✑✤
T
✵✶✍✄✏ ✌ ✺✲✧✔☞★☞✛✍✭✕✸✤★✧❅✙✣✜✲☞✑❂✶☛✱✒❅✙✣✦★☞

b
✍✄☞✛✤✰✧✔✜❁❀✮✍✭✕✸✤✎✧✔✩✱✍✻☞✎✏✓✦

ST
✕✑☛✱✦✄❂✓☞✎✧

b(st) = b(s′t′)
❂✲☛✱✒❅✙✣✦★☞

b(s) = b(st) = b(s′t′) = b(s′) ⇒ s = s′,

❄✲✏✓✧✔☞★●✚✏✓✍
b
✍✄☞✛✤✰✧✔✜❁❀✮✍✭✕✸✤✎✧✔✩✱✍✻☞✎✏✓✦

S
✾☎✄ ✙✱✜ ✕

b(t) = s(s) = s(s′) = b(t′) ⇒ t = t′

❄✲✏✓✧✔☞★●✚✏✓✍
b
✍✄☞✛✤✷✧✔✜❁❀✮✍✄✕✼✤✎✧✔✩✱✍ ☞✎✏✓✦

T
✾✝✆ ✧❅✜ ☞✛✧

st = s′t′
✾✟✡✯☛ ✵✗✁✄✳❇✙✣✜✲☞✛✤✎✦✘☛❁✤✎✧✔✙✱✜ ✵✶✍ ✒✁✿ ✧❅✜❁❀✮✍✭✕✸✤★✧❅✩◆✧❅✤✜✁ ✵✶✍

s
☞✎✏✓✦

ST
✍✄☞✛✤

☛✱✜✲☛✫✒✔✙✱❆✣✏✓✍✱✾
✎▼▲ ✠ ✯ ✖✫❩✭✏✸✚ ✑✱✏✽✦ ✠ ✔✗✖❏✏✩◆✱✯ ✑ ✑✱✏✂❘✱✓❲✯✧✛✭✖ ✏✸✑✒✓✕✔✗✖❏✏❖◆✱✯ ✑✂✑✱✏ ❘✱✓ ✯✧✛✝✖ ✲✹ ✍✄✒✔☛❇❄✓✦★✙❁✩◆✧❅✍✄✜✚✤✰✵✶✧✔✦★✍✄✕✸✤★✍✑✳✴✍✑✜✚✤ ✵✶✍❈✒✪☛❇❄✓✦✎✙✣❄✓✦★✧✮✁✑✤✜✁✴❊

b(s−1) = s(s)
✾

✎✟✞ ✚✜✛✂✢❏✚✒✯ ✞ ✓ ✞ ✑✩✦✝✔✩✢ ✚✜✛✣✦✭✔✗✯ ✓ ✏✸✓ ✦★✏❖✬ ✠ ✯ ✖✡❩❑✏✱✚ ✑✱✏❊✲✡✖✿ ☛✣☞✎☞✎✙✶✕✼✧✪☛❁✤★✧❅✩◆✧❅✤✜✁✰✵✶✏ ❄✓✦★✙◆✵✓✏✓✧ ✤✬✍✑✤✬✒✝✿ ☛✫✜✚✤★✧✔✕✑✙✱✳✴✳✷✏✶✤✘☛❁✤★✧❅✙✣✜ ✍✄✜✣✤★✦✎✍✰✒✁✿ ✧✔✜◆✩✱✍✄✦★☞✎✍✰✍✼✤✬✒✔✍❋❄✓✦✎✙✶✵✶✏✲✧ ✤✖✵✗✁✭✕✼✙✣✏✓✒❅✍✄✜✚✤✢✤✎✦★✧❅✩◆✧✪☛✫✒✔✍✑✳✴✍✑✜✚✤
✵✓✍✥✒✝✿ ☛✱☞★☞✛✙✶✕✑✧✔☛✫✤✎✧✔✩✚✧❅✤✜✁✥✵✶✏ ❄✲✦✎✙✶✵✶✏✓✧❅✤ ✵✶✍✭☞ ✁✑✒ ✁✑✳✴✍✑✜✚✤✘☞✌✵✶✏ ❆✱✦★✙✱✏✲❄ ✙✡✠✁✵✶✍❍✍✼✤❍✵✶✍✥✒✔☛✴❄✲✦✎✙✣❄✓✦✎✧ ✁✼✤✂✁

(st)−1 = t−1s−1 ✾ ✂ ✍✑✏✓✒✔✍
✒✪☛ ❄✲✦✎✙✣❄✓✦✎✧ ✁✼✤✂✁ ✵❃✿ ✧✪✵✶✍✑✳✴❄❑✙✫✤★✍✑✜✲✕✑✍ ✍✭☞✮✤ ❄✓✒✔✏✲☞ ✵✗✁✑✒✔✧✔✕✄☛❁✤★✍ ❊✰✧✔✒✻☞✛✏✗✵✴✤ ✵✶✍ ✦✎✍✄✳✴☛✱✦★●✚✏✓✍✄✦ ●✚✏✓✍

SS−1 = b(S) ✺ ✦✎✍✭☞✛❄❃✾
S−1S = s(S) ✻ ✾✡✶✖✜ ✍✸✷ ✍✼✤❈☞✛✧ st ∈ SS−1 ❂❑☛ ✩✣✍✄✕ s ∈ S

✍✑✤
t ∈ S−1 ❂ ✙✣✜ ☛ s(t) = b(s)

✾■❉ ✦ ✒✪☛ ☞✎✙✱✏✓✦✘✕✼✍
s
✍✭☞✮✤

✧✔✜❁❀✮✍✭✕✸✤✎✧✔✩✱✍❇☞✛✏✲✦ ✒✪☛ ✺✓✧✪☞★☞✛✍✭✕✸✤✎✧✔✙✱✜
S−1 ✵✶✙✱✜✲✕✻✧❅✒✽✍✍✌✶✧✪☞✮✤★✍ ☛✱✏ ❄✓✒✔✏✲☞ ✏✲✜ ✁✑✒ ✁✑✳✴✍✄✜✣✤

t
✵✶✍

S−1 ✤✎✍✑✒✽●✚✏✓✍ s(t) = b(s) ❋ ✍✼✤
t = s−1 ✕✼✙✱✜◆✩◆✧✔✍✑✜✚✤✄✾☎✄ ✙✱✜✲✕

SS−1 =
{
ss−1

∣∣| s ∈ S
}

= b(S).

✎✟✞ ✚✜✛✂✢❏✚✒✯ ✞ ✓ ✞ ✑✩✦❇✏✒✑❖◆✱✯ ✑ ✑✸✏ ❘✱✓ ✯✧✛✝✖✤✑❖✛✭✔✗❩✭✏✱✚✒✓❱✏✸✑❖✲✡✖✿ ✧✔✜◆✩✱✍✄✦★☞✎✍ ✵❃✿ ✏✓✜✲✍ ✺✓✧✔☞★☞✎✍✄✕✸✤★✧❅✙✣✜ ✙✣✏✓✩✱✍✄✦✛✤★✍ ✍✄☞✛✤ ✙✱✏✓✩✣✍✑✦✎✤✎✍ ✕✑☛✫✦
i
✍✄☞✛✤ ✏✓✜ ✗✓✙✱✳✽✁✑✙✣✳✴✙✱✦★❄✓✗✓✧✪☞✛✳✴✍✱✾❨✶✖✜ ✙✣✏✶✤✎✦★✍ ☞✛✧

S, T☞✎✙✱✜✚✤✰✵✶✍✄☞ ✺✓✧✪☞✎☞✎✍✄✕✼✤✎✧✔✙✱✜✲☞ ✙✱✏✲✩✱✍✑✦✎✤✎✍ ☛✫✒✔✙✱✦✘☞
ST

✍✭☞✮✤✰✒✁✿ ✧✔✳ ☛✫❆✱✍❍✵✶✍ ✒✁✿ ✙✱✏✓✩✣✍✑✦✎✤☞☛✁✤✎✦✘☛✱✕✼✍
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G
❜✖❞❢❡

❧s❷ ❡ ✲✖→❍✶✑✏ ■ ❞✇❶ ❷❺⑤r➃➀⑨①❣➆❷ ❿s❜✏⑤➄❶✹✐❁❛❝❜✑❧❁❜✖❞✰❹➀❣❦⑧s❹❋❣➆❷ ⑨✖❡✩⑨✖❞✭❞✇✐r❷ ➃❋⑦✻❛✽❡✩❜✖❞❯⑨ ➅ ✐r❷ ➃❋⑦✻⑤ ❜①❛❝❡✩❜✖❞✥➂
✌ ➋

G(0) ❜✖❞❢❡✄✐❁❛➀❜➑❹➀⑦❋❣❄❡❾❷ ❜✑⑧s✐✇➃❋❜①❣❄❡✩❜✰❧❁❜ G
❻❉❜✖❡

G
⑦❝❧✒③✄❜✖❡✪✐❁❛✥❞✮✭❝❞❢❡♣➒①③✄❜✑❧✻❜ ✯✕⑦❋⑦❋❣✕❥✇⑧s❛❝❡❀❷❺❛❁✐✻➋

✍ ➋ ✍ ❜✖❞♥❿➇④❋❣❦❜✖❞ Gu ➍ u ∈ G(0) ➎ ❞②⑧s❛✽❡✰❧s❷ ❞②❥①❣❦➒✖❡♣❜✖❞♥❜✖❡✶⑤ ⑦ ③✄❜✖❞✇✐❁❣➈❜➏❧❁❜☛❥✇⑧s③♥❹✽❡♣⑦❝➊❁❜ ❜✖❞❢❡✶✐❁❛ ❞✮✭❝❞❢❡♣➒①③✄❜➏❧❁❜ ✯✕⑦❋⑦❋❣
❥✇⑧s❛❝❡❀❷❺❛❁✐✻➋

✎ ➋ ✍ ❜✖❞✓⑦✻❹❁❹❁⑤➁❷ ❥✽⑦❝❡❀❷ ⑧s❛✽❞✑④❁✐✽❡✤❜✖❡✜❞②⑧s✐✻❣❦❥✇❜ G >

b,s
> G(0) ❞②⑧s❛✽❡✤❧❁❜✖❞ ✩❝⑧s③✄⑨✇⑧s③⑥⑧❁❣❪❹ ✩r❷ ❞✇③⑥❜✖❞✑⑤ ⑧❸❥✽⑦❁✐✖➉s➋
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✂ ➋ ✍ ❜✖❞✥⑦✻❹❁❹❁⑤❽❷ ❥✽⑦✽❡❾❷ ⑧s❛❝❞♥④❁✐❝❡✄❜✖❡✓❞②⑧s✐✻❣❦❥✇❜✦❞②⑧s❛✽❡✓⑧s✐✇➃➀❜①❣❦❡✩❜✖❞✑❜✖❡✰⑤ ❜✰➊❏❣➈⑧s✐❁❹r⑧✖✕ ❧❁❜➑❜✖❞❢❡✥⑤ ⑦ ❣❦⑨①✐❁❛❁❷ ⑧s❛✶❧❁❜✦❞②❜✖❞✏④r❷ ❞❢❞②❜✇❥✖❡❾❷ ⑧s❛❝❞⑧s✐✽➃➀❜①❣❄❡♣❜✖❞✽➋
✄ ➋ ✍ ❶➁⑦✻❹❁❹❁⑤➁❷ ❥✽⑦❝❡❀❷ ⑧s❛✦❹❋❣❦⑧❸❧❏✐r❷ ❡ G(2) m

> G
❜✖❞❢❡✆⑧s✐✽➃➀❜①❣❄❡♣❜✄❜✖❡❯⑤ ❜❯➊❏❣❦⑧s✐✻❹①⑧✖✕✈❧❁❜✑❜✖❞❢❡✭⑤ ⑦✦❣❦⑨①✐✻❛r❷ ⑧s❛✥❧❁❜✄❞②❜✖❞⑥④r❷ ❞❢❞②❜✇❥✖❡❾❷ ⑧s❛✽❞

⑧s✐✽➃➀❜①❣❄❡♣❜✖❞✽➋
☎ ➋ ✍ ❶➁⑦✻❹❁❹❁⑤➁❷ ❥✽⑦❝❡❀❷ ⑧s❛✶❹➀❣➈⑧❼❧❏✐❁❷ ❡✤❜✖❞❢❡✄✐❁❛✱✩❝⑧s③✄⑨✇⑧s③⑥⑧❁❣❪❹ ✩r❷ ❞✇③⑥❜✏⑤ ⑧❸❥✽⑦❁⑤❺➋

✆ ⑦❋❣✆⑤ ⑦✑❞✇✐r❷ ❡✩❜①❻◗❹r⑧s✐❁❣ ✐❁❛♥❡✩❜①⑤r➊❏❣❦⑧s✐✻❹①⑧✖✕✈❧❁❜①❻❉❥①❶❽❜✖❞❢❡✞❡♣⑧s✐❚➌✩⑧s✐❁❣❄❞✑⑤ ❜⑥❞✮✭❝❞❢❡✩➒①③⑥❜✄❧✻❜ ✯✕⑦❋⑦❋❣✡❧❁❜✏⑤ ⑦➑③⑥❜✖❞✇✐❁❣❦❜✪❧❁❜✑❥✇⑧s③✰❹❝❡♣⑦❝➊❁❜✪❞✇✐❁❣
⑤ ❜✖❞✗❿◗④➀❣➈❜✖❞ ➅ ✐❝❜➑⑤➄❶❽⑧s❛✰❥✇⑧s❛✽❞✖❷ ❧❁⑨①❣❦❜①❣➈⑦❼➋

➚✬➋➨➜➌➋❳➍❇➛✬➆✥➒→➋✴➣✳✚ ❰ ➋❳➍➬ä➊➑→➋❳➵❿➵✿➋✴➸➩➪➢ê↔➋❳➉ ➏➊➜➌➆✥➏➬➪❪➸➩➪❊❈➩ä➊➏➬➪➠➺✢❈❿➣❿➸➲➯✤✣❜➏❩➆✥➈➊➜ ➑ ➦↔➏➊➜➌➋❳➈➊➛✬➋➨➟➊➋➨➑➙↕Ù➞✼✞❇➈➊➒➓➛➲➦❑➑→➋❳➍➎➔➫➋➨➟➊➋ ➔➫➋➫➝
➏➊➜➌➆✥➏➊➜➥➒→➞❳➉➌➞➫➝➧➪ ➻ ➦❑➍➎➝♣➑→➋ ➔➧➦✥➟➩➜➌➋➨➟➩➒✬❇●➞❳➜➌➋❳➍❱➉➥➒ ➦❑➐➊➑→➋❈➆✥➍ ➦❿➑ ➦➳➟➊➞✆✫➎➍➊➒➓➉➥➒→➆✥➍✔➝➥➈➊➒➓➛➲➦❑➍❇➉➌➋✿➾
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❡♣❜①⑤ ➅ ✐❝❜✣⑤ ❜✖❞
⑦✻❹❁❹❁⑤❽❷ ❥✽⑦✽❡❾❷ ⑧s❛❝❞⑥④✻✐✽❡✭❜✖❡✜❞②⑧s✐❁❣➈❥✇❜

G >

b,s
> G(0) ❞②⑧s❛✽❡✗❧✻❜✖❞❯❧s❷ ✞✳⑨✇⑧s③✄⑧✻❣❪❹ ✩r❷ ❞✇③✄❜✖❞✪⑤ ⑧❸❥✽⑦❁✐✇➉❸➋

� ■✖✕ ✶✠✷ ✔✖q✭■✹✰✳● ✤➺➲➪ ❐ ➍❂ì➲➜➌➆✥➈➊➏❩➆✎✍➙➟➊➋❿➞❳➉à➦❑➑→➋↔➍➬↕Ù➋➫➝➥➉✎➏❪➦✥➝✎➍➎➞➫➔➫➋➫➝➌➝✚➦❑➒➓➜➌➋❳➵✿➋❳➍❇➉➨➑ ➦★➜➌➞❳➈➊➍➊➒→➆✥➍❇✉✠❋❏✰✠✟✇♦✠❋ ❑ →✵■➤➟➊➋↔➔➫➋❳➜➥➉à➦❑➒➓➍➎➋➫➝➨➐➊➒→➝➌➝➌➋➫➔❳➉➥➒→➆✥➍➎➝
➆✥➈➊➛✬➋❳➜➥➉➌➋➫➝❵ä❑➔➫➆✥➍➊➍➎➋✆☎➊➋➫➝②➵ ➦✤☎➩➒➓➵ ➦❑➑→➋➫➝❜➏❪➦❑➜➄➋✆☎➊➋❳➵❿➏➊➑→➋➲➪ ❐ ➍➳➔➫➆✥➍❇➉➥➜➌➋✪➋✆☎➊➋❳➵❿➏➊➑→➋ ➋➫➝➌➉☛✑ ➆✥➈➊➜➥➍➊➒❱➏❪➦❑➜②➑→➋ ì➲➜➌➆✥➈➊➏❩➆✎✍➙➟➊➋✎➾

G =
{

(e2πıθ, nθ) ∈ T × R
∣∣∣| n ∈ Z, θ ∈]1, 2]

}

(s, x)(s′, x′) = (s, x + x′)
➝➥➒

s = s′ ; (s, x)−1 = (s,−x),➵❈➈➊➍➊➒❜➟➊➋✎➑ ➦➳➉➌➆✥➏●➆✥➑→➆✥ì➲➒→➋ ➒➓➍➎➟➩➈➊➒➓➉➌➋ ➏❪➦❑➜
T × R

➪
➸➩➪ ❐ ➍✒➝➌➆✥➈➎➝●❂➙ì➲➜➌➆✥➈➊➏●➆✎✍➙➟➊➋❿➟➠↕ ➈➊➍✮ì➲➜➌➆✥➈➊➏●➆✎✍➙➟➊➋✿➞❳➉à➦❑➑→➋➳➍➬↕Ù➋➫➝➥➉ ➏❪➦✥➝✕✑ ➆✥➜➌➔➫➞❳➵✿➋❳➍❇➉✴➞❳➉à➦❑➑→➋✌☞●➏❪➦❑➜➨➋✆☎➊➋❳➵❿➏➊➑→➋➳➑→➋➳ì➲➜➌➆✥➈✝❂

➏●➆✎✍➙➟➊➋➨➞❳➉à➦❑➑→➋
G̃ = R × Z

➦➫➛✬➋➫➔ ➑→➋➨➏➊➜➌➆❱➟➩➈➊➒➓➉ ➋❳➉ ➑➙↕ ➒➓➍❱➛✬➋❳➜➌➝➌➋
(x, n)(x′, n′) = (x, n + n′)

➝➌➒
x = x′ ; (x, n)−1 = (x,−n),

➦✿➈➊➍ ➝➌➆✥➈➎➝●❂➙ì➲➜➌➆✥➈➊➏●➆✎✍➙➟➊➋❃✑❒➋❳➜➥➵✿➞
G = R∗ × {0} ∪ {0} × Z

✞❱➈➊➒ ➍➬↕Ù➋➫➝➥➉ ➏❪➦✥➝➤➞❳➉à➦❑➑→➋➲➪ Ô ➞➧➦❑➍➊➵✿➆✥➒➓➍➎➝✘➆✥➍ ➦
➆✥➍ ➦↔➑ ➦❿➔➧➦❑➜à➦✥➔❳➉➌➞❳➜➥➒→➝à➦❑➉➥➒→➆✥➍✔➝➌➈➊➒➓➛✥➦❑➍❱➉➌➋✿➾
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G

➟➠↕ ➈➊➍✿ì➲➜➌➆✥➈➊➏●➆✎✍➙➟➊➋
G̃

➑→➆➇➔➧➦❑➑→➋❳➵✿➋❳➍❇➉ ➔➫➆✥➵❿➏❪➦✥➔❳➉ ➋❳➉ ➣✘➐❪➦✥➝➌➋
➟➊➞❳➍➎➆✥➵✴➐➊➜à➦❑➐➊➑→➋↔➟➠↕Ù➆✥➈➊➛✬➋❳➜➥➉➌➝➧ä➎➋➫➝➌➉♣➞❳➉à➦❑➑→➋➨➝➥➒➬➋❳➉ ➝➌➋❳➈➊➑→➋❳➵✿➋❳➍❱➉➤➝➥➒

➺➲➪
G

➏❩➋❳➈➊➉ ➝❵↕Ù➞➫➔❳➜➥➒➓➜➌➋➨➔➫➆✥➵❿➵✿➋ ➈➊➍➎➋ ➜➌➞❳➈➊➍➊➒→➆✥➍ ➟➊➋✴➔➫➋❳➜➥➉à➦❑➒➓➍➎➋➫➝ ➟➊➋➫➝ ➝à➋➫➝ ➐➊➒→➝➌➝➌➋➫➔❳➉➥➒→➆✥➍➎➝♣➆✥➈➊➛✬➋❳➜➥➉➌➋➫➝❈➾
G =

⋃
k Sk

ä
➟➊➋✴➝➌➆✥➜➥➉➌➋✔✞❇➈➎➋➨➑→➋➫➝

b(Sk)
✃ ➆✥➈✠➑→➋➫➝

s(Sk)
❮✪➝➌➆✥➒→➋❳➍❱➉ ➆✥➈➊➛✬➋❳➜➥➉➌➝ ➟➎➦❑➍➎➝

G(0)

➸➩➪✟✠ ➋➫➝♣➜➌➞➫➔❳➒➓➏➊➜➌➆■✞❇➈➎➋➫➝♣➟➊➋
b
➋❳➉

s
➜➌➋➫➝➥➉➥➜➌➋❳➒➓➍❇➉➌➋➫➝✎➦❑➈✝☎

Sk

➝➌➆✥➍❇➉♣➔➫➆✥➍❱➉➥➒➓➍❇➈➎➋➫➝➳➾

b(Sk)
b|−1

Sk
> Sk, s(Sk)

s|−1
Sk
> Sk.

➭➩➪
G

➋➫➝➥➉ ➑→➆❱➔➧➦❑➑→➋❳➵✿➋❳➍❱➉➤➔➫➆✥➵❿➏❪➦✥➔❳➉ ✃ ❋ ●✏■✢●é➑→➆➇➔➧➦❑➑→➋❳➵✿➋❳➍❇➉✟✑ ➋❳➜➥➵✿➞ ➟➎➦❑➍➎➝
G̃
❮➱➪



� ✁✄✂✄☎✆☎✞✝✆✟✡✠☛✝✄☞✍✌✏✎✑☞✒✂✓☞✕✔✖✎✗✌✑✠✘✠✕✙✕✁✚✟✛✝✜✠✣✢✤✁✥✎✦✙✡☎✄✎✗✧✩★✪✝✜✠ ➺❵ê

✠ ✲✖✕✶♦ ❑ ✰❤→✻✷ ✶r→✻❋➆♦ ❑ ●
�✌✍✑✳ ☛✫✦✘●✚✏✓✙✱✜✲☞ ✵ ✿ ☛✫✺❑✙✱✦✘✵ ●✣✏✲✍✱❂ ❄ ✙✣✏✓✦ ✤✎✙✱✏✓✤ ✙✱✏✲✩✱✍✑✦✎✤

S
✵✓✍

G̃
❂
b(S)

✍✄☞✛✤ ✙✣✏✓✩✱✍✄✦✛✤❍✵✓☛✫✜✲☞
G(0) ☞✎✧✟✍✑✤❈☞✎✍✑✏✲✒❅✍✄✳❇✍✄✜✚✤❍☞✎✧

s(S)
✍✄☞✛✤✖✙✱✏✲✩✱✍✑✦✎✤✬✵✓☛✫✜ ☞

G(0) ❋ ✕✑✍✑✒✪☛❈❄✓✦✎✙❁✩◆✧✔✍✑✜✚✤✖✵✶✏✴❉ ☛✱✧ ✤ ●✚✏✓✍ ✒✝✿ ✧❅✜◆✩✣✍✑✦✘☞✛✍ i ✍✄☞✛✤✖✏✓✜ ✗✓✙✣✳❊✁✄✙✱✳✴✙✱✦★❄✓✗✓✧✪☞✎✳❇✍❋✵✶✍ G̃ ❂✣✵✶✙✣✜✲✕✵✓✍
G
❂✲✍✼✤ ✵✶✍

s(S) = b(i(S))
✾

✡✯✍✄☞ ✕✼✙✱✜ ✵✶✧ ✤★✧❅✙✣✜✲☞✩✁✑✜✓✙✣✜✲✕✸✁✭☞✷✵✓☛✱✜✲☞✻✒✪☛ ❄✓✦★✙✱❄❑✙✣☞✎✧❅✤✎✧✔✙✱✜ ☞✎✙✱✜✚✤❖✁✑✩◆✧✪✵✶✍✑✳✴✳✴✍✑✜✚✤❇✜✤✁✄✕✑✍✄☞★☞✎☛✱✧❅✦★✍✄☞✥❄❑✙✱✏✲✦❇●✚✏✓✍
G
☞✎✙✱✧❅✤❖✁✑✤★☛✫✒✔✍✱✾

✾✽✙✣✏✓✦ ●✚✏❃✿ ✍✑✒✔✒❅✍✭☞ ☞✎✙✱✧✔✍✑✜✚✤ ☞✎✏✗✵ ☞★☛✫✜✚✤✎✍✭☞✑❂ ✒✔☛ ☞✛✍✄✏✓✒❅✍ ✕✘✗✓✙✣☞✎✍ ✜✓✙✣✜ ✤✎✦★✧✔✩✚✧✪☛✫✒✔✍❭● ✩ ✁✄✦✎✧✂✁✲✍✄✦✷✍✄☞✛✤❇●✚✏✓✍
b ✺ ✦★✍✄☞✎❄❃✾ s ✻ ✍✄☞✛✤ ✏✓✜✲✍☛✱❄✓❄✓✒✔✧✔✕✄☛❁✤★✧❅✙✣✜ ✙✣✏✓✩✱✍✄✦✛✤★✍✱✾✫❉ ✦✄❂✶❄❑✙✱✏✲✦✰✤✎✙✱✏✓✤✌✙✱✏✓✩✣✍✑✦✎✤

O
✵✶✍
G
❂✓✙✱✜ ☛ ❊

b(O) =
⋃

k

b(O ∩ Sk).

✶✬✤ ✕✘✗✲☛✱●✚✏✓✍
b(O ∩ Sk)

✍✄☞✛✤✌✙✱✏✓✩✣✍✑✦✎✤❋✵✲☛✫✜✲☞
b(Sk)

❂✲✕✑☛✱✦✌✕✫✿ ✍✄☞✛✤✰✒✁✿ ✧❅✳ ☛✫❆✣✍✥✦✜✁✭✕✼✧✔❄✓✦★✙◆●✚✏✓✍❈✵✶✍✥✒✁✿ ✙✣✏✓✩✱✍✄✦✛✤
O ∩ Sk

❄✲☛✫✦❋✒✪☛
❉ ✙✣✜✲✕✸✤★✧❅✙✣✜ ✕✼✙✣✜✚✤✎✧✔✜✚✏✲✍

b|−1
Sk

✾ ✄ ✙✱✜✲✕ ✕✘✗✲☛✱●✚✏✓✍
b(O∩Sk)

✍✭☞✮✤ ✙✱✏✓✩✣✍✑✦✎✤ ✵✓☛✫✜ ☞
G(0) ❄✓✏✓✧✪☞★●✣✏✲✍ b(Sk)

✍✭☞✮✤ ✙✱✏✓✩✣✍✑✦✎✤ ✵✓☛✱✜✲☞
G(0) ✾ ■❑❏✟▲◆▼

✄ ❳ ✁ ❳ ✠☛✠✆☎✜❘ ✁ ✄ ❬ ✤ ❐ ➍ ➝➌➆✥➈➎➝●❂➙ì➲➜➌➆✥➈➊➏●➆✎✍➙➟➊➋
G

➟➠↕ ➈➊➍✠ì➲➜➌➆✥➈➊➏●➆✎✍➙➟➊➋✴➞❳➉à➦❑➑→➋
G̃

➋➫➝➥➉♣➞❳➉à➦❑➑→➋➨➝➥➒➬➋❳➉➤➝➌➋❳➈➊➑→➋❳➵✿➋❳➍❇➉✘➝➥➒ ➾
➓ G

➋➫➝➌➉♣➑→➆❱➔➧➦❑➑→➋❳➵✿➋❳➍❱➉✟✑ ➋❳➜➥➵✿➞ ➟➎➦❑➍➎➝
G̃
☞

➓ ➑➙↕ ➒➓➵ ➦❑ì✬➋❘➏❪➦❑➜
b
✃ ➆✥➈

s
❮✴➟➊➋❘➉➌➆✥➈➊➉➌➋❘➐➊➒→➝à➝➌➋➫➔❳➉➥➒→➆✥➍✓➆✥➈➊➛✬➋❳➜➥➉➌➋✌➟➊➋

G
✃ ➆✥➈✝➝➌➋❳➈➊➑→➋❳➵✿➋❳➍❱➉ ➟➠↕ ➈➊➍✓➋❳➍➎➝➌➋❳➵❈➐➊➑→➋✠➟➊➋

➐➊➒→➝à➝➌➋➫➔❳➉➥➒→➆✥➍➎➝♣➆✥➈➊➛✬➋❳➜➥➉➌➋➫➝❍✑ ➆✥➜➥➵ ➦❑➍❇➉➤➈➊➍✌➜➌➋➫➔➫➆✥➈➊➛❱➜➌➋❳➵✿➋❳➍❱➉✘➟➊➋
G
❮ ➋➫➝➥➉♣➆✥➈➊➛✬➋❳➜➥➉➌➋✴➟➎➦❑➍➎➝

G(0) ➪
✁ ➍✠➏❪➦❑➜➥➉➥➒→➔❳➈➊➑➓➒→➋❳➜➤➉➌➆✥➈➊➉ ➝➌➆✥➈➎➝●❂➙ì➲➜➌➆✥➈➊➏●➆✎✍➙➟➊➋➨➆✥➈➊➛✬➋❳➜➥➉ ➟➠↕ ➈➊➍ ì➲➜➌➆✥➈➊➏❩➆✎✍➙➟➊➋➨➞❳➉à➦❑➑→➋✴➋➫➝➥➉ ➞❳➉à➦❑➑→➋➲➪

✰✳✲❵❷ ✝ ∗ ✞ ✲✘✶♠✾✠✟ ➁✩✣ ✵✷✸ ✧☛✡❆★✫✚ ✾ ✣✦✥✢★ ✴ ✥✽❀❁✧ ✵
å✎➞❳➍➎➞❳➜à➦❑➑➓➒→➝✚➦❑➍❇➉á➑ ➦ ➍➎➆✥➉➥➒→➆✥➍❈➟➊➋ Û ∗ ❂ ➦❑➑➓ì✬➽❳➐➊➜➌➋ ✃ ➜➌➋➫➝➥➏➬➪➧➜➌➞➫➟➩➈➊➒➓➉➌➋❵❮➬➟➠↕ ➈➊➍❈ì➲➜➌➆✥➈➊➏❩➋➲ä✲➚➎➪ ❰ ➋❳➍❪➦❑➈➊➑➓➉✧✚ ❰ ➋❳➍✝✣➇➦ ➔➫➆✥➍➎➝➥➉➥➜➥➈➊➒➓➉➧ä

➏●➆✥➈➊➜ ➈➊➍✠ì➲➜➌➆✥➈➊➏❩➆✎✍➙➟➊➋
G

➉➌➋❳➑☛✞❱➈➎➋
➓ G

➋➫➝➥➉②➈➊➍❿ì➲➜➌➆✥➈➊➏●➆✎✍➙➟➊➋✪➉➌➆✥➏❩➆✥➑→➆✥ì➲➒✮✞❱➈➎➋✪➑→➆➇➔➧➦❑➑→➋❳➵✿➋❳➍❇➉ ➔➫➆✥➵❿➏❪➦✥➔❳➉ ➦➧➛✬➋➫➔✪➈➊➍➎➋✪➐❪➦✥➝➌➋✪➟➊➞❳➍➎➆✥➵✴➐➊➜à➦❑➐➊➑→➋➤➟➠↕Ù➆✥➈➊➛✬➋❳➜➥➉➌➝➧ä
➓ G

➏●➆➲➝➌➝➌➽➫➟➊➋✎➈➊➍✔➝➥Ú➇➝➌➉➌➽❳➵✿➋ ➟➊➋ ✺ ➦➲➦❑➜ ➔➫➆✥➍❱➉➥➒➓➍❇➈
(µu)u∈G(0)

➪
➑ ➦ Û ∗ ❂ ➦❑➑➓ì✬➽❳➐➊➜➌➋✴➟➊➋

G
ä➊➍➎➆✥➉➌➞➫➋↔Û ∗(G,µ)

ä➎➆✥➈✠➏➊➑➓➈➎➝➤➝➥➒➓➵❿➏➊➑→➋❳➵✿➋❳➍❇➉ Û ∗(G)
➝❵↕ ➒➓➑➠➍➬↕ Ú❘➦➳➏❪➦✥➝➤➟➠↕ ➦❑➵✴➐➊➒➓ì➲➈ ✍ ➉➌➞↔➝➥➈➊➜

µ✃ ➜➌➋➫➝➥➏➬➪➊➑ ➦✿Û ∗ ❂ ➦❑➑➓ì✬➽❳➐➊➜➌➋➨➜➌➞➫➟➩➈➊➒➓➉➌➋➲ä➎➍➎➆✥➉➌➞➫➋❈Û ∗☞✍✌✏✎ (G,µ)
➛✬➆✥➒➓➜➌➋↔Û ∗☞✍✌✏✎ (G)

❮➱➪
Û ➋❳➉➥➉➌➋➨➔➫➆✥➍➎➝➌➉➥➜➥➈➎➔❳➉➥➒→➆✥➍✔➝➧↕ ➦❑➏➊➏➊➑➓➒✮✞❱➈➎➋➨➋❳➍✌➏❪➦❑➜➥➉➥➒→➔❳➈➊➑➓➒→➋❳➜✘➦❑➈✝☎✠➋✆☎➊➋❳➵❿➏➊➑→➋➫➝♣➝➥➈➊➒➓➛➲➦❑➍❇➉➌➝❈➾
➓ ✠ ➋➫➝ ì➲➜➌➆✥➈➊➏❩➆✎✍➙➟➊➋➫➝➤➟➊➋✙✠➠➒→➋➲➪
➓ ✠ ➋➫➝ ì➲➜➌➆✥➈➊➏❩➆✎✍➙➟➊➋➫➝➤➞❳➉à➦❑➑→➋➫➝➧➪
➓ ✠ ➋➫➝ ì➲➜➌➆✥➈➊➏●➆✎✍➙➟➊➋➫➝✌➔➫➆✥➍❇➉➥➒➓➍✏✙➊➵✿➋❳➍❱➉✳✫➎➐➊➜➌➞➫➝➧ä ➋❳➉❘➋❳➍❆➏❪➦❑➜➥➉➥➒→➔❳➈➊➑➓➒→➋❳➜✶➑→➋➫➝ ✫➎➐➊➜➌➞➫➝❘➋❳➍✷ì➲➜➌➆✥➈➊➏●➋➫➝✶➔➫➆✥➵❿➵✴➈➊➉à➦❑➉➥➒✬✑ ➝

➔➫➆✥➍❱➉➥➒➓➍❇➈➎➝ ✃ ➔✆✑ ➪➊➟➊➞✆✫➎➍➊➒➓➉➥➒→➆✥➍❞➺➲➪❊❅➩➪❊❅❿➋❳➉ ➏➊➜➌➆✥➏●➆➲➝➥➒➓➉➥➒→➆✥➍①➺➲➪❊❅➩➪ �✬❮➱➪
➓ ✠ ➋➫➝ ì➲➜➌➆✥➈➊➏❩➋➫➝ ➑→➆❱➔➧➦❑➑→➋❳➵✿➋❳➍❱➉➤➔➫➆✥➵❿➏❪➦✥➔❳➉➌➝✘➣↔➐❪➦✥➝➌➋➨➟➊➞❳➍➎➆✥➵✴➐➊➜à➦❑➐➊➑→➋↔➟➠↕Ù➆✥➈➊➛✬➋❳➜➥➉➌➝➧➪
✠ ↕ ➦❑➑➓ì✬➽❳➐➊➜➌➋ Û ∗(G,µ)

✃ ➜➌➋➫➝➥➏➬➪➩Û ∗☞✍✌✏✎ (G,µ)
❮ ➋➫➝➥➉ ➆✥➐➊➉➌➋❳➍❱➈➎➋ ➏❪➦❑➜ ➔➫➆✥➵❿➏➊➑→➞❳➉➥➒→➆✥➍❘➟➊➋ ➑➙↕ ➦❑➑➓ì✬➽❳➐➊➜➌➋➤➟➊➋ ➔➫➆✥➍❇➛✬➆✥➑➓➈➊➉➥➒→➆✥➍

Û✦✼
(G,µ)

➏●➆✥➈➊➜ ➈➊➍➎➋➤➔➫➋❳➜➥➉à➦❑➒➓➍➎➋➨Û ∗ ❂➙➍➎➆✥➜➥➵✿➋➲➪➇Õ②➦❑➜♣➦❑➒➓➑➓➑→➋❳➈➊➜➌➝➧ä➇➔➫➆✥➵❿➵✿➋
G

➋➫➝➥➉ ➣➨➐❪➦✥➝à➋ ➟➊➞❳➍➎➆✥➵✴➐➊➜à➦❑➐➊➑→➋✴➟➠↕Ù➆✥➈➊➛✬➋❳➜➥➉➌➝➧ä
➑ ➦✿Û ∗ ❂ ➦❑➑➓ì✬➽❳➐➊➜➌➋❈➦❑➒➓➍➎➝➌➒➬➆✥➐➊➉➌➋❳➍❇➈➎➋✴➋➫➝➌➉ ➍➎➞➫➔➫➋➫➝➌➝à➦❑➒➓➜➌➋❳➵✿➋❳➍❇➉✎➝➌➞❳➏❪➦❑➜à➦❑➐➊➑→➋➲➪
�✂✁ ❳ ✞✕❳ ☞r❘❚❱❭❘✩❳✆❙ ❨❭❬✛✚✆❬❪❨ ❫ ➻ ➦❑➍➎➝❘➑→➋➫➝❘➔➫➆✥➍➎➟➩➒➓➉➥➒→➆✥➍➎➝❘➏➊➜➌➞➫➔➫➞➫➟➊➋❳➍❇➉➌➋➫➝ ➏❩➆✥➈➊➜

G
ä ➑➙↕Ù➋➫➝➥➏❪➦✥➔➫➋➲ä✪➍➎➆✥➉➌➞✒Û✦✼

(G,µ)
ä

➆✥➈✮➏➊➑➓➈➎➝✴➝➌➒➓➵❿➏➊➑→➋❳➵✿➋❳➍❇➉↔Û ✼
(G)

➝❵↕ ➒➓➑➄➍➬↕ Ú❂➦✶➏❪➦✥➝➨➟➠↕ ➦❑➵❈➐➊➒➓ì➲➈ ✍ ➉➌➞★➝➌➈➊➜
µ
ä➠➟➊➋➫➝✔✑❒➆✥➍➎➔❳➉➥➒→➆✥➍➎➝➨➔➫➆✥➍❱➉➥➒➓➍❇➈➎➋➫➝❿➣❘➝➥➈➊➏➊➏●➆✥➜➥➉

➔➫➆✥➵❿➏❪➦✥➔❳➉➤➝➌➈➊➜
G
ä ✞❇➈➎➋ ➑➙↕Ù➆✥➍ ➦↔➵✴➈➊➍➊➒ ➟➩➈✠➏➊➜➌➆➇➟➩➈➊➒➓➉ ➋❳➉♣➟➊➋ ➑ ➦➳➔➫➆✥➍❱➛✬➆✥➑➓➈➊➉➥➒→➆✥➍ ➟➊➞✆✫➎➍➊➒→➝ ➏❪➦❑➜➨➾

f ∗ f ′(γ) =

∫
f(γδ)f ′(δ−1)µs(γ)(δ)

f∗(γ) = f(γ−1),➋➫➝➥➉ ➈➊➍➎➋✴➦❑➑➓ì✬➽❳➐➊➜➌➋➨➒➓➍❇➛✬➆✥➑➓➈➊➉➥➒➓➛✬➋❏✚ ❰ ➋❳➍➬ä➩➏➊➜➌➆✥➏①➺➲➪➓➺ ➏➬➪✝❖✑❈✤✣ ➪



� ✁✄✂✄☎✆☎✞✝✆✟✡✠☛✝✄☞✍✌✏✎✑☞✒✂✓☞✕✔✖✎✗✌✑✠✘✠✕✙✕✁✚✟✛✝✜✠✣✢✤✁✥✎✦✙✡☎✄✎✗✧✩★✪✝✜✠ ➺✢❈

�✂✁ ❳ ✞✕❳ ☞r❘❚❱❭❘✩❳✆❙ ❨❭❬✛✚✆❬ ✑✍❫ ➅➇➆✥➒➓➉ ➑ ➦↔➍➎➆✥➜➥➵✿➋ ‖ · ‖I

➝➥➈➊➜➤Û✦✼
(G)

➟➊➞✆✫➎➍➊➒→➋ ➏❪➦❑➜✴➾

‖f‖I = max

{
sup

u∈G(0)

∫

Gu

|f(γ)|µu(γ); sup
u∈G(0)

∫

Gu

|f∗(γ)|µu(γ)

}
.

➅➇➆✥➒➓➉
A

➈➊➍➎➋★Û ∗ ❂ ➦❑➑➓ì✬➽❳➐➊➜➌➋✿➝➌➞❳➏❪➦❑➜à➦❑➐➊➑→➋★➋❳➉❈Û ✼
(G)

L
> A

➈➊➍①➵✿➆✥➜➥➏➊➼➊➒→➝➥➵✿➋✿➟➠↕ ➦❑➑➓ì✬➽❳➐➊➜➌➋➫➝❈➒➓➍❇➛✬➆✥➑➓➈➊➉➥➒➓➛✬➋➫➝➧ä❜➆✑✗
G➋➫➝➥➉ ➈➊➍✠ì➲➜➌➆✥➈➊➏●➆✎✍➙➟➊➋➲➪➎Ø➤➑→➆✥➜➌➝

L
➋➫➝➥➉♣➔➫➆✥➍❱➉➥➒➓➍❇➈ ➏❩➆✥➈➊➜ ➑ ➦❿➍➎➆✥➜➥➵✿➋ ‖ · ‖I

ä✫❋❍●✏■✢●
∃C > 0, ∀f, ‖L(f)‖ ≤ C‖f‖I ,

➝➥➒➬➋❳➉ ➝à➋❳➈➊➑→➋❳➵✿➋❳➍❇➉➤➝➌➒
L

➋➫➝➥➉♣➔➫➆✥➍❇➉➥➒➓➍❱➈➎➋✴➏●➆✥➈➊➜ ➑ ➦➳➉➌➆✥➏●➆✥➑→➆✥ì➲➒→➋➨➟➊➋ ➑ ➦➳➔➫➆✥➍❱➛✬➋❳➜➥ì✬➋❳➍➎➔➫➋✴➈➊➍➊➒✬✑ ➆✥➜➥➵✿➋➨➝➥➈➊➜♣➑→➋➫➝ ➔➫➆✥➵❿➏❪➦✥➔❳➉➌➝
❋❍●❏■✢●

∀K ⊂ G, K
➔➫➆✥➵❿➏❪➦✥➔❳➉

, ∃CK > 0,
➅❱➈➊➏➊➏

f ⊂ K ⇒ ‖L(f)‖ ≤ CK‖f‖∞.Ø➤➑→➆✥➜➌➝ ➑ ➦ Û ∗ ❂ ➝➌➋❳➵❿➒➓➍➎➆✥➜➥➵✿➋★➾
‖f‖ � ∗(G) = sup

L

‖L(f)‖,
➆✑✗✠➑→➋

sup
➏●➆✥➜➥➉➌➋➨➝➥➈➊➜ ➉➌➆✥➈➎➝ ➑→➋➫➝✂✁✼❂➙➵✿➆✥➜➥➏➊➼➊➒→➝➥➵✿➋➫➝

L
➔➫➆✥➍❇➉➥➒➓➍❱➈➎➝✘➦❑➈✠➝➌➋❳➍➎➝♣➏➊➜➌➞➫➔➫➞➫➟➊➋❳➍❇➉➧ä❩➋➫➝➥➉ ➈➊➍➎➋ ➍➎➆✥➜➥➵✿➋➲➪

✄ ✉✑✲✢■❯✉✑■☎✏ ✶✦✴✚✷ ■❤q ✍✠■✆☎❵➑➙↕ ➒➓➵❿➏➊➑➓➒→➔➧➦❑➉➥➒→➆✥➍ ⇒ ➋➫➝➥➉ ➒➓➵❿➵✿➞➫➟➩➒ ➦❑➉➌➋✌☞✲➑ ➦ ➜➌➞➫➔❳➒➓➏➊➜➌➆■✞❱➈➎➋ ➋➫➝➥➉❜➈➊➍➎➋ ➔➫➆✥➍➎➝➌➞✼✞❱➈➎➋❳➍➎➔➫➋ ➟➩➈✴➉➥➼➎➞➫➆✥➜➌➽❳➵✿➋
➟➊➋❿➚➎➪ ❰ ➋❳➍❪➦❑➈➊➑➓➉ ✚ ❰ ➋❳➍➬ä●➉➥➼➬➪➄➺➲➪ ➸➩➺➳➏➬➪ �✸❅✤✣ ➟➊➋❿➟➊➞➫➝➥➒➓➍❱➉➌➞❳ì➲➜à➦❑➉➥➒→➆✥➍❶➟➊➋➫➝ ➜➌➋❳➏➊➜➌➞➫➝➌➋❳➍❱➉à➦❑➉➥➒→➆✥➍➎➝❈➟➊➋✿Û ✼

(G)
➪✱✠ ➋ ✑ ➦❑➒➓➉✙✞❱➈➎➋

➑➙↕Ù➆✥➍❿➆✥➐➊➉➥➒→➋❳➍➊➍➎➋✪➈➊➍➎➋ ➍➎➆✥➜➥➵✿➋ ➏➊➜➌➆❵➛❱➒→➋❳➍❱➉ ➟➊➋ ➑➙↕Ù➋✆☎➇➒→➝➥➉➌➋❳➍➎➔➫➋✪➟➠↕ ➈➊➍➎➋ ➜➌➋❳➏➊➜➌➞➫➝➌➋❳➍❱➉à➦❑➉➥➒→➆✥➍ ➔➫➆✥➍❇➉➥➒➓➍❱➈➎➋✶✫❪➟➊➽❳➑→➋➲ä❑➏❪➦❑➜②➋✆☎➊➋❳➵❿➏➊➑→➋
➑ ➦↔➜➌➋❳➏➊➜➌➞➫➝➌➋❳➍❱➉à➦❑➉➥➒→➆✥➍✔➜➌➞❳ì➲➈➊➑➓➒→➽❳➜➌➋✴ì❇➦❑➈➎➔➌➼➎➋

λ
✚ ❰ ➋❳➍➬ä➊➟➊➞✆✑➥➪➠➺➲➪❊❈➳➏➬➪✭❅✸❅✤✣ ➪

➡➤➍✶➏❩➋❳➈➊➉ ➟➊➆✥➍➎➔➤➟➊➞✆✫➎➍➊➒➓➜ ➏➊➑➓➈➎➝➥➒→➋❳➈➊➜➌➝♣Û ∗ ❂ ➦❑➑➓ì✬➽❳➐➊➜➌➋➫➝ ➟➊➋♣➑ ➦➨➵ ➦❑➍➊➒→➽❳➜➌➋✘➝➌➈➊➒➓➛✥➦❑➍❱➉➌➋➲➪➩➡➤➍★➍➎➆✥➉➌➋❳➜à➦✴➐➊➒→➋❳➍❏✞❇➈➎➋➲ä➇➟➎➦❑➍➎➝
➑ ➦➨➝➌➈➊➒➓➉➌➋➲ä✬➏●➆✥➈➊➜ ➞❳➛➇➒➓➉➌➋❳➜ ➔➫➋❳➉➥➉➌➋♣➵❈➈➊➑➓➉➥➒➓➏➊➑➓➒→➔❳➒➓➉➌➞✎➟➊➋➫➝✪Û ∗ ❂ ➦❑➑➓ì✬➽❳➐➊➜➌➋➫➝ ➏❩➆✥➈➊➜ ➈➊➍ ➵ ✹❳➵✿➋➤ì➲➜➌➆✥➈➊➏❩➆✎✍➙➟➊➋✘➦➫➛✬➋➫➔✘➝➥Ú➩➝➥➉➌➽❳➵✿➋ ➟➊➋
✺ ➦➲➦❑➜✘➔➫➆✥➍❱➉➥➒➓➍❇➈➬ä➠➆✥➍❂➝➌➋➨➏➊➑ ➦✥➔➫➋❳➜à➦✶➟➎➦❑➍➎➝✘➟➊➋➫➝➤➼❱Ú❱➏●➆✥➉➥➼➎➽➫➝➌➋➫➝✎➟➊➋❈➵✿➆➧Ú✬➋❳➍➊➍❪➦❑➐➊➒➓➑➓➒➓➉➌➞ ✃ ➔✆✑➥➪éØ➤➍❪➦❑➍❇➉➥➼❪➦❑➜à➦❑➵ ➦❑➍➬ä ❰ ➋❳➍❪➦❑➈➊➑➓➉
✚ÙØ ❰ ✣■❮✎➾
▼❖◆◗P❉❘❚❙❯❘❲❱✡❘❚❳✆❙ ❨❭❬ ✚ ❬✛✚ ❫ ✍ ⑦ Û ∗ ☛❚⑦✻⑤ ➊❁➒①④❋❣❦❜✶❹✻⑤ ❜❋❷➄❛➀❜➑➍❢❣❦❜✖❞✇❹✻➋❭❣❦⑨✇❧❏✐r❷ ❡✩❜ ➎ ❧✒❶✹✐❁❛✏➊❏❣❦⑧s✐❁❹r⑧✖✕ ❧❁❜♥❜✖❞❢❡⑥⑤ ⑦✦❥✇⑧s③✰❹❁⑤ ⑨✖❡❀❷ ⑧s❛✰❧❁❜Û✦✼

(G)
❹➀⑦❋❣✪⑤ ⑦❖❛❝⑧✻❣❪③✄❜ ‖.‖ � ∗(G)

➍❢❣❦❜✖❞✇❹✻➋ ‖f‖r = ‖λ(f)‖ ❻ ⑧✘✗ λ
❜✖❞❢❡✑❡♣⑧s✐❚➌✩⑧s✐❁❣❄❞➏⑤ ⑦ ❣❦❜①❹❋❣❦⑨✖❞②❜①❛✽❡❢⑦✽❡❾❷ ⑧s❛ ❣❦⑨✖➊❏✐✻⑤❽❷ ➒①❣➈❜

➊✻⑦✻✐❝❥✪✩❝❜ ➎ ➋

✁ ➍➳➏❪➦❑➜➥➉➥➒→➔❳➈➊➑➓➒→➋❳➜ Û ∗(G)
➋➫➝➥➉á➑ ➦ Û ∗ ❂ ➦❑➑➓ì✬➽❳➐➊➜➌➋ ➋❳➍❇➛✬➋❳➑→➆✥➏➊➏❪➦❑➍❱➉➌➋ ➟➊➋

LI(G)
ä✥➑➙↕ ➦❑➑➓ì✬➽❳➐➊➜➌➋ ➟➊➋✪ë ➦❑➍❪➦✥➔➌➼❿➒➓➍❇➛✬➆✥➑➓➈➊➉➥➒➓➛✬➋

✞❱➈➊➒➬➋➫➝➥➉ ➑→➋➨➔➫➆✥➵❿➏➊➑→➞❳➉➌➞➨➟➊➋❈Û✦✼
(G)

➏❩➆✥➈➊➜♣➑ ➦↔➍➎➆✥➜➥➵✿➋ ‖ · ‖I

➪
�✂✁ ❳ ✞✕❳ ☞r❘❚❱❭❘✩❳✆❙ ❨❭❬ ✚ ❬☎✄ ❫ ➅❱➒

G
➋➫➝➥➉❿➈➊➍✻ì➲➜➌➆✥➈➊➏❩➆✎✍➙➟➊➋ ✕➑♦✆✢✎■ ❑✭❑ ✶✑▲✖✏ ■ ✃ ➛✬➆✥➒➓➜❋✚ÙØ ❰ ✣ ➏●➆✥➈➊➜❿➑ ➦❂➟➊➞✆✫➎➍➊➒➓➉➥➒→➆✥➍é❮➱ä

➦❑➑→➆✥➜➌➝➤Û ∗(G) =
Û ∗☞ ✌ ✎ (G)

➪
➚✬➋➨➜à➦❑➏➊➏❩➋❳➑➓➑→➋✙✞❱➈➎➋❳➑✮✞❱➈➎➋➫➝♣➋✆☎➩➋❳➵❿➏➊➑→➋➫➝➤➝➥➉à➦❑➍➎➟➎➦❑➜➌➟✠➟➊➋✎ì➲➜➌➆✥➈➊➏●➆✎✍➙➟➊➋➫➝♣➵✿➆❵Ú✬➋❳➍➊➍❪➦❑➐➊➑→➋➫➝↔➾
➓ ì➲➜➌➆✥➈➊➏●➋➫➝♣➔➫➆✥➵❿➵❈➈➊➉à➦❑➉➥➒✬✑❒➝✱☞
➓ ì➲➜➌➆✥➈➊➏●➆✎✍➙➟➊➋➨➟➊➋ ➑➙↕ ➦✥➔❳➉➥➒→➆✥➍✔➟➠↕ ➈➊➍✠ì➲➜➌➆✥➈➊➏❩➋➨➵✿➆➧Ú✬➋❳➍➊➍❪➦❑➐➊➑→➋➲ä❩➔➫➆✥➵❿➵✴➈➊➉à➦❑➉➥➒✬✑ ➏❪➦❑➜♣➋✆☎➊➋❳➵❿➏➊➑→➋➲ä❪➝➥➈➊➜ ➈➊➍✠➋➫➝➥➏❪➦✥➔➫➋✌☞
➓ ì➲➜➌➆✥➈➊➏●➆✎✍➙➟➊➋➨➟➊➋➫➝ ➏❪➦❑➒➓➜➌➋➫➝❵➪

✰✳✲ ✯ ✝ ➂✫✲ ❦ ✴r✸ ✪❅✥✢✚❝✜✦✭♠✚✗★ ✸ ✧ ✵ ✝ ∗ ✞ ✲✽✶✮✾ ✟ ➁✫✣ ✵✔✸ ✧ ✵❬✾ ✣✦✥❝★ ✴ ✥✘❀❶✧ ✵✷✸
✝✟✞ ✍ ✡ ❍✕✺➑✿❁❊●❅➇✼ ✄✈❅✳✵✡✺➑❑✡✸✠✝ ∗ ✾ ✍ ✁➈❆✂✟☛✡✕❈➀✸❼✺

➚✬➋➨➜à➦❑➏➊➏❩➋❳➑➓➑→➋ ➒→➔❳➒ ➑→➋✎➛✬➆❱➔➧➦❑➐➊➈➊➑ ➦❑➒➓➜➌➋❈➋❳➉✟✞❇➈➎➋❳➑✮✞❱➈➎➋➫➝ ➏➊➜➌➆✥➏➊➜➥➒→➞❳➉➌➞➫➝✘➟➊➋➫➝♣➔➌➼❪➦❑➵❿➏➎➝➤➔➫➆✥➍❇➉➥➒➓➍❇➈➎➝✘➟➊➋❈Û ∗ ❂ ➦❑➑➓ì✬➽❳➐➊➜➌➋➫➝➧➪



� ✁✄✂✄☎✆☎✞✝✆✟✡✠☛✝✄☞✍✌✏✎✑☞✒✂✓☞✕✔✖✎✗✌✑✠✘✠✕✙✕✁✚✟✛✝✜✠✣✢✤✁✥✎✦✙✡☎✄✎✗✧✩★✪✝✜✠ ➺✡✢

✏ ★ ❀✍✑❄❀ ✬ ★ ☎ ✝ ✒ ➻ ➦❑➍➎➝❂➔➫➋ ✞❱➈➊➒➳➝➌➈➊➒➓➉
X

➟➊➞➫➝➌➒➓ì➲➍➎➋☛➈➊➍✸➋➫➝➌➏❪➦✥➔➫➋❶➉➌➆✥➏●➆✥➑→➆✥ì➲➒✮✞❱➈➎➋☛➑→➆❱➔➧➦❑➑→➋❳➵✿➋❳➍❱➉①➔➫➆✥➵❿➏❪➦✥➔❳➉➧➪❈➅❱➒
A π

>> X
➋➫➝➥➉★➈➊➍ ✫➎➐➊➜➌➞➲ä ➏❩➆✥➈➊➜✿➉➌➆✥➈➊➉

~ ∈ X
ä ➆✥➍✓➍➎➆✥➉➌➋ A~ = π−1 {~} ➑ ➦✺✫➎➐➊➜➌➋✔➦❑➈❆➟➊➋➫➝➌➝➥➈➎➝★➟➊➋

~
☞

➆✥➍✔➦➳➟➊➆✥➍➎➔ A =
⊔

~∈X

A~

➪ ❐ ➍➎➋ ➝➌➋➫➔❳➉➥➒→➆✥➍ ➟➊➋ ➔➫➋✕✫➎➐➊➜➌➞➨➋➫➝➌➉ ➍➎➆✥➉➌➞➫➋
f ∈

∏

~∈X

A~

➆✥➈ ➋❳➍➎➔➫➆✥➜➌➋

X
f

>

⊔

~∈X

A~

~ > f~ ∈ A~.➅❱➒ Q ➋➫➝➥➉➨➈➊➍❶➋➫➝➥➏❪➦✥➔➫➋✿➟➊➋✿➝➌➋➫➔❳➉➥➒→➆✥➍➎➝❵ä➬➆✥➍①➍➎➆✥➉➌➋ Q~ = {f~ || f ∈ Q} ➪☛✠➬➋❿➏➊➜➌➆➇➟➩➈➊➒➓➉✙✫➎➐➊➜➌➞❿➏❪➦❑➜
π

➟➊➋ A ➏❪➦❑➜
➑➓➈➊➒✬❂➙➵ ✹❳➵✿➋✴➋➫➝➌➉ ➍➎➆✥➉➌➞✿➾

A ∗π A =
{

(a, b) ∈ A2
∣∣| π(a) = π(b)

}
.Õá➆✥➈➊➜➤➔➫➋✔✞❱➈➊➒➬➝➥➈➊➒➓➉➧ä➊➑→➋➫➝ ➜➌➞✆✑ ➞❳➜➌➋❳➍➎➔➫➋➫➝ ➝à➆✥➍❇➉✻✽➎➋❳➑➓➑❜➋❳➉ ➻ ➆✥➜à➦❑➍ ✚ ➻ ✽✪ä➊➔à➼❪➦❑➏➬➪✭✩✴✩ ➍❇❆✥➺➧➭✿➋❳➉♣➔➌➼❪➦❑➏➬➪✿✜✕✩✴✩ ➍❇❆✳❈✤✣❜➏❩➆✥➈➊➜

➑ ➦✌➛✬➋❳➜➌➝➌➒→➆✥➍✁� ✫➎➐➊➜➌➞➫➝✄✂ ❋ ●✏■✢●á➈➊➍➎➋❘➦✤☎➩➒→➆✥➵ ➦❑➉➥➒✮✞❇➈➎➋★➝➥➈➊➜✴➑➙↕Ù➋➫➝➥➏❪➦✥➔➫➋★➉➌➆✥➉à➦❑➑➙äá➋❳➉ ➻ ➒✬☎➇➵❿➒→➋❳➜❏✚ ➻ ➒✬☎●ä❜➔➌➼❪➦❑➏➬➪ ➺➧➯✤✣ ➏●➆✥➈➊➜✴➑ ➦
➛✬➋❳➜➌➝➥➒→➆✥➍☎�❑➔à➼❪➦❑➵❿➏➎➝✄✂ ❋❍●✏■✢●❪➈➊➍➎➋✴➦✤☎➇➒→➆✥➵ ➦❑➉➥➒✮✞❱➈➎➋➨➝➥➈➊➜ ➑ ➦✷✑ ➦❑➵❿➒➓➑➓➑→➋➨➟➊➋➫➝❍✫➎➐➊➜➌➋➫➝➧➪
▼❖◆◗P❉❘❚❙❯❘❲❱✡❘❚❳✆❙ ❨✡❬☎✄✆❬❲❨❇❫ ❵✞❛✝✆ ▲ ✷✢✲ ■ ❑ Û ∗ ✂✮✶ ✏ ♠ ✤❉▲ ✷ ■ ✰ ❞✇✐❁❣✗✐❁❛➑❜✖❞✇❹➀⑦❝❥✇❜

X
❜✖❞❢❡✪✐❁❛✦❿➇④❋❣❦⑨ A π

> X
③✰✐❁❛❁❷

❧❏❶❽⑧s❹❝⑨①❣ ⑦✽❡❾❷ ⑧s❛✽❞

C ×A > A A ∗π A +, ∗
> A

(λ, a) > λa (a, b) >

{
a + b

a ∗ b

A > A A > R+

a > a∗ a > ‖a‖
➅ ✐r❷●❷➄❛❝❧✒✐r❷ ❞②❜①❛✽❡✗❞✇✐❁❣❭❥✪✩❋⑦ ➅ ✐➀❜✑❿◗④➀❣❦❜ A~

✐❁❛❝❜✑❞❢❡❤❣❪✐❝❥✖❡❤✐❁❣❦❜✑❧❁❜ Û ∗ ☛❚⑦✻⑤ ➊❁➒①④❋❣❦❜r➋
✞ ❶❽❜✖❞❢❡✛⑨ ➅ ✐r❷ ➃❋⑦❁⑤ ❜①❛✽❡ ★✑⑤ ⑦✤❧❁⑧s❛❁❛➀⑨✇❜✭❧❁❜⑥⑤ ⑦✧✫❪⑦❁③✰❷➄⑤➁⑤ ❜✆❧❁❜ Û ∗ ☛❚⑦❁⑤ ➊❁➒①④➀❣➈❜✖❞ (A~)~∈X

❻r⑦❁❹❁❹r❜①⑤ ⑨✇❜ ➔ ✖✛✶✑✕ ✴ ✉✑■ Û ∗ ✂✮✶✑✏ ♠ ✤✢▲ ✷ ■✹✰
➋

✠ ↕Ù➋➫➝➌➏❪➦✥➔➫➋ ➟➊➋➫➝➨➝➌➋➫➔❳➉➥➒→➆✥➍➎➝❈➟➩➈★✫➎➐➊➜➌➞ ✃ ➜➌➋➫➝➥➏➬➪ ➟➊➋➫➝➨➞❳➑→➞❳➵✿➋❳➍❇➉➌➝↔➟➩➈✒➏➊➜➌➆➇➟➩➈➊➒➓➉ ∏
~∈X A~

❮➤➏❩➆➲➝➌➝à➽➫➟➊➋ ➦❑➑→➆✥➜➌➝ ➈➊➍➎➋
➝➥➉➥➜➥➈➎➔❳➉➥➈➊➜➌➋❘➍❪➦❑➉➥➈➊➜➌➋❳➑➓➑→➋✌➟➠↕ ➦❑➑➓ì✬➽❳➐➊➜➌➋❘➒➓➍❱➛✬➆✥➑➓➈➊➉➥➒➓➛✬➋✌➏❩➆✥➈➊➜➳➑→➋➫➝❿➆✥➏➎➞❳➜à➦❑➉➥➒→➆✥➍➎➝❿➏●➆✥➒➓➍❇➉❿➏❪➦❑➜➳➏●➆✥➒➓➍❇➉

(f ∗ g)~ = (f~) ∗
(g~), (f ∗)~ = (f~)

∗,
➋❳➉➌➔➲➪➠➪

▼❖◆◗P❉❘❚❙❯❘❲❱✡❘❚❳✆❙ ❨❭❬☎✄✆❬✒✑ ❫ ✜s⑧❸❷ ❜①❛✽❡
X
✐❁❛ ❜✖❞✇❹➀⑦❝❥✇❜❃⑤ ⑧❸❥✽⑦❁⑤ ❜①③✄❜①❛✽❡✪❥✇⑧s③✰❹❋⑦❝❥✖❡➑➍❢❣❦❜✖❞✇❹❼➋❭❜✖❡

~
✐❁❛☛⑨①⑤ ⑨①③⑥❜①❛✽❡✑❧❁❜

X❧❁⑧s❛❁❛➀⑨ ➎ ❻❭❜✖❡ A π
> X

✐❁❛➑❿◗④❋❣❦⑨✶❜①❛ Û ∗ ☛❚⑦✻⑤ ➊❁➒①④❋❣❦❜✖❞✥❧❁⑧s❛✽❡✦⑤➁❶❽❜✖❞✇❹❋⑦❝❥✇❜✏❡♣⑧①❡♣⑦✻⑤ A ❜✖❞❢❡♥③✰✐❁❛r❷➇❧❏❶✹✐❁❛❝❜➑❡♣⑧s❹r⑧s⑤ ⑧①➊s❷ ❜r➋ ✓✑❛
❧s❷ ❡ ➅ ✐➀❜ A ❜✖❞❢❡⑥✐❁❛✟✆ ▲ ✷✢✲♥➔❀♦ ❑ →✻❋ ❑ q❂■ ❑ Û ∗ ✂ ✶✑✏ ♠ ✤✢▲ ✷ ■✹✰ ➍❢❣❦❜✖❞✇❹❼➋✒❜①❛

~ ➎ ❻❉⑧s✐♥❜①❛➀❥✇⑧❁❣❦❜ ➅ ✐❝❜ (A~)~∈X
❜✖❞❢❡⑥✐❁❛ ➔ ✖ ✶✑✕ ✴

➔②♦ ❑ →✻❋ ❑ q ■ ❑ Û ∗ ✂ ✶✑✏ ♠ ✤✢▲ ✷ ■✹✰ ➍❢❣➈❜✖❞✇❹✻➋❏❜①❛
~ ➎ ❻❏❞✖❷●➂⑩ ⑤ ⑦➑❹❋❣❦⑧②➌✩❜✇❥✖❡❀❷ ⑧s❛ π

❜✖❞❢❡✤⑧s✐✇➃➀❜①❣❄❡♣❜✏➍❢❣❦❜✖❞✇❹✻➋✒❜①❛
~ ➎ ➋⑩ ⑤ ❜✖❞⑥⑧s❹➀⑨①❣➈⑦✽❡❾❷ ⑧s❛❝❞✑❞②⑧s❛✽❡✄❥✇⑧s❛✽❡❾❷➄❛✻✐❝❜✖❞➑➍❢❣❦❜✖❞✇❹✻➋✳❜①❛✶❡♣⑧s✐✽❡✦❹r⑧❸❷➄❛✽❡⑥❧❁❜ A~

❻✛⑧s✐ ❧❁❜ A~ × A~

❹①⑧s✐✻❣✭⑤ ❜☛❹❋❣❦⑧❼❧✒✐r❷ ❡⑥❜✖❡
⑤➄❶➁⑦❝❧✻❧s❷ ❡❾❷ ⑧s❛ ➎ ➋

⑩ ❹r⑧s✐❁❣✜❡✩⑧s✐❝❡ ~ ∈ X
➍❢❣❦❜✖❞✇❹❼➋ ❹r⑧s✐❁❣✓⑤ ❜

~
❧❁⑧s❛❁❛❝⑨➏❞②❜①✐❁⑤ ❜①③⑥❜①❛✽❡ ➎ ❻✳❞✖❷ ‖ai‖

i
> 0

❜✖❡
π(ai)

i
> ~

❻✡⑦✻⑤ ⑧✻❣❄❞
ai

i
> 0~

➋



� ✁✄✂✄☎✆☎✞✝✆✟✡✠☛✝✄☞✍✌✏✎✑☞✒✂✓☞✕✔✖✎✗✌✑✠✘✠✕✙✕✁✚✟✛✝✜✠✣✢✤✁✥✎✦✙✡☎✄✎✗✧✩★✪✝✜✠ ➸➲➯

✁ ➍✮➏❪➦❑➜➥➉➥➒→➔❳➈➊➑➓➒→➋❳➜❈➑ ➦❘➟➊➋❳➜➥➍➊➒→➽❳➜➌➋✿➔➫➆✥➍➎➟➩➒➓➉➥➒→➆✥➍①➋❳➍❱➉➥➜à➦✁�→➍➎➋ ✞❱➈➎➋❈➑ ➦❘➝à➋➫➔❳➉➥➒→➆✥➍✮➍❇➈➊➑➓➑→➋✿➋➫➝➥➉➨➔➫➆✥➍❱➉➥➒➓➍❇➈➎➋➲➪ ✁ ➍①➆✥➈➊➉➥➜➌➋➲ä➠➝➥➒
A π

> X
➋➫➝➥➉ ➈➊➍✳✫➎➐➊➜➌➞➨➔➫➆✥➍❇➉➥➒➓➍❱➈✔➋❳➍ Û ∗ ❂ ➦❑➑➓ì✬➽❳➐➊➜➌➋➫➝❵ä➎➆✥➍✔➦✳✚ ➻ ✽✪ä➩➏➊➜➌➆✥➏➬➪✿✩✴✩➱➪➓➺➧➭➩➪➓➺✦❖✿➋❳➉♣➜➌➋❳➵✠➪ ✜✕✩✴✩✚➪❊❈➩➪ ➸✤✣ ➾

➓ ➑➙↕Ù➋➫➝➌➏❪➦✥➔➫➋❈Û
(X,A)

➟➊➋➫➝ ➝➌➋➫➔❳➉➥➒→➆✥➍ ➔➫➆✥➍❇➉➥➒➓➍❱➈➎➋➫➝✎➋➫➝➥➉ ➈➊➍➎➋✴➦❑➑➓ì✬➽❳➐➊➜➌➋ ➒➓➍❱➛✬➆✥➑➓➈➊➉➥➒➓➛✬➋✌☞
➓ ➑➙↕Ù➋➫➝➌➏❪➦✥➔➫➋ Û

0(X,A)
ä ➟➊➋➫➝✶➝➌➋➫➔❳➉➥➒→➆✥➍➎➝★➔➫➆✥➍❱➉➥➒➓➍❇➈➎➋➫➝✌➟➊➆✥➍❱➉✶➑ ➦✒➍➎➆✥➜➥➵✿➋ ➉➌➋❳➍➎➟✓➛✬➋❳➜➌➝✶➯❶➣✮➑➙↕ ➒➓➍✝✫➎➍➊➒➙ä✪➋➫➝➥➉✿➈➊➍➎➋

Û ∗ ❂ ➦❑➑➓ì✬➽❳➐➊➜➌➋❈➝➥➒➬➆✥➍✠➑→➋✎➵✴➈➊➍➊➒➓➉✘➟➊➋✎➑ ➦➳➍➎➆✥➜➥➵✿➋✿➾
‖f‖A = sup

~∈X

‖f~‖.

▼❖◆◗P❉❘❚❙❯❘❲❱✡❘❚❳✆❙ ❨❭❬✒✄✆❬✛✚ ❫ ✍ ⑦ Û ∗ ☛❚⑦❁⑤ ➊❁➒①④➀❣❦❜ Û
0(X,A)

❜✖❞❢❡✤⑦✻❹❁❹r❜①⑤ ⑨✇❜➑⑤ ⑦ Û ∗ ✂✮✶ ✏ ♠ ✤❉▲ ✷ ■✶✉①q ✆ ▲ ✷✳✲✦➔②♦ ❑ →✻❋ ❑ q ❻✒⑧s✐
❜①❛❝❥✇⑧✻❣❦❜➑⑤ ⑦ Û ∗ ✂✮✶ ✏ ♠ ✤❉▲ ✷ ■✶✉①q ➔ ✖ ✶ ✕ ✴✣➔②♦ ❑ →✻❋ ❑ q ➋

� ■✖✕ ✶✠✷ ✔✖q✭■✢● ✤ Õ❜➆✥➈➊➜♣➑→➋✔✫➎➐➊➜➌➞ ➉➥➜➥➒➓➛❱➒ ➦❑➑ A = X × C
➆✥➍✌➜➌➋❳➉➥➜➌➆✥➈➊➛✬➋➨➑→➋➫➝♣➋➫➝➥➏❪➦✥➔➫➋➫➝♣➈➎➝➥➈➎➋❳➑→➝✘Û

(X)
➋❳➉✘Û

0(X)
➪

❰ ➞➫➔❳➒➓➏➊➜➌➆✓✞❱➈➎➋❳➵✿➋❳➍❇➉➧äé➆✥➍ ➦➳➈➊➍➎➋➨➔➧➦❑➜à➦✥➔❳➉➌➞❳➜➥➒→➝à➦❑➉➥➒→➆✥➍ ✃ ➔✆✑ ➪ ➻ ➒✬☎➩➵❿➒→➋❳➜❃✚ ➻ ➒✬☎✓✣■❮✘➾
�✂✁ ❳ ✞✕❳ ☞r❘❚❱❭❘✩❳✆❙ ❨✡❬☎✄✆❬✒✄✯❫ ❐ ➍ ➔à➼❪➦❑➵❿➏✒➟➊➋➳Û ∗ ❂ ➦❑➑➓ì✬➽❳➐➊➜➌➋➫➝ ➋➫➝➌➉✘➔➫➆✥➍❱➉➥➒➓➍❇➈✒➝➥➒②➋❳➉✘➝à➋❳➈➊➑→➋❳➵✿➋❳➍❇➉ ➝➧↕ ➒➓➑②➋✆☎➇➒→➝➥➉➌➋❈➈➊➍➎➋
✑➙➦❑➵❿➒➓➑➓➑→➋➨➟➊➋ ➝➌➋➫➔❳➉➥➒→➆✥➍➎➝➧ä➊➍➎➆✥➉➌➞➫➋↔Û

(X,A)
ä➎➉➌➋❳➑➓➑→➋❃✞❇➈➎➋❿➾

✃ ➒▼❮✶➏●➆✥➈➊➜ ➉➌➆✥➈➊➉➌➋
f
➟➎➦❑➍➎➝➤Û

(X,A)
ä➊➑➙↕ ➦❑➏➊➏➊➑➓➒→➔➧➦❑➉➥➒→➆✥➍

~ > ‖f‖ ➋➫➝➥➉♣➔➫➆✥➍❱➉➥➒➓➍❇➈➎➋✌☞
✃ ➒➓➒▼❮✶➏●➆✥➈➊➜ ➉➌➆✥➈➊➉

~
ä❪Û

(X,A)~

➋➫➝➥➉♣➟➊➋❳➍➎➝➌➋ ➟➎➦❑➍➎➝ A~
✤ ➆✥➍✠➟➩➒➓➉ ➦❑➑→➆✥➜➌➝ ✞❇➈➎➋➨Û

(X,A)
➋➫➝➥➉✥→❪♦r→❍✶✑✏➩➟➎➦❑➍➎➝ A ☞

✃ ➒➓➒➓➒▼❮✠Û
(X,A)

➋➫➝➥➉ ➈➊➍➎➋✴➝➌➆✥➈➎➝●❂ ➦❑➑➓ì✬➽❳➐➊➜➌➋ ➒➓➍❱➛✬➆✥➑➓➈➊➉➥➒➓➛✬➋✴➟➊➋ A ☞
✃ ➒➓➛➎❮✶➈➊➍➎➋➨➝➌➋➫➔❳➉➥➒→➆✥➍

f ∈ A ➋➫➝➥➉ ➟➎➦❑➍➎➝✎Û
(X,A)

➝➥➒ ➋❳➉♣➝➌➋❳➈➊➑→➋❳➵✿➋❳➍❱➉✘➝➥➒➬➋❳➑➓➑→➋➨➛✬➞❳➜➥➒✬✫❪➋ ➑➙↕ ➈➊➍➎➋✴➟➊➋➫➝♣➟➊➋❳➈✝☎✠➔➫➆✥➍➎➟➩➒✬❂
➉➥➒→➆✥➍➎➝ ➞✼✞❇➈➊➒➓➛➲➦❑➑→➋❳➍❇➉➌➋➫➝

∀~0 ∈ X, ∀ε > 0, ∃f ′ ∈ Û
(X,A), ∃V (~0), ~ ∈ V (~0) ⇒ ‖f~ − f ′

~‖ < ε,

∀f ′ ∈ Û
(X,A), ~ > ‖f~ − f ′

~‖
➋➫➝➥➉♣➔➫➆✥➍❇➉➥➒➓➍❱➈➎➋

.

Ø②Ú❇➦❑➍❱➉❜➈➊➍➎➋ ➉➌➋❳➑➓➑→➋ ➦❑➑➓ì✬➽❳➐➊➜➌➋ ➟➊➋ ➝à➋➫➔❳➉➥➒→➆✥➍➎➝➧ä❵➆✥➍↔➆✥➐➊➉➥➒→➋❳➍❇➉②➈➊➍✙✫➎➐➊➜➌➞ ➔➫➆✥➍❇➉➥➒➓➍❇➈✿➋❳➍❈➵✴➈➊➍➊➒→➝➌➝✚➦❑➍❇➉ A ➟➊➋ ➑ ➦ ➉➌➆✥➏●➆✥➑→➆✥ì➲➒→➋
➑ ➦↔➵✿➆✥➒➓➍➎➝❍✫➎➍➎➋❃✞❇➈➊➒➠➜➌➋❳➍➎➟✠➔➫➋➫➝ ➝➌➋➫➔❳➉➥➒→➆✥➍➎➝ ➔➫➆✥➍❱➉➥➒➓➍❇➈➎➋➫➝➧➪

� ■✖✕ ✶✠✷ ✔✖q✭■✹✰✳● ✤➺➲➪➤➅➇➆✥➒→➋❳➍❱➉ A ➈➊➍☛➔➌➼❪➦❑➵❿➏✝➔➫➆✥➍❱➉➥➒➓➍❇➈➬ä②➋❳➉ Q ➈➊➍ ✰✖♦①q☛✰✄✂ ■✹✰❍✴✛✶✻➔ ■ ✍✠■❢➔✇→❪♦✠✷ ❋ ■ ✏❜➉➌➆✥➉à➦❑➑✪➟➊➋❘Û
(X,A)

➪②Ø ➑→➆✥➜➌➝
f ∈Û

(X,A)
➞✼✞❱➈➊➒➓➛✥➦❑➈➊➉ ➣✠➾

∀~0 ∈ X, ∀ε > 0, ∃f ′ ∈ Q, ∃V (~0), ~ ∈ V (~0) ⇒ ‖f~ − f ′
~‖ < ε.

➸➩➪✟✩ ➍❇➛✬➋❳➜➌➝à➋❳➵✿➋❳➍❇➉➧ä ➝➌➒ Q ➋➫➝➥➉ ➈➊➍✮➋❳➍➎➝➌➋❳➵✴➐➊➑→➋ ➟➊➋❿➝➌➋➫➔❳➉➥➒→➆✥➍➎➝✙✞❱➈➊➒②➝✚➦❑➉➥➒→➝●✑ ➦❑➒➓➉➨➦❑➈✝☎✮➔➫➆✥➍➎➟➩➒➓➉➥➒→➆✥➍➎➝ ✃ ➒▼❮ ✃ ➒➓➒▼❮✘➋❳➉ ✃ ➒➓➒➓➒▼❮➟➊➋↔➑ ➦❘➟➊➞✆✫➎➍➊➒➓➉➥➒→➆✥➍✝ä➠➦❑➑→➆✥➜➌➝✎➒➓➑➄➋✆☎➇➒→➝➌➉➌➋❈➈➊➍❂➏➊➜➌➆✥➑→➆✥➍➊ì✬➋❳➵✿➋❳➍❱➉✴➈➊➍➊➒✮✞❱➈➎➋❿Û
(X,A) ⊃ Q ✞❱➈➊➒❉✑ ➦✥➝➌➝à➋❈➟➊➋ A ➈➊➍

➔à➼❪➦❑➵❿➏✔➔➫➆✥➍❱➉➥➒➓➍❇➈✔➟➊➋↔Û ∗ ❂ ➦❑➑➓ì✬➽❳➐➊➜➌➋➫➝➧➪ ✁ ➍✲✑➙➦❑➒➓➉ ➑➙↕Ù➋✆☎➩➒→➝➥➉➌➋❳➍➎➔➫➋➨➟➊➋❈Û
(X,A)

➋➫➝➥➉♣➟➊➆✥➍➊➍➎➞➫➋➨➏❪➦❑➜➨➾
Û

(X,A) =
{

f |
∣∣ ∀f ′ ∈ Q, ~ > ‖f~ − f ′

~‖
➋➫➝➌➉♣➔➫➆✥➍❇➉➥➒➓➍❇➈➎➋ }

,

➋❳➉ ➑➙↕ ➈➊➍➊➒→➔❳➒➓➉➌➞➨➝➧↕Ù➋❳➍ ➟➊➞➫➟➩➈➊➒➓➉♣➒➓➵❿➵✿➞➫➟➩➒ ➦❑➉➌➋❳➵✿➋❳➍❱➉ ✃ ➔✆✑➥➪ ➻ ➒✬☎➇➵❿➒→➋❳➜✷✚ ➻ ➒✬☎➠ä➩➏➊➜➌➆✥➏➬➪➬➺➧➯➩➪ ➸➩➪ ➭ ➋❳➉➨➺➧➯➩➪ ➭➩➪ ➸✤✣■❮➱➪
➭➩➪➤➅❱➒ Q ➋➫➝➥➉➤➈➊➍✮➋➫➝➥➏❪➦✥➔➫➋↔➛✬➋➫➔❳➉➌➆✥➜➥➒→➋❳➑ ✞❱➈➊➒❜➛➩➞❳➜➥➒✬✫❪➋ ✃ ➒▼❮➤➋❳➉ ✃ ➒➓➒▼❮✘➦❑➑→➆✥➜➌➝✎➒➓➑②➋✆☎➇➒→➝➌➉➌➋❈➈➊➍ ➉➌➋❳➑ Û

(X,A) ⊃ Q ➝➌➒②➋❳➉
➝à➋❳➈➊➑→➋❳➵✿➋❳➍❇➉ ➝➥➒➠➑→➋➫➝ ➞❳➑→➞❳➵✿➋❳➍❱➉➌➝ ➟➊➋✎➑➙↕ ➦❑➑➓ì✬➽❳➐➊➜➌➋ ➒➓➍❱➛✬➆✥➑➓➈➊➉➥➒➓➛✬➋✴➋❳➍➊ì✬➋❳➍➎➟➩➜➌➞➫➋ ➏❪➦❑➜ Q ➝➌➆✥➍❇➉➤➔➫➆✥➍❇➉➥➒➓➍❇➈➎➝➤➋❳➍✌➍➎➆✥➜➥➵✿➋➲➪
✁ ➍ ➏❪➦❑➜➥➉➥➒→➔❳➈➊➑➓➒→➋❳➜✪➝➥➒❪➔➌➼❪➦✎✞❱➈➎➋ Q~

➋➫➝➥➉ ➈➊➍➎➋➤➝➌➆✥➈➎➝●❂ ✁✼❂ ➦❑➑➓ì✬➽❳➐➊➜➌➋✘➟➊➋ A~

➒➓➑ ✑➙➦❑➈➊➉ ➋❳➉ ➒➓➑é➝➥➈✄✂✿➉ ✞❱➈➎➋♣➑→➋➫➝ ➞❳➑→➞❳➵✿➋❳➍❱➉➌➝
➟➊➋♣➑ ➦ ✑❒➆✥➜➥➵✿➋

f +f ′∗ ➋❳➉
f ∗f ′−f ′′ ✃ f, f ′, f ′′ ∈ Q ❮á➝à➆✥➒→➋❳➍❇➉ ➔➫➆✥➍❱➉➥➒➓➍❇➈➎➝ ➋❳➍✿➍➎➆✥➜➥➵✿➋ ✃ ➔✆✑➥➪ ❰ ➒→➋✆❇➠➋❳➑✱✚ ❰ ➒→➋✡✢➲➭➩ä➏➊➜➌➆✥➏✺✢➩➪➓➺ ➏➬➪ �➲➸✤✣■❮➱➪
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(X,A)
✃ ➋❳➉ ➟➊➆✥➍➎➔✎Û

0(X,A)
❮➄➋➫➝➥➉ ➈➊➍❘Û

(X)
❂➙➵✿➆➇➟➩➈➊➑→➋❃✚ ➻ ➒✬☎●ä✬➏➊➜➌➆✥➏➬➪❪➺➧➯➩➪➓➺➲➪ ✢✤✣ ➪

✝✟✞ ✍ ✡ ❍✕✺➑✿❁❊●❅➇✼ ✄✈❅✳✵✡✺ ✍❏✺✽✺✽❊✳✿ ✄✁�✻✺✄✂ ❑✡✸❼✺➑❆❉❈❋❊●✵✡❍✆❊❏■❀❑✕✸✻✺
✠ ➦✶➍➎➆✥➉➥➒→➆✥➍✒➟➊➋❿➝à➆✥➈➎➝●❂➙ì➲➜➌➆✥➈➊➏❩➆✎✍➙➟➊➋➳➏●➋❳➜➥➵✿➋❳➉➨➟➊➋➳➟➊➞✆✫➎➍➊➒➓➜✕✑ ➦✥➔❳➒➓➑→➋❳➵✿➋❳➍❱➉✴➔➫➋❳➑➓➑→➋❿➟➊➋↔➜➌➞➫➟➩➈➎➔❳➉➥➒→➆✥➍➬ä➠➏➊➈➊➒→➝➨➟➊➋↔ì➲➜➌➆✥➈✝❂

➏●➆✎✍➙➟➊➋✕✫➎➐➊➜➌➞➲➪
▼❖◆◗P❉❘❚❙❯❘❲❱✡❘❚❳✆❙❩❨❭❬✒✄✆❬✒✑ ❫

✌ ➋ ✜●❷
A
❜✖❞❢❡⑥✐❁❛❝❜➑❹❋⑦❋❣❄❡❀❷ ❜✑❧❁❜➑⑤➄❶❽❜✖❞✇❹➀⑦❝❥✇❜✑❧✻❜✖❞✑✐❁❛r❷ ❡♣⑨✖❞

G(0) ❧✒❶✹✐❁❛✰➊❏❣❦⑧s✐✻❹①⑧✖✕✈❧❁❜ G
❻❉⑦✻⑤ ⑧✻❣❄❞

G|A = b−1(A) ∩ s−1(A),

❜✖❞❢❡✞✐❁❛✭❞②⑧s✐✽❞✏☛❪➊❏❣❦⑧s✐❁❹r⑧✖✕ ❧✻❜✭❧❁❜
G
❻❁⑦✻❹❁❹r❜①⑤ ⑨ ✷✢✲✇✉①q❏➔✇→✻❋✈♦ ❑ ❧❁❜

G
★

A
➋✆✜s⑧s❛❯❜✖❞✇❹➀⑦➀❥✇❜✤❧❁❜✖❞✗✐❁❛r❷ ❡♣⑨✖❞ ❜✖❞❢❡

G|(0)A = A
➋

✍ ➋✬✓✑❛✥⑦❁❹❁❹r❜①⑤➄⑤ ❜ ✴❇✶✠✷❤→✻❋❍■✂❋ ❑ ✍ ✶✠✷ ❋ ✶ ❑ →✵■ ❻➇✐❁❛❝❜♥❹➀⑦❋❣❄❡❾❷ ❜
A
❧❁❜✰⑤➄❶❽❜✖❞✇❹➀⑦➀❥✇❜✄❧❁❜✖❞⑥✐❁❛r❷ ❡✩⑨✖❞

G(0) ❧❏❶✹✐❁❛✑➊❏❣❦⑧s✐❁❹r⑧✖✕ ❧✻❜ G
❻❸❡✩❜①⑤➄⑤ ❜

➅ ✐❝❜
b−1(A) = s−1(A).

➻ ➈❂➏❩➆✥➒➓➍❱➉➨➟➊➋↔➛❱➈➎➋➳➟➊➋➫➝✴Û ∗ ❂ ➦❑➑➓ì✬➽❳➐➊➜➌➋➫➝➨➟➊➋↔ì➲➜➌➆✥➈➊➏❩➆✎✍➙➟➊➋➫➝❵ä➠➆✥➍✮➦ ✃ ➔✆✑➥➪ ❰ ➦❑➵ ➦✏✥❵➦❑➍ ✚ ❰ ➦❑➵ ✢✸❈➩ä❩➏➊➜➌➆✥➏➬➪➬➸➩➪ ❖➎➪ ➸✶➏➬➪
❅❅✢✤✣■❮✎➾
�✂✁ ❳ ✞✕❳ ☞r❘❚❱❭❘✩❳✆❙ ❨❭❬☎✄✞❬✟✔ ❫ ➅➇➆✥➒→➋❳➍❇➉

G
➈➊➍✷ì➲➜➌➆✥➈➊➏●➆✎✍➙➟➊➋ ➑→➆❱➔➧➦❑➑→➋❳➵✿➋❳➍❱➉✠➔➫➆✥➵❿➏❪➦✥➔❳➉➧ä ➣✒➐❪➦✥➝➌➋ ➟➊➞❳➍➎➆✥➵✴➐➊➜à➦❑➐➊➑→➋

➟➠↕Ù➆✥➈➊➛✬➋❳➜➥➉➌➝➧ä✓✞❇➈➊➒é➏❩➆➲➝➌➝à➽➫➟➊➋ ➈➊➍ ➝➥Ú➩➝➥➉➌➽❳➵✿➋♣➟➊➋ ✺ ➦➲➦❑➜ ➔➫➆✥➍❱➉➥➒➓➍❇➈
(µu)u∈G(0)

ä✬➋❳➉ ➡❆➈➊➍★➆✥➈➊➛✬➋❳➜➥➉ ➒➓➍❇➛➲➦❑➜➥➒ ➦❑➍❇➉✪➟➊➋
G(0) ☞➆✥➍✠➍➎➆✥➉➌➋

F
➝à➆✥➍✠➔➫➆✥➵❿➏➊➑→➞❳➵✿➋❳➍❇➉à➦❑➒➓➜➌➋➲➪ ✠ ➦❿➝➥➈➊➒➓➉➌➋➨➋✆☎➎➦✥➔❳➉➌➋ ➟➠↕Ù➋➫➝➥➏❪➦✥➔➫➋➫➝ ➛✬➋➫➔❳➉➌➆✥➜➥➒→➋❳➑→➝

0 ⊂ >
Û ✼

(G|O) ⊂ >
Û ✼

(G) >>
Û✦✼

(G|F ) >> 0,

➝➌➋✎➏➊➜➌➆✥➑→➆✥➍➊ì✬➋❈➋❳➍✠➝➥➈➊➒➓➉➌➋➨➋✆☎➎➦✥➔❳➉➌➋ ➟➊➋❈Û ∗ ❂ ➦❑➑➓ì✬➽❳➐➊➜➌➋➫➝✴➾
0 ⊂ >

Û ∗(G|O , (µu)u∈O) ⊂ >
Û ∗(G, (µu)u∈G(0)) >>

Û ∗(G|F , (µu)u∈F ) >> 0.

▼❖◆◗P❉❘❚❙❯❘❲❱✡❘❚❳✆❙ ❨❭❬☎✄✆❬✁� ❫ ❵✆❛✶♠ ✷❢♦①q❉✴s♦①t➆✉✑■ ✆ ▲ ✷✢✲ ➍❢❣➈❜✖❞✇❹✻➋ ➔❀♦ ❑ →✻❋ ❑✆☎ ✕ ■ ❑ → ✆ ▲ ✷✢✲ ❻✡❣➈❜✖❞✇❹✻➋ ✉☛■ ✠ ❋❍■ ✆ ▲ ✷✢✲ ❜✖❞❢❡
✐❁❛✘➊❏❣➈⑧s✐❁❹r⑧✖✕ ❧❁❜ ➍❢❣❦❜✖❞✇❹✻➋✗⑤ ⑧❼❥✽⑦✻⑤ ❜①③⑥❜①❛✽❡✥❥✇⑧s③✰❹➀⑦➀❥✖❡❤❻ ★ ④➀⑦❝❞②❜ ❧❁⑨①❛❝⑧s③✰④❋❣➈⑦✻④❁⑤ ❜ ❧✒❶❽⑧s✐✇➃➀❜①❣❄❡✩❞➑❜✖❡✦⑦✽➃➀❜✇❥☛❞✮✭❝❞❢❡♣➒①③✄❜ ❧✻❜✰✯✕⑦❋⑦❋❣
❥✇⑧s❛✽❡❾❷➄❛❁✐✻❻✛❣❦❜✖❞✇❹✻➋❏❧❁❜ ✍ ❷ ❜ ➎ ③✰✐❁❛r❷s❧❁❜➑⑤➄❶✹✐❁❛❝❜✑❧❁❜✖❞❯❧❁⑧s❛✻❛❝⑨✇❜✖❞✄⑨ ➅ ✐❁❷ ➃❋⑦✻⑤ ❜①❛✽❡♣❜✖❞✭❞✇✐r❷ ➃❋⑦❁❛❝❡✩❜✖❞✥➂
⑩ ❵✞❛❴③✄⑧❁❣❲❹ ✩r❷ ❞✇③⑥❜ ❧✻❜❃➊❏❣❦⑧s✐✻❹①⑧✖✕✈❧❁❜✖❞ ➍❢❣❦❜✖❞✇❹✻➋✗❥✇⑧s❛✽❡❾❷➄❛❁✐ ❜✖❡ ⑧s✐✽➃➀❜①❣❄❡❤❻✄❣❦❜✖❞✇❹❼➋✄✐✻❛❝❜❖❞✇✐❁④❁③✄❜①❣❦❞✖❷ ⑧s❛ ➎ ❞✇✐❁❣ ➌✩❜✇❥✖❡❾❷ ✫✑❞✇✐❁❣✐✻❛➏❜✖❞✇❹➀⑦➀❥✇❜ ➍❢❣❦❜✖❞✇❹✻➋◗❡♣⑧s❹r⑧s⑤ ⑧①➊s❷ ➅ ✐❝❜①❻ ❣❦❜✖❞✇❹✻➋ ✐✻❛❝❜➑➃❋⑦❋❣❪❷ ⑨✖❡♣⑨ ➎ X

③✰✐✻❛r❷●❧❁❜ ⑤ ⑦✶❞❢❡❤❣❪✐❝❥✖❡❤✐❁❣❦❜➑❧✻❜✏➊❏❣❦⑧s✐❁❹r⑧✖✕ ❧❁❜ ❡❾❣➆❷ ➃❁❷ ⑦✻⑤
➍
X = X(0) ➎ ➂

G
p
>> X.

⑩ ❵✞❛❝❜✥⑦✻❹❁❹❁⑤❽❷ ❥✽⑦✽❡❾❷ ⑧s❛ ➍❢❣❦❜✖❞✇❹✻➋❏❥✇⑧s❛✽❡❾❷➄❛❁✐➀❜✥❜✖❡✗⑧s✐✽➃➀❜①❣❄❡♣❜①❻✛❣❦❜✖❞✇❹✻➋◗✐❁❛➀❜✑❞✇✐❁④❁③⑥❜①❣❄❞✖❷ ⑧s❛ ➎ ❞✇✐❁❣ ➌❚❜✇❥✖❡❾❷ ➃❋❜

G(0) p(0)

>> X,



� ✁✄✂✄☎✆☎✞✝✆✟✡✠☛✝✄☞✍✌✏✎✑☞✒✂✓☞✕✔✖✎✗✌✑✠✘✠✕✙✕✁✚✟✛✝✜✠✣✢✤✁✥✎✦✙✡☎✄✎✗✧✩★✪✝✜✠ ➸➲➸

❡♣❜①⑤➁⑤ ❜ ➅ ✐❝❜ p(0) ◦b = p(0) ◦s ☎ ⑤ ⑦❯➃❋⑦❁⑤ ❜①✐❁❣●❥✇⑧s③♥③✰✐❁❛➀❜❯❜✖❞❢❡✜❛➀⑧①❡✩⑨✇❜ p
➋✁�✤⑤ ⑧❁❣❄❞✭⑤➄❶ ❷➄③✪⑦✽➊❁❜⑥❣❦⑨✇❥❋❷❺❹➀❣❦⑧ ➅ ✐❝❜✥❹➀⑦❋❣ p(0) ❧❁❜❡♣⑧s✐✽❡✑❹r⑧❸❷➄❛❝❡✓❧❁❜

X
❜✖❞❢❡✑✐✻❛❝❜ ❹➀⑦❋❣❄❡❾❷ ❜ ❷➄❛✇➃❋⑦❋❣❪❷ ⑦✻❛✽❡✩❜✦❧❁❜

G(0) ❻◗❥①❶❽❜✖❞❢❡☞☛ ★✌☛❲❧s❷❺❣❦❜ ➅ ✐❝❜ ⑤ ❜✖❞ G~ = G|
(p(0))

−1
{~}

=

p−1 {~} ❞②⑧s❛✽❡➏❧❁❜✖❞ ❞②⑧s✐✽❞✏☛❪➊❏❣❦⑧s✐✻❹①⑧✖✕✈❧❁❜✖❞ ➍❢❣❦❜✖❞✇❹✻➋✤⑦✇➃❋❜✇❥ ❞✮✭❝❞❢❡✩➒①③⑥❜❃❧❁❜ ✯ ⑦➀⑦❋❣♥❥✇⑧s❛✽❡❀❷❺❛❁✐❁❻✪❣❦❜✖❞✇❹✻➋✤❧❁❜ ✍ ❷ ❜ ➎ ➅ ✐r❷❣➈❜✇❥✇⑧s✐✇➃✻❣❦❜①❛✽❡
G
➂

G
b

>>

s
>> G(0)

❆
❆
❆
❆
❆

p
❯❯ ☛✁

✁
✁
✁
✁

p(0)
G =

⊔

~∈X

G~.

X

✁ ➍ ➏❪➦❑➜➥➉➥➒→➔❳➈➊➑➓➒→➋❳➜➧ä❇➔➫➆✥➵❿➵✿➋ ➉➌➆✥➈➊➉ ì➲➜➌➆✥➈➊➏●➆✎✍➙➟➊➋ ➞❳➉à➦❑➑→➋♣➏❩➆➲➝➌➝à➽➫➟➊➋✪➈➊➍✿➝➥Ú➇➝➌➉➌➽❳➵✿➋ ➟➊➋ ✺ ➦➲➦❑➜ ➔➫➆✥➍❱➉➥➒➓➍❇➈➬ä ✂❳↕ ➦❑➏➊➏●➋❳➑➓➑→➋❳➜à➦❑➒
♠ ✷❢♦①q❉✴s♦①t➆✉✑■ ✲✖→❍✶✑✏ ■ ✆ ▲ ✷✢✲r➈➊➍✒ì➲➜➌➆✥➈➊➏●➆✎✍➙➟➊➋

G
p
>> X

➞❳➉à➦❑➑→➋ ➋❳➉✔✫➎➐➊➜➌➞ ➦➧➛✬➋➫➔
p
➔➫➆✥➍❇➉➥➒➓➍❇➈➎➋✶➋❳➉✴➆✥➈➊➛✬➋❳➜➥➉➌➋➲➪➄➅❱➒ ➟➊➋

➏➊➑➓➈➎➝♣➔➲↕Ù➋➫➝➥➉➤➋❳➍✳✑ ➦❑➒➓➉♣➈➊➍✌ì➲➜➌➆✥➈➊➏●➆✎✍➙➟➊➋✴➟➊➋✔✠➬➒→➋✕✫➎➐➊➜➌➞➲ä✎✂➥➋✎➏❪➦❑➜➥➑→➋❳➜à➦❑➒ ➟➊➋ ♠ ✷❢♦①q❉✴s♦①t➆✉✑■➑✉✑■ ✠ ❋❍■ ✲✇→❍✶✑✏ ■ ✆ ▲ ✷✳✲❈➪
Û ➋❳➜➥➉à➦❑➒➓➍➎➝➤ì➲➜➌➆✥➈➊➏❩➆✎✍➙➟➊➋➫➝✟✫➎➐➊➜➌➞➫➝♣➒➓➍➎➟➩➈➊➒→➝➌➋❳➍❱➉✘➦❑➈➊➉➌➆✥➵ ➦❑➉➥➒✮✞❱➈➎➋❳➵✿➋❳➍❇➉✎➟➊➋➫➝ ➔à➼❪➦❑➵❿➏➎➝➤➔➫➆✥➍❱➉➥➒➓➍❇➈➎➝✘➟➊➋❈Û ∗ ❂ ➦❑➑➓ì✬➽❳➐➊➜➌➋➫➝➧➪

✠➬➋❈➉➥➼➎➞➫➆✥➜➌➽❳➵✿➋➳➝➥➈➊➒➓➛✥➦❑➍❱➉ ➟➊➋ ❰ ➦❑➵ ➦✏✥❵➦❑➍▲✚ ❰ ➦❑➵ ✢✸❈➊ä➎➏➬➪ �➲➸➩äé➔➫➆✥➜➧➪➠➸➩➪ ❖➎➪❊❈✤✣➄➞❳➉➌➋❳➍➎➟➠ä❩ì➲➜✘✗✥➔➫➋↔➦❑➈✝☎ ➉➥➜à➦➧➛✥➦❑➈✝☎ ➟➊➋❈ë ➑ ➦❑➍✝❂
➔➌➼❪➦❑➜➌➟ ✚Ùë ➑ ➦❅✢ �✤✣ ä➊➈➊➍✌➜➌➞➫➝➥➈➊➑➓➉à➦❑➉ ➞❳➉à➦❑➐➊➑➓➒②➦❑➈➊➏❪➦❑➜à➦➫➛➲➦❑➍❇➉ ➏❪➦❑➜ ❰ ➒→➋✆❇➠➋❳➑ ✚ ❰ ➒→➋✢❈❅✢➲➦✤✣ ➪
✂☎✄ ◆◗❳ ✁✝✆✝✆ ✄✯❨❭❬✒✄✆❬✝✆✍❫ ✞ ♦✠❋ →

G
q ❑ ♠ ✷♣♦①q❉✴s♦①t➆✉✑■✦➔②♦ ❑ →✻❋ ❑✆☎ ✕ ■ ❑ → ✆ ▲ ✷ ✲ ■✖→ ✕✶♦✪✢✑■ ❑✭❑ ✶✑▲✖✏ ■✠✟➠➒➙➪Ù➋➲➪◗✉✻♦ ❑ →✆➔ ✖ ✶ ✔✖q❇■

✆ ▲ ✷ ■✱■ ✰❤→ ✕✶♦✪✢✑■ ❑✭❑ ✶✑▲ ✏ ■☛✡❚➔✌☞✢●✎✍ ❑ ✶ ❑ → ✖ ✶✠✷ ✶✑✕ ✶ ❑ ✟ � ■ ❑ ✶rq ✏ →✑✏✌✍ �✓✒✕✔ ●✖✍ ✏✹♦✠✷ ✰✠✟✩✰❤q☛✷ ✏ ✶✗☞ ✶✑✕ ❋ ✏✎✏ ■
(
Û ∗(G~))~∈X

✟ ✏ ✒ ■✹✰✭✂
✴✛✶❁➔✹■ Û✙✘

(G)
■ ❑ ♠ ■ ❑ ✉✠✷ ■ q ❑ ■ ✰❤→✻✷❤qs➔✇→✈q ✷ ■ ✉☛■ ➔ ✖ ✶ ✕ ✴ ➔②♦ ❑ →✻❋ ❑ q✯✉✑■✔Û ∗ ✂✮✶ ✏ ♠ ✤❉▲ ✷ ■ ✰ ✉❁♦ ❑ → ✏ ✶❶Û ∗ ✂ ✶✑✏ ♠ ✤✢▲ ✷ ■ ■✹✰❤→

Û ∗(G)
☎

Û ∗

(
X,
∏

~∈X

Û ∗(G~)

)
=

Û ∗(G).

� ■✖✕ ✶✠✷ ✔✖q✭■✢● ✤ ➅❱➒
G

➍➬↕Ù➋➫➝➥➉✎➏❪➦✥➝ ➝➥➈➊➏➊➏●➆➲➝➌➞↔➵✿➆➧Ú✬➋❳➍➊➍❪➦❑➐➊➑→➋➲ä➠➑→➋❿➔à➼❪➦❑➵❿➏
(
Û ∗(G~))~∈X

➋➫➝➥➉ ➝➌➋❳➈➊➑→➋❳➵✿➋❳➍❱➉✴➝➌➋❳➵❿➒✬❂
➔➫➆✥➍❇➉➥➒➓➍❱➈✷➝➥➈➊➏➎➞❳➜➥➒→➋❳➈➊➜➌➋❳➵✿➋❳➍❱➉➧ä ➋❳➉ ➑→➋✌➔➌➼❪➦❑➵❿➏

(
Û ∗☞✍✌✏✎ (G~))~∈X

➝à➋❳➵❿➒✬❂ ➔➫➆✥➍❇➉➥➒➓➍❇➈❆➒➓➍✝✑ ➞❳➜➥➒→➋❳➈➊➜➌➋❳➵✿➋❳➍❇➉ ✚ ❰ ➦❑➵ ✢✸❈➩ä②➉➥➼➬➪
➸➩➪ ❖➎➪ �➳➏➬➪ �➲➸✤✣ ➪

✰✳✲✛✚ ✝ ✥✢❦ ❦ ★✼✜ ✲ ✜✦✭ ❻ ✭✮✜ ❤ ✧ ✵✷✸ ✝ ∗ ✞ ✲✽✶✮✾✠✟ ➁✫✣ ✵✷✸ ✧ ✵ ✾ ✣✦✥❝★ ✴ ✥✘❀❶✧ ✵✷✸
✜ ✺✽❊✂✡✣❊❉❈❋❍ ✞ ✄ ✺ ✡ ✸ ❑✕✸ �☛✸☛✁❚✷✣✢✥✍✒❅✡❑

➚✬➋➨➜à➦❑➏➊➏❩➋❳➑➓➑→➋➨➟➠↕ ➦❑➐●➆✥➜➌➟✌➈➊➍✌➜➌➞➫➝➥➈➊➑➓➉à➦❑➉➤➔❳➑ ➦✥➝➌➝➥➒✮✞❱➈➎➋ ✚Ùë✪➆✥➈➎Ó ➅✓✣ ➾
▼❖◆◗P❉❘❚❙❯❘❲❱✡❘❚❳✆❙❩❨❭❬✟✞✕❬❪❨❴❫ ✜s⑧❸❷ ❡

A
✐❁❛❝❜♥⑦❁⑤ ➊❁➒①④➀❣❦❜✰❥✇⑧s③✰③✰✐❝❡♣⑦❝❡❀❷ ➃➀❜✦➍❢❣❦❜✖❞✇❹✻➋✒⑦✽➃➀❜✇❥➑✐❁❛❁❷ ❡♣⑨①❻✳❣❦❜✖❞✇❹✻➋❏❧❁❜☛✤✛⑦✻❛➀⑦➀❥✪✩ ➎ ➋ ✓✑❛⑦✻❹❁❹r❜①⑤➁⑤ ❜ ➔ ✶✠✷ ✶❁➔✇→✥✤ ✷ ■ ❧❁❜

A
✐❁❛ ③✄⑧❁❣❲❹ ✩r❷ ❞✇③⑥❜✶❧❏❶➁⑦✻⑤ ➊❁➒①④❋❣❦❜✖❞ ❛❝⑧s❛ ❛❁✐❁⑤✳❧❁❜

A
❧❼⑦❁❛✽❞

C
➍❢❣➈❜✖❞✇❹✻➋ ➅ ✐❁❷ ❹❋❣❦⑨✖❞②❜①❣✹➃❋❜❃⑤➄❶✹✐❁❛r❷ ❡♣⑨①❻

❣❦❜✖❞✇❹✻➋❏❥✇⑧s❛❝❡❀❷❺❛❁✐ ➎ ➋

✠ ↕Ù➋❳➍➎➝à➋❳➵✴➐➊➑→➋✴➟➊➋➫➝➤➔➧➦❑➜à➦✥➔❳➉➌➽❳➜➌➋➫➝ ➝➌➋❳➜à➦↔➍➎➆✥➉➌➞↔➅❱➏
A
➪

▼❖◆◗P❉❘❚❙❯❘❲❱✡❘❚❳✆❙ ❨❭❬ ✞✕❬✒✑ ❫ ✜s⑧❸❷ ❡
A
✐❁❛❝❜❖⑦❁⑤ ➊❁➒①④➀❣❦❜❃❧❁❜✥✤✛⑦✻❛➀⑦➀❥✪✩❖❥✇⑧s③♥③✰✐✽❡❢⑦✽❡❾❷ ➃❋❜ ➍❢❣❦❜✖❞✇❹✻➋✞⑦✽➃➀❜✇❥✣✐❁❛r❷ ❡♣⑨ ➎ ➋✦�✤⑤ ⑧❁❣❄❞⑤➁❶❽❜✖❞✇❹❋⑦❝❥✇❜ ➅❱➏

A
③♥✐❁❛r❷✜❧❁❜ ⑤ ⑦ ❡♣⑧s❹①⑧s⑤ ⑧①➊s❷ ❜✎✫➆⑦❁❷➄④❁⑤ ❜ ❧✒✐✣❧❏✐➀⑦✻⑤✞❜✖❞❢❡✘⑤ ⑧❼❥✽⑦✻⑤ ❜①③⑥❜①❛✽❡ ❥✇⑧s③✰❹❋⑦❝❥✖❡ ➍❢❣❦❜✖❞✇❹✻➋✤❥✇⑧s③✰❹➀⑦➀❥✖❡ ➎ ➋ ✓✑❛



� ✁✄✂✄☎✆☎✞✝✆✟✡✠☛✝✄☞✍✌✏✎✑☞✒✂✓☞✕✔✖✎✗✌✑✠✘✠✕✙✕✁✚✟✛✝✜✠✣✢✤✁✥✎✦✙✡☎✄✎✗✧✩★✪✝✜✠ ➸➲➭

⑦✻❹❁❹r❜①⑤➁⑤ ❜ →✻✷ ✶ ❑ ✰ ☞✖♦✸✷ ✕ ✶r→✻❋➆♦ ❑ ✉☛■✂✁ ■ ✏✓✒ ☞ ✶ ❑ ✉ ⑤ ❜✦③⑥⑧❁❣❪❹ ✩❁❷ ❞✇③✄❜✑❥✇⑧s❛❝❡❀❷❺❛❁✐ ➂

A
GA

>
Û

0(
➅❱➏

A)

f > (χ > χ(f)).

✂☎✄ ◆◗❳ ✁✝✆✝✆ ✄ ❨✡❬ ✞✕❬ ✚☎✄✝✆ ✄✝✠✟✞❄P ☎✗❙✡✠☞☛❃❫ ✞ ❋
A

■ ✰❤→✭q ❑ ■↔Û ∗ ✂✮✶✑✏ ♠ ✤✢▲ ✷ ■☛➔②♦ ✕ ✕✏qs→❍✶r→✻❋ ✍ ■ ✏ ✶ →✻✷ ✶ ❑ ✰✛☞✇♦✠✷ ✕ ✶r→✻❋➆♦ ❑
✉✑■✌✁ ■✖✏ ✒ ☞✳✶ ❑ ✉✣■✹✰✖→✆q ❑ ❋❏✰✖♦ ✕➑♦✸✷❍✴✗✖☛❋ ✰✖✕ ■✰✉✑■✎Û ∗ ✂✮✶✑✏ ♠ ✤✢▲ ✷ ■✢●

➡➤➍✔➦❿➦❑➒➓➍➎➝➌➒➬➑ ➦➳➟➊➞✆✫➎➍➊➒➓➉➥➒→➆✥➍ ➏➊➑➓➈➎➝ ì✬➞❳➍➎➞❳➜à➦❑➑→➋✴➍❪➦❑➉➥➈➊➜➌➋❳➑➓➑→➋✿➾
▼❖◆◗P❉❘❚❙❯❘❲❱✡❘❚❳✆❙ ❨❭❬✟✞✕❬☎✄ ❫ ✜●❷

A
❜✖❞❢❡ ✐❁❛❝❜ Û ∗ ☛❚⑦✻⑤ ➊❁➒①④❋❣❦❜✤❥✇⑧s③✰③✰✐❝❡♣⑦❝❡❀❷ ➃➀❜①❻✩➌❾❶➁⑦✻❹❁❹r❜①⑤➁⑤ ❜ ❋❏✰✖♦✑✕✶♦✠✷✵✴✗✖✑❋❏✰ ✕ ■✤✉✑■✍✁ ■✖✏✓✒ ☞✳✶ ❑ ✉

❡♣⑧s✐✽❡✓❷ ❞②⑧s③✄⑧✻❣❪❹ ✩r❷ ❞✇③✄❜
A

G

∼
>

Û
0(X),

⑧✘✗
X
❜✖❞❢❡✄✐❁❛✦❜✖❞✇❹➀⑦➀❥✇❜✑❡✩⑧s❹r⑧s⑤ ⑧①➊s❷ ➅ ✐❝❜✏⑤ ⑧❼❥✽⑦✻⑤ ❜①③⑥❜①❛✽❡✞❥✇⑧s③♥❹➀⑦❝❥✖❡✖➋

Õ②➦❑➜ ➋✆☎➊➋❳➵❿➏➊➑→➋➲ä❇➝➥➒
(A~)~∈X

➋➫➝➥➉➄➈➊➍★➔➌➼❪➦❑➵❿➏★➔➫➆✥➍❱➉➥➒➓➍❇➈❘➟➊➋➤Û ∗ ❂ ➦❑➑➓ì✬➽❳➐➊➜➌➋➫➝ ➔➫➆✥➵❿➵❈➈➊➉à➦❑➉➥➒➓➛✬➋➫➝➧ä➩➦❑➑→➆✥➜➌➝ Û
0(X,A)➋➫➝➥➉♣➔➫➆✥➵❿➵❈➈➊➉à➦❑➉➥➒➓➛✬➋❈➋❳➉♣➆✥➍✠➏●➋❳➈➊➉♣➟➊➞✆✫➎➍➊➒➓➜ ➑➙↕ ➦❑➏➊➏➊➑➓➒→➔➧➦❑➉➥➒→➆✥➍

⊔

~∈X

➅❱➏ A~ >
➅❱➏➤Û

0(X,A)

χ~ > χ

➦➫➛✬➋➫➔
χ(f) = χ~(f~)

➪ ➻ ↕ ➦❑➏➊➜➌➽➫➝ ➻ ➒✬☎➇➵❿➒→➋❳➜✳✚ ➻ ➒✬☎●ä ➉➥➼➬➪ ➺➧➯➩➪ ❖➎➪ ➭✔➏➬➪á➸➲➸➲➯✤✣ ➔➲↕Ù➋➫➝➌➉✴➈➊➍➎➋★➐➊➒ ✂ ➋➫➔❳➉➥➒→➆✥➍➬➪②Ø➤➒➓➍➎➝➥➒➙ä ➝➥➒✪➆✥➍
➵✴➈➊➍➊➒➓➉ ⊔

~∈X

➅❱➏ A~

➟➊➋ ➑ ➦↔➉➌➆✥➏❩➆✥➑→➆✥ì➲➒→➋✴➟➊➋❈➅❱➏➤Û
0(X,A)

ä❪➦❑➑→➆✥➜➌➝➤➆✥➍ ➦➳➈➊➍✌➒→➝➌➆✥➵✿➆✥➜➥➏➊➼➊➒→➝➥➵✿➋❈➟➊➋✴å✎➋❳➑➙↕ ✑➙➦❑➍➎➟✒➾

Û
0(X,A)

∼
>

Û
0

(⊔

~∈X

➅❱➏ A~

)
.

➻ ➋✎➏➊➑➓➈➎➝➧ä➎➟➠↕ ➦❑➏➊➜➌➽➫➝➤ë ➑ ➦❑➍➎➔à➼❪➦❑➜➌➟ ✚Ùë ➑ ➦❅✢ �➊ä➩➉➥➼➬➪❪➭➩➪ ➭↔➏➬➪ ➺✦❖✎✣ ä➎➝➥➒●➑→➋➫➝ A~

➝➌➆✥➍❱➉ ➝➌➞❳➏❪➦❑➜à➦❑➐➊➑→➋➫➝➧ä➎➑➙↕ ➦❑➏➊➏➊➑➓➒→➔➧➦❑➉➥➒→➆✥➍
➅❱➏➤Û

0(X,A) ≃
⊔

~∈X

➅❱➏ A~ >> X

➋➫➝➥➉♣➔➫➆✥➍❱➉➥➒➓➍❇➈➎➋↔➋❳➉♣➆✥➈➊➛✬➋❳➜➥➉➌➋➲➪
✝ ✍❏✺✶❑✕✸✻✺ ✝ ∗ ✾ ✍ ✁ ❆ ✟ ✡✡❈❋✸✻✺ ❑✡✸ ❆❉❈❋❊●✵✡❍✆❊❏■❀❑✕✸✻✺

Õá➆✥➈➊➜ ✞❱➈➎➋✔➑ ➦✻Û ∗ ❂ ➦❑➑➓ì✬➽❳➐➊➜➌➋ A =
Û ∗(G)

➟➠↕ ➈➊➍✣ì➲➜➌➆✥➈➊➏●➆✎✍➙➟➊➋
G

➝➌➆✥➒➓➉✌➔➫➆✥➵❿➵❈➈➊➉à➦❑➉➥➒➓➛✬➋➲ä♣➒➓➑✵✑ ➦❑➈➊➉✲✞❱➈➎➋✮➔➫➋
ì➲➜➌➆✥➈➊➏●➆✎✍➙➟➊➋➨➝➌➆✥➒➓➉ ➟➠↕ ➈➊➍✠➉ Ú❱➏●➋✎➏❪➦❑➜➥➉➥➒→➔❳➈➊➑➓➒→➋❳➜➧➪
▼❖◆◗P❉❘❚❙❯❘❲❱✡❘❚❳✆❙ ❨❭❬✟✞✕❬ ✞✯❫ ❵✞❛➑➊❏❣❦⑧s✐❁❹r⑧✖✕ ❧❁❜✘➍❢❣❦❜✖❞✇❹✻➋ ⑤ ⑧❸❥✽⑦✻⑤ ❜①③✄❜①❛❝❡❯❥✇⑧s③✰❹➀⑦➀❥✖❡ ★❃④➀⑦❝❞②❜➑❧❁⑨①❛❝⑧s③♥④➀❣➈⑦✻④❁⑤ ❜➑❧❏❶❽⑧s✐✇➃➀❜①❣❄❡✩❞
⑦✽➃➀❜✇❥✘❞✮✭❝❞❢❡♣➒①③✄❜❃❧❁❜ ✯ ⑦➀⑦❋❣✑❥✇⑧s❛✽❡❾❷➄❛❁✐ ➎ ❜✖❞❢❡✶⑦❁❹✻❹①❜①⑤ ⑨ ✐❁❛ ✆ ▲ ✷✢✲ ■ ❑ ♠ ✷♣♦rq✢✴❇■ ✰ ➍❢❣❦❜✖❞✇❹❼➋ ✆ ▲ ✷✢✲❖➔②♦ ❑ →✻❋ ❑ q ■ ❑ ♠ ✷♣♦①q❉✴❇■✹✰
➎ ❞✖❷ b = s

➋✭❵✆❛ ❿◗④➀❣➈⑨ ➍❢❣❦❜✖❞✇❹✻➋ ❥✇⑧s❛❝❡❀❷❺❛❁✐ ➎ ❜①❛ ➊❏❣❦⑧s✐❁❹r❜✖❞ ❜✖❞❢❡ ✐❁❛ ✆ ▲ ✷✳✲❂■ ❑ ♠ ✷♣♦rq✢✴❇■ ✰❖➔②♦✑✕ ✕✏q❸→❍✶❁→✻❋ ☞✹✰ ➍❢❣❦❜✖❞✇❹✻➋✤✐❁❛



� ✁✄✂✄☎✆☎✞✝✆✟✡✠☛✝✄☞✍✌✏✎✑☞✒✂✓☞✕✔✖✎✗✌✑✠✘✠✕✙✕✁✚✟✛✝✜✠✣✢✤✁✥✎✦✙✡☎✄✎✗✧✩★✪✝✜✠ ➸✏❖

✆ ▲ ✷✢✲☛➔②♦ ❑ →✻❋ ❑ q ■ ❑ ♠ ✷♣♦rq✢✴❇■ ✰☛➔②♦✑✕ ✕✏qs→❍✶r→✻❋ ☞✹✰ ➎ ❞✖❷❺❻ ❹r⑧s✐❁❣✜❡♣⑧s✐✽❡ u ∈ G(0) ❻✞⑤ ❜➑➊❏❣❦⑧s✐❁❹r❜ G(u) = Gu = Gu
❜✖❞❢❡

❥✇⑧s③✰③♥✐✽❡❢⑦✽❡❾❷ ✫❢➋

❐ ➍✲✫➎➐➊➜➌➞ ✃ ➜➌➋➫➝➌➏➬➪❪➔➫➆✥➍❇➉➥➒➓➍❱➈é❮➤➋❳➍✠ì➲➜➌➆✥➈➊➏❩➋➫➝✘➋➫➝➥➉♣➈➊➍ ➔➧➦✥➝♣➏❪➦❑➜➥➉➥➒→➔❳➈➊➑➓➒→➋❳➜✎➟➊➋➨ì➲➜➌➆✥➈➊➏●➆✎✍➙➟➊➋ ✃ ➜➌➋➫➝➥➏➬➪é➔➫➆✥➍❇➉➥➒➓➍✏✙➊➵✿➋❳➍❱➉✚❮
✫➎➐➊➜➌➞✘➝➥➈➊➜

X = G(0) ➦➧➛✬➋➫➔ ➑ ➦✴➏➊➜➌➆✏✂➥➋➫➔❳➉➥➒→➆✥➍
p = b = s

❋❍●❏■✢●
p(0) = IdG(0)

➪ ❰ ➞➫➔❳➒➓➏➊➜➌➆✓✞❱➈➎➋❳➵✿➋❳➍❇➉ ➈➊➍★ì➲➜➌➆✥➈➊➏●➆✎✍➙➟➊➋
✃ ➜➌➋➫➝➥➏➬➪➬➔➫➆✥➍❱➉➥➒➓➍✏✙➊➵✿➋❳➍❇➉✚❮✙✫➎➐➊➜➌➞

G
p
>> X

➋➫➝➥➉➨➈➊➍★✫➎➐➊➜➌➞ ✃ ➜➌➋➫➝➌➏➬➪➬➔➫➆✥➍❇➉➥➒➓➍❱➈é❮➨➋❳➍✒ì➲➜➌➆✥➈➊➏●➋➫➝✴➝➌➒ ➋❳➉✴➝➌➋❳➈➊➑→➋❳➵✿➋❳➍❇➉↔➝➥➒
p(0) ➋➫➝➥➉ ➒➓➍✎✂➥➋➫➔❳➉➥➒➓➛✬➋➲ä●➔➧➦❑➜✘➋❳➑➓➑→➋↔➋➫➝➥➉✘➦❑➑→➆✥➜➌➝✘➐➊➒ ✂➥➋➫➔❳➉➥➒➓➛✬➋ ✃ ➜➌➋➫➝➌➏➬➪❪➈➊➍ ➼➎➆✥➵✿➞➫➆✥➵✿➆✥➜➥➏➊➼➊➒→➝➥➵✿➋❵❮✘➟➊➋

G(0) ➝➌➈➊➜
X

➋❳➉✘➆✥➍✮➦
b = s = (p(0))−1 ◦ p

➪
Õ②➦❑➜✘➦❑➒➓➑➓➑→➋❳➈➊➜➌➝➧ä❪➚➎➪ ❰ ➋❳➍❪➦❑➈➊➑➓➉❃✚ ❰ ➋❳➍✭✢➩➺✬ä➩➑→➋❳➵❿➵✿➋✿➺➲➪ ➭➳➏➬➪➢ê ✣❜➦❿➵✿➆✥➍❇➉➥➜➌➞❃✞❱➈➎➋❿➾
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G

➋➫➝➥➉②➔➫➆✥➍❇➉➥➒➓➍❱➈ ➝➥➒➇➋❳➉②➝à➋❳➈➊➑→➋❳➵✿➋❳➍❇➉➄➝➥➒➩➔➲↕Ù➋➫➝➥➉❜➈➊➍➳ì➲➜➌➆✥➈➊➏●➆✎✍➙➟➊➋
➉➌➆✥➏●➆✥➑→➆✥ì➲➒✮✞❇➈➎➋ ➑→➆➇➔➧➦❑➑→➋❳➵✿➋❳➍❇➉✘➔➫➆✥➵❿➏❪➦✥➔❳➉✘➣↔➐❪➦✥➝➌➋ ➟➊➞❳➍➎➆✥➵❈➐➊➜à➦❑➐➊➑→➋❈➟➠↕Ù➆✥➈➊➛✬➋❳➜➥➉➌➝➤➉➌➋❳➑✱✞❱➈➎➋

b = s
➋➫➝➥➉ ➆✥➈➊➛✬➋❳➜➥➉➌➋➲➪

✄ ✉✑✲✢■✪✉☛■ ✏ ✶ ✴✚✷ ■❤q ✍ ■ ☎ ✠ ➦ ➏➊➜➌➆✥➏●➆➲➝➥➒➓➉➥➒→➆✥➍ ➺➲➪➓➺➲➪ ❖↔➟➩➒➓➉ ✞❇➈➎➋ ➝➥➒➎➈➊➍✿ì➲➜➌➆✥➈➊➏●➆✎✍➙➟➊➋♣➉➌➆✥➏●➆✥➑→➆✥ì➲➒✮✞❇➈➎➋ ➏❩➆➲➝à➝➌➽➫➟➊➋ ➈➊➍ ➝➥Ú➩➝➥➉➌➽❳➵✿➋
➟➊➋ ✺ ➦➲➦❑➜ ➔➫➆✥➍❱➉➥➒➓➍❇➈➬ä❪➦❑➑→➆✥➜➌➝✪➑➙↕ ➦❑➏➊➏➊➑➓➒→➔➧➦❑➉➥➒→➆✥➍

b
➋➫➝➥➉✪➆✥➈➊➛✬➋❳➜➥➉➌➋➲➪ ❰ ➞➫➔❳➒➓➏➊➜➌➆■✞❇Ú✬➋❳➵✿➋❳➍❱➉ ➒➓➑➠➝➥➈✄✂✿➉❉✂ ➈➎➝➥➉➌➋✘➟➊➋✘➵✿➆✥➍❇➉➥➜➌➋❳➜✻✞❱➈➎➋

p = b = s
➆✥➈➊➛✬➋❳➜➥➉➌➋❿➋❳➍❇➉➥➜à➦✁�→➍➎➋ ➑➙↕Ù➋✆☎➇➒→➝➌➉➌➋❳➍➎➔➫➋❿➟➠↕ ➈➊➍✒➝➥Ú➇➝➌➉➌➽❳➵✿➋↔➟➊➋ ✺ ➦➲➦❑➜➨➔➫➆✥➍❇➉➥➒➓➍❱➈➬➪❜Û ➋❿➝➥Ú➩➝➥➉➌➽❳➵✿➋❿➟➊➋ ✺ ➦➲➦❑➜➨➋➫➝➌➉

➆✥➐➊➉➌➋❳➍❇➈ ➋❳➍✌➍➎➆✥➜➥➵ ➦❑➑➓➒→➝à➦❑➍❇➉✘➑ ➦↔➵✿➋➫➝➥➈➊➜➌➋➨➟➊➋ ✺ ➦➲➦❑➜
µ

➝➥➈➊➜♣➔➌➼❪➦✎✞❱➈➎➋ ì➲➜➌➆✥➈➊➏●➋
G(u) = Gu = Gu

➟➊➋ ➝➌➆✥➜➥➉➌➋❃✞❇➈➎➋
∫

G(u)
fµu = 1

➆✑✗
f

➋➫➝➥➉ ➈➊➍➎➋❃✑ ➆✥➍➎➔❳➉➥➒→➆✥➍ ➟➊➞✆✫➎➍➊➒→➋➳➝➥➈➊➜
G
äé➔➫➆✥➍❱➉➥➒➓➍❇➈➎➋➲ä➠➝➥➉➥➜➥➒→➔❳➉➌➋❳➵✿➋❳➍❱➉ ➏❩➆➲➝➌➒➓➉➥➒➓➛✬➋❈➝➥➈➊➜

G(0) ➋❳➉➤➉➌➋❳➑➓➑→➋ ✞❇➈➎➋↔➔➌➼❪➦✎✞❱➈➎➋
➜➌➋➫➝➥➉➥➜➥➒→➔❳➉➥➒→➆✥➍

f |G(u)

➋➫➝➥➉✪➣❈➝➥➈➊➏➊➏●➆✥➜➥➉ ➔➫➆✥➵❿➏❪➦✥➔❳➉♣➟➎➦❑➍➎➝
G(u)

☞➩➑➙↕Ù➋✆☎➩➒→➝➥➉➌➋❳➍➎➔➫➋✘➟➠↕ ➈➊➍➎➋✘➉➌➋❳➑➓➑→➋✻✑ ➆✥➍➎➔❳➉➥➒→➆✥➍✌➞✼✞❇➈➊➒➓➛➲➦❑➈➊➉♣➦❑➈
➔➧➦❑➜à➦✥➔❳➉➌➽❳➜➌➋✴➆✥➈➊➛✬➋❳➜➥➉➤➟➊➋

p
➪

�✂✁ ❳ ✞✕❳ ☞r❘❚❱❭❘✩❳✆❙❩❨❭❬ ✞✕❬✕✔❴❫ ➅➇➆✥➒➓➉
G

➋➫➝➥➉✪ì➲➜➌➆✥➈➊➏❩➆✎✍➙➟➊➋➨➑→➆❱➔➧➦❑➑→➋❳➵✿➋❳➍❱➉ ➔➫➆✥➵❿➏❪➦✥➔❳➉➧ä❪➣❈➐❪➦✥➝➌➋ ➟➊➞❳➍➎➆✥➵✴➐➊➜à➦❑➐➊➑→➋❈➟➠↕Ù➆✥➈✝❂
➛✬➋❳➜➥➉➌➝➧ä ✞❱➈➊➒➠➏❩➆➲➝à➝➌➽➫➟➊➋✘➈➊➍✠➝➥Ú➇➝➌➉➌➽❳➵✿➋✘➟➊➋ ✺ ➦➲➦❑➜♣➔➫➆✥➍❇➉➥➒➓➍❱➈➬➪❪Ø➤➑→➆✥➜➌➝➤Û ∗(G)

➋➫➝➥➉ ➔➫➆✥➵❿➵✴➈➊➉à➦❑➉➥➒➓➛✬➋↔➝➥➒➠➋❳➉♣➝➌➋❳➈➊➑→➋❳➵✿➋❳➍❇➉➤➝➥➒
G

➋➫➝➥➉ ➈➊➍✳✫➎➐➊➜➌➞✴➔➫➆✥➍❇➉➥➒➓➍❇➈❂➋❳➍✌ì➲➜➌➆✥➈➊➏●➋➫➝ ➔➫➆✥➵❿➵✴➈➊➉à➦❑➉➥➒✬✑ ➝➧➪
✠ ✲✖✕✶♦ ❑ ✰❤→✻✷ ✶r→✻❋➆♦ ❑ ●
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p = b = s
✍✼✤

O = p−1
(
G(0) − {u}

)
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☞✎✏✓✦✝❀✮✍✄✕✼✤✎✧❅❉
✹ ∗(G) >>

✹ ∗(G|Oc) =
✹ ∗(G(u)),

✵✓✙✱✜✲✕ ✹ ∗(G(u))
✍✭☞✮✤✌✕✑✙✱✳✴✳✷✏✶✤✘☛❁✤★✧❅✩✣✍✱❂✓✕✼✍✻●✚✏✓✧❙✁✭●✚✏✓✧❅✩❁☛✱✏✶✤ ●❇✒✔☛✴✕✼✙✣✳✴✳✷✏✶✤✘☛❁✤✎✧✔✩◆✧ ✤✂✁✻✵✶✍
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γ0 ∈ G
✤✎✍✑✒ ●✚✏✓✍

b(γ0) 6=
s(γ0)

✾✗✾✢☛✫✦❋✕✼✙✣✜✚✤✎✧✔✜✚✏✲✧ ✤✂✁❍✵✶✍
b
✍✑✤
s
❂✶✕✼✙✣✳✴✳❇✍

G(0) ✍✭☞✮✤✌☞✜✁✑❄✲☛✱✦✜✁✣❂✣✧✔✒ ✍✍✌✶✧✪☞✮✤★✍❍☛✱✒❅✙✣✦★☞ ✏✓✜ ✩✱✙✱✧✪☞✎✧❅✜✲☛✱❆✱✍ U ✵✶✍ γ0
✤★✍✑✒ ●✚✏✓✍

b(U)
✍✼✤
s(U)

☞✎✙✱✜✚✤✌✵✶✧✪☞ ❀✮✙✣✧❅✜✚✤✘☞✑✾ ✂ ✙✣✧ ✤
f ∈ ✹✁�

(G)
✜✓✙✣✜ ✜◆✏✓✒✔✒✔✍ ✤★✍✑✒✔✒❅✍✻●✚✏✓✍ ✂ ✏✓❄✓❄

f ∈ U ❋ ☛✫✒✔✙✱✦✘☞

f ∗ f(γ) =

∫

Gb(γ)

f(γδ)f(δ−1)µb(γ)(δ) = 0,

✕✄☛✫✦ {
γδ, δ−1

}
⊂ U

✍✄☞✛✤ ✧✔✳✴❄ ✙✚☞✎☞✎✧✔✺✓✒❅✍✣❂✣❄✲✏✓✧✔☞★●✚✏✓✍ ☞✎✧✔✜✓✙✱✜ ✙✣✜ ☛✫✏✲✦★☛✱✧ ✤
s(γδ) = s(δ) ∈ s(U)

✍✼✤
s(δ) = b(δ−1) ∈

b(U)
✾❏❉ ✦✄❂✶☞✎✧ ✹ ∗(G)

✍✄☞✛✤✌✕✼✙✣✳❇✳ ✏✶✤★☛✫✤✎✧✔✩✱✍✣❂✶✙✱✜ ☛ ✹ ∗(G) =
✹

0(
✂ ❄ ✹ ∗(G))

❂❑✵✶✙✱✜✲✕
f ∗ f = 0

✍✄✜✚✤✎✦✘☛✄✂ ✜✓✍
f = 0

❂
✕✑✍✥●✣✏✲✧❃✜❃✿ ✍✄☞✛✤✌❄✲☛✱☞✰✒✔✍✥✕✑☛✱☞✰✧✪✕✼✧✁✾ ■❑❏✟▲◆▼



� ★✂✁☎✄✜✎✗✁✝✆ ✂✓☞✕✔✇✎✗✌✟✞✡✠✦✙✡✂⑥✌➑☞✕✔☛✄ ✔✌☞✕✂✓☞✕✔✖✎✗✌ ✝✄☞✯✢✤✁✥✎✦✙✕☎✄✎✗✧❚★✪✝✜✠ ➸✸❅

✍ ✎✑✏✓✒ ✄☎✖✘✍✏✁☎✑✔✓✠✄ ✁✕✔✗✖ ✆☛✁ ✁ ✑✔✓✙✘✝✞❽✁✒✑✔✓✠✄ ✁ ✞❽✑✚✮♦✖☎✄✛✆♥✬✒✄✭✱✤✠❺✞✌☞
❢ ✲♠✰ ❣✐❤ q✒✚✫✭✮✜✤✭♠✥✢✚ ✸
✏ ★ ❀✍✑❄❀ ✬ ★ ☎ ✝ ✒ ➅❱➒

M
➋➫➝➥➉ ➈➊➍➎➋ ➛✥➦❑➜➥➒→➞❳➉➌➞✔➋❳➉

ω ∈ ∧n T ∗M
➋➫➝➥➉✿➈➊➍➎➋

n
❂ ✑❒➆✥➜➥➵✿➋✔➟➩➒✬❇●➞❳➜➌➋❳➍❱➉➥➒→➋❳➑➓➑→➋➲ä✪➆✥➍✝➍➎➆✥➉➌➋

TM
iω

> (TM⊗n−1)∗
➑➙↕ ➦❑➏➊➏➊➑➓➒→➔➧➦❑➉➥➒→➆✥➍❂➟➊➞✆✫➎➍➊➒→➋ ➏❪➦❑➜

〈 iω(X)||X2, . . . ,Xn 〉 = iXω(X2, . . . ,Xn) = ω(X,X2, . . . ,Xn).

✚ ✍❏❍✡❍✆✸ ✁ ✺➑❑✡✸ ❆ �✻❊ ✡ �✻✼✽❈ ✄ ✸❃✺✠✝ ✡ ❍ ✁➈✸❼✿r✼ ✄ ❂✛✵❭✸
➚✬➋➨➜à➦❑➏➊➏❩➋❳➑➓➑→➋➨➟➠↕ ➦❑➐●➆✥➜➌➟✌➑→➋➫➝♣➟➊➞✆✫➎➍➊➒➓➉➥➒→➆✥➍➎➝✟✑❒➆✥➍➎➟➎➦❑➵✿➋❳➍❱➉à➦❑➑→➋➫➝✎➟➊➋✎➑ ➦➳ì✬➞➫➆✥➵✿➞❳➉➥➜➥➒→➋➨➝➥Ú➇➵❿➏➊➑→➋➫➔❳➉➥➒✮✞❇➈➎➋➲➪

▼❖◆◗P❉❘❚❙❯❘❲❱✡❘❚❳✆❙ ✑✕❬❪❨✡❬❪❨ ❫ ✓✪❛✰⑦✻❹❁❹r❜①⑤➁⑤ ❜ ✶✑✏ ♠ ✤✢▲ ✷ ■✏✉✑■✝✛❯♦✠❋ ✰✹✰✖♦ ❑ ➍❢❣❦❜✖❞✇❹✻➋ ✍ ✶✠✷ ❋❍✲✖→✵✲✦✉✑■✝✛❯♦✠❋ ✰✹✰✖♦ ❑ ❻◗❣❦❜✖❞✇❹✻➋ ✍ ✶✠✷ ❋❍✲✖→✵✲
✰ ✢✑✕ ✴ ✏ ■❢➔✇→✻❋✒✔✖q✭■ ➎ ✐❁❛❝❜ ⑦❁⑤ ➊❁➒①④➀❣➈❜ ❥✇⑧s③✰❹✻⑤ ❜❾➉❋❜✶❥✇⑧s③♥③✰✐✽❡❢⑦❝❡❀❷ ➃➀❜ A

➍❢❣❦❜✖❞✇❹✻➋ ✐❁❛➀❜➑➃❋⑦❋❣➆❷ ⑨✖❡✩⑨
M ➎ ⑦✇➃➀❜✇❥❃⑤ ⑦➏❧❁⑧s❛❁❛❝⑨✇❜ ❜✖❡✏⑤ ❜✖❞❹❋❣❦⑧s❹➀❣❪❷ ⑨✖❡♣⑨✖❞✰❞✇✐r❷ ➃❋⑦❁❛❝❡✩❜✖❞✇❻✆❹r⑧s✐❁❣✜❡✩⑧s✐❝❞✟✜

,
✜ ′, ✜ ′′ ⑨①⑤ ⑨①③✄❜①❛❝❡❚❞✥❧❁❜ A

➍❢❣❦❜✖❞✇❹✻➋✳❞✖❷
(xi)1≤i≤n

❥✇⑧❼⑧✻❣❦❧❁⑧s❛❁❛❝⑨✇❜✖❞➏⑤ ⑧❸❥✽⑦❁⑤ ❜✖❞✑❞✇✐❁❣
M ➎ ➂

�✤⑤ ➊❁➒①④❋❣❦❜✑❧❁❜ ✆ ⑧❸❷ ❞❢❞②⑧s❛ ✢ ⑦❋❣➆❷ ⑨✖❡♣⑨✥❧❁❜ ✆ ⑧❸❷ ❞❢❞②⑧s❛ ✢ ⑦❋❣➆❷ ⑨✖❡✩⑨✥❞✮✭✻③✰❹❁⑤ ❜✇❥✖❡❀❷ ➅ ✐❝❜
• ❥①❣❦⑧❸❥✪✩❝❜✖❡⑥④r❷➄⑤➁❷➄❛❝⑨✽⑦❁❷➄❣❦❜ • ❥✪✩➀⑦✻③✰❹✦❧❁❜➑④r❷ ➃➀❜✇❥✖❡✩❜①✐✻❣❄❞ • ✍ ☛✒✫➆⑧❁❣❲③✄❜✑❧s❷ ✞◗⑨①❣❦❜①❛❝❡❀❷ ❜①⑤➁⑤ ❜

A × A → A✜
,
✜ ′ 7→ { ✜ , ✜ ′ }A

Ω ∈ TM ⊗ TM ω ∈ ∧2 T ∗M

• ⑦➀❥✖❡❾❷ ⑧s❛✶❹➀⑦❋❣✕❧❁⑨①❣➆❷ ➃❋⑦✽❡❾❷ ⑧s❛
{ ✜✣✜ ′, ✜ ′′ }A =

✜ { ✜ ′, ✜ ′′ }A + { ✜ , ✜ ′′ }A

✜ ′ Ω =
∑

i,j

Ωi,j
∂

∂xi
⊗ ∂

∂xj
ω =

∑

i,j

ωi,jdxi ⊗ dxj

• ❧❁❜ ✍ ❷ ❜➍❲⑦❁❛✽❡❾❷ ❞✮✭❼③✄⑨✖❡❤❣➆❷ ➅ ✐➀❜ ➎ • ⑦✻❛✽❡❀❷ ❞✮✭✻③✄⑨✖❡❤❣➆❷ ➅ ✐❝❜
{ ✜ , ✜ ′ }A = −{ ✜ ′, ✜ }A Ωi,j = −Ωj,i ω =

∑

i<j

ωi,jdxi ∧ dxj

➍♣❷ ❧✻❜①❛✽❡❀❷ ❡✩⑨✪❧❁❜ ✝❝⑦➀❥✇⑧s④r❷ ➎ • ❥①❣❦⑧❸❥✪✩❝❜✖❡✤❧❁❜ ✜s❥✪✩❝⑧s✐❝❡✩❜①❛➏❛❁✐❁⑤ • ✫✈❜①❣❲③✄⑨✇❜
{{ ✜ , ✜ ′ }A ,

✜ ′′ }
A

+ {{ ✜ ′, ✜ ′′ }A ,
✜ }

A
[Ω,Ω]S = 0 dω = 0

+ {{ ✜ ′′, ✜ }A ,
✜ ′ }

A
= 0

• ❛❝⑧s❛✏❧❁⑨✖➊❁⑨①❛❝⑨①❣❦⑨✇❜
TM

iω

∼
> T ∗M➍♣❷ ❞②⑧s③⑥⑧❁❣❪❹ ✩❁❷ ❞✇③✄❜ ➎

❵✆❛➀❜ ⑦❁⑤ ➊❁➒①④➀❣➈❜✶❧❁❜ ✆ ⑧❸❷ ❞❢❞②⑧s❛ ❷➄❛✇➃❋⑧s⑤➁✐✽❡❾❷ ➃➀❜➑❜✖❞❢❡✦✐❁❛❝❜➏⑦❁⑤ ➊❁➒①④➀❣❦❜ ❧❁❜ ✆ ⑧❸❷ ❞❢❞②⑧s❛❃③✰✐❁❛r❷ ❜✶❧❏❶✹✐❁❛➀❜ ❷➄❛✽➃➀⑧s⑤➁✐✽❡❾❷ ⑧s❛ ⑦❁❛✽❡❾❷➄⑤➁❷➄❛❝⑨✽⑦❁❷➄❣➈❜ ∗❡♣❜①⑤➁⑤ ❜ ➅ ✐➀❜ { ✜ , ✜ ′ }∗A =
{ ✜ ∗, ✜ ′∗}

A

➋

�✂✁ ❳ ✞✕❳ ☞r❘❚❱❭❘✩❳✆❙ ✑✕❬❪❨✡❬ ✑❇❫ Ó ➆✥➈➊➉➌➋✴➛✥➦❑➜➥➒→➞❳➉➌➞➨➝➌Ú❱➵❿➏➊➑→➋➫➔❳➉➥➒✮✞❱➈➎➋➨➋➫➝➥➉♣➈➊➍➎➋➨➛✥➦❑➜➥➒→➞❳➉➌➞❈➟➊➋➨Õ❜➆✥➒→➝à➝➌➆✥➍✙☞➎➉➌➆✥➈➊➉➌➋ ➛➲➦❑➜➥➒→➞❳➉➌➞
➟➊➋➨Õá➆✥➒→➝➌➝➌➆✥➍✠➒➓➍➎➟➩➈➊➒➓➉ ➈➊➍➎➋✴➦❑➑➓ì✬➽❳➐➊➜➌➋➨➟➊➋➨Õá➆✥➒→➝➌➝➌➆✥➍✠➒➓➍❱➛✬➆✥➑➓➈➊➉➥➒➓➛✬➋

A =
Û ∞(M)

➪
❑ ●✏▲✢● ➾➩➑→➋➫➝ ➏➊➜➌➆✥➏➊➜➥➒→➞❳➉➌➞➫➝✘➟➩➈✌➉à➦❑➐➊➑→➋➧➦❑➈✝☎✌➝à➋ ➔➫➆✥➜➥➜➌➋➫➝➥➏❩➆✥➍➎➟➊➋❳➍❱➉✘➦❑➑→➆✥➜➌➝ ➑➓➒➓ì➲➍➎➋ ➏❪➦❑➜ ➑➓➒➓ì➲➍➎➋➲➪

✠ ✲✖✕✶♦ ❑ ✰❤→✻✷ ✶r→✻❋➆♦ ❑ ●
✴ ✒❃☞✎✏✗✵✴✤ ✵ ✿ ✍✍✌✶❄✓✒✔✧✔●✚✏✓✍✄✦✌✒✪☛❇✕✑✙✱✦★✦✎✍✭☞✛❄❑✙✱✜ ✵✓☛✫✜✲✕✑✍ ✍✄✜✣✤★✦✎✍❈✒✔✍✄☞❋✵✗✁ ✁✲✜✓✧❅✤✎✧✔✙✱✜✲☞✻❊

{ ✤ , ✤ ′ }M = 〈d ✤ ⊗ d ✤ ′||Ω 〉 = ω(∇ ✥ ,∇ ✥ ′)



� ★✂✁☎✄✜✎✗✁✝✆ ✂✓☞✕✔✇✎✗✌✟✞✡✠✦✙✡✂⑥✌➑☞✕✔☛✄ ✔✌☞✕✂✓☞✕✔✖✎✗✌ ✝✄☞✯✢✤✁✥✎✦✙✕☎✄✎✗✧❚★✪✝✜✠ ➸ �

✙✁� ∇ ✥ = (iω)−1(d ✤ ) ✺ ❆✱✦✘☛✱✵✶✧✔✍✑✜✚✤❋☞✄✂◆✳✴❄✓✒✔✍✄✕✸✤★✧✔●✚✏✓✍✻✵✓✍ ✤ ✻ ❂✲☞✛✙✣✧ ✤❋✍✄✜ ✕✑✙◆✙✱✦✘✵✶✙✱✜✓✜✫✁✑✍❍✒❅✙✶✕✑☛✱✒❅✍✭☞❈❊
(
{xi, xj }M

)
i,j

= (Ωi,j)i,j = (ωi,j)
−1
i,j

☞✎✧ { ✤ , ✤ ′ }M =
∑

i,j

{xi, xj }M

∂ ✤
∂xi

∂ ✤ ′
∂xj

✾ ■❑❏✟▲◆▼

➡➤➍ ➦❿➦❑➑→➆✥➜➌➝♣➟➊➋➫➝✪➍➎➆✥➉➥➒→➆✥➍➎➝♣➍❪➦❑➉➥➈➊➜➌➋❳➑➓➑→➋➫➝ ➟➊➋✎➵✿➆✥➜➥➏➊➼➊➒→➝➥➵✿➋➫➝✟✞❱➈➊➒➬➝➌➋✎➔➫➆✥➜➥➜➌➋➫➝➥➏●➆✥➍➎➟➊➋❳➍❇➉ ✃ ➏❪➦❑➜❈➾
Φ(
✜
) =

✜ ◦ ϕ
❮✘➾

▼❖◆◗P❉❘❚❙❯❘❲❱✡❘❚❳✆❙ ✑✕❬❲❨❭❬✛✚ ❫
✌ ➋ ✕✶♦✠✷✵✴✗✖✑❋❏✰ ✕ ■♥✉✔✒ ✶✑✏ ♠ ✤✢▲ ✷ ■✹✰✏✉✑■✂✛✭♦✸❋ ✰✹✰✖♦ ❑

(A1, {·, · }A1
) <

Φ
(A2, {·, ·}A2

) ∋ ✜
,
✜ ′

{
Φ(
✜
),Φ(

✜ ′)}
A1

= Φ
{ ✜

,
✜ ′}

A2✍ ➋ ✕✶♦✠✷✵✴✗✖✑❋❏✰ ✕ ■♥✉✑■ ✍ ✶✠✷ ❋ ✲✇→✵✲✹✰✦✉✑■✂✛✭♦✠❋❏✰ ✰✇♦ ❑

x ∈ (M1,Ω1)
ϕ

> (M2,Ω2)

(dxϕ)(Ω1(x)) = Ω2(ϕ(x))
✎ ➋ ✕✶♦✠✷✵✴✗✖✑❋❏✰ ✕ ■✆✰ ✢✑✕ ✴ ✏ ■❢➔✇→✻❋✒✔✖q❇■ ❻➇⑧s✐ ✰✣✢✑✕ ✴ ✏ ■❢➔✽→❪♦✑✕✶♦✠✷❍✴ ✖✑❋ ✰✖✕ ■

(M1, ω1)
ϕ

> (M2, ω2)

ω1 = ϕ∗(ω2)

☎ ❈✪✄✈❅❭✿ ✄ ❍✆✸❼✺➑❍ ✞ ✝✛✺✖✄➈❂✛✵✡✸✻✺
✠ ➦✿➟➊➞✆✫➎➍➊➒➓➉➥➒→➆✥➍✔➟➊➋ ➔➫➋✙✞❱➈➬↕Ù➋➫➝➥➉ ➈➊➍➎➋✙✞❱➈❪➦❑➍❇➉➥➒✬✫❪➔➧➦❑➉➥➒→➆✥➍✔➜➌➋❳➏❩➆➲➝➌➋✴➝➥➈➊➜ ➑→➋➫➝ ➏➊➜➥➒➓➍➎➔❳➒➓➏●➋➫➝♣➏➊➼❇Ú➩➝➥➒✮✞❱➈➎➋➫➝♣➝➥➈➊➒➓➛➲➦❑➍❇➉➌➝➨➾
➓ ✁ ➍✠➵✿➞➫➔➧➦❑➍➊➒✮✞❇➈➎➋✴➔❳➑ ➦✥➝➌➝➥➒✮✞❱➈➎➋➲ä➊➟➎➦❑➍➎➝♣➑→➋✵✑ ➆✥➜➥➵ ➦❑➑➓➒→➝➥➵✿➋➨➟➊➋ ✺ ➦❑➵❿➒➓➑➓➉➌➆✥➍➬ä➊➈➊➍ ➝➥Ú➩➝➥➉➌➽❳➵✿➋ ➋➫➝➥➉♣➟➊➞➫➔❳➜➥➒➓➉ ➏❪➦❑➜
➓ ➈➊➍➎➋↔➛➲➦❑➜➥➒→➞❳➉➌➞➳➟➊➋↔Õá➆✥➒→➝➌➝➌➆✥➍

M
ä●➦❑➏➊➏●➋❳➑→➞➫➋ ■✹✰❍✴❇✶❁➔ ■➏✉✑■✹✰ ✴✗✖ ✶ ✰✢■✹✰➱ä ✞❇➈➊➒②➜➌➋❳➏➊➜➌➞➫➝➌➋❳➍❱➉➌➋➳➉➌➆✥➈➎➝✘➑→➋➫➝✘➞❳➉à➦❑➉➌➝ ➟➩Ú✓❂

➍❪➦❑➵❿➒✮✞❱➈➎➋➫➝✎➏●➆➲➝➥➒➓➉➥➒→➆✥➍✝✆➤➒➓➵❿➏➊➈➊➑→➝➥➒→➆✥➍✙☞●➏❪➦❑➜ ➋✆☎➩➋❳➵❿➏➊➑→➋
M = T ∗N

➝➥➒
N

➋➫➝➥➉✘➑ ➦★➛✥➦❑➜➥➒→➞❳➉➌➞↔➟➊➋➫➝ ➔➫➆✥➍✝✫➎ì➲➈✝❂
➜à➦❑➉➥➒→➆✥➍➎➝✟✞✲➏❩➆➲➝➥➒➓➉➥➒→➆✥➍➎➝★➟➩➈✝➝➥Ú➩➝➥➉➌➽❳➵✿➋➲➪➄Ø ➑→➆✥➜➌➝➳➈➊➍➎➋✲✑❒➆✥➍➎➔❳➉➥➒→➆✥➍ ✜ ∈ Û ∞(M)

ä ➦❑➏➊➏❩➋❳➑→➞➫➋ ♦✑▲ ✰✳■ ✷✖✍ ✶✑▲✖✏ ■★➋❳➍
➏➊➼❱Ú➇➝➌➒✮✞❇➈➎➋➲ä➎➋➫➝➌➉ ➈➊➍➎➋ ➵✿➋➫➝➥➈➊➜➌➋ ➏➊➼❱Ú➇➝➥➒✮✞❱➈➎➋✙✞❱➈➊➒ ➦✥➝➌➝➌➆➇➔❳➒→➋✎➈➊➍✌➍➎➆✥➵✴➐➊➜➌➋↔➣↔➉➌➆✥➈➊➉ ➞❳➉à➦❑➉➧➪

➓ ➈➊➍➎➋❿➆✥➐➎➝à➋❳➜➥➛✥➦❑➐➊➑→➋➳➏❪➦❑➜➥➉➥➒→➔❳➈➊➑➓➒→➽❳➜➌➋➲ä ➦❑➏➊➏●➋❳➑→➞➫➋ ✲ ❑ ■ ✷ ♠ ❋❍■
M ✠ > R+

ä ✞❱➈➊➒➄➟➊➞➫➔❳➜➥➒➓➉ ➑→➋➫➝✵✑❒➆✥➜➌➔➫➋➫➝ ➋✆☎➊➋❳➜➌➔➫➞➫➋➫➝
➝➌➈➊➜♣➑→➋ ➝➥Ú➩➝➥➉➌➽❳➵✿➋➲➪

➓ ➈➊➍➎➋✴➞✼✞❇➈❪➦❑➉➥➒→➆✥➍ ➟➠↕Ù➞❳➛✬➆✥➑➓➈➊➉➥➒→➆✥➍❞➾
d
✜

dt
= { ✡ , ✜ }M .

➓ ✁ ➍★➵✿➞➫➔➧➦❑➍➊➒✮✞❱➈➎➋✕✞❇➈❪➦❑➍❱➉➥➒✮✞❇➈➎➋➲ä➇➟➎➦❑➍➎➝ ➑→➋✟✑ ➆✥➜➥➵ ➦❑➑➓➒→➝➥➵✿➋✘➟➊➋ ➑ ➦✴➵✿➞➫➔➧➦❑➍➊➒✮✞❇➈➎➋✘➟➊➋➫➝ ➵ ➦❑➉➥➜➥➒→➔➫➋➫➝✪➟➊➋ ✺ ➋❳➒→➝➌➋❳➍❇➐●➋❳➜➥ì➎ä
➑→➋➫➝✴➞❳➉à➦❑➉➌➝✴➝➌➆✥➍❱➉➨➜➌➋❳➵❿➏➊➑ ➦✥➔➫➞➫➝✴➏❪➦❑➜✴➑ ➦✌➟➊➆✥➍➊➍➎➞➫➋✿➟➠↕ ➈➊➍①➋➫➝➥➏❪➦✥➔➫➋ ➟➊➋ ✺ ➒➓➑➓➐●➋❳➜➥➉ H ☞●➑➙↕Ù➞❳➍➎➋❳➜➥ì➲➒→➋ ➟➊➋❳➛➇➒→➋❳➍❇➉

e
➈➊➍

➆✥➏➎➞❳➜à➦❑➉➌➋❳➈➊➜✎➦❑➈➊➉➌➆✬➦✥➟✏✂ ➆✥➒➓➍❱➉ ➏●➆➲➝➥➒➓➉➥➒✬✑á➝➌➈➊➜ H ☞➊➑➙↕Ù➞✼✞❱➈❪➦❑➉➥➒→➆✥➍ ➟➠↕Ù➞❳➛✬➆✥➑➓➈➊➉➥➒→➆✥➍✔➝❵↕Ù➞➫➔❳➜➥➒➓➉
df

dt
=

1

ı~
(ef − fe),

➆✑✗
~ ≃ 6, 63 10−34Js

➋➫➝➥➉ ➈➊➍➎➋✴➔➫➆✥➍➎➝➥➉à➦❑➍❇➉➌➋✴➏➊➼❇Ú➩➝➥➒✮✞❇➈➎➋ �✲➏●➋❳➉➥➒➓➉➌➋ ✂➲ä❩➦❑➏➊➏❩➋❳➑→➞➫➋➏➔②♦ ❑ ✰✖→❍✶ ❑ →✵■✦✉✑■✂✛☎✏ ✶ ❑ ➔✟☛



� ★✂✁☎✄✜✎✗✁✝✆ ✂✓☞✕✔✇✎✗✌✟✞✡✠✦✙✡✂⑥✌➑☞✕✔☛✄ ✔✌☞✕✂✓☞✕✔✖✎✗✌ ✝✄☞✯✢✤✁✥✎✦✙✕☎✄✎✗✧❚★✪✝✜✠ ➸✬ê

➓ ✠ ➋♣➏❪➦✥➝➌➝à➦❑ì✬➋➤➟➠↕ ➈➊➍➎➋ ➵✿➆➇➟➊➞❳➑➓➒→➝à➦❑➉➥➒→➆✥➍❘➔❳➑ ➦✥➝➌➝➥➒✮✞❱➈➎➋➤➣➨➈➊➍➎➋♣➵✿➆➇➟➊➞❳➑➓➒→➝à➦❑➉➥➒→➆✥➍❏✞❱➈❪➦❑➍❇➉➥➒✮✞❱➈➎➋✘➝➧↕ ➦❑➏➊➏❩➋❳➑➓➑→➋➤➈➊➍➎➋ ✔✇q✛✶ ❑ ✂
→✻❋ ✆ ➔ ✶❁→✻❋✈♦ ❑ ➋❳➉♣➑→➋ ➏❪➦✥➝➌➝à➦❑ì✬➋➨➒➓➍❇➛✬➋❳➜➌➝➌➋➲ä❩➦❑➏➊➏❩➋❳➑→➞✂✴❇✶ ✰ ✰✳✶ ♠ ■ ✳ ✏ ✶ ✏✘❋✎✕ ❋✈→✵■ ✰✢■✖✕ ❋✝✂♣➔ ✏ ✶ ✰ ✰ ❋ ✔✖q✭■ ➝➥➈➊➒➓➉♣➑→➋➫➝ ➏➊➜➥➒➓➍➎➔❳➒➓➏●➋➫➝
➝➌➈➊➒➓➛✥➦❑➍❱➉➌➝➧ä➩➏❩➆➲➝➌➉➥➈➊➑→➞➫➝♣➏❪➦❑➜ ➻ ➒➓➜à➦✥➔✿➾
➓ ✜

> f
➋➫➝➥➉ ➑➓➒➓➍➎➞➧➦❑➒➓➜➌➋

➓ �✲➑→➋➫➝➤➋✆❇●➋❳➉➌➝✻✞❇➈❪➦❑➍❱➉➥➒✮✞❇➈➎➋➫➝➤➟➩➒→➝➥➏❪➦❑➜à➦❑➒→➝➌➝➌➋❳➍❱➉ ➝➥➒➬➆✥➍✠➍➎➞❳ì➲➑➓➒➓ì✬➋
~

✂

� ✸✻✺ ❑ �✂✁ ❅ ✄❦✼ ✄ ❊➇❅❭✺
➻ ➋❳➏➊➈➊➒→➝ ➻ ➒➓➜à➦✥➔✪➑→➋➫➝②➵ ➦❑➉➥➼➎➞❳➵ ➦❑➉➥➒→➔❳➒→➋❳➍➎➝ ➆✥➍❱➉ ➔➌➼➎➋❳➜➌➔➌➼➎➞➤➣➤➟➊➆✥➍➊➍➎➋❳➜➄➈➊➍➎➋✪➟➊➞✆✫➎➍➊➒➓➉➥➒→➆✥➍✿➏➊➜➌➞➫➔❳➒→➝à➋ ➟➊➋✪➔➫➋➫➝②➏➊➜➥➒➓➍➎➔❳➒➓➏●➋➫➝➧ä

➟➊➋✮➝➌➆✥➜➥➉➌➋ ✞❱➈➬↕ ➒➓➑ Ú❆➦❑➒➓➉❘➑→➋❂➏➊➑➓➈➎➝❘➏❩➆➲➝à➝➥➒➓➐➊➑→➋✮➟➊➋ ✞❇➈❪➦❑➍❱➉➥➒✬✫❪➔➧➦❑➉➥➒→➆✥➍➎➝✔➟➊➋➫➝❘➛➲➦❑➜➥➒→➞❳➉➌➞➫➝✌➟➊➋✮Õ❜➆✥➒→➝à➝➌➆✥➍➬➪✟✠ ↕ ➒→➟➊➞➫➋✮➟➊➋❂➑ ➦
✔✖q❇✶ ❑ →✻❋ ✆ ➔ ✶r→✻❋➆♦ ❑ ✴✛✶✠✷❃✉✑✲✌☞✖♦✠✷✖✕ ✶r→✻❋➆♦ ❑ ✚Ùë✶✽❑✽❉✠á➅✓✣ ➋➫➝➥➉✿➟➊➋✌➔➫➆✥➍➎➝➥➒→➟➊➞❳➜➌➋❳➜

~
➔➫➆✥➵❿➵✿➋✌➈➊➍➎➋❘➛➲➦❑➜➥➒ ➦❑➐➊➑→➋✳✑ ➆✥➜➥➵✿➋❳➑➓➑→➋✠➋❳➉

➟➠↕ ➦✥➝➌➝➌➆➇➔❳➒→➋❳➜ ➣❿➔à➼❪➦✎✞❇➈➎➋ ➛➲➦❑➑→➋❳➈➊➜ ➟➊➋
~
➈➊➍➎➋✴➦❑➑➓ì✬➽❳➐➊➜➌➋ A~

➉➌➋❳➑➓➑→➋✙✞❇➈➎➋
➓ ➝➌➒

~ = 0
ä A0 =

Û ∞(M)
☞

➓ ➝➌➒
~ 6= 0

ä A~

➋➫➝➥➉ ➈➊➍➎➋✴➦❑➑➓ì✬➽❳➐➊➜➌➋ ➍➎➆✥➍✔➔➫➆✥➵❿➵✴➈➊➉à➦❑➉➥➒➓➛✬➋
✁ ➍✒➝➌➈➊➒➓➛✥➦❑➍❱➉✎➔➫➋❳➉➥➉➌➋➳➒→➟➊➞➫➋❿➟➠↕ ➈➊➉➥➒➓➑➓➒→➝à➋❳➜ ➈➊➍❂➔à➼❪➦❑➵❿➏①➟➠↕ ➦❑➑➓ì✬➽❳➐➊➜➌➋➫➝➧ä➠➟➎➦❑➍➎➝✎➑→➋➳➔➧➦✥➟➩➜➌➋❿➟➊➋➫➝✴Û ∗ ❂ ➦❑➑➓ì✬➽❳➐➊➜➌➋➫➝➧ä ❰ ➒→➋✆❇●➋❳➑

✚ ❰ ➒→➋✢❈❅✢❑➐✿✣✘➦✮➒➓➍❱➉➥➜➌➆❱➟➩➈➊➒➓➉✶➑ ➦✮➍➎➆✥➉➥➒→➆✥➍❆➟➊➋ ✔✖q❇✶ ❑ →✻❋ ✆ ➔ ✶r→✻❋➆♦ ❑ ✰❤→✻✷ ❋➆➔✇→✵■ ✴✛✶✠✷ ✉☛✲ ☞✖♦✸✷ ✕ ✶r→✻❋➆♦ ❑ ➪ Û ➋❳➉➥➉➌➋ ➟➊➞✆✫➎➍➊➒➓➉➥➒→➆✥➍✣➟➊➋
❰ ➒→➋✆❇➠➋❳➑ ➦✒➋❳➍➎➝➥➈➊➒➓➉➌➋❂➞❳➉➌➞✔ì✬➞❳➍➎➞❳➜à➦❑➑➓➒→➝➌➞➫➋ ➏❪➦❑➜✌➅❱➼➎➋❳➈ ✚➢➅❱➼➎➋✡✢➩➺✬ä ➟➊➞✆✑ ➪✪➸➩➪ ➸①➏✜➸➲➸➲➭✤✣ ä ➏➊➈➊➒→➝❘➟➎➦❑➍➎➝★➈➊➍✜➝➌➋❳➍➎➝✶➏➊➜➌➆➇➔➌➼➎➋
➟➊➋ ➅❱➼➎➋❳➈➬ä➠➏❪➦❑➜ ➑ ➦ ✔✇q✛✶ ❑ →✻❋ ✆ ➔ ✶r→✻❋✈♦ ❑ ✰✖→✻✷✹❋➆➔✇→✵■➃➟➊➋ ✠ ➦❑➍➎➟➊➝➥➵ ➦❑➍ ✚✪✠ ➦❑➍✭✢✸❈❪ä❄✠ ➦❑➍✭✢➲➭➊ä❄✠ ❰ ✢❅✢✤✣ ➪➠➚✬➋❿➏➊➜➌➆✥➏●➆➲➝➌➋➳➒→➔❳➒➄➈➊➍➎➋
➟➊➞✆✫➎➍➊➒➓➉➥➒→➆✥➍✮➟➎➦❑➍➎➝ ➈➊➍❂➔➧➦✥➟➩➜➌➋❿Û ∗ ❂ ➦❑➑➓ì✬➞❳➐➊➜➥➒✮✞❱➈➎➋➲ä❩➒➓➍➎➝➥➏➊➒➓➜➌➞➫➋↔➟➊➋✴➔➫➋❳➑➓➑→➋↔➟➊➋ ❰ ➒→➋✆❇➠➋❳➑➙ä❩➋❳➉ ➑→➞❳ì✬➽❳➜➌➋❳➵✿➋❳➍❇➉✎➏➊➑➓➈➎➝✘ì✬➞❳➍➎➞❳➜à➦❑➑→➋
✤ ➵ ➦❑➒→➝ ➏❪➦✥➝♣➦❑➈✌➏●➆✥➒➓➍❇➉ ➟➠↕Ù➋❳➍➊ì➲➑→➆✥➐●➋❳➜ ➑→➋➫➝ ì✬➞❳➍➎➞❳➜à➦❑➑➓➒→➝à➦❑➉➥➒→➆✥➍➎➝❵ä✝✑ ➦✁�→➉➌➋➫➝✪➏❪➦❑➜ ❰ ➒→➋✆❇●➋❳➑➬➟➎➦❑➍➎➝❃✚ ❰ ➒→➋✡✢➲➭✤✣ ä➊➟➊➋ ➝à➦❈➏➊➜➌➆✥➏➊➜➌➋
➟➊➞✆✫➎➍➊➒➓➉➥➒→➆✥➍✠➣✴➟➊➋➫➝ ➦❑➑➓ì✬➽❳➐➊➜➌➋➫➝ ➟➊➋✘Õ❜➆✥➒→➝à➝➌➆✥➍❘➍➎➆✥➍✶➔➫➆✥➵❿➵❈➈➊➉à➦❑➉➥➒➓➛✬➋➫➝➧ä➎➦❑➈✶➝à➋❳➍➎➝ ➟➊➋☎✄✘➈✺✚ ✄✘➈✭✢✏❖✎✣ ✤ ➟➊➋✘➝➌➆✥➜➥➉➌➋ ✞❱➈➬↕Ù➋❳➑➓➑→➋
➝➧↕ ➦❑➏➊➏➊➑➓➒✮✞❱➈➎➋✴➦❑➈✝☎✌➋✆☎➩➋❳➵❿➏➊➑→➋➫➝ ✞❇➈➎➋✧✂➥➋✎➛✥➦❑➒→➝ ➞❳➉➥➈➎➟➩➒→➋❳➜➧➪
▼❖◆◗P❉❘❚❙❯❘❲❱✡❘❚❳✆❙ ✑✕❬❲❨❭❬☎✄ ❫ ✝r❶➁⑦✻❹❁❹r❜①⑤➁⑤ ❜ ➔ ✖ ✶✑✕ ✴❇✉✑■ ✉☛✲ ☞✖♦✸✷ ✕ ✶r→✻❋➆♦ ❑ ❻✛⑧s✐❃❹❁⑤➁✐✽❞✑❞✖❷❺③✰❹❁⑤ ❜①③✄❜①❛✽❡ ✉✑✲ ☞✇♦✠✷ ✕ ✶r→✻❋➆♦ ❑ ❻ ⑤ ⑦
❧❁⑧s❛❁❛➀⑨✇❜

(A,Q)
❧❁❜

⑩ ✐✻❛✄❥✪✩➀⑦✻③✰❹✪❥✇⑧s❛✽❡❾❷➄❛❁✐⑥❧❁❜ Û ∗ ☛❚⑦✻⑤ ➊❁➒①④❋❣❦❜✖❞✞❞✇✐❁❣❭✐❁❛❝❜✥❹❋⑦❋❣❄❡❀❷ ❜ X
❧✻❜

R
❻✒⑤ ⑧❼❥✽⑦✻⑤ ❜①③⑥❜①❛✽❡✡❥✇⑧s③♥❹➀⑦❝❥✖❡♣❜①❻❼❜✖❡ ➅ ✐r❷r❥✇⑧s❛✽❡❾❷ ❜①❛✽❡

✆ ❥✇⑧s③♥③✄❜✏❹r⑧❸❷➄❛❝❡✜❧❏❶➁⑦➀❥✇❥①✐❁③✰✐✻⑤ ⑦❝❡❀❷ ⑧s❛➏➂ A >> X
➋

⑩ ✐✻❛❝❜✑❞②⑧s✐✽❞✏☛❚⑦✻⑤ ➊❁➒①④❋❣❦❜✏❷❺❛✇➃➀⑧s⑤➁✐❝❡❀❷ ➃➀❜✪❧❁❜✑❞②❜✇❥✖❡❾❷ ⑧s❛✽❞✭❥✇⑧s❛✽❡❾❷➄❛❁✐➀❜✖❞ Q ⊂ Û
0(X,A)❡♣❜①⑤ ❞ ➅ ✐❝❜

➍♣❷ ➎ Q0
❜✖❞❢❡✗❧❁❜①❛✽❞②❜✥❧❼⑦❁❛✽❞ A0 ☎➍♣❷➄❷ ➎ ❷➄⑤❁❜❾➉❼❷ ❞❢❡♣❜✏✐❁❛❝❜✰⑦✻❹❁❹❁⑤➁❷ ❥✽⑦❝❡❀❷ ⑧s❛✶④r❷➄⑤➁❷➄❛❝⑨✽⑦❁❷➄❣➈❜

Q×Q >
Û

0(X,A)

(f, f ′) >

{
f, f ′

}

❡♣❜①⑤➁⑤ ❜ ➅ ✐❝❜
⑩ ❞✖❷ ~ 6= 0

❻✳⑤ ❜✑❥①❣❦⑧❸❥✪✩❝❜✖❡✞➃①⑦❁✐✽❡✑➂
{

f, f ′
}

~
=

1

ı~
(f ∗ f ′ − f ′ ∗ f)~

⑩ ⑤ ❜✓❥①❣❦⑧❸❥✪✩❝❜✖❡❯❹❋⑦✽❞❢❞②❜⑥⑦❁✐✽❞❢❞✖❷✻⑦✻✐ ➅ ✐❝⑧①❡❾❷ ❜①❛✽❡✞❜①❛ ~ = 0
❜✖❡✜❜✖❞❢❡ ★✄➃❋⑦❁⑤ ❜①✐❁❣❄❞✤❧✻⑦✻❛✽❞ Q0

❋❍●❏■✢● ❷➄⑤①❜❾➉✻❷ ❞❢❡✩❜✰✐❁❛✑❥①❣❦⑧❼❥✪✩➀❜✖❡



� ★✂✁☎✄✜✎✗✁✝✆ ✂✓☞✕✔✇✎✗✌✟✞✡✠✦✙✡✂⑥✌➑☞✕✔☛✄ ✔✌☞✕✂✓☞✕✔✖✎✗✌ ✝✄☞✯✢✤✁✥✎✦✙✕☎✄✎✗✧❚★✪✝✜✠ ➸✸❈

④❁❷➄⑤❽❷❺❛❝⑨✽⑦❁❷➄❣❦❜ {·, · }0

❞✇✐❁❣ Q0
❡♣❜①⑤ ➅ ✐➀❜➑⑤ ❜✑❧s❷ ⑦✽➊❏❣ ⑦❁③♥③✄❜⑥❞✇✐r❷ ➃①⑦❁❛✽❡✤❥✇⑧s③✰③♥✐✽❡♣❜➑➂

Q×Q {·, · }
> {Q,Q} ⊂ A

Q0 ×Q0

∨
∨ {·, · }0

> Q0

∨
∨

➡➤➍✶➍➎➆✥➉➌➋❳➜à➦❃✞❱➈➎➋➤➑ ➦➨➔➫➆✥➍➎➟➩➒➓➉➥➒→➆✥➍ {Q,Q}0 ⊂ Q0
➋➫➝➥➉ ➛➇➞❳➜➥➒✬✫❪➞➫➋✘➝➥➒é➑→➋ ➔❳➜➌➆➇➔➌➼➎➋❳➉ {·, · } ➋➫➝➥➉ ➋❳➍ ✑➙➦❑➒➓➉ ➣✴➛✥➦❑➑→➋❳➈➊➜➌➝

➟➎➦❑➍➎➝ Q ä➎➔➫➋✔✞❱➈➊➒ ➝➌➋❳➜à➦↔➑→➋ ➔➧➦✥➝ ➟➎➦❑➍➎➝♣➑→➋➫➝♣➔➫➆✥➍➎➝➥➉➥➜➥➈➎➔❳➉➥➒→➆✥➍➎➝✘➋✆❇●➋➫➔❳➉➥➈➎➞➫➋➫➝♣➟➎➦❑➍➎➝➤➔➫➋❳➉➥➉➌➋ ➉➥➼➎➽➫➝➌➋➲➪
�✂✁ ❳ ✞✕❳ ☞r❘❚❱❭❘✩❳✆❙ ✑✕❬❪❨✡❬ ✞✍❫ ➅❱➒

(A,Q)
➋➫➝➌➉ ➈➊➍➎➋➨➟➊➞✆✑❒➆✥➜➥➵ ➦❑➉➥➒→➆✥➍➬ä❪➒➓➑➬➋➫➝➥➉♣➒➓➵❿➵✿➞➫➟➩➒ ➦❑➉✻✞❱➈➎➋✿➾

➓ ➑→➋ ➔❳➜➌➆➇➔➌➼➎➋❳➉ {·, · } ➋➫➝➥➉ ➈➊➍➊➒✮✞❇➈➎➋➲ä➎➏➊➈➊➒→➝✴✞❇➈➎➋ A−A0
➋➫➝➥➉♣➟➊➋❳➍➎➝à➋➨➟➎➦❑➍➎➝ A ä➊➟➠↕ ➦❑➏➊➜➌➽➫➝ ➑→➋✎➑→➋❳➵❿➵✿➋✴➸➩➪ ➸➩➪❊❅➩➪

➓ A0
➋➫➝➥➉♣➔➫➆✥➵❿➵✴➈➊➉à➦❑➉➥➒➓➛✬➋➲ä❩➟➠↕ ➦❑➏➊➜➌➽➫➝

f ∗ f ′ = f ′ ∗ f + ~ {f, f ′ } ➋❳➉♣➑ ➦➳➟➊➋❳➍➎➝➌➒➓➉➌➞➨➟➊➋ Q0
➪

➓ (Q0, {·, · }0)
➋➫➝➥➉✪➈➊➍➎➋ ➦❑➑➓ì✬➽❳➐➊➜➌➋ ➟➊➋➤Õá➆✥➒→➝➌➝➌➆✥➍✌➒➓➍❱➛✬➆✥➑➓➈➊➉➥➒➓➛✬➋ ➏➊➈➊➒→➝✴✞❱➈➎➋➲ä➩➟➎➦❑➍➎➝ ➈➊➍➎➋➨➦❑➑➓ì✬➽❳➐➊➜➌➋✘➒➓➍❱➛✬➆✥➑➓➈➊➉➥➒➓➛✬➋ ➑→➋➫➝

➔➫➆✥➵❿➵❈➈➊➉à➦❑➉➌➋❳➈➊➜➌➝
[f, f ′] = f ∗ f ′ − f ′ ∗ f➛➩➞❳➜➥➒✬✫❪➋❳➍❇➉❈➾

[
f, f ′

]
= −

[
f ′, f

]
[
f1 ∗ f2, f

′
]

= f1 ∗
[
f2, f

′
]
+
[
f1, f

′
]
∗ f2(

1

ı~

[
f, f ′

])∗

=
1

ı~

[
f∗, f ′∗

]

✁ ➍ ➏❪➦❑➜➥➉➥➒→➔❳➈➊➑➓➒→➋❳➜ ✂➥➋ ➟➊➞✆✫➎➍➊➒→➝✴➾
▼❖◆◗P❉❘❚❙❯❘❲❱✡❘❚❳✆❙ ✑✕❬❪❨✡❬✒✑❇❫ ✝r❶➁⑦✻❹❁❹r❜①⑤➁⑤ ❜ ✉☛✲ ☞✖♦✸✷ ✕ ✶r→✻❋➆♦ ❑ ✉✔✒ q ❑ ■✱✶✑✏ ♠ ✤✢▲ ✷ ■✏✉✑■✝✛❯♦✠❋ ✰✹✰✖♦ ❑ ❋ ❑ ✍➀♦✑✏❺q❸→✻❋ ✍ ■

(A, {·, · }A)➍❢❣❦❜✖❞✇❹✻➋ ✉✔✒ q ❑ ■ ✍ ✶✠✷✹❋❍✲✖→✵✲ ✉☛■ ✛✭♦✠❋❏✰ ✰✇♦ ❑
M ➎ ✐❁❛❝❜☛❧❁⑨✣✫➆⑧❁❣❲③⑥⑦❝❡❀❷ ⑧s❛ (A,Q)

③✰✐❁❛❁❷ ❜ ❧❏❶✹✐❁❛ ③✄⑧✻❣❪❹ ✩r❷ ❞✇③✄❜ ❧✒❶➁⑦❁⑤ ➊❁➒①④➀❣❦❜✖❞
❷➄❛✽➃➀⑧s⑤➁✐✽❡❾❷ ➃❋❜✖❞ ❋ ❑ ✟✢■❢➔✇→✻❋ ☞ ➂

A ⊂
I

> A0
➍❢❣❦❜✖❞✇❹✻➋ Û

0(M) ⊂
I

> A0
➎ ❡♣❜①⑤ ➅ ✐❝❜✶➂

✌ ➋ Q0 ⊂ I(A)
➍❢❣❦❜✖❞✇❹✻➋ Q0 ⊂ I(C1

0 (M)) ➎ ➋
✍ ➋ ✆ ⑧s✐✻❣❭❡♣⑧s✐✽❞

f0, f
′
0 ∈ Q0

⑧s❛✏⑦✶⑤➄❶❽⑨✖➊✻⑦❁⑤➁❷ ❡♣⑨♥➂
{

f0, f
′
0

}
Q0

= I
{

I−1(f0),I
−1(f ′

0)
}

A
.

� ■✖✕ ✶✠✷ ✔✖q✭■✹✰✳● ✤➺➲➪ ➻ ➦❑➍➎➝❿➑→➋❘➔➧➦✥➝✿➟➊➋➫➝➳➛➲➦❑➜➥➒→➞❳➉➌➞➫➝✿➟➊➋✌Õá➆✥➒→➝➌➝➌➆✥➍➬ä A0
➋❳➉✿Û

0(M)
➝➌➆✥➍❇➉✿➟➊➋➫➝★Û ∗ ❂ ➦❑➑➓ì✬➽❳➐➊➜➌➋➫➝➧ä➄➟➊➆✥➍➎➔ I

➋➫➝➥➉❿➈➊➍
➵✿➆✥➜➥➏➊➼➊➒→➝➌➵✿➋✴➟➊➋✴Û ∗ ❂ ➦❑➑➓ì✬➽❳➐➊➜➌➋➫➝➧ä➊➒➓➍✎✂➥➋➫➔❳➉➥➒✬✑ ➟➠↕ ➒➓➵ ➦❑ì✬➋➨➟➊➋❳➍➎➝➌➋➲ä➎➟➊➆✥➍➎➔➨➈➊➍✌➒→➝➌➆✥➵✿➆✥➜➥➏➊➼➊➒→➝➥➵✿➋➲➪

➸➩➪✁�➤➈➎➋➫➝➌➉➥➒→➆✥➍ ➆✥➈➊➛✬➋❳➜➥➉➌➋ ➾➊➟➎➦❑➍➎➝ ➑→➋ ➔➧➦✥➝♣➟➊➋➫➝ ➛➲➦❑➜➥➒→➞❳➉➌➞➫➝ ➟➊➋ ➝➥Ú➇➵❿➏➊➑→➋➫➔❳➉➥➒✮✞❇➈➎➋➫➝❵ä❪➦✤❂➙➉●❂ ➆✥➍✠➍➎➞➫➔➫➋➫➝➌➝à➦❑➒➓➜➌➋❳➵✿➋❳➍❱➉
Q0 ⊂ I(

Û ∞
0 (M)) ?



� ★✂✁☎✄✜✎✗✁✝✆ ✂✓☞✕✔✇✎✗✌✟✞✡✠✦✙✡✂⑥✌➑☞✕✔☛✄ ✔✌☞✕✂✓☞✕✔✖✎✗✌ ✝✄☞✯✢✤✁✥✎✦✙✕☎✄✎✗✧❚★✪✝✜✠ ➸❅✢

▼❖◆◗P❉❘❚❙❯❘❲❱✡❘❚❳✆❙ ✑✕❬❲❨❭❬✟✔✍❫ ✝r❶➁⑦✻❹❁❹r❜①⑤➁⑤ ❜ ✔✖q❇✶ ❑ →✻❋ ✆ ➔ ✶r→✻❋➆♦ ❑ ❧✒❶✹✐❁❛❝❜✥❧❁⑨✣✫➆⑧❁❣❲③⑥⑦❝❡❀❷ ⑧s❛
(A >> X,Q)

❡♣⑧s✐✽❡♣❜✑❞②❜✇❥✖❡❀❷ ⑧s❛
T
❧❁❜➑⑤ ⑦➑❹❋❣❦⑧②➌✩❜✇❥✖❡❀❷ ⑧s❛✰❞✇✐❁❣✞⑤ ⑦✪❿◗④❋❣❦❜✰❜①❛✁�✇⑨①❣❦⑧s❻❭⑤❽❷➄❛➀⑨✽⑦r❷❺❣❦❜①❻❏❜✖❡ ➅ ✐❁❷❸❥✇⑧s③✰③♥✐✽❡♣❜✪⑦✽➃➀❜✇❥ ⑤➁❶ ❷➄❛✽➃➀⑧s⑤➁✐✽❡❾❷ ⑧s❛✶➂

Q >>
<

T

Q0.

✝r❶➁⑦✻❹❁❹r❜①⑤➁⑤ ❜ ✔✖q✛✶ ❑ →✻❋ ✆ ➔ ✶r→✻❋➆♦ ❑ ✆ ✉☛✤✖✏ ■ ✐❁❛❝❜ ➅ ✐➀⑦✻❛✽❡❾❷ ❿❏❥✽⑦✽❡❾❷ ⑧s❛ T
❡♣❜①⑤➁⑤ ❜ ➅ ✐❝❜①❻❏❹r⑧s✐❁❣s❡♣⑧s✐✽❡ ~ ∈ X

❻s⑤ ⑦✭❥✇⑧s③✰❹r⑧①❞②⑨✇❜✜❞✇✐r❷ ➃❋⑦✻❛✽❡♣❜
❜✖❞❢❡❯❷❺❛❚➌✩❜✇❥✖❡❀❷ ➃➀❜➑➂

Q0
T

> Q >> Q~.

Û ➆✥➵❿➵✿➋ ➒➓➑➄➍➬↕ Ú✮➦✌➦❑➈➎➔❳➈➊➍➎➋★➔➫➆✥➍➎➟➩➒➓➉➥➒→➆✥➍①➉➌➆✥➏●➆✥➑→➆✥ì➲➒✮✞❇➈➎➋➲ä➬➑➙↕Ù➋✆☎➇➒→➝➥➉➌➋❳➍➎➔➫➋★➟➊➋ ✞❇➈❪➦❑➍❱➉➥➒✬✫❪➔➧➦❑➉➥➒→➆✥➍➎➝➧ä❜➵ ➦❑➒→➝ ➍➎➆✥➍✒➍➎➞✆❂
➔➫➋➫➝➌➝à➦❑➒➓➜➌➋❳➵✿➋❳➍❱➉✟✫❪➟➊➽❳➑→➋➫➝➧ä❪➋➫➝➥➉ ➈➊➍➎➋➨➔➫➆✥➍➎➝➌➞✼✞❱➈➎➋❳➍➎➔➫➋➨➟➊➋✎➑➙↕ ➦✤☎➩➒→➆✥➵✿➋➨➟➩➈ ➔➌➼➎➆✥➒✬☎➠➪
� ✁ ✄✝✆ ✞✔✠☛✄ ❬ ✤ Ó ➆✥➈➊➉➌➋ ➛➲➦❑➜➥➒→➞❳➉➌➞

M
ä➎➵✴➈➊➍➊➒→➋➨➟➩➈ ➔❳➜➌➆➇➔➌➼➎➋❳➉➤➟➊➋➨Õ❜➆✥➒→➝à➝➌➆✥➍✠➍❇➈➊➑➙äé➦✥➟➩➵✿➋❳➉ ➈➊➍➎➋ ➟➊➞✆✑ ➆✥➜➥➵ ➦❑➉➥➒→➆✥➍❶➾

➓ X = R
ä

➓ A =
Û

0(M) × R
✫➎➐➊➜➌➞ ➉➥➜➥➒➓➛❱➒ ➦❑➑➙ä

➓ Q =
Û ∞

0 (M × R)
ä

➓ {f, f ′} = 0
ä

➓ Õá➆✥➈➊➜✎➉➌➆✥➈➊➉ ➔➌➼➎➆✥➒✬☎✔➟➊➋❃✑❒➆✥➍➎➔❳➉➥➒→➆✥➍
ϕ ∈ Û ∞✼ (R)

✞❱➈➊➒á➛✥➦❑➈➊➉➳➺❈➋❳➍✮➯➩ä❩➆✥➍❂➦ ➈➊➍➎➋✄✞❇➈❪➦❑➍❱➉➥➒✬✫❪➔➧➦❑➉➥➒→➆✥➍✒➟➊➞✆✫➎➍➊➒→➋➲ä
➏●➆✥➈➊➜

f0 ∈ Q0 =
Û ∞

0 (M)
ä➊➏❪➦❑➜

T (f0)(~, x) = f0(x)ϕ(~).

✝✰❊✂✡✣❍ ✍❏❈ ✍ ✄ ✺✽❊●❅ ✍✄✂➇✸✻✿✌✁ ✸❼✺➑❑ � ✁ ❅ ✄➈✼ ✄➈❊➇❅❭✺➑✸✆☎ ✄ ✺✇✼✠✍✒❅➇✼✽✸✻✺
Û✞✝✠✟✡✟☛✝✌☞✎✍✆✫✑✏✎✒✓✟✡✒✕✔✖✏✗☞✎✝✙✘✛✚❏✞✢✜✣✚✤✏✆✟✡✒✬✫✣✥✦✚✤✟✡✒✕✔✖✏✒ì✄✍✠✏✑✍✠✧★✚✤✘✓✒✕✩☛✝✪✘✛✚✛✞✢✜✣✚✤✏✆✟✡✒✬✫✣✥✦✚✤✟✡✒✕✔✖✏ ✰❤→✻✷ ❋✈➔✇→✵■✬✫✣✚✤✧✬☞✎✍✆✑✭✔✖✧✡✮✯✚✤✟✡✒✕✔✖✏✰✒✓✏✝❂

✟✡✧☛✔✱☞✲✜✎✒✓✟☛✝✳✫✣✚✤✧✵✴✶✒✕✝✆❇✷✝✠✘ ✚✸✴✶✒✕✝✡✢✺✹✤✣✼✻

▼❖◆◗P❉❘❚❙❯❘❲❱✡❘❚❳✆❙ ✑✕❬❲❨❭❬✝� ❫ ✓✪❛ ⑦✻❹❁❹r❜①⑤➁⑤ ❜ ✔✖q❇✶ ❑ →✻❋ ✆ ➔ ✶r→✻❋➆♦ ❑ ✰✖→✻✷✹❋➆➔✇→✵■ ✴✛✶✸✷ ✉✑✲✌☞✖♦✠✷✖✕ ✶r→✻❋➆♦ ❑ ❧✒❶✹✐❁❛❝❜ ➃❋⑦❋❣➆❷ ⑨✖❡✩⑨❖❧❁❜
✆ ⑧❸❷ ❞❢❞②⑧s❛

M
⑤ ⑦✰❧❁⑧s❛❁❛❝⑨✇❜♥❧❁❜✶➂

⑩ ✐✻❛❝❜✑❞②⑧s✐✽❞✏☛✡✽ ☛❚⑦✻⑤ ➊❁➒①④❋❣❦❜ V
❧❁❜✿✾

0(M)
❻●❧❁❜①❛✽❞②❜✑❜✖❡✗❞❢❡♣⑦✻④❁⑤ ❜✏❹❋⑦❋❣✡❥①❣❦⑧❸❥✪✩❝❜✖❡✤❧❁❜ ✆ ⑧❸❷ ❞❢❞②⑧s❛ ☎⑩ ✐✻❛❝❜➑❹➀⑦❋❣❄❡❾❷ ❜ X

❧❁❜
R
⑤ ⑧❼❥✽⑦✻⑤ ❜①③⑥❜①❛✽❡✜❥✇⑧s③♥❹➀⑦❝❥✖❡♣❜①❻✒❜✖❡ ➅ ✐r❷❸❥✇⑧s❛❝❡❀❷ ❜①❛✽❡ ✆ ❥✇⑧s③✰③✄❜✦❹r⑧❸❷➄❛❝❡✗❧❏❶➁⑦➀❥✇❥①✐❁③♥✐❁⑤ ⑦❝❡❀❷ ⑧s❛ ☎⑩ ❹r⑧s✐❁❣✗❥✪✩➀⑦ ➅ ✐❝❜ ~ ∈ X
✐❁❛❖❹❋❣❦⑧❼❧✒✐r❷ ❡❤❻✆✐❁❛❝❜ ❷➄❛✇➃➀⑧s⑤➄✐✽❡❾❷ ⑧s❛ ❜✖❡✏✐❁❛❝❜❀✾ ∗ ☛②❛❝⑧✻❣❪③✄❜✘➂ (∗~,∗~ , ‖ · ‖~)

❻✛❞✇✐❁❣
V
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✌ ➋✪❹r⑧s✐❁❣

~ = 0
❻
(∗~,∗~ , ‖ · ‖~)
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C0(M) ☎
✍ ➋✪⑤➄❶❽❜✖❞✇❹➀⑦➀❥✇❜
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(A~)~∈X =
(
V

‖·‖~

)
~∈X

☎
✎ ➋✪❹r⑧s✐❁❣✡❡✩⑧s✐❝❞

f0, f
′
0 ∈ V

❻✒⑧s❛✦⑦➏➂

lim
~→0

∥∥∥∥
1

ı~
(f0 ∗~ f ′

0 − f ′
0 ∗~ f0) −

{
f0, f

′
0

}
M

∥∥∥∥
~

= 0.
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Q = V + ~
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0(X,A).
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{f, f ′ }
~

=

{
{f0, f ′

0 }M

☞✎✧
~ = 0

1
ı~

(f ∗ f ′ − f ′ ∗ f)~,
☞✎✧

~ 6= 0.
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f = f0 + ~g, f ′ = f ′
0 + ~g′

✙✱✜ ☛

lim
~→0

∥∥∥∥
1

ı~
(f ∗ f ′ − f ′ ∗ f)~ − 1

ı~
(f0 ∗~ f

′
0 − f ′

0 ∗~ f0)

∥∥∥∥
~

= 0,

✵ ✿ ☛✫❄✓✦★✹✄☞
[f, f ′] − [f0, f

′
0] = ~ ([f0, g

′] + [g, f ′
0] + ~[g, g′]) ,
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lim
~→0

∥∥∥∥
1

ı~
(f0 ∗~ f

′
0 − f ′

0 ∗~ f0) − {f0, f ′
0 }M

∥∥∥∥
~

= 0.
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T

> f0ϕ ∈ Q.
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▼❖◆◗P❉❘❚❙❯❘❲❱✡❘❚❳✆❙ ✑✕❬❲❨❭❬❪❨✟✞ ❫ ❵✆❛❝❜ ✔✖q❇✶ ❑✕✔✗✖ ✆ ➔ ✶ ✔✗✖ ♦ ❑ ✰ ✔ ✷ ✖ ➔ ✔ ■ ➍❢❣❦❜✖❞✇❹✻➋ ✐❁❛➀❜ ✔✖q✛✶ ❑✕✔✗✖ ✆ ➔ ✶ ✔✗✖ ♦ ❑ ✰ ✔ ✷ ✖ ➔ ✔ ■➏➔②♦ ❑✕✔✗✖✏❑ q✭■ ➎❧❏❶✹✐❁❛➀❜✑➃❋⑦❋❣➆❷ ⑨✖❡✩⑨✑❧✻❜ ✆ ⑧❸❷ ❞❢❞②⑧s❛
(M, {·, · }M )

❜✖❞❢❡⑥⑤ ⑦✥❧✻⑧s❛❁❛❝⑨✇❜✰❧✻❜✶➂



� ★✁�☎✄✜✎✗✁✝✆ ✂✓☞✕✔✇✎✗✌✟✞✡✠✦✙✡✂⑥✌➑☞✕✔☛✄ ✔✌☞✕✂✓☞✕✔✖✎✗✌ ✝✄☞✯✢✤✁✥✎✦✙✕☎✄✎✗✧❚★✪✝✜✠ ✹✩✜

⑩ ✐✻❛❝❜✑❞②⑧s✐✽❞✏☛✡✽ ☛❚⑦✻⑤ ➊❁➒①④❋❣❦❜ V
❧❁❜✿✾ ∞

0 (M)
❻●❧❁❜①❛✽❞②❜✥❜✖❡✗❞❢❡♣⑦✻④❁⑤ ❜♥❹❋⑦❋❣✡❥①❣❦⑧❸❥✪✩❝❜✖❡✤❧❁❜ ✆ ⑧❸❷ ❞❢❞②⑧s❛ ☎⑩ ✐✻❛❝❜➑❹➀⑦❋❣❄❡❾❷ ❜ X

❧❁❜
R
⑤ ⑧❼❥✽⑦✻⑤ ❜①③⑥❜①❛✽❡✜❥✇⑧s③♥❹➀⑦❝❥✖❡♣❜①❻✒❜✖❡ ➅ ✐r❷❸❥✇⑧s❛❝❡❀❷ ❜①❛✽❡ ✆ ❥✇⑧s③✰③✄❜✦❹r⑧❸❷➄❛❝❡✗❧❏❶➁⑦➀❥✇❥①✐❁③♥✐❁⑤ ⑦❝❡❀❷ ⑧s❛ ☎⑩ ✐✻❛♥❥✪✩➀⑦✻③✰❹➏➍❢❣❦❜✖❞✇❹✻➋❏❥✇⑧s❛✽❡❾❷➄❛❁✐ ➎ ❧❁❜ ✾ ∗ ☛❚⑦✻⑤ ➊❁➒①④❋❣❦❜✖❞ (A~)~∈X

❡✩❜①⑤ ➅ ✐❝❜ A0 = C0(M) ✂ ⑧s❛➏❛❝⑧①❡✩❜
Σ(X,A)⑤ ❜✖❞✤❞②❜✇❥✖❡❀❷ ⑧s❛✽❞✭❧❏✐♥❥✪✩➀⑦✻③✰❹➏❻✒❜✖❡

ϕ~

⑤ ⑦ ❹➀❣➈⑧②➌❚❜✇❥✖❡❾❷ ⑧s❛♥❧❁❜
Σ(X,A)

❞✇✐❁❣ A~ ☎
⑩ ✐✻❛❝❜✭⑦❁❹❁❹✻⑤❽❷ ❥✽⑦❝❡❾❷ ⑧s❛✪⑤❽❷❺❛❝⑨✽⑦r❷❺❣❦❜ V

T
> Σ(X,A) ➅ ✐r❷❝❥✇⑧s③✰③♥✐✽❡♣❜✗⑦✽➃➀❜✇❥⑥⑤➁❶ ❷❺❛✇➃➀⑧s⑤➁✐❝❡❀❷ ⑧s❛ ✂ ⑧s❛✑❛❝⑧①❡♣❜

T~ = ϕ~◦T
✂ ❡♣❜①⑤➁⑤ ❜ ➅ ✐❝❜①❻✗❹①⑧s✐✻❣✗❡♣⑧s✐✽❡♣❜ f ∈ V

❻✗⑤➁❶➁⑦✻❹❁❹❁⑤➁❷ ❥✽⑦❝❡❀❷ ⑧s❛
~ > ‖T~(f)‖ ❞②⑧❸❷ ❡✑❥✇⑧s❛✽❡❾❷➄❛❁✐➀❜①❻✕❜✖❡ T0(f) = f➍❢❣➈❜✖❞✇❹✻➋✒✐❁❛➀❜⑥⑦✻❹❁❹❁⑤➁❷ ❥✽⑦❝❡❀❷ ⑧s❛♥⑤➁❷➄❛❝⑨✽⑦❁❷➄❣❦❜ ➅ ✐r❷✻❥✇⑧s③✰③♥✐✽❡♣❜✓⑦✇➃❋❜✇❥♥⑤➄❶ ❷➄❛✇➃❋⑧s⑤➁✐✽❡❾❷ ⑧s❛ V

T
>
✾

0(X,A)
❻s❡✩❜①⑤➄⑤ ❜ ➅ ✐❝❜✰❹r⑧s✐❁❣

❡♣⑧s✐✽❡♣❜
f ∈ V

❻
T0(f) = f ➎ ☎➃➀⑨①❣➆❷ ❿❏⑦✻❛✽❡✤❧❁❜➑❹❁⑤➄✐✽❞✇❻✳❹r⑧s✐❁❣✛❡♣⑧s✐✽❡♣❜✖❞

f, f ′ ∈ V
➂

lim
~→0

∥∥T~(f)T~(f ′) − T~(ff ′)
∥∥ = 0, ✄

lim
~→0

∥∥∥∥
1

ı~

(
T~(f)T~(f ′) − T~(f ′)T~(f)

)
− T~

({
f, f ′

}
M

)∥∥∥∥ = 0.

☎✝✆✟✞ ✠✡✠✡☛✌☞✎✍✏☛✒✑✓✠✔✍✕☛✖✞✘✗✚✙✛✍✕☛✢✜ ☛✒✑ A~

☞✎✜ ✣ ✾ ∗ ✤ ✣✥✜ ✦★✧✪✩✖✍✏☛✫☛✪✗✬✦★☛✪✗✚✙✛✍✕✭✮☛✰✯✱✣✖✍✲✜ ☛✒✑
T~(f) ✳ f ∈ V ✴✔✵✷✶ ✗✸✯✟☛✪✆✬✠✹✑✮✆★✯✥✯ ✶ ✑✺☛✪✍✙★☛✻✯✥✜✼✆✬✑✾✽✛✆✱☛ {T~(f) || f ∈ V } ☛✒✑✓✠✲✙★☛✪✗✬✑✺☛✿✙✥✣✥✗✬✑ A~ ✵ ✯ ✶ ✆★✍❀✠ ✶ ✆✬✠ ~ ❁

❂❄❃❆❅❈❇❉❅❋❊✟●■❍❀●✡❅❈❏▲❑◆▼P❖❀▼◗❖❘❖❚❙ ❯ ✒✲✜✎✏✑✝ ✄✖✚✤✧✡✒✕✍✠✟☛✍✶☞✎✝ ✆ ✔✖✒✕✩☛✩☛✔✖✏
M

✚✖☞✲✮✪✝✠✟ ✜✎✏✑✝ ☞✎✍❲❱ ✔✖✧✡✮✯✚✤✟✡✒✕✔✖✏❀✚✤✘✕✔✖✧☛✩ ✝✠✘✓✘✕✝✶✚✖☞✲✮✪✝✠✟
✜✎✏✑✝✿❳✢✜✣✚✤✏✆✟✡✒❩❨✣✥✦✚✤✟✡✒✕✔✖✏ ✩✡✟✡✧✡✒✕✥✠✟☛✝✁✥ ✔✖✏✆✟✡✒✓✏✢✜✑✝✁✡

❬✫❭❲❪✢❫✪❴✛❵ ✔❜❛✓❝✁✔✗✖ ❫✪❴❡❞❢✟❣✚❤✘✐
(A,Q) ❥★❦★❧✹♠✟♥♣♦ ❣✚q✡r✝s✮✐■❤t❣ ❦❄♠✟❧ M ✉ s✒✈ ❧✔✇②①✕③ ❤t④■❣✚r✁❣✱q■⑤★⑥✥❤t④■r ❧

⑦
0(M)

I

∼
> A0

❧ ✐ ❥★❦★❧⑨⑧✱❥ s ❦ ✐■❤✘⑩ ✇ s✬✐■❤t❣ ❦ T ❶ ✏ ① ❣✚q❷④ V = I
−1(Q0) ⊂

⑦ 1
0(M) ❧ ④P✐ ❥✥❦★❧ ④■❣ ❥ ④◗❸❹s ①t❺✚❻♣❼ q ❧✲♠✟❧✾❽ ❣✚❤❩④✡④◗❣ ❦ ❤ ❦ ✈✚❣ ①✘❥ ✐✡❤✘✈ ❧❧ ✐ ♠✟❧♣❦ ④ ❧✹♠✟❧ ⑦ ∞

0 (M) ❶❿❾②❦ ❣ ❼ ✐✡❤ ❧✔❦ ✐❋s✚❤ ❦ ④◗❤ ✉★♠✟❧ r✝s ❦ ❤ ❻ q ❧➀♥ ✈✪❤ ♠★❧♣❦ ✐ ❧✹❥★❦✥❧✾⑧✱❥ s ❦ ✐■❤✘⑩ ✇ s✬✐■❤t❣ ❦ ④P✐✡q■❤ ✇ ✐ ❧✾✇ ❣ ❦ ✐✡❤ ❦✪❥★❧✱❶➁❿➂✷➃✪➄

➅➇➆✥➈■➉➋➊✪➌➎➍➐➏✚➑➒➉✷➓→➔➣➓↕↔★➆✥➊✖➉
➙ ✏➛❱✭✚✤✒✓✟✯☞✑✚✤✏✑✩✯✘✕✝ ✩✯☞✎✍❲❨✑✏✎✒✓✟✡✒✕✔✖✏✑✩ ✫✎✧☛✍ ✥ ✍ ☞✎✝✠✏✆✟☛✝ ✩✥✚ ✥✟➜✸✝ ✩✡✟✪✘✕✝ ✥ ✔✖✮✌✫ ✔✖✧✡✟☛✝✠✮✪✝✠✏✆✟ ✚✤✜ ✄✄✔✖✒✕✩✡✒✓✏✣✚✖➝✄✝ ☞✎✝

0
❳✢✜✎✒✵✝ ✩✡✟

✥✠✧✡✜✑✥✠✒✛✚✤✘ ✡➟➞✄✝✝❱ ✔✖✧✡✮✯✚✤✘✓✒✕✩☛✝ ✥ ✝✬✫ ✔✖✒✓✏✢✟✵☞✎✝ ✄✱✜✑✝✳☞✎✝✳✘✛✚✙✮✯✚✤✏✎✒ ✞✠✧☛✝ ✩✡✜✎✒✣✄✺✚✤✏✆✟☛✝✁✡

➠➢➡➥➤➋●■❏✾●◗❍➦●■❅❈❏➧❑❉▼◗❖❀▼P❖➥❑➇❙ ➨★➩ ✣★✯★✯✟☛✪✜✘✜ ☛⑨➫✒➭ ❝ ❪⑨➯✸➲✥➳✹➲➣❭➒➵✒❫ ❛ ❪ ❝✁✔✗✖ ❫✪❴➸➳❲❴✌➺✱❭ ❛ ❫ ✳ ✍✏☛✒✑✮✯ ❁ ✙ ➩ ✆★✗✚☛✲✣★✜ ✦★✧✪✩✱✍✕☛②✙★☛⑨➻ ✶ ✞ ✑✓✑ ✶ ✗ ✵✍✏☛✒✑✮✯ ❁ ✙ ➩ ✆★✗✚☛➀➼✖✣✖✍❹✞ ✭✒✠✡✭✹✙✥☛✝➻ ✶ ✞ ✑✓✑ ✶ ✗ ✴ ✠ ✶ ✆✬✠➦➽ ✶ ✆★✯✥✜ ☛ (A,Q) ➾❹✶ ✍P➚➪✭➀✙ ➩ ✆★✗⑨➽✪➶✱✣✥➚➹✯⑨✙★☛ ✾ ∗ ✤ ✣✥✜ ✦★✧✪✩✖✍✏☛✒✑❈➽ ✶ ✗✬✠✔✞✘✗✥✆ ➳❲❴✢➺✚❭ ❛ ❫ ✵
A ✵ ☛✒✠➪✙ ➩ ✆★✗✚☛✻✑ ✶ ✆✚✑ ✤ ✣★✜ ✦★✧✪✩✱✍✏☛➸✞t✗✮➼ ✶ ✜✼✆✚✠♣✞ ➼✱☛❄✙★☛✸✜ ➩ ✣✥✜ ✦★✧✪✩✖✍✏☛❄✙★☛✒✑✝✑✺☛✮➽✒✠✔✞ ✶ ✗✬✑✁➽ ✶ ✗✬✠✔✞✘✗★✆✚☛✒✑ ➳❲❴➎➺✚❭ ❛ ❫ ✵ Q ✵ ✽✛✆✟✞✷➼✱✭✪✍❹✞ ➘➐☛✪✗✬✠✌✜ ☛✒✑
➚⑨➴✪➚➪☛✒✑✹➽ ✶ ✗✚✙➐✞ ✠✔✞ ✶ ✗✚✑✾✽✛✆✚☛✿➽✮☛✪✜✘✜ ☛✒✑➪✞✘➚✌✯ ✶ ✑✺✭✮☛✒✑✹☞➸✆★✗✌➽✪➶✖✣★➚✌✯➹✙★☛✿✙★✭ ➾❹✶ ✍◗➚➪✣✚✠♣✞ ✶ ✗ ❁
❂❄❃❆❅❈❇❉❅❋❊✟●■❍❀●✡❅❈❏➷❑◆▼P❖❀▼◗❖✷➬➮❙ ✂ ✏✑✝ ✚✤✘➱➝ ✞✒✃✎✧☛✝❒❐ ✧☛✝ ✩✡✫✤✡✼✜✎✏✑✝ ✄✺✚✤✧✡✒✕✍✠✟☛✍✚❮✪☞✎✝ ✆ ✔✖✒✕✩☛✩★✔✖✏ ✚✖☞✲✮✪✝✠✟❀✜✎✏ ✥✺❰✣✚✤✮✌✫ ☞✎✝
☞✎✍❲❱✭✔✖✧✡✮✯✚✤✟✡✒✕✔✖✏ ✩✡✒ ✝✠✟✶✩☛✝✠✜✎✘✕✝✠✮✪✝✠✏✢✟ ✩✡✒ ✝✠✘✓✘✕✝✿✚✖☞✲✮✪✝✠✟✶✜✎✏ ✥✺❰✣✚✤✮✌✫ ☞✎✝✁☞✎✍❲❱ ✔✖✧✡✮✯✚✤✟✡✒✕✔✖✏ ✝✠✏ÐÏ✦✍✠✧☛✔✠✡

ÑPÒ♣Ó✱ÔPÕ✔Ö✾Ò♣ÔP×✼Ø✮Ó✖Ù◆Ú❹×
T Û➀Ü Ò♣ÝÞÙ❷Ó✱ßPÚ❀à✖Ò♣á✖Ú❀â 0(X,A)

Ù✡Ô
T0(f) = f
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❬✫❭❲❪✢❫✪❴✛❵ ✔❜❛✓❝✁✔✗✖ ❫✪❴❡❞✭ ❧ ④ ❧♣❦ ④ ♠ ❤tq ❧✔✇ ✐ ❧ ④◗✐❉✐■q✡❤✘✈✪❤❩s ①➒✉ ⑤ ❥ ❤t④ ⑧✖❥➟③ ❥★❦✌✇ ⑥✥s✚r✁⑤ ✇ ❣ ❦ ✐■❤ ❦✖❥✌❧ ④◗✐ ✉✪❧♣❦ ⑤✥s✬q■✐■❤ ✇✺❥✥① ❤ ❧ q ✉✖✇ ❣ ❦ ✐■❤ ❦✪❥➹❧✔❦✓✮♣♥ q■❣ ❶✰✯ ❣ ❦➣✇ ④■❤➐❣ ❦s ❥★❦❄✇ ⑥✥s✬r✁⑤ ♠✟❧✹♠✟♥✺♦ ❣✱q■r✝s✬✐■❤t❣ ❦ s ① ❣✱q✡④ Q ⊂ ⑦
0(X,A) ❧ ④◗✐❆❤ ❦➣✇✺①t❥ ④ ♠ s ❦ ④ ①➒③ ❧ ④■⑤✥s ✇♣❧➀♠✟❧ ④❆④ ❧❲✇ ✐✡❤✘❣ ❦ ④ ✇ ❣ ❦ ✐✡❤ ❦✪❥★❧ ④ ❧✔❦

✮✔♥ q✡❣ ❧ ✐ ✇ ❣ ❦ ✈✪❤ ❧♣❦ ✐ ❶✱ ♥✔✇ ❤t⑤★q✡❣ ⑧✱❥✥❧ r ❧♣❦ ✐ ✉ q ❧ r✝s✬q ⑧✖❥ ❣ ❦ ④ ⑧✖❥➟③ ❥✥❦ ✇ ⑥✥s✚r➪⑤ ♠✟❧ ⑦ ∗ ❸❹s ①t❺✚❻♣❼ q ❧ ④ ❧ ④◗✐ ✇ ❣ ❦ ✐✡❤ ❦✪❥ ④■❤ ❧ ✐✻④ ❧✔❥★①✘❧ r ❧♣❦ ✐✫④ ③ ❤ ①✲❧ ④◗✐✇ ❣ ❦ ✐■❤ ❦✪❥❄❧♣❦ ✐■❣ ❥ ✐②⑤❿❣✚❤ ❦ ✐✳✲ ❧ ✐ ♠✟❧ ⑤ ①✘❥ ④ ❥★❦✢✇ ⑥✥s✚r➪⑤ ❧ ④P✐❋✐■❣ ❥✵✴ ❣ ❥ q❷④ ✇ ❣ ❦ ✐■❤ ❦✖❥❄❧✔❦✻❥★❦ ⑤➣❣✱❤ ❦ ✐➀❤t④■❣ ①t♥✾♠✟❧ X ❶✶✯ ❣ ❦✥✇ ④■❤❣ ❦ s ❥★❦✻✇ ⑥✥s✚r✁⑤ ♠✟❧✾♠★♥✺♦ ❣✚q✡r✝s✮✐✡❤✘❣ ❦✌❧✔❦✷✮✔♥ q✡❣ A >> X ✉ ❣ ❦❄✇ ❣ ❦ ④■❤ ♠✟❻ q ❧ Y ❥★❦✥❧ ⑤✥s✬q■✐■❤ ❧✹♠✟❧ X ✐ ❧♣①t①✘❧✾⑧✖❥★❧ ✲✸ Y ❧ ④◗✐ ① ❣ ✇ s ①✘❧ r ❧♣❦ ✐ ✇ ❣✚r✁⑤✥s ✇ ✐✳✲✸ 0 ∈ Y
✲

✸ ✭ ❧➀✇ ⑥✥s✬r✁⑤ (A~)~∈X ❧ ④◗✐ ✇ ❣ ❦ ✐■❤ ❦✪❥✿❧♣❦ ✐■❣ ❥ ✐❉⑤❿❣✚❤ ❦ ✐ ♠✟❧ Y ✉ ⑤✥s✚q ❧✺✹✪❧ r✁⑤ ①✘❧ ④◗❤❿✐✡❣ ❥ ✐❉⑤➣❣✱❤ ❦ ✐ ♠✟❧ Y ✉✖♠ ❤✼✻ ♥ q ❧♣❦ ✐ ♠✟❧
✮♣♥ q■❣ ✉✖❧ ④P✐❈❤❩④■❣ ①t♥✚❶✸ 0 ❧ ④◗✐◆⑤❿❣✚❤ ❦ ✐ ♠✛③ s ✇♣✇♣❥ r ❥✥① s✬✐■❤t❣ ❦❄♠✟❧ Y ❶✽ ❦★❧ ✐ ❧♣①t①✘❧ ⑤➣s✬q■✐■❤ ❧ Y ❧✾✹ ❤t④◗✐ ❧ ✐✡❣ ❥✏✴ ❣ ❥ q❷④✿✲➟❤ ① ④ ❥❁❀ ✐ ♠✟❧ ⑤★q ❧♣❦➣♠ q ❧✝①t❧ ④✾✈✒s ①✘❧✔❥ q❷④ ♠✛③ ❥★❦★❧ ④ ❥ ❤✘✐ ❧➹⑧✖❥ ❤ ✇ ❣ ❦ ✈ ❧ q ❺✱❧ ✈ ❧ q❷④❂ ❶ ✏ ① ❣✱q✡④ ①✘❧✫✇ ⑥✥s✬r✁⑤➇q ❧ ④◗✐■q ❧ ❤ ❦ ✐ A|Y >> Y

⑤➣❣✖④■④ ❻✔♠★❧✿♥ ✈✪❤ ♠✟❧ r✁r ❧♣❦ ✐ ❥✥❦★❧ ④◗✐■q ❥✥✇ ✐ ❥ q ❧✌♠✟❧✌✇ ⑥✥s✚r✁⑤ ✇ ❣ ❦ ✐✡❤ ❦✪❥❃ ⑤✥s✬q■✐■❣ ❥ ✐❅❄ ❶❁❆❘❦❄♦ s✬❤✘✐ ① s✁q ❧ ④◗✐■q✡❤ ✇ ✐■❤t❣ ❦✫♠✟❧ X ❇ Y ♦ ❣ ❥ q ❦ ❤✼✐ ❥★❦✥❧ ④ ❥ q ✴P❧✔✇ ✐■❤t❣ ❦❉❈
⑦

0(X,A) >>
⑦

0(Y, A|Y ).

❆ ✐ Q|Y ♦ ❣ ❥ q ❦ ❤✘✐ ❥★❦★❧ ④■❣ ❥ ④◗❸❹s ①t❺✚❻♣❼ q ❧❋✇ ❣ ❦ ✈ ❧✔❦ s ❼✥①✘❧ ⑤➣❣ ❥ q❋s✒✈✱❣✚❤tq ❥★❦✻✇ ⑥✥s✚r✁⑤ ♠✟❧✾♠★♥✺♦ ❣✚q✡r✝s✮✐✡❤✘❣ ❦➟✉ ⑤ ❥ ❤❩④ ⑧✖❥★❧
(Q|Y )0 = Q0.
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✙★☛◗①
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(
✾ ∗(G),Q)
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❭✏▼❖◆✚◆◗P✿✾ ∗(G0)
P✏♠✾❘❻❭✏▼❖◆✚◆✓❚❯❘✺❣✰❘❴❫ ✄ P ✚ ❣ ❤ ▼ ❱ ♠

G0
P✏♠❴❘✌❚❯❪ ❨➟✃❯❱✾❝ ❭✏▼❖❪❜❘❴❫❵❪✶❚❼P✢❪ ➝❁❱ ▼❖❚❯❲❳P✏♠✌❭✏▼❖◆✚◆✷❚❯❘✺❣✰❘❴❫ ❱ ♠ ✡
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❂❄❃❆❅❈❇❉❅❋❊✟●■❍❀●✡❅❈❏ ❑❉▼◗❖❀▼P❖❳❿ ❙ ❯➀▼❖❫♣P✢❪❜❘

(M, {·, · }M )
❚❯❪✿P ✄ ❣ ❱ ❫ ❝ ❘ ❝ ❩❯P ✆ ▼❖❫♣♠✾♠✺▼❖❪➁❩❯▼❖❪❯❪ ❝ P ✚ P✢❘

(G,Q)
❚❯❪

➝❁❱ ▼❖❚❯❲❳▼❖❨❬❩❯P❻❩❯P❻❩ ❝❲❱ ▼ ❱ ◆❺❣✰❘❴❫♣▼❖❪ ✡ ✆ ▼❖❚ ❱②❳ ❚✿P
G
♠✾▼❖❫❵❘✄❚❯❪ ➝❁❱ ▼❖❚❯❲❳▼❖❨❬❩❯P✌❩❯P♥❩ ❝❲❱ ▼ ❱ ◆❺❣✰❘❴❫♣▼❖❪⑧❩❯P

M
✚ ❫ ❤➐❱ ❣✰❚❯❘✆P✢❘➂❫ ❤ ♠❴❚✐➃◗❘

❳ ❚ ➜ ❫ ❤ P➅➄➀❫♣♠❴❘✾P★❚❯❪❹❫♣♠✾▼❖◆◗▼ ❱ ❲ ❰ ❫♣♠❴◆◗P✙✾
0(M)

I

∼
>
✾ ∗(G0)

❘✾P ❤❘❳ ❚✿P◗r
➆ Q0 ⊂ I(

✾ 1
0(M)) ➇➆ ∀f, f ′ ∈ Q, {f0, f

′
0 }0 = I

{
I−1(f0),I

−1(f ′
0)
}

M

✡

➈✓➉✆➊❳➋✸❇➍➌❯➊❆▼➀❷➏➎✠❚✳❣✰❪✶❘❴❫ ❨ ❭✵❣✰❘❴❫♣▼❖❪❉❩❯P✏♠ ✄ ❣ ❱ ❫ ❝ ❘ ❝ ♠✄❩❯P✌➐➑❫♣P ❧ ✆ ▼❖❫♣♠✺♠✾▼❖❪ ✡➀➒➪➜ P✏♠❴❘ ❤ ❣✫❭✏▼❖❪✿♠✾❘ ❱ ❚✿❭✢❘❴❫♣▼❖❪⑧❩❯P ✘ ✡ ➐➍❣✰❪✿❩❯♠❴◆❺❣✰❪
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❩ ➜ ❚❯❪✿P✼✻❁❣ ❱ ❫ ❝ ❘ ❝

M
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M ❁✍❀ ✗✚☛ ➾❹✶ ✗✚➽✒✠✔✞ ✶ ✗ A
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> C☛✒✑✓✠✁✙➐✞ ✠❷☛ ➒ ∞ ☛✪✗❚✆★✗ ✯ ✶ ✞✘✗✬✠ x
✙★☛
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✑ ➩ ✞✘✜✷☛✹❁✥✞ ✑✓✠❷☛
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M ✵ ☛✒✠✌✆✥✗✚☛ ➾❹✶ ✗✚➽✒✠♣✞ ✶ ✗
Vx

f̃x
> C

✙★☛✝➽✪✜ ✣✚✑✓✑✺☛ ➒ ∞ ✳ ✣✥✆➹✑✺☛✪✗✬✑✝✆✚✑✮✆✚☛✪✜ ✴ ✠❷☛✪✜ ✑✹✽✛✆✚☛❺①
f = f̃x

✑✮✆★✍
Vx ∩ A.

❀ ✗✱☛ ➾❜✶ ✗✚➽✒✠✔✞ ✶ ✗ A
f

> C
☛✒✑✓✠➀✙➐✞ ✠✡☛ ➒ ∞ ✑✮✆★✍

A
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✚➀❤P➜ P✏♠❴❲✳❣❖❭✏P✠❩❯P✏♠

❱ ▼❖❪✿❭✢❘❴❫♣▼❖❪✿♠♥❩❯P✠❭ ❤ ❣❖♠✾♠✺P ➒ ∞ ♠❴❚ ❱
A
✚ ▼❖❚❉❲ ❤ ❚✿♠♥♠❴❫❵◆✚❲ ❤ P✢◆◗P✢❪❜❘ ➒ ∞(A)

✚ ♠ ➜ ❫ ❤ ❪ ➜ ❞⑧❣✷❲✳❣❖♠✧❩ ➜ ❣✰◆ ✃ ❫ ➝ ❚❯❨ ❘ ❝ ♠❴❚ ❱
M

✵▲✽✠❪
❱ P ❱ ❣◗❣✰❘❴❘✾P✢❪❜❘❴❫♣▼❖❪ ✳ ❭✏P ❳ ❚✿P ✚ ❲❳▼❖❚ ❱

A
▼❖❚▲✻❢P ❱ ❘✫❩❯P

M
✚✳❤P➜ P✏♠❴❲✳❣❖❭✏P ➒ ∞(A ⊂ M)

❣✰❫❵❪✿♠❴❫➍❩ ❝❲❨ ❪❯❫✎❪✿P★❭✏▼❖❨ ❪✿❭✢❫♣❩❯P✓❲✳❣❖♠
❣▼✻❢P✏❭ ❤P➜ P✏♠❴❲✳❣❖❭✏P ➒ ∞(A)

❚✿♠✾❚✿P ❤ ✵✿❽✫P✫❲ ❤ ❚✿♠◆✶❴P✫❪✿▼❖❘✾P◗r
➒ ∞❖ (A) =

➒ ∞(A) ∩ ➒ ❖
(A).

⑩ ❝ ➯✥➯✛➳◗P ✖ ❪ ➯✛❫ ❛ ✔P❝ ❴ ✔❙❘ ♠❴❫
A
P✏♠✾❘✙❚❯❪✿P➜❲✳❣ ❱ ❘❴❫♣P✚❩❯P

M
P✢❘

f̃
❚❯❪✿P ❱ ▼❖❪✿❭✢❘❴❫♣▼❖❪ ❩ ❝❲❨ ❪❯❫♣P◗♠❴❚ ❱

M
✚ P✢❪ ➝❢❝ ❪ ❝✢❱ ❣ ❤ ▼❖❪ ❣

❤P➜ ❫❵❪✿❭ ❤ ❚✿♠❴❫♣▼❖❪ r
❯✶❚❯❲❯❲

f̃
∣∣∣
A
⊂ A ∩ ❯✶❚❯❲❯❲

f̃ ,
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(M)|A 6= ➒ ❖
(A)

✵ ➒ P✢❲❳P✢❪✿❩✿❣✰❪❜❘ ✚ ♠✾❫
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❪❜❚ ❤❀❰ ▼ ❱ ♠✌❩❯P
Ω
❮ ❭✏▼❖❪❜❘❴❫❵❪✶❚ ❐ ❱ P✏♠❴❲✒✵ ➒ ∞ ❮ ✵✚❲✕❣ ❱ P➅➄✐P✢◆✚❲ ❤ P ✚ ▼❖❪☛❣ r

➒ ∞❖ (Ω ∩ A ⊂ M) =
➒ ∞(A ⊂ M) ∩ ➒ ❖

(Ω ∩ A).
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M

❚❯❪✿P❯✻❁❣ ❱ ❫ ❝ ❘ ❝ ❲✳❣ ❱ ❣❖❭✏▼❖◆✚❲✳❣❖❭✢❘✾P★P✢❘
A
❚❯❪✿P✫❲✳❣ ❱ ❘❴❫♣P♦❩❯P

M
✵ ✘ ▼❖❘✾▼❖❪✿♠♥❘✾▼❖❚❨✶❴▼❖❚ ❱ ♠

➒ ∞(M)
✚❯❤P➜ P✏♠✾❲✳❣❖❭✏P♦❚✿♠❴❚✿P ❤ ❩❯P ❱ ▼❖❪✿❭✢❘❴❫♣▼❖❪✿♠ ➒ ∞ ♠❴❚ ❱

M
✵✚❏ ❤ ▼ ❱ ♠❻▼❖❪q❣ r

➒ ∞(A) =
➒ ∞(M)|A➒ ∞❖ (A) =
{

f ∈ ➒ ❖
(A) |

∣∣∣ ∃Ω
▼❖❚▲✻❢P ❱ ❘✙❩❯P

M,
❯✶❚❯❲❯❲

f ⊂ Ω,
P✢❘ ∃f̃ ∈ ➒ ∞(M), f̃

∣∣∣
Ω∩A

= f |Ω∩A

}

=
➒ ∞❖ (M)|A ∩ ➒ ❖

(A)❯✶❫ ✚ ❩❯P❺❲ ❤ ❚✿♠ ✚
M0

P✏♠❴❘✗❚❯❪✿P⑧♠✺▼❖❚✿♠ ❧ ✻❖❣ ❱ ❫ ❝ ❘ ❝ ➵✬➳ ❛ ❪✰❭✬➳✗❩❯P
M

P✢❘
A0 = A ∩ M0

✚➍❤ P✏♠✷❪✿▼❖❘✺❣✰❘❴❫♣▼❖❪✿♠ ➒ ∞(A0)
P✢❘

➒ ∞❖ (A0)
❪✿P✓♠✾▼❖❪❜❘❻❲✳❣❖♠✠❣✰◆ ✃ ❫ ➝✁❩ P✏♠ ✚ ❭✵❣ ❱ r

➒ ∞(A0 ⊂ M0) =
➒ ∞(A0 ⊂ M)➒ ∞❖ (A0 ⊂ M0) =
➒ ∞❖ (A0 ⊂ M)P✢❘ ➒ ∞❖ (A0) =
➒ ∞❖ (A)|A0
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✚ ▼❖❪q❣❹r
➒ ∞❖ (A) =

∑

Ω∈S

➒ ∞❖ (A ∩ Ω).

❯✶❫ ✚ ❩❯P✫❲ ❤ ❚✿♠ ✚
A
P✏♠❴❘ ❤ ▼➀❭✵❣ ❤ P✢◆◗P✢❪❜❘ ❱ P ❱ ◆ ❝ P★❩✿❣✰❪✿♠

M
✚ ▼❖❪q❣▲r

➒ ∞❖ (A) =
{

f̃ ∈ ➒ ∞❖ (M)
∣∣∣
∣∣∣ A ∩ ❯✶❚❯❲❯❲

f̃
❭✏▼❖◆✚❲✳❣❖❭✢❘ }∣∣∣

A
,

P✢❘❻❩✿❣✰❪✿♠✌❭✏P♦❩❯P ❱ ❪❯❫♣P ❱ ❭✵❣❖♠ ✚✳➒ ∞❖ (A)
P✏♠✾❘❻❩❯P✢❪✿♠✾P★❩✿❣✰❪✿♠ ➒ ❖

(A)
❲❳▼❖❚ ❱❻❤ ❣✗❘✾▼❖❲❳▼ ❤ ▼ ➝ ❫♣P★❩❯P ❤ ❣✗❪✿▼ ❱ ◆◗P♦❚❯❪❯❫ ❱ ▼ ❱ ◆◗P✁✵

❬✫❭❲❪✢❫✪❴✛❵ ✔❜❛✓❝✁✔✗✖ ❫✪❴❡❞
✸ f ∈ ⑦ ∞(A) ✂☎✄✝✆✟✞✝✂✟✆✡✠☞☛✌✆✡✍✎✆✡✏✑✞✝✂☎✄ f = f̃ ∈ ⑦ ∞(M) ✂☎✠☞✒ A ✓
❆❀❦✻❧ ✻ ❧ ✐ ✉ ④◗❤ f ∈ ⑦ ∞(A) ✉ ⑤❿❣ ❥ q❆✐✡❣ ❥ ✐ x ∈ A ✉ ❤ ①➟❧✺✹ ❤t④◗✐ ❧ Vx ❧ ✐ Vx

f̃x
> C ♠✟❧✾✇✺① s✚④✡④ ❧ ⑦ ∞ ✐ ❧♣① ④ ⑧✖❥★❧ f̃x = f④ ❥ q Vx ∩A ❶ ✏ ① ❣✚q❷④ ①✘❧ ④ (V (x))x∈A ❧ ✐ M − A ♦ ❣✚q✡r ❧✔❦ ✐ ❥★❦ q ❧❲✇ ❣ ❥ ✈✪q ❧ r ❧✔❦ ✐◆❣ ❥ ✈ ❧ q◗✐ ♠✟❧ M ❶❜✯ ❣ ❦➣✇ ❤ ①➋❧✾✹ ❤t④◗✐ ❧❥✥❦★❧ ⑤✥s✚q◗✐✡❤✼✐✡❤✘❣ ❦✢♠✟❧✾①➒③ ❥✥❦ ❤✼✐ ♥➪♠★❧ ✇✺① s✚④✡④ ❧ ⑦ ∞ ④ ❥★❼ ❣✚q ♠ ❣ ❦★❦★♥♣❧✠❇✝❥★❦ ④■❣ ❥ ④◗❸❜q ❧❲✇ ❣ ❥ ✈✖q ❧ r ❧✔❦ ✐ ① ❣ ✇ s ①t❧ r ❧♣❦ ✐❈⑩ ❦ ❤✕✔ ✖✸s✬q ✉✐✡⑥ ❶✘✗✱❶✌✗✙✗ ⑤ ❶✚✗ ❂✜✛ ❈

M
ρi

> R+
⑦ ∞ ;

❢ ❥ ⑤★⑤ ρ0 ⊂M −A ;
❢ ❥ ⑤★⑤ ρi ⊂ Vxi

; ρ0 +
∑

i∈I

ρi = 1.

✏ ① ❣✱q✡④ ✉✥✇ ❣✚r✁r ❧ (
❢ ❥ ⑤★⑤ ρi)i∈I ❧ ④◗✐ ❥★❦★❧ ♦ s✬r✁❤ ①t①t❧✾① ❣ ✇ s ①t❧ r ❧♣❦ ✐❈⑩ ❦ ❤ ❧✱✉ ❣ ❦ s

f̃ =
∑

i∈I ρif̃xi
∈ ⑦ ∞(M)

✲ ❧ ✐ f̃✇ ❣✣✢ ❦✥✇ ❤ ♠✟❧ s✒✈ ❧❲✇ f ④ ❥ q A ❶✸✥✤✧✦☎★ ✒✩✆✟✂✪✂☎✄✬✫✭✏✮✂✰✯✣✆ ⑦ ∞✱ (A) ✓❢✟❤
f ∈ ⑦ ✱

(A) ❧ ✐ Ω ❧ ④P✐ ❥★❦ ✈✱❣✚❤❩④◗❤ ❦ s ❺✱❧②♠✟❧ ❢ ❥ ⑤★⑤ f ♠ s ❦ ④ M ✉ ❤ ①➟❧✾✹ ❤❩④P✐ ❧✲❥★❦★❧✲♦ ❣ ❦➣✇ ✐■❤t❣ ❦❄♠✟❧✾✇♣① s✱④■④ ❧ ⑦ ∞ ❈

ρ ∈ ⑦ ∞✱ (M,R+), ρ =

{
0

⑥★❣✱q✡④ ♠✟❧ Ω

1
④ ❥ q❋❢ ❥ ⑤✥⑤ f.

❢✟❤
f̃ ∈ ⑦ ∞(M) ❧ ✐ f̃ = f

④ ❥ q Ω∩A ✉ s ① ❣✚q❷④ ρf̃ ∈ ⑦ ∞(Ω) ✇ ❣✙✢ ❦✥✇ ❤ ♠★❧ s✒✈ ❧✔✇ f ④ ❥ q❉✐■❣ ❥ ✐ A ❶✥❾②❦➹❧✔❦ ✐✡❤✘q ❧ ✐✡q■❣✱❤t④✇ ❣ ❦ ④ ♥✔⑧✖❥★❧✔❦✥✇✺❧ ④ ❈✸ ❣ ❦ s ①✕③ ❤ ❦➣✇✺①t❥ ④◗❤t❣ ❦ ❈
{
f ∈ ⑦ ✱

(A) |
∣∣∣ ∃Ω

❣ ❥ ✈ ❧ q■✐ , ❢ ❥ ⑤★⑤ f ⊂ Ω, ❧ ✐ ∃f̃ ∈ ⑦ ∞(M), f |Ω∩A = f̃
∣∣∣
Ω∩A

}
⊂ ⑦ ∞(M)|A ,

♠✛③ ❣✣✲ ①✕③ ♥♣❺ s ① ❤✼✐ ♥✙❈
{
f ∈ ⑦ ✱

(A) |
∣∣∣ ∃Ω

❣ ❥ ✈ ❧ q■✐ , ❢ ❥ ⑤★⑤ f ⊂ Ω, ❧ ✐ ∃f̃ ∈ ⑦ ∞(M), f |Ω∩A = f̃
∣∣∣
Ω∩A

}
=
⑦ ∞✱ (A),

⑤ ❥ ❤❩④ ⑧✖❥★❧➸①✕③ ❤ ❦✥✇✺①t❥ ④■❤✘❣ ❦ ❤ ❦ ✈ ❧ q❷④ ❧✻❧ ④P✐ ♥ ✈✪❤ ♠★❧♣❦ ✐ ❧ ④◗❤➀❣ ❦ ⑤✥q ❧✔❦✥♠ Ω = M ❧ ✐ f̃ ❥★❦ ⑤★q■❣ ① ❣ ❦★❺✚❧ r ❧♣❦ ✐ ♠✟❧ f ∈⑦ ∞✱ (A) ⊂ ⑦ ∞(M)|A ❶✸ ❢✪❤ ♠✟❧ ⑤ ①✘❥ ④ f ∈ ⑦ ∞(A) =
⑦ ∞(M)|A ✉ f̃ ❧ ④P✐ ❥★❦ ⑤✥q■❣ ① ❣ ❦★❺✚❧ r ❧✔❦ ✐ ♠✟❧ f ❃

f̃ = f
④ ❥ q A ❄ ✉✛❧ ✐ Ω ❧ ④◗✐ ❥✥❦✈✚❣✱❤t④■❤ ❦ s ❺✚❧ q ❧♣① s✮✐✡❤✘✈ ❧ r ❧♣❦ ✐ ✇ ❣✚r✁⑤✥s ✇ ✐ ♠✟❧ ❢ ❥ ⑤★⑤ f ✍ ❤ ①✪❧✔❦ ❧✾✹ ❤❩④P✐ ❧ ✐✡❣ ❥✏✴ ❣ ❥ q❷④ ✇ s✬q M ❧ ④P✐ ① ❣ ✇ s ①t❧ r ❧♣❦ ✐ ✇ ❣✚r✁⑤✥s ✇ ✐ ✉s ① ❣✚q❷④ ρf̃ ∈ ⑦ ∞(Ω) =

⑦ ∞✱ (Ω) ✄✬✳✴✆✵✳ f ∈ ⑦ ∞✱ (M)|A ❶ ⑦➦❣✱r✁⑤✟✐ ❧ ❸✕✐ ❧♣❦✪❥✻♠✟❧✲①✕③ ❤ ❦➣✇✺①t❥ ④◗❤t❣ ❦❄♥ ✈✖❤ ♠✟❧✔❦ ✐ ❧✫❈
⑦ ∞✱ (A) ⊃ ⑦ ∞✱ (M)|A ∩ ⑦ ✱

(A),

✇✺❧❲✇ ❤✛⑤★q✡❣ ❥ ✈ ❧②①➒③ ♥♣❺ s ① ❤✘✐ ♥✫❈ ⑦ ∞✱ (A) =
⑦ ✱

(A) ∩ ⑦ ∞✱ (M)|A .
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✸ ❢✪❤
T ❧ ④◗✐ ❥★❦ ❣ ❥ ✈ ❧ q◗✐ ♠✟❧ M ♠ ❣ ❦✥❦★♥✚✉ f ❥★❦✫♥♣①t♥ r ❧♣❦ ✐ ♠✟❧ ⑦ ∞(A) ∩ ⑦ ✱

(A∩ T ) ✉ f̃ ❥★❦ ⑤✥q■❣ ① ❣ ❦★❺✚❧ r ❧✔❦ ✐ ♠✟❧ f ✉❧ ✐ Ω ❧ ④◗✐ ❥★❦ ✈✚❣✚❤❩④■❤ ❦ s ❺✚❧ q ❧✔① s✬✐■❤t✈ ❧ r ❧✔❦ ✐ ✇ ❣✚r✁⑤✥s ✇ ✐ ♠✟❧ ❢ ❥ ⑤★⑤ f ✯✄✂✜✏✑✂ T ✉ s ① ❣✚q❷④ ❈
ρf̃ ∈ ⑦ ∞(Ω) =

⑦ ∞✱ (Ω) ⊂ ⑦ ∞✱ (T ).

⑦ ❧✔✇ ❤✛⑤★q■❣ ❥ ✈ ❧✙❈ ⑦ ∞✱ (A ∩ T ) =
⑦ ✱

(A) ∩ ⑦ ∞✱ (T )|A .
✸ ⑦ ∞(A0 ⊂M0) =

⑦ ∞(A0 ⊂M) ☎ ✒✩✆☎✂ ★ ✳ ⑦ ∞✱✝✆ ✓⑦➦❣✱r✁r ❧ M0 ❧ ④P✐ ❥★❦✥❧ ④■❣ ❥ ④P❸❜✈✮s✬q✡❤ ♥ ✐ ♥➦♦ ❧ q✡r ♥✔❧❆♠✟❧ M ✉✬♠✛③ s✚⑤★q ❻ ④ ① s②✈ ❧ q❷④◗❤t❣ ❦ ⑦ ∞ ♠✟❥ ✐✡⑥ ♥ ❣✱q ❻ r ❧❆♠✛③ ✽ q✟✞✟④◗❣✱⑥ ❦ ✔ ✖✸s✬q ✉⑤✥q■❣✱⑤ ❶ ✗✚❶ ✠✄✡ ⑤ ❶☞☛✄✌ ✛ ✉ ❣ ❦ s ❈ ⑦ ∞(M0) =
⑦ ∞(M)|M0

.
✏ ❤ ❦ ④◗❤ ✉✥♠✛③ s✬⑤★q ❻ ④ ✇♣❧✾⑧✱❥ ❤✛⑤★q ♥❲✇✺❻❲♠✟❧✚✉ ❣ ❦ s ❈

⑦ ∞(A0 ⊂M) =
⑦ ∞(M)|A0

=
⑦ ∞(M)|M0

∣∣
A0

✇ s✚q A0 ⊂M0

=
⑦ ∞(M0)|A0

=
⑦ ∞(A0 ⊂M0).

❾②❦✫❧♣❦✻♠✟♥❲♠✟❥ ❤✘✐❈❤✘r✁r ♥✔♠ ❤ts✬✐ ❧ r ❧✔❦ ✐➀⑦ ∞✱ (A0 ⊂M0) =
⑦ ∞✱ (A0 ⊂M) ✉✥♠✛③ s✬⑤★q ❻ ④❈⑦ ∞✱ (A) =

⑦ ∞(A) ∩ ⑦ ✱
(A) ❶✸ ⑦ ∞✱ (A0) =

⑦ ∞✱ (A)|A0
✓⑦➦❣✱r✁r ❧ A0 ❧ ④◗✐ ♦ ❧ q✡r ♥✹♠ s ❦ ④ A ✉ ❣ ❦ s ❈

⑦ ∞✱ (A)|A0
= (

⑦ ∞(M)|A ∩ ⑦ ✱
(A))|

A0

= (
⑦ ∞(M)|A)|

A0
∩ ⑦ ✱

(A)|A0

=
⑦ ∞(M)|A0

∩ ⑦ ✱
(A0)

=
⑦ ∞✱ (A0)

✸ ⑦ ∞✱ (A) =
∑

Ω∈S

⑦ ∞✱ (A ∩ Ω) ✓
❾②❦ s ❈ ⑦ ∞✱ (A ∩ Ω) =

⑦ ∞(A) ∩ ⑦ ✱
(A ∩ Ω) ⊂ ⑦ ∞(A) ∩ ⑦ ✱

(A) =
⑦ ∞✱ (A),

♠➟③ ❣✙✲✻⑦ ∞✱ (A) ⊃
∑

Ω∈S

⑦ ∞✱ (A ∩ Ω) ❶
❢✟❣✚❤✘✐

f ∈ ⑦ ∞✱ (A) ✉ r✁❣ ❦ ✐■q✡❣ ❦ ④ ⑧✱❥✥❧✙❈
∃Ω1, . . . ,Ωn ∈ S, ∃fi ∈

⑦ ∞✱ (A ∩ Ωi), f = f1 + · · · + fn.

⑦➦❣✱r✁r ❧ ❢ ❥ ⑤★⑤ f ❧ ④P✐ ✇ ❣✚r✁⑤✥s ✇ ✐ ✉ ❣ ❦ ⑤ ❧♣❥ ✐ ①t❧ q ❧✔✇ ❣ ❥ ✈✪q✡❤✘q✝⑤✥s✚q ❥★❦ ❦ ❣✚r ❼ q ❧ ⑩ ❦ ❤ ♠✛③ ❣ ❥ ✈ ❧ q◗✐❷④ Ω1, . . . ,Ωn ∈
S ❶ ⑦➦❣✚r✁r ❧ M ❧ ④◗✐✿⑤✥s✬q❷s ✇ ❣✚r✁⑤✥s ✇ ✐➪❤ ①❋❧✺✹ ❤t④◗✐ ❧✻❥★❦✥❧ ⑤✥s✬q■✐■❤✘✐■❤t❣ ❦ ♠✟❧✻①➒③ ❥✥❦ ❤✼✐ ♥✰♠✟❧✢✇♣① s✱④■④ ❧ ⑦ ∞ ④ ❥★❼ ❣✚q ♠ ❣ ❦✥❦★♥ s ❥q ❧✔✇ ❣ ❥ ✈✪q ❧ r ❧♣❦ ✐ M − ❢ ❥ ⑤★⑤ f,Ω1, . . . ,Ωn ❈

M
ρi

> R+ ;
❢ ❥ ⑤★⑤ ρ0 ⊂M − ❢ ❥ ⑤★⑤ f ;

❢ ❥ ⑤★⑤ ρi ⊂ Ωi, ρ0 +

n∑

i=1

ρi = 1.

❢✟❣✚❤✘✐
f̃ ∈ ⑦ ∞(M) ✉✷❥★❦ ⑤★q✡❣ ① ❣ ❦✥❺✚❧ r ❧✔❦ ✐ ♠★❧ f ✉ ❤ ①❉❧ ④◗✐ ✇✺① s✬❤tq ⑧✖❥★❧ fi = ρif̃

∣∣∣
A

s✚⑤★⑤✥s✬q■✐■❤ ❧♣❦ ✐ ❇ ⑦ ∞(Ωi)|A ∩⑦ ✱
(A) =

⑦ ∞✱ (A ∩ Ωi)
s✒✈ ❧✔✇ f = f1 + · · · + fn ❶✸✎✍ ✂✜✂ ✫✑✏ A ✆✟✂☎✞✝☛✌✫✓✒✔✂✜☛✌✆✡✍✎✆✡✏✑✞✖✕✟✆✡✒☎✍✝✗✎✓✏ ① ❣✱q✡④ ✉ ⑤➣s✬q ♠★♥ ⑩ ❦ ❤✘✐■❤t❣ ❦➋✉ ❤ ①➣❧✺✹ ❤t④◗✐ ❧❈❥✥❦ ❣ ❥ ✈ ❧ q■✐ T ♠✟❧ M ✐ ❧♣①➐⑧✖❥★❧ A = A∩T ❶✰✯ ❣ ❦✥✇✬✉✪♠✛③ s✬⑤★q ❻ ④ ✇♣❧②⑧✖❥ ❤❿⑤★q ♥✔✇✺❻❲♠✟❧❻❈

⑦ ∞✱ (A) =
⑦ ∞✱ (A ∩ T ) =

⑦ ∞✱ (T )|A ∩ ⑦ ✱
(A).
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❾ q ✉ ④■❤ f̃ ∈ ⑦ ∞✱ (T ) ✉ ❣ ❦ s
A ∩ ❢ ❥ ⑤★⑤ f̃ ⊂ A ∩ T = A ✉➣♠ ❣ ❦✥✇

A ∩ ❢ ❥ ⑤★⑤ f̃ = A ∩ ❢ ❥ ⑤★⑤ f̃ ✇ ❣✚r✁⑤✥s ✇ ✐ .
✏ ❤ ❦ ④◗❤✷⑦ ∞✱ (A) ❧ ④◗✐❆❤ ❦➣✇✺①t❥ ④ ♠ s ❦ ④ { f̃ ∈ ⑦ ∞✱ (M)

∣∣∣
∣∣∣ A ∩ ❢ ❥ ⑤★⑤ f̃ ✇ ❣✱r✁⑤✥s ✇ ✐ }∣∣∣

A
✉★❧ ✐ ①➒③ ❤ ❦✥✇♣①✘❥ ④■❤t❣ ❦ ❤ ❦ ✈ ❧ q✡④ ❧ ⑤★q■❣✚❸✈✪❤ ❧♣❦ ✐ ♠ ❤tq ❧❲✇ ✐ ❧ r ❧♣❦ ✐ ♠✟❧ ❢ ❥ ⑤★⑤ f̃

∣∣∣
A
⊂ A ∩ ❢ ❥ ⑤★⑤ f̃ ❶

✸✄✂ ✆✡✏✮✂☎✄✴✞ ✗ ✯✣✆ ⑦ ∞✱ (A) ✓❢✟❣✚❤✘✐
f ∈ ⑦ ✱

(A)
✲➥r✁❣ ❦ ✐✡q■❣ ❦ ④ ⑧✖❥➟③ ❣ ❦ ⑤ ❧✔❥ ✐ ①✕③ s✬⑤★⑤✥q■❣ ✇ ⑥ ❧ q ❥★❦ ❤ ♦ ❣✚q✡r ♥ r ❧♣❦ ✐✝④ ❥ q A ⑤✥s✬q ♠✟❧ ④ ♦ ❣ ❦✥✇ ✐✡❤✘❣ ❦ ④ ♠ s ❦ ④⑦ ∞✱ (A) ❶✐✯⑨③ s ❼ ❣✱q ♠ f s ♠ r ❧ ✐ ❥★❦ ⑤★q✡❣ ① ❣ ❦★❺✱❧ r ❧♣❦ ✐ f̃ ∈ ⑦ ✱

(M)
✐ ❧♣①❡⑧✱❥✥❧ ❢ ❥ ⑤★⑤ f̃ ∩ A ❧ ④P✐ ✇ ❣✚r✁⑤✥s ✇ ✐ ❶❢❆❘❦✢❧ ✻ ❧ ✐

A ❧ ④◗✐◆❣ ❥ ✈ ❧ q■✐ ♠ s ❦ ④ A ✉ ⑤ ❥ ❤❩④ ⑧✖❥★❧ A ❧ ④◗✐ ① ❣ ✇ s ①t❧ r ❧♣❦ ✐ ♦ ❧ q✡r ♥➀♠ s ❦ ④ M ✉✟♠ ❣ ❦✥✇ ⑦ ✱
(A) ⊂ ⑦ ✱

(A) ❶✪❽ s✬q◆s✬❤ ①✘①t❧♣❥ q❷④ ✉✇ ❣✚r✁r ❧ M ❧ ④P✐ ❦ ❣✚q✡r✝s ①✛❧ ✐ A ♦ ❧ q✡r ♥✱✉ ❣ ❦ s✌⑦ ✱
(A) =

⑦ ✱
(M)|A ❶ ✏ ❤ ❦ ④◗❤ ⑦ ✱

(A) ⊂ ⑦ ✱
(M)|A ✄✬✳✴✆ ✳ f s ♠ r ❧ ✐❥✥❦ ⑤★q■❣ ① ❣ ❦★❺✚❧ r ❧♣❦ ✐ ✇ ❣ ❦ ✐✡❤ ❦✪❥ ④ ❥ q M ✲ ✇ ❣✚r✁r ❧ s ❥ ⑤➣❣✱❤ ❦ ✐❋⑤★q ♥✔✇♣♥✔♠✟❧✔❦ ✐ ⑧✖❥ ❤✼✐■✐ ❧✙❇ r ❥★① ✐■❤t⑤ ① ❤ ❧ q ✇♣❧ ⑤★q✡❣ ① ❣ ❦★❺✱❧ r ❧♣❦ ✐⑤➣s✬q ❥★❦★❧➀♦ ❣ ❦✥✇ ✐✡❤✘❣ ❦ ρ ✇ ❣ ❦ ✐✡❤ ❦✪❥★❧♥❇ ④ ❥ ⑤★⑤➣❣✱q◗✐ ✇ ❣✚r✁⑤✥s ✇ ✐ ⑧✱❥ ❤➟✈✮s ❥ ✐ 1

④ ❥ q❋❢ ❥ ⑤★⑤ f ❧ ✐ ❂ ⑥★❣✱q✡④ ♠✟❧ T ✉ ❣ ❦ ✈✱❣✚❤✘✐ ⑧✱❥✥❧
f
s ♠ r ❧ ✐ ❥★❦ ⑤★q■❣ ① ❣ ❦★❺✚❧ r ❧♣❦ ✐ ✇ ❣ ❦ ✐■❤ ❦✪❥★❧ ④ ❥ q M ✐ ❧✔①➋⑧✖❥★❧ ❢ ❥ ⑤★⑤ f̃ ∩A ❧ ④◗✐ ✇ ❣✚r✁⑤✥s ✇ ✐ ❶✏ ① ❣✱q✡④◆❣ ❦ ⑤ ❧♣❥ ✐②s✬⑤★⑤✥q■❣ ✇ ⑥ ❧ q f̃ ❥★❦ ❤ ♦ ❣✚q✡r ♥ r ❧♣❦ ✐❈④ ❥ q M ✉ ⑤✥s✬q ♠✟❧ ④ ♦ ❣ ❦✥✇ ✐■❤t❣ ❦ ④ f̃n ∈ ⑦ ∞(M) ✉ s✒✈ ❧✔✇ ❢ ❥ ⑤★⑤ f̃n ⊂❢ ❥ ⑤★⑤ f̃ ❶➣❾②❦ s ❈ ❢ ❥ ⑤★⑤ f̃n

∣∣∣
A
⊂ A ∩ ❢ ❥ ⑤★⑤ f̃ , ✇ ❣✱r➪⑤➣s ✇ ✐❆❤ ❦✥✇✺①t❥ ④ ♠ s ❦ ④ A,

❧ ✐ ♠ ❣ ❦➣✇ f̃n

∣∣∣
A
∈ ⑦ ∞✱ (A)

s✒✈ ❧❲✇✌❈
sup
x∈A

∣∣∣f(x) − f̃n(x)
∣∣∣ ≤ sup

M

|f̃ − f̃n|
n→+∞

> 0.

➁❿➂✷➃✪➄
❲✎▼❖❚ ❱ ❭✏P ❳ ❚❯❫➍P✏♠❴❘❻❩❯P✏♠❻❩ ❝✢❱ ❫ ✻❁❣✰❘❴❫♣▼❖❪✿♠✌▼❖❪q❣ ❤ ❣➜❩ ❝❲❨ ❪❯❫❵❘❴❫♣▼❖❪☛P✢❘ ❤ P ❱✾❝ ♠❴❚ ❤ ❘✺❣✰❘✠♠❴❚❯❫ ✻❖❣✰❪✶❘✾♠✓r

➠➢➡➥➤➋●■❏✾●◗❍➦●■❅❈❏▲❑❉▼❜❑❉▼➒➬ ❙ ✿ ✶ ✞ ☛✪✗✬✠ M
✆✥✗✚☛➀➼✖✣✖✍❹✞ ✭✒✠✡✭✁✯✱✣✖✍➒✣✚➽ ✶ ➚✌✯✱✣✚➽✒✠❷☛ ✵ ☛✒✠ A

✆★✗✚☛✁✯✱✣✖✍✏✠♣✞ ☛➀✙✥☛
M ❁ ➨ ☛✹✙➐✞t✍✕✣★✞✚✽✛✆ ➩ ✆★✗✚☛✙★✭✪✍❹✞ ➼✖✣✚✠♣✞ ✶ ✗ ∂

✑✮✆★✍ ➒ ∞(M) ✳ ✍✏☛✒✑✮✯ ❁ ✆✥✗✿➽✪➶✱✣★➚✌✯➹✙★☛⑨➼✱☛✮➽✒✠❷☛✪✆★✍ ✑ X ✑✮✆✥✍
M ✴ ➯ ❝ ❵✔❵✮➳ ❝ ✉ ❶ ✉➐❫ ✔✗✖ ➳❲❴ ✔ ❵ ✉ ❛

A
✑ ➩ ✞t✜✟☛✹❁✥✞ ✑✓✠❷☛

✆★✗✚☛➹✙★✭✪✍❹✞ ➼✪✣✬✠✔✞ ✶ ✗ ∂|A ✳ ✍✏☛✒✑✮✯ ❁ X|A ✴ ✽✛✆★✞ ➾ ✣✟✞ ✠②➽ ✶ ➚➹➚✌✆✬✠❷☛✪✍❆✜ ☛✝✙➐✞ ✣✬✦✛✍✕✣✥➚➹➚➪☛➜①
➒ ∞(M)

∂
>
➒ ∞(M)

➒ ∞(M)|A =
➒ ∞(A)

∨ ∂|A
>
➒ ∞(A)

∨

☎ ✜ ✶ ✍ ✑ ✵✁✆ ➩ ✣✥✯★✯✟☛✪✜✼✜ ☛✪✍✕✣★✞ ∂|A ✳ ✍✏☛✒✑✮✯ ❁ X|A ✴ ✜ ✣ ➲✥❭ ❛ ✖✞✝✖❝✁✔✗✖ ❫✟❴ ✖ ❴❡➲❖✉ ✖✗✔ ➳ ✯✱✣✖✍
∂ ✳ ✍✕☛✒✑✮✯ ❁ ✜ ☛✸➫❲➭ ❝ ❪⑨➯ ➲➣➳ ✝ ➳ ➫ ✔ ➳✢✉ ❛ ❵ ✖ ❴❡➲❖✉ ✖✗✔✯✱✣✖✍ X ✴❲❁

❂❄❃❆❅❈❇❉❅❋❊✟●■❍❀●✡❅❈❏ ❑◆▼❜❑❉▼ s ❙ ❽♦❣✰❪✿♠ ❤ P✏♠✫❭✏▼❖❪✿❩✐❫❵❘❴❫♣▼❖❪✿♠♦❩❯P ❤ ❣❉❩ ❝❲❨ ❪❯❫❵❘❴❫♣▼❖❪ ✚ ♠❴❫
A ⊂

◦

A
✚ ❣ ❤ ▼ ❱ ♠✙❘✾▼❖❚❯❘✾P✏♠ ❤ P✏♠✫❩ ❝✢❱ ❫ ❧✻❁❣✰❘❴❫♣▼❖❪✿♠

∂
♠❴❚ ❱✙➒ ∞(M)

❲✳❣❖♠✾♠✾P✢❪✶❘✙❣✰❚ ❳ ❚✿▼❖❘❴❫♣P✢❪❜❘✫♠❴❚ ❱
A
✵✷❯✶❫ ✚ ❩❯P✓❲ ❤ ❚✿♠ ✚

A
P✏♠❴❘ ❤ ▼➀❭✵❣ ❤ P✢◆◗P✢❪❜❘ ❱ P ❱ ◆ ❝ P✷❩✿❣✰❪✿♠

M
✚

❤ P✏♠❻❩ ❝✢❱ ❫ ✻❁❣✰❘❴❫♣▼❖❪✿♠❻❫❵❪✿❩✐❚❯❫❵❘✾P✏♠
∂|A

❤ ❣✰❫♣♠✾♠✾P✢❪✶❘ ➒ ∞❖ (A)
♠❴❘✺❣ ✃❯❤ P✁✵
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❬✫❭❲❪✢❫✪❴✛❵ ✔❜❛✓❝✁✔✗✖ ❫✪❴❡❞
❆❀❦➸❧ ✻ ❧ ✐ ✉ ④◗❤ f̃ , f̃ ′ ∈ ⑦ ∞(M)

✈ ♥ q■❤✘⑩ ❧✔❦ ✐ f̃ = f̃ ′ ④ ❥ q A ✉ s ① ❣✱q✡④ ✉ ⑤✥s✚q ✇ ❣ ❦ ✐■❤ ❦✪❥ ❤✘✐ ♥✚✉✛✇✚③ ❧ ④P✐ ❧♣❦✥✇ ❣✚q ❧ ✈✪q❷s✬❤➥④ ❥ q A ✉
♠ ❣ ❦✥✇ ④ ❥ q ①➒③ ❣ ❥ ✈ ❧ q◗✐ ◦

A ♠✟❧ M ✲✟s✚❤ ❦ ④■❤ ∂f̃ = ∂f̃ ′ ④ ❥ q ✇✺❧ ✐◆❣ ❥ ✈ ❧ q■✐ ✉✪♠ ❣ ❦✥✇✬✉ ⑤✥s✬q ✇ ❣ ❦ ✐■❤ ❦✖❥ ❤✼✐ ♥✚✉ ④ ❥ q ◦

A ✉✪♠ ❣ ❦✥✇ ④ ❥ q A ✉⑤➣s✬q❆⑥ ✞✪⑤➣❣✚✐■⑥ ❻ ④ ❧✱❶ ✏ ❤ ❦ ④◗❤ ✉ f̃ > ∂f̃
∣∣∣
A

⑤✥s✚④✡④ ❧ s ❥✫⑧✖❥ ❣✚✐■❤ ❧♣❦ ✐❋④ ❥ q A ✉★❧ ✐ ♠ ❣ ❦✥✇ ∂ s ❥ ④✡④◗❤ ❶❢✟❤
A ❧ ④◗✐ ① ❣ ✇ s ①t❧ r ❧♣❦ ✐ ♦ ❧ q✡r ♥✔❧✚✉ ❣ ❦ ④✡s✬❤✘✐ ♠✛③ s✬⑤✥q ❻ ④ ①✘❧⑨①✘❧ r✁r ❧ ☛✟❶ ☛✟❶ ☛✁⑧✖❥★❧ ✐✡❣ ❥ ✐ ❧✾♦ ❣ ❦✥✇ ✐✡❤✘❣ ❦ f ∈ ⑦ ∞✱ (A)

s ♠ r ❧ ✐
❥✥❦ ⑤✥q■❣ ① ❣ ❦★❺✚❧ r ❧✔❦ ✐ f̃ ∈ ⑦ ∞✱ (M)

✐ ❧♣①✷⑧✱❥✥❧ ❢ ❥ ⑤★⑤ f̃ ∩A ❧ ④P✐ ✇ ❣✚r✁⑤✥s ✇ ✐ ❶ ✏ ① ❣✱q✡④◆❣ ❦ s ❈
❢ ❥ ⑤★⑤ ∂|A f =

❢ ❥ ⑤★⑤ ∂f̃
∣∣∣
A
⊂ ❢ ❥ ⑤★⑤ ∂f̃ ∩A ⊂ ❢ ❥ ⑤★⑤ f̃ ∩A,

♠ ❣ ❦✥✇ ∂|A f ❧ ④P✐ ❇ ④ ❥ ⑤★⑤❿❣✚q■✐ ✇ ❣✚r✁⑤✥s ✇ ✐ ❶ ➁❿➂✷➃✪➄
❯✶❫➍❩❯P✫❲ ❤ ❚✿♠

M
P✏♠❴❘ ❨➟✃❯❱✾❝✁✚ ✶❅P♦❩ ❝❲❨ ❪❯❫♣♠✌❚❯❪✿P★❣✰❲❯❲ ❤ ❫♣❭✵❣✰❘❴❫♣▼❖❪

δ
❚❯❘❴❫ ❤ P✫❲❳▼❖❚ ❱❻❤ ❣➜♠❴❚❯❫❵❘✾P✁✵

❳♥➊❳➋ ➋ ➊ ❑❉▼❹❑❉▼ ❿▲❙ ❯➀▼❖❫♣P✢❪✶❘
X

❚❯❪✿P⑧❲✳❣ ❱ ❘❴❫♣P ❩❯P
R

❳ ❚❯❫♥❣✄✂q❭✏▼❖◆✚◆◗P⑧❲ ▼❖❫❵❪✶❘✚❩ ➜ ❣❖❭✏❭✢❚❯◆✓❚ ❤ ❣✰❘❴❫♣▼❖❪ ✚ P✢❘
A
❚❯❪

P✏♠❴❲✳❣❖❭✏P✷❘✾▼❖❲ ▼ ❤ ▼ ➝ ❫ ❳ ❚✿P✁✵❘❯✶❫
A

p
>> X

P✏♠❴❘✠❚❯❪✿P➜❣✰❲❯❲ ❤ ❫♣❭✵❣✰❘❴❫♣▼❖❪ ♠❴❚ ❱ ✶❴P✏❭✢❘❴❫ ✻❢P✷▼❖❚▲✻❢P ❱ ❘✾P ❐ ❱ P✏♠❴❲✒✵ P✢❪ Ï✵❝✢❱ ▼ ✖ ❞✕➳✬❞➑❘✾▼❖❚❯❘
✻❢▼❖❫♣♠❴❫❵❪✳❣ ➝ P★❩ ➜ ❚❯❪q❲ ▼❖❫❵❪✶❘❻❩❯P

A0 = p−1 {0} P✏♠✾❘❻P✢❪✜✻❢▼✵❞ ❝ ❲✳❣ ❱ p
♠✾❚ ❱ ❚❯❪✫✻❢▼❖❫♣♠❴❫❵❪✳❣ ➝ P♦❩❯P☎✂ ❮ ✚ ❣ ❤ ▼ ❱ ♠

A − A0
P✏♠❴❘

❩❯P✢❪✿♠✾P★❩✿❣✰❪✿♠
A
✵

❬✫❭❲❪✢❫✪❴✛❵ ✔❜❛✓❝✁✔✗✖ ❫✪❴❡❞
✆ ① ④ ❥❁❀ ✐ ♠✟❧ r✁❣ ❦ ✐✡q ❧ q ⑧✱❥✥❧ ✐✡❣ ❥ ✐✿⑤❿❣✚❤ ❦ ✐ ♠✟❧ A0 ❧ ④P✐✿s ♠ ⑥ ♥ q ❧♣❦ ✐ ❇ A − A0 =

⊔
~ 6=0A~ ❶➦❾ q✿④■❤

U ❧ ④◗✐ ❥★❦✈✱❣✚❤❩④◗❤ ❦ s ❺✚❧✲♠✛③ ❥✥❦ ⑤❿❣✚❤ ❦ ✐ ♠✟❧ A0 ✉ ❤ ①➟❧ ④◗✐ ❧♣❦ ✈✚❣ ✞ ♥ ⑤✥s✬q p ④ ❥ q ❥★❦ ✈✱❣✚❤❩④◗❤ ❦ s ❺✱❧➀♠★❧ ❂ ♠ s ❦ ④ X ❶ ⑦➦❣✱r✁r ❧ ❂ ❧ ④P✐❈⑤❿❣✚❤ ❦ ✐♠➟③ s ✇♣✇✺❥ r ❥★① s✮✐✡❤✘❣ ❦✌♠✟❧ X ✉ p(U) ✇ ❣ ❦ ✐■❤ ❧♣❦ ✐ ❥★❦ ~ 6= 0 ✄✬✳✴✆✵✳ U ∩A~ 6= ∅ ❶ ➁➐➂✷➃✪➄
❂❄❃❆❅❈❇❉❅❋❊✟●■❍❀●✡❅❈❏ ❑◆▼❜❑❉▼✞✝➛❙ ❯➀▼❖❫♣P✢❪❜❘

M
❚❯❪✿P❯✻❁❣ ❱ ❫ ❝ ❘ ❝ ❲✳❣ ❱ ❣❖❭✏▼❖◆✚❲✳❣❖❭✢❘✾P ✚

A
❚❯❪✿P✫❲✳❣ ❱ ❘❴❫♣P ✚ P✢❘

M
p
>> R

❚❯❪✿P
♠❴❚ ✃ ◆◗P ❱ ♠❴❫♣▼❖❪q❘✾P ❤ ♠ ❳ ❚✿P❺r

➆ X = p(A)
❣✟✂➜❭✏▼❖◆✚◆◗P♦❲ ▼❖❫❵❪✶❘✌❩ ➜ ❣❖❭✏❭✢❚❯◆✓❚ ❤ ❣✰❘❴❫♣▼❖❪ ➇

➆ A
p|A

> p(A) = X
P✏♠❴❘❻▼❖❚▲✻❢P ❱ ❘✾P ❐ ❱ P✏♠❴❲✒✵✿P✢❪ Ï✵❝✢❱ ▼ ❮ ➇➆ ❫ ❤ P➅➄✐❫♣♠❴❘✾P✫❚❯❪q❭ ❰ ❣✰◆✚❲☛❩❯P❯✻❢P✏❭✢❘✾P✢❚ ❱ ♠ X ♠❴❚ ❱

M
✻ ❝✢❱ ❫ ❨ ❣✰❪❜❘✷r

➆ dp(X ) = 1
✵

➆ ❘✾▼❖❚❯❘✾P✓❭✏▼❖❚ ❱✓✃ P♦❫❵❪✶❘ ❝✒➝❁❱ ❣ ❤ P✓❩❯P X ❳ ❚❯❫ ❱ P✢❪✿❭✏▼❖❪✶❘ ❱ P
A
❪✿P♦❲❳P✢❚❯❘ ❱ P✢❪✿❭✏▼❖❪❜❘ ❱ P ❱

M0
❳ ❚✿P♦❩✿❣✰❪✿♠

A0
✵

❏ ❤ ▼ ❱ ♠★r
✜ ✵ ❲✎▼❖❚ ❱ ❘✾▼❖❚❯❘✾P ❱ ▼❖❪✿❭✢❘❴❫♣▼❖❪

f̃ ∈ ➒ ∞(M)
❪❜❚ ❤❵❤ P✚♠❴❚ ❱

A0
✚ ❫ ❤ P➅➄✐❫♣♠❴❘✾P✗❩❯P✏♠ ❱ ▼❖❪✿❭✢❘❴❫♣▼❖❪✿♠

δf̃ ∈ ➒ ∞(M)
❘✾P ❤❵❤ P✏♠

❳ ❚✿P
δf̃ = 1

ıp
f̃
♠✾❚ ❱

A − A0
✵

✧ ✵ ❲✎▼❖❚ ❱ ❘✾▼❖❚❯❘✾P ❱ ▼❖❪✿❭✢❘❴❫♣▼❖❪
f ∈ ➒ ∞❖ (A)

❘✾P ❤❵❤ P ❳ ❚✿P
f = 0

♠❴❚ ❱
A0

✚ ❫ ❤ P➅➄✐❫♣♠❴❘✾P❹❚❯❪✿P ✉➣❴ ✖ ❶ ✉➟➳ ❱ ▼❖❪✿❭✢❘❴❫♣▼❖❪
δf ∈ ➒ ∞❖ (A)

❘✾P ❤❵❤ P ❳ ❚✿P
δf = 1

ıp
f
♠❴❚ ❱

A − A0
✵

� ✵⑨❯✶❫
f ∈ ➒ ∞❖ (A)

P✢❘
x ∈ A0

✚ ❲❳▼❖❚ ❱ ❘✾▼❖❚❯❘⑧❲ ❱ ▼ ❤ ▼❖❪ ➝ P✢◆◗P✢❪❜❘
Vx

f̃x
> C

❩❯Pq❭ ❤ ❣❖♠✺♠✾P ➒ ∞ ❩❯P
f
❣✰❚

✻❢▼❖❫♣♠✾❫❵❪✳❣ ➝ P✓❩❯P
x
✚ ▼❖❪☛❣

δf(x) = dxf̃x(X )
✵

❬✫❭❲❪✢❫✪❴✛❵ ✔❜❛✓❝✁✔✗✖ ❫✪❴❡❞
✸✎✍ ✫✭✏✮✂☎✞ ✒☎✠ ✒✡✞ ✄✬✫✜✏ ✯✙✆ δf̃ ✓
✠➀q☛✡ ✇♣❧◗❇✸①✕③ ❧✾✹ ❤❩④P✐ ❧♣❦✥✇♣❧✰♠✟❧ ⑤➣s✬q■✐■❤✘✐■❤t❣ ❦ ④ ♠✟❧✢①➒③ ❥★❦ ❤✼✐ ♥✰♠✟❧➸✇♣① s✱④■④ ❧ ⑦ ∞ ✉ ❤ ① ④ ❥❁❀ ✐ ♠★❧ ✐■q✡❣ ❥ ✈ ❧ q ❥★❦✥❧✻♦ ❣ ❦✥✇ ✐■❤t❣ ❦ δf̃♠★❧✌✇✺① s✚④✡④ ❧ ⑦ ∞ ✉❡♠★♥ ⑩ ❦ ❤ ❧ ④ ❧✔❥★①✘❧ r ❧♣❦ ✐➪④ ❥ q ❥✥❦ ✈✚❣✱❤t④■❤ ❦ s ❺✱❧ W ♠✟❧ M0 ✉✷❧ ✐ ⑧✖❥ ❤❉✈✮s ❥ ✐ δf̃(x) = 1

ıp(x) f̃(x)
④ ❥ q

(A−A0)∩W ❶ ❢✪❣✱❤✼✐ U ①➒③ ❧♣❦ ④ ❧ r ❼★①✘❧②♠✟❧ ④❀⑤➣❣✱❤ ❦ ✐✡④ x ♠✟❧ M ⑤✥s✚q ①t❧✔⑧✖❥★❧✔① ⑤✥s✱④■④ ❧❆❥★❦★❧❋✇ ❣ ❥ q ❼❿❧ ❤ ❦ ✐ ♥♣❺ q❷s ①t❧❆♠✟❧ X ⑧✖❥ ❤
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✇ q■❣✱❤t④ ❧ M0 ✉➣❧✔❦✢❥★❦ ⑤❿❣✚❤ ❦ ✐ ❦ ❣✚✐ ♥ π(x) ❶ ⑦ ③ ❧ ④◗✐ ❥✥❦ ✈✚❣✱❤t④■❤ ❦ s ❺✚❧✾♠★❧ M0 ❶ ❢ ❥ q❋✐✡❣ ❥ ✐➀✈✚❣✱❤t④■❤ ❦ s ❺✚❧ W ♠★❧ M0
❤ ❦✥✇♣①✘❥ ④

♠ s ❦ ④ U ❣ ❦✻♠✟♥ ⑩ ❦ ❤✘✐❋s ① ❣✚q❷④ ❥✥❦★❧✲♦ ❣ ❦✥✇ ✐■❤t❣ ❦ δf̃ ⑤✥s✚q ❈
δf̃(x) =

{
1

ıp(x)

(
f̃(x) − f̃(π(x))

) ④ ❥ q (M −M0) ∩W
1
ı
dxf̃(X )

④ ❥ q M0 ∩W.
✭ ③ ⑥ ✞✪⑤❿❣✬✐■⑥ ❻ ④ ❧ ④ ❥ q ①✘❧ ④ ✇ ❣ ❥ q ❼❿❧ ④②❤ ❦ ✐ ♥✔❺ q❷s ①t❧ ④ ♠✟❧ X ❤ ❦✥♠ ❤ ⑧✖❥★❧➪⑧✖❥★❧ π ❧✔❦ ✈✚❣✚❤ ❧ A ∩ U ♠ s ❦ ④ A0 ❶ ⑦➦❣✚r✁r ❧ f̃ ❧ ④◗✐❦✪❥★①t①t❧ ④ ❥ q A0 ✉ ❣ ❦ s

δf̃(x) = 1
ıp(x) f̃(x)

④ ❥ q (A−A0)∩W ❶ ✆ ① q ❧ ④◗✐ ❧✆❇ r✁❣ ❦ ✐■q ❧ q ⑧✱❥✥❧ δf̃ ❧ ④P✐ ♠✟❧➀✇♣① s✱④■④ ❧ ⑦ ∞⑤❿❣ ❥ q ❥★❦✻✇ ⑥★❣✚❤ ✹✌✇ ❣ ❦ ✈ ❧♣❦ s ❼★①t❧➀♠★❧ W ❶
❽ ❣ ❥ q ♠ ❣ ❦✥❦★❧ q ❥★❦✥❧✻❧✾✹ ⑤★q ❧ ④✡④◗❤t❣ ❦ ❧✾✹ ⑤ ① ❤ ✇ ❤✼✐ ❧✢♠✟❧ π ✉❯✴✺③ ❤ ❦ ✐■q✡❣ ♠✟❥ ❤❩④ V Ψ

> M ✉❘①t❧✁� ❣✬✐ ♠✟❧ X ✉❀♠★♥ ⑩ ❦ ❤➀④ ❥ q ❥★❦✈✱❣✚❤❩④◗❤ ❦ s ❺✚❧ V ♠✟❧ {0}×M ♠ s ❦ ④ R×M
✲ ✴P❧②❦ ❣✬✐ ❧ ~ ① s ✇ ❣✖❣✱q ♠ ❣ ❦★❦★♥✔❧ q ♥♣❧♣①t①t❧➀♠ s ❦ ④ R×M

❃ q ❧ ④◗⑤ ❶ V ❄ ❶ ✏ ① ❣✚q❷④♠ s ❦ ④ M ✉ ❤ ①➟❧✾✹ ❤❩④P✐ ❧✲❥★❦ ✈✚❣✚❤❩④■❤ ❦ s ❺✚❧ ❣ ❥ ✈ ❧ q■✐ W ♠✟❧ M0
✐ ❧♣①➋⑧✖❥★❧✫❈

M0 ⊂W ⊂ {x ∈M || [−p(x), 0] × {x} ⊂ V } ,
❧ ✐ ✉➥⑧✖❥ ❤✼✐■✐ ❧✗❇ q ❧ r✁⑤ ① s ✇✺❧ q W ⑤✥s✬q

W ∩ U ✉ ❣ ❦ s
W ⊂ U ❶ ❢✪❤ x ∈ W ❧ ✐ ~ ∈ [−p(x), 0]

❣ ❦ ⑤ ❧♣❥ ✐✝s ① ❣✚q❷④✇ s ①❩✇✺❥★①t❧ q ❈
p(Ψ(~, x)) = p(Ψ(0, x)) +

∫ ~

0

∂

∂~
(p ◦ Ψ)(u, x)du

= p(x) +

∫ ~

0

dp

(
∂

∂~
Ψ(u, x)

)
du

= p(x) +

∫ ~

0

dp(X )du

= p(x) + ~,

❧ ✐ ♠ ❣ ❦✥✇ p (Ψ(−p(x), x)) = 0 ✄✬✳✴✆ ✳ Ψ(−p(x), x) ∈ M0 ✉➟♠✛③ ❣✣✲ π(x) = Ψ(−p(x), x) ❶ ✆ ① ④ ③ ❧✔❦ ④ ❥ ❤✼✐ ⑧✖❥★❧ δf̃❧ ④P✐ ♠✟❧✾✇♣① s✱④■④ ❧ ⑦ ∞ ♠✛③ s✬⑤✥q ❻ ④ ① s ♦ ❣✚q✡r ❥✥①✘❧✫❈
δf̃(x) =

1

ı

∫ 0

−1

∂(f̃ ◦ Ψ)

∂~
(up(x), x) du

=

{
1

ıp(x)

[
f̃ (Ψ(0, x)) − f̃ (Ψ(−p(x), x))

] ④◗❤
p(x) 6= 0

1
ı
dxf̃

(
∂Ψ
∂~

∣∣
~=0

) ④◗❤
p(x) = 0.

✸✥✤✧✦ ✄ ✂☎✞ ✆✟✏✖✒ ✆✰✆✡✞✕✠☞✏ ✄ ✒✟✄✴✞ ✗✰✯✙✆ δf ✓❢✟❤
f ∈ ⑦ ∞✱ (A) ✉✵✴P❧✹✇ ❣ ❦ ④■❤ ♠★❻ q ❧➀❥✥❦ ⑤✥q■❣ ① ❣ ❦★❺✚❧ r ❧✔❦ ✐ f̃ ∈ ⑦ ∞(M) ❶❢❆❀❦ ⑤✥q ❧✔❦ s ❦ ✐ ❈

δf = δf̃
∣∣∣
A
,

①➒③ ❧✾✹ ❤t④◗✐ ❧✔❦✥✇✺❧ ❧ ④◗✐②s✚④✡④ ❥ q ♥✔❧✚✉ ⑤ ❥ ❤t④ ⑧✖❥★❧ δf ∈ ⑦ ∞(A)
⑤✥s✬q ✇ ❣ ❦ ④◗✐■q ❥✥✇ ✐■❤t❣ ❦➟✉★❧ ✐ ⑧✖❥★❧ δf ❧ ✐ f ❣ ❦ ✐❋r✄✂♣r ❧ ④ ❥ ⑤★⑤❿❣✚q■✐ ✉✇ ❣✚r✁⑤✥s ✇ ✐ ❶ ❆❘❦✾❧ ✻ ❧ ✐➥④■❤ x /∈ ❢ ❥ ⑤★⑤ f ✉ s ① ❣✚q❷④✛❤ ①✱❧✺✹ ❤t④◗✐ ❧➦❥★❦ ✈✚❣✱❤t④■❤ ❦ s ❺✱❧ O ♠★❧ x ❣✙✲ f = 0

✲ ♠ ❣ ❦✥✇ δf = 1
ıp
f = 0

④ ❥ q
O∩(A−A0) ✉✱♠ ❣ ❦✥✇ ④ ❥ q O ⑤✥s✬q ♠✟❧✔❦ ④■❤✼✐ ♥❈♠✟❧ O∩(A−A0) ♠ s ❦ ④ O ✉✑✄✬✳✴✆ ✳ x /∈ ❢ ❥ ⑤★⑤ δf ✲ ❧ ✐❘q ♥✔✇ ❤t⑤★q✡❣ ⑧✱❥✥❧ r ❧♣❦ ✐ ❶✭ ③ ❥✥❦ ❤ ✇ ❤✼✐ ♥ ⑤✥q■❣✮✈✪❤ ❧♣❦ ✐ ♠✟❥✎①t❧ r✁r ❧✝☛★❶ ☛★❶ ☎★❶✶❆❘❦✎❧ ✻ ❧ ✐ ✉ ⑤ ❥ ❤❩④ ⑧✖❥★❧ A − A0 ❧ ④◗✐ ♠★❧♣❦ ④ ❧➪♠ s ❦ ④ A ✉ δf ✉✛⑧✖❥ ❤➥✈✒s ❥ ✐ 1

ıp
f④ ❥ q A−A0 ✉★❦★❧✹♠✟♥ ⑤ ❧✔❦✥♠ ⑤✥s✚④ ♠★❥❄✇ ⑥✥❣✚❤ ✹➹♠✟❥ ⑤★q■❣ ① ❣ ❦★❺✚❧ r ❧♣❦ ✐ f̃ ❶ ➁❿➂✷➃✪➄

❯✶❫
A = G

P✏♠❴❘♥❚❯❪ ➝❁❱ ▼❖❚❯❲❳▼❖❨❬❩❯P ✚ ▼❖❪▲P✢❪☛❩ ❝ ❩✐❚❯❫❵❘❻❫❵◆✚◆ ❝ ❩✐❫ ❣✰❘✾P✢◆◗P✢❪❜❘ ❤ P♦❘ ❰✿❝ ▼ ❱❇❑ ◆◗P
✆✞✝ ➡➥❅❋❃✠✟❳➋ ➊ ❑❉▼❜❑❉▼☛✡ ❙ ☞❡❫ ✖ ➳❲❴ ✔

X
✉❿❴❡➳➪➯ ❝✪❛ ✔✗✖ ➳✎➲✥➳

R
P➱❫ ➫ ❝ P ➳❲❪✰➳❲❴ ✔ ➫ ❫✟❪ ➯ ❝ ➫ ✔ ➳ ❶ ✉ ✖ ❝✍✌ ➫ ❫✪❪❄❪✰➳✝➯➐❫ ✖ ❴ ✔

➲✏✎ ❝ ➫✺➫ ✉❿❪➜✉ P ❝✁✔✗✖ ❫✪❴✒✑
G

pG
>> X

✉➣❴ t ❛ ❫❁✉✬➯➐❫❁✈❜➲✥➳ ➫ ❫✪❴ ✔✗✖ ❴✔✓❿❪✰➳❲❴ ✔✖✕✘✗❲❛ ❭✚✙ ❛ ➳✔❵P➯❘❞②➳❲❴ ➺✚❭ ❛ ❫✜✛✸❪✢❫✣✢✥➳❲❴➟❴ ❝✤✗ P➱➳✻➲✥❫✪❴ ✔ P ➳
❵✥✢✖❵ ✔✧✦ ❪✰➳➹➲✥➳✄★ ❝★❝✪❛ ➳✔❵ ✔ ❴✷❫ ✔ ❭

(µu)u∈G(0)

✑
M

✉➣❴❡➳ ✝✱❝✟❛ ✖ ❭ ✔ ❭✹➯ ❝✪❛✓❝ ➫ ❫✪❪⑨➯ ❝ ➫ ✔ ➳✥✑
M

p
>> R

✉➣❴❡➳✿❵➅✉ ✗ ❪✰➳ ❛ ❵ ✖ ❫✪❴✒✑
✔ ➳◗P✘❵ ❶ ✉➟➳ ❘
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� ❞
G ⊂ M

❝ ✝ ➳ ➫
pG = p|G ✁✂ ❞ ✖ P➦➳☎✄ ✖ ❵ ✔ ➳✷✉❿❴ ➫❲➭ ❝ ❪⑨➯ ➲✥➳ ✝ ➳ ➫ ✔ ➳✢✉ ❛ ❵ X ❵ ✉ ❛

M
✝ ❭ ❛ ✖ ✕②❝ ❴ ✔ ❘

✆ dp(X ) = 1
✑

✆ ✔ ❫❖✉ ✔ ➳ ➫ ❫❖✉ ❛ ✗ ➳ ✖ ❴ ✔ ❭ t ❛❷❝ P ➳❄➲✥➳ X ❶ ✉ ✖❈❛ ➳✒❴ ➫ ❫✪❴ ✔❜❛ ➳
G

❴❡➳✹➯✛➳➅✉ ✔❋❛ ➳❲❴ ➫ ❫✪❴ ✔❜❛ ➳ ❛
M0

❶ ✉✛➳✫➲ ❝ ❴✛❵
G0

✑
✝ ❞ ➒ ∞❖ (G ⊂ M)

➳✔❵ ✔ ✉➣❴➥➳✝❵✮❫❖✉➣❵✟✞ ❝ P t ✦ ✗❲❛ ➳ ✖ ❴ ✝ ❫❨P ✉ ✔✗✖ ✝ ➳✫➲✥➳ ➒✡✠
(G,µ)

❞
☛ P➱❫ ❛ ❵

(G,
➒ ∞❖ (G))

➳✔❵ ✔ ✉❿❴ t ❛ ❫❁✉✬➯➐❫❁✈❜➲✥➳✢➲✥➳✫➲✥❭➒➵✮❫ ❛ ❪ ❝✁✔✗✖ ❫✪❴✒✑②➳ ✔ P ➳ ➫ ❛ ❫ ➫✒➭ ➳ ✔ ❵ ✉ ❛ ➒ ∞❖ (G)
✝✱❝ ✉ ✔ ❘

{
f, f ′

}
G

= δ(f ∗ f ′ − f ′ ∗ f).

❬✫❭❲❪✢❫✪❴✛❵ ✔❜❛✓❝✁✔✗✖ ❫✪❴❡❞
✸ Q0 =

⑦ ∞✱ (G0) ✆✟✂ ✞ ✯✣✆✡✏✮✂✡✆ ✯✄✂✜✏✑✂ ⑦ ∗(G0) ✓
✯⑨③ s✬⑤★q ❻ ④ ① s ♠✟❧ ④ ✇ q■❤t⑤✟✐■❤t❣ ❦ ⑤✥s✬q✌☞ ❶ ✱ ❧✔❦ s ❥✥① ✐ ♠✟❧➀① s ✐■❣✱⑤➣❣ ① ❣ ❺ ❤ ❧②♠✟❧ ⑦ ∗(G) ✉✟① s✾✐✡❣✚⑤❿❣ ① ❣ ❺ ❤ ❧ ❤ ❦✥♠✟❥ ❤✘✐ ❧ ④ ❥ q❋⑦ ✱ (G) ❧ ④◗✐✇♣❧♣①t①✘❧➪♠✟❧ ① s ✇ ❣ ❦ ✈ ❧ q ❺✱❧♣❦✥✇♣❧✹❥★❦ ❤ ♦ ❣✚q✡r ❧✱❶ ⑦➦❣✱r✁r ❧ ⑦ ∞✱ (G) ❧ ④◗✐ ♠✟❧✔❦ ④ ❧⑨♠ s ❦ ④✹⑦ ✱ (G) ✉❿❧ ✐✹⑦ ✱ (G) ❧ ④◗✐ ♠✟♥ ✴ ❇➹♠✟❧✔❦ ④ ❧♠ s ❦ ④❆⑦ ∗(G) ✉ ⑤✥s✚q ♠✟♥ ⑩ ❦ ❤✘✐■❤t❣ ❦✫♠✟❧ ⑦ ∗(G) ✉ ❣ ❦ ❣ ❼ ✐■❤ ❧♣❦ ✐ ⑧✱❥✥❧ ⑦ ∞✱ (G) ❧ ④P✐ ♠✟❧♣❦ ④ ❧✲♠ s ❦ ④◆⑦ ∗(G) ❶❁❆❘❦ ⑤✥s✚q◗✐✡❤ ✇♣❥★① ❤ ❧ q⑦ ∞✱ (G0) ❧ ④P✐ ♠✟❧✔❦ ④ ❧✾♠ s ❦ ④❋⑦ ∗(G0) ❶✸✎✍ ✂ ✂ ✂ ✂✑✏✁✆ ✂✭✠✓✒✟✠✑✫✭✞ ✄✬✆✡✏✑✞ ✆✟✏ ~ = 0 ✓❢✟❤
f, f ′ ∈ ⑦ ∞✱ (G) ❧ ✐ f = 0

④ ❥ q G0 ✉ ❣ ❦ s
f = ~δf ❶❢✯ ❣ ❦✥✇✬✉ ⑤➣❣ ❥ q ~ 6= 0

❣ ❦ s

({f, f ′ }G)
~

=
1

ı~
(f ∗ f ′ − f ′ ∗ f) =

1

ı
(δf ∗ f ′ − f ′ ∗ δf).

✭ ③ ♥✔❺ s ① ❤✘✐ ♥✾❧✔❦ ✐■q ❧✾①✘❧ ④❋r ❧ r ❼ q ❧ ④ ❧✾✹ ✐■q ❻ r ❧ ④②q ❧ ④◗✐ ❧ ✈✪q❷s✬❤ ❧✚✉ ⑤➣s✬q ✇ ❣ ❦ ✐■❤ ❦✪❥ ❤✘✐ ♥✚✉❿❧♣❦ ~ = 0 ✉❿❧ ✐ ✇ ❣✱r➪r ❧ ⑦ ∗(G0) ❧ ④◗✐✇ ❣✚r✁r ❥ ✐✡s✮✐✡❤✘✈ ❧➀✇♣❧♣① s✁④◗❤ ❺✚❦ ❤✘⑩ ❧♦❈ ({f, f ′ }G)0 = 0 ❶ ➁➐➂✷➃✪➄
✽✠❪☛❣✰❲❯❲ ❤ ❫ ❳ ❚✿P ❤ P✫❘ ❰✿❝ ▼ ❱❇❑ ◆◗P✗❣▼✻❢P✏❭

G = M
r

✔ ❅❈❃❆❅❸➌❯➌✖✕②●■❃❸➊❆▼❜❷ ❯➀▼❖❫❵❘
G

p
> R

❚❯❪ ➝❁❱ ▼❖❚❯❲❳▼❖❨❬❩❯P♥❩❯P✧➐➑❫♣P ❨➟✃❯❱✾❝ ♠❴❚ ❱
R
✚❨✳ ✃ ❣❖♠✾P✧❩ ❝ ❪✿▼❖◆ ✃❯❱ ❣ ✃❯❤ P✌❩ ➜ ▼❖❚▲✻❢P ❱ ❘✾♠✱✵

❏ ❤ ▼ ❱ ♠
(G,

➒ ∞❖ (G))
P✏♠❴❘✆❚❯❪ ➝❁❱ ▼❖❚❯❲❳▼❖❨❬❩❯P✠❩❯P✙❩ ❝❲❱ ▼ ❱ ◆❺❣✰❘❴❫♣▼❖❪❉♠❴❫ P✢❘✞♠✺P✢❚ ❤ P✢◆◗P✢❪❜❘✧♠❴❫

G0
P✏♠❴❘✆❚❯❪ ❨➟✃❯❱✾❝ P✢❪ ➝❁❱ ▼❖❚❯❲❳P✏♠

❭✏▼❖◆✚◆✓❚❯❘✺❣✰❘❴❫ ❱ ♠✱✵●❽✫❣✰❪✿♠✌❭✏P★❭✵❣❖♠ ❤ P♦❭ ❱ ▼➀❭ ❰ P✢❘✴✻❁❣✰❚❯❘★r
{

f, f ′
}

G
= δ(f ∗ f ′ − f ′ ∗ f),

⑩✾➳❲❪ ❝✪❛❴❶ ✉➟➳✔❵✮❞ ❷
✜ ✵✘✗❄❚✢◆◗P✙♠❴❫

G
P✏♠❴❘❸❚❯❪❉▼❖❚▲✻❢P ❱ ❘✞❩❯P

M
✚ ❫ ❤ ❲❳P✢❚❯❘❸❪✿P✠❲✳❣❖♠★✻ ❝✢❱ ❫ ❨ P ❱❸❤ ❣✓❭✏▼❖❪✿❩✐❫❵❘❴❫♣▼❖❪ ❩ ➜ P➅➄✐❫♣♠❴❘✾P✢❪✿❭✏P✙❩ ➜ ❚❯❪⑧❭ ❰ ❣✰◆✚❲

❩❯P ✻❢P✏❭✢❘✾P✢❚ ❱ ♠ X ✵ ❲✕❣ ❱ P➅➄✐P✢◆✚❲ ❤ P✙❲❳▼❖❚ ❱
M = R2 P✏♠❴❘ ❨➟✃❯❱✾❝ ❲✳❣ ❱✧❤ ❣✓❲ ❱ P✢◆✚❫ ❑✢❱ P✫❲ ❱ ▼ ✶❅P✏❭✢❘❴❫♣▼❖❪ p(x, y) = x

✚
P✢❘

G = M−{(0, y) || y ≥ 0} ❣▼✻❢P✏❭ ❤ ❣✙♠❴❘ ❱ ❚✿❭✢❘❴❚ ❱ P❻❩❯P ➝❁❱ ▼❖❚❯❲❳▼❖❨❬❩❯P♥❘ ❱ ❫ ✻➀❫ ❣ ❤ ✚ ♠❴❫ f̃ ∈ ➒ ∞(R2)
❪✶❚ ❤❵❤ P❻♠❴❚ ❱

{(0, y) || y ≤ 0} ◆❺❣✰❫♣♠✎❪✿▼❖❪✷❪✶❚ ❤❵❤ P✆♠✾❚ ❱ {(0, y) || y > 0} ✚ ❣ ❤ ▼ ❱ ♠ 1
ıp

f̃
❪ ➜ ❣❖❩✐◆◗P✢❘✕❲✳❣❖♠✘❩❯P✆❲ ❱ ▼ ❤ ▼❖❪ ➝ P✢◆◗P✢❪❜❘

❩✿❣✰❪✿♠ ➒ ∞(M)
✵

✧ ✵ ✘✙❝ ❣✰❪❯◆◗▼❖❫❵❪✿♠✚❭✏P✢❘❴❘✾P❉❲ ❱ ▼❖❲ ❱ ❫ ❝ ❘ ❝ ❩ ➜ P➅➄➀❫♣♠✾❘✾P✢❪✿❭✏P❉❩ ➜ ❚❯❪ ❭ ❰ ❣✰◆✚❲➁❩❯P ✻❢P✏❭✢❘✾P✢❚ ❱ ♠◗P✏♠✾❘ ✻ ❝✢❱ ❫ ❨✳❝ P ♠❴❫
G
P✏♠❴❘✗❚❯❪✿P

♠✺▼❖❚✿♠ ❧ ✻❖❣ ❱ ❫ ❝ ❘ ❝ ✳ ❭✏▼❖❫❵❪✿♠❻❫❵◆✚◆◗P ❱✓➝❢❝ P✓❩✿❣✰❪✿♠ M
✵

✽✠❪ ❱ P✢◆❺❣ ❱✺❳ ❚✿P★❩❯P♦❲ ❤ ❚✿♠ ❤ P ❱✾❝ ♠❴❚ ❤ ❘✺❣✰❘✌♠❴❚❯❫ ✻❁❣✰❪❜❘ ✚ ❫❵◆✚❲❳▼ ❱ ❘✺❣✰❪❜❘✠❲ ▼❖❚ ❱✌❤ ❣➜♠❴❚❯❫❵❘✾P◗r
❂❄❃❆❅❈❇❉❅❋❊✟●■❍❀●✡❅❈❏ ❑❉▼❜❑◆▼✚✙→❙ ❏✷✻❢P✏❭ ❤ P✏♠ ❰ ❞✶❲❳▼❖❘ ❰✚❑ ♠✾P✏♠✌❩✐❚❹❘ ❰✿❝ ▼ ❱❇❑ ◆◗P✓❲ ❱✾❝ ❭ ❝ ❩❯P✢❪❜❘ ✚ ♠❴❫➑❩❯P♦❲ ❤ ❚✿♠★r

➆ X
P✏♠❴❘✌❭✏▼❖◆✚❲✳❣❖❭✢❘ ❐ ❭ ➜ P✏♠❴❘✌❘✾▼❖❚❨✶❅▼❖❚ ❱ ♠✮✻ ❱ ❣✰❫ ✚➟❳ ❚❯❫❵❘❴❘✾P ✳➜❱ P✏♠❴❘ ❱ P✢❫❵❪✿❩ ❱ P

X
❮ ➇
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➆ p
P✏♠✾❘♥❚❯❪✿P ❨➟✃❯❱ ❣✰❘❴❫♣▼❖❪▲❘ ❱ ❫ ✻➀❫ ❣ ❤ P◗r

M ≃ R × M0

❆
❆
❆
❆
❆

p
❯❯ ☛☛✁

✁
✁
✁
✁

pr1

R,

❭✏P ❳ ❚❯❫❾P✏♠❴❘ ❝✮❳ ❚❯❫ ✻❁❣ ❤ P✢❪❜❘ ✳ ❭✏P ❳ ❚✿P ❤ P✁�✳▼❖❘❻❩❯P X ♠✾▼❖❫❵❘❻❩ ❝❲❨ ❪❯❫✘♠✾❚ ❱
R × M

❘✾▼❖❚❯❘✠P✢❪❜❘❴❫♣P ❱ ➇➆ ❩✿❣✰❪✿♠✌❭✏P✢❘❴❘✾P♦❘ ❱ ❫ ✻✶❫ ❣ ❤ ❫♣♠ ❣✰❘❴❫♣▼❖❪☛▼❖❪q❣
G ≃ X × G0

✚ P✢❪❹❘✺❣✰❪❜❘ ❳ ❚ ➜ P✏♠❴❲✳❣❖❭✏P✏♠♥❘✾▼❖❲❳▼ ❤ ▼ ➝ ❫ ❳ ❚✿P✏♠ ➇❣ ❤ ▼ ❱ ♠ ❤P➜ ❣ ❤➱➝☞❑✒✃❯❱ P▲❩❯P ❲✎▼❖❫♣♠✾♠✾▼❖❪
(Q0, {·, ·}G0

)
❣❖❩✐◆◗P✢❘✚❚❯❪✿P ❳ ❚✳❣✰❪✶❘❴❫ ❨ ❭✵❣✰❘❴❫♣▼❖❪ ♠❴❘ ❱ ❫♣❭✢❘✾P ❲✳❣ ❱ ❩ ❝❲❱ ▼ ❱ ◆❺❣✰❘❴❫♣▼❖❪ ✚ ❣✰❚

♠✾P✢❪✿♠❻❩❯P ➔ ❫♣P✄✂❳P ❤ ✵

❬✫❭❲❪✢❫✪❴✛❵ ✔❜❛✓❝✁✔✗✖ ❫✪❴❡❞
✯⑨③ s✬⑤★q ❻ ④ ① s➹⑤★q✡❣✚⑤❿❣✱④■❤✘✐■❤t❣ ❦ ☛★❶✌✗✱❶ ✌✥✉ ❤ ① ④ ❥❢❀ ✐ ♠✟❧ r✁❣ ❦ ✐✡q ❧ q ⑧✖❥➟③ ❤ ① ❧✺✹ ❤t④◗✐ ❧➪❥★❦★❧✝⑧✖❥ s ❦ ✐✡❤✼⑩ ✇ s✮✐✡❤✘❣ ❦ ⑩ ♠✟❻✔①✘❧ T ❶❯✯⑨③ s✚⑤★q ❻ ④①t❧ ④➦⑥ ✞✪⑤➣❣✚✐■⑥ ❻ ④ ❧ ④ ✉ ⑤➣❣ ❥ q➦✐■❣ ❥ ✐ ~ ∈ X ✉ ❣ ❦ s ❥★❦ ❤t④■❣✚r✁❣✱q■⑤★⑥✥❤t④■r ❧❋♠✛③ ❧ ④■⑤✥s ✇♣❧ ④❘✈ ❧✔✇ ✐■❣✚q✡❤ ❧♣① ④ ❈ ⑦ ∞✱ (G0) ≃

⑦ ∞✱ (G~) ❶❾②❦❄♠✟♥ ⑩ ❦ ❤✘✐ ♠ ❣ ❦✥✇ T ✉ ⑤❿❣ ❥ q f0 ∈ ⑦ ∞✱ (M0) ✉ ⑤✥s✚q
∀(~, x) ∈ X ×G0 ≃ G, T (f0)(~, x) = f0(x),

♠★❧ ④■❣✚q■✐ ❧✹⑧✖❥★❧ T (f0)
s✚⑤★⑤✥s✬q■✐■❤ ❧♣❦✥❦★❧✞❇ Q =

⑦ ∞✱ (G).
➁➐➂✷➃✪➄

✂☎✄✆☎ ✝ ✑☞✎✦✬✍✭✮✎✾✯▼✗★✕✏✩ ✗★✕✘✗★✌✚✙✛✎✒✑✜✔✖✢✣✠☞✤✥✎✦✞ ✌▲✠✁✢✟✞✥✕✏✩
❽♦❣✰❪✿♠ ❤ P★❘ ❰✿❝ ▼ ❱❇❑ ◆◗P➜❩❯P✓❩ ❝❲❱ ▼ ❱ ◆❺❣✰❘❴❫♣▼❖❪ ✧ ✵ ✧ ✵ � ✚ ❘✾▼❖❚❯❘✾P✏♠ ❤ P✏♠✠❭✏▼❖❪✿❩✐❫❵❘❴❫♣▼❖❪✿♠✫♠✾P ❤ ❫♣♠✾P✢❪❜❘ ➝❢❝ ▼❖◆ ❝ ❘ ❱ ❫ ❳ ❚✿P✢◆◗P✢❪❜❘★♠❴❚ ❱

❤ P ➝❁❱ ▼❖❚❯❲❳▼❖❨❬❩❯P ✚ ♠✺❣✰❚ ❱✧❤ ❣ ❩❯P ❱ ❪❯❫ ❑✢❱ P◗❲❳▼ ❱ ❘✺❣✰❪❜❘✓♠❴❚ ❱♦❤ ❣ ❭✏▼❖❪ ✻❢▼ ❤ ❚❯❘❴❫♣▼❖❪❙P✢❘ ❤P➜ ❫❵❪ ✻❢▼ ❤ ❚❯❘❴❫♣▼❖❪❙❩✿❣✰❪✿♠ ➒ ∞❖ (G)
✚❘❳ ❚❯❫✄♠✾▼❖❪✶❘

❲ ❤ ❚✿♠♥❩✐❫ ➃❺❭✢❫ ❤ P✏♠ ✳ ✻ ❝✢❱ ❫ ❨ P ❱ ✵ ➒ P✢❲❳P✢❪✿❩✿❣✰❪❜❘ ✚ ♠✾❫
G̃
P✏♠❴❘✞❚❯❪ ➝❁❱ ▼❖❚❯❲ ▼❖❨❬❩❯P♦❩❯P✫➐➑❫♣P ❝ ❘✺❣ ❤ P ✚ P✢❘

G
❚❯❪❹♠✾▼❖❚✿♠ ❧ ➝❁❱ ▼❖❚❯❲❳▼❖❨❬❩❯P ✚❭✏P✢❘❴❘✾P✧❩❯P ❱ ❪❯❫ ❑✢❱ P♥❭✏▼❖❪✿❩✐❫❵❘❴❫♣▼❖❪◗P✏♠❴❘✄❣✰❚❯❘✾▼❖◆❺❣✰❘❴❫ ❳ ❚✿P✁✵❁❽♦❣✰❪✿♠ ❤ P✧❭✵❣❖♠✕❩❯P✏♠✄❣❖❭✢❘❴❫♣▼❖❪✿♠➂❩❯P ➝❁❱ ▼❖❚❯❲ P✏♠➂❩✐❫♣♠✾❭ ❱ P✢❘✾♠ ✚ ❫ ❤ P✏♠❴❘✎◆ ❚✢◆◗P

❣ ❤ ▼ ❱ ♠♥❲❳▼❁♠✾♠❴❫ ✃❯❤ P ✚ P✢❪❹❲ ❤ ❚✿♠ ✚ ❩❯P♦❩❯▼❖❪❯❪✿P ❱ ❚❯❪✿P★P➅➄✐❲ ❱ P✏♠✾♠❴❫♣▼❖❪q❩✐❚▲❭ ❱ ▼➀❭ ❰ P✢❘✙❩❯P ❲✘▼❖❫♣♠✺♠✾▼❖❪q♠❴❚ ❱ Q0 =
➒ ∞❖ (G0)

✵
❂❄❃✲❅❇❆✏❅❉❈❊❃✏❋☎●■❍ ❽♦❣✰❪✿♠ ❤ P✠❭✵❣❖♠✞▼✡✠❉❚❯❪✿P✙❣✰◆ ✃ ❫ ➝ ❚❯❨ ❘ ❝ P✏♠❴❘✆❲❳▼❁♠✾♠❴❫ ✃❯❤ P ✚ ✶❅P✌❪✿▼❖❘✾P ∗

G

❤ P✠❲ ❱ ▼✶❩✐❚❯❫❵❘✧♠❴❚ ❱❻➒ ∗(G)
✚ ❣✰❚ ❤ ❫♣P✢❚

❩❯P ∗ ✵
✆✞✝ ➡➥❅❋❃✠✟❳➋ ➊ ❑❉▼✕➬❆▼◗❖❒❙ ☞➥❫ ✖ ✔

G̃
p

> R
✉❿❴ t ❛ ❫❖✉✚➯➐❫❖✈❹➲✥➳ ✕ ✗✒❛ ❭❄➲✥➳✁☛ ✖ ➳✫❭ ✔P❝ P ➳ ✔ ➳◗P ❶ ✉➟➳

G̃0
❵✒❫ ✖✗✔ ✉➣❴ ✕ ✗❲❛ ❭➳❲❴ t ❛ ❫❖✉✬➯➟➳✔❵ ➫ ❫✟❪✫❪➜✉ ✔P❝✁✔✗✖ ➵♣❵✬❞✏☞❡❫ ✖✗✔

G
✉➣❴ ❵✒❫❖✉➣❵✟✞ t ❛ ❫❖✉✬➯✛❫❖✈❜➲➣➳✢❭ ✔P❝ P ➳ ✔ ➳◗P ❶ ✉➟➳ ❘

� ❞
X = p(G)

❝ ✌ ➫ ❫✪❪❄❪✰➳✹➯➐❫ ✖ ❴ ✔ ➲ ✎ ❝ ➫♣➫ ✉➣❪➜✉ P ❝ ✔✗✖ ❫✪❴ ✁✂ ❞ P ❝➸❛ ➳❲❵ ✔❜❛ ✖ ➫ ✔✗✖ ❫✪❴
G

p|G
>> X➳❲❵ ✔ ❫❖✉ ✝ ➳ ❛ ✔ ➳ ✁✝ ❞ ✖ P➦➳☎✄ ✖ ❵ ✔ ➳✷✉❿❴ ➫❲➭ ❝ ❪⑨➯ ➲✥➳ ✝ ➳ ➫ ✔ ➳✢✉ ❛ ❵ X ❵ ✉ ❛

G̃
✝ ❭ ❛ ✖ ✕➀❝ ❴ ✔✮❘

✆ dp(X ) = 1
✑

✆ ✔ ❫❖✉ ✔ ➳ ➫ ❫❖✉ ❛ ✗ ➳ ✖ ❴ ✔ ❭ t ❛❷❝ P ➳❄➲✥➳ X ❶ ✉ ✖❈❛ ➳✒❴ ➫ ❫✪❴ ✔❜❛ ➳
G

❴❡➳✹➯✛➳➅✉ ✔❋❛ ➳❲❴ ➫ ❫✪❴ ✔❜❛ ➳ ❛
G̃0

❶ ✉ ✎ ➳❲❴
G0

❞
☛ P➱❫ ❛ ❵

(G >> X,
➒ ∞❖ (G))

➳✔❵ ✔ ✉❿❴ t ❛ ❫❖✉✚➯➐❫❖✈❹➲✥➳✻➲✥➳✫➲✥❭❜➵✒❫ ❛ ❪ ❝✁✔✗✖ ❫✪❴❡❞
➞ P✙❩❯▼❖❪❯❪✿P✫❩ ➜ ❣ ✃ ▼ ❱ ❩⑧❚❯❪ ❤ P✢◆✚◆◗P ❳ ❚❯❫●❲❳P ❱ ◆◗P✢❘✧❩❯P✠❭✵❣ ❤ ❭✢❚ ❤ P ❱ ❩❯P✏♠✆❲ ❱ ▼✶❩✐❚❯❫❵❘✾♠✧❩❯P✙❭✏▼❖❪✜✻❢▼ ❤ ❚❯❘❴❫♣▼❖❪✒✵➋❯✶❫

S, T
♠✾▼❖❪✶❘

❩❯P✢❚✐➄ ✃ ❫♣♠✾♠✺P✏❭✢❘❴❫♣▼❖❪✿♠ ✚ P✢❘✫♠❴❫
γ ∈ ST

✚ ❣ ❤ ▼ ❱ ♠✙❫ ❤ P➅➄➀❫♣♠❴❘✾P✷❩ ➜ ❚❯❪❯❫ ❳ ❚✿P✏♠
(γ1, γ2) ∈ S × T

❘✾P ❤ ♠ ❳ ❚✿P
γ = γ1γ2 ➇ ▼❖❪



� ✁✁�✄✂✆☎✞✝✠✟☛✡✌☞✎✍✏☎✞✑✓✒✕✔✗✖✘✡✙✑✚☞✎✍✛✂✕✍✏✜✎✡✌☞✎✍✢☎✞✑✤✣✠☞✦✥✧✝★☎✗✖✎✩✠☎✞✪✛✁✫✣✆✬ � ✜

❩ ❝❲❨ ❪❯❫❵❘✙❣ ❤ ▼ ❱ ♠✙❩❯P✏♠✠❣✰❲❯❲ ❤ ❫♣❭✵❣✰❘❴❫♣▼❖❪✿♠
ϕb

ST→S

P✢❘
ϕs

ST→T

❘✾P ❤❵❤ P✏♠ ❳ ❚✿P
ϕb

ST→S
(γ) = γ1

P✢❘
ϕs

ST→T
(γ) = γ2

✚ ♠✾▼❖❫❵❘
❩❯P♦◆❺❣✰❪❯❫ ❑✢❱ P♦❲ ❤ ❚✿♠ ❱ ▼ ❱ ◆◗P ❤❵❤ P◗r
❳♥➊❳➋ ➋ ➊ ❑❉▼➒➬❆▼❜❑ ❙ ❯➀▼❖❫♣P✢❪❜❘

U, V
❩❯P✢❚✐➄ ✃ ❫♣♠✾♠✺P✏❭✢❘❴❫♣▼❖❪✿♠ ❐ ❱ P✏♠❴❲✒✵❁▼❖❚▲✻❢P ❱ ❘✾P✏♠ ❮ ❩ ➜ ❚❯❪ ➝❁❱ ▼❖❚❯❲❳▼❖❨❬❩❯P

G
❐ ❱ P✏♠❴❲✒✵ ❝ ❘✺❣ ❤ P ✚

❱ P✏♠❴❲✒✵✰❩❯P✧➐➑❫♣P ❝ ❘✺❣ ❤ P ❮ ✵ ❏ ❤ ▼ ❱ ♠✕▼❖❪➜❣✙❩❯P✢❚✐➄ ✃ ❫ ✶❴P✏❭✢❘❴❫♣▼❖❪✿♠ ❐ ❱ P✏♠❴❲✒✵ ❰ ▼❖◆ ❝ ▼❖◆◗▼ ❱ ❲ ❰ ❫♣♠❴◆◗P✏♠ ✚❁❱ P✏♠✾❲✒✵④❩✐❫ ✂ ❝ ▼❖◆◗▼ ❱ ❲ ❰ ❫♣♠❴◆◗P✏♠ ❮ r

U ⊃ UV −1V
ϕs

U→V
> V U−1U ⊂ V, U ⊃ V V −1U

ϕb
U→V

> UU−1V ⊂ V

γ > s|−1
V (s(γ)) γ > b|−1

V (b(γ)).
❯➀▼❖❫♣P✢❪❜❘

S, T
❩❯P✢❚✐➄ ✃ ❫♣♠✾♠✺P✏❭✢❘❴❫♣▼❖❪✿♠✄▼❖❚▲✻❢P ❱ ❘✾P✏♠✄❩ ➜ ❚❯❪ ➝❁❱ ▼❖❚❯❲❳▼❖❨❬❩❯P

G
❝ ❘✺❣ ❤ P✁✵✁❏ ❤ ▼ ❱ ♠ ✚ ♠❴❫

f ∈ ➒ ❖
(S)

P✢❘
f ′ ∈ ➒ ❖

(T )
✚

▼❖❪☛❣ r

f ∗ f ′ =

{
(f ◦ ϕb

ST→S
)(f ′ ◦ ϕs

ST→T
)

♠❴❚ ❱
ST = (ST )T−1T = SS−1(ST )

0
❰ ▼ ❱ ♠❻❩❯P

ST.

❬✫❭❲❪✢❫✪❴✛❵ ✔❜❛✓❝✁✔✗✖ ❫✪❴❡❞
❾②❦ ✈ ♥ q■❤✘⑩ ❧❀♦ s ✇ ❤ ①t❧ r ❧♣❦ ✐ ⑧✖❥★❧ ✐■❣ ❥ ✐ ♥✔①✘♥ r ❧♣❦ ✐ ♠✟❧ ST−1T = Ss(T ) ✉ γ = s.s(t)

❃ q ❧ ④■⑤ ❶ γ = b(t).s ∈ TT−1S =
b(T )S

❄ ❧ ④P✐ ❧✔❦ ✈✱❣ ✞ ♥ ⑤✥s✚q ϕs
S→T

❃ q ❧ ④■⑤ ❶ ϕb
S→T

❄❉④ ❥ q t.s(s) ∈ TS−1ST = Ts(S)
❃ q ❧ ④◗⑤ ❶ b(s).t ∈ SS−1T =

b(S)T
❄ ❶ ✏ ❤ ❦ ④■❤ ❈

ϕs
S→T

◦ ϕs
T→S

= IdTSS−1 = ϕb
S→T

◦ ϕb
T→S

,

ϕs
T→S

◦ ϕs
S→T

= IdSTT−1 = ϕb
T→S

◦ ϕb
S→T

,

♠➟③ ❣✙✲ ① s ❼ ❤ ✴P❧✔✇ ✐✡❤✘✈✪❤✘✐ ♥ ❃ q ❧ ④■⑤ ❶❿①✕③ ⑥★❣✚r ♥ ❣✚r✁❣✚q✡⑤★⑥★❤ ❧✚✉ q ❧ ④◗⑤ ❶✥① s ♠ ❤ ✻ ♥ ❣✚r✁❣✚q✡⑤★⑥★❤ ❧ ❄ ❶➐❽ ❣ ❥ q ① s ♦ ❣✱q■r ❥★①t❧⑨♠✟❥ ⑤★q■❣ ♠✟❥ ❤✼✐➀❣ ❦s ❈
∀γ ∈ ST, ∃!δ ∈ G, γδ ∈ S ❧ ✐ δ−1 ∈ T,

❧ ✐❋s ① ❣✚q❷④
γδ = b|−1

S (b(γδ)) = b|−1
S (b(γ)),

δ−1 = s|−1
T (s(δ−1)) = s|−1

T (s(γ)).

✯ ❣ ❦➣✇
f ∗ f ′(γ) =

∑

δ∈Gs(γ)

f(γδ)f ′(δ−1)

=

{
0

④■❤
γ /∈ ST

(f ◦ ϕb
ST→S

) × (f ′ ◦ ϕs
ST→T

)(γ)
④◗❤
γ ∈ ST.

➁❿➂✷➃✪➄
➐❾P★❘ ❰✿❝ ▼ ❱❇❑ ◆◗P ✧ ✵ � ✵ ✜♦❱✾❝ ♠✾❚ ❤ ❘✾P✷❣ ❤ ▼ ❱ ♠✌❩✐❫ ❱ P✏❭✢❘✾P✢◆◗P✢❪✶❘✙❩✐❚q❘ ❰✿❝ ▼ ❱❇❑ ◆◗P ✧ ✵ ✧ ✵ � ❣✱✻❢P✏❭

M = G̃
✚ P✢❘✌❩❯P ❤ ❣➜❲ ❱ ▼❖❲❳▼ ❧♠❴❫❵❘❴❫♣▼❖❪q♠✾❚❯❫ ✻❖❣✰❪✶❘✾P◗r

❂❄❃❆❅❈❇❉❅❋❊✟●■❍❀●✡❅❈❏ ❑❉▼➒➬❆▼✕➬▲❙ ❯➀▼❖❫❵❘
G
P✏♠❴❘★❚❯❪ ♠✺▼❖❚✿♠ ❧ ➝❁❱ ▼❖❚❯❲ ▼❖❨❬❩❯P ❝ ❘✺❣ ❤ P❺❩ ➜ ❚❯❪ ➝❁❱ ▼❖❚❯❲ ▼❖❨❬❩❯P⑧❩❯P◗➐➑❫♣P ❝ ❘✺❣ ❤ P

G̃
✵

❏ ❤ ▼ ❱ ♠ ❤P➜ P✏♠❴❲✳❣❖❭✏P ➒ ∞❖ (G)
P✏♠❴❘♥❚❯❪✿P★♠✺▼❖❚✿♠ ❧ ❣ ❤➱➝☞❑✒✃❯❱ P✫❫❵❪✜✻❢▼ ❤ ❚❯❘❴❫ ✻❢P✷❩❯P ➒ ∗(G)

❷ ❩❯P✢❪✿♠✾P ✚ ❩ ➜ ❣✰❲ ❱❇❑ ♠ ❤ P✏♠✌❣ ❱✓➝ ❚❯◆◗P✢❪❜❘✾♠
❩❯▼❖❪❯❪ ❝ ♠✆❲ ▼❖❚ ❱ ❩ ❝ ◆◗▼❖❪✶❘ ❱ P ❱✧❤ P♥❘ ❰✿❝ ▼ ❱❇❑ ◆◗P ✧ ✵ ✧ ✵ � ✵✶❽✫P♥❲ ❤ ❚✿♠ ✚ ❲❳▼❖❚ ❱ ❘✾▼❖❚❯❘✞❭✏▼❖❚❯❲ ❤ P✌❩❯P ✃ ❫♣♠✾♠✺P✏❭✢❘❴❫♣▼❖❪✿♠✆▼❖❚▲✻❢P ❱ ❘✾P✏♠

S, T❩❯P
G̃

✚ P✢❘✗❘✾▼❖❚❯❘✚❭✏▼❖❚❯❲ ❤ P❹❩❯P ❱ ▼❖❪✿❭✢❘❴❫♣▼❖❪✿♠
(f̃ , f̃ ′) ∈ ➒ ∞❖ (S) × ➒ ∞❖ (T )

❘✾P ❤❵❤ P✏♠ ❳ ❚✿P
f = f̃

∣∣∣
G

∈ ➒ ❖
(G)

P✢❘

f ′ = f̃ ′
∣∣∣
G
∈ ➒ ❖

(G)
✚ ▼❖❪☛❣ r

f ∗
G

f ′ = f̃ ∗̃
G

f̃ ′ ♠❴❚ ❱ (S ∩ G)(T ∩ G).
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❬✫❭❲❪✢❫✪❴✛❵ ✔❜❛✓❝✁✔✗✖ ❫✪❴❡❞
✸ f ∗

G
f ′ = f̃ ∗̃

G

f̃ ′ ✂ ✠☞✒ (S ∩G)(T ∩G) ✓
✯⑨③ s✬⑤★q ❻ ④ ①t❧✲①✘❧ r➪r ❧ ☛★❶ ✠✥❶ ☛ ❣ ❦ s ❈

f ∗
G
f ′ =

{
0

⑥★❣✚q❷④ ♠✟❧ (S ∩G)(T ∩G)

(f ◦ ϕb
(S∩G)(T ∩G)→S∩G

) × (f ′ ◦ ϕs
(S∩G)(T∩G)→T∩G

)
④ ❥ q (S ∩G)(T ∩G),

f̃ ∗̃
G

f̃ ′ =

{
0

⑥★❣✚q❷④ ♠✟❧ ST
(f̃ ◦ ϕb

ST→S
) × (f̃ ′ ◦ ϕs

ST→T
)

④ ❥ q ST.
❢ ❥ q (S ∩G)(T ∩G)

❣ ❦ s✁s ❥ ④✡④◗❤ ❈
ϕb

(S∩G)(T ∩G)→S∩G
= b|−1

S∩G ◦ b = b|−1
S b = ϕb

ST→S

ϕs
(S∩G)(T ∩G)→T∩G

= ϕs
ST→T

,

♠➟③ ❣✙✲ f ∗
G
f ′ = f̃ ∗̃

G

f̃ ′ ❶
✸ � ✞ ✂✂✁✟✄✴☛ ✄✴✞ ✗ ✯✣✆ ⑦ ∞✱ (G) ★ ✂✭✒ ✄✴✏☎✄✜✫✜☛ ✠☞✞ ✄✬✫✜✏ ✓✭ ③ ❤ ❦ ✈ ❧ q✡④ ❧ i ❧ ④◗✐ ❥★❦✻♠ ❤✼✻ ♥ ❣✱r✁❣✚q✡⑤★⑥★❤❩④◗r ❧✲♠✟❧ G̃ ✐ ❧♣①➋⑧✖❥★❧✫❈

∀γ ∈ G, γ−1 = i(γ).

✯ ❣ ❦➣✇ ④■❤ f ∈ ⑦ ∞✱ (G̃)
s ♠ r ❧ ✐ ❥★❦ ⑤✥q■❣ ① ❣ ❦★❺✚❧ r ❧✔❦ ✐ f̃ ∈ ⑦ ∞(G̃) ✉ s ① ❣✚q❷④ f̃ ◦ i ❧ ④◗✐ ❥★❦ ⑤★q✡❣ ① ❣ ❦★❺✱❧ r ❧♣❦ ✐ ♠✟❧ f∗ ❶✏ ❤ ❦ ④◗❤ f∗ ∈ ⑦ ∞(G̃)

∣∣∣
G
❶

✸ � ✞ ✂✂✁✟✄✴☛ ✄✴✞ ✗ ★ ✂✭✒ ★ ✒✪✫✵✯✭✠☞✄✴✞ ✓⑦➦❣✱r✁r ❧ G̃ ❧ ④◗✐ ❥★❦✌❺ q✡❣ ❥ ⑤❿❣✣✢ ♠✟❧❆♥ ✐❷s ①t❧✚✉ ❤ ①❿❧ ④◗✐➦q ❧✔✇ ❣ ❥ ✈ ❧ q■✐❘⑤✥s✬q❉④ ❧ ④ ❼ ❤❩④✡④ ❧❲✇ ✐■❤t❣ ❦ ④❘❣ ❥ ✈ ❧ q■✐ ❧ ④ S ∈ S ✉✟♠ ❣ ❦✥✇❈♠✛③ s✬⑤✥q ❻ ④①t❧✲①✘❧ r✁r ❧ ☛★❶ ☛★❶ ☛★✉ ❣ ❦ s ❈ ⑦ ∞✱ (G) =
∑

S∈S

⑦ ∞✱ (S ∩G).

✆ ① ④ ❥❢❀ ✐➪s✬❤ ❦ ④◗❤ ♠✟❧ r✁❣ ❦ ✐■q ❧ q ⑧✖❥★❧✱✉ ⑤❿❣ ❥ q ✐■❣ ❥ ✐ ✇ ❣ ❥ ⑤ ①t❧✿♠✟❧✿❼ ❤❩④■④ ❧✔✇ ✐■❤t❣ ❦ ④✲❣ ❥ ✈ ❧ q◗✐ ❧ ④ S, T ∈ S ✉❡❧ ✐✹✐✡❣ ❥ ✐ ❧ ④ f ∈⑦ ∞✱ (S ∩G) ❧ ✐ f ′ ∈ ⑦ ∞✱ (T ∩G) ✉ s ① ❣✱q✡④ f ∗ f ′ ∈ ⑦ ∞✱ (G) ❶❢✟❣✚❤ ❧♣❦ ✐ f̃ ∈ ⑦ ✱
(S) ❧ ✐ f̃ ′ ∈ ⑦ ✱

(T ) ♠✟❧ ④➟⑤★q✡❣ ① ❣ ❦★❺✱❧ r ❧♣❦ ✐❷④➣q ❧ ④■⑤ ❧✔✇ ✐✡❤ ♦ ④ ♠✟❧ f ❧ ✐ f ′ ❶✒❾②❦ s◆✈ ❥✹⑧✖❥★❧ f ∗
G
f ′ = f̃ ∗̃

G

f̃ ′

④ ❥ q (S∩G)(T ∩G) ❶✟❾②❦ s
(S∩G)(T ∩G) ⊂ ST ∩G ✉ r✝s✬❤❩④ ①✕③ ♥♣❺ s ① ❤✼✐ ♥◆❧ ④◗✐ ♦ s ❥ ④✡④ ❧❆❧✔❦✁❺✚♥♣❦✥♥ q❷s ① ✲ ✇♣❧ ⑤ ❧♣❦✥♠ s ❦ ✐ ✉✇ ❣✚r✁r ❧✁①✘❧ ⑤★q✡❣ ♠✟❥ ❤✘✐ ♠★❧✁♠★❧♣❥❁✹✰❼ ❤t④✡④ ❧❲✇ ✐✡❤✘❣ ❦ ④✲❣ ❥ ✈ ❧ q■✐ ❧ ④ ♠✛③ ❥★❦✸❺ q✡❣ ❥ ⑤➣❣✙✢ ♠✟❧⑨♥ ✐❷s ①t❧➪①➒③ ❧ ④◗✐✹s ❥ ④✡④◗❤ ✉ (S ∩ G)(T ∩ G)

❧ ④P✐ ❥★❦ ❣ ❥ ✈ ❧ q■✐ ♠✟❧ G ✉✚✄✬✳✴✆ ✳ ❤ ①➋❧✺✹ ❤t④◗✐ ❧ U ❣ ❥ ✈ ❧ q■✐ ♠✟❧ G̃ ✐ ❧♣①❡⑧✱❥✥❧ (S ∩G)(T ∩ G) = U ∩G ❶ ✏ ① ❣✚q❷④ U ❧ ④◗✐ ❥★❦✈✱❣✚❤❩④◗❤ ❦ s ❺✚❧✁♠✟❧ ❢ ❥ ⑤★⑤ f ∗
G
f ′ ✉✷❧ ✐ f ∗

G
f ′ ✇ ❣✣✢ ❦✥✇ ❤ ♠✟❧ s✒✈ ❧❲✇ f̃ ∗̃

G

f̃ ′ ∈ ⑦ ∞(G̃)
④ ❥ q U ∩ G ✉✷♠ ❣ ❦✥✇✬✉➋♠➟③ s✚⑤★q ❻ ④ ①✘❧

①t❧ r✁r ❧ ☛✟❶ ☛✟❶ ☛✟✉✟✇♣❧♣① s ❧✔❦ ✐■q❷s✝✆ ❦★❧ f ∗
G
f ′ ∈ ⑦ ∞✱ (G) ❶ ➁➐➂✷➃✪➄

✽✠❪q♠✺P✫❲ ❤ ❣❖❭✏P★❩ ❝ ♠✾▼ ❱ ◆❺❣✰❫♣♠✌❩✿❣✰❪✿♠❻❚❯❪q❭✵❣❖♠♥❲✳❣ ❱ ❘❴❫♣❭✢❚ ❤ ❫♣P ❱ r
❂❄❃❆❅❈❇❉❅❋❊✟●■❍❀●✡❅❈❏➧❑❉▼✕➬❆▼ s➢❙ ✞✠❪ ➝❁❱ ▼❖❚❯❲❳▼❖❨❬❩❯P ❝ ❘✺❣ ❤ P ❐ ❱ P✏♠❴❲✒✵✵❩❯P✆➐➑❫♣P ❝ ❘✺❣ ❤ P ❮ ❣❖❩✐◆◗P✢❘➍❚❯❪ ❱ P✏❭✏▼❖❚▲✻ ❱ P✢◆◗P✢❪✶❘✕❲✳❣ ❱ ❩❯P✏♠
✃ ❫♣♠✾♠✾P✏❭✢❘❴❫♣▼❖❪✿♠✌▼❖❚▲✻❢P ❱ ❘✾P✏♠✌❩✐❫♣♠ ✶❴▼❖❫❵❪❜❘✾P✏♠ ❳ ❚❯❫ ❱ ▼ ❱ ◆◗P✢❪❜❘❻❚❯❪ ➝❁❱ ▼❖❚❯❲❳P S ✚ ♠❴❫➑P✢❘❻♠✾P✢❚ ❤ P✢◆◗P✢❪✶❘✌♠❴❫❾❭ ➜ P✏♠❴❘ ❤ P ➝❁❱ ▼❖❚❯❲❳▼❖❨❬❩❯P★❩❯P
❤P➜ ❣❖❭✢❘❴❫♣▼❖❪☛❩ ➜ ❚❯❪ ➝❁❱ ▼❖❚❯❲ P★❩✐❫♣♠✺❭ ❱ P✢❘✠❩ ❝ ❪✿▼❖◆ ✃❯❱ ❣ ✃❯❤ P✗♠❴❚ ❱ ❚❯❪qP✏♠✾❲✳❣❖❭✏P ❤ ▼➀❭✵❣ ❤ P✢◆◗P✢❪❜❘✠❭✏▼❖◆✚❲✳❣❖❭✢❘ ❐ ❱ P✏♠❴❲✒✵❯❚❯❪✿P ✻❁❣ ❱ ❫ ❝ ❘ ❝✚❮
✳✫✃ ❣❖♠✾P★❩ ❝ ❪✿▼❖◆ ✃❯❱ ❣ ✃❯❤ P✷❩ ➜ ▼❖❚▲✻❢P ❱ ❘✾♠ ✚ ❲✳❣ ❱✾❰ ▼❖◆ ❝ ▼❖◆◗▼ ❱ ❲ ❰ ❫♣♠❴◆◗P✏♠ ❐ ❱ P✏♠❴❲✒✵✿❩✐❫ ✂ ❝ ▼❖◆◗▼ ❱ ❲ ❰ ❫♣♠❴◆◗P✏♠ ❮ ✵
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❬✫❭❲❪✢❫✪❴✛❵ ✔❜❛✓❝✁✔✗✖ ❫✪❴❡❞✭ ❧◆❺ q✡❣ ❥ ⑤❿❣✣✢ ♠✟❧◆♠✟❧❆①✕③ s ✇ ✐■❤t❣ ❦✝♠✛③ ❥★❦✁❺ q✡❣ ❥ ⑤ ❧❆♠ ❤❩④ ✇ q ❧ ✐ S ④ ❥ q ❥★❦✁❧ ④■⑤✥s ✇✺❧ G(0) ④✡s✮✐✡❤t④ ♦ s✬❤✘✐❘s ❥❁✹ ⑥ ✞✪⑤❿❣✬✐✡⑥ ❻ ④ ❧ ④➥⑤ ❥ ❤t④ ⑧✖❥★❧
G(0) ⋊ S =

⊔

S∈S

G(0) × {S } .

✆ ❦ ✈ ❧ q❷④ ❧ r ❧✔❦ ✐ ✉ ④◗❤❆❣ ❦➢✇ ❣ ❦ ④■❤ ♠✟❻ q ❧✌①➒③ s ✇ ✐✡❤✘❣ ❦➢♠➟③ ❥★❦➢❺ q✡❣ ❥ ⑤ ❧ S ♠✟❧✻❼ ❤❩④■④ ❧✔✇ ✐■❤t❣ ❦ ④➪❣ ❥ ✈ ❧ q■✐ ❧ ④ ♠ ❤t④ ✴ ❣✚❤ ❦ ✐ ❧ ④✝④ ❥ q G(0)

♠ ❣ ❦★❦★♥✔❧ ⑤✥s✬q ❈
T.u = b

(
s|−1

T (u)
)
,

❣ ❦ ⑤ ❧♣❥ ✐❈✈ ♥ q■❤✘⑩ ❧ q ⑧✱❥➋③ ❣ ❦ s ❥★❦ ❤❩④◗❣✱r➪❣✱q■⑤✥⑥★❤t④■r ❧➀♠★❧✹❺ q✡❣ ❥ ⑤❿❣✣✢ ♠✟❧ ④ ❃ q ❧ ④◗⑤ ❶★♠★❧ ✭ ❤ ❧ ❄ ♥ ✐❷s ①t❧ ④ ❈
G(0) ⋊ S > G

(u, T ) > ϕs
T (u) = s|−1

T (u).
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❂❄❃✲❅❇❆✏❅❉❈❊❃✏❋☎●■❍ ❽♦❣✰❪✿♠ ❤ P✏♠ ❰ ❞➀❲ ▼❖❘ ❰✚❑ ♠✺P✏♠✞❩❯P ❤ ❣♦❲ ❱ ▼❖❲❳▼❁♠❴❫❵❘❴❫♣▼❖❪❉❲ ❱✾❝ ❭ ❝ ❩❯P✢❪❜❘✾P ✚ ❲ ▼❖❚ ❱ ❘✾▼❖❚❯❘✆❭✏▼❖❚❯❲ ❤ P✙❩❯P ✃ ❫♣♠✾♠✾P✏❭✢❘❴❫♣▼❖❪✿♠
S, T ∈ S ✚❖❤P➜ ❣✰❲❯❲ ❤ ❫♣❭✵❣✰❘❴❫♣▼❖❪

ϕb
ST→S

❐ ❱ P✏♠✾❲✒✵
ϕs

TS→S

❮ P✏♠✾❘✄❚❯❪ ❰ ▼❖◆ ❝ ▼❖◆◗▼ ❱ ❲ ❰ ❫♣♠❴◆◗P ❐ ❱ P✏♠❴❲✒✵❁❩✐❫ ✂ ❝ ▼❖◆◗▼ ❱ ❲ ❰ ❫♣♠✾◆◗P ❮ ❩❯P
ST

♠❴❚ ❱
S = ST (ST )−1S

❐ ❱ P✏♠✾❲ ✵
TS

♠❴❚ ❱
S = S(TS)−1TS

❮ ✵✁✽✠❪✗❲❳P✢❚❯❘✕❩❯▼❖❪✿❭✆❩ ❝❲❨ ❪❯❫ ❱✕❤ P✏♠➂❣✰❲❯❲ ❤ ❫♣❭✵❣✰❘❴❫♣▼❖❪✿♠❻r

G =
⊔

S∈S

ST
ϕb

T
>

⊔

S∈S

S = G

γ ∈ ST > ϕb
ST→S

(γ) = b|−1
S (b(γ)),

G =
⊔

S∈S

TS
ϕs

T
>

⊔

S∈S

S = G

γ ∈ TS > ϕs
TS→S

(γ) = s|−1
S (s(γ)).
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G̃

p
>> R

✚ ❘✾P ❤✷❳ ❚✿P
G̃0

P✏♠❴❘❸❚❯❪ ❨➟✃❯❱✾❝
P✢❪ ➝❁❱ ▼❖❚❯❲❳P✏♠♦❭✏▼❖◆✚◆✓❚❯❘✺❣✰❘❴❫ ❱ ♠ ✚ P✢❘♦❘✾P ❤❈❳ ❚✿P

G̃
❣❖❩✐◆◗P✢❘♦❚❯❪ ❱ P✏❭✏▼❖❚▲✻ ❱ P✢◆◗P✢❪❜❘✓❲✳❣ ❱ ❚❯❪ ➝❁❱ ▼❖❚❯❲ P S ❩❯P ✃ ❫♣♠✺♠✾P✏❭✢❘❴❫♣▼❖❪✿♠

▼❖❚▲✻❢P ❱ ❘✾P✏♠✓❩✐❫♣♠ ✶❅▼❖❫❵❪✶❘✾P✏♠✱✵✒❏ ❤ ▼ ❱ ♠ ✚ ❲ ▼❖❚ ❱ ❘✾▼❖❚❯❘✾P ✃ ❫♣♠✾♠✾P✏❭✢❘❴❫♣▼❖❪
T ∈ S P✢❘★❘✾▼❖❚❯❘✓❭ ❰ ❣✰◆✚❲ ❩❯P ✻❢P✏❭✢❘✾P✢❚ ❱ X ♠❴❚ ❱

G̃
❘✾P ❤

❳ ❚✿P
dp(X ) = 1

✚✿❤ ❣ ❱ ▼❖❪✿❭✢❘❴❫♣▼❖❪ X T ♠❴❚ ❱
G̃0

❩ ❝❲❨ ❪❯❫♣P★❲✳❣ ❱❻❤ ❣ ❱ ▼ ❱ ◆✓❚ ❤ P◗r

X T (γ) = dϕb
T (X (ϕb

T

−1
(γ))) − ϕs

T (X (ϕs
T
−1(γ))),

P✏♠❴❘♥❚❯❪q❭ ❰ ❣✰◆✚❲q❩❯P ✻❢P✏❭✢❘✾P✢❚ ❱ ♠✾❚ ❱
G̃0

✵

❬✫❭❲❪✢❫✪❴✛❵ ✔❜❛✓❝✁✔✗✖ ❫✪❴❡❞✭ s ♠✟♥ ⑩ ❦ ❤✼✐✡❤✘❣ ❦✝♠✟❧ X T ♦ s✚❤✼✐ ⑧✖❥★❧✱✉ ⑤❿❣ ❥ q❘✐■❣ ❥ ✐❘⑤➣❣✱❤ ❦ ✐ γ ∈ G̃0 ✉ ❣ ❦ s X T (γ) ∈ TγG̃
✲✱❤ ① ④ ❥❁❀ ✐ ♠ ❣ ❦✥✇❆♠✟❧ r✁❣ ❦ ✐✡q ❧ q

⑧✖❥★❧✹①t❧ ✈ ❧✔✇ ✐ ❧♣❥ q X T ❧ ④◗✐ ❧✔❦❄♦ s✬❤✘✐❈✐✡s ❦★❺✚❧✔❦ ✐ ❇ G̃0 ❶ ⑦➦❣✱r✁r ❧ p ❧ ④◗✐ ❥★❦★❧ ④ ❥★❼ r ❧ q❷④■❤✘❣ ❦✫❧ ✐ G̃0 = p−1 {0} ✉ ❣ ❦ s
T G̃0 = ker dp

✲✟⑤➣s✬q❆s✬❤ ①✘①t❧♣❥ q✡④ p ❧ ④◗✐ ❥★❦✥❧ ⑩ ❼ q❷s✮✐■❤t❣ ❦✫♠✟❧✲❺ q✡❣ ❥ ⑤❿❣✣✢ ♠✟❧✱✉✖♠ ❣ ❦✥✇ p ◦ b = p
❃ q ❧ ④■⑤ ❶ p ◦ s = p

❄ ✉★♠✛③ ❣✣✲ ✉④ ❥ q ST ❈
p ◦ ϕb

T = p ◦ b ◦ ϕb
T = p ◦ (b ◦ b|−1

S ) ◦ b = p ◦ b = p,
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♠➟③ ❣✙✲ ✉ ⑤➣❣ ❥ q γ′ = ϕb
T

−1
(γ) ❈

dp(dγ′ϕb
T (X (γ′))) = dp(X (γ′)) = 1,

❧ ✐ ♠✟❧ r✄✂♣r ❧✚✉✥✇ ❣✚r✁r ❧ γ′ = ϕs
T
−1(γ) ✉➣♠✛③ s✚⑤★q ❻ ④ ① s ✇ ❣✚r✁r ❥ ✐❷s✮✐✡❤✘✈✪❤✘✐ ♥✾♠✟❧ G̃0 ✉ ❣ ❦ s ❈
dp(dγ′ϕs

T (X (γ′))) = dp(X (γ′)) = 1,

♠ ❣ ❦✥✇✙❈
dp(X T (γ)) = 0 ⇔ X T (γ) ∈ TγG̃0. ➁❿➂✷➃✪➄
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✆ G0 ⊂

◦

G0 ✁
➳❲❴✰➯ ❝✪❛ ✔✗✖ ➫ ✉ P ✖ ➳ ❛ ✑✹➲✏✎ ❝ ➯ ❛ ✦ ❵ P ❝ ➯ ❛ ❫✔➯➐❫✖❵ ✖ ✔✗✖ ❫✪❴ ✂ ❞ ✂ ❞✁�✒✑✄✂P❫❖✉✥❵ P ➳✔❵ ➫❲➭ ❝ ❪ ➯✷❵✌➲✥➳ ✝ ➳ ➫ ✂◗➳➅✉ ❛ ❵➹❵ ✉ ❛

G̃0➯ ❝ ❵♣❵✬➳❲❴☎✂ ❝ ✉ ❶ ✉✛❫✆✂✞✝P➳❲❴☎✂❋❵ ✉ ❛
G0
✑ ❝ ✉➇❵✬➳❲❴✛❵➹➲✥➳ P ❝ ➲✥❭ ✕ ❴✟✝✞✂✞✝❜❫✪❴ ✂ ❞ ✂ ❞ ✝

✁✆ G̃
➳✔❵✠✂✼P ➳ t ❛ ❫❖✉✬➯✛❫❖✈❜➲➣➳ ➲✥➳ P ✎ ❝ ➫ ✂✞✝❹❫✪❴➧➲✏✎ ✉➣❴ t ❛ ❫❖✉✚➯✛➳ ➲✡✝✕❵ ➫ ❛ ➳☛✂✢➲✥❭❲❴❡❫✪❪ ✗❲❛❷❝ ✗ P➱➳ ❵ ✉ ❛ ✉➣❴❡➳ ✝✱❝✪❛ ✝❹❭☛✂◗❭✌☞ ✗✓❝ ❵✬➳➲✥❭❲❴✷❫✪❪ ✗❲❛✓❝✤✗ P ➳❄➲✏✎ ❫❖✉ ✝ ➳ ❛ ✂➒❵ ✑ ➯ ❝✟❛ ➲✡✝ ✍⑨❭✮❫✪❪✢❫ ❛ ➯ ➭ ✝✕❵✔❪✰➳✔❵

✁❝ P➱❫ ❛ ❵ ✑➥➯➐❫❖✉ ❛ ✂P❫❖✉✎✂◗➳✔❵
f0, f

′
0 ∈ ➒ ∞❖ (G0)

✑②❫✪❴ ❝■❘
{

f0, f
′
0

}
G0

=
1

ı

∑

T∈S

((
X T
∣∣
G0

)
f0 ∗

G0

f ′
0

∣∣
T
− f0|T ∗

G0

(
X T
∣∣
G0

)
f ′
0

)
.

❬✫❭❲❪✢❫✪❴✛❵✠✂ ❛✓❝ ✂✞✝❹❫✪❴❡❞
✸✑✏ ✗✵✯✭✠ ✒✟✞ ✄✬✫✜✏✓✒ ✯✣✆✟✂ ✕✟✫✜✏✖✒✟✞ ✄✬✫✜✏✑✂ ✂☎✠ ★✙★ ✫✭✒☎✞ ✗ ✆☎✂ ★ ✂✜✒ ✯✙✆☎✂ ✁✡✄ ✂ ✂✟✆✔✒✡✞ ✄✬✫✭✏✮✂✰✓⑦➦❣✱r✁r ❧ S ❧ ④◗✐ ❥★❦ q ❧✔✇ ❣ ❥ ✈✪q ❧ r ❧♣❦ ✐ ♠★❧ G̃ ⑤✥s✚q ♠✟❧ ④◆❣ ❥ ✈ ❧ q◗✐❷④ ✯✜✄ ✂✕✔✡✫✜✄✴✏ ✞✬✂✓✉➣♠➟③ s✚⑤★q ❻ ④ ①✘❧✹①t❧ r✁r ❧ ☛✟❶ ☛✟❶ ☛✟✉ ❣ ❦ s ❈

⑦ ∞✱ (G) =
⊕

S∈S

⑦ ∞✱ (G ∩ S),

f0 =
∑

S∈S

f0|S .

❽ s✚q ❼ ❤ ① ❤ ❦★♥ s✚q■❤✘✐ ♥✹♠✟❥✻✇ q✡❣ ✇ ⑥ ❧ ✐ ♠✟❧✹❽ ❣✚❤❩④✡④◗❣ ❦➟✉ ❣ ❦ s✁s ① ❣✚q❷④ ❈
{f0, f ′

0 }G0
=
∑

S,T∈S

{ f0|S , f ′
0|T }

G0
.

✆ ① ④ ❥❁❀ ✐ ♠ ❣ ❦✥✇✲♠✟❧ r➪❣ ❦ ✐■q ❧ q ⑧✖❥★❧✚✉ ⑤❿❣ ❥ q◆✐■❣ ❥ ✐ ✇ ❣ ❥ ⑤ ①✘❧✹♠✟❧✹❼ ❤❩④✡④ ❧❲✇ ✐■❤t❣ ❦ ④➦❣ ❥ ✈ ❧ q◗✐ ❧ ④ S, T ∈ S ❧ ✐◆✐■❣ ❥ ✐ ✇ ❣ ❥ ⑤ ①t❧✲♠★❧♦ ❣ ❦✥✇ ✐✡❤✘❣ ❦ ④ f0 ∈ ⑦ ∞✱ (S ∩G0) ✉ f ′
0 ∈ ⑦ ∞✱ (T ∩G0) ✉ ❣ ❦ s ❈

{f0, f ′
0 }G0

=
1

ı

(
X T
∣∣
G0
f0 ∗

G0

f ′
0 − f0 ∗

G0

XS
∣∣
G0
f ′
0

)
.

✸✥✤✧✦☎★ ✒✩✆✟✂✪✂☎✄✬✫✭✏ ✯✣✆ {f0, f ′
0 }G0
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❽ ❣ ❥ q➪✐■❣ ❥ ④ ①✘❧ ④✁⑤★q■❣ ① ❣ ❦★❺✚❧ r ❧♣❦ ✐✡④ f̃ ∈ ⑦ ∞✱ (S) ❧ ✐ f̃ ′ ∈ ⑦ ∞✱ (T ) ♠✟❧ f0 ❧ ✐ f ′

0

✐ ❧♣① ④ ⑧✖❥★❧ f = f̃
∣∣∣
G

❧ ✐
f ′ = f̃ ′

∣∣∣
G

s✬⑤★⑤➣s✬q■✐■❤ ❧♣❦★❦★❧✔❦ ✐ ❇ ⑦ ∞✱ (G) ✉✥♠✛③ s✬⑤✥q ❻ ④ ① s➪⑤★q✡❣✚⑤❿❣✱④■❤✼✐✡❤✘❣ ❦ ⑤★q ♥✔✇♣♥✔♠✟❧✔❦ ✐ ❧✚✉ ❣ ❦ ④■s✚❤✼✐ ⑧✖❥★❧✫❈
f ∗

G
f ′ = f̃ ∗̃

G

f̃ ′ ④ ❥ q (S ∩G)(T ∩G) ❧ ✐ f ′ ∗
G
f = f̃ ′ ∗̃

G

f̃
④ ❥ q (T ∩G)(S ∩G).
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✯ ❣ ❦➣✇✬✉✥✇ ❣✚r✁r ❧ G0 ❧ ④◗✐ ❥✥❦ ⑩ ❼ q ♥✹❧✔❦❄❺ q✡❣ ❥ ⑤ ❧ ④ ✒ ✫✜✍ ✍ ✠☞✞ ✂✜✞ ✄ ✕❷✉✥♠✛③ s✬⑤✥q ❻ ④ ①✘❧ ✐✡q■❣✱❤t④■❤ ❻ r ❧ ⑤❿❣✚❤ ❦ ✐ ♠✟❧✹① s⑨⑤✥q■❣✱⑤➣❣✖④◗❤✘✐■❤t❣ ❦
☛★❶ ☛★❶ ✡✥✉✪❧♣❦ ✐■❣ ❥ ✐❈⑤➣❣✱❤ ❦ ✐ γ ♠✟❧✲①➒③ ❣ ❥ ✈ ❧ q◗✐ ❈

(T ∩G0)(S ∩G0) = ((S ∩G)(T ∩G) ∩ (T ∩G)(S ∩G)) ∩G0,

❣ ❦ s ❈
{f0, f ′

0 }G0
(γ) = {f, f ′ }G (γ)

= δ(f ∗
G
f ′ − f ′ ∗

G
f)(γ)

= dγ(f̃ ∗̃
G

f̃ ′ ∗ f̃ ′ ∗̃
G

f̃)(X ).

❽ s✚q➪s✚❤ ①t①✘❧✔❥ q❷④ ✉ ④◗❤ γ /∈ (T ∩G0)(S ∩G0) ✉ ❤ ①❉❧✺✹ ❤t④◗✐ ❧✫❥★❦ ✈✱❣✚❤❩④◗❤ ❦ s ❺✚❧✿♠✟❧ γ ❧ ✐ ♠★❧ ④⑨⑤★q■❣ ① ❣ ❦★❺✚❧ r ❧♣❦ ✐✡④ f, f ′ ∈⑦ ∞✱ (G̃) ♠✟❧ f0 ❧ ✐ f ′
0

✐ ❧♣① ④ ⑧✖❥★❧ f ∗ f ′ − f ′ ∗ f ④■❣✚❤✘✐ ❦✪❥★①t①t❧ ④ ❥ q ✇♣❧ ✈✚❣✚❤❩④■❤ ❦ s ❺✚❧ ✲ ♠ ❣ ❦✥✇✙❈
{f0, f ′

0 }G0
(γ) = {f, f ′ }G (γ)

= δ(f ∗
G
f ′ − f ′ ∗

G
f)(γ)

= 0.

❆ ✐ ✉ ⑤✥s✚q ✇ ❣ ❦ ✐✡❤ ❦✪❥ ❤✘✐ ♥✱✉★✇✺❧✔① s➪q ❧ ④◗✐ ❧ ✈✪q✡s✚❤✛⑤➣❣ ❥ q◆✐■❣ ❥ ✐ γ /∈ (T ∩G0)(S ∩G0) ❶✸✎✍ ✂✭☛ ✒✟✠☞☛ ✯✣✆ dγ(f̃ ∗̃
G

f̃ ′ − f̃ ′ ∗̃
G

f̃) �
★ ✫✜✠☞✒ f̃ , f̃ ′ ∈ ⑦ ∞✱ (S) × ⑦ ∞✱ (T ) ✓

❢✟❣✚❤ ❧♣❦ ✐ f̃ ∈ ⑦ ∞✱ (S) ❧ ✐ f̃ ′ ∈ ⑦ ∞✱ (T ) ✉ ❣ ❦ ④■s✚❤✼✐ ⑧✖❥★❧✲①t❧ ⑤★q■❣ ♠✟❥ ❤✼✐❈④ ③ ♥❲✇ q✡❤✼✐ ❈
f̃ ∗̃

G

f̃ ′ =

{
0

⑥★❣✱q✡④ ♠✟❧ ST
(f ◦ ϕb

ST→S
) × (f ′ ◦ ϕs

ST→T
)

④ ❥ q ST,
f̃ ′ ∗̃

G

f̃ =

{
0

⑥★❣✱q✡④ ♠✟❧ TS
(f ′ ◦ ϕb

T S→T
) × (f ◦ ϕs

T S→S
)

④ ❥ q TS.
⑦➦❣✱r✁r ❧ G̃0 ❧ ④◗✐ ❥★❦ ⑩ ❼ q ♥❆❧♣❦✝❺ q■❣ ❥ ⑤ ❧ ④ ✇ ❣✱r➪r ❥ ✐✡s✬✐■❤ ♦ ④ ❣ ❦ s

ST ∩G̃0 = TS∩G̃0
✲ ❧ ✐ b = s

④ ❥ q G0 ❧♣❦ ✐■q❷s✝✆ ❦★❧⑧✖❥★❧✱✉ ⑤➣❣ ❥ q γ ∈ ST ∩ G̃0 = TS ∩ G̃0 ✉ ❣ ❦ s ❈
ϕs

ST→T
(γ) = ϕb

T S→T
(γ) ❦ ❣✚✐ ♥ γ

T
; ϕs

T S→S
(γ) = ϕb

ST→S
(γ) ❦ ❣✚✐ ♥ γ

S
;

❧ ✐ ♠ ❣ ❦➣✇✠❈
dγ(f̃ ∗̃

G

f̃ ′ − f̃ ′ ∗̃
G

f̃)(X )

=
1

ı
dγ

(
(f̃ ◦ ϕb

ST→S
)(f̃ ′ ◦ ϕs

ST→T
) − (f̃ ′ ◦ ϕb

T S→T
)(f̃ ◦ ϕs

T S→S
)
)

(X (γ))

=
1

ı
dγ

S
f̃
(
dγϕ

b
ST→S

(X (γ))
)
f̃ ′ (γ

T
)) +

1

ı
f̃ (γ

S
) dγT

f̃ ′
(
dγϕ

s
ST→T

(X (γ))
)

−1

ı
dγ

T
f̃ ′
(
dγϕ

b
T S→T

(X (γ))
)
f̃ (γ

S
) − 1

ı
f̃ ′ (γ

T
) dγ

S
f̃
(
dγϕ

s
T S→S

(X (γ))
)

=
1

ı
dγ

S
f̃
(
dγϕ

b
ST→S

(X (γ)) − dγϕ
s
T S→S

(X (γ))
)
f̃ ′ (γ

T
)

−1

ı
f̃ (γ

S
) dγ

T
f̃ ′
(
dγϕ

b
T S→T

(X (γ)) − dγϕ
s
ST→T

(X (γ))
)

=
1

ı

(
dγ

S
f̃(X T (γ

S
))f̃ ′ (γ

T
) − f̃ (γ

S
) dγ

T
f̃ ′
(
XS(γ

T
)
))
.
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✸✎✍ ✂✭☛ ✒✟✠☞☛ ✯✜✠ ✒✡✒✩✫ ✒ � ✆✡✞ ✯✣✆ ✍ ✫✜✄ ✂ ✂✡✫✜✏ ✓✁ ❤ ❦ ④◗❤ ✉ ④■❤ γ ∈ G0 ✉ ❣ ❦ s ❈
{f0, f ′

0 }G0
(γ)

=

{
1
ı

(
dγ

S
f̃
(
X T (γ

S
)
)
f̃ ′ (γ

T
) − f̃ ((γ

S
)) dγ

T
f̃ ′
(
XS(γ

T
)
)) ④■❤

γ ∈ (S ∩G0)(T ∩G0)

0
④■❤
γ /∈ (S ∩G0)(T ∩G0)

=

{
1
ı

((
X T
∣∣
G0

(γ
S
)f0

)
f ′
0 (γ

T
) − f0 ((γ

S
))
(
XS
∣∣
G0

(γ
T
)f ′

0

)) ④■❤
γ ∈ (S ∩G0)(T ∩G0)

0
④■❤
γ /∈ (S ∩G0)(T ∩G0)

=
1

ı

((
X T
∣∣
G0

)
f0 ∗

G0

f ′
0 − f0 ∗

G0

(
XS
∣∣
G0

)
f ′
0

)
,

❣✙✲ ① s ♠✟❧ q ❦ ❤ ❻ q ❧✲♥♣❺ s ① ❤✘✐ ♥ q ♥ ④ ❥★① ✐ ❧✹♠✟❥❄①✘❧ r✁r ❧ ☛★❶ ✠✥❶ ☛★❶ ➁❿➂✷➃✪➄
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M

✞ P✢❘ ❤ ❣ ❳ ❚✿P ❤❵❤ P✁✵❳❽ ➜ ❣✰❲ ❱❇❑ ♠ ❤ ❣◗❲ ❱ ▼❖❲❳▼❁♠❴❫❵❘❴❫♣▼❖❪ ✧ ✵✡✠✁✵✡✠ � ✞
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➒
0(M)

I

∼
>
➒ ∗(G0),

❭ ➜ P✏♠❴❘ ❧ ✳ ❧ ❩✐❫ ❱ P ❳ ❚✿P I−1 P✏♠❴❘♥❚❯❪❹❫♣♠✺▼❖◆◗▼ ❱ ❲ ❰ ❫♣♠❴◆◗P✓❩❯P☞☛✫P ❤P➜ ❱ ❣✰❪✿❩ ❐ ❭ ❱ ✵✐❲✳❣ ❱ ❣ ➝❁❱ ❣✰❲ ❰ P✌✠✁✵ � ✵ � ❮ ❲ ▼❖❚ ❱✠➒ ∗(G0)
✵

❲✕❣ ❱ ❣✰❫ ❤❵❤ P✢❚ ❱ ♠✍✞❁❭✏▼❖◆✚◆◗P ❤P➜ ❣ ❤➱➝☞❑✒✃❯❱ P ➒ ∗(G0)
P✏♠❴❘✄❭✏▼❖◆✚◆✓❚❯❘✺❣✰❘❴❫ ✻❢P✎✞✶▼❖❪❺❣ ✻✶❚ ❳ ❚✿P

G0
P✏♠❴❘➂❪ ❝ ❭✏P✏♠✾♠✺❣✰❫ ❱ P✢◆◗P✢❪✶❘❸❚❯❪

❨➟✃❯❱✾❝ ❭✏▼❖❪❜❘❴❫❵❪❜❚ P✢❪ ➝❁❱ ▼❖❚❯❲ P✏♠✙❭✏▼❖◆✚◆✓❚❯❘✺❣✰❘❴❫ ❱ ♠✱✵❳❽♦❣✰❪✿♠ ❤ P✗❭✵❣❖♠✠❲✳❣ ❱ ❘❴❫♣❭✢❚ ❤ ❫♣P ❱ ▼✡✠
G0

P✏♠❴❘✌❚❯❪ ➝❁❱ ▼❖❚❯❲ P✗❭✏▼❖◆✚◆✓❚❯❘✺❣✰❘❴❫ ❱
✏ ✞❸▼❖❪ ❭✏▼❖❪❯❪✳❣✒✑♣❘◗❚❯❪✿P ❱✾❝ ❲❳▼❖❪✿♠✾Pq❣✰❚➁❲ ❱ ▼ ✃❯❤ ❑ ◆◗P✎✞ ❱ ▼❖❚ ❱ ❪❯❫♣Pq❲✳❣ ❱◗❤ ❣ ❘ ❱ ❣✰❪✿♠ ❱ ▼ ❱ ◆❺❣✰❘❴❫♣▼❖❪ ❩❯P✔✓✿▼❖❚ ❱ ❫♣P ❱➸❳ ❚❯❫❻P✏♠❴❘◗❚❯❪
❫♣♠✾▼❖◆◗▼ ❱ ❲ ❰ ❫♣♠❴◆◗P✓❩❯P✕☛✫P ❤P➜ ❱ ❣✰❪✿❩ r

➒ ∗(
✏
)

F=I−1

∼
>
➒

0(
✏̂
).
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✙★☛✒✑✾➽✬✣✖✍✕✣✱➽✒✠❷✧✪✍✏☛✒✑ ✵ ✝P❞✕➳✬❞ ✜ ☛✒✑✁➚ ✶ ✍◗✯★➶✟✞ ✑✮➚➪☛✒✑✹✙★☛✝✦✛✍ ✶ ✆★✯✟☛✒✑✾➽ ✶ ✗✬✠✔✞✘✗✥✆✬✑✾✙★☛ ✏ ☞✝➼✖✣✥✜ ☛✪✆✥✍ ✑✾✙✥✣✥✗✬✑

T ❁
✽✠❪ ◆✓❚❯❪❯❫❵❘ ✏̂ ❩❯P ❤ ❣❺❘✾▼❖❲ ▼ ❤ ▼ ➝ ❫♣P ❤ ❣❺◆◗▼❖❫❵❪✿♠ ❨ ❪✿P ❳ ❚❯❫ ❱ P✢❪✿❩ ❤ P✏♠

χ ∈ ✏̂
> 〈χ||g 〉 ❐

g ∈ ✏ ❮ ❭✏▼❖❪❜❘❴❫❵❪✶❚✿P✏♠✱✵
➙ ❤❵❤ P✫P✏♠❴❘ ❤ ▼✶❭✵❣ ❤ P✢◆◗P✢❪✶❘❻❭✏▼❖◆✚❲✳❣❖❭✢❘✾P✎✞✐P✢❘✫→ ➙ ✗ ❯✚✙✚✞➀❲ ❱ ▼❖❲✒✵✐➙ ✵✛✙✓❲✒✵✚✙ �✁� ❧ ✙ � ➙④➛➍❭ ➜ P✏♠❴❘♥❣✰❚✿♠✾♠❴❫ ❤ ❣★❘✾▼❖❲❳▼ ❤ ▼ ➝ ❫♣P ❳ ❚❯❫➑❣❖❩✐◆◗P✢❘❭✏▼❖◆✚◆◗P ✃ ❣❖♠✾P✓❩❯P❯✻❢▼❖❫♣♠❴❫❵❪✳❣ ➝ P✏♠✌❩ ➜ ❚❯❪▲❲❳▼❖❫❵❪❜❘

χ0 ∈ ✏̂ ❤ P✏♠★r
{

χ ∈ ✏̂ ∣∣
∣∣∣∣∣ sup

g∈K

|χ0 − χ|(g) < ε

}
,
❐
K

❭✏▼❖◆✚❲✳❣❖❭✢❘✌❩❯P ✏ ✞
ε > 0

❮
.
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❏ ❤ ▼ ❱ ♠ ✏̂ P✏♠❴❘✙❚❯❪ ➝❁❱ ▼❖❚❯❲❳P✓❘✾▼❖❲❳▼ ❤ ▼ ➝ ❫ ❳ ❚✿P✎✞ P✢❘✗→↔➓✧▼❖❚✁� ❯ ✞●❭ ❰ ❣✰❲✒✵✲✺ ✺✄✂ ✠✷❪✆☎ ✠★❲✒✵ ✠✎✠ ✂④➛ ❤ P✓❭ ❱ ▼➀❭ ❰ P✢❘♦❩❯P✷❩✐❚✳❣ ❤ ❫❵❘ ❝ P✏♠❴❘
❭✏▼❖❪❜❘❴❫❵❪✶❚❙r

✏̂ × ✏
> T

(χ, g) > 〈χ||g 〉 .

❂❄❃❆❅❈❇❉❅❋❊✟●■❍❀●✡❅❈❏ ❑❉▼ s❋▼❜❑ ❙ ➐✘❣➜❘ ❱ ❣✰❪✿♠ ❱ ▼ ❱ ◆❺❣✰❘❴❫♣▼❖❪q❩❯P ✓✿▼❖❚ ❱ ❫♣P ❱ r
✏̂ ρ

>
❯✶❲

L1(
✏
) ≃ ❯✶❲ ➒ ∗(

✏
)

χ >

(
f ∈ L1(

✏
) 7→ (Ff)(χ) =

∫
✝ f(g) 〈χ||g 〉 dg

)

P✏♠❴❘♥❚❯❪ ❰ ▼❖◆ ❝ ▼❖◆◗▼ ❱ ❲ ❰ ❫♣♠✾◆◗P❺→↔➓✧▼❖❚✁� ❯ ✞❯❲ ❱ ▼❖❲✒✵✟✠✫❲✒✵ ✠✎✠✎✠✓P✢❘✌❭✏▼ ❱ ✵ ✠♦❲✒✵ ✠✎✠ � ➛ ✵
✽✠❪q▼ ✃ ❘❴❫♣P✢❪✶❘✙❣✰❫❵❪✿♠❴❫➑❚❯❪q❫♣♠✾▼❖◆◗▼ ❱ ❲ ❰ ❫♣♠❴◆◗P★❩❯P✕☛♦P ❤P➜ ❱ ❣✰❪✿❩ ❲❳▼❖❚ ❱✙➒ ∗(

✏
)
r

➒ ∗(
✏
)

G ✝
∼

>
➒

0(
✏̂
)

❆
❆
❆
❆
❆❯ ✁

✁
✁
✁
✁

ρ∗

✕

➒
0(
❯✶❲ ➒ ∗(

✏
)).❲✕❣ ❱ ❣✰❪✳❣ ❤ ▼ ➝ ❫♣P★▼❖❪q❫❵❪❜❘ ❱ ▼➀❩✐❚❯❫❵❘ ❤ ❣✚❩ ❝❲❨ ❪❯❫❵❘❴❫♣▼❖❪☛♠✾❚❯❫ ✻❖❣✰❪✶❘✾P◗r

➠➢➡➥➤➋●■❏✾●◗❍➦●■❅❈❏ ❑❉▼ s❈▼✕➬↕❙ ➨★➩ ✣★✯★✯✟☛✪✜✘✜ ☛ ✕ ✗✒❛ ❭❄➲❖✉ ❝ P ✙ ➩ ✆★✗✌➘❡✩✖✍✏✭➹☛✪✗✌✦✛✍ ✶ ✆★✯✟☛✒✑ ➽ ✶ ➚✌➚➹✆✬✠✓✣✬✠✔✞ ➾ ✑✁✜ ✶ ➽✬✣★✜ ☛✪➚⑨☛✪✗✬✠➀➽ ✶ ➚ ✤✯✱✣✱➽✒✠■✑
G >> G(0) ✵ ✜ ☛⑨➘❡✩✖✍✏✭➹☛✪✗➹✦✛✍ ✶ ✆★✯✟☛✒✑✾➽ ✶ ➚➹➚✌✆✬✠❷✣✚✠✔✞ ➾ ✑⑨✜ ✶ ➽✬✣✥✜ ☛✪➚➪☛✪✗✬✠②➽ ✶ ➚✌✯✱✣✚➽✒✠✡✑★①

Ĝ =
⊔

u∈G(0)

Ĝ(u).

➨✟➩ ✣✥✯★✯✟☛✪✜✼✜ ☛✝➽✪✍ ✶ ➽✪➶✚☛✒✠➀✙✥☛✿✙✛✆✱✣✥✜Þ✞ ✠✡✭❄✜ ➩ ✣★✯★✯✥✜Þ✞ ➽✬✣✚✠✔✞ ✶ ✗◗①

Ĝ ∗ G > T

(χ, γ) ∈ Ĝ(u) × G(u) > 〈χ||γ 〉 ,

✶✟✞ ✆ ➩ ✣★✞➋✗ ✶ ✠❷✭ Ĝ ∗ G
✜ ☛✫✯✱✍ ✶ ✙✛✆✟✞ ✠➀➘❡✩✖✍✏✭✻✯✱✣✖✍②✜ ☛✒✑✁✯✖✍ ✶ ✆ ☛✮➽✒✠♣✞ ✶ ✗✬✑ G

p
>> G(0) ☛✒✠

Ĝ
p̂
>> G(0) ①

Ĝ ∗ G =
{

(χ, γ) ∈ Ĝ × G
∣∣∣| p̂(χ) = p(γ)

}
.

➻ ✶ ✆★✍➥✠ ✶ ✆✬✠✡☛ ✠ ✶ ✯ ✶ ✜ ✶ ✦➐✞ ☛✹✑✮✆★✍ G
☛✒✠❆✠ ✶ ✆✬✠❆✑ ⑤ ✑✓✠❷✧✪➚⑨☛ ✙★☛✡✠◆✣✖✣✖✍ µ

✑✮✆★✍
Ĝ ✆ ☛ ✙✥✭❲➘❡✗✟✞ ✑⑨✜ ✣ ✂ ❛❷❝ ❴➟❵✕➵✮❫ ❛ ❪ ❝ ✂✞✝❹❫✪❴❚➲✥➳✄☛❘❫❖✉ ❛ ✝P➳ ❛

F ✙ ➩ ✆★✗✚☛ ➾❜✶ ✗✚➽✒✠✔✞ ✶ ✗ f ∈ ➒ ❖
(G)

✯✱✣✖✍✞①

Ĝ
Ff

> C

χ >

∫

Ĝ(p̂(χ))
f(γ) 〈χ||γ 〉µp̂(χ)(γ)
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❯✶❫ ❤ P★♠❴❞✐♠❴❘ ❑ ◆◗P✓❩❯P✄✂✫❣❁❣ ❱ ❪ ➜ P✏♠✾❘✌❲✳❣❖♠✌❭✏▼❖❪✶❘❴❫❵❪❜❚✟✞ ❤ ❣ ❱ ▼❖❪✿❭✢❘❴❫♣▼❖❪ Ff
❪ ➜ ❣ ❝ ➯ ❛ ✝❹❫ ❛ ✝➑❣✰❚✿❭✢❚❯❪✿P ❱✾❝✒➝ ❚ ❤ ❣ ❱ ❫❵❘ ❝ ✞ P✢❘✌❫ ❤

❪ ➜ ❞❺❣★❩❯▼❖❪✿❭✌❲✳❣❖♠✆❩ ➜ ❫♣♠✺▼❖◆◗▼ ❱ ❲ ❰ ❫♣♠❴◆◗P✠❩❯P ☛✫P ❤P➜ ❱ ❣✰❪✿❩ ✞✶♠❴❫✳❘✺❣✰❪❜❘✧P✏♠❴❘ ❳ ❚ ➜ ▼❖❪❉❣✰❫❵❘✆◆✓❚❯❪❯❫
Ĝ
❩ ➜ ❚❯❪✿P✠❘✾▼❖❲ ▼ ❤ ▼ ➝ ❫♣P ➝❁❤ ▼ ✃ ❣ ❤ P

❪✳❣✰❘❴❚ ❱ P ❤❵❤ P ❳ ❚❯❫➂❲ ❱ ▼ ❤ ▼❖❪ ➝ P◗❭✏P ❤❵❤ P◗❩❯P✏♠
Ĝ(u)

✵ ✗ ❣✰❫♣♠★♠❴❫
G
P✏♠❴❘♦❚❯❪ ❨➟✃❯❱✾❝ ❭✏▼❖❪❜❘❴❫❵❪✶❚❙P✢❪ ➝❁❱ ▼❖❚❯❲❳P✏♠★❭✏▼❖◆✚◆✓❚❯❘✺❣✰❘❴❫ ❱ ♠✍✞

❘✾▼❖❚❯❘✌♠ ➜ ❣ ❱❴❱ ❣✰❪ ➝ P★❲❯❚❯❫♣♠ ❳ ❚ ➜ ▼❖❪❼❣ ❤ ❣ ✃ ❫ ✶❅P✏❭✢❘❴❫♣▼❖❪❙r
❯✶❲ ➒ ∗(G) =

⊔

u∈G(0)

❯✶❲ ➒ ∗(G(u)) ≃
⊔

u∈G(0)

Ĝ(u).

➒ P✢❘❴❘✾P ✃ ❫ ✶❅P✏❭✢❘❴❫♣▼❖❪✗❪ ➜ P✏♠❴❘➂❣✰❚❯❘ ❱ P ❳ ❚✿P❸❭✏P ❤❵❤ P✞❩❯▼❖❪❯❪ ❝ P❸❲✳❣ ❱✎❤ P✆❘ ❰✿❝ ▼ ❱❇❑ ◆◗P✆❩❯P✞❩ ❝ ❭✏▼❖◆✚❲ ▼❁♠✾❫❵❘❴❫♣▼❖❪➜❩❯P✏♠ ❱ P✢❲ ❱✾❝ ♠✾P✢❪✶❘✺❣✰❘❴❫♣▼❖❪✿♠
❩❯P ➞ ✵ ➔ P✢❪✳❣✰❚ ❤ ❘✓→ ➔ P✢❪✐➛ ✵
❂❄❃❆❅❈❇❉❅❋❊✟●■❍❀●✡❅❈❏ ❑❉▼ s❋▼ s ❙ ❯➀▼❖❫❵❘

G
❚❯❪ ❨➟✃❯❱✾❝ ➫ ❫✟❴☎✂✞✝✕❴✳✉❉P✢❪ ➝❁❱ ▼❖❚❯❲❳P✏♠♦❭✏▼❖◆✚◆✓❚❯❘✺❣✰❘❴❫ ❱ ♠✱✵➦❯✶❫✄▼❖❪ ◆✷❚❯❪❯❫❵❘

Ĝ
❩❯P

❤ ❣☛❘✾▼❖❲ ▼ ❤ ▼ ➝ ❫♣P❹❩❯PÐ❯✶❲ ➒ ∗(G)
✞✄❣ ❤ ▼ ❱ ♠ ❤ ❣☛❘ ❱ ❣✰❪✿♠ ❱ ▼ ❱ ◆❺❣✰❘❴❫♣▼❖❪➁❩❯P ✓✳▼❖❚ ❱ ❫♣P ❱ ♠✾P❉❲ ❱ ▼ ❤ ▼❖❪ ➝ P❹P✢❪ ❫♣♠✺▼❖◆◗▼ ❱ ❲ ❰ ❫♣♠❴◆◗P❹❩❯P

☛✫P ❤P➜ ❱ ❣✰❪✿❩❹❲❳▼❖❚ ❱✠➒ ∗(G)
r

➒ ∗(G)
F

∼
>
➒

0(Ĝ).

❲✎▼❖❚ ❱✓❤ P✏♠ ❨➟✃❯❱✾❝ ♠✷P✢❪ ➝❁❱ ▼❖❚❯❲❳P✏♠★❭✏▼❖◆✚◆✓❚❯❘✺❣✰❘❴❫ ❱ ♠ ❝ ❘✺❣ ❤ P✏♠✷▼❖❪ ❲❳P✢❚❯❘ ❱ P✏❭✏▼❖❪❯❪✳❣✒✑♣❘ ❱ P ❤ ❣❉❘✾▼❖❲❳▼ ❤ ▼ ➝ ❫♣P❺❩✐❚ ♠✾❲ P✏❭✢❘ ❱ P✎✞
❣ ✃ ♠❴❘ ❱ ❣✰❫❵❘✾P✎✞✳❣✰❚q◆◗▼✵❞❢P✢❪☛❩✐❚ ❱✾❝ ♠✾❚ ❤ ❘✺❣✰❘✌♠❴❚❯❫ ✻❁❣✰❪❜❘✓r
❂❄❃❆❅❈❇❉❅❋❊✟●■❍❀●✡❅❈❏ ❑◆▼ s❈▼ ❿ ❙ ❯➀▼❖❫❵❘

G
❚❯❪ ❨➟✃❯❱✾❝ P✢❪ ➝❁❱ ▼❖❚❯❲ P✏♠♦❭✏▼❖◆✚◆✷❚❯❘✺❣✰❘❴❫ ❱ ♠ ❝ ❘✺❣ ❤ P✁✵❘❯✶❫➂▼❖❪❼◆✓❚❯❪❯❫❵❘

Ĝ
❩ ➜ ❚❯❪✿P

❘✾▼❖❲❳▼ ❤ ▼ ➝ ❫♣P ❤ ▼✶❭✵❣ ❤ P✢◆◗P✢❪✶❘✠❭✏▼❖◆✚❲✳❣❖❭✢❘✾P✷P✢❘♥❪✿▼ ❱ ◆❺❣ ❤ P★❘✾P ❤❵❤ P ❳ ❚✿P✚r
✠✁✵ ❤ ❣❼❲ ❱ ▼ ✶❴P✏❭✢❘❴❫♣▼❖❪

Ĝ
p̂
>> G(0) P✏♠❴❘◗❭✏▼❖❪✶❘❴❫❵❪❜❚✿P❼P✢❘✚❲ ❱ ▼❖❲ ❱ P✎✞✄▼❖❚✟✞➂❩❯P❹◆❺❣✰❪❯❫ ❑✢❱ P ❝✮❳ ❚❯❫ ✻❖❣ ❤ P✢❪✶❘✾P →↔➓✧▼❖❚✁� ☛ ✞

❭ ❰ ❣✰❲✒✵ ✠✎✞ ✂ ✠ ✂✚✞❯❪ ☎ ✙✚✞✐❘ ❰ ✵ ✠✫❲✒✵ � � ➛ ✞
p̂
P✏♠❴❘ ❱ P ❱ ◆ ❝ P★P✢❘✌❭ ❰ ❣ ❳ ❚✿P

Ĝ(u)
P✏♠❴❘❻❭✏▼❖◆✚❲✳❣❖❭✢❘ ➇

✙ ✵ ❤ P✓❭ ❱ ▼✶❭ ❰ P✢❘✌❩❯P★❩✐❚✳❣ ❤ ❫❵❘ ❝ P✏♠❴❘❻❭✏▼❖❪✶❘❴❫❵❪❜❚ ➇❣ ❤ ▼ ❱ ♠ ❤ ❣➜❘ ❱ ❣✰❪✿♠ ❱ ▼ ❱ ◆❺❣✰❘❴❫♣▼❖❪❼❩❯P ✓✿▼❖❚ ❱ ❫♣P ❱ ♠✾P✫❲ ❱ ▼ ❤ ▼❖❪ ➝ P✓P✢❪▲❫♣♠✾▼❖◆◗▼ ❱ ❲ ❰ ❫♣♠❴◆◗P★❩❯P ☛✫P ❤P➜ ❱ ❣✰❪✿❩q❩❯P ➒ ∗(G)
r

➒ ∗(G)
F

∼
>
➒

0(Ĝ).

✞✠❪✿P✫❣✰❚❯❘ ❱ P✙◆❺❣✰❪❯❫ ❑✢❱ P♦❩❯P✙❘ ❱ ❣❖❩✐❚❯❫ ❱ P♦❭✏P ❱✾❝ ♠❴❚ ❤ ❘✺❣✰❘❻P✏♠❴❘ ❳ ❚ ➜ ❫ ❤ P➅➄✐❫♣♠❴❘✾P✙❚❯❪✿P✙❚❯❪❯❫ ❳ ❚✿P✙❘✾▼❖❲❳▼ ❤ ▼ ➝ ❫♣P♦♠❴❚ ❱
Ĝ

❳ ❚❯❫ ❱✾❝ ❣ ❤ ❫♣♠✾P
❭✏P✏♠❻❭✏▼❖❪✿❩✐❫❵❘❴❫♣▼❖❪✿♠✍✞ ✳ ♠✺❣▼✻❢▼❖❫ ❱✌❤ ❣➜❘✾▼❖❲ ▼ ❤ ▼ ➝ ❫♣P✓❩✐❚▲♠❴❲ P✏❭✢❘ ❱ P✁✵
❬✫❭❲❪✢❫✪❴✛❵✠✂ ❛✓❝ ✂✞✝❹❫✪❴❡❞

✸✎✍ ✫✭✏✑✞ ✄✴✏✑✠☞✄✴✞ ✗✰✯✣✆ Ff ★ ✫✜✠☞✒ f ∈ ⑦✆☎
(G) ✓❾②❦ ④ ③ ❤ ❦ ④■⑤★❤✘q ❧✹♠✟❧✹① s⑨r ♥ ✐■⑥★❣ ♠✟❧✾♠✟❧ ✔Þ⑦➦❣✞✝ ✌✪✉ ④ ❧✔✇ ✐✡❤✘❣ ❦ ☛★❶ ☛ ✛ ✉ q ❧ ⑤✥q■❤❩④ ❧ s ❥ ④■④■❤ ♠ s ❦ ④ ✔ ✱ ❧✔❦➟✉ ⑤★q✡❣✚⑤ ❶ ✗✚❶ ✗ ⑤ ❶✠✟☛✡ ✛ ❈✸ ✭ s ♦ ❣ ❦➣✇ ✐■❤t❣ ❦

G ∗ Ĝ > C

(γ, χ) > f(γ) 〈γ||χ 〉

❧ ④◗✐ ✇ ❣ ❦ ✐■❤ ❦✖❥✥❧✚❶ ⑦➦❣✱r✁r ❧ p ❧ ✐ p̂ ④◗❣ ❦ ✐ ✇ ❣ ❦ ✐✡❤ ❦✪❥★❧ ④ ✉ G∗ Ĝ ❧ ④◗✐ ♦ ❧ q■r ♥❋♠ s ❦ ④ ①➒③ ❧ ④■⑤✥s ✇♣❧ G× Ĝ ✉✱⑧✖❥ ❤ ❧ ④◗✐ ❦ ❣✚q✡r✝s ①➒✉⑤ ❥ ❤❩④ ⑧✖❥★❧ G ❧ ④◗✐ ① ❣ ✇ s ①t❧ r ❧✔❦ ✐ ✇ ❣✱r➪⑤➣s ✇ ✐ ❇❆❼ s✱④ ❧❉♠✟♥♣❦ ❣✱r ❼ q❷s ❼✥①✘❧❀♠➟③ ❣ ❥ ✈ ❧ q◗✐❷④ ❶➅✯ ③ s✬⑤★q ❻ ④ ①✘❧ ✐■⑥ ♥ ❣✚q ❻ r ❧➦♠✛③ ✽ q✟✞✟④◗❣✱⑥ ❦✔ ☞❉❣ ❥✍✌ ✠ ✉✖✇ ⑥✥s✚⑤ ❶ ✆✏✎ ✉✍✑✒✟✥✉✱❦✔✓✓☛ ✐✡⑥ ❶✁☛ ⑤ ❶✕✟✖✟✹❧ ✐ ✇ ❣✱q ❶ ⑤ ❶✖✟✣☎ ✛ ✉✱✇✺❧ ✐◗✐ ❧❈♦ ❣ ❦➣✇ ✐■❤t❣ ❦ s ♠ r ❧ ✐ ♠ ❣ ❦✥✇❈❥★❦ ⑤★q✡❣ ① ❣ ❦★❺✱❧ r ❧♣❦ ✐
✇ ❣ ❦ ✐✡❤ ❦✪❥ k ♠★♥ ⑩ ❦ ❤✷④ ❥ q G× Ĝ

✐✡❣ ❥ ✐ ❧✔❦ ✐■❤ ❧ q ❶
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✸ ✁ ① ❣✚q❷④ ✉★♠➟③ s✚⑤★q ❻ ④ ✔ ☞❉❣ ❥ ✌ ✠ ✉★✇ ⑥✥s✬⑤ ❶ ✎ ✉ ✑✟✠✥✉✟❦✔✓ ✟ ✐✡⑥ ❶ ✠ ⑤ ❶☞☛✖✡ ✛ ✉✟① s ♦ ❣ ❦✥✇ ✐✡❤✘❣ ❦ ④ ❥ ❤t✈✮s ❦ ✐ ❧✲❧ ④◗✐ ✇ ❣ ❦ ✐✡❤ ❦✪❥★❧✫❈
Ĝ >

⑦ ✱
(G)

χ > k(., χ).

✸ ❆ ✐ ① s ✇ ❣ ❦ ✐■❤ ❦✪❥ ❤✘✐ ♥✾♠✟❥ ④ ✞✪④◗✐ ❻ r ❧✲♠★❧ ✁ s✚s✚q ♠ ❣ ❦★❦✥❧✲✇♣❧♣①t①✘❧✾♠★❧✙❈
G(0) × Ĝ

l
> C

(u, χ) >

∫

G(u)

k(γ, χ)µu(γ).

⑦➦❣✚r✁r ❧ Ff(χ) = l(p(χ), χ)
❣ ❦✫❧♣❦✻♠✟♥❲♠✟❥ ❤✘✐ ① s ✇ ❣ ❦ ✐■❤ ❦✪❥ ❤✼✐ ♥✹♠✟❧ Ff ❶✸ Ff ✞ ✆✡✏ ✯ ✄ ✆✡✒ ✂✄✂ ✂ ☛✆☎ ✄✴✏✞✝✧✏ ✄✝✓

❆❀❦✫❧ ✻ ❧ ✐ ✇✺❧ ✐◗✐ ❧✲♦ ❣ ❦✥✇ ✐✡❤✘❣ ❦❄❧ ④◗✐◆r✄✂✔r ❧❻❇ ④ ❥ ⑤★⑤❿❣✚q■✐ ✇ ❣✚r✁⑤✥s ✇ ✐❆⑤ ❥ ❤❩④ ⑧✱❥✥❧♦❈
|Ff(χ)| ≤

∫
|f(γ)|µ(γ)

❧ ④P✐ ❦✪❥★①➟❧✔❦✻♠✟❧ ⑥★❣✱q✡④ ♠✟❥✻✇ ❣✚r✁⑤✥s ✇ ✐ p̂−1(p(
❢ ❥ ⑤★⑤ f)) ❶✸ F ✆☎✂☎✞ ✠☞✏ � ✫✭✍✎✫✭✍✎✫✭✒ ★ � ✄ ✂ ✍ ✆ ✯✟☎ ✂✭☛ ✏✡✠ ✁✡✒✩✆✟✂✰✄✴✏☎✄✜✫✜☛ ✠☞✞ ✄ ✄✜✆☎✂✰✯✣✆ ⑦✆☎ (G) ✯✄✂✭✏✮✂ ⑦ 0(Ĝ) ✓

❆❀❦✫❧ ✻ ❧ ✐ ✉ ④■❤ u = p̂(χ) ✉ ❣ ❦✫✇ s ①❩✇✺❥★①t❧✫❈

F(f ∗ f ′)(χ) =

∫

G(u)

〈γ||χ 〉 (f ∗ f ′)(γ)µ(γ)

=

∫

G(u)

〈γ||χ 〉
(∫

G(u)

f(γδ)f ′(δ−1)µ(δ)

)
µ(γ)

=

∫

G(u)

〈
δ−1
∣∣|χ
〉
f ′(δ−1)

(∫

G(u)

〈γδ||χ 〉 f(γδ)µ(γ)

)
µ(δ)

❃ ✐✡⑥ ❶✥♠✟❧☞☛✥❥★❼ ❤ ❦ ❤ ❄

=

∫

G(u)

〈
δ−1
∣∣|χ
〉
f ′(δ−1)

(∫

G(u)

〈ε||χ 〉 f(ε)µ(ε)

)
µ(δ)

❃ ❤ ❦ ✈✮s✬q✡❤❩s ❦✥✇♣❧✞❇➪❺ s ❥✥✇ ⑥ ❧ ❄

=

∫

G(u)

〈ϕ||χ 〉 f ′(ϕ)

(∫

G(u)

〈ε||χ 〉 f(ε)µ(ε)

)
µ(ϕ)

= F(f ′)(χ)F(f)(χ),

F(f∗)(χ) =

∫

G(u)

〈γ||χ 〉 f(γ−1)µ(γ)

=

∫

G(u)

〈γ−1||χ〉 f(γ−1)µ(γ)
❃ ❥★❦ ❤tr✁❣ ♠★❥★① s✚q■❤✘✐ ♥ ❄

= F(f)(χ)

✸✍✌ ✏ ✔✡✆✔✒✡✞ ✄ ✄ ✄✴✞ ✗ ✆✡✞ ✒ ✫✜✏ ✞ ✄✴✏ ✠☞✄✴✞ ✗ ✯✣✆ F ✓⑦➦❣✱r✁r ❧ ⑦ ∗(G) ❧ ④P✐ ① s➹⑦ ∗ ❸❹s ①t❺✚❻✔❼ q ❧②♠✟❥✻✇ ⑥✥s✚r➪⑤ ✇ ❣ ❦ ✐■❤ ❦✖❥ ⑦ ∗(G(u))
❣ ❦ ④■s✚❤✼✐ ⑧✖❥★❧✫❈

‖f‖ ✎ ∗(G) = sup
u

‖fu‖ ✎ ∗(G(u)).
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❽ s✚q✲s✚❤ ①t①t❧♣❥ q❷④ ✉ ④■❣✚❤✘✐ πu ①t❧ r➪❣✱q■⑤✥⑥★❤t④■r ❧ f > fu ✉ ju ①➒③ ❤ ❦✥✇♣①✘❥ ④◗❤t❣ ❦✸♠✟❧ Ĝ(u) ♠ s ❦ ④ Ĝ ✉➟⑧✱❥ ❤ ❧ ④◗✐✲⑤✥q■❣✱⑤★q ❧✁✇ s✚q
Ĝ(u) ❧ ④◗✐ ♦ ❧ q✡r ♥⑨♠ s ❦ ④ Ĝ ✉➣❧ ✐➀④■❣✚❤✘✐ Fu ① s✝✐✡q✡s ❦ ④ ♦ ❣✚q✡r ♥✔❧✾♠✟❧ ☛ ❣ ❥ q✡❤ ❧ q■❸ ✠ ❧✔①✕③ ♦ s ❦✥♠✻♠★❥✢❺ q✡❣ ❥ ⑤ ❧ Ĝ(u)

❃ ✇✬③ ❧ ④◗✐ ❥★❦✥❧❤❩④■❣✚r ♥ ✐✡q■❤ ❧ ❄ ❶➣❾②❦ s ①t❧✾♠ ❤ts ❺ q❷s✬r✁r ❧➀✇ ❣✚r✁r ❥ ✐✡s✮✐✡❤ ♦✕❈
⑦ ∗(G)

F
>
⑦

0(Ĝ)

⑦ ∗(G(u))

πu

∨
∨ Fu

>
⑦

0(Ĝ(u))

j∗u
∨
∨

‖f‖ ✎ ∗(G) = sup
u

‖πu(f)‖ ✎ ∗(G(u)) = sup
u

sup
Ĝ(u)

|Fu(πuf)| = ‖Ff‖∞.

✯ ❣ ❦➣✇ F ❧ ④◗✐❈❤t④■❣✚r ♥ ✐✡q■❤ ⑧✖❥★❧✚✉✪❧ ✐ ❧♣❦ ⑤✥s✬q■✐■❤ ✇✺❥✥① ❤ ❧ q◆❤ ❦✏✴P❧✔✇ ✐■❤t✈ ❧✚❶✸ � ✠☞✒✕✔✡✆✔✒✟✞ ✄ ✄✵✄✴✞ ✗ ✯✣✆ F ✓⑦➦❣✱r✁r ❧ F(
⑦ ∗(G)) ❧ ④◗✐ ❥★❦✥❧ ④■❣ ❥ ④◗❸❜s ①✘❺✱❻♣❼ q ❧ ❤ ❦ ✈✱❣ ①t❥ ✐■❤t✈ ❧❈♦ ❧ q✡r ♥✔❧②♠✟❧ ⑦ 0(Ĝ) ✉✪♠✛③ s✬⑤★q ❻ ④ ①✘❧ ✐■⑥ ♥ ❣✚q ❻ r ❧❋♠✟❧ ❢✖✐■❣ ❦★❧ ❸✖ ❧ ❤ ❧ q❷④◗✐■q❷s✚④✡④ ✉ ❤ ① ④ ❥❢❀ ✐ ♠✟❧ r✁❣ ❦ ✐✡q ❧ q ⑧✱❥➋③ ❧✔①✘①t❧ ④ ♥ ⑤✥s✬q ❧➀①✘❧ ④❆⑤➣❣✱❤ ❦ ✐❷④ ♠✟❧ Ĝ ❶❢✟❣✚❤ ❧♣❦ ✐ χ 6= χ′ ∈ Ĝ

✲ ♠★❧♣❥❁✹❄✇ s✚④❆④ ❧ ⑤★q ♥ ④ ❧♣❦ ✐ ❧✔❦ ✐ ❈✸ u = p̂(χ) 6= p̂(χ′) = u′ ❶✁ ① ❣✚q❷④➪❤ ①❈❧✺✹ ❤t④◗✐ ❧ f ∈ ⑦ ✱
(G(u))

✐ ❧♣①t①✘❧✢⑧✖❥★❧ (Fuf)(χ) = 1 ❶ ⑦➦❣✚r✁r ❧ G(u) ❧ ④◗✐ ♦ ❧ q✡r ♥✢♠ s ❦ ④ ①➒③ ❧ ④◗⑤➣s ✇✺❧❦ ❣✚q✡r✝s ① G ✉ f ④ ❧ ⑤★q■❣ ① ❣ ❦★❺✚❧✹✇ ❣ ❦ ✐■❤ ❦ ✁ r ❧♣❦ ✐✳✲➣④◗❣✱❤✼✐ ϕ ❧ ④◗✐ ❥★❦★❧✹♦ ❣ ❦✥✇ ✐✡❤✘❣ ❦✻✇ ❣ ❦ ✐✡❤ ❦✪❥★❧❻❇ ④ ❥ ⑤★⑤❿❣✚q■✐ ✇ ❣✱r➪⑤➣s ✇ ✐ ⑧✖❥ ❤✈✮s ❥ ✐ ✗ ④ ❥ q❋❢ ❥ ⑤★⑤ f ❧ ✐ ❂ ④ ❥ q G(u′)
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ξ
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∆ × ✏ π
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⊔ ✝

�✝
ξ

✵
➆ ✽✠❪❹❪✿▼❖❘✾P

p
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top⊔

ξ∈∆

✝
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ξ

p
> ∆.
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✝̂
�✝

ξ
≃
{

χ ∈ ✏̂ ∣∣| χ = 1
♠✾❚ ❱ ✏

ξ

}
⊂ ✏̂

.
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ξ
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ξ∈∆

✝̂
�✝

ξ
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⊔

ξ∈∆

✝̂
�✝

ξ
⊂ ∆ × ✏̂
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➆ ❲✎▼❖❚ ❱ ❘✾▼❖❚❯❘
χ ∈ ✏̂ ✞✳▼❖❪❹❪✿▼❖❘✾P◗r

∆(χ) = {ξ ∈ ∆ || χ = 1
♠❴❚ ❱ ✏

ξ } = {ξ ∈ ∆ || ker χ ⊃ ✏
ξ } ,

❩❯P♦♠✺▼ ❱ ❘✾P ❳ ❚✿P✚r
⊔

ξ∈∆

✝̂
�✝

ξ
=
⋃

ξ∈∆

{ξ } ×
✝̂
�✝

ξ
=
⋃

χ∈
✝̂
∆(χ) × {χ} .

➆ ❲✎▼❖❚ ❱ ❘✾▼❖❚❯❘
χ ∈ ✏̂ ✞✳▼❖❪❹❪✿▼❖❘✾P

χ̃
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(ξ, g
✏

ξ) > ((ξ, χ), (ξ, g
✏

ξ))

p−1(∆(χ)) ⊂ >

top⊔

ξ∈∆

✝̂
�✝

ξ
∗

top⊔

ξ∈∆

✝
�✝

ξ
χ̃(ξ, g

✏
ξ) = 〈χ||g ✏ ξ 〉

♠❴❫
χ ∈

✝̂
�✝

ξ
.

❅
❅

❅
❅

❅
χ̃

❘

T
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✲ ❧ ✐ ✠ ❶ ❢☎✄✮s ❦✥♠ s ① ❤❩④ ❃ ✈✚❣✱❤✘q❘s ❥ ④✡④◗❤ ✔ ✂✝✆ ✛ ❄r ③ s ♦ s✬❤✘✐❀q ❧ r✝s✬q ⑧✖❥★❧ q ⑧✖❥★❧❈①t❧ ④ ❺ q✡❣ ❥ ⑤ ❧ ④ ♠★❧ ✭ ❤ ❧❈❦➟③ s ♠ r ❧ ✐◗✐ ❧✔❦ ✐❀⑤✥s✚④ ♠✟❧ ⑤ ❧ ✐■❤✘✐✡④❉④■❣ ❥ ④◗❸ ❺ q■❣ ❥ ⑤ ❧ ④ ❦ ❣ ❦ ✐✡q■❤t✈✪❤ts ❥❁✹ ✄✬✳✴✆ ✳
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❽ ❣ ❥ q T
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✲✥❣ ❦ s✁s ① ❣✱q✡④ ❈
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⇔
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√
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❅
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✝
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✔ ❅❈❃❆❅❸➌❯➌✖✕②●■❃❸➊❆▼ ❷ ❽♦❣✰❪✿♠ ❤ P✏♠✌❭✏▼❖❪✿❩✐❫❵❘❴❫♣▼❖❪✿♠✌❩❯P ❤ ❣✗❲ ❱ ▼❖❲❳▼❁♠❴❫❵❘❴❫♣▼❖❪✘✙ ✵ � ✵ � ✞❯❫ ❤ P➅➄➀❫♣♠❴❘✾P✫❚❯❪q❫♣♠✾▼❖◆◗▼ ❱ ❲ ❰ ❫♣♠❴◆◗P◗r

➒ ∗




top⊔

ξ∈∆

✝̂
�✝

ξ


 F

∼
>
➒

0




top⊔

ξ∈∆

✝
�✝

ξ


 ,

❘✾P ❤❀❳ ❚✿P✎✞✐❲ ▼❖❚ ❱ ❘✾▼❖❚❯❘✾P ❱ ▼❖❪✿❭✢❘❴❫♣▼❖❪
f ∈ ➒ ❖




top⊔

ξ∈∆

✝̂
�✝

ξ


 ⊂ ➒ ❖ (

∆ × ✏̂
) P✢❘♥❘✾▼❖❚❯❘❻❲❳▼❖❫❵❪❜❘

x ∈
top⊔

ξ∈∆

✝
�✝

ξ

✞❯▼❖❪☛❣ r

(Ff)(x) =
∑

χ∈
✝̂
f(p(x), χ)χ̃(x)

❐
f(p(·), χ)

P✏♠✾❘♥❪❜❚ ❤❵❤ P ❤ ✳ ▼✡✠
χ̃
❪ ➜ P✏♠❴❘❻❲✳❣❖♠❻❩ ❝❲❨ ❪❯❫♣P ❮ ✵
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❯✶❫ ✞❳❩✿❣✰❪✿♠ ❤ P✗❲✳❣ ❱ ❣ ➝❁❱ ❣✰❲ ❰ P✚❲ ❱✾❝ ❭ ❝ ❩❯P✢❪✶❘✍✞❾▼❖❪ ❲ ❱ P✢❪✿❩ ❤ P ➝❁❱ ▼❖❚❯❲❳P ✏

= Tn ✞ P✢❘♦♠❴❫ ∆
P✏♠❴❘✫❚❯❪✿P✗❲✳❣ ❱ ❘❴❫♣P✚❩ ➜ ❚❯❪✿P

✻❁❣ ❱ ❫ ❝ ❘ ❝
N
◆✷❚❯❪❯❫♣P✗❩❯P ❤P➜ ❣❖❭✢❘❴❫♣▼❖❪ ❩❯P

Rn ✞ ❤ P ➝❁❱ ▼❖❚❯❲❳▼❖❨❬❩❯P ❝ ❘✺❣ ❤ P top⊔

ξ∈∆

✝̂
�✝

ξ

▼ ✃ ❘✾P✢❪✶❚ ✳ ❲✳❣ ❱ ❘❴❫ ❱ ❩❯P ❤ ❣ ❱ ❣✰◆✚❫ ❤❵❤ P➜❩❯P
♠✾▼❖❚✿♠ ❧ ➝❁❱ ▼❖❚❯❲❳P✏♠ ξ > Tn

ξ

❲❳P✢❚❯❘ ❚✢❘ ❱ P◗❩ ❝❲❱ ▼ ❱ ◆ ❝ ❲✳❣ ❱ ❚❯❪ ❲✳❣ ❱ ❣✰◆ ❑ ❘ ❱ P ❱✾❝ P ❤
~
✵❀❯➀▼❖❚✿♠✓❭✏P ❱ ❘✺❣✰❫❵❪✿P✏♠✷❭✏▼❖❪✿❩✐❫❵❘❴❫♣▼❖❪✿♠

▼❖❪q▼ ✃ ❘❴❫♣P✢❪✶❘❻❚❯❪ ➝❁❱ ▼❖❚❯❲❳▼❖❨❬❩❯P★❩❯P★❩ ❝❲❱ ▼ ❱ ◆❺❣✰❘❴❫♣▼❖❪❼❣✰❚▲♠✾P✢❪✿♠❻❩❯P✏♠✌❩ ❝❲❨ ❪❯❫❵❘❴❫♣▼❖❪✿♠✌❲ ❱✾❝ ❭ ❝ ❩❯P✢❪✶❘✾P✏♠✱✵
❲✕❣ ❱ ❣✰❫ ❤❵❤ P✢❚ ❱ ♠ ❤P➜ ❫♣♠✾▼❖❘ ❱ ▼❖❲❯❫♣P✓❩❯P ❤P➜ ❣❖❭✢❘❴❫♣▼❖❪☛❭✏▼❖❪❜❘❴❫❵❪❜❚✿P✗❩❯P

Tn ♠❴❚ ❱ ❚❯❪✿P ✻❁❣ ❱ ❫ ❝ ❘ ❝
M

❱ ▼❖❚ ❱ ❪❯❫❵❘❻❚❯❪✿P✷❣✰❲❯❲ ❤ ❫♣❭✵❣✰❘❴❫♣▼❖❪
❪✳❣✰❘❴❚ ❱ P ❤❵❤ P❺r

ξ > Tn
ξ .

➐❾P✏♠ ❱✾❝ ♠✾❚ ❤ ❘✺❣✰❘✾♠✌❩✐❚▲❲✳❣ ❱ ❣ ➝❁❱ ❣✰❲ ❰ P✓❲ ❱✾❝ ❭ ❝ ❩❯P✢❪❜❘✠♠ ➜ ❣✰❲❯❲ ❤ ❫ ❳ ❚✿P✢❪✶❘✙❣ ❤ ▼ ❱ ♠✱✵
❯✶❫❾▼❖❪▲❭✏▼❖◆ ✃ ❫❵❪✿P★❭✏P✏♠♥❩❯P✢❚✐➄ ❭✏▼❖❪✶❘✾P➅➄➀❘✾P✏♠ ✞❯♠✾▼❖❚✿♠♥❭✏P ❱ ❘✺❣✰❫❵❪✿P✏♠ ❰ ❞✶❲❳▼❖❘ ❰✚❑ ♠✾P✏♠✧❘✾P✏❭ ❰ ❪❯❫ ❳ ❚✿P✏♠✍✞✿▼❖❪▲▼ ✃ ❘❴❫♣P✢❪✶❘✠❣ ❤ ▼ ❱ ♠♥❚❯❪

➝❁❱ ▼❖❚❯❲❳▼❖❨❬❩❯P★❩❯P★❩ ❝❲❱ ▼ ❱ ◆❺❣✰❘❴❫♣▼❖❪☛❩❯P
M

✞✿❲ ▼❖❚ ❱ ❚❯❪q❭ ❱ ▼➀❭ ❰ P✢❘✠❩❯P ❲✘▼❖❫♣♠✾♠✺▼❖❪q❲✳❣ ❱ ❘❴❫♣❭✢❚ ❤ ❫♣P ❱ ✵
❂❄❃✲❅❇❆✏❅❉❈❊❃✏❋☎● ❍ ➐ ➜ ❣ ❤➱➝☞❑✒✃❯❱ P✗❩❯P★➐➑❫♣P✷❩ ➜ ❚❯❪ ➝❁❱ ▼❖❚❯❲❳P★❩❯P✓➐❾❫♣P ✏ P✏♠✾❘❻❪✿▼❖❘ ❝ P

g ➇ ❲❳▼❖❚ ❱ ✏ = Tn ✞✿▼❖❪▲❪✿▼❖❘✾P g = tn
✵

❯✶❫ ❤ P ➝❁❱ ▼❖❚❯❲ P✚❩❯P✚➐❾❫♣P ✏ ❣⑧❚❯❪✿P◗❣❖❭✢❘❴❫♣▼❖❪
α
♠❴❚ ❱

M
✞❳❲✳❣ ❱ ❩✐❫ ✂ ❝ ▼❖◆◗▼ ❱ ❲ ❰ ❫♣♠❴◆◗P✏♠✍✞ ❤P➜ ❝ ➫ ✂✞✝❹❫✪❴ ✝➒❴ ✕ ❴✟✝✞✂◗❭✔❵✠✝✕❪ ❝ P ➳ ✞➑P✢❪

x ∈ M
❩✿❣✰❪✿♠ ❤ ❣➜❩✐❫ ❱ P✏❭✢❘❴❫♣▼❖❪❼❩❯P

X ∈ g
P✏♠✾❘★r

ξα
X(x) =

d

dt

∣∣∣∣
t=0

αexp(tX)(x).

❲✎▼❖❚ ❱ ❚❯❪☛❘✾▼ ❱ P ✏
= Tn ✞ ❤P➜ P➅➄✐❲ ▼❖❪✿P✢❪✶❘❴❫♣P ❤❵❤ P tn

exp
>> Tn P✏♠✾❘✠❚❯❪❼◆◗▼ ❱ ❲ ❰ ❫♣♠❴◆◗P✚❩❯P ➝❁❱ ▼❖❚❯❲ P✏♠♦♠❴❚ ❱ ✶❴P✏❭✢❘❴❫ ❱ ✞●P✢❘

❤P➜ ❣✰❲❯❲ ❤ ❫♣❭✵❣✰❘❴❫♣▼❖❪☛❩✐❚✳❣ ❤ P✓♠❴❚❯❫ ✻❖❣✰❪✶❘✾P★P✏♠❴❘❻❫❵❪❨✶❴P✏❭✢❘❴❫ ✻❢P◗r

t∗n ≃ t̂n <̂
exp

⊃ T̂n.

❽♦❣✰❪✿♠ ❤ ❣❼♠❴❚❯❫❵❘✾P ✶❅P⑧❪✿▼❖❘✾P
Rn = t∗n

P✢❘
Zn

❤ P ❱✾❝ ♠✾P✵❣✰❚ ❫❵◆❺❣ ➝ P ❩❯P
T̂n

❩✿❣✰❪✿♠
t∗n
✞✎❫♣♠✾▼❖◆◗▼ ❱ ❲ ❰ P✎✞➂P✢❪➣❘✺❣✰❪✶❘ ❳ ❚✿P

➝❁❱ ▼❖❚❯❲❳P✎✞ ✳
T̂n ➇ ❤P➜ ❫❵◆❺❣ ➝ P❉❩ ➜ ❚❯❪ ❝✢❤♣❝ ◆◗P✢❪❜❘

χ
❩❯P

T̂n
♠✺P ❱ ❣❹❪✿▼❖❘ ❝ P

k ∈ Zn ✵✷❲ ❤ ❚✿♠✗❲ ❱✾❝ ❭✢❫♣♠ ❝ ◆◗P✢❪❜❘✍✞✎❲❳▼❖❚ ❱ ❘✾▼❖❚❯❘
χ ∈ T̂n

✞❯▼❖❪q❣ ❤ P♦❩✐❫ ❣ ➝❁❱ ❣✰◆✚◆◗P✷❭✏▼❖◆✚◆✓❚❯❘✺❣✰❘❴❫ ❱ ♠❴❚❯❫ ✻❁❣✰❪❜❘✷r

Tn χ
> T

ıθ
expT

> eıθ

tn = T1T
n

exp

∧

dχ
> T1T

expT

∧

= ıR,

❫ ❤ ♠ ➜ P✢❪✿♠❴❚❯❫❵❘ ❳ ❚✿P
k = 1

ı
T1χ = 1

ı
dχ ➇ P✢❘✌❲ ❤ ❚✿♠ ➝❢❝ ❪ ❝✢❱ ❣ ❤ P✢◆◗P✢❪❜❘ Tgχ = ık 〈χ||g 〉 ✞✐❲ ▼❖❚ ❱ ❘✾▼❖❚❯❘ g ∈ Tn ✵

➅➇➆✥➈■➉➋➊✪➌➎➍➐➏✚➑➒➉✷➓ ❏➦➔ ✂➒➍ ❏✎❋➦➍✄✂❜➑✏➏✬➆
❂❄❃❆❅❈❇❉❅❋❊✟●■❍❀●✡❅❈❏ ❑❉▼ ❿❉▼P❖➛❙ ❯➀▼❖❫❵❘

N
❚❯❪✿P ✻❁❣ ❱ ❫ ❝ ❘ ❝ ✳✢✃ ❣❖♠✾P✓❩ ❝ ❪✿▼❖◆ ✃❯❱ ❣ ✃❯❤ P✗❩ ➜ ▼❖❚▲✻❢P ❱ ❘✾♠ ✞✳◆✷❚❯❪❯❫♣P✗❩❯P ❤P➜ ❣❖❭✢❘❴❫♣▼❖❪

β
❲✳❣ ❱ ❩✐❫ ✂ ❝ ▼❖◆◗▼ ❱ ❲ ❰ ❫♣♠❴◆◗P✏♠♦❩✐❚ ➝❁❱ ▼❖❚❯❲ P

Rn ✵✰✽✠❪❼❪✿▼❖❘✾P
G̃ = (R × N) ⋊ Zn

❤ P ➝❁❱ ▼❖❚❯❲❳▼❖❨❬❩❯P✎✞❳❩❯P✷➐➑❫♣P ❝ ❘✺❣ ❤ P✎✞
❩❯P ❤P➜ ❣❖❭✢❘❴❫♣▼❖❪q❩❯P

Zn ♠❴❚ ❱ (R × N)
❩❯▼❖❪❯❪ ❝ P♦❲✳❣ ❱ r

βk(~, ξ) = k.(~, ξ) = (~, β~k(ξ)),
♠❴❫

k ∈ Zn P✢❘ (~, ξ) ∈ R × N.
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❯➀▼❖❫❵❘
∆
❚❯❪✿P✚❲✳❣ ❱ ❘❴❫♣P ❤ ▼➀❭✵❣ ❤ P✢◆◗P✢❪❜❘ ❱ P ❱ ◆ ❝ P✚❩❯P

N
✞❳P✢❘

ξ ∈ ∆ > Tn
ξ ⊂ Tn ❚❯❪✿P◗❣✰❲❯❲ ❤ ❫♣❭✵❣✰❘❴❫♣▼❖❪ ❳ ❚❯❫ ✳

❘✾▼❖❚❯❘❻❲❳▼❖❫❵❪❜❘✌❩❯P
∆
❣❖♠✺♠✾▼✶❭✢❫♣P✫❚❯❪☛♠✾▼❖❚✿♠ ❧ ➝❁❱ ▼❖❚❯❲❳P ❱ P ❱ ◆ ❝ ❩❯P Tn ✵▲❲✎▼❖❚ ❱ ❘✾▼❖❚❯❘ χ ∈ T̂n

✞❯▼❖❪❹❪✿▼❖❘✾P♦❘✾▼❖❚❨✶❅▼❖❚ ❱ ♠✷r

∆(k) = ∆(χ) =
{

ξ ∈ ∆ |
∣∣ Tn

ξ ⊂ ker χ
}

.
❏ ❤ ▼ ❱ ♠★r

G =
{

(~, ξ, k) ∈ G̃
∣∣∣| ξ, β~k(ξ) ∈ ∆(k)

}

=
⊔

�
∈{Tn

ξ
| ξ∈∆}

(
(R × N) ⋊ T̂n

��
)∣∣∣∣

R×∆ ✁
,

❣▼✻❢P✏❭
∆ � =

{
ξ ∈ ∆ |

∣∣ Tn
ξ =
✂ }

P✏♠❴❘♥❚❯❪q♠✺▼❖❚✿♠ ❧ ➝❁❱ ▼❖❚❯❲ ▼❖❨❬❩❯P✓❩❯P G̃ ➇ G P✏♠❴❘ ❝ ❘✺❣ ❤ P✓♠❴❫❾P✢❘❻♠✾P✢❚ ❤ P✢◆◗P✢❪❜❘✙♠❴❫ ✞✐❲❳▼❖❚ ❱ ❘✾▼❖❚❯❘
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{(~, ξ) ∈ R × N || ξ, β~k(ξ) ∈ ∆k } = (R × ∆(k)) ∩ β−k(R × ∆(k))
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(G,
➒ ∞❖ (G ⊂ G̃))
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∆(χ) =
⊔
✆
⊂ker χ

∆ ✆ ,
❣ ❦ s ❈

⊔
✆
∈{Tn

ξ
| ξ∈∆}

(
(R ×N) ⋊ T̂

n

�✆
)∣∣∣∣

R×∆ ✝

=
⊔
✆

{
(~, ξ, k) ∈ G̃

∣∣∣
∣∣∣∣ ξ, β~k(ξ) ∈ ∆ ✆ ❧ ✐ χ ∈ T̂

n

�✆
}

=
⊔
✆
{

(~, ξ, k) ∈ G̃
∣∣∣| ξ, β~k(ξ) ∈ ∆ ✆ ❧ ✐ kerχ ⊃ ✞

}

=
⊔

χ∈T̂n

⊔
✆
{

(~, ξ, k) ∈ G̃
∣∣∣| ξ, β~k(ξ) ∈ ∆ ✆ ❧ ✐ χ ⊃ ✞

}

=
⊔

χ∈T̂n

{
(~, ξ, k) ∈ G̃

∣∣∣| ξ, β~k(ξ) ∈ ∆(χ)
}
.

❆❀❦ ⑤➣s✬q■✐■❤ ✇✺❥★① ❤ ❧ q ✉✟①➒③ ❧✾✹ ⑤★q ❧ ④✡④◗❤t❣ ❦⑧❈
G =

⊔
✆

(
(R ×N) ⋊ T̂

n

�✆
)∣∣∣∣

R×∆ ✝
❤ ❦✥♠ ❤ ⑧✖❥★❧✾✇✺① s✬❤tq ❧ r ❧♣❦ ✐ ⑧✱❥✥❧ G ❧ ④P✐ ❥★❦ ④■❣ ❥ ④◗❸ ❺ q■❣ ❥ ⑤❿❣✣✢ ♠✟❧②♠✟❧ G̃ ❶✸✎✍ ✫✭✏ ✯✜✄✴✞ ✄✬✫✜✏ ★ ✫✜✠☞✒ ✒✡✠✑✆ G ✂✡✫✜✄✴✞ ✗✟✞ ✂✜☛ ✆ ✓✱ ❧ r✝s✬q ⑧✖❥ ❣ ❦ ④ ⑧✖❥★❧ G ❧ ④◗✐❈q ❧❲✇ ❣ ❥ ✈ ❧ q■✐◆⑤✥s✬q ①t❧ ④ ❼ ❤❩④✡④ ❧❲✇ ✐■❤t❣ ❦ ④◆❣ ❥ ✈ ❧ q■✐ ❧ ④ ❃ ⑤➣❣ ❥ q k ∈ Zn

❄ ❈
Sk = G ∩ (R ×N × {k })

=
{

(~, ξ, k) ∈ G̃
∣∣∣| ξ, β~k(ξ) ∈ ∆(k)

}

=
{

(R × ∆(k)) ∩ β−1
k (R × ∆(k))

}
× {k } .
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④◗❣ ❦ ✐⑨❣ ❥ ✈ ❧ q■✐✡④ ♠ s ❦ ④ G(0) = S0 = R × ∆ × {0} ❶ ⑦➦❣✚r✁r ❧ s ❧ ④◗✐ ① s✻⑤★q✡❣ ✴P❧❲✇ ✐■❤t❣ ❦
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s(Sk) =

{
(R × ∆(k)) ∩ β−1

k (R × ∆(k))
}
× {0}

④■❣ ❦ ✐◆❣ ❥ ✈ ❧ q■✐✡④ ♠ s ❦ ④ R×∆× {0} ❶❖✯②❧ ⑤ ①t❥ ④ ✉ q ♥✔✇ ❤✘⑤✥q■❣ ⑧✖❥★❧ r ❧✔❦ ✐ ✉ ④■❤ ①t❧ ④ (R ×∆(k)) ∩ β−1
k (R ×∆(k))
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❾②❦ s✬⑤★⑤ ① ❤ ⑧✱❥✥❧✿①✘❧ ✐■⑥ ♥ ❣✚q ❻ r ❧ ☛★❶ ✠✥❶✌✗ s✒✈ ❧✔✇ G̃ = (R × N) ⋊ Zn ✉ X = R ✉ p(~, ξ, k) = ~ ✉❡❧ ✐ X = ∂

∂~
❶ ✆ ①

❧ ④P✐ ✇♣① s✚❤✘q ⑧✖❥★❧ G̃ ❧ ④P✐ ❥✥❦ ❺ q■❣ ❥ ⑤➣❣✙✢ ♠★❧✫♠✟❧ ✭ ❤ ❧ ⑩ ❼ q ♥❄♥ ✐❷s ①t❧✚✉ ❧ ✐ G̃0 = ({0} × N) ⋊ Zn ❧ ④◗✐ ❥★❦ ⑩ ❼ q ♥❄❧♣❦❺ q■❣ ❥ ⑤ ❧ ④ ✇ ❣✚r✁r ❥ ✐✡s✬✐■❤ ♦ ④ ✉ ⑤ ❥ ❤❩④ ⑧✖❥★❧➀①➒③ s ✇ ✐■❤t❣ ❦✫♠✟❧ Zn
④ ❥ q {0}×N ❧ ④P✐❉✐■q✡❤✘✈✪❤❩s ①t❧✚❶✥❾②❦ s➪④ ❥ ⑤★⑤➣❣✖④ ♥✲⑧✖❥★❧ G ❧ ④◗✐ ❥✥❦④■❣ ❥ ④P❸ ❺ q✡❣ ❥ ⑤❿❣✣✢ ♠✟❧❈♥ ✐✡s ①✘❧✾♠✟❧ G̃ ❶❁❆❀❦ ⑩ ❦ ❣ ❦ s ❈

✗✱❶ X = p(G) = R ❧ ④◗✐ ① ❣ ✇ s ①t❧ r ❧♣❦ ✐ ✇ ❣✱r➪⑤➣s ✇ ✐ ❧ ✐❋s ❂ ✇ ❣✚r✁r ❧ ⑤➣❣✱❤ ❦ ✐ ♠✛③ s ✇♣✇♣❥ r ❥✥① s✬✐■❤t❣ ❦➟❶
☛★❶ G p|G

>> X ❧ ④P✐➀❣ ❥ ✈ ❧ q■✐ ❧✚❶✶❆❘❦✢❧ ✻ ❧ ✐ G ❧ ④◗✐ ♥ ✐✡s ①t❧✚✉➐♠ ❣ ❦✥✇ b ❧ ✐ s ④◗❣ ❦ ✐❋❣ ❥ ✈ ❧ q■✐ ❧ ④✿✲ ✇ ❣✚r✁r ❧ p = p(0) ◦ b ✉❣✙✲
p(0) = p|G(0) ✉ ❤ ① ④ ❥❁❀ ✐ ♠✟❧ ✈ ♥ q✡❤✘⑩ ❧ q ⑧✖❥★❧ p(0) ❧ ④◗✐✾❣ ❥ ✈ ❧ q■✐ ❧✱❶ ⑦ ❧♣① s❄⑤★q✡❣✮✈✖❤ ❧♣❦ ✐✹❤tr➪r ♥❲♠ ❤ts✬✐ ❧ r ❧✔❦ ✐ ♠✟❧

G(0) = R × ∆ × {0} ✉★❧ ✐ p(0)(~, ξ, 0) = ~ ❶
✠✥❶ ✆ ①✛❧ ④P✐❈❤tr✁r ♥✔♠ ❤❩s✮✐ ⑧✖❥★❧ dp(X ) = 1 ❶❢✯②❧ ⑤ ①t❥ ④ ✉✥①✘❧ ④ ✇ ❣ ❥ q ❼❿❧ ④◆❤ ❦ ✐ ♥♣❺ q✡s ①✘❧ ④ ♠✟❧ X ④◗❣ ❦ ✐ ♠ ❣ ❦★❦★♥✔❧ ④◆⑤✥s✚q ❈

~ ∈ R > (~, ξ, k),

❧ ✐❈❣ ❦ s ❈
G = {(~, ξ, k) ∈ R ×N × Zn || ξ ∈ ∆(χ) ❧ ✐ β~k(ξ) ∈ ∆(χ)} ,

❣✙✲ ❣ ❦ ❦ ❣✬✐ ❧ ✐✡❣ ❥✏✴ ❣ ❥ q❷④ ✉ k = 1
ı
dχ ✉❘❧ ✐ ∆(χ) =

{
ξ ∈ ∆ |

∣∣∣ Tn
σ(ξ) ⊂ kerχ
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dσ⊕ker dp � = TM❧✔❦ ✐■q❷s✝✆ ❦★❧✚✉★❺ q ✡ ✇✺❧ s ❥ ✐✡⑥ ♥ ❣✱q ❻ r ❧✾♠✛③ ❤ ❦ ✈ ❧ q✡④■❤✘❣ ❦✌① ❣ ✇ s ①✘❧✱✉✥⑧✖❥★❧ ✇✬③ ❧ ④◗✐ ❥★❦✢♠ ❤✼✻ ♥ ❣✱r➪❣✱q■⑤✥⑥★❤t④■r ❧✹① ❣ ✇ s ① ✲ ♠ ❣ ❦✥✇ ✇✬③ ❧ ④◗✐ ❥★❦♠ ❤✼✻ ♥ ❣✱r➪❣✱q■⑤✥⑥★❤t④■r ❧✚❶➣❾②❦ ❣ ❼ ✐✡❤ ❧✔❦ ✐❋s ① ❣✚q❷④ ❥✥❦★❧ ④ ❧❲✇ ✐■❤t❣ ❦✻♠✟❧ p � ❧✔❦ ⑤★q ❧♣❦ s ❦ ✐ s = σ ◦ (p � ◦ σ)−1 ❶✸ ρ ✆☎✂☎✞ ✠☞✏ � ✫✭✍✝✗ ✫✜✍ ✫✜✒ ★ � ✄ ✂☎✍ ✆ ☎ ✒✪✆☎✂ ★ ✳ ✠☞✏ ✯✜✄ ✁ ✗ ✫✜✍ ✫✜✒ ★ � ✄ ✂☎✍✎✆ ✆ ✓✭ ③ ⑥ ✞✪⑤❿❣✬✐■⑥ ❻ ④ ❧ p � ◦ σ ❼ ❤ ✴P❧✔✇ ✐✡❤✘✈ ❧✹❧♣❦ ✐■q❷s✝✆ ❦★❧ ❤tr➪r ♥❲♠ ❤ts✬✐ ❧ r ❧✔❦ ✐ ρ ❼ ❤ ✴P❧❲✇ ✐✡❤✘✈ ❧✚❶✄✂ ❣✬✐■❣ ❦ ④ α ①➒③ s ✇ ✐✡❤✘❣ ❦⑧❈
✁ ×M

α
> M

(g, x) > g.x .

❢✟❤ ✁ ❧ ④P✐ ✇ ❣✚r✁⑤✥s ✇ ✐ ✉ α ❧ ④◗✐➹⑤★q✡❣✚⑤✥q ❧ ❃ ✇ ⑥➣s✬⑤ ❶ ✆ ✆ ✆ ✑✒✟➇❦ ✓ ☛ ⑤★q✡❣✚⑤ ❶ ☛ ❃ ❼ ❄✿⑤ ❶ ☛✖✡ ❄ ✉❀♠ ❣ ❦➣✇✫♦ ❧ q✡r ♥✔❧✚❶❾❆ ✐✌❣ ❦ s ①t❧♠ ❤ts ❺ q❷s✬r✁r ❧➀✇ ❣✚r✁r ❥ ✐❷s✮✐✡❤ ♦ ④ ❥ ❤✘✈✮s ❦ ✐ ❈
top⊔

ξ∈∆

�

��
σ(ξ)

ρ

∼
> M

�
�

�
�

ϕ
✒✒

∆ × ✁

π
∧
∧

σ × Id �
> M × ✁

.

α

∧

❾②❦ s➪✈ ❥✻⑧✱❥✥❧ σ ❧ ④P✐❈⑤✥q■❣✱⑤★q ❧➀❧ ✐ ♠ ❣ ❦✥✇➀①➒③ s✚⑤★⑤ ① ❤ ✇ s✮✐✡❤✘❣ ❦ ⑤✥q■❣ ♠✟❥ ❤✘✐❋s✒✈ ❧❲✇❋①➒③ ❤ ♠✟❧✔❦ ✐■❤✘✐ ♥ ♠✟❧ ✐✡❣ ❥ ✐ ❧ ④◗⑤➣s ✇✺❧ ✐✡❣✚⑤❿❣ ① ❣ ❺ ❤ ⑧✖❥★❧❧ ④P✐ ♦ ❧ q✡r ♥♣❧ ❃ ✇ ⑥➣s✬⑤ ❶ ✆ ✑ ✗ ❂ ❦ ✓ ✗✲♠✟♥✺♦P❶ ✗ ⑤ ❶ ✝ ☛ ❄✐✲ ♠ ❣ ❦✥✇ σ × Id � ❧ ④P✐ ♦ ❧ q■r ♥♣❧✱❶ ✁ ❤ ❦ ④◗❤ ρ ◦ π = ϕ = α ◦ (σ × Id � )❧ ④P✐ ♦ ❧ q✡r ♥♣❧ ✲ ✇ ❣✚r✁r ❧②♠★❧ ⑤ ①t❥ ④ π ❧ ④◗✐➦④ ❥ q ✴P❧❲✇ ✐✡❤✘✈ ❧❋❧ ✐ ✇ ❣ ❦ ✐✡❤ ❦✪❥★❧✱✉ s ① ❣✱q✡④ ρ ❧ ④◗✐ ♦ ❧ q■r ♥✔❧ ❃ ⑤★q✡❣✚⑤ ❶ ✗ ❃ ❼ ❄❘⑤ ❶✁✠ ❂ ✉✖✇ ⑥✥s✬⑤ ❶
✆ ✑ ☎⑨❦ ✓ ✗ ❄ ❶ ✁ ❤ ❦ ④◗❤ ρ ❧ ④◗✐ ❥★❦★❧✹❼ ❤ ✴P❧✔✇ ✐■❤t❣ ❦✻✇ ❣ ❦ ✐✡❤ ❦✪❥★❧✲❧ ✐ ♦ ❧ q✡r ♥✔❧✚✉★♠ ❣ ❦✥✇✲❥★❦ ⑥★❣✱r ♥ ❣✚r✁❣✚q✡⑤★⑥★❤❩④◗r ❧✱❶
✯②❧ ⑤ ①✘❥ ④ ✉★✇ ❣✚r✁r ❧ π = ϕ ◦ ρ−1 ✉ ϕ ❧ ④◗✐ ♦ ❧ q✡r ♥✔❧②❧ ✐ ρ ❥★❦ ⑥★❣✚r ♥ ❣✚r✁❣✚q✡⑤★⑥★❤❩④◗r ❧✱✉ ❣ ❦ ❣ ❼ ✐✡❤ ❧✔❦ ✐ ⑧✖❥★❧ π ❧ ④P✐ ♦ ❧ q✡r ♥♣❧✚❶
✯ s ❦ ④ ①✘❧✾✇ s✚④❋⑦ ∞ ✉✥①✕③ ⑥ ✞✖⑤❿❣✬✐✡⑥ ❻ ④ ❧ ✆ r

dσ ⊕ kerdp � = TM ❧♣❦ ✐■q❷s✝✆ ❦★❧✹⑧✖❥★❧ ϕ ❧ ④P✐ ❥✥❦❄♠ ❤✼✻ ♥ ❣✱r➪❣✱q■⑤✥⑥★❤t④■r ❧✹① ❣ ✇ s ①➒✉♠ ❣ ❦✥✇➀❥★❦✻♠ ❤ ✻ ♥ ❣✚r✁❣✚q✡⑤★⑥★❤❩④■r ❧✱❶✸ J ✄✴✏ ✄ ✂✭✒☎✄ ✂✜✏✑✞ ✆ ★ ✂✭✒ ✁ ✂ ✂☎✄ p ◦ ρ−1 = J ✓❽ s✚q ♠✟♥ ⑩ ❦ ❤✘✐■❤t❣ ❦✎♠✟❧ p ✉ ❣ ❦ s
p ◦ π = pr1 ✉ ❣✙✲ pr1 ❧ ④P✐ ① s✿⑤★q✡❣ ✴P❧❲✇ ✐■❤t❣ ❦➸✇ s ❦ ❣ ❦ ❤ ⑧✖❥★❧⑨♠✟❧ ∆ × ✁ ④ ❥ q ∆ ❶❯✯ ❣ ❦✥✇✬✉✇ ❣✚r✁r ❧ π ❧ ④P✐❋④ ❥ q ✴P❧✔✇ ✐✡❤✘✈ ❧✚✉ ❣ ❦ s ❈

p ◦ ρ−1 = J
⇔ p = J ◦ ρ
⇔ p ◦ π = J ◦ ρ ◦ π
⇔ pr1 = J ◦ ϕ
⇔ ∀ξ, g ∈ ∆ × ✁

, ξ = J(g.σ(ξ))
⇔ ∀ξ, g ∈ ∆ × ✁

, J(σ(ξ)) = J(g.σ(ξ)),

✇♣❧✌⑧✖❥ ❤❆④■❤ ❺✱❦ ❤✼⑩ ❧✌⑧✖❥★❧ J ❧ ④P✐✁❤ ❦ ✈✮s✚q■❤❩s ❦ ✐ ❧ ⑤✥s✬q ✁ ✉ ⑤ ❥ ❤t④ ⑧✖❥★❧✚✉ ✇ ❣✱r✁r ❧ p ◦ σ ❧ ④◗✐✝④ ❥ q ✴P❧✔✇ ✐■❤t✈ ❧✱✉ σ(∆)
q ❧♣❦✥✇ ❣ ❦ ✐■q ❧✐✡❣ ❥ ✐ ❧ ④ ①t❧ ④❆❣✱q ❼ ❤✼✐ ❧ ④ ❶ ➁❿➂✷➃✪➄

⑩✾➳❲❪ ❝✪❛❴❶ ✉➟➳✬❞✘❷ ➐ ➜ ❣✰❲❯❲ ❤ ❫♣❭✵❣✰❘❴❫♣▼❖❪
ϕ
❪ ➜ P✏♠❴❘♦❲✳❣❖♠ ❱ ▼ ❱ ❭ ❝ ◆◗P✢❪❜❘✗▼❖❚▲✻❢P ❱ ❘✾P❺❭✏▼❖◆✚◆◗P✚❲✳❣ ❱ P➅➄✐P✢◆✚❲ ❤ P◗❩✿❣✰❪✿♠ ❤ P✚❭✵❣❖♠✓❩❯P

❤P➜ ❣❖❭✢❘❴❫♣▼❖❪q❩❯P
T
♠✾❚ ❱

S2 ❳ ❚✿P ❤P➜ ▼❖❪ ✻❢P ❱❴❱ ❣➜❲ ❤ ❚✿♠ ❤ ▼❖❫❵❪✒✵
✽✠❪q❩ ❝ ❩✐❚❯❫❵❘✙❣✰❫❵❪✿♠❴❫❾❩✐❫ ❱ P✏❭✢❘✾P✢◆◗P✢❪❜❘✫❩❯P✏♠♥❲ ❱ ▼❖❲❳▼❁♠❴❫❵❘❴❫♣▼❖❪✿♠ ✙ ✵ � ✵ � P✢❘ ✙ ✵ � ✵✛✙ ❤ P✫❘ ❰✿❝ ▼ ❱❇❑ ◆◗P✓♠❴❚❯❫ ✻❁❣✰❪❜❘✷r

✆✞✝ ➡➥❅❋❃✠✟❳➋ ➊➎❑◆▼ ❿❉▼➒➬Ð❙ ☞➥❫✡✝❹➳✒❴☎✂ ✏ ✉➣❴ t ❛ ❫❖✉✚➯✛➳ ➫ ❫✪❪❄❪➜✉ ✂ ❝ ✂✞✝ ➵ ➫ ❫✪❪⑨➯ ❝ ➫ ✂ ❝ t ✝✕❵♣❵ ❝ ❴☎✂ ➫ ❫✪❴☎✂✞✝➒❴✔✓❿❪✰➳❲❴☎✂✷❵ ✉ ❛
M
✑●✉❿❴

➳✔❵◗➯ ❝ ➫ ➳ ✂P❫❲➯➐❫❨P➱❫ t ✝ ❶ ✉✛➳ P❩❫ ➫ ❝ P ➳❲❪✰➳❲❴☎✂ ➫ ❫✪❪⑨➯ ❝ ➫ ✂ ☞ ✗✓❝ ❵✮➳✁➲➣❭❲❴✷❫✪❪ ✗❲❛✓❝✤✗ P ➳✝➲✏✎ ❫❖✉ ✝ ➳ ❛ ✂➒❵ ✑❆➳ ✂
∆
✉➣❴❚➳✔❵◗➯ ❝ ➫ ➳ ✂P❫✔➯➐❫❨P➱❫ t ✝ ❶ ✉➟➳✬❞



� ✁✁�✄✂✆☎✞✝✠✟☛✡✌☞✎✍✏☎✞✑✓✒✕✔✗✖✘✡✙✑✚☞✎✍✛✂✕✍✏✜✎✡✌☞✎✍✢☎✞✑✤✣✠☞✦✥✧✝★☎✗✖✎✩✠☎✞✪✛✁✫✣✆✬ � ↕

�✹❫❖✉ ❛ ✂P❫❖✉✎✂ ➫ ❫❖✉✚➯✲P ➳✎➲✏✎ ❝ ➯★➯✲P ✝ ➫ ❝ ✂✞✝❜❫✪❴➟❵ ➫ ❫✟❴☎✂✞✝✕❴✳✉✛➳✔❵
∆

σ
>

<
J

M
✂◗➳◗P P➱➳❲❵ ❶ ✉➟➳

J ◦ σ = Id∆
✑
J

✝✕❴ ✝✱❝✪❛ ✝ ❝ ❴ ✂◗➳ ➯ ❝✪❛
✏ ✑➀➳ ✂

p ✝ ◦ σ
✗ ✝ ✁✬➳ ➫ ✂✞✝ ✝ ➳✥✑ ✝✆P➦➳ ✄✡✝✏❵☛✂◗➳✓✉➣❴ ✝✕❵✒❫✪❪✢❫ ❛ ➯ ➭ ✝✕❵✔❪✰➳ ❘

➒
0(M)

I
>
➒ ∗




top⊔

ξ∈∆

̂✝�✝
σ(ξ)


 ,

✂◗➳◗P ❶ ✉✛➳✥✑❘➯➐❫❖✉ ❛ ✂P❫❖✉✎✂◗➳②➵✒❫✪❴ ➫ ✂✞✝❜❫✟❴
f ∈ ➒ ✠




top⊔

ξ∈∆

̂✝ �✝
σ(ξ)


 ✑➀➳☛✂✄✂P❫❁✉ ✂

x ∈ M
✑②❫✪❴ ❝ ❘

(I−1f)(x) =
∑

χ∈
✝̂
f(J(x), χ)χM (x),

❫✄✂
χM (x)

➳✔❵☛✂✍P ✎ ✉❿❴✟✝ ❶ ✉➟➳ ❝ ➯★➯✲P ✝ ➫ ❝ ✂✞✝❜❫✪❴ ➫ ❫✟❴☎✂✞✝✕❴✳✉✛➳✥✑✲➲✥❭ ✕ ❴✟✝P➳✝❵ ✉ ❛ ✉➣❴ ❫❖✉ ✝ ➳ ❛ ✂✹➲✥➳
M

❘
❩❯▼❖◆

(χM ) = {x ∈ M || ✏
x ⊂ ker χ} χM

> T,

✂◗➳◗P P➱➳ ❶ ✉➟➳ ❘
∀(ξ, g) ∈ ∆(χ) × ✏

, χM (g.σ(ξ)) = 〈χ||g 〉 .

❬✫❭❲❪✢❫✪❴✛❵✠✂ ❛✓❝ ✂✞✝❹❫✪❴❡❞
❾②❦❄♠✟♥ ⑩ ❦ ❤✘✐ I

⑤➣s✬q ①t❧✲♠ ❤ts ❺ q❷s✬r✁r ❧✲✇ ❣✚r✁r ❥ ✐✡s✮✐✡❤ ♦ ④ ❥ ❤✘✈✮s ❦ ✐ ❈
⑦

0(M)
I

>
⑦ ∗




top⊔

ξ∈∆

̂���
σ(ξ)




❆
❆
❆
❆
❆

ρ∗

❯ ☛✁
✁
✁
✁
✁

F
⑦

0




top⊔

ξ∈∆

�

��
σ(ξ)


 .

✁ ① ❣✱q✡④ ✉★♠✛③ s✬⑤★q ❻ ④ ① s➪⑤★q■❣✱⑤➣❣✖④◗❤✘✐■❤t❣ ❦ ☛✟❶ ✟✥❶ ✡★✉ ❣ ❦ s
(I−1f)(x) = (Ff)(ρ−1(x))

=
∑

χ∈
�̂

f(p(ρ−1(x)), χ)χ̃(ρ−1(x))

=
∑

χ∈
�̂

f(J(x), χ)χM (x),

④■❤✛❣ ❦ ⑤❿❣✱④ ❧ χM = χ̃ ◦ ρ−1 ❶❜✯⑨③ s✬⑤★q ❻ ④ ① s ♠✟♥ ⑩ ❦ ❤✼✐✡❤✘❣ ❦❄♠★❧ χ̃ ✉ ❣ ❦ s ❈
∆(χ) × ✁ ϕ

> ♠ ❣✱r (χM )

✁

pr2

∨ χ
> T,

χM

∨



� ✁✁�✄✂✆☎✞✝✠✟☛✡✌☞✎✍✏☎✞✑✓✒✕✔✗✖✘✡✙✑✚☞✎✍✛✂✕✍✏✜✎✡✌☞✎✍✢☎✞✑✤✣✠☞✦✥✧✝★☎✗✖✎✩✠☎✞✪✛✁✫✣✆✬ � ✂

s✒✈ ❧✔✇✠❈
♠ ❣✚r (χM ) = ρ(p−1(∆(χ)))

= J−1(∆(χ)))

= J−1
{
ξ ∈ ∆ |

∣∣ ✁
σ(ξ) ⊂ kerχ

}

=
{
x ∈M |

∣∣ ✁
σ(J(x)) ⊂ kerχ

}

= {x ∈M || ✁
x ⊂ kerχ} ,

✇ s✬q x ❧ ✐ σ(J(x))
④■❣ ❦ ✐ ♠ s ❦ ④ ① s➪r✄✂♣r ❧ ❣✚q ❼ ❤✘✐ ❧✚✉★♠➟③ s✚⑤★q ❻ ④ ❈

p � ◦ σ ◦ J = p �

⇔ p � ◦ σ ◦ J ◦ ϕ = p � ◦ ϕ
⇔ p � ◦ ϕ = p � ◦ σ ◦ pr1
⇔ (∀ξ, g, p(g.σ(ξ)) = p(σ(ξ))).

➁❿➂✷➃✪➄

⑩✾➳❲❪ ❝✪❛❴❶ ✉➟➳✬❞✿❷ ➐❾P✏♠ ➝❁❱ ▼❖❚❯❲ ▼❖❨❬❩❯P✏♠ top⊔

ξ∈∆

̂✝ �✝
σ(ξ)

P✢❘ top⊔

ξ∈∆

✝
�✝

σ(ξ)

❪✿P✫❩ ❝ ❲❳P✢❪✿❩❯P✢❪❜❘✧❲✳❣❖♠♥❩✐❚ ❭ ❰ ▼❖❫ ➄❉❩❯P
σ

✞❜❲❯❚❯❫♣♠ ❳ ❚✿P
✏

x
P✏♠❴❘✚❭✏▼❖❪✿♠❴❘✺❣✰❪✶❘◗♠❴❚ ❱ ❘✾▼❖❚❯❘✾P❹▼ ❱✓✃ ❫❵❘✾P✁✵➂➐➍❣☛❘✾▼❖❲ ▼ ❤ ▼ ➝ ❫♣P❹❩✐❚ ❲ ❱ P✢◆✚❫♣P ❱ P✏♠❴❘✚P✢❪✿❭✏▼ ❱ P ❫❵❪✿❩ ❝ ❲❳P✢❪✿❩✿❣✰❪❜❘✾P▲❩❯P

σ
✞✎❲✳❣ ❱

❭✏▼❖❪❜❘ ❱ P✷❭✏P ❤❵❤ P★❩✐❚▲♠✾P✏❭✏▼❖❪✿❩▲❩ ❝ ❲❳P✢❪✿❩▲❩❯P
π

✞✿❩❯▼❖❪✿❭★❩❯P
σ
✵

➈✓➉✆➊❳➋✸❇➍➌❯➊❆▼❢❷ ➐ ➜ P✏♠❴❲✳❣❖❭✏P✆❲ ❱ ▼ ✶❴P✏❭✢❘❴❫ ❱
P2C

P✏♠✾❘❾◆✓❚❯❪❯❫✐❩❯P ❤P➜ ❣❖❭✢❘❴❫♣▼❖❪✗❩❯P
T2 ✞④▼ ✃ ❘✾P✢❪❜❚✿P✆❲✳❣ ❱➦❳ ❚✿▼❖❘❴❫♣P✢❪❜❘✕❩❯P ❤P➜ ❣❖❭✢❘❴❫♣▼❖❪

❭✵❣✰❪✿▼❖❪❯❫ ❳ ❚✿P★❩❯P
T3 ♠❴❚ ❱ C3 ✵✲✽✠❪q❣❺❣ ❤ ▼ ❱ ♠ ❤ ❣ ✃ ❫ ✶❴P✏❭✢❘❴❫♣▼❖❪ r

P2C�
T2

J̄
> ∆ =

{
(ξ1, ξ2) ∈ (R+)2

∣∣| ξ1 + ξ2 ≤ 1
}

(x : y : z) mod T2
>

( |x|2
|x|2 + |y|2 + |z|2 ,

|y|2
|x|2 + |y|2 + |z|2

)
.

0:0:1

x:y:0

x:0:z
1:0:0

0:1:0

0:y:z

➙➂❪ ❱ ❣✰❫❵❘❾❭✏P✢❘❴❘✾P ❱ ▼❖❪✿❭✢❘❴❫♣▼❖❪
J̄
❪ ➜ P✏♠❴❘✘❣✰❚❯❘ ❱ P ❳ ❚✿P ❤P➜ ❣✰❲❯❲ ❤ ❫♣❭✵❣✰❘❴❫♣▼❖❪ ❳ ❚✿▼❖❘❴❫♣P✢❪❜❘✎❩❯P ❤P➜ ❣✰❲❯❲ ❤ ❫♣❭✵❣✰❘❴❫♣▼❖❪✷◆◗▼❖◆◗P✢❪✶❘

P2C
J

> ∆❳ ❚❯❫❳♠✺P ❱ ❣✓❫❵❪✶❘ ❱ ▼✶❩✐❚❯❫❵❘✾P✓❩✿❣✰❪✿♠ ❤ ❣✷❘ ❱ ▼❖❫♣♠❴❫ ❑ ◆◗P✫❲✳❣ ❱ ❘❴❫♣P✁✵▲❏✦✻❢P✏❭ ❤P➜ ❫♣❩❯P✢❪✶❘❴❫ ❨ ❭✵❣✰❘❴❫♣▼❖❪
T̂2 = Z2 ▼❖❪❹❲❳P✢❚❯❘❻❣ ❤ ▼ ❱ ♠❻❩❯P✏♠✾♠❴❫❵❪✿P ❱❤ P✏♠

∆(k)
❲❳▼❖❚ ❱

k ∈ Z2 r



� ✁✁�✄✂✆☎✞✝✠✟☛✡✌☞✎✍✏☎✞✑✓✒✕✔✗✖✘✡✙✑✚☞✎✍✛✂✕✍✏✜✎✡✌☞✎✍✢☎✞✑✤✣✠☞✦✥✧✝★☎✗✖✎✩✠☎✞✪✛✁✫✣✆✬ � ✠

k=(0,1)k=(−1,1) k=(1,1)

k=(−2,0) k=(−1,0) k=(0,0) k=(1,0) k=(2,0)

k=(1,−1)k=(0,−1)k=(−1,−1)

❊ ➊✱➉ ❋➍❍❋➉❯■✺❏❉➔❉❏✕❋➦➍✄✂✆❏❉➔
M = P2C

❊ ➊✖➉●❋✘❍❈➉✿■✺❏➦➔❹❏❉➔q❏❉➆✥➈■➉➋➊✪➌➎➍➐➏✚➑➒➉✷➓ ➍❯❑❡❑✬➉ ✄ ➑➒➆✁� ✂ ✝➱➍ ✄ ➏✚➑➒➉✷➓ ❏✞✝❵❋❉➓❒➏✬➉✷➊✱➔
➙➂❪ ❭✏▼❖◆ ✃ ❫❵❪✳❣✰❪❜❘ ❤ ❣q❲ ❱ ▼❖❲ ▼❁♠✾❫❵❘❴❫♣▼❖❪ ✙ ✵ � ✵✡✠ P✢❘ ❤ P✏♠✗❘ ❰✿❝ ▼ ❱❇❑ ◆◗P✏♠ ✙ ✵ � ✵ � P✢❘ ✙ ✵✡✠✁✵✡✠ � ✶ ➜ ▼ ✃ ❘❴❫♣P✢❪✿♠✗❚❯❪ ➝❁❱ ▼❖❚❯❲❳▼❖❨❬❩❯P

❩❯P♦❩ ❝❲❱ ▼ ❱ ◆❺❣✰❘❴❫♣▼❖❪q❲❳▼❖❚ ❱ ❚❯❪✿P❯✻❖❣ ❱ ❫ ❝ ❘ ❝
M

◆✓❚❯❪❯❫♣P✷❩❯P ❤P➜ ❣❖❭✢❘❴❫♣▼❖❪
α
❩ ➜ ❚❯❪▲❘✾▼ ❱ P

Tn ✞ ❤ ▼ ❱ ♠ ❳ ❚✿P ❤ P ❳ ❚✿▼❖❘❴❫♣P✢❪✶❘ M�
Tn❲❳P✢❚❯❘❯❚✢❘ ❱ P✗❫♣❩❯P✢❪✶❘❴❫ ❨✳❝ ✞➍❣✰❚ ◆◗▼✵❞❢P✢❪ ❩ ➜ ❣✰❲❯❲ ❤ ❫♣❭✵❣✰❘❴❫♣▼❖❪✿♠

J
P✢❘

σ
✞ ✳ ❚❯❪✿P✗❲✳❣ ❱ ❘❴❫♣P

∆
❩ ➜ ❚❯❪✿P ✻❖❣ ❱ ❫ ❝ ❘ ❝

N
✞ ▼✡✠

N
P✏♠✾❘

◆✓❚❯❪❯❫♣P⑧❩ ➜ ❚❯❪✿P❺❣❖❭✢❘❴❫♣▼❖❪
β
❩❯P

Rn ✞➍❭✏P✏❭✢❫✄◆◗▼✵❞❢P✢❪❯❪✳❣✰❪✶❘✗❭✏P ❱ ❘✺❣✰❫❵❪✿P✏♠✗❭✏▼❖❪✿❩✐❫❵❘❴❫♣▼❖❪✿♠★❘✾P✏❭ ❰ ❪❯❫ ❳ ❚✿P✏♠✷◆◗▼❖❘❴❫ ✻ ❝ P✏♠✓❲✳❣ ❱★❤ P✏♠P➅➄❯P✢◆✚❲ ❤ P✏♠✱✵✶➐ ➜↔❝ ❪✿▼❖❪✿❭ ❝ ▼ ✃ ❘✾P✢❪✶❚ ❲ ❱✾❝ ♠✾P✢❪❜❘✾P✫❭✏P ❱ ❘✺❣✰❫❵❪✿P✏♠♥❣✰❪✳❣ ❤ ▼ ➝ ❫♣P✏♠❻❣▼✻❢P✏❭✠❚❯❪⑧❘ ❰✿❝ ▼ ❱❇❑ ◆◗P✫❩❯P ➔ ❫♣P✄✂➑P ❤ → ➔ ❫♣P✵➙❁↕ ✃ ✞❢❘ ❰ ✵
� ✵✡✠♦❲✒✵ �✁�☞� ➛ ✵✚❲✎▼❖❚ ❱ ❚❯❪✿P ✃ ▼❖❪❯❪✿P★❭✏▼❖◆✚❲ ❱✾❝✒❰ P✢❪✿♠✾❫♣▼❖❪☛❩❯P★❭✏P✢❘❴❘✾P★❭✏▼❖❪✿♠✾❘ ❱ ❚✿❭✢❘❴❫♣▼❖❪✟✞✿❫ ❤ P✏♠❴❘ ❱ ▼ ❱ ❘✾P✢◆◗P✢❪❜❘ ❱ P✏❭✏▼❖◆✚◆❺❣✰❪✿❩ ❝
❩❯P ❱ P ➝ ❣ ❱ ❩❯P ❱ ❣✰❚q❲✳❣ ❱ ❣ ➝❁❱ ❣✰❲ ❰ P✓♠❴❚❯❫ ✻❁❣✰❪❜❘✌❭✏▼❖◆✚◆◗P✢❪✶❘✠P ❤❵❤ P★♠ ➜ ❣✰❲❯❲ ❤ ❫ ❳ ❚✿P♦♠❴❚ ❱✌❤ P✏♠❻P➅➄✐P✢◆✚❲ ❤ P✏♠ ✵
✆✞✝ ➡➥❅❋❃✠✟❳➋ ➊ ❑❉▼ ❿❉▼ s→❙ ☞❡❫✆✝ ✂

M
✉❿❴❡➳ ✝✱❝✟❛ ✝P❭☛✂◗❭ ☞ ✗✓❝ ❵✮➳✫➲✥❭❲❴✷❫✟❪ ✗✒❛❷❝✤✗ P➱➳✫➲✏✎ ❫❖✉ ✝ ➳ ❛ ✂➒❵✿❪✗✉❿❴✟✝P➳✿➲✥➳ P ✎ ❝ ➫ ✂✞✝❜❫✪❴

α
✑

➯ ❝✪❛ ➲✡✝ ✍⑨❭✮❫✪❪✢❫ ❛ ➯ ➭ ✝✕❵✔❪✰➳✔❵✥✑❀➲✏✎ ✉❿❴ ✂P❫ ❛ ➳ Tn ➲✥➳ ➲✡✝➒❪✢➳✒❴✛❵ ✝❹❫✪❴
n
❞✄✂➀❴✢❵ ✉✚➯★➯➐❫✖❵✬➳ ❶ ✉➟➳

α
➳❲❵✠✂➦➳ ✍⑨➳ ➫ ✂✞✝ ✝ ➳✥✑❉➲✥➳✹❵✒❫ ❛ ✂◗➳ ❶ ✉ ✎ ✝✆P➳☎✄✡✝✕❵✠✂◗➳✚✉➣❴ ❫❖✉ ✝ ➳ ❛ ✂➪➲✥➳❲❴✛❵✬➳✻➲✥➳

M
✑✲❴✷❫✆✂◗❭

Me
✑ ✝➒❴ ✝✱❝✪❛ ✝ ❝ ❴☎✂❀➯ ❝✪❛ Tn ✑✹❫✄✂

α
➳✔❵☛✂✮P ✝ ✗❲❛ ➳✰➳ ✂➦➯ ❛ ❫❲➯ ❛ ➳✚❞☎✂➀❴➎❵ ✉✚➯★➯➐❫✖❵✬➳

❝ ✉➣❵♣❵✠✝ ❶ ✉✛➳ ❘
� ❞ ✝ P➦➳☎✄✡✝✕❵✠✂◗➳✷✉❿❴❡➳ ✝✱❝✪❛ ✝❹❭ ✂◗❭

N
❪➜✉❿❴✟✝P➳➹➲✏✎ ✉❿❴❡➳ ❝ ➫ ✂✞✝❹❫✪❴

β
➲✥➳

Rn ➯ ❝✪❛ ➲✡✝ ✍⑨❭✮❫✪❪✢❫ ❛ ➯ ➭ ✝✕❵✔❪✰➳✔❵
✁✂ ❞ ✝ P❘➳☎✄✡✝✕❵✠✂◗➳★✉➣❴❡➳ ❝ ➯★➯✲P ✝ ➫ ❝ ✂✞✝❹❫✪❴

M
J

> N
✑❆➲✥➳ ➫ P ❝ ❵♣❵✬➳ ➒ ∞ ✑ ✝➒❴ ✝✱❝✪❛ ✝ ❝ ❴☎✂◗➳❋➯ ❝✪❛ Tn ✑❆➲✏✎ ✝➒❪ ❝ t ➳

J(M) = ∆✂◗➳ P✆P ➳ ❶ ✉✛➳
∆e = J(Me)

➳❲❵✠✂✆✉➣❴ ❫❖✉ ✝ ➳ ❛ ✂✲➲➣➳
N ✁✝ ❞ ✝ P➀➳☎✄✆✝✏❵☛✂◗➳⑧✉➣❴❡➳✰❵✬➳ ➫ ✂✞✝❹❫✪❴ ➫ ❫✪❴☎✂✞✝➒❴✿✉➟➳

σ
➲✥➳

M
J
>> ∆

✑⑨➲✥➳ ➫ P ❝ ❵✔❵✮➳ ➒ ∞ ❵ ✉ ❛
∆e

✑ ✂◗➳◗P P➱➳ ❶ ✉➟➳✼✺✛◆
dσ ⊕

ker dpTn = TM
➳❲❴ ✂P❫❖✉ ✂ ➯➐❫✡✝➒❴☎✂✲➲✥➳

Me
✑➀➳☛✂ ✂◗➳◗P✆P ➳ ❶ ✉➟➳

pTn ◦ σ
➳❲❵✠✂ ✗ ✝ ✁✬➳ ➫ ✂✞✝ ✝ ➳ ✁�✷❞➀➯✛❫❖✉ ❛ ✂P❫❖✉✎✂

χ ∈ T̂n
✑✍P ❝ ➵✮❫✪❴ ➫ ✂✞✝❜❫✪❴

χM
✑②➲✥❭ ✕ ❴✟✝P➳ ❝ ✉ ✂ ➭ ❭✮❫ ❛ ✦ ❪✰➳ ✂ ❞✝✆✥❞ ✝ ✑❋➳❲❵✠✂✲➲✥➳ ➫ P ❝ ❵♣❵✮➳ ➒ ∞ ✁

✆✥❞➀➯✛❫❖✉ ❛ ✂P❫❖✉✎✂
χ ∈ T̂n

✑✍P ✎ ➳✒❴✛❵✮➳❲❪ ✗ P ➳ {(~, ξ) ∈ R × N || ξ, β~k(ξ) ∈ ∆(χ)} ➳✔❵☛✂➀❫❖✉ ✝ ➳ ❛ ✂✹➲ ❝ ❴✛❵ R × ∆
❞

☛ P➱❫ ❛ ❵ P ➳✿❵✒❫❖✉➣❵✟✞ t ❛ ❫❁✉✬➯➐❫❁✈❜➲✥➳

G = {(~, ξ, k) ∈ R × ∆ × Zn || ξ ∈ ∆(k)
➳☛✂

β~k(ξ) ∈ ∆(k)}
➲❖✉ t ❛ ❫❖✉✚➯➐❫❖✈❹➲✥➳

G̃ = (R ×N) ⋊ Zn ➲✥➳ P ✎ ❝ ➫ ✂✞✝❹❫✪❴➢➲➣➳
Zn ✑❉❵➅✉ ❛ R×N

➲★❫✪❴➟❴➥❭✬➳➀➯ ❝✪❛
k.(~, ξ) = (~, β~k(ξ))

✑
➳✔❵☛✂ ❭☛✂ ❝ P ➳✬❞◆❬✌➳ ➯✣P ✉➣❵ ✑ ✝✆P❆➳☎✄✡✝✕❵✠✂◗➳❄❵ ✉ ❛

M
✉➣❴ ✗ ✝ ✝ ➳ ➫ ✂◗➳➅✉ ❛ ➲✥➳ �✹❫✆✝✏❵✔❵✒❫✪❴

Ω
✑ ✂◗➳◗P ❶ ✉✛➳

(G,
➒ ∞❖ (G ⊂ G̃))

❵✒❫✆✝ ✂✞✉❿❴
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t ❛ ❫❖✉✚➯➐❫❖✈❹➲✥➳✻➲✥➳✌➲✥❭➒➵✮❫ ❛ ❪ ❝ ✂✞✝❜❫✪❴ ➲✥➳ P ❝ ✝✖❝✪❛ ✝P❭☛✂◗❭✫➲✥➳ �✹❫✡✝✕❵♣❵✮❫✪❴
(M,Ω)

❞✁�➀❴ ✕ ❴✒✑◆P ✎ ❝ ➯★➯✲P ✝ ➫ ❝ ✂✞✝❹❫✪❴ ❘

∆e × Tn ϕ
> Me

(ξ, g) > g.σ(ξ)➳✔❵☛✂❸✉❿❴➎➲✡✝ ✍⑨❭✬❫✪❪✢❫ ❛ ➯ ➭ ✝✏❵❲❪✰➳✬❞❀❬✫➳✹➯✲P ✉➣❵ ✑❘➯➐❫❖✉ ❛ ✂P❫❖✉✎✂◗➳ ✗✓❝ ❵✬➳
Fi

➲✥➳
tn

✑❈❴✷❫ ✂ ❝ ❴☎✂
(F ∗

i )
➳✔❵☛✂★P ❝ ✗✓❝ ❵✬➳✻➲❖✉ ❝ P➱➳❄➲➣➳

Rn

✂
✝❜➲➣➳❲❴☎✂✞✝ ✕ ❭ ☞✻❵ ❝ ➯ ❛ ❫✔➯ ❛ ➳ ❝ P t ✦ ✗❲❛ ➳✻➲✥➳✁☛ ✝❹➳✥✑ ❝ P➱❫ ❛ ❵ ✑❈❵➅✉ ❛

Me
✑②❫✟❴ ❝ ❘

Ω =

n∑

i=1

ϕ∗

(
ξβ
F ∗

i

)
∧ ξα

Fi
.

❬✫❭❲❪✢❫✪❴✛❵✠✂ ❛✓❝ ✂✞✝❹❫✪❴❡❞
✯⑨③ s✬⑤★q ❻ ④ ①✘❧ ④❉⑤➣❣✱❤ ❦ ✐✡④ ❃ ✗✚❶ ❄ ❧ ✐ ❃ ☎✟❶ ❄ ❧ ✐ ① s ⑤✥q■❣✱⑤➣❣✖④◗❤✘✐■❤t❣ ❦ ☛★❶ ☎★❶✌✗ (G,

⑦ ∞✱ (G)) ❧ ④◗✐ ❥★❦✌❺ q■❣ ❥ ⑤❿❣✣✢ ♠✟❧❋♠✟❧✲♠✟♥✺♦ ❣✱q■r✝s✬✐■❤t❣ ❦♥ ✐✡s ①✘❧✱❶✸ (G,
⑦ ∞✱ (G)) ✯ ✗ ✕✟✫✭✒☎✍✎✆ M ✓❾②❦ s✚⑤★⑤ ① ❤ ⑧✖❥★❧ ① s✝⑤✥q■❣✱⑤➣❣✖④◗❤✘✐■❤t❣ ❦ ☛✟❶ ✗✚❶ ✗✜☎★❶★❽ s✬q ✇ ❣ ❦ ④◗✐■q ❥✥✇ ✐■❤t❣ ❦✢♠✟❧ G ✉❿❧ ✐ ✇ ❣✱r➪r ❧✾①➒③ s ✇ ✐✡❤✘❣ ❦✢♠✟❧ Zn

④ ❥ q {0} ×N❧ ④P✐◆✐✡q■❤t✈✪❤ts ①✘❧✱✉ ❣ ❦ s ❈
G0 =

⊔
✆
{
ξ | Tn

σ(ξ) = ✞
}
× T̂

n

�✆ =
⊔

ξ∈∆

T̂
n

�
Tn

σ(ξ)
.

✯ ❣ ❦➣✇✬✉✟①t❧ ④❆⑤❿❣✚❤ ❦ ✐✡④ ❃ ☛★❶ ❄ ❧ ✐ ❃ ✠✥❶ ❄ ❧ ✐ ①t❧ ✐■⑥ ♥ ❣✚q ❻ r ❧ ☛✟❶ ☎✟❶ ✠ ❣ ❦ s ❥★❦ ❤t④■❣✚r✁❣✚q✡⑤★⑥★❤❩④■r ❧✙❈
⑦

0(M)
I

∼
>
⑦ ∗(G0),

✐ ❧♣①➋⑧✖❥★❧✱✉ ⑤➣❣ ❥ q f ∈ ⑦ ✱
(G0) ❈

I
−1f(x) =

∑

k∈Zn

f(J(x), k)χM (x).

❆❀❦ ⑤➣s✬q■✐■❤ ✇✺❥★① ❤ ❧ q ✉ ⑤❿❣ ❥ q f ∈ ⑦ ∞✱ (G0) = Q0 ✉✬✇ ❣✚r✁r ❧ J ❧ ✐ ①t❧ ④ χM

④■❣ ❦ ✐ ♠✟❧❈✇✺① s✚④✡④ ❧ ⑦ ∞ ✉✚♠✛③ s✬⑤✥q ❻ ④ ①➒③ ⑥ ✞✪⑤❿❣✬✐✡⑥ ❻ ④ ❧❃ ✟✥❶ ❄ ✉ ❣ ❦ s
I
−1f ∈ ⑦ ∞

0 (M) ❶ ✁ ① ❣✚q❷④ ①t❧✸✇ q✡❣ ✇ ⑥ ❧ ✐ {·, · }G0

④ ❥ q✻⑦ ∗(G0)
⑤★q✡❣✮✈ ❧♣❦ s ❦ ✐ ♠✟❥ ❺ q✡❣ ❥ ⑤❿❣✣✢ ♠✟❧✎♠✟❧

♠★♥✺♦ ❣✚q✡r✝s✮✐✡❤✘❣ ❦ G ❤ ❦✥♠★❥ ❤✼✐ ✉ ✄ ✄ ✂ I ✉★❥★❦✻✇ q✡❣ ✇ ⑥ ❧ ✐ ♠✟❧✹❽ ❣✚❤❩④■④■❣ ❦ ④ ❥ q M ♠ ❣ ❦★❦★♥✱✉ ⑤➣❣ ❥ q☎✄ , ✄ ′ ∈ I
−1(Q0) ✉ ⑤✥s✚q ❈

{ ✄ , ✄ ′ }M = I
−1
(
{I
✄
, I
✄ ′ }G0

)
.

⑦➦❣✱r✁r ❧ I
−1(Q0) ❧ ④P✐ ♠✟❧✔❦ ④ ❧✁♠ s ❦ ④✾⑦ ∞

0 (M) ✉ ❣ ❦➸❧✔❦➸♠✟♥❲♠✟❥ ❤✘✐ ❥✥❦➸❼ ❤t✈ ❧❲✇ ✐ ❧♣❥ q Ω ♠★❧⑨❽ ❣✚❤❩④✡④◗❣ ❦➟✉✛♠✟♥ ⑩ ❦ ❤➥④ ❥ q M✐✡❣ ❥ ✐ ❧♣❦ ✐■❤ ❧ q ✉ ✐ ❧♣①✛⑧✖❥★❧ 〈d ✄ ⊗ d
✄ ′||Ω〉 = { ✄ , ✄ ′ }M ❶ ✁ ① ❣✱q✡④ ✉ ⑤✥s✬q ✇ ❣ ❦ ④P✐✡q ❥✥✇ ✐■❤t❣ ❦✿♠✟❧ Ω ✉ G ❧ ④P✐ ❥★❦✿❺ q✡❣ ❥ ⑤➣❣✙✢ ♠✟❧❈♠★❧♠★♥✺♦ ❣✚q✡r✝s✮✐✡❤✘❣ ❦✌♠✟❧ (M,Ω) ❶ ✆ ① q ❧ ④P✐ ❧ ④ ❧♣❥✥①✘❧ r ❧✔❦ ✐ ❇✝✇ s ①❩✇✺❥★①t❧ q Ω✸✎✍ ✂ ✂ ✂ ✂✑✏✁✆ ✂✭✠✓✒✟✠✑✫✭✞ ✄✬✆✡✏✑✞✝✂☎✠☞✒ G0 ✯✣✆✟✂✰✯✄✗✡✒☎✄ ✄ ✂✭✞ ✄✬✫✭✏✮✂ ✂☎✠☞✒ G̃0 ✓

✯⑨③ s✬⑤★q ❻ ④ ① s➪⑤★q■❣✱⑤➣❣✖④◗❤✘✐■❤t❣ ❦ ☛✟❶ ☛✟❶ ✟✥✉ ❣ ❦ ④✡s✬❤✘✐ ⑧✱❥➋③ ❤ ① ④ ❥❁❀ ✐ ♠✟❧ r✁❣ ❦ ✐■q ❧ q ⑧✖❥★❧ ◦

G0 ⊃ G0 ❶❿❾ q ❈
G0 =

⊔

k∈Zn

∆(χ),
s✒✈ ❧❲✇ k =

1

ı
dχ,

❧ ✐ ✉✥✇♣① s✚❤✘q ❧ r ❧✔❦ ✐ ✉ ⑤➣❣ ❥ q❆✐■❣ ❥ ✐ χ ∈ T̂n ✉ ❣ ❦ s ❈
∆e ⊂ ∆(χ) ⊂ ∆,s✒✈ ❧✔✇ ∆e ♠✟❧✔❦ ④ ❧✾♠ s ❦ ④ ∆ ✉✘✄✬✳✴✆ ✳ ∆e = ∆ ✉✥♠ ❣ ❦✥✇✙❈
◦

G0 =
⊔

k=dχ∈Zn

◦

∆.
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⑦➦❣✱r✁r ❧✫❈
∆(χ) ⊂ ∆ ⊂ ∆ = ∆e =

◦

∆e ⊂
◦

∆,

❣ ❦ s ❼ ❤ ❧♣❦ ◦

G0 ⊃ G0 ❶✸✎✍ ✂✭☛ ✒✟✠☞☛ ✯✜✠ ✒✡✒✩✫ ✒ � ✆✡✞ ✯✣✆ ✍ ✫✜✄ ✂ ✂✡✫✜✏ ✂☎✠☞✒ M ✓⑦➦❣✱r✁r ❧❋①✘❧ ④ Sk = R×N ×{k } ♦ ❣✱q■r ❧♣❦ ✐ ❥✥❦✝❺ q✡❣ ❥ ⑤ ❧❋♠✟❧❈❼ ❤t④✡④ ❧❲✇ ✐✡❤✘❣ ❦ ④❘❣ ❥ ✈ ❧ q◗✐ ❧ ④ ♠ ❤❩④ ✴ ❣✱❤ ❦ ✐ ❧ ④ ⑧✖❥ ❤❿q ❧✔✇ ❣ ❥ ✈✪q ❧✔❦ ✐
G̃ ✉➣❧ ✐ ♠✛③ s✚⑤★q ❻ ④ ◦

G0 ⊃ G0 ✉ ❣ ❦ ⑤ ❧♣❥ ✐✲s✬⑤★⑤ ① ❤ ⑧✖❥★❧ q ① s✝⑤★q✡❣✚⑤❿❣✱④■❤✘✐■❤t❣ ❦ ☛✟❶ ✠★❶ ✡★✉✘✄✬✳✴✆ ✳ ⑤❿❣ ❥ q❈✐■❣ ❥ ✐ ❧ ④ f0, f0′ ∈ ⑦ ∞✱ (G0)❣ ❦ s ❈ {
f0, f0

′
}

G0
=

1

ı

∑

k′∈Zn

(X k′
∣∣∣
G0

f0) ∗
G0

f0
′
∣∣
Sk′

− (X k′
∣∣∣
G0

f0
′) ∗

G0

f0|Sk′
.

❢✟❣✚❤ ❧♣❦ ✐ (Fi) ❥★❦✥❧✹❼ s✚④ ❧✹♠✟❧ tn ✉✟❧ ✐ (F ∗
i ) ① s ❼ s✚④ ❧✲♠★❧ Rn ♠✟❥ s ①✘❧✱❶➣❾②❦✻✇ s ①❩✇✺❥✥①✘❧ s ① ❣✚q❷④ ❈

ϕb
k′ (~, ξ, k) = (~, ξ, k + k′)

ϕs
k′ (~, ξ, k) = (~, β~k′ (ξ), k + k′)

X k′

(0, ξ, k) = dϕb
k′ (X ) − dϕs

k′ (X )

=
∂ϕb

k′

∂~
− ∂ϕs

k′

∂~

=
∂

∂~
−
(
∂

∂~
+ ξβ

k′

)

= −
n∑

i=1

〈k′||Fi 〉 ξβ
F∗

i

1

ı

((
X k′

∣∣∣
G0

f0

)
∗

G0

f0
′
∣∣
Sk′

)
(0, ξ, k) = ı

(
ξβ
F∗

i

∣∣∣
G0

f0

)
(0, ξ, k − k′) ×

(
〈k′||Fi 〉 f0′(0, ξ, k′)

)

= ı

(
n∑

i=1

(
ξβ
F∗

i

∣∣∣
G0

f0

)
∗

G0

(
〈 .||Fi 〉 f0′

∣∣
Sk′

))
(0, ξ, k),

❣✙✲
ξβ
F∗

i
❧ ④◗✐ ❥★❦✰✇ ⑥➣s✬r✁⑤ ♠✟❧ ✈ ❧❲✇ ✐ ❧♣❥ q❷④❈④ ❥ q N ✉❿♠ ❣ ❦➣✇ ④ ❥ q G̃0 ✉➣❧ ✐ 〈 .||Fi 〉 ❧ ④P✐ ① s ♦ ❣ ❦✥✇ ✐✡❤✘❣ ❦✢♠✟❧ ✇✺① s✚④✡④ ❧ ⑦ ∞ ❃ ④ ❥ q

G̃0 ✉✥♠ ❣ ❦✥✇ ④ ❥ q G0
❄ ❈

(0, ξ, k) > 〈k||Fi 〉 .
✯ ❣ ❦➣✇ ⑩ ❦ s ①t❧ r ❧♣❦ ✐ ❈
{
f0, f0

′
}

G0
= ı

n∑

i=1

∑

k′∈Zn

(
ξβ
F∗

i

∣∣∣
G0

f0

)
∗

G0

(
〈 .||Fi 〉 f0′

∣∣
Sk′

)
−
(
ξβ
F∗

i

∣∣∣
G0

f0
′

)
∗

G0

(
〈 .||Fi 〉 f0|Sk′

)

= ı

n∑

i=1

(
ξβ
F∗

i

∣∣∣
G0

f0

)
∗

G0

(
〈 .||Fi 〉 f0′

)
−
(
ξβ
F∗

i

∣∣∣
G0

f0
′

)
∗

G0

(〈 .||Fi 〉 f0) .

✸✄✂ ✗✡✒☎✄ ✄ ✂✭✞ ✄✬✫✭✏✮✂ ✈✪❤❩s I ✓✭ s ⑤✥q■❣✱⑤➣❣✖④◗❤✘✐■❤t❣ ❦ ☛★❶ ☎★❶ ☛ s✬⑤✥⑤ ① ❤ ⑧✖❥★♥♣❧✧❇⑨①✕③ s ✇ ✐■❤t❣ ❦✌♠★❧ Tn
④ ❥ q Me ✉★♠✛③ s✚⑤★q ❻ ④ ①✘❧ ④❉⑥ ✞✪⑤❿❣✬✐✡⑥ ❻ ④ ❧ ④ ♠✟❧ q ♥♣❺✚❥✥① s✚q■❤✘✐ ♥ ④ ❥ q σ❧ ✐ J ✉✟❧♣❦ ✐■q❷s✝✆ ❦★❧✹⑧✖❥★❧✹①✕③ s✬⑤✥⑤ ① ❤ ✇ s✬✐■❤t❣ ❦❉❈

∆e × Tn ϕ
> Me

(ξ, g) > g.σ(ξ)

❧ ④P✐ ❥★❦✻♠ ❤ ✻ ♥ ❣✚r✁❣✱q■⑤★⑥✥❤t④■r ❧✚❶✟❽ s✬q❈s✚❤ ①t①✘❧✔❥ q❷④ ✉ ⑤❿❣ ❥ q◆✐✡❣ ❥ ✐ ❧✲♦ ❣ ❦✥✇ ✐■❤t❣ ❦ f0 ∈ ⑦ ✱
(G0) ✉✥♠✛③ s✬⑤★q ❻ ④ ①➒③ ♥✔❺ s ① ❤✘✐ ♥✫❈

χM ◦ ϕ(ξ, g) = 〈χ||g 〉 ,
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❧✔❦✌❦ ❣✬✐✡s ❦ ✐❆✐■❣ ❥✵✴ ❣ ❥ q❷④ k = 1
ı
dχ ✉ ❣ ❦ s ❈

(I−1f0) ◦ ϕ(ξ, g) =
∑

k∈Zn

f0(ξ, k) 〈χ||g 〉 .

✯ ❣ ❦➣✇✬✉ ⑤❿❣ ❥ q x = ϕ(ξ, g) ∈ Me ✉✳❇❄✇ ❣ ❦✥♠ ❤✘✐■❤t❣ ❦➇♠✟❧ ⑤★q ❧♣❦➣♠ q ❧ ∂i ❧ ✐ ∂∗i ✉➟①t❧ ④ ✇ ⑥✥s✚r➪⑤➣④ ♠✟❧ ✈ ❧❲✇ ✐ ❧✔❥ q❷④✹④ ❥ q Me ✉♠★♥ ⑩ ❦ ❤❩④◆⑤✥s✚q ❈
(∂i)x = ξα

Fi

(∂∗i )x = dϕ−1(x)ϕ(ξβ
F∗

i
) ⇔ ∂∗i = ϕ∗

(
ξβ
F∗

i

)
,

❣ ❦ s ❈
∂i(I

−1f0)(x) =
∑

k∈Zn

f0(ξ, k)ı 〈k||Fi 〉 〈χ||g 〉

= ıI−1(f0 〈 .||Fi 〉)(x)
∂∗i
(
I
−1f0

)
(x) =

∑

k∈Zn

dξ,kf0(ξ
β
F∗

i
) 〈χ||g 〉

= I
−1

(
ξβ
F∗

i

∣∣∣
G0

f0

)
(x).

✸✎✍ ✒✩✫✓✒ � ✆✡✞ ✯✙✆ ✍ ✫✭✄ ✂ ✂✟✫✭✏ ✈✪❤ts
I ✓✁ ❤ ❦ ④◗❤ ✉ ⑤❿❣ ❥ q f0, f0′ ∈ ⑦ ∞✱ (G0) ✉ ④ ❥ q Me ✉ ❣ ❦ s ❈

I
−1
{
f0, f0

′
}

G0

= I
−1

(
ı

n∑

i=1

(
ξβ
F∗

i

∣∣∣
G0

f0

)
∗

G0

(f0
′ 〈 .||Fi 〉) −

(
ξβ
F∗

i

∣∣∣
G0

f0
′

)
∗

G0

(f0 〈 .||Fi 〉)
)

=

n∑

i=1

I
−1

(
ξβ
F∗

i

∣∣∣
G0

f0

)
× ıI−1(f0

′ 〈 .||Fi 〉) − I
−1

(
ξβ
F∗

i

∣∣∣
G0

f0

)
× ıI−1(f0 〈 .||Fi 〉)

=

n∑

i=1

∂∗i (I−1f0) × ∂i(I
−1f0

′) − ∂∗i (I−1f0
′) × ∂i(I

−1f0)

=
〈
d(I−1f0) ⊗ d(I−1f0

′)
∣∣|Ω
〉
,

s✒✈ ❧✔✇✠❈
Ω =

n∑

i=1

∂∗i ∧ ∂i =

n∑

i=1

ϕ∗(ξ
β
F∗

i
) ∧ ξα

Fi
.
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� ➜ ✵♥❲❳▼❖❚ ❱ ❘✾▼❖❚❯❘✞♠✾▼❖❚✿♠ ❧ ➝❁❱ ▼❖❚❯❲❳P ✂ ❩❯P
Tn ✞ ❤P➜ ❣❖❭✢❘❴❫♣▼❖❪ β

❤ ❣✰❫♣♠✺♠✾P ❤P➜ P✢❪✿♠✾P✢◆ ✃❯❤ P
∆ � =

{
ξ | Tn

σ(ξ) =
✂ } ♠❴❘✺❣ ✃❯❤ P ➇❣ ❤ ▼ ❱ ♠ ❤ P✏♠❻❭✏▼❖❪✿❭ ❤ ❚✿♠✾❫♣▼❖❪✿♠✌❩✐❚❹❘ ❰✿❝ ▼ ❱❇❑ ◆◗P✕✙ ✵ � ✵ � ❱ P✏♠❴❘✾P✢❪❜❘ ✻ ❱ ❣✰❫♣P✏♠ ➇ ❩❯P✫❲ ❤ ❚✿♠ (M,Ω)

❣❖❩✐◆◗P✢❘❻❚❯❪✿P ❳ ❚✳❣✰❪❜❘❴❫ ❨ ❭✵❣✰❘❴❫♣▼❖❪
♠❴❘ ❱ ❫♣❭✢❘✾P♦❲✳❣ ❱ ❩ ❝❲❱ ▼ ❱ ◆❺❣✰❘❴❫♣▼❖❪✟✞●❣✰❚☛♠✾P✢❪✿♠❻❩❯P ➔ ❫♣P✄✂➑P ❤ ✵
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❬✫❭❲❪✢❫✪❴✛❵✠✂ ❛✓❝ ✂✞✝❹❫✪❴❡❞✭ s✸⑤★q✡❣✚⑤❿❣✱④■❤✼✐✡❤✘❣ ❦ ☛★❶ ☎★❶ ☛★✉❘⑧✱❥ ❤②④ ③ s✚⑤★⑤ ① ❤ ⑧✖❥★❧✢♠✛③ s✬⑤✥q ❻ ④ ①✘❧ ④✝⑤➣❣✱❤ ❦ ✐❷④ ❃ ☛★❶ ❄ ❧ ✐ ❃ ✠✥❶ ❄ ✉ ❤ ❦✥♠ ❤ ⑧✖❥★❧✰⑧✖❥★❧✻①➒③ s✚⑤★⑤ ① ❤ ✇ s✮✐■❤t❣ ❦ π❧ ④P✐ ♦ ❧ q✡r ♥✔❧ ✲❀❣ ❦ ⑤ ❧♣❥ ✐ ♠ ❣ ❦✥✇ s✬⑤★⑤ ① ❤ ⑧✱❥✥❧ q ① s➇⑤★q✡❣✚⑤❿❣✱④■❤✘✐■❤t❣ ❦ ☛✟❶ ✟✥❶ ✡★❶ ✭ ❧➸♠✟❧✔❥❁✹ ❤ ❻ r ❧ ⑤➣❣✱❤ ❦ ✐ ♠✟❧✰✇✺❧ ✐◗✐ ❧➸♠✟❧ q ❦ ❤ ❻ q ❧⑤✥q■❣✱⑤➣❣✖④◗❤✘✐■❤t❣ ❦ ❤ ❦✥♠ ❤ ⑧✖❥★❧✾⑧✖❥★❧✱✉ ⑤➣❣ ❥ q◆✐■❣ ❥ ✐ χ ∈ T̂n ✉✟①✕③ ❧♣❦ ④ ❧ r ❼★①t❧ ∆(χ) ❧ ④P✐❈❣ ❥ ✈ ❧ q◗✐ ♠ s ❦ ④ ∆ ❶
✯②❻ ④ ① ❣✚q❷④ ✉✟① s ✇ ❣ ❦✥♠ ❤✘✐■❤t❣ ❦ ❃ ☎★③✘❶ ❄ ❧♣❦ ✐■q❷s✝✆ ❦★❧✲① s ✇ ❣ ❦✥♠ ❤✼✐✡❤✘❣ ❦ ❃ ☎✟❶ ❄✐✲ ❧♣❦❄❧ ✻ ❧ ✐ ✉✥✇ ❣✚r✁r ❧✙❈

∆(χ) =
⋃

✆
⊂ker χ

∆ ✆ ,

❣ ❦ s➪❤tr✁r ♥❲♠ ❤❩s✮✐ ❧ r ❧♣❦ ✐ ⑧✖❥★❧♦❈
{ (~, ξ) ∈ R ×N || ξ, β~k(ξ) ∈ ∆(χ)} = R × ∆(χ)

❧ ④P✐❆❣ ❥ ✈ ❧ q◗✐ ♠ s ❦ ④ R × ∆ ❶
❆❀❦ ⑩ ❦➟✉➣①✘❧✹♦ s✚❤✼✐ ⑧✱❥✥❧ (M,Ω)

s ♠ r ❧ ✐■✐ ❧✾❥✥❦★❧ ⑧✖❥ s ❦ ✐✡❤✼⑩ ✇ s✮✐✡❤✘❣ ❦ ④◗✐■q✡❤ ✇ ✐ ❧ ⑤➣s✬q ♠✟♥♣♦ ❣✚q✡r✝s✮✐■❤t❣ ❦❄❧ ④P✐ ❥★❦✥❧ ✇ ❣ ❦ ④ ♥❲⑧✖❥★❧♣❦✥✇♣❧❤tr✁r ♥✔♠ ❤❩s✮✐ ❧✿♠✟❧✝① s✫⑤★q✡❣✚⑤❿❣✱④■❤✘✐■❤t❣ ❦ ☛✟❶ ☛✟❶ ✡★✉➟♠✛③ s✬⑤★q ❻ ④ ①t❧ ④ ♦ ❣✚q✡r ❧ ④✲⑤✥s✬q■✐■❤ ✇✺❥✥① ❤ ❻ q ❧ ④ ♠✟❧✝❧ ④◗⑤✥s ✇✺❧ ④➀✐■❣✚⑤❿❣ ① ❣ ❺ ❤ ⑧✖❥★❧ ④ G̃ ❧ ✐
G ❈ 



G̃ = R ×N × Zn

G =
⊔

k∈Zn

{(~, ξ) ∈ R ×N || ξ, β~k(ξ) ∈ ∆(χ)} =
⊔

k∈Zn

R × ∆(k) = R ×G0.
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M
J
>> N = M�

Tn

❣❖❩✐◆◗P✢❘✄❚❯❪✿P❻♠✾P✏❭✢❘❴❫♣▼❖❪
σ
❩❯P♥❭ ❤ ❣❖♠✾♠✺P ➒ ∞ P✢❘✄❘ ❱ ❣✰❪✿♠❉✻❢P ❱ ♠✾P ✳

J
✵✁❏ ❤ ▼ ❱ ♠

M
P✏♠✾❘♥❚❯❪✿P ✻❖❣ ❱ ❫ ❝ ❘ ❝ ❩❯P ❲✘▼❖❫♣♠✾♠✺▼❖❪✟✞ ❳ ❚❯❫➍❣✗❲ ▼❖❚ ❱✾✃ ❫ ✻❢P✏❭✢❘✾P✢❚ ❱ ❩❯P ❲✘▼❖❫♣♠✺♠✾▼❖❪ r

Ω =
n∑

i=1

ξRn

F ∗

i
∧ ξTn

Fi
,

▼✡✠
Fi

P✏♠❴❘✠❚❯❪✿P ✃ ❣❖♠✾P✷❩❯P
tn
P✢❘

F ∗
i

❤ ❣ ✃ ❣❖♠✾P✷❩❯P
Rn ❩✐❚✳❣ ❤ P✁✵➋➙➂❪ ▼❖❚❯❘ ❱ P

(M,Ω)
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④ ❥ q M ✇ ❣✚r✁r ❥ ✐ ❧ s✒✈ ❧✔✇◆✇✺❧✔①✘①t❧❋♠✟❧ Tn ✉✱♠ ❣ ❦✥✇❆❧✔①✘①t❧ ❤ ❦✥♠✟❥ ❤✘✐ ❥★❦✥❧ s ✇ ✐■❤t❣ ❦✿♠✟❧ Rn
④ ❥ q N ❶④✯⑨③ s✚⑤★q ❻ ④① s➪⑤★q✡❣✚⑤❿❣✱④■❤✼✐✡❤✘❣ ❦ ☛✟❶ ☎✟❶ ☎⑨①✘❧✲❺ q■❣ ❥ ⑤➣❣✙✢ ♠★❧ G ♠✟❧✹①➒③ s ✇ ✐■❤t❣ ❦❄♠✟❧ Zn

④ ❥ q R × M�
Tn ♠✟♥ ⑩ ❦ ❤ ❧ ⑤✥s✚q ❈

k.(~, ξ) = (~, (~k).ξ),

G = (R × M�
Tn ) ⋊ Zn,

❧ ④P✐ ♥ ✐✡s ①✘❧✱✉ (G, ⑦ ∞✱ (G)) ❧ ④◗✐ ❥★❦✻❺ q✡❣ ❥ ⑤➣❣✙✢ ♠✟❧✹♠✟❧✾♠★♥✺♦ ❣✚q✡r✝s✮✐✡❤✘❣ ❦❄♠★❧ (M,Ω) ✉✥❧ ✐ (M,Ω)
s ♠ r ❧ ✐ ❥★❦✥❧ ⑧✖❥ s ❦ ✐■❤✘⑩★❸✇ s✮✐✡❤✘❣ ❦ ④◗✐■q✡❤ ✇ ✐ ❧ ⑤✥s✚q ♠✟♥✺♦ ❣✱q■r✝s✮✐✡❤✘❣ ❦➟❶ ➁❿➂✷➃✪➄

✂☎✄✁� ✂ ✑✜✕✏✔ ✤✥✕✚✑✜✩■✕☎✄☎✕✲✔ ✭ ✞✥✕✏✩
➞ P★❲ ❱✾❝ ♠✾P✢❪❜❘✾P♦❫♣❭✢❫ ❳ ❚✿P ❤ ❳ ❚✿P✏♠✌❣✰❲❯❲ ❤ ❫♣❭✵❣✰❘❴❫♣▼❖❪✿♠✙❩✐❫ ❱ P✏❭✢❘✾P✏♠✌❩✐❚❹❘ ❰✿❝ ▼ ❱❇❑ ◆◗P✕✙ ✵ � ✵ � ▼❖❚q❩❯P♦♠✾P✏♠❻❭✏▼ ❱ ▼ ❤❵❤ ❣✰❫ ❱ P✏♠✱✵
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➅➇➆✥➈■➉➋➊✪➌➎➍➐➏✚➑➒➉✷➓ ❏➦➔✶❑✻➏✬➉➋➊✖➔❜❑✚❍❉➍✛➊❉❏➦➔✶❑✻➏✬➉➋➊✖➔❜❑✰➓➦➉✷➓ ✄ ➉✷➌ ➌❼❋❀➏✬➍➐➏✚➑➒➈ ❑◗❏❉➔✁�✸➑➒➔✄✂❋➔ ✂

❲✎▼❖❚ ❱ ❘✾▼❖❚❯❘ ✃ ❫ ✻❢P✏❭✢❘✾P✢❚ ❱ ❩❯P ❲✎▼❖❫♣♠✾♠✾▼❖❪
Ω
♠✾❚ ❱✷❤ ❣ ✻❖❣ ❱ ❫ ❝ ❘ ❝

M = Td ✞ ❳ ❚❯❫✞P✏♠✾❘✷❫❵❪ ✻❖❣ ❱ ❫ ❣✰❪✶❘✚❲✳❣ ❱✗❤P➜ ❣❖❭✢❘❴❫♣▼❖❪ ✳
➝ ❣✰❚✿❭ ❰ P✓❩✐❚ ➝❁❱ ▼❖❚❯❲ P

Td ✞➀♠✾❫ (θl)1≤l≤d
♠✾▼❖❪❜❘ ❤ P✏♠✌❭✏▼✶▼ ❱ ❩❯▼❖❪❯❪ ❝ P✏♠✠❭✵❣✰❪✿▼❖❪❯❫ ❳ ❚✿P✏♠❻♠✾❚ ❱

M
✞➀❫ ❤ P➅➄➀❫♣♠✾❘✾P♦❩❯P✢❚✐➄ P✢❪✶❘❴❫♣P ❱ ♠

m,n
❘✾P ❤ ♠ ❳ ❚✿P

d = m + n
✞❯P✢❘♥❚❯❪▲◆❺❣✰❘ ❱ ❫♣❭✏P ❱✾❝ P ❤❵❤ P

(Θi
j)i,j

❩❯P✫❘✺❣✰❫ ❤❵❤ P
m × n

❘✾P ❤ ♠ ❳ ❚✿P✚r

Ω =
1

2π

n∑

i=1

m∑

j=1

Θi
j

∂

∂θj
∧ ∂

∂θm+i
.

❯➀▼❖❫♣P✢❪❜❘✫❣ ❤ ▼ ❱ ♠ ❤P➜ ❣❖❭✢❘❴❫♣▼❖❪✟✞ ❤ ❫ ✃❯❱ P✎✞
α
❩❯P

Tn ♠❴❚ ❱
M = Tm+n ❩ ❝❲❨ ❪❯❫♣P★❲✳❣ ❱ r

α(u1,...,un)(s1, . . . , sm, sm+1, . . . , sm+n) = (s1, . . . , sm, u1sm+1, . . . , unsm+n),

P✢❘ ❤P➜ ❣❖❭✢❘❴❫♣▼❖❪
β
❩❯P

Rn ♠✾❚ ❱
M

❩ ❝❲❨ ❪❯❫♣P♦❲✳❣ ❱ r

β(x1,...,xn)(s1, . . . , sm) = (s1e
ı(Θx)1 , . . . , smeı(Θx)m),

❣✱✻❢P✏❭
(Θx)j =

n∑

i=1

Θi
jxi.

❏ ❤ ▼ ❱ ♠❻▼❖❪☛❣ r
Ω =

n∑

i=1

ξβ
∂

∂θi

∧ ξα
∂

∂θi

.

❲✕❣ ❱ ❣✰❫ ❤❵❤ P✢❚ ❱ ♠ ❤ P✏♠✠❩❯P✢❚✐➄❹❣❖❭✢❘❴❫♣▼❖❪✿♠✠❭✏▼❖◆✚◆✓❚❯❘✾P✢❪❜❘✱✵ ❽✫P✫❲ ❤ ❚✿♠ ❤P➜ ❣✰❲❯❲ ❤ ❫♣❭✵❣✰❘❴❫♣▼❖❪ ❳ ❚✿▼❖❘❴❫♣P✢❪✶❘✷r

M = Tm+n J
> N = Tm

(s1, . . . , sm+n) > (s1, . . . , sm)

P✏♠❴❘❻♠❴❚ ❱ ✶❴P✏❭✢❘❴❫ ✻❢P✎✞✿❩❯P★❭ ❤ ❣❖♠✺♠✾P ➒ ∞ ✞✐❫❵❪✜✻❁❣ ❱ ❫ ❣✰❪❜❘✾P✓❲✳❣ ❱
Tn ✞❯P✢❘❻P ❤❵❤ P✷❣❖❩✐◆◗P✢❘❻❚❯❪✿P★♠✾P✏❭✢❘❴❫♣▼❖❪q❩❯P✓❭ ❤ ❣❖♠✾♠✾P ➒ ∞ r

σ(s1, . . . , sm) = (s1, . . . , sm, 1, . . . , 1).

❽✫▼❖❪✿❭✎✞✐❩ ➜ ❣✰❲ ❱❇❑ ♠ ❤ P✫❭✏▼ ❱ ▼ ❤❵❤ ❣✰❫ ❱ P♦❩❯P ❤ ❣✷❲ ❱ ▼❖❲❳▼❁♠❴❫❵❘❴❫♣▼❖❪ ✙ ✵ � ✵ � ✞➀♠✾❫
G = (R×Tm) ⋊ Zn P✏♠❴❘ ❤ P ➝❁❱ ▼❖❚❯❲ ▼❖❨❬❩❯P♦❩❯P❤P➜ ❣❖❭✢❘❴❫♣▼❖❪q❩❯P

Zn ♠❴❚ ❱
R × Tm ❲✳❣ ❱ r

k.(~, s1, . . . , sm) = (~, s1e
ı~(θk)1 , . . . , smeı~(θk)m),

❣ ❤ ▼ ❱ ♠
(G,

➒ ∞❖ (G))
P✏♠❴❘✞❚❯❪ ➝❁❱ ▼❖❚❯❲❳▼❖❨❬❩❯P✙❩❯P✙❩ ❝❲❱ ▼ ❱ ◆❺❣✰❘❴❫♣▼❖❪ ❩❯P

(Tm+n,Ω) ➇ P✢❘✆❫ ❤ ❫❵❪✿❩✐❚❯❫❵❘✞❚❯❪✿P ❳ ❚✳❣✰❪❜❘❴❫ ❨ ❭✵❣✰❘❴❫♣▼❖❪♠❴❘ ❱ ❫♣❭✢❘✾P♦❲✳❣ ❱ ❩ ❝❲❱ ▼ ❱ ◆❺❣✰❘❴❫♣▼❖❪✟✞ ❣✰❚q♠✾P✢❪✿♠✠❩❯P ➔ ❫♣P✄✂➑P ❤ ✵✲✽✠❪ ❱ P✢❘ ❱ ▼❖❚▲✻❢P✗❣✰❫❵❪✿♠❴❫❾❚❯❪ ❱✾❝ ♠❴❚ ❤ ❘✺❣✰❘✙❩ ❝ ✶ ✳◗❝ ❘✺❣ ✃❯❤ ❫➍❲✳❣ ❱✌➔ ❫♣P✄✂❳P ❤
→ ➔ ❫♣P✵➙❁↕ ✃ ✞✐❘ ❰ ✵ ✠✁✵ � ➛ ✵✲✽✠❪▲❪✿▼❖❘✾P ❱ ❣ ❳ ❚✿P✫❲ ▼❖❚ ❱

n = m = 1
P✢❘

Θ = 1
✞✐❲ ▼❖❚ ❱ ❘✾▼❖❚❯❘

~ = Θ
✞❯▼❖❪☛❣ r

➒ ∗(G~) =
➒

(T2
T heta),

❳ ❚❯❫❾P✏♠❴❘ ❤P➜ ❣ ❤➱➝☞❑✒✃❯❱ P✓❩❯P ❤ ❣ ❱ ▼❖❘✺❣✰❘❴❫♣▼❖❪✒✵
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� ❍✂✁☎✄✥➊✖➔❜❑
S4

θ

➓➦➉✷➓ ✄ ➉✷➌ ➌❼❋❀➏✬➍➐➏✚➑☞☛✷➔✶❑◗❏➦➔✝✆➹➉✷➓❉➓❀➔✶❑✻➔★➏✟✞❋➍➟➓➍❏◆➑
❯➀▼❖❫❵❘ ❤ ❣➜♠✾❲ ❰✚❑✢❱ P◗r

M = S4 =
{

(z, z′, t) ∈ C × C × R
∣∣∣∣ |z|2 + |z′|2 + t2 = 1

}
.

➐❾P♦❘✾▼ ❱ P
T
❩❯P✓❩✐❫❵◆◗P✢❪✿♠❴❫♣▼❖❪ ✠✓❣ ➝ ❫❵❘❻❩❯P♦◆❺❣✰❪❯❫ ❑✢❱ P✓P✄✂❳P✏❭✢❘❴❫ ✻❢P✷P✢❘♥❲✳❣ ❱ ❩✐❫ ✂ ❝ ▼❖◆◗▼ ❱ ❲ ❰ ❫♣♠✾◆◗P✏♠✌♠❴❚ ❱

S4 r

u.(z, z′, t) = (uz, z′, t), u ∈ T.

➐ ➜ ❣❖❭✢❘❴❫♣▼❖❪❼P✏♠❴❘ ❤ ❫ ✃❯❱ P★♠❴❚ ❱♥❤P➜ ▼❖❚▲✻❢P ❱ ❘
Me = {(z, z′, t) || z 6= 0} ✵

✠✁✵⑨❯➀▼❖❫❵❘
N = C × R

◆✷❚❯❪❯❫♣P✓❩❯P ❤P➜ ❣❖❭✢❘❴❫♣▼❖❪❼❩❯P
R
✞✐❲✳❣ ❱ ❩✐❫ ✂ ❝ ▼❖◆◗▼ ❱ ❲ ❰ ❫♣♠❴◆◗P✏♠✍✞✿❩ ❝❲❨ ❪❯❫♣P✓❲✳❣ ❱ r

x.(t, z′) = (t, eıxz′),
♠❴❫

x ∈ R.

✙ ✵❙✽✠❪☛❭✏▼❖❪✿♠❴❫♣❩ ❑✢❱ P ❤P➜ ❣✰❲❯❲ ❤ ❫♣❭✵❣✰❘❴❫♣▼❖❪❙r

S4 J
> N = C × R

(z, z′, t) > (z′, t).

➙ ❤❵❤ P★P✏♠❴❘♥❫❵❪✜✻❁❣ ❱ ❫ ❣✰❪❜❘✾P✷❲✳❣ ❱
T ➇ P✢❘❻♠✾▼❖❪❹❫❵◆❺❣ ➝ P✓P✏♠❴❘ ❤ P★❩✐❫♣♠ ❳ ❚✿P ❱ P ❱ ◆ ❝ r

∆ = D3 =
{

(z′, t) ∈ C × R
∣∣∣∣ |z′|2 + t2 ≤ 1

}
.

❽✫P♦❲ ❤ ❚✿♠
∆e = J(Me) =

{
(z′, t) ∈ C × R |

∣∣ |z′|2 + t2 < 1
}

=
◦

D3 P✏♠❴❘♥❚❯❪q▼❖❚▲✻❢P ❱ ❘✠❩❯P N
✵

� ✵ ✞✠❪✿P★♠✾P✏❭✢❘❴❫♣▼❖❪▲❭✏▼❖❪✶❘❴❫❵❪❜❚✿P✗❩❯P
J
P✏♠❴❘❻❩❯▼❖❪❯❪ ❝ P♦❲✳❣ ❱ r

D3 σ
> S4

(z′, t) > (
√

1 − |z′|2 − t2, z′, t),

❳ ❚❯❫➂P✏♠❴❘✫❩❯P✗❭ ❤ ❣❖♠✺♠✾P ➒ ∞ ♠❴❚ ❱
∆e

✞●❘ ❱ ❣✰❪✿♠❉✻❢P ❱ ♠✾P ✳
J ➇ ❩❯P✗❲ ❤ ❚✿♠ σ(∆)

❱ P✢❪✿❭✏▼❖❪❜❘ ❱ P✚❭ ❰ ❣ ❳ ❚✿P➜▼ ❱✓✃ ❫❵❘✾P✚❩❯P
T❚❯❪✿P✎✞✳P✢❘❻❚❯❪✿P♦♠✾P✢❚ ❤ P ❱ ▼❖❫♣♠ ✝P❞✕➳✬❞

pT ◦ σ
P✏♠❴❘♥❫❵❪❨✶❴P✏❭✢❘❴❫ ✻❢P✁✵

� ✵❻❽♦❣✰❪✿♠✌❘✾▼❖❚✿♠ ❤ P✏♠❻❭✵❣❖♠✍✞ ❤ P✏♠
χM

♠✾▼❖❪❜❘✌❩❯P✓❭ ❤ ❣❖♠✾♠✾P ➒ ∞ ❲❯❚❯❫♣♠ ❳ ❚✿P◗r
➆ ♠❴❫

χ = 1
✞
χM = 1

P✏♠❴❘❻❩ ❝❲❨ ❪❯❫♣P✓♠✾❚ ❱ ❩❯▼❖◆
(χM ) = M

➆ ♠❴❫
χ 6= 1

✞
χM (z, z′, t) = χ

(
z
|z|

) P✏♠❴❘✌❩ ❝❲❨ ❪❯❫♣P✓♠❴❚ ❱ ❩❯▼❖◆
(χM ) = Me

✵

� ➜ ✵❻➐ ➜ ❣❖❭✢❘❴❫♣▼❖❪☛❩❯P
R
♠❴❚ ❱

N
❤ ❣✰❫♣♠✾♠✾P

S2 = D3 −
◦

D3 P✢❘ ◦

D3 ♠❴❘✺❣ ✃❯❤ P✏♠ ✵
❲✕❣ ❱ ❭✏▼❖❪✿♠ ❝✮❳ ❚✿P✢❪❜❘✍✞✘❩ ➜ ❣✰❲ ❱❇❑ ♠ ❤ ❣ ❲ ❱ ▼❖❲❳▼❁♠❴❫❵❘❴❫♣▼❖❪ ✙ ✵ � ✵ � ✞

(G,
➒ ∞❖ (G))

P✏♠❴❘♦❚❯❪ ➝❁❱ ▼❖❚❯❲ ▼❖❨❬❩❯P⑧❩❯P◗❩ ❝❲❱ ▼ ❱ ◆❺❣✰❘❴❫♣▼❖❪ ❩❯P
(S4,Ω)

✞✿P✢❘
(S4,Ω)

❣❖❩✐◆◗P✢❘✠❚❯❪✿P ❳ ❚✳❣✰❪✶❘❴❫ ❨ ❭✵❣✰❘❴❫♣▼❖❪❼♠✾❘ ❱ ❫♣❭✢❘✾P♦❲✳❣ ❱ ❩ ❝❲❱ ▼ ❱ ◆❺❣✰❘❴❫♣▼❖❪✟✞ ❣▼✻❢P✏❭

G = (R × S2 × {0}) ⊔ ((R ×
◦

D3) ⋊ Z) ⊂ (R × D3) ⋊ Z,

Ω =
∂

∂θ
∧ ∂

∂θ′
,



� ✁✁�✄✂✆☎✞✝✠✟☛✡✌☞✎✍✏☎✞✑✓✒✕✔✗✖✘✡✙✑✚☞✎✍✛✂✕✍✏✜✎✡✌☞✎✍✢☎✞✑✤✣✠☞✦✥✧✝★☎✗✖✎✩✠☎✞✪✛✁✫✣✆✬ � ➙

▼✡✠ ∂
∂θ

❐ ❱ P✏♠❴❲✒✵ ∂
∂θ′

❮ P✏♠❴❘ ❤ ❣❺❩ ❝✢❱ ❫ ✻❁❣✰❘❴❫♣▼❖❪ ❤ P ❤ ▼❖❪ ➝ ❩❯P✏♠✫▼ ❱✓✃ ❫❵❘✾P✏♠✙❩❯P ❤P➜ ❣❖❭✢❘❴❫♣▼❖❪ ❫❵❪❯❫❵❘❴❫ ❣ ❤ P
T

❐ ❱ P✏♠❴❲✒✵ ❩❯P ❤P➜ ❣❖❭✢❘❴❫♣▼❖❪ ❩❯P
T
❲✳❣ ❱

u.(z, z′, t) = (z, uz′, t)
❮ ✵➍➐❾P✏♠➜❣ ❤➱➝☞❑✒✃❯❱ P✏♠✷❩ ❝❲❱ ▼ ❱ ◆ ❝ P✏♠ ➒ ∗(G~) =

➒
(S4

~
)
❪✿P❺♠✺▼❖❪❜❘✗❣✰❚❯❘ ❱ P✏♠ ❳ ❚✿P ❤ P✏♠

♠❴❲ ❰✚❑✢❱ P✏♠✓❪✿▼❖❪ ❭✏▼❖◆✚◆✓❚❯❘✺❣✰❘❴❫ ✻❢P✏♠✗❩ ❝❲❨ ❪❯❫♣P✏♠✓❩✿❣✰❪✿♠⑧→ ➒ ➐ ✂✚✠✢➛ ✵❾➐❾P ❱✾❝ ♠❴❚ ❤ ❘✺❣✰❘✓❩❯P◗❩ ❝❲❱ ▼ ❱ ◆❺❣✰❘❴❫♣▼❖❪❙♠❴❘ ❱ ❫♣❭✢❘✾P⑧❣✰❚ ♠✾P✢❪✿♠★❩❯P
➔ ❫♣P✄✂➑P ❤ ❪ ➜ P✏♠❴❘❻❩❯▼❖❪✿❭ ❱ ❫♣P✢❪☛❩ ➜ ❣✰❚❯❘ ❱ P ❳ ❚✿P♦❭✏P ❤ ❚❯❫➍❩❯P✁�✁✂ ❱ ❫ ❤❵❤ ❞ → �❸❣ ❱ ✂✚✠✢➛ ✵

✽✠❪ ❱ P✏❭✏▼❖❪❯❪✳❣✒✑♣❘✎P✢❪✷❲✳❣ ❱ ❘❴❫♣❭✢❚ ❤ ❫♣P ❱❉❳ ❚✿P✎✞✵❲❳▼❖❚ ❱ ❘✾▼❖❚❯❘
~
✞
F =

{(
eıθ

2 , 0
) ∣∣∣
∣∣ eıθ ∈ T

} P✏♠❴❘❾❚❯❪ ❱ P ❱ ◆ ❝ ❫❵❪ ✻❖❣ ❱ ❫ ❣✰❪✶❘
❩❯P

G
(0)
~

P✢❘✍✞✿❩ ➜ ❣✰❲ ❱❇❑ ♠ ❤ ❣✗❲ ❱ ▼❖❲ ▼❁♠✾❫❵❘❴❫♣▼❖❪ ✠✁✵ � ✵ � ▼❖❪q❣ ❤ ❣✚♠✾❚❯❫❵❘✾P♦P➅➄❯❣❖❭✢❘✾P◗r

0 ⊂ >
➒ ∗
(

G~| ◦

D3

)
⊂ >

➒
(S4

~) >>
➒ ∗ (G~|F ) =

➒ ∗(T ⋊ Z) =
➒

(T2
~) >> 0.

➙➂❪▲❲✳❣ ❱ ❘❴❫♣❭✢❚ ❤ ❫♣P ❱ ✞●▼❖❪ ❱ P✢❘ ❱ ▼❖❚▲✻❢P ❤P➜ P➅➄✐❫♣♠❴❘✾P✢❪✿❭✏P★❩ ➜ ❚❯❪▲◆◗▼ ❱ ❲ ❰ ❫♣♠✾◆◗P★♠❴❚ ❱ ✶❴P✏❭✢❘❴❫ ❱
➒
(S4

~) >>
➒

(T2
~).

✄ ❋❀➍➟➓❡➏✚➑☞✟ ✄ ➍➐➏✚➑➒➉✷➓ ❏➦➔✆☎✫➔ ✂ ✂➒➑ ❑✵❑✚➍✛➊④❏↕➔★➏✞✝➇➑✕➏✮➏✬➉➟➏❺❏❉➔
Cn

❯✶❚ ❱♥❤ ❣✼✻❁❣ ❱ ❫ ❝ ❘ ❝
M = Cn ✞✐▼❖❪▲❭✏▼❖❪✿♠❴❫♣❩ ❑✢❱ P ❤P➜ ❣❖❭✢❘❴❫♣▼❖❪❹❚✿♠✾❚✿P ❤❵❤ P♦❩❯P Tn ✞✐❭✏▼➀▼ ❱ ❩❯▼❖❪❯❪ ❝ P♦❲✳❣ ❱ ❭✏▼✶▼ ❱ ❩❯▼❖❪❯❪ ❝ P✎✞ ❳ ❚❯❫P✏♠❴❘❻P✄✂➑P✏❭✢❘❴❫ ✻❢P ➇ P ❤❵❤ P★P✏♠❴❘ ❤ ❫ ✃❯❱ P✓♠❴❚ ❱♥❤P➜ ▼❖❚▲✻❢P ❱ ❘ Me = (C − {0})n ✵

✠✁✵❻➐✘❣ ✻❖❣ ❱ ❫ ❝ ❘ ❝
N = Rn P✏♠❴❘♥◆✷❚❯❪❯❫♣P✓❩❯P ❤P➜ ❣❖❭✢❘❴❫♣▼❖❪☛❩❯P Rn ✞✐❲✳❣ ❱ ❘ ❱ ❣✰❪✿♠ ❤ ❣✰❘❴❫♣▼❖❪✿♠ ✵

✙ ✵❻➐ ➜ ❣✰❲❯❲ ❤ ❫♣❭✵❣✰❘❴❫♣▼❖❪ r

Cn J
> Rn

(z1, . . . , zn) > (|z1|2, . . . , |zn|2)
P✏♠✾❘❺❩❯Pq❭ ❤ ❣❖♠✾♠✺P ➒ ∞ ✞➂❫❵❪✜✻❁❣ ❱ ❫ ❣✰❪❜❘✾P☛❲✳❣ ❱

Tn ➇ ♠✾▼❖❪ ❫❵◆❺❣ ➝ PqP✏♠❴❘
∆ = (R+)n

✞✄P✢❘ ❤P➜ ❫❵◆❺❣ ➝ Pq❩❯P
Me

P✏♠❴❘
J(Me) = ∆e = (R∗

+)n
❳ ❚❯❫❾P✏♠❴❘❻▼❖❚▲✻❢P ❱ ❘✌❩✿❣✰❪✿♠

N
✵

� ✵ ✺ ❤ P➅➄✐❫♣♠❴❘✾P✫❚❯❪✿P★♠✾P✏❭✢❘❴❫♣▼❖❪q❭✏▼❖❪✶❘❴❫❵❪❜❚✿P
σ
❩❯P

J
❩ ❝❲❨ ❪❯❫♣P♦❲✳❣ ❱ r

(R+)n
σ

> Cn

(x1, . . . , xn) > (
√

x1, . . . ,
√

xn),

❳ ❚❯❫❾P✏♠❴❘✌❩❯P♦❭ ❤ ❣❖♠✺♠✾P ➒ ∞ ♠❴❚ ❱
Me

✞❯P✢❘❻❩❯▼❖❪✶❘ ❤P➜ ❫❵◆❺❣ ➝ P★P✏♠❴❘♥❘ ❱ ❣✰❪✿♠❇✻❢P ❱ ♠✾P✓❣✰❚✐➄▲▼ ❱✓✃ ❫❵❘✾P✏♠❻❩❯P
Tn ✵

� ✵ ❲✎▼❖❚ ❱ ❘✾▼❖❚❯❘
χ ∈ T̂n

✞❻▼❖❪✤❣
χ(s1, . . . , sn) = sk1

1 · · · skn

1

✞❻▼✡✠ ❤ P✏♠
ki

♠✾▼❖❪✶❘☛❩❯P✏♠qP✢❪✶❘❴❫♣P ❱ ♠✍✞✙❭✏▼✶▼ ❱ ❧❩❯▼❖❪❯❪ ❝ P✏♠❉❩❯P
k = 1

ı
dχ

❩✿❣✰❪✿♠ ❤ ❣ ✃ ❣❖♠✾P☛❭✵❣✰❪✿▼❖❪❯❫ ❳ ❚✿P☛❩❯P
Rn ✵✍❏ ❤ ▼ ❱ ♠ χM

P✏♠✾❘⑧❩ ❝❲❨ ❪❯❫♣Pq♠✾❚ ❱❺❤P➜ ▼❖❚▲✻❢P ❱ ❘
{(z1, . . . , zn) || ∀i, ki 6= 0 ⇒ zi 6= 0} ❩❯P Cn P✢❘✌P✏♠✾❘❻❩❯P♦❭ ❤ ❣❖♠✾♠✾P ➒ ∞ ❩ ➜ ❣✰❲ ❱❇❑ ♠ ❤P➜ P➅➄➀❲ ❱ P✏♠✾♠✾❫♣▼❖❪ r

χM (z1, . . . , zn) =
∏

1≤i≤n,ki 6=0

(
zi

|zi|

)ki

.

� ✵❻➐➍P✏♠✌P✢❪✿♠✾P✢◆ ✃❯❤ P✏♠
{(~, x) ∈ R × Rn || ki 6= 0 ⇒ (xi 6= 0

P✢❘
xi + ~ki 6= 0)}

♠✺▼❖❪❜❘✌▼❖❚▲✻❢P ❱ ❘✾♠✠❩✿❣✰❪✿♠
G(0) = R × (R+)n

❩ ➜ ❣✰❲ ❱❇❑ ♠ ❤ P ❤ P✢◆✚◆◗P � ✵ � ✵ � ✵
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❯➀▼❖❫❵❘✠❣ ❤ ▼ ❱ ♠✍✞ ❤ P✓♠✾▼❖❚✿♠ ❧ ➝❁❱ ▼❖❚❯❲❳▼❖❨❬❩❯P◗r

G =
⊔

k∈Zn

{(~, x) ∈ R × (R+)n || ki 6= 0 ⇒ (xi 6= 0
P✢❘

xi + ~ki 6= 0)} ,

❩❯P
(R × Rn) ⋊ Zn ✞ ❲❳▼❖❚ ❱✠❤P➜ ❣❖❭✢❘❴❫♣▼❖❪ k.(~, x) = (~, x + k~)

✵➑❽ ➜ ❣✰❲ ❱❇❑ ♠ ❤ P✗❘ ❰✿❝ ▼ ❱❇❑ ◆◗P ✙ ✵ � ✵ � ✞
(G,

➒ ∞❖ (G))P✏♠❴❘♥❚❯❪ ➝❁❱ ▼❖❚❯❲❳▼❖❨❬❩❯P★❩❯P★❩ ❝❲❱ ▼ ❱ ◆❺❣✰❘❴❫♣▼❖❪q❩❯P
Cn ✞❯◆✓❚❯❪❯❫✘❩✐❚ ✃ ❫ ✻❢P✏❭✢❘✾P✢❚ ❱ ❲✎▼❖❫♣♠✾♠✾▼❖❪✫✻❁❣ ❤ ❣✰❪❜❘✍✞✳♠❴❚ ❱

Me
r

Ω =
n∑

i=1

∂

∂ri
∧
(

1

ri

∂

∂θi

)
,

▼✡✠
(ri, θi)

♠✺▼❖❪❜❘ ❤ P✏♠✆❭✏▼✶▼ ❱ ❩❯▼❖❪❯❪ ❝ P✏♠❸❲ ▼ ❤ ❣✰❫ ❱ P✏♠✆♠❴❚ ❱
Cn ✵✟➙➂❪ ❱ ❣✰❫❵❘✍✞❁❭✏▼❖◆✚◆◗P

ridri∧dθi = dxi∧dyi
✞❢▼✡✠

(xi, yi)♠✾▼❖❪✶❘ ❤ P✏♠✓❭✏▼➀▼ ❱ ❩❯▼❖❪❯❪ ❝ P✏♠✗❭✵❣ ❱ ❘ ❝ ♠❴❫♣P✢❪❯❪✿P✏♠➜♠❴❚ ❱
Cn ✞❾▼❖❪ ✻❢▼❖❫❵❘ ❳ ❚✿P

(M,Ω)
P✏♠❴❘★❚❯❪✿P ✻❖❣ ❱ ❫ ❝ ❘ ❝ ♠❴❞➀◆✚❲ ❤ P✏❭✢❘❴❫ ❳ ❚✿P⑧❩❯P

❱ ▼ ❱ ◆◗P★♠❴❞➀◆✚❲ ❤ P✏❭✢❘❴❫ ❳ ❚✿P✎✞✿♠✾❚ ❱ ❘✾▼❖❚❯❘
M

r

ω =
n∑

i=1

dxi ∧ dyi.

➒ P✢❘❻P➅➄❯P✢◆✚❲ ❤ P✫P✏♠❴❘♥P✏♠✾♠✾P✢❪❜❘❴❫♣P ❤❵❤ P✢◆◗P✢❪✶❘ ❤ P✙◆ ❚✢◆◗P ❳ ❚✿P✫❭✏P ❤ ❚❯❫❾❩❯P✫➓✧P ❤❵❤ ❫♣♠✾♠✺❣ ❱ ❩ P✢❘ �✠❫❵❘❴❘✾▼❖❘♦→↔➓ �♦↕ ✂✰➛ ✞ ❳ ❚❯❫❳❭✏▼❖❪✿♠❴❫ ❧❩ ❑✢❱ P✢❪❜❘✙P✢❚✐➄ ❤ P ➝❁❱ ▼❖❚❯❲❳▼❖❨❬❩❯P
G′′ ❘✾P ❤❘❳ ❚✿P◗r

G′′
~ =

{{
(y, x) ∈ ((R+)n)2

∣∣| y ∈ ~Zn, x ∈ ~Zn P✢❘
xi = 0 ⇔ yi = 0

} ♠❴❫
~ 6= 0

{(x, k) ∈ (R+)n × Zn || ki = 0 ⇒ xi = 0} ♠❴❫
~ = 0

.

➙➂❪ ❱ ❣✰❫❵❘
G′′ P✏♠✾❘♥❚❯❪☛♠✾▼❖❚✿♠ ❧ ➝❁❱ ▼❖❚❯❲❳▼❖❨❬❩❯P ❱ P ❱ ◆ ❝ ❩❯P G
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∇ ✴ = (iω)−1(d
✳
)

i∇ ✵ ω = d
✳

∀X ∈ TM, ω(∇ ✴ ,X ) = d
✳
(X )

∀ ✳ ′ ∈ ➒ ∞(M), d
✳ ′(∇ ✴ ) = { ✳ ′, ✳ }

✶ ❁✲✱ ✗➹✙➐✞ ✠②✽✛✆ ➩ ✆✥✗✌➽✪➶✱✣✥➚➹✯✫✙★☛➪➼✱☛✮➽✒✠❷☛✪✆★✍ ✑ X ∈ ➒ ∞(M,TM)
☛✒✑✓✠ ✆★✗✎➫❲➭ ❝ ❪⑨➯ ➲✥➳ ✝ ➳ ➫ ✂◗➳➅✉ ❛ ❵ ➭ ❝ ❪ ✝ P ✂P❫✪❴☎✝❹➳❲❴ ✑✒✞

∃ ✳ ∈ ➒ ∞(M), ∇ ✴ = X .
✷ ✶ ✍ ✑✺✽✛✆✚☛➹✜ ➩ ✭✒✦✥✣✥✜Þ✞ ✠❷✭⑨✯✱✍✏✭✮➽✮✭✮✙✥☛✪✗✬✠✡☛➪✣✌✜Þ✞ ☛✪✆ ✵★✶ ✗⑨✙➐✞ ✠❉✣✥✆✬✑✓✑✒✞✖✽✛✆✱☛✸✳➹☛✒✑✓✠➀✜ ☛➪➭ ❝ ❪ ✝ P ✂P❫✪❴✟✝P➳❲❴✸➲❁✉ ➫❲➭ ❝ ❪⑨➯➢➲✥➳ ✝ ➳ ➫ ✂◗➳➅✉ ❛ ❵
X ❁

❂❄❃✲❅❇❆✏❅❉❈❊❃✏❋☎●✫❍➛❯➀▼❖❫❵❘ ✏ ✞✐❚❯❪ ➝❁❱ ▼❖❚❯❲❳P♦❩❯P♦➐➑❫♣P ❳ ❚❯❫❾❣ ➝ ❫❵❘❻♠❴❚ ❱ ❚❯❪✿P❯✻❖❣ ❱ ❫ ❝ ❘ ❝ ❩❯P❯❲✎▼❖❫♣♠✾♠✾▼❖❪✟✞
M

✞✶❲✳❣ ❱ ◆◗▼ ❱ ❲ ❰ ❫♣♠✾◆◗P✏♠
❩❯P❯❲✘▼❖❫♣♠✺♠✾▼❖❪✒✵ ➞ P✙❪✿▼❖❘✾P✠❘✾▼❖❚❨✶❴▼❖❚ ❱ ♠

g
♠✺▼❖❪❹❣ ❤➱➝☞❑✒✃❯❱ P✫❩❯P✫➐➑❫♣P✎✞✐P✢❘

ξX

❤P➜ ❣❖❭✢❘❴❫♣▼❖❪ ❫❵❪ ❨ ❪❯❫❵❘ ❝ ♠❴❫❵◆❺❣ ❤ P★❣❖♠✾♠✾▼➀❭✢❫ ❝ P ✳
X ∈ g

✵
❲✕❣ ❱ ❣✰❫ ❤❵❤ P✢❚ ❱ ♠✙♠❴❫

X ∈ g
▼❖❪q❪✿▼❖❘✾P

X̃
❤ ❣ ❱ ▼❖❪✿❭✢❘❴❫♣▼❖❪✟✞✳❩ ❝❲❨ ❪❯❫♣P✗♠❴❚ ❱❻❤ P✷❩✐❚✳❣ ❤

g∗
❩❯P

g
✞✳❲✳❣ ❱

X̃(ξ) = 〈ξ||X 〉 ✵✲✽✠❪
❪✿▼❖❘✾P ❱ ❣ ❳ ❚✿P♦❭✏P✢❘❴❘✾P★❭✏▼ ❱❴❱ P✏♠❴❲❳▼❖❪✿❩✿❣✰❪✿❭✏P✓P✏♠❴❘♥❚❯❪✿P★❫❵❪❨✶❅P✏❭✢❘❴❫♣▼❖❪q❩❯P

g
❩✿❣✰❪✿♠ ➒ ∞(g∗)

✵
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M
✑✒✞ ✵ ✯ ✶ ✆★✍❈✠ ✶ ✆✬✠ X ∈ g ✵ ✜ ☛✻➽✪➶✱✣✥➚➹✯✰✙★☛✻➼✱☛✮➽✒✠✡☛✪✆✥✍ ✑

x 7→ ξX(x)
☛✒✑✓✠ ➶✱✣✥➚✿✞t✜ ✠ ✶ ✗✟✞ ☛✪✗ ✝P❞➒➳✬❞ ①

∀X ∈ g, ∃f ∈ ➒ ∞(M), df = iξX
ω.

✶ ❁✲✱ ✗✌✣✥✯★✯✟☛✪✜✼✜ ☛ ❪✢❫✪❪✰➳❲❴ ✂ ✙★☛✻✜ ➩ ✣✱➽✒✠✔✞ ✶ ✗✿✙★☛ ✏ ✑✮✆★✍
M

✆★✗✚☛➹✣✥✯★✯★✜✼✞ ➽✬✣✚✠♣✞ ✶ ✗ M
J

> g∗
✠❷☛✪✜✼✜ ☛✁✽✛✆✱☛

✳ ✞ ✴ ∀X ∈ g, 〈J ||X 〉 ∈ ➒ ∞(M) ✵
M

J
> g∗

❆
❆
❆
❆
❆

〈J ||X 〉
❯ ☛✁

✁
✁
✁
✁

X̃

R
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➈★➉✞➊❳➋✎❇✘➌❯➊ ❊➟▼
✠✁✵ ❏♥❭✢❘❴❫♣▼❖❪❼❭✵❣✰❪✿▼❖❪❯❫ ❳ ❚✿P✓❩❯P

Tn ♠❴❚ ❱
(R2n, ω) ≃ (Cn, ω)

✞✳❣▼✻❢P✏❭⑧r

ω =

n∑

i=1

dxi ∧ dyi
❣▼✻❢P✏❭

zi = xi + ıyi

(s1, . . . , sn).(z1, . . . , zn) = (s1z1, . . . , snzn).➙ ❤❵❤ P★P✏♠❴❘ ❰ ❣✰◆✚❫ ❤ ❘✾▼❖❪❯❫♣P✢❪❯❪✿P✎✞ P✢❘ ❤ P✫◆◗▼❖◆◗P✢❪❜❘❙✻❖❣✰❚❯❘

R2n J
> t∗n = Rn

(z1, . . . , zn) >

( |z1|2
2

, . . . ,
|zn|2

2

)

✙ ✵ ❏♥❭✢❘❴❫♣▼❖❪ ✳✫➝ ❣✰❚✿❭ ❰ P ❐
g.x = gx

❮ ❩ ➜ ❚❯❪q♠✾▼❖❚✿♠ ❧ ➝❁❱ ▼❖❚❯❲❳P ✏ ❩❯P
T2n ✞❯♠❴❚ ❱

(T2n, ω)
✞✿❣✱✻❢P✏❭❺r

ω =

n∑

i=1

dθi ∧ dθn+i.

➐ ➜ ❣❖❭✢❘❴❫♣▼❖❪q❪ ➜ P✏♠❴❘❻❲✳❣❖♠ ❰ ❣✰◆✚❫ ❤ ❘✾▼❖❪❯❫♣P✢❪❯❪✿P✫❷ ♠✺❣✰❚ ❱ ♠❴❫ ✏
= {1} ✵� ✵ ☛ ➫ ✂✞✝❹❫✪❴ ➫ ❫ ❝ ➲ ✁✒❫✡✝➒❴☎✂◗➳✸➲✏✎ ✉❿❴ t ❛ ❫❖✉✚➯✛➳❚➲✥➳ ☛ ✝P➳ ✏ r➍➐❾P❺❘ ❰✿❝ ▼ ❱❇❑ ◆◗P⑧❩❯P �✫❫ ❱ ❫ ❤❵❤ ▼✱✻ ❧ �✌▼❁♠❴❘✺❣✰❪✶❘ ❧ ❯➀▼❖❚ ❱ ❫ ❣✰❚ → ❏ ✗ ✞

❐ ✻ ❮ ❲✒✵ � ✂✎✙④➛✘❩✐❫❵❘ ❳ ❚✿P◗r
➆ ❫ ❤ P➅➄➀❫♣♠❴❘✾P✫❚❯❪✿P★❚❯❪❯❫ ❳ ❚✿P★♠✾❘ ❱ ❚✿❭✢❘❴❚ ❱ P★❩❯P ❲✎▼❖❫♣♠✾♠✾▼❖❪q♠❴❚ ❱

g∗
❘✾P ❤❵❤ P ❳ ❚✿P

{
X̃, X̃ ′

}
= ˜[X,X ′]

➆ ✏ ❣ ➝ ❫❵❘✌♠❴❚ ❱
g∗

❲✳❣ ❱ ◆◗▼ ❱ ❲ ❰ ❫♣♠❴◆◗P✏♠✌❩❯P ❲✎▼❖❫♣♠✾♠✾▼❖❪

g.ξ = Ad∗g−1(ξ)

❐ ❣❖❭✢❘❴❫♣▼❖❪q❭✏▼❢❣❖❩ ✶❅▼❖❫❵❪✶❘✾P✎✞✳▼✡✠
Adg(X) = gXg−1 ❮

➆ ❤ P✏♠❻▼ ❱✓✃ ❫❵❘✾P✏♠✌♠✾▼❖❪✶❘✌♠❴❞➀◆✚❲ ❤ P✏❭✢❘❴❫ ❳ ❚✿P✏♠
➆ J = Idg∗� ✵ �✘▼❖❚❯❘✾P✷❣❖❭✢❘❴❫♣▼❖❪▲❲✳❣ ❱ ♠❴❞✶◆✚❲ ❤ P✏❭✢❘✾▼❖◆◗▼ ❱ ❲ ❰ ❫♣♠✾◆◗P✏♠✠P✏♠❴❘ ❰ ❣✰◆✚❫ ❤ ❘✾▼❖❪❯❫♣P✢❪❯❪✿P✷♠❴❫✄r
➆ M

♠❴❫❵◆✚❲ ❤ P✢◆◗P✢❪✶❘✠❭✏▼❖❪❯❪✿P➅➄❯P✁✵
➆ ▼❖❚

[g, g] = g
✵



� ✣✂✁✫✣✄✟❼✩☎✄❾✣ ✁✫✣✆✬✝✆✐✡✠✝✠✍ �✠☞ �✞✬ ☞♥☎✞✝✌✍✏✔✗✖✘✣✆✬ � ✙

➞ P ❱ ❣✰❲❯❲❳P ❤❵❤ P✓❣✰❚✿♠✾♠✾❫ ❤ P✫❘ ❰✿❝ ▼ ❱❇❑ ◆◗P✓♠❴❚❯❫ ✻❖❣✰❪✶❘ ❐ ❭ ❱ ✵ ➒ ✵✖✗ ✵ ✗❼❣ ❱❴❤ P✚→ ✗ ❣ ❱ ↕❁↕ ✞❯❭ ❰ ❣✰❲✒✵ � ✂ � ❘ ❰ ✵ � ✵✛✙④➛❸→↔➐ ✗ ➙ � ➛ ❮ r
✆✞✝ ➡➥❅❋❃✠✟❳➋ ➊➛➬❆▼P❖❀▼ s ❙ ☞❡❫✡✝✞✂ ✏ ✉➣❴ t ❛ ❫❖✉✚➯✛➳➹➲➣➳ ☛ ✝P➳ ❶ ✉ ✝ ❝ ✉➣❴➥➳ ❝ ➫ ✂✞✝❹❫✪❴ ➭ ❝ ❪ ✝ P ✂P❫✪❴☎✝❹➳❲❴➋❴❡➳✾❵ ✉ ❛ ✉❿❴❡➳ ✝✱❝✪❛ ✝P❭☛✂◗❭❵✥✢✪❪⑨➯✲P ➳ ➫ ✂✞✝ ❶ ✉➟➳

M
❞✁�✹P➥➳☎✄✡✝✕❵✠✂◗➳✫✉➣❴❡➳✠✉❿❴✟✝ ❶ ✉➟➳ ❝ ➫ ✂✞✝❹❫✪❴ ❝ ✸ ❴❡➳✁➲➣➳ ✏ ❵ ✉ ❛

g∗
❝ ✢ ❝ ❴ ✂✛➯➐❫❁✉ ❛ ➯ ❝✪❛ ✂✞✝❹➳❯P ✝➒❴❡❭ ❝ ✝ ❛ ➳❙P ✎ ❝ ➫ ✂✞✝❹❫✪❴➫ ❫ ❝ ➲ ✁✒❫✆✝✕❴☎✂◗➳✜✑ ➫ ✎ ➳✔❵✠✂ ☞➸➲✆✝ ❛ ➳✫➲✥➳ P ❝ ➵✮❫ ❛ ❪✰➳

g.ξ = Ad∗g−1(ξ) + θ(g),

❶ ✉ ✝ ❛ ➳❲❴✷➲ P➱➳➹❪✢❫✪❪✰➳❲❴☎✂
J

❭ ❶ ✉ ✝ ✝✖❝✪❛ ✝ ❝ ❴☎✂ ✑ ➫ ✎ ➳❲❵✠✂ ☞➸➲✡✝ ❛ ➳ ✝ ❭ ❛ ✝ ✕②❝ ❴ ✂ ✑➥➯➐❫❖✉ ❛ ✂P❫❖✉➣❵
g ∈ ✏ ✑

x ∈ M
❘

J(g.x) = g.J(x) = Ad∗g−1(J(x)) + θ(g).

➙➂❪❹❲✳❣ ❱ ❘❴❫♣❭✢❚ ❤ ❫♣P ❱ ✞✳♠❴❫ ✏ P✏♠❴❘♥❭✏▼❖◆✚◆✓❚❯❘✺❣✰❘❴❫ ❱ ✞ ❤P➜ ❣❖❭✢❘❴❫♣▼❖❪q❭✏▼❢❣❖❩ ✶❴▼❖❫❵❪❜❘✾P✓P✏♠❴❘✧❘ ❱ ❫ ✻✶❫ ❣ ❤ P ❐ ✝P❞✕➳✚❞
Ad∗

g−1(ξ) = ξ
❮ ➇ ❩❯▼❖❪✿❭❤ P✫◆◗▼❖◆◗P✢❪❜❘✙P✏♠❴❘❻❫❵❪ ✻❖❣ ❱ ❫ ❣✰❪✶❘✌❲✳❣ ❱ ✏ ✞ ✳

θ ∈ Hom(
✏
, R)

❲ ❱❇❑ ♠✱✵
➙➂❪ ✠✵↕❁➙✚✠✎✞ ☛✙❚❯❫ ❤❵❤ P✢◆✚❫❵❪ P✢❘➸❯✶❘✾P ❱ ❪ ✃ P ❱✓➝ ❐ → ☛✿❯✐➙✎✙④➛ ❮ ❩ ➜ ❚❯❪✿P❹❲✳❣ ❱ ❘✍✞❸P✢❘ ❏✧❘❴❫❵❞❜❣ ❰ ❐ → ❏✧❘❴❫❵➛ ❮ ❩ ➜ ❣✰❚❯❘ ❱ P▲❲✳❣ ❱ ❘✍✞❸▼❖❪❜❘

◆◗▼❖❪❜❘ ❱✾❝ ♠❴❫❵◆✓❚ ❤ ❘✺❣✰❪ ❝ ◆◗P✢❪✶❘ ❤ P ❱✾❝ ♠✾❚ ❤ ❘✺❣✰❘✌♠❴❚❯❫ ✻❁❣✰❪❜❘✓r
✆✞✝ ➡➥❅❋❃✠✟❳➋ ➊→➬❆▼P❖➦▼ ❿ ❙ ☞☎✝➍✉❿❴ ✂P❫ ❛ ➳ Tn ❝ ✉➣❴➥➳ ❝ ➫ ✂✞✝❹❫✪❴ ➭ ❝ ❪ ✝ P ✂P❫✪❴✟✝P➳❲❴➟❴❡➳ ❵➅✉ ❛ ✉➣❴➥➳ ✝✱❝✪❛ ✝❹❭ ✂◗❭➪❵✥✢✪❪⑨➯✲P ➳ ➫ ✂✞✝ ❶ ✉➟➳➫ ❫✪❪⑨➯ ❝ ➫ ✂◗➳ ➫ ❫✪❴➟❴❡➳ ✄✥➳

(M,ω)
❝ P❩❫ ❛ ❵ P ✎ ✝➒❪ ❝ t ➳

J(M)
➲➣➳ P ✎ ❝ ➯✥➯✲P ✝ ➫ ❝ ✂✞✝❹❫✪❴ ❪✻❫✟❪✢➳✒❴☎✂ ➳✔❵✠✂❻✉➣❴✸➯✛❫❨P ✢✆✂P❫✔➯➟➳ ➫ ❫✟❴ ✝ ➳☎✄✥➳➲✥➳

t∗n = Rn ❞ �➀❴➹➵ ❝ ✝✞✂
J(M)

➳❲❵✠✂✍P ✎ ➳❲❴ ✝ ➳◗P➱❫✔➯★➯➟➳ ➫ ❫✪❴ ✝ ➳ ✄✥➳❄➲✥➳ P ✎ ✝✕❪ ❝ t ➳✥✑ ✕ ❴✟✝P➳✥✑➋➯ ❝✪❛
J

➲✥➳✔❵➀➯➐❫✡✝➒❴☎✂➒❵ ✕ ✄✥➳✔❵➹➲✥➳
M➯➐❫❖✉ ❛ P ✎ ❝ ➫ ✂✞✝❜❫✟❴ ➲✥➳

Tn ❞
➞ P ❱ P✢❲ ❱ ▼✶❩✐❚❯❫♣♠❺❫♣❭✢❫ ❤ ❣ ❩ ❝ ◆◗▼❖❪✿♠❴❘ ❱ ❣✰❘❴❫♣▼❖❪ ❩ ➜ ❏✧❘❴❫❵❞❜❣ ❰ ➇ ✶ ➜ P✢❪ ❲ ❱ ▼ ❨ ❘✾P▲❲❳▼❖❚ ❱ ❫❵❪❜❘ ❱ ▼➀❩✐❚❯❫ ❱ P ❳ ❚✿P ❤ ❳ ❚✿P✏♠ ❤ P✢◆✚◆◗P✏♠

❚❯❘❴❫ ❤ P✏♠❻❲❳▼❖❚ ❱♥❤ ❣✚♠❴❚❯❫❵❘✾P✁✵
❳♥➊❳➋ ➋ ➊ ➬❆▼◗❖❀▼ ✝ ❙ ♠❴❫ ✏ ❣ ❚❯❪✿P❼❣❖❭✢❘❴❫♣▼❖❪ ❰ ❣✰◆✚❫ ❤ ❘✾▼❖❪❯❫♣P✢❪❯❪✿P ♠❴❚ ❱

(M,ω)
P✢❘ ✏ ′ π

>
✏ ◆◗▼ ❱ ❲ ❰ ❫♣♠✾◆◗P☛❩❯P

➝❁❱ ▼❖❚❯❲❳P✏♠✗❣ ❤ ▼ ❱ ♠ ❤P➜ ❣❖❭✢❘❴❫♣▼❖❪ ❩❯P ✏ ′ ♠✾❚ ❱ (M,ω)
❐ ❲✳❣ ❱

h.x = π(h)x
❮ P✏♠❴❘ ❰ ❣✰◆✚❫ ❤ ❘✾▼❖❪❯❫♣P✢❪❯❪✿P❉P✢❘ ❤ P❺❩✐❫ ❣ ➝❁❱ ❣✰◆✚◆◗P

♠❴❚❯❫ ✻❁❣✰❪❜❘✌❭✏▼❖◆✚◆✷❚❯❘✾P❺r
M

☛✁
✁
✁
✁
✁

J

❆
❆
❆
❆
❆

J ′

❯
g∗

dπ∗

> g′
∗

❳♥➊❳➋ ➋ ➊➛➬❆▼P❖❀▼☛✡➎❙ ❐ ✗☛▼ ❱ ♠✺P ❧ ➓✞▼❖❘❴❘ ❮ ❯✶❫ ϕ : M → R
P✏♠❴❘✆❪✿▼❖❪⑧❩ ❝✒➝❢❝ ❪ ❝✢❱✾❝ P✫❩ ➜ ❫❵❪✿❩✐❫♣❭✏P✠❲✳❣✰❫ ❱ ✞➀❣✰❚❉♠✾P✢❪✿♠❸❩❯P✠➓✞▼❖❘❴❘

✝P❞✕➳✬❞➍r
➆ ❤ P✏♠❻❲ ▼❖❫❵❪✶❘✾♠✌❭ ❱ ❫❵❘❴❫ ❳ ❚✿P✏♠ ❱ ▼ ❱ ◆◗P✢❪✶❘✌❚❯❪✿P♦♠✾▼❖❚✿♠ ✻❖❣ ❱ ❫ ❝ ❘ ❝

N
❩❯P

M➆ ❤ ❣ ✂✙P✏♠✾♠❴❫♣P✢❪❯❪✿P
d2ϕ

❱ P✏♠❴❘ ❱ P✢❫❵❪❜❘✾P ✳✗❤P➜ P✏♠❴❲✳❣❖❭✏P♦❪✿▼ ❱ ◆❺❣ ❤ TM |N�
TN

P✏♠❴❘♥❪✿▼❖❪q❩ ❝✒➝❢❝ ❪ ❝✢❱✾❝ P
➆ d2ϕ

❣✗❚❯❪q❪✿▼❖◆ ✃❯❱ P★❲✳❣✰❫ ❱ ❩❯P❯✻❖❣ ❤ P✢❚ ❱ ♠✌❲ ❱ ▼❖❲ ❱ P✏♠❻❪ ❝✒➝ ❣✰❘❴❫ ✻❢P✏♠
❣ ❤ ▼ ❱ ♠ ❤ P✏♠

ϕ−1 {ξ } ✞ ξ ∈ R
♠✾▼❖❪❜❘✠❭✏▼❖❪❯❪✿P➅➄✐P✏♠ ❐ ▼❖❚✫✻✶❫♣❩❯P✏♠ ❮ ✵

❳♥➊❳➋ ➋ ➊ ➬❈▼P❖❀▼ ✙↕❙ ❯➀▼❖❫♣P✢❪❜❘✗r
➆ (M1, ω1)

P✢❘
(M2, ω2)

✻❁❣ ❱ ❫ ❝ ❘ ❝ ♠★♠❴❞➀◆✚❲ ❤ P✏❭✢❘❴❫ ❳ ❚✿P✏♠✓❭✏▼❖◆✚❲✳❣❖❭✢❘✾P❺❭✏▼❖❪❯❪✿P➅➄❯P✏♠★◆✷❚❯❪❯❫♣P✏♠✷❩ ➜ ❚❯❪✿P⑧❣❖❭✢❘❴❫♣▼❖❪ ❰ ❣ ❧◆✚❫ ❤ ❘✾▼❖❪❯❫♣P✢❪❯❪✿P✷❩❯P
Tn

➆ M1
ϕ

> M2
✞❖❚❯❪❺♠❴❞➀◆✚❲ ❤ P✏❭✢❘✾▼❖◆◗▼ ❱ ❲ ❰ ❫♣♠❴◆◗P ❝✮❳ ❚❯❫ ✻❁❣ ❱ ❫ ❣✰❪❜❘❸❲✳❣ ❱

Tn r
ϕ∗ω2 = ω1

P✢❘
ϕ(g.x) = g.ϕ(x)

✵
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❣ ❤ ▼ ❱ ♠ ❤ P★❩✐❫ ❣ ➝❁❱ ❣✰◆✚◆◗P✷♠❴❚❯❫ ✻❁❣✰❪❜❘✌❭✏▼❖◆✚◆✷❚❯❘✾P❺r

M1
ϕ

> M2

❆
❆
❆
❆
❆

J1

❯ ☛✁
✁
✁
✁
✁

J2

t∗n
P✢❪▲❲✳❣ ❱ ❘❴❫♣❭✢❚ ❤ ❫♣P ❱

J1(M1) = J2(ϕ(M1))
✵

✽✠❪▲❲❳P✢❚❯❘♥◆❺❣✰❫❵❪❜❘✾P✢❪✳❣✰❪✶❘✙❩ ❝ ◆◗▼❖❪✶❘ ❱ P ❱✠❤ P✫❘ ❰✿❝ ▼ ❱❇❑ ◆◗P✁✵
❬✫❭❲❪✢❫✪❴✛❵✠✂ ❛✓❝ ✂✞✝❹❫✪❴❡❞

✸ ∀ξ ∈ t
∗
n, J

−1 {ξ } ✆☎✂☎✞ ✒ ✫✭✏✑✏ ✆ ✦ ✆ �✕✫✭✠ ✄✵✄✬✯✙✆ ✓❾②❦✫①t❧✾♠✟♥ r✁❣ ❦ ✐✡q ❧ ⑤✥s✚q❉q ♥✔✇♣❥ q✡q ❧✔❦✥✇✺❧ ④ ❥ q n ❶❜✯ ③ s✬⑤✥q ❻ ④ ①✘❧✲①t❧ r✁r ❧ ✠★❶ ✗✚❶ ✡★✉ s✒✈ ❧❲✇②①t❧ r✁❣✚q✡⑤★⑥★❤❩④◗r ❧
(t1, . . . , tn−1) ∈ Tn−1 ⊂

i
> (t1, . . . , tn−1, 1) ∈ Tn

❣ ❦ s ❈
Jn−1 = di∗ ◦ Jn =

n−1∑

k=1

〈Jn||Ek 〉E∗
k

❣✙✲
(Ek) ❼ s✱④ ❧✲♠✟❧ tn ✉✟♠✟❧✲❼ s✱④ ❧✲♠✟❥ s ①✘❧ E∗

k ✉ ✐ ❧✔①✘①t❧✹⑧✖❥★❧ di∗(E∗
n) = 0 ❶❁❆❘❦ ④ ❥ ❤✘✐ ❧✱✉★♠✛③ s✚⑤★q ❻ ④ ①✘❧✲①t❧ r✁r ❧✹♠✟❧ ✂ ❣✚q❷④ ❧ ❸☞❉❣✚✐◗✐ ✠★❶ ✗✚❶ ✝ ❶

• n = 1 ❈ J = J1 : M → R ❧ ④◗✐ ❦ ❣ ❦❄♠✟♥✔❺✚♥♣❦✥♥ q ♥♣❧✲♠✛③ ❤ ❦✥♠ ❤ ✇✺❧ ⑤➣s✬❤tq ❃ ✇✓♦P❶ ✁ ✐■❤ ✞✱s✬⑥ ✔ ✁ ✐■❤ ✛ ❄ ❶
• n− 1 ⇒ n ❈ ④◗❤ ξ ✈✮s ①t❧♣❥ q❆q ♥♣❺✱❥★① ❤ ❻ q ❧✱✉ ϕ : M ′ → R ❧ ④P✐ ❦ ❣ ❦✻♠✟♥♣❺✱♥♣❦★♥ q ♥✔❧➀♠✛③ ❤ ❦✥♠ ❤ ✇✺❧ ⑤✥s✚❤✘q ❃ ✇✓♦P❶ ✁ ✐✡❤ ✞✖s✬⑥ ✔ ✁ ✐✡❤ ✛ ❄

ϕ = 〈Jn||En 〉|M ′

M ′ = (Jn−1)
−1 {di∗(ξ)}

♠➟③ ❣✙✲ ①t❧ q ♥ ④ ❥✥① ✐❷s✮✐❆⑤ ❥ ❤❩④ ⑧✖❥★❧✫❈
J−1

n {ξ } = M ′ ∩ 〈Jn||En 〉−1 {〈ξ||En 〉} = ϕ−1 {〈ξ||En 〉}
✸ J(M) ✆☎✂☎✞ ✒✪✫✭✏☎✄✜✆ ✦ ✆ ✓

✂ ❣ ❦ ✐■q✡❣ ❦ ④ ⑧✖❥★❧✲①➒③ ❤ ❦ ✐ ❧ q❷④ ❧✔✇ ✐✡❤✘❣ ❦✫♠★❧ J(M)
s✒✈ ❧✔✇ ✐■❣ ❥ ✐ ❧✾♠ q■❣✱❤✼✐ ❧ s ❀✝❦★❧✲❧ ④◗✐ ✇ ❣ ❦✥❦★❧✾✹✟❧✚❶ ⑦ ❧✔① s✁q ♥ ④ ❥★① ✐ ❧✹♠✟❧

J(M) ∩ di∗−1 {ξ }︸ ︷︷ ︸♠ q■❣✱❤✼✐ ❧✲♠★❧ t∗n

= J((Jn−1)
−1 {ξ }︸ ︷︷ ︸✇ ❣ ❦★❦★❧✾✹✟❧

).

✸✁� ☎ ✄✴✍✝✂✟✏✙✆ ★ ✂✜✒ J ✯✣✆✟✂ ★ ✫✭✄✴✏✑✞ ✂ ✝ ✦ ✆☎✂ ✯✣✆ ☛ ☎ ✂ ✒✟✞ ✄✬✫✜✏ ✆✟✂ ✞ ✝✧✏ ✄✬✆ ✓
❆❀❦✫❧ ✻ ❧ ✐ ✉ x ❧ ④P✐❆⑩ ✹✪❧ ⑤✥s✚q Tn

④■❤ ❧ ✐❋④ ❧✔❥★①✘❧ r ❧♣❦ ✐❈④◗❤ dxJ = 0 ✇ s✚q ❈
ξX(x) = 0 ⇔ (iξX

ω)x = 0 ⇔ dx 〈J ||X 〉 = 0.

✭ s❚④■❣ ❥ ④◗❸❜✈✒s✚q■❤ ♥ ✐ ♥ {x | dxJ = 0} s ❥★❦ ❦ ❣✚r ❼ q ❧ ⑩ ❦ ❤ ♠✟❧✎✇ ❣✚r✁⑤❿❣✱④✡s ❦ ✐ ❧ ④ ✇ ❣ ❦★❦★❧✺✹✟❧ ④ Z1, . . . , Zm ✉❆✇ s✚q M✇ ❣✚r✁⑤✥s ✇ ✐ ❧ ✲ ❧ ✐ J ❧ ④P✐ ✇ ❣ ❦ ④◗✐✡s ❦ ✐ ❧ ④ ❥ q ✇ ⑥✥s ⑧✖❥★❧ Zi

✲ ❦ ❣✬✐■❣ ❦ ④ J(Zi) = {ξi } ❶✸ J(M) = ✇ ❣ ❦ ✈ {ξ1, . . . , ξm } ✓
❆❀❦Ð❧ ✻ ❧ ✐ ✉ ⑤✥s✚q ①➒③ s ❼ ④ ❥ q ♠✟❧✱✉ ④ ❥ ⑤★⑤❿❣✱④■❣ ❦ ④ ⑧✖❥★❧ J(x) /∈ ✇ ❣ ❦ ✈ {ξ1, . . . , ξm } ❶ ✁ ① ❣✚q❷④ ✉➋♠✛③ s✬⑤★q ❻ ④ ①t❧ ✐✡⑥ ♥ ❣✱q ❻ r ❧✿♠✟❧✁ s✬⑥ ❦ ❸ ☞◆s ❦ s ✇ ⑥ ❃ ❣ ❥ ✁ ❧✔①✘① ✞ ✉★❧✔❦✻♠ ❤✘r ❧✔❦ ④◗❤t❣ ❦ ⑩ ❦ ❤ ❧ ❄ ♠★❧ ④ ♥ ⑤✥s✬q❷s✮✐✡❤✘❣ ❦✿♦ ❣✚q■✐ ❧✹♠✟❧ ④ ✇ ❣ ❦ ✈ ❧✾✹✟❧ ④ ✇ ❣✚r✁⑤✥s ✇ ✐✡④◆❣ ❦ s ❈

∃X ∀i 〈J(x)||X 〉 > 〈ξi||X 〉 .
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❾ q ✉ ④■❤ {exp tX | t ∈ R} ♠✟❧✔❦ ④ ❧✾♠ s ❦ ④ Tn ❈
dx 〈J ||X 〉 = 0 ⇔ dxJ = 0

❆ ✐ ♠ ❣ ❦✥✇✚✉✥✇ ❣✱r✁r ❧ M ❧ ④◗✐ ✇ ❣✚r✁⑤✥s ✇ ✐ ❧✚✉ 〈J ||X 〉 s✬✐◗✐ ❧ ❤ ❦ ✐❋④■❣ ❦ r✝s ✹ ❤✘r ❥ r ❧✔❦✫❥✥❦ ⑤❿❣✚❤ ❦ ✐ xi ∈ Zi ✄✬✳✴✆✵✳●❈
∀X ∃i, 〈J(x)||X 〉 ≤ 〈J(xi)||X 〉 = 〈ξi||X 〉

➁❿➂✷➃✪➄
➙➂❪ ❨ ❪ ✶❴P ❱ ❣✰❲❯❲❳P ❤❵❤ P☛♠✺❣✰❪✿♠⑧❩ ❝ ◆◗▼❖❪✿♠❴❘ ❱ ❣✰❘❴❫♣▼❖❪ ❤ P▲❲ ❱ ▼➀❭ ❝ ❩ ❝ ❩❯P ❱✾❝ ❩✐❚✿❭✢❘❴❫♣▼❖❪ ♠✾❞✶◆✚❲ ❤ P✏❭✢❘❴❫ ❳ ❚✿Pq❫❵❪✶❘ ❱ ▼✶❩✐❚❯❫❵❘❉❲✳❣ ❱

✗ ❣ ❱ ♠✾❩❯P✢❪qP✢❘ � P✢❫❵❪✿♠❴❘✾P✢❫❵❪ → ✗ � �✙� ➛❸→ ❏✡✗ ✞❯❲✒✵ ✙❁↕❁➙ ❧ ✙❁↕❁↕④➛✞→ ✗ ❣ ❱ ↕❁↕ ✞✐❘ ❰ ✵ � ✵ � ❲✒✵ ✙ � P✢❘❻❘ ❰ ✵✐❲✒✵ ↕✚✠➅➛✆r
❂❄❃❆❅❈❇❉❅❋❊✟●■❍❀●✡❅❈❏ ➬❆▼◗❖❀▼✁� ❙ ❯➀▼❖❫❵❘

S
❚❯❪✿P✫♠✾▼❖❚✿♠ ❧ ✻❁❣ ❱ ❫ ❝ ❘ ❝ ❩ ➜ ❚❯❪✿P ✻❁❣ ❱ ❫ ❝ ❘ ❝ ♠❴❞✶◆✚❲ ❤ P✏❭✢❘❴❫ ❳ ❚✿P

(M0, ω0) ➇ ▼❖❪❉❪✿▼❖❘✾P
j
❤P➜ ❫❵❪✿❭ ❤ ❚✿♠✾❫♣▼❖❪✒✵✚❏ ❤ ▼ ❱ ♠❻❫ ❤ P➅➄➀❫♣♠✾❘✾P✫❚❯❪ ❱ P✢❚❯❫ ❤❵❤ P✢❘✺❣ ➝ P F ♠✾❚ ❱

S
❘✾P ❤❘❳ ❚✿P

TxF ker ω0x

✵➋❯✶❫❾❩❯P♦❲ ❤ ❚✿♠
➆ M = S�F

P✏♠❴❘♥❚❯❪✿P ✻❁❣ ❱ ❫ ❝ ❘ ❝ ✞
➆ ➐✘❣➜❲ ❱ ▼ ✶❅P✏❭✢❘❴❫♣▼❖❪☛❭✵❣✰❪✿▼❖❪❯❫ ❳ ❚✿P

S
pr
>> M

P✏♠❴❘♥❚❯❪✿P★♠❴❚ ✃ ◆◗P ❱ ♠❴❫♣▼❖❪✟✞
❣ ❤ ▼ ❱ ♠ ❤ ❣ ✙ ❧ ❱ ▼ ❱ ◆◗P✄✂ ❳ ❚✿▼❖❘❴❫♣P✢❪❜❘✆☎

ω
❩❯P

M
P✏♠❴❘❻♠✾❞✶◆✚❲ ❤ P✏❭✢❘❴❫ ❳ ❚✿P★P✢❘✮✻ ❝✢❱ ❫ ❨ P◗r

pr∗ω = j∗ω0 = ω0|S .

❬✫❭❲❪✢❫✪❴✛❵✠✂ ❛✓❝ ✂✞✝❹❫✪❴❡❞
✝ ♥ q✡❤✼⑩➣❣ ❦ ④ ⑧✖❥★❧ x ∈ S > kerω0x ❧ ④◗✐ ❥★❦★❧✁♠ ❤❩④P✐✡q■❤ ❼★❥ ✐✡❤✘❣ ❦ ❤ ❦ ✐ ♥♣❺ q✡s ❼★①t❧✚❶✥❽ ❣ ❥ q❋✐✡❣ ❥ ④ ✇ ⑥✥s✚r✁⑤✥④ ♠✟❧ ✈ ❧❲✇ ✐ ❧♣❥ q❷④
X ❧ ✐ X ′ ✉ ❣ ❦ s ❈

i[X ,X ′] = (iXd+ diX )iX ′ − iX ′(iXd+ diX ),

♠ ❣ ❦✥✇ iXω = 0 ❧ ✐ iX ′ω = 0 ❧♣❦ ✐✡q✡s ✆ ❦★❧✔❦ ✐ i[X ,X ′]ω = 0 ✉ ⑤ ❥ ❤❩④ ⑧✖❥★❧ dω = 0 ❶ ➁➐➂➋➃✪➄
✆✞✝ ➡➥❅❋❃✠✟❳➋ ➊ ➬❆▼◗❖❀▼P❖✟✞ ❙ ☞➥❫✡✝❹➳✒❴☎✂

(M0, ω0)
✉❿❴❡➳ ✝✖❝✪❛ ✝P❭☛✂◗❭✌❵✜✢✪❪ ➯✣P➱➳ ➫ ✂✞✝ ❶ ✉➟➳✎➳☛✂ ✏ ✉❿❴ t ❛ ❫❁✉✬➯✛➳➸➲✥➳ ☛ ✝❹➳✚❞ ✂✲❴

❵ ✉✚➯★➯➐❫✪❵✮➳ ❶ ✉➟➳ ❘
✆ ✏ ❝ ✉❿❴❡➳ ❝ ➫ ✂✞✝❜❫✟❴ ➭ ❝ ❪ ✝ P ✂P❫✪❴☎✝❹➳❲❴➋❴❡➳➹❵ ✉ ❛

M0
❞ ☛❀➳❄❪✢❫✪❪✰➳❲❴ ✂ ➳✔❵✠✂✲❴✷❫ ✂◗❭

J
✑✹➳☛✂ ❫✟❴➎❴✷❫✆✂◗➳

(g, ξ) > g.ξP ✎ ❝ ➫ ✂✞✝❹❫✪❴ ➲✥➳ ✏ ❵➅✉ ❛
g∗

❶ ✉ ✝ ❛ ➳❲❴✷➲
J

❭ ❶ ✉ ✝ ✝✖❝✪❛ ✝ ❝ ❴☎✂◗➳ ✙ ➫ ➵✬❞ ✂ ➭ ❭✮❫ ❛ ✦ ❪✰➳ ✝ ❞ � ❞✁� ✛
✁✆ ξ ∈ g∗

➳✔❵✠✂➜✉❿❴❡➳ ✝✖❝ P➱➳✢✉ ❛ ➵ ❝ ✝ ✗ P➱➳✒❪✢➳✒❴☎✂ ❛ ❭ t ✉ P ✝ ✦❲❛ ➳ ➲✥➳
J
✑✙❫✥✵↔P✁✵

S = J−1 {ξ } ➳✔❵✠✂➜✉❿❴❡➳ ✝✱❝✟❛ ✝P❭☛✂◗❭ ➳☛✂
TxS = ker dxJ

➯➐❫❖✉ ❛ ✂P❫❖✉✎✂
x ∈ S ✁

➫ ✎ ➳✔❵☛✂➀➳❲❴➸➯ ❝✟❛ ✂✞✝ ➫ ✉ P ✝P➳ ❛ P ➳ ➫ ❝ ❵✝❵ ✝
ξ
➳❲❵✠✂✆✉➣❴❡➳ ✝✱❝ P➱➳➅✉ ❛➹❛ ❭ t ✉ P ✝ ✦❲❛ ➳ ✁✆ P ✎ ❝ ➫ ✂✞✝❹❫✪❴➎➲✥➳ ✏

ξ = {g ∈ ✏ || g.ξ = ξ } ❵ ✉ ❛
S = J−1 {ξ } ➳✔❵☛✂ P ✝ ✗❲❛ ➳✢➳☛✂❀➯ ❛ ❫✔➯ ❛ ➳✬❞ ✂➀❴ ❴❡❫✆✂◗➳ ❛✓❝▲❶ ✉➟➳ ✏

ξ❝ t ✝✞✂❆❵ ✉ ❛
J−1 {ξ } ✑ ➫ ❝✪❛ ❵ ✝

x ∈ J−1 {ξ } ➳☛✂
g ∈ ✏

ξ

❫✟❴ ❝■❘
J(g.x) = g.J(x) = g.ξ = ξ

❞
☛ P➱❫ ❛ ❵➹➲✏✎ ❝ ➯ ❛ ✦ ❵ P ❝ ➯ ❛ ❫✔➯✛❫✖❵ ✝✞✂✞✝❜❫✟❴✰➯ ❛ ❭ ➫ ❭✮➲✥➳❲❴☎✂◗➳❄❫✟❴ ❝ ✉❿❴✌➵✬➳➅✉ ✝✆P P➱➳ ✂ ❝ t ➳ F ❵➅✉ ❛

S
✂◗➳◗P ❶ ✉➟➳

✆ P➱➳✔❵❆➵✬➳➅✉ ✝✆P P➱➳❲❵✝❵✒❫✪❴☎✂★P➱➳❲❵✌❫ ❛ ✗ ✝ ✂◗➳✔❵✌➲❁✉ t ❛ ❫❁✉✬➯✛➳ ✏
ξ

✑ ➫ ❝✪❛
TxF ≡ ker ω0|S (x) = Tx(

✏
ξ.x)

❞
✆ M = S�F = J−1{ ξ }�✝

ξ

➳❲❵✠✂❾✉❿❴❡➳ ✝✱❝✪❛ ✝❹❭☛✂◗❭✾❵✜✢✖❪⑨➯✲P ➳ ➫ ✂✞✝ ❶ ✉➟➳ ✁ P ❝ ➵✮❫ ❛ ❪✢➳✲❵✥✢✪❪⑨➯✲P ➳ ➫ ✂✞✝ ❶ ✉✛➳✁➳✔❵☛✂➦➳❲❴ ➫ ❫ ❛ ➳ ❴✷❫ ✂◗❭✬➳
ω
❞

✆ ❫✪❴ ❝■❘
pr∗ω = j∗ω0 = ω0|S .

✽✠❪ ❱ P✢◆❺❣ ❱✺❳ ❚✿P ❱ ❣ ❳ ❚✿P✫❩✿❣✰❪✿♠ ❤ P✫❭✵❣❖♠✧❩ ➜ ❚❯❪ ➝❁❱ ▼❖❚❯❲ P✫❭✏▼❖◆✚◆✷❚❯❘✺❣✰❘❴❫ ❱✕❤P➜ ❣❖❭✢❘❴❫♣▼❖❪▲❭✏▼❢❣❖❩ ✶❴▼❖❫❵❪❜❘✾P✓P✏♠❴❘✧❘ ❱ ❫ ✻✶❫ ❣ ❤ P✫❩❯▼❖❪✿❭
✏

ξ =
✏ ✞✶♠❴❫ ❤ P✠❭✏▼✶❭✢❞✐❭ ❤ P

θ ∈ Hom(
✏
, R)

P✏♠✾❘❸❪❜❚ ❤ ➇ ▼❖❪ ✻❢P ❱❴❱ ❣✓❲ ❤ ❚✿♠ ❤ ▼❖❫❵❪ ❳ ❚✿P✌❭ ➜ P✏♠❴❘✆❘✾▼❖❚❨✶❅▼❖❚ ❱ ♠ ❤ P✌❭✵❣❖♠✆❲ ▼❖❚ ❱ ❚❯❪✿P
✻❁❣ ❱ ❫ ❝ ❘ ❝ ❘✾▼ ❱ ❫ ❳ ❚✿P✁✵
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➈★➉✞➊❳➋✎❇✘➌❯➊ ❊➟▼

✠✁✵ ❲✎▼❖❚ ❱ ❚❯❪✿P✟✻❁❣ ❱ ❫ ❝ ❘ ❝ ♠❴❞➀◆✚❲ ❤ P✏❭✢❘❴❫ ❳ ❚✿P
M

◆✓❚❯❪❯❫♣P ❩❯P ❤P➜ ❣❖❭✢❘❴❫♣▼❖❪ ❘ ❱ ❫ ✻➀❫ ❣ ❤ P
g.x = x

✞✌▼❖❪❥❣
J(M) =

{ ❚❯❪❹❲❳▼❖❫❵❪❜❘ } ✵
✙ ✵⑨❯➀▼❖❫❵❘

M
❚❯❪✿P ✻❁❣ ❱ ❫ ❝ ❘ ❝ ♠❴❞➀◆✚❲ ❤ P✏❭✢❘❴❫ ❳ ❚✿P✞◆✓❚❯❪❯❫♣P♥❩❯P ❤P➜ ❣❖❭✢❘❴❫♣▼❖❪ ❰ ❣✰◆✚❫ ❤ ❘✾▼❖❪❯❫♣P✢❪❯❪✿P❻❩ ➜ ❚❯❪✚❘✾▼ ❱ P

Tn ✞❖❩❯P✆◆◗▼❖◆◗P✢❪✶❘
J

✵✮❏ ❤ ▼ ❱ ♠✍✞✧❲ ▼❖❚ ❱ ❘✾▼❖❚❯❘✾P✟✻❖❣ ❱ ❫ ❝ ❘ ❝ ♠❴❞➀◆✚❲ ❤ P✏❭✢❘❴❫ ❳ ❚✿P
P

✞ ❤P➜ ❣❖❭✢❘❴❫♣▼❖❪ ❩❯P
Tn ♠❴❚ ❱

(M × P )
❩ ❝❲❨ ❪❯❫♣P ❲✳❣ ❱

g.(x, y) = (g.x, y)
✞✐P✏♠❴❘ ❰ ❣✰◆✚❫ ❤ ❘✾▼❖❪❯❫♣P✢❪❯❪✿P✁✵➟❯✶❫●▼❖❪⑧❪✿▼❖❘✾P

J ′ ♠✺▼❖❪◗◆◗▼❖◆◗P✢❪❜❘✍✞✐▼❖❪❉❣ J ′(M ×P ) = J(M)
✵
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➠➢➡➥➤➋●■❏✾●◗❍➦●■❅❈❏➮➬❈▼❜❑❉▼◗❖➛❙ ❀ ✗✱☛✝➼✖✣✖✍❹✞ ✭✒✠✡✭➹✑ ⑤ ➚➹✯✥✜ ☛✮➽✒✠✔✞ ✽✛✆✚☛➹➽ ✶ ➚➹✯✱✣✱➽✒✠✡☛✌☛✒✠✾➽ ✶ ✗★✗✚☛✹❁✖☛ M

➚➹✆★✗★✞ ☛➹✙ ➩ ✆★✗✢✣✚➽✒✠✔✞ ✶ ✗✫✙★☛
Tn

➶✱✣★➚➹✞✘✜ ✠ ✶ ✗✟✞ ☛✪✗★✗✚☛✁☛✒✑✓✠✹✣★✯★✯✟☛✪✜ ✭✮☛❄✆★✗✚☛ ✝✱❝✟❛ ✝P❭☛✂◗❭ ✂P❫ ❛ ✝ ❶ ✉✛➳ ✜ ✶ ✍ ✑✺✽✛✆✚☛❺①② ✜ ➩ ✣✚➽✒✠✔✞ ✶ ✗✿☛✒✑✓✠✲☛✆☎ ☛✮➽✒✠♣✞ ➼✱☛ ✝❹❞➒➳✬❞

∀g ∈ Tn − {1} , ∃x ∈ M, g.x 6= x;

② M
☛✒✑✓✠❡✙✥☛❋✙➐✞t➚⑨☛✪✗✬✑✒✞ ✶ ✗ 2n ✳ ☛✪✗ ➾ ✣✟✞ ✠ ✶ ✗✲✣✮➼✖✣★✞ ✠◆✗✚✭✮➽✮☛✒✑✓✑♣✣★✞✘✍✕☛✪➚⑨☛✪✗✬✠ dimM ≥ 2n

✯ ✶ ✆★✍✷✆★✗✚☛②✣✱➽✒✠✔✞ ✶ ✗❋☛✆☎ ☛✮➽✒✠♣✞ ➼✱☛ ✴❲❁
➒ P✢❘❴❘✾P♥❩ ❝❲❨ ❪❯❫❵❘❴❫♣▼❖❪❺❭✏▼❖❫❵❪✿❭✢❫♣❩❯P♥P✢❪ ❱ ❣✰❫❵❘ ❤ ❣✙❘ ❰✿❝ ▼ ❱ ❫♣P♥❩ ❝ ✻❢P ❤ ▼❖❲❯❲ ❝ P✎✞❢P✢❪❜❘ ❱ P❻❣✰❚❯❘ ❱ P✏♠✍✞❖❲✳❣ ❱ ❽✫P✢◆❺❣ Ï ❚ ❱ P♦→ �➍P✢❫ ✞❨❏✌❚✿❩➀➛ ✵
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(M1, ω1)
➳☛✂

(M2, ω2)
❵✒❫✟❴☎✂✿➲✥➳✔❵ ✝✱❝✪❛ ✝❹❭☛✂◗❭❲❵ ✂P❫ ❛ ✝ ❶ ✉✛➳❲❵➹➯➐❫❁✉ ❛ P ✎ ❝ ➫ ✂✞✝❜❫✪❴→➲ ✎ ✉❿❴

❪✞✝❲❪✰➳ ✂P❫ ❛ ➳ Tn ➳☛✂❋❵ ✝
J1(M1) = J2(M2)

✑ ❝ P❩❫ ❛ ❵ ✝ P➦➳☎✄✡✝✕❵✠✂◗➳
ϕ

✂◗➳◗P ❶ ✉✛➳ ❘
✆ ϕ

➲✡✝ ✍⑨❭✬❫✪❪✢❫ ❛ ➯ ➭ ✝✏❵❲❪✰➳✝❵✜✢✪❪ ➯✣P➱➳ ➫ ✂✞✝ ❶ ✉➟➳ ✁✆ ϕ
➳✔❵✠✂

Tn− ❭ ❶ ✉ ✝ ✝✱❝✟❛ ✝ ❝ ❴☎✂ ✁✆ ϕ
➵ ❝ ✝✞✂ ➫ ❫✪❪❄❪✗✉✎✂◗➳ ❛ P➱➳✫➲✡✝ ❝ t ❛✓❝ ❪❄❪✰➳✝❵➅✉ ✝ ✝✱❝ ❴ ✂ ❘

M1
ϕ

> M2

❆
❆
❆
❆
❆

J1
❯❯ ☛☛✁

✁
✁
✁
✁

J2

J1(M1) = J2(M2).
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♠ ❣ ❦ ✐ ①✘❧✹❦ ❣ ✞✖s ❥ kerπ ❧ ④◗✐ ✇ ❣ ❦★❦★❧✾✹✟❧✁� ♠ ❣ ❦✥✇✲✇✬③ ❧ ④◗✐ ❥★❦ ✐■❣✚q ❧✹♠✟❧✾♠ ❤tr ❧♣❦ ④■❤✘❣ ❦ d � ✐ ❧♣①✷⑧✱❥✥❧✙❈
∆ = {ξ ∈ t

∗
n || ∀j ∈ {1, . . . , n+ d} 〈ξ||Xj 〉 ≥ λj } ,s✒✈ ❧✔✇ λ1, . . . , λn+d ∈ R ✉✟❧ ✐ Xj = dπ(Ej) ∈ tn ✉ ❣✙✲ (Ej) ❧ ④◗✐ ❥★❦★❧✹❼ s✱④ ❧✹♠✟❧ tn+d

✐ ❧♣①t①t❧✾⑧✱❥✥❧✙❈
Zn+d =

n+1⊕

j=1

ZE∗
j .

✸✥✤✧✦☎★ ✒✩✆✟✂✪✂☎✄✬✫✭✏ ✂✜☛ ✞ ✆✡✒☎✏ ✂✭✞ ✄ ✄✜✆✎✯✣✆ ∆ ✓✁ ✈ ❧❲✇➀①✘❧ ⑤✥s✚q✡s✚r ♥ ✐■q❷s ❺✱❧ ⑤★q ♥✔✇♣♥✔♠✟❧✔❦ ✐ ♠✟❧ ∆
❣ ❦ s ❈

∆ = {ξ ∈ t
∗
n || 〈ξ||Xj 〉 ≥ λj }

= {ξ ∈ t
∗
n || 〈dπ∗(ξ)||Ej 〉 ≥ λj }

= (dπ∗)−1
{
η ∈ t

∗
n+d

∣∣| 〈η||Ej 〉 ≥ λj

}

= (dπ∗)−1
(
λ+ (t∗n+d)+

)
,❣✙✲

λ =
∑

j λjE
∗
j ❧ ④◗✐ ❥★❦✥❧②✇ ❣ ❦ ④◗✐✡s ❦ ✐ ❧❋❧ ✐ (t∗n+d)+ =

{
η ∈ t

∗
n+d

∣∣| 〈η||Ej 〉 ≥ 0
} ❧ ④◗✐ ①t❧ ⑤★q ❧ r✁❤ ❧ q ⑧✱❥ s ♠ q❷s ❦ ✐♠★❧ t

∗
n+d

q ❧✔① s✬✐■❤t✈ ❧ r ❧✔❦ ✐ ❇➪① s ❼ s✚④ ❧ (Ej) ❶✸✎✍ ✫✭✏✮✂☎✞ ✒☎✠ ✒✡✞ ✄✬✫✜✏ ✯✙✆ M ✓✭ ③ s ✇ ✐✡❤✘❣ ❦✫♠✟❧ Tn+d
④ ❥ q Cn+d

s⑨⑤❿❣ ❥ q❆r➪❣✱r ❧♣❦ ✐ ❈
J0(z1, . . . , zn+d) = λ+

n+d∑

j=1

|zj |2
2

E∗
j .

❆❀❦ ⑤➣s✬q■✐■❤ ✇✺❥★① ❤ ❧ q J0(Cn+d) = λ+ (t∗n+d)+ ❶
❽ s✚q➋s✬❤ ①✘①t❧♣❥ q✡④ ✉ ④■❤✬❣ ❦✲❦ ❣✚✐ ❧ i ①✕③ ❤ ❦✵✴P❧✔✇ ✐✡❤✘❣ ❦ Td ≡ kerπ ⊂

i
> Tn+d ✉♣♠✛③ s✬⑤✥q ❻ ④ ①✘❧❀①✘❧ r➪r ❧ ✠✥❶✌✗✱❶ ✡✥✉ ❣ ❦ s ①t❧❀♠ ❤❩s ❺ q✡s✚r➪r ❧✇ ❣✚r✁r ❥ ✐✡s✮✐✡❤ ♦ ④ ❥ ❤✘✈✮s ❦ ✐ ❈

Cn+d

☛✁
✁
✁
✁
✁

J0

❆
❆
❆
❆
❆

Jd

❯
t
∗
n+d

di∗
>> t

∗
d.⑦➦❣✱r✁r ❧ Jd ❧ ④P✐✁❤ ❦ ✈✮s✚q■❤❩s ❦ ✐⑨⑤➣s✬q ①✕③ s ✇ ✐■❤t❣ ❦➢♠✟❧ Td

� ♠✛③ s✚⑤★q ❻ ④ ①✘❧❄①t❧ r✁r ❧ ✠✥❶ ☛★❶ ✡✥✉ ❣ ❦ s ❥★❦★❧ s ✇ ✐■❤t❣ ❦ Td
④ ❥ q

J−1
d {0} ❶➐❾②❦ ⑤❿❣✱④ ❧♦❈

M = J−1
d

{ 0}�
Td .

✸ � ✞ ✒☎✠ ✒✡✞ ✠☞✒✩✆ ✂ ✍✜✍ ★ ☛✌✆✔✒✟✞ ✄ ✒✡✠✑✆ ✂☎✠☞✒ M ✓❾②❦➸❥ ✐■❤ ① ❤t④ ❧⑨①t❧ ⑤★q■❣ ✇♣♥✔♠✟♥✁♠✟❧ q ♥❲♠✟❥✥✇ ✐✡❤✘❣ ❦ ④ ✞✪r➪⑤ ①✘❧❲✇ ✐■❤ ⑧✖❥★❧✁♠✟❧ ✂ s✬q❷④ ♠✟❧✔❦ ❸ ✖ ❧ ❤ ❦ ④◗✐ ❧ ❤ ❦ s✒✈ ❧❲✇ X = Cn+d
r ❥✥❦ ❤ ♠✟❧① s ♦ ❣✚q✡r ❧ ④ ✞✪r✁⑤ ①✘❧❲✇ ✐✡❤ ⑧✖❥★❧✾✇ s ❦ ❣ ❦ ❤ ⑧✖❥★❧ ω0 ✉ ξ = 0 ✉ Tn = Tn+d ❶✸ ✂ ✒✡✞ ✄✬✫✭✏ ✯✣✆ Tn ✂☎✠☞✒ M ✓✭ ③ s ✇ ✐✡❤✘❣ ❦➸♠✟❧ Tn+d

④ ❥ q J−1
d {0} ⑤✥s✱④■④ ❧ s ❥✎⑧✖❥ ❣✚✐■❤ ❧♣❦ ✐✲⑤✥s✬q Td ✉➟♠✛③ ❣✣✲ ❥★❦★❧ s ✇ ✐■❤t❣ ❦✸♠✟❧ Tn+d/Td ≃ Tn

④ ❥ q
M ❈

[Td.(t1, . . . , tn+d)][T
d.(z1, . . . , zn+d)] = [Td.(t1z1, . . . , tn+dzn+d)].✭ ❧ r➪❣✱r ❧♣❦ ✐ ♠✟❧✹✇✺❧ ✐◗✐ ❧ s ✇ ✐✡❤✘❣ ❦✌❧ ④P✐ ♠ ❣ ❦★❦★♥ ⑤✥s✚q ❈
M <<

pr
J−1

d {0}
❆
❆
❆
❆
❆

J
❯ ☛✁

✁
✁
✁
✁

Jn

t
∗
n.



� ✣✂✁✫✣✄✟❼✩☎✄❾✣ ✁✫✣✆✬✝✆✐✡✠✝✠✍ �✠☞ �✞✬ ☞♥☎✞✝✌✍✏✔✗✖✘✣✆✬ � ➙

✸✎✍ ✫✜☛✎✍✜✞ ✫ ★ ✆✎✯✣✆✰☛ ☎ ✂✄✒✡✞ ✄✬✫✭✏ ✯✙✆ Tn ✂ ✠☞✒ M ✓
❆❀❦ q ♥ ④ ❥ r ♥✚✉ ❣ ❦ s ❈

M <<
pr

J−1
d {0} ⊂

j
> Cn+d

❆
❆
❆
❆
❆

J
❯ ☛✁

✁
✁
✁
✁

Jn

❆
❆
J0 ◦ j

❆
❆❯ ☛✁

✁
✁
✁
✁

J0

❆
❆
❆
❆
❆

Jd

❯
t
∗
n

⊂

dπ∗
> t

∗
n+d di∗

>> t
∗
d.

✯⑨③ s✬⑤★q ❻ ④ ①t❧ ④ ①t❧ r✁r ❧ ④ ✠✥❶✌✗✱❶ ✡⑨❧ ✐ ✠✥❶✌✗✱❶ ✡✥✉✪①✘❧✾♠ ❤❩s ❺ q✡s✚r✁r ❧✲✇ ❣✱r✁r ❥ ✐ ❧ ✲✟❣ ❦❄✇ s ①t✇♣❥★①✘❧✫❈
J(M) = J

(
pr(J−1

d {0})
)

= Jn(J−1
d {0})

= (dπ∗)−1((J0 ◦ j)(J−1
d {0})) ✇ s✬q dπ∗ ❤ ❦✏✴P❧✔✇ ✐■❤t✈ ❧

(J0 ◦ j)(J−1
d {0}) = J0(J

−1
d {0})

= J0(C
n+d) ∩ di∗−1 {0}

=
(
λ+ (t∗n+d)+

)
∩ ✆ r

(dπ∗) ✇ s✬q π ◦ i = 1.

✯ ❣ ❦➣✇
J(M) = (dπ∗)−1

(
λ+ (t∗n+d)+

)
= ∆. ➁❿➂✷➃✪➄

☎☎✄✆☎ ✂ ✌✚✙✛✎✒✑ ✔ ✢✣✠☞✤✥✎✷✞ ✗ ✆ ✬★✞★✕ �✣✢✰✑✜✤ ✌▲✠✁✌✟✠✁✎✒✑✜✤✄✂ ✬★✕
�✘▼❖❚❯❘✾P ✻❁❣ ❱ ❫ ❝ ❘ ❝ ❘✾▼ ❱ ❫ ❳ ❚✿P

M
P✏♠❴❘♥◆✓❚❯❪❯❫♣P✷❩❯P ❤P➜ ❣❖❭✢❘❴❫♣▼❖❪☛P✄✂➑P✏❭✢❘❴❫ ✻❢P

α
❩ ➜ ❚❯❪▲❘✾▼ ❱ P

Tn ✵✿❽♦❣✰❪✿♠❻❭✏P✫❲✳❣ ❱ ❣ ➝❁❱ ❣✰❲ ❰ P
✶❴P✷◆◗▼❖❪✶❘ ❱ P ❳ ❚✿P ❤P➜ ▼❖❪ ❲❳P✢❚❯❘♦❣✰❲❯❲ ❤ ❫ ❳ ❚✿P ❱♦❤ P✗❘ ❰✿❝ ▼ ❱❇❑ ◆◗P✌✙ ✵ � ✵ � ✞➑❣▼✻❢P✏❭

N = Rn = t∗n
◆✓❚❯❪❯❫✄❩❯P ❤P➜ ❣❖❭✢❘❴❫♣▼❖❪

β
❩❯P

Rn ✞✐❲✳❣ ❱ ❘ ❱ ❣✰❪✿♠ ❤ ❣✰❘❴❫♣▼❖❪✟✞✳P✢❘ J
❤P➜ ❣✰❲❯❲ ❤ ❫♣❭✵❣✰❘❴❫♣▼❖❪☛◆◗▼❖◆◗P✢❪❜❘✱✵ ❽✫P♦❲ ❤ ❚✿♠ ❤ ❣✚♠❴❘ ❱ ❚✿❭✢❘❴❚ ❱ P✷❩❯P ❲✎▼❖❫♣♠✾♠✾▼❖❪q♠❴❚ ❱

M
▼ ✃ ❘✾P✢❪✶❚✿P

❲✳❣ ❱ ❭✏P✫❘ ❰✿❝ ▼ ❱❇❑ ◆◗P✷P✏♠❴❘❻P✢❪ ❱ ❣✰❫❵❘ ❤ ❣➜♠❴❘ ❱ ❚✿❭✢❘❴❚ ❱ P✓♠❴❞➀◆✚❲ ❤ P✏❭✢❘❴❫ ❳ ❚✿P♦❩❯P★❩ ❝ ❲✳❣ ❱ ❘✌❩❯P
M

✵
❂❄❃✲❅❇❆✏❅❉❈❊❃✏❋☎● ❍ ➞ P✆❩ ❝ ♠✾❫ ➝ ❪✿P✆❘✾▼❖❚❨✶❴▼❖❚ ❱ ♠✕❲✳❣ ❱

M
❚❯❪✿P★✻❁❣ ❱ ❫ ❝ ❘ ❝ ❘✾▼ ❱ ❫ ❳ ❚✿P✧❩❯P✧❩✐❫❵◆◗P✢❪✿♠❴❫♣▼❖❪

2n
✞④P✢❘

∆ = J(M) ⊂ t∗n❤ P✫❲❳▼ ❤ ❞✶❘✾▼❖❲❳P♦❫❵◆❺❣ ➝ P★❩❯P ❤P➜ ❣✰❲❯❲ ❤ ❫♣❭✵❣✰❘❴❫♣▼❖❪❼◆◗▼❖◆◗P✢❪❜❘✍✞✳❲✳❣ ❱ ❣✰◆ ❝ ❘ ❱✾❝ ❲✳❣ ❱ r
∆ = {ξ ∈ t∗n || ∀j ∈ {1, . . . , n + d} 〈ξ||Xj 〉 ≥ λj } ,

❣▼✻❢P✏❭
X1, . . . ,Xn+d ∈ tn

P✢❘
λ1, . . . , λn+d ∈ R

✞❸❭ ❰ ▼❖❫♣♠❴❫♣♠ ❩❯P☛♠✾▼ ❱ ❘✾P ❳ ❚ ➜ ❫ ❤ P➅➄✐❫♣♠❴❘✾Pq❚❯❪ ◆◗▼ ❱ ❲ ❰ ❫♣♠❴◆◗P ❩❯P
➝❁❱ ▼❖❚❯❲❳P✏♠★❩❯P✚➐➑❫♣P

Tn+d π
> Tn ✻ ❝✢❱ ❫ ❨ ❣✰❪✶❘

dπ(Ej) = Xj
✞➑▼✡✠

(Ej)
P✏♠✾❘♦❚❯❪✿P

Z ❧ ✃ ❣❖♠✾P✚❩❯P Zn+d ✞➑P✢❘♦❘✾P ❤ ♠❳ ❚✿P ❤ P➜♠✾▼❖❚✿♠ ❧ ➝❁❱ ▼❖❚❯❲❳P ker π
❩❯P

Tn+d ♠✾▼❖❫❵❘✫❭✏▼❖❪❯❪✿P➅➄✐P✓❷ ✶❴P✓❪✿▼❖❘✾P ❱ ❣✰❫✄❩❯▼❖❪✿❭
Td ≡ ker π

✵ ➞ P✗❪✿▼❖❘✾P✗❘✾▼❖❚❨✶❅▼❖❚ ❱ ♠
ω

❐ ❱ P✏♠✾❲✒✵
ω0

❮♥❤ ❣ ❱ ▼ ❱ ◆◗P✗♠✾❞✶◆✚❲ ❤ P✏❭✢❘❴❫ ❳ ❚✿P➜❩❯P
M

❐ ❱ P✏♠❴❲✒✵ ❤ ❣ ❱ ▼ ❱ ◆◗P➜♠❴❞➀◆✚❲ ❤ P✏❭✢❘❴❫ ❳ ❚✿P✗❭✵❣✰❪✿▼❖❪❯❫ ❳ ❚✿P➜❩❯P
Cn+d

❮ ✵❘❯✶❫
g ∈ Tn ✞ ❤ ❣✗❘ ❱ ❣✰❪✿♠ ❤ ❣✰❘❴❫♣▼❖❪☛❲✳❣ ❱ g

P✏♠❴❘♥❪✿▼❖❘ ❝ P◗r

x ∈ M
Lg

> g.x ∈ M.
✽✠❪q❭✏▼❖❪✿♠✾P ❱ ✻❢P ❤ P✏♠♥❪✿▼❖❘✺❣✰❘❴❫♣▼❖❪✿♠✌❩❯P ❤ ❣➜❭✏▼❖❪✿♠✾❘ ❱ ❚✿❭✢❘❴❫♣▼❖❪☛❩❯P♦❽✫P ❤➱Ï ❣✰❪❜❘✠❲ ❱✾❝ ❭ ❝ ❩❯P✢❪❜❘✾P❉r

M <<
pr

J−1
d {0} ⊂

j
> Cn+d

❆
❆
❆
❆
❆

J
❯❯ ☛☛✁

✁
✁
✁
✁

Jn

❆
❆

J0 ◦ j
❆
❆❯ ☛☛✁

✁
✁
✁
✁

J0

❆
❆
❆
❆
❆

Jd

❯
∆ ⊂

dπ∗|∆
> λ + (t∗n+d)+ di∗

> t∗d,
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❣▼✻❢P✏❭
(t∗n+d)+ =

{
η ∈ t∗n+d

∣∣| 〈η||Ej 〉 ≥ 0
}

,

◦

(t∗n+d)+ =
{

η ∈ t∗n+d

∣∣| 〈η||Ej 〉 > 0
}

,

λ =

n+d∑

j=1

λjE
∗
j ,

▼✡✠
(E∗

j )
P✏♠✾❘ ❤ ❣ ✃ ❣❖♠✾P♦❩❯P

t∗n+d

❩✐❚✳❣ ❤ P★❩❯P
(Ej)

✵

❂❄❃❆❅❈❇❉❅❋❊✟●■❍❀●✡❅❈❏ ➬❈▼✕➬❆▼◗❖✰❙ ❯✶❫
σ0

P✏♠❴❘➑❚❯❪✿P✄♠✺P✏❭✢❘❴❫♣▼❖❪ ❐ ❱ P✏♠❴❲✒✵✵❭✏▼❖❪✶❘❴❫❵❪❜❚✿P✎✞ ❱ P✏♠❴❲✒✵✏❩❯P✄❭ ❤ ❣❖♠✾♠✾P ➒ ∞ ♠✾❚ ❱
λ+

◦

(t∗n+d)+
❮

❩❯P
Cn+d J0

>> λ + (t∗n+d)+
✞✿❣ ❤ ▼ ❱ ♠✓r

σ = pr ◦ σ0 ◦ dπ∗|∆
P✏♠❴❘♥❚❯❪✿P★♠✺P✏❭✢❘❴❫♣▼❖❪ ❐ ❱ P✏♠❴❲✒✵↔❭✏▼❖❪❜❘❴❫❵❪✶❚✿P✎✞ ❱ P✏♠✾❲✒✵❯❩❯P★❭ ❤ ❣❖♠✾♠✾P ➒ ∞ ♠❴❚ ❱ ◦

∆
❮ ❩❯P

M
J
>> ∆

✵

❬✫❭❲❪✢❫✪❴✛❵✠✂ ❛✓❝ ✂✞✝❹❫✪❴❡❞✭ s ✇ ❣✱r➪⑤❿❣✱④ ♥♣❧✝❧ ④P✐ ❼ ❤ ❧✔❦❚♠✟♥ ⑩ ❦ ❤ ❧✚✉✷✇ s✬q ④■❤ ξ ∈ ∆
❣ ❦ ④■s✚❤✼✐ ⑧✖❥★❧ dπ∗(ξ) ∈ λ + (t∗n+d)+

❃ ♠✛③ s✬⑤✥q ❻ ④ ①✘❧✌✇ s ①❩✇✺❥✥①
∆ = (dπ∗)−1

(
λ+ (t∗n+d)+

) ❄ ❶ ✁ ① ❣✚q❷④◆❣ ❦ s ❼ ❤ ❧✔❦ σ0(dπ
∗(ξ)) ∈ J−1

d {0} ⑤ ❥ ❤t④ ⑧✖❥★❧♦❈
Jd(σ0(dπ

∗(ξ))) = di∗ ◦ J0 ◦ σ0 ◦ dπ∗(ξ) ✇ s✚q Jd = di∗ ◦ J0

= di∗ ◦ dπ∗(ξ) ✇ s✚q J0 ◦ σ0 = Id|λ+(t∗
n+d

)+

= 0 ✇ s✚q π ◦ i = 1.
✁ ① ❣✱q✡④ σ ❧ ④◗✐ ❼ ❤ ❧♣❦❄❥★❦★❧ ④ ❧✔✇ ✐■❤t❣ ❦❄♠✟❧ J ✉★✇ s✬q ✉★♠✛③ s✬⑤★q ❻ ④ ①t❧✹♠ ❤❩s ❺ q❷s✬r✁r ❧✲✇ ❣✚r✁r ❥ ✐✡s✬✐■❤ ♦ ④❆⑤★q ♥✔✇✺♥❲♠✟❧♣❦ ✐ ✉ ❣ ❦ s ❈

J0 = dπ∗ ◦ J ◦ pr ④ ❥ q J−1
d {0} ,

♠ ❣ ❦✥✇
dπ∗(ξ) = J0(σ0(dπ

∗(ξ))) = (dπ∗ ◦ J ◦ pr)(σ0(dπ
∗(ξ))) = (dπ∗ ◦ J ◦ σ)(ξ).⑦➦❣✱r✁r ❧ dπ∗ ❧ ④◗✐❈❤ ❦✏✴P❧✔✇ ✐■❤t✈ ❧✚✉ ❣ ❦❄♠✟♥✔♠✟❥ ❤✼✐ ⑧✖❥★❧ (J ◦ σ)(ξ) = ξ ❶ ➁➐➂➋➃✪➄

❂❄❃❆❅❈❇❉❅❋❊✟●■❍❀●✡❅❈❏ ➬❆▼➒➬❆▼❜❑ ❙ ❯➀▼❖❫❵❘
M

❚❯❪✿P ✻❁❣ ❱ ❫ ❝ ❘ ❝ ❘✾▼ ❱ ❫ ❳ ❚✿P ❩❯P ❩✐❫❵◆◗P✢❪✿♠❴❫♣▼❖❪
2n
✵ ❏ ❤ ▼ ❱ ♠ ❤P➜ ❣✰❲❯❲ ❤ ❫♣❭✵❣✰❘❴❫♣▼❖❪

◆◗▼❖◆◗P✢❪❜❘
J
P✏♠❴❘❹❫❵❪ ✻❖❣ ❱ ❫ ❣✰❪✶❘✾P ❲✳❣ ❱

Tn ✵✹➙✄❪✦▼❖❚❯❘ ❱ P✎✞✧❲ ▼❖❚ ❱ ❘✾▼❖❚❯❘✾P ♠✾P✏❭✢❘❴❫♣▼❖❪
σ
❩❯P

J
✞✧P✢❪ ❪✿▼❖❘✺❣✰❪❜❘▲❘✾▼❖❚❨✶❴▼❖❚ ❱ ♠

M
pTn

>>
M�

Tn

✞ ❤ ❣✚❭✏▼❖◆✚❲❳▼❁♠ ❝ P
pTn ◦ σ

P✏♠✾❘ ✃ ❫ ✶❅P✏❭✢❘❴❫ ✻❢P✁✵➟➙✄❪▲❲✳❣ ❱ ❘❴❫♣❭✢❚ ❤ ❫♣P ❱ ✞✳❩ ➜ ❣✰❲ ❱❇❑ ♠ ❤ ❣✗❲ ❱ ▼❖❲ ▼❁♠❴❫❵❘❴❫♣▼❖❪ ✙ ✵ � ✵✛✙✚✞
∆P✢❘ M�

G

♠✾▼❖❪❜❘ ❰ ▼❖◆ ❝ ▼❖◆◗▼ ❱ ❲ ❰ P✏♠✍✞✿❲✳❣ ❱
pTn ◦ σ

✵

❬✫❭❲❪✢❫✪❴✛❵✠✂ ❛✓❝ ✂✞✝❹❫✪❴❡❞
✭ ③ s✚⑤★⑤ ① ❤ ✇ s✮✐✡❤✘❣ ❦ J ❧ ④P✐❆❤ ❦ ✈✮s✚q■❤❩s ❦ ✐ ❧ ⑤✥s✚q Tn ♠✛③ s✬⑤★q ❻ ④ ①t❧✲①✘❧ r➪r ❧ ✠✥❶ ☛★❶ ✡✥✉✪♠ ✁ ❇✫✯②❧♣① ✮ s ❦ ✐✳✲ ❦ ❣✚✐■❣ ❦ ④ M�

Tn

J̄
> ∆①➒③ s✬⑤★⑤ ① ❤ ✇ s✮✐✡❤✘❣ ❦✝⑧✱❥ ❣✬✐■❤ ❧♣❦ ✐ ❶ ⑦ ❧ r✄✂♣r ❧❈①t❧ r✁r ❧ ❤ ❦➣♠ ❤ ⑧✖❥★❧❈♠★❧ ⑤ ①t❥ ④ ⑧✖❥★❧✱✉ ⑤➣❣ ❥ q ✐✡❣ ❥ ✐❀⑤❿❣✚❤ ❦ ✐ ξ ∈ ∆ ✉ ✐✡❣ ❥ ④ ①t❧ ④❘⑤➣❣✱❤ ❦ ✐✡④♠★❧ J−1 {ξ } ④■❣ ❦ ✐ ♠ s ❦ ④ ① s✿r ✂✔r ❧ ❣✚q ❼ ❤✼✐ ❧✚❶❜✯ ❣ ❦➣✇✬✉ ⑤❿❣ ❥ q❈✐■❣ ❥ ✐ x ∈ M ✉✥✇ ❣✚r✁r ❧ x ❧ ✐ σ(J(x))

④■❣ ❦ ✐ ♠ s ❦ ④ ① sr✄✂✔r ❧ ❣✚q ❼ ❤✘✐ ❧✱✉ ❣ ❦ s
pTn(σ ◦ J(x)) = pTn(x)

✲ ✇ ❣✚r✁r ❧ pTn ❧ ④◗✐✹④ ❥ q ✴P❧✔✇ ✐■❤t✈ ❧✱✉ ❤ ① ✈✖❤ ❧♣❦ ✐ ⑧✖❥★❧ pTn ◦ σ s ❥ ④■④■❤ ❶❽ s✚q❈s✬❤ ①✘①t❧♣❥ q❷④ ①✕③ ❤ ❦✏✴P❧✔✇ ✐■❤t✈✖❤✘✐ ♥ q ♥ ④ ❥★① ✐ ❧✹♠✟❧✹✇♣❧✾⑧✱❥✥❧ J̄ ◦ (pTn ◦ σ) = Id∆ ❧ ④P✐❆❤ ❦✏✴P❧✔✇ ✐■❤t✈ ❧✱❶ ➁❿➂✷➃✪➄
❂❄❃✲❅❇❆✏❅❉❈❊❃✏❋☎●✟❍✧❲✎▼❖❚ ❱

ξ ∈ ∆
✞ ▼❖❪ ❪✿▼❖❘✾P ❱ ❣

Tn
ξ

❤ ❣ ✻❁❣ ❤ P✢❚ ❱ ❭✏▼❖◆✚◆✷❚❯❪✿P❺❩❯P✏♠ ➝❁❱ ▼❖❚❯❲❳P✏♠♦❩ ➜ ❫♣♠✾▼❖❘ ❱ ▼❖❲❯❫♣P
Tn

x

✞❳❲ ▼❖❚ ❱
x ∈ J−1 {ξ } ✵☞❲✎▼❖❚ ❱ ❘✾▼❖❚❯❘❸❭✵❣ ❱ ❣❖❭✢❘ ❑✢❱ P χ ∈ T̂n

✞❁▼❖❪✚❪✿▼❖❘✾P✌❣ ❤ ▼ ❱ ♠✍✞❜❭✏▼❖◆✚◆◗P❻❩✿❣✰❪✿♠ ❤ P✏♠➂❪✿▼❖❘✺❣✰❘❴❫♣▼❖❪✿♠ ❳ ❚❯❫❯❲ ❱✾❝ ❭ ❑ ❩❯P✢❪✶❘
❤ ❣✗❲ ❱ ▼❖❲❳▼❁♠❴❫❵❘❴❫♣▼❖❪ ✙ ✵ � ✵ � r

∆(χ) =
{

ξ ∈ ∆ |
∣∣ Tn

ξ ⊂ ker χ
}

.
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❯✶❫
k = 1

ı
dχ

▼❖❪q❭✏▼❖❪✿♠✾P ❱ ✻❢P ❤ ❣➜❪✿▼❖❘✺❣✰❘❴❫♣▼❖❪
∆(χ) = ∆(k)

✵
❽♦❣✰❪✿♠ ❤ ❣✚♠✾❚❯❫❵❘✾P ✶❅P♦❭ ❰ ▼❖❫♣♠❴❫♣♠ ❤ ❣✚♠✺P✏❭✢❘❴❫♣▼❖❪

σ0
♠❴❚❯❫ ✻❁❣✰❪❜❘✾P◗r

Cn+d >>
< λ + (t∗n+d)+

(z1, . . . , zn+d)
J0

> λ +
n+d∑

j=1

|zj |2
2

E∗
j

(R+)n+d ∋(
√

2(η1 − λ1), . . . ,
√

2(ηn+d − λn)) <
σ0

∑

j

ηjE
∗
j ,

❳ ❚❯❫✾✻ ❝✢❱ ❫ ❨ P♦❘ ❱ ❫ ✻➀❫ ❣ ❤ P✢◆◗P✢❪❜❘ ❤ P✏♠❻❭✏▼❖❪✿❩✐❫❵❘❴❫♣▼❖❪✿♠✙❩❯P ❱✾❝✒➝ ❚ ❤ ❣ ❱ ❫❵❘ ❝ ❩❯P ❤ ❣✗❲ ❱ ▼❖❲❳▼❁♠❴❫❵❘❴❫♣▼❖❪ � ✵ � ✵✡✠✁✵
❂❄❃❆❅❈❇❉❅❋❊✟●■❍❀●✡❅❈❏ ➬❆▼✕➬❈▼✕➬→❙ ❯➀▼❖❫❵❘

M
❚❯❪✿P ✻❁❣ ❱ ❫ ❝ ❘ ❝ ❘✾▼ ❱ ❫ ❳ ❚✿P✓❩❯P★❩✐❫❵◆◗P✢❪✿♠❴❫♣▼❖❪

2n
✵✏✽✠❪☛❣ r

➆ ❲❳▼❖❚ ❱ ❘✾▼❖❚❯❘
χ ∈ T̂n

✞✐❪✿▼❖❘✺❣✰❪✶❘
k = 1

ı
dχ

r

∆(χ) = {ξ ∈ ∆ || 〈ξ||Xj 〉 = λj ⇒ 〈k||Xj 〉 = 0} .

➆ ❲❳▼❖❚ ❱ ❘✾▼❖❚❯❘
x ∈ M

r
Tn

x = {1} ⇔ J(x) ∈
◦
∆ ➇➙➂❪▲❲✳❣ ❱ ❘❴❫♣❭✢❚ ❤ ❫♣P ❱ ✞ ❤P➜ ❣❖❭✢❘❴❫♣▼❖❪q❩❯P

Tn ♠❴❚ ❱
M

P✏♠❴❘ ❤ ❫ ✃❯❱ P★♠✾❚ ❱♥❤P➜ ▼❖❚▲✻❢P ❱ ❘
Me ≡ J−1(

◦
∆)

✵✿❽✫▼❖❪✿❭
∆e = J(Me)

P✏♠❴❘
❤P➜ ▼❖❚▲✻❢P ❱ ❘ ◦

∆
❩❯P

t∗n
✵

❬✫❭❲❪✢❫✪❴✛❵✠✂ ❛✓❝ ✂✞✝❹❫✪❴❡❞
✸✎✍ ✂✭☛ ✒✟✠☞☛ ✯✣✆✟✂ ∆(χ) ✓❾②❦ ④✡s✬❤✘✐ ✉★♠✛③ s✬⑤★q ❻ ④ ①t❧✹①t❧ r✁r ❧✲♠★❧❻✯❋❧✔① ✮ s ❦ ✐ ✠★❶ ☛✟❶ ✡★✉✟⑧✖❥★❧✫❈

Lie(Tn
x) =

⊕

j | 〈J(x)|Xj〉=0

RXj

❽ s✚q❈s✬❤ ①✘①t❧♣❥ q❷④❉❣ ❦ s ❈
∆(χ) =

{
ξ ∈ ∆ |

∣∣∣ Tn
σ(ξ) ⊂ kerχ

}
.

❆❀❦ ⑩ ❦➟✉✥♠➟③ s✚⑤★q ❻ ④ ①✘❧✹①t❧ r✁r ❧✹♠✟❧❻✯②❧♣① ✮ s ❦ ✐ ✉ Tn
σ(ξ) ❧ ④◗✐ ✇ ❣ ❦★❦★❧✺✹✪❧✱✉★♠ ❣ ❦➣✇✠❈

Tn
σ(ξ) ⊂ kerχ⇔ Lie(Tn

σ(ξ)) =
⊕

j | 〈ξ|Xj〉=0

RXj ⊂ ker dχ.

✯ ❣ ❦➣✇ ⑩ ❦ s ①t❧ r ❧♣❦ ✐ ❈
∆(χ) = {ξ ∈ ∆ || 〈ξ||Xj 〉 = λj ⇒ 〈k||Xj 〉 = 0} .

✸✎✍ ✂✭☛ ✒✟✠☞☛ ✯✣✆ Me ✓❾②❦ s
Tn

x = {1} ✉ ④◗❤ ❧ ✐❋④ ❧✔❥★①t❧ r ❧♣❦ ✐❋④■❤ ❈
T̂n = T̂

n

�
Tn

x
= ̂T

n

�
Tn

σ(J(x))
=
{
χ ∈ T̂n

∣∣∣| J(x) ∈ ∆(χ)
}
,

④■❣✚❤✘✐ ✉★♠➟③ s✚⑤★q ❻ ④ ①✘❧✹✇ s ①❩✇✺❥★①➟♠✟❧ ④ ∆(χ) ❈
Tn

x = {1} ⇔ (∀j, 〈J(x)||Xj 〉 > λj) ⇔ J(x) ∈
◦

∆.

➁❿➂✷➃✪➄
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✔ ❅❈❃❆❅❸➌❯➌✖✕②●■❃❸➊❆▼✕❷ ❯➀▼❖❫♣P✢❪❜❘
M

❚❯❪✿P ✻❖❣ ❱ ❫ ❝ ❘ ❝ ❘✾▼ ❱ ❫ ❳ ❚✿P❺❩❯P⑧❩✐❫❵◆◗P✢❪✿♠❴❫♣▼❖❪
2n

✞❾P✢❘
∆
❤ P◗❲❳▼ ❤ ❞➀❘✾▼❖❲ P✚❫❵◆❺❣ ➝ P⑧❩❯P

❤P➜ ❣✰❲❯❲ ❤ ❫♣❭✵❣✰❘❴❫♣▼❖❪q◆◗▼❖◆◗P✢❪✶❘✠❩❯P
M

✵▲❏ ❤ ▼ ❱ ♠ ✞✐❲ ▼❖❚ ❱ ❘✾▼❖❚❯❘
k ∈ Zn ✞ ❤P➜ P✢❪✿♠✾P✢◆ ✃❯❤ P⑧r

{(~, ξ) ∈ R × Rn || ξ, ξ + ~k ∈ ∆(k)}
P✏♠❴❘❻▼❖❚▲✻❢P ❱ ❘✌❩✿❣✰❪✿♠

R × ∆
✵

➒ P ❤ ❣ ❱✾❝ ♠✾❚ ❤ ❘✾P★❩✐❚ ❤ P✢◆✚◆◗P★❲ ❤ ❚✿♠ ➝❢❝ ❪ ❝✢❱ ❣ ❤ ♠❴❚❯❫ ✻❖❣✰❪✶❘✓r
❳♥➊❳➋ ➋ ➊ ➬❈▼✕➬❆▼ s ❙ ❲✎▼❖❚ ❱ ❘✾▼❖❚❯❘❻❲❳▼ ❤ ❞ ❑ ❩ ❱ P✎✞✿❪✿▼❖❪❹❪ ❝ ❭✏P✏♠✾♠✺❣✰❫ ❱ P✢◆◗P✢❪❜❘✫❩❯P♦❽✫P ❤➱Ï ❣✰❪❜❘✍✞✳❪❯❫➑◆ ❚✢◆◗P✓❭✏▼❖◆✚❲✳❣❖❭✢❘✓r

∆ = {ξ ∈ t∗n || ∀j ∈ {1, . . . , n + d} 〈ξ||Xj 〉 ≥ λj } ,

♠❴❫ ✞✐❲❳▼❖❚ ❱ ❘✾▼❖❚❯❘
k ∈ Zn ✞❯▼❖❪q❩ ❝❲❨ ❪❯❫❵❘✓r

∆(k) = {ξ ∈ ∆ || 〈ξ||Xj 〉 = λj ⇒ 〈k||Xj 〉 = 0} ,

❣ ❤ ▼ ❱ ♠ ❤P➜ P✢❪✿♠✾P✢◆ ✃❯❤ P
Ek = {(~, ξ) ∈ R × Rn || ξ, ξ + ~k ∈ ∆(k)}

▼❖❚▲✻❢P ❱ ❘✌❩✿❣✰❪✿♠
R × ∆

✵

❬✫❭❲❪✢❫✪❴✛❵✠✂ ❛✓❝ ✂✞✝❹❫✪❴❡❞
❆❀❦✫❧ ✻ ❧ ✐❈❣ ❦ s ❈

ξ, ξ + ~k ∈ ∆(k) ⇔





〈k||Xj 〉 6= 0 ⇒ 〈ξ||Xj 〉 > λj

〈k||Xj 〉 6= 0 ⇒ 〈ξ + ~k||Xj 〉 > λj

〈k||Xj 〉 = 0 ⇒ 〈ξ||Xj 〉 ≥ λj

〈k||Xj 〉 = 0 ⇒ 〈ξ + ~k||Xj 〉 ≥ λj .⑦➦❣✱r✁r ❧ 〈ξ + ~k||Xj 〉 = 〈ξ||Xj 〉 + ~ 〈k||Xj 〉 ✉ ❣ ❦ ✈✚❣✚❤✘✐ ⑧✖❥★❧✫❈

ξ, ξ + ~k ∈ ∆(k) ⇔





〈k||Xj 〉 6= 0 ⇒ 〈ξ||Xj 〉 > λj

〈k||Xj 〉 6= 0 ⇒ 〈ξ + ~k||Xj 〉 > λj

〈k||Xj 〉 = 0 ⇒ 〈ξ||Xj 〉 ≥ λj

⇔ ξ ∈ ∆(k) ❧ ✐ ξ + ~k ∈ U,

❣✙✲
U ❧ ④◗✐ ①➒③ ❣ ❥ ✈ ❧ q◗✐ ♠✟❧ Rn

④ ❥ ❤t✈✮s ❦ ✐ ❈
U = {η ∈ Rn || 〈k||Xj 〉 6= 0 ⇒ 〈η||Xj 〉 > λj } .

✁ ❤ ❦ ④◗❤ Ek

s✚⑤★⑤✥s✬q❷s✝✆❩✐❈④◗❣ ❥ ④ ① s ♦ ❣✱q■r ❧✫❈
Ek = (R × ∆(k)) ∩ { (~, ξ) ∈ R × Rn || ξ + ~k ∈ U } .

⑦➦❣✱r✁r ❧ ∆(k) ❧ ④P✐❈❣ ❥ ✈ ❧ q◗✐ ♠ s ❦ ④ ∆ ✉ ❤ ① ④ ③ ❧♣❦ ④ ❥ ❤✘✐ ⑧✖❥★❧ Ek ❧ ④◗✐❈❣ ❥ ✈ ❧ q■✐ ♠ s ❦ ④ ∆ × Rn ❶ ➁❿➂✷➃✪➄
❂❄❃❆❅❈❇❉❅❋❊✟●■❍❀●✡❅❈❏ ➬❆▼➒➬❆▼ ❿ ❙ ❲✎▼❖❚ ❱ ❘✾▼❖❚❯❘

χ ∈ T̂n
✞ ❤P➜ ❣✰❲❯❲ ❤ ❫♣❭✵❣✰❘❴❫♣▼❖❪

χM
✞➂❩ ❝❲❨ ❪❯❫♣P▲◆◗▼✵❞❢P✢❪❯❪✳❣✰❪❜❘

σ
♠❴❚ ❱ ❚❯❪

▼❖❚▲✻❢P ❱ ❘✌❩❯P
M

P✢❘ ✳ ✻❁❣ ❤ P✢❚ ❱ ♠❻❩✿❣✰❪✿♠
T
✞❯❩ ❝❲❨ ❪❯❫♣P✷❣✰❚❹❘ ❰✿❝ ▼ ❱❇❑ ◆◗P✕✙ ✵ � ✵ � ✞✿P✏♠❴❘❻❩❯P✓❭ ❤ ❣❖♠✾♠✾P ➒ ∞ ✵
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❬✫❭❲❪✢❫✪❴✛❵✠✂ ❛✓❝ ✂✞✝❹❫✪❴❡❞❢✟❣✚❤✘✐ ① s ♦ ❣ ❦➣✇ ✐■❤t❣ ❦❉❈
Tn+d × ∆

v
> Cn+d

(g, ξ) > g.σ0 (dπ∗(ξ)) .

❢✟❤
χ ∈ T̂n ✉ ❣ ❦ s

χ ◦ π ∈ T̂n+d ❶❁❆❘❦ ❣ ❥ ✐■q ❧ Tn+d
s ❺ ❤✘✐❆④ ❥ q Cn+d

✲ ♠✛③ s✬⑤✥q ❻ ④ ①t❧ ✐■⑥ ♥ ❣✚q ❻ r ❧ ☛✟❶ ☎✟❶ ✠★✉ ❣ ❦❄♠✟♥ ⑩ ❦ ❤✘✐❥✥❦★❧✲♦ ❣ ❦✥✇ ✐■❤t❣ ❦ (χ ◦ π)Cn+d

✐ ❧♣①t①✘❧✾⑧✖❥★❧✫❈
J0( ♠ ❣✚r (χ ◦ π)Cn+d) × Tn+d ϕ0

> ♠ ❣✚r (χ ◦ π)Cn+d

ϕ0(η, g) = g.σ0(η)

Tn+d

pr2

∨

χ ◦ π
> T,

(χ ◦ π)Cn+d

∨

❣✙✲
♠ ❣✚r (χ ◦ π)Cn+d =

{
z ∈ Cn+d

∣∣| Tn
z ⊂ kerχ ◦ π

}
,

J0( ♠ ❣✱r (χ ◦ π)Cn+d) =
{
η ∈ λ+ (t∗n+d)+

∣∣
∣∣∣ Tn

σ0(η) ⊂ kerχ ◦ π
}
.

✸ v ✆✡✏☎✄✜✫✜✄✬✆ ✂ ✠☞✒✕✔✡✆✔✒✡✞ ✄ ✄✜✆✡✍✎✆✡✏✑✞ Tn+d × ∆(χ) ✂☎✠☞✒ pr−1(Mχ) ✆✡✞ pr−1(Mχ) ⊂ ♠ ❣✚r (χ ◦ π)Cn+d ✓❽ ❣ ❥ q ① s ♠✟❧♣❥❁✹ ❤ ❻ r ❧ ⑤✥s✬q■✐■❤ ❧⑨♠★❧✁✇♣❧ ✐■✐ ❧ s✚④✡④ ❧ q◗✐✡❤✘❣ ❦➟✉ ④■❤ z ∈ pr−1(Mχ) ⊂ J−1
d {0} ✉ ❣ ❦ s ✉ ⑤✥s✬q ♠✟♥ ⑩ ❦ ❤✘✐■❤t❣ ❦✸♠✟❥

Tn
❸ ❧ ④■⑤✥s ✇✺❧ M ✉ ⑤✥s✬q❆q ♥✔♠★❥✥✇ ✐✡❤✘❣ ❦ ④ ✞✪r➪⑤ ①✘❧❲✇ ✐■❤ ⑧✖❥★❧✫❈

pr(g.z) = π(g).pr(z)

✯ ❣ ❦➣✇✠❈
Tn

z =
{
g ∈ Tn+d

∣∣| g.z = z
}

⊂
{
g ∈ Tn+d

∣∣| π(g).pr(z) = pr(z)
}

= π−1(Tn
pr(z)).

✯ ❣ ❦➣✇✠❈
pr−1(Mχ) =

{
z ∈ J−1

d {0}
∣∣
∣∣∣ Tn

pr(z) ⊂ kerχ
}

⊂
{
z ∈ J−1

d {0}
∣∣
∣∣∣ Tn

z ⊂ π−1(Tn
pr(z)) ⊂ π−1(kerχ) = kerχ ◦ π

}

⊂ ♠ ❣✱r (χ ◦ π)Cn+d .

✁ ① ❣✱q✡④ ✉ ④■❤ (g, ξ) ∈ Tn+d × ∆(χ) ✉ ❣ ❦ s ❈
pr(v(g, ξ)) = pr (g.σ0 (dπ∗(ξ))) = π(g)σ(ξ),

✯ ❣ ❦➣✇✠❈
pr(v(Tn+d × ∆(χ))) = Tn.σ(∆(χ)) = J−1(∆(χ)) = Mχ,④■❣✚❤✘✐ ❈

v(Tn+d × ∆(χ)) = pr−1(Mχ).
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✸ χM ✆✟✂☎✞ ✯✙✆ ✒✡☛ ✂✜✂✪✂✡✆ ⑦ ∞ ✓
❆❀❦✫❧ ✻ ❧ ✐ ✉ ④ ❥ q Tn+d × ∆(χ) ✉ ❣ ❦ s ❈

(χM ◦ pr)(v(g, ξ)) = χM (π(g).σ(ξ))

= 〈χ||π(g)〉
= 〈χ ◦ π||g 〉
= (χ ◦ π)Cn+d (g.σ0(dπ

∗(ξ)))

= (χ ◦ π)Cn+d(v(g, ξ)).

✯ ❣ ❦➣✇✬✉✱✇ ❣✚r✁r ❧ v ❧ ④P✐➦④ ❥ q ✴P❧✔✇ ✐■❤t✈ ❧✚✉ ❣ ❦ s
χM ◦pr = (χ◦π)Cn+d

④ ❥ q pr−1(Mχ) ❶ ✂ ❣ ❦ ✐✡q■❣ ❦ ④ ⑧✖❥★❧ (χ◦π)Cn+d❧ ④P✐ ♠✟❧◆✇✺① s✚④✡④ ❧ ⑦ ∞ ④ ❥ q (Cn+d)χ◦π

✲✒❤ ①✪❧♣❦ q ♥ ④ ❥★① ✐ ❧ q✡s ✉✔✇ ❣✱r✁r ❧ pr ❧ ④P✐ ❥★❦★❧ ④ ❥✥❼ r ❧ q❷④◗❤t❣ ❦➟✉✒⑧✖❥★❧ χM ❧ ④◗✐ ♠✟❧❉✇♣① s✱④■④ ❧⑦ ∞ ❶❜❆❘❦✫♦ s✬❤✘✐ ✉ ⑤ ①t❥ ④ ❺✱♥♣❦★♥ q✡s ①✘❧ r ❧♣❦ ✐ ✉ ⑤❿❣ ❥ q◆✐✡❣ ❥ ✐ ✇ s✬q❷s ✇ ✐ ❻ q ❧ χ0
④ ❥ q Tn+d ✉★❧♣❦ ⑤✥s✚q◗✐✡❤ ✇♣❥★① ❤ ❧ q◆⑤❿❣ ❥ q χ0 = χ ◦ π ✉① s ♦ ❣ ❦✥✇ ✐■❤t❣ ❦ (χ0)Cn+d ❧ ④P✐➀⑦ ∞ ④ ❥ q ♠ ❣✚r (χ0)Cn+d ❶❜❆❘❦❄❧ ✻ ❧ ✐❋④■❤ z = (z1, . . . , zn+d) ∈ Cn+d ✉ ❣ ❦ s ❈

Tn
z =

{
(g1, . . . , gn+d) ∈ Tn+d

∣∣| zj 6= 0 ⇒ gj = 1
}
.

❆ ✐❆✐■❣ ❥ ✐ ✇ s✬q❷s ✇ ✐ ❻ q ❧ χ0
④ ❥ q Tn+d ❧ ④◗✐ ♠✟❧✲① s ♦ ❣✱q■r ❧✫❈

χ0(g1, . . . , gn+d) =

n+d∏

j=1

(gj)
lj ,

❣✙✲
(l1, . . . , ln+d) = l = 1

ı
dχ0 ∈ Zn+d ✉ ✄✬✳✴✆✵✳ lj =

〈
1
ı
dχ0

∣∣|Ej

〉 ❶ ✁ ❤ ❦ ④◗❤ ✉✪✇ ❣✚r✁⑤✟✐ ❧ ❸➒✐ ❧✔❦✖❥✿♠★❥➹✇ ⑥★❣✚❤ ✹ ⑤➣s✬q■✐■❤ ✇✺❥★① ❤ ❧ q♠★❧➀① s✝④ ❧✔✇ ✐✡❤✘❣ ❦ σ0 ✉ ❣ ❦ ✐■q✡❣ ❥ ✈ ❧➀⑧✖❥★❧✫❈
♠ ❣✚r (χ0)Cn+d =

{
(z1, . . . , zn+d) ∈ Cn+d

∣∣| lj 6= 0 ⇒ zj 6= 0
}
,

(χ0)Cn+d(z1, . . . , zn+d) =
∏

{ j | lj 6=0}

(
zj

|zj|

)lj

,

♠ ❣ ❦✥✇ (χ0)Cn+d ❧ ④P✐ ✇♣① s✬❤tq ❧ r ❧♣❦ ✐ ♠✟❧✾✇✺① s✚④✡④ ❧ ⑦ ∞ ❶ ➁❿➂✷➃✪➄
❂❄❃❆❅❈❇❉❅❋❊✟●■❍❀●✡❅❈❏ ➬❆▼✕➬❈▼ ✝→❙ ➐ ➜ ❣✰❲❯❲ ❤ ❫♣❭✵❣✰❘❴❫♣▼❖❪❙r

◦
∆ × Tn ϕ

> Me

(ξ, g) > Lg ◦ σ(ξ) = g.σ(ξ)

P✏♠❴❘♥❚❯❪q❩✐❫ ✂ ❝ ▼❖◆◗▼ ❱ ❲ ❰ ❫♣♠❴◆◗P✁✵✷➙➂❪q▼❖❚❯❘ ❱ P ✝ ✝ ❝ ❤ ❣➜❘ ❱ ❫ ✻➀❫ ❣ ❤ ❫♣♠✺❣✰❘❴❫♣▼❖❪ ❐ ❭✵❣✰❪✿▼❖❪❯❫ ❳ ❚✿P ❮ r

T (
◦
∆ × Tn) ≃ T

◦
∆ × TTn ≃ (

◦
∆ × t∗n) × (Tn × tn) = (

◦
∆ × Tn) × t∗n × tn,

▼❖❪☛❣ ❐ ♠❴❚ ❱
Me

❮ r
ϕ∗ω((Ξ,X), (Ξ′,X ′)) =

〈
Ξ′
∣∣|X
〉
−
〈
Ξ|
∣∣X ′

〉
.
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❬✫❭❲❪✢❫✪❴✛❵✠✂ ❛✓❝ ✂✞✝❹❫✪❴❡❞
✭ ③ s ✇ ✐✡❤✘❣ ❦❄♠★❧ Tn

④ ❥ q Me ❧ ④P✐ ① ❤ ❼ q ❧✹❧ ✐❋⑤★q✡❣✚⑤★q ❧✚✉✟❧ ✐ σ ❧ ④◗✐ ❥★❦★❧ ④ ❧✔✇ ✐■❤t❣ ❦✻♠✟❧✾✇♣① s✱④■④ ❧ ⑦ ∞ ❧ ✐❈✐■q❷s ❦ ④◗✈ ❧ q❷④ ❧ ④ ❥ q ◦

∆ ✉♠ ❣ ❦✥✇✲♠✛③ s✬⑤★q ❻ ④ ① s➪⑤★q✡❣✚⑤❿❣✱④■❤✼✐✡❤✘❣ ❦ ☛✟❶ ☎✟❶ ☛✟✉ ϕ ❧ ④◗✐ ❥★❦✻♠ ❤✼✻ ♥ ❣✱r✁❣✚q✡⑤★⑥★❤❩④◗r ❧✚❶❢✟❤
(ξ, g,Ξ, X) ∈

◦

∆ × Tn × t
∗
n × tn

❣ ❦ s ✉ ✄✵✄ ✂✌① s⑨✐■q✡❤✘✈✪❤❩s ① ❤t④✡s✮✐✡❤✘❣ ❦❺❈
dξ,gϕ(Ξ, X) = ξX(ϕ(ξ, g)) + dϕ(ξ,g)Lg ◦ dξσ(Ξ).

❾②❦❄♠✟♥❲♠✟❥ ❤✘✐❋s✬❤ ❦ ④◗❤ ❈
ϕ∗ω(Ξ, X,Ξ′, X ′) = ω (ξX , dLg ◦ dσ(Ξ′)) − ω (ξX′ , dLg ◦ dσ(Ξ))

+ ω (dLg ◦ dσ(Ξ), dLg ◦ dσ(Ξ′)) + ω(ξX , ξX′)

❽ s✚q❈s✬❤ ①✘①t❧♣❥ q❷④❉q✡s✚⑤★⑤ ❧♣① ❣ ❦ ④ ⑧✖❥★❧✫❈✸ ω(ξX , .) = d 〈J ||X 〉 (.)
⑤➣s✬q ♠✟♥ ⑩ ❦ ❤✘✐■❤t❣ ❦❄♠✟❥ r➪❣✱r ❧♣❦ ✐ ❶✸ J ❧ ④◗✐❈❤ ❦ ✈✮s✚q■❤❩s ❦ ✐ ❧ ⑤✥s✚q ①✕③ s ✇ ✐■❤t❣ ❦❄♠✟❧ Tn ✄✬✳✴✆ ✳ L∗

gJ = J ❧ ✐ dJ(ξX) = 0 ❶✸ σ = pr ◦ σ0 ◦ dπ∗ ❶✸ ✭ s➪q ♥✔♠✟❥✥✇ ✐■❤t❣ ❦❄♠✟❧ ✂ s✚q✡④ ♠✟❧♣❦ ❸ ✖ ❧ ❤ ❦ ④◗✐ ❧ ❤ ❦✿♦ s✚❤✼✐ ⑧✖❥★❧ pr∗ω = ω0 ❶✸ σ∗
0ω0 = 0 ✉ ⑤✥s✬q ❥★❦✻✇ s ①❩✇✺❥★① ❤tr✁r ♥❲♠ ❤❩s✮✐ ✉➣♠✛③ s✚⑤★q ❻ ④ ①t❧✲✇ ⑥✥❣✚❤ ✹✌♠✟❧ σ0 ♦ s✬❤✘✐❈⑤★q ♥❲✇✺♥❲♠✟❧ r✁r ❧♣❦ ✐ ❶✸ J ◦ σ = Id∆ ❶❾②❦ s ♠ ❣ ❦➣✇✫❈

ω(ξX , ξX′) = d 〈J ||X 〉 (ξX′)

= 0

ω (dLg ◦ dσ(Ξ), dLg ◦ dσ(Ξ′)) = L∗
gω (dσ(Ξ), dσ(Ξ′))

= σ∗ω(Ξ,Ξ′)

= (σ0 ◦ dπ∗)∗(pr∗ω)(Ξ,Ξ′)

= (σ0 ◦ dπ∗)∗ω0(Ξ,Ξ
′)

= σ∗
0ω0(d(dπ

∗)(Ξ), d(dπ∗)(Ξ′))

= 0

ω (ξX , dLg ◦ dσ(Ξ)) = d 〈J ||X 〉 (dLg ◦ dσ(Ξ))

= σ∗d 〈J ||X 〉 (Ξ)

= 〈Ξ||X 〉 .
➁❿➂✷➃✪➄

✔ ❅❈❃❆❅❸➌❯➌✖✕②●■❃❸➊❆▼✌❷ ❯➀▼❖❫♣P✢❪✶❘
(M,ω)

❚❯❪✿P ✻❁❣ ❱ ❫ ❝ ❘ ❝ ❘✾▼ ❱ ❫ ❳ ❚✿P ❩❯P☛❩✐❫❵◆◗P✢❪✿♠❴❫♣▼❖❪
2n

✞✞P✢❘
Ω
❤ P ✃ ❫ ✻❢P✏❭✢❘✾P✢❚ ❱ ❩❯P

❲✎▼❖❫♣♠✾♠✾▼❖❪❙❣❖♠✾♠✺▼✶❭✢❫ ❝ ✵❘❯➀▼❖❫♣P✢❪❜❘
(θi)

❤ P✏♠★❭✏▼➀▼ ❱ ❩❯▼❖❪❯❪ ❝ P✏♠✓❭✵❣✰❪✿▼❖❪❯❫ ❳ ❚✿P✏♠★♠❴❚ ❱
Tn ✞➑P✢❘ (ξi)

❤ P✏♠★❭✏▼➀▼ ❱ ❩❯▼❖❪❯❪ ❝ P✏♠✓♠✾❚ ❱
Rn

❭✵❣✰❪✿▼❖❪❯❫ ❳ ❚✿P✢◆◗P✢❪❜❘✚❣❖♠✾♠✾▼➀❭✢❫ ❝ ♠ ✳ ❤ ❣ ✃ ❣❖♠✺P ∂
∂θi

∗ ✵➦❯✶❫ ◦
∆ × Tn ϕ

∼
> Me

P✏♠✾❘ ❤ P◗❩✐❫ ✂ ❝ ▼❖◆◗▼ ❱ ❲ ❰ ❫♣♠❴◆◗P❺❲ ❱✾❝ ❭ ❝ ❩❯P✢❪✶❘✍✞
❣ ❤ ▼ ❱ ♠✍✞✿♠✾❚ ❱

Me
✞❯▼❖❪☛❣ r

Ω =
n∑

i=1

ϕ∗

(
∂

∂ξi

)
∧ ξTn

∂
∂θi

.

❬✫❭❲❪✢❫✪❴✛❵✠✂ ❛✓❝ ✂✞✝❹❫✪❴❡❞
❾②❦ q ❧ r✝s✬q ⑧✖❥★❧➍✴P❥ ④P✐ ❧✾⑧✱❥✥❧♦❈

ϕ∗

(
∂

∂θi

)
= ξT

n

∂
∂θi

.



� ✣✂✁✫✣✄✟❼✩☎✄❾✣ ✁✫✣✆✬✝✆✐✡✠✝✠✍ �✠☞ �✞✬ ☞♥☎✞✝✌✍✏✔✗✖✘✣✆✬ ➙ �

✁ ① ❣✱q✡④ ①✘❧ q ♥ ④ ❥✥① ✐❷s✮✐➦⑤✥q■❣✮✈✪❤ ❧♣❦ ✐ ♠ ❤tq ❧❲✇ ✐ ❧ r ❧♣❦ ✐ ♠★❧❋① s✾⑤★q✡❣✚⑤❿❣✱④■❤✼✐✡❤✘❣ ❦ ✠★❶ ✠★❶ ✡✹❧ ✐ ♠✟❧②① s q ❧✔① s✬✐■❤t❣ ❦✝❧♣❦ ✐✡q ❧ ω ❧ ✐ Ω ♠ ❣ ❦★❦★♥✔❧⑤➣s✬q ❈
〈Ω||d ✄ ⊗ d

✄ ′ 〉 = ω(∇ � ,∇ � ′). ➁❿➂✷➃✪➄
✽✠❪▲❲❳P✢❚❯❘♥◆❺❣✰❫❵❪❜❘✾P✢❪✳❣✰❪✶❘ ❝ ❪✿▼❖❪✿❭✏P ❱✠❤ P ❱✾❝ ♠❴❚ ❤ ❘✺❣✰❘❻❲ ❱ ❫❵❪✿❭✢❫❵❲✳❣ ❤ ❩❯P♦❭✏P✢❘❴❘✾P♦❘ ❰✚❑ ♠✾P◗r

✆✞✝ ➡➥❅❋❃✠✟❳➋ ➊ ➬❈▼✕➬❆▼☛✡ ❙ ☞❡❫✆✝ ✂
(M,ω)

✉❿❴❡➳ ✝✱❝✪❛ ✝❹❭☛✂◗❭ ✂P❫ ❛ ✝ ❶ ✉➟➳✌➲➣➳✌➲✆✝✕❪✰➳❲❴✛❵✠✝❜❫✟❴
2n

❞✏☞❡❫✡✝✞✂
∆ = {ξ ∈ t∗n || ∀j ∈ {1, . . . , n + d} 〈ξ||Xj 〉 ≥ λj } ,

P ➳✲➯✛❫❨P ✢✆✂P❫✔➯➟➳ ✝✕❪ ❝ t ➳✌➲✥➳ P ✎ ❝ ➯✥➯✲P ✝ ➫ ❝ ✂✞✝❹❫✪❴ ❪✢❫✪❪✰➳❲❴☎✂➀➲✥➳
M

❞✏☞❡❫✡✝✞✂

G =



(~, ξ, k) ∈ R × Rn × Zn |

∣∣∣∣∣∣

ξ, ξ + ~k ∈ ∆
〈ξ||Xj 〉 = λj ⇒ 〈k||Xj 〉 = 0

〈ξ + ~k||Xj 〉 = λj ⇒ 〈k||Xj 〉 = 0



 .

☛ P➱❫ ❛ ❵
G

➳✔❵☛✂♥✉➣❴ ❵✒❫❖✉➣❵✟✞ t ❛ ❫❖✉✬➯✛❫❖✈❜➲➣➳➸➲➣➳
G̃ = (R × t∗n) ⋊ Zn ✆ ➯➐❫❁✉ ❛ P ✎ ❝ ➫ ✂✞✝❜❫✟❴

k.(~, ξ) = (~, ξ + ~k) ✁
➳☛✂

(G,
➒ ∞❖ (G))

➳✔❵☛✂❸✉❿❴ t ❛ ❫❖✉✚➯➐❫❖✈❹➲✥➳✻➲➣➳➹➲✥❭❜➵✒❫ ❛ ❪ ❝ ✂✞✝❹❫✪❴ ➲➣➳
(M,ω)

❞
❬✫❭❲❪✢❫✪❴✛❵✠✂ ❛✓❝ ✂✞✝❹❫✪❴❡❞✭ ❧ ④❀⑥ ✞✪⑤❿❣✬✐✡⑥ ❻ ④ ❧ ④ ♠✟❥ ✐✡⑥ ♥ ❣✱q ❻ r ❧ ☛✟❶ ☎✟❶ ✟ ④◗❣ ❦ ✐➦④■s✬✐■❤❩④ ♦ s✚❤✼✐ ❧ ④ ✉✱❧✔❦ ⑤★q ❧♣❦ s ❦ ✐❀⑤➣❣ ❥ q M ① s✾✈✮s✚q■❤ ♥ ✐ ♥ ✐■❣✱q■❤ ⑧✖❥★❧✚✉ r ❥★❦ ❤ ❧➀♠✟❧①➒③ s ✇ ✐✡❤✘❣ ❦✌①➒③ s ✇ ✐✡❤✘❣ ❦✌❧ ✻ ❧❲✇ ✐✡❤✘✈ ❧ α ♠✟❥ ✐■❣✚q ❧ Tn

✲ ❧♣❦❄❧ ✻ ❧ ✐ ❈
✗✱❶②❧ ④P✐❆✈ ♥ q✡❤✘⑩ ♥♣❧✲❧♣❦ ⑤★q ❧♣❦ s ❦ ✐ ①✕③ s ✇ ✐■❤t❣ ❦ β ⑤➣s✬q◆✐■q❷s ❦ ④ ① s✮✐✡❤✘❣ ❦ ④ ♠✟❧ Rn

④ ❥ q N = Rn
✲

☛★❶②❧ ④P✐❈④✡s✮✐✡❤t④ ♦ s✬❤✘✐ ❧✲❧♣❦ ⑤★q ❧♣❦ s ❦ ✐ J ①➒③ s✚⑤★⑤ ① ❤ ✇ s✮✐■❤t❣ ❦ r✁❣✚r ❧♣❦ ✐ ♠✟❧ (M,ω) ✉✥♠➟③ s✚⑤★q ❻ ④ ① s➪⑤★q✡❣✚⑤❿❣✱④■❤✼✐✡❤✘❣ ❦ ✠✥❶ ✠✥❶ ☛ ✲
✠✥❶➀♠★♥✔✇ ❣ ❥★①t❧✲♠★❧✹① s➪⑤★q✡❣✚⑤❿❣✱④■❤✼✐✡❤✘❣ ❦ ✠✥❶ ✠✥❶✌✗ ✲

✟➣❶②❧ ④P✐ ♠✟♥ r✁❣ ❦ ✐■q ♥♣❧♥❇➪① s➪⑤★q✡❣✚⑤❿❣✱④■❤✘✐■❤t❣ ❦ ✠★❶ ✠★❶ ✠ ✲
☎★❶②❧ ④P✐❆r✁❣ ❦ ✐✡q ♥ s ❥❄✇ ❣✱q■❣ ①✘① s✬❤tq ❧➀♠✟❧✲① s➪⑤★q■❣✱⑤➣❣✖④◗❤✘✐■❤t❣ ❦ ✠★❶ ✠★❶ ✠★✉✟⑧✖❥ ❤➟q ♥ ④ ❥★① ✐ ❧✲①t❥ ❤✼❸❜r✄✂♣r ❧✾♠✟❥❄①t❧ r✁r ❧ ✠✥❶ ✠✥❶ ✟➣❶

❽ s✚q❀s✬❤ ①✘①t❧♣❥ q✡④ ✉✚①t❧❋✇ s ①t✇♣❥★①➣♠★❧ ④ ∆(χ) ❧ ✻ ❧❲✇ ✐ ❥✥♥✆❇✹① s✹⑤★q✡❣✚⑤❿❣✱④■❤✼✐✡❤✘❣ ❦ ✠★❶ ✠★❶ ✠ ❤ ❦✥♠ ❤ ⑧✖❥★❧➀⑧✱❥✥❧❈①✘❧②❺ q✡❣ ❥ ⑤❿❣✣✢ ♠✟❧ G ✇ ❤✘❸ ♠✟❧ ④✡④ ❥ ④❧ ④P✐ ♥♣❺ s ①➂❇✎✇✺❧♣①t❥ ❤ ♠ ❣ ❦★❦★♥ s ❥ ✐■⑥ ♥ ❣✚q ❻ r ❧ ☛★❶ ☎★❶ ✟➣❶●❆❀❦ ⑩ ❦➟✉❀♠➟③ s✚⑤★q ❻ ④ ①t❧✻✇ ❣✱q■❣ ①✘① s✬❤tq ❧✌♠✟❧✌① s➸⑤★q■❣✱⑤➣❣✖④◗❤✘✐■❤t❣ ❦ ✠★❶ ✠★❶ ✡✢①t❧❼ ❤✘✈ ❧✔✇ ✐ ❧♣❥ q ♠✟❧❋❽ ❣✱❤t④✡④◗❣ ❦ Ω ♠✟❥ ✐■⑥ ♥ ❣✚q ❻ r ❧ ☛★❶ ☎★❶ ✟✹❧ ④P✐ ✇✺❧✔①✘❥ ❤ ♠✟❧❈① s ④◗✐■q ❥✥✇ ✐ ❥ q ❧ ④ ✞✖r✁⑤ ①t❧✔✇ ✐■❤ ⑧✖❥★❧ ❤ ❦ ❤✼✐✡❤ts ①✘❧➀♠✟❧ (M,ω) ❶➁❿➂✷➃✪➄
✽✠❪☛❣➜❩❯P★❲ ❤ ❚✿♠ ❤ P ❱✾❝ ♠❴❚ ❤ ❘✺❣✰❘✌❭✏▼❖◆✚❲ ❤♣❝ ◆◗P✢❪✶❘✺❣✰❫ ❱ P✗♠✾❚❯❫ ✻❖❣✰❪✶❘✓r

❂❄❃❆❅❈❇❉❅❋❊✟●■❍❀●✡❅❈❏ ➬❆▼➒➬❆▼✚✙➛❙ ❯✶❫
G
P✏♠❴❘ ❤ P ➝❁❱ ▼❖❚❯❲❳▼❖❨❬❩❯P✫❩✐❚❉❘ ❰✿❝ ▼ ❱❇❑ ◆◗P✫❲ ❱✾❝ ❭ ❝ ❩❯P✢❪✶❘✍✞✐❲ ▼❖❚ ❱ ❘✾▼❖❚❯❘

~ ∈ R
✞✶❘✾▼❖❚❯❘✾P

❱ P✢❲ ❱✾❝ ♠✾P✢❪✶❘✺❣✰❘❴❫♣▼❖❪⑧❫ ❱❴❱✾❝ ❩✐❚✿❭✢❘❴❫ ✃❯❤ P✙❩❯P ➒ ∗(G~)
P✏♠❴❘✄❩❯P✌❩✐❫❵◆◗P✢❪✿♠✾❫♣▼❖❪ ❨ ❪❯❫♣P✁✵✥➙➂❪❺❲✳❣ ❱ ❘❴❫♣❭✢❚ ❤ ❫♣P ❱♥➒ ∗(G~)

P✏♠❴❘✄❩❯P❻❘ ❞➀❲ P ✺
→↔❽✙❫ ➄ ✞❯❩ ❝❲❱ ✵ � ✵ � ✵✛✙➜❲✒✵ ✠✍✙✚✠✎✞✿❘ ❰ ✵✿↕ ✵✡✠♦❲✒✵✟✠✵↕ ✂④➛ ✵

❬✫❭❲❪✢❫✪❴✛❵✠✂ ❛✓❝ ✂✞✝❹❫✪❴❡❞
❽ ❣ ❥ q ~ = 0 ✉ ⑦ ∗(G~) ❧ ④◗✐ ✇ ❣✚r✁r ❥ ✐✡s✬✐■❤t✈ ❧✚✉✟♠ ❣ ❦✥✇ ✐■❣ ❥ ✐ ❧ q ❧ ⑤★q ♥ ④ ❧♣❦ ✐❷s✮✐■❤t❣ ❦ ❤✘q✡q ♥✔♠✟❥✥✇ ✐■❤ ❼★①t❧➀❧ ④P✐ ♠★❧✾♠ ❤✘r ❧✔❦ ④◗❤t❣ ❦ ✗✚❶
❽ ❣ ❥ q ~ 6= 0 ✉➐① s ♠★❧ ④ ✇ q✡❤✘⑤✟✐✡❤✘❣ ❦✰♠✟❧ G~

r➪❣ ❦ ✐■q ❧➪⑧✖❥★❧➪①✕③ s ✇ ✐■❤t❣ ❦✎♠✟❧ G~

④ ❥ q G(0)
~

❧ ④◗✐✲④✡s ❦ ④②❤❩④■❣✬✐■q✡❣✚⑤✥❤ ❧ ✸ ❣ ❦➸♠ ❤✘✐s ① ❣✱q✡④ ⑧✖❥★❧ G ❧ ④◗✐ ★ ✒☎✄✴✏ ✒✡✄ ★ ✂✭☛✷❶✶✯❋❧ ⑤ ①t❥ ④ ✉ ⑤❿❣ ❥ q◆✐✡❣ ❥ ✐ (~, ξ, k) ∈ G~ ✉ ❣ ❦ s ❈
G~. {(~, ξ, k)} ⊂ {(~, ξ, k′) || ξ + ~k′ ∈ ∆} .

❆❀❦ ⑤➣s✬q■✐■❤ ✇✺❥★① ❤ ❧ q ✉✬✇ ❣✚r✁r ❧ ∆ ❧ ④◗✐ ❼ ❣✚q ❦★♥✚✉ ✐✡❣ ❥ ✐ ❧ ❣✚q ❼ ❤✼✐ ❧❆♠✟❧❆①✕③ s ✇ ✐■❤t❣ ❦✁♠✟❧ G~

④ ❥ q G(0)
~

❧ ④◗✐ ⑩ ❦ ❤ ❧✚✉✚❧ ✐ ♠ ❣ ❦✥✇➦♦ ❧ q✡r ♥✔❧s ❥ ④✡④◗❤ ❶✚❾ q✷✐✡❣ ❥ ✐ ❧ q ❧ ⑤★q ♥ ④ ❧♣❦ ✐✡s✬✐■❤t❣ ❦ ❤tq■q ♥✔♠★❥✥✇ ✐✡❤ ❼★①t❧◆♠✟❧◆① s✾⑦ ∗ ❸❜s ①✘❺✱❻♣❼ q ❧❉♠➟③ ❥★❦➪❺ q✡❣ ❥ ⑤➣❣✙✢ ♠✟❧ ⑤★q✡❤ ❦✥✇ ❤✘⑤➣s ① ❃ r✁❣ ✞ ❧♣❦★❦ s ❼★①t❧ ❄♠ ❣ ❦ ✐ ①✘❧ ④❆❣✚q ❼ ❤✘✐ ❧ ④◆④■❣ ❦ ✐ ♦ ❧ q✡r ♥♣❧ ④ ❧ ④P✐ ❦✥♥✔✇✺❧ ④■④✡s✬❤tq ❧ r ❧♣❦ ✐❆④ ❥ ⑤✥⑤➣❣✱q◗✐ ♥♣❧ ⑤✥s✬q ❥✥❦★❧ ✐ ❧✔①✘①t❧ ❣✚q ❼ ❤✼✐ ❧✚✉✥♠➟③ ❣✙✲ ①t❧ q ♥ ④ ❥✥① ✐❷s✮✐ ❶➁❿➂✷➃✪➄
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☎☎✄✄✂ � ✢✟✞ ✄▲✬ ✞ ✩■✕ ✄◆✭ ✞ ✤ ✄▲✤✥✠✁✕✏✩■✩ ✬★✑ ✬★✞✧✕ ✄◆✕✏✔✖✭ ✞ ✕
➞ P✷❩❯▼❖❪❯❪✿P✓❫♣❭✢❫✎❩❯P✏♠✌❭✵❣ ❤ ❭✢❚ ❤ ♠✙P➅➄➀❲ ❤ ❫♣❭✢❫❵❘✾P✏♠✙❩❯P✓❭✏P✢❘❴❘✾P ❳ ❚✳❣✰❪❜❘❴❫ ❨ ❭✵❣✰❘❴❫♣▼❖❪✟✞ ❲ ▼❖❚ ❱✌❤ P✏♠✴✻❁❣ ❱ ❫ ❝ ❘ ❝ ♠❻❘✾▼ ❱ ❫ ❳ ❚✿P✏♠ ❤ P✏♠✠❲ ❤ ❚✿♠

♠❴❫❵◆✚❲ ❤ P✏♠✍✞ ✝❹❞➒➳✬❞●❩❯P★❩✐❫❵◆◗P✢❪✿♠❴❫♣▼❖❪✘✙ ✵
✽✠❪➣❣✰❲❯❲ ❤ ❫ ❳ ❚✿P ❤ ❣▲❭✏▼❖❪✿♠❴❘ ❱ ❚✿❭✢❘❴❫♣▼❖❪➣❩❯P❺❽✫P ❤➱Ï ❣✰❪❜❘ ❐ ❩ ❝ ◆◗▼❖❪✿♠❴❘ ❱ ❣✰❘❴❫♣▼❖❪ ❩✐❚ ❘ ❰✿❝ ▼ ❱❇❑ ◆◗P � ✵✛✙ ✵ � ❮ ❣✰❚✐➄ ❲❳▼ ❤ ❞✶❘✾▼❖❲❳P✏♠

❩❯P
t∗1

✵✿❽♦❣✰❪✿♠ ❤ ❣➜❩ ❱ ▼❖❫❵❘✾P
t∗1
✞ ❤ P✏♠❻❲ ▼ ❤ ❞➀❘✾▼❖❲ P✏♠✌♠✾▼❖❪❜❘❻❘✾▼❖❚✿♠✠❩❯P ❤ ❣ ❱ ▼ ❱ ◆◗P✚r

∆ = [a, b] F ∗
1 = {ξ ∈ t∗1 || 〈ξ||F1 〉 ≥ a

P✢❘ 〈ξ||−F1 〉 ≥ −b} ,

▼✡✠
F1

P✏♠❴❘♥❚❯❪ ✻❢P✏❭✢❘✾P✢❚ ❱ ❩❯P ✃ ❣❖♠✺P★❩❯P
t1
✞✐❘✾P ❤❀❳ ❚✿P t exp(T̂) = ZF ∗

1

✞✿♠❴❫
F ∗

1

P✏♠✾❘ ❤ ❣ ✃ ❣❖♠✾P♦❩✐❚✳❣ ❤ P★❩❯P
F1

✵
❲✕❣ ❱✌❱ ❣✰❲❯❲❳▼ ❱ ❘✠❣✰❚✐➄ ❪✿▼❖❘✺❣✰❘❴❫♣▼❖❪✿♠ ➝❢❝ ❪ ❝✢❱ ❣ ❤ P✏♠✍✞✿▼❖❪❼❣ r

n = 1, d = 1,X1 = F1,X2 = −F1, λ1 = a, λ2 = −b.

➅➇➆★➏✬➔➣➊✖➌ ➑❜➓❀➍➐➏✚➑➒➉✷➓ ❏❉➔ ✂➒➍ ☛➐➍✛➊✪➑➒➆★➏✬➆
M

➉ ✠❀➏✬➔❿➓➑❋❀➔☛❍➦➍✛➊ ✂✕➍ ✄ ➉✷➓✘❑✮➏✬➊✰❋ ✄ ➏✚➑➒➉✷➓ ❏➦➔ ➅➇➔ ✂➒↔★➍➟➓❡➏
➒ ❣ ❤ ❭✢❚ ❤ ▼❖❪✿♠♥❩ ➜ ❣ ✃ ▼ ❱ ❩ ❤ P✠◆◗▼ ❱ ❲ ❰ ❫♣♠❴◆◗P✙❩❯P ➝❁❱ ▼❖❚❯❲❳P✏♠

T
π
>> T

✵ ✽✠❪ ✻❢P✢❚❯❘ ❳ ❚✿P
dπ(E1) = X1

✞
dπ(E2) =

X2
✞✿▼✡✠

E1, E2
P✏♠❴❘ ❤ ❣ ✃ ❣❖♠✺P✓❩❯P

t2
❘✾P ❤❵❤ P ❳ ❚✿P

exp(E1) = (1, 0)
P✢❘

exp(E2) = (0, 1)
✵❳❽✙▼❖❪✿❭✓❪ ❝ ❭✏P✏♠✾♠✺❣✰❫ ❱ P ❧◆◗P✢❪❜❘✷r

t2
dπ

> t1

αE1 + βE2 > (α − β)F1,
❩ ➜ ▼✡✠

T2 π
> T

(s, t) > st−1

t∗1
dπ∗

> t∗2

µF ∗
1 > µ(E∗

1 − E∗
2).

❏ ❤ ▼ ❱ ♠
ker π = {(s, s) || s ∈ T} ⊂

i
> T2 P✏♠✾❘✞❚❯❪❹❘✾▼ ❱ P♦❭✏▼❖❪❯❪✿P➅➄❯P★❩❯P✫❩✐❫❵◆◗P✢❪✿♠❴❫♣▼❖❪ ✠ ➇ ▼❖❪❹❫♣❩❯P✢❪✶❘❴❫ ❨ P★❩❯▼❖❪✿❭ ❤ P❩✐❚✳❣ ❤ ❩❯P♦♠✾▼❖❪❼❣ ❤➱➝☞❑✒✃❯❱ P★❩❯P★➐➑❫♣P ✳

R ➇ ✻➀❫ ❣➜❭✏P✢❘❴❘✾P♦❫♣❩❯P✢❪✶❘❴❫ ❨ ❭✵❣✰❘❴❫♣▼❖❪✟✞●▼❖❪☛❣ r

t∗2
di∗

> R

µE∗
1 + νE∗

2 > µ + ν.

➐❾P✫◆◗▼❖◆◗P✢❪✶❘✌❩❯P ❤P➜ ❣❖❭✢❘❴❫♣▼❖❪q❩✐❫ ❣ ➝ ▼❖❪✳❣ ❤ P★❩❯P
T2 ♠❴❚ ❱ (C2, ω0)

✞✐▼✡✠
ω0 = dx1 ∧ dy1 + dx2 ∧ dy2

P✏♠❴❘ ❤ ❣ ❱ ▼ ❱ ◆◗P
♠❴❞➀◆✚❲ ❤ P✏❭✢❘❴❫ ❳ ❚✿P✓❭✵❣✰❪✿▼❖❪❯❫ ❳ ❚✿P✎✞✿P✏♠✾❘✌❩❯▼❖❪❯❪ ❝ ❲✳❣ ❱ r

C2 J0
> t∗2

(z1, z2) >

(
1

2
|z1|2 + a

)
E∗

1 +

(
1

2
|z2|2 − b

)
E∗

2
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❽ ➜ ❣✰❲ ❱❇❑ ♠ ❤ P♦❩✐❫ ❣ ➝❁❱ ❣✰◆✚◆◗P✷❭✏▼❖◆✚◆✓❚❯❘✺❣✰❘❴❫ ❱ r
Cn+d

☛☛✁
✁
✁
✁
✁

J0

❆
❆
❆
❆
❆

Jd

❯
λ + (t∗2)+ di∗

> R,

▼❖❪▲❘ ❱ ▼❖❚▲✻❢P◗r
Jd(z1, z2) =

1

2
|z1|2 +

1

2
|z2|2 + a − b.

❽✫▼❖❪✿❭
J−1

d {0} P✏♠❴❘ ❤ ❣➜♠❴❲ ❰✚❑✢❱ P★❩❯P ❱ ❣✵❞❢▼❖❪ √2(b − a)
r

S3 =
{

(z1, z2) ∈ C2
∣∣∣∣ |z1|2 + |z2|2 = 2(b − a)

}
.

◆✓❚❯❪❯❫♣P✷❩❯P ❤P➜ ❣❖❭✢❘❴❫♣▼❖❪
T2 ❫❵❪✿❩✐❚❯❫❵❘✾P♦❲✳❣ ❱ ❭✏P ❤❵❤ P★♠❴❚ ❱ C2 ✵✽✠❪ ♠✺❣✰❫❵❘ ❳ ❚✿P ❤ P ❱ P✢❚❯❫ ❤❵❤ P✢❘✺❣ ➝ P➜❩❯P

S3 ❲✳❣ ❱✙❤P➜ ❣❖❭✢❘❴❫♣▼❖❪ ❩✐❚ ♠✾▼❖❚✿♠ ❧ ❘✾▼ ❱ P✗❩✐❫ ❣ ➝ ▼❖❪✳❣ ❤ ker π ⊂ T2 ❭✏▼ ❱❴❱ P✏♠❴❲ ▼❖❪✿❩ ✳
❚❯❪✿P ❨➟✃❯❱ ❣✰❘❴❫♣▼❖❪q❩❯P ✂✠▼❖❲ ❱ → ➒ ➐✁� ✞❯❭ ❰ ❣✰❲✒✵✚✺ ✺ ✞ ❐ ✙ ❮ ❲✒✵ �✜� ➛✄✝P❞➒➳✬❞❾r

M = S3

�ker π ∼
> S2=

{
(t, z) ∈ R × C |

∣∣∣∣∣

(
t +

b − a

2

)2

+ |z|2 =

(
b − a

2

)2
}

❑❑❆
❆
❆
❆
❆ ✁

✁
✁
✁
✁

pr

✕✕

S3

pr(z1, z2) =
(
|z1|2−|z2|2

4 − b−a
2 , z1z2

2

)
.

❏✕❞❜❣✰❪❜❘ ❫♣❩❯P✢❪✶❘❴❫ ❨✳❝
M = S3

�
T

✳
S2 ✞ ❤P➜ ❣❖❭✢❘❴❫♣▼❖❪ ❩❯P T2

�ker π

P✏♠❴❘⑧❩❯▼❖❪❯❪ ❝ P❼❲✳❣ ❱ ❚❯❪✿P☛♠✺P✏❭✢❘❴❫♣▼❖❪ ❩✐❚ ❳ ❚✿▼❖❘❴❫♣P✢❪❜❘
T2 >>

T2

�ker π
≃ T

✞✐❲✳❣ ❱ P➅➄❯P✢◆✚❲ ❤ P◗r

{(s, 1) || s ∈ T} ⊂ T2,

P✢❘✍✞ ✝ ✝ ❝ ❭✏P✢❘❴❘✾P♦❫♣❩❯P✢❪✶❘❴❫ ❨ ❭✵❣✰❘❴❫♣▼❖❪✟✞●▼❖❪q▼ ✃ ❘❴❫♣P✢❪✶❘ ❤P➜ ❣❖❭✢❘❴❫♣▼❖❪q❩❯P
s ∈ T

♠❴❚ ❱
(t, z) = pr(z1, z2) ∈ S2 ❲✳❣ ❱ r

s.(t, z) = π(s, 1).pr(z1, z2)

= pr(sz1, z2)

=

(
1

2
(|z1|2 − |z2|2) −

b − a

2
, sz1z2

)

= (t, s.z).

➒ ❣ ❤ ❭✢❚ ❤ ▼❖❪✿♠➂◆❺❣✰❫❵❪✶❘✾P✢❪✳❣✰❪❜❘ ❤ P✞◆◗▼❖◆◗P✢❪✶❘
J
P✢❘➂♠✺❣✙♠✾P✏❭✢❘❴❫♣▼❖❪

σ
✞ ✝ ✝ ❝ ❭✏P✏♠✕❫♣❩❯P✢❪✶❘❴❫ ❨ ❭✵❣✰❘❴❫♣▼❖❪✿♠✱✵❢➐❾P✧❭ ❰ ▼❖❫ ➄➜❩❯P✧♠✾P✏❭✢❘❴❫♣▼❖❪

❩❯P
J0

❩✐❚❹❲✳❣ ❱ ❣ ➝❁❱ ❣✰❲ ❰ P✓❲ ❱✾❝ ❭ ❝ ❩❯P✢❪❜❘✠P✏♠✾❘✓r

[a,+∞[ E∗
1 + [−b,+∞[E∗

2

σ0
> C2

xE∗
1 + yE∗

2 >

(√
2(x − a),

√
2 (y + b)

)
.
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❽ ➜ ❣✰❲ ❱❇❑ ♠ ❤ ❣✗❲ ❱ ▼❖❲❳▼❁♠❴❫❵❘❴❫♣▼❖❪ � ✵ � ✵✡✠★P✢❪☛❩ ❝ ❩✐❚❯❫❵❘❻❚❯❪✿P★♠✾P✏❭✢❘❴❫♣▼❖❪
[a, b]

σ
> S2 ❩❯P J

✞❯❩❯▼❖❪❯❪ ❝ P♦❲✳❣ ❱ r

σ(t) = pr ◦ σ0 ◦ dπ∗(t)

= pr(σ0(tE
∗
1 − tE∗

2))

= pr
(√

2(t + a),
√

2 (−t + b)
)

=
(
t,
√

(t + a)(b − t)
)

.

✽✠❪qP✢❪▲❩ ❝ ❩✐❚❯❫❵❘❻❫❵◆✚◆ ❝ ❩✐❫ ❣✰❘✾P✢◆◗P✢❪✶❘✚r

J(t, z) = J (t, |z|) = J(σ(t)) = t.

➙➂❪qP➅➄❯❭ ❤ ❚✳❣✰❪❜❘ ❤ P✏♠❻❲✠✟ ❤ P✏♠
N = (b, 0)

P✢❘
S = (a, 0)

✞✳▼❖❪q❣✗❚❯❪q❩❯▼❖❪✿❭★❚❯❪q❩✐❫ ✂ ❝ ▼❖◆◗▼ ❱ ❲ ❰ ❫♣♠✾◆◗P

[a, b] × T
ϕ

> S2 − {N,S }

(t, s) > s.σ(t) = (t, s
√

(t + a)(b − t)),

P✢❘❻▼❖❪q❩ ❝ ❩✐❚❯❫❵❘ ❳ ❚✿P ❤ ❣ ❱ ▼ ❱ ◆◗P★♠❴❞➀◆✚❲ ❤ P✏❭✢❘❴❫ ❳ ❚✿P♦♠✾❚ ❱
S2 P✏♠❴❘ ω

❘✾P ❤❵❤ P ❳ ❚✿P
ϕ∗ω = dt ∧ dθ.

J

S

∆

C

s.xx

N
R

σ(∆)

σ

�➀❴ ❛ ❭✔❵ ✉❿❪✰❭✥✑❉❫✪❴ ✝ ❫✆✝ ✂ ❶ ✉✛➳❙P ❝ ➫ ❫✪❴✛❵☛✂ ❛ ✉ ➫ ✂✞✝❹❫✪❴❚➲✥➳✲❬✫➳◗P ➺ ❝ ❴☎✂➟➯➐❫❖✉ ❛
∆ = [a, b]

➲★❫✪❴➟❴➥➳❻✉❿❴❡➳✾❵P➯ ➭ ✦❲❛ ➳ ❵✥✢✪❪⑨➯✲P➱➳ ➫ ✞
✂✞✝ ❶ ✉✛➳

(S2, dt∧dθ)
➲✥➳➪➲✡✝ ❝ ❪ ✦ ✂ ❛ ➳

b−a
➯✲P❩❫✟❴ t ❭✺➳✝➲ ❝ ❴✛❵ R×C

✑❘❪✗✉❿❴✟✝P➳➪➲✥➳❙P ✎ ❝ ➫ ✂✞✝❹❫✪❴Ð➲❖✉ ✂P❫ ❛ ➳ T
➯ ❝✪❛⑨❛ ❫✆✂ ❝ ✂✞✝❜❫✪❴

❝ ✉✎✂P❫❖✉ ❛ ➲✥➳ P ✎ ❝ ✄✥➳✎➲✥➳❲❵✁➯✁�❨P ➳✔❵ ✙
N = (b, 0)

✑
S = (a, 0)

✛✟❞ ☛ ✎ ❝ ➯★➯✲P ✝ ➫ ❝ ✂✞✝❹❫✪❴ ❪✢❫✪❪✰➳❲❴ ✂✹❵✒✎ ✝❹➲✥➳❲❴☎✂✞✝ ✕ ➳ ❝ P❩❫ ❛ ❵ ☞ P ❝➯ ❛ ❫ ✁✬➳ ➫ ✂✞✝❹❫✪❴➢❵ ✉ ❛ P ✎ ❝ ✄✥➳
R
❞
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❊ ➊✖➉●❋✘❍❈➉✿■✺❏➦➔
G0

➔✥➏✢➏✬➊✱➍➟➓✘❑✬➈■➉➋➊✪➌➎➆✥➔q❏➦➔ ✗ ➉●❋➦➊✖➑➒➔➣➊
✽✠❪☛❣✗❫❵◆✚◆ ❝ ❩✐❫ ❣✰❘✾P✢◆◗P✢❪✶❘✗r

G0 = {(t, k) ∈ [a, b] × Z || (t = a ⇒ k = 0)
P✢❘

(t = b ⇒ k = 0)}
= (]a, b[×Z) ∪ {(a, 0), (b, 0)} ⊂ R × Z.

➐❾P✏♠ ❱ ▼❖❪✿❭✢❘❴❫♣▼❖❪✿♠
χM

❩ ❝❲❨ ❪❯❫♣P✏♠✠❣✰❚▲❘ ❰✿❝ ▼ ❱❇❑ ◆◗P☞✙ ✵ � ✵ � ✞✳❲ ▼❖❚ ❱ ❘✾▼❖❚❯❘✠❭✵❣ ❱ ❣❖❭✢❘ ❑✢❱ P
χ ∈ T̂

✞ ✻❁❣ ❤ P✢❪❜❘✫❣ ❤ ▼ ❱ ♠★r
➆ χM (t, z) = 1

♠❴❚ ❱
S2 ✞❯♠❴❫ χ = 1 ➇

➆ χM (t, z) = χ
(

z
|z|

) ♠❴❚ ❱
S2 − {N,S } ✞❯♠❴❫ χ 6= 1

✵
❽♦❣✰❪✿♠ ❤ P❺❲✳❣ ❱ ❣✰◆ ❝ ❘ ❱ ❣ ➝ P

ϕ
♠❴❚ ❱

S2 − {N,S } ✞➑❪✿▼❖❘✺❣✰❪✶❘ k = 1
ı
dχ ∈ Z

✝❹❞➒➳✬❞
χ(s) = sk ✞➍▼❖❪ ❣ z

|z| = eıθ ✞❩❯▼❖❪✿❭◗r
∂χM

∂θ
(t, z) = (ık)χM (t, z).

➙➂❘✍✞➂❲❳▼❖❚ ❱
f ∈ ➒ ❖

(G0)
✞
I
❝ ❘✺❣✰❪❜❘ ❤✁� ❫♣♠✾▼❖◆◗▼ ❱ ❲ ❰ ❫♣♠❴◆◗P ➒

(S2)
I

∼
>
➒ ∗(G0)

❣❖♠✾♠✾▼➀❭✢❫ ❝ ❣✰❚ ❭ ❰ ▼❖❫ ➄ ❩❯P
σ
❩✐❚

❘ ❰✿❝ ▼ ❱❇❑ ◆◗P✕✙ ✵ � ✵ � ✞✳▼❖❪q❣❹r

(I−1f)(t, z) =





f(t, 0) +
∑

k 6=0

f(t, k)

(
z

|z|

)k ♠✾❫
t 6= a, b

f(t, 0)
♠❴❫❵❪✿▼❖❪ .

❽✫▼❖❪✿❭✎✞✿❭✏▼❖◆✚◆◗P
ω = dt ∧ dθ

✞❯▼❖❪❼❣✚✞❯♠❴❫
t 6= a, b

r
{

I−1f,I−1f ′
}

S2 (t, z)

=

(
∂I−1f

∂t

∂I−1f ′

∂θ
− ∂I−1f ′

∂t

∂I−1f

∂θ

)
(t, z)

=
∑

k,k′∈Z

(
∂I−1f

∂t
(t, k)χM (t, z)

)(
f ′(t, k′)(ık′)[k′](t, z)

)

−
∑

k,k′∈Z

(
∂I−1f ′

∂t
(t, k)χM (t, z)

)(
f(t, k′)(ık′)[k′](t, z)

)

=
∑

l∈Z

[l](t, z)

( ∑

k+k′=l

∂I−1f

∂t
(t, k)f ′(t, k′)ık′ − ∂I−1f ′

∂t
(t, k)f(t, k′)ık′

)

= I−1

(
∂I−1f

∂t
∗ (ılf ′) − ∂I−1f ′

∂t
∗ (ılf)

)
(t, z),

❣▼✻❢P✏❭
(lf)(t, k) = kf(t, k)

✵ ➒ P ❤ ❣◗♠✾P★❲ ❱ ▼ ❤ ▼❖❪ ➝ P✎✞✳❲✳❣ ❱ ❭✏▼❖❪❜❘❴❫❵❪❜❚❯❫❵❘ ❝ ✞❳P✢❪
t = a

P✢❘
t = b

✵✲✽✠❪ ❱ P✢❘ ❱ ▼❖❚▲✻❢P✗❣✰❫❵❪✿♠✾❫
❩✐❫ ❱ P✏❭✢❘✾P✢◆◗P✢❪❜❘ ❤ P ❱✾❝ ♠❴❚ ❤ ❘✺❣✰❘✌❩❯P ❤ ❣✗❲ ❱ ▼❖❲ ▼❁♠❴❫❵❘❴❫♣▼❖❪ � ✵ � ✵ � ✵

❊ ➊✖➉●❋✘❍❈➉✿■✺❏➦➔❹❏❉➔q❏❉➆✥➈■➉➋➊✪➌➎➍➐➏✚➑➒➉✷➓ ❏❉➔
S2

➐➍❣◗❩ ❝❲❨ ❪❯❫❵❘❴❫♣▼❖❪☛❩✐❚❹❲✳❣ ❱ ❣ ➝❁❱ ❣✰❲ ❰ P★❲ ❱✾❝ ❭ ❝ ❩❯P✢❪✶❘✍✞●❩✿❣✰❪✿♠ ❤ P★❭✵❣❖♠♥❲ ❱✾❝ ♠✾P✢❪✶❘✍✞✿❩❯▼❖❪❯❪✿P❺r
G =

{
(~, t, k) ∈ R2 × Z

∣∣| t, t − ~k ∈ ∆(k)
}

,

➆ ▼❖❚q❭ ❰ ▼❖❫ ➄▲❩❯P t + ~k ➇ ❭✏▼❖◆✚❲✳❣✰❘❴❫ ✃ ❫ ❤ ❫❵❘ ❝ ❩❯P✏♠ ❱ ▼ ❱ ◆✷❚ ❤ P✏♠ ✳ ✻❢▼❖❫ ❱
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❣✱✻❢P✏❭

∆(k) =

{
[a, b]

♠❴❫
k = 0

]a, b[
♠❴❫

k 6= 0.
,

❯➀▼❖❫❵❘
G =

⋃

k∈Z

Sk

❣✱✻❢P✏❭◗r

Sk =

{
R × [a, b] × {0} ♠❴❫

k = 0{
(~, t, k) ∈ R2 × {k}

∣∣| t, t + k~ ∈]a, b[
} ♠❴❫

k 6= 0.

➐ ➜ ❣ ❤❵❤ ❚ ❱ P✷❩❯P♦❭✏P ➝❁❱ ▼❖❚❯❲❳▼❖❨❬❩❯P✎✞❯❲ ▼❖❚ ❱
a = −1

P✢❘
b = 1

❲✳❣ ❱ P➅➄❯P✢◆✚❲ ❤ P✎✞ ❱ P✏♠✾♠✺P✢◆ ✃❯❤ P★❩❯▼❖❪✿❭ ✳ r

h=0

ξ

ξ

ξ

ξ

ξ

h

h

h

h

h

h

k=−2

k=−1

k=0

k=1

k=2

✆➹➍✄✂ ✄ ❋✡✂✆❏◆➑➒➊✱➔ ✄ ➏✚❏➦➔ ✂➒➍ ✂➒➑❜➌ ➑✏➏✬➔☛❏✎❋ ✄ ➉✷➌ ➌ ❋❘➏✬➍➐➏✬➔➀❋❀➊
❽✫P✫❲ ❤ ❚✿♠✍✞✿❭✏▼❖◆✚◆◗P ❤ P✏♠ ✃ ❫♣♠✾♠✾P✏❭✢❘❴❫♣▼❖❪✿♠

Sk = G ∩ R2 × {k} ♠✾▼❖❪✶❘✌❩✐❫♣♠ ✶❴▼❖❫❵❪❜❘✾P✏♠✌▼❖❪❼❣ r
➒ ∞❖ (G) =

⊕

k∈Z

➒ ∞❖ (Sk).

➙➂❪❉❲✳❣ ❱ ❘❴❫♣❭✢❚ ❤ ❫♣P ❱ ✞✶❲ ▼❖❚ ❱
k 6= 0

✞ ❤ P✏♠
Sk

♠✾▼❖❪✶❘✆❩❯P✏♠✞▼❖❚▲✻❢P ❱ ❘✾♠✞❩❯P
R2 ✞❜❩❯▼❖❪✿❭ ❤P➜ P✏♠❴❲✳❣❖❭✏P ➒ ∞❖ (Sk)

P✏♠✾❘ ❱ ▼ ❱ ◆ ❝ ❩❯P
❱ ▼❖❪✿❭✢❘❴❫♣▼❖❪✿♠✌❩❯P★❭ ❤ ❣❖♠✾♠✺P ➒ ∞ ❣✰❚q♠✾P✢❪✿♠❻❚✿♠❴❚✿P ❤ ✵➟➙➂❪❼▼❖❚❯❘ ❱ P ➒ ∞❖ (S0)

P✏♠❴❘ ❤P➜ P✏♠✾❲✳❣❖❭✏P★❩❯P✏♠ ❱ ▼❖❪✿❭✢❘❴❫♣▼❖❪✿♠✌❭✏▼❖❪✶❘❴❫❵❪❜❚✿P✏♠✫♠❴❚ ❱
R×[a, b]

✞④❩❯P✧❭ ❤ ❣❖♠✾♠✺P ➒ ∞ ♠❴❚ ❱
R×]a, b[

P✢❘➂❩❯▼❖❪✶❘✎❘✾▼❖❚❯❘✾P✏♠ ❤ P✏♠➂❩ ❝✢❱ ❫ ✻ ❝ P✏♠✍✞❁❣✌❘✾▼❖❚❯❘✕▼ ❱ ❩ ❱ P✎✞❁▼❖❪✶❘✕❚❯❪✗❲ ❱ ▼ ❤ ▼❖❪ ➝ P✢◆◗P✢❪✶❘
❭✏▼❖❪❜❘❴❫❵❪✶❚☛♠❴❚ ❱

R × [a, b]
✵
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❲✎▼❖❚ ❱
f ∈ ➒ ∞❖ (Sk)

P✢❘
f ′ ∈ ➒ ∞❖ (Sk′)

❤ ❣✚❭✏▼❖❪ ✻❢▼ ❤ ❚❯❘❴❫♣▼❖❪☛P✏♠❴❘✌❩❯▼❖❪❯❪ ❝ P★❲✳❣ ❱

f ∗ f ′(~, t, l) =

{
0

♠❴❫
l 6= k + k′

f(~, t, k)f ′(~, t − k~, k′)
♠❴❫

l = k + k′
.

❽ ➜ ▼✡✠

(f ∗ f ′ − f ′ ∗ f)(~, t, l) = δl,k+k′

(
f(~, t, k)f ′(~, t − k~, k′) − f ′(~, t, k′)f(~, t − k′~, k)

)
.

➙➂❘✌❩❯▼❖❪✿❭✎✞✳❭✏▼❖◆✚◆◗P
(f ∗ f ′ − f ′ ∗ f)(0, t, l) = 0

✞✿▼❖❪☛❣✚✞✐❲❳▼❖❚ ❱
t 6= a, b

r
{

f, f ′
}

G0
(0, t, l)

= lim
~→0

1

ı~
(f ∗ f ′ − f ′ ∗ f)(~, t, l)

=
1

ı

∂

∂~
(f ∗ f ′ − f ′ ∗ f)(0, t, l)

= δl,k+k′

1

ı

(
∂f

∂~
(0, t, k)f ′(0, t, k′) + f(0, t, k)

(
∂f ′

∂~
(0, t, k′) − k

∂f ′

∂t
(0, t, k′)

))

−δl,k+k′

1

ı

(
∂f ′

∂~
(0, t, k′)f(0, t, k) − f ′(0, t, k′)

(
∂f

∂~
(0, t, k) − k′ ∂f

∂t
(~, t, k)

))

= δl,k+k′

1

ı

(
f(0, t, k).(−k)

∂f ′

∂t
(0, t, k′) − f ′(0, t, k′).(−k′)

∂f

∂t
(0, t, k′)

)

=
1

ı

(
(fl) ∗ ∂f ′

∂t
− (f ′l) ∗ ∂f

∂t

)
(0, t, l)

= I
{

I−1f,I−1f ′
}

S2 (0, t, l).

❲✕❣ ❱ ❭✏▼❖❪❜❘❴❫❵❪✶❚❯❫❵❘ ❝ ✞●❭✏P ❤ ❣ ❱ P✏♠❴❘✾P❯✻ ❱ ❣✰❫❾P✢❪
t = a

P✢❘
t = b

✵✏✽✠❪❹❲ ❱ ▼❖❚▲✻❢P✓❣✰❫❵❪✿♠❴❫ ✞✳❩✐❫ ❱ P✏❭✢❘✾P✢◆◗P✢❪❜❘✍✞ ❳ ❚✿P
G
P✏♠❴❘♥❚❯❪

➝❁❱ ▼❖❚❯❲❳▼❖❨❬❩❯P★❩❯P★❩ ❝❲❱ ▼ ❱ ◆❺❣✰❘❴❫♣▼❖❪☛❩❯P
S2 ✵
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✝✥✠✁✞✼✡ ✤✦✌✛✠➇✸✕✫✣✚ ✍✎✸✂✗❡✘✬✑➌❉☛✘✛✚ ❛✳✌✟✞✻❄✡✠✟✠✬❄❵✫❽❏ ❫✔➯➐❫❨P➱❫ t ✝ ➫ ❝ P ❏ ❛✓❝ ❴✛❵➒➵✒❫ ❛ ❪ ❝ ✂✞✝❹❫✪❴ t ❛ ❫❖✉✬➯✷❵✮❞ � ❫ ❤ P✢❞ ✞ �✠P✠✟ ❧ ✡❸▼ ❱▼▲ ✞
✠✵↕ �✁� ✵

✝✥q✯❼☞☛❣❧✛❧❊✡①t③✌★q✆❄❵✧✪✚✖✸✻✑✂❢✣✞✦✌✒❼➁✘✬❄■✫✣✧➂✚★✘✬❄■✫✭❢✼✘✬✚☛➄❀✌✌☛❣❁✭✌ ❲❸♠✾P✢❚✿❩❯▼✶❩✐❫ ✂➑P ❱ P✢❪❜❘❴❫ ❣ ❤ ▼❖❲❳P ❱ ❣✰❘✾▼ ❱ ♠♥▼❖❪❹❩✐❫ ✂❳P ❱ P✢❪✶❘❴❫ ❣ ❤
➝❁❱ ▼❖❚❯❲❳▼❖❫♣❩❯♠✱✵ � ❝ ➫ ✝ ✕ ➫ ❻➐❞✼✮ ❝ ✂ ➭ ❞ ✞ ✠✵➙❁↕ ❐ ✠ ❮ r✡✠✎✠ � ➆ ✠ � ✙✚✞ ✠✵↕❁↕❁↕ ✵

✝✍�✱✘✬✧⑥❧✛➃❊✡✱✜✣✌✎�✱✘✹✧➂✚★✘✬✑★✶✑✏✼✌ ➎✠❚✳❣✰❪✶❘❴❫ ❨ ❭✵❣✰❘❴❫♣▼❖❪ ❱ ▼ ❱ ◆◗P ❤❵❤ P✗❩❯P✏♠❙✻❖❣ ❱ ❫ ❝ ❘ ❝ ♠✙❩❯P ❲✎▼❖❫♣♠✾♠✾▼❖❪ ❐ ❩ ➜ ❣✰❲ ❱❇❑ ♠✡✗ ❣④➄✐❫❵◆ �✌▼❖❪✶❘ ❧♠✾P ✻➀❫♣❭ ❰✷❮ ✵ ☛ ❵✠✂◗❭ ❛ ✝✕❵ ❶ ✉➟➳ ✞ ❐ ✙ � ✙ ❮ r ➙✕➄✐❲✒✵➂❪✆☎✵➙ �✜� ✞ � ✞ ✙✚✠✎✠ ➆ ✙✎✙❁↕✚✞ ✠✵↕❁↕❁➙ ✵➛❯ ❝ ◆✚❫❵❪✳❣✰❫ ❱ P☛➓✞▼❖❚ ❱✓✃ ❣ ▲ ❫✥✵ �✄▼ ❤ ✵
✠✵↕❁↕ � ✝❖↕❁➙ ✵

✝✥☞✉✓✎✗❡❧✛➃❊✡✱❖✆✌✼☞✉✓✎✗✳✓✕❯➌✓✻✫✭✌ ✤ ✉ ❝ ❴☎✂✞✝ ✕ ➫ ❝ ✂✞✝❹❫✪❴❄➯ ❝✟❛ ❬✌❭➒➵✮❫ ❛ ❪ ❝ ✂✞✝❜❫✟❴ ➲✥➳✔❵ ✈ ❝✪❛ ✝❹❭☛✂◗❭❲❵✿➲➣➳ ☛ ✝P➳ ✞ �✹❫✡✝✕❵♣❵✒❫✟❴✏✵❾❘ ❰✚❑ ♠✾P✫❩❯P
❩❯▼➀❭✢❘✾▼ ❱ ❣✰❘✍✞ ✞✠❪❯❫ ✻❢P ❱ ♠❴❫❵❘ ❝ ❩ ➜ ✽ ❱❴❤♣❝ ❣✰❪✿♠✍✞ ✠✵↕❁↕❁➙ ✵

✝✥☞❀✘✬✫★✡ ✜✣✌❡☞❀✘✬✫★✓✖❁✣✶⑩✚✂✌ ☛ ④✾❫❖✉✬➯✛❫✡✝❜➲ ☛ ➯✥➯ ❛ ❫ ❝ ➫❲➭ ✂P❫
C∗ ✞ ❝ P t ➳ ✗❲❛✓❝ ❵ ✞★✻❢▼ ❤ ❚❯◆◗P � ↕ � ▼ ❱ ☛➦➳ ➫ ✂ ✉ ❛ ➳✦❳✿❫ ✂◗➳✔❵ ✝✕❴

✮ ❝ ✂ ➭ ❞②❯✶❲ ❱ ❫❵❪ ➝ P ❱ ❧ �✄P ❱❴❤ ❣ ➝ ✞ ✠✵↕❁➙ ✂ ✵
✝✥☞❀✘✬✫✼➃✌☞❭✡✱✜✣✌❡☞❀✘✬✫★✓✖❁✣✶⑩✚✂✌

C∗ ❧ ❣ ❤➱➝ P ✃❯❱ ❣❖♠❺▼ ❱⑨➝❁❱ ▼❖❚❯❲❳▼❖❫♣❩❯♠⑧❣✰❪✿❩ ❱ ▼ ❤ ❫ ❣✰❘❴❫♣▼❖❪✿♠✱✵ � ❛ ❫ ➫ ❞ ☞ ✢✪❪⑨➯➐❫✖❵✮❞ �✞✉ ❛ ➳③✮ ❝ ✂ ➭ ❞✄✞
� ➙❹r ❲✳❣ ➝ P✏♠ �✁� ↕ ➆ �✁� ✂✚✞ ✠✵↕❁➙✎✙ ✵

✝✥☞❀✘✬✫✼➃✹◗❭✡✱✜✣✌❨☞❀✘✬✫★✓✖❁✣✶⑩✚✂✌ ➔ P✢❲ ❱✾❝ ♠✾P✢❪✶❘✺❣✰❘❴❫♣▼❖❪✗❩❯P✏♠➑❲ ❱ ▼➀❩✐❚❯❫❵❘✾♠➍❭ ❱ ▼❖❫♣♠ ❝ ♠❾❩ ➜ ❣ ❤➱➝☞❑✒✃❯❱ P✏♠✘❩❯P ➝❁❱ ▼❖❚❯❲ ▼❖❨❬❩❯P✏♠✱✵✛❻➐❞ ✂➦➯✛➳ ❛✓❝ ✂P❫ ❛
❏ ➭ ➳✺❫ ❛ ✢✎✞✟✠✵➙ r �✁� ➆ ↕ � ✞ ✠✵↕❁➙ � ✵

✝✥☞❀✘✬✫✼❧★➈❲✡✱✜✣✌✎☞①✘✬✫✖✓★❁✣✶⑩✚✎✌ � ❰ P✷❫♣❩❯P✵❣ ❤ ♠✾❘ ❱ ❚✿❭✢❘❴❚ ❱ P✷▼ ❱❈➝❁❱ ▼❖❚❯❲❳▼❖❫♣❩q❭ ❱ ▼❁♠✾♠✺P✏❩ ❧ ❲ ❱ ▼✶❩✐❚✿❭✢❘ C∗− ❣ ❤➱➝ P ✃❯❱ ❣❖♠✱✵✯❻➐❞ ✂➦➯✛➳ ✞
❛✓❝ ✂P❫ ❛ ❏ ➭ ➳✓❫ ❛ ✢ ✞ ✙ � r � ➆ �✁� ✞✟✠✵↕❁↕✚✠✁✵

✝✥☞❀❄■✘✬➃✛❧❊✓✣✡❣✠❆✌✭✞✦✌✲☞❀❄■✘✓✒✔✒❬✘✬✶✹✌ ➒ ▼❖❪✶❘❴❫❵❪❜❚✿▼❖❚✿♠ ❨ P ❤ ❩❯♠★▼ ❱
C∗ ❧ ❣ ❤➱➝ P ✃❯❱ ❣❖♠✷❭✏▼❖◆✚❫❵❪ ➝➇❱ ❱ ▼❖◆ ➝❁❱ ▼❖❚❯❲ ❭✏▼✶❭✢❞✐❭ ❤ P✏♠★❣✰❪✿❩

❣❖❭✢❘❴❫♣▼❖❪✿♠✱✵❃✮ ❝ ✂ ➭ ❞ ☛ ❴➟❴➥❞✄✞ ✙❁➙ � r �✁� ✠ ➆ �✁�✜� ✞ ✠✵↕❁➙❁↕ ✵
✝✥☞❀❄■✘✬➃✛❧✛✏✹✡✱✠❆✌✎✞✦✌✭☞❀❄■✘✓✒✔✒❬✘✬✶✹✌ ❽ ❝❲❱ ▼ ❱ ◆❺❣✰❘❴❫♣▼❖❪ ❳ ❚✳❣✰❪❜❘❴❫ Ï ❣✰❘❴❫♣▼❖❪ ▼ ❱ ✂✙P✢❫♣♠✾P✢❪ ✃ P ❱✓➝ ◆❺❣✰❪❯❫ ❱ ▼ ❤ ❩❯♠✱✵●❴❆❫✪❪❄❪✰❞✻✮ ❝ ✂ ➭ ❞

� ➭ ✢✱❵✬❞✄✞ ✠✍✙✎✙▲r �✁� ✠ ➆ �✁� ✙✚✞ ✠✵↕❁➙❁↕ ✵
✝✥☞❀❄■✘✬❧✛❘❊✡✍✠❆✌✷✞✦✌❊☞❀❄■✘✓✒✔✒❊✘✹✶✹✌ ❬✫❭➒➵✮❫ ❛ ❪ ❝ ✂✞✝❜❫✪❴ ✤ ✉ ❝ ❴☎✂✞✝ ➺ ❝ ✂✞✝❹❫✪❴✲➵✒❫ ❛ ☛✾➫ ✂✞✝❹❫✪❴✛❵✲❫❷➵ Rd ✞▼✻❢▼ ❤ ❚❯◆◗P ✠ ✂ � ✵❖◆◗▼❖❪✿▼ ➝❁❱ ❣✰❲ ❰ ❞

▼ ❱ ❘ ❰ P ❏✼✵ ✗ ✵✼❯✣✵✡✞ ✠✵↕❁↕ � ✵
✝✥☞❀❄■✘✬❧✛➃❊✡✍✠❆✌★✞✦✌✣☞❀❄■✘✓✒✔✒❬✘✬✶✹✌ ➎✠❚✿P✏♠❴❘❴❫♣▼❖❪✿♠♥▼❖❪ ❳ ❚✳❣✰❪❜❘❴❫ Ï ❣✰❘❴❫♣▼❖❪✒✵✍✺✛❪ ✂❀➯➟➳ ❛❷❝ ✂P❫ ❛✫❝ P t ➳ ✗✒❛❷❝ ❵ ❝ ❴✷➲✰❫✔➯➟➳ ❛❷❝ ✂P❫ ❛ ✂ ➭ ➳✓❫ ❛ ✢

✙☛☞ ➭ ❝ ❴ t✪➭ ❝ ✝ ✑ �➌➋✷➋✬➍ ✛ ✞✐❲✳❣ ➝ P✏♠ � ✠ � ➆ � ✙ � ✵✲❏✌◆◗P ❱ ✵✖✗ ❣✰❘ ❰ ✵✷❯➀▼➀❭✁✵✡✞▲❲ ❱ ▼✱✻➀❫♣❩❯P✢❪✿❭✏P✎✞ ➔ ✺ ✞ ✠✵↕❁↕❁➙ ✵
✝❅❝✒✔✣✘✬❧★➈❲✡✱✞❚✌✹✜✣✌ ✴✵❛ ✌✹❝✒✔✣✘✬❁✭✌ ➎✠❚✳❣✰❪❜❘❴❫ Ï ❣✰❘❴❫♣▼❖❪❉▼ ❱ ❘ ❰ P✮❲✄▼❖❫♣♠✾♠✺▼❖❪

SU(2)
❣✰❪✿❩✷❫❵❘✾♠◆❲❸▼❖❫♣♠✾♠✾▼❖❪ ❰ ▼❖◆◗▼ ➝ P✢❪✿P✏▼❖❚✿♠❸♠✾❲✳❣❖❭✏P

❷ ❘ ❰ P
2 ❧ ♠❴❲ ❰ P ❱ P✁✵✉❴❆❫✪❪❄❪✢❞★✮ ❝ ✂ ➭ ❞ � ➭ ✢✖❵✮❞ ✞ ✠ �✁� ❐ ✙ ❮ r✛✙✚✠ � ➆ ✙ � ✙✚✞ ✠✵↕❁↕✚✠✁✵☎❏✠❲❯❲ P✢❪✿❩✐❫♣❭✏P✫❩❯P ➞ ❫ ❣✰❪ ➝ ❧ ✂✠❚✳❣

➐➑❚☛P✢❘ ❏ ❤ ❣✰❪ � P✢❫❵❪✿♠✾❘✾P✢❫❵❪✒✵
✝❅❝✒✔✣✘✬❧✹◗❭✓✣✡✱✞✦✌✉✜✣✌ ✴✵❛ ✌❀❝✒✔✣✘✬❁✭✌ ➒ ▼❖◆✚❲✳❣❖❭✢❘ ❳ ❚✳❣✰❪❜❘❴❚❯◆ ➝❁❱ ▼❖❚❯❲✿♠❹❣✰❪✿❩ ➝❁❱ ▼❖❚❯❲❳▼❖❫♣❩

C∗ ❧ ❣ ❤➱➝ P ✃❯❱ ❣❖♠✱✵ ❻❿❞ ☛➑✉➣❴ ➫ ✂◗❞
☛ ❴ ❝ P➱❞ ✞ ✠ �☞� ❐ ✙ ❮ r �✁� ✠ ➆ � ↕ � ✞ ✠✵↕❁↕ � ✵

✝❅❝✒✔✣✘✬❧✹◗❊✏✹✡✆✞✦✌✭✜✣✌ ✴❷❛✳✌✲❝✒✔✣✘✹❁✭✌ ☛ ❱ ▼❖❚❯❲❳▼❖❫♣❩❯♠✫❣✰❪✿❩ ❭✏▼❖◆✚❲✳❣❖❭✢❘ ❳ ❚✳❣✰❪❜❘❴❚❯◆ ➝❁❱ ▼❖❚❯❲✿♠✱✵ ✺ ❪ ✤ ✉ ❝ ❴ ✂ ✉➣❪ t ❛ ❫❖✉✚➯➋❵ ❝ ❴✷➲
❶ ✉ ❝ ❴☎✂ ✉❿❪ ❵◗➯ ❝ ➫ ➳❲❵ ✙✖✕ ❝✪❛ ❵ ❝ ✢ ✑ �➌➋❭➋ ✆✜✛ ✞✿❲✳❣ ➝ P✏♠ � ✠ ➆ � ✂ ✵✏❲✎▼ ❤ ❫♣♠ ❰ ❏♥❭✵❣❖❩✾✵✷❯➀❭✢❫✥✵✡✞ � ❣ ❱ ♠✺❣ ✟ ✞ ✠✵↕❁↕ � ✵

✝❅❝✒✔✣✘✬❧✹◗❊✺❙✡✱✞❚✌✻✜✣✌ ✴❷❛✳✌✎❝✒✔✼✘✬❁✭✌ ➎✠❚✳❣✰❪❜❘❴❚❯◆ ♠❴❲ ❰ P ❱ P✏♠✙❣❖♠ ➝❁❱ ▼❖❚❯❲❳▼❖❫♣❩
C∗ ❧ ❣ ❤➱➝ P ✃❯❱ ❣❖♠✱✵ ✤ ✉ ❝✪❛ ✂◗❞✎❻➐❞✕✮ ❝ ✂ ➭ ❞ ✂ ✄❷➵✮❫ ❛ ➲

☞➥➳ ❛ ❞ ✙ ✂ ✛ ✞ � ➙ ❐ ✠✵↕✎✙ ❮ r � ✂ � ➆ � ✠ ✂✚✞ ✠✵↕❁↕ � ✵
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