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Introduction

Dans le cadre de la mécanique classique hamiltonienne sur des variétés de Poisson ou
symplectiques, deux approches principales ont été développées pour la quantification, a
savoir la quantification géométrique [Woo| et la quantification par déformation [DS, Ste].
Je m’intéresse ici a la seconde, qui semble plus proche de I'approche traditionnelle des
physiciens. Dans les années 1970, Bayen, Flato, Fronsdal, Lichnerowicz et Sternheimer
[BFFLS, Wei95] ont, les premiers, formalisé le concept de quantification par déformation
en termes de séries formelles ; cette formalisation a connu des développements nombreux
et importants, qui ont culminé notamment dans les travaux de Kontsevich [Kon97a,
Kon97b, Kon99a, Kon99b, Kon01, Oes98|. Plus récemment, au début des années 1990,
Rieffel a donné une formulation de la quantification par déformation dans le cadre de la
théorie des C*-algébres, et obtenu des résultats intéressants [Rie93, Rie89b, Rie89a]. La
définition de Rieffel est par ailleurs assez proche de celle proposée dans les années 1970 par
Berezin [Ber74, Ber75b, Ber75a, Ber73]. Cependant cette approche pose aussi beaucoup
de nouvelles questions [Rie98|; en particulier un certain nombre d’exemples n’ont pu
étre traités que dans le cadre de variantes affaiblies de cette définition, introduites, en
particulier par Sheu [She91|, puis par Landsman |[Lan98, Lan93| et Ramazan [LR99,
Ram98|. En définitive, le débat ne semble pas tranché sur la question de savoir quelle est
la bonne définition de la quantification par déformation, dans le cadre des C*-algébres.

Par ailleurs, les travaux de Connes [Co94, CCFGRV| ont mis en avant, pour la pre-
miére fois en quantification, I'utilité du concept de groupoide, a travers I’exemple du
groupoide tangent. Cette approche a été reprise et adaptée a ’exemple de C" par Bel-
lissard et Vittot [BV90], puis au cas des variétés de Lie-Poisson, par Landsman et Ra-
mazan [LR99, Ram98|, moyennant un large usage des résultats obtenus depuis le début
des années 1980, d’une part sur la géométrie des variétés de Poisson et des groupoides,
notamment par Weinstein [CdS-W, NWX99, Wei97, Wei96a, Wei96b, MOW94, Wei9la,
WX91, Wei91b, Wei87, Wei83, SW83, Wei73, Wei71]| et le séminaire de Géométrie Sud-
Rhodanienne [DW91, CDW87, DS88], et, d’autre part, sur les C*-algebres de groupoides,
notamment par Renault [Ren, Ren91, Ren87, Ren82|. D’autres approches de la quanti-
fication suggérent aussi I'intérét des groupoides pour la quantification, comme celle de
Sheu [She98a, She98b, She97b, She97c, She97a, She9l| par les groupes quantiques. Ce-
pendant, 1& encore ces travaux n’ont pas encore permis de dégager le lien précis entre les
groupoides et la quantification par déformation.

Le présent travail propose une réponse a ces deux questions. Plus que dans les résultats
généraux, l'intérét principal de cette thése réside dans les exemples, notamment celui
des variétés toriques, car ce sont eux qui justifient les choix effectués. Ce mémoire se
décompose en trois parties : rappels, étude théorique et premiers exemples, exemple des
variétés toriques.

Dans la premiére partie je rappelle ce qu’il faut savoir sur les groupoides pour com-
prendre la suite, notamment sur les groupoides étales. Je rappelle aussi la notion impor-
tante de champ continu de C*-algébres |Dix, DF], et j'indique, d’aprés [Bla96, Ram98|, a
quelles conditions un champ de groupoides engendre un champ continu de C*-algébres.

La deuxiéme partie est le coeur du travail. Je propose d’abord une définition de la



quantification par déformation qui permet d’exprimer le passage a la limite semi-classique,
qui est le passage du quantique au classique quand on fait tendre la constante de Planck
h vers 0. Je formalise ces notions, & 'aide d’'un champ continu paramétré par h, de la
maniére suivante :

DEFINITION 0.0.1 — Une déformation est un champ continu de C*-algébres A, sur une
partie X de R localement compacte contenant 0 comme point d’accumulation, qui posséde,
de plus, une sous-algébre involutive de sections continues Q C Cy(X,.A) telle que :

(i) Qo est dense dans Ay ;
(ii) il existe une application «crochety bilinéaire Q x Q BEIS Co(X,.A) qui, pour tout

h € X, passe au quotient en Qp X Qp g n telle que :
— pour h=0:
{Q7 Q}Q - QOa

— pour h# 0 : ,
U b= (s f =1 D

Une déformation d’une variété de Poisson, (M,{.,.},,), est une déformation (A, Q) telle
que Ay soit isomorphe a Cy(M), de sorte que les éléments de Q) correspondent a des fonctions

de classe C! sur M, et que :
{f07f0/}0 = {fOufé}M

La quantification est le procédé de passage inverse, c’est-a-dire du classique au quan-
tique :

DEFINITION 0.0.2 — Une quantification de la déformation (A, Q) est une section 7" de
la projection Q@ —>> Q,, linéaire, et qui commute avec |'involution.

Cette nouvelle définition est, en fait, intermédiaire entre les définitions existantes, de
Rieffel et Landsman ; son intérét essentiel réside dans le fait qu’elle admet une traduction
directe en termes de groupoides. Ainsi apparait la notion, centrale dans cette thése, de

groupoide de déformation qui est un champ de groupoides G = |_| G1, qui engendre un

heX
champ continu de C*-algébre possédant, lui-méme, une structure de déformation.

J’établis ensuite un résultat général (théoréme 2.2.7) qui donne une condition suffi-
sante sur les groupoides non nécessairement de Lie, mais contenus dans une variété, pour
qu’ils soient des groupoides de déformation ; j'obtiens au passage une caractérisation des
groupoides de déformation de Lie. Puis je spécialise mon étude au cas qui m’intéressera
par la suite, celui des groupoides de déformation étales (théoréme 2.3.1), voire des sous-
groupoides d’un groupoide produit croisé de ’action d’un groupe discret sur une variété
(théoréme 2.3.6).

Pour quantifier une variété de Poisson M par groupoides étales, il faut pouvoir établir
un isomorphisme «intéressant» entre la C*-algébre commutative Cy(M), et la C*-algébre
d’un groupoide étale GGy. Dans le cas ot M est munie de I'action d’un groupe compact



commutatif G, je construis un tel groupoide étale, qui en fait n’est rien d’autre qu’un sous-
groupoide de M/G x G, le groupoide de ’action triviale sur M/G de G, le groupe dual de G.
J’obtiens alors un isomorphisme entre Co(M) et C*(Gy) par une sorte de transformation
de Fourier-Gel’fand partielle portant sur la variable dans G (proposition 2.4.6).

Ce résultat permet d’aboutir au théoréme 2.5.4 (resp. a la proposition 2.5.5), qui est
le résultat principal de cette thése. En effet ce théoréme (resp. cette proposition) fournit,
sous certaines hypothéses, des groupoides de déformation (resp. des quantifications par
déformation au sens de Rieffel) pour une large classe de variétés de Poisson munies de
I’action d’un tore G. En effet, d’aprés la transformation de Fourier-Gel’fand construite
précédemment, si G est un tore, alors G est un réseau dans R"™, et la donnée d’une action
de R™ sur un espace contenant M/G permet de déformer I'action triviale de G sur M/G
de sorte que I’on obtient, moyennant un certain nombre d’hypothéses techniques ad hoc,
un champ de groupoides qui se révéle étre un groupoide de déformation, d’aprés les
théorémes généraux établis précédemment.

La deuxiéme partie s’achéve par des exemples d’applications directes — c’est-a-dire
qu’il suffit de vérifier les hypothéses techniques sus-mentionées — mais importantes cha-
cune, du théoréme 2.5.4 : on retrouve ainsi les résultats de Bellissard et Vittot [BV90] sur
C", et de Rieffel [Rie93] sur les tores non commutatifs. Enfin on obtient aussi des résul-
tats sur Pexemple des sphéres S non commutatives introduites récemment par Connes
et Landi [CLO1], & savoir que ces sphéres fournissent une quantification stricte par défor-
mation au sens de Rieffel, par groupoides, vers une structure de Poisson particuliére sur
S* que je calcule explicitement ; on retrouve ainsi des résultats récents de Varilly |Var01].

Enfin la troisiéme partie est consacrée a ’exemple complexe des variétés toriques.
Dans les deux premiers paragraphes je commence par rappeler les résultats étonnants sur
la géométrie des variétés possédant une application moment, obtenus dans les années 1980
par Atiyah, Guillemin et Sternberg [Ati, GS82|, puis Delzant [Del88]. Je montre ensuite
que les variétés toriques — c’est-a-dire les variétés symplectiques compactes connexes
de dimension 2n qui sont munies de l'action effective et hamiltonienne d’un tore de
dimension n, et qui, a ce titre, possédent donc un moment — peuvent étre traitées a 1’aide
du théoréme 2.5.4; cependant les conditions techniques du dit théoréme se révélent plus
ardues a vérifier que pour les exemples de la deuxiéme partie, ce qui justifie le traitement
séparé de ce cas. Ce cadre général permet par exemple de traiter la quantification de tous
les espaces projectifs complexes P,,C, munis de leur structure symplectique standard. Je
conclus en donnant le calcul explicite du groupoide de la sphére S, munie de sa structure
symplectique standard — qui n’est autre que P;C. Je retrouve ainsi les résultats, non
publiés, de Jean Bellissard concernant la quantification de S?.
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Conventions et notations

Ensembles : Les surjections et les injections sont signalées, respectivement, par les fleches
suivantes :
—> >

Si B est une partie d’un espace A, et f une fonction sur A, je note f|y la restriction de f &
B. Si A est un espace de fonctions (resp. de sections) sur l'espace A (resp. sur un fibré de base
A), je note
Alg={flglfeA}.

Si A et B sont deux parties d’un ensemble, je note
A—B={z|zcAetx ¢ B}.

Algébre : L’ensemble des nombres réels (resp. complexes) est noté R (resp. C). Je note 1 = /—1
— ¢ sans point — le nombre complexe de carré -1. Le tore de dimension 1 est identifié aux
nombres complexes de module 1 :

T:{z:ewe(C']z\:l}.

La dualité entre un groupe localement compact G et son dual G, et en particulier entre un espace
vectoriel V' et son dual V*, est notée

GxG _ T

g +——>  (xlg),

Topologie : Dans ce qui suit, méme si cela n’est pas précisé et sauf indication contraire,
les espaces topologiques considérés, par exemple les variétés, seront séparés (Hausdorff). Ainsi,
par exemple, un espace est compact (resp. localement compact ) si et seulement s’il vérifie la
propriété de Borel-Lebesgue pour les recouvrements ouverts (resp. tout point admet un voisinage
qui vérifie cette propriété).

Je dis qu’une application entre deux espaces topologiques X s Y est ouverte en un point
y € f(X), si tout voisinage d'un point de f~'{y} est envoyé par f sur un voisinage de y.

(o]

Si X est un espace topologique et Y une partie, je note Y son adhérence, et Y son intérieur.
Si X —f> C est une fonction sur X, je note son support

Supp f ={z € X | f(x) #0}.

Si X est un espace topologique (resp. localement compact), je désigne par C(X) (resp.
Cc(X),Co(X)) les fonctions continues sur X et a valeurs complexes (resp. continues et & support
compact, resp. continues et qui tendent vers 0 & l'infini).

Géométrie : Par sous-variété, j'entends ici une sous-variété au sens de [BouVAR, §5 n°8 5.8.3
p. 48], i.e. une sous-variété plongeée.

Je désigne par C°°(M) (resp. C°(M), resp. Ci°(M)) V'espace des fonctions complexes de
classe C*° (resp. de classe C* & support compact, resp. de classe C* qui tendent vers 0 a I'infini)
sur une variété M (n.b. : ces notations sont étendue dans le texte & des parties A de M).




1 RAPPELS ET NOTATIONS SUR LES GROUPOIDES

1 Rappels et notations sur les groupoides

1.1 Définitions générales

Qu’est-ce qu’un groupoide ?

DEFINITION 1.1.1 — Une structure de groupoide sur un ensemble G est la donnée
— d’une loi de composition interne, appelée multiplication ou composition, définie partiellement :

GxGoGg®» "M o G

(7,0) — 70,

— d’une involution, appelée inverse, définie sur G tout entier
1
G _— G

Y > Y
qui vérifient les propriétés suivantes :
— associativité : si les produits vJ et de existent alors (vd)e,y(de) aussi et ils sont égaux.
— simplification des unités : les deux éléments v et y~! sont toujours composables (i.e.
(7,771) € G?), et si v et § le sont aussi, on a :

7 H(8) = 0.
Et de maniére analogue on a :
o)yt =4

On peut alors définir les objets suivants :
— L’ensemble G0 = {u =yy! | v e G } est appelé espace des unités du groupoide.
— Les deux applications surjectives
G—=a0
b,s
appelées but, b, et source, s définies par :
b(y) =77

— L’injection G(©) s a.
Et on a

G ={(7.0) €G* | s(v) =b(6) }.
On peut schématiser la multiplication sur un graphe :

s(v) = b(5)

=70



1 RAPPELS ET NOTATIONS SUR LES GROUPOIDES 9

Donnons quelques exemples usuels de groupoides :

EXEMPLES.

(0) Structure de groupoide trivial sur un ensemble X. On prend G = X, et G® est la diagonale
de X x X avec le produit défini par v.y = v et l'inverse v~ ! = ~; alors G©) = X

(1) Tout groupe G est un groupoide, avec G = G, G® = ¢ x G, G© = {1}. Le produit et
I'inverse sont ceux de G.

(2) Le groupoide des paires sur un ensemble X.
C’est le groupoide G = X x X muni du produit et de I'inverse définis par :

1

(,9)(y,2) = (z,2), (z,9)" = (y,2),

i.e. (z,y) et (v, z) sont composables si et seulement si y = y’. Les applications but et
source sont alors

b(z,y) = (z,2), s(z,y) = (y,y).

Et ’espace des unités s’identifie naturellement avec X par :

GO .

(z, ) R x.

(3) Le groupoide de laction d’un groupe sur un ensemble .
Si un groupe G agit & gauche sur un ensemble X par

X xG _ X

(z,9) P 9.z,
on prend G = X x G; G@ est défini par la donnée des applications but et source
b(z,9) =gz ; s(z,9) = 2.

Et on a le produit et I'inverse

L= (ga,g7h).

(y, h)(x,9) = (x,hg), siy =g ; (z,9)"
Le groupoide G est noté X xG. On peut aussi le voir de la maniére plus naturelle suivante :
G={(y,9,0) e XXG&x X |y=gux},
muni de la multiplication, de l'inverse et des applications but et source suivants :

(z,h,y)(y,9,2) = (2,hg,2), (y,0,2)" " = (2,97, y),

b((y,9,7) = (y,1,9), s((y,9,2)) = (z,1,2).

On remarquera que, dans le cas ou ’action est libre, i.e. telle que G x X s’injecte dans
X x X par l'application (g,z) — (z,g.x), alors X x G s’identifie avec un sous-groupoide
du groupoide X x X des paires sur X.
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Groupoides topologiques, systémes de Haar

On étend naturellement la définition des groupes topologiques :

DEFINITION 1.1.2 — On appelle groupoide topologique un groupoide G muni d’une topologie
compatible avec les lois du groupoide i.e. telle que les applications inverse, produit (et donc but et
source)

NN Y0

soient continues, ot G(?) est muni de la topologie induite par G x G, et G(©) de la topologie induite
par G.

EXEMPLE. — Soit un groupe topologique G agissant continiment sur un espace topologique
X. Alors le groupoide X x G est un groupoide topologique si on le munit de la topologie induite
par X x G. C’est toujours cette topologie que ’on considérera par la suite.

La notion analogue a celle de mesure de Haar sur un groupe prend la forme suivante sur les
groupoides :

DEFINITION 1.1.3 — Si G est un groupoide topologique, on appelle systéme de Haar (a gauche)
une famille (1"), ) de mesures boréliennes complexes, qui dans les cas étudiés ici seront positives
réelles, sur les fibres de I'application but :

G'={yveC|b(y)=u}, ucG?,

qui est invariante par translations (3 gauche) i.e. si f € C.(G) et v € G alors

/ F(8)s ) (6) = / FEHD ).
Gs(n) Gb()

Un systéme de Haar sera dit continu lorsque, pour toute fonction f dans C.(G), I'application
suivante est continue :
uwe GO — fut.
Gu
Un systéme de Haar sera dit plein si chaque mesure p* a pour support G“.

On définit de méme un systéme de Haar & droite (resp. continu) comme une famille de
mesures (fiy),cqo) sur les fibres G, = {7y € G | s(y) = u} de l'application source, invariante
par translations a droite i.e.

F 98y () = / F()risis) (©),

Gi(s) Gs(s)

si f € Cc(G) et § € G (resp. et continu).
En particulier tout systéme de Haar & gauche induit un systéme de Haar & droite, par la
formule :

/ fm) = [ ).
Gy G
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et réciproquement.

Pour les groupes localement compacts on a un résultat d’existence et d’unicité, a un facteur
multiplicatif prés, d’'une mesure de Haar non nulle sur les boréliens. Par contre, c’est faux pour
des groupoides plus généraux. J. Renault [Ren, prop. 2.4 p .17] a montré la condition nécessaire
suivante :

PROPOSITION 1.1.4 — Si un groupoide posséde un systéme de Haar continu, alors, [’appli-
cation but b (resp. source s) est ouverte.

En particulier, un sous-groupoide d'un groupoide qui posséde un systéme de Haar continu
n’en posséde, lui, pas forcément. Par ailleurs la réciproque de cette proposition est fausse, sauf
dans certaines classes de groupoides particuliéres que ’on verra plus loin.

Groupoides de Lie

On généralise la définition des groupes de Lie :

DEFINITION 1.1.5 — On appelle groupoide de Lie un groupoide muni d'une structure de
variété de classe C> compatible avec les lois du groupoide c’est-a-dire :

— L'application inverse G —— G est de classe C™.

b,s
— Les unités G(©) forment une sous-variété de G. Les applications but et source G —=< G(©)

sont des submersions.
— L'application produit G® —"> @ est de classe C®, ot G2 est bien une sous-variété de
G x G d’apres les hypothéses sur s et b.

PROPOSITION 1.1.6 — Tout groupoide de Lie est un groupoide topologique localement com-
pact et posséde un systéme de Haar (plein).

Sous-groupoides et quotients de groupoides
On peut généraliser la notion de morphismes de groupes :
DEFINITION 1.1.7 — Une application G1 —2> G entre deux groupoides est un morphisme

si elle est compatible avec le but, la source, la multiplication et I'inverse i.e. on a le diagramme
commutatif suivant :

. bl
G2 ™o —2 56 —360
81
P = (¢ x 9)lge ¢ ¢ #% = ¢l o
) by
c? T2 Gy Gy ——326W
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DEFINITION 1.1.8 — On appelle sous-groupoide d'un groupoide G toute partie H C G qui
est stable pour le produit et I'inverse. En particulier deux éléments de H sont composables dans H
dés qu'ils le sont dans GG; de plus I'injection H ——= G est un morphisme de groupoides.

Notons alors :
GxH=GPN(GxH)={(7,6) e Gx H|s(y)=b(6)},

le produit fibré de G et H, et G/H le quotient de I'action & droite de H sur G :

G+ H _ G

v, 0 _ 9.

Comme, dans le cas des groupes les opérations de G ne passent pas toujours au quotient sur
G/H pour en faire un groupoide; on a cependant le cas particulier suivant :

DEFINITION 1.1.9 — Soit G un groupoide. On appelle sous-groupoide normal tout sous-
groupoide H de G tel qu'il existe un groupoide G’ et un morphisme de groupoides surjectif :

G "S> @,
vérifiant 71 {G'(O) } =H.

On obtient alors facilement que G/H posséde une structure naturelle de groupoide isomorphe 3
G'.

Sur le plan topologique, on a immédiatement, pour les sous-groupoides :

PROPOSITION 1.1.10 — Soit G est un groupoide topologique. Tout sous-groupoide H de G
est un groupoide topologique pour la topologie induite. Si de plus G est & base dénombrable
d’ouverts, il en est de méme de H. Si G est localement compact et H localement fermé, alors
H est localement compact. Si les applications but et source bg, sq¢ de G sont ouvertes, et si H
est ouvert dans G, alors les applications but et source by, sy de H sont ouvertes.

En particulier, tout sous-groupoide ouvert d’un groupoide topologique, localement compact,
a base dénombrable d’ouverts, avec but et source ouverts a lui-méme ces propriétés.

Démonstration.
La seule chose non triviale est la transmission du caractére ouvert du but et de la source. L’injection
H —— @ est ouverte, donc, d’aprés le diagramme commutatif suivant :

b
G —=x GO
ele

H
_
H 2 HO,
SH

les applications by et sy, qui sont le but et la source de H, sont ouvertes. CQFD
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Et pour les quotients de groupoides :

PROPOSITION 1.1.11 — Soient G est un groupoide topologique et H un sous-groupoide
normal. On munit G/H de la topologie quotient, c’est-a-dire la topologie la plus fine rendant
G —>> G/H continue. Si l’application 7 est propre [BouTG, chap. I, §10, n°1, déf. 1 p. 72], alors
G/H est un groupoide topologique et les applications but et source b, s de G/H sont propres. Si

de plus G est localement compact & base dénombrable d’ouverts, il en est de méme de G/H En
outre si les applications but et source b¢, s¢ de G sont ouvertes, alors b et s sont ouvertes.

Remarques. —

1. Tl existe cependant des quotients de groupoides qui forment un groupoide topologique sans
pour autant que 'application 7 soit propre, par exemple avec G =R et H = Z.

2. La condition 7 propre est équivalente a by et sy toutes les deux propres, ce qui est plus
. . b
fort que H sous-groupoide propre de G, i.e. 'application H x H X 70 [O) est
propre.

Démonstration.
Les résultats de topologie cités ici proviennent de Bourbaki [BouTG].
- G/H est un groupoide topologique :
Il suffit de montrer que le produit m et 'inverse i sont continues. En effet, on a les diagrammes
commutatifs suivants :

a® "¢ o a9 Sq
72 T Wl T
v v v v
¢, 2 m G G ) G
Yy >y Y Vu

Comme la multiplication mg (resp. U'inverse i) de G est continue, il en est de méme de Tomg =
mon® (resp. moig =1iom).

Par ailleurs, comme un produit d’applications propres est propre (chap. I, §10, n°1, prop. 4 p. 72),
il s’ensuit que 7 X 7 est propre, donc fermée, puisque toute application propre est fermée (chap. I,
§10, n°1, prop. 1 p. 72). Or les applications b et s sont continues, donc G est fermé dans G x G ;
ainsi, comme la restriction d’une application propre a un fermé est fermée (chap. I, §10, n°1 cor.
1 p. 74), 7(® est fermée.

Comme m o () (resp. i o) est continue et que 7(2) (resp. 7) est surjective fermée, on déduit que
m (resp. i) est continue, puisque 'image réciproque de tout fermé F' de G est fermée, d’aprés :

m = (F) =7 ((mo ) (F)).

(resp. i~ (F) = x((iom) " (F)) ).

— Le but et la source de G/H sont propres (resp. ouvertes) :
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En effet, on a le diagramme commutatif :

G—>> /H

bGa SG\ /
iV}

Comme 7 est surjective et continue, et que les applications bg = bo 7 et s¢ = s o 7 sont propres
(resp. ouvertes), alors b et s sont propres (resp. ouvertes), d’aprés la proposition 5 (b) p. 73, chap.
I, §10, n°1 (resp. prop. 1 (b) p. 30, chap. I, §5, n°1).

— /y estl.c. a base dénombrable d’ouverts :

On sait que G est localement compact, et que G 5> G/H est propre; or le quotient d’un espace
localement compact est localement compact dés que la projection canonique est propre (chap. I,
§10, n°4, prop. 9 p. 78) ; donc G/H est localement compact. Le caractére héréditaire, par quotient,
de 'existence d’une base dénombrable d’ouverts est immédiat. CQFD

1.2 Groupoides étales

On généralise la notion de groupe discret.
Notations : Si S et T sont deux parties d’un groupoide on notera

ST:{’F (s, t) € (SxT)NGP, r:st} et STh={s"" |sesS}.
DEFINITION 1.2.1 — On appelle bissection d’un groupoide toute partie S sur laquelle les
applications but et source sont injectives. On a alors le diagramme commutatif suivant :

S
blg slg
b(S) ----> s(S)
DEFINITION 1.2.2 — On appelle semi-groupe avec inverse un ensemble

— muni d’une loi de composition interne (produit) toujours définie et associative

— muni d’une involution (inverse) qui anticommute avec le produit (i.e. (ST)~! = T-15~1)

— on suppose de plus que les éléments de la forme S~1S ou SS~! sont des unités (i.e. (SS71)S =
S(S719) = 9).

EXEMPLES.

1. Soit G un ensemble; 'espace bij(G) des bijections entre deux parties de G est un semi-
groupe avec inverse. Le produit est la composition des fonctions avec restriction des do-
maines, I'inverse d’une fonction est sa réciproque.
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2. Il en est de méme de I'espace bij(G)? des homéomorphismes entre deux parties d'un espace
topologique G.

3. Si GG est un groupoide, I’ensemble des bissections est un semi-groupe avec inverse pour les
lois :
(S,T) —> ST et S+—>S~L

4. Si G est un groupoide topologique, I’ensemble de ses bissections ouvertes avec les mémes
lois n’est pas, en général, un semi-groupe avec inverse, car le produit de deux bissections ou-
vertes n’est pas forcément ouvert. Néanmoins, si le produit m est une application ouverte,
on obtient un semi-groupe avec inverse.

Démontrons que les exemples 3, et 4 avec m ouverte, fournissent bien des semi-groupes avec
inverse :

Démonstration.

— Le produit de deuz bissections est une bissection :
Soient S et T deux bissections, alors b est injective sur ST car, si b(st) = b(st’), alors

b(s) =b(st) =b(s't) =b(s") = s =5,
puisque b est injective sur S. Donc
b(t) =s(s) =s(s)=b{t')=t="1

puisque b est injective sur 7. Ainsi st = s’t’. La démonstration de l'injectivité de s sur ST est
analogue.

— L’inverse d’une bissection est une bissection :
Cela provient directement de la propriété : b(s~!) = s(s).

— Propriétés du produit et de l'inverse :
L’associativité du produit et I’anticommutation entre ’inverse et le produit découlent trivialement
de ’associativité du produit des éléments du groupoide et de la propriété (st)~! =t~1s~1. Seule
la propriété d’idempotence est plus délicate : il suffit de remarquer que SS—! = b(S) (resp.
S!S = 5(9)). En effet si st € SS™!, avec s € Set t € S™1, on a s(t) = b(s). Or la source s est
injective sur la bissection S~! donc il existe au plus un élément ¢ de S~ tel que s(t) = b(s); et
t = s~! convient. Donc

S8 = {ss7! | s€ S} =0b(5).

— Propriétés des bissections ouvertes :
L’inverse d’une bissection ouverte est ouverte car 7 est un homéomorphisme. En outre si S,T
sont des bissections ouverte alors ST est I'image de 'ouvert-trace (S x T) N G? par Papplication
produit m qui est ouverte donc ST est ouvert. CQFD

DEFINITION 1.2.3 — Un groupoide localement compact a base dénombrable d’ouverts G est
dit étale s'il vérifie I'une des propriétés suivantes équivalentes :

1. GO est une partie ouverte de G, et G admet un systéme de Haar continu.

2. Les fibres G* (u € G©)) sont discrétes et la mesure de comptage est un systéme de Haar
continu.
3. Les applications but et source G . ;; G sont des homéomorphismes locaux.
,8
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4. Les applications but et source sont ouvertes et le groupoide est la réunion de ses bissections
ouvertes.

5. L'application produit G® —> @ est ouverte et le groupoide est la réunion de ses bissections
ouvertes.

6. L'application produit est un homéomorphisme local.

Par la suite, pour un tel groupoide, c'est toujours le systéme de Haar de la mesure de comptage sur
les fibres que I'on considérera.

Je renvoie a [Ren, lemme 2.7 et prop. 2.8, p. 18 & 20] pour la preuve de 1’équivalence de ces
propriétés. Dans le cadre différentiable on a la définition suivante :

DEFINITION 1.2.4 — Jappelle groupoide de Lie étale un groupoide de Lie G tel que les
applications but et source G ;; G sont des difféomorphismes locaux.

b,s
Remarques. —

1. Un groupoide étale n’est pas nécessairement la réunion disjointe de certaines bissections
ouvertes, connexes maximales par exemple. Un contre exemple est fourni par le groupoide :

G= {(627”9,716) eTxR nEZ,QE}l,Q]}

(5,0)(s,a) = (s,0+a') sis =5 5 (s,2)) = (5,—2),
muni de la topologie induite par T x R.
2. Un sous-groupoide d’un groupoide étale n’est pas forcément étale; par exemple le grou-
poide étale G = R x Z avec le produit et ’inverse

(z,n)(z',n) = (z,n+n)siz=2"; (z,n)"! = (x,—n),

a un sous-groupoide fermé G = R* x {0} U{0} X Z qui n’est pas étale. Néanmoins on a
on a la caractérisation suivante :

PROPOSITION 1.2.5 — Un sous-groupoide G d’un groupoide G localement compact et & base
dénombrable d’ouverts, est étale si et seulement si

1. G peut s’écrire comme une réunion de certaines des ses bissections ouvertes : G = |J,, Sk,
de sorte que les b(S;) (ou les s(Sy)) soient ouverts dans G(©)

2. Les réciproques de b et s restreintes aux Sj sont continues :

b=t 5=t

3. G est localement compact (i.e. localement fermé dans é)
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Démonstration. B
Remarquons d’abord que, pour tout ouvert S de G, b(S) est ouvert dans G si et seulement si
5(S) est ouvert dans G(%) ; cela provient du fait que I'inverse i est un homéomorphisme de é, donc
de G, et de s(S) = b(i(9)).
Les conditions énoncés dans la proposition sont évidemment nécessaires pour que G soit étale.
Pour qu’elles soient suffisantes, la seule chose non triviale & vérifier est que b (resp. s) est une
application ouverte. Or, pour tout ouvert O de G, on a :

b(0) = [ Jb(O N Sy).
k

Et chaque b(O N Sk) est ouvert dans b(Sy), car c’est 'image réciproque de l'ouvert O N S, par la
fonction continue b|§k1 Donc chaque b(O N S) est ouvert dans G(©) puisque b(Sy) est ouvert dans
GO, CQFD

COROLLAIRE. — Un sous-groupoide G d’un groupoide étale G est étale si et seulement si :
— @G est localement fermé dans é;
— l'image par b (ou s) de toute bissection ouverte de G' (ou seulement d’un ensemble de
bissections ouvertes formant un recouvrement de G) est ouverte dans G(©).
En particulier tout sous-groupoide ouvert d'un groupoide étale est étale.

1.3 Cr-algébres d’un groupoide

Généralisant la notion de C*-algebre (resp. réduite) d'un groupe, J. Renault [Ren| a construit,
pour un groupoide G tel que

— G est un groupoide topologique localement compact avec une base dénombrable d’ouverts,

— G posséde un systéme de Haar continu (1*),cq) -
la C*-algebre de G, notée C*(G, i), ou plus simplement C*(G) s’il n’y a pas d’ambiguité sur p
(resp. la C*-algebre réduite, notée Cjq(G, i) voire Crq(G)).

Cette construction s’applique en particulier aux exemples suivants :

— Les groupoides de Lie.

— Les groupoides étales.

— Les groupoides contintiment fibrés, et en particulier les fibrés en groupes commutatifs

continus (cf. définition 1.5.5 et proposition 1.5.6).

— Les groupes localement compacts a base dénombrable d’ouverts.

L’algebre C*(G, p) (resp. Croq(G, 11)) est obtenue par complétion de 1’algébre de convolution
Cc(G, p) pour une certaine C*-norme. Par ailleurs, comme G est & base dénombrable d’ouverts,
la C*-algebre ainsi obtenue est nécessairement séparable.

PROPOSITION 1.3.1 — Dans les conditions précédentes pour G, lespace, noté C.(G, pu),
ou plus simplement C.(G) s’il n’y a pas d’ambiguité sur p, des fonctions continues a support
compact sur G, que ’on a muni du produit et de la convolution définis par :

) = / FO8) F(6~ 10 ()

fr) = f(rh,
est une algébre involutive [Ren, prop 1.1 p. 48].
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PROPOSITION 1.3.2 — Soit la norme || - || sur C¢(G) définie par :

17l = max{ swp [ 1) swp [ 1)) } .
ueGO) J G weG() u

Soit A une C*-algébre séparable et C.(G) s A morphisme d’algébres involutives, ou G

est un groupoide. Alors L est continu pour la norme | - |7, i.e.

3C >0, Vf, LI < Clifllr

si et seulement si L est continue pour la topologie de la convergence uniforme sur les compacts
i.€.
VK C G, K compact, 3Cx >0, Supp f C K = ||L(f)|| < Ck||f|lco-

Alors la C*-seminorme :
I fllc* @) = sup IL(HII,

ol le sup porte sur tous les *-morphismes L continus au sens précédent, est une norme.

Idée de la preuve :1'implication = est immédiate ; la réciproque est une conséquence du théoréme
de J. Renault [Ren, th. 1.21 p.65] de désintégration des représentations de C¢(G). Le fait que
’on obtienne une norme provient de l'existence d’une représentation continue fidéle, par exemple
la représentation réguliére gauche A [Ren, déf. 1.8 p. 55].

On peut donc définir plusieurs C*-algebres de la maniére suivante. On notera bien que, dans
la suite, pour éviter cette multiplicité des C*-algébres pour un méme groupoide avec systéme de

Haar continu, on se placera dans des hypothéses de moyennabilité (cf. Anantharaman,Renault
[AR)) :

DEFINITION 1.3.3 — La C*-algébre pleine (resp. réduite) d'un groupoide est la complétion de
Cc(G) par la norme ||.[lc* () (resp. [|f[l- = IA(f)]l, ou A\ est toujours la représentation réguliére
gauche ).

En particulier C*(G) est la C*-algébre enveloppante de L!(G), I’algébre de Banach involutive
qui est le complété de C.(G) pour la norme || - ||1.

PROPOSITION 1.3.4 — Si G est un groupoide moyennable (voir [AR] pour la définition),
alors C*(G) = Coq(G).

Je rappelle quelques exemples standard de groupoides moyennables :
— groupes commutatifs ;
— groupoide de ’action d’un groupe moyennable, commutatif par exemple, sur un espace;
— groupoide des paires.
1.4 Champs continus de C*-algébres de groupoides

Champs continus de C*-algébres

Je rappelle ici le vocabulaire et quelques propriétés des champs continus de C*-algebres.
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Notations : Dans ce qui suit X désigne un espace topologique localement compact. Si
A—"5 X est un fibré, pour tout & € X, on note Ap = 7! {h} la fibre au dessus de h;
on a donc A = |_| Ap. Une section de ce fibré est notée f € H A}, ou encore

heX heX
v s
heX
h >  fre Ay

Si Q est un espace de sections, on note Qp = { fn| f € Q}. Le produit fibré par = de A par
lui-méme est noté :

Asxpr A={(a,b) € A° | m(a) =m(b) }.

Pour ce qui suit, les références sont Fell et Doran [DF, chap. II n°13 et chap. VII n°8| pour
la version «fibrésy i.e. une axiomatique sur l’espace total, et Dixmier [Dix, chap. 10] pour la
version «champs» i.e. une axiomatique sur la famille des fibres.

DEFINITION 1.4.1 — Un fibré en C*-algébres sur un espace X est un fibré A ——> X muni
d’opérations

CxA—— >4 Asp A5 S 4
(A, a) ——— Aa (a,b) lﬁ\'{a_{_b
axb

A— s A A— SR,

*

ar—->a a—————> ||al|

qui induisent sur chaque fibre Ay une structure de C*-algébre.
C’est équivalent a la donnée de la famille de C*-algébres (Ar)re x, appelée champ de C*-algébres

L’espace des sections du fibré (resp. des éléments du produit ],y .Az) posséde alors une
structure naturelle d’algébre involutive pour les opérations point par point (f * g)p = (fa) *

(gr), (f*)n= (fn)*, etc. .

DEFINITION 1.4.2 — Soient X un espace localement compact (resp. et i un élément de X

donné), et A ——> X un fibré en C*-algebres dont I'espace total A est muni d’une topologie. On
dit que A est un fibré continu en C*-algébres (resp. en h), ou encore que (Ap)rex est un champ
continu en C*-algébres (resp. en h), si :
— la projection 7 est ouverte (resp. en h).
— les opérations sont continues (resp. en tout point de Ay, ou de Ap X Ap pour le produit et
I’addition).
— pour tout i € X (resp. pour le /i donné seulement), si ||a;|| —>0et m(a;) ——> 1, alors
a; ﬁ 0.
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En particulier la derniére condition entraine que la section nulle est continue. En outre, si
A —"> X est un fibré continu en C*-algebres, on a [DF, prop. 11.13.14 et rem. VII.8.2] :
— l'espace C(X,.A) des section continues est une algebre involutive ;
— lespace Cy(X,.A), des sections continues dont la norme tend vers 0 & linfini, est une
C*-algebre si on le munit de la norme :

[fll.a = sup | fall.
heX

DEFINITION 1.4.3 — La C*-algébre Cy(X,.A) est appelée la C*-algébre du fibré continu , ou
encore la C*-algébre du champ continu .

Remarque. — Pour le fibré trivial A = X x C on retrouve les espaces usuels C(X) et Co(X).
Réciproquement, on a une caractérisation (cf. Dixmier [Dix]) :

PROPOSITION 1.4.4 — Un champ de C*-algébres est continu si et seulement s'il existe une
famille de sections, notée C(X, A), telle que :

(i) pour toute f dans C(X,.A), application i —— || f]| est continue;

(ii) pour tout h, C(X,.A)x est dense dans Aj, — on dit alors que C(X,.A) est total dans A;
(iii) C(X,.A) est une sous-algébre involutive de A;
(iv) une section f € A est dans C(X,.A) si et seulement si elle vérifie 'une des deux condi-

tions équivalentes
Vho € X, Ve >0, 3f' € C(X,A), IV (hg), he V(ho) = |Ifn— frll <e,
Vf' e C(X,A), h+—||fn— f| est continue.

Ayant une telle algébre de sections, on obtient un fibré continu en munissant .4 de la topologie
la moins fine qui rend ces sections continues.

Remarques. —

1. Soient A un champ continu, et Q un sous-espace vectoriel total de C(X,.A). Alors f €
C(X, A) équivaut a :

Vho € X, Ve >0, 3f € Q, IV(ho), he V(ho) = | fn— fill <e.

2. Inversement, si Q est un ensemble de sections qui satisfait aux conditions (i) (ii) et (iii)
de la définition , alors il existe un prolongement unique C(X,.A4) D Q qui fasse de A un
champ continu de C*-algébres. En fait l’existence de C(X,.A) est donnée par :

C(X,A) = {f | Vf' € Q, h—> | fn— fy est continue}

et l'unicité s’en déduit immeédiatement (cf. Dixmier [Dix, prop. 10.2.3 et 10.3.2]).

3. Si Q est un espace vectoriel qui vérifie (i) et (ii) alors il existe un tel C(X,.A) D Q si et
seulement si les éléments de 1’algébre involutive engendrée par Q sont continus en norme.
En particulier si chaque Qp, est une sous-*-algebre de Ay, il faut et il suffit que les éléments
de la forme f+ f* et fxf'— " (f, f', f" € Q) soient continus en norme (cf. Rieffel [Rie93,
prop 9.1 p. 62]).
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Dans ces cas je parlerai de la structure de champ continu de C*-algébres engendrée par Q.

PROPOSITION 1.4.5 — C(X, A) (et donc Cy(X,.A)) est un C(X)-module [Dix, prop. 10.1.9].

Champs continus associés a des groupoides

La notion de sous-groupoide permet de définir facilement celle de réduction, puis de grou-
poide fibré.

DEFINITION 1.4.6 —

1. Si A est une partie de 'espace des unités G(9) d’un groupoide G, alors
Gly = b1 (A) N5 (),

est un sous-groupoide de G, appelé réduction de G a A. Son espace des unités est G]Ef) = A.

2. On appelle partie invariante, une partie A de I’espace des unités G(O) d'un groupoide G, telle
que

Du point de vue des C*-algébres de groupoides, on a (cf. Ramazan [Ram98, prop. 2.4.2 p.
59]) :

PROPOSITION 1.4.7 — Soient G un groupoide localement compact, & base dénombrable
d’ouverts, qui posséde un systéme de Haar continu (u"),cqw), et O un ouvert invariant de GO .
on note F son complémentaire. La suite exacte d’espaces vectoriels

0 —= C¢(Glp) = Cc(G) —> Ce(Glp) —> 0,
se prolonge en suite exacte de C*-algebres :

0~ C*(Glp, (1" )uco) = C(G, (") yeq) —=> C* (G|, (1" )uer) —> 0.

DEFINITION 1.4.8 — Un groupoide fibré (resp. contindment fibré , resp. de Lie fibré est
un groupoide (resp. localement compact, & base dénombrable d'ouverts et avec systéme de Haar
continu, resp. de Lie) muni de I'une des données équivalentes suivantes :
— Un morphisme de groupoides (resp. continu et ouvert, resp. une submersion) surjectif sur
un espace (resp. topologique, resp. une variété) X muni de la structure de groupoide trivial
(X = x0)y
G 5> X

— Une application (resp. continue et ouverte, resp. une submersion) surjective

cO 2% X,



1 RAPPELS ET NOTATIONS SUR LES GROUPOIDES 22

telle que p(® ob = p(® o5; la valeur commune est notée p. Alors I'image réciproque par p©) de
tout point de X est une partie invariante de G(?), c’est-a-dire que les G = G|(p(0))-1{h} =
p ' {h} sont des sous-groupoides (resp. avec systéme de Haar continu, resp. de Lie) qui
recouvrent G :

G $’> G(O

\ / G=||Gn

En particulier, comme tout groupoide étale posséde un systéme de Haar continu, j’appellerai

groupoide étale fibré un groupoide G —P X étale et fibré avec p continue et ouverte. Si de
plus c’est en fait un groupoide de Lie fibré, je parlerai de groupoide de Lie étale fibré .

Certains groupoides fibrés induisent automatiquement des champs continus de C*-algebres.
Le théoréme suivant de Ramazan [Ram98, p. 62, cor. 2.4.8| étend, grace aux travaux de Blan-
chard [Bla96], un résultat établi auparavant par Rieffel [Rie89a].

THEOREME 1.4.9 — Soit G un groupoide contindment fibré et moyennable, i.e. dont chaque
fibre est moyennable (cf. Anantharaman, Renault [AR]). Alors, sur la famille (C*(Gr))rex, Ues-
pace C.(G) engendre une structure de champ continu de C*-algébres dont la C*-algébre est

C*(Q) :
C* (X, 11 C*(Gh)> = C*(@).
heX
Remarque. — Si G n’est pas supposé moyennable, le champ (C*(Gp))nex est seulement semi-

continu supérieurement, et le champ (Cj4(Gr))rex semi-continu inférieurement [Ram98, th.
2.4.6 p.62).

1.5 Commutativité des C*-algébres de groupoides
Isomorphisme de Gel’fand
Je rappelle d’abord un résultat classique [BouTS] :
DEFINITION 1.5.1 — Soit A une algébre commutative (resp. avec unité, resp. de Banach). On

appelle caractére de A un morphisme d’algébres non nul de A dans C (resp. qui préserve I'unité,
resp. continu).

L’ensemble des caractéres sera noté Sp A.

DEFINITION 1.5.2 — Soit A une algébre de Banach commutative (resp. avec unité). Alors
I'espace Sp A muni de la topologie faible du dual est localement compact (resp. compact). On
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appelle transformation de Gel’fand le morphisme continu :

A _Ga Co(Sp A)
f > (x = x(/))
THEOREME 1.5.3(GEL’FAND) — Si A est une C*-algébre commutative la transformation

de Gel’fand est un isomorphisme de C*-algébre.
On a ainsi la définition plus générale naturelle :

DEFINITION 1.5.4 — Si A est une C*-algébre commutative, j'appelle isomorphisme de Gel’fand

tout isomorphisme

A5 co(x),

ol X est un espace topologique localement compact.

Par exemple, si (Ap)rex est un champ continu de C*-algébres commutatives, alors Co (X, .A)
est commutative et on peut définir I'application

| | SpAn ———— SpCo(X, A)
heX
Xh — X

avec X(f) = xn(fn). D’aprés Dixmier |Dix, th. 10.4.3 p. 220] c’est une bijection. Ainsi, si on
munit | |,y Sp Aj de la topologie de Sp Co(X,.A), alors on a un isomorphisme de Gel’fand :

Co(X, A) —> Co < | | Sp.Aﬁ> .

heX
De plus, d’aprés Blanchard [Bla96, th. 3.3 p. 14], si les A, sont séparables, ’application
SpCo(X,A) ~ | | SpAs —> X
heX

est continue et ouverte.

Cas des C*-algébres de groupoides

Pour que la C*-algébre A = C*(G) d’'un groupoide G soit commutative, il faut que ce
groupoide soit d'un type particulier.

DEFINITION 1.5.5 — Un groupoide (resp. localement compact a base dénombrable d’ouverts
avec systéme de Haar continu) est appelé un fibré en groupes (resp. fibré continu en groupes
) si b = s. Un fibré (resp. continu) en groupes est un fibré en groupes commutatifs (resp. un
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fibré continu en groupes commutatifs ) si, pour tout u € G, le groupe G(u) = G* = G, est
commutatif.

Un fibré (resp. continu) en groupes est un cas particulier de groupoide (resp. contintiment)
fibré sur X = GO avec la projection p=b = s i.e. p® =T d0)- Réciproquement un groupoide
(resp. continiment) fibré G —>> X est un fibré (resp. continu) en groupes si et seulement si
p© est injective, car elle est alors bijective (resp. un homéomorphisme) de GO sur X et on a
b=s=(p)lop.

Par ailleurs, J. Renault [Ren91, lemme 1.3 p.7| a montré que :

PROPOSITION 1.5.6 — Un fibré en groupes G est continu si et seulement si c’est un groupoide
topologique localement compact & base dénombrable d’ouverts tel que b = s est ouverte.

Idée de la preuve : La proposition 1.1.4 dit que si un groupoide topologique posséde un systéme
de Haar continu, alors I’application b est ouverte. Réciproqyement il suffit juste de montrer que
p = b = s ouverte entraine l'existence d’un systéme de Haar continu. Ce systéme de Haar est
obtenu en normalisant la mesure de Haar p sur chaque groupe G(u) = G,, = G" de sorte que

/ fut=1
G(u)

ol f est une fonction définie sur G, continue, strictement positive sur G(© et telle que chaque
restriction f| G(u) €St & support compact dans G(u) ; 'existence d’une telle fonction équivaut au
caractére ouvert de p.

PROPOSITION 1.5.7 — Soit G est groupoide localement compact, & base dénombrable d’ou-
verts, qui posséde un systéme de Haar continu. Alors C*(G) est commutative si et seulement si
G est un fibré continu en groupes commutatifs.

Démonstration.
Remarquons d’abord que si G est un fibré continu en groupes, alors p =b = s et

O=p! (G(O) - {u})

est un ouvert invariant de G(°) donc, d’aprés la proposition 1.4.7, il existe un morphisme d’algébres
surjectif
C*(G) —> C*(Glp.) = CT(G(u)),
donc C*(G(u)) est commutative, ce qui équivaut a la commutativité de G(u).
Réciproquement, par ’absurde, si G n’est pas un fibré en groupes, il existe 7o € G tel que b(7yp) #

5(70)- Par continuité de b et s, comme G(*) est séparé, il existe alors un voisinage U de 7, tel que
b(U) et s(U) sont disjoints. Soit f € C.(G) non nulle telle que Supp f € U ; alors

Fete)= [ Fo060E <0
car {76,671} C U est impossible, puisque sinon on aurait s(y8) = s(6) € s(U) et s(§) =b(6~1) €

b(U). Or, si C*(G) est commutative, on a C*(G) = Co(Sp C*(G)), donc f * f = 0 entraine f =0,
ce qui n’est pas le cas ici. CQFD
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2 Déformation, quantification et groupoides

2.1 Définitions
Notations : Si M est une variété et w € A" T*M est une n-forme différentielle, on note

T (T M®"=1)* Papplication définie par

<ZM(X)|X2, 7Xn> = in(XQ,... 7Xn) = w(X,XQ,... ,Xn)

Rappels de géométrie symplectique

Je rappelle d’abord les définitions fondamentales de la géométrie symplectique.

DEFINITION 2.1.1 — On appelle algébre de Poisson (resp. variété de Poisson , resp. variété
symplectique ) une algébre complexe commutative A (resp. une variété M) avec la donnée et les
propriétés suivantes, pour tous f,f’, £” éléments de A (resp. si (z;)1<i<n coordonnées locales sur
M) :

Algébre de Poisson Variété de Poisson Variété symplectique
e crochet bilinéaire e champ de bivecteurs e 2-forme différentielle

AxA — A o
fe o (66, QeTM®TM we NT*M

e action par dérivation

0 0
{ff/,f”}A:f{f,,f/,}A+{faf,/}Af/ Q:ZZJ:QZ,]a—l‘Z(ga—% wzzwlvjdml®dx.]

i3
o de Lie
(antisymétrique) e antisymétrique
{£,£ a0 =—{f, 1}, iy =~y w =) wijdr; Ada;
i<j
(identité de Jacobi) e crochet de Schouten nul o fermée
{{f, 8 4 8"+ {{E "}, E}1, [©,Q]s =0 dw =0

" f T, =0

e non dégénérée
TM > T*M

(isomorphisme)

Une algébre de Poisson involutive est une algébre de Poisson munie d’une involution antilinéaire *
I 1%
telle que {£,£'}7, = {£*, "} .

PROPOSITION 2.1.2 — Toute variété symplectique est une variété de Poisson ; toute variété
de Poisson induit une algébre de Poisson involutive A = C*°(M).

n.b. : les propriétés du tableaux se correspondent alors ligne par ligne.

Démonstration.
11 suffit d’expliquer la correspondance entre les définitions :

(2,2}, = (df ® d£'|Q) = w(Vs, Vi)
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ot V¢ = (iw)~1(d ) (gradient symplectique de f), soit en coordonnée locales :
-1
{25 ar) sy = Quglig = Wiy, ;
of of
1 / —_— . . —_—
si{f,f'},,= Z-Ej {zi,25},, B 0z, CQFD

Oun a alors des notions naturelles de morphismes qui se correspondent (par : ®(£f) =fo ) :

DEFINITION 2.1.3 —

1. morphisme d’algébres de Poisson
P
(A17 {'7 ’ }Al) <— (A27 { K ‘}Ag) > f7f/

{o) (&)}, =2{t.},,

2. morphisme de variétés de Poisson
x € (Ml,Ql) L\' (M2,Q2)

(dzip) (1 (7)) = Qa(p(2))

3. morphisme symplectique, ou symplectomorphisme
(M, wy) —=> (My,ws)

w1 = ¢*(wa)

Principes physiques

La définition de ce qu’est une quantification repose sur les principes physiques suivants :
— En mécanique classique, dans le formalisme de Hamilton, un systéme est décrit par
— une variété de Poisson M, appelée espace des phases, qui représente tous les états dy-
namiques position+impulsion ; par exemple M = T*N si N est la variété des configu-
rations/positions du systéme. Alors une fonction £ € C*°(M), appelée observable en
physique, est une mesure physique qui associe un nombre & tout état.

— une observable particuliére, appelée énergie M RN R4, qui décrit les forces exercées
sur le systéme.
— une équation d’évolution :
df
E = {e, f }M .
— En mécanique quantique, dans le formalisme de la mécanique des matrices de Heisenberg,
les états sont remplacés par la donnée d'un espace de Hilbert H ; ’énergie devient e un
opérateur autoadjoint positif sur H ; ’équation d’évolution s’écrit

df 1

pri E(ef—fe),

oll i~ 6,631073%Js est une constante physique «petite», appelée constante de Planck
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— Le passage d’une modélisation classique & une modélisation quantique s’appelle une quan-
tification et le passage inverse, appelé passage a la limite semi-classique suit les principes
suivants, postulés par Dirac :

— f ——> f est linéaire
— «les effets quantiques disparaissent si on néglige h»

Mes définitions

Depuis Dirac les mathématiciens ont cherché a donner une définition précise de ces principes,
de sorte qu’il y ait le plus possible de quantifications des variétés de Poisson. L’idée de la
quantification par déformation [BFFLS]| est de considérer i comme une variable formelle et
d’associer a chaque valeur de % une algébre Ay, telle que

~sih=0, Ag=C®(M);

— si A # 0, Ap est une algébre non commutative

En suivant cette idée d’utiliser un champ d’algebres, dans le cadre des C*-algebres, Rieffel
[Rie89b] a introduit la notion de gquantification stricte par déformation . Cette définition de
Rieffel a ensuite été généralisée par Sheu [She91, déf. 2.2 p 223, puis dans un sens proche
de Sheu, par la quantification stricte de Landsman [Lan98, Lan93, LR99|. Je propose ici une
définition dans un cadre C*-algébrique, inspirée de celle de Rieffel, et 1égérement plus générale
— mais pas au point d’englober les généralisations, faites par Rieffel dans [Rie93], de sa propre
définition & des algebres de Poisson non commutatives, au sens de Xu [Xu94| — de sorte qu’elle
s’applique aux exemples que je vais étudier.

DEFINITION 2.1.4 — J'appelle champ de déformation , ou plus simplement déformation, la
donnée (A, Q) de

— un champ continu de C*-algébres sur une partie X de R, localement compacte, et qui contient

0 comme point d’accumulation : A —> X.

— une sous-algébre involutive de sections continues Q C Cy(X,.A)
tels que

(i) Qo est dense dans Ay ;

(i) il existe une application bilinéaire

axQ —> Cp(X,A)

(faf/) > {faf/}

telle que
— si h # 0, le crochet vaut :

U f b= (F = 1

— le crochet passe aussi au quotient en i = 0 et est a valeurs dans Qj i.e. il existe un crochet



2 DEFORMATION, QUANTIFICATION ET GROUPOIDES 28

bilinéaire {-,-}, sur Qg tel que le diagramme suivant commute :

QXQg{Q,Q}CA

Vv .. Vv
Qo x Qo {-’-}-0--> Qo

On notera que la condition { Q, Q}, C Qp est vérifiée si le crochet {-, -} est en fait & valeurs
dans O, ce qui sera le cas dans les constructions effectuées dans cette thése.

PROPOSITION 2.1.5 — Si (A, Q) est une déformation, il est immédiat que :
— le crochet {-, -} est unique, puisque A — Ay est dense dans A, d’apreés le lemme 2.2.5.
— Ag est commutative, d’aprés fx f' = f'x f +h{f, f'} et la densité de Q.
- (Qo,{-,-}o) est une algebre de Poisson involutive puisque, dans une algébre involutive les
commutateurs

[ fT=f*f = f'*f

vérifient :

[faf,] = _[f,’f]
[fi=fo. /'] = fux[fo, /'] + [f1. F'] * [

1 / i _ i * 1%
(Glrr) = gl
En particulier je définis :

DEFINITION 2.1.6 — J'appelle déformation d’une algébre de Poisson involutive (A,{-,-},)
(resp. d’une variété de Poisson M) une déformation (A, Q) munie d’un morphisme d’algébres

involutives injectif : A s Ao (resp. Co(M) s Ap) tel que :
1. Oy C j(A) (resp. Qp C j(C&(M)))
2. Pour tous fy, f} € Qo on a I'égalité :

{f07f6}90 = j{j_l(f0)7j_1(f6) }A :

Remarques. —

1. Dans le cas des variétés de Poisson, Ay et Co(M) sont des C*-algebres, donc J est un
morphisme de C*-algebres, injectif d’image dense, donc un isomorphisme.

2. Question ouverte : dans le cas des variétés de symplectiques, a-t-on nécessairement

Qo CI(CF(M)) ?
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DEFINITION 2.1.7 — Jappelle quantification d’une déformation (A —> X, Q) toute section
T de la projection sur la fibre en zéro, linéaire, et qui commute avec l'involution :

Q7> Q.
T

J'appelle quantification fidéle une quantification T telle que, pour tout i € X, la composée suivante
est injective :
T
Qy —>Q —> Qs

Comme il n’y a aucune condition topologique, ’existence de quantifications, mais non né-
cessairement fidéles, est une conséquence de ’axiome du choix.

EXEMPLE. — Toute variété M, munie du crochet de Poisson nul, admet une déformation :
- X =R,
- A= Cyp(M) x R fibré trivial,
-~ Q=CF(M xR),
B {f’ f/} = Oa
— Pour tout choix de fonction ¢ € C°(R) qui vaut 1 en 0, on a une quantification définie,
pour fy € Qo = C°(M), par

T(fo)(h,z) = fo(x)e(h).

Comparaison avec les définitions existantes

Cette définition de la quantification généralise la quantification stricte par déformation in-
troduite par Rieffel [Rie93] :

DEFINITION 2.1.8 — On appelle quantification stricte par déformation d’une variété de
Poisson M la donnée de :

— une sous-*-algébre V' de Cy(M ), dense et stable par crochet de Poisson ;

— une partie X de R localement compacte, et qui contient 0 comme point d’accumulation;;

— pour chaque i € X un produit, une involution et une C*-norme : (x3,*" || - ||x), sur V, vu
comme espace vectoriel ;
tels que :
1. pour A =0, (xp,™ || - ||1) est la structure commutative usuelle induite sur V' par Cy(M);

2. I'espace V, identifié aux sections constantes { i ——> fy | fo € V' }, engendre une structure de

champ continu sur (Ap)rex = (V”'”ﬁ> ’
heX

3. pour tous fy, fp €V, ona:

%{%H%(fo r fo — fo *r fo) — { fo. o }MHh =0.
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PROPOSITION 2.1.9 — Une variété de Poisson M admet une quantification par déformation
stricte si et seulement si elle admet une déformation qui posséde une quantification fidéle.

Démonstration.
Etant donnée une quantification par déformation stricte de M, on construit le champ de déforma-
tion de M suivant :
— Champ continu d’algébres formé par les Ay = VH'HH.
— Sous-algebre
Q =V +hCy(X, A).

Alors, comme Q contient les sections constantes & valeurs dans V, on a Qg =V, qui est dense.
— Crochet défini par :

f ) fl sih=0
{faf/}h: {10 0},1\/[ 7 .
E(f*f_f * f)n, sih#0.
Alors le crochet de deux éléments f, f' de Q est dans Co(X,.A). En effet il est trivialement
continue en /i # 0; il I’est aussi A = 0 puisque pour

f="fo+hg, f=f5+hg

on a . 1
%ii% l—h(f*f’ff'*f)n*l—h(fo*hféffé*hfo) 5:07
d’aprés
[fvfl]i[f()af(l)]:h([f()agl]+[gaf(/)]+h[gagl])7
et on sait que
1 / / /
%ILI}) ,L—h(fo*hfo*fo*hfo)*{anfO}M 5:0'

— Morphisme J donné par l'identité de Ay = Co(M).

Pour toute fonction R —> C de classe C°°, qui vaut 1 en 0, ne s’annule jamais, et tend vers 0 &
Vinfini — par exemple p(hi) = ﬁ — on obtient une quantification fidéle de cette déformation
donnée par :

fo€V =0y —> fope Q.

Réciproquement, soit (A, Q) une déformation de M, avec l'isomorphisme :
J
Co (M) T\' .Ao

et une quantification fidéle 7. Alors V = 371(Qp) C Cg(M) est une sous-*-algebre de Poisson
dense de Co(M). On a, pour tout & € X, un produit, une involution et une C*-norme sur V induits
par ceux de Qp via 'injection
T
V ~ QO — Q —> Qh-
Les conditions pour avoir une quantification stricte par déformation proviennent alors directement
des hypothéses de déformation. CQFD

Ma définition est par contre plus forte que la définition de quantification stricte de N. Land-
sman [Lan98, déf. 1.1.1. p. 108 et déf. 1.2.5. p. 112] :

DEFINITION 2.1.10 — Une quantification stricte (resp. une quantification stricte continue)
d’une variété de Poisson (M, {-,-},,) est la donnée de :
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— une sous-*-algébre V' de C3°(M), dense et stable par crochet de Poisson ;

— une partie X de R localement compacte, et qui contient 0 comme point d’accumulation;

— un champ (resp. continu) de C*-algébres (Ap)nex tel que Ay = Cp(M) — on note X(X, A)
les sections du champ , et @y, la projection de (X, A) sur Ap;

— une application linéaire V' AN ¥ (X,.A) qui commute avec I'involution — on note T}, = 0T
— telle que, pour toute f € V, I'application i —— ||Tx(f)|| soit continue, et To(f) = f

(resp. une application linéaire qui commute avec I'involution V' ——= Cy(X, .A), telle que pour

toute f € V, To(f) = f);
vérifiant de plus, pour toutes f, f/ € V :

lim | Tr(f)Th(f) — Tu(f )] =0, !

lim
h—0

o+ T = T TD) =T ({8 )| =0

Quitte a restreindre les Ay, a la C*-algébre engendrée par les Tx(f) (f € V'), on peut supposer
de plus que {Tx(f) | f € V' } est dense dans Ay, pour tout A.

PROPOSITION 2.1.11 — Si une variété de Poisson M admet une déformation alors elle admet
une quantification stricte continue.

Démonstration.
Soit (A, Q) une déformation de M, avec I’isomorphisme

Co(M) %’ Ao

et une quantification 7. Alors V = J3~(Qg) C Cj(M) est une sous-algébre de Poisson involutive
et dense de C;°(M). On obtient ainsi, de maniére évidente une quantification stricte continue.
CQFD

Déformation en zéro

En fait dans les définitions précédentes, c’est le comportement au voisinage de 0 qui est
crucial. Je formalise ce point de vue de la maniére suivante.

DEFINITION 2.1.12 — J'appelle champ de déformation en zéro (resp. d’une algébre de Poisson,
resp. d'une variété de Poisson) tout couple (A, Q) formé d'un champ de C*-algébres continu en zéro,
A, et d'une sous-algébre involutive de |'algébre des sections continues en zéro, Q, qui vérifient les
mémes conditions que celles imposées @ un champ de déformation.

PROPOSITION 2.1.13 — Une algebre (resp. une variété) de Poisson admet un champ de
déformation si et seulement si elle admet un champ de déformation en zéro.

lautomatique si T' & valeurs dans Co(X,.A) et To(f) = f
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Démonstration.

Le sens direct est trivial, puisqu’un champ continu est, en particulier, continu en zéro. Donc si on

a un champ de déformation alors @ C Cy(X,.A) est inclus dans ’espace des sections continues en

zéro et convient.

Réciproquement, remarquons qu’un champ de C*-algébres est continu si et seulement s’il est

continu en tout point ; et de plus un champ est toujours continu en un point isolé de X. Donc si

on a un champ de déformation en zéro A —>> X, on considére Y une partie de X telle que;

— Y est localement compact ;

-0€eY;

— Le champ (Ap)rex est continu en tout point de Y, par exemple si tout point de Y, différent de
zéro, est isolé.

— 0 est point d’accumulation de Y.

Une telle partie Y existe toujours; il suffit de prendre les valeurs d’une suite qui converge vers

0. Alors le champ restreint A, —>> Y posséde évidemment une structure de champ continu

(partout). En fait la restriction de X a Y fournit une surjection :

CO(Xa A) —> CO(Ya A'Y)
Et Q|, fournit une sous-algébre convenable pour avoir un champ de déformation, puisque
(Qly )y = Qo-

CQFD

Groupoides de déformation

Comme tout groupoide contintiment fibré moyennable induit un champ continu de C*-
algeébres, il est naturel de prendre la définition suivante :

DEFINITION 2.1.14 — J'appelle groupoide de déformation (resp. d’une algébre de Poisson A,
resp . d'une variété de Poisson M, resp. en zéro) la donnée (G, Q) de :
— un groupoide moyennable et continiment fibré (resp. en zéro) sur une partie X de R, localement
compacte, et qui a 0 comme point d’accumulation : G —>> X ;
— une sous-algébre involutive Q@ C C*(G);
tels que (C*(G), Q) soit un champ de déformation (resp. de A, resp. de M, resp. en zéro).

Remarque. — Si G est un groupoide qui admet une structure de groupoide de déformation,
comme C*(Gy) est commutative, alors G est un fibré continu en groupes commutatifs.

Dans ce qui suit, on utilisera les définitions précédentes sous la forme :

PRrROPOSITION 2.1.15 — Soient (M, {-,-},,) une variété de Poisson donnée, et (G, Q) un
groupoide de déformation. Pour que G soit un groupoide de déformation de M, il faut et il suffit
qu’il existe un isomorphisme Co(M) %\' C*(Gy) tel que :

- Qo C I(Cy(M));

-V €Q {fofoto =T{T7H(f0), TS}y

EXEMPLE. — Quantification des variétés de Lie-Poisson. C’est la construction de N. Landsman
et B. Ramazan [Lan98, Ram98|; on notera que dans ce cas il n’est aps nécessaire de supposer
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le groupoide moyennable.

2.2 Un théoréme de déformation des groupoides

En regard de la définition précédente, il est naturel de chercher a caractériser les groupoides
de déformation. Dans ce qui suit je donne une condition suffisante assez large pour englober un
grand nombre d’exemples. Il est pour cela nécessaire d’étendre la notion usuelle de fonction de
classe C* & des fonctions définies sur une partie A d’une variété M. On rappelle que tous les
espaces topologiques considérés sont séparés, sauf mention du contraire.

DEFINITION 2.2.1 — Soient M une variété, et A une partie de M. Une fonction A AN C

est dite C° en un point = de A s'il existe V,, un voisinage ouvert de = dans M, et une fonction

Vi o5 € de classe (au sens usuel) tels que :

f:ﬁsurvxﬁA.

Une fonction A S C est dite C™ sur A si elle est C* en tout point = € A.

Notations : Avec les hypotheses de la définition précédente, je note C*°(A C M), 'espace des
fonctions de classe C* sur A, ou plus simplement C*°(A), s’il n’y a pas d’ambiguité sur M. On
fera attention & ce que, pour A ouvert de M, 'espace C*°(A C M) ainsi défini ne coincide pas
avec ’espace C*°(A) usuel. De plus je note :

C2(4) = C(4)NCelA).

Rappel important : si A est une partie de M et fune fonction définie sur M, en général on a
I'inclusion :

Supp ﬂA C AﬂSuppf,

mais I’égalité peut étre fausse. En particulier, en général C.(M)|, # C¢(A). Cependant, si M
est un espace topologique séparé (resp. une variété séparée), et {2 un ouvert de M, toute fonction
continue (resp. C*°) définie sur Q) et & support compact admet un prolongement (unique s’il est
nul hors de Q) continu (resp. C*). Par exemple, on a :

CPQNACM) = C®(ACM)NC(QN A).

LEMME 2.2.2 — Soient M une variété paracompacte et A une partie de M. Notons toujours
C>°(M), Vespace usuel de fonctions C* sur M. Alors on a :

C=(4) = C*(M)ly
o®(4) = {f € Co(A) ‘ 3Q ouvert de M, Supp f C Q, et 3f € C°(M), ﬂ
= CO(M)[,NCe(4)

Si, de plus, My est une sous-variété fermée de M et Ag = AN My, les notations C*°(Ag) et
C2°(Ap) ne sont pas ambigiies, car :

C>®(Ag C My) = C*(ApC M)

C° (Ao C My) C(Ap C M)

et C%(Ao) = CZ(A)l4,

= f|QmA}

QNA
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Si S est un recouvrement ouvert de M, on a :

CP(A)=> CX(ANQ).
QesS

Si, de plus, A est localement fermée dans M, on a :
Cr(A) = {fe C (M) ‘ AN Suppfcompact HA,
et dans ce dernier cas, CZ°(A) est dense dans C.(A) pour la topologie de la norme uniforme.

Démonstration.

— [ €C>®(A) si et seulement si f = f € C°(M) sur A :

En effet, si f € C*°(A), pour tout = € Z,_il existe V, et V, =5 € de classe C™ tels que fz =f
sur V, N A. Alors les (V(x)),.4 et M — A forment un recouvrement ouvert de M. Donc il existe
une partition de 'unité de classe C* subordonnée & un sous-recouvrement localement fini [War,
th. 1.11 p. 10] :

M >Ry C>; Supppo C M — A Suppp; C Ve, 5 po+ »_pi = 1.
i€l
Alors, comme (Supp p;)icr est une famille localement finie, on a f= D icr pzfmi € C¥(M); et f
coincide avec f sur A.
— Ezpressions de C°(A) :
Si f € C.(A) et 2 est un voisinage de Supp f dans M, il existe une fonction de classe C* :

0 hors de Q2

e C°(M,Ry), =
pe el )P {1 sur Supp f.

Si fE C>*(M) et f~: f sur QN A, alors pfe C> () coincide avec f sur tout A. On en tire trois
conséquences :
— on a l'inclusion :

{f € Co(A) ] 30 ouvert, Supp f C 2, et 37 € C(M), flos = ﬂmA} c C=(M)|,,
d’ou ’égalité :
{f € Co(A) } 30 ouvert, Supp f C Q, et If € C°(M), floa = ﬂmA} = C(A),

puisque l'inclusion inverse est évidente si on prend Q = M et f un prolongement de f €
C*(4) € C¥(M)) . ) )

— Si de plus f € C*(A) = C*(M)|, , f est un prolongement de f (f = f sur A), et Q2 est un
voisinage relativement compact de Supp f — il en existe toujours car M est localement compact,
alors pf € C(Q) = C°(Q) i.e. f e C(M)|,. Compte-tenu de 'inclusion évidente :

CZ(4) o CE(M)[, NCe(A),

ceci prouve ’égalité :
C(A) = Ce(A) N CE(M)] 4 -
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— Si T est un ouvert de M donné, f un élément de C°(A)NC.(ANT), f~un prolongement de f,
et ) est un voisinage relativement compact de Supp f dans T, alors :

pf € C¥(Q) = CT(Q) € C(T).
Ceci prouve :
CX(ANT) = CelA) N C2(T)] 4.

- C*(Ay C My) =C>*(Ap C M) (resp. CT) :
Comme M est une sous-variété fermée de M, d’aprés la version C* du théoréme d’Urysohn [War,
prop. 1.36 p. 29|, on a :
C=(Mo) = C=(M)[yy, -

Ainsi, d’aprés ce qui précéde, on a :

C™(Ap C M) C*(M)] 4,
= COO(M |MU
= (M |A0

= (AO C MO

‘A car Ay C M,

On en déduit immeédiatement CZ°(Ag C My) = CZ(Ap C M), d’aprés C°(A) = C(A) N Ce(A).
= CZ(Ao) = CZ(A)l 4, -
Comme Aq est fermé dans A, on a :

Co(A)a, = (CF(M)|4NCe(A))ly,
= ( M) 4| 4, N Ce(A)] 4,
= C¥(M)[4, N Ce(Ao)
= C°(Ao)
~ CX(A) =) _CZ(ANQ) :
Qes
Ona:
CP(ANQ) = CP(A) NCe(AN Q) C CP(A) N Ce(A) = CZ(A),
dott C(A) D ) CT(ANQ).
Qes

Soit f € C.°(A), montrons que :
I,..., 2 €S, 3f; € CE(AND), f=fi+ -+ fa

Comme Supp f est compact, on peut le recouvrir par un nombre fini d’ouverts Qy,...,Q, €
S. Comme M est paracompact il existe une partition de 'unité de classe C*° subordonné au
recouvrement M — Supp f,Q1,...,Qy, :

M —"> Ry ; Supppo C M —Supp f ; Suppp;i C i, po+ Y pi= 1.

Soit f € C*(M), un prolongement de f, il est clair que f; = piﬂA appartient & C>(Q;)[ 4, N
Ce(A) =C(ANQ;) avec f= fi+ -+ fa.

— Cas oi A est localement fermé : _
Alors, par définition, il existe un ouvert 7" de M tel que A = ANT. Donc, d’aprés ce qui précéde :

C(A) = CE(ANT) = CZ(T)[ 4 N Ce(A).
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Or, si fe Cl(T), on a ZﬂSuppr ANT = A, donc
AN Supp f = AN Supp f compact.

Ainsi C°(A) est inclus dans {fe C(M) | AN Supp fcompact }

, et inclusion inverse pro-
A

vient directement de Supp ﬂA C AN Supp f

— Densité de C°(A) :
Soit f € C.(A); montrons qu’on peut I’approcher uniformément sur A par des fonctions dans
C°(A). D’abord f admet un prolongement fe Cc(M) tel que Supp fﬂ A est compact. En effet
A est ouvert dans A , puisque A est localement fermé dans M, donc C¢(A) C C¢(A). Par ailleurs,
comme M est normal et A fermé, on a Cc(A) = Co(M)|5. Ainsi Cc(A) C Ce(M)|, i.e. f admet
un prolongement continu sur M ; comme au point précédent quitte & multiplier ce prolongement
par une fonction p continue & support compact qui vaut 1 sur Supp f et 0 hors de 7', on voit que
f admet un prolongement continue sur M tel que Supp f N A est compact. _
Alors on peut approcher f uniformément sur M, par des fonctions f,, € C*°(M), avec Supp f,, C
Supp f On a:

Supp fn

N C AN Supp j~’, compact inclus dans A,

et donc f, N € C°(A) avec :

sup | (@) = fu()| < sup|f = Ful === 0.
M n—too

zEA
CQFD
Pour ce qui est des dérivations on a la définition et le résultat suivants :
DEFINITION 2.2.3 — Soient M une variété paracompacte, et A une partie de M. Je dirai qu'une

dérivation O sur C°°(M) (resp. un champ de vecteurs X sur M) passe au quotient sur A s'il existe
une dérivation 0|, (resp. X|,) qui fait commuter le diagramme :

C>(M) —a>C°°(M)

()], = C(4) 24 oo )

Alors, j'appellerai 0|, (resp. X|,) la dérivation induite par O (resp. le champ de vecteurs induit
par X).

[}
PROPOSITION 2.2.4 — Dans les conditions de la définition, si A C A, alors toutes les déri-
vations 0 sur C*°(M) passent au quotient sur A. Si, de plus, A est localement fermée dans M,
les dérivations induites 0| 4 laissent CZ°(A) stable.
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Démonstration. L _
En effet, si f, f’ € C*°(M) vérifient f = f’ sur A, alors, par continuité, c’est encore vrai sur A,

[e] [e]
donc sur ’ouvert A de M ; ainsi f = 9’ sur cet ouvert, donc, par continuité, sur A, donc sur A,

par hypothése. Ainsi, f|—> 8ﬂA passe au quotient sur A, et donc 9 aussi.
Si A est localement fermée, on sait d’aprés le lemme 2.2.2 que toute fonction f € C°(A) admet
un prolongement f € C°(M) tel que Supp f N A est compact. Alors on a :

Supp 9|, f = Supp aﬂA C Suppdf N A C Supp f N A,
donc 0|, f est a support compact. CQFD

Si de plus M est fibré, je définis une application ¢§ utile pour la suite.

LEMME 2.2.5 — Soient X une partie de R qui a 0 comme point d’accumulation, et A un

espace topologique. Si A — 5 X est une application surjective ouverte (resp. en zéro i.e. tout
voisinage d’un point de Ag = p~! {0} est envoyé par p sur un voisinage de 0), alors A — Ag est
dense dans A.

Démonstration.
Il suffit de montrer que tout point de Ay est adhérent &4 A — Ay = | |, £0 Ap. Or si U est un
voisinage d’un point de Ay, il est envoyé par p sur un voisinage de 0 dans X. Comme 0 est point
d’accumulation de X, p(U) contient un h # 0 i.e. U N Ap # 0. CQFD

PROPOSITION 2.2.6 — Soient M une variété paracompacte, A une partie, et M —25 R une
submersion tels que :
- X =p(A) a 0 comme point d’accumulation ;

RN p(A) = X est ouverte (resp. en zéro) ;
— il existe un champ de vecteurs X sur M vérifiant :
— dp(X) =1.
— toute courbe intégrale de X qui rencontre A ne peut rencontrer My que dans Ay.
Alors :

1. Pour toute fonction f € C®(M) nulle sur Ay, il existe des fonctions §f € C™(M) telles
que §f = %f sur A — Ag.

2. Pour toute fonction f € CZ°(A) telle que f = 0 sur Ay, il existe une unique fonction
Of € CF(A) telle que df = %f sur A — Ap.

3. 81 f € C(A) et x € A, pour tout prolongement V, N C de classe C* de [ au
voisinage de z, on a §f(z) = dg fo(X).

Démonstration.

— Construction de 5f : _
Grace a l'existence de partitions de l'unité de classe C°, il suffit de trouver une fonction 0 f
de classe C™, définie seulement sur un voisinage W de My, et qui vaut §f(x) = ﬁ f(z) sur
(A— Ap)NW. Soit U l'ensemble des points 2 de M par lequel passe une courbe intégrale de X’ qui
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croise My, en un point noté m(x). C’est un voisinage de M. Sur tout voisinage W de M, inclus
dans U on définit alors une fonction d f par :

5f(z) = {ﬁjﬂx) - f(ﬁ(z))) sur (M — My) N W
%dxf(/'\,’) sur Mo NW.

L’hypothése sur les courbes intégrales de X' indique que 7 envoie AN U dans Ag. Comme f est

nulle sur Ag, on a df(z) = zp%x) (x) sur (A— Ag) NW. Il reste & montrer que d f est de classe C*

pour un choix convenable de W.

Pour donner une expression explicite de 7, j'introduis V' Ly , le flot de X', défini sur un
voisinage V de {0} x M dans R x M ; je note & la coordonnée réelle dans R x M (resp. V). Alors
dans M, il existe un voisinage ouvert W de M tel que :

MycW cCc{ze M| [-px),0 x{xz} CV},

et, quitte & remplacer W par WNU,ona W C U.Six € W et i € [—p(x),0] on peut alors
calculer :

p(¥(h,x))

h
p(¥0.2) + [ Folpo W) a)du

- —i—/ohdp (%‘I’(u,x)) du

h
= p@)+ / dp(X)du
= plx)+h,

et donc p (¥(—p(z),z)) = 0 i.e. U(—p(z),x) € My, dott (z) = ¥(—p(x),z). Il sensuit que 5f
est de classe C>° d’aprés la formule :

siw - 5[ A ) (up(a). z) du

1 J_4y Oh
_ {ﬁlf (¥(0,2)) = F (¥(=p(2).2))]  sipla) #0
2o f (Gilhzo) si p(x) = 0.

— Existence et unicité de 6 f : B
Si f € CZ(A), je considére un prolongement f € C°°(M). En prenant :

5f:5ﬂA’

Pexistence est assurée, puisque df € C>(A) par construction, et que §f et f ont méme support,
compact. En effet si ¢ Supp f, alors il existe un voisinage O de z ou f = 0;donc d f = % f=0sur

ON(A—Ay), donc sur O par densité de ON(A— Ap) dans O, i.e. x ¢ Supp df ; et réciproquement.
L’unicité provient du lemme 2.2.5. En effet, puisque A — Aq est dense dans A, 6 f, qui vaut % f

sur A — Ag, ne dépend pas du choix du prolongement f
CQFD

Si A = G est un groupoide, on en déduit immédiatement le théoréme

THEOREME 2.2.7 — Soient X une partie de R localement compacte qui a 0 comme point
d’accumulation, G P X un groupoide contindment fibré (resp. en zéro) moyennable dont le

systéme de Haar est noté (u"),cqo), M une variété paracompacte, M —B5 R une submersion,
tels que :
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1. G C M avec pc = plg;
2. il existe un champ de vecteurs X sur M vérifiant :

- dp(X) =1,

— toute courbe intégrale de X qui rencontre G ne peut rencontrer My que dans G,
3. C°(G C M) est une sous-algébre involutive de C (G, ).

Alors (G,C(G)) est un groupoide de déformation, et le crochet sur C°(G) vaut :

{F I g=0(f=f =[x 1))

Démonstration.

- Qo = C°(Gy) est dense dans C*(Gy) :
D’aprés la description par J. Renault de la topologie de C*(G), la topologie induite sur C.(G) est
celle de la convergence uniforme. Comme C.°(G) est dense dans C.(G), et C.(G) est déja dense
dans C*(G), par définition de C*(G), on obtient que C°(G) est dense dans C*(G). En particulier
C°(Gy) est dense dans C*(Gy).

— Passage au quotient en h =0 :
Sif,f' € C(G) et f=0sur Go,ona f=hdf. Donc, pour h # 0 on a

(ST Y= (= f = f o D)= (65 # '~ f #6).

L’égalité entre les membres extrémes reste vraie, par continuité, en i = 0, et comme C*(Gy) est
commutative cela signifie : ({ f, f' }4), = 0. CQFD

On applique le théoréme avec G = M :

COROLLAIRE. — Soit G —2> R un groupoide de Lie fibré sur R, & base dénombrable d’ouverts.
Alors (G, C2°(@)) est un groupoide de déformation si et seulement si Gy est un fibré en groupes
commutatifs. Dans ce cas le crochet vaut :

{Ffg=0(*f = F*])

Remarques. —

1. Méme si G est un ouvert de M, il peut ne pas vérifier la condition d’existence d’un champ
de vecteurs X. Par exemple pour M = R? est fibré par la premiére projection p(z,y) = ,
et G = M—{(0,y) | y > 0} avec la structure de groupoide trivial, si f € C®(R2) nulle sur
{(0,y) | y < 0} mais non nulle sur { (0,y) | y > 0}, alors if n’admet pas de prolongement
dans C*°(M).

2. Néanmoins cette propriété d’existence d’un champ de vecteurs est vérifiée si G est une
sous-variété & coins immergée dans M.

On remarque de plus le résultat suivant, important pour la suite :

PROPOSITION 2.2.8 — Avec les hypothéses du théoréme précédent, si de plus :
— X est compact (c’est toujours vrai, quitte & restreindre X);



2 DEFORMATION, QUANTIFICATION ET GROUPOIDES 40

— p est une fibration triviale :

ce qui est équivalent & ce que le flot de X soit défini sur R x M tout entier;
— dans cette trivialisation on a G >~ X x (g, en tant qu’espaces topologiques;
alors 'algebre de Poisson (Qo,{","}5,) admet une quantification stricte par déformation, au
sens de Rieffel.

Démonstration.
D’aprés la proposition 2.1.9, il suffit de montrer qu’il existe une quantification fidéle 7. D’aprés
les hypothéses, pour tout 7 € X, on a un isomorphisme d’espaces vectoriels : C°(Go) ~ C°(Gp).
On définit donc T, pour fo € C.°(My), par

V(h,2) € X X Gop =~ G, T(fo)(h,z) = fo(z),

de sorte que T'(fy) appartienne & Q = C°(G). CQFD

2.3 Groupoides de déformation étales

Dans le théoréme de déformation 2.2.7, toutes les conditions se lisent géométriquement sur
le groupoide, sauf la derniére portant sur la convolution et I'involution dans CZ°(G), qui sont
plus difficiles & vérifier. Cependant, si G est un groupoide de Lie étale, et G un sous-groupoide,
cette derniére condition est automatique. Dans le cas des actions de groupes discrets, il est méme
alors possible, en plus, de donner une expression du crochet de Poisson sur Qy = CZ°(Gy).
Notations : Dans le cas oll une ambiguité est possible, je note Ek; le produit sur C*(G), au lieu

de .
THEOREME 2.3.1 — Soit G —2> R un groupoide fibré de Lie étale tel que Go soit un fibré
en groupes commutatifs. Soit G un sous-groupoide étale tel que :
1. X =p(G) a 0 comme point d’accumulation ;
2. la restriction |
G LS X
est ouverte ;

3. il existe un champ de vecteurs X sur G vérifiant :
- dp(X) = 1; -
— toute courbe intégrale de X qui rencontre G ne peut rencontrer Go qu’en Gjy.

Alors (G —> X,C°(G)) est un groupoide de déformation.

Je donne d’abord un lemme qui permet de calculer des produits de convolution. Si .S, T sont
deux bissections, et si v € ST, alors il existe d’uniques (v1,72) € S x T tels que v = 172 ; on
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définit alors des applications @I;Tﬁ s et @i telles que @I;Tﬁ () =m et i (7) =72, soit
de maniére plus formelle :

LEMME 2.3.2 — Soient U, V deux bissections (resp. ouvertes) d’un groupoide G (resp. étale,
resp. de Lie étale). Alors on a deux bijections (resp. homéomorphismes, resp. difféomorphismes) :

s b
P P

vouvly =V s vyulycv, vovvly = s pgutlv cv

N — sl (s() 5 — O ().

Soient S, T deux bissections ouvertes d’un groupoide G étale. Alors, si f € C.(S) et f' € Co(T),
on a:
Faf = (fowb, )(fogs, ) sur ST = (ST)T'T =S5 (ST)
0 hors de ST.

Démonstration.
On vérifie facilement que tout élément de ST T = Ss(T), v = s.s(t) (resp. v = b(t).s € TT 1S =
b(T)S) est envoyé par % (resp. ¢” ) sur t.s(s) € TS™LST = T's(S) (resp. b(s).t € SS™'T =
b(S)T). Ainsi :
Pir 0 Phs = Tdrss =9l 09,
Prs 0 Pog =Tdsrr—1 =@} 00] .,

d’ou la bijectivité (resp. 'homéomorphie, resp. la difféomorphie). Pour la formule du produit on

a .
Vye ST, A6 €G, vdeSetdteT,
et alors
¥6 = blg" (b(v9)) = bl5" (b(v)),
071 = 5|7 (s(671)) = sl (s(4))
Donc
ff() = > ff e
5eGs(M
_ o siy ¢ ST
(fowh )x(flops. )(v) siyeST.

CQFD

Le théoréme 2.3.1 résulte alors directement du théoréeme 2.2.7 avec M = é, et de la propo-
sition suivante :

PROPOSITION 2.3.3 — Soit G est un sous-groupoide étale d’'un groupoide de Lie étale G.
Alors l'espace C2°(G) est une sous-algébre involutive de C*(G) — dense, d’apreés les arguments
donnés pour démontrer le théoréme 2.2.7. De plus, pour tout couple de bissections ouvertes S, T

de G, et tout couple de fonctions (f, f) € C(S) x C°(T) telles que f = ﬂG € Cc(G) et
1= f’GGCC(G), on a:

fgf’szf'sur (SNG)(TNG).
G
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Démonstration.

—fxf=fxf sur(SNG)(TNG) :
G G

D’aprés le lemme 2.3.2 on a :

I f 0 hors de (SN G)(T NG)
* =
¢ (fo SZJl:Sﬂc;)(Tmc;Psm;) X (f'o SﬁmeG)(TﬁG)HTﬁG) sur (SNG)(TNG),
Faf = 0. \ . hors de ST

¢ (f °© S0STﬂs) X (f © WSTHT) sur ST.

Sur (SNG)(TNG) on a aussi :

b -1 _ S
Psneyrne)—sne b|SﬁG ob = b|S b= Por_s

S
wSTﬂT’

S
QO(SOG)(TQG)HTQG

dott f x f' = F x f.
G G
— Stabilité de C°(G) par involution :
L’inverse ¢ est un difféfomorphisme de G tel que :

vy e G, v =i(y).

Doncsi f € CEO(C:‘) admet un prolongement f € C(G), alors f o i est un prolongement de f*.
Ainsi f* € C®(G) G

— Stabilité par produit :
Comme G est un groupoide étale, il est recouvert par ses bissections ouvertes S € S, donc d’aprés
le lemme 2.2.2, on a :

CE(G) =) _CX(SNG).
Ses
Il suffit ainsi de montrer que, pour tout couple de bissections ouvertes S,T € S, et toutes f €
C(SNG) et f'e CX(TNG), alors fx f' € CF(G). o
Soient f € C¢(5) et f' € C¢(T) des prolongements respectifs de f et f'. On avu que f x ff=fxf
G
sur (SNG)(TNG). Ona (SNG)(TNG) C STNG, mais 'égalité est fausse en général ; cependant,
comme le produit de deux bissections ouvertes d’un groupoide étale I'est aussi, (S N G)(T'N G)
est un ouvert de G, i.e. il existe U ouvert de G tel que (SNG)(I'NG) =UNG. Alors U est un
voisinage de Supp f b et f x f! coincide avec f % f' € C°(G) sur U NG, donc, d’aprés le
€]

lemme 2.2.2, cela entraine f X fre Cl(aG). CQFD

On se place désormais dans un cas particulier :

PROPOSITION 2.3.4 — Un groupoide étale (resp. de Lie étale) admet un recouvrement par des
bissections ouvertes disjointes qui forment un groupe S, si et seulement si c’est le groupoide de
Paction d’un groupe discret dénombrable sur un espace localement compact (resp. une variété)
a base dénombrable d’ouverts, par homéomorphismes (resp. difféomorphismes).
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Démonstration.
Le groupoide de I’action d’un groupe discret S sur un espace G(?) satisfait aux hypothéses puisque

GO xs=|]G9x{s}.
Ses

Inversement, si on considére I’action d’un groupe S de bissections ouvertes disjointes sur G(*)
donnée par :

Tu=5d (s|;1 (u)) ,

on peut vérifier qu’on a un isomorphisme de groupoides (resp. de Lie) étales :

GO%s — > G

(W, T) > h(u) = sl" (u).
CQFD

Notations : Dans les hypothéses de la proposition précédente, pour tout couple de bissections
S,T € S, 'application go’;T_} . (resp. 7 ) est un homéomorphisme (resp. difféomorphisme) de
ST sur S = ST(ST)~1S (resp . T'S sur S = S(T'S)'TS). On peut donc définir les applications :

b
G=||sT —~L > |]s=¢
SeS SeS

vEST > () =0l5" (b(7)),

G:UTSL | |s=¢
SeSs SeSs

vETS +——>¢ . (1) =slg" (s(7)).

PROPOSITION 2.3.5 — Soit un groupoide de Lie fibré étale G 2 R, tel que Gy est un fibré
en groupes commutatifs, et tel que G admet un recouvrement par un groupe S de bissections
ouvertes disjointes. Alors, pour toute bissection T' € S et tout champ de vecteur X sur G tel
que dp(X) = 1, la fonction X7 sur Gy définie par la formule :

XT(y) = dh (X (5 (1)) = o5 (X (25 (),

est un champ de vecteur sur Gy.

Démonstration.
La définition de X7 fait que, pour tout point y € Go, on a X7 (y) € T,G; il suffit donc de montrer
que le vecteur X7 est en fait tangent & éo. Comme p est une submersion et C:‘o =pt{0},ona
TGy = ker dp; par ailleurs p est une fibration de groupoide, donc pob = p (resp. po s = p), d’ou,
sur ST :
pogh =poboyy=po(boblg')ob=pob=np,
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d’ou, pour 7' = ¢h ' (7) :

dp(d 9P (X(Y))) = dp(X (7)) =1,

et de méme, comme 7' = @3~ *(7), d’aprés la commutativité de Go, on a :

dp(dy o7 (X (7)) = dp(X(Y')) = 1,

donc : N
dp(XT (7)) =0 < X7 (y) € T,Go.

CQFD

THEOREME 2.3.6 — Dans les conditions du théoreme 2.3.1, si de plus :

o
~ Go C Gy ; en particulier, d’aprés la proposition 2.2.4, tous les champs de vecteurs sur C:’o
passent au quotient sur Go, au sens de la définition 2.2.3;
— @G est le groupoide de laction d’un groupe discret dénombrable sur une wvariété a base
dénombrable d’ouverts, par diffcomorphismes ;
alors, pour toutes fo, f} € C°(Gy), on a :

(o £} = % S <<XT‘GO) Jo g folp = folz x (XT\GO) f6> .

TeS

Démonstration.

— Réduction a des fonctions supportées par des bissections :
Comme S est un recouvrement de GG par des ouverts disjoints, d’aprés le lemme 2.2.2, on a :

(@) = exEns),

Ses

Z fols -

Ses

Jo

Par bilinéarité du crochet de Poisson, on a alors :

{fo,fé}co = Z {fOlSa félT}GU'

S, TeS

11 suffit donc de montrer que, pour tout couple de bissections ouvertes S,T € S et tout couple de
fonctions fy € C.°(S N Go), fo € Co(T'NGyp), on a :

{fo: fo}e, = % <XT’GU fo g fo— fo & X%, f6> :

— Ezpression de { fo, fc/)}co a partir de prolongements :
Pour tous les prolongements f~ € CO(S) et f’ € CX(T) de fo et fi tels que f = ﬂc et

= f o appartiennent & C°(G), d’aprés la proposition précédente, on sait que :

frf =f*fsur(SNG)TNG) et f’gf:f'ffsur (TNG)(SNG).
G

* *
G G
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Donc, comme Gq est un fibré en groupes commutatif, d’aprés le troisiéme point de la proposition
2.2.6, en tout point v de I'ouvert :

(TNGo)(SNGo) = ((SNGTNG)N(TNG)SNG))N G,
on a :

{foafé}GO(V) = {f7f/}c(7)
= fxf =1 xH0)

— W(FeFeF D)

Par ailleurs, si v ¢ (T'NGp)(S NGy), il existe un voisinage de v et des prolongements f, f €
Cl(G) de fo et fi tels que f* f' — f' * f soit nulle sur ce voisinage ; donc :

{foaf(;}Gg(/y) = {f7f/}G(7)
= e =1 %N
= 0.
Et, par continuité, cela reste vrai pour tout v ¢ (TN Gy)(SNGy).
— Calcul de dy(f = f — f' = f), pour f, ' € C(S) x CZ(T) :
G G

Soient f € C°(S) et f € C°(T), on sait que le produit s’écrit :
C C

fy f! 0 hors de ST
fxf = , L
¢ (fowl, o) x(flopi, ) surST,
flxf = 0 o, S hors de T'S
¢ (f © (stHT) X (f © QOTSﬂS) sur T'S.

Comme C~¥0 est un fibré en groupes commutatifs on a STﬂéo =TSN éo ;et b = s sur G entraine
que, pour v € STNGy =TSN Gy, on a :

O () =@ () noté v, s i () =", .(v) noté v, ;

et donc :
dy(f % /= ' F)(X)
G G
1 ~ ~ ) ~ ~
— ;d'y ((f o ngﬂs)(f/ o @ZTﬂT) — (f o SQI;SHT)(f o @Tsﬂs)) (X("}/))
1

= L T (X)) T )+ F () o P (e (X))
_%dvTJ?I(d'y‘pl;sﬂT(X(V))) f('ys)_%f/(’)/T) d'ysf(d%p;sﬂs(‘)(('y)))

= L T (X))~ dgh (X)) F ()

( FAT T () = F ) s, T (X52,)))

I
2
n
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— Calcul du crochet de Poisson :
Ainsi, siy € Gy, on a:

{fos fo}a, ()
{%(d%fKXTh@D.?Ch)f(b@DthTf(XSh%D) siy € (SNGo)(T'NGy)

0 Si’y¢(SﬁG0)(TﬂGo)
(AT, o) S ) = fo () (XS, (e)f5)) s € (SN Go)(T N Go)
0 Si’}/¢(SmG0)(TQGO>
1 /
= - ((XT!GU) fox fo=to x (25g,) fo) ,
ol la derniére égalité résulte du lemme 2.3.2. CQFD

2.4 Isomorphisme de Gel’fand étale

Ayant maintenant une large classe de groupoides de déformation, je cherche a déterminer si
ces groupoides déforment une variété de Poisson M, et laquelle. D’aprés la proposition 2.1.15,
il faut trouver un isomorphisme :

Co(M) —> C*(Go),

c’est-a-dire que J~! est un isomorphisme de Gel’fand (cf. paragraphe 1.5.4) pour C*(Gy).

Par ailleurs, comme l’algébre C*(Gj) est commutative, on a vu que Gy est nécessairement un
fibré continu en groupes commutatifs. Dans le cas particulier ot Gy est un groupe commutatif
G, on connait une réponse au probléme, fournie par la transformation de Fourier qui est un
isomorphisme de Gel’fand :

¥ F=37! ~
C*(G) —— Co(G).
Je donne ici une extension de ce résultat & certains fibrés en groupes, non nécessairement loca-
lement triviaux.
Transformation de Fourier
Dans le cas d’'un groupe commutatif localement compact on a les définitions et résultats

classiques suivants :

DEFINITION 2.4.1 — Soit G un groupe commutatif localement compact; on note G I'espace
des caractéres, i.e. les morphismes de groupes continus de G a valeurs dans T.

On munit G de la topologie la moins fine qui rend les y € G — (x|g) (¢ € G) continues.
Elle est localement compacte, et [EMS2, prop. 8.2 p. 256-258| c’est aussi la topologie qui admet
comme base de voisinages d’un point yg € G les :

{Xea

sup |xo — x|(9) < 5} , (K compact de G, € > 0).
geK
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Alors G est un groupe topologique, et [BouTS, chap. II §1 n°1 p. 110] le crochet de dualité est
continu :

GXxG _— T

(x.9) +——>  (xlg)-

PROPOSITION 2.4.2 — La transformation de Fourier :

g s Sp L1(G) ~ Sp C*(@)

> (Fe @ FH0 = [ F) (o)
G
est un homéomorphisme [BouTS, prop. 1 p. 111 et cor. 1 p. 113].

On obtient ainsi un isomorphisme de Gel’fand pour C*(G) :

%co
Co(Sp C*(G

Par analogie on introduit la définition suivante :

DEFINITION 2.4.3 — J'appelle fibré dual d’un fibré en groupes commutatifs localement com-
pacts G —> G, le fibré en groupes commutatifs localement compacts :
G= || G).
ueG)

J'appelle crochet de dualité I'application :

GG — T

(x,7) € G(u) x G(u) ——>  (x|7),
ol j'ai noté G * G le produit fibré par les projections G —>> G(©) et G B GO,
Gr@={ (1) eGxC | =pM}.

Pour toute topologie sur GG et tout systéme de Haar p sur @je définis la transformation de Fourier
F d’une fonction f € C.(G) par :

[ o e
G(p(x)
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Si le systéme de Haar n’est pas continu, la fonction 7 f n’a a priori aucune régularité, et il
n’y a donc pas d’isomorphisme de Gel’fand, si tant est qu’on ait muni G d’une topologie globale

—

naturelle qui prolonge celle des G(u). Mais si G est un fibré continu en groupes commutatifs,
tout s’arrange puisqu’on a la bijection :

SpC*(G) = || SpC* (G)~ || Glu).
ueG0) ueG0)

Cette bijection n’est autre que celle donnée par le théoréme de décomposition des représentations
de J. Renault [Ren].

PROPOSITION 2.4.4 — Soit G un fibré continu en groupes commutatifs. Si on munit G de

la topologie de Sp C*(G), alors la transformation de Fourier se prolonge en isomorphisme de
Gel’'fand pour C*(G) :

C*(G) —=> Co(G).

Pour les fibrés en groupes commutatifs étales on peut reconnaitre la topologie du spectre,
abstraite, au moyen du résultat suivant :

PROPOSITION 2.4.5 — Soit G un fibré en groupes commutatifs étale. Si on munit G d'une
topologie localement compacte et normale telle que :

1. la projection G — GO est continue et propre, ou, de maniére équivalente [BouTG,
chap. 1, §10, n°2, th. 1 p.75], p est fermée et chaque G(u) est compact;
2. le crochet de dualité est continu;

alors la transformation de Fourier se prolonge en isomorphisme de Gel'fand de C*(G) :
* F ~
C*(G) —> Co(G).

Une autre maniére de traduire ce résultat est qu’il existe une unique topologie sur G qui réalise
ces conditions, a savoir la topologie du spectre.

Démonstration.

— Continuité de Ff pour f € C.(G) :
On s’inspire de la méthode de [CoT79, section 2.2], reprise aussi dans [Ren, prop. 1.1 p. 48] :
— La fonction

GxG _> C

(vx) P f) (X

est continue. Comme p et p sont continues, G * G est fermé dans I’espace G x CAY', qui est normal,
puisque G est localement compact & base dénombrable d’ouverts. D’aprés le théoréme d’Urysohn
[BouTG, chap. IX, §4, n°2 th. 2 p. 44 et cor. p. 45], cette fonction admet donc un prolongement
continu k défini sur G x G tout entier.
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— Alors, d’aprés [BouTG, chap. X, §3, n°4 th. 3 p. 28], la fonction suivante est continue :
G _—> C.(G)
X —_— k(.,x)-

— Et la continuité du systéme de Haar donne celle de :

axg b C

(w,x) > /G( )kr(% X ()-
Comme Ff(x) = l(p(x), x) on en déduit la continuité de Ff.

— Ff tend vers 0 a Uinfini :
En effet cette fonction est méme & support compact puisque :

FFO0| < / )

est nul en dehors du compact p~* (p(Supp f)).
— F est un homomorphisme d’algébres involutives de C.(G) dans Co(G) :
En effet, si u = p(x), on calcule :

F(Ff)0) = /G O = )

/ (7Ix) < f(75)f'(5‘1)u(5)> ()
G(u) G(u)

|
o
€
7~
>
-
=
~
~
/-:
>
L
—
<
=2
=
>
~
—
=2
>
=
—
2
~—
=
c
—
=+
=
o
)
&
=B
E.
N—r

= F(f)0)F(f)x)s
FU0) = /G ., O TEmO)
= [ GTRS6Ta0)  (unimodularite)
G(u)
- FOW

— Injectivité et continuité de F :
Comme C*(G) est la C*-algebre du champ continu C*(G(u)) on sait que :

Il fllc @) = sup || full o (G u))-
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Par ailleurs, soit 7, le morphisme f ——> f,, j. inclusion de G (u) dans CAT‘, qui est propre car
G(u) est fermé dans G, et soit F, la transformée de Fourier-Gel’fand du groupe G(u) (c’est une
isométrie). On a le diagramme commutatif :

C(G) —> Cof
Wul j;l
V v
C*(G Co(G

1fllo+ @) = suplmu(£)]

)
() 2% Co(Glw))

e (G(w) = sup sup [Fy(mu f)] = [|[Ff|loo-
U G(u)

Donc F est isométrique, et en particulier injective.
— Surjectivité de F : N

Comme F(C*(G)) est une sous-algébre involutive fermée de Co(G), d’apreés le théoréme de Stone-

Weierstrass, il suffit de montrer qu’elle sépare les points de G.

Soient x # x’ € G ; deux cas se présentent :

—u=px) #p(x) ="
Alors il existe f € Cc(G(u)) telle que (Fof)(x) = 1. Comme G(u) est fermé dans l’espace
normal GG, f se prolonge continiment ; soit ¢ est une fonction continue & support compact qui
vaut 1 sur Supp f et 0 sur G(u') on a F(¢f) qui sépare x et x'.

- px) =p(X') = u. N .
On a la séparation car F, est bijective et C.(G(u)) sépare les points de G(u) puisque c’est une

~

sous-algébre dense de Co(G(u)).
CQFD

Dualité pour un quotient d’un fibré trivial

Le résultat précédent s’applique en particulier lorsque les fibres du fibré en groupes G sont
toutes des quotients d’'un méme groupe compact commutatif G.
Notations : Soient G un groupe topologique, A un espace topologique, et £ € A —— G¢ C G,
une application qui & tout point de A associe un sous-groupe de G.

— L’espace quotient de l'action (& droite) sur le fibré en groupes trivial A x G du sous-

groupoide |_| G¢ est noté :

£eA
G _ AXG
I—I /Gs = G
£EA
top
— On note |_| G/G.E ce méme quotient lorsqu’on le munit de la topologie quotient, ¢.e. la
£eEA

topologie — non séparée a priori — la plus fine rendant continue ’application quotient
T G
AxG— | /Gg.

— On note p la projection :
top

L] %, 2> A,
£eA
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Si, de plus G est commutatif localement compact et les G¢ fermés dans G, alors les quotients G/G5
sont des groupes commutatifs localement compacts, et on a l’identification canonique :

Z:{Xea‘lesurGg}Ca.

top ___ —
— On note |_| G/Gg le fibré en groupes commutatifs localement compacts |_| G/Gg muni de
geA gen

la topologie induite par A x G, d’apres linclusion naturelle :

o R
|_| /%CAXG.
geA

— Pour tout x € G, on note :
Alx) ={écA|x=1surGe}={{cA|kerxy DG},

de sorte que :

L%, = U e x %, = Uam < {x).

geA geA €6
— Pour tout x € E, on note Y l'application définie par le diagramme commutatif suivant :

(€, 9Ge) —— ((&; ), (&, 9G¢))

P A0 = [ %+ L % %€, 96¢) = (xlgGe) six € %

[ISTAN EeA

N l<-|->
X

T
On a alors le résultat suivant :

PROPOSITION 2.4.6 — Soient G un groupe commutatif compact, tel que G est dénombrable,

et A un espace localement compact a base dénombrable d’ouverts. Soit £ € A ——> G¢ C G une
top

famille de sous-groupes de G telle que I'application A x G RS |_| G/Gg soit fermée. Alors

£eA
top
- |_| G/G.E est un fibré continu en groupes commutatifs; la projection p est propre;
£eA
top
— pour tout x € G, A(x) est un ouvert de A |_| G/Gg est ouvert dans A x G.
£eA
top
- |_| G/G.E est un fibré continu en groupes commutatifs, étale;
£eA

top top
— le crochet de dualité entre |_| G/Gg et |_| G/G.E est continu.
EeEA EEA
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Démonstration.

top
- |_| G/Gg est un fibré continu en groupes commutatifs :
[SSFAN
En effet, comme G est commutatif, |_| G¢ est un sous-groupoide normal du fibré en groupes trivial

gen
A X G; de plus la projection A x G —> A est ouverte, et propre puisque G est compact ; et enfin

A X G est localement compact & base dénombrable d’ouverts. Ainsi, d’aprés la proposition 1.1.11,
top

|_| G/Gg est un groupoide localement compact & base dénombrable d’ouverts, et la projection p

Len
top

est ouverte, et propre. Il s’ensuit, d’aprés la proposition 1.5.6, que |_| G/GE est un fibré continu en

£eA
groupes commutatifs.
— A(x) est un ouvert dans A :

Montrons que, pour x € G/G£ donné, il existe un voisinage V de £ tel que :

77€V=>X€G/Gn-

Pour cela, on remarque que x(G,) est un sous-groupe fermé de T ; et G. Skandalis (voir aussi [MZ])
m’a fait remarquer que les groupes de Lie n’admettent pas de petits sous-groupes non triviaux i.e.

Je>0,VHC,q T, HC B(l,e) = H={1},
Pour T on peut prendre ¢ = 1/2; on a alors :

ve %, & (Y96, [(xe) — 11 < v2).

—

Par ’absurde, supposons qu’il existe une suite (£,) de A qui converge vers ¢ telle que x ¢ G/G€ .

Donc il existe g, € Ge, tel que |x(gn) — 1| > +/2. Alors, comme G est compact, on peut extraire
une sous-suite g,, qui converge vers une limite go ; on obtient :

Tr(gnZ ) 5711) ? ﬂ-(gOa 6)

top

Comme 7(gn,,&n;) =1€ G/ngi , puisque g, € Gg, , et que |_| G/Gg est séparé, et que :
gen

Yo, 2 1=m(L&) > (1, = 1€ %,
on déduit que 7(gg,&) =1 € G/Gg i.e. go € Gg, d’ott x(g90) = 1, ce que contredit :

|X(gm) - 1| > \/5 ?’ |x(go) - 1| > \/5

Ainsi A(x) est un ouvert dans A, pour tout x € G. Alors, comme G est discret, puisque G est
compact, et comme

top
L] % = UJAam x{x} cAaxg,
§EA x€6

top

on déduit que |_| G/G£ est ouvert dans A x G.
1IN
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top
- |_| G/G5 est un fibré continu en groupes commutatifs, étale :

feA
top __

D’aprés la proposition 1.1.10, comme |_| G/Gg est un sous-groupoide ouvert du groupoide A x G,

e
c’est un groupoide topologique, et les applications but et source sont ouvertes ; ainsi c’est un fibré

continu en groupes commutatifs. En outre c’est aussi un groupoide étale, d’aprés le corollaire de
la proposition 1.2.5.

— Continuité du crochet de dualité :
Elle provient du diagramme commutatif suivant :

(A xG)* (A xG)

I

top ’l/)
L% «(axe) F—sT
£eA
Id 0
*Q

top top
G G
|_| /Gg * |_| /Gg ’

EeA EeA

Le crochet du fibré en groupes trivial A X G est continu, puisque celui de G I’est. L’application v

top
est continue, car on a muni |_| G/GE de la topologie induite par A x G. Enfin, en raisonnant comme
gen

4 la proposition 1.1.11, on prouve que id * 7 est surjective et fermée, car 7 est propre, et, sachant
que ¢’ o (id * 7) = 1) est continue, on en déduit que le crochet de dualité ¢’ est continu.

CQFD
top top
Et d’aprés la proposition 2.4.5 avec G = |_| G/G’E et G = |_| G/Gé, on déduit immédiatement :
IJSAN feA
COROLLAIRE. — Dans les conditions de la proposition 2.4.6, il existe un isomorphisme :
top F top
G 5 G
c |_| /Gg ~ Co |_| /Gg ’
§EA en
top top
tel que, pour toute fonction f € C. |_| G/G.E C Ce (A X 6) et tout point x € |_| G/GE, on a :
EeEA feA

(FP@) =D fp(),0X(@)  (f(p(-),X) est nulle 1a ott ¥ n’est pas définie).
XEG
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2.5 Déformation par ’action d’un tore

Si, dans le paragraphe précédent, on prend le groupe G = T", et si A est une partie d’une
top

variété N munie de ’action de R"”, le groupoide étale |_| G/G5 obtenu & partir de la famille de

cen
sous-groupes & ——> ']I'? peut étre déformé par un paramétre réel h. Sous certaines conditions

on obtient un groupoide de déformation au sens des définitions précédentes.

Par ailleurs l'isotropie de ’action continue de T™ sur une variété M fournit une application
naturelle :

§—>T¢.

Les résultats du paragraphe précédent s’appliquent alors.

Si on combine ces deux contextes, sous certaines hypothéses techniques, on obtient alors un
groupoide de déformation de M, pour un crochet de Poisson particulier.
Notations : L’algébre de Lie d’'un groupe de Lie G est notée g; pour G = T", on note g = t,.
Si le groupe de Lie G a une action « sur M, par difféomorphismes, 1’action infinitésimale , en
x € M dans la direction de X € g est :

o d
£X($) = E o aexp(tX)(:E)'

Pour un tore G = T", ’exponentielle t, 5 T™ est un morphisme de groupes surjectif, et
I’application duale suivante est injective :

exp

o~ f, < Tn.

Dans la suite je note R™ = t;, et Z" le réseau image de T dans t;, isomorphe, en tant que
groupe, & T"; 'image d’un élément x de T"™ sera notée k € Z™. Plus précisément, pour tout
x € T", on a le diagramme commutatif suivant :

™ —X ST

exp
16 T 20

exp expr e

d
t,= NT" 4)( 'T =R,

il s’ensuit que k = 1Ty = %dx; et plus généralement T,x =tk (x|g), pour tout g € T".

7

Déformation de la dualité

PROPOSITION 2.5.1 — Soit N une variété a base dénombrable d’ouverts, munie de laction
B par diffeomorphismes du groupe R™. On note G = (R x N) x Z™ le groupoide, de Lie étale,
de l'action de Z" sur (R x N) donnée par :

Be(h, &) = k.(h, ) = (h, Brx(€)), st k € Z" et (h,§) € R X N.
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Soit A une partie localement fermée de NV, et £ € A ——> Ty C T" une application qui a

tout point de A associe un sous-groupe fermé de T". Pour tout x € 'ﬁ"\@, on note toujours :
Ak)=A(x) ={{€A| T Ckery}.
Alors :
¢ = {(neneq|emmEean )

= |_| ((RxN)xQ)

ne{Ty | ¢cA}

, avecAH:{geA"]I‘g:H}
RXAH

est un sous-groupoide de é; G est étale si et seulement si, pour tout k € Z™ les ensembles :

{(h€) e RX N | &, B (8) € Ar} = (R x A(K)) N G- (R x A(K))

sont ouverts dans R x A. Si cette condition est vérifiée alors (G, C2°(G C G)) est un groupoide
de déformation.

Démonstration.

— Egalité entre les deur expressions de G :
En effet, comme :

|_| AH)

HCker x
on a:

|_| ((RxN)xﬁ;H)

He{'ﬂ‘g | cea}

|_|{(h,§,k> €G | & Brr(§) € A et x € @}

H

Rx Ay

LI{ (k) € G | € 0m(6) € Ay et kerx D1}
H

L] Ll{(ha'ka?) € ‘ & Bnr(§) € Ag etXDH}

xe’f71 H

|_|A {(h,g,k) €G ‘ &, Brr(§) € A(x)}.

x€T™

En particulier, ’expression :

G= |?|(R><N /ZI)

indique clairement que G est un sous-groupoide de G.
— Condition pour que G soit étale :
Remarquons que G est recouvert par les bissections ouvertes (pour k € Z") :

Sk GN(RxNx{k})
~ {ewed whk(@eA(k)}
= {RxAK)NBRx AR) } x {k}.

Rx Ay
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D’aprés le corollaire de la proposition 1.2.5, G est étale si et seulement si G est localement fermé
dans G, et les s(S;) sont ouverts dans G(°) = S5 = R x A x {0}. Comme s est la projection
s(h, &, k) = (h,&,0), si G est étale alors les :

s(Sk) = { (R x A(k) NG (R x A(k)) } x {0}

sont ouverts dans R x A x {0}. De plus, réciproquement, si les (R x A(k)) N By ' (R x A(k)) sont
ouverts dans R x A, alors, d’une part les s(Sj) sont ouverts dans GO et d’autre part chaque Sy,
est ouvert dans R x A x { k } qui est lui-méme localement fermé dans Rx N x {k}; donc G = Ly Sk
est localement fermé dans R x N x Z" = G.
- (G,C°(G)) est un groupoide de déformation :

On applique le théoréme 2.3.1 avec G = (Rx N)yxz", X =R, p(h,§,k) = h, et X = %. 1
est clair que G est un groupoide de Lie fibré étale, et Gy = ({0} x N) x Z" est un fibré en
groupes commutatifs, puisque I'action de Z™ sur {0} x N est triviale. On a supposé que G est un
sous-groupoide étale de G. Enfin on a :

1. X = p(G) =R est localement compact et a 0 comme point d’accumulation.
2. G i|§'> X est ouverte. En effet G est étale, donc b et s sont ouvertes ; comme p = p(® o b,

ot p = p|,, il suffit de vérifier que p(®) est ouverte. Cela provient immédiatement de
GO =R x Ax {0}, et p(h¢&0) =h

3. Il est immédiat que dp(X) = 1. De plus, les courbes intégrales de X’ sont données par :
heR+—> (A& k),

et on a :
G={(n&k) ERXNXZ" [ €A(x) et Bru(§) € Ax) },

oll on note toujours, k = %dx, et A(x) = {§ €A ’ ’]I‘g(&) C kerx}. Donc si une courbe
intégrale de X passe par un point (i, &, k) € G, on a nécessairement (0, ¢, k) € Gy, c’est-a-
dire que l'intersection de cette courbe intégrale avec G appartient & Gy.

CQFD

Action de groupes compacts commutatifs

Notations : Sile groupe G agit (& gauche) sur 'espace M, on note : G.z orbite d’un point x €
M, M/G I’ensemble des orbites, M —> M/G la projection canonique, et G, = {g € G| gx =z}
le sous-groupe d’isotropie de .

Rappels :si x = g.y, alors G; = gG, g~ ; en particulier, pour un groupe commutatif, 'isotropie
est constante sur toute orbite. Si M est une variété et G est un groupe de Lie qui agit librement,
proprement, par exemple si G est compact, et différentiablement sur M, alors, d’aprés [AM,
prop. 4.1.23 p. 266], M/G est une variété, et pg une submersion de classe C*.

1

Si G est un groupe qui agit sur un espace M, toute application A —2 > M induit une
application isotropie :
§ cAr—> Ga(g)-



2 DEFORMATION, QUANTIFICATION ET GROUPOIDES 57

On définit alors p et ¢ de la maniére suivante :

top
%%
EEA
P& 9Go(e)) = 9-0(§) = »(£, 9)
PROPOSITION 2.5.2 — Soit G un groupe compact, non nécessairement commutatif, qui agit

continiment (resp. différentiablement et librement) sur un espace localement compact (resp.
une variété) M, et A un espace topologique (resp. une variété). Les conditions suivantes sont

équivalentes :
g
(i) il existe deux applications A —— M telles que :
J

— o et J sont continues (resp. de classe C*);
— Joo =1da, i.e. J est surjective et o est une section de J;
— pg o o est bijective (resp. et Im do @ ker dpg = T M)
(ii) on a les deux propriétés suivantes :
— A est homéomorphe (resp. difféomorphe) a M/G :
— il existe une section s de pg qui est continue (resp. de classe C*).

to;
Si ces conditions sont satisfaites, alors p est un homéomorphisme de |_I|) G/Go@ sur M, et 7 est
fermée (resp. p = ¢ est un difféeomorphisme de A x G sur M) ; de plus Segst invariante par G si et
to,
seulement si pop~!' = J, oil, comme & la proposition 2.4.6, on note toujours |_I|) G/Ga(g) 5 A
EeA
Remarque. — L’hypothése d’existence d’une section continue de pg est une hypothese forte qui

n’est pas toujours satisfaite; néanmoins E.T. Kehlet [Keh84| donne des exemples ou elle est
vérifiée.

Démonstration.
Les résultats de topologie utilisés proviennent ici encore de Bourbaki [BouTG].

— (i) = (i) :

11 suffit de prendre J et ¢ définis par le diagramme commutatif suivant :

A ~ M/G
N
M
— (i) = (ii) :

Comme o est une section continue de J, pour tout compact K de M, ona o~ '(K) = J(K) qui est
compact ; comme 'image réciproque par o de tout compact est compact, o est propre (prop. 7 p.
77, chap. I, §10, n°3). Comme G est compact et agit continiment sur M, ’application canonique de
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M 2 M/G est propre (prop. 2 p. 28, chap. ITI, §4, n°1). Donc, comme la composée d’applications
propres est propre (chap I, §10, n°1, prop. 5 (a) p.73), pe © o est propre, et bijective; ainsi pg o o
est un homéomorphisme (prop. 2 p. 72, chap I, §10, n°1).
Dans le cas C*°, pgoo est un homéomorphisme de classe C™, et la condition Im do ®ker dpg = T M
entraine, grace au théoréme d’inversion locale, que c’est un difféomorphisme local ; donc c¢’est un
diffeomorphisme. On obtient alors une section de pg en prenant s = o o (pg o o).

— p est un homéomorphisme (resp. un difféomorphisme) :
L’hypothése pg o o bijective entraine immeédiatement p bijective. Notons « I’action :

exM — 2 5 M

(9,) —_ g.x .

Si G est compact, « est propre (chap. IIT §4 n°2 prop. 2 (b) p. 28), donc fermée. Et on a le
diagramme commutatif suivant :

top
|—| G/Ga(i) i M
gen

N

wT ¥ Q
AXG—> M xG.
O'XIdG

On a vu que o est propre et donc I’application produit avec I’identité de tout espace topologique
est fermée (chap. I §10 n°1 déf. 1 p. 72); donc o x Idg est fermée. Ainsi pom = ¢ = a o (0 x Idg)
est fermée ; comme de plus 7 est surjective et continue, alors p est fermée (prop. 1 (b) p. 30, chap.
I §5 n°1). Ainsi p est une bijection continue et fermée, donc un homéomorphisme.
De plus, comme m = po p~!, ¢ est fermée et p un homéomorphisme, on obtient que 7 est fermée.
Dans le cas C°°, ’hypothése Im do & ker dpg = T'M entraine que ¢ est un difféomorphisme local,
donc un difféomorphisme.

— J invariante par G ssipop t=J :
Par définition de p, on a p o 7w = pry, ol pry est la projection canonique de A x G sur A. Donc,
comme 7 est surjective, on a :

pop~t = J

< p = Jop

& pom = Jopom

& pri = Joyp

& Vg€ AXG & = J(g.o(£))

& V&geAXG J(o©) = J(g.o()),
ce qui signifie que J est invariante par G, puisque, comme p o o est surjective, o(A) rencontre
toutes les orbites. CQFD

Remarque. — L’application ¢ n’est pas forcément ouverte comme par exemple dans le cas de

’action de T sur S? que 'on verra plus loin.
On déduit ainsi directement des propositions 2.4.6 et 2.5.2 le théoréme suivant :

THEOREME 2.5.3 — Soient G un groupe commutatif compact agissant continiment sur M, un
espace topologique localement compact & base dénombrable d’ouverts, et A un espace topologique.
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ag

Pour tout couple d’applications continues A Z > M telles que J oo = Ida, J invariante par
J

G, et pg o o bijective, il existe un isomorphisme :

top S

J * G
CO(M) > C |_| /Ga(é) )
EeA

top
tel que, pour toute fonction f € C, |_| /G o | et tout x € M, on a :

O P)) =D FI( m(2),

xEG
ot xp(x) est unique application continue, définie sur un ouvert de M :

XM.

dom (xp) ={x € M |G, Ckerx} =T,

telle que :
V(& 9) € A(x) x G, xm(g-0(§)) = (xlg)-

Démonstration.
On définit J par le diagramme commutatif suivant :

top
J . P
Co(M) ——————C* | | ] /Gg(g)
EeA
p* F

top
G
0 |—| /o)
§eA
Alors, d’aprés la proposition 2.4.6, on a

O7'H@) = (FNHp @)
= > (@) 0% @)
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avec :

dom (xn) = p(p~'(A(X)))
= JHANX))
= J! {f eA ’ GG(E) C kerx}
= {2 eM |Gy Ckerx}
= {zeM|G, Ckerx},

car x et o(J(x)) sont dans la méme orbite, d’apreés :

peoood =pg

& peoocoJop=pgoy
< PgOY=pgoTopr
& (Y9, plg.0(§)) = p(a()))-
CQFD
top top
. G G 2 . .
Remarque. — Les groupoides £|_l /Ga(g) et gl_l /Ga(g) ne dépendent pas du choix de o , puisque
€ €

G, est constant sur toute orbite. La topologie du premier est encore indépendante de o, par
contre celle du second dépend de m, donc de o.

EXEMPLE. — L’espace projectif P,C est muni de ’action de T?, obtenue par quotient de 'action
canonique de T2 sur C3. On a alors la bijection :

J
oz —————> A={(&, & e®R)’ |4+ & <1}
2 2
z:y:z) mod T? i , £l )
(:y:2) (e wEr e T b
0:1:0
Oy:z x:y:0
0:0: 1:0:0
Xx:0:z

. . = . . . . . J
En fait cette fonction J n’est autre que I’application quotient de ’application moment P,C —> A

qui sera introduite dans la troisiéme partie. Avec I’identification T2 = Z? on peut alors dessiner
les A(k) pour k € Z? :
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k=(0,1) k=(1,1)

k=(-2,0) = k=(-1,0) N\ k=(0,0) k=(1,0) k=(2,C

k=(-1,-1]  k=(0,-1)

Groupoide dual de M = PC

Groupoide de déformation associé a 1’action d’un tore

En combinant la proposition 2.5.1 et les théorémes 2.5.3 et 2.1.15 j’obtiens un groupoide
de déformation pour une variété M munie de 'action o d’un tore T", lorsque le quotient M/Tn
peut étre identifié, au moyen d’applications J et o, & une partie A d’une variété N, ou N est
munie d’une action 3 de R", ceci moyennant certaines conditions techniques motivées par les
exemples. L’énoncé obtenu présente certaines analogies avec un théoréme de Rieffel [Rie89b, th.
3.1 p. 544]. Pour une bonne compréhension de cette construction, il est fortement recommandé
de regarder au paragraphe suivant comment elle s’applique sur les exemples.

THEOREME 2.5.4 — Soit M une variété a base dénombrable d’ouverts munie de l'action «,
par difféomorphismes, d’un tore T" de dimension n. On suppose que o est effective, de sorte qu’il
existe un ouvert dense de M, noté M., invariant par T", ot « est libre et propre. On suppose
ausst que :

1. il existe une variété N munie d’une action 3 de R™ par difféomorphismes ;

2. il existe une application M s N, de classe C*°, invariante par T", d’image J(M) = A
telle que A, = J(M,) est un ouvert de N ;

3. il existe une section continue o de M s A, de classe C™° sur A, telle que Imdo &
ker dptn = T'M en tout point de M., et telle que prn o o est bijective ;

4. pour tout x € ﬁ, la fonction x s, définie au théoréme 2.5.3, est de classe C™°;

5. pour tout x € T, Uensemble {(h,&) e Rx N | & Bri(€) € A(x) } est ouvert dans R x A.

Alors le sous-groupoide
G={(h¢&k)eRxAXZ"| &€ Ak) et Br(€) € A(k) }

du groupoide G = (R x N) x Z" de laction de Z", sur R x N donnée par k.(h,&) = (h, B (€)),

est étale. De plus, il existe sur M un bivecteur de Poisson Q, tel que (G,C°(G C G)) soit un
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groupoide de déformation de la variété de Poisson (M,Q)). Enfin, Uapplication :

A xT? — P o M,

& 9) > g.0(§)

est un difféeomorphisme. De plus, pour toute base F; de t,, notant (F}°) est la base duale de R"
— identifié 4 sa propre algébre de Lie, alors, sur M., on a :

Q= En: oo (€0.) NER.
i=1

Démonstration.
D’aprés les points (1.) et (5.) et la proposition 2.5.1 (G, C°(G)) est un groupoide de déformation
étale.
- (G,C°(Q)) déforme M :
On applique la proposition 2.1.15. Par construction de G, et comme ’action de Z™ sur {0} x N

est triviale, on a :
']1"71 TTL
GOZU{€|T2(5):H}X /H:|—| Toe
e

H

Donc, les points (2.) et (3.) et le théoréme 2.5.3 on a un isomorphisme :
J *
Co(M) —> C*(Go),

tel que, pour f € Cc(Go) :

37 f(x) = D F(I(@) k)X ().

kezn

En particulier, pour f € C°(Gy) = Qo, comme J et les x s sont de classe C*°, d’aprés 'hypothése
(4.), on a J7'f € C3°(M). Alors le crochet {-,-}, sur C*(Go) provenant du groupoide de
déformation G induit, via J, un crochet de Poisson sur M donné, pour f,f’ € 371(Qy), par :

{fvfl}M = j_l ({jfvjfl }Gg) :

Comme J71(Qp) est dense dans C;°(M), on en déduit un bivecteur 2 de Poisson, défini sur M
tout entier, tel que (df ® df’|Q?) = {£,£'},,. Alors, par construction de €2, G est un groupoide de
déformation de (M, Q). Il reste seulement & calculer Q

— Passage au quotient sur Gy des dérivations sur Go :

[e]
D’aprés la proposition 2.2.4, on sait qu’il suffit de montrer que Gy O Gg. Or :

1
Go = |_| A(x), aveck = —dx,
kezn !

et, clairement, pour tout y € ﬁ, on a :
A, C Ax) C A,

avec A, dense dans A, i.e. A, = A, donc :
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Comme :

A(x)CACZ:A_e:AoeCZ,

on a bien Gy D Gy.
— Calcul du crochet de Poisson sur M :
Comme les Sy = R x N x {k} forment un groupe de bissections ouvertes disjointes qui recouvrent

G, et d’aprés Go D Gy, on peut appliquer la proposition 2.3.6, i.e. pour toutes fo, fo' € C(G))

ona:
1 k;/ k/
{anfO/}GO = Zk%z:n(x fo) X fo ‘Sk/ (X } Ufol) & fols,, -
Soient (F;) une base de t,, et (F}*) la base de R™ duale. On calcule alors :
@Z/(h,f,k) - (hv§7k + k/)
902/ (hv ga k) = (ha /Bﬁk' (5)7 k+ k/)
XE(0,6,k) = dil(X) — def (X)
L Y
oh oh

fgf a+£
 Oh on K

K|F) €7

K2

(
OfO) éko fO/‘Sk,) (07§,k) = 3 (ggj o

Z@(@g* fo) (C1E) £l )>0§,k),

ol «Eg* est un champ de vecteurs sur N, donc sur Gy, et (.|F;) est la fonction de classe C* (sur
éo, donc sur Gy) :

1

1 Xk
1 G

f)@&kk < ((KIF) £ (0,6, )

w) ¢ (um #1,) - (&
o) g (Cm ) - (e

Donc finalement :

{anfOI}GO = ZZ <§F*
i—=1 k'eZn

K2

- (e,

i=1

- f0/> & (<-|Fz‘> f0|sk,)

) g (IE) o).

— Dérivations via J :
La proposition 2.5.2 appliquée a ’action de T sur M., d’aprés les hypothéses de régularité sur o
et J, entraine que ’application :

A, x T —<p> M,
&9 +———>  go(§

est un diffeomorphisme. Par ailleurs, pour toute fonction fo € C.(Gy), d’aprés I’égalité :

xmop(€,9) = (xlg),
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en notant toujours k = %dx, on a:

(3 fo)ow(69) = > fol& k) (xlg)-

keznr

Donc, pour z = ¢(§,g) € M., a condition de prendre 9; et 9}, les champs de vecteurs sur M.,

définis par :
(0i)2 = &F,
0)e = do9(€) & 07 = (1)
on a:

(37 fo)@) = > fol& k) (kIF:) (xlg)

kezn
= 07 (fo (IF))(=)
oF (37 fo) () = Z dg,kfo(ffﬂ;) (xlg)

kezm
= 7! (‘552-* . fo) (z).

— Crochet de Poisson via J :
Ainsi, pour fo, fo' € C2°(Gy), sur M, on a :

g1 {anfOl}GO

B <Z <5§f o f0> & (ol CIF)) - ( Pl fo’> X <fo<.|m->>>

i=1

(SR

o J0) < LR =37 (€] o) 037 o (IR

= 0 ) x B3 )~ 07 (37 x (3 o)

A’_l

37 o) @ d(37H fo')|Q),
avec : . .
Q=3 07 N0 = pul&f:) NER,.
- - CQFD
D’apres la proposition 2.2.8, on a le résultat complémentaire :

PROPOSITION 2.5.5 — Dans les conditions (1.) & (4.) du théoréme 2.5.4, si on remplace la
condition (5.) par la condition suivante :

5. pour tout sous-groupe H de T™, ’action [ laisse ’ensemble Ay = {{ | Tg(g) = H} stable;

alors les conclusions du théoréme 2.5.4 restent vraies; de plus (M, 2) admet une quantification
stricte par déformation, au sens de Rieffel.



2 DEFORMATION, QUANTIFICATION ET GROUPOIDES 65

Démonstration.
La proposition 2.5.2, qui s’applique d’aprés les points (2.) et (3.), indique que l’application w
est fermée; on peut donc appliquer la _proposition 2.4.6. Le deuxiéme point de cette derniére
proposition indique que, pour tout x € T%, ’ensemble A(x) est ouvert dans A.
Dés lors, la condition (5’.) entraine la condition (5.) ; en effet, comme :

HCker x

on a immédiatement que :

{(n,8) e RX N [ &, Bre(€) € Alx) } =R x Alx)

est ouvert dans R x A.
Enfin, le fait que (M, ) admette une quantification stricte par déformation est une conséquence

immeédiate de la proposition 2.2.8, d’apreés les formes particuliéres de espaces topologiques G et
G:
G=RXxXN xZ"

G= || {h) eRXNIEM(E €A} = || RxA(k) =R x Go.

keznr kezn
CQFD

On déduit immédiatement le cas particulier suivant :

COROLLAIRE. — Soit M une variété a base dénombrable d’ouverts munie de deux actions par
difféeomorphismes : I'une libre de T", I'autre de R™. On suppose que les actions commutent et

. J . N
que la submersion M —> N = M/Tn admet une section o de classe C™ et transverse a J. Alors
M est une variété de Poisson, qui a pour bivecteur de Poisson :

n

Rn ’]T’n/

Q= E §rr NERy
i=1

ou F; est une base de t,, et I} la base de R™ duale. En outre (), 2) admet une quantification
stricte par déformation, au sens de Rieffel.

Démonstration.
L’action de R™ sur M commute avec celle de T, donc elle induit une action de R™ sur N. D’aprés
la proposition 2.5.5 le groupoide G de ’action de Z™ sur R x M/Tn définie par :

k.(h, &) = (h, (hk).€),

G=Rx Mz )xz",

est étale, (G,C.°(@)) est un groupoide de déformation de (M, Q), et (M, 2) admet une quantifi-
cation stricte par déformation. CQFD

2.6 Premiers exemples

Je présente ici quelques applications directes du théoréme 2.5.4 ou de ses corollaires.



2 DEFORMATION, QUANTIFICATION ET GROUPOIDES 66

Déformation des tores par des tores non commutatifs de Rieffel

Pour tout bivecteur de Poisson € sur la variété M = T? qui est invariant par 'action a
gauche du groupe T9, si (61)1<1<q sont les coordonnées canoniques sur M, il existe deux entiers
m,n tels que d = m + n, et un matrice réelle (@;)” de taille m x n tels que :

Soient alors ’action, libre, o de T™ sur M = T™"" définie par :

a(ul,...,un) (‘917 ey Smy Smly - ,Sm+n) — (51, ey Smy U1LSm+1y - - - 7un5m+n),

et Iaction [ de R™ sur M définie par :
n .
Bay,.an) (515 - ,Sm) = (8162(91)17 o ,Smel(&”)m), avec (Oz); = Z @;xl
=1

Alors on a : .
Q= AN
Par ailleurs les deux actions commutent. De plus ’application quotient :

J
M=t — ° s N=T™

(S15--vy Smn) > (S1,...,Sm)
est surjective, de classe C*°, invariante par T", et elle admet une section de classe C™ :
.] 7 ) p )
o(S1yevy8m) = (81,0, 8m, L., 1).

Donc, d’apres le corollaire de la proposition 2.5.5, si G = (R x T™) x Z™ est le groupoide de
I’action de Z" sur R x T par :

k.(h,s1,...,8m) = (h, s Smem(ek)m)’

alors (G, C(G)) est un groupoide de déformation de (T™*™, Q) ; et il induit une quantification
stricte par déformation, au sens de Rieffel. On retrouve ainsi un résultat déja établi par Rieffel
[Rie89b, th. 1.3]. On notera que pour n =m =1 et © = 1, pour tout h =0, on a :

C*(Gp) = C(T%heta),

qui est ’algebre de la rotation.
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Sphéres Sj non commutatives de Connes et Landi
Soit la sphére :
M=s*= {(2,#/,t) e Cx CxR| |22+ P+ t2=1}.
Le tore T de dimension 1 agit de maniére effective et par diffeomorphismes sur S* :
u.(z,2',t) = (uz,2',t), u €T.
L’action est libre sur 'ouvert M, = {(z,2/,t) | z # 0}.
1. Soit N = C x R munie de I’action de R, par difféomorphismes, définie par :

x.(t,2)) = (t,e2)), sizeR.

2. On considére ’application :
J
st — > N=CxR
(2,2,t) ——> (2, t).
Elle est invariante par T ; et son image est le disque fermé :

A=D={(Z,t) eCxR| [P+t <1}.

De plus A, = J(M,) = {(/,t) € Cx R | ||+ t* < 1} = D? est un ouvert de N.

3. Une section continue de J est donnée par :

) L s*

(Z',t) > (V1 — |22 = 12,2, 0),

qui est de classe C™ sur A, transverse & J; de plus o(A) rencontre chaque orbite de T
une, et une seule fois i.e. pr o o est injective.

4. Dans tous les cas, les y s sont de classe C> puisque :
- si x =1, xpr = 1 est définie sur dom (xp7) = M
—six #1, xm(z2,t) =x (‘—j‘> est définie sur dom (xr) = M.

5. L’action de R sur N laisse S2 = D? — D3 et D3 stables.

Par conséquent, d’aprés la proposition 2.5.5, (G,CZ°(G)) est un groupoide de déformation de
(S*,Q), et (S* Q) admet une quantification stricte par déformation, avec

G = (RXSQX{0})U<(RX]§3)NZ)C(RXD3)NZ,
o 0

a0 " 90
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ol % (resp. %) est la dérivation le long des orbites de I’action initiale T (resp. de l'action de

T par u.(z,2',t) = (z,uz’,t)). Les algébres déformées C*(G) = C(S}) ne sont autres que les
sphéres non commutatives définies dans [CLO1]. Le résultat de déformation stricte au sens de
Rieffel n’est donc rien d’autre que celui de Varilly [Var01].

On reconnait en particulier que, pour tout i, F' = { (%, 0) e e ’]I'} est un fermé invariant

de G(ho) et, d’aprés la proposition 1.4.7 on a la suite exacte :

En particulier, on retrouve I'existence d’un morphisme surjectif

C(S}) —> C(T2).

Quantification de Bellissard et Vittot de C"

Sur la variété M = C", on considére l'action usuelle de T", coordonnée par coordonnée, qui
est effective; elle est libre sur l'ouvert M, = (C — {0})".

1. La variété N = R" est munie de 'action de R", par translations.

2. L’application :
J
cn _> R"
(21, 20) > (|21 [2al?)

est de classe C*°, invariante par T™; son image est A = (R;)", et 'image de M, est
J(M.) = Ae = (R )™ qui est ouvert dans N.

3. Il existe une section continue o de J définie par :
o
®Ry —2 >
(.%'1, R ,a:n) e (\/1'1, ey \/.%'n),

qui est de classe C™ sur M., et dont I'image est transverse aux orbites de T".

4. Pour tout x € T on a x(s1,...,8,) = slfl---slf", ol les k; sont des entiers, coor-

données de k = %dx dans la base canonique de R™. Alors yjs est définie sur 'ouvert
{(z1,.-y2n) | Vi, ki 0= 2; 20} de C" et est de classe C*™ d’aprés I’expression :

ki
Z
XM (215 ey 2n) = H <m) .
1<i<n,k;#0 v
5. Les ensembles
{(h,z) € RXR™ | ki # 0 = (x; # 0 et z; + hk; #0) }

sont ouverts dans G(©) = R x (R;)" d’aprés le lemme 3.3.4.
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Soit alors, le sous-groupoide :

G = |_| {(h,x) eRx (Ry)" | ki #0 = (x; #0 et x; + hk; #0) },
keznr

de (R x R™) x Z", pour l'action k.(h,z) = (h,z + kh). D’apres le théoréme 2.5.4, (G,C(G))
est un groupoide de déformation de C™, muni du bivecteur Poisson valant, sur M, :

9 10
0=y — A==
izl Bri A <Ti 301> ’

ou (r;,0;) sont les coordonnées polaires sur C". En fait, comme r;dr; Adf; = dx; Ady;, ou (z;,y;)
sont les coordonnées cartésiennes sur C", on voit que (M, ) est une variété symplectique de
forme symplectique, sur tout M :

n
w= Z dx; N dy;.
i=1
Cet exemple est essentiellement le méme que celui de Bellissard et Vittot [BV90], qui consi-
dérent eux le groupoide G” tel que :

s J{, ) e (R)™? |y ehZr, xehZhet ;=05 y; =0} sih#0
T (k) € R XZM | ki =0=>2; =0} sih=0

En fait G” est un sous-groupoide fermé de G, avec méme fibre en zéro. De maniére analogue a
la démonstration proposée ici, on peut montrer que G” est un groupoide de déformation en zéro
de C™, muni de sa structure symplectique canonique.
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3 Exemple des variétés toriques

Les variétés toriques sont un exemple non trivial de variétés symplectiques qui admettent
un groupoide de déformation étale qui n’est pas nécessairement un groupoide de Lie étale. Ce
groupoide est construit & partir de I'image de ’application moment de la variété torique.

3.1 Rappels sur le moment

Sur une variété de Poisson (resp. symplectique) — cf. définition 2.1.1 — on distingue certains
champs de vecteurs particuliers :

DEFINITION 3.1.1 —

1. On appelle gradient de Poisson (resp. gradient symplectique) d'une fonction £ € C*(M) le
champ de vecteurs V¢ défini par la derniére (resp. I'une) des conditions (resp. équivalentes)
suivantes :

Vi = (iw)~L(df)
Iy,w = df
VX € TM, w(Ve, X) = df(X)
Vi e C°(M), df'(Ve) = {£', £}

2. On dit qu’un champ de vecteurs X € C>(M,TM) est un champ de vecteurs hamiltonien si
If € C®°(M), Vi =X.

Lorsque I'égalité précédente a lieu, on dit aussi que f est le hamiltonien du champ de vecteurs
X.

Notations : Soit G, un groupe de Lie qui agit sur une variété de Poisson, M, par morphismes
de Poisson. Je note toujours g son algébre de Lie, et {x I’action infinitésimale associée a X € g.
Par ailleurs si X € g on note X la fonction, définie sur le dual g* de g, par X(§) = (£|X ). On
notera que cette correspondance est une injection de g dans C*°(g*).

DEFINITION 3.1.2 —

1. Le groupe G a une action hamiltonienne sur M si, pour tout X € g, le champ de vecteurs
x +— Ex(x) est hamiltonien i.e. :

VX eg, 3f € C(M), df =g w.

2. On appelle moment de I'action de G sur M une application M SN g* telle que
() VX e g, (J|X) € C=(M),

M ------ >g*

Y

R
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(i) VX €9, Vix) = Ex-

Rappelons le résultat standard suivant [CdS-W, 7.1 p.39] [Mar99] :

PROPOSITION 3.1.3 — Si le groupe G a une action hamiltonienne sur M, alors il existe une
application moment, unique & une application localement constante prés (resp. & une constante
prés si M est connexe).

EXEMPLES.

1. Action canonique de T” sur (R?",w) ~ (C",w), avec :
n
w= Zd%’ A dy; avec z; = x; + 1y;
i=1
(815w y8n) (21, -y 2n) = (81215 -, Sn2n).

Elle est hamiltonienne, et le moment vaut

J
R2" —_— t =R"

[z el
(21,...,2n) F < 2 PRI 2

2. Action & gauche (9. = gz) d’un sous-groupe G de T?", sur (T?",w), avec :

n
w=Y_db; Adb.
i=1
L’action n’est pas hamiltonienne — sauf si G = {1}.

3. Action coadjointe d’un groupe de Lie G : Le théoréme de Kirillov-Kostant-Souriau [AM,
(v) p. 302] dit que :
— il existe une unique structure de Poisson sur g* telle que

{)?, 5(’/} — [X, X']
— G agit sur g* par morphismes de Poisson
9-§ = Ady 1 ()

(action coadjointe, ot Ady(X) = gXg!)
— les orbites sont symplectiques
— J = Idg
4. Toute action par symplectomorphismes est hamiltonienne si :
— M simplement connexe.
- ou [g,g] =g.
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Je rappelle aussi le théoréme suivant (cf. C. M. Marle [Mar99, chap. V §5 th. 5.2] [LM87]) :

THEOREME 3.1.4 — Soit G un groupe de Lie qui a une action hamiltonienne sur une variété
symplectique M. Il existe une unique action affine de G sur g* ayant pour partie linéaire laction
coadjointe, c’est a dire de la forme

9.6 = Ad:-1(€) +6(g),

qui rend le moment J équivariant, c’est a dire vérifiant, pour tous g € G, x € M :

J(gx) = 9.7 (x) = Ad-1 (J () + 6(g).

En particulier, si G est commutatif, I’action coadjointe est triviale (i.e. Ad;_l(f) =¢); donc
le moment est invariant par G, & § € Hom(G,R) preés.

En 1981, Guillemin et Sternberg (|GS82]) d’une part, et Atiyah ([Ati]) d’autre part, ont
montré simultanément le résultat suivant :

THEOREME 3.1.5 — Si un tore T" a une action hamiltonienne sur une variété symplectique
compacte connexe (M,w) alors l'image J(M) de Uapplication moment est un polytope convexe
de t = R". En fait J(M) est l’enveloppe conveze de l'image, finie, par J des points fizes de M
pour l’action de T".

Je reproduis ici la démonstration d’Atiyah; j’en profite pour introduire quelques lemmes
utiles pour la suite.

LEMME 3.1.6 — si G a une action hamiltonienne sur (M,w) et ¢ ——> G morphisme de
groupes alors l'action de G’ sur (M,w) (par h.x = w(h)z) est hamiltonienne et le diagramme
suivant commute :

M

LEMME 3.1.7 — (Morse-Bott) Si ¢ : M — R est non dégénérée d’indice pair, au sens de Bott
i.e. :

— les points critiques forment une sous variété N de M

— la Hessienne d?¢ restreinte & 1’espace normal L ‘N/T y est non dégénérée

— d%p a un nombre pair de valeurs propres négatives
alors les o1 {¢}, € € R sont connexes (ou vides).

LEMME 3.1.8 — Soient :
— (My,w1) et (Msy,wq) variétés symplectiques compacte connexes munies d’une action ha-
miltonienne de T"
— M; —Z> M,, un symplectomorphisme équivariant par T" : p*ws = wy et p(g.2) = g.p(x).
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alors le diagramme suivant commute :

Mv .

On peut maintenant démontrer le théoréme.

en particulier Jy(M;) = Ja2(p(M7)).

Démonstration.

~Veet:, JTH{E} est connexe, ou vide :
On le démontre par récurrence sur n. D’aprés le lemme 3.1.6, avec le morphisme

(tla---,tn—l) e Tt é’ (tl,...,tn_l,l) e

on a:
n—1

k=1

ol (Ey) base de t,, de base duale E}, telle que di*(E}) = 0. Ensuite, d’aprés le lemme de Morse-
Bott 3.1.7.
en=1:J=J : M — R est non dégénérée d’indice pair (cf. Atiyah [Ati]).
en—1=n:si¢ valeur réguliére, o : M’ — R est non dégénérée d’indice pair (cf. Atiyah [Ati])
Y = <Jn|En>|M'
M = (Jp1) T H{d"(6)}

d’otl le résultat puisque :

T EY = M0 (JalEw) " {(EEw) } = o7 {(ElB) }

— J(M) est conveze :
Montrons que I'intersection de J(M) avec toute droite affine est connexe. Cela résulte de

JM)ndi T (g} = J(aa)H{ED).
N———
droite de t; connexe

— L’image par J des points fizes de laction est finie :
En effet, x est fixe par T" si et seulement si d,J = 0 car :

fx(l') =0 (igxw)m = 0<:>dm <J|X> =

La sous-variété {z | d,J =0} a un nombre fini de composantes connexes Z1,...,Z,,, car M
compacte; et J est constante sur chaque Z; ; notons J(Z;) = {&; }.

- J(M)=conv{&,...,&m} ¢
En effet, par ’absurde, supposons que J(z) ¢ conv{&1,...,&n - Alors, d’aprés le théoréme de
Hahn-Banach (ou Helly, en dimension finie) de séparation forte des convexes compacts on a :

X Vi (J(@)|X) > (&]X).
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Or, si {exptX |t € R} dense dans T" :
dy (J|X) =0 dpd =0
Et donc, comme M est compacte, ( J|X ) atteint son maximum en un point z; € Z; i.e. :
VX Ji, (J(@)|X) < (J(2:)|X) = (&]X)
CQFD

Enfin je rappelle sans démonstration le procédé de réduction symplectique introduit par
Marsden et Weinstein [MW74] [AM, p. 298-299] [Mar99, th. 7.3 p. 26 et th. p.91] :

PROPOSITION 3.1.9 — Soit S une sous-variété d’une variété symplectique (Mg, wp) ; on note
j linclusion. Alors il existe un feuilletage F sur S tel que T,F ker wg,,. Si de plus
- M= S/f est une variété,

— La projection canonique S P M est une submersion,
alors la 2-forme «quotienty w de M est symplectique et vérifie :

priw = j wy = wolg-

Démonstration.
Vérifions que x € S ——> kerwy, est une distribution intégrable. Pour tous champs de vecteurs
Xet X' ona:
i[X,X/] = (’L/yd + di_x)’i/y/ — ixl(i;\(d + dix),

donc ixw = 0 et ixw = 0 entrainent iy xqw = 0, puisque dw = 0. CQFD

THEOREME 3.1.10 — Soient (My,wq) une variété symplectique et G un groupe de Lie. On
suppose que :
— G a une action hamiltonienne sur My. Le moment est noté J, et on note (g,&) — g.£
Paction de G sur g* qui rend J équivariante (cf. théoréme 3.1.4);
~ £ € g* est une valeur faiblement réguliere de J, ie. S = J 1{£} est une variété et
T,.S = kerd,J pour tout x € S ; c’est en particulier le cas si € est une valeur réguliére ;
~ Vaction de Ge = {g € G| g.£ =&} sur S = J1{&} est libre et propre. On notera que Gg
agit sur J71{E}, car siz € JTH{E} et g€ Ge on a : J(g.w) = g.J(z) = g.£ =&
Alors d’aprés la proposition précédente on a un feuilletage F sur S tel que
— les feuilles sont les orbites du groupe G¢, car T, F = ker wolg () = Ty (Ge.x).
- M= S/]_- = J71{£%£ est une variété symplectique ; la forme symplectique est encore notée
w.
—ona:prfiw=j*wy = wolg-

On remarquera que dans le cas d’un groupe commutatif I’action coadjointe est triviale donc
G¢ = G, si le cocycle § € Hom(G,R) est nul; on verra plus loin que c’est toujours le cas pour une
variété torique.
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3.2 Rappels sur les variétés toriques

Les deux exemples qui suivent montrent que des actions différentes peuvent avoir mémes
polytopes images de I'application moment.

EXEMPLES.

1. Pour une variété symplectique M munie de action triviale g.x = x, on a J(M) =
{un point }.

2. Soit M une variété symplectique munie de ’action hamiltonienne d’un tore T", de moment
J. Alors, pour toute variété symplectique P, l'action de T™ sur (M x P) définie par
g-(z,y) = (g.z,y), est hamiltonienne. Si on note J’ son moment, on a J'(M x P) = J(M).

Cependant en imposant certaines restrictions inspirées par ces deux cas on caractérise entié-
rement ’action :

DEFINITION 3.2.1 — Une variété symplectique compacte et connexe M munie d’un action de
T™ hamiltonienne est appelée une variété torique lorsque :
— I"action est effective i.e.

VgeT" —{1}, dJz € M, g.x # x;

— M est de dimension 2n (en fait on avait nécessairement dim M > 2n pour une action effective).

Cette définition coincide en fait la théorie développée, entre autres, par Demazure [Tei, Aud].
On a alors un résultat, da a T. Delzant ([Del88]) :

THEOREME 3.2.2 — Si (M,w1) et (Ma,ws) sont des variétés toriques pour l'action d’un
méme tore T" et si J1(My) = Jo(Ms), alors il existe o tel que :

- @ difféeomorphisme symplectique ;

— @ est T"—équivariant ;

— @ fait commuter le diagramme suivant :

My -------- L > Mo
J1 J2

Ji(My) = Ja(Ms).

EXEMPLE. — On montrera plus loin (cf. paragraphe 3.4) que la sphére S?, munie de 'action
longitudinale de T, est une variété torique; cette action a deux point fixes, & savoir les poles
nord et sud. Donc, d’aprés le théoréme d’Atiyah 3.1.5, le polytope obtenu est un segment dans
R. Par ailleurs 'action de T? sur §* = {(z,2/,t) € C* x R | |2?| + [¢/|* + t* =1} par

(u,u).(2,2',t) = (uz,u'2,t)
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admet elle aussi deux point fixes. Comme S? et S* ne sont pas symplectomorphes, ni méme
diffeomorphes, il résulte d’aprés le théoréme précédent qu’il n’est pas possible que S* soit une
variété torique, puisque son polytope serait alors un segment aussi.

Le probléme se pose alors de savoir si un polytope donné est 'image du moment dune
certaine variété torique, et laquelle ¢.e. comment reconstruire la variété torique a partir du
polytope.

Je reprends les notations et conventions énoncés au début du paragraphe 2.5, page 55.

DEFINITION 3.2.3 — Un polytope A C R" =t est un polytope de Delzant ([Gui94], [Del88])
lorsque :
— en chaque sommet §i, exactement n arétes se rencontrent;
— les arétes issues de &; ont des directions rationnelles, i.e. Z; € Z™ pour des arétes de la forme
{&+iE[0<t<to};
— en chaque sommet ces directions (Z;) peuvent étre choisies de maniére a former une Z—base
de Z™.

PROPOSITION 3.2.4 — Si M est une variété torique J(M) est un polytope de Delzant.
On a alors une réponse au probléme posé, donnée par Delzant (|[Del88]).

THEOREME 3.2.5 — Si A est un polytope de Delzant dans R™, alors il exriste une variété
torique (M,w) telle que J(M) = A.

De plus, la démonstration de ce théoréme est constructive, et cette construction est du plus
haut intérét pour la suite. Avant de donner cette démonstration, je rappelle une lemme da &
Delzant [Del88, lemme 2.2 p. 321] :

LEMME 3.2.6 — Soit M une variété torique de dimension n, et .J, I’application moment.
Alors :
— J est une application quotient de ’action du tore.
— Pour tout £ € A = J(M), la variété J! {£} est un tore de dimension égale & celle de la
face de A contenant &.
— Le groupe d’isotropie d’un point x de M est le groupe connexe dont 1’algébre de Lie est
l'annulateur dans t,, de la face de A contenant J(x), i.e.

Lie(Ty) = P RX;.
JI(J(z)| X ;)=0
Voici la démonstration du théoréme 3.2.5 :

Démonstration.
— Définition équivalente des polytopes de Delzant :
Un polytope A, i.e. un polyédre compact, & n + d faces, avec nécessairement d > 1, est de Delzant

si et seulement s’il existe un morphisme de groupes surjectif :

Tner ™ S Tn,
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dont le noyau ker 7 est connexe — donc c’est un tore de dimension d — tel que :
A={fet, | Vie{l,...,n+d} ({X;) =\ },
avec A1, ..., A\ntad € R, et X; = dn(E;) € t,, out (E;) est une base de t,,1q telle que :

n+1
2 = P zE;.
j=1

— FEzxpression alternative de A :
Avec le paramétrage précédent de A on a :

A = {get | (€X) =0
= {&ety | (dr(OIE;) = A}
= @) {n et | (B = A}
= (dm) 7 (A (ga)+) -
ou A = A\ E7 est une constante et (t; ;)1 = {n €t , | (n|E;) > 0} est le premier quadrant
de t; , ; relativement & la base (F}).

— Construction de M :
L’action de T"*% sur C"*¢ a pour moment :

n+d |Z|2
Jo(zl, ce ,Zn+d) =+ Z ]TEJ*
j=1

En particulier Jo(C"™) = X+ (7, ) +-
Par ailleurs, si on note i injection T = ker 7 —= T4, d’aprés le lemme 3.1.6, on a le diagramme
commutatif suivant :

Cner

JO/ YI
di*

g —>> .
Comme Jy est invariant par laction de T¢ — d’aprés le lemme 3.2.6, on a une action T¢ sur
J;1{0}. On pose :
-1
M="Ta 100
— Structure symplectique sur M :
On utilise le procédé de réduction symplectique de Marsden-Weinstein avec X = C"*¢ muni de
la forme symplectique canonique wy, & = 0, T" = T+,
— Action de T™ sur M :
L’action de T"*? sur J;' {0} passe au quotient par T¢, d’ott une action de T"*+¢/T? ~ T" sur
M :
[T%.(t1, . s tnga)l [T (21, Znga)) = [T (6121, - s o dZngd)].
Le moment de cette action est donné par :

pr .
M <— J;' {0}

£
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— Polytope de Uaction de T" sur M :
En résumé, on a :

M < g0y <Ls o

VAT

D’aprés les lemmes 3.1.6 et 3.1.8, le diagramme commute ; on calcule :
J(M) = J(pr(Jg'{0}))
= (g {0})
= () Y ((Jooj)(J;1{0})) car dr* injective
Jo(J3 " {0})
= JC*yndi*" {0}
= A+ (t.g)+) N Im(dr™) car moi=1.

A
S
O
.
SN—r
—~
=
—~
(@n]
—
N—
|

Donc
J(M) = (dr*) 7t (A + (t4a)+) = A
CQFD

3.3 Déformation d’une variété torique

Toute variété torique M est munie de l’action effective o d’un tore T™. Dans ce paragraphe
je montre que 'on peut appliquer le théoréme 2.5.4, avec N = R™ = ¢ muni de ’action 3 de
R™, par translation, et J ’application moment. De plus la structure de Poisson sur M obtenue
par ce théoréme est en fait la structure symplectique de départ de M.

Notations : Je désigne toujours par M une variété torique de dimension 2n, et A = J(M) C ¢}
le polytope image de I'application moment, paramétré par :

A={tet| Vel ..,n+d} (€1X;) > A},
aveCc X1,...,Xn+td € t, €t A1,..., \peqd € R, choisis de sorte qu’il existe un morphisme de
groupes de Lie T""¢ —"> T” vérifiant dr(E;) = Xj, ot (E;) est une Z-base de Z"9, et tels
que le sous-groupe ker w de Tt soit connexe — je noterai donc T¢ = ker 7. Je note toujours
w (resp. wp) la forme symplectique de M (resp. la forme symplectique canonique de C*¢). Si
g € T™, la translation par g est notée :

L
r €M —>qgxc M.

On conserve les notations de la construction de Delzant précédente :

M < J; {0}  J 5

7
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avec
(o) = {77 €ty | (nlE;) > 0},

(aa)+ = {ne€thia| (nE;) >0},
n+d

A=Y NE;],
j=1
ol (E7) est la base de t,, ; duale de (Ej).

[e)

PROPOSITION 3.3.1 — Si 0y est une section (resp. continue, resp. de classe C™ sur A+(t;_, ;)+)
Ji
de C"td s )\ + (t:, 4)+, alors :

og=proogo dr*|,

° J
est une section (resp.continue, resp. de classe C*° sur A) de M —> A.

Démonstration.
La composée est bien définie, car si { € A on sait que dr*(§) € A+ (t:, ;)1 (d’aprés le calcul
A = (dr*)™' (A + (t,4)+))- Alors on a bien oo(dn*(£)) € J;' {0} puisque :

Ja(oo(dm*(§))) = di*oJyoogodr*(§) car Jg=di*oJy
= di*odr*(§) car Joooo = Idi(s, ),
0 carmoi = 1.

Alors o est bien une section de J, car, d’aprés le diagramme commutatifs précédent, on a :

Jo=dr*oJoprsur J; {0},

donc
dr* (§) = Jo(oo(dr™(€))) = (dr* o J o pr)(oo(dn™(£))) = (dn" o J 0 0)(§).
Comme drn* est injective, on déduit que (J o 0)(§) = &. CQFD
PROPOSITION 3.3.2 — Soit M une variété torique de dimension 2n. Alors ’application

moment J est invariante par T". En outre, pour toute section ¢ de J, en notant toujours

M M/Tn, la composée pr~ o o est bijective. En particulier, d’aprés la proposition 2.5.2, A

et M/G sont homéomorphes, par pr» o 0.

Démonstration. )
L’application J est invariante par T" d’aprés le lemme 3.2.6, d & Delzant ; notons M/Tn LAY
I’application quotient. Ce méme lemme indique de plus que, pour tout point £ € A, tous les points
de J=1 {¢} sont dans la méme orbite. Donc, pour tout € M, comme z et o(J(x)) sont dans la
méme orbite, on a pra (o o J(x)) = pr=(z); comme pr- est surjective, il vient que pr» o o aussi.
Par ailleurs l'injectivité résulte de ce que .J o (pr» 0 0) = Ida est injective. CQFD

Notations : Pour £ € A, on notera T§¢ la valeur commune des groupes d’isotropie T3, pour

x € J 1 {¢). Pour tout caractére y € 'ﬁ"\@, on note alors, comme dans les notations qui précédent
la proposition 2.4.6 :
Alx)={¢eA | T C ker x }.
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Si k = 1dx on conserve la notation A(y) = A(k).
Dans la suite je choisis la section og suivante :

crd < - C > A+ () s
(215 Znad) —_— )\+ZTE].
=

(RJr)ner 9( \% 2(7’1 - >\1)7 eV 2(77n+d - An)) & ZUJE;,

qui vérifie trivialement les conditions de régularité de la proposition 3.3.1.

PROPOSITION 3.3.3 — Soit M une variété torique de dimension 2n. On a :
— pour tout x € T?, notant k = %dx :

Al =& e A (§1X;) = Aj = (k[X;) =0}

—pourtout x € M : T ={1} & J(x) € A;

o

En particulier, ’action de T™ sur M est libre sur 'ouvert M, = J~'(A). Donc A, = J(M,) est

Pouvert A de .

Démonstration.

— Calcul des A(x) :
On sait, d’aprés le lemme de Delzant 3.2.6, que :

Lie(T?) = P Ry
J | (@) X;)=0

Par ailleurs on a :
A ={gea|Tig Ckerx ).

Enfin, d’aprés le lemme de Delzant, ’]I‘Z(E) est connexe, donc :

Tl Ckery ¢ Lie(The) = €D RX; C kerdy.
i | (e1x;)=0

Donc finalement :
Alx)={§e A | (£X;) =X = (klX;)=0}.

— Calcul de M, :
On a T? = {1}, si et seulement si :

J(x) € AW}

o (I (@)
soit, d’apreés le calcul des A(x) :

)

T = (1} & (%, (J@IX;) > A) & J(@) € A,

80

CQFD
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COROLLAIRE. — Soient M une variété torique de dimension 2n, et A le polytope image de
I’application moment de M. Alors, pour tout k& € Z", ’ensemble :

{(n,§) e R xR" [ £, &+ hk € A(k) }
est ouvert dans R x A.
Cela résulte du lemme plus général suivant :
LEMME 3.3.4 — Pour tout polyédre, non nécessairement de Delzant, ni méme compact :
A={fet,| Vje{l,...,n+d} (&|X;) >N},
si, pour tout k£ € Z™, on définit :
Ak) ={€ e A (€X;) = Aj = (kX;) =0},

alors ’ensemble
Ep,={(h,& e RxR" | &+ hk e A(k)}

ouvert dans R x A.

Démonstration.
En effet on a :
(k|X;) # 0= (£X;) >
<k|Xj>7é0:><§+hk:|X)>)\j
£+ Rk e Ak
SEFIEA SN hx) =0 = (e1x;) >
<k|X->:0:><§+hk|X> A

Comme (£ + hk|X;) = (€|X;) + h (k| X, ), on voit que :

{<le i) #F 0= (X;) >\
(k|X;)
(k|1X;) =
£ e Ak)

EE+hkeAlk) & E|IX;) #0= ({4 hk|X;) > A;

kIX;) = 0= (X;) = A

& (k)et ¢+ nkel,

ou U est I'ouvert de R” suivant :
U={neR" | (KX;)#0= (11X,;) >\ }.
Ainsi E), apparait sous la forme :
Er=RxAk)N{(RE{ eRxR" | {+hkeU}.
Comme A(k) est ouvert dans A, il s’ensuit que Ej, est ouvert dans A x R™. CQFD

ProPoOsSITION 3.3.5 — Pour tout y € ’fF?‘, I’application s, définie moyennant o sur un
ouvert de M et a valeurs dans T, définie au théoréme 2.5.3, est de classe C*.
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Démonstration.
Soit la fonction :

v
r]rn-i-d XA - 5 (Cn-i-d

(9,6)  ———>g.00(dm7(¢)).

Six € T", on a x o € Tn<. En outre T"*+¢ agit sur C"+?; d’aprés le théoréme 2.5.3, on définit
une fonction (x o 7)cn+a telle que :

Jo(dom (X o 7T)(C'n.+d) X Tner ﬂ\* dom (X o W)Cn+d

pra (xom)cn+a  wo(n,9) = g.oo(n)

Tner

ou
dom (x o 7)cn+a = { 2 € C*H | T? Ckeryor},

Jo(dom (x o T)gn+a) = {77 eEX(ta)+ l Ty C kerxo 77} .

— v enwoie surjectivement T" " x A(x) sur pr=(M,) et pr=1(M,) C dom (x o 7)cn+a :
Pour la deuxiéme partie de cette assertion, si z € pr=*(M,) C J;' {0}, on a, par définition du
T"-espace M, par réduction symplectique :

pr(g.z) = m(g).pr(z)
Donc :

T = {ge'ﬂ‘"+d ‘ gz=1z}
{geT"t | n(g)pr(z) =pr(z)}
7 (Tpoz))-

N

Donc :
—1 _ —1 n
pr(My) = {z eJ; {0} l T2y C kerx}

{zE J7H{0}

dom (x o T)gn+a.

N

T, C ﬂil(TZT(Z)) cnt(kery) = kerxow}

N

Alors, si (g,¢) € T x A(x), on a :

pr(v(g,€)) = pr(g.00 (d7"(€))) = m(g)a($),

Donc :
pr(v(T < A(x))) = T".a(A(x)) = T H(A(x) = My,

soit :
U(T"er x A(x)) = pril(MX).
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— xnm est de classe C™° :
En effet, sur T"* x A(x), on a :

(xar opr)(v(g,€)) = xal(m(g).0(¢))

{(xIm(g))

(xomlg)

= (xom)cn+a (g-00(dm™(£)))

(X o T)cn+a(v(g,§))-

Donc, comme v est surjective, on a xp opr = (X o7 )cn+a sur pr—' (M, ). Montrons que (x o T)cn+a
est de classe C*° sur ((C”er)xo7r ; il en résultera, comme pr est une submersion, que x s est de classe

C*. En fait, plus généralement, pour tout caractére xo sur T"*?, en particulier pour yo = x o 7,
la fonction (xo)cn+a est C™ sur dom (xo)cn+a. En effet si z = (21,...,2,14) € C"T¥ on a:

TQ:{(glv7gn+d>€Tn+d|zj7£0:>gj:1}

Et tout caractére yo sur T"*¢ est de la forme :

n-+d
Xo(gla e agn-i-d) = H(gj)lj’
j=1
ot (I1, ..., lnta) =1 = dxo € Z"*%, i.e. I; = (Ldxo|E; ). Ainsi, compte-tenu du choix particulier

de la section oy, on trouve que :

dom (Xo)(cn+d = {(zl,...,zn+d) S (Cner ’ lj 7é 0= Zj 7& 0},

(xo)erra(zree s ma) = |1 (i)b ,

(3w Al
donc (xo)cn+a est clairement de classe C™. CQFD
PROPOSITION 3.3.6 — L’application :

AxT* — % o M,

&9) > Lgo0(§) =g.0(¢)
est un difféeomorphisme. En outre via la trivialisation (canonique) :
TAXT") TAXTT" ~ (A xt)x (T" x t,) = (A xT") Xt X t,,

on a (sur M) :
e*w((E,X),(E, X)) =(Z'|X) - (E|X).
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Démonstration.
(e}

L’action de T™ sur M, est libre et propre, et o est une section de classe C™ et transverse sur A,
donc d’aprés la proposition 2.5.2, ¢ est un difféomorphisme.
[e]

Si(€,9,2,X)€e AXxT" x t xt, on a, vie la trivialisation :

de gp(E,X) = Ex(0(€,9)) + doe,g) Lg 0 dea(Z).
On déduit ainsi :

P'wEX,E X" = w(x,dLyjodo(E)) —w(éxr,dLy o do(E))
+ w(dLgodo(E),dLg 0 do(Z')) +w(éx,Ex7)

Par ailleurs rappelons que :

- w(éx,.) =d{J|X)(.) par définition du moment.

— J est invariante par I’action de T" i.e. L;J = J et dJ({x) = 0.

— o=proggodn*.

— La réduction de Marsden-Weinstein fait que pr*w = wy.

— ojwo = 0, par un calcul immédiat, d’apreés le choix de oy fait précédemment.

— Joo =1da.
On a donc :
w(éx,&x) = d{J|IX)(Ex)
= 0
w(dLgodo(E),dLgodo(Z)) = Lyw(do(Z),do(Z"))
= o'w(E,Z)
= (opodr™)*(priw)(E,Z")
= (opodrn™)*wy(E,Z)
= oiwo(d(dn)(E), d(dn*)(E)))
= 0
w(x,dLyodo(Z)) = d{(J|X)(dL,odo(Z))
= o*'d{J|X) ()
= (Z|X).
CQFD
COROLLAIRE. — Soient (M,w) une variété torique de dimension 2n, et 2 le bivecteur de

Poisson associé. Soient (6;) les coordonnées canoniques sur T”, et (&;) les coordonnées sur R"
. RN * o A @ e . -
canoniquement associés & la base % .S A X T?" — M, est le difféeomorphisme précédent,

K2 ~

alors, sur M, on a :

& 0 n
Q= o == .
Z;p (3&)/\586%

Démonstration.
On remarque juste que :
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Alors le résultat provient directement de la proposition 3.3.6 et de la relation entre w et 2 donnée
par :
(Qdf @ df") = w(Ve, Ver).

CQFD
On peut maintenant énoncer le résultat principal de cette thése :
THEOREME 3.3.7 — Soit (M,w) une variété torique de dimension 2n. Soit
A={¢et, | Vie{l,....n+d} (&|X;) >N},
le polytope image de l'application moment de M. Soit

EE+hke A
G=1 (h&k) e RxR" xZ" (€1X;) = Aj = (k| X;) =0
(E+ k| X;) =X = (k|X;)=0

Alors G est un sous-groupoide de G = (R x t%) x Z" — pour Uaction k.(h,&) = (h,& + hk) ; et
(G,C°(Q)) est un groupoide de déformation de (M,w).

Démonstration.
Les hypothéses du théoréme 2.5.4 sont satisfaites, en prenant pour M la variété torique, munie de
I’action Paction effective o du tore T™ ; en effet :

1. est vérifiée en prenant 'action § par translations de R™ sur N = R";

2. est satisfaite en prenant J l’application moment de (M, w), d’aprés la proposition 3.3.2;
3. découle de la proposition 3.3.1;

4. est démontrée & la proposition 3.3.3;

5. est montré au corollaire de la proposition 3.3.3, qui résulte lui-méme du lemme 3.3.4.

Par ailleurs, le calcul des A(x) effectué a la proposition 3.3.3 indique que le groupoide G ci-dessus
est égal & celui donné au théoréme 2.5.4. Enfin, d’aprés le corollaire de la proposition 3.3.6 le
bivecteur de Poisson € du théoréme 2.5.4 est celui de la structure symplectique initiale de (M, w).

CQFD

On a de plus le résultat complémentaire suivant :

PROPOSITION 3.3.8 — Si (G est le groupoide du théoréme précédent, pour tout i € R, toute
représentation irréductible de C*(Gp) est de dimension finie. En particulier C*(Gp) est de type I
[Dix, déf. 5.4.2 p. 121, th. 9.1 p. 190].

Démonstration.
Pour i =0, C*(G}) est commutative, donc toute représentation irréductible est de dimension 1.
Pour 7 # 0, la description de G montre que 'action de G, sur G%O) est sans isotropie — on dit
alors que G est principal . De plus, pour tout (A,£,k) € Gp, on a :

Gr{(h& k) C{(h&EK) | E+nE € A},

En particulier, comme A est borné, toute orbite de 'action de G}, sur Géo) est finie, et donc fermée

aussi. Or toute représentation irréductible de la C*-algébre d’un groupoide principal (moyennable)

dont les orbites sont fermées est nécessairement supportée par une telle orbite, d’ou le résultat.
CQFD
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3.4 Calculs explicites sur un exemple

Je donne ici des calculs explicites de cette quantification, pour les variétés toriques les plus
simples, i.e. de dimension 2.

On applique la construction de Delzant (démonstration du théoréme 3.2.5) aux polytopes
de t]. Dans la droite tj, les polytopes sont tous de la forme :

A=[abFf={cet [{€F) >act (-F)> b},

~

ol F est un vecteur de base de t;, tel que " exp(T) = ZFy, si F} est la base duale de Fj.
Par rapport aux notations générales, on a :

n = 1,d: 1,X1 :Fl,XQ = _Fla)‘l :a,)\2 = —b.

Détermination de la variété M obtenue par la construction de Delzant

Calculons d’abord le morphisme de groupes T —>> T. On veut que drn(E;) = X, dr(E,) =
Xo, ou Eq, E5 est la base de ty telle que exp(E7) = (1,0) et exp(E2) = (0,1). Donc nécessaire-
ment :

dm
to _— t

aF) + By —m—> (a—pB)F,

d’ou

(s,8) +—> st

* dﬂ.* *
Y _— t
WFp > (B} - B).

Alors kerm = {(s,5) | s € T} = T? est un tore connexe de dimension 1; on identifie donc le
dual de son algébre de Lie & R; via cette identification, on a :

di*
& —> R
wEy +vE; —m> w+ v

Le moment de ’action diagonale de T2 sur (C2,wy), ot wg = dx1 A dy; + dxa A dys est la forme
symplectique canonique, est donné par :
J
C? — 2 > £

1 1
(21,22) FH———> (5\21]2 + a,) E} + (5\22]2 — b) E3
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D’aprés le diagramme commutatif :

(cn—l—d

on trouve : 1 1
Ja(z1,22) = §|Z1|2 + §|22|2 +a—b.

Donc J; ' {0} est la sphére de rayon /2(b — a) :
53 = {(2’1,22) < C2 | ’21‘2 + ‘2’2’2 = 2(b — a) } .
munie de I’action T? induite par celle sur C2.

On sait que le feuilletage de S par 1’action du sous-tore diagonal ker 7 C T? correspond &

une fibration de Hopf [CLN, chap. II, (2) p. 43] i.e. :
9 b—a\? 9 b—a\?
/kem—>S )JERXC t—i—T +|z|° = 5

~

\/

_ (lzalP=l22? _ b-a znzm
pr(zl,zg)—( 1 — "9 79 .

Ayant ide121tiﬁé M = SS/T a S?, laction de 11Q/kem est donnée par une section du quotient
T2 —> T/ ~ T, par exemple :
ker ’

{(s,1) | s€ T} c T?,

et, via cette identification, on obtient I’action de s € T sur (¢,z) = pr(z1, 22) € S? par :

s.(t,2) = (s, 1)pr(z1, )
= pr(sz1,22)
1 b—a
= (30aP = ) - 5% sa)
= (t,s.2).

Calculons maintenant le moment J et sa section o, via ces identifications. Le choix de section
de Jy du paragraphe précédent est :

[a, +oo[ B + [=b, +oo[ B — 20 5 C2

zE] +yFE3 —_— (\/Q(m—a),\/Q(y—i-b)).
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D’aprés la proposition 3.3.1 en déduit une section [a, b] —7>8%2de J , donnée par :

o(t) = proogodr™(t)
= pr(oo(tEy —tEy))

= pr (V2 + ), V2(-+D))
- <t, t+a)b— )).

On en déduit immédiatement :
J(t,z) = J(t,]2]) = J(a(t)) =t

En excluant les poles N = (b,0) et S = (a,0), on a un donc un difféeomorphisme

@b xT — 72 > S?— {N,S}
(t,s) F———>s.0(t) = (t, s\ (t+a)(b—1)),

et on déduit que la forme symplectique sur S? est w telle que

Y'w =dt Adf.

En résumé, on voit que la construction de Delzant pour A = [a,b] donne une sphére symplec-
tique (S%,dt Ad) de diamétre b— a plongée dans R x C, munie de Uaction du tore T par rotation
autour de l’aze des péles (N = (b,0), S = (a,0)). L’application moment s’identifie alors a la
projection sur l'aze R.
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Groupoide G et transformée de Fourier
On a immédiatement :
Gy = {(t,k)ela,b)xZ]|(t=a=k=0)et (t=b=k=0)}
= (Ja,b[xZ)U{(a,0),(b,0)} CR x Z.

Les fonctions y s définies au théoréme 2.5.3, pour tout caractére y € '/Jf, valent alors :
~ xm(t,z) =1sur S% si y =1;

- xum(t,z) =x (ﬁ) sur S2 — {N,S}, si x # 1.

Dans le paramétrage ¢ sur S — { N, S}, notant k = %dx € 7Z ie x(s) = s*, on a ﬁ = e,
donc : 5
=g (t:2) = (k) (2.

Et, pour f € C.(Gyg), J étant 1"isomorphisme C(S?) —j> C*(Gy) associé au choix de o du

théoréme 2.5.3, on a :

k
ERT RIS ELRAP AL () strar

f(t,0) sinon
Donc, comme w =dt Adf, on a, sit#a,b:

{j_1f7 j_lf/ }S2 (t,2)

N L A A e 2
- ot 00 ot 00 -

-1
= Z <8Jat f(t, k:)XM(t,Z)> (f/(t, k/)(lk,)[k‘/](t,z))

~—1 g1
-, <8Jatf (t,k)XM(t,z)> (St K )KL, 2))

~—1 ~—1
= Z[l](t,z>< > Bl wm - 2L <t,k>f<t,k'>zk'>

ot
k+k'=l
931 o3ty
’J_l< Jatf*(”f')— J@tf *(Zlf)> (2

avec (Lf)(t,k) = kf(t, k). Cela se prolonge, par continuité, en ¢t = a et ¢t = b. On retrouve ainsi
directement le résultat de la proposition 3.3.6.

Groupoide de déformation de S?

La définition du paragraphe précédent, dans le cas présent, donne :
G={(htk)ER*XZ |t,t—hkeA(k)},

— ou choix de t + hk ; compatibilité des formules & voir
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avec

A(k):{[a’b] s%k::()7
Ja,b[ sik #O0.

Soit G = U S} avec :

kezZ
S — R X [a,b] x {0} sik=0
"TU{(tk) eR2 x {k} | t,t+khela,b[}  sik 0.
L’allure de ce groupoide, pour a = —1 et b = 1 par exemple, ressemble donc 4 :
& h
k=2
¢ h
k=1
PR E - -
h
k=0
& h
=1
¢ h
=2
h=0 h

Calcul direct de la limite du commutateur

De plus, comme les bissections S = G NR? x {k} sont disjointes on a :

C&(G) = P T (Sh).

keZ

En particulier, pour k # 0, les S sont des ouverts de R?, donc 'espace C2°(Sy) est formé de
fonctions de classe C* au sens usuel. En outre CZ°(Sy) est ’espace des fonctions continues sur
R X [a, b], de classe C*° sur Rx]a, b et dont toutes les dérivées, a tout ordre, ont un prolongement
continu sur R X [a, b].
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Pour f € C°(Sy) et f' € C°(Sy) la convolution est donnée par
C C

0 sil#k+K

frrtl) = {f(h,t,k)f’(h,t—kh,k’) sil=k+k

D’ou

(f * fl - f/ * f)(hv 2 l) = 5l,k+k‘/ (f(h7t7 k)fl(h7t — kh, k/) - f/(h7t7 kl)f(h7t

Et donc, comme (f * f' — "« £)(0,¢,1) =0, on a, pour t # a,b :

{ff}G O,t,l

- ?%(f*f’—f’*f)(o»tvl)
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—K'h,k)) .

= § kwl (g}’;(o,t,k)f’(o,t,k’) + £(0,t, k) <ah 0,t, k") — k:—f(o t k )>)

e <88];I(0,t,k VF(0,, ) — F(0,4, k) <g£(o bk — K f(h ¢ k)>>
= ey (FOLRCRG0.0K) = FO.0K) )G 0.8))

= (G -G 0

= J{I7U T b (0,8,0).

Par continuité, cela reste vrai en t = a et £ = b. On prouve ainsi, directement, que G est un

groupoide de déformation de S?.
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Résumé en francais : Cette thése propose une notion de quantification par déformation des
variétés de Poisson au sens des C*-algébres, en lien notamment avec l’emploi de groupoides.
Cette théorie s’appuie sur des exemples, notamment celui des variétés toriques. La premiére
partie est un rappel de connaissances développées depuis quelques dizaines d’années sur les
groupoides et leurs C*-algébres. La deuxiéme partie présente les définitions de déformation
et de quantification utilisées ensuite, et leur traduction, pour les groupoides, dans la notion
importante de groupoide de déformation. Une large classe de sous-groupoides des groupoides
de Lie est de ce type. Enfin le résultat principal de cette thése est une condition suffisante sur
les variétés M munies de l'action d'un tore T™ pour construire un groupoide de déformation
associé, au moyen du choix d’une action de R™ sur une variété contenant le quotient M/T"; ce
groupoide se présente comme un sous-groupoide du groupoide de l'action d’un groupe discret.
On retrouve alors des résultats de quantification connus pour C”, les tores et les sphéres de
dimension 4 non commutatifs. La troisiéme partie applique ce résultat a ’exemple des variétés
toriques, dont la géométrie étonnante, en terme de moment notamment, fut découverte dans les
années 80. Cette construction fournit le premier exemple de quantification des variétés toriques
dans un cadre C*-algébrique, méme dans les cas les plus simples (sphére de dimension 2, espaces
projectifs complexes).

Abstract (Résumé en anglais) :
Deformation and Quantization of toric manifolds using groupoids

This thesis provides a notion of deformation quantization of Poisson manifolds, in a C*-
algebraic framework, in relation with the use of groupoids. This theory is illustrated by examples,
in particular the one of toric manifolds. The first part recalls some known facts on groupoids
and their C*-algebras discovered in the past decades. The second part exposes the definitions of
deformation and quantization used in the thesis, and their translation in terms of groupoids with
the important notion of a deformation groupoid. A large class of subgroupoids of Lie groupoids
is of this type. The main result of the thesis gives a condition on a manifold M endowed with
an action of a torus Tn such that there is a deformation groupoid associated to it. It requires
an action of Rn on a manifold containing the orbit space M /T"™; the groupoid obtained is a
subgroupoid of a groupoid of an action of a discrete group. We recover by this method known
results for the quantization of Cn and the noncommutative torus and 4-spheres. The third
part is an application of this result to the more complicated case of toric manifolds, using the
unexpected discoveries of the 80’s on the geometry of their moment map. This construction
is the first exemple of quantization of toric manifolds, in a C*-algebraic framwork, even is
the simplest cases (2-sphere and complex projective spaces). This provides in particular a C*-
algebraic quantization of the 2-sphere and of complex projective spaces and answers the problem
of the existence of such a quantization.

Mots-clefs : quantification par déformation, groupoides, variétés toriques, géométrie symplec-
tique, géométrie non-commutative, C*-algebres de groupoides, champs continus de C*-algébres
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