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Résumé :

Ma thése généralise la notion de criticalité pour le modéle d’Ising en dimension 2. J’y définis une nouvelle
notion d’holomorphie discréte sur une décomposition cellulaire d’une surface de Riemann.

Le modele d’Ising converge, a imite thermodynamique vers une théorie conforme continue, quand la limite
est prise sur un réseau (carré, triangulaire), prés de la température critique. J’étends cette criticalité & des
décompositions cellulaires générales et je décompose le spineur en parties holomorphes et antiholomorphes discréetes,
analogues discrets des blocs conformes.

On définit une équation de Cauchy-Riemann discréte sur le double d’une décomposition cellulaire. Des
théorémes classiques sont encore transposables: harmonicité, base des différentielles, pole, théoréme des résidus.

Il y a des différences, le produit point par point ne préserve pas I’holomorphie, les péles sont d’ordre un, ’espace
des formes holomorphes est de dimension double du genre.

Une carte est semi-critique si d’une fonction holomorphe discrete f et d’une carte locale plate Z on peut
faire une 1-forme fdZ et critique si fdZ est holomorphe. Cette classe contient les réseaux mais bien plus. Une
suite convergente de fonctions holomorphes discrétes sur une suite convergente de cartes critiques a pour limite
une fonction holomorphe sur la surface de Riemann.

Dans le cas des réseaux triangulaires et carrés, on démontre que la criticalité statistique d’lsing équivaut a
notre criticalité pour une structure conforme reliée aux constantes d’intéraction.

On définit une équation de Dirac sans masse, ’existence d’une solution équivaut a la criticalité. Le spineur de
Dirac permet alors de décomposer le fermion d’Ising en une partie holomorphe et une partie antiholomorphe.

Discrete Holomorphy and the Ising Model
Summary:

My thesis generalizes the notion of criticality for the Ising model in two dimensions and defines a new theory
of discrete holomorphic functions on a cellular decomposition of a Riemann surface.

The Ising model converges in the thermodynamical limit to a continuous conformal field theory, on square or
triangular lattices near the critical temperature. We extend criticality to more general cellular decompositions.

The key point is to double the decomposition, and to consider its dual. We define holomorphy with respect
to a given metric by a straightforward discretization of the Cauchy-Riemmann equation. Classical theorems still
hold and are proved essentially the same way (Dirichlet principle): harmonicity, explicit abelian differentials, poles,
residue theorem.

There are differences: pointwise product doesn’t preserve holomorphy, poles of higher orders are multipoles of
order one; the dimension of the space of abelian differentials is twice the genus.

We define the notion of semi-criticality, needed to define, given a discrete holomorphic function f and a
local map Z, a discrete 1-form fdZ, it is holomorphic, on critical maps. This class contains lattices but much
more. The continuous limit of a convergent sequence of discrete holomorphic functions on a converging sequence
of semi-critical maps, is a holomorphic function.

We apply this theory to the Ising model. In the case of square, triangular and hexagonal lattices, we prove
that our criticality is equivalent to statistical criticality, lengths and coupling constants being related.

On every map, we setup a discretized version of the Dirac equation without mass and the existence of
a solution is equivalent to criticality. Using this solution, we contract the spinor into holomorphic and anti-
holomorphic parts on any critical map, exhibiting the existence of the analogue of discrete conformal blocks.

Classification AMS :

30G25 Discrete analytic functions 82B20 Lattice models in statistical mechanics
31A25 Harmonicity in 2D 30C75 Extremal problems for conformal mappings
52C15 Packing and covering in 2D 05B45  Tesselation and tiling problems

Mots clefs : Holomorphie discréte, modele d’Ising, décomposition cellulaire, dimension deux, systémes statis-
tiques, application conforme, dualité, équation de Cauchy-Riemann.
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Introduction

Cette these généralise la notion de criticalité dans le modele d’Ising a
deux dimensions. Elle fonde une nouvelle théorie des fonctions holomorphes
discretes sur la décomposition cellulaire d’une surface.

Le modéle d’Ising est connu pour converger, a la limite critique vers une
théorie des champs conforme rationnelle. Dans la pratique, cette convergence
a été prouvée dans trés peu de cas, a savoir les décompositions cellulaires
du tore (de genre un), par un réseau, carré, triangulaire ou hexagonal, avec
un petit nombre de constantes d’interaction, typiquement deux ou trois,
distribuées de maniere invariante par translation. Une relation entre ces pa-
rametres définit une hypersurface critique pres de laquelle la limite continue
peut étre prise. C’est cette relation que nous avons étendue a I’ensemble de
tous les parameétres, pas seulement deux ou trois, sur des décompositions cel-
lulaires plus générales que les réseaux, sur des surfaces de genre quelconque.

Un outil essentiel dans I’étude des champs conformes est ’existence
de blocs conformes, introduits par Belavin, Polyakov et Zamolodchikov
[BPZ]. Les amplitudes des champs (spin, désordre, fermions, ... ), a la li-
mite critique, se décomposent en une somme de produits de deux sections,
I’'une holomorphe et ’autre antiholomorphe en les variables de position et
de module du probléme:

(A=Y J(1)g().

.f7.ge-7:A

L’objet de cette these était de trouver "analogue de ces fonctions dans la
théorie discrete. Pour ’instant, nous avons identifié dans I'opérateur fermio-
nique ¥ du modele d’Ising, qui est un spineur chiral de la théorie continue,
une partie holomorphe et une partie anti-holomorphe, sur n’importe quelle
surface combinatoire critique.

Pour appréhender les blocs conformes discrets, nous avons défini une
théorie des fonctions holomorphes discretes. C’est une généralisation d’une
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méthode employée par Lelong-Ferrand dans [LF] qui s’intéressait a la discré-
tisation des fonctions holomorphes sur un réseau carré. On en trouve aussi
des prémisses, d’une autre nature, dans le travail de Lefschetz sur la dua-
lité dans les réseaux électriques [Lef], développé également dans [CdV96].
L’idée essentielle est de considérer des fonctions non pas sur un graphe I’
mais sur le couple A = I' U™ d’un graphe et de son dual. La formule d’ho-
lomorphie a laquelle ces idées conduisent est alors une discrétisation naive
de I’équation de Cauchy-Riemann, a savoir, une fonction f est holomorphe
(pour la structure métrique £) si et seulement si elle vérifie

fly) - fly) _ .flz) - f(a)

=1

Ly, y") {(z,2')

pour toute couple d’arétes duales (z,z')* = (y,y’). Cette équation trés
simple porte en fait beaucoup de propriétés semblables au continu, on re-
trouve un certain nombre de théoréemes classiques sur les fonctions holo-
morphes, qu’on prouve essentiellement de la méme facon, en faisant appel
au théoréme de Dirichlet.

Ainsi, une fonction holomorphe discréte est une fonction harmonique
pour le laplacien discret; ’espace des formes harmoniques est somme di-
recte de l’espace des formes holomorphes et de 'espace des formes anti-
holomorphes (méme définition que holomorphe mais avec —i a la place de
i) ; la dérivée extérieure se décompose en d = d' + d”; il existe des formes
abéliennes ; on définit les poles d’ordre un et deux pour les formes et les
singularités logarithmiques et les poles simples sur les fonctions, on a un
théoreme des résidus; on définit des structures spin et une structure spin
universelle sur un revétement.

Cependant, il y a des différences: Le produit point par point de deux
fonctions holomorphes discretes n’est pas une fonction holomorphe, les poles
d’ordre élevé ne sont que des multipéles d’ordre un ; la prolongement analy-
tique d’une fonction méromorphe n’est en général pas unique ; I’espace des
formes différentielles holomorphes n’est pas de dimension ¢ sur une surface
de genre g mais de dimension 2g.

On montre également que la notion d’holomorphie discréte “passe” a
la limite continue: Une décomposition cellulaire d’une surface de Riemann
est semi-critique si sa métrique est telle que son graphe et son graphe
dual se représentent isométriquement dans le plan complexe de maniere a
ce que deux arétes duales soient orthogonales. Considérons une suite T de
décompositions cellulaires semi-critiques de plus en plus fines (d’une méme
surface de Riemann), et une suite de fonctions (fx), ou chaque f; est ho-



Introduction

lomorphe sur le double ¥A, qui converge point par point vers une fonction
bornée f; alors, la limite f est holomorphe sur X.

I existe une notion plus fine de criticalité : Une décomposition cellulaire
est critique si son graphe I' peut étre réalisé isométriquement dans le plan
de telle maniere que les sommets d’une face sont cocycliques, tous les cercles
ayant méme rayon, les centres des cercles étant a l'intérieur des faces.

Nous appliquons cette théorie au modele d’Ising. Sur les réseaux carré,
triangulaire et hexagonal, on distribue des constantes d’interaction K, sur
chaque aréte a, de maniere invariante par translation. La criticalité du
modele d’Ising associé est équivalente & la criticalité du graphe pour la
métrique £(a) = 1/y/sh 2K,. Notre notion de criticalité est donc une générali-
sation de la notion habituelle pour le modele d’lsing. On peut envisager
Iintégrabilité du modele d’Ising sur une carte critique car les fermions
réduisent beaucoup le nombre de degrés de liberté.

Le champ de fermions ¥ du modele d’Ising, introduit par Jordan et
Wigner [KC] et développé par Dotsenko [DD] est décrit. Nous construisons
son espace naturel de définition qui est la structure spin universelle de la
surface. Il est possible de donner un sens & 1’équation discréte de Dirac
sans masse, c’est le couplage de 1’équation de Dotsenko et Dotsenko [DD]
et d’une condition de symétrie: sur deux cotés opposés d’un quadrilatere,
les valeurs different par un facteur +¢. L’existence d’une solution non nulle
de cette équation équivaut a la criticalité de la métrique ¢(a) = 1/+/sh 2K,.

Etant donnée une section a du fibré spin satisfaisant cette équation, on
définit une contraction avec v dont on montre I’holomorphie. De méme pour
I’antiholomorphie.

Alors que I'étude des fonctions holomorphes discrétes forme une partie
de ma thése, dirigée par Daniel Bennequin de maniére traditionnelle, ce qui
concerne les cartes critiques et I’étude du modéle d’Ising est plutot un travail
en collaboration avec Daniel Bennequin. Chaque partie devrait donner lieu a
un article, le premier sous mon nom sur les fonctions holomorphes discrétes,
le deuxiéme, conjointement avec Daniel Bennequin, sur les cartes critiques
et leurs applications aux systémes statistiques.

Depuis ma premiére année a I’école Normale Supérieure, Daniel Benne-
quin me fait partager sa passion pour la recherche. Il m’a fait profiter de sa
grande culture, de son humanisme, de ses idées eclectiques et de son goit de
la perfection. Sous sa bienveillante direction, j’apprends humblement et avec
plaisir le métier de mathématicien et si je peux parler de cette thése comme
étant mienne, il est évident qu’elle ne se serait jamais développée sans son
aide continuelle, ses idées & des moments cruciaux et son crayon rageur. Je
lui exprime ma profonde gratitude.
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Le plan est le suivant :

A.

Le premier chapitre traite du probleme de Dirichlet et du probleme
de Neumann sur un graphe fini muni d’une métrique. Il n’y a rien de
nouveau si ce n’est une formulation un peu générale du probléeme de
Neumann.

. Le deuxieme chapitre peut étre sauté en premiere lecture. On y rap-

pelle la théorie de Hodge discrete pour un complexe de dimension n.
Nous construisons le double de ce complexe et nous le munissons d’une
étoile de Hodge, ce qui est nouveau.

. Nous appliquons cette méthode en dimension deux, nous définissons

I’holomorphie discrete, les formes et fonctions holomorphes et méro-
morphes et nous y décrivons leurs principales propriétés.

. Nous construisons les formes holomorphes associées a une dissection

canonique, avec des périodes et des poles prescrits, et nous calculons
la dimension de ’espace des formes holomorphes.

Nous définissons trois complexes cellulaires K, T et { associés & une
décomposition cellulaire I'.

. Nous définissons la criticalité et nous démontrons qu’une suite conver-

gente de fonctions holomorphes discrétes sur des graphes semi-critiques
est holomorphe dans le sens usuel. C’est le théoreme principal de la
partie mathématique.

Ce chapitre est indépendant, nous y décrivons les systemes statistiques
et nous donnons, dans le cas du modeéle d’Ising, une expression des
corrélateurs des spin et du désordre comme somme sur des chaines.

Dans le dernier chapitre, nous appliquons la théorie au modele d’Ising.
Sur un graphe quelconque, une distribution de constantes d’interac-
tion sur chaque aréte définit une métrique sur le double. La criti-
calité généralise la notion de température critique: Dans le cas
des réseaux carré, triangulaire et hexagonal avec des distributions de
constantes d’interaction invariantes par translation, nous démontrons
I’équivalence de la criticalité statistique et de la criticalité de la carte.
Nous décrivons le champ de fermions ¢ et définissons la structure spin
universelle, le complexe cellulaire sur lequel il est bien défini. Nous
introduisons I’équation de Dirac discrete sans masse et prouvons que
I’existence d’une solution non nulle est équivalente a la criticalité. Un
spineur de Dirac solution sur une carte critique permet d’associer a ¥
une forme holomorphe et une forme antiholomorphe.



Chapitre A

Probleme de Dirichlet

La théorie du laplacien discret est passée en revue dans ’article de Colin
de Verdiere [CdV92]. La référence sur la théorie des graphes est le livre de
Serre [Ser] ou le livre de Berge [Ber].

Définition 1 Un graphe orienté I' est la donnée de deux ensembles, les
sommets 'y et les arétes 'y et de deux applications :

{ Fl — FO X FO
a — (s(a),b(a))

on appelle s(a) la source et b(a) le but de a, ce sont ses deuzx extrémités.
On dit que les extrémités u = s(a) el v = b(a) d’une aréte a sont voisins
et on note u~v (ce n'est une relation d’équivalence que si le graphe est
inorienté).
Fl — Fl
a —a
gement d’orientation telle que s(a) = b(a) pour toute aréte a, I' est un
graphe inorienté, ou simplement, un graphe. Cela implique également que
b(a) = s(a). a est l'aréte opposée a a.

On définit Uespace de Hilbert C° = (%(Ty), des fonctions réelles sur T
de norme (? finie:

Si 'y est muni d’une involution sans point fize { le chan-

FeC® = |fP=) f(v)? <o (A1)

’UEFO

Un chemin v de I'y est une suite d’aréles telles que le bul de l'une est
la source de la suivante. Le premier et le dernter point d’un chemin v sont
sa source s(vy) et son but b(y). Le graphe I' est connexe si et seulement si,
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A Probléme de Dirichlet

pour tout couple de sommets v,v' € 'y, il existe un chemin de source v et
de but v'.

Nous appellerons structure conforme sur I', un étiquetage des arétes
a € T'y par des nombres strictement posilifs p,. Dans le cas d’un graphe
inorienté, on réclame p; = p,. Soit f € C°, si v € Ty on définit Af le
laplacien de f en v pour la structure p par:

(Af) ()= Y pa(f(v) = (b(a))) (A.2)
a€s—L(v)
Si Af(v) =0, on dit que f est harmonique en v.

fw)—f(b(a))
a€s—(v) £(a)?
mettant en jeu une métrique. Notre laplacien n’est donc pas le laplacien

usuel qui dépend de la métrique.

L’écriture traditionnelle du laplacien est plutot >

On se pose des problemes d’existence de fonctions harmoniques ayant
certaines propriétés, les deux principaux sont le probleme de Dirichlet et le
probleme de Neumann. On se restreindra désormais & des graphes finis,
avec un nombre fini de sommets et d’arétes. L’outil essentiel est le lemme
suivant :

Lemme 1 Principe du maximum. Sur un graphe orienté, un point ou
une fonction non localement constante est harmonique n’est pas un maxi-
mum local.

Si v est un maximum local de f, le laplacien de f en v, (Af)(v) =
> aes—1(v) Pa (f(v) = f(b(a))) est une somme de nombres positifs et ne peut
étre nul que si tous sont nuls, c’est-a-dire si f est localement constante en

v. [

Corollaire : Seules les fonctions constantes sont harmoniques partout.

Théoréme 1 Probléme de Dirichlet. Soit I' un graphe orienté fini connexe
et M = {s1,...,8,} C 'y un ensemble non vide de points marqués. Asso-
cions une valeur f, € R a chaque si. Il existe une unique fonction f € C°,
telle que

Voely, vgM=Af(v)=0 (A.3)

et f(sk) = fr pour tout 1 <k < m.



A Probléme de Dirichlet

Preuve : L’application ¢ : Qg — RT définie par

a(Ni= > Sp(, ) (F(v) — f(v))?

(v,v')ely

est propre sur le sous-espace affine des fonctions valant fr en s; pour tout
k, elle y admet donc un minimum. Ce minimum est atteint en une fonction
harmonique partout sauf aux points s, en effet, sa dérivée selon la valeur en
un point est exactement son laplacien en ce point. C’est donc une solution
au probleme de Dirichlet.

La différence entre deux telles fonctions est harmonique partout sauf en
les si. Le principe du maximum nous indique qu’elle atteint son maximum
en les points si. Mais par définition, elle y est nulle. Donc la différence est
partout nulle, il y a unicité de la solution. L]

Définition 2 Nous définissons deux matrices dont les lignes et les colonnes
sont indexées par Iy :
La matrice d’adjacence méirique, A”, a pour coefficients

Afj - Z Pa (A4)

a€l/s(a)=1,b(a)=3

La matrice de valence métrique, V*, est la matrice diagonale de coef-
ficients

Vi = Z AL (A.5)
J

Théoréme 2 Probléeme de Neumann. Soit I' un graphe orienté fini
conneze et M = {sy,...,8y,41} un ensemble non vide de points de I'y tels
que I' privé des arétes dont la source sont les s,, 1 < p < m reste conneze.

Choisissons un m-uplet de points (s}, ..., s].) non nécessairement distincts

Y m
entre eux mais disjoints des s,, et m + 1 valeurs réelles v, € R pour tout
1 < p< metfy. Il existe une unique fonction f € C°, harmonique sur
Lo\ M et qui vérifie f(s,)— f(s;) = ay, pour tout 1 < p <m et f(spy1) = fo-

St f est harmonique en s, 41, on dit que le systéme est compatible.

L’assignation des «,, est appelée une condition normale au bord car les
s; sont souvent pris voisins des s, qui forment le bord, mais ce n’est pas
nécessaire.
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A Probléme de Dirichlet

Preuve : Soit A” la matrice d’adjacence métrique et V* la matrice de
valence métrique. Rangeons les sommets {Sk}lgkgn de telle maniere que les
points marqués soient les m 4 1 premiers {s,}1<p<m41, et définissons g(p)
I'indice tel que s = s

v g(p) Pour tout 1 < p < m. On décompose en blocs
m 1 n—m—1
A F B }
P _ AP _ m
Vei—A K L J ) 1 (A.6)
C E D } n—-m-1

ol F' et F sont des matrices colonnes et K,.J des matrices lignes. Soit &G
la matrice m x (n — m — 1) contenant sur la ligne p un —1 en position
g(p) — (m+1). Dans ces conditions, I’équation vérifiée par F', le vecteur des
valeurs de f, s’écrit:

251
I, 0 @ O,
0 1 0 |F= Jo (A.7)
¢ E D 0
0
Par des manipulations élémentaires
Li Le+ Y AL L (A.8)

p<m

pour tout point k£ > m + 1, on ramene le systéme a

23]
I, 0 @ fa
0 1 0 F= fo (A.9)
0 C/ D/ (877N

an

pour certaines valeurs ag, k> m + 1.
Soit I le graphe issu de I' en retirant les points marqués (s,)i1<p<m et
en reportant toutes les arétes aboutissant en un point marqué sur 'image
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par ¢ de ce point. C’est-a-dire pour une aréte a de but b(a) = p < m,
on considere une nouvelle aréte o’ définie par s(a’) = s(a) et b(a’) = g(p),
qu’on munit de la méme longueur p,s = p,. [’ est un graphe connexe par
hypothése. Explicitons ses matrices d’adjacence et de valence: L’adjacence
dans IV d’un sommet k& > m et d’un sommet [ > m est:

Ay=AL+ ) AL (A.10)
p€g— (1)

ou la somme porte sur les sommets 1 < p < m tels que g(p) = [. La valence
d’un sommet k > m vaut donc,

V/zk: Z A/Zz

m<I<n
m<l<n pEG—1(1)
= ALt ) 4
m<i<n pEM
_— (A.11)

Donc V'? — A'" est composée des lignes qu’on obtient apres les mani-
pulations élémentaires (A.8) (en opérant également la manipulation pour
k = m + 1), si bien qu’on a la décomposition par blocs suivante :

n—m-—1
VP — AP = " B A.12
=| a } 1 (A.12)
¢ D}y n—-m-1

ou @ est un nombre, B’ une ligne et C’ une colonne. Le bloc (n—m) X (n—m)
du systeme (A.9) est donc la matrice associée au probleme de Dirichlet sur
['" avec une valeur fixée en s,,11. On sait que ce probléme a une unique
solution, donc le systéme est de Cramer. 0]

On peut mélanger plus de conditions au bord du type Dirichlet avec
des conditions du type Neumann. On peut s’intéresser a des fonctions de
laplacien donné, en particulier aux espaces propres du laplacien autres que
le noyau [CdV97].

On peut étendre le probleme a R™ en prenant les composantes indé-
pendantes, en particulier & C = R2.

Il y a une interprétation physique trés simple de ce qu’est une fonc-
tion harmonique complexe sur un graphe inorienté, supposez que vous ayez
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des ressorts idéaux de longueur a vide nulle et de raideur constante pq,
n’intéragissant entre eux qu’en leurs points d’attache (ils ne s’emmelent pas).
Que la longueur a vide des ressorts soit nulle signifie que la force exercée sur
un ressort en ses extrémités est une fonction linéaire (et non pas affine) de
la différence d’affixe entre celles-ci.

Construisez un modele du graphe en attachant les ressorts entre eux
comme indiqué par la matrice d’adjacence, un ressort par aréte. Le probleme
se résume alors a chercher les positions d’équilibre du systeme sous certaines
conditions. Une condition de Dirichlet revient a mettre un point du modele
a un endroit fixé du plan, une condition de Neumann en un point revient
a y exercer une force (et sa réaction sur le reste du graphe) de maniére a
I’asservir a rester a une certaine distance et direction d’un autre point, que
celui-ci lui soit directement relié ou non par un ressort. Relaxez le systeme
sur le plan, la situation d’équilibre est une fonction harmonique en les points
ou on n’a pas imposé de condition, il suffit de lire ’affixe du point ou s’est
stabilisé un sommet du graphe pour savoir quelle valeur lui attribuer.

En représentant par un gros point une condition de Dirichlet (un point
“punaisé” a un certain endroit du plan), on peut représenter une situation
typique comme suit :

o (A.13)

Il se peut que la fonction solution soit harmonique en un point ou on a
pourtant imposé une condition.

Il est clair que si on n’impose aucune contrainte, le systeme se contracte
en un point: les seules fonctions harmoniques partout sont les constantes.
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Physiquement, la relation de compatibilité des conditions de Neumann est
que la somme des forces appliquées par I'opérateur sur le systeme est nulle,
c’est la relation fondamentale de la mécanique a ’équilibre : le principe de
I’action et de la réaction. En écrivant la nullité de leur couple, on a également
une jolie propriété des fonctions harmoniques.

Dans le cas d’un graphe orienté, tous les ressorts sont, de la méme facon
que pour des conditions de Neumann, asservis par ’opérateur a ce que 'une
des extrémités coincide avec un point du modele sans pour autant faire subir
a ce point une réaction. La relation de compatibilité est que la somme des
forces exercées par 'opérateur sur le systeme est nulle.

Une autre analogie physique trés importante est ’analogie électrique : Le
graphe est compris comme un circuit électrique, les constantes p comme des
conductances (I'inverse de résistances) et une fonction harmonique comme
une distribution de potentiels en les nceuds du circuit vérifiant la loi de
Kirchoff. Le probleme de Dirichlet revient a imposer un potentiel en un
certain nombre de points tandis que le probleme de Neumann revient a y
imposer un courant. Nous verrons que cette analogie permet de comprendre
I’équation de Cauchy-Riemann discrete comme ’équation d’Ohm écrite a
I’aide des courants de Maxwell pour un circuit électrique planaire.

Une autre interprétation est donnée par les probabilités (la théorie des
circuits électriques traite de la marche aléatoire des électrons) : Définissons
une marche aléatoire sur I par la probabilité de transition d’un point v a
un de ses voisins v’, qu’on pose égale a

!
/ p(J07 v )
p(o,v) i == —
’ Duny P(150)
(la somme est étendue a tous les voisins de v.) Alors, toute fonction de I'y
qui est la probabilité d’un évenement le long d’une marche aléatoire partant
de v est une fonction harmonique pour le laplacien défini plus haut. En effet,
en chaque point v, cette probabilité h(v) va s’écrire en fonction des points
voisins (vq,...,vv):
v v p(v,vi)
h(v) =) p(v,vi)h(v) = —g————h(v:)
=1

‘/
i=1 Ek:1 p('va 'Uk)

si bien que y
Ah(e) = 3 (v, ) (h(v) = h(wi)) = 0

Par exemple la fonction f,;,, qui a un sommet v associe la probabilité
qu’une marche aléatoire partant de v passe par le point vy avant de passer



16

A Probléme de Dirichlet

par le point vy est la solution du probléme de Dirichlet avec 1 en vy et 0 en
vo.

Voyons maintenant une excursion dans des dimensions supérieures ou
I’on peut poser des problemes similaires et construire des outils pour les
appréhender, avant de revenir les appliquer en dimension deux.



Chapitre B

Théorie de Hodge discrete

Nous rappelons la théorie classique de Hodge puis nous introduisons le
complexe dual et construisons sur le double une étoile.

B.1 Théorie classique

Soit (Cs,d) un complexe de degré fini sur Z, chaque C} étant un Z-
module libre de rang fini, son bord @ est une application linéaire de degré
—1, et de carré nul:

Cr3Cii D 015050 (B.1)

Soit I'y une Z-base de Cj. C} est 'espace des k-chaines de I'. Cette base
munit C'y d’une forme bilinéaire symétrique définie positive canonique pour
laquelle elle est orthonormale.

L’espace des cochaines est le dual de ’espace des chaines, C* = Hom (C, 7Z) :

c*=C'aC'a---aC" (B.2)
On adoptera la notation intégrale pour ’accouplement :
C*xCe =7
(a, A) — / a (B.3)
A
et la notation “Bra-cket” pour la dualité:

Coe—C*
A (Al (B eCy— (AlB)) (B.4)

17
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Pour les éléments a € I, on utilisera également la notation des fonctions
caractéristiques

Xa * :<a| (B5)

qui vaut 1 en a et zéro ailleurs. La réciproque de la dualité, C* — C, sera

notée a — |a) € C,. On remarque la relation de fermeture: pour toutes
chaines A, B € C,,

(A|B) = (Ala)(a|B) (B.6)
a€l’

L’application cobord ou dérivée extérieure d : C* — C*+1 est la trans-
posée du bord 0:

Pour A € Cjqy et o € CF, /da::/ o (B.7)

A JA

C’est une application linéaire de degré +1 et de carré nul :
0Lt h Lot b on g (B.8)

Une mélrique sur I' est la donnée d’un nombre réel strictement positif
pa € RY* pour tout élément a« € I'y. On peut voir cette métrique comme
une matrice diagonale dans la base canonique. La forme bilinéaire associée
définit un produit scalaire métrique défini positif (|),, pour deux chaines

A, B € C,(I),
(AIB), = pa(Ala){alB) (B.9)
acl’

Comme les longueurs ne sont pas forcément des entiers, on étend les
modules aux réels, les chaines et cochaines sont maintenant a valeurs réelles.
On définit alors I’adjoint d* : C*(I') — C*~Y(I') du cobord d pour le produit
scalaire métrique, c’est-a-dire pour deux formes «, 3 € C'°,

(d"a|B), : =(a|dB), (B.10)

On définit le laplacien A = dd* + d*d, endomorphisme de C*(T') pour

chaque k. On note H = Ker A qu’on appelle les formes harmoniques.

Proposition 1 Le laplacien A est un opérateur auto-adjoint pour le produit
scalaire métrigue et

H = Ker d N Ker d* (B.11)



B.1 Théorie classique

19

Preuve : d*d et dd* sont auto-adjoints donc A l'est également.
Soit une forme o € C*,

(Aala), = (dd"ala), + (d"dala),
= (d*a|d* o), + (da|da),
= ||dal? + [|dal? (B.12)

Donc si o € #H, alors da = 0 et d*a = 0. Réciproquement, si o € Ker d N
Ker d*, alors Aa = dd*a + d*da = 0. L]

Proposition 2 L’espace des formes est somme directe orthogonale (pour le
produit scalaire métrique) de l’espace des formes harmoniques et de l'image
du laplacien :

C?=TIm A @+ Ker A (B.13)
Preuve : Soit o € C* et h € A,
(Aalh), = (alAk), = 0

Donc I'image et le noyau du laplacien sont orthogonaux et le théoréeme du
rang nous donne que leur somme directe est égale a tout ’espace. L]

Théoréme 3 L’espace des formes est la somme directe orthogonale de ['tmage

de d, de limage de d* et de ’espace des formes harmoniques :
C* =Im d @ Im d* @t (Ker d N Ker d*) (B.14)

(Cest-a-dire que pour toute forme o € C?, il existe une unique décomposition

a=dw+h+df avecw € dC?, h € H? el [ € d*C1.

Preuve : L’image du laplacien A = d*d+ dd* est par définition inclus dans
la somme de I'image de d et de celle de d*. La somme est directe car elle est
orthogonale: comme d* est I’adjoint de d, pour o € C9t1 et 3 € C971,

<d*a|dﬁ>p = <a|d25>p =0

De plus, comme Ker A = Ker d N Ker d*, le théoreme du rang nous donne
le résultat. L]

Définition 3 On appellera H le projecteur orthogonal sur les formes har-
moniques el G la composée de la projection orthogonale sur Uimage du la-
placien avec A= : Im A — Im A.
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La définition de G se justifie car 'image et le noyau du laplacien sont en
somme directe.

Théoréme 4 Les opérateurs H el G vérifient:

dH =Hd=0 d*H=Hd*=0 H:=H
GH=HG=0 Id=H+AG=H+GA

Preuve : L’image de H est l'intersection du noyau de d et du noyau de d*,
donc

dH =0 et d"H=0

L’image de G est Im A = Im d & Im d* et est orthogonale aux formes har-
moniques donc

Hd=0, Hd"=0, HG=0
H? = H car c’est un projecteur. Id = H + AG par définition car les formes
harmoniques et "image du laplacien sont en somme directe orthogonale.

En composant par H & droite, on obtient H = H 4+ AGH = H+ AGH
donc AGH = 0, c’est-a-dire GH € H, si bien que ce dernier est invariant
par la projection H, HGH = GH mais HG = 0 donc GH = 0.

En composant Id = H 4+ AG par A a droite, on obtient A = HA +
AGA = AGA donc GA = GAGA est, de méme que AG, un projecteur sur
Im A. Il est de plus surjectif car en composant GA par A & gauche et G a
droite, on obtient AGAG = AG qui est surjectif. Comme GAH = 0, GA
est le projecteur orthogonal sur Im A, donc GA = AG. []

Théoréme 5 H met en bijection les formes harmoniques et les classes de
cohomologie.

Soit, pour a € C*, la décomposition de Hodge @ = d*w + h + df, avec
we CHY he#Fet feCF 1 Onada=ddw+ dh+d*f. Or, Kerd C
#H = Ker d N Ker d* et d? = 0, donc da = dd*w. Si bien que la forme « est
fermée pour d si et seulement si dd*w = 0. Mais d’aprés la propriété (B.14),
Kerd =#H @©Im d et Im d* sont en somme directe donc Ker dd* = Ker d* si
bien que da = 0 équivaut a d*w = 0, soit & = h 4 df. Une forme fermée est
donc égale a une forme harmonique, & une forme exacte pres, c’est-a-dire
que la classe de cohomologie de a est égale a celle de H(a) et ce dernier est
le seul représentant de la classe qui soit harmonique.

H*(A,0) 5 3t (B.15)
[]
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B.2 Complexe dual

Nous allons définir le complexe dual d’un complexe fini et le munir d’une
application bord ad hoc. Nous définirons sur le double, somme directe du
complexe et de son dual, une application étoile dépendant d’une métrique.

Soit I'* ’ensemble obtenu & partir de I’ensemble [' comme dans la section
précédente, en renommant simplement les termes:

Lpp — I
a— a” (B.16)

On définit sa réciproque au signe prés (que nous définissons a valeur dans
I'y par abus de langage), que nous noterons de la méme facon:

| RSy N
b=a* — b =(a*)* = (=1)FFg (B.17)

On prolonge ces applications par linéarité aux chaines : C,,_(I') — C(I'*).
On notera de la méme facon sa transposée:

CR(T) = ORI
a— o (B.18)

Cest-a-dire que (a|* = (=1)**=F)(a*| € C"~*(I'*) pour tout élément a €
['y. Cette application est donc une isométrie pour les formes bilinéaires ca-
noniques des deux espaces.

On munit les chaines C,(I'*) de I'application bord égale, au signe pres,
au cobord d : C* — C*® conjugué par la dualité:

0:Cp(I'™) = Cr_1 (I')
as da : =(=1)"F" gy, (B.19)

Les cochaines de I'* sont munies du cobord, transposée de d pour la forme
bilinéaire canonique.

Proposition 3 La construction qui au complexe (Co(L'),d) associe le com-
plexe (Co(I'*), 0) est une involution.

Preuve : Notons provisoirement 9* le bord du complexe ['* et avec une étoile
différente, % la bijection I'} = [, qui définit '™, c’est la réciproque de
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Fn—k —> Fk

car les signes interviennent deux fois.
a —a”

I’application {

a* = (—=1)kn=klgx (B.20)

Il faut prouver que les complexes (Co(1'),0) et (Co(I'),0**) sont iso-
morphes. Soit @ € 'y, b € I'k—q,

(Dalb) = /8 R

XaldXp) = Xa*|dx3)"
1)(k 1)(n— k—l—l)X |de**>*
1) (k—1)(n—k+1)+n(n— k—|—1)+n—|—1< *|a*b*>
)

=
= (=
= (-
= (-1 k( *|o7b") (B.21)
Remarquons qu’en reprenant le raisonnement dans ’autre sens, on obtient,

pourc=a" €l _ ete=0b"€l7_, .,

(@ ele) = (08" |a) = (~1)"(0alp)
— (_ 1)k+k(n—k)+(l€—l)(n—k+1) <aa**|b**>

= (=1)" L (e*0c) (B.22)

Donc I’égalité B.21 est vraie pour @ € Cp(I' @ ') et b € Cp(I' & ')
quelconques, sans préciser d ou 0*.
Avec le méme raisonnement, on obtient,

(a*|0*b*) = (=1)"F+H1 (9 |b**) (B.23)

Mais #% = Id donc
8 — (_1)n+18**

Par conséquent les complexes (Cy(I'), ) et (Co(T'), 9**) sont isomorphes. []

On remarque que la construction n’est pas totalement involutive en di-
mension paire, les deux complexes sont isomorphes mais pas identiques. En
termes géométriques dans un complexe cellulaire ', choisir une base des
chaines Co(I') revient a choisir une orientation arbitraire de toutes les cel-
lules, mais les sommets de I' sont déja a part, on différencie un point de
son opposé. Le complexe dual I'* est alors muni d’une base préférentielle de
cellules coorientées, en particulier ses éléments de degré zéro ne sont pas
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a priori munis d’une base canonique comme les sommets de I'. Quand on
part du complexe dual et qu’on construit ['**, on utilise cette base comme
étant une orientation. En considérant le complexe de départ comme le dual
de son dual, on récupere sur celui-ci une base de cellules coorientées vis-a-vis
de lorientation de I'* qui est en fait une coorientation. C’est ce qui explique
qu’on n’a qu’un isomorphisme entre I' et I'**,

B.3 Le double et I’étoile

Le double (Cy(A), 0) est la somme directe des deux complexes précédents,
Co(A) : =Co(I') & Co(I'™) (B.24)

avec l'application bord da : =0r @ Or«. Les cochaines de A sont, de méme,
la somme directe des cochaines de I' et de I'*, son cobord la somme directe
des cobords. On a les endomorphismes de carré (—1)5(=F) .

Cr(A) =5 Cr_i(A)

a+— a*

et sa transposée

CF(A) =5 C™F(A)
a— o (B.25)
Etant donnée une métrique p sur I', on ’étend a ['* en définissant

1

pa* =
Pa

On définit alors sur les cochaines a valeurs réelles (que nous noterons
toujours C*) 'étoile:
CHA) = CR(A)
(al = +al  =pala’] = (=) p, af" (B.26)
* vérifie *|ch = (—Id)k(”_k) car, pour a € Ay,
w0 (0] = po # (0"] = papar(a™] = (-1 (a

Proposition 4 Sur les k-formes C* de A, d* = (—1)"*7+1 x dx
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Preuve : Soit @ € Ag, b € A, ; ils forment deux éléments de base de C'°,
Xa = (a| et xp = (b|. Comme *(a| = p,(al*,

(*Xalxb)p = papp(a®|b)
= (=1 =8 p, py(alb”) (B.27)
= (1P (] % ),

Donc pour toute k-forme « et toute forme j3,

(ralB) = (=1)FF)(a| « B)

En particulier, en prenant o = #7, on voit que * est une isométrie pour (|),.
Par conséquent, si ¢ € Ap_q,

—1)EDOEHD) (G | Xe)s
1 nk+n+k+1 (

<*d * Xa|XC>p =
a)p(c)(dxar|xcr),

)
) )

—1)"HER p(a) p(e) ple) (dxar xer)
) )

-1 nk+n+k+1 (a / an* — (_1)nk—|—n—|—k+1p(a)/ Xa*
dc*

B.28
— (= 1)L 0| e ( )
= (—1)kFrrEnthtl, (dalc)  d’apres (B.21)
= (=1)"* (Yaldxe) o
= (=)™ A XalXe) o
[

Proposition 5 L’étoile commute avec A, H et G.

Preuve : Le laplacien et I’étoile commutent, en effet, dans chaque dimension
C1,
*A = #(d*d 4 dd*) = (=)L (ed w d) 4 (= 1) (d x d)

= (=1)letndntitaln=a) g g 4 (=1)7 2+ 4 (d x dx)

= (—1)(‘1"'1)”"'”"'1 (d * d«) * —I—(—l)q”"'”"'1 (*d * d) *

- (_1)(q+1)n+n+1+(n—q)n—|—n+1 (dd*) * _I_(_l)qn-l—n+1+(n—q+1)n+n+1 (d*d) %
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Par conséquent, I'image et le noyau du laplacien sont stables par *, donc

*(G = Gx* et xH = Hx*. L]

Remarque : Si n est paire, la dimension moitié est autoduale, * est un
. n . N . .
endomorphisme de C'2. Si n est congru a deux ou six modulo huit, alors

n? est congru & quatre modulo huit et 5 X (n — %) = 731—2 = 1+ 2k pour

un entier k. Par conséquent la dimension moitié possede un anti-involution
n n ,
x:(C'2 — (2 de carré —1.
Le laplacien sur A est la somme directe des laplaciens sur I' et sur I'*:

Apr = Ar @ Ap~ (B.30)
de méme pour la décomposition de Hodge,
Hy = Hr ¢ Hr~ Gr =Gr @ G (B.31)

En particulier, la cohomologie C*(A, d) est la somme directe des deux
premieres,

H*(C\) = H*(Cr) & H*(Cr+) (B.32)

[

B.4 Complexes cellulaires

Dans la littérature, on a le plus souvent affaire a des complexes sim-
pliciaux. Mais le complexe dual n’est pas simplicial. La généralisation des
complexes simpliciaux est la notion de complexes cellulaires. La référence

est l'article de Whitehead : [Whi].

Définition 4 Notons B™ la boule unité de R™. Une décomposition cellu-

. ’ . ’ 7 Z 2, ; m
laire k d’un espace topologique séparé X est la donnée d’une famille e]* de

el
sous-espaces de X, m € N,¢ € I'y,, chacun muni d’applications f* : B™ —
e™, vérifiant les axiomes suivants:

!

1. f™ est un homéomorphisme surjectif,

2. fI* s’élend a l'adhérence en une surjection continue: fI* : B™ —»el".

3. fr(9B™) est inclus dans la réunion des {e!/l < m,i € I'/}.
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On appelle les e* des cellules, le nombre m est la dimension de €, ladhé-
rence de la réunion des m-cellules est le m-squelette k,,, f"* est I’ application
caractéristique de e}".

Lorsque chaque point appartient ¢ un sous-complexe fini, on parle de

CW-complexe.

Nous nous intéressons uniquement a des CW-complexes localement finis, i.e.
tels que tout compact de X rencontre un nombre fini de cellules.

I est ’ensemble des indices de cellules, les adjacences des cellules forment
une donnée combinatoire a partir des éléments de I'. On confondra souvent
la cellule e C X (un espace topologique) et son indice ¢ € I',, (une étiquette
combinatoire abstraite). A chaque complexe cellulaire est associé un com-
plexe algébrique (C(I'), 9) qui retient un certain nombre d’informations des
données de recollement. Par exemple, la décomposition cellulaire classique
du tore de genre un par une face, deux arétes et un sommet mene a un
complexe algébrique ou 'application bord est nulle (voir D.2 p.53) L’ho-
mologie a valeurs réelles de ce complexe calcule I’homologie singuliere de
I’espace topologique X sous-jacent [Spa]. Nous avons défini un complexe
dual (C(I'*),0). Par définition de I'application bord de I'*, I'homologie de
['* calcule la cohomologie de X.

Lorsque X est une variété orientée, la cohomologie est isomorphe a ’ho-
mologie via la dualité de Poincaré. Il resterait a trouver les données et les
axiomes qu’il faut ajouter a (C'(A), d,¢) pour garantir un isomorphisme ca-
nonique entre la cohomologie de C'(I') et celle de C'(I').

Pour les complexes simpliciaux (cf. [Spa]), ces données et axiomes peuvent
étre celles d’approximation de la diagonale C' — C' ® C', de complexe géo-
métrique, de classes fondamentales cf. [Bro].

Nous allons voir qu’en dimension deux, les choses sont assez simples. Le
complexe double se réalise géométriquement et donne lieu a une théorie des
fonctions holomorphes discretes.



Chapitre C

Holomorphie discrete

C.1 En dimension deux

Rappelons brievement les notations usuelles : On se donne une surface
topologique orientée a bord ¥, non nécessairement compacte, mais munie
d’une décomposition cellulaire x localement finie indexée par I'.

> O =

L’espace des chaines Co(I') est le Z-module engendré par les cellules :
Une 0-chaine est un ensemble de points avec un coefficient entier attaché
a chaque point. Une 1-chaine est un ensemble d’arétes orientées (une aréte
est un chemin simple que nous représenterons par un segment) avec un
coeflicient sur chacune. On confond I'aréte a équipée du coefficent A et son
aréte opposée —a avec le coefficent —A.

L’application bord 9 : Ci(I') — Ci_1(I') est le bord algébrique usuel.
On note C(I') le complexe des chaines associé,

Co(l) 3 () S co(r) 2 0 (C.1)
Les 0-formes, ou les O-cochaines, C°(T') sont les fonctions Z-linéaires

sur les sommets de I'. Les 1-formes C'(I') sont les fonctions sur les arétes
orientées o : I'y — C. Les 2-formes sont les fonctions sur les faces orientées.

27
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Nous noterons ’accouplement entre une 1-forme et une 1-chaine par un signe
intégral et entre une 2-forme et une 2-chaine par un double signe intégral.

Suppossons pour l'instant que X est sans bord. C’est un résultat clas-
sique (cf. le livre de Lefschetz [Lef]), que ¥ admet une décomposition cellu-
laire duale k*, ’ensemble des cellules étant I'*. Celle-ci est définie & homo-
topie pres c’est-a-dire que seule sa combinatoire I'* est bien définie. On pose

alors le double A comme 'union disjointe des deux:

Ca(A) : =Cy(T) @ Cy(T™)
C1(A) : =C4(T) & Cy (T7) (C.2)
Co(A) : =Co(T) & Co(L™)

Quand la surface est orientée, ce que nous supposerons désormais, la relation
de dualité s’étend aux cellules orientées et se décrit en termes géométriques:

1. A tout sommet v de A, disons v € I'yg, on associe la face v* € ['5 qui
tourne autour dans le sens positif.

2. A toute aréte a € I'y, on associe 'aréte duale a* € I'7 qui la coupe
transversalement telle que le repere (a,a*) soit direct (ce qui signifie
que les vecteurs tangents au point d’intersection forment un repere
direct).

3. A toute face F' € I'y, on associe le point F'* € I'jj placé dedans, affecté
du signe + si 'orientation de F est celle de X et du signe — si elle est
contraire.
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Comme la décomposition cellulaire £** duale de k* est de nouveau k** =
K, la dualité s’étend aux chaines du double A,

Ca(A) = Co(A)
F— F~

Ci(A) = C1(A) (C.3)
a— a”

Co(A) = Cq(A)
v vt

Remarquons que pour une face F' € C3(A) ou un sommet v € Cy(A), la
dualité est une involution, (F*)* = F et (v*)* = v, par contre, pour une
aréte a € C1(A), la dualité itérée renverse l'orientation, (¢*)* = —a.

La dérivée extérieure se définit comme suit :

Pour une fonction f € C°(A), sur une aréte définie par ses extrémités (v,v’) € Ay,

/( )df = f(0(v,v")) =f(v") = f(v) (C.4)
Pour une 1-forme « € C’l sur une face F' € Ay,
da = ]{ o= C.5
Jhee=1, E* ©)
Enfin, pour une 2-forme w € C?(A),dw = 0 (C.6)

La somme dans (C.5) est étendue a tous les sommets de A qui sont voisins
du sommet F* € Ay dual de la face F € As.
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A présent, introduisons une métrique £ sur A. C’est simplement une
fonction numérique £ a valeurs strictement positives sur les arétes inorientées
(en particulier, on ne la prolonge pas par linéarité). Pour chaque aréte a €
Ay, on définit son poids p(a) par:

la*
pla) = E((a))-

La donnée des poids p sera appelée une structure conforme discréte.

Par convention, le poids d’une face ou d’un sommet de A est fixé a 1. Le
double A équipé d’une métrique sera appelé un double métrique de k.

Lemme 2 Soit v € I'g un sommel de valence V(v), el (vk)i1<p<v(v) S€S
voisins. L’opérateur d*, adjoint de d pour le produilt scalaire métrique, a
pour €quation, sur une l-forme «, €valué en un sommet v :

V(v)
(@a) ()= > plone) [ @ (1)
k=1 (vg,v)
Pour une fonction f € C°, la valeur de Af en v est:
Viv)
(AS) ()= p(w,vr) (f(0) = f(vr) (C.8)
k=1

Prenons x, la fonction indicatrice de v qui vaut 1 en v et est nulle partout
ailleurs. On a alors:

/ dxy = Xv(v) — xu(vk) = 1 pour tout k < V(v), et
(Ukvv)

dx, est nulle sur toute aréte ne contenant pas v. Donc,

(dxvla), = (xold™a), = (d"a)(v) (C.9)
V(v)
= Vg, 1 C.10
;M%QLMa (C.10)
Par conséquent,

(Af) (v) = d*df(v) (C.11)

Viv)
= Uk, df C.12
g;wkwﬁw) (C12)

Viv)

)
_
<
<

?r
N
~—~
~
_~
S
=
|
~
—
<
=
S—
=

(C.13)
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On construit 'application # sur les cochaines C*(A) du double A. Elle
est de carré —Id sur les 1-chaines: *%1(1\) = —1Id.

Sa formule est :

Pour une fonction f € C°,

//F*f _J(F*) VF € A (C.14)

Pour une 1-forme a € C!,

/a*a — _ p(a) / o Yaeh (C.15)

Pour une 2-forme w € C?,

sw(v) ://U*w Yo € Ag (C.16)

On vérifie bien que d* = (=1)"*+"*+! x dx: en un point v de voisins
v1,...,vy, pour une 1-forme ao € C1,

(*d*a)(v)://v*d*a:jéU**a (C.17)
v

= Z/ kv (C.18)
(v,uR)*

k=1

174
= - v, vE)"" w C.19
> (e >/(U (C.19)

7'Uk)**

—— v, v a=—d"afv C.20
> plevon /() v (€20
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Vv -1

C.2 Formes holomorphes

Jusqu’a présent, nos coeflicients étaient réels. Complexifions ’espace des
formes. Prolongeons  par linéarité.

Définition 5 L’opérateur %, sur les 1-formes est de carré ¥* = —Id, on
peut donc le décomposer en ses deur sous-espaces propres
CUO) ={aeC'/xa=—ia} (C.21)
et COY={aeC'/xa=+ia} (C.22)
On dira qu’une 1-forme « est
holomorphe si a € C% et da = 0, (C.23)
anti-holomorphe si a € CO et da = 0. (C.24)

On notera QO (A) Uespace des formes holomorphes et QON(A) Uespace
des formes anti-holomorphes. L’équation

*Oy = —1v (C.25)

sera appelée [’équation de Cauchy-Riemann.
La somme directe en espaces propres de * permel de décomposer d :
C° = C' en deux applications

1 1
d’:i(d—ki*d) et d”=§(d—i*d)- (C.26)
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Ce sont les composées de d par les projecteurs
1 , 1 .
T = §(Id +ik) et Ty = §(Id — %) (C.27)

sur C(10) et C(O1) respectivement. Une fonction sera dite holomorphe
si df Uest, c’est-a-dire df = d'f € QUO(A) ou encore d"f = 0. Elle est
antiholomorphe si df = d”f € QOV(A), c’est-a-dire d'f = 0. On notera
Q°(A) Uensemble des fonctions holomorphes.

Une fonction f est holomorphe si elle vérifie, pour (z,z’) € T'y de duale
(y,y') € I'T disposés comme suit,

JW) - Iy _ f&) - f(2)
0y, y") t(z,2)

Pour étudier la représentation conforme, Madame Lelong-Ferrand, dans
[LF], avait introduit la discrétisation des fonctions holomorphes sur le réseau
carré du plan complexe. Pour elle, une fonction holomorphe est une fonction
sur le réseau satisfaisant, lorsque a, b, ¢, d sont disposés comme suit :

a d
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Il est clair dans son exposé que deux graphes interviennent, le pair et 1'im-
pair, plongés dans le réseau. Pour passer a des décompositions plus générales
que le réseau, méme pour une carte réguliere comme le nid d’abeille, il est
nécessaire d’introduire le graphe et son dual. Pour "application aux systémes
statistiques, il est indispensable de se donner en plus une distribution de lon-
gueurs non constantes.

Des développements mathématiques ont suivi, rassemblés sous le nom
de fonctions analytiques discrétes, et fonctions monodrifliques. Je trouve
le nom analytique tout a fait regrettable car ils n’ont pas en général une
bonne structure d’algébre sur ’espace des fonctions holomorphes discretes.
Curieusement, ces développements ne se sont pas intéressés a chercher dans
I’esprit que nous avons adopté ici et leur notion d’holomorphie est le cas
particulier de notre notion dans le cas du genre zéro (le plan), décomposé
par le réseau carré standard, pas de longueurs, pas de combinatoire exotique.

Le domaine connait une nouvelle jeunesse griace aux empilements de
cercles [CdVM] qui proposent une autre notion d’holomorphie. En général
les empilements de cercles considérés sont, comme dans le cas des fonctions
analytiques discretes, les empilements de cercles standards, de cercles deux
a deux tangents, les centres étant sur les nceuds du réseau, carré ou trian-
gulaire. Dans ce contexte, une fonction, du réseau dans C (le plan complexe
plat) est holomorphe discrete si et seulement si elle envoie le réseau sur un
graphe du plan, de méme combinatoire, de telle maniere qu’il existe un em-
pilement de cercles de centres les images des nceuds du réseau. Le rapport
des rayons du cercle image centré en f(v), et du cercle initial centré en un
neeud v, est compris comme |f'(v)]. L’idée a la base des empilements de
cercles est de voir une fonction holomorphe comme conservant localement
les cercles. La théorie de I’holomorphie discrete a laquelle cela conduit n’a
pas été explorée dans les mémes directions que ce que nous faisons mais il
est immeédiat de considérer des empilements plus complexes, de combinatoire
quelconque et de rayons quelconques, les difficultés sont qu’il n’est pas aisé
de trouver des empilements de cercles d’une combinatoire donnée (il existe
cependant des théoréemes d’existence) et les calculs sont plus compliqués
car ’équation de Cauchy-Riemann ou le probléme de Dirichlet ne sont pas
linéaires [CdVM].

Une autre voie a également été envisagée en considérant les motifs de
cercles [Sch], c’est a dire non pas des familles de cercles tangents mais des fa-
milles de cercles s’intersectant, les deux graphes duaux sont les centres d’un
coté et les intersections de 'autre. On retrouve exactement la formulation
des fonctions monodriffiques et les motifs de cercles considérés restent les
réseaux carré et triangulaires, tous les cercles ayant méme rayon. Nous ver-
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rons qu’une carte critique est équivalente a la donnée d’un motif de cercles
mais dont la combinatoire est a priori plus compliquée qu’un réseau.

L’interprétation électrique est également une autre voie d’approche du
probléeme, nous renvoyons a 1’annexe.

C.3 Surfaces a bord

Pour les décompositions cellulaires de surface a bord, il n’y a pas de
notion de dualité. Nous allons associer a une décomposition cellulaire
d’une surface topologique a bord, un complexe cellulaire £*, qui ne sera
meéme pas une surface combinatoire car elle aura des arétes “pendantes”,
c’est a dire adjacentes a aucune face.

Définition 6 Soit k une décomposition cellulaire d’une surface a bord 3.
On définit alors le complexe cellulaire k* de la maniére suivante :

1. A toute face F' € I'y orientée positivement, on associe le point F* € 1]
qu’on place dedans.

2. A toute aréte a € I'y, on associe l'aréte duale a* € I'] qui la coupe
transversalement telle que le repére (a,a*) soit direct. Aux arétes du
bord, a € OI'y est donc associée une aréte a* qui est transverse au bord

de 3.

3. A tout sommet v de I'g\ O qui n’est pas sur le bord, on associe la face
v* € I'S qui tourne autour dans le sens positif.

4. A toule aréte du bord a € OU', on associe un sommet v, € I'§, qu’on
place au milieu de a, a l'extrémité de l'aréte a* € I'}.

Les sommets de 1'{; correspondant aux arétes du bord définissent le bord
o o o*
(01'*)o, les autres sont les points intérieurs, A=TUT .

Remarque : Pour plus de commodités, on représentera les points du bord
de I'* non pas au milieu de I'aréte de I' qui leur correspond mais a ’extérieur
de 3.
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Les faces ['5 sont contenues en entier dans 3, et les arétes I'T contiennent
au moins un sommet dans 'intérieur de X. Les points du bord de I'* ne
sont adjacents qu’a une seule aréte.

Le complexe cellulaire x* n’est pas une surface combinatoire car ses arétes
sur le bord ne bordent aucune face. Par contre, son homologie est celle de la
surface (c’est une rétractation de X). Si pour toutes les faces de I', I'intersec-
tion avec le bord de ¥ a au plus une composante connexe, que X est connexe
et que I'y contient au moins trois cellules, I’élagué de x* (complexe cellulaire
obtenu en débarassant k* des arbres pendants) est méme homéomorphe a

. [

De méme que pour une surface sans bord, on définit le double associé,
A = T UT* et son bord dJA = 90T U 0I'*. La dualité ne s’étend pas au
bord et on peut caractériser les sommets s du bord A comme étant ceux
n’ayant pas de face duale s* correspondante dans A. Le double A muni d’une
métrique £ sera appelé un double métrique & bord. Une 1-forme « sur
A, est holomorphe pour la métrique £ si et seulement si elle est fermée et
vérifie ’équation de Cauchy-Riemann sur tous les couples d’arétes duales:

/ = /. ) (C.28)

Une fonction f € C°(A) est holomorphe sur A si et seulement si df est
holomorphe et on note f € Q°(A).

C.4 Propriétés générales

On retrouve les résultats classiques de 'holomorphie :

Proposition 6 Une fonction holomorphe sur un double métrique a bord A
est harmonique complexe en tous les points intérieurs.

Preuve : Soient v un sommet intérieur de I' et (vy,...,v,) ses voisins,
pris dans 'ordre quand on tourne autour de v dans le sens positif. Soient
(vi,...,v)) les sommets de I'* définissant la face v*, c’est-a-dire en prenant

Un41 = U1,

('U;m 'U;c-l-l) = ('07 'Uk)* (C-29)
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Vv -1

Une fonction f € Q°(A) est holomorphe si et seulement si d”f = 0, c’est-a-
dire sur I'aréte (v, vg),

f('U;c-H) — [(v}) S(vk) = f(v)

W) lomv) (C30)
qu’on écrit en utilisant p(vg,v) = %'
S (1) = fvh) = ip (ve, v) (f(ve) = f(v)) (C.31)

En sommant pour k variant de 1 & n, on obtient, & gauche une somme
télescopante et a droite:

n

0=">p(vx0) (f(vx) = f(v)) (C.32)

k=1

c’est-a-dire que f est harmonique complexe en wv. 0]

Le principe du maximum implique donc que dans le cas d’une surface
compacte sans bord, les seules fonctions holomorphes sur Ay tout entier
sont les constantes. Nous verrons que sur une surface compacte sans bord
de genre g, 'espace vectoriel des 1-formes holomorphes sur tout A; est de
dimension 2g, contrairement au continu ou il est de dimension g.

Théoréme 6 Les formes harmoniques, H1(A) = Ker A = Ker d N Ker d*

sont sommes directes des formes holomorphes et des formes anti-holomorphes :

Hi(A) = QO(A) @ QD (A)
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Preuve : Par définition, une forme holomorphe ou anti-holomorphe est
fermée. Il faut donc montrer que I’équation de Cauchy-Riemann correspond
a la cofermeture :

Si @ € C1(A) est holomorphe, le méme argument que dans la démonstration
précédente montre que d*a = 0:

Soit v € Ag un sommet de voisins vy,...,vy € Ag en tournant dans le
sens positif, et les arétes duales (vj_,,v;) = (v,vg)*, les indices comptés
modulo V. D’apres C.7,

V(v)

(@) (0) =3 p (vk,v) /( @

k=1

Par conséquent, « vérifiant ’équation de Cauchy-Riemann sur ces arétes,
on a:

V(v)

(d o) (v) = =i y o (C.33)

k=1 (Vg—1:v%)

:—z’jév*a:—i//dazo (C.34)

car « est fermée. De méme si « est anti-holomorphe. Donc
QUO(A) B QOD(A) € Hy(A)

Réciproquement, toute 1-forme se décompose de maniére unique suivant
les espaces propres de *,

Q= T(1,0)0 + T(0,1),

en particulier si « est harmonique. Il reste & montrer que chacune de ces
1-formes est fermée. Le théoreme de Hodge aflirme que

C'=Imd&Im d* ® Hy

Par conséquent, Ker d = Im d & #;. Supposons 7y g = 3 +7 + p avec
B elmd*velmdet ue Ker dnKer d*. Il existe w € C?(A) et f € C°(A)
tels que f = *d x w + df + p. Or,

*T(1,0)00 = iﬂ'(LO)a = —dxw+ *df + *u

par définition, et comme d* = % * d*, ’application * échange Im d et Im d*
et laisse stable #;. Donc f = ixw et 7(y gy = (* + i)d * w + p. De méme,
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Ty = (¥ —1)d* ' + p' avec w’ € C*(A) et y’ € Ker d N Ker d*. Comme
o € Hq, on en déduit que

(x+)d*w+ (x—)d*xw' =0

Comme l'image de d et de d* sont en somme directe, on en déduit deux
équations,

*d x w +*xd ' =01y (@)
id * w — id * W' :Olm(d)

Donc d * w = d * w’ = 0 si bien que T(1,00%, T(1,00¢ € H1 C Ker d. L]

Définition 7 On appellera une fonction restreinte a I' ou a ['* seulement
une hémi-fonction.

Comme Aj = Ar & Ar=, la notion d’harmonicité s’applique & des hémi-
fonctions, les parties sur I' et I'* étant découplées. La formule de définition
d’une fonction holomorphe relie la valeur de sa partie réelle sur I' a la valeur
de sa partie imaginaire sur I'*.

Proposition 7 A toute hémi-fonction complexe f, harmonique sur une
décomposition cellulaire simplement connexe I' et a toult sommet v' € I'*
muni d’un coefficient X\, on associe une unique hémi-fonction f' sur I'*,
telle que f'(v') = X et que (f, f') constitue une fonction holomorphe.

C’est la primitive de —i * df sur I'* valant A en v'. L]
Il en est de méme pour une fonction anti-holomorphe. Ce qui ameéne a la
proposition suivante :

Proposition 8 Une fonction f harmonique complexe sur un double métrique
A simplement connexe se décompose de maniere unique a deuxr constantes
additives prés en la somme d’une fonction holomorphe et d’une fonction
anti-holomorphe.

Preuve : Considérons la demi-fonction f|r, associons lui I’hémi-fonction f’
harmonique sur T'*, valant g’ en un point v’ € I'* donné telle que (f|r, f')
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est holomorphe. De méme, f” sur I' telle que f”(v) = p et (f”, flr=) est
holomorphe. Considérons f; et fy définies sur I' et ['* par:

Sur I' | Sur I'™*

fi fH£" f+f!
2 2 (C.35)

f=f" f=f
f2 2 2

f1 est holomorphe comme somme de deux fonctions holomorphes %(f7 1) et
%(f”7 f), tandis que f; est anti-holomorphe comme somme de deux fonctions

anti-holomorphes %(f, —f") et %(—f”,f). Et bien entendu, f = fi + f,. U

Proposition 9 Pour C' € Cy(A) une 2-chaine quelconque et f € C° une

fonction,
//*Af:%j{ d’f:—Qi% d"f
C oC oC

Preuve : Si L est un lacet homotope a zéro,

oL — 0% :—i *
/Ldf_ 2/1:(d d)f 2/1:( d)f (0'36)
car def:faLf:O.

Sur le bord d’une face F' = (v],...,v},) = v* de '}, avec (v1,...,v,) les
voisins de v, point de A,

d)f = d C.37
/8F<* \f kz/()< )/ (C.a7)
= vl vy ) df C.38
;P((Uk Uk-l—l) >/(U27U2+1)* ( )

- f .39

> (e, /8 . (C.39)

ce qu’on pouvait voir aussi a 'aide de la formule d* = £ * d*. On a la méme
conclusion si v € ['*. L]
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Corollaire : Pour toute fonction f € CY(A),

Af=0 < dd'f=0 < dd"f=0

Proposition 10 Une fonction f est holomorphe (resp. antiholomorphe) sur
un double métrigue A d’une surface compacte a bord, si et seulement si
elle est harmonique complexe et que pour toutes les arétes a du bord OA,

[, d"f=0, (resp. [ d'f=0).

Preuve : Supposons que f soit harmonique complexe. Quand on s’est donné
les valeurs de f sur I', la condition fa d"f = 0 pour toutes les arétes a du
bord de I'* est une condition de Neumann pour f|r» en les points du bord :

Lol fdl
la) —  la¥)

(C.41)

Par conséquent, d’apres le théoreme de Neumann, il existe une unique hémi-
fonction complexe harmonique sur I'* avec ces conditions au bord sauf en
un point v’ de '™ ou elle vaut f(v'), c’est précisemment f|p». Il se trouve
donc qu’elle vérifie également la condition de Neumann en v’.

Or, le théoreme précédent nous donne a une constante additive pres
une hémi-fonction f*, harmonique sur I'*, qui constitue la deuxieme moitié
holomorphe de f|r, c’est-a-dire que (f|r, f*) est une fonction holomorphe,
ce qui fait que

fadf* _ 'fa* df

o) ~ e

(C.42)

pour toutes les arétes a de I'* et en particulier celles du bord. On peut de
surcroit fixer f* a valoir f*(v') = f(v') en v'. Donc f = f* et (f|r, flr+) est
une fonction holomorphe.

La réciproque est évidente car si f est holomorphe, elle est harmonique
complexe et d” f = 0 partout, en particulier sur le bord. L]

Définition 8 Une 1-forme « peut vérifier l’équation de Cauchy-Riemann
sur toutes les paires d’arétes el avoir cependant

/ a0 (C.43)
¥
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pour une face F € Ag, c’est-a-dire ne pas étre fermée en F. On dira alors
que « n’est pas holomorphe en z — F*, que z est un demi-pbéle simple
de «, on retirera la face F' = z* de la région d’étude de «, c’est-a-dire que
l’homotopie se fera relativement a cetle face. On nommera alors

1

Res . (a) : =5 8Fa (C.44)

le résidu de a en z.

Théoréme 7 des résidus L’invariance par homotopie implique que, pour
toule 1-forme « et loul lacet v homotope a zéro, bordant une 2-chaine B,

/a = 2w Z Res ,(«) (C.45)

z*CB

\

ot la somme est étendue a tous les résidus de o en des points z € '™ a
o

Uintérieur B de ~.

La définition des résidus est le défaut de fermeture. Cela prouve du méme

coup que, sur X compacte, la somme des résidus d’une 1-forme discrete est
nulle, qui plus est, indépendamment sur I' et sur I'*.



Chapitre D

Intégrales abéliennes

Le plan de démonstration est tiré du livre de Siegel [Sie].

D.1 Existence

Théoréme 8 Soit A un double métrique, de bord non vide, z un point
intérieur a [' et A un chemin simple de z au bord OU'. Il existe une paire
de 1-formes «,, 8, holomorphes sur A ayant seulement un demi-pole en z,
de résidu +1 et des périodes sur A\ X\* imaginaires pures pour o, et réelles

pour 3.

Preuve : Marquons les points du bord 0T et le point z. Prenons une condi-
tion de Dirichlet réelle quelconque sur le bord v : dI' — R et une valeur

o]
réelle p en z. Soit a; 'unique fonction harmonique sur [, solution de ce
probleme.

Considérons la 1-forme o, = (a1, a3) ot a; est définie sur I' et ay sur
I'* par
1

oap=da; et ay=—i*xa (D.1)

ap est une 1-forme de type (1,0) sur A. Montrons qu’elle est fermée sur
A\ {z*} (2* est la face de ['5 duale du point z)::

43
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Sur I', a; est exacte donc fermée, day = d?a; = 0. Considérons un

o
sommet intérieur v € [y, de valence V, de voisins (vq,...,vy).

U/P (i(kg = — J/P * QY
v* ov*

‘]
= —in(ka)/( a; d’apres (C.15)
k=1 v

7Uk)

=0 siv# zcar a; est harmonique.

Donc ag est holomorphe sur A\ {z}.

Par conséquent, son intégrale sur un lacet de A\ {z, z*} ne dépend que
de la classe d’homotopie de celui-ci.

Par le principe du maximum, si g > v, a; atteint son maximum au point
z, donc ay(z) > ay1(z") pour tous les voisins z’ de z si bien que %f( Lo >0
et faz* a, # 0; c’est une relation linéaire en v et u, on peut donc, en ajustant
[t obtenir

z'z)

/ a, = 2im (D.2)
0z*

a, remplit bien les conditions requises, elle n’a que des périodes imagi-
naires pures car elle est exacte sur I' tout entier ce qui fait qu’elle n’y a pas
de période, et est imaginaire pure sur I'*. De plus, son seul demi-pdle est z
de résidu +1 par construction. Le chemin A n’est pas intervenu.

La construction de 8, repose sur le probleme de Neumann : Le chemin
A joignant z au bord de I' est une suite continue d’arétes:

A= (Ao Ay ) (D.3)

ol Ag = z et A, € OI'. Quitte a raccourcir A, on peut supposer que A, est
le seul point de A sur le bord. Chaque aréte (A;_1,Ax) a une aréte duale
(Ak—1, A)* = (A4, A?) dans I'*. Leur réunion A* n’et pas un chemin.

Soit I'} le graphe obtenu a partir de I'* en doublant les sommets /\i, A
par AY, )\i, et en donnant comme voisin & A{ non plus AJ mais /\i/ et de

méme pour A et /\i/ (cf. le dessin). Les points /\i/ et /\i, font partie du bord
de I'{. On équipe les nouvelles arétes de la méme longueur £ que celle dont
elles sont issues. (Si I'y désigne le graphe obtenu a partir de I' en le coupant
suivant A et en doublant les sommets et les arétes mis en jeu sur la coupure,
I'} est isomorphe au complexe cellulaire dual de la décomposition cellulaire
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Considérons donc by la solution au probleme de Neumann sur '} suivant :
Prenons comme points marqués les points du bord de I'}, c’est-a-dire les
points du bord de I'™ et les nouveaux points /\i et /\i. Mettons comme
conditions que la différence de valeurs entre /\i’ et /\z est de —2im, de +2iw
entre /\i/ et A et est imaginaire pure quelconque sur I'ensemble des arétes
du bord, sauf en un point ou au lieu d’une condition de Neumann, on impose
une condition de Dirichlet imaginaire pure. Le systéme a alors une solution
unique.

De méme que précédemment, la solution by définit une 1-forme 3, =

(B1, B2) sur A par
ﬂg = dbg et ﬁl = —1 % ﬁg (D4)

Cette 1-forme est bien définie sur les arétes de A et de A* car la condition
imposée implique

[ Bemhd) =) =) - () (D
(ARAR)

B, est fermée également sur les faces A} :

//Zdﬁzz [

= b2(AR) = ba(Mipy) + 02(A] 1) — 02(A]) + /(Ad ) et /(A A >
Bk

g d )
E+1'7k+1
=2ir—2imr =0

De méme que précédemment, 3, est de type (1,0) par construction, elle
est exacte donc fermée sur ['* \ {z*} et comme by est harmonique partout,
0, est fermée sur I
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Par contre, si la face z* est formée des points 2/, ...,2., avec z; = A\Y et
27/1-}-1 = /\illv
e = ba(at) = balah) - ash) =+ = bali ) ) — Ba(e2)
dz*
(D.6)

Mais by(A?) = by (M%) + 2im par construction donc

dz*

et 0, posséde un unique demi-pole intérieur en z de résidu +1. De plus, sur
[\ A*, la 1-forme (3, est exacte donc n’a pas de période, et elle est réelle
sur I', donc ses périodes sur A\ A* sont réelles. L]

Proposition 11 Awvec les notations du théoréme 8, soit w une 1-forme sur
0A, réelle sur I et imaginaire pure sur I'*, vérifiant [’équation de Cauchy-
Riemann; il y a unicité de B, s’identifiant a w sur le bord.

On prend dans la démonstration, comme conditions de Neumann au bord,
les différences imposées par w. Il n’y a alors plus aucun choix. L]

Maintenant, un énoncé sur les surfaces sans bord :

Théoréme 9 Soil z; el z9 deux points distincts de ', décomposition cellu-
laire d’une surface topologique compacte sans bord X, A un chemin simple
reliant z1 @ z3. Il existe un unique couple de 1-formes a(;, .,) €l Bz 2,),
holomorphes sur A\ {z1, 22}, ayant seulement deuz demi-péles z; de résidu
+1 et z9 de résidu —1 telles que les périodes sur A\ \* soient imaginaires
pures pour o, .,y et réelles pour B, .,).

Preuve : Considérons aq, la fonction solution du probleme de Dirichlet sur
I', avec comme points marqués z; et z; ( I' n’a pas de bord) et comme
condition +1 en z; et —1 en z9. Définissons

g = (dal, —1 % dal) (D8)

De méme que précédemment, c’est une 1-forme holomorphe sur A\ {z1, 22}
ou elle a des demi-poles simples. Par principe du maximum, faz* g est un
1

imaginaire pur za ou ¢ > 0, donc

2w
z1,2) = 0 (D.9)
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vérifie Res ., (@, z,)) = +1 par construction, si bien que Res ., (a(,, .,)) =
—1 puisque la somme des résidus est nulle et que c’est le seul autre demi-pole.
Comme a,, .,) est imaginaire pure sur I'" et exacte sur I (c’est-a-dire sans
période), les périodes de o sont imaginaires pures et oy remplit les
conditions requises.

21,22) 21,22)

Pour f;, .,), de méme que dans la démonstration précédente, construi-
sons '} mais cette fois-ci avec A allant de 2y a 29, c’est-a-dire A\g = 21 et
An = z3: Soit I'] le graphe obtenu a partir de I'* en doublant les sommets
AN pour 1 < k/ < n par A, /\i’ et en donnant /\i, comme voisin & A¢ et
de méme pour A{ et AZ.

Soit by la solution au probleme de Neumann sur I} avec comme points
marqués les /\i,, /\i, et pour conditions que la différence de valeur entre /\i/
et A soit de —2im pour 0 < k < n, de +2im entre /\i, et A7) pour 1 < k < n.

On demande de plus une condition de Dirichlet quelconque en /\i’.
Définissons ., .,) = (— % dby, dby), c’est une fonction holomorphe sur
A\ {z1, 22} ou elle a des demi-poles :

/ ﬁ(ZhZQ) = 2um (D.10)
dzf

donc Res ., (B(z,,2,)) = +1 et par conséquent, Res , (8, .,)) = —1. De plus,
comme [, .,) est exacte sur [ \ A, et que B(z1,2,) est réelle sur I, ses
périodes sur A \ A\* sont réelles.

L’unicité se prouve par différence : Supposons qu’on ait deux formes solu-
tions « (resp. ), leur différence est une 1-forme holomorphe sans demi-pdle
dont la partie réelle (resp. imaginaire) est sans période. Elle a donc une pri-
mitive harmonique partout, qui ne peut étre que constante. Donc la partie
réelle (resp. imaginaire) de la différence est nulle, comme c’est une 1-forme
holomorphe, sa partie imaginaire, (resp. réelle) est nulle aussi. 0]
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Remarque : Dans les théoremes 8 et 9, les formes a et § dépendent des
points extrémes z, z; et zo mais ne dépendent de A que par la classe d’ho-
mologie entiere dans A relativement aux points extrémes. []

Remarque : Il existe une interprétation intéressante de la fonction aq sur
I': Définissons une marche aléatoire sur A, la probabilité de transition d’un
point v & un de ses voisins v est égale a

/ p(U, U/)
v, ) e
SRS SITeRS
ai(v)+1

c’est a dire la constante conforme normalisée. Alors, =5~ est la probabilité
qu’une marche aléatoire partant de v arrive en z; avant d’étre passée en zy. []

Théoréme 10 Soient A et B une paire de lacels conjugués de Ay, A sur
I' et B sur I'* (ou vice versa), c’est-a-dire A - B = 1; il existe une unique
1-forme holomorphe ® 4 g telle que Re (fB Cup)=1cel fw ®4 B € 1R pour
tout v lacet de A\ A*.

Preuve : Comme dans le cas continu, on décompose A en deux arcs A =
AoX ol Avade z; azget NN dezya z, points de I'. Le premier arc permet
de construire une 1-forme f3,, ,, et le deuxieme, 3,, ..

1
(I)AvB = % (ﬁZhZQ + 622721) (D-ll)

remplit les conditions requises. En effet, il est clair que les périodes de ®4 g
sur tout lacet de A\ A* sont imaginaires pures. Supposons que B coupe A
en un point et ne rencontre pas \'. L’intégrale sur B de ,, ,, est purement
réelle ; pour calculer celle de 3,, .,, on décompose B en B'+B" ou B'NA = ()
(B"-X =1), et B” borde un disque contenant z;. L’intégrale sur la premiere
courbe est imaginaire pure et est égale a 1 sur la seconde.

Le méme argument que précédemment prouve ’unicité. L]

Proposition 12 Avec les notations du théoréme, si v est un lacet sur A,
ou sty est un lacet sur I'* lel que v- A = 0 en homologie,

jg(I)AB € 1R,
W
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Preuve : La premiére assertion est évidente, pour la seconde, on écrit ~
comme somme de lacets ¥/ ne contenant aucune aréte de A*, et de bords
de faces v centrées sur A. L'intégrale de ®4 p le long des 7] est nulle et
imaginaire pure le long des 7/.

D.2 Dimensions

Dans le cas continu, pour une surface de Riemann de genre g compacte,
I’espace des 1-formes holomorphes est de dimension g; on a un analogue
de ce fait sur les surfaces discretes mais avec un doublement des degrés
de liberté: L’espace des formes holomorphes discretes sur le double dis-
cret d’une surface compacte sans bord est de dimension 2¢g. Nous allons
présenter trois démonstrations de ce fait; la premiere utilise les 1-formes
®(A, B) construites précédemment, la deuxieme est fondée sur le théoreme
de Neumann et la troisieme découle du théoreme de Hodge.

Lemme 3 Soitwy,...,ws, des 1-formes holomorphes, il existe 2g+1 nombres
complexes non tous nuls A, ..., Ay lels que
AQWO + -4 AQgWQg =0 (D12)

Preuve : Soit Ag, B, 1 < k < g une dissection canonique de ' par g paires
de lacets conjugués. Renommons temporairement v, = Ay et y44, = By.
Le systeme de 2¢ équations a 2¢g + 1 inconnues complexes Ap:

2g
1<1<2g, ZA,C%%:O (D.13)
k=0 Y
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admet une solution non nulle (A;). La 1-forme holomorphe

29
w= Z A kW (D.14)
k=0

est donc sans période sur I, si bien qu’elle peut étre intégrée en une fonc-
tion harmonique complexe sur I'. Mais par principe du maximum celle-ci
est constante. Donc sa dérivée w est nulle sur I'. Comme w est une 1-forme
holomorphe, elle est nulle sur I'* également. L]

Théoréme 11 Si 3 est de genre g, il y a 2g différentielles holomorphes
indépendantes.

Premiére preuve : (Adaptée de Siegel [Sie]) Soit, (A, By) une dissection
canonique de I', (A}, By) la dissection duale de I'*. Remarquons que A} -B] =
—0,;. Nommons temporairement, pour 1 < k < g, yx = Ak, Yk+q = Br,

_ ! _ I
Yet2g = Als Yit3g = By,

Définissons
| k+29 sik<2g
l(k)_{ k—2g9 sik>2g
Le théoreme (10) nous donne l'existence des 4¢g formes holomorphes sui-
vantes :

1<k < gwr = Q(—viry, 1&) (D.15)

9+ 1<k <2900 = @7 1) (D.16)
29+ 1<k <390k = @(vi(r)s Vk) (D.17)
39+ 1<k <4gwr = @(—Yi)s Vk) (D.18)

Si k # I, soit yx) et v ne sont pas sur le méme graphe, soit elles sont
d’intersection nulle, vz - 71 = 0 donc les formes wy, vérifient

1 <k <d4g, Re (]{ wi) =1 (D.19)
Vi

et pour tout cycle C' de A\ ’Yl*(k)v

j{wkEiﬂ%
C
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En particulier, pour ! # k, §w wy, € 21R. Donc la matrice 4g x4g de coeflicients

(Re ( i{ | wk)> e (D.20)

est la matrice identité.
Soit 4¢g réels Aq, ..., Aygq, la 1-forme

w = /\1w1 + -4+ A4gW4g (D21)
vérifie Ay, = Re (f% w), donc w n’est nulle que pour Ay = --- = Ayy = 0,
ce qui prouve l'indépendance sur R des 4¢ formes wy,...,wyy. Soit ¢ le

rang sur le corps des complexes des (wy)1<k<4y, €t supposons en réindexant,
wi,...,wy indépendantes sur C. Le lemme (3) nous donne ¢ < 2g + 1. Il est
clair que wy et twy sont des formes indépendantes sur les réels. Considérons
le systéme a 2¢ inconnues (Ag, ui) réelles,

1<k <dyg, Re (f/\lwl—I—iulwl—i—---—l—)\qwq—l—iquq):0

Si 2¢ < 4g, ce systéme a une solution (Ag, ux) non nulle et la 1-forme cor-
respondante

Awr +ipgwr + -+ /\qu + 7:quq

est holomorphe et a des périodes imaginaires pures, donc sa partie réelle est
exacte, donc nulle, ce qui est absurde. Donc g = 2g. 0]

Deuxiéme preuve : Elle s’appuie uniquement sur le probléme de Neumann
comme dans la démonstration du théoreme 9. Nous ne donnons que les
grandes lignes :

Soit (’Yk)lgkg:)g une dissection canonique de I'. Elle permet de voir I'
comme une décomposition cellulaire ' d’un polygone fondamental. Son dual
['* a des points & l'intérieur du polygéne fondamental et les sommets de
son bord a l'extérieur. Orientons toutes les arétes du bord du polygone
fondamental dans le méme sens.

Chaque point v € dT* correspond & une aréte a sur le bord du polygbne
fondamental. Dans I'; a est identifiée a une autre aréte du bord du polygone
fondamental, —g(a), orientée dans le sens contraire. Au point v € ar*, on
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associe g(v) € T'*, le sommet interne de I'aréte g(a)*.

Une aréte @ du bord du polygone fondamental participe a des lacets de base,
soit Ax(v) € Z le nombre algébrique de fois ou le lacet v, passe par a.

Choisissons maintenant 2g nombres complexes py, ..., pa;. Pour chaque
couple de points (v, ¢(v)), imposons la condition de Neumann

F(9(0) = f(v) = Aw(v)p (D.22)

sauf en un point extérieur ou on impose une condition de Dirichlet quel-
conque. Il existe une unique solution harmonique sur les points intérieurs
de I'*. Comme on I’a montré pour B2y ,2, sa dérivée extérieure w est une
1-forme bien définie sur I'*. Sa période suivant 7;, le lacet de I'* dual de v,
est égale a pi. En effet, il existe au moins un couple d’arétes du bord du po-
lygone fondamental ne participant qu’a v}, et la condition de Neumann en ce
couple implique que la période de la solution suivant v, est py. On complete
w par la 1-forme ' = —¢ % w sur ' qui rend le couple (w,w’) holomorphe.
La dimension des 1-formes holomorphes sur A est donc 2g.

Troisieme preuve :(adaptée de de Rham [dRh]) Celle-ci utilise la décom-
position de Hodge: Soit wy,...,wy,; € Q(I') des 1-formes fermées dont les
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classes forment une base de la cohomologie de I'. Le théoreme de Hodge
nous dit que les éléments Hwi, ..., Hwy, € H' (') sont aussi indépendants
car leurs classes en cohomologie sont égales, [Hwy| = [wg].

Pour tout 1 < k < 2g, on considére ¢, = (Hwg,t * Hwy), c’est une
1-forme de type (1,0), étant harmonique complexe elle est fermée. Elle est
donc holomorphe. Toute forme holomorphe est en particulier harmonique
sur I' donc est combinaison linéaire des (Hwy)i<k<2g, donc les (or)1<r<2g
forment une base des 1-formes holomorphes sur A.

Il reste a comprendre plus en profondeur ce doublement étant donné
qu’il disparait & la limite continue. La chose la plus simple a faire serait de
définir 'espace des formes holomorphes telles que les périodes sur des lacets
du graphe et du dual, homotopes sur 3., soient les mémes, comme dans le
continu. Mais cet espace n’est pas de la bonne dimension, comme le montre
I’exemple suivant :

Exemple : Soit ¥ = T? le tore de genre un standard et A, B € 71(X) des
lacets simples composant une base symplectique standard. Prenons comme
décomposition cellulaire k la décomposition standard du tore par une face €2,
un sommet P (le point base du groupe fondamental) et les deux lacets A et
B. Cette décomposition cellulaire, bien que standard est vraiment dégénérée
car I’application bord @ est nulle, chaque cellule intervenant deux fois avec
des signes opposés dans tous les calculs de bord.

La décomposition cellulaire duale x* lui est isomorphe, composée d’une
face ' = p*, d’un sommet p’ = Q* au centre de la face et de deux arétes
duales A’ = B* homotope a —A et B’ = A*, homotope a B. Voyons x*

comme la translatée de s de #.
m
L
A*
B /
/
— L - - - - = _O_ - —3 - - -
;BT
/
/
0 2 A> 1

Munissons le double A ainsi composé d’une métrique £. Toutes les 1-formes
sont harmoniques car ’application bord est nulle si bien que le laplacien
Pest également. Soit « une 1-forme donnée par ses valeurs le long des quatre
arétes de notre double de telle maniere que des lacets homotopes sur ¥ aient
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les mémes périodes normalisées :

[a=[ o=t [a=[a=n

Considérons I’équation de Cauchy-Riemann sur les couples (A, B') et (B, A') :

m o1

(B~ A

—1 _.m
(A~ By

Donc ces équations ne sont vérifiées que si

m € R et
(B B {(B) _m

0A) T A T

[

De maniere générale, la condition que les périodes sur des lacets homo-
topes sur X soient égales permet d’associer a toute décomposition cellulaire
d’une surface topologique (compacte mais pouvant avoir un bord), un sous-
ensemble de structures conformes discreétes sur le double (qu’a-t’il & voir avec
I’ensemble des structures conformes discrétes rendant la carte critique?).



Chapitre E

Les graphes

Soit ¥ une surface (ouverte ou compacte, avec ou sans bord). Nous
avons défini (& isomorphisme preés) le complexe cellulaire I'* associé a une
décomposition cellulaire I'. Dans ce chapitre, nous définissons plusieurs autres
complexes cellulaires, K, T et < associés & I' dont nous aurons besoin par
la suite. De méme que I'*, ils ne sont définis qu’a isomorphisme pres, leur
combinatoire étant bien définie.

E.1 Le graphe médial

Définition 9 Le complexe médial K de A est le complexe cellulaire défini
par

Ky, ses sommets, sont les intersections des paires {a,a*} d’arétes duales

de A.

K, ses arétes joignent deur sommets {a,a*} et {a',a’"} a Uintérieur d’une
. * A 7 .
face F de T sia el a (oua el a’™) sont des arétes consécutives sur le

bord de F.

Ky, ses faces contiennent un sommet de Ag = I'o U I'].

Soit Fx une face de K9 ayant en son centre v € Ag. Si le bord de la face
v* € A est (en prenant la notation multiplicative),

V(v)

ov* = H ak (E.1)

1
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Le bord de Fy sera

V(v)
0Fk = H ({an, ai}, {arsr, a1 }) (E.2)

1

Comme un e et un o représentent des sommets respectivement de I' et de
['*, on notera par un carré ] les sommets de K.

Remarque : K est tétravalent. Si la surface topologique 3 dont I' est une

décomposition cellulaire est sans bord, K en est également une décomposition
cellulaire. Le 1-squelette K est une projection réguliere d’un entrelacs dans
un voisinage tubulaire de Y.. Si 3J est une surface a bord, K est la projection
réguliere d’un enchevétrement dans une variété de dimension trois & bord,
voisinage tubulaire de la surface a bord .. L’information des dessus-dessous
n’est pas codée dans K;.[]

Une aréte du médial entre les deux sommets de Ky, {a,a*} et {a’,a’"}
sera souvent (parfois abusivement) désignée par le couple de sommets (z, z')
oll

z=20aNndd et 2 = da* N da”" (E.3)
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E.2 Le graphe triple
C’est le graphe médial du graphe médial.
Définition 10 Le graphe triple T est le complexe cellulaire défini par
Yo, un sommel par aréte du graphe médial K, nous noterons donc {z,2'} €
Yo pour deuz points voisins, z € T' el 2/ € T*. On peut également

le voir comme un quadruplet d’arétes {a,b,a* b*}, ot z = aNb el
= a*Nb*
~ = )

b*

Y1, un sommet {x,y} est relié€ a {&,(} si el seulement si (en notant x ~a'

si(z,2') € Ay),

{ ;jf ou { Zjé (E4)
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Ty, ses faces, de trois types, selon qu’elles sont centrées en un point de I'g,
de I'l ou de Ky. Une face centrée en {a,a*} € Koy a comme points de
Ty sur son bord les quatre paires de points l'un sur I', l'autre sur I'*
qu’on peutl faire avec les exlrémités de a et a*. Une face centrée en
un point v € I'g tel que la face v* contient les points vy,...,vy € 1",
a comme points de T sur son bord les V éléments {v,v}}, de méme
pour une face centrée en un point de I'*.

On notera les sommets de T par des triangles.

E.3 Le graphe diamant

Définition 11 Soit I une décomposition cellulaire d’une surface X2, on définit
le complexe diamant  par

Qo, ses sommels, sont les sommels de I' et de I'*, O =T U T,
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{1, ses aréles joignent des sommels x € g,y € I', proches de I' et de I'*
(&1 est en bijection avec Yy ),

$o, ses faces sont des quadrilatéres dont les diagonales sont des arétes
duales de I' et de I'* ({o est en bijection avec Kg).

Il est immédiat, quand on connait <, de retrouver la surface combinatoire
I, I'* sous-jacente. On représentera donc indifféremment 'un ou 'autre.
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Chapitre F

Cartes critiques

F.1 Définition

La notion d’holomorphie discrete est basée sur I'idée que la dualité entre
les arétes de deux décompositions cellulaires duales d’une surface, est ’ana-
logue d’une structure complexe discrete. Moralement, des arétes duales sont
orthogonales. Dans cette optique, ’équation de Cauchy-Riemann pour une
fonction, qui lie sa dérivée dans une direction a sa dérivée dans une direction
orthogonale prend sens si on munit les arétes d’une longueur. C’est ce qui
nous a amené a I’équation :

) = 1y) _ f(E&) = (=)

Wyy) | 2

Mais jusqu’a maintenant, nous n’avions donné aucun sens géométrique aux
longueurs et a I'orthogonalité.

Définition 12 Un double complexe cellulaire muni d’une métrique, (A, )
sur ¥ une surface (a bord ou non, compacte ou non), est semi-critique
s’il existe une application (définie a isométrie de C prés) Z : Y — C du
revétement universel de la surface dans le plan complexe orienté, identifié
au plan euclidien R?, telle que :

1. Pour toule aréte a € Ay, limage Z(a) est un segment linéaire de
longueur {(a),

2. des aréles duales sonl envoyées sur des segments orthogonauz et le
repére (Z(a), Z(a*)) est direct,

3. Uapplication Z est localement un plongement hors des sommels,
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4. il existe une représentation p du groupe fondamental (pointé) m1(X)
(qui agit par définition sur XN]), dans le groupe des déplacements de R?
telle que

Vyem(X), Zoy=p(y)oZ

Si, de plus, la distance entre deux exirémités d’une aréte quelconque de
& est une constante,

V(ac,y) € <>17 d(a:,y) =9

alors le double est critique. Dans le cas semi-critique, on définit & comme
le maximum de la longueur de ['image des cotés de tous les quadrilatéres de

¢

L’application Z est donc un revétement ramifié du revétement universel
sur le plan complexe euclidien et le groupe fondamental agit de maniere
covariante par des isométries.

Comme la métrique est par définition plate hors des singularités, la pro-
priété 3. implique que les points de ramification sont parmi les sommets de
Ao.

Le plan est muni d’une métrique euclidienne et on peut la remonter sur
chacune des faces de &, puis sur ¥. Comme le groupe fondamental agit par
isométrie, cela munit donc ¥ d’une métrique et d’une structure conforme.
Cette métrique est plate & singularités coniques:

Définition 13 Le cone standard d’angle 6 est la surface métrique
Viheta : ={(r,t) € RT x R/0Z}/(0,t) ~(0,t)

muni de la métrique ds? : =dr? + r2di2.

Sur une surface i, une métrique plate a singularités coniques
T1,x9,- - € X (des points isolés), d’angles 61,0,--- € RT \ {0} est une
métrique euclidienne hors des points coniques (c’est-a-dire qu’en tout point
générique, il existe un voisinage isométrique a un ouvert du plan euclidien),
admettant en x;, un voisinage isométrique a un voisinage du sommet du cone
standard d’angle 0.

La semi-criticalité implique donc ’existence d’une métrique plate & sin-
gularités coniques sur 3.

Les singularités coniques sur ¥ sont les points de ramification du revéte-
ment Z et sont donc parmi les sommets de Ag, les singularités coniques sur
> sont donc, de méme, parmi les sommets de Ag.
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De plus, les angles sont multiples positifs de 27 : Soit v € Ag un sommet,
I'image par Z du bord de la face v* est un polygdne qui, d’apres la propriété
3. et la propriété 2. tourne autour du point Z(v), toujours dans le sens
positif. Comme elle forme un cycle, on en déduit que la somme des angles
des quadrilateres en v est multiple positif de 27. En particulier, on déduit
de cela que les isométries par lesquelles le groupe fondamental agit sont des
translations.

F.2 En termes de métrique plate

La semi-criticalité munit donc la surface d’une structure conforme. Réci-
proquement, étant donnée une structure de surface de Riemann sur une
surface X (une structure conforme), on peut donner une caractérisation al-
ternative de la semi-criticalité en ces termes:

Il faut d’abord choisir une réalisation géométrique des deux décom-
positions cellulaires qui donne un sens géométrique a la longueur d’une aréte.
En particulier la décomposition duale est définie & isomorphisme pres. Une
premiére idée, basée sur un théoréme de Colin de Verdiere est de choisir les
décompositions cellulaires géodésiques pour une certaine métrique dans la
classe conforme.

Théoréme 12 (Colin de Verdiére) [CdV91] Soit ¥ une surface compacte
sans bord munie d’une mélrigue riemannienne, K une décomposition cellu-
laire, il existe une décomposition cellulaire géodésique k' isomorphe a K,
unique @ isométrie pres.

On comprend alors la métrique ¢(a) d’une aréte du double comme la lon-
gueur du morceau de géodésique correspondant et ’angle entre deux arétes
comme "angle entre leurs géodésiques concourantes, donnant ainsi un sens
précis a ’orthogonalité des arétes duales.

Le probléeme est que I'orthogonalité est une notion locale sur une surface
de Riemann, et la rectification des deux décompositions cellulaires peut faire
que les géodésiques correspondant a des arétes duales ne se coupent plus. I
faut alors transporter parallelement les géodésiques de maniére a ce qu’elles
se coupent pour pouvoir déterminer ’angle qu’elles forment. Mais il n’y a en
général pas de facon canonique de faire cela, "angle va dépendre du chemin
suivi pour transporter les géodésiques, c’est le probleme de la courbure.

On est donc amené a considérer des métriques plates. Mais une métrique
ne peut pas étre plate partout car la courbure totale est un invariant topo-
logique, 27y (X) ou x(X) = 2 — 2g est la caractéristique d’Euler-Poincaré de
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la surface, g son genre. La courbure est donc concentrée en des singularités
coniques. Quelles libertés a-t’on dans le choix des singularités et de leurs
angles?

Théoréme 13 (Troyanov) [Tro] Soit ¥ une surface de Riemann compacte

sans bord, xy,...,x, € X el 0y,...,0, > 0 tlels que
> (21 - b)) = 27x(D),
k

il existe une unique métrique plate dont les singularités coniques sont les xy,
d’angle 0y, d’aire totale unité.

La encore la notion d’angle est locale car le transport paralléle autour
d’un point conique change I’angle. Mais on peut s’affranchir de ce probleme
en choisissant les angles aux sommets coniques multiples de 27. La notion
d’angle est alors globale sur la surface privée des points coniques. On de-
mande alors a la décomposition cellulaire de contenir parmi ses sommets les
points coniques.

Proposition 13 Un double compleze cellulaire muni d’une métrique, (A, ¥)
sur Y une surface de Riemann est semi-critique si et seulement s’il existe
une mélrique riemannienne plate a singularités coniques sur X, d’angles

multiples de 27, telle que le graphe diamant { associé a A soil une décomposition

cellulaire géodésique localement finie de 3 (les arétes sont des segments), les
singularités coniques se trouvant en des sommets, et vérifiant :

1. Toute aréte a € Ay est un segment linéaire de longueur {(a).

2. Des aréles duales a,a* sonl des segmenls orthogonauz et le repere
(@, @*) est orienté direct.

Si, de plus, le graphe diamant { est composé de losanges de méme c6té
§ (pour la métrique plate), la carte est critique.

Preuve : On a vu que la semi-criticalité impliquait I’existence d’une telle
métrique plate sur 3, donnant un sens géométrique aux notions de longueur
et d’orthogonalité. Il s’agit ici de démontrer la réciproque. Prenons donc une
structure plate a singularités coniques multiples de 27 comme ci-dessus.
La structure euclidienne hors des points de ramification nous donne
I’existence d’une application (définie & isométrie de C pres) d’un polygéne
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fondamental P C 3 dans le plan complexe euclidien qui est une isométrie
hors des singularités :
Z:P—C

L’image de deux bords de P & identifier sont isométriques et comme les
angles coniques sont multiples de 27, ils sont liés par une translation. On
a donc une représentation p du groupe fondamental de la surface dans les
isométries du plan et on étend le revétement ramifié au revétement universel
tout entier Z : ¥ — C de telle maniere & respecter la propriété 4.

Comme Z est une isométrie hors des singularités, elle ’est sur l'intérieur
des faces de ¢ et donc:

1. Pour toute aréte a € Ay, 'image Z(a) est un segment linéaire de
longueur ¢(a),

2. des arétes duales sont envoyées sur des segments orthogonaux et le
repere (Z(a), Z(a*)) est direct,

Il reste & montrer que, sur tout quadrilatére de {,, 'application Z est un
plongement.

La propriété 3. est satisfaite car Z est une isométrie hors des sommets
donc localement un plongement. L]

Nous prendrons désormais le point de vue des métriques euclidiennes a
singularités coniques.

Proposition 14 Toute carte locale sur Q C X ouvert, 7 : 0 — C, isométrique

conservant 'orientation, se restreint en une fonction holomorphe discréte.

Preuve : Prenons un couple d’arétes duales (z,z') et (y,y’). Les images
de ces deux arétes sont les diagonales d’un quadrilatére isométrique, ses
diagonales |Z(z") — Z(z)| = l(z,2") et |Z(y') — Z(y)| = £(y,y’) ainsi que ses
cotés | Z(z) — Z(y)|, ete, sont de mémes longueurs, donc Z(z') — Z(z) reste
orthogonal a Z(y') — Z(y) en tant que vecteurs du plan. Par conséquent

26~ 2() _ 2~ 2)
o Sl A Nl I S A A 74
Oz, ") £y, y")
Et le fait que 'application préserve 'orientation donne le bon signe. 0]

Exemples sur le tore et le plan : Les exemples les plus simples de cartes
critiques sont données par les décomposition cellulaires du plan par le réseau
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carré de maille unité et toutes les cartes finies du tore de genre un du type
{4,4}(a,p) avec (a,b) € Z, c’est-a-dire le quotient du plan par I'action du
groupe (a,b)2Z+ (—b, a)2Z, voir [Cox2].

Mais les réseaux duaux triangulaire et hexagonal ont aussi un graphe
diamant fait avec des losanges:
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Il existe également des cas plus exotiques comme:

s
SR
A
527
-
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On a aussi des “figures de relief” :

A presque toutes les pages de [GBS87], on rencontre des cartes critiques.
Pour les cartes semi-critiques, I’archétype est donné par les complexes duaux
de Voronoi V et Delaunay D [PS]:

— On se donne une distribution quelconque de points du plan Dy.

— On associe & un point & € Dy une face F' € V,, constituée par ’en-
semble des points du plan plus pres de z que de n’importe quel autre
point de Dy.

— Une aréte a de V; est donc un segment de médiatrice entre deux points
z,z" de Dg. On lui associe une unique aréte (z,z') € Dy.

— Les sommets V, extrémités des arétes de V7, sont des centres de cercles
circonscrits a au moins trois points de Dy.

— Chaque aréte de V; étant la médiatrice entre deux points z,y de Dy,
on peut lui associer I'aréte (z,y) et faire ainsi correspondre une aréte
de Dy a toute aréte de Vi et les cellules de V étant convexes, cette
correspondance est bijective (une médiatrice ne donne lieu qu’a un
seul segment).

— Ces arétes Dy définissent des faces D,.
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Les quadrilateres des cartes du type Voronoi ne sont pas forcément convexes,
il apparait des cerfs volants dans la terminologie de Penrose, des quadri-
latéres non convexes formés des cotés de deux triangles isoceles :

Remarque : Tout double A n’a pas de métrique qui le rende critique, comme
un losange est un convexe, il faut, en particulier, que le complexe diamant
¢ soit convexifiable. Par exemple, un double métrique n’est pas critique des
qu’il contient le motif suivant (présent dans la décomposition cellulaire de
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la sphére par un tétraedre):

ou bien encore,

[

Exemple en genre supérieur : Ce sont les singularités coniques qui
nous permettent de considérer des cartes de genre plus élevé que un, en
effet, seul le tore, de genre un, peut-étre plongé isométriquement dans le
plan; en genre plus grand, pour continuer a avoir un plongement, il faut
changer la métrique, introduire de la courbure, ce qui permet de plonger
isométriquement par exemple dans le demi-plan de Poincaré. La stratégie
que nous avons adopté consiste a introduire des points de ramification, des
singularités coniques et de perdre la qualité de plongement.

Voici un exemple tiré du livre de Coxeter [Cox1]. Le point central d’ordre
dix est ramifié trois fois:
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Quand des conditions de recollements sont données, cela représente un pa-
vage d’une certaine surface euclidienne a singularités coniques, par dix
pentagones réguliers. Le genre dépend de la facon de recoller les bords
et varie de zéro (pour 17 sommets différents, en fermant tous les angles pos-
sibles) a sept (pour trois sommets différents). Dans tous les cas, la symétrie
du probleme fait que le pavage dual est naturellement formé d’arétes ortho-
gonales aux arétes du pavage initial et toutes de méme longueurs, c’est a
dire que le graphe diamant {» associé est composé de losanges. Mais dans
les genres différents de six et sept, les singularités coniques ont des angles
qui ne peuvent pas étre multiples de 27.

Si bien que ces cartes ne sont critiques qu’en genre six (il n’y en a essen-
tiellement qu’une, la plus symétrique de toutes) et sept (il y en a essentielle-
ment deux), c’est & dire avec cinq singularités coniques d’angle chacune 67,
respectivement trois singularités d’angles 67 et 187 ou 127 et 127. Voici les
données de recollement pour la carte (une carte) en genre six:

Remarquons que les paires de segments a recoller sont liées par une trans-
lation.

On peut I’étaler sur le plan de maniére non isométrique (les dix segments
opposés sont a identifier deux a deux):
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[

Passons a des caractérisations alternatives de la criticalité, elles s’écrivent
entierement sur I' et ne font pas intervenir directement son dual, c’est-a-
dire que la donnée de I' permet de construire explicitement le dual de telle
maniére a ce que leur couple soit semi-critique :

Proposition 15 Soit (I', p) une décomposition cellulaire géodésique d’une
surface X munie d’une métrique plate a singularités coniques.

Une condition suffisante pour qu’elle soil semi-crilique est qu’il existe
une distribution de cercles telle que

— les singularités sont soit aux centres, soit a l'intersection de plusieurs
cercles,

— les sommets de I' sont les points d’intersection des cercles,
— et toutes les faces de I' sont inscrites dans un cercle.

Une condilion nécessaire el suffisante pour qu’une carle soil crilique esl
lexistence d’une telle distribution de cercles, de méme rayon & sur la surface
> telle que le centre de chaque cercle soit a Uintérieur de la face qu’il définit.

Si la condition est remplie, on pose les sommets de ' aux centres des
cercles. Alors, le graphe { est constitué de rayons de cercles et les arétes

duales sont orthogonales.

Si de plus, les rayons des cercles sont égaux, ces quadrilateres sont des lo-
sanges et la carte est critique.
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Réciproquement, étant donnés des losanges, les cercles sont définis.

Remarque : C’est ce qui fait le lien avec les motifs de cercles [Sch], c’est
a dire une famille de cercles couvrant le plan, les centres des cercles et les
points d’intersection définissant le graphe et son dual. Toute carte critique
est un motif de cercles de mémes rayons. La condition de la proposition est
satisfaite pour un couple Delaunay/Voronoi, c’est méme une caractérisation
de ce cas. Mais il existe des cartes semi-critiques qui ne sont pas des motifs
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de cercles, par exemple ce “tube” :

Proposition 16 Une décomposition cellulaire géodésique I' est critique si
et seulement si il existe une distribution d’angles 0 < ¢, < 7 sur les arétes
(inorientées) vérifiant :

> ¢q =0 modulo 27 pour toute face F

a€dF
(F.1)

> (7 — ¢q) = 0 modulo 27 pour tout sommet s
ads

Si I est critique, tout couple d’arétes duales (a, a*) forme les diagonales d’un
losange. Comme les quatre cotés sont égaux, les angles opposés, a chaque
extrémité d’une diagonale a, sont égaux, appelons les ¢, et de méme ¢,
I’angle du losange aux extrémités de a*. Dans un demi-losange, triangle
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isocele, on a ¢, + 2 X d’% = 7.

Donc ¢g» = m— ¢p. En sommant les angles des losanges autour d’un sommet
S?

qua* = Z(TL’ — ¢g) = 0 modulo 27

ads ads
De méme, en sommant les angles autour d’une face.

Réciproquement, une telle distribution d’angles permet de construire les lo-

sanges, les longueurs sont données par la trigonométrie plane des qu’une
échelle est donnée. L]

Théoréme 14 Soit [ : Ay = C une application holomorphe discréle sur
un double semi-critique (A, l) d’un domaine Q du plan complexe euclidien.
Complétons f en une fonction continue f : Q — C en interpolant linéairement
sur les arétes de la décomposition cellulaire I' associée a A et harmonique-
ment a Uintérieur des faces. Supposons que [ esl injective.

Alors f(A) est une carte semi-critique de f(S2).
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Preuve : C’est-a-dire que les sommets f([g), les arétes f(I'y) et les faces
f(I'y) forment une décomposition cellulaire de Q' = f(£2) qui est un domaine
du plan complexe euclidien, que l'image du complexe dual I'* forme un
complexe cellulaire dual et que cette donnée, abbréviée par A’ = f(A), est
une carte semi-critique de € pour la longueur euclidienne des segments.

Le fait que f(I') forme une décomposition cellulaire de ' est immédiat
des lors que f est injective: chaque point de l'image €' est I'image d’un
unique point de 2, gppartenant a une certaine cellule de I' et donc appartient
a une unique cellule de f(I').

Ensuite, ’holomorphie de f équivaut a la condition de semi-criticalité :
Pour deux arétes duales f(y,y') = f(z,z')*,

£y, y") {(z,2')

donc deux arétes duales de A’ sont des segments orthogonaux dans le plan
complexe. La carte A’ est donc semi-critique pour la métrique euclidienne
qui a l'aréte (z,2') = (fz), f(z')), associe la longueur ¢'(z,2') = |z — 2/| =

[/ (z) = f(&)].

Remarque : Avec les mémes notations que précédemment, la structure
combinatoire de A’ est par définition la méme que celle de A, mais qui plus

est, la structure conforme discrete p(a) = %%l de A’ est la méme que celle

de A:
p(f(a)) = p(a).

Comme dans le continu, les fonctions holomorphes conservent la structure
conforme. []

F.3 Intégration des fonctions

L’intérét de la notion de carte est de définir localement un “dZ” qui
permet d’intégrer non seulement des 1-formes mais aussi des fonctions le
long d’un contour.

Définition 14 Soit A un double métrique d’une surface .. Une 1-forme
fermée sur &, c’est-a-dire a: $y — C, une application des arétes orientées
de { dans C définit une 1-forme fermée sur A, sur une aréte (xz,z') € Ay
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de duale (y,y'), par

Lol e
($7$/) (7371/) (yvgj‘) (Lyl) (ylvf‘)

On définit ainsi 9(1,0)(0) l’ensemble des formes fermées de { qui sont ho-
lomorphes sur A.

Pour toute fonction f sur A, et toule 1-forme o € CY({), on définit la
1-forme fa € C1($) sur une aréte (z,y) € Oy par:

@I [,
Joi= 2 /(m/)

(x,y)

Proposition 17 Soit « € C'() une 1-forme fermée sur {. La 1-forme
fa est fermée pour toute fonction holomorphe f € Q°(A), si et seulement si
« est holomorphe.

Preuve : Calculons I'intégrale de fale long d’une face de { : Soit (z, y, 2, y')
une telle face, (y/,y) étant duale de (z, z').
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Localement, « étant fermée, elle est exacte sur la face. Soit g une primitive
de a sur {z,y, 2", y'}.

]é(ww,ﬁy,) Jo=="2—"(9) — 9(@) + == (9(z") — 9(v))

= LT (g00) - o) - 1220 (a0 — 9
f() = f(2) (g(y’) -gly) .9 - g($)>

—1
2

= 4.y o 2)

Et quand f(z') # f(x), cette derniére est nulle si et seulement si g est
holomorphe, c’est-a-dire si « vérifie ’équation de Cauchy-Riemann sur le

couple (z,2') et (y,y’). En raisonnant pour tous les couples d’arétes, on a le
résultat. L]

Corollaire : Soit 7 : Q < C ou Q C X, une carte locale. Supposons qu’elle
soit isométrique sur A, c’est-a-dire que restreintes aux sommets elle vérifie
sur les arétes, (z,z') € Ay,

|Z(z) — Z(2")| = £(z, ).

Nous avons vu qu’une telle application munit X d’une structure euclidienne
locale.

La 1-forme fdZ est fermée pour toute fonction holomorphe f € Q°(A),
si et seulement si (A, £) est localement semi-critique a aide la carte Z. En
effet, la semi-criticalité de A équivaut a [’holomorphie de Z.

Comme toute carte locale isométrique donne une fonction Z holomorphe
et donc une 1-forme dZ € Q9 ($) holomorphe, on définit une 1-forme
formelle sur {», non pas a valeurs complexes mais & valeur 0-chaine:
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Définition 15 On définit la 1-forme fermée appelée symboliquement fdZ,
a valeur dans Cy(A), sur le graphe diamant < par,

faz - :f(ﬂﬁ);f(y) (y— o)

pour toul couple de points x € I', y € I'* voisins sur $.

Cela signifie que pour toute carte locale isométrique Z :  — C ou
Q C 3, lintégrale f(gg v) fdZ est alors un nombre complexe, f(x v) fdz

:M (Z(y) — Z(z)), mais tant que ce choix n’est pas fait, cela reste
une chaine de dimension zéro.

Cependant, une structure euclidienne locale permet d’identifier des différences
de points a des vecteurs si bien que la fermeture de fdZ prend un sens
indépendant de la carte locale Z et, pour un couple d’arétes duales (z,z’)
et (y,y') d’un double semi-critique, I’équation

est une égalité entre vecteurs de ¥ muni d’une structure euclidienne locale.

Si bien qu’on définit ’équation de Cauchy-Riemann et on peut parler de

I’holomorphie de fdZ.

Proposition 18 Une carte (A, l) semi-critique est critique si el seulement
st fdZ est une 1-forme holomorphe sur A pour toute fonction f holomorphe
sur A.



80 F Cartes critiques

Preuve : Ecrivons I’équation de Cauchy-Riemann sur un couple d’arétes
duales (z,z') et (y,y') de A:

My y) _
2( /(y,y/) fdz —i; (o 2 /(m,) fdz) (F.3)
_ f(w);rf(y) (x—y)+ f(y)-;f(:v) (v - 2)
n f($);-f(y) (:E/_y)_}_ f(y);—f(x) (y/_ml)

D (o) 4 FEE (o y

((y,y")
z, ")
A(y, y/) f(y/) + /(=) f('r/) + f(y/) / ’

~ 2 Y TV )
- f(§/> (y—y’—ij((z’zg Y- 296’+y')>
A I
B f(Qy) (x_Qy,Jr ,_iﬁgz:z%< B ,))

= f(;) (zﬁfi’ z//)) (¢' — 2) —zf((z’ yl/; (y— 22+ y/))
f(CC/) K(yvy/) A E(yvy/) ! A
9 (Zf(x’x/)(x_'r)_g(7$/)(y_2$+y))
-I-f(Qy) (x—?y—}—x’— <y/_y))
I(y)

puis, comme f est holomorphe,

= Lo (g (16 - 1) + (1) - f))
_ (y/_l_y_x—.r/) (f(y/)_f(y))
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Par conséquent, si f n’est pas constante le long d’une aréte, fdZ y vérifie
I’équation de Cauchy-Riemann si et seulement si les diagonales du quadri-
latére (z,y, ', y’) se coupent en leur milieu, c’est-a-dire si le quadrilatére est
un losange. Donc A est critique si et seulement si pour tout f holomorphe,
fdZ est holomorphe.

Remarque : En partant d’une carte critique, on peut montrer directement
que fdZ vérifie I’équation de Cauchy-Riemann :

/ de:/ de—|—/ fd.Z:/ de—|—/ fdz
($793’) (7373/) (yv$/) ($7y/) (ylvf’)

y—2z+y ny— 22" +y
=f($)f—f(x)f

Comme (z,y,2',y') est un losange, le milieu de (y,y’) est le milieu de (z, 2’)
et

T —z
4

/( ’) faz - LI I W) )

Qui vérifie ’équation de Cauchy-Riemann car Z est holomorphe. L]

F.4 Produit sur une carte critique simplement connexe

Soit (A, £) une carte critique d’un fermé borné Q simplement connexe
du plan complexe euclidien. C’est-a-dire que les éléments de A sont envoyés

sur des nombres complexes et les arétes sur des segments, via une carte
Z AO — C.

Définition 16 Soit xq € Ay un sommet. La fonction Z — xq est holomorphe

discréte, c’est la primitive de la 1-forme dZ € C1({) s’annulant en z¢. On
définit inductivement les fonctions

(Z — x0)" - :/ k(Z — o)~ tdz

la primitive de la 1-forme k(Z — z0)*~1dZ € C1($) s’annulant en zq.
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On notera son image en un point y € Ag,

(Z - wo)k(@/) =(y—- xo)k
N-1

La famille des {(Z—x0)*} e nest pas libre. Soit (Z—xo)™ = 3,5 ap(Z—
z0)* la premiére fonction combinaison linéaire des précédentes. Elle définit
un polynome minimal

Py :=(X - xo)N - ap(X — 930)k

et Vect {(Z — z0)*} = C[Z]/PA(Z)

Corollaire : Cela munit l'espace engendré, sous-espace vectoriel des fonc-
tions holomorphes sur A, de la structure d’anneau de C[Z]/Px(Z), c’est le
quotient de la multiplication habituelle des polynomes, qu’on peut écrire:

<§: ap(Z — xo)k) . <§: br(Z — xo)k> 1= izn:akbn_k(Z — z9)"
k=0

k=0 n=0 k=0

Proposition 19 Le polynéme minimal est caractéristique de la carte.

C’est a dire qu’il ne dépend pas du point zg: soit yo € Ag un autre point,
Z —yo=2—1z9+ (xo — yo) si bien que

(Z — y0)2 = / 2(Z — yo)dZ = / 2(Z — X + (.’EO — yo))dZ

Yo

=(Z- $0)2 — (yo — $0)2 + 2(zo — yo)(Z — yo)
Et de méme, par récurrence,

k
(Z - fo)k = ZC}C(@JO - xo)l(Z - ’yo)l-

(=0

C’est & dire qu’on obtient les formules usuelles de développement dans C[Z].
Par conséquent le polynome Py ne dépend pas du point de développement,
la matrice de passage des deux bases échelonnées {(Z — .’Eo)k}osk<N et {(Z7—
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yo)k}ogkN des polynémes en Z est triangulaire, la N-iéme puissance (Z —
yO)N est la premiere a étre liée aux précédentes,

N-1
(Z=y0)" =D BelZ — o)
k=0

et le polynéme qui en découle est Py :

N-1 N-1
Py = (X—370)N— Z&k(X—!EO)k: (X—yO)N— ﬁk(X—yo)k
[]
Conjecture : : Cette famille {1, Z, ..., ZN¥~1} forme une base des fonctions

holomorphes si on lui adjoint la fonction ¢ = xr valant 1 sur I' et 0 sur I'*.
[]

L’ensemble des fontions holomorphes sur A serait alors isomorphe a I’espace
vectoriel

C[X]@® Ce/Py = Q°(A)

ou Py, € Cy[X] est le polynome de degré N caractéristique de A. Il faut
donc démontrer que N est le nombre de sommets de I' sur le bord car c’est
la dimension de l’espace des fonctions holomorphes moins un, d’aprés le
théoreme de Dirichlet et la proposition 7.

F.5 Limite continue

Nous allons établir, dans le cas non-ramifié, que les cartes semi-critiques
autorisent le passage a la limite vers les fonctions holomorphes usuelles.
Tout d’abord, un lemme technique intéressant en soi:

Lemme 4 Soit (fi),cry une suite de fonctions sur un ouvert Q de C. Suppo-
sons qu’il existe une fonction f sur € telle que pour toute suite convergente
(Ck) pery de points de Q, la suite (fi,(Ck))peny converge vers f (lim((x)), alors,
la fonction f est continue et la suite ( fi,) converge uniformément vers f sur
toul compact.

Preuve : En prenant une suite de points constante, on voit immédiatement
que la suite (fx) converge point par point vers f. Soit ((x) une suite dans
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Q2 convergeant vers x. Par hypothese, (fi((x)) converge vers f(z) mais en

prenant la suite constante (Cx);cpy, on a également que (fi(Ck));epy converge
vers f(Cx). Donc:

Ve > 0,3IN./k> N, = | — x| < € (F.6)
VI,Ye > 0, 3N /k > Nf = | fe(C) — F(Q)] < €
Ve > 0,3M./k > M. = | fi(C) — fz)| < €

On peut supposer que la suite (N;) est une injection croissante (ou on définit
M}, =k + maxjci Ny). Soit (&) la suite

G=L=...=n:=C
Engr1 =Eng2 = = &g = (2
(F.7)
Enetr =Enge2 = =¢ng,, = Q

Cette suite converge vers z, en effet, pour tout € > 0, des que k > N

I’élément de la suite & est egal a un Q pour [ > N, si bien que |{; — 2| < €.
Si ¢ = &, alors, par définition de &, on a Nf < k < N ;. On en déduit
donc que

Ym >k > Nf, | fm(G) = F(S)] < ¢

ce qu’on peut écrire sans 'indice [:
VEk,Ye > 0.Ym,m > k= | [n(&) — [(&k)| < € (F.8)
En reprenant les hypotheses pour cette suite (&),

Ve >0,3L/k > L. = | fr(&) — flz)] < ¢
donc, Ve > 0,Yk > L., |f(&) — f(z)] < 2¢

En particulier, pour & > L., (N) étant croissante, |f(§N§+1) —f(z)] < 2e
c’est-a-dire

[F(Ck) = f(2)] < 2¢

Donc f est continue.
Supposons que la convergence ne soit pas uniforme sur un compact K.
En niant I’énoncé

Ve > 0, 3P, /Vk > P.,Va € K, |fi(z) — f(z)| < ¢,



F.5 Limite continue

85

on obtient lexistence d’une suite (z3) € K telle que |fi(zx) — f(21)| ne
tende pas vers zéro. De la suite (z1) on extrait une sute convergente (z,(x)),
soit z sa limite. Comme [ est continue en z,

Ve > 07 EIQE/Vk‘ > QEv |f(‘rcr(k)) - f(ZL‘)| <€
Par hypothese, (fg(k)(wg(k))) converge vers f(z), c’est a dire,

Ve > 0, 3R /YEk > Re, | for)(Tor)) — f(2)] < €

Donc,

Ve > 0,Yk > max(Qc, Re), | fo (i) (Tor) — f(zom))| < 26,

ce qui contredit ’hypothese. Il n’existe donc pas de telle suite, la conver-
gence est uniforme. L]

Lemme 5 Soit n €]0,%[ et (I') une carte semi-critique localement finie
d’une région du plan telle que les angles aux sommets des quadrilatéres du
graphe diamant { associé soient tous compris dans [n, 2w — 7).

Alors, pour tous sommels x,y € o, il existe un cheminy € C1($) allant

de x a y de longueur majorée,

d(z,y)

sin

l(y) <4

Preuve : Considérons le segment [z, y]. Il rencontre un certain nombre de

faces de ¢,

[z, y] = [z, 2] U [21, 22] U - U [2n, y]
tels que pour tout k, |zk, zx41[= FrN[z, y] avec F € {4 (plus précisemment,
lzk, k1] est une composante connexe de cette intersection).

o
ﬁ\\ (//

N\ g

[ \en

\\/\f
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Soit (ABC'D) un quadrilatére du plan dont les diagonales sont orthogo-
nales et les angles aux sommets sont compris dans [n, 27 — 7). Soit (M, M’)
un couple de points sur le bord du quadrilatére. Ce bord est connexe, donc
il existe un chemin + reliant M & M’ composé de segments du bord, de
longueur minimale £. Nous allons montrer que

MM’ N sin n
l 4

Tout d’abord, si M et M’ sont sur le méme coté du quadrilatere, v =
[MM'] et £ = MM'. Comme sinn < 1, on a le résultat.

Si M et M’ sont sur des cotés adjacents, alors le plus court chemin sur
le quadrilatere est de longueur inférieure a la distance du chemin passant le

coin. A MM’ fixé, cette distance est maximale quand le coin est un triangle

. BN ! .
isocele et elle vaut dans ce cas 2MM i g est I’angle au sommet. Comme par
sin =

2
hypothese, # est inférieur a 7, on en déduit que

MM > S0
- 2 2
M

M/

Supposons maintenant M et M’ sur des arétes opposées, par exemple
M € [AB] et M' € [CD].

Supposons que ABC'D ne soit pas convexe, par exemple A > 7. Le fait
que les diagonales de ABCD sont orthogonales implique que D < 27 —
A. Translatons W’ parallelement a (C'D) en QQ' tel que @ € (AD).
Par inégalité triangulaire, MA < MQ + QA = M'Q’ + QA si bien que la
longueur ¢/ = QD + DQ' = QA+ AD + DM' + M'Q’ est supérieure a
{ = MA+ AD + DM’, longueur du chemin de M & M’ passant par D.
Comme QQ' = MM’, on a donc Méw > QZC?, et on se ramene ainsi au cas
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précédent de @ et Q' sur deux cotés adjacents.

D B

Supposons maintenant ABC' D convexe. A déplacements pres, le quadri-
latere ABC'D est déterminé par trois angles, disons A, B,C.

Quand ces trois angles sont fixés, on étudie le rapport Méw quand on fait
varier M et M'. Il atteint un certain minimum m(A, B, C) quand (M M) est
orthogonale a la médiane de (AB), (C'D) et partage ABC'D en deux moitiés

de longueurs égales.

En tenant compte des contraintes que les angles aux sommets sont
supérieurs a 7 et que le quadrilatere est convexe, I’étude de la fonction m
conduit a la condition minimale suivante :

(>

9!

Avec par exemple, A = ¢ = 7 — n et B=D= 7. Dans ce cas, le
couple (M, M') atteignant le minimum est atteint pour (MM’') L (AB) et
MA = M'C si bien que

MM' cosi  sinpg
14 2. 4

Prenons [z;_1, 2] une partie du segment [z, y] intersection avec une face
de {. 1l existe un chemin 4, homotope a ce segment sur le 1-squelette {4 et
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. s s Ad(zg_q,z :
de longueur inférieure a (Sljf;’k) De plus, en composant le chemin v avec

le chemin suivant vy, le morceau d’aréte de v aboutissant en 2 s’ajoute
ou se retranche a celui de yi41 partant de x; si bien que dans vi + Y41,
I’aréte portant z; ou bien apparait en entiére ou bien n’apparait pas. Donc
le chemin total est une chaine de < allant de xz & y:

De plus,
4d(z, x 4d(zq,x 4d(z,, 4d(z,
L(y) = L(yi)+ - A (Yna1) < ( 1) + ( 1, %2) et ( y) _ ( y)
sin 7 sin 7 sin n sin 7
L]

Théoréme 15 Soit (*A), .7 une suite de cartes semi-critiques d’un méme
ouvert borné 2 du plan complexe. Supposons que les cotés des quadrilatéres
de * sont tous de longueur inférieure a 8, > 0 tendant vers zéro el que
leurs angles sont tous compris dans un intervalle [n, 2w — 1] avec n €]0, 5.

Soit (fx)eny une suite de fonctions, telles que fi, est holomorphe discréte
sur "A. Supposons qu’il existe une fonction f : Q — C lelle que pour
toute suile convergente (vx)uery, Tk € "Ao, la suile (fx(xx)) converge vers
f (lim(zg)).

Alors f est holomorphe.

Preuve : Tout point z € Q est (& partir d’un certain rang, détail que nous
ne répeterons pas) dans une face de #¢> et est donc & une distance de moins
de % d’un point de ¥Ay. Comme la suite (0x) tend vers zéro, il existe pour

tout = € €, une suite de points (z}) avec z; € FA telle que (z}) converge
vers .

La fonction f; est une application d’un ensemble fini de points FAg C Q
dans C. On la prolonge en une fonction continue f; sur tout €, en inter-
polant linéairement sur les segments des arétes de ¢ puis en prolongeant
en une fonction harmonique a l'intérieur des faces (mais tout prolongement
respectant le principe du maximum ferait 1’affaire).

Les hypothéses du théoreme impliquent que cette suite de fonctions (f;)
vérifient les hypothéses du lemme: Soit & € Q et ((x) une suite de points de
Q convergeant vers z. Chaque (;, appartient 3 une face Fj, d’un #¢. Sur une
face Fy, prenons z et yi les sommets ou Re (f;) atteint respectivement son
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minimum et son maximum. Par principe du maximum pour une fonction
harmonique,

Re (fi(zx)) < Re (fx(Ce)) < Re (fr(yr))

On a de plus |25 —Ck| < 28%, et de méme pour yi. Donc (z) et (yx) convergent
également vers . Par conséquent fi(zy) et fr(yx) convergent vers f(z). Par
encadrement, Re (fx((x)) converge vers Re (f(z)). Le méme raisonnement
s’applique pour la partie imaginaire.

Donc, d’apres le lemme, la fonction f est continue, limite uniforme des
fi sur tout compact de €.

Soit v un lacet de 2 homologue a zéro, de longueur finie. Quand « varie,
il rencontre un certain nombre de faces de ¥¢&. Comme le diamétre d’une
face est au plus 24, ’ensemble de ces faces est contenu dans le voisinage
tubulaire 7" de v de rayon 26;. Le sous-complexe V' des éléments de C'($)
contenus dans T est un complexe cellulaire voisinage de 7.

L’aire de T est inférieure a £ x 4dy,.

Une adaptation du lemme précédent nous donne I'existence d’un lacet
vk € C1($), homotope a v et tel que:

44
L(yk) <

sin g

De plus, étant composé d’arétes sur le bord de faces intersectant -, le lacet
~t est inclus dans le voisinage tubulaire 7.

Supposons f de classe C1. T et I';, étant homotopes, ils délimitent le bord
d’une 2-chaine C' de Q, contenue dans le voisinage tubulaire, I’aire entre les
deux courbes est donc inférieure & 48¢.
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En appliquant la formule de Stockes, on voit que l'intégrale fw f(z)dz
differe de l'intégrale de f le long de 75 d’au plus 'intégrale sur C' de la
forme surfacique de densité la dérivée antiholomorphe de f:

ILf(Z)dz—ka(z)dz| §//C|8f(z)|dz/\dz

Sur le compact T, la dérivée antiholomorphe 9f = % est majorée,

0f] < M

Par conséquent,
|j£f(z)dz —jé F(2)dz] < M x 45,0
gl Vi

Comme & tend vers 0, on en déduit que

lim f(z) 2:}{]‘(2)(12
k=00 Jy, ¥
Pour f continue quelconque, en prenant une suite de fonctions de classe
C' convergeant uniformément vers f sur T, comme la longueur des v, est
bornée indépendamment de k, on prouve le méme résultat.

Puis, comme la suite de fonctions (f;) converge vers f uniformément sur
T, on a également que

|j§ (fk(Z) - f(z)) dz| tend vers zéro
Vi

Or, pour tout k, U'interpolation sur les segments étant linéaire, sur le segment
($7 y) € k<>17

; _ =2 fw@)+ =) fy) @)+ ()
(z,y) fk(Z)dZ B [x,y) y—z dz = (y ) 2

c’est-a-dire la formule de 'intégration de la 1-forme frdZ € Q' (A) sur I'aréte

(z,y). Par conséquent,
% fk(Z)dZ:]{ JedZ
Yk Yk

la deuxieme intégrale étant ’accouplement entre une chaine v € Ay et une
cochaine fydZ € Q'(A). Mais comme par hypothése, f; est holomorphe au
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sens discret, d’apres la proposition F.3, frdZ est fermée et cette intégrale
de contour sur un lacet homologue a zéro est nulle.
On en déduit que f% f(2)dz tend vers zéro, donc:

j{f(z)dz =0

Comme cela est vrai pour tout contour v homologue a zéro, d’apres le
théoreme de Morera, la fonction f est holomorphe. L]

Théoréme 16 Soil 3 une surface de Riemann. Choisissons une mélrique
plate a singularités coniques. Soit (kr)keZ une suile de cartes semi-critiques
adaptées a cetle mélrique. Supposons que pour tout graphe diamant *< as-
socié, les cotés des quadrilatéres soient inférieurs a 8y, tendant vers zéro et
que les angles aux sommels soient dans Uintervalle [n, 27 — 7], avec n > 0.

Soit (fi)peny une suite de fonctions, telles que f est holomorphe sur kAL
Supposons qu’il existe une fonction f : ¥ — C, bornée sur loul compacl,
telle que pour loule suile convergente (zx)4ery, T € FAo, la suite (fi(zx))
converge vers f (lim(zg)).

Alors f est holomorphe.

Preuve : On décompose ¥ en domaines non ramifiés et on applique le
théoreme 15 précédent. f est donc holomorphe en dehors des points co-
niques, mais comme elle est bornée, elle est aussi holomorphe en ces points
par le théoreme des singularités innessentielles. L]
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Chapitre G

Systeme statistique

On pourra lire les livres de Baxter [Bax], de Itzykson et Drouffe [ID] et
l’article de Langlands [Lan].

G.1 Définition

Un systeme statistique de type (k,[) est la donnée de:
I' un complexe cellulaire localement fini, ' =gl ---UT,

S un ensemble S, appelé ensemble des spins, a partir duquel on construit
I’ensemble des configurations, qui sont des applications

o:I'y =5 (G.1)
des cellules de dimension k dans S,

H et, pour toute l-cellule A, d’une fonction réelle sur les configurations
H) (o) appelée I’énergie locale d’interaction qui ne dépend de la
configuration o que par ses valeurs sur les k-cellules incidentes a la

[-cellule A.

On considere alors, pour toute partie finie R C I' (qui n’est pas forcément
un sous-complexe), I’énergie

Hg(o)= > Hy(o)

AEANR

et on étudie la distribution de Boltzmann associée sur les configurations
dans R : On choisit un parametre g3 réel, et & une configuration o, on associe

93
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sa probabilité conditionnée par ses valeurs sur I' \ R,

p(olo(\ B) = M) (G2)

ZR
ou Zp est le facteur de normalisation pour que p soit de poids total 1, la
fonction de partition.

Cela équivaut a une mesure de probabilité sur {o : Ry — S}, les configu-
rations restreintes a R, deés qu’est choisie une condition au bord oq : (OR); —
S ou (OR)j est ’ensemble des k-cellules de I', qui ne sont pas dans R mais
qui sont adjacentes a une [-cellule de R. Dans le calcul de ’énergie sur une
l-cellule de R, on complete la configuration ¢ par og en les sommets de JR.
Exemple : L’exemple le plus simple et qui contient néanmoins toutes les

difficultés est le modéle d’Ising sur une portion de réseau carré. Le com-
plexe I est le réseau carré du plan, les régions R finies qu’on consideére sont
les rectangles comprenant les sommets d’affixe a + b ot ¢« €< 1,n — 1 > et
be< 1,m—1 >, ainsi que les arétes incidentes. Les points du bord dR sont
alors les {a/a €< 1,n—1 >}, {a+im/ae< 1,n—1>},{ib/be<1,m—1>}
et {n+w/be<l,m—1>}.

L’ensemble des spins est a deux éléments S = {41,—1} et on place
ceux-ci sur les sommets (k = 0).

Les interactions se passent le long des arétes (I = 1) et on associe a une
aréte ¢ d’extrémités x et 2’ dans la configuration o, I’énergie

H,(0)=—J,0, X Oy (G.3)

oll 0, et o, sont les valeurs de o en = et 2’ respectivement et .J, est une
constante sur l'aréte ¢ (on prend généralement deux constantes, J et J’
pour les arétes horizontales et verticales respectivement, trois sur un réseau
triangulaire).

La probabilité d’une configuration ¢ sur R, étant donnée une condition

au bord o¢ : 0R — {£1} est donc,

1 B8 > Jogoy
pr(co|og) = —e (@eER (G.4)

Zr
avec la constante de normalisation

ﬁ z nggml
ZR = Z e (m)€R (G.5)

o:Rp—=*1
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[

A Taide de énergie H) (o) d’une [-cellule A dans une configuration o,
on construit le poids de Boltzmann d’une I-cellule dans une configuration
donnée, wy (o) = e PHA),

Comme dans le cas du modele d’Ising, on le fait dépendre localement d’un
parametre, Jy qu’on appelle la “constante d’interaction”, qui détermine
I’énergie H).

Le produit sur toutes les [-cellules de R des poids de Boltzmann donne
le poids de Boltzmann total d’une configuration, Wgr(o) = [[ g, wa(0).

La somme sur toutes les configurations de ces poids de Boltzmann

Zp= Z Hw,\(a) (G.6)

o:Ry—S MR,

est appelée fonction de partition. C’est la constante de normalisation par
laquelle il faut diviser les poids de Boltzmann pour avoir une probabilité :

p(o|l'\ R) = Zl_RWR(U) (G.7)

La grandeur §H (o) est appelée I’action. Le parametre 3 qui relie I’énergie
a ’action se décompose traditionnelement en deux parametres § = ﬁ ouT
est appelée la température et

k la constante de Boltzmann, une constante universelle. A § fixé, un
état est d’autant plus probable que son action est faible.

Les systemes statistiques qu’on étudie effectivement dans la pratique se
rangent dans quelques types particuliers :

k=0,l=1 Les modeéles & spin, une configuration est une application des sommets

vers un ensemble S, on dit qu’on place les spins aux sommets, les
interactions sont portées par les arétes. On a donc, pour toute aréte
A = (v,v'), une application

H:5xS — R

(s,s) — Hx(s,s) (G.8)

et H(e) = >, H(o,,0.). Le poids de Boltzmann w)(s,s’) =
(v,v')ER;

e~ PH(5") de Paréte A dans la configuration (locale) (s, s') est noté

graphiquement :

wy(s,s)=S N S (G.9)
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k=1,0=0

Les modeles a vertex, les spins sont placés sur les arétes tandis que
les interactions se situent aux sommets. On se restreint le plus souvent
a des graphes réguliers, de valence constante p et a des configurations
symétriques, qui soit ne dépendent pas de 'orientation des arétes, soit
vérifient o(\) = 7o()) ot 7 est une involution de S. De méme que
dans le cas d’un modele a spin, le poids de Boltzmann de I’interaction

en un sommet v de voisins (vy,...,v,), se note graphiquement :

(G.10)

Les modeles a Interaction autouR des Faces, les spins sont aux
sommets ou sur les arétes et chaque face F' comportant p sommets (et
arétes) est équipée d’un poids de Boltzmann qu’on représente graphi-
quement par (en supposant que k =1):

(G.11)

On enrichie souvent un systéeme de plusieurs types d’interactions, par
exemple une énergie interne (k = [) peut venir compléter une énergie d’in-
teraction pure. On ajoute simplement les termes a 1’énergie.
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G.2 Limite thermodynamique/limite continue cri-
tique

La collection des lois de Boltzmann étant donnée sur les parties finies R,
on s’intéresse a l'espérance de certaines variables aléatoires

A: Tp—=S) - FE
o — Ao)

appelées observables quand on moyenne sur les configurations sur R as-
treintes & une condition ¢ sur le bord dR. Cela remplace une moyenne sur
les configurations o : I'y — S sur tout 'y conditionnées sur I' \ R puisque
les interactions sont locales.

1 <
(Ar=— Y A(0)Wa(o) (G.12)
o:Rg—S/c

On parle aussi d’opérateur pour A en pensant & son action sur quelques
familles d’observables, B — AB. Les conditions peuvent étre de spin {ixé, ou
bien des conditions périodiques, On s’intéresse en particulier a des régions
R,, de plus en plus grandes d’un complexe infini. Le but est alors d’identifier
les grandeurs qui ont une limite quand n tend vers I'infini. On parle de limite
thermodynamique. Dans quel sens cette limite? Au sens de certaines lois
de probabilité sur I’ensemble Q de toutes les configurations I'y = S. Une
phase, ou un état de Gibbs du systéme est une probabilité sur Q dont le
conditionnement sur le complémentaire des parties finies redonne les lois de
Boltzmann.

En général, les diverses phases a T donné correspondent a des limites
de conditions au bord différentes. Pour une phase donnée, des quantités
thermodynamiques sont définies, par exemple

— I’énergie libre par site f = lim —% In Z,

— I’énergie interne par site u = —TQ% (%),

— la chaleur spécifique par site C' = %u, etc.

Quand les parameétres de Boltzmann varient, par exemple la température
T, le signe d’une transition de phase est la discontinuité de f ou de
I’'une de ses données secondaires. Si f ou les dérivées premieres sont dis-
continues, on parle de point critique de premiére espéce, c’est le cas par
exemple d’une transition solide-liquide, I’énergie interne u étant discontinue
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a la température critique. Si c’est une dérivée d’ordre supérieur, on parle
de transition de deuxiéme espéce, par exemple dans le cas d’une tran-
sition liquide-gaz au point de Curie ou la magnétisation M = — (%)T
s’anulle brusquement. En ces points de deuxieme espece, on observe une
sorte d'invariance d’échelle. On démontre par exemple sur le carré avec
deux constantes d’interaction, que pour deux sommets sur la méme ligne,
la corrélation de leur spin se comporte, a la limite thermodynamique, de la

maniére suivante: )
lz—2"|

(o(x)o(a) ~|z = a'|"e

et € est la constante de corrélation. Elle dépend de la température et la
température critique est caractérisée par une longueur de corrélation infinie

§(Te) = oo

c’est-a-dire qu’il ne reste plus qu’un terme en puissance, qui vaut dans le
cas d’Ising —%,
1

VI =

Alors un procédé de renormalisation permet de construire une théorie
continue critique, une théorie de champs continue, dont on attend des
renseignements sur le voisinage de la transition. En identifiant ces exposants
(par exemple —% pour la corrélation du spin) aux dimensions conformes
d’une théorie conforme rationnelle, on fait correspondre aux champs
discrets critiques des analogues continus. C’est simplement dans ce sens la
qu’on dit que ”le modele d’Ising converge a la limite continue critique vers

(o(z)o ()T~

une théorie conforme rationnelle”.

Cette limite continue critique n’est pas une pure limite thermodyna-
mique, elle fait apparaitre des parameétres libres supplémentaires, par exemple
une topologie, une structure conforme, qui sont hors de portée des limites
statistiques.

Cette sorte de limite peut étre prise sur des complexes cellulaires va-
riables, par exemple des raffinements, des subdivisions.

Le présent travail répond a la tentation de trouver sur les systemes fi-
nis, une trace des propriétés de la limite critique. Dans le cas du modele
d’Ising, le point critique correspond au point fixe de la dualité haute et
basse température découverte par Kramers et Wannier [KW], que nous al-
lons décrire dans la section suivante. Son expression sur les complexes finis
est une forme de la dualité de Poincaré. En fait, I'insertion des divers champs
du systeme, le spin o, le désordre y, le fermion 1 et d’autres encore, oblige
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a considérer ensemble toutes les dualités d’intersection sur les surfaces de
Riemann, épointées, avec des points marqués et des lignes coloriées, a la
facon dont elles apparaissent dans le livre de Chevalley sur les fonctions
algébriques, cf. la critique d’André Weil [Wei].

Ainsi, une corrélation sur une surface ¥, comme

<O-901Ny1 ¢Zl 0-9020-903/%/2 ¢22>

peut-étre vue comme une classe de cohomologie relativement a y,ys sur
un revétement double ramifié en zy, z9 de ¥ privée des points z1, x9, x3.

Sur les cartes critiques, les propriétés conformes vont se révéler avant
le passage a la limite continue.

G.3 Développement basse température

Toutes nos chaines seront désormais prises a coefficients dans 7Z/27Z. Si
bien qu’une chaine est identifiée & un sous-ensemble d’arétes: Cy (I') = P(I'y).

Considérons le modele d’Ising sur une décomposition cellulaire finie d’une
surface sans bord. Une configuration de spin sur I', peut se voir comme un
cycle 7, sur le graphe dual I'*, & savoir le bord de l'aire délimitée par les
faces centrées en les spins +. Réciproquement, a tout cycle de I'*, nul en
homologie, on associe une configuration de spin dés qu’on connait la valeur
du spin en un point. Voici un exemple dans le cas du tore de genre un
décomposé par une portion du réseau carré, les cotés supérieurs et inférieurs,
respectivement droits et gauches sont a identifier.
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Si on considére le modele sur une surface avec un bord non vide, on doit
imposer en plus des conditions au bord.

Définition 17 Une condition de spin au bord est une application (01')g —
S qui assigne un spin fiz€é a chaque point du bord. On code celle condition
par la 1-chaine v2 € C1(I'*) somme de toutes les arétes duales des arétes
aboutissant a des points du bord O de spin —.

@eloclesloooeee®
PP AAA®O®®
SllclcIcIcICIoIoICIOICIONS,
®®
®®

DROHOOOOOO®O®

DROHOOOOOO®O®

DROOOOOOOOOHO®
DHOPOOOOOOOHO®
OPO®OOOOEOHOOHO®
OPOPOHOOOHOOHO®
OPOOOOOOO®O®O®OO
OOOOO®OOOILOO®O®O®

oloJololoJolclclo]©

On note B* lensemble des chaines . € C1(I'*) telles que v, — 0 est homo-

logue a zéro.

79 représente I’état avec le plus de spin + étant donné les spins fixés
au bord. Une fois 42 connu, il y a bijection entre les configurations sur I'g
respectant les conditions au bord et les chaines v, € B*.
Le poids de Boltzmann d’une configuration exprimé en fonction de la
chaine sur I'* qui lui est associée, est un développement basse température
[KW]: on comprend cette chaine comme une perturbation de I'état de
plus basse énergie, I’état fondamental ou tous les spins sont de méme signe.
En effet, quand la température est basse, les différences d’énergie sont tres
pénalisantes, la probabilité étant en 6_%, si bien que les états ayant un
grand nombre de spin des deux especes ont une probabilité tres faible, les
configurations sont gelées, spin en haut ou spin en bas.
Cet état fondamental ne respecte pas a priori les conditions au bord,
c’est un état virtuel. En particulier ce n’est pas nécessairement I’état associé
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5 0
a v,

Définition 18 Soit C = exp(z(gj #)er, BJyz). Celle constante représente
le poids de Boltzmann associ€ a [’état fondamental.
Pour une chaine v, € B*, on définil

(z,2')*Eva

la longueur thermodynamique de la chaine 7.

Proposition 20 Soit 0 une configuration de spin et v, la chaine sur I'*
associée,

e PH(O) — CemLn) (G.14)

Parmi toutes les arétes (z,2') € 'y, seules les arétes a qui coupent trans-
versalement la chaine v, (nous noterons a* € v,) séparent des spins de signe
opposé, les autres sont a l'intérieur d’un ilot de méme signe et contribuent
moins a I’énergie H, nous dirons que ce sont des arétes excitées. Fn séparant
de la somme les arétes excitées, on obtient :

H(U) = E _Jx,x’o'xo'x’
(z,z')ely

= - E Jz’,z” + E Jz’,z” M
(x,x’)*%w* ($7$I)*e,y* (C 15)

- - Z Jw,x' +2 E Jac,ac’
(z,z')ely (z,z")* Eva

Ainsi, ’espérance d’un opérateur A peut s’écrire:

()= 3 Alolr)et0) (G.16)

’V*GB*

ou la fonction de partition est Z =C ) e~Lm) . On voit que le poids de
’V*EB*
Boltzmann C' de I’état fondamental se simplifie. C’est I'intérét essentiel du

développement basse température.
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G.4 Développement haute température

On renvoie au livre de Baxter [Bax] et a I’article de Wannier [Wan] pour
un exposé plus complet. Pour ce qui semble une toute autre raison, on peut
écrire ’espérance d’un opérateur comme une somme sur des chaines sur
I', c’est le développement haute température. L’idée aurait pu étre de
linéariser la loi de Boltzmann e~ #F = 1 — % en considérant la température
comme élevée. La technique est ici un peu différente mais les idées sont les
meémes, ce qui explique le vocable développement haute température.

Définition 19 Pour K € RY, on définit K* par tanh K = e~ 2K,

On constate que cela fait une involution de R* car la relation de définition
est équivalente a sh2Ksh2K* = 1. De plus,

K =ch K(1+tanh K)=ch K(1+e 257 (G.17)

Nous allons I'appliquer a K, : =8J,, pour toutes les arétes ¢ € I';.
Remarquons que si on définit ’action sur ’aréte ¢* duale de a € I'y, par
Ky 1=K}, ona K, =K}x.

L’espérance d’une observable A peut s’écrire, en posant C" = H(x ") ch K .-

el

!
<A):% S Ae) [ emoeKes (G.18)
olog—{£1} (z,z') €T
c ! —2K*
= Yo Ale) ] (14 0zome o) (G.19)
o:lg—{£1} (z,z') €T

!
La somme ) étant étendue a toutes les configurations respectant les condi-

tions au bord.

Proposition 21 Dans une configuration o donnée,

H (1+ngx,e_2K;,x') = Z H e e H Oy (G.20)

(z,z')€Ty YCI (z,z') ey z€y

; ; . —2K*
Dans un terme donné du développement du produit des (14+0.,.0,.¢€ z,2!
YT 3
N . —2K*
chaque aréte (z,z’) va venir avec 1 ou son facteur o 0.~ =2, On peut
faire correspondre, a chacun de ces termes, un ensemble v d’arétes de I'y
par la régle suivante : L’aréte (z, 2’) est dans « si et seulement si apparait le
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facteur Uxax/e_QKva’. Il reste a sommer sur tous les ensembles d’arétes pos-
sibles (sans restriction) pour obtenir le produit. Si  est un point intérieur de
~, il apparait un nombre pair de fois dans le produit si bien que o, disparait,
il ne reste plus que les spins sur le bord.

Définition 20 Pour tout sous-ensemble v C I'y, on définit

L*(y) =) 2K; (G.21)

a€cy

la longueur thermodynamique duale de ~.

L’espérance d’une observable A se réécrit alors:

!/

(A) = %" Yoo Y e WA [] o (G.22)

o:lg—={£1}~CI"y TE€y

En interchangeant les sommations, on arrive a

(A) = %" e N A(o) ] o (G.23)

~yCI'y o:log—{£1} €Dy

La, tout dépend du comportement de A vis-a-vis du changement de signes
des spins.

Suppossons que A ne dépende que des spins aux points {zj}o<r<n. Si
le bord de v contient un site ¢ {x}, le spin o, va apparaitre une seule
fois dans le produit et A n’en dépend pas; si ce spin n’est pas fixé par une
condition au bord, en faisant la sommation sur toutes les configurations et en
factorisant celles ou o, = +1 et celles ou ¢, = —1, on voit qu’elles s’annulent
deux & deux. Donc ne restent plus que les contributions des chaines fermées
relativement au bord et aux {zj}. De plus, si A est impaire en o, , ce site
doit étre sur le bord de v pour que ce dernier contribue a I’espérance et si
A est pair, z; ne doit pas étre sur le bord de 7.

Définition 21 Soient n points xy,...,z, € ['g, définissons

Biay,wny =17 CT1/{zr} C Oy C OT U {ap}} (G.24)

lensemble des chaines fermées relativement au bord et auz {x} et contenant
ces derniers. S7il n’y a pas de confusion possible, nous tairons les indices
{z1,...,2,} et noterons simplement 5.
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Proposition 22 La corrélation des spins en les points {xp}1<k<n @ pour
espérance :

!
(Opy v 0z,) = % Z e~ H O (G.25)

’VCB TEDy

z@{zy}
ot la constante est
c'=2" J[ ch Koo (G.26)
(z,2")el
L’opérateur o, ...0,, ne dépend que des spins en z1,...,z,, donc
C// L*
(Opy v 05,) = - Z e~ L") Z Opy - Og, H O (G.27)
~yCI'y olog—{£1} €Iy

ou la somme peut étre restreinte aux chaines qui sont fermées relativement
au bord et aux points z1,...,z,, les autres chaines ayant une contribution
nulle.

Supposons que 21 ¢ 07, alors, pour les mémes raisons que précédemment,
oz, apparaissant une seule fois, en sommant sur les valeurs +1 et —1 de ce
dernier, on voit que la contribution de « est nulle, il faut donc que tous les
x, soient sur le bord de v pour que sa contribution soit retenue. Mais alors

Opy -+ Oz, H o (G.28)
€Dy

ne dépend plus du tout de la configuration puisque chaque spin apparait
exactement deux fois sauf les termes du bord dont le spin est fixé, si bien
que la somme sur les configurations se ramene, a v fixé a

Z Opy - Ox, H o, =2V H Oy (G.29)

o:lg—{£1} T€Iy ;;?Zl o)

ol N est le nombre de points de 'y, c’est-a-dire que les chaines de B sont
les seules qui ont une contribution non nulle. L]

On peut incorporer les effets de bord dans la longueur thermodynamique

(cf. Kadanoff et Ceva [KC]):

Définition 22 Soit v, € B*, représentant un état de spin compatible avec
les conditions au bord, pour toute aréte a € I't, on définit

N | 2K+ sia coupe 7.
Lo(7+, @) = { 2K sinon.
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el pour un ensemble d’arétes v C I'y,

L (17) = ) Li (7= @) (G-30)

a€cy

La partie imaginaire de L§(v?,7v) comptabilise le nombre d’intersection
de v avec 70, c’est & dire, modulo deux, le nombre de fois olt ¥ termine sur

un point du bord de spin —. On a donc la formule:
!
<Uw1 .. Ul’n> = 7 Z e—LS(WSW) (C}gl)
~EB

Pour v, € B*, la longueur L{(7«,7v) d’une chaine v € B fixée, fermée
relativement au bord et aux {z} ne dépend de ~, que dans sa partie imagi-
naire, qui est (i7 fois) un nombre d’intersection géométrique. Modulo 2i7, il
ne dépend donc que de la classe d’homologie de v* dans Hq (I'*\ {z}}, 9+9).

Mais par définition de B*, la classe d’homologie de v* dans H; (F*, 878)
est égale a celle de 40. Donc

Y=l € Hy (U \{ai}) — Hi () & (2/2)" (G.32)

(I'isomorphisme n’est pas canonique) est contenu dans la partie (Z/2)", ¢’est-
a~dire qu’on a une application :

B* = (z/2)"
Yo (81,0, 60) (G.33)

telle que la classe de v, dans Hy (I* \ {z}}, 977) soit égale & celle de 72 +
Y i=1 Ok (%) 0z Cela induit donc

B* — {£+1}

n

51(ve)
e €(7a) = (=)= (G.34)

qui indique la parité du nombre de z;, entourés par v — 0.
Définition 23 Pour~y € B el v, € B*, définissons L* (7, 7) : =€(7«) L (7%, 7)

Par construction, L*(v.,7) ne dépend plus du tout de 7., nous avons
donc la formule, pour tout v, € B*:

!
(Oz) ..0z,) = % Z e~ L) (G.35)
~EB
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G.5 Symétrie de dualité des spins

Soit z et z' deux points de T', et v C 'y un chemin les reliant, dv =
{z,2'}. Dans une configuration o associée & un chemin =, € B*, le produit
o.0" est égal & (—1)! ot [ est le nombre d’intersections de 7, avec v car c’est
le nombre de fois ot le spin change de signe le long de v. Comme v, détermine
complétement o, et 0,s, (—1)! ne dépend pas du choix de 5. L’intersection
est un invariant d’homologie modulo deux donc on peut ajouter a ~ des
cycles homologues a zéro, cela ne change pas le résultat, si bien que o,0)
est égal & (—1)! ot [ est le nombre d’intersections de v, avec n’importe quel
représentant de By, .., homologue a 7.

Définition 24 Soit n points {zq,...,2,}.
Pour toule chaine v € By, . ..\ €t toule aréte b € I'], on définit

| 2Ky +im si b coupe v
Lo(y,0) : = { 2Ky sinon.

Pour tout v € B, soil
= J] o (G.36)
z€Iv\{zx}

C’est un signe qui ne dépend que de la condition au bord. Cela définit la
longueur thermodynamique de v, € B* modifiée par ~,

L(7v,ve) = e(v) Lo(v,7«) (G.37)

Si n est impair, fitons g € O un point du bord avec une condition de
spin +. On choisil alors v° une chaine quelconque de bord 3v° = {xy,...,z,}
ou 07° = {xg, ..., x,} suivant la parité. On a en particulier v° € Biz,..on}-

Proposition 23 Pour tout v € B,

(Opy - 0p,) = % Z e~ L(vm) (G.38)
’V*GB*

v — 7Y est une chaine fermée relativement au bord, et son signe €(y —~°) =
€(7) car v° n’intervient qu’avec un bord de signe +. Donc

L(7,7+) = () Lo(v,7+) = Lo(7°, 74) (G.39)
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et

(Op) - Op,) = % Z e~T0m) (H U('Y*)m) (G.40)

—L(vx) (Hk U('y*)xk) — e_L(’V*)‘I'iW’V*"VO' -

Dans le calcul d’une corrélation de spins, on peut tout aussi bien som-
mer sur toutes ces chaines, en divisant la constante qui est devant par leur
nombre.

C Al
(Opy v 0z,) = 7 Z e~ Llhom) — Z Z Ly (G.41)

’V*EB* vk EB*
yEB

On a ainsi une écriture complétement symétrique des développements
haute et basse température:

C L * * 9 Al
(O 00y = d o etton :Z o et (G.42)

Y« EB* yx EB*
VGB{Zk} VEB{xk}
La somme porte sur les mémes éléments mais les constantes C et C’,
ainsi que les longueurs thermodynamiques sont différentes, avec pourtant
une grande similarité formelle puisque :

o 2K o .
Ly, ) = () { 2K, +1im  si a* coupe v (G43)

* o 2K} .
L7 (uy ) = €(77) { 2K +im  sia coupe 7, (G44)

Nous n’avons pour 'instant considéré que des conditions au bord de spin
fixé, cette condition étant codée dans I’ensemble B*. Mais on peut aussi bien
prendre des conditions périodiques ou anti-périodiques de spin, c’est-a-dire
sommer sur les conditions de spin qui sont invariantes ou inversées par 1’ac-
tion d’une involution de dRgy. On retrouve la méme formulation avec un
ensemble B* réunion des B} associés a toutes les conditions de spin vérifiant
la périodicité (ou I'antipériodicité). La longueur thermodynamique est ce-
pendant simplifiée, les signes €(y) qu’on avait introduit disparaissent, car
chaque spin du bord intervient deux fois, et sont remplacés par un signe
global +1 dans le cas périodique et —1 dans le cas antipériodique. Mais
nous verrons que l'insertion d’opérateurs de désordre permet de mélanger
des conditions périodiques, antipériodiques et spin sur différentes parties du

bord OT.
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G.6 L’opérateur désordre

Kadanoff et Ceva, dans [KC], aprés une idée de Jordan et Wigner,
introduisent les variables de désordre. Ce n’est pas une variable aléatoire
mais plutot un élément du dual des variables aléatoires, c’est-a-dire que
c’est une mesure:

Définition 25 Soil deuz points y; et yo de T'* et un chemin v"'% C 'Y tel

que v = {y1,y2}. Le désordre piy, iy, est défini par une modification

de Uénergie suivant vY*'Y2. On remplace pour loutes les aréles a coupant
v la constante d’interaction J, par son opposée J. = —.J,, ce qui revient

a définir, pour une observable A l'observable Ay, pi,, par son espérance:

Ay ) = 5 D Al@IW(o)e Poeralt =020 (G i)
o lg—{£1}

On dit qu’on frustre le sysiéme le long de v'**.

L’opérateur désordre dépend du chemin vY"'¥* mais il est d’usage de ne pas

Iindiquer dans la notation et de le noter ji,, py, . Il serait moins équivoque de
le noter vi""*2. Pour le produit de plusieurs opérateurs désordre g, ...y, ,
il faut choisir une chaine v2' Y™ dont le bord est formé des y;. S’il y a un

nombre impair de points, il faut choisir un point fixe yg € I'*.

Les expressions précédentes a ’aide de sommes sur des chaines peuvent
se réécrire avec 'insertion d’opérateurs désordre:

Pour le développement basse température, on fait la somme sur 7, qui est
I’ensemble des arétes excitées. L’introduction des opérateurs désordre change

L¥m - celles qui étaient excitées

d’état les arétes intersectant la chaine ~¥
deviennent désexcitées, et vice-versa. On a donc les formules suivantes pour

le nouvel hamiltonien H' avec les constantes d’interaction J':

H'(o) = Z —J 1O
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qui s’écrit, en utilisant un chemin y* € B* codant la configuration o,

:_ij,x"l‘ ij,z”

(z,2") @ (yaUnyyt ¥y (@,2")E(yatyat ¥y

= o (G.46)

(l‘7x,)e(,y*m,ygl...ym)*

= - ZJGL‘,GL" + QZJx,x’

(z,z')el (z,2") € (yadrygt Y™ )*

La somme des chemins se faisant modulo deux, c’est-a-dire que c’est la
différence symétrique.

Cela permet d’écrire 'espérance jointe d’un opérateur A et de désordres
[t en m points:

! oy _ C )

(Aby, - o) = 7 Z A(o)e BH' (o) _ ~ Z A(o(v) e Lyt
U:FO_){:tl} ’Y*EB*

(G.47)

En particulier pour les corrélations spin/désordre, pour v € By, . ..

n’intersectant pas v2'¥", on a de la méme maniére que précédemment :

C

_ Y1---¥m .
<Ux1 e Oy iy - ',uym> = E Z e L(yyys+ve ) (G48)
’V*GB*

Proposition 24 L’opérateur o, ...0q, by, - . . [y, ne dépend que de la classe
d’homologie de v{**™ dans Hy (I’ \ {a} }1<k<n, {Uk}1<k<m) @ coefficients
dans 7./2.

A 7y et v, fixés, L(y, v«+v2'Y") dépend effectivement du choix de '™

mais comme on fait la somme sur toutes les chaines v, € B*, le résultat ne
dépend en fait que de sa classe d’homologie : en effet, pour deux éléments
L Ym ot 4V Ym dans la méme classe, ) = 4 Y™ 44/Y1 Y™ est une chaine
homologue & zéro. Donc si 7y, est un élément de B*, la chaine v*' = v, + vl

est aussi dans B*. L’application
Yo Y = vl (G.49)

est une bijection de B*.

Y1---Ym
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Cette bijection permet d’écrire v, 4+ y¥1 9" = ~* 4 ~4Y¥™ Donc
Z e~ LOvtdt ™) Z e~ Lyt 9™ (G.50)
’V*EB* ’Y*GB*
puisqu’il ne s’agit que d’une permutation des éléments de la somme. L]

On voit, de méme, que pour 7' — v homologue & zéro dans Hq(I'\ {y;}),

Z e~ Ll 0™y Z e~ L0V it ) (G.51)

’V*EB* ’Y*GB*

L’identité (G.48) reste donc vraie pour v € B vérifiant v - v 9" = 0.

Dans cette formule, v n’intervient que par sa classe dans
Hy(D\ {*yp}, {zpyuaor) = Hy(D,{zxJuol) & (z/2)™ (G.52)

(Iisomorphisme n’est pas canonique). A bord fixé, on passe d’une classe a
une autre dans Hy(I'\ {*yx},{zx} U O') en composant par un lacet non
trivial de Hy(I') ou en ajoutant un tour le long d’un *y.

La composition avec un lacet non trivial de H;(I') intervient par un signe
(_1)%%1”'2”"‘

Apres un tour autour d’un #*yg, la chaine + fait alors un croisement de
plus ou de moins avec v, +~v2' Y™, On définit, de méme que précédemment,
g(v) = (1) ot { est le nombre de yj, entourés par v —+°. Le signe (7)e(7)
compte donc le nombre de points marqués, z et y, entourés par v — ~°.

Définition 26 On définit la longueur thermodynamique de v* € B* mo-

difiée par v et frustrée par v¥' 9™,

Y1---Um

L'(y,7) = (=17 e(y)e(y) Lo(y, v« + y¥-4m) (G.53)

Apres ces efforts pour rendre indépendant de v la longueur thermodyna-
mique, on peut sommer sur B en divisant la constante par le nombre de
telles chaines et on obtient:

C i Yy.--Um )
<o‘$1 Oy fhy - ':uym> = E Z e L (7yystvs ) (G54)

VGB{zk}
yx EB*

Il est intéressant de comprendre la dépendance de (04, ...04, by, - - fy,,)
en la classe d’homologie de la chaine "% dans Hy (I'\ {z}}, {vx}).



G.6 L’opérateur désordre

111

Comme pour toutes ces chaines, le bord est {yz}, leur différence est une
classe de Hy (I'*\ {z}}) ~ H; (') & (Z/2)" (I'isomorphisme n’est pas cano-
nique).

Quand y'¥' Y™ ne differe de v¥'Y™ que par un tour de plus d’une face
2%, on ajoute a la partie imaginaire de L7y, v« + ¥y la valeur +iw
car on croise une fois de plus ou de moins la portion de v qui part de zy,
quant & sa partie réelle, elle est la méme que celle de L(vy, v« +'2""Y") ou

,)//:l*/l..(l/m — 8.%};_1_7}:1...2/711’ et dOIlC

Z e—L(%W*-I-Wfl”'ym) — _ Z e—L(%W*+w’i’1'"ym) (G.55)

’V*EB* ’)’*GB*

C’est-a-dire que lespérance (og, ...0g, by, - - - [by,,) De fait que changer de
signe. Contrairement & ce qu’on fait pour le spin, on ne cherche pas a contre-
carrer cette dépendance en multipliant la longueur thermodynamique par un
signe suivant la classe de v' ¥ dans Hy (I'*\ {z}}) /H:(I'™).

La méme méthode donne des résultats pour le développement haute
température. Remarquons d’abord que si on fait le changement K — — K sur
une aréte frustrée, on sort de ’ensemble de départ de la bijection K — K*
de R* il faut donc définir ce qu’on entend par (—K)*.

Dans C, la relation sha = shb équivaut a I’existence d’un entier £ tel
que

a="b+ 2ikw (G.56)
oua=-b+ (2k+ 1)in (G.57)

Posons s = sh2K. La solution réelle de sh2K* = s~ est

2K* =In(s™! — /572 +1) (G.58)

mais on peut aussi considérer la premiere détermination complexe,

2K =im+1In(v/s~2+1-571) (G.59)

Dans ce cas, K = K + im, soit e = —eX et c’est seulement aprés avoir

composé quatre fois qu’on retombe sur l'interaction de départ modulo 2:7.
Cette détermination étant choisie, on peut alors développer le produit

de la méme fagon, avec les actions K’ frustrées par une chaine vJ' %™, pour
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une configuration o donnée,

H (14 Uggax/e_QK,Zvr’) = (G.60)
(z,z")eTy

_ H (1 + O'Z-O'xle_QI{;’xl) H (1 + 0_9:.0_11/6—21(2@;—2%)

7 JY1---Um
(ra gl (e

= Z exp Z —2K; .+ Z —2K} . —im H O

~yCI' (x,x’)qu\wflmym (z’,x’)Ewr‘wfl'“ym €y

Si bien qu’apres le méme raisonnement, on arrive a

! ym !
(Opy oo Oy - - ) ZQJCV?—ZZG—L*(wi’l Yy Z H UxHka

~yCl’ o:Tg—{x1} z€d~y Ty
/
_rx Y1---Um
2 G | K
yEB €Dy
/
_7x(.0 Yy1---Y¥m
=— E e~ LT (vt ) (G.61)
~EB

Prenons pour 7. € B* le signe £(7.) = (—1)! ol [ est le nombre de points
marqués z, et y; entourés par v, — 70, cela définit

L7 (e +4209m y) = e(v)e () Lo (v + 720 7) (G.62)

qui ne dépend plus du tout de ~,.
On a donc, de méme que pour les corrélations de spins, des formules tres

symétriques :
C —L'( + Z/1~~~Z/m) .

<o‘$1 O My - - 'Nym> = Z Z e VYTV (G63)

V*GB?{:yk}

€8z}

’

== Z e LT (Al ) (G.64)

VGB{Ek}

*GB*
TSyt



Chapitre H

Le champ v

H.1 Définition, équation de propagation

Le champ fermionique %, introduit par Jordan et Wigner en 1928, puis
développé par Kadanoff et Ceva [KC], est le produit du spin par le désordre,
a des points voisins. Sa variable de position est donc un sommet du graphe
triple (z,y) € To avec z € I'g et y € ['j un point voisin de z sur le dual.

Vzy) = Owbly (H.1)

0
Pour qu’il soit bien défini, il faut fixer un chemin v¥¥ qui relie y & un point
fixé y° € I'*. Sans autres points marqués, il n’intervient que par sa classe
d’homologie dans Hy (I'* \ z*, {y, y°} U 9T*).

Vet

Mais quand on l'insére dans le calcul d’une espérance avec d’autres variables
aléatoires, dépendant d’autres points marqués, c’est sa classe d’homologie

113
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dans le complémentaire de tous les points marqués qui intervient.

Ce champs est une observable dans le sens qu’on peut en calculer I’espérance
ou la corrélation avec d’autres observables. On lui attribue les qualités de
fermions et de spineur de Dirac. Dans la théorie conforme des fermions
libres de Majorana, est présent un champ fermionique qui vérifie I’équation
de Dirac. Pour diverses raisons, on l’identifie au champ % décrit plus haut.
Nous verrons plus loin en quoi on peut parler de ¥ comme d’un spineur de
Dirac discret. C’est également un fermion discret car il est connu qu’il vérifie
des relations d’anticommutation :

Soient (z,y), (z',y") € To deux sommets du graphe triple, 'yfyo et 'yf,yo
deux chemins allant de y & y° et de 3’ & y" respectivement. On définit ainsi

0 7,0
grace au chemin vYY +~+YY . Nous allons donner

l'observable ¢z ) (e

un sens a 1’équation

')

Qb(z‘,y) Qb(oj‘,y’) - _w(z",y’)w(z‘,y) .

Intéressons nous d’abord au cas ou (z,y) et (2/,y’) forment une face de
¢, cest-a-dire que (z,z') € Ay et (y,y') = (z,2")*. Nous allons échanger
Y(z,y) €6 P () €n faisant tourner y et y’ autour de la face z*, dans le méme
sens.

Le bord de la face * est connexe, on peut donc définir un chemin (yo =
Yy Y1, .- Un = y') de y & ¢, et arc complémentaire sur le bord de la face,
(yo=19",...,ym = y). A chaque étape k < n et [ < m, on peut composer
'yf{yo par ce chemin (y,...,yz) et 'yf,yo par (y',...,y)). Pour k=mnetl=m,

on définit ainsi I'observable 9, )i mais avec le chemin suivant :

z,y)s

r, Q ! _ -0
Ny N _ - \
\Q/ N O~ N
A Y . A \
| \ | \
&,/ N [ J | \
I .:E Nz — [ ] s
O | ¢
I > >
| yAN , ! A 7
/ | /
© / 0 K
/ -
- /y , [~ \\\ Ve
)TN a ST ~q

c’est-a-dire qui fait un tour de la face z*, si bien que la valeur du spin en
x parait multipliée par —1 dans le calcul d’une espérance par rapport au

0 1,0
méme calcul faisant intervenir le chemin ¥ 4+ +YY . d’origine. Dans ces
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conditions, en n’oubliant pas les chemins différents attachés a y et y', on a:

¢(x,y) Qb(z”,y’) - - ¢(1”,y’)¢(1’,y)

- \ - \
i ) O ! , Q
s A [ h
o L o= -
] ] <
A | \ A | N
° ° b \
° y = — ‘\e ° [
je, [ / O
VAN A ,
/ - /
_ ~
/Q 4 C\r) - 4

De méme, si (z,y) et (z/,y") sont éloignés, comme le graphe triple T est
connexe, il existe un chemin simple v € Cy(Y) de (z,y) a (2, y’). C’est-a-dire
une suite de couples (zx,yx) € To avec xg =, yo =y, =, = &’ et y, = y';
on peut imposer que ces derniers soient les seuls voisins de (z/, 1), c’est-a-
dire pour tout k < n, xx_1 # 2’ et y; # y’ (ou bien, pour tout k < n, z # '
et yr—1 # y'). En composant 'yfyo par le chemin de I'* prescrit par 7, on
obtient pour chaque k£ un chemin 7fky0. Si bien qu’on peut parler pour tout
k < n de I'observable ¢y, )¢ (), définie grace au chemin 'yf’“yo + 'yf’yo.

Pour & = n — 2, les quatre points z',4’, z,,_2 et y,_o forment les cotés
d’une face de . En les échangeant, on obtient:

V(an_sn_) V(e y) = ~ V(") P(@n—2yn_2)

et c’est maintenant au deuxieme champ de longer le chemin v et a chaque
pas on a

Ve rtm) V) =~V y) Vo ni):
le premier étant calculé avec le chemin 'yfkyo + 73’@/0 et le deuxieme avec
0 7,0
YUY 4 AYY 2" si bien que
w(x,y)¢($’,y') = _¢(x',y’)¢(w,y)'

Dotsenko et Dotsenko ont montré que v satisfaisait des équations linéaires
[DD]:

Proposition 25 (Dotsenko et Dotsenko) Soit (z,y') € To un voisin de
(z,y), c’est-a-dire que y' est voisin de x et (y,y') est une aréte de I'*, duale
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0
d’une aréte (z,z') de ['. Soit v2¥ un chemin reliant y a y° ; en le modifiant

par homotopie on peut supposer que (y,y') ¢ 'yfyo, on définil alors 7f/y0 =
J

'yfyo +(y, ') et les champs P, 1y €l Py associés. Notons K, 1) = (;—I')
Pour toute variable aléatoire A,
<A¢(m,y)> =ch QI(Y(LZI) <A¢(l‘7y/)> + sh 21(@@1) <A¢($l7yl)> (DD)
y/
ch 2K Cl) sh2K
AT A
T >. K (x’
I
A
s -7 Oy

Preuve : Pour K € R, ¢*?K = ch 2K +sh2K. Donc

621&'@@')%%/ =ch 2[(@@/) + sh 2[(@@/)01,090/ (H.2)

si bien qu’en multipliant tout par Uze_QK(zvf')%%', on obtient
0y = (0zch 2K, . + 0psh 2K, 1)) e~ H(z2) 2% (H.3)

Donc pour toute configuration o : I'g — {£1},
AW yp(0)oe = A@W(e) [] e« (H.4)
(v e’
X (ozch 2K, o + 0msh2K, 1)) ¢z a!) o 0a!
= AW g0 (4 () (0ach 2K . + oush 2K, 1))

C’est donc vrai en espérance. L]

On écrira ce résultat

lﬁ(x’y) =ch 21{7(E,E’)¢((L‘,y,) + sh 2[(7($711)¢(x/’y;) (H5)



H.1 Définition, équation de propagation

117

Cela signifie que toute espérance contenant le facteur ¢, ) avec le chemin

0
v¥¥" sous entendu, pourra se calculer en fonction des espérances contenant

0
les termes de droite a sa place, le chemin 7Y + (y,y’) étant sous entendu.

Corollaire : ¢ vérifie une équation duale: Avec les mémes notations, en

définissant Y1 ) a Uaide du méme chemin que ¥, ., el K, = ((*m )

on a:

Qb(ﬂmy) = ch 21{(7;&')1&(9&"71/) — sh 21{(%7;')1&(1"79')

Preuve : K, . est défini par

Sh QI{Y(yyyl)Sh 2[{(1@1) =1

Cela implique également, en prenant le carré et en développant sh? = ch

1,
ch QI((yyyl)Sh 21{(1@’) =ch 21{(1@’)

Comme on a, par DD,
¢($’,y) =ch QI((z,x’ﬂb(x’,y') 4+ sh QI(Y(IJI)Q#(LZ/)
on obtient:
ch 21((%3//)1&(90/@) —sh QI(Y(yyy/)zb(x;’y/) =
=ch QI(Y(yyy/)Ch QI((x,x')w(x’,y’) + ch QI{Y(yyyl)Sh QI(Y(QEVZI)Q#(
—sh 21((%@//)1#(1‘/73/)

_ 20y 77 _
_W <Ch 21{(@#) B 1) w(l'lvy,) + ch 21{(r,r’)¢(m,y’)

=sh QI((z,z')Qb(x',y’) +ch QIXY(LZI)’;&(Ly/) = ’;b(Ly)

z,y')

(H.6)

(H.

{

2_

)
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[

H.2 La structure spin

Pour s’affranchir des chemins sous-entendus (qui introduisent des signes
différents partout), cronstruisons la structure combinatoire sur laquelle
est bien défini. Il faut d’abord définir un revétement T de Y & 224 feuillets
et sur ce revétement une structure spin T:

Définition 27 Soit (z°,4°) € Ty un couple de référence. La surface 3 est
le revétement associ€ au morphisme

m1(2,9°) = Hi(X) ® Z/2

c’est a dire le quotient du revétement universel par le noyau de ce mor-
phisme. Un point de 3 est un couple (z,[7]) d’un point z € X et d’une classe
d’homologie dans Hy(3,{y°, z}) ® Z/2 d’un chemin v allant de y° a 2.

Sur 3, on reléve naturellement tous les complezes cellulaires T, T*, & el
T.

La structure spin universelle T est une structure spin sur T, ¢’est le
1-compleze suivant :

Yo: Un sommet de Tq est un couple ((x, ), ['yfyo]) ou (z,y) est un couple
de voisins (z,y) € Yo el ['yfyo] la classe d’homologie modulo deux
d’un chemin de '} reliant y a y° en évitant z* et 2°*, c’est-a-dire un
élément de Hy(I*\ (z* U 2%, {y,y"}). On identifie <(:c, y),’yfyo) et

((x, y),'yriyo) si 'yf;’yo et 7”*“’0 sont homologues.

Y,: Les arétes Yy : deuzr sommels ((m,y),’yi’yo> el <(m’,y/),73,y0) sont
v0ISINS St
—z=2a, (y,y) €5 et 'yfyo — 'yf,yo + (y,y') est homologue @ zéro
dans Hq (I \ z%),
—y=y, (z,2') el et 'yfyo et 'yi’,yo sont homologues dans Hy(I'*\
(z*Ua™)), il faut en particulier que 'yfyo et 'yi’,yo nempruntent

aucune aréte ni de la face z* ni de x'".

On dira qu’une fonction sur T est un spineur si el seulement si elle est
multipliée par —1 apreés le tour d’une face de Y.
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Proposition 26 Cette structure est une structure spin au dessus de T.

Preuve : C'est-a-dire qu’il faut montrer que les cycles de Ty au dessus des
bords des faces de TQ sont des revétements doubles connexes. Les faces de
T, sont de trois types, au dessus des sommets de I', de I'* et du graphe
médial K. Au dessus de chacune, il v a 2%9 faces de Tg, chaque feuillet
correspondant a des classes différentes dans Hy (I'*). Si z est un point de I'

de voisins (y1, ..., yy) sur I'*, le cycle de Y, correspondant 3 la face centrée

0
en z et passant par le point ((m,yl),'yfly ) comporte les sommets dans

I’ordre suivant :

(2, y2) 72 + (91, 92)
((2,2)77Y + (y1,92) + (v2,93))
(H.8)
(2, 9) 72 + (1, 92) + -+ Y1, 9n) + Yns 1))
((z, y2)7731y0 + 92" + (y1,92))
(2, y3) 71 + 0™ + (y1,v2) + (v2,y3))

((CL‘, yn)ﬂ/}:lyo + dz” + (y17 y?) +- 1t (yn—h yn)>

qui sont 2V points différents.

On définit de méme une face centrée de Ty en un point y € I's de voisins

(z1,...,2y) sur [ et passant par le point ((xl,y),'yfyo) ou le chemin 'yfyo
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contient I'aréte (z1, z,)*, le cycle de T, correspondant est formé des sommets
dans l'ordre suivant :

(21, 9)72")
(22, 9)72")
(H.9)
((2n, y)72")
((z1,9)7%"" + da7)
(22, 9) 72" + 0a3)

(2, )72 + 07)

Et on définit une face de T3 centrée en un sommet {(z,2"), (y, ")} du graphe

médial, avec (z,z')* = (y,y’), passant par le point { (z,y), 'yflyo , son bord

est relevé dans Ty par le cycle comportant les sommets dans Pordre suivant

((z,y)72")
(', y)72)
(@, )72 + (9,))

Remarquons que 'yfyo + (y,y") est homologue & 'yfyo + (y,vy') + 0z dans
Hi(T*\ {z""},{y’,y"}) si bien que le point suivant est :

((z,9) 7% + 0™ = (y,¢"))
(2, 9) 2 + 92%)

De méme, 'yfyo + 0z* est homologue a ’yfyo + (y,y') + 0z* + 92’ dans
Hy(T*\ {z*}, {y,4"})-

(', y) ¥ + 0™ + D)
((',4) 72 + 82" = (y,9/))
((z,9) 72 + 02" = (y,9"))
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W

=32

[

1 est bien défini sur T, il change de signe quand on fait un tour autour
de n’importe quelle face de T, c’est un spineur (a valeur variable aléatoire):
si &€ = ((z,y),7«) est un point de T,

Ve = —Yeqorn

Les équations DD s’écrivent, autour du revétement double d’une face de
T centrée en un sommet du graphe médial K : Soit &1, &s, &5 trois points
de T successifs sur le bord d’une de ces faces (orientée positivement ou
négativement). Une aréte, disons a, sépare &; de &; et sa duale a* sépare &,
de &3, elles définissent un sommet du graphe médial. Alors,

Zb& =ch 2[(7(11&52 —sh 2[(7(11&53 (DD’)
R
a -
/N\—sh2K,
. «
JAN /\ch 2K,
&1 &2

N

Nous remarquons en effet que dans le cas de la proposition (25) (z,z')* =
(y,y"), un chemin 'yf;’yo et 73’@/0 = 'yfyo + (y,9'), les points de T considérés, &
savoir ((x,y),’yi’y()), ((x,y’),'yf/y0> et ((m’,y’),'yfly()) ne sont pas successifs

sur le bord de la face qu’ils définissent. Ils appartiennent bien a la méme
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1,0 1,0
face mais c’est ((ﬂflyy/),’rfy + 31‘/*) qui est le voisin de ((x,y/%’rfy )
7,0
En effet, il faut déformer par homotopie v¥ ¥ afin de pouvoir considérer sa
classe dans Hy(T*\ (z*U2'), {y, y°}) et un représentant de cette classe est
le chemin vY¥ + @2’ qui n’emprunte plus I’aréte (y,y’) mais contourne z’

pour passer de y a y’. Mais le champs ¢ au point <($’, y'), 'yf/yo + 8x’*) est

1,,0
I'opposé de celui qu’on a considéré, au point <($’, y), 7Y )

y - T T~ ~
Ch 2[( O —Sh2[( \\\
yAN JAN Y
e \
x >. K .<x’ |
yAN J
OY

Par contre, dans I’équation duale, les points <(x, ), 73@/0)7 ((:L", ), 7};““’0) et

1o Ay : y'y° s VY
((m Y ) sont successifs car v 7 est homologue a v{” 4+ dz* dans

Hy(T*\ 2", {y,4°}) mais il fait le tour de z et non pas de z’ si bien qu’on
a le bon signe —.

H.3 L’équation de Dirac

Une face de T comporte quatre points, la structure spin en comporte
huit. Un spineur est invariant aprés huit points successifs et multiplié par
—1 apres quatre points successifs. Nous définissons un spineur symétrique
comme étant multiplié par i = v/—1 apres deux points successifs :

Définition 28 Si un spineur ( est tel que pour tout triplet £, 2, €3 de points
successifs de T autour d’un sommet de Ko,

C(&3) = +i(&) (Sym)
on dira que  vérifie la symétrie spin.

Théoréme 17 Soit I', une décomposilion cellulaire d’une surface simple-
ment connexe Equipée de constantes d’interactions K, pour toutes les arétes
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a € I'y. Il existe un spineur vérifiant les équations DD’ el Sym st el seule-
ment si le double A est critique pour la métrique

1
0(a) = ———— = \/sh2K: sur T H.10
(@)= Jaror, — Vehekasur (H.10)

1
l(a") = y/sh2K, = ——=sur I'” (H.11)
\/sh2K}

c’est-a-dire pour la structure conforme

pPa = sh2K,.

Preuve : Soit ( : Tg — C un spineur vérifiant ’équation de symétrie Sym
et I’équation de propagation DD’. En quatre points successifs (&1, &2, &3, &4)
de T au dessus de la face (z,y,2',y') de ¢, en notant c, ,» = ch 2K, ,/ et
8,0 =sh2K, .y, I"équation DD’ s’écrit :

(8)-(32 2)(8)
G2 —Sza’ Cpof (3

d’ou on tire & 'aide de la symétrie,

G = 7? ,_ G (H.12)
. 18, 0 — 1 . S, .+

puis C? = (_Sm,m’cyi’ + ZCr,x')Cl = ;71(1 (H13)

. 2

s 1+ s, — 1
Or, | 22— |? = =22 =1 H.14
r7 | nyx, | C?E o ( )
donc pour toute aréte a, I’équation
19q h2K: +1

o _ sh2KG +i (H.15)

ch 2K}

a une détermination ¢, dans U'intervalle |0, 7 car les parties réelle et ima-

ginaire du complexe de module un sont positives. Dans le cas ci-dessus,
i 1
0y ~ ~

(3 = e 2 (4. De méme que pour les arétes, on note les angles duaux
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Qbo: ! : (b%y

Le fait que ( est un spineur entraine qu’en un point £ relevé d’une aréte
(v,w),vel et we ™,

C(E+0v7) = —C(€)

Ce qui se traduit, si les voisins de v sont vy,...,vy dans [' par
14
[] 7=
k=1 ’U Uk
soit
14

¥ = 7 modulo 27

Et de méme autour de w. Donc la distribution d’angles ¢, vérifie les équations
F.1. La décomposition cellulaire est donc critique pour la métrique définie
par la trigonométrie plane. On a la situation géométrique suivante :

Donc
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et d’apres ’équation H.15,

¢ _ 1 sh2K, _{(a")
2 sh2K* /sh 2K* ~ A(a)

Donc A muni de la métrique £(a) = —=2— est critique.
Vsh 2k,

tan

Réciproquement, soit (A, £) une carte critique pour la métrique associée
a une distribution de constantes d’intéraction K.

Nous allons construire un spineur ¢ sur Tg & partir d’un point de référence
& = ((2°,y%),~°) ot ¢ vaudra 1.

Les arétes de Ty sont de deux types, elles coupent soit une aréte de I'y,
soit une aréte de I'] et on peut les orienter de telle maniere qu’elles tournent
autour des sommets de Ky dans le sens positif.

La criticalité de A implique D’existence d’une distribution d’angles ¢, sur
chaque aréte de A vérifiant les équations F.1. On peut donc associer a une
aréte A € Tl coupant 'aréte ¢ € Ay angle 8, = %‘1 Considérons v un
chemin de T; allant de & & un point &. On définit ¢ en £ par

¢ = expiZHA

ey

Les équations F.1, impliquent que, quand on tourne autour d’une face de T,
f augmente d’un facteur £im, —im quand on tourne autour d’un sommet de
I' ou de I'* dans le sens positif et +27 quand on tourne autour d’un sommet
du graphe médial Ky dans le sens positif. C’est-a-dire, si £ est voisin d’un
point v € A, ((§ + 9v™) = —((§) et ((§ + 20v*) = ((&) et de méme autour
d’une face centrée en un sommet de Ky. La définition ne dépend donc pas
du chemin v choisi. Par conséquent, la fonction ¢ est un spineur, bien défini
sur T.

Comme la carte est critique, les quadrilatéres de ¢ sont des losanges et
la géométrie du triangle donne pour un couple d’arétes duales, ¢,» + ¢, = 7.
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Donc en faisant un demi-tour dans le sens positif autour d’un sommet de
Ky, 0 varie d’un facteur +*7, si bien que sur trois points successifs £y, &2, &3,
autour d’un sommet de Ky,

((&3) = +i¢(&)

Donc ¢ vérifie la symétrie spin.
La géométrie du triangle donne, de méme que précédemment, la relation
entre les angles @ et la métrique ¢,

Pa 1

t — =
My T Sh2k:

Comme les angles ¢ sont compris entre 0 et 7 et que les constantes d’intéraction
sont positives:

o shakr
cos & =

2 ch 2K+
i ba _ 1
sin 22 =

2 ch 2K%

D’otu on tire par la formule de Moivre,
“f sh2K* +1i
e =—=2
ch 2K}

Par conséquent, en trois points successifs &1, &3, &3 autour d’un point de Ky,
(51,52) coupant une aréte a*,

sh2K, +1

C(6) = eere((&) = — 5%

C(&1)

Ce qui donne, en utilisant la symétrie ((&3) = +i¢(&1) :
(3 =ch 2K,(3 —sh2K,(;

Donc ¢ vérifie ’équation DD’.

¢ est donc un spineur de Dirac. L]

Définition 29 Le couple d’équations DD’ et Sym est ’équation de Dirac
discréle sans masse.

Remarque : C’est cette équation qui fait le lien entre les systémes statis-
tiques et la théorie des fonctions holomorphes discretes. Remarquons qu’on
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ne retient d’une métrique £ que les rapports des longueurs duales, c’est-a-
dire la structure conforme associée a la métrique. Daniel Bennequin a
généralisé cette équation & une équation de Dirac avec masse. []

Quand on interprete les longueurs comme provenant de constantes d’in-
teraction, la criticalité impose des contraintes sur ces constantes. Nous allons
vérifier que dans le cas régulier, cette contrainte équivaut a la criticalité ha-
bituelle du systeme statistique associé:

Théoréme 18 Dans le cas des réseaux carré, triangulaire et hexagonal,
munis d’une métriqgue invariante par translation, la criticalité de la carte
(A, €) équivaut a la criticalité classique du modéle d’Ising sur I' avec les

L(a*)
£(a)

o= e (%) )

C’est-a-dire dans le cas du réseau carré avec deux constantes d’interaction

constantes d’interaction vérifiant sh2K, = , soit

Ky et Ky, lune sur les arétes horizontales et l'autre sur les arétes verti-
cales,
sh2Kg xsh2Ky =1

Dans le cas du réseau triangulaire, avec trois constantes d’interaction K,
K;; et K;p; pour les trois types d’arétes, la criticalité est donnée par ’équation
de Yang-Bazter critique qut peul s’écrire :

Sh QI(YISh QI{YIISh 2[{7111 = Sh 2[{71 ‘I‘ Sh 2[{711 ‘I‘ Sh 2[{7111

Preuve :

Sur le réseau carré: Prenons deux constantes Kpg sur les arétes hori-
zontales et Ky sur les verticales. Soit ¢ € I'g et &, pour 1 < k < 12 les
douze points de T autour de z avec pour chaque point de ['* mis en cause
un chemin venant de la gauche (tous étant égaux hors de la figure) dans la
position suivante:
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Supposons la carte critique, il existe donc ¢ un spineur de Dirac. Les valeurs
de { en ces douze points sont contraintes par les équations DD’ et le caractere
spinoriel de ¢, en notant ( : =( (&) et s; =sh2K, ¢; =ch 2K :

(a)=(% 3)(8)
G /) \-sg (s
_ (& —sy Ge
(&) (H.16)
()= 3)(¢)
C11 N S*H C,*q (s
(= 3)(8)
—S’{/ Cy{/ C3

La condition de symétrie donne

G =1 = (7

G2 = 1a = —C1o (H.17)
(3 =g = C12

G6 = 1G9 = —(C11

Cela nous permet d’éliminer les valeurs aux quatre points centraux et
on obtient le systeme 8 X 8 suivant :

-1 0 0 0 cyxcy syxXey —cppXsy SpyXsy G
0 -1 0 0 syxcy cgXcyy SpXsy —CgXsy (2
0 0 -1 0 cxsy syXsy —cgxcy spXcy (i
0 0 0 =1 syxsy cyXxXsy sypxey —cyXdcy Ci9
0o 0 0 1 -1 0 0 0 (3
0 0 1 0 0 -1 0 0 (s
1 0 0 0 0 0 -1 0 (7
0 1 0 0 0 0 0 -1 (10

Et le déterminant de cette matrice est
—4(sh2Kj; x sh2K} — 1) x ch ?2Kj; x sh2K}
Dont la solution non triviale est

sh2Kg xsh2Ky =1

o O o oo oo o
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qui définit la criticalité classique sur le modéle d’Ising sur le réseau carré.

Réciproquement, si cette condition est réalisé, il existe un spineur de Dirac
solution du systeme.

De méme, sur le réseau hexagonal, prenons trois constantes, K, K, K;;;
pour les arétes horizontales, / et \ respectivement. Soit z € 'y et &, pour
1 < k < 9 les neuf points de T autour de z avec pour chaque point de T'*
mis en cause le chemin dessiné sur la figure:

Supposons la carte critique, soit ¢ un spineur de Dirac. Les valeurs de (
en ces neuf points sont contraintes par les équations DD’ et le caractere

spinoriel de (:
Cl . Ch QI(f Sh 2[{? C3
¢2 ) \ sh2K? ch 2K; (4
_( ch 2K}, —sh2K7j, Cq
) - ( —sh2K7,, ch 2K7,, (s (H.18)
_( ch 2K}, —sh2K7, Ce
¢s /] \ —sh2K7}, ch 2K7, (3
La condition de symétrie donne

C1 =14 = (g
G =—i(3=(s (H.19)
Cr = —1C6 = —C5
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Cela nous permet d’éliminer les valeurs aux trois points centraux et on

obtient le systéme 6 X 6 suivant :

* * * * * * * *
—1 0 crXcrg STXCrrr CTXSTr STXSTIr
0 -1 0 0 1 0
* * * * * * * *
CrrX¢r  —CrrXsy -1 —SIIXSIrr 0 —STrXCrrr
0 0 -1 —1 0 0
* * * * * * * *
—SprX¢r  SppXsy 0 CrrXsrrr -1 CrrXerrr
1 0 0 0 0 -1

Le déterminant de ce systéme est :

* * * K ok k * kK *2 *2 *2
2 (1 - (51 + Sir + SIII) (CICIICIII - SISIISIII) + 51 + Si1 + Srrr +s

Qui vaut, en fonction de s; = exp 2K7,

1 (SISIISIII i

2 2.2 2 o2
Sir— SIII) (1 + 5787+ S1ST

2
—I_ SIIIS

|
coocoocoo

*2 k2 *2 k2 *2
1 511 + SrrSr11 + Srrrs

)

262 o2
8 SISIISIII

et ’annulation du facteur s;8;:8;7; — 81

— 871 — 817 correspond & ’équation

de Yang-Baxter qui définit la criticalité. Réciproquement, si le déterminant

est nul, la solution non triviale donne un spineur de Dirac.

H.4 Holomorphie de ¢

]

Définition 30 Soient (,(" deux spineurs sur un double métrique simple-
ment connexe. Sur une face ((z,2"),(y,y')) de T, relevée en quatre points

consécutifs de T,

((
((
&= ((2",v), 7 + (v.v))
((2,9), 72" + 92" — (y,9"))
On définit, en notant Cx = ((&), ¢, = (' (&),

/ o= (Gl — Gc)
(z,2”)

/ o= (Gl — G
(v,9")

(H.20)

(H.21)

(H.22)

*2
I

)



H.4 Holomorphie de ¢

131

Proposition 27 La formule précédente définit une 1-forme fermée si et
(" vérifient Uéquation DD’

Preuve : Remarquons que le produit de deux spineurs n’est plus un spineur,
quand on tourne autour d’une face de T, le produit est invariant car chaque
terme est multiplié par —1. Comme ¢ vérifie DD’, en notant (; = ((&x), et
Sq =sh2K,, ¢, =ch 2K,,

(£)=(3 (@)
G /) \ =S cu (3

car & et & mne sont pas voisins; ( et ¢’ vérifient également 1’équation

(¢)=(= o) (E)
¢ S0 Coal G

réciproque :

Donc l'intégrale sur (z,z') se réécrit:

/ o= Galh - O
(z,2)

= (—5,.C+c,.C3) G — (—€,0Ca+5,./C3) 1
= (Cm‘fé - Sm'd) (3 + (—Sx,x'C;/) + CM'C{) C4
= (363 — CaCa (H.23)

a est donc bien définie sur I'aréte (z,2') ; de méme pour aréte (y, y'),

( Cat T ) ( 2 ) (H.24)
5y Cyy' C3

/ /
_Syyy'CQ + Cy,y’C3) Cq— (Cy,y’CQ - Sy,y‘CS) ¢y

(
= (€,Ch+5,,C1) Ga+ (=5,.4C — €,,0C1) G
(3Cs — 562 (H.25)

TN

oo

N—
Il

/ a
(v,9")
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« est fermée car elle définie par des différences qui s’annulent sur chaque

face. []

Théoréme 19 Soient (, (" deux spineurs vérifiant I'équation DD’. Si ( est
un spineur de Dirac, alors la forme a associée a ¢ et (' est holomorphe.

Preuve : Sur une face (z,2',y,y’) de T, relevée en quatre points consécutifs

51752753754 de Tv en notant Ck — C(gk)v C]/g - C/(gk) et s, = sh 21{&7 Cq =
ch 2K,,

/ o = (5C) — (ol
(v,y')

= (1G5 + 9CaCy
= ZCI <_S$71"C{ + Cx,x’Cé) + 1 (_Cx‘,x’Cl + 5$,1”C2) Cé
— iso:,o:’ (CQCé - CIC{) (H26)

= ipz’,z”/ o
(‘T7‘T/)

Donc « vérifie I’équation de Cauchy-Riemann. Comme elle est également
fermée, elle est holomorphe. L]

Corollaire : Sur une carte critique simplement conneze, la 1-forme définie
par la contraction du spineur de Dirac { et du spineur ¥ du systéme statis-
tigue associ€ est holomorphe. En effet, 1 vérifie ’équation DD’. De méme,
la 1-forme définie par la contraction de ¢ et de v est anti-holomorphe.



Annexe A

Analogie électrique

Nous nous placons sur un graphe I' et nous comprenons chaque aréte a
équipée du poids p, comme une résistance de conductance p,. La loi ’Ohm
relie le courant I qui traverse une résistance de conductance p = % ala
différence de potentiel électrique U entre ses extrémités:

I =pU

La deuxieme loi de I’électricité, qui veut que la quantité de porteurs de charge
est conservée est la loi de Kirchoff: La somme des intensités partant d’un
neeud est nulle.

Une configuration électrique est décrite par une distribution de potentiels
en chaque nceud de telle maniere que la loi d’Ohm et la loi de Kirchoff sont
vérifiées. Nous avons vu que dans ce cas la fonction potentiel est harmonique.

Un outil trés utile dans le cadre d’un réseau électrique planaire est la
notion de courants de Maxwell : Quand le réseau électrique est planaire, on
n’a pas seulement acces au 1-squelette mais a un 2-complexe, décomposition
cellulaire du plan (ou d’une surface orientée de genre plus élevé). On associe
a une distribution de potentiels en les nceuds du réseau une distribution
d’intensités sur les faces telle que 'intensité traversant la résistance commune
a deux faces orientées soit la différence des intensités dans chacune des faces.
Etant donnée les potentiels, cette distribution de courants est unique a une

133
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constante additive pres.

<\

La loi d’0Ohm exprimée a ’aide des courants de Maxwell s’écrit donc, le long
d’une résistance de conductance p et d’extrémités z et z’, bordée par les
faces y et v :

Iy) = I(y) = p (U(2') = U(x)) (A1)

Lefschetz a remarqué [Lef] que si on considere la distribution de cou-
rants I comme une distribution U’ = I de potentiels sur le réseau électrique
dual, une résistance ¢* duale d’une résistance a étant équipée de la conduc-
tance p(a*) = ﬁ, alors, c’est une configuration vérifiant les lois de ’électricité

et la distribution de courants de Maxwell associée I' = —U. Les courants et
les potentiels sont donc duaux ’'un de "autre au signe pres.

I'a')y=I'(z) = p* (U'(y) = U'(y))

Comprenons les intensités comme la partie imaginaire d’un potentiel, c’est
a dire équipons le double d’une fonction complexe

f=U+il

le probléme des signes est alors résolu (i2 = —1), et la loi d’Ohm A.1 devient
exactement ’équation de Cauchy-Riemann discrete:

) = fly) =ip(z,2) (f(z') = f(x))
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L’interprétation électrique suugere également d’autres voies de développement,

il existe dans les réseaux électriques des mouvements électriques reliant
des réseaux électriques ayant la méme réponse [CdV96] :

1. (a) Elimination d’une boucle: une résistance dont les extrémités
sont les mémes peut-étre éliminée.

O‘“‘

(b) Elimination d’un bras mort : une résistance pendante peut-étre
éliminée.
L« -—

2. (a) Mise en paralléle : deux résistances en paralléle de conductances
p1 et pa peuvent étre remplacées par une résistance équivalente
de conductance p; + ps.

P1 p1+ p2
S
P2

(b) Mise en série: deux résistances en série de conductances p; et py
peuvent étre remplacées par une résistance équivalente de conduc-

tance —L+ (ce sont les résistances R = % qui s’ajoutent).
1 £2

' — Ri+ Ry

3. Le mouvement triangle-étoile : trois résistances formant un triangle
peuvent étre remplacées par trois résistances formant une étoile, les
conductances py,ps et ps étant reliées aux conductances p}, ph et ph

par les relations:
/X —

P2

_ PP (A.2)

! ! !
P1p1 = P2pP2 = P3P3 = P1P2 + P2p3 + p3p1 =
' : ’ p1+ Py + 05
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On voit que ces mouvements vont par pair et sont duaux I'un de autre
excepté le mouvement triangle-étoile qui est auto-dual. Par exemple, faire
un mouvement de mise en série sur un graphe équivaut a faire un mou-
vement de mise en parallele sur le dual. Ces mouvements passent donc en
des mouvements locaux du double métrique, c’est-a-dire qu’on relie par ces
mouvements deux doubles qui sont égaux hors d’une zone ol on fait ces
changements :

Dans les deux premiers mouvements, on voit qu’étant donné le terme de
droite, il n’y a pas unicité du terme de gauche, dans le premier, p est quel-
conque, et dans le deuxieme, p et p’ n’interviennent que par leur somme.
Si bien que deux doubles différents reliés par une suite de mouvements
électriques peuvent avoir une méme combinatoire.

Proposition 28 Si deux doubles sont reliés par des mouvements électriques, il
existe un isomorphisme entre les espaces vectoriels de fonctions holomorphes
aASSOCIES.

Preuve : 1l suffit de le montrer pour les mouvements élémentaires: Pour
le premier mouvement, la contrainte d’holomorphie nécessite que les valeurs
aux deux extrémités du bras mort soient les mémes.

/N

a !/ \b a b
e W - «
a

\ /

our le deuxiéme mouvement, la cohérence de I'isomorphisme est assurée
P le d t, 1 h de I’ h t
par le fait qu’on remplace deux résistances en parallele par un résistance de
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conductance la somme des conductances:

si bien que

e=d+ips(a—c)+ipi(a—0b)
[ =d+ips(a—c)+ipa(b—c)
g=d+ips(a—c)

T . .
h=c+ p—,(ng(a —¢)+ipa(b—c))
1

=a+ i,2<z'p3<c —a) +ipi(b— a)
— b+ ~(ipa(a—b) +ipalc - b))

o
3
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Le probleme est donc surdéterminé. Apres développement, on voit que le
systéme est compatible si et seulement si les grandeurs p’ sont définies par
les équations A.2, le facteur de a donne p1p} = psph, celui de b, p1p] = paph
et celui de ¢, paph, = p3ph.

Ce théoreme se généralise a ’espace des formes holomorphes puisque
celles-ci sont localement exactes.

Sur le tore de genre un, décomposé par une portion du réseau tri-
angulaire/hexagonal, équipé de longueurs invariantes par translation, on
construit une suite de mouvements électriques qui exhibe un automorphisme
non trivial de ’espace des formes holomorphes associé : 1l suffit de réaliser un
mouvement triangle/étoile pour un triangle sur deux de la décomposition,
le réseau triangulaire se change alors en son dual hexagonal et vice-versa.

On a donc une notion d’holomorphie qui dépend essentiellement d’une
classe de doubles métriques modulo P'action des mouvements électriques.
Il existe des théorémes de minimalité dans cette classe [CdV96] et on peut
traiter la continuation holomorphe pour ces cas minimaux. Nous ne parlerons
pas de ce sujet ici.
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