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Introduction générale

L’interaction fluide-structure s’intéresse au comportement d’un systéme constitué par
deux entités mécaniques considérées comme distinctes: une structure mobile (rigide ou
déformable) et un fluide (en écoulement ou au repos) autour ou a U'intérieur de la struc-
ture. L’évolution de chacune des deux entités dépendant de celle de 'autre, un phénomeéne
de couplage apparait. Plus précisément, le mouvement de la structure est influencé par
I’écoulement du fluide a travers les efforts transmis a I'interface, et réciproquement, le
mouvement de la structure influence I’écoulement du fluide par les déplacements de 1’in-
terface qui entraine le fluide dans son mouvement.

Dans la nature, nombre de situations relévent de ce type de probléme, voir [14, 21, 29,
75, 81]. Nous nous intéresserons aux cas ou la structure subit, en présence de 1’écoulement
fluide, des vibrations qui en changent sa géometrie. Ce type de situations intervient, par
exemple, dans les cas suivants:

— hautes cheminées, gratte-ciels, ponts suspendus, cables de téléphérique vibrant sous
I’effet du vent ;

— ailes d’avion, pales d’hélice, aubages de turbine;

— tuyauteries de réfrigération, réservoirs subissant 1’effet de ballottement de la surface
libre du liquide, etc.

De telles vibrations peuvent endommager la structure concernée. En effet, il se peut, qu’a
partir d’un seuil de vitesse du fluide, des mécanismes de couplage « instables » appa-
raissent, o une partie de I’énergie cinétique du fluide se transforme en énergie vibratoire
de la structure. On observe alors une instabilité dite « de flottement » particuliérement
dangereuse pour la structure, pouvant mener ainsi & la ruine instantanée de cette derniére.
Parmi les systémes propices a de telles instabilités, les lignes de tuyauteries de réfrigéra-
tion dans les réacteurs nucléaires ont été les premiéres étudiées, voir [14]. Paidoussis, dans
[71, 72], traite du probléme du flottement d’un tube encastré-libre en écoulement interne,
voir aussi [81]. Dans le domaine de I'aéronautique, on peut citer I'accident du chasseur
« F117 » lors d’une rencontre aérienne en 1997 aux Etats-Unis. L’origine de cet accident
a été attribué au flottement d’un aileron, probléme générique de cet avion qui semblait
pourtant avoir été résolu par le renforcement des structures.

La présence d’un écoulement peut aussi conduire & des instabilités dites « de flamba-
ge », d’intérét particulier en biomécanique pour les problémes de contraction de vaisseaux
sanguins ou d’asthme [61, 60, 95]. Dans ces phénoménes, I'instabilité est d’origine géome-
trique et est induite par la rotation de l'interface et de la charge qui s’y applique.

Rappelons enfin la célébre catastrophe de la rupture du pont de Tacoma en 1940
aux Etats-Unis. L’instabilité semble ici trouver ses origines dans les forces de torsion
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consécutives aux détachements tourbillonnaires périodiques [75].

Fig. 1 — Pont de Tacoma

Avant I"avénement du Calcul Scientifique, les interactions fluide-structure étaient étu-
diées exclusivement de maniére expérimentale, dans des configurations particuliéres. Ces
méthodes demeurent extrémement cotiteuses a mettre en ceuvre: la construction d’une
maquette demande le respect des échelles réelles du phénomeéne, et, dans les cas destruc-
tifs, plusieurs maquettes doivent étre construites pour explorer le domaine de siireté de
la structure [30, 81].

Les méthodes numériques (sans exclure les procédés expérimentaux) permettent une
description trés fine des phénoménes grace a ’accés immédiat & de nombreuses informa-
tions difficiles d’obtenir par 'expérience, telles que le champ de vitesses et pression sur
la totalité du domaine. Le calcul numérique permet de faire varier, & moindre coiit, une
gamme de paramétres déterminants pour la conception du systéme en question: géomé-
trie de la structure, vitesse de 1’écoulement, etc. Ainsi une prédiction paramétrique des
instabilités avec cette derniére approche est envisageable.

Les techniques actuelles pour la détection des instabilités en interaction fluide-struc-
ture rentrent dans deux catégories bien différenciées.

On peut situer, dans une premiére catégorie, les méthodes d’analyse instationnaire des
phénomeénes aéroélastiques. Il s’agit de résoudre le probléme instationnaire couplé fluide-
structure en prenant comme donnée initiale un mode structural associé & I'instabilité, ou
a défaut, une combinaison des modes plus représentatifs du mouvement de la structure.
Puis une analyse de I’amortissement du déplacement de la structure permettra de conclure
sur la stabilité ou I'instabilité du systéme. Ces méthodes, pourrant devenir inabordables
en temps de calcul, permettent d’utiliser de codes de calcul fluide-structure évolués et
précis. Ce type de méthodes ne sera pas abordé dans cette thése, bien que les méthodes
de transpiration que nous allons introduire puissent s’y appliquer.

Dans une deuxiéme catégorie on peut classer les méthodes de recherche de conditions
d’instabilités. Il s’agit de déterminer pour une gamme précise de paramétres (vitesse de
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I’écoulement, géométrie, etc.) les conditions dans lesquelles le systéme est prédisposé & étre
instable. En se plagant dans un cadre linéaire, le probléme se réduit a la détermination des
fréquences propres de vibration du systéme couplé autour d’une configuration d’équilibre
donnée. L’étude de "amortissement (partie réelle de la fréquence complexe) permet alors
de conclure sur la stabilité ou l'instabilité de 1’état d’équilibre en considération. Plus
précisément, si 'amortissement est positif les déformations de la structure seront amorties ;
par contre si I’amortissement est négatif, les oscillations vont s’amplifier et le systéme
devient instable. Le probléme consiste alors en la détermination des fréquences de plus
petite partie réelle.

Dépendant du cas étudié (tablier de pont [76], aile d’avion [29, 75|, faisceau tubulaire
[14], tuyau sous écoulement axial [81], etc.) la structure est modélisée comme un corps
rigide ou comme un corps déformable. Ce choix est caractérisé par le type de mouvement
jugé plus représentatif du phénomeéne en question. En ce sens, dans le cas déformable, le
mouvement de la structure est généralement représenté par un petit nombre de déformées
modales associés aux petites fréquences ou faibles amortissements (plus susceptibles d’étre
« excitées »).

Aprés un calcul préliminaire des modes de vibration de la structure d’intérét, une
premiére approche consiste a simplifier le probléme couplé, en supposant que la réponse
du fluide aux mouvements de la structure, peut étre « condensée » a partir d’'un dé-
veloppement caractérisé par des matrices de masse, d’amortissement et de rigidité dits
« ajoutées », voir [81]. L’obtention de ces matrices « ajoutées » demande des calculs aéro-
dynamiques stationnaires et instationnaires non-linéaires associés aux déplacements mo-
daux en question. La détermination des fréquences propres du systéme se réduit ainsi a
la résolution d’un probléme spectral matriciel quadratique, dont la taille est donnée par
le nombre de modes structuraux fixés au départ.

Une deuxiéme approche plus générale, voir [29], consiste & condenser l'effet du fluide
sans aucune hypothése sur la réponse. Ceci conduit, par contre, a un probléme aux va-
leurs propres non-linéaire, qui est souvent résolu par une méthode de double balayage: le
premier sur les modes pris en considération et le deuxiéme sur la vitesse aérodynamique
[29]. Cette méthode demande des résolutions aérodynamiques linéarisées associés a des
mouvements sinusoidaux de l'interface pour des nombreuses fréquences. Des méthodes
d’interpolation linéaire ou de représentation par des fractions rationnelles de la réponse,
permettent de réduire le nombre d’appels au solveur fluide linéarisé.

Méme si cette derniére méthode n’impose aucune expression particuliére sur la réponse
du fluide, elle demande la résolution d’un probléme aux valeurs propres non-linéaire, dont
les solutions obtenues par la méthode de double balayage ne correspondent pas forcement
aux fréquences de plus petite partie réelle. En d’autres mots la méthode peut ne pas
fournir les « pires » amortissements du systéme.

Un des objectifs de cette these a été la définition d’une méthode numérique fiable
permettant la détermination des conditions d’instabilité pour un systéme couplé en inter-
action fluide-structure. Notre approche consiste a étudier la stabilité des états d’équilibre
du systéme & partir de ’analyse des solutions harmoniques d’un probléme linéaire ob-
tenu aprés une linéarisation spécifique, autour de ’état d’équilibre, du probléme couplé
complet fluide-structure.

L’utilisation d’un modéle linéaire pour les analyses de stabilité en interaction fluide-
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structure ne constitue pas une premiére. Dans [57, 58| une approche similaire & été déja
considérée pour des études de flottement dans les ailes d’avion.

L’originalité de notre approche réside dans la définition d’une nouvelle méthode de
linéarisation permettant d’obtenir un modéle linéaire d’interaction fluide-structure de
complexité minimale, comportant des techniques de type transpiration. Ces techniques
de transpiration, qui manquaient de justification théorique, vont étre justifiés mathé-
matiquement comme sous-produit de la nouvelle méthode de linéarisation. En outre, le
probléme spectral couplé associé a I’étude des solutions harmoniques du probléme linéaire
sera analysé mathématiquement, puis résolu avec une méthode spécifique de recherche
des valeurs propres de partie réelle minimale.

Ce mémoire est divisé en deux parties. La premiére, composée de trois chapitres, est
consacrée a la position du probléme et a I'introduction de la méthode de linéarisation du
probléme couplé. La deuxiéme partie, comporte cing chapitres, et correspond & 'analyse,
théorique et numérique, de stabilité par ’étude des solutions harmoniques du probléme
couplé linéaire d’interaction fluide-structure.

Le premier chapitre est consacré & la description du probléme mécanique envisagé dans
cette thése. Aprés un rappel des bases de la formulation ALE (Arbitrairement Lagrangien
Eulérien) on présente 1'idée heuristique générale de I’approche par transpiration, adaptée
aux cas de petits déplacements de 'interface fluide-structure.

Dans le deuxiéme chapitre on introduit une nouvelle méthode de linéarisation pour
des problémes couplés en interaction fluide-structure. Cette méthode fournit un probléme
linéaire couplé d’interaction fluide-structure sous domaine fluide fixe avec des conditions
non-standards de type transpiration. Ces développements permettront de justifier mathé-
matiquement les conditions d’interface par transpiration introduites au chapitre 1.

La méthode de linéarisation développée dans le deuxiéme chapitre peut étre interprétée
comme une analyse de sensibilité par rapport a des perturbations dans les données initiales
du systéme. En ce sens, le troisiéme chapitre est consacré a une étude préliminaire du
controle et de la conception automatique de systémes faisant intervenir un couplage fluide-
structure. Plus précisément, nous établissons la structure des dérivées, par rapport aux
variation de données frontiéres, d’un systéme couplé comportant un fluide, modélisé par
les équations de Navier-Stokes, et une structure élastique en grands déplacements.

Dans le chapitre 4 on rappelle les notions de stabilité et les bases du « Principe de
linéarisation » dans le domaine de I’hydrodynamique. Les techniques de linéarisation-
transpiration développées au chapitre 2, nous permettront d’appliquer ces idées a 1’analyse
de stabilité linéaire d’un systéme couplé fluide-structure constitué d’un fluide visqueux,
newtonien incompressible et d’une structure réduite. On définit ainsi un probléme spec-
tral fluide-structure couplé par l'intermédiaire d’'une condition de type transpiration a
I’interface.

Le chapitre 5 constitue une premiére étude mathématique rigoureuse du nouveau pro-
bléme spectral obtenu dans le chapitre 4, issu de ’analyse de stabilité linéaire d’un systéme
couplé fluide-structure. Le résultat principal de ce chapitre montre que le probléme admet,
au plus, une infinité dénombrable de valeurs propres complexes, chacune avec multiplicité
finie, et qui ont I'infini comme seul point d’accumulation.

Le chapitre 6 est consacré & la définition d’un schéma de discrétisation pour le probléme
aux valeurs propres défini dans le chapitre 4. La résolution du probléme discret revient
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au calcul des valeurs propres d’un probléme spectral matriciel généralisé.

Le chapitre 7 est consacré & la description et & 1’adaptation de la méthode IRAM
(Implicit Restarted Arnoldi Method), de la transformation généralisé de Cayley et de ’al-
gorithme de couplage de ces deux outils, tel que proposé dans [54], pour la détermination
des valeurs propres de plus petite partie réelle du probléme spectral généralisé posé dans
le chapitre 6.

Dans le dernier chapitre nous présentons les résultats numériques obtenus aprés appli-
cation de I’algorithme décrit dans le chapitre 7. Les différents cas-test nous permettront de
mettre évidence, d’une part, la performance du schéma de discrétisation introduit dans le
chapitre 6 et, d’autre part, la robustesse de notre approche par linéarisation-transpiration
dans la détection d’instabilités de systémes en interaction fluide-structure.
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Premiére partie

Probléme de base et linéarisation






Chapitre 1

Cadre mécanique: ALE et transpiration

La modélisation des problémes d’interaction fluide-structure en grands déplacements
repose, de maniére générale, sur le couplage de deux types de formulations: le solide clas-
siquement traité en formulation lagrangienne, et le fluide décrit en formulation Arbitraire-
ment Lagrangienne Eulérienne (ALE). Cependant, dans un cadre de déplacements petits
ou modérés de l'interface fluide-structure, et avec I'intention de surmonter les problémes
techniques provenant de 1'utilisation des « grilles mobiles », les ingénieurs aéronauticiens
ont développé une technique, dite de « transpiration », qui permet de se ramener & un
probléme fluide standard sur domaine fluide fixe en formalise eulérien.

Dans ce chapitre on décrit le type de probléme mécanique envisagé dans cette thése. On
revoit les notions de base qui permettent d’introduire la formulation ALE et on présente
I’idée heuristique générale de ’approche par transpiration, adaptée aux cas de petits
déplacements de 'interface fluide-structure.

1.1 Probléme mécanique: formalisme ALE

Qf(t
( )Qs(t I'*(t)

Q

FiG. 1.1 — Configuration actuelle

Dans cette section, on introduit un probléme modeéle d’interaction fluide-structure.
Nous considérons un solide occupant a I'instant ¢ > 0 un domaine Q°(¢) C R® de frontiére
['5(¢). Ce solide baigne dans un fluide s’étendant dans tout I’espace R®. Nous introduisons
un volume de contréle Q C R contenant le solide pour tout instant ¢ > 0. Ainsi, ’analyse
de I'évolution du fluide se restreindra au volume Q7 (t) = Q — Q" (), voir la figure 1.1. La
frontiére de € est notée 92 et on pose I' = 9€). La frontiére du domaine fluide est donnée



Chapitre 1. Cadre mécanique : ALF et transpiration

donc par

OV (1) =T uT(1).

Le fluide considéré sera soit parfait compressible soit visqueux, newtonien. Dans cette
derniére situation, on se restreindra au cas incompressible homogeéne, qui parait le plus
pertinent dans le cas des applications en génie biomédical ou civil. Son état est décrit
par sa densité volumique, quantité de mouvement et énergie dans le cas parfait, ou par
sa vitesse et pression dans le cas visqueux incompressible. On supposera que le solide est
rigide ou élastique, en grands ou petits déplacements. Son état est décrit par sa vitesse
dans le cas rigide, et par sa vitesse et son tenseur de contraintes dans le cas élastique.
L’évolution de ces inconnues est régie par les lois de conservation de la mécanique des
milieux continus [28, 68, 96]. On suppose, pour simplifier, que I’évolution du systéme a
lieu sans échange de chaleur.

1.1.1 Le fluide

En formulation eulérienne, 1’équilibre fluide est assuré par les équations de conserva-
tion de la masse (équation de continuité), de la quantité de mouvement et de I’énergie

suivantes:
JpE : _ f
Bt + div(pgug) = 0, dans Q/(t),
apaEt“E o div(pgug ® ug —op) =0, dans /(1) (1.1)
a@% + div(Egug — opug) = 0, dans Q/(1),

ou le triplet (pg,ug, Eg) représente respectivement la densité volumique, vitesse et la
énergie totale du fluide. De plus, le tenseur de contraintes de Cauchy, og, est donné par
une loi constitutive adéquate. Dans le cas d’un fluide parfait, le tenseur de contraintes
est sphérique, o = —pgl, avec pg la pression statique du fluide, qui doit étre reliée
aux variables d’état par une loi d’état spécifique, par exemple, dans le cas d’un gaz
caloriquement parfait on a

1
p= = 1) (B~ goullsl).

ot v > 1 dénote le rapport de chaleurs spécifiques. Dans le cas visqueux newtonien
incompressible, on a

op = —pp 1 +2ue(ug),

1
avec e(ug) = 9 Vug + (VuE)T , et p la viscosité dynamique du fluide. En I’absence de

phénomeénes thermiques significatifs, ’équation de ’énergie n’intervient pour déterminer
I’écoulement que si le fluide est compressible. Dans le cas incompressible les équations
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1.1. Probléme mécanique : formalisme ALE

fluide sont données par:

aUE . OE
— d ' up — — | =0, d O/ (¢
o + div <uE ® ug PE) , dans (1),

divug =0, dans Qf(2).

(1.2)

Remarque 1.1.1 L’indice « g », employé dans le notations précédentes, indique que la
vartable d’état est décrite en formalisme eulérien.

En général, le formalisme utilisé dans (1.1) et (1.2) n’est pas pratique pour la résolu-
tion d'un probléme d’interaction fluide-structure car la configuration (¢)/ est inconnue.
En effet, si le domaine fluide /(¢) était une donnée du probléme, rien ne s’opposerait,
au moins au niveau continu, a la description eulérienne (1.1) et (1.2). Cependant, dans
le cas de 'interaction fluide-structure les variations du domaine 0/(¢) sont directement
liées & la déformation de la structure par I'intermédiaire de I'*(¢), car Q/(t) = Q — Q°(¢).
Du co6té solide cette difficulté est classiquement surmontée en considérant un formalisme
lagrangien [9, 49], évaluant les différentes variables en chaque point matériel que I'on
suit au cours du temps. On utilise parfois cette modélisation entierement lagrangienne du
couplage fluide-structure lorsque le fluide subit de petits déplacements [81]. Sinon, c’est
le formalisme dit ALE (Arbitrairement Lagrangien Eulérien) qui semble étre le plus cou-
ramment utilisé pour les problémes d’interaction fluide-structure en grands déplacements
[27, 46, 51, 70, 87]. En se ramenant & un domaine qui suit le mouvement de l'interface, sans
étre attaché aux particules fluide, cette modélisation permet de combiner les avantages
du lagrangien (traitement des mouvements de l'interface) et de I’eulérien (traitement de
la convection).

r z(-,1) r
=0/
VEAY: Qo) ()
)
Qo Q

Fi1G. 1.2 — Description cinématique

Etant donnée une configuration matérielle solide de référence Q3 C Q de frontiére
I's, nous choisissons la configuration de référence fluide Qg = O — Q, voir la figure
1.2. Le paramétrage du domaine Q/(¢) et Q°(¢), c’est-a-dire, du volume de contréle ) =
QF(t) U (t), est alors réalisé par la donnée d’une application réguliére et injective:

r: OQxRtY — Q
(xo,t) — x = x(xo,t).

Le choix de la configuration de référence fluide Qg et de la carte  dans Qg est arbitraire,
d’ou 'appellation de formulation Arbitrairement Lagrangienne Eulérienne (ALE) pour le
fluide (voir plus loin la remarque 1.1.5).
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Chapitre 1. Cadre mécanique : ALF et transpiration

On note z/ = s et x® = z)gs, de telle fagon que [51]:
0

— pour xg € 2§, x°(xo,t) correspond a la position d’un point matériel zq a 'instant
t > 0. Il s’agit alors de la description lagrangienne classique en mécanique du solide ;
— I'application x/ est définie a partir du mouvement de I'interface matérielle I'§ donné
par xISFS’ comme un prolongement « raisonnable » régulier, Ext <x5|p8), au domaine

Yovi
1y de ce mouvement.

En résumé, ’application x est donnée par

z(xo,t) = Ext <x5|pé) (zo,t), Vag € ﬁg,

z(zo,t) = 2(x0,t), Vo € Q.

Ici, Ext désigne un opérateur d’extension de I'y sur ﬁg.

Remarque 1.1.2 On a considéré ict, sans perte de généralité, que le domaine fluide est
déformé seulement a partir du mouvement de linterface fluide-structure I'y, car 0Qy = T°
reste fire au cours du temps. Ceci implique que le domaine de calcul Q) reste ausst fize en
temps. Cependant, on notera g = Qg Uﬁg le domaine de référence, pour le distinguer de
la configuration actuelle toujours notée Q = Qf(t) U Q' ().

Remarque 1.1.3 La définition de l'opérateur d’extension, Ext, est arbitraire a l'intérieur
de Qg. Il ne s’agit pas d’une inconnue du probléme, mais d’une fonction implicite ou
explicite connue.

Cette approche permet alors de formuler le probléme de départ comme un probléme a
trois champs: le fluide, la structure, et le mouvement du volume de contréle fluide, c’est-
a-dire, 'opérateur d’extension, Ext, souvent décrit de maniére implicite par un systéme
pseudo-structurel en considérant le domaine fluide en mouvement comme une structure
fictive, voir [3, 57, 58|.

L’introduction de la carte x, permet de mettre en évidence les dépendances des équa-
tions fluides vis-a-vis du mouvement du domaine Q/(¢), en transportant les équations
fluide (1.1) et (1.2) dans le domaine de référence Q.

Dans la suite V dénotera le gradient spatial en configuration de référence €1y, de méme
que ai) dénotera la dérivée temporelle & point fixé dans }y. Pour les champs de nature

Zo

« matérielle », tels que x, cette dérivée temporelle sera notée avec un point superposé.

. Ox ) : .
Par exemple, on notera w = & = —  la vitesse du domaine Q(t), appelée aussi « vitesse

at |7]0
de grille » dans un cadre discret (elle représentera la vitesse des nceuds du maillage).
On introduit le gradient de déformation F' = Vgz et le jacobien de la transformation

J =det F.

Remarque 1.1.4 D’apres la définition de la carle x, wygs représente la vitesse du solide,
alors que Wy représente la vitesse du volume de contréle fluide, qui est différente, en
0

général, de la vitesse du fluide dans Q7 (t).
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1.1. Probléme mécanique : formalisme ALE

Le transport des lois de conservation (1.1) et (1.2) s’appuie sur les relations suivantes.
Pour un champ scalaire pg, un champ vectoriel ug et un champ tensoriel d’ordre deux og,

on a:
Vpr = F~"Vop,
V'LLE = Vo’LLF_l,

J div ug = divo (JuF™"),

J div og, = dive (JoF~T), (1.3)
dpr _ dJp : T
| wF

ot |z ot |zo o <Jpw ) ’
Ooug o0Ju )
= = —d u@wkT
ot |z Ot |z o <Ju ow ) ’

ot p, u et o sont définis par

u(xo,t) = uE(xf(xo,t),t), (1.4)

pour chaque xq € Qg. Les deux premiéres relations de (1.3) s’obtiennent par composition
de dérivées. Les deux suivantes découlent de I'identité de Piola,

divo (JF™T) =0,

voir [9, page 39]. Finalement, les deux derniéres s’obtiennent aprés dérivation temporelle
du déterminant

0J

abﬁo = Jdivw,

consulter [43, pages 23 et 63|, et dérivation temporelle de (1.4) 2,

dp JpE
9p Von - w + 2PE
ot |zo pE W + ot |907
8u 8uE
TV ECT

ce qui permet de relier les dérivées temporelles en configuration actuelle et configuration
de référence, voir aussi [27, 68].

Les relations précédentes permettent de transporter n’importe quel terme des équa-
tions (1.1) et (1.2). Ainsi, aprés transport en configuration de référence Qg, et en prenant
compte des notations (1.4), les trois lois de conservation (1.1) prennent le formalisme ALE
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Chapitre 1. Cadre mécanique : ALF et transpiration

suivant :
P v nlu )P T =0, dans 0,
aJ pu _ . )
T -I-dlvo{J[Pu@(u—'w) — o] F } =0, dans £, (1.5)
&@]—tE|z0 + divg {J[E(u —w) — O"M]F_T} =0, dans Qg.

De méme pour (1.2) on a:

d0Ju
ot |zo

+ divg {J {u ®R (v —w) — E} F_T} =0, dans Qg,
(1.6)
divg (JuF_T) =0, dans Qg.

Remarque 1.1.5 Les équations précédentes permettent de mettre en évidence la double
facade du formalisme ALE. Si w = 0 dans Qg, on retrouve les équations du fluide en
formalisme d’Fuler, tandis que si w = u dans Qg le formalisme est lagrangien. En autres
mots, loin de ['interface le formalisme considéré est eulérien, par contre, prés de l'interface
la description est lagrangienne [27].

1.1.2 La structure

L’évolution du solide est donnée par le mouvement x° et son champ de contraintes
S = JF'oF~T (deuxiéme tenseur de Piola-Kirchoff [9, 49]) relié¢ a z* par une loi de
comportement adéquate [9, 49]. Par conséquent, le couple (x°,5) satisfait les équations
de I’élastodynamique non-linéaire (1.5); avec w = u [49]:

pixs —divg(FS) = f, dans €. (1.7)

Ici, pj représente la densité volumique du solide et f le chargement volumique appliqué.

On considérera le plus souvent le cas (consulter [24, 29, 81]) o le déplacement de la
structure est donné par une combinaison linéaire d’un nombre fini de modes de vibration
;1 Q5 — R? 1 <1< n®, de telle maniére que:

*(wo,1) = w0+ Y _ si(t)pi(wo), Vo € O,
=1

avec s(t) = {si(t) hi<i<ne € R™, soit donc,
a® = Ig: + ®s, dans (Y,

ot la matrice ® = [p1]@2|. .. |pn:], de taille 3 x n® et dont les colonnes sont les déformées
modales @;, représente la basse modale tronquée. Le comportement de la structure est
alors caractérisé par des opérateurs de masse, M, et rigidité, K. Les équations de la
dynamique de la structure se réduisent ainsi a:

Mi+Ks = f,, (1.8)
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1.1. Probléme mécanique : formalisme ALE

avec f, € R™ le vecteur de forces généralisées donné par I’expression
= [ drgeidan, 1<i<w
s
et ot fr: € R? désigne la densité surfacique de force appliquée sur le bord de la structure

en configuration de référence.

Remarque 1.1.6 Dans un cadre linéaire, petits déplacements autour de la configuration
de référence, le comportement de la structure est caractérise par des matrices de masse, M,
et rigidité, K, symétriques et définies positivies. De sorte que les équations (1.8) devienent

Mi+Ks=f, (1.9)

FiG. 1.3 = Corps rigide bidimensionnel

Le dernier modeéle que nous allons considérer est celui ot la structure se réduit a un
corps rigide bidimensionnel [76, 70, 87|. Le mouvement est donc défini & partir de trois
degrés de liberté: deux translations s € R? et une rotation # autour du centre de gravité,
plus précisément,

*(x0,t) = s(t) + Q(O(t))xo, Vo €, (1.10)

avec Q(f) la matrice de rotation

006) = (9 _sme).

sinf cosf

Remarque 1.1.7 Sans perte de généralité, on a supposé ici que l'origine du systéme de
coordonnées es placé au centre de gravité de la structure au repos.

On supposera que le corps rigide est supporté élastiquement par un systéme de ressorts,
voir la figure 1.3. Ainsi, les équations régissant 1’évolution de s et # sont données par:

() +x6)- (2)
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Chapitre 1. Cadre mécanique : ALF et transpiration

Ici, M et K représentent les opérateurs de masse et rigidité du systeme, f, € R? la
résultante des forces appliquées sur le corps rigide et f; le moment associé, autour du
centre de gravité du corps. Plus précisément (voir [76]), on a

fsz/ fre da, f&ZQoi/ fro @ rda,
rs(t) rs(t)

et ot frs € R? désigne la densité linéique de force appliqué sur la frontiére du corps, r le
vecteur de position placé au centre de gravité, et () dénote la matrice de rotation

0 —1
QO:(l 0)'

Remarque 1.1.8 Parfois on rajoute aux équations (1.8) ou (1.11) un terme d’amortis-

sement généralisé, Cs ou C () , pour tenir compte de la dissipation d’énergie observée

0
expérimentalement. En général, cet amortissement est faible. Dans la suite nous le négli-
gerons systématiquement [29, 81].

Dans un cadre en petits déplacements (1.10) devient
z°(xo,t) = xo + s(t) + 0(t)Qoxo, Vo € 5,

ainsi que f; et fg se réduisent a
fo= [ frgda, fo=Qus [ fry @ aadao= [ fes - (Quao) da
re re re

Il résulte donc que, dans un cadre linéaire, les équations de la dynamique du corps rigide
(1.11) sont un cas particulier de (1.9) en prenant comme modes de vibration :

e1(zo) = €1, @2(x0) = €2, @3(xo) = Qozo, Vo € Q.

1.1.3 Le probléme couplé

Le couplage entre les équations du solide et celles du fluide est opéré par des conditions
aux limites standards sur I'interface fixe I'§, voir [68, 51, 29, 30, 27, 46, 70, 87]. A savoir:

— la continuité cinématique de la vitesse ou de sa trace normale selon le cas:

u=ax5, sur I, (fluide visqueux),
‘ o ) (1.12)
u-n=ua*-n, sur Iy, (fluide parfait).
— continuité cinétique des efforts:
FSng=JoFTng, sur T, (1.13)
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1.1. Probléme mécanique : formalisme ALE

ol ng désigne le vecteur normal unitaire sur '), dirigée vers Q8 (ou, plus généralement,
normal a @Qg et dirigé vers 'extérieur de Qg ), et n le vecteur normal correspondant en
configuration déformée, relié & ng par ’expression suivante [9] :

F_TTLQ
n= ——7——.
£~ nol|

Remarque 1.1.9 On rappelle ici que les fonctions définies sur le fluide sont définies en
configuration ALFE. Par exemple, la fonction u(xo,t) dénote la vitesse du fluide au point
spatial = (zg,1).

De plus, les équations fluides sont munies de conditions aux limites sur la frontiére
extérieure I, voir [68, 51, 29, 30, 87|. Par exemple:

— cas visqueux :

1. condition de Dirichlet : vitesse imposée le long de T’

u=ur, sur .

2. condition mixte: vitesse imposée et sortie libre sur deux parties disjointes de

I'=T.UTly, voir [93, 87]:

u=ur,, sur I,
(1.14)

ong =0, sur I's (sortie libre).

— cas parfait : la frontiére I' est placée suffisamment loin de Q0§ pour que les effets de la
présence de la structure puissent y étre négligés. On considére ainsi que I’écoulement
est uniforme sur cette frontiére de maniére qu’on puisse imposer

(pyt, E) = (Pooy Yoo, Fo), sur T

Du fait de ’hyperbolicité du systéme, cette condition est imposée sur les caractéris-
tiques rentrantes (voir [29] et le chapitre suivant).

En résumé, le systéme couplé est régi par les équations fluide en formulation ALE
(1.5) ou (1.6), les équations du solide (1.7) ou (1.8), couplées a l'interface fluide structure
par l'intermédiaire des conditions cinématiques et cinétiques du type (1.12) et (1.13).
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Chapitre 1. Cadre mécanique : ALF et transpiration

Dans le cas d’'un fluide parfait compressible, couplé avec une structure élastique en

grands déformations, on a le probléme couplé suivant :

oJ
8—tp| + divg [Jp(u — 'w)F_T] =0,
82,;11' + divg {J [pu @ (u—w) — o] F_T} =0,
)
%| + divo {J[E(u — w) — ou] 7T} =0,
(pv u, E) = (pooa Uoo Eoo)7
u-n=as- n,
FSng = JO'F_TTLQ,
pixs — divg(FS) = f,
(p,u, E,xs,:rfs)ltzo = (po, uo, Eo, %%, 2*1),

dans Qg,

dans Qg,

dans Qg,

sur I, (1.15)
sur [,

sur I,

dans €,

dans ()% x (Q3)2.

Ici, f représente la force volumique appliquée a la structure, (po, poug, Fo) I’état initial du
fluide et 2%°, 2! le déplacement et la vitesse de la structure & I'instant initial. Si le fluide
est visqueux, newtonien, homogéne en écoulement incompressible, le probléme précédent

devient :
div (JuF~") =0,
U = ur,
u— 7

FSng = JO'F_TTLO,
pixs — divg(FS) = f,

LR 5,0 5,1
(u,x 7x5)|t:0 = (UO,JS‘ R )7
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dans Qg,

dans Qg,
sur T

(1.16)

sur

I's,
sur I,
2,
dans  Qf x (02)%

dans



1.2. Approche en petits déplacements : transpiration

Dans le cas visqueux et si on considére un comportement réduit de la structure on a
un probléme couplé du type:
dJu
at |l‘0

+ divg {J [u @ (u—w) — E} F_T} =0, dans Qg,
p

divg (JuF_T) =0, dans Qg,

u=ur,, sur I,

ong =0, sur I}, (1.17)
u=®s, sur I,
M5+ Ks = —/ JOTo F~Tng dag,
FS

0
(u,s,é)lt:o = (uo,so,sl) .

Remarque 1.1.10 Dans le cas d’un comportement réduit de la dynamique de la structure,
le vecteur de chargement généralisé (1.17)¢ est donné par la projection de Ueffort fluide a
l'interface sur la basse modale tronquée, c’est-a-dire,

[fa]; = _/ (JUF_TTLO) cpidag, 1 <i<n’.
r3

Dans la suite de ce chapitre on présentera un autre formalisme largement utilisé en
couplage fluide-structure, et qui s’encadre dans une approche de faibles déplacements de
I'interface ['j.

1.2 Approche en petits déplacements: transpiration

Comme on 'a déja mentionné dans la section précédente, les formalismes de Lagrange
et Euler ne sont pas adaptés, en général, aux problémes d’écoulements fluide avec frontiére
mobile. En revanche, le formalisme ALE est tout a fait adapté a ce type de situations, car
il permet le traitement d’une convection importante avec petites ou grandes déformations
du domaine fluide. Cependant, la formulation ALE a deux inconvénients pratiques:

1. d’une part, elle implique le calcul, & chaque pas de temps, d’une « grille fluide » et
d’une vitesse associée w. En autre, cette nouvelle grille doit suivre le mouvement de
I'interface fluide-structure avec bonnes propriétés de régularité en temps et espace
[30];

2. et d’autre part, I’adaptation d’un code résolvant les équations d’écoulement fluide,
par exemple Navier-Stokes, au formalisme ALE demande des modifications assez
importantes. En effet, les vecteurs de flux, qui apparaissent & I'intérieur des opéra-
teurs de divergence, sont radicalement modifiés par la formulation ALE, ce qui ne
permet pas l'utilisation immeédiate des solveurs fluide « classiques » déja existants.

Dans un cadre de petits déplacement de l'interface fluide-structure, ou si on s’inté-
resse a une analyse de stabilité linéaire, une modélisation ALE peut donc paraitre trop
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Chapitre 1. Cadre mécanique : ALF et transpiration

chere et compliquée [81]. Ainsi, avec I'intention de surmonter les difficultés pratiques de
la formulation ALE, les ingénieurs aéronauticiens ont développé une technique, dite de
« transpiration » [45, 79, 22, 81, 63, 62, 30, 29], qui n’exige pas 'utilisation de grilles mo-
biles ni I'adaptation profonde des solveurs fluides, et qui permet de prendre en compte les
effets de la structure dans le fluide, par le moyen d’une simple correction des conditions
aux limites sur une interface fixe. Plus précisément, cette approche, basée dans une idée
originale de Lighthill [59, 65|, considére 'interface fluide-structure comme une surface
perméable, a travers de laquelle le fluide coule avec une vitesse, dite de « transpiration »,
déterminée a partir du déplacement expérimenté par 'interface fluide-structure.

Le but de cette démarche est donc d’utiliser dans le fluide des méthodes optimisées,
bien connues, fiables et largement validées complétées par des conditions aux limites sur
interface fixe permettant de simuler la vibration de 'interface fluide-structure [81].

FiG. 1.4 — Le fluide traverse ["interface I'§

Typiquement, la condition de transpiration est obtenue de facon heuristique a partir
d’un développement limité de la vitesse fluide, que 1’on suppose suffisamment réguliére
au voisinage de l'interface fluide-structure I'j:

up(l + 62°) = ug + Vugdz®, sur I, (1.18)

voir la figure 1.4.

Remarque 1.2.1 Ce développement limité est heuristique. Il a un sens uniquement dans
le cas particulier ou le fluide traverse Uinterface 1y (figure 1.4), ¢’est-a-dire, quand le
champ de vitesse ugp, est défint sur Uinterface fize I'y.

En imposant la contrainte cinématique de continuité de vitesses (1.12);
up(l + 6z2°) = §z5, sur I's,
on déduit de (1.18) la loi de transpiration suivante pour un fluide visqueux:
Up = 65 — Vugdx®, sur I7. (1.19)
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1.2. Approche en petits déplacements : transpiration

La condition précédente peut étre appliquée ainsi aux équations fluide sur domaine va-
riable

8uE . OR
— 4div{ug@ug—— ) =0, d Q(t
o + div <uE ® ug PE) , dans (1),

divug = 0, dans Q7(1),

(1.20)

ug = ur,, sur I,
ogn =0, sur I,

— : . S S
up = 0x* — Vugox®, sur [7§.

Tel quel, ces équations sont un peu incohérentes puisqu’elles mélangent équations en
domaine actuel et conditions aux limites sur domaine fixe. La seconde étape heuristique
consiste ensuite & identifier Qf(¢) et 0/ dans (1.20), ce qui donne

aé%lxo + divg (uE ® ug — ;—E) =0, dans Qg,
divoug =0, dans Qg,
ug = ur,, sur T\, (1.21)

ogng =0, sur T,

ug = 0x® — Vougdz®, sur I7.

Cette nouvelle formulation reste un peu contradictoire dans sa forme car elle fait intervenir
sur domaine fixe une fonction physique ug qui elle est définie sur domaine variable. Cette
contradiction sera levée au chapitre suivant.

Le caractére implicite de ug dans la condition (1.19) peut étre traité avec une méthode
de point fixe [62]. Dans [81], en connaissant le champ de vitesse ug correspondant a
I’écoulement permanent sans mouvement de 'interface, la relation (1.19) est transformée
dans une loi de paroi explicite en remplacant le gradient Voug inconnu, par le gradient
Voug. On impose donc

up = 615 — Vougdz®, sur T7§. (1.22)

Méme si cette simplification pourrait paraitre grossiére, on remarque que la condition
(1.22) permet de superposer deux aspects fondamentaux du couplage, la superposition
d’un écoulement permanent et la vibration des parois [81].

Dans le cas ou la condition & imposer est (1.12)s, soit

up(l 4 62°) -n =0z -n, sur I,
la relation (1.18) implique
Ug -n = (5&:5 — Vougdz®) -n, sur TI7,
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Chapitre 1. Cadre mécanique : ALF et transpiration

ce qui permet d’obtenir
Up - Ng = UER * Ng + (55:5 — Vougdax® —ug) - n
= 825 n — Voupdz® - n — ug - (n — no).
On tire donc la loi de transpiration (ou de « injection/succion » [62]) suivante:
ug - ng = 625 - n — Vourdz® - n — ug - (n —ng), sur T[%. (1.23)

Le vecteur ng est le vecteur normal unitaire a la paroi en configuration de référence,
orienté du fluide vers le solide.

Le terme de premier ordre Voudx dans (1.22) et (1.23) est trés souvent négligé dans les
applications |22, 29, 62|, car il est en général d’un ordre de grandeur inférieur aux autres
termes, en particulier pour les écoulements autour d’obstacles profilés. Ceci conduit a
écrire

up = 6x°, sur Iy, (fluide visqueux),
Ug - ng = 0% - N — ug - (n —ng), sur Iy, (fluide parfait). (1.24)

Le calcul des efforts fluide sur I'interface avec une approche par transpiration demande
un traitement spécial. En effet, en formalisme eulérien I'intégrale de surface a lieu sur
['*(), qui n’est pas accessible pour la transpiration. Pour contourner cette difficulté on
développe aussi le champ de contraintes fluide au voisinage de U'interface [81], c’est-a-dire,

op(l +02°) = o + Voogda®, sur T}.

On peut donc remplacer (1.17)g par

Mé'—{—ICs:—/

J(I)T(UE + V00E5J;5)F_Tn0 dag. (1.25)
rs

0

Comme pour le terme Vou, dans les conditions de transpiration (1.22) et (1.23), le
terme de premier ordre Voo est généralement négligé dans les applications [30, 62].

De nombreuses comparaisons avec la méthode ALE montrent que la transpiration se
comporte de maniére trés satisfaisante. On peut citer, par exemple, les références [22, 30|
pour les écoulements d’Euler autour d’un profil d’aile (mouvement imposé), [81] pour les
vibrations d’un cylindre dans un fluide visqueux (mouvement imposé), ou encore [62] pour
des écoulements turbulents autour d’un profil d’aile ou de rectangle (mouvement imposé
ou couplé). Des différences apparaissent évidemment quand I’amplitude des oscillations
est grande. Cependant, comme on a déja remarqué, dans un cadre de analyse de stabilité
linéaire on ne cherche que des instabilités apparaissant & faible amplitude. En outre, ces
comparaissons montrent une réduction considérable en temps de calcul par rapport a la
simulation ALE compléte.

Les comparaissons effectuées dans [62], ou les conditions de transpiration (1.23) et
(1.24) sont appliqués a des lois des parois en turbulence, constatent que la condition
(1.23) est généralement plus précise que (1.24), principalement dans le domaine des basses
fréquences, ou le terme Voudz® peut étre prédominant par rapport a Sas.
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1.3. Conclusion

1.3 Conclusion

On a présenté dans ce chapitre les idées de basse de deux approches couramment
utilisées dans la modélisation de systémes d’interaction fluide-structure. La formulation
ALE qui trouve tout sa puissance pour des grands déplacements de I'interface. La méthode
de transpiration adaptée au cas de petites amplitudes des déplacements et qui permet de
prendre en compte l'effet du déplacement de l'interface en gardant un domaine fluide
fixe en formalisme eulérien. Cependant, ’absence jusqu’a ces jours d’une justification
mathématique solide de cette méthode, voir remarque 1.2.1, en faisait un champ largement
ouvert a la controverse. Un premiére justification de la méthode de transpiration sera
présentée au chapitre suivant.
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Chapitre 2

De I’ALE a la transpiration

Les techniques de transpiration, décrites dans le chapitre précédent, sont largement uti-
lisées dans le domaine industriel, mais manquent de justification théorique. Par ailleurs,
I’analyse et la résolution numeérique de ces équations nécessite de mettre au point des
formulations variationnelles adéquates. On montrera dans ce chapitre comment un déve-
loppement asymptotique adéquat permet de dériver et justifier mathématiquement ces
techniques. On s’intéressera & la linéarisation du probléme couplé d’interaction fluide-
structure introduit dans le chapitre précédent, autour de I’état stationnaire associé.

Dans la premiére section on introduit le probléme couplé dans un cadre variationnel
adéquat. On définit, dans une deuxiéme section, I’état stationnaire autour duquel on li-
néarisera le probléme couplé de départ sous forme variationnelle. Dans la troisiéme section
on introduit la notion de probléme de référence fluide transporté. La méthode de linéari-
sation est détaillée dans la quatriéme section. Dans la cinquiéme section on explicite, sous
forme forte, les sous-problémes linéaires obtenus. Finalement, dans la derniére section on
se sert des résultats précédents pour justifier I’approche par transpiration.

Ce chapitre est tiré d’un article écrit en collaboration avec T. Fanion et P. Le Tallec,
et paru dans la Revue Européenne des Eléments Finis [30].

2.1 Ecriture variationnelle

Le principe mathématique de base consiste & écrire le probléme fluide en formula-
tion variationnelle dans la configuration de référence ALE, en travaillant avec I'inconnue
fondamentale W, définie par

(SW(J/’O’ t) = WE(.If(.I‘O’ t), t) —W0($0) — V()WO(JC())(S.I‘(J?Q, t) . (21)
[ —Wo(l'o -+ (SJZ‘(.TQ, t))

Ici Wx représente I’état actuel du fluide, au point physique zf(zo,t), et Wy 1'état fluide
stationnaire correspondant & l’écoulement fluide autour de la structure en état de référence
(supposé en équilibre), c’est-a-dire, avec x(xg,t) = x¢. La nouvelle inconnue §W décrit, au
premier ordre par rapport au déplacement de I'interface, la différence entre I’état actuel et
I’état de référence au méme point physique 2/ (g, ). Plus précisément, on s’intéressera a la
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Chapitre 2. De UALE a la transpiration

linéarisation du probléme couplé d’interaction fluide-structure introduit dans le chapitre

précédent, autour de I'état stationnaire associé a x = [, en prenant comme nouvelles
inconnues le déplacement dx du domaine et la fluctuation 6W de I’état fluide définie
dans (2.1).

Dans la suite de ce chapitre, le fluide pourra étre considéré parfait compressible ou
visqueux newtonien homogéne en écoulement incompressible. D’autre part, pour assurer
que la configuration de référence est a I’équilibre sous 1’action de I’écoulement fluide de
référence Wy, on supposera que la structure posséde une contrainte résiduelle o (premier
tenseur de Piola-Kirchoff) qui équilibre I'effort fluide stationnaire sur I'interface.

Dans chaque cas particulier, les inconnues x et W satisfont les lois de conservation
(1.15) ou (1.16). En multipliant le sous-probléeme fluide par ©/ € D(£)°, et le sous-
probléme solide par ¢ € D()®, et aprés intégration par parties et prise en compte des
conditions a 'interface (1.12), on obtient la formulation variationnelle abstraite suivante:
Trouver W : Qf x R* — R et 2 : Qy x Rt — R? tels que

OJW
mS(a‘:S,ﬁ;)JraS(:ﬁ,ﬁ;)Jr/ ol da

—/fJ[qb(W,a)—W@w] F—T:voﬁfdxo—/ JoFng- (8] —03)day  (2.2)
Qf I

= / f-05dag + / w - ang"ﬁg dag, Vo = (0°,07) € D(Q)® x D(Q)?,
Qg rs

0

avec la condition & I'infini,

(Wing = F(W,W,), sur I, (cas parfait),

(2.3)
w=up, sur [, (cas visqueux).
Ici, nous avons utilisé les notations
W1 1% ‘f)l
W=\ Wy | =1 pu |, v=| 9 | — R*xR?,
W3 E 'ﬁS
m®(&°,03) = / po® - 05 dag, a’(z®,03) = / FS: Vo3 da,
Q3 Q3
pW,o) =W Ru—Il,0—130(cu), (2.4)
avec
0 00 0
1 00 0
L=|010]|, L=|0],
0 0 1 0
0 00 1
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2.1. Eeriture variationnelle

et o donné par une loi constitutive adéquate. Le flux ¢¥(W) correspond a la loi non-
visqueuse 0 = —p 1. Le flux F(W, W) a 'infini est défini par « vector splitting » [29],

F(W7Woo) = Z )\kRk®LkW‘|’ Z )\kRk ®Lk Wom

)\k>0 Ak<0

At A~

avec un flux sortant ATW, régi par la valeur locale W, et un flux rentrant A=W, régi
par I’état a 'infini W,. Les vecteurs Ry et Lj sont, respectivement, les vecteurs propres
a droite et a gauche, et A\ les valeurs propres, de la matrice jacobienne

aw V)

avec W = W,, ou W = W selon le type de mise en ceuvre [29].

Remarque 2.1.1 Dans le cas visqueuz, la condition de vitesse imposée (2.3)y pourrait
étre remplacée, selon les applications, par une condition mixte du type:

u=uwur,, sur I,
(2.5)

ong =0, sur T.

Remarque 2.1.2 On pourrait traiter la condition a l'infini de maniére faible en considé-
rant des fonctions test qui ne s’annulent pas sur I'. Cependant, du fait que cette frontiére
reste five, et pour simplifier 'exposé, on la prendra en compte au sens fort.

Par intégration par parties dans le probléme variationnel avec

>

et ©° = 0, on retrouve la condition cinématique a l'interface
Wy JF Tng = pi® - JF Tng, sur T, (2.6)

ce qui implique que la condition cinématique (1.15)4 est contenue dans la formulation va-
riationnelle, conséquence de ’hyperbolicité du probléme. Par contre, dans le cas visqueux,
la condition cinématique de continuité des vitesses,

uw=2a° sur I}, (2.7)

est prise en compte de facon forte.
On remarque que, dans Qg, x est arbitraire et peut étre défini a partir de n’importe
quelle extension raisonnable du mouvement de 'interface dans le domaine fluide.
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Chapitre 2. De UALE a la transpiration

2.2 Etat d’équilibre stationnaire de référence

On s’intéresse donc & la linéarisation du probléme précédent autour de 1’état d’équilibre
correspondant a @ = Iq,. La structure étant en équilibre dans cet état stationnaire, on a

— /f qb(Wo, 0'0) . VolA}f d$0 + / O'S : VQIAJ; d$0 — / Oong - (ﬁg — IAJS) dao
QO Qs Ts

0 0

= / fo5day, Vo= (0°07) € D(N)° x D(Q)°, (2.8)
Q5

avec la condition cinématique a I'infini
S (Wo)nh = F(W, W), sur T,
dans le cas parfait, ou ug = ur sur I', dans le cas visqueux.
En particulier, (2.8) implique
Wo2-no = poug-no =0, sur IF§. (2.9)

Si le fluide est visqueux on a évidement ug = 0 sur I'}.

Dans notre processus de linéarisation, les inconnues sont les fluctuations (W ,6z) du
fluide et de la structure autour de I’état de référence (Wy, I), induites par une petite
perturbation dans les données initiales. Comme indiqué dans (2.1), ces fluctuations sont
définies par

x=1+40dx, dans £,
(2.10)
W(I+dx) =Wy + VoWydzx + W, dans Qg,

et décrivent la variation au méme point physique xgq + dx, c’est-a-dire, en deux points

lagrangiens différents (1 4 dz)~!(zqo) # wo.

2.3 Le probléme stationnaire aprés transport

Comme la variation est prise au point lagrangian (I +dz)~*(zo), on transporte d’abord
I’équation de I’état fluide stationnaire,

d(Wo,00) : Vowdazg =0, Yw € D(Q£)5, (2.11)

f
en configuration auxiliaire. Ceci est le propos du lemme suivant :
Lemme 2.3.1 Pour chaque déplacement régulier oz € CI(Q£)3 et chaque solution
(Wo, 00) € C'(25)° x C'(29)>°,

du probléeme d’équilibre stationnaire (2.11), on a

, {qb(WO, 00) [I divg dz — (V05a:)T] + Vop(Wo, Jo)5x} :Vowdzg =0, VYw e D(Qg)‘r’.
QO
G
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2.3. Le probléme stationnaire aprés transport

Démonstration: Soit w € D(Qg)E’ une fonction test donnée avec support K = supp(w)
compact dans Qg. On peut alors construire par continuité un sous-ensemble compact
Ky C Qg, et une borne &g, tels que 'application #°* = [ 4+ £dx est injective pour &
suffisamment petit, et vérifie

Q° = (z°)"Y(K) C Ko, a°(Ko) CQ, 0<e<eo, (2.12)

voir la figure 2.1. En effet, d’apres [9, théoréme 5.5-1] il existe un réel £; > 0 tel que,

](0 ‘/EO(AO)

K
Q2%

2

: o

FiGc. 2.1 — Construction des ensembles

pour 0 < € < &1, la carte x° est injective. Soit donc Ky un sous-ensemble compact de Qg
tel que K C Kj et tel que la distance de Ky a K soit strictement positive. D’aprés la
continuité de I’application € — 2°, et comme pour ¢ = 0 on a 2°(Ky) = Ko C Qg, on
déduit I'existence d’un réel 0 < g3 < & tel que

.IE([X’o) C Qg, 0<e<e,.

De méme, comme pour ¢ = 0 on a K C Ky = 2°(Ky), on tire 'existence de 0 < 5 < &9
tel que

K C 2°(Ky), 0<e<es,

soit donc

Q° = (2°)""(K) C Ko, 0<e<es.

Il ne reste qu’a prendre g9 = €3 dans (2.12).
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Chapitre 2. De UALE a la transpiration

Par changement de variables, il résulte de (2.11) que

0= P(Wo,00) : Vewda

K

= / qb(WO;UO) : Vl,w dz®
‘/Z;,E(QE)

-/, d(Wo(2°), 00(2%)) : Vaw(z®) det Voa© dag

-/, d(Wo(2°), 00(2%)) : Vow(z*)(Voa®) ™" det Voa* dag
-/ d(Wo(2°), 00(2%))(Vor®) T : Vow(a®) det Voa© da
= | d(Wo(I+edz),00(I + edz)) [Vo(I +ebz)]™"

Ky

: Vow(! + edx) det Vo(I + edz) day,

la derniére égalité venant du fait que w(a®(xg)) est identiquement nulle en dehors de
(z%)~'(K), car le support de w est inclus dans K. D’aprés les propositions A.2 et A.1 de
I’annexe A, I'expression précédente prend, au premier ordre en ¢, la forme

0= d(Wo, 00) : Vow dag
Ko
+ e Qb(Wo, 0'0) : Vo(VOUJ(S.T) d.TO + 5/ {CP(W(), 0'0) [I diVO dx — (VQ(SJZ')T]
Ko K
¢ ¢
+ ——(Wo,00)(VoWodz) + ——(Wy, 00)(Vooedz) ¢ : Vow dag + o(e).
ow do

Dans cette expression, le premier et deuxiéme termes correspondent & (2.11) avec fonctions
test w et Vowdx respectivement, donc ils s’annulent. Le résultat du lemme est obtenu aprés
division par ¢ et en faisant tendre ¢ vers zéro. |

Aprés intégration par parties, le lemme précédent peut étre écrit sous forme forte
divoG =0, dans Q.

On suppose maintenant que dx € Cl(ﬁg)S et (Wo,00) € 61(53)5 X Cl(ﬁg)3X3. En multi-
pliant I’expression précédente par 9/ € D(£)° et si on intégre par parties dans Qg, on
obtient finalement

/f G Voﬁf d$0 = / Gno . ﬁf ddo, Yo € D(Qo)S
Q rs

0
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Par conséquent, apreés transport, la solution du probléme stationnaire satisfait le probleme
linéarisé convecté suivant :

/Qf {Qb(Wo, 0'0) [I diVo ox — (V05$)T] + VO¢(WO,UO)5$} . VolA)f d$0
= / {6(Wo,00) [Ldivg §z — (Voda)'] + Vod(Wo, 00)dz | ng - 67 dag (2.13)
rs

== —/F [¢(W0, 0'0)77(5.13) — (Voqb(WO’ UQ)(SI)TL()] . IAJf dao, \V/ﬁf € D(Qo)5,

s
0

avec n(dz) = — [I divg dx — (V05x)T] no. Iei —n(dx) dag représente, au premier ordre, la
variation —nday = nda — ngday de 1’élément surfacique ng dag. En effet, d’une part on a

nda = JF Tng dag,
et d’autre part, au premier ordre en 0z, on a les relations suivantes :
F=1-(Vodz)', J=1+divydz,
on obtient donc, au premier ordre prés,
nda — ngdag = (1 + divg dz) [I —(V05x)T] ng dag — ng dag

= [Ldive 6z — (Vobz)"] no dag
= —n(dz) dao.

Remarque 2.3.2 Le terme de rotation de la normale n(dx) ne dépend que de la trace de
dx sur I'S. Il ne dépend pas de la déformation « interne » de Uextension dx caractérisé
par le déplacement structurel, voir [81]. En dimension deuz, on obtient simplement

0,0x
60 = (%02 ).

ot 0. représente la dérivée tangentielle sur I'y.

Remarque 2.3.3 La relation (2.13) sera vitale dans le processus de linéarisation. Celle-ci
permet de ramener a l'interface fize les effets du mouvement du volume de contréle fluide.

2.4 Meéthode de linéarisation

La linéarisation est effectuée par rapport aux fluctuations (2.10) en soustrayant le
probléme stationnaire (2.8) et le probléme linéarisé convecté (2.13), du probléme de départ
(2.2) et en négligeant les termes d’ordre supérieur,

(2.2) — (2.8) — (2.13).
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Chapitre 2. De UALE a la transpiration

On considére d’abord les termes avec dérivées temporelles. A partir de la définition
des fluctuations (2.10), on a

- . 0 =
Qf |zo Qf

Vi
5 T v’ dzg.

Au premier ordre en dz, le jacobian J se réduit a J = 1 + divgdx (voir [9, 43]), et donc
I’expression précédente devient au premier ordre en dx

Ql |zo Ql Ql

ot
_ / SW - o dag + / dive (W()@(s'x)-ﬁf g
af Ql

0

af af
+ / WO X 51‘710 . l/}f dao.
s
En reportant cette expression dans (2.2), et comme w = 5'30, on obtient au premier ordre

(5:155 03) 4+ a’(1 + 0x°,03) +/

f
T

(SW . lA)f d$0 + / WO X (S.‘ISTLO . lAJf dCLO
Ts

a¢ Wo,O'o)(SW + a—Cb(Wo,O'o)(SO' F_T : Vo’lA)f d$0

— /Qg J |:§D(W0,0'0) —|— Voqb(Wo,O'o)(Sl' —|— 6W( a

—/ JUF_TnO-(Uf—02 dag = /f U2d$0—|-/ Sas FSnOUSdao, Yo € D()°.
r rs

o o
En soustrayant le probléme stationnaire (2.8), et aprés avoir développé les expressions en
F et J, on tire au premier ordre

m®(82°,63) + 8a°(6a°,03) + /Q f SW - o4 day

_/ (;ﬁ/(wo,ao)aw+ g¢(wo,ao)5a> . Vob! dag

- /Q f {6(Wo, 00) [Ldive bz — (Vobz)"] + Vod(Wo, 00)dz} : Voo dag

+ /F W@ Szong - 0f dag — /F [(Voooda® + 8o)ng — ooy (82°)] - (6] — 83) dag
_ /F 5as - otnodd dag, ¥ = (8°,87) € D(Q)® x D(Q)’,

da’(dz®,v3) = / (@;;S( )5:175> : Vo3 dag,

ou
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2.4. Meéthode de linéarisation

représente la linéarisation de la loi de comportement élastique de la structure.

En prenant en compte le probléme linéarisé convecté (2.13), satisfait par I’état sta-
tionnaire Wy, et en utilisant la relation cinétique d’équilibre a I'interface ojng = ogng, on
obtient que le champ de perturbations (6W, dx) satisfait le probléme variationnel suivant :

ms(cs.;cs, 03) + 0a’(dx®,03) + / SW - of dz

f
2

0¢ 9, .
_ /Qf <%(WO7JO)(SW—I— a—f(W(),O'O)(SO') 3V0’Uf dag

+ / {5575 “noWo + (¢(Wo, 00) + I3 09) n(d2*)
r

s
0

(2.14)

- [VO(IQ J9 —|— qb(Wo, 0'0))51'5] Ng — IQ (SO’TLO - (Sl’s . (Uono) 13 } . lAJf dCLQ

+ [(Vooeda® 4+ d0)ng — oon(dz®)] - 05 dag = 0,

s

0

Vo = (0°,07) € D(Q)° x D()°.

—

En outre, pour W = W la conditions cinétique (2.3), une fois écrite au premier ordre en
termes de 0W (dx = 0 sur I'), devient

Lk 0
%(Wg)(SWno = %(WO, W )dW, sur T. (2.15)
Dans le cas ot W = W, la condition se réduit a
a E
%(Wg)(SWnO = ATSW, sur T,

en autres mots, il n’y a pas de flux rentrant ajouté a I'infini. Pour un fluide visqueux on

aurait
ou=0, sur T, (2.16)
Remarque 2.4.1 La condition mixzte (2.5) dans le cas visqueux reste, aprés linéarisation,
ou=0, sur I,
dong =10, sur I,
Comme pour (2.2), une intégration par parties dans (2.14) avec
,ﬁ{
of =10 ’
0
et ©° = 0, donne la condition de transpiration suivante:

5W2 *Nog = ,00531;5 N — VQWO725$S o + W072 . 77((;.135), sur FS (217)
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Chapitre 2. De UALE a la transpiration

La condition cinématique (2.17) et la forme spécifique de la fonction flux (2.4) per-
mettent de simplifier considérablement les intégrales de surface dans (2.14). En effet, avec
la condition cinématique au repos ug - ng = 0 sur I'§, et (2.17), on a d’abord

podu - ng = d(pu) - ng — dpug - ng
= (SWQ )
= pO(S'xS -ng — Vo(pouo)dz® - ng + poug - n(dx?)
= pO(S'xS -ng — poVouedz® - ng + potg - n(dx*).
Ainsi, la condition cinématique de transpiration (2.17) se réduit a
Su - mp = 8% - ng — Vugdz® - ng + ug - n(éx®), sur TYy. (2.18)
Dans le cas d’un fluide visqueux, sans glissement, on avait ug = 0, il résulte donc que
Su = dz5 — Vougdz®, sur TI7. (2.19)

On déduit alors, de (2.4), (2.9) et (2.18), que sur I'}

(¢(Wo, 00) + 12 00) n(d2°) — [Vo(I2 00 + $(Wa, 00))d2°] no

+ 625 - ngWy — I dong — 62° - (oono) Is

= [Wo @ ug — Is @(a0uo)] n(62°) — {Ve[Wo ® uo — Is ®(00uo)]62°} no
+ 625 - ngWy — Iy dong — 62° - (oono) Is

= W, (uo - (62°) + 8% - ng — Vouedz® n0> — (VoWebz®)(uo - 1o)
1 {(Jouo) - (62°) — [Vo(oouo)dz?] - no + 8* - (aono)} — L dong

= Wy (8u - no) — Iy domo
S {(Jouo) - 1(62°) — [Vo(oouo)dz®] - no + 82 (Uono)}

= Wobu - no — L dong — Ly(0odu) - ng (2.20)

= Wobu - no + 6Wo - no — Ls(0du) - ng — Iy oy

= [6W @ up + Wy ® du — I3 @(00du)ne — I dong

Od 0
= (%(WO,UOYSW + a—f(WoaUO)CSU) no-

L’égalité (2.20) découle du fait que, dans le cas parfait, og = —pg I. Pour le cas visqueux
le terme en I3, correspondant & l’énergie, n’apparait pas, néanmoins 1’égalité reste en-
core valable d’aprés (2.19). Il résulte donc, que le probléme d’interaction fluide-structure
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2.4. Meéthode de linéarisation

linéarisé (2.14) se réduit a la formulation variationnelle finale

(5355 03) + da’(dx”, As)—l—/ 5W-'ﬁfd:z0

Qf

( W0700 5W‘|‘ ng(Wo,Uo)(SU) : Vo'ﬁf dxo
< Wo,O'O (SW + ?(WO’JO)(SU) ﬁf dao (221)

+ / [(Vooopda® 4+ do)ng — oon(dz®)] - 05 dag
r

=0, Vo= (0°,07) € D(Q)° x D(Q)°.

complété avec les conditions aux limites cinématiques (2.15) et (2.18) dans le cas parfait,
ou (2.16) et (2.19) si le fluide est visqueux.

Cette linéarisation fourni un probléme couplé écrit en configuration fixe {1y, utilisant
fonctions flux ¢ standards, et totalement indépendant de ’extension dz utilisée sur le
domaine fluide Qg. Le sous-probléme associé a la extension de dz° dans le domaine fluide
est inutile et donc disparait du probléme. Ceci permet de prendre en compte les effets de la
structure en gardant un domaine fluide fixe, par le moyen de conditions aux limites non-
standard sur I'interface fixe ['§. D’une part, les conditions cinématiques sur la vitesse (2.6)
et (2.7) sont remplacées par les conditions de transpiration (2.18) et (2.19), et d’autre part,
la continuité cinétique des forces de traction sur I'interface est modifiée avec I'introduction
de termes correcteurs qui apparaissent dans (2.13) comme une intégrale de surface sur
I'interface fixe.

2.4.1 Comparaison avec les autres formulations

L’idée sous-jacente de notre méthode repose, d’une part, dans la définition des fluctua-
tions (2.10), qui fournit les conditions de transpiration (2.18) (2.19), et d’autre part, dans
I’obtention du probléme transporté (2.13), qui permet de transformer les effets volumiques
de dx, a lintérieur du domaine fluide, en une intégrale de surface sur I'interface qui ne
dépend que de la trace du déplacement structurel.

Dans [57, 58] un probléme similaire & (2.2) a été linéarisé avec une définition classique
des fluctuations, différente de (2.10), soit

Wg(I +6x) = Wy 4+ 6W, dans Qg.

On voit bien que cette définition ne prend pas en compte le mouvement du domaine fluide.
La linéarisation est effectuée sur le probléme couplé (1.15) aprés semi-discrétisation en
espace dans le cas parfait. Le probléme linéarisé obtenu s’écrit, voir [58], sous forme
matricielle de la maniére suivante :

ASW + H6W + Gz + (E + C)(S.x =0, (équation fluide),
Mézs 4+ Dézs + (K — Kf)éaz® = P6W, (équation solide),
Kidx + Kj02® =0, (équation grille).
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Chapitre 2. De UALE a la transpiration

Les matrices A et E résultent de la linéarisation de la dérivée temporelle ALE, ainsi que
les matrices H, GG et FE s’obtiennent de la linéarisation du flux ALE. Du c6té structure,
les matrice M, K et D dénotent, respectivement, les matrice de masse, de rigidité et
d’amortissement. Les matrice Ky et P découlent de la linéarisation des efforts du fluide
sur l'interface. Finalement, les matrices KZ-*Z- et ﬁ’i*b proviennent de 1’équation discréte
régissant le mouvement de la grille.

La linéarisation réalisée n’aboutit pas & un probléme linéaire couplé avec transpiration
sous domaine fluide fixe, par conséquent le probléme linéaire reste encore un probléme a
trois champs.

2.5 Sous-problémes linéaires fluide et solide couplés

La formulation variationnelle (2.21) est maintenant équivalente & deux sous-problémes
couplés sur Uinterface fixe I'§. Si on prend ¢° = 0, dans (2.21), on récupére les équations
d’Euler linéarisées standards dans les cas parfait, ou les équations de Navier-Stokes linéa-
risées dans le cas visqueux,

SW + divg %(WO,UO)(SW,—I-%(WO,UQ)(SU =0, dans Qg, (2.22)
ow do

complétées avec la condition cinématique de transpiration,
Su - ng = 025 - ng — Vouedz® - ng + uo - n(dx®), sur I'§ (cas parfait),
Su = 62° — Vougda®, sur Iy (cas visqueux),

et la condition a I'infini

B
giW(WO)(SWno:g—g/(WO,WOOﬁW, sur ' (cas parfait),

du=0, sur I' (cas visqueux),

selon les applications. Ici do est relié aux variables d’état par une linéarisation de la loi
de comportement, soit donc

do = —dpl, (cas parfait),
do = —dpl42ue(du), (cas visqueux).

Le sous-probléme de structure est obtenu simplement en prenant ¢/ = 0 dans (2.21).
On obtient

m®(82%,65) + da*(9a®, 5) =

/ [oon(82°) — Vooodz*ng — dong| - 95 dag, Vo5 € D(Qo)*. (2.23)
i
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Aprés intégration par parties, ce sous-probléme de structure peut étre écrit sous forme
forte comme

pidas — divg (6;5( )5:p5> =0, dans €,
T

(2.24)

oFS
ox

(])5x5) ng = dong + Voooda’ng — ogn(dz®), dans [7§.

Le couplage avec le sous-probléme fluide apparait ici aussi sur I'interface, par le moyen
de conditions aux limites non-standards. L’action du fluide sur le solide comprend trois
termes : le premier lié & la variation de contraintes dans le fluide, le second lié au change-
ment de position dans 1’écoulement et le troisiéme lié & la variation de normale.

2.6 Variantes

Le sous-probléme fluide linéaire (2.22) peut étre remplacé par son équivalent non-
linéaire en rajoutant a (2.22) les équations,

divg ¢(Wo,00) =0, dans 0/,
ug-no =0, sur [§, (fluide parfait),
up =0, sur Ig, (fluide visqueux),
satisfaites par I’état de référence, et en considérant comme nouvelles inconnues
W =Wy +0W, &=o0+0d0, dans Qg

On obtient ainsi, au premier ordre prés,

ﬁ/ + divg qD(W, &) =0, dans Qg,
i ng =625 ng — Voudz® - no + 1 - n(dx®), sur Iy (cas parfait), (2.25)
i = 0z° — Vouda®, sur Iy (cas visqueux).

On retrouve bien le probléme (1.21) mais maintenant avec une définition précise de 1'in-
connue, qui s’écrit au premier ordre

Wixg,t) = Wol(zo) + W (xo, 1)
= Wg(xo + dx(xo,t),t) — VoWo(xo)dz (2o, )
WE(xf(:po, ), 1) — VoWg(zo,t)dx(20,1)

(2.26)

On retrouve bien le champ eulérien au point xg si ce dernier est dans le domaine fluide
Q7 (t), voir la remarque 1.2.1. Sinon, I'inconnue W doit étre comprise par 1’équation (2.26),
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Chapitre 2. De UALE a la transpiration

comme le champ eulérien W, au point image @/ (zq,t) = x¢ + dz(z0,1), corrigé du terme
de transport —VoWy(zg)dx(xo,1).

Dans le cas visqueux la condition (2.25); coincide avec (1.19). De méme, pour le cas
visqueux, la condition (2.25)s coincide avec (1.23) au premier ordre pres. En effet, il suffit
de développer le vecteur normal en configuration actuelle, ce qui donne au premier ordre

n = ng+ [(VO(S:L'SnO, no) 1 —(VO(SxS)T] ng.
Ainsi le terme dz° - ng devient dz* - n au premier ordre. En outre, d’aprés (2.9),
ug-ng =20, sur I},
c’est pourquoi au premier ordre on a
w-n(dx®) = ug - n(dx’)

= — {uo ~ng divg dz® — ug - [(V(Sms)Tno]}

= — {uo -ng(Voda’ng,ng) — ug - [(V5a:5)Tn0]}

= —ug - [(Vo(Sajsno,no) 1 —(VO(S:ES)T] no

= —u- [(Vo(Sa:Sno,no) I —(VO(SIS)T] no

= —i - (n — no),

de telle maniére que le terme @-n(dx) dans (2.25)5 correspond a —ug - (n —ng) dans (1.19).
On obtient donc 1’équivalence entre les deux conditions aux limites.

En ce qui concerne les efforts du fluide & Uinterface il suffit de rajouter a (2.24) les
sous-probléme structurel de référence

—divg (o) = f, dans €,
ogng = ogng, dans I,
on obtient donc au premier ordre prés les sous-probléme solide non-linéaire
pidxs — dive (FS) = f, dans 3,
FSng =ong+ Voodaz’ng — on(dz®), dans TI%.

On retrouve donc, a I'ordre un pres, les efforts a l'interface introduits dans (1.25).

2.7 Conclusion

Nous avons proposé une premiére dérivation mathématique des conditions d’interface
connues comme conditions de transpiration. Ces conditions, justifiées et améliorées dans
ce chapitre, semblent étre un trés bon candidat pour la résolution efficiente de problémes
d’interaction fluide-structure avec un domaine fluide fixe.
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2.7. Conclusion

L’intérét de notre approche est qu’elle fournit un traitement global, en linéarisant tout
le probléme couplé et pas uniquement les conditions a 'interface. En autre, elle aboutit
a un probléme linéaire de grand intérét vis & vis d’une analyse de stabilité. En effet, le
calcul des solutions harmoniques du probléme couplé linéaire (2.21) permettra d’obtenir
prédictions numeériques fiables sur la stabilité linéaire du probléme couple en étude. Ceci
fera I’objet de la deuxiéme partie de cette theése.
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Chapitre 3

Analyse de sensibilité

L’analyse de sensibilité constitue depuis bien longtemps un outil de choix dans le pro-
cessus de conception de systémes industriels complexes. Il s’agit de caractériser la réponse
d’un systéme mécanique vis a vis de perturbations des paramétres qui le définissent. Cette
caractérisation est réalisée en perturbant le modéle mathématique sous-jacent, issu de la
physique du phénoméne.

Ce chapitre constitue une étude préliminaire du contréle et de la conception automa-
tique de systémes faisant intervenir un couplage fluide-structure. Plus précisément, nous
établissons la structure des dérivées, par rapport aux données frontiéres, d’un systéme
couplé comportant un fluide, régi par les équations de Navier-Stokes, et une structure
élastique en grands déplacements.

Dans la premiére section, nous rappelons le probléme mécanique traité. Nous présen-
tons, dans une deuxiéme section, le résultat principal de ce chapitre concernant le calcul
des dérivées de ’état du systéme couplé vis a vis de conditions de Dirichlet & la frontiére
du domaine fluide. La troisiéme section est consacrée a la démonstration de ce résultat.
Il fait intervenir une définition particuliére des perturbations déja introduite dans le cha-
pitre précédent. En ce sens, les résultats de ce chapitre constituent une généralisation au
cas instationnaire des résultats obtenus dans le chapitre précédent, méme si la motivation
de ce travail est différente.

Ce chapitre, écrit en collaboration avec M. Moubachir, a fait I'objet d'un rapport de
recherche INRIA [33]. Sous forme moins compléte, ce chapitre est paru dans les Comptes
Rendus de U’Académie des Sciences, Série I, Mathématiques [32].

3.1 Formulation ALE forte du systéme couplé

Considérons le probléeme d’interaction fluide-structure introduit au chapitre 1. Le
fluide est supposé newtonien, homogeéne, en écoulement incompressible, son état est décrit
par sa vitesse et pression (u,p). Le solide est supposé élastique en grands déplacements,
son état est donnée par le mouvement z* et son champ de contraintes S (deuxiéme tenseur
de Piola-Kirchoff) relié & 2* par une loi de comportement adéquate.
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r x4(-, 1) r

AN (1) M)
o

Qo Q

Fia. 3.1 — Géométrie du probleme

Aprés introduction de la carte ALE z, voir la figure 3.1, ’évolution du systéme est
donné par le probléme (1.16), couplant les équations de Navier-Stokes incompressible en
formulation ALE et celles de I’élastodynamique non-linéaire, que nous rappelons ici:

oJu
ot |zo

+divo {J[u® (u—w)—o]F'} =0, dans Ql,

div (JuF_T) =0, dans Qg,
u=g¢g, sur [,

U = .T.S, sur FS) , (31)

FSng=JoF Tng, sur T¢,
pixs — divg(FS) = f dans 3,

(u,xs,xss)H:O = (ug,z*°,2*'), dans Qg x (005)%.
Ici, g représente la vitesse imposée sur la frontiére extérieure I', f la force volumique
appliquée a la structure, ug la vitesse initiale du fluide et z%°, z®! le déplacement et la
vitesse de la structure a l'instant initial.

Remarque 3.1.1 Pour alléger la notation on a supposé ici, sans perte de généralité, que
la densité du fluide est égale a 1.

3.2 Analyse de sensibilité

Le probléme que nous proposons de traiter est ’analyse de sensibilité du systéme
couplé fluide-structure (3.1), vis-a-vis de perturbations de la donnée g : I' x RT — R?.
Cette analyse est réalisée en recherchant la dérivée de I’état du systéme par rapport &
cette donnée. Un moyen de l'obtenir est de rechercher quel systéme linéaire d’équations
elle satisfait.

Théoréme 3.2.1 (Résultat principal) Etant donnée une solution (u,, p,, x3) réguliere
du systeme couplé associé a une donnée frontiere g, la dérivée par rapport @ g dans une
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3.2. Analyse de sensibilité

direction de perturbation g : I' x RT — R? est donnée par les expressions suivantes :

ll))ug §g = du+ Vuy,dx!, dans Qg(t),

g

D

D; §g = Sp+ Vp,6zf,  dans Qg(t), (3.2)
Dz

D—gg5g:5:175, dans €,

ou
Szf = Ext'(x;|ré)53§|‘}8,
et (du,dp, dx®) satisfait le systéme linéaire suivant :
5
%| + div (u; @ du + du @ uy, — do) =0, dans Qg(t),
divéu =0, dans Qg(t),
ou=20g sur I
_. Su = 8x5 — Vugda®, sur T(t) (3.3)
podas — divg [F,05 + Voda®S,| =0, dans €,
(Fy0S + VodaxS,)ng = JgHFg_TnOH< — o,n(dz®)

—I—Vag(stng—l—(Sang), sur I'§

(5'11,5&75,5&75) =0, dans Qg(O) x (05)%.
[t=0
avec
F_TTLO
§2°) = — |1divz® — (Véz®)" | ny, =9 -
(607 = = [1div e = (Véa) |y, my = gy
do = —dpl42ve(du), 68 = S5'(x;)da’.

Le systéme linéaire vérifié par (du, dp, 0x®) est posé dans un domaine dont les varia-
tions sont connues et données par I'état (uy, py, ;) associé a la donnée frontiere g. Ainsi,
I'obtention de la dérivée de I’état ne réclame que l'introduction de la carte x, associé a
I’état au point de dérivation.

Le systéme linéaire est constitué de deux sous-systémes, I'un posé sur Qg;(t), I'autre
sur {05, couplés par l'intermédiaire de deux conditions non-standards a l'interface I'; (2).

La propriété fondamentale du résultat principal de ce chapitre réside dans I’élimina-
tion de I'inconnue §zf dans les équations fluides satisfaites par du. Ainsi dans le cadre
d’une approche numérique, cette propriété simplifiera les calculs de facon déterminante
en permettant une procédure de découplage a l'interface fluide-structure.
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3.3 Démonstration du résultat principal

Dans cette section nous présentons la démonstration détaillée du résultat 3.2.1. On
introduit une formulation faible du probléme couplé (1.16) et, aprés une définition spé-
cifique des fluctuations, on linéarise le probléme perturbé. Les idées introduites dans le
chapitre 2 seront généralisées au cas instationnaire dans cette section.

3.3.1 Formulation faible

Le but de ce paragraphe n’est pas d’introduire un cadre fonctionnel optimal, mais
plutét de définir des espaces ou les calculs que nous allons mener ont un sens.

On considére des fonctions tests solides et fluides (9°,0f) € C2()® x CE(0)*. De
fagon générale C2()) désigne I’ensemble des fonctions deux fois contintiment différentiables
a support compact dans 2. En multipliant les équations en formulation ALE par ces
fonctions tests et aprés prise en compte des conditions aux limites et changement de
variable dans les termes de convection et raideur, on obtient la formulation faible suivante :

aJ,
/ Doty o day — / [b(ug, 04) — L uy @ wy] : Vil day + / wy + g0y da
of Ot |u Qi) 0

—I—/ (JngFg_Tno) (0° — f){) dag —I—/ ,0835? -0 dag —I—/ F,5, : Vot*day = / f-v°dag,
rs Qs Qs Qs

0 0 0 0

Vi = (8°,87) € CA()® x CAQY, (34)

ol
1 00 0
. 0 10 0
Mg, 09) = Li(uy @ ug —0y) + L2 Quy, 11 = 00 11| I, = ol
0 00 1
A f ﬁ{ 4 f s .
o) = 'ﬁ{ :Q— R Fy=Voz, z,= Ext(xglFS), w, = T,.

Les conditions de Dirichlet sont traitées de facon forte:

Ug =g, Sur F£7

u, =y sur Iy,
Remarque 3.3.1 Le choiz de fonctions tests fluide et structure a priort discontinues a
['interface fluide-structure est motivé par la volonté de faire apparaitre de fagon naturelle
les efforts a l'interface pour l’état de référence. Ainsi ces derniers apparaitront naturelle-
ment dans la formulation du probléeme linéarisé.

La difficulté dans le calcul des dérivées (3.2) réside dans la définition d’un probléme
linéaire satisfait par les fluctuations (du,dp, dz).
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3.3. Démonstration du résultat principal

L’introduction d’une perturbation dg : Fg x R — R? de la vitesse au bord, génére un
nouvel état du systéme (uyysy, Pgtsg, Tg+54). Ce nouvel état satisfait un probléme analogue
a (3.4), c’est-a-dire,

0y 150Ug+59 - f -
/ ot L by dag — / [A(Ug+595 Ogts9) — i Ugtsy @ Wyisy] : v/ dzgis,
Qf B Qf

g+(59(t)
o f T s oaf
+ / Wyt8g " Ng+8g03 dagysy + / (Jg+5909+59Fg+5gn0) (0° = 97) dag
[otsg(t) 1
+ / 45, - 0° dag + / Fyi5055485 1 Vot©dag = / f-v°dag,
25 25 25

Vo= (8°,07) € C3(Q)® x CF(Q)*. (3.6)
avec
Ugrsy = g+ 6g, sur T,
9+ 0 (3.7)

. s
Ugysg = %9450, sur I

On s’intéresse a la linéarisation du probléme perturbé autour de 1’état de référence
(ug,pg,4). L’hypothése fondamentale dans ce processus de linéarisation correspond a
admettre que I’état du systéme est différentiable par rapport a la donnée au bord extérieur,
ce qui revient & supposer que les fluctuations (du, dp, dx) sont du méme ordre que dg (dans
une certaine norme).

Qo x5g(-,t) =1+ dx(-, 1)

$g+5g("t)¥ Qg+59(t)

FiG. 3.2 — Graphe des applications

Il s’agit de déterminer les variations (du,dp,dx), que nous allons définir dans Q la
configuration autour de laquelle le probléme est perturbé. Ainsi les fluctuations sont
définies de la maniére suivante: pour ¢ > 0, on considére x € Q et zo € (y tel que
x = x4(xo,1), voir la figure 3.2. On définit alors

(S{L‘(l’,t) = x9+59(x07t) - xg(x(ht)a
et pour I’état fluide (ici, « € Qg(t) et xg € Qg)
(S’LL(J}, t) = ug_|_5g(.7c + (S$(l‘, t)7 t) - ’LLg(.Z', t) - Vug(‘rv t)5x(:1;, t)7

5p(x,t) = pg+5g(x + 5x(x7t)vt) - pg(xvt) - Vpg(x,t)5x(x,t).
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De maniére plus compacte

Tgysg = g+ 0x, dans €,
ug+59(lﬂg(t) +dz) = uy + Vuydr + du, dans Qg(t), (3.8)
p9+59([Q£(t) +dz) = py + Vpyox + dp, dans Qg(t)'

Les fluctuations sont évaluées a partir des variations de ’état en un point physique
donné, en prenant u, + Vuzdx + du comme approximation a 'ordre 1 de ug(]Qg(t) + dz).
Il s’agit alors d’effectuer un transport a l'intérieur du probléme de référence (3.4). Ceci
fait I’objet du paragraphe suivant.

3.3.2 Probléme de référence transporté

Lemme 3.3.2 Soit Vo un domaine borné fize et x : Vo — R> une carte injective, de

classe C*(Vo)?, on note ¥V = x(Vy). Soit
¢ :R?x R*?® x R® — R**3

une application C', et h € L*(Vy)*. Pour chaque déplacement §x € C(V)? et chaque
élément (u,o,w) € CH(V)3*9%3 satisfaisant

/ h-qgdeg — / ®(u,0,w): Vgdz =0, V§e (V) (3.9)
Vo v

on a que (u,o,w) vérifie le probleme convectif transporté suivant

/ h-(Vgda)dag + / {(I)(u, o, w) [I divéz — (V(SJ:)T]
Vo v
+ D®(u, o, 'w)(V'u5x,VJ5x,V'w5x)} :Vidz =0, Vge CEV)* (3.10)

Avec la notation :

D®(u,o,w)(Vudz, Vodz, Vwix) = Z—q)(u, o,w)(Vudz) + g—q)(u, o,w)(Vodx)
u o

0P
+ a—w(u, o,w)(Vwdz).
Démonstration: Nous reprenons le formalisme introduit dans le lemme 2.3.1. Soit ¢ €
CZ(V)* une fonction test fixée, notons K = supp(¢) C V. Pour ¢ > 0 on définit z° =
Iy + ¢dx. On peut construire, par continuité de ’application z°, un ensemble compact

Ko CV et un réel ¢g > 0, tels que pour tout 0 < € < g9, x° est injective et
QE = (35‘6)_1(]() C [(0, .’176([\/70) C V,
voir la figure 3.3.
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FiG. 3.3 — Description des ensembles

D’aprés (3.9) et par changement de variable on a que

0:/ h-@d$0—/q)('u,a,'w):Vde
Vo K
= / h-gdzy — / O(u,o,w) : Vegdaz®
Vo z=(Q*)
= / h - gdx —/ O(u(z®),o(z%),w(a)) : (V.q)(2°) det Va© da
Vo Q®
= h-gdry — / O(u(ly + edx),o(ly + edz), w(ly + €dz))[V(Iy + 65:1;)]_T :
Vo K
Vq(ly + €dx)det V(Iy 4 edz) da.

La derniére égalité s’obtient du fait que ¢(/y + €dz) s’annule en dehors de Q° C K. Par
développement de Taylor & l'ordre 1 en ¢ on obtient I'identité suivante

0= / h-qgdzg — / O(u,o,w): Vgde —¢ {CI)(u,a, w) [I divéz — (V5x)T]
Vo K

Ky

+ D®(u, 0, w)(Vudz, Voiz, Vw(s.r)} :Vgde — 5/ O(u,0,w)V(Vgoxr)da

K

+ o(e).

Dans I’égalité précédente les deux premiers termes s’annulent d’apres (3.9), et le dernier
terme se réduit a

—5/ h-(Vgéz)de,
Vo

47



Chapitre 3. Analyse de sensibilité

en utilisant V§dax comme fonction test dans (3.9). Il en résulte que pour 0 < e < &g
0= —5( {CI)(u, o, w) [I divéx — (V(Saz)T]
Ky

+ D®(u, 0, w)(Vudz, Voiz, V'w&r)} :Vgda + /

h-(Vgéx) dw)
Vo

+ o(e).
Alors si on divise par ¢ et on fait tendre ¢ vers 0 on obtient (3.10). |

Remarque 3.3.3 Le lemme précédent constitue une généralisation du lemme 2.3.1 du
chapitre précédent. En effet, en prenant @ = I et h = 0, (3.10) devient une expression
analogue a (1.7).

Nous aurons besoin, dans la suite, du corollaire suivant :

Corollaire 3.3.4 Sous les hypothéses du lemme 3.3.2, avec Sz € C! (V)S et (u,o,w) €

3X9x3

ct (V) , il résulte que

/ h-(Vgéx) dag
Vo
+ / {CI)(u,J, w) [I divdz — (V(Saj)T] + D®(u, o, ‘w)(V’u5$,VU5$,V‘w5$)} :Vgda
1%
= / (h ® 5xF_Tn0) - g dag
Vo
+ / (DO (u,0,w)(Vudx, Vodx, Vwdz)n — ®(u, o, w)n(dx)] - da,
oV
Vg e (V)Y
(3.11)
avec n(dx) = — [Idivz — (Véz)"] n.

Démonstration: En transportant dans V le premier terme de (3.10), on obtient

/ {%h @z + P(u,0,w) [I divdz — (V5x)T]
A%

+ D®(u, o, 'LU)(VU(S:E,VJ(SJ;,V'LU(SJ;)} :Vgde =0, VYge Ci(V)~
Alors si on note
G = %h ® oz + ®(u, 0, w) [I divix — (V5$)T] + D®(u,0,w)(Vudz, Vodx, Vwiz),

on déduit que

divG =0, dans V.
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3.3. Démonstration du résultat principal

En multipliant cette derniére expression par ¢ € C%(V)* et aprés intégration par parties,

on a
/GIV(}d$:/ Gn - ¢da,
v oV

ce qui permet d’obtenir (3.11). [

Remarque 3.3.5 Le terme —n(dz) da représente, au premier ordre, la variation de [’élé-
ment de surface nda, ne dépendant que de la trace de éx sur dV.

Nous appliquons alors les résultats précédents au cas particulier du probléme de réfé-
rence (3.4). On considére ¢° = 0 et o/ € C3(Q/(¢))? dans (3.4), nous obtenons alors le
sous-probléme fluide de référence suivant :

/ Pt : ’ﬁ{ dag — / [H(ug,0,) — T1uy, @ wy] : v/ dz, =0, vol e Cg(ﬂf(t))4'
of O I ) (1) g
(3.12)

Ainsi formulé, il est facile d’appliquer les résultats du corollaire 3.3.4 avec

Vo =0,

T = .’Eg,

Y =Q/(1),

h = Il(‘]gug).a

O(u,0,w) = Pp(u,0) — I u® w.

Ainsi toute solution de (3.12), vérifie le probléme convectif suivant :

0Jy
— /Qf ( agtug " & (S.IFg_T) Voﬁ{ d$0

{CI)(u,J, w) [I divézr — (V(Saj)T] + D®(u, 0, w)(Vudz, Vodz, Vwéz)} : Vida

.J, ) A
< agtug| (34 5$F9_Tn0> - Uy ddo + / [qb(ug, Ug) — Il Ug & wg] T]((Sl‘) . 'Uf dag
g "o rs()

J
J
_ / Do(uy,0,)(Vuydx, Vo,dx)n, - o da,
Ts
J

(Vugder @ wy + uy, @ Vwgda)n, - 'ﬁ{ day, vl e Cg(ﬂ)4.
(3.13)

Remarque 3.3.6 L’intérét de cette expression réside dans le fait qu’elle fournit une ma-
niére de transformer des intégrales de volume, avec dépendance en dx a lUintérieur du
domaine Qg(t), en une intégrale de surface dont la dépendance en dx se réduit a sa trace
surfacique. En autre, elle généralise (2.13) dans le chapitre précédent.

49



Chapitre 3. Analyse de sensibilité

3.3.3 Meéthode de linéarisation

Le processus de linéarisation, voir chapitre précédent, est effectué en quatre étapes:

1. écriture en configuration de référence Qg (t), des termes convectifs du probléme
perturbé;

2. développement de Taylor au premier ordre dans le probléme perturbé, en utilisant
la définition (3.8);

3. élimination des termes d’ordre zéro, par soustraction du probléme de référence (3.4) ;

4. simplification des termes d’ordre un, par soustraction du probléme convectif trans-

porté (3.13).

Etape 1: On pose F5, = Vas, = [+Vdz et J5, = det Fs,. Ainsi, aprés transport des
termes convectifs, le probléme (3.6) devient :

0Jy450Ugys . , _ .
/ % "U{ d550_/ Jsg [P(Ugt59: Ogrsg) — li(Ugrsy @ wyrsy)] F5gT : V! da,
o t e D)

+ / PS*’I}‘SQ-I—@ 0 dag + / Fyy595g+69 1 Vou© dag + / (Jg-l—égag-l—égFg_-l-j(;gnO) (0 — ﬁ{) dag
Q5 Q5

s
0 0 1_‘0

+/ Tsgwars - (Fz,'ng) 07 dag = / frotdas, Vo= (0%0) € C5()" x CoA)".
s (t) ;

£25

(3.14)

Etape 2: A partir de la définition des fluctuations (3.8) on peut obtenir, a I’ordre 1, les
identités classiques suivantes (voir Annexe A)

Josg = J(L +divéz), dans o,
Fg__l_j(;g = [I—(V(Sx)T] Fg_T, dans €,
Ogtsg = 04+ Vosox + do, dans Qg(t),

Wyysy = W, + 0w, dans g,

avec dw et do définis par

5'w:%|m, dans .
do = —dpl42ve(du), dans Qg(t).
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3.3. Démonstration du résultat principal

On commence par linéariser les termes avec dérivées temporelles. Ainsi, on a a l'ordre

1, que
%| = %I [J,(1 +divéz)(uy, + Vuydz + du)
0
= al, {J, [(1 4+ diviz)u, + Vuzdx + dul}
= % [Jyu, + J, div(u, @ dz) 4+ J,0u]
= % [Jgug + divg (Jgug ® 5ng_T) + Jg(Su] .
D’autre part, comme (Fg;T> = —(V'wg)TFg_T, en intégrant par parties il résulte que

9, . _ . . 0 _ .
/Q — [leo (Jgug @z, T)] . ‘U{ dzg = / divg [am({]gug @ ozl T)] . v{ dzg

(J)‘ ot |zo Q(J)‘

= /f divg [a{gtug ® 5$Fg_T + Jyu, ® 5'ng_T + Jyu, @z (Fg'_T)} . 'ﬁ{ dzg
QO 0

|z

N _/ <8Jgug ® 5$Fg_T> : Vo‘ﬁ{ dxg — / [ug @ dw —uy @ (Vwgdz)] : V'ﬁ{ da
Q())‘ 8t |1’0 ng](t)

0J,u . A
+ / < 8gt 2 ® 551?Fg_Tno> o7 dag + / [ug @ dw —uy @ (Vwgdz)|ng - of da,.
rs |0 I'5(¢)

Par conséquent on a, a l'ordre 1,

/ OJgts9tg+54 _,ﬁ{ dzg = / 9Jy(ug + du) ‘,ﬁ{ dzg

_ / (% ® 5ng_T> : Vo'ﬁ{ dag — / [uy; @ dw — uy, ® (Vw,dx)] : V‘ﬁ{ daz,
ol \ O o Q4 ()

0J,u . .
+ /Q (# R 5ng_Tn0) . ’U{ dao —+ / [ug & dw — Ug & (ng5$)] Ng - ‘U{ dag.
T lzo T5(t)

(3.15)

51



Chapitre 3. Analyse de sensibilité

Pour les termes convectifs il nous reste, a l'ordre 1,

/Qf(t) JsqUgisy @ 'wg_|_5gF5;T : V'ﬁ{ da, = / (uy; @ w, + du @ wy) : V'ﬁ{ dz,

Q) (1)
+ /f {(V'ug5$) ® wy + uy @ dw + u, @ w, [I divéx — (V(SJ:)T]} : V'ﬁ{ da,,
(%)
(3.16)

- /f Tsgd(tgesg, 0g459) 5, V! da
$y (1)
= — /Qf( ) [qﬁ(umgg) —I_ qu(ug’a'g)(éu’(sa-)] . Vﬁf d$g
3 (2

— {qﬁ(ug,ag) [I divéz — (V(SJ})T] + qu(ug,Jg)(Vug(S:I;,VUg(Sx)} : Vol da,.
)

Qi

(3.17)

Finalement pour les termes de bord on a

/ Jg+5gag+5gFg__$gno (0% — ﬁ{) dag = / (o, + 5J)Fg_Tn0 (0% — ﬁ{) dag
rs rs

+ / Jy {O'g [I div dz — (V(S&:)T] + Vag5x} Fg_Tno (0% — f){) dag. (3.18)

I

/ Jsgwgtsg - <F5;Tng> 'ﬁ{ da, = / Wg - ng'ﬁg day
Ts(t) Ts(t)

s s
g g

+ / (6w ny —w, -n(dx)) 'ﬁg da,. (3.19)
Is(t)

Etape 3: On remplace dans (3.14) les relations (3.15)-(3.19). Aprés soustraction du
probléme de référence (3.4) on obtient
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3.3. Démonstration du résultat principal

5
/ 0J,0u ol day  — / [Dé(uy,0,)(Su, d0) —1; du @ w,) : Vo da,
of ot |zo Qf( )

-/ (anug ®5ng—T> Vol dat [, © (Tuda) s Vi day
ol \ 9t e Q4 (1)

— /f( ) [D(uy,0,)(Vugde, Vo,dz) — 11(Vuy,dz) @ w,] : Vol da,
Ql(t

/Qf {(qb(ug,ag) [ uy, ®@wy) [I diviz — (V5x)T]} vl da,

+/ (aj ug| SREI o g) it dao‘|‘/ [y @ 6w — u; ® (Vuw,b2)] ng - 8] da
- o I

_|_

/ —ogn(dx) 4+ Voydxn, + dongy) - (0° — f){) da,

+/

Qs

,1

(8w - ny —w, - n(dz)) 0 da, + / pidxs - 5% dag
Q

’—J

0, Vo= (0%,07) € i) x C5(Q)°,

ol 99
68 = S'(x})0x* = %(IZ)(S{ES,

ce qui correspond a la linéarisation de la loi constitutive élastique autour de z3.
En notant ®(u, o,w) = ¢(u,0) — 11 u ® w, l'expression précédente devient

5
/ 9Jy0u : ﬁ{ day — / [Do(ug,04)(0u,d0) —1j du @ w,] : viof dz,
of ot |zo Qg(t)

- /Qf (%M ® 5ng_T> :Vo'ﬁ{ dxzg

+ / (—ogn(dz) + Voyoxn, + dony) - (0° — ﬁ{) da,
T (1)

s
g

- / {CI)(ug, Tgy Wy) [I divx — V(S:ET]
Q) (1)
+ D®(uy,0,,w,)(Vuydx, Vag(Sx,ng(Sx)} : Vol dz,

0J,u . .
b (22 wser) dfdat [l (Vi o dy

+ / (bw-ny —w, -n(dx)) '1}{ da, + / 9(5)5:72:3 - 0% dag
I's(t)

85

+ / (VodaS, + F,68) : Voi* dag = 0, Vo = (4°,9) € C2(Q)® x C2(Q)°.
Q

s
0
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Etape 4: Si on soustrait le probléme convectif (3.13) de cette derniére expression on a

5
/ 9Jy0u ) @{ dag — / [Dé(ug,0,)(0u,d0) —1; du @ w,] : \itl dz,
o [0 O
+ (—ogn(dz) + Voydan, + dony) - (0° — ﬁ{) da,

[uy, @ 6w + (Vugdx) @ wy|n, - 0 da, + / (6w - ny —w, - n(dz)) D] da,
I5()

I

J
+ /FS [(Hug,05) — i uy @ wy)n(dz) — D(uy, 0,)(Vugdz, Voydx)n,] - o da,

J

pSdas - v° dag + / (VodxS, + F,05) : Voi* dag

s
0 Q0

=0, Vi=(i%07) € CHM)* x CHQ)*.
(3.20)

A partir de (3.8), (3.5) et (3.7), les conditions aux limites pour du sont données par

ou=4g, sur I

?

ou = dw — Vugdz, sur Tj(t). (3.21)

Remarque 3.3.7 A la différence de (2.18), la condition de transpiration (3.21) est écrite
sur une interface mobile, du fait que le probleme de référence est instationnaire.

De plus, en utilisant le fait que sur I'} (#) nous avons I'identité cinématique w, = u,, et
d’aprés (3.21), les intégrales de surface dans (3.20) se simplifient alors et nous obtenons

/ an(gu o dag — / [D¢(ugv Ug)((suv 50) —0u® wg] : Vol d‘Tg
of Ot |u 0

+ / (—oyn(dz)+ Vos0an, + dong,) - v° da, + / (uy; @ du — do)ny, - 'ﬁ{ da,
T (¢) r

g o()

+ / ou - ng'ﬁg da, + /
T3 (1) ;

0

=0, Vo= (0°9")€C2(0)* xC2(N)>.

pidxs - 5% dag + / (VodaS, + F,68) : Vo dag

2
(3.22)
D’autre part, sur I'; (¢) on a

Uy, @ 0u— 60 =0u@uy + uy; @ du — 00 — du @ w,,
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3.3. Démonstration du résultat principal

ce qui permet d’obtenir

/ (uy; @ du — do)ny, - 'ﬁ{ da, + / ou - ng'ﬁér da,
Ts(t) 0]
= / [T (u, @ Su — Sa) + 1, @bu] n, - 0
T5(t)
= / [Do(uy,0,)(Su,60) — 1y du @ w,] n, - 07 da,.
T5()
En reportant cette derniére expression dans (3.22), il résulte que

/ AL ‘ ‘ﬁ{ day — / [Dé(uy, 04)(du, d0) — I du @ wy] : V! d,
Q(J)‘ 8t |l’0 Qf(t)

g

/ (—oyn(dz) + Vos0an, + dongy) - 0° da,

r

+ / [Do(uy,0,)(8u,d0) — 1j du @ wy n, - 07 da,
Ts
/

s - 5% day + / (VodaS, + F,68) : Vo* dag
8 Qs

0 0

=0, Vo=(007) € CHM)® x CEQ).

Maintenant on transporte dans Qg(t) la dérivée temporelle sur le fluide, de sorte que
(du, dp, d0x) satisfait le probléme linéaire variationnel suivant

5
/ 9ou o dag — / [Do(uy,0,)(0u,d0)] : Vol dz,
ol O Iz Q4 (1)

+ / (—ogn(dx) + Voy,dan, + dony) - 0° da,
L5

+ / [qu(ugno-g)((su,(SU)]ng’l/}f dag (323)
10

+ / S - 0° dag + / (VodaS, + F,68) : Vo* dag
Qs Qs

0 0

=0, Vo= (0°,0)€C(N)* x CEN)°.

Ce qui termine la détermination du systéme linéaire caractérisant les variations du
probléme de référence (3.4) vis a vis de perturbations de la condition aux limites de
Dirichlet au bord du domaine fluide, et donc la démonstration du théoréme 3.2.1.

Afin de réaliser le lien avec la formulation forte du probléme couplé de référence (3.4),
il est intéressant d’opérer dans (3.23) les intégrations par parties nécessaires a I'obtention
d’une formulation forte du systéme linéarisé. Cette formulation consiste en deux sous-
problémes satisfaits d’'une part par (du,dp) dans Q2(¢) et d’autre part par dz°* dans (2.
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Chapitre 3. Analyse de sensibilité

Ces deux systémes sont couplés par 'intermédiaire de conditions aux limites non-standards
a I'interface I'; (%)
— en prenant 0° = 0 dans (3.23) et aprés intégration par parties on obtient le sous-
probléme fluide :

dé :
a—tu|xg + div (5u ® Ug + Ug @ du — 50-) = 0’ dans Qi(t)’

divéu =0, dans Qg(t),
Su=dz — Vugdzx, sur I5(1),
ou=4dg, sur I,

avec 00 = —dp 1 +2ve(du).
— de méme, le sous-probléme solide est obtenu aprés intégration par parties dans (3.23)
of =0:
avec 0/ = 0:

pioxs — divg (F,68 + Voda®S,) =0, dans
(F 05 + VodaxS,)ng = JgHFg_TnOH (—oyn(dz®) + Vo,62°n, + don,), sur [},

Avec (5'11,5335,5&75)”:0 = 0 dans Qg(()) x (Q2)%

3.3.4 Calcul des dérivées de I’'état

Les fluctuations autour de I’état (u,, p,, x,) étaient données selon (3.8) par
Tgysg = g+ 0x, dans €,
ug+5g(lﬂg(t) +6z) = uy + Vuydz + du, dans QJ(¢),
p9+59([§2£(t) +dz) =p, + Vp,dx + dp, dans Qg(t).

Les termes d’ordre un correspondent alors a la dérivée de ’état au point (u,, p,, x,) dans
la direction de perturbation dg, c¢’est-a-dire,

D.

Dl;g dg = du+ Vu,da!, dans Qf(1),
%gg dg = dp+ Vp,da!, dans Qf(1),
%59 =dx, dans €.

Dg

La solution du probléme linéaire (3.23) fournit directement (§u,dp, 6z°), et =/ se déduit
de dx® par 'intermédiaire de I’expression suivante :

Dt DExt(:p;m) Dx;m
St = Dgg 5g = D—9059 = Ext’(aj;|FS) Dy 269 | = EXt/(x;wS)(SxISFS'
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3.4. Conclusion

Finalement I’expression finale de la dérivée de 1’état est donnée par:

D
Dl;g dg = du+ Vu, Ext'(a:;|F8)5a:|5F8, dans  Q/(t),
%5 = d0p+ Vp, Ext'(z? .)ox} dans Qf(t)
Dg g=op Py 9|re T g )
D 5y = 62, dans ©

D—g g =0x, alls 0-

avec (0u,dp, z°) solution du probléme linéaire (3.23).
Remarque 3.3.8 Si lopérateur d’extension Ext est linéaire, alors l'expression de la dé-
rivée de [’état fluide est réduite a :

D Q
l;gég = du + Vu, EXt(535|SF3)7 dans g(t)’

D Q
gg(gg =dp+ Vp, Ext((Sa‘:fpS), dans ﬁ(t)-

3.4 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons établi une méthode de calcul théorique de la dérivée de
I’état d’un systéme couplé fluide-structure, par rapport a une donnée frontiére en vitesse.
Elle s’obtient & partir de la solution de deux problémes linéaires fluide et structure couplés
a I'interface mobile par des conditions aux limites non-standards de transpiration.

Ce résultat constitue un premier pas vers I’étude plus complexe du contréle optimal de
systémes en interaction fluide-structure, notamment lorsque le mouvement de I'interface
doit étre effectivement pris en compte. Ceci, pourrait constituer une prochaine étape de
nos travaux et ne sera pas abordé dans cette thése.

La méthodologie employée dans ce chapitre, pour la obtention du probléme linéaire
couplé (3.3), constitue une généralisation au cas instationnaire de celle employée dans le
chapitre 2, c’est-a-dire, dans ce cas la linéarisation est effectuée autour d’un état équilibre
fluide-structure instationnaire.
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Annexe A

Dans cette annexe on explicite les identités au premier ordre, employées dans la métho-
de de linéarisation du chapitre 3.

On rappelle d’abord deux résultats classiques du calcul différentiel matriciel. On renvoi
le lecteur & [9] pour les démonstrations.

Proposition A.1 L’application det : A — det A, définie dans Uensemble de matrices
inversibles est dif férentiable. De plus on a

D det

S (A(U) = det An(UA™), VU € R¥

Proposition A.2 L’application A — A™', définie dans l'ensemble de matrices inver-
sibles est dif férentiable. De plus on a

DA™!
DA

(U)= —A"'UA™Y, YU e R,

On reprend maintenant les notations des parties précédentes et on considére les deux
applications réguliéres et injectives

z,: Qo x RY — R®,
3
:I;g+5g:ﬂo><R+—>]R,

voir la figure 3.2. En fait, z,45, est obtenue en perturbant z,, et la perturbation est
donnée par

0 = Tyqs5y — T4

Proposition A.3 Au premier ordre en dx, on a les identités suivantes :

Joysg = Jy(1 +divéz), dans Q, (A.1)
Fg__i_lég = Fg_l(I—V5x), dans g, (A.2)
Ogtsg = 04 + Vozx + do, dans Qg(t). (A.3)
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Anneze A.

Démonstration : Pour obtenir (A.1) on réalise un développement de Taylor en utili-
sant la proposition A.1. De sorte que

Jyys, = det Fy s,
= det(F, + Vooz)
= det F, + det F, tr (Voda F )
= J,(1 + tr(Véz))
= J,(1 + divdz).

On obtient (A.2) & partir de la proposition A.2. Ainsi

Frlsy = (Fy + Vodz)™!
= F7'— F1VebeF
= Fg_l(I —voéng—l)
= Fg_l(I —Viz).
Pour obtenir (A.3) il suffit de faire un développement de Taylor en 6z a partir des
définitions des perturbations (3.8). Plus précisément,
Ogt5g = —Pg+sg L +2ve(ugysy)
= Doty L4V [Vtgrsy (F5g) ™+ (Fs) ™ (Vtgasy)' ]
= —(py + Vpy - 0z + dp) I+ {V(uy + Vu,dz 4 du)(1-Viz)
+ [1=(V62)"]) [V (uy + Vuyda + 6u)]”}
= —Vp, - S 1+v {V(Vu,dz) — Vu,Véz + [V(Vu,dz)]" — (Vi) (Vu,)"}
+ 0, + b0
=0, — Vp, - 0z l4+v{V(Vu,)dz + V [(Vu,)"] 62} + éo
= 0, + Vo,6z + b0,

ce qui achéve la démonstration. [ |
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Chapitre 4

Principe de linéarisation: probléme
spectral

Le deuxiéme probléme auquel on s’est intéressé dans cette thése est ’étude de la sta-
bilité aux petites perturbations de systémes couplant un fluide et une structure. Plus
précisément, le probléme consiste en ’analyse de stabilité linéaire d’un systéme compor-
tant une structure baignant dans un fluide visqueux incompressible. Nous utiliserons la
démarche connue comme « Principe de linéarisation », ce qui nous permettra d’appliquer
les résultats obtenus au chapitre 2.

Dans la premiére section on rappelle les notions de stabilité et les bases du « Principe
de linéarisation » dans le domaine de I’hydrodynamique. Nous suivons particuliérement,
dans cette section, I’exposé présentée dans [40]. Finalement, dans une deuxiéme section,
nous appliquons ces idées au cas de l'interaction fluide-structure, par le moyen des tech-
niques de linéarisation-transpiration développées au chapitre 2.

4.1 Stabilité linéaire hydrodynamique

Soit D C R® un domaine dans lequel a lieu un écoulement d’un fluide visqueux,
newtonien et incompressible. La vitesse u(x,t) et la pression p(z,t) sont les solutions du
probléme mathématique de I’hydrodynamique suivant :

% + Vuu —vAu+Vp =0, dans D

?

divu =0, dans D, (4.1)

u = ugp, sur OD,

u(z,0) = u’(z), Vze D.

Remarque 4.1.1 Les équations du probléme précédent sont analogues a (1.2) mais sur do-
maine five. En effet, d’une part, pour simplifier les notations, lindice « g » a été omis ici
sur les variables eulériennes. D’autre part, on rappelle que sous la condition de divergence
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div (u R u — E) = Vuu — EAM +V <£> .
p p p

Alors, en possant v = p/p (viscosité cinématique) et si on garde la notation p pour p/p,
on obtient (4.1) a partir de (1.2).

nulle, on a

Les solutions du probléme (4.1) peuvent changer par l'intermédiaire d’une variation
des conditions initiales ou des conditions aux limites. Dans la suite on ne s’intéressera
qu’au probléme de 1’étude de perturbations agissant sur les conditions initiales. La prise
en compte de perturbations sur le second membre ou sur les conditions aux limites serait
similaire.

Soit (ug, po) une solution stationnaire de (4.1), c’est-a-dire, vérifiant

Vugug — vAug+ Vpy =0, dans D,
divug =0, dans D, (4.2)

ug = ugp, sur OD.

Une question intéressante, et qui a occupé une place importante dans la recherche expé-
rimentale et des mathématiques appliquées, est la « stabilité linéaire » de I’écoulement
(ug, po). Clest-a-dire, si I’écoulement est perturbé & un instant donné, les perturbations
générées vont elles augmenter ou décroitre?. Supposons qu’a l'instant initial 1’écoule-
ment permanent (ug, po) est exposé & une perturbation dug. Cette perturbation induit des
fluctuations (du,dp) autour de (ug, po) pour tout instant ¢ > 0, de telle maniére que le
fluide présente un écoulement perturbé (u, p) satisfaisant (4.1) avec les mémes conditions
aux limites et soumis & la condition initiale perturbée u® = ug + dug, avec

u=up+du, p=po+9dp, dans D. (4.3)

En reportant les expressions précédentes dans (4.1) et aprés soustraction du probléme
de référence (4.2), on obtient que les fluctuations (du, dp) sont solution du probléme non-
linéaire suivant :

dou

o + Vugdu + Vouug + Voudu — vAdu + Vop =0, dans D,

divéu =0, dans D, (4.4)

du=0, sur aD,
du(z,0) = dup(z), Ya € D.
Dans la plupart des travaux en hydrodynamique la pression est éliminé (par exemple,
en posant le probléme sur des des espaces a divergence nulle) et 1’étude de la solution

(u,p) se réduit & ’étude de la vitesse u. Dans la suite on parlera de v comme la solution
du probléme hydrodynamique.
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Définition 4.1.2 L’écoulement permanent ug est dit stable (au sens de Liapunov) aux
perturbations dug des conditions initiales si: pour tout réel € > 0 il existe un réel £(e) > 0
tel que st ||duol| < £(€) alors du, satisfaisant (4.4), vérifie

Su(t)]| <, ¥t>0.

Si en plus, lim ||0(t)]| = 0, alors ug est dit asymptotiquement stable. Un écoulement est
t— 00

dit instable s’il n’est pas stable.

Remarque 4.1.3 La définition précédente dépend de la norme ||-|| de Uespace de fonctions
choisi, c’est-a-dire, de la régularité souhaitée des solutions de (4.2).

La théorie de la stabilité qui prend en compte perturbations de n’importe quelle taille
est dite stabilité non-linéaire. Elle se base dans I’étude du comportement des solutions du
probléme (4.4).

La théorie linéaire de la stabilité traite la stabilité associée & des petites perturbations
a l'instant initial, en supposant que les fluctuations engendrées restent petites pour tout
instant ¢ > 0. Ainsi, les puissances d’ordre supérieur & un, des quantités qui caractérisent
ces fluctuations, peuvent étre négligées dans (4.4). Ce qui permet d’obtenir le probléme
linéaire suivant, caractérisant au premier ordre les petites perturbations du systéme fluide :

ddu

5 + Vugdu + Vouug — vAdu + Vip =0, dans D,

divéu =0, dans D, (4.5)

ou=0, sur dD,
du(xz,0) = dup(x), Yz e D.

La définition de stabilité linéaire s’obtient & partir de la définition 4.1.2 ot les fluctuations
du doivent vérifier le probléme linéaire (4.5) au lieu de (4.4). On utilise, trés souvent, une
autre définition dans la théorie linéaire de la stabilité hydrodynamique, déduite de la
définition précédente en supposant que chaque perturbation linéaire du peut étre obtenue
par superposition de fluctuations du type ve™¢, appelées « modes normaux ». En repor-
tant cette expression dans 1’équation (4.5), on s’apercoit que A € C est une valeur propre

et v une fonction propre du probléme aux valeurs propres suivant :

Vugv + Voug — vAv + Vg = lv, dans D,
dive =0, dans D, (4.6)
v=0, sur JdD.

Définition 4.1.4 L ’écoulement permanent ug est dit linéairement asymptotiquement sta-
ble, si le probleme propre (4.6) n’a pas de valeurs propres avec partie réelle négative.

L’écoulement est dit linéairement instable, s’il existe au moins une valeur propre avec
partie réelle négative.
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On peut démontrer (consulter [40]) que la forme générale des perturbations du, définies

dans (4.5), est donnée par
du(z,t) = Z c;(z,t)e™™",
j=1

ol A; est une valeur popre de (4.6) et ¢;(x,1) est un polynéme en t avec des coefficients
définis a partir des fonction propres de (4.6). On en déduit que si tous les valeurs propres
de (4.6) ont partie réelle positive alors tliglo ||du(t)]| = 0, donc I’écoulement ug est linéaire-
ment asymptotiquement stable. De méme, s’il existe une valeur propre avec partie réelle
négative on montre que ug est linéairement instable. La difficulté réside, maintenant, en
montrer que les résultats de la théorie linéaire restent valables pour la théorie non-linéaire.
(C’est-a-dire, il faut montrer qu’un écoulement étant linéairement asymptotiquement stable
est stable (au sens de la définition 4.1.2), et qu’un écoulement linéairement instable est
instable. Ceci est assuré par le théoréme connu comme « Principe de linéarisation », ana-
logue au théoréeme de Liapunov pour les équations différentielles [40]. Le théoréme suivant,
dit a Prodi 78] et Yudovich [47], correspond & la version forte du « Principe de linéari-
sation », c’est-a-dire, dans la classe de solution fortes de (4.2). Sattinger démontre, dans
[88], un théoréme analogue pour une classe de solutions faibles.

Théoréme 4.1.5 Si la frontiére du domaine D est de classe C?, et les valeurs propres de
(4.6) ont tous partie réelle positive, alors la solution ug de (4.2) est stable par rapport a
des perturbations suffisamment petites des conditions initiales. Par contre, si le probléeme
(4.6) a au moins une valeur propre avec partie réelle négative alors la solution ug est
instable.

probléme
stationnaire

perturbation initiale

A 4

probléme
perturbé

fluctuations

v linéarisation

probléme
linéaire

4{ modes normaux

v

probléme
spectral

F1G. 4.1 — Etapes du « Principe de linéarisation »

En résumé, le « Principe de linéarisation » permet de réduire le probléme de la sta-
bilité d’un écoulement permanent (par rapport a des petites perturbations initiales) au
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4.2, Stabilité linéaire fluide-structure

probléme de déterminer les valeurs propres associées au probléme linéaire (4.5), obtenu
apres linéarisation de (4.1) autour de ug, voir la figure 4.1.

4.2 Stabilité linéaire fluide-structure

Dans cette section nous généralisons, au cas de l'interaction fluide-structure, la dé-
marche du « Principe de linéarisation », décrite dans la section précédente. Cette géné-
ralisation supposera que la structure est décrite par un nombre fini de degrés de liberté,
ce qui permet de s’affranchir d’un grand nombre de difficultés techniques liées & la conti-
nuité et a la stabilité uniforme des opérateurs de raideur et d’interface sur le solide. Cette
hypothése parait réaliste quand on s’intéresse a des perturbations de grande échelle par
rapport a la structure. Le cas général avec des structures décrites par la mécanique des
milieux continus est largement ouvert.

Dans le cadre des structures & nombre fini de degrés de liberté, la complexité, et prin-
cipale différence par rapport au cas précédent, réside dans le fait que le domaine fluide
n’est plus fixe. Ceci demandera, d’une part, une définition spécifique des fluctuations de
I’état fluide, plus générale que (4.3), et d’autre part, une nouvelle méthode de linéarisa-
tion, adaptée & la nouvelle définition des fluctuations, permettant d’obtenir un probléme
linéaire couplé de complexité minimale.

4.2.1 Equations du probléme

Le fluide étant supposé visqueux, newtonien, homogéne en écoulement incompressible,
est décrit par sa vitesse et pression (u, p). On suppose ici que le déplacement de la structure
est donnée par une combinaison linéaire d’un nombre fini de modes de déplacement ou
de vibration de la structure ¢, : Q5 — R3, 1 <7< n®:

2*(20,1) = 0+ Y si(t)pi(wo),  Vao € O,
=1

avec s(t) = {s;(t)}1<i<ns € R™. De maniere plus compacte, le mouvement du solide est
donné par:

r® = Igs + ®s, dans QF, (4.7)

avec © = [p1|pa] ... |¢n:], la matrice de taille 3 x n* dont les colonnes sont les déformées
modales ¢;. On suppose, en outre, que sur cette base le comportement de la structure est
caractérisé par les opérateurs de masse, M, et de rigidité, K.

Comment on I’a déja vu au chapitre 1, I’état du systéme est décrit par les équations de
Navier-Stokes incompressible en formulation ALE couplés aux équations de la structure,
par 'intermédiaire d’une condition cinématique de continuité de vitesse et d’une condition
cinétique de continuité des efforts a l'interface. Plus précisément, on a le probléme couplé
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(1.17) suivant :

dJu
ot |zo

+ dive {J [u @ (1 — w) — %U(u’p)] F—T}
divo (JuF ")

U =

0, dans Qg,

0, dans Qg,

up,, sur I,

o(u,p)n =0, sur T}, (4.8)

u==®s, sur I,

M54+ Ks = —/ JO o (u, p) F~ g dag,
s

0

(u,s,é)lt:o = (uo,so,sl) ,

avec les notations

! = Ext (xfr(;)a o(u,p) = —pl+2pe(u), e(u)=

1 T
9 [Vu + (Vu) } ,

F =V, J =det F, w=z.

4.2.2 Etat d’équilibre et probléme perturbé

Soit (uo, po, ¥o) un état d’équilibre stationnaire du systéme couplé fluide-structure, ot

1;8 = [QS + (1)507
avec sop € R™. D’aprés (4.8) on a

1
diVo {Jg |:UO ® Ug — ;O'(UO,po):| FO_T} = O,

divo (JouoFy ") =0,

Ug = UFE,
o(ug, po)n =0,
Ug = 0,

ICSO = —/ JOCI)TO'(’U(),po)FO_TnO ddo,
s

0

ol FO = Vo.]fo et JO = det Fo.

dans Qg,

dans Qg,
sur I,
(4.9)

sur Iy,

S
sur I,

On note ° = 2°(}) la configuration de la structure a 1’équilibre, de telle maniére

qu’apreés déformation de l'interface, le volume de contréle fluide (utilisé dans la formula-
tion ALE) est donné par Y = Q) — Q. On note aussi v = 9Q° interface fluide-structure
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4.2, Stabilité linéaire fluide-structure

a ’équilibre. Ainsi, en transportant les équations (4.9) dans cette configuration, I’état de
référence (ug, po, xo) dévient (uo, po, [) et satisfait les équations suivantes:

1
div (uo ® ug — —U(uo,po)) =0, dans §,
P
divug =0, dans
up = ur,, sur I,
(4.10)

o(ug,po)n =0, sur Ty,
ug =0, sur 7,
Ksg=— / ®L o (ug, po)n da.
Y
De méme on peut décrire le probléme (4.8) en prenant Q = O/ U 0 comme configuration

de référence, c’est-a-dire, la carte ALE étant définie maintenant dans € au lieu de €,
voir la figure 4.2.

- - o Qf(t)
T O /Iy T, . @/w(t) T,

Qo Q

dsg Dés

FiG. 4.2 — Changement de configuration

On note avec s € R™ les dégrées de liberté de la structure dans cette configuration,
ainsi le déplacement de la structure s’exprime comme :

s = bsy + DIs.

Ceci implique que ®ds correspond au déplacement structural en prenant ©° comme
configuration matérielle de référence, voir la figure 4.2. On définit donc le mouvement de
la structure

x® = Igs + ®ds, dans 7,
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et le mouvement du volume de contréle fluide
[ _ s
! = Ext(:lch).

Remarque 4.2.1 Pour simplifier U’écriture, aprés transport, on a gardé la méme notation
pour la carte ALK, le gradient de déformation, le jacobien de la transformation et lopé-
rateur d’extension. On a aussi gardé le méme développement modal du déplacement de la
structure, mais on pourrait trés bien utiliser deux développements différents pour décrire,
d’une part, le mouvement d’équilibre de la structure, et d’autre part, ses perturbations.

On obtient ainsi le probléme couplé (4.8) écrit dans {2,

% + div {J [pu @ (u —w) — o(u, p)] F_T} =0, dans 7,

div (JuF_T) =0, dans 0,
u=ur,, sur I,

o(u,pjn =0, sur T}, (4.11)
u:q)(s.s, sur 7,

Més + K(so+ds)=— / Jo®To(u,p)F~"nda,

~

(u,&s,&s) o = (uo,so,51> .

On se propose d’étudier la stabilité linéaire de 1’état stationnaire d’équilibre (uq, po, 1)
par rapport a des petites perturbations agissant sur les conditions initiales. Supposons
donc, qu’a I'instant initial, I’état (uo, po, I') est exposé a une petite perturbation (duo, dso,
ds1). Cette perturbation génére un état couplé instationnaire (u,p, x) satisfaisant (4.11)
avec condition initiale

(uo,so,sl) = (ug + duo, §30,051).

Dans la suite, nous allons généraliser les étapes du « Principe de linéarisation » intro-
duit dans la section précédente (figure 4.1), & notre probléme de stabilité en interaction
fluide-structure.

Remarque 4.2.2 Le théoréeme de Prodi et Yudovich /.1.5 et celui de Sattinger [88] ne
sont pas directement applicables & la stabilité de ’état stationnaire (ug,po, I). On peut
constater facilement la différence qui apparait sur les termes convectifs entre la structure
des problemes perturbés (4.1) et (4.11). Une justif ication mathématique rigoureuse pour
la suite de notre approche demanderait une généralisation de ces théorémes au cas de 'in-
teraction fluide-structure, plus généralement au cas des domaines mobiles. Ceci, pourrant
constituer une prochaine étape de nos travauz, ne sera pas abordé dans cette thése.
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4.2.3 Linéarisation

Une fois définis le probléme d’équilibre de référence (4.10) et le probléme perturbé
(4.11), étape suivante dans le « Principe de linéarisation » consiste en la définition des
fluctuations (du, dp, dx), de I’état perturbé autour de I’état de référence, et la linéarisation
du probléme perturbé par rapport a ces fluctuations. A ce point, nous utilisons la démarche
introduite au chapitre 2.

Les fluctuations sont définies, comme dans (2.10), de la maniére suivante:

x=Ig+dx, dans €,
u(lgs 4+ 6x) = up + Vugdz 4+ du, dans Q7 (4.12)
p(lgs + 6x) = po + Vpodz + dp, dans Q7

ou

§a2° = ®os, bzl = Ext (xsh,) — Igs.

En contraste avec la définition classique (4.3), la nouvelle définition (4.12) prend en
compte le transport de I’état de référence dii au mouvement du domaine fluide.

Remarque 4.2.3 Le terme Kso apparaissant dans Uéquation (4.10)g correspond a la con-
trainte résiduelle introduite au chapitre 2 (section 2.1).

La linéarisation est effectuée par rapport aux nouvelles inconnues (du, dp, dx), en utili-
sant la méthode du chapitre 2. Aprés écriture variationnelle des problémes (4.10) et (4.11)
on définit le probléme convecté transporté fluide (2.13). Ainsi la linéarisation est effectuée
en soustrayant le probléme stationnaire et le probléme convecté, du probléme perturbé et
en négligeant les termes d’ordre supérieur (voir la section 2.4 du chapitre 2).

Remarque 4.2.4 FEn contraste avec la méthode de linéarisation classique appliquée dans
la section précédente, ou il suffisait de soustraire le probleme de référence du probléme
perturbé et négliger les termes d’ordre supérieur, dans le cas d’un domaine mobile la
linéarisation demande Uintroduction d’un nouveau probléme, le probléme convecté (2.13),
qu’on doit retrancher sur le probléme perturbé.

D’apreés le chapitre 2 (section 2.5) le sous-probléme linéarisé fluide s’écrit sous la forme
(2.22), ainsi, en ignorant I’équation de I’énergie on obtient
99

oW + div (%(WO, 00)0W + a—U(WO, 00)5a> =0, dans €,

avec les notations

W = <p'?u>, oW, o) =W Ru—1lyo, I,=

OO = O
O = OO
_— o O O

71



Chapitre 4. Principe de linéarisation : probléme spectral

et les conditions aux limites
Su=dz° — Vugdaz®, sur 7,
ou=0, sur T,

don =0, sur [}

D’autre part, comme p est constante, on a
W = (pg) |
et le flux linéarisé est donné par
d¢ 99

W(Wg, Uo)(SW + a—U(Wo, 0'0)(50' = WO ® 5u + (SW & Uy — 12 (SO’

_ ( pdu >
— \puo ® du+ pdu @ ug — do )’
Pour le sous-probléme solide (2.23), on pose
0. = ®F, m®(62°,03) = (Mds) -1, da’(6a®,63) = (Kds) -1,
avec M et K les opérateurs de masse et raideur linéarisés autour de ®sq, que ’on supposera

symétriques et définis positifs. Ainsi, le sous-probléme (2.23) devient

<M55 + K55) i = /CI)T ((7077(5355) — Vogdz’n — 5an> da -1, VieR™.

~

Il résulte donc que, sous forme forte, le probléme couplé linéaire vérifié par la fluctua-
tion (du,dp,ds) est donné par:

p% + div (puo @ Su + pdu @ ug — §o(éu,6p)) =0, dans €,
divéu =0, dans 7,
Su=0, sur I,
§o(Su,dp)n =0, sur T, (4.13)
Su = ®8s — Vuedds, sur 7,

Més+ Kds = — / CI)T(5U(5U, op)n + Vo(ug, po)Pdsn — U('uo,po)n(q)5s)) da,
Y
<5u,55,<§5) = (5'u0,530,551),

[t=0 -

do(du,dp) = —0pl4+2ue(du), n(®ds) =— {IdiV(CI)(Ss) — [V(CI)53)]T} n.
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On introduit la matrice réelle BY, de taille n® x n®, définie par
B = [ (Votun e — oluomln(e) - o:da. (1.14)
v

En utilisant le fait de que du et ug sont & divergence nulle, on vérifie aisément que

div(up ® du) = Vugdu + ug div du = Vugdu,
div(du @ ug) = Vuug + dudivug = Vuuo.

Ainsi, apres division par p dans (4.13); et en notant encore v = u/p la viscosité cinéma-
rique, le probléme couplé (4.13) devient

% + Vugdu + Véuug — 2v dive(du) + %V(Sp =0, dans 0,
divéu =0, dans 97,
Su=0, sur T,
So(8u,dp)n =0, sur T,
Su=®5s — Vuo®dds, sur 7,
Més + (K+B) 6s = — / L0 (5u, Sp)n da.

~

Comme on a vu au chapitre 2, la linéarisation effectuée fourni un probléme couplé
linéaire écrit en configuration fixe {1, totalement indépendant de l'opérateur d’extension
a l'intérieur du domaine fluide ©f. On reconnait dans (4.15) les équations de Navier-
Stokes linéarisées munies d’une condition de transpiration sur l'interface fixe v. Du cété
structure la linéarisation introduit le terme de « rigidité ajoutée » B® §s.

Remarque 4.2.5 Le probléme linéaire (4.15) constitue un généralisation, au cas de l’in-
teraction fluide-structure, du probléeme linéaire (4.5).

4.2.4 Deéfinition du probléme aux valeurs propres

Finalement, la derniére étape dans le « Principe de linéarisation », voir la figure 4.1,
consiste & chercher les solutions de (4.15) sous la forme de modes normaux, c’est-a-dire,

Su(x,t) = u(x)e ™,
Splx,t) = plx)e™,
§s(t) = se™,

73



Chapitre 4. Principe de linéarisation : probléme spectral

avec A € C,u: Q) — C, p: O/ — Cet s € C. En reportant les expressions
précédentes dans (4.5) on obtient le probléme aux valeurs propres quadratique suivant :

1
Vuou 4+ Vuug — 2vdive(u) + —Vp = Au, dans Q7
)

divu =0, dans €7,

u=0, sur I,
(4.16)
o(u,p)n =0, sur Ty,

u=—Abs — Vuo®ds, sur =,

M Ms + (K—I—BO) s = —/@Ta(u,p)n da,

~

avec

1
o(u,p) = —pl+2pe(u), e(u)= 5 [Vu + (Vu)T} ,
et B® donnée par (4.14).

Remarque 4.2.6 Le probléme auzx valeurs propres couplé (4.16) constitue un généralisa-
tion, au cas de Uinteraction fluide-structure, du probleme aux valeurs propres (4.6).

Pour I’étude de la stabilité de I’état d’équilibre (ug, po, I) on se restreint donc a ’étude
des solutions de (4.16). D’apres la définition 4.1.4, on considérera que 1’état couplé per-
manent (ug, po, ) est linéairement stable, si le probléme (4.16) n’a pas de valeurs propres
avec partie réelle négative. Par contre, cet état sera considéré instable s’il existe au moins
une valeur propre avec partie réelle négative.

4.3 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons étendu les étapes du « Principe de linéarisation » en
hydrodynamique au cas de l'interaction fluide-structure. Ceci nous a permis d’appliquer
la méthode de linéarisation développée dans le chapitre 2. Cette méthode fourni un pro-
bléme spectral fluide-structure ou les deux milieux sont couplés par I'intermédiaire d’'une
condition de type transpiration a l'interface.

Dans les chapitres suivants on s’intéressera a l’analyse mathématique du probléme
spectral obtenu ainsi qu’au calcul numérique des valeurs propres, avec 'intention de dé-
velopper un outil numérique d’analyse de la stabilité linéaire de systémes en interaction
fluide-structure.
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Chapitre 5

Analyse mathématique: caractérisation
du spectre

Ce chapitre constitue une premiére étude mathématique rigoureuse du nouveau pro-
bléme spectral obtenu dans le chapitre précédent, et issu de ’analyse de stabilité linéaire
d’un systéme couplé fluide-structure. Ce systéme est constitué d’un fluide visqueux, new-
tonien, incompressible et d’une structure réduite & n® dégrées de liberté. Le probléme
spectral couple les équations de Navier-Stokes linéarisées et celles de la structure par I'in-
termédiaire de conditions de type transpiration. Le résultat principal de ce chapitre montre
que le probléme admet, au plus, une infinité dénombrable de valeurs propres complexes,
chacune avec multiplicité finie, et qui ont I'infini comme seul point d’accumulation.

Dans la premiére section nous introduisons le probléme spectral dans un cadre ma-
thématique adéquat et on établit le lien avec des problémes spectraux déja introduits
dans [13] et [77, 14]. Nous montrons, dans une deuxiéme section, que la détermination
des solutions propres du systéme couplé peut étre réduite a la détermination des valeurs
caractéristiques d’un certain opérateur compact agissant dans un espace de Hilbert. Ce
résultat concorde avec celui obtenu dans [13] et celui conjecturé dans [77, 14|, pour des
cas particuliers de notre probléme.

Ce chapitre a fait l’'objet, sous forme moins compléte, d’un article écrit en collaboration

avec P. Le Tallec, a paraitre dans les Comptes Rendus de [’Académie des Sciences. Série
I. Mathématiques [31].

5.1 Cadre mathématique

v ()

FiG. 5.1 — Le domaine de calcul, 2, défini par le systéme en sa configuration d’équilibre

I
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Chapitre 5. Analyse mathématique : caractérisation du spectre

Dans la suite on considére des fonctions définies dans des domaines bornés de R3,
prenant des valeurs dans le champ complexe C. Ainsi, tous les espaces L? et Sobolev ap-
paraissant dans ce chapitre sont pris comme des espaces vectoriels complexes de fonctions
avec valeurs complexes, consulter [17]. Soit € un sous-ensemble borné de R?, avec frontiere
localement Lipschitz continue notée I'; voir [69]. On suppose qu’il existe un sous-ensemble
° de €, non vide, connexe, de frontiére localement Lipschitz continue, notée v, et tel que
0 C Q. Avec ces notations on pose / = Q — Q°, voir la figure 5.1.

A ce point, on introduit d’une part, un champ de vitesses ug : f — R3 et un champ
de pression py : Qf — R, solution du probléme de Navier-Stokes stationnaire suivant :

1
Vugug — 2vdive(ug) + —Vpo =0, dans 0f,
P

N f
divug =0, dans 7, (5.1)

up = up, sur I,

up =0, sur 7,

avec

e(ug) = % [Vuo + (Vuo)T] ,

p > 0 la densité volumique du fluide, v > 0 la viscosité cinématique, et ur la vitesse
imposée sur I'. On supposera que ug et pg sont des fonctions réguliéres, soit uy € C? (ﬁf)S

et po € C! (ﬁf) Et d’autre part, on introduit un nombre fini, n*, de déformées modales,

0t QP — R i=1,....,n°

Y Y

que l'on supposera & volume constant, c’est-a-dire,
/Lpi-nda:(), 1=1,...,n°% (5.2)
y

ici n dénote le vecteur normal unitaire sur v (dirigé vers °). Dans la suite, la matrice de
taille 3 x n®,

® = [p1|pa] ... |enc],

dénotera la basse de déformées modales. Le comportement de la structure étant caracté-
risé par des matrices de masse, M, et de rigidité, K, d’ordre n®, symétriques et définies
positives.

Remarque 5.1.1 La régularité imposée a l’écoulement (uo, po) n’est pas optimale. On a
seulement choisi, pour simplifier, des espaces o les calculs que nous allons mener ont un
sens.
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5.1. Cadre mathématique

A partir de (4.16) on introduit le probléme spectral quadratique suivant: Chercher

A eC, uzﬂf—>C3,p:ﬂf—>Cet3€C”S,avec/ pdz =0 et (u,p,s) # 0, tels que
Qf

1
Vugu + Vuug — 2vdive(u) + —Vp = du, dans Q7
)

divu =0, dans O,
u=0, sur T, (5.3)

u=—-Abs — Vuo®Ps, sur =,

M Ms + (K—}-BO) s§=— / ®Lo(u,p)nda,

~

ot o(u,p) = —pl+2ue(u), p = pv la viscosité dynamique du fluide, et B® est une matrice
réelle, d’ordre n°, donnée par ’expression (4.14):

B = / {VU(anPO)%n + o(uo, po) {Idi‘“ﬁj - (V%‘)T} n} pida, 1 <45 <n’.
Y

Remarque 5.1.2 On impose la condition de moyenne nulle sur la pression, celle-ci est
définie a une constante additive pres [/1].

Remarque 5.1.3 Par rapport au probléme (4.16), on a supposé ici que la frontiére ex-
térieure I est suffisamment éloignée de l'obstacle pour pouvoir imposer une condition de
Dirichlet sur la totalité de I'. Cect facilite Uanalyse en nous permettant d’appliquer la
théorie classique sur les problemes de Stokes [41, 19].

5.1.1 Etude de cas particuliers

Considérons le cas particulier du probléme (5.3) ot le fluide est immobile & 1’équilibre
(ug, po) = 0. Dans ce cas on a B® = 0. Posons aussi n®* = 3 et ® = I, avec des matrices M
et K diagonales M =m1, K =kI ot m,k > 0 sont des réels donnés. Le probléeme (5.3)
devient ainsi

1
—vdive(u)+ ~Vp=Au, dans Q7
)

divu =0, dans €7,
u=0, sur T, (5.4)
u=—As

, sur v,

Nms + ks = — / o(u,p)nda,
v

et qui fait intervenir les équations de Stokes. Ce genre de probléme a été proposé et
complétement étudié par Conca, Duréan et Planchard, dans [13], pour la détermination
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Chapitre 5. Analyse mathématique : caractérisation du spectre

des fréquences de vibration d’un faisceau tubulaire immergé dans un fluide visqueux
immobile, voir aussi [14]. La condition (5.4)4, permet d’éliminer le déplacement, s, du
probléme, en se ramenant & un probléme purement fluide avec des conditions aux limites
non locales sur 4. Conca, Durdn et Planchard montrent que le probléme (5.4) a des
valeurs propres, et que celles-ci peuvent étre calculées a partir des valeurs caractéristiques
d’un certain opérateur compact. Des bornes explicites sur les valeurs propres sont aussi
obtenues, permettant de conclure que le nombre de valeurs propres avec partie imaginaire
non nulle est fini. Des calculs numériques sur (5.4) on été menés dans [12], corroborant
la théorie développée dans [13]. On s’en servira dans le chapitre 8.

En présence d’écoulement permanent (ug,po) # 0, avec n® = 3, & = I, M = m1,
K = kIet en négligeant B° et le terme de gradient Vug dans la condition de transpiration,
le probléme quadratique aux valeurs propres (5.3) devient

1
Vugu + Vuug — 2vdive(u) + ~Vp = du, dans Q7
p

divu =0, dans €7,
u=0, sur T, (5.5)

u=—As, sur 7,

Mms + ks = —/U(u,p)n da.
v

Ce probléme, faisant intervenir les équations de Navier-Stokes linéarisées, & été proposé
dans [77, 14| généralisant (5.4) au cas du faisceau tubulaire immergé dans un fluide

visqueux sous écoulement transversal. A notre connaissance, aucune analyse rigoureuse
sur ce probléme a été menée jusqu’a ces jours.

5.2 Caractérisation des valeurs propres

On s’intéresse dans ce chapitre a I’analyse mathématique du probléme (5.3). Le prin-
cipe de base, voir [13, 14, 18], consiste a exhiber un opérateur compact qui caractérise
les solutions de (5.3). La théorie classique des problémes de Stokes [41, 19] ainsi que les
techniques de condensation fluide [29] seront utilisées dans cette section.

5.2.1 Linéarisation et translation du probléme

Pour linéariser (5.3) on introduit une nouvelle inconnue z = —\s € C*°, de sorte que
le probléme aux valeurs propres (5.3) s’écrit maintenant : Chercher A € C, u : f — C?,
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5.2. Caractérisation des valeurs propres

p: Q) — Cet S,ZEC”S,avec/ pdz =0 et (u,p,s,z)# 0, tels que
Qf

1
Vuou + Vuug — 2vdive(u) + —Vp = du, dans Q7
p

divu =0, dans €7,
u=0, sur I,
(5.6)
u=®z — VuePs, sur =,

—z = As,

(K + BO) s+ / CI)TJ(u,p)n da =AM z.

~

On veut caractériser les valeurs propres de (5.6) comme les valeurs propres d’un opérateur
compact. On récrit le probléme (5.6) de la fagon suivante : Chercher A € C, u : f — C?,

p:Qf — Cet S,ZECnS,ELVGC/ pdz =0 et (u,p,s,z)#0, tels que
Qf

1
Vugu + Vuug — 2vdive(u) + ~Vp = du, dans
)

divu =0, dans €,
u=0, sur I,

(5.7)
u=®z — VugPs, sur =,

—z = As,

M [(K+B0) s +/<I>Ta(u,p)nda] = Az.

~

On voit donc que (au moins formellement) le probléme (5.7) peut étre posé sous la forme
classique,

u U
Als| =X s
z z

En fait, on s’intéressera au probléme « inverse », ¢’est-a-dire, a 1’étude des valeurs propres

de A~1:

car A™! sera un opérateur compact. Les deux problémes sont clairement équivalents,
puisque si A # 0 est solution de (5.7) alors 1/ est valeur propre de A™', et réciproquement,
siw # 0 est valeur propre de A™" alors A = 1/w est valeur propre de (5.7), toujours avec la
méme fonction propre associée. On voit cependant que cette approche nécessite I'inversion
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d’un certain opérateur A. A priori celui-ci n’est pas forcément inversible (A peut étre nul).
Pour surmonter cette difficulté, voir [88], on introduit le « shift » ou translation suivante:

A=w—r, (5.8)

avec r > 0 réel a fixer suffisamment grand, et w € C la nouvelle inconnue. De maniére
intuitive on peut dire que r est choisi assez grand pour que les sous-problémes fluide et
solide soient bien posés, I'opérateur A™! étant ainsi bien défini. En reportant (5.8) dans
(5.7), on a que (A;u, p, s, z) est solution de (5.7) si et seulement si (w; u, p, s, z) est solution
du probléme suivant : Chercher w € C, u: O/ — C*, p: Qf — Cet 5,2 € C*°, avec

/ pdz =0et (u,p,s,z) #0, tels que
Qr

dans 7,

1
Vugu + Vuug — 2v dive(u) + —Vp + ru = wu,
P
divu =0, dans O,
u=0, sur I
(5.9)
u=®z — Vueds, sur =,

—z4+rs =ws

M~! [(K + BO) s+ / CI)TU('u,p)n da} +rz = wz.

~

Ce probléme motive la définition d’un certain opérateur 7', introduit dans le paragraphe
suivant.

5.2.2 Deéfinition de 'opérateur T

On introduit Pespace de Hilbert H = L2(2/)? x C*° x C*', et I'opérateur
T . (f,h,g) = H — T(f7g7h) — (u’278) € Hl(ﬂf)3 % (Cns % Cns7

ou (u,z,s) est défini comme « solution » (pour r suffisamment grand) du probléme,
associé a (5.9), suivant :

1
Vuou + Vuug — 2vdive(u) + —=Vp+ru = f, dans Qf,
p

divu =0, dans €7,
u=0, sur I,
u=®z — Vueds, sur =, (5.10)

—z4+rs=g,

Mt {(K + BO) s+ / CI)TU('u,p)n da] +rz = h.
~
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Remarque 5.2.1 La motivadion principale de la définition de lopérateur T' reside dans le
fait que si (A\ju,p,z,s) est solution de (5.7), alors w = A+ vérifie WT'(u, z,s) = (u, z,s),
ainsi w # 0 et (1/w;u,z,s) est un élément propre de T'. Réciproquement, st w # 0 est
valeur propre de T alors 1/w — r est une valeur propre dans (5.7). La démonstration de
cette équivalence sera détaillée dans la suite.

D’aprés (5.10)5, z = rs—g, on peut éliminer z dans (5.10) et ainsi le probléme devient :
Pour (f,h,g) € H chercher (u,p,s) € H*(Q/)? x L3(2) x C tel que
1
Vuou + Vuug — 2vdive(u) + —Vp+ru = f, dans O,
)

divu =0, dans O,
u=20, sur T, (5.11)
u=—®g — Vug®s + rds, sur 7,

(K + BO) s+ / CI)TJ(u,p)n da +7r*Ms = M(h + rg),

o
/ qd:E:O}.
Qf

Remarque 5.2.2 Pour montrer que l'opérateur T' est bien défini, on doit montrer que le
probleme (5.11) admet une et une seule solution.

ou

L3(0) = {q e LX)

La démonstration de 'existence et I'unicité de solution pour (5.11) nécessite I'intro-
duction de quelques résultats préliminaires. On commence par décomposer (u,p) de la
fagon suivante:

(u7p) = (u1,p1) + (u27p2) + (u37p3)7 (512)
avec (uy,p1) solution du probléme (purement fluide)

1
Vuguy + Vugug — 2vdive(uy) + —Vpr +rup = f, dans o/,
P

divu; =0, dans QY (5.13)
up =0, sur T,

up = —®g, sur 7,

Us, Py ) solution du probléme
» P P

1
Vuguz + Vugug — 2v dive(ug) + —Vpy + ruz =0 dans o/,
)

divuy =0, dans Qf, (5.14)
ug =0, sur T,
uy = —Vug®Ps, sur 7,
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et enfin, (us, ps, s) solution de

1
Vugus + Vusug — 2v dive(us) + —Vps + rus = 0, dans 0/,
p

divus =0, dans
uz =0, sur T,
us = rds, sur -,

<K+r2M+BO)5‘|'/(I)TU(UhPl)nd“‘|’/q)TU(u2vp2)nda

vy vy

+ / ®T o (us, ps)nda = M(h + rg).
-

Il est clair que si (u1,p1), (u2,p2), (us,ps,s) sont solutions de (5.13), (5.14) e
respectivement, alors le triplet (u, p, s), défini par (5.12), est solution de (5.11).

Dans la suite on aura besoin du résultat suivant :

Lemme 5.2.3 Soit v € C! (ﬁf)g une fonction vectorielle réguliére vérifiant

dive =0, dans Q,

v=_0, sur 7.

/x-nda:(),
y

/(vm) -nda = 0.

et soit x € HY?(y)? vérifiant

il résulte alors que

Démonstration: On reléve d’abord x par & € H'(Q/)? vérifiant

(5.15)

t (5.15)

(5.16)

(5.17)

(5.18)

On explicitera plus tard le relévement & choisir et comment 1’obtenir. Comme dive = 0

et divZ = 0 dans 0/, on vérifie aisément que

div(Viv — Vi) = (& ;v; — v;;&;); = Vi : (V'U)T —Vv: (V;i)T =0, dans D'(Qf).

Il en résulte ainsi que (Viv — Voi) € H(div; /), et d’aprés la formule de Green

Qf

/ (Viv — Voi) - -nda = / div(Viv — Vo) = 0,
T'uy
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voir [41]. D’autre part, comme v = 0 et & = z sur 7, on déduit de I'identité précédente
que

/W(va) nda = /F(V:Z"v — Vi) - nda. (5.19)

On a montré donc que, tout reléevement z € H'(0/)? de = dans Qf vérifiant (5.18) satisfait
(5.19). Pour obtenir (5.17), il suffit de construire un relévement z, vérifiant (5.18), pour
lequel le second membre de (5.19) est nul. Pour cela, on procéde de la maniére suivante:
comme I' N v = (), on peut construire un voisinage, w,, de I' dans Q7 tel que W, Ny # 0,
voir la figure 5.2.

FiG. 5.2 — Voisinage de T’

On définit & = v dans w,. Dans Qf — w, on prend & tel que

divi =0, dans O/ —w.,
=z, sur 7,
x=wv, sur I..

Pour ceci il suffit de résoudre un simple probléme de Stokes avec des conditions aux
limites de Dirichlet, par exemple:

—Ai+V§i=0, dans Qf —w,,
divi=0, dans O/ —w.,

Xz

K
I

Y sur 77

, sur [I.

X
I

v

En effet, comme divv = 0, dans Qf, et v = 0, sur ~, on tire que

/ v-n.da. =0,

ol n. dénote le vecteur normal unitaire extérieur sur I'.. Ainsi, d’aprés (5.16) on déduit
(consulter [41, 19]) que le probléme de Stokes précédent admet une unique solution (z, q)
dans HY(Q —w,) x LA —w,). Le relévement & € H'(0/)? ainsi construit vérifie (5.18).
De plus, comme & = v et Vi = Vv dans w,, on obtient que le second membre de (5.19)
est nul, ce qui achéve la démonstration. [ |
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Concernant la solvabilité des problémes (5.13) et (5.14),

1
Vuguy + Vugug — 2vdive(uy) + =Vpr + rug = f,  dans o/,
p

divu; =0, dans
up =0, sur T,

up = —®g, sur 7,

1
Vuguz + Vusug — 2v dive(ug) + —Vpy + ruz =0 dans 07,
p

divu, =0, dans €,
upy =10, sur T,

Uy = —Vue®Ps, sur 7,
on a le résultat suivant:

Théoréme 5.2.4 Soient [ € L*(V)? et £ € Hz(v)? avee
/§ -nda = 0. (5.20)
.

Alors pour r > 3||e(uo)l|o,c00r le probléeme

1
Vugw + Vwug — 2vdive(w) + —Vg+rw =1, dans Qf,
)
divw =0, dans Qf, (5.21)

w=0, sur T,

w=¢, sur 7,

admet une unique solution (w,q) dans H'(Q)? x LE(QY), avec Uestimation classique

sutvante :
lalloqar < Ch <W||0,Qf + |wly or + TH'wHO,Qf) ; (5.22)

o C; > 0 est une constante qui ne dépend que de p, v, ug et OF. De plus, si on five
7> 3||uol|1 o 0r, pour r > 7 on a les estimations suivantes :

1 1
o < (14 =) (Relle + Hitloar ).
1 (5.23)
fohar < Cat1+8) (I€llr + Hiloar ).

o Cy et Cs sont des constantes positives qui ne dépendent que de v, ug, T et Q7.
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Démonstration: On introduit ’espace de Hilbert

dive =0 dans }

_J 170/f)3
H_{UEH(Q) v=0 sur T'Ux

muni de la seminorme de H'(£)/)® (qui devient une norme d’aprés I'inégalité de Poincaré
[9]), un opérateur linéaire continu de relévement & divergence nulle [41],

dive =0 dans Qf}
F M)

v=0 sur

R: H%(’y)3 — {'v e H'(Q/)?

et la forme sesquilinéaire continue suivante :
a:(w,v) € Hx H— a(w,v) = ap(w,v) +r(w,v)gqr € C,
avec
ao(w,v) = (Vugw + Vwug, v)g or + 2v(e(w),e(v))oas-
Le probléme (5.21) peut étre ainsi formulé sous le cadre variationnel suivant: Chercher
w € HY Q)3 tel que
w— R() e H,
_ (5)7 (5.24)
ao(w,v) +r(w,v)oqr = ([,v)oqr, Yve H.
Il résulte, ainsi, que w = w— R(§) € H résout le probléme variationnel interne : Chercher
w € H tel que
CI,Q(‘Ui?, ‘U) + T(UA)7 ‘U)O,Qf = (lv IE)O,Qf - aO(R(§)7 ‘U) - T(R(S)a 'E)O,va Vv e H. (525)
A ce point, on introduit la forme antilinéaire continue

L:ve H— L(v)=(l,0)00r —ao(R(£),v) —r(R(£),v)o0rt,

de telle maniére que le probléme (5.25) prend le formalisme classique suivant : Chercher
w € H tel que

a(w,v) = L(v), Yve H. (5.26)
Par construction nous avons
Rea(v,v) = 21/”5('0)”319,« + Re(Vugv, v) + Re(Voug, v) + T‘H‘UH?)’Qf. (5.27)

En utilisant le fait que ug est & divergence nulle et que v s’annule sur I' U 7, on obtient,
d’une part,

2Re(Vvug, v)oar = (Vvug, v)oar + (Voug, v)g o
= (Vvug, v)oar + (v, Vouo)oar

= (Voug, 0)gar + v @ ug) : Vode

f

o)

= (Voug, v)gar — (Voug 4+ vdivug) - vde + / |v]|*uo - da

Qf Uy
= (Voug, v)gar — (Voug, v)gar
= O’
(5.28)
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et d’autre part,

Re(V'uov,'ﬁ)oﬂf = {(V‘Uo‘Ua‘ﬁ)o,ﬂf + (VUO'Ua'ﬁ)o,Qf}

[(Vuow, Blogr + (v, Voo ] (5.20)

{(V‘MO‘U, v)oqar + ((VUO)TU7 'ﬁ) O,Qf}

&(uo)v, ’ﬁ)o,ﬂf-

¢

DN | — DN — DD —

~—~

11 résulte donc, d’apres (5.27), (5.28) et (5.29), que
Rea(v,v) > 2v|le(v)ll5.ar — 3lle(uo)lloarllv]l5.ar + rllvlls.ar-

Alors si on prend r > 3||e(ug)||o,c0,0f, d’aprés I'inégalité de Korn [9], on tire que la forme
sesquilinéaire a est H-elliptique, c’est-a-dire,

Rea(v,v) > 2]e()gr > alollgs, Vo€ I,

oit a > 0 est une constante qui ne dépend que de v et Q7. Le théoréme de Lax-Milgram
[41] assure D'existence et unicité de @ comme solution de (5.26). On en tire aussi que
w = W+ R(§) est solution de (5.24). L’unicité de w s’obtient a partir de (5.24) et du
théoréme de Lax-Milgram. Par ailleurs, comme v s’annule sur I' U v, en intégrant par
parties dans (5.24), on obtient que

(Vugw + Vwug — 2vdive(w) + rw — [,v)gor =0, Yo e H.

Il existe donc (voir [19], propositions 1 et 2 du chapitre 9) un seule distribution g € L3(2)
telle que

1
Vuow + Vwug — 2vdive(w) + rw — [ = ——Vgq, dans D' 0f 3,
’ ’ () o (&) (5.30)

llglloar < ¢||Vuow + Vwug — 2v dive(w) + rw — 1|y ar,

oil ¢ > 0 est une constante qui ne dépend que de p et Q. D’une part, la relation (5.30);
permet d’achever la démonstration de I'existence et I'unicité de la solution de (5.21) et,
d’autre part, de (5.30)2 on obtient directement I’estimation (5.22). Par contre, 'obtention
des inégalités (5.23); 2 demande une analyse plus fine.

En considérant la partie réelle de 'expression (5.25) avec v = o, et d’aprés (5.28) et
(5.29) on obtient que

(e (o), @)o.cr + 20| (1h) o

(QJ,Qf = Re ((l, 'Lb)o,ﬂf - ao(R(f), ’UA)) - T(R(§)7 ‘L?J)o,m)

‘(QJ,Qf +r
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d’ott on déduit
— 3l (o) oo s @12 07 + 20|e(@) |2 0r + 7l 12 0
< ‘(Zy‘w)o,m — ao(R(&),w) —r R(f)a'w)o,m‘
< (1tlloor + I RE) o0 + I VuoR(E)loar + [V R(E)uollo,0r)
+ 20|[e(R(€))lo.ar |2() o g
< (1llogs + I BE)logs + 31V tollomoss | BE)logs (5.31)
+ V3|uolo.co 0 IV BE) 0.0 [ Blloar + 20| R(E) 1,00 |(0)
< tllor + 7RO Ns.0r + (34 V3) ol o | RIE) 1.0 |

+ 20| R()|l1.0s ||e(d)

w

0,2/

w

lo.qr

W

0,f

lo.qr-

Ainsi, de la continuité de R, de H%(’y)3 a valeurs dans H'(Q/)? en supposant que
r > |[uoll1 000, €t avec la derniére inégalité de (5.31) on tire que

A

|5 ar + 2vle(h)

— 3|le(uo)lo,c0,01 [6.0r + 70l ar
——
o

< e [|€]lg rlle()

w

loar + &2 (IMloar + 7€l 1)

0,Qf

. 1 . o
— 20|l p lle(@)llor +7 o (—wo,m ¥ Hflg,r) Blogr, (5:32)
A/—/ r V’
2a T y

2b

oll ¢; et ¢y sont des constantes positives ne dépendant que de uq et 7.
En prenant en compte ces nouvelles notations on obtient, d’apres (5.32), 'inégalité
suivante
—roy? + 2wzt +ry* < (2v)(2a)x + r2by.

On peut compléter ici les carrés, ce qui permet d’obtenir
2v(z —a)® +r(y —b)* < 2va® + rb* + roy*. (5.33)

Dans la suite on considére r > 3||ugl 0 0f, donc en particulier r > rq. D’une part, de
I'inégalité (5.33), on obtient

r(y — b)* < 2va® + rb® + roy?,
c’est-a-dire, aprés division par r
22 5 g To g
(y—0)° < o +0 toy

En prenant la racine carrée et comme o? + 3% 4+ ¢? < (a + 3 +<)?* pour a,3,¢ > 0, on

déduit
v 2 ro
y—b| < b+ 4/ —
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ce qui implique

\ 2 ro
y < 2b —
y < G a+ 26+ Y

ou encore

c’est-a-dire, finalement

1 \ 2
y < ( Va + Qb) ) (5.34)
To
1-./29

En outre, comme la fonction

r € (ro,+o00) — 1 — T—O,
\V &

est croissante, il résulte que pour chaque 7 > 3||ug||; o or > 70 fixé

L= /2> 2 v >
T T

Avec cette borne et d’aprés (5.34) on obtient ’estimation

~

1
y < c3 (777& + b) , Yr>r. (5.35)

ot ¢z > 0 est une constante qui ne dépend que de rq, 7 et v.
D’autre part, d’apres (5.33), on a

2u(x — a)2 < 2wa* 4 rb* + roy?,

ou encore . .
2 2 2 0 2

z—a) <a —b —

( ) - + 2v + 21/y

Par passage & la racine carrée, il vient

o
r—al<a+ —=b+/—uy,
|z — al o 5,

iy
z<2a+ ——=b+ ,/—y.
- \ 2 2Vy

Ainsi, avec (5.35) et I'inégalité précédente on a que pour r > 7

\/7_“ 7o 1
<2 —~ b — [ — b
r < a—l—\/5 + ¢3 5, \/Fa—l- ,

d’ott on déduit
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5.2. Caractérisation des valeurs propres

To 1 \/F 70
<2 —— — | b.
x‘( +C3’V‘2vﬁ>a+<¢2u 2v>

Ce qui permet d’obtenir I'estimation

d’ott on déduit

z < cy4 [a + (Vr+ 1)6] , Vr>r7, (5.36)

avec ¢4 > 0 une constante qui ne dépend que de rqg, 7 et v.
Par conséquent, d’apres (5.35), (5.36) et les notations considérées, pour r > 7 on a

. c c [ 1
e < | DUl + 7+ D2 (Hilas + el )|

< sl + v (Nl + Hloar ) (5:57)

161

2 1
liloas < 0 | <= 5€ll e+ 5 (Floas + el )|
«%Q+§§(M@I+ﬂmm0, (5:39

avec ¢5 et ¢g des constantes positives qui ne dépendent que de v, ug, 7 et Q7. Les estimations

(5.23)12 s’obtiennent du fait que w = w 4 R(&) et application de I'inégalité de Korn sur

(5.37), ce qui achéve la démonstration de ce théoréme. [ |
Le corollaire suivant découle directement du théoréme précédent :

Corollaire 5.2.5 Soient 7 > 3||uol|y conr €t s € C*. Pour r > 7 les problemes (5.13) et
(5.14) on une unique solution dans H' ()% x L2(}), et on a les estimations suivantes :

1
sl < s (1+ ) (gl + o).

|‘U1|1,Qf < 05(1 + \/F) <H9H + HfHOQf) ’
Ipillogr < Co (14 Vo +7) (lgll + 1l fllo.ar) -

wmmga@+7QM
lualiar < Cs(1+/7)]ls]],

Ip2lloger < Co (14 v +7) |1s]l,

(5.39)

ou Cy, Cs et Cg sont des constantes positives qui ne dépendent que de p, v, ug, 7, ® et

0.

Démonstration: Comme u; et uy sont a divergence nulle, on doit vérifier d’abord (5.20)
la condition de compatibilité de la trace sur =, soit

/((I)g) nda =0, /(Vuoq)s) -nda = 0.

vy vy
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La premiére identité est évidente car, d’aprés (5.2),

/CI)Tnda =0,
y

et, d’autre part, g est un vecteur constant. La deuxiéme est ’application directe du lemme
5.2.3, avec v = ug et * = ®|,s. Le corollaire s’obtient donc aprés application directe du
théoréme 5.2.4 aux problémes (5.13) et (5.14). [

Le corollaire précédent permet de déterminer complétement (w1, py) & partir des don-
nées [ et g, on peut donc passer

/ (I)To-(uhpl)n dd,

-
au second membre de (5.15)5, et il ne nous reste qu’a déterminer (uz, p2) et (us, ps, ).
Di a la linéarité de

/ (I)To-(u%p?)n daa

-
par rapport a (uz, p2), et de (ug, p2) par rapport a s, on peut écrire

/ (I)To-(u%p?)n dCL,

~

comme une fonction linéaire de s, c’est-a-dire,

/CI)TJ(UQ,pg)n da = F(r)s, (5.40)

~

ot F(r) est une matrice réelle d’ordre n®, associée au probléme (5.14) et donnée par
I’expression suivante :

Fij(r) = / (o(wj, gj)n) - ¢i da,
2!
ou (wj, q;) est 'unique solution, d’aprés le corollaire 5.2.5, du probléme purement fluide
1
Vugw; + Vw,ug — 2vdive(w;) + =Vg¢; + rw; =0, dans Qf,
P

divw; =0, dans 0/, (5.41)
w; =0, sur I,
w; = —Vugyp;, sur 7.

pour 3 =1,...,n°

Remarque 5.2.6 Le fait qu’on puisse exprimer Ueffort fluide sur [interface sous la forme
(5.40), en autres mots, qu’on puisse condenser le fluide a partir du calcul d’un nombre
fini d’états fluides élémentaires, est directement lié a Uhypothése que le déplacement de la
structure est donné a partir d’un nombre fini de modes de vibration. L expression (5.40) est
cruciale dans la suite de notre approche, et ceci justifie d’un coté Uavoir admis un compor-
tement réduit de la structure, car dans un cas plus général, ou par exemple le déplacement
de la structure vérifie les équations linéaires de [’élastodynamique, notre démarche n’est
plus valable.
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5.2. Caractérisation des valeurs propres

Dans la suite on aura besoin d’une borne pour la norme de la matrice F(r). Ceci est
I’objet du lemme suivant :

Lemme 5.2.7 Soit 7 > 3||uo||1,000r- Pourr > 7 on a
IF(r)Il < Cr(1+ v +7),
avec C7 > 0 une constante qui ne dépend que de p, v, ug, ¥, ® et Q7.

Démonstration: Soit s € R™". D’aprés le corollaire 5.2.5, (uy, p2) est déterminé de fagon
unique. De (5.40) on tire, a des constantes multiplicatives prés indépendantes de r et de
(uz, p2), 'estimation suivante:

| F(r)s|| = /CI)TJ('uQ,pg)n da
Y
< || (u2, p2) || H(divier)
< HU(U%P?)HO,QJ‘ + || diVU(u2aP2)H0,m
< HPZHO,W + |‘U2|1,Qf + HVUOUQ + V‘MQ'LLoHQm + rHuQHQQf
< [p2llogr + luzlior + 7lluzllo.or- (5.42)

Le corollaire 5.2.5 fourni des estimations de |uz|; o, ||[uz|lo.or et ||p2]loqr en fonction de r
et s. Ainsi, d’aprés (5.42) et (5.39)45,6, on obtient

1
Il (14 VF41) + Cll 7 1€ (1 s 7)] sl
< Cr (L4 v+ sl

avec (7 une constante indépendante de r, uy et s. On achéve donc la démonstration du
lemme. |
Reprenons maintenant le probléme de la détermination de (uz, p2), (us, ps, s). D’aprés
(5.40) on peut éliminer (uy, p2) dans (5.15)5 et, en multipliant par p I’équation (5.15)q, le

probléme se réduit a trouver (us, p3,s) € HY(Q)3 x LE(QF) x C** vérifiant

p(Vuou3 + V'uguo) —2udive(us) + Vps + rpus =0, dans o/,

divus =0, dans O,

us =0, sur T,

us =rds, sur 7,
(K +rM+B%+ F(r)) s+ / @Ta(ug,pg)n da =M(h +rg) — / CI)TU(ul,pl)n da.
5 5
(5.43)

Lemme 5.2.8 [l existe r > 3||uo||yc0nr tel que le probléeme couplé (5.43) a une unique
solution dans H'(Q/) x LE(}) x C*°. De plus, pour r donné suffisamment grand, on a
l’estimation

Isll + Juslvar + Ipslloes < Cs (Iflloar + llgll + 1IA11) . (5.44)

ot, Cs > 0 est une constante indépendante de (us,ps,s) et (f,g,h).
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Démonstration: On introduit I’espace de Hilbert
divv =0 dans
V=_V=(vt) e Q) xC v=0 sur T ,
v=r®dt sur =

muni de la norme .

1w, O)llv = (lvl o +11¢1%)?
Soit V' = (v,t) € V fixé, on multiplie I’équation (5.43); par v et, aprés intégration par
parties, on obtient

p(Vuous + Vuguo, V)oar +2p(e(us), (0))oar +rp(us, V)o,ar _T/q)TU(u&pS)NdG‘t: 0.

~

On multiplie maintenant I’équation (5.43)5 par rt et aprés sommation de ces deux derniéres
expressions on arrive a la formulation variationnelle suivante du probléme couplé (5.43):
Chercher (us, s) € V tel que

p(Vuous + Vusuo, v)oar + 2p(e(us), e(v))oar +rp(us, v)oor +7 (K+B%) s-t+r°Ms-t
+rF(r)s-t=rM(rg+h)-t— r/CI)TU(ul,pl)nda t, Ve(vt)eV. (5.45)

.
On introduit la forme sesquilinéaire continue A : V x V — C et la forme antilinéaire
L :V — C définies par
A(u,5), (v,1)) = p(Vuou + Vuug, 0)o o1 + 2p(e(u), £(0))o o1 + rp(u, 0)oas
+r(K+B%) s -t4+r°Ms-t4+rF(r)s-t,

L((’U,t)) =rM(rg+h)-t—r / ®Lo(uy,pr)nda -1,

pour U = (u,s),V = (v,t) € V. De cette maniére, le probléme (5.45) prend la forme
classique suivante: Chercher U = (us,s) €V tel que
AU V)= L(V), VVeV. (5.46)

Soit V = (v,t) € V, en intégrant par parties dans )/ , en utilisant le fait que ug est a
divergence nulle et comme ||v||*ug - 7 est nul sur la frontiére I' Uy (on rappelle que uq est
la solution du probléme fluide (5.1) sur £2f), on obtient I’expression suivante analogue a

(5.28) :
2 Re(Voug, )0 ar = (Voug, v)g of T (Voug, )o Qf
= (Voug, 0)oqar + (v, Voug)g o

= (Voug, v OQf‘I— v @ug): Voda

Qf

= (Voug, 0)gar — (Voug + v divug) - 'Ud:z—l—/ |v]|*uo - n da
Qf Tu~y
= (V’U’uo,‘U)o,Qf - (V’UUO,‘U)O,Qf
= 0.
(5.47)
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5.2. Caractérisation des valeurs propres

Soient m = mino(M) > 0 et k = mino(K) > 0, ot 0(M) et o(K) dénotent, respec-
tivement, le spectre des matrices M et K. On fixe 7 > 3|juo|; o0 qs €t on prend r > 7.
D’aprés (5.29) et (5.47), il résulte que pour chaque V = (v,t) € Von a

Re AV, V) = pRe(Vuow, tlor + 2l s + rollolligy +r (K +r M) £ £
+rRe (B%-f) + rRe(F(r)t-1)
> p(eluto)v,D)ogyr + 2N r + rollolgs + r (k4 rm) 1]
+rRe (Bot-f) + rRe(F(r)t - 1)
> 2ulle(v)lls or — p3lle(wo)llocoar 011G ar + rellollf or
+r (k4 rm — [|B%|| = [[F(m)Il) [I2]?
> 2ulle(v)|lg qr + 7k + rPm — ||B|| = Cr (14 /r +r)]||t]]%.

a(r)

otl la derniére inégalité est conséquence du lemme 5.2.7. On choisi donc r > 7 suffisamment

grand pour que «o(r) > 0, ce qui est possible car le terme dominat croit a I'infini comme

r?m avec m > 0. Ainsi, on a

Re A(V,V) = 2ulle(v)llg s + ra(r)lt]* = min{2u, ra(r)} (le(v)llger + 1),
ce qui, avec 'inégalité de Korn, implique la V-ellipticité de A, c’est-a-dire,
Re A(V,V) = Bl(v, t)Il5, VYV €C,

ott > 0 dépend de M, K, B, p, 1, ug, r et Q. Le théoréme de Lax-Milgram, nous donne
alors I’existence et I'unicité de (us, s) € V solution de (5.43). La pression ps s’obtient donc
a partir du théoréme 5.2.4. On obtient également la borne

[ LA
s

10, O)llv <

Cette derniére inégalité avec I'estimation (5.22) sur ps et les estimations (5.39); 53, sur us
et p1, permettent d’obtenir estimation (5.44) cherchée, et d’achever donc la démonstra-
tion du lemme. |

On est maintenant prét & démontrer ’existence et 'unicité de solutions du probléme
(5.11). Ceci est I’objet du théoréme suivant :

Théoréme 5.2.9 Il existe v > 3||uo||y 000s tel que le probleme (5.11) admet une unique
solution (u,p,s) € H'(Q)> x LYQF) x C°. De plus, pour r donné suffisamment grand,
on a Uestimation

Isll + lulyr + IPllogr < Cs (Il fllogs + llgll + 211 , (5.48)

ot, Cg > 0 est une constante indépendante de (u,p,s) et (f,g,h).
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Démonstration: L’existence est conséquence directe de la décomposition (5.12) et des ré-
sultats précédents. Le corollaire 5.2.5 permet de déterminer d’abord (uy, p1), puis on défini
le probléme (5.43) et les lemmes 5.2.7 et 5.2.8 permettent ensuite d’obtenir (us, ps, s). Fi-
nalement, une fois connu s on peut calculer (uz, py) dans (5.14), d’aprés le corollaire 5.2.5,
ou simplement a partir de I'expression

ns

(us,p2) = Y si(wj, ),

i=1

les (wj;,q;) étant solutions de (5.41).
Par linéarité du probléme (5.11), démontrer 'unicité de solution se réduit a prouver
que le probléme (5.11) avec données nulles n’admet que la solution triviale. Il faut montrer

donc que si (u,p,s) € H' () x LE(Q) x C vérifie
1
Vugu + Vuug — 2vdive(u) + =Vp+ru =0, dans Qf,
P

divu =0, dans €7,
u=20, sur T, (5.49)
u=rds — Vug®s, sur =,
(K—I—BO) s+ / CI)TJ(u,p)n da+r*Ms =0,

-
alors (u,p,s) =0.
Supposons ainsi que (u,p,s) € H*(Q/)? x L) x C*° est solution de (5.49). On
définit alors (@, p) solution de
1
Vugt + Viaug — 2vdive(a) + =Vp+ra =0, dans Qf,
p
divii =0, dans Q7,
u=0, sur I,
u = —Vueds, sur ~.

Le corollaire 5.2.5 assure I’existence et 'unicité de (@, p). D’autre part, d’apres (5.40), on
a

F(r)s = /WCI)TJ('&,ﬁ)n da.

On note (a,p) = (u,p) — (&, p), il résulte donc de (5.49) que (u,p,s) est solution du
probléme

1
Vugti + Viug — 2vdive(a) + —=Vp+ri =0, dans Qf,
)

divti =0, dans €,
u=0, sur T,

u=rds, sur 7,

(K +r2M+B%+ F(r)) s+ / CI)TU('&,ﬁ)n da = 0.

~
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Il s’agit d’un probléme couplé du type (5.43) mais avec données nulles, d’apres le lemme
528 onau =0, p=0ets=0, cette derniére identité implique en particulier & = 0 et
p = 0, ce qui donne finalement v =0 et p = 0.

Finalement, I'inégalité (5.48), donnant la continuité de l'opérateur T', découle des
estimations sur (uy,p1) et (uz,p2), fournies par le corollaire 5.2.5, et I'inégalité (5.44) du
lemme précédent. [ |

5.2.3 Compacité de 'opérateur 1T’

D’apreés le théoréme 5.2.9, 'opérateur 7" est donc bien défini, linéaire et continu de H

dans H'(Q/)? x C*" x C*". D’autre part, comme l'injection de H*(£}/)? x C** x C* dans
H est compacte, de la continuité de T', on déduit la compacité de T' comme opérateur de
H dans H [18]. Ceci nous permettra d’appliquer le résultat classique suivant, concernant
le spectre des opérateurs compacts [1]:
Théoréme 5.2.10 Soit H un espace de Hilbert et soit T' un opérateur compact sur H.
Les éléments du spectre de T qui sont différents de zéro, sont des valeurs propres de
multiplicité finte. Ces valeurs propres sont au plus en infinité dénombrable et on zéro
comme seul point d’accumulation. Zéro appartient toujours au spectre.

Le théoréme suivant permet de relier les valeurs propres de (5.6) avec les valeurs
propres non nulles de "opérateur T':

Théoréme 5.2.11 Pour r suffisamment grand, si (A\;u,p,s,z) est un élément propre de

(5.6) alors
(i)
CU. S, 2
)\ + T" 9 9 7

est un élément de propre T', de valeur propre non nulle, et réciproquement.

Démonstration: On fixe r de maniére a que le théoréme 5.2.9 puisse s’appliquer. Si
(A;u, p, s,2) est solution de (5.6), on a que (u, p, s, z) # 0. Ceci implique que (u, s, z) # 0,
car dans le cas contraire on aurait, d’aprés (5.6), que Vp = 0 dans )/ et donc p = 0, car
la pression est définie & une constante prés. On pose w = A 4+ r, d’aprés (5.6) on obtient

1
Vuou + Vuug — 2vdive(u) + —=Vp+ ru = wu, dans Qf,
)

divu =0, dans O,
u=0, sur I,
u=®z — VugPs, sur =,

—Z+7rs=ws,

M~! {(K + BO) s+ / CI)TJ(u,p)n da} +rz = wz.

~

Il résulte donc, de la définition de T' (5.10), que
wl'(u,s,2z) = (u,s,z).
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Mais, w ne peut pas étre nul car on vient de voir que (u, s,z) # 0. On peut donc encore
écrire ]
T(u,s,z)= ;(u,s,z).

Ainsi si (A;u,p, s, z) est un élément propre de (5.6), alors

1 1

w:)\—l—r’

est une valeur propre de T' et (u,z, s) un vecteur propre associé.
Réciproquement, si w # 0 est une valeur propre de T' et (u,s,z) un vecteur propre
associé, c’est-a-dire,
T(u,s,z)=w(u,s,z),

on a, d’apres la définition de 7' (5.10), que

1

wVugu + wVuug — w2v dive(u) + =Vp + wru = u, dans Qf,
p

divu =0, dans O,

u=0, sur I,
u=®z — VuePs, sur =,

w(—z+rs) =s,

Mt [(K—I—BO) ws + / CI)TU(wu,p)n da} + wrz = 2.

o
Apres division par w # 0, et en notant ¢ = p/w on obtient

1 1
Vugu + Vuug — 2vdive(u) + —Vg = (— — 7“) u, dans Y,
) w

divu =0, dans Q7
u=0, sur T,

u=®z — Vueds, sur =,

M {(K+B0) s +/<I>Ta(u,q)n da] = (1 —r) 3

-
(5rwless)
- —nu,—,s5z/,
w w
est solution de (5.6).

En résumé, les valeurs propres de (5.6) sont de la forme

Il résulte donc que

A=——r

w

?
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ot w # 0 est une valeur propre de 7. [ |
On peut donc démontrer le théoréme suivant :

Théoréme 5.2.12 Les valeurs propres du probleme couplé (5.3) sont au plus en une
infinité dénombrable, l'infini étant le seul point d’accumulation, et chacune d’elles avec
multiplicité finie.

Démonstration: La résultat s’obtient directement a partir du théoréme précédent, de
la compacité de 'opérateur T' et du théoréme 5.2.10. |

5.3 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons caractérisé les valeurs propres du nouveau probléme
spectral (5.3), couplant les équations de Navier-Stokes linéarisées et celles d’une structure
réduite avec des conditions de type transpiration, et issu de 'analyse de stabilité de
systémes en interaction fluide-structure. Notre approche s’appuie sur la définition d’un
certain opérateur compact agissant sur un espace de Hilbert. Ainsi nous montrons que
les valeurs propres sont au plus en une infinité dénombrable, I'infini étant le seul point
d’accumulation, et chacune d’elles avec multiplicité finie. Ce résultat concorde avec celui
obtenu dans [13], pour (5.4), et celui conjecturé dans [77, 14], pour (5.5), les deux étant
des cas particuliers de (5.3).
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Chapitre 5. Analyse mathématique : caractérisation du spectre
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Chapitre 6

Approximation par éléments finis

Apreés ’analyse mathématique effectuée dans le chapitre précédent, on aborde dans ce
chapitre la discrétisation du probléme aux valeurs propres par une méthode d’éléments
finis.

On rapelle, dans une premiére section, la description mathématique du probléme. Dans
la deuxiéme section on écrit le probléme aux valeurs propres sur une forme variationnelle
adéquate. Ceci permet, dans la troisiéme section, I'introduction d’un schéma de discré-
tisation par éléments finis. On montre, dans la quatriéme section, que la résolution de
ce probléme discret est équivalente a la résolution d’un probléme aux valeurs propres
généralisé matriciel.

6.1 Position du probléme

Comme dans le chapitre précédent, ici les fonctions seront définies dans des domaines
bornés de R?® qui prennent valeurs dans le corps complexe C. Tous les espaces LP et
Sobolev apparaissant dans ce chapitre sont pris comme des espaces vectoriels complexes
de fonctions avec valeurs complexes. On considére un sous-ensemble ouvert borné  C
R3, avec frontiére localement Lipschitz continue, notée I', et constituée de deux parties
disjointes :

r=r.ur,, r.nr,=>40.

On suppose qu’il existe un sous-ensemble ouvert 2° de {2, non-vide, connexe, avec frontiére
. . . . —s .
localement Lipschitz continue, notée v, et tel que 1" C ). Avec ces notations on pose

O =Q -0, voir la figure 6.1.

O/

FiG. 6.1 — Le domaine de calcul )
On introduit, d’une part, un champ de vitesses ug : 9/ — R et un champ de pression
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Chapitre 6. Approximation par éléments finis

po : QY — R, solution du probléme de Navier-Stokes stationnaire suivant :

1
Vugug — 2vdive(ug) + —Vpg =0, dans 07,
p

divug =0, dans €Y,
ug = ur,, sur [,
o(ug,po)n =0, sur T,

up =0, sur 7,

avec

1
€(u0) = E [V‘uo + (VUO)T] s O'(‘uo,po) = —p01+2/,L€(u0)7

p > 0 la densité volumique du fluide, v = u/p la viscosité cinématique du fluide, n le
vecteur normal unitaire sur I' dirigé vers extérieur de Q/, et ur, la vitesse imposée sur
I'.. On supposera que ug et pg sont des fonctions réguliéres. D’autre part, on introduit un
nombre fini, n°, de déformées modales,

0; 1 — R i=1,...,n%

La matrice ® = [p1]@2]. .. |@n:], de taille 3 x n®, représente la basse tronquée de déformées
modales. Dans cette base, le comportement incrémental de la structure est caractérisé par
des matrices de masse, M, et de rigidité, K, symétriques et définies positives.

On s’intéresse a la résolution numérique du probléme quadratique aux valeurs propres
(4.16), introduit dans le chapitre 4, c’est-a-dire: Chercher A € C, u : Qf — C*, p :
A — CetseC, avec (u,p,s) # 0, tels que

1
Vuou 4+ Vuug — 2vdive(u) + —~Vp = du, dans Q7
P

divu =0, dans €,
u=0, sur I,
o(u,p)n =0, sur T,
u=—Abs — Vuo®Ps, sur =,

M Ms + (K—I—BO) s = —/CI)TJ(u,p)n da,

~

avec B? la matrice réelle, d’ordre n®, donnée par I'expression (4.14):
B?]- = /{Va(uo,po)cpjn + o(uo, po) [I divp; — (Vt,oj)T] n} cpida, 1 <4,5 <n’.
Y

En introduisant le changement de variable z = —\s, le probléme aux valeurs propres
précédent prend la forme classique (5.6) suivante, introduite au chapitre précédent : Cher-
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6.2. Formulation variationnelle

cher A\ e C,u: Q0 — C,p: Q) — Cets,zeC,avec (u,p,s,2) # 0, tels que

p(Vuou + Vuug) — 2udive(u) + Vp = Apu, dans @,
divu =0, dans
u=0, sur I,

o(u,p)n =0, sur T,

(6.1)
u=®z — Vuogds, sur =,
—z = As,
(K + BO) s+ / CI)TJ(u,p)n da = A M z.

~

Avant de définir un probléme discret associé & (6.1), on écrit la « partie fluide » de
(6.1) sous forme variationnelle. Ceci est le sujet de la section suivante.

6.2 Formulation variationnelle
On considére les espaces de fonctions complexes suivants:

HE () ={ve H'(Q)|v=0, sur TI.},
H%EUW(QJ[) ={ve H (Q)|v=0, sur I'.U v},

et un opérateur linéaire continu de relévement
R:H=(y) — HE ().

En multipliant (6.1); scalairement par v € H%GUW(QJ[):%, et aprés intégration par parties
et prise en comptes des conditions aux limites, on obtient que le probléme aux valeurs
propres (6.1) peut étre écrit, sous forme variationnelle, de la fagon suivante: Chercher

A€ Cet (u,p,s,2) # 0 dans HY(Q)? x L2(QF) x C x C* tels que
— R(®z — Vue®s) € Hf . (),
a(u,v) + b(p,v) = )\d(u v), YvéE H%GUW(QJ‘)S,
bg,u) =0, Vg e L), 6.
—z = )\5

<K + BO) s+ / ®To(u,p)nda =AMz,

~

avec les notations:

v) = p(Vuou + Vuug, v)g qr + 2p(e(u), £(v))oar,
v) = p(u,v)oars,

b(pa ’U) - _(p7 div IE)O,Qf .
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Chapitre 6. Approximation par éléments finis

On remarque que l'intégrale qui apparait dans (6.2)s, soit

/(I)Ta(u,p)nda, (6.3)
N
doit étre prise au sens de H_%(F U5)™, cest-a-dire, la i-éme composante de (6.3) est
définie par

[ (o) - ida = o (@)t eyt

y
pour z =1,... ,n° et ou

() = 0 sur T

X\¥P) = ¢ sur oy

Cette définition a un sens car, d’apreés (6.2),, div o(u,p) € L*(Q) [41]. 1l faut donc donner
un sens trés précis a (6.3) au moment de la discrétisation. L’idée consiste & traiter cette
intégrale comme un résidu variationnel (consulter [51]). Ainsi, si on multiplie (6.1); par

R(p;) et on intégre par parties, aprés prise en comptes des conditions aux limites, on
obtient

[ (o) - e = atw Re) + b0, Bg)) = MG Be) (64)

Cette derniére expression est plus adaptée pour une discrétisation par éléments finis car,
aprés discrétisation, on n’a plus la condition divo(u,p) € L?(2/)%. On obtient donc
finalement la formulation variationnelle suivante: Chercher A € C et (u,p, s,z) # 0 dans

HY Q1) x L () x C x C* tels que
— R(®z — Vugds) € H , (9)?,
a(u,v)+ b(p,v) = )\d(u v), Yve H%EUW(QJ[)S,
b(g,u) =0, Vqe L*(9), (6.5)
—z = )\3

(K4 B0 s 4 Fo(u) + F(p) = A (M= 4 F¥(w)
avec F'*(u), F*(p), F¥(u) € C* donnés, d’aprés (6.4), par les expressions suivantes :

[F*(u)]; = alu, R(¢:), [F'(p)], =bp, R(:)), [F(u)], = d(u, R(¢)),

7 — s
pour:=1,....n°%

6.3 Schéma de discrétisation

Dans la suite, on supposera que Y C R? est un domaine polygonal et on lui associera
une famille réguliere de triangulations {7 }rso, telle que

= |J K vh>o,

KeTy,
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0.3. Schéma de discrétisation

ot h est défini comme h = max hi, avec hy la diameétre du triangle K, consulter [8].
KEn

Pour approcher les espaces H!(Q/) et L?(£2/), on introduit I'espace discret V}, associé
a I’élément fini de Lagrange Py, c’est-a-dire,

Vi, = {‘Uh € Co(ﬁfﬂ Uh|K € Pl([(), VK € 72} s

avec P1(K') I'espace de polynomes sur K de degré inférieur ou égal & 1. On définit donc
les espaces discrets

Xp=VinHL (), Qu=Vi, Vio=VinH (). (6.6)
L’opérateur R est remplacé par un opérateur de relévement discret
R, Tr(Vh) — X7
Finalement, on introduit 'opérateur P, classique d’interpolation P’y par morceaux sur +:
P :C°(v)° — Tr(Vh)f’W.

Une fois les espaces discrets définis, le probléme approché est classiquement obtenu, &
partir de (6.5), en remplacant les espaces continus par des espaces discrets (voir [12]),
c’est-a-dire, on définit le probléme discret suivant: Chercher A € C et (u, p, s,z) # 0 dans
V3 xQp x C¥ x C" tels que

u — RhPh((I)Z - Vuo(I)s) € Vh 07
a(u,v) + b(p,v) = )\d(u v), YveV,
)=

bq, u Vq € Qn, (6.7)
—z = )\s
(K+B%) s+ Fi(u) + F(p) = A (M =z + F(u)),

avec F*(u), F2(p), F(u) € C*" donnés par les expressions suivantes :

[Fi(w)]; = a(u, RiPu(@:),  [Fy(p)]; = b(p, BuPu(2:)),  [Fi(w)], = d(u, RiPi(e:),

7 — s
pour:=1,... ,n°

Comme on I'a déja vu au chapitre 5, et comme ce sera confirmé par la suite, la
résolution du probléme précédent demande la résolution numérique des problémes de
Navier-Stokes linéarisés avec termes source du type

p(Vuou + Vuug) — 2udive(u) + Vp +rpu = pf, dans 0/,
divu=0, dans O,
u=0, sur I, (6.8)
o(u,p)n =0, sur T,

U= Uy, sur -,
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Chapitre 6. Approximation par éléments finis

avec r € R et pour des données réelles f et u,. Il semble naturel d’utiliser, comme dans
(6.7), I’élément P /Py car il s’agit d’un élément fini facile a mettre en ceuvre. Néanmoins,
le schéma discret (6.7) présente quelques inconvénients pratiques.

D’une part, le couple d’espaces P; /Py, choisi pour discrétiser la vitesse et pression, ne
vérifie pas la condition de compatibilité LBB (Ladyzhenskaya-Babuska-Brezzi ou condi-
tion « inf-sup ») [41]. 1l est connu que le non respect de cette condition engendre des
instabilités parasites sur la pression [41, 25]. Les méthodes « stabilisées » ont pour objec-
tif de permettre I'utilisation de couples d’espaces qui ne satisfont pas la condition LBB,
tout en introduisant suffisamment de diffusion numérique pour corriger les oscillations.

D’autre part, mémesi on choisi une méthode stabilisée en vitesse-pression (qui vérifie la
condition LBB), 'expérience issue de la discrétisation des équations d’advection-diffussion
et Navier-Stokes montre qu’une forte convection Vuug introduit aussi des oscillations pa-
rasites dans la vitesse, ce qui demande, a nouveau, des techniques spécifiques de traitement
de la convection (voir [94] et les références citées). Des difficultés similaires peuvent ap-
paraitre lorsque le terme de réaction Vugu + ru est dominant. Quelques techniques de
stabilisation ont été développées & cet effet, mais pour des cas particuliers ou la réaction
se réduit a une constante [92, 34, 44, 2].

Les schémas stabilisés sont généralement obtenus en rajoutant au schéma classique
(non-stabilisé) le produit du résidu de I’équation par une nouvelle fonction test définie a
partir d’un parameétre local, 7 > 0, dit de « stabilisation ». Plus précisément, un schéma
stabilisé pour (6.8) prendrait la forme: Chercher (u,p) € V> x Q}, tels que

u — RhPh(uw) € Vh?jm
a(u,v) +b(p,v) + b(q,u) + rp(u,v)oa
+ Z <,0(Vu0u + Vuug) — 2udive(u) + Vp + rpu,
KeTy,

i [p(Vugv + Voug) — 2udive(v) — Vg + r,ov]> .
0,K
=d(f,v)+ Z (,of, T [p(Vugv + Voug) — 2udive(v) — Vg + r,ov])o o

KeTy, ’

V(v,q) € Vh?:o X Q.

e parameétre 7 devrait étre choisi en fonction de ug, Ug et r de maniére & que
L t d t étre ch fonction de p , p, Vuy, trd

la méthode converge. Malheureusement, on ne connait pas a ces jours un choix de ce
paramétre adapté a la stabilisation d’un terme général de réaction du type Vugu + ru,

voir [93].

Le schéma de discrétisation que nous proposons pour (6.8), est directement obtenu a
partir de (6.9) en négligeant les termes associés a des fonctions test « d’ordre zéro » dans
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0.3. Schéma de discrétisation

la stabilisation, c’est-a-dire: Chercher (u,p) € V;? x @}, tels que

U — RhPh(uw) € Vh3,07
a(u,v)+b(p,v) +b(q,u) + rp(u, v)oo

+ Z (p(Vuou + Vuug) — 2udive(u) + Vp + rpu,
KeT, (6.10)
T (pVuug — 2pdive(v) — Vq)) .
0,K
=d(f,v) + Z (pf, T (pVuug — 2p dive(v) — Vq))) , Y(v,q) € Vg X Qn,

0,K
KeTy

avec les parameétres de stabilisation fournis dans [94] pour les équations de Ossen :

TK

hx || woll2hx r st 0<x<1
= — " (Ripex), Ruex = 02K _ VS
29”“0”25( he) heK 12v (@) 1 si 221

Plusieurs raisons ont motivé 'utilisation du schéma précédent. D’une part, nous avons
travaillé avec la méme triangulation 7, pour les calculs de ug et u (ce n’est pas obligatoire
mais pratique), ainsi le calcul précis de I’écoulement permanent (ug, po), et de la trace de
Vug sur 'interface, impose une forte finesse du maillage au voisinage des parois, ce qui
nous a permis de « contourner » la stabilisation des termes de réaction [34]. D’autre part,
le schéma (6.10) est une extension directe de ceux introduits dans [92] et [94]| pour les
équations de Ossen, en ce sens, nous avons gardé le choix de 7k pour ce type d’équations
[94]. Enfin, les résultats numériques que nous présenterons dans le chapitre 8 montreront
la performance de ce schéma.

Remarque 6.3.1 On peut constater facilement que le schéma (6.10) est consistant avec
les solutions du probléme continu associé. On remarque ausst que, comme pour chaque u €
Vi2 on auk € PYK), les termes d’ordre deux, dive(u), disparaissent dans la stabilisation.

Remarque 6.3.2 Vu que lécoulement de référence (uo,po) est réel, le probleme (6.8)
est ausst un probléme réel, de telle maniére que dans (6.10) les espaces d’éléments finis
dotvent étre pris comme des espaces vectoriels réels.

D’aprés (6.10), nous introduisons alors, au lieu de (6.7), le schéma « stabilisé » suivant :

Chercher A € C et (u,p,s,z) # 0 dans V2 x Q, x C*" x C*" tels que
u — RhPh((I)Z - Vuoq)s) € VhS,O’
a(u,v)+ b(p,v) + b(q,u) + Z (p(Vuou + Vuug) + Vp, 7k (pVoug — V(j))

KeTy,

d(u,v)+ Z (,ou, Tx (pVoug — VQ))

KeTy,

0,K

. (6.11)

0,K

] ) V(U7Q) € ‘/}LB,O X th

(K+B%) s + Fi(u) + F(p) = A (M2 + Fi(u)),
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Chapitre 6. Approximation par éléments finis

avec les nouvelles définitions:

[Fi(w)]; = alu, RuPu(ei)) + Y (p(Vuou + Vuuo), 7 pV (BrPal))uo)

= 0,K
[F,f(p)]l = b(p, RnPr(p:)) + Z (Vp7 TI&'PV(RhPh(SDi))'“(J)OI,J
KeTy, "
[F ()], = du. RiPi(e) + 3 (o oV (RiP(ei)uo)
KeTy, a
pour 2 =1,...,n°
En notant

as(u,v) = Z (,o(Vuou + Vuuy), TK,OV'EUO> ,

Her 0,K
bs(p,v) = Z (Vp, TKpV'ﬁuo) X
KeT, 0,K
b (u,q) = — Z (p(Vuou + Vuuo),TKV@ 5
KeT, 0,K
c(pg)=— ) (Vp, TKW)OI,,
KeTy -
ds(u,v) = Z (,ou,TK,oV'ﬁuo> 5
KeT,, 0,K
ei(wq) ==Y (pumeVa) .
KeTy 0.K

le probléme discret (6.11) s’écrit de facon plus compacte comme: Chercher A € C et
(uap7572) 7£ 0 dans th X Qh X Cns X Cns tels que

u— Ry(®z — Vue®s) € V',
a(u, ‘U) + b(pa ‘U) + b(Qa u) + CLS(U, ’U) —I_ bs(pa 'U) —I_ bi('% u) —I_ Cs(p7 Q)

= )x(d(u,v) + ds(u,v) + es(q,u)), Y(v,q) € V}SO X Qp, (6.12)
— z = As,

(K+B%) s+ Fe(u) + Fi(p) = A (M2 + Fi(u)),

6.4 Formulation matricielle

On va reformuler le probléeme (6.12) en termes de matrices. Ceci nous permettra de
calculer explicitement les solutions (\;u,p,s,z) de (6.12). Soit nf = n/(h) le nombre de

sommets de la triangulation 7}, sur le fluide. On introduit des bases {@}?Zi et {1/)2}?:]‘1 de
V}? et Q) respectivement. Ainsi chaque élément (u, p) € V;? x Q, s’écrit sous la forme:

3nf n

f
u=>Y b, p=>_ pi;, (6.13)
7=1 7=1
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6.4. Formulation matricielle

avec u;, p; € C. On introduit aussi les sous-ensembles de [ = {1,... ,3n/}:

% = {1 € I|le d.I. i n’est pas sur I' U~},
It = {1 € I]le d.I. 7 est sur I'y},

' = {1 € I]le d.I. 7 est sur I'.},

I" ={i € I|le d.l. i est sur v},

ensuite on définit

En reportant (6.13) dans (6.12); on obtient

wja(gpi,v) + pib(vy,v) + uib(q, ¢5) + ujas(ds, v) + pibs(¥s,v) + uiby(¢;, q)

‘ 6.14
+pics (4, q) = Mud(dy,v) 4+ wjds(d),0) + ujes(di, ),  V(v,q) € Viig X Qn. (6-14)

On note avec u®’ € C”ﬂf, uls € C°, ule € C° et w’ € C* les degrés de liberté de
u correspondants aux fonctions de base de [Qf, I, IV et I" respectivement. Dans la
suite on supposera que les éléments de la basse {gbz}f:i ont été ordonnés de telle maniére
que les premiers degrés de liberté correspondent a um, puis a u'*, puis & vl et 7. Si
on particularise (6.14) pour v = ¢;, avec i € %y IYs et ¢ =5, aveci =1,...,n/, on
obtient une expression matricielle, de taille (an +nbs +nf) x (4nd + 2n%), du type

[u] [u]
ul's ul's
AY AN AN AT B 0 0] W D¥ D DI DY 0 0 o] |t
AY Al Al- A7 B, 0 o |w | =X[DY DI DY DI o o of |uw |,
BY B B BY C 0 0f]|>P EY E E' E 0 0 0| | P
z z
L S - . $ -
(6.15)
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avec les notations:

—

—

—

—

—

—

—

—

(quvl/)i)a

3
s

—

—

—

—

V=65, 60) + du(dj 00), i€l jel™,
[DI;GLJ‘ = d(¢;,¢:) +ds(dj,¢i), 1€ Im, jelIr,

r
1

D

jel,

ie 1V,

D] =d(,00) +des00), el jel?,

[DY]” = d(quv qbl) + ds(¢j7¢i)7

V=65, 0:) +du(j 60), i€l jel™,

r
2

D

[Dy°],, = d(és, i) + ds(85.00), i€l jel,

jelr,

rel,

[EQfL]' - 65(¢j7'¢i)7 1= 17' . 7nf7 .] € [Qf’

[Ers]ij = 65(951'71/%'), 1=1,...

d(¢;, ¢i) + ds(85, 1),

[D3;;

jelr,

f
y 17,

jer,

f
y 17,

[Ere]ij = 65(¢j7'€/)i), 1=1,...
[Ew]ij = es(¢j, i),

De méme, si on reporte (6.13) dans (6.12)4 on a

nf, gel.

i=1,...

(K+B°) s + u; F(;) + pi Fr(v;) = A (Mz +u; Fii(¢;))
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6.4. Formulation matricielle

ce qui donne I’expression matricielle de taille n® x (4nf 4 2n?*) suivante :

o
U
ul's
ule
FY Fre Fe B B, 0 K+B°| | W
p
z
[ 5 -
ul's
ule
=XFY Fls Fle ¥ 0 M 0| |w |, (6.16)
P
z
L S -

avec les notations:

LR C) R R U S o
[Focl, = Fi(ey)];, i=1,....n% jel,
[Forl, = [FR(6:)];, i=1,....n°, jelv,

ol = i)l i=1...,n° Jel

ol = [Fr(ey)],, i=1,...,n° j=1,...,n,
{Fﬁ}flj = [Fis)],, i=1,....,n°, jeI?,
[Fol, = [Fi()],, i=1....n° jelI™,
[Facl, = [Fil(¢5)],, i=1,...,n% jel,

(Bl = [Fil(e)],, i=1,...,n° jelI

La condition (6.12); est prise explicitement sur chaque sommet du bord, z;, de la trian-
gulation. Plus précisément on a l’expression matricielle de taille (nFe +n") x (4nf + 2n°®)
suivante :

—qu— —qu_

UFS UF

2 Le - Te
oo0oI100 o0 o]l" 00000TGO0 O]
00010 —G° Gl] w _A[ooooooo wr (6.17)

P P

z z
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Chapitre 6. Approximation par éléments finis

avec les notations:

[GO] G [Sﬁj]nc(i) ('rHS(i))a ie I j=1,....,n°
[Gl]ij: [V'uo@j]nc(i) (xns(i)); rel” g=1,....n°

oit les indices nc(z) € {1,2,3} et ns(z) € {1,...,n'}, pour i = 1,...,3n’, dénotent
respectivement la composante de la vitesse et le numéro de sommet associé au degré de
liberté ¢ de la vitesse.

Enfin, si on prend en compte (6.12)5 avec (6.15), (6.16) et (6.17) on obtient que le
probléme discret (6.12) est équivalent au probléme aux valeurs propres généralisé, de taille
n = 4nf + 2n*, suivant : Chercher A € C et 0 # x € C” tels que

Ax = ABx, (6.18)
avec les notations
(A" ATs Al A7 B, 0 0 ]
AY AT Al- A7 B, 0 0
0o 0 I o0 0 0 0
A=|0 0 o0 I 0 -G G' |,
BY B! B* BY ¢ 0 0
0 0 0 0 0 -—I 0
FY FCs FTe BT R, 0 K4 B

- ¢ ‘ _ (6.19)

D¢ DI DI* DY 0 0 O M0 ]
DY DI DI DY 0 0 O ul's
0 0 0 0 0 0 0 ule
B=|0 0 0 0 00 0, x=|u
EY E E B 0 0 0 p
0 0 0 0 0 0 I z
FYOFE Fe F) o0 M o] [ 5

Les matrices A et B sont réelles, creuses, non-symétriques et, dans la plupart des ap-
plications, de grande taille. D’aprés le « Principe de linéarisation » présenté au chapitre
4, dans I’analyse de stabilité linéaire 1’objectif est de trouver des valeurs propres avec
partie réelle négative, c’est-a-dire, de détecter des instabilités. Typiquement, presque tous
les valeurs propres de (6.18) ont partie réelle positive et seulement un petit nombre tra-
verse l’axe imaginaire. Ainsi, pour détecter un changement de stabilité, il suffit juste de
connaitre quelques valeurs propres de plus petite partie réelle.

I s’agit donc de calculer un petit nombre de solutions du probléme généralisé (6.18), ot
les matrices sont creuses et de grande taille. On a intérét a utiliser des méthodes adaptées
au calcul d’approximations d’un petit nombre (par rapport & la taille de la matrice)
de valeurs propres de matrices non-symétriques de grande taille, comme par exemple la
méthode d’itération en sous-espace ou la méthode d’Arnoldi [4, 86]. Ces méthodes de
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calcul de valeurs propres demandent uniquement des opérations du type produit matrice-
vecteur, ce qui permet d’exploiter le caractére creux des matrices.

Une difficulté, assez génante, présente dans le probléme (6.18) est liée & la singularité
de la matrice B. Ceci implique que le probléme (6.18) a moins de n valeurs propres [37, 11].
Les valeurs propres qui « manquent », dites valeurs propres « infinies » [37, 91], sont les
valeurs propres nulles du probléme « inverse »

B A !
X=wAX, w=.

Ainsi, chaque valeur nulle de w donne une valeur propre infinie de (6.18). C’est-a-dire,
les éléments du noyau de B. On trouve parmi celles-ci toutes les valeurs propres en pres-
sion pure. Méme si les valeurs propres infinies ne sont pas des vraies valeurs propres du
probléme (6.18), en pratique celles-ci peuvent introduire des complications numériques
[37, 11, 64, 54]. En travaillant en arithmétique finie la matrice B est souvent perturbé
de sorte qu’elle risque de devenir non-singuliére. Des valeurs propres avec un trés grand
module (et peut-étre avec partie réelle négative) peuvent apparaitre, mais qui ne sont pas
transcendantes pour I'analyse de stabilité.

Remarque 6.4.1 La matrice B dans (6.19) posséde un bloc de colonnes nulles et deux
blocs de lignes nulles, ce qui correspond a trois types de valeurs propres infinies. Les
pression pures, corrrespondent au bloc des n' colonnes nulles. Le deux aulres groupes de
valeurs propres infinies n'e + nY sont liées au traitement discret explicite des conditions
auzx limites sur ', et 7. Celles-ct ne sont pas contenues implicitement dans Uespace discret

i3

Avant d’utiliser une méthode itérative d’approximation de valeurs propres, il y a
quelques points & mettre en clair. D’une part, souvent la taille des matrices (6.19) rend
inapplicable une méthode directe du type QZ, voir [4, 91]. On vient juste de constater
qu’on & un fort intérét en exploiter la structure creuse des matrices (6.19). D’autre part,
les matrices A et B sont non-symétriques, ce qui empéche 'utilisation des méthodes de
type projection adaptées aux problémes généralises, comme la méthode de Lanczos [86].
Dans [80], une extension de la méthode de Lanczos non-symétrique a été proposé pour
le cas généralisé. Cependant, cette méthode requiert des opérations avec les matrices AT
et BT, lesquelles en général ne sont pas disponibles. En outre, cette méthode hérite les
problémes classiques de « breakdown », largement connus dans la méthode de Lanczos
non-symétrique [86], et qui ne sont pas encore surmontés dans le cas généralisé.

Enfin, les méthodes itératives pour les problémes non-symétriques, telles que la mé-
thode d’itération en sous-espace ou la méthode d’Arnoldi, ne peuvent pas étre directement
appliquées au probléme généralisé (6.18). Avant d’utiliser ces méthodes on doit d’abord
transformer le probléme (6.18) dans un probléme standard de la forme

Tx=0x. (6.20)

Se pose maintenant le probléme du choix de T. Il est connu que ces méthodes itératives
donnent rapidement des bonnes approximations de quelques valeurs propres de module
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maximal (itération en sous-espace) ou écartés (Arnoldi), qui ne correspondent pas forcé-
ment avec celles de plus petite partie réelle, significatives d’un probléme de stabilité. Ceci
oblige & choisir T avec quelques propriétés a priori:
— le produit matrice-vecteur, Ty, doit pouvoir étre effectué efficacement ;
— il y a une transformation connue entre les solutions de (6.18) et (6.20);
— les valeurs propres de (6.18) avec plus petite partie réelle doivent étre transfor-
més dans celles de (6.20) qui sont rapidement approchées par la méthode itérative
appliquée a (6.20).

Remarque 6.4.2 Le choix de T est directement lié a la méthode itérative qu’on utilisera
pour l'approximation des valeurs propres.

Remarque 6.4.3 La complication associé a la singularité de la matrice B restreint main-
tenant le chowx de la transformation T'. On est obligé d’utiliser des transformations ration-
nelles, ¢’est-a-dire, il faut inverser le probleme (6.18), ce qui compliquera en profondeur
la recherche des valeurs propres de (6.18) avec plus petite partie réelle.

6.5 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons introduit une formulation variationnelle du probléme
aux valeurs propres (4.16) adaptée & une discrétisation par éléments finis. On a proposé
un schéma discret basé sur une discrétisation continue de la vitesse et pression avec des
polynémes de Lagrange de dégrée 1. Ceci se traduit dans la résolution d’un probléme aux
valeurs propres matriciel généralisé, avec des matrices creuses singuliéres et de grande
taille. On s’intéresse dans le chapitre suivant a I’approximation de quelques valeurs propres
de ce probléme généralisé.
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Chapitre 7

Calcul de valeurs propres

Ce chapitre constitue une introduction aux techniques d’approximation des valeurs
propres de plus petite partie réelle de problémes généralisés matriciels. Nous mettons
I’accent sur 'approche de Lehoucq et Scott [54], que nous allons adapter et utiliser pour
la résolution du probléme généralisé aux valeurs propres obtenu dans le chapitre précédent.

Aprés un court récapitulatif des techniques actuelles en matiére d’analyse de stabilité
linéaire en mécanique des fluides, nous nous centrons dans la description de la méthode
IRAM (Implicit Restarted Arnoldi Method) et de la transformation généralisé de Cayley.
Nous présentons ensuite 'algorithme de couplage de ces deux outils, tel que proposé
dans [54], pour la détermination des valeurs propres de plus petite partie réelle d’un
probléme généralisé matriciel avec valeurs propres infinies. Enfin, ce chapitre se termine
avec quelques détails de mise en ceuvre particuliers, associés a la structure du probléeme

(6.18).

7.1 Etat de l’art

On s’intéresse a la définition d’un algorithme permettant de calculer quelques valeurs
propres de plus petite partie réelle du probléme généralisé non-symétrique (6.18).

Les calculs de stabilité en mécanique des fluides ménent a des problémes généralisés
aux valeurs propres du type (6.18), la matrice A étant non-symétrique et la matrice B
singuliere dans la plupart des cas, voir [37, 11, 25, 26, 54, 53]. Des nombreux travaux on été
menés pour le calcul des valeurs propres de plus petite partie réelle de ces problémes, voir
[37] et les références citées. L’idée est pratiquement toujours la méme: il s’agit de coupler
un méthode itérative de calcul de valeurs propres avec une transformation matricielle
telle que Cayley ou Tchebyshev polynémiale. La diversité des techniques se situe plutot
dans les différents traitements des valeurs propres infinies dans le cas ot la matrice B est
singuliére, ce qui c’est le cas pour le probléme (6.18).

Dans [25, 26], Ding et Kawahara couplent une transformation classique de type Cayley
[36] avec la méthode d’Arnoldi, pour les calculs de stabilité d’un fluide visqueux. Le
fluide est traité comme faiblement compressible, ce qui rend la matrice B non-singuliére.
L’algorithme est ainsi appliqué a deux cas: I’écoulement dans une cavité entrainée et
I’écoulement autour d’un cylindre circulaire. Il est intéressant de signaler que méme si,
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dans [25, 26|, I’écoulement permanent est bidimensionnel, les perturbations considérées
sont tridimensionnelles.

Garrat, dans [37], propose des modifications des transformations de Cayley générali-
sée [7] et Tchebyshev polynémiales [84], pour surmonter les difficultés issues des valeurs
propres infinies. Cependant, ces modifications tirent tout sa force de la structure du pro-
bléme spectral issu d’une discrétisation particuliére des équations de Navier-Stokes, ce
qui restreint les applications. Garrat utilise ses techniques dans différents cas d’appli-
cation: convection-diffussion bidimensionnelle, écoulement entre deux cylindres concen-
triques (expérience de Taylor), réacteur tubulaire. Les expériences numériques de Garrat
montrent la supériorité des transformations de Cayley par rapport a la transformation
polynémiale de Tchebyshev, la convergence est plus rapide et moins laborieuse, voir aussi
[10]. De méme, Garrat favorise la méthode d’itération en sous-espace [37, 54].

Traditionnellement, la méthode d’itération en sous-espace était le choix le plus courant
[37, 10, 54], car la méthode d’Arnoldi était considérée moins fiable pour les analyses de
stabilité. Cependant, si le vecteur initial a quelques composantes dans le sous-espace
cherché, la méthode d’Arnoldi fournit rapidement des approximations des valeurs propres
d’intérét [54, 53].

La variante IRAM (Implicit Restarted Arnoldi Method) de la méthode d’Arnoldi, due
a Sorensen [90], s’exhibe comme une méthode trés performante pour les calculs des valeurs
propres de plus grand module. Le travail de Lehoucq et Scott [54] montre que cette mé-
thode peut étre utilisée de maniére fiable pour les calculs de stabilité. Plus précisément,
Lehoucq et Scott, dans [54], couplent les transformations introduites par Garrat [37] et
la méthode IRAM, avec des techniques de traitement des valeurs propres infinies [64], en
particulier I'application de « shifts » implicites spécifiques dans la méthode IRAM. On
explicitera dans la suite ces techniques. La mise en ceuvre de cet algorithme fait appel
au code ARPACK [56], qui met en application la méthode IRAM. La performance de cet
algorithme est mise en évidence & partir d’expériences numériques telles que I’écoulement
autour d’un cylindre ou I’écoulement dans un tuyau. On doit remarquer 'Taugmentation
dans la taille des problémes, traités dans [54], par rapport aux expériences effectuées
précédemment par Garrat dans [37]. Dans ce sens, récemment, Lehoucq et Salinger [53]
ont proposé un nouveau algorithme couplant la méthode TRAM avec des transforma-
tions de Cayley généralisées, ot la sélection des paramétres obéit & un compromis entre
performance de la transformation et conditionnement des systémes linéaires issus de la
transformation. Ce qui leur permet d’utiliser des méthodes itératives tels que la méthode
GMRES. Cette nouvelle démarche a été appliquée & des problémes de trés grande taille,
par exemple celui d’un écoulement tridimensionnel autour d’un disque tournant. La taille
du probléme monte ici jusqu’a 10° inconnues, le calcul étant effectué sur une machine
paralléle avec 1024 processeurs, en utilisant la version paralléle du code ARPACK.

7.2 Notre approche
Dans la suite nous nous proposons d’appliquer les idées de Garrat [37] et de Lehoucq
et Scott [54] au cas particulier du probléme généralisé aux valeurs propres (6.18) issu

de I’analyse de stabilité linéaire d’un systéme couplé en interaction fluide-structure. Plus
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précisément, pour le calcul des valeurs propres de (6.18) de plus petite partie réelle, nous
utiliserons I'algorithme introduit par Lehoucq et Scott dans [54] qui couple la transformée
de Cayley généralisée avec la méthode IRAM.

Ce choix a été motivée d’une part, par la performance prouvée de 1’algorithme IRAM,
mis en ceuvre sur le code ARPACK (en libre accés sur www.caam.rice.edu/software),
et d’autre part, par les résultats de Lehoucq et Scott [54] qui mettent en évidence tout la
force de son algorithme.

Dans les paragraphes suivants nous rappellerons les propriétés de la méthode IRAM
ainsi que de la transformée de Cayley généralisée. Puis on détaillera les différentes étapes
de l'algorithme de recherche de valeurs propres présenté dans [54], et que nous allons
utiliser dans les expériences numériques du chapitre suivant.

7.3 La méthode IRAM

Malgré les bonnes propriétés de convergence et un stockage efficace, la méthode QR
et ses variantes [35] ne sont pas adaptées pour les problémes aux valeurs propres de
grande taille. Les matrices issues de la discrétisation avec des méthode d’éléments finis
sont normalement creuses ou structurées, de sorte qu’'un produit matrice-vecteur peut
étre effectué avec un coit en temps et stockage de 'ordre de n. Une méthode basée dans
des transformations de similarité, comme la méthode QR, détruit rapidement la structure
creuse de la matrice. En conséquence, le stockage et le nombre d’opérations devient de
lordre de n?. On a ainsi intérét d’utiliser des méthodes qui demandent uniquement des
produits matrice-vecteur avec la matrice creuse originale.

La méthode de la puissance [86] est probablement 1’algorithme plus ancien pour appro-
cher les valeurs propres et vecteurs propres d’une matrice, a partir de produits matrice-
vecteur. Cependant, cette méthode a deux inconvénients notoires: d’une part, la conver-
gence peut étre extrémement lente, et d’autre part, il n’y a qu’une valeur et un vecteur
propre qui peut étre calculé a chaque fois. Des variantes, comme la méthode de la puis-
sance inverse, on été développées pour améliorer la vitesse de convergence. Si on veut
calculer plusieurs valeurs et vecteurs propres, des techniques de déflation peuvent étre
utilisées, voir [86]. Une autre alternative consiste en utiliser une variante par blocs de
I’algorithme de la puissance, connue comme méthode d’itération en sous-espace (91, 86].

Une autre classe d’algorithmes, fondés sur la structure de la suite de vecteurs engendrée
par la méthode de la puissance, comprend les méthodes de projection en sous-espaces de
Krylov. Dans la suite A dénotera une matrice quelconque réelle ou complexe, de taille
n et non-symétrique, et vy € C* un vecteur unitaire donné. Pour tirer de I'information
additionnelle d’une telle suite on considére le sous-espace de Krylov

ICk(Aa 'Ul) = <IU17 Avlv s 7Ak_1v1>7

et on cherche la meilleure approximation des vecteurs propres dans cet espace. On cons-
truit cette approximation par l'intermédiaire d’une condition de Galerkin. Un vecteur
r € Ki(A,v1) est dit vecteur de Ritz associé a la valeur de Ritz 6, si la condition de
Galerkin suivante est satisfaite :

y?(Azx — 0x) =0, Yy € Kp(A, vy). (7.1)
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Si W est une matrice dont les colonnes forment un base orthonormale de Kx(A,vy), la
condition de Galerkin (7.1) devient

0=WH(AWy — 0Wy) = By — 0y,

oit la matrice B = WH AW est appelée matrice de Ritz. Il résulte donc que (6,z) est un
couple de Ritz si, et seulement si, x = Wy et (6,y) est un élément propre de B.

La méthode d’Arnoldi (consulter [86]) construit une base orthonormale Vj de Ki( A, vq)
dans laquelle la matrice B devient Hessemberg supérieure, avec sous-diagonale non-
négative. On peut ensuite calculer les valeurs de Ritz avec la méthode QR, qui précisément
préserve ce type de structure [4].

7.3.1 Factorisations d’Arnoldi

Deéfinition 7.3.1 Soit A € C**™, on appelle factorisation d’Arnoldi de k < n étapes, une
expression de la forme

AVy = Vil + riel, (7.2)
o V, € C*** possede k colonnes orthonormales, ot ry, est orthogonal & Vj
Vilr, =0, (7.3)

et ou Hy € C**F est Hessemberg supérieure avee sous-diagonale non-négative. Si la ma-
trice A est Hermitienne alors Hy est réelle, symétrique et tri-diagonale, et la relation
(7.2) est appelée factorisation de Lanczos de k étapes de la matrice A. Les colonnes de Vj
sont connues sous ['appellation de vecteurs d’Arnoldi ou de vecteurs de Lanczos, respecti-
vement.

Une telle factorisation d’Arnoldi (7.2) permet d’obtenir des approximations des valeurs
et vecteurs propres de la matrice A. En effet, d’aprés (7.2) et (7.3), les couples de Ritz
qui vérifient la condition de Galerkin (7.1) peuvent étre obtenus directement a partir des
éléments propres de la petite matrice projetée Hy = VHAV,. Si 0 € C et y € C* sont tels
que Hpy = Oy, alors le vecteur @ = V,y € C* satisfait

[Az — 0zl = ||(AVi — ViHi)yll = [I7elllecyl. (7.4)

Le nombre ||r|||efy| est appelé estimateur de Ritz pour le couple de Ritz (6, x) approxi-
mation d’un élément propre de A. Il est clair que si rp = 0 alors les couples de Ritz
deviennent éléments propres de A.

On peut rajouter une étape a la factorisation (7.2) avec le coiit d’un produit matrice-
vecteur (creux) et de deux produits matrice-vecteur denses, correspondants a V) et V;.
L’algorithme 7.1 détaille les k& étapes nécessaires pour obtenir une factorisation du type

(7.2).
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début

v; € C" vecteur unitaire donné
w= Avy; a; = 'Uflw
r < w—avy; Vi (v1); Hy « (a1)

pour j =1,2,...  k — 1 faire

by = |Ir;ll; vj41 = 15/b;
Vigr = (Vi vipn) 5 Hy (b,ejr>
]

w < Avji; (produit matrice creuse vecteur)

(a) h VI w;riy ¢ w—Vih (2 produits par matrices Vi, et Vi)

Hj-l-l — <[A{],h)

fin
ALG. 7.1: Algorithme d’Arnold:

En arithmétique exacte, les colonnes de V) forment une base orthonormale du sous-
espace de Krylov Ki(A,vy) et Hy est la projection orthogonale de la matrice A dans cet
espace. Par contre, en arithmétique avec precision finie, I’algorithme précédent doit étre
modifié pour pouvoir assurer, a chaque étape, que les vecteurs de Ritz sont orthogonaux
a la precision de la machine. La méthode DGKS, proposée par Daniel, Gragg, Kaufman
et Stewart dans [16], est une excellente technique pour construire un vecteur rjyq qui
soit numériquement orthogonal a V1. Il suffit de rajouter, juste aprés I'étape (a) de
I’algorithme 7.1, la ligne suivante de réorthogonalisation (au cofit de deux produits par
les matrices VI, et Vj41):

o :
s =Viarit i < i — Vips, hehts.

Malheureusement, on ne peut pas dire, de maniére générale, quelles sont les premiéres
valeurs propres qui convergeront avec la méthode d’Arnoldi. On peut juste démontrer que
la méthode d’Arnoldi favorise la convergence des valeurs propres situées a la périphérie
du spectre, plutét que celle des valeurs propres placées a l'intérieur du spectre. Ce qui est
confirmé par la pratique [4, 83, 86].

Lemme 7.3.2 Soient AV, = V;H; + rje]-T, pour 1 < 5 <k, les factorisations résultantes
des étapes de la méthode d’Arnoldi, et supposons que dim(K(A,v1)) = k. Alors
1 R

ri=————p(A)vy,
J ﬁk-l(A)'Ual]( ) 1

ot p;(A) est le polynome caractéristique de H; pour 1 < j <k.

D’aprés le lemme précédent (consulter [90]), I'information obtenue pendant le proces-
sus d’Arnoldi est complétement déterminée par le vecteur initial v;. Il peut arriver qu’on
doit atteindre une grande valeur de k pour obtenir les valeurs propres souhaitées. Dans ce
cas, en plus de 'augmentation dans le stockage et le nombre d’opérations pour le calcul
du spectre de Hj, (de l'ordre de k* « flops »), la maintenance de 1’orthogonalité des vec-
teurs d’Arnoldi devient trés coiiteuse. Si les vecteurs d’Arnoldi ne sont pas forcés & étre
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orthogonaux des difficultés numériques apparaissent. En effet, des composantes le long
de ces directions rentrent & nouveau dans la base, en raison des erreurs d’arrondi, ce qui
introduit assez rapidement un copie des valeurs propres précédentes dans le spectre de la
matrice projetée.

Comme on vient d’expliquer, le mauvais c6té de maintenir la orthogonalité des vecteurs
d’Arnoldi était le cotit de calcul. Cependant, ce colit peut étre modéré si on arrive a fixer k
avec une taille raisonnable, en actualisant le vecteur initial v; = Ve, chaque k étapes de
la factorisation d’Arnoldi. Cette approche, connue comme réinitialisation explicite, a été
introduite dans [48] et développée dans [15] pour le cas symétrique. Saad dans [82, 84, 86],
a développé ces idées pour le cas non-symétrique.

7.3.2 Reéinitialisation explicite

Dans [84], Saad propose la réinitialisation de la factorisation d’Arnoldi avec un nouveau
vecteur qui vient d’étre préconditionné de maniére a étre plus proche d’un sous-espace
invariant de A de dimension k. Ce préconditionnement prend la forme d’une matrice
polynoémiale t(A) appliquée au vecteur de départ v; = Viey.

Théoréme 7.3.3 Soit AV, = V., H;, + rkez la k-éme étape de la factorisation d’Arnoldi,
avec Hy irréductible. Alors ry, = 0 si, et seulement si, il existe y € C* et Q € C™** tels
que vy = Qy, avec AQ = QR, Q7Q =1, et R triangulaire supérieure d’ordre k.

Le théoréme précédent (consulter [90]) constitue la motivation principale de I’approche
par réinitialisation. En effet, on peut tenter de trouver un sous-espace invariant en rempla-
cant itérativement le vecteur initial, vy, par un combinaison linéaire des approximations
des vecteurs propres associés aux valeurs propres d’intérét. Le théoréme 7.3.3 assure que
le résidu r; ne peut pas étre forcé & zéro si vy se décompose sur un générateur d’un
sous-espace cyclique de dimension plus grande que k. Le préconditionnement du vecteur
vy s’effectue donc en favorisant les composantes le long des directions sollicitées, et en
atténuant les composantes le long des directions non souhaitées. Pour expliciter la trans-
formation polynémiale qui permet d’atteindre cet objectif, il suffit de se rappeler qu’en
base propre, si vy s’écrit

n
v = E a;x;,
i=1

alors ¢¥(A)vy prend la forme
YA =Y ajih(N)z;.
7=1

On cherche donc une transformation polynémiale telle que ¥(A;) soit de module unifor-
mément petit pour toutes les valeurs propres qui ne nous intéressent pas.

Si on est capable de mettre en ceuvre une telle stratégie, ’algorithme d’Arnoldi avec
réinitialisation explicite s’écrit alors:
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début

v; € C* vecteur unitaire donné

répéter

calculer une factorisation d’Arnoldi de k étapes

AV, = V. H, + rkez, avec Vie; = vy

calculer le spectre o(Hy) et les estimateur de Ritz correspondants
si les valeurs propres sollicitées ont été bien approchées alors
L on arréte

(a) construire un polynéme v de préconditionnement & partir de o( Hy)
v1 4= Y(A)or; 1 = vi/|[o]]

jusqu’a convergence
fin
ALG. 7.2: Algorithme d’Arnoldi avec réinitialisation explicite

Maintenant, la construction du filtre polynémiale ¢ a ’étape (a) de I'algorithme 7.2,
peut étre réalisée a partir d’une information @ priori sur le spectre de A, ou directement a
partir de I'information contenue dans o( Hy). Une approche typique consiste & partager le
spectre de Hy en deux sous-ensembles disjoints o, et o, o(Hy) = 0,Uo, avec o,No, # 0.
Les éléments de o, correspondent aux valeurs de Ritz considérées approximations des
valeurs propres voulues de A, et (', est un sous-ensemble convexe et ouvert de C, contenant
oy, avec o, N C, = (), correspondant & un région du plan complexe qui devrait couvrir la
partie « refusée » du spectre de A, celle sur laquelle on ne cherche pas d’information, donc
sur laquelle on veut que v, n’ait pas de composante. Ainsi, le polynéme ¢ est construit
en prenant une valeur de petite grandeur dans C, et la valeur 1 dans o,,. Les polynémes
de Tchebyshev son appropriés quand C, est une ellipse, voir [6]. D’autres approches de
préconditionnement de v; ont été envisagées dans [82], mais qui reviennent & une autre
définition spécifique du polynéme .

7.3.3 Réinitialisation implicite

La réinitialisation implicite constitue une approche permettant de réinitialiser la fac-
torisation d’Arnoldi sans récalculer explicitement toute la nouvelle factorisation, avec une
formulation plus efficace et stable numériquement. Cette approche combine la factorisa-
tion d’Arnoldi avec le mécanisme de la méthode QR avec translation implicite [91]. La
méthode IRAM (Implicit Restarted Arnoldi Method) a été développée par Sorensen [90].

Considérons une factorisation d’Arnoldi de m < n étapes de la forme
AV =VH +rel, (7.5)
de telle maniére que V € C**™ a m colonnes orthonormales, V#r =0, et H € C™*™ est

Hessemberg supérieure avec sous-diagonale non-négative. Une itération analogue & celle
de I'algorithme QR avec translation a Iorigine explicite (voir [91]) peut étre appliquée a
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la factorisation (7.5), ceci se fait en quatre étapes. Soit 3 € C une translation donnée. On
peut alors factoriser

H—B81=QR,

avec R triangulaire supérieure et () Hessemberg supérieure et orthogonale. Il résulte donc
que la factorisation d’Arnoldi peut se transformer en

(A= BNV = V(H —31) =rel,

(A=pBIV —VQR =rel,
(A=BD)(VQ) - (VQ)(RQ) = re.Q,
A(VQ) — (VQ)(RQ + B1) = re;,Q,

de telle maniére qu’en notant V, = VQ et Hy = RQ + 81 = Q7 H(Q, on obtient
AV+ = V+H+ —|— T@Z;LQ.

La matrice V; a m colonnes orthonormales (produit de V' par une matrice orthogonale).
De méme H, est une matrice Hessemberg supérieure (c’est en fait une propriété classique
de la factorisation QR, voir [91]). II résulte donc que I’application de translations ne
modifie pas la structure de la factorisation d’Arnoldi. De plus, la premiére colonne de
V4 correspond & un vecteur dans la direction de (A — B1)v;. En effet, si on applique le
vecteur e; a l'identité (7.6)z, on tire

(A= pB1vy = Vi Rey = (elTRel)V_|_el.

Il résulte donc que I'application d’une itération QR, avec une translation implicite 3, a la

factorisation d’Arnoldi (7.5), produit une matrice Hessemberg supérieure et orthogonale
Q € C™**™ telle que

AVQ) = (VQ)QTHQ) + re,Q.
~— N —
Vi Vi H,
Le discours précédent constitue la base de la méthode IRAM. Soit k& un entier de taille
modérée, représentant le nombre de valeurs propres souhaitées, et soit p un autre entier
positif. L’idée de la méthode IRAM consiste a étendre, d’abord, la factorisation d’Arnoldi

de k étapes
AVy = ViHy + e,

a une factorisation de k + p étapes
AViyp = Vigp Heqp + rk+p€£+p- (7.7)

Puis on applique implicitement p translations, de sorte qu’on obtient une nouvelle facto-
risation

+ oyt g T
Avk-l-p - Vk-l—ka-I-p + Tk"'pek-l-pQ’

avec Vk"_'l_p = Vi@, H,j'_l_p = Q"Hpy,Q et Q=0Q1Q:...Q,, ot Q; est la matrice Hessem-
berg supérieure et orthogonale correspondante a la factorisation de la matrice Hy,y, aprés
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translation par 3; pour j = 1,...,p. De maniére plus compacte, I’expression précédente
peut étre écrite sous la forme

H-I—
AV, = Vi) (%) (75)
P
X D% (btp)

D’autre c6té, on introduit les partitions

H M
+ + + k
Vk+p_<vkavp)v Hk-}-p_( T}]p)'

(el €}
k P

Comme les matrices (); sont Hessemberg supérieurs, il résulte que les k — 1 premiéres
composantes de e%_l_pQ sont nulles, c’est-a-dire,

ery@ = (0,0,...,0, a5y, b ).
k 14

En reportant ces derniéres expressions dans (7.8) on obtient

H,j' M
A<Vk+7vp) = <‘/lc+7‘/zoark+p) akele% H,|. (7'9)
apr, el b
+r*k

Ainsi, en prenant les k premiéres colonnes dans (7.9), on peut obtenir une nouvelle facto-
risation d’Arnoldi de k étapes:

AVE = VIPHT + rpel (7.10)

avec i = arVper + apipTiip, ce qui donne (V;N)7rf = 0. 1l résulte donc que (7.10) est
une vraie factorisation d’Arnoldi de k étapes de la matrice A. Comme on a déja constaté
avant, chaque application implicite d’une translation 3; replace le vecteur initial, vy, par
un vecteur dans la direction (A—3; I)vy, ainsi aprés application de p translations implicites
on a

Uy Ib(A)‘Ula
ou ¢ est le polynéme de préconditionnement suivant :

p

() =7 ][ -8,

i=1

avec 7 un facteur de normalisation. Avec p étapes de 'algorithme d’Arnoldi on peut
étendre la factorisation (7.10) a une factorisation de k + p étapes comme (7.7). Ceci de-
mande seulement p produits matrice-vecteur avec la matrice A et les p nouveaux vecteurs
d’Arnoldi. Par contre, dans la méthode Tchebyshev-Arnoldi de Saad [84] on effectuait
toute la factorisation d’Arnoldi. La méthode IRAM présente, en plus, des avantages en
stabilité numérique [90]:

— l'orthogonalité des vecteurs d’Arnoldi peut étre assuré car k est de petite taille;
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— il n’y pas de valeurs propres « spurious » ;

— la taille du stockage est fixe.

Il y a plusieurs choix possibles pour les p « shifts » ou translations, voir [90]. En pra-
tique, la technique de sélection connue comme « Exact Shift Strategy » semble étre treés
performante [90]. Dans cette approche, on calcule o(Hyy,) et on divise cet ensemble en
deux sous-ensembles disjoints o, et o,,. Les k éléments de o,, sont pris comme approxima-
tions des valeurs propres d’intérét, et les p éléments de o, sont pris comme translations
B3;. On est finalement prét a présenter 1’algorithme de la méthode IRAM.

début
v; € C" vecteur unitaire donné
construire une factorisation d’Arnoldi de k étapes

AV = VH+re£

répéter
étendre la factorisation d’Arnoldi & k + p étapes

AV =VH+ T€£+p

q < Chktp
calculer les éléments de o( H) et les estimateurs de Ritz associés
ordonner les valeurs de Ritz selon le critére souhaité: soient {31,...,8,} les
approximations des valeurs propres qui ne sont pas souhaitées
(a) si les approximations des valeurs propres souhailées ont convergé alors

L on arréte

pour j = 1,2,...p faire

(b) factoriser H — 3;1=QR
H«QUHQ,V «VQ
g+ 4"Q

r = Vimsr1 Hep1 6 + 7q
V ‘/I:n,lzk; H + Hl:k,l:k

jusqu’a convergence

fin
ALG. 7.3: Algorithme IRAM avec « Ezact Shift Strategy »

Dans [90] Sorensen démontre deux résultats de convergence. Le premier assure la
converge de la méthode IRAM dans le cas symétrique et avec sélection exacte des transla-
tions. Le second assure la convergence de la méthode dans le cas général (non-symétrique)
avec itération stationnaire, c’est-a-dire, avec des translations fixées le long de I’algorithme.
En utilisant la théorie de convergence géométrique de la méthode d’itération en sous-
espace non-stationnaire et sa connexion avec une méthode IRAM, Lehoucq dans [52],
montre qu'une méthode IRAM peut atteindre une convergence super-linéaire.

Avant de finir cette courte description de la méthode IRAM, il est important d’explici-
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ter quel type de test de convergence pourrait étre appliqué dans 1’étape (a) de I’algorithme
7.3. Ce test doit déterminer quand une factorisation d’Arnoldi donne des approximations
acceptables des valeurs propres de la matrice A. Chatelin et Fraysée, dans [5], suggérent
que le test de convergence doit prendre en compte le « backward error »,

|Az — Az||
2

associé a 'approximation (A, z) comme élément propre de A (ici |A]| dénote la norme
matricielle subordonnée a la norme euclidienne). Ceci est motivé par le fait de que le
« backward error » est une mesure de la plus petite perturbation 6 A de la matrice A telle
que (A4 dA)x = Az (voir [23]).

D’apreés la définition (7.4) de I’estimateur de Ritz associé au couple de Ritz (A, z), l'idée
consiste a considérer que ce couple est une bonne approximation d’un élément propre de
A si la « bacward error »

7440l €k
[A[

est petite. Dans le cas hermitien (A = A), I'estimateur de Ritz fournit une information
rigoureuse sur la précision de A comme approximation d’une valeur propre de A (voir [73]).
Cependant, dans le cas non-hermitien cette information est conditionné par le caractére
normale (A# A = AAM) de la matrice A. En effet, si la matrice A est « trop non-normale »
la basse de vecteurs propres est mal conditionnée et complique son calcul (consulter [89]).
Méme si en arithmétique exacte on a 1’équivalence entre la « backward error » directe et
celle d’Arnoldi (fournie par I'estimateur de Ritz), c’est-a-dire,

|Az — Az|| _ Hrk+pH|e£+py|
|| Al Al
directe Arnoldi

I’expérience montre qu’en arithmétique avec precision finie la « backward error » d’Ar-
noldi peut devenir trés petite tandis que la « backward error » directe reste constante
(consulter [89]). Ce type de difficulté sera constatée dans une expérience numérique du
chapitre suivant.

Evidement, la « backward error » d’Arnoldi est préférée dans les calculs car elle est
plus simple & calculer que la « backward error » directe. Ainsi, par exemple, dans le code
ARPACK cet estimateur est utilisé dans le test convergence des couples de Ritz, voir [56].
Plus précisément, si y € C**? et A € C sont tels que Hyy,y = My, alors le couple de
Ritz (A, @ = Viypy), est considéré une bonne approximation comme élément propre de la
matrice A si

75l ks ¥

B < tolérance. (7.11)

On remarque que |A| < [[He, | < [|A].
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7.4 Transformation de Cayley généralisée

Comme on 'a déja signalé précédemment, avant d’utiliser un solveur spectral itératif
on doit transformer le probléme généralisé aux valeurs propres Ax = ABx, dans un
probléme standard de la forme T x = §x.

On considérera ici la transformation « shift-invert » ou translation-inversion et la
transformation de Cayley généralisée. Dans la suite on supposera que le probléme gé-
néralisé (6.18) posséde m valeurs propres {\;},, que 'on suppose rangées dans l'ordre
croissante de ses parties réelles, c’est-a-dire,

Re(A1) < Re(Xg) < ... < Re(An).

7.4.1 Translation-Inversion

Soit o € C, avec a # A; pour 1 = 1,...,m. Si on soustrait o Bx des deux cotés de
A x = ABx on obtient
(A—aB)x=(A—a)Bx.

En multipliant la relation précédente par (A —aB)™!, on obtient que

(A—aB)'Bx = <)\ia>x. (7.12)
Tsula) v

La matrice

TSI(Oé) = (A — B)_l B,

est appelée transformation « shift-invert » ou matrice de translation-inversion. On dit que
a € Cest le « shift », pole ou translation de la transformation. Il est clair que les vecteurs
propres de (A, B) sont les mémes que celles de Tg;(). Les valeurs propres, A de (A, B),
et 6 de Tss(a), sont reliées par les expressions suivantes :

(7.13)

Une transformation de translation-inversion peut étre combinée avec un solveur spec-
tral itératif pour le calcul des valeurs propres de (A, B) proches de a. En effet, un al-
gorithme comme la méthode d’itération en sous-espace, appliqué a Tgr(a), fournit ra-
pidement des approximations des valeurs propres de plus grand module de Tg;(a), qui
correspondent, d’aprés (7.13) avec celles de (A, B) plus proches de a. Cependant, pour
que la transformation de translation-inversion soit capable de calculer des valeurs propres
avec partie imaginaire arbitraire (telles que celles de plus petite partie réelle), on doit
utiliser des translations complexes.

L’utilisation des translations complexes présente quelques inconvénients pratiques. En
effet, on pourrait travailler entiérement en arithmétique complexe, mais dans (6.19) les
matrices A et B sont réelles, ainsi les valeurs propres complexes de (A, B) sont des paires
conjugués. Il peut y avoir des cas ou les valeurs propres soient tellement proches qu’il
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soit difficile de distinguer les paires conjugués. Un mauvais choix donnerait des valeurs
propres incorrectes [74]. En outre, travailler en arithmétique réelle demanderait un coftit
supplémentaire associé a des modifications de la structure creuse des matrices o de la
double taille du probléme. Ce genre d’inconvénients défavorise I'utilisation de translations
complexes.

On & donc intérét a utiliser des transformations rationnelles avec des paramétres réels,
telles que la transformation de Cayley.

7.4.2 Cayley généralisée

Soient aq, ay € R tels que
ap <y, ap#£EN, 1=1,...,m. (7.14)
Apres soustraction de oy Bx dans les deux cotés de Ax = ABx, on obtient
(A—azB)x = (A —az) Bx.

On multiplie cette expression par (A —a; B)™! et, d’aprés (7.12), on tire que si x est
vecteur propre de Ax = ABx, alors

(A—a; B (A~ B)x = (A —a)(A—ay B) ' Bx = (i : Zj) X. (7.15)
TC(OQ,OQ) m

La matrice

To(ar, ) = (A —a; B) 7' (A —ay B),

est dite transformation de Cayley généralisée [37, 38|. Les paramétres a; et ay sont ap-
pelés, respectivement, pole et zéro de la transformation. Cette transformation est une
généralisation de la transformation de Cayley standard ot a; = —ay [36, 6].

A partir de (7.15) on démontre facilement le lemme suivant, permettant de relier les
éléments propres de (A, B) aux éléments propres de T¢ (o, a2), voir aussi [37].
Lemme 7.4.1 Soient oy, as € R vérifiant (7.14). Le couple (X, x) est un élément propre
de (A, B) si et seulement si (0,x) est un élément propre de Tc(ay, az), ot

A — (0]

0= C()\) = A= C_I(H) =

)\—Oq’

oz19 — Qg

0—1

(7.16)

Ici, ¢ est une bijection de C — {ay} dans C — {1} .

L’utilité principale de la transformation de Cayley généralisée provient des propriétés
de la bijection ¢ et du du réle des paramétres a; et ay dans cette application. En particu-
lier, de quelle maniére ces paramétres affectent la facon dans laquelle les valeurs propres
de (A, B) sont transformées dans des valeurs propres de T (o, az). Garrat, dans [37],
fournit une étude profonde des propriétés de cette application (voir aussi [39]). La base
principale de cette étude consiste en montrer que "application ¢ transforme les droites
verticales du plan complexe, A, dans des cercles du plan complexe, 8, a ’exception de la
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droite verticale passant par a; qui, aprés application de ¢, devient une droite passant par
+1. Le centre et rayon de chaque cercle dépend directement des paramétre ay et ay. De
la sorte qu’en faisant un balayage des droites verticales du plan complexe A, on trouve
quatre régions différentes du plan complexe A qui sont transformées en quatre régions
différentes du plan complexe 6. La figure 7.1, tirée de [37, 39], montre ces différentes
régions du plan complexe.

Im(A)
A

1 m IV

aq ap +ay Qg

y

=
2
=

FiG. 7.1 — Régions du plan compleze.

Les propriétés principales de la transformé de Cayley généralisée se recueillisent dans
le théoréme suivant :
Théoréme 7.4.2 (Garrat, 1991) Soient a;,az € R avec oy < ay, et soit § = ¢(A) avec
A€ C—{ay}. Alors
Re(A) < —(aq + ) <= |0] > 1,

¢

Re(A) > —(an + an) <= |0] < 1.

¢

N — DN —

Le résultat précédent montre que la partie du spectre de (A, B) se trouvant dans le
demi-plan complexe & gauche de la droite verticale passant par (o + a3)/2, correspond
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aux valeurs propres « périphériques » de T¢ (a1, ag). Plus précisément, on a le corollaire
suivant (voir [37]):

Corollaire 7.4.3 Soient A1, Az, ..., A\, les valeurs propres de (A, B) que l'on suppose
ordonnées dans lordre croissante de ses parties réelles, et supposons qu’il existe un indice
1 <k < m tel que Re(Ar) < Re(Agt1). Soient ay,ay € R vérifiant (7.14) avec

1
5(041 + az) = Re(Agt1),
alors

02' :C()\i) Qé B(O,l), 1= 1, ,k,
ei:C(Ai)EB(O,l), L:k‘—I-l,,m

Le corollaire précédent permet de définir un stratégie de sélection des paramétres a; et
@, de maniére a obtenir une convergence rapide vers ; = ¢(A;). En effet, I'idée consiste
en sélectionner oy et oy de telle fagon que la premiére valeur propre non voulue, 841 (avec
k > 1), soit placée dans le cercle unitaire B(0,1) et que la distance de la valeur propre
61 = ¢(A1) au disque B(0,1) soit maximisée. Plus précisément, dans les hypotheses du
lemme (7.4.3), on maximise |f;| par rapport a o et az soumis aux contraintes

ay + o
T = Re()\k+1), a; < Qs. (717)
Les valeurs de a; et «y solution de ce probléme, peuvent étre facilement obtenues en

considérant séparément les cas A; réel et A\; complexe. Dans le cas réel on a le lemme
suivant (voir [37]):

Lemme 7.4.4 Supposons que Ay € R, soit 1 < k < m tel que Re(Ar) < Re(Apt1) et
k > 1 un réel firé. St on prend

k41
Kk—1
K+ 1
K—1

a1 = Re()\k+1) -

(Re(Ary1) — A1),

ay = Re(Aer1) + (Re(Aet1) — A1),

alors

k=100 > (02 > ... > |0k > L= |0k > 16:], i=FK+2,...
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Démonstration: On a que

M —
01 = C()\l) = )\1 — Oj
s+ 1
)\1 — Re()\k_H) — P 1(Re()\k+1) - )‘1)

k+1
E (Re(n) — M)

(M — Re(Ars) (1 LRt 1)

)\1 - Re()\k_|_1) —|—

k—1
(M — Re(Aer) <1 - Zi)
_ _26/(k — 1)
2/(k —1)

[

I est clair, dans ce cas, qu’on peut éloigner |0;| de B(0,1) d’autant qu’on veut en

augmentant k. Par contre, le cas ou A; est complexe est moins satisfaisant, on a juste le
résultat suivant (voir [37, 38]):

Lemme 7.4.5 Supposons que A\ = x1 + 1y; avec 1 < Re(Agt1). Si
o1 = Re(Aegr) =/ (Re(hepr) = 0)? + o,

a2 = Re(Mtr) + y/(Re(hesr) — 21)2 + 93,
alors le mazimum de |01|, sous les contraintes (7.17), est atteint. De plus,

1 Re()\k_H) — T

— > 1, avec (=
VE+1-¢ |y1]

et |6;] <1 pouri=k+1,... ,m.

|61] = 102] =

Démonstration: On pose oy = xpq1 — 7, @3 = Tpq1 + 7 avec 7 > 0 et 2411 = Re(Apt1).
Le probléme de maximiser |f;|? par rapport a a; et as, soumis aux contraintes (7.17),
est équivalent au probléme de maximiser f(7) = |0;|? par rapport a 7 dans 1’ intervalle
(0, +00). On pose donc
)\1 - 062|
9 2 — )\ 2 — |
| 1| |C( 1)| |)\1_a1|
. |)\1|2 + Oé% — 20[235‘1
N |)\1|2 + Oé% — 20[1.131
(w1 —a) oyt
ry—o)? 4yt
2

-
:(x1—xk+1—7)2+y1
(

5151—35k+1—|-7)2—|-‘yf.

f(7)
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Dans le cas ou 7* € (0,400) est un maximum local de f on a

df

ce qui implique que

(Thgr — 1) [($k+1 —z)* +yi - 72] = 0.

Ainsi comme zpy; > x1 et 7 doit étre positif, on tire, de ’égalité précédente, que

T = \/($k+1 — 1)+ yi.

Nous allons vérifier finalement que 7* est un maximum global de f dans (0 +oo)

Posons y = xpy1 — 71 et a = y* + y?. Avec es notations on a 7* = \/y? + y? = \/a, de

sorte que

() = (7" +y)?+yl TPyt 4yl 2y 2(y7 +yi) + 2y
(7" —y)+y; 2 +y 4yl -2yt 2(y? +yi) —2yT*
_atysa _Vaty  a—y’ vi

= > 1.

Ca-yva  a—y  (Va—y)? (Vy:+yi—y)?
En outre, comme f(0) = 1 et li{l_n f(r) =1 on en déduit que 7* est un maximum global
T—+00

de f dans (0,4+00).
[l résulte donc que le maximum de |0, | est atteint pour ay = x4 —7" et ag = Ty —7*
De plus, avec ce choix des paramétres, on a

|y1] 1
(Vv +yi—y v RVGEIET:
yl |y1|
——
£
Ce qui achéve la démonstration du lemme. [ |

D’apreés le lemme précédent, on peut constater que le caractére périphérique de 6,
dépend directement du taux

Re(Akt1) — Re(A1)
Im(A;)

£ =

Le calcul de 8, peut devenir délicat dans des situations ou:

1. |Re(Ak+1) — Re(A1)] est trés petit;

2. |Im(Ay)| est trés grand.
Dans chacun de ces cas, la valeur propre cherchée 6, est trés proche du cercle unitaire,
ce qui compliquera son calcul. En effet, la principale différence par rapport au cas ou
A1 est réelle vient du fait que le lemme (7.4.5) ne garanti pas que 6; sera une valeur

propre périphérique de T¢. On explicitera dans la suite une stratégie pour surmonter
cette difficulté.
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7.5 Algorithme de résolution: IRAM + Cayley généra-
lisée

Dans cette section nous détaillons ’algorithme que nous avons utilisé pour la recherche
des valeurs propres de plus petite partie réelle du probléme spectral généralisé (6.18).
Cet algorithme, proposé par Lehoucq et Scott dans [54], combine les transformations
« shift-invert » et la transformation de Cayley généralisée avec la méthode IRAM. La
transformation « shift-invert » est utilisée pour initialiser les approximations du spectre
et pour purifier les vecteurs propres.

Dans la suite k dénote le nombre de valeurs propres demandées (k < n) et k + p
(p > 0) le nombre de vecteurs d’Arnoldi calculés (la dimension de I'espace de Krylov). De
méme on dénote indistinctement avec et x les approximations des valeurs et vecteurs
propres de Tgs; et T¢, en outre, A dénotera ’approximation des valeurs propres associée
au probléme original.

L’algorithme 7.4 présente les grandes lignes de la méthode de recherche des valeurs
propres introduite dans [54]. Dans la suite on explicitera en détail chacune des étapes
relevantes.

début

v; € R™ vecteur unitaire aléatoire

(c) purifier: vy « Tg7(0)vy

calculer 0y,... 04, & partir de k 4 p étapes de la factorisation d’Arnoldi sur Tg;

1

ordonner les A; en ordre croissante de ses parties réelles
v; € R™ vecteur unitaire aléatoire
(b) vy TSI(O)’U1
répéter
calculer oy et oy a partir de Ay, A\py1 et des lemmes 7.4.4 et 7.4.5
calculer k£ + p étapes de la factorisation d’Arnoldi sur T
réinitialiser vy avec l'application de p translations implicites
calculer 0y, ... 04, & partir de 'extension de la factorisation a k + p étapes
)\i (—C(@i),i: 1, ,k—l—p
ordonner les A; en ordre croissante de ses parties réelles
(a) test de convergence sur les §; de module maximal
s1 convergence de k valeurs alors

L on arréte la boucle

jusqu’a convergence
calculer les vecteur propres x; correspondants aux approximations convergées
obtenir les vecteurs propres de (A, B) en purifiant: z; < Ts7(0)z;

fin
ALG. 7.4: Algorithme IRAM avec transformation de Cayley généralisée

On utilise la transformation « shift-invert » avec un péle égal a zéro pour calculer une
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premiére approximation du spectre de (A, B). Ceci permet de démarrer les itérations de
Cayley. Un péle égal & zéro est un choix approprié car les valeurs propres qu’on cherche
sont prés de I’axe imaginaire.

On remarque que le test d’arrét de la étape (a) de 'algorithme 7.4 n’est pas appliqué
juste apreés les étapes d’initialisation. L’algorithme doit effectuer une itération de Cayley
avant le premier test de convergence, car les valeurs propres proches de 1’origine ne sont
pas forcément celles de plus petite partie réelle.

7.5.1 Purification avec « shift-invert »

Comme on ’a déja mis en évidence précédemment, le fait de que la matrice B est
singuliére implique que 0 est une valeur propre de Ts;(0), ce qui correspond a une valeur
propre infinie du probléme original (A, B). Posons

N =noyau (Ts;(0)), R = image(Ts;(0)).

D’aprés (6.19), on a vu que dim(AN') > n/ +n'e +n” ce qui implique que 0 est une valeur
propre de multiplicité géométrique (et donc algébrique) supérieur ou égal & nf +nle +n".
En arithmétique exacte, si la méthode d’Arnoldi est appliquée avec un vecteur initial
v1 € R (ce qui est garanti par les étapes (b) et (¢) dans l'algorithme 7.4) alors on ne
peut qu’obtenir de valeurs propres non nulles de Ts;(0). Cependant, en arithmétique avec
précision finie, les erreurs d’arrondi introduisent des composantes des vecteurs d’Arnoldi
dans N qui peuvent corrompre les approximations des valeurs propres.

Dans [64], Meerbergen et Spence s’intéressent au contréle de ces directions « spurious »
dans le cas d’un probléme généralisé aux valeurs propres avec une structure bloc du type

IR il

similaire & celui traite dans [11], et issu de ’analyse de stabilité en mécanique des fluides
incompressible, avec une discrétisation « stable » (au sens « inf-sup ») des équations de
Navier-Stokes. La matrice M est la matrice symétrique et masse, par contre la matrice de
rigidité K est non-symétrique conséquence de la linéarisation du terme convectif. Meer-
bergen et Spence proposent une approche qui combine une méthode IRAM B-orthogonale
(en remplagant le produit scalaire standard, x y, par le demi-produit interne x” By) avec
la purification du vecteur initial et des vecteurs propres par application de Tg;(0), cette
derniére purification permet d’éliminer les composantes de ces vecteurs dans N.

L’utilisation d’une méthode B-orthogonale n’est pas possible dans (6.18) car ici la ma-
trice B est non-symétrique. Les expériences numériques de [54] montrent que la méthode
IRAM B-orthogonale améliore les résultats par rapport a la méthode classique. Néan-
moins, la combinaison d’une méthode TRAM « classique » avec purification donne des
résultats trés satisfaisants comme a été observé dans [54] et nous allons constater dans les
expériences numériques du chapitre suivant.
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7.5.2 Valeurs propres « spurious »

D’apreés le lemme 7.4.1 la transformation de Cayley envoie les valeurs propres infinies
de (A,B) sur le point +1 du plan complexe 6. Méme si ces valeurs propres n’apportent
aucune information pour le calcul de stabilité, dans la pratique elles peuvent compliquer le
calcul des valeurs propres d’intérét. En effet, d’apres (7.16) et comme oy < ag,si 6 = 146

avec ¢ > 0 petit alors

A= e (0) = 5lon(1 +3) — a),

devient grand en module avec partie réelle négative. Ainsi, cette valeur pourra étre prise
en compte dans la nouvelle définition des parameétres a; et ay. Il est primordial d’actua-
liser les paramétres de Cayley sans prendre en compte ces valeurs propres « spurious ».
Ainsi dans chaque itération de Cayley on doit exclure tout les 8; réels proches de +1.
L’expérience montre (voir [54]) que si on ne prend pas en compte cette précaution la
méthode TRAM ne donne pas les valeurs propres souhaitées.

7.5.3 Valeurs propres « perdues »

Une fois que les valeurs propres dominantes de T¢ (o, a2) ont convergé, on doit prendre
quelques mesures avant de choisir I'une de ces approximations comme celle de la valeur
propre de plus petite partie réelle. Ce type d’incertitude est liée au fait de que les valeurs
propres de plus petite partie réelle de (A, B) ne correspondent pas forcément a celles de
plus grand module de T¢(ay, az). En effet, supposons d’une part que la valeur propre de
plus petite réelle, A;, de (A, B) est complexe avec une grande partie imaginaire. Admet-
tons, d’autre part, que A3 est réelle avec A3 trés proche de Re(A;). D’aprés le choix des
parametres oy et ag on a

()\3 — 042)2 . (T + R,e()\k+1) — )\3 2

2 )
= e T - (ReChus) M
0,7 = A1 — ay? _ (7 + Re(Aks1) — Re(A1))? 4+ Im(Ay)?
At —az* [7— (Re(Ag+1) — Re(Ar))]? + Im(A1)?’

ou 7 > 0. Il résulte donc que |6;| < |03| avec 6; proche de +1. Ainsi, la méthode d’Ar-
noldi fournira rapidement une trés bonne approximation de 3 qui, sans mesure préalable,
pourra étre sélectionnée comme la valeur propre de plus petite partie réelle.

On remarque aussi que cet inconvénient est une conséquence directe de la singularité
de la matrice B, qui impose 'utilisation de transformations rationnelles. Cette difficulté,
trés connue [37, 54, 53], est particuliére du cas non-symétrique, car dans le cas symétrique
(consulter [42]), on peut déterminer la fiabilité de ’algorithme au cotit d’une factorisation
creuse.

Lehoucq et Scott proposent une maniére assez efficace de détecter ce type de probléme.
Il s’agit d’introduire un test additionnel, aprés I'étape (a) de l'algorithme 7.4, sur les
valeurs propres calculées. Une fois que les valeurs propres (de plus grand module) de
Te (a1, az) sont des approximations acceptables, on ordonne les valeurs propres obtenues
en ordre décroissante des modules. Puis on calcule les approximations des valeurs propres
correspondantes & (A, B) et on les ordonne en ordre décroissante de ses parties réelles. S’il
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apparait des valeurs propres non fiables (dans le paquet des p) dans les k valeurs propres
de plus petite partie réelle de (A, B), alors on augmente k. Les expériences numeériques
effectuées dans [54] montrent l'efficacité de cette stratégie.

7.5.4 Choix des « shifts » implicites

A chaque itération de Cayley on peut améliorer le vecteur initial v; avec I'application
de p « shifts » ou translations implicites. Comme on a déja mis en évidence précédem-
ment, 'application des « shifts » permet d’atténuer certaines composantes (non voulues)
du vecteur initial et d’amplifier celles sur le sous-espace propre d’intérét. Une des tech-
niques usuelles consiste a définir les « shifts » a partir de 'information fournie par les
approximations des valeurs propres, c’est la stratégie dite « Exact Shift Strategie » tra-

ditionnelle dans IRAM.

On a remarqué que la difficulté principale dans la résolution de notre probléme vient
des valeurs propres infinies. On pourrait tenter de purifier v; avec ’application de trans-
lations implicites de +1. Malheureusement, les expériences de Lehoucq et Scott [54] mon-
trent que ce technique peut donner des mauvais résultats. Lehoucq et Spence, dans [55],
ont mis en évidence que 'application de « shifts » associés a des trés bonnes approxi-
mations des valeur propres peut introduire des instabilités dues aux erreurs d’arrondi.
Lehoucq et Scott dans [54] ont constaté que I'application de p « shifts » de 0, c’est-a-dire,
prendre 3; = 0 pour j = 1,...,p dans I’étape (b) de I"algorithme 7.3, donne constamment
des trés bons résultats. L’application de ces « shifts » revient a effectuer p itérations en
sous-espace de To(ay, az) sur Vi. Avec ce choix, les effets des valeurs propres « spurious »
sont fortement atténués.

7.5.5 Choix de v; & chaque itération de Cayley

Dans la premiére itération de Cayley le vecteur vy, nécessaire pour initialiser la facto-
risation d’Arnoldi de T (o, ), est sélectionné de maniére aléatoire. Comme on a déja
constaté précédemment, l'information contenue dans ce vecteur (sur I’espace invariant
cherché) est cruciale pour la performance de I'algorithme d’Arnoldi. Dans les itérations
suivantes on peut améliorer le choix de v; en prenant compte de 'information fournie
par l'itération précédente. Plus précisément, on peut prendre v; dans le sous-espace inva-
riant associé aux valeurs propres déja convergées. Ainsi, comme dans [85], aprés chaque
itération de Cayley on prend

! o
we N, we S
ol

ot les w;, pour ¢+ = 1,... [, forment une base de Schur du sous-espace invariant associé
aux valeurs propres convergées dans l'itération précédente. Cette étape est réalisée par la

routine dneupd du code ARPACK.
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7.5.6 Calcul du produit matrice-vecteur

Chaque étape de purification ou de la factorisation d’Arnoldi, dans 1’algorithme 7.4, né-
cessite la donnée d’un produit matrice-vecteur du typey = Tgs(a)x ouy = Te(ay, az) x
selon la transformation en cours. A ce point, il est important d’expliciter la relation sui-
vante

Te(ay,az) = (A —a; B)™H(A —a; B)
= (A—a1B)” 1[(A — )+(a1 — ay) B]
=I1+(a; — az)(A B)™'B
=I1+(a; — a2) SI( )

Il résulte donc, qu’a chaque étape d’une factorisation d’Arnoldi ou d’une purification dans
I’algorithme 7.4, on a besoin d’un produit matrice-vecteur y = Ts;(ay)x. Ceci revient a
résoudre le systéme linéaire suivant :

(A—a;B)y = Bx. (7.18)

Dans la suite nous allons interpréter et définir une méthode pour la résolution de ce
systéme fondée sur la théorie du chapitre 5.

On pose

‘fo‘ ]

fFS uFS

fFe uFe

x= || eR" y=|u | eR"

q P
h z

L 9 | L S

D’aprés la définition (6.19) des matrices A et B, les cingq premiers blocs d’équations dans

(7.18) donnent

(AY —a; DY Al*—a; DI* Al* —ay DI* f* A} -, D] B
AY —a; DY Als—a; DY Ale—qy DY fTe AJ—ayD] B, 0 0 [u'
0 0 I 0 0
0 0 0 I 0
BY —a,EY B —aE*  Blf—qE* Bl-qyE" C

DY % 4+ DI* T+ +Dy* f7 4+ D]
DY’ f 4 Dy fT 4 Dy* fT 4+ Dy S
= 0

0
_EQf fo + EFS fFS + EFe fFe + EY fw_
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On voit bien que ce systéme correspond a la discrétisation, avec le schéma stabilisé (6.10),
du probléme continu suivant :

1
Vuou 4+ Vuug — 2vdive(u) + —=Vp — aqu = f, dans 7,
p

divu =0, dans ©,
u=0, sur [,
o(u,p)n =0, sur T},
u=®z — VugPs, sur =,

Du sixiéme bloc d’équations de (7.18),

00000 -1 —auI] || =]qg],

on déduit que z = —g — ay s, il résulte donc que sur v on a
u=—-0g — a;®s — VugPs.

Finalement, le denier bloc d’équations dans (7.18),

FY o FY P g B B Bl Fl - F) By —aoM K489 [

= Fgf fo _|_ng fFS _I_Flc;e fFe _|_Fgfw _|_Mh} \
revient a résoudre

/@Ta(u,p)n da + (K+ BO)S —a;Mz=Mh.

~

D’autre part, on avait z = —g — a3, et donc la derniére équation devient

/CI)TU(u,p)n da + (K+ B° —I-Oé% M)s = M(h — aqg).

~
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Par conséquence, la résolution du systéme (7.18) correspond a la discrétisation du
probléme continu suivant : Etant donnés (f,h,g) € L*(2)* x R™ x R™ chercher (u, p,s) €
HY(Q)? x L*(Q) x R™ tel que

1
Vuou + Vuug — 2vdive(u) + —Vp — aqu = f, dans O,
)

divu =0, dans O,
u=0, sur I, - 19
o(u,p)n =0, sur T}, (7.19)

u=—®g9 — a;Ps — Vueds, sur =,

/ CI)TJ(u,p)n da + (K+ B —I—Qf M)s = M(h — a1 9).
o
On obtient z a partir de s, par z = —g — ays.

Le probléme (7.19) est similaire au probléme (5.11) utilisé dans le chapitre 5 pour la
caractérisation des valeurs propres du probléme continu. Ainsi, la démarche utilisée pour
la résolution du probléme (5.11) nous permettra de définir une stratégie de résolution
modulaire du probléme discret (7.18).

Sous forme matricielle, le probléme (7.19) s’écrit aprés discrétisation

_A?f —ay D?f Als—a; DI Al*—a; DI T A} —a, D] B, 0 ]
AY —ay DY Al —a; DU Ale—qy DY e A7 —ay D] B, 0
0 0 I 0 0 0
0 0 0 I 0 aG’+G!
BY —a,EY B —aE*  Bl*—qE* BI-qyE" C 0
FY —ai FY Flr—anFy Fl—aaFy Fl-auFj Fy K4+B'+alM]
W [ DY D T4 D 4 DY
ul e e AR
o ule _ 0
u’ —G%
. EQf fo 4 EFS fFS + EFe fFe + B fW
s _Fgf fo + ng fFS + Fge f‘Fe + F} fW + M(h _ 0119)_

On décompose la solution de ce probléme de maniére analogue a celle effectuée dans
le chapitre 5, soit

(u,p) = (u1,p1) + (uz,p2),

avec (ug, p1) solution de
1
Vugui + Vujug — 2vdive(ur) + —Vpy — ajuy = f, dans o,
p

divu; =0, dans
up =0, sur I,
o(u,pr)n =0, sur T,

up = —®g, sur 7,
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ou sous forme matricielle aprés discrétisation

DY Dy
D ¥ +D;

(A} —a, DY A"~y D}* Al*—ay D}* /T A7 —a, D] B] uf’
AY —ar DY Ay —ar DY Ay —ar Dy fT0 A}~ D} Byl |u)
0 0 I 0 0| |uf®
0 0 0 I 0|«
BY —,EY Bl*—o,E" BB Bl-aE C|Llm

DL ST D ]
ff 4Dy T+ DY f

- 0 (7.21)
_ Gog
_EQf fo + EFS fFS + EFe fFe + EY fw—
De méme (uz, ps, s) est solution de
1
Vuguz + Vugug — 2vdive(uz) + —Vpy — aguy = 0,  dans o/,
)
divuy =0, dans
ug =0, sur I, - 99
o(ug,p2)n =0, sur T, (7.22)
uy = —(a1® 4+ Vue®)s, sur 7,
/CI)TJ(UQ,pg)n da + (K+B%4+a?M)s = — / ®To(uy, p1)nda + M(h — ayg).
2. 2
En condensant la partie fluide de (7.22), on obtient
/CI)TJ(UQ,pg)n da = F(ay)s.
-
En conséquence, (7.22)g devient
(K +B%+ Flaq) + ozf M)s = — / CI)TJ(ul,pl)n da + M(h — ay9). (7.23)

~

La matrice d’influence F(ay) est obtenue, comme dans le chapitre 5, & partir de la réso-

lution de n® problémes purement fluide élémentaires

1

Vugw; + Vwjug — 2vdive(w;) + —Vg; — ayw; =0,
p

divw; =0,

w; =0,

o(w;j, q;)n =0,

w; = —(ay [+Vuo)p;,

o/,

dans

o7,
Le,
L,
s

dans
“ur (7.24)
sur

sur
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par le moyen de I’expression
Fij(en) = / (o(wj, q;)n) - ¢i da.
2!

Au niveau discret, les problémes élémentaires (7.24) possédent une structure similaire a
celle de (7.21), la matrice est la méme,

AY —a DY AP —ai DY Al —ay DI* f7* A} —a; D} Bi| [w?

AY —ar DY A —a Db AL e DT AT e D] By [l

0 0 I 0 0| [w)

0 0 0 I 0] |w

BY —a,EY Bl —aE* Bl —q B Bl -ayE C| L
0

0

= 0 , (7.25)
—(OélGO—I-Gl)ej
0

avec €; le j-éme vecteur canonique de R™.

Pour a; et ay donnés, on commence par factoriser la matrice de (7.21) ou (7.25).
La résolution des problémes élémentaires discrets (7.25) nous permet de calculer les n®
colonnes de la matrice d’influence F(ay) & partir des résidus

2 QS»—J%S;—waD

S
I

®
)
I
—_
N

f f
FY —a FY Fe oy FYe Fle—a Fle FY —o F) T,

4q;
On peut enfin factoriser la matrice du probléme condensé (7.23)
K+ B+ F(a;) +ai M.

A ce niveau, le calcul de (u,p) est immédiat. On obtient d’abord (uy,p;) & partir de la
résolution de (7.21), puis on calcule ’effort

/ (I)TO'(uhpl)n dav

~

a partir du résidu

Qf Qf Ts I r r v r
Fa —Oéle Fa —Oéle Fae—Olede FZ—Oqu Fb ule

Y41
_ {Fil)f fo + ng st + Fge fFe + F} 1.
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Ceci permet de construire le second membre du probléme condensé (7.23) et donc de
calculer s. Finalement, a partir de s on obtient (uz, p2) comme

8
n

(w2, p2) = Z sj(wj, ;)

i=1

ce qui permet enfin d’obtenir (u, p) avec (uq, p1).

On pourrait, évidement, construire séparément les matrices A et B et factoriser direc-
tement A —ay B. Cependant, ceci impliquerait, d’une part, une augmentation dans le cofit
de la factorisation, et d’autre part, une perte dans le caractére modulaire de la résolution.
On rappelle que la modularité dans un algorithme permet de gagner en fiabilité et ro-
bustesse. Par exemple, si on dispose d’un solveur linéarisé fluide et d’un solveur linéarisé
structure largement optimisés et validés.

Pour la résolution des systémes linéaires issus des sous-problémes fluide on a utilisé la
librairie UMFPACK (en libre accés sur www.netlib.org/linalg), qui permet de résoudre
des systémes linéaires creux par un méthode directe, & partir d’un algorithme hybride
unifrontal /multifrontal [20]. La résolution du probléme condensé, de petite taille, a été
réalisée par I'intermédiaire dune factorisation LU classique, mise en ceuvre dans la librairie
LAPACK (en libre accés sur www.netlib.org/lapack).

7.6 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons présenté la base des techniques actuelles en matiére de
recherche de valeurs propres de plus petite partie réelle pour des problémes généralisés
non-symétriques avec des matrices singuliéres. Il s’agit du couplage d’une transformation
rationnelle avec un solveur spectral itératif efficace. Nous avons rappelé le principe et les
propriétés de la méthode IRAM (Implicit Restarted Arnoldi Method) ainsi que de la trans-
formation rationnelle de Cayley généralisée. Ceci nous a permis de détailler I'algorithme
de couplage de ces deux outils, tel que proposé par Lehoucq et Scott. Enfin, nous avons
mis 'accent sur quelques détails de mise en ceuvre particuliers, associés a la structure de
notre probléme issu de ’analyse de stabilité linéaire en interaction fluide-structure.

La figure 7.2 fourni un organigramme de l'algorithme 7.4, avec un description des
routines issues du code ARPACK. Dans le chapitre suivant nous allons mettre en évidence
la performance de cet algorithme, par le moyen d’une série d’expériences numériques en
stabilité fluide-structure.
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v; € R™ aléatoire

+ Tsr(0
dgetv0 t SI( )Ul

k + p étapes d’Arnoldi sur Ts;(0)

dnaitr
I

calculer valeurs de Ritz 6;

dneigh
I

1
A

ordonner \; partie réelle croissante
dsortc

Initialisation : Translation-inversion

v; € R™ aléatoire

+ Ts7(0
dgetv0 it SI( )v1

) = 041()\1, )\k-}-l)

Qg = 042()\1, )\k+1)
I

k + p étapes d’Arnoldi sur Te(aq, as)

dnaitr
I

p translations implicites
dnapps
I

extension k + p étapes d’Arnoldi

dnaitr
I

calculer valeurs de Ritz 8; et estimateurs
dneigh
I

Itérations de Cayley + IRAM

ordonner \; partie réelle croissante

dsortc
I

récalculer vy

dne

upd

non

convergence §; module maximal?)
dnconv J

oul

calculer vecteurs propres x;

i — Tsr(0)x;
dneupd ! s1(0)z

FiG. 7.2 = Organigramme de ’algorithme de recherche de valeurs propres




Chapitre 8

Expériences numériques

Dans ce dernier chapitre nous présentons les résultats numériques obtenus aprés ap-
plication de l’algorithme 7.4 dans la résolution du probléme aux valeurs propres (6.18).
Les différentes expériences nous permettront de mettre évidence, d’une part, la perfor-
mance du schéma de discrétisation (6.12) et, d’autre part, la robustesse de notre approche,
par linéarisation-transpiration, dans la détection d’instabilités de systémes en interaction
fluide-structure.

Dans les deux premiéres sections, nous utilisons des résultats numériques antérieurs,
sur des cas connus, pour la validation de notre méthode. Finalement, dans une troisiéme
section, nous appliquons notre démarche & la détection d’instabilités de structures placées
dans un écoulement transversal externe.

8.1 Structure placée dans un fluide visqueux immobile

On aborde dans cette section le probléme physique de la détermination des oscillations
propres d’un tube baignant dans un fluide visqueux immobile. Le fluide est contenu dans
une cavité tridimensionnelle contenant le tube & I'intérieur. Ce tube est placé parallélement
aux parois de la cavité.

£

§—Wk Qs vy

Of

FiG. 8.1 — La section ()
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On assume que le tube est monté sur un systéme de ressorts (de raideur k£ > 0) de telle
maniére qu’il peut se déplacer transversalement mais pas dans la direction perpendiculaire
a sa section. On suppose que la cavité et le tube sont suffisamment longs de sorte qu’on
négligera les effets tridimensionnels. Ainsi, le probléme est étudié sur une des sections
transverses de la cavité, qu'on dénote Q, voir la figure 8.1. De méme, 2 dénote la section
du domaine occupé par le fluide et Q° la section transversale du tube. La section de
I'interface fluide-structure rigide est notée v, et I' = 0€) représente la frontiére extérieure
du domaine en étude.

On suppose que le fluide et le tube sont en équilibre dans cette configuration. Le
probléme de la détermination des fréquences et mouvements propres du systéme rentre
dans le cadre des chapitres 4 et 5 avec

(uo,po) =0, M=ml K=kI.

En effet, il s’agit de résoudre le probléme aux valeurs propres quadratique (5.4), soit donc:

Chercher A\ € C,u: Q) — C?,p:Qf — Cet s € C, avec/ pdz =0et (u,p,s) #0,
Qf
tels que

1
—2vdive(u)+ ~Vp = du, dans O,
P

divu =0, dans Q7
u=20, sur T, (8,1)

u=—A\s, sur 7,

Mms + ks = —/J(u,p)n da,
2!
avec, v = p/p la viscosité cinématique du fluide, p la densité, m > 0 la masse du tube et
1
o(u,p) = —pl+2pue(u),  e(u) = [Vu+ (Vu)'].

Le probléme précédent, couplant les équation de Stokes avec celles d’un corps rigide
en translation, a été introduit et étudie dans [13], pour la détermination des fréquences de
vibration d’un faisceau tubulaire immergé dans un fluide visqueux immobile, voir aussi
[14]. On démontre, dans [13], le résultat suivant concernant les propriétés des solutions de
(8.1):

Théoréme 8.1.1 (Conca, Duran et Planchard, 1992) Le spectre de (8.1) est consti-
tué d’une quantité infinie de nombres complexes avec module qui tend vers l'infini. De
plus les valeurs propres ont les propriétés suivantes

1. Re(\;) >0, Vi>1;

2. 1l existe au plus 4 valeurs propres avec partie imaginaire non nulle ;

3. Si Im(X) # 0, alors
k
A<y X
m
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8.1. Structure placée dans un fluide visqueuxr immobile

Une étude numérique du probléme (8.1) a été effectuée dans [12]. Le probléme est
approché par le moyen d’une discrétisation Py/IP; des équations de Stokes. Les expériences
numériques réalisées dans [12] confirment les résultats du théoréme 8.1.1, c’est-a-dire, le
spectre obtenu converge vers l'infini et admet des valeurs propres complexes se trouvant
dans la région du plan complexe spécifiée par la théorie.

(a) 96 éléments (b) 320 éléments

(c) 1152 éléments (d) 4608 éléments
F1G. 8.2 - Triangulations du domaine fluide Qf

Nous allons reprendre les expériences numériques effectuées dans [12].Ce qui permettra
de valider le schéma et la méthode de résolution introduits dans les chapitres 6 et 7,
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Chapitre 8. Ezpériences numériques

respectivement. En utilisant la discrétisation (6.12) le probléme (8.1) devient un probléme
généralisé aux valeurs propres du type (6.18), dont les valeurs propres de plus partie réelle
vont étre approchées avec l'algorithme 7.4.

Les expériences numériques ont été réalisées sur une géométrie identique a celle consi-
dérée dans [12]. Il s’agit d’une cavité carrée 2 = (—3,3) x (—3,3), avec une perforation
0 = (=1,1) x (=1,1). Cette géométrie correspond au cas d’un seul tube baignant dans

le fluide.

Pour la discrétisation du probléme (8.1) nous avons considéré quatre triangulations
du domaine fluide O/ = Q — Q°, voir la figure 8.2. Comme dans [12], la densité p, la
viscosité v et la masse du tube m ont été fixés a 1. Pour chaque triangulation on a
effectué 'approximation des valeurs propres de plus partie réelle pour différentes valeurs
de k:0.01, 0.1, 1, 10 et 100. Dans ’algorithme 7.4 le nombre de valeurs propres demandé
a été fixé a 10 et la dimension du sous-espace de Krylov a 30. On a considéré une tolérance
de 107° dans le test de convergence sur les estimateurs de Ritz (consulter [54]).

Les calculs effectués sur le maillage plus fin ont pris, en moyenne, deux itérations de
Cayley, avec un temps de calcul maximum de 4 minutes (sur une station de travail HP

Visualize 8200). Les résidus relatifs obtenus || Ax —AB x|, avec || x|| = 1, oscillent dans
intervalle [1077,107"°].

Les figures 8.3 & 8.7 fournissent une premiére comparaison des résultats que nous avons
obtenu avec ceux fournis dans [12]|. Plus précisément, dans ces figures on représente (en
trait continu) les approximations obtenues pour Re(A;) (A; étant la valeur propre de plus
petite partie réelle), avec les différentes triangulations. Ces résultats sont comparés, pour
chaque valeur de k, avec la valeurs obtenue dans [12] (en trait pointillé).

0.0002 T | |
IRAM+Cayley —5—
Py/P,
0.000195 | .
0.00019 - i

Re(A1) 0.000185

0.00018

0.000175

0.00017 | | | | | | |
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000

n

F1G. 8.3 — Approzimation de Re(A1), k = 0.01
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8.1. Structure placée dans un fluide visqueuxr immobile

0.002 T | |
IRAM+Cayley —5—
Py/Py - -
0.00195 - i
0.0019 i

Re(A1) 0.00185 |- —
0.0018 - _

0.00175 - i

0.0017 | | | | | | |
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000

n

F1G. 8.4 — Approzimation de Re(A;), k = 0.1

IRAM+-Cayley —H—

Py/P,
0.0195 i
0.019 - i

Re(A1) 0.0185 |- —
0.018 - -

0.0175 i

0.017 | | | | | | |
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000

n

F1G. 8.5 — Approzimation de Re(A\), k =1
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0.21 T | |
IRAM+Cayley —5—

0.205 Po/Py

0.2 - |
0105 | 1
0.19 - |

0.185 n

0.175 | | | | | | |
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000

n

F1G. 8.6 — Approzimation de Re(A;), k = 10

2.5
| IRAMl—{—CayleyI —=—
945 L Py/Py -

2.4
2.35
2.3
Re(Ay) 225
2.2
2.15
2.1
2.05

9 ! ! ! ! ! ! !
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000

n

F1G. 8.7 — Approzimation de Re(A1), k = 100

On peut constater le bon accord entre les deux approches. On doit remarquer aussi que
la valeur fournie dans [12] est obtenue avec un maillage relativement grossier, de 1’ordre
de 128 éléments.

La table 8.1 présente les valeurs propres obtenues avec la triangulation la plus fine
(voir la figure 8.2(d)). La table 8.2 fourni les fréquences propre obtenues dans [12] pour
la triangulation avec 128 éléments.
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TaB. 8.1 — Valeurs propres avec la méthode IRAM+ Cayley

k=10.01 k=0.1 k=1 k=10 k =100

1.868x107* | 1.869x107% | 1.876x 1072 | 1.960x 10" | 2.067+1.752:

1.868x107* | 1.869x1072 | 1.876x107% | 1.960x 10" | 2.067—1.7521
2.625 2.625 2.625 2.625 2.067+1.752
3.863 3.862 3.847 3.696 2.067—1.7521
3.863 3.862 3.847 3.696 2.625
7.909 7.909 7.909 7.909 7.909
7.934 7.934 7.934 7.934 7.934
8.167 8.167 8.167 8.164 8.138
8.167 8.167 8.167 8.164 8.138
9.223 9.223 9.223 9.223 9.223

TaB. 8.2 — Valeurs propres fournies dans [12]

8.1. Structure placée dans un fluide visqueuxr immobile
k =10.01 k=0.1 k=1 k=10 k=100
1.810x10™* | 1.811x 1072 | 1.818x107% | 1.894x 10! | 2.061+1.696:
1.810x107* | 1.811x107® | 1.818x107% | 1.894x 107" | 2.061—1.6967
2.651 2.651 2.651 2.651 2.061+1.696:
3.870 3.869 3.855 3.707 2.061—1.6962
3.870 3.869 3.855 3.707 2.651
8.152 8.152 8.152 8.152 8.152
8.238 8.238 8.238 8.238 8.238
8.382 8.382 8.381 8.379 8.361
8.382 8.382 8.381 8.379 8.361
9.218 9.218 9.218 9.218 9.218

On peut tout de suite mettre en évidence la bonne concordance de ces résultats. Dans

les deux cas le nombre de valeurs propres complexes n’est pas supérieur a 4, ce qui était

prévu par le théoréeme 8.1.1. Par ailleurs, les deux spectres exhibent un comportement
similaire quand £ varie. Plus précisément, pour des petites valeurs de k le spectre est réel,

et quand k£ augmente des valeurs propres complexes apparaissent.

Dans les figures suivantes on a représenté le champ de vitesses et les iso-valeurs de pres-
sion (isobares) associées a quelques valeurs propres de la table 8.1. Ces figures concordent
parfaitement avec celles fournies dans [12].
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8.1. Structure placée dans un fluide visqueuxr immobile

(a) Champ de vitesse (b) Isobares

FiG. 8.14 — Valeur propre Ao = 9.218

Une propriété remarquable, déja observée dans [12], réside dans le fait que les valeurs
propres simples de grand module ne voient pas les variations en k. En autres mots, il
s’agit de mouvements propres purement associés au fluide. Ce phénoméne peut étre fa-
cilement constaté dans les figures 8.9, 8.11, 8.12 et 8.14, ou les mouvements propres du
systéme couplé ne sont pas associés a un déplacement du tube, on rappelle que u = s
sur l'interface.

Finalement, dans cette expérience numérique, on a voulu constater I’effet stabilisant du
schéma (6.12) par rapport au schéma « classique » (6.7). Ce dernier s’obtient directement
a partir de (6.12) en prenant 7x = 0.

La table 8.3 montre les approximations des valeurs propres et les résidus associés
fournis par I'algorithme 7.4 dans le cas du maillage plus fin (figure 8.2(d)), avec k = 1.

A |Ax—ABx|| A |Ax—ABx||
1.818x1072 | 1.013x10~" | -3.729x 1072 5.675x 10"
1.818x1072 | 3.366x107% | 1.779x1072 5.877x1073

2.651 2.453x 10713 1.779x1072 6.053x 107!
3.855 3.056x 10713 1.366 2.857x 10"
3.855 2.410x 10713 2.677 3.205%x 1073
8.152 2.815x10713 3.888 5.728 107!
8.238 5.680x 10713 3.888 1.241x1072
8.381 9.323x 10710 8.272 2.281x1073
8.381 6.012x 10710 8.366 2.180x 1073
9.218 1.241x10712 8.502 5.059% 107!

TAB. 8.3 — Comparaison de la méthode avec et sans termes de stabilisation (k =1)
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Chapitre 8. Ezpériences numériques

D’aprés la table précédente et le théoréme 8.1.1 on tire que 'algorithme 7.4 appli-
qué au schéma non stabilisé (6.7) fourni des fausses approximations des valeurs propres.
Certaines des approximations calculées ne sont pas des vraies solutions du probléme dis-
cret (6.7). Comme on a déja commenté dans le chapitre précédent, ce phénomeéne est
lié au conditionnement des vecteurs propres du probléme (6.7). Ceci se traduit dans le
fait que les estimateurs de Ritz (« backward error » d’Arnoldi) ne donnent pas forcément
une information explicite sur la précision du couple de Ritz associé (« backward error »
directe).

(a) Champ de vitesse (b) Isobares

FiG. 8.15 — Valeur propre A = 2.677

Néanmoins, d’aprés la table 8.3, il est claire que le schéma (6.7) fourni des bonnes
approximations des valeurs propres (celles avec résidu plus petit). On peut méme consta-
ter (figures 8.15(a) et 8.9(a)) que les champs de vitesses associés a ces valeurs propres
concordent assez bien avec ceux obtenus avec la méthode stabilisée. Par contre le champ
de pression présente des oscillations parasites qui ne correspondent pas a la physique du
probléme, voir les figures 8.15(b) et 8.9(b). Ce type d’oscillations parasites dans les modes
propres de pression a été déja observé dans [25, 26| dans le cadre des analyse de stabilité
d’un fluide visqueux.

8.2 Tube encastré libre en écoulement interne

On s’intéresse dans cette section a ’étude de la stabilité linéaire d’un tube encastré-
libre en écoulement interne.

En étudiant les fluctuations induites par un écoulement fluide sur les modes de flexion
d’un tube encastré-libre, on cherche & mettre en évidence une instabilité du systéme
couplé connue sous le nom de « instabilité d’arrosage » [81]. Ce probléme a été étudié
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8.2. Tube encastré libre en écoulement interne

numériquement par Renou dans [81], avec une démarche différente a celle que nous avons
présentée au chapitre 4.

Dans [81] les calculs se fondent sur I’hypothése que, dans (4.11), I’effort fluide sur ’in-
terface peut s’exprimer en termes de masse, d’amortissement et de raideur dits « ajoutés »,
c’est-a-dire,

/JCI)TJ(u,p)F_Tn da = — M, és — C, 8s — K, s, (8.2)

~

ou M,, C, et K, sont les matrices (pleines d’ordre n®) de masse, d’amortissement, et de
raideur ajoutées. Ainsi le probléme couplé (4.11) peut étre réduit a

(M4 M,)ds + C, s + (K +K,)ds = 0. (8.3)

La justification de la décomposition (8.2) des forces fluides n’est pas évidente, et dans de
nombreux cas, la solution des équations fluide ne permet pas une écriture aussi simple
[81].

L’approche présentée dans [81] consiste donc a se restreindre a 1’étude de la stabilité des
solutions du systéme (8.3). Pour cela, on cherche des solutions sous la forma de « modes
normaux » ds(t) = se™*, avec s € C* et A € C étant une racine du polynéme:

det (A*(M+M,) —AC, +(K+K,)) =0.

Dans [81] le calcul des matrices M,, C, et K, se fait a partir de la résolution des équa-
tions de Navier-Stokes instationnaire avec des conditions de transpiration sur l'interface,
ce qui peut devenir cofiteux en temps de calcul, voir [81]. Dans cette section nous abor-
dons ce probléme sous une approche différente, basée dans la démarche du « Principe de
linéarisation » introduit dans le chapitre 4.

L’étude du systéme couplé réel constitue un probléme tridimensionnel complexe. Il
s’agit de coupler 1’écoulement axisymétrique & l'intérieur du tube avec les mouvements
bidimensionnels en flexion des parois. Pour simplifier, et en suivant I’approche de [81],
nous avons couplé 1’écoulement le long du canal (section du tube) avec les trois premiers
modes d’une poutre encastrée-libre (parois du canal).

g
A
Ve Tt T
T, o/ T,
- 5«’1‘75T T - -l
R = Ty
Vo L

FiG. 8.16 — Tube encastré libre
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On considére un canal )/ de longueur L et largeur [, soumis & I’écoulement d’un fluide
visqueux incompressible de densité p et viscosité cinématique v, voir la figure 8.16. On
assume que les parois latérales du canal vibrent avec les modes d'une poutre encastrée-
libre en flexion plane [50]. On dénote avec mg la masse linéique de la poutre, E représente
le module de Young du matériau et [, le moment d’inertie de la poutre.

Comme dans [81], on suppose que le déplacement dz*(z},t) des parois latérales du
canal est donné comme combinaison linéaire des trois premiers modes de poutre, c’est-a-
dire,

5 (x4, 1) = 23:532'(” (1/%'(0376)) |

=1 R ,
Wi

Ici, ©¥; dénote le i-éme mode de la poutre donné par I'expression suivante (consulter

(50, 81]):

kixl kizxl k! kxl
bilzl) = ks ifo) _ g in [(Fi%0 _ g (it
i(zg) = K [cos ( 7 ) cosh< 7 > + <RZ sm< 7 > sinh < 7 ))} ,

avec k; les solution positives de I’équation cos(k;) cosh(k;) +1 =0,

sin(k;) — sinh(k;)
cos(k;) + cosh(k;)’

R =

et k; une constante de normalisation telle que |[¢)]|0,00,00,.) = 1. En particulier, pour
1 =1,2,3 les paramétres caractéristiques de la poutre k; et R; sont donnés par:

ki = 1.8751, ko =4.6941,  ky = 7.8547,
Ry = —0.7341, R, = —1.0185, R;= —0.9992.

L’évolution des parois du canal est régie par les matrices de masse, M, et raideur, K,
donnés par (consulter [50, 81]):

11116, 0.z 0 0
M = m, 0 %2116 0.z 0 ,
0 0 193115, 0,1
El k?”’%”&(o@) 0 0
K== 0 Hlwle, 0
0 0 kg”’ébSH(QJ,(o,L)

Considérons maintenant un profil de vitesse parabolique sur T',

2 2
ure(a??)) = GU% < - ?) > {E?) € [07”7
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8.2. Tube encastré libre en écoulement interne

ot U dénote la vitesse moyenne. Le systéme couplé posséde un état d’équilibre stationnaire
(uo, po, I) donné par les équations (4.10):

1
Vugug — 2v dive(ug) + —~Vpo, dans Qf,
p

divug =0, dans
up = ur,, sur I, (8.4)

o(ug,po)n =0, sur Ty,

up =0, sur v U.

Le fait que so = 0 dans (4.10) vient du fait que pour un profil symétrique (par rapport a
la ligne moyenne du canal), l'effort fluide est opposé sur les parois et la résultante

/ &L o (ug, po)nda = 0.
YU

L’étude de la stabilité de cet état d’équilibre par rapport a des petites perturbations
dans les conditions initiales, rentre dans le cadre introduit dans le chapitre 4. On peut donc
appliquer la démarche du « Principe de linéarisation », de sorte que I’étude de la stabilité
linéaire de ’état d’équilibre (ug, po, ) se réduit & la détection des valeurs propres avec
partie réelle négative du probléme spectral (4.16) suivant : Chercher A € C, u : Y — C?,

p: Q) — CetsecC, avec pde =0 et (u,p,s) # 0, tels que
Qf

1
Vuou 4+ Vuug — 2vdive(u) + —Vp = du, dans Q7
p

divu =0, dans O,
u=0, sur I,
o(u,p)n = =Vo(ug, po)®sn, sur T}, (8.5)
u=—-Abs — Vuog®s, sur ~ U,
MMs+ (K + BO) 5= — / ®Lo(u,p)n da,
YU

avec

1
o(u,p) = —pl+2pe(u),  e(u) = 5 [Vu+ (Vu)'],
et B® donnée par la formule (4.14).

Remarque 8.2.1 Dans (8.5) la condition sur la frontiére de sortie I'y est non homo-
géne. Ceci vient du fait que, dans ce cas d’application, la frontiére I's est mobile. On doit
ainsi prendre en compte le terme de transports des efforts Vo (ug, po)®sn, provenant de
la linéarisation de la condition de sortie libre.

En utilisant le schéma de discrétisation (6.12) le probléme aux valeurs propres précé-
dent devient un probléme généralisé aux valeurs propres du type (6.18), dont les valeurs
propres de plus partie réelle seront approchées avec 1’algorithme 7.4.
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Les grandeurs physiques du probléme ont été fixés selon [81], ce qui permettra de
comparer les résultats pour la validation de notre démarche. On a pris ainsi

L=1m,
[ =0.04 m,
ms = 160 Kg/m?,
E =15 x10° Pa,
I, = 1.005310° m*,
p = 1000 Kg/m?,
v = 0.00005 m?/s.

Pour la détection des instabilités, la vitesse moyenne U (en m/s) prend les valeurs 0,

0.614, 1.228, 1.842, 2.456, 3.07 et 3.684.

FiG. 8.17 — Maillage du canal

Les calculs numériques sur (8.5) ont été effectués avec un seul maillage de 4000 élé-
ments du domaine fluide 2/, voir la figure 8.17, similaire & celui utilisé dans [81]. Pour
chaque valeur de U on a effectué le calcul de ’écoulement permanent (ug, po) solution de
(8.4) (voir la figure 8.18) ce qui permet de définir les matrices A et B issues de la dis-
crétisation de (8.5). On remarque que ce calcul fluide a été réalisé avec une discrétisation
Py/IP; (vitesse/pression) qui permet un premier calcul explicite de la matrice B® définie

dans (4.14).

Fi1G. 8.18 — Champ de vitesses de référence pour U = 3.684 m/s

Dans l'algorithme (7.4) le nombre de valeurs propres demandé a été fixé a 6, la dimen-
sion du sous-espace de Krylov & 20 et la tolérance a 107°. Les calculs réalisés ont effectué
de deux a trois itérations de Cayley, avec un temps de calcul moyen de 3 minutes par cas.

Les tables 8.4 & 8.10 montrent les valeurs propres de plus petite partie réelle et les
résidus correspondants pour les différentes valeurs de U.
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8.2. Tube encastré libre en écoulement interne

A |Ax—ABx]||

1.371 x 1072 4+ 9.662 x 10~'s | 3.560x10~1°
1.371 x 107® — 9.662 x 10~ | 3.560x1071°
7.945 x 1072 + 6.069: 5.063x 10711
7.945 x 1072 — 6.069: 5.063x 10711
1.966 x 1072 +17.01¢ 6.284x1077
1.966 x 1072 — 17.01z 6.284x1077

TAB. 8.4 — Valeurs propres et résidus pour U =0 m/s

A |Ax—ABx]||

1.907 x 107! + 16.93¢ 1.241x1078
1.907 x 107! — 16.93: 1.241x1078
2.060 x 107! + 5.988: 1.164x10~1°
2.060 x 107! — 5.988: 1.164x10~1°
2.392 x 1071 +9.718 x 10717 | 2.435x1071?
2.392 x 107 — 9.718 x 10717 | 2.435%x10~12

TAB. 8.5 — Valeurs propres et résidus pour U = 0.614 m/s

A lAx—ABx|

3.713 x 107! + 16.67: 1.377x107°
3.713 x 107! — 16.67: 1.377x107°
3.854 x 107! + 5.698: 4.279x107°
3.854 x 107! — 5.698: 4.279%x107°
5.067 x 107! 4+ 9.871 x 1077 | 3.942x 10~
5.067 x 1071 —9.871 x 107 % | 3.942x1071!

TAB. 8.6 — Valeurs propres et résidus pour U = 1.228 m/s

A |Ax—ABx||
4.829 x 10~Y 4+ 5.1917 | 5.889x10~13
4.829 x 10~ —5.1917 | 5.889x10~13
5.304 x 1071 +16.17¢ | 2.097x107°
5.304 x 107 — 16.17: | 2.097x107°
8.627 x 1071 +1.067: | 1.631x10713
8.627 x 107! — 1.067: | 1.631x10~13

TaB. 8.7 — Valeurs propres et résidus pour U = 1.842 m/s




Chapitre 8. Ezpériences numériques

A |Ax—ABx||

3.220 x 107! +4.4767 | 6.652x10~1
3.220 x 107" —4.4767 | 6.652x10714
6.577 x 107! +15.437 | 4.131x1078
6.577 x 107" — 15.437 | 4.131x1078
1.495 4+ 1.288: 1.643x1014
1.495 — 1.288:2 1.643x1014

TaB. 8.8 — Valeurs propres et résidus pour U = 2.456 m/s

A |Ax—ABx||

—3.477 x 1071 +4.0007 | 2.709x10~*
—3.477 x 107Y — 4.0007 | 2.709x10~*4
7.243 x 107! + 14.3% 1.731x1071°
7.243 x 107! — 14.39; 1.731x1071°
2.675 4+ 1.2952 2.205x 10714
2.675 — 1.2952 2.205x 10714

TaB. 8.9 — Valeurs propres et résidus pour U = 3.070 m/s

A |Ax—ABx||

—1.026 + 4.181: 6.751x 10715
—1.026 — 4.1812 6.751x 10715
6.633 x 1071 +12.93¢ | 1.270x 1072
6.633 x 107! —12.937 | 1.270x10712
3.930 + 6.927 x 1077 | 1.636x1074
3.930 — 6.927 x 1071 | 1.636x10714

TaB. 8.10 — Valeurs propres et résidus pour U = 3.684 m/s

Les tables précédentes permettent de constater la sensibilité de la qualité des approxi-
mations par rapport a la taille de la partie imaginaire des valeurs propres. Ce phénoméne
a été déja prévu dans le chapitre précédent. En effet, plus la partie imaginaire de la valeur
propre est grande, plus cette valeur propre est proche, aprés transformation par Cayley,
du cercle unitaire, ce qui rend plus difficile son approximation.

La figure 8.19 compare les résultats de stabilité obtenus par Renou et ceux que nous
avons obtenu avec l'algorithme couplant la méthode IRAM avec des transformation de
Cayley généralisées. On peut observer la bonne concordance des deux approches, en par-
ticulier dans le cas ot la condition de sortie prend en compte les termes de transport
(non homogéne). On prévoit une instabilité dans 'intervalle de vitesses [2.456,3.070]. En
ce qui concerne la partie imaginaire, figure 8.20, la différence est remarquable pour les
faibles vitesses (situations stables). Ceci est dti au fait de que dans [81] on fournit juste les
fréquences correspondantes au « deuxiéme » mode (celui qui devient instable). Ce mode
ne donne pas ’amortissement le plus faible dans le cas des petites vitesses.

158
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Les figures 8.21 et 8.22 représentent, respectivement, la partie réelle et la partie ima-
ginaire du déplacement associé au mode instable (U = 3.070).

T T
8/ non hom. ——
ayley hom. —<—
Renou —%—
Re=0 - - --

|
IRAM-+Cayl
TRAM:

0.5
Re()\l) 0

-0.5

1 1 1 1 1 1 1

Um/s

F1G. 8.19 — Comparaison des plus petites parties réelles (amortissement)

U m/s

F1G. 8.20 — Comparaison des parties imaginaires (fréquence)
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0.0002

Re(du3(2l)) ——

référence

0.00015

0.0001

5e-05

FiG. 8.21 — Partie réelle du déplacement associé au mode instable

0.0002 T T T
Im(das(zg)) ——
référence ------
0.00015 - i
0.0001 i
5e-05 -

1
Lo

FiG. 8.22 — Partie imaginaire du déplacement associé au mode instable

Finalement on a voulu mettre en évidence, a nouveau, l’effet stabilisant du schéma de
discrétisation (6.12), par rapport a une méthode « classique » qui stabiliserait la pression
mais qui ne prend pas en compte la convection de 1’écoulement permanent. Cette méthode
« classique » s’obtient & partir de (6.12) en prenant ug = 0 dans la définition de 7 et en
négligeant le terme Vugv dans la fonction test de la stabilisation.

La table 8.11 montre les 6 premiéres valeurs propres obtenues avec cette méthode.
En comparant avec les résultats obtenus avec le schéma stabilisé (6.12) (table 8.5), on
peut observer que les premiéres valeurs propres (celles qui gérent la stabilité) sont assez
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proches. Cependant, les figures 8.23 et 8.24 mettent en évidence I’apparition d’oscillations
parasites dans la vitesse et pression du mode couplé.

A |Ax—ABx|

1.164 x 107! + 16.96¢ 1.488x107°
1.164 x 107! — 16.961 1.488x107°
1.988 x 107! + 5.992; 6.390x 10712
1.988 x 107! — 5.992; 6.390x 10712
2.281 x 1071 +9.854 x 107'¢ | 3.125x10713
2.281 x 107 —9.854 x 10~ | 3.125x10~13

TAB. 8.11 — Valeurs propres et résidus pour U = 0.614 m/s, méthode « classique »

(a) schéma stable (b) schéma « classique »

FiG. 8.23 — Elévation de la partie imaginaire de la vitesse (composante verticale)
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(a) schéma stable (b) schéma « classique »

FIG. 8.24 — Elévation de la partie imaginaire de la pression

8.3 Ecoulement externe

Dans cette section on se propose de mettre en évidence la performance de notre ap-
proche pour la détection d’instabilités en interaction fluide-structure, dans le cas ou la
structure est placée dans un écoulement fluide externe.

Fia. 8.25 — Configuration fluide-structure a ’équilibre

On suppose que la structure est un simple corps rigide bidimensionnel monté sur un
systéme de ressorts. Sont mouvement est ainsi défini & partir de trois dégrées de liberté:
deux translations s € R? et une rotation, 6, autour de son centre de gravité, oir 1’on
placera 'origine du systéme de coordonnées (consulter le chapitre 1), voir la figure 8.25.
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La structure baigne dans un écoulement d’un fluide visqueux incompressible, de densité
p et de viscosité cinématique v.

Etant donnée une vitesse d’entrée, ur, = (U,0), sur I'. on considére 1’état d’équilibre
(uo, po, I) vérifiant le probléme:

1
Vugug — 2v dive(ug) + =Vpo, dans
p

divug =0, dans €,
up = ur,, sur I,

o(ug,po)n =0, sur T, (8.6)

- <50> B —LJ('uo,po)nda

— / (U(uo,po)n) . (Qoxo) da

~

D au fait que ’écoulement est symétrique autour de la structure, le moment des efforts
est nul sur 'interface . Il résulte donc que 6y = 0. On s’intéresse a 1’étude de la stabilité li-
néaire de I’état d’équilibre (ug, po, ). D’aprés la démarche du « Principe de linéarisation »
introduite au chapitre 4, ce probléme se réduit a I’étude du probléme spectral suivant :

1
Vugu + Vuug — 2vdive(u) + —Vp = du, dans Q7
p
divu =0, dans Q,
u=0, sur I,
o(u,p)n =0, sur Ty,
u=—A(s+ 0Qoxo) — Vug(s + 0Qoxg), sur 7,

3 o — [ o(u, p)nda
NM <9> + (K+B) <9> = /(U(ép)n; (Qozo) da |

~

(8.7)

ott M et K sont diagonales et B® est donnée par ’expression (4.14) avec

P = [e1]|e2]|Qoxol-

Les expériences numériques ont été réalisées sur une structure rectangulaire de lon-
gueur 2 et largeur 0.5, la figure 8.26 montre le maillage du domaine fluide employé dans
les calculs. La viscosité cinématique du fluide a été fixée a v = 0.05 et la densité a p = 1.
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F1G. 8.26 — Maillage du domaine fluide avec structure a Uintérieur (8505 triangles)

Dans les analyse de stabilité la vitesse U prend les valeurs dans l'intervalle [0, 5].
La figure 8.27 présente les iso-valeurs de la composante horizontale correspondante &
I’écoulement de référence avec U = 4.

Fia. 8.27 — Composante horizontale de la vitesse U = 4

Dans D'algorithme (7.4) le nombre de valeurs propres demandé a été fixé a 10, la
dimension du sous-espace de Krylov & 30 et la tolérance & 107°. Les calculs réalisés ont
effectué de deux & six itérations de Cayley, avec un temps de calcul moyen de 10 minutes
par cas.

La figure 8.28 montre I’analyse de stabilité effectuée sur le fluide avec la structure fixe.
On peut observer "apparition d’une instabilité dans le passage de U = 4 & U = 5. On
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représente, dans la figure 8.29, une élévation de la composante horizontale de la vitesse
associé au mode instable obtenu avec U = 5. Il s’agit d’une instabilité dans le sillage aval
de la structure.

0.3

| |
Paroi fixe ——
025_ RCZO—

-0.05

0.1 | | | | | | | | |

‘
A ,g‘s‘«‘\
S SRS SE

/
.
0
f
i
™
"
3

i
i
i
i

A
i
i

)

FIG. 8.29 — Elévation de la vitesse horizontale du mode fluide instable

Comme l'intérét de cette section est de détecter des instabilités liées au systéme couplé,
on se restreindra a des écoulements permanents associés a des vitesses d’entrée U € [0,4].
Dans une premiére expérience, on a considéré le cas ou la structure peut se déplacer en
translation verticale (Ky2 = 100 et My = 1). La figure 8.30 montre I'analyse de stabilité
effectuée pour le systéme couplé. On remarque que le systéme devient instable pour des
vitesses U supérieures & 3. La figure 8.31 présente la partie imaginaire de la vitesse de
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transpiration associée au mode instable, et la figure 8.32 une élévation de la composante
verticale de la vitesse.

0.2

IRAM—I—CAy]ey —l/v\—

0.1

0.05

-0.05

-0.1

-0.15

-0.2

F1G. 8.30 — Re(A1) en fonction de U paroi mobile (translation verticale)

Y

AN SN SN~~~ S m st s s sl L L e s e e e e e e e e e e s e ey

VNN SNS N N N w m s Ll Ll L e e e e e e e e e s e s s s s s
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FiG. 8.31 — Partie imaginaire de la vitesse de transpiration du mode instable
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FIG. 8.32 — FElévation de la partie imaginaire de la composante verticale de la vitesse du
mode instable

Dans la figure 8.33 on présente la sensibilité des analyses de stabilité par rapport
au type de transpiration prise en compté dans (8.7). L’ordre 1 correspond au modéle de
transpiration complet. L’ordre 1/2 représente le cas ot on ne prend pas en compte le
terme de gradient de vitesse sur (8.7)5 mais oil on garde le terme de raideur ajoutée B°
dans (8.7)¢. Finalement I'ordre 0 correspond au cas ot on néglige les deux termes Vug et
BC.

On peut constater que plus le modéle se simplifie plus le systéme devient stable, en
autres mots, on réduit le couplage. On observe aussi que la prise en compte de la matrice
B° ne modifie pas considérablement les résultats.

0.3 | |
Ordre 1 ——
Ordmal/Q X
0.2 - Ordre 0 —— _|

0.1

Re()\l)

-0.1

-0.2

F1G. 8.33 — Re(A1) en fonction de U selon le type de transpiration

Les figures suivantes, 8.34 a 8.37, reprennent ’expérience précédent mais dans le cas
ot la structure peut se déplacer en rotation (Ks3 = 100 et Ms3 = 1). Une comparaison
des analyses de stabilité correspondantes aux figures 8.30 et 8.34 permet de déduire que
le systéme couplé devient plus instable en rotation. En outre, pour des grandes vitesses,
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la figure 8.37 met en évidence une forte sensibilité de la stabilité, par rapport au type de
modele de transpiration.

IRlAM—I—Clayley L@—

F1G. 8.34 — Re(A1) en fonction de U paroi mobile en rotation
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FiG. 8.35 — Vitesse de transpiration du mode instable
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FI1G. 8.36 — Elévation de la composante horizontale de la vitesse du mode instable

1 I I I
Ordre 1 —+—
0.5 Ordrel/Q--X---_
? Ordre 0 ——
y e — Re= () =+ -+~
P D PO e AR i
0% B
-0.5 |
Re()\l)
1k 1
-15 |
9L 1
25 | | | | |

F1G. 8.37 — Re(\1) en fonction de U selon le type de transpiration

D’apreés les hypotheéses de régularité imposées dans le chapitre 2 pour la dérivation des
conditions de transpiration, on pourrait considérer que ’expérience précédente est dans
les limites de validité de cette approche, la solution étant peu réguliére prés des coins
amont de la structure. Dans ’expérience suivante on a voulu mettre en évidence cet effet
en considérant une structure avec coins arrondis, plus profilée, voir la figure 8.38.

Les figures 8.39 et 8.40 montrent une comparaison des analyses de stabilité effectuées
précédemment avec ceux obtenus avec une structure profilée. On peut tout de suite consta-
ter que 'effet du profilage de la structure est prépondérant dans le cas du mouvement en
rotation, ou le systéme reste stable dans la gamme de vitesses considérées.

169



Chapitre 8. Ezpériences numériques

NV,
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Fia. 8.38 — Maillage du domaine fluide avec coins arrondis

0.25 | | |

colns carrés ——
0.2 colns arrondis - - X -+ 7
0.15 -

>< Re= 0
0.1F .

0.05

-0.05
-0.1 -

-0.2 -
20.25 ! ! ! ! ! ! ! ! !

F1G. 8.39 — Comparaison avec structure profilée (translation verticale)
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1 T T T
colns carrés ——

colns arrondis - - X -

Re= 0

25 ! ! ! ! ! ! ! !
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 b)

U

F1G. 8.40 — Comparaison avec structure profilée (rotation)

Finalement, dans la derniére expérience on a considéré le cas ou la structure peut se
déplacer en rotation et translation verticale. La figure 8.41 fourni une comparaison des
analyses de stabilité selon le type de mouvement expérimenté par la structure. La figure
8.42 fourni la méme comparaison dans le cas de la structure profilée. On constate dans
les deux cas l'effet prédominant du mouvement en rotation.

1 T T T T
translation-rotation ——
05 L translation - - X - |
: rotation —*—
......... Re=0Q ------
0_% e ...........-.'X.'.'.-.-..._._._ ............... o

F1G. 8.41 — Comparaison des analyses de stabilité (coins carrés)
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0.2 T T T T
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F1G. 8.42 — Comparaison des analyses de stabilité (coins arrondis)

8.4 Conclusion

En comparant avec des expériences réalisées précédemment, ce chapitre nous a permis
de valider, d'une part, le schéma de discrétisation introduit dans le chapitre 6, et d’autre
part, notre adaptation de I’algorithme de Lehoucq et Scott (chapitre 7) pour la résolution
du probléeme généralisé aux valeurs propres obtenu au chapitre 6.

Nous avons constaté la performance du schéma de discrétisation dans le traitement
de la convection, ainsi que la robustesse de notre approche par linéarisation-transpiration
dans la détection d’instabilités de systémes en interaction fluide-structure.

Enfin, les expériences numériques ont mis en évidence 'influence des différents termes
non standards de ’approche par transpiration.
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Dans cette thése nous nous sommes intéressés au probléme de la stabilité linéaire d’un
systéme mécanique en interaction fluide-structure. Le point de départ de notre approche
est fondée sur le « Principe de linéarisation » permettant de réduire ’analyse de stabilité
linéaire a 1’étude des solutions harmoniques d’un probléme linéarisé couplé.

La complexité des problemes d’interaction fluide-structure, liée & la dépendance du
domaine fluide par rapport aux déplacements de I'interface, nécessite le développement
d’une nouvelle technique de linéarisation adaptée a ce type de problémes posés sur do-
maines « non-cylindriques ». Cette complexité a été mise en évidence avec un traitement
ALE (Arbitrairement Lagrangien Eulérien) du fluide.

Nous avons décrit I'idée heuristique des techniques de transpiration, qui, par le moyen
de conditions non-standards a l'interface, permettent de prendre en compte le mouve-
ment de l'interface en conservant un domaine fluide fixe en description eulérienne. On
a également constaté I’absence d’une justification théorique solide pour ces formulations
simplifiées.

Nous avons mis au point une méthode de linéarisation adaptée aux problémes d’inter-
action fluide-structure comportant un traitement ALE du fluide. Cette méthode nous a
permis, d’une part, de faire le lien entre les deux approches (ALE et transpiration), four-
nissant ainsi une justification mathématique de la transpiration, et d’autre part, d’obtenir
un probléme linéaire d’interaction fluide-structure en domaine fluide fixe comportant des
conditions d’interface de transpiration.

La méthode de linéarisation développée peut étre interprétée comme une analyse de
sensibilité du probléme couplé par rapport aux données initiales. Nous avons ainsi étendu
I’étude, a la linéarisation du probléme couplé autour d’états d’équilibre non-stationnaires.
Ceci nous a permis d’appliquer ces techniques dans le domaine du contréle fluide-structure,
en définissant une stratégie de calcul des dérivées du systéme par rapport & des données
frontiéres.

Les techniques de linéarisation-transpiration ont été enfin appliquées a la démarche du
« Principe de linéarisation » dans ’analyse de stabilité linéaire d’un systéme mécanique
comportant une structure réduite et un fluide visqueux incompressible. Le probléme de
la stabilité est ramené ainsi a la détermination des valeurs propres, de plus petite partie
réelle, associées a un probléme spectral couplant les équations de Navier-Stokes linéarisées
et celles de la structure, par I'intermédiaire de conditions de type transpiration.

[’analyse mathématique du probléme spectral, issu de la stabilité linéaire, nous per-
met de démontrer que le calcul des valeurs propres revient a la détermination des valeurs
caractéristiques d’un certain opérateur compact agissant dans un espace de Hilbert. Nous
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introduisons également une formulation variationnelle pour ce probléme ce qui nous per-
met de définir un schéma de discrétisation par éléments finis. Le probléme discret revient
finalement a un probléme généralisé aux valeurs propres. Les difficultés associés & ce pro-
bléme nous ont conduit a une résolution par un algorithme couplant la méthode IRAM
(Implicit Restarted Arnoldi Method) et une transformation rationnelle de Cayley géné-
ralisée, dont les bonnes propriétés ont déja été prouvées dans des analyses de stabilité
linéaire en mécanique des fluides.

Enfin, des expériences numériques nous on permis de mettre en évidence la perfor-
mance du schéma de discrétisation, et de maniére générale la robustesse de notre approche
de linéarisation-transpiration dans la détection d’instabilités associés & certains systémes
d’interaction fluide-structure. On remarque que notre approche est indépendante du type
de probléme couplé considéré, du fait que seul un solveur linéarisé efficace est nécessaire
par la méthode.

Apreés ce travail, de nombreuses perspectives sont ouvertes. Du point de vue théorique,
on pourrait envisager I’analyse mathématique du probléme couplé par conditions de trans-
piration et une justification mathématique rigoureuse de la généralisation du « Principe
de linéarisation » en hydrodynamique au cas de l'interaction fluide-structure. On pour-
rait de méme approfondir dans 1’étude du probléme spectral couplé, avec une étude sur
I’existence et localisation des valeurs propres. Concernant le schéma de discrétisation du
probléme spectral, plusieurs voies sont resté ouvertes. Par exemple, ’analyse de conver-
gence de la méthode, la mise au point d’'un nouveau schéma stabilisé permettant de traiter
les termes d’ordre zéro, etc.

D’un point de vue plus numérique, on peut chercher a tester cette méthode sur d’autres
problémes proches et plus complexes, par exemple, le cas tridimensionnel. En ce sens,
I’utilisation d’une méthode itérative au sein du solveur fluide linéaire semble devenir im-
pérative.

En ce qui concerne les applications en contréle fluide-structure, plusieurs travaux sont
actuellement en cours de recherche [66, 67].
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Résumé

Dans cette thése nous nous sommes intéressés a la stabilité linéaire d’un systéme méca-
nique en interaction fluide-structure. Nous avons mis au point une méthode de linéarisa-
tion permettant de justifier mathématiquement les conditions d’interface de transpiration,
ainsi que de définir un probléme linéaire d’interaction fluide-structure avec ce type de
conditions. Cette technique a été ensuite appliquée a la démarche du « Principe de linéa-
risation ». L’analyse de stabilité linéaire se réduit alors a 1’étude des valeurs propres d’un
probléme spectral couplé. Ces valeurs propres sont définies a partir des valeurs caracté-
ristiques d’un opérateur compact spécifique. Nous proposons un schéma de discrétisation
du probléme spectral, conduisant & un probléme généralisé aux valeurs propres. La calcul
numérique des valeurs propres de plus petite partie réelle est effectué par un algorithme
combinant une méthode IRAM (Implicit Restarted Arnoldi Method) et la transformation
de Cayley généralisée. Des expériences numériques mettent en évidence la robustesse de
I’approche proposée, linéarisation-transpiration, pour la détection d’instabilités de sys-
témes en interaction fluide-structure.

Mots-clés : interaction fluide-structure, linéarisation, transpiration, stabilité linéaire,
analyse spectrale, calcul de valeurs propres.

Abstract

The aim of this work is the linear stability analysis of fluid-structure interaction sys-
tems. We have developed a linearization method that allow us to derive mathematically
the so-called transpiration interface conditions, and to provide a linear fluid-structure in-
teraction problem involving this kind of interface conditions. This tool has been applied to
a “Linearisation Principle” approach. Then, the linear stability problem can be reduced to
the analysis of a coupled spectral problem. We prove that its eigenvalues can be obtained
as the characteristic values of a specific compact operator. We propose a finite element
discretization for this spectral problem leading to a generalised eigenvalue problem. The
numerical computation of the smallest real part eigenvalues is performed by combining
a IRAM (Implicit Restarted Arnoldi Method) and a generalised Cayley transform. The
numerical results point out the robustness of the proposed linearization-transpiration ap-
proach for the instabilities detection in fluid-structure interaction systems.

Keywords: fluid-structure interaction, linearization, transpiration, linear stability, spec-
tral analysis, eigenvalues computation.






