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Cette thése a été réalisée dans le cadre d’une coopération franco-allemande
(DFG-CNRS, voir [EKST98]) entre I’équipe du Pr. D. Kréner (Institut des
Mathématiques Appliquées, Université de Frieburg) et celle du Pr. J.P. Vila
(Département de Génie Mathématiques et Modélisation, INSA Toulouse).
Il s’agissait d’étudier, pour la partie allemande, le refroidissement d’'un gaz
visqueux - modélisé par les équations de Navier-Stokes. Ce gaz s’échappe de
la chambre de refroidissement par un trou centré et forme alors un jet non
visqueux - modélisé cette fois-ci par les équations d’Euler - pour venir frap-
per une cible sur le bord opposé de cette seconde chambre (qui contient un
gaz au repos). Ce dispositif (représenté dans la Figure 1.1) permet de dépo-
ser de fines particules de semi-conducteurs (transportées dés I’entrée dans la
premiére chambre) sur la cible. On veut donc avoir des informations précises

sur la forme et l'intensité du jet lorsqu’il arrive sur la cible.

C)

O

Chambre de refroidissement Jet

Figure 1.1 — Dispositif du test de l'injection

De plus, on ne sait pas ot se situe la frontiére définissant la formation du

jet. On ne peut donc pas imposer une condition & la limite artificielle entre les

cible
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deux codes de calculs. On souhaite utiliser une méthode eulérienne (maillage
fixe) dans la premiére chambre. Une méthode lagrangienne (maillage mobile),
appelée méthode SPH (Smooth Particle Hydrodynamics), sera utilisée pour
modéliser le jet, depuis sa formation dans la premiére chambre, jusqu’a ce
qu’il atteigne la cible. On a choisi cette méthode car, outre le fait qu’elle
soit lagrangienne et donc bien adaptée aux calculs de jet, elle peut aussi étre
interprétée comme une méthode de Volumes Finis généralisée et perturbée.
Cela nous permet de la coupler facilement avec une méthode Volumes Finis

standard.

Nous allons donc présenter une nouvelle méthode de couplage de schémas
pour les lois de conservation. Les lois de conservation interviennent dans de
nombreux problémes industriels, notamment pour ’hydrodynamique (avec le
modele d’Euler) et ’électromagnétique (modéle de Maxwell). Le couplage de
schémas permet non seulement de faire une décomposition de domaines, mais
il permet en plus d’utiliser localement des schémas adaptés aux problémes

physiques.

Le principal intérét de cette méthode de décomposition est qu’elle ne fait
pas intervenir de conditions artificielles entre les différents sous-domaines.
En effet, on fait se chevaucher les domaines sur une zone déterminée, afin de
passer d’'une méthode numérique & une autre. C’est ce qu’on appelle le cou-
plage par recouvrement de maillage. L’innovation principale de ’algorithme
de couplage que nous présentons dans cette thése est que la fonction de “pas-
sage” que l'on utilise pour ce couplage est une fonction réguliére (C! (9)).
On observe un bien meilleur comportement numeérique (lors du passage des
ondes de chocs sur la zone, par exemple) pour cette méthode de couplage.

De plus, nous avons trouvé une démonstration de convergence (et une esti-
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mation d’erreur) dans le cas scalaire non linéaire, ce qui n’avait jamais été
réalisé pour aucun algorithme de couplage.

Nous allons utiliser des méthodes numériques appelées Volumes Finis,
pour calculer les solutions approchées de ces modeéles physiques. Nous en
donnouns les principes dans le chapitre 2. La méthode particulaire SPH (qui
représente bien les écoulements de type jet) peut étre interprétée comme la
généralisation d’une méthode de Volumes Finis. Il est donc facile d’adapter
I’algorithme de couplage pour la méthode SPH, purement lagrangienne, en
reconstruisant le maillage initial (qui se déforme & chaque pas de temps).

Les méthodes de couplage par recouvrement de domaine existent de-
puis de nombreuses années ([Sta77], [Kre83], [BD83] et récemment [PS94]),
mais posaient un probléme de conservation et de stabilité aux limites des
sous-domaines. En effet les lois de conservation générent des chocs (disconti-
nuités des grandeurs physiques) qui ne se propageaient pas convenablement
en traversant la zone de couplage. L’algorithme présenté ici supprime ces
problémes. 11 s’appuie sur une fonction de couplage permettant de faire com-
muniquer les deux méthodes numériques en passant réguliérement de 'une a
I’autre. Une autre innovation est que le couplage ne se fait plus a ’aide d’in-
terpolations non conservatives, mais il utilise la méme projection que celle
des schémas numeériques, donc conservative.

On montrera la convergence de ’algorithme de couplage et surtout, on
estimera 'erreur commise (la démonstration est similaire a celle des deux
schémas volumes finis utilisés dans les différents sous-domaines). Enfin, on
étudiera numériquement le couplage de deux méthodes de Volumes Finis,
puis celui d'une méthode V.F. avec la méthode particulaire SPH (voir pour

plus de détails le chapitre 5).
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1.1 Lois de conservation, Probléme de Cauchy

Les lois de conservation forment un probléme instationnaire aux dérivées
partielles qui est de type hyperbolique. On sait que cette propriété introduit
des phénoménes de choc et de détente, méme si la condition initiale est trés
réguliere. Dans le cas scalaire, par exemple, la solution u d’un tel modéle

vérifie :
Ou : d +
E—l—le(F(u))zO V(z,t) € R* x R", (1.1)
u(z,0) = up (z) Vz € R?,
ou la jacobienne du flux F' est diagonalisable et & valeurs propres réelles.
Afin de supprimer les problémes de conditions aux limites du domaine

de calcul dans les démonstrations théoriques, on supposera que la condition

initiale est & support compact dans IR
Ko =supp (ug) & R?.

On sait alors que la solution & chaque instant est aussi & support com-
pact en espace. En effet, la vitesse de propagation de celle-ci est finie. Cette
simplification ne réduit que la taille des démonstrations. On peut en effet
les étendre facilement dans le cas d’'un domaine borné, en introduisant des

conditions aux limites classiques (voir [BCV95]).
1.2 Couplage : ce qui a été fait

Les algorithmes de couplage de méthodes numériques pour ’hydrodyna-
mique existent depuis une vingtaine d’années (voir Kreiss [Kre83|, Starius
[Sta77], Steger [BD83] et pour l'adaptation a Euler [BS85]). Il existe trois
branches principales de développement :

- la décomposition de domaine (appelée “grid patching”), ou les différents

sous-domaines forment une partition sans superposition du domaine de



1.2 Couplage : ce qui a été fait 13

calcul ; on doit alors trouver des conditions aux limites adéquates,

- les grilles adaptatives (“grid adapting”) qui soit basées sur la recherche
des forts gradients (discontinuités) de la solution approchée, avec 'aide
de techniques variationnelles ; on cherche alors & remailler plus finement
dans ces zones, ou bien en encastrant localement un maillage fin,

- enfin (celles que nous étudions ici) les superpositions de maillages (“grid
embedding” ou “overlapping methods”)..

Ces derniéres méthodes sont basées sur une superposition de maillages
pour lesquelles on distingue (dans la bibliographie, voir [Par95]) différents
types de mailles : les mailles internes (celles ot I'on effectue seulement un
schéma numeérique) et les mailles d’interpolation. Ces derniéres servant a
transmettre les solutions approchées en créant des conditions aux limites de

chacun des sous-domaines par interpolation des données.

Ces méthodes posent des problémes de stabilité (voir Starius [Sta80] et

Pért-Enander et Sjogreen [PS94|) et de conservativité (|Ber87]).

L’interpolation, qui permet d’échanger les informations entre les deux
schémas, n’était effectuée que sur une zone locale au bord du domaine de
couplage. On pouvait donc l'interpréter comme une condition & la limite des
bords de la zone de couplage. Un premier probléme se pose : que ce passe-
t-il lorsqu’une onde de choc (une discontinuité de la solution) traverse la
frontiére de la zone de couplage? Cela pose des problémes importants. Des
perturbations numeériques précédent alors ’onde de choc ou elle peut étre

complétement stoppée dans cette zone d’interpolation.

Notre algorithme de couplage apporte donc deux améliorations majeures
aux précédentes méthodes :

— Il n’y a plus d’interpolation, mais une projection de la solution appro-
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chée. On utilise le méme produit scalaire L? que dans la formulation
volumes finis.

— Le couplage ne se fait plus localement sur le bord du domaine, mais
continument dans toute la zone de couplage, & ’aide d’une fonction
définie plus loin (en (2.8)). Cela redonne son caractére volumique a

I’algorithme de couplage.
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1.3 Plan de la thése

Dans le chapitre 2, nous rappellerons les notions de base des schémas
Volumes Finis. Puis nous définirons ’algorithme de couplage que nous étu-
dierons théoriquement pour deux schémas Volumes Finis. On rappellera en-
suite les différentes méthodes décrites dans la bibliographie. Enfin, nous in-
troduirons le systéme d’équations d’Euler pour 'hydrodynamique. C’est le
principal modéle que nous utiliserons pour les tests numériques.

Dans le chapitre 3, on s’intéressera au cas scalaire et & ’algorithme de
couplage associé & deux méthodes de Volumes Finis (pour des E-schémas).
On montrera notamment que cette algorithme converge fortement sous les
conditions CFL habituelles aux Volumes Finis. On donnera plus précisément
une estimation en h'/* de 'erreur commise par cet algorithme. On démon-

trera aussi que ’erreur totale de conservation de l’algorithme est de ’ordre
de Vh.

Ensuite, dans le chapitre 4, on appliquera l'algorithme & deux problémes
tests des volumes finis : le probléme scalaire de Burgers en une dimension
d’espace (le flux est alors quadratique) et le probléme du tube & choc de Sod
pour le systéme d’équations d’Euler. Pour ces deux problémes simples, on
connait la solution exacte. On pourra donc comparer les valeurs calculées
avec les valeurs exactes et conforter le résultat de convergence de la solu-
tion approchée vers la solution exacte, lorsque les pas d’espace et de temps
tendent vers 0. Ensuite, on reprendra un cas de couplage sur un domaine quel-
conque, pour une onde de choc trés lente; introduit par Eva Part-Enander
dans sa theése [Par95], pour le comparer a ces résultats. Enfin, on appli-
quera la méthode de couplage dans le cas de la formation du jet qui rentre

sous pression par un trou dans une chambre contenant un gaz au repos (cas
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DFG-CNRS). 11 s’agit donc de calculer précisément une condition d’entrée
de type injection, sans introduire de condition a la limite explicite, comme
celles définies par Bardos, Le Roux et Nedelec dans [BLN79].

Enfin, dans le chapitre 5, nous présenterons la méthode particulaire SPH
pour refaire le calcul de 'injection (DFG-CNRS). Cette fois-ci, le jet est mo-
délisé avec la méthode particulaire. On place donc un maillage VF fixe dans
la chambre de gauche. On veut que le schéma qui s’appliquera sur ce maillage
soit couplé avec le schéma particulaire sur une zone en retrait du trou (voir
la Figure 1.2). C’est plus complexe a réaliser qu’avec des Volumes Finis car le
maillage est Lagrangien (et se déforme au cours du temps). Mais on peut in-
terpréter les schémas particulaires comme des schémas Volumes Finis. Notre
méthode numérique est donc en accord avec la convergence théorique. Ainsi,
les particules modélisent correctement le mécanisme de formation du jet, le

but final étant d’observer 1’élargissement du jet ainsi créé.

Figure 1.2 — Formation du jet : couplage appliqué au cas DFG-CNRS









Chapitre 2

Cadre général du couplage



20 Cadre général du couplage

Plan du chapitre

2.1 Principedesschémas. . . . ... .......... 21
2.1.1 Principes des Volumes Finis. . .. ... ... ... 21
Maillages en espace et en temps. . . . .. .. ... 22
Approximation moyenne de la solution. . . .. .. 22

2.1.2 Schémas Volumes Finis conservatifs . ... . ... 23

22 Couplage . ......... ... .. 000, 25
2.2.1 Projection I*(Q) . . . . . oo 25
2.2.2 Algorithme complet et solutions approchées . . . . 26
223 Etatdelart ..................... 29

Les méthodes existantes . . . . . . ... ... ... 29

Pourquoi faire du couplage?. . . . . . .. ... .. 30




2.1 Principe des schémas. 21

2.1 Principe des schémas.

Le probléme de Cauchy (1.1) représente un systéme d’équations non li-
néaires (par exemple le systéme d’Euler). Mais on ne sait étudier la conver-
gence des schémas numériques adéquats que dans le cas ot la variable u est
une variable scalaire. On va malgré tout présenter la méthode des Volumes

Finis dans le cadre systéme, car on ['utilisera pour le systéme d’Euler.

2.1.1 Principes des Volumes Finis.

Les méthodes numériques associées aux lois de conservation sont basées
sur les échanges de matieére aux travers des arétes séparant les points de

discrétisation.

On définit donc deux sous-domaines (notés 21 et 29) du domaine complet
Q C IR? qui se recouvrent sur une zone (que ’on appellera zone de couplage)

notée 9. Ils sont donc tels que :

QU =Q,
9109229127&0

(2.1)
Cette zone de couplage Q12 doit surtout étre de mesure non nulle (voir non

négligeable par rapport au support de la condition initiale Kj).

Sur ces deux sous-domaines, on utilise des maillages quelconques de type
Eléments Finis. On ne peut pas avoir I'un des noeuds d’une maille 4 I'intérieur
de 'une des arétes d’'une autre maille. De plus, la triangulation n’est pas

dégénérée (aucun triangle n’est aplati).
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Maillages en espace et en temps.

Soient 7y, et Tp, ces deux triangulations. On définit alors les pas de

discrétisation en espace de la maniére suivante :

(h)* = Jax (mes (C)) ,

(ha)? = mex (mes (D))

Enfin, on introduit la discrétisation en temps. Le pas de temps est noté :
k™ = t"*t1 — ¢"_ Et on résout le probléme jusqu’au temps final T'. Soit donc
t"T, le dernier instant calculé par le schéma.

avec

kT = sup k"

n<nT

On présente maintenant ’approximation de la solution, moyennée sur

chacune des mailles :
Approximation moyenne de la solution.

La solution approchée représente une approximation de la solution, moyen-

née sur chacune des mailles :

1
ue m/u(m,t")dx,
1

0 _
Urc = HKS(C)]EQMKx)d$’

sur le maillage 1 et

1
Py~ — t™)d
U2 D HwS(IU.[;U(x’ ) z,
1
0
- d
Uz p HH%(IU Dqﬂﬂx) Z

sur le maillage 2. C’est la forme de ces approximations qui nous a poussé a
utiliser une projection du méme type au lieu d’une interpolation ponctuelle

pour effectuer le couplage.
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La discrétisation de 'opérateur temporelle étant simplement :

@ ~ “?EL - Uje

ot kn ’
ces notations nous donnent la solution approchée classique de ces schémas
Volumes Finis :

upy (z,1) = Y ufexe (@) X (8) - (2.2)
CETh,m>0

ou la fonction x¢ (z) représente la fonction indicatrice (1 ou 0) de la maille C
et X[gn gn+1] (t), celle de l'intervalle de temps. Il reste a décrire la discrétisation
du probléme de Cauchy (1.1), dans le cadre des schémas conservatifs & trois

points.
2.1.2 Schémas Volumes Finis conservatifs

Entre chaque maille, on définit la normale 7. ¢ sortante de la maniére

suivante (voir figure 2.1) :

Vz; € Cle, 1), Yz, € Cle,r),

(127, 7ec) > 0.

>

eC Cr (e)

Figure 2.1 — Définition de la normale

Sur chacun des maillages, on utilise une approximation des échanges de

matiére entre les facettes des mailles, que 1’on appelle flux numérique. On
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recompose la moyenne des échanges d’une maille par rapport & ses voisines
en effectuant une combinaison convexe sur toute sa frontiére.
La solution approchée du schéma Volumes Finis numeéro I’ (I = 1,2) est

obtenue au temps t"*! de la maniére suivante; VC € Th, -

n+1,e = i,
ulg— = ule— A <9l (ne,Cau?c(e,ly u?c(e,r)) — F (uje) -’ne,C> ?
o mes (€) nyie (24)
udt = ) Le@ortc
eCaoC
k™ oc
avec \j'p = %(C)) VC € Th,-

Cette écriture du schéma permet de le voir comme une combinaison
convexe de schémas en une dimension, dans la direction orthogonale & chaque
aréte de la maille. En fait, le terme de flux F' (uj’;) .7le ¢ n’est pas implémanté

dans les codes de calculs car il se simplifie dans la somme sur les arétes :

En une dimension d’espace, cela nous donne, pour toute maille ¢ no-

tée C; € Ty, :
n
ut =yl R 7,1 ul uls ) + 7,1 ure  ul
1c; ic mes (C) G\ Mi-1/5,ci>Yic;_1HYic; G\ Tit1/5,¢0 Yic;> Yic;

kTL
_ n . _ v n n _ n n
= U mes (C) (91 (uleulCH_l) g1 (uzci,laulci)) .

La fonction g; est appelée flux numérique du schéma et vérifie :

) = Flu),
)— _

= gl(—’ﬁ,’l),U) .

g1 (ﬁa U, U
g1 (ﬁa u,v

De plus, on suppose que c’est une fonction Lipschitzienne continue. Nous

venons d’introduire ici les schémas conservatifs & trois points.
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2.2 Couplage

2.2.1 Projection L*(9)

Définition 2.2.1 On peut définir la projection L? (Q) sur lespace Py (Th,)
des fonctions constantes par maille sur le maillage Tp,. Pour tout x € €,

pour toute fonction f € L?(Q) :

e = ¥ e [ .

wEC

On remarque de suite que cette formule est tout & fait similaire & la
construction de la solution approchée donnée par les Volumes Finis.
Notation : Si ’on récrit cette projection pour nos solutions approchées

constantes par morceau Vv, € Py (71) et Ve € Py (T2)

I 2 (v7)p Z /'I’CDUICa

CETh

’DﬂC;é@ (2.6)
o1 (v3)c Z 1pc Vb p-

DEThQ

DNC#£D

Avec

HeD = s (D)
91 mes(DNC)

- ©)

On forme ainsi une combinaison convexe, en effet :

12 mes(DNC)
(2.7)

Z mes (DNC) =mes (D) .
CETh,

La projection ainsi définie vérifie donc une propriété trés importante,

concernant la conservation de la masse :

/Q > e (o) xp (v) do = > viexe (s

12 DET,,, Mz ey,

On dit alors qu’elle est conservative.
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2.2.2 Algorithme complet et solutions approchées

A partir de ce point, on a considéré que le domaine ) est découpé en
deux sous-domaines 21 et 2o qui possédent une intersection non vide 21s.
On définit la fonction de couplage o € C! (]Rd) a l’aide d’une fonction

que ’on prolonge par continuité & tout €2 de la facon suivante :

1 siz € O \Qia,
a(z)=¢ 0<a(z) <1 siz € Qa, (2.8)
0 stz € 92\912.

Une représentation possible de cette fonction « est donnée dans la figure

2.2.

1 ‘I _‘,—

I a(x) P

O\ |

: 1-cx§(x)i

: </

0 : f

e e o O .
Ql -« ——— -

LYy i i -~ Qz
I Q I

Figure 2.2 — Fonction de couplage

On définit les deux sous-domaines (vitaux pour la convergence) de 2 ou

la fonction de couplage vaut vraiment :

9?2:0 = {1‘ c ng, Oé(.’I)) = O} (2 9)
9?2:1 = {z € Mo, a(z)=1} )
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On approche alors cette fonction de couplage de la méme maniére que

pour les Volumes Finis :

ac = me;(C) /Coz(a:) dz =11 (a)c,
ap = mesl(D) /Doz(a:) dr =TI (a)p
On a alors
ac,ap € [0,1] (2.10)

Le principe global de l’algorithme est le suivant : on part des solutions
approchées & un instant ¢” donné. On utilise les deux schémas numériques
séparément (opération que l'on note alors respectivement S; et So), puis on
effectue la correction par le couplage (projection Iy et IIj9), pour obtenir
les solutions & l'instant suivant ¢"*!. On a représenté schématiquement ces

étapes dans la figure 2.3.
n n
Vic V2bp

S, S

2

n+1 n+1
U, c Usp

| ~ — |

| o |

I I

| r121,~‘ '«,T112 |
VAR AV
Vn+1 n+1
1C Vob

Figure 2.3 — Algorithme global : schémas puis projections
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Dans cette figure, les étapes S; et So correspondent aux deux schémas
numériques et les étapes Il12 et Ilp; représentent les projections et le cou-
plage.

L’algorithme de couplage définit deux nouvelles suites (vi¢),, et (v2p),

qui sont données par les formules suivantes :

(ofd = acult' +(1-ac) My (up™),
_ Z mes (5)v"+1
oL, mes €)e”
< (2.11)
vyp = (1-ap)ujp' +aplhs (uf™),
Z mes (€) 41
\ eZerp mes (D) o
avec
ot = aculE + (1 ac) upg,
vyt = apuid +(1-ap) upp'

On remarque ici que l'on a implicitement construit le maillages des inter-
sections £ des mailles C du maillages 1 et D du maillage 2, dans la zone de
couplage. Ce nouveau maillage est un outil essentiel pour la démonstration
de convergence et la construction numérique de 1’algorithme.

On peut donc définir deux solutions approchées au sens des Volumes

Finis sur € (respectivement €g) :

.
vp, (2, 1) Z vTexe (T [t",t”"‘l[(t) )
CeTh,
4 A (2.12)
Uh, (2,1) = Z vy pXD (T) X[tn gn+1] (t).
DEThz,n

\

Et on utilisera aussi les solutions approchées “intermédiaires” suivantes :
(

up, (z,1) Z uteXxe (%) X gnir (t)
CEEI n

Upy (T, 1) Z uypXD (T X[tn,t“+1[(t)-
DE7—h2 1

(2.13)
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Enfin, on définit la solution approchée moyennée :

ufy (z,t) = a(z) vy, (z,t) + (1 — a(z)) vh, (z,1) . (2.14)

On va démontrer dans le Chapitre 3 que cette derniére solution approchée

converge vers la solution faible entropique.

2.2.3 Etat de ’art

Les méthodes existantes

Comme nous ’avons expliqué en introduction, le couplage de schéma se

fait actuellement & partir de trois idées directrices différentes :

— Les grilles par morceau (ou “grid patching” - voir [Rub82] et [Rai84]) :
les deux sous-domaines disjoints avec un bord commun. On observe
des irrégularités aux coins et aux bords. Cela implique la modification
des schémas initiaux pour calculer correctement les flux ou le rajout
d’une condition a la limite. De plus on doit avoir la certitude que la
limite du couplage ne voit pas de choc la traverser au cours du calcul.

— L’adaptation du maillage (ou “grid adapting”) : avec les forts gradients
de la solution. On n’a pas besoin ici de savoir a I’avance oul se trouvent
les forts gradients pour mettre un maillage fin dessus. Ils sont recher-
chés par ’algorithme. Le remaillage est calculé soit par des techniques
variationnelles pour faire évoluer une zone fine, soit par des encastre-
ments de maillages fins.

— La couplage par superposition de domaine. Les grilles sont fixées par
superposition - enchéssées (voir [Att82]) : On fait alors de interpola-

tion aux deux bords externes de la zone de couplage.
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Pourquoi faire du couplage ?

Lorsque 'on parle de couplage de schéma numérique (et plus générale-
ment de décomposition de domaine), on cherche & créer une méthode nu-
mérique la plus transparente possible par rapport & un calcul sur tout le
domaine. Elle doit ausi étre plus efficace (en raffinant localement le calcul,
la o les problémes numeériques surviennent habituellement) et surtout in-
dépendante des schémas utilisés. C’est-a-dire que 1’on ne veut pas avoir &
modifier le code du calculateur. On voudrait simplement avoir & rajouter
une partie couplage, indépendante des schémas, qui permettrait de faire plu-
sieurs couplages, en fonction de la complexité du probléme physique étudié.
Enfin, on demande & la méthode de permettre de coupler aisément plusieurs
schémas résolvant plusieurs modéles physiques (comme c’est le cas dans cette

these, avec le modele de Navier-Stokes et celui d’Euler).

On voit immédiatement que les méthodes de décomposition de domaines
influencent les schémas (on doit modifier explicitement les conditions aux
limites des sous-domaines). L’utilisation des grilles adaptatives implique elles
aussi la modification des schémas (par la recherche des forts gradients et
le remaillage local) et ne permet pas directement de modéliser différents

problémes physiques.

C’est pour ces raisons que nous étudierons l’algorithme présenté dans
la partie précédente de ce chapitre. Il appartient a la troisiéme catégorie de
méthode de couplage (par superposition de maillage) et répond effectivement

A toutes les caractéristiques que ’on vient de citer.
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Le couplage par superposition

Pour I'implémentation dans un code de calcul, J.A. Benek , P.G. Buning
et J.L. Steger (dans [BS85]) introduisent une hiérarchisation naturelle (selon
leur raffinement) des maillages superposés. Ils soulignent I'importance du
choix de linterpolation (voir [BD83] pour le traitement par des séries de
Taylor), surtout dans le cas ot des ondes de chocs traversent les bords de
la zone de couplage. Dans [Ber87|, Berger généralise 'interpolation pour les
lois de conservation. Ils montrent que 'interpolation bi-linéaire 2D est plus
efficace que le développement de Taylor lorsque les dérivées d’ordres élevées

de la solution sont peu importantes. Ils utilisent I’interpolation trilinéraire :

¢ = a1 + az§ + azn + a4 + asén + ag&C + arn¢ + agdn¢

ou 0 < (&,7n,¢) < 1 représente les coordonnées du point ou il faut interpoler
et les coefficients (a;);_; g dépendent des valeurs de la fonction & interpoler.
On voit bien ici que la solution recherchée est supposée réguliére.

J.A. Benek , P.G. Buning et J.L. Steger concluent en expliquant que
la superposition de maillage permet une bonne adaptation a l'introduction
de frontiéres, au raffinement sélectif de maillage et a l'utilisation de plu-
sieurs modeéles physiques. Mais ils se sont apergus que leur schéma (et pas
le couplage en général!!l) a besoin de plus d’effets visqueux sur les mailles
d’interpolation.

Afin de développer I'explication des méthodes existantes, on a besoin de
quelques notations en une dimension d’espace. La zone de couplage en 1D
peut étre :

QU =]—00,b]U[c,00[ =,
Q1 NQy =09 = [C,b] #@
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Le nombre de points d’interpolation dans cette zone est

|912| h1 = N

|Q12]hy =
Et on peut poser les points de grille :

yj+% = b—(N—j)hlteﬂQm, j:O..N,

= ¢c+jhe€QNQyy, j=0.P.

=

Alors les interfaces de couplages sont en

= Yy — (1 —dv),
b = yN+%::Bp+%—d2

= .’Bp_% +(h2 —dg) ,

ou g désigne la derniére maille du maillage 1 avant l'interface et p désigne la
premiére maille du maillage 2 aprés 'interface.
Le décalage a gauche des grilles est alors

r_1 —
-1 Yq

d, =
1 Iy

Parmi les différentes méthodes de couplage par superposition existantes,

on distingue trois directions de recherche :

1. Interpolation par les valeurs limites (ou “normal”)

n+1l __ n+1 n+1
vy = (1—di) Urq +d1“1q+1

2. Interpolation des flux (donné par Berger)

n+l , n+ly __ n+1 n+1 n+1l , n+l
92 (“2—1au2o ) =(1-di) ¢ (ulq—l’ulq ) +digi (ulq ’u1q+1>
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3. La troisieme est appelée Reconstruction-Intégration par E. Part-Enander
et B. Sjogreen dans [PS94]. On utilise alors une interpolation normale

d’ordre 2, avec limitateur de pente :
n 1 n
Y20 = 7 vt (7) dz,
2
11
woy - |11
avec
n n o 51
ot (z) = Z vt T (z —z5) | Xc;npo (2) -
J

st est le limitateur :

n min (A,v?j, A+'u’fj) si A_vf; X Apoy; >0,
0 sinon.

Quelle que soit la méthode d’interpolation utilisée, on prend la solution

approchée :
vp(z,1) = Z vrexe () Xpn gy (1) +
CETh,
CNQ12=0,n
Z vl X () xqn gy (1) +
? Cq:[y l7$0:|
n a—3

Z vy pXD (T) X[tn gnt1] (t)-

DE7—]7,2 O

qui privilégie le maillage 2. La fonction de couplage qui n’est pas explicite-

ment donnée est alors un saut :

1 siz<umxg
o(z) = { 0  sinon (2.15)

On s’intéresse a la conservation de ces algorithmes : avec cette solution

approchée, la masse totale de ’algorithme est & chaque instant :

" = /'Uh(xatn): Z C| U?c““[ﬂv_%—yq_%]
Q

vTe, + Z D] v3p

CETh, DETh, 0
CNQ12=0
= Z h1 ’U{LC + d1 ’U{ch + Z h2 ’U?D
CeTh,y DEThysn

CNN1o=0
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Alors ’erreur de conservation entre deux pas de temps est :

1

o (In—l—l _ In)
= Z [(91 (U?C,U?CH) — 9 (U?C—bu?c))
CeT;
Cﬂglglz(b

di
+h_1 (91 (U?cqa“?cqﬂ) -5 (U?cquu?cq))]

+ Z [(92 (ubps 45 p11) — g2 (Wb p_1,u5p))
DEThysn

+ (92 (UELDO,I,'UISDO) - 52 (U’gDofl’u’g'Do))}

di di o
= [(1 - h_1> g1 (U?cq—uu?cq) + h—lgl (U?cqa“?cqﬂ)] — G2 (U5 py—1, U5 1) -

Donc It = I™ si et seulement si

~ di di
g2 (ngo—laugvo) = (1 - h_1) g1 (U?cq—bu?cq) + h—lgl (U?cqau?cqﬂ) .

C’est donc 'interpolation des flux de Berger qui est la seule interpolation
conservative, avec la définition précédente de la solution approchée.
La troisieme méthode de couplage est équivalente & imposer les flux sui-

vant aux limites du couplage :

“3;5(1) —uyp, = —k" (93 (Ugvoaugvl) — g2 (ung—laug'Do))

et pour les autres mailles :

“72“1;{ - ung = —k" (92 (ugpl,u%z) — g2 (ugpo,ugpl)) , etc ...

ou le flux interpolé g (u’Q‘DO_l,u’gDO) est celui de Berger et ou le second
flux g9 (ugpo,ugpl) interpolé correspond & la méme interpolation des flux
de Berger, mais sur ’aréte z 1, avec les mailles du maillage 1 autour yg4 (on

pose m =g+ s)

~ dy dy
92 (UQDO,UQDJ = (1 - h_1) g1 (U?cm,lau?cm) + h—lgl (U?cm,u?cmﬁ)
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avec le décalage :

dy=di +hy—sh

L’erreur de conservation est alors de 'ordre de

K" (92 (ngoaugpl) - g2 (ngoa Ugbl)) .

Elle ne converge pas forcément.

Différents tests effectués par E. Part-Enander et B. Sjégreen sur 1’équa-
tion Biirgers avec une condition initiale sinusoidale, montrent que la méthode
conservative n’est pas stable, contrairement & la méthode d’interpolation nor-
male. Et ceci méme avec une méthode d’ordre 2 pour le schéma (ENO). De
plus, l'analyse de stabilité GKS (Gustaffson-Kreis-Sundstrom) montre elle
aussi que la méthode d’interpolation des flux n’est pas stable. Ils ont plus
particuliérement étudié deux difficultés rencontrées dans les calculs d’aéro-

dynamisme :
1. Le passage d'un choc lent au travers d’une interface de couplage par
interpolation (méme conservative).
2. L’interpolation conservative n’est pas stable. On doit lui rajouter de la
viscosité (ou un filtre lissant) pour ne pas diverger.
On décrit trois types de passage d’un choc au travers une zone de couplage :
1. le passage d’une seule ligne de choc, confondue sur les deux maillages
(le bon calcul),

2. le décalage des deux chocs - le choc créé sur le maillage d’arrivée est re-
tardé - le retard des deux ondes est constant - les deux ondes respectent

la vitesse théorique (solution acceptable)

3. et enfin la nouvelle onde créée ne décolle pas de l'interface et ’onde ne

passe donc pas la zone de couplage (solution inadmissible).
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Donc si deux chocs sont créés, alors on est soit dans le cas 2, soit dans le
cas 3.

D’apres les auteurs, la seule méthode correcte des trois méthodes énon-
cées & la page 32 pour les conditions initiales données ci-dessus est la mé-
thode de Reconstruction-Intégration. Malheureursement, on doit rajouter
des filtres lissant pour garantir la stabilité de la méthode, contrairement a
la méthode que nous présentons, qui est inconditionnellement stable dans le

cas scalaire.
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3.1 Introduction

Le but de ce chapitre est de présenter la démonstration de convergence de
I’algorithme de couplage introduit au chapitre précédent, dans le cas scalaire,
et pour les schémas Volumes Finis de type E-schémas. On donnera ensuite
un majorant de la somme des erreurs de conservation & chaque pas de temps.
On montrera ainsi que cette somme tend vers 0 avec les pas d’espace.

Tout d’abord, rappelons les notions de base concernant les schémas de
la classe des E-schémas. On rappellera ensuite les résultats de la littérature
sur la convergence de ces schémas. Enfin, on énoncera le théoréme donnant
I’estimation de l'erreur de l'algorithme de couplage et on donnera les étapes

principales de sa démonstration.

3.1.1 E-schémas Volumes Finis et convergence dans le cas
scalaire

Définition des E-schémas

A présent, voici quelques définitions nécessaires a la démonstration de
convergence des Volumes Finis, dans le cadre d’une loi de conservation sca-
laire.

On a tout d’abord le coefficient d’incrémentation numérique C(,u,v)

du schéma définit par Harten ([HH83]) et sa viscosité numérique Q(7,u,v) :
F(u).m—g (7t
Cluy) = LW a _gu(”’ uv)
F(v).7n—2g(u,v)+ F (u).7
v—u )

Alors on pose les notations suivantes sur le schéma numeéro [ (I =1,2) :

(i) Clec=0C (ﬁe,ca"’zn Cue)s Ul Cr(e)) ;
(i) QFec = Qr (e, Voo i) - (3.1

(i) Al (v) = v, ) — Ve (e
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On écrit la solution élémentaire 1D (par rapport a la normale 7i.¢) du

schéma numérique [ :

Wi (7, \,u,v) =u — A (g (7T, u,v) — F (u) .77) ,

pour pouvoir 'encadrer avec les valeurs initiales u et v du probléme de
Riemann correspondant.

L’algorithme de couplage que nous avons présenté au chapitre précé-
dent est utilisable avec n’importe quel schéma, conservatif & trois points. Par
contre, pour démontrer la convergence, nous nous appuierons sur une famille
de ces schémas appelés E-schémas. On sait (voir Benharbit, Chalabi, Vila
[BCV95]) que si le schéma numérique Volumes Finis g, appartient a de la
classe des E-schémas définis par Osher (voir aussi Tadmor [Tad84]), alors il
vérifie les propriétés suivantes :

- la viscosité numérique Q; (définit en (3.1) ) du schéma vérifie une

condition de type CFL :

0 < Qi(7t,u,v) < (3.2)

>| =

Et la solution élémentaire du Wi(7i, A, u, v) est encadrée par u et v :
114 (’T_L',A,’LL,’U) :g(ﬁauav) u+(1—9(ﬁ,u,v)) v, (33)

ou 0 < 6(7,u,v) < 1. C’est le principe du maximum (local) qui est
énoncé ici.
— La viscosité numérique est encadrée par celle du schéma de Godunov

et celle du schéma de Lax-Friedricks (qui est par définition constante) :
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— Enfin, le flux numérique du schéma s’exprime comme une combinaison

convexe des flux de Godunov et de Lax-Friedricks :

g1 (7, u,) = 0 (7, u,v) g% (7L, u,v) + (1 -0 (7, u,v)) g"* (7, u,v) .

(3.4)
Convergence des E-schémas

N.S. Kruzkov [Kru70] a en premier démontré I'unicité de la solution faible
entropique du probléme (1.1) - dans le cas scalaire et pour un domaine non
borné. Cette solution vérifie 'inégalité suivante : Vo € C! (ID), avec ID =

RY x Rt

[ 10 0) g 0) + i 1,8 B (0 (50|
D

+ [ (o)) p(z,0)ds >0,
IR

(3.5)

pour toute fonction d’entropie 7 (fonction convexe réguliére quelconque) et
pour tout k € IR, avec n (u) = |u — k|

On peut toujours associer un flux d’entropie H, & cette entropie 7 :

Hy (u) =0 (u) F'(u) . (3.6)

L’unique solution de l'inégalité d’entropie (3.5) est la solution que 'on
caractérise grace aux schémas volumes finis. C’est en plus elle qui posséde le
plus grand sens physique, dans la résolution du systéme d’Euler, car c’est la
seule & vérifier le second principe de la thermodynamique.

Ensuite, Kuznetsov et Volosin (dans [KV76]) ont utilisé le méme type
de démonstration pour I'appliquer cette fois-ci & la convergence des schémas
numériques de type Différences Finies dans le cas d’une seule dimension
d’espace. Le premier résultat sur la convergence des méthodes de Différences

Finies en dimension quelconque est celui de A.Y. Le Roux dans [Le 79] (pour
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les schémas de Godunov et Lax-Friedricks). On peut aussi citer les travaux
ultérieurs de Crandall et Majda, pour les schémas monotones dans [CM80]
et ceux de Tadmor (dans [Tad84]) pour la convergence des E-schémas.

On va maintenant introduire la notion de solutions mesures entropiques,
ou solution & valeurs mesures (définies par DiPerna dans [Dip85]). Une so-
lution & valeur mesure v du probléme hyperbolique scalaire (1.1) est tout
d’abord une mesure de Young. C’est une application de Q vers les proba-
bilités de IR; v : (z,t) — (vat, ), dont toutes les représentations par des
fonctions continues a € C (IR), notées (vy,a) = / a (A) dvg (M), sont bor-
nées ('application (z,t) — (vg,a) est dans L°°H({Q)). On a posé ici une

notation simplifiée pour les intégrations :

Q=0Qx R,
Q1 =0 x RY, (3.7)
ngsz]R+.

De plus, cette mesure de Young doit vérifier I'inégalité suivante pour étre

une solution mesure, Yo € C (Q X ]R"'*), Vk e IR :

[ {13 = KD B (@,0) 4 e B () o (,1)} v

(3.8)
—I—/Q|u0 (z) — k| ¢(z,0)dz >0

Cette définition a permis & DiPerna d’énoncer son théoréme sur 'unicité
des solutions mesures entropiques (voir [Dip85]). Mais c’est & Szepessy (dans
[Sze89a]) que I'on doit I'idée d’utiliser cette solution & valeurs mesures (voir
aussi [Sze89b| et [Sze91|) pour montrer la convergence forte de schémas. Il
I’a utilisée pour des schémas de type Eléments Finis. Pour la convergence
des schémas Volumes Finis, Champier et Gallouét (dans [CG92]) étendent
leur résultat a la convergence d’un schéma décentré, sur un maillage triangu-
laire. Champier, Gallouét et Herbin (dans [CG93]) énoncent la proposition

suivante :
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Proposition 3.1.1 On suppose que l’on calcule une solution approchée uyp,
du probléme (1.1), uniformément bornée et vérifiant l'inégalité suivante :

pour toute fonction convere n et Vo € CL (Q X ]R"'*)

_ /Q 1 (un) (z,1) dvp (2,t) dzdi
_/an (un (z,1)) Vagp (,1) do dt (39)

_/Q’r’ (’u,o (m’)) (p(.’ﬂ,()) dz < Rh (uh;(P) )

avec Uerreur Ry, (up, ) tendant vers 0 avec le pas d’espace h.

Alors il existe une sous-suite {up,, }, . (encore notée up, par la suite)
telle que pour toute fonction g, continue dans IR, on a la convergence
g (up) = pg dans L (Q) faible étoile.

Cette limite permet d’écrire : Yo € C} (Q X IR+*), Vke IR :

/Q {,U|Id—k| O (3,1) + i, Voo (w,t)} dz dt

(3.10)
+/Q,U1dk ¢(z,0)dz > 0.

De plus, cette assertion suffit pour montrer la convergence LP (pour 1 <

p < 00) de la solution approchée uy, lorsque h tend vers 0.

Enfin, les premiers résultats d’estimation d’erreur sont arrivés plus tard
avec J.P. Vila ([Vil94]) et I’article de Cockburn, Coquel et LeFloch ( [CCL94]).
Ces résultats montrent que 'on estime la norme L! de I’erreur entre la so-

lution entropique exacte et la solution approchée calculée par le schéma en

R'/4.
3.1.2 Estimation d’erreur : énoncé du théoréme

On utilise la norme L' (Q x [0, T]) pour démontrer la convergence forte
lorsque le pas d’espace h = max (h1, he, h12) converge vers 0 et quand on a

les relations suivantes en ce pas d’espace h et le pas de temps. On définit les
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pas de temps minimal et maximal :

k= = inf k" (3.11)
n<nT ’

Et = sngk". (3.12)
n<n

On utilise aussi les notations concernant les pas d’espace :

— _ in (TS (Ci(e)) mes (Cr(e))
he = Ir ( rnes((C@C(l)))’ mes (?gT ((e))))) ’
e [(Re8 (Ci(e))  mes (Cr (e '
he = l];z mes (0C;) " mes (OC, (e))) ’ (8.13)

le — 71~
s€ hé"

On doit ensuite avoir une majoration sur le pas de temps

sup <\/k_n+ %) S C\/h1+h2.

Nous allons alors démontrer le théoréme suivant :

Théoréme 3.1.2 Estimation de l'erreur de l’algorithme de couplage.

Si les viscosités numériques des deuz schémas utilisés vérifient les conditions

C.F.L. suivantes :

+
sup h__ |Q1,e,C (ﬁaualu)| <l—-¢g )
|u|,|U|€SJS[u0||°o, e
Ry (3.14)
sup h__ ‘QQ,C,D (TL,U,’U)' < 1- €2,
ul,|v]<||uoll » e

eESh2
on obtient l’estimation d’erreur sur la solution approchée moyennée définie
en (2.14) :

lu— ug”Ll(Qx[O,T])
< C (Iluollye » luoll gy + 19,7,

> 11 1
V“Hm el s o=, T) nia.

On remarque que la condition CFL donnée dans ce théoréme est plus
stricte que la condition CFL donnée en (3.2). Nous allons faire cette dé-

monstration en cinq étapes, toutes trés classiques dans les démonstrations
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de convergences des schémas Volumes Finis. Le couplage ajoutera des erreurs

supplémentaires que 1’on exhibera.

1. On démontre (voir la proposition 3.2.2 ) tout d’abord que ’algorithme
est stable : si la condition initiale de la loi de conservation étudiée
est dans L (IR%) et sous les conditions CFL (3.14), alors les deux

solutions approchées uy, et vy, sont bornées.

2. Ensuite, nous prouverons que si la valeur initiale est bornée (up €
L> (]Rd)) et avec les conditions CFL sur les deux schémas 1 et 2, alors
on contrdle plusieurs normes discrétes H! faibles de I’algorithme total.
On établit ainsi, dans la proposition 3.2.3, des contréles H! discrets
des termes de flux (ce qui est classique) et de couplage (la nouveauté)
de I’algorithme. Nous utiliserons ces controles discrets sur le couplage
pour montrer que les deux solutions approchées vy, et vy, convergent
fortement I'une vers ’autre dans L' (IR+ x R \/a(l—a) dx). Dans

cette mesure, la fonction « est la fonction de couplage de I’algorithme.

3. Puis on introduit dans la proposition 3.3.1 deux inégalités faibles en-
tropiques. Enfin, on effectue la combinaison convexe du couplage sur
ces inégalités d’entropie et on arrive a l'inégalité d’entropie (3.9), sur
la solution approchée moyennée uf, avec le terme d’erreur Ry, (uf, @)

majoré par :

By (g 0) < C (|t (o)l ey - Nelln - leller - ol - ol
1 1 1
Ql ) Q2 5T7—5—> h /2'
0], 1901, T, 2=, —
(3.15)
Les termes d’erreurs de couplage sont controlés grace a la convergence

forte des deux solutions approchées (définies dans (2.12)), dans la zone

de couplage (voir la proposition 3.2.5), et grace a 'hypothése de ré-
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gularité C! de la fonction de couplage. Dans la suite, on utilisera les
notations suivantes sur l’approximation de type Volumes Finis de la

fonction test :

1
n _ _ - n
(pK_mes(IC) ‘p(i,lt )d.’L‘,
1 " (3.16)
n _ .
Pe = mes (6) kn n /ego(xat) dO’(.’E) dta

K.e (0) = ok — ¥
On appliquera alors plusieurs fois la majoration suivante, pour estimer
les erreurs : pour toute fonction ¢ € C! (IRd), pour toute maille C € Ty,
et pour tout point z¢ de C ,

loc — @ (z,)| < %/C/ol ‘ﬁx(p((l —s)xc—l-sw)‘ |z — z¢| dsdx

mes

1 b
- — < 1 .
Xmes(C)/c/O ‘ngo((l s)a:c—l-s:(:)‘dsd:c_C(H(pHC)h

On voit bien ici "importance de la régularité des fonctions utilisées.

4. En utilisant alors la proposition 3.1.1, on arrive a la convergence forte

de l'algorithme.

5. Enfin, en estimant précisément les termes d’erreurs induits par la pro-

position 3.3.1, on arrive & la démonstration du théoréme 3.1.2.

On montrera dans la derniére partie de cette section la majoration sui-

vante sur ’erreur de conservation :

/Quﬁ (z,t") dz — /Quo (z) dx

3.2 Propriétés de P'algorithme

Ec" = <CH/2

Dans cette partie, nous démontrons la stabilité L™ (]Rd) de ’algorithme
de couplage. Ensuite, nous proposerons un controle H'-faible sur l'algo-

rithme. On retrouve l'estimation de la démonstration de convergence des



50 Convergence de 1’algorithme de couplage

volumes finis. On rajoute un contréle du méme type sur ’erreur de couplage.
Enfin, I’algorithme de couplage nous garantit la convergence forte au sens
L' des solutions approchées entre elles, avec la mesure \/a (1 — ) (z) dz.

Nous le démontrerons.

3.2.1 Propriétés de la fonction de couplage

L’algorithme de couplage que nous présentons ici est essentiellement basé
sur la notion de fonction de couplage. Cette fonction était déja intrinseé que-
ment présente dans les différentes méthodes présentes dans la bibliographie
(voir, pour la méthode d’interpolation, la définition 2.15), mais elles n’étaient
pas réguliéres a la frontiére de la zone de couplage. L’originalité de notre algo-
rithme est que la fonction de couplage doit étre trés réguliére : o € C* (IRd).

Cette régularité nous permet de démontrer le lemme suivant :

Lemme 3.2.1 Pour toute fonction o <1 dans C' (IRd), on a:
a(l-a)<1
et si l’on pose pour toute maille du maillage des intersections E =CND

a(l—a) = zlelg {a(l-a)(x)}. (3.17)

Alors on a simplement, dans la zone de couplage Q12, pour C positive et

Vo e &

IN

1
a(l—a)(z) a(l-a)(z) <3,

a(z)(1-a(z) < a(l—a)é-g%\/a(l—a)g.

Et on a aussi les majorations suivantes sur le gradient de la fonction, toujours
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dans la zone de couplage Q19 : Vx € €

Démonstration On note Q%50 la zone de Q5 telle que a (z) = 0 et Q! la
zone de Q19 telle que a (z) = 1.

Tout d’abord, on a Vz € €

Vo ()| (1 —ac) < ‘ﬁwa ()

a<l= Vza(z)| a(zg) < ‘ﬁwa(x)‘ ,
ap ‘6;6(1 (:v)‘ < ‘6ma (w)‘ .

bl

Donc il suffit de démontrer que Vz € &

Vaa (:1:)‘ <Cya(l—a)g, (3.18)

pour conclure la démonstration de ce lemme. On voit que I'on a un probléme

prés des zones ou le terme y/a (1 — a)g décroit vers 0. Dans la zone ou il
vaut vraiment 0 (ie dans O\ Q12 U Q%70 U QL - voir (2.9)), le gradient
‘61(1 (1- a)‘ (z) est également nul. Enfin dans le reste de Q19 (c’est-a-dire

loin des bords {69?2: QU ang 1}\8912), il n’y a pas de probléme car on

(2) SC\/M&

Montrons donc que cette majoration est vérifiée prés de Q%570 et de QL.

majore facilement

-

V.a

Alors, en posant par exemple, pour tout z dans Q12 {Qf‘; QU 1} et au

voisinage du bord Q%70 :
h = |z — x| , avec 2o € 0N,

on a les développements limités suivants :
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— Développement limité de la fonction a (1 — @) (z) au voisinage de zy :
La fonction de couplage « étant réguliére et constante sur les zones
Q%50 et Q%5 il existe au moins un ordre de dérivation n & partir de
laquelle la différentielle D™ (a (1 — @)) (zo)" est non nulle :

h* k k n+1
a(l—a)(z) = ;0: 5 D (@ (1= @) (w0) +0O (A1)
=0,n

_ o [5 D" (a (1 - ) (a0)" + O (h)| ,

ol la notation (zo)* désigne le k—uplet (z, ..., z¢). En particulier, si
la fonction « est seulement continument dérivable dans €2, la fonction
a (1 — ) est nulle et sa différentielle premiére est nulle en x.

~ Développement limité de la fonction V, (o (1 — @)) () au voisinage de

zo- Avec les mémes hypothéses sur la régularité de « :

N k—1

Vola(l-a)@ = 3 gD (a(l-a) @) +0m)
k=1,n
pt [(n 1 D" (@ (= a) (z0)" +O(B)]

On sait donc contréler le terme :

Vo (@ (1 - a) ()
a(l—a)(z)

hn—l

em D™ (@ (1= a)) (z0)" + O (h)‘

B/ [H D" (a (1 - @) (20)" + O (B)]

<Chs !,
si l'ordre de régularité n est supérieur a 2.

La fonction « doit donc étre continument dérivable.

Et, comme le gradient V (a (1 — )) donne

Ve(a(l-a)) (@) = (1 -2a(2) Vea(z),
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on obtient ainsi

%a(x)‘ B ) ‘6$(a(1—a))(x)‘< C
al-0)(@ [M-2e0@) Val-o)@ [1-2a()

Comme dans les voisinages de Q%579 et de Q%! qui nous intéressent, on est

loin de a (z) = !/o, et 'on a :

Il reste ainsi :

On a ainsi démontrer que Vx € £

—

Vso ()] < V(T —a) (@) <a(l—a).

ce qui conclut la preuve de ce lemme. 1
3.2.2 Stabilité L™ et support de la solution faible

Proposition 3.2.2 Si la condition initiale de la loi de conservation étudiée
est dans L™ (IRd) et si les deuz schémas vérifient les conditions CFL (3.14),

alors up, et vy, sont bornés (1 =1,2) :

[y lly.00 (ray < C ol oo

ol e ety < D ol o - (319
De plus, si la condition initiale ug a son support
Ko C B(0,R) (3.20)
compact sur IRY. Enfin, on a :
supp (up,) C supp (u) = LtJKt x {t} , (3.21)

supp (vp,) C supp (u) et supp (ufy) C supp (u) .
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Comme le support Ky de u (.,t), pour un temps t donné, est compact et
inclus dans la boule B (0, R+ wt), en posant :
w = sup (‘F' ($)|) ,
z€R?

on a aussi le support de u compact.

Démonstration On sait que sous les conditions CFL (3.14), les E-schémas
forment une combinaison convexe de la solution approchée & chaque pas de
temps (voir (3.3)). Ils conservent donc la stabilité L (IR?). Or I’algorithme
de couplage que nous présentons est aussi une combinaison convexe (voir

(2.11)). Le résultat est donc immédiat. &

3.2.3 Estimations H'-faible

Inégalité d’entropie discréte d’un E-schéma

Les inégalités d’entropies sur les E-schémas 1 et 2 donnent ™! en fonc-
tion de v™. Ainsi, comme le montrent Benharbit, Chalabi et Vila dans la
proposition 3.3 de [BCV95| pour l'entropie spécifique n = .2 (fonction mise
au carré), on obtient :

(5 2= ) - o

eCoC

mes (6) n 1 = n n
< +§a:c mes (aC) 1< " (”e’c’vl(«’z(e)’”lcr(e))
e_

€1 mes (e) 9 9
<=5 2 mesqae) E (Cliec)” [Acz @I

\ eQBC
ot (3.22)
( mes (€) ( ni1e\? 0 \2
ega:v mes (D) (u”’ ) (vip)

B mes (e) Y /o
!+ g;p mes (9D) 20 2 (e Ym0y P800
67
_e2 g mes(e)

<
\ 2 oo mes (0D)

A2 (Coop) |22 ()|
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k™ mes (0C)
mes(C)
On a posé ici le flux numérique d’entropie h', associé & I’entropie carré

avec la définition de /\711,0 =

et au flux numérique g;. Si l'on reprend les notations de la définition (3.4),

on a :
Ry (i, u,v) = 0" (71, u,v) WG (7, u,v) + (1 — 6 ('Fi,u,v)) REE (i, u,v)
Proposition H! faible (ou H' discréte)

Les normes H' discrétes que I’on tire de l’algorithme de couplage, pour
I’entropie choisie précédemment, sont les suivantes :

— Les deux premiéres correspondent & l’erreur entre les solutions appro-

chées sur chaque maillage (définies dans (2.12)) et celles construites

sur le maillage mixte (définies dans (2.11)) :

T = Z mes (€) ac¢ (v — ’071’2'1)2 ,
<n<n
= 3.23
The = Z mes (£) (1 — ap) (vif! — 1)3;51)2 . (3.23)
E=CND
o<n<nT

— Les normes suivantes sont les normes classiques appelées BV-faibles,
que l'on retrouve dans les démonstrations Volumes Finis pour traiter

l’erreur sur le flux :

. €1 mes (e) 2 2
" = 5 Z mes (C) Z Mw’g (Cﬁe,C) |Aé2 (“)| ’
c cac
0<n<nT B
e mes (e) ., no 12 n 2
T252 — 52 Z mes (D) Z Wé,zg) 2,)% (CZ,e,D) |A3,D ('U)| .
D eCoD
0<n<nT B
(3.24)

— Enfin la derniére norme intervient directement sur ’erreur de couplage :

Proj “(l—a) +1 +1)2
Tcorgélée - Z mes (£) a (1 — a)g. (ufé —uyp )", (3.25)
£=CnD
o<n<nT
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avec la définition (3.17) de a (1 — ). Cest le controle de cette nou-
velle norme qui entraine la convergence du couplage.

Avec ces notations, on montre la proposition suivante :

Proposition 3.2.3 Si la valeur initiale est bornée (ug € L (IR?)) et avec
les conditions CFL sur les deur schémas 1 et 2, alors ces normes sont ma-

jorées par une constante :

£1 £9 Proj
Tie+Toe+ T+ T5 +T0uplee (3.26)
< O (191, uolloo T ||V ) -

Preuve de la proposition
On utilise tout d’abord une égalité liée aux combinaisons convexes, don-

née dans le lemme suivant :

Lemme 3.2.4 Soit une combinaison convexe

U= E Qg Uj
i
avec
E o; = 1.
i

On a alors la relation

u? = Z o (ui)? — Zai (u — ui)? . (3.27)

Pour la formule 2.11 de vy, I'inégalité (3.27) entraine :

§v?;1)
= Ye—crp 222(0) ("’??1) (3.28)
_ Z mes (€) ( nt+l n+1)2
mes (C) Ve T Ve ) o

1 (€
(v7¢ ) = (Zs =cnD EEZ(C
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A n+1 .
de méme pour vy :

(v52)” = ac (uig!)”+ (1 - ac) (ugh)’
— [ac (o8t —ui)? + (1 - ac) (v — upp))’]
= ac ()" + (1 —ac) (uh))’

2
—a¢ (1 - ag) (ufd" —uip')” .

De plus, comme le schéma 1 est construit & partir de la combinaison

convexe suivante sur les arétes

n+l _ Z mes(e) n+l,e

Uic —(a dic >
oCac Tmes (aC)

on a encore d’aprés (3.27) :

W = X o (46

eCoC
mes (e) ( n+1 n+1 e) 2
- ——(u — Uy’
Z mes (0C) \ 1€ 1c
eCoC

Lorsque I’on intégre toutes ces relations, & partir de 3.28, il vient :

n mes (£) , , n
()24 3 BB iy

e lom mes (&
mes (5) _ n+l _  nt1)2
+ 52;9 mes (C) ©) ac (1 —ac) (“10 Uy p )
mes (&) mes (€) ( npi1 nile)?
mes (£) _ mes (e) ntl _ n+le)?
+ 5:;’1) mes (C) (1-ac) eCza:’D mes (0D) <u2D Y2 )
_ mes () mes (e) n+1,e)2
B Z mes (C ac Z mes (9C) (ulc )
£=cnD eCac

)
mes (€ mes (e n e 2
+ Z mes EC; (1=ac) Z mes (é’D)) (u;z;l’ )

eCoD
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, e ey yo n+l .
Une égalité similaire s’écrit pour vy, :

(D
E=CND
mes (£) mes(6) (o arie
+ l-« —Uyp
¢ Zorp mes (D) ( D)egp mes (0D) ( 2D 2D )
mes (€) mes(€) (i niie
+ « — Uy
¢ Lonp mes (D) ga:c mes (9C) ( 1c 1c )
mes (£) mes (€) [ nyi1e)?
= ——(1-a ——— (uy
5_;7) mes (D) ( ?) eg;p mes (0D) ( 2D )
mes (£) mes () [ )2
+ Z mes(D)aD Z mes (0C) (“10 ) '
£=CcnD eCac

On multiplie la premiére de ces égalités par a¢ et la seconde par (1—ap).
Si l'on ajoute ces deux égalités et que l'on somme sur le maillage mixte
(D-g¢mes(£)), puis en utilisant I'inégalité d’entropie discréte des deux scheé-

mas (3.22), on obtient finalement aprés sommation en temps (i.e. sur n, pour

t"<T):
2 2
3> mes(@ac (E) + Y mes (D)1 - ap) (v55)
I D
0<n<nT o<n<n®
T + Tye + TO + T892 4 Ty 4 TE + TS
< Z mes (C) ac (v])% + Z mes (D) (1 — ap) (v§p)”
C D
0<n<nT 0<n<nT
H! H!
+Rcouplage + Rflua; .
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avec les normes faibles supplémentaires suivantes :

€
Te! = 51 Z mes (€) ((ac)2 +ap(1-— ap))
gzcn?ﬁgse 2 2 1 2
n n n
g(;c meS(ac)\l’c (Cl,e,C) ‘Ae,C (’U)| )
T2(1—a),52 = %2 Z mes (€) (ac (1—ac)+(1- aD)Q)
g_anIi?eS ) , , ,
<\ 2(0p, )2 | A2 ,
gp mesgp 2P ( 2,e,D) | e,D (U)|
Ty = Z mes (&) [(Ozc)2 (1-ac)+ap(l— ozD)Q] (ultt — ug“{)l)Q
E=CND,n
Tr= Y mes() () +ap (1 - ap)]
E=CND,n ( )
mes \e n+l , ntle 2
e%?:c mes (0C) (ulc Yic ) ’
T = Y mes(€) [ac (1 - ac)+ (1 - ap)’]
E=CND,n

mes (e) (un—|—1 _ un—|—1,e>2
E : 2D 2D )
oCop mes (0D)

et avec les termes d’erreur :

R, = > mes(€)fac(l—ac) - ap(l-ap)]
£=CND,n
((v55)* = 07¢)) < Cooupge
RE, = — Y mes(®)[(ac)” + (1 - ap)ap]
£=CND,n
mes(e) vy 41 (2 n om
eg(;c mes (0C) Ate e (ne,c, YIci(e)r V1 Cr(e)>
o Z mes () [ac (1-—ac)+(1- ap)2]
E=CND,n

mes (e) 2 (=
g@ s (90) o0 1% (72980, B, ) < Ol

Montrons les deux derniéres majorations :

— On donne tout d’abord estimation du reste R

couplage?

qui est di au
couplage. On obtient ce résultat car les deux projections sont des com-

binaisons convexes et la fonction « est réguliére :

lae (1 — ac) — ap (1 — ap)| < C (H%HW) (h1 + ha) .
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On utilise aussi l'estimation L* () (la proposition 3.2.2). La constante

Couplage €st donc dépendante des parametres :

Ccouplage = C (HﬁaHLm ’ |Q12‘ ,T>

L’estimation du reste Rﬁix, qui vient des flux numériques d’entropie,
est obtenue avec la propriété lipschitzienne de by (I = 1,2) et le prin-
cipe du maximum (3.19). On découpe ce terme en quatre parties, deux
4 deux symétriques. On traite ici les deux premiéres parties. On uti-
lise la conservativité des schémas, qui se traduit, au niveau des flux

numeériques d’entropie, par (VI =1,2) :

hy (ﬁeaC’U?Cr(e)’vlnCl(e)) = —h, (_ﬁeaC’U?Cl(e)’UlnCT(e)) (3-29)

pour toute entropie 1 convexe. Comme de plus on a :

mes (e) ., ,, mes (e)

mes (0C) Le = mes (C)

N . 2 -
Donc pour la premiére partie, en (a¢)®, on écrit :

pmes(e) 1 (o n
_ Z mes (8) (ac)2 Z k B (C) h12 (’ne,c,vl Cl(e)”ul Cr(€)>

£=CND;n eCac
n 241 (= n n
= =Y ) k" mes(e) (ac) b (”e,cavwl(e)a%a(e))
C,n eCOC

= =3 Y kmes () ((ace)” — (ae@)”) bh (Tecs v ey vTc, )

n eEShl

¢ ([[v4,... .19 ol . ) -

Dans cette derniére intégration par partie, on n’a pas de probléme aux

IA

bords. Ceci vient des propriétés de la fonction de couplage (voir (2.8)).
Et pour la seconde partie du terme d’erreur en (1 — ap)ap, on décom-

pose en
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mes (e . n n
_ Z mes (£) (1 — ap)ap Z knW((C))h'lz (ne,C’UICl(e)’UICT(6)>

E=CND,n eCoC

Z Z E" ((1 — ap)ap — (1 — a¢)ac)

£=CND;n eCAC

mes (e L n n
mes (£) mes ((C)) h.12 (”e,C’ Vic(e) V1 Cr(e))

- Z Z k" 1 — ag(e))ag(e) — (1= acr(e))ac’“(e))

n CEShl
wes (¢) s (7o, Ve Ve, o)
<o (|[%e],...190 Il )

Les deux derniéres parties sont traitées de la méme maniére sur le

maillage 2

Enfin, aprés simplification en temps, il reste :

2

Zmes ac v{vc + Zmes D) (1 - ap) (UéVD)

T +T25 +T1‘”1 +T2(1 V€2 | Tyy 4 TC + T

< Zmes ac ulc +Zm€s ) (1 —ap) (ugD)2

+C<H§aHLw,|Q|,||uo||oo,T) .

On retrouve ainsi la majoration sur les termes de (3.23), Ti¢ et Ta¢.

Pour obtenir la majoration compléte de (3.26), on remarque que

1. le terme T7o se récrit, grace a la définition de « (1 — )¢, en (3.17) :

Ty = Z mes (&) [ac (1 — a¢)
E=CND,n
+ (0417 (1-ap)? —ac(1- 046)2>] (! —usph)”
= Y mes() a(l-a)g (urg! —uph)’

+ Y mes(€) [ac(1-ac) —a(l—a)] (wid! —uih)’

+ 3 mes(@) (ap (1 - 00)? — ac (1 - ac)?) (! — ugp)’
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On montre facilement les inégalités suivantes :

S mes(€) [ac (1- ac) - ol — )| (! — ush))”
E£=CND,n

IA
Q

Z mes (£) (ap (1—ap)? —ac(1— ac)2) (updt — ug",gl)Q < C.
E=CND,n

On controle donc bien la norme de lerreur sur le maillage mixte (3.25) :

Proj TN 1 1\2
Toie= > mes@a(l—a) (uf' —uph') <0
E=CND,n

2. Enfin, les termes H' faibles classiques donnés dans (3.24) sont obtenus

et majorés :

Tfl = Tlaafl + i Z mes (5) (1 _ aC) Ag,
2
E=CND,n
9
+5 2 mes() (ac(1-ac) —ap (1 - ap)) AZ,
E=CND,n
avec

A = galc e (Clee)” A ()

e_

Et comme on peut encore montrer que
€1
) Y mes (&) (ac(1-ac) —ap(l-ap) AE < C,
E=CND,n

il reste alors :

€1 mes 2 2

T Y mel)(-00) Ym0 (CF,) AL )
£=CND,n eCaC ac

+T < C.

Cette derniére inégalité conclue alors la preuve de la proposition 3.2.3.
3.2.4 Convergence forte des solutions couplées

Proposition 3.2.5 Les deux solutions approchées vy, et vy, (au sens de

(2.12) ) convergent fortement l'une vers l’autre dans L' (]R+ x IR%, \/a (1 - a) da:) :

/\vhl—vh2|(x,t) o (1= a) (z) du dt
Q

< O (10,1 ol [ Ve ) x (bt + b2+ huo + VET) .
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De méme, les deux solutions approchées intermédiaires up, et up, (au

sens de (2.13) ) convergent fortement l’une vers ’autre dans L' (]R+ x R, /o (1 — a)) :

|tn, — un,| (2,1) V(1 —a) () dzdt (330)
Q .
< O (1], ol s [Va| ) x (B4 ho+ his + VET) .

Démonstration Tout d’abord, on a

[ 1ow = vl a,0) Va(i=a) =) dodt
Q

= > mes(&) k" vfc —vhp)|
£=CND;n

(& ) (e v )
= > mes(€) K" [ofc — vp| Vs (1—ag) + Err' (v)

E=CND,n

avec la premiére erreur

Err'(v) = Y mes(€) k" [vle — v5pl
E=CND,n

(@/gm&c) dx — 045(1—048))

Cette premiére erreur est controlée grace a la régularité de la fonction de

couplage, ainsi que la régularité de la racine carré :
|Brrt )] < € (1], T ol » [ V| ) s
Pour les solutions approchées intermédiaires, on procéde pareillement :

[ an, =] .8) Va (1= a) &) dds
Q

= > mes() K" |ufc — ulp| Vs (1 - ag) + Err' (u)

£=CND,n

avec lerreur

[Brrt ()| < © (1l 7, Juoll o | Ve ) -
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On alors peut décomposer

[vie — v3pl < fofe —ovlel + [vTe —vhe| + [vh e — vp|
= |[vfe —viel + [(ac — ap) (ufe —ulp)| + |v5e —vypl -
(3.31)

Dans la suite, on va chercher & faire apparaitre les normes H' discrétes

trouvées dans la proposition précédente, (dans 3.23) :

Tlé' = Z mes (8) oc (’U?;l - ’U?‘CH')2 )
£=CND
0<n<nT )
Tog = Z mes (£) (1 — ap) (vhft —viE!)" .
E=CND
o<n<nT

Ainsi, on a tout d’abord

S mes(€) K" |ofe — ofel Vag (1— ae)

E=CND,n
< ) mes(€) K ole — vl Vor
E=CND,n

car, par définition :
Vv 1- Qg < 15
puis

> mes(€) K"l —ole vag = Y mes(€) k" ac |vfe — vl

E=CND,n E=CND,n

+Err? (\/5) ,

avec

Er? (Va)= 3 mes(€) K" ofe — ol (vVaz — v/ac)

£=CND,n

(on remarque tout de suite que 'on a la méme erreur

Z mes (£) k" |v5e — vip| V1 — ag

£E=CNDyn
= Z mes (€) k" V1 — ap |vgg — vyp|
£=CND,n

+Err?2 ( 1-— a)
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sur le dernier terme). On a bien un controle sur ces erreurs :

Bt @ < O (il T ol e, )
|Err22( 1—a)| < C(|Ql2|aT’H“0HL°"’ Va Loo) ha-

Alors, on peut majorer avec Cauchy-Schwarz. Si ’on utilise le controle

du terme Tig défini dans (3.23), on obtient :

1/2
&) k" n n < &) k" n n \2 1
Z mes (£) k" \/ac [vie —vie] < Z mes (£) k" ac (vie — vT¢) En
£=CND,n £=CND,n
1/2
Z mes () k" k"
E=CND,n

= (Tie)'* x C (||, T) (k7)

Le troisiéme terme obtenu & ’aide de la décomposition (3.31) est son symeé-
trique. On a donc la méme majoration, en utilisant cette fois-ci le controle
sur Th¢.

Il reste & voir le second terme de la décomposition (3.31). Ce dernier
terme vaut

Z mes (£) k" \/ag (1 — ag) |(ac — ap) (ufec —uyp)|,

E=CND,n

et il est bien majoré par C <|Q12| T ||uol] oo HﬁaHLm) hi2, grace au terme
lac — ap|.

Ce qui conclut la preuve de la convergence forte des solutions approchées.
Afin de conclure la preuve de la proposition, il reste & montrer la convergence

du terme

/Q [up, — un,| (z,t) Vo (1 —a) (z) dedt — Err! (u)

Z mes (€) k" [ule —uypl Vas (1 —ag).

£=CND,n
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On cherche ici a utiliser la norme faible suivante

Proj TN 1 132
Tcorltl%lée: Z mes (€) a (1 — a)g. (uf¢" —upp')” <O,
E=CND
0<n<nT

On applique encore l'inégalité de Cauchy-Schwarz

Z mes (£) k" |ule — uyp| Veas (1 — ag)

£=CND,n
1/2

1
Z mes (£) k”k—n ag (1 - ag) [ute —ufp|?
£=CND,n

IN

1/2
Z mes (€) k™ k"

£=CND,n

< CVET,

en effet, par définition de a(1 — )¢, on a
ag(l—ag) <a(l—a)g.
On termine ainsi la preuve de cette proposition. 1

Corollaire 3.2.6 Une majoration similaire a (3.30) est valable, pour toute
fonction réguliere ¢ vérifiant : il existe une constante positive D > 0 telle

que Vit >0 etVx €&
(¢ (2,1)> <Da(l-a),. (3.32)

C’est-a-dire que l’on obtient la convergence au sens faible de ces solutions

approchées :
/Q om — nal (@) ¢ (1) dwdt < C (D, lluollyqay - 18l oo - s |01, T)
X (\/ kt + h12) .
La preuve de ce corollaire est une conséquence immédiate de la proposi-

tion précédente et de ’hypothese (3.32).
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3.3 Inégalités d’entropie

A partir de cette étape de la démonstration, nous allons utiliser le fait que
la solution faible entropique vérifie 'inégalité d’entropie (3.5). On cherche
donc & construire ici une inégalité similaire pour les solutions approchées
vp,y (z,1) et vy, (z,t) de (2.12). On pourra alors écrire une unique inégalité
d’entropie pour la solution approchée moyennée de (2.14).

Rappelons tout d’abord que le schéma numérique choisi (un E-schéma)
est construit sous la forme de (2.4). En multipliant la contribution 1D, ] ¢
(pour [ = 1,2), par la dérivée ' d’une entropie convexe, on établie 'inégalité

d’entropie discrete locale suivante ; pour tout I = 1,2, VC € Ty, :
n (ud ™) =0 () + Ne AZL (Hy) <0, (3.33)
ol le terme Ag:é (Hy) est donné par : VI =1,2,
ABL(H,) = B (e, e)s Vi, (o)) = Ho () Fec
3.3.1 Proposition

On va démontrer que ’algorithme de couplage nous permet d’écrire deux
inégalités d’entropie. Pour plus de lisibilité, la proposition suivante ne donne
le résultat que sur le schéma 1. On a une proposition symétrique pour le

schéma 2 (voir (3.39)).

Proposition 3.3.1 Estimation de l’inégalité faible entropique :

Si le schéma numérique vérifie l’inégalité d’entropie discréte locale (3.33),

on obtient l’inégalité globale suivante

[ [ ) @0 da@ o) ],
/Ql [ H, (on, (2,1)) Vo (ag) (z,8) | 0
- / 0 (o (x)) @ (z) oz, 0)dz

1951

< L§(vw,) + B + Ep° + B + Sy,

(3.34)
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ot le terme
1 1 1
Zmes n (uph') = n (uiEh)) ac (1 - ac) gt

est un terme source di au couplage des deur schémas et ou les erreurs sont :
1. le terme mesure, qui correspond a ’erreur sur le flux d’entropie AZ,’i (Hy) :
m) = S mes(©) 3 mes (e)
) 55, mes (9C)
(0 (8) =0 080 (o™ — ()
2. les termes d’erreur dus a Uapprozimation Volumes Finis, donc trés

classiques

B = Xmes©nofe) e (8" — t) -

tn+1
/ / x) Opp (z,t) dz dt] ,
mes (C) Jin (3.35)

EI?I,O _ zcjmes(C)n vlc)/c(ac—a(ac)) ¢ (z,0) dz,
Ep = /904(37) [1 (vn,) (2,0) — 1 (uo) (z)] ¢ (z,0) dz,

et tendent vers 0 :

L (on,)| + | B8 + || + | B8,

< 0 (I @o) ey - Iles » leller 1941, T oo ol

¥, et = @l [Foatt - ) )

L>(2) " \/E1
hi
X VEr+ —— ) + by .
[S%p( w7) ]

Au cours de la rédaction de la démonstration de cette proposition, nous

(3.36)

allons suivre les étapes suivantes : tout d’abord, on va expliciter la partie in-
tégration en temps de cette inégalité sous forme discréte, puis la partie flux.
Ensuite, on appliquera les résultats donnés par Vila dans [Vil94] pour carac-
tériser le terme source mesure. Enfin, on explicitera les erreurs spécifiques

aux Volumes Finis ainsi que celles dues au couplage.
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3.3.2 Partie entropie

La partie comportant la dérivée en temps dans l'inégalité (3.34) est

4= [ no) e é?t(a(x)so(m,t)) do di
= Z acmes (C)n (v7c) (¢3! — o)
0<n<n
— Y mes(@©n (i)
ognc<nT

tn+1

(/|

ou 'approximation Volumes Finis de la fonction test ¢g, est donnée en in-

/ ) Opp (7, 1) dz dt — ac (9o — (p?)) .

troduction de ce chapitre (3.16).

Donc, si ’on introduit la forme continue de la condition initiale :

A- /Q 0 (uo()) o (z) oz, 0)dz

Zmes (€)ac (n (v?gl) n (vie)) <p2+1 + Ep
+Zmes (w 10)/C(ozc —a(x)) ¢(z,0) dz
" /Q o (@) [n (o) (@,0) — 1 (uo) (2)] ¢ (z,0) da.

Puis, on exprime le couplage avec la solution approchée up, :

A= | n(uo() o (@) pla, 0)ds
< Y mes(C) ac (n (ufdt) —n(Whe)) ot

+Ef + By + E)) + S,

ol l'on retrouve les erreurs énoncées dans la proposition.



70 Convergence de 1’algorithme de couplage

On peut encore développer le schéma sur les arétes du maillage 7, :
> “mes (C) ac (n (ufg') —n(vie)) wo™!
C,n
+1 mes (e) +1,
< Zmes (C) ac(pg Z F(ac) (77 (u?c e) - (’U?C)) .
C,n eCoC
Et en introduisant les termes de flux suivant a l’aide de (3.33), on a :

D ues©) 3 e (1 (1) =010 ()

eCaC

— > mes(e) kA, (Hy) (a)7 = —F(¢) ,
C,eCoC,n

IA

ou la fonction test évaluée sur le bord est

1 tn+1

(ap)t = — / (ap) (2, 1) do(z) dt. (3.37)

mes (e) k" Jin

On obtient en conclusion

= [ nton) 1) g (0 @) (o) e
_/Q 7 (uo (z)) a(x) p(z,0)ds < L¥(vy,) — FY° (o)

+Bf, + B0 4+ B, + S5

On retrouve ainsi la mesure L§(vp,) valant :

L (vp,) = Zmes(C) Z %(gé))
C,n

eCaC
(n (ud™) = n (v10)) (aewl™ ~ (a)?) -

Afin de donner l'inégalité d’entropie globale, il convient d’expliciter le

terme de flux de (3.34).
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3.3.3 Partie flux

Ce terme décrit les échange de matiére entre les mailles, & travers les

arétes :

-/, Hy (v, (2,1)) Vi (a) (2,t) dedt

== K"H, (v7¢) Y mes (e) (ap)? fiec

eCacC

C,n
=Y k"> mes (e) A, (Hy) (ap)?
Cn eCoC
= F"* (¢).

La conservativité des schémas nous donne la relation (3.29) et entraine :

an Z mes (e) h,l7 (ﬁe,c,v?cl(e),u?cr(e)) (ap)? = 0,

C,n eCaoC
Z E™ Z mes (e) h% (ﬁe,D’UgD,(e)’UgDr(e)> (1-a)p), = 0.
D,n eCoD

Les termes de bord se simplifient. Notamment, ils disparaissent aux limites
du couplage car la valeur de « sur 921 N 012 est 0 et 1 sur 0 N 045 :

Ve € 021 N Qo oc(e) = 0,
Ve € 99 N Q19 (1 — ap(e)) = 0.

Il reste donc bien 'inégalité recherchée :

_/ |: ’f)(’Uhl)(.’L',t) Oy (a (CE)(p(.’II,t)) dz dt
()1

=3

+Hy (vh, (7,1)) Vaz () (2, 1)
= [ non@.0) a @) plz.0)ds
< Lf(vw,) + Ef, + ER° + Ep + Sy
On a donc construit l'inégalité faible entropique pour le schéma 1. Pour

terminer la démonstration de la proposition 3.3.1, il reste & montrer que les

termes d’erreurs tendent vers 0.

3.3.4 Caractérisation des termes d’erreur

On va tout d’abord s’intéresser & I’estimation de ‘acgog"'l — (oup)7|, terme

qui est présent dans L§ (v, ). Pour cela, on définit la nouvelle approximation



72 Convergence de 1’algorithme de couplage

de ¢ sur la maille C (approximation ponctuelle, celle-ci), soit :

~n—+1

gett = ¢ (zc, t"1)

bl

ainsi que les approximations sur le bord, qui sont aussi ponctuelles :

et = o (we, /2) :
appt' = a(ze) G,
ou z¢ est I’ isobarycentre de C, et z, celui de e.

On peut alors développer :
ocgt™ — (op)l = ac (o — ) + (acprt — apr )
+(apet' 2~ (ap)?).

Ces nouveaux termes s’expriment sous forme continue par :

1. Pour le premier terme, on rappelle la majoration donnée en introduc-

tion :
1
AP -7 = e [ @) o (e, da
n+1
= // G s)dsdz
mes (
= K(C)/c/o Vw(p (1-s)zc + sz, ") (v — z¢) dsdz,
avec

¢"+1( )= ((1—s)zc+ sz, t”"'l) .

2. De plus, le second terme est décomposé :

ac(ﬁvcH—l &Tpn-k /2 — ac ((ﬁrcz—i—l _ ~n+1/2) (aCQO sn+l/y A@n—i— /2)
= ac/ nga (1 — 8)xc + S Te, t"+1) (e — xc) ds
n+ Lsg

+ac/ Orp (xe,T) dT
t’I’L

1
42 [ a1 = s) e + 52 (o — ) ds.
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3. Et enfin le troisiéme terme

Of[(anr Yy (O“P)Z _ /t

mes

t"‘+1

[0 e sin

(x — ) ds dae( ) dt

trtl g

1
—a(we)/ Opp (Te, T) dr dt.
Alors, si ’on regroupe ces majorations, on obtient :

\Oécwnﬂ (aSO)|
// ‘Vch (1—-38)zc+ sz, t"+1 ‘dsdw

mes(C
—I—ozc/ ‘Vmga (1= s)zc + sz, t""’l) ds
<Ch y 1
Snt/2 1 — —_—
+ ‘ / ‘Vwoz s)xc + sxe)|ds + mes(e) A
tn+1
/ // Vi (ap) ((1—8)ze + s, t)‘dsdae(a:) dt
t"+ /2t ntl i

+ ac/ 810 (20, 7)| dr + —a x/
tn k tn

[ 1o (el ar dt]
tn

(3.38)
Donc si ¢ est réguliére ( dans C* (2 x IRT) ), et si elle est indépendante

de hy et k™ on peut simplement majorer :
|acept — (ap)g| < Clleller s llaller) (K" + ha)

Remarque 3.3.1 Ceci ne constitue pas une estimation d’erreur car on n’a
pas choisi de fonction test particuliére . Mais cette majoration est suffisante
pour conclure & la convergence forte, grice a la proposition 3.1.1, résultat de
Champier, Gallouét et Herbin (dans [CG93]) - voir la section suivante pour

cette démonstration.

Majoration du terme source

On peut aussi facilement majorer le terme source du schéma 1 :

|L(1l(luh1)| < ||77’ (Uh1)”L<>0(Q) Z k"mes ‘ C‘Pn+1 (a(p)2|
C,n,ecdC
mes(e) 1 ntle o
mes (9C) v/kn | 1€ el
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Puis, a l'aide de l'inégalité de Cauchy-Schwarz discréte, on obtient :

. " mes( )
L)l < € (|l <vh1>||m>)c§ac’“ s (€) es (90)
n+1 n 1 n+l.e 1
o] ol
< O (I @n) | ey
mes (¢) L)
mes
k"mes (C (‘04 <Pn+1 0190)2| )
Créac mes (9C) v
1/,
n mes( ) n+1 e 21
Z k"mes mes (BC) el gn

C,n,ecdC

Et grace a la définition du schéma (2.4) et (3.1) de la viscosité de CT, ;. on a

n+l,e

ue " —vle |2 ;

< A2 (CPoe)? 1AL (v)

Donc, comme on vient de montrer que VC,e € 9C, on a

acppt = (ap)e| < Cligller s llaller) (" + ha),

on peut récrire cette majoration :

|L(11(Uh1)| < C (”771 (Uhl)”LOO(Q) ’ ||(,0||c1 ’ ”aHCl)

C,n,ecdC

On peut alors remarquer que la derniére expression vaut la constante

(%Tf 1) définie en (3.24). On doit donc calculer la valeur de

n mes (e) (k™ + h1)2
Z K"mes (C) mes (0C) kn

C,n,ecdC

n (K" —I—h mes (e)
Z k 1 Zmes Zm

0<n<nT e€dC
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Ensuite, comme la derniére somme de cette expression, répartie sur les

arétes, vaut 1 :

Z K(e) =1, il reste :

o, wmes (0C)

Y krmes () 2O pn (K" + ha)”

C,n,e€dC Ines(BC) k™

(k™ + hy)?
= | Z ki
0<n<nT k

k™ + hy)?
< O o) sup (%) .

On peut alors conclure la majoration suivante sur le terme source :

k™ + hq
L50m) < © (I ©n)| iy Ieller e 0] 7o) oup (£,

Majoration des termes d’erreur classiques des Volumes Finis

On va montrer que les termes d’erreur du premier schéma, que 'on re-
trouve dans les démonstrations classiques des Volumes Finis, convergent tous

vers 0.

1. Terme d’approximation de la dérivée temporelle

By, = ZmeS(C)n(v?c)

+1
( (SDTCL —SOC mes ( /t

/ z) Owp (z,t) dx dt)
= Zmes )n (vTe)
C,n

ﬁc) / (ac (p (@,t"") = ¢ (@,8") = («) Bp (1)) dav

tn+1

Si la fonction test est réguliére, cette erreur est majorée en hy

Bz | <o (19,1, [ Va| . luolesliler) b



76 Convergence de 1’algorithme de couplage

2. Termes initiaux

B = Bmes(@)n(u°%e) /c (ac — o (2)) p(,0) de,

B = [ a@ ) @0) = 1) @] ¢ (@0 do.

De méme, ces termes sont en hq

a,0
=

+ 188, < ¢ (191,7||%e| _ luollo luolly el ) b

On obtient donc bien les résultats annoncés sur (3.36). La démonstration
de la proposition (3.3.1) est ainsi terminée. On va & présent conclure a la

convergence forte de ’algorithme de couplage.

3.4 Convergence forte : DiPerna

On a une proposition similaire & 3.3.1 pour le schéma 2, en remplagant
le pas d’espace hy par ho et la fonction de couplage a par (1 — «).
On cherche, dans cette partie, & démontrer les hypothéses de la proposi-

tion 3.1.1, donnée en introduction.

3.4.1 Seconde inégalité d’entropie

On a donc la seconde inégalité faible entropique sur le schéma 2 :

] ) @0 80 -0) @) |,
/Qz [ FH, (o (2,8)) Va (1— ) @) (2,1) | ¥
- / 0 (uo(z)) (1 - a) (z) o, 0)dz

Qo

S L%—a(vh2) _|_ E}?2 +E:2,0 + E22 + S}?;,COUP’

(3.39)

ol le terme de couplage est cette fois-ci :

S ==Y mes(€) (n (u5p') —n (uiE")) op (1 - ap) ™,
Emn



3.4 Convergence forte : DiPerna 77

avec les termes d’erreur

Bg, = Y mes(D)n(uhp) [(1-ap) (¢ — ¢5H)
D,n
1 i
= /D (1— a(z)) O (z,1) dwdt], -
B = - L me(®)n (o) /D (ap — o (2))  (,0) de,
B, = /Q (1 = (2)) [ (omy) (2,0) — 7 (o) ()] @ (,0) de,

et avec le terme source mesure Li~*(vp,) :

Li™%(on,) = ) mes(D) ) %88(76?))

Dn eCoOD
(n (u5") =1 (80)) (1 = ap) ¢i5 = (1 =) )7).

On montre alors que ces termes d’erreur convergent vers 0 :

L2 (on)| + | B | + | B

+ | B,
< (Il (w0 ey el ol 1921, 7, ol il
‘ﬁza(l—a)H ! )

=@’ 2
h
VE + —2> +h ] .
[Slip< VER) T

[¥a|_ e -,
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3.4.2 Inégalité d’entropie sur la solution moyenne

Inégalité double

En sommant les deux inégalités (3.34) et (3.39), on obtient :

- /Q 0 () 1) (om,) (1) By (2, ) i dit

_/Q (1—a) (z) 7 (on,) (2, 1) g (2,1) dadt
-/, a(z) Hy (vp, (z,1)) Vo (,t) dz dt

- [ a0 (@) Hy (ons (5.0) Voo (0,0) dd

Q2
- [ n(w (@) elz,0s
1
< L9 (on) + L (om,) + iz (B + B + B, )
+ Zl:l,Z S/?;coup + Ehvl“;a )

(3.41)

en notant le nouveau terme d’erreur sur le flux d’entropie :

B = [y .0) — By (o 1) (Voo @) o at) dod.
Qiax Rt

En sommant ces deux inégalités, on obtient la somme des deux termes sources

du couplage 37, , S,>*""" suivante :

coup a,coup
Eh - § : Shl
1=1,2

= mes (€) (n (u53") —n (W) (ac (1 —ac) g™ —ap (1 —ap) i) -

g,

On va montrer que ce terme converge en (hy + hg) :

B < Clllgl ) (Vi + Vha)

Majoration de I’erreur de couplage

Ce terme, di au couplage des deux schémas converge aussi vers 0. En

effet, dans la proposition 3.2.3, I’estimation (3.26) nous donne un controle
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sur la norme faible exprimée en (3.25)

Proj — _ — 11 112
Tcorlii)lée = E mes (£) a (1 — ). (uff' —ult!) < C.
E=CND
o<n<nT

On majore donc ce terme par

1B L < 10 Cuny) | ooy Y mes (€) Juhp' — upd!
Emn
lac (1= ac) ™ —ap (1 — ap) pi™| |

et si 'on applique I'inégalité de Cauchy-Schwarz sur cette erreur, on obtient :

1/,
N E E— 2
1] < 1 () || oy | Do mes(€) a (- ag (uhh! —uigh)
£=CND,n
‘Ot (1—a ) n+1_a (1—04 ) n+112 2
jg: mes (&) c c)Pc D D) Pp
£=CNDn a(l—a)
Il reste & majorer le dernier terme :
ac(l—ae) ™t —ap (1 —a ni1)2
£=CNDn a(l—a)g
Pour cela, on décompose le terme ac (1 — ac) ™ — ap (1 — ap) ™ en
deux étapes, dont la premiére est :
ac (1 —ac) gt —ap (1 —ap) o

= [oc (- o) et - G2 (1 - @) 7"

+ ]z (1- @) @™ —ap (1 - ap) ¢'| |

ou, on le rappelle, la notation eg désigne la valeur de la fonction e, prise au

barycentre de la maille & :

be = ¢ (z¢) -
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Ensuite, on décompose ces deux parties en trois nouvelles grandeurs :

+1 _ o2 >\ santl

ac(l—ac) g™ —ag (1 —ag) pe

= (ac —ag) (1 - ac) g™
—ag (o — ag) pptt
+ag (1—-az) (vg - o)
et on a aussi trois autres grandeurs symétriques sur le second maillage.

On obtient alors les estimations sur ces trois termes :

1. D’aprés la propriété de I'approximation Volumes Finis des fonctions

test, donnée dans l'introduction, on obtient :

(Oéc —ag) (1 - ac) SOQH

- = // 7~ ae) [Vae (1 = 8)ze +52) (1 - ac)| dsdo gl

Si z¢ est le barycentre de la maille £, alors Vz € &, Vs € [0, 1],

[(1—s)zg + sz] € € et on peut utiliser le lemme 3.2.1 pour affirmer

Ve ((1—s)ze +sz) (1 — ac) <Chla(l—-a)g.

2. De méme pour le second terme :

ag ( ac — ag) ¢
= o ( // T — T¢g) [Vwa (1=8)zg+sz) a (a:g)] dsdz Pt

Le méme lemme nous donne ici

Vea ((1—s)zg +sz) a(ze) < Cya(l-a)g

3. Enfin, le troisiéme et dernier terme est :

&z (1-az) (o' - 5" )

_ o~ —~ 1 ! = n+1
= ag(l—ag)m/C/O (z —ze) Vo (1 — 8) ze + sz, 1) dsdz.
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Et cette fois, on a tout de suite la bonne majoration :

a (1) <a(l—a)s <O Ja(l—a)

et on a le résultat (3.18).

On peut alors conclure sur ’erreur de couplage :
B < O (10 ) yoegy el s Ipller s 1€41)
. 1/2
P — Jo
x (Tcoruoajlée) ( hi + h2) :

Controle de I’erreur sur les flux
L’erreur sur les flux est majorée par

Vza
‘Ehlz

<o H'(||u0||Loo))/Q|Uh1 ~ | 2,1) [Var(a)| o (2, 1) it
(3.42)

Et, d’aprés le lemme 3.2.1, on a 'inégalité (3.18) :

(w)‘ <Cya(l-a),

et la fonction test ¢ étant bornée, la fonction ‘ﬁwa

Vz €€,

@ vérifie donc bien I’hypo-
theése (3.32). Et le terme EZZ“ est bien majoré par (hl + hgo + hio + \//€_+),
d’aprés les résultats donnés dans le corrolaire 3.2.6.

Alors, on peut construire une inégalité similaire pour la solution appro-

chée moyennée uf (z,t) définie en (2.14).
Inégalité sur la solution moyenne

On obtient enfin I'inégalité d’entropie (3.9) pour la solution moyennée
—/Qn(ug) (z,t) Opp (z,t) drdt
_ /Q Hy (uf (2,1)) Voo (2, 1) dodt
- [ (w0 @) (o, 0)da (3.43)
< L§(vpy) + L1 *(vpy) + Y (E,‘;l + B0 + Egl)

=12

vw
+EP + EY=® + BN, + Emoy
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Avec de nouveaux termes d’erreur

Bhoy = —/Qla(x) ( (ugp) =1 (vn,)) (2,1) Byp (1) da dt
—/92 (1 —a) (2) (n (up) —n (vn,)) (2,1) By (z,1) dwdt,
et
By = - /Q la(x) (H, (uft (z,t)) — Hy (vn, (2,1))) Vi (2,1) dzdt
- /Q (1 - a) (z) (H, (uff (z,1)) — Hy (vn, (z,1))) Vo (,t) dedt.

On va & présent majorer ces deux derniéres erreurs pour écrire une majora-

tion finale sur les erreurs ci-dessus de la forme

LS (on,) + L %(on,) + > (B, + B + B )
1=1,2
+ECP 4 BV 4 B+ By

moy

< C (HU' (UO)HLOO(Q) ) ||90||Cl ’ ||a||C1 ’ ||U0||oo ) ||U'0||BV7
1 1
], |Q|, T, —, —
| 1|a| 2|a 7\/55\/6—2)
hy ha )
sup | VK™ + —— | +sup | VK" + —=
[ ny ( \/kn> " ( N
+v/hi + Vha + VB + oo
Convergence des derniéres erreurs Les deux nouvelles erreurs ci-dessus
( Efhoy, et Eﬁgy ) tendent vers 0 en (h1 + ho + h12 + \/k+>, comme pour le
terme E',?”a.
12
En effet, grace au fait que l'entropie n et le flux d’entropie H, sont

deux fonctions lipschitziennes et en reprenant la formule (2.14), on a les

majorations suivantes :

| By < C (1" (luoll <)) /Qa(fv) (1= a) (z) [vn, — vhy| (2,2) |Osp| (2, 1) dzdt,
(3.44)

‘Eﬁgy (z,t) dzdt,

< 0 (Hy (uolz)) | (o) (1= 0) (&) lom, — il (2:1) [

(3.45)
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Pour traiter ces deux erreurs Egmoy, et Fmeoy , on utilise les fonctions ¢

suivantes pour appliquer les résultats donnés dans le corrolaire 3.2.6 :

Ehoy = ¢(5,1) = a(z) (1 - a)(z) |0l (x,1)

Eudy = ¢(0,t) =a(@)(1-a) (@) |V (@,1)

Ces deux fonctions test ¢ vérifient donc bien I'hypothése (3.32). Et les

erreurs sont bien majorées par (h1 + ho + h1g + \/k+>.
3.4.3 Conclusion a la convergence forte

On a donc l'inégalité d’entropie sur la solution moyenne, avec tout ses

restes tendant vers 0 :

—/Qn(ug) (x,t) Opp (x,t) dxdt
- /Q H, (u (2,1)) Voo (2,1) dodt
- [ (@) pla,0)da

Q
hy +
50[ 1+k_2+\/a+\/5+\/k_++h12

Et on peut conclure & la convergence forte de la solution approchée uj d’apres

(3.46)

la proposition 3.1.1 (de Champier, Gallouét et Herbin), donnée en introduc-

tion, sur la convergence des solutions faibles entropiques.
3.5 Estimation d’erreur, technique de Kruzkov

L’estimation d’erreur est basée sur la démonstration de l'unicité des so-
lutions faibles entropiques (voir (3.5)) de N.S. Kruzkov [Kru70]. L’extension
qui en a été faite par Kuznetsov et Volosin (dans [KV76]) ne concernait
que les schémas Différences Finies en une dimension d’espace. Enfin, c’est
AY. Le Roux, dans |[Le 79|, qui a utilisé leur démonstration pour montrer

la convergence du schéma de Godunov. Les premiers résultats d’estimation
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d’erreur ont été proposés par J.P. Vila dans [Vil94]. On a aussi, & la méme
période les papiers de Cockburn, Coquel et LeFloch ([CCL94] et [CCL95]),
ainsi que celui de Perthame et Al. ([BP96]).

La forme suivante de I’inégalité faible entropique sur la solution appro-

chée moyennée,

_ /Q 0 () (2,4) o (1) du dt
- [ Ay 0.) Do ) o

- [ (w0 @) (e, 0o
< L§(omy) + Li =% (om) + ) (Bf, + Bp)
=12
+ 3 EpO 4 B + By + Bl + Emiy
=12
donnée en (3.43), nous permet de différencier les différentes erreurs qu'il faut

estimer. En comparant ces erreurs avec celles que ’on trouve dans 1’expres-

sion classique de cette inégalité pour un seul schéma Volumes Finis :

/ (wn) (.1) Bup (x,1) dw dt
/ H,, (up, (z,t)) )) Ve (z,t) dzdt
/ N (u o(z,0)dz
Q

< Ly ( Uh)+Eh+Eha
on voit que ces erreurs viennent soit des deux schémas Volumes Finis utilisé
s, soit du couplage lui-méme de ces schémas. Pour faire cela, on rappellera
la forme des mesures de Radon, appliquées a la fonction test ¢, qui ma-
jorent les erreurs classiques des schémas Volumes Finis, L% (vp, ), L1~ *(vh,)

et Z (E,‘fl + Egl). Ensuite, on donnera les nouvelles mesures de Radon,
=12
majorant les erreurs du couplage, Z Ea 0 Ecoup vaa Eloy et Eﬁgy. On

1=1,2
a en fait ici qu’estimer ces nouvelles mesures, pour une fonction test ¢ don-

née. Cette fonction test nous permettra d’écrire une inégalité sur ’erreur de
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convergence :

/D [u(e,8) — ufi(a, )] dwdt < C (106l oy Nl gy [V, ) B2,

en utilisant la technique de dédoublement de variables due a N.S. Kruzkov.

Ce qui concluera notre démonstration du théoréme 3.1.2.

3.5.1 Mesures

Mesures classiques des schémas Volumes Finis

On décrit dans ce paragraphe les mesures de Radon majorant les termes

d’erreurs L (v, ), L1 *(vp,) et Z (ER, + Egl).
1=1,2
— On a tout d’abord les mesures classiques dues aux E-schémas Volumes Finis :

Vi=1,2,
Li*(vn,) <wm (),
qui se décomposent encore par : VI =1,2,
v (9) = B (sz ) + iy, (1010])
2,|Vea|

by ([Vaag]) + " o)

La décomposition de la différence ‘aap?“ - (a<p)2| dans (3.38) per-

met de définir les mesures suivantes :

pho (@) = || (vm)HLm(mCZ%k”mes(e) mes "% (1)) CToc |ALE (v)]
,n,ec

pp, () = ||n’(vh1)}|po(mcZack”mes(e) mesy S, 1 (1) CToc |ALE ()]
,n,e€

pht () = || (th)HLoo(Q)Dzapk"meS(e) mes): >0 () €, |A2 (v)]
,n,ec

wl(9) = | (vh2)>|m)czack"mes<e) mesy’2% () Ciloc |ALE (v)]
,n,e€

ou la mesure de 1 est définie en espace ou en temps par :

(07

1
n,K,a o K _ n+l
mesy, () = Chmes(/C)/,c/o ¢((1 s)xx+ sz, t )dsda:
1

—i—C’ha;c/ P ((1 - 8) 2k + 8¢, t"11) ds,
0
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tn+1

1
meSZ:f,l (¥) = /t /e/o P ((1—s)ze+ sz, t)dsdo(z)dt,

IHeS

mes,’ ;cg/; ()

[5d}

1
Ch‘(p(xe,t”"" /2 / P ((1 —s)zx + sxze) ds.
0

tn+1

mes, % () = (e / zp Te,T) dT dt
tn

)

m+ L/s

-I-oz;c/t P (Te, T) dr.

n

Alors, on peut estimer les mesures de Radon :

LS (vn,) < vhy (9) et L1~ %(vny) < vhy () -

— Ensuite, les erreurs venant de ’approximation volumes finis sont : VI =

1,2,

tn-‘,—l

/ z) Opp (z,1) dmdt)

+1
e (W =)~ ey /.

et les mesures les majorant sont notées :

|ER | < ppt, (100])

avec

i, @)= C (In@n)lle) 1 8 [ [ Fot@)] 6] @) de

— Enfin, celles intervenant sur la condition initiale VI = 1,2,

) = /Q o (z) [ (v,) (,0) — 1 (o) ()] (&, 0) dz < i3, ().

W (9) = C(Inuollgy) b / o(z) ¢ (2,0) dr,
W, (@) = C(lIn(uo)llpy) b /Q () (2,0 da.
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En conclusion , on a la majoration finale, par les mesures de Radon que

I’on vient de définir :

L§(vn,) + L1 *(on,) + Y (BR + Ep)
1=1,2

< vy (9) vy (9) + Y (s, (180i0]) + 1, () -

Mesures dues au couplage

— Une autre erreur sur la condition initiale, mais dépendante celle-ci de

la fonction de couplage : VI =1,2,

B = 3 mes (€)1(fe) [ (ac — a (o) 0 (,0) do < (o)
CETh, ¢

avec les mesures suivantes, pour [ valant 1 et 2 :

=
= Q
=
—~~
S
SN—
I

C (11 0y (20)) 1) 11 3 mes (€) / Vel (2) ¢ (2,0) de,
c C

. (@) = C(Iln (vhy (50))l|ec) oy mes (7?)/ IVeal (z) ¢ (2,0) dz,
D D

— On a tout d’abord ’erreur de couplage :

B = S mes (6) (n (u33) — 1 (1) (e (1~ ac) o™ — e (1~ ap) #3")
En
et la mesure correspondante

E’cloup < /}J;:loup (<P)
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avec

gt (p) = C(”77I(“h1)||L°o )Zmes uygy —ufd!

ds dz (pnﬂ

hi [K// ‘Vma (1—s)zg+sz) (1 —ac+ a(zg))
+ag (1 —ag) —— // ‘Vﬂp (1-5)zg+ sz, t”+1)‘dsd:1;]
mes (

ds dz o5t

+h2[ﬁ// ‘Va (1—s)zg +sz) (ap + a(ze))

+ag (1 — ag) — (D) /D/o ‘ﬁzgo (1-s)zg + sz, t"“)‘ dsdx] .
— L’erreur de couplage sur les flux est
B = [ o (50— Hy (o ,0) (o 0)) 0 (5,) dad
®12x RT
est elle aussi majorée par une mesure de Radon

Ve
‘Ehm

v
héa(w)a
avec

Wi ) = © (T uollze)) [ om = ol 0:1) [Foce)| o 2. 0) daat

— Enfin les erreurs apportées par 'introduction de la solution approchée moyennée

sont
Floy=  — [ 0@ 008) = n00) (.0 0 (@.1) drds
- [ -0 @) ) = ) (@.1) B 20 dar
et
Eny= [ ale) (i (5,0)  Hy (on, (1) oo 1)

—/Q (1~ @) (z) (Hy (uf (2,1) = Hy (vn, (2,1))) Vap (,1) dedt.
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Elles sont majorées par les mesures

|Efey| < C (0" (luollpeo)) pimoy (|18e0l)

|Bry| < () (ol =) oy (| Vo

IN

).

avec

Hmoy () = /Qa(w) (1 —a) (@) [vn, = vny| (x,) ¢ (2,1) dadi.
Enfin, en conclusion, on la majoration suivante sur les erreurs apportées
par ’algorithme de couplage :

\v4 ,0 H
By + By + Y Ep 4 Elgy + By
1=1,2

Va 0
< uP () a0+ Y (p)
=12

+C (1 (Iuoll <)) simoy (181pl) + C (Hy (ol o)) pimoy ([P0

).

Afin de poursuivre I'estimation de ces erreurs, on doit spécifier la fonction
test qui nous permettra de démontrer la convergence. C’est ce que nous allons

faire & présent.
3.5.2 Fonction test et propriétés

On utilise ici la technique de dédoublement de variables de la fonction

test, introduite par Kruzkov dans [Kru70] :

v =p(z,t,y,s).

Nous définissons le noyau py (régularisation du Dirac) :

supp (pn) C B(0V,1) ,

N
VN € 1.d, py € C® (RN, R){ PN(@) 20,Vz € IRT, (3.47)

pn(z)dz = 1.
B(ON,1)
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Pour tout € > 0, on définit pgq. et p1 . deux noyaux régularisant de la masse

de Dirac en 0 :

{ pae = T — 22pq (12])
pre : t— %ﬂl (é) )
supp (pa,c) C B (Od,s) :
supp (p1,) C B (01, 6) )

Grace aux formules (3.47) et (3.48), nous avons la propriété suivante : Vz €

(3.48)

R4, Vt € RT
/lexIPﬁ pde (T —y) pre(t—s) dyds=1. (3.49)
On peut alors découpler la fonction test p en x et z —y, et tett —s:
@ (z,t,y,8) = P (t) pae (T —y) pre (t —s+e) . (3.50)
On pose la premiére partie de la dérivée en temps de ¢ :
G (B) =0 (t) pae (z—y)p1e (t—s+e), (3.51)
ainsi que la seconde partie
‘32 (B) =9 () pae(x—y) Op1ec (t—s+¢) . (3.52)
Et enfin le gradient de la fonction test est :
Vap =1 (t) pre (t—5+€) Vapae (z —y) - (3.53)

On a alors d’apres la formule (3.50) de ¢ et ces notations :

(O + 050) (B) = &' (B)
07

(%so + %90) (B) = (3.54)
¢ (z,t,y,0) =0.
On utilise aussi la régularisation du Heaviside en 0 :
0 t <0,
H (1) = /t pre(s—e)ds 0<t<2e, (3.55)
’ 1 2e < t,

OH: (t) = pie(t—e)>0, Vtel0,2e].
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3.5.3 Entropie pour la solution exacte et pour le schéma

On rappelle I'inégalité suivante pour la solution faible entropique :

0 -
[ 18 G . t0.5) + 7y (. 5) Dy (2. ,) dyds

> /md n (u(y,0)) ¢ (z,t,v,0) dy.

On rappelle la notation ; ID est 'espace IR% x IR*.

On choisira alors ’entropie suivante :

H.(.)(z,t) =signe (.—c¢).(F(.,z,t) — F(c,z,t)),

avec ¢ = uf (z,1).

Donc si I'on intégre le résultat en = et en ¢, en notant 8 = (z,t,y, s) et

dB =dzxdt dyds :

lu(y, 5) — uf (2, 1) Do (6)
/Dz [ Tsigne (u(y, s) — ul(z,1)) . (Flu(y, ) — Fud (z,1))) V,0(8) | ¥ =
puisque ¢ (z,t,y,0) = 0.

La solution approchée vérifie quant a elle, d’aprés 'inégalité (3.43) :

/ n (ud) (z,t) Opp (z,t) dadt
+/an (ugt (z,1)) Vg (z,) dz dt
+ [ s (@) pla,0)ds

z—/}Dum)(y,s) dyds.



92 Convergence de 1’algorithme de couplage

avec

[ @ ws) dyds = [ () du, @) dyas
D D

+ ) 80(/8) th2 (xat) dde
vl (8) d 3 s, (2,) dyds
1=1,2
+ [ eB)d Y up () dyds
I=1,2

0 (B)d > up, (1) dyds

1=1,2
¢ (B) duy’™ (z,t) dyds

@ (B) duys® (w,t) dyds
o (o)) [ 10061 (8) dyimoy (a,1) dyds

(
(7 o)) [ (90| () sy (1) dy s,
(3.57)

+

C
C

+

On remarque que l'on a remplacé Q par ID dans cette inégalité; on a
ici considéré le support compact de la fonction test et celui de la solution
approchée moyennée. Et aprés une nouvelle intégration en y et en s, avec la

méme entropie 7. telle que ¢ = u(y, s), on obtient :

/D2 lu(y, s) — uf (z,t)| Orp (B) dB
+/D2 signe (u(y,s) — uf(z,t)) . (F(u(y, s)) — F(uf(z,1))) Vap (B) dB
-l—/ . lu(y, s) —uo (z)| ¢(z,0,y,s)dz dy ds
Dx IR

z—/ o (B) dvft (z,t) dyds.
P (3.58)
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3.5.4 Estimation d’erreur

Si nous sommons les deux inégalités (3.56) et (3.58) :

a 8(,0 a(p
/D2 |u(y, s) — up (2, )] (E + g) ap
+ [ signe (uly )~ ui(e.0) - (Pluly,9) = Fui(e.0)) (Top + D) (6)
+/ 4 |U(y,5) — Ug (.CC)| @(I,O,y, S) dy ds dz
Dx IR

Z—/Dgo(ﬂ) dvy (z,t) dyds.

Maintenant, nous prenons en compte les propriétés de la fonction test
données en (3.50). Le systéme (3.54) nous permet de simplifier cette inégalité.

Il reste alors

AL A?> - / 0 (8) dve (z,t) dyds, (3.59)
D

avec les deux termes :

A= [ )~ ui(e.0] 7 (9) 4,

et

A= /ID Re lu(y, s) — uo(z)| (,0,y,s)dydsdz.
X

On va a présent écrire les majorations de ces deux termes. Le premier
terme A! va nous permettre de faire apparaitre la norme L' recherchée. Le
terme A? et la mesure v () sont les erreurs que nous allons estimer pour

montrer qu’ils tendent vers 0 .
Retour a une seule variable d’espace

Le premier terme de cette inéquation est :

Al — /]D2 lu(y,s) —u(z,t)| 8 (t) pae (z —y) pre(t —s+¢) db

:/ iz, 8) — u(z, 8)| Oyap () du dt + EF
D
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avec ’erreur suivante :

2= [ () ~ e )] - futet) — i)

O (t) pae (T —y) pre(t—s+¢) db.

Elle est majorée par une mesure qui converge vers 0 avec € et on écrit :

E" < (lol) =, 0

L’inégalité triangulaire permet d’écrire cette mesure :

w(®) =

IA

IA

77 fuo S s o P =019
i (Y (2241 s o

/ @(t)/ / / u( + et + ef+¢) — u(z,t)| dzdE| dodt
supp(@) Ky B(Oal) (0’1)
eC(|2]lp 5 [lullgy) p(P).

On utilise pour cela le changement de variables suivant :

Y (z,t) € R x R,

ds=edt; s=t+e(t+1).

_ Yy B B
= ’:>{dy:6ddx; y=1x+eT, (3.60)

et on note la mesure p sur IRT, indépendante de &, suivante :

Vo: R - IR
{ i (®) = mes (supp (®)) y sup(q)) {mes (K})} (3.61)

ou le compact K; = supp (u (.,t)) est défini dans (3.2.2) ; alors on obtient la

majoration de la mesure p§ pour la fonction 0y :

w= (10:91)

IA

||5t¢||Loo([0,T])/ / / / lu(y, s) — u(z,t)| dyds dzdt
[0,T] /K |tfs+%|§s KsnB(z,e)
e C (10l o= o2y Ill ) 1 (Zio) -
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Erreur sur la condition initiale

Pour le terme de condition initiale, la formule (3.50) de la fonction test

et la condition 1 (0) = 1, nous permettent de faire la majoration suivante :

1 T —Yy E—8
2 —
A <:EH¢AEAHA;W@J) wmnm( Ei)m( g)cwwdw

/ [/ / lu(z + €T, e + et) — uo ()| d:cdf] dx
KO B(Oal) (071)

< e C(|lullpy) mes (Ko) ,

IA

avec le changement de méme changement de variables introduit dans (3.60)
et appliqué cette fois-ci au point (z,t) = (z,0) et en rappellant que le support

(compact) de la condition initiale a été noté :

supp (up) = Kp.
Conclusion

Apreés ces majorations, on arrive 3 1’inégalité suivante :

/D lu(z,t) — uf(z,t)| Opp (t) dzdt
>j/w@dﬁwﬁ dy ds

— C (10 e oy Il ) 8 (Hoy)
—£C (||lull gy) mes (Ko) -

Enfin, nous allons montrer dans le paragraphe suivant que si la fonction

1) est une régularisation de la fonction (1 — %) X[0,T]

T-1

Y(t) =~ H (T 1), (362
alors sa dérivée en temps est
-1 T-1

3t¢(t) = T H, (T - t) T Pie (T - t) . (3-63)
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et le terme source mesure vj (¢), apporté par les approximations de 1’algo-

1/2

rithme, est alors estimé (dans le paragraphe suivant) en . Ce qui nous

permet de donner la majoration finale suivante :

/D () — u? (5, 1)| O (1) ot

) (3.64)
> & (1o ey - [9],,.) (<4 2).

On rappelle que 'on a posé h = max (h1, ha, h12). Pour obtenir une valeur
vh

. . .. . . 1
optimum de ¢, on doit choisir le terme ¢ + ?h maximum, soit ¢ = h /4. On

a bien la nouvelle estimation (3.64) simplifiée

|u(z,t) — up (2, 1) O (t) dz dt
b ) 1 (3.65)
2 € (10w el [ D) 10

Dans la suite de la démonstration, on utilise le fait que le support de %
est [0,7] et que l'on a
-1 < ow(t) <0.

Il reste, a partir de (3.65), aprés simplification sur 9y(t) :
/ lu,t) — uf(z,1)| dodt < CTH/
Qx[0,T

ce qui constitue ’estimation d’erreur recherchée et conclut la preuve du théo-
réme de convergence 3.1.2.
On va maintenant estimer les termes mesures de Radon qui constituent

la mesure vy pour la fonction test ¢ choisie précédemment.
3.5.5 Estimation du terme source mesure

Pour plus de clarté, on décompose la mesure vy en

[ e®) ag @odyds= [ 3 v () ) dyds,

1=1,4
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avec les mesures classiques (que l’on retrouve dans les papiers sur I’estimation

d’erreur) dues aux Volumes Finis, suivantes

/Vf‘(w) (y,8) dyds = / 0| dpsy, 4 (2,1) dyds
D D?

+/ ‘ﬁa;(p
2
+ , |0 duh2t (z,t) dyds

+ ‘ﬁzgo
ID2

duﬁl,z (z,t) dyds

du,ll;‘; (z,t) dyds.
Les erreurs d’approximation numérique dues au couplage sont :
/]D vs (o) (y,8) dyds = /2 ‘ﬁmoup‘ du}“ z,t) dyds
el dug ™

6at(l_a)

(z,t) dyds

+

dup, (z,t) dyds
D2

Vaz(1—
/ | dpsy, | a)|(:1;,t) dyds.
Les mesures des approximations numériques Volumes Finis et sur la condition

initiale sont notées
[ 5@ 0 ayds - / gl (1) dy ds
el duy? (2,1) dyds
|go|duh z,t) dyds
+ [ |8l dup, (z,t) dyds
+ o] duﬁ;o (z,t) dyds

_I_

|l dpsi, (,t) dy ds.
Et enfin les erreurs de couplage de ’algorithme sont
[ @) s dyds = / (ol ™ () diy ds
el dpuy = (a,1) dy ds
+C 0 (ol |10 disney (5,2) dy s

+0 (1 (ol 1)) | 92 ditmon (@,1) s,
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On rappelle que 'on a choisi la fonction test de telle sorte que l'on ait
pour tout (7,7) € RT x Q :

/]R+p1,s(’7'—3+8) (/Spd,g(:c—y) dy) ds < 1

et les propriétes suivantes sur les dérivées des noyaux py. et pgq.

< C
EC (3.66)
S

On montre alors de maniére trés classique, et en utilisant ces définitions

que

/ _|_
/u ) dyds < C(M-I- k_>a
D € €
/1/ s) dyds < CM,
D 13
/1/ s)dyds < C/(hi+ ha),
D

et il nous reste I'estimation suivante sur la nouvelle mesure vf* & vérifier

/ vy s) dyds
D

hi + ha + hi2 + Vkt
< (|912|T||uo||Loo,HVaH L)X

Termes volumes finis

Les premiers termes mesures du terme source v}’ sont classiquement

/v? ) dyds:/z‘al (8) + & (B)] (s, o, t) + du}; ¢ (3,1)) dy ds
D D
+ /D2 WW‘ (dui‘{l,x(w,t) + du,ﬁ;i(x,t)) dyds |

avec
phy . ( Z k"mes (e meszlca(q)) Clec |Ael (W),
C,n,e€dC
k™ n,D,(1—-a) ((I)) on A2n ( )
y’h2, mes meShQ, 2,6,’D| e,D v | )
D,n,ecdD
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ol les mesures de ® en temps et en espace sont définies par :

t
/ ® (ze,7)dr dt
tﬂ
tn+ /2

+ax / S (ze,7) dr
t

n

tn+1

mesZ’f’a(CI)) = we/
v

’

et

mes

mesﬁ:f’a (®) = / / )z + sz, ") dsdz

+Choz;c/ <I>((1 — 8) K + 8 Te, t""'l) ds.
0

On rappelle que la définition de ¢ donne les dérivations (3.51), (3.52) et
(3.53).

1. Donc, pour les mesures en temps :

tntl g

(|~ 1
mesy 0 (7) (0) = e pactoe=) [ [ 100(0) prer=ste)ldrae
/o
T pag (@ —y>/ 905 (7) pe (r — 5+ )] dr,
1 tn+1
meSZ:f’a(“EQD(y’s) = kna(a:e Pdc (z /t T) Opre (T — s +¢€)|drdt
tn+ /2
+ox pde (Te — 1Y) / | (1) Orpr,e (T — s+ ¢)| dr.
tn

Comme la fonction test 9 (1) régularise — TI[O,T] (d’apres (3.62) et

(3.63)), on peut faire les estimations d’erreurs suivantes.

a. Pour |<,'51| : en permutant les intégrales, & 'aide de la régularité
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des noyaux p :

/Du%l,t (|8"]) (v, s) dyds
1

1
= 7 Z mes (e)a (z¢) Z k" CTlec |Aéfé ('U)| o
C,ecdC n
tn+1

t'ﬂ

(/ / Pre (T —s4¢)pae (e —y) ds dy> drdt
Rt JK,

1
+T Z mes (€) ac Z E"CT.c |Aifé (U)‘
C,e€coC n

/ (H. (T = )+ (T = 7) pre (T — 7)) X
[t™,t]N[0,T]

(He (T = 7) + (T = 7) p1, (T — 7)) %

/[tn,t"+1/2]ﬂ[0,T]

(/ / Pre(T—54¢) pae(ze —y) ds dy) dr.
Rt JK,

On reprend le changement de variables (3.60), appliqué au couple

(ze, T), cette fois-ci. On peut alors écrire :

tn+1

1
sl [ @) (@) pre (T 1))
tn [t £]N[0,T]

(/W pre(r—ste) (/K Pd,e (Te — Y) dy) ds) dr dt

1 tn+1
— el L AT+ (1) (T 7)) dr
¢ [t ,£A[0,T]
1 tn+1
< k—n/ mes ([7, 4] N [0,7]) dt
tn

car on a l’encadrement suivant

0<HA(T-71)+(T—7) p1(T—71)<1.



3.5 Estimation d’erreur, technique de Kruzkov 101

On peut aussi exprimer les intégrales

1 e 1 i1

o (/tn mes ([t",¢] N [0,T7]) dt) = (/tn max (min (¢, T) — ", 0) dt>
E" 2 Si <

B % (ZTH) si > Tet "< T,

0 si "t > Tetth >T.
kn

IA

et
| (HAT =)+ (T =1) pre (T = 1)
[tn vt /2 N[0,

(/m+/sp157_5+5) Pd,e (Te y)dsdy)dT

< mes ([t”,t”+ /2] N [O,T]) = max (mln (t"+1/2,T> - t",())

k" 1
-~ s gt/ <

2
=\ kT si s> Tettn < T,

0 si "t l>Tett">T
< kM,

en notant le pas de temps final et le dernier indice en temps :

o= T—t",

nT {n,t”+% >T et i < T} .
On obtient enfin :

/ID pro (|8Y) (w,5) dyds

< % Z Z mes (e) (k)? Clec|ALE (v)]

C,e€dC, ntnt1<T
a(ze)#0

fp XX mes(e) () Ol [ALE )]

C ,e€aC n, tn+1/2 <T
ac#0
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On a posé dans le chapitre 2 et dans les notations (3.13) :

( n _ Kk"mes(0C)
L™ mes(C)

<mes (Ci(e)) mes(C,(e)) ) ,

< he = n?;«n mes (0C;) " mes (0C, (€))
4 mes (C; (e)) mes (C, (e)) )
hie = Hll,%x ( mes (0C;) ’mes (0C, (€)) )’
n kn
\ le — E'

Ce qui permet de récrire 1'inégalité précédente

/Duﬁl,t (|8"]) (v, s) dyds

1 mes (e
< = Z mes (C) Z ?(59(2) ?,CCEC’C‘AéZ(U)‘ k"

C,ecdC, n,in 1T
a(ze)#0
1 mes (e) 1
- C X NP O L AT k™.
-|-T Z mes (C) Z mes (9C) 1,C 1,e,C| e,C(’U)‘
C,ecdc, nntt/2<T
ac#0 -

Or, on sait que I’on controle une norme H' faible sur vy, et vy, que
I'on a notées Ty* et T5* (définies dans (3.24)) dans la majoration
(3.26). On utilise toujours I'inégalité de Cauchy-Schwarz discréte

sur les deux sommes du second membre de cette inégalité :

/Duﬁl,t (12*]) (v, s) dyds

mes (6) AT 2 (Cn )2

1
< = mes (C) — oo M ¢ (Clec
T 6,662867 n,t'hLZlST mes (0C)
afze)#0
1/,
|Alg(v)\2)l/2 3 mes(c) 25 g pn
& mes (0C) e

C,e€dC,
a(ze)#0
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1
Al T T me@ 20O e (or0?alz o)

mes (0C
C,eEaC,ntn+1/2<T ( )
aC#O b —

1/2
x | mes (1) Z (k™)

ntrtl/a<T

Or on peut majorer la somme

> (") <TEY,

n,tnt1<T

ou kT est le pas de temps maximal dans (3.12).

Enfin, on obtient la majoration finale :

_ 1 /C
/ i ([9Y]) (v s) dyds <y [ = | mes ()
D €1

< \/gx/k_Jf (mes (Ql))l/2 .

b. De méme, pour @2 :

/D i (|82)) (v, s) dyds

1 1
= Z mes (e)a (ze) Z k™ Cﬁe,c ‘Aifé (v)‘ T

C,ecdC
tn+1

/ (T—71) H. (T —71)
tn [tn 4N[0,7]

ntrtl/2<T

(k™)?

(/ |01p1,e (T — s+ €)| / Pde (Ze —y) ds dy) dr dt
R+ K,

1
tz >, mes(e)ac Y KOl |ALE ()]
C,e€dC n

(T_T) HE(T_T)

/[tn,t"+1/2] n[0,T7

(/ |01p1,¢ (T — 5+ ¢€)| / pde (Te —y) ds dy) dr.
Rt K,

|2

1/2

1/2
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Or on décompose de la méme maniére que précédemment :

tn+1

1

—n/ / (T —7) H. (T - 1)

k™ Jino o Jien gnpo,m

/ 0up1e (7 — s+ ©) / P (2o —y) dyds dr dt
Rt K,

1 1 (T B 7’)2 min(¢,T) 1
< = e dt =
kn tn 2 m 3
1
) LS (B (T —t"t) +2k")  si < T,
_ = 2
= % g(kT)2 si TS Tet "< T,
0 si t" >T.
n
< o,
9

2 2
/” (T —a) ;(T—t) dt:%(a_b)2(3(T—b)+2(b—a))-

A T’aide de la relation (3.66), on arrive a :

(T —7) H (T —7)

/[tn,t"+1/2]m[o,T]

(/ |0tp1e (T — 5+ ¢)] / Pd,e (Te —y) ds dy) dr
RT Ks
k’n

< C—.
€
Enfin avec le méme Cauchy-Schwarz que pour @', on peut écrire

la majoration de ugl’t (‘Q’QD

1/,

o 1 /C o k"
/Duhl,t(Wl)(y,S) ddeSf\/7 mes(Q) Y KM

€1
nrtl/a<T

2. Pour les mesures en espace, on décompose tout d’abord la mesure
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):

’C o
mesZ,’w “ (‘VJ;QO

Chaxt (") pre ("7 — s +¢)

(s ] [Fse 1=yt o)

-I-/O1 ‘6,“0(1,5 (1 —0)zx+0 (ze —y))‘ da)

-

Vo

n,K,a
mesh’m (

) (y,s)

Dongc, si ’on effectue son intégration, on obtient :

meszzf’o‘ (‘ﬁxgo ) (y,s) dyds
D
= Chaxy (") / pre (1" — s +¢) /
Rt K
+o (m—y))‘dodm

(st . [ ] [Fapac (=)o

1
+ [ Bt (1= )i+ (5.~ )| do) dsdy
@ haxy () w(l0,7)).

<

On utilise & nouveau le théoréme de Cauchy-Schwarz; il s’en suit

) (y,8) dyds

16 02 (O )’

Z mes (C) Z mes (0C)

n,tnt1<T
1y

/ o (Ve
D

(o
< Thuom)
C,e€dC,
aze)#0

Z E" ac ,lp (t'rH-l)

/2 mes (e)
Aln 2
‘ ° (U)| ) Ceie;C e ) mes (9C) A <T
a’(a:e)¢(’) ’ N
~ T mes (2 h
< Cp(io,my) TSV
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Finalement, on obtient I’estimation suivante sur la mesure v{* :

/ v (o) (y,8) dyds < V/ﬂ+ (mes (£21)) \/ - \/ (mes (£21))
D 1

Tmes (1) VAt n T mes (Q2) vhe

€1 13 €9 3

+C u ([0, T7)

IA

& &

+
ox (BB JE)

Second terme source

On détaille la mesure v§ de la fonction ¢

[ @) w.s) dyds = [ | [Faapa. @1)+a @) Fopae (- 9)
D D
% (t) pre (t — s + &) dpy, (z,t) dyds
+ [ | -Fepac @ 1)+ (1~ @) Fupae (o - v)
D2

P (t) pre (t — s +¢)duy, (z,t) dyds
2, |an|

100 pre (6= 5+0) pac (o= )iy (@,1) dyds
2,|Ve(l—a
#5549 pac =l dig] " (a0) dys,
avec
,C
uhl Z knmes meszl x,1 (w) C{L,C,C |Aé,TCL ('U)‘ ’
C,n,e€9C
n n,C, n n
lu‘h1 Z k mes meshl wa( ) Cl,e,C ‘Afla,C (U)| )
C,n,ecdC
et

tn+1

// P ((1—8)ze+ sz, t)dsdo(x)dt,
/¢ (1—38)zk +sxe)ds.

X
meszm 1 (W) = mes k" /t
mestZT/’( ) = Ch‘go(:v i /2

On utilise les mémes techniques que pour le terme de flux (majoration

(3.66)) du premier terme source et 1'on obtient

Vhi+ ha

5 (9) < 0 x L
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Troisiéme terme source : mesure des approximations des Volumes
Finis et de la condition initiale

On a pas besoin de détailler les calculs pour ce terme source di a I’ap-
proximation volumes finis et & celle de la condition initiale qui convergent

naturellement en h :

vs (p) <C x (h1 + h)
Quatriéme terme source : mesure des erreurs de couplage

On fait ici I’estimation des mesures de couplage :

Jovi (#) (v, ) dyds:/DzlsoI dy”? () dyds+/D2 || dpy=® (z,t) dy ds
+0 (1 (Juoll)) [ 100 ity (2,2) iy

+C (Hy (fuoll =) [ [T

dlumoy (‘Ta t) dyds.

— La mesure sur ’erreur de couplage :

(@) = C (|| ()| ooy ) D mes () [u! — g
En

[ hy /C/O1 ‘ﬁza((l —8)ze+sz)(l —ac+ 0((:1)5))‘ ds d 7!

mes (C)

1
+ag (1 — ag) fu /C/O ‘ﬁmgo (1-s)ze + s, t”H)‘ ds dz

mes (C)
h
+mes 2(D)

/D /01 Wza (1—=s)zg+sz)(ap+ (.’L'g))‘ dsdz (p%+1

— —_ h b
+ag(1—ag)K2(D)/D/0 ‘ngo ((l—s)wg+sx, t”+1)‘ dsdm] .

On reprend les grandes lignes de la convergence de lerreur E;°?, a
la page 78. On utilise la norme faible exprimée en (3.25) et on ap-

plique I'inégalité de Cauchy-Schwarz sur cette erreur. On majore donc
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ce terme par :
i) < )y x € (190, ol 73 [ Ve )

l z mes (€) %

£=CND,n a(l-a)g
hy ls n+1
mes (@) Je /o ‘Vwa((l —s)zg +s5z) (1 —ac+a(zg))|dsdr pp
+ag (1 — ag) L//1 ‘ﬁwgo (1-s)zeg+sz t”H)‘ dsdx
mes (C) cJo ’
+ ha //1‘6 a((l-s)zg+sz)(ap+a(z ))‘alsdamp"+1
mes (D) DJo T € P € D
h2 1 . 2 1/2
‘l‘&é (1—Otg)m/p/0 ‘VE(P ((1—3)$£+3$, tn+1)‘ de.’L':|
Or, dans la méme démonstration de convergence, on a vu que l'on
pouvait utiliser le lemme 3.2.1 pour affirmer
Vea((1—s)zg+sz)(1-ac) < Cyla(l —a)g,
Vea((1-s)zg+sz) a(ze) < Cyla(l —a)g,
ag(l—ag) < a(l-a) <Cy/a(l—-a).
Ce qui permet de simplifier ’estimation
i (@) < O (1 ol 72| Faf| [0 @n)llgmiey) | D0 mes ()
o E=CNDyn
hy optt 4 e //1‘6 p((1—s)zg+sz t"“)‘dsdx
¢ mes(C) JoJo |7 ’
1/2

h L 2
+hg 80%+1 + KQ(YD)/ /0 ‘szo ((1 — S) e+ sz, tn+1)‘ ds d]):| ]
D

Et on obtient finalement :

vhi+ he

5 () < € (191, luolloo T | Fa|_ 17 (n)l 1)
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— Les mesures de 'erreur intervenant dans l’introduction de la solution
approchée moyennée sont :
Vasa

e () = C (Hy (o)) /Q o, = vnal (2,0) [Voa(@) | @ (a,1) dadt,

et

Wy (8) = /Q o (2) (1— ) (2) [on, — vy (2.1) b (2,1) dardt,

qui est appliquée aux dérivées |0;p| et ‘?ﬂp

Pour ces deux derniéres mesures, on sait que ’on a la convergence

forte de vy, vers vy, dans L' (IR+ x RY, (/o (1 — a)). On rappelle le

résultat du lemme 3.2.1 :
/Q [Vh, — Vn,| (z,t) Va(l —a)(z) dedt
< C (‘Ql2| T, ||wol| oo 5 H6(1HLM) X (hl + ho + hig + \/k_+) .
et surtout la majoration (3.18)

6$a(x)‘ < C\/ﬁa

et les bornes de la fonction test :

ol < C,
ol < 2,
i [Pl < T

On a alors finalement :

N () + oy (1910]) + tihey (| V]

y hi+ ho + hio + VKT
. )

< 0 (190, ool | T, )

Et on obtient donc la premiére estimation, dépendante de ¢, (3.64), ce qui
termine la démonstration de ’estimation d’erreur et nous permet de passer

au paragraphe sur l’erreur de conservation commise par l'algorithme.
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3.6 Conservation

3.6.1 Définitions

On cherche ici & donner l'erreur de conservativité Fc au temps n :

/ng (2, £7) da:—/Quo (z) da| .

On va montrer qu’il existe une constante positive C telle que :

Ec" = (3.67)

Ec* < Ch'/?

Afin de calculer cette erreur de conservativité, on utilise ’inégalité d’entropie
sur la solution moyenne uf (3.46),
- [ n6) @0 drp (@,1) dadt
Q
- [ Hy 05 w,0) Vo (0.) dodt
Q
- [ 1o (@) (2.0 do

Q
B+
50[ 1+k__2+\/ﬂ+\/5+«/k_++h12 ,

en choisissant judicieusement ’entropie 7, ainsi que la fonction test ¢ (x,t).
J p1e 7, q ¥

On va établir, & partir de cette inégalité, 1’égalité faible approchée cor-

respondant a la résolution du probléme probléme (1.1) :

/ up (z,t) O (z,t) dodt — / ug () (x,0)dx
Q (3.68)

_|_7QF (ug (;(;,t)) §w(p (.CC,t) drdt =0 (\/ hfinal) )

en posant alors

hi+h 2
h’final:( 1,—k_2+\/h1+\/h2+ Vk++h12> .

En prenant alors la fonction test égale & la multiplication d’une régularisation

de l'indicatrice de I'intervalle [0,¢"] par la régularisation de l'indicatrice de la
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boule englobant le support de uf (e,t"), soit supp (uj (e,t")) = K donné

dans (3.21), on montre ainsi qu'’il existe une constante C positive telle que
Vn, Ec < C (hfima)* .

3.6.2 Calcul de I’égalité faible

On cherche ici & construire 1’égalité faible (3.68) a partir de (3.46) :

—/n@ﬁ@ﬂ@ﬂ%ﬂwﬁ

-

Q
_ /Q H, (uf (2.1)) Voo (2, 1) dodt

iAMM@D%%MMSC¢Eﬁ?

On choisit donc deux entropies :

{ nc(e) = e = CJ,
nra () = Id(e) ,

avec

1C1> [[ugll oo -

La premiére entropie, appliquée & la solution moyennée, vérifie ainsi

ne (uy) = |up = C]

= C—uy,

et les flux d’entropie correspondants valent

{ Hyq, (uf) = —F (u) ,
Hy,, (up) = F (uf) -
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Ainsi, on obtient les deux inégalités

( 3 [/QCatSO(iBat) dxdt-i—/QCso(x,O)dw]

_%/ﬁ@@@maQMﬁ+Aw@W@mﬁ

A\

Q
+/Mﬁmmﬁwmwmﬂsoﬁﬁ;
L Q

[ _ [/Q u¥ (z,t) Oy (2, 1) dmdt—l—/ uo () ¢(z,0)dz

Q

|+ [ PR @0) Fap o) dodt] < Vg
Q

A\

On a bien str : Vo € C* (Q x [0,77])
/ C oo (x,t) dedt + / C o(z,0)dr
Qx[0,T] Q
= C( % (w,t)]iig da:dt+/ <p(x,0)d:v>
Q2 Q
~ ¢ [ pla1)dz =0
Q

Ainsi on obtient ’encadrement suivant

—Cv/hfina < / upy (z,t) Opp (z,t) do dt+/ ug () ¢(z,0)dz
Q Q

+/FWW%m§w@ﬁﬂw§CﬁﬁE,
Q

et il existe une nouvelle constante C' donnant 1’égalité faible (3.68).
3.6.3 Application a la conservation

On rappelle que ’on a supposé dans (3.20) que la condition initiale ug du
probléme résolu ici est & support compact Ko C IRY. De méme, dans (3.21),
la solution moyenne approchée a elle aussi un support compact en espace,
noté V¢ < T supp (uj, (e,t)) = K}, dans la proposition 3.2.2. De plus, on sait
queVt <T, K;C B(0,R+ wt) . Pour tout indice de pas de temps n > 0

et pour tout petit parameétre ¢ > 0, il existe alors une fonction

P €C®(B(0,R+w ("' +2¢)) x [0,t" + 2¢]) ,
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qui est une régularisation de la fonction (z,%) = XB(0, Rtw t»+1)x[0,¢7] (T, 1)

P(T,t) ~ XBO,R4wtn+1)x[0,7]

= X[o,tn] () X XB(0,R4wnt1) (2) -

On a ici séparation des variables. On a donc besoin de deux fonctions régu-

larisées : I'une en temps et ’autre en espace

o(w,1) = 1he(t) x e () . (3.69)

Pour définir ces fonctions, on utilise la formule (3.55) de la fonction de Hea-

viside

"ps(t) = 1-H, (t_tn) s

Ve (z) = 1-H. (|z]|- (R+wt™™)).

Ces définitions permettent a la fonction 1.(¢) de respecter

Vi < ", 9. (t)=1= Vt<t",dp(z,t) =0
V" <t <t" 42, Opp(z,t) = —p1e (t—t") Yo (z) <O0.

La fonction test est donc constante en espace dans la boule B (O, R+w t"“)

VO<t<th+2, V|z| <R+w (t" + 2) ,
Vg;(P(IE,t) :Oa

et elle est nulle en dehors de la boule B (0, R+w (t""’l + 26)), mais comme
VO <t<t"+2etV|z] >R+ w (t" + 2¢), la solution approchée est aussi
nulle (car cette partie de ’espace est en dehors de son support), on n’utilise

pas la régularisation du saut en espace. Alors le terme de flux disparait :
/ uyy (z,t) Op (z,t) do dt+/ ug (z) ¢(z,0)dz
Q Q
+ / F (uff (,t)) Voo (z,t) dzdt
Q

- / u® (2,1) Optpe (1) x U, (x) dw dt + / wo (x) do
Qx [t tn42¢]

= O (v/fina) !
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Enfin, il nous reste & montrer que

/ ¥ (1) O (t) x U (x) dodt — — / w0 (2, ") da
Qx[tn 0 +2¢] Q

on retrouvera alors 'expression de l’erreur de conservation.

On a d’apres la définition de uj et celle de W, :
/ uf (,) B (t) x V. (z) du dt
Qx[tn i1+ 2]

- / u? (z,4") do / e (1) dt
0 [tn tn42¢]

B /[t",tn+2e} ~(pre (E=17) dt/ng (z,t") dz
(e (8" + 2¢) — 9 (") -

Donc on a bien

/ ~(pre (E—t7) dt = 1,
(7 74+ 2]

par définition de p1 .. Et il nous reste, pour terminer ce chapitre :

/Quo(m) dm—/ﬂu%(w,t”) dxz(’)(M).
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4.1 Introduction

Nous ’avons vu au chapitre 2, le couplage de deux schémas numériques
pose des problémes de stabilité. Cela a été étudié dans de nombreux tra-
vaux ([Par95], [Sta80]). La méthode que nous présentons est par construc-
tion stable, car elle vérifie une condition min-max (3.19). La démonstration
de convergence que nous venons de présenter montre que notre algorithme,
grace & la fonction de couplage, supprime les problémes de conditions a la
limite aux bords du domaine de couplage. On n’a plus de ralentissement des
ondes de chocs entrant ou sortant de cette zone.

Cette démonstration permet donc d’affirmer que ’algorithme de couplage
est stable (préservation de la norme L) et qu’en plus il converge aussi bien
que le moins bon des schémas dans la zone de superposition. Nous allons
observer ces résultats numériquement dans le cas simple ol les deux schémas
sont semblables (schémas Volumes Finis du premier ordre).

On va, dans ce chapitre, donner des résultats numériques sur le couplage.
Dans un premier temps, on détaille le cas 1D, avec I’équation bien connue de
Burgers (4.1), pour laquelle le flux vaut v u2. Nous allons tout d’abord com-
parer la solution approchée calculée a1’aide du couplage entre deux maillages
avec celle obtenue sans couplage de schémas. Ensuite, la connaissance de la
solution exacte de ce probléme nous permettra d’exhiber ’erreur de conver-
gence. Dans ce cas, l’erreur est plus faible (en \/E) que lerreur estimée dans
le théoréme 3.1.2 (en hl/“).

Dans un deuxiéme temps, on donnera les outils de base qui permettent
d’effectuer le couplage en 2 dimensions (et plus). On explicitera notamment
la forme de la fonction de couplage et le calcul des intersections des mailles,

qui permettent de faire la projection. Avec ces préceptes, on appliquera 1’al-
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gorithme de couplage au cas test du tube a choc. On s’intéressera en premier
au tube a choc de Sod (on connait les valeurs des paliers). Puis on reprendra
le cas d’onde de choc trés lente, donnée dans la thése [Par95], mais avec
des conditions initiales différentes. En effet, on montrera que les conditions
initiales choisies dans cette thése ne peuvent étre calculées avec un schéma
d’ordre 1 (ou alors avec un maillage extrémement fin). On donnera la dé-
formation opérée sur notre maillage, ainsi que les conditions du tube & choc

testé.
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4.2 Cas 1D : Burgers

L’équation de Burgers est trés utile pour les études de loi de conservation
1D : on connait la solution exacte pour une condition initiale de type cré-
neau. Nous rappelons donc ces résultats dans un premier temps, puis nous
comparerons les valeurs calculées sans couplage avec celles obtenues avec le
couplage, pour plusieurs conditions CFL sur les schémas 1 et 2.

Le premier couplage est & pas constant : on prend le méme pas d’espace
pour les deux maillages. Le second couplage est & pas variables : la viscosité

numérique des deux schémas n’est alors pas la méme.

4.2.1 Equation de Burgers

Equation de Burgers sous la forme conservative

o 0
{ S (@) + 5 (0 (@,0) = 0, (1)
u(z,0) = ug ().

ol v est la vitesse de propagation (que l’on prendra constante dans notre
étude pour simplifier).

On peut réécrire cette équation sous la forme non conservative :

ou (z,t) ou (z,t)

5 +2vu(z,t)

u(z,0) = ug (z) .I

La masse totale est constante et donnée par :

=0,

W(t):/oou(x,t) d:c:/oouo(:c) dz =W (0) .

-0 — o0

Les lois de conservation impliquent que la solution est invariante le long
de courbes appelées caractéristiques. On les paramétrise en fonction de leur
point de départ. La caractéristique issue du point &y au temps initial est

décrite par I’équation différentielle suivante :
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Alors la solution de ce probléme est simplement :

X(t) = £0+Wta
w = 2vug(&)-.

La solution de I’équation de Burgers est invariante le long de cette droite

et vérifie :

U (Xeo (1),1) = 0.

On a alors une difficulté lorsque deux caractéristiques se rejoignent en un

point ou lorsqu’elles s’en éloignent.
chocs

Si 'on considére 1’équation de Burgers avec comme condition initiale

uo (z) = ug siz <&,
0= u§ siz > &

avec
c [
Ug > Ug
alors la caractéristique issue de ce choc vérifie

Xe, (t) =&+ (2vu;+2vuf1) /2t

La position du choc varie avec la vitesse

20 (u + u$
xchoc (t) _ &c + ( _t; d) "
et la solution est constante par morceaux :

u
u

si < z¢hoc(t)
si x> x°hoc(t).

u(x,t):{

QOO



4.2 Cas 1D : Burgers 123

détentes

Si I'on considére 1’équation de Burgers avec comme condition initiale

wo (z) = ug siz <&y,
0 ug six > &g,

avec
d d
Ug < Ug -

La position de la détente est donnée par

wgét(t) = Ed-|—2fuu‘git,
29 () = &+ 2vult.

Alors la solution de I’équation de Burgers est

ug siz < a:‘glét (t),
u(z,t) = m_—fd si :c‘glét (t) <z <z (),
ug si 3¢ (t) < z.

4.2.2 Cas du créneau

Dans ce cas, on prend la condition initiale suivante : soient deux points

£d<§c

ug six <&q,
uy (z) = ug:ug siég <z <&,
ug six>¢&,

avec
ug<ug et ug > ug.
On voit alors que ’onde de détente qui en résulte avance plus vite que
I’onde de choc :

ug + ug < 2ud
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Et elles se rejoignent & un instant t* tel que

Igét (t*) — iEchoc (t*)
o = é.c - éd
- )
v (ug — ug)

car on rappelle que 1’on a, dans ce cas du créneau :

d _
'U/d—'U/g.

Donc tant que ¢ < t*, on a la solution suivante de Burgers pour le cré-

neau : .
ud . si z < 23 (1)
T —dd . ndét dét
w(z,t) = 2t si g’ (1) <z <zl (t),
ug = ug si T3 (t) <z < zhoc (1),
ug siz > zhoc (t).

Par la suite (et dans nos tests numériques), on prendra le cas simple

On peut déterminer la solution exacte aprés le temps t* grace a la conser-

vation. Cela donne le point

2 (1) = /2t (6 — &) 2vug + Ea-

Et la solution de Burgers pour ¢ > t* est alors :

0 stz < wgét (t),
u(z,t) = $2; fd si :L‘gét (t) <z <z*(t),
0 siz >zx*(t).

4.2.3 Schéma numérique

On utilise pour faire nos tests le schéma décentré amont (la vitesse de
propagation v et la condition initiale choisie étant positive). Le flux numé-

rique est simplement (c’est un schéma du premier ordre) :

9 (uis tit1) = 2v (ujy1)?
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La condition initiale choisie pour ces cas test est :

OX[—oo,ﬁd] (q") ?
ug (2) = ¢ 2X[gge (2)
OX[fc,oo] (.’II) .

Tout d’abord, on fait un calcul sans couplage pour un pas de temps
constant. La vitesse convective v égale 0,55. On prend successivement deux
valeurs pour la conditions CFL : 1 et environ 0,5. On rappelle que la condi-

tion CFL est donnée dans ce cas par

At

CFL = 2v max (ug) 5

Les dimensions du probléme seront toujours les mémes : la mesure du

domaine total €2 est 10, et le calcul est prolongé jusqu’au temps 71" = 5, 1.
4.2.4 Burgers non couplé

Pour ces calculs, on a placé le créneau entre £5 =1 et £, = 3.
Cas At =0.1
Alors on choisit by = 0,22, ce qui donne une CF L, = 1 et aussi ho =0, 5,

qui donne CF Ly = 0,44 . Les conditions initiales sont représentées dans la

figure 4.1.

Schéma pas 1
T

Schéma pas 2
T

L L L L L L L L L
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Fonction au temps t= 0.1 soit 1 sur 50

Figure 4.1 — Conditions initiales pour At =0, 1
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Le résultat du calcul est donné pour plusieurs pas de temps dans la figure

4.2.

Variation de la solution

Figure 4.2 — Résultat du calcul At =0,1

Dans la figure 4.2, les deux premiers graphiques sont les résultats du
calcul de Burgers sur le maillage 1 (respectivement sur le maillage 2) et les
deux derniers représentent la solution exacte projetée sur les deux maillages
(projection constante par morceau). On voit bien l'effet lissant de la viscosité
numérique plus importante pour le schéma 2 que pour le schéma 1. Et malgré
le pas de temps trés élevé, le calcul 1 donne une solution assez proche de la

solution exacte, calculée sur le troisiéme graphique.

On retrouve ces résultats aux deux instants t = 1 et ¢t = 2 dans les figures

4.3 et 4.4 :
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Schéma pas 1
T T T T T T

. . . . . . . . .
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Fonction autemps t=1  soit 10 sur 50

Figure 4.3 — Résultat au temps ¢t = 1

Schéma pas 1

Pys 4
lﬂ i
0 4

E1s 4

ol 4

I I I I I I 1 I I
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Schéma pas 2
T T T
2L 4
1k 4
ol 4
b 4
2 4
. . I . I . . I I
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Fonction au temps t=2  soit 20 sur 50

Figure 4.4 — Résultat au temps ¢ = 2

On peut comparer (figure 4.5 ) le résultat obtenu avec un schéma d’ordre
2 (schéma 1) par rapport a celui d’un schéma d’ordre 1 (schéma 2), pour les

mémes maillages (h; = hy = .22) et les mémes conditions CFL :
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Variation de la solution

Figure 4.5 — Résultat du calcul & 'ordre 2, At = .1

Cas At = 0.01 et At = 0.005

On a alors respectivement les CFL suivantes :

hi=.022 CFL =1,

At = 0.01 donne { he =.05 CFLy=0.44,.

hi=.011 CFL, =1,

At = 0.005 donne { ho =.025 CFLy=0.44.

Dans les figures 4.6 et 4.7, on a affiché les évolutions des schémas pour

ces nouveaux pas de temps.
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Burgers

4.2 Cas 1D

10

Variation u,,

10

Variation u,_

10

/ariation de la solutign

10

5 6

4
Variation de la solution

Figure 4.6 — Résultat du calcul At = .01

o o o
S S S
o - Ho Ho s
© o oo s
L ~ L
d
L ©g
4 4 9
E E
= = q
5 = wd
g g g
g g q
] ] g
s Vﬁ E
L < g
L o \"//////
L o~ L
- U
. . °
~ = o©°

10

6

5

4

Variation de la solution

Figure 4.7 — Résultat du calcul At = .005

ée vers la solution

On voit clairement la convergence de la solution calcul

exacte.
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Convergence

Afin de la comparer avec la courbe de convergence obtenue avec le cou-
plage (voir figure 4.22), voici la courbe de convergence de Burgers non couplé,

pour des CFL respectivement a 1 et & 0,6 (voir figure 4.8).

Convergence des deux schémas avec 10 h et 10 ht2

107 I I

Figure 4.8 — Convergence du schéma décentré amont pour Burgers

On a représenté dans cette derniére figure (logarithmique) les deux courbes
de convergence (erreur en norme L'), et les courbes hy (traits), he (traits-
points) et les courbes y/h; (traits), v/he (traits-points). On voit donc bien

que le schéma simple converge entre vh et h dans ce cas-la.

4.2.5 Burgers couplé

Pour ces calculs, on va coupler deux schémas sur la zone de couplage 242,
qui démarre en Zcq = 4,26 et finit en Zc; = 7,51. La zone ot la fonction de

couplage est entre 0 et 1 est Qfy = [Z2<a<1,Z?<a<1], avec Z9<<! = 4,8
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et ZJ?<°‘<1 = 6,85. On a donc imposé la fonction de couplage suivante :

1 si x < Zg<e<t,
1 ) T — Z0<a<1 3 .

a(z) = §<sm(7r*<%—§ +1] si x €y,
0 si x> Zg<a<1 ,

avec |Q,| = ZJ?<O‘<1 — Z9<<1 Et les valeurs Z9<*<! et Z?<o‘<1 représentent
respectivement les limites des sous-domaines ot @ = 0 et a = 1 dans la zone
de couplage €212. La taille de ces sous-domaines vaut donc 0,54 et 0,66 et la

taille totale de la zone de couplage est 3, 25.

15r q

Al
05l / ,

I I I I I I I I I
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Projection schéma 1 sur 2

15- q

1
0sf \ 7

I I I I I I I I I
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Projection schéma 2 sur 1

Figure 4.9 — Conditions Initiales et Fonction de Couplage

On retrouve ces valeurs dans la figure 4.9 ol 'on a représenté a la fois le
créneau initial et la fonction de couplage, projetée sur les deux maillages.

Enfin, il faut aussi construire les projections L? & partir de I'intersection
des mailles. En une dimension d’espace, le probléme est trés simple : on
considére deux maillages (Ci; = [z; 1 /a3 Tit1 /s DZ (de pas constant hp) et

(C2j = [a;j_l J2r T4/ D] (de pas constant hs). Le maillage des intersections
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est alors (dans la zone de couplage) :
Cij =CiiNCy = [max (:ci,l/z,:cj,1/2),min (xi+1/2,xj+1/2) [ .

Calcul des intersections des mailles : on pose la matrice des mesures des

intersections des deux maillages :

Mzg = max (mln ($i+1/2’xj+1/2) — Imax (xi,l/g, .’Ej,l/g),O) .

Alors les constantes ,uzljou 2 données dans la formule (2.7) sont simplement
données par ces mesures divisées par les mesures (constantes ici) des mailles

des deux maillages.

b = Mij
1 h ’
2 _ My

Hij = hy

On a ainsi construit la matrice des projections. Elle est évidemment constante
au cours du temps (elle sera créée apres l'initialisation des maillages), ce qui
veut dire que le calcul de la projection est trés rapide au cours du calcul.
En effet, il suffit de faire une multiplication matrice-vecteur & chaque pas de

temps pour obtenir le vecteur projeté.

Maillagel  _ |~ i i :

Q

1 -

| <1 - Maillage?2

e 0,

7 7 O<a<l O<a<1 7
début début fin fin

Figure 4.10 — maillages 1D et fonction de couplage

On peut remarquer que ce calcul est identique en plusieurs dimensions

d’espace, si les maillages sont réguliers. De plus ces formules sont toujours
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valables si les pas ne sont pas constants, pour des maillages composés de

mailles rectangulaires.
Couplage avec deux maillages de méme pas d’espace.

Cas At =0,1et h=10,22 : au temps 1 (10 pas de temps), on rentre dans

la zone de couplage, on a alors calculé uniquement avec le schéma 1 (voir la

figure 4.11).
2 2
15 15
1 1
0.5 0.5
0 0
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
Schéma pas 1 Schéma pas 2
2 2
15 15
1 1
0.5 0.5
0 0

0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
Fonction au temps t= 0.22 soit 10 sur 50

Figure 4.11 — Solution calculée au temps t; = 0,22

Les deux graphiques du haut représentent les solutions approchées up,
et up,, comparées avec la solution exacte. Le graphique qui est en bas a
gauche donne la solution approchée uy. Et enfin, dans celui de droite, on a
superposé les deux solutions approchées, les deux solutions exactes projetées

sur les maillages et la solution moyenne avec des points.
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Au temps 2 (20 pas de temps), on est rentré dans la zone de couplage et
on peut observer la projection de chaque solution approchée sur le maillage

opposé avec la figure 4.12.

151

0.5

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Projection schéma 1 sur 2

151

0.5

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Projection schéma 2 sur 1

Figure 4.12 — Projection au temps 9 = 0,42

On voit aussi dans la figure 4.13 suivante, que ’onde de choc suit correc-

tement la solution exacte :



4.2 Cas 1D : Burgers 135

2 2
15 15
1 1
0.5 0.5
0 0
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
Schéma pas 1 Schéma pas 2
2 2
15 15
1 1
0.5 0.5
0 0
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
Fonction au temps t= 0.42 soit 20 sur 50

Figure 4.13 — Solution calculée au temps to = 0,42

Enfin la derniére figure 4.14 donne le résultat du calcul au temps ¢ = 0, 82
et montre que lorsque l'onde de choc quitte la zone de couplage, on n’a
toujours pas de décalage entre la solution exacte et la solution approchée et

c’est bien ce qu’on attendait de 1’algorithme de couplage.

2 2
15 15
1 1
0.5 0.5
0 0
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
Schéma pas 1 Schéma pas 2
2 2
15 15
1 1
0.5 0.5
0 0
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
Fonction au temps t= 0.82 soit 40 sur 50

Figure 4.14 — Solution calculée au temps t3 = 0, 82
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Enfin le résultat du calcul complet est donné dans la figure 4.15. On a
représenté les deux solutions approchées constantes par maille (et non pas
en reliant les centres des mailles entre eux) et la solution moyenne. On voit
bien que ce résultat est trés proche de celui sans couplage, pour le méme pas

d’espace (& comparer a la figure 4.2).

2k 4

151 b

1k 4

0.5 T

0 4
4 5 6

h

5
Variation u,
2

Figure 4.15 — Solution calculée At = 0,1

On peut voir la convergence de la méthode avec les maillages espaces-

temps plus fins. Pour At = 0,01, on a la figure 4.16
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oL |
151 /V_\

1L ] i
e
051 q
0 i
I I I I I I I I I
0 1 2 3 5 7 8 9 10
Variation u,
. 1
2L i
15r q
1k i
051 4
ok
I I I I I I I I I
8 9 10
Il Il Il Il Il Il Il Il Il
0 1 2 3 5 7 8 9 10
Variation u,

12

Figure 4.16 — Solution calculée At = 0,01

et pour At = 0,005, on a la figure 4.17.

151 T

051 q

5
Variation u,
1

5
Variation u,
2

0.5 === ~

5
Variation u,
12

Figure 4.17 — Solution calculée At = 0,005
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Couplage avec deux maillages de pas d’espace différents

Cas At=10,1et hy = 0,22 et ho = 0,5 : si l'on regarde le résultat global
(de la figure 4.18), que l'on peut comparer a la figure 4.15, on voit bien les
effets visqueux du schéma 2 sur le calcul. Mais I'onde de choc calculée suit
toujours convenablement la solution exacte & la sortie de la zone de couplage

(voir 4.19).
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151 T
L

1+ [ — 1

0.5 == L T

0 4

I I I I I I I I I
0 1 2 3 5 7 8 9 10

Variation u
—

2r 4

Variation u,
12

Figure 4.18 — Solution calculée At = 0,1 pour hy > ho

2 2
15 15
1 1
0.5 0.5
0 0
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
Schéma pas 1 Schéma pas 2
2 2
15 15
1 1
0.5 0.5
0 0
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
Fonction au temps t= 0.82 soit 40 sur 50

Figure 4.19 — Solution calculée au temps t3 = 0, 82

Pour le méme calcul, avec At = 0,01 (figure 4.20) et At = 0,005 (figure

4.21), on voit aussi la convergence du schéma
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2t ] 4
150 E
1k 1 |
e
051 g
0 |
. . . . . . . . .
0 1 2 3 7 8 9 10

1

oL 4
15r q
1+ 4
051 4
o

I I I I I I I I I
8 9 10

I I I I I I I I I
0 1 2 3 7 8 9 10

5
Variation u,
12

Figure 4.20 — Solution calculée At = 0,01 pour hy > hg

15r q

0.5 T

5
Variation U,
1

5
Variation u
2

5
Variation u,
2

Figure 4.21 — Solution calculée At = 0,005 pour hy > ho

Convergence

On a représenté, dans la figure 4.22, les courbes de convergence des

deux schémas couplés avec le méme pas d’espace (donc les mémes condi-
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tions CFL).

h1/2
1

Convergence des deux schémas avec 10 h et 10

10" ¢ S —————T

10 10 10° 10

Figure 4.22 — Convergence du couplage pour Burgers avec CFL; = 1 et
CFLy =0,6

On utilise les mémes légendes que celles de la courbe de convergence de

Burgers pour les conditions CFL 1 et 0,6 de la figure 4.8.

La convergence est aussi rapide pour l'algorithme de couplage que pour
le schéma de Burgers simple avec le méme pas d’espace 0,1!! Le schéma 1

avec couplage converge d’ailleurs plus vite que le schéma 1 sans couplage.

La courbe de convergence pour le couplage deux schémas de CFL diffé-

rentes (respectivement & 1 et 0,6) est donnée dans la figure 4.23.
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Convergence des deux schémas avec 10 h et 10 h/2

10

10

10

10

-3

T

T

10
-4

10

10

10 10

Figure 4.23 — Convergence du couplage pour Burgers avec CFL; = 1 et

CFLy = 0,6

On voit ici que le schéma, 1 converge plus vite que le schéma sans couplage

pour la CFL 1 et le schéma 2 (CFL 0,6) converge plus vite que celui sans

couplage avec CFL 0,6 . Mais les deux courbes restent tout de méme entre

les courbes 10 et 10V, ce qui donne un meilleur résultat que celui donné

dans I’analyse théorique.

On peut enfin présenter la courbe de convergence pour le schéma 1 sur

maillage grossier (CFL 0,6) et pour le schéma 2 sur un maillage fin (CFL 1)

dans la figure 4.24.

1
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. Convergence des deux schémas avec 10 h et 10 h/2

107 ‘ T ‘ T

10°

107}

107

10‘3 . . R . . R . .
10 10° 107 107"

Figure 4.24 — Convergence du couplage pour Burgers avec CFL; = 0,6 et
CFLy=1

On peut conclure de ces différentes courbes de convergence que c’est
la taille du maillage d’oul partent les ondes de choc qui influence le plus
le résultat de la convergence. De plus, si le maillage 1 est assez fin et si
le maillage 2 est plutot grossier, I’algorithme de couplage corrige bien les
erreurs entrainées par un maillage peu raffiné. 11 améliore méme la précision
du calcul sur le maillage grossier, ceci malgré la viscosité numérique rajoutée
par la combinaison convexe du couplage et celle apportée par les projections

des grandeurs sur les maillages opposés.
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4.3 Cas 2D : 2 V.F, maillage déformé

Nous avons effectué une série de tests en deux dimensions d’espace pour
le systéme d’équations d’Euler. On utilisera la méthode numérique classique

de Roe (voir [Roe81]) pour calculer I’écoulement solution du systéme d’Euler.

Le calcul en deux dimensions d’espace (et plus) nécessite de construire
la fonction de couplage ad-hoc. Elle doit étre placée judicieusement en fonc-
tion de la physique du probléme. Nous reverrons cette question de maniére
plus détaillée dans la troisiéme partie 4.4 de cette étude en deux dimensions

d’espace.

Dans la premiére partie, nous étudierons la construction de 1’algorithme
de couplage pour deux schémas volumes finis et nous le testerons pour le
cas bien connu du tube & choc de Sod. 1l s’agit de résoudre le probléme de
Riemann généralisé du tube a choc pour le systéme hyperbolique d’Euler,
avec des conditions initiales qui font apparaitre trois ondes : une onde de
choc, une onde de détente et une discontinuité de contact. On connait théo-
riquement les valeurs des paliers (zones constantes) entre chacune des ondes,
ainsi que de leur position a chaque instant. C’est donc un test trés utilisé

pour appréhender de nouvelles méthodes de calcul pour le systéme d’Euler.

Intéressons-nous tout d’abord a la fonction de couplage : sa construction
est basée sur la méme formule que dans le cas 1D, mais il faut projeter cette
fonction sur des plans délimitant la zone ou nous ferons le couplage des deux
schémas. Ensuite, nous interpréterons la projection L? comme une multi-
plication matrice-vecteur. La matrice est alors composée des mesures des
intersections normalisées. Le vecteur est le vecteur d’état calculé (constant

par maille, & l'ordre 1) & projeter d’un maillage sur l’autre.
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4.3.1 Construction de la fonction de couplage

On rappelle les coordonnées barycentriques :

Soit un triangle (ABC), on définit trois coordonnées barycentriques a

I’aide des plans valant soit 0, soit 1 sur les points A, B et C.

Aa(za) =1, Aa(zp) =0, Aa(ze) =0,
Vz € (ABC), Aa(z) + Ap(z) + Ac(z) = 1.

Ces propriétés sont vérifiées avec

Do = (g —z4) * (yo —ya) + (ya — yB) * (zc — 74),

Ac(r) = DLC [((ya —yB) T1+ (zB — wa) 22 — ((ya —yB) T4+ (zB — 74) * Yya)].

_
De plus, si (D) est la droite perpendiculaire & AB passant par le point C, pour
tout point z de (D), on a A¢(x) = 1. On obtient ainsi un plan barycentrique
sur lequel nous nous appuierons pour définir la fonction de couplage (voir la

figure 4.25).

On prolonge la coordonnée barycentrique par 0 et 1, pour tout z qui n’est

pas dans la bande définie par (ABC) :

A1(z) = max (min (Ac(z), 1) ,0)
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10

0.5

0.05

3.00

Figure 4.25 — Un plan barycentrique défini par une seule bande.

On peut ensuite définir un coin (figure 4.26), avec deux bandes possédant
deux bords communs, il suffit de prendre la valeur minimale entre les deux

plans barycentriques.
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10

0.5

0.05

Figure 4.26 — Deux plans barycentriques et deux bandes.

On a alors juste a appliquer la fonction sinusoidale (par exemple) que l'on
a utilisé pour Burgers en 1D sur cette intersection de plans barycentriques

(figure 4.27). On a aussi facilement la fonction 1 — a.
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10

0.5

——————
§§

T

==

i

0.05

Figure 4.27 — Fonctions « et 1-« associées.

0.05

2.00
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En étendant cette procédure & toute une série de bande, on construit la
fonction de couplage « le long de la frontiére de séparation entre Q et (s.
Si l'on prend le domaine simple €2 rectangulaire et la zone €y centrée, on
obtient les fonctions de couplage a et 1 — o données dans les figures 4.28 et

4.29.
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_==5=—'_=_=====================-=__=_.7

-29

1.0

05

0.0

0.07

1%0

292

1.00

0.51
0.02

0.07

Figure 4.28 — Fonctions « pour le couplage centré de taille 0,2 et 0,5.
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1.00

0.52
-0.9

0.04
0.79

0.99

0.50
-0.9

0.01
0.79

Figure 4.29 — Fonctions 1-a pour le couplage centré de taille 0,2 et 0,5.

On remarque que plus la zone de couplage est étendue pour ce cas ol
Q9 est entiérement inclus dans 21, moins le calcul du schéma 2 sera pris en
compte pour ce test.

De plus, on a vu dans la partie théorique que la fonction de couplage vaut
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soit 0, soit 1, dans des zones extérieures et intérieures de son support. Il suffit
pour cela de diminuer la taille des bandes définissant la zone de couplage et
de reprendre le méme algorithme de création de la fonction de couplage pour

ces nouvelles bandes (voir 4.30 et 4.31).

-29

-2.9

Figure 4.30 — Fonctions « pour le couplage centré de taille 0,2 et 0,5.
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05
09

00
079

0427 09

0.000
079

Figure 4.31 — Fonctions 1-a pour le couplage centré de taille 0,2 et 0,5.

Pour ces fonctions de couplage et pour le test du tube a choc, la frontiére
entre les conditions initiales constantes est au centre du domaine. Les ondes

partant de cette limite, elles sortiront donc de la zone de couplage.

On fera aussi des tests ou les ondes ne sortent plus, mais rentrent dans la
zone de couplage, pour observer si elles sont déformées ou si leur vitesse est
modifiée dans la zone de couplage. On présente donc les fonctions de couplage
correspondant & une position décalée (et non plus centrée) du domaine €2y

dans les figures 4.32.
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Figure 4.32 — Fonctions « et 1-

4.3.2 Matrice de projection

On a vu dans le cas 1D, que la construction de la matr

a calculer 3 l'initialisation des maillages. Elle est caract

des mesures des intersections des mailles sur leur propre mesure. Pour un

maillage régulier (méme avec des pas variables), c’est trés s

les formules 1D et on l'applique dans chaque direc

considére une triangulation quelconque, ¢

effet, calculer 'intersection de deux tr

1 n’existe pas d’algorithme efficace qui permette de le

i

un probléme ouvert
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faire pour un grand nombre de mailles.

Nous proposons de faire une approximation de ces mesures en utili-
sant une formule de quadrature (maillage uniforme) sur la premiére maille
et en comptant les points de ce maillage qui appartiennent & la seconde.
Maillage uniforme : soit un nombre entier N et un triangle (A, B,C), on

construit d’abord le triangle (A;, B;, C;);_, n, puis on répartit des points

(xAi,Bi

i ) sur les bords de ces triangles :
i=1,N j=1,N

(Xa+ Xp+ X¢)

3 ’
XA, = X4 — % (Xa—Xg) Vi=1,N, (4.2)
J
N

Xg =

ofvPi = Xy, + = (Xp, — Xa,) Vi=1,N.

Le nombre de points répartis est alors 3 N2. On sélectionne donc les mailles
qui sont dans la zone de couplage (opération effectuée lors de la construction
de la fonction de couplage). Ensuite, pour chaque maille du maillage 1, on
applique une distribution réguliére de points. Puis on teste chaque maille
du maillage 2 (suffisamment proche) pour compter les points appartenant a

cette maille. Pour cela, on utilise encore les coordonnées barycentriques :

x€C=(ABC),
< (Aa(x), AB(z), Ac(z)) € [0,1].

Il suffit ensuite de diviser par le nombre de points pour avoir une approxi-
mation de la mesure des intersections des deux mailles. Enfin, on divise ces
mesures par la mesure de chacune des mailles respectivement du maillage 1

et du maillage 2 pour obtenir les matrices de couplage.
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4.3.3 Rappels sur les systémes hyperboliques et sur le mo-
déle hydrodynamique d’Euler

Quelques précisions sur le probléme de Riemann

On rappelle ici les travaux de Lax sur la résolution des problémes hyper-

boliques :

Définition 4.3.1 Un choc de vitesse s est admissible au sens de Lax ssi

d1<k<mty.

g g
M1 S s <A

/\% < s< A%—f-l
On parle alors d’un 7k-choc” admissible.

Remarque 4.3.1 Cette définition nous permet de rajouter

1. gqu’en 1D, cela revient a dire
f'(ug) < s < f'(ug)

2. Tous les chocs sont entropiques (sens visqueuz, thermodynamique) ssi

tous les chocs sont admissibles.

Définition 4.3.2 Une courbe de choc (uq(§),s(§)) est la courbe continue

et paramétrée par &€ € IR, telle que

ug (0) = ug
uq (§) = €état droit lié G ug par un choc de vitesse s (§)

& 5(8) [ug —ua ()] = [f (ug) n — ' (ua (§)) ], Y€ € R

Théoréme 4.3.3 Les tangentes dd% (0) des courbes de choc en & = 0 sont

nécessairement les m vecteurs propres de A (ug), la jacobienne de f (ug)

du
uq (§) ~ Ug + d

£30 d—£ (0) '67



4.3 Cas 2D : 2 V.F, maillage déformé 157

ug (&) = ug + Ry (uy) €.

Alors on la vitesse du choc p en fonction des valeurs et vecteurs propres

aSSOCIES :
10 9
s(&) = Ap (ug) + E%Ap (ug) -Rp (ug) £+ O ({ ) .

1. Les chocs VNL (Vraiment Non Linéraires)

oA

Du (ug) -Ryp (ug) # 0

Alors, si € et %f (ug) -Rp (ug) sont de méme signe, alors cette partie

de la courbe n’est pas admissible

Ap (ug) > 8(8) > Ap (uq (£))

et si € et % (ug) .-Rp (ug) sont de signes contraire, cette partie est

admissible

Ap (g) < 5(8) < Ap (ua (£)) -

2. Les chocs LD (Linéairement Dégénérés), qui sont les discontinuités de
contact

Yu, (ug) -Rp(u) =0

Ou

sont toutes admissibles

{ $(6) = X (ug) = Xp (4 (€))
dLg (&) = aRy ()

dA 0 d oA
W) = 50 (ug) o = G (ug) By (w) = 0.

Systéme d’équations d’Euler

Ces équations de 'hydrodynamique concernent les fluides non visqueux

compressibles. C’est un systéme strictement hyperbolique, ce qui entraine
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I’apparition d’ondes de chocs et de détentes et des discontinuités de contact,
méme si les conditions initiales sont réguliéres. Il est basé sur les lois de

conservation suivantes.

1. Conservation de la masse

p : densité,

vitesse moyenne ,

u
to to
[/pdw] = / / —pu.ndydt,
w t1 t1 ow

ou pu.n est le flux de masse qui rentre par unité de temps et de surface.

w représente ici un petit élément fluide.

2. Conservation de la quantité de mouvement

f + force de masse,

o : force de surface,

to t2
[/ pudw] = / / —pu (u.n) dydt
w t1 t1 JOw
12 to
+/ /fdwdt-l—/ / on dydt.
t1 w t1 Ow

3. Conservation de I’énergie

E : énergie volumique,
qg : flux de chaleur,
r @ quantité de chaleur fournie,

to to
[/ Edw:| = / / —FEumndydt
w t1 t1 Jow

tz t2
+/ /(fu+7‘) dwdt-l—/ / (uon —qn) dydt.
t1 w t1 Ow
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4. Second principe de la thermodynamique

s : entropie (mesure du désordre interne)

to t2
/ /<I>dwdt = [/psdw]
t1 w
2}
/ /sund’ydt

entrople regue

to 1
+/ /—wadt
t1 wT
to 1
+/ / —qn dydt
t1 &uT

> 0.

Pour obtenir une écriture différentielle de ces équations intégrales, on

utilise la formule de Green :

/ A.ndfy:/div(A) dw .
Ow w

Ensuite, on passe a la limite w x Jt1,%2[ — 0.

On fait alors des hypothéses de comportement sur le fluide, qui entrainent

des lois de comportement :

p=t-0(B-p%),

2

E:p%—l—pCvT.

ot ’on définit le paramétre adimensionné v et la vitesse du son :

Cy,’
op/ P
Le systéme d’Euler devient dans IR? : trouver U dans IR tel que

%U +div (F (U)) = 0 dans D' (Q) .



160 Couplage de deux schémas Volumes Finis

avec

pu
F{U)=| pu®u+p(U) Id
\ (E+p)u

Il s’agit bien d’une loi de conservation non linéaire oit F' désigne le flux.

La théorie des sytémes hyperboliques donne la relation de Rankine-

Hugoniot entre deux états séparés par une onde de choc :

o[Ul=[F(U)], (4.3)

ol le o désigne la vitesse de I’onde de choc (I'inverse de la pente de la courbe
de choc dans le plan (x,t) ) et opération “entre crochets” ( [o] ) désigne ici
le calcul du saut. Si Uy est I'état (constant dans un tube & choc) a gauche et

U, état a droite, alors :

[U] = (Uy - Ua) -

Ces éléments de base nous permettrons d’interpréter les résultats numé-

riques de Eva Part-Enander et B. Sjogreen.

Cas test de 'onde de choc lente

Pour tester les méthodes de couplage, ces deux auteurs étudient un cas
de tube & choc sur un maillage déformé (cas maillage courbe), avec comme

solution une onde de choc trés lente. On applique les conditions initiales
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suivantes pour Euler :

( 1.4 1.4
0 0
UG = 4.2 = 3
W 3
8.8 8.8
¢ (4.4)
5.38064 5.38064
0 0
Up = 4.25971 =
538061 0.79167
L 27.2576 27.2576

L’étude du probléme de Riemann sur ces conditions montre que le choc
lent (de vitesse 1,51072) est une 1-onde (correspondant & la valeur propre
A1 = u —c¢). Il y a en plus une 3-onde de choc rapide (de vitesse 2,4264),
mais de trés faible amplitude (de I’ordre de 10~%). Entre ces deux ondes
bien différentes, il y a aussi une discontinuité de contact, moins rapide (de
vitesse 7,91675107!), mais avec une peu plus d’amplitude (107°). Ces deux
ondes perturbent le calcul avant que le choc fort ne rentre dans la zone
de couplage, surtout dans le cas du maillage déformé décrit au paragraphe
4.3.5. Dans cette section, on présentera des résultats avec d’autres conditions
initiales. Celles-ci entrainent ’apparition d’un 3-choc lent (donc en premier

dans le couplage) et de forte amplitude.

4.3.4 Tube a chocs de Sod

On construit le tube & choc de Sod a1’aide de la condition initiale suivante

(voir figure 4.33) :

pc =4
Ucs=| ug=0 ,

Eg—=4

pp =1
UDZ UDZO

Ep=1
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Resultats pour : densite 0 1 -1.5 Resultats pour : vitesse
05
4
35
0
T3
py 3
?9 25 £ 0
3 S
5 2
©
15
1
-0.5
-2 0 2 -2 0 2
X X
Resultats pour : energie Resultats pour : pression
4
257
3.5
3 c 2f
[}
> 2
o 2.5 0
& 215¢
2
1.5 1r
l L
-2 0 2 -2 0 2
X X

Figure 4.33 — Conditions Initiales du tube & chocs de Sod.

La figure 4.33, de méme que pour les figures 1D de ce cas test, représente
la coupe des valeurs de la densité, de la vitesse, de la pression et de 1’énergie,

le long de la droite médiane du cas test 2D.

On présente tout d’abord le calcul sans le couplage dans la figure 4.34.
Les résultats donnés par les quatre premiéres courbes donnent 1’évolution

des grandeurs citées précédemment, en fonction du temps.
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25

15

0.5

2.5

15

05

-2

-1

0

1

2

25

15

0.5

25

15

0.5

-2 -1 0 1 2

Figure 4.35 — Résultat du tube & chocs de Sod sans couplage : isocourbes.

Etude du couplage centré

Pour des maillages grossiers, on a les résultats suivants : pour le maillage

1 de taille 25 x 13 et le maillage 2 de taille 9 X 7, on a la figure 4.36, puis

la figure 4.37 pour le maillage 1 25 x 13 et le maillage 2 17 x 12. Les paliers

(zones o1l on a peu d’isovaleurs) sont bien & la bonne hauteur dans les deux

cas, mais on voit bien 'influence du pas du maillage 2 sur le résultat final.
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Resultats pour : densite 0 1 -1.5 Resultats pour : vitesse
4
0.4
) 35
—
3 0.3
5
2 25 202
7 5 S
(5]
0.1
15
1 0
-2 0 2 -2 0 2
X X
Resultats pour : energie Resultats pour : pression

N

pression

4
25
35
Q 3
> X
© 2.5
c 15
)
15 1
1
-2 0 2

-2 0 2
X X

ST LTI
2 2
15 15
1 1 —
el )

2 -1 0 1 2 2 -1 0 1 2
25 } 25
2 2
15 15
1 1
05 \ \ 05

2 -1 0 1 2 2 -1 0 1 2

Figure 4.36 — Résultat du tube & chocs de Sod M1 : 25 x 13; M2 : 9 x 7
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Resultats pour : densite 0 1 -1.5 Resultats pour : vitesse
4
0.4
10 35
—
0.3
- ? o
%]
E 25 % 0.2
g 2
.1
15 0
1 0
-2 0 2 -2 0 2
X X
Resultats pour : energie Resultats pour : pression
4
25
35
0 3 5 2
o 7]
© 25 17
S 015
2 [=3
15 1
1
-2 0 2 -2 0 2
X X
25 25
2 2
15 15
1 1
0.5 0.5
-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2
2.5 2.5
2 2
15 15
1 1
0.5 0.5
-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2

Figure 4.37 — Résultat du tube & chocs de Sod M1 : 25 x 13; M2 : 17 x 12

Si I'on raffine le maillage 1, on obtient la figure 4.38.
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Resultats pour : densite 0 1 -1.5 Resultats pour : vitesse
4
0.4
1035
T 0.3
- o
%]
E 25 % 0.2
2 2
(3]
° 15 0.1
1 0
-2 0 2 -2 0 2
X X
Resultats pour : energie Resultats pour : pression
4
25
35
3 c 2
2 s
@25 7]
S 915
2 Q
15 1
1
-2 0 2 -2 0 2
X X
25 25
2 2
15 15
1 1
0.5 0.5
-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2
25 25
2 2
15 15
1 1
0.5 0.5
-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2
Figure 4.38 — Résultat du tube & chocs de Sod M1 : 60 x 40; M2 : 9 x 7

La, on voit que malgré la faible taille du maillage 2, le résultat est tout

a fait correct. En fait, méme si l’on laisse le maillage 2 trés grossier (9 x 7),

on a convergence du schéma si le maillage 1 devient trés fin (400 x 200) dans

la figure 4.39.
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Resultats pour : densite 0 1 -1.5 Resultats pour : vitesse
4
0.4
10 35
—
3 0.3
= 3
o 141
9 25 % 0.2
g 2
.1
15 0
1 0
-2 0 2 -2 0 2
X X
Resultats pour : energie Resultats pour : pression
4
25
35
0 3 5 2
o 7]
© 25 17
S 015
2 [=3
1

0 2
X

X o

Figure 4.39 — Résultat du tube & chocs de Sod M1 : 400 x 200; M2 : 9 x 7

Enfin voici deux tests ou 'on a placé la zone de couplage respectivement
a gauche (détente entrante) et & droite (onde de choc entrante) de la ligne

centrale du tube & choc de Sod.
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Resultats pour: densite 0 1-1.5 Resultats pour : vitesse
4
0.4
3.5
n
-I—' 3 0.3
z 8
i Loz
T =
5 2
° 0.1
15
1 0
-2 0 2 -2 0 2
® b
Resultats pour: energie Resultats pour : pression
4
2.5
3.5
3 2
2 5
or ‘O
5 2.5 @«
s g45
2
15 1
1
-2 0 2 -2 0 2
b b
25 2.5
2 4
15 1.5
1 1
0.5 0.5
-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2
2.5 2.5
2 4
15 1.5
1 1
0.5 0.5
~2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2

Figure 4.40 — Profil et résultat du tube & chocs de Sod M1 : 60 x 40; M2 :
15 x 15

La figure 4.40 montre que la détente entre correctement dans la zone de

couplage.
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Resultats pour: densite 0 1-1.5 Resultats pour : vitesse
4
0.4
3.5
n
-I—' 3 0.3
z 8
g 25 S0z
T =
5 2
° 0.1
15
1 0
-2 0 2 -2 0 2
® b
Resultats pour: energie Resultats pour : pression
4
2.5
3.5
3 2
2 5
= o
=25 2
5 £15
2
15 1
1
-2 0 2 -2 0 2
b b
s | “H
2 4
15 1.5 ‘
1 1 |
05 ’ 05 “H
-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2
2.5 ‘ 2.5
2 4
15 1.5
1 1
0.5 ‘ ‘ 0.5
~2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2

Figure 4.41 — Profil et résultat du tube & chocs de Sod M1 : 60 x 40; M2 :
15 x 15

La figure 4.41 montre que ’onde de choc entre elle aussi correctement

dans la zone de couplage.



4.3 Cas 2D : 2 V.F, maillage déformé 171

On peut conclure cette étude en insistant sur le fait que ’algorithme de
couplage est trés robuste. Ce sont les conditions aux limites du couplage de
type volumique qui apportent cette robustesse. Mais il ne faut surtout pas
oublier les zones a = 0 et a = 1 dans la zone de couplage car sinon on a des

instabilités comme celles représentés dans la figure 4.42.

25 25
2 2
155 15
1r 1
0.5 05
-2 -1 0 1 2 -2 -1 0
2.5 25
2 2
15 15
1 1
0.5 05
-2 -1 0 1 2 -2 -1 0

Figure 4.42 — Résultat du tube & chocs de Sod M1 : 200 x 100; M2 : 9 x 7
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4.3.5 Etude du couplage sur un maillage déformé

Nous reprenons ici le cas test présenté par Eva Pért-Enander dans sa
these ([Par95]) “Overlapping Grids and Applications in Gas Dynamics” dans
le Chapitre 4 (p106-124), ainsi que dans l’article qu’elle a écrit avec B. Sjo-
green (dans [PS94]). Il s’agit de tester le couplage pour le systéme d’Euler
pour le maillage 1 déformé et le maillage 2 régulier. Ici, I’onde de choc rentre
dans le domaine de couplage.

Pour obtenir ce maillage déformé, nous sommes partis d’'un maillage ré-
gulier carré [—1,1] x [—1,1], auquel nous avons appliqué la transformation

suivante :

F(w )_ a1+a2x+a3w2+a4x3+a5y—l—a6y2+a7y3,
Y= bi +boz+ b3z +bya® + bsy + bgy® + by yS.

On a alors choisi les coefficients suivants :

ai; ag; ag; a4; as; ag; ar, \ _ ( 0;0,75; 0; 0,25; 0,25; 0; —0,25,
bi; bo; bs: ba; bs; be; br. ~\ 0; —0,25; 0; 0,25; 0,75; 0; 0, 25.

Ce que l'on veut observer est le déphasage entre la partie de ’onde de
choc se propageant hors de la zone de couplage et celle qui la traverse. Dans
le test d’Eva Part-Enander, ce déphasage est vraiment trés important. En
effet, on voit dans ses interprétations et avec sa méthode, que ’onde de choc
entrant dans le domaine de couplage est trés déformée par celui-ci. Ce n’est
pas forcément la zone de couplage qui interfére dans ce cas precis : On a vu
a la fin du paragraphe 4.3.3, que les conditions initiales utilisées pour leur
cas test ne sont pas applicables pour les pas d’espace choisis (en particulier
pour le maillage déforme).

Les fonctions de couplage (calculées aprés déformation) sont données
dans la figure 4.43 et pour les conditions initiales, on reprend les conditions

initiales du tube & choc de Sod. Elles sont données dans la figure 4.44.
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=
II-II =

| St =1

Figure 4.43 — Fonctions de couplage du test déformé
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Figure 4.44 — Conditions initiales du test déformé

On a fait un premier test sur un maillage peu raffiné, les résultats sont

alors présentés dans les figures 4.45 a 4.51,
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Figure 4.45 — Couplage déformé instant 1
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Figure 4.46 — Couplage déformé instant 2
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Figure 4.47 — Couplage déformé instant 3
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Figure 4.48 — Couplage déformé instant 4
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Figure 4.49 — Couplage déformé instant 5
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Figure 4.50 — Couplage déformé instant 6
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Figure 4.51 — Couplage déformé instant 7

On voit que l’on a un faible décalage (de l'ordre de la taille du maillage
2) entre 'onde dans la zone de couplage et celle qui est en dehors. Si l'on

raffine le maillage (voir figures 4.52 & 4.58), ce décalage disparait.
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A WA N

Figure 4.52 — Couplage déformé instant 1
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_n
A W N

Figure 4.53 — Couplage déformé instant 2
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W W
A B
A WA W

Figure 4.54 — Couplage déformé instant 3
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Figure 4.55 — Couplage déformé instant 4
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Figure 4.56 — Couplage déformé instant 5
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Figure 4.57 — Couplage déformé instant 6
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Figure 4.58 — Couplage déformé instant 7
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Aprés avoir validé ces calculs, nous nous sommes intéressés a4 un probléme
industriel : on cherche & modéliser l'injection d’un fluide dans un autre au
travers d’un simple trou. Ce travail est effectué en collaboration avec I’équipe
du Professeur Dietmar Kroner de 1'Institut pour les Mathématiques Appli-

quées de I'Université de Frieburg (Allemagne), pour le compte de la DFG.
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4.4 L’injection avec deux schémas Volumes Finis.

Dans un premier temps, on construit le couplage de deux méthodes Vo-
lumes Finis pour le probléme de I'injection. Le dispositif étudié est représenté
dans la figure 1.1 de la page 9. Il s’agit de modéliser un fluide visqueux qui
transporte des particules métalliques. Il est tout d’abord soumis & un refroi-
dissement, dans une premiére chambre, puis est transformé en jet par le trou
entre les deux chambres, la seconde chambre contenant un gaz peu dense
par rapport au premier. On s’intéresse a la forme du jet, lorsqu’il dépose ses
particules métalliques sur la cible.

Dans ce test, on simplifie les hypothéses, en supposant que le fluide est
régit par les équations d’Euler dans tout le dispositif. On a utilisé les hypo-
théses du tube & choc de Sod pour construire le calcul.

Dans le chapitre suivant, on verra comment adapter ’algorithme de cou-
plage pour l'utiliser avec la méthode de type particulaire appellée méthode
S.P.H..

Il faut tout d’abord placer correctement la zone de couplage. On s’inté-
resse & la formation du jet; il est clair que lorsqu’il a traversé le trou, les
lignes de courant sont déja crées. Il se forme donc en aval du trou. Si le
schéma 1 et le maillage 1 servent & calculer la solution du probléme dans la
premiére chambre, le schéma 2 et le maillage 2 sont utilisés quant & eux, a
calculer le jet, depuis sa formation, jusqu’a ce qu’il percute la cible. Comme
on peut le voir (avec les conditions initiales du probléme) dans la figure 4.59,
on a placé la zone de couplage dans la chambre 1, de maniére & ce que le
couplage n’interfére pas avec la création du jet prés du trou.

Les conditions appliquées aux limites du dispositif sont simplement des

conditions de réflexion du fluide.
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Figure 4.59 — Condition initiales et zone de couplage du cas injection.

Dans cette figure, on trouve les deux maillages superposés a gauche (le
maillage 1 étant au dessus du maillage 2) avec les grandeurs physiques sui-
vantes : en haut la densité et en bas I’énergie. A droite, on a juste affiché les

résultats sur le maillage 2.

On voit dans les figures 4.60 & 4.63, le mécanisme de création du jet.
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Figure 4.60 — Cas injection : instant 1
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Figure 4.61 — Cas injection : instant 3
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Figure 4.62 — Cas injection : instant 7
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Figure 4.63 — Cas injection : instant 8

L’onde de choc et I’onde de détente se sont propagées dans le maillage 2.
Cette derniére se situe dans la figure 4.63 au niveau de la zone de couplage.

On la voit donc apparaitre dans le maillage 1.

Dans la figure 4.64, le jet est déja formé et ’onde de choc qui le précéde
tape contre la cible et commence a étre réfléchie par le bord dans la figure

4.65.
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Figure 4.64 — Cas injection : instant 13
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Figure 4.65 — Cas injection : instant 16

Dans les trois derniéres figures, I’onde de choc réfléchie ralentit le jet.
Celui-ci est trés droit dans ce calcul et s’élargit simplement & son extrémité,
ce qui ne semble pas étre physiquement admissible. En effet, on s’attend
plutot & voir le gaz présent initialement dans la seconde chambre interférer

avec le jet.
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Figure 4.66 — Cas injection : instant 22
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Figure 4.67 — Cas injection : instant 25
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Figure 4.68 — Cas injection : instant 26
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4.5 Conclusion du couplage de schémas Volumes
Finis

En conclusion, le couplage de deux méthodes de type Volumes Finis
d’ordre 1 fonctionne correctement avec l’algorithme présenté. On a mon-
tré qu'’il était convergent aussi bien en 1D avec l’équation de Burgers, qu’en
2D avec le systéme d’Euler (tube & choc de Sod).

Le cas test de 'injection étudié dans cette derniére partie montre que la
zone de couplage correctement positionnée n’interfére pas dans la création
du jet. Mais la forme de celui-ci nous suggére que la méthode des Volumes
Finis n’est pas la plus efficace pour son calcul. Aussi nous allons utiliser,
dans le chapitre suivant, le couplage avec pour schéma 2, une méthode pure-
ment lagrangienne : la méthode particulaire appelée SPH (Smooth Particle

Hydrodynamics).






Chapitre 5

Couplage d’un Schéma
Volumes Finis avec la méthode

S.P.H..
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5.1 Introduction : La méthode SPH

Les méthodes particulaires régularisées pour les EDP ont fait ’objet de
développements importants depuis les dix derniéres années tant sur le plan
des applications que de leur analyse numérique.

Beaucoup d’applications concernent la mécanique des fluides et ’on doit
en particulier citer les méthodes dites Vortex pour la dynamique des fluides
incompressibles (visqueux ou non). C’est en 1964 que Harlow [Har64] a initié
ce type de méthodes particulaires en mécanique des fluides, plus exactement
en multifluides compressibles. Il voulait résoudre les termes de convection sur
un maillage mobile (particulaire) tout en les couplant avec la méthode des
Différences Finies pour traiter les termes de pression. Depuis, cette approche
est appelée méthode P.I.C. (Particle In Cell). Ces méthodes partagent avec
les méthode de Vortex la caractéristique de faire intervenir une méthode
numeérique spécifique pour traiter les termes différentiels qui ne sont pas des
termes de transport.

On va ici utiliser un autre type de méthode particulaire qui traite tous les
termes de la loi de conservation, sans aucun maillage. Cette méthode parti-
culaire régularisée s’intitule SPH (Smooth Particle Hydrodynamics). Elle est
4 la base de tous les développements autour de ce théme. Nous commencons
donc par un bref historique.

La méthode a été découverte en 1977 par Lucy (|[Luc77|) un astrophy-
sicien anglais, qui l’a utilisée pour la simulation en astrophysique de phé-
nomeénes non-axisymétriques. Son interprétation était cependant de nature
probabiliste et les calculs utilisaient moins de 100 particules. C’est & J. Mo-
naghan, mathématicien appliqué australien, que 'on doit les fondements

effectifs de la méthode (& partir de 1982, [GM77], [GMS83], [Mon92]). La mé-
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thode SPH est restée jusque dans les années 85 l'apanage des astrophysiciens.
On doit, 8 W. Benz (encore un astrophysicien) les premiéres applications a
des calculs complexes faisant intervenir des modéles d’endommagement de
matériaux (|[Ben89],[BA93]).

Les premiers codes industriels utilisant la méthode SPH ne sont apparus
que récemment. Une des principales raisons est le manque de conceptualisa-
tion dans la formulation des conditions aux limites. Ce qui empéchait d’offrir
la souplesse des autres codes dans ce domaine (Volumes Finis ou Eléments
Finis, par exemple).

Au niveau de ’analyse mathématique, et jusqu’a trés récemment le seul
travail est du & Raviart et Mas Gallic ([MR87]), il concerne la convergence
de la méthode dans le cas continu en temps et pour les systémes linéaires
symétriques. A présent, on peut citer plusieurs travaux effectués a 'INSA de
Toulouse, par J.P. Vila, B. Benmoussa ([BV]) et récemment par N. Lanson
([Lan00]).

Nous donnons briévement dans ce qui suit les principes de bases néces-
saires & la compréhension des méthodes particulaires. Nous renvoyons en
particulier & P.A. Raviart ([Rav85]) pour une description détaillée et des

résultats mathématiques précis.
5.1.1 Approximation Particulaire des Fonctions

Les méthodes particulaires comme les autres méthodes de discrétisation
nécessitent un maillage du domaine de calcul. Ce dernier sera composé de
volumes élémentaires de la matiére dont on souhaite décrire et étudier le
comportement. Ces méthodes sont purement lagrangiennes. Par conséquent,
les mailles évoluent dans le temps le long des trajectoires associées & un

champ de transport adéquat (en général, on prend le champ de transport



5.1 Introduction : La méthode SPH 207

physique).
On donne donc 'opérateur qui définit ce transport. C’est un opérateur

différentiel du premier ordre défini par :

_0n N O@(@t) )

L = — . 1
=1
ot le vecteur a = (a',...,a?) est le champ de transport. Nous supposons
par la suite qu’il vérifie les conditions suivantes.
Soit T > 0, nous posons alors Q7 = IR?x]0, T'[
(1) o’ € L™(Qr), (i) o € L (Qr). (5.2)
Considérons alors pour tout ¢ € IR?, le systéme différentiel suivant :
d
= =a(a,t),
dt (5.3)
z(0) =¢&.

On définit alors les courbes caractéristiques (courbes intégrales), associées a
Popérateur £, par 'unique solution ¢ — z(&,t) du systéme (5.3). Ainsi, le

jacobien de la transformation suivante
& t) — (z,1) (5.4)

est défini par :
o i
T(€:) = det(5e (1)

Un calcul différentiel élémentaire sur les formes multi-linéaires montre que :
oJ .
E(fat) = J(f,t) le((l) (x(éat)at) (55)

On définit ensuite un maillage initial régulier Tp, de pas h et composé

des mailles : Vk € P

Dy, (0) = {w € [X; (0)}1-:1,4} )
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ott les X} (0) sont les noeuds de la maille Dy (0). Le barycentre de cette
particule est noté .

Le volume de ces boules Dy (0) est donné par mes(Dy (0)) = h¢, oi d
est la dimension de ’espace. Cette mesure est notée traditionnellement par
wy, et aussi appelée poids initial de la particule, k € P.

Au cours du calcul, on fait évoluer la position de la particule i vers le
point z;(t) le long des caractéristiques données par le champ a (voir la figure

5.1).

=T

XK0)

X0

Figure 5.1 — Déformation du maillage initial

On introduit alors la déformation globale du maillage 7p, par l'inter-
médiaire d’une équation de conservation sur les volumes w;(t) des mailles

Dy (t) : p

Ewi (t) = a(z(t), 1),

d .

awi(t) = div (a(z;(t),t)) wi(t),

:Ez(O) = fz wi(O) = Wj .
(&i,t) sont donc les coordonnées lagrangiennes de la particule. Dans la mé-
thode SPH, on ne calcule pas explicitement les mailles déformeées Dy, (t), mais

seulement les transformation des poids w; associés.

On utilise aussi une formule de quadrature basée sur la grille ponctuelle
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(i ())iep

[ f@ie= [ raenrend s Y uore) 6o

jEP
Cette formule de quadrature (5.6) permet de définir pour tout instant ¢
un opérateur d’approximation II?(¢) & valeur mesure. C’est un opérateur de

I’ensemble des fonctions continues dans ’ensemble des mesures. Il est défini

comme suit : Vf € C° (RY),

I (#)(f) (@) = Y wi(t) f(ax(t)) 6(z — 2k (1))

keP

oil § est la masse de Dirac au point z(t). Alors la valeur TI*(¢)(f) désigne

I’approximation particulaire de la fonction continue f.

5.1.2 Approximation particulaire régularisée

La formule de quadrature précédente, associée aux deux ingrédients sui-

vant :
- noyau régularisant,
- régularisation par convolution

permet de définir en trois étapes ’approximation particulaire régularisée

d’une fonction. Tout d’abord, on pose le :

. Noyau régularisant W (z, ¢)

lg(M)_

W(z,e) = ¥

Le paramétre ¢ étant la longueur de lissage (smoothing length en an-
glais). Ici, on écrit ce parameétre comme une variable pour le noyau, car

on le fera dépendre de la position z un peu plus loin dans cet exposé.
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Ce noyau est défini par la donnée d’une fonction 8 réguliére & support

compact dans [0, 2]. Par exemple, avec un polynéme par morceaux :

1_§y2+§y3 lfOSyS]-aa
Oyy=Cxg ¢ 27 4

Z(2—y)3 if1<y<2.
avec
2 10 1
C==,—,=
3’ T’

pour d=1,2 ou 3.

On a donc la propriété fondamentale :
W (z,¢) e do () .

On donne ensuite la

. Régularisation de f

Elle se fait par convolution de f avec le noyau W, :

fo(@) = [+ W(a,e) = / F@) W -y, dy (5.7)

Ce qui nous permet d’énoncer la formule de quadrature :

. Quadrature

On utilise alors la formule de quadrature (5.6) sur 'intégrale (5.7), ce
qui définit I’approximation particulaire régularisée TI”(f) de la fonc-
tion f :
2 (f)(w) = Y wi f ()W (x — z;(t),¢).
jeEP
. Enfin, avec les notations suivantes :
Wij = W(a.’l,'] - :Ei,E) ,
w
O Wij = oz; (zi — zj,¢),

f(zj) = fj.
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Alors on peut définir les dérivées partielles approchées de

I’approximation particulaire régularisée :

T (f)i = D w; fi0: Wy
jeP

5.1.3 Approximation Particulaire d’une Loi de Conservation

On considére dans cette section le systéme d’équations aux dérivées par-

tielles suivant :

+ > —F’“@xt) S(®,z,t), te R, ® e IR?,
dxy,
k=1,d (58)

®(z,0) = Py(z), z € RY, &) € IRP.
Vopérateur £, est défini par (5.1).
Pour l'analyse mathématique de la convergence, le champ a est supposé
connu et indépendant de ®, mais rien n’empéche une telle dépendance dans
tout ce qui suit. On recherche donc une approximation ®;(¢) de (5.8), définie

sur des particules se déplacant selon les caractéristiques données par a :

B; = ®(x;(t),1).

On a alors
1d
wi di (wi®i) = La(D)i-
Pour calculer de maniére approchée 3 F’“((I) z,t), il est naturel de ré-

gulariser les fonctions F*. Ce qui donne :

La(®)i+ Y <3kHQ(Fk)z' + FF oI (1); = S“') ’
h=1.d

soit
d

7 (w; ®;) + w; Z Z w; (Ff + Fik) OxWij = w;S; - (5.9)

k=1,d jeP
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Le terme 0xI17(1); a été rajouté afin de préserver la conservation globale de
la méthode. On remarque d’abord qu’il ne doit pas perturber la consistance
de la méthode puisqu’il est a priori petit. Ensuite, on remarque que 0y W;; =
—0kWj; ; un calcul simple montre alors que :
d
p7 > wildi | = wiSi,
i€EP i€EP

expression qui est un analogue discret de

i (/ @dm) = Sdx .
dt ]Rd IRd

Il reste a effectuer une discrétisation en temps explicite pour obtenir
un schéma opérationnel. Le schéma (5.9) que nous venons de donner est
un schéma de type centré, il y a donc nécessité de viscosité artificielle ou
de décentrement pour stabiliser la méthode. Ceci est fait en pratique en
introduisant un terme approprié Hfj (symétrique en 4 et j afin de respecter

la conservativité globale) :

d
— (w®;) + w; Z ij (F;c + sz + Hfj) Wij = w;S; (5.10)

dt ;
k=1,djeP
Conservativité pour ¢ variable

Un élément important s’est rapidement imposé dans toute les applica-
tions, c’est la nécessité de faire varier le €, en fonction de la particule et du
temps. Cela s’avére indispensable si ’on veut, ne serait-ce qu’en une dimen-
sion d’espace, calculer la solution d’un tube & choc type Sod. Un tel calcul
mené avec € constant conduit trés rapidement & des instabilité dans la zone
de détente. Cela s’explique trés simplement : la méthode étant par nature
lagrangienne, les particules s’écartent dans la zone de détente, et en particu-

lier & € constant le nombre de voisins décroit, provoquant une augmentation
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irrémédiable des erreurs numériques dans les calculs des dérivées. Le reméde
est simple ([GMT77], voir aussi [BA93|); il suffit de faire évoluer e locale-
ment afin de garder le nombre de voisins le plus proche possible des valeurs

optimales. En pratique on modifie le principe d’approximation comme ceci :

< (@) >4= / F@)W (@ — y,e(x))dy,

et la formule de quadrature utilisée est
I (f)i = ijfjW(xi —Tj,€).
jerP
Il s’agit de la formulation “gather” dans la littérature SPH (voir [HK89]).
La seule difficulté est de lui associer un opérateur de dérivation approché
d;' linéaire et possédant les propriétés de consistance suffisantes. Cela se

réalise en introduisant les nouvelles notations :

: ; ow
Wk = W(x]’ — i, €;) et 3}6WZ~Z~ =

] = 8—%(1‘]_'%’“81) 3

alors, on donne la formule de dérivations partielles approchées :
EiTTh _ Lr. %
ORIy ()i = D wj [ WS
jep

On n’a plus aka = —akWﬁ et donc la conservativité globale n’est plus
respectée. C’est une erreur du second ordre qui ne semble pas avoir d’effets
néfastes sur les résultats, sauf si I’on s’intéresse précisément & la conservation
de quantité macroscopique comme le moment d'un objet. De plus, cette
derniére approximation n’est pas, contrairement au cas standard, la dérivée
exacte de I'approximation particulaire conservative HZ( f). On peut dans ces

conditions démontrer des résultats d’approximation; nous renvoyons a la

theése de J.L. Lacome ([Lac97]) pour une étude détaillée (voir aussi [Vilar]).
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Ainsi, on utilise ’approximation suivante de 0 F* :
Lo@)i+ Y (a;ing(pk)i + F¥ a;ing(l),-) — 5,
k=1,d
soit
d _— o
E (wi(I),‘) + w; Z Z wj (FZk BZ‘WZZ] — Fik 8]? Wjjz) = w;S;.
k=1,djEP
On est alors conservatif par construction. Mais ces méthodes étant peu

robustes, on a introduit le nouveau concept de renormalisation.
Renormalisation

Le concept de renormalisation de ’approximation particulaire est apparu
récemment dans la littérature SPH. On va montrer que, employé a bon es-
cient et avec le formalisme précédent, il permet d’envisager des méthodes
infiniment plus robustes.

L’idée de renormalisation (exprimée dans ce cadre formel) est assez simple,
il s’agit de modifier les formules précédentes a I’aide d’une matrice poids (ou

de renormalisation) B(z) de la fagon suivante :

La(@)i+ Y B (G TL(FY), + FF opTIh(1);) = 5,

k=1,d
soit

d o o

o i) fw Y > w; (FF B opw; - FF BT oy W) = wiS;.

k=1,dj€P
Enfin, des calculs de convergence de ces approximations normalisées montrent
que la matrice de renormalisation doit vérifier B(x) = E(z) !, avec la ma-

trice E suivante

(B (2) = | Y s (@) = 21) Wiz =)

jeP Kyl
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On a donc
B(z) = B(z)™,

(Be) () = (05,10 (o) = w85, TH(D) (5.11)

On renvoie a [Vilar| pour une présentation détaillée de ces résultats. De
plus, on trouve quelques résultats numériques évocateurs obtenus par N.
Lanson sur plusieurs problémes comme le tube & choc de Sod. On compare
ici les méthodes standards (h variable conservatif) a la méthode renormalisée

(voir [BLV], [Lan97] pour les détails des algorithmes effectivement utilisés).
Schémas Hybrides Volumes Finis - Particulaires

Nous revenons enfin & un cadre plus classique, en montrant comment on
peut inclure des schémas de type Godunov issus de la méthodologie Volumes
Finis dans le cadre des méthodes présentées ici. On se place dans le cas d’un
noyau W & symétrie sphérique :

i — 1
V W(zi—z;) = —DOjn N5 = ng _ CCZH )
] 7

Dby = DO(|lzi — ) < 0.

Prenant pour simplifier § = 0, on obtient le schéma suivant

d
g (wi®i) — wi > w; (F; + Fy) ni;D;j = 0,

JjEP

qui fait apparaitre une loi de conservation selon la direction n;; :
0
5y (L (@ij, 1, @).nij) = 0. (5.12)

Il est alors tout a fait naturel d’introduire en lieu et place de (F(®;) +

F(®;)).nij, le flux d’un schéma Volumes Finis 2g(n;;, ®;, ®;) satisfaisant a
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et donc associé a la loi de conservation (5.12). La viscosité numérique du

schéma est classiquement définie par

F(u).n — 2g(n,u,v) + F(v).n .

v—u

Q(n7 u7 ’U) =

Le nouveau systéme s’écrit donc

d
— (w;®;) — w; Zwl 2 g(nij, ®;, ®;)DO;; =0,

dt ‘
JEP
;(0) = 2%(&)-

Oou encore

d
—(w; ;) — w; Z ’LUj(F(.’EZ'j,t, D) + F(.’Ez‘j, t, CI)j)).nij ,

dt ;

JEP

+Q(nij, ®;,2;)(®; — @;)Db;; =0,
2;(0) = 2°(&) -

Cette expression est tout a fait analogue a ’expression (5.10) , classique
en SPH. On peut attendre de cette approche plus de robustesse comme
c’est le cas en Volumes Finis. L’analyse mathématique de la convergence est
possible dans le cas scalaire non linéaire & ’aide des techniques maintenant

classiques utilisant les solutions mesures des lois de conservation (voir pour

cela les résultats de Benmoussa et de Vila dans [BV97]).

Ce type d’approche permet également un couplage efficace entre mé-
thodes Volumes Finis et Particulaires. Ainsi, si I'on dispose du champ de
transport v°(z,t), on peut construire des méthodes particulaires de type
ALE (Arbitrary Lagrange Euler). On renvoie a ([Vil96], [Par96]) pour une
description plus détaillée dans le cadre des équations d’Euler et des exemples

d’applications.
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5.1.4 Algorithme modifié : construction du maillage SPH dé-
formé

On a vu dans la description que le couplage des méthodes numériques
passe par la projection de la solution numérique calculée par un schéma sur
le maillage du second schéma. Telle qu’elle est utilisée, la méthode SPH est
construite sans grille. En fait la seule grille que I’on construit est le maillage
régulier (de pas h) initial, que nous avons noté 7p. On peut alors définir le
maillage que nous allons appeler “approché et déformé” & I’aide du champ de
vitesse a et de I'équation de caractéristiques (5.3). On notera alors X7 (t),

les coins de la maille Dy (¢) (voir la figure 5.1); ils sont donc solution de :

50 _ xiw.),

X} (0) donné.

Ce calcul approché de la déformation du maillage est compatible avec la
méthode SPH, dans le sens ou les mailles D, (¢) ont leur volume mes (D (1))
trés proche des poids wy (t). Ces derniers étant justement ’approximation
de la transformation du volume initial.

Une fois ce maillage (approché et déformé) construit, nous utilisons les
mémes techniques de couplage, décrites dans le chapitre 4. Ainsi le calcul de
la matrice de projection est identique : on place la répartition de points d’in-
tégration sur les mailles VF contenues dans la zone de couplage pour calculer
les volumes de leurs intersections avec les mailles particulaires. Ensuite, on
les divise par le volume des mailles particulaires wy (t). Malheureusement,
le maillage particulaire étant mobile, cette matrice de projection est cette
fois-ci & calculer & chaque pas de temps, aprés le calcul du nouveau maillage
déformé. De plus, le champ de vitesse lagrangien choisi doit étre suffisam-

ment régulier dans la zone de couplage pour que ces mailles ne dégénérent



218Couplage d’un Schéma Volumes Finis avec la méthode S.P.H..

pas par des effets de cisaillement. Il faut donc placer la zone de couplage en

amont des phénoménes trop turbulents.

5.1.5 Application au systéme d’Euler compressible

Nous appliquons maintenant ces concepts aux équations d’Euler compres-
sible pour lesquelles la méthode a été initialement développée. Les variables

conservatives et les flux de ce systéme s’écrivent :

p 0 0
P Fr@)=| P @)= °
- p’U2 ’ - 0 ) - P ’
E vlip )

avec la loi d’état de la pression p = p(p,u) et 'expression de I’énergie totale
E = p(u+ 3]7]).
Le systéme d’équations d’Euler a alors la forme suivante en deux dimen-

sions d’espace :
" (FY(®
L+ Y (A
ox
I=1,d

L’approximation particulaire SPH est alors définie selon :

Ly(®)i+ Y FY@); (arg;(l1)> + (mh(al:i(@)))i =0.

I=1,d

Ce qui conduit au systéme d’équations différentielles ordinaires suivant :

¢ dz; . .. d
(4) d—tz = (@) = (wips) =0,
. d .
< (747) E(wipivi) + w; E wj(pi +p;j) VWi = 0,

jEP

. d - -
(zv) E(szZ) + w; Z wj(pivi + pj’l)j).VWij =0
\ JEP

La seconde équation (7i) implique que la masse de chaque particule

wi(t)pi(t) = m; est constante (i.e. méthode lagrangienne), ce qui permet de
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simplifier les deux derniéres équations ((4i7) et (7v)) du systéme précédant :

d, Pi +Pj\=
—(0;) = — m; VWi,
dt( )= =St o )W

mj (05 — vi).ﬁWij )
;, Pzpj

(5.13)

La viscosité artificielle est introduite suivant le principe de Von Neumann

Richtmeyer : p — p + II,, avec

0 sinon

o — { Bpl?(divi)? — apledivi si divi < 0

ol « et B sont des coefficients adimensionnels positifs de I’ordre de 1'unité.

Donc, si l'on pose p;j, 'approximation de [ div 7 :

h(#; — ;). (& — &)
T — 3,2 + eh?

?

Mij =

alors la viscosité numérique approchée est :

pij(Buij — acij)
I = 1/2(pi + p;)
0 sinon ,

si (UZ — 17])(51 — .’fj) <0,

c(z;) + ¢ (z) .
2

Les équations (5.13) sont celles que l'on a utilisé pour les tests numé-

ol ¢;; est la vitesse moyenne du son, soit : ¢;; =

riques, mais ce ne sont pas celles que l'on trouve traditionnellement dans la

littérature SPH. On trouve le plus souvent la formulation suivante :

( p .
Z mJ : ; + Hz'j)VWij ,
]GP Pj
) = Zm] — 0;).VW;;
Z jep
-5 Z m Tl (05 — 0;).VWij .
\ jer

Enfin, on introduit la renormalisation en calculant les matrices définies
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dans (5.11). On les injecte dans le systéme (5.13), pour obtenir finalement :

( d,

dt eyt pip

d p 1 . . B(zi)+B(zj) =

S A R R
\ JEP

(5.14)
Ces équations sont écrites sous la forme d’une EDO continue en temps.
On doit donc faire une discrétisation en temps (de pas At). On utilise une

méthode de Runge-Kutta d’ordre 2 :

d

=1 ) N
a(t+50) = wm+ S,

) ;

s s (u i+ 2)).

que 'on applique au systéme (5.14). Ce schéma en temps est donc calculé en

u (t + At)

deux étapes. Le schéma Volumes Finis ne comporte qu’une seule étape en
temps. On calcule donc les valeurs de ce dernier au temps t + At, que 1'on
utilise pour modifier les grandeurs particulaires a chacune des deux étapes
de Runge Kutta. On est obligé de faire deux fois le couplage, car sinon les
conditions & la limite de la zone de couplage, pour les particules au temps
t+ % ne sont pas correctes et cela diminue la précision du couplage. On peut
aussi amélioré le couplage intermédiaire en ne projetant pas les grandeurs
Volumes Finis de I'instant suivant, mais plutot la moyenne de celles-ci et des
grandeurs au temps t.

Pour effectuer le couplage, on construit la matrice des intersections, a
chaque pas de temps cette fois-ci, de la méme maniére que pour les cou-
plage Volumes Finis-Volumes Finis. On répartit sur chaque maille particu-

laire Dy, (t) de la zone de couplage, un ensemble de points d’intégration (voir
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la formule (4.2)). On compte (& I’aide des coordonnées barycentriques - cal-
culées une fois pour toute au début de ’algorithme) alors le nombre de ces
points présents dans les mailles Volumes Finis de la zone de couplage. Aprés
division par le nombre total de points d’intégration, on obtient la mesure
approchée de l'intersection.

La projection reste identique pour le schéma Volumes Finis, car il est écrit
sur les variables conservatives. Par contre, on doit projecter les grandeurs

conservatives pour le schéma particulaire :

Pi
grandeurs non conservatives : | ©; | =
Uj
Pi
, Piv;
grandeurs conservatives : ||IU_,.||2
E; = p; ( i + ; )

La procédure & suivre est alors la suivante :
— Projection des grandeurs conservatives particulaires et Volumes Finis,
— Correction (formule (2.11)) des variables Volumes Finis (directement),
— Correction de la densité particulaire, avec la méme formule,
— Correction de la vitesse particulaire, en divisant la projection de la

quantité de mouvement Volumes Finis par la densité particulaire.

Correction de ’énergie interne particulaire, en corrigeant 1’énergie to-

tale et en inversant la formule :

_m( nm)

E;
ﬁwz__%n
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5.2 Résultats Numériques

5.2.1 Présentation du SPH : éclatement d’un bulle

Pour montrer les qualités réelles de la méthode Particulaires Renormali-
sée, nous présentons briévement un calcul effectué par Nathalie Lanson dans
sa theése ([Lan00]).

Il s’agit d’une bulle de liquide en équilibre de pression qui rentre dans un
mur immobile de liquide peu dense. Dans ces différents graphiques (dans la

figure 5.2), on a juste représenté la densite.
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Deplacements des particules

Deplacements des particules

Figure 5.2 — Conditions initiales pour la bulle et juste avant la collision
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Deplacements des particules

Deplacements des particules

Figure 5.3 — Début du choc



5.2 Résultats Numériques 225

Deplacements des particules

Deplacements des particules

Figure 5.4 — Propagation du choc
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Deplacements des particules

Deplacements des particules

Figure 5.5 — Fin du choc



5.2 Résultats Numériques 227

Deplacements des particules

Deplacements des particules

Figure 5.6 — Destruction de la bulle
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On voit bien dans ces figures comment 1’énergie de cohésion de la bulle
est transmise au cours de la perforation au mur. Cette énergie devient I’onde
de choc se propageant dans le mur de gaz et cela entraine 1’explosion de la
bulle. Un probléme intéressant dans ce calcul est la modélisation des forces
de tensions superficielles de la bulle. On a simplement soustrait la pression
atmosphérique & sa pression interne. Ceci assure alors 1’équilibre des parois

de la bulle.

5.2.2 Calcul du GdR DFG-CNRS : ’injection résolue avec
un schéma VF et un schéma SPH

On reprend le dernier test effectué dans le chapitre précédant (celui du
jet). On utilise cette fois-ci la méthode particulaire pour modéliser le jet
injecté dans la seconde chambre.

Le premier calcul est celui du jet, sans couplage, uniquement avec la
méthode SPH. On a imposé des conditions de réflexion sur les bords du
domaine.

On peut voir un premier calcul assez grossier, dans les figures 5.7 & 5.10.
L’affichage du maillage déformé nous permet de distinguer assez bien les
lignes de courant du jet. Un calcul beaucoup plus fin est présenté ensuite.
On s’arréte dans ces calculs lorsque l'onde de détente frappe le bord (fictif
dans le cas avec couplage) du fond de la zone de réserve des particules. On
a en effet un probléme de création de particules. Le but de cette zone est
donc d’injecter naturellement des particules dans la zone de couplage. On
pouvait aussi opter pour une création en augmentant la zone de projection et
en calculant des nouvelles particules. Seulement cette solution est délicate.
En effet, le champ de vitesse des particules doit étre bien régulier dans toute

la zone de projection, pour ne pas avoir de maille particulaire trop déformée.
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Figure 5.7 — Conditions initiales et formation du jet (instant 1)
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Figure 5.11 — Conditions initiales et formation du jet (instant 1)
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Figure 5.12 — instants 3 et 5
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Figure 5.14 — instants 16 et 20
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Figure 5.15 — Conditions initiales et formation du jet (instant 1)
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Figure 5.17 — instants 11 et 13
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Ce dernier cas présenté dans les figures 5.11 & 5.14 et zoomé sur le trou
dans 5.15 & 5.18, montre bien que le jet est formé juste avant le trou. C’est ce
qui nous a poussé & placer la zone de couplage bien en aval de cette zone. On
voit aussi, dans la zone du jet, dans la seconde chambre, que ’algorithme de
déformation des mailles les déforme tellement (le champ de vitesse n’étant
pas régulier dans cette zone) que celles-ci deviennent complétement dégéné-
rées. Il n’aurait pas du tout été possible de faire un couplage avec ces mailles
écrasées.

A présent, nous ajoutons le couplage & ce cas test (et donc le schéma

Volumes Finis dans la premiére chambre).
Sans bande nulle

Nous présentons tout d’abord un résultat de divergence du calcul. On
n’avait pas imposé & la fonction de couplage d’étre respectivement nulle et
égale & 1 dans deux zones proches de la frontiére de la zone de couplage
(voir la figure 2.2). Or on a vu que cette zone constante est obligatoire pour
obtenir la convergence de la méthode. Ici, on a pas imposé cette zone et le

calcul diverge. Les figures parlent d’elles-mémes...
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Dans la figure 5.19 - et dans les suivantes, les deux images du haut
représentent la densité respectivement des deux schémas sur la droite et
uniquement de la méthode particulaire sur la gauche. Dans les deux images
du bas, on trouve l’énergie calculée. Sur la derniére image, on a rajouté
en plus la déformation du maillage initial (ici, on a le maillage particulaire

initial).
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Figure 5.19 — Conditions initiales
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Figure 5.20 — Formation du jet, instants 1 et 2
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Figure 5.21 — Formation du jet, instants 3 et 4
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Figure 5.22 — Début de ’explosion du calcul, instants 5 et 6
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Figure 5.23 — Explosion du calcul, instants 7 et 8
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On voit alors clairement (& partir de la figure 5.22, que le calcul de I’éner-
gie diverge dans la zone de couplage proche du bord du trou. On remédie a
ce probléme en rajoutant la zone « constant (égal respectivement a 0 et 1)

dans la zone de couplage.

Maillage particulaire grossier

On présente tout d’abord un calcul avec un maillage particulaire grossier.

On distingue alors les particules et leur trajectoire.
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Figure 5.24 — Conditions initiales

Les grandeurs représentées dans la figure 5.24 - et dans les suivantes -

sont les mémes que dans le cas précédant.
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Affichege axu temps t= 0.136

Figure 5.25 — Formation du jet : instants 1 et 2
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Affichege ax temps t= 0.676
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Figure 5.26 — Formation du jet : instants 5 et 6
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Affichege axu temps t= 2.536
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Figure 5.28 — Formation du jet : instants 19 et 20
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Affichege ax temps t= 3.642
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Affichage cu rempst= 3.742

: instants 29 et 30

Figure 5.29 — Formation du jet
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Affichege ax temps t= 4.642
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Figure 5.30 — Formation du jet : instants 39 et 40
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On peut comparer ces différents résultats (figures 5.24 4 5.30), avec ceux
obtenus pour le calcul Volumes Finis-Volumes Finis. On voit alors que le jet
est ici beaucoup plus élargi que dans ’autre calcul. On voit aussi bien mieux
les tourbillons latéraux qui donnent le mélange des deux fluides. Les lignes
de courant sont bien représentées dans ce calcul, grace au déplacement des

particules, mais surtout au maillage reconstitué.

Enfin, si ’on raffine le maillage particulaire, on obtient les figures 5.31 a

5.36.

Affichege ax temps t= 0.000

Figure 5.31 — Conditions initiales
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Figure 5.32 — Formation du jet
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Affichege axu temps t= 0.406
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Figure 5.33 — Formation du jet : instants 1 et 2
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Affichege ax temps t= 0.676
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Figure 5.34 — Formation du jet : instants 5 et 6
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Figure 5.35 — Formation du jet : instants 8 et 9



260Couplage d’un Schéma Volumes Finis avec la méthode S.P.H..

Affichege axu temps t= L4706
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Figure 5.36 — Formation du jet : instants 11 et 12
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Maillage particulaire fin

On utilise les mémes conditions initiales que précédemment, on a juste

raffiné les deux maillages Volumes Finis et particulaires.

Figure 5.37 — Conditions initiales
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Figure 5.38 — Formation du jet : instants 1 et 2
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Figure 5.39 — Formation du jet : instants 3 et 4
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Figure 5.40 — Formation du jet : instants 5 et 6
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Figure 5.41 — Formation du jet : instants 7

Le jet est plus fin et plus net. On voit bien la propagation de ’onde de
choc et de ’onde de détente. La zone de couplage propage correctement cette
derniére a la zone Volumes Finis.

Enfin, on distingue parfaitement le retour de ’onde de choc. Cette onde
réfléchie par le bord opposé au jet le déforme et I'écarte. C’est d’ailleurs
pour cette raison que le dispositif physique réel posséde une soupape d’ou
s’échappe le jet une fois qu’il a frappé la cible.

Le calcul a été mené & bien et ces résultats trés prometteurs nous semblent

précurseurs de toute une palette de calculs en fluides complexes.






Chapitre 6

Conclusion

En conclusion de ce travail, nous tenons & rappeler son intérét pour le
calcul numérique et le calcul scientifique en particulier : on considére un pro-
bléme physique complexe, ot ’on distingue plusieurs zones de modélisation.
Si 'on utilise la méthode de décomposition de domaine standard, avec un
modéle spécifique de raccordement aux limites des sous-domaines, on im-
pose une condition & la limite artificielle qui perturbe le calcul des modéles
physiques étudiés. De plus, dans un calcul qui fait intervenir deux modéles
physiques différents comme les systémes visqueux et non-visqueux (respec-
tivement Navier-Stokes et Euler), les zones physiques ou ces modéles sont
valables n’ont pas des frontiéres nettes. On peut aussi citer des passage de

modéle cinétique & modéle fluide.

L’algorithme de couplage correspond en fait a la régularisation d’une telle
frontiére dans une décomposition de domaine. Dans le cas du passage d’un
modéle visqueux a un modéle non visqueux, on peut voir le rapport entre la
fonction de couplage et la viscosité physique qui tend vers 0. Cela confirme
le fait que ce type de couplage doit étre programmé en tenant compte des
zones physiques, la zone de couplage étant la représentation mathématique

de la grandeur physique qui est modifiée entre les deux modéles.
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On a démontré la convergence de la méthode de couplage pour un modéle
physique unique (ici hyperbolique), et pour un type de méthode numérique
donné (ici les Volumes Finis). Mais on a vu qu’elle pouvait étre utilisée avec
deux méthodes numériques vraiment différentes, en donnant des résultats
tout & fait cohérents. En perspective de ce travail, il faudrait démontrer la
convergence du couplage Volumes Finis - Méthode Particulaire (ou d’autres
méthodes, par exemple les méthodes spectrales), ainsi que la consistance du
couplage Euler - Navier-Stokes.

On pourra aussi étudier théoriquement le couplage dans le cas systéme,
en s’appuyant notamment sur les résultats de convergence donnés par Vila
et Villedieu pour les systémes de Friedrichs (linéraires, voir [VV97]).

Enfin, la démonstration de convergence proposée ici concerne les sché-
mas Volumes Finis du premier ordre. Une extension intéressante de cette
démonstration concerne les schémas du second ordre (et plus ...). Il faudra
alors modifier I’algorithme de couplage (et surtout la projection L?) pour

obtenir un nouvel algorithme, du second ordre cette fois-ci.
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NOTATIONS

ANNEXE B : Table des

notations

.. Page de la
Nom Définition
premiére citation

z € IR? variable d’espace p 12
teR variable de temps p 12
u € R solution exacte du probléme de Cauchy p 12
F:IR—> 1R flux de la loi de conservation scalaire p 12
Q domaine de calcul p21
up € IR condition initiale (& support dans ) p 12
Q1 UQy décomposition du domaine €2 p 21
Q=01 N zone de couplage p 21
Th, (resp. Thy,) triangulation sur € (resp. Qo) p 22
C (resp. D) une maille du maillage 7y, (resp. Tp,) p 22
hi (resp. hs) taille de la discrétisation sur 7y, (resp. Tp,) p 22

discrétistion non constante
k™ (resp. At) p 22

en temps (resp constante)

instant de la discrétistion en temps
t"et T p 22
et temps final du calcul

. vecteur normal a l'aréte e

Te,c p 23
de la maille C vers la maille C(e)
g1 (resp. go) flux numérique du schéma 1 (resp. 2) p 24
Alc (resp. Afp paramétre du schéma 1 (resp. 2) p 24
n (resp. Hy,) | entropie, fonction convexe (resp. flux d’entropie) p 44
Valeur de la projection de la solution
approchée (v1), constante par morceaux sur le
M2 (v7)p _ _ p 25
maillage 7Tj,, sur le maillage 2, 7p,,
prise & l'instant n.

N(lz?p poids de la projection II; 9 p 25




a: Q—[0,1] fonction de couplage p 26
discrétisation de la fonction de
ac (resp. ap) p 27
couplage sur le maillage 1 (resp. 2)
solution de I’algorithme sur la maille C
v]e (resp. v3p) p 27
du maillage 1 (resp. 2), et sur [t",t”‘”[
solution intermédiaire sur la maille
ul; (resp. ufp) p 27
C du maillage 1 (resp. 2)
intersection des mailles
E=CND 12 p 28
dans la zone de couplage
solution approchées sur le
vp, (z,t) (resp. vp,(z,1)) . p 28
maillage 1 (resp. 2)
uy (z,t) solution approchée moyennée p 28
pas de discrétisation
hi2 théoréme (3.1.2)

du maillage des intersections

incrémant (resp. viscosité)

Cie,c (resp. Q?,e,C) ‘ p 49

numérique du schéma 1

support en espace de la sotution
Ky (resp. Ky) PP P ’ p 53
a Uinstant 0 (resp. ?)
Domaine d’integration de
Q1 (resp. Qo) (3.7)
Uhy (resp. 'UhQ)

k- kt pas de temps minimal et maximal p 47

_ noyaux régularisant de
Pdc €t Pie (3.48)

la masse de Dirac en 0
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